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Vorwort. 

Die Veranlassung zur ),Tiederschrift dieses Buche" entsprang einem 
persönlichen Bedürfnis. Ursprünglich war das Material für den eigenen 
Gebrauch bei Untersuchungen und Vorlesungen gesammelt, um das 
dauernde Nachschlagen in den verschiedensten Lehrbüchern zu er
sparen. Als ich mich dann auf das Zureden befreundeter Fachkollegen 
hin entschloss das Vorhandene nach Möglichkeit zu ergänzen und in 
die Form eines Buches zu bringen, glaubte ich, daß das von mir 
Gesammelte auch für andere nützlich sein könnte. Es schwebte mir 
dabei als Ideal vor, ein Buch zu verfassen, das als theoretisches Analogon 
zu dem bekannten Buche von Kohlrausch aufgefaßt werden könnte 
Je weiter ich mit der Bearbeitung des Materials fortschritt, um so 
deutlicher wurde mir freilich, daß sich dieses Ideal zunächst nicht 
würde erreichen lassen, und daß es in mancher Richtung besser ge
wesen ware, wenn dieses Buch nicht von einem, sondern von mehreren 
Physikern und Mathematikern geschrieben würde. So verlockend es 
gewesen ware auf diese Weise etwas Vollkommenes in die \Vege zu 
leiten, so habe ich doch endgültig davon abgesehen die Aufgabe zu 
teilen, in der Erwägung, daß ein Buch, das für den p'raktischen Ge
brauch der Physiker bestimmt ist, auch wenn es wesentlich Mathematik 
enthält, nur von einem Physiker verfaßt sein darf, und daß bei einer 
Verteilung der Aufgabe auf mehrere Mitarbeiter die Homogenität zu 
sehr gelitten hatte. Ich hege die Hoffnung, daß, nachdem das Buch 
emmal in einem bestimmten Charakter geschrieben vorliegt, zu einer 
späteren Zeit durch die Mitarbeit von mehreren Fachkollegen die 
vorhandenen Mängel ausgeglichen werden. 

Für die Auswahl des Stoffes war für mich bestimmend, daß das 
Buch alles enthalten sollte, was der rechnende Physiker an Grund
lagen und Methoden braucht, soweit er nicht zum Zurückgreifen auf 
Spezialarbeiten genötigt sein sollte. Dabei ist grundsätzlich, um den 
Umfang des Buches zu beschränken und aus andern naheliegenden 
Gründen alles fortgelassen, was als "trivial" bezeichnet werden darf 
und was sich in handlicher Form vereinigt in vorhandenen Formel
sammlungen z. B. der von Bürcklen (Sammlung Göschen) vorfindet. 
Andrerseits ist nach oben eine bestimmte Grenze nicht gezogen, viel-



VI Vorwort. 

mehr möglichst alles an Mathematik berücksichtigt, was nach memem 
Urteil für die Behandlung physikalischer Probleme bisher verwandt 
worden ist oder Aussicht auf Verwendung bietet. 

Die Darstellung bringt fast durchweg nur die Definitionen der 
Grundbegriffe, die Ansatzbildungen und die Resultate. Beweise sind 
nur an einzelnen Stellen angedeutet. Die Bezeichnungen schließen 
sich nach Möglichkeit den üblichsten an. Hier eine bestimmte Aus
wahl zu treffen war oft schwierig, Zu Abweichungen vom Üblichen 
war ich in einzelnen Fallen gedrängt, um die Darstellung einheitlicher 
zu gestalten. 

Dem rein mathematischen ersten Teil schließt sich ein physi
kalischer an. Dieser zweite Teil sollte ursprünglich nur eine Samm
lung von Anwendungsbeispielen des ersten enthalten, Ich habe ihn 
soweit ergänzt, daß er in sich eine gewisse Geschlossenheit besitzt. 
In ihm sind die Grundbegriffe der theoretischen Physik bzw. deren 
mathematische Formulierung und Begriffsbildung dargestellt. 

Besonderes Gewicht habe ich auf die Vektor- und Tensorrechnung 
gelegt. Ich halte diese Disziplin für eines der allerwichtigsten mathe
matischen Hilfsmittel des Physikers. Ich bin der Ansicht, daß sie 
wegen ihrer großen Anschaulichkeit mehr ist als eine kürzere Schreib· 
weise und daß ihre eingehende Kenntnis gleichzeitig die Vertrautheit 
mit anderen wichtigen mathematischen Disziplinen, wie Invarianten· 
theorie, Differenzialgeometrie usw. mit sich bringt, wenigstens soweit 
diese für die Physik von Bedeutung sind. Dementsprechend habe ich 
mich in der Darstellung der physikalischen Grundlagen in einem 
höheren Maße als meist üblich der Vektoren- und besonders der 
T ensorenrec hnung bedient. 

Ich übergebe das Buch der Öffentlichkeit mit großen Bedenken, 
hoffe aber, daß es sich trotz vieler Mängel als nützlich erweisen wird 
und daß die Fachkollegen bemerken werden, daß das Ganze nicht 
bloß durch Zusammenschreiben aus den verschiedensten Lehrbüchern 
entstanden ist, sondern daß auch an vielen Stellen Ergebnisse eigener 
Bemühungen eingestreut sind. Ich habe einer größeren Anzahl von 
Kollegen für ihre Hilfe zu danken, die sie mir teils durch kleinere 
Beiträge, teils durch Beratung, teils durch Durchsicht des Manuskriptes, 
sowie der Korrekturen geleistet haben. Besonders danke ich den 
Herren Courant, Baule, Lande, Epstein, Bessel·Hagen, Brody 
und Götz e. 

Frankfurt a. M., September 1922. 

Erwin Madelung. 
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Erster Abschnitt. 

Algebra. 

A. Lineare Gleichungssysteme. 
Die allgemeine Form für n lineare Gleichungen mit n Un

bekannten ist 

a U Xl + a l2 X 2 + ... + aln X n = bl 

a21 Xl + a22 X2 + ... + a2n Xn = b2 

oder abgekürzt geschrieben 
n 

.2 aikxk = b; 
"=1 

(i = 1,2, ... , n) . 

1. Sind alle bi = 0, so heißt das Gleichungssystem homogen. 
Homogene lineare Gleichungssysteme haben dann und nur dann 

em von 0 verschiedenes Lösungssystem ';k' d. h. 2,;' aik';k = 0, für 
k 

mind~stens ein ~k =f= 0, wenn die Determinante der Koeffizienten 

all a l2 ... aln 

I I a2l a22 •.. a2n aik = =0 

ist. Das Lösungssystem ist dann bis auf einen Faktor bestimmt durch 
~l : ~2 : ••• : ~n = Ai! : A i2 : ... : Ain , wo A ik die Unterdeterminanten (vgl. 
S.4) zu aik sind und i ein beliebiger Index (i = 1, oder i = 2, ... ) ist 

für mindestens ein A ik =f= 0. n - l unabhängige Lösungssysteme ~t) 
(h = 1, 2, ... , n -l) liegen vor, wenn I aik ! vom Range l< n ist, 
d. h. wenn nicht alle Unterdeterminanten loten, aber alle höheren 

Grades verschwinden. Jedes System linearer Kombinationen .2) eh ~.r") 
h 

mit beliebigen eh ist dann wieder ein Lösungssystem. 
Madelung, Math. Hilfsmittel. 



2 Lineare Gleichungssysteme. 

Das transponierte homogene Gleichungssystem (entstanden durch 

Ersetzung von alk durch aki) hat ebenso viele Lösungssysteme ~f")' wie 
das ursprüngliche. 

2. Inhomogen heißt das Gleichungssystem, wenn nicht alle 
bi = ° sind. 

Fall a. Ist I aik I =+ 0, hat also das zugehörige homogene System 
keine Lösung, so hat das inhomogene System ein und nur ein Lö-

1 1 
sungssystem X k = ~I ~-I· (bl Alk + b2 A2k + ... ) = -I -I 2: bi A. k (vgl. 

a,k a,k i t 

S.7.) 
Fall b. Ist I aik 1= 0, hat:'also das zugehörige homogene System 

Lösungssysteme, so ist das inhomogene System im allgemeinen nicht 
lösbar, sondern nur dann, wenn die n - l Bedingungungen 

(h = 1, 2, •.. , n -l). 

erfüllt sind. Die allgemeine Lösung des inhomogenen Systems be
steht dann aus einer Lösung des inhomogenen Systems, vermehrt um 
die n - l unabhängigen Lösungen des homogenen Systems. 

Ein wichtiger Fall ist folgender: Gegeben sei ein System inhomo. 
gener linearer Gleichungen in der Form: 

(all - l)x1 + a12 x2 + ... + a1n xn = b1 

an Xl + (a22 - l) XI! + ... + a2n xn = b2 

an1 x1 + a nll x2 + ... + (an» - l)xn = bn 

wobei die a ik reell angenommen und a ik = a"i sei. Abgekürzt ge-
schrieben 

Das zugehörige homogene System 

2: aik x k - lXi = ° 
k 

(i = 1, 2, .•. , n). 

~(i=1,2, ... ,n) 

hat nur Lösungen, wenn l einen der n (reellen) (vgl. S. 6) Werte l; U = 1, 
2, ... , n) annimmt, welche sich durch Nullsetzen der Determinante 

(all - l) a12 . . . a1n 

an (aa - 1) ... a<Jn =0 
("Säkular
gleichung") 

ergeben. Das zu dem "Eigenwert" 1. gehörige Lösungssystem der 
G . h . J homogenen lelC ungen heIße ~lj' ~2j' •.. , ~nj' so daß 1j ~ij = f aik~kj" 
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Die ,,Eigenlösungen" ~kj sind bis auf einen gemeinsamen Faktor 
bestimmt, wenn Aj eine einfache Wurzel ist. Dieser soll festgelegt 
werden durch die "Normierungsgleichungen" 

~ii+~:i+'" +~:1 =2~;i= 1. 
k 

Dagegen gilt stets für zwei verschiedene lj =+= Al 

~tj~tj' + ~2j~2/ + '" + ~tlj~tl/ =..f~kj~kj' = O. 

Führt man statt xk und bk neue Größen x~ und b~ ein durch die 
(orthogonale) Tr~nsformation (Hauptachsentransformation, Entwicklung 
nach Eigenlösungen ) 

und 

aufgelöst 

so wird 

Das obige inhomogene System erhält dann die Form: 

(Ak - A) x~ = bf" 

was durch Einsetzen zur Lösung 

führt. 

B. Matrizes und Determinanten. 

1. Definitionen. 

Ein System von m· n Zahlen aik ("Elemente"), das in einem recht
eckigen Schema von m "Zeilen" und n "Spalten" geordnet ist, heißt 
eine "Matrix". 

(:11 :~2: :13 ... :tn) Zeile = Horizontalreihe 
21 ;,;;j 23'" 2 n 

. Spalte = Vertikalreihe. 

amt am2 am3 ••• amn 

Ist m = n, so heißt die Matrix quadratisch. 
Die Elemente aik können verschiedene Bedeutung haben. Sie 

können z. B. die Koeffizienten eines Systems linearer Gleichungen oder 
einer linearen Transformation sein. Ist die Matrix quadratisch, so können 
sie die Koeffizienten einer Determinante sein. 

1* 



4 Matrizes und Determinanten. 

Vertauscht man in der Matrix alle a,k mit den aki , also Zulen 
und Spalten miteinander.. so heißt die neue Matrix die "transponierte" 
der ursprünglichen oder zu dieser "kont'ugiert". 

Aus einer quadratischen Matrix von n· n Elementen aik bildet 
man ihre "Determinante", indem man die sämtlichen Produkte der 
Form: a,k ai'I<' ai"1<"'" bildet, so daß i =+= i' =+= i" =+= ... und k =+= k' =+= k" =+= ... 
Die Indizes i, i', i" ... und die k, k', k" ... bilden eine Permutation der 
natürlichen Zahlenfolge 1,2,3 ... der i bzw. der k. 

Jedes dieser Produkte aus n Elementen heißt ein "Glied" der 
Determinante. Ihre Zahl ist gleich n! Die Determinante ist die Summe 
dieser Glieder unter Beachtung folgender Vorzeichenregel: Man ordne 
in jedem Glied die Faktoren so, daß die i in ihrer natürlichen Zahlen
folge stehen und untersuche, wieviel Vertauschungen von je zwei Fak· 
toren nunmehr nötig sind, um die k in ihre natürliche Folge zu bringen. 
Ist diese Zahl gerade, so ist das Vorzeichen positiv, andernfalls negativ 
zu setzen. 

Die Zahl der positiven Glieder ist gleich der der negativen. Die 
Determinante schreibt man abgekürzt: 

au al~ alS' .. a ln 

alU a'J'J a 2S '" a2n 

Eine Determinante aus n 2 Größen heißt "n-ter Ordnung". 
Determinanten, die man erhält, wenn man aus der Matrix einer 

gegebenen Determinante gewisse Zeilen und Spalten streicht, heißen 
"Minoren" der ursprünglichen. 

Streicht man die i-te Zeile und die k·te Spalte, und multipliziert 

man die entstehende Minor mit (_1)i+k, so heißt das Produkt die 
"Unterdeterminante" von aik (geschrieben = AuJ. 

Entwicklungssatz: Der Wert einer Determinante ist gleich: 

I ail< I =.2 a,k Aik =.2 a,k Ai" 
f k 

aber es ist 

für i =!= i 

Eine Matrix oder eine Determinante heißt "vom Range r", wenn 
sie wenigstens eine von Null verschiedene Unterdeterminante r·ter Ord
nung besitzt, aber alle in ihr enthaltenen Unterdeterminanten höherer 
Ordnung verschwinden. 

Allgemeine Sätze: Eine Determinante ist = 0, wenn 
1. alle Elemente einer Reihe (Spalte oder Zeile) = 0 sind, oder 
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2. alle Elemente einer Reihe dieselben Vielfachen der entsprechenden 
Elemente einer Parallelreihe sind, oder 

3. alle Elemente einer Reihe dieselben linearen Kombinationen der 
entsprechenden Elemente von Parallelreihen sind. 

Eine Determinante bleibt ungeändert, wenn 
1. man sie transponiert, d. h. alle ai " durch a1d ersetzt, 
2. man zu den Elementen einer Reihe die entsprechenden einer 

Parallelreihe bzw. ein bestimmtes Vielfaches derselben addiert. 
Eine Determinante ändert nur ihre Vorzeichen, wenn man zwei 

Reihen miteinander vertauscht. 
Eine Determinante wird mit einem Faktor multipliziert, wenn 

man alle Elemente einer Reihe mit diesem Faktor multipliziert. 

Differentiation. 
olll'I<I_ A 

011,1< - il< 

OB I a,I< 1 = 02 I a'I< I 
01111. 0 111m 0 a'm Oll, k ' 

wenn alle ail< voneinander unabhängig sind. 

2. Multiplikation von Determinanten. 
Das Produkt I ai I< 1·1 bi I< I = I Ci" I ist eine Determinante, deren 

Elemente Cik in folgenden vier verschiedenen Weisen gebildet werden 
können: 

1. ci,,=ai1blk+ai9b91<+ ..• =~aiibil< (j= 1,2,3, ... ,n) 
1 

2. cil< = au b"l + ai2 bu + ... =.2 aii bl<j 
1 

3· Ci" = ali bkl + a'li bl<2 + ... = ~ aii b"j 
1 

4. Ci" = ali b1k + a lli b2 1< + ... =~ajibjk· 
1 

Die l\1atrix der gemäß Vorschrift 1 gebildeten cil< heißt die aus den 
Matrizes der ail< und bik "komponierten" Matrix. 

Es gilt: 
3. "Ränderung" von Determinanten. 

a11 a12 ••• «ln 111 

a91 a29 .•• alln 'U\l 

. . . . . . . = W·I aik I - .2 2: Aik • Ui ·I'k 

an1 an9 ••• ann U n 

V1 VIl ••• Vn W i 

• k 

.lst im Speziellen W = 1 un.d sämtliche ui oder vk = 0, so ist der 
Wert = I ail< I, d. h. gleich dem Wert der ursprünglichen Determinante. 
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4. Praktische Berechnung von Determittanten. 
Man subtrahiere von den Elementen der i-ten Zeile die mit a'l 

au 
multiplizierten entsprechenden Elemente der ersten. Hierdurch wird 
der Wert von 1 aik 1 nicht geändert. Führt man dies an allen Zeilen 
(außer der ersten) durch. so erhält man eine Determinante der Form: 

I an a l2 alS' .. aln 

o b22 b2s ..• b2n 

I aikl = 0 bS2 baa ··· ban = all 

'0 bU2 bn3 ... b"n 

b22 b28 ••• b2n 

bSlI bS8 ••• bSn 

In derselben Weise reduziert man die, Determinante der b usf. Man 
erhält schließlich ein einfaches Produkt von n Zahlen als Wert von 
1 ai " I· Hierbei ist es meist vorteilhaft, Vertauschungen von Reihen 
vorzunehmen (unter Beachtung der dabei auftretenden Vorzeichen
wechsel ) und jeweils möglichst große Faktoren abzusondern. 

ö. Spezielle Determinanten. 
Ist aik '= aki , so heißt die Determinante symmetrisch; ist aik = - aki 

und daher au = 0, so heißt sie schiefsymmetrisch (antisymmetrisch ). 
Sind die aik komplex konjugiert zu den aki (d. h. aik = u + iv; 

aki = u - iv) und die aii reell, so hat die Determinante einen reellen 
Wert (Hermitesche Determinante). 

Die Gleichung noten Grades: 

(all - x) a12 
au (a ll2 - x) '" 

anl an II ... (ann - x) 

(Säkulargleichung l ) 

= 0 für die Unbekannte x) 

hat lauter reelle Wurzeln, falls aik = aki und alle aik reell sind; 
ebenso falls die Determinante der aik eine Hertnitesche ist 

Die Gleichung hat (außer x = 0, wenn nungerade) lauter ima
ginäre Wurzeln, falls die aik = .,.... aki und reell :und die a" = 0 sind. 

Eine symmetrische Determinante der Form: 

al a2 ••• an 

a2 as ... a1 

Zn = as a, ... a2 

1) Der Na.me "Säkulargleichung" ist nur fUr a'k = Itk' gebräuchlich. Sonst 
hei1it die Gleichung ,.charakteristische Gleichung". 
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heißt eine Zirkulante oder zyklische Determinante. Ihr Wert ist gleich: 

!~-1) (n-2) n-1 

Zn = (- 1) 2 H(al + a2 CO k + ag C0 2k + .. , + an co(n-l)k), 
k=O 

2". 
wo CO = e n ist. 

6. Determinanten und lineare Gleichungssysteme. 

Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem: 

2) aikxk = bi 
A 

(i = 1, 2, ... , n), 

d. h. n lineare Gleichungen für die nUnbekannten xk • Dann ist 

an al2 ... al(k-l) bl al(k+l) .. , a ln 

an a 22 •.. a2 (k-l) b2 a 2 (k+l) '" a 2n 

a nl a n2 ••• a n (k-l) bn an(k+l) ..• ann I 

d. h. gleich der Determinante, die man aus I aik I erhält, wenn man 
die Elemente der koten Spalte durch die entsprechenden bi ersetzt, 
dividiert durch I aik I· 

(Diese formale Lösung ist zur praktischen Rechnung nicht zu 
brauchen, weil die Umrechnung der Determinanten mehr Arbeit er
fordert als die normale Berechnung von xk durch schrittweise Elimi
nation.) 

Umgekehrt kann der Wert von 1 aik 1 auch aus den Lösungen 
von linearen Gleichungssystemen gefunden werden, wie folgt: 

Man löse nacheinander folgende Systeme 

usw. Dann ist 

{
all X3 +.al2 Ys + al3 Z3 = 0 

3· a~.!1 X3 + a 22 Ys + a 23 Zs = 0 

aSl X 3 + aS2 Ya + a3S Zs = 1. 

Die Berechnung von Determinanten und die Lösung von linearen 
Gleichungssystemen sind daher praktisch gleiche Probleme. 



8 Kombinatorik. 

c. Kombinatorik. 
I. Permutationen: 
1. Die Anzahl der Permutationen aus n verschiedenen Elementen 

ist nf 
2. Sind unter den n Elementen a, p, r usw. unter sich gleiche 

Elemente, so wird die Anzahl der Permutationen = I Rln_II-' 
IX I' " ••. 

11. Variationen (Kombinationen mit Berücksichtigung der An
ordnung): 

Die Anzahl der Variationen aus n Elementen zur roten Klasse ist 

ohne Wiederholung n (n - 1)( n - 2) ... (n - l' + 1) = (:).r! 
mit Wiederholung n r • 

III. Kombinationen (Kombinationen ohne Berücksichtigung der 
Anordnung): 

Die Anzahl der Kombinationen aus n Elementen zur roten Klasse ist 

ohne Wiederholung: "1(nn~")1 ={:) = C~,) 
( n+,,1' -1). mit Wiederholung: 

Die hier und bei andrer Gelegenheit auftretenden 

Binomialkoeffizienten 
haben folgende Bedeutung: 

( n)= n(n-1)(n-2) ... (n-r+1)=( n)= nl 
l' ,,1 11-" (n-,)I"I 

und befolgen folgende Regeln: 

(;)=n (:)=1 (:!:)=(:)+(n~1)+(n~2) ... +(;)~ 
(~)=1 (n~f)=(:)+(":J 

Für sehr große Zahlen n und m wird: 

Stirlingsche Formel: nf = (;)" V2nn· (1 + 1;n- + ... ) 
11 

(:l ~ '-;';', wo z ~ m;;, 
( n)p .... q .. -m=~_ wobei q = 1- P und z- na-np 

m, ~23fnpq , - V2n pq ~ 

Ist n auch sehr groß gegen m, so wird: (n) = nlll • 
m m! 



Zweiter Abschnitt. 

Funktionen. 

A. Allgemeine Funktionentheorie. 

1. Komplexe Größen. 
D efin i t ion: Die Summe a + ib einer reellen Zahl a und 

einer imaginären Zahl ib heißt eine "komplexe" Zahl C = a + ib, 
I cl = vä"2 + bll heißt ihr (absoluter) "Betrag". 

a heißt der Realteil, b der Imaginärteil (in Zeichen a = Sle c, 
b = 3mc). 

Geometrisch veranschaulicht man sich die komplexe Zahl C 

1. durch einen Punkt der komplexen xy-Ebene, dessen recht
winklige Koordinaten x = a, y = b sind. 
I C I bedeutet den Betrag des Abstandes r 
vom Punkt C bis zum Nullpunkt. !I 

Es ist also (Fig. 1) 
a = 'T coscp 
b = 1'sincp 

a + ib = r(coscp + isincp) = 1'e i .! 

wo r = Val! + b2 

a 
cp = arctgi)' cp heißt Argument. 

Fig.1. 

2. Durch einen Vektor vom Nullpunkt, dessen Komponenten 
gleich a bzw. b sind. 

Cl + cll = (al + ibl ) + (aIJ + ibIJ) ist dann ein Vektor, der durch 
Vektoraddition der Vektoren Cl und c 11 entsteht. 

CI'CIl = (al + ibl)(all + ibll) = 1'1 rll ei (tpl+'T2) ist ein Vektor, dessen 
Argument cp gleich der Summe derjenigen von Cl und cll ist und 
dessen Betrag gleich dem Produkt der Beträge von Cl und cll ist. 

Zwei komplexe Größen heißen nur dann gleich, wenn sowohl 
ihre Realteile wie ihre Imaginärteile gleich sind, oder sowohl ihre 
Beträge wie ihre Argumente (modulo 2 11:). 

; = a - ib heißt "komplex konjugiert" zu c = a + ibo 
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Daraus folgt: 

Allgemeine Funktionentheorie. 

a = c+c = Rec 
2 

c-c 
b=--=Imc 

2 

V~ = W + b2 = I c I = I c I 

2. Analytische Funktionen. 
Eine Funktion fez) = u + iv der komplexen Variablen z = x + iy 

heißt in einem Bereich "analytisch", wenn sie dort stetig ist und wenn 

1 D fi .. d{(z) {(x+dx+i(y+dYl)-f(x+iy). W . e mtlOn: ---- = . --- emen ert 
dz dx+~dy 

hat, der von der Art des Grenzüberganges (dem Verhältnis :;) un

abhängig und stetig ist. 

D fi . . OU OV 
2. e mtlOn: OX = oy; 

OU OV . 
-= - - 1St. 
oy ox 

Die beiden Definitionen sind gleichwertig . 
. In Punkten, in denen die obigen Forderungen nicht erfüllt sind, 

heißt die Funktion "irregulär" oder "singulär". 
Eine analytische Funktion einer analytischen Funktion ist wieder 

eine solche. Auch die zu f(z) inverse Funktion qJ (z) (qJ (fz) = f(qJz) =z) 
ist eine analytische. 

Durch eine analytische Funktion fez) = u + iv werden u und 'IJ 

als Funktionen von x und y festgelegt: 

u = f1 (x, y), v = f2 (x, y). 
Man findet diese, indem man fex + i y) in die Form f1 (x,y) + if", (x,y) 
bringt. 

f1 und f", heißen zueinander "konjugierte" Potential·Funktionen. 
Es gilt für diese wegen der 2. Definition 

09 0 9 

Af1=Af2 =O, wo A=OX9+oy9' 

Jede beliebige analytische Funktion f liefert daher zwei partikuläre 
Lösungen der Gleichung A qJ = ° (im Zweidimensionalen). 

Für eine analytische Funktion fez) = u + 1,'11 ist 

fez) = u - iv 
imd daher 

u== f(z) + ((i) . 
2 ' 

((z) - ((i) 
v=--2~~' 

weim ((z) für reelles z reell ist. 
Durch eine analytische Funktion f wird dem Wertepaar x, y ein 

solches u, v zugeordnet. Betrachtet man daher x, y als die rechtwink. 
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ligen Koordinaten eines Punktes in eine( Ebene, u, v als die eines 
Punktes in einer zweiten Ebene, so vermittelt die Funktion f die Ab· 
bildung jedes Punktes oder aus Punkten gebildeten Systems (Kurven 
oder Flächenstücke) der x, y.Ebene auf die u, v·Ebene. 

fez) vermittelt eine konforme, d. h. winkeltreue Abbildung (mit 
Erhaltung des Drehsinns ), d. h. eine solche bei der unendlich kleine 
Gebiete winkeltreu von der x, y-Ebene auf die u, v-Ebene abgebildet 
werden. 

b 

Unter dem Integral J fez) dz versteht man: 
a 

b b b b 

J f(z)dz = J(u + iv) (dx + i dy) =J(udx - v dy) + if(v dx + udy). 
• 4 a a 

Die Integrale sind längs einer bestimmten Kurve zwischen den 
Punkten a und b zu erstrecken. 

Wegen der Definitionsgleichung (2) der analytischen Funktionen 
sind sowohl (u dx - v dy) wie Cv dx + u dy) totale Differentiale. 

Daher gilt folgender grundlegende 

Satz: 
b 

J fez) dz bleibt unverändert, wenn man unter Festhalten von a 
a 

und b den Integrationsweg verschiebt, falls nicht diese Verschiebung 
über irreguläre Punkte geschieht. 

Erfolgt die Integration über eine geschlossene Kurve (Zeichen ~), 
d. h. ist a = b, so ist ~ fez) dz = 0, wenn die Kurve keinen irregulären 
Punkt einschließt. 

3. Cauchys Fundamentalformel. 

f(C) = _1. 1.. f (z) dz 
2H~~ z-l; 

gestattet die Berechnung von fez) für den Wert z = C, wenn fez) auf 
den Umfang einer den Punkt C umschließenden Kurve gegeben ist, 
welche keinen irregulären Punkt einschließt. 

Spezialfall: Hz - C)'I dz ist = ° außer für n = -1 

f dz 2· -= ~:n. 
:-l; 

Mittelwertsatz. Ist die Kurve ein Kreis und ist Uo + ivo der 
Wert von fez) im Mittelpunkt; u + iv der Wert auf dem Umfang 
(dargestellt als Funktion des Richtungswinkels {}), so ist 
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2,. 

U = ~fttd{}' o 2% ' 
o 

2", 

Vo = ~fVd{}, 
2% 

o 

also ~to bzw. Vo der Mittelwert der tt bzw. v auf dem Umfang des 
Kreises. 

4. Potenzreihenentwicklung der analytischen Funktionen. 

a) Entwicklung in der Umgebung regulärer Punkte. 
Eine analytische Funktion gestattet in der Umgebung eines Punktes 

z = zo' in dem sie regulär ist, folgende konvergente Entwicklung: 

wobei 

a = _i_rh f(/;)dL. 
n 2 i % 'j' (/; _ zo)"+1 

Die Entwicklung konvergiert nur, solange I z - Zo I nicht größer 
als ein bestimmter Wert Rist. R heißt der Radius des "Konvergenz
kreises". 

Das die a,. bestimmende Integral ist über eine Kurve zu er
s'~ecken, die innerhalb des Konvergenzkreises liegt. 

Der Konvergenzkreis um Zo geht durch den nächsten bei Zo 
liegenden irregulären Punkt der Funktion fez). 

Verschwinden die ersten 12 Koeffizienten der Entwicklung, ao bis 
an-i> nicht aber an, so heißt Zo eine "Nullstelle n-ter Ordnttng" der 
Funktion fez). 

Ist fez) im Unendlichen regulär (d. h. f(~) für z = 0), so ge

stattet fez) die Entwicklung 

f(z) = ao + a_ 1 + I!:::-~ + ... , z z 

wobei 

Diese konvergiert außerhalb eines um den Nullpunkt beschriebenen 
Kreises, der durch den entferntesten irregulären Punkt läuft. 

Das Wesentliche an diesen Entwicklungsmöglichkeiten ist, daß 
die Funktion auch schon durch eine Reihe von beschränkter Glieder
zahl innerhalb des Konvergenzbereiches mit einer gewissen Näherung 
dargestellt wird, die sich dann mit wachsender Gliederzahl bis zu 
beliebigem Grad verbessert. 
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Als Beispiel für eine derartige Annäherung ist in Fig.2 die Funktion 

_1_ in Fig. 3 dieselbe, nach steigenden Potenzen bis Z6 entwickelt, 
1-z 

dargestellt. Man erkennt, wie außerhalb des Konvergenzkreises mit 

y 
o 1 

y 0 1 

Fig. 3. w = 1 +Z+Z2+ '" +Z6. 

dem Radius 1 überhaupt keine Annäherung an die gegebene Funktion 
stattfindet. In Fig. 4 ist dieselbe Funktion, nach fallenden Potenzen 
entwickelt, gezeichnet. Hier ist innerhalb des Konvergenzkreises 
keine Annäherung vorhanden. 
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Analytische Fortsetzung. Durch die Entwicklung in der Um
gebung von %0 ist f(z) zunächst nur innerhalb des Konvergenzkreises 
bestimmt. Geht man zu der Entwicklung um einen Punkt z~ = %0 + c 
über, so erhält man die Entwicklung 

x-

/' 

/(~) 

f(z) = ao+ a1 (z - z~ + c) + a2 (z - z~ + C)2 + .... 
y 

/ 

/f~) 
/ 

./ 

"-
" f '-,f'YoJ 

"- \ 

y 

Fig.4· w=-G+~+ ... +~). 

X 

Löst man die einzelnen Klammerpotenzen (z - %~ + C)fI nach 
dem binomischen Lehrsatz und ordnet nach Potenzen von (z - z~), so 
erhält man eine Entwicklung der Form 

f{z) = bo+ b1 (z - z~) + b2 (z - z~)1 + .... 
die in einem Kreise um z~ konvergiert, der möglicherweise über den 
alten 'Kreis hinausragt, In dem den beiden Kreisen gemeinsamen 
Gebiete liefern beide Entwicklungen dieselben Werte. Die zweite 
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Entwicklung heißt, falls sie außerhalb des Konvergenzkreises des ersten 
gilt, "Fortsetzung" der erste. Durch Wiederholung dieses Verfahrens 
ist es möglich, die durch die Potenzreihe definierte Funktion beliebig 
weit fortzusetzen und dadurch die Funktion für alle regulären Stellen z 
zu berechnen. 

b) Entwicklung in der Umgebung nicht regulärer Punkte. 

In der Umgebung ein~s "m-Iachen Pols" in z = Zo gestattet die 
Funktion folgende Entwicklung: 

{(z) = a_m (z - zo)-m + a_ (m-t) (z - zorm+1 + .. . 
+ a_1 (z - zor 1 + ao + at (z - zo) + a2 (z - zo) 2 + ... . 

In der Umgebung eines 'V-fachen "Verzweigungspunktes" m z = Zo 
gilt folgende Entwicklung: 

1 2 

f(z) = ao+ a t (z - zor + a2 (z - zor + .... 
In der Umgebung eines "wesentlich singulären" Punktes in z = Zo 
ist keine Reihenentwicklung nach steigenden Potenzen von (z - zo) 
möglich. 

')urch diese Entwicklungsmöglichkeiten ist der Charakter eines 
irregulären Punktes definiert. 

Residuum. Der Koeffizient a -1 der Potenzreihenentwicklung m 
der Umgebung emes Poles heißt "Residuum" des Poles. 

Es gilt 

a_l = 2:% f f(z) dz. 1 ) 

Hierbei ist der Integrationsweg eine Kurve, welche keine irreguläre 
Stelle außer den Pol einschließt. 

Als Residuum des 00 fernen Punktes bezeichnet man den Koeffi
zienten - a1 der in der Umgebung dieses Punktes gültigen Entwicklung 

f(z) = a_mz m + a_m+1Zm-1 + ... + a_1z + ao+ ~ + a; + ... , z z 
falls dort die Funktion regulär ist oder nur einen Pol hat. 

Residuensatz. Ist ((z) in einem von einer oder mehreren steti. 
gen Kurven berandeten Gebiet überall eindeutig und bis auf endlich 

viele Pole im Innern regulär, so ist 2:i ~ f(z) dz erstreckt über die 

Berandung des Gebietes gleich der Summe der Residuen der Pole 

') Diese Formel ist praktisch von besonderer Bedeutung, weil sie die Be
rechnung des Integrals !fl f (z) dz zurückführt auf die Entwicklung der Funktion 
in der Umgebung eines Poles. 
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dieses Gebietes. Ist f(z) überall eindeutig und bis auf endlich viele 
Pole regulär, so ist die Summe der zu den Polen und zum 00 fernen 
Punkt gehörigen Residuen gleich Null. 

Laurentsehe Reihe. Für einen ringförmigen Bereich (zwischen 
zwei konzentrischen Kreisen Kund k um z = 0), innerhalb dessen 
((z) regulär ist, konvergiert die Reihe 

wobei 

f(z) = ... a-22 + ~-1 + ao + a1 z + a\lz2 + ... , z z 

a = _1_f f (Z)dZ 
" 2in z"+l 

K 

a_" = 2;nf Z"-1 (tZ) dz. 
k 

(n=0,1,2, ... ), 

(n = 1, 2, 3, ... ). 

o. Berechnung bestimmter Integrale durch Integration 
im Komplexen. 

b 

Gegeben sei ein reelles bestimmtes Integral 1= f f(x) dx. Ist 
11 

f(z) in einem die Strecke a -+- b der reellen Achse enthaltenden Ge
b 

biet der komplexen z·Ebene analytisch, so ist 1= f ((z) dz ein in .. 
der komplexen Ebene auszuführendes Integral zwischen den Punkten a 
und b der reellen Achse. Als Integrationsweg kann man dann jeden 
beliebigen nehmen, der durch Verzerrung des ursprünglichen reellen 
Weges bei Festhaltung der ursprünglichen reellen Grenzen a und b 
entsteht, falls die Verzerrung nicht über einen singulären Punkt von 
f(z) hinübergeführt hat. Es lassen sich häufig 
komplexe Wege von a nach b finden, längs 
derer die Integration bequemer, als längs des 
reellen Weges auszuführen ist. 

Um die Verze rrullg auch üeer eiIlen sin 
guläIe Punkte hinwegführen zu können, muß 
man so verfahren, wie die Figur zeigt: Man 
ersetzt den reellen Weg a -+- b durch drei 
komplexe Stücke, 1. den verlangten Umweg, 

1 1 

2. einen (beliebig kleinen) Kreis um den sin- -~a~--~--~b)-
gulären Punkt, 3. die Zuwege zu dem singu
lären Punkt. Der Anteil des Weges 2 ist 

Fig.5. 

gleich 2ni mal dem Residuum des singulären Punktes; der Anteil 
des Weges 3 (Hin- und Rückweg) verschwindet. 

Durch Einführung einer neuen geeigneten Variablen q; (z) statt z 
.( Abbildung von der z-Ebene auf eine q;-Ebene) kann oft eine weitere 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 2 
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Vereinfachung erzielt werden (z. B. so, daß das Integral übyr den 
Weg 1 ganz verschwindet, letzteres besonders dann, wenn die neue 
Variable zu einem geschlossenen Integrationsweg führt). - Ge
legentlich kann man den Integrationsweg so legen, daß nur kleine 
Stücke des Weges wesentliche Beiträge zum Gesamtwert I liefern, 
und zwar Stücke, wo der Integrand (näherungsweise ) in einfacher Form 
geschrieben werden kann (Methode der Sattelpunkte). Es sind noch 
andere Kunstgriffe möglich, z. B. das neue Integral als reellen Teil 
eines einfacheren komplexen Integral$ aufzufassen.1 ) 

Beispiel für komplexe Integration: 
2,. 

f drp 
1 + ecosrp' 

o 
Wir fassen P =" + iß als komplexe Variable auf. Dann ist 

der Integrationsweg vom Punkte P = 0 zum Punkt 2,n der reellen 
Achse zu erstrecken (Fig. 5). Dieser Weg kann verzerrt werden in 
den Weg über ABC. Um hierbei nicht über den singulären Punkt Po 

(cos f{Jo = - ; , ~of ßo = ,~, "0 = ,n) hinwegzugehen, ist von A aus 

der Weg zu Po' um dieses in einem Kreis herum, und längs des Zu
weges wieder nach A geführt. 

Das Integral verschwindet für die beiden Stücke parallel der 
imaginären Achse wegen der Periodizität von cos P, ferner für das 
Stück BC, wenn das Stück unendlich weit hinausgeschoben wird, 
weil hier der Integrand verschwindet, außerdem für die Zuwege. Es 
bleibt also nur das Stück um Po herum zu berechnen. 

In Po .hat der Integrand einen einfachen Pol. Die, Entwicklung 

lautet hier: __ , -~ = cos rpo = ~ + ao+ a1 (p - p~) + ... 
1 + e cos rp cos rpo - cos rp rp - rpo 

Um a_ 1 , das Residuum, zu finden, multiplizieren wir mit p - Po und 
gehen zur Grenze p = Po über: 

(rp - rpo) cos rpo I 1 1 
a_ 1 =. cos rpa - cos rp lim ('1'-'1'0)=0 = sin rpa • cos Po = - y 1 

E 1- E 2 

1 i 
= - -/e9 - 1 = - -/1 - S2 • 

Das gesuchte Integral ist dann gleich 
. 2% 

2,nta_ 1 = .,-=' 
V' _8 9 

1) Beispiele der Anwendung auch bei physikal,ischen Untersuchungen vgl. 
A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, Zusatz 7. Ferner A. Sommer
feid, Ann. d. Pliis. 44, 177, 1914. L. Brillouin, Ann. d. Phys. 44, 203, 1914. 
P. Debye, Math. Ann. 67, 535, 1910. 
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Zum gleichen Resultate kommt ,man auf folgendem Wege: 

etzt man z == e''P, so WIr as ntegral = Der S . 'dd I f: -idz 

. z [1 +~(z+~)J 
Integrationsweg ist ein Kreis mit dem Radius 1 um den Nullpunkt. 
Singuläre Punkte liegen an den Stellen der Wurzeln z und z der 

1 2 

Gleichung Z2 + ~z + 1 = 0, wo der Integrand unendlich war. Von 
8 

diesen liegt 

weges. Die 

also ist 

1 V~1-
nur z = -.. - + - -~ 1 

1 E 8 2 im. Innern des Integrations-

Entwicklung lautet hier: 

und das Integral wird 

2nia = _~n . 
-1 vt _8 2 

6. Veranschaulichung komplexer Funktionen 
(vgl. Fig.2-14). 

Die funktionelle Abhängigkeit w = f(z) = u + iv von z = x + iy 
veranschaulicht man sich geometrisch in folgenden zwei Weisen 1): 

A. Man zeichnet in einem Koordinatensystem u, v die Kurven, 
die man erhält, wenn man die Geradenscharen x = a und y = b 
punktweise abbildet, d.h. man, zeichnet die Kurven u+iv=f(a+iy)llI) 
bzw. u + iv = f(x + ib), wo a und b Parameter sind, denen man be
liebige (praktisch äquidistante) Werte beilegt. 

B. Man zeichnet in einem Koordinatensystem x, y die Kurven 
u = t1 (x,y) = s und v = f'J (x,y) = t, wo sund t Parameter (wie 
oben) sind. 

Die funktionelle Abhängigkei t von cp (u + iv) = z = x + i y der 
zu f inversen Funktion cp [cp (f(z) = z] wird durch dieselben Bilder 
veranschaulicht, nur mit vertauschter Bedeutung. 

In beiden Fällen erhält man je zwei einander orthogonal schnei· 

1) Die Darstellung A ist die üblicbe, um den Begriff der konformen Ab 
bildung durcb die Funktionen f (z) zu veranscbaulicben, andererseits entspricbt B 
der üblichen graphischen Darstellung der Abhängigkeiten u = f, (x, ,,), 11 = f2 (x,,,).-

2) Da eine solche Gleicbung, indem man die Realteile bzw. die Imaginär
teile gleichsetzt, eigentlich zwei Gleichungen darstellt, kann man" eliminieren 
und erhält eine Gleichung F (u, v) = a. 

2* 
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dende Kurvenscharen. Aus ihrem Verlauf lassen sich alle charakte
Iistischen Eigenschaften der Funktion {(z) bzw. rp (z) erke~nen. 

Faßt man die Kurven als Höhenlinien (Isohypsen) bzw. als Fall
linien (Gradienten) einer Fläche auf, so haben diese Flächen überall, 
wo die Funktion regulär ist, folgende Eigentümlichkeiten: 

1. Die Fläche hat nirgends ein Maximum (Gipfel) oder Minimum 
(Grube). 

2. Jede Gradientenlinie fällt monoton von + 00 bis - 00. 

Jede Kurve trennt ein "höheres" von einem "niederen" Gebiet. 
Wo hiervon eine Ausnahme zu sein scheint, setzen sich die hier 
zusammenstoßenden Flächenteile nach gegenseitiger Durchdringung 
weiter fort. Diese Durchdringungslinien endigen jeweils in 2 Punkten 
(von denen einer auch im Unendlichen liegen kann). 

Wo eine Kurve in sich geschlossen zu sein scheint, ist sie tat
sächlich entweder durch einen irregulären Punkt in zwei Teile geteilt 
oder sie setzt sich auf einer höheren oder tieferen Fläche fort (ln z). 

Die Flächen haben häufig Sattelpunkte, in denen ein Übergang 
aus einem "Tal" in ein anderes über einen "Paß" erfolgt. In solchen 
Sattelpunkten schneiden sich (scheinbar) 2 Fallinien bzw. Höhenlinien, 
also 2 Kurven der gleichen Schar; die dann denselben Parameter haben. 
In diesen Punkten ist die Forderung der Orthogonalität der beiden 
Kurvenscharen nicht erfüllt. 

Die Kurve eines gegebenen Parameterwertes braucht nicht aus 
einem einzigen zusammenhängenden Stück zu bestehen. 

Diese Merkmale haben die Kurven sowohl der Darstellung A 
wie B. Dabei ist es gleichgültig, 'welche der Kurvenscharen man als 
Höhenlinien und welche man als Fallinien auffaßt. 

Eine andere Deutung der Kurven besteht darin, daß man die 
eine Schar als Strömungslinien einer 2 dimensionalen Strömung be
trachtet, die anderen als die Kurven konstanten Strömungspotentials. 

Seien z. B. die Kurven v = const die Potentialkurven, so sind: 

OV OV v = - und v =--
x 0 X Y oy 

die Komponenten des Strömungsvektors b (vgl. Abschnitt "Vektoranalyse"). 
r ov OU OV OU. 
~ egen 0 x = - 0 y und 0 y = 0 x 1st b parallel zu u = const; ferner 

wegen J v = ° ist div b = 0, und wegen tJ = grad v wird rot tJ = O. 
Die Strömung ist also wirbel- und quellenfrei. 

Die irregulären Stellen werden dann Quellen· oder Wirbelpunkte. 
d. h. Stellen, wo div b =+= 0 oder rot tJ =+= 0 ist. 

Betrachtet man die Kurven der 
Darstellung A, 

so kann man über die Lage und Natur der· charakteristischen Stellen 
folgendes aussagen: Die Funktion hat einen Nullpunkt für die Werte 
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der Funktion x, y, deren Kurven durch den Nullpunkt u = v = ° ver· 
laufen. Endigen hier die Kurven, d. h. kehren sie hier ihre Richtung 
um, so haben wir einen zweifachen Nullpunkt. Dann ist die Dar· 
stellung nicht in einer u, v·Ebene vollständig, sondern in einem zweiten 
"Riemannschen Blatt" zu ergänzen. Benachbarte Kurven wenden hier 
scharf um. Geschieht dies um den Winkel n· Jl, so liegt ein n·facher 
Nullpunkt vor. 

Hat die Funktion mehrere Nullpunkte, so ist die Darstellung A 
nur in mehreren Blättern möglich. In jedem sind die Nullpunkte ge· 
sondert zu betrachten. 

Die Funktion hat Pole für die Werte x, y, deren Kurven durch den 
unendlich fernen Punkt u = v = 00 verlaufen. Man erkennt den Ver-

lauf durch Darstellung der Funktion f ( + ) . Für die mehrfachen Pole 

gilt hier dasselbe wie oben für die Nullpunkte. 
Die Funktion hat Verzweigungsstellen für die Werte xy, deren 

Kurven durch einen Sattelpunkt laufen. Die Zahl 'P der Entwicklung 
in einem 'P·fachen Verzweigungspunkt ist gleich der Zahl der im Sattel· 
punkt zusammenlaufenden Täler. 

Kommt eine Kurve gegebenen Parameterwertes in n getrennten 
Teilen vor, so ist die Funktion n·deutig. 

Bequemer ist die Ablesung der Eigenschaften aus der 

Darstellung B. 

Nullpunkte sind die Schnittstellen der Kurven u = 0, v = 0. 
Ist dies zugleich ein Sattelpunkt mit n Tälern, so haben wir einen 
n·fachen Nullpunkt 

Einfache Pole haben den Charakter einer "Doppelquelle" (oder 
einer unendlich hohen Spitze der Fläche mit einem unmittelbar benach
barten unendlichen tiefen "Loch"), n·fache Pole den Charakter eines 
Quellensystems, das aus n Quellen und n Senken in unendlich enger 
symmetrischer Anordnung besteht. Aus einem Pol entspringen Kur· 
venbündel aller Parameterwerte u = a, die dann hier rückwärts wie· 
der einmünden. Aus einem n·fachen Pol entspringen n solcher Bündel. 

Verzweigungspunkte haben ähnlichen Charakter wie Nullpunkte 
der Darstellung A, d. h. in ihnen biegen die Kurven scharf um. 

Wesentlich singuläre Stellen haben andere Eigentümlichkeiten, 
z. B. wie Quellpunkte, von denen nach allen Seiten Strömung ausgeht 
(ln z). 

Ist die Darstellung nicht in einer Fläche möglich, so ist die 
Funktion mehrdeutig, n-deutig wenn dazu n Blätter gehören. In 1"fachen 
Verzweigungspunkten ist die Funktion im allgemeinen n - 'P-deutig. 

Bei der Darstellung A oder B in mehreren Blättern kann man 
durch geeignetes Zusammenfügen der aufgeschnittenen Flächen diese 
zu einem zusammenhängenden Gebilde (Riemannsche Fläche) ver· 
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einigen. Die Lage der Schnitte ist hierbei willkürlich, doch müssen 
diese in den Verzweigungspunkten endigen. 

Eine andere Art der geometrischen Darstellung besteht in .der 
Abbildung von geschlossenen Kurven (z. B. Kreisen) von der x,y-Ebtme 
auf.die u,v-Ebene. Diese erscheinen abgebildet wieder als geschlossene 
Kurven. Umschlingt eine solche Kurve einen Verzweigungspunkt ein
fach in der x,y-Ebene, so umschlingt sie den Bildpunkt mehrfach in 
der uvEbene, ehe sie in sich zurückkehrt. Die Zahl der Umschlin
gu~gen gibt dann die Zahl der Blätter der Riemannschen Fläche an. 

Um eine Funktion auch für z = 00 zu veranschaulichen, i~t es 
möglich die xy bzw. uv Ebene auf eine Kugel zu projizieren, die die 
Ebene in einem Punkte, z.B. dem Nullpunkt berührt. Von dem dem 
Berührungspunkt diametralen Punkt auf der Kugel zieht man Strahlen, 
deren Schnittpunkte mit der Ebene und der Kugel dann eine eindeu
tige Zuordnung aller Punkte der Ebene zu denen der Kugel liefert 
(stereographische Projektion). Auch der Punkt z = 00 ist dann auf 
die Kugel projiziert. Von der Kugel kann man sodann ebenso alle 
Punkte auf eine zweite die Kugel berührende Ebene projizieren. Die 
beiden Projektionen liefern je eine winkeltreue Abbildung. Die Ab
bildung der ersten Ebene auf die zweite, ist auch durch eine ge
brochene lineare Funktion zu erreichen. Der unendlich feme Punkt 
wird hierbei im Endlichen projiziert. 

B. Spezielle Funktionen. 

1. Klassifikation der Funktionen. 
w = az + b heißt ganze lineare Funktion. 

w = aZ+bd heißt gebrochene lineare Funktion. c,+ 
w = ao zn + a1 zn-l + ... + an-1Z + an heißt ganze rationale 

Funktion. 
aO,n+alZn-l+ ... +an_1Z+an h'ß b h 

w = el t ge roc ene rationale 
bo,m +b1 zm- 1 + ... + bm-l Z + bm 

Funktion. 

Ist w Wurzel einer algebraischen Gleichung, deren Koeffizienten 
ganze rationale Funktionen sind, so heißt weine algebraische 
Funktion. 

Eine nicht algebraische Funktion heißt eine transzendente. 
00 , 

w = .2 an zn heißt ganze transzendente Funktion, wenn die un-
o ' . 

endliche Potenzreihe für .jeden endlichen W ~rt von z konvergiert. 
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2. Rationale Funktionen 
und ihre Umkehrung. Die Umkehrungen sind im allgemeinen nicht 
rational. 

1. Lineare ganze Funktionen 

W= f(z) = aZ + b, 
w-b 

Umkehrung: z = q;(w) = --I 
a 

Veranschaulichung: Jede Gerade in der xy-Ebene bildet sich a;ls 
Gerade in der uv·Ebene ab und umgekehrt. Durch Einführung. neuer 
Koordinaten uv mit Hilfe einer linearen Transformation (d. i. geome
trisch eine Verschü;;bung, Drehung und Maßstabänderung) läßt sich 
jede lineare Funktion auf die Form bringen: 

w = z, Umkehrung: z = w, 

bei welcher die xy- und die uv-Ebene identisch werden. 

2. Ganze rationale Funktionen 2. Grades 

w = fez) = az 2 + bz + e 

lassen sich durch lineare Transformatib,n (wie oben) auf die Form 
reduzieren: 

w = fez) = z2, Umkehrung: z = q; (w) = Vw. 

+ z und - z gehören zu ein und demselben Wert w. Daher 
wird die Hälfte der xy-Ebene (z. B. die Halbebene y > 0) auf die 
ganze uv-Ebene abgebildet. Die Kurven 

x = const, y = const bzw. u = const, v = const 

haben in der 
die Gleichungen 

(A) 

(B) 

uv-Ebene bzw. xy-Ebene 

{ + u + VU2 + vI! = 2 xl! 

-u+VU2 +v2 =2 y2 

{
X 2 _ y2 =U 

2 xy = v. 

(A) Gibt eine Schar von konfokalen Parabeln mit 0 als Brenn
punkt (Fig. 6). 

(B) Gibt eine Schar von gleichseitigen Hyperbeln III der Halb
ebene y > 0 (Fig. 7). 

Statt der Abbildung (A) und (B) von rechtwinklig gekreuzten 
Geradenscharen ist oft nützlich eine Abbildung rechtwinklig gekreuzter 
Kreisscharen und Radienvektoren: 

,/- .. U e = y 11 2 + V 2, IjJ = arctg -- . 
v 
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Das obige Beispiel UI = Zll, Z = Vw geht In diesen Polarkoordi
naten dadurch über in 

1 

(!e i ,!, = r 2 elli q>, Umkehrung: reiq> = (!' ei'!'/2, 

also 
" 

Es. entsprechen also Kreise um den Nullpunkt und Radien in 
der ganzen uv-Ebene den Kreisen und Radien in der Hälfte der xy
Ebene: 

3. Ganze rationale Funktion n·ten Grades. Als Beispiel nehmen 
,,-

wir w = fez) = z", Umkehrung: Z = rp (w) = yw . 

.!J 

v 

-+~~-+---;----;--U ~------;---+--r-;----~ 

"-.:; 
Fig.6. Fig.7. 

Die Abbildung der xy-Ebene auf die uv-Ebene wird auch hier 
besonders einfach in Polarkoordinaten 

'Y e iq> = (!1/" ei ,!,/", 
,,-

(! = 'Y", 'P = nrp, 'Y = y(!, rp = 'Pln. 

Kreise um den Nullpunkt und Radien in der ganzen uv-Ebene 
entsprechen den Kreisen und Radien im n- ten Teil der xy-Ebene. 

4. Von den gebrochenen rationalen Funktionen betrachten wir 
den Fall 

f 
W = fez) = Z2' 

t Umkehrung: Z = rp(w) = - . 
.Jw 

Die Kurven x = const, y = const, bzw. u = const, v = const 
sind bestimmt durch die Gleichungen: 



Nicht rationale algebraische Funktionen. 

(A) { 

U2~V2(+ U + V~~) = 2xIl 

U 2 ~ V 2 ( - U + V U 11 + V 2) = 2 Y 11 

X 2 _ y 2 

(B) { (x 2 + y2)11 = U 

-2xy_= V 
(x2 + y2)11 

und geben folgendes Kurvenbild in der uv-Ebene bzw. xy-Ebene. 

!I 

(A) 

~E--k---t-.x 

Fig.8. Fig·9. 

3. Nicht rationale algebraische Funktionen. 
Als Beispiel führen wir an: 

w=f(z)=V1-z2 ; Z=!p(w)=V1-w ll • 

-1-_+-1-u -f,5 

~_..,-u=o,5 

Fig.10. 

{ 
UIlVIl + XII (v 2 - u 2) = X' - x 2 

u2VS _y2(V 2 _ u2) = y' _ y2 

!::: 
11 .... 

25 
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(B) 

(A) 

(B) 

Spezielle Funktionen. 

{ 
X2y9 + U2(y2 _ xl!) = U4 - U 
X 9 y 2 _ VI!(y2 _ X 9) = V 4 _ vI!. 

4. Transzendente Funktionen. 
I. Exponentialfunktion und Logarithmus: 

w = f(z) = er = lim (1 +~r Umkehrung: Z = rp(w) = Inw. 
a=ao 

f 19Vu2 + v2 ='X 
v l arctg-U= y 

f ezc~sy = u 
l eZslllY = v. 

!J 

~ ____ -L __ ~ __ L-~ __ ~_X 

Fig.11. Fig. 12. 

Bei Vermehrung von z um + 2 i:n; behält w = e8 seinen Wert bei. 
Daher wird bereits ein Streifen der Breite Yl - Y2 = 2:n; der xy-Ebene 
auf die ganze uv-Ebene abgebildet. 

(A) System von Kreisen r = const und Radien rp = const in der 
ganzen uv-Ebene: 

r=v''---u-;::2-+~v-;;:2, tgrp=.!!...., z=lgr+irp. 
u 

(B) System von Kurven in den Periodenstreifen 

- :n; < y < + :n;, w = e z (cos y + i sin y). 
Durch Kombination zweier Exponentialpunktionen kommt man 

zu den 
2. trigonometrischen Funktionen: 

J8+ e-h J'-e-h 
w = cos z = ---- und sin z = -----:--

2 2 cos2 Z + sin2 z = 1 
sin z cosz 

tg Z = -- ; cotg z = -.-
cosz sm z 

sowie ihren Umkehrungen are eos z, are sin z usw. 



(A) 

(B) 

Transzendente Funktionen. 

Von diesen betrachten wir: 

w = sin z, Umkehrung: z = ar~ sin w. 

{ Si:: x- - co:: x ,,= 1 

u 2 v 2 

lEof2 Y + 6in2 y = 1. 
System von Ellipsen und Hyperbeln in der ganzen uv-Ebene. 

{ 
sin x x ~of y = u 

cos x x ein y = v . 

27 

System von Kurven In dem Periodenstreifen nn < x < (n + 1) n. 
!I 

!f=O'5;----L 

Fig. 13. 

Ebenso gelangt man zu den 

3- hyperbolischen Funktionen 
eZ+e-Z 

W c= ~of Z = ---
2 

6in z 
~g Z=--; (Eoj z 

eZ _e- Z 

und ein z = --2-- , 

lEojz 
~otg z = ®iU-z 

Fig.14. 

Die Funktion @5in z wird durch das um 90° gedrehte Bild für 
sin z dargestellt. 

4. Zusammenhang zwischen verschiedenen transzendenten 
Funktionen. 

eix = cosx+isinx. 
aix = eix1n(a) = cos (x In a) + i sin(xln a). 

e 2n ;ti = 1, e(2n+l)",i = - 1. 

a ib=eei'P, woe=Va2+b2, cp=arctg~, 
a = e cos cp, b = e sin cp. 

(a + i b)" = e nein 'P = e n (cos n cp + i sin n cp) • 
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. eix- e- h @5inx = 81&-28 -1&, sinix=i@5inx, @5inix=isinx. Sln X = --2C:-t-=-' -

eb+ e- i 1& 
eosx=--'--2--

. e1&+8-1& 
ltofx= --2--' eosix= ltofx, ltofix= eosx. 

1 eh -e-'1& e"-e-" 
tgX=--;- . ., ~gX=8~+e.:x' tgix=i~gx, ~gix=itgx. 

t e'" +8 -u ~ 

are sin x = -iln(ix+V1-x2); m:rc@5inx=In(x+V1+x2 ); 

are sin (ix) = i m:rc@5in x, m:rc @5inix = i are sin x; 

are eos x = - iln(x + i V1- x 2); m:rc ltof x = In (x + Vx 2 - 1); 
areeos (ix) =- im:rcltof(ix), m:rcltof(ix) = - are eos (ix). 

are tg x = - ~ In G ~ ;), m:rc ~g x = ~ In G ~ ;) ; 
are tg (ix) = + i m:rc ~g (x), m:rc ~g (ix) = i are tg x, 

In(ix)=ln(x)+(2n+ ~)nilln(x+iY)=In Vx 2 + yl! 

In ( _ x) = ln (x) + (2 n + 1) nil + (are tg ~ + 2 n n) i-
xi = eos (ln x) + i sin (ln x) I _ 
. (xn) .. (xn) Vi=eos~+isin~=_~(1+i). 
~" = eos - --L ~ sm - I 4 4 v2 

2 I 2 

(eos q; + i sinq;)" = eiep " eos x (q; + 2 nn) ± i sin x (q; + 2 nn). 

5. Berechnung einiger transzendenter Funktionen durch un
endliche Reihen. 

Z Z2 
eS = 1 + 1! + 2! + ... 

Z Z2 Z3 

In (1 + z) = ""1 - ""2 + "3 - + ... 
( 1 +z) r Z3 ZS ] 

In 1-z = 2 LZ +"3+5+ ... 
. z ZS ZS 

sm z = 1! - 3T+5T - + ... 
Z9 Z4 

eosz= 1--+- - + ... 
2! 4! 

. 1 ZS 1·3 Z6 1·3·5 Z9 

aresm z=z+2"3+ 2.45+2'4.6---;-+'" 

Z3 Z6 
are tg z = Z - - + --- - + ... 

3 5 

_z_ = 1 _ .!.... + B1 :2 _ B9 z4 + ... 
eZ -1 2 2! 41 

Wo die B .. die Bernoullisehen Zahlen bedeuten: 

(Izl<oo) 

(l zl<1) 

(lzl<1) 

(Izl<oo) 

(lzl<oo) 

(l z l<1) 

(lzl< 1). 

B = (2n)! (1 + _1 + _1 + _1_ ) 
11 2211-1 ,,2ft 22ft 32ft 42ft +"" d.h. 

1 1 115 
~=~; ~=~; ~=~; ~=~; ~=~ u~ 
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5. Kugelfunktionen. 1) 

a) Legendresche oder "einfache" Kugelfunktionen. 
Allgemeine Definitionen. 

Diese Kugelfunktionen sind ganze rationale Funktionen einer Vari
ablen ft und eines ganzzahligen positiven Parameters n. Sie werden be
zeichnet mit P" (ft). n heißt die Ordnung der Kugelfunktion. Man 
kann eine Kugelfunktion auch betrachten als Funktion eines Winkels fJ, 
indem ft = cos {) gesetzt wird. 

Die Kugelfunktionen sind auf folgende verschiedene Weisen 
definiert: 

bzw. 

1. P,,(cosfJ) sind die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung: 
GO 

fi 1 - = .1) r".p" (cosfJ) für 1 r 1 < 1 
1 - 2 l' COS {} + 1'2 n=O 

2. Setzt man 

oe 

=.1) n~l-P,,(cosf)) für Ir l>1-
n=O l' 

z 
ft = cosf) = -, r ll = x 2 + y2 + Z2, 

l' 

( 1)n iJn (1) P (cosfJ) = -=--- r n+1 • - - • 
" n! iJzn l' 

so ist 

3. Bildet man eine homogene Funktion n-ten Grades von rund 
z = r cosfJ, die der Bedingung AHn (r, z) = 0 genügt, so ist 

C 
Pn (cosfJ) = 1' n .Hn (r, Z)2) 

bis auf eine willkürliche Konstante C definiert. 

4. 

n 

5. P" (ft) = ~J CU + cos<p ~ - 1)" d<p. 
o 

" 
6. 1 f dqJ 

P,,(ft) = -; (.u±COSqJV.u9 _ 1)n+1· 
o 

Bei 5. und 6. ist + oder - beliebig I 

7. P" (cosfJ) ist ein Spezialfall der allgemeinen Kugelfunktionen 
Y n (<p, f)), (s. S. 33). 

1) Wegen numerischen Tabellen und weiteren Formeln vgl. z. B.Jahnke 
und Emde, Funktionstafeln S. 79. 

2) Auch H~ = _1_. Pn (cos {}) erfüllt die Gleichung tJH~ = O. 
1'fl+ 1 
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Transformiert man L1 V = 0 auf Polarkoordinaten r, q;, f}, setzt 
die Reihe V = .1}r" Y" (q;, f}) ein und sucht speziell solche Lösun-.. 
gen Y", welche von gJ unabhängig sind und nur von x = cosf} ab
hängen, so gelangt man zu der 

8. Differentialgleichung 

n(n+1)y+:x (1-x2)~;)=0 
oder 

(Legendresche Differentialgleichung). 
Ihre allgemeine Lösung lautet: 

y = AP,,(x) + BQ .. (x) , 
wo A und B willkürliche Konstanten sind und x = p, = cos f} ge
schrieben ist. 

9. P ( ) = 1'3·5 .. · (2n-1) 
" p, nl 

[ n_ n(n-1) ,,-2+ n(n-1)(n-2)(n-3) n-4--+- ] 
p, 2(2n-1)P, 2.4.(2n-1)(2n-3) p, I'" • 

Die Definitionen 1, 2, 4, 5, 6, 9. sind eindeutig, 3 und 8 lassen 
eine Konstante unbestimmt. 8 gestattet noch eine zweite Lösung, 
die Kugel/unktion 2. Art Qn (p,). 

Es ist üblich, die Konstanten so zu wählen, daß P" ( 1) = f wird. 

Rekursionsformel : 

(n + 1)P"+1 ="(2 n + 1)ftP" - nP"_ l 

oder: p .. +1=p,P,, + n:1 (P,P,,-P .. _1). 

Spezielle Formeln: 
Po (p,) = 1 
P1 (p,) = cos f} = P, 

1 1 
P 2 (p,) = 4" (3 cos 2 f} + 1) =2" (3 ft 2 - 1) 

1 t 
P3 (p,) = 8(5 cos 3f} + 3 cosf}) = "2(5 p,3 - 3 p,) 

1 1 
P 4 (p,) = 64 (35 cos 4 f} + 20 cos 2 f} + 9) = 8 (3 5 p, 4 - 30 p, \l + 3) 

1 
Ps (p,) = 128 (63 cos 5 f} + 35 cos 3 f} + 30 cos f}) 

1 = 8(63 p,5 - 70p,3 + 15 p,) 

P6 (p,) = 5:2 (23 1 cos 6 f} + 126 cos 4 f} + 105 cos 2 f} + 50) 
1 

=-= 16 (23 1 p,6 - 315 ft4 + 105 p,' - 5) 
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1 
P, (Il) = 1024 (429 cos 7 f} + 231 cos 5 f} + 189cos 3 f} + 175 cos f}) 

= /6 (429 ,u 7 - 693 11 5 + 315 11 3 - 35 Il) 
i 

Ps (Il) = 16384 (6435 cos 8 f} + 3432 cos 6 f} + 2772 cos 4 f} 

+ 2520 cos 2 f} + 1225) 

= 1~8 (6435 11 8 - 12012116 + 693 0 11 4 - 1260112 + 35). 

Spezielle Werte: 
Pn (1) = 1 

P~n+1 (0) = 0 
P2n (0) = (-ir. 1_·_~~_ ... (2n-1) . 

2·4·6 ... 2n 

Negatives Argument: 

P2n ( - Il) = P2n (ll) 
P 2 n+1 ( - Il) = - P 2 n+1 (Il)· 

Allgemeiner Verlauf der 
Kugelfunktionen im Bereich 
1 > Il > - 1: 

1 
x 
10,9 

0,8 

0,7 

0,6 

0,5 

WI 
0,3 

0,2 

0,1 

+ 

I 
I 

---/ 
I 

1/ 
/ 

/ 
+ 

/ 
1/ / 

1/ 

f-
V 

V 
V 

V 
/ V 

1/ 
J 

/ V 

-
V 

/ 
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~ 

V 

i/ 

/ 

Die Legendre schen Kugel
funktionen sind oszillierend und 
ihr Betrag (außer für II = ± 1) 
kleiner als 1. 

o 
-0,1 

~ '5 / / 'O.i/1 nie 

P n (Il) hat n reelle, vonein
ander verschiedene Nullpunkte 
zwischen - 1 und + 1. 

Für gerade n sind sie ge
rade, für ungerade nungerade 
Funktionen von Il (Fig. 15). 

Integralsätze für Kugel
funktionen : 

-0,2 

-0,3 

-0,1/ 

-0,5 

-0,6 

-0,7 

-0,8 

I 
-0,9 

-1 

I / 
I + 1/ 
I / 

I 1/ 
I 
I 1 

11 / 
I V 
I / 

/ V V 

/ / 
/ / 

/ / 
1/ / 

:/ I I 
/ / / 

1/ / / 
/ V / 

Es ist 
Fig.15. Kurven: Pn(x)=O. 

+1 +1 

!Pm(Il)·P • .(Il)dll-;O für m+n 
-I . 

Jp2( ) __ 2_ 
-1 n Il - 2n + 1 . 

Asymptotische Darstellung für große Werte von n: 

P (cos f}),...., - / 2 .. Q. sin {(n +..!..) f} + ~}1). 
n VnHsmu· 2 4 

Diese Formel gilt nicht mehr für die Umgebung von f} = O. 

1) f (x) ,...., g (x) bedeutet lim f ((X) = 1. 
:<=00 g x) 

V 

/ 

/ 

/ 
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b) Kugelfunktionen zweiter Art Q,,(p.) =Q,,{cos-o). 
Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (Legendresche 

Diff.-GI., vgl. S. 30) 
2 d 2 y dy 

(1-X )dx~-2xdx+n(n+1)y=0 

lautet: y = A P" (x) + BQ" (x) 
Setzt man y = Ao+ Al x + A 2 x 2 + ... , so fordert obige Glei

chung die folgende Relation zwischen den Ai 

(i-n)(n +i + 1) 
A iH = (i+1)(i+2) Ai' 

Es bleiben also zweI Ai' z. B. A o und Al unbestimmt. 
Es wird also: 

y = Ao (1 _ n (~;~lx2 _ n (2-n)(:;- 1)(n+ 3) x' _ ... ) 

+ A (1 +~1-n)(n+2) 2+ (1-n)(3- n)(n+2)(n+4) 4+ ... 
lX 3! X 5! X 

= Ao P" (x) + Al q .. (x). 

Für geradzahliges n ist dann das endliche Polynom P", für un
gerades n das endliche Polynom q" identisch (bis auf einen Faktor) 
mit den Legendreschen Kugelfunktionen P". Dieser Faktor ist durch 
die übliche Normierung P,,(1) = 1 bestimmt, so daß 

" p = (_ 1)2 1 . 3 ... n -1 P 
n 2.4 ... n n 

für gerade n, 
n-1 

P = (_1)-2 1· 3 ... n 
n 2.4 ... n -1 q .. für ungerade n 

wird. Für gerades n heißen dann die qn' für ungerades n die Pn 
Kugelfunktionen 2. Art Q... Die Normierung kann analog erfolgen: 

" Q = (_ 1)2. 2·4 ... n 
n 1'3 ... n-1 q .. für gerade n, 

,,-1 
Q ( )-2- 2·4 ... n-1 fü' d 

n = - 1 . 1.3 ... n P" r ungera e n. 

Gelegentlich werden auch andere Normierungen benutzt. 
Nach dieser Definition bricht die Reihe P" (x) mit dem noten Gliede 

ab. Q" (x) ist durch eine unendliche Reihe dargestellt. 
Durch diese Reihen ist P" (x) auch für x > 1 definiert, während 

dann die Reihe Q" (x) divergent wird. Hier konvergiert die Entwicklung: 

( ) n! (1 (n+1)(n+2) 1 
Q" x = 1.3 ... (2n+ 1)X x"+1 + 2(2n+3) x"+3 

+ (n + 1)(n + 2)(n + 3)(n +4) _1_ ) 
2·4·(2n+3)(2n+5) x"H···· 
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Weitere Q n folgen aus der Rekursionsformel : 

(n + 1)Qn+l - (2 n + 1)xQn+ nQn-l = O. 

Es ist für x 2 > 1 
1 (x + 1) Q (x) = -ln ----o 2 x-i' 

x Ix + 1) Q (x) = 1 - -ln 1 ___ • 
1 2 \x-1 

Spezielle Werte. 

Qn(1) =oc, 

Qn(O) = 0 flir gerades n, 

Qn(oo) =0, 
Qn(-1)= -00. 

Negativer Parameter tt. 

Wegen P-n = Pn+1; q-n = qn-l folgt: 

P-(n+lj=Qn' 

33 

Die Kugelformationen 2. Art können daher auch als solche 
1. Art mit negativem Parameter n aufgefaßt werden. 

c) Allgemeine Kugelfunktionen. 
Die allgemeinen Kugelfunktionen sind Funktionen zweier Variablen 

({J und {} (Polarkoordinaten) und eines Parameters n. Außerdem ent 
halten sie 2 n + 1 willkürliche Konstanten. Sie werden bezeichnet 
mit Yn(({J,{}). 

Die allgemeinen Kuge!funkt~onen sind auf folgende Weisen zu 
definieren: 

1. Man setzt 
Z • Q X • jI 2 

cos {} = -; cos ({J sm 1r = -. sm ({J sm {} = -. r = x2 + y2 + Z2 • 
r r r 

Dann ist 

Hierbei ist (X, + ß + r = n. Durch verschiedene Wahl der (x', ß, r 
sind 2 n + 1 verschiedene Funktionen Y n' die voneinander linear un
abhängig sind, definiert. 

Madelung, Math. HIlfsmittel 3 
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2. Bildet man eine homogene Funktion noten Grades von x, y, z, 
H .. (x, y, z), die die Bedingung 

LJH .. = 0 
erfüll t, so is t 

1 
Yn (cp,{}) = -:;n H., (x, y, z) 

bis auf 2 n + 1 Konstanten definiert 1). 
3. Es ist 

Y (cp,{})=.i;(A cosmcp+E sinmcp)sinm{}dmPnCCOs-&). 
n m=O m '" d C cos (}) m 

Die Ausdrücke 
n! . m{}dmpn(cosD)_pm( (})~) ---sm - cos 

(n + m)! d (cos D) m n 

heißen "zugeordnete Funktionen", so daß man auch schreiben kann: 
n 

Yn (cp, (}) = 2) (n~!m)! (Am cosmcp + E sinmcp) P:; (cos (}). 
m=O 

Die Am und Em sind 2 n + 1 willkürliche Konstanten. 
4. Die Y n (cp, {}) sind Lösungen der Differentialgleichung: 

( ) Y + 1 0 (. {} 0 Y n) + 1 02 Y n 
n n + 1 n sinD oD sm a7} sin 2 D Tq;2 = o. 

Ist °o:n = 0, so wird Y n = C . P n (cos (}) . 

Bedeutung von Y n : 

Aus 1. folgt, daß Y n ( cp, {}) das Potential auf der Kugel r = 1. 
darstellt, wenn im Zentrum l' = 0 ein System von Dipolen liegt. Die 
Legendreschen Kugelfunktionen erhält man, wenn deren Achsen 
alle parallel zur z-Achse liegen. 

d) Zugeordnete Kugelfunktionen. 
Die zugeordneten Funktionen 

P m ( (}) _ n! . m {} d m P n ( COS {} ) n COS - ~------ sm 
( n + m) ! d ( cos {} ) m 

sind darzustellen durch 
_ sin n {} __ d n+m (,u2 -1) m 

2"(n+m)! d,un+m 

und als Integral durch 

'" 
in
m f (ft + cos cp yfi2-=i) n cos m cp d cp. 

o 

Y 
1) Außer I'''Yn erfüllt auch ~"--- die Differentialgleichung LlHn=O. 

1'''+1 

2) Der Faktor (n ~ ~)! wird bei manchen Autoren fortgelassen. 
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Die zugeordneten Funktionen erfüllen die Differentialgleichung: 

(n (n + 1) -- Si:22 f}) y + Si:f}ddf} (sin{) ~~) = O. 

Statt dieser zugeordneten Funktionen führt Helmholtz die Funktionen 

Pn7ll = ~~ PnJ!!1 
dfl7ll 

ein, welche die Differentialgleichung 

, 0) d 2 Y ( ) dy ( ) (1~;r d,u2 -·2 m+1,,u d .u + n(n+1)~m(m+1) y=o 
erfüllen. 

e) Integralsätze. 
1. Sind Y ll ( q;, {}) und Y", ( er, {}) zwei beliebige Kugelfunktionen, 

so ist 
n2n 

f f Y n Y", sin {} d {} d q; = 0 für m =l= n. 
o 0 

Y n und Y", sind also "orthogonal". 
{} und q; sind auffaßbar als Polarkoordinaten. sin {} d{} dq; = da 

bedeutet dann ein an der Oberfläche der Kugel vom Radius r = 1. 
gelegenes Flächenelement 

2. Wird m = n und bedeutet r den Winkel eines Radius nach 
( {}, q;) gegen den festen Radius ({)', q;'), so ist 

n2n 

J J Y n P n (cos y) sin {} d {} d q; = 2: ~ 1 Y n ({)', q/). 
o 0 

Dabei ist 
cos r = cos {} cos {}' + sin {} sin {}' cos (q; - q;'). 

f) Entwicklungen nach Kugelfunktionen. 
1. Entwicklung nach allgemeinen Kugelfunktionen : 

f({},q;) =];Yn({},q;)· 
n=O 

Die Glieder Y n der Entwicklung sind bestimmt durch 
n2,. 

Y ll ({), q;) = ~-:! 1 J J f({}', q;')Pn (cos y) sin{}' d{}' dq;'. 
o 0 

2. Entwicklung nach einfachen Kugelfunktionen : 

'" f(x) =1Jc"P,,(x), 
n=O 

die Koeffizienten c" sind bestimmt durch 
+1 

c" = 2n2+1J f(,u)P,,(,u) d,u. 
-1 

S* 
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Beispiele: 
I er. 

/1~'2~-~O~~~+ r2 = 2: r" Pu ( cos {}) . 
Il=U 

x nt = ___ ~L -~- (pm + 1)P (x) + (2m - 3)~~±1) P (x)' 
1.3 ... (2m+1) m 2 ",-2 

.(2m+1)(2m-l) ) + (2 m - 7) ~- ~2-:-4~--- P 1n - 4 (x) + ... 
=,2' Cm-2k' P"'-2"(X), 

k=u 

wo ( =(2m-4k I 1) m(m-l) ... (2k+2) 
m-n I (2k+3) ... (2m-2k+1)' 

6. Zylinderfunktlonen 1). 

a) Definitionen. 
Die Zylinderfunktionen sind Funktionen einer Variablen x und 

eines Parameters p, der beliebige (reelle) Werte annehmen kann. 
Für negatives x ist die Funktion nur bei ganzzahligem p definiert. 

Die Zylinderfunktionen sind definiert als Lösung der Differential-
gleichung. 

d2 1 d ( P2) _.1' + __ l' + 1 - 11 Y = 0 (Besselsche Differentialgleichung 2). 
dx 2 x dx x 

Diese heiße: 
y=Zp(x). 

Die Funktionu = Z p (r) . e tp <P genugt der Differentialgleichung 
LI u + 1t = 0, wo Cf! das Azimut um die z-Achse, r den Abstand von 
der z-Achse bedeutet, und II nicht von z abhängt (Zylindersymmetrie). 

Zylinderfunktionen erster Art I p (x) (Besselsche Funktionen). 
Dieselben sind definiert: 

1. als Spezialfall von Zp (x) aus der Bedingung, daß 

Ip(O) endlich ist für p>O 
und daß 1 (x) = 0 ist für x = 0;:;. p, 

Speziell ist 10 (x) = 1 für x=O. 
2. bei ganzzahligem p als Grenzfall der zugeordneten Kugel

funktionen P:; (vgl. S. 34) für n = 0;:;, nämlich 

Ip(x) = (-1)P lim pf,(cos1z-). 
n=c/:) 

1) Wegen weiterer Formeln, Tabellen und Literatllrangaben vgl. Jahnke 
u. Emde, Funktionstafeln, S.90f. 

. GI . d" Y , a dy (', (2) . 2) Die allgememere eIchung: -- -t- --. - - b" - -- y = 0 hat dIe 
dx2 , x dx \ x 2 
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3. bei ganzzahligem p durch das Integral 

" (- Z)PJ' 1 (x)==--- e,xcos'rcosprpdrp. 
P n 

o 

Daraus folgt fur gerades p 

" 
1~n = t=~L J cos (x cos <p) cos 2 n Cf' d<p - '~Jcos (xsin<p) cos 2 n<pd(p. 

u 0 

fur ungerades p , 
(-11"j' . 1~n+1=;r- sm(xcos<p)cos(2n-f-1)<pdCf' 

o 

2 

= '~-f sin (x sm <p) sin (2 n +- "I) <p d 1jJ. 

o 

4. 1 P (x). 2 i P = cp ist der Koeffizient der Fourierentwicklung 

1 
e'xcos", =~c '2 Co +- Cl COS OJ + c2 cos 2 w + .. + cI' cos P w + ., . 

und wird demnach dargestellt durch die Potenzreihe 

11' (x) = ;: ( 1 -- 2(2~~ 2) + 2 ,t 12P~1i~(2PH) - ... ) 

_ \; _(~1)k xP + 2k_ 

"k~ 2 P+:l k 'k!(P+k)!' 

Fur nicht ganzes p ist in dieser Summenformel lI(P + k) statt (p+ k)! 
einzusetzen (vgl. S. 42). 

b) Zylinderfunktionen 2. Art. 
Als Zylinderfunktionen zweiter Art werden verschiedene Funk

tionen gebraucht. 
1. N (x) = _ 3:. K (x) = I J)(x) cos. P 1t .. Lei::], 

I' n P sm P n 

2. H~ll(x) = /},(x) iN (x) = -;-: --(e- P:" / (x) - Lp(x)) 
fJ sm p n P • 

3- H~2)(X):. 1p(x) - iNp(x)-. si~-i-; (eP:<i 11' (x) - Lp(x)). 

H~l) (x) und H~2) heißen "Hankelsche Zylinderfunktionen". 

Ihr Aufbau 

H(l)=1 iN, H(2) =1-1N ist analog e2X=cosx isinx, 

e - 1 X = cos x-i sin x . 
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Diese Definitionen versagen für ganzes p. Durch Grenzübergang findet 
man hier die Entwicklung: 

4. Np (x) = !{Ip(x)(ln; -(1+++++ ... + ~)+lnr) 
00 P-l 

_ ~ (_ 1)k Lj-_2_~ I p+2k __ 1_ p! '\1 _1 .. _ (~)P-k ~} 
LI k(P+k) 2.L1 p-k x k! 
k=l k=O 

ln r = 0,57722 = lim (1 + ..!.. + -.!- + .. , +..!.. -lnn) heißt Ettltr-
2 3 n n=oo 

sche Konstante. 

c) Allgemeine Beziehungen. 
Für alle bisher genannten Zylinderfunktionen Zp gelten folgende 

Beziehungen: 

I. Rekursionsformel : 

ZP-l + Zp+l = 2JZp. 

Hieraus folgt speziell: 
2 

Z'J = --Zl - Zo' x 

Z, = -- ~ Z - (1 - 80 ) Z usw . 
• 3 X 0 X" 1 

Z-l=-Zl' 
2 

Z-2 = -;;Zl - Zn usw. 

und allgemein für ganzzahliges p: 
Z_p=(-1)PZp' 

Aus Zo und Zl sind daher alle Zp für ganzzahliges p ableitbar. 

2. Differentialformeln: 

dZp = _P.-Z +ZP-l' 
dx x p 

Hieraus folgt speziell: 

d Zo (x) __ Z ( ) 
dx - 1 X , 

d Zl (x) 1 
--- = - -Z +Z USW. 

dx x 1 0 

3. Integralformeln: 

a) JxP+IZp(x)dx=XP+IZp+dx). 

Speziell ist: 

b) 

j x Zo (x) dx = xZ1 usw. 

jx-P+IZp(x)dx = - X-p+1ZP_ 1 (x). 
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d) Die allgemeine Lösung der Besselschen Differentialgleichung. 
Für die allgemeine Lösung der Besselschen Differentialgleichung 

sind zwei voneinander unabhängige Zylinderfunktionen zu verwenden. 
Hierfür eignen sich: 

a) für reelles x 

1. 1p(x) und Lp(x) außer für ganzzahliges p, da 1p(x) und 
1_ p (x) in diesem Falle, numerisch gleich werden. 

2. 1p{x) und Np (x). 
b) für rein imaginäres x 

Ip(ix) und HJ1l (ix). 

e) Spezielle Werte von Zylinderfunktionen. 
Der Parameter ist eine halb gebrochene Zahl. 

1. 1t (x) = l2 sin x 
nx 

2. 

3· 

4. 

a) 

_/2 (Sin x ) I a (x) = V - - - cos X 
• :JlX X 

h(x) = V2- ((] -1) sin x _lcos x) 
2 nx x 2 x 

usw. 

( fI ( . cos x) I 9 x) = - - Sin x - '----
-.:n:x x 

I 5 (x) = V 2 (1 sin x + (~- 1) cos x) 
-2 nx x x 

usw. 

(1) y2 H, (x) = - -ieU 
i nx 

(2) /2. 
H, (x) =, -~e-'" 

Ir nx 

(1) , {f H 1 (X) = -eH 
-. nx 

(2) _ /2 
H_t(x) = v-eH nx 

N 1 (x) = - - 1 2 cos X .- V nx 
N _1 (x) = V 2 sin x. 

2" xx 

f) Grenzwerte für kleines x. 

1. Reelles Argument. 

limx=O: 

10 (x) = 1, 

11 (x) = i, 
wenn p > 0 

wenn p < 0 und ganzzahlig 

wenn p < 0 und nicht ganzzahlig 
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b) 

Spezielle Funktionen. 

2 2 
N (x) = - - In --, wo r = 1,7811 ist o 7C)lX 

2 
Nl(x)=-;,;x 

c) H rill ( x) = 1 - ~j In ~ 
\ :Jf rx 

2. Imaginäres Argument. 

a) 10 (ix) = 1 

11 (ix) = ~~'" 

b) 

c) 

N (i x) = -- ~ In ~. + z o lf)lX 

NI (ix) = -~+i 2_ 
2 lfX 

H (1) (. ) _ 2 ~ 1 2 o ZX - - -.n
lf )'x 

HP) (ix) = -~-
lfX 

g) Der Parameter ist eine negative Zahl. 
I_ p = Ip.cos pn- Np.sin PTC. 

Es wird also: 

Lp=(-1tIp' N_ p=(--1)PNp fur ganzzahliges p. 
I _p = -Np sin ((n +~) TC) =Np.( -1t+1=Np( -1)P+t für p = n + t 

Das Argument x ist negativ reell. 
Ist p ganzzahlig, so wird 

I p(- x) = (- 1)P Ip(x). 

Ist P = n + ~, so wird 

I p (- x) = ± I p (x) (mit unbestimmtem Vorzeichen). 

Fur beliebiges p wird I p ( - x) vieldeutig wegen des Faktors xp . 

h) Asymptotische Werte für große Werte des Arguments x 

und im Vergleich zu x kleinem p.l) 

lim x = 00. 

H(1)() _/2- u ._(p+J) 2) 
P X "'VlfX·e ~ 2 

H~2)(x) '" '/::.t!-'~i+(P+P 

1) Wegen genauerer Abschätzung vgl. z. B. Jaknke u. Emden Funktionen
tafeln. s. 102. 

2) Vgl. Anm. S. 31. 
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Es 

Es 

Spezielle Funktionen. 

Analogie zu den Exponentialfunktionen. 

ist 

ist 

1. 
c ix +e-ix 

1p (x) entspricht --'---
2 

periodisch für großes x mit der Periode 

2. H~l)(ix) entspricht e-X • 

monoton abfallend, asymptotisch auf Null. 

3· H~2)(ix) entspricht eX • 

2n. 

Es ist monoton nach 00 ansteigend. 

i) Entwicklung nach Zylinderfunktionen. 
In Analogie zu den Fourierschen Reihen gilt: 

1 

f(X) = .2 A a 10 (ax) + A o' wo A o = J f(t) t dt ist, 
a 0 

1 

und Aa = -~2ff(t)10(at)tdt. 
11 (0:) 

o 
Hierbei ist die Summe zu erstrecken über die sämtlichen Wur

zeln x = a der Gleichung 10 (x) = Q. 

Entsprechend den Fourierschen Integralen gilt ferner die Be-
ziehung: .... 

f(x) = J 10(sx)sdsf f(t)lo(st)tdt. 
o 0 

7. Gammafunktion 1). 

Das Produkt 1· 2 . 3 ... n = n! heißt n Fakultät. Der Ausdruck 

II(x) = lim 1 ·2·3 ... n·n'" 
n=rJ:> (X+1)(X+2) .... (x+n) 

ist für ganzzahliges positives x gleich x! Dieser Ausdruck, der für jedes 
komplexe, von einer negativen ganzen Zahl verschiedene x konvergiert, 
liefert daher eine Funktion, welche die nur für ganze positive x definierte 
Funkton xl zwischen diesen Werten interpoliert und für negative x (sowie 
für das komplexe Gebiet) extrapoliert. [Es können noch beliebig viele 
andere Funktionen angegeben werden, die das gleiche leisten, z. B. 

Die 

1. 

2. 

II(x).cos (2nnx)]. 

Gammafunktion r ~x) ist folgendermaßen definiert: 

r() II( 1) r 1·2·3 ... n·n x- 1 
x = x - = n~~ X (x + 1) (x + 2) ... (x + n - 1) , 

<X 

r(x)=f e- t (,,-l dt (Eulersches Integral). 
o 

1) Tabellen usw. vgl. ]ahnke u. Emde, Funktionentafeln S. 26. 



Gammafunktion. 

Beide Definitionen sind identisch. 
Es gilt die Integraldarstellung 

CD fl- -I e-t_e- tX ] dt 
In r(x) = (x - 1) e - --- -= -. 

1 - e t t 
o 

Allgemein gilt 

r(x + 1) = x· r(x), II(x + 1) = (x + 1).II(x) 

r(x) ·r(1 - x) = -~--- = II(- x).II(x - 1). sm :n:x 

43 

Wenn daher r(x) in einem Intervall zwischen zwei ganzen Zahlen 
bzw. in einem vertikalen Parallelstreifen der komplexen Ebene (z. B. 
zwischen 1 und 2) bekannt ist, so ist r(x) für beliebige Werte leicht 
berechenbar. 

Spezielle Werte: 

r(1) = r(2) = 1 = II(O) = II(1), 

rm=Y;=II(-~), 

rm = ~ Y; = II(~), 

r(-~) = - 2Y; = II(- ~), 
1 

1'(0) = 0, 

1 r(-n) = 0, wo n eme positive ganze Zahl bedeutet, 

T(x+n)=(x+n-1)(x+n-2) ... x·r(x). 

Das Residuum von r(x) bei x = _ n ist: (- 1,)n 
n. 

Für sehr große positive x ist 

In II(x) '" (x +}) In (x) - x + In Y2n (vgl. S. 8). 

8. Elliptische Integrale und Funktionen. 1) 

V = J F (x, Ya+ßx=Frx2+-~fx-3+ex4) dx heißt ein elliptisches 
Integral, falls F eine rationale Funktion ist, und a + ßx + ... BX4 = ° 
nur einfache Wurzeln hat. V läßt sich durch die Substitution 

x = P+qt auf die Form bringen 
1 + t 

V = J<p (t, V::!: (t 2 + 2) (t 2 + ,u)) dt = J <P(t, T) dt, 

wo <P rationale Funktion, 2, tt reelle Parameter sind. <P (t, T) kann 

f d· F b . M +Nt U F k· man au le orm nngen 11/[' + N't' wo 1V1 usw. ganze un tlOnen 

") Wegen Tabellen usw. vgl. jahnke u. Emde, Funktionentafeln S.46. 



44 Spezielle Funktionen. 

von t 2 und T sind, bzw. durch Erweitern mit M' - N' T in die Form 

P + Qt, wo P und Q rationale Funktionen von t 2 und T sind, also 

V=JPdt+JQ.tdt. Das Integral JQtdt kann durch die Substitu

tion u = t 2 auf bekannte Funktionen zunickgeftihrt werden. J Pdt 
andererseits auf die Form 

JIJ'(t 2 )dt+ f<P(t)dt, 

worm IJ' und qJ rationale Funktionen sind. Ersteres fuhrt auf bekannte 
Funktionen, letzteres führt auf ein elliptisches Integral. 

T kann die folgenden Formen haben: 

1. T=V+(t2_ 12)(t2 _ft2) 

2. T = V= (t 2 _ 12) (1 2 - !J,2)-

3. T=V+(t 2+12)(t 2 _ft2) 

4. T = v= (t 2 + 12)(t2 - ft2) 

5. T=V+(t 2+12)(t2+!t2) 

Alle können auf dieselbe Form gebracht werden durch Änderung der 
Variablen: 

Setze 1. 

2. 

3· 

4. 

5. 

Dann wird 

!t2 - J. 
2 

_. ;2-

2 '2 t >,n 

t 2< It 2 

12<!J,2 

setze t=A.x 

für [2 > 12 setze t = !" 
x 

= k 2 

__ J.2_=k 2 
J.2+ ft2 

ft2 2 
-2---=k 
J. + !t2 

ft2 - J.2 
=k 2 

J.~ 

f ~ = A f -V-(1'~ x~(: ~ ki~-~ , 
wo A in den 5 Fällen einen verschiedenen von 1, p, k abhängigen 
konstanten Wert erhält. k heißt Modul. 

<P (t 2) kann zerlegt werden in ganze Funktionen und Partialbrüche: 
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Nun gilt die Rekursionsformel: 

f t~ndt ft2dt j'dt -
Daher ist es möglich, alle --T- auf -y- und T zuruckzufuhren. 

Die Glieder der Formf-- -, 1_2 d!. lassen sich in ähnlicher Weise 
(t-t-cnt) T 

auf f~ und f(l+:~t2)T zunickfilhren. Die Integrale f~, Jt 2:t 
und f-( __ +d t '-T heIßen Normalintegrale 1., 2. und 3. Gattung. 

t Cn t-) 

Elliptische Funktionen. 

Die ellIptischen Funktionen sind die Umkehrfunktionen der ellipti
schen Integrale. Sie sind doppeltperiodische Funktionen des komplexen 
Arguments 1t mit den zwei im allgemeinen komplexen Perioden wl 

und w2 ' so daß 

(ml , m'j ganze Zahlen) 

wird. Sie smd 1m Endlichen uberall bis auf Pole regular. Das Verhaltnis 

ist stets nicht reell. Die komplexe u-Ebene ist dann in Parallelo
gramme eingeteilt, deren Eckpunkte ein Gitter 110 + ml wl + m2 w2 

bilden. In entsprechenden Punkten verschiedener Penodenparallelo
gramme hat dann f(u) den gleIchen Wert. Ist a der Winkel zwischen 

den Seiten Cl und b des Parallelogramms, so wird (;}1 = e· a . _a_, also 
W 2 b 

die Größe q = e Wo 

Jede doppeltperiodische Funktion f(u, wl ' w 2 ) kann als eine ratio
nale Funktion der bei den elliptischen Funktionen ~) (11, w l ' w2 ) und 
pi (11, w1' w'.!) dargestellt werden; dabei ist 

~J(u) = l:~ + 2)' [Tu~;;;j~ - ~2 J 
m,m2 

'(U) _ d"l(u) = _ 2 )' --_!...-P - du ~ (u-1l')" 
m.m2 



46 Spezielle Funktionen. 

wo W = m1 W 1 + m2 w2 bedeutet und die Summen über alle ganz
zahligen Werte für m1 und m2 mit Anschluß von m1 = m2 = 0 zu er
strecken ist. 

Das führt zu folgender Entwicklung: 

mit = (2J1:)4 [~ 20 '\; n 3q2n J 
g2 Wo 12 + .L.J 1 __ q2n 

n=1 

p (u) hat in den Punkten u = m1 w 1 + m'.l w 2 Pole 2. Ordnung, 
p' (u) hat hier Pole 3. Ordnung. 

Weiter werden folgende (nicht mehr doppeltperiodische) Funk· 
tionen benutzt: 

u 

C(u) =J p(u)du, 
u 

Es ist dabei 

Dabei sind 'YJ1 und 'YJ2 von ~t unabhängige Konstanten, und zwar 

Jl:9 [ '" nq2n-1 
'YI = - 1 - 24 '" ----J '/I! 3 Wz .L.J 1_ q 2n , 

n=l 

während 'YJ1 daraus durch Vertauschung von w\l mit w 1 hervorgeht. 

Liouville' sche Sätze: 

1. Es gibt keine nicht konstante elliptische Funktion, die im 
Periodenparallelogramm überall endlich ist. 

2. Die Summe der Residuen im Periodenparallelogramm ist Null. 
3. Die elliptische Funktion nimmt jeden Wert im Periodenparallelo

gramm gleich oft an, wie den \\Tert 00. 

Jede n-wertige elliptische Funktion mit den n einfachen Polen 
«1 ... an läßt sich darstellen durch eine Reihe 

n 

f(u) = A + L: ak·C(u- 0:1<)' 
k=l 

wo a/c die zu den Polen a/c gehörigen Residuen sind. 
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Jede n-wertige elliptische Funktion mit den Polen (Xl (Xe •.• (x" 

der Ordnung 'V I 'V 2 ... 'V n läßt sich darstellen durch 

n 

f(u) = A + L [ak' (u - lXJ + a~8;) (21 - lXk) + ak'~' (u - lXk) + .,. 
k=l 

(v" -1) ("k-2) 
+ak ~ (U-lXk)J· 

Ist % 

'H=J~ 2'W' 
<:r" 

wo 
1 ------ ----~ .... ----- --- -

w = '2 V4z 3 - g2 Z - gs = V(z - el)(z - e2 )(z - es) 
mit 

so wird umgekehrt 

z = 8;) (u) = ~ (u + ml W 1 + m2 w 2), 

:: = bO' (u) = 2 V(z - el)(z - e2 )(z - ea) = 2 w. 

Dabei ist 
8;) (0) = S;) (wl ) = r-J (w 2 ) = 00, 

~(:l)=el' 8;)(:2)~=e2' p(~1{-W2)=e3' 

z ist eine doppeltperiodische Funktion von u. u ist eine unendlich
vielwertige Funktion von z, die auf der zu W gehörigen, bei el f 2 e3 

und 00 verzweigten Riemannschen Fläche selbst unverzweigt ist. 

Setzt man 

wo x = sin ({J, so nennt man ({J die "Amplitude" von u und 

2 u3 

X = sin amp (u) = sn (u) = u - (1 + k ) ""I + ... 3. 

Y = V'-t-=----;; = cos am p (u) = cn (u) = 1 - !!.,2! + (1 + 4 k 2) ~: - ... 
2 4. 

Z = V-;-"::'-k 2 x 2 = ,1 amp (u) = dn (u) = 1 - k 2 ~~ + (4k'~ + k 4) ~: - ..• 

sn, cn, dn sind die J acobischen elliptischen Funktionen, und zwar hat 

sn (u) die Perioden wl = 4 K, 
cn (u) die Perioden wl = 4 K, 
dn (u) die Perioden w l = 2 K, 

W 2 = 2iK' 
w2 = 2K + 2iK' 
w2 = 4iK', 
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wobei 

2 

K' =J - d'IjJ und k,2 = 1 - k 2 • 
-V 1 - k'2 sin 2lf' 

u 

Zur Berechnung von sn, cn, dn dienen außer obigen Reihen 
auch die Formeln 

sn (u) ==_ ~- 1!1!fj , Vk f}o (v) 

K' 

,-f)a (v) 
dn (u) = -V k {}~(v), 

'U -Tl -

wobei v = 2K' q = e K und die vier Theta/unktionen {}o {}1 {}2 {}3 

durch Reihen darstellbar sind: 

{}o (v, q) = 1 - 2 q cos 211V + 2 q4 cos 411V - 2 q9 cos 611V + ... 
1 9 25 

I~ 1 ( v, q) = 2 q 4: sin II v - 2 q 4 sin 3 llV + 2 qi sin 5 II v - . .. ' 
1 !) 25 

1~2 (v, q) = 2 q4 cos llV + 2 q4 COS 311V + 2q4- COS 511v +, .. 
'{}:l (v, q) = 1 + 2 q COS 211V + 2 q4 COS 411V + 2 q9 COS 611V + ... 



Dritter Abschnitt. 

Reihen. 
1. Grundbegriffe. 

Gegeben sei eine unendliche Anzahl reeller oder komplexer Zahlen 
uo' u1 ' u2 ••• Man bezeichnet dann ihre formal gebildete Summe als 
eine konvergente Reihe, wenn die Summe der n ersten Glieder 
Sn = Uo + ... + Un-l für lim n = 00 einer endlichen und bestimmten 
Grenze zustrebt. lim Sn = S heißt der Summenwert der Reihe. Ist 

n=~ 

die Reihe nicht konvergent, so heißt sie divergent. Die Größe 
S - Sn = Rn heißt der Reihenrest. 

Man spricht von unbedingter oder absoluter Konvergenz, im Gegen
satz zu bedingter Konvergenz wenn der Summenwert nicht von der 
Anordnung der Glieder abhängt. Das ist stets und nur der Fall, wenn 
die Reihe der absoluten Beträge konvergiert; 

Ferner spricht man von gleichmäßiger Konvergenz, wenn (die 
Glieder u .. als Funktionen einer Variablen z betrac4tet) für genügendes n 
der Rest I Rn I <~, wo ~ eine für alle z gleiche und beliebig klein 
wählbare Zahl ist. Diese Eigenschaft ist oft nur auf einen begrenzten 
Bereich von z beschränkt. Dann ist in diesem Bereich der Summen
wert S (zfeine stetige Funktion von z. 

Sind die Reihenglieder u" Funktionen einer Variablen z, so darf 

bei gleichmäßiger Konvergenz gliedweise integriert werden: J S (z) dz 

=.2 f u"dz. 
o 

Ist die Reihe ~ dUn gleichmäßig konvergent, so ist ihr Sumi" dz 

dS (z) 
menwert = -----a:;-' 

Eine gleichmäßig konvergente Reihe stetiger Funktionen ist eine 
stetige Funktion. 

2. Konvergenzkriterien. 

Eine Reihe konvergiert, wenn !~n!t::ll < 1 (nicht etwa gleich 1)ist. 

Madel ung. Math. Hilfsmittel. 4 
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Eine Reihe aus abwechselnd positiven und negativen Gliedern 
konvergiert, wenn die Beträge ihrer Glieder mit 'Wachsendem n gegen 0 
konvergieren. 

Eine Reihe konvergiert absolut, wenn jedes Glied in ihr dem Be· 
trage nach kleiner ist als das gleichvielte einer konvergenten Reihe 
aus positiven Gliedern. 

Für die Konvergenz einer unendlichen Reihe ist es belanglos, ob 
eine endliche Zahl von Gliedern hinzugefügt oder fortgelassen wird. 

3. Wichtige Reihen. 
Die für praktische Anordnungen wichtigsten Reihen sind 

1. Potenzreihen a) nach steigenden Potenzen 

ao + a1 z + a 2 z 2 + ... , 
b) nach fallenden Potenzen 

a a 
ao + _:_=1. + ~2 + ... ; 

z z (vgl. S. 12ft.) 

2. Fouriersehe Reihen 

a1 sin x + a2 sin 2 x + ... 
+ ~ + bl COS X + b'J cos 2 x + ... ; (vgl. S. 51) 

3. Kugelfunktionsreihen 

ao + al Pl (x) + a2 P2 (x) +.... (vgl. S. 35) 
4. Zylinderfunktionsreihen 

ao + alJO(alx) + a2JO(a'Ax) +... (vgl. S~ 42) 

4. Spezielle Potenzreihen. 
Endliche Reihen. 

2 3 x n -1 
1 + x + x + x + ... x n = -~~, x-1 

1 + 2.-t- 3 + ... + n =- n (n + 1) , 
2 

1'A+2 2 +32 + ... + n2 =in(n+1)(2n+1), 
18 + 2 3 + 33 + ... + n3 = ln 2 (n + 1)2. 

Unendliche Reihen. 
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log 10 X = M 10 • In x 
mit M lO = 0,4342945 ... 

(1 + x r = 1 + (;) x + (~) x 2 + (;) x 3 + ... 
_1_=1+x+x 2 +x3 + ... 1-x 

. x x 3 x;; 
sm x = 11 - 3T + -5 f ... , 

x 2 x 4 

cos X = 1 -, + -I .... 2. 4 

fur lxi< 1, 

fur lxi< 1. 

x x 2 X 3 x 4 

In (1 + x) = - - -- + -- - + - . .. für 1 > x > - 1 , 
1 2 3 4 

( 1 +x) [X x J x' ] In - = 2 - + -- + - + ... 
1 -x 1 3 5 

für 1> x> -1, 

51 

. 1 x 3 1·3 x' 1'3.5 x' 
arc sm x = x + --. -- + - . - + --- . --- + . . . für 1 > x > - 1, 

2 3 2·4 5 2·-1-·6 7 

x 8 x' 
arc tg x = x - - + - ... 

3 5 
für 1>x~-1. 

Taylorsche Reihe. 

f(x+h)=f(x)+A r'(x)+ ~; r"(x) ... 

Mac Laurinsche Reihe. 

f(x)=f(O)+trr'(O)+ ;~ f"(O)+ ... 

Ö. Fouriersehe Reihen. 
Erfüllt eine Funktion f(x) im Intervall - 1 bis + 1 die Dirichlet

schen Bedingungen [d. h. hat f( x) dort nicht unendlich viele Maxima 
und Minima und bleibt trotz endlich vieler Unendlichkeits- und Un

stetigkeitsstellen J f( x) dx konvergent], so ist f( x) in diesem Intervall 
mit Ausnahme der Unstetigkeits stellen darstellbar in der Form: 

f(x) = ~ + t [an sin (n;_~) + bn cos (~7x) J, 
n=l 

wobei 

an = -;-f~(X) sin (~;x) dx, 
+l 

b,. = + f f(x) cos (n;x) dx 
-I -I 

oder auch in der Form 
snnx 

I , 

wobei 

4* 
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6. Fouriersches Integral. 
Läßt man I unbegrenzt wachsen, so wird daraus 

F ( x) = {[ A (n ) . sin ( n 1l x ) + B ( n ) . cos ( n 1l x )] . d n, 
o 

wobei 
+00 +00 

A (n ) = f F (x) sin ( tl1l x) d x, B ( n ) = f F ( x ) cos ( n 1l x ) d x 
-00 -00 

oder auch +00 

F(x) = f rp (n) e,nn" dn, 
-00 

wobei 
+00 

rp(n)=ifF(x)e-,n:rxdx. 
--00 

Zusammengefaßt wird 
00 + <Xl 

F (x) = f d n f F (t) cos ( n JT (t - x)) d t 
o -oc 

oder auch 
'" +00 

F ( x) = ~ f d n f F ( t) e "'" (I - x) d t . 
-00 

Ist f (x) eine periodische Funktion mit dem Periodenintervall 2/, 
also f(x+ 2pl) = f(x) mit p=ganzer Zahl, und ist f(x) aufgebaut 
aus aperiodischen Funktionen F (x) in der Form 

+00 

r ( x) = ).' F (x + 2 pI) , 

so wird 

d. i. ein Zusammenhang zwischen den Fourierkoeffizienten der perio
dischen Funktion f mit den Fourierfunktionswerten der aufbauenden 
aperiodischen Funktion F. 

7. Zweidimensionale Fouriersehe Reihen und Integrale. 
Eine von zwei Variabeln x und y abhängige Funktion f(x, y), die 

sowohl in x wie in y periodisch ist, so daß f((x + 2lL), (y + 2mM)) 
= f(x,y) ist, wo I und m ganze Zahl, ± L und ± M die Grenzen 
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des Penodenintervalls sind, und :die die Dirichletschen Bedingungen 
erfüllt, ist darstellbar in der Form: 

-L . 
I clm ' COS ... sm .. . 

+ dlm .sin ... cos .. . 
+L +M 

wo Cl'm= L~fff(st).cosl~S .cosm;/dsdt, 
-L-M 

Cl = ····~-fJf(st) ds dt a == --~--fJf(st)cos mnt ds dt 00 4 LM • 0", 2LM M' 

Für die blrn • clm ' dirn gelten entsprechende Formeln. 

Fur L = 00 wird: 

f( x y) = J: u Z ( a", ( u ) . cos u x cos ~; y + ... ) 
-00 0 

00 +00 +00 

bzw. f(xy) = JdU Z f f ds dt f( st). cos uns· cos ~"v;t COS JTUX COS m::/ 
o m_ oo _ oo 

für L = M = 00 wird: 
00 00 +00 + <Xl 

f ( x y) = f f d U d v f f f ( s t) . cos U JT (x - s) cos V JT (y - t) d s d t . 
00 -00-01) 

Oder auch 

-GO -Xl 

wobei +L+M _,,,,(~.+1n:JI) 
1 II L M ((Im = 4LM f(x, y) e dxdy 

-L-M 

und für L = 00 
z..n:my 

f(x, y) =c fdu.i'a m (u) e,·7UX. c M--
-00 0 

mit 

-00 

und für L=oo, M=oo 
+0000 

f( ) [f ( ) ,n(ux+vy) d d x, y =. a u, v e U v 
-00 -00 

+00 

mit a (u, v) = ~ f J f(x, y) e,n (ux + vy) d x d y. 
-00 



Vierter Abschnitt. 

Differential- und Integralrechnung. 
1. Differentiations-Regeln. 

d(u±vL=d~ +dv 
dx dx-dx' 

d (u v) = v d~ + u ~~ 
dx dx dx' 

du dv v--u---
dx dx 

dx 

dx m 

d are sin x 
dx 

d are eos x 

d are tg x 
dx 

d are etg x 
__ =1ItXm - l 
dx ' --dX- = - 1+%2' 

d (lnxl= d are see x 1 

dx x' ~~ = X{X2_1,1) 
da" de ax d are eosecx 
--= a"lna, 
dx 

__ = ae ax , ~~= -

dsinx 
~=cosx, 

d eosx . 
---=- slnx, 

dx 

dx dx 

dya 2 ±i2-
dx 

d etg x 1 
-- = - -.-= - (1 +ctg 2 x) 

dx sm 2 x ' 

dln(uv) 1 du 1 dv 
-----a:;-- = u dx + v- dx ' 

1 du 1 dv 
--;z;-- = u dx - -;- dx' 

du v _ v_ldu v dv ---vu -+u Inu---. 
dx dx dx 

1 
1) see x = eosx; cosee x = . 

smx 

x V %2 -1 ' 

x 

Va2 ±Xi ' 
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2. Umformung von Differentialausdrücken. 
Erster Differentialquotient. 

1. ~~ -1' ~~ dx - . dy' 

2. y = F ( u) und u = f ( x) , dy 
dx 

dy du 
du dx' 

3. u, v, w, ... seien Funktionen von x und 

( ) ~=ofdu+of~~+ofdW+ ... Y = f u, v, w, ... , dx OU dx OV dx OW dx 

Logarithmische Differentiation. 

U I = logarithmische Ableitung von u. 
u 

Y= u·v·w ... , I u y=-, 
v 

Z. B. 

y' u ' v' W ' I 

Y-=u+v+ W T"" 
:v' U ' v' 
-::::::::::=---
y U V 

4. Differentiation implizit gegebener Funktionen: 
of(x,.!l 

fex, y) = 0, 

d1jJ 

5. x=cp(t), y=1p(t); dy =~. 
dx ~~' 

dt 

d 2 ~ = rp' 1jJ" -1jJ' rp" 
dx 2 rp/~ 

6. z = z(x, y), d. h. z seI Funktion von x und y. 

dz = ~z I dx + ~z I dy heißt das totale Differential von z. 
uX y uy Ix 
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Das Zeichen Iy bzw. L. bedeutet, daß bei der Differentiation y 
bzw. x konstant gehalten werden soll. 

Ein Ausdruck dz = f1(xy)dx + f2 (xy)dy heißt ein totales Diffe

rential wenn 0 fl = 0 f2. Nur dann kann z eine eindeutige Funktion , 0 y /jx 

von x und y sein. 

7. Sei cp = cp (x, y). Führt man statt y als neue Variable 
z = z (x, y) ein, so gilt: 

orpl_orp\ +orpl ·~·I 
oxy-oxl. oZx oX y 

und 
orpl_orpl'·~ 
oy x - 0 Z 'x oy' 

Führt man z (x, y) und w (x y) statt x und y als Variablen ein, 
so gilt: 
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und 
OCPt _ocpl OZI +ocpl ow: 
oY i.L - Bi Iw . 8y x ifw z . az Iy ' 

Allgemein sei <p = <p (Xl' X2' Xs ... ). Die neuen Variablen Yl' Y2' Ys'" 
Xi = Xi (Yl Y2 Y3 ... ). 

Dann ist 

5) 0CP I . d<p = - dx., 
OX· • i • [J'Z 

also 

mithin 

bzw. 

Höhere Differentialquotienten. 

d2 y d2 y (dU)2 dy d2 u 
2. d x2 = d u2 ' d x + du' d x2 

d3y d3y (dU)3 d2 y du d2 u dy d3 u 
dx3 =du3 ' dx +dU2'3dxd-;3+du'dx3' 

3, Übergang zu neuen Variabeln 

~ _ ""' ""' __ lY~_, oYt ,oYr + ""' ~. _i Yt 
OX/OXk-.L.J.L.JOYtOYr OXj oXk .L.J oYt OX/OXk' 

1 r 1 

3. Integrationsmethoden. 

1. Durch partielle Integration: 
b b b 

J u'(x). v (x) dx = i u(x). v(x) I - J u(x).v'(x):dx, 
a a a 

2, Durch Zerlegung in Partialbrüche: f i(~2 dx. Sind <p(x) 

und f(x) ganze rationale Funktionen, f(x) von höherem Grad als <p(x), 
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so läßt sich '! (x) immer in eine Summe von Partialbrüchen zerlegen, 
fex) 

die sich ohne Schwierigkeit integrieren lassen. 

a) Hat fex) = 0 lauter verschiedene Wurzeln, ist also 

so wird 
rp(:() _ A, 
(xj----;-x,. 

A. An 
x-x+"'+x-x' 2 n 

wonn A.::-.-= er (xil ist 
1 -- f' (Xi) . 

b) Hat f(x) = 0 mehrfache Wurzeln, und zwar a Wurzeln vorn 
Betrage Xl' ß Wurzeln vom Betrage x2 usw., so hat die Partialbruch
zerlegung die Form: 

'!~)=~ __ + ____ ~~ ___ + ... + _A,,_ 
fex) --- (x-x,)" (x-x1),,-1 (x-x,) 

+ _~ __ + __ 1!_2 _ + ... 
(x-x2)(J (x_x~)ß-l 

Ai' Bi' Ci'" findet man durch Koeffizientenvergleichung. 

Ist z. B. fex) == (x - Xl)'" f1 (x), so hat man zur Bestimmung der 
Ai die a Gleichungen: 

<p(x1) = Ad1 (Xl) 

<p'(x1l = A1t~'(Xl) + A2 

<p1/(x1) = Adt(x1) + 2A2fl'(x1) + 2A3f1(x1) 

Sind die Wurzeln von fex) = 0 zum Teil imaginär, so zieht man 
je zwei komplexe Summanden zu einem reellen Gliede zusammen. 
Ist z. B. Xl = U 1 + iv1 ; X 2 = 2t1 - iv1 , so ist 

die 
3. Durch Einführung neuer Veränderlicher. 

häufig die Integration ermöglichen: 
Substitutionen, 

a) ~=a+bx; 

d) ~ __ a +_~-: . 
-- a-bx' 

u___ __ 

e) ~=Va+bx; 

1 
X =b U - a); 

1 
x2 = b-(~ - a); 

a 
x = ~-b; 

a ~-1 
X=b~+1; 

~n_a 

x = b ; 

1 
dx=-d~, 

b 
d~ dx=--··-=, 

2 fbTi -al 
ad~ dx = - --. -

(~_ b) 2' 

2a 
dx=--- ; 

b (~+ 1) 2 
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f) ~ = sinx; x = arc sin ~; 

x = arc tg 2 ~; 

Zu 1 und 2: Durch Einführung neuer Verimderlicher und Partial
bruchzerlegung sind Ausdrücke von der Form: 

R(x), R (x, ln/al'+- b), V cx+d R(x, Va + 2bx ± cx2 ), 

worin R(x) eine rationale Funktion von x bedeutet, stets allgemein 
zu integrieren. 

4. Durch Entwicklung des Integranden in eine Potenzreihe. 
Eine Potenzreihe darf gliedweise integriert werden, wenn beide Inte
grationsgrenzen im Innern ihres Konvergenzkreises liegen. 

f(x) 

1 

va2 - x2 

1 

(x-- ;JT; - x~) 

4. Integrationstabelle. 

1 ( m + 1 --- x+a) 
m+l 

In(a + x) 

J f(x)dx 

1 (x) 1 a +x - mrc:tg -- = ---ln--
a a 2a a-x 

1 x 1 a+x - mrc [tg - = -ln~
a a 2a a-x 

~_ Ya 2 ~ x'J -+-- a2 arc sin (~) 
2 ' 2 a 

arc sin (~) 

mrc !Sill (~) = In (x + VCl2 + x2) 

mrc[of(~) ,=ln(x+Vx2-a~) 

-~-ln ~-x-, 
Xl - X 2 X - X 2 

fürlxl<a 

für lxi> a 



fex) 

Ax+B 
(x -x~) (x=--xJ 

vax2+2bx+c 

1 
----------

V~ ax2+2bx+c 

sin x 
eosx 

tg x 

etgx 

6inx 

~ofx 

:tgx 

~tgx 

sin x 

cosx 

sin x cosx 

sin 2 x 

cos 2X 

eos2 x 

·m sm x 

m eos x 
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J f(x)dx 

für c < b~ 

1 ( x+b ) - -,-ce -==c- are tg --= 
V • ,/ 2 

c-b yc-b 

1 -
-=In(b + ax + Va Va Xli + 2bx + c) va 
1 . ax-b 

-= are Sin ----
va Vb2 +ac 

- eosx 

sinx 

-In(eosx) 

In (sin x) 

~of x 
6inx 

In (~of x) 
In (6in x) 

In tg (i) 
In tg (~+ i) 
Intgx 

- etgx 

tgx 

1 . + x - 2"smx eosx "2 

1 . + x "2 smx eosx 2 

--; ~ sin m - 1 X • eos x + In -=-!.f sin'" - 2 X d x 
m m 

1 m-l . m-1f m-2 - eos x· smx + --- cos xdx 
m m 
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f(x) 

etg m X 

. m n 

Differential- und Integralrechnung. 

J f(x)dx 

tg"'-l x -ftgm - 2 XdX m-1 
1 m-1 f m-9 - - ~ etg X - etg X d X m-1 

sm xeos X 
sinm-1 xcoSn+ 1 X m-1f' m-2 n - --.------- + -- --- sm X eos x dx m+n m+n 

sin" x 

sinmx 

cos" x 

cos m x 

sin" x 

are sin X 

are eos X 

aretg X 

x e 

sinm11 xcos"-l x n-1f' mx n-2 
= -m+n- + m+n sm eos xdx 

_ cosx + 1t..::::-~f~x-
(n -1) sinn-lx n-1 sin n - 2x 

(1~ _1;i:: n=1; -+ :-= ~ f ~~s~~2 x 

__ sin m+ 1 x_, ____ 11!-n+2fsinm~:X 
(n-1)cos" 1x 11-1 cos""x 

(~~~~_::~,~~ :; _ m ~ ~ ~ 2 f ~~~:;~_~: 
X are sin x + V1-=::'-~-2 
X are eos x - y' 1 - x~ 

X are tg x - ~ In (1 + x~) 
x 

e 

a X - e'~ In a 1 x --a 
In a 

5. Bestimmte Integrale. I ) 

2 2 

feos2nxdx= fSin2nxdx= 
o 0 

2 2 f eos 2,,+1 X dx 
o 

= f sin2n +1 xdx 
o 

00 

2·4·6· ... ·2n 
1·3·5· .... (2n+1) 

f Sin~ax dx = 1r 

h 2' fur a > 0 
o 

1) Eine grafie Sammlung bestimmter Integrale findet man in dem Buch 
von D. Bierens de Haan, Leiden 1867. 
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CL 

00 

f cos ax l 
~-(X=OO 

x 
u 

f Sinax cosbx H. 
- ----- d X = - fur a > b 

x 2 
u 

=üfüra<b 

=~füra=b 
4 

;;r ;r: 

f cosmx cos nx = f sin mx sinnx = Ü 

o 0 

für ganzzahliges mund n, außer =, :n:_ für m = n 
2 

00 f e-xxadx = r(a + 1) == ll(a) vgl. S. 42. 
o 

1 1 f x a (1 - x)ß dx = 2 f x 2u+1(1 - x 2)ß dx 

o 0 

2 

= 2 f sin~a+l<p cos 2 ß+1<p d<p 

u 
II(a) II(ß) 

li(a + {i~1) 

2 a 

F(a+1)F(ß+1) 
r(a+ß+2) -

f sin xVsinx dx = f cos x VcosX" dx = 6~ T2 W 
o 0 

er 
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fec 1 1 
x a e-az2dx = -.--

2 a+l a-
o 2 

0<P<1 

a > 0, n ganze Zahl. 



Fünfter Abschnitt. 

Differentialgleichungen. 
A. Allgemeines über Differentialgleichungen. 

1. Einteilung der Differentialgleichungen. 
Eine Gleichung heißt eine Differentialgleichung, wenn sie neben 

einer oder mehreren unabhängigen oder abhängigen Variablen Diffe
rentialquotienten der letzteren nach der bzw. den ersteren enthält. 

Man unterscheidet partielle und gewöhnliche Differentialgleichungen, 
je nachdem, ob die Gleichung partielle Differentialquotienten enthält 
oder nicht. 

Gewöhnliche Differentialgleichungen enthalten daher nur eine un
abhängige Variable, partielle dagegen zwei oder mehr. 

Man klassifiziert die Differentialgleichungen 
1. nach der Ordnung n ihres höchsten Differentialquotienten 

d n y bzw. iJn Y oder _~~ny_ usw. ; 
dx n iJx" iJx"iJy .. -a 

2. gelegentlich nach dem Grade p der höchsten Potenz der III 

ihr enthaltenen Differentialquotienten, z. B. 

(
d Y \p 

-.1 x-) , 

wenn die Gleichung rational gemacht und frei von Brüchen ist. 
Im besonderen heißt eine Differentialgleichung linear, wenn die 

abhängigen Variablen und ihre Ableitungen nur in der ersten Potenz 
und nicht miteinander multipliziert auftreten. Ferner spricht man von 
homogenen Differentialgleichungen. Diese Bezeichnung wird in ver
schiedenem Sinne gebraucht. 

E · D'ff . I I . h F ( d Y d 2 Y) . d h 1. me I erentla g eic ung x, Y, (ix , ·;ix2' ..• = 0 WIr omo-

gen genannt, wenn F eine ganze rationale homogene Funktion von 
dy dny 

y, d ~, ... , ist. So ist z. B. 
h dx" 
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eine homogene lineare Differentialgleichung. Die Xl ... X n sind beliebige 
Funktionen von x. 

2. Eine Differentialgleichung 1. Ordnung ~ ~ = f (x, y) heißt viel-

fach auch homogen, wenn f (x, y) eine Funktion von : allein ist, sich 

also in der Form schreiben läßt: 

d Y = f (1.) . 
dx x 

In diesem Sinne ist z. B. homogen die Gleichung: 

M~Y = N 
dx ' 

in der M (x, y) und N (x, y) homogene Funktionen von x und y des
selben Grades sind. 

3. Als "eindimensional" wird eine (auch zuweilen "homogen" 
genannte) Gattung von Differentialgleichungen folgender Art bezeichnet. 

Man betrachtet y als Größe von n Dimensionen, wo n willkür-

lich ist. x habe die Dimension 1, dy die Dimension n - 1, usw. 
dx 

Haben dann sämtliche Glieder der Gleichung im angegebenen 
Sinne die gleiche Dimension, so heißt sie "eindimensional". Z. B. 

wo V = f (x) oder konstant ist und die Ai Konstanten bedeuten_ 

2. Lösungen von Differentialgleichungen. 
Als Lösung einer Differentialgleichung bezeichnet man eine 

Funktion der unabhängigen Variablen, welche für die abhängige 
Variable (y) in die Gleichung c:ingesetzt, diese identisch in den un
abhängigen Variablen erfüllt. 

Als Integral bezeichnet man eine Funktion der unabhängigen und 
abhängigen Variablen, sowie evtl. willkürlicher Konstanten, welche 
gleich einer willkürlichen Konstanten gesetzt, bei jedem Wert dieser 
Konstanten eine Gleichung liefert, die von Lösungen der Differential
gleichung befriedigt wird. 

Intermediäres Integral einer Differentialgleichung n -ter Ordnung 
heißt eine Funktion der unabhängigen und abhängigen Variablen und 
Konstanten, sowie deren Ableitungen bis höchstens zur (n - 1 )-ten 
Ordnung, welche gleich einer Konstanten gesetzt, eine Differential
gleichung niederer Ordnung liefert, die von Lösungen der ursprüng
lichen befriedigt wird. 
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a) Gewöhnliche Differentialgleichungen. 

Die vollständige Lösung (auch allgemeine Lösung oder Stamm
gleichung genannt) einer gewöhnlichen Differentialgleichung noten Ord
nung enthält n willkürliche Konstanten. Indem man diesen Kon
stanten spezielle Werte beilegt, erhält man partikuläre Lösungen. 

Außerdem hat im allgemeinen eine Differentialgleichung 1. Ord
nung, falls sie nicht linear ist, Lösungen, die sich nicht durch spezielle 
Wahl der Konstanten der vollständigen Lösung zu ergeben brauchen. 
Diese Lösungen heißen singuläre Lösungen. 

Existiert eine singuläre Lösung der Differentialgleichung 

(jJ (X, y, ~ :) = 0, so muß sie gleichzeitig folgende Bedingungen erfüllen: 

orp = 0 orp orp 
m = 0, +p - ° 'r op' 8:'- . oy - , 

wo P =dJ' bedeutet. 
dx 

Geometrische Deutung der Lösung. 

Eine partikuläre Lösung einer Differentialgleichung zwischen einer 
abhängigen y und einer unabhängigen Variablen x repräsentiert eine 
Kurve in der x, y-Ebene. Die vollständige Lösung einer Differential
gleichung n -ter Ordnung repräsentiert eine von n Parametern abhängige 
Kurvenschar. Hat für n = 1 diese Kurvenschar eine Enveloppe, so 
ist deren Gleichung eine singuläre Lösung. 

Die einzelne Kurve (partikuläre Lösung) ist festgelegt durch 
n Bedingungen, die zur Bestimmung der n Parameter dienen können 
(Anfangs- oder Randbedingungen). 

b) Partielle Differentialgleichungen. 

Die allgemeine Lösung (Integral) einer partiellen Differential
gleichung n-ter Ordnung mit p unabhängigen Variablen ist eine 
Lösung, welche n willkürliche Funktionen von p - 1 Variablen ent
hält. Diese können gewisse der unabhängigen Variablen oder auch 
Kombinationen von ihnen sein. 

Bei Differentialgleichungen 1. Ordnung spielt daneben der Begriff 
der vollständigen Lösung eine Rolle. Als solche bezeichnet man eine 
Lösung in Form einer Funktion der unabhängigen Variablen, welche 
p willkürliche Konstanten enthält. 

Aus einer vollständigen Lösung erhält man die allgEmf:ine Lösung 
der Differentialgleichung erster Ordnung wie folgt: Es sei 
<P (Xl %2' .. Xp ' a1 a2 ... ap) eine vollständige Lösung (wo die ai willkür
liche Konstante seien). Aus dieser p-fachen Schar von Funktionen, 
greift man eine (p - 1) fache heraus, indem man z. B. ap = {} (al a 2 •.• a v -1) 
setzt und berechnet hieraus und aus den Gleichungen 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 5 
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aCf'+aCf'.~=o (' 12 P ) J=, ... -1, aal aap oa, 
die a, als Funktionen der x, und setzt diese Ausdrücke in qJ ein. 
Dann entsteht eine Funktion, welche die Differentialgleichung be
friedigt und von der willkürlichen Funktion {} von p - 1 Variablen 
abhängt, also die allgemeine Lösung. 

Um die singuläre Lösung aus der vollständigen zu erhalten, be-

rechne man aus den Gleichungen aO Cf' = 0 die Größen a. als Funk-
a/ • 

tianen der x, und setze in qJ ein. Wenn die so entstehende Funktion 
Lösung der Differentialgleichung ist, so ist sie die singuläre Lösung. 

Geometrische Deutung der Lösung. 
Sind nur zwei unabhängige (x und y) und eine abhängige (z) 

Variable vorhanden, so können den Lösungen im xyz-Raum geome
trische Deutungen gegeben werden. 

1. Das vollständige Integral repräsentiert ein zweifach unendliches 
Flächensystem von der Form: 

qJ(x,y,z,a,b)=O 

mit den beiden willkürlichen Parametern a und b. 
2. Dadurch, daß man den einen Parameter zu einer willkürlichen 

Funktion des anderen macht und aus den drei Gleichungen 

qJ(x,y,z,a,b)=O } 
b =I}(a) 

:: + ~~ {}'(a) = 0 

a eliminiert, also aus dem vollständigen Integral das allgemeine I nte
gral ableitet, wählt man aus den 001 Flächenfamilien eine Flächen
familie aus und bestimmt ihre Enveloppe. 

Es bedeutet dann das allgemeine Integral die Enveloppe dieser 
Flächenschar. 

3. Das singuläre Integral bedeutet die gemeinsame Enveloppe 
aller in dem vollständigen Integral enthaltenen Flächen. 

B. Gewöhnliche Differentialgleichungen. 

1. Differentialgleichungen 1. Ordnung. 
Die Differentialgleichung 1. Ordnung hat die allgemeine Form 

F(x,y,~~)=o. 
Sie ist durch Quadratur qJ lösbar: 



Differentialgleichungen 1. Ordnung. 

a) Wenn SIe sich schreiben läßt in der Form: 

f1 (y).dy = f2 (x).dx. 

Lösung: J f1 (y) dy = f f2 (x) dx + C .1) 
b) Wenn SIe linear ist: 

dy 
dx + y. f1 (x) + f2 (x) = O. 

L . C - f (1 (x) d x - f (1 (x) d" J I' ( ) f (1 (x) d x d osung: y = e - e 12 x e x. 

c) Wenn sie homogen ist (vgl. S. 63): 
1. Die Gleichung habe die Form: 

M:~=N, wo M=XIlq;.(~) und N=xn'P(~) ist. 
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Man setzt y = vx, wodurch v und x (statt y und x) als neue 
Verilllderliche eingeführt werden. Dann ist: 

dy dv 
dx = v + x dx' 

und es wird 

1 +5 rp(v)dv c 
ag x vrp(v)-V'(v) = . 

2. Die Gleichung habe die Form: 

F(~ d Y) = o. 
x' dx 

Man löst auf nach ~~ und erhält :~ = f(f) , also Fall 1, oder 

man löst nach ~ auf und erhält 
x 

also: 

~ = f (:~) = f(P), 

log x = C + f r' (P).!L 
p-f(P)' 

dann folgt die Losung durch Elimination von p aus den beiden 
Gleichungen. 

3. Die Gleichung F (~ d Y) = 0 läßt sich auch lösen, indem 
x' dx 

man eine Hilfsvariable u einführt: 

~ = f(u), x 
dy 
-- = g(u). 
d'X 

. f r' (u) Es ergibt SIch log x = C + g (u) _ f (u) du. 

1) Die Integrale sind, wenn keine Grenzen angegeben sind, rein formal 

f X2 
zu bilden, z. B. xdx = 2"' d. h. als oberste Grenze ist die Variable selbst 

zu nehmen, die untere Grenze ist willkltrlich. 
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d) Es fehlt die unabhängige Variable: 

1p (y, ::) = o. 

1. Ist die Gleichung nach :~ auflösbar 

dy ) 
dx = f(y , 

so ist: ff~~) = x+ c. 
2. Ist die Gleichung nach y auflösbar 

y = f(:~) = f(P), 

so ist: 
x = f f' ~~ dp + C. 

Dann erhält man die Lösung y (x) durch Elimination von P aus den 
beiden hingeschriebenen Gleichungen. 

dy 3· y und dx = P werden durch Hilfsvariable ausgedrückt 

dann ist: 

y = f(u), P = g(u), 

x = C +ff'(U) du. c Cu) 

e) Die abhängige Variable kommt nicht explizit vor 

gJ (x, ~~) = O. 

1. Man formt um in cp(x, ~;) -= 0 und verfährt wie bei d. 

2. Man löst auf nach ~ ~ 

dy ( 
dx= F x), 

dann ist; y=JF(x)dx+C. 

3. Man drückt x durch ~!'- aus 
dx 

x = F(:~) = F(P). 
Durch Differentiation nach y folgt 

~ = F(P)~PP dy 

Y = J P F' (P) dp + C. 

Durch Elimination von P erfolKt die Lösung. 



Differentialgleichungen 1. Ordnung. 69 

f) Differentialgleichungen erster Ordnung vom noten Grade 

(~~r + PI (x, y) (~~r-l + ... + P" (x, y) = O. 

Seien PI (x, y), PI!. (x, y) usw. die n Wurzeln dieser Gleichung noten 

Grades in :~, so kann man zerlegen in 

(:~ - PI (xy)) (~ - P2 (xy») ( ... ) ... (:~ - p" (x y)) = O. 

Seien Cf!k(XYCk) = 0 die Integrale der Gleichungen :~ - Pk(X y) = 0, 

so ist das allgemeine Integral 

Cf!1 (x, y, C) Cf!2 (x, y, C) ". Cf!" (x, y, C) = o. 

g) y = x :~ + f (:~) Clairautsche Differentialgleichung. Differen

tiation nach x ergibt, wenn :~ = P gesetzt wird, 

P=P+[x+f'(P)] :~. 

Es ist also entweder: l.~_e = O. Dann erhält man als erste Lösung dx 

y =Cx + f(C), wo C = P = const 

oder 2. x + f' (p) = O. Wird P aus dieser Gleichung und y = P x + f(P) 
eliminiert, so ergibt sich eine zweite (singuläre) Lösung. (Enveloppe 
zur ersten Lösung.) 

h) Häufig führt die Legendresche oder duale Transformation zum 
Ziel. Man führt eine neue abhängige Veränderliche Y ein: 

dy y=px-y=,l-;x-y, also dY=pdx+xdP-dy=xdp. 

Ferner führt man P als neue unabhängige Veränderliche ein: 

X=P=-:~, 
dann wird 

dY dY 
x=dP =dX=P, 

dann kann man die Gleichung F (x, y, ~~) = 0 überführen in die Form 

F (P, P X - Y, X) = o. 
Ist das Integral einer dieser beiden Gleichungen bekannt, so kann 

das andere durch eine algebraische Elimination gefunden werden. 
Ist z. B. ein Integral der zweiten Gleichung gleich 

f(X, Y) = 0, 
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dann gilt df iJf af dY iJf iJf 
0= dX = iJX + iJY dX = iJX +X iJY 

und iJf iJf iJf cf 
- YiJY =(Y -px)iJY = Y al' +X iJX' 

Elimination von X und Y aus diesen drei Gleichungen ergibt em 
Integral (Gleichung zwischen x und y). 

i) Riceatische Differentialgleichung. 
dy 

1. Form: a dx + by'J = cxm , 

2. Form: ~: - ay + by2 = exn (allgemeine Form). 

Führt man eine neue Unabhängige z ein durch z = xa und eine 
neue Abhängige u durch y = uz, so folgt aus der 2. Form 

n du --2 
a-+bu'J=ez a 

dz ' 
d. i. die 1. Form. 

Da diese Differentialgleichung für n = 2a den Fall b (S. 67) re
präsentiert, ist durch ihre Vermittlung die 2. Form in endlicher Form 
integrierbar im 

Fall 1 für n = 2a (bzw. die 1. Form ist in endlicher Form inte
grierbar für m = 0). 

Die 2. Form ist ferner integrierbar im 

Fall 2, wenn n -2a eine positive ganze Zahl ist (bzw. für die 1. Form, 
2n 

4z . d' .. wenn In = - 2i ± l' wo ~ = 0 0 er eme pOSItIve ganze 

Zahl ist). Denn die Transformationen 

Y =~+xn,. _a+n+xn 
b Yl- c -, "1 "2 

_ a+2n + x n 
Y2 - -c- Y3' usw. 

in die Form 2 eingesetzt führen diese über in Gleichungen 
der Form: 

d" 
x d: -(a+in)Yi+by;'J=exn (falls i gerade ist) 

bzw.x;:-(a+in)Yi+ey;'J=bxn (falls i ungerade ist), 

welche für n = 2(a + in), d. h. wenn n;:a = i = einer 

positiven ganzen Zahl ist, in den Fall 1 übergehen. 

Fall 3, wenn n ;n2a eine positive ganze Zahl ist. Denn die Trans

formationen 
x" n -a x" 

Y=-y~; Yl=-c-+Y2; 
2n - a x" 

Y2 = -c- + "3; usw. 

führen dann auf den 1. Fall. 
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k) Die in i) behandelte Riccatische Differentialgleichung ist em 
Sonderfall der Gleichung: 

~;=P+Qy+Ry2, 
wo P, Q, R Funktionen von x sind. 

Ist ein partikuläres Integral Yl = f1 (x) bekannt, so kann das voll
ständige durch Integrationen erhalten werden. Man setzt 

1 
Y=Yl +-; 

und erhält 

~: + (Q + 2RYl) v = - R (Lösung vgl. b S.67). 

Ist noch ein zweites partikuläres Integral bekannt, so kann das 
vollständige Integral durch eine einzige Integration erhalten werden. 
Man setzt 

und erhält: 

1 
Y2 = Yl + V ' v = VI W 

1 

1 
Y=Yl +;W 

1 

W= 1 +C.ef~llx. 
Ist noch ein drittes partikuläres Integral Ys bekannt, so kann das 

vollständige Integral ohne Integration gefunden werden. Man erhält 
als vollständiges Integral 

(y - Yl)(YS - Ys) = C. 
(y - Y2)(Y3 - Yl) 

2. Lineare Differentialgleichungen. 
Allgemeines. 

Die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung hat die all
gemeine Form: 

(1 ) 

wo die X-Funktionen von x allein sind. 

1) Die symbolische Schreibweise if>(D)y bedeutet folgendes: 

Schreibt man: dy d 2 y 2 
dx = Dy d2 ;= D Y 

f y dx = D-ly usw. 

so ist lfJ (D):y als Polynom in D aufzufassen 

=(Dn+X1 D n- 1 + ... +Xn_ 1 ·D+X .. )y 

Der Wert dieser Schreibweise liegt darin, dati man diesen Ausdruck unter Um-
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Folgende Eigenschaften sind allen linearen Differentialgleichungen 
gemeinsam. 

1. Ist Yl eine beliebige partikuläre Lösung der Gleichung 
(jI (D) Y = V und setzt man Y = Y1 + Y, so folgt: 

(2) (jI (D) Y + (jI (D) Yl = V 
und 

(3) (jI(D) Y = O. 

Die vollständige Lösung der homogenen Gleichung (3) zu Yl hinzu
gefügt ergibt die vollständige Lösung der inhomogenen Gleichung (1). 

2. Ist Yl eine Lösung der Gleichung (jI (D) Y = 0, so ist auch 
Y = Cl Yl eine Lösung. 

3. Ist Yl eine Lösung von (jI (D) Y = 0 und substituiert man den 
Ansatz Y = Y 1 Z in die Gleichung Y (D) Y = V, so erhält man für z 
eine Differentialgleichung, deren Ordnung um eine Einheit niedriger 
ist als die der ursprünglichen Differentialgleichung. 

a) Allgemeine lineare Differentialgleichung mit konstanten 
Koeffizienten: 

d" d,,-l 
cfJ(D)y = ~ + Al - -"1 + ... + A"Y = V(x) 

dx" dx" 
bzw. = 0 

Man bildet die "charakteristische Gleichung": 

(inhorn. GI.) 

(homog. GI.) 

a" + A1a,,-1 + A!jan - 2 + ... + A" = 0 = (P(a) 

und löst dieselbe nach a auf. Sind ihre n Wurzeln gleich a, p, r, ... , 
und stimmen keine zwei dieser Zahlen überein, so ist (wenn A, B, .. . 
beliebige Konstanten bedeuten) 

Yo = A ea " + B eP" + ... 
die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung (jI(D)y = O. 

Sind aber zwei Wurzeln, z. B. (X und p, gleich, dann heißt die 
allgemeine Lösung der homogenen Gleichung: 

Yo=(A'+B'x)eu+Ce P + ... 

ständen wie einen algebraischen behandeln darf (vgl. S. 13). Als Beispiel für 
die Schreibweise sei die Taylorsche Formel symbolisch hingeschrieben: 

f(x + h) = f(x) + h. df(x) + ~~. d B (~2 + ... 
dx 2! dx B 

h 2 D2 
== (1 +hD+-,- + ... ) f(x) 

2. 

= e1tD f(x). 
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Sind r Wurzeln gleich a. Dann heißt die allgemeine Lösung 
der homogenen Gleichung: 

Yo = (A I + B' x + C' x 2 + .. , + R' X'-l) eax + ... 
Ist nun fo (x) ein beliebiges partikuläres Integral der inhomogenen 
Gleichung cP (D) Y = V, so ist ihre vollständige Lösung: 

Y = fo(x) + Yo' 

Verschiedene Fälle, in denen die Bestimmung eines 
partikulären Integrals fo (x) leicht möglich ist. 

1. Ist V eine ganze rationale Funktion von x in der Diffgl. 

(jJ(D) Y = V, 

so erhält man fo(x) m folgender symbolischer Form: 

1 
fo (x) = P(D) V. 

Das bedeutet: Den Ausdruck 

1 

p(b) 

entwickele man nach steigenden Potenzen von D, als sei dieses 
Operationszeichen ein algebraische Größe. Ist hierbei die niedrigste 
wirklich auftretende Potenz von D die kote und die höchste 

Potenz von x in V die m-te, so beginnt die Entwicklung von P ~D) 

mit ~k- und braucht nicht über Dm hinausgeführt zu werden, weil 
D 

alle höheren Differentialquotienten als Dm V verschwinden. 

2. Ist V eine Exponentialfunktion von x (oder enthält eme Ex
ponentialfunktion als Faktor) 

V = e4X X, 

so wird die gesuchte partikuläre Lösung 

1 1 1 
foex) = P (D) V =.p-(.D) eax X = eU ill-(D+aT X. 

3. V enthält einen Sinus oder Kosinus als Faktor. 

V = X cos (mx + a) 

1 
Y = <[J(D) X cos (mx + a). 

Setzt man 1 X· ( \ Y1 =P(D) sm mx + ft), 
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so wird 

Y + iYl = fP{DY X ei(mx+a) = ei(mHa) l/>(D~im) X, 

so daß nur noch der Ausdruck 

zu berechnen ist. 

___ 1_ ---X 
l/>(D+~m) 

4. V enthält eme Potenz von x als Faktor. 

V=xmT 

1 mT m 1 T + m-l (d 1) T Y=l/>(D)x =x l/>(D) mx dDl/>(D) 

m(m-1) m-2( d 2 1) + -2-1 - x dD2(P-(D) T + ... 
Die Entwicklung wird bis zum (m + 1 )-ten Gliede fortgesetzt. 

5. Ein besonderer Fall einer linearen Differentialgleichung 
n- ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist die Gleichung 

n aufeinanderfolgende Integrationen ergeben als allgemeine Lösung: 

Y =f··· f f(x) (dxt + Bl x n - l + B2 x n- 2 + ... + B"_lx + Bn, 

wo Br beliebige Konstanten sind. Diese Lösung lautet einfacher: 
:I: 

Y = (n~1)1 f f(t) (x - t)n-ldt + B1xn- l + ... + Bn· 

o 

b) Allgemeine lineare Differentialgleichung 
mit veränderlichen Koeffizienten. 

d"y dn-ly dy . 
Xo dx" + Xl dx"-l + ... + X"_l dx + X .. Y= V(X) (mhomogene Gl.), 

bzw. = ° (homogene Gl.). 

Xo, Xl' ... , X .. und V sind Funktionen von x allein. 
Sind Yl'Y2' ... , Yn partikuläre Lösungen von cfJ(D)y= 0, so ist 

die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung 

Y = AlYl + A 2 Y2 + .. , + AnYn' 

wenn die Lösungen Yl' Y2' ... , Yn linear unabhängig voneinander sind, 
(ein Fundamentalsystem bilden). 

Die notwendige Bedingung, daß diese Unabhängigkeit besteht, ist 
das Nichtverschwinden der Determinante: 



Besondere Formen von Differentialgleichungen. 

L1= 

d",-i "1 
dX"'-l' 

d",-2"1 

d X"- 2' 

d,,-1"9 d n - i ')In 

dx"-i' ... , dX"-l 

d" - 2 "9 d" - 2 "n 
dx"-~' ... , dx n - 2 

d~ d~ d~ 
ITi' dx' ... , d; 

Yl Y2"" Y,,' 

75 

Das allgemeine Integral der inhomogenen Gleichung cP (D) Y = V 
berechnet sich dann zu: 

Hierbei bedeutet LI die zu d"-iyi , gehörige Unterdeterminante 
r dx"'-

In LI. 

3. Besondere Formen von Differentialgleichungen. 

a) d
n y = Y, wo Y eine Funktion von Y allein ist. Diese Gleichung 

dx" 
ist nur integrierbar für n = 1 und n =2. 

Für n = 2 ergibt Multiplikation mit 2 :~ und Integration: 

(~~)2 =2jYdy+A, 

(d,,)2 
d; =1jJ(y)+A. 

Durch Trennung der Variablen ergibt sich als vollständiges 
Integral: 

f dy 1 =x+B. 
['I' (y) + A] 1f 

b1) Jede Gleichung der Form: 

d"" _ (d"-iy) --F --
d x" dx,,-l 

hat eine Lösung. Man setzt: 

und erhält 

d "-i 
-"-"=Y 
dx,,-i 

dY = F(Y) 
dx ' 

f dY 
F(Y)=x+C. 
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Auflösung dieser Gleichung nach Y ergibt: 

an - 1 

Y=qJ(x+C)= axn -:. 

Zur endlichen Lösung dieser Gleichung vgl. die Lösung der 
Gleichung: 

any 
-- = X. (Vgl. aSS. 74.) 
dxn 

bg) Zur Lösung der Gleichung von der Form 

any = F (an- 2 y) 
dxn dx n - 2 

setzt man 

und erhält 

an - 2 Y 
z=-

dx n- 2 

Die Lösung hiervon ist nach a S. 75 

f dz =x+B. 
[A +2fF(z)dz]t 

d n - 2 
Die Auflösung nach z = {} (x) = d x n _~ ergibt durch Integration 

die endgültige Lösung (vgl. S. 74). 

c) Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, in der eine der 
Veränderlichen nicht explizit auftritt, kann durch Substitution in eine 
Differentialgleichung erster Ordnung verwandelt werden (Erniedrigung 
der Ordnung). 

Man setzt: 

1: Ordnung: 

( .dy d 2y ) 
'IjJ ", dx' dx2 = o. Es fehlt x. 

dy d 2 Y dp 
d x = P und d XII = P d y und erhält als Gleichung 

'IjJ (", p, p :~) = 0, 

mit der Lösung p (,,) =.p;. daher x = f : ~) + A. 

2. Es fehlt ". 

d d 2 y dp 
Setzt man d: = p und d x2 = d x' so erhält man als Gleichung 

1. Ordnung: 
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d) Eindimensionale Differentialgleichungen (vgl. S. 64). Ist 
bei Betrachtung von y (ebenso wie x) als Größe von der ersten 
Dimension die Differentialgleichung (im Sinne von S. 64) eindimen
sional, so setzt man: 

wegen 

y = xz und x = e1'f; 

d{) 
dx 

wirddann ~=~--l--z d2Y=(d2z+~)e_{). 
dx d{)' 'dx2 d{)2 d{) 

Bei Ausführung der Substitution zeigt sich, daß die neue unab
hängige Variable {} nicht explizit in der Gleichung vorkommt. Die 
eindimensionale Gleichung läßt also wie unter c eine Erniedrigung 
der Ordnung zu. Dasselbe gilt, wenn die vorgelegte Differential
gleichung eindimensional ist bei Betrachtung von y als Größe der 
m-ten Dimension. In diesem Fall setzt man 

also 

und 

y = xmz, 

y = zem1'f 

!!~ = (~+ mz) e Cm - 1)1'f dx df} , 

tCJ ={d2
Z +(2m_1)_dZ +m(m-1)z}eCm-2)1'f usw. 

dx 2 d{)2 d{) 

e) Exakte Differentialgleichungen. Eine exakte Differential
gleichung ist eine Gleichung von der Form 

( d ny dn-ly dy ) 
V=f -, --~l' ... ,--, y,x =0, 

dxn dx"- , dx 

wenn V dx das exakte Differential einer Funktion U ist, wobei U eine 
d,,-l 

Funktion von --y bis y und x ist. U = const ist dann ein inter
dx .. - 1 

mediäres Integral. 

4. Lineare Differentialgleichung 11. Ordnung. 

a) Die allgemeine Form einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ist: 

wo die Xl> X 2 , X s Funktionen von x oder konstant sind. 
Setzt man Xa gleich Null und ist Yo eine Lösung dieser redu

zierten Gleichung, so lautet die vollständige Lösung der ursprüng
lichen Gleichung: 
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f dX -SXld" JdX (-SXl d"J [X1 d") 
Y = Cl Yo + C2 Yo yg e + Yo y~ te Yo X3 e dx J' 

b) Kann man für die reduzierte Gleichung keine Lösung erhalten, 
so kann man setzen: 

--~-S X,d" Y= v·e - , 
ferner 

I = X _ ~ dX1 _ 1 X12 
2 2 dx 4 • 

Dann hat man statt der ursprünglichen Gleichung die Beziehung: 

deren Lösung jetzt zu versuchen ist, indem man die rechte Seite 
gleich 0 setzt und zunächst eine Lösung der so reduzierten Gleichung 
sucht. I heißt die Invariante der Koeffizienten der Differentialgleichung. 

c) An Stelle der reduzierten Gleichung der ursprünglich vor
gelegten linearen Differentialgleichung 2. Ordnung kann man sich 
demnach auf die Behandlung der Normalform 

d 2 v 
dx 2 +Iv = 0 

beschränken. Führt man die Gleichung 

d 2 y dy 
d~2 + Xl dx + X2 Y = 0 

durch irgendeine Substitution Y = z fex) über in 

d 2 Z I dz , -- -+ Xl --- + XQ Z = ° dx 2 dx " , 

so hat, nachdem das Glied mit :i durch die Substitutionz=w. e-!fx,'d" 

weggeschafft ist, diese Gleichung ebenfalls die Normalform 

d 2 w 
dx 2 +Iw=o, 

wo I dieselbe Funktion von Xl' X2 ist, wie von X; und X; (daher 
ihre Bezeichnung als Invariante). Haben umgekehrt zwei Gleichungen 
(wie die für Y, Xl' X2 und z, Xi, X~) dieselbe Normalform, so können 
sie ineinander transformiert werden. 

d) Integration durch Anderung der unabhängigen Variablen. 
Führt man in der ursprünglichen GI~ichung em: 

f -fX,d"d z = e x, 

an Stelle von x, so verschwindet der Koeffizient des durch einfache 
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Substitution von z auftretenden Gliedes mit :; und man erhält die 

Gleichung: 

d2'Y (dZ)2 
dz2 dx +X2Y = 0. 

Besonders einfach ist die Lösung in folgenden 2 Fällen: 
1. Erfüllt z die Gleichung: 

so wird 
Y = C1za + C2 zP, 

wo a und ß die Wurzeln der Gleichung m (m - 1) + fl = ° sind. 
2. Auch im Falle 

( d )2 
fl d: = X 2 

läßt sich leicht em Integral finden. 

e) Die Variation der Konstanten. Ist Yl = fl (x) eme Lösung 
der reduzierten (homogenen) Gleichung 

d 2 y dy 
dx2- + X liix + X 2 Y = 0, 

so ergibt sich als weitere Lösung 

fdX - S X, Ilx G 
Y2 = YI yf e " 

wo G eine beliebige Konstante ist. Die vollständige Lösung der 
reduzierten Gleichung wird dann 

Y = CIYI + C2 Y2' 

Die Größen Cl und C2 werden jetzt nicht mehr als Konstanten 
sondern als Funktion von x betrachtet, die so zu bestimmen sind, 
daß die inhomogene Gleichung erfüllt wird. 

Die Form der Lösung ist für die homogene und für die in
homogene Gleichung dieselbe. Der Unterschied liegt darin, daß die 
Konstanten, die in der Lösung der homogenen Gleichung auftreten, 
in der Lösung der inhomogenen Gleichung als Funktionen der un
abhängigen Variablen erscheinen. Diese Mt:thode wird als "Variation 
der Konstanten" bezeichnet. 

Dabei hat man eine Relation zwischen Cl und C2 frei. 
Man fordert, daß 

ist und erhält aus 



80 Gewöhnliche Differentialgleichungen. 

durch Differentiation 

d~' = C dy, +C dY2 
dx 1 dx 2 dx 

d d 2 

Die Substitution dieser Werte von d: und d; in die inhomogene 

Gleichung ergibt 

Daraus folgt 

1 f SX,dx C2 = E + G X 3 Yl e dx, 

Cl = F - .~ f X 3 Y2 eS x, dx dx, 

wo E und F willkürliche Konstanten und G eine von der Wahl von Yl 
und Y2 abhängende Konstante ist (s. oben). 

Das vollständige Integral der inhomogenen Gleichung 

d 2 y dy 
dx2 + X ldx· + X 2 Y = X 3 

ist schließlich 
x c 

y = E f'J (x) + F f, (x) + ~J X 3 m /X,(MZ [f2 (x) f, (~) - f, (x) f'J (~)] d~, 
wobei f, und f2 partikuläre Integrale der homogenen Gleichung sind. 

f) Lösung der inhomogenen linearen Differentialgleichung 
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten mittels einer Greenschen 

Funktion (Erzwungene Schwingung). x bedeutet ~;, usw. 

X + a x + b x = f(t) = beliebig gegebene Funktion '). 

Der Ansatz: t 

X = f f( r) cp (t - t) dr 
-00 

mit der später zu bestimmenden Funktion cp(t) führt zu 

t 

x = f(t) cp(o) + f f(t) ip(t - t) dr 
-00 

t 

i = ((t) cp(O) + f(t) ip(O) + J f(t) ip(t - r) dr. 
-00 

') Die Bezeichnung ist hier dem physikalischen Problem angepatit. 
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Das gibt in die obige Differentialgleichung eingefügt: 
I 

f(t) = riet) + af(t)] qJ(O) + f(t)ip(O) + ! f('I:)(ip + aip + bqJ) dT. 

Da diese Gleichung für alle Werte von t erfüllt sein soll, ist ein 
naheliegender Ansatz: 

<p(0) = 0; ip(O) = 1; ;p + aip + bqJ = 0, 
d. h. 

"(~ yr-) ({J(t) = 8 -"9 I e 4" -b _ e - I "4 - b für positives Argument, 
Va2- 4b 

= 0 für negatives Argument. 

Sonderfälle: I. a'J < 4b (schwache Dämpfung). Zur Abkürzung 
setzen wir 

V:9 b= iwo; ~ = c5; 
-JI 

qJ(t) = _8 _ sin wt 
000 

mit Wo als "Eigenfrequenz". Die Lösung wird dann: , 
f -"(I-T) 

x = f(T)' e sin Wo (t - '1:) d'l:. 
000 

II. a!! = 4b (aperiodischer Grenzfall) 
I 

x =!f(7:)' e-J(t-T) (t - 7:)d'l:. 

III. a!! > 4b (starke Dämpfung). Zur Abkürzung setzen wir 

a ~g a y-W---c5 =-+ __ b' c5 =-- --b 
124';) 24 

I f -"",-.) -~, (t-.) 
X = f(7:)' e ~ -~ d7:. 

2 - 1 

Beispiele für verschiedene f(t): 

A. f(t) = ~ im Intervall T bis T + E, im übrigen = 0 (kurzer 

Impuls). 

I. a'J < 4b; 
-d(t-Tl 

x = p. ~-- sin Wo (t - T) 
000 

für t> T 

ll. a2 = 4b; x = p.e-"(I-T) (t - T) fürt>T 

Ill. a2 >4b; x=~2~'~1(e-"1(I-T)-e-"·(I-T) fürt>T 

B. f(t) = A . sin wt (Periodische Kraft). 

x = B·cos (wt - ß), 
Madelung, Math.Hilfsmlttel. 6 
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worin für 

1. a2 < 4b, 
A 

B= , 
v'(l2 + W~ _ (j)2)2 + 4(J" W 2 

(l2+W~_W2 
tgß=----· 

2(lw 

A B = ---~:c==_=--,c_ , 
v' ({j2 _ ( 2 )2 + 4(l2 W 2 

II. a2 = 4b, 

A B= ~ __ ~_ ~~, 

V (l1 (l2 - ( 2 )2 + (l1 + (l2)2 W 2 
III. a2 > 4b, 

f) Integration durch Reihenentwicklung. 
Die Differentialgleichung 2. Ordnung sei eventuell durch Entwick

lung auf die Form gebracht: 

tf Y ( 2) dy ( _) 
dx2 aO+a1x+a2x + ... + dx bo+blx f- ... 

+y(co+ 'I x + ... ) = do+ dlx + d2 x2 + ... 
Man macht jetzt den Ansatz: 

y = /Xo + «1 x + /X2 X 2 + ... 
Die Aufgabe ist dann, die Koeffizienten /Xi dieser Entwicklung zu 
bestimmen. Durch Einsetzen des Ansatzes für y, sowie der daraus. 
formal gebildeten Ableitungen: 

dy _ .J 2 + 3 2 + ix - /Xl ,- /X2 X, /Xs X ••• 

und 

in die Differentialgleichung findet man, da die resultierende Gleichung 
in x identisch erfüllt sein muß (Koeffizientenvergleichung), das folgende 
Gleichungssystem für die ai : 

/Xoco + /Xl bo + 2a2 aO = do 
/Xo Cl + /Xl (bI + co) + a2 (2 a1 + 2 bo) + /Xa ' 2·3 ao = d1 usw. 

oder allgemein: 
00 

1;/Xi (i(i--1)an-i+2 ibn-i+l+Cn-i)=dn' 
i=O 

Die Auflösung erfolgt sukzessive. Jede Gleichung enthält eine Un
bekannte «i mehr als die vorhergehenden und liefern daher unmittel
bar deren Wert, wenn alle a" für k < i bekannt sind. 

Man sieht sofort, daß zwei /X beliebig angenommen werden 
können, z. B. /Xo und /X]; dann liefert die erste Gleichung /X2' die 
zweite as usw. (Vgl. S. 32.) Um eine beliebige Lösung Yo der in
homogenen Gleichung zu finden, kann man z. B. /Xo = /Xl = 0 setzen. 
Sind alle di = 0 und. setzt man /Xo = 1, ((1 = 0, so erhält man eine 



Simultane Differentialgleichungen. 83 

Lösung Y1 der homogenen Gleichung, ebenso eine zweite Lösung Y2 
für di = 0, 0:0 = 0, 0:1 = 1. 

Die allgemeine Lösung ist dann Yo + AYl + B Y2 mit beliebigem 
A und B. 

Es bleibt natürlich zu untersuchen, ob die gefundene Entwicklung 
konvergiert. Eventuell wiederholt man das' Verfahren, indem man 
meinem andern Punkt entwickelt (Substitution: x' = x - xo)' 

Analog verfährt man bei Differentialgleichungen höherer Ordnung. 
Nach diesem Verfahren findet man z. B. folgende Lösungen 

praktisch wichtiger Differentialgleichungen: 
1. Gaußsche Differentialgleichung: 

d2 d 
x (1 - x) d; + [y - (0: + ß + 1) x] d~ - 0: ß Y = ° . 

Lösung: 

y=AP(0:,P,y,x)+Bx1 - rp(0:+1-y,P+1-1',2-y,x) 
F (0:, p, y, x) bedeutet hierin die hypergeometrische Reihe 
1 + aß X +a(a+ t)ß(ß+ 1) x2 + O(a+ 1) (0(+2) ß(ß+ t)(ß+2) x 3 + 

1·" 1·2·,,(,,+1) 1.2'3·,,(,,+1)(,,+2) 

A und B sind willkürliche Konstanten. 

2. Legendresche Differentialgleichung: 

d 2 d 
(1 - x2) d; - 2 x -i + n (n + 1) Y = ° . 

n ist eine Konstante. 

Lösung: Y = AP,,(x) + BQ,. (x) . 
P" bzw. Q" bedeuten Kugelfunktionen 1. bzw. 2. Art (s. Seite 29). 

3. Besselsche Differentialgleichung: 

d2 d x2 -.2:' + x~+ (x 2 - n2)y = 0. 
dx2 dx 

'11 ist eme Konstante. 

Lösung: 

I" bzw. N n bedeuten Zylinderfunktionen 1. und 2. Art (s. Seite 36). 

o. Simultane Differentialgleichungen. 
Unter simultanen Differentialgleichungen versteht man solche 

Differentialgleichungen, die ein System von Gleichungen bilden und 
alle zusammen gelten sollen. 

Sind die Gleichungen nach den Differentialquotienten aufgelöst, 
von 1. Ordnung, und existiert neben den n abhängigen Variablen y 
der n Gleichungen nur eine unabhängige Variable x, so hat das 
System die Form: 

6* 
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~~ = f1 (x, Yl' Yg' ... , y,,) 

~~ = f'J (x, YIO Y~l' ... , y,,) 

dy; t: ( ) dx = " x, Y10 Y2' ... , y" 

Auf diese Form können aber alle simultanen Differentialgleichungen 
gebracht werden. Kommt nämlich z. B. auch die 2. Ableitung vor, 

alYl .. 
z. B. dx9 ' so fuhrt man eine neue abhängige Variante Y,,+1 ein durch 

9 

die weitere Gleichung ~~ = Yn +1 und ersetzt ~~1 durch d~"x+l 
Analog verfährt man beim Auftreten höherer Ableitungen. 

Die vollständigen Lösungen stellen ein System von n Gleichungen 
dar von der Form: 

!PI (x, YI' Yg , ••• , Y", C10 C2 , ••• , C,,) = 0 

~( )=0 

)=0, 

wo die Ci willkürliche Konstanten sind. Außerdem können singuläre 
Lösungen bestehen. 

Die Differentialgleichungen können auch in der Form geschrieben 
werden: 

wo X, Xl usw. Funktionen von x, Y1 0 Yg' .. "y" sind, also 

dx dYl dys dy" 
X = Xl = Xg =, , ,= X,,' 

Die Lösungen können auch in der Form geschrieben werden: 

P'1 (x, YIO Yg, "'0 y,,) = Cl 

P'2 (x, Yl' YIO ... , y,,) = C'J USW., 

wo die ~ voneinander unabhängig sind. 

Jede Funktion II der ~ untereinander gleich Null gesetzt ist 
dann gleichfalls eine Lösung. 

Es besteht dann die Gleichung: 

all all iJll 
X" + Xl" + X'J " + . , . = 0 , uX uYl uYg 
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a) Simultane lineare Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten. 

Wenn nur eine unabhängige Variable vorliegt, muß die Zahl 
der Gleichungen gleich der Zahl der abhängigen Variablen sein. 

Hat man nur zwei abhängige Variable x und y und die eine 
unabhängige Variable t, so lautet das System 

f1 (D)x + CfJ1 (D) Y = Tl 
f'j(D) x + CfJ'J (D)y = T2· 

f(D) x ist eine Abkürzung (s. S. 71) für 

d n d n - 1 

Co dt~ + Cl dt;;=-~ +- '" + C"X = (COD" + C1D n
- 1 + ... + Cn)X. 

Tl und T'j sind Funktionen von t allein. 
Berechnet man nun Al' ~2' ... , An als Wurzeln der Gleichung 

CfJ2 (A) f1 (A) - Cf'1 (A) f2 (A) = 0, 

so ist die vollständige Lösung 

x = A1e.llt + A'Je.l·t + ... + Ane Anl + pet) 
y = B1 el,t + B'Jei..t + ... + Bne"n t +Q (t), 

worin die Ai willkürliche Konstanten sind. 
Die Bi folgen aus den Relationen' 

Ai f1 (Ai) + Bi CfJl (Ai) = O. 

P (t) ist dabei ein partikuläres Integral der Gleichung 

{CfJ'j (D) f1 (D) - CfJl (D) f9 (D)} x = CfJ2 (D) Tl - CfJl (D) T2· 
Q (t) ist ein partikuläres Integral der Gleichung 

{CfJ2 (D) (1 (D) - CfJl (D) f2 (D)} Y = f1 (D) T'J - f2 (D) Tl' 

Sind zwei )., z. B. ).1 und ).2' komplex und konjugiert, also 

).1 = " + iP, ).2 = " - iP, 
so heißt der entsprechende Teil von x 

eut (L 1 cos pt + L 2 sin pt), 
und von y 

eut (1111 cos pt + M'J sin pt). 
Die Relation zwischen den L und M findet man am besten durch 
Einsetzen in die Differentialgleichung. 

Sind zwei). gleich, z. B. Al und A'J' so heißt der entsprechende 
Teil von x 

der von y 
i,t(A + A't), 

.l,t(B + B't). 
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Dabei gelten die Relationen: 

A' f1 (2) + B' lP1 (2) = 0, 

A f1 (2) + BlP1 (2) + A' d~lil) + B' drr::?) = o. 

b) System homogener linearer Differentialgleichungen I. Ordnung. 

dYl + -l- + fiX = cU Y1 C12 Y2 , ... c1nYn 

~~n = Cn1 Y1 + cn2 Y'.! + ... + cnnY". 

D· . K Ma ;...;. .. le Gik selen onstanten. n setzt Y1 = a1 e ,Y'.! = a2 e usw. 
Dann erhält man 2 als Wurzel der Gleichung 

c11 - 2, C12 

L(2) = 
cu' C22 - 2 ... =0. 

Ihre n Wurzeln seien 21 ,22 , .•• , 2n • Dann wird 

h ;'1" + h ) .... + + h ). .. Y1 = lalle 2a12e ... "a1n e n 

wo die h willkürliche Konstanten sind. Die aik sind die Lösungen 
des Gleichungssystems : 

=0 

=0 

Die Lösung ist nur dann vollständig, wenn entweder alle 2k ver
schieden sind, oder wenn für jede m-fache Wurzel von L (2) = 0 
alle (n - m + 1)-reihigen Unterdeterminanten von L (2) verschwinden. 
Gilt letzteres nicht, so sind die aik als ganze rationale Funktionen 
von x zu bestimmen. 
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6. Totale Differentialgleichungen (Pfaffsche Gleichungen). 
Eine totale Differentialgleichung in drei Veränderlichen, homogen 

und linear in den Differentialen, hat die Form 

Pdx+Qdy+Rdz=O, 
worin P, Q, R Funktionen von x, y, z sind. Durch diese Gleichung 
wird jedem Punkte des Raumes ein Flächenelement zugeordnet: 

1. Die Beziehung 

K = P (oQ _ o~) + Q (oR _ oP) + R (?P _ oQ) = 0, oz oY' OX OZ oy OX 
die sogenannte "Integrabilitätsbedingung", ist notwendige und hin
reichende Bedingung für die Existenz einer Lösung von der Form 

cj)(x,y,z) = C. 

Geometrisch bedeutet die Lösung eine Flächenschar. Eine Gleichung, 
die die Integrabilitätsbedingung erfüllt, heißt auch eine "eigentliche" 
totale Differentialgleichung. 

2. 1st K =+= 0, so bildet man eine willkürliche Beziehung 

'!f'(x,y,z) =0 
und ihr Differential 

~Y'dx+ 01jJ dy+ 01jJ dz = 0. ox iJy iJz 

Bestimmt man aus diesen zwei Gleichungen z und dz als Funktion 
von x, y, dx, dy und setzt man die Werte für z und dz in die totale 
Differentialgleichung ein, so erhält man aus ihr eine Gleichung der Form 

Mdx+Ndy= 0, 

wo Mund N Funktionen von x und y sind. Das Integral dieser 
Gleichung sei 

cp(x,y)=C. 

Dann besteht die Lösung der ursprünglichen Gleichung aus den beiden 
simultanen Gleichungen 

'!f'(X,y,z)=O} 
cp (x, y) = C 

Die Lösung bedeutet also gewisse Kurvenscharen auf beliebigen 
Flächen. Derartige Gleichungen, für die K =+= ° ist, heißen auch "un
eigentliche" totale Differentialgleichungen, 

Im Falle K = ° wird die Lösung cj) (x, y, z) = const. folgender
maßen gefunden. Man bildet die Hilfsgleichung 

Pdx+Qdy=O 
mit z als Konstante und sucht ihr Integral u(x, y, z) = u = const, also 

iJu iJu 
-iJ-; dx + ai dy = 0; 
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dann bestimmt sich ein "integrierender" Faktor l durch 

l _ 1 GU _ 1 GU 
- p 7iX - "fi"Tr' 

welcher die Gleichung 

l(Pdx+Qdy+Rdz)=O 

'Iuf die Form bringt: 

worin 
du+Sdz=O, 

lR - GU_ = S 
GZ 

bedeutet. Führt man schließlich in S statt x, y, z die Variablen x, u, z 
mit Hilfe von u(x,y,z)=u ein 

S (x, y,z) = S (x, u, z), 

so wird in dieser neuen Form S von x unabhängig. Das vollständige 
Integral 1jl (u, z) = const der Gleichung 

du+Sdz= ° 
gibt dann eine vollständige Lösung der ursprünglichen Differential
gleichung, wenn man in 1jl (u, z) noch u durch u (x, y, z) ersetzt: 

1jl (u, z) = (jj(x, y, z) = const. 

Statt des oben bestimmten Wertes l ist auch l.F((jj) ein integrieren
der Faktor, wo F eine willkürliche Funktion der Lösung (jj bedeutet. 

Als Kriterium für die Integrabilität, d. h. die Existenz eines inte
grierenden Faktors kann auch die Nichterreichbarkeit eines Punktes 
von einem beliebig benachbarten längs solcher Kurven benützt werden, 
die Lösungen der Differentialgleichung sind. 

Für mehr als drei Variabeln gelten analoge Aussagen im Mehr
(ijrnensionalen; für nur zwei Variabeln existiert immer ein integrieren
der Faktor. 

C. Partielle Differentialgleichungen. 

1. Verschiedene Arten partieller Differentialgleichungen 
I. Ordnung. 

I. Die in den Ableitungen lineare partielle Differentialgleichung 
mit zwei unabhängigen Variablen x und y und einer abhängigen 
Variablen z lautet: 

P(x, y, z).p + Q(x, y, z)q = R(x, y, z) 
wo GZ q = ---, 

GY 
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Man bildet das System der gewöhnlichen Differentialgleichung (siehe 
S.84) 

dx dy dz 
p=1r=R 

und bestimmt für dieses System zwei voneinander unabhängige Inte
grale u (x, y, z) = a und v (x, y, z) = b. 

Dann ist cp (u, v) = 0 eine Lösung der gegebenen Gleichung, wo cp 
eine beliebige Funktion ist. Diese Lösung enthält alle Lösungen mit 
Ausnahme der singulären. 

Entsprechend wird bei mehr unabhängigen Variablen verfahren. 

H. Hauptformen partieller Differentialgleichungen <::Tster Ordnung. 

1. Hauptform: 1jJ(P,q)=O oder q=f(P). 

also 

Die Variablen treten nicht explizit auf. 

Das vollständige Integral ist 

z=ax+by+c, wOljJ(a,b)=O oder b=f(a), 

z=ax+yf(a)+c. 

2. Haupttorm: X(z. P, q) = O. 

Die unabhängigen Variablen treten nicht explizit auf. 

Man setzt z = z (x + a y) = z (~). Es wird dann 

oz 0; dz 
P = 0; . ox = "d} , 

das führt auf X (z ~[' a **) = 0, also auf eine gewöhnliche Differential

gleichung. Es wird 

also 

dz ) (f{ = cp(z, a , 

f dz 
x+ay+b= -(--)=F(z,a). rp z, a 

3. Hauptform: cp (x, p) = 1jJ (y, q). (Separation der Variabeln.) 

Man setzt beide Seiten gleich einer Konstanten a und erhält 

p = /11 (x, a), 

Die Integrale dieser beiden Gleichungen 

z = f1 (x, a) + einer von x unabhängigen Größe 
z = f2 (y, a) + einer von y unabhängigen Größe 

sind enthalten in 

z = f1 (x, a) + f2 (y, a) + b, 

der vollständigen Lösung der ursprünglichen Gleichung. 
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4. Hauptform: z = px + qy + p(P, q). 
Die vollständige Lösung dieser Gleichung ist 

z=ax+by+p(a,b). 

2: Partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung. 

a) Die in den 2. Ableitungen lineare Gleichung 2. Ordnung. 
Sie lautet: 

Rr+Ss+ Tt= V, 
wobei 

r 02 
Z op S = ~~ = 01' = ~ t = 02 

Z = oq 
= ox2 = ox' oxoy oy Ox' oy2 oy 

OZ OZ 
ist und R, S, T, V Funktionen von x, y, z, -- = p - = q sind. 

OX 'oy 
Man gelangt wegen dp=rdx+sdy, dq=sdx+tdy zu den 

Hilfsgleichungen 
Rdy'J + Tdx'J - Sdxdy = 0 

RdPdy+ Tdqdx= Vdxdy, 
dz = Pdx+qdy. 

Die erste (quadratische) dieser Hilfsgleichungen zerfällt in zwei lineare 
Faktoren (dy - ;1 dx) (dy - ;'J dx) = 0, welche für sich gleich Null 
gesetzt werden können. 

Sind u1 (xyzpq) = a1 und VI (xyzpq) = b1 bzw. u'J = a'J' v'J = b'J 
Lösungen dieser Hilfsgleichungen (bei Nullsetzung des ersten bzw
zweiten linearen Faktors), so ist 

und 
u1 = f1 (VI) 

U'l = f'J(V'J) 

je ein ZwischenintegraP) der Grundgleichung, wobei (1 und f'J will
kürliche Funktionen sind. 

Folgt nur ein Zwischenintegral, so ist dieses als Differential
gleichung 1. Ordnung zu lösen. Folgen zweI Zwischenintegrale, so 
löse man sie nach p und q auf, setze sie in 

dz = pdx + qdy 
em und integriere. 

b) Methode der Separation der Variablen. 
Eine häufig brauchbare Methode zur Zurückführung, besonders 

der in der Physik vorkommenden homogenen partiellen linearen 
Differentialgleichungen auf gewöhnliche Differentialgleichungen besteht 
darin, daß man partikuläre Lösungen von der Form 

1) Zwischenintegral heißt eine Gleichung t, (xy Z pq) = a, aus der durch 
Differentiation' die ursprüngliche Differentialgleichung wiedergewonnen wer
den kann. 
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v = f1 (q1)' f2 (q2)' .. f .. (qn) 
sucht, wo V die abhängige Variable, qi' 1]2' ... , q .. die unabhängigen 
Variablen, z. B. die Koordinaten des Raumes und eventuell der Zeit 
bedeuten. Von der Wahl dieser Koordinaten hängt dann die spezielle 
Form der Gleichungen bzw. der Lösungen ab. Durch lineare Kombi
nation der Partikularlösungen findet man die vollständige Lösung. 

Setzt man den Ansatz für V in die gegebene Differentialgleichung 
ein, so ist meist möglich, z. B. durch Division mit f'J' fs ... fn , sie auf 
eine Form zu bringen 

m. ( at~ a2 f1) + (,. ( a f2 ) 
'Pi qi' ,,', -~-'2 !l''J q2 qs ... q .. , ,,--,... = 0, 

uq1 uQ1 uQ2 

d. h. auf eine solche, daß die Gleichung in 2 Teile zerfällt, von denen 
einer nur eine unabhängige Variable enthält. Da diese Gleichung 
für beliebige Werte von qi gelten soll, muß CP1 gleich einer Kon
stanten sein. 

Wir setzen daher tp1 = a, tpl! = - a. Die erste Gleichung ist 
eine gewöhnliche Differentialgleichung, die zweite sucht man analog 
wie die ursprüngliche weiter zu zerlegen. 

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung (vgl. unten 8. b) 

a2 v 1 av 1 a2 v a2 v 2 

a(!2 :+- e' Be + es aIP2 + Tz2 + 2 V = O. 

Wir setzen V = P(e) CP(q;) Z(z) und setzen ein: 

p". cp·Z +~. tp·Z + ~ f/I' ·p·Z + ptpZ" + 22 PCPZ = 0 

oder 
pli P' 1 qI' Z" 2 - +- + - -- + - + 2 = O. 
p (!p (!2 iP Z 

Es wird also: 
Z" __ k2 • Z=e±ikz 
Z - , 

ip" _ - _ m2. cP = e±im<p ip- , 

~ + {;, - ;22 - k2 + 22= 0; P = Z.,,(e ViI -/1) (vgl. S. 36), 

also V = e±.i(kztm <p) Zm(e V2 2 _ k'J), 

wo kund m beliebige Konstanten sind. 
Weitere partikuläre Lösungen sind auch Ausdrücke der Form: 

av av f "eli' am' V'IjJ(k)dk usw. 

Der schwierigere Teil des Problems besteht aber darin, gewisse 
"Randbedingungen" für die Lösung zu erfüllen. Diese bestehen meist 
darin, daß auf dem Rand, d. h. auf bestimmten Kurven bzw. Flächen 
V gegeben ist. Das übliche Verfahren hierfür ist folgendes: Man 
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transformiert die gegebene Differentialgleichung auf solche Variablen, 
daß eine Variable qr auf dem Rand konstant = c wird und entwickelt 
das hier gegebene V nach solchen Funktionen der andern Variablen, 
wie sie in den partikulären Lösungen der Differentialgleichung für 
diese Variablen auftreten. Man stellt jetzt eine lineare Kombination 
von Partikularlösungen auf, setzt in ihr qr = c und wählt ihre Koeffi
zienten so, daß sie mit der Entwicklung von V für qr = c überein
stimmt; dann liefert sie (mit wieder variablem qy) eine Lösung der 
Differentialgleichung und erfüllt für qr = c die Randbedingung. 

Es ist wichtig zu bemerken, daß bei manchen Differential
gleichungen nicht beliebige Randbedingungen zu erfüllen sind, z. B. bei 

2 2 

der Gleichung dd ~ = a'J 0 ~, welche als Gleichung vom "hyperbolischen 
x oy 

Typus" bezeichnet wird, im Gegensatz zu ..cl V = 0, die den "ellipti, 
sehen Typus" besitzt. 

Mit Hilfe dieser Methode findet man z. B. Lösungen von folgen
den Differentialgleichungen 

1. LI V = 0 in der Ebene l ). 

02 V 02 V 
a) ql = X, q'J = y; LI V = ä'X2' + 'ay. = O. 

Partikuläre Lösung: V k = e±k(x±oy) 

Vo = (al x + a2 ) (bI Y + b2)· 

b) 

Partikuläre Lösung: 

2. LI V = 0 im Raume. 

Partikuläre Lösung: V~zm=eO(kx+lHm.), wo k 2 +l'J+ m'J=0. 

b) A V = 02 V +..!. 0 V _~ 02 V 02 v: -_ 0 Ql=(J, qn=cp, Q3=Z; LJ -- + + • Oe 2 e oe e20g>2 OZ2 • 

Partikuläre Lösung: Vkm = e+o(kz±m<p) Zm(ike) 2) 

V . + ) m +om'P o m = (al z a2 e e-

VkO = e±ih(bl cP + b2 )Zo(ik e) 

Voo = (al Z + a2) (bl cP + b2)(Cl +c21n e)· 

1) Die inhomogene Gleichung Ll V = a wird gelöst durch V = V. + V2 , wo 
. a a ar2 

LlV. = 0, LlV2 = a bel z. B. V2 = 2X2 oder 2 y2 oder -4-' 

2) Zm bedeutet eine Zylinderfunktion m-ter Ordnung (vgl. S. 36). 



). 

4. 

5. 

6. 

7. 
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c) ql=r, q2=qJ, qS={}; 

a) 

b) 

LI V 0 ( ,,0 V) + 1 {) (. {} 0 V) 1 02 Tl 
= or r" a; sin {) o{) sm o{) + sins {) Oq>2 = O. 

Partikuläre Lösung: 

V" = (a1 r" + a2 r-(n+1») Y,,({}qJ) 1) 

bzw. V"k = (al r n + a2r-(n+1») e±ikep p!(cos {}). 2) 

02 Tl OV -=a--, ox2 oy 
k" +ikx- - v 

V k = e- a 

Vo = a1 x = a2 • 

02 V 02 V 
ox 2 = a2 oy2 (vgl. 1 a). 

Vk = e ±k(x±ay) bzw. V = (1 (x + ay) + f'l (x - ay) 

Vo = (a1 x + a2)(b1 y + b2)· 

02 V oTl 202V 
-ox2- + a ox = b oy2' 

a ;ky ,//iI---
--x +-+ :z Y --k' Vk = e 2 -- b - 4 

Vo = (al + a2e- ax)(b1y + b,,J 

02 V 02 V 02 V 0 V r:: + + V C +(a'+P'+r'lt±(ax±ßY±r:ha 
ox2 oy2 Tz2=aTt; a,p,y= l e . 

LI V + 22 V = 0 in der Ebene. 

ql=X, Q2=Y; LlV+2 2 V=02 v +02 V +22 V=O. ox 2 oy2 

V ±",jk'-a'l.'+iyVk'+(l-a")l.l 
ka = e 

V ±<l.ax+HYV1-a2 (b ±_i(mx+ny) 2+ 2 72) Oa=e ZW.=e, wo rn n =/1. 
TT ±/o x+iy";/o"+).· 
Y kO = e 
VOO = (al x + a2)e·1.,.. 

ql = I}, q2 = qJ. 
Vk = e>kep Zk(le) 

Vo = (al qJ + a2) Zo (2e)· 

8. LI V + 22 V = 0 im Raume. 

a) Ql=X, Q2=Y' Qs=z. 
V1m=ei(kX+lY+"'), wo 12=k'l+l'l+m2 • 

1) Y n bedeutet eine Kugelfunktion n - ter Ordnung (vgl. S. 29). 
2) P: bedeutet eine zugeordnete Kugelfunktion (vgl. S. 34). 
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b) ql=(!' q2=rp, q=Z. 
Vkm = e ±i(kHmrp) Zm ((! V~ - e) . 

c) ql=r, q2=rp, q3=f}· 

V" =~ Z,,+.t (Är) Y" (f}rp) (vgl. 2). Vr 2 

Partikuläre Lösungen der Maxwellschen Gleichungen. 
Auf eine Gleichung der Form: LI V + l T' = 0 lassen sich auch 

die M axwellschen Gleichungen zurückführen: 

.~. ~! + 4.7T a ~ = rot 5) .1) 
C ot C 

_ !!.. oS? = rot~. 
C 0 t 

div5)=O. 

Durch Einsetzen der folgenden Größen: ~ = 0":0 e'wt; 5) = 5)0 eirot 

p = Ve /1, - i 4 n-: f.t (p = komplexer Brechungsindex), wo wein will

kürlicher Parameter, die Frequenz, ist und @o' 5)0 und 9Ro von t un

abhä~gig sein sollen, 5)0 = .'1}- 9Ro und durch die Ersetzung aller 
f.t 

Längen Z durch die dimensionslosen "Längen" l', wobei I' = Z.OJf.., 
C 

erhält man die in ~ und 9R symmetrische Form: 

~o = rot'9Ro 

9Ro = rot' ~o 

div'9R=O. 

( rot' = rot usw.)' . mp 
C 

Die Lösung dieser Differentialgleichung wird erleichtert durch 
Einführung des transformierten H ertzschen V ektors ~o durch die De
finitionsgleichungen : 

oder 

~o = grad' div' ~o + ~o = rot' rot' ~o' 

9Ro = rot' ~o. 

Dies führt auf die eine Differentialgleichung: 

grad' div' ~o - rot' rot' ~o + ~o = 0, 

LI' ~o + ~o = O. 

Das sind Differentialgleichungen der Form LI V + V = 0 für die 
(Cartesischen) Komponenten von ~o' Aus ~o findet man durch Ein 
setzen die Komponenten von ~o und 9Ro' 

1) Betreffs der Vektorsymbole vgl. den Abschnitt "Vektoranalysis" 
sowie S. 193. 
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1. Cartesische Koordinaten (x' y' z'): 
p = C e'(h'+l,'+mz'). P = o· P = o· Ik'J + 12 + m'J = 1) Oa: 'Oy '0, ,\ 
Eoa: = C(1 - k'J)·e'(lu'+lY'+ml'>, 

Eo = - C·kl·e'H y , 

Eo• = - C·km·e i (-), 

MO., = 0, 
Mo = C ·im·e'(-) 

11 ' 
Mo. = - C ·i1·e'(-). 

Weitere Lösungen findet man durch zyklische Vertauschung der 
Komponenten, sowie durch Vertauschung von ~o und mo' 

oder 

2. Zylinderkoordinaten (e', f/J', z'). 
Po", = Cl' ei(nIP+J.z') Zn (e' V 1 - 12 ) 

P =C·e'(-)·Z (-) Oy 'J n 

POz = Cs,e'H,Zn (-) 

Poe = (Cl COS f/J + CIl sin f/J) ei (-) Zn (-) 
P OIP = (- Cl sinf/J + CIl cos f/J) eiH Zn( -) 
POz = Cs eil-! Zn (-). 

Für Cl = C'J = 0 wird dann: 

Eoe = Cs ·ilV1 _1'J Z:(e'V1 _l'J)e i (fl lP+l")1) 

E = - C nÄ._ Z (-')·e'H 
0'1' 3 e' n / 

Eo• = Cs (1 _l'J)Z" (-) e'(-) 

M = C ~Z (_)e iH oe 3 (1' n 

MO'l'=CsV1-1'JZ~(-).e·H 
Mo.=O. 

Die Lösungen für Cl =+ 0 und CIl =+ 0 sind komplizierter. 
Weitere Lösungen erhält man durch Vertauschung der (io und mo' 

). Polar-Koordinaten (r, f/J, #). 

Po", = ~; Z .. +_~_(r) Yn(#,r) 

P =~Z.Y 
Oy Vf. 

po.=~Z.Y. 

Hieraus folgen Lösungen für ~ und m. 

1) Z' bedeutet die Ableitung von Z nach seinem Argument. 
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Um ein besonderes' einfaches und symmetrisches System zu er
halten, kann man wie folgt verfahren. Setzt man: 

y" = V .1) r"+t Z 'l (r) = L (r)' (V L = y"z,,+t~) 
,"+1 ", "+]" ,,' " " Vr 

so wird LI(V"L")+V,,L,,=O, 
Für L" gelten folgende Formeln: 

L" - ~n L' + L = 0 
tI l' n tI 

Ln (2 n + 1) = L"+1 + r 2 L"-1 
, 

L" = rL"_l 
LI L .. = 2 (n + 1) L"_1 - Ln 

für V .. : LI V .. = 0 

(0:: = % L"_l ) 
grad L" = rL"_1 

oV" oV" + oV" + oV" (+) V ( ) r 0,-=%';;; Y'ay Z'iJZ= - n 1 ,,= rgradV .. , 

Es gilt also auch: 

,4 (L OV,,) L oV" LI ,,+1' iii + ,,+1' ox- = 0, 

Die Gleichung LI \ß + \ß = 0 hat daher die partikuläre Lösung: 

\ß = L"+1 (r) grad V .. (r, lp, iJ), 
Hieraus folgt: 

rot \ß = L" [r grad V,,] = m (div m = 0) (Mr = 0) 

rot rot l.l3 = grad div l.l3 + l.l3 = - r (n + 1) L"_1 V .. 
+ (L,,+! - (n + 1) L .. ) grad V .. = ~ 

div \ß = - (n + 1)' V"L.. (div ~ = 0) 

(Er = _ n(n+~v"L .. ), 

Ausgeschrieben lauten diese Lösungen: 
1 

EOr = ---;:i'Z,,+-} (r1 Y" (~, lp) 
I' 2 

1) Es gibl 2 n - 1 versc'hiedene Y" und V"' 
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c) Riemanns Integrationsmethode. 
1. Es sei gegeben eine partielle Differentialgleichung 

2 2 

~-a2~=0. 
of 2 ox 2 

Setzt man at = y, so wird 

02 'IJ 02 'IJ 
oy2 - ox2 =0. 

O'IJ O'IJ 02 'IJ i'IJ il 'IJ 0" und ßN seien stetig. Wenn neben OX2 und oy2 auch noch OX oy 

existiert und stetig ist, so lautet die allgemeinste Lösung: 

1J = f l (x + y) + fg (x - y), 
unter ft. und f'J willkürliche (zweimal stetig differenzierbare) Funktionen 
verstanden. 

Randbedingung: Ist längs einer Kurve c im x, y-Diagramm 

:~ und ~; gegeben, so ist in einem Punkt xl' Yl die gesuchte Lösung 

1J (Xl' Yt) gegeben durch die längs der Kurve c erstreckten Integrale: 

q p 

2·1J (Xl' Y1) = J (~: - ~~) (dx - dy) + f (~: + :;) (dx + dy), 
a a 

wobei als untere Grenze a ein beliebiger Punkt der Kurve c, als 
obere Grenzen « und ß aber die Schnittpunkte der Kurve c mit den 
beiden durch (Xl' Y1) unter 45 0 gehenden Geraden 

verstanden sind. 

X - Y =%1 - Yt 

X+Y=X1 + Yl 

Über die Bestimmungskurve c ist dabei vorausgesetzt, daß sie 
von derartigen Geraden nur je einmal geschnitten wird. (Andernfalls 

wären die Werte :: und :; auf ihr nicht beliebig vorschreibbar.) Ist 

außer O'IJ und ~ zwischen «und ß der Kurve c noch 1J selbst in «und ox oy 
ß vorgeschrieben, so ist einfacher 

P 

f(O'l O'IJ) 21J(x1 , Yl) = 1Ja + 1Jp + o--;dy + oydx . 
a 

2. Es sei jetzt die Gleichung gegeben 

02 U OB U 

ax~ - iJ y 2 + u = o. 
Madelung, Math. Hilfsmittel. 7 
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Ihre Lösung im Punkte xl' YI ist bei vorgeschriebenen Werten 
öu iJu . 
cx und öy auf emer Kurve c und vorgeschriebenen Werte u" und up: 

p 

2 u (Xl' YI) = u" + up + f (v~; - u ~:) dy + (v ~~ - u :~) dx, 
" 

wonn v eine partikuläre Lösung der Differentialgleichung ist, nämlich 

v = 10 (iz) (vgl. S. 36), wo z = ,/(y - YI ) 2 - (X - Xl) 11 

Z2 Z4 Z6 

v= 1 + 2"+""22+-2-2"2+ ... ' 
2 2 4 .2 4 6 

also v = 1 auf den 45 0 - Geraden. 
Ist statt auf der Kurve c jetzt auf der Kurve Y = 0 vorgeschrieben 

u = f(x), :; = F (x), so wird 

x, +", x, +", 
2 U (Xl' YI)= f(xl- YI)+ f(x1 + YI)+Ylf: ~: f(x) dx + J v F(x) dx 

mit 
1 dv t Z2 Z4 --- =-+ -2-+2-'-+··· 
Z dz 2 2·4 2·4·6 

3. Es sei vorgelegt: 

ö9 U 02 U oU cll - = a2 __ + 2b -- (Telegraphengleichung). 
ox 9 ot 2 ot 

bt 

Wenn man setzt: U = c -a.. u , so wird 

2 02U 2 02U b 2 

C • 0 x 2 = a Bi2 - ~ u 

und setzt man ferner 

X = ac x. 
b ' 

02 U 02 U 
- -----u=O äx 2 oy2 , 

so wird 

welche Gleichung nach (2) gelöst wird. 



Sechster Abschnitt. 

Lineare Integralgleichungen. 
Integralgleichungen 1. Art. 

Allgemeine Form: 
b 

((s) =JK(s, t) rp(t) dt, 
a 

wo ( und K gegebene und rp die gesuchte Funktion ist. K heißt der 
"Kern" der Integralgleichung. Diese Integralgleichung ist im allgemeinen 
nicht lösbar. Sie ist lösbar in gewissen Fällen, z. B. wenn Keine 
Greensche Funktion ist. In diesem Falle ist sie in eine Differential
gleichung überzuführen. 

Integralgleichungen 2. Art. 

Allgemeine Form: 
b 

rp (s) = ((s) + l J K (s, t) rp (t) dt. 
a 

Diese Integralgleichung ist äquivalent dem Grenzfall lim n = 00 des. 
folgenden Systems von linearen Gleichungen: 

n 

rp (ae) = {(ae) + l Z K (ae, a,.) rp (av ) ( u .. +1 - av); 
v=l 

e = 1, 2, ... , 11; a = a1 < a2 < ... < an = b. 

Bei dem Grenzübergang bleiben alle Eigenschaften des endlichen 
Systems erhalten. Es folgen hieraus viele Analogien zu den linearen 
Gleichungssystemen. 

Fall 1. Die homogene Gleichung (f (s) = 0) besitzt keine Lösung. 
Dann besitzt die inhomogene für jedes ((s) eine und nur eine Lösung. 

Fall 2. Die homogene Gleichung besitzt eine oder mehrere 
linear unabhangige Losungen rpp ... , rpn' Dann besitzt auch die trans
ponierte Gleichung: 

b 

rp (s) = l J K (t, s) rp (t) d t 
u 

7* 
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ebensoviel Lösungen!p{, ... , !p~. Damit die inhomogene Gleichung lös
bar wird, muß 

f f(t)!ph(t)dt= 0 (h = 1, 2, ... , n). 
sein. 

Eigenwerte und Eigenfunktionen. 

Die homogene Gleichung 
b 

!p 15) = A f K (s, t) !p (t) d t (d. h. f(s) = 0) 
a 

besitzt im allgemeinen keine Lösung außer für gewisse ausgezeichnete 
Werte des Parameters A, die Eigenwerte des Kerns. 

Die Eigenwerte At' A~l' Ä.3 , ... , Ä." bilden eine diskrete nirgends im 
Endlichen sich häufende Zahlenmenge. Sie können reell oder komplex 
sein. Die zugehörigen Lösungen !Pl' !P2' ... , !P" heißen Eigenfunktionen 
des Kerns. 

Zu einem Eigenwert gehören nur endlich viele voneinander un
abhängige Eigenfunktionen (einfache und mehrfache Eigenwerte). 
Jede lineare Kombination von ihnen ist wieder eine Eigenfunktion. 
Sie lassen sich daher durch ein aus solchen Kombinationen gebildetes 
äquivalentes orthogonales System ersetzen. 

Symmetrischer Kern. 

K (s, t) = K (t, s) (Orthogonale Integralgleichungen). 

Bei symmetrischem reellen Kern liegen besonders einfache Ver-
hältnisse vor: 

1. Er besitzt immer Eigenwerte. 
2. Alle Eigenwerte sind reell. 
3. Zwei Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind 

zueinander orthogonal, d. h. es ist: 

Sämtliche Eigenfunktionen des Kerns bilden daher ein orthogonales 
System. 

Darstellung des symmetrischen Kerns durch Eigenwerte 
und Eigenfunktionen. 

Es gilt die Bilinearformel: 

K(st) =.2 tpn(S~tpn(t), 
n 

" 
wenn die (über alle Eigenfunktionen zu erstreckende) Summe gleich. 
mäßig konvergiert. 
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Auflösung der inhomogenen Gleichung mitHilfe der Bilinearformel. 
Wenn 1 =1= An ist, konvergiert auch 

2) 'PR iS)!~ (t) = K (s, t). 
n n 

K (s, t) heißt "lösender Kern". Er dient zur Lösung der inhomogenen 
Gleichung in der Form: 

ffJ (s) = {(s) + A J K (s, t) {(t) dt = ((s) + A' 2) rn~~ J ffJn (t) ((t) dt. 
n 

Ist 1 = An' so gilt die Formel nur, wenn 

ist. 
f ffJn (t) f(t) dt = 0 

Auflösung der inhomogenen Gleichung durch die 
Neumannsche Reihe. 

ffJ (s) = {(s) + A J K (s, t) {(t) dt + 12 f J K (s, tl ) K (tl' t) ((t) dtl dt 
+As ffJ K(S,t2)K(t'J,tl)K(t1,t){(t)dt2dtl dt+ ... 

Die Größen 

J K(s,t1)K (t1, t)dt1 =K2(s,t) 
J K2 (s, f1) K (tl' t) dtl = Ks (s, t) 

usw. heißen "iterierte" Kerne. Es gilt 

falls die Summe gleichmäßig konvergiert, ebenso 

K (s t) = \, 'Pn (s) 'Pn (t) 
3' .L.; .• 

n In 

usw. Mit wachsender Iteration konvergieren die Bilinearformeln besser, 
bei stetigem Kern stets von K4. ab. 

Entwicklungssatz (Analogie zu Fourierschen Reihen). 
Ist die Funktion F (s) mit Hilfe einer anderen Funktion G (s) 

darstellbar in der Form: 

F(s) = J K(s,t)G(t)dt, 

so läßt sich F (s) nach den Eigenfunktionen des Kerns entwickeln in 
einer gleichmäßig und absolut konvergenten Reihe: 

F(s) =.L; Cn ffJ ll (s), 
n 

wo 

ist. Dies folgt aus der Bilinearformel. 



Siebenter Abschnitt. 

Variationsrechnung. 
Die Variationsrechnung stellt sich die Aufgabe, Funktionen x, y, z, ... 

von t, u, v, ... zu ermitteln, welche ein Integral 
t.u. 

S =Jf. .. V(t, u, v, ... , x, y, ... , xl' xu ' •.• )dtdu '" 
t, '" 

zu einem Minimum oder Maximum machen. Dabei können die Grenzen 
fest oder auch variabel mit gewissen einschränkenden Bedingungen 
vorausgesetzt werden. Jedoch läßt sich der Fall variabler Grenzen auf 
den mit festen Grenzen zurückführen. Wir betrachten daher nur den 
Fall fester Grenzen. Die lösenden Funktionen unter den zur Kon
kurrenz zugelassenen Funktionen heißen Extremalen. 

Verschiedene Formen des Integranden. 
a) V (x, x, t) mit einer abhängigen Funktion x (t) von einer un

abhängigen t und deren Ableitung x (t) = ~;. Variieren wir die 

Funktion x (t), indem wir statt ihrer setzen 

x(t) + e·Ht), 
so wird die zugehörige Variation von S definiert durch: 

t. 

~S = e. os (x+~ = ef(O~ $+ oV ~) dt oe OX OX 
I, 

oder durch partielle Integration des mit ~ behafteten Teils: 
t. t. 

~S=e.[o~ ~J +ef~· [oV - ~(o~)J. ox ox dt OX 
I, t1 

Ist x (t) für tl und tg vorgeschrieben, also dort ~ = 0, so fällt der 
erste Teil fort. Die erste notwendige Bedingung für ein Extremum 
von S, daß rjS = ° ist für alle zulässigen Funktionen ~, hat zur 
Folge, daß 

~_~ _ ~ (0 V) = ° OX dt OX 
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sein muß (Euler-Lagrangesche Differentialgleichung). Sie bestimmt x (t) 
bis auf zwei Integrationskonstanten, welche durch die Randbedingungen 
festgelegt sein müssen. 

b) V (x, y, x, y, ... , t) von mehreren (n) abhängigen Funktionen 
einer unabhängigen t. Hier wird (JS = 0, wenn x (t), y(t), ... die 
Gleichungen 

aa: - tt (qa~) = 0, aa~ - 1i (i3a~) = 0, .. , 

erfüllen. Das sind n Differentialgleichungen 2. Ordnung. Sie bestimmen 
x (t), y (t), .. , bis auf 2 n Integrationskonstanten, die durch die Rand
bedingungen festgelegt sein müssen. 

c) V (x, x; x, x', t) von einer abhängigen Funktion und ihren Ab
leitungen bis zur 3. Ordnung. Hier wird 

t. 

r (OV d oV d 2 av) . (OV d OV) .. OV-J (J 5 = e ~. -- - -- -- + .~ -- + ~ -- - - - + ~ -
o.i- dt a:; dt 2 0'x' OX dt 0'X' o 'X' 

- ~ 

t. 

+ 8f~ (~- - .a. iJ~ +_d 2
2 iJ~- - ~~ ~-) dt. 

ox dt ox dt iJx dt 3 iJx 

iJS wird also gleich Null, wenn außer x(t) auch x und x für 11 und t~ 
vorgeschrieben sind und die Gleichung 

oV d iJV d 2 av da iJV 

-a; - dt 0% + dt 2 0x - dt a a'X' = ° 
erfüllt ist. 

d) V(t,u, ... , x,y, ... , Xt'Xu' ... , Yt'Yu' ... ). Mehrere unabhängige 
t, U, ...• (JS wird gleich Null, wenn x (t, u . ... ) usw. bestimmt werden 
aus den Lagrangeschen Gleichungen: 

aiJ: - tt (::) -- a~ (~D - . . . = 0, 

aa~ - :t (~;,) - 8: (:;,) - '" = ° 
usw. 

Nebenbedingungen. 

Sind zu dem Problem f f V dt du = Extremum noch Nebenbedin

gungen gegeben in der Form f f G dt du = Const, J J H dt du = Const, ... , 
so ist in den Lagrangeschen Gleichungen V durch V + 1G + p,H + " . 
zu ersetzen. Die Lagrangeschen Faktoren 1, p" ••. sind nachträglich 
aus den Rand- und Nebenbedingungen zu bestimmen. 

1 1 

I. Beispiel. f (~:r dt = Extremum, Nebenbedingung! x 2 dt = C, 
o 
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Randbedingung x (0) = x ( 1) = O. Die Lagrangesche Gleichung heißt 
für V - AG = x2 _.1.%2 jetzt X + AX = O. Ihre Lösung ist 

x = A sin (vft + a). 

Aus der Randbedingung x (0) = 0 folgt a = 0, aus x(1) = 0 folgt 
vf =-nn, d. h. A kann nur die Werte An = n 2 n 2 annehmen. A be-

2 

stimmt sich aus der Nebenbedingung zu ~ = C, also ist die Lösung: 

x = ± V2C sin (nnt), An = n 2 n\!. 

2. Beispiel. f J [(~~f + (~~fJ dx dy = Extremum ohne Neben-
iJ2 iJ9rp 

bedingungen hat die Lagrangesche Gleichung iJX~ + O:y2 = 0 = Llrp. 

Kommt noch die Nebenbedingung 11 rp2 dx dy = Const hinzu, so 
heißt die Lagrangesche Gleichung für cp; + rp; - Acp2 jetzt Ll cp + ACP = O. 

Soll hierbei cp = 0 auf der Randkurve sein, so ist eine Lösung, ähnlich 
wie im ersten Beispiel, nur für gewisse diskrete Werte von A möglich, 
nämlich für die "Eigenwerte" An' welche stets positiv A = k 2 sind. 
Die zugehörigen Lösungen cp (x, y), die "Eigenfunktionen" rpn (x, y) 
erfüllen die Orthogonalitätsbedingungen 

IIcp,,·cp,.,dxdy=O (n=f=m) 
und mögen normiert seI durch 

11 cp!dxdy= 1 

als Nebenbedingung. Die Lösung einer Differentialgleichung ist also 
äquivalent der Lösung eines Variationsproblems. Oft ist letzteres, 
wenigstens näherungsweise, leichter zu lösen als ersteres, so daß man 
auf dem Umweg über ein Variationsproblem zur Lösung von Diffe
rentialgleichungen erhält, z. B. durch die 

Ritzsehe Methode. Diese soll an dem obigen Beispiel 1 aus
einandergesetzt werden. Vorgelegt ist also 

d2 x 
7fj2 +AX=O, 

mit Randbedingung x (0) = x (1) = O. Dies ist nach Beispiel I äqui. 
valent mit 

1 f (~;) 2dt = Extremum, 
o 

1 

fx'.ldt=C, 
o 

x (0) = x(1) = O. 

Wir nehmen eine Folge von später zu bestimmenden Funktionen 
f1 (t), f9 (t), ... , f .. Ct) und Konstanten Cl' C2 ' ..• , c" und machen den 
Ansatz 
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Dadurch geht das Variationsproblem tiber in das neue Problem 

wobei 

" .. 
.2.2c C A = Extremum, 

t 1 p q pq 

1 

.. " 
\,\"1 B-F' 

..:...J.::...J cpCq pq - L, 
1 1 

1 

A pq = f f;(t)t~(t)dt, 
o 

Bpq = f fp (t). t~ (t) dt. 
o 
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Die Lösung des neuen Problems (Bestimmung der Cl') erhalt man aus 
dem linearen Gleichungssystem 

.2 cp(Apq -I Bpql = ° 
i> 

(q = 1, 2, ... , n), 

wo l ein später zu bestimmender Lagrangescher Faktor ist. Jetzt 
nehmen wir für f1 , t~, ... , fft speziell die Funktionen 

f C t· C·,' c' 1= l' 2= 2T 2%, 
. C Cf e" 2 18 = 3 + 3% + 3 % , 

und verlangen, daß jede dieser Funktionen fp für sich die Ra nd
bedingungen % (0) = % (1) = 0 erftillen sollen. Daraus folgt zunächst 

und 

also 

t~ = 0, I~ = 0, ta = C~ % + c; %2 bei C~ + C; = 0, usw. 

Wir fügen noch die Orthogonalitäts- und Normierungsbedingungen 
hinzu: 

1 

J fp(t)t~(t)dt = ° fur p =} q, 
o 

1 

J f; (t) dt = BTP = 1, falls nicht fp (t) = 0. 
o 

Daraus folgt 
f8 =t(1 - t)V30, f.~=V30(1- 2t) usw. 

Begnügen wir uns mit drei Gliedern, also 

3 

% (t) = .2 cp t~ (t) = Cs f8 (t) = Cs V30 t (1 - t), 
1 

so wird das lineare Gleichungssystem 

c8 (1- Aas) = 0, also l = Ass· 

1 1 

1=Jf.~2dt=30J(1-4t+4t2)dt=1O. 
o 0 



lOt) V ariationsrechn ung. 

Da 

0= All =A12 = A13 = A 22 = A 23 = B11 = Bi'!. = B 13 =B22 =B23 = 0, 

folgt aus der Nebenbedingung noch 
1 1 

C = f x2 dt = c% f r: (t) dt = c;'1, 
o 0 

also e3 = ± VC und schließlich 

x= ±V2C.t(1-t)V15, 1 = 10, 

statt der genauen in Beispiel 1 ermittelten Funktion: 

x = ± V2C- sin (nt), 

Benutzt man, statt nur der einen nicht verschwindende Funktion f~ (t), 
auch noch f4 (t), so wird das lineare Gleichungssystem auf 2 Gleichungen 

reduziert und man erhält 2 Lösungen ll2) und zri2), welche nahe bei 

21 = ~2, ~ = (2n)2 liegen, wobei li2) noch näher an n 2 liegt als 

obiges 1 = lil ) = 10. x wird dann durch eine Kurve 3- Grades noch 

besser an V 2 C sin nt und V 2 C sin 2 nt approximiert als in obiger 
erster Näherung. 

Äquivalenz von Variationsproblemen mit Integralgleichungen. 

fI K(x, y)q;(x) q;(y) dxdy = Extremum, J q;2(t) = 1, q;= 0 am Rand 
hat dieselben Eigenwerte 1 und Lösungen q; (t) als Eigenfunktionen 
wie die homogene Integralgleichung 

q;(x) -lff K(x, y)q;(y)dy = o. 



Achter Abschnitt. 

Transformationen. 

A. Allgemeines über Transformationen. 

1. Bedeutung einer Transformation. 
Eine Transformation ordnet einem Werte system Xl X 2 Xa ... x" ein 

anderes x~ x~ ... x~ zu durch ein System von Gleichungen der Form 

x~=fl(xlx2",xn); x;=f'J(xlx'J"' X,,), ... , x~=f"(xlx2,,,xn) 

Die fi sollen im folgenden stetige analytische Funktionen mit 
von Null verschiedener Funktional-Determinante sein. 

Eine solche Transformation bedeutet geometrisch 
1. eine Koordinatenänderung. Xl X 2 •.• X" sind die ursprüng

lichen Koordinaten eines Punktes einer n-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit (bzw. homogene Koordinaten einer n - 1-
dimensionalen Mannigfaltigkeit). x~ x~ ... x~ sind die neuen 
Koordinaten desselben Punktes. 

2. eine Verschiebung des Punktes Xl X 2 ••. x" in die neue 
Lage x~ x~ ... x~ im selben Koordinatensystem. 

3. eine Abbildung der Mannigfaltigkeit Xl x2 . .. X n auf eine 
andere x~ x~ ... x~ . 

1. Koordinatenänderung. Wir gehen aus von einem Cartesischen 
Koordinatensystem. 

a) Sind die f; (Xl' .. xn ) beliebige Funktionen, so hat man ein neues 
im allgemeinen krummliniges Koordinatensystem (Spezialfälle 
siehe B. Koordinatensysteme). 

b) Sind die fi lineare Funktionen der xk ' so erhält man 
a) für gewöhnliche Koordinaten ein geradliniges (i. a. schief

winkliges) Koordinatensystem, bestehend aus parallelen 
äquidistanten Geraden (affines Koordinatensystem), 

b) für homogene Koordinaten ein geradliniges Koordinaten
system, bestehend aus (n - 1) Strahlen- (Ebenen-) bündeln 
(projektives Koordinatensystem). 
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2. Verschiebung. 

a) Sind die fi beliebige stetige Funktionen, so erhält man eine 
endliche Verzerrung, bei welcher ursprünglich gerade Linien 
zu Kurven werden. 

b) Sind die fi lineare Funktionen, so erhält man eine homogene 
Verzerrung. Gerade und Ebenen bleiben solche. Sind sie ur
sprünglich parallel, so bleiben sie es. Kegelschnitte und Flächen 
2. Grades bleiben solche unter Änderung ihrer Achsenrichtungen 
und Verhältnisse. Konjugierte Durchmesser bleiben konjugiert. 

3. Abbildung. 
a) Durch beliebige Funktionen ti wird die Mannigfaltigkeit Xl X 2 ••• 

auf eine andere X' •.. x~ abgebildet. Hierbei ist i. a. die Ab
bildung nicht eindeutig, d. h. einem Punkt Xl'" xn entsprechen 
mehrere Punkte x~ ... X~, bzw. mehrere Punkte Xl'" X n ergeben 
denselben Punkt X; ... X~ . 

Für n = 2 ist die Abbildung konform, wenn 

und 

b) Durch lineare Funktionen fi wird die ganze Ebene Xl'" auf 
die ganze Ebene x; eindeutig abgebildet. Sind die X gewöhn
liche Koordinaten, so entsprechen den 00 fernen Punkten wieder 
00 ferne, nicht aber für homogene Koordinaten. 

2. Spezielle Transformation. 

a) Lineare Transformation. 
Die lineare homogene Transformation, zunächst für drei Koor-

dinaten, ist dargestellt durch das Gleichungssystem 

x; = all Xl + al2 X 2 + al3 X:l 

X~ oc= a21 Xl + (122 X 2 + ([23 Xa 

x~ = aSI Xl + a32 X2 + a:l3 x3 • 

Ihre geometrische Bedeutung ist 

a) eine kollineare Transformation (projektive Transformation) in der 
Ebene, indem man die Xi und xi als homogene Koordinaten in 
der Ebene auffaßt. 

X -~· - , 
X 3 

X' x' =_1. 
X" 3 

I x~ 
y = -,' 

X 3 

Gerade und Kegelschnitte bleiben solche. 
Parallele Liniensysteme werden zu Strahlenbüschel. 
Harmonische Strahlenbüschel bleiben harmonisch. 
Der 00 ferne Punkt wird im allgemeinen zu einem endlichen. 
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Die Transformation ist äquivalent der folgenden: 

I ('n X -I- a12 Y -I- a13 . , a21 x -I- agg y -I- a23 
X =--- -- , y = . 

a31x-l-as2y-l-as3 a31x-l-a82Y-I-ass 

Ebenso ergibt sich eine kollineare Transformation im Raum mit 
4 homogenen Variablen. 

b) eine affine Transformation im Raum, wenn die Xi' X/ gewöhnliche 
inhomogene Parallelkoordinaten sind, d. h. Gerade und Ebenen, 
Kegelschnitte und Flächen 2. Grades bleiben solche. Parallele 
Gerade und Ebenen bleiben parallel. Richtungen und Winkel 
werden im allgemeinen geändert. Der Nullpunkt bleibt Nullpunkt. 
Der 00 ferne Punkt bleibt im Unendlichen. 

Die lineare Transformation für n Variable ist gegeben durch die 
Matrix a ihrer Koeffizienten. 

a= 

all(/l'J···!lln 

a'J1 a'J2 ... a'Jn 

I a"1······ an .. 
Die Transformation heißt singulär, wenn ihre Determinante verschwindet. 

Zwei nacheinander ausgeübte Transformationen sind äquivalent 
einer einzigen, deren Matrix c gleich dem Produkt (ba) der bei den 
Matrizes a und b ist. Dieses wird gebildet wie das Produkt zweier 
Determinanten (s. d.). Die Reihenfolge ist im allgemeinen nt'cht ver
tauschbar. 

c = (ba) -+ (ab). 
Für drei nacheinander ausgeübte Transformationen gilt 

d = c(ba) = (cb)a, 
d. h. sie ist äquivalent einer Transformation a und einer auf sie folgen
den (b. c) . Die Matrix der inversen Transformation, d. h. einer solchen, 
die die erste (a) rückgängig macht, heißt a -1. Es ist also a· a -1 = 1-

Die Transformation a- 1 lautet: 

X - A ux' + A 21 x' + ~l!!X' + 1- a 1 a \I a 3 ... 

USW., wo a die Determinante der aik und A ik die Unterdeterminante 
zu aik bedeutet. 

Die Transformation (1), deren Matrix lautet: 

1 100 ... 0 1 

1 010 ... 0 

o 0 1 ... 0 

o 0 0 ... 1 

heißt identisch. 
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b) Orthogonale Transformationen. 
Ein durch die Transformation x' = f1 (xyz), y' = fg , z' = fs 

gebildetes neues Koordinatensystem ist orthogonal, d. h. die Flächen 
x' = a, y' = b, z' = C stehen aufeinander senkrecht, wenn 

of • • ?fs + of • • ij~ + oft. ofg = 0 
ox OX O'Y O'Y OZ Og 

?f~ • ofs + oft. ?fa + oft. ofa = 0 
ox ox 0" 0" oz oz 

Ys . ofa + y~ . ofs + ofs • ofz = 0 
OX 0;': 0" O'Y OZ Oa 

Eine lineare Transformation heißt orthogonal, wenn 

a: i + a: i + a; i + ... = 1 

ali a1j + a2 i a'Jj + ... = 0 für i = i 
Dann ist x: + x: + ... = X~2 + X~2 + .. . 

Geometrisch bedeutet diese Transformation eine Drehung oder 
Spiegelung ohne Verzerrung, wenn die xi gewöhnliche rechtwinklige 

Koordinaten bedeuten. Eine orthogonale Transformation hat n (n2-1) 

unabhängige Koeffizienten. Alle Kreise (Kugeln) um den Nullpunkt 
werden in sich übergeführt. 

Durch lineare Transformation kann ellle quadratische Form 
n n 

f{J = .L)aijxixj auf 00 viele Weisen auf die Form f{J' = .L)cixr 
1 1 

gebracht werden. Hierbei ist, falls die aij und die Ci reell sind, in 
allen Fällen die Zahl der positiven Ci dieselbe (" Trägheitsgesetz"). 
Sind alle Ci positiv, so heißt die Form definit. Sie ist dann für alle 
möglichen reellen Xi positiv. 

Geometrisch bedeutet dies, daß ein projektives Koordinatensystem 
gefunden werden -kann, in dem die Koordinatenachsen zugleich kon
jugierte Durchmesser eines gegebenen Kegelschnittes sind. Die 

-v-f sind dann die Koordinaten der Achsenabschnitte des Koordinaten-
Ci 

systems. 
Durch orthogonale lineare Transformationen kann f{J = 2)aij xi xj 

auf nl Weisen in die Form f{J' = .L)cixr gebracht werden. 

Eine orthogonale lineare Transformation erfüllt die Bedingungen 

": + ß: + r: = 1 "2"S + ß'Jßs + r2rS = 0 

"; + ß: + r: = 1 "S"l + ßsßt + rSr1 = 0 

"i + ßi + ri = 1 "1"2 + ß1ß2 + r1r2 = 0 
Ist sie infinitesimal, so wird einfach 

"1 = ß'J = rs = 1, ßa = - r2' rl = - "S' "2 = - ßt' 
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c) Infinitesimale Transformationen. 
x' = x + e (l(X, Y, z), wo e eine 00 kleine Größe bedeutet 

y'=y+ef2 (x,y,z) 

z'= z+efa(x,y,z). 

Zwei infinitesimale Transformationen nacheinander ausgeübt er-
geben, wenn 

gesetzt wird, 

x" = x' + e f; (x', y', z') 

y" = y' + e f; (x', y', z') 
z" = z' + e f; (x', y', z') , 

x" = x + e (fl (x, y, z) + f; (x, y, z)) + e 2 ( ••• ) , 

also 
x" = x + e (fl + fn 
y" = y + e (f? + t;) 
z" = z + e (fa + r;). 

Sie sind also in der Reihenfolge vertauschbar. 

Infinitesimale lineare Transformation. 

x' = ea + t1 + eal ) x + eally + efXsZ 
y'=eß+eßl x+(1 +eß2)y+ßS z 

. z'=ey+eyl x+eY\ly+(1 +eys)z. 

Sie ist zerlegbar in drei Teile (vgl. Seite 183): 

1. x' = x + ea; y' = y + eß; z' = z + ey, d. h. Verschiebung. 

2. x' = eal x + ; (a2 + ßt) y + -i (aa + Yl) Y 

y' = ; (a2 + ßl)X + eß2Y + ; (ßs + Y2)Z 

z' = ; (Yl + as) x + ; (ßs + Y2) y + eysz 

d. h. Dehnung. 

3· x' = ~ (all - ßl)y + ; (as - Yt)z 

y' = -i- (ßt - a\l)x + ~ (ßs - Y2)Z 

z' = -i- (Yt - as) x + ~ (Yg - ßs)Y 

d. h. Drehung. 
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tion 

3. Transformations-Determinante. 

Bei der Transformation von Integralen spielt die zur Transforma
xi = f;(x{ ... x~) gehörende Funktional·Determinante D eine Rolle. 

, J1fl _011 
~ Ox1 • .. OXn 

D =: . . . . . = __ ?(flf~: .... fn)) • 

I, I' I' 0(X1 X 2 · •• X n 
'~L' _~ 
, OX1 • •• OXn 

1. Es ist 

J f.. ·fF(x1 x2 ···x .. ) dX1 dx2 ••• dxn = J f.··f F'(x~ X~ ... x~)·D.dx~ dx~ ... dx~, 
d. h. die Volumen- bzw. Flächen-Elemente im alten und neuen Koordi
natensystem verhalten sich wie 1: D. 

2. Die Volumen- bzw. Flächen-Elemente werden bei der Ver
schiebung um den Faktor D vergrößert. 

3. Die Volumen· bzw. Flächen-Elemente werden um den Faktor D 
vergrößert abgebildet. 

Die Funktional-Determinante der infinitesimalen Transformation 
von Seite 111 wird: 

o(x'~~~J = 1 + f, (ofl + 0[2 + Of3) 
o (xyz) OX oy oZ 

B. Koordinaten-Systeme und Koordinaten-Trans
formationen. 

a) Ebene Koordinaten-Systeme. 

In der Ebene benutzt man u. a.: 

1. Das Cartesische Koordinaten-System zweier sich rechtwinklig 
kreuzender äquidistanter Gradenscharen. Die infinitesimale Entfernung d s 
zweier Punkte ist gegeben durch 1) 

also gu = 1, g'.l2 = 1, 
g 11 = 1, g 22 = 1 , Igl = 1, 

falls man den allgemeinen Ausdruck ds 2 =.2.2 dx i . d x k • gik zugrunde 
. k 

legt. J 

Der Laplacesche Operator L1 (vgl. Seite 133 u. 153) lautet hier: 

iJ2 V 02 V 
LlV= OX2 + oy2. 

1) Wegen der Bedeutung der Symbole ds, gu' g12 usw., sowie der Drei
indizes-Symbole vgl. Seite 144-146. 
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2. Affines, schiefwinkliges (geradliniges, äquidistantes) Koordi
natensystem. Der Abstand ds zweier infinitesimal benachbarter 
Punkte ist hier gegeben durch 

ds'!J = a'!Jdx2 + b'J dx 2 + 2c 2 dx dx I 2 I '.l' 

wo c'.l = ab cos lP und lP der Winkel zwischen der Xl - und xl! -Achse 
ist. Also 

gu =a'.l, g22 = b2 , 

11 1 
g = a2sin~IP' 

'.l'.l 1 
g = b9sin .q;' 

I g ! = a 2 b 2 - C 4 = a'.l b 2 sin'J lP • 

Hier wird 

gl'J = ab cos lP, 

12 1 COS IP 
g = ab sin 9-;p , 

1 (1 iJ' V 1 iJ2 V 1 iJ2 V ) LfV=-- -- --- _·cos .--. 
sin 2 IP a2 iJxf + b2 iJx~ + ab lP iJx1 iJx. 

Die Transformation auf Cartesische Koordinaten xy heißt: 

X = Xl "1 + X2 ßI + 1'1 = Xl a· cos " + X2 b cos ( a + lP) + 1'1 ' 

Y = Xl a2 + x",ß'!. + 1'2 = Xl a·sina + x'Jb.sin(a + lP) + 1'2' 

also 

Aufgelöst nach xl' Y1 ergibt sich: 
I Pt P.I 

+ x·P. Y·PJ + I i'1l"gl 
Xl = I (Xl CXg I - r (Xl (x. I I (Xl CXg I ' 

I Pl P. ! I Pl P. I I Pl ß. I 

\ 
(Xl (X.! 

Yg = _ x·OCg + ~ =_ i'li'9~, 
I CX l (X. I I (Xl 0Cg I I CXl CX'I 

I Pd2 I I Pl P2 I ! Pl P. 
oder anders geschrieben: 

X = _ x.sin.( cx + IP) + y.co~ (cx + IP)_ + i'l sin (cx + IP) :-i'. cos «x + IP) , 
I sm IP sm IP SlD IP 

X = x.~in ~ _ y.:os (X + i'l·sin (X.+i'. cos (X . 
2 SlD IP sm IP sm cp 

3· Polarkoordinaten '1', p. 

X = rcos lP, 

r=v'x'J+~, 
Madelung, Math. Hilfsmittel. 

Y = rsmlP, 
y 

lP = arc tg x · 
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Es wird hier 

ds 2 = d,2 + ,2 dfP'J, 

gl1 = 1, t g22=_ 
,,2' g12 = 0, 

L1 V _ 02 V ..!. !! +..!. OB V 
- 0,,2 + ,,0" ,,2 arpS • 

Von den Dreiindizes-Symbolen bestehen nur 

Die Gleichung der Geraden ist , sin (fP - a) = p . Ihr Abstand 
vom Nullpunkt ist p, ihre Richtung ist durch den Winkel a gegen die 
Achse fP = 0 gegeben. 

Zwei Gerade sind parallel, wenn a l = a2 • Ihr Abstand ist I Pl - P21· 

" " " senkrecht, " 

Die Entfernung zweier Punkte (fPl '1)' (fP2 '2) ist 

c = V,i +,: - 2'l r2 COS(fP2 - fPl)' 

b) Räumliche Koordinaten-Systeme. 

1. Das Cartesische Koordinaten-System. 
gik = 1 für i = k 

=0 für i=t=k. 
Im übrigen vgl. S. 112. 

Drehung eines Cartesi sehen Koordinatensystems um den end
lichen Winkel t5 um eine Achse, welche die Richtungen a, ß, r gegen 
X, Y, Z besitzt: 

x' = x(1- sin 'J a (1- cost5)) + y(cosßcosa(1- cost5) + cosysint5) 
+ z (cos y cos a (1 - cos t5) - cos ß sin t5); 

y' = x(cosa cosß(1- cost5) - cosysint5) + y(1- sin 2 ß(1- cost5)) 
+ z (cosrcosß(1- cost5) + cosasint5); 

z' = x (cos a cos y (1 - cos t5) + cos ß sin t5) + y (cos ß cos r (1 - cos 15) 
- cosa sinö) + z(1- sin2r (1- cos 15) 

cos 2 a + cos 2 ß + cos 2 r = 1. 

Setzt man 
cos a = a1 , cos ß = a2 , cos Y = "3 

y=XIl ' Z = X8 

xl = .2 aikxk, 
11 
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so ist also 

wo z. B. 
"n = "3 = - a21 ; 

c5u = c522 = c51l3 = 1 ; 
a11 = "22 = "S3 = 0 
c511l = c513 = ... = O. 

Invariant bleibt hierbei 

X 2 + y2 + Z2 = r2 = 2: 2: xi x"c5ik 

i " 
X cos a + y cos ß + Z cos y = 2: Xi ai = p. 

i 

P ist die Projektion von r auf die Achse (a, ß, y). 
Für kleine c5 wird 

x' = X + yc5. cos y - zc5· cos ß 
y' = - xc5 cos y + y + zc5· COS" 

z' = xc5 cos ß - yc5. COS" + z. 
ai " = c5ik + ai/"c5. 

Zwischen den aik bestehen 

2: a~k = 1; • • 

die "Orthogonalitätsbedingung": 

k .TI 2: a~ = 1 } 

f aikaZk = 0 

ai " ist der Kosinus der Winkel zwischen der x i - und x;-Achse (a ik < 1). 

Die orthogonale Transformation x/ = 2: aikxk ist also festgelegt durch 

" 9 Größen aw zwischen denen 6 unabhängige Beziehungen bestehen. 
Sie ist damit auch schon festgelegt durch die 3 Größen au ' a22 , ass' 
Aus diesen findet man den Drehwinkel Cl durch 

cos c5 = a11 + a22 + aa3 - 1 
2 

und die Richtungswinkel ", ß, y der Drehachse durch 

_ lall - cos«5 
cos a = V 1 _ cos «5 

ß - la22 -cos«5 
cos = V 1 _ cos «5 

_/a33 -cos«5 
cos y = V 1 _ cos «5 • 

2. Räumlich schiefwinklige Koordinatensysteme (affine K.-S.). 

X ="1 Xl + ß1 X2 + Y1 Xs + c51 • 

Y = ((2 Xl + ß'J X2 + Y2 Xs + c52 ' 

Z = "a Xl + ßa X2 + Ya X3 + c5s ' 
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Schreibt man 

a~=al+a:+IX:, 
II ß2 ß2 2 b = I + 2 +ßs, 

c2 = 1'l + 1': + 1':, 

ab eos l' = IXI ßI + a'J ß'J + IX3 ß3 ' 

ac eos ß = a l 1'1 + IX2 1'2 + IX3 1's' 

bc eos a = ßl 1'1 + ßlI 1''J + ßs 1'3' 
so wird 

also 

ds ll = a 2 dxl + b'J dx: + c2 dx: + 2 ab eos l' dX1 dx'J 

+ 2aceosßdx1 dx3 + 2bceoslXdx2 dxs ' 

gu=a'.l, 
2 

g2'J = b , 

g12 = ab eos l' ' 

g 1S = ac eos ß • 
g23 = bceoslX, 

I g I = a ll b II C 2 (1 - eos 2 a - eos 2 ß - eos \1 l' 

+ 2 eos a eos ß eos l' ) gss = c'.l, 

l
a1 ag aa 2 

= a:l b'J c 2 • C = P1 pg Pa , 
)'1 )'g )'3 

u_ 1 singa 
g -t;"9-c--

12 1 ( cos )' - cos P cos a) 
g =tib c ' 

22 _ 1 sins P 
g - b2 -----c-, 13 1 ( cos P - cos a cos )' ) 

g =/iC c ' 
33 _ 1 sin 9 )' 0 23 = _1_ ( cos a - cos P cos )' ) 

g - C2 ----c--' 0 bc C ' 

AV = ~. (SinSa 02 V + (cos;·-cos acosp) ~~ + ... ). 
C a 2 oxl ab ox10x9 

3. Sphärische Polarkoordinaten. 

x = , . sin {} . eos qJ , , = V xl! + y2 + z\1-, 
y y = , . sin -0- • sin qJ , qJ = are tg-;, 

z =,. eos-o-, {} = are eos R Z = are tg (V'iS
+ y 2

). 
X2+y2+Z2 Z 

Das Linienelement d s wird 

ds 2 = dr 2 +,2. sin ~ {} dqJ2 + ,2 . d{}2, 

also 

g11 = 1; 2'.1 1. 
g = rB sin ~7i ' 

0 2 V 2 i'V 1 0 2 V 1 0 2 V 1 oV AV---/---+---.-+-.-+-etg{}.-. - or 2 r or r 2 sin {} Otp2 r 2 ol)t r 2 01) 
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Dreiindizes-Symbole: 

{~2} = _ r sin 2 t9- , C:} = - sin t9- cos t9-, 

e13} = - r, 

(211=f121=~ {31l =f13}=~ t 2 J ~ 2 J 'Y ' 3.J l 3 r ' 

f32} = f23} = ctg t9-. 
t 2 t 2 

4. Zylindrische Polarkoordinaten. 

x = (! cos q; , (! = V x\1 + :0 , 
Y = f sin q;, 

z=z, 

y 
q; = arctg-, 

;r 

z=z. 
ds'J = dr 2 + (!2 dq;2 + dz 2. 

gll = 1, g22 = r 2 , gS3 = 1 , 
1 gll = 1, g'J'J = r2 ' g3S = 1, I g 1= ,2. 

L1 V = iJ2 y ~ iJY iJ2 y ~ iJ2 y • 
iJe 2 + e iJe + iJz2 + eS iJIjI2 

Dreiindizes-Symbole: 

5. Elliptische Koordinaten. 

Durch die Gleichung: 
;r2 y. Z2 

~+7~b2+~=1 
1\ -a ,. - ,. -c 

ist eine Bäche 2. Grades mit den Hauptachsen A = vl"'J - ~, ... 
in Richtung der x, y, z - Achse definiert. a, b, c, Ä. sind Parameter. 

Ohne die Allgemeinheit wesentlich zu beschränken, kann der 
Parameter a = 0 gesetzt und die Bestimmung c > b > a getroffen 
werden. 

Dann wird: 
A2>~2>C2, 

A'J=Ä.'J; B 2 =Ä.2 _b 2 ; C2 =Ä. 2 _C 2 
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Fall 1. 1> c. A,B,C sind reell. Ellipsoid. 

Spezialfall 1: b =0, A=B 
{ Abgeflachtes Rotations-
l ellipsoid. 

2: b = c, B=C 
{ Verlängertes Rotations-

ellipsoid. 

3: b=c=O, A=B=C Kugel (Radius = 1). 

4: 1 = c, z == ° f Elliptische Scheibe 

~ (1. z-Achse). 

l =c; b=O f Kreisscheibe 
5: 

(Radius = 1). l 

6: b=c=},; B=C=O { Gerade in x-Achse 
" (Länge = 21). 

Fall 11. c > l > b. C imaginär. Einschaliges Hyperboloid (um 
die z-Achse). 

Spezialfall 1: b =0, A=B Rotationshyperboloid. 
2: b = c = 2, x-Achse. 

3: 2 =c, C=O { x y-Ebene (außerhalb 
der Fläche I, 4). 

4: }, =b, B=O { xz-Ebene zwischen 
2 Hyperbelästen. 

5 : c = 00, I:C=-oo 
{ Ellipt. Zylinder parallel 

der z-Achse. 

6: c =00, 1=00 f Ellipt. Kegel um die 

l z-Achse. 

{Ebenenpaar durch die 
7: c=o, l z-Achse. 

Fall III. b > 2. Bund C imaginär. Zweischaliges Hyperboloid 
(um die x-Achse). 

Spezialfall 1 : b = c, B=C Rotationshyperboloid. 

b=O, A=iB=O { z-Achse 

" 
2: 

( außerhalb I zl < 1). 
3: 1= b, B=O xz-Ebene. 

4: 1 = b = c, B=C=O x-Achse. 

5 : c=oo Hyperool.-Zylinder. 

6: c=b=oo 
( Flächenpaar im Abstand 
t 21 I x-Achse. 

" 
7: c =00, b.....: 00, 1=00 Kegel um die x-Achse. 
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Läßt man 1 zwischen c und 00 variieren, so erfüllen die ge
schilderten Ellipsoide den ganzen Raum dicht. 

Ebenso die bei Variation von 1 zwischen bund c gebildeten 
einschaligen Hyperboloide. 

Ebenso die bei Variation von Ä. zwischen 0 und b gebildeten 
zweischaligen Hyperboloide. 

Die entstehenden 3 Flächenscharen sind zueinander orthogonal 
und konfokal. 

Setzt man 

13 > c > 12 > b > 11 > a , 

so ist der Schnittpunkt der 3 Flä
chen 1 = 11 , 1 = l\l' 1 = 13 durch 
diese Werte (8-deutig) bestimmt. 

Die 3 Größen 11 , 12 , 13 hei· 
ßen elliptische Koordinaten dieses 
Punktes. Seien x, y, z seine 
Cartesischen Koordinaten, dann ist 

2 p; _a 2 ) (J.; - a2 ) (J.: - a 2 ) 
X = . 2 , 

(b -a 2 )(c 2 _a J ) 

2 (l~ - b 2) (J.; - b 2) u.: _ b 2 ) 
Y = (c2_b2) (a 2 _b 2 ) I 

" (J.:-C 2)(J.;-C 2) (J.:_c 2) 
Z" = 2' 

(a 2 -c 2 )(b _c 2 ) 

wo 

z 

Fig.20. 

An Stelle von 11 , 1'.1' 13 führt man mit Vorteil folgende Funk
tionen von ihnen als Koordinaten em (im Falle a = 0): 
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Die Laplacesche Operation LI = ::2 + .,. transformiert sich zu 

a2 v c2 a2 v c2 aiv c 2 

,1 V = aa2 . Dg2 D: + ap2 'D1
2 D: + or2 . D; D:' 

a, ß, r sind als elliptische Integrale zu berechnen 1). 
Man setzt!!) 

dann ist 

Al = b sin t1 , 

A!! = v' c!! sin 2 q; + b 2 cos 2 q; , 

A =_C_ 
3 cOS'IJI' 

b k =-~ 
C ' 

k' = v' 1 - k 2 , 

I~ 

a = ~ = F(k,t1), J df} 

V1-k2sin9f} 
o 

'P ß=Jv drp =F(k')-F(k',q;), 
1 - k'2 cos l rp 

o 
'I' r=J d'IJI =F(k)-F(k,1jJ). V 1 _k 2 cos 2 tp 

o 

Bei Rotationssymmetrie b = 0 bzw. b = c benutzt man statt der 
allgemeinen elliptischen Koordinaten 1 besser die spezielleren p, 'V, q; 
bzw. a, 7:, q;. 

1) Jede lineare Funktion V von 11:, (J, r erfüllt die 
V wird dann auf einer Fläche zweiten Grades konstant. 

2) Spezialfälle (vgl. oben). 

1. b=O, k=O, k'=1, rx=f}, 
'P 

{J=J ~rp = In (O)+{J', 
smrp 

o 

r = V'. 

Hier ist P' an Stelle von P brauchbar. 

2. b = c, k = 1, k' = 0, 11: = In tg (: + ~), 
P=rp, 

Gleichung .1 V = o. 

wo {J' = In ctg !. , 
2 

y = In (0) + r', wo,,' = In ctg _"e. . 
2 
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x = u V p,2 + 1 V1=- 1'2 cos f{J r'! = U'! (p,2 - 1'2 + 1) 

Y = uV p,2 +1- V1- 1"~ sin f{J 

z=up1' 

P, = const ist ein abgeplattetes Rotationsellipsoid (Achsen C = up, 
und A = B = u V p,2 -Fh 

l' = const ist ein einschaliges Rotationshyperboloid, 

f{J = const ist eine Ebene durch die z·Achse. 

H. x = ß V 0 ~--= 1 V1--=-7 cos f{J 

y = ßV0 2 - -1 V~- r 2 sin(p 

z=ß·o'C. 

Hier ist 0 = const em verlängertes Rotationsellipsoid (Achse C = ß· 0 

und A = B = ß V o'~ -=1), d. h. man kommt von I auf II durch die 
Substitution: 

a=iß; p=-io; y=r; cp=cp. 

1 V = 0 wird erfüllt fur I durch die speziellen partikulären Lösungen 

V=f{J 

V = In - /1+ v -V 1 -1' 

V = arctg I/ 

V =_7 p,v 

V = P, (y In ~: ~ : - 1 ) 

V = y (p, arc tg 11 - 1) 

und für II durch die mit obiger Substitution gefundenen Ausdrücke. 
Für p,2 = 1'2 = sin {}, u = r erhält man gewöhnliche Polarkoordi
naten r, 1'j, f{J. 



122 BerUhrungstransformation (Kontakttransformation). 

6. Parabolische Koordinaten: 6, 11, l~. 

Bei Rotationssymmetrie um die z-Achse setzt man 

x = ~ (~2 - 17 2). cos 'P 

Y = H~ 2 - 1) 2) . sin 'P 

z = ~ 'f} r = ~ (t! + 1] 2) 
ds 2 = (~2 + 17 2) (d~2 + d'f}2) + ~2'f}2d'P2. 

~ = const ist ein konfokales System von Rotationsparaboloiden um 
die z-Achse, 

1] = const ist ein konfokales System von Rotationsparaboloiden um 
die z-Achse. 

1) 

Beide Systeme sind zueinander orthogonal. 

Der gemeinsame Brennpunkt liegt im Nullpunkt. 

C. Berührungstransformation (Kontakt
transformation) . 

1. Im Zweidimensionalen. 
a) Allgemeines. Durch eine Gleichung der Form: 

W(xyXY) = 0 (aequatio directrix) 

wird jedem Punkt der xy-Ebene eine Kurve in der XY-Ebene zu
geordnet und umgekehrt, sowie einer Kurve lP(xy) = 0 bzw. x = x (t), 
y = Y (I) eine Kurvenschar: F (XYt) = 0, deren Enveloppe als Abbild 
der Kurve IP = ° aufgefaßt werden kann. 

Der Name "Berührungstransformation" stammt daher, daß die 
Abbilder zweier sich berührender Kurven wieder zwei solche sind. 

Die Gleichung des Abbildes der Kurve IP = 0 findet man durch 

Elimination von t aus den Gleichungen F = ° und 0 F = 0, oder ot 
durch Elimination von x und y aus W = 0, IP = 0 und 

oW orp oW orp 
--·---·--0 OX oy oy OX - . 

Während sich hierbei die Punkte der x y-Ebene und der 
XY-Ebene nicht eindeutig entsprechen, tun dies die Punkte einer 
gegebenen Kurve IP = 0 und die ihres Abbildes (so daß man letztere 
mit dem gleichen Parameter t darstellen kann). 
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. dy dY 
SchreIbt man dx = p, dX = P, so findet man diese Abhängigkeit 

aus den drei Gleichungen: 

W=ü, 

Sie läßt sich auch darstellen in der Form: 

(2) X=X(x,y,p); Y=Y(x,y,p); P=P(x,y,p), 

wobei der Ausdruck: 

(3) iJX (iJY + p. iJY) _ ~~(iJ~ + p. iJX) • Ü 
iJp iJx iJy iJp iJx iJy 

sem muß. 

b) Ein einfaches Beispiel ist die Legendresche Transformation, 
definiert durch 

(4) xX-y-Y=ü. 

Sie liefert die einfachen Beziehungen: 

(5) p=X, P=x, xp-y=Y, XP-Y=y. 

Sie findet Anwendung zur Umformung von Differentialgleichungen 
f(xyP)=ü in eine evtl.leichter lösbare Form: f(P,(XP- Y), X)=ü, 
d. h. es wird hier der Differentialquotient zur unabhängigen Variablen X 
gemacht (vgl. Seite 69). 

c) Eine für die Mechanik wichtige Berührungs-Transformation ist 
die kanonische Transformation, definiert durch: 

(6) z - Z = qJ (q Q) , 

wo ljj eine beliebige Funktion sei. Setzen wIr 

dz dZ 
P=-; P=-

dq dQ' 
so folgt: 

(7) pdq - PdQ = dljj bzw. p= iJrJ> iJrJ> 
iJq , P= -BQ. 

Diese Transformation heißt kanonisch, weil sie die sogenannten 
kanonischen Differentialgleichungen der Mechanik (vgl. S. 171 u. 174): 

(8) 
. dq iJH(q,P). 
q=dt=~-' 

p = dp = _ iJH!!l.Pl 
dt iJq 

(wo der Parameter t die Zeit bedeutet und H die Hamiltonsche 
Funktion der Lagenkoordinate q und der Impulskoordinate p ist) in 
ein analoges System in Q und P überführt. 
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Zum Beweis bilde man die Variation der durch dt dividierten 
Gleichung (7) 

pi] - PQ - cP = 0, 
welche lautet 

P{)q + q{)P - P{)Q - Q{)P - () cP = o. 
Wegen 

P{)q = {t(P{)q) - P{)q 
und 

P{)Q = :t IP{)Q) - P(jQ 
sowie 

erhält man 
q{)P - P{)q - QbP + p(jQ = o. 

Setzt man ferner 

(9) H(q,p) = K(Q, P) + C, 

wo C eine beliebige Konstante ist, also 

iJH iJH iJK iJK aq- {)q + ap {)P - iJQ bQ - iJP ()P = 0 

und subtrahiert, so folgt wegen (8) 

(8') 

also wieder ein kanonisches System in den neuen Variablen. 

(7') 

Äquivalent zu den Definitionsgleichungen (7) sind auch folgende: 

r Pdq + QdP = dX(qP) 
~ qdp + PdQ = d 'l!(PQ) 
l qdP - QdP = dQ(pP). 

Die Transformation wird identisch: 

p=P, q=Q für X=q.p oder lJI=p.Q. 
Setzt man die Transformation an in der Form: 

p = p (PQ) ; q = q (PQ) , 
so folgt aus (7) bzw. (7'), daß 

ap ag iJp iJP 
(9) iJp=Tq' iJg= -aq' 
also auch 

( 10) 

d. h. die Transformationsdeterminante : ~~~) ist = 1, die Abbildung 

der p, q-Ebene auf die PQ-Ebene ist flächentreu. 
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Eine infinitisimale kanonische Transformation ist gegeben durch 

( 11) 

wo A. eme sehr kleine Konstante sei. 

Z. B. ist auch 

Q - +. dt - + aH (q P) dt -q q -q --ay;-' 

P=P+Pdt=p- ~;.dt 
eine kanonische Transformation und wegen des Gruppencharakters 
der Transformation auch 

t t 

( 12) q =- qo + J qdt, P = Po + f Pdt. 
to to 

Es gilt daher 

( 13) P_aS(qoq). 
- aq , 

S heißt in der Mechanik " Wirkungsfunktion" (vgl. S. 171). Dort 
wird sie m der Regel definiert durch: 

t t 

S = f (p q - H) d t = J L d t . 
to to 

L = pq - H heißt "Lagrangesehe Funktion". 
In der Tat findet man auch hieraus mit Benutzung von (8): 

r5S = pr5q - Po r5 qo • 

d) Von besonderem Interesse ist eine kanonische Transforma
tion, welche K (QP) nur von P abhängig macht, z. B. K (PQ) = ruP. 

Dann wird 

(14) f 
1 

. aK 
Q=7)p=ru, 
. aK p=--=o, 

aQ 
P=ß, 

wo ru, (x, ß Konstanten sind. 
Man erhält hier also eine sehr einfache Lösung der transfor· 

mierten H amiltonschen Gleichung und somit durch Rücktransformation 
die Lösung der ursprünglichen. 

Ein Beispiel hierfür ist das folgende: 

Es sei 
H (q p) = ~ (P 2 + ru2 q'l) = K (Q P) = ruP ; 

gesucht ist Q = Q (q, p). 
Es ist 

'j)X=p=ru-J2P~q2, also X=rufJ2: -q'Jdq+f(P), 
iJq w 
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mithin 
Q = :~ = arcsin (q.~ 2oop) + f' (P). 

oder 

( 15) 

Setzt man z. B. f( P) = - ~, so wird 

1 
cosQ=--=== _ / p2 

V 1 + oo2 q2 

{ 
tgQ = - L; 

ooq 
bzw. 

q = ~ 2:: . cos Q; 

p2 ooq2 
P=-+-

200 2 

p = - v' 2 P w sin Q . 

Wenn, wie im vorliegenden Fall, Q eine reine (dimensionslose) 
Zahl bzw. ein Winkel ist, derart daß q und p als Funktionen von Q 
mit 2n periodisch sind, heißt Q eine Winkelvariable. 

e) Eine Verallgemeinerung kann die Theorie noch in der Rich
tung erfahren, daß die kanonische Transformation von t selbst ab
hänge, d. h. daß die Formeln p = p (P Q t), q = q (Q P t) lauten, also 
t explizite enthalten. 

Die einfachste Form ist hierfür: 

( 16) q=Q+Bt, 
wo A und B beliebige Konstante sind. 

Diese Transformation ist kanonisch, wenn man setzt: 

(16') K(PQ) = H(pq) + (Aq - BP). 
Sie liefert mit einer Zeitunabhängigen kombiniert die allgemeinere: 

( 17) p = P (P'Q') + At, q = Q(A'P') + Bt 
mit 
(17') K'(P'Q') = K (PQ) = H (pq) + (Aq - BP). 
Man erhält so Transformationen auf bewegte Koordinatensysteme. 

Dies kann man benutzen, wenn die Reduktion des vorigen Para
graphen nur bis zu einer Form K (PQ) = Ko (P) + K1 (PQ) zu führen 
ist, wo K 1 klein gegen K o sei. 

Dann hat man: 
t 

P = ßo - f~~l dt. 
to 

t 

Wenn nun f~~l dt klein gegen ßo ist, kann man ;~o = wals 
to 

eine Konstante betrachten und findet damit 

( 18) Q = wt + a(t), P = ß(t). 
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Das führt nach Obigem auf die Form: 

K (PQ) = D(aß) - roß 
und oQ . oQ 

a = oß ; ß = - oa . 

Die Größen a und ß (welche Konstante sind für K 1 = 0) sind also 
wieder kanonische Variable mit der H amiltonschen Funktion D. 

D heißt "Störungsfunktion". 
Die Methode heißt die der "Variation der Konstanten". 

2. Im Mehrdimensialen. 
Hier lautet die aequatio directrix: 

(19) W (Xl x2 • "X"X1 XI!'" X,,) = O. 

Die Legendresche Transformation im Dreidimensionalen ist ge
geben durch: 
(20) xX + y Y - z - Z = O. 

Hieraus folgt, wenn man z bzw. Z als von x, y bzw. X, Y abhängige 
Variablen auffaßt: 

(20') X=~ Y-~' 0% ' - oy , 
oZ oZ 

X= oX' y= oy usw. 

dz= Xdx+ Ydy; dZ=xdX+ydY. 
Die kanonische Transformation kann ohne Schwierigkeiten auf 

mehr Dimensionen verallgemeinert werden; (7) geht über in: 

(21) 2}Pidq; - 2}P.dQ.= cfJ(Q1q2'" q", Q1Q2" .QJ, wo i= 1,2 ... n, 
i i 

also 
(22) 

Bis auf die zu setzenden Summenzeichen bleibt alles ungeändert; 
Gleichung (9) und (10) sind in folgender Weise zu erweitern: 

(23) op, = OQk; op, OPk oq, OPk oq, OQk 
oPk oq, OQk - aq;' -ag" = ap;; oPk = - op~' 

Daher wird 

(24) ~(!~. ~ _!A.!.!li.) = ~(OQk. ~~ -L OQk.~) = OQk 
~ oPk 0% 0% oPk ~ oq, 0% I op, 0% 03 

i i 

= 1 für x = Qk und sonst = 0, wenn man für x andere P ode!' Q 
außer Qk einsetzt. 

Der Ausdruck (xy) = ~(Oq,_ op, _ op,. Oq,) 
~ 0% oy 0% oy 

i 

heißt "Lagrangesche Parenthese". 
Es ist also nur 

(25) (QkPi) = _. (PiQk) = 1 für k = i und = 0 für k=f=j 

SOWIe (Q.,.Qj) = (PkPj) = O. 
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Ein Beispiel für eine Transformation im Dreidimensionalen, die 
(im Sinne der Transformation von S. 125) H auf eine einfachere Form 
bringt, ist die folgende: 

Es sei (Planeten bewegung eines Elektrons um einen Kern): 
z z 

H _ ~ (z Pi} + _~) _ cE 
-2m Pr + y2 y2 s in 2 {} y' (26) 

Man gelangt durch die Berührungstransformation : 
,~ 

Xl = Pl r + Paf{J + f dß V;: - Si~C; 
2 

zu der Form: 

(27) 
2 

H = _1 (2 P.:!..) _ eE 
2m Pl + ql ql . 

Eine nochmalige Transformation: 
ql 

P = ~Xl usw. 
r ey 

X2 = f dql V- ~~;;~P~2::E-_ ::; + P 2 q2 + Psqs; 

P _ iJ X 2 • Q. = e ~2 
i - iJqi ' 'iJP, 

me2 E 2 

H=K(PQ)= ---, . 
2P1" 

führt weiter zu: 

Die Bedeutung der neuen Variablen ist: 
ql = Y (Radiusvektor), 
q2 = Länge des Planeten vom aufsteigenden Knoten, gemessen in 

der Bahnebene, 

q3 = Länge der aufsteigenden Knoten, gemessen im Äquator ß = ; . 

Pi = my, 
P2 = gesamtes Impulsmoment, 
P3 = Impulsmoment in Richtung f{J = Pcp = m y'J ~ 

SOWIe: 

Ql = mittlere Anomalie, 
Q2 = Länge des Perihels q = qo vom aufsteigenden Knoten ab, 
Qs = q3 (s. oben). 

Pi ~~ YmeEa, Wo a die halbe große Achse der Bahn ist. 

P 2 = P2 = YmeEa (1 - e2), wo e die Exzentrizität der Bahn ist, 
Ps =~ Pa = P 2 cos i, wo i die Neigung der Bahn gegen den Äquator ist. 

(Die halbe kleine Achse b wird gleich ~~). 
In dieser Form ist Ql eine Winkelvariable. (Es ist dies durch 

die Form des Gliedes mit Pi in dem Ausdruck für X 2 erreicht 
worden.) Die ubrigen Q und P werden Konstanten. 



Neunter Abschnitt. 

Vektoranalysis. 
A. Koordinatenfreie Formulierung der Vektoranalysis. 

1. Definitionen. 
Die Vektoranalysis beschäftigt sich mit Skalaren, Vektoren und 

Tensoren. 
1. Ein Skalar ist eine Funktion des Ortes, die jedem Punkt einen 

Betrag (Zahl) zuordnet. 
2. Ein Vektor ist eine Funktion des Ortes, die jedem Punkt einen 

Betrag und eine Richtung zuordnet. 
3. Ein Tensor 2. Grades ist eine Funktion des Ortes, die jedem 

Vektor in einem Punkte daselbst einen andern Vektor zuordnet. Ein 
Tensor höheren Grades ordnet ebenso jedem Vektor einen Tensor 
nächstniedern Grades zu. 

Diese Funktionen können neben ihrer Abhängigkeit vom Ort 
noch andere Parameter, wie z. B. die Zeit, enthalten. 

Sind die Funktionen für jeden Punkt des Raumes definiert, so 
spricht man von Skalarfeldern, Vektorfeldern, Tensorteldern bzw. Feld
vektoren usw. 

Sind die Funktionen nur in Punkten, Linien, Flächen definiert, 
so hat man Punkt-, Linien-, Flächenvektoren usw. 

Sind die Funktionen vom Ort unabhängig, so werden die Skalare, 
Vektoren, Tensoren im folgenden als "frei" bezeichnet. 

Ein in einem Punkte definierter Vektor kann in einen anderen 
unter Erhaltung von Betrag und Richtung verpflanzt werden. Analoges 
gilt für Tensoren. 

Vektoren, deren Betrag überall = 1 ist, heißen Einheitsvektoren. 
Der Betrag eines Vektors ist ein Skalar. 

Bezeichnung: Im folgenden sind meistens bezeichnet: 
Skalare durch griechische Buchstaben, z. B. ffJ, 
Vektoren durch deutsche Buchstaben, z. B. a, 
Einheitsvektoren durch den Index l' Z. B. al' 
Tensoren durch große deutsche Buchstaben, z. B. ~. 

Der Betrag eines Vektors 11 wird durch den gleichlautenden latei· 
nischen Buchstaben a bezeichnet. Auch die Bezeichnungsweise I a I 
ist gebrauchlich. 

Made{ung, Math. Hilfsmittel. 9 
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2. Vektoralgebra. 
Unter der Summe zweier Vektoren a und b versteht man den Vektor 

c = a + b, 

dessen Richtung und Betrag an jeder Stelle von den Summanden in 
derselben Weise abhängt, wie die Diagonale eines Parallelogramms. 
von den Seiten, die mit ihr von derselben Ecke auslaufen. Hiernach 
gilt für die Summation von Vektoren das kommutative Gesetz: 

(1) a+b=b+a, 

sowie das assoziative Gesetz: 
(2) (a + b) + c = a + (b + c). 

Der Begriff der Subtraktion erfolgt durch Umkehrung 

(3) a = c - b; b = c - 11. 

Unter dem Produkt I1cp eines Vektors 11 und eines Skalars cp ver
steht man den Vektor mit dem Betrage acp und der Richtung von a. 
Es ist also a = a 111 • 

Unter dem Produkt zweier Vektoren a und b versteht man zwei 
verschiedene Größen: 

a) das innere Produkt (auch skalares Produkt genannt). Dies ist 
ein Skalar, dessen Betrag 
(4) (a, b) = a· b cos gJ 

ist, d. h. gleich dem Produkt der Beträge der Vektoren a und b, 
multipliziert mit dem Kosinus des Winkels zwischen ihren Richtungen. 
Daher ist (ab) = (ba) (kommutatives Gesetz); 

b) das äußere Produkt (auch Vektorprodukt genannt) [ab]. Dies 
ist ein Vektor, dessen Richtung senkrecht steht auf der durch a und {). 
gelegten Ebene und dessen Betrag gleich 

(5) ![a,ElJI=a.bsin'gJ 

ist. Der Richtungssinn ergibt sich durch die Festsetzung. daß die 
Richtungen a, b, [ab] hintereinander gesetzt eine Rechtschraube bilden. 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

Daher ist 
[ab] = - [ba]. 

Es gelten folgende Regeln: 

raa] = 0; (a [ab]) = o. 

{ (ab) + (ac) = (a (b + e)) } 
distributives Gesetz. 

[ab] + [ac] = [a (b + c)] 

{ 
(a [be]) = (b [ca]) = (e [ab]) 

[arbe]] = b(ae) - e(ab) 

([ab] [eb J) = (c[b [ab]]) = (ac) (b b) - (b c)(ab). 
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Es ist ferner 

und daraus 

(ae) (aO (ag) I 
(a[bcJ)(e[fgJ)= (be) (bf)(cg) I 

(ce) (cO (c g) 

Der Betrag eines Vektors a ist 

(10) 

Er ist immer positiv zu rechnen. 

3. Integral- und Differentialausdrücke. 

131 

Als Linienintegral eines Vektors längs einer Kurve bezeichnet 
man die Größe 

WO ß1 ein Einheitsvektor ist, dessen Richtung gleich der des Kurven
elementes dß ist. (as1) wird auch in der Form as geschrieben, also 

das Linienintegral f asds. 

Als Flächenintegral bezeichnet man die Größe 

f (all1) df, 

wo n1 ein Einheitsvektor ist, dessen Richtung senkrecht zu dem 
Flächenelement df steht. Statt (an1) schreibt man auch (In' also für 

das Flächenintegral f an d f· 
Der Differentialquotiellt ~~ eines Skalars qJ längs einer Geraden 

ist im allgemeinen eine Funktion der Richtung der Geraden und er
reicht einen Maximalwert fur eine bestimmte Richtung derselben. 

grad q; ist ein Vektor, dessen Betrag gleich dem Maximalwert 

von drp ist und dessen Richtung in die dazu gehörige Richtung fällt. 
ds 

Läßt man in dem Ausdruck J a;rd [, wo das Integral über eine 

geschlossene Fläche um das Volumen V erstreckt ist, V zur Grenze 0 
übergehen, so bezeichnet man den Grenzwert als diva. 

div .. ist ein Skalar. 

Läßt man in dem Ausdruck Jaftd~, wo das Integral uber eine 

geschlossene Kurve vom Inhalt F erstreckt ist, F zur Grenze 0 ubergehe, 
so wird der Wert eine Funktion der Richtung der Normalen von F. 

rot .. ist ein Vektor, dessen Betrag gleich dem Maximum unter 
allen bei verschiedenen Richtungen von F auftretenden Grenzwerten 

9" 
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ist und dessen Richtung senkrecht auf der zugehörigen Lage von F 
steht, so daß der Umlaufssinn f ds und rot a eine Rechtsschraube 
bilden. Aus diesen Definitionen ergeben sich folgende Sätze: 

Gaußseher Satz: 
(1 ) 
Das erste Integral ist über eine geschlossene Fläche, das zweite über 
das von ihr umschlossene Volumen zu erstrecken. Der Vektor u1 in 
a" = (au1 ) ist nach außen gerichtet. 

Stokesscher Satz: 

(2) fasds=fdfrot"a, [rot"a=(rota,u1 )]. 

Das erste Integral 1st über eine geschlossene Kurve, das zweite über 
irgendeine durch die Kurve umschlossene Fläche zu erstrecken. 

Greenseher Satz: Wendet man den Gaußschen Satz auf den 
Vektor tp grad gJ an, so erhält man 

(3) f d ftp grad" gJ = f d v (tp A gJ + grad tp grad gJ) . (Greenscher Satz.) 

(Betreffs der Bedeutung des Symbols AgJ = div grad gJ vgl. S. 133.) 
Hieraus folgt die weitere nützliche Formel: 

(4) f df(tp grad" 1jJ - gJgrad,,1jJ)=f dV(tpAgJ - gJA1jJ). 

Folgende Spezial/ätze sind von Bedeutung: 

(5) 
1. 'IJ' = 1. 

J dfgrad" gJ = J dvLlg;. 
1 2. tp = -. Dann ist Atp = 0, außer für r = 0. Man erhält: 
r 

(6) f df(+grad .. g; - g; grad .. +) = f dv (~ Ag;) - f dv (g;A ~). 
Das letzte Integral ist = 0, wenn die begrenzende Fläche den Punkt 
r = ° ausschließt. Um faßt sie ihn, so wird 

(7) f d v (gJ A +) = 4 1l gJo' 

wo g;o den Wert von gJ im Nullpunkt bedeutet. Man erhält also 
wenn f den Nullpunkt umschließt, 

(8) 41lgJo= fdvLI,.IP -!df(+grad .. gJ-gJgrad .. !). 
2a. gJ = 1 ergibt: 

(9) f dvA (:) - f dfgrad .. (+) = 0 bzw. = 41l, 

je nachdem das Volumen und die Fläche den Nullpunkt ausschließt 
oder einschließt. 



Allgemeine Formeln. 133 
e ik , 

3· 1fJ = -y-' dann ist Ll1fJ = - k 2 1fJ außer für r = O. Gilt 

für qJ überall die Gleichung LI qJ + k 2 qJ = 0, so wird 

Jdf(e<;' grad"qJ-qJ.gradn (e<:'))=4JTqJo bzw. =0, 

Je nachdem der Punkt r = 0 von der Fläche umschlossen wird oder 
nicht. 

Im Gegensatz zu der ungerichteten Größe f a.ds kann man auch 

fad s bilden. 

Unter f ads versteht man den Vektor, der durch Summation 
der Vektordifferentiale ads längs einer Kurve entsteht (nachdem sie 
alle durch Parallelverschiebung in einem Punkt vereinigt sind). Analog 

bildet man fad fund fad v. Diese Vektoren sind keinem bestimmten 
Orte zugeordnet, also freie Vektoren. 

Es gilt fur eine geschlossene Fläche 

(10) f grad qJ dv = - f dfqJn1 

und für eme geschlossene Kurve 

(11 ) 

(1 ) 
(2) 

4. Allgemeine Formeln. 
Es gilt allgemein: 

rot (grad qJ) = 0 

div (rot a) = 0 
ferner: 
(3) 
(4) 

(5) 

div(qJo) = (pdiva + (a grad qJ) 

rot (qJ a) = qJ rot a - [a grad qJ] 

di v [0 bJ = brot 0 = a rot b. 

Die Große div (grad qJ) wird mit L1 qJ bezeichnet. 
Es lassen sich schließlich noch folgende nützliche Vektoren ableiten: 

(6) LI 0 = grad (diva) = rot (rot a) 

(7) { 
(b grad) a = ~ (rot [ob] + grad (ab) = a div b + b div 0 

= [a rot b] = [b rot a]). 

Dieser Vektor (b grad) a 1) gibt den auf die Längeneinheit berech
neten Zuwachs an, den der Vektor a erfährt, wenn man in einem 
Feld in der durch b angezeigten Richtung fortschreitet. Hieraus folgt 

(8) rot [ab] = (b grad) a = (a grad) b + a divb = b diva 

(9) grad (a b) = (0 grad) b + (b grad) a + [a rot b] + [b rot a]. 

1) Für (& grad) 0 wird auch (& V) 0 geschrieben. Das Symbol V wird 
"Nabla" gelesen, vgl. S. 134). 
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5. Bemerkung zu den Symbolen. 
Die Bezeichnungen in der Vektoranalysis stehen nicht fest. Man 

findet z. B auch folgende Symbole: 

a·ll für (a ll) 

axo " [ao] 
alle " (a[llc]) 
/7 cp " grad cp 
/7 a " diva 

[/7 a] " rot a = cur! a 
/72cp " ,1cp 

(a/7)ll ,,(agrad)ll. 

Außerdem wird (z. B. bei Runge, Vektoranalysis) der Begriff der 
Plangröße a 0 gebraucht, d. h. einer Größe, welche die Fläche des 
Parallelogramms über a und II bedeutet. Der Vektor [a 0 J bzw. a x 0 
heißt die "Ergänzung" zu dieser Plangröße a 0, geschrieben a x 0 = I a 0 
und umgekehrt a 0 = I (a X 0). Ferner 

a·o=a!o 
diva = afJ7 
rot a = /7 x a 

,1 cp = (/7/17) cp. 

Der Operator /7 (Nabla) kann hierbei formal wie ein Vektor 
behandelt werden. Der Vorteil dieser Modifikationen liegt unter an
derem in der größeren Symmetrie der mit ihrer Benutzung geschrie
benen Formeln. 

6. Spezielle Vektorfelder. 
1. Ein Vektorfeld a, in dem rot a überall verschwindet, heißt 

em " wirbelfreies Feld". 
Ein wirbelfreier Vektor a ist darstellbar als negativer Gradie n 

eines Skalars cp, 
a = - grad cp, 

welcher "Potential" oder auch "skalares Potential" genannt wird. Es 
gilt dann 

(1) 

Der Wert des Integrals ist nur abhängig von den Grenzen, un
abhängig vom Integrationsweg und verschwindet für einen geschlosse
nen Integrationsweg. Umgekehrt kann man auch sagen: Das Feld 
des Gradienten emes Skalars ist stets ein wirbelfreies. 
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Setzt man 

(2) diva = - div grad q; = - A q; = 4ne, 

so wird q; = f d: (!, wo r die Entfernung des Volumendifferentials 

vom Aufpunkt, in dem q; berechnet werden soll, angibt. Ist also 
diva überall gegeben und rot a = 0, so gestattet diese Formel die 
Berechnung von q;, also auch die von a selbst. 

2. Ein Vektorfeld a, in dem diva überall verschwindet, heißt 
ein "quellenfreies Feld". Ein quellenfreier Vektor a ist darstellbar 
als rot eines quellenfreien Vektors 2(: 

(3) a = rot 2(, div 2( = 0, 

welcher "Vektorpotential" genannt wird. 
Setzt man 

(4) rot a = rot (rot 2() = - A2( = 4nc, 

so wird 

(5) 

Ist also rot a überall gegeben und diva = 0, so gestattet diese 
Formel die Berechnung von 2(, also auch die von a selbst. 

Jedes Vektorfeld läßt sich eindeutig als Summe (Superposition) 
eines wirbelfreien und eines quellenfreien Feldes darstellen. 

(6) a = a' + a", 
wo rot a' = 0; diva" = 0. 

(7) , fdV diva a = - grad ---- ; 
431r 

" JdV rot a a = rot ---, 
431r 

wobei die durch die Symbole vorgeschriebenen Operationen unter 
dem Integral an der Stelle des Volumendifferentials dv, die Operationen 
vor dem Integral an der Stelle des zu bestimmenden Vektors a' bzw. a" 
vorzunehmen sind. 

7. Der Vektor t'. 

Ein wichtiger Vektor ist der Ortsvektor t, welcher die Lage 
eines Punktes in bezug auf einen festen Punkt t = ° darstellt. Er 
bildet ein Vektorfeld, indem jedem Punkte des Raoumes ein Vektor t 

zugeordnet werden kann, dessen Richtung vom Nullpunkt zu dem 
Aufpunkt zeigt und dessen Betrag die Entfernung vom Nullpunkt ist. 

Für den 'Ortsvektor t gelten eine Reihe von besonderen Rela
tionen. Es ist (wo a und li freie Vektoren seien) 

rot t = 0 

div t = 3 
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grad (ta) = a 

rot [t a] = - 2 a 
( 1) div [t a] = 0 

rot (b (t a») = [a b] 
div (b(ta)) = (ab) 

grad r = -;-, wo r = ; t I 

div (r a) = (ra) 
r 

rot (r 0) = [ra] , 

grad (~) = - ~ r ,3 
(a grad r) = (ar) 

r 

(0 grad) t = 0 

grad (ar) = _~ _ ~~(ar) 
r n r n r n+2 

Ist emc Kurve gegeben und ist t der Ortsvektor ihrer Punkte, 
so ist 

(2) dr = t 
ds 1 

em Einheitsvektor parallel zur Tangente im Punkte t. 

Ferner ist 

(3) 

Hierin ist ffi ein Vektor, welcher Richtung und Länge des Krüm· 
mungsradius der Kurve im Punkte t angibt. 

ffi und t1 bestimmen also die Schmiegungsebene der Kurve im 
Punkte t. 

1. Es sei 

und 
Dann ist 

8. Unstetige Vektorfelder. 

rot 0 = 0 

div 0 = 0, außer für t = O. 

(1) J ~ndf= const = 4ne 

für jede die Stell~ t = 0 umschließende Fläche, 

(2) 

für jede die Stelle t = 0 nicht umschließende Fläche (vgl. S. 132). 

e heißt die "Ergiebigkeit" der "Quelle" in t = o. 
Es wird 

(3) 0= - grad cp; e cp= -. 
r 
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Es sei div 11 = 0 außer in t = 0 und in t = 1, und zwar seI 
die Ergiebigkeit der beiden Quellen = - e bzw. + e. Läßt man 
dann { zur Grenze 0 übergehen, wobei {e = m endlich bleibe, so 
spricht man von einer "Doppelquelle" vom "Moment" m. 

(4) 

und 

Es wird 

a = - grad q;; q; = (m grad~) = - (~3r~. 

2. Es seI rot 11 = 0 

div 11 = O. 

11 ändere sich unstetig an einer Fläche, so daß an beim Übergang 
von einer Seite der Fläche zur anderen von anl auf - an2 springt. 

(5) 

wo 

die 

(6) 

Wir definieren die Größe 

1 
W = - 4.1r (anl + an2 ), 

U der nach der Flache hin gerichtete Normalvektor ist. 
4nw heißt "Flächendivergenz". 
w ist die auf die Flächeneinheit bezogene Ergiebigkeit der über 

Fläche verteilt gedachten Quellen. 
Springt auch q; an der Fläche, so definieren wir die Größe 

1 
'l = 4; (q;l - q;2)' 

In diesem Falle spricht man von einer "Doppelfläche" oder 
"Doppelschicht" mit dem "Moment" 4n'l. 

Dann ist 11 = - grad q; 

(7) q; = f df (~- ('lUl grad~)), 
erstreckt über die Fläche. 

Ist 'l eine Konstante längs der Fläche und w = 0, so wird 

(8) 
wo Q der räumliche Winkel ist, unter dem die Berandung der Fläche 
vom Aufpunkt aus erscheint. 

3. Es sei div 11 = 0 

und rot 11 = 0, 

außer auf einer Linie L ("Wirbellinie"). 
Dann ist für jede die Linie umfassende Kurve 

(9) f an ds = f df rotn 11 = const = 4 n'l (vgl. S. 132), 

wobei die Fläche f d f beliebig verzerrt werden kann. Daraus folgt, 
daß T längs L konstant und daß die Wirbellinie L geschlossen sein 
oder im Unendlichen endigen muß. 

T heißt das Moment der Wirbellinie. 



138 Koordinatenfreie Formulierung der Vektoranalysis. 

Wegen d v = d s d f ist dann das Vektorpotential der Wirbellinie 
gegeben durch 

(10) w = ~ffdSdfrota =.,;Id? 
4n I' I' ' 

L 

daraus folgt 

(11) 0= rot W =.,;I!3 [dßt]. 
L 

Da 0 außer auf L wirbelfrei ist, läßt sich a auch aus emem 
skalaren Potential qJ ableiten 0 = - grad qJ,. wobei jedoch für jede 
den geschlossenen Wirbelfaden umfassende Kurve nach (9) 

1 

J ards = qJ1 - qJ'J = 4n.,; 
2 

ist, falls 1 und 2 zwei zusammengehörige Vorder- und Rückseiten
punkte auf einer über L ausgespannten Fläche F sind. Die Wirbel
linie L vom Moment 4nr ist also äquivalent einer Doppelftäche F 
vom Moment 4 n r, welche tiber L beliebig ausgespannt ist. Das 
skalare Potential ist also qJ = + .,;IQ und 0 = - grad qJ. 

4. Es sei rot 0 = 0 außer auf einer Fläche und div a = 0, 
d. h. a ändere sich unstetig an einer Fläche, so daß [n, 0] (eine 
Parallelkomponente zur Flache) beim Übergang von einer Seite der 
Fläche zur anderen von [n, 01 ] zu [n, 0'J] springt. 

( 12) 

(13) 

(1) 

(2) 

Wir definieren den Vektor 

4ng heißt "Flächenwirbel". 
Es ist dann 

W=Jdf ~; a=rotW 

9. Vektorgleichungen. 

~ sei em unbekannter Vektor, der zu ermitteln ist. 

~+o=li. 

{ (~a) = p 
[ta] = li 

Lösung: ~ = li - a. 

Losung: ~ = a~ + [a~J . 
a a 

Ist nur eine der Gleichungen gegeben, so bleibt li bzw. p un-
bestimmt. 

(3) { 
(~o) = P 
(~li) = q 
(!"c) = r 

Lösun~: P [be] +q [ca] +r [ab] 
~ !" = (a [b e]) . 



(4) 

(5) 

Lineare Vektorfeldfunktion. 

.\) = xa + yli + ZC. 

Lösung: (ll [lieD (ll [eil]) (ll [Illi]) 
x=(Il[lie~)' Y=(Il[lie])' z=(Il[lie])' 

.\) == x[bc] + y[ca] + z[ab). 
(llll) 

Lösung: x = (11 [lie)) , 
(Illi) 

Y = (11 [be])' 
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Es ist zu beachten, daß eine Gleichung, die zwei Vektoren gleich 
setzt, drei algebraischen Gleichungen äquivalent ist. Andererseits ist 
em unbekannter Vektor äquivalent drei algebraischen Unbekannten. 

10. Lineare Vektorfeldfunktion. 
Schreitet man in einem Vektorfelde a längs einer beliebigen 

Geraden fort und ist hierbei der Vektor a eine lineare Funktion der 
auf der Geraden gemessenen Länge, also darstellbar in der Form 
a1 - 0" = li d, wo b einen konstanten nur durch die Richtung der 
Geraden bestimmten Vektor bedeutet und d den Abstand zwischen 
den Punkten der Vektoren a1 und °2 , so heißt das Vektorfeld a eine 
lineare Vektorfunktion des Orts. 

Eine solche Funktion läßt sich z. B. aufbauen aus einer Anzahl 
von Größen der Form: 

(1) a = 00 + 2)(knt + [Unt] +.\)11 (q"t) + [On (O"t)] + ... ), 
" d. h. aus einer Summe von Vektoren deren Betrag proportional rist. 

Die Größen 00 k un.\)n qn 0" r" seien hierbei Konstanten bzw. freie 
Vektoren. 

Der Ausdruck läßt sich aber, ohne seine Allgemeinheit zu be
schränken, auch in der einfacheren Form schreiben: 

(2) a = 00 + 2)(.\)n (q" tn») .. 
wo die .\)n und q" freie Vektoren seien. 

(3) 

(4) 

Es ist dann 
diva = ...r(.\)"qn)' 

n 

(n=1,2,3), 

Zerlegt man a - ao in 2 Felder a' und a", so daß diva' = 0 
und rot alt = 0 wird (vgl. S.135), d. h. in einen quellenfreien und einen 
wirbelfreien Teil, so ist 
(5) a - 00 = a' + a" 

(6) a'=[ut]; rota'=2u; u=~2)[.\)"qnJ. 

(7) a" = ~ 2) (.\)" (qn t) + qn (.\)" t»); diva" = 2) (.\)n qll)' 
" 
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11. Tensoren (zweiten Grades). 
Durch eine lineare Vektorfunktion wird der Vektor a - ao als 

Funktion von I dargestellt. Wir schreiben dies symbolisch: 
s 

(1) a - ao = 1; V" (q" I) = :t I. 
, n=l 

Den Operator :t bezeichnet man als einen "Tensor" 2. Grades 1) (vgl. S.129). 
Durch die entsprechende Gleichung a = :t b wird dem Vektor b vermittels 
der V ektoren ~ und'l.r ein Vektor a zugeordnet. Von den 6 Vektoren 
Pn , qn (n = 1,2, 3) können drei, z. B. die q, willkürlich gegeben sein, 
wenn eine bestimmte Tensoroperation :t vorgeschrieben ist. :tb kann 
als ein Produkt bezeichnet werden, denn es gilt 

(2) { :tb + :tb' = :t (b + b'), :t (kb) = k:tb (wo k = const), 

,:tlb + :t2 b = (:tl + :t2)b. 
Der Tensor :t kann in zwei zerlegt werden. 

{ 
a' = :t'I = [UI] und 

alt = :t"I = ~ ,27 (V" (q"I) + q" (V"I»). 
n 

(3) 

:t' heißt dann ein antisymmetrischer Tensor. Er ist äquivalent mit der 
Operation der äußeren Multiplikation mit dem Vektor U = ~ 1;[v"q,,]. 

n 
~' heißt eiD! symmetrischer Tensor. 

Für einen symmetrischen Tensor gilt: 

(4) ((:ta) b) = ((:tb) a), geschrieben :tab. 

P'm: timen antisymmetrischen Tensor gilt: 

(5 ) ((:ta)b) = - ((:tb)a.) 

Ist der Tensor Funktion des Ortes (Tensorfeld), so sind die 
V und q als vom Ort abhängig zu betrachten. Ein Tensorfeld ordnet 
durch die Gleichung a = :tb einem Vektorfeld a ein zweites b zu. Auch 
die Gleichung a = rot b kann als Tensorgleichung aufgefaßt werden. rot 
ist dann ein antisymmetrischer Tensor. 

Setzt man ((:tl) I) = konst., so ist dies die Gleichung eines 
Ellipsoids, dessen Oberflächenpunkte den Ortsvektor I haben. Ist:t 
ein symmetrischer Tensor, so werden für drei zueinander senkrechte 
Richtungen von I, die Vektoren I und :t I parallel und die zugehörigen 

Werte I Xt I heißen die Hauptachsen des Tensors :t. 
I' 

1) Ein Skalar kann als ein Tensor o. Grades, ein Vektor als ein solcher 
1. Grades bezeichnet werden. 
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Aus einem Tensor kann man folgende Skalare ableiten: 

: % [= 17(~n qn) und T 2 = (%.%) = 2P~ q~, 

ferner 

Aus 2 Tensoren %1 und %2 bildet man 

(%1'%2) = 2(lJnl~n2) (qnl qn2) (Inneres Prod. zweIer Tensoren). 

(6) 

Für einen antisymmetrischen Tensor wird [% [ und [T [ = O. 

Ferner gilt: 

d. h. der Tensor ordnet den zu den qn "reziproken" Vektoren q,~ 

(z. B. qt* = ( [q[2 q3L]) die Vektoren ~ zu, so daß q . q: = 1. 
ql q2 q3 ) n " 

(7) Ist speziell ~n = q:, so wird a = %a. (Einheitstensor s. u.) 

Der mit den Vektoren ~,~ q: (an Stelle von ~n qJ gebildete 
Tensor %* heißt der zu % reziproke. 

(8) 

(9) 

Ist a = % 6, so ist b = %* a 

und '%*(%a) = a. 

Statt %* schreibt man auch %-1, also%-1(%a)= a. 

Durch Wiederholung ("Iteration") der Tensoroperation kommt 
man zu 

Dann besteht zwischen den 4 Vektoren a, %a, %2 a, %3 a folgende 
identische Beziehung (Bedeutung von l:t I, (:t-1), I T [ s. oben): 

(10) :t 3 a-[:t[:t 2 (a)+[%-11·[T[·:ta-[TI·a=0. 

Diese Identität kann zur Lösung von Tensorgleichungen benutzt 
werden. Ist z. B. gegeben die Gleichung 

%a-C·a=li, 

dann ist %2 a - C%a = %6, 

%3 a - C%2 a = %2li. 

Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen und der obigen Identität 
;t3 a,%2 a,%a, so bleibta als Funktion von li,C,[%[,[%-1[,[TI. 

Ist b = 0, so haben wir das Hauptachsenproblem. Die Achsen 
des Tensors sind gleich den drei Lösungen Cl C2 C3 der resultierenden 
skalaren Gleichung 

(11 ) 
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Unter div ~ versteht man einen Vektor: 

( 12) div~ = -!; f df(~n), 
limv=O 

wo die Integration über eine geschlossene Fläche um das Volumen v 
zu erstrecken und zur Grenze v = 0 überzugehen ist. 

Dem Gaußchen Satz entspricht dann die Gleichung: 

( 13) fdf(~n) = f dv div~. 

Als Einheitstensor G; wird ein Tensor bezeichnet, der angewandt 
auf einen beliebigen Vektor diesen reproduziert: 

Für diesen gilt 

( 14) 

Es gilt allgemein: 

G;(a) = a. 

1cr::=3; divG;=O. 

(15) div (lP~) = lPdiv't + ~(grad lP), 

daher für den Einheitstensor : 

( 16) div ~lP G;) = grad lP. 

12. Anwendung der Tensoroperation auf den Ortsvektor t. 
(Vgl. I § 9.) 

Wenn man setzt: 
a = ~(t), 

so wird 
(17) div ~ = Aa. 
Ferner ist: 
( 18) 

(19) 

(0 grad) a = ~ (0) und für 0 = t, 

(tgrad) a = ~(t) = a. 

Zerlegt man a = ~(t) in 

20) a = t d~; a + ~{'(t) + ~"(t) = (G;. di; a + ~' + ~,,) (t) = ~t,1) 

wo ~' ein symmetrischer, ~" ein antisymmetrischer Tensor sei (so 
daß l~" I = 0), so wird 

(21) 1~I=diva=L~ldiva+I91'I, d.h. 12f':=0, 

div 2f = An = ~ grad diva + div 2f' + div 2f" 

(22) div 91" = HAa - grad diva) = ~ rot rot a 

(23) div 2f' = HAll + ~grad div Il). 

1) Diese Zerlegung ist in der Elastizitätstheorie von Bedeutung. 
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13. Tensoren höheren Grades. 

Ein Vektor a kann auch durch lineare Abhangigkeit von zwei 
andern 0 und c gegeben sein 

a =:r (0, c)= .2,'1-1" (q"o) (rnc). 

:r heißt dann Tensor 3- Grade~. Analog bildet man Tensoren 
höheren Grades. 

14. Transformation von Vektoren auf bewegtes Bezugs
system. 

In einem Vektorfeld a = a (r, t) d. h. einem solchen, das außer 
vom Ort r auch von der Zeit t abhängt, wird, wenn man es in einem 
mit der Geschwindigkeit b gradlinig starr fortschreitendes Bezugssystem 
r' = r - bt darstellt, 

a(r,t)=a'(r't) 
cl 11' oa ) - =-. + (b grad a 
iJt cf 

analog fur einen Skalar (p(rt) = cp'(r't) 

(I cp' = ()cp. + (b grad cp) . 
iJ t iJf 

iJa' .. 
- bedeutet also die zeitliche Anderung von a fur konstantes r', d. h. 
iJf 

in einem festen Punkt des bewegten Systems. 

In einem mit b = bo + [ur] fortschrei tendern und rotierendem Be-
zugssystem r' = r - bot - [ur]t wird 

ca' ca ca '- .= .•.. +(bgrad)a+[au]=-;:-+rot[abJ+bdiva 
cf iJf cf 

0' i! -'L = - cp + (b grad cp) . vt vt 
2 

Fur ein Linienintegral f(adi3), das langs einer sich mit der Ge
l 

schwindigkeit b bewegenden Kurve gebildet ist, gilt 

~ 2 

1if (adi3 = f de (~: + grad (ba) - [b rot aJ) 
1 1 

und für elll Oberftachenintegral fan d f 

:tf dfan = f df(~~l + rot [ab] + bdiv a). 
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B. Koordinatenmäßige Formulierung der Vektor
analysis im n -dimensionalen Raume. 

1. Vektorkomponenten. 
Analog zum dreidimensionalen ist jeder Vektor im n·dimensio· 

nalen Raume aus n Grundvektoren el' e~, ... , en darzustellen in der Form: 

(1) a = a l el + a ~ eil + ... + an en = 2: ai ei 
i 

(falls die ei linear unabhängig voneinander sind). Die al, al!, ... , an 
heißen die kontravarianten Komponenten von a' (bezogen auf die 
Grundvektoren). Bildet man die zu zu den ei reziproken Vektoren e , 
so daß (eiek) = 1 für i = kund = 0 für i =F k wird, so ist auch die 
Darstellung 

(2) a = al el + a2 el! + ... + an en 

möglich. Die an heißen die kovarianten Komponenten von a. 
In einem willkürlichen (krummlinigen) Koordinatensystem 

xl, xl!, x3, ••• legt man die Grundvektoren Cl' CI!' es an jeder Stelle in 
die Tangentenrichtungen der dort sich kreuzenden Koordinatenkurven 
Xl = const, xl! = const, x 3 = const usw. und wählt die Beträge I Cl I, 
I e2 1, I es I usw. entsprechend dem metrischen Gefälle der Koordinaten
maßzahlen xl, xl!, x 3 .,. an dieser Stelle. D. h. der Vektor dß mit der 
infinitesimalen Länge ds soll gegeben werden durch 

(3) dß = el d.~l + e2dx~ + es dx 3 + '" 
Die dx' sind also die kontravarianten Komponenten des Vektors ds, 
und die Grundvektoren sind bestimmt durch 

(4) 

Die Ci geben die metrischen Verhältnisse im krummlinigen Koordinaten
system an. Sie genügen d~n Gleichungen 

(5) 

Es wird ferner 

(ds)'l = (dxl)l! ei + 2dx l ·d xl! (el cl!) + . "
Zur Abkürzung schreibt man oft 

Es wird daher 
(6) 

(el )2 = gu' (el es) = gw usw. 

(el)S = gll, (el el!) = gll!, usw. 
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ds heißt das "Linienelement" des Koordinatensystems. Man pflegt 
neuerdings die Summenzeichen fortzulassen und fordert, daß über jeden 
Index zu summt'eren ist, der in einem Gliede zweimal vorkommt. 

Man schreibt also: 

(7) (ds)2=dxidxkgiJ,=dxidx"(eie,,) 

(n)2 = a 2 = aia"gik = aia"(eiek) = aiakg U,= aia,,(e'e") 
= aia"(eie,,) = a.ai. 

Ebenso 
(nb) = ai b" gi" = ai bi = a' b, usw. 

Man beachte noch folgende Relationen: 

(8) ai = (nei); ai = (ne;) 

ai=gi/,a"; ai=gik a" 

Zur speziellen Rechnung ist die Verwendung der gi" meist vor
teilhafter als die der Vektoren ei . 

Die Größen gi" bestimmt man am bequemsten durch Aufstellung 
der Form des Linienelementes. 

Die Größen g i" findet man aus diesen, indem man aus den gil< 
die Determinante I g I bildet. Nennt man Gi" die Unterdeterminante 

zu gik' so ist gi" = GI '~. Vg ist gleich dem Volumen des aus den 
C' 

Grundvektoren ei gebildeten Parallelepipeds. 

2. Tensorkomponenten. 
Die Beziehung 

a =:t (0) = Z ~n (q .. O)l) .. 
schreibt sich unter Weglassung der Summenzeichen über zweimal 
vorkommende Indizes: 

(1) ai = P .. i(q .. "b") = Ti"b"; 

wo Ti" = Pni q .. " 

bedeutet. Ti" heißen die kovarianten Komponenten des Tensors. (Es 
ist Ti" = :teie".) Entsprechend gilt: 

(2) a i = Ti" b", wo Ti" = P~ q! ist. 

Ti" heißen die kontravarianten Komponenten des Tensors 
TJ" = :tei elf. Ebenso gilt: 

. T'b" Ti ",i . a' = " ,wo k = t'"qn" 1St. 

1) Die Summe über den Index n mUB zur vollen Allgemeinheit im 
n-Dimensionalen n unabhängige Glieder enthalten. 

Madelung, Matb. Hilfsmittel. 10 
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T; heißen die gemischten Komponenten des Tensors (T; = ~ e'e,J 
Es ist also I ( I 

T ik = Ti ek el) = Ti glk 

und 

Der Tensor ist symmetrisch, wenn T ik = T ki ist. Der Tensor 
ist schiefsymmetrisch oder antisymmetrisch, wenn Tik = - T k , ist. 
Auch die Größen gik sind die kovarianten Komponenten eines 
symmetrischen Tensors, nämlich des Einheitstensors ij;, wo a = ij; (a) 
(vgl. S. 142). Hier ist .\:In = eil' q" = e" zu setzen. 

3. Tensoren höheren Grades. 
Tensoren höheren Grades sind entsprechend zu bilden. Z. B. 

{ 
T ikl =2) PniQnkrnl 

(1) T;I=~t~Qnkrkl usw. 

Vektoren kann man hiernach auch als Tensoren 1. Grades, Skalare 
als Tensoren o. Grades bezeichnen. 

4. 3a lndizes-Symbole. 
Der im weiteren häufig vorkommende Ausdruck 

.~ (0 g'!: + 0~18 _ Ogrs) 
2 oX' ox' oxi 

wird abgekürzt durch die Form: 

und gii ['/J durch: 

rl. ist kein Tensor. 

Es gilt: 
(1 ) 

(2) 

[r/J = [Sir] 

t S
} = tr} = - ri.· 

[rtJ + [stJ = ogr; 
S r ox' 

In den Grundvektoren ausgedrückt ist: 

(3) [ r sJ ( 0 es ) (0 er \ 
i = ~·ei = ox. e.) 

und 

{,S} = _ (~.e) = (ei~) = (ei~). 
t ox' 8 oxr o;>:s 
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5. Transformationen. 
Beim Übergang von den krummlinigen Koordinaten x' zu neuen 

krummlinigen Koordinaten transformieren sich die kontravarianten 
Komponenten emes Linienelements (unter Fortlassung der Summen-
zeichen) : " 

dx" . ~~-- dx k . 
ox k 

Nach demselben Gesetz transformieren sich die kontravarianten 
Komponeten eines Vektors a 

" oxi' k a =-a. 
oxk 

Die kovarianten Komponenten transformieren sich durch 

I ox k 
a, =-. ah' 

ox' 
Daher wird für jede Transformation 

bi I b i' . b i' b I I . (Skal) a, = ai = a' i = a i = nvanante ar . 

Die Komponenten eines Tensors 2. Grades transformieren sich 
wie die Produkte zweier Vektoren, und zwar Tik wie (aio k), T ik wie 

(aiok), Tf wie (ai Ok). Also 
I ox m ox" 

T ik = -t"-k' . Tm .. ox ih 
., k' 

Tik' = .axt .~. Tmn 
oxm ox n 

k' oxm ox k' n 
Ti =--.,'-- ·Tm • ox' oxn 

Es wird daher für Jede Transformation Ti!,S·k eine Invariante 
(Skalar), wenn :r und 6 Tensoren smd. 

Umgekehrt: Ist für jeden beliebigen Tensor 6 die Größe T{,k Sik 

ein Skalar, so ist :r ein Tensor. 
Entsprechendes gilt für Tensoren beliebigen Grades. 

Zusammenstellung der wichtigsten Invarianten: 
a 2 = a. a i (ao) = a· bi = aib. 

t ' ~ t-

al a2 a3 

(a [0 c]) = vi b I b 2 b 3 (im Dreidimensionalen). 
Cl (,2 c3 

l:r I = Tl = Til,gki= Tikgik 
(:r.:r) = Tik T ik = Tt T: (:r. 6) = TikSik usw. 

I T I = I T~ I (Determinante). 

:rao = Tikaibk 

10* 
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6. Verjüngung und Erweiterung. 

Aus einem Tensor T ik erhält man durch Multiplikation mit gik 

den Skalar I ~ 1= T ik gik' aus Ttil' den Vektor tj = T;k gi~ usw, Diese 
Operation. die den Grad eines Tensors um 2 erniedrigt, heißt Ver
jüngung, 

Durch Differentiation erhält man umgekehrt aus Tensoren solche 
höheren Grades (Erweiterung), durch Kombination mit Verjüngung auch 
solche niederen Grades. Bei der Differentiation ist zu beachten, daß die ci 

mit zu differenzieren sind 1). Dadurch erhält man unter Benutzung 
der 3-Indizes-Symbole u. a. folgende Ausdrücke: 

(a = grad rp) 

(1) 

i~ obi + (krl b, ak -- -- < } ox k l t ) 

a. = ~b~k _ !il} b _ ~kll b. 
tkl OX I l r 1'k l r J H' 

~ 
I 

a11 = ::; + {~r} b; ~ e/} b: 
'k 

a/k= ~:~l +r:}brk+{~}bi' 
und durch Kombination u. a. 

CL = oa: bk + {k,r} a' bk ; c = (b grad) a. ox t 

(2) { 
Durch Kombination mit Verjüngung findet man u. a, 

1 o (fia i ) 
1jJ=---

li oxi (1jJ = diva = (e i o~i)) 

(a = div~) 
(4) 
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(5) 1 0 (,1- ill Oljl) 1J'=--='-. yg.g k Vg OX' ox 
Merkregel. Es ist zu beachten, daß Gleichungen zwischen Vektor

komponenten nur dann solchen zwischen Vektoren äquivalent sein 
können, also kovariant gegen Transformationen sind, wenn alle Glieder 
die gleiche Kovarianzart besitzen, z. B. 

a ible-T ill . iT Si - ,a kl = kl, 

aber nicht 

a' = bi ; 

ai = bi ; 
i ill a bk = T usw. 

(1) 

(2) 

7. Erweiterung und Verjüngung in Anwendung 
auf den Tensor gik' 

Für den Tensor gi" erhält man speziell 

1 o {ggik + {rs1 rs 0 
-='-- - Jg = Vg ox k z 

Ogik+!l~} '1I+!lr} i,=O ox l l t g l k g 

og'k _ Pk} _ {li\ = 0 
oxl l r gir r J grk 

An Tensoren höheren Grades ist aus gik nur der folgende ab
zuleiten 

(3) R~u = ~ (i."\ _ ~_ {i~} _ fr~) {ikl + !r~} {ih} 
1 ox k 1 t J ox ll l t l t J r) l t l r 

und hieraus durch Verjüngung ein anderer Tensor 2. Grades 

(4) R. = ~ f i r} _ .J.._ (i k} + {i r} {k S) _ {i k) {" S \ 
.,. ox" l r ox" t r S r f r f S) 

und der Skalar R = gik Rn' 

Die Größe Rtu heißt der "Riemann-Christofjelsche Krümmungs
tensor". 

Das Verschwinden dieses Tensors ist die Bedingung dafür, daß 
die n-dimensionale Mannigfaltigkeit, ausgemessen mit dem Linien
element ds, die Euklidische Geometrie erfüllt. 

In den Grundvektoren ausgedrückt ist 

R ~hk = (ei {..!.- (!.!I) - ..!.- (~)}) 
1 ox" ox k ox k ox" . 

Die Differentialgleichung einer geraden Linie, d. h. einer Linie, 
fur die die Bogenlänge J d s zwischen je zwei ihrer Punkte ein Mini
mum ist (geodätische Linie), lautet: 

(1) d2 x' {hll dx" dx l = O. 
ds2 + Z) ds ds 
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Die Differentialgleichung einer Feldlinie (Kraftlinie) eines Vektor
feldes a lautet 

(2) dx i i 
-=a 
ds ' 

wo ai = f' (Xl' %2' •. " X .. ) ist. 
Verschiebt man einen Vektor a aus dem Punkte (Xl' X2 ' ... , X .. ) 

ungeändert und parallel zu sich (Verpflanzung) um t5 9, so ändern 
sich seine Komponenten a' zu a' -I- t5a' und es gilt 

(3) t5a i =_frs }a't5xs 
p 

bzw. t5a. = !iS} a t5 x'. 
• l r ,. 

Setzt man diese Parallelverschiebung von Punkt zu Punkt längs 
einer geschlossenen Kurve fort, so lautet die Bedingung dafür, daß 
die Komponenten ai wieder ihren ursprünglichen Wert annehmen 

(4) Rj/ok = O. 

8. Orthogonale Koordinaten im 3 -dimensionalen Raum. 
(Im folgenden ist jedes Summenzeichen ausgeschrieben!) 

In orthogonalen Koordinatensystemen ist es vorteilhaft, ein anderes 
System von Grundvektoren zu verwenden, nämlich Einheitsvekto'l'en 
i1 i\l is . .. in Richtung der früheren e1 eil es . .. Hier werden die ik mit 
ihrem reziproken i k identisch. Es gibt also auch nur eine Art von 
Komponenten, die als physikalische Komponenten bezeichnet werden 
sollen. da sie in der Physik häufig verwandt werden. Sie sind die 
Beträge der komponierenden Vektoren. 

Es ist hier also zu schreiben 

wo 

'ist, wenn man mit 
Linienelement 

zu entnehmen ist. 

a = (Li ii -I- «2 i2 -I- äs i3 , 

- . a/ ,----. 
a.=a'e =- =Va.a' 
~ ~ ei t 

e. den Betrag von e. bezeichnet, der aus dem 

Der Betrag von ei ist hier gleich":. 
CI 

Die physikalischen Komponenten a. sind also die geometrischen 
Mittel der kontravarianten und kovarianten Komponenten. 

Hieraus folgen die Formeln 

a 2 == 1: ai2 ; 
i 

(ab)= Va b. '"'-' . . 
i 
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Die Tensorrelation a = 't b schreibt sich 

(li = .2 Tik bk , 
k 

wobei die Phys~'kalischen Komponenten des Tensors sich berechnen durch 

T- TI!. T ik T ie, 
ik=--= ·ejek = k-' 

e, ek ek 

Für die Transformation der für die allgemeinen Komponenten 
gefundenen Formeln in solche mit physikalischen Komponenten gelten 
also folgende Beziehungen: 

ai_~. - e,' a, = ajej 

T ik _ ~il~ . i - eA T jk = Tikeje k ; -, T k = Tik -. 
e, ek el 

dx i ist hier natürlich keine Vektorkomponente, sondern nur 

dx'e j = (is~. 

Die Großen gik verschwinden für i + k, für i = k ist 
. . 1 gtt = __ i 

e·" I 

zu setzen und 
~/- . 
tg=e1 (2 cS'" 

Die 3-Indizes-Symbole werden in orthogonalen Systemen 

!t k} = ~ ((lk) e .. ~ek + (I i) e.' _O!!. __ (i k) e .. oek) , 
~ 1 6,2 k (} x' , 0 X k k ii x I 

einfach 

wo die Symbole (I k) usw. 1 bzw. 0 bedeuten, je nachdem 1= k oder 
I + k ist, d. h. 

!tk} _~ 0 - fur i + k + I + i 
l 1 

für i = kj= I 

1 oe, 
fur i=Z+k ~-~ e;' ax" 

1 oe, 
fur i=-l=k. =~.-e, oxi 

Durch diese Beziehungen transformieren sich die Formeln von 
S. 148 folgendermaßen in physikalische Komponenten: 

_ 1 iirp 
a.=-·-

, ei ox·, (a = grad cp) 
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+ (kl) 2) blr . ~~l) 
, er 0;/ 

("" = diva) 

a, = ~ ~..., ~ (Vg. T,r) + 2) (fr, + T'r) . ~ _ 2) Trr . oer.) 
_cg olll eier eier OX' eier ox' Vg , , ,. 

(a = div :t) 
Ist" hierin Tu. ein antisymmetrischer Tensor (Tik = 1'ki). so ver

schwinden die beiden letzten Glieder. 
Ist speziell 

T. = a. _ a . = _1_ (O(bIC') = O(bkCk)) , 
,k ,k k, eiek OX" Ox' 

so wird 

(a = rot rot b). 

Dieser Ausdruck ist in zwei Teile zerlegbar: 

iii = ~.~. (-~. ~-~ (Vgbr)) - z., 
Ci Ox' Vg , OX' er 

WO der erste Teil gleich grad div b, der zweite Teil c = & b bedeutet-

Si" = a,k ~ ak' ist der Deformationstensor. 

Er ist symmetrischer in der Form schreibbar: 

S. =~(!!._o (~)+~.~_;(~))+(ik) ,\1~.~. 
,k 2 el OX" e, e, ox' ck ek L.; er OX' , 

Antisymmetrische Tensoren haben im 3 Dimensionalen nur 3 Kom
ponenten. Deutet man diese als die Komponenten eines Vektors, so 
ist dieser hierdurch in einer vom Koordinatensystem unabhängigen 
Weise definiert, indem man setzt 

Tl2 = as ; T23 = äl ; TSl = a2 • 

- -
Z. B. liefert der Tensor ä, bk - Cik bi = cl die Definition des Vektors 
c = [a b], ferner der Tensor 

a. _ Ci • = _ ~. (Obe/) __ o (bk ek») = C 
.k k. e,ek OX" OX' I 

die Definition des Vektors c = rot b. 
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Diese Vektoren heißen axiale im Gegensatz zu den anderen, die 
als polar bezeichnet werden. 

Die Operation rot, angewandt auf einen axialen Vektor, ist iden
tisch mit der Operation div, angew,andt auf den antisymmetrischen 
Tensor (vgl. rot rot b). 

9. Komponenten in Cartesischen Koordinaten. 
In Cartesischen Koordinaten werden die drei Komponentenarten 

miteinander identisch, weil 

(1) e1 =e'.l=e3 =1 und (ele'.l)=(etea)=(e3el)=ü 

ist. Wir bezeichnen die Komponenten von 0 mit a." ay, az gleich 
den Projektionen von 0 auf x, y, z-Achse. 

Das innere Produkt (a b) wird 

(3) (ob) = a.,b.,+ ayby + azbz ' 

Das äußere Produkt [a b] hat die Komponenten: 

[ab]., = azby - aybZ 

(4) [ob]y = a",bz - azb", 

[ooJ. = ayb", - axby. 

Der Betrag eines Vektors 0 wird: 

(5) 
(o[oc]) wird 

(6) ay 
az 

grad q; hat die Komponenten: 
(Jq; • 

(7) ox' 
div 0 wird: 

ba; 

by 

bz 

oq;. 
By' 

ca; 

cy 
Cz 

oq; . 
az' 

(8) div 0 = oax + oa" + (Ja:; 
oX oy oz 
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LI n hat die Komponenten: 

(11 ) 

(0 grad) n hat 

( 12) 

die Komponenten:' 

( d) ob", + ob", + ob", n gra 0 = a -_. a -- a ~ 
'" '" 0% Y oy z oz usw. 

Der Gaußsche Satz lautet: 

(13) f(iJiJ:: + ~:~ ~ iJiJ:z) dv = f(a:rcos (nx) + ay cos (ny) + azcos (nz))df. 

Der Stokessche Satz lautet: 

(14) f(~~z- o;;)cos(nx)+ ... = f(a",dx+aydy+azdZ). 

Eine lineare Vektorfunktion stellt sich in der Form dar: 

( 15) 

r ax = aox +- all x + al2 y + al3 z 

{ay = aOy + a21 x+ a22 y + a23 z 

l {/z = (I(>z +- a3l x + as2 Y .+ aS3 z 

Die Zerlegung von n - 00 in einen quellenfreien Teil n' und einen 
wirbelfreien Teil n" liefert: 

usw., wo 

(16) 

und 

r a; = H(al2 - aJl)Y + (a13 - a31)z)} = uxY' - uyz 
{ a~ = H(a21 - al2 )x + (a23 - aS2 )z)} = u"'z - uzx 

l a; = H(a31 - a13 )x + (a32 - a23)y)} = uyx -1Ix Y 

In: _ :llX + ~ (al2 + a2 .. l)y + t(al3 ~ a~l~z 
(17) 0Y-2(a21+a12)x+a22Y+2(a\l3 I a32)z 

o~' = ~ (a31 + a13) x + Ha32 + a23 ) Y + a33 z 

Druckt man die Abhängigkeit des Vektors n vom Ort aus m der 
Form: 

n=no +2It, 

so bezeichnet man die aik des vorigen Paragraphen als die Kom
ponenten des Tensors 2I. 

Schreibt man a" = '1:(r), so sind also die Größen a11 ; HaI\! + a21); 

~ (a13 + a3l) usw. die Komponenten eines symmetrischen Tensors. 
Entsprechend bezeichnet man die u , u ,U als die Komponenten x y z 

eines .antisymmetrischen Tensors (vgl. S. 152). 
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rp = div :t = hat die Komponenten: 

( 18) 

( 19) 

(20) 

! p = oTxx + oTxy + oTx = 
'" OX oy OZ 

P _ oTyx + oT.c~' , oTxz 
y - 8-X- ßy T 8z 

I l p = ~..Tzx + OTzy + oTzz 
z OX oy OZ 

(:t:t) = T;x + ny + T;z + 2 T!y + 2 T!. + 2 n.· 
i s:: i = 1'.,., + T yy + T zz · 

11'.,., T.,y 
(1') = i T y ., T yy 
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10. Komponenten in Polarkoordinaten (r, CjJ, {)o). 
ds 2 = dy2 + y2 sin 2 {Jdrp2 + y2 d·{J2; el = 1; e2 = y sin {}; e3 = Y. 

(1 ) 
3-Indizes-Symbole : 

en= --y, 

(22} . ~ {J 
~ = -YSIn-' , 
l 1 . 

g = y4 sin 2 {} • 

!12~ = ~ , 
l2) r 

{ 22 1 . Jl .u > = - Sin v cos v , 
3 ) 

Wir bezeichnen 

a = grad V': 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

011' . 011' . 1 0 'I' 
a'=7);' a'l'= rsin~op' a'~=·-;ajj' 

. i} ar 2 I 1 ca", 1 ca{} cotg {} 
dIva=-+ -a ,"-, _. __ .. +--'+--a~ or r r r sm fj ocp r ol} r I 

= ~ (ß_ (y2 a .)) + _1_ oa", + .~~ (~. (sin (}a{})) 
r' 0 r ' r sm {} 0 cp r sm tf 0 {} 

. ilp 2 011' 1 iVI 1 rllp 
,1111 = dlvgradw = -- + --+ ---+ -_. , 'or2 ror r2 sin 2 {}ocp· r~o{}2 

1 011' +;2 cotg -{} o{) 

10 (QOlp) 1 02 11' 1 0 (. 011') 
= -~ or Y" ar + r2 sin2 jj ocp' + r2 sinU o{} sm {} o{} . 

1 (0 a,~ 0 (' .u )) rot a = -.-' - -- - sm va 
, r sm I'; 0 P o{} 'I' 

1 oar 1 o (ra{}) 
rot", a = r81i - --;--fJ;-

rot {} a = ..!. (!..- (ya ) __ .:- ~ar). 
r or 'I' sm{} op 

,1 a =..!.,1 (ra ) -~- div Q. 
l' r r r 
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Zwischen den axayaz und den a,arpa{} bestehen die Gleichungen: 

{ 
a, = ax sin f} cos cp + ay sin f} sin cp + a. cos f} 

(10) arp=-axsincp +aycoscp 
a{} = ax cos f} cos cp + ay cos {) sin cp = az sin {} 

{ 
ax = a, sin f} cos cp - arp sin cp 

(11) ay = a, sin f} cos cp + arp cos cp 

+ a{} cos cp cos {) 

+ a{} sin cp cos f} 
- a{J. sin {). 

(1 ) 

a. = a,cosf} 

11. Komponenten in Zylinderkoordinaten (Q, p, z). 

ds2=de2+e2dcp2+dz2; e1 =1, e'.l=e, es =1. 

3-Indizes-Symbole: 

e2} = - e; {221} = 1, alle anderen O! 

g= e2 • 

Wir bezeichnen: 

(11 = a e ; (12 = arp; as = a 

( 2) (1 = grad V' : 

(3) 

chI' 1 0'1' 0"1' 
oe=ae; eo.p=arp; ·oz=as · 

diV(1=~.~.(ea )+~~.J'..+oa .. 
e oe (! e orp oz 

(4) 

(5 ) 

(6) 

(7) 

rot a = ...:. ~a.z _ !!1X5'. 
(! f2 orp 0 z 

oa!! oa. rot a = ---. - -
rp oz orp 

rot a = .L OJI?_ilrtJ) _ ~ oa!! 
z f2 oe f2 orp 

div grad V' = L1 V' = ~.!.. (e. ~'f.) + ~ (jJ1p + _tV' 
e oe oe e~ orp'J. OZ2 

Zwischen den a , a , a und den a a az bestehen die Glel·-x Y Z (l' 'P' 
chungen: 

f a!! = ax cos ~ + ay sin cp 

'l arp = - ax smcp + aycos cp 
a;= +a •. 

(8) 

r ax = a!! cos cp - aqJ sin cp 
(9) t ay = a!! sin cp + arp cos cp 

{lz = .+ az . 



Zehnter Abschnitt. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

A. Grundbegriffe. 
1. Wenn unter gewissen Bedingungen ein Ereignis unter einer 

Auswahl von N Ereignissen a1 (l2 ... aN eintreten muß, und kein 
Grund vorliegt, warum irgendeins derselben leichter eintreten sollte 

als ein anderes, so ~eißt der Bruch ~ die "Wahrscheinlichkeit" für 

für das Eintreten eines jeden dieser Ereignisse. 
Die Beobachtung eines solchen Ereignisses heißt eine "Probe". 

2. Bezeichnet man als "günstiges Ereignis" das Eintreten eines 
beliebigen Ereignisses aus einer bestimmten Gruppe der a, bestehend 

aus n (n < N) Elementen, so heißt der Bruch p = ; die ,.Wahr

scheinlichkeit" für das Eintreten dieses "günstigen Ereignisses". 

3. Sind mehrere solcher Gruppen gegeben, die sich gegenseitig 
ausschließen, so daß also kein a in mehr als einer Gruppe vorkommt, 
so ist die Wahrscheinlichkeit für das Eintreten irgendeines beliebigen 
Ereignisses aus irgendeiner der gegebenen Gruppen gleich der Summe 
der Einzelwahrscheinlichkeiten 

w (entweder - oder - oder) = Pl + p<j + Pa + .... 
Enthalten die Gruppen zusammen alle möglichen Ereignisse a! ((2'" aN, 

so ist ZPi = 1. 

4. Sind a~ a~ ... a~ Ereignisse, die wie die a charakterisiert und 
von diesen unabhängig sind, und ist die Wahrscheinlichkeit für das 
Eintreten eines bestimmten Ereignisses a~ gleich p~, so ist die Wahr
scheinlichkeit dafür, daß sowohl das Ereignis ao als auch das Er
eignis a~ eintritt, gleich dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten 

W (sowohl ao als auch (l~) = Po·p~, 
allgemein: 

W (sowohl - als auch - als auch ... ) = p (1). P (2). P (3) ••.• 
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Die zweite Probe kann dabei eine Wiederholung der ersten unter 
denselben äußeren Bedingungen zu einer anderen Zeit sein, oder 
auch in einem verschiedenen Vorgang zu gleicher oder anderer Zeit 
bestehen. 

5. Wenn bei N unabhängigen Proben 1,2, ... , N die Wahr
scheinlichkeit für das Einsetzen eines günstigen Ereignisses jedesmal 
gleich P ist, und fallen von den N Proben in Wirklichkeit n günstig 

aus, so wird I ; - p I mit wachsendem N beliebig klein. Für die 

Wahrscheinlichkeit W(n), daß bei diesen N Proben nmal ein günstiges 
Ereignis eintritt, gilt die "Newtonsche Formel": 

(1) 

wo q = 1 - P bedeutet. 

Für den Grenzfall sehr großer N geht diese Formel über in 

(2) worin 
n-Np z=----
V2Npq 

(Laplace). 

Ist N auch sehr groß gegen Np, so wird 

(3) W (n) = ~-N:~NP~ (Poisson). 

6. Wiederholt man die Serie von N Proben, so wird sich jedes
mal ein anderes n ergeben. Der Mittelwert ii wird im Grenzfall un
endlichfacher \Viederholung der Serie n = N· P (Bernoulli). 

B. Schwankungen. 

1. Man bezeichnet die Größen 

s==n-n, 

als absolute bzw. relative Schwankung. Die "durchnittliche absolute 
Schwankung" ist 

(1) I sl=2W(Y).(ii- V:), 
worm Y die größte ganze Zahl < ii ist und W (Y) die Wahrschein
lichkeit ist, daß bei N Proben ymal das Ereignis a eintritt; die 
"durchschnittliche relative Schwankung" wird daher 

(2) I ~ I = I ~ I = 2 W (y). (1 - ~) . 
Die "mittlere absolute Schwankung" VS 2 wird gegeben durch 

(3) s2=Npq=nq, 



die "mittlere relative 

(4) 

Schwankungen. 

Schwankung" V b 2 daher 
-2 1 1 q 
b = -:----=-

ii N 11: 
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2. Die durchschnittliche Abweichung der verschiedenen Werte n 
von emem bestimmt vorgegebenen n1 ist 

(5) 
Die "mittlere Abweichung" zweier aufeinander folgender Proben ist 
gegeben durch 

(6) (ni -nk )2=2$2=21i2 b2 =2nq. 

3. Ist P ~ 1, N ~ 1; p. N = ii endlich, so gilt die Poissonsche 
Formel: 

(7) 
-n -n 

W(n) = e n·!n ; 

In diesem Falle ist die mittlere absolute bzw. relative Schwankung 
bestimmt durch 

s'J=n 
(8) 

b2 = ~. n 

4. Sowohl N als auch n seien so groß, daß man b als konti· 
nuierlich veränderlich ansehen kann, ohne daß p ~ 1 ist. Dann gilt 
das Gaußsehe Fehlergesetz: Es ist die Wahrscheinlichkeit, daß für b 
em Wert zwischen bund b + db gefunden wird 

(9) W(b)db = .{~tl -.e - ;q~' db. 
2nq 

In diesem Falle ist die durchschnittliche Schwankung: 
00 

( 10) 1;51 = 2fb. W(b)db = V2'~; 
Jln 

o 

die mittlere Schwankung Vb 2 bestimmt durch 
+00 

(11 ) J2 = f b 2. W (b) d b = ~ . 
-00 

Das Fehlergesetz läßt sich also auch schreiben: 

Es wird ferner der 

( 12) 

fur das Verhältnis der "absoluten" Schwankungen gilt dasselbe. 
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5. Ist außerdem p -< 1, so ist in den Formeln überall q = 1 zu 
setzen. Speziell wird dann 

(13) I Ji = Vn
2n 

c)\1 = ~ . 
n 

Zeigt sich bei Versuchen, Statistiken usw., daß tatsächlich s\1 = n 
ist, so sagt man: es liegt "normale Dispersion" vor, 

( 14) { ist s\1 > n, so hat man "übernormale", 
ist S2 < n, so hat man "unternormale Dispersion. 

Die Ursachen für solche Abweichungen liegen in der nicht erfüllten 
Unabhängigkeit der Proben. 

c. Mittelwertbildung. 
Ist die Wahrscheinlichkeit W (n) eines durch f(n) charakterisier

ten Zustandes bekannt, so ist der Mittelwert 
+00 

(1) j(n) = f f(n)W(n)dn. 
-<Xl 

Der Mittelwert der Funktion in einem bestimmten Intervall 
a < n < bist: 

(2) 

b 

a-b ff(n)W(n)dn 
f(n) = -" -b:---

fW(n)dn 
a 

D. Wahrscheinlichkeitsnachwirkung. 
Folgen Serien von Proben schnell aufeinander, so sind in vielen 

praktischen Fällen die Zahlen n der günstig ausfallenden Proben in 
einer Serie nicht unabhängig von dem Ausfall der Proben der vorher
gehenden Serie. 

Besonders einfach und wichtig ist der Fall: 

N> 1; P -< 1; PN = n endlich. 
Dann wird: 

ni - ni+l = P (ni - u) und {ni - 11i+1)\1 = 2 Pu. 

Hierbei bedeutet ni und ni + 1 die n für zwei einander folgende 
Serien und P eine Konstante < 1, die von den Bedingungen des 
Versuches und dem Zeitabstand -r der Serien abhängt, und mit 
steigendem -r bis 1 anwächst. 

Alle anderen Schwankungsformeln bleiben ungeändert. 



Verteilungswahrscheinlichkeit. 

E. Einige physikalische Anwendungen der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

1. Verteilungswahrscheinlichkeit. 
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Teilt man das Gesamtvolumen V einer aus N gleichen Molekülen 
bestehenden Menge eines idealen Gases in eine große Zahl von Zellen 
vorn Volumen Vi' so ist bei Abwesenheit von Fernkräften kein Grund 
anzugeben, warum irgend eines der Moleküle leichter in der einen als 
in der anderen Zelle liegen sollte. Man kann somit von der Wahrschein
lichkeit einer bestimmten Verteilung reden. Es ist die Wahrscheinlich
keit für eine solche Verteilung der Moleküle auf jene Zellen, daß in 
der i-ten Zelle n i Moleküle sind: 

W (n 1 , n2 , ••• ) = NI II(Vv~ri~, 
i n,. 

wo .2;n.=N, 
i 

denn die Wahrscheinlichkeit, daß irgendein bestimmtes Molekül ge

rade in der i-ten Zelle liegt, ist -V' und der Faktor If(~:) rührt her von 

der Identität sämtlicher Moleküle, die zur Folge hat, daß der Zustand 
des Gases als unverändert und die Verteilung als dieselbe gilt, wenn 
man irgendein Molekül einer Zelle mit irgendeinern Molekül einer 
anderen Zelle vertauscht. 

Wählt man die Zellen so groß, daß in ihnen immer noch sehr 
viele Moleküle liegen, n i ~ 1, so liefert die Anwendune: der Stirling
sehen Formel (vgl. S. 8) als wahrscheinlichste Verteilung die Gleich-

verteilung n. =vv./ N und für die Abweichungen s· = n. - n. von dieser t , t .,. 

Verteilung das Gesetz: 
s' 

W( ) W -.2; 2~;d 
S1' S2' ... = o·e S1 dS2 ... 

Die Konstante Wo folgt aus 

J W(S1' S2' .. . )dSld~2·-· = 1. 
-nj<!j<N-nj 

Die mittlere Schwankung in einer Zelle wird bestimmt durch: 

11 S~2 = Vni (1 ~ Pi) 
und für den Fall 

~/=- ~/=-- VV . N _vv-'-~ 1 ; y S.2 = Y n . = -~- . 
• • V 

Die absoluten Dichteschwankungen sind ,also' proportional der Wurzel 

aus der.Dichte, die relativen Schwankungen ~: umgekehrt proportional 

der Wurzel aus der Dichte. 
Madelung, Math. Hilfsmittel. 11 
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2. Brownsche Bewegung. 
Teilchen, die in einem Gase oder einer Flüssigkeit suspendiert 

sind, führen infolge der Zusammenstöße mit den Molekülen Zickzack
bewegungen aus, die um so größer sind, je kleiner die Teilchen sind. 
Diese unregelmäßigen Bewegungen folgen den Wahrscheinlichkeits
gesetzen. Beobachten wir die Zahl n der Teilchen, die in einem Be
reiche v des Gesichtsfeldes eines Mikroskopes sichtbar sind in Zeit
abständen T, so müssen die Gesetze gelten, die für die unter A. 5. und D. 
gemachten Voraussetzungen zutreffen. Für die Wahrscheinlichkeit einer 
Beobachtung von n Partikeln gilt die Poissonsche Formel 

-
-n -n 

) e ·n 
W(n = --nr- , 

v 
n=-yN. 

Die mittlere Schwankung ist Vn. 
Zwei Beobachtungen, die einander folgen, sind durch Nach

wirkung voneinander abhängig. 
Die durchschnittliche Abweichung zweier aufeinanderfolgen der 

Beobachtungen wird 

(ni=-n~~-~) = P.(n - n) 

und die mittlere Abweichung 

V(n i - ni+1YI = V2P.n-. 
Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Teilchen innerhalb der Zeit t 

in einer gegebenen Richtung einen Weg zurücklegt, dessen Ende 
zwischen ~ und ~ + d~ liegt, ergibt sich aus kinetischen Überlegun-
gen zu 

~2 

W(~)d~= _1--=e-4Dtd~. 
2ljnDt 

D ist der "Diffusionskoeffizient". 
D bzw. Wm und P hängen eng miteinander zusammen, indem 

P hier die Wahrscheinlichkeit dafür angibt, daß ein Teilchen bei der 
folgenden Beobachtung nicht wieder in v angetroffen wird. 

Berücksichtigt man, daß im Durchschnitt der Weg, den ein 
Teilchen in der Zeit t zurücklegt, gleich Null ist, da ja keine Rich
tung vor ihrer entgegengesetzten ausgezeichnet ist, daß also die ~ auch 
als die Abweichungen vom Mittel angesehen werden können, so er
kennt man sofort die Übereinstimmung mit dem Gaußschen Fehler
gesetz. Es ist somit der mittlere Weg in der Zeit t 

V~2=V2Dt, 
woraus wiederum die Bedeutung des Diffusionskoeffizienten D ersicht
lich wird. 
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3. Geschwindigkeitsverteilung eines idealen Gases. 
Der Zustand eines Gases ist erst dann vollständig bestimmt, 

wenn außer der räumlichen Verteilung auch die Geschwindigkeits
verteilung der Moleküle gegeben ist. 

Das Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz für ideale 
Gase lautet: Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß ein Molekül eine 
Geschwindigkeit hat, deren Komponenten zu 3 aufeinander senkrechter 
Achsen zwischen ~ und ~ + d~, 1J und 1J + d1J, C und C + dC liegen: 

darin ist 

~ = ~2 + 1J2 + C2 = 3 ~~ = 3 -;r. = 3 C2 • 

Ein Vergleich mit dem Fehlergesetz zeigt die vollkommene Überein
stimmung für jede Komponente. Die Voraussetzung, daß die Ge
schwindigkeiten der Moleküle in den verschiedenen Richtungen unab
hängig voneinander sind, begründet die Produktbildung. 

Verallgemeinerung des Maxwellschen Verteilungsgesetzes 
durch Boltzmann. 

Hat man N Moleküle, deren Zustand durch je r Koordinaten 
qi") ... q;k) und zugeordnete Impulse p?) ... p;k) beschrieben ist 
(k = 1,2 ... N) und ist E (q1' . _ p,) die totale Energie eines Moleküls, 
so he-trschte mit überwiegender Wahrscheinlichkeit die Verteilung 

__ 1 E(ql" .Pr ) 

f(q1 ... p,)=Ae kT dq1, .. dPr' 
T = absolute Temperatur, 
k = Boltzmannsche Konstante = 1,35 ' 10-18• 

Im Fall punktförmiger Molekülmassen m im Schwerfeld ist 
danach speziell 

f= Ae -A(~ v"+mKz) dx ... d(mz) 

Wird die kinetische Energie dargestellt durch 

K = tl: [(ul/ + ... + (U:")2] 
(h) ,r--, (also U1 = v mx bei Punktmassen), so wird der Mittelwert 

1( 1)2 _ 1(--k-)2 _ l( N-)2 -lkT -2 Ul - •. '"2 Us - •• '2 U, - 2 . 

Die Zahl der Moleküle, deren Energiewurzel YE zwischen den Grenzen 

YE und yE + d yE liegt, i~t 
E 

Ae -kT(YE)6N-l d(YE). 
11* 
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Im Mittel wird 

E=3N~kT, (E-El=~~N(kT)'!. 

(E _ lf)2: (lf)2=~. 
3N 

Schwankungen makroskopischer Größen. 
Ist OJ irgend eine (makroskopische) physikalische Größe, welche 

vom Volumen V und der Temperatur T abhängt, so sind die Schwan
kungen Ll OJ = OJ - w in einem Teilvolumen v des Gesamtvolumens V 
beherrscht durch das Gesetz (H. A. Lorentz) 

(Ll OJ)2 = k ~ [_ T (aw[av)ß I + T2. (aw/aTr.1 1 . 
v (aPfav) !T aE/aT .J 

[(:~)v = Cv = spezif. Wärme]. 

1. Beispiel. w = (! = Dichte = Masse pro V olumeinheit 

(Ll )2_~.~ 
(! - v ap/Of!' 

Bei einem idealen Gase, mit N Molekülen pro Volumeinheit; 

fi = Nv Molekülen in v, wo P = kNT = ke T, wird 
m 

(LlN)2=N, (Lln)2=ii. 
v 

2. Beispiel. OJ = E = Energie pro Volumeinheit. In einer In

kompressiblen Substanz (oP!O(! = 00) wird 

(LlE)2 = ~~~. (~~) 
ev aT v 

4. Zeitliche und räumliche Gesamtheiten. 
Faßt man ein bestimmtes Volumelement, die i-te Zelle, des Gases 

ins Auge, und betrachtet man in gewissen Zeitabständen die Zahl n 
der in jener Zelle befindlichen Moleküle, so gelten für sie die bei B. 9 
gemachten Voraussetzungen. Es gilt somit für die Dichteschwankung 
des Gases in dieser Zelle das Gesetz: 

1 ., 
1 - --:-:: s-

W(s)ds=,=----=-=e 2n ds. v2nn 

Die mittlere Schwankung ist Vn und die mittlere relative Schwan-
1 

kung Vn" 
Ein gleiches Resultat für die Dichteschwankungen eines Gases 

bekommt man, wenn man statt eine Zelle zu verschiedenen Zeiten zu 
beobachten, viele gleiche, räumlich getrennte Zellen zur selben Zeit 
beobachtet. Zeitmittel und Raummittel stimmen ebenso wie die zeit
lichen und räumlichen Schwankungen um diese Mittelwerte überein. 
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5. Statistische Wahrscheinlichkeit. 
Als statistische Wahrscheinlichkeit (im Gegensatz zu der bisher 

behandelten mathematischen) für den "Zustand" eines Systems be
zeichnet man die ganze (meist große) Zahl von Komplexionen, die bei 
verschiedener Gruppierung der Elemente des Systems zu demselben 
Zustand führen. 

Es gilt dann die Formel: 

S = k·ln W + const., (Boltzmann) 

wo S die Entropie des Systems und k die Boltzmannsche Konstante 
bedeutet. 

Folgende Beispiele sollen diese Methode, die Entropie zu be
rechnen, erläutern: 
- 1. Ein ideales Gas, bestehend aus N gleichartigen Atomen der 
Masse m, erfülle ein Volumen V und besitze die Energie U. Sein 
Zustand sei gegeben durch die Funktion f, die die Verteilung der 
Atome auf den 6 dimensionalen Phasenraum (x, y, z, v"" vy' 'lIz ) darstellt, 
so daß im Volumenteil da = dxdydz·dvZdvydvZ dieses Raumes die 
Zahl {da Atome liegen. 

Die Zahl der Komplexionen ist dann 

N! 
W = II ({do) I 

also S = k (ln NI - .L)({da) I) + const., 

wo die Summe über alle Volumenelemente des Phasenraumes zu er
strecken ist. Die Anwendung der Stirlingschen Formel liefert, falls N 
und alle {d a große Zahlen sind 

S = const. - kf {ln fd a. 

Die Funktion { ist natürlich von V und U nicht unabhängig, denn es 
muß gelten: 

U= ~fv2{da 

und { muß verschwinden für diejenigen Werte von x, y, z, die außer
halb von V liegen. 

Soll der Zustand ein Gleichgewichtszustand sein, so muß Sein 
Maximum sein, also ~ S = 0 mit den Nebenbedingungen ~ U = 0 

und ~ N = f ~ {d a = O. Dadurch wird f bestimmt zu: 

--ßv"· N (3 m N)~ d ß 3mN f = fX e mIt fX = V' 4:'1' U un = 4 U . 

Das ergibt für S: 
3 

S = const. + k N In (U"2 V). 
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2. Dasselbe Resultat folgt auch durch Betrachtungen im 6N dimen
sionalen Phasenraum (Xl' Yl , Z, X2 , ... ZN, Vlz ... VNz), in dem die 
Lagen und Geschwindigkeiten aller N Atome durch einen Punkt be
stimmt sind. 

Wir teilen den Raum ein in gleichgroße Volumenelemente d w, 
indem wir zunächst Flächen U = const. legen, und die gebildeten 
Schalen weiter beliebig unterteilen. Da U gegeben ist, muß sich unser 
Phasenpunkt in der Schale zwischen U und U + d U befinden, wo d U 
beliebig klein sein mag. Die Zahl der Komplexionen wird dann pro
portional zu dem Volumen dieser Schale, so weit sie innerhalb V liegt. 

3 
Eine einfache Abschätzung liefert dies Volumen zu a· VN. U2N- 1 dU, 
wo a ein Zahlenfaktor ist. 

3 
Also wird auch hier wieder 5 = kNln(U2V) + const. (wegenN;> 1). 

3. Eine Anzahl von N gleichartigen Resonatoren enthalte die 
Energie U. Die Verteilung dieser Energie soll irgendwie sein. Wir 
teilen zunächst U in P Beträge der Größe e (U = Pe). Dann ist die 

Zahl der möglichen Verteilungen = (~+~)! ;~! also falls P und N;>1 ist 

5 = k ((N + P)ln(N + P) - NlnN - PlnP) + const. 

Setzen wir u = ~, d. h. u gleich der mittleren Energie eines Reso

nators, so wird 

S=k{(1 +~)ln(1 +~) -71n7}+const. 

as 1 
oder mit Benutzung der Formel -I =-au" T 

Ii 
u=----

e_G __ 1 
kT 

so daß für verschwindendes e ü = k T wird. 
Die Quantentheorie (Planck) setzt e=hv, wo h=6,54·10-27 eine 
Konstante, das Wirkungsquantum, und v die Frequenz (Schwingungs
zahl) der Resonatoren bedeutet. Dies führt in Übereinstimmung mit 
der Erfahrung (spezif. Wärme fester Körper) zu: 

hv 
u = --;"-v--

e kT-1 



Elfter Abschnitt. 

Mechanik. 
A. Prinzipien der Mechanik. 

1. Differentialprinzipien. 
a) Newtonsehe Bewegungsgleichungen. 

Ein unter dem Einflusse einer Kraft ~ = (X, Y, Z) sich be
wegender freier Massenpunkt durchläuft in der Zeit t eine Bahn x(t), 
y(t), z(t), die durch die Differentialgleichung gegeben ist: 

d9 x 
m-2" = X(x, y, z); 

dt 

d9 
m-{= Y(x, y, z); 

dt Masse X Beschleunigung = Kraft. 

d 9 z m-2 = Z (x, y, z); 
dt 

Das sind 3 Differentialgleichungen zweiter Ordnung für die unbe
kannten Funktionen x(t), y(t), z(t). Die 6 in den Lösungen auf
tretenden Integrationskonstanten sind durch die Anfangsbedingungen, 
etwa d~rch 

gegeben. 

x(to) = xo; 
y(to) = Yo; 
z(to) = zo; 

x(to) = uo' 
y(to) = vo' 
i (to) = Wo 

b) Lagrangesehe Bewegungsgleichungen 1. Art. 
Ist der Massenpunkt nicht frei beweglich, sondern an irgend

welche Bedingungen gebunden, etwa an eine Fläche q; (x, y, z) = 0, 
oder an eine Kurve q;(x, y, z) = 0, 'IjJ(x, y, z) = 0, so ist "die Be
wegung bestimmt durch: 

.. = X + A. otp + o'lp mx ox ft ox ' 

m .. = Y + A. otp + O'lp 
Y oy ft oy' 

m"i = Z + A. ~~ + ft ~~ . 
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Das sind zusammen mit den Bedingungsgleichungen cp = 0, 'IjJ = 0 
5 Gleichungen für die unbekannten Funktionen x (t), y (t), z (t) und 
die unbekannten Konstanten (Lagrangesehen Multiplikatoren) }. und p,. 

Tritt die Zeit t explizite in den Nebenbedingungen auf, so ist t 
als Konstante zu behandeln. Bei Vorhandensein von mehreren Massen
punkten gelten die Lagrangeschen bzw. Newtonsehen Bewegungs
gleichungen für jeden einzelnen Massenpunkt. Die Beziehungen der 
einzelnen Massenpunkte zueinander sind durch die Nebenbedingungen 
festgelegt. 

c) Das Prinzip des kleinsten Zwanges (Gauß). 
Bewegt sich ein Massenpunkt unter dem Einfluß irgendwelcher 

treibender Kräfte nicht frei, sondern an die Erfüllung bestimmter 
Nebenbedingungen gebunden, so ist die wirklich stattfindende Be
wegung derart, daß der "Zwang", den der Massenpunkt durch die 
Nebenbedingungen erfährt, in jedem Augenblick ein Minimum ist. 

Der Zwang ist definiert durch: 

Z 1 ( ",,)2 1 {( .. X)2 ( .. y)2 . .. Z)2 \ =m m58-J\. =m mx- + my- +(mz- J. 

Sind keine Nebenbedingungen vorhanden, so liefert das Gaußsche 
Prinzip sofort die Newtonschen, sind Bedingungen vorhanden, die 
,Lagrangeschen Bewegungsgleichungen. 

Besteht das System aus mehreren Massenpunkten, so ist der 
,Zwang" gleich der Summe der Einzelzwänge zu setzen. 

d) Das Prinzip der virtuellen Verrückungen. 
Prinzip der virtuellen Verschiebungen. Prinzip der virtuellen Ge

schwindigkeiten. Prinzip der Statik. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für das Gleich
gewicht eines beliebigen materiellen Systems besteht darin, daß die 
Gesamtarbeit der treibenden Kräfte bei jeder virtuellen, d. h. mit den 
Bedingungen des Systems verträglichen Verrückung gleich Null ist. 

Es ist zu summieren über sämtliche Massenpunkte. Sind die 
Bedingungen zwischen den einzelnen Massenpunkten durch die Be
dingungsgleichungen cp(k) (Xi' Yi' Zi) = 0 gegeben, so bedeutet das für 
die zulässige virtuelle Verrückung: 

und somit folgt als Gleichgewichtsbedingung : 
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worin Al' A2 , •.• konstante Lagrangesche Multiplikatoren sind. - Ai ~ix:") 
ist die xi-Komponente der "Zwangskraft", die der Beningungsgleichung 
g(k) = 0 äquivalent ist. 

e) Das Prinzip von d'Alembert 
führt die Behandlung dynamischer Probleme auf die Statik zurück, 
indem das negativ genommene Produkt aus Masse und Beschleunigung 
als "Trägheitskraft" eingeführt und wie eine treibende Kraft behandelt 
wird. Es wird verlangt, daß in jedem Augenblick Gleichgewicht 
zwischen sämtlichen Kräften herrscht, wofür das Prinzip der virtuellen 
Verrückungen die notwendige und hinreichende Bedingung gibt: 

:-:~x~ ~ ~i ~i) .b~i -.~ ~'l 
.......... 

2 

Man bezeichnet die Differenz gf - m d: auch als "verlorene 
dt 

(nicht in Bewegung umgesetzte) Kraft" und spricht das d' Alembertsche 
Prinzip so aus: Bei der wirklich eintretenden Bewegung ist die virtuelle 
Arbeit (= Kraft X Weg) der verlorenen Kräfte gleich Null. 

Sind keine Nebenbedingungen vorhanden, so ist das d' Alembert
sehe Prinzip mit den Newtonsehen Bewegungsgleiehungen, sind Be
dingungen vorhanden, so ist es mit den Lagrangesehen Gleichungen 
identisch. Explizite auftretendes t ist als Konstante zu behandeln. 

2. Integralprinzipien. 

a) Das Prinzip von Hamilton. 
Von allen Bewegungen, die mit den Rand- und Nebenbedingungen 

eines mechanischen Problems verträglich sind, ist die wirklich statt
findende Bewegung die, die das Integral 

t. 

J (T - W)dt 
1, 

zum Minimum macht. Darin bedeutet T die kinetische, W die poten· 
tielle Energie. T - W = L heißt die "Lagrangesche Funktion". 



170 Prinzipien der Mechanik. 

Dieses Variationsproblem liefert drei Differentialgleichungen 2. Ordnung. 
Es sind die "Lagrangesehen Gleichungen 2. Art" (vgl. S. 174) 

~ o~ _ OL =0 
dtox OX 

Das Hamiltonsche Prinzip ist das allgemeinste und am weitesten 
reichende Grundprinzip der Mechanik. Es gilt für eine beliebige Zahl 
von Massenpunkten und für eine beliebige Zahl von Freiheitsgraden. 
Die Zeit t kann sowohl ein Potential U wie auch in den etwa vor
handenen Nebenbedingungen explizite auftreten. Es ist nicht wie die 
anderen Integralprinzipe an die Gültigkeit des Energiesatzes gebunden. 
Das Vorhandensein von Nebenbedingungen bietet keinerlei Schwierig
keit. Es tritt in diesem Falle in den Lagrangeschen Gleichungen 
L +),q; an die Stelle _von L. (Vgl. Variationsrechnung.) 

Tritt die Zeit weder im Potential noch in den Bedingungen 
explizite auf, so gilt der Energiesatz T + W = Const = E und das 
Hamiltonsche Prinzip läßt sich schreiben: 

t. 

f 2 Tdt= Min. 
t1 

b) Das Prinzip der kleinsten Wirkung. 
Das Prinzip der kleinsten Aktion. Das Prinzip von Euler. 

Bei der wirklich stattfindenden Bewegung wird das Integral , 
f T dt ein Minimum, vorglichen mit allen anderen mit den Bedigungen ,0 
verträglichen Bewegungen von der gleichen Energie E. Ausgangs
und Endpunkt, sowie Ausgangszeit werden bei der Variation fest
gehalten, die Endzeit dagegen nicht. 

Das Eulersche Prinzip ist nicht auf das Hamiltonsche zurück
führbar. Es gilt nur für konservative Systeme. Die gewöhnlichen 
Methoden der Variationsrechnung sind nicht anwendbar, da die obere 
Grenze offen ist. 

Als "Prinzip der kleinsten Wirkung" ("Aktion ,,) wird auch häufig 
das Hamiltonsche (in der zuletzt gegebenen Fassung) bezeichnet. 

c) Das Prinzip von Jacobi. 
Findet unter dem Einflusse konservativer Kräfte (d. h. T + W 

= Const = E) zwischen den festen Punkten xo' Yo' %0 und xl' Yl' %1 

eine Bewegung statt, so macht die wirklich durchlaufene Bahnkurve 
das Integral 
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XI YI %1 Iv);; --W(x:-y~) ds 
X'OJYo,J'o 

zum Minimum. Durch dieses Variationsprinzip ist die Bahnkurve ein
deutig bestimmt. Der zeitliche Ablauf der Bewegung folgt dann aus 
dem Energiesatz T + W = Const = E. 

d) Die kanonischen Bewegungsgleichungen (Hamilton). 
Tritt im Potential U die Zeit t nicht explizite auf, so lassen sich 

die Lagrangesehen Gleichungen 2. Art auch schreiben: 

dp, __ . oH(P,q) } 
dt oq, 

dq, oH(P,q) 
dt~--~ 

Darin bedeuten die qi die 3 n "generalisierten Lagekoordinaten" 
(n-Anzahl der Freiheitsgrade), die Pi die dazugehörigen "generali-

sierten Impulse", definiert durch p. = o~ (wofür man, da das Poten-
• oq, 

aH 
tial eme reme Ortsfunktion ist, auch schreiben kann: Pi = oq, 

OL) 
oder Pi = oq, . H (P, q) ist die Energiefunktion 

e) Die Jacobische partielle Differentialgleichung. 
Die Lösung der kanonischen Gleichungen gelingt oft bequem 

auf dem Wege über die J acobische Differentialgleichung 

die man bekommt, wenn man in der Energiefunktion H (P, q) die Pi 
bzw. durch aas ersetzt. Kennt man eine Lösung S (ql· .. q , a1 ... a ,t) 

q, " n 

der ] acobischen Differentialgleichung, so findet man die allgemeine 

Lösung der kanonischen Gleichung, indem man bildet: ~ = ß. und 
ou, • 

aus diesen n Gleichungen die qi durch a, ß und t ausdrückt. Da 

außerdem p. = oS ist, so sind die 2 n Integrationskonstanten a, ß durch 
• oq, 

die 2n Anfangsbedingungen qf,···,q~, Pf,···,p~ bestimmt. Die 

] acobische Funktion S gibt den Wert des H amiltonschen Integrals als 
Funktion des im Laufe der wirklich stattfindenden Bewegung erreichten 
Ortes. S mißt die "Wirkung". 



172 Mechanik des einzelnen Massel1punktes. 

B. Mechanik des einzelnen Massenpunktes. 

1. Grundgesetz und Begriffe. 
Zur Darstellung der Bewegung eines Massenpunktes benutzt man 

folgende Punktvektoren 1): 

Lage r (Komponenten xi). 

G h · d' k . dr (i dX') esc WIll Ig elt b = ii v = -di-

. d 2 r (i d2 x' {hl} dx" dX l ) Beschleumgung li = di2 b = ----;[j2 + i di- M . 

Ist f der Vektor der Kraft und m die Masse des Punktes, so 
lautet das dynamische Grundgesetz ( Newton) 

(1 ) 

.» = mb heißt Impuls oder Bewegungsgröße. 
Daher 

(2) f = dp 
dt 

( '_ dpi {hZ} p"pl) k -- + -dt i m 

Zerlegt man die Beschleunigung 
nigung li = lir + lit , so wird 

li - J!!_ 2 _ [u(liu)] 
,. - R2 V - IJ2 , 

III Radial- und Tangentialbeschleu-

li _ % dv _ u(liu) _ u dv 
t - T dt - ----;;0 - --;; dt • 

Dabei bedeutet )Jt einen Vektor von Richtung und Betrag des Krüm
mungsradius der Bahn, :t einen Vektor in Richtung der Bahntangente. 

- mlir heißt Zentrifugalkraft· 

(3) dA = (fb).dt = (f.dr) 

heißt die bei der Verschiebung geleistete Arbeit 

dA = (k,vi)dt = kidx'. 

Es ist (dU) d (mv.) dA = m Te' b • dt = Te -2- dt = d T 

• 2 

T = ~- heißt kinetische Energie 
2 

(4) T= ; (v' vi) = ;(Vivkgik )· 

1) Im affinen Koordinatensystem wird xi= ri, d. h. ner in solchen sind 
die xi die Komponenten des Vektors r in Richtung vom Nullpunkt zum Auf
punkt. Dagegen sind allgemein die d xi die Komponenten von d r. 
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Ist f als Funktion des Ortes gegeben und darstellbar in der Form 

f=gradU= -gradW (k _ oU _ OW) 
i - oxi - - OXi ' 

wo U bzw. Wein von tJ unabhängiger Skalar ist, so heißt U die 
Kräftefunktion und W = - U die potentielle Energie. Ist U auch von t 
unabhängig, so heißt eine solche Kraft f konservativ. Dann gilt 

(5 ) dA=dU=-dW=dT 
d (T + W) = 0 (Erhaltung der ElIergie). 

2. Verschiedene Formen des Grundgesetzes. 
In kovarianter Schreibweise mit Benutzung der Fundamentalvektoren 

(S. 144) wird für obige Größen 

also 

dr = fidxi, 

f = k i ei , 

Die Grundgleichung der Mechanik heißt dann 

db (dV i . dei) ki mTt = m Te ei + V'Tt = ei = f, 

also nach Multiplikation mit ek 

(dv' i (dei)' dU mt -ci( (e. e,J + v ek Tt f = dx k , 

wahrend die kinetische Energie T dargestellt wird durch 

(1) 2T=mvi v"(e;f.J=v·Pi. 

Diese Schreibweise gestattet die Gleichungen sofort in einem fließenden 
d. h. einem willkürlich zeitlich veränderlichen Koordinatensystem zu 
schreiben. In einem solchen gilt: 

r ~ = ~~ + vk Ofl , . .+ dx i 
v' = u' -

dt dt ot ox k 

1 e ~k=!~ l k ox t ot' 

(2) 

Dabei bedeutet u die Strömungsgeschwindigkeit des Koordinatensystems, 

dei bzw. oel die Änderung der Vektoren ez mit der Zeit im Massen-
dt 01 
punkt bzw. an einem festen Ort, 
so daß für xi = const wird 
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Daher wird 1 ) 

o T I j . ,,( 0 ek ) . ( ) 0 V") . ( d CI ) ~- =m v~v e·--- +v~ e·e -t=mv' e·--
oxl I xr l • ox l • k oxl j • dt 

o~ I r = mvi(eiel ) = mVI = PI 
oX X 

d oT _ (dv i ( ) i( dCI dei)} 
dt oxl-m \dt eie! + v eid( + e1dt . 

Die Grundgleichung der Mechanik schreibt sich daher in einem 
willkürlichen, eventuell auch zeitlich verändedichen Koordinatensystem 

(3) d (OT) oT oU 
dt o:i/ - ox l = axl ' 

oder bei Einführung des "kinetischen Potentials" (Lagrangesche Funktion) 
L=T+U 
(4) (Lagrangesche Gleichungen). 

Nun gilt2) aber 

OTt =~I +p. oui ; 
ax l xr oxl I vr • axl 

aT I aT I 

-I =--1' oxl:vY ax1v,' 
oU' oU' 

1
- I 

axl , - oxl I. ' v ,v, 

also geht die Lagrangesche Form über bei Einführung von 

(5) 

(H amiltonsche kanonische 
Gleichungen ), 

1) Die Schreibweise bedeutet, daß hier T als Funktion der xi und .i (also 
nicht etwa der Vi) betrachtet werden soll. 

o T I ( k 0 ci) " ( 0 ci) -I =mv,vk e -I =mvi v ek- , 
OX "r ox \ ox 

wobei wegen (e i ek) = 0 fUr t =F k bzw. = 1 fUr i = k gilt 

i OCk ce i 
e --=-Ck--' 

ox l oxl 
. dH 

3) Für u' = 0 ist H = T - U = T + W ~ie Energie und (ii = O. 
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wobei die letzte Gleichung folgt aus 

2 T = Pi V i, vi - U i = ~;; = ~;, \ x' - U i = iJ (T - iJ~l- U
i 
Pitr . 

Die Größen x i und P i (nicht pi = m !d~i) heißen generalisierte Lagen

und Impulskoordinaten. Meist findet man statt xi die Schreibweise qi' 

Setzt man 5 = f L dt (Wirkungsfunktion ), wo das Integral längs 
I. 

einer Bahn erstreckt und 5 als eine Funktion der Xi, der Zeit t und 
von Konstanten betrachtet sei, so wird 

1 

iJSI = r~1 dt = ~.I =Pi' 
iJx' 1 " iJx'lt iJx':x! 

I. 

ferner dS iJS iJS dx i iJS 
dt = L = Tt + a~dt = Tt +Pi(v'- u') 

= iJiJ~ + 2T - Piu i = iJiJ~ +H + L, also 

(6) iJS ( iJS) Tt'+ H t, x', iJx i = 0 (H amilton -J acobische Gleichung). 

Es sei aus dieser Differentialgleichung 5 bestimmt als Funktion 
von t, Xi und Integrationskonstanten (ti , unter denen sich, falls H 

von t unabhängig ist, die Energiekonstante h = - ~~ befindet. Setzt 

'man A=S+h(t-to) und-iJ
iJA =ß., wo die ß· neue Konstanten sein 

(Xi t 1-

sollen und nimmt man diese so, daß die Anfangsbedingungen erfüllt 
sind, so liefert die letzte Gleichung die Bahnkurve in der Form: 

xi = fi(t, (tl , (t2' (t3'" .). 

Zentralkraft. 

Ist fllt, also [ft]=O (Zentralkraft) 1) , 

so ist d 
dt [ tb ] = 0 (Flächensatz ) . 

Zwangskräfte. 
Wirken auf einen Massenpunkt Zwangskräfte 3a (Komponenten zu,), 

d. h. ist seine Bewegung durch Bedingungsgleichungen fa (Xl, x 2 , X 3 ) = 0 
beschränkt 2), so gilt: 

a 

1) Zentralkräfte sind nur in affinen Koordinatensystemen bequem zu be
handeln, weil nur in solchen r i = xi ist. 

2) Bedingungsgleichungen, die in der Form tu (Xl, x 2 , x 3 ) = 0 gegeben 
sind, heißen holonom. Sind sie durch eine nicht integrable totale Differential
gleichung L dx l + M dx 2 +N dx 3 = 0 gegelien, so heitien sie nicht holonom. 
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Die Arbeit der Zwangskräfte verschwindet. Zai(3adr) = 0, (z,dx$ = 0), 
d. h. 3a steht senkrecht auf der Fläche fa (xl, x 2 , x 3 ) = 0, also 

1 a fa (1 \I 3) Zai = A a ' OX i X, X ,X • 

Die Bewegungsgleichung lautet daher: 

(k i - mbJ + ~ Aa -:~: (xl, XII, x 3 )... (3 Gleichungen), 
a 

;f~-( ... ) . dx i = 0 . . . (a Gleichungen). 

Die 1a sind hieraus zu eliminieren. 

c. Systeme von Massenpunkten. 

1. Allgemeines. 
Das System bestehe aus N Massenpunkten. 
Die Massen ma seien Kräften fa unterworfen. Außerdem mögen 

sie aufeinander Zentralkräfte faß ausüben. 

Dann gilt für jeden Massenpunkt: 

mba =fa +.2faß (X=f=ß· 
ß 

Hierbei ist fßa = - faß (actio-reactio). 

Die Arbeit der Kräfte wird 

Sind die Kräfte Ia bzw. faß teilweise Zwangskräfte, d. h. durch 
Bedingungsgleichungen ersetzbar, so verschwindet ihr Anteil in dA. 

Die Bedingungsgleichungen für die 3aß haben die Form: 

[3aß' d(ra - rß)] = 0, 

( Za ß)i = 1 (!L - a f.) im affinen Koordinatensystem), 
OX· OX' 

a ß 
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2. Formale Zurückführung auf die Dynamik eines 
Massenpunktes. 

Die Dynamik eines Systems von N Massenpunkten im 3 -dimen
sionalen Raum kann formal auf die eines einzelnen im 3 N-dimell
sionalen zurückgeführt werden. 

Die Lagrangeschen Gleichungen lassen sich dann schreiben: 

d (aT) oT oU 
dt iiVi - axi = oxi' wo T=~T .. , U=~U ... 

Dabei ist es durchaus nicht notwendig, daß die x' bzw. p. für . . 
alle Massen auf das gleiche Koordinatensystem bezogen werden. Man 
kann z. B. so vorgehen, daß man zunächst einen Massenpunkt aus
zeichnet und auf ein festes oder bewegtes System bezieht, sodann 
den zweiten auf ein solches, welches relativ zum ersten ruht, den 
dritten auf eines, in dem die beiden ersten ruhen, also auf ein flie
ßendes, usw. Für alle Massenpunkte gelten dann unverändert die 
Lagrangeschen oder H amiltonschen Gleichungen. 

Bestehen zwischen den xi a unabhängige Bedingungsgleichungen, 
so kann man a Koordinaten eliminieren. Es empfiehlt sich, dann 
durch eine Transformation zu neuen Koordinaten x" überzugehen, 
derart, daß die a Bedingungsgleichungen durch a Gleichungen der 
Form X 'l = const ersetzt werden. 

Die Zahl Z = 3 N - a d. h. die Zahl der zur Beschreibung der 
Anordnung aller Teile erforderlichen Variabeln heißt die "Zahl der 
Freiheitsgrade" des Systems. Für ein System von 3 und mehr starr 
verbundenen Massenpunkten ist Z = 6. 

3. Grundlagen der statistischen Mechanik. 
Die 6 N-Größen xi und Pi definieren den Zustand des aus N

Punkten bestehenden Systems eindeutig. Benutzt man diese Größen 
als Cartesische Koordinaten, so veranschaulichen sie den Lage- und 
Bewegungszustand des Systems durch einen Punkt in einem 6 N-di
mensionalen Raum (Phasenraum). 

Die zeitliche Änderung dieses Zustandes wird durch eine Kurve 
dargestellt. Für diese gilt: 

ap, oN 
Tt=- ox i ' 

wo H = T - U eine skalare Funktion von Xi und Pi ist. Diese 
Kurve geht durch jeden Punkt des Raumes in einer bestimmten 
Richtung, kann sich also nicht selbst schneiden. 

Madelung, Math. Hilfsmittel. 12 
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In der statistischen Mechanik betrachtet man eme große Zahl 
solcher Systeme, die durch die gleiche Funktion H bestimmt werden. 
Jedes System wird dann durch einen Punkt im Phasenraum dar
gestellt, deren Gesamtheit sich über den Phasenraum verteilt. 

Faßt man eine Anzahl derselben ins Auge, die ein gewisses Vo
lumen des Phasenraumes erfüllen, so erfüllen sie nach einiger Zeit 
ein Volumen derselben Größe (Liouvillescher Satz). Man kann dann 
die Phasenpunkte als ein strömendes Kontinuum auffassen, für welches 
div b = 0 ist. Ist die Verteilungsdichte e der Phasenpunkte derartig, 
daß die Strömungsrichtung überall senkrecht auf dem Gradienten der 

Funktion H steht, so wird ~~ = 0, d. h. e ist dann nur eine Funktion 

von H (pq). Man spricht dann von statistischem Gleichgewicht. 
Für ein abgeschlossenes System ist die Kurve im Phasenraum 

durch die Gleichung E = const auf eine Hyperftäche beschränkt. 
Zu der räumlichen Dichte e = const auf dieser Fläche gehört die 
"Flächendichte " 

const. 

o = v(:~r~-;(;~-r-~-.~~ 
Die "Ergodenhypothese" behauptet, daß der Phasenpunkt durch 

jeden Punkt dieser Hyperftäche hindurchgeht oder ihm wenigstens 
beliebig nahekommt. Gilt diese Hypothese, so verlangt der Liouville
sche Satz, daß die Phasenpunkte in langen Zeiträumen im Durch
schnitt sich in gleichgroßen Flächenteilen proportional den Zeiten 
eonst. 0 aufhalten. Die exakte Gültigkeit der Ergodenhypothese ist 
zweifelhaft. 

Für ein nicht abgeschlossenes System fällt die Beschrimkung 
auf die Hyperftäche E = const fort. F-E 

Nach Gibbs ist dann e = f( E) speziell gleich Q = Ne TT-, wo N 
die Zahl der betrachteten Systeme, T die gemeinsame Temperatur, 
k die Boltzmannsche Konstante und F die freie Energie bedeutet. 
(vgl. S. 222ff). 

Es ist J Q • dw = N, wo dru ein Differential des Phasenraumes 
ist, also 

F E E 
-kT- J -id e = e dw; F = - k Tin Je -k T dw = - k T In Z. 

E 

Das Integral Z = Je -kT d w heißt "Zustandsintegral" 
Zerlegt man den Phasenraum in einzelne Schichten zwischen E 

und E+dE vom Volumen dw = V(E)dE, so wird: 
E 

Z=!e-kTV(E)dE=JJdE. 
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Der Integrand hat ein stark hervortretendes Maximum für emen 
Wert E = Eo' Hier ist 

~~Jo - 0 oE -- , h > o. 

Da das Integral f J dE nur in der Umgebung des Maximums 
einen nennenswerten Beitrag liefert, kann man h konstant setzen, und 
es wird daher mit großer Annäherung: 

F= Eo - kT(ln Vo+ In v'2:). 
In v'2hn kann man vernachlässigen gegen In Vo. Daraus folgt 

k I V Eo - Fo 5 E . n 0 = ---t-- = 0= ntrople. 

Da Vo die statistische Wahrscheinlichkeit für den Zustand des 
Systems angibt (vgl. S. 166), welches bei der Temperatur T die 
Energie Eo hat, ist 5 = k In Vo die Boltzmannsche Beziehung zwi
schen Entropie und Wahrscheinlichkeit. 

4. Gleichgewichtslagen und Schwingungen. 

Sind für ein bestimmtes vVertesystem xi alle ~ u. = 0, so be· 
uX' 

steht Gleichgewicht und man kann U in der Nachbarschaft dieser 
Stelle darstellen in der Form: 

U = U + "L~~_~XV2. 02r.: 
o L.J 2 ox,' 

i 

o·U + .2).2) (x' - xj)(xk - xt)· oxioxk + ... , 
i k 

d. h. U - Uo = xi xkA;k (unter Fortlassung der I-Zeichen), wenn 

man xt als neuen Nullpunkt wählt. Dann gilt: 

Setzt man hierin 

so wird 

d 2 x i oU kA mi -([j2- = ox i =X ik. 

wt 

xi=aievmi, 

Xi w2 = X" A ik , 

d. h. man erhält ein System von 3 N homogenen linearen Gleichungen 

(vgl. S. 2). 
Durch Nullsetzen der Determinante erhält man eine Gleichung 

3 N- ten Grades für w 2 • 

12* 
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Transformiert man die xi wie in S. 3 in die neuen Koordi
naten ~j' so heißen diese "Normalkoordinaten". 

Stabil ist der durch xi = x io gegebene Gleichgewichtszustand 

bzw. der durch Xi = aie rot gegebene Schwingungszustand nur, wenn 
Vm/ 

alle Lösungen der Gleichung für QJ 2 negativ sind. 

D. Starrer Körper. 

Ein Massenpunktsystem bestehend aus starr miteinander (durch 
Zwangskräfte) verbundene Massen 111" heißt ein starr3f Körper. 

Die Geschwindigkeiten b" seiner Punkte sind dann durch zwei 
freie Vektoren1) ~ und U darstellbar: 

(t ist der Ortsvektor von einem mit dem Körper starr verbundenen 
Nullpunkt aus). 

~ ist die Geschwindigkeit des Punktes t = o. 
U ist die Drehgeschwindigkeit um die durch t = 0 gehende 

Achse Il U. 
Verschiebt man das Bezugssystem im Körper um die Strecke (l 

(t' = t - a), so wird b = ~ + [Utt] + [U, t - aJ = ~' + [Ut'], d. h. 
die Drehgeschwindigkeit U ist unabhängig von der Wahl des Be-
zugssystems. 

Wählt man speziell (l = [U ~, so wird 
U 

)8'=U~2!B), d.h. ~'IIU. 

Die Bewegung ist also als reine Schraubung darstellbar. Die 
Achse durch den neuen Nullpunkt (t' = 0) heißt instantane Drehachse. 

Weitere wichtige Vektoren sind: 

~ = .2m" ba der Gesamtimpuls 

,0 = .2m" [ta Ila] der gesamte Drehimpuls 
" 

pi= .2mv i 

Q'" = .2m(xi v" - x"v l ) 

Qi.lI= _Q"i. 

Die kinetische Energie T = .2 !!!. v2 ist dann darstellbar durch: 
2 

1) Freie Vektoren sind durch grotie Buchstaben geschrieben. Es sollen 
nur affine (d. h. gradlinig äquidistante) Koordinaten m Frage kommen, da nur 
in solchen die Komponenten der freien Vektoren vom Ort unabhängig sind. 
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Schwe'J(punkt heißt der Punkt, für den als Nullpunkt (r = 0) 
lJmr = 0 wird 

M = lJma heißt Gesamtmasse, 
a 

6) = "m [UtJ~ heißt das Trägheitsmoment bezogen auf die Dreh-
u -7' U' 

achse U durch r = O. 

Es ist dann: T=MV
2 +f!!u U2 . 

2 2 

Die Kräfte auf starre Körper sind (in ihrer Wirkung) darzustellen 
durch zwei Vektoren: 

1. die Gesamtkraft Sl' = lJ f a 
a 

2. das Drehmoment ,2 = lJ[ra fu ] 

a 

Die Bewegungsgleichungen lauten: 

djß 
aT = Sl', 

dO 
dt = ,2 -- [)B~], 

K = lJk i 

L ik = lJ(x i kk _ xk k i ) 

L tk = _L ki 

dpi i 
---=K 
dt ' 

d\L,k = L ik _ Vi pk --l- V k pi. 
dt ' 

Ist r = 0 Schwerpunkt, so wird [)B~J = O. 
Es lauten dann die Gleichungen: 

djß dO 
Tt=Sl'; --at =,2. 

Für einen freien oder nur im Schwerpunkt festen Körper (5S = 0) 

gilt speziell ~~ = O. (Flächensatz.) 

B . h dO f' . cl K . cl eZle t man dt au em mIt em starren örper rotIeren es 

Bezugssystem, so wird: (vgl. S. I43) 
dO d'O dQik d'Qik 
dt = -F - [0 U] =,2, ----;[t = ----;[t -- (Vii Q1k - VklQt) = L ik. 

[0 ll] kann man hier auffassen als ein durch die Zentrifugalkräfte 
erzeugtes Drehmoment. 

Die Abhängigkeit 0 = lJ m [r [ll r]] kann man durch einen 
Tensor :t darstellen: 0 = :tell). 

In einem Cartesischen Koordinatensystem parallel zu den Haupt
achsen 6)16)2 6)s von :t gilt dann: Qx = 6)1 Vx' usw., 

also EIl d~a: - ((:)2 - 6)s) V y V z = Lyz (Ettlersche Gleichungen) 

usw. 
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In kovarianter Darstellung ist: 

Qik = 2m (U/ Xl xk _ Ulk Xl Xl). 

Führt man den symmetrischen Tensor Tik = 2mxi x k em, so wird 

Qik = ul T lk _ Ulk T li . 

In emem Cartesischen Koordinatensystem, das so liegt, daß 

T ik = 0 für i =f k 
wird dann 

Da hier 

so ist dann 

Es ist also 

E. Mechanik der Kontinua. 

1. Kinematik. 
Die Massen seien kontinuierlich verteilt. Ihre Geschwindigkeiten 

werden daher durch einen Feldvektor b bestimmt. 

Die Massendichte ist ein Skalar (I> so daß f e d v = M, die im 
v 

Volumen V enthaltene Masse darstellt. 

Es ist ~1 + div (e b) = 0 (Kontinuitätsgleichung). 
o .. 

Hier bedeutet ai die Anderung des Argumentes an emer festen 

Stelle des Raumes mit der Zeit. Sucht man die betreffende Änderung 
in einem mit der Geschwindigkeit b bewegten Punkt, so verwenden 

d 
wir das Symbol dt' 

da Ga 
Es ist für emen Skalar a: --rJ:i = 8e + (b grad a), 

dn on 
" Vektor a: dt = Bi + (b grad) a, " 

al de + d' so dt e IV b = O. 

Für inkompressible Substanzen ist ~; = 0 (nicht ~1) und div 1.1 - o. 

Die Verschiebungen b f der Punkte eines Kontinuums sind in 
der Umgebung eines Punktes t o als lineare Funktionen des Ortes 
bt = t - to und eventuell der Zeit zu betrachten. 
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Wir zerlegen ~f in drei Teile ~f = ~fo + ~ [~t rot ~n + @5()r) mit 
den Komponenten (in kovarianter Schreibweise): 

~s"; = ~s~ + ~x"Rt + ~x"S:' 
R. =~(~-~~) 

,I< 2 ax" ax' 

wobei 

~fo ist die Verschiebung des Punktes t o 
t [~trot ~ rJ ist eine starre Rotation. 
@5 (~t) heißt die Deformation. @5 ist ein symmetrischer Tensor 

(Defo1mationstenso1 ). 
@5 (~t) läßt sich weiter zerlegen in 

@5 (~t) = ~t· di; ~f + @5' (~t), 

so daß div (@5' (~t)) = 0 ist., 
oder in kovarianten Komponenten: 

Sil< = I: I· gik + SI", also I S' 1= 0.1) 

Der erste Teil entspricht einer homogenen Dilatation. 
Der zweite Teil entspricht einer Scherung, d. h. Formänderung 

bei konstantem Volumen. 

In analoger Weise läßt sich das Geschwindigkeitsfeld b = :1 
in der Umgebung des Punkte~ t o darstellen: 

b = bo + t [~t rot b] + ?8 (~t) 

und 

2. Kräfte. 
Die in einem Kontinuum wirkenden Kräfte lassen sich einteilen 

in fernwirkende und nahwirkende. 
Erstere werden dargestellt durch Feldvektoren f (Volumenk1äfte), 

letztere durch Flächenvektoren .\) (Oberflächenk1äfte). 
Die Volumenkräfte (Gravitation u. dgl.) wirken auf alle Elemente 

eines Raumes. 
Die Oberflächenkräfte (Oberflächendrucke, äußere Reibung, Atom

kräfte u. dgl.) wirken nur auf die Elemente von (wirklichen bzw. 
gedachten) Flächen. 

1) I 5 i bedeutet I 5t, identisch mit I @j I der symbolischen Vektor
schreibweise. 



184 Mechanik der Kontinua. 

An freien Oberflächen sind die ,p als gegeben zu betrachten. 
Legt man eine (gedachte) Schnittfläche durch ein Kontinuum, so lassen 
sich die inneren nahe wirkenden (Atom-) Kräfte ersetzen durch Ober
flächenkräfte ,p in der Schnittfläche. Die Größe der lJ ist dabei im 
allgemeinen abhängig von der Orientierung der Schnittfläche. Diese 
Abhängigkeit wird dargestellt durch: 

( ) . pik lJ = jJ3 n p~ = nk , 

wo n der Einheitsnormalvektor zur Fläche ist. 
jJ3 heißt der Spannungstensor. Er ist symmetrisch. 
jJ3 (n) läßt sich zerlegen in 

jJ3(n)=-n,p+jJ3'(n)'Pik=I~lgik+P~k' wo IP'I=O, 
so daß div jJ3' (r) = 0 ist. 

p heißt Druck (= _ Ifl) . 
3 

Die Gesamtkraft auf ein Volumen V ist 

Sf=ffdv+flJdf. 
Das Drehmoment ist 

,\3 = f dv[frJ + f df[lJ r]. 
Die Kraft, die durch die auf die Oberfläche der Volumenelemente 

wirkenden Oberflächenkräfte ausgeübt wird, ist durch einen Feld-
vektor f' zu ersetzen: 

f' = div jJ3. 

Die bei einer Verschiebung c5f gegen die Kräfte fund,p geleistete 
Arbeit c5A ist; falls hierbei fund ,p canstant sind: 

c5A = f dv ((f + f') c50 

mit fdvf'c5i=fdf(lJc5f). 
Ist fund lJ proportional c5 f, so tritt der Faktor ~ zur rechten 

Seite. 

3. Elastizitätstheorie. 
In elastischen Körpern sind nach dem H ookeschen Gesetz die in

folge der Verschiebung auftretenden Spannungen lineare Funktionen 
der Deformation, d. h. die 6 Komponenten von jJ3 sind lineare Funk
tionen der 6 Komponenten von 6. Hiernach wären 36 Konstanten 
zur Darstellung dieser Abhängigkeit erforderlich 

Pik = a~;:' Slm' 

, Die Deformationsarbeit JA wird dann: 

c5 A = ~ f (f' c5 f) d v = ft f (ö f div jJ3) d v = - ~ f d v . (jJ3 6) + ~ f d f(,p c5 f). 
Sehen wir von dem Oberflächenintegral ab, so ist bei Annahme 
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konservativer Kräfte die in der Volumeneinheit enthaltene potentielle 
Ene1'gie, d. h. die Energiedichte 

l(m~) Ip Si" i lmSik S Q) = 2 1-'1;;1 = 2 ik =. :r aik Im' 

Q) ist daher eine homogene Funktion 2. Grades der Deformation 
bzw. der Spannungskomponenten. Sie ist bestimmt durch 21 Konstanten, 

indem 

Für isot1'ope Medien vereinfacht sich die Abhängigkeit. Hier 
müssen aus Symmetriegründen die Hauptachsenrichtungen der Ten
soren \13 und (5 zusammenfallen. Man sieht leicht, daß der allge
meinste Ansatz für die lineare Abhängigkeit beider dann lautet: 

div(~f) = a. p; 6' = ß \13'; 
3 

Die anschaulich physikalische Bedeutung der Konstanten a und 
ß folgt aus Anwendungen auf spezielle Probleme. Es ist 

1-2,u " ß-~+,u. 1 +2 1 
a = ~ = 3' - B' " = alt an' 7f = an - a12 ' 

wo E der Elastizitätskoeffizient, 
p, der Querkontraktionskoeffizient, 
" die Kompressibilität ist. 

alt und a12 sind die Koeffizienten a ~~ und a ~~, die für isotrope 
Stoffe allein maßgebend sind 

In kovarianter Form ist: 

ISI = alPI, S;"=ßP;,, (ISI =Si"gik)' 
1 1 'a-p I Sik = 31S gik + Si!, = -3-/ P gil' + ßPik' 

1 I I ' 1 (1 1)/ I 1 Pik =3 P gik+ Pi/' =3 ,,-p Slf;"+pSik 

Es folgt daher: 
,u I I !t+ 1 Sik = E P gik + -E-Pik' 

P - ._E,u ·_.ISllu +~.S ik - (1 +,u) (1-2,u) cik 1 +,u ik' 
Für die Energiedichte folgt: 

2Q)=Sikpi"=~.(S2)++(: - ~)ISI21) 

= ß(P 2) + a-1 1 P 1
2 • 

3 

1) Es ist meist üblich von dieser Gleichung auszugehen, weil (5 2) und 1512 
die beiden einzigen unabhängigen quadratischen Differentialinvarianten der Ver-

B 2. 1· E 
schiebung sind. Setzt man 2 w = A (5 ) + B ! 5 I , so 1st A = -p- = .~ . = an - alS 

1+,u 
1(11) E,u 

und B = 3 -; -/i = (1-2,u)(1 +,u) = a12 • 
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a) Statische Elastizitätsprobleme. 
1. Gegeben seien die ,5f, gesucht werden die fund .\J. 

Es ist f = div \l3' - grad p = _1_ div 6' - ~ grad div ,51 
ß 30: 

.\J=\l3(n)=~.div,51+ ß1 6' (n). 
30: 

2. Gegeben seien die .\J und f, gesucht werden die ,51· 

~ (~+~).,1 (div,5i) = - div f 
3 0: ß . 

2l J (curl ,5 f) = - curl f· 

Diese Gleichungen sind zu lösen mit den Randbedingungen, daß 
an der Oberfläche 

n div ~ f 1 , ( ) . d --- + -- 6 n =.\J wIr . 
30: ß 

b) Bewegungsgleichungen in isotropen elastischen Körpern. 

edb=f+div\l3 
dt 

d 2 1 1 (2 1 ) . e' dt 2'(,51) = f + 2fJ LI (,50 + -;;- ~ + P grad dlV,5f 

= f + 1- (~ + -}) grad div (,50 - ;ß' curl curl (,50· 

Zerlegt man M in Ml und ,5f2' so daß 

div ()fl = 0; curl ()f2 = 0, also ()f2 = - grad q; und sei f = 0, 

so wird: 
d 2 1 e dt2 (,511) = 2fJ' LI (jf l (Transversal- oder Scherungswelle) 

und e :t: q; = + C + ;),1 q; (Longitudinal- oder Verdichtungswelle). 

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten sind 

für die transversale Welle = 1/ 1 _ lr--ir-
V 2ße - V 2e(1+ll) 

für die longitudinale Welle = 1 / 1 (-i + 2-) = 1 / E (1-=-~ . 
V 3e 0: ß V e (1- 21l) (1 +Il) 

4. Übergang zur Hydrodynamik. 

In nicht vollkommen elastischen Körpern verschwinden bei kon
stanter Deformation die Spannungen \l3' mit der Zeit. Dies führt auf 
folgenden möglichst einfachen Ansatz: 

am' 1 a6' 1 , 
-8t = -tf' aT - -;- \l3 . 
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so wird dann 

Hydrodynamik 

iJ@)' 
iit= 0, 
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jß' = jß/=o e T (t = Relaxationszeit). 
iJ 

Schreiben wir Be b f = \.J und stellen tl (ebenso wie c5 f) dar durch 

\.J = \.Jo + He5r·rottl] + ~(c5r) 
und 

~(br) = br di;tl + ~'((h), 
so wird 

• iJ\ß' 1 , 1 , 
---=-~ --jß. 

iJ t (J 7: 

Für langsam veränderliches ~' bzw. kleines t, d. h. Flüssigkeiten, er
halten wir dami t: 

jß' = ~ ~'. 

jß' wird also jetzt durch die Geschwindigkeitsverteilung bestimmt. Die 
Beziehung I 61 = c(, i jß I bleibt erfahrungsgemäß bestehen. 

Die Bewegungsgleichungen werden dann 1): 

(ldtl = f + div jß = f + div (~IJU +!- ~,) 
dt 3 {J 

= f - grad p + 2~ (LI tl + + grad div \.J) • 

.A. = ~ heißt Reibungskoeffizient. 
2{J 

Wir erhalten somit 

(} d'O = f - grad p + 1 LI tl + ~- grad div tl 
dt 3 

als Bewegungsgleichung einer Flüssigkeit mit innerer Reibung. 

5. Hydrodynamik. 

Für reibungs/reie Flüssigkeiten wird 1 = 0. Die Bewegungs
gleichungen lauten daher: 

d'O 
l2' dt = f - gradp 

oder 
dtl i - = - - gradP; 
dt (! 

wo 

P=f~~ 

1) ~ bedeutet den Einheitstensor (vgl. S. 142). 
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gesetzt werden kann, wenn Q eine eindeutige Funktion von p ist, bzw. 

ob = du _ (bgrad) b = ~b __ ~gradv2 + [b rotb] oe dt dt 2 

OU = 1 _ grad (v 2 + p) + [b rot b] 
ot e 2 

Eulersche Bewegungsgleichungen. 

Ist :: = 0 (stationäre Strömung) und rot b = 0 (wirbelfreie oder Po

tentialströmung), so wird 

f (v 2
) - - grad - + P = 0, e 2 • 

bzw. bei konstantem Q 

f - grad (Q ~2 + p) = O. 

(Q ~2 + p) heißt hydrodynamischer Druck. 

Hat f ein Potential, d. h. f = grad rp, sO wird 

orot b 
~ - rot [brot b] 

und daher 

~ f d • rot b = ~ .I: b d ~ = 0 dt I n dt :r 

(vgI. 143), d. h. das Wirbelmoment einer mit der Flüssigkeit mitbewegten 
Fläche bleiöt konstant (Hel1nholtz). 

Ist rot b = 0, so ist tJ darstellbar als tJ = grad (jj (Geschwindig
keitspotential). Es gilt dann 

~'!'. _ m + P +..!..- grad 2(jj = const. ot 'r 2 

Für inkompressible Flüssigkeit Q = const, T = P ergibt die Kon
tinuitätsgleichung div b = 0, also LI (jj = O. 

Die meisten Probleme der Hydrodynamik laufen auf die Lösung 
dieser Differentialgleichung mit Berücksichtigung der durch die Be-

grenzung der Störung gegebenen Randbedingungen: 0 rp = 0, bzw. on 
:~ = Vn heraus, wo Vn die Normalkomponente der Geschwindigkeiten 

der Begrenzung ist. 
Bei strengerer Annäherung an die Wirklichkeit ist die Flüssigkeit 

als an die Begrenzung haftend zu betrachten. Das ist aber im all
gemeinen die Bedingung rot b = 0 nicht zu erfüllen. 



Zwölfter Abschnitt. 

Elektrizitätslehre. 
1. . Elektrostatik. 

Von emer ruhenden Ladung e1 am Ort t 1 wird auf eine zweite e'] 
am Ort t 2 eine Kraft Sf12 ausgeübt, wenn t = t 1 -- t 2 bedeutet, 

(1 ) 

wenn der ganze Raum mit einem homogenen isotropen Medium (Di
elektrikum) erfüllt ist. e heißt Dielektrizitätskonstante des Mediums. 
Sie wird für das Vakuum = 1 gesetzt und ist> 1.1) 

Die Ladungen werden durch die Kräfte gemessen. (Das ist 
immer möglich, sobald drei Ladungen und die Kräfte zwischen je 
zweien von ihnen gegeben sind. Dann bestimmen sich die Ladungen 
aus den drei für die Kräfte geltenden Gleichungen.) 

Ladungsdichte e heißt bei continuierlich verteilter Ladung der Aus-

druck: lim ~, wo e die im Volumen V enthaltene Ladung bedeutet. 
v=o V 

Sie ist auch definiert durch Je d v = e, 

(2) 

heißt Feldstärke im Punkte der Ladung 2. Sie ist unabhängig von der 
Größe (und überhaupt der Existenz) von e2 , also eine Funktion des 
Ortes. ~ bildet ein Feld. Daher läßt sich das elektrische Potential q; 
definieren durch 

(3) ~ = - gradq;. 

Es ist, falls e konstant ist, 

(4) q; =J~dv er 
und 

(5) e= -~Llq;. 
4," 

1) Im Innern von anisotropen Stoffen ist der Skalar e durch einen Tensor 
zu ersetzen (vgl. S. 199). 
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(6) 

Elektrizitätslehre. 

Aus (2) folgt dann curl ~ = O. 

'1)=6~ 

heißt dielektrische Verschiebung. Es ist 

(7) 4.71e = div'1) = 6 div~. 

'1) ist in isotropen Stoffen stets parallel zu ~. 

Polarisation heißt der Ausdruck 

(8) \l3 = ~ ('1) _ ~) = 8 -1 ~. 
4:n: 4:n: 

Die Vektorfelder der ~ und '1) lassen sich veranschaulichen durch 
den Geschwindigkeitsvektor b einer inkompressiblen Strömung. Den 
Strömungslinien entsprechen die Kraftlinien (für ~), sowie die In· 
duktionslinien (für '1). 

Als Zahl der durch einen Querschnitt q gehenden Kraftlinien 
bezeichnet man das Integral J dq.En über den Querschnitt, auch 
Kraftfluß genannt. Analog spricht man von Induktionsfluß. 

Induktionslinien endigen nur in den Ladungen Kraftlinien, endigen 
außerdem im Raum, sobald die Dielektrizitätskonstante sich ändert. 
Man spricht dann von freien Ladungen 

(9) , 1 d' ('(: d' rr:. 4:n: 1 ( d 1 ) , m -_ fe'rdV • e = - lV \2,; lV \2, = - e + -- ~ gra - = 4.71Q , T 
4:n: 8 8 8 

An der Trennungsfläche zweier Stoffe verschiedener Dielektrizitäts
konstanten bleibt die Normalkomponente von il stetig, ebenso die 
Parallelkomponente von .~. 

Bildet im Stoff 1 die Richtung von '1) (bzw.~) mit der Nor
malen den Winkel "1 und entsprechend im Stoff 2 den Winkel "2' 
so ist tg a1 : tg"2 = E1 : 62 (Brechungsgesetz der Kraftlinien). 

Die Flächendichte w ist bei kontinuierlich auf einer Fläche ver-

teilter Ladung definiert durch w = lim; oder durch 
F=O 

J wdf= e 
F 

wo e gleich der auf der Fläche F befindlichen Ladung ist. Das ergibt 
die Beziehung 

(10) 4.71w = - (Dn1 + Dn2), 

wo '1)1 und '1)2 die Verschiebungen auf den beiden Seiten der Fläche 
sind. Entsprechend heißt w', definiert durch 

(11) 

die Flächendichte der freien Ladung. 
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Die Energie eines Ladungssystems ist gleich 

(12) U = +f d v <p'e + -~J df<pw = 8~f dv (~'J)) = s',J dv e~~. 
Leiter der Elektrizität heißen Körper, in denen im Gleichgewichts

zustand <P konstant ist. Im Inneren von Leitern ist ~ und e = O. Sie 
können nur eine Oberflächenladung besitzen. Ein Leiter verhält sich 
bei statischen Problemen wie ein Stoff unendlich großer Dielektrizitäts
konstante. 

Die elektrische Energie ist im Gleichgewichtszustand ein Minimum 
gegenüber der aller andern Ladungsverteilungen, die bei den gegebenen 
Ladungen auf den Leitern möglich sind. 

2. Elektrokinetik. 
Jeder Ladungstransport heißt elektrischer Strom. 
Stromstärke I heißt die durch eine gegebene Fläche F in der 

Zeiteinheit transportierte Elektrizitätsmenge. Stromdichte i ist definiert 
durch 

(2) Ji"df= I = ~: = J dv divi. 
F 

Man unterscheidet die Dichte des 

1. Leitungsstroms i = o~ (0 heißt Leitfähigkeit). 

2. Konvektionsstroms f = e tJ. 

3. Verschiebungsstroms ~ ?dg). Dies ist als Strom zu deuten, wegen 
4n t 

1 J 0 1 f . iJ:v 0 f de - df-D =-- dvdlV-=-- dv·o=-. 
4n ot n 4n oe oe "de 

Als wahren Strom c bezeichnet man 
e dQ; 

(2) c=0~+4-;-ot+etJ. 

Es gilt immer div c = O. 

Stationäre Ströme in Drähten. Ist der Leitungsstrom auf einen 
Leiter von geringem Querschnitt q beschränkt, so ist I = J i"dfeine 

q 
Konstante längs des Drahtes. 

Die Potentialdifferenz <PI - <P~ zwischen zwei Punkten des Drahtes 
ist dann proportional I. 

(3) 

W heißt Widerstand. 

(4) 

2 

J (~ds) = <PI - <P2 = W I. 
1 

2 

W=fdS. 
qa 

1 
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W ist bei gegebenen Dimensionen und Leitfähigkeit unabhängig von I 
(Ohmsches Gesetz). 

Elektrischer Kreis. In einen geschlossenen Kreis ist ~ (§;ds = O. 
Ist aber in einem Bereiche die Beziehung i = a (§; durchbrochen (Ele
ment, elektrolytische Zelle usw.), so kann doch ein Strom fließen. 

f q ((§; - :) ds heißt elektromotorische Kraft E und es gilt: 

(5 ) 
E 

1= W' 

3. Magnetostatik. 
Die Magnetostatik entspricht der Elektrostatik in folgenden Punkten: 
Der Ladung e entspricht die magnetische Menge m. 
Der Dielektrizitätskonstante B entspricht die Permeabilität ft. 
Der elektrischen Feldstärke (§; entspricht die magnetische Feld-

stärke S). 
Der Verschiebung 'l) entspricht die Induktion ~ (wobei ~ = ft S)). 
Der Polarisation \l3 entspricht die Magnetisierung Wl. 

Alle Formeln der Elektrostatik gehen dann in die entsprechenden 
der Magnetostatik über. 

Abweichungen. Leiter des Magnetismus gibt es nicht, wohl aber 
verhalten sich Stoffe mit großem ft annähernd wie Leiter. 

ft ist im Gegensatz zu B für viele (ferromagnetische) Stoffe keine 
Konstante, sondern sowohl von der Feldstärke wie von der Vor
geschichte abhängig (Hysteresis). Jeder Magnetpol m ist mit einem 
andern - m verbunden. 

4. Elektromagnetismus. 
Strömende Elektrizitätsmengen üben auf andere strömende außer 

den elektrostatischen auch "elektromagnetische" Kräfte aus. 
Von einem stromdurchflossenen System wird auf ein Stromelement 

der Länge und Richtung dl, in dem ein Strom der Stärke I fließt, 
eme Kraft 

(1) 

ausgeübt, wobei das Integral über das mit der Stromdichte i durch
flossene System zu erstrecken und r der vektorielle Abstand vom 
Stromelement dl zum Volumelement dv ist (Biot-Savartsches Gesetz). 

(2) f J dVr~rl = S) heißt magnetische Feldstärke. Das so definierte S) 

ist mit dem magnetostatischen identisch. Der Faktor c hat die Di
mension einer Geschwindigkeit und ist experimentell zu 3.10 10 ern/sec, 
also gleich der Lichtgeschwindigkeit gefunden. Es ist also 

(3) ~=.uI[dlSJ]. 
c 
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Es folgt, daß div p,~ = div>8 = 0 ist. Nach dieser Auffassung endigen 
die Induktionslinien (>8) nirgends (auch nicht an den Polen eines 
Magneten, sondern setzen sich im Innern desselben fort). Es läßt sich 
daher ein magnetisches Vektorpotential definieren durch 

>8 = rot~, 

und es wird 

(4) 
und 

(5) 

~= ~_fdVi 
c r 

4.ni 
rot SJ = --. 

c 

Magnetischer Kreis. In Stoffen sehr hoher Permeabilität (Eisen) 
verlaufen die Induktionslinien (>8) angenähert wie die Stromlinien in 
Leitern. 

Hat man es mit einem geschlossenen Eisenkreis zu tun, so gelten 
die zum elektrischen Kreis analogen Formeln. Der Formel i = a&, 

entspricht dann >8 = f1 SJ· M = P SJ dß wird hier aber nicht gleich 

Null, sondern = ~·31fi d (, wo das Integral über die durch den Kreis c n 
F 

begrenzte Fläche zu nehmen ist. Fließt der Strom in n Drahtwindungen 
mit der Stärke I durch diese Fläche, so wird 

Es 

wo 

(7) 

M = P ~ dß = 4.nnl. 
c 

Diese Größe kann als magnetisierende Kraft bereichnet werden. 

wird dann Im = J Endf der gesamte Induktionsfluß, oder 
q 

W _J,ds 

ist, In Analogie zu 

'''-rqp 
E 

I=w· 

5. Elektrodynamik. 
. d V h· b 1 iJ~ . . Nach Maxwell 1st er ersc le ungsstrom 4.n Tl m semer ma-

gnetischen Wirkung äquivalent einem Leitungsstrom 1. Daher folgt durch 
Verallgemeinerung 

(1) 
4.ni 1 iJ~ 

rot SJ = -- + - --c c iJt 
1. Hauptgleichung. 

Durch Analogie und auf Grund von Experimenten (Induktion) folgt ferner 

(2) 
Madelung, Math. Hilfsmittel. 

1 iJm rot&, = - --
c iJt 

2. Hauptgleichung, 

13 
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welche auf Grund des Stokesschen Satzes auch lautet 

0) ~((§;.d5) = - -:'Jd foBn 
C ot (Induktionsgesetz ). 

Die Energie eines Feldes besteht aus einem elektrischen Teil U 
und emem magnetischen Teil T 

(4) W =~ U + T = 81~f dv (eE2 + f1H2). 

Hieraus folgt 

(5) 

4'n [(§;S)] = (5 heißt Poyntingscher Vektor. 

Da f d f (5 hiernach der Energieverlust pro Zeiteinheit durch die 
Oberfläche F darstellt, wird (5 als der Vektor der Energieströmung 
gedeutet. .. 

Durch Elimination von S) bzw. (§; aus den Hauptgleichungen folgt: 

(6) 

bzw. 

d. h. eine Wellengleichung für (§; bzw. S). 
In Analogie zur Elastizitätslehre kann man die Kräfte in emem 

statischen elektromagnetischen Feld auf die Maxwellsehen Spannungen 
zurückführen, in der Form 

lJ = div~, wobei lJ die Kraft auf die Volumeneinheit bedeutet, also 
f lJ dv = ~ und wo ~ durch die elektrischen und magnetischen Kräfte 
bestimmt ist durch: 

(7) 

aE2 aH2 
~ (a) = (§;((§;a) - 2 + S) (S)a) -2 1) 

T ik =! go, (E)2 - Ei Ek + ~gik (H)2 -- HiHk • 

In emem nicht statischen Felde erweitert sich diese Beziehung zu: 

(8) 
• 8ft 06 

11 = dlV ~ + -- -. 
l' c2 ot 

9 = :~ (5 heißt elektromagnetische Bewegungsfiräße. 

1) Diese Gleichung kann so gedeutet werden, daß man ~ (n) als eine 
Spannungskraft in Richtung n auffaßt. Ist dann n 11 ~, so wird der erste Teil 

= E", das bedeutet einen Zug. Ist n I ~, so wird der erste Teil = _ ES, 
2 - 2 

das bedeutet einen Druck. Man findet so die Faradaysche Auffassung, daß in 
Richtung der Kraftlinien ein Zug und senkrecht dazu ein Druck wirkt. 
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Es tritt hier zu der statischen Kraft ~ noch eine dynamische ~ , 
iJt 

die man als Trägheit der elektromagnetischen Energie deuten kann, 

deren Masse dann gleich ~ zu setzen ist. 
c 

6. Elektrodynamik quasistationärer Ströme. 

Wenn man in der 1. Hauptgleichung ~~ neben 4.ni vernach

lässigen kann, d. h. bei relativ langsam veränderlichen Feldern und 
Strömen, treten Vereinfachungen ein. 

Fließt der Strom in einen geschlossenen Draht 1, so tritt zu der 
bisherigen elektromotorischen Kraft E noch eine induzierte elektro
motorische Kraft Ei hinzu: 

E- = f ~i dS1 = - + :tf drBn = - -:-:, f Wd~ (\8 = rotW). 

Rührt )8 von einem Stromkreis 2 mit dem Strom 12 her, so wird 

also 

Ln = J.t f f di;1~i2 heißt gegenseitiger 1ndu.~tionskoetfizient. 
Betrachtet man die Induktion verschiedener Strom teile d 61 und 

d~~ ein und desselben Stromkreises aufeinander, so werden obige 

. S k' 'd . h, d' G "ß L 2 JJdi1 dir h 'ß S lb zweI trom reIse I entlsc le ro e 1 = J.t -,- el t e st-
1'11 

induktionskoettizient. 
Für einen Stromkreis gilt daher 

i L dI1 ~L dIn 
E1 =- Idt-~ ln/it-' 

n 

7. Elektronentheorie. 
Die Elektronentheorie nimmt an, daß es weder über größere 

Räume kontinuierlich verteilte Ladungen und Ströme gibt, noch Räume 
in denen e und J.t von 1 abweicht. 

Alle Ladungen sollen in sehr kleinen V oluminas konzentriert, 
alle Ströme reine Konvektionsströme sein. Die größeren Werte von 
e und J.t, sowie 0 sollen durch den atomistischen Mechanismus be
weglicher elektrischer Ladungen makroskopisch vorgetäuscht werden. 

Nach dieser Theorie ist also e = 1, J.t = 1, 0 = 0 zu setzen, so daß 

!)=~, \8=~, i=(>tJ=t ist. 
13* 
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Kinetische Potentiale. Wir definieren if> durch 
1 o~ 

~ + - -d = - grad if> , ~ = rot m 
c t 

~ otP = _ divm 
c dt ' 

dann folgt 

1 02 tP "--". - - LI if> = 4 n ll if> und m heißen kinetische Potentiale ce dt2 0:' 

1 rl~ 
(;2' "dj2 - .121 = 4 n f. 

Wir definieren den Hertzsehen Vektor 3 aus m = ~ ~ß ferner q c dt' 

durch f = ~- il q, dann wird if> = rp - div 3 
c ot 

. 1 02 .8 
~ ~= - grad rp + grad dlV 3 -(;2 ai2 ; 

und für 3 gilt 1 0 2.8 
c2 at2 - ,13 = 4n q. 

Die Lösung dieser Gleichungen lautet 

if>t = I ~v {(2} t-~ 
c 

mt = I d; {f}t_~ 
3t = J drV {q} t--

c 

Der Index t _!.. bedeutet, daß die (2, f, q, die ja Funktionen 
c 

des Ortes und der Zeit sind, in der Formel nicht mit den der Zeit t, 
sondern den mit der Zeit t _!..- entsprechenden Werten einzusetzen 

c 
sind, um tP, 2l, 3 für die Zeit t zu finden. 

Die Wirkung einer Ladung usw. macht 

nicht sofort, sondern erst nach der Zeit -"
c 

Ausdruck: Retardierte Potentiale). 

sich also im Aufpunkt 

bemerkbar (daher der 

Diese Form der Lösung bringt es mit sich, daß nur für sehr kleines r, 
bzw. bei langsam wechselndem (2, f, q die statischen Beziehungen 
gelten. 

Methodisch vorteilhaft ist die daraus folgende Vorschrift: Man 
denke sich zur Zeit teine Kugelwelle mit der Geschwindigkeit - c 
vom Aufpunkt ausgehen. Alle Ladungen wirken dann mit dem Be
trag, den sie während des Hinüberstreichens dieser Welle haben. 

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich die Felder bewegter Ladungen 
berechnen. 
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Für eine gleichförmig geradlinig mit tJ sich bewegende Ladung e 
findet man: 

wo ß = ~ ist. 
c 

und daraus 

c]J = const stellt em abgeplattetes Rotationsellipsoid dar mit dem 

Achsenverhältnis -V1=-7 (H eaviside-Ellipsoid). 
Die Kraft auf eine zweite gleichfalls mit der Geschwindigkeit \) 

bewegte Ladung e2 wird dann gleich 

~ = e2 (~+ ~ [tJ~]) = - (1 -l)grad c]J 

lJf = (1 -l) c]J heißt Konvektionspotential. 

Dipolstrahlung. Das Moment ~ eines Dipols sei als Funktion 
der Zeit gegeben. Die Geschwindigkeit seiner Bestandteile sei klein 
gegen c. Dann ist für einen Punkt r, wo r groß gegen die Dimen
sion des Dipols sei, 

II B =-;-

~ = ~_<E!l;=~~ + l!<v r)- y2jJ + ~_ [t[tp]] 
y'} CY4 c 2 r 3 

[qJ] 1 .. 
~ ~C- - -3 - --"drll]' 

erG r 

wobei II das Moment zur Zeit (t - -~) bedeuten soll und 

. dlJ .. d 2 lJ 
V =7iJ ; V =dl2- . 

Für großes t wird hiernach E5 =c ~ [t~t . c y 

Die Ausstrahlung pro Zeiteinheit wird dann 

dW f 2 ··2 - ---at = Sn df= Tca(lI) . 

Ist 1:' = 1:'o·sinwt =c 1:'O·sin 2;." ct (1 = Wellenlänge), so wird 

~W __ ~~ ~( 2) 
d t --- 3 ).4 II . 
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8. Elektromagnetische Wellen (Grundlagen der Optik). 
Jede Lösung der Maxwellschen Gleichungen bzw. der Wellen

gleichung S. 194 bedeutet einen elektromagnetischen Ausbreitungs
vorgang. Als Welle im engeren Sinne pflegt man eine Lösung d~r 
Form: G': = G':oe iOJt, wo G':o nur vom Ort abhängt, zu bezeichnen. 

n = ~ heißt ihre Schwing'ungszahl. Von der komplexen Lösung ist 
2n 

dann der Realteil zu nehmen. Der Imaginärteil stellt eine zweite Welle 
dar. Besonders einfache WeIlentypen sind die partikulären Lösungen 
(vgl. S. 95). 

Schreibt man 
G':o = ae iOJtp bzw. G': = aeiw(q;+t), 

wo a und rp Funktionen der Orte sind, so heißt a die Amplitude und rp 
die Phase der Welle. Die Flächen konstanten rp heißen Wellenfiächen. 

I 2nd I heißt Wellenlänge. 
w gra rp 

Im Grenzfall von sehr großem w, d. h. sehr kleiner Wellenlänge 
erhält man für rp die Differentialgleichung (grad rp)2 = 1; d. h. die 
Wellenflächen sind Parallelflächen. Die Orthogonalen zu diesen sind 
gerade Linien. Man bezeichnet sie als Strahlen. Dieser Grenzfall 
liefert daher die geometrische Optik. 

Ebene Wellen: Die M axweUschen Gleichungen gestatten folgende 
partikuläre Lösung: 

( (t n) ) ( (t n) ) G': = G':oe iw t- c P ; ~ = ~oeiOJ t- c P 

wo G':o' 5;;10' w, n willkürliche Konstanten sind, zwischen denen aber die 
folgenden Beziehungen bestehen müssen: n 2 = 1; (G':o n) = 0; (5;;1on) = 0; 

p . / i41lOfi S)o = - -[nG':o] mIt p =, 13ft ---
fA W 

n heißt Wellennormale, (rn) = konst. ist die Wellenebene, 
p heißt (komplexer) Brechungsindex. 

Die Konstanten können reell oder komplex sein. Es bedeutet: 
G':o reell eine linear polarisierte Welle, 
G':o komplex eine elliptisch polarisierte Welle, 
w komplex eine zeitlich gedämpte, abklingende Welle, 
p komplex eine örtlich gedämpfte Welle (Absorption), 
n komplex eine Welle mit in der Wellenebene abfallender Ampli. 

tude (nur an Oberflächen existenzfähig). 

Im folgenden ist die Lösung noch einmal in spezieller Form behandelt. 
G': und ~ seien nur Funktionen von x und t (nicht y und z). Dann 

vereinfacht sich die Wellengleichung zu: 



Elektromagnetische Wellen (Grundlagen der Optik). 199 

Wegen ~Ev = ~Ez = ° und div ~ = ° wird oEx = 0, also E über-oy OZ 0:+ Cl' 

haupt unabhängig vom Ort. 
Die Welle ist also rein transversal. 
Setzt man E y = E . eiwt und E = E eiwt für x = 0, so er-Oy • 0, 

hält man 

bzw. 

P iw(t-P.!...) 
H == E -.e C 

y 0. ft 

H = Et ./w(t-p~). 
• Oy tt 

Zerlegt man p == n - ik, wo 

n.k = 2:rtatt 
w 

so schreibt sich dies 

e . 
- 1st also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle, 
n 

n heißt Brechungsexponent für 0 = 0 gleich v' f, # , 
p heißt komplexer Brechungsexponent, 
k heißt Absorptionskoeffizient. 1) 

Für reelles n (0='0) ist E."-'Hy und Ey"-'H •. 
Für imaginäres p (0 + 0) sind E. und H y um den Phasenwinkel 

arctg -!- gegen einander verschoben. E z bleibt hinter H y zurück. 

9. Wellen in anisotropen Medien (Kristalloptik). 

Wir setzen 
'l) = ~(~) bzw. ~ = ~-1('l)); # = 1 . 

Hier sei ~ ein symmetrischer Tensor (~-1 der entsprechende rezI
proke), der an die Stelle des Skalars f, tritt. 

1) Vielfach wird auch {) = ~~ als Absorptionskoeffizient bezeichnet. 
e 
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Der Ansatz für eme ebene Welle für reelles p (0 = 0, v = f) 
iw(t-~) 

'Il = 'Ilo e ' v 

usw. in die Wellengleichung 

1 ilS) 
-- - = rot rot ~ 
c· 01 

= L1 ~ - grad div ~ 
eingesetzt, ergibt dann 

v2 

(1) c2·'Il-~+n(n~)=O. 

Hieraus folgt: ('Iln) = O. Aus der 1. Maxwellschen Gleichung folgt: 

~.'Il = [n~] und ;.S) = - [n~], 

also (~n)=O; (S)'l))=0. 

Man sieht: 'l), ~ und n sind komplanar, orthogonal zu~. Da 
durch 'Il auch ~ bestimmt ist, so ist auch n und S) bestimmt, und 
damit auch v durch: 

ferner ist 
Vi 2 'I. 
~g(~'l)) - E + (n~) = 0; 

also nach (1) 
VI 

Q; -'I) --; 
c· n=c --

_I E'" _ D2 3!~ 
V c4 

Die Wellennormale und die Geschwindigkeit sind daher vollständig 
durch die Schwingungsrichtung 'l) bestimmt. 

Ist n gegeben, so ist (1) ein homogenes lineares Gleichungs
system der 3' Komponenten von 'l). Es ist nur lösbar, falls die 
Determinante der Koeffizienten verschwindet. Das ergibt eine Glei

chung 3. Grades tür v2 (Säkulargleichung), die sich wegen des Ver
schwindens ihres absoluten Gliedes auf eine 2. Grades reduziert 1 ). 

1) Man kann aus (1) IE und S) eliminieren durch Anwendung der Formel: 

(:tab)-I%I (ab) = i Ti {(:t-1 a %-lb) _1%-11 C~-lab)}, 
indem man a = S), b = n, % = a setzt. Dies ergibt 

(m'!ln) = IA I {(m-1IEn) - im-li (h)}. 
Cl v2 

Setzt man aus (r) S)=.(IE-n(lEn» und 1E='iD·.+n(lEn), so erhält man 
V c 

V 4 V2 {-1 I -1} (~n n) --- +~ (m nn)-Im I +--=0. 
c4 cl lAI 

Aus dieser Gleichung kann man die zwei Werte von V als Funktion von n berechnen. 
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Für ein gegebenes n gibt es daher 2 Geschwindigkeiten vl und 'Oll 

und zwei Schwingungsrichtungen ill und il2. Da für beide il 
(iln) = 0 ist, findet man: 

V 2 v 2 

&~ (ill il2) - (~l il2) = 0 = &~ (il2 ill) - (~2 ill) . 

Da also (~l il2) = (~2 ill) ist [wegen ~l m(~\J) = ~\J m(~l) (s. S. 140)], 
so wird (:tl illl)(V~ - V'J)2 = O. 

Zu den zwei verschiedenen v gehören also zwei orthogonale il 
(ill 1- illl)· 

Die Säkulargleichung für vll führt bei solcher Wahl des Koordi

natensystems, daß die mii/ für i =F k verschwinden (Transformation 
_~ &2 

auf Hauptachsen), auf die Fresnelsche Gleichung; wenn mH = 2 ge
ai 

n2 
setzt wird '\"1-g-- = 0 . 

~ at _v2 
i 

Trägt man v als Radiusvektor in allen möglichen Richtungen n 
auf, so erhält man eine Fläche, die N ormalentläche. 

Es gibt im allgemeinen zwei Richtungen n, für die '01 = vll wird, 
die optischen Achsen. 

Geometrisch kann die Gleichung (1) wie folgt gelöst werden: 
Man beschreibt das Ellipsoid t·m-l(t) = 1, schneidet es mit der 

Ebene (nt) = 0 (die senkrecht zu n durch t = 0 geht), und sucht 
Richtungen und Längen der Halbachsen, der Schnittellipse. Für 
diese gilt ~(r2) = O. Man erhält: 

t~t = 0 
und die Nebenbedingungen: 

m-1(t)(h = 0 

n~t= 0, 
also 

m-1(t) + (11 t + (12n = 0. 

Durch Multiplikation mit n bzw. t folgt 
1 (11=-,2; (12=-n~{-1(t), 

also 

2 

Wenn wir in letzterer Gleichung t mit il, m-1(t) mit ~ und r 2 mit -~ 
identifizieren, so geht sie über in unsere Gleichung (1). Die Längen 

der Halbachsen der Schnittellipse sind demnach gleich & bzw. ~ 
V1 Vg 

und ihre Richtungen die von il1 und il2. 
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Die Fortpflanzung der Energie erfolgt senkrecht zu ~ und ~ m 
Richtung von ß. 

9 sei ein Einheitsvektor (52 = 1) (~9) = 0; (~9) = O. 

9 ist komplanar mit 'D, ~ und n. 

Wir setzen 'D + a~ + ß9 = O. Multiplikation mit ß bzw. n ergibt 

) (lHI) (nil) ß = - ('D9, IX = (~n)- . 

Aus Gleichung (1) folgt 

Wir erhalten also 

Es ist aber (U9) = cos C, wo C der Winkel zwischen n und 9 ist. 
Nennen wir S die Geschwindigkeit der Welle in Richtung von 9, 

so ist ~- = cos C = (n9). Es wird also 

(2) c: Q; - 'D + 9('D9) = O. 
5 

Diese Gleichung hat genau denselben Typus wie die ursprüngliche (1). 

Die geometrische Lösung ist hier so zu benutzen, daß im 
Ellipsoid r91 (r) = 1 und die Fläche (d) = 0 zu beschreiben ist. Die 

Halbachsen der Schnittellipse liefern dann r1 = 51 ; r'J = 59 und ihre 
c c 

Richtungen sind diejenigen von ~1 und ~2' 

Die Fläche mit dem Radiusvektor S In Richtung 9 heißt 
Strahlenfläche. 

Schreiben wir 6 = S9, so wird aus (2) 

C2~ - 'DS2 + 6 ('D6) = O. 

Multiplikation mit 'D und Variation führt wegen ('D<5~) = (~<5'D) zu 

2c5'D(c2 Q; - 'DS2 + 6('D6») - 2c56(6D2 - 'D('De) = o. 

Der Faktor von c5 'D ist gleich Null, der von <56 ist ein Vektor 
parallel zu n. 

Also gilt (nc56) = 0, d. h. n steht senkrecht zur Tangentialebene 
an die Strahlenfläche im Punkte r = 6, oder die Wellenfläche Ct = 1) 
ist diese Tangentialebene. 

Die Strahlenfläche ist daher die Enveloppe aller möglichen 
Wellenebenen für t = 1. 
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Aus den Gleichungen (1) und (2) lassen sich noch folgende 
Formeln geringerer Bedeutung ableiten: 

S~[(n) - V~(5) == c2 (} ~ .~) 

~(n)(nS - 5V) = ° 
H 2 = (~:!l). 

10. Elektrische Maßsysteme. 
Das 1m obigen benutzte Maßsystem heißt das "Elektrostatische". 

Außerdem werden noch folgende benutzt: 

Elektromagnetisches Maßsystem. Man setzt: 

e'= ~e 
c 

, 1 
(} =c-(} 

~' == c~ 

cp' ~--- c cp 
., 1. 
t =-t 

c 

f,'=f, 

:!l' = c:!l 

18' = 18 

~' = 2{ 

Technisches Maßsystem. (Volt.Ampere, Ohm.) 

10e ( , e' = - Coulomb) f, = f, 
c 

, 10'1' , 
(} = --- :!l =:!l. 300 

c 

~'~=~'300 (Volt/cm) 

cp' = cp' 300 (Volt) 

., 10i AI" t = - mpere cm" ß' = It 
C 

, 10-11 

0=----0 
9 
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"Rationelles" Maßsystem. Setzt man 

e'=eV4:n: 

r/ = (} V4-;; 
, ij 

~ =--
V4n 

, rp 
qJ = v4n 

i'=iV4:n: 

0' = 0·4:n: 

, 1 
~ =-=~ 

V431 

e' = e 

1" = I' 

lB' = 1 lB 
V431 

m' = - V4:n:m. 

so hat man für statische Felder (unter Fortlassung des Index!): 

div 'l) = (} 

f er 
~= - --dr 

431r 3 

~ = - grad qJ 

~=e~ 

4nqJ=f~dV 
i = rot ~ = o~ 

U = ~ f dv {(~ 'Il) + (lB ~)} 
lB = rot m 

div j8 = 0 - 4:rcm: = ~J!dV er' 

sowie für zeitlich veränderliche Felder 

1 iJ!8 
rot ~ +---=0 c iJt 

~ 1 iJS) • rr:. + rot ----=t=o\J!, nb c iJt . ~ 

1 iJm: 
~ - - -=grad m' c iJt T' 

..!..~rp -I- div m = 0 
c iJt 

usw. 



Dreizehnter Abschnitt. 

Relativitätstheorie. 
A. Grundbegriffe. 

1. Maßsysteme. 
Die analytische Darstellung eines physikalischen Gesetzes oder 

'einer physikalischen Tatsache (Beobachtungs- bzw. Meßergebnisses) 
muß sich notwendigerweise beschränken auf die Festlegung einer Re
lation zwischen gemessenen (oder wenigstens prinzipiell meßbaren) 
Zahlen. 

Diese Zahlen heißen Maßzahlen. Um sie zu gewinnen, muß 
durch irgendeine Festsetzung ein System von Maßeinheiten festgelegt 
werden. Das Produkt einer Maßzahl und ihrer Einheit liefert dann 
die Größe selbst. 

Die Zahl der erforderlichen Maßeinheiten ist zunächst so groß 
wie die Zahl der verschiedenen zu messenden Größen. Durch an 
sich willkürliche Meßvorschriften lassen sie sich auf eine kleinere 
Zahl zurückführen. Üblich und rationell ist die Zurückführung auf die 
leicht realisierbaren Einheiten der Länge, Masse und Zeit. 

Das CGS-System benutzt 

die Länge 1 cm = 10-9 Erdquadrant, 
die Masse 1 g = 1 cm 3 Wasser bei 4 0 C 1), 

die Zeit 1 sec = 1/86400 Sonnentag. 

Andere Maßsysteme, begründet auf andere Maßeinheiten, bestehen 
daneben. 

Anmerkung. Die wünschenswerte Unveränderlichkeit der Maß
einheiten ist teils unkontrollierbar, teils nur wahrscheinlich gemacht 
durch die mit ihrer Hilfe feststellbare Unveränderlichkeit eines Natur
gesetzes. Frei macht man sich von allen hier möglichen Bedenken 
nur in der Relativitätstheorie. 

1) Diese ursprüngliche Festsetzung wurde später ersetzt durch die De
finition: 

1 cm = 1/100 des Pariser Normalmeters, 
1 g = 1/1000 des Pariser Normalkilogramms. 
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2. Dimensionen. 
Jede physikalische Gleichung muß eine Bedeutung haben, die 

unabhängig ist von dem an sich willkürlichen speziellen Maßsystem. 
Sie muß also kovariant sein gegenüber Maßeinheitsänderungen. 

Ist die Maßeinheit einer physikalischen Größe G festgelegt durch 
die Einheiten der Länge, Masse und Zeit, so ändert sie sich, wenn 
man zu der I-fachen Längeneinheit, der m-fachen Masseneinheit und 
der t-fachen Zeiteinheit übergeht um den Faktor IU mP t r , Die drei für 
die physikalische Größe charakteristischen Zahlen tX, ß, r repräsentieren 
die "Dimension" von G. Man schreibt dies in der Form 

[G] =- IU m P t r . 

Die Dimension des Produktes zweier Größen ist gleich dem Pro
dukt ihrer Dimensionen. 

Die geforderte Kovarianz gegen Maßeinheitsänderungen kann 
nur bestehen, falls die Dimensionen der beiden Seiten einer Glei
chung dieselben sind. 

Da die Maßeinheit um den Faktor [G] wächst, wird die Maßzahl, 
d. h. die in der Gleichung durch einen Buchstaben symbolisch ge-

schriebene Zahl, um den Faktor [~] verkleinert. 

B. Vierdimensionale Darstellung der Welt 
und Relativitätsprinzip. 

1. Jedes physikalische "Ereignis" findet an einem Ort zu einer 
Zeit statt, liefert also ein Wertessystem xyzt. Hier bedeuten xyz die 
Cartesischen Koordinaten des (3 -dimensionalen) Raumes, gemessen 
mit materiellen Maßstäben, bezogen auf ein beliebig angenommenes 
Achsensystem und t die Maßzahl der Zeit, gemessen mit relativ zu 
dem System ruhenden materiellen Uhren. 

Die Unveränderlichkeit der Maßstäbe bei den zur Ausmessung 
vorgenommenen Verschiebungen oder Drehungen gegen das System 
wird hierbei immer angenommen. Als Kontrolle des gleichen Ganges 
der Uhren (Definition der Gleichzeitigkeit) werden Lichtsignale als 
benutzt gedacht, wobei die Lichtgeschwindigkeit unter allen Umstän
den als im Vakuum konstant = c = 3.10 10 cm/sec angenommen wird. 

2. Zur geometrischen Darstellung des gesamten zeitlich-räumlichen 
physikalischen Geschehens kann man sich einer 4-dimensionalen Man
nigfaltigkeit (Welt) bedienen. In die'ser sei jeder Punkt durch die 
4 Koordinatenmaßzahlen Xl x2 XS x 4 in einem Cartesischen 4-dimen
sionalem System festgelegt. 

Ein Wertsystem Xl x 2 x 3 x 4 heißt ein Weltpunkt. Die Abhängigkeit 
der Lage eines materiellen Punktes im Raum xyz von der Zeit t wird 
durch eine Weltlinie dargestellt. Durch die Gesamtheit der Weltlinien 
aller Punkte ist das gesamte (meßbare) Naturgeschehen darstellbar. 
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Es sind dann folgende zwei Darstellungen gebräuchlich: 
a) Man identifiziert mit X 1 X 2 X 3 X 4 die Größen x.y,z,t. 
b) Man identifiziert mit Xl x 2 x 3 x 4 die Größen X, y, z, 1 = ict 

(i = v=-i) Ein Wertesystem xyzt ist dann ein imaginärer Punkt 
der Welt. Diese Darstellung bietet gewisse mathematische Vorteile. 
Sie ist aber unanschaulich. Im folgenden gebrauchen wir die Dar· 
stellung 1. 

3- Nimmt man ein gegen das System xyz gleichIörmig mit der 
Geschwindigkeit IJ bewegtes anderes Koordinatensystem und mißt wie 
oben, d. h. mit gegen dieses ruhenden Maßstilben und Uhren, die 
Koordinaten und die Zeit desselben Ereignisses, so erhält man ein 
Wertesystem x' y' z' t', das an Stelle der xyzt mit den Xl x 2 x 3 x 4 

identifiziert werden kann. 
Die spezielle Relativitätstheorie sagt dann aus, daß die N aturgesdze, 

dargestellt in den Xl x 2 x 3 x 4 gleichlauten, unabhängig davon, ob man 
diese mit den xyzt oder den x' y' z' t' identifiziert. (Es ist zu be
achten, daß wir unter den Naturgesetzen die Relationen verstehen, 
die zwischen den durch Messung mit Maßstäben und Uhren gewon· 
nenen Maßzahlen der physikalischen Größen bestehen. Wenn sich 
also auch bei der relativen Bewegung der Systeme die Maßeinheiten 
ändern mögen [was nicht kontrollierbar ist], so sollen die Relationen 
zwischen den gewonnenen Zahlen erhalten bleiben.) 

C. Lorentztransformation. 
4. Die Anwendung des Relativitätspostulats (z. B. auf den Kine

matik der Lichtausbreitung) führt auf folgende Beziehungen (Lorentz
Transformation), wenn man die Koordinaten x, y, z als Komponenten 
des Ortsvektors r nimmt 

r' = r - IJ ((:~) (1 - - 1 __ -2) + -~ 2); 
Vl-P V1-P 

v 
ß=-· c 

5. Das vollständige Transformationschema lautet also: 

I x I 
y z 

11 -~~(1 -- ~-;-~p2) 
I 

x' -vXvY(1 __ ~_) ! -Vx~(l_~) -vx 

v 2 li-_ p2 I v ~ ,!~ {1~ß2 
I ! 

y' \-VXVY( 1~) 1 _ ~Y~ (1 __ 1-,,) -_~1J~ (1 -~) ~l -- 1--
v 2 V1_ p2 V 2 \i v 2 '/ V1_ p2 

-:7~Vz (1 -~~) -Vy~ (1 _~) 1) 2 ( 1 ) ~~%_-z' 
v 2 V- 1 - :2 1-/ V1-(J2 

t' 
-va: ~-- -vz 

C 2 Vt_p" c 2 V~p2 L 2 V1 _ pi V1 _p2 
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Hieraus folgt für vy = Vz = 0; V., = V das der speziellen Lorentz-
Transformation : 

x :v z 

x' 1 -v 

V1-ß2 
0 0 Vi _p2 

:v' 0 0 0 

z' 0 0 0 

t' 
-v 1 

---- 0 0 f.t=- p2 C2V1_ p2 

Die Transformation hat die Determinante 1-

6. Hieraus folgt, daß der 4-dimensionale "Abstand" zweier Welt
punkte Xl Y1 Zl t1 und x2 Y2 Z2 t'J 

A s = -J - (Xl - x~l- (Yl - y~l- (Zl - Z2)2 + c2 (tl - tSJ 

= V- (tl - r'J)2 + C2 (t1 - t2)2 

eine Invariante ist, d. h. unverändert bleibt, wenn man ihn durch die 
x' y' z' t' in derselben Form schreibt: 

A s = V - x~ - x~) \1 - (y; - Y2) 2 - (z~ - z~) 2 + C \I (t~ _ t~) \I 

= Y _ (tl - t~) 11 + c 2 (t~ _ t~) \I • 
Ist also für ein bestimmtes System X y z t das W eltbild (dargestellt 

durch die Weltlinien) bekannt, so erhält man das Welthild für ein 
anderes System x' y' z' t' durch eine Deformation (Transform~tion), 
die den "Abstand" A salIer Weltpunkte unverändert läßt. l ) 

7. Ist A s imaginär, so ist es durch eine Lorentz-Transformation 
immer möglich, t~ - t~ verschwinden zu lassen. Die beiden Ereignisse 
erscheinen im geeigneten Bezugsystem als gleichzeitig. (Transformation 
auf Gleichzeitigkeit.) 

Ist A s reell, so ist es möglich, A s auf die Form -V c 2 (t~ - t~) zu 
transformieren. Die Ereignisse erscheinen als am selben Ort statt
findend (Transformation auf Ruhe). 

Ist A s = 0, so sind die beiden Ereignisse durch eine Raum-

d· A d' Z' d' At d ß LI r LI r' . Istanz LJ r un eme eH Istanz LJ so getrennt, a At = At' = c 1St. 

Sind die beiden Weltpunkte 1 und 2 zwei infinitesimal benach· 
barte Punkte der Weltlinie eines bewegten Punktes, so ist d s immer 
reell; für den Fall der Lichtgeschwindigkeit des Punktes wird ds = O. 

1) Führt man an Stelle von t die Gröiie 1 = iet und l' = iet' ein, so wird 
die Transformation orthogonal (Drehung). 



Lorentztransformation. 209 

d'l = ~ds heißt das bifferential der "Eigenzeit" des Punktes. 
c 

Ist der Punkt auf Ruhe transformiert, so ist d'l = dt'. 
8. Die Lorentz-Transformation angewandt auf einen mit der Ge

schwindigkeit tu relativ zum 1. System bewegten Punkt liefert die Ge
schwindigkeit tu' relativ zum 2. System. 

also 

Es ist 

Ist speziell tu 110, so wird: 

(~--1) 
tu'=o--

wv 
1--;9 

Ist tu 1-0, so wird: 

oder 

tu' = tu vi=- p'J - 0 

, IU - il (Additionstheorem der 
tu =----

1 _ w v Geschwindigkeiten). 
c' 

oder 

Anwendung. In einer mit der Geschwindigkeit 0 strömenden 

Flüssigkeit laufe ein Lichtstrahl mit der Geschwindigkeit w' = ~ 
n 

(n = Brechungsexponent) in der Richtung der Bewegung. Dann ist seine 
Geschwindigkeit im ruhenden System 

c -+v 
W = __ n~ __ = (~+ V)(1 _ ~ + ... ) 

1 +~ n nc 
n·c 

c v 2 v 
= V + -n - nc - n!l + ... 

W = : + v (1 - ~2) + ... 
(1 - ~2) heißt Mitführungskoeffizient. 

9. Statt (nach 6) die L01entz-Transformation als eine Deformation 
des Weltbildes zur Darstellung in einem anderen Koordinatensystem 
aufzufassen, kann man sie auch (vgl. S. 107) als eine Transformation 
der Koordinaten des (unverändert gelassenen) Weltbildes betrachten. 
Wir haben dann eine affine Transformation des Koordinatensystems, 
bei der das Linienelement ds invariant ist. Zur Darstellung der Natur
gesetze bedient man sich dann mit Vorteil der 4-dimensionalen Vektor
analysis im Weltbild. Die Komponenten pi eines Vektors ~ trans-

formieren sich dann wie die Koordinaten xi; p" = .J;a;pk, wo die 
Madelung, Math. Hilfsmittel. 14 
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at aus dem Schema 5 zu entnehmen sind. Tensoren transformieren 
sich nach der Regel: 

Wegen 

wird 

T 'lm " n I mT ilc ( I S 147) = .::.; L.; ai alc vg .. . 
I m 

gll = g22 = gss = - 1; gH = c2; gik = 0 für i =f= k 

Die obigen Werte für gik gelten für alle Bezugsysteme. 

Folgende Beziehungen gelten daher zwischen den kovarianten 
und kontravarianten Komponenten von Vektoren aus Tensoren 

und 

Pi = - pi für i = 1,2,3 

P4=C 2 p4 

Ti/<= T ilc für i= 1,2,3; k= 1,2,3 
T "TH f·· . 1 2 3 i4 = - C" ur 1· = , , 

T - 4 T H 
44 - C 

T i Ti" ,,=-
T'- 2TH 4 - c 

Tt = - T 4i 

T 4 _ 2 T H 
4 -c . 

Das Transformationsschema für die Komponenten eines Tensors 
wird also bei der speziellen Lorentz-Transformation (vy = vt = 0; va; = v): 

11 12 13 14 21 22 23 24 31 32 33 34 41 42 43 44 

o o 

o o o 

o o 
o o o 

c 2 _ v 2 
o 

1 

V1t_p2 

o 
1_4

1 - .. _v 
------------------~-------

I 
I 
I 

v 2 _V 2 C 2 

C2 _V 2 00 C2 _V 2 

21 

22 

23 
o 

1 -v 
_1_ 0 0 
v ..;-
o 
o 0 

-v 

o 0 

o 

c2 ,; 0 0 ,;-

o o 
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I 11 12 13 14 I 21 22 23 24 I 31 32 33 34 I 41 42 43 44 

32 

33 

34 

o o 
o 1 0 0 

o o () 1 0 

--;------ ----------';-----+-------,:------
v 2 I I S 41 

42 

43
1 

-V 
CS _V 2 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

-v 
eS'; 

-cs-_-v-s 11 ~ 0 0 -Via 
C -V· l-P' 

I 
o 

o o 
o ,r 0 o 

o o 1 o -= 0 
V 

44\ __ V_2 _ 0 
eS (eS_vB) o -V 

eB-v~ 

und daraus für einen antisymmetrischen Tensor: 

14 24 34 23 31 12 

14 0 0 0 0 0 

0 0 0 
+v 
eS'; o 24 

-v 
34 o o 

V-
0 

eS V- 0 

-------

23 o o 0 0 0 

-v 
31 o o -V- 0 0 

..; 

0 0 0 ,r o +v 12 r-
V 

D. Physikalische Bedeutung vierdimensionaler 
Vektoren und Tensoren. 

Die Komponenten eines Vektors pi lassen sich physikalischen 
(meßbaren) Größen zuordnen. 

Die drei ersten Komponenten sind die Komponenten eines räum-

lichen Vektors b ,die vierte hat eine abweichende Bedeutung. 
eVl-l . 

Sie ist durch die Dimension einer Geschwindigkeit von den andem 
unterschieden. Sie kann nur einen Skalar bedeuten. Der Betrag des 
Vektors p = VP'P"gik muß eine Invariante sein, also eine Größe, 
die für aUe Bezugssysteme denselben Wert hat. 

14* 
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Die Aufstellung der Vektorgleichungen der Relativitätstheorie muß; 
1m Anschluß an die Erfahrung erfolgen. Sie ist in vielen Fällen nicht; 
ohne Modifikation der älteren Anschauungen durchzuführen. 

. dx i 
Der Einheitsvektor in Richtung einer Weltlinie tt' = -- hat die 

ds 
Komponenten 

tt 1 = Va: ; 
CV1-{J9 

U 3 = __ V_z __ • 

C Vi - {Jß ' 

Folgende Vektoren und ihre räumlich-zeitliche Deutung haben 
sich bewährt: 

Weltvektor I Räumlicher Anteil Zeitlicher Anteil I Invarianter Betrag 

1 

I 

tl i 
b , 

C Vi ..:. {Jß C Vi - {J2 

s' i = Stromdichte (! Ladungsdichte v~7-=--"Z'i 

ffii a =' Vektorpotential 1 
ffi Skalar-Potential 

CVcp2_ a2 
C C 

pi ~ = Kraftdichte 
). Leistungsdichte VJ.9_ P2 

: c2 CU c2 

In analoger Weise sind die Komponenten eines Tensors zu deuten. 
Folgende Tensoren und ihre Bedeutungen werden benutzt, 

Fik= - Fh 

wobei ~ = elektrische Feldstärke 

'N: 
1 

2 

3 

4 

S) = magnetische Feldstärke 
'Il = elektrische Verschiebung 
~ = magnetische Induktion bedeutet. 

1 2 3 4 

0 I B= -B ,_ Ea: 

-Bz I 
y : C 

0 Bx 
1_ E y_ (F2) = Fik F. .k , C = 2 (B2_E'J) I 

I E z By i -B 0 
I x c 

Ex ' E y Ez 

C C C 0 

N_1 ___ ~ __ 3 ____ 4_ 

1 I, 0 I D. Hz i - Hy c (H2) = Hik Hik 

= 2 (H'J - D2) I 

2 : -- Hz I 0 

, 
3 I 

, ! 
41 

I 

I 

- Hx 

Dy 

c 

C 

(F H) = Fi, H kl g. g Da; .k rl - -c- = 2WBS))-(~~)) o 
D. 

C o 
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Sik = ~g!~(FH) - Fir Hkl g 4 ,-/' 

5 11 = ~(EyDy + EzDt - ExDx + HyB y HzBz - H"B T ) 

5 12 = - E D - H B usw. x 11 x Y 

5 14 = _l_(B D - B D) = !~I'l)8] usw. c z y y z c l x 

5 41 = .L(H E - HE) =1_[~S)] usw. 
c zy yz c" x 

SH = ~2~2 ((~ 'l)) + (S) )8)). 

Sik für i,~ 1, 2, 3, k = 1, 2, 3 sind also die Komponenten des 

AI axwellschen Spannungstensors (@i). 
2 

des Poyntingschen Vektors. _c_ SH ist die Energiedichte W. Fur 
4Jl 

Hik = Fik (d. h. im Vakuum) ist Sik ~ Ski. 

E. Elektrodynamik. 
Die elektrodynamischen Gesetze stellen sich dann folgender

maßen dar: 

(1 ) 

(2) 

wobei fur !pi gelten soll 

orpi 
--'.~ '0= 0, 
iJ x' 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

( 10m) )8 = rot ~r, ~ = - grad rp - c at ' 

( . 1 orp ) 
dlV ~ + -- --- = ° . 

C ot 

(div)8 = 0, curl ~ = --+ °o~) 
i . F'''Sh P = -~~ 

C 

( 4 Jl i d' ) rot S) = ~- ; IV 'l) = 4 Jlf! 

(t> = div @i + ~_!. ['l)8]' 
4 nc ot ' 

Je =c - ~ div [~S)] _ OM-'). 
4:r ot 

Im Vakuum ist Fik = H,k. 
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Für P'" = H'" kann man aus den Formeln (2) und (5) pi" eli
minieren und findet: 

wo 

bedeutet. 

Setzt man 

so findet man 

4nsi . 
--- = - Drp', c 

. iJZ'" 
rp' = -- und 

iJx" 

. iJQ'" s'=--, 
iJx" 

Q'" ~_ll __ = _ 0 Zi". 
c 

Zilc entspricht dem H ertzschen Vektor 8. 
Diese Gleichung läßt sich in affinen Koordinatensystemen leicht 

integrieren. 

F. Elektrodynamik in (bewegten) Medien. 
Die allgemeine Beziehung zwischen pi" und Hi" muß so sein, 

daß für ein relativ zur Materie ruhendes Bezugssystem i) = elf; 
m =,u~ wird. Hier gilt außerdem i = ~If. 

Um diese Beziehungen kovariant auszudrücken, bildet man eine 
Reihe von neuen Vektoren und Tensoren. 

(1) 
k 

wo u" der Einheitsvektor ~: in Richtung'der Weltlinie der Materie ist. 

(2) 

Für em Bezugsystem, in dem die Materie ruht, ist dann 

Hier wird 

also 

und 
d 1 = Dir' d'" = Dy ' d3 = D., d4 = O. 

Die kovariante Gleichung d' = e ei gilt also im geeigneten Bogen
system und daher allgemein. Es ist also: 

i) + + [b~] = e ( If + + [b ~J) . 



Für 

wird 

(4) 

Elektrodynamik in (bewegten) Medien. 

Wir bilden ferner: 

b ll84 ~ _ _ B",. b3u _ B" . b412 _ ~ bl1l8 0 - , -, -, = usw. 
c c c 

hilll = Hili u l + Hk' u' + H"u ll • 

Die kovariante Gleichung bikl = ph ilt' liefert: 

m-+[b{f]=P(&)- : [b~]). 
(f + ~ [b m] heißt elektromotorische Kratt, 

c 

&) - + [ b ~ J heißt magnetomotorische Kraft. 
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Um die Beziehung i = ß{f kovariant darzustellen, beachte man, 
daß s' in Richtung der Weltlinie die Komponente ui(slt uJc ) hat. Dies 
ist der Konvektionsstrom der geladenen Materie. Die obige Gleichung 
bezieht sich aber nur auf den Leitungsstrom, also auf 

li=S'-ui(sA u,,). 

Für u 1 = u'l = u 8 = 0; 

t1 = i; III = i ; 
'" y 

u 4 = ~ wird 
c 

l3 = i.; l4 = (} - +((}c) = o. 
Wir haben hier wegen (} = 0 einen reinen Leitungsstrom in un
geladener Materie. 

Im ruhenden System und daher allgemein gilt also 

li = Si - 1t' (Sk u,,) = (Je', 
d. h. 

i+ b«(bi)-ec2)= ° (li++[b$]) . 
eS_vS Vi_p2 

Für einen reinen Konvektionsstrom 

i=(}b, ki=u'(s"u,,)=u'(}o'c 
wird 

k l - v.., (ec2-(ib» _ V .n - ul.c. n 
- CS-v2 - '" <: - <:0' 

k 4 = (} 

so daß e = eo • (}o heißt Ruhdichte der Ladung. 
Vi-ps 

pi=ceoFiku" liefert ~=(}((f+[bm]). 
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G. Dynamik der Masse. 

Das Grundgesetz der Mechanik !l:tb =.\J definiert (für kleines b) 
die Massendichte #' 

Die entsprechende kovariante Form kann nur lauten 

2 du k __ k 
c #oTs- P , 

wo 11-0 die Dichte für IJ = 0 bedeutet. Integriert über den Bereich 

dV = dx' dx 2 dx 3 (dx 4 = 0) 
ergibt 

c2 #OJdd:k dV = f pkdV = Pk. 

Nun ist dV = dVo V1--=-,82, wo Vo das Volumen, im mitbewegten 
Bezugsystem gemessl'lJl, bedeutet. Setzen wir 

mo =;, f #0 dVo (Ruhmasse), 
so wird 

2 -----2du k dll" 
Pk=C m 'Vi -ß -=cm ,-o ds 0 dt' 

also lautet die von der Relativitätstheorie geforderte Bewegungs
gleichung: 

mo,Jt (V1-=ß 2 ) = \ß, 
Setzen wIr 

~: = b (Beschleunigung), (d~t2)) = 2 (Ub), 
so wird 

also für b 11 tl 

tno I' d' I M ---:....c-=- = ongltu ma e asse 
VI 2 3 1-ß 

und für b 1. v 

-- __ 1110.. __ = transversale Masse ,;--. ' 

V1-ß" 

moll c2 tn Der Impuls wird 'also -- ---- - die Energie E = - =-!l -; dieses V1 _____ ,q2' V1- ß2 

entwickelt, liefert 

E = mo c 2 + !~o v 2 + ' , .. 
Das zweite Glied ist die kinetische Energie, 
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Für v = 0 folgt mo = E}. Dies kann so gedeutet werden, daß 
c 

die Masse mo energetischen Ursprungs ist (doch ist zu beachten, daß 
noch eine eventuelle Integrationskonstante hinzugefügt werden kann). 

Führt man den Tensor Kik = c 2 #0 u i u k ein, so wird wegen 

o (fto u k) = 0 (Kontinuitätsgleichung der Materie). 
oxk 

. oK ik 
p~ - --' Kik heißt "kinetischer Impuls-Energietensor". - ox k ' 

Analog der Elektrodynamik lassen sich (wie in der Elektrizitätstheorie) 
die Krähe in der Materie durch einen Spannungstensor pik darstellen. 

. opik 
pL ____ . pik heißt "potentieller Impuls-Energietensord • - ox k ' 

Für ein abgeschlossenes System gilt dann: 

'T ik 0 C' __ = ___ (Kik + Pik) = O. 
ox k ox k ' 

Hierin sind die Erhaltungssätze des Impulses und der Energie aus
gedrückt. 

Tik heißt der "gesamte Impuls-Encrgietensor". 

H. Allgemeine Relativitätstheorie. 

Bringt man ds=YgikdxTdx" durch geeignete Wahl des Koordi

natensystems auf die Form Y(dx l)2 - (dX 2)2 _ (dX 3)2 + c2 (dx 4)2, so 

sind die gik Konstanten. Es verschwinden daher alle Drei-Indizes-

symbole { i: }. Hieran wird auch nichts geändert, wenn man durch 

eine Lorentz-Transformation (deren Koeffizienten Konstanten sind) zu 
neuen Variablen X lf X 2f X 3f X 4f übergeht. 

Die allgemeine Relativitätstheorie fordert nun, daß die allgemein 
kovariant geschriebenen Vektorgleichungen bei beliebigen Transforma
tionen gültig bleiben. 

Seien z. B. die Koordinaten Vx vy V z der Lorentz-Transformation 
Funktionen der Zeit (d. h. gehen wir ilber auf ein beschleunigtes Be
zugssystem), oder seien sie Funktionen des Ortes (z. B. im rotierenden 
Bezugssystem), so werden die neuen gik Funktionen der X~. 

In diesem Falle tritt an Stelle der Gleichung: 

oT ik 
Pi = '8x,,-
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die allgemeinere: 

pi= 1 .o({gT'k) +{rS}T'S. 
V g ox" z 

Das zweite Glied der rechten Seite erscheint dann als eine im neuen 
Bezugssystem auftretende "Scheinkraft" (in den obigen Beispielen als 
"Trägheitskraft" im beschleunigten System bzw. als "Zentrifugal- und 
Korioliskraft" im rotierenden Bogensystem ). 

Die Einsteinsche Gravitationstheorie sagt aus: Die Gravitations
kräfte befolgen die gleichen Gesetze wie diese Scheinkräfte und lassen 
sich daher formal durch eine Abhängigkeit der gik von den x~ ein
führen. Während aber im vorigen diese Abhängigkeit durch die 
geeignete Wahl des Bezugssystems für beliebige xi zum Verschwinden 
gebracht werden kann, ist dies im beliebigen Gravitationsfeld nur in 
unendlich kleinen Bereichen möglich. An solchen Stellen wird dann 
die Gravitationskraft durch einen entsprechenden Beschleunigungs
zustand kompensiert (Aquivalenzhypothese: Proportionalität von "träger" 
und "schwerer" Masse). 

Auf weitere Konsequenzen und spezielle Ansätze soll hier nicht 
eingegangen werden. 



Vierzehnter Abschnitt. 

Thermodynamik. 

A. Grundbegriffe. 
Die Thermodynamik beschäftigt sich mit Systemen räumlich 

nebeneinander befindlicher homogener Körper. 

Homogen heißt dabei ein Körper, wenn seine räumlichen Be
standteile gleich sind bezüglich ihrer makroskopischen Bestimmungs
stücke, wie chemische Zusammensetzung, Dichte, Elastizität usw. 

Die Erfahrung zeigt, daß bei gegebener chemischer Zusammen
setzung der Zustand jedes homogenen Körpers (d. h. die Gesamtheit 
der übrigen genannten Bestimmungsstücke ) festgelegt ist durch den 
äußeren (allseitigen) Druck p, unter dem der Körper (und daher 
jeder seiner Raumteile ) steht und durch seine Dichte d bzw. sein 

spezifisches Volumen v = ~ = ~ (V = Volumen, M = Masse des Kör

pers). P und v heißen Zustandsvariablen. 
Eine Wand (Trennungsfläche zwischen zwei Körpern) heißt wärme

undurchlässig oder adiabatisch, wenn ein von ihr umhüllter homogener 
Körper seinen Zustand p, v bei Anschluß äußerer Fernkräfte nur dann 
ändert, wenn die Wand bewegt wird. Jede andere Wand heißt dia
therman oder wärmedurchlässig. 

Die Erfahrung zeigt, daß ein adiabatisch begrenztes System, 
dessen homogene Einzelsysteme diatherman einander berühren, nur 
dann im Gleichgewicht ist, d. h. seinen Zustand bewahrt, wenn die 
Zustandsvariablen Pi' Vi der Einzelsysteme zusammenhängen durch 
Relationen: 

wo die Form der Funktionen f. nur durch die chemische Zusammen
setzung bestimmt ist. Die Funktion F kann dabei willkürlich ange· 
nommen werden. 

Wir können daher auch {} als Zustandsvariable benutzen. {} heißt 
empirische Temperatur (in zunächst willkürlicher Skala). 
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B. Hauptsätze. 
'i. Hauptsatz: Um ein adiabatisch abgeschlossenes, d. h. von adIa

batischen Wänden umschlossenes System von einem Gleichgewichts
zustand (1) zu einem anderen (2) zu bringen, ist immer dieselbe 
Arbeit A erforderlich, unabhängig von der Form des Übergangs. 

(2) 

U ist eine Funktion der Zustandsvariabeln und heißt die Energie 
des Systems. Sie ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt. 

Für ein nicht adiabatisch abgeschlossenes System gilt die Gleichung 
im allgemeinen nicht. 

(3) Q = U(2) - U(l) - A 

heißt dann die dem System zugeführte Wärmemenge. 

Quasistatisch heißt eine Zustandsänderung, bei der das System 
sich immer nur um verschwindende Größen vom Gleichgewicht ent
fernt. 

Für solche gilt (im Fall rein mechanischer Arbeitsleistung): 

dA=-PdV, 
mithin 

(4) dQ c= dU + pdV, 

im Falle des adiabatischen Systems also 

(5) 

(6) 

dQ = dU + P dV = o. 

Ebenso gilt für jeden homogenen Bestandteil: 

dQi = dU; + PidV., 
und es ist 

(7) dU =.2)dUi ; dQ =.2)dQi' , , 
Sei 1i eine Funktion der Zustandsvariablen des Teils i) welche 

als integrierender Nenner die Größe drp. = ~r,p zu einem vollständigen 
, ' 1./ 

Differential macht. Dann ist auch rpi als Zustandsvariable benutzbar. 

Ein solcher integrierender Nenner existiert sicher, da d Qi nur 
von zwei Variabeln abhängt. 

Es ist dann für ein adiabatisch abgeschlossenes System 

( 5') Q 2) (OU, OV,) d (OU, OV1 ) d = --+p.--- m.+ -+p.- M}=ü. 
öf(J, 'Öf(JI" of} 'of} 

Diese (Plaffsche) Gleichung mit mehr als zwei unabhangigen 
Variabeln hat einen integrierenden Nenner 1 (vgl.S. 87) wegen des 
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2. Hauptsatzes (in der Form von Caratheodory):l) In beliebiger 
Nähe jedes Zustands eines adiabatischen abgeschlossenen Systems 
gibt es Nachbarzustände, die von ihm aus (etwa durch äußere Arbeit) 
nicht erreichbar sind. 

(6) d dQ . I . 
Cf' =~ T seI a so em totales Differential. 

d dQ; h Dann gilt wegen Cf'. =~ - auc 
• Aj 

A d Cf' ~ .J; Ai dCf'i' 
• 

also bei Cf't' Cf'2' ... und {} als Zustandsvariabeln : 

o. 

Cf' ist also Funktion der Cf'i allein: 

Cf' = Cf' ( Cf't' Cf'2' ... ) , 

wahrend A außerdem von {} abhängen kann: 

). = A ( Cf'l' Cf'2' ... , {}), 

Dann ist auch (j (li) 
o{) I = 0, 

also 
(7) 1i = G ({}). (jji (Cf'J 

und 
(7') ), = G ( {}) • ([J ( Cf'l' Cf'2' ... j . 

wo G ({}) eine für alle Teile und das ganze System identische Funk
tion von {} ist. 

Wegen 

d - ... '\l AI df/J, _ \"1 <Pi d 
Cf' _. L..J A - L..J <P Cf'i folgt 

ist (jj eine Funktion von' Cf' (Cf'l' Cf'2''') d.h. A=G({}) (jj(Cf'). 

Da auch .~) bzw. :.i:~) integrierende Nenner der Differentiale 
<Pi(f/Ji ~(f/J 

d Qi bzw. d Q sind, wenn 1i bzw. ), es 
f} 

fO~~Ail dß 

G ({}) = e 'Pi 

sind, so ist auch 
f} 

fO~~)'1 d 8 

= e 'P 

em solcher für dieselben. Wir nennen 

(8) T=C(G({})) 

die thermodynamische Temperatur, wo C ein Maßstabfaktor ist. 

1) Mathem. Ann. 61. 355. 1909. vgl. auch M. Born. Phys. 2. 22. 218. 1921. 
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Dann ist 
T 

(9) dQ. = )'.dCPi = C!Pi dCPi = T dSi , 

Si = ~f !P.dCP. 

heißt die "Entropie des Teils i. 
T 

(9') aQ = c !P(cp)dcp = TdS, 

S= ~f !P(cp)dcp 

heißt die Gesamtentropie des Systems. 

(10 ) 

Wegen dQ =2)dQi folgt 
i 

Wegen der Additivität von dU=2)dUi (7) und dS=2)dSi (10) 
i i 

können wir auch die Differentiale der spezifischen Energie bzw. En-
tropie einführen du bzw. ds und erhalten: 

(11) du=Tds-pdv. 

C. Zustandsvariabeln. 
Als Parameter zur thermodynamischen Charakterisierung des Zu" 

standes eines homogenen Stoffes kann man also zwei beliebige der 
Größen p, v, T, s verwenden, sowie der aus diesen abgeleiteten 
Größen u, f, tp, X, welche definiert sind durch 

(1) du = Tds - pdv, 
df= - sdT- Pdv, 

dtp = - sdT + vdp, 
dX= Tds +vdp, 

und durch eine Legendresche Transformation auseinander hervorgehen, 
indem man setzt: 

(2) f=u-Ts, 
tp= f+pv= u - Ts +pv, 
X = u +pv. 

f heißt spezifische freie Energie, 
tp " thermodynamisches Potential, 
X " Wärmefunktion. 

Das Gesamtvolumen, Gesamtentropie usw. findet man aus den 
spezifischen durch Multiplikation mit der Masse M des Körpers 

V=Mv, S=Ms usw. 
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Die Masse M emes aus N Molekülen vom Molekulargewicht m be
stehenden Körpers ist 

M=N.m.; 
wo k = 1,37.1016, d. h. gleich der Boltzmannschen Konstanten und 
R = 8, 315.10 7, d. h. gleich der Gaskonstanten ist (vgl. S.225). 

n = ~k heißt die Anzahl der "Mole" des Körpers 

also ist M = nm. 
Die Kombination mehrerer Körper, deren Zustand durch die 

Variablen p, v, T, s definiert ist, heißt ein inhomagenes System. 
Für den Zustand des Systems sind folgende Größen von Bedeutung: 

!VI =.2 Mi = Masse , 
V =.2 Mi'IJi = Volumen 

i 

S =.2 Mi Si = Entropie 
i 

U = .2 Mi ui = Energie 
i 

F = .2 Mi fi = freie Energie , 
'Jf = .2 Mi 'lfJi = thermodyn. Potential , 
X = .2 Mi Xi = Wärmefunktion. 

i 

D. Koeffizienten. 
Folgende partielle Differential-Quotienten haben besondere Be-

deutung und Namen: 

Cv = (:i-) 11 = (~;) v spezifische Wärme bei konstantem Volumen, 

cp = (:~) p = (~;) p + P (:i) p spez. Wärme bei konstantem Druck, 

IX - 1 (av) Ausdehnungskoeffizient, 
- v~ aT p 

(J - 1_ (a p) Spannungskoeffizient, -Po oT" 

e = - Vo (~~ )T Elastizitätskoeffizient (~= Kompressionskoeffizient) • 

Beziehungen zwischen diesen sind u. a. Po'o = 1, 
8a 

f,p - c" = T(~~t (:;)p = TPo'(J'lJoa 

= -T(~~)T(:;): =+T'B./X2 VO • 
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Ferner gelten folgende Beziehungen: 
T T T 

s(PT) = sop + f -JdT, u(pT) = uop + fCpdT - p f:~1 dT, 
u u P o 

T T 

s(vT)=sov+f~dT, U ( v T) = uO v + f Cu d T . 
o 

E. Spezialfälle. 

1. Ideale Gase. 

o 

Bei den sogenannten idealen Gasen sind zwei Zustände Pl' Vi 

und P2' v2 im thermischen Gleichgewicht, wenn Pi' vl = P2' v2 ist. 
Also kann nach (A 1) durch p. v = {} eine spezielle Temperaturskala {} 
eingeführt werden. Bei den idealen Gasen ist ferner u nur von p. v 
abhängig, also 1~ = U ( {}) . Daher wird 

falls 

dq=~du+Pdv={}[~ d{}+dlnv] ={}.dln(e·v), 

fU' 
In e = ---. d{} 

{} 

gesetzt wird. 

also dq=2dcp mit 2={}=pv, cp=-lg(e.v) 

Nach (B 7') wird dann 

die thermodynamische Temperatur. Sie ist also bei einem idealen 
Gas (bis auf eine Maßstabkonstante identisch mit der "Gastemperatur". 

Für ideale Gase machen wir folgenden durch die Erfahrung ge
botenen Ansatz: 

pv = rT, 
u = Uo + apv = Uo + arT, 

Dann wird: 

dq = Tds = du+pdv = (a + 1)pdv + a1Jdp, 
arT rT 

= ardT + v-dv = (a + 1)rdT - pdP 

also: s = So + ar In ( v ~!...!. P ) ; 

und die " spezifische Wärme" bei konstantem Druck: 

oq I ( ) ßTlp= a+1 r=cp ' 



Ideale Gase. - Gemische idealer Gase. 

bei konstantem Volumen: 

iJq I 
aTi = ar = cv ' 

,v 
und hieraus: 

a -+- 1 
a ,- = /'; 

Aus p.t' = rT folgt: 

1 a=---. 
1'-1 

~_ (iJ!..) = IX = ..!._!.- = Ausdehnungskoeffizient 
V o iJT p Vo P , 

_~ (~P_) = a = ,1 !.- = Spannungskoeffizient 
Po iJ T v Po v ' 

- Vo (iJP) = e = p = Elastizitätskoeffizient. 
iJv T 

225 

Die Erfahrung (sowie die kinetische Theorie der Gase) ergibt, 
daß R == rm, wo m das Molekulargewicht des Gases bedeutet, eine 
uniVErselle Konstante ist, die "Gaskonstante" 

R = 1 98 ~ = 8 315 . 10 7 ~~ • , mol' mol 

Für einatomige Gase ergibt die Gastheorie . . . 
für zweiatomige Gase ergibt die Gastheorie . . . 

a = E; 
a=~; 

für drei· und mehratomige Gase ergibt die Gastheorie a = 3; 

Also wird hier 

oder: 

RT pv =---; 
m 

s = So + aR In (vY p), 
m 

aRT 
U ~cUo + m -, a1'· R 

C = --; 
P m 

R T 
S = Const + c In T -.1_ -In -- . 

v1 In P 
R 

= Const + c In T - --Inp 
p In 

1t = Uo + CV T, 

aR 
c =-, 

v m 

f = (Uo -- T so) + r v T (1 - In (v Y P)), 
1jJ = (uo - Tso) + T( cp - c)n (vrp)), 

X = U o + cp T. 

2. Gemische idealer Gase. 

y ~ 5 
:3 ' 

')' = 7 
5' 

/' = 
4 
3' 

Für einen Körper vom Volumen V, der Temperatur T und dem 
Druck p, der aus verschiedenen Molekülen mi mit den Molzahlen ni 
besteht, gelten einfache Verhältnisse nur falls sich die Moleküle nicht 
gegenseitig beeinflussen, z. B. bei Gemischen idealer Gase. 

Madel ung, Math. Hilfsmittel. 15 
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Wir führen die Größen ein, die für jede Molekulart gelten würder~, 
wenn diese allein anwesend wäre, 

Dann gilt 

- RT MI RT (P . ld k) Pi = --V = -V ni arha ruc 
m/ 

Vi = Mi (Üoi + cvi T) = ni mi (Üoi + cvi T) 

S.=n.(m.c .lnT+Rln!:+k.). 
t , 'v, Pi' 

- RT ) P = .4}Pi = -v.4}ni (Daltonsehes Gesetz , . 
V=,2Vi 

i 

S = ,2Si (Gibbssehes Paradoxon). 
i 

Daraus folgt 
- p·ni 
Pi = In = pei 

C. = ;i heißt molare Konzentration. 
• ..;, n 

Entropiezunahme bei Mischung. 
Zwei ideale Gase mit den Molzahlen n1 und n'J' beide mit glei

chem P und T nebeneinander liegend, haben insgesamt die Entropie 

S = n1 (CV1 ml In T + R In ~ + kJ + n2 (ev• m1 In T + R In : + k'J) 

Tritt nach Wegnahme ihrer Scheidewand eine Diffusion ein, 
welche zu den Partialdrucken 

fil = Cl P, P2 = c2 P (Cl = n+l~, C2 = _.-!!+_L- Konzentrationen) n1 n2 n1 n2 

führt, so wird die Entropie nach Beendigung der Diffusion: 

S=nl(CVlmllnT+Rln~ +kl)+n'J(CV2ml1nT+Rln~ +k2 ) 

Die Entropieänderung beträgt also 

- n R .ln f! - n In P2 = 
1 P 'J P 

- n l R In Cl - n2 R In c2 (positiv) . 

3. Hohlraumstrahlung. 
Für einen mit Strahlung (rfüllten Hohlraum vom Volumen V gilt, 

wenn man U = u V setzt und S = s V, wo 1~ die Energie und s die 
Entropie pro Volumeinheit bedeutet: 

dS = dU +Pdf'.. 
T 
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Da. hier nach der M axwellschen Theorie u = 3 P wird, so ist 

dS = d(sV) = sdV + Vds = 3VdP~4PdV, 

ds = ~!-.t. 
T ' 

4p 
s = T-' 

und daher ~ 

T = const· p' . 
U = 3PV= aT*V 

(Stephan-Boltzmannsches Gesetz). 

(a = 718 .10-15 ~-) , cm 3 grad' , 

1 
F= - 3"aT4 V; l[F= 0; 

F. Prozesse. 
Die Änderung der Zustandsvariabeln eines Systems heißt ein Prozeß. 

Man unterscheidet: 
T = const: isothermer Prozeß, 
S = const: . adiabatischer Prozeß, 
V = const: isochorer (isopykner) Prozeß, 
p = const: isobarer (isopiestischer) Prozeß. 

Die physikalische Realisierung dieser Bedingungen kann z. B. 
erfolgen: 
1. T = const durch den Kontakt mit einem großen Wärmereservoir, 
2. s = const durch eine wärmeundurchlässige Umhüllung, 
3- v = const durch eine starre Umhüllung, 
4. p = const durch die Wirkung eines mit Gewicht belasteten Kolbens. 

1. und 2. sind daher nicht vereinbar, ebensowenig 3. und 4. 

Krcisprozeß heißt ein Prozeß, der nach beliebiger Änderung der 
Variabeln zum Ausgangszusrand zurückführt. Da weder da noch 
dq totale Differentiale sind, wird Lla=1lda sowie Llq=1ldq je 
einen bestimmten von 0 verschiedenen Wert haben. Andererseits 
ist LI u = 1l du = 0, also LI a = LI q . Durch den Kreisprozeß ist Wärme 
in Arbeit (oder umgekehrt) "umgewandelt" worden. 

Wichtig ist folgender mit einem beliebigen System z. B. einem 
idealen Gase durchgeführter Kreisprozeß (C arnotproze ß) zwischen zwei 
Wärmereservoiren RI und R2 mit den Temperaturen Tl und T2 

(Tl> T.,J: 
1. adiabatische Expansion von Tl zu T2 , 

2. isotherme Kompression bei T2 (Kontakt mit R2 ), 

3. adiabatische Kompression von T2 zu Tl' 
4. isotherme Expansion bei Tl zum ursprünglichen Volumen. 

15* 
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cpdS = LlQI + LlQ.! = O. 
Tl T 2 

Da 

ist, wird hierbei eme Arbeit LI A gewonnen: 

LlA =LlQl+LlQ'J= LlQdTI~T2)= LlQ2(T2-Tl ), 

Tl T 2 

wo LlQl bzw. LlQ'J die den Reservoiren entnommenen Wärmemengen 
sind. Es ist also 

G. Zustandsgleichung. 
Für einen homogenen Stoff bestimmen zwei der Variablen pv T 

die dritte. Dieser Zusammenhang wird durch die Zustandsgleichung 
des Stoffes festgelegt: p = p (v, T); v = v (P, T) usw. 

Kritischer Punkt heißt der Zustand, in dem 

op! -0 und 02P', 0 
OVIT - ov 2 T = 

ist. Die dort geltenden Variablen Pl Tl vl heißen kritischer Druck, 
kritische Temperatur und kritisches Volumen. 

Führt man als neue Variablen die Größen 

v P T 
'I' = -; n =~ -; 7: = ---

Vl PI Tl 

ein, so heißen diese reduzierte Zustands daten. Die reduzierte Zustands
gleichung (Tl = n'('I', r) ist für die meisten Substanzen nahezu gleich. (Das 
ist streng nur möglich, wenn die Zustandsgleichung nur drei für den 
Stoff charakteristische Konstanten enthält.) 

Für hinreichend hohe Temperaturen nähert sich die Zustands· 

gleichung aller Stoffe der der idealen Gase p v = R T (m = Molekularge
m 

wicht, R = Gaskonstante). Nach van der Waals läßt sich durch die 
Gleichung ( a) RT p + 1)2 (v - b) "--- m 
die Zustandsgleichung aller Stoffe für größere Bereiche angenähert 
darstellen. 

Gilt diese Gleichung 

also: 

streng, so wird: 

a T=~~.~ Pl=27b 2 ; 1 27b R 

3 Rr m=-----. 
8 ;ny 

Die reduzierte Zustandsgleichung lautet dann: 

(n == !2) (3'1' -1) = 87: 

Boylepunkt heißt die Temperatur TB, bei der O~V)I =,0 ist. up p=o 
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Inversionspunkt heißt die Temperatur Ty' bei der T :~Ip - v=-O 

ist. Es ist angenähert T y = 2 TB = 2;:. Ist T größer als T y ' so lie

fert eine Expansion ohne Arbeitsleistung eine Erwärmung, ist T kleiner 
als T y ' eine Abkühlung. 

H. Vollständige Systeme. 
Ein System heißt vollständig oder abgeschlossen, wenn sein Zu

stand unabhängig ist von den Vorgängen außerhalb von ihm 1). 
Die Abgeschlossenheit eines Systems wird nicht berührt durch 

die Möglichkeit von äußeren Eingriffen, welche keine Veränderungen 
außerhalb hinterlassen, also speziell keine Energie erfordern, wie z. B. 
Betätigung von Sperrungen, Öffnen und Schließen von Ventilen oder 
Kontakten u. dgl. Ohne solche Eingriffe wäre ja .jede Beeinflussung 
eines abgeschlossenen Systems unmöglich. 

Ein Prozeß (eines vollständigen Systems) heißt reversibel, wenn 
er von außen rückgängig gemacht werden kann (ohne außerhalb Ver
änderungen zu hinterlassen), andernfalls irreversibel. 

Bei einem reversiblen Prozeß bleibt S = L) Mi Si konstant. Bei 
i 

einem irreversiblen wächst S (2. Hauptsatz). 
Hat S den Maximalwert, der für das System durch Änderung 

der Variablen der Bestandteile (bei konstanter Gesamtenergie ) er
reichbar ist, so ist kein irreversibler Prozeß mehr möglich. Da re
versible Prozesse in der Natur nie vollständig realisierbar sind, ist das 
System dann im Gleichgewicht. 

Die allgemeinste Gleichgewichtsbedingung für abgeschlossene 
Systeme lautet also ()S = 0 (S = Maximum). 

Eine wichtige Methode, in einem abgeschlossenen System einen 
Prozeß reversibel zu führen, besteht darin, daß man zwischen zweien 
seiner' Bestandteile eine Maschine einschaltet, in der man einen 
Carnotschen Kreisprozeß durchführt. Dann ist 

dQ1 + dQ9 = dS1 + dSo = dS = o. 
Tl T 2 

(Die Maschine kann dabei beliebig klein angenommen werden, so daß 
sie gegen das übrige System verschwindet. Da in ihr definitiv keine 
Veränderung vor sich geht, kann sie auch als außerhalb des Systems 
betrachtet werden.) Die hierbei gewonnene Arbeit soll dann in irgend
einer Weise etwa durch Kompressionsarbeit oder über einen zweiten 
Carnotstrom dem übrigen System wieder zugeführt werden. 

1) Es sind also für ein solches V (und natürlich auch M) unveränderliche 
Grötien. U ist gleichfalls eine Konstante (1. Hauptsatz). 
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Eine einfache Betrachtung zeigt, daß jede Vorrichtung, die re
versibel Wärme in Arbeit umwandelt (oder umgekehrt) dieselbe 
Beziehung zwischen, dQl' dQ2 und dA liefert .wie die Carnotmaschine. 
Alle derartigen Prozesse, die reversibel verlaufen, sind daher durch die 
fiktive Einschaltung einer Carnotmaschine der Berechnung zugänglich. 

Wichtige Vorgänge, die zu I rreversibilität Anlaß geben sind: 

1. Ausdehnung eines Gases ohne äußere Arbeit 

Lls='~Llv 
M v 

(für kleines Llv und ideales Gas). 

2. Diffusion von Gasen, Salzen u. dgl. 

3. Wärmeleitung 

4. Reibungsarbeit 

R Llp 
LlS=LlM' Ai p' 

LlS=LlA. 
T 

Ein nicht abgeschlossenes System kann durch Hinzufügen der Um
gebung zu einem abgeschlossenen gemacht werden. Werden die 
Zustandsvariablen der Umgebung durch einen Index bezeichnet, so ist 
bei einem Prozeß dS + dS' > O. Wir nehmen an, daß in der Um
gebung keine Vorgänge geschehen, die zu Irreversibilität führen 
(s.o.). Dann ist 

dS' = ~,~ . dQ = - dQ T' , 

also dS - dQ > 0 
T' = 

dS _ dU-dA> 0 
T' =' 

anders geschrieben 
dU-T'dS<dA. 

~pezialfälle : 

1. dQ' = 0 (adiabatischer Vorgang) 
liefert dU=dA; dS>O. 

2. T = const (isothermer Vorgang) 
liefert dF = d(U - TS) < dA (freie Energie) 1). 

1) dF stellt also den Minimalbetrag der aufzuwendenden bzw. den Maximal
betrag der zu gewinnenden Arbeit dar, wenn das System einen isothermen 
Prozet.i durchmacht. Hierauf beruht die Bedeutung von F 

LI A = LI F = LI (U - T 5) == LI U - T· (j :: = LI U - T (j:: 
angewandt auf reversible, isotherme Prozesse heit.it "Helmholtzsche Gleichung" 
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3. T und P = const 
liefert dA = - pdV 
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d 'P = d(U - TS + P V):2 0 (thermodynamisches Potential). 

Gleichgewichte für unvollständige Systeme (in Verbindung mit 
der Umgebung) bestehen, wenn ~S + ~S' = 0 ist, also 

für adiabatisch abgeschlossene Systeme, wenn ~S = 0 (max) 
für isotherm gehaltene Systeme, wenn ~F = 0 (min) 
für isotherm und isobare Systeme, wenn ~ 'P = 0 (min) 

ferner wenn S und V konstant bleiben ~ U = 0 (min) 
wenn Sund P konstant bleiben ~X = 0 (min). 

J. Spezielle Gleichgewichte. 
Spezialfälle für vollständige Systeme (~U = 0; ~V = 0; ~S = 0; 

~M= 0). 
1. Die Mi seien konstant, realisierbar durch Umhüllung jedes Be

standteils mit einer wärmedurchlässigen, nicht starren Hülle. 

Es folgt 
Tl = T2 = Ts = .". = Ti 

PI = Ps = Ps = ... = Pi· 
Hierauf beruht die Möglichkeit, mit Probekörpem (Thermometer 

und Manometer) Temperatur und Druck beliebiger Stoffe zu messen. 
2. Die Mi und Vi seien konstant,· wärmedurchlässige starre Um

hüllungen. 
Es folgt 

Tl = T 2 = Ta = ... = Ti· 

3. Die Si und Mi seien konstant, realisierbar durch Umhüllung 
jedes Bestandteils durch eine wärmeundurchlässige, nicht starre Hülle. 

Es folgt 
PI = P2 = ... = Pi" 

4. Die Mi seien nicht konstant, sondern nur M. Die einzelnen 
Körper (Phasen) können in ihrer Menge sich ändern (Verdampfung usw). 

Es folgt 
Tl = T2 = ... = Ti 
PI = Ps = ... = Pi 
"PI = "P2 = •.. = "Pi· 

P und T bestimmen sich hier gegenseitig eindeutig, solange mehrere 
nichtidentische Bestandteile existieren. 

Da S ein Maximum sein muß, muß 

~2S = - f(MiC"i~Ti2 + (~~:)T ~V:) < o. 
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Besteht das System nur aus zwei Bestandteilen 1 und 2 und geht 
man von einem Gleichgewichtszustand zu einem andern über, bei dem 
T zu T + d·t, p zu p + dp wird, so ist 

d'IjJ1 -dV'2=O= -(S1- S2)dt+(V1 -v2)dp, 

also dp 
S1 -S2=(V1 - v2)dT' 

Bei einer Umwandlung unter konstantem Druck und Temperatur 
aus einem Gleichgewicht in einen andern (Verdampfung usw.) ist eine 
Wärmezufuhr AQ = T AS erforderlich. Wird hierbei die Menge M 
aus dem Zustand S1 v1 pT in den Zustand S2 v'J p T umgewandelt, so ist 

AQ = T.M(s1 - S2)' 

LI Q = r heißt Umwandlungswärme. Es folgt 
M 

r = T (S1 - S2) = (v1 - v2) T :: (Clausius-Clapeyronsche Gleichung) 1). 

K. Phasentheorie. 
Es seien a verschiedene Bestandteile ("Komponenten") in den 

voneinander unabhängigen Mengen Mi gegeben, die sich zu Ver
bindungen 'J) vereinigen können. Von diesen sollen eine Anzahl ß 
gleichzeitig nebeneinander existieren (Phasen), deren Mengen k[k seien. 

In der koten Phase sei die Menge Mt des i-ten Stoffes 
enthalten. 

Es ist also 
Mi = 2' Mf; 

k 

i = 1,2···a 

k=1,2·· ·ß 
Der Gleichgewichtszustand ist abhängig von den Variablen p und T, 

sowie den Zusammensetzungen der Phasen, etwa dargestellt durch 
M~ 

die Gehalte cf = M~ (a:ß Größen), zwischen denen die Relationen 

2Jc~ = 1 (ß Gleichungen) bestehen. Er ist nicht abhängig von der 
'i l ' 

Menge einer Phase. 
Wenn p und T gegeben sind, lautet die Gleichgewichtsbedingung 

J'l! = o. 

1) Falls v1 = 0 gesetzt werden kann (Flüssigkeit) 

RT 
und v2 = - gesetzt werden kann (Dampf) 

pm 
. RT2 dlnp 

gIlt r=----,- . 
m dt . 

2) Jede Verbindung hat ihre eigene Zustandsgleichung. 
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Setzt man lJI = 2)lJIk, dann ist lJIk eine homogene Funktion 
k 

1. Grades der M~, denn bei Vermehrung aller M~ einer Phase um 
~ ~ 

den gleichen Faktor wächst lJIk auch um diesen Faktor 1 ). Es ist also 
nach dem Eulerschen Satz: 

lJIk = 27 iJlJf: Mt; 
i iJMi 

iJ lJfk . k ß worm --k mcht von den Mi' sondern au er von p und T nur von 
iJMi 

den c ~ abhängt. Daraus folgt 
~ 

blJI= 2)blJIk = 2)2) iJ VJ : bM: = 0. 
k k i iJ Mi 

Dazu treten die Nebenbedingungen <5 Mi = b 2) Mi" = 0. 

" Daraus folgen die Gleichungen 

iJlJi' iJlJf2 
iJM.' = eMl = ... ((( (ß - 1) Gleichungen 1) 

Im ganzen hat man also ß + a (ß - 1) Gleichungen für die 
a· ß + 2 Größen cf, p, T. 

Damit eine Lösung möglich ist, muß ß + a (ß - 1 ) < Ci ß + 2 
sem, d. h. ß < a + 2 (Phasenregel von Gibbs). 

L. Massenwirkungsgesetz. 
Ein Gemisch idealer Gasmoleküle, welche ineinander umgewan

delt werden können (Beispiel H 2 , 12 , H I) und mit den Molzahlen n i , 

also den (molaren) Konzentrationen 
n· c, '= -l-' ,Z c. = 1 

n, ' n2 + ... 
vertreten sind, möge bei der Temperatuz T und dem Druck p im 
Gleichgewicht sein. 

Bei Variation der ni , aber konstantem p und T unter Berück
sichtigung von .2 ci = 1 ist die Gleichgewichtsbedingung 

blJI=O, .2bci =O, 
Z(ffJi - Rlnci ) bn; = 0, 

wenn WIr unter ffJi den Ausdruck: 

m. = trt,Uj -- m.c .ln T - R.ln~ + R 
Tt T • v, p 

verstehen, oder anders geschrieben 
0", 0"2 ('PIon, +'1'.0112+"'), R 

Cl . [2 .,. = e . 

') Weil keine Veränderungen im Ubrigen System eintreten, da das Gleich
gewicht nicht geändert wird. 
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Darin hängt die rechte Seite nur von p und T ab. Setzt man also 
()ni = ",'z, wo z irgendein Faktor zur Reduktion der ZahleIi ()ni auf 
möglichst kleine ganze Zahlen "i ist, so wird 

er', c;" .. = K (T, p) (Massenwirkungsgesetz). 

Bei s pie 1. Dissozia tion von Jodwasserstoff. 
Drei Molekularten n1 H1, n2 H2 • nS 12 • 

Je zwei Molekule H 1 gehen in ein Molekul H'J und ein 12 über, 
also "1 = - 2, "2 = 1, "s = 1 

C2 C3 _ n2 n! _ K(T p) 
C12 - n12 - ,. 

Falls die Gesamtzahl der idealen Gasmoleküle unverändert bleibt 
("1 +"2 + ... = 0), zeigt sich, daß K nur von Tabhängt. 

M. Dritter Hauptsatz der Thermodynamik. 
(Nernstsches Wärmetheorem.) 

Die Zustandsvariabeln p, v, T sind ohne weiteres bestimmbar, 
die s, u, X nur bis auf eine additive Konstante, die fund '" nur bis 
auf eine lineare Funktion der Temperatur. 

Die Berechnung von Gleichgewichten wird durch die Unbestimmt
heit der additiven Konstanten nicht berührt, wohl aber durch den 
nicht bestimmbaren Faktor von T in fund "'. 

Diese Schwierigkeit wird behoben durch den von Nernst aufge
stellten Satz (in der Fassung von Planck): 

Beim absoluten Nullpunkt T = 0 besitzt die Entropie für alle 
festen und flüssigen Phasen ein und denselben nicht unendlichen Wert, 
der gleich 0 gesetzt werden kann: ST=O = 0, 

Dann sind in solchen Stoffen alle Zustandsvariabeln bis auf eine 
Konstante berechenbar. Es wird (unter Fortlassung der Konstanten) 
wegen 

T 

S = f Cp: T (Integration bei konstantem Druck). 
o 

Damit ST=O endlich bleibt, muß gelten: 

lim C = O. 
T=O P 

Wegen 

1) Cp bedeutet hier m cp (Wärmekapazität), analog Cv = m Cv' 



wird 

also 

Dritter Hauptsatz der Thermodynamik. 

T 

S -- J' C"Td T (I . b' k V I ) ntegratlOn el onstantem 0 urnen, 
o 

lim C,. = O. 
T=O 

Ferner wird: 
T 

U=fC"dT bzw. 
o 

T 

F= U - TS= Tf~dT. Ti 
o 
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Eventuell sind m diesen Formeln noch Umwandlungswärmen zu be
rücksichtigen. 

Es folgen weiter noch folgende Grenzwerte: 

Wegen 

und 

wird ferner 
T T 

(oV) = __ fL oCPdT=f(02~ dT= (oV) jT 
\äT p T op di"2)" oT p 0 

o 0 

also 

lim (~;) = O. 
T=O P 

Wegen 
S~ _ (OF) 

oT v 
ist 

lim (~~ = - ST=O 
T=O V 

für alle festen und flüssigen Phasen gleich. Bedeutet demnach 
F 1 - F'}. = Au die bei der isothermen Umwandlung der Phase 1 in 
die Phase 2 maximal gewinnbare Arbeit, so ist 

I· (OA12) - 0 1m - -. 
T=O oT v .. v, 

Die obigen Formeln gelten aber nur für flüssige bzw. feste Phasen. 
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Für die gasförmige gelten die klassischen Beziehungen, speziell 
gilt für ideale Gase 

5 = C In T _ lvJ R In p + k 
P m 

(also nicht = 0 für T = 01) 

ferner 

'Jf = U - T 5 + P V = T (211 ~ In p - C In T - C - k) m P P 

i = il (C p k) heißt chemische Konstante. 

Ist i bekannt, so sind auch für die Gase alle Zustandsvariabeln 
angebbar. 

Die "chemische Konstante" des betr. Gases ist vollkommen bestimmt 
und meßbar, wenn ein Weg gefunden wird, das ideale Gas auf 
reversiblem Wege in den festen oder flüssigen Zustand überzuführen. 

Damit sind dann alle Zustandsvariabeln aus thermischen Daten 
bestimmt und alle Gleichgewichte theoretisch berechenbar. 



Tabellen. 

Die folgenden Tabellen für r n, cos n rp und sin nrp sind u. a. 
nützlich zur Berechnung von zn = (x + iy)n = en (cos nrp + i sin nrp). 

I , 

0,0001 \ I 0,0010 0,0001\ - - - - -
0,2 0,04 0,008 0,0016 0,0003 - - -

0,3 0,09 0,027 0,0081 0,0024 0,0003 - -

0,1 i 0,01 

o,4
1
°,16 0,064 0,0256 0,0102 

0,0008 I 

0,0041 I 0,0016 
0;;;'01 ! 
0,0006 0,0002 0,0001 

0,5 0,25 0,125 0,0625 0,0312 0,0156 0,0078 0,0039 0,0020 0,0010 
0,6 0,36 
0,7 10,49 

0,216 0,1296 0,0778 0,0467 0,0280 0,0168 0,0107 0,0064 
0,343 0,2401 0,1681 0,11771 0,0824 0,0577 0,0404 0,0283 

0,8 10,64 0,512 0,4096 0,3277 0,2622 0,2098 0,1678 0,1342 0,1073 
0,9 0,81 0,729 0,6561 0,5905 0,5315 i 0,4784 0,4306 0,3875 0,3487 
1,-11,- 1,- 1,- 1,- 1,-
1,1 i 1,21 1,331 1,4641 1,6105 1,7715 1 

1,728 2,0736 2,4883 2,9860 
1,3 1,69 2,197 2,8561 3,7129 4,8268 

1,- 1,-
1,9486 2,1435 
3,5821 4,2985 
6,2748 8,1573 

1,-
2,3578 
5,1582 

10,6045 

1,-
2,593 
6,189 

13,785 

6 
8 
8 

1'21 1'44 

1,4 1,96 2,744 3,8416 5,3782 7,5295 10,5413 14,7578 20,6609 28,9253 
1,5 12,25 3,375 5,0625 7,5937 11,3906 17,0859 25,6288 38,4432 57,6648 
1,6 2,56 4,096 6,5536 10,4858 16,7772 

4,913 8,3521 14,1986 24.1376 
26,8435 42,9497 68,7195 
41,0339 69,7576 118,5879 

109,951 
201,599 

2 
4 1,7 12,89 

1,8\3,24 5,832 10,4976 18,8957\34,0122 61,2219111o,1996 198,3593 357,0467 
1,9 3,61 6,859 13,0321 24,7610 47,0459 89,3872 169,8357 322,6878 613,1069 
2,--},- 8,- 16,- 132,- 64,- 128,- ,256,- 1512,- 1024,-

'P cos'P 1 Cos2 'P I CO~ 3'P I-cos 4'P I cos 5 'PI cos 6'P I ~~~ 7'P I ws 8'P ICOS9 'P 

10 0 I 0,9848 I 9397 8660 \ 7660 64281 5000 1 3420 I 1736 ° 
20 0 0,9397 I 7660 5000 1736 - 1736 - 5000 - 7660 - 9397 - 1 
30 0 0,8660 \ 5000 0,- - 5000 - 8660 -1,- - 68601- 5000 0 
40 0 0,766G 1736 - 5000 - 9397 - 9397 - 5000 1736 7660 + 1 
50 0 0,6428 - 1736 - 8660 - 9397 - 3420 5000 9848 i 7660 0 
60 0 0,5000 1-5000 -1,- - 5000 5000 + 1,- 5000 I -- 5000 - 1 
70 0 0,3420 1- - 7660 - 8660 1736 9848 5000 - 64281- 9397 0 
80 0 1 0,1736

1
- 9397 - 5000 I 7660 1 7660 - 5000 - 9397 i 1736 1 + 1 

90 0 0,- -1,- 0,- +1,- 0,- -1,- 0,- 1+1,- ° 

100 0 - 173611 - 9397 5000 1 7660 1- 7660 1- 5000 93971 1736 - 1 
110 0 - 3420 - 7660 8660 1736 - 9848 5000 6428 - 9397 0 
120 0 -5000 -5000 +1,- -5000 - 5000 1,- -5000 -5000 -!-1 
130 0 - 6428 - 1736 8660 - 9397 + 3420 5000 - 9848 7660 0 
140 0 - 7660 1736 5000 - 9397 + 9397 - 5000 - 1736 7660 - 1 
150 0 -- 8660 I 5000 0,- - 5000 + 8660 - 1,- 8660 - 5000 0 
160 0 - 9397 i 7660 - 5000 1736 + 1736 - 5000 7660 - 9397 I + I 
170 0 1- 9848 I 9397 1 - 8660 7660 - 6428 5000 - 3420 17361 0 
180 0 -1,- :+1,- 1--1,- +1,- -1,- +1,- ,-1,- ,+1'-,-1 
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qJ sin qJ I sin 2 tp I sin 3 tp I sin 4 rp I sin 5 tp I sin 6 tp I sin 7 tp I sin 8 tp Isin 9 tp 

10° I 0,1736 
I 

3420 5000 I 6428 7660 8660 9397 9848 +1,--
20° 0,3420 6428 8660 9848 9848 8660 6428 3420 0,-
30° 0,5000 8660 1,- 8660 5000- 0,- -5000 -8660 -1 
40° 0,6428 9848 8660 3420 -3420 -8660 -9848 -6428 0 
50° 0,7660 9848 5000 -3420 -9397 -8660 -1736 6428 +1 
60° 0,8660 8660 0,- -8660 -8660 0,- 8660 8660 () 

70° 0,9397 6428 -5000 -9848 -1736 8660 7660 -3420 -1 
80° °'9848

1 

3420 -8660 -6428 +6428 8660 -3420 -9848 0 
90° +1,- 0,- -1,- 0,- +1,- 0,- -1,- 0,- +1 

100° i 9848 -3420 -8660 6428 6428 - 8660 1-3420 9848 0 
110° 9397 -6428 -- 5000 9848 -1736 -8660 7660 3420 -1 
120° 8660 -8660 0,- 8660 -8660 0,- 8660 -8660 0 

130° I 7660 -9848 5000 34211 -9397 8660 -1736 -6428 +1 
140° 6428 -9848 8660 -3420 -3420 8660 -9848 6428 0 

150° I 5000 -8660 1,- -8660 5000 0,- -5000 8660 -1 
160° 3420 -6428 8660 -9848 9848 -8660 +6428 -3420 0 
170° 17361- 3420 5000 -6428 7660 1-8660 9397 -9848 +1 
180° I 0,-, 0,- 0,- 0,- 0,-1 0,- 0,- 0,- 0 

Binomial-Koeffizienten: (:) 

n ist hier immer eine ganze positive Zahl. 

m kann beliebige positive oder negative Werte haben. 

n= 0 I 1 I 2 I 3 I 4 5 6 I 7 I 8 I 9 I 10 

m=1 

I 
1 

I 

I 

I I I 
2 2 1 I 
3 1 3 3 I 1 
4 1 4 i 6 4 1 i I I I 
5 1 5 10 10 5 1 1 6 1 6 15 20 15 6 I 1 
7 1 7 21 35 35 21 , 7 1 
8 : 1 8 28 56 I 70 I 56 I 

28 8 1 

1~ I 1 9 36 85 126 126 84 36 9 1 
1 10 45 120 , 210 252 ! 210 120 45 10 

n= o 2 3 4 5 6 

m =-f f 

I 
-1 +1 I - 1 

I 
+ 1 - 1 + 1 

-2 1 -2 3 

I 
- 4 + 5 - 6 + 7 

-3 1 -3 6 -10 + 15 - 21 + 28 
-4 1 I -4 10 -20 I 35 - 56 + 84 I I ! -5 1 

I -5 15 : -35 70 -126 +210 , , 
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n= 0 2 3 4 5 

m=-1. 7 68 281 8008 9009 
2 -2 8 -16 128 256 

:; 5 85 _105 1155 8008 
~2 2 8 16 128 256 

8 8 15 1\5 815 _698 
2 -2" 8 - 16 128 256 

1 1 +.!! 5 + 85 68 -2 -2 8 - 16 128 - 256 

1 1 1 1 5 7 
"2 2 -S- 16 -128 256 

8 8 +.!! 1 +1~8 8 
2 2 8 -16 -256 

:; :; 15 5 5 8 
2 2 8 16 -128 - 256 

7 7 85 85 85 7 
2 2 -8- 16 128 - 256 

n= 0 2 3 4 5 

m=-~ 4 14 140 4:;5 - 14-56 -3 9 -81 248 729 

2 2 5 40 110 808 -a -8 9 - 81 248 - 729 

1. 1 2 14 8:; 91 --8 -8 9 - 81 "243 729 

1 1 1 :; 10 22 
8 8 -9 81 -248 729 

2 2 1 4 7 14 
8 8 -9 si -,- 248 729 

4- 4 2 4 5 8 - -8 8 9 si 248 729 

n= 0 2 3 4 5 

m~-~ 5 45 195 8815 18928 -4 32 -128 2048 - 8192 

8 8 21 77 1155 4889 --4 -4 82 -128 2048 8192 

1 1 5 1:; 195 663 -:r -4 32 -128 2048 - 8192 

1 1 8 7 77 281 
4 4 -32 ] 28 -2048 8192 

11 3 3 5 45 117 
4: 4 -32 128 -2048 8192 

5 5 5 5 85 77 
4 4 32 - 128 2048 - 8192 
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Dieselben in Dezimalbrüchen geschrieben: 

n= I ° 2 3 4 5 

m=-~ 

1 

-3,5 7,875 1- 14,437 23,461 35,191 
5 -2,5 4,375 6,5625 9,0234 11 ,7305 -"2 
3 I -1,5 1,875 2,1875 2,4609 2,7070 -"2 
1 1 -0,5 0,375 0,3125 I 0,2734 0,2461 -2 

I 
1 I 0,5 - 0,125 0,0625 1- 0,0391 0,0273 2 I 3 1,5 0,375 0,0625 I 0,0234 - 0,0117 2 
Q 2,5 1,875 0,3125 - 0,0391 + 0,0117 2 
7 3,5 4,375 2,1875 ! 0,2734 I -0,0273 "2 I 

11= ° I 2 3 4 5 

m=-~ I -1,33 I -1,7284 
I 

1,555 1,8724 I - 1,9972 
I 2 I -0,66 0,555 I - 0,4938 0,4527 I - 0,4225 3 I 

1 I -- 0,33 0,222 : -0,1728 0,1440 I - 0,1248 --3 
I 

1 I 0,33 1- 0,111 

I 
0,0617 I - 0,0411 

I 
0,0302 3 

I 2 0,666 I - 0,111 0,0494 I -0,0288 0,0192 3 I 

4 

1 

I -- 0,0494 i 
I _ 0,0110 3 1,33 

! 
0,2222 0,0206 

n =~ ° 2 I 3 4 I 5 I 

m=-i 1- 1,25 1,40625 1- 1,5234 1,6186 I - 1,6996 
3 0,65625 1- 0,6016 0,5640 1- 0,5358 - 4 I -0,75 
1 : -0,25 0,15625 - 0,1172 0,0921 -0,0809 -4 

1 
I 1- 0,09375 1 0,0547 I - 0,0376 4 I 

0,25 0,0282 
3 I 0,75 ! -o,093751 0,03906\-0,0220 0,0143 4; I 

I 
5 I 1,25 1 0,15625 - 0,03<;06! 0,0171 I - 0,0094 4; I 
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Reihen- Koeffizienten. 

n I 1, 1 1 ! n! 11 ' 3· 5 ... (2n -1) I 2·4·6 ..• 2n 
n 1 1 +"2"T i3 +''';:;: 

I 
I I I 

1,- 1,- I 1 ! I 2 
I 

2 0,5- I 1,5- 2 I 3 8 

3 0,33333 1,83333 6 15 48 

4 0,25- 2,08333 24 105 384 

5 0,2- 2,28333 120 945 3840 

6 0,16667 2,45- 720 10395 46080 

7 0,14286 2,59286 5040 135135 645120 

8 0,125- 2,71786 40320 2·027025 10·321920 

9 0,11111 2,82897 362880 34·459425 185·794560 

10 0,1- 2,92897 3· 6288CO 654'729075 3715·891200 

n! 1'3' 5 .. (2n-1) 
n 

1·3·5 .•. (2 n - 1) 2-4-6 ... 2n 
I 
I 

1 I 1,- =1 0,5- _1-
I 

-2 

2 
I 

0,66667 = ~ 0,375-=! 

3 
I 

0,4- -g 0,3125- = 156 -5 

4 0,22857 = 385 0,27344 = 13258 

5 0,12698 = 6~'l 0,24609 = 26536 

6 0,06926 = 21361 0,22559 = ftfu\ 
7 0,03730 = 41269 0,20947 = :fo2ts 
8 0,01989 = ilf5 0,19638 = 362478:8 

9 0,01053 = 1~~~5 0,18547 = ~~~~~ 

10 5 256 0,005 4 = 46189 0,17620 = 24662118494: 

Madelung, l\Iath. Hilfsmittel. 16 
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Energie-

erg g·Gew. cm kg·Gew. m PS sec PS st 

erg • 1 1 1,02.10-3 1,02 .10-8 1,36,10-10 1 3,77.10-14 

g·Gew. CI11 • I 981 1 10-5 1,33·10-' 3,69,10-11 

kg-Gew. m. 9,81 ·10' 10" 1,33' 10-2 
1 3,69' 10-6 

PS sec. 1 7,36 .109 7,5 .106 
i 75 1 2,78.10-4 

PS st . 2,65 .1013 2,7 .1010 

I 2,70 ·10; 3,6 .103 1 
Wattsec. 10' 1,02 .1O! I 1,02 .10-1 1,36'10-3 3,77,10- 7 

Kilowattst. 3,6 .1013 3,67 .1010 
I 

3,67 ·10> 4,89.103 I 1,35 
I 

Liter Atm .. 1,0133.109 1,03 .106 

I 1,03 .101 1,38.10-1 3,82·10-1> 
gcal. 4,188 ·10' 4,271·10' I 4,27 .10-1 5,69.10-3 1,58.10-6 

I 

Volt· Elektron 1,59 .10-12 1,62 .10-15 i 1,62 .10-20 2,16· 10-22 I 6,00.10-26 

hN. 2,15 .10-11 2,19 .10-14 1 1,19 .10-19 I 2,92.10-21 
I 

8,10.10-21> 

Volt· Elektr.·Z 0,964 .10'2 0,984.109 

I 
0,984.104 1,31.102 3,6+.10-2 

Elektrizitäts-

I CGS stat. CGS magn. Amp./sec 
(=Coulomb) 

CGS stat. 
: 1 

0,33 .10-10 0,33 .10- 9 

CGS magn ..... 3.1010 1 10 
Amp. sec (= Coulomb) ! 3.100 0,1 
Z·e = Grammäquiv. 2,896.1014 9,654.103 9,654.104 

Elektronen . 4,76 .10-10 1.56 .10-20 1,56 .10-19 

gr·Ag. 2,71 .1012 0,894.102 0,894'103 

em3 H20 (Knallgas) 1,76 .1010 0,581 ),81 
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einheiten. 

Wattsec. K~lowattst.1 Liter A tIll. g ca!. Ivolt.Elek- ! hN Volt· Elek-
tron I tron·Z 

10-7 278.10-14 1986 .10-10 12.39 10-8 6,29.1011 ! 4,65.1010 1,04.10-12 
, I ' 

9,81 ·10-;; 2,72.10-11 19,67 ·10-' 2,34,10-;; 6,17.1014 4,56.1013 1,01.10-9 

9,81 2,72.10-6 19,67 .1O- J 2,34 6,17.1019 4,56.1018 1,01 .10-4 

736 2,05.10-4 7,26 1,76.102 4,63 ·1 0~1 3,42.1020 7,63.10-4 

2,65 .106 7,37.10-1 2,61 ·10' 6,33,105 1,67.1025 1,23.1024 2,75.101 

1 2,78 10-7 9,86 10-3 2,39 10-1 6,29.1018 4,65.1017 1,03·10-;' 

3,6 .106 3,55 .10 1 8,60.105 2,26 .1025 1,67.1024 3,73.101 

1,01 .102 2,81 .1O- ii 2,42.101 6,37.1020 4,72.1019 1,05.10-3 

4,19 1,16.10-6 4,13 .20--2 1 2,63.1010 1,95.1018 4,33.10-5 

1,59 .10-19 4,42.10-26 1,57 .10-21 1 3,80· 10-20 I 1 7,41.10-2 1,65.10-24 

2,15 .10-18 5,99.10-2;; 212 .10-20 514'10-191 135 1 2,23.10-23 , I , , 

0,964.105 2,68,10-2 0,950.102 : 2,31.104 6,06.1023 4,48.1022 1 

N = Rydbergkonstante = 3,29.1015 t-1 = 3.1010 109737,11. 
h = 6,54.10-27 (Wirkungsquantum). 

Z = 6,06.1023 (Molekitle pro Mol). 

mengeneinhei ten. 

Grammaquiv. Elektronen gr·Ag cm3 H~O 

3,45 .10-15 2,10.109 0,369.10-12 0,057.10-9 

1,037.10-4 6,41.1019 1,118.10-2 1,74 
1,037.10-5 6,41.1018 1,118.10-3 0,1740 

6,19.1023 1,069.102 0,165.105 

1,62 .10-24 1 1,753.10-22 0,271.10-19 

9,35 .10-3 5,69.1021 0,154·10" 

6,07 .10-5 3,69.1019 0,6~9·1O-2 1 

Z = Avogadrosche Konstante = 6,06.1023. 

16~: 
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