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Vorwort.

Die Veranlassung zur Niederschrift dieses Buches entsprang einem
personlichen Bediirfnis. Urspriinglich war das Material fiir den eigenen
Gebrauch bei Untersuchungen und Vorlesungen gesammelt, um das
dauernde Nachschlagen in den verschiedensten Lehrbiichern zu er-
sparen. Als ich mich dann auf das Zureden befreundeter Fachkollegen
hin entschloss das Vorhandene nach Moglichkeit zu ergéinzen und in
die Form eines Buches zu bringen, glaubte ich, daB das von mir
Gesammelte auch fur andere niitzlich sein konnte. Es schwebte mir
dabei als Ideal vor, ein Buch zu verfassen, das als theoretisches Analogon
zu dem bekannten Buche von Kohlrausch aufgefaBt werden konnte
Je weiter ich mit der Bearbeitung des Materials fortschritt, um so
deutlicher wurde mir freilich, dall sich dieses Ideal zunichst nicht
wurde erreichen lassen, und dall es in mancher Richtung besser ge-
wesen ware, wenn dieses Buch nicht von einem, sondern von mehreren
Physikern und Mathematikern geschrieben wiirde. So verlockend es
gewesen ware auf diese Weise etwas Vollkommenes in die Wege zu
leiten, so habe ich doch endgiiltig davon abgesehen die Aufgabe zu
teilen, in der Erwagung, daB cin Buch, das fir den praktischen Ge-
brauch der Physiker bestimmt ist, auch wenn es wesentlich Mathematik
enthilt, nur von einem Physiker verfaBt sein darf, und daf bei einer
Verteilung der Aufgabe auf mehrere Mitarbeiter die Homogenitidt zu
sehr gelitten hdtte. Ich hege die Hoffnung, dall, nachdem das Buch
emmal in einem bestimmten Charakter geschrieben vorliegt, zu einer
spiteren Zeit durch die Mitarbeit von mehreren Fachkollegen die
vorhandenen Mingel ausgeglichen werden.

Fiir die Auswahl des Stoffes war fir mich bestimmend, dafl das
Buch alles enthalten sollte, was der rechnende Physiker an Grund-
lagen und Methoden braucht, soweit er nicht zum Zuriickgreifen auf
Spezialarbeiten genotigt sein sollte. Dabei ist grundsitzlich, um den
Umfang des Buches zu beschrinken und aus andern naheliegenden
Grunden alles fortgelassen, was als ,trivial” bezeichnet werden darf
und was sich in handlicher Form vereinigt in vorhandenen Formel-
sammlungen z. B. der von Biircklen (Sammlung Géschen) vorfindet.
Andrerseits ist nach oben eine bestimmte Grenze nicht gezogen, viel-



VI Vorwort.

mehr moglichst alles an Mathematik beriicksichtigt, was nach meinem
Urteil fiir die Behandlung physikalischer Probleme bisher verwandt
worden ist oder Aussicht auf Verwendung bietet.

Die Darstellung bringt fast durchweg nur die Definitionen der
Grundbegriffe, die Ansatzbildungen und die Resultate. Beweise sind
nur an einzelnen Stellen angedeutet. Die Bezeichnungen schlieffen
sich nach Moglichkeit den ublichsten an. Hier eine bestimmte Aus-
wahl zu treffen war oft schwierig, Zu Abweichungen vom Ublichen
war ich in einzelnen Fallen gedrdngt, um die Darstellung einheitlicher
zu gestalten.

Dem rein mathematischen ersten Teil schlieft sich ein physi-
kalischer an. Dieser zweite Teil sollte urspriinglich nur eine Samm-
lung von Anwendungsbeispielen des ersten enthalten, Ich habe ihn
soweit erginzt, daB er in sich eine gewisse Geschlossenheit besitzt.
In ihm sind die Grundbegriffe der theoretischen Physik bzw. deren
mathematische Formulierung und Begriffsbildung dargestellt.

Besonderes Gewicht habe ich auf die Vektor- und Tensorrechnung
gelegt. Ich halte diese Disziplin fiir eines der allerwichtigsten mathe-
matischen Hilfsmittel des Physikers. Ich bin der Ansicht, dal sie
wegen ihrer groBen Anschaulichkeit mehr ist als eine kiirzere Schreib-
weise und daB3 ihre eingehende Kenntnis gleichzeitig die Vertrautheit
mit anderen wichtigen mathematischen Disziplinen, wie Invarianten-
theorie, Differenzialgeometrie usw. mit sich bringt, wenigstens soweit
diese fiir die Physik von Bedeutung sind. Dementsprechend habe ich
mich in der Darstellung der physikalischen Grundlagen in einem
hoheren MaBe als meist iiblich der Vektoren- und besonders der
Tensorenrechnung bedient.

Ich iibergebe das Buch der Offentlichkeit mit groBen Bedenken,
hoffe aber, daBl es sich trotz vieler Mingel als niitzlich erweisen wird
und daBl die Fachkollegen bemerken werden, daB das Ganze nicht
bloB durch Zusammenschreiben aus den verschiedensten Lehrbiichern
entstanden ist, sondern daB3 auch an vielen Stellen Ergebnisse eigener
Bemiihungen eingestreut sind. Ich habe einer groBeren Anzahl von
Kollegen fiir ihre Hilfe zu danken, die sie mir teils durch kleinere
Beitrige, teils durch Beratung, teils durch Durchsicht des Manuskriptes,
sowie der Korrekturen geleistet haben. Besonders danke ich den
Herren Courant, Baule, Landé, Epstein, Bessel-Hagen, Brody
und Goétze.

Frankfurt a. M., September 1922.

Erwin Madelung.
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Erster Abschnitt.

Algebra.

A. Lineare Gleichungssysteme.

Die allgemeine Form fiir # lineare Gleichungen mit # Un-
bekannten ist

@y %yt Ayg X+ oo Fay,x, =D
”21x1+““2x2+ +a2nxn_—b

n1x1+an2x2+ + Apn¥, =0b,

oder abgekiirzt geschrieben
Ya,x, =0 (t=1,2,...,n).
k=1

1. Sind alle b, =0, so heilt das Gleichungssystem #komogen.

Homogene lineare Gleichungssysteme haben dann und nur dann

ein von O verschiedenes Ld&sungssystem &, d. h. Ya;, § =0, fir
)

mindestens ein £, 4= 0, wenn die Determinante der Koeffizienten

Ay g - By,
— | 41 @39 ---4 —_
laik['_ 21 %a2 2n | =0
"nl“n‘z ann

ist. Das Losungssystem ist dann bis auf einen Faktor bestimmt durch
E by b, =A 0 4, ....:A,.”, wo A4,, die Unterdeterminanten (vgl.
S. 4) zu g, sind und 1 ein beliebiger Index (7 =1, oder =2, ...) ist
fir mindestens ein A;, == 0. # — / unabhingige Ldsungssysteme 5,?')
(h=1,2,...,n —1) liegen vor, wenn |a,| vom Range /< # ist,
d. h. wenn nicht alle Unterdeterminanten /-ten, aber alle hoéheren
Grades verschwinden. Jedes System linearer Kombinationen 201. ®

mit beliebigen ¢, ist dann wieder ein Ldsungssystem.
Madelung, Math. Hilfsmittel. 1



2 Lineare Gleichungssysteme.

Das transponierte homogene Gleichungssystem (entstanden durch
Ersetzung von g, durch a,;) hat ebenso viele Losungssysteme S,W wie
das urspriingliche.

2. Inhomogen heiBt das Gleichungssystem, wenn nicht alle
b,=0 sind.

Fall a. Ist |a;,| == 0, hat also das zugehdrige homogene System

keine Lésung, so hat das inhomogene System ein und nur ein Lo-
1 1
sungssystem zx, = Tam] (bgdy + 05 Ay, + -.0) = Tard] %’ b, 4;, (vgl
S.7)
Fall b. Ist |g,,|= 0, hat “also das zugehérige homogene System

Loésungssysteme, so ist das inhomogene System im allgemeinen nicht
lésbar, sondern nur dann, wenn die # — [ Bedingungungen

B =0 (=120
k
k

erfiillt sind. Die allgemeine Losung des inhomogenen Systems be-
steht dann aus einer Losung des inhomogenen Systems, vermehrt um
die # — ! unabhingigen Losungen des homogenen Systems.

Ein wichtiger Fall ist folgender: Gegeben sei ein System inhomo-
gener linearer Gleichungen in der Form:

(@ =2+ ag %y + ..o+ e, %, =b
a21x1+(a22_l)x2+"'+a2nxn =1b,
an1x1+ Ay X9 +"'+(ann_l)xn=bn

wob.el die a,, reell angenommen und a; = a,; sei. Abgekirzt ge-
schrieben

D a,%,— Az, =10, (t=1,2,.4.,m)
&
Das zugehorige homogene System
D%, — A, =0 (Gi=12,...,n)
&
hat nur Lésungen, wenn A einen der # (reellen) (vgl. S. 6) Werte 4, (7 = 1,
2,...,w) annimmt, welche sich durch Nullsetzen der Determinante
@y~ Vay, .- Ayn
6121 (”12 —_ 1) . “27; . (;)Séklﬂar'
C e — - gleichung®)
anl an? (amn_}“)

ergeben. Das zu dem ,Eigenwert« }.j gehorige Losungssystem der
homogenen Gleichungen heifie Elj, 52]., ceey Enj, so daB },'J' & =‘k§]aik§kj.



Lineare.Gleichungssysteme, 3

Die ,Eigenlosungen* &, ; sind bis auf einen gemeinsamen Faktor
bestimmt, wenn 4. eine emfache Wurzel ist. Dieser soll festgelegt
werden durch die ,Normierungsgleichungen®

it &, ==
Dagegen gilt stets fiir zwei verschiedene Z, = 1,
§pbuy T Saiay o GGy =%Eki5kj’ =0

Fihrt man statt x, und b, neue Grofen xf und bf ein durch die
(orthogonale) Transformation (Hauptachsentransformation, Entwicklung
nach Eigenlosungen)

xizé,’;fikxé und b, = 25”66,2

aufgelost
v =2 &, x, und Dbf= Y’ffﬂ b

so wird

Das obige ¢nhomogene System erhdlt dann die Form:
(A, — A)xf = bi,

was durch Einsetzen zur Losung

&ix 7. .
xiip.z o 2 &b fithrt.
.k i

B. Matrizes und Determinanten.

. 1. Definitionen.

Ein System von m-n Zahlen a;, (,,Elemente”), das in einem recht.
eckigen Schema von m ,Zeilen” und n ,Spalten” geordnet ist, heiBt
eine ,,Mairix*.

Ay @y g3 - Ayy
a, Zeile = Horizontalreihe

Aay Rya dag - -- gy, : .
Spalte = Vertikalreihe.

aml amﬁ am3 tet amn

Ist m = n, so heift die Matrix quadratisch.

Die Elemente g;, kénnen verschiedene Bedeutung haben. Sie
konnen z. B. die Koeffizienten eines Systems linearer Gleichungen oder
einer linearen Transformation sein. Ist die Matrix quadratisch, so kénnen
sie die Koeffizienten einer Determinante sein.

1*



4 Matrizes und Determinanten.

Vertauscht man in der Matrix alle g;, mit den a,;, also Zeiten
und Spalten miteinander, so heit die neue Matrix die ,fransponierfe«
der urspriinglichen oder zu dieser ,konjugiert“.

Aus einer quadratischen Matrix von #.n Elementen g, bildet
man ihre ,,Deferminante’, indem man die simtlichen Produkte der
Form:a;, a;, a; ... bildet, sodaB ¢3=4"=4"4=...und k= &' = k" = ...
Die Indizes 4,4%,4”... und die %k, &, k" ... bilden eine Permutation der
natiirlichen Zahlenfolge 1,2,3 ... der ¢ bzw. der %.

Jedes dieser Produkte aus # Elementen heifit ein ,Glied“ der
Determinante. Ihre Zahl ist gleich #! Die Determinante ist die Summe
dieser Glieder unter Beachtung folgender Vorzeichenregel: Man ordne
in jedem Glied die Faktoren so, daB die ¢ in ihrer natiirlichen Zahlen-
folge stehen und untersuche, wieviel Vertauschungen von je zwei Fak-
toren nunmehr noétig sind, um die % in ihre natiirliche Folge zu bringen.
Ist diese Zahl gerade, so ist das Vorzeichen positiv, andernfalls negativ
zU setzen.

Die Zahl der positiven Glieder ist gleich der der negativen. Die
Determinante schreibt man abgekiirzt:

|
{ @11 Fgg Gyg - - Ay

Agy gy Qyg -+ - Gy,

D ) LIS

d an2 “ns : ann

Eine Determinante aus #? GroBen heiBt ,n-ter Ordnung*.

Determinanten, die man erhilt, wenn man aus der Matrix einer
gegebenen Determinante gewisse Zeilen und Spalten streicht, heiBen
»Minoren der urspriinglichen.

Streicht man die i-te Zeile und die k- te Spalte, und multipliziert

man die entstethende Minor mit (— 1)’”, so heiBt das Produkt die
nUnterdeterminante von a,, (geschrieben = 4, ).

Entwicklungssatz: Der Wert einer Determinante ist gleich:
| 2| =2 a, 4, Z%; @y Ay
1]

aber es ist

OzgaikAjk fir ¢4

Eine Matrix oder eine Determinante heit ,vom Range <, wenn
sie wenigstens eine von Null verschiedene Unterdeterminante #-ter Ord-
nung besitzt, aber alle in ihr enthaltenen Unterdeterminanten héherer
Ordnung verschwinden.

Allgemeine Sitze: Eine Determinante ist == 0, wenn
1. alle Elemente einer Reihe (Spalte oder Zeile) = 0 sind, oder
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2. alle Elemente einer Reihe dieselben Vielfachen der entsprechenden
Elemente einer Parallelreihe sind, oder
3. alle Elemente einer Reihe dieselben linearen Kombinationen der
entsprechenden Elemente von Parallelreihen sind.
Eine Determinante bleibt ungeindert, wenn
1. man sie transponiert, d. h. alle g;, durch a,; ersetat,
2. man zu den Elementen einer Reihe die entsprechenden einer
Parallelreihe bzw. ein bestimmtes Vielfaches derselben addiert.
FEine Determinante 4ndert nur ihre Vorzeichen, wenn man zwei
Reihen miteinander vertauscht.
Eine Determinante wird mit einem Faktor multipliziert, wenn
man alle Elemente einer Reihe mit diesem Faktor multipliziert.

Differentiation.

6 | a;r ! —_

Free ik
0| ag | _ 0% | agr |
Da,;,aa,m 3a,,,,6a,k’

wenn alle @, voneinander unabhingig sind.

2. Multiplikation von Determinanten.

Das Produkt |a;,|-|b;,|=]|¢;,| ist eine Determinante, deren
Elemente ¢;, in folgenden vier verschiedenen Weisen gebildet werden
konnen:

1. ¢ =@, 05 4,509+ - :%‘aijbjk (1=1,2,%,...,%)
2. Cik:ailbk1+ai2bk2+ zéljaijbkj
3. c,.k=a“-bk1—{—awbm+ :K;_Tajibkj
4 =00y Ay by A+ - :%Tajibjk'

Die Matrix der gemiB Vorschrift 1 gebildeten ¢;, heiBt die aus den
Matrizes der a;, und b,, ,Romponierten Matrix.

3. ,,Ridnderung‘‘ von Determinanten.

Es gilt:
‘ P S T ‘
Ay Gag - -+ Bg, Uy i ”
c o=y, —-2%‘41k'1l1"7‘k
Ay g e Ay Yoy { )
Uy Vg e U, W

Ist im Speziellen w =1 und sidmtliche u; oder v, =0, so ist der
Wert = |a;, |, d. h. gleich dem Wert der urspriinglichen Determinante,
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4. Praktische Berechnung von Determinanten.

Man subtrahiere von den Elementen der i-ten Zeile die mit 2%

11
multiplizierten entsprechenden Elemente der ersten. Hierdurch wird
der Wert von |a,, | nicht geéndert. Fiihrt man dies an allen Zeilen
(auBer der ersten) durch, so erhélt man eine Determinante der Form:

!
| @11 %o @13 -+~ F1p [ b b b
|0 by by - by, oo
| 22 Yag - b b
_ 32 U35 + -~ Ugp
;a”\~—‘ b33"‘b3n¢”a11 e e e
|
‘ -
j 0 b b bn2 bn3"' bnn
i n2 “nd" " nn

In derselben Weise reduziert man die Determinante der b usf. Man
erhilt schlieBlich ein einfaches Produkt von # Zahlen als Wert von
(aik|. Hierbei ist es meist vorteilhaft, Vertauschungen von Reihen
vorzunehmen (unter Beachtung der dabei auftretenden Vorzeichen-
wechsel) und jeweils moglichst grobe Faktoren abzusondern.

5. Spezielle Determinanten.

Ist a, = a,;, so heibt die Determinante sysmetrisch; ist a;, — — a,;
und daher a,; =0, so heiBt sie schiefsymmetrisch (antisymmetrisch).

Sind die a;, komplex konjugiert zu den a,; (d.-h. a;, = u 4 iv;
Ay = — iv) und die a;; reell, so hat die Determinante einen reellen
Wert (Hermitesche Determinante).

Die Gleichung #-ten Grades:

| (@, — %) 4y - ay, [

‘ a. Ggg — %) ... @ (Sékulargleichung?)
| * ( 2,‘3 . ) L 9:" . | fiir die Unbekannte z)
1‘ anl a’n‘-’ e (ann - x) i

hat lauter reelle Wurzeln, falls 4, =a,; und alle g, reell sind;
ebenso falls die Determinante der g, eine Hermitesche ist.
Die Gleichung hat (auBer x = 0, wenn » ungerade) lauter ima-
ginire Wurzeln, falls die 4;, = ~ a,; und reell und die 4;;= 0 sind.
Eine symmetrische Determinante der Form:

I ala‘l"'an

agas...al

Z, = Ag @y - Ay
anal...an_l

) Der Name ,,Sikulargleichung* ist nur fiir a;, = a;; gebréduchlich. Sonst
heifit die Gleichung ,charakteristische Gleichung®,
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heifit eine Zirkulante oder zyklische Determinante. Ihr Wert ist gleich:

(n-—l)o(n:—ﬁ et

(=1 ° k]_%(a1+a2wk—{—a3w2k+ s a, 0n0E),
2nd B

-
WO =¢ 1st.

Zﬂ.

I

6. Determinanten und lineare Gleichungssysteme.
Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem:
2 A%, = b, (=1,2...,mn),
k
d. h. # lineare Gleichungen fiir die » Unbekannten x,. Dann ist

@y Byg oo Ayg_1y by T+ Hn

gy Agg -+ Aygu_1y0g By - - gy lag,

2p1@rac Y- % Pret) - Y

d. h. gleich der Determinante, die man aus |a,,| erhilt, wenn man
die Elemente der k-ten Spalte durch die entsprechenden b, ersetzt,
dividiert durch |a;,|.

(Diese formale Lésung ist zur praktischen Rechnung nicht zu
brauchen, weil die Umrechnung der Determinanten mehr Arbeit er-
fordert als die normale Berechnung von x, durch schrittweise Elimi-
nation.)

Umgekehrt kann der Wert von |g,,| auch aus den L&sungen
won linearen Gleichungssystemen gefunden werden, wie folgt:

Man l6se nacheinander folgende Systeme

1. a, %, =1

2 {auxe + a9, =0
Ay Xg + gy ¥y = 1.

Ayy %3+ 8yg Y3+ a452, =0
3. Vg %+ Agg Y3 + dg32, =10
gy %y += Bgg Vg + g 23 = 1.

usw. Dann ist
1

| x| T HYats g

Die Berechnung von Determinanten und die Lésung von linearen
Gleichungssystemen sind daher praktisch gleiche Probleme,
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C. Kombinatorik.

I. Permutationen:

1. Die Anzahl der Permutationen aus » verschiedenen Elementen
ist #!

2. Sind unter den # Elementen «, §, y usw. unter sich gleiche

Elemente, so wird die Anzahl der Permutationen = m{%’—
II. Variationen (Kombinationen mit Beriicksichtigung der An-

ordnung):
Die Anzahl der Variationen aus # Elementen zur #-ten Klasse ist

ohne Wiederholung #(n —1)(n —2)...(n —r4-1) = (:‘)-r!
mit Wiederholung #’.

IIl. Kombinationen (Kombinationen ohne Beriicksichtigung der

Anordnung):
Die Anzahl der Kombinationen aus # Elementen zur r-ten Klasse ist
: nl n n
ohne Wiederholung: A=At —_—< r) — (n —r)

mit Wiederholung: (" -t ) .

v

Die hier und bei andrer Gelegenheit auftretenden

Binomialkoeffizienten

haben folgende Bedeutung:
(n)___n(n—1)(n—2)...(n5—;;fi):< n )_ n!

4 r! n—r/  (m—r)lrl

und befolgen folgende Regeln:
(1) =n (2)=1 CL)=C)+070+079) -+ ()-
(5)=1 (7)=0)+(2)

Fiir sehr grofle Zahlen n und m wird:

Stirlingsche Formel: #n!= <%>u V2an- (1 +-1L + .. )

12n

k13
(n) e H " Y

== —, WO g == e’

m n

2 2

<n)ﬁm.qn—m= e""“_d wobei ¢ = 1 — p und 7= m—np
" V2 anpg V2npgq )

Ist # auch sehr groB gegen m, so wird: (:;) = g}:



Zweiter Abschnitt.
Funktionen.

A. Allgemeine Funktionentheorie.

1. Komplexe GréBen.

Definition: Die Summe 4 - tb einer reellen Zahl g und
einer imaginiren Zahl ¢4 heiBt eine ,komplexe“ Zahl ¢ = a 4 ¢b,
lc| =7Va® b7 heiBt ihr (absoluter) ,Betrag*.

a heit der Realteil, b der Imaginirteil (in Zeichen a = Rec,
b=Ggme).

Geometrisch veranschaulicht man sich die komplexe Zahl ¢

1. durch einen Punkt der komplexen xy-Ebene, dessen recht-

winklige Koordinaten x =4, y =15 sind.

|c| bedeutet den Betrag des Abstandes 7

vom Punkt ¢ bis zum Nullpunkt. Y

Es ist also (Fig. 1) <
a == CcosQ z 3
b=rsing 7
a4 ib = r(cosp -+ ising) = ref" z =X
wo 7=Va®+b? Fig. 1.

@ == arctg % @ heiBt Argument.

2. Durch einen Vekior vom Nullpunkt, dessen Komponenten
gleich a bzw. b sind.

¢, +c¢y=1(a, +1b,)} (a, -+ 1b,) ist dann ein Vektor, der durch
Vektoraddition der Vektoren ¢, und ¢, entsteht.

€y+Cy = (@, +1b,) (ay + 1b,) = 7, 7,68 @1 +72 ist ein Vektor, dessen
Argument ¢ gleich der Summe derjenigen von ¢, und ¢, ist und
dessen Betrag gleich dem Produkt der Betrige von ¢, und ¢, ist.

Zwei komplexe Grofien heiben nur dann gleich, wenn sowohl
ihre Realteile wie ihre Imaginirteile gleich sind, oder sowohl ihre
Betrige wie ihre Argumente (modulo 2 7).

¢ =a — 1b heiBt  komplex konjugiert” u ¢ = a -+ ib.
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Daraus folgt:

u:c+E=Rec
2
c—¢C
b=-2—=ImC

Vee=Va® +0*=|c|=¢|

2. Analytische Funktionen.

Eine Funktion f(z)= u - ¢v der komplexen Variablen z = x +- ¢y
heiBt in einem Bereich ,,analytisch®, wenn sie dort stetig ist und wenn

af) __fr+dr+iy+dy)—f(x+iy)
dz

a5 1idy einen Wert

1. Definition:

hat, der von der Art des Grenziiberganges <dem Verhiltnis Z—i’) un-

abhingig und stetig ist.

2. Definition: 3= =77 %=—gm

Die beiden Definitionen sind gleichwertig,

‘In Punkten, in denen die obigen Forderungen nicht erfiill{ sind,
heiBt die Funktion ,irreguldre oder ,singuldr“.

Eine analytische Funktion einer analytischen Funktion ist wieder
eine solche. Auch die zu f(2) inverse Funktion ¢ (z) (¢ (f2) =f(p2)=2)
ist eine analytische. .

Durch eine analytische Funktion f(z)= u + ¢v werden % und v
als Funktionen von x und y festgelegt:

uw=f(%y), v=fy).
Man findet diese, indem man f(x 4 4v) in die Form f, (% 9) -+ f, (% %)
bringt.
f, und f, heiben zueinander ,konjugierte Potential -Funktionen.

Es gilt fiir diese wegen der 2. Definition
2 2

0 [
Af1=Af2=0, woO A:W_i_a_yﬁ.

Jede beliebige analytische Funktion f liefert daher zwei partikulire
Losungen der Gleichung d¢ = 0 (im Zweidimensionalen).
Fiir eine analytische Funktion f(2) = u -} sv ist

f(z)=u—1v

u:ﬂit_f@; .U=f_(2);f(i),

ind daher

wenn f(z) fiir reelles z reell ist.
Durch eine analytische Funktion f wird dem Wertepaar %, y ein
solches #, v zugeordnet. Betrachtet man daher x,y als die rechtwink-
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ligen Koordinaten eines Punktes in einer Ebene, #,v als die eines
Punktes in einer zweiten Ebene, so vermittelt die Funktion f die Ab-
bildung jedes Punktes oder aus Punkten gebildeten Systems (Kurven
oder Flichenstiicke) der x, y-Ebene auf die #, v-Ebene.

f(z) vermittelt eine komforme, d. h. winkeltreue Abbildung (mit
Erhaltung des Drehsinns), d. h. eine solche bei der unendlich kleine
Gebiete winkeltreu von der x, y-Ebene auf die #,v-Ebene abgebildet
werden.

b
Unter dem Integral f f(z)dz versteht man:
a

b b b b

!f(z)dz——*!(u—[«iv)(dx—]~idy) =J(udx—vdy)—|—i&f(‘vdx—[—udy).

Die Integrale sind lings einer bestimmten Kurve zwischen den
Punkten 4 und & zu erstrecken.

Wegen der Definitionsgleichung (2) der analytischen Funktionen
sind sowohl (udx — vdy) wie (vdx - udy) totale Differentiale.

Daher gilt folgender grundlegende

Satz:
b

f f(z)dz bleibt unverandert, wenn man unter Festhalten von g
a

und b den Integrationsweg verschiebt, falls nicht diese Verschiebung
iiber irregulire Punkte geschieht.

Erfolgt die Integration iiber eine geschlossene Kurve (Zeichen §),
d.h. ist a =, soist §f(z)dz= 0, wenn die Kurve keinen irreguldren
Punkt einschlieBt.

3. Cauchys Fundamentalformel.

10 =Pz

gestattet die Berechnung von f(z) fir den Wert z=2{, wenn f(z) auf
den Umfang einer den Punkt { umschlieBenden Kurve gegeben ist,
welche keinen irreguliren Punkt einschlieBt.

Spezialfall: §(z — C)ndz ist =0 auBer fir # = —1

dz .
z—_—é; = 21m7.
Mittelwertsatz. Ist die Kurve ein Kreis und ist u,-- 1y, der
Wert von f(z) im Mittelpunkt,” « 4-7v der Wert auf dem Umfang
(dargestellt als Funktion des Richtungswinkels §), so ist
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27 27
1 i 1 9
44():--2—7‘:~ udﬁ, 7)025; vd N
0 0

also u, bzw. v, der Mittelwert der # bzw. v auf dem Umfang des
Kreises.

4. Potenzreihenentwicklung der analytischen Funktionen.

a) Entwicklung in der Umgebung reguldrer Punkte.

Eine analytische Funktion gestattet in der Umgebung eines Punktes
z=12,, in dem sie regulir ist, folgende konvergente Entwicklung:

f2)=ag+a,(z— 2)) +ag(z —2,)" + ...,
wobel

ok roa

" 2im (Z___zo)nﬁ'

Die Entwicklung konvergiert nur, solange |z — z,| nicht groBer
als ein bestimmter Wert R ist. R heiBt der Radius des , Konvergenz-
kreises®.

Das die @, bestimmende Integral ist iiber eine Kurve zu er-
st.ecken, die innerhalb des Konvergenzkreises liegt.

Der Konvergenzkreis um z, geht durch den néchsten bei gz,
tiegenden irreguliren Punkt der Funktion f(2).

Verschwinden die ersten n Koeffizienten der Entwicklung, «, blS
a,_y, nicht aber a,, so heiBt z, eine ,Nullstelle n-ter Ordnung der
Funktion f(2).

Ist f(z) im Unendlichen regulir (d. h. f <1?> fir z = O), so ge-
stattet f(z) die Entwicklung

@) =g+ + 5+

- 217:@“5 "a

Diese konvergiert aquperhald eines um den Nullpunkt beschriebenen
Kreises, der durch den entferntesten irreguliren Punkt lauft.

Das Wesentliche an diesen Entwicklungsméglichkeiten ist, daB
die Funktion auch schon durch eine Reihe von beschrinkter Glieder-
zahl innerhalb des Konvergenzbereiches mit einer gewissen Niherung
dargestellt wird, die sich dann mit wachsender Gliederzahl bis zu
beliebigem Grad verbessert.

wobel
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Potenzreihenentwicklung der analytischen Funktionen.
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Als Beispiel fiir eine derartige Anniherung ist in Fig.2 die Funktion

! p in Fig. 3 dieselbe, nach steigenden Potenzen bis 2® entwickel,

dargestellt. Man erkennt, wie auBerhalb des Konvergenzkreises mit

\y07

Fig. 3. w=1-+z+422+4 ... +28,

dem Radius 1 iiberhaupt keine Annidherung an die gegebene Funktion
stattfindet. In Fig. 4 ist dieselbe Funktion, nach fallenden Potenzen
entwickelt, gezeichnet. Hier ist innerhalb des Konvergenzkreises
keine Anniherung vorhanden.
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Analytische Fortsetzung. Durch die Entwicklung in der Umi-
gebung von z, ist f(2) zundchst nur innerhalb des Konvergenzkreises
bestimmt. Geht man zu der Entwicklung um einen Punkt Zo=2,+¢
iiber, so erhilt man die Entwicklung

f(®)=ao+a,(z— 20+ ¢)Fag(z —z,4+¢)+....

. 1 1 1
Fig. 4. w= _<;+;§+ +F’>'

Lost man die einzelnen Klammerpotenzen (z — z; - ¢)* nach
dem binomischen Lehrsatz und ordnet nach Potenzen von (z-——zg), SO
erhilt man eine Entwicklung der Form

f()=1by+b(2—2) +by(z—25)* +....
die in einem Kreise um z; konvergiert, der méglicherweise iiber den
alten Kreis hinausragt, In dem den beiden Kreisen gemeinsamen
Gebiete liefern beide Entwicklungen dieselben Werte. Die zweite
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Entwicklung heiit, falls sie auSerhalb des Konvergenzkreises des ersten
gilt, ,Fortsetzung®“ der erste. Durch Wiederholung dieses Verfahrens
ist es moglich, die durch die Potenzreihe definierte Funktion beliebig
weit fortzusetzen und dadurch die Funktion fiir alle reguliren Stellen z
zu berechnen.

b) Entwicklung in der Umgebung nicht reguldrer Punkte.

In der Umgebung eines ,m-fachen Pols“ in z = z, gestattet die
Funktion folgende Entwicklung:

f(z) =Q-m (Z - zo)—m+ A (m—1) (Z -— Zo)—m+l + -
Fa(e—2)" tayta e =) tayr—2)"+ ..

In der Umgebung eines »-fachen , Versweigungspunktes“ in z =z,

gilt folgende Entwicklung:
1 2

f(z)=ao+ﬂ1(z~z0)7-{-u2(z—z0)7+....

In der Umgebung eines ,wesenilich singuldren Punktes in z=z,
ist keine Reihenentwicklung nach steigenden Potenzen von (z — z,)
moglich.

Durch diese Entwicklungsmoglichkeiten ist der Charakter eines
irreguldren Punktes definiert.

Residuum. Der Koeffizient a_; der Potenzreihenentwicklung in
der Umgebung eines Poles heif3t , Residuum des Poles.

Es gilt

Hierbei ist der Integrationsweg eine Kurve, welche keine irregulire
Stelle auBer den Pol einschlieBt.

Als Residuum des oo fernen Punktes bezeichnet man den Koeffi-
zienten — a, der in der Umgebung dieses Punktes giiltigen Entwicklung

f(2) = ame™ + Gemirz™ - bag s g 24 2
falls dort die Funktion reguldr ist oder nur einen Pol hat

Residuensatz. Ist f(z) in einem von einer oder mehreren steti-
gen Kurven berandeten Gebiet iiberall eindeutig und bis auf endlich

. . .. . 1 .
viele Pole im Innern reguldr, so ist ?”—‘§ f(z)dz erstreckt iiber die
Berandung des Gebietes gleich der Summe der Residuen der Pole

1) Diese Formel ist praktisch von besonderer Bedeutung, weil sie die Be-

rechnung des Integrals § f(¢) dz zuriickfiihrt auf die Entwicklung der Funktion
in der Umgebung eines Poles.
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dieses Gebietes. Ist f(z) liberall eindeutig und bis auf endlich viele
Pole regulir, so ist die Summe der zu den Polen und zum oo fernen
Punkt gehérigen Residuen gleich Null.

Laurentsche Reihe. Fiir einen ringférmigen Bereich (zwischen
zwei konzentrischen Kreisen K und 2 um z= 0), innerhalb dessen
f(z) reguldr ist, konvergiert die Reihe

[ =2 e tartat .

22
wobel
_ 1 [ f@az -
6= 53] L (n=0,1.2,),
K
1 n—
4= | e de (h=1,2,3,..).

5. Berechnung bestimmter Integrale durch Integration
im Komplexen.

b
Gegeben sei ein reelles bestimmtes Integral I=f f(x)dx. Ist

a
f(2) in einem die Strecke ga—b der reellen Achse enthaltenden Ge-

b
biet der komplexen z-Ebene analytisch, so ist I = f f(z)dz ein in

a
der komplexen Ebene auszufilhrendes Integral zwischen den Punkten g
und b der reellen Achse. Als Integrationsweg kann man dann jeden
beliebigen nehmen, der durch Verzerrung des urspriinglichen reellen
Weges bei Festhaltung der urspriinglichen reellen Grenzen a und b
entsteht, falls die Verzerrung nicht {iber einen singuliren Punkt von
f(z) hiniibergefithrt hat. Es lassen sich hiufig
komplexe Wege von a nach b finden, lings [ )
derer die Integration bequemer, als lings des
reellen Weges auszufiihren ist.

Um die Verze rrung auch iiter einen sin 3

guldre Punkte hinwegfilhren zu k6nnen, muB —n\ﬁ/’-‘)%
man so verfahren, wie die Figur zeigt: Man z 7
ersetzt den reellen Weg 4 — & durch drei
komplexe Stiicke, 1. den verlangten Umweg,

s To SN

2. einen (beliebig kleinen) Kreis um den sin- ~ % 3
guliren Punkt, 3. die Zuwege zu dem singu- Fig. 5.
lJiren Punkt. Der Anteil des Weges 2 ist
gleich 277 mal dem Residuum des singuliren Punktes; der Anteil
des Weges 3 (Hin- und Riickweg) verschwindet.

Durch Einfilhrung einer neuen geeigneten Variablen @ (2) statt z

{Abbildung von der zEbene auf eine @-Ebene) kann oft eine weitere
Madelung, Math, Hilfsmittel. 2
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Vereinfachung erzielt werden (z, B. so, daB das Integral iiber den
Weg 1 ganz verschwindet, letzteres besonders dann, wenn die neue
Variable zu einem geschlossenen Integrationsweg fiihrt) — Ge-
legentlich kann man den Integrationsweg so legen, daB nur kleine
Stiicke des Weges wesentliche Beitrdge zum Gesamtwert I liefern,
und zwar Stiicke, wo der Integrand (niherungsweise) in einfacher Form
geschrieben werden kann (Methode der Sattelpunkte). Es sind noch
andere Kunstgriffe moglich, z. B. das neue Integral als reellen Teil
eines einfacheren komplexen Integrals aufzufassen.!)

Beispiel fiir komplexe Integration:

2

ag
14 gcosg’
0

Wir fassen @ =« | ¢f als komplexe Variable auf. Dann ist
der Integrationsweg vom Punkte ¢ = 0 zum Punkt 27 der reellen
Achse zu erstrecken (Fig.5). Dieser Weg kann verzerrt werden in
den Weg iiber ABC. Um hierbei nicht iiber den singuliren Punkt ¢,

(cos Qo= — %, &of f, = %, oy = n) hinwegzugehen, ist von A aus

-der Weg zu ¢@,, um dieses in einem Kreis herum, und lings des Zu-
weges wieder nach A gefiihrt.

Das Integral verschwindet fiir die beiden Stiicke parallel der
imagindren Achse wegen der Periodizitit von cos¢, ferner fiir das
Stiick BC, wenn das Stiick unendlich weit hinausgeschoben wird,
weil hier der Integrand verschwindet, auBerdem fiir die Zuwege. Es
bleibt also nur das Stlick um ¢, herum zu berechnen,

In ¢, hat der Integrand einen einfachen Pol. Die -Entwicklung

. 1 Ccos .
lautet hier: Tiscosy = congy __%cos(p = (pa:;o + ag+a, (o — @) + -
Um a_,, das Residuum, zu finden, multiplizieren wir mit ¢ — ¢, und
gehen zur Grenze ¢ = @, iiber:

:<(‘P—‘Po) €OS @ I 1
COS @y — COS @ | lim(p—qg)=0  Sin @,

a_y

1 i
% —1 Vi —e? '
Das gesuchte Integral ist dann gleich
- 27
Wy ’
1) Beispiele der Anwendung auch bei physikalischen Untersuchungen vgl
A.Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, Zusatz 7. Ferner A. Sommer-

feld, Ann. d. Phys. 44, 177, 1914. L. Brillouin, Ann. d. Phys. 44, 203, 1914.
P, Debye, Math. Ann. 67, 535, 1910.

2mia_,
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Zum gleichen Resultate kommt man auf folgendem Wege:

Setzt man z = ¢'%, so wird das Integral :f-——;ldz —= Der

e g f+3)
Integrationsweg ist ein Kreis mit dem Radius 1 um den Nullpunkt.

Singulire Punkte liegen an den Stellen der Wurzeln z, und z, der

Gleichung 22 - E—z +1 =0, wo der Integrand unendlich war. Von

diesen liegt nur z, = — — \/— -~ 1 im Innern des Integrations-

weges. Die Entwicklung lautet hier:

a_
z_:1+a0 + a (z - 21),

—1

I

also ist
—_ —1 —1

Ta—a ot VI
und das Integral wird

271 a_l = .

6. Veranschaulichung komplexer Funktionen
(vgl. Fig. 2—14).

Die funktionelle Abhéngigkeit w = f(z) = u 4 iv von z = x + 1y
veranschaulicht man sich geometrisch in folgenden zwei Weisen?):

A. Man zeichnet in einem Koordinatensystem u,v die Kurven,
die man erhdlt, wenn man die Geradenscharen x=g4 und y=15%
punktweise abbildet, d.h. man zeichnet die Kurven « -+ iv=f(a--1y)?)
bzw, u -} 4v = f(x 4~ ), wo a und b Parameter sind, denen man be-
liebige (praktisch dquidistante) Werte beilegt.

B. Man zeichnet in einem Koordinatensystem x,y die Kurven
w="{f (xy)=s und v =f, (x,y)=1¢, wo s und ¢{ Parameter (wie
oben) sind.

Die funktionelle Abhingigkeit von ¢ (u | iv)=2=x 44y der
w f inversen Funktion @ [@(f(2)) = z] wird durch dieselben Bilder
veranschaulicht, nur mit vertauschter Bedeutung.

In beiden Fillen erhilt man je zwei einander orthogonal schnei-

) Die Darstellung A ist die iibliche, um den Begriff der konformen Ab
bildung durch die Funktionen f (z) zu veranschaulichen, andererseits entspricht B
der tiblichen graphischen Darstellung der Abhéingigkeiten u = f, (¥, ¥),v = f, (%,9).-

%) Da eine solche Gleichung, indem man die Realteile bzw. die Imaginir-
teile gleichsetzt, eigentlich zwei Gleichungen darstellt, kann man y eliminieren
und erhilt eine Gleichung F (u,v)=a.

2*



20 Allgemeine Funktionentheorie.

dende Kurvenscharen. Aus ihrem Verlauf lassen sich alle charakte-
ristischen Eigenschaften der Funktion f(z) bzw. ¢ (z) erkennen.

FaBt man die Kurven als Hohenlinien (Isohypsen) bzw. als Fall-
linien (Gradienten) einer Fliche auf, so haben diese Flichen iiberall,
wo die Funktion regulir ist, folgende Eigentiimlichkeiten:

1. Die Fliche hat nirgends ein Maximum (Gipfel) oder Minimum
(Grube).

2. Jede Gradientenlinie fillt monoton von -+ oo bis — oo

Jede Kurve trennt ein ,hoheres von einem ,niederen“ Gebiet.
Wo hiervan eine Ausnahme zu sein scheint, setzen sich die hier
zusammenstoBenden Flichenteile nach gegenseitiger Durchdringung
weiter fort. Diese Durchdringungslinien endigen jeweils in 2 Punkten
(von denen einer auch im Unendlichen liegen kann).

Wo eine Kurve in sich geschlossen zu sein scheint, ist sie tat-
sichlich entweder durch einen irreguliren Punkt in zwei Teile geteilt
oder sie setzt sich auf einer héheren oder tieferen Fliche fort (Inz).

Die Flichen haben hiufig Saftelpunkie, in denen ein Ubergang
aus einem ,Tal“ in ein anderes iiber einen ,PaB+ erfolgt. In solchen
Sattelpunkten schneiden sich (scheinbar) 2 Fallinien bzw. Hohenlinien,
also 2 Kurven der gleichen Schar; die dann denselben Parameter haben.
In diesen Punkten ist die Forderung der Orthogonalitit der beiden
Kurvenscharen nicht erfiillt.

Die Kurve eines gegebenen Parameterwertes braucht nicht aus
einem einzigen zusammenhingenden Stiick zu bestehen.

Diese Merkmale haben die Kurven sowohl der Darstellung A
wie B. Dabei ist es gleichgiiltig, welche der Kurvenscharen man als
Héhenlinien und welche man als Fallinien auffaf3t.

Eine andere Deutung der Kurven besteht darin, dal man die
eine Schar als Strdmungslinien einer 2dimensionalen Strémung be-
trachtet, die anderen als die Kurven konstanten Strémungspotentials.

Seien z. B. die Kurven v = const die Potentialkurven, so sind:

— %% und o
Um = ix 'Uy = 5}
die Komponenten des Stromungsvektors v (vgl. Abschnitt ,Vektoranalyse«).
’ v ou ov _ du . .
Wegen 2= Ty und Gy = % ist p parallel zu % = const; ferner

wegen Av =0 ist divp = 0, und wegen p == grad v wird roty = 0.
Die Strémung ist also wirbel- und quellenfrei.

Die irreguliren Stellen werden dann Quellen- oder Wirbelpunkte.
d. h. Stellen, wo divp==0 oder rot p==0 ist.

Betrachtet man die Kurven der

Darstellung 4,

so kann man iiber die Lage und Natur der charakteristischen Stellen
folgendes aussagen: Die Funktion hat einen Nullpunkt fiir die Werte
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der Funktion x,y, deren Kurven durch den Nullpunkt y=v =0 ver-
laufen. Endigen hier die Kurven, d. h. kehren sie hier ihre Richtung
um, so haben wir einen zweifachen Nullpunkt. Dann ist die Dar-
stellung nicht in einer %, v-Ebene vollstindig, sondern in einem zweiten
yRiemannschen Blatt“ zu erginzen. Benachbarte Kurven wenden hier
scharf um. Geschieht dies um den Winkel # .7, so liegt ein #-facher
Nullpunkt vor.

Hat die Funktion mehrere Nullpunkte, so ist die Darstellung A
nur in mehreren Blittern moglich. In jedem sind die Nullpunkte ge-
sondert zu betrachten. ,

Die Funktion hat Pole fiir die Werte x,y, deren Kurven durch den
unendlich fernen Punkt % = v = oo verlaufen. Man erkennt den Ver-

lauf- durch Darstellung der Funktion f (—}) Fiir die mehrfachen Pole

gilt hier dasselbe wie oben fiir die Nullpunkte.

Die Funktion hat Verzweigungsstellen fir die Werte xy, deren
Kurven durch einen Sattelpunkt laufen. Die Zahl » der Entwicklung
in einem w»fachen Verzweigungspunkt ist gleich der Zahl der im Sattel-
punkt zusammenlaufenden Téler.

Kommt eine Kurve gegebenen Parameterwertes in » getrennten
Teilen vor, so ist die Funktion #-deutig.

Bequemer ist die Ablesung der Eigenschaften aus der

Darstellung B.

Nullpunkte sind die Schnittstellen der Kurven # =0, v = 0.
Ist dies zugleich ein Sattelpunkt mit » Talern, so haben wir einen
n-fachen Nullpunkt. -

Einfache Pole haben den Charakter einer ,Doppelquelle* (oder
einer unendlich hohen Spitze der Fliche mit einem unmittelbar benach-
barten unendlichen tiefen ,,Loch“), n-fache Pole den Charakter eines
Quellensystems, das aus # Quellen und % Senken in unendlich enger
symmetrischer Anordnung besteht. Aus einem Pol entspringen Kur-
venbiindel aller Parameterwerte # == q, die dann hier riickwirts wie-
der einmiinden. Aus einem #x-fachen Pol entspringen # solcher Biindel.

Veraweigungspunkte haben ahnlichen Charakter wie Nullpunkte
der Darstellung A, d. h.in ihnen biegen die Kurven scharf um.

Wesentlich singuldre Stellen haben andere Eigentiimlichkeiten,
z. B. wie Quellpunkte, von denen nach allen Seiten Strémung ausgeht
(In 2).

Ist die Darstellung nicht in einer Fliche méglich, so ist die
Funktion mehrdeutig, #-deutig wenn dazu » Blitter gehéren. Iny-fachen
Verzweigungspunkten ist die Funktion im allgemeinen »n — »-deutig.

Bei der Darstellung A oder B in mehreren Blittern kann man
durch geeignetes Zusammenfiigen der aufgeschnittenen Flichen diese
zu einem zusammenhingenden Gebilde (Riemannsche Fliche) ver-
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einigen. Die Lage der Schnitte ist hierbei willkiirlich, doch miissen
diese in den Verzweigungspunkten endigen.

Eine andere Art der geometrischen Darstellung besteht in der
Abbildung von geschlossenen Kurven (z. B. Kreisen) von der x,y-Ebene
auf die #,v-Ebene. Diese erscheinen abgebildet wieder als geschlossene
Kurven. Umschlingt eine solche Kurve einen Verzweigungspunkt ein-
fach in der x,y-Ebene, so umschlingt sie den Bildpunkt mehrfach in
der uwvEbene, ehe sie in sich zuriickkehrt. Die Zahl der Umschlin-
gungen gibt dann die Zahl der Blitter der Riemannschen Fliche an.

Um eine Funktion auch fiir z = oo zu veranschaulichen, ist es
moglich die xy bzw. wv Ebene auf eine Kugel zu projizieren, die die
Ebene in einem Punkte, z.B. dem Nullpunkt berithrt. Von dem dem
Berithrungspunkt diametralen Punkt auf der Kugel zieht man Strahlen,
deren Schnittpunkte mit der Ebene und der Kugel dann eine eindeu-
tige Zuordnung aller Punkte der Ebene zu denen der Kugel liefert
(stereographische Projektion). Auch der Punkt z=oco ist dann auf
die Kugel projiziert. Von der Kugel kann man sodann ebenso alle
Punkte auf eine zweite die Kugel berithrende Ebene projizieren. Die
beiden Projektionen liefern je eine winkeltreue Abbildung. Die Ab-
bildung der ersten Ebene auf die zweite, ist auch durch eine ge-
brochene lineare Funktion zu erreichen. Der unendlich ferne Punkt
wird hierbei im Endlichen projiziert.

B. Spezielle Funktionen.

1. Klassifikation der Funktionen.

w = az - b heiBt ganze lineare Funktion.

__az+}b

T cztd

w=ay2" -+ a, 2" 4 ... + a,_1z -+ a, heiBt ganze rationale
Funktion.

heiBt gebrochene lineare Funktion.

-1
ay2"+a, 2" . Fan—12+ ag

W = —
bog™ b 2™ b1z by

heiBt gebrochene rationale

Funktion.

Ist w Wurzel einer algebraischen Gleichung, deren Koeffizienten
ganze rationale Funktionen sind, so heillt w eine algebratsche
Funktion.

Eine nicht algebraische Funktion heiBt eine framszendente.
el e . .
w= ) a,zs" heiBt ganze transzendente Funktion, wenn die un-
0 ’ -

endliche Potenzreihe fiir jeden endlichen Wert von z konvergiert.
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2. Rationale Funktionen

und ihre Umkehrung. Die Umkehrungen sind im allgemeinen nicht
rational.

1. Lineare ganze Funktionen
w=f(2) =az-+0b, Umkehrung: z=¢(w)= w=b,

a

Veranschaulichung: Jede Gerade in der xy-Ebene bildet sich als
Gerade in der #v-Ebene ab und umgekehrt. Durch Einfithrung neuer
Koordinaten #v mit Hilfe einer linearen Transformation (d. i. geome-
trisch eine Verschiebung, Drehung und MaBstabinderung) 148t sich
jede lineare Funktion auf die Form bringen:

w =2, Umkehrung: 2z =w,

bei welcher die xy- und die uy-Ebene identisch werden.
2. Ganze rationale Funktionen 2. Grades

w=f(z)=az>4 bzt ¢
lassen sich durch lineare Transformation (wie oben) auf die Form
reduzieren:
w = f(2) = 2%, Umkehrung: z = ¢ (w) = Vw.
+ 2z und — z gehdren zu ein und demselben Wert w. Daher

wird die Hilfte der xy-Ebene (z. B. die Halbebene y > 0) auf die
ganze uv-Ebene abgebildet. Die Kurven

% == const, y ==const bzw. wu = const, v = const
haben in der uv-Ebene bzw. xy-Ebene
die Gleichungen

w4+ Vud =222
2

——u—l—\/ﬁtl——v‘zzzf

(B)

(A) Gibt eine Schar von konfokalen Parabeln mit O als Brenn-
punkt (Fig. 6). ‘

(B) Gibt eine Schar von gleichseitigen Hyperbeln in der Halb-
ebene y >0 (Fig. 7).

Statt der Abbildung (A) und (B) von rechtwinklig gekreuzten
Geradenscharen ist oft niitzlich eine Abbildung rechtwinklig gekreuzter
Kreisscharen und Radienvektoren:

r=Vx?+y?, (p:arctg%, bzw. o= Vu?4+v?, y;:arctg%.
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Das obige Beispiel w = 2%, z = Vw geht in diesen Polarkoordi-
naten dadurch iiber in
ge'¥ =y%e?¢, Umkehrung: r¢f? = Q%e"ﬂ/2,
also o=17r% y=2¢, ” 7=V§, @ =1y[2.

Es, entsprechen also Kreise um den Nullpunkt und Radien in
der ganzen uy-Ebene den Kreisen und Radien in der Hilfte der xy-

Ebene:
3. Ganze rationale Funktion #-ten Grades. Als Beispiel nehmen

| Jy—
wir w=f(z) =2", Umkehrung: z = ¢ () = Vw.
0
05 g ul,,1 ¥y
Pid] 4
4 WY
v N
y=0,25 o\‘e
U=y
u x
) =1
yﬁn?
& %
§ e
»
&
Fig. 6. Fig. 7.

Die Abbildung der xy-Ebene auf die uv-Ebene wird auch hier
besonders einfach in Polarkoordinaten

Qg“#:7”g”“ﬁ) rei‘l’zgllne"ll’/n,
= " = 9 :n_‘/._ o
0 » y=ng, r=Vo, @p=vyln.

Kreise um den Nullpunkt und Radien in der ganzen #y-Ebene
entsprechen den Kreisen und Radien im #-ten Teil der xy-Ebene.

4. Von den gebrochenen rationalen Funktionen betrachten wir
den Fall
1 1
w=f(2)= —, Umkehrung: 2z = ¢ (w)= —.
f(z)= 3 g ¢ (w) %
Die Kurven x = const, y = const, bzw. u = const, v = const
sind bestimmt durch die Gleichungen:



Nicht rationale algebraische Funktionen. 25

o (Fu+Vur %) =222

u? +v
(&)
2-}-1)( M+Vu +v)-2y
x? _— yﬂ
@+
(B) ar
y— =
@ +92)°
und geben folgendes Kurvenbild in der uv-Ebene bzw. xy-Ebene.
4
w1

Fig. 8. Fig. 9.

3. Nicht rationale algebraische Funktionen.
Als Beispiel fithren wir an:

w = f(z) = V1 — z%; z=q@w)=V1—1w?.

y 3 3 % q
S 2 UL =2
U=15
u=1
u=g5
/ w0

Fig. 10.

u?v? -+ x*(v“' . u“‘)=x“ .2
?vg—y“‘(v"‘ _ u*) =gt y?
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xﬂyg—}—u”(y?—x?):u*— u
x%y? — 2 (y? — x?) — v* — p2.

(B)

4, Transzendente Funktionen.
1. Exponentialfunktion und Logarithmus:

w=f(z) = e* =lim (1 -{-—%) , Umkehrung: z = @ () = Inw.
lgVul +-* =%
(A)

e*cosy =u

fer
l arctg— =1y
® {

ersiny = v.

q
" / ~
' > 4 { ( \/\fﬂw
e
Z-05 e v 4=0
~0,9 u=1 )
UA
w¢3 4
x=0 - . [1Hd
4 4 N
Y8
x=-05
ol
TF
xr=-7 x4
U=y
u x
Fig. 11. Fig. 12.

Bei Vermehrung von z um -4 275 behilt w = ¢2 seinen Wert bei.
Daher wird bereits ein Streifen der Breite y, — y, = 2 # der xy-Ebene
auf die ganze wv-Ebene abgebildet.

(A) System von Kreisen 7 = const und Radien ¢ = const in der

ganzen uvu-Ebene:
r=Vu®f?, tg(p=%, 2=1grt+ig.
(B) System von Kurven in den Periodenstreifen '
—a<y<-+m w=e*(cosy-isiny).
Durch Kombination zweier Exponentialpunktionen kommt man
zu den
2. trigonometrischen Funktionen:
eiz+ g—iz iz e—iz

. e o .
— R — —_ T 2 2.,
W = COS 2 = 5 und sin z = 2 s cos? z | sin? z —= 1
tg 2 sin 2. cotg 2 o8z
82= Cosz €% =Gnz

sowie ihren Umkehrungen arc cos z, arc sin z usw,
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Von diesen betrachten wir:
w = sin g, Umkehrung: z = arc sin w.

2 2

u v 1
sin?y  costy
(A) ug v 2

Coj2y + Sin?y =1
System von Ellipsen und Hyperbeln in der ganzen wy-Ebene.

sing >< Gofy = u
(B) {

cosx <X Giny=wv.
System von Kurven in dem Periodenstreifen nn < x < (n + 1) 7.
v K
b
S S

<
'Y

u=3

A v=2

L\\

U=
N
A
Fig. 13.

Fig. 14.

9

x

Ebenso gelangt man zu den
3. hyperbolischen Funktionen

z —2 3_ —_—
w-:@ofz=3—j'e — und 6inz=%—~, Coj? z — Gin? z =1
_ Ginz, — Bojz
zgz—@oiz’ Coig 2 = Ginz

Die Funktion &in 2 wird durch das um 90° gedrehte Bild fiir
sin z dargestellt.

4. Zusammenhang zwischen verschiedenen transzendenten
Funktionen.
e** = cos x -+ ¢sin x.
a** = ¢i#0(9) = cos(xIna) - isin(vIna).
621&.—”': »1’ e(?n-}-l)ni: —1.

a--1b=gpet", wogzvlag—l—?, <p=arctg%,
a = 0 COs @, b= gsing.

(a1 1D)" = p"ei? = g% (cos o + isinn ).

(G 0 e @ @
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. eix —g—ix . ex—e—x . PP i s
sin x = 2 , Ginx = , Sintx=18inx, Ginix=¢sn x.
efx - g— 4% 3 extLe—x . .
COS % = +2 » Gofx = ————, cosix= Cojx, Cofix = cosx.
{ gt%—e—i% ex —eg—% . . . .
— . = ——— t = = t .
g% =7 eiz e —t% Tgx exte—% gix=1iTg#x Tg1xr=1i1gx

arcsing = — iln(ix + V1—-—x§); Yre Ginx = In (x + VT+7§);
arcsin (1x) == ¢ Arc Sin ¥, ArcSinix = rarcsinzx;

arccosx = — ¢In (¥ - V1—%%); YrcCofr = In(x -+ Va? —1);

arccos (1) = 1 Arc Cof (4%), ArcCof (%) = — arccos (ix).
arctgx = — éln <:%f:>, e Tgx :%ln (:__FD,

arctg (ix) = + 1 Are Tg (%), ArcTg(4x) —=darctgy,

1n(ix)=ln(x)—}—(2n—[~—;—>ni{ In(x+iy)=In Va? 4 »*

In(—x)=in{x)+@2n+1)n: | +(arCtg%+2%n>i‘
%% = cos (In x) - ¢ sin (In ) o .

1% = cos (ig>+isin(’%’) ! i:COST*—iSlnT:E

cos @ + ising)” = ¢ei?* cosx (¢ + 2na) T isinx(p + 2 nn)
' @ @ U4

n T

(1+4).

5. Berechnung einiger transzendenter Funktionen durch un-
endliche Reihen.

z 22
6‘———1—]—?—]—?—]»... (|2] < o0)
z 22 z3
h(t4-2=+—5+5 -+ (lz] <1)
142 z3 z5
ln<1*z>=2[z—]—?~+——5—+.] (IZ!<1)
. z z8 2%
smz:1—!-—i+—5~!——]—... (|z] < o0)
2?2 24 ‘
cosz=1—2—!—{~—;~!-——+... (2] < )
. . 1 23 1-32° | 1357
arcsin .z'_z,'—l——2—~3~—l—2—.4 ctoaes T (Jz] < 1)
23 zﬁ
arctg z=z— T+ — +... (lz] < 1).
z z , B 22 B,
P R e TR
Wo die B, die Bernoullischen Zahlen bedeuten:

- 2n)! 1 1 1
Bn_zw——l,,w<1+ﬁ+§ﬁ+ﬁ+”'>’ d. h.
1, 1, 1. 1

. 5
B_o‘ 5766

Sl

N
W~

(5%
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5. Kugelfunktionen.?)

a) Legendresche oder ,einfache’ Kugelfunktionen.
Allgemeine Definitionen.

Diese Kugelfunktionen sind ganze rationale Funktionen einer Vari-
ablen y und eines ganzzahligen positiven Parameters #». Sie werden be-
zeichnet mit P, (u). = heiBt die Ordnung der Kugelfunktion. Man
kann eine Kugelfunktion auch betrachten als Funktion eines Winkels 4,
indem u = cos® gesetzt wird.

Die Kugelfunktionen sind auf folgende verschiedene Weisen
definiert:

1. P, (cos®) sind die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung:

1 .o
NSy vy wsc ".P 9 f 1
\/1——2100304.,,2 né:" ”(Cos ) ir 'ri<

bzw.

—2———~P (cos®) fiir || >1.

2. Setzt man ,u=cosz9=7, r?=2x%4 y? 4 2%, so ist

Pty = Ay (1)

3, Bildet man eine homogene Funktion #-ten Grades von 7 und
z==7cosd, die der Bedingung 4 H, (r,z) = O geniigt, so ist

P, (cosd) = E-Hn (r,2)?

,n
bis auf eine willkiirliche Konstante C definiert.
1, 0" [(w*—1)"]
. P (u) = . )
4 " (/,t) 2% n! ap”
5. Pﬂ(/z)z%-f(yicompv;;é——1)nd(p.
(1]
1 3 g -
6 Po() = L ey v
0

Bei 5. und 6. ist 4+ oder — beliebig!
7. P,(cos®) ist ein Spezialfall der allgemeinen Kugelfunktionen

Y, (p,®), (s.S.33)

1) Wegen numerischen Tabellen und weiteren Formeln vgl. z. B. Jahnke
und Emde, Funktionstafeln S. 79.

%) Auch Hj= —'—.P, (cos #) erfullt die Gleichung 4Hj=o0.
[ 4
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Transformiert man 4V = 0 auf Polarkoordinaten 7, ¢, ¥, setzt
die Reihe V= 3r"Y, (p,¥) ein und sucht speziell solche Losun-
n

gen Y,, welche von ¢ unabhingig sind und nur von x = cos? ab-
hingen, so gelangt man zu der
8. Differentialgleichung

n(n+ 1)y + 45 (1 — #)32) =0

2
oder (1-x2)g—;—;—2x2—z+n(n—l—1)y=

(Legendresche Differentialgleichung).
Thre allgemeine Losung lautet:

y=AP,(x)+ BQ,(x),
wo A und B willkiirliche Konstanten sind und x = y == cos?® ge-
schrieben ist.
(2n—1)

1-3:5...

9. P (/u'): 7l
nn—1)n—2)(n—

[/‘n 2((zn—1)””—2+ 2.4 21&—1)()2(11——3:;)

Die Definitionen 1, 2, 4, 5, 6, 9. sind eindeutig, 3 und 8 lassen

eine Konstante unbestimmt. 8 gestattet noch eine zweite Lsung,

die Kugelfunktion 2. Art Q,(u).
Es ist iiblich, die Konstanten so zu wihlen, daB P, (1) =1 wird.

,u”"‘*%—...].

Rekursionsformel:
(n-}- '1)P,,+1=(2n—{— 1)/APM — %Pn_1
oder: Poyy= P, 4 5r (nPa— Pocy).

Spezielle Formeln:

Py (u) =1
P, (u)=cosd=u

P, (u) =5 (3cos2d+ 1) =5 (3 u* — 1)
P, (4) = 5 (5c0s3 + 3 cos#) == (5 u® — 3 o)
P,(s) = gy (35 cos 49 - 20cos 2+ 9) = -+ (35 u* — 3042 4 3)
Ps(,u)=ég(63 cos 5 & - 35 cos 3 & + 30 cos )
=i(63u5— 70 u® + 15 p)
P, (p)= 512 (231 cos 6 9 + 126 cos 4 9 + 105 cos 29 + 50)

== 2 (231 — 35 pt + 105 u® — 5)
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P, (1) = 15; (429 c0s 79 + 231 cos 5 # + 189 cos 3§ + 175 cos )

=f—6(429#7 — 693 u® + 315 u® — 35 u)

P, () = 16;84 (6435 cos 8 & - 3432 cos 6 & - 2772 cos 4

- 2520 cos 29 - 1225)

Spezielle Werte:

P, (1) =1
Pz n+1 (O) = 0 ( )
n 1:3:5...2n—1
Peu(0)=(=1)" 3346 T2n -
Negatives Argument: 4
L9 e
Pyy(— p) = Paa(p) T” % e
Pous1(— p) = — Pyyys (). 0'7 /| /// -
+ /

Allgemeiner Verlauf der Z'i )4 ) )
Kugelfunktionen im Bereich Nt/ A
1>p> — 1 U] s )4

93 7

Die Legendreschen Kugel- 4, / / L/ //
funktionen sind oszillierend und a7 | / / TAT
ihr Betrag (auBer fir u= +1) o T R 2 2 2 Ty
kleiner als 1. -01 /117 7 > 72

P_(u) hat # reelle, vonein- -4z il /'
ander verschiedene Nullpunkte -3 1 + 7
zwischen — 1 und - 1. —a% 171/ Vil A

Fiir gerade # sind sie ge- -9 [T1 171/ /’ 7
rade, fiir ungerade # ungerade ~9¢ 117/ 7 V4
Funktionen von u (Fig. 15). =67 | 1AViD % 1)

BN AVIV.9 &4

Ifztegralséitze fiir Kugel- ‘.' [1]17/ Va4
funktionen: _

Es ist Fig. 15. Kurven: Py(x) =0.

+1 +1

. 2

_{Pm(ﬂ)'Pn(ﬂ)dﬂ;‘o fir m = n __{Pﬁ(ﬂ)=ﬁ+—1-

Asymptotische Darstellung fiir groBe Werte von #:

2 . 1 AR
P, (cos¥) ~ \/nnsinﬁ' sin {<n~{— —2—> 9 +T} )
Diese Formel gilt nicht mehr fiir die Umgebung von & = 0.
o _,

Y f(#) ~ g (#) bedeutet xh:n:’a e
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b) Kugelfunktionen zweiter Art Q, (u) =@, (cos#).
Die allgemeine Lésung der Differentialgleichung (Legendresche
Diff.-Gl, vgl. S. 30)
d2
(1 - xz) dx?

—Zx* +n(n4+1)y=0

lautet: y= AP, (x)+ BQ, ()
Setzt man y= A,+ 4,x+ A, %% ..., so fordert obige Glei-
chung die folgende Relation zwischen den 4,
G @ tit)
R @)@+ TF
Es bleiben also zwei A4,, z. B. 4, und 4, unbestimmt.
Es wird also:

y= 1 — MG e BRI )
—I—A1x< +(1 n;('"-i—z) _{_1—%)(3—%;('%4—2(114—4) 4
= Ao, (%) + 4, 9,(%).

Fiir geradzahliges # ist dann das endliche Polynom p,, fiir un-
gerades # das endliche Polynom g, identisch (bis auf einen Faktor)
mit den Legendreschen Kugelfunktionen P,. Dieser Faktor ist durch
die iibliche Normierung P, (1) =1 bestimmt, so daB

P, =(—1)* -—-——ﬁ—n—;——1p” fir gerade #,

-1

P —=(—1)° 2_1 3” g, fir ungerade »

4...n—1

wird. Fiir gerades » heien dann die ¢,, fir ungerades » die p,
Kugelfunktionen 2. Art @,. Die Normierung kann analog erfolgen:

n

Q,=(—1) T’f_,qun fir gerade #,

kid
2

n—1
Q,=(—1) °* .iii:;_"—i 9, fir ungerade #.

Gelegentlich werden auch andere Normierungen benutzt.

Nach dieser Definition bricht die Reihe P, (x) mit dem #-ten Gliede
ab. @, (x) ist durch eine unendliche Reihe dargestellt.

Durch diese Reihen ist P, (x) auch fiir x > 1 definiert, wihrend
dann die Reihe @, (x) divergent wird. Hier konvergiert die Entwicklung:

. #! (n+)(m+2) 1

Q”(x)_1-3...(2n+1)x< n+1+ 202n+3) ,n+3

+ m+1)(n+2)(n+3)(n+4) 1
2:4-2n43)2n-+35)  pntET )
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Es ist fur x2 < 1
1 1 rx)
Qo (%) = 5 1n (T;,; ,

/14 x

Ql(x):—1'+— K1~x>
Weitere (, folgen aus der Rekursionsformel:

(%+1>Qn+1_<2n+1)xon+n0n~1:
Es ist fir #2 > 1

Spezielle Werte.

Qn(1) =ox,
Q,(0) =0 fur gerades n,
Qn(00) =
Q0,(—1)=

Negativer Parameter n.
Wegen p_p=pPur1; g-n = gn-1 folgt:

P—(n+1) = Qn'

Die Kugelformationen 2. Art koénnen daher auch als solche
1. Art mit negativem Parameter # aufgefaBt werden.

c) Allgemeine Kugelfunktionen.

Die allgemeinen Kugelfunktionen sind Funktionen zweier Variablen
@ und ¢ (Polarkoordinaten) und eines Parameters #. AuBerdem ent
halten sie 2# -1 willkiirliche Konstanten. Sie werden bezeichnet
mit Y_(¢@,9).

Die allgemeinen Kugelfunktionen sind auf folgende Weisen zu
definieren: ’

1. Man setzt

z . x . :
cos ) = —; COS(pSlI’l?‘):}. sm(psmﬂ:%. 7= y? 22
V4

4

Y (9, @) =r"Tt— "
A ) ax% eyl az?

Dann ist P <1>
1

Hierbei ist @« 4 8 -4y = n. Durch verschiedene Wahl der ¢, 8, y
sind 2# -1 verschiedene Funktionen Y, die voneinander linear un-
abhingig sind, definiert.

Madelung, Math, Hilfsmittel 3
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2. Bildet man eine homogene Funktion #-ten Grades von y, v, 2,
H,(x,y,z), die die Bedingung
AH, =0
erfiillt, so ist
1
Yn((p’ﬁ): ﬁH.i(x’ V> Z)

bis auf 2# 41 Konstanten definiert?).

3. Es ist
Y (@, 9)= (A, cosme -+ Bmsinqu)sinmﬂw .
m=0 d (cos #)™
Die Ausdriicke
n! . d™ P, (cosd) "
A, my__r ' 2
(n+m)! * d (cos #)™ Pu’(cos ) %)

heiBen ,zugeordnete Funktionen®, so daf® man auch schreiben kann:

Y, (p,9) = (n—;!@ (4,,cosmep + Bsinme) P, (cos ).
m=0

Die A, und B, sind 2# -1 willkiirliche Konstanten.

4. Die Y, (¢, ®) sind Losungen der Differentialgleichung:

10 (. 0, 1 0%V,
n(n+1)Y,+ sind a9 (Smﬁﬁ> + sin®d dp® 0.
Ist %—l;" =0, so wird Y, =C- P, (cos?).

Bedeutung von Y, :

Aus 1. folgt, daB Y, (¢p,?¥) das Potential auf der Kugel » =1
darstellt, wenn im Zentrum 7 =0 ein System von Dipolen liegt. Die
Legendreschen Kugelfunktionen erhilt man, wenn deren Achsen
alle paralle] zur z-Achse liegen.

d) Zugeordnete Kugelfunktionen.

Die zugeordneten Funktionen

! . a™ P, (cos ¥)

PM(cosd) = - —sinmgy L_nlCOSY)

n ( ) (n+m)! d(cos 9)™
sind darzustellen durch
sin” 9 dn+1n(ﬂz_1-)m
2" (n+m)! duhtm

und als Integral durch

%f</" +-cosgVu?—1)" cos mepde.
8

Y
1) Aufier y# Y, erfiillt auch ;',742-1 die Differentialgleichung A H, =0.

?) Der Faktor wird bei manchen Autoren fortgelassen.

n!
(n+m)!
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Die zugeordneten Funktionen erfiillen die Diﬁerentialgleichung:

(%(%——]—1) sm219>y+sm19d19<51 9 )

Statt dieser zugeordneten Funktionen fithrt Helmholtz die Funktionen

_ 4" Py (w)
P, = Taum
ein, welche die Differentialgleichung

(=) Th  2m )G (1) — m(m 1)y =

erfiillen.
e) Integralsitze.

1. Sind Y, (¢, 9) und Y, (¢, 9) zwei beliebige Kugelfunktionen,
so ist
T 27

[[y, v, sinddddp=0 fir m+n.
00

Y, und Y, sind also ,orthogonal“.

? und ¢ sind auffaBbar als Polarkoordinaten. sindd¢de = do
bedeutet dann ein an der Oberfliche der Kugel vom Radius 7 = 1.
gelegenes Fldchenelement

2. Wird m = #» und bedeutet y den Winkel eines Radius nach
(¢, ) gegen den festen Radius (9, ¢’), so ist

7z 2x

f Y, P, (cosy)sinddddg = Y, (9, ¢").
Dabei ist

cos y = cos & cos &’ - sin ¥ sin ¥’ cos (¢ — @’).

f) Entwicklungen nach Kugelfunktionen.
1. Entwicklung nach allgemeinen Kugelfunktionen:

f(3,9) =3V, (3.9).

Die Glieder Y, der Entwicklung sind bestimmt durch

z2n

Y, (9, ZW—HJ f( 0 @) cos;z)smﬁ dd'dg’.

2. Entwicklung nach einfachen Kugelfunktionen:
flx) =21, P, (%),
n=0

die Koeffizienten ¢, sind bestimmt durch

+1
= @;—’ff (u) P

3*
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Beispiele:

\ Ty
————- = My"P (cosd}),
\,1—27(:0519—}—72 2

n=u

" : | am \

o s (G )P 2m =3 B
+(27’n"7)(2nlﬂ_2)(fnl:'£ m— 4( ) >

:Z’Cm——zk ' Pm*‘zk(x)’

we ¢ =(2m — 4k +1)

m—2k

m(m—1)...2k+2)
(2FB+3)...(2m—2k+1)

6. Zylinderfunktionen?).

a) Definitionen.

Die Zylinderfunktionen sind Funktionen einer Variablen x und
eines Parameters $, der beliebige (reelle) Werte annehmen kann.
Fiir negatives x ist die Funktion nur bei ganzzahligem ¢ definiert.

Die Zylinderfunktionen sind definiert als Losung der Differential-
gleichung.

Ly 1 L9 (14— P) y = 0 (Besselsche Differentialgleichung?)

dx? x dx \ & &)

Diese heille:

Y= Zp (X\)

Die Funktion M:Zp(r)-e‘i"P genugt der Differentialgleichung
Au -+ u=0, wo @ das Azimut um die z-Achse, » den Abstand von
der z-Achse bedeutet, und  nicht von z abhingt (Zylindersymmetrie).

Zylinderfunktionen erster Art I, (x) (Besselsche Funktionen).
Dieselben sind definiert:

1. als Spezialfall von Zp(x) aus der Bedingung, daB

1,(0) endlich ist fiir p >0
und daB I,(x)=10 ist fir x =oc.
Speziell ist Iy(x) =1 fiir x=0.
2. bei ganzzahligem p als Grenzfall der zugeordneten Kugel-

funktionen P, (vgl. S.34) fiir n = co, nimlich
I(#) = (— 1)? lim P} (cos ©).

n=am

1) Wegen weiterer Formeln, Tabellen und Literaturangaben vgl. Jahnke
u. Emde, Funktionstafeln, S. 90f.

2) Die allgemeinere Gleichung: Z’; -+ —Z— Z—i -+ Qb‘-‘ — ;) y =0 hat die

Losung: y=x2Z,(bx), wo « 21—2—? und p? = -+ ¢?
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3. bei ganzzahligem p durch das Integral

I (X) . tlf .e1xcosqﬂ COS%) d
, (%) = osppde.

T
0

Daraus folgt fur gerades p

T 2

_ =" 2 ; :
Iy, ="_"|cos(xcosp)cos2nepdg —:tfcos(x51n<p)c0s2n<pd(p,
Y 0

fur ungerades p

-

IMH:&T: Jsm(xcosqa)cos(Zn E)pde

)4

- | sin(xsme)sin(2n -+ 1) pdp.

4. 1, (x)-2 it = ¢, ist der Koeffizient der Fourierentwicklung

1
1XCOSM __. _ _d _ i -
e =3 CoT 04 COs m — Cy cos 2w .. +CP COSpG) R

und wird demnach dargestellt durch die Potenzreihe
(R A ——
? 2? 22p+2) | 2 42p+2)(2p1+4)
< (-1 kb +2k
ST Ry
Fur nicht ganzes p ist in dieser Summenformel IT(p -~ k) statt (p--- &)!
einzusetzen (vgl. S. 42).

b) Zylinderfunktionen 2. Art.

Als Zylinderfunktionen zweiter Art werden verschiedene Funk-
tionen gebraucht.

x)cospnf _ (x)
1. Np(x):——~K();~_¥ A

sinp

2. H(])( )_ Ip(x) *]L‘ 1~Nl’ (x>: _._E, _(BRP'_” Ip(}) - [—P(x))v

sinpn
PO (W)= L (1) = iN, () = T (oA L () — T ().
H(”( ) und H P heiBen ,Hankelsche Zylinderfunktionen«.
Thr Aufbau

1 . P . R
HY =T L iN, H® =] — N ist analog ¢'* = cos x |- ¢sin ¥

Vo

3

e~ 1% —-cosxy — 1sinx.



38 Spezielle Funktionen

Diese Definitionen versagen fiir ganzes . Durch Grenziibergang findet
man hier die Entwicklung:

2 p 11 1 \
4. Np(x):;{lp(x)(lnz— (1 ot +?) +ny)
® p—1
k P2k 1 1 (2\P7* I
-2/ (=1 R+ o ‘2‘1’!2 bk (7) H}
k=1 k=0
. 1 1 1
Iny = 057722 =tim (1 + 5+ 5 -+ .. +5 —Inn)
sche Konstante.

heildt Euler-

c) Allgemeine Beziehungen.

Fiir alle bisher genannten Zylinderfunktionen Zp gelten folgende
Beziehungen:

1. Rekursionsformel:

- 2
Zp—l +ZI7+1: }Zp

Hieraus folgt speziell:
2
Zy= - Z, —Z,,

Z, = —~%Zo—<1 —~%>Zl usw.

Z— 1= = Zly
2
Z_g = 721 d ZO usw.
und allgemein fiir ganzzahliges p:
D -
Z“P - ("‘ 1) lp .
Aus Z, und Z, sind daher alle Z  fiir ganzzahliges p ableitbar.

2. Differentialformeln:

iz b
@ T et e
Hieraus folgt speziell:

az
-4,

d—glx(i) = — %Zl -+ Z, usw.
3. Integralformeln:
a) Stz (R)dx =221 2, (%)
Speziell ist:
foO (x)dx =xZ, usw.

b) fx—f’“Zp(x)dx:——x‘f’+121,_1(x).
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d) Die allgemeine Losung der Besselschen Differentialgleichung.
Fir die allgemeine Losung der Besselschen Differentialgleichung
sind zwei voneinander unabhingige Zylinderfunktionen zu verwenden.

Hierfiir eignen sich:

a) fiir reelles x
1. I (x) und I_,(x) auber fiir ganzzahliges p, da I (x) und

I_,(x) in diesem Falle numerisch gleich werden.

2. I,(%) und N, (%)
b) fiir rein imagindres x
I,(ix) und HYV (52).

e) Spezielle Werte von Zylinderfunktionen.
Der Parameter ist eine halbgebrochene Zahl

1. I%(x): 7sinx
/2 [sin »
I. (x):\/;(—-x—-—~ cos x>

I; (%)== ’;2 <<j‘, —1> sinx—%cos x>

usw.
.
2. I_l)_(x)z\/% cos x

Ccos x

Iy )= V2 (= sinx — £27)

I_%(x) = \/;2: <%sin x - (jo — 1> cos x>

usw.

f) Grenzwerte fiir kleines .

1. Reelles Argument.
lim x = 0: (")p

a)  I(x)=1, Ip(x):ﬁ%j,

)
11(7‘):%’ Ip(o) =Y

2
ol = 00,

wenn p > 0
wenn p < 0 und ganzzahlig
wenn p < 0 und nicht ganzzahlig
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b)  Ny(x) = ~% In %, wo y = 1,7811 ist
2
N,(x)= — =
¢) H" (x) =1 — 27: In ;/2}

2. Imaginares Argument

a) I, (ix)=1
L(in =7
b) Ny (12) == — ;?[ In =+
N (ix)=~ 54>
c) H (i) = — %7: 1 /27
H )= — 2

g) Der Parameter ist eine negative Zahl.
I_,=1,-cospx— N, sinpa.
Es wird also:

I_ = (— 1)PIP, N_ = (- 1)¢’Np fur ganzzahliges p.

-p’ “p
I_,=—N,sin(n+Ha)=N, (—1)""'=N,(—1)/73 fir p=n—+1.
Das Argument x ist negativ reell.
Ist » ganzzahlig, so wird
P N
Ip(—— x)=(—1) Ip(x).
Ist p=n 4§, so wird
I,(— %) = £ I,(x) (mit unbestimmtem Vorzeichen).

Fur beliebiges p wird I (— x) vieldeutig wegen des Faktors x?.

h) Asymptotische Werte fiir groBe Werte des Arguments »
und im Vergleich zu x kleinem p.!)

lim x = oo.
go /E_ 12 —(p+d) 2
p ()~ Vet )

(2) /2 v el
Hy' (x) ~ Ve 5t oe

1) Wegen genauerer Abschdtzung vgl. z. B, Jaknke u. Emden Funktionen-
tafeln. S. 102.

2) Vgl. Anm. S. 31.
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Analogie zu den Exponentialfunktionen.

. gix _,_g—-ix
1. I, (») entspricht —

Es ist periodisch fiir groBes x mit der Periode 2z.
2. H’(ix) entspricht ¢~

Es ist monoton abfallend, asymptotisch auf Null.
3. Hf (ix) entspricht ¢

Es ist monoton nach co ansteigend.

i) Entwicklung nach Zylinderfunktionen.
In Analogie zu den Fourierschen Reihen gilt:

1
f(x) = S A0, (ex)+ A4,, wo Aosz f)tds ist,

und 4, = J.f olat)tdt.
1(“)

Hierbei ist die Summe zu erstrecken uber d1e simtlichen Wur-
zeln x = ¢ der Gleichung I, (%)== 0.
Entsprechend den Fowurierschen Integralen gilt ferner die Be-
ziehung:
f[ (sx) sdsff o(stytdt.

7. Gammafunktion®).
Das Produkt 1-2.3 ... % = n! heiBt # Fakultit. Der Ausdruck

. 1-2.3...n.n"%
H(x):nlirz FFENO)EF2)....(x+n)

ist fiir ganzzahliges positives x gleich x! Dieser Ausdruck, der fur jedes
komplexe, von einer negativen ganzen Zahl verschiedene x konvergiert,
liefert daher eine Funktion, welche die nur fiir ganze positive x definierte
Funkton x! zwischen diesen Werten interpoliert und fiir negative x (sowie
fiir das komplexe Gebiet) extrapoliert. [Es kénnen noch beliebig viele
andere Funktionen angegeben werden, die das gleiche leisten, z. B.

II(x)-cos (2 an x)].
Die Gammafunktion I (x) ist folgendermaBen definiert:

1. I’(x):U(x——U——hm

1-2:3...n-n*"1
(EFN)E+L2) .. (rtn—1)’

— [e7*t*""dt (Eulersches Integral).
0

1) Tabellen usw. vgl. Jahnke u. Emde, Funktionentafeln S, 26.
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Beide Definitionen sind identisch.
Es gilt die Integraldarstellung

In I'(x) = f L(x — )t — fif:ﬁ_f;"] g
Allgemein gilt '
Ix+1)==xI(x), H(x—{—1)=(x—|—1)vﬂ(x)
I -I( — 9= 7 = H(=x)-H(x—1).

sin nx

Wenn daher I'(x) in einem Intervall zwischen zwei ganzen Zahlen
bzw. in einem vertikalen Parallelstreifen der komplexen Ebene (z. B.

zwischen 1 und 2) bekannt ist, so ist I'(x) fiir beliebige Werte leicht
berechenbar.

Spezielle Werte:
F(1): F( ): 1=11(0)=II(1),
)

g 3 Vﬂ _ H(z
I(—}=—2Va=I(-9,
ﬁ1(6) =0,
(~1n5 = 0, wo # eine positive ganze Zahl bedeutet,
Pa+n)=@&+n—1)(x+n—2)...x-I(x).
Das Residuum von I'(x) bei x = — #u ist: (_nt)",

Fiir sehr groBe positive x ist

In I (x) ~ (x +3) In(x) — x +-InV2a (vgl S. 8).

8. Elliptische Integrale und Funktionen.®)

V= [F(x,Va+ fx+yx®+ 0x®+ ex%) dx heibt ein elliptisches
Integral, falls F eine rafionale Funktion ist, und ¢ 4 fx +-...ex*=0
nur einfache Wurzeln hat. V7 1iBt sich durch die Substitution

pHqt

A=y auf die Form bringen

V= [&,VE+e+p)dt=[®¢,T)ads,
wo @ rationale Funktion, 1, u reelle Parameter sind. @ (¢, 7) kann

M- Nt
M EN't’

man auf die Form bringen wo M usw. ganze Funktionen

1) Wegen Tabellen usw. vgl. Jaknke u. Emde, Funktionentafeln S. 46.
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von ¢* und T sind, bzw. durch Erweitern mit M’ — N’ 7T in die Form
P+ (Qf, wo P und Q rationale Funktionen von t* und T sind, also
V—[Pdt+ [Q-tdt. Das Integral [Qtdt kann durch die Substitu-
tion % =¢" auf bekannte Funktionen zurickgefihrt werden. det
andererseits auf die Form

*)dt +f'1’(’

worin ¥ und @& rationale Funktionen sind. Ersteres fuhrt auf bekannte
Funktionen, letzteres fithrt auf ein elliptisches Integral.

T kann die folgenden Formen haben:

L T=V (@ =2 — )
2. T=V— ("= —n?
3. T=V4+ (" + 2 — )
4. T=V_ ﬁ lﬂt—ﬁ)
5. T=V (L5 +p?)

Alle konnen auf dieselbe Form gebracht werden durch Anderung der

Variablen:
"2
Setze 1. %:k“ <1 Fiir < 2 setze {=— jix

I
fir 1° > 2% setze ¢=-1"
X
P
2 PR
2 2 12 2
3. t">n 7?#72“:]%
o 2 o
T

Dann wird

f Vi—x%1—;j%

wo 4 in den 5 Fillen einen verschiedenen von 1, u, & abhangigen
konstanten Wert erhilt. % heiBt Modul.

& (2?) kann zerlegt werden in ganze Funktionen und Partialbriiche:

by

QS(L‘?):; +4_,( L

)"
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Nun gilt die Rekursionsformel:

dt

2n~—1kf : a_ (2n—2)(1 —{»k) t“]
2n-—4 - .
<zn--—3>f e Vi

. - 2" aqt t?dt “di ‘
Dabher ist es moglich, alle i auf T und i zuruckzufuhren.

Die Glieder der Form f“—— T )a”ir lassen sich in ahnlicher Weise

dit t2 4t

T’ T

auf Jd—t und [ i {—%ﬁ?‘ zurickfuhren. Die Integrale

und f(f«{jc — heiBen Normalintegrale 1., 2. und 3. Gattung.

Elliptische Funktionen.

Die elliptischen Funktionen sind die Umkehrfunktionen der ellipti-
schen Integrale. Sie sind doppeltperiodische Funktionen des komplexen
Arguments 2 mit den zwei im allgemeinen komplexen Perioden w,
und w,, so dab

f(u)=f(u-+myw, + mym,) (m,,m, ganze Zahlen)

wird. Sie sind 1m Endlichen uberall bis auf Pole regular. Das Verhaltnis

w.
1
==
Wy

ist stets nicht reell. Die komplexe #-Ebene ist dann in Parallelo-
gramme eingeteilt, deren Eckpunkte ein Gitter u, 4 m,w, - my0,
bilden. In entsprechenden Punkten verschiedener Periodenparallelo-
gramme hat dann f(«) den gleichen Wert. Ist « der Winkel zwischen

10

. . w a
den Seiten ¢ und b des Parallelogramms, so wird (—01 =e¢ 3 also
2

17wy

die Grofie g ==c¢ 2

-2 qdina I

. f{a
q=e¢""=¢ ? (cos<bncosa)%—zsmk?ncosoc)‘.

Jede doppeltperiodische Funktion f(u, w,, w,) kann als eine ratio-
nale Funktion der beiden elliptischen Funktionen g (u, ,, w,) und
@ (1, oy, m,) dargestellt werden; dabel ist

. 1 1
S{)(M) == 13 + 2/ l:V" I Td)z}

i e (u — w
., B dy () 7
¥ (11')——717» _Zz(tt——u)

m. Mg
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wo w = m, w, + m,w, bedeutet und die Summen iiber alle ganz-
zahligen Werte flir m, und m, mit AnschluB von m, = m, =0 zu er-
strecken ist.

Das fiihrt zu folgender Entwicklung:
3 ,
P ()= u2+20g2M +28g3 4+1200 T S
. 2a\4 1 ‘f‘, ndglin
mit g, = <w—?> [E + 20 T 1 2n:|
: =1

*®*
= <2‘ ﬂ>6 R A AL
8= \u,/ |216 3 2n

@ (u) bat in den Punkten u = m, w, 4 m,w, Pole 2. Ordnung,
'(u) hat hier Pole 3. Ordnung.

Weiter werden folgende (nicht mehr doppeltperiodische) Funk-
tionen benutzt:

r j"“—%\du
()= f 2 (w)du, G(M)=u-go<¢() )

Es ist dabei

C(“""wi):é‘(“)‘}"?v C(u+ w,) = (u) + 7,

Dabei sind #, und #, von # unabhingige Konstanten, und zwar

e 20 7|
24 nq
1—24 > — AJ
o [ g 1_q2n ’
wihrend 5, daraus durch Vertauschung von @, mit o, hervorgeht.

(w3 na (wt)

o(u+ o) = —c¢ o(u), ot w,)=—¢ -0 (u).

Liouville’sche Siatze:

172=3

1. Es gibt keine nicht konstante elliptische Funktion, die im
Periodenparallelogramm iiberall endlich ist.

2. Die Summe der Residuen im Periodenparallelogramm ist Null.

3. Die elliptische Funktion nimmt jeden Wert im Periodenparallelo-
gramm gleich oft an, wie den Wert oc.

Jede n-wertige elliptische Funktion mit den # einfacken Polen
e, ...« laBt sich darstellen durch eine Reihe

f(u )-—A-I-Ea L(u— o),

k=1

wo a, die zu den Polen «, gehdrigen Residuen sind.
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Jede n-wertige elliptische Funktion mit den Polen e« @, ...

der Ordnung », »,...», ldBt sich darstellen durch "

flu)=4 +ké;1 [a,l(u —a,)+ ar@ (v — ) + a9 (u—e)+ ...

=1 -2

+a" 7" )],

Ist z
dz
"= 2w’
wOo *
v VI s = VG )6~ 4G e
mit

e; e, 4¢3 =0,
so wird umgekehrt
2= ) =p U+ mow, + maw,),

i =@ (W)=2V(z—e)(z—¢)(z — &) =2w.

au

Dabei ist
§ (0) = W(ah) = @ (w,) = o0,

o@e p@n Pl

z ist eine doppeltperiodische Funktion von #. « ist eine unendlich-

vielwertige Funktion von 2, die auf der zu @ gehdrigen, bei e, ¢, ¢,

und oo verzweigten Rizmannschen Fliche selbst unverzweigt ist.
Setzt man

¥

u:f Y Fheg) =
F V(1—x2)(1—k“x2) ¢ Vi—k®sinzg

wo x = sin ¢, so nennt man ¢ die ,Amplitude“ von % und

£ — sinamp (1) = sn (1) = u — (14 £%) % 4.
y:V_1—__7c;:cosamp(u)::cn(u):q_g+(1+4ke)g‘;_.”

e=V1— 22 = damp () = dn ()= 1 — B> % 4 (4k° 422 — .

2!
sn, cn, dn sind die Jacobischen elliptischen Funktionen, und zwar hat

sn (u) die Perioden w, =4 K, w,=2iK’
cn(u) die Perioden w, =4 K, w,=2K- 21K’
dn(«) die Perioden w, =2K, w,=41K’,
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48
wobel
K—-—f - K,: 7_—_1;/)_? und k’z /I*kz
Vi —° sm2 ¢ V1~k'25in‘~"w

Zur Berechnung von sn, cn, dn dienen aufler obigen Reihen

auch die Formeln

17 _7?1_(”) cn (“) _ \/_];; g’g dn ( Vkl 7)7 ('U)

K
“K und die vier Thetafunktionen 9,9, 9, 9,

durch Reihen darstellbar sind:
&, (v, q):i—2qc052nv~f—2q4cos4nv—Zq9cos6m;+
d, (v, q)~—2q4sxnnz)—2q451n3nv+2q4 sin5@y — .
&, (v, q)—2qlcos~w—l—294cos3nv—‘~2q4 cos5av 4 ..
9, (v, g -2gcos2mv+ 2g*cosdmv+ 2¢g®cosGav |-...

3



Dritter Abschnitt.

Reihen.

1. Grundbegriffe.

Gegeben sei eine unendliche Anzahl reeller oder komplexer Zahlen
Ug, Uy, Uy ... Man bezeichnet dann ihre formal gebildete Summe als
eine komvergemte Reihe, wenn die Summe der # ersten Glieder
S, =t~ ... 4ty fiir lim#n =00 einer endlichen und bestimmten
Grenze zustrebt. limS, = S heit der Summenwert der Reihe. Ist

n=w
die Rethe nicht konvergent, so heil}t sie divergeni. Die GroBe
S — S, =R, heiBt der Rethenrest.

Man spricht von unbedingter oder absoluter Konvergenz, im Gegen-
satz zu bedingier Konvergenz wenn der Summenwert nicht von der
Anordnung der Glieder abhdngt. Das ist stets und nur der Fall, wenn
die Reihe der absoluten Betrage konvergiert;

Ferner spricht man von gleichmifiger Konvergenz, wenn (die
Glieder u,, als Funktionen einer Variablen z betrachtet) fiir geniigendes »
der Rest |R |< 4, wo J eine fur alle z gleiche und beliebig klein
wihlbare Zahl ist. Diese Eigenschaft ist oft nur auf einen begrenzten
Bereich von z beschriankt. Dann ist in diesem Bereich der Summen-
wert S (z)7eine stetige Funktion von z.

Sind die Reihenglieder #, Funktionen einer Variablen z, so darf

bei gleichmiBiger Konvergenz gliedweise integriert werden: f S(z)dz
=3 f u,dz.
0

duy,

@®
Ist die Reihe Y . gleichmaBig konvergent, so ist ihr Sum-
0
as (2)
menwert = - .
az

Eine gleichmiBig konvergente Reihe stetiger Funktionen ist eine
stetige Funktion.

2. Konvergenzkriterien.

u
Eine Reihe konvergiert, wenn lim E —"uill< 1 (nicht etwa gleich 1) st.

n=w!

Madelung, Math. Hilfsmittel. 4
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Eine Reihe aus abwechselnd positiven und negativen Gliedern
konvergiert, wenn die Betrdge ihrer Glieder mit wachsendem # gegen 0
konvergieren.

Eine Reihe konvergjert absolut, wenn jedes Glied in ihr dem Be-
trage nach kleiner ist als das gleichvielte einer konvergenten Reihe
aus positiven Gliedern.

Fiir die Konvergenz einer unendlichen Reihe ist es belanglos, ob
eine endliche Zahl von Gliedern hinzugefiigt oder fortgelassen wird.

3. Wichtige Reihen.

Die fiir praktische Anordnungen wichtigsten Reihen sind
1. Potenzreihen a) nach steigenden Potenzen

ag+ a2 a,2* 4. .,

b) nach fallenden Potenzen

a a
g+t (vgl. S. 121f)

P
2. Fouriersche Reihen
a,sing 4 a,sin2x ...
+’bi°"*‘ bycosx-bycos2x--...;  (vgl S.51)
3. Kugelfunktionsreihen
ay+a, P, (x) 4 a, Py(x)+ .. .. (vgl. S. 35)
4. Zylinderfunktionsreihen
ag+ ay Jo (e, %) + ay Jo(eax) + ... (vgl. SI42)

4. Spezielle Potenzreihen.

Endliche Reihen.
TR B S ST R

¥r—1
1+2.+3+...+n:—ﬁ-(-”§i),
12420432 4 b= Ea(n A1) (20 + 1),
18123 138 4 b® = Lu2 (n 4 1)%.

Unendliche Reihen.

:

X X

efr=1+4J+5+
1 1 . "

e=1-4qy+ 57 ==1lm (1+1n> = 2,7182818284 .. .,
: ° n=o

aF— grine g *0a | (xlna)® O

2!
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log®®x = M,,-Inx
mit M, = 0,4342945 ...

(\1—f—x)":1+<:1>x+<z>x2+<§L>x3+... fur [x| <1,

1

m:1frk—x—{—x’-’+x3—}—... fur |x| <1,
. x %3 7
smx:v—ﬁ—]——sf s
%2 %zt
cosx=1——27+ﬂ...
x* %2 x38 x4 .
ln(1+x):]”"~5’+3"*T+_"' fir 1 >x>—1,
1+x>_ 2 L] ; _
n(1E2) — 2 [F T fiir 1> x>--1,

. 1 3 1.3 %% 1-3.5 7
arCSInx-~x+»2«-~3~+Ej-—5~+2.4.6—-7'—}—... fir 1 >x > —1,
%3 x® .
arctgx:x——3——}— s fir1>2x>—1.

Taylorsche Reihe.
Flath)=F(x)+ 2 () + 21 ().

Mac Laurinsche Reihe.

F(6) = £(0) + [ £ (0) + 511 (0) + ..

B. Fouriersche Reihen.

Erfiillt eine Funktion f(x) im Intervall — / bis - die Dirichlet-
schen Bedingungen [d. h. hat f(x) dort nicht unendlich viele Maxima
und Minima und bleibt trotz endlich vieler Unendlichkeits- und Un-
stetigkeitsstellen ff(x) dx konvergent], so ist f(x) in diesem Intervall
mit Ausnahme der Unstetigkeitsstellen darstellbar in der Form:

f(x)= %’— —FS’ {ﬂn sin <ﬁ—Jl”—;> + b, cos <”?>] ,

=1
wobel
+1 +1

et fron (s, 1, ez

—~1 -1

oder auch in der Form

L
f(#)=Zeae ' >
—®

wobei

4%
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6. Fouriersches Integral.

LaBt man / unbegrenzt wachsen, so wird daraus

F (x) =6fw[A (n)-sin(nax)-+ B(n)-cos(nax)] dn,

wobei
+ oo -+
— [F(x)sin(nax)dx, B(n)= [ F(x)cos (nax)dx
oder auch
F(x f(p mnz n,
wobel

fF —-m7x

ZusammengefaBt wird

fdan cos(na(t —x))dt
oder auch

fndan \ zn-zt x)dt

Ist f(x) eine periodische Funktion mit dem Periodenintervall 27,
also f(x + 2p1) = f(») mit p—ganzer Zahl, und ist f(x) aufgebaut
aus aperiodischen Funktionen F(x) in der Form

f(=x )MV (v +2p1),
so wird
Tt inax

= [P 2T

—] —*®

+o
= ZLZIF(x) e T dx = 71[ A <%> ,

d.i. ein Zusammenhang zwischen den Fourierkoeffizienten der perio-
dischen Funktion f mit den Fourierfunktionswerten der aufbauenden
aperiodischen Funktion F,

7. Zweidimensionale Fouriersche Reihen und Integrale.

Eine von zwei Variabeln ¥ und y abhingige Funktion f(x, v), die
sowohl in x wie in y periodisch ist, so dab f((x 4 2IL), (y 4+ 2m M))
= f(%y) ist, wo / und m ganze Zahl, 4+ L und + M die Grenzen
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des Periodenintervalls sind, und die die Dirichletschen Bedingungen
erfiillt, ist darstellbar in der Form:

may .
bzw. E E a,. cos i ST + b, sin ... cos. ..

I=0m=0

Lo . i
k¢, COs...sin ...

+d,,,-sin...cos...
+L+M
WO a, == (st) cos—— cos —-ds at,
Tm LM
~Lim

Fur die b,,,. ¢,,, 4, gelten entsprechende Formeln.

Fuar L = oo wird:

f(xy) :fdu2<am(u) - COS U % COS ’%‘%—V + .. )

+® 4o
i Ty |
f(xy) jdqufdsdtf st)-cos u I M A
fiir L _M—oo wird:
+® +®
(xy)Effdudvf f(st)-cosum(x—s)cosvm(y—¢)dsdt.
my
Oder auch o+ + 5
fry)=32a,e (i M),
wobei +Lt+M l_x+ﬂ)
AV T
(‘lm: 4[Mfff X y dxdy
—L —-M
und fir L = oo
vamy
fdﬂzyllm ) 1Tux M
0
mit + o my

am(u):%_fff(x,y)em( ' M)dxdy

und fiir L =00, M =00

+=o®

Fly)=[fa(uv)e™ ™ ) gy ay

- D

mit a(u,v) ifff (x,9) m(wﬂy)dxdy



Vierter Abschnitt.
Differential- und Integralrechnung.

1. Differentiations-Regeln.

ad(utv du +dv darcsiny 1
dx  dx —dx’ v J1—x’
d(uv) du dv darccos x 1
dv ~ dx dx’ dx o ‘/1‘_;‘2’
d<u> vdu dv i .
v . dx dx garcigx :—1”"2‘7
dx —_ v2 3 adx 1+ x
dxm me—1 darcctgy 1
dx =mx dx - 1442’
d (Inx) 1 d arcsec ¥ 1
L= -, == — 1)
dx % ax xyx? =1’
dax =a"lna, ff?x:agax’ darccosecﬁiz_.ui;:,
dx ax . ax xyxT—1
dzinxzcosx’ d\/azix“-: _x .
x dx \/a2+x2
dcosx:—sinx, fi‘/;z_ﬁz %
ax dx Vrii—at
atgx 1 - 2
dx  cos®x 141tg%x,
dctgx 1 2
ar = sy (1Tt
dln(uv) 1 du 1 dv
: L= L
dx udyx ' vdx
u
dln (—~>
v/ _1du 1 dv
dx T udx vdx’
duv u dv
— v—127 v -
adx x +ou lnudx
» 1 1
) seC ¥ =——; COSeC ¥ = ——.
cos ¥ sin x
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2. Umformung von Differentialausdriicken.
Erster Differentialquotient.

dy ax
1. a; 71.33}'
ay ay du
2. = —_ A
y="F(u) und u=f(x), -==-"-".
3. u, v, w, ... seien Funktionen von x und
' dy of du of dv of dw
y="r(w 0w, ..., dx au’d;_{_a_viﬁ' 8_11_)5;_}_"'

Logarithmische Differentiation.
’

-1—4; = logarithmische Ableitung von . Z. B.

| u
y=u-v-w..., ==
y/ u’ ,U’ w’ ‘ “ y’ u’ v’
Tmmm e S == —,
y u v w |y u v

4. Differentiation implizit gegebener Funktionen:

of(#,)
) ] g_}i—._ - a‘__x
Fy) =0, =" t@y
ay
dy
Cdy _dt  d’y gy —y'e”
5 x=0(), y=v(); =gy = v
dt
6. z=2(x,y), d.h. z sei Funktion von x und y.
dz= 22| dx+£t dy heillt das totale Differential von z.
0% |, RV

Das Zeichen ly bzw. | bedeutet, daB bei der Differentiation y
bzw. x konstant gehalten werden soll,

Ein Ausdruck dz = f,(xy)dx + f,(xy)dy heiBt ein totales Diffe-
rential, wenn g%: —g—f;ﬂ Nur dann kann z eine eindeutige Funktion

von x und y sein.

7. Sei @ = @ (x,y). Fihrt man statt y als neue Variable
z=2{x,y) ein, so gilt:

ool _o¢| | 09| 0

0% |, x|, | 0z, 0%,
und

op| _dv| 0

09 iz zi; 0y

Filhrt man z(x, y) und w (v y) statt x und y als Variablen ein,
so gilt:
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op op| 0z o 0w

0% |, _sz’b;y+aw "oy |,
und

op! op| 9z dp| dw;

oy |, 0zl, 8y dw|, 0z,

Aligemein sei @ = @ (%, %,, %, ) Die neuen Variablen y,, y,, v, ..
% =%y, Ya¥5--)

Dann ist
61;0 E)x,
dp =250 ax;  an =27 4
i Oilay * ! k 09y Yr
also
Jogl 0% op
dp= 352 ay =37 ay,
21:7% 6:{;‘% O %Yayk Yr *
mithin
29 _ N10¢) 0%
Oily, < 05|y O9kly,
bzw.
sl ¥ og oYk |
0% |, %ayk v, 0% Loy

Héhere Differentialquotienten.

dax 3 <d x) dx d x
1 ﬁ:_dyz' dy dy dy dyd
T odat (dx)s’ asr (dx)f' ‘
ay dy

s 'y d'y (du>2 dy du

Tt duwt \dx du 4

dsy dy du\’ dgy du d"u dy du
(BY) 452 aaud iy,

ax du?

dx® " dud

3. Ubergang zu neuen Variabeln

_Zz_aiz,.éﬂ.i&+ iy On
6x;axk 090y, 0% 0 ; Oy 0x; 0%y

3. Integrationsmethoden.

1. Durch partielle Integration:
b b

Ju’(x)v(x) dx = |u(x)- v(x)‘{l —fu(x)-v'(x)idx.

2. Durch Zerlegung in Partialbriiche: f 7 (%) dx. Sind ¢(x)

und f(x) ganze rationale Funktionen, f(x) von hoherem Grad als ¢(x),
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so 1iBt sich %) immer in eine Summe von Partialbriichen zerlegen,

f@)

die sich ohne Schwierigkeit integrieren lassen.

a) Hat f(x) = 0 lauter verschiedene Wurzeln, ist also

f) = (x — x)(x — x)... (x — x,),

so wird

97(”) A1

T = 5o T e e
worin A, :;é”'l ist.

b) Hat f(x) = 0 mehrfache Wurzeln, und zwar « Wurzeln vom
Betrage x,, f Wurzeln vom Betrage x, usw., so hat die Partialbruch-
zerlegung die Form:

p(#) 4, _
fx) — (—x)® + (* xl) + + ”“*’)
Bl B2
TP Ay T

A;, B;, C;... findet man durch Koeffizientenvergleichung.

Ist z B. f(x) (x — %,)*f,(x), so hat man zur Bestimmung der
A4; die « Glelchungen

‘P(x1) =A4,f (x1>
‘P/(x1) = Alf;l,(x1> + 4,
@ (%) = A £, (%) + 2 401, (%) + 2 4,1, (x,)

Sind die Wurzeln von f(x) = 0 zum Teil imaginir, so zieht man
je zwei komplexe Summanden zu einem reellen Gliede zusammen.
Ist z. B. %, = u, + 1v,; %, =u, —1v,, SO ist

4 B _  PitQ

x—x ”—xz (x—ul) +vl

3. Durch Einfithrung neuer Verinderlicher. Substitutionen,
die hiufig die Integration ermdéglichen:

1 1
a) £=a-+ bx; x:-—z(;t—a); dx=-b—d§,
1 dé&
= 2. ,2: — — N A% = —rr—
b) & =a+ 0% x b(§ a) ¥ VTS
a | . L _ o _edf
C) S:;—}—b, X = S__b; dx (E‘—b)g,
d __a+tba af—1 — 2a
) §= . bET 1 bEr D
"_ _ E"_a n
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f) £ =sinx; x = arcsin§; dx — 25
Vi-¢
il 2d§
=1g=; x = arctg 2 §; dy =25,
BT g2 14+¢°
2
sinx:_zé.é; COSx———1———%.
14§ 14+&

Zu 1 und 2: Durch Einfiihrung neuer Veranderlicher und Partial-

bruchzerlegung sind Ausdriicke von der Form:
n 1 .
R(x), R <x, ‘/’i’ﬁ'—b>, R(x, Va -+ 2bx £ ca?),
cx+d

worin R(x) eine rationale Funktion von x bedeutet, stets allgemein
zu integrieren.

4. Durch Entwicklung des Integranden in eine Potenzreihe.

Eine Potenzreihe darf gliedweise integriert werden, wenn beide Inte-
grationsgrenzen im Innern ihres Konvergenzkreises liegen.

4. Integrationstabelle.

W s

m 1 m+ 1
(x4 a) ari®ta)
1
a+ux | In(a + x)
_r | 1 te ¥
P PR
1 1 ¥ 1 a—+x .
P Ly (£) = L it fir x| <a
1 9ree Gty > — tptr# fir |x| > a
a a 2a a—x
,,,,, — — 2 P —
Va* +a® SV £ £ SIn(x4 Ve £ Y
5 2 LAY . <.{>
Va x 2Va x* 5 arcsin |~

. (%
— arc sin {—
Vat—x a

\/_xTJJr—E Arc Gin (%) =In(x + Va® 4 #?)
e | wesi(l) bV

1 ¥—Xx
1 In¥fTh

Gom o= | m-m s
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f(#®)
L n fir c < b°
¥ L2bx+c¢ 2\/b—s x+b+Vb—c
. (_xﬂ) fir ¢ > b
Vc—b V&—b
Ax+B

(x—x) (v — )

1

Var i2bzte
1

\/- ax‘3+2bx+c
sin x

cos x

tg ¥

ctg x

Sinx

Cofx

Ty x

Ctg x

1
sin x

sin x cos x
1
sin2x
cos 2x
sin? x
cos?x

sin™ x

Cos Xx

Va

sin &

~— In (cos x)
In (sin x)
Cofx

Ginx

In (Cof x)

In (Gin %)

Intg <%)

g (5 +3)

Intgx

—ctgx

tgx

— %sinx cosx—{—g
»12-sinx cosx + g

1 . m—1 m—1f . om-2
2t . COs - —— sin xdx
o sin x x -+ po”

- . m—1
L os™ ty.sinx + -#Jvcosm xdx
m m
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g g
f(#) [tx)dx
-1 —2
tgm x — tgm X — [tgm xdx
v
1 m—1 m—2
" — ———ct x— | ct xdx
ctg” x m—_1C% f g
: -1 n+1
sin™ ™' x cos x  m—1 < m—2 "
in™ " — - - — -~ | sin cos 'x
siln” xCOSs x min I m+nf x dx
sin”t1ly cos”—1x+ 1 Gin™ cos”™ wdx
o m+n m -4 n
1 cos ¥ n-—2 adx
sin” x T (m—1) sin® "1y 1 2—1 ) sin"2y
1 sin x L =2 dx
cos™ ¥ (n—1) cos™ 'y ' =1 cos" Iy
sin™x sin”+1ly m—n —{—2fsinmxdx
cos” x (n—1) cos” 1y n—1 cos" 2y
cos™ x cos™tly m - n+2fcos’”xdx
sin” x (n—1)sin" "1y n—1 sin™ =%y
arc sin x xarc sinx + V1 — x?
arc cos x xarccosxy — V1 — x*
1
arctg x xarctgx——z-ln(1 + x3)
x x
e e
ax: xlna 1 x
=¢ Ina
b. Bestimmte Integrale.!)
4 T
E) o
. 1-3:-5-....2n—1) =«
2n — 2n
cos?*xdx = |sin?"xdx = N
f f 2-4-6-...-2n 2
0 0
T T
2 £
. 2:4-6-..,-2n
cos2ntl x gy =fsm2”+1 xdx =
f 1-3:5-...-(2n+1)
0 0
@
sin ax F4 .
f dx = =; fur a >0
x 2
0

1) Eine grofie Sammlung bestimmter Integrale findet man in dem Buch
von D. Bierens de Haan, Leiden 1867.
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@

cosSax
— dx = 00

(1]
. b )
f singx cosbr ;oo p
x 2
(1]
=0 fira<b
a ..
== fiir g =
4

@

cosax 4
I dx=—e""
f1+x2 2

P

a 7
fcos mX COSHX =jsin mx sinnx = 0
0 0

fiir ganzzahliges m und #, auler = 5 fir m=n

@*

fe"‘x“dle“(oc—}—ﬂzﬂ(oc) vgl. S. 42.
G
1 1

rx“(1 —x)fdxy = 2fx2“+1 (1—x%Ffdx
0 0

5
= Zj‘sin?‘“”(p cos?ftlg do

0
_ T _ L) IE+1)
T H(e+g+1)  T{a+f+2)

P

2
_— (e 1
sin % sinxdx:fcos xVcosx dx =— —— 2(1
v . 6\/2nF (4)

O ey

dx 2 dp 1 I3 (1
==l == .3 H
\/1 - Vsin 27 v’3 ]/2
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el
xp—1

A
L e L S

fc—’""dx == »1—1/;5
0

a
1 1 o—1
fx“ e 0y =—.— II (—A>
2 a+1 2
a
0
Qo

2n 41 ~afd n!
X 4 xh—‘z.dﬂ:%—l

o/

o ;]a>0,
fx"g—“ﬁdx::1'iliytiﬂiw’

2n+1gn+d

n ganze Zahl.



Fiinfter Abschnitt.
Differentialgleichungen.

A. Allgemeines iiber Differentialgleichungen.

1. Einteilung der Differentialgleichungen.

Eine Gleichung heifit eine Differentialgleichung, wenn sie neben
einer oder mehreren unabhingigen oder abhingigen Variablen Diffe-
rentialquotienten der letzteren nach der bzw. den ersteren enthilt.

Man unterscheidet particlle und gewdhnliche Differentialgleichungen,
je nachdem, ob die Gleichung partielle Differentialquotienten enthilt
oder nicht.

Gewdhnliche Differentialgleichungen enthalten daher nur eine un-
abhingige Variable, partielle dagegen zwei oder mehr.

Man klassifiziert die Differentialgleichungen

1. nach der Ordnung n ihres hochsten Differentialquotienten

f a% (2

aty 0
Y baw. Y oder oy usw. ;
dx" ox" ox*oy" ¢

2. gelegentlich nach dem Grade p der hochsten Potenz der in
ihr enthaltenen Differentialquotienten, z. B.

dy\P
(&r)
wenn die Gleichung rational gemacht und frei von Briichen ist.

Im besonderen heiBt eine Differentialgleichung linear, wenn die
abhingigen Variablen und ihre Ableitungen nur in der ersten Potenz
und nicht miteinander multipliziert auftreten. Ferner spricht man von
homogenen Differentialgleichungen. Diese Bezeichnung wird in ver-
schiedenem Sinne gebraucht.

. . . . dy a: .
1. Eine Differentialgleichung F <x, Y, di) , Eﬁ;, .. > == 0 wird homo-
gen genannt, wenn F eine ganze rationale homogene Funktion von
"
v, dy, cees “7Y ist. So ist z B.
dx dx"

d d’
X, d{ +X,5 % X,y =0

Tix®
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eine homogene linearve Differentialgleichung. Die X, ... X sind beliebige
Funktionen von x.

2. Eine Differentialgleichung 1. Ordnung g—i- = f (% y) heibt viel-

fach auch homogen, wenn f (x, y) eine Funktion von % allein ist, sich

also in der Form schreiben 14Bt:

In diesem Sinne ist z. B. homogen die Gleichung:
ay
Mrix =N,
in der M (x,y) und N (x,y) homogene Funktionen von x und y des-
selben Grades sind.

3. Als ,eindimensional“ wird eine (auch zuweilen ,homogen<
genannte) Gattung von Differentialgleichungen folgender Art bezeichnet.

Man betrachtet y als Groe von # Dimensionen, wo n willkiir-
lich ist. x habe die Dimension 1, E:: die Dimension # — 1, usw.

Haben dann simtliche Glieder der Gleichung im angegebenen
Sinne die gleiche Dimension, so heilt sie ,eindimensional”. Z. B.

" n—1
P ARy S S URRY R 74

dx" dx"—1

wo V = f(x) oder konstant ist und die A4; Konstanten bedeuten.

2. Lésungen von Differentialgleichungen.

Als Lgsung einer Differentialgleichung bezeichnet man eine
Funktion der unabhingigen Variablen, welche fiir die abhingige
Variable (y) in die Gleichung cingesetzt, diese identisch in den un-
abhingigen Variablen erfiillt.

Als Integral bezeichnet man eine Funktion der unabhingigen und
abhingigen Variablen, sowie evtl. willkiirlicher Konstanten, welche
gleich einer willkiirlichen Konstanten gesetzt, bei jedem Wert dieser
Konstanten eine Gleichung liefert, die von Losungen der Differential-
gleichung befriedigt wird.

Inteymedidres Integral einer Differentialgleichung #-ter Ordnung
heiBt eine Funktion der unabhingigen und abhingigen Variablen und
Konstanten, sowie deren Ableitungen bis héchstens zur (n — 1)-ten
Ordnung, welche gleich einer Konstanten gesetzt, eine Differential-
gleichung niederer Ordnung liefert, die von Losungen der urspriing-
lichen befriedigt wird.
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a) Gewéhnliche Differentialgleichungen.

Die wolistindige Losung (auch allgemeine Losung oder Stamm-
gleichung genannt) einer gewohnlichen Differentialgleichung #-ten Ord-
nung enthilt # willkiirliche Konstanten. Indem man diesen Kon-
stanten spezielle Werte beilegt, erhilt man partikuldre Losungen.

AuBerdem hat im allgemeinen eine Differentialgleichung 1. Ord-
nung, falls sie nicht linear ist, Losungen, die sich nicht durch spezielle
Wahl der Konstanten der vollstindigen Lésung zu ergeben brauchen.
Diese Losungen heilen singuldre Lisungen.

Existiert eine singulire Losung der Differentialgleichung

@ (x, Y, Z—i) = 0, so mub sie gleichzeitig folgende Bedingungen erfiillen:

—0 9_go 0% o9 _
=0 9pa0’ ax+1"8y—0’

d
WO P = ’dg bedeutet.

Geometrische Deutung der Losung.

Eine partikulire Losung einer Differentialgleichung zwischen einer
abhingigen y und einer unabhingigen Variablen x reprisentiert eine
Kurve in der x,y-Ebene. Die vollstindige Losung einer Differential-
gleichung #-ter Ordnung reprisentiert eine von # Parametern abhingige
Kurvenschar. Hat fiir » = 1 diese Kurvenschar eine Ewnveloppe, so
ist deren Gleichung eine singuldrz Lisung.

Die einzelne Kurve (partikulire Losung) ist festgelegt durch
n Bedingungen, die zur Bestimmung der n Parameter dienen kdnnen
(Anfangs- oder Randbedingungen).

b) Partielle Differentialgleichungen.

Die allgemeine Losung (Integral) einer partiellen Differential-
gleichung #n-ter Ordnung mit $ unabhingigen Variablen ist eine
Losung, welche » willkiirliche Funkfionen von p — 1 Variablen ent-
hilt. Diese kénnen gewisse der wnabhdngigen Variablen ader auch
Kombinationen von ihnen sein.

Bei Differentialgleichungen I. Ordnung spielt daneben der Begriff
der wollstindigen Losung eine Rolle. Als solche bezeichnet man eine
Losung in Form einer Funktion der unabhidngigen Variablen, welche
p willkiirliche Konstanien enthalt.

Aus einer vollstindigen Losung erhilt man die allgemeine Losung
der Differentialgleichung erster Ordnung wie folgt: Es sei
(% %q. %y a4y a,...a,) eine vollstindige Lésung (wo die a; willkiir-
liche Konstante seien). Aus dieser p-fachen Schar von Funktionen,
greift man eine (p — 1)fache heraus, indem manz. B.a, = 4 (a,a5.. ., _,)
setzt und berechnet hieraus und aus den Gleichungen

Madelung, Math. Hilfsmittel. 5
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ip  Ge 09 (t=12...p—1),

da; ' da, da;

die a@; als Funktionen der x; und setzt diese Ausdriicke in ¢ ein.
Dann entsteht eine Funktion, welche die Differentialgleichung be-
friedigt und von der willkiirlichen Funktion & von $ — 1 Variablen
abhingt, also die allgemeine Loésung,

Um die singuldre Losung aus der vollstindigen zu erhalten, be-

rechne man aus den Gleichungen Z: =0 die GréBen g, als Funk-

tionen der x; und setze in ¢ ein. Wenn die so entstehende Funktion
Losung der Differentialgleichung ist, so ist sie die singulire Losung.

Geometrische Deutung der Losung.

Sind nur zwei unabhingige (v und y) und eine abhingige (z)
Variable vorhanden, so kénnen den Losungen im xyz-Raum geome-
trische Deutungen gegeben werden.

1. Das wvollstindige Integral reprasentiert ein zweifach unendliches
Flichensystem von der Form:

p(%,9,2,a,b)=0
mit den beiden willkiirlichen Parametern a und b.

2. Dadurch, dal man den einen Parameter zu einer willkiirlichen
Funktion des anderen macht und aus den drei Gleichungen

p(%,9,2,8,0)=0
b =9 (a)
op 0p o1 o
-67 55 ?9 (a) =0
a eliminiert, also aus dem vollstindigen Integral das allgemeine Inte-
gral ableitet, wihlt man aus den oco' Flichenfamilien esne Flichen-
familie aus und bestimmt ihre Euveloppe.

Es bedeutet dann das allgemneine Integral die Enveloppe dieser

Flichenschar.
3. Das singuldre Integral bedeutet die gemeinsame Enveloppe
aller in dem vollstindigen Integral enthaltenen Flichen.

B. Gewdhnliche Differentialgleichungen.

1. Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Die Differentialgleichung 1. Ordnung hat die allgemeine Form
ay\
F(x, Vv, E;) = 0.

Sie ist durch Quadratur ¢ losbar:
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a) Wenn sie sich schreiben 148t in der Form:
fi( )'dy:fz()'dx
Losung: IRAC) dy=[f,(x)dx+C. D

b) Wenn sie linear ist:

Yy f, (%) + () =o.

~fhwar e~Jf1(x)dxff2 (x)e'rf‘m“d

Losung: y =Ce x.

c) Wenn sie homogen ist (vgl. S. 63):
1. Die Gleichung habe die Form:
ay . . y AN
Md——;;:N’ wo szl(p-(—» und N::y/’y;(;) Ist.
Man setzt y=vx, wodurch v und x (statt y und x) als neue
Veranderliche eingefiilhrt werden. Dann ist:

dy dv
ax VT E

log » ‘*f T =

2. Die Gleichung habe die Form:
(Y ay\ __
FZ =0
¥y

Man l6st auf nach “Y und erhalt — f<—>, also Fall 1, oder
dx dar x

und es wird

.

man 16st nach % auf und erhalt

y ay
L=r(@) =),
Iso: log x=C f(P) ap
also B E=C Ty
dann folgt die Losung durch Elimination von $ aus den beiden
Gleichungen.

3. Die Gleichung F(%, %) = 0 laBt sich auch 16sen, indem

man eine Hilfsvariable # einfithrt:

dy

g{ =f(u), 5 =2g(u).

Es ergibt sich log x = C f MO
g Er=Ct ) i1
Y Die Integrale sind, wenn keine Grenzen angegeben sind, rein formal
2
zu bilden, z. B. fxdx :%, d. h, als oberste Grenze ist die Variable selbst

zu nehmen, die untere Grenze ist willkiirlich,
5
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d) Es fehlt die unabhingige Variable:

o )=

1. Ist die Gleichung nach % auflosbar

dy
@ =10
s0 ist: dy
Foy — ¢
2. Ist die Gleichung nach y auflésbar
ay
y=f(2) = r(p),
so ist: x:ff—(%)’ﬁ—}—c.

Dann erhdlt man die Losung y(x) durch Elimination von $ aus den
beiden hingeschriebenen Gleichungen.

3. y und % = ¢ werden durch Hilfsvariable ausgedriickt
y=r), p=g)

dann ist: . :C+ff(u)
e) Die abhingige Variable kommt nicht explizit vor
ay\
w(x 52 —o.

1. Man formt um in (25<x, %) = 0 und verfdhrt wie bei d.

2. Man 16st auf nach -~
dy
F =F ( )
dann ist; y=fF(x)dx +C
3. Man driickt x durch gz aus
d
sz(d—D:F(p).
Durch Differentiation nach y folgt
d
—F(p)5)
y=[pF (p)dp+C.

Durch Elimination von ¢ erfolgt dle Losung.

~t‘rl
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f) Differentialgleichungen erster Ordnung vom #-ten Grade

R O R )

Seien p, (¥, ¥), p,(x, y) usw. die # Wurzeln dieser Gleichung #-ten

dy .
25 5° kann man zerlegen in

(22— 5, (e9) (22—, (29)) () (2~ p, (x9)) = O.

Seien @, (xyC,)= 0 die Integrale der Gleichungen % —p.(xy)=0,

Grades in

so ist das allgemeine Integral
o, % %0 @yx, 90 ... ¢, (%, 9 C)=0.

g) y= x% +f (%) Clairautsche Differentialgleichung. Differen-

.. . d .
tiation nach x ergibt, wenn —d—z = p gesetzt wird,

p=p+[x+r )2,

ax

Es ist also entweder: 1. Z—i = 0. Dann erbilt man als erste Lisung

y=Cx -+ f(C), wo C=p = const
oder 2. x+f' (;b) = 0. Wird p aus dieser Gleichung und y = px -+ f(9)

eliminiert, so ergibt sich eine zweite (singulire) Lésung. (Enveloppe
zur ersten Losung.)

h) Haufig fiihrt die Legendresche oder duale Transformation zum
Ziel. Man fiihrt eine neue abhingige Veridnderliche Y ein:

Y=px——y=g—£x—y, also dY = pdx 4 xdp — dy =xdp.
Ferner filhrt man p als neue unabhingige Verdnderliche ein:
—p =
X=p= ax’
dann wird
ayY ay
Py = = P,

dann kann man die Gleichung F (x, v, g%) == 0 uberfihren in die Form
F(P,PX —Y,X)=0.

Ist das Integral einer dieser beiden Gleichungen bekannt, so kann
das andere durch eine algebraische Elimination gefunden werden.
Ist z. B. ein Integral der zweiten Gleichung gleich

fX,Y)=o0,
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dann gilt O—d—f 0f (ANt of aY f (AR f

Tax oY dX
und —y 2 (v~ ﬁ)ﬁﬁ—Y f o x L

Elimination von X und Y aus diesen drei Glelchungen ergibt ein
Integral (Gleichung zwischen x und y).

1) Riccatische Differentialgleichung.
. ay 2
1. Form: a;ﬁ—}—by = cx™,

2. Form: % — ay+ by? =cx" (allgemeine Form).

Fihrt man eine neue Unabhingige z ein durch 2= x% und eine
neue Abhdngige # durch y = uz, so folgt aus der 2. Form

‘-—iﬁ +bu?= cz7—2,
d. 1. die 1. Form.

Da diese Differentialgleichung fiir n = 24 den Fall b (5. 67) re
prasentiert, ist durch ihre Vermittlung die 2. Form in endiicher Form
integrierbar im

Fall 1 fiir # ==2a (bzw. die 1. Form ist in endlicher Form inte-
grierbar fiir m = 0).
Die 2. Form ist ferner integrierbar im

Fall 2, wenn =% eine positive ganze Zahl ist (bzw. fiir die 1. Form,

4 . . .
wenn m = — Ei—i, wo ¢ =0 oder eine positive ganze
Zahl ist). Denn die Transformationen

a | " at+n , z" a + 2n
y—j;—l_?l’ y1_‘7+?2: Vo = + ,USW.
in die Form 2 eingesetzt filhren diese iiber in Glelchungen
der Form:
dyi . ) n - .
X = (@ in)y, 4 by?=cx" (falls i gerade ist)

dy . n .
bzw. % d—; —(@+in)y;+cy?=>bx" (falls s ungerade ist),
n—2a

welche fir # =2(a 4 ¢#), d. h. wenn = 1 = einer

positiven ganzen Zahl ist, in den Fall 1 iibergehen.

n+4+2a . .. . .
Fall 3, wenn + emne positive ganze Zahl ist. Denn die Trans-
formationen
z" n—a 2n—a x*
_ T — = —; Usw.
y=755 %= + Y2 1

fiihren dann auf den 1. Fall.
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k) Die in i) behandelte Riccatische Differentialgleichung ist ein
Sonderfall der Gleichung:
ay 2
E;:P—FQy‘{”Ry“,
wo P, 0, R Funktionen von x sind.
Ist ein parttkuldres Integral y, = f, (x) bekannt, so kann das voll-
stindige durch Integrationen erhalten werden. Man setzt

) 1
y — y -+ =

und erhalt
dv

s (@Q+2Ry,)v= — R (Lésung vglL b S. 67).

Ist noch ein zweites partikulires Integral bekannt, so kann das
vollstindige Integral durch eine einzige Integration erhalten werden.
Man setzt

1
y2=y1~{~v—1, V=17,
=y, + !
Y= v w
und erhilt:
R

)
w=1-4C -ef n"”
Ist noch ein drittes partikuldres Integral y, bekannt, so kann das

vollstindige Integral ohne Integration gefunden werden. Man erhalt
als vollstindiges Integral

& =y)0a—29) _ -~
(Y —93) (V3 — 1) ’
2. Lineare Differentialgleichungen.

Allgemeines.
Die lineare Differentialgleichung #n-ter Ordnung hat die all-
gemeine Form:
n—1
+x,2 2

d*y
(1) ldxn~1

dx"
wo die X-Funktionen von x allein sind.

F o X,y = BD)y = V),

1) Die symbolische Schreibweise $(D)y bedeutet folgendes:
Schreibt man: ay aty
dx Dy P
fy dx=D"1y usw.
so ist @ (D)y als Polynom in D aufzufassen
-1
=(D”+X1 D" 4. X, D+X, )

Der Wert dieser Schreibweise liegt darin, dafi man diesen Ausdruck unter Um-
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Folgende Eigenschaften sind allen linearen Differentialgleichungen
gemeinsam,

1. Ist y, eine beliebige partikulire Losung der Gleichung
@ (D)y =V und setzt man y =1y, + Y, so folgt:

@) OD)Y + S(D)y, =V
und
3) H(D)Y = 0.

Die vollstindige Losung der homogenen Gleichung (3) zu y, hinzu-
gefiigt ergibt die vollstindige Losung der inhomogenen Gleichung (1).
T 2. Ist Y, eine Losung der Gleichung & (D)Y =0, so ist auch
Y =C, Y, eine Losung.

3. Ist Y, eine Losung von @(D)Y = 0 und substituiert man den
Ansatz y =Y,z in die Gleichung Y (D)y =V, so erhilt man fiir z
eine Differentialgleichung, deren Ordnung um cine Einheit niedriger
ist als die der urspriinglichen Differentialgleichung.

a) Allgemeine lineare Differentialgleichung mit konstanten

Koeffizienten:
ar ar—1 .
& (D)y = dxﬁ + 4, C;r-% + ...+ A, y="V(x) (inhom. GL)

bzw. = 0 (homog.Gl.)
Man bildet die ,charakteristische Gleichung:
ar-+Ajart4 A et .+ A, =0=D(a)
und 16st dieselbe nach 4 auf. Sind ihre » Wurzeln gleich «, 8, y, ...,

und stimmen keine zwei dieser Zahlen iiberein, so ist (wenn 4, B, ...
beliebige Konstanten bedeuten)

yo= A e 4 Befx+ ..

die allgemeine Losung der homogenen Gleichung @ (D)y = 0.
Sind aber zwei Wurzeln, z. B. ¢ und B, gleich, dann heiBt die
allgemeine Losung der homogenen Gleichung:
yo=(4"+ B x)e** +Cer* 4 ...

stinden wie einen algebraischen behandeln darf (vgl. S. 73). Als Beispiel fiir
die Schreibweise sei die Taylorsche Formel symbolisch hingeschrieben:

fletn=re+ 0 2 ETE

:@+hD+ﬁ%2+.qfu)

=e*Df(x).
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Sind # Wurzeln gleich a. Dann heiit die allgemeine Losung
der homogenen Gleichung:
yo_—z(A'—I—B'x—{—C'x2+ —|—R'x’"1)e“—]—
Ist nun f,(x) ein beliebiges partikuldires Integral der inhomogenen
Gleichung @ (D)y =V, so ist ihre vollstindige Losung:
Y = fo (%) + ¥o-

Verschiedene Fille, in denen die Bestimmung eines
partikuldren Integrals f,(x) leicht méglich ist.

1. Ist V eine ganze rationale Funktion von x in der Diffgl
o(D)y =7,
so erhidlt man f,(x) in folgender symbolischer Form:

fo (%) = 55y V-

Das bedeutet: Den Ausdruck

1 1

= rar 7;ﬁ—; +A> = (D”-}—AKD”_H‘---"""A:)
— ... ,,

1
&(D)

o
entwickele man nach steigenden Potenzen von D, als sei dieses
Operationszeichen ein algebraische GroBe. Ist hierbei die niedrigste
wirklich auftretende Potenz von D die k-te und die hochste

dn—l

Potenz von x in V die m-te, so beginnt die Entwicklung von 31(%1))
mit oF und braucht nicht iber D" hinausgefiihrt zu werden, weil
alle hoheren Differentialquotienten als D™ T verschwinden.

2. Ist V eine Exponentialfunktion von x (oder enthilt eine Ex-
ponentialfunktion als Faktor)

V=e¢2*X,
so wird die gesuchte partikulire Losung

1 1 ax — p8% 1
b =am ¥ =aw X =" sp5a ¥

3. V enthilt einen Sinus oder Kosinus als Faktor.
V = X cos (mx + a)
1

y = WD—)XCOS (mx + «).
Set ! i )
etzt man y1=¢iD7Xsln(mx+a),
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so wird

1 . . 1
, — tmx+a) — ,t(ma+a)
Y+ v =gy Xe ¢ SDFim) %

so daB nur noch der Ausdruck
1
& (D +1m)
zu berechnen ist.

4, V enthalt eine Potenz von x als Faktor.
V=xmT

1 m 1 m— d 1

mm—1) . o d? 1
+55 e (e T+

Die Entwicklung wird bis zum (m +- 1)-ten Gliede fortgesetat.
5. Ein besonderer Fall einer linearen Differentialgleichung

n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist die Gleichung
ay

dx"

— 1.
n aufeinanderfolgende Integrationen ergeben als allgemeine Lésung:

y=f...ff(x)(dx)"+B1x"“1+ Byx"~2+ ...+ B,_1x -+ B,,

wo B, beliebige Konstanten sind. Diese Losung lautet einfacher:

yz(n—:—mff(t)(x — -1t 4 Ban-1 b ...+ B..
0

b) Allgemeine lineare Differentialgleichung
mit verdnderlichen Koeffizienten.
POAE IS ik RIS Y o1
[ Yy Ry Y (x) (inhomogene Gl.),
bzw. = 0 (homogene GL.).

X,, X;,..., X, und V sind Funktionen von x allein.
Sind y,, ¥y, .-, ¥, partikulire Losungen von @ (D)y = 0, so ist
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung

y=A4y,+ 4y + .-+ 4,9,

wenn die Losungen y,,%,, ..., ¥, linear unabhdngig voneinander sind,
(ein Fundamentalsystem bilden).

Die notwendige Bedingung, daB3 diese Unabhingigkeit besteht, ist
das Nichtverschwinden der Determinante:
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a*"ly, d"ly, a"ly,
x0T gam—17 T gan—t
dn—zyl dn-—2y2 d"_zy,,
dx"=2 gt T gt
A =
a9 2y, ayn
dx’ dx’ ’ dx
Y1 Ya ERRE T ¥

Das allgemeine Integral der inhomogenen Gleichung @ (D)y =V
berechnet sich dann zu:

y= 3, [+ [ S as]
r=1

. . ar—1 o .
Hierbei bedeutet A die zu ;An—__jilf gehorige Unterdeterminante
X

in 4.

3. Besondere Formen von Differentialgleichungen.
a) :% =Y, wo Y eine Funktion von y allein ist. Diese Gleichung
X

ist nur integrierbar fiir # =1 und % =2.

Fiir » = 2 ergibt Multiplikation mit 2 Z—Z und Integration:
dy 2 {
(&) =2 vay+4,

(42) =y () + 4.

Durch Trennung der Variablen ergibt. sich als vollstandiges
Integral:
ay

[~ —stn
vy ) +4]°
b,) Jede Gleichung der Form:

" n—~1

avy —F (d );)
das" dx"~

hat eine Losung. Man setzt:

ar-1

y
e
Y
und erhilt Y =F(v),

dY
fﬁﬂ:”+o
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Auflésung dieser Gleichung nach Y ergibt:
Y=¢x+4+0)=

Zur endlichen Losung dieser Gleichung vgl. die Losung der
Gleichung:

d"—ly

dxn—f

Y _X. (Vgl a5 S.74.)

dx"

b,) Zur Losung der Gleichung von der Form

ity _ F(dn—2y>
dx" dx""?

d”— 2
setzt man 2= —*J
dxn~3
und erhalt -dg—z =F (2).
dx?

Die Losung hiervon ist nach a S. 75
J' 7—d~z———1_ = x - B.

[4+2 [F(z)ds]"
y

dn—2
dxn—z

Die Auflosung nach z = ﬁ(x) —

ergibt durch Integration

die endgiiltige Lésung (vgl. S. 74).
c¢) Eine Differentialgleichung zwester Ordnung, in der cine der
Veranderlichen nicht explizit auftritt, kann durch Substitution in eine

Differentialgleichung erster Ordnung verwandelt werden (Erniedrigung
der Ordnung).

d d2 \
1. w(y, d—i, ——~d;;) = 0. Es fehlt x.
cdy d’y _  ap } s
Man setzt: is=? und aa —_pa und erhilt als Gleichung

1. Ordnung:
Y (y,ﬁ,ﬁ(d;f) =0,

mit der Losung ¢ (y) = ;i’, daher x =f:—(yy—) + 4.
2
2. tp(x a, j—%) —0. Es fehlt y.
2
Setzt man Z—% = $ und g;% = %, so erhdlt man als Gleichung

1. Ordnung:
vlnn ) =o
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d) Eindimensionale Differentialgleichungen (vgl. S. 64). Ist
bei Betrachtung von y (ebenso wie x) als GroBe von der ersten
Dimension die Differentialgleichung (im Sinne von S. 64) eindimen-
sional, so setzt man:

y=1xz und x=¢?;

wegen ad _ 1
g dr  x
i d‘.! 2
wird dann ﬂ:gf-+z, __3’=<L22+ﬁ>3_19.
dx dd dx* dd ad

Bei Ausfithrung der Substitution zeigt sich, daf die neue unab-
héngige Variable & nicht explizit in der Gleichung vorkommt. Die
eindimensionale Gleichung 14Bt also wie unter ¢ eine Erniedrigung
der Ordnung zu. Dasselbe gilt, wenn die vorgelegte Differential-
gleichung eindimensional ist bei Betrachtung von y als GréBe der
m-ten Dimension. In diesem Fall setzt man

y=x"z, x=¢",

also y = ze™?
dy_(dz > -1
und Ty = E—f}——}—mz e ,
y _

d’z dz .
ax? = {;:9—2 —I—(Zm —_ 1)'d—ﬂ+m(ﬂl — 1)2}3(””—2)’& usw.

e) Exakte Differentialgleichungen. Eine exakte Differential-
gleichung ist eine Gleichung von der Form

dny dn—ly dy
V=f< PR v"h»;’lz"':"*)y)x ::0:
dx" dx . dx
wenn Vdx das exakte Differential einer Funktion U ist, wobei U eine
n—1
Funktion von * ”_31’ bis ¥ und x ist. U = const ist dann ein inter-

dx
medidres Integral.

4. Lineare Differentialgleichung II. Ordnung.

a) Die allgemeine Form einer linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung ist:
a’y ay
ﬁ‘]FX1‘7;+X~3y:X3’
wo die X, X,, X, Funktionen von x oder konstant sind.
Setzt man X, gleich Null und ist y, eine Losung dieser redu-
zierten Gleichung, so lautet die vollstindige Losung der urspriing-
lichen Gleichung:



78 Gewohnliche Differentialgleichungen.

X1 dx dxf—dex X;dx , )
y=C 1y0+cﬁyof - +f ! fpose‘r ax}.

b) Kann man fiir die reduzierte Gleichung keine Lésung erhalten,
so kann man setzen:

—1[X, d:
y=v-e
ferner
14X, 1 2
= —_— — - X5
I X2 2 dx 4 1

Dann hat man statt der urspriinglichen Gleichung die Beziehung:

RIS

%y Jo—=X
T iv=

deren Losung jetzt zu versuchen ist, indem man die rechte Seite
gleich 0 setzt und zunichst eine Losung der so reduzierten Gleichung
sucht. I heiBt die Invariante der Koeffizienten der Differentialgleichung.
c) An Stelle der reduzierten Gleichung der urspriinglich vor-
gelegten linearen Differentialgleichung 2. Ordnung kann man sich

demnach auf die Behandlung der Normalform
Z—xz— +Iv=20

beschranken. Fiihrt man die Gleichung

dx® +X1dx +X,y=0
durch irgendeine Substitution y = zf(x) iiber in

rd
dx~+X1dz+on~O

: . d . .. —L1lxy
so hat, nachdem das Glied mit E}z— durch die Substitution z=1w- ¢ Y Xyds

weggeschafft ist, diese Gleichung ebenfalls die Normalform

dw

wo I dieselbe Funktion von Xl, X, ist, wie von Xy und X; (daher
ihre Bezeichnung als Invariante). Haben umgekehrt zwei Gleichungen
(wie die fir y, X,, X, und 2, X{, X;) dieselbe Normalform, so kénnen
sie ineinander transformiert werden.

d) Integration durch Anderung der unabhingigen Variablen.
Fiihrt man in der urspriinglichen Gleichung ein:

z__f _]‘X,dx

an Stelle von x, so verschwindet der Koeffizient des durch einfache
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Substitution von z auftretenden Gliedes mit % und man erhalt die

Gleichung:

dzy dz\*
(&) +xy—o.
Besonders einfach ist die Losung in folgenden 2 Fillen:
1. Erfilllt z die Gleichung:
2
wl) = s
so wird
y=0C,z%+ C, 2%,
wo ¢ und g die Wurzeln der Gleichung m(m — 1) 4 =0 sind.
2. Auch im Falle
dz\?
o,

dx 2
1a8t sich leicht ein Integral finden.
e) Die Variation der Konstanten. Ist y, = f, (¥) eine Ldsung
der reduzierten (homogenen) Gleichung

a’y dy
dwt T Xy, T Xy =0,

so ergibt sich als weitere Losung

dx —[X,ax
y2=ylj‘;{6 I 'G;

wo G eine beliebige Konstante ist. Die vollstindige Losung der
reduzierten Gleichung wird dann

y=0Cy,+ Ca¥,-
Die GroBen C;, und C, werden jetzt nicht mehr als Konstanten
sondern als Funktion von x betrachtet, die so zu bestimmen sind,
daB die snhomogene Gleichung erfiillt wird.

Die Form der Losung ist fiir die homogene und fiir die in-
homogene Gleichung dieselbe. Der Unterschied liegt darin, dal} die
Konstanten, die in der Losung der homogenen Gleichung auftreten,
in der Losung der inhomogenen Gleichung als Funktionen der un-
abhingigen Variablen erscheinen. Diese Methode wird als ,,Variation
der Konstanten® bezeichnet.

Dabei hat man eine Relation zwischen C, und C, frei.

Man fordert, daB

Vi % + ¥, %—f} =0
ist und erhilt aus
y=0C9+Coy,
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durch Differentiation

ay

dr = =0C, dx

y_ o dn ¢ 4C, dy, | dC, dy,
dx? 1 “dx? 2 dx? dx dx dx dx’

. I . d y .o
Die Substitution dieser Werte von _d;:? und 7}% in die inhomogene

Gleichung ergibt

ac, dy, | 4Gy dy, __
dx dx dx dx 8"

Daraus folgt
C,—E+ %f}g y el M ay,

C,=F— —ész Y2 eIXIdxdx’

wo E und F willkiirliche Konstanten und G eine von der Wahl von y,
und y, abhingende Konstante ist (s. oben).

Das vollstindige Integral der inhomogenen Gleichung

dxz X 1dx S+ Xy =
ist schlieBlich

y=Ef,(1) + Ff(x fX SO 1)~ 0 @14

wobei f, und f, partikulire Integrale der homogenen Gleichung sind.

f) Lésung der inhomogenen linearen Differentialgleichung
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten mittels einer Greemschen

Funktion (Erzwungene Schwingung). % bedeutet %, usw.
% 4 ax -+ bx = f(¢) = beliebig gegebene Funktion?).
Der Ansatz: P

x= [f(@)pt—1)d

-

mit der spiter zu bestimmenden Funktion ¢(¢) fiihrt zu
k= f(t)p(0) + f f(2) gt — 7)de

E=10)p0)+10)¢ 0)+ff(t (t — 7)dx.

) Die Bezeichnung ist hier dem physikalischen Problem angepafit.
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Das gibt in die obige Differentialgleichung eingefiigt:

£(8) = [ () + af()] 9(0) + £(2) +ff @) (p + a9 -+ bo)d.

Da diese Gleichung fiir alle Werte von ¢ erfiillt sein soll, ist ein
naheliegender Ansatz:

¢(0)=0; ¢0)=1; ¢+ap+bp=0,

)=V VI i e
(p()_-‘/a2_4b e iir positives Argument,

=0 fiir negatives Argument.

Sonderfille: I a2 < 4b (schwache Dampfung). Zur Abkiirzung
setzen wir

a =% |
\/——— b= iwy; —2~:6; tp(t):To—smwt

mit w, als ,Eigenfrequenz. Die Lésung wird dann:

e -4 (t—-1) .
x=|f@) ————sinw,(t —)de.
0

II. a® = 4b (aperiodischer Grenzfall)
t
x=[f@)-e’ 7t — 1) de.
IIL. a® > 4b (starke Dampfung). Zur Abkiirzung setzen wir

m:%+¢§—m 8= V¥

2 4
- 3 8 (t
=31 _ =0 (t=2)
X = T} d't.
Jro- =

Beispiele fiir verschiedene f(¢):

A f(t):—i— im Intervall T bis T 4 ¢, im ibrigen = 0 (kurzer

Impuls). e
L a?<4b; x=¢p-—

sin wy (t — T) fir t>T
II. a®>=4b; x=4p-¢ 6(t T’(t—T) fir t>T

. a2 > 40; ¥ = Tf_a (6—61 -7 __ e—dz(t—T)) fir t>T
2 %1
f(f) = A-sin wt (Periodische Kraft).

% = B.cos (wt — f),

Madelung, Math.Hilfsmittel. 6
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worin fir
A 52+w2—w2
I a*<4b, B= , tgf= 0”@
V(8 + 0y — 0 +48 o 200
A o’
2 . 4 _ :
o= B—V(az—af)zﬂa? : h =50
A 4,0, —
III a"'>4b, B= -, tgﬂ: 1Ye .
V3,0, — @) + (8, + 8) o° 0+ ) o

f) Integration durch Reihenentwicklung.

Die Differentialgleichung 2. Ordnung sei eventuell durch Entwick-
lung auf die Form gebracht:
a a
@yt axt a2 (b yx )

+y(eoteyx 4. =do+dyx - dyxt -
Man macht jetzt den Ansatz:
y =0yt &, x + 2" ...

Die Aufgabe ist dann, die Koeffizienten «; dieser Entwicklung zu
bestimmen. Durch Einsetzen des Ansatzes fiir y, sowie der daraus
formal gebildeten Ableitungen:

ay
=% - 20,x ey x® ...

und
d"'y
da?

=20+ 2335+ 3-4a, 2"

in die Differentialgleichung findet man, da die resultierende Gleichung
in x identisch erfiillt sein muB (Koeffizientenvergleichung), das folgende
Gleichungssystem fiir die «,:

oyco + 0,0y + 20,0, =d,
eycy oy (by + o) -6y (2a, + 2by) + ¢,-2-3a, = d, usw.

oder allgemein:
_Z(')“,- (F6—1)ap_sio -+ 1by_sp1+ Cai) =d,,.
=

Die Auflosung erfolgt sukzessive. Jede Gleichung enthilt eine Un-
bekannte «; mehr als die vorhergehenden und liefern daher unmittel-
bar deren Wert, wenn alle ¢, fiir £ <7 bekannt sind.

Man sieht sofort, daB zwei « beliebig angenommen werden
konnen, z. B. ¢, und «;; dann liefert die erste Gleichung e,, die
zweite ¢y usw. (Vgl S. 32)) Um eine beliebige Losung y, der in-
homogenen Gleichung zu finden, kann man z. B. ¢, = ¢, = 0 setzen.
Sind alle 4, =0 und setzt man ¢, =1, &, = 0, so erhilt man eine
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Losung y, der homogenen Gleichung, ebenso eine zweite Losung y,
fiir d;=0, 0,=0, e =1.

Die allgemeine Losung ist dann y, -+ Ay, 4 By, mit beliebigem
A und B.

Es bleibt natiirlich zu untersuchen, ob die gefundene Entwicklung
konvergiert. Eventuell wiederholt man das” Verfahren, indem man
in einem andern Punkt entwickelt (Substitution: x' = x — x).

Analog verfahrt man bei Differentialgleichungen hoherer Ordnung.

Nach diesem Verfahren findet man z. B. folgende Losungen
praktisch wichtiger Differentialgleichungen:

1. Gaupsche Differentialgleichung:

2
51 =D)Ly — (@ f+1)5] 2 —apy—o.
Losung:
y=AF(,B,7,%)+Bs* " Fla+1—y,+1—19,2—y,%)
F (e, B, y, x) bedeutet hierin die hypergeometrische Reihe

ap a(e+1)B(B+1) a(e+1)(@+2)BB+1)(B+2) 4
1+ ¥t 129 (+1) "+ 12300+ +2) * + -
A und B sind willkiirliche Konstanten.

2. Legendresche Differentialgleichung:

d'y dy
7 ist eine Konstante.
Losung: y==AP,(x)+ BQ,(x).
P, bzw. Q, bedeuten Kugelfunktionen 1. bzw. 2. Art (s. Seite 29).
3. Besselsche Differentialgleichung:

2 4y ay 2 2
w5t ag +(E—af)y=0.
# ist eine Konstante.
Losung: y=AI (x)+ BN,(»).
1, bzw. N, bedeuten Zylinderfunktionen 1.und 2. Art (s. Seite 36).

b. Simultane Differentialgleichungen.

Unter simultanen Differentialgleichungen versteht man solche
Differentialgleichungen, die ein System von Gleichungen bilden und
alle zusammen gelten sollen.

Sind die Gleichungen nach den Differentialquotienten aufgeldst,
von 1. Ordnumg, und existiert neben den # abhingigen Variablen y
der n Gleichungen nur eine unabhingige Variable x, so hat das
System die Form:

6*
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dy
T =hE Y9 59,
dy
s =R Y Y )

dy, .
T =T Y Va5 %)

Auf diese Form konnen aber alle simultanen Differentialgleichungen
gebracht werden. Kommt ndmlich z. B. auch die 2. Ableitung vor,
dzyl
dx?’

so filhrt man eine neue abhingige Variante y, ., ein durch
2

. . . dy, ay Ay, 11
die weitere Gleichung G2 = Yt und ersetzt —-2 durch 5

Analog verfihrt man beim Auftreten hoherer Ableitungen.
Die vollstindigen Losungen stellen ein System von # Gleichungen
dar von der Form:
O (% Y5 Vg0 - 3 ¥y €1, Coy .-, C) =10
‘P‘z( ) =0

(pn( ) =0,
wo die C; willkiirliche Konstanten sind. AuBerdem konnen singulire
Losungen bestehen.
Die Differentialgleichungen konnen auch in der Form geschrieben
werden:

z. B.

I

iy, _ %
dx X
dy, X,
ax T x W
wo X, X, usw. Funktionen von x, y,, y,, ..., y, sind, also
dx _ 4% _ 4% _
XX, %X, T X

Die Losungen konnen auch in der Form geschrieben werden:

P (% Y11 Yp -2 ¥) = Cy
(% ¥ Vgr - > 9,) =C, usw,,
wo die ¥, voneinander unabhingig sind.
Jede Funktion IT der ¥, untereinander gleich Null gesetzt ist

dann gleichfalls eine Ldsung. '

Es besteht dann die Gleichung:

oIl Il oIl
X§+Xla—y:-|-X”—h—}—...=0.
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a) Simultane lineare Differentialgleichungen mit konstanten
Koeffizienten.
Wenn nur eine unabhingige Variable vorliegt, muf3 die Zahl
der Gleichungen gleich der Zahl der abhingigen Variablen sein.
Hat man nur zwei abhingige Variable x und y und die eine
unabhingige Variable £, so lautet das System

fi(D)x+ ¢, (D)y =T,
fa(D)x + @, (D)y =T,.
f(D) % ist eine Abkiirzung (s. S. 71) fiir

n—l
C Tz?n_+ tn_?‘ .4+ Cx=(C,D"+C, D" ... 4 C)x.
T, und T, sind Funktionen von ¢ allein.
Berechnet man nun 1, 4,,..., 4, als Wurzeln der Gleichung

¢ (1) 1 (4) — ¢, (D, (2) = 0.
so ist die vollstdndige Losung
X == Alez‘t -+ A.:ci'zt R Ane;"" 4 P(t)
y=B,e™ - Bye™ 4. 4 B e 10 (0),
worin die 4, willkiirliche Konstanten sind.
Die B; folgen aus den Relationen |

4;f,(2) + B, g, (2) = 0.
P(t) ist dabei ein partikulires Integral der Gleichung
{pa (D)1 (D) — ¢, (D) f3(D)} % = 9o (D) Ty, — @, (D) T,
Q(t) ist ein partikulires Integral der Gleichung
{9 (D) (D) — @1 (D) [y(D)}y = £, (D) Ty — £, (D) T,
Sind zwei 4, z. B. 4, und 4,, komplex und konjugiert, also
11:“*‘*—7:}9, 12:“_1:/37
so heiBt der entsprechende Teil von x
¢ (L, cos Bt -+ L,sin ft),
und von ¥y
e*’ (M, cos Bt -+ M, sin B1).
Die Relation zwischen den L und M findet man am besten durch
Einsetzen in die Differentialgleichung.

Sind zwei A gleich, z. B. 1, und 4,, so heiBt der entsprechende
Teil von x

HA A4,
hHB 4+ B'Y.

der von y
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Dabei gelten die Relationen:
A f,()+ B’ (4) =0,
Af,(0)+ Bo, @)+ 40P 4 prind o,

b) System homogener linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung.

dy.
dxl 011y1+01'yﬂ [ '+01nyn

dy,
S = CuYitmYat T Cns
aYa
dx =cn1y1+cn2y2+"'+cnnyn'

Die c,, seien Konstanten. Man setzt y1=a1e“, Ya =a26“ usw.
Dann erhilt man 1 als Wurzel der Gleichung

€11 — A5 Cqp ... C

in |
L()= oy Cog— A or Cap —o.
{ Cpao Crna Cnn—;' ;
Ihre » Wurzeln seien 1,, 4,,...,4,. Dann wird

y, = h a,, el‘”—l—h a6 .. ha,, 6
YQ=h1“21 Yty age ;,,x+ -t h,ay,e ¥

yn=h anleilx+h an26/2x+ +hn nn

wo die % willkiirliche Konstanten sind. Die g;, sind die Loésungen
des Gleichungssystems:

(10 — A Ay + cyaaq, RREEEE i =0
Cay* Ayy, +(022—lk)a2k+"'+ Conuy =0
Cp1 %1y + Cnafay _{_ +( Y )ank=0

Die Lésung ist nur dann vollstindig, wenn entweder alle 1, ver-
schieden sind, oder wenn fiir jede m-fache Wurzel von L(1)=0
alle (w — m - 1)-reihigen Unterdeterminanten von L (1) verschwinden.
Gilt letzteres nicht, so sind die g;, als ganze rationale Funktionen
von x zu bestimmen.
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6. Totale Differentialgleichungen (Pfaffsche Gleichungen).

Eine totale Differentialgleichung in drei Verinderlichen, homogen

und linear in den Differentialen, hat die Form
Pdx +Qdy -+ Rdz=0,

worin P, , R Funktionen von %, y, z sind. Durch diese Gleichung
wird jedem Punkte des Raumes ein Flichenelement zugeordnet.

1. Die Beziehung

. 0Q oR oR opP 0P . @ .
k=p(-T) o %) +r( -5 =0

die sogenannte ,Integrabilititsbedingung®, ist notwendige und hin-
reichende Bedingung fiir die Existenz einer Loésung von der Form

D(x,y,2)=C.
Geometrisch bedeutet die Losung eine Flichenschar. Eine Gleichung,
die die Integrabilititsbedingung erfiillt, heiBt auch eine ,eigentliche®
totale Differentialgleichung.
2. Ist K == 0, so bildet man eine willkiirliche Beziehung

v (%, y,2) =0
und ihr Differential

oy oy oy ,

Bestimmt man aus diesen zwei Gleichungen z und dz als Funktion
von x,y, dx, dy und setzt man die Werte fiir z und 4z in die totale
Differentialgleichung ein, so erhilt man aus ihr eine Gleichung der Form
Mdx +Ndy=0,
wo M und N Funktionen von x und y sind. Das Integral dieser
Gleichung sei
@ (x,v)=C.

Dann besteht die Losung der urspriinglichen Gleichung aus den beiden
simultanen Gleichungen

y(x,y,2)=0 }
p (% y)=C
Die Losung bedeutet also gewisse Kurvenscharen auf beliebigen
Flachen. Derartige Gleichungen, fiir die K == 0 ist, heien auch ,un-
eigentliche« totale Differentialgleichungen,
Im Falle K =0 wird die Losung @ (x,v,z) == const. folgender-

maBen gefunden. Man bildet die Hilfsgleichung

Pdx+4-Qdy=0

mit z als Konstante und sucht ihr Integral u(x, y, z) = # = const, also

ou , ou Al
*a*x*dﬂb—i—g&dy“ 0;
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dann bestimmt sich ein ,integrierender’* Faktor 4 durch

1=t 0w __ 1 0%
T Pox  Q oy’
welcher die Gleichung

A(Pdx+Qdy+ Rdz)=0
auf die Form bringt:
du -+ Sdz=0,

worin
u

lij
IR— 22 =S

z

bedeutet. Fiihrt man schlieBlich in S statt x, 9,z die Variablen x, %,z
mit Hilfe von #(x,y,z)=u ein

S(x,v,2) = S(x,u,2),
so wird in dieser neuen Form S von x unabhingig. Das vollstindige
Integral v (u, z) = const der Gleichung

du+Sdz=0

gibt dann eine vollstindige Losung der urspriinglichen Differential-
gleichung, wenn man in vy (#,2) noch » durch u(x,y,z) ersetzt:

y(u,z) = D(x,y,2) = const.

Statt des oben bestimmten Wertes A ist auch i-F (@) ein integrieren-
der Faktor, wo F eine willkiirliche Funktion der Losung @ bedeutet.

Als Kriterium fiir die Integrabilitit, d. h. die Existenz eines inte-
grierenden Faktors kann auch die Nichterreichbarkeit eines Punktes
von einem beliebig benachbarten lings solcher Kurven beniitzt werden,
die Losungen der Differentialgleichung sind.

Fiir mehr als drei Variabeln gelten analoge Aussagen im Mehr-
dimensionalen; fiir nur zwei Variabeln existiert immer ein integrieren-
der Faktor.

C. Partielle Differentialgleichungen.

1. Verschiedene Arten partieller Differentialgleichungen
1. Ordnung.

1. Die in den Ableitungen lineare partielle Differentialgleichung
mit zwei unabhingigen Variablen x und y und einer abhingigen
Variablen z lautet:

P(x,5,2)-p+Qx % 9g=R(x 52

0z 0z
p’—_a“;’ q—ﬁ-

wo
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Man bildet das System der gewdhnlichen Differentialgleichung (siehe
S. 84)

dr _dy _ dz

P~ 0 R
und bestimmt fiir dieses System zwei voneinander unabhingige Inte-
grale u(x,y, z) =a und v(x, y,2) =b.

Dann ist ¢ (#, v) = 0 eine Losung der gegebenen Gleichung, wo ¢
eine beliebige Funktion ist. Diese Losung enthilt alle Losungen mit
Ausnahme der singuldren.

Entsprechend wird bei mehr unabhéngigen Variablen verfahren.

II. Hauptformen partieller Differentialgleichungen erster Ordnung.

1. Hauptform: w(p,q)=0 oder g=7{7(p)
Die Variablen treten nicht explizit auf.

Das vollstindige Integral ist
z=ax+bv-+c, wo w(a,b)=0 oder b=f(a),

z=ax+yf(a)+c.
2. Haupttorm: y(z.$, q) = 0.

also

Die unabhingigen Variablen treten nicht explizit auf.
Man setzt z==z(x 4 ay) =2z(£). Es wird dann

__6z aE_dz __dzaé__ dz
b=rax—ar 1T ary =i’
dz az

das fiihrt auf y (z a5 @ ;12_:) = 0, also auf eine gewohnliche Differential-

gleichung. Es wird

d
as =P a)
also
x+a —{—b:f dz = F(z, a)
y p(z,a) e

3. Hauptform: ¢(x, )=y (y g). (Separation der Variabeln.)
Man setzt beide Seiten gleich einer Konstanten 4 und erhilt

p =, (% a), g="1,(y, a)-
Die Integrale dieser beiden Gleichungen

z==f, (x, a) -+ einer von x unabhingigen GroBe
z="f,(y, a) + einer von y unabhingigen GroBe

sind enthalten in

z=f,(x,a)+ 1y, a)+ b,

der vollstindigen Losung der urspriinglichen Gleichung.
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4. Hauptform: z=px-+qgy+ @(p, 9.
Die vollstindige Losung dieser Gleichung ist

z=ax~+by-+¢(a,bd).

2. Partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung.

a) Die in den 2. Ableitungen lineare Gleichung 2. Ordnung.

Sie lautet:
Rr+Ss+Tt=17,
wobei . . .
,_ _op O _ap_oq 00
T ext 0x’ T oxoy oy ox’ Tyt oy
ist und R, S, 7, V Funktionen von %, v, z, §£=¢” g;=q sind.

Man gelangt wegen dp =rdx -+ sdy, dg=sdx -+ tdy zu den
Hilfsgleichungen
Rdy?+Tdx®— Sdxdy=0
Rdpdy+ Tdgqdx=Vdxady,
dz=pdx+qdy.
Die erste (quadratische) dieser Hilfsgleichungen zerfillt in zwei lineare
Faktoren (dy — &,dx)(dy — &,dx) = 0, welche fiir sich gleich Null
gesetzt werden konnen.

Sind u, (vyzpq) = a, und v, (vyzpq)=>b, bzw. u; = a,, v, =",
Losungen dieser Hilfsgleichungen (bei Nullsetzung des ersten bzw-
zweiten linearen Faktors), so ist

u, = f, (vy)
und ty = 5 (V)
je ein Zwischenintegral') der Grundgleichung, wobei f, und f, will-
kiirliche Funktionen sind.

Folgt nur ein Zwischenintegral, so ist dieses als Differential-
gleichung 1. Ordnung zu ldsen. Folgen zwei Zwischenintegrale, so
l6se man sie nach $ und ¢ auf, setze sie in

dz=1pdx4qdy

ein und integriere.

b) Methode der Separation der Variablen.

FEine hiufig brauchbare Methode zur Zuriickfilhrung, besonders
der in der Physik vorkommenden homogenen partiellen linearen
Differentialgleichungen auf gewdhnliche Differentialgleichungen besteht
darin, dal man partikulire Losungen von der Form

1) Zwischenintegral heiit eine Gleichung u (¥yzpq)=a, aus der durch
Differentiation ' die urspriingliche Differentialgleichung wiedergewonnen wer-
den kann.
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V="1(9) 1) 14

sucht, wo V' die abhingige Variable, ¢,, ¢,, ..., g, die unabhingigen
Variablen, z. B. die Koordinaten des Raumes und eventuell der Zeit
bedeuten. Von der Wahl dieser Koordinaten hingt dann die spezielle
Form der Gleichungen bzw. der Losungen ab. Durch lineare Kombi-
nation der Partikularlésungen findet man die vollstindige L&sung.

Setzt man den Ansatz fiir I in die gegebene Differentialgleichung
ein, so ist meist moglich, z. B. durch Division mit f,-f; ... f,, sie auf
eine Form zu bringen

2, (4117 Z; Z*f)Jr D, (qn - 9w ; af2 ---)=0,

d. h. auf eine solche, daB die Gleichung in 2 Telle zerfillt, von denen
einer nur eine unabhingige Variable enthilt. Da diese Gleichung
fiir beliebige Werte von g, gelten soll, muB &, gleich einer Kon-
stanten sein.

Wir setzen daher &, =«, P,= — «. Die erste Gleichung ist
eine gewohnliche Differentialgleichung, die zweite sucht man analog
wie die urspriingliche weiter zu zerlegen.

Als Beispiel betrachten wir die Gleichung (vgl unten 8.b)

v 1 0V 1 9%V
Lo O Yo

Wir setzen 7 = P(p) QP ) Z(z) und setzen ein:
P”(DZ—[———(PZ—}— . P.Z 4 PO L 1EPDL—0
oder

ﬁ+@P+12f;+ +4=0.

Es wird also:

EZ_: — B 7 = pTike
%: — m?; D=t
7 4 2 9 o a2 a9y
s — =K+ 1=0; P= Z, @V — &) (val S.36),
also V — eii(kx"f me) Zm (@ Vﬁ—kg—)’

wo k und m beliebige Konstanten sind.
Weitere partikulire Losungen sind auch Ausdriicke der Form:
2—;;, g%/, [Vyk)dk usw.

Der schwierigere Teil des Problems besteht aber darin, gewisse
»Randbedingungen® fiir die Losung zu erfiillen. Diese bestehen meist
darin, daB auf dem Rand, d. h. auf bestimmten Kurven bzw. Flichen
V' gegeben ist. Das iibliche Verfahren hierfiir ist folgendes: Man
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transformiert die gegebene Differentialgleichung auf solche Variablen,
daB eine Variable g, auf dem Rand konstant = ¢ wird und entwickelt
das hier gegebene I/ nach solchen Funktionen der andern Variablen,
wie sie in den partikuldren Losungen der Differentialgleichung fiir
diese Variablen auftreten. Man stellt jetzt eine lineare Kombination
von Partikularlésungen auf, setzt in ihr g, = ¢ und wihlt ihre Koeffi-
zienten so, daB sie mit der Entwicklung von V fiir ¢, = ¢ iiberein-
stimmt; dann liefert sie (mit wieder variablem g ) eine Lésung der
Differentialgleichung und erfiillt fir ¢, = ¢ die Randbedingung.

Es ist wichtig zu bemerken, daB bei manchen Differential-
gleichungen nicht beliebige Randbedingungen zu erfiillen sind, z. B. bei

2 2

. 14 v
der Gleichung %é. = q2 —66_37’

Typus® bezeichnet wird, im Gegensatz zu 4V =10, die den ,ellipti-
schen Typus“ besitzt.

Mit Hilfe dieser Methode findet man z. B. Losungen von folgen-
den Differentialgleichungen

1. AV =0 in der Ebene').

welche als Gleichung vom ,hyperbolischen

v 1%
a) QI:x’ qszy; AV:"a;{—*_'aWys:O

Partikulire Losung: V, = g TRIE)

V0=(a x4 a,)(byy+by).

1 0V 1 8° Vv
b) 9 =0 L=9; AV_"""!_Oag 92 ()qo -

Partikuldre Losung: Ve= Q+k e
V():al'_i"a-zln()‘
2. A4V =0 im Raume.

*v
a) q’_x’ qﬂ_y’ q3—2, AV~8x2+6y2+3z“—0.

Partikulire Losung: V,, ==¢'®*t¥tma  yo g2y )® +m =

'V 10V 19°v
b) =0 =@, 3=2; AV—302+969+ “‘Btp2+ 82":

Partikulire Losung: V,, = ¢ ®Em9 7 (i} 5)2)

m time

V0m=(alz+a‘>)9 e
Vko‘*gi‘k% P+ be)Zo(ikQ)
VOOZ( 12+ﬂz)(bl(P—l—be)(cl—*—Cean).

) Die inhomogene Gleichung AV = a wird gelost durch V=V, +V,, wo
2
4V, =0, 4V,=a bei z.B. V, ~a—x2 oder —y“‘ oder ?—:—.

%) Z,, bedeutet eine Zylinderfunktion m-ter Ordnung (vgl. S. 36).
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C) §=1, §=9¢, 3="1;

aV) 1 0( aV) 1. 'V
AV*E( o) T oo\ P 5p) T ama e =0

Partikulidre Losung:
V,=(a,2" +a,r ") Y (99)?)
baw. V,, = (a,7" 4 a7~ ") e ¥ P¥ (cos 9).?)

2

o'V oV
S TmT g
V — +th——y
Vo=10a,%=a,.
'V
4 Fm=a ——(vgl 1a).
tk(x+ay) -
V,=e bzw. V="~ (x + ay) + f, (x — ay)
Vo= (“1" + a,) (b, y 4 by)-
v oV 22V
5< a;—g—{—aE:b a—y—z—,

Vk — e—%”i’.kTyi zv%’—:-;z;
Vo =(ay + aze™ ") (by y -+ by)-
2

6 +a 14 ? Ve alVy Yoy = C o @i eritsentbysrafa
o T Vb T :

7. AV -+ 2V =0 in der Ebene.
a) ¢, =2, g=y; AVF1V= x2+ +z V=0.

+ 2V —a? At iy VhR +(1—a2) A2

Vka =¢£
Voo = etHhertitovizat (bzw. = e THmEED wo mB- n2=17
V. = e:{-hx+iy\/k"—+?-;
T
Voo = (a,% + a5 e
b) ¢,=0 ¢ =
V,=e"*vZ,(lo)
Vo= (a,9 4 a5) Z,(4g)-
8. AV-+1*V =0 im Raume.
a) g =% ¢y=9 g3=2
V= e wo 2=k 17 - m?.

tm

1) Y, bedeutet eine Kugelfunktion n-ter Ordnung (vgl S. 29).
%) PP bedeutet eine zugeordnete Kugelfunktion (vgl. S. 34).
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b) ¢,=0 ¢=9 g=z
v =€i¢(k‘+m¢)zm(gvlz—k2).

km

C) 94=7 o=@, Q3:0'
Vﬂ = vl;271+% ("{ ) Yn (l?'(p) (Vg] 2)

Partikuldre Losungen der Maxwellschen Gleichungen.

Auf eine Gleichung der Form: AV 4 1*1 = 0 lassen sich auch
die Maxwellschen Gleichungen zuriickfithren:

t0C  4=x . 1
st oE=rotd."
w09
— =rot .
div § = 0.

Durch Einsetzen der folgenden GréBen: € = ¢ et § = 9, et @?

p= Ve u— i4”w”f (p = komplexer Brechungsindex), wo w ein will-
kiirlicher Parameter, die Frequenz, ist und §,, §, und M, von ¢ un-
abhingig sein sollen, Qoz%ﬂﬁo und durch die Ersetzung aller

p

Langen ! durch die dimensionslosen ,Lingen“ I’, wobei l’=l-9-c- s

erhilt man die in § und 9 symmetrische Form:

— rot’ ) Tot
E, =rot’ M, <rot = b usw.) .
M, = rot’ §, o
div/ M = 0.
Die Losung dieser Differentialgleichung wird erleichtert durch

Einfihrung des transformierten Herizschen Vektors §, durch die De-
finitionsgleichungen:

€, = grad’div’ %, -+ B, = rot’ rot’ §,,
M, = rot” B,.
Dies fithrt auf die eine Differentialgleichung:
grad’ div’ §, — rot’ rot’ Bo + B, = 0,
oder A" By + R, = 0.
Das sind Differentialgleichungen der Form AV 4V =0 fir die

(Cartesischen) Komponenten von Po- Aus P, findet man durch Ein
setzen die Komponenten von €, und M,.

1) Betreffs der Vektorsymbole vgl. den Abschnitt ,Vektoranalysis®
sowie S. 193.
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1. Cartesische Koordinaten (x'y’z’):

P, = Cet*s+ly+ms), Poy =0; P,,=0; (B* 414 m?=1)
EOz=C(1 _ k‘z),ei(kx'+ty'+ms’)’

Ey, = — C-kl-et-),

E,,=—C-km-e'(-),

M,. =0,

My, =C-im-e*(2),

My, = — C-il.e!).
Weitere Losungen findet man durch zyklische Vertauschung der
Komponenten, sowie durch Vertauschung von ¢, und 9¢,.
2. Zylinderkoordinaten (o', ¢’, 2’).
P, =C,-ciootie) 7 (9'\/1 — 19
Py, =Cyeei).Z, ()
POz = C3 ’ et(—) : Zn (_)
oder
Py, = (C,cos ¢ + Cysing)e!-) Z (—)
Py, =(—C,sing 4+ C,cosgp)e!)Z (—)
Py, =Cye' 2, (—).
Fir C, =C, =0 wird dann:
Epp=Cyridy[1t — 1% Z,(0"y/1 — A7) eitrsia) 1)
Eop = = G357 2, (=)'
EOz = C8 (1 - ’12) Zn(—) et
My, = Ca%Z” (=)

Moy =G4 \/1 - ;_22",(__),5”_)
M,,=0.
Die Losungen fir C, =0 und C, == 0 sind komplizierter.

Weitere Losungen erhdlt man durch Vertauschung der §,und 9t,.

3. Polar-Koordinaten (r, @, ).

C

Poo = Zus () Y, (1)
C

P0y=_‘/% zZy
C

Po.= 2Y-

Hieraus folgen Losungen fiir € und 9.

1) 7’ bedentet die Ableitung von Z nach seinem Argument.
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Um ein besonderes ‘einfaches und symmetrisches System zu er-
halten, kann man wie folgt verfahren. Setzt man:

Ya " YnZu+d
e i V) ™ Z, () =L, () (VnLn _ Yn v_;_(_v))

so wird A4V, L)+ V,L,=0.
Fir L, gelten folgende Formeln:

’

L'—«L,,—f—L =0
Ln(2n+ ): n+1+7 Ln—l

' 0Ly

Ln - 7Ln-1 (67 - an—l)

AL, =2(n-+ 1)L,y —L, grad L =1tL,_
furV, : 4V, =0

oV, WV, oV oV,

P ey e )V, = (r grad V).
Es gilt also auch:
oVa
Y| (Ln+1 ax ) +Ln+1 — = 0.

Die Gleichung AR + B =0 hat daher die partikulire Losung:

B=Luys1(r)grad V,(r,,9).
Hieraus folgt:
ot §—L,[rgrad V,] =M (divR—0) (M, =0)
rotrot B—=graddiv P+ P=—r(n+1)L,_, V,
+Lnr1— (1) L,)grad V, =€
divp=—(n+1)-V,L, (div € = 0)

(E,. — n(n+1) V,,L,,> -

L4
Ausgeschrieben lauten diese Ldsungen:

1 ’
Eop= 520y () Y, (3 9)

4

-t ). 2
Eor= o i smﬂ( ity ”+’> 9 (H9)
1 1 ayv

M0r=0
—1 Y,
ESS _'_:Z‘y
Mog v(v-H)'\/r’ +%( ) o9 (ﬂ (p)
Moo= —— e 2,1(") 22 (3, ).

v(r+1)-sind.yJy’

1) Es gibt 2n# — 1 verschiedene Y, und V,.



Riemanns Integrationsmethode. 97

¢) Riemanns Integrationsmethode.

1. Es sei gegeben eine partielle Differentialgleichung

2 2
0 0
3 a2 —_Z‘ = O¢

ot 0x
Setzt man af ==y, so wird

AU

oy ax?
a . . F) @ a‘“’n
' an . W o 2
dy und 5, Selen stetig. enn neben P und e auch noch ¥ oy

existiert und stetig ist, so lautet die allgemeinste Lisung:

n=fE+9)+hHx—y)
unter f, und £, willkiirliche (zweimal stetig differenzierbare) Funktionen
verstanden.

Randbedingung: Ist lings einer Kurve ¢ im x, y-Diagramm

z”z und gegeben so ist in einem Punkt x,, y, die gesuchte Losung

7 (%, yl) gegeben durch die lings der Kurve ¢ erstreckten Integrale:

a

2-9 (%, yl)zf(z—z~‘-) (dx~—¢y)+f dx+dy)

a

wobei als untere Grenze a ein beliebiger Punkt der Kurve ¢, als
obere Grenzen ¢ und g aber die Schnittpunkte der Kurve ¢ mit den
beiden durch (x,, y,) unter 45° gehenden Geraden

X—=Yy=2% "%
x4 y= %, + Y1
verstanden sind.
Uber die Bestimmungskurve ¢ ist dabei vorausgesetzt, daB sie
von derartigen Geraden nur je einmal geschnitten wird. (Andernfalls

on

wiren die Werte -~ Tx und Zg auf ihr nicht beliebig vorschreibbar.) Ist

auber %Z? und % zwischen « und § der Kurve ¢ noch # selbst in e« und

B vorgeschrieben, so ist einfacher
a7
277("1’ yl)—ﬂa+77ﬂ +f dy+ dx).

2. Es sei jetzt die Gleichung gegeben

°u 0w
o o THT0

Madelung, Math. Hilfsmittel. 7
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Ihre Losung im Punkte x,, y, ist bei vorgeschriebenen Werten
ou

— und g—: auf einer Kurve ¢ und vorgeschriebenen Werte u, und u;:

6
? ? 9 F
2tz 1) = | (00— 02y (00— w20 s,

worin v eine partikulire Losung der Differentialgleichung ist, namlich
v=1,(iz) (vgl. S. 36), wo z= ‘/(y ) — (=)

v= 1+ S D
"1—22 2242 .224262 te

also v =1 auf den 45?%-Geraden.
Ist statt auf der Kurve ¢ jetzt auf der Kurve y = O vorgeschrieben

u = f(x), g% = F (x), so wird

x1+3 %1+

2 “(xl’ y1):f(x1_y1)+f(x1+y1>+y1f"1;g f(x) dx —}—J“U F(x) dx
X1—nN X1—%
mit rde 22

3. Es sei vorgelegt:
2
28U _ o

ox2

Telegraphengleichung).
grapheng g

bt

0x® ot a?
und setzt man ferner
ac a?
X = X; = - Y,
so wird 2w 22u
e —u=0,
X Y

welche Gleichung nach (2) gelost wird.



Sechster Abschnitt.
Lineare Integralgleichungen.

Integralgleichungen 1. Art.

Allgemeine Form:
b
fis)=JK (s, )@t

wo [ und K gegebene und ¢ die gesuchte Funktion ist. K heiBt der
»Kern“der Integralgleichung, Diese Integralgleichung ist im allgemeinen
nicht lésbar. Sie ist 1osbar in gewissen Fillen, z. B. wenn K eine
Greensche Funktion ist. In diesem Falle ist sie in eine Differential-
gleichung iiberzufiihren.

Integralgleichungen 2. Art.

Allgemeine Form:
b
¢ () = 1(s)+4J K(s, )p () at.

Diese Integralgleichung ist dquivalent dem Grenzfall im # = oc des
folgenden Systems von linearen Gleichungen:

P (@) = 1) + 1.5 Kt ) (@) 1 — )

o=1,2,..,n; a=a, <@, <...<ea,=0.

Bei dem Grenziibergang bleiben alle Eigenschaften des endlichen
Systems erhalten, Es folgen hieraus viele Analogien zu den linearen
Gleichungssystemen.

Fall 1. Die homogene Gleichung (f (s) = 0) besitzt keine Losung.
Dann besitzt die inhomogene fiir jedes f(s) eine und nur eine Losung.

Fall 2. Die homogene Gleichung besitzt eine oder mehrere
linear unabhangige Losungen ¢, ..., ¢,. Dann besitzt auch die trans-
ponierte Gleichung:

b
p(s)=21[K(ts)p()dt
7'-%:
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ebensoviel Losungen g7, ..., ¢;,. Damit die inhomogene Gleichung 16s-
bar wird, muB

[t i) dt=0 (h=1,2,..., n).
sein.

Eigenwerte und Eigenfunktionen.

Die homogene Gleichung
b

@(s)=2[ K(s,8) p () dt (d. h. f(s) = 0)
a
besitzt im allgemeinen keine Losung auBler fiir gewisse ausgezeichnete
Werte des Parameters 1, die Eigenwerie des Kerns.

Die Eigenwerte 1,, 44,45, ..., 4, bilden eine diskrete nirgends im
Endlichen sich hiufende Zahlenmenge. Sie kénnen reell oder komplex
sein. Die zugehdrigen Lésungen ¢,, ¢,, ..., ¢, heiBen Eigenfunkiionen
des Kerns.

Zu einem Eigenwert gehdren nur endlich viele voneinander un-
abhingige Eigenfunktionen (einfache und mehrfache Eigenwerte).
Jede lineare Kombination von ihnen ist wieder eine Eigenfunktion.
Sie lassen sich daher durch ein aus salchen Kombinationen gebildetes
dquivalentes orthogonales System ersetzen.

Symmetrischer Kern.
K(s,t)=K(t,s) (Orthogonale Integralgleichungen).

Bei symmetrischem reellen Kern liegen besonders einfache Ver-
hiltnisse vor:

1. Er besitzt immer Eigenwerte.

2. Alle Eigenwerte sind reell.

3. Zwei Eigenfunktionen zu verschiedenen Eigenwerten sind
zueinandér orthogonal, d. h. es ist:

S ou® g, ()dt=o0.

Samtliche Eigenfunktionen des Kerns bilden daher ein orthogonales
System.

Darstellung des symmetrischen Kerns durch Eigenwerte
und Eigenfunktionen.

Es gilt die Bilinearformel:

K (S l‘) 22 Pn (53:7': ® ,

wenn die (iiber alle Eigenfunktionen zu erstreckende) Summe gleich-
mibig konvergiert.
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Auflésung der inhomogenen Gleichung mitHilfe der Bilinearformel.
Wenn 1=/ ist, konvergiert auch

2 Pu (5) @a (2) =K (S, Z).

e — 2

K(s,?) heiBt ,losender Kern“. Er dient zur Lésung der inhomogenen
Gleichung in der Form:

95 = 1)+ A K@) @) at =) +2- X 28 fo ) 1) ar.
Ist i=14,, so gilt die Formel nur, wenn !
| Je ) @®at=o
1st,

Auflosung der inhomogenen Gleichung durch die
Neumannsche Reihe.

() =1+ A2 K(s,)f()dt + 22 [ [ K (s,4,) K (4, ) £ (¢) at, dt
+ 23 [[[ K (s,8,) K (b, t,) K (t,, 8) £ () dt, dt, dt + ...
Die GroBen
J K (s,t) K (t,,t) dt, = K, (s, 0)
sz (s t1) K(tv t) dt1 = Ks (s’ {)

usw. heiBen ,iterierte“ Kerne. Es gilt
¥n () a (?)
Ke(s’ t) ZZ —’ETL’
n An

falls die Summe gleichmiBig konvergiert, ebenso

Ky(s, )= ) o8 (s,);"(t)

usw. Mit wachsender Iteration konvergieren die Bilinearformeln besser,
bei stetigem Kern stets von K, ab.

Entwicklungssatz (Analogie zu Fourierschen Reihen).
Ist die Funktion F(s) mit Hilfe einer anderen Funktion G (s)
darstellbar in der Form:

F(s)= [ K(s,4) @ () dt,

so 1aBt sich F(s) nach den Eigenfunktionen des Kerns entwickeln in
einer gleichmaBig und absolut konvergenten Reihe:

F (3) =%7 Cn (pn (S),

wo c,=F({)o,)dt

ist. Dies folgt aus der Bilinearformel.



Siebenter Abschnitt.
Variationsrechnung.

Die Variationsrechnung stellt sich die Aufgabe, Funktionen «, v, z.

von ¢, #, v, ... zu ermitteln, welche ein Integral
[7%729 3 \
X
S:ff... V(t, 00,0, 00 %y ¥y ey Ko Xy o) dbdu ... <xt:b7’ )

tuy

zu einem Minimum oder Maximum machen. Dabei konnen die Grenzen
fest oder auch variabel mit gewissen einschrinkenden Bedingungen
vorausgesetzt werden. Jedoch laBt sich der Fall variabler Grenzen auf
den mit festen Grenzen zuriickfithren. Wir betrachten daher nur den
Fall fester Grenzen. Die losenden Funktionen unter den zur Kon-
kurrenz zugelassenen Funktionen heilen Exiremalen.

Verschiedene Formen des Integranden.

a) V(x, #,{) mit einer abhangigen Funktion x(f) von einer un-
abhingigen ¢ und deren Ableitung x(t):% Variteren wir die
Funktion x(f), indem wir statt ihrer setzen

x(t) +e-&(),
so wird die zugehérige Variation von S definiert durch:
2

85— 030 ED f( ERASLE

21

oder durch partielle Integration des mit £ behafteten Teils:

05 e +fé e — a5

Ist x(¢) fir £ und ¢, vorgeschrleben, also dort £ =0, so fallt der
erste Teil fort. Die erste notwendige Bedingung fiir ein Extremum
von S, daB &S =0 ist fir alle zuldssigen Funktionen &, hat zur

Folge, daB
L=
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sein muB (Euler-Lagrangesche Differentialgleichung). Sie bestimmt x (f)
bis auf zwei Integrationskonstanten, welche durch die Randbedingungen
festgelegt sein miissen.

b) V(x,y, %, y,...,t) von mehreren (n) abhingigen Funktionen
einer unabhingigen {. Hier wird 6S =0, wenn x(f), y (), ... die
Gleichungen

oV ((’) V> oV N ((’) V>
9x  dt\ox 0, 2y dt\gy 0, -
erfilllen. Das sind # Differentialgleichungen 2. Ordnung. Sie bestimmen

%(t), y (@), ... bis auf 2n Integrationskonstanten, die durch die Rand-
bedingungen festgelegt sein miissen.

c) V(x,k; %, x,t) von einer abhingigen Funktion und ihren Ab-
leitungen bis zur 3. Ordnung Hier wird
t2
da ov v oV
( ¥ dtax>+§6'x"J

6S:s[§<92——d- v,
L p
ts .
v d v v d’ v
s e

0k  dtor | dt*ox
dt 0% T de ox

84S wird also gleich Null, wenn auBer x(¢) auch % und x fiir ¢ und ¢,
vorgeschrieben sind und die Gleichung

av 4 oV d v at v

ox dt ox e o a1 %
erfillt ist.

A)V(Eu, oo %% oy By Xy, -5 ¥V Vs - - -)- Mehrere unabhingige

£y, u,.... 0S wird gleich Null, wenn x (¢, %. ...) usw. bestimmt werden
aus den Lagrangeschen Gleichungen-

=2 ) = o)

ox 0t \ox ) Fu

L) 5 -

ay 0t \0y, 0Yu/
usw.

Nebenbedingungen.

Sind zu dem Problem fdetdu = Extremum noch Nebenbedin-
gungen gegeben in der Form ffG dtdu = Const, ffH dt du= Const, ...,
so ist in den Lagrangeschen Gleichungen V durch V 4- AG + uH 4- ..
zu ersetzen. Die Lagrangeschen Faktoren 4, u, ... sind nachtraghch
aus den Rand- und Nebenbedingungen zu bestimmen.

1

2 1
1. Beispiel. f(%) dt = Extremum, Nebenbedingungfx%t:C,
0

0
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Randbedingung x(0) = x(1) = 0. Die Lagrangesche Gleichung heift
fir V—1G =4x% — 1x? jetzt ¥ - Ax = 0. Thre Losung ist

x=Asin(Vii+ «).

Aus der Randbedingung x(0) =0 folgt ¢ =0, aus x(1)=0 folgt

VA2 =mnn, d. h. 2 kann nur die Werte A, =n*n® annehmen. A4 be-
2

stimmt sich aus der Nebenbedingung zu %_ = (, alsoist die Losung:

x= 4+ V2Csin (nat), A, =n?a"
1spi ‘— g 2 op 2']1 .
2. Beispiel ff (<5;) —+- (a—;> | dx dv = Extremum ohne Neben-

2 2
bedingungen hat die Lagrangesche Gleichung aa—x% -+ %}q‘; =0=Adep.

Kommt noch die Nebenbedingung ff p?dxdy = Const hinzu, so
heifit die Lagrangesche Gleichung fiir ¢ 2 - Py Ap?ijetzt Ap+ Ap=0.
Soll hierbei ¢ == 0 auf der Randkurve sein, so ist eine Losung, dhnlich
wie im ersten Beispiel, nur fiir gewisse diskrete Werte von 4 moglich,
nimlich fiir die ,Eigenwerte“ 1,, welche stets positiv 1= k? sind.
Die zugehorigen Losungen ¢(x,y), die ,Eigenfunktionen“ ¢, (x,y)
erfiilllen die Orthogonalititsbedingungen

JI @u pudzdv=o0 (n = m)
und mogen normiert sei durch

JI2andy =1
als Nebenbedingung. Die Losung einer Differentialgleichung ist also
aquivalent der Losung eines Variationsproblems. Oft ist letzteres,
wenigstens nidherungsweise, leichter zu ldsen als ersteres, so daB man
auf dem Umweg iiber ein Variationsproblem zur Lésung von Diffe-
rentialgleichungen erhilt, z. B, durch die
Ritzsche Methode. Diese soll an dem obigen Beispiel 1 aus-
einandergesetzt werden. Vorgelegt ist also

ax
W -}—lx=0,

mit Randbedingung x(0) = x(1) = 0. Dies ist nach Beispiel 1 iqui-
valent mit
1 .
dx\" <

f(ﬁ?) dt = Extremum, Ofx2 dt=C, %(0)==x(1)=0.

0
Wir nehmen eine Folge von spiter zu bestimmenden Funktionen
i@, (), ..., f, () und Konstanten ¢, ¢,,...,c, und machen den
Ansatz

%(t) =12”’€pfp(t).
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Dadurch geht das Variationsproblem uber in das neue Problem
n n " 1
b = Ext MV =(
‘,TIZI;'Cququ Extremum, ‘,T,/_,cprqBM C,

wobei
1 1
AM:J (0t dt, B,, :()ffp(z).fq (t)dt.

Die Lésung des neuen Problems (Bestimmung der ¢ ) erhalt man aus
dem linearen Gleichungssystem

%’(p(qu—prq)cO g=1,2,...,n),

wo | ein spiter zu bestimmender Lagrangescher Faktor ist. Jetzt
nehmen wir fir f,, f,, ..., f, speziell die Funktionen

fL=C,, fo="Cy+Cox, [3=0Cy+ Cax+ Cya® ...

und verlangen, dafl jede dieser Funktionen f fir sich die Rand-
bedingungen x(0)=x(1)= 0 erfullen sollen. Daraus folgt zunichst

C,=0, (,=0, C,=0, ...
und
Coa=0, CstCi=0, ...
also
fi=0, f,=0, fg=Cix+Cyx® bei Ci+ C§=0, usw.

Wir fiigen noch die Orthogonalitits- und Normierungsbedingungen
hinzu:

JhOfHdt =0 far ptg.

1
of fy (t)dt = B, =1, falls nicht £, (£) = 0.
Daraus folgt B o
fa=1t(1 —1)V30, fi=V30(1— 2f) usw.
Begniigen wir uns mit dre; Gliedern, also
3
20 = S e fy) = 0 =, V30£(1 — ),

so wird das lineare Gleichungssystem

¢y (1 — Agg) =0, also l=Ag.

1 1
l=[f2dt =30 (1 — 4t + 4% dt = 10.
(1] 0
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Da

0= Au:Am = A13 = Aee = A23 = B11: B, = B13=Bze=Be3

folgt aus der Nebenbedingung noch
1 1
C=[xdt=c}[fs ()dt=c;5-1,
0 0

also ¢ = =& VC und schlieBlich

x=+V2C-t(1 — 1) V15, =10,
statt der genauen in Beispiel 1 ermittelten Funktion:
X = iVZAC_Vsin(mf), Ay =,

0,

Benutzt man, statt nur der esmen nicht verschwindende Funktion f, ),

auch noch f, (¢), so wird das lineare Gleichungssystem auf 2 Gleichungen

reduziert und man erhilt 2 Losungen 1® und 12(2), welche nahe bei

llth, 4y = (2m)? liegen, wobei 112) noch niher an n? liegt als

obiges ! =1{" = 10. x wird dann durch eine Kurve 3. Grades noch

besser an V2Csinz¢ und V2C sin 2x¢ approximiert als in obiger

erster Niherung.

Aquivalenz von Variationsproblemen mit Integralgleichungen.

ffK(x, y) p(x) p(y) dx dy = Extremum, [ ¢?(t)=1, p=0amRand
hat dieselben Eigenwerte 1 und Losungen ¢ () als Eigenfunktionen

wie die homogene Integralgleichung

g —1[[K(xy)p@)dy=0.



Achter Abschnitt,
Transformationen.

A. Allgemeines iiber Transformationen.

1. Bedeutung einer Transformation.

Eine Transformation ordnet einem Wertesystem x, %, %,...%, €in
anderes x x;...%, zu durch ein System von Gleichungen der Form

X =1y (K Xy Xn); Xy == [ (X Xy Xn)s s Xn=T[0(¥ Xq- - %p)

Die f; sollen im folgenden stetige analytische Funktionen mit
von Null verschiedener Funktional-Determinante sein.

Eine solche Transformation bedeutet geometrisch
1. eine Koordinatendnderung. x,%,...%, sind die urspriing-
lichen Koordinaten eines Punktes einer #-dimensionalen
Mannigfaltigkeit (bzw. homogene Koordinaten einer # — 1-
dimensionalen Mannigfaltigkeit). x; x; ...x; sind die neuen
Koordinaten desselben Punktes.
2. eine Verschiebung des Punktes x, x,...%, in die neue
Lage x| x}...%, im selben Koordinatensystem.
3. eine Abbildung der Mannigfaltigkeit x, x,...x, auf eine
andere x} x,...%,.
1. Koordinatendnderung. Wir gehen aus von einem Carfesischen
Koordinatensystem.

a) Sind die f;(x,...%,) beliebige Funktionen, so hat man ein neues
im allgemeinen krummliniges Koordinatensystem (Spezialfille
siehe B. Koordinatensysteme).

b) Sind die f; /4neare Funktionen der x,, so erhilt man

a) fir gewohnliche Koordinaten ein geradliniges (i. a. schief-
winkliges) Koordinatensystem, bestehend aus parallelen
dquidistanten Geraden (affines Koordinatensystem),

b) fir homogene Koordinaten ein geradliniges Koordinaten-
system, bestehend aus (# — 1) Strahlen- (Ebenen-) biindeln
(projektives Koordinatensystem).
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2. Verschiebung.

a) Sind die f; beliebige stetige Funktionen, so erhalt man eine
endliche Verzerrung, bei welcher urspriinglich gerade Linien
zu Kurven werden.

b) Sind die f; lineare Funktionen, so erhilt man eine homogene
Verzerrung. Gerade und Ebenen bleiben solche. Sind sie ur-
spriinglich parallel, so bleiben sie es. Kegelschnitte und Flachen
2. Grades bleiben solche unter Anderung ihrer Achsenrichtungen
und Verhiltnisse. Konjugierte Durchmesser bleiben konjugiert.

3. Abbildung.

a) Durch beliebige Funktionen f; wird die Mannigfaltigkeit x, %, ...
auf eine andere «x’...x, abgebildet. Hierbei ist i. a. die Ab-
bildung nicht eindeutig, d. h. einem Punkt %, ...x, entsprechen
mehrere Punkte x...x,, bzw. mehrere Punkte x, ...x, ergeben
denselben Punkt x...x,.

Fir » = 2 ist die Abbildung konform, wenn

ow _oxl g od 0w
0%y 0%, 0%y EA
b) Durch lineare Funktionen f; wird die ganze Ebene x,... auf

die ganze Ebene x; eindeutig abgebildet. Sind die x gewdhn-
liche Koordinaten, so entsprechen den co fernen Punkten wieder
oo ferne, nicht aber fir homogene Koordinaten.

2. Spezielle Transformation.

a) Lineare Transformation.

Die lineare homogene Transformation, zunachst fir dre: Koor-
dinaten, ist dargestellt durch das Gleichungssystem

%y = gy Xyt g9 % + 415 %
Ky == Aoy Xy ~F lgg Xy + @py %y
Xy == Agq Xy + @gq Xy + gy %
Ihre geometrische Bedeutung ist
a) eine kollineare Transformation (projektive Transformation) in der
Ebene, indem man die x; und x{ als homogene Koordinaten in
der Ebene auffaB3t.

’ !
%1, _He ’ 1, ’ Xy
X == =3 ) ) = W
%3 *3 *3 *3

Gerade und Kegelschnitte bleiben solche.

Parallele Liniensysteme werden zu Strahlenbiischel.
Harmonische Strahlenbiischel bleiben harmonisch.

Der co ferne Punkt wird im allgemeinen zu einem endlichen.
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Die Transformation ist dquivalent der folgenden:

a3, %+ a3,y + gy g%+ a3y + agg
Ebenso ergibt sich eine kollineare Transformation im Raum mit
4 homogenen Variablen.

b) eine affine Transformation im Raum, wenn die ¥, xi’ gewohnliche
inhomogene Parallelkoordinaten sind, d. h. Gerade und Ebenen,
Kegelschnitte und Flichen 2. Grades bleiben solche. Parallele
Gerade und Ebenen bleiben parallel. Richtungen und Winkel
werden im allgemeinen gedndert. Der Nullpunkt bleibt Nullpunkt.
Der co ferne Punkt bleibt im Unendlichen.

Die lineare Transformation fiir »# Variable ist gegeben durch die
Matrix a ihrer Koeffizienten.

p_ Gn¥+apY 18y, R Y

; Ayy Ayg- - gy

" ama%...a;_,”l

Die Transformation heifit singuldr, wenn ihre Determinante verschwindet.

Zwei nacheinander ausgelibte Transformationen sind &dquivalent
einer einzigen, deren Matrix ¢ gleich dem Produkt (ba) der beiden
Matrizes @ und b ist. Dieses wird gebildet wie das Produkt zweier
Determinanten (s. d.). Die Reihenfolge ist im allgemeinen nicht ver-

tauschbar.
¢ = (ba) & (ab).
Fiir drei nacheinander ausgeiibte Transformationen gilt
d=c(ba)=(ch)a,
d. h. sie ist dquivalent einer Transformation ¢ und einer auf sie folgen-
den (b-c). Die Matrix der inversen Transformation, d. h. einer solchen,
die die erste (a) riickgiangig macht, heiBt =, Es ist also a.a=! =1.
Die Transformation g~?* lautet:
A

A 4
xlzT“x;—{——;—‘x;—l—~;~‘xé—}—...

usw., wo a die Determinante der a,, und A,, die Unterdeterminante
zu a,, bedeutet.

Die Transformation (1), deren Matrix lautet:
} 100...0
i 010...0
‘ 001...0
[ e e o
1 000...1

heiBt identisch.
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b) Orthogonale Transformationen.

Ein durch die Transformation x'=f, (¥y2), y'=f,, 2’ =f,
gebildetes neues Koordinatensystem ist orthogonal, d. h. die Flichen
%' =ua, 9 =0b, z’' =c stehen aufeinander senkrecht, wenn

oh oh | 9% oh L O O

ox 2y 0z

ofy of: 8f1 8f3 ofy ofy _
ox ax Ty oy T s a0
ofs 0fs 6f2 3fa ofy ofz _
ox ox T a + 3z 03

Eine lineare Transformatlon hEIBt orthogonal, wenn

a11+a21+a31+ =1

Ayidy;+ @9+ ... =0 fir 1=

Dann ist %2 422 4 ... =% + 2> 4 ...
Geometrisch bedeutet diese Transformation eine Drehung oder
Spiegelung ohne Verzerrung, wenn die x; gewdShnliche rechtwinklige

n(n—1)
2

Koordinaten bedeuten. Eine orthogonale Transformation hat

unabhingige Koeffizienten. Alle Kreise (Kugeln) um den Nullpunkt
werden in sich iibergefiihrt.

Durch lineare Transformation kann eine quadratische Form
n

— ¥ 1 1 3 ’ 2
(p_)Ja”xlx] auf co viele Weisen auf die Form ¢ _%'cixi

gebracht werden. Hierbei ist, falls die a;; und die c; reell sind, in
allen Fillen die Zahl der positiven ¢; dieselbe (,Trigheitsgesetz*).
Sind alle ¢; positiv, so heiBt die Form definst. Sie ist dann fiir alle
moglichen reellen x; positiv.

Geometrisch bedeutet dies, daB3 ein projektives Koordinatensystem
gefunden werden kann, in dem die Koordinatenachsen zugleich kon-
jugierte Durchmesser eines gegebenen Kegelschnittes sind. Die

\/:— sind dann die Koordinaten der Achsenabschnitte des Koordinaten-

systems.
Durch orthogonale hneare Transformationen kann ¢ = Ya,.x,;;

auf #! Weisen in die Form ¢’ = Y, x/? gebracht werden, v
Eine orthogonale lineare Transformation erfiillt die Bedingungen
o +Br+ri =1 byt oyt 1y, =0
w + B3+ vy =1 gy + B3y + 757, =0
a; + 5 +y; =1 ey + B1By + 7172 =0
Ist sie infinitesimal, so wird einfach

“1=ﬁ2:73:1) ,53=‘—721 Y= — Uy, ()[2=—-—181_
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c) Infinitesimale Transformationen.

111

x =x-+ef(x,y,2), wo ¢ eine oo kleine GroBe bedeutet

Y =y+eh(x9,2)
2=z efy(x,9,2).

Zwei infinitesimale Transformationen nacheinander ausgeiibt er-

geben, wenn
xll — xl + efll (xl, y/} Zl)
y' =y +efy (#,9,7)

. z”: Z,—}—Ef:;(x’,y,,zl),
gesetzt wird,

x":x-l-ﬁ(fl(x’%z)+f{(x,y:z))+82(---):

also
5" = x4 e(f, 4 1)
y'=v+elfy+1,)
=zt e(fy+ 1)

Sie sind also in der Reihenfolge vertauschbar.

Infinitesimale lineare Transformation.

¥ =ea+ (14 e0y)x - ey -+ eayz

y' =ef+efyx (1 +efy)y+ fyz

2=y teyx ey, y + (14 epy) 2.

Sie ist zerlegbar in drei Teile (vgl. Seite 183):

1. x'=xdco; v =yt ef; 2’ =2z-+ ¢y, dh Verschicbung.

2w’ =eant o (G +A)y+ 5 @b n)y
y' = (et B)x oy (B + 7z

z,:§(71+“3)x+§‘(ﬂ3+72)y+873z

3. xlzg@‘z _ﬂ1)3’+'§’(‘x3 — 712

yl — —267 (ﬁl _ ae‘)x + %(ﬁs — yg)z d. h. Drehung.

2 =

(r, — “3)76“!‘%(72 —Bs)y

N -

d.h. Dehnung.
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3. Transformations-Determinante.

Bei der Transformation von Integralen spielt die zur Transforma-
tion x, = f;(#4 ...%,) gehérende Funktional-Determinante D eine Rolle.

J?Ll a_ﬁl
; e
p_ P g
Loty of,| (mmem)
ox, " 0%,
1. Es ist
ff...fF(xlxg...x,,)dxldxg. —~ff fF’(x Xg )-D-dx]dx,...dx,,

d.h. die Volumen- bzw. Flichen-Elemente im alten und neuen Koordi-
natensystem verhalten sich wie 1:D.

2. Die Volumen- bzw. Flichen-Elemente werden bei der Ver-
schiebung um den Faktor D vergroBert.

3. Die Volumen- bzw. Flichen-Elemente werden um den Faktor D
vergrofert abgebildet.

Die Funktional-Determinante der infinitesimalen Transformation
von Seite 111 wird:
0¥y 2) —_1 <9f1+9f2+9ﬂ,>

0 (x‘y z) i

B. Koordinaten-Systeme und Koordinaten-Trans-
formationen.

a) Ebene Koordinaten-Systeme.
In der Ebene benutzt man u. a.:

1. Das Cartesische Koordinaten-System zweier sich rechtwinklig
kreuzender dquidistanter Gradenscharen. Die infinitesimale Entfernung d's
zweier Punkte ist gegeben durch?)

ds?=dx? 1+ dy?, also g, =1, gou=1, g,=0,
2
0

falls man den allgemeinen Ausdruck ds® =3 S'dxf-dx*.g;, zugrunde
legt. LR
Der Laplacesche Operator 4 (vgl. Seite 133 u. 153) lautet hier:

0%V

AV = ax?"' ay_.

1) Wegen der Bedeutung der Symbole ds, g,,, g, usw., sowie der Drei-
indizes-Symbole vgl. Seite 144—146.
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2. Affines, schiefwinkliges (geradliniges, dquidistantes) Koordi-
natensystem. Der Abstand ds zweier infinitesimal benachbarter
Punkte ist hier gegeben durch

ds® =a%dx? + b7 dxd + 2¢%dx, dx,,

wo ¢ =abcosp und ¢ der Winkel zwischen der x,- und x,-Achse
ist. Also

g11:“2’ ge‘z:be: g, =abcosg,
. a_ 1 12__ 1 cosgp
§ Tasinty Totsintp’ & Tabsmie’
lgl=a2b" — c* = ab sin? .
Hier wird
1 (1 2V, 1 2V aev>
AV“&??&(F oxf T 6% 9xf + SV Gx, ox,

Die Transformation auf Carlesische Koordinaten xy heil3t:

X =2x,0, + %, +y, =%xa-cose+x,bcos(e+ @)+ y,,
Y =%, 0+ %, By + Py = %, a-sine 4 x,b-sin (e + @)+ 7,,

also @ =i e,
2 2 2
:/31 +/32>
o o, By + o, B,
Cd:alﬂl—[—agﬂgz COS(p:— ( lﬂl 222) - N
V(az+ad) (Bl+43)
Autgelost nach x,, y, ergibt sich:
Bubo|
_ %Py __j"ﬂx [Re¥ER
x1—+l°‘1°‘2| [“1“2| “1“21’
BBl BBl BBl
|1 9% |
. F % Y-y _77’17’27‘7
Ya = i“t“e'—*—; “2;—-— oy’
16| BB 186

oder anders geschrieben:

- xs1n(oc-|—zp)+ycos(oc-f—(p)+y151n(oc+zp)+y2cos(a+zp)
%= sin ¢ sin ¢ sin ¢

w-sino  y- cosac_,_y1 s1noz+y2coso'
X v
2 sin @ sin @ sin ¢

3. Polarkoordinaten 7, ¢.
X ==7COSQ, y=rsing,

r= V?‘?yﬁ, @ = arctg —%.

Madelung, Math. Hilfsmittel. R
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Es wird hier
ds?=dr?4r¥de?,

also 8u=1 =7 ga=0,

1 2

gt =1, g“"‘:—;ﬂ, g =0, |[g|=r",
10V, 1 0°V
4V = 6r2 +r~67 7t ogt

Von den Dreiindizes-Symbolen bestehen nur

2= G-t

Die Gleichung der Geraden ist 7sin(@ — &) =¢. Ihr Abstand
vom Nullpunkt ist ¢, ihre Richtung ist durch den Winkel « gegen die

Achse @ = 0 gegeben.
Zwei Gerade sind parallel, wenn ¢, = ¢,. Ihr Abstand ist [p, —p,|.
senkrecht, ,, o, =z —«,.

» ” »

Die Entfernung zweier Punkte (@,7,), (@,7,) ist

o =Vri-Fr§ =277, c08(p, — 9,).

b) Riaumliche Koordinaten-Systeme.

1. Das Cartesische Koordinaten-System.
gp=—1 fir i=%
=0 fir 13k.
Im ibrigen vgl. S. 112.
Drehung eines Cariesischen Koordinatensystems um den end-
lichen Winkel § um eine Achse, welche die Richtungen «, 8, y gegen
, Y, Z besitzt:
% =x(1 — sin®e (1 — cos 8)) + y (cos f cos & (1 — cos &) -} cos y sin &)
+- 2 (cos y cos & (1 — cos §) — cos f sin §);
y' = x(cosoc cos (1 — cos §) — cosysind) + y (1 — sin?B (1 — cos 9))
-z (cos y cos (1 — cos 8) + cos ¢ sin §);
2= x(cosoc cos y (1 — cos d) + cos fsin d) + y (cos fcos y (1 — cos d)
— cos e sind) -+ z(1 — sin®y (1 — cos d)
cos?e 4 cos?f 4 cos?y = 1.
Setzt man
cose=e,, COSf=uw, COSy=uq,
X =%, Y == %, 2=1
x] = %’ TR
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so ist also
@, = 0;, cos d + &, e, (1 — cos 8) 4 ¢;, sin &
wo z. B.
Uyg == Oy == — lty;; Ry = Ggg = tlgy =0
Oy =0p =04 =1; d;p=20,,=...=0.

Invariant bleibt hierbei
22 yP 4t =t = Y Y x,%,0,,
i &k
xcosa+ycosﬂ—]—zcos;;zzxiai:i;,
i

p ist die Projektion von 7 auf die Achse (a, 8, 7).
Fiir kleine § wird
%' =x -4 yd-cosy —zd-cos
y'= —xdcosy 4y - zd-cosu
2'=2xdcosf — yd.cose -} z.
@y, = 0y + @+ .
Zwischen den gq;, bestehen die ,Orthogonalititsbedingung*:
Sah=t;  Taj=1
Zazk =05 %’aikdlk: 0

. ist der Kosinus der Winkel zwischen der ;- und x,’-Achse (a;, < 1).
D1e orthogonale Transformation x; = 2 a,,.x, ist also festgelegt durch

9 GréBen g, zwischen denen 6 unabhanglge Beziehungen bestehen.

Sie ist damit auch schon festgelegt durch die 3 Grofien a,,, a,,, dg,.
Aus diesen findet man den Drehwinkel § durch

Ay + 8y 33— 1

COS0O =
9 2

und die Richtungswinkel ¢, §, y der Drehachse durch

ay — @, —C0sd
cosq =
1—cosd

@yy — COS J
cos VE2——
ﬂ 1 —cosd

cos _‘/adg——cosa
? =V "cose

2. Riumlich schiefwinklige Koordinatensysteme (affine K.-S.).
x =0y % + Py X%+ py %+ 0y,
y =y %y + By %y + Vo %y + 0y,

2=ty %, + By %, -+ y3 %3 + 05
8*
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Schreibt man
a®=qi 4 o3 4 o, abcosy =a, f; + &y By + ey B,
B =By 4 fa + B, accosf=a,y, + gy, -y,
c?=yi4ry:i+7s, becosa =B, y, + By 7s -+ B 75
so wird
ds? =a%dxi 4+ b*dxi + c?dxi 4 2abcosydx, dx,
+2accosfdx dx; + 2bccosadx,dx,,

also
gn =0a%, ggq=abcosy,
Gaa =0, gy=accosB, |g|=a%b%c?(1—cos?’a—cos?f — cos?y
gss = %, gy3 = bocCose, +- 2 cos et cos B cos y)
2
. Oy 0 O
=a*b?c?-C=|fifoBs| »
V17273
11 1 sinfe 19 1 (cosy—cosfcos )
§ =@ ¢ 0 8 T C ’
22 1 sin?g 18 1 (cosf—coseacosy)
€ =% ¢ 8T C ’
in2
g33:_1_§1n y 023=_1_(cos¢x—cosﬁcosy)
¢z C °’ ° be C ’
1 <sin2a62V (cosy — cos « cos ) 'y )
= —. ‘ 4
4v C a®  0xf + ab 0xy 0%y VA

3. Sphéirische Polarkoordinaten.
x=r-sind.cosp, r=Vx?| v? 22,

y=r-sind-sing, (p:arctg%,

- e(7)

z2=r-cos?, ¥ = arc cos ——————= = arctg
Vat4yita?

Das Linienelement ds wird

ds®=dr 492 sin?9de? 4 r°. 497,

also
g =1; gu=1rsin?d; g =1r%;
oll g, g2 1 . s 1. 4gin? 9
g =1 &= Sy’ £ =3 KgL—V sin
V., 28V 1 vV, 1 'V 1 v
V=Tt 75 tTrsms o7 T g T80 55
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Dreiindizes-Symbole:
{212}: —rsin?, {{2} = — sin ¢ cos ¥,
2
!33}=
r21 12 311 13 1
I L R T

(2)
32) 23
{2i={z}=“g0-

4. Zylindrische Polarkoordinaten.
x=gcosp, o=Vx?+4 y2,
y:gsintp, ¢=arctg7,
z=2z, z2=12.
ds?=dr?+ o%de? + dz®.
Bu="1 Gu=1" fgp=1,
gt =1, g‘”=;§—, g¥ =1, [g|=r".

19V 'V 1 9%V
0 ag+ FYE +T

av =2 2+

Dreiindizes-Symbole:

ll

i
2)

5. Elliptische Koordinaten.

/—"H /—“H
W—/

l
1<) \ —

I

Durch die Gleichung:

xﬁ y? z'l
-t =t

AP—ar AP p° FAPL

ist eine Fliche 2. Grades mit den Hauptachsen A4 ~Vﬂ. ——a“’
in Richtung der x, y, z- Achse definiert.

117

a,b,c, A sind Parameter.

Ohne die Allgemeinheit wesentlich zu beschrinken, kann der

Dann wird:
A°>B*>C",
AT =1% B*=1"—b%; C'=i"~—¢?

12=4% '=4A"_B? c2=4"_C".

Parameter ¢ = 0 gesetzt und die Bestimmung ¢ > b > a getroffen
werden.
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Fall. A>¢. A4, B, C sind reell. Eligpsoid.

Spezialfall 1: b — 0, A—B { Abgeﬂach?es EROtathns-
ellipsoid.
. 2 b—e, BeC { Ver]angerlltes .Rotatlons-
ellipsoid.
. 3: b=¢c=0, A=B=C Kugel (Radius = 1).
i Elliptische Scheibe
hra=c £ { (L z-Achse).
Kreisscheibe
’ 5: A=¢; b=0 { (Radius = 4).
Gerade in x-Achse
’ b = = H = == ..
’ 0 c=4 B=C=0 { (Lange = 21).
+

Fall . ¢>>4>b. C imaginar. Einschaliges Hyperboloid (um
die z-Achse).

Spezialfall 1: 4 =0, A=B Rotationshyperboloid.
™ 2: b=c=14, x-Achse,
. N xy-Ebene (auBerhalb
» 3 d=e =0 { der Fliche I, 4).
’ 4 1 —0b. B—o { x2-Ebene zviischen
2 Hyperbelasten.
. o Ellipt. Zylinder parallel
’ 5: ¢=oo, 1C=—oo { der z-Achse.
Ellipt. Kegel di
. 6: ¢= oo, 1= 0o ! 1p egel um die
( z-Achse.
o ( Ebenenpaar durch die
7 7: e=0, 1 z-Achse.

Fall Il. 4> 4. B und C imagindr. Zweischaliges Hyperboloid
(um die x-Achse).

Spezialfall 1: b =c¢, B=C Rotationshyperboloid.
. z-Achse
v 2 0=0 d=iB=0 { (auBerhalb |z| < ).
. 3: A=b, B=0 xz-Ebene.
. 4: A=b=c, B=C=0 x-Achse.
> 5: c=© Hyperbol.-Zylinder.
6: ¢ b oo { Flachenpaar im Abstand
7 22 1 x-Achse.

» 7: c=00, b=00, A=00 Kegel um die x-Achse.
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LaBt man 1 zwischen ¢ und oo variieren, so erfiillen die ge-
schilderten Ellipsoide den ganzen Raum dicht.

Ebenso die bei Variation von 1 zwischen b und ¢ gebildeten
einschaligen Hyperboloide.

Ebenso die bei Variation von 1 zwischen 0 und b gebildeten
zweischaligen Hyperboloide.

Die entstehenden 3 Flichenscharen sind zueinander orthogonal
und konfokal.

Setzt man
h>c>A>b>4 >a,
so ist der Schnittpunkt der 3 Fla-
chen 1 =14,, =14, A=14; durch
diese Werte (8-deutig) bestimmt.
Die 3 GroBen 1,, 4,, A; hei-
Ben elliptische Koordinaten dieses

Punktes. Seien x, y, z seine
Cartesischen Koordinaten, dann ist

2 (hh—a®) (= a®) (i3 —a?)
(6 —a%)(c*—a?)

2 (B—b®) (4—d%) (33—0")

3

YT e (e |
2 (= et) (g —c?) (hg — c¥)
(a®—c2) (b —c?) : Fig. 20.
. ailDplp?l + 11/1"’13"13e 4 diy DI D}
(" =1) (2= 17) =)@ =h) (@ =1 ~15)
wo Di=11—1 Dl=1—1 DI=11-1.

An Stelle von A, 4,, 4; fihrt man mit Vorteil folgende Funk-
tionen von ihnen als Koordinaten ein (im Falle ¢ = 0):

c-ddy - cdly
fV(b—l) ) J‘V(l-b)(c 15

c-dig
fv ls_b (13;02)

ds?=dar DEDE gt DaDiy g
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2

. . 0 . .
Die Laplacesche Operation 4 = Fpin iR transformiert sich zu
o'V o V. e?
4V = T T v el e
e p; D: + D!D; T DD;

o, B, y sind als elliptische Integrale zu berechnen?).

Man setzt “’)
A, = bsind,

Ay = Ve?sin? @ +b2cos?e,

c

A3 = cosyp’
p=2,

¢
B =V1—k®,

dann ist

a:f\/i—-k” Sin®d F(k,9),

d(P ’ ’
- m“—————_Fk — F(k, ¢),
p Ny (R)— F (k. 9)

y_-f\/1~k2cos W“F(k)—F(kJ/))-

Bei Rotationssymmetrie = 0 bzw. b = ¢ benutzt man statt der
allgemeinen elliptischen Koordinaten 4 besser die spezielleren u, », ¢
bzw. o, 7, @.

1) Jede lineare Funktion ¥V von «, f#, y erfillt die Gleichung 4V =o0.
V wird dann auf einer Fliche zweiten Grades konstant.

%) Spezialfille (vgl. oben).

1. b=0, k=0, *#' =1, «=9

’ ’_ ?
B= fsqu 0)+4g', wop _lnctgz,

y=1y.
Hier ist 8’ an Stelle von g brauchbar,
s
. b=c, k=1, k' =0, =1t<1 h>
2. b=c 0, e=lntgi{ -+,
f=9,
y=1n(0)49’, wo y’=1nctg-12£.
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L x=aVil+1V1—rtcosgp 7 =a(ut —»* 1)
y:al//T"—}i—‘{ V1—:w—‘zsin¢p
Z:a/l.l'l’

(= const ist ein abgeplattetes Rotationsellipsoid (Achsen C=apu
und 4 =B =qaVi?F1),
» == const ist ein einschaliges Rotationshyperboloid,

@ = const ist eine Ebene durch die z-Achse.

ds? = dp-EUHT) 4 gy ST 4 gon g r 4 1) (1 — )

#E41
AV = ! (( +1)%>+%((1~y2)%>
(_/‘_L’)_(’_“"Q?JZI S
+( (uf 449 )I 2+1
11 x—ﬂVo — Y1 = Cos
y:ﬂ\/o“~11/1——r‘~’sin(p
2= f-o01.

Hier ist ¢ = const emn verlingertes Rotationsellipsoid (Achse C = f.¢

und A4 :B:fﬂ/;rj), d. h. man kommt von I auf II durch die
Substitution:

t=1if; = —10; v=1; @=¢.

AV = 0 wird erfiillt fur I durch die speziellen partikuldren Losungen

V=g
V=In \/1~v

V = arctg n

V=u»

+ ¥
V=u (1/ In \/ — 1>
V=v(uarctgu — 1)
und fiir II durch die mit obiger Substitution gefundenen Ausdriicke.

Fir pu?®=9?=sin?d, «=r erhdlt man gewdhnliche Polarkoordi-
naten 7, 9, ¢.
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6. Parabolische Koordinaten: §, 7, .

Bei Rotationssymmetrie um die z-Achse setzt man
x=3(*—n)-cosy
y=3(@¢"—n)-siny
Py r=31E 1Y

ds® = (£2 4 o) (&2 + dy?) -+ £2n7dy*.
£ = const ist ein konfokales System von Rotationsparaboloiden um
die z-Achse,

7 = const ist ein konfokales System von Rotationsparaboloiden um
die z-Achse.

Beide Systeme sind zueinander orthogonal.
Der gemeinsame Brennpunkt liegt im Nullpunkt.

AV ={ng(e58) + 55 (05 ) + (Eggnz)%}en(gﬂz) '

C. Beriihrungstransformation (Kontakt-
transformation),

1. Im Zweidimensionalen.

a) Allgemeines. Durch eine Gleichung der Form:
1) W(xyXY)=0 (aequatio directrix)

wird jedem Punkt der xy-Ebene eine Kurve in der XY-Ebene zu-
geordnet und umgekehrt, sowie einer Kurve @(xy) =0 baw. x = x(?),
y = y(1) eine Kurvenschar: F (XY)= 0, deren Enveloppe als Abbild
der Kurve @ = 0 aufgefaBBt werden kann.
Der Name ,Beriihrungstransformation” stammt daher, daB die
Abbilder zweier sich beriihrender Kurven wieder zwei solche sind.
Die Gleichung des Abbildes der Kurve ¢ = 0 findet man durch

Elimination von ¢ aus den Gleichungen F = 0 und %?:0, oder

durch Elimination von % und y aus W =0, ¢ =0 und

Wihrend sich hierbei die Punkte der x y-Ebene und der
XY-Ebene nicht eindeutig entsprechen, tun dies die Punkte einer
gegebenen Kurve ¢ = 0 und die ihres Abbildes (so daB man letztere
mit dem gleichen Parameter ¢ darstellen kann).
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Schreibt man = p — = P, so findet man diese Abhangigkeit

aus den drei Glelchungen.

oW ow oW oW
=0, a_x+75'57=0’ ix TP =0

Sie 14Bt sich auch darstellen in der Form:

(2) X=X(xy910); Y=Y(%19,0); P=P(xyp)
wobei der Ausdruck:

Y Y .
(3) 615 <6x+p 6y>_6p<8x+:b 83/) 0
sein mub.

b) Ein einfaches Beispiel ist die Legendresche Transformation,
definiert durch

(4) 2 X —y—Y=0.
Sie liefert die einfachen Beziehungen:
(5) p=X, P=zx, xp—y=Y, XP—Y=y.

Sie findet Anwendung zur Umformung von Differentialgleichungen
f(xyp)=0 in eine evtl. leichter 18sbare Form: f(P,(XP—Y), X)=0,
d. h. es wird hier der Differentialquotient zur unabhingigen Variablen X
gemacht (vgl. Seite 69).

c) Eine fiir die Mechanik wichtige Beriihrungs-Transformation ist
die kanonische Transformation, definiert durch:

() 2—Z=2(40Q),

wo @ eine beliebige Funktion sei. Setzen wir

dz iz
i’:E; P:E'Q)
so folgt:
0P 0P
(7) pdqg — PdQ=dd bzw. b= P—=— 50"

Diese Transformation heift kanonisch, weil sie die sogenannten
kanonischen Differentialgleichungen der Mechanik (vgl. S.171 u.174):

. ag __0H(g,p). ; __dp__ _ 0H@P)
N . e

(wo der Parameter ¢ die Zeit bedeutet und H die Hamiltonsche
Funktion der Lagenkoordinate g und der Impulskoordinate p ist) in
ein analoges System in () und P iiberfiihrt.
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Zum Beweis bilde man die Variation der durch 4¢ dividierten
Gleichung (7)
pq—PQ —d =0,
welche lautet

$8g 4+ qop — P6Q — Q0P —dd—0.

Wegen
. d, . :

pog=—,(pdq) — pdg
und

P6Q = 2.(PoQ) — PsQ
sowie

ob = 2o

T at

erhdlt man

gop — pdg — Q0P + PoQ =0.
Setzt man ferner

©) H(g,$)=K(Q, P)+C,

wo C eine beliebige Konstante ist, also
0H oH K 0K
und subtrahiert, so folgt wegen (8)

(&) Q=§f§; P:~§§K7
also wieder ein kanonisches System in den neuen Variablen.
Aquivalent zu den Definitionsgleichungen (7) sind auch folgende:
[ pdg +QdP =dX (qP)
(7' y 2dp -+ PdQ = ¥ (pQ)
\ gdp — QaP — a0 (pP).
Die Transformation wird identisch:
p=P, ¢g=Q fir X=g.-P oder V=9p.0.
Setzt man die Transformation an in der Form:
p=2PQ); ¢=4q(&0Q),
so folgt aus (7) bzw. (7'), daB

(9) o0 _99Q op 0P 0g 0P 9g 29
: aP~ 3¢’ 0Q  aq’ @8Q ap’ oP op’
also auch ,

(10) ?ﬂ.__q__a_?._a_q__L

d. h. die Transformationsdeterminante ng;))) ist =1, die Abbildung
der p,g-Ebene auf die PQ-Ebene ist flichentreu.




Beriihrungstransformation (Kontakttransformation). 125
Eine infinitisimale kanonische Transformation ist gegeben durch

(11) 0=g+1 808, pyp_;.2700)

> >

o0g ~
wo 4 eine sehr kleine Konstante sel.
Z. B. ist auch

. 2H(
0 =g+idt=g+"5 10 a1
P:ﬁ+;ﬁdt:¢—%§-dﬁ

eine kanonische Transformation und wegen des Gruppencharakters
der Transformation auch

¢ ¢
(12) g=qo+ [qat, p=p,+ [ pdt.
ty to
Es gilt daher
9S (7,9 35 (9,
T ¥ 1Y)

S heiBt in der Mechanik ,Wirkungsfunktion“ (vgl. S. 171). Dort
wird sie in der Regel definiert durch:

t 4
S=—[(pg— Hydt = [ Ldt.
to IS

L — pg — H heiBt ,,Lagrangesche Funkiion®.
In der Tat findet man auch hieraus mit Benutzung von (8):

0S5 = pdq — Pydg,.
d) Von besonderem Interesse ist eine kanonische Transforma-

tion, welche K (QP) nur von P abhingig macht, z. B. K(PQ)= wP.
Dann wird

Q::-a/]—)—zw, Q=wtte«,
(14)

s e s e,

P——f2e0, P=§,

wo w, «, f Konstanten sind.

Man erhilt hier also eine sehr einfache Lésung der transfor-
mierten Hamiltonschen Gleichung und somit durch Riicktransformation
die Losung der urspriinglichen.

Ein Beispiel hierfiir ist das folgende:

Es sei
H(gp)=1@p>+0*¢®) =KQP)=wP;
gesucht ist Q = Q (g, p),
Es ist

D¢ 2P = 2P
Eszw\/_w__q, also X~«wf\/—a)v~q dgq+-f(P),
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mithin i X
Q:T—arcmn( \/ZP)—}—f (P).
Setzt man z B. f(P)= — %, so wird
cos ) = !
\/ 1+
oder
tgQ = (fq = + wqd

(15) bzw.

q:\/g-COSQ; p=—V2PwsinQ.

Wenn, wie im vorliegenden Fall, Q eine reine (dimensionslose)
Zahl bzw. ein Winkel ist, derart daBl ¢ und $ als Funktionen von Q
mit 2z periodisch sind, heiit Q eine Winkelvariable.

e) Eine Verallgemeinerung kann die Theorie noch in der Rich-
tung erfahren, daB die kanonische Transformation von ¢ selbst ab-
hinge, d. h. daB die Formeln p = p(PQ¢), g ==¢(Q Pt) lauten, also
¢t explizite enthalten.

Die einfachste Form ist hierfiir:

(16) p=P+4i, ¢—Q+Bi,
wo A und B beliebige Konstante sind.
Diese Transformation ist kanonisch, wenn man setzt:

(16) K(PQ)=H(pq)+ (49 — Bp).

Sie liefert mit einer Zeitunabhingigen kombiniert die allgemeinere:
(17) p=PP'Q)+Al, q—Q(4'P)+ Bt

mit

(17) K'(P'Q) =K (PQ)=H (pg) + (49 — Bp).

Man erhilt so Transformationen auf bewegte Koordinatensysteme.

Dies kann man benutzen, wenn die Reduktion des vorigen Para-
graphen nur bis zu einer Form K (PQ) K,(P)+ K, (PQ) zu fithren
ist, wo K, klein gegen K,

Dannhatman

¢
5 0K, h__ 0K, _
Q_’“_“}“ 3P’ Pw—w, P—ﬂo fgldi

to

t
K . .

Wenn nun 0%, dt klein gegen f, ist, kann man 0K, _ w als
2Q ° opP

to

eine Konstante betrachten und findet damit

(18) Q=owt+at), P=4p().
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Das fithrt nach Obigem auf die Form:
K(PQ)=L(wp)— of

und -0, L
o« = ﬁ; ﬂ - ﬁ'

Die GroBen ¢ und p (welche Konstante sind fiir K, = 0) sind also
wieder kanonische Variable mit der Hamiltonschen Funktion Q.

Q heibt | Storungsfunktion®.

Die Methode heif3t die der ,,Variation der Konstanten“.

2. Im Mehrdimensialen.

Hier lautet die aequatio directrix:
(19) W (% %%, X, X,...X,)=0.

Die Legendresche Transformation im Dreidimensionalen ist ge-
geben durch:
(20) ¥ X+yY—z—Z=0.
Hieraus folgt, wenn man z bzw. Z als von x,y bzw. X,Y abhingige
Variablen auffaBt:

, oz ez, oz 8z
(20" X¥ax, Y_ay, X=.%, Y=y Usw.

dz=Xdx+Ydy, dZ==xdX 4+ ydY.

Die kanonische Transformation kann ohne Schwierigkeiten auf
mehr Dimensionen verallgemeinert werden; (7) geht iiber in:

(21) Ypdg;— 3 P;dQi=P (9,95 4, 010:---0,), Woi=1,2...1,
2 K2

also 0P 0P
(22) bi= Pi=— 5

Bis auf die zu setzenden Summenzeichen bleibt alles ungedndert;
Gleichung (9) und (10) sind in folgender Weise zu erweitern:

(3) B0 b SPe 0Py du_ o
0P, 2q:° 0Qx oq, ’ 00k by’ 0Py o
Daher wird

op: 04, 0Py 0q; 90k 89, a0x 9p 20
(24) 2<5P; a[i o ?}i 93’1‘) =2<8Qik-7xi+ 5#?797%) =£Z)7k

(3 12
=1 fiir x=0Q, und sonst =0, wenn man fir x andere P oder Q
auBer @, einsetzt.
Der Ausdruck . (9(1:. 0ps _ 0ps §ﬁ>
("y)“Za_x oy ox dy

T
heiBt ,,Lagrangesche Parenthese*.
Es ist also nur

(25) (@P)=—(P;Q)=1 fir k=7 und =0 fir kg
sowie (0,0) = (PP)=0.
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Ein Beispiel fiir eine Transformation im Dreidimensionalen, die
(im Sinne der Transformation von S.125) H auf eine einfachere Form
bringt, ist die folgende:

Es sei (Planetenbewegung eines Elektrons um einen Kern):

P 4 Pe ¢E
(26) (p, JFF 2 si:“‘ ,9) T

Man gelangt durch die Beriihrungstransformation:

0X

\ 92X,
X, =py7 +ﬁ2¢+fdﬁl/pz sm‘ﬁ; q,-=~@, 75,=-§7 usw.

2

zu der Form:
P
(27) = 2m <¢1 + ——%)

Eine nochmalige Transformation:

/% . I

22 E®  2meE P,
X-zzqull/—m:'z '+_mf—‘“~zz+P272+P3q35

2 91 91

eE
7

X, _0X,

Pi=%. %=
fuhrt weiter zu: 7 K(PQ) . me“’E’g .

2P;
Die Bedeutung der neuen Variablen ist:
¢, =7 (Radiusvektor),
¢, — Linge des Planeten vom aufsteigenden Knoten, gemessen in
der Bahnebene,

¢, = Linge der aufsteigenden Knoten, gemessen im Aquator ¢ = ‘Z‘ .
Py = m},
P, = gesamtes Impulsmoment,
p, = Impulsmoment in Richtung ¢ = p, = mrig
sowie:
Q, = mittlere Anomalie,
Q, = Linge des Perihels g —= ¢, vom aufsteigenden Knoten ab,
Q; =g, (s. oben).
P, — VmeEa, wo a die halbe groBe Achse der Bahn ist.
P, = p, = \/W?j, wo ¢ die Exzentrizitit der Bahn ist,
P, —p, = P,cosi, wo 4 die Neigung der Bahn gegen den Aquator ist.

<Die halbe kleine Achse b wird gleich Qﬁ)
meE

In dieser Form ist (), eine Winkelvariable. (Es ist dies durch
die Form des Gliedes mit P, in dem Ausdruck fiir X, erreicht
worden.) Die ubrigen Q und P werden Konstanten.



Neunter Abschnitt.
Vektoranalysis.

A. Koordinatenfreie Formulierung der Vektoranalysis.

1. Definitionen.

Die Vektoranalysis beschiftigt sich mit Skalaren, Vektoren und
Tensoren.

1. Ein Skalar ist eine Funktion des Ortes, die jedem Punkt einen
Betrag (Zahl) zuordnet,

2. Ein Vektor ist eine Funktion des Ortes, die jedem Punkt einen
Betrag und eine Richtung zuordnet.

3. Ein Tensor 2. Grades ist eine Funktion des Ortes, die jedem
Vektor in einem Punkte daselbst einen andern Vektor zuordnet. Ein
Tensor héheren Grades ordnet ebenso jedem Vektor einen Tensor
nichstniedern Grades zu.

Diese Funktionen konnen neben ihrer Abhingigkeit vom Ort
noch andere Parameter, wie z. B. die Zeit, enthalten. ‘

Sind die Funktionen fiir jeden Punkt des Raumes definiert, so
spricht man von Skalarfeldern, Vektorfeldern, Tensorfeldern bzw. Feld-
vektoren usw.

Sind die Funktionen nur in Punkten, Linien, Flichen definiert,
so hat man Punkt-, Linien-, FldchenvekRtoren usw.

Sind die Funktionen vom Ort unabhingig, so werden die Skalare,
Vektoren, Tensoren im folgenden als ,frei“ bezeichnet.

Ein in einem Punkte definierter Vektor kann in einen anderen
unter Erhaltung von Betrag und Richtung verpflanzt werden. Analoges
gilt fiir Tensoren,

Vektoren, deren Betrag iberall = 1 ist, heiBen Einheitsvekioren.
Der Betrag eines Vektors ist ein Skalar,

Bezeichnung: Im folgenden sind meistens bezeichnet:

Skalare durch griechische Buchstaben, z. B. ¢,
Vektoren durch deutsche Buchstaben, z. B. q,
Einheitsvektoren durch den Index v zBoay,
Tensaren durch grofBe deutsche Buchstaben, z. B. .

Der Betrag eines Vektors a wird durch den gleichlautenden latei-
nischen Buchstaben g bezeichnet. Auch die Bezeichnungsweise |a|
ist gebrauchlich.

Madelung, Math, Hilfsmittel. 9
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2. Vektoralgebra.
Unter der Summe 2weier Vektoren a und b versteht man den Vektor

c=a-b,
dessen Richtung und Betrag an jeder Stelle von den Summanden in
derselben Weise abhingt, wie die Diagonale eines Parallelogramms
von den Seiten, die mit ithr von derselben Ecke auslaufen. Hiernach.
gilt fiir die Summation von Vektoren das kommutative Gesetz:

(1) a+b=5+a,
sowie das assoziative Geselz:

(2) (@458 4c=a+ (64 0.

Der Begrift der Subtraktion erfolgt durch Umkehrung
(3) a=c¢—b; b=c¢ —a.

Unter dem Produkt ag eines Vektors a und eines Skalars ¢ ver-
steht man den Vektor mit dem Betrage a@ und der Richtung von a.
Es ist also a = aa,.

Unter dem Produkt zweier Vektoren a und b versteht man zwei
verschiedene GroBen:

a) das innere Produkt (auch skalares Produkt genannt). Dies ist
ein Skalar, dessen Betrag
@ (0,5)=a-beosq
ist, d.h. gleich dem Produkt der Betrige der Vektoren ¢ und 5,
multipliziert mit dem Kosinus des Winkels zwischen ihren Richtungen.
Daher ist (ab) = (ba) (kommutatives Gesetz);

b) das duflere Produkt (auch Vektorprodukt genannt) [ab]. Dies
ist ein Vektor, dessen Richtung senkrecht steht auf der durch ¢ und b
gelegten Ebene und dessen Betrag gleich
(5) [a,8]| = a-bsing
ist. Der Richtungssinn ergibt sich durch die Festsetzung, dab die
Richtungen q, b, [ab] hintereinander gesetzt eine Rechtschraube bilden.

Daher ist

(6) [ab] = — [5a].

Es gelten folgende Regeln:
(7) [aa] = 0; ( b)) =
" ((0+eo-Gos

) )
[ab] -+ [ac] = [a (b i distributives Gesetz.

[ (a[bc] )*(b[ca})—(c [ab))
(9) 1 [a[bc]]=b(ac) — c(ab)
([ab] [¢d]) = (e[d [ab]]) = (ac) (60) — (bc) (ab)-
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(ae) (af) (ag)

Es ist ferner

und daraus
)

@f6e])® =a"b%c® —a’(be)” — % (ac)® — c2(ab)* + 2(ab)(be)(ac).

Der Betrag eines Vektors a ist

(10) a="1V(aa).

Er ist immer positiv zu rechnen.

3. Integral- und Differentialausdriicke.

Als Lintenintegral eines Vektors lings einer Kurve bezeichnet

man die GroBe
f(ad@) = f(a§1)ds’

wo 8, ein Einheitsvektor ist, dessen Richtung gleich der des Kurven-
elementes d3 ist. (a8,) wird auch in der Form g geschrieben, also

das Linienintegral fasds.
Als Fldchenintegral bezeichnet man die GréBe

f(a"1)df’

wo n, ein Einheitsvektor ist, dessen Richtung senkrecht zu dem
Flachenelement df steht. Statt (an,) schreibt man auch q,, also fiir

das Flachenintegral f a,df.

. . .- ode . . .
Der Differentialquotient d—f eines Skalars ¢ lings ciner Geraden

ist im allgemeinen eine Funktion der Richtung der Geraden und er-
reicht einen Maximalwert fir eine bestimmte Richtung derselben.
grad ¢ ist ein Vektor, dessen Betrag gleich dem Maximalwert
von %z ist und dessen Richtung in die dazu gehorige Richtung fillt.
N

LiBt man in dem Ausdruck =% '-, wo das Integral tber eine

geschlossene Fliche um das Volumen 17 erstreckt ist, 7 zur Grenze 0
tibergehen, so bezeichnet man den Grenzwert als divq.
diva ist ein Skalar.
' fas ds
F
geschlossene Kurve vom Inhalt F erstreckt ist, F zur Grenze O ubergehe,
so wird der Wert eine Funktion der Richtung der Normalen von F.
rota ist ein Vektor, dessen Betrag gleich dem Maximum unter
allen bei verschiedenen Richtungen von F auftretenden Grenzwerten
9$

LaBt man in dem Ausdruck , wo das Integral uber eine
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ist und dessen Richtung senkrecht auf der zugehodrigen Lage von F

steht, so daf der Umlaufssinn f ds und rota eine Rechtsschraube
bilden. Aus diesen Definitionen ergeben sich folgende Sitze:

GauBscher Satz:
(1) fa,df=[dvdiva.
Das erste Integral ist liber eine geschlossene Fliche, das zweite iiber

das von ihr umschlossene Volumen zu erstrecken. Der Vektor n, in
a, == (anl) ist nach auBen gerichtet.

Stokesscher Satz:
(2) f a,ds = f df rot, a, [rot, a = (rota, n,)].

Das erste Integral 1st iiber eine geschlossene Kurve, das zweite iiber
irgendetne durch die Kurve umschlossene Fliche zu erstrecken.

Greenscher Satz: Wendet man den Gaufschen Satz auf den
Vektor ygrad ¢ an, so erhilt man

(3) fdflp grad @ = fdv (wdp + grady grad ¢).  (Greenscher Satz.)
(Betreffs der Bedeutung des Symbols Ad¢ = div grad ¢ vgl. S. 133.)
Hieraus folgt die weitere niitzliche Formel:

@) Jdf(pgrad,y — pgrad,y)=[dv(ydp — pdy).
Folgende Spezialfdlle sind von Bedeutung:

1. p=1.
(5) fdfgradnqo=fdvdtp.

2. y)=i7. Dann ist 4y = 0, auBer fiir » = 0. Man erhilt:
(6) fdf(irgradnq)——ngrad”%) =fd‘u <~1;A<p> "‘fdv ((pA 17)

Das letzte Integral ist = 0, wenn die begrenzende Fliche den Punkt
v == 0 ausschlieBt. UmfaBt sie ihn, so wird

@) fiv(pal) = 4ng,,

wo @, den Wert von ¢ im Nullpunkt bedeutet. Man erhilt also
wenn f den Nullpunkt umschlief3t,

4 1 1
(8) 4np, =fdv—f'i ——fdf <7gradn<p——gvgrad”7).
2a. ¢ =1 ergibt:

©) f dvd (L) ——fdfgrad” (L) =0 bow. =4,

je nachdem das Volumen und die Fliche den Nullpunkt ausschlieBt
oder einschlieft.
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iky
3. w:ir_’ dann ist Ay = —k%y auber fir »=0. Gilt
fir @ tberall die Gleichung A | k%@ =0, so wird
1kry

1214
fdf(er gradn<p—~<p-gradn<ey )>=4mp0 bzw. =0,

je nachdem der Punkt » =0 von der Fliche umschlossen wird oder
nicht.

Im Gegensatz zu der ungerichteten Grof3e fasds kann man auch
[ ads bilden.

Unter fads versteht man den Vektor, der durch Summation
der Vektordifferentiale ads langs einer Kurve entsteht (nachdem sie
alle durch Parallelverschiebung in einem Punkt vereinigt sind). Analog

bildet man fadf und fadv. Diese Vektoren sind keinem bestimmten
Orte zugeordnet, also freie Vektoren.
Es gilt fur eine geschlossene Fliache

(10) [gradgdv=— [dfen,
und fiir eine geschlossene Kurve
(11) f(pd?:f(példs:—fdf[grad(p,nl].

4, Allgemeine Formeln.
Es gilt allgemein:

(1) rot (grad ¢) = 0

(2) div (rota) =0

ferner:

3) div(a) = pdiva -+ (a grad p)
(4) rot (pa) = @ rot a — [a grad ¢]
(5) div[ab] = brota — aroth.

Die GroBe div(grad @) wird mit 4¢ bezeichnet.
Es lassen sich schlieBlich noch folgende niitzliche Vektoren ableiten:

(6) Aa = grad (div a) — rot (rot a)
(b grad) a = % (rot[ab] 4 grad (ab) — adivh b diva
7) { — [arotb] — [brota]).

Dieser Vektor (pgrad)a?) gibt den auf die Lingeneinheit berech-
neten Zuwachs an, den der Vektor g erfihrt, wenn man in einem
Feld in der durch b angezeigten Richtung fortschreitet. Hieraus folgt

(8) rot [ab] = (b grad)a — (agrad)b -+ adivh — bdiva
(9) grad (ab) = (a grad) b + (b grad) a -+ [arot b] + [6 rot a].

1) Fiir (pgrad)a wird auch (6F)a geschrieben. Das Symbol V wird
»Nabla‘“ gelesen, vgl. S. 134).
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5. Bemerkung zu den Symbolen.

Die Bezeichnungen in der Vektoranalysis stehen nicht fest. Man
findet z. B auch folgende Symbole:

a-b fiir (ab)
axb » [a b]
abe » (a[bc])
V(p ” grad @
Va » diva
[Va] » rota==curla
Vig » Ade¢

(aV)b » (agrad)b.

AuBerdem wird (z. B. bei Runge, Vektoranalysis) der Begriff der
PlangroBe ab gebraucht, d. h. einer Grofe, welche die Fliche des
Parallelogramms {iber a und b bedeutet. Der Vektor [ab] bzw. a><b
heiBt die , Erginzung® zu dieser Plangroe ab, geschrieben a><p=ab
und umgekehrt ab = |(a><b). Ferner

a-b=afb
diva=a/V
rota=Vx<a

dp=F¥)p.

Der Operator F (Nabla) kann hierbei formal wie ein Vektor
behandelt werden. Der Vorteil dieser Modifikationen liegt unter an-
derem in der groBeren Symmetrie der mit ihrer Benutzung geschrie-
benen Formeln.

6. Spezielle Vektorfelder.

1. Ein Vektorfeld a, in dem rot a iiberall verschwindet, heiBt
ein ,wirbelfreies Feld“.
Ein wirbelfreier Vektor a ist darstellbar als negativer Gradien
eines Skalars g,
a= — grad ¢,
welcher , Potential“ oder auch ,skalares Potential® genannt wird. Es
gilt dann

2
(1) ifdsdsztpl—-(p?-

Der Wert des Integrals ist nur abhingig von den Grenzen, un-
abhingig vom Integrationsweg und verschwindet fiir einen geschlosse-
nen Integrationsweg. Umgekehrt kann man auch sagen: Das Feld
des Gradienten eines Skalars ist stets ein wirbelfreies.
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Setzt man
(2) divg= —divgrad g = — 4 ¢ = 4myp,

so wird (p:fgv?g, wo r die Entfernung des Volumendifferentials

vom Aufpunkt, in dem ¢ berechnet werden soll, angibt. Ist also
diva iberall gegeben und rot g =0, so gestattet diese Formel die
Berechnung von ¢, also auch die von g selbst.

2. Ein Vektorfeld q, in dem div ¢ iberall verschwindet, heif3t
ein ,quellenfreies Feld“. Ein quellenfreier Vektor a ist darstellbar
als rot eines quellenfreien Vektors 9U:

(3) a=rot9, div¥=0,
welcher , Vektorpotential® genannt wird,
Setzt man
(4) rot g =rot(rot %) = — AU =4,
so wird
dve
5) [ 2.

Ist also rot q iiberall gegeben und div a = 0, so gestattet diese
Formel die Berechnung von 9, also auch die von g selbst,

Jedes Vektorfeld 1Bt sich eindeutig als Summe (Superposition)
eines wirbelfreien und eines quellenfreien Feldes darstellen.

(6) a=a'-+a”,
wo rotq’ = 0; divg” = 0.

dov diva dv rot
7) a' = — gradJ‘-v-— o o =rot| L120

4xr ’

wobei die durch die Symbole vorgeschriebenen Operationen wunfer
dem Integral an der Stelle des Volumendifferentials dv, die Operationen
vor dem Integral an der Stelle des zu bestimmenden Vektors o’ bzw. o”
vorzunehmen sind.

Y. Der Vektor r.

Ein wichtiger Vektor ist der Ortsvektor r, welcher die Lage
eines Punktes in bezug auf einen festen Punkt r = 0 darstellt. Er
bildet ein Vektorfeld, indem jedem Punkte des Raumes ein Vektor r
zugeordnet werden kann, dessen Richtung vom Nullpunkt zu dem
Aufpunkt zeigt und dessen Betrag die Entfernung vom Nullpunkt ist.

Fir den Orisvektor v gelten eine Reihe von besonderen Rela-
tionen. Es ist (wo q und b freie Vektaren seien)

roty =20
dive=3
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grad (ra) =a
rot [ra] = — 2a
(1) div [ta] =0

rot (b(ca)) = [ab]
div (b(ra)) = (ab)

—~

5
div (ra) = _r7a)_ (a grad 7) = Q:_)
(agrad)t=a
rot (ra) = [rTa : grad%r—) = ;“? — ’%9;‘(10:)
rot[:—:} - (_2:7")_“ + %0_(::_)

Ist eine Kurve gegeben und ist r der Ortsvektor ihrer Punkte,
so ist

drx
(2) as ty
ein Einheitsvektor parallel zur Tangente im Punkte r.
Ferner ist
it _ R
(3) 28 = RT

Hierin ist ® ein Vektor, welcher Richtung und Linge des Kriim-
mungsradius der Kurve im Punkte r angibt.

R und t, bestimmen also die Schmiegungsebene der Kurve im
Punkte 1.

8. Unstetige Vektorfelder.

1. Es sei rotq =0
und div g = 0, auBer fiir r = 0.
Dann ist
(1) f@ndf=c0nst=4ne
fir jede die Stelle r == 0 umschlieBende Flache,
© Jayaf=o0

fir jede die Stelle r =0 nicht umschlieBende Fliche (vgl S. 132).
¢ heiBt die ,Ergiebigkeit* der ,Quelle” in t=0.
Es wird

3) a = — grad g; <p=;.
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Es sei diva=0 auBer in t=0 und in =1, und zwar sei
die Ergiebigkeit der beiden Quellen = — ¢ bzw. 4-¢. LdBt man
dann | zur Grenze O ilbergehen, wobel [¢ = m endlich bleibe, so
spricht man von einer ,Doppelquelle* vom  Moment“ m.

Es wird
1
4) a = — grad ¢; <p=<m gradﬂ:——%.
2. Es sel rota=0
und div g = 0.

a dndere sich unstetig an einer Fliche, so daB a,_ beim Ubergang
von einer Seite der Fliche zur anderen von a,, auf —a, , springt.
Wir definieren die Grole

(5) w = -21; (“n1+an2)>
wo u der nach der Flache hin gerichtete Normalvektor ist.

4w heiBt ,Flichendivergenz®.

w ist die auf die Flicheneinheit bezogene Ergiebigkeit der iiber
die Fliche verteilt gedachten Quellen.

Springt auch @ an der Fliche, so definieren wir die GroBe

(6) T= 4’1‘7; (s — 902)'

In diesem Falle spricht man von einer ,Doppelfliche* oder
,Doppelschicht mit dem ,Moment* 471,
Dann ist @ = — grad ¢

[ 1

) o= [ a7 (%  (en, s ).
erstreckt itber die Fliche.

Ist 7 eine Konstante lings der Fliche und @ = 0, so wird
(8) ¢ =t|7]Q
wo £ der raumliche Winkel ist, unter dem die Berandung der Fliche
vom Aufpunkt aus erscheint.

3. Es sei diva=20
und rot q = 0,
aufer auf einer Linie L (,Wirbellinie®).

Dann ist fiir jede die Linie umfassende Kurve
9) fands=fdfrotnu=const=4nr (vgl. S. 132),

wobei die Fliache fdf beliebig verzerrt werden kann., Daraus folgt,
daB 7 lings L konstant und daB die Wirbellinie L geschlossen sein
oder im Unendlichen endigen mubB.

7 heiBt das Moment der Wirbellinie.
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Wegen dv = dsdf ist dann das Vektorpotential der Wirbellinie
gegeben durch

\ 1 dsdfrota [ ds
o e [t [

L

daraus folgt
(11) a=rotm:zf;{, [da].

L
Da a auBer auf L wirbelfres ist, 1aBt sich q auch aus einem
skalaren Potential ¢ ableiten ¢ = — grad ¢, wobei jedoch fiir jede

den geschlossenen Wirbelfaden umfassende Kurve nach (9)

1
Ja,ds =@, — g, = 4ar

ist, falls 1 und 2 zwei zusammengehorige Vorder- und Riickseiten-
punkte auf einer iiber L ausgespannten Fliche F sind. Die Wirbcl-
linie L vom Moment 4zt ist also dquivalent einer Doppelfliche F
vom Moment 4n7, welche uber L beliebig ausgespannt ist. Das
skalare Potential ist also ¢ = # 7/ und a = — grad ¢.

4. Es sei rot a=0 aufler auf eimer Fldche und div a =0,
d. h. o édndere sich unstetig an einer Fliche, so daB [n, a] (eine
Parallelkomponente zur Flache) beim Ubergang von einer Seite der
Fliche zur anderen von [n, a,] zu [n, a,] springt.

Wir definieren den Vektor

1
(12) 9:;(;[“’ a; — ay]-

4ng heiBt , Fldchenwirbel®.
Es ist dann

(13) QI:fdf%; a = rot Y

9. Vektorgleichungen.

¢ sei ein unbekannter Vektor, der zu ermitteln ist.

(1) r+a=050. Losung: == b — a.
{(2“)275 ap  lab]

Losung: ¢ = — 4
[ga] =D a a

Ist nur eine der Gleichungen gegeben, so bleibt b bzw. $ un-
bestimmt.

(2)

k) =7 plbc]+q[ca]+r[ab]
_ Ssune: p — Pio¢ltgicaj+rjab]
(3) (xb) =g¢q Losung: 1 = o) .

(zgc) =7
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4) p=xa+yb+zc
5 R ¢ ] 1.13)) _ (p[ca]) __(p[ab)])
Losung: =Ceey Y= @iy T @pe)
(5) p=x[bc] 4 y[ca] + z[ab).
T N 3 N T
Losung: x =Ty ¥ = @) *= @by’

Es ist zu beachten, daB eine Gleichung, die zwei Vektoren gleich
setzt, drei algebraischen Gleichungen &dquivalent ist. Andererseits ist
ein unbekannter Vektor dquivalent drei algebraischen Unbekannten.

10. Lineare Vektorfeldfunktion.

Schreitet man in einem Vektorfelde g lings einer beliebigen
Geraden fort und ist hierbei der Vektor ¢ eine lineare Funktion der
auf der Geraden gemessenen Linge, also darstellbar in der Form
a, —a,=bd, wo b einen konstanten nur durch die Richtung der
Geraden bestimmten Vektor bedeutet und 4 den Abstand zwischen
den Punkten der Vektoren a, und a,, so heilit das Vektorfeld q eine
lineare Vektorfunktion des Orts.

Eine solche Funktion 1aBt sich z. B. aufbauen aus einer Anzahl
von GréBen der Form:

(1) a= aO + Z(knr + [unr] + pn (an) + [bn (anr)] + o ')’

d. h. aus einer Summe von Vekforen deren Betrag proportional  ist.
Die GroBen ajku,p,q,d,e, seien hierbei Konstanten bzw. freie
Vektoren.

Der Ausdruck 1aBt sich aber, ohne seine Allgemeinheit zu be-
schranken, auch in der einfacheren Form schreiben:

(2> a:a0+2<pn (ann» (”: 1’2’3)’

wo die p, und g, freie Vektoren seien.
Es ist dann

®) diva = 3(p,0,).
4) rota= >1[p,q,]

Zerlegt man g — q, in 2 Felder o’ und ¢”, so daB diva'=0
und rot o” = 0 wird (vgl. S.135), d. h. in einen quellenfreien und einen
wirbelfreien Teil, so ist

(5) a—a,=a +a"
(6) o =[ur]; 7rota'=2u; u=14%3Yp,ql
(7) " =13, @0+ 0, 0,0)  diva” = Xp,q,)-
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11. Tensoren (zweiten Grades).

Durch eine lineare Vektorfunktion wird der Vektor ¢ — a, als
Funktion von r dargestellt. Wir schreiben dies symbolisch:

3
(1) a -~ aO = 2 pn <an) = ir'
n=1

DenOperator T bezeichnet man als einen,, Tensor® 2. Grades*) (vgl.S.129).
Durch die entsprechende Gleichung ¢ = T b wird dem Vektor b yermittels
der Vektoren p_und g, ein Vektor a zugeordnet. Von den 6 Vektoren
P> 4, (n=1,2,3) kénnen drei, z. B. die q, willkiirlich gegeben sein,
wenn eine bestimmte Tensoroperation § vorgeschrieben ist. ¢ b kann
als ein Produkt bezeichnet werden, denn es gilt

. { TH+T6' =T (b+5), T(kb)=ETH (wo k= const),
ThFT,b = (T, + I,)b. ‘
Der Tensor ¥ kann in zwei zerlegt werden,
a’ =Tt =[ur] und
®) { 0 =Tt =1 3(p, (0,0 + 1, (,)-
¢’ heiBt dann ein antisymmetrischer Tensor. Er ist dquivalent mit der

Operation der dufieren Multiplikation mit dem Vektor u =} 3[p, q,]
n

" heilt eim symmetrischer Tensor.

Fiir einen symmetrischen Tensor gilt:

(4) ((Ta)b) = ((T6) a), geschrieben Tab.
Fiir einen antisymmetrischen Tensor gilt:
) ((ZTa)b) = — ((TH)a.)

Ist der Tensor Funktion des Ortes (Tensorfeld) so sind die
pund q als vom Ort abhingig zu betrachten. Ein Tensorfeld ordnet
durch die Gleichung a = Tb einem Vektorfeld a ein zweites b zu. Auch
die Gleichung a == rot b kann als Tensorgleichung aufgefaBt werden. rot
ist dann ein antisymmetrischer Tensor.

Setzt man ((Tr)r)==konst., so ist dies die Gleichung -eines
Ellipsoids, dessen Oberflichenpunkte den Ortsvektor r haben. Ist &
ein symmetrischer Tensor, so werden fiir drei zueinander senkrechte
Richtungen von t, die Vektoren ¢ und Tt parallel und die zugehdrigen

Werte |£;—I heilen die Hauptachsen des Tensors ¢.

1) Ein Skalar kann als ein Tensor 0. Grades, ein Vektor als ein solcher
1. Grades bezeichnet werden.
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Aus einem Tensor kann man folgende Skalare ableiten:
T =2(b,0q,) uwnd  T°=(T-T)= i,
ferner | T| = (py[pq0,]) (9, [9405]) (Determinante des Tensors).
Aus 2 Tensoren ¥, und Z, bildet man
(T,-T,) = 3 (0,1 9,) (4,7 9,o) (Inneres Prod. zweier Tensoren).

Fiir einen antisymmetrischen Tensor wird | ¥ | und ]T|=0.

Ferner gilt:

los05] g %
<6) T (a1 [92051) =P im ’

d. h. der Tensor ordnet den zu den g, ,reziproken Vektoren gX*

B. qf = ~12% ) gie Vekt . so daB q -q* =1.
<Z o (CA [qg%])) ! cktoren p, zu, so dab q,-qx

(7) Ist speziell p = g4, so wird ¢ = Ta. (Einheitstensor s. u.)
Der mit den Vektoren p,gqs (an Stelle von p_gq,) gebildete
Tensor T* heit der zu ¥ reziproke.
(8) Ist a =$b, so ist b=T*a
) und ‘T*(Ta) = a.
Statt T* schreibt man auch ¢ -1, alsoi—i(iajz ;1.

Durch Wiederholung (,,Iteration“) der Tensoroperation kommt
man zu

T(Ta)=2%, T(T(Ta))=2(T’a)=2T%a, usw.

Dann besteht zwischen den 4 Vektoren a, Ta, T%a, T3a folgende
identische Beziehung (Bedeutung von | T |, (1), | T|s. oben):

(10) T3 —|T|Ta)+ T |T|-Ta—|T]-a=0.
Diese Identitit kann zur Losung von Tensorgleichungen benutzt
werden. Ist z. B. gegeben die Gleichung

Ta—C-a=0,
dann ist F?a—CTa=gqh,

T3a— CT%a = T?%.
Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen und der obigen Identitit
3%q, T2a, Ta, so bleibt ¢ als Funktion von b, C, |T |, |T-1|, |T|.

Ist b = 0, so haben wir das Hauptachsenproblem. Die Achsen

des Tensors sind gleich den drei Losungen C, C, C, der resultierenden
skalaren Gleichung

(11) ¢"—|zict +|z7|T]C | T|=o.
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Unter div § versteht man einen Vektor:
. 1
(12) div =7fdf(1n),
limy=0
wo die Integration liber eine geschlossene Fliche um das Volumen »

zu erstrecken und zur Grenze v = O iiberzugehen ist,
Dem Gaupichen Satz entspricht dann die Gleichung:

(13) Jar@n) = [dvdivg.
Als Einheitstensor ¢ wird ein Tensor bezeichnet, der angewandt
auf einen beliebigen Vektor diesen reproduziert:

€ (a) = a.
Fir diesen gilt
(14) |G =3; dive=0.
Es gilt allgemein:
(15) div (p2) = @ divZ + T (grad ¢),
daher fiir den Einheitstensor:
(16) div (¢ €) = grad ¢.

12. Anwendung der Tensoroperation auf den Ortsvektor t.

(Vgl.1 §9.)
Wenn man setzt:
a==A(x),
so wird
(17) div % = 4a.
Ferner ist:
(18) (bgrad)a = A(b) und fir p=r,
(19) (rgrad)a = A(r) = a.
Zerlegt man a¢ = 9(r) in
di " di , "

20) o=t " H W) + w0 = (6T o o) (1) = a0,

wo U’ ein symmetrischer, %” ein antisymmetrischer Tensor sei (so
daB [%A”|=0), so wird
(21) | =diva="$ldiva- a0, dh |w|=o,
div 9l = Aa = L grad div q - div %’ -+ div "
(22)  div%” = }(Ada — grad div a) = L rotrota
(23) div %" = 3 (da + % grad div q).

1) Diese Zerlegung ist in der Elastizitiitstheorie von Bedeutung.
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13. Tensoren hoéheren Grades.

Ein Vektor a kann auch durch lineare Abhangigkeit von zwes
andern b und ¢ gegeben sein

a=3(0,¢) = Yp,(a,b) (x,0)-

T heiit dann Tensor 3. Grades, Analog bildet man Tensoren
hoheren Grades.

14. Transformation von Vektoren auf bewegtes Bezugs-
system.

In einem Vektorfeld a = a(r,#) d. h. einem solchen, das auBer
vom Ort ¢ auch von der Zeit ¢ abhingt, wird, wenn man es in einem
mit der Geschwindigkeit v gradlinig starr fortschreitendes Bezugssystem
t' =1 — p¢ darstellt,

a(t,) =a’'(t'¢)

oa’  da
or — o T (ograda

analog fur einen Skalar ¢(tf) = ¢'(x't)

8tp' Otp
i = 5 T (vgrade).

aa bedeutet also die zeitliche Anderung von a fur konstantes ¢/, d. h,

in einem festen Punkt des bewegten Systems.

In einem mit y=yv,-}-[ur] fortschreitendem und rotserendem Be-
zugssystem t’ =t — vyt — [ur]t wird

g‘; + (vgrad)a + [au] = (Z—‘; + rot[av] + vdiva

Pa
ot

op’ _0p
TRy + (v grad ).
2
Fur ein Linienintegral f(adé), das langs einer sich mit der Ge-
i

schwindigkeit v bewegenden Kurve gebildet ist, gilt

2 2
d da .
a't’j(“ ds :fdé (57 + grad (va) — [prot aj)
1 1
und fiir ein Oberflachenintegral fa df

dtfdf a, —fdf(i;’ -+ rot[av] 4 vdiv a)
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B. KoordinatenméB8ige Formulierung der Vektor-
analysis im 7-dimensionalen Raume.

1. Vektorkomponenten.

Analog zum dreidimensionalen ist jeder Vektor im #-dimensio-
nalen Raume aus # Grundvektorene,, ¢, ..., €, darzustellen in der Form:

(1) a=a'e,+ate, 4 ... Fa"e, =3 a’e
7

(falls die e; linear unabhingig voneinander sind). Die at, 4%, ..., a"
heiBen die Roniravarianten Komponenten von a (bezogen auf die
Grundvektoren). Bildet man die zu zu den e¢; reziproken Vektoren ¢,
so daB (efe,) =1 fiir =4 und =0 fiir ¢ == & wird, so ist auch die
Darstellung

(2) a=a,el+ae?4...4a,e"

moglich. Die a, heiben die kovarianten Komponenten von a.

In einem willkiirlichen (krummlinigen) Koordinatensystem
#%, 2% x% ... legt man die Grundvektoren e,,e,, e, an jeder Stelle in
die Tangentenrichtungen der dort sich kreuzenden Koordinatenkurven
x* = const, 2% = const, x® = const usw. und wahlt die Betrige |e, |,
les | |e5] usw. entsprechend dem metrischen Gefille der Koordinaten-
mabBzahlen x%, x2, %% ... an dieser Stelle. D. h. der Vektor 43 mit der
infinitesimalen Lange ds soll gegeben werden durch

3) A3 =¢,dx' +e,dx* 4-egdx® 4 ...

Die dx* sind also die kontravarianten Komponenten des Vektors 43,
und die Grundvektoren sind bestimmt durch

. 8 03 28
(4) Q=0 BT e BT o e

Die ¢, geben die mefrischen Verhiltnisse im krummlinigen Koordinaten-
system an. Sie geniigen den Gleichungen

oe; oex

Es wird ferner
(ds) = (dx*)% el 4 2dx*-dx® (e e,) + ...
Zur Abkiirzung schreibt man oft
(e) =1 (er09) = g4qr USW.
(61)2 =gl (el e'z) =g  usw.
Es wird daher
6) @ds)? = %’gik dxt-dx*.

t
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ds heiBt das ,Linienelement“ des Koordinatensystems. Man pflegt
neuerdings die Summenzeichen fortzulassen und fordert, daf diber jeden

Index zu summieren ist, der in einem Gliede zweimal vorkommt.
Man schreibt also:

(N (ds)* =dxtdxtg,, =dxidx®(ee,)
() =a®=atakg, =aat(ee) = a,a, 8% = a;a, (e* ")
= a;a*(efe,) = a;at.
Ebenso
(ab) = atb* g, =a,b'=a’b, usw.
Man beachte noch folgende Relationen:
(8 at=(ae); a;=(ac)
=gyt at=g"a
(aef) (e;8) = (ab).

Zur speziellen Rechnung ist die Verwendung der g, meist vor-
teilhafter als die der Vektoren e;.

Die GréBen g;, bestimmt man am bequemsten durch Aufstellung
der Form des Linienelementes.

Die GréBen gi* findet man aus diesen, indem man aus den g;,
die Determinante |g| bildet. Nennt man G;, die Unterdeterminante
Gy
lgi
Grundvektoren e, gebildeten Parallelepipeds.

zu g;,, so ist gik = Vg ist gleich dem Volumen des aus den

2. Tensorkomponenten.

Die Beziehung
a=2T(b) =2 p,(9,0)")
n

schreibt sich unter Weglassung der Summenzeichen iiber zweimal
vorkommende Indizes:

(1) 8, =P, (9, 0%) = T, 0%
wo Tikzﬁnian

bedeutet. T, heiBen die kovarianten Komponenten des Tensors. (Es
ist T,, = Te,e,.) Entsprechend gilt:

1

) at= T b, wo Tt= p,fq,’f ist.

Tt heiBen die kontravarianten Komponenten des Tensors
T —= Fetek. Ebenso gilt:
at=Tibk wo Ti=prg,, ist
1) Die Summe iber den Index » muB zur vollen Allgemeinheit im
n-Dimensionalen » unabhiingige Glieder enthalten.
Madelung, Math. Hilfsmittel. 10



146 Koordinatenmifiige Formulierung der Vektoranalysis.

Ti heiBen die gemischten Komponenten des Tensors (T,f = Tete,).

Es ist also 7 7
Ty =Ti(ee)=Tigy
und Ty =T" 8 8m
Der Tensor ist symmetrisch, wenn T, =T, ist. Der Tensor
ist schiefsymmetrisch oder antisymmetrisch, wenn T, = — T, ist.

Auch die Gréfen g, sind die kovarianten Komponenten eines
symmetrischen Tensors, nimlich des Einheitstensors §, wo a = (E(a)
(vgl. S. 142). Hier ist p, =¢,, q,=¢" zu setzen.

3. Tensoren hoheren Grades.
Tensoren hoheren Grades sind entsprechend zu bilden. Z. B.
T =% Pri Dnic Tnr
Tlfl:%7 Palnr i USW-

(1)

Vektoren kann man hiernach auch als Tensoren 1. Grades, Skalare
als Tensoren 0. Grades bezeichnen.

4. 3-Indizes-Symbole.
Der im weiteren haufig vorkommende Ausdruck

1 (08 | O%s _isn>
2 <8xs + dxr oxt

wird abgekiirzt durch die Form:

s Sy
{VS}__ {sr}_ .
iU i
T}, ist kein Tensor.
Es gilt: -
! [S'L _agrs
<1) LJTU}——EZ?

e 1 Vg . z?IOg\/E_ . N\ Oe,
(2) Z{z}*vg'ﬁﬁ— ax,—'—dlver~%(e‘57>-

b

und g [7;} durch:

In den Grundvektoren ausgedriickt ist:

(3 = Gore) = (el

und

(4) o (2 ) = (o 2oe) = (e 222).
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5. Transformationen.

Beim Ubergang von den krummlinigen Koordinaten x* zu neuen
krummlinigen Koordinaten transformieren sich die kontravarianten
Komponenten eines Linienelements (unter Fortlassung der Summen-
zeichen): o
dxt' = éi»k— dxk.

ox

Nach demselben Gesetz transformieren sich die kontravarianten

Komponeten eines Veklors a

;

2t — Bx’k 2k,
0%
Die kovarianten Komponenten transformieren sich durch
,__6xk
d, =— ;r’{ dag .

Daher wird fiir jede Transformation
a bt =alb" = aib; = a® b = Invariante (Skalar).
Die Komponenten eines Tensors 2. Grades transformieren sich
wie die Produkte zweier Vektoren, und zwar T%* wie (a®b%), Ty wie
(agbg), TF wie (a;b%). Also

’ ox™ ox"

L= g Tnn
v ox' ax¥

T'Lk . x .Tmn
ax™ ox™

TF — ax™ 3% "

‘ _—-axw.bx" "

Es wird daher fur jede Transformation TikS”‘ eine Invariante
(Skalar), wenn ¥ und € Tensoren sind.

Umgekehrt: Ist fiir jeden beliebigen Tensor & die GréBe T Sk
ein Skalar, so ist § ein Tensor.

Entsprechendes gilt fiir Tensoren beliebigen Grades.

Zusammenstellung der wichtigsten Invarianten:
a’=a,a’, (ab)=a,b*==a'b,

a*a?a®|

(afbc]) =Vg | b 8?b*| (im Dreidimensionalen).
cl ? 63}

T[= T = T, g% = Tikgik
(T-3) =T, T*=TiTi (T -&)=T,S"* usw.
|T|= ll T;f, (Determinante).
Tab = T,,ald*
10*
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6. Verjiingung und Erweiterung.

Aus einem Tensor T** erhilt man durch Multiplikation mit g.
p gzk

den Skalar |T|= Ty, , aus T,* den Vektor ; = Tj*g,, usw. Diese
Operation. die den Grad eines Tensors um 2 erniedrigt, heiBt Ver-
jiingung,

Durch Differentiation erhilt man umgekehrt aus Tensoren solche
hoéheren Grades (Erweiterung), durch Kombination mit Verjiingung auch
solche niederen Grades. Bei der Differentiation ist zu beachten, daB die e
mit zu differenzieren sind?!). Dadurch erhilt man unter Benutzung
der 3-Indizes-Symbole u. a. folgende Ausdriicke:

op

@ =— (a = grad ¢)
"
_ o _ fik)
G axt 1" br
i 3b’ ””!b
(1) l’J
“ikz’:gj - iy}b1k - iribir

0by

e B -

=

und durch Kombination u. a.

Cip g — gy = 22 P
, ik ik ki axk ax'
(2) . da’ b ky 'bk' b
o= —]—{i}a ; c¢=(bgrad)a.
Durch Kombination mit Verjliingung findet man u. a.
1 6(\/Eai) . i 0a
= = = dl = —
(3) v Ve o4t (’P vea (e a;ﬁ))
1 aeTEH  (iry .
[ o= R (e (0= div3)

“ 1 1 (e 1)
e el e

d : ; O¢ dat
1 — % k t 0% k k
) da—-a k(a edy"=a a—kdx +e,—a kdx

pat 7,0 Lo .
(da)l =da-¢' = (i;;-l-a’ (el a?e;» dx® = (g-z—k-{—{llk} a’) dz*

(@a)! = afdx®.



Erweiterung und Verjiingung in Anwendung duf den Tensor gsx. 149
1 0 ~ k0P
, - L (Ve ) iy
G) FaalvVes (v=14¢)
Merkregel. Es ist zu beachten, daB Gleichungen zwischen Vektor-
komponenten nur dann solchen zwischen Vektoren &dquivalent sein

konnen, also kovariant gegen Transformationen sind, wenn alle Glieder
die gleiche Kovarianzart besitzen, z. B.

) ) . N ) .
a®=10b"; a'b* =T, a'Tw=S,

. X ) .k
aber nicht a*=10;; a'b,=T" usw

7. Erweiterung und Verjiingung in Anwendung
auf den Tensor g¢,,.

Fiir den Tensor g;, erhilt man speziell

1 8\/gg {75] rs
e e — :0
(1) T
ik Iy rk Ir ir
2 . | ==
(2) 6x,+{l}g T{k}g
08, 173 1)
e {Uea—o

An Tensoren hoheren Grades ist aus g, nur der folgende ab-
zuleiten

i :Lﬁhl 0 [k} (rh) {ﬂe) rk} 7h
3) P T B {ZJ i) | {7}
und hieraus durch Verjiingung ein anderer Tensor 2. Grades
o (ir o (k) ir) [ks) k) frs)
Bo— il /) - -1
“) i axk{V o Lrf T s fUr {S)
und der Skalar R=g*R,,.

Die GroBe R,-ihk heiBt der ,Riemann-Christoffelsche Kriimmungs-
tensor*,

Das Verschwinden dieses Tensors ist die Bedingung dafiir, daB
die #-dimensionale Mannigfaltigkeit, ausgemessen mit dem Linien-
element ds, die Euklidische Geometrie erfiillt.

In den Grundvektoren ausgedriickt ist

= (25~ 5 ()

Die Differentialgleichung einer geraden Linie, d. h. einer Linie,
fir die die Bogenlinge f ds zwischen je zwei ihrer Punkte ein Mini-
mum ist (geoditische Linie), lautet:

a* 5 RIY dx" dxt
(1) ds? +{1) ds ds =0.
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Die Differentialgleichung einer Feldlinie (Kraftlinie) eines Vektor-
feldes a lautet

dxt %
() a5 ¢
wo a'=f"(x,, %, ..., %,) Ist.
Verschiebt man einen Vektor a aus dem Punkte (x,, x,, ..., x,)

ungeidndert und parallel zu sich (Verpflanzung) um §8, so andern
sich seine Komponenten at zu a®-}- a* und es gilt

(3) dat = —{rs:}a'éxs

2
bzw. da, = {”s}a,_éx‘.
\7

Setzt man diese Parallelverschiebung von Punkt zu Punkt lings
einer geschlossenen Kurve fort, so lautet die Bedingung dafiir, daf
die Komponenten a¢ wieder ihren urspriinglichen Wert annehmen

(4) Rjyy = 0.

8. Orthogonale Koordinaten im 3-dimensionalen Raum.
(Im folgenden ist jedes Summenzeichen ausgeschrieben!)

In orthogonalen Koordinatensystemen ist es vorteilhaft, ein anderes
System von Grundvektoren zu verwenden, niamlich FEinhettsvektoren
1,151 ... in Richtung der fritheren e,¢,e,... Hier werden die i, mit
ihrem reziproken i% identisch. Es gibt also auch nur eine Art von
Komponenten, die als physikalische Komponenten bezeichnet werden
sollen, da sie in der Physik hiufig verwandt werden. Sie sind die
Betriage der komponierenden Vektoren.

Es ist hier also zu schreiben

0 =4, 4 a1, + a5,
WO

_ . a; ;.
—_— ] [ J— 13
a,=qa'e, = . =Va,a

ist, wenn man mit ¢, den Betrag von e, bezeichnet, der aus dem
Linienelement

ds = Vel (dxt) + el (da?)°+ ...
zu entnehmen ist.
Der Betrag von e? ist hier gleich i.
Die physikalischen Komponenten &; sind also die geometrischen
Mittel der kontravarianten und kovarianten Komponenten.

Hieraus folgen die Formeln

2 __ N2 e
a® = Ya?; (ab)= 3
1 2

ul

@]

=l

.
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Die Tensorrelation ¢ = T b schreibt sich
‘_‘i =2 Tzk bk
P

wobei die physikalischen Komponenien des Tensors sich berechnen durch
_ik:—z"—'" —_ Ttk ___Tte‘

e e ey,

Fir die Transformation der fiir die allgemeinen Komponenten
gefundenen Formeln in solche mit physikalischen Komponenten gelten

also folgende Beziehungen:

x T,
_T TH = ik, Tk__T“e

ix€ip - e ex
dx* ist hier natiirlich keine Vektorkomponente, sondern nur
. i
dxte, = ds,.
Die GroBen g, verschwinden fiir i + k, fiir i—=£ ist

gui=6; g'= gj
zu setzen und p=
Ve=re,0504... ~
Die 3-Indizes-Symbole werden in orthogonalen Systemen einfach

I = S (@mes 254 e 25— (Ba %),

! ox
wo die Symbole ({Z) usw.1 bzw. 0 bedeuten, je nachdem [/ =k oder
Ik ist, d. h
{”}:o fur @bk lok

(W
— P g ik
el gxt
f;i»ae fur 1 =1-+%
& gxt i
=L g g —1—k.
€ gx°

Durch diese Beziehungen transformieren sich die Formeln von
S. 148 folgendermafen in physikalische Komponenten:
g=L 22 (a = grad ¢)

Poe gyt

— 2b; b, r de . de
aik:—i—k< e‘ 2 e L—*—U’t) —;‘ —(tk)ng>

. - - . b A
:i—(ab'e'—-b,--a—elf—b. e (tk) ﬁJek-—a—e’i)
r

AN Foaat Pk er " pa’
1 aZ,._b‘k aek_‘_(k) b, dex
e \gxk i 0x' ~ er X
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- 1 (0bix bk ae, b, Oe ok ae,
“ikl=;( T A o R )2 e

axt st ek it

bir 0
@) —2;'53)

,,,=‘7‘E_Zi.(vg?) (y = div )
WZV%ZL(VE.}F.%"%) (v =Ap)

0
- __ &4 \ 0 Z(Trl‘l' Tir) aei Trr oe,
4= 7= P oo e, Aad
\/g S 0% €ier ox S G ox
(a =div T)
Ist hierin Tik ein antisymmetrischer Tensor (Tik == h,“.). SO ver-
schwinden die beiden letzten Glieder.
Ist speziell :
T o 1 (3bes) _ dlbker)
Tik'_aik——aki'—ei_e‘k(}x_k“_’a;i— ,
so wird ) <5(b; ) B, er)
a, = N1 8 Ve i{v—r—ajf (a = rot rot b).
‘/g . ox" ele,

Dieser Ausdruck ist in zwei Teile zerlegbar:

= b (i I () -

wo der erste Teil glelch grad div b, der zweite Teil ¢ = 4b bedeutet.
< a’lk + akl
Se="">

i ist der Deformationstensor.

Er ist symmetrischer in der Form schreibbar:

§ik=;<:;f (B o (b >> (zk)Z

L 9xF N e gxt \ek er 6x
Antisymmetrische Tensoren haben im 3 Dimensionalen nur 3 Kom-

ponenten. Deutet man diese als die Komponenten eines Vektors, so

ist dieser hierdurch in einer vom Koordinatensystem unabhingigen

Weise definiert, indem man setzt

Tyy=uay Toyy=a; Ty = a,.

Z. B. liefert der Tensor ﬁ'.I;k —a, I;i: ¢, die Definition des Vektors
¢ = [ab], ferner der Tensor

__&
a
l
!
=
z
H
)
P'\

(abe,) 6(5]‘ er) )
PO ey Rl
\ 0% ax

die Definition des Vektors ¢ = rot b.
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Diese Vektoren heilen axiale im Gegensatz zu den anderen, die
als polar bezeichnet werden.

Die Operation rot, angewandt auf einen axialen Vektor, ist iden-
tisch mit der Operation div, angewandt auf den antisymmetrischen
Tensor (vgl. rot rot b).

9. Komponenten in Cartesischen Koordinaten.

In Cartesischen Koordinaten werden die drei Komponentenarten
miteinander identisch, weil

1) ey =r¢y=cy=1 und (e e5)= (e,¢;) = (e5¢,) =0
ist. Wir bezeichnen die Komponenten von g mit a, a, &, gleich

den Projektionen von a auf x,y,z-Achse.
Das innere Produkt (ab) wird

(3) (ab)=a,b, +a,b, +a,b,.
Das duBere Produkt [ab] hat die Komponenten:

[a0],=ab, —a,b,

(4) [(1 b]y = aa:bz - a, ba:
[aB], = a,b, — a b,

Der Betrag eines Vektors a wird:

(5) a=|a|=Vai+a;+a;;

(a[5¢]) wird

i ax x CE
(6) [ ay by €y |
1 a, b, c,

grad ¢ hat die Komponenten:
@) g, d9 . Oy,

ox’ oy’ 0z’

diva wird:
s dag 6a,,
(8) diva=—* + az ;
rot ¢ hat die Komponenten:
oa. day
[rot a= _67 — T
04, da,
9) rot, e =5 — o0
da, 0Oay
rot o=, — 5; :
. s
(10) A(p 1st _‘é;f+ ay. + 522
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Aa hat die Komponenten:

A a—=2 6 ax a%z aga,

(11) 5z T o W:A“z usw,
(b grad) q hat die Komponenten:

0by 0by 0b,
(12) (agrad) b=a,_- ] ay—é;; a, . usw.

Der Gauﬁsche Satz lautet:

(1 )f(aax L day + 8%) dv zf(afcos(nx)—f—aycos (ny) + a,cos (nz))df.

Der Stokessche Satz lautet:
(14) f@_‘;g _ 5@%) cos (nx) 4 . .. :f(axdx +a,dy+a,dz).

Eine lineare Vektorfunktion stellt sich in der Form dar:

a,= @y, Ay, x4 a5,y + 432
(15) @, =ay, -+ Ay X1 Gy, Y + @32
a, = a,, + gy X 4 Ay + 557

z

Die Zerlegung von a — a, in einen quellenfreien Teil o’ und einen
wirbelfreien Teil o” liefert:

’ ”
Ay = dy + ay

usw., wo
! a; =3{(ays — a,))y + (a3 — ag) )} =0,y — u,z
(16) ,:%{(“21—“12)’5‘{‘(“ — Age) 2} =u, 2 — u,x
= 5{(ag;, — a15) ¥ 4 (agy — a35)y) } = U, % — .y
und

0 = a4y %+ § (ay, + ay0) ¥ + 5 @y + a5y) 2
(17) 0y = §(ag; + a,5) % + agpy - 2 (@yy F a5) 2
0f = 5 (a3, + ay5) %+ §(@gy 1 Ga3)y + a2

Druckt man die Abhingigkeit des Vektors ¢ vom Ort aus in der

Form:
== a, 4 Ar,

so bezeichnet man die a,, des vorigen Paragraphen als die Kom-
ponenten des Tensors 9.
Schreibt man o” = T (r), so sind also die GroBen a,,; L (a,, -+ a4,);
3 (a,, + a5,) usw. die Komponenten eines symmetrischen Tensors.
Entsprechend bezeichnet man die u_, u y U, als die Komponenten
eines -antisymmetrischen Tensors (vgl. S. 152)
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@ =div ¥ = hat die Komponenten:

_0Tas | 3Tuy | 9Ta:

.= x + oy 0z

_Tyx | 0Tex | T4

(18) Py =" T oy e

8T~$ aT;y a]‘zz

l 752 ox + oy 0z

(19) (@) =T+ T3y + Th+ 2T +2T5 + 215,

(20> lii = me + Tyy + Tzz'
‘ I;m I;y I;zi
!
=17, T,, T,
T, T, T,

10. Komponenten in Polarkoordinaten (; ¢, 9).
ds® = dr® -+ Psin? §de® + 1*dd?; ¢, =1; ¢y =rsind; ¢, =v.

(1) g =r*sin? .
3-Indizes-Symbole :

33 !12) 1 13) _ 1
1 -7 12) v’ 37 o
22 s 122‘ . 23

= — 9 = — 9 &, }= tg J .
{1} 7 sin l?, 13} sin ¥ cos {2 ctg ¢

Wir bezeichnen

0y =dy, 0y =dg, 03=0y.

a=grad y:
B R L B
(2) =% a'p“rsin'z?a(p’ 4= 9
| . dar 2 i 1 Odag 1 0ap cotvﬁ
(3) diva = 87+7a’+—rsmﬂ 6<p+ ¥ 60+

1 (8,4 1 dag 741_(_» . )
e (b; v a">> _]_7511'10?;9~ ¥ sin & 519(Sm 196;,9)

o . 209 1 Ty 13y
(4) Ay = divgrad W—_ v or -+ rzsmzﬁ 9t T 9%
—|—7—cotg19 =2
10 251;1) 1 2 < . _8&)
() h?‘ﬁ(’ or +735m2# a¢? +1251n19619 in ¢ 29/ ”
1 oay .
(6) rot, = -—— <~— — a0(51n ﬁﬂqo))
. 1 da, 1 d(ras)
(7) Tl =50 T
1 (0 1 aa,>
(8) rotga == ‘;- <E(7ﬂ,p) — *Sm *a? .

) Aa="A(ra)—~ 2 diva.
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Zwischen den a_a Y2 und den g,a,as bestehen die Gleichungen:
a, = a,sindcosp --a, sindsing + a,cosd
(10) ap= —a,sing +a,ccosg
ay = a,cos ¥ cos p + a, cos P sinp = a,sin J

a, =a,sindcosp — a,sing ~+ ascos @ cos
(11) a, = a,sindcos ¢ + a,cos @ -}- ag sin @ cos ¥
a, =a,cosd — agsind.

11. Komponenten in Zylinderkoordinaten (¢, ¢, ).
ds?=dp* - o*de* +dz% e, =1, e,=0p, ¢g=1.
3-Indizes-Symbole:

{212} = — p; {221} =1, alle anderen 0!

Wir bezeichnen:

(2) a=grady: %%: o ;%g_ v; %15: ]

3) d1va=%,§é( 9)_!—:)6;(:‘}‘25;

4 rotga = L2 _ Zer

(5) rot, —,aal;l_ 560:

(6) rotxazg,i%’g)_%%%

O amymdre o) gt i

Zwischen den q_, a,, a, und den g4,, a,, a, bestehen die Glei-
chungen:

4y = 4,C08 @ + a, sin @

(8) !a¢=—amsin¢p+aycos<p
la,:: +a,.
[a,=a,cosp —a,sing

9) i a,==a, singp - a,cos ¢

a, = +a,.



Zehnter Abschnitt.
W ahrscheinlichkeitsrechnung.

A. Grundbegriffe.

1. Wenn unter gewissen Bedingungen ern Ereignis unter einer
Auswahl von N Ereignissen g4, a,...ay eintreten muBl, und kein
Grund vorliegt, warum irgendeins derselben leichter eintreten sollte

als ein anderes, so heiit der Bruch ~ die ,,Wahrscheinlichkeit« fir
fir das Eintreten eines jeden dieser Ereignisse.
Die Beobachtung eines solchen Ereignisses heibt eine ,,Probe*.
2. Bezeichnet man als ,giinstiges Ereignis¢ das Eintreten eines
beliebigen Ereignisses aus einer bestimmten Gruppe der a, bestehend
aus # (# < N) Elementen, so heifit der Bruch p=% die ,,Wahr-
scheinlichkeit¢ fir das Eintreten dieses ,giinstigen Ereignisses®

3. Sind mehrere solcher Gruppen gegeben, die sich gegenseitig
ausschlieBen, so daB also kein ¢ in mehr als einer Gruppe vorkommt,
so ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten irgendeines beliebigen
Ereignisses aus irgendeiner der gegebenen Gruppen gleich der Summe
der Einzelwahrscheinlichkeiten

W (entweder — oder — oder) = p, + py P35+ -

Enthalten die Gruppen zusammen alle moéglichen Ereignisse 4, a, ... ay,
so ist Xp, = 1.

4. Sind a a, ... a, Ereignisse, die wie die a charakterisiert und
von diesen unabhingig sind, und ist die Wahrscheinlichkeit fiir das
Eintreten eines bestimmten Ereignisses a; gleich pg, so ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB sowohl das Ereignis g, als auch das Er-
eignis a; eintritt, gleich dem Produki der Einzelwahrscheinlichkeiten

W (sowohl g, als auch al) =ty b4
allgemein:

W (sowohl — als auch — als auch...)=p®.p®.p®
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Die zweite Probe kann dabei eine Wiederholung der ersten unter
denselben duBeren Bedingungen zu einer anderen Zeit sein, oder
auch in einem verschiedenen Vorgang zu gleicher oder anderer Zeit
bestehen.

5. Wenn bei N unabhingigen Proben 1, 2,..., N die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Einsetzen eines giinstigen Ereignisses jedesmal
gleich $ ist, und fallen von den N Proben in Wirklichkeit # giinstig

aus, so wird '%——pt mit wachsendem N beliebig klein. Fiir die

Wahrscheinlichkeit W (#), dab bei diesen N Proben #mal ein giinstiges
Ereignis eintritt, gilt die ,,Newfonsche Formel“:

N
(1) W= () e,
wo ¢ =1 — p bedeutet.
Fiir den Grenzfall sehr groBer N geht diese Formel iiber in

2 Wn)=-—=-; worin z=-——- (Laplace).

2 )= o Vivay \Laplac)
Ist N auch sehr grof gegen Np, so wird

3) W (n) = le__i (!N P (Poisson).

6. Wiederholt man die Serie von N Proben, so wird sich jedes-
mal ein anderes # ergeben. Der Mittelwert # wird im Grenzfall un-
endlichfacher Wiederholung der Serie n = N-p (Bernoulls).

B. Schwankungen.

1. Man bezeichnet die GroBen

— N n—n
S=n—1%n, 0= —
n

als absolute bzw. relative Schwankung. Die ,durchnittliche absolute
Schwankung* ist

(1) 51 —2W ) (7 —22),

worin » die groBte ganze Zahl < ist und W (») die Wahrschein-
lichkeit ist, dal bei N Proben »mal das FEreignis @ eintritt; die
,durchschnittliche relative Schwankung® wird daher

2) 3| =Ll—2wp) (1-2).

Die ,mittlere absolute Schwankung« Vs__"— wird gegeben durch

3) s? =Npg=rng,
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die ,mittlere relative Schwankung* V(S—? daher

sF_1 _ 1 _q
(4) 0 T a N #

2. Die durchschnittliche Abweichung der verschiedenen Werte #
von einem bestimmt vorgegebenen n, ist

(5) [y —n|=mn, —n.
Die ,mittlere Abweichung® zweier aufeinander folgender Proben ist

gegeben durch
(6) (n;— mp)? =2s>=2n8"=2ngq.

3. Ist p<£1, N>1; p-N=mn endlich, so gilt die Poissonsche
Formel:

(7) W (n) =

e-—n_ﬁn

n! ;
In diesem Falle ist die mittlere absolute bzw. relative Schwankung
bestimmt durch

34

(8)

3= S

Sl o»
[&1

4. Sowohl N als auch # seien so groB, dal man ¢ als konti-
nuierlich veridnderlich ansehen kann, ohne daB p<€1 ist. Dann gilt
das Gaufsche Fehlergeseiz: Es ist die Wahrscheinlichkeit, dal fiir §
ein Wert zwischen ¢ und ¢ - dé gefunden wird

Wo)ds — V"o 22" as
0 Jas=V;o. o F a.
In diesem Falle ist die durchschnittliche Schwankung:
3l = —2e,
(10) lé[_zfa-W(a)da_ —
0

die mittlere Schwankung Vgt; bestimmt durch
+
(11) 3’§:f52-W(a)da=—;-.

Das Fehlergesetz 1aBt sich also auch schreiben:
82

LT

Vans®
Es wird ferner der Quotient
IR

fir das Verhaltnis der ,absoluten® Schwankungen gilt dasselbe.

W (8)dd =
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5. Ist auBerdem $ <€ 1, so ist in den Formeln iiberall ¢ =1 zu
setzen. Speziell wird dann

(13) l6l=V55

Zeigt sich bei Versuchen, Statistiken usw., dabB tatsichlich s? =%
ist, so sagt man: es liegt ,normale Dispersion vor,

(14) {ist s? > %, so hat man ,ibernormale”,
ist s? < n, so hat man ,unternormale Dispersion.

Die Ursachen fiir solche Abweichungen liegen in der nicht erfiillten
Unabhingigkeit der Proben.

C. Mittelwertbildung,

Ist die Wahrscheinlichkeit W (n) eines durch f(n) charakterisier-
ten Zustandes bekannt, so ist der Mittelwert

(1) f(n) =_£?(M)W(n)dn.

Der Mittelwert der Funktion in einem bestimmten Intervall

a<n<b ist:
)

s JF)W ) dn
@) ) =——
fW (n)dn

a

D. Wahrscheinlichkeitsnachwirkung.

Folgen Serien von Proben schnell aufeinander, so sind in vielen
praktischen Fillen die Zahlen » der giinstig ausfallenden Proben in
einer Serie nicht unabhingig von dem Ausfall der Proben der vorher-
gehenden Serie.

Besonders einfach und wichtig ist der Fall:

N>1; p<€1; pN =n endlich.

Dann wird:

ni—n:;=P(nl.—u) und  (n; —n;, ) =2Pu.

Hierbei bedeutet #, und #,  , die #» fiir zwei einander folgende
Serien und P eine Konstante < 1, die von den Bedingungen des
Versuches und dem Zeitabstand 7 der Serien abhingt, und mit
steigendem 7 bis 1 anwichst.

Alle anderen Schwankungsformeln bleiben ungeéndert.
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E. Einige physikalische Anwendungen der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung.

1. Verteilungswahrscheinlichkeit.

Teilt man das Gesamtvolumen V einer aus N gleichen Molekiilen
bestehenden Menge eines idealen Gases in eine groBe Zahl von Zellen
vom Volumen v;, so ist bei Abwesenheit von Fernkriften kein Grund
anzugeben, warum irgend eines der Molekiile leichter in der einen als
in der anderen Zelle liegen sollte. Man kann somit von der Wahrschein-
lichkeit einer bestimmten Verteilung reden. Es ist die Wahrscheinlich-
keit fiir eine solche Verteilung der Molekiile auf jene Zellen, daB in
der sten Zelle n, Molekile sind:

"1
W (n,, ny, ...) = N! y(%i) s;‘_!,
wo ZMQZN)
i

denn die Wahrscheinlichkeit, daB irgendein bestimmtes Molekiil ge-
rade in der i-ten Zelle liegt, ist %fl, und der Faktor ]]% riihrt her von
A

der Identitit simtlicher Molekiile, die zur Folge hat, daB der Zustand
des Gases als unverdndert und die Verteilung als dieselbe gilt, wenn
man irgendein Molekiil einer Zelle mit irgendeinem Molekiil einer
anderen Zelle vertauscht.

Wihlt man die Zellen so groB, daf in ihnen immer noch sehr
viele Molekiile liegen, #,> 1, so liefert die Anwendung der St#irling-

schen Formel (vgl. S.8) als wahrscheinlichste Verteilung die Gleich-
verteilung #, = ?Vl N und fiir die Abweichungen s, = #, — %, von dieser
Verteilung das Gesetz: .
W (sy,Sq, )= W, e 2;'dsldse...
Die Konstante W, folgt aus
B ij.el,s?,...)dsld<2...:1.
-y <y <N-ny

Die mittlere Schwankung in einer Zelle wird bestimmt durch:

Ve = Va1 = p)

vi . =S _ Vo _ L JuN
V<< 1; VSi‘z = V11i: \/,._I}, .

Die absoluten Dichteschwankungen sind also- proportional der Wurzel

und fiir den Fall

aus der Dichte, die relativen Schwankungen % umgekehrt proportional
i

der Wurzel aus der Dichte.
Madelung, Math. Hilfsmittel. 11
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2. Brownsche Bewegung.

Teilchen, die in einem Gase oder einer Fliissigkeit suspendiert
sind, filhren infolge der Zusammenst6Be mit den Molekiilen Zickzack-
bewegungen aus, die um so groBer sind, je kleiner die Teilchen sind.
Diese unregelmiBigen Bewegungen folgen den Wahrscheinlichkeits-
gesetzen. Beobachten wir die Zahl »# der Teilchen, die in einem Be-
reiche v des Gesichtsfeldes eines Mikroskopes sichtbar sind in Zeit-
abstinden 7, so miissen die Gesetze gelten, die fiir die unter A. 5. und D.
gemachten Voraussetzungen zutreffen. Fiir die Wahrscheinlichkeit einer
Beobachtung von # Partikeln gilt die Poissonsche Formel

—n.ﬁn

. v
W(n)= - 'ﬁ=7N.

Die mittlere Schwankung ist V7.
Zwei Beobachtungen, die einander folgen, sind durch Nach-
wirkung voneinander abhingig.
Die durchschnittliche Abweichung zweier aufeinanderfolgender
Beobachtungen wird
(1 — #i72) = P-(n— 7)
und die mittlere Abweichung

V(n,- — )= Vap.a.

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein Teilchen innerhalb der Zeit ¢
in einer gegebenen Richtung einen Weg zuriicklegt, dessen Ende
zwischen & und £ - d¢& liegt, ergibt sich aus kinetischen Uberlegun-
gen zu

1 “T4D:
W(&)dS—z‘/”_D_te ag.

D ist der ,Diffusionskoeffizient®,

D bzw. W() und P hingen eng miteinander zusammen, indem
P hier die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, daB ein Teilchen bei der
folgenden Beobachtung nicht wieder in v angetroffen wird.

Beriicksichtigt man, daB im Durchschnitt der Weg, den ein
Teilchen in der Zeit ¢ zuriicklegt, gleich Null ist, da ja keine Rich-
tung vor ihrer entgegengesetzten ausgezeichnet ist, daB also die & auch
als die Abweichungen vom Mittel angesehen werden konnen, so er-
kennt man sofort die Ubereinsimmung mit dem Gau@schen Fehler-
gesetz. Es ist somit der mittlere Weg in der Zeit ¢

Ve =Vapy,
woraus wiederum die Bedeutung des Diffusionskoeffizienten D ersicht-
lich wird.
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3. Geschwindigkeitsverteilung eines idealen Gases.

Der Zustand eines Gases ist erst dann vollstindig bestimmt,
wenn aufler der ridumlichen Verteilung auch die Geschwindigkeits-
verteilung der Molekiile gegeben ist.

Das Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz fiir ideale
Gase lautet: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal ein Molekiil eine
Geschwindigkeit hat, deren Komponenten zu 3 aufeinander senkrechter
Achsen zwischen £ und & 4- 4§,  und 5 4+dn, {und { + 4{ liegen:

3 \E @)
AW (& 7,0) = <v-> e 2o dgdndl

27 c?
darin ist

F=EL =38 =3y =30
Ein Vergleich mit dem Fehlergesetz zeigt die vollkommene Uberein-
stimmung fiir jede Komponente. Die Voraussetzung, daBl die Ge-

schwindigkeiten der Molekiile in den verschiedenen Richtungen unab-
hingig voneinander sind, begriindet die Produktbildung.

Verallgemeinerung des Maxwellschen Verteilungsgesetzes
durch Boltzmann.
Hat man N Molekiile, deren Zustand durch je 7 Koordinaten
q{m ...q,(k) und zugeordnete Impulse pl(k)...;b,(.k) beschrieben ist
(k=1,2...N) und ist E(g;...p,) die totale Energie eines Molekiils,
so herrschte mit {iberwiegender Wahrscheinlichkeit die Verteilung
L E@...p)
flgr---p,)==Ae *T dg,...dp,.
T == absolute Temperatur,
k = Bollzmannsche Konstante = 1,35-10715,
Im Fall punktformiger Molekiilmassen # im Schwerfeld ist

danach speziell
1

= (e
fap +mgz>dx...d('m2)
Wird die kinetische Energie dargestellt durch

KE=33[)+ ..+ @)

(also u{k) = Vmx bei Punktmassen), so wird der Mittelwert

Luh)? = L (h = .. 1Y) = 1RT.
Die Zahl der Molekiile, deren Energiewurzel VE zwischen den Grenzen
VE und VE -4 VE liegt, ist
-E_eN-t
Ae *T(VE) d(VE).
11*



164 Einige physikalische Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Im Mittel wird
E=3NLlkT, (E—E)’=3NET)
e e 2
(E— E)*:(EF) =¥
Schwankungen makroskopischer GréBen.

Ist o irgendeine (makroskopische) physikalische Grofe, welche
vom Volumen ¥ und der Temperatur 7 abhingt, so sind die Schwan-
kungen 4w = w — @ in einem Teilvolumen v des Gesamtvolumens 1/
beherrscht durch das Gesetz (H.A. Loreniz)

@of = k2[— 7P| 1 1 |

2, (00[0T)?

@pJov) It dE[0T )
[(Z—?)v = ¢, = spezif. Wérme} .
1. Beispiel. « = p = Dichte = Masse pro Volumeinheit
2 __ _k_ . To
(A @) ) ap/ag'

Bei einem idealen Gase, mit N Molekillen pro Volumeinheit,
7 = Nv Molekillen in », wo $ =kNT=%'T, wird

ANy ==, (nyp =n.

v
2. Beispiel. @ == E == Energie pro Volumeinheit, In einer in-
kompressiblen Substanz (9p[d¢ = oo) wird

a5 = AT 25,

4. Zeitliche und ridumliche Gesamtheiten.

FaBt man ein bestimmtes Volumelement, die ¢-te Zelle, des Gases
ins Auge, und betrachtet man in gewissen Zeitabstinden die Zahl #
der in jener Zelle befindlichen Molekiile, so gelten fiir sie die bei B. 9
gemachten Voraussetzungen. Es gilt somit fiir die Dichteschwankung
des Gases in dieser Zelle das Gesetz:

W(s)ds==—=e 2" ds.
V2an

Die mittlere Schwankung ist V% und die mittdere relative Schwan-

1

Vi
Ein gleiches Resultat fiir die Dichteschwankungen eines Gases
bekommt man, wenn man statt eine Zelle zu verschiedenen Zeiten zu
beobachten, wviele gleiche, rdumlich getrennte Zellen zur selben Zeit
beobachtet. Zeitmittel und Raummittel stimmen ebenso wie die zeit-
lichen und raumlichen Schwankungen um diese Mittelwerte iiberein.

kung



Statistische Wahrscheinlichkeit. 165

H. Statistische Wahrscheinlichkeit.

Als statistische Wahrscheinlichkeit (im Gegensatz zu der bisher
behandelten mathematischen) fiir den ,Zustand* eines Systems be-
zeichnet man die ganze (meist groBe) Zahl von Komplexionen, die bei
verschiedener Gruppierung der Elemente des Systems zu demselben
Zustand fiihren.

Es gilt dann die Formel:

S = k-In W 4 const., (Boltzmann)

wo S die Enfropie des Systems und k die Bolizmannsche Konstante
bedeutet.

Folgende Beispiele sollen diese Methode, die Entropie zu be-
rechnen, erliutern: '
‘ 1. Ein ideales Gas, bestehend aus N gleichartigen Atomen der
Masse m, erfiille ein Volumen ¥V und besitze die Energie U. Sein
Zustand sei gegeben durch die Funktion f, die die Verteilung der
Atome auf den 6 dimensionalen Phasenraum (x, y, 2, v_, Uys v,) darstellt,
so daB im Volumenteil do =dxdydz-dv,dv, dv, dieses Raumes die
Zahl fdo Atome liegen,

Die Zahl der Komplexionen ist dann

N!
T I (fdo)!
also S=k(InN!— 3(fdo)!)4- const.,

W

wo die Summe iber alle Volumenelemente des Phasenraumes zu er-
strecken ist. Die Anwendung der Sigzlingschen Formel liefert, falls N
und alle fdo grofe Zahlen sind

S = const. — kffln fdo.

Die Funktion f ist natiirlich von ¥ und U nicht unabhingig, denn es
muB gelten:

U:ﬁfvﬁfda
2

und f muf3 verschwinden fiir diejenigen Werte von x, vy, z, die auBer-
halb von V liegen.

Soll der Zustand ein Gleichgewichtszustand sein, so muB S ein
Maximum sein, also S =0 mit den Nebenbedingungen ¢ U = 0

und 6 N :féfda — 0. Dadurch wird f bestimmt zu:

3
—fBVE . __.;7\1. 3m N\3 __3mN
f=uae mit ¢ = 7 (——47![] und ’BHTU .

Das ergibt fiir S: .
S = const. +- ENIn (U2 I).
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2. Dasselbe Resultat folgt auch durch Betrachtungen im 6 N dimen-
sionalen Phasenraum (¥, ¥, Z, %, - - - 28, V1g - - - UNz), in dem die
Lagen und Geschwindigkeiten aller N Atome durch einen Punkt be-
stimmt sind.

Wir teilen den Raum ein in gleichgroBe Volumenelemente 4w,
indem wir zunichst Flichen U = const. legen, und die gebildeten
Schalen weiter beliebig unterteilen. Da U gegeben ist, muB sich unser
Phasenpunkt in der Schale zwischen U und U -+ d U befinden, wo 4 U
beliebig klein sein mag. Die Zahl der Komplexionen wird dann pro-
portional zu dem Volumen dieser Schale, so weit sie innerhalb V liegt.

Eine einfache Abschitzung liefert dies Volumen zu -V ¥. U%N —l4v,
wo ¢ ein Zahlenfaktor ist.

Also wird auch hier wieder S=%Nln (Ug V)+ const. (wegen N >1).

3. Eine Anzahl von N gleichartigen Resonatoren enthalte die
Energie U. Die Verteilung dieser Energie soll irgendwie sein, Wir
teilen zunichst U in P Betrige der GréBe ¢ (U = P¢). Dann ist die

Zahl der moglichen Verteilungen = (gvtf;’)'——;)% also falls P und N> 1 ist

S=k(N+ P)In(N+P)— NInN — PlnP) + const.

I U — . . . .
Setzen wir u =5 d. h. % gleich der mittleren Energie eines Reso-

nators, so wird
S= k{(1 +m(14+5) - %ln%}—}—const

oder mit Benutzung der Formel

so daB fiir verschwindendes ¢ & = kT wird.

Die Quantentheorie (Planck) setzt e =hv, wo k= 6,54-10"27 eine
Konstante, das Wirkungsquantum, und » die Frequenz (Schwingungs-
zahl) der Resonatoren bedeutet. Dies fiihrt in Ubereinstimmung mit
der Erfahrung (spezif. Wirme fester Korper) zu:

hv
hy

e kT —1

U =




Elfter Abschnitt.

Mechanik.

A. Prinzipien der Mechanik.

1. Differentialprinzipien.

a) Newtonsche Bewegungsgleichungen.

Ein unter dem Einflusse einer Kraft @ = (X, Y, Z) sich be-
wegender freier Massenpunkt durchlduft in der Zeit ¢ eine Bahn x (%),
y(t), z(t), die durch die Differentialgleichung gegeben ist:

atx

m;F=X(x, Y, 2);
m-B=§

2
ey _ ;
SE =Y (%925 (o Beschleunigung = Kraft.
d_zf =2Z(%92);
at’ $PED

Das sind 3 Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir die unbe-

kannten Funktionen x(¢), y(t), z(¢). Die 6 in den Losungen auf-

tretenden Integrationskonstanten sind durch die Anfangsbedingungen,
etwa durch

x(tg) = %95 %(fy) = g,
y(to) =05 9 (t)= o>
2(tg) = 75 £ (t,) = w,
gegeben.

b) Lagrangesche Bewegungsgleichungen 1. Art.

Ist der Massenpunkt nicht frei beweglich, sondern an irgend-
welche Bedingungen gebunden, etwa an eine Fliche ¢ (%, y, 2)=0,

oder an eine Kurve ¢(x,7,2)=0, w(%,y,2)=0, so ist die Be-
wegung bestimmt durch:

¥ — 0w 4,

mx“X+)'ax+'“ax’

. op oy

my=7Y -+ la_y" + u 7y’

. op oy
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Das sind zusammen mit den Bedingungsgleichungen ¢ =0, » =0
5 Gleichungen fiir die unbekannten Funktionen x(¢), y(¢), z(¢) und
die unbekannten Konstanten (Lagrangeschen Multiplikatoren) 1 und u.

Tritt die Zeit ¢ explizite in den Nebenbedingungen auf, so ist ¢
als Konstante zu behandeln. Bei Vorhandensein von mehreren Massen-
punkten gelten die Lagrangeschen bzw. Newfonschen Bewegungs-
gleichungen fiir jeden einzelnen Massenpunkt. Die Beziechungen der
einzelnen Massenpunkte zueinander sind durch die Nebenbedmgungen
festgelegt.

c) Das Prinzip des kleinsten Zwanges (GauB).

Bewegt sich ein Massenpunkt unter dem Einflu irgendwelcher
treibender Krifte nicht frei, sondern an die Erfiillung bestimmter
Nebenbedingungen gebunden, so ist die wirklich stattfindende Be-
wegung derart, daB3 der ,Zwang®, den der Massenpunkt durch die
Nebenbedingungen erfihrt, in jedem Awugenblick ein Minimum ist.

Der Zwang ist definiert durch:
Z="'(m%—9)=_{(mi—X)* 4 (mj— V)’ +(mi—2)).

Sind keine Nebenbedingungen vorhanden, so liefert das Gaufsche
Prinzip sofort die Newfonschen, sind Bedingungen vorhanden, die
,Lagrangeschen Bewegungsgleichungen.

Besteht das System aus mehreren Massenpunkten, so ist der
,Zwang* gleich der Summe der Einzelzwinge zu setzen.

d) Das Prinzip der virtuellen Verriickungen.
Prinzip der virtuellen Verschiebungen. Prinzip der virtuellen Ge-
schwindigkeiten. Prinzip der Statik.

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Gleich-
gewicht eines beliebigen materiellen Systems besteht darin, daB die
Gesamtarbeit der treibenden Krafte bei jeder virtuellen, d. h. mit den
Bedingungen des Systems vertrdglichen Verriickung gleich Null ist.

2R,08,=3X,0x,4 Y, 0y, 4+ Z,62,=0.

Es ist zu summieren iiber simtliche Massenpunkte. Sind die
Bedingungen zwischen den einzelnen Massenpunkten durch die Be-
dingungsgleichungen ¢® (x,, y,, z,)= 0 gegeben, so bedeutet das fiir
die zuldssige virtuelle Verriickung:

6<p(k) ( ﬁ(p()

6+a"°a+ z=0

1

und somit folgt als Gleichgewichtsbedingung:
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op) 0p @
X — (4, 43,28 1) =0,

o ®)
ar Yo
ist die x;-Komponente der ,,Zwangskraft*, die der Bedingungsgleichung
g® =0 &4quivalent ist.

worin 4,, 4,, ... konstante Lagrangesche Multiplikatoren sind. — 4

e) Das Prinzip von d’Alembert

fiihrt die Behandlung dynamischer Probleme auf die Statik zuriick,
indem das negativ genommene Produkt aus Masse und Beschleunigung
als ,, Tragheitskraft eingefiihrt und wie eine treibende Kraft behandelt
wird. Es wird verlangt, daB in jedem Augenblick Gleichgewicht
zwischen siamtlichen Kriften herrscht, wofiir das Prinzip der virtuellen
Verriickungen die notwendige und hinreichende Bedingung gibt:

2
F@—mﬂ?ﬁ@:m
at

_E(Xi~mik'i)(5xi:0,}

. N d’s
Man bezeichnet die Differenz R——mzy auch als ,,verlorene
¢

(nicht in Bewegung umgesetzte) Kraft“ und spricht das &’ Alembertsche
Prinzip so aus: Bei der wirklich eintretenden Bewegung ist die virtuelle
Arbeit (= Kraft >< Weg) der verlorenen Krifte gleich Null.

Sind keine Nebenbedingungen vorhanden, so ist das d’Alembert-
sche Prinzip mit den Newfonschen Bewegungsgleichungen, sind Be-
dingungen vorhanden, so ist es mit den Lagrangeschen Gleichungen
identisch. Explizite auftretendes ¢ ist als Konstante zu behandeln.

2. Integralprinzipien.

a) Das Prinzip von Hamilton.

Von allen Bewegungen, die mit den Rand- und Nebenbedingungen
eines mechanischen Problems vertriglich sind, ist die wirklich statt-
findende Bewegung die, die das Integral

Fa—wya

zum Minimum macht. Darin bedeutet 7 die kinetische, W die potens
tielle Energie. 7 — W = L heiBt die ,Lagrangesche Funktion«.
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Dieses Variationsproblem liefert drei Differentialgleichungen 2. Ordnung.
Es sind die ,Lagrangeschen Gleichungen 2. Art« (vgl. S. 174)

4oL 9L

qi9% o 0

Das Hamiltonsche Prinzip ist das allgemeinste und am weitesten
reichende Grundprinzip der Mechanik. Es gilt fiir eine beliebige Zahl
von Massenpunkten und fir eine beliebige Zahl von Freiheitsgraden.
Die Zeit ¢ kann sowohl ein Potential U wie auch in den etwa vor-
handenen Nebenbedingungen explizite auftreten. Es ist nicht wie die
anderen Integralprinzipe an die Giiltigkeit des Energiesatzes gebunden.
Das Vorhandensein von Nebenbedingungen bietet keinerlei Schwierig-
keit. Es tritt in diesem Falle in den Lagrangeschen Gleichungen
L 4 ig an die Stelle.von L. (Vgl. Variationsrechnung.)

Tritt die Zeit weder im Potential noch in den Bedingungen
explizite auf, so gilt der Energiesatz T4 W = Const=FE und das
Hamiltonsche Prinzip 1aBt sich schreiben:

ty
J 2Tdt= Min.
b

b) Das Prinzip der kleinsten Wirkung.

Das Prinzip der kleinsten Aktion. Das Prinzip von Euler.

Bei der wirklich stattfindenden Bewegung wird das Integral

t
f T d¢ ein Minimum, vorglichen mit allen anderen mit den Bedigungen
10

vertraglichen Bewegungen von der gleichen Energie E. Ausgangs-
und Endpunkt, sowie Ausgangszeit werden bei der Variation fest-
gehalten, die Endzeit dagegen nicht.

Das Eulersche Prinzip ist nicht auf das Hamiltonsche zuriick-
filhrbar. Es gilt nur fiir konservative Systeme. Die gewdhnlichen
Methoden der Variationsrechnung sind nicht anwendbar, da die obere
Grenze offen ist.

Als ,Prinzip der kleinsten Wirkung® (,,Aktion*) wird auch hiufig
das Hamiltonsche (in der zuletzt gegebenen Fassung) bezeichnet.

¢) Das Prinzip von Jacobi.
Findet unter dem Einflusse konservativer Krifte (d.h. 7T 4 W
— Const = E) zwischen den festen Punkten x,, y,, z, und X Vo %y
eine Bewegung statt, so macht die wirklich durchlaufene Bahnkurve
das Integral
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L L S
f\/E —W(x,y,2)ds
%0,Y0, %0
zum Minimum. Durch dieses Variationsprinzip ist die Bahnkurve ein-
deutig bestimmt. Der zeitliche Ablauf der Bewegung folgt dann aus
dem Energiesatz T 4 W = Const = E.

d) Die kanonischen Bewegungsgleichungen (Hamilton).

Tritt im Potential U die Zeit ¢ nicht explizite auf, so lassen sich
die Lagrangeschen Gleichungen 2. Art auch schreiben:

ap __ 0H(p,9)

dt 0q;

dg; _ 9H(p,q)
at ~ op:

Darin bedeuten die ¢, die 3# ,generalisierten Lagekoordinaten®
(n-Anzahl der Freiheitsgrade), die p; die dazugehérigen ,generali-

. . oT ..
sierten Impulse«, definiert durch b= <wofur man, da das Poten-

6q,
tial eine reine Ortsfunktion 1ist, auch schreiben kann: piz—%ﬁ
qi

%) H(p,q) ist die Energiefunktion
i

Hp.=T@};-  tw 919+ Wg---q,) (vgl. S. 174).

oder p, =

e) Die Jacobische partielle Differentialgleichung.

Die Losung der kanonischen Gleichungen gelingt oft bequem
auf dem Wege iiber die Jacobische Differentialgleichung

35y - - qn) (E 25
at +H aqls'--yaqnv

ql...qn>=0;

die man bekommt, wenn man in der Energiefunktion H (p,q) die p,

bzw, durch aﬁ; ersetzt. Kennt man eine Losung S(q,...q,, ¢, ..., 1)
i

der Jacobischen Differentialgleichung, so findet man die allgemeine
aS

Losung der kanonischen Gleichung, indem man bildet: ol B; und
1
aus diesen # Gleichungen die ¢; durch e, f und ¢ ausdriickt. Da
auBerdem p, = g ist, so sind die 2 % Integrationskonstanten ¢,  durch
i

die 2n Anfangsbedingungen g¢p,...,q), p),...,$) bestimmt. Die
Jacobische Funktion S gibt den Wert des Hamiltonschen Integrals als
Funktion des im Laufe der wirklich stattfindenden Bewegung erreichten
Ortes. S miBt die ,,Wirkung*.
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B. Mechanik des einzelnen Massenpunktes.

1. Grundgesetz und Begriffe.

Zur Darstellung der Bewegung eines Massenpunktes benutzt man
folgende Punktvektoren?):

Lage tr (Komponenten x°).

C . . dr 3 dx':>
chwindigkeit p = - —_—
Ges dig i) it (7) T
: a’x g a’ %t Rl dx* dxt
2t _ i
Beschleunigung b = T <b e + {z} )

Ist f der Vektor der Kraft und s die Masse des Punktes, so
lautet das dynamische Grundgesetz (Newton)

2 .
p = mp heiBt Impuls oder Bewegungsgripe.
Daher
_dy i dpt | (R ptpt
@ =0 =T

Zerlegt man die Beschleunigung in Radial- und Tangentialbeschleu-
nigung b=>5,+ b,, so wird

R oo [069] [ Tdv vy __ b dv
. =200

TRV T T T dt v? v at’

b

Dabei bedeutet : einen Vektor von Richtung und Betrag des Kriim-
mungsradius der Bahn, ¥ einen Vektor in Richtung der Bahntangente.
— mb, heiBt Zentrifugalkraft.

(3) dA = (tv)«dt = (f-dr)
heiB3t die bei der Verschiebung geleistete Arbeit
dA = (k;v%)di = k;dxt.

Es ist

dd =m(D.p).ar= 2 (") gy —ar

dT = (pdv), ?iza i

v

D omo? . . . .
T= = heiBt Rinetische Energie

(4) T=-§3 (v‘”i):‘;ﬁ(”ivké’ik) :

1) Im affinen Koordinatensystem wird #¢=1+¢, d. h. ner in solchen sind
die ¢ die Komponenten des Vektors r in Richtung vom Nullpunkt zum Auf-
punkt. Dagegen sind allgemein die d#¢ die Komponenten von dr.
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Ist ¥ als Funktion des Ortes gegeben und darstellbar in der Form
=gradU = — gradW (ki: v _ QV),

oxt dxg

wo U bzw. W ein von p unabhingiger Skalar ist, so heiBt U die

Kriftefunktion und W = — U die potentielle Energie. Ist U auch von ¢
unabhingig, so heifit eine solche Kraft f Ronservativ. Dann gilt
(5) dAd =dU=—dW =dT

d(T 4 W) =0 (Erhaltung der Energie).

2. Verschiedene Formen des Grundgesetzes.

In kovarianter Schreibweise mit Benutzung der Fundamentalvektoren
(S. 144) wird fiir obige GréBen

dr =e,dx?, b=r¢vi, p=mb=muvle

t=*k'e, AU =(td3) =k dx’(e,e,),
also
oU k
Py =k (eiek) =k;.
Die Grundgleichung der Mechanik heif3t dann

mg—: ( e, v de')—kieizf,

also nach Multiplikation mit e,
! . < de,)\ . au
m (e, e,)+ v e 27 }mdx’“
wahrend die kinetlsche Energxe T dargestellt wird durch
(1) 2T =muvtok(e;e,) = vip,.
Diese Schreibweise gestattet die Gleichungen sofort in einem flieBenden
d. h. einem willkiirlich zeitlich verdnderlichen Koordinatensystem zu
schreiben. In einem solchen gilt:
de; Z)el x 06 PR _d‘xj
][ = TV P L dt
2)
= ot du
% o’ gt
Dabei bedeutet y die Stromungsgeschwindigkeit des Koordinatensystems,
de; 6e1
- bZW. —a‘t—
punkt bzw. an einem festen Ort,
so daB fiir x* = const wird

die Anderung der Vektoren ¢, mit der Zeit im Massen-
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Daher wird?)

T | : dex vk ( de,>

i = k iR QU =
Iy m{v‘v < )—]—v (eiek)axzj mote; —

ozt

oT .

Py x’:mv‘(eie»:mvlszl

4 9T _  (av* ( de, de,)
—_ [

at 55 myar (B )oteg te :

Die Grundgleichung der Mechanik schreibt sich daher in einem
willkiirlichen, eventuell auch zeitlich verinderlichen Koordinatensystem

3) d <ar>_ T U

axt 6—xz o 67 ’
oder bei Einfiihrung des , kinetischen Potentials“ (Lagrangesche Funktion)

L=T+U

a (8L\ _ 9L ( ap i
(4) 717((15;‘> = ax’( dtl> (Lagrangesche Gleichungen).
Nun gilt?) aber
oTy _ o1 ﬂ} _ oty . aup _ ouy
5" ar ‘! P g a5t v ot [y, axtly a4y
also geht die Lagrangesche Form iiber bei Einfilhrung von
H—T—U—pui=p,xt — (T4 U)¥
dpr oH
dr T a4t 2,
(5) und
dx' _ oH | (Hamiltonsche kanonische
At ople Gleichungen),

1) Die Schreibweise bedeutet, dafi hier T als Funktion der #% und #* (also
nicht etwa der v;) betrachtet werden soll,

2 oT | .
) — =v"vk<e,-?ﬁ‘i>=mvv e&‘ ,
axt|y ax o4
8T det d
=mU; Uy <ek —%).—_m'u;‘uk <ekze—v>,
vy ox ox

ot
wobei wegen (eiek):o fiir 2 4= % bzw. =1 fiir i =% gilt

; de 2et
et ——k—:

er—
ox’ 04

. dH
HFir ub=0ist H=T—-U=T+W c!ie Energie und =0
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wobei die letzte Gleichung folgt aus

} . . dx’ T . T —U — ubp;)!
ZT:pivt, vz_umz_;_t:g? z=3( MPi)
i

P B 0p;

e
} ) i
Die GréBen z* und p; <nicht = m‘%’%) heien generalisierte Lagen-
und Impulskoordinaten. Meist findet man statt x* dic Schreibweise ¢;.
Setzt man S = f Ldt (Wirkungsfunktion), wo das Integral lings

to 3 -
einer Bahn erstreckt und S als eine Funktion der ¥, der Zeit¢ und
von Konstanten betrachtet sei, so wird
¢

85 oL | oL
== dt=25| —p,
ax'y ) 0x's 0t 4t
to
ferner dS . _9S , 0S dxt _ 8S . .
w=Ll=r o = el v
S R S
=B paT —pui=20 fHAL, also

6) gf + H (t, x*, aﬂ;) =0 (Hamilton-Jacobische Gleichung).

Es sei aus dieser Differentialgleichung S bestimmt als Funktion
von ¢, x' und Integrationskonstanten ¢;, unter denen sich, falls H

von ¢ unabhangig ist, die Energiekonstante 4 = — aa—f befindet. Setzt

* A . .
man 4 =S+ h(t—t,) und —g(-x: = f,;, wo die f8; neue Konstanten sein

sollen und nimmt man diese so, daB die Anfangsbedingungen erfiillt
sind, so liefert die letzte Gleichung die Bahnkurve in der Form:

Xt =1,(, 0y, €y, Oy, .. .).

Zentralkraft.
Ist tl|r, also [fr]=0 (Zentralkraft)?'),
so ist ;7 [tv] =0 (Fldchensatz).
Zwangskrifte.

Wirken auf einen Massenpunkt Zwangskrifte 3. (Komponenten Za1)s
d.h. ist seine Bewegung durch Bedingungsgleichungen £, (x*, 2%, %) =0
beschrankt?), so gilt:

mb =1+ 3.

1) Zentralkrifte sind nur in affinen Koordinatensystemen bequem zu be-
handeln, weil nur in solchen ri =7 ist.

?) Bedingungsgleichungen, die in der Form f_(x', % %% =0 gegeben
sind, heiBen holonom. Sind sie durch eine nicht integrable totale Differential-
gleichung Ldx'+-Mdx?+Ndx®=0 gegeben, so heifien sie nicht holonom.
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Die Arbeit der Zwangskrifte verschwindet. z,;( 5ad t) =0, ( zdxt = 0) ,
d. h. 3, steht senkrecht auf der Fliche f,(x*, 22, x3) =0, also

L

, %%, x3).
Die Bewegungsgleichung lautet daher:
(k; —mb, —1—21,1 ','3”7 1, 2%, x3)... (3 Gleichungen),

f

5o (o) dx*=0... (« Gleichungen).

Die 1, sind hieraus zu eliminieren,

C. Systeme von Massenpunkten.

1. Allgemeines.

Das System bestehe aus N Massenpunkten.
Die Massen m, seien Kraften f, unterworfen. AuBerdem mégen
sie aufeinander Zentralkrifte f,5 ausiiben.

Dann gilt fiir jeden Massenpunkt:

mby =1, 43 tap o+ g,
B
Hierbei ist Yo = — tap (actio-reactio).

Die Arbeit der Krafte wird

a4 = 3)(k, ¢ira)—f—2%(fﬁadra)

=2(fa dra _{_%HﬂZ(fﬂa(dra - dl‘lg)).

Sind die Krafte f, bzw. f,; teilweise Zwangskrifte, d. h. durch
Bedingungsgleichungen ersetzbar, so verschwindet jhr Anteil in dA4.

Die Bedingungsgleichungen fiir die 3,4 haben die Form:
f(x;)xg;x;}’ ﬂ’ x27 ;):

[3ap> d(ta — 15)] =0,

ox’ ox

(Zaﬂ)i =14 <—il - —d—(;> im affinen Koordinatensystem),
o B

[3ap* dra] = [3apdrs].
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2. Formale Zuriickfiihrung auf die Dynamik eines
Massenpunktes.

Die Dynamik eines Systems von N Massenpunkten im 3-dimen-
sionalen Raum kann formal auf die eines einzelnen im 3 N-dimen-
sionalen zuriickgefiihrt werden.

Die Lagrangeschen Gleichungen lassen sich dann schreiben:

d (0T oT oU =~ 3

L) I e r=31,, U=3U,.

Dabei ist es durchaus nicht‘ notwendig, daB die x* bzw. p, fiir
alle Massen auf das gleiche Koordinatensystem bezogen werden. Man
kann z. B. so vorgehen, daB man zunichst einen Massenpunkt aus-
zeichnet und auf ein festes oder bewegtes System bezieht, sodann
den zweiten auf ein solches, welches relativ zum ersten ruht, den
dritten auf eines, in dem die beiden ersten ruhen, also auf ein flie-
Bendes, usw. Fiir alle Massenpunkte gelten dann unverandert die
Lagrangeschen oder Hamiltonschen Gleichungen.

Bestehen zwischen den x% ¢ unabhingige Bedingungsgleichungen,
so kann man e« Koordinaten eliminieren. Es empfiehlt sich, dann
durch eine Transformation zu neuen Koordinaten x’¢ iiberzugehen,
derart, daBl die « Bedingungsgleichungen durch & Gleichungen der
Form x'! = const ersetzt werden.

Die Zahl Z =3 N — « d. h. die Zahl der zur Beschreibung der
Anordnung aller Teile erforderlichen Variabeln heiBt die ,,Zahl der
Freiheitsgrade“ des Systems. Fiir ein System von 3 und mehr starr
verbundenen Massenpunkten ist Z = 6.

3. Grundlagen der statistischen Mechanik.

Die 6 N-GroBen x% und p, definieren den Zustand des aus N-
Punkten bestehenden Systems eindeutig. Benutzt man diese GroBen
als Carfesische Koordinaten, so veranschaulichen sie den Lage- und
Bewegungszustand des Systems durch einen Punkt in einem 6 N-di-
mensionalen Raum (Phasenraum).

Die zeitliche Anderung dieses Zustandes wird durch eine Kurve
dargestellt. Fiir diese gilt:

dxé _0H  8ps _  0H

i op:’ ot dxv’
wo H=T —U eine skalare Funktion von x* und p, ist.  Diese
Kurve geht durch jeden Punkt des Raumes in einer bestimmten

Richtung, kann sich also nicht selbst schneiden.
Madelung, Math. Hilfsmittel. 12
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In der statistischen Mechanik betrachtet man eine groBe Zahl
solcher Systeme, die durch die gleiche Funktion H bestimmt werden.
Jedes System wird dann durch einen Punkt im Phasenraum dar-
gestellt, deren Gesamtheit sich tiber den Phasenraum verteilt.

FaBt man eine Anzahl derselben ins Auge, die ein gewisses Vo-
lumen des Phasenraumes erfiillen, so erfiilllen sie nach einiger Zeit
ein Volumen derselben GroBe (Liouvillescher Safz). Man kann dann
die Phasenpunkte als ein stromendes Kontinuum auffassen, fiir welches
divp = 0 ist. Ist die Verteilungsdichte ¢ der Phasenpunkte derartig,
daB die Strémungsrichtung iiberall senkrecht auf dem Gradienten der

. . a . . .
Funktion H steht, so wird ?&; =0, d. h. g ist dann nur eine Funktion

von H(pg). Man spricht dann von stafistischem Gleichgewicht.

Fiir ein abgeschlossenes System ist die Kurve im Phasenraum
durch die Gleichung FE = const auf eine Hyperfliche beschrinkt.
Zu der rdaumlichen Dichte ¢ = const auf dieser Fliche gehért die
,» Flachendichte

g —

const.

dE\? 0E\?
V(E) +---+(“a;;) T

Die ,,Ergodenhypothese behauptet, daB der Phasenpunkt durch
jeden Punkt dieser Hyperfliche hindurchgeht oder ihm wenigstens
beliebig nahekommt. Gilt diese Hypothese, so verlangt der Liouville-
sche Satz, daB die Phasenpunkte in langen Zeitrdumen im Durch-
schnitt sich in gleichgroBen Flichenteilen proportional den Zeiten
Const- ¢ aufhalten. Die exakte Giiltigkeit der Ergodenhypothese ist
zweifelhaft.

Fiir ein nicht abgeschlossenes System fillt die Beschrankung
auf die Hyperfliche E = const fort.

F-E

Nach Gibbs ist dann g = f(E) speziell gleich o= Ne *T, wo N
die Zahl der betrachteten Systeme, 7 die gemeinsame Temperatur,
k die Boltzmannsche Konstante und F die freie Energie bedeutet.
(vgl. S. 222ff).

Es ist fg-dw:N, wo de ein Differential des Phasenraumes
ist, also

F E E
e ""'=fe "iw; F=—kThnfe *Tdo=—kThnzZ.
_E
Das Integral Z = f ¢ *Tdw heiBt »Zustandsintegral

Zerlegt man den Phasenraum in einzelne Schichten zwischen E
und E + dE vom Volumen dw = V(E)d E, so wird:

E
Z=[e " V(E)AE=[]dE.
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Der Integrand hat ein stark hervortretendes Maximum fiir einen
Wert E=FE,. Hier ist

onj, 'Inj, :

‘—a’E‘*h— O, aEi‘,—'T-—h, h>0.
Da das Integral f JdE nur in der Umgebung des Maximums
einen nennenswerten Beitrag liefert, kann man % konstant setzen, und

es wird daher mit groBer Anndherung:

F=—E,— kT(ln Vy+ In ihﬁ)

/
ln‘/ZT” kann man vernachlissigen gegen In V. Daraus folgt

ElnV,— _E,jz‘;,}i = S, == Entropie.

Da V, die statistische Wahrscheinlichkeit fir den Zustand des
Systems angibt (vgl. S. 166), welches bei der Temperatur 7  die
Energie E; hat, ist S= % In V, die Boltzmannsche Beziehung zwi-
schen Entropie und Wahrscheinlichkeit.

4. Gleichgewichtslagen und Schwingungen.

. . . . . U
Sind fiir ein bestimmtes Wertesystem x¢ alle aa—x?-: 0, so be-

steht Gleichgewicht und man kann U in der Nachbarschaft dieser
Stelle darstellen in der Form:

PN
(#5—#%) o°U
om0+ SO 52
'U
2.72 P ) (2 —ag) - axzﬁxk+

dh U- Uo=xixk‘12'5 (unter Fortlassung der Z-Zeichen), wenn

man x} als neuen Nullpunkt wihlt. Dann gilt:
d2xi oU

—— = == k ,
Mg =g = F ik
Setzt man hierin ot
xb=qtevmi ,
so wird
t p—
o = x*4,,,

d. h. man erhilt ein System von 3 N homogenen linearen Gleichungen
(vgl. S.2).
Durch Nullsetzen der Determinante erhilt man eine Gleichung

3 N-ten Grades fir o?.
12%
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Transformiert man die x* wie in S.3 in die neuen Koordi-
naten §j, so heiBen diese ,Normalkoordinaten®,
Stabil ist der durch x®= x% gegebene Gleichgewichtszustand
. . ot .
bzw. der durch %= a@g‘ft— gegebene Schwingungszustand nur, wenn
mi
alle Losungen der Gleichung fir w? negativ sind.

D. Starrer Korper.

Ein Massenpunktsystem bestehend aus starr miteinander (durch
Zwangskrifte) verbundene Massen m, heilit ein starrer Korper.

Die Geschwindigkeiten b, seiner Punkte sind dann durch zwei
freie Vektoren!) 8 und U darstellbar:

be =B 4 [Ur] (vi=V '+ Uixl; U* = —U*")

(r ist der Ortsvektor von einem mit dem Korper starr verbundenen
Nullpunkt aus).

B ist die Geschwindigkeit des Punktes r = O.

11 ist die Drehgeschwindigkeit um die durch t=0 gehende
Achse [] 1.

Verschiebt man das Bezugssystem im Korper um die Strecke a
(' =t—a), so wird v =8 [U4] 4 [Ul,x — o] = B’ + [Ur'], d. h.
die Drehgeschwindigkeit 11 ist unabhingig von der Wahl des Be-

zugssystems.

Wihlt man speziell q =[—1(1§l, so wird
B — “‘(‘/_1258), dh @'/ 1.

Die Bewegung ist also als reine Schraubung darstellbar, Die
Achse durch den neuen Nullpunkt (z" = 0) heiBt instantane Drehachse.

Weitere wichtige Vektoren sind:
P = Sm,v, der Gesamtimpuls Pi=2mvi

0 = S mq[ro0,) der gesamte Drehimpuls Q™ — Sim (xivk — x*v?)
a 0% — DH
= — Q"

Die kinetische Energie T = 3 gfv" ist dann darstellbar durch:

2T = (8P) + (UQ) = (vIP, - U*Q,).

1) Freie Vektoren sind durch grofie Buchstaben geschrieben. Es sollen

nur affine (d. h. gradlinig dquidistante) Koordinaten in Frage kommen, da nur
in solchen die Komponenten der freien Vektoren vom Ort unabhingig sind.
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Schwerpunkt heibt der Punkt, fiir den als Nullpunkt (x= 0)
Dmr =0 wird
M = 3 m, heilit Gesamimasse,

0,=m [%?j heiBt das Trdgheitsmoment bezogen auf die Dreh-

a

achse U durch ¢ = 0.
Mv?

2

Es ist dann: T =

Die Krifte auf starre Kérper sind (in ihrer Wirkung) darzustellen
durch zwei Vektoren:

1. die Gesamtkraft ® = 3t K = Sk°
2. das Drehmoment & = 3)[r,t,] L% = 3@kt — P
* L‘tk — Lk’é
Die Bewegungsgleichungen lauten:
d‘B aP? :
=8, o =K
as

Doy Lot piprypipt

Ist t = 0 Schwerpunkt, so wird [8F] = 0.
Es lauten dann die Gleichungen:

Fiir einen freien oder nur im Schwerpunkt festen Korper (8 = 0)

gilt speziell %? = 0. (Flichensatz.)

Bezieht man % auf ein mit dem starren Korper rotierendes
Bezugssystem, so wird: (vgl S. 143)

’ 'tk .
D _12 _an-g, d‘jt =200 (Ul — uMgh—L*

[Q U] kann man hier auffassen als ein durch die Zentrifugalkrifte
erzeugtes Drehmoment.

Die Abhingigkeit £ = Ym[r[llr]] kann man durch einen
Tensor § darstellen: £ = T(U).

In einem Cartesischen Koordinatensystem parallel zu den Haupt-
achsen 6, 6,0, von T gilt dann: Q= 6, U_, usw.,
alo g, (9, — 6,)U,U, = L,, (Eulersche Gleichungen)
usw.
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In kovarianter Darstellung ist:
Qik=2m (folxk —_ Ulkxlxi).
Fiihrt man den symmetrischen Tensor 7% = Xmxix® ein, so wird
Qik —UiTH _ Uk TH,
In einem Cartesischen Koordinatensystem, das so liegt, daf
T%* =0 fiir ik
wird dann
sz — Ul: Tkk _ Uf T”.
Da hier
Ul:;= UM: _ Uzkz _ U‘k,
so ist dann
sz — Uzk (Tkk _{_ T”).
Es ist also
O, =T +T% = Ym(x? +y?) usw.
1 s y

E. Mechanik der Kontinua.
1. Kinematik.

Die Massen seien kontinuierlich verteilt. Ihre Geschwindigkeiten
werden daher durch einen Feldvekior v bestimmt.

Die Massendichte ist ein Skalar g, so daB fgdv:M, die im

v

Volumen V enthaltene Masse darstellt.

Es ist Z?Q + div (ov) = 0 (Kontinuitdtsgleichung).
9
ot R
Stelle des Raumes mit der Zeit. Sucht man die betreffende Anderung
in einem mit der Geschwindigkeit v bewegten Punkt, so verwenden

Hier bedeutet die Anderung des Argumentes an einer festen

. d
wir das Symbol TR

. . da du
Es ist fiir einen Skalar «: TR + (v grad ),
Vek . da __ Oa d
» » ektor a: E :bz —I_(n gra’ )aJ

also g% -+ podivy = 0.
Fiir snkompressible Substanzen ist 2—? =0 (nicht %5:) und div p — 0.
Die Verschiebungen &{ der Punkte eines Kontinuums sind in
der Umgebung eines Punktes r, als lineare Funktionen des Ortes
dr =1 — 1, und eventuell der Zeit zu betrachten.
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Wir zerlegen §{ in drei Teile 6= &, + §[drrot 6f] + &(d1) mit
den Komponenten (in kovarianter Schreibweise):

(SS" 6s°+6kak—|—6x"Sk,

. h
wobei Sik=_1_<ﬁsi isl;)—sl!t }

3§, ist die Verschiebung des Punktes 1,
1 [drrotdf] ist eine starre Rotation.
©(dr) heiBt die Deformation. & ist ein symmetrischer Tensor

(Deformationstensor).
©(dt) 1aBt sich weiter zerlegen in
& (r) =or- 30 &' (0v),

so dab div (&' (1)) =0 ist.,
oder in kovarianten Komponenten:
Si [SI g;k+stk’ also ls,l =01)

Der erste Teil entsprlcht einer homogenen Dilatation.

Der zweite Teil entspricht einer Scherung, d. h. Forminderung
bei konstantem Volumen,

In analoger Weise liBt sich das Geschwindigkeitsfeld p = dii
in der Umgebung des Punktes r, darstellen:
b = v, 4 % [01 rot v] -+ B(S1)

und B (1) =dr dlvn—{—%(é)

2. Krifte.

Die in einem Kontinuum wirkenden Krifte lassen sich einteilen
in fernwirkende und nahwirkende.

Erstere werden dargestellt durch Feldvektoren § (Volumenkrifie),
letztere durch Flichenvektoren p (Oberfldchenkrifte).

Die Volumenkrifte (Gravitation u. dgl.) wirken auf alle Elemente
eines Raumes.

Die Oberflichenkrifte (Oberflichendrucke, duBere Reibung, Atom-
krifte u. dgl) wirken nur auf die Elemente von (wirklichen bzw.
gedachten) Flachen,

H | S| bedeutet ZS:;, identisch mit |@| der symbolischen Vektor-
schreibweise.
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An freien Oberflichen sind die p als gegeben zu betrachten.
Legt man eine (gedachte) Schnittfliche durch ein Kontinuum, so lassen
sich die inneren nahewirkenden (Atom-) Krifte ersetzen durch Ober-
flichenkrifte p in der Schnittfliche. Die GréBe der p ist dabei im
allgemeinen abhidngig von der Orientierung der Schnittfliche. Diese
Abhidngigkeit wird dargestellt durch:

p=%m) pi=P%n,
wo n der Einheitsnormalvektor zur Fliache ist.

B heilt der Spannungstensor. Er ist symmetrisch.
P (n) 1aBt sich zerlegen in
’ P
B =—np+ B (), Pyy="2 g+ Pla, wo |P'| =0,
so daB div ' (r) =0 ist.

p heiBt Druck <: — ‘%‘)

Die Gesamtkraft auf ein Volumen V ist

®=[idv+ [par.

Das Drehmoment ist

8= [av[ix] + [df[psl.

Die Kraft, die durch die auf die Oberfliche der Volumenelemente
wirkenden Oberflichenkrifte ausgeiibt wird, ist durch einen Feld-
vektor ' zu ersetzen:

f’ = div SE

Die bei einer Verschiebung df gegen die Krifte { und p geleistete
Arbeit 84 ist; falls hierbei f und p constant sind:

84 = [ do(( -+ of)
mit Javi’ 7= [af(voi).

Ist { und p proportional §f, so tritt der Faktor } zur rechten
Seite. :

3. Elastizititstheorie.

In elastischen Korpern sind nach dem Hookeschen Geselz die in-
folge der Verschiebung auftretenden Spannungen lineare Funktionen
der Deformation, d. h. die 6 Komponenten von §§ sind lineare Funk-
tionen der 6 Komponenten von &. Hiernach wiren 36 Konstanten
zur Darstellung dieser Abhingigkeit erforderlich

Pik = a‘ll’:n Slm .
. Die Deformationsarbest d A wird dann:

84 =1[(fo))dv="1[(87divR)dv = —} [dv-($&) + 1 [ ar(poi).

Sehen wir von dem Oberflichenintegral ab, so ist bei Annahme
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konservativer Krifte die in der Volumeneinheit enthaltene potenticlle
Emergie, d. h. die Energiedichte

ik Im ik
=%(“B®)=%Piks =%aix S5,
® ist daher eine homogene Funktion 2. Grades der Deformation

bzw. der Spannungskomponenten. Sie ist bestimmt durch 21 Konstanten,

. m 1 P
indem afy = apy = apy = al¥  wird.

Fiir isolrope Medien vereinfacht sich die Abhingigkeit. Hier
miissen aus Symmetriegriinden die Hauptachsenrichtungen der Ten-
soren P und & zusammenfallen. Man sieht leicht, daB der allge-
meinste Ansatz fiir die lineare Abhingigkeit beider dann lautet:

T 2
S _ o P S'ikzﬁp’ik

Die anschaulich physikalische Bedeutung der Konstanten o« und
p folgt aus Anwendungen auf spezielle Probleme. Es ist

1—2u #® 144, 1 1

="F T3 B=-—; — =, + 24y, i T
wo E der Elastizitiatskoeffizient,
p der Querkontraktionskoeffizient,
» die Kompressibilitit ist.

a,, und a,, sind die Koeffizienten a}} und 433, die fiir isotrope
Stoffe allein maBgebend sind

In kovarianter Form ist:

|S|=eiP|, Si=pPu (S| =S"gy,
SikZ%iSlgik_*_si,k =a;ﬂfplgil-+ﬂP' s
Pik:-;'{P’gik—*"P;k*%'("‘_ )IS; 1I+

Es folgt daher:
u a1
Sik:f'P|§ik + Liw
Po= -z S et oS
Fiir die Energiedichte folgt:

20= 5, P = £(8Y+ 5 (5 -’~)!S|‘“> (%) = SuS™)

— s+

1) Es ist meist iiblich von dieser Gleichung auszugehen, weil (S 2) und | S]2

die beiden einzigen unabhingigen quadratischen Differentialinvarianten der Ver-

. 1- E

schiebung sind. Setzt man2 w = 4 (Sg) +BI1S fg, s0 ist 4 = v = TTa =y, — By
1 1 ) Epn

1
““B:?Q“"‘=@zmﬁaa

= Oyo-
o
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a) Statische Elastizitdtsprobleme.
1. Gegeben seien die 4f, gesucht werden die § und p.

Es ist = divp’ — grad p = ;~ div g’ — 31—“ grad div 4§

. 1.,
p=PB )=, divéi+ 5 &' (n).
2. Gegeben seien die p und f, gesucht werden die 4.
+(E+ %) -4 (div ) = — div f

4

1
i—ﬂ—A(curléf) = — curlf.
Diese Gleichungen sind zu lsen mit den Randbedingungen, daf3

an der Oberfliche
1 div 8§

e -+ —;— &' (n) =p wird.
b) Bewegungsgleichungen in isotropen elastischen Koérpern.
dav .
0% =i+ dive
a2 1 1(2 , 1 .
0 55 () =T+ 55400 + + (2 + ) grad div oj
1 (1 2 . 1
=f- 3 <—‘; -+ —B«> grad div (df) — —2~ﬂ-curl curl (6).
Zerlegt man 4f in 4f, und 4f,, so daB

div 6f, = 0; curl 6f,=0, also f,= —gradey und seif=0,
so wird:

9:71(5 fu)= 2%{4 01, (Transversal- oder Scherungswelle)

d? . . .
und o TEP= % (-;- -+ %> 4 @ (Longitudinal- oder Verdichtungswelle).
Die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten sind
fir die transversale Welle — |/ —\— - V_L
2fe 20 (1+u)
N N 1 (1 2) E  (1—p)
fiir die longitudinale Welle — /-1 (L _:V_____“,
1e longitudinale Welle 39(« -+ ﬂ) o (1=21) (1539

4. Ubergang zur Hydrodynamik.

In nicht vollkommen elastischen Kérpern verschwinden bei kon-
stanter Deformation die Spannungen ' mit der Zeit. Dies fithrt auf

folgenden moglichst einfachen Ansatz:
0B _1 08 1,

ot B ot 11
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Ist lcy
at 0,
so wird dann _t
B =P_oe * (v = Relaxationszeit).

Schreiben wir (%(ﬂ——- b und stellen p (ebenso wie §f) dar durch

b=, + }[S-rot] + B(81)

und
B(30) = or 0 4+ w7 (81),
so wird
AL S UV I
%“az@’ at“ﬂ%, ;B

Fir langsam verinderliches 8’ bzw. kleines 7, d. h. Fliissigkeiten, er-
halten wir damit:

B’ wird also jetzt durch die Geschwindigkeftsverteilung bestimmt. Die
Beziehung |©| = || bleibt erfahrungsgemiB bestehen.

Die Bewegungsgleichungen werden dann?):
dy . .
o =1+ ave—i+dv(cE 4w
T 1 .
=f— grad;b—}—ﬁ@b.—l—?graddwb).
A= ﬁ heiBt Reibungskoeffizient,
Wir erhalten somit

Qg-;:f—gradp—}—lz]n—}— w';;~gr2|.ddivt)

als Bewegungsgleichung einer Fliissigkeit mit innerer Reibung.

5. Hydrodynamik.

Fur reibungsfreie Flissigkeiten wird 42 =0. Die Bewegungs-
gleichungen lauten daher:

dv
0-y; =f—gradp

oder
dy .
E_?-gradP,
wo
_ [
P=| ,

1) § bedeutet den Einheitstensor (vgl. S. 142).
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gesetzt werden kann, wenn g eine eindeutige Funktion von p ist, bzw.

d
—z—;= % — (pgrad)y = -;; — %grad v? 4 [protp]

o | v
iy grad(2 + P) + [orot v}
FEulersche Bewegungsgleichungen.
Ist Z—? =0 (stationdre Stromung) und rotp — O (wirbelfreie oder Po-
tentialstromung), so wird
T grad(L +P) =0
0 g 3 s
bzw. bei konstantem g
7)2
f— grad (@3— +p) = 0.
2
(@% —{—p) heilit Aydrodynamischer Druck.

Hat § ein Potential, d. h. { == grad ¢, so wird

droty
T rot[protp]

und daher
d d
s dfrot, v ="7§0vds=0

(vgl. 143), d. h. das Wirbelmoment einer mit der Fliissigkeit mitbewegten
Fliche bleibt konstant (Helinholtz).
Ist rotp = 0, so ist p darstellbar als p = grad @ (Geschwindig-
keitspotential). Es gilt dann
o 1 o
T -+ P - 3 grad 2 == const.
Fiir inkompressible Fliissigkeit ¢ = const, T == $ ergibt die Kon-
tinuititsgleichung divp == 0, also 4@ = 0.
Die meisten Probleme der Hydrodynamik laufen auf die Losung
dieser Differentialgleichung mit Beriicksichtigung der durch die Be-

grenzung der Storung gegebenen Randbedingungen: %(5 = 0, bzw.
Z% =V, heraus, wo I/, die Normalkomponente der Geschwindigkeiten

der Begrenzung ist.

Bei strengerer Anndherung an die Wirklichkeit ist die Fliissigkeit
als an die Begrenzung haftend zu betrachten. Das ist aber im all-
gemeinen die Bedingung rotp = 0 nicht zu erfiillen.



Zwolfter Abschnitt.

Elektrizitatslehre.

1. . Elektrostatik.

Von einer ruhenden Ladung ¢; am Ort r, wird auf eine zweite ¢,
am Ort r, eine Kraft §, ausgelibt, wenn = r, — r, bedeutet,

_ o mTr) et
(1) 912‘ et — 1,3 T ey

wenn der ganze Raum mit einem homogenen isotropen Medium (Di-
elektrikum) erfiillt ist. & heiBt Diclektrizitdtskonstante des Mediums.
Sie wird fiir das Vakuum ==1 gesetzt und ist > 1.1)

Die Ladungen werden durch die Krifte gemessen. (Das ist
immer méglich, sobald drei Ladungen und die Krifte zwischen je
zweien von ihnen gegeben sind. Dann bestimmen sich die Ladungen
aus den drei fiir die Krafte geltenden Gleichungen.)

Ladungsdichte o heildt bei continuierlich verteilter Ladung der Aus-
druck: lim—;—, wo ¢ die im Volumen ¥ enthaltene Ladung bedeutet,

v=0
Sie ist auch definiert durch fgdv:e,

R gt
) C=""=n

heilt Feldstdrke im Punkte der Ladung 2. Sie ist unabhingig von der
Grofie (und iberhaupt der Existenz) von e,, also eine Funktion des
Ortes. & bildet ein Feld. Daher 1aBt sich das elektrische Potential @

definieren durch

3) €= — grad ¢.
Es ist, falls ¢ konstant ist,
S
(4) p=| dv
und
&
(5) e=—Z49

1) Im Innern von anisotropen Stoffen ist der Skalar ¢ durch einen Tensor
zu ersetzen (vgl. S. 199).
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Aus (2) folgt dann curl € = 0.

(6) D=¢€
heiBt dielektrische Verschiebung. Es ist
(7) 4o =divD =¢div§.

9 ist in isotropen Stoffen stets parallel zu §.

Polarisation heilit der Ausdruck
1 g—1
(8 P=r7@—-C="-C

Die Vektorfelder der § und P lassen sich veranschaulichen durch
den Geschwindigkeitsvektor v einer inkompressiblen Strémung. Den
Stromungslinien entsprechen die Kraftlinien (fir €), sowie die In-
duktionslinien (fiir D).

Als Zahl der durch einen Querschnitt ¢ gehenden Kraftlinien
bezeichnet man das Integral qu-E” iiber den Querschnitt, auch
Kraftflup genannt. Analog spricht man von Induktionsflup.

Induktionslinien endigen nu# in den Ladungen Kraftlinien, endigen
auBerdem im Raum, sobald die Dielektrizititskonstante sich dndert.
Man spricht dann von freien Ladungen

’
9) o'=;-dive; dive=*Tp 1 ! (ggrd ) = 4ng’, ¢ =f%di’.

An der Trennungsfliche zweier Stoffe verschiedener Dielektrizitits-
konstanten bleibt die Normalkomponente von @ stetig, ebenso die
Parallelkomponente von €.

Bildet im Stoff 1 die Richtung von ® (bzw. ) mit der Nor-
malen den Winkel ¢, und entsprechend im Stoff 2 den Winkel «,,
so ist tge,:tge, =g & (Brechungsgesetz der Kraftlinien).

Die Fliachendichte w ist bei kontinuierlich auf einer Fliche ver-

teilter Ladung definiert durch @ = lim% oder durch
F=0

fa)df:e
F

wo ¢ gleich der auf der Fliche F befindlichen Ladung ist. Das ergibt
die Beziehung

(10) 4nw = — (Dpy + D,y),

wo ®, und P, die Verschiebungen auf den beiden Seiten der Fliche
sind. Entsprechend heift ', definiert durch

(11) 471560’: —(En1+En2>’
die Flichendichte der freien Ladung.
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Die Emnergie eines Ladungssystems ist gleich

1 1 1
(12) U= —2~fdv<p-9 + a—fdfgvco = s;fdv(@@) = %{fdv 6™

Leiter der Elektrizitit heiBen Korper, in denen im Gleichgewichts-
zustand @ konstant ist. Im Inneren von Leitern ist € und ¢ = 0. Sie
konnen nur eine Oberflichenladung besitzen. Ein Leiter verhilt sich
bei statischen Problemen wie ein Stoff unendlich grofier Dielektrizitits-
konstante.

Die elektrische Energie ist im Gleichgewichtszustand ein Minimum
gegeniber der aller andern Ladungsverteilungen, die bei den gegebenen
Ladungen auf den Leitern moglich sind.

2. Elektrokinetik.

Jeder Ladungstransport heildt elekirischer Sivom.
Stromstirke I heiBt die durch eine gegebene Fliche F in der

Zeiteinheit transportierte Elektrizititsmenge. Stromdichte i ist definiert
durch
de

(2) ﬁfi"dlezg;:fdvdivi.

Man unterscheidet die Dichte des
1. Leitungsstroms i = oG (o heibt Leitfahigkeit).

2. KonveRtionsstroms = gv.

. 10 . .
3. Verschiebungsstroms yye }1?. Dies ist als Strom zu deuten, wegen

1 a 1 . 09 0 de
L;fdf;ﬁ D,= Z?rfd”dlv'a7:‘a?fd”'9= 3

Als wahren Strom ¢ bezeichnet man
¢ d€

(2) e =08 45 5 T ov
Es gilt immer dive =0.

Stationire Strome in Drihten. Ist der Leitungsstrom auf einen
Leiter von geringem Querschnitt g beschrankt, so ist I =findf eine

q

Konstante lings des Drahtes.

Die Potentialdifferenz ¢, — ¢, zwischen zwei Punkten des Drahtes
ist dann proportional I.

2

3) [(€ds)=op, — p,=WI.

i
W heilbt Widerstand.

@ - j_
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W ist bei gegebenen Dimensionen und Leitfahigkeit unabhingig von I
(Ohmsches Gesetz).

Elektrischer Kreis. In einen geschlossenen Kreis ist § €43 = 0.
Ist aber in einem Bereiche die Beziehung i= ¢€ durchbrochen (Ele-
ment, elektrolytische Zelle usw.), so kann doch ein Strom flieBen.

Sﬁq(@ — L) as heibt clektromotorische Kraft E und es gilt:

E

() =4

3. Magnetostatik.

Die Magnetostatik entspricht der Elektrostatik in folgenden Punkten:

Der Ladung ¢ entspricht die magnetische Menge .

Der Dielektrizititskonstante ¢ entspricht die Permeabilitit u.

Der elektrischen Feldstirke @ entspricht die magnetische Feld-

stirke §.

Der Verschiebung D entspricht die Induktion $ (wobei 8 = u ).

Der Polarisation §§ entspricht die Magnetisierung 9.

Alle Formeln der Elektrostatik gehen dann in die entsprechenden
der Magnetostatik iiber.

Abweichungen. Leiter des Magnetismus gibt es nicht, wohl aber
verhalten sich Stoffe mit groBem u annihernd wie Leiter.

u ist im Gegensatz zu ¢ fiir viele (ferromagnetische) Stoffe keine
Konstante, sondern sowohl von der Feldstirke wie von der Vor-
geschichte abhingig (Hysteresis). Jeder Magnetpol # ist mit einem
andern — s verbunden.

4. Elektromagnetismus.
Stromende Elektrizititsmengen {iben auf andere stromende auBer
den elektrostatischen auch ,elektromagnetische Krifte aus.
Von einem stromdurchflossenen System wird auf ein Stromelement
der Lange und Richtung d/, in dem ein Strom der Stirke 7 flieBt,
eine Kraft

g = tifuf 1]

ausgeiibt, wobei das Integral iiber das mit der Stromdichte i durch-
flossene System zu erstrecken und ¢ der vektorielle Abstand vom
Stromelement d/ zum Volumelement dv ist (Bioi-Savartsches Gesetz).

(2 %f dvy[; 0 _ 9 heilit magnetische Feldstirke. Das so definierte §

ist mit dem magnetostatischen identisch. Der Faktor ¢ hat die Di-
mension einer Geschwindigkeit und ist experimentell zu 3-10° cm /sec,
also gleich der Lichtgeschwindigkeit gefunden. Es ist also

(3) @:,u[[dl_@_].

c
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Es folgt, dafl divu§ = div®B = 0 ist. Nach dieser Auffassung endigen
die Induktionslinien (%) nirgends (auch nicht an den Polen eines
Magneten, sondern setzen sich im Innern desselben fort). Es 1aBt sich
daher ein magnetisches Vektorpotential definieren durch

B =rot Y,
und es wird
(4) g — L | 4vt
c v
und
(5) rot § = 4t

c

Magnetischer Kreis. In Stoffen sehr hoher Permeabilitit (Eisen)
verlaufen die Induktionslinien (%) angenihert wie die Stromlinien in
Leitern.

Hat man es mit einem geschlossenen Eisenkreis zu tun, so gelten
die zum elektrischen Kreis analogen Formeln. Der Formel {=¢§
entspricht dann = 9. M= § Hds wird hier aber nicht gleich

Null, sondern = i‘;find f, wo das Integral iiber die durch den Kreis
¥

begrenzte Flache zu nehmen ist. FlieBt der Strom in # Drahtwindungen

mit der Starke / durch diese Flache, so wird

6, M=§pds—"""L

c

Diese GroBe kann als magnelisierende Kraft bereichnet werden.
Es wird dann J = f B,df der gesamte Induktionsflub, oder
g

M
]m = Wn;’
WO
ds
(7) Wm - q—‘,;

ist, in Analogie zu [ =

5. Elektrodynamik.
Nach Maawell ist der Verschiebungsstrom 3’—1;%9 in seiner ma-
gnetischen Wirkung dquivalent einem Leitungsstrom i. Daher folgt durch

Verallgemeinerung
4ai 109

(1) ot § = — + ~ 7 1. Hauptgleichung.
Durch Analogie und auf Grund von Experimenten (Induktion) folgt ferner

1 08
() ot = — -5

Madelung, Math. Hilfsmittel. 13

2. Hauptgleichung,
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welche auf Grund des Stokesschen Satzes auch lautet

(3) §(€ds) — u-:—fdf

Die Energie eines Feldes besteht aus einem elektrischen Teil U
und einem magnetischen Teil T

0B, .
T (Induktionsgesetz).

(4) W—U+T= ;—'nfdv(sEMr#Hﬂ).
Hieraus folgt

aw .
(5) 37:~1ﬁw@0—5Jﬁﬂ@@W
4‘—”[(&@] = & heiBt Poyntingscher Vekior.

Da f df @& hiernach der Energieverlust pro Zeiteinheit durch die
Oberfliche F darstellt, wird @ als der Vekior der Emnergiestromung
gedeutet.

Durch Elimination von § bzw. ¢ aus den Hauptgleichungen folgt:

ep 0*°€ | 4moud€

(6) R AT + pr W:A(&—graddiv(&,
bzw.

su 0y 4mopnd
(6") T ot w49

d. h. eine Wellengleichung fiir § bzw. §.

In Analogie zur Elastizititslehre kann man die Krifte in einem
statischen elektromagnetischen Feld auf die Maxwellschen Spannungen
zuriickfithren, in der Form
p=div¥, wobei p die Kraft auf die Volumeneinheit bedeutet, also
f pdv = ® und wo T durch die elektrischen und magnetischen Krifte
bestimmt ist durch:

T(0)=6(60) — £+ 9(90) — "5 )
T, =58 (E)® — E,E, + 3¢, (H)® — H,H,.

(7)

In einem nicht statischen Felde erweitert sich diese Beziehung zu:

. &
8) p=divT % 2

g= %4; © heiBt elektromagnetische Bewegungsgrofe.

1) Diese Gleichung kann so gedeutet werden, dafi man ¥ (n) als eine
Spannungskraft in Richtung n auffafit. Ist dann n | €, so wird der erste Teil

2 2
E? das bedeutet einen Zug. Ist n | €, so wird der erste Teil = _-52—

= , ?

das bedeutet einen Druck. Man findet so die Faradaysche Auffassung, daf in
Richtung der Kraftlinien ein Zug und senkrecht dazu ein Druck wirkt.
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Es tritt hier zu der statischen Kraft § noch eine dynamische %gt,
die man als Trdgheit der elektromagnetischen Emnergie deuten kann,
. w .
deren Masse dann gleich — zu setzen ist.

c?

6. Elektrodynamik quasistationirer Strome.

Wenn man in der 1. Hauptgleichung %—? neben 4zi vernach-

lassigen kann, d.h. bei relativ langsam verdnderlichen Feldern und
Stréomen, treten Vereinfachungen ein.

FlieBt der Strom in einen geschlossenen Draht 1, so tritt zu der
bisherigen elektromotorischen Kraft E noch eine induzierte elektro-
motorische Kraft E* hinzu:

: 1 d 1 d
¢ __:f@z d§1 = — _;Efde" = — *;EJVQIdé (58 = rOtQI).

Rihrt B von einem Stromkreis 2 mit dem Strom I, her, so wird

8
c 4 <) 7

also ffdéldég al,

L,=u ffdg: 2 heiBt gegenseitiger Induktionskoeffizient.
12

of

Betrachtet man die Induktion verschiedener Stromteile 43, und
d3; ein und desselben Stromkreises aufeinander, so werden obige

4
zwei Stromkreise identisch, die Gréfe L, = 2[uffd§:,dgl heiBt Selbst-
induktionskoeffizient.
Fiir einen Stromkreis gilt daher

P i, aI,
E, = "—Ll-d't‘ — %’Ln;—d}"'

7. Elektronentheorie.

Die Elektronentheorie nimmt an, dab es weder Uber groBere
Riume kontinuierlich verteilte Ladungen und Strome gibt, noch Riume
in denen ¢ und u von 1 abweicht.

Alle Ladungen sollen in sehr kleinen Voluminas konzentriert,
alle Strome reine Konvektionsstrome sein. Die grofleren Werte von
¢ und u, sowie ¢ sollen durch den atomistischen Mechanismus be-
weglicher elektrischer Ladungen makroskopisch vorgetiuscht werden.

Nach dieser Theorie ist also ¢ =1, u =1, ¢ = 0 zu setzen, so daB

D=C B=9, i=pv=Ff Iist
13*
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Kinetische Potentiale. Wir definieren @ durch
1 0%

@_{_T_Et______grad@’ @:rot%[
1 09 .
— g = div 9,
dann folgt
2
%n 6dtd: — AP =4m0, D und A heiBen kinetische Potentiale
1 &Y
Wir definieren den Hertzschen Vektor 3 aus U = ic ?%3, ferner g
durch t =129, dann wird & — g — div3
: 14 1 23
§ = — gradp | graddiv3 — ;5-3—5%; H = - rot o
und fiir § gilt 1 4°8 .

Die Losung dieser Gleichungen lautet
dv
D, = IT {9}1_ r
dv
w= 2w, ,

3= d—,,v {Q}t—-

Der Index ¢ — - bedeutet, daB die o, f, q, die ja Funktionen
des Ortes und der Zeit sind, in der Formel nicht mit den der Zeit
sondern den mit der Zeit {— % entsprechenden Werten einzusetzen
sind, um &, A, 3 fiir die Zeit ¢ zu finden.

Die Wirkung einer Ladung usw. macht sich also im Aufpunkt
nicht sofort, sondern erst nach der Zeit % bemerkbar (daher der

Ausdruck: Retardierte Potentiale).

Diese Form der Losung bringt es mit sich, daB nur fiir sehr kleines 7,
bzw. bei langsam wechselndem p, f, ¢ die statischen Beziehungen
gelten.

Methodisch vorteilhaft ist die daraus folgende Vorschrift: Man
denke sich zur Zeit ¢ eine Kugelwelle mit der Geschwindigkeit — ¢
vom Aufpunkt ausgehen. Alle Ladungen wirken dann mit dem Be-
trag, den sie widhrend des Hiniiberstreichens dieser Welle haben.

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich die Felder bewegter Ladungen
berechnen.
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Fir eine gleichformig geradlinig mit v sich bewegende Ladung e
findet man:

b = ° v .
- wo f==— ist.
‘/ zﬁ—ﬂe[rb] c
Ceyls
A=V —F 5
und daraus G N —'-ﬁs)
v
(1 =F)elor]
= cy s

® = const stellt ein abgeplattetes Rotationsellipsoid dar mit dem

Achsenverhaltnis V1 — g’ (Heaviside-Ellipsoid).

Die Kraft auf eine zweite gleichfalls mit der Geschwindigkeit v
bewegte Ladung e, wird dann gleich

f=c,(6+ o)) = — (1 — f)grad &
Y= (1 — ") D heiBt Konvektionspotential.

Dipolstrahlung. Das Moment p eines Dipols sei als Funktion
der Zeit gegeben. Die Geschwindigkeit seiner Bestandteile sei klein
gegen ¢. Dann ist fiir einen Punkt r, wo » groB gegen die Dimen-
sion des Dipols sei,

8:}’“

€ — 3r(nr3’—4' ;_}L(Lz)r,j“’ c273[r[w]]
; 1

9= —of — il

wobei p das Moment zur Zeit (t ——;) bedeuten soll und

s 4y, o _dp
Y= P T e
Fir groBes r wird hiernach & =- s [rﬁ]z.

Die Ausstrahlung pro Zeiteinheit wird dann
aw
~ar :fsndf‘ 33 )

Ist p = p,-sin wt = p,-sin %fct (A = Wellenldnge), so wird

aw 32 ¢, ,
w TR
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8. Elektromagnetische Wellen (Grundlagen der Optik).

Jede Losung der Maxwellschen Gleichungen bzw. der Wellen-
gleichung S. 194 bedeutet einen elektromagnetischen Ausbreitungs-
vorgang. Als Welle im engeren Sinne pflegt man eine Losung der
Form: @———@Oei‘”’, wo €, nur vom Ort abhidngt, zu bezeichnen.

n=2—“:Z heiBt ihre Schwingungszahl. Von der komplexen Losung ist

dann der Realteil zu nehmen. Der Imaginirteil stellt eine zweite Welle
dar. Besonders einfache Wellentypen sind die partikuliren Lésungen
(vgl. S. 95).
Schreibt man
€, = aet?? bzw. € = qei®@+0),

wo a und ¢ Funktionen der Orte sind, so heiBt a die Amplitude und ¢
die Phase der Welle. Die Flichen konstanten ¢ heiBen Wellenfidchen.

2n . i
w|gradg| heiBt Wellenldinge.

Im Grenzfall von sehr grofem o, d. h. sehr kleiner Wellenlinge
erhilt man fir ¢ die Differentialgleichung (gradg)? =1; d. h. die
Wellenflichen sind Parallelflichen. Die Orthogonalen zu diesen sind
gerade Linien. Man bezeichnet sie als Sirahlen. Dieser Grenzfall
liefert daher die geometrische Optik.

Ebene Wellen: Die Maxwelischen Gleichungen gestatten folgende
partikulire Losung:

@=(§Oei“’(“("7ﬂ)2’); 9 :@Oeiw(’*(%}?
wo &, 9y, w, n willkiirliche Konstanten sind, zwischen denen aber die
folgenden Beziehungen bestehen miissen: n?=1; (€,n)=0; (H,n)=0;

9o =~ 2 [n,] mit p— Veu—

n heilfit Wellennormale, (rn) = konst. ist die Wellenebene,
p heiBt (komplexer) Brechungsindex.
Die Konstanten konnen reell oder komplex sein. Es bedeutet:
€, reell eine linear polarisierte Welle,
€, komplex eine elliptisch polarisierte Welle,
o komplex eine zeitlich gedampte, abklingende Welle,
p komplex eine ortlich gedimpfte Welle (Absorption),
n komplex eine Welle mit in der Wellenebene abfallender Ampli-
tude (nur an Oberflichen existenzfihig).

tdmou
®

Im folgenden ist die Losung noch einmal in spezieller Form behandelt.
€ und $ seien nur Funktionen von x und £ (nicht y und z). Dann
vereinfacht sich die Wellengleichung zu:

wTC 4700 €
c? o013 2 9t axt
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Wegen 9E, _ PE. 0 und div§ = 0 wird 0Fs _ 0, also E_ iiber-
oy 0z ox x
haupt unabhingig vom Ort.

Die Welle ist also rein transversal.

" Setzt man E, = Eoy-e""" und E, = E_ et fir x=0, so er-
alt man
x
(1] t—p—)
E =E, ¢ ( ¢ .
oy Wo Pl g — ATTE
tow| - T @
E,=E,, ¢
H - E f) 1/0)(15—[7———)

Zerlegt man p = n — ik, wo

P 270
n— R —gu, k= ""F
w
zw. 2 o | 160°7°
° A\ G

so schreibt sich dies auch:

E =E; e ° e
' 76 ist also die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle,

n heiBt Brechungsexponent fir ¢ = 0 gleich Veu,
p heilit komplexer Brechungsexponent,
k heilt Absorptionskoeffizient.)

Fir reelles # (6==0) ist E.~H, und E ~H,.
Fir imaginires p (64 0) sind E, und H, um den Phasenwinkel

arctg vi— gegen einander verschoben. FE,_ bleibt hinter H y zuriick.

9. Wellen in anisotropen Medien (Kristalloptik).
Wir setzen
D=AE) bzw. E=A(D); u=1.

Hier sei 9 ein symmetrischer Tensor (%~* der entsprechende rezi-
proke), der an die Stelle des Skalars e tritt.

k . ‘. :
1) Vielfach wird auch 4 = "9 als Absorptionskoeffizient bezeichnet.
c
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Der Ansatz fiir eine ebene Welle fiir reelles $ <a= 0, v = _>

soo (t——0
D = C‘DO g" (t v )
usw. in die Wellengleichung
)
S = rotrot §
= A€ — grad div §
eingesetzt, ergibt dann
2
(1) LD — G+ nn€)=o0.

c2

Hieraus folgt: (®n)=0. Aus der 1. Maxwellschen Gleichung folgt:
Z.9=[ng] und Z.9=—[nE,

also (Hn)=0; (H9D)==0.

Man sieht: ®, & und n sind komplanar, orthogonal zu §. Da
durch ® auch § bestimmt ist, so ist auch n und § bestimmt, und
damit auch v durch:

o (€D).
9 T 2 b

& D

ferner ist

%@®~ﬁ+®©%w;@®:yﬁ_ﬁ%,

also nach (1)
2
€ —D 2
: 6D° — D(ED _
n:=_?_ﬁgﬁz erTf_ljumv=ft%V@w
\/E_D? DVE*D’ — (€D)

Die Wellennormale und die Geschwindigkeit sind daher vollstindig
durch die Schwingungsrichtung 9 bestimmt.

Ist n gegeben, so ist (1) ein homogenes lineares Gleichungs-
system der 3 Komponenten von ®. Es ist nur losbar, falls die
Determinante der Koeffizienten verschwindet. Das ergibt eine Glei-
chung 3. Grades fir o* (Sékulargleichung), die sich wegen des Ver-
schwindens ihres absoluten Gliedes auf eine 2. Grades reduziert!).

1) Man kann aus (1) € und D eliminieren durch Anwendung der Formel:
(Tab)—|2| (a8) = | T|{@*aT7'D) — [T (Tab)},
indem man a=9®, b=1n, T=a setzt. Dies ergibt
@Dn) =14 | {(@~ En) — A1 En)} .
2 2
Setzt man aus (1) ‘,D:f:—é(@-n(@n)) und (&=®-%+n(@n), so erhdlt man
vt . o (Ann)
o o L — e 4

Aus dieser Gleichung kann man die zwei Werte vonV als Funktion von n berechnen.

=0.
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Fiir ein gegebenes n gibt es daher 2 Geschwindigkeiten v, und v,
und zwei Schwingungsrichtungen ®, und 9,. Da fiir beide 9P
(Dn)= 0 ist, findet man:

2 2
vc_; (@1 @2) — (@1 @2) =0= %z? (SD‘A C:91) - (@2 C'DI)'

Da also (€,9,) = (G,D,) ist [wegen €, A(E,)= G, A(C,) (s.S. 140)],
so wird (B,9D,)(vf — v,)* = 0.

Zu den zwei verschiedenen v gehoren also zwei orthogonale ®
(D, L Dy)

Die Sikulargleichung fiir »? fithrt bei solcher Wahl des Koordi-
natensystems, daB die 9%;;' fir ¢ =% verschwinden (Transformation

2
auf Hauptachsen), auf die Fresnmelsche Gleichung; wenn €A = 6—2 ge-
ai

. n?
setzt wird E' —=0.
v2
i

2
a; —

Trigt man v als Radiusvektor in allen moglichen Richtungen n
auf, so erhilt man eine Fliche, die Normalenfliche.

Es gibt im allgemeinen zwei Richtungen n, fiir die v, = v, wird,
die optischen Achsen.

Geometrisch kann die Gleichung (1) wie folgt gelost werden:

Man beschreibt das Ellipsoid ¢-9A7*(r) = 1, schneidet es mit der
Ebene (nr)=0 (die senkrecht zu n durch r=0 geht), und sucht
Richtungen und Lingen der Halbachsen, der Schnittellipse. Fiir
diese gilt §(r®) = 0. Man erhilt:

1ér=20

und die Nebenbedingungen:
A (r)dr=0
ndr=20,

also

A (t) + 0,1+ on=0.

Durch Multiplikation mit n bzw. ¢ folgt

1 1
0,=— 3 0O=—nd Yx),

also

2

Wenn wir in letzterer Gleichung t mit ®, %™*(x) mit § und #* mit 2—2

identifizieren, so geht sie uber in unsere Gleichung (1). Die Langen

der Halbachsen der Schnittellipse sind demnach gleich —vc— bzw. =
1

Y
und ihre Richtungen die von ®, und D,.
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Die Fortpflanzung der Euergie erfolgt senkrecht zu € und § in
Richtung von 3.

3 sei ein Einheitsvektor (s*=1) (€3)=10; (H3) ==0.

8 ist komplanar mit ®, ¢ und n.

Wir setzen ® + o€ + 3= 0. Multiplikation mit § bzw. n ergibt

— . (29 ng)
B=—(D3), a= @
Aus Gleichung (1) folgt
Ds c?
E_(f:)) = — (g FEN

Wir erhalten also
Y (n8P€ — D+ 3(D8) = 0.

Es ist aber (n3)=cos{, wo { der Winkel zwischen n und § ist.
Nennen wir S die Geschwindigkeit der Welle in Richtung von 3,

so st % = cos{ = (ng). Es wird also
2
(2) ECZ—(&—SD+§(SD§):O.

Diese Gleichung hat genau denselben Typus wie die urspriingliche (1).

Die geometrische Lésung ist hier so zu benutzen, daB im

Ellipsoid 19 (x) = 1 und die Fliche (¥8)==0 zu besch