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Vorwort zur ersten Auflage.

Das vorliegende Werk bildet die zweite Auflage der im Jahre 1916 im
Buchhandel erschienenen Dissertation des Verfassers: ,,Berechnung des kontinuier-
lichen Balkens mit verdnderlichem Triagheitsmoment auf elastisch drehbaren
Pfeilern, sowie Berechnung des mehrfachen Rahmens mit geradem Balken nach
der Methode der Festpunkte‘‘. Wihrend in der genannten Arbeit nur die Berech-
nung des kontinuierlichen Balkens auf senkrecht zu ihm stehenden Siulen ge-
zeigt wurde, so wird im vorliegenden Werk die Berechnung sémtlicher statisch
unbestimmter Konstruktionen, insbesondere des allgemeinen Falles mit beliebig
gerichteten Staben, des Stockwerkrahmens mit beliebig gerichteten Stiben
und des Rahmens mit bogenférmigen Stiaben nach der Methode der Fest-
punkte behandelt; aus diesem Grunde muflte der Titel des Werkes eine allgemeine
Fassung erhalten.

Die Grundlage aller entwickelten Berechnungsverfahren bilden die Fest-
punkte (Ritter, Anwendungen der graphischen Statik, ITI. Band), die ihrer-
seits mit Hilfe der Sétze von Mohr abgeleitet sind. Bei allen Ableitungen ist
vor allem der Vorstellung durch die geometrische Darstellung der Forménderungen
Rechnung getragen, womit dem in der Praxis stehenden Ingenieur am besten
gedient ist. Wegen ihrer Ubersichtlichkeit ist die Methode der Festpunkte unter
den Ingenieuren mit Recht sehr beliebt; nun um so mehr, als die Methode auf
alle Tragwerke, seien die Stédbe geradlinig oder bogenformig, recht- oder schief-
winklig zueinander, in gleicher und einheitlicher Weise angewendet werden
kann, wie dies im vorliegenden Werk gezeigt wird.

Das Werk zerfillt in 3 Teile und einen kurzen Anhang.

Der I.Teil entwickelt die Berechnung des Tragwerks mit unverschieb-
baren Knotenpunkten, der II. Teil diejenige des Tragwerks mit verschieb-
baren Knotenpunkten. Ein Tragwerk mit verschiebbaren Knotenpunkten, seien
geine Stabe geradlinig oder bogenformig, recht- oder schiefwinklig zueinander,
wird zu seiner Berechnung — und zwar nicht nur bei duflerer Belastung, son-
dern auch bei Temperaturinderung des Baumaterials, Senkung eines Auflagers
und Langenidnderungen der Stibe infolge der Normalkrifte — zuerst durch An-
bringung gedachter Lager in ein solches mit unverschiebbaren Knotenpunkten
verwandelt und nach dem I. Teil behandelt (Rechnungsabschnitt I). In den ge-
dachten Lagern treten sog. Festhaltungskrifte (Reaktionen) auf, welche die
Knotenpunkte verhindern, sich zu verschieben. Entfernen wir diese gedachten
Lager, so treten die sog. Verschiebungskrifte (umgekehrte Festhaltungskrifte)
in Tatigkeit, welche das Tragwerk noch verschieben und daher zuséitzliche
innere Krifte in'demselben hervorrufen, die nach dem II. Teil bestimmt werden
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(Rechnungsabschnitt IT). Durch Addition der Momente aus R. I und R. IT er-
halten wir darauf die endgiiltigen Momente am Tragwerk und aus ihnen die end-
giiltigen Quer-, Normal- und Auflagerkrifte.

Der IIIL. Teil enthélt 20 Beispiele aus der Praxis, insbesondere ausgefiihrte
Eisenbetontragwerke. GroBles Gewicht wurde darauf gelegt, von jeder Kon-
struktionsgattung ein Beispiel vorzufiihren, damit der Ingenieur bei seinen Pro-
jektierungsarbeiten fiir jeden Hauptfall eine Wegleitung besitzt. Die Beispiele
sind in der Hauptsache Ausfithrungen der Akt.-Ges. WayB3 & Freytag in Neustadt
a. d. Haardt, wo der Verfasser viele Jahre als Oberingenieur titig war.

Im Anhang sind die im I. und II. Teil abgeleiteten Hauptformeln zusammen-
gestellt, und ferner Tabellen zur raschen Ermittlung der Festpunkte und Kreuz-
linienabschnitte des Balkens mit beidseitiger und einseitiger geradliniger und
parabolischer Voute, sowie des symmetrischen Parabelbogens mit vom
Scheitel zu den Kdampfern zunehmendem Querschnitt enthalten.

Schon beim ersten Blick wird man erkennen, daB das Werk sehr ausfiihrlich
gehalten ist und zu seinem Studium keine besonderen Vorkenntnisse verlangt,
so dafl auch der in Statik weniger Geiibte sich mit der Methode der Festpunkte
vertraut machen kann.

Baden-Schweiz, im Friihjahr 1921.
Der Verfasser.

Vorwort zur zweiten Auflage.

In der vorliegenden zweiten Auflage wurde der Stoff der seit lingerer Zeit
vergriffenen ersten Auflage in zwei Binden dargestellt. Der erste Band umfaBt
die Theorie der Methode und der zweite die Praxisbeispiele.

In der neuen Gestalt des Werkes wurde der theoretische Teil als vollstindige
Darstellung der Methode ausgearbeitet, unabhingig von den Ausfithrungen des
praktischen Teiles. Diese Neuerung bedingte einige Erginzungen der frithern
theoretischen Abschnitte, zu denen sich andere Erweiterungen hinzufiigen, die
den Bediirfnissen der Praxis entgegenkommen mochten. Die wesentlichsten
Neuerungen des ersten Teiles bestehen in der ausfiihrlicheren Darstellung der
Grenzwerteermittlung und deren wichtigsten Hilfsmittels, der EKinfluBlinien.

Fine wichtige Erweiterung erfuhr Kap. IV des II. Abschnittes durch die
Einfiilhrung des GauBschen Allgorithmus als Losungsmethode der Gleichungs-
systeme.

Der zweite Band enthalt fiinf neue Beispiele, welche eine Reihe von Proble-
men behandeln, die in der ersten Auflage nicht berithrt waren. Unter den neu
eingefithrten Beispielen sind die Nummern 16 und 16a nach einem Projekt
bearbeitet, wihrend alle andern Ausfilhrungen betreffen, die sich bereits im
Betrieb bewdhrt haben.

Zur leichtern Handhabung des Buches wurde dem Anhang des ersten
Bandes eine Zusammenstellung der wichtigsten darin vorkommenden Be-
zeichnungen beigefiigt. Am SchluB des zweiten Bandes befindet sich ein
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alphabetisch geordnetes Inhaltsverzeichnis aller in den Beispielen besonders
ausfiihrlich behandelten Teilprobleme der Methode. Am Anfang des Buches sind
die Systemskizzen der bearbeiteten Praxisbeispiele eingefiigt. Aus diesen wird
ersichtlich sein, daf3 fast alle heute iiblichen Konstruktionselemente, fiir deren
Berechnung unsere Methode in Frage kommt, in irgendeiner Form beriihrt
worden sind.

Im ganzen Werk wurden die Momentenflichen der graphischen Darstellungen
so konstruiert, dal ihre positiven Anteile auf der einen und die negativen auf
der andern Seite der Stabachse erscheinen. Im zweiten Band wurde von dieser
Regel dort abgewichen, wo dadurch gegeniiber der gewohnten Methode keine
gréBere Ubersichtlichkeit gewonnen wird, also bei Tragwerken, deren Stdbe in
einer einzigen Geraden liegen.

Um den alten Umfang des Werkes nicht zu sehr zu iiberschreiten, machten
die Erweiterungen einige Kiirzungen der fritheren Fassung nétig, die sich im
ersten Band auf Stellen beziehen, die aus der allgemeinen Statik bekannt sind
oder Wiederholungen darstellen. Im zweiten Band wurden vier alte Beispiele
weggelassen, deren Probleme, wenn auch in abgewandelter Form, in den tibrigen
enthalten und behandelt sind.

Der Verfasser, Herr Dr. E. Suter, wurde leider von der begonnenen Neu-
bearbeitung seines Werkes durch den Tod hinweggeholt.

Die Weiterfithrung der Bearbeitung des ersten Bandes wurde dem FErst-
unterzeichneten anvertraut, der von Anfang an von Herrn Dr. Suter zur Mit-
hilfe an der Umarbeitung zugezogen worden war. Da er dabei die Absichten
des Verfassers genau kennenlernte, konnte er die begonnene Arbeit ganz in
dessem Sinne zu Ende fiihren.

Auch der Zweitunterzeichnete, der die Neubearbeitung des zweiten Bandes
(Praxisbeispiele) iibernahm, hielt sich ganz an die Absichten des Verfassers,
soweit sie ihm aus schriftlichen Aufzeichnungen bekannt wurden und aus
AuBerungen wihrend seiner Mitarbeiterschaft in dem Biiro des Herrn Dr. Suter
in dessen letzten zwei Lebensjahren.

Es mogen hier noch einige Gedanken folgen, die der leider zu frith Dahin-
gegangene — wenn gelegentliche Ausspriiche richtig verstanden worden sind —
in sich getragen haben mag.

Die Festpunktmethode bietet nicht nur den Vorteil, daB sie die Losung
hochgradig statisch unbestimmter Systeme erméglicht, ohne da man sich in
verwirrende abstrakte Berechnungen stiirzen mu8, sondern sie wirkt erziehend auf
denjenigen zuriick, der sich ihrer bedient. Dadurch, da man sich beim Arbeiten
nach dieser Methode nie von der Anschauung losreiBt, bleibt man immer mit der
Wirklichkeit des Stoffes verbunden, den man gestalten will, und dadurch, daB
tir jeden gemachten Schritt Proben vorhanden sind, erzeugt sich beim Arbeiten
jene unbedingte Sicherheit, die allein ein stoff- und sinngerechtes, das heift
zugleich ein im wahren Sinn konomisches, Bemessen und Formen erméglicht.

Soll sich wieder einmal eine wahrhaft kiinstlerische Architektur heraus-
bilden, so kann sie nur von Menschen ausgehen, die den Krifteverlauf im
Innern der Bauglieder genau kennen und in seinem Sinne die duBeren Formen
zu gestalten vermégen. Es gibt aber kaum eine bessere Methode, sich in den
innern Kraftverlauf komplizierter architektonischer Gebilde einzuleben, als die
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Arbeit nach der Festpunktmethode. Da diese einfach und durchsichtig ist, so
kann sie auch ohne weiteres von den Architekten und von architektonisch inter-
essierten Ingenieuren, die weder Zeit noch Lust fiir das Aneignen weitliufiger
mathematischer Kenntnisse haben, studiert und angewendet werden. Kann
das vorliegende Werk in dem angedeuteten Sinne dienen, so wird es dadurch
zum wiirdigsten Denkmal fiir das Schaffen Dr. Suters werden, der in seinem
Wesen nicht nur ein ausgebildetes, klares technisches Denken trug, sondern
auch eine tiefe Sehnsucht nach Schénheit.

Baden (Schweiz) und Venedig, April 1932.

Dipl.-Ing. Oskar Baumann
Dipl.-Ing. F. Hausler.
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Einleitung.

Durch die Entwicklung des Eisenbetonbaues, der monolithischen Bauweise,
wurde der Ingenieur gezwungen, sich mit vielfach statisch unbestimmten Kon-
struktionen zu befassen, wie z. B. mit dem kontinuierlichen Balken auf
elastisch drehbaren Stiitzen, d. h. mit
demkontinuierlichen Rahmen (Fig.1,

\LP
Briickenkonstruktion) oder mit dem mehr- é[ I WL JW JW .
b 7

stockigen Rahmen, woran die Momente
infolge Winddruck sehr wichtig sind
(Fig. 2, Fabrikbau), oder mit dem mehr-
stéckigen Rahmen, kombiniert mit bogenférmigen Stidben (Fig. 3,
Montagehalle).

Solche Tragwerke mit Hilfe der Elastizititsgleichungen zu berechnen, ist in
der Praxis kaum denkbar; denn erstens ist die Auflosung dieser Gleichungen sehr

Fig. 1.

;%m

Fig. 2. Fig. 3.

zeitraubend, und zweitens, der eigentlich noch wichtigere Punkt, kénnen wir bei
einer Berechnung nach den Elastizitatsgleichungen erst die Schluflresultate einer
Rechnungsprobe unterziehen, ganz abgesehen davon, dafl wir mit sehr vielen
Zahlenstellen rechnen miissen. Beildufig sei erwahnt, daf zur Auflésung eines
Systems von 6 Elastizititsgleichungen mit den 6 Unbekannten x; bis x4 mit
mindestens 9 Zahlenstellen gerechnet werden muf}, sonst werden N
die Resultate nicht nur ungenau, sondern vollstindig unrichtig. Bei
einer Berechnung nach der Methode der Festpunkte dagegen bieten
verschiedene Zwischenstadien der Berechnung eine leichte Kontrolle,
so daB man bei einem Rechenfehler nicht die ganze Berechnung
wiederholen muf3; auBerdem geniigt die Genauigkeit des Rechen-
schiebers fiir die meisten Fille.

Bei den von uns betrachteten Konstruktionen liefern von den in
einem Querschnitt auftretenden inneren Kriften (Fig. 4) die Biegungsmomente den
Hauptbeitrag zu den Forminderungen, wihrend der Beitrag herriihrend von den
Normalkriften und den Querkriften nur gering ist. Der Einflul der Normal-

Suter, Festpunkte, 2. Aufl. I. 1

Fig. 4.
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krafte auf die Forménderungen und damit auf die gesuchten inneren Krifte kann
daher in den meisten Fillen, und derjenige der Querkrifte iiberhaupt immer,
vernachlissigt werden. Falls jedoch der Einflul der Normalkriifte beriicksichtigt
werden soll, so ist dies zusétzlich leicht moglich, wie spiter gezeigt wird. Bei
unseren Berechnungen setzen wir voraus, dafl das Material der zu berechnenden
Konstruktionen nur solchen Beanspruchungen ausgesetzt ist, welche innerhalb
seiner Elastizitdtsgrenze liegen, so daB keine bleibenden Forminderungen auf-
treten und deshalb die Spannungen proportional den Forminderungen ange-
nommen werden koénnen.

Wir unterscheiden zwei Gattungen von statisch unbestimmten Konstruk-
tionen, némlich:

1. Tragwerke mit unverschiebbar festgehaltenen Knotenpunk-
ten, und

2. Tragwerke mit verschiebbaren Knotenpunkten (Rahmen-
konstruktionen).

Ein Tragwerk gehort zur ersten Gattung, wenn bei der Belastung der Stibe
mit den duBeren Kriften nur Verbiegungen der Stédbe, jedoch keine gegen-
seitigen Verschiebungen der Endpunkte der letzteren, also keine Knotenpunkts-
verschiebungen, stattfinden, und ein Tragwerk gehort zur zweiten Gattung,
wenn bei der Belastung der Stdbe mit den &dufleren Kriften nicht nur Verbie-
gungen der Stdbe, sondern auch gegenseitige Verschiebungen der Endpunkte
der letzteren, also sog. Schwenkungen der Stdbe, hervorgerufen durch Knoten-
punktsverschiebungen, stattfinden; die 4 o

Stabe konnen geradlinig oder bogen- Jli j ’ji, =L

o . J
formig sein.
Dies ist folgendermaBlen zu ver-

stehen: L7
y 7
v Id
7/

A )o4 [ V) £ , 7
l l 5 % //

r /

N /

S J
Fig. 5. Fig. 5a.

Zur 1. Gattung gehort der Brickentriger der Fig. 5 mit festem Endauflager,
da sich seine Knotenpunkte, d.h. Sdulenknépfe, nicht verschieben konnen,
immer abgesehen von der Langeninderung der Stibe infolge der

in Richtung der Stabachsen wirkenden Normalkrafte.
Dasselbe gilt fiir einen Briickengewtlbeaufbau der Fig. 5a,
oder den Vordach-Halbrahmen der Fig. 5b, oder den einge-

spannten Bogen der Fig. 5c.

4 Zur TII. Gattung dagegen gehoren folgende Konstruktionen:
Der Briickentriger von vorhin, dagegen mit beweglichem
anstatt festem Auflager an seinem rechten Ende (Fig.5d),
weil sich seine Sdulenképfe jetzt verschieben kénnen, und zwar verschieben sie
sich nicht nur bei einer waagrechten Siulenbelastung, wie z. B. Erddruck an
seinem linken Ende, oder eine Bremskraft in Richtung der Balkenachse, son-

Fig. 5b.
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dern auch, natiirlich in geringerem Malle, infolge einer unsymmetrisch liegenden
senkrechten Belastung.

Dasselbe gilt fiir den einfachen Rahmen der Fig. 5e. In beiden Belastungs-
fiallen verschieben sich die Séulenkopfe A und B; dies ist in noch stirkerem MafBe
der Fall beim Rahmen mit bogenférmigem Riegel (Fig. 5f), und zwar verschieben
sich die Sdulenkopfe bei diesem System auch bei symmetrischer Belastung.

Y s
/\ —LJ; VJ;; /' 71// Z%m

Fig. 5e. Fig. 51.

Verschieben sich aber die Sidulenképfe der angefithrten Tragwerke, so er-
leiden die S#ulen gegenseitige Verschiebungen ibrer Endpunkte, d.h. sog.
Schwenkungen.

Die Berechnung eines Tragwerkes mit unverschiebbaren Knoten-
punkten nach der Methode der Festpunkte ist im Abschnitt I vorgefiihrt, und
zwar fiir Tragwerke mit nur geradlinigen Stiben (Kap. I bis VII) und fiir Trag-
werke mit bogenférmigen Stiben (Kap. VIII). Die Berechnung eines solchen
Tragwerkes besteht nur aus dem sog. Rechnungsabschnitt L.

Die Berechnung eines Tragwerks mit verschiebbaren Knotenpunkten
nach der Methode der Festpunkte ist im Abschnitt II erliutert, und zwar fur
Tragwerke mit nur geradlinigen Stdben (Kap.I bis VII) und fir Tragwerke
mit bogenformigen Stiben (Kap. VIII). Die Berechnung dieser Tragwerke zer-
legen wir in zwei Abschnitte, ndmlich in die Rechnungsabschnitte I und II,
kurz mit R. I und R. IT bezeichnet. Wahrend R. I wird das Tragwerk mit ver-
schiebbaren Knotenpunkten, sei es einstéckig oder mehrstickig (ein Tragwerk
mit bogenférmigen Stédben ist wie ein mehrstockiges zu behandeln) in ein solches
mit unverschiebbaren Knotenpunkten verwandelt; dies geschieht dadurch, daB
das Tragwerk in so viel Knotenpunkten durch gedachte Lager unverschiebbar
festgehalten wird, daB kein Knotenpunkt desselben eine Verschiebung aus-
filhren kann. Die Anzahl der notwendigen gedachten Lager ergibt den Grad der
,»Stockigkeit“ des Tragwerkes. Die Berechnung des Tragwerkes wird dann zu-
nichst fiir diesen festgehaltenen Zustand durchgefiihrt, d. h. wie fiir ein Trag-
werk der ersten Gattung nach den Ableitungen in Abschnitt I. In den gedachten
Lagern treten Auflagerdriicke (,,Reaktionen‘) auf, welche wir als Festhaltungs-
kriafte bezeichnen. Der Rechnungsabschnitt 11 besteht darin, dal wir die wah-
rend R.I am Tragwerk gedachten Lager entfernen und die Momente infolge

1*
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der nun auftretenden tatsichlichen Verschiebungen der Knotenpunkte, d. h.
die sog. Zusatzmomente, ermitteln. Beim Entfernen der wihrend R.I am
Rahmen gedachten Lager tritt an jedem der betreffenden Knotenpunkte die
umgekehrt gerichtete Festhaltungskraft, ndmlich die sog. Verschiebungs-
» kraft (,,Aktion‘) in Tétigkeit, welche, allein am
J/ ] £ Rahmen wirkend, die tatsdchlichen Verschiebungen
und die davon herrithrenden Zusatzmomente hervor-
ruft. Am einstockigen Tragwerk gibt es nur eine
Verschiebekraft. Addieren wir zum Schlusse die Mo-
mente aus R.I und R.1II, so erhalten wir die genau
NS p S s richtigen Momente und die ibrigen inneren Krifte
& 4 (Quer- und Normalkrifte) fiir die Rahmenkonstruk-
tion, wie sie eine Berechnung nach den Elastizitats-
gleichungen liefern wiirde.

Diesen Rechnungsvorgang kénnen wir auch so
auffassen, daf wir zur Berechnung des Tragwerks
mit verschiebbaren Knotenpunkten das festgehaltene
Tragwerk, an welchem wir die Momente mit Hilfe
der Festpunkte leicht ermitteln konnen, als statisch
unbestimmtes Hauptsystem verwenden, und un-
sere statisch unbestimmten GréBlen X sind die
Festhaltungs- resp. Verschiebungskrifte, deren Ein-
fluB auf das Tragwerk unsere Zusatzmomente ergibt,
welche auch wieder mit Hilfe der Festpunkte leicht
zu ermitteln sind; d. h. das endgiiltige Moment in
einem beliebigen Schnitt M, ergibt sich aus:

My=Mpr+Vi-Mf+ V- Mfs+- - -,
wenn Mf, Mjr... die Momente infolge V; =1,
Vir=1... bedeuten.
Zur Erlduterung der fiir die Berechnung nach
der Methode der Festpunkte bestehenden Unterschiede haben wir in den
folgenden Fig. 7 bis 42

NN

Fig. 6.

Beispiele
von gebrauchlichen Konstruktionen dargestellt.
Bei allen diesen Tragwerken nehmen wir an, dal ihre FluBpunkte so aus-
gebildet sind, daBl Verschie-
bungen derselben nicht vor-

¢ " 5 8
B 5 : kommen. Bei dieser Annahme
sowie Vernachldssigung des
y Einflusses der Normalkrifte

Fig. 7 mull bei den Tragwerken der
o Fig. 7 Knotenpunkt B bei jeder
beliebigen Belastung des Stabwerkes in Ruhe bleiben, so dafl keine Schwen-
kungen der Stidbe auftreten; diese Tragwerke gehéren daher zur Gattung I.

Der in Fig. 5a dargestellte Fahrbahntriger 4 BCDE einer Bogenbriicke,
welcher mit den Eisenbetonpfeilern biegungsfest (elastisch drehbar) verbunden
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ist, gehort ebenfalls zur Gattung I, weil sein Ende K mit dem Bogenscheitel
in Verbindung steht, wo der Balken von Haus aus festgehalten ist. Dasselbe gilt
von dem Briickenbinder der Fig. 5.

Fig. 8 stellt den Horizontalschnitt durch einen Fliissigkeitsbehslter aus
Eisenbeton dar, dessen

1

°
Wéande einen in sich ge- S

g3
schlossenen, an den Ecken 5§
A, D, E, H und an den A 0

Rippen B, C, F, G abge-
stiitzten  biegungsfesten
Stabzug bilden, welcher —

| )
zur Gattung I gehort, weil 7 EFig_ 8 4 £ Tig, 8a.
durch die Belastung mit
dem iiberall gleichen inneren Fliissigkeitsdruck keine Verschiebungen der

Stiitzpunkte und daher auch keine Schwenkungen der Stibe des Tragwerks
stattfinden. Dasselbe gilt fiir die in Fig. 8a im Horizontalschnitt dargestellten
Winde eines Silos fiir Massengiiter; bei ungleich hoher Fiillung der Zellen

»
S
B

i o T 83 lee
A 0
Fig. 9¢c.
| 2%
& e
Fig. of. - Fig. 9g. Fig. 9h.

wiirde eine geringe Verschiebungskraft durch die
Silowdnde als senkrechte Strebepfeiler auf den
Baugrund iibertragen. £ = W

Der in Fig. 9 im Querschnitt dargestellte sym-
metrische Kanal aus Eisenbeton mit biegungsfest

miteinander verbundenen Wéinden ist ein ge- Fig. oi.

wohnlicher durchlaufender, in sich geschlossener

Balken fiir den Fall, dafl er symmetrisch belastet ist, wie z. B. mit beidseitigem
Erddruck, weil in diesem Fall die Eckpunkte keine Verschiebung und die Stébe
daher keine Schwenkungen erleiden. Uberhaupt gehért jedes zu einer senk-
rechten Achse symmetrische Rahmentragwerk zur Gattung I, wenn es symme-
trisch belastet ist (siehe Fig. 9a und 9b), weil in diesem Falle seine Stibe keine
Schwenkungen erleiden; eine Ausnahme hiervon machen nur die in Fig. 15 bis
16b dargestellten, ,nach der Seite’ mehrstckigen Rahmentragwerke, deren
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herum fort, wihrend sie bei den offenen Rahmen nur in einer Richtung weiter-

laufen.

Der aus Fig. 13 ersichtliche Rabmen stellt den Ubergang vom einstéckigen

zum mehrstockigen Rahmen dar; &uBerlich ist er

mehrstéckig, jedoch fiir die Berechnung nur ein- —, 1

stockig, weil das untere Stockwerk durch die 2 Stre-
ben festgebalten wird und deshalb nur das obere
Stockwerk einen frei verschiebbaren Rahmen
bildet.

Fig. 14 stellt einen zweistockigen geschlossenen
Rabhmen, Fig. 14a einen zweistockigen einseitig

Fig. 13.

_— sud mm.

offenen, Fig. 14b einen zweistockigen Rahmen mit einem Aufsatz von Schnitt
a — a aufwirts und Fig. 14c einen vierstickigen einseitig offenen Rahmen dar.

Die Rahmen der Fig.15 bis 18
sind ,,nach der Seite* mehrstockig,
und zwar stellt Fig. 15 einen zwei-

a
Lt 1
Ly
”n . Jm o »n

Fig. 14. Fig. 14a. Fig. 14b.

Fig. 15. Fig. 15a.

R R R |

Fig. 14c.

. Il

Fig. 15¢. Fig. 16.

stockigen, Fig.15a, 156b und 15c¢ je einen
dreistéckigen, Fig. 16 und 16a je einen zwei-
stéckigen und Fig. 16b einen nach der Seite
fiinfstockigen Rahmen mit Aufsitzen auf
den 3 ,,mittleren Stockwerken dar.

In den Fig. 17 bis 23 ist eine Gruppe von

mr
Fig. 16b.

e

Rahmen mit verschieden gerichteten Sdulen dargestellt, deren Berechnung
etwas linger dauert als diejenige der Rahmen mit gleichgerichteten Sdulen;
erteilt man nimlich dem Riegel BC der Rahmen von Fig. 9c, 18 und 17 eine
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gewisse Verschiebung, so sehen wir, dafl bei den Rahmen mit gleichgerichteten
Séulen (Fig. 9¢ und 10) die Verbindungslinie der beiden verschobenen Knoten-

Fig. 17. Fig. 17a. Fig. 17b.

punkte B’ und ' parallel geblieben ist zur urspriinglichen Richtung des
Stabes BC, d. h. der Stab BC hat keine Schwenkung erlitten, wihrend beim
Rahmen mit verschieden gerichteten

» ” Sdulen (Fig. 17) der Riegel BC eine
Schwenkung vollfithrt hat. Aus die-
sem Grunde ergeben sich bei den

Fig. 17c. Rahmen mit verschieden gerichteten
Sdulen (Fig. 17 bis 23) bei einer Verschiebung desselben mehr Stibe mit
Schwenkungen als bei den Rahmen mit gleichgerichteten Sidulen (Fig. 9c bis

Fig. 18. TFig. 19. Fig. 20.

/TN /TN
VLT

Fig. 21, Fig. 21a. Fig. 21b. Fig. 21c. Fig. 21d.

Z

Fig, 22, Fig. 23.

16b), was die Rechnung natiirlich etwas verlingert. Die Neigung des Riegels
hat dagegen keinen EinfluB. Die Rahmen der Fig. 17 bis 20 sind einstéckig,
diejenigen der Fig. 21 bis 23 mehrstéckig.
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In den Fig. 24 bis 31 sind Sonderfélle von ,,nach der Seite*‘ mehrstéckigen
Rahmen dargestellt, welche ebenfalls zur Gruppe I1 gehoren.

Die Rahmen der Fig. 24, 25 und 25a sind ,,nach der Seite* zweistockig,
weil man zwei ihrer Knotenpunkte, nimlich B und D, wihrend R. 1 durch je
ein gedachtes Lager unverschiebbar festhalten muB, damit kein Knotenpunkt
der Tragwerke eine Verschiebung ausfiihren kann. Ferner stellt die Fig. 26 und

Fig. 24. Fig. 25. Fig. 25a.

Fig. 26. Fig. 27, Fig. 28.

Telast Zuybam]’, ’L J” l I
, 4 ; s > ” Pl
Fig. 29. Fig. 30, Fig, 81.

die Fig. 27 je einen ,,nach der Seite dreistéckigen, und Fig. 28 einen ,,nach
der Seite‘‘ vierstockigen Rahmen dar.

Die Rahmen der Fig. 29 bis 31 sind bei ihrer Berechnung gleich zu behandeln
wie die Rahmen der Fig. 24 bis 29, obwohl sie Zugbéinder (elastische) besitzen.
Dementsprechend ist der Rahmen der Fig. 29 ,nach der Seite“ zweistockig,
der Rahmen der Fig. 30 dreistockig und derjenige der Fig. 31 vierstockig.

In den Fig. 32 bis 34 sind sog. Rahmentriger (System Vierendeel) dargestellt,
welche nach demselben Prinzip wie mehrstéckige Rahmen zu berechnen sind.
Der in Fig. 32 dargestellte einfache Rahmentriger ist wie ein dreistockiger
Rahmen zu behandeln, da man wahrend R. I an seinen Knotenpunkten H, G
und ¥ je ein festes Lager anbringen muf, damit sich kein Knotenpunkt des
Tragwerks verschieben kann. Fig. 33 zeigt einen Rahmentriger mit 2 Stock-
werken, der wie ein dreistockiger Rahmen zu berechnen ist. Der Rahmentrager
der Fig. 34 auf elastisch drehbaren Stiitzen ist wie ein fiinfstockiger Rahmen
zu berechnen, da sowohl seine 3 inneren Pfosten als auch seine obere und untere
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Gurtung wihrend R.I durch je ein festes Lager unverschiebbar festgehalten
werden miissen.

Fig. 32. Fig. 33.

J» ,J» o .

Fig. 34. Fig. 35.

In Fig.35 haben wir ein biegungsfestes Fachwerk, einen Paralleltriger
aus Fisen, dargestellt, dessen Biegungsmomente in Gurtungen und Streben,
herrithrend von der biegungsfesten Knotenpunktausbildung mit Hilfe der Fest-

(10T

Fig. 36. Fig. 36a. Fig. 37.

T

Fig. 88. Fig. 39. Fig. 39a.

punkte verhiltnismaBig leicht ermittelt und damit die Nebenspannungen
im Eisenfachwerk genau festgestellt werden kénnen.,

In den Fig. 36 bis 42 haben wir Rahmen mit bogenférmigen Stiben dar-
gestellt, welche unter die Tragwerke mit verschiebbaren Knotenpunkten fallen.

o bea 7 m b
Fig. 40. Tig. 40a. Fig, 40b,

Diese Rahmen werden genau gleich berechnet wie die Sonderfille der mehr-
stockigen Rahmen der Fig. 24 bis 31, mit dem einzigen Unterschied, daf3 der
bogenférmige Stab eine besondere Behandlung erfahrt. Es stellt daher fiir die
Berechnung Fig. 36 und 36a je einen zweistockigen, und Fig. 37 und 38 je einen
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dreistéckigen Rahmen dar. Die Rahmen der Fig. 39 bis 40b haben Zugbander,
trotzdem ist fiir die Berechnung Fig. 39 ein zweistéckiger, Fig. 39a ein drei-

AT AT T
A * A F

Fig. 41. Fig. 41a.

stockiger, Fig.40 ein vierstockiger, Fig. 40a ebenfalls ein vierstéckiger und
Fig. 40b ein sechsstéckiger Rahmen, wofiir jedoch wegen Sym-
metrie eine Vereinfachung der Berechnung eintritt.
In den Fig.41 und 4la haben wir zwei Bogenbriicken o Q
)

K

mit aufgehéingter Fahrbahn, welche gleichzeitig als Zugband
wirkt, dargestellt, welche fiir die Berechnung Tragwerke mit
unverschiebbaren Knotenpunkten sind, wenn man von dem Fig. 42.
EinfluBl der Verlingerung des Zugbandes absieht.

Zum Schluf} zeigt Fig. 42 ein Rohrprofil, welches wie ein einstockiges Trag-
werk, bestehend aus 2 bogenférmigen Stiben, berechnet wird.



Erster Abschnitt.

Berechnung des Tragwerks mit unverschiebbaren
Knotenpunkten nachder MethodederFestpunkte.

I. Gang der Berechnung am Tragwerk mit nur
geradlinigen Stiben.

Die Unverschiebbarkeit der Knotenpunkte eines Tragwerks kann entweder
durch ein zur Konstruktion gehoriges festes Auflager am Balken, z. B. am
einstickigen Tragwerk der Fig. 43 bei F bzw. an jedem Stockwerkbalken, z. B.
am mehrstockigen Tragwerk der Fig. 44 bei C und F, oder durch gedachte
Lager an den Balken (vgl. Fig. 45 und 46) bewirkt werden; fiir die Berechnung

| F
B
N Jest
A slllc 0 £ c
l hn o
| st Fest
t VA
TFig. 43. Fig. 44.
|
” . b b ’;Jm
Fig. 45. Fig. 46,

ergibt sich daraus kein Unterschied. Ferner ist die Unterscheidung von ein-
und mehrstockigen Tragwerken, wenn deren Knotenpunkte von Haus aus
unverschiebbar sind, iiberfliissig; denn die Berechnung gestaltet sich bei beiden
genau gleich. Die Unterscheidung braucht erst gemacht zu werden bei der
Bestimmung der sog. Festhaltungskraft, welche in dem festen Balkenauf-
lager des einstockigen bzw. in dem festen Auflager an jedem Stockwerkbalken
des mehrstockigen Tragwerks auftritt und eine Verschiebung der Knotenpunkte
verhindert (siehe Kap. VII); denn an einem Tragwerk treten ebenso
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viele Festhaltungskriafte auf, als dasselbe Stockwerk besitzt. Bei
einem Tragwerk mit von Haus aus unverschiebbaren Knotenpunkten benétigen
wir die Festhaltungskraft (am einstdckigen) bzw. Festhaltungskrifte (am mehr-
stockigen Tragwerk) zur Berechnung der Verankerung der Konstruktion in dem
die Unverschiebbarkeit der Knotenpunkte bewirkenden Lager (am einstéckigen)
bzw. Lagern (am mehrstéckigen Tragwerk); bei einem Tragwerk mit von Haus
aus verschiebbaren, jedoch zur Berechnung desselben voriibergehend durch
gedachte Lager unverschiebbar gemachten Knotenpunkten dagegen bendtigen

Fig. 47.
QG <0
" ’ & o8
A‘W ® W[
/ b) p 8 ©) @ d)
1’ i )M_;B ,’/;/C N
8 V4
Fig. 47a—d.

wir die Festhaltungskraft (am einstockigen) bzw. Festhaltungskrifte (am mehr-
stockigen Tragwerk) zur Berechnung der Zusatzmomente, welche zu den
Momenten fiir den voriibergehend festgehaltenen Zustand zu addieren sind, um
die genau richtigen Momente am Tragwerk mit verschiebbaren Knotenpunkten
zu erhalten (siehe Abschnitt IT, Kap. I).

Den Gang der Berechnung erlautern wir

am allgemeinen Tragwerk

der Fig. 47 mit beliebig verinderlichem Trigheitsmoment seiner biegungsfesten
Stabe I bis 9 mit den Léngen I; bis /,. Den Stiben haben wir absichtlich eine
ganz beliebige Lage gegeben, um die Bestimmung der Festpunkte und Momente
ganz allgemein zu halten und damit nicht etwa die Meinung besteht, daf die
Stabe senkrecht aufeinander stehen miilten; der Rechteckrahmen (z. B. Fig. 43)
ist ein Spezialfall, welcher in Kap. V beschrieben wird. Die Punkte E, L, M
und H seien unverschiebbare Auflager des Tragwerks; die Stibe 2 und § sind
an ihren FuBpunkten gelenkartig, die Stibe 9 und 7 fest eingespannt angenom-
men. Der von den Stidben 3, 1 und 6 gebildete ,,Balken® des Tragwerks kann
sich wegen eines am Knotenpunkt B befindlichen festen Lagers nicht ver-
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schieben. Die in den Knotenpunkten 4 und B biegungsfest angeschlossenen,
nach oben verlaufenden Stiabe 4 und 4 besitzen an ihren oberen Enden F und ¢
Rollenlager, die auf senkrechter Bahn beweglich sind.

Wir bezeichnen mit A4; den Querschnitt von Stab 7 unmittelbar neben
Knotenpunkt 4, mit M4 dasMoment und mit @4 die Querkraft im Querschnitt 4,
mit 4, den Querschnitt von Stab 2 unmittelbar neben 4, mit Mz das Moment
und mit @2 die Querkraft im Querschnitt 4,, usw. Ferner bezeichnen wir ein
Moment an einem ,,liegenden Stab als positiv, wenn es an der unteren Stab-
kante Zugspannungen hervorruft, und wir bezeichnen ein Moment an einem
,,stehenden Stab als positiv, wenn es an der rechten Stabkante Zugspannungen
hervorruft. Die Grenze zwischen ,liegend‘‘ und ,,stehend*
werde durch die 45° Neigung bestimmt, letztere selbst
gelte noch als, liegend*. Die Momentenflidchen tragen
wir stets an die Zugkanten der einzelnen Stibe
an, und aus diesem Grunde ist es nur zur Ermittlung der
Grofltwerte der Momente bei verschiedenen Belastungs-
fallen nétig, die Momente mit positiv und negativ zu be-
zeichnen, da schon aus der aufgezeichneten Momenten-
fliche hervorgeht, an welcher Seite Zugspannungen ent-
stehen.

Es sei nur ein Stab, beispielsweise Stab 6, mit den
beliebig gerichteten Kriften P; und P, belastet; da P,

Fig. 48. schiefwinklig zur Stabrichtung angenommen ist, so muf}

diese Kraft zur Bestimmung der Momente am ganzen

Tragwerk zunéchst in die Komponente P, rechtwinklig zur Stabachse und

in die Komponente P in Richtung der Stabachse zerlegt werden, welch letz-

tere in die Knotenpunkte B und € iibertragen wird und keine Momente er-
zeugt.

Zur Bestimmung der Momente und damit der Quer- und Normalkrifte am
ganzen Tragwerk — und aus allen dreien ergeben sich die Auflagerkrifte —
beniitzen wir in allen unseren Berechnungen die Festpunkte (Kap. II und I1I)
der einzelnen Stdbe.

Die beiden Festpunkte J und K eines elastisch eingespannten geradlinigen
Stabes, dessen Enden keine Verschiebungen ausfithren, sind die Momenten-
nullpunkte dieses Stabes fiir den Fall, daB an einem seiner beiden Enden ein
Moment eingeleitet wird, und keine anderen Lasten vorhanden sind; diese
Punkte haben eine von der duBeren Belastung unabhiingige Lage.

Um die Momentenfliche am ganzen Tragwerk (Fig. 47) zu erhalten, miissen
wir natiirlich von dem belasteten Stab 6 ausgehen, an welchem wegen seiner
elastischen Einspannung in den Knotenpunkten B und C an letzteren negative
Momente, genannt Stiitzenmomente, auftreten.

Die beiden Stiitzenmomente am belasteten Stab ermitteln wir mittels
der Festpunkte und der sog. Kreuzlinienabschnitte (nach Kap. V), und
zwar entweder zeichnerisch durch Ziehen von wenigen Geraden oder rechnerisch
aus den von diesen Geraden gebildeten Dreiecken, wobei man dann alle Werte
mathematisch genau erhilt. Sind diese beiden Stiitzenmomente bekannt, so
ergibt sich die Momentenfliche am belasteten Stab aus der Zusammensetzung
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der positiven Momentenfliche B’ N ("’ des einfachen Balkens auf zwei Stiitzen
(M,-Fliche) mit dem negativen Trapez BB''C"”(C; denn die Momente am
belasteten geradlinigen, an seinen Enden elastisch eingespannten
Stab sind diejenigen des mit den &duBeren
Lasten sowie den beiden Stitzenmomenten
belasteten einfachen Balkens, und es ist in einem
beliebigen Schnitt desselben

M= M, + M2 5%y 2 1)

worin die Stiitzenmomente M® und MC mit ihren Vor-
zeichen einzusetzen sind.

Da die Stibe in ihren Knotenpunkten biegungsfest
miteinander verbunden sind, pflanzen sich die Momente von dem belasteten
Stab aus iiber das ganze Tragwerk fort. Beim Uberschreiten des Knotenpunktes
B nach links spaltet sich das Stiitzenmoment B in die Momente M2, ME und
ME. Aus dem Gleichgewicht der Schnittmomente am herausgetrennten Knoten-
punkt B (Fig. 49) ergibt sich:

ME— ME— ME— ME=0.
Daraus folgt, dafl ME, MP und MP simtlich kleiner sind als MZ.

Bezeichnen wir mit

Fig. 49.

p_, (gelesen y in B von 6 nach 5) das VerteilungsmaB (Kap. IT und III),
mit welchem das Moment M beim Ubergang iiber den Knotenpunkt B
multipliziert werden muf}, um daraus M 5B zu erhalten, mit

pe_, das VerteilungsmaB, mit dem MF multipliziert werden muB, um M B
zu erhalten, und mit
pe.; das VerteilungsmaBl, mit dem MZ multipliziert werden muf}, um M5
zu erhalten, so ist
M 5B = Au6B—5 : M (? B
MP = pg_ M
und ME=uB_,- M.
Um die Momente ME, MP und MZ iiber die betreffenden unbelasteten

Stibe weiterzuleiten, brauchen wir nach der Definition der Festpunkte nur
eine Gerade vom Endpunkt der betreffenden Momentenordinaten durch den

entsprechenden Festpunkt zu legen oder das betreffende Moment mit Z_—%E zu

multiplizieren.

Ziehen wir deshalb vom Endpunkt des in B; aufgetragenen Momentes M3
eine Gerade durch den in der Nahe des Knotenpunktes 4 gelegenen Festpunkt J,
des Stabes 1, so schneidet diese Gerade auf der in 4, errichteten Senkrechten
zur Stabrichtung I das Moment M ab, wodurch die Momentenfliche am Stab 1
vollkommen bestimmt ist.

In analoger Weise pflanzt sich das Moment M2 iiber den Stab 4 und M2
iber den Stab 7 weiter.
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Das oben gefundene Moment M4 iibertrigt sich nun weiter auf die mit
Stab 1 biegungsfest verbundenen Stibe 2, 3 und 4, es spaltet sich analog wie
ME bei bei Knotenpunkt B in:

MzAz Mf—z' M‘14’
My = pi—s- Mf
und Mi=pt . MA.

Ziehen wir nun analog wie bei Stab I von den Endpunkten der an ihrem
zugehérigen Stabende aufgetragenen Momente M2, Mg und MZ je eine Gerade
durch den unteren Festpunkt J, des Stabes 2, den linken Festpunkt J, des
Stabes 3 und den oberen Festpunkt K, des Stabes 4, so sind damit auch die
Momentenflichen an den Stiben 2, 3 und 4 bestimmt.

Sind mehrere Stibe gleichzeitig belastet, so bestimmt man die Momenten-
flichen der belasteten Stabe fiir die Belastung dieser Stibe getrennt vonein-
ander und addiert darauf die Momente unter Beriicksichtigung ihres Vor-
zeichens.

Die Hauptsache ist immer die Momentenfliche, denn aus dieser geht alles
ibrige hervor.

Nachdem wir die Momentenfliche am ganzen Tragwerk bestimmt haben,
konnen wir nun auf Grund derselben auch die Quer- und Normalkrifte
an allen Staben wie folgt ermitteln (Kap. VI):

Wir denken uns alle Stibe durch an ihren beiden Enden gefiihrte Schnitte
aus dem Stabwerk herausgetrennt, wie einfache Balken auf 2 Stiitzen gelagert
und mit den gegebenen dufleren Lasten sowie mit den Stiitzenmomenten bzw.
Einspannmomenten belastet. In den Fig. 47a bis 47d wurden z. B. die Stibe 6,
1, 5 und 7 in herausgetrenntem Zustand dargestellt. Der einfache Balken 4B
(Fig. 47b) ist mit den beiden rechtsdrehenden Stiitzenmomenten M7 und ME
zu belasten, der einfache Balken BG (Fig. 47¢) mit dem rechtsdrehenden Stiitzen-
moment ME und der einfache Balken BM (Fig. 47d) mit den rechtsdrehenden
Stiitzenmomenten M2 und M¥. Der einfache Balken BC (Fig. 47a) ist mit den
gegebenen dulleren Kriften P, und P, sowie mit den entgegengesetzt drehenden
Stiitzenmomenten ME und M¢ zu belasten.

Nun sind die Auflagerdriicke an diesen einfachen Balken gleich den Quer-
kraften an den Enden der betreffenden Stibe, also z. B.

M4y ME
B __ 1 1
Ql_' ll )

MEB
Q?:l_s’

5

Py.¢eg+-PLee ME_— M¢
B__T1"%1 2°C (] 6
QG_ ls + ls ’
op M
7 l, .

Diese vier Querkrafte stofen im Knotenpunkt B zusammen und kénnen
daher mit Hilfe des Kraftecks der Fig. 48 zu einer einzigen Kraft Q5 (,Re-
aktion) zusammengesetzt werden. Dasselbe ist am Knotenpunkt 4 der Fall,
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wo die Querkrifte Qf, @4, @4 und @f sich zu der einzigen Kraft Q4 (,Re-
aktion‘‘) zusammensetzen.

Durch Zerlegung der Krifte @4, und QZ, in die anstoBenden Stabrichtungen
erhalten wir noch die auf die Knotenpunkte wirkenden Normalkrifte (,,Re-
aktionen‘‘) am ganzen Tragwerk, welche in den Stiben (als ,,Aktionen‘‘) entgegen-
gesetzt gerichtet sind, und wir sind nun in der Lage, auch die Auflagerkrifte,
d. h. die Resultanten in den Auflagerpunkten anzugeben. Da wir eine Kraft
in der Ebene nur in zwei sich auf dieser Kraft schneidende Richtungen zerlegen
kénnen, so verfahren wir in praktischen Fillen in der in Kap. VI angegebenen
Weise, um zur Bestimmung der Normalkrifte keine Elastizitatsgleichungen
anschreiben zu miissen.

Die beiden Krifte @4, und Q2 in den Knotenpunkten 4 und B haben
wir aber nicht nur zur Ermittlung der Normalkrifte gebildet, sondern sie inter-
essieren uns hauptséchlich deshalb, weil sie als ,,Aktionen‘ (in umgekehrter
Richtung genommen), wie in der Einleitung erwidhnt, eine Verschiebung des
,,Balkens des Tragwerkes und damit Zusatz-Momente, - Querkrifte und -Nor-
malkréfte hervorrufen wiirden, wenn das Tragwerk im Knotenpunkt B nicht
unverschiebbar festgehalten wire.

I1. Rechnerische Bestimmung der Festpunkte und der
VerteilungsmaBe.

Die beiden Festpunkte eines elastisch eingespannten Stabes, dessen Enden
keine Verschiebungen ausfiihren, sind die Momentennullpunkte dieses Stabes
fir den Fall, dal an einem seiner beiden Enden ein Moment eingeleitet wird

Fig. 50.

und keine anderen duBleren Lasten vorhanden sind. Diese Punkte haben eine von
der dulleren Belastung unabhingige Lage.

Die Verteilungsmalle geben an, welche Anteile von einem Moment, das an
einem Knotenpunkt (Stababzweigung) angreift, auf die ,,anstoflenden Stibe
entfallen. Die Summe dieser Zahlen fiir die anstoflenden Stibe mufl gleich 1
sein (100 %).

Suter, Festpunkte, 2. Aufl. I. 9
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Zunichst leiten wir die Hauptformeln zur Bestimmung der Festpunkte und
Verteilungsmafle an dem allgemeinen Tragwerk der Fig. 50 mit beliebig ver-
anderlichem Trégheitsmoment seiner Stibe her und erliutern dann den Rech-

nungsgang am offenen, einseitig offenen und geschlossenen Tragwerk.

1. Bezeichnungen.

Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein; es sei:
af® bzw. o8 (Fig. 51) der Drehwinkel des einfachen Balkens I an dem dem
Festpunktabstand a bzw. b zunichst gelegenen Knotenpunkt infolge der

Belastung mit den &uBeren

Al } l @ l ]5 51 Kriften P.
o, *° acge oy bzw. §, (Fig. 52) der Drehwinkel
l I des einfachen Balkens 1 in-
' M i folge der Belastung in 4 mit
/!\Z @ l dem Moment MZ4 =1 (der
s Y5 52 Winkel # tritt an dem Auf-
ot 1

lager auf, wo das Moment nicht
eingeleitet wird).

y, bzw. §; (Fig. 53) der Drehwinkel
des einfachen Balkens 1 in-
folge der Belastung in B mit
ME =1 (der Winkel g in
Fig. 53 ist nach dem Satze

4 @ 1D 5 von der Gegenseitigkeit der
, ay” o8 ! Forminderungen gleich dem
M Winkel § in Fig. 52).

Fig. 51—54. of bzw. ol (Fig. 54) der Drehwinkel

des einfachen Balkens I an

dem dem Festpunktabstand a bzw. b zunichst gelegenen Knotenpunkt
infolge der gleichzeitigen Belastung M4 =1 und ME =1.

Fig. 55.

4 (Fig. 55) der gemeinsame gleiche Drehwinkel der Stabe 1,2,3,4 an

Ti—2—3—4

der Stelle 4, an welcher die Stibe biegungsfest miteinander verbunden
sind, infolge der Belastung A mit M4 =1. In A findet keine Ver-
schiebung, sondern nur eine Drehung statt. Alle 4 beteiligten Stébe
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miissen denselben Drehwinkel in 4 beschreiben, weil infolge der starren
Stabverbindung in 4 die Winkel zwischen den einzelnen Stiben bei der
Drehung erhalten bleiben miissen.

Fig. 56.

T ,_, (Fig. 56) der gemeinsame gleiche Drehwinkel der Stabe 1, 2, 3 an 'der
Stelle 4, an welcher die Stibe biegungsfest miteinander verbunden sind,
infolge der Belastung in A mit M4 = 1. Hierbei ist also Stab 4 entfernt
gedacht, die iibrigen Stiabe 1, 2, 3 bleiben sowohl unter sich in 4, als auch.
an ihren anderen Endpunkten in derselben Verbindung wie vorher.

Fig. 57.

7, (Fig. 57) der gemeinsame gleiche Drehwinkel der Stibe I und 2 an der
Stelle 4, an welcher die 2 Stibe biegungsfest miteinander verbunden sind,
infolge der Belastung in 4 mit y
M4 = 1. Hierbei sind die Stiibe
3 und 4 entfernt gedacht, die
iibrigen Stibe I und 2 bleiben
sowohl unter sich in 4 als auch
an ihren anderen Endpunkten
in derselben Verbindung wie
vorher.,

7f (Fig. 58) der Drehwinkel des Sta-
bes 1 an der Stelle 4 infolge
der Belastung M4 =1 in A4,
wobei angenommen ist, daB
Stab 1 in einem gedachten Gelenklager in 4 frei drehbar gestiitzt ist und
daB an seinem Endpunkt die Verbindung mit der iibrigen Konstruktion
wie vorher bestehen bleibt.

2*
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Ferner bezeichnen wir mit:

£% allgemein die Drehung desjenigen Widerlagers von Stab 1, welches dem Fest-
punktabstand @ zunichstgelegen ist (wird bendtigt zur Berechnung des
Festpunktabstandes a des Stabes I) infolge Belastung dieses Widerlagers
mit M4 =1, und analog mit
£8 allgemein die Drehung desjenigen Widerlagers von Stab 1, welches dem Fest-
punktabstand b zunichstgelegen ist, infolge Belastung dieses Widerlagers
mit M¥ =1.
In Fig. 59 ist die Einspannung des Stabes I an seinen beiden Enden sche-
matisch dargestellt; in Fig. 59a ist die elastische Drehung &% des dem Stabe I

59a 5,% =7
i
7\ i
%& 59b
° N\

Fig. 59—59d.

zugeordneten, dem Festpunktabstand @ entsprechenden, schematisch dar-
gestellten Widerlagers 4;, und in Fig. 59b die elastische Drehung & des dem
Stabe I zugeordneten, dem Festpunktabstand b entsprechenden, schematisch
dargestellten Widerlagers B, veranschaulicht.

Das Widerlager des Stabes 1 in 4 wird an unserem allgemeinen Tragwerke
gebildet durch die drei im Knotenpunkt 4 biegungsfest verbundenen Stibe 2, 3, 4
(Fig. 59¢) und das Widerlager in B durch die drei im Knotenpunkt B biegungs-
fest Verbundenen Stabe §, 6, 7 (Fig. 59d). Im vorhegenden Fall ist &f (Fig. 59a)
gleich 72, , (Fig. 59¢), und &b (Fig. 59b)ist gleich 18 4, (Fig. 59d). Wir wollen
trotzdem die Bezeichnungen &% und & in die meisten spiteren Formeln an Stelle
der Drehwinkel 72 ,_, bzw. 12 _,_, aufnehmen, weil sie allgemeiner sind und be-
sonders dann zutreffen, wenn das betreffende Stabende nicht an andere Stibe
angeschlossen, sondern in Fundament- oder aufgehendes Mauerwerk eingespannt
ist. &% bzw. &2 kann alle Werte zwischen Null und Unendlich haben, und zwar
den Wert Null bei fester Einspannung des Stabendes 4 bzw. B, und den Wert
Unendlich bei gelenkartiger (frei drehbarer) Lagerung derselben.
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2. Momentenverlauf.

Wir nehmen in Fig. 60 die Momentenfliche am ganzen Stabwerk, hervor-
gerufen durch die Belastung des Stabes 6 mit den Kriften P; und P, vorliufig

Fig. 60,

Tig. 61.

als bekannt an, und bemerken nur, da wir eine schief zur Stabachse gerichtete
Kraft P, stets in eine Komponente Pj in Richtung des belasteten Stabes und
in eine Komponente P, rechtwinklig dazu zer-
legen und fiir letztere die Momentenfliche be-
stimmen.

Wir trennen nun Stab 6 durch in By und Cy
gefithrte Schnitte heraus und belasten die
iibrige, noch in € anschlieBende Konstruktion
(Stab 8, kénnte auch ein Fundament sein) mit
M g und die andere, in B anschlieBende Kon-
struktion, bestehend aus den Stiben 1, 2, 3, 5,
6, 7 und 9 mit MB (Fig. 61).

Das Moment ME pflanzt sich iiker die iibrige
Konstruktion fort und spaltet sich am Knoten-
punkt B in die Stiitzenmomente MB, M3 und Fig. 62—62b.

MZE. Nehmen wir diese Momente vorliufig als
bekannt an, so kénnen wir Schnitte in By, B; und B, fiihren, die Stibe 1,
5, 7 an den Schnittstellen gelenkartig stiitzen und mit den Momenten M’ L bzw.
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ME bzw. ME belasten (Fig. 62, 62a und 62b); dann untersuchen wir, wie sich
diese Momente iiber die Stibe I, 5, 7 fortpflanzen.

3. Festpunktabstiinde « und »*.

Nach der Definition der Festpunkte erhalten wir nun im Momentennull-
punkt z. B. des Stabes I den gesuchten linken Festpunkt ./, dieses Stabes bzw.
dessen linken Festpunktabstand @, von Knotenpunkt 4.

InFig. 63 haben wird die Stidbe 2, 3, 4, welche das Widerlager des Stabes 1
in A bilden, fortgelassen und dafiir die Einspannung des Stabes I in A4 sche-
matisch dargestellt. Wir filhren nun in -4
einen Schnitt und stiitzen den Balken da-
selbst frei drehbar (Fig. 63a). Infolge der
Belastung mit MP wird dann die in
Fig. 63a gezeichnete Durchbiegung des ein-
fachen Balkens erzeugt, wobei die Schnitt-
fliche 4, am Balken und die entsprechende
am Widerlager sich nicht mehr decken,
sondern einen gewissen Winkel miteinander
bilden. Um die beiden Querschnitte wieder
zur Deckung zu bringen, muB offenbar an
der Querschnittsfliche 4, des Balkens ein
rechtsdrehendes Moment angebracht wer-
den, das sog. Einspannmoment (Fig. 63b).
Hierdurch wird der Stab I in der Nahe
von B entgegengesetzt durchgebogen als
vorher, und es ist hieraus ersichtlich, daf}
zwischen 4 und B ein Wendepunkt W in
der elastischen Linie liegen muf3, welchem
bekanntlich ein Wechsel im Momentenvor-
zeichen entspricht, so dafl die Momenten-
fliche die in Fig. 63c dargestellte Form
haben muB. Ist das Einspannmoment sehr klein, also die Einspannung in 4
gering, so filllt W beinahe mit 4 zusammen. Mit wachsender Einspannung in 4
entfernt sich W von B und nimmt seine grofite Entfernung von 4 bei voll-
kommener oder fester (nicht elastischer) Einspannung des Stabes 1 im Wider-
lager B ein. Wir erkennen, daB3 W jedenfalls nahe bei 4 liegt und sein Abstand a,
von A dem Einspannungsgrad des Stabes I entspricht. Fiir eine gegebene Ein-
spannung, d. i. Steifigkeit der in 4 anschlieBenden Konstruktion, hat der Wende-
punkt W eine feste, von der duBeren Belastung unabhingige Lage.
Wir bezeichnen ihn daher als Festpunkt J; des Stabes I.

In vorliegendem Fall wurde ein Moment M2 in B eingeleitet und in der

Fig. 63—631.

Richtung BA iiber den Stab I fortgepflanzt. Wiirden wir jedoch in A ein

* Vgl. Dr.-Ing. Max Ritter: Uber die Berechnung elastisch eingespannter und kon-
tinuierlicher Balken mit verdinderlichem Trigheitsmoment, Schweiz. Bauzeitung, Bd. 53,
Heft 18 u. 19; sowie derselbe: Der kontinuierliche Balken auf elastisch drehbaren Stiitzen,
Schweiz. Bauzg., Bd. 57, Heft 4.



Festpunktabstinde @ und b. 23
Moment M# einleiten und in der Richtung A4 B iiber den Stab 1 weiterleiten,

so wiirde sich analog ein Wendepunkt in der Nihe von B ausbilden, welchen
wir als Festpunkt K, des Stabes I bezeichnen, und dessen Entfernung b,
von B nur von dem Einspannungsgrade des Stabes I an seinem Widerlager
in B abhingt.

In dhnlicher Weise erhalten wir z. B. die Abstinde a4 und b, der Fest-
punkte J4 und K4 des Stabes 6 in der Nihe von B resp. C, die Abstinde a,
und b, der Festpunkte J, und K, des Stabes ¥ in der Nahe von M bzw. B usw.,

Nach Fig. 63¢ betrigt das Moment in A4 :

MA= — MB.. ", 2)

l—a

wenn wir den Index I, der sich auf die Stabnummer bezieht, der Einfachheit
halber weglassen. Dies ist also das Einspannungsmoment, welches in Fig. 63b
sowohl an der Querschnittsfliche 4 des Balkens wie des Widerlagers, mit dem
eingetragenen Drehsinn angebracht werden muf}, damit beide wieder zur Deckung

kommen. Dann betrigt:
1. Die Drehung des Querschnittes A am betrachteten Stab:
a) durch M® nach Fig. 63d: M3-8,
b) durch M4 = — MB-—~— nach Fig. 63e:
a
—— MB » i:—a . al .

2. Die Drehung des Querschnittes 4 am Widerlager des Stabes:
durch M4 = — M5. % nach Fig. 63f:

o
l—a

— MB. - e,

Da nun die Querschnittfliche 4 am Stab I und am Widerlager bei ihrer Wieder-
vereinigung denselben Drehwinkel zuriickgelegt haben miissen, oder mit anderen
Worten die Summe der zuriickgelegten Drehwinkel gleich Null sein muB, so
besteht folgende Gleichung:

MP-p— Mg — MP 2 or = 0, (3)
o (a+ 8% = § (3a)
oder
e _ B
—a~ afe (4)
woraus folgt:
1.8 5
a = o+ [‘74— P ( )
Setzen wir schlieilich, wie aus den Fig. 52, 53 und 54 hervorgeht,
a+f=a, (6)

so folgt fiir einen beliebigen geradlinigen Stab die allgemeine Haupt-
formel

a=_LB_ (")

~ ae 4 g’
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Analog erhalten wir fiir den Festpunktabstand b die allgemeine Haupt-
formel:

b LB ®

ob 4 gb°

Die Werte fiir die in den beiden Hauptformeln (7) und (8) vorkommenden
Drehwinkel a4, «® und § wurden in Kap. IV fiir Stibe mit verinderlichem und
konstantem Tragheitsmoment abgeleitet; fiir Stibe mit geraden und para-
bolischen Vouten sind im Anhang Tabellen enthalten.

Am geradlinigen Stab mit konstantem Trigheitsmoment auf seine
ganze Lénge ist, da in diesem Falle nach Gl. (207a): a® = o = 38:

l

a= 1, (7a)
S

b = — 178}7 . (83.)
3+ »E

4. Drehwinkel = und &.

Wir ermitteln nun die in den beiden Hauptformeln (7) und (8) vorkom-
menden Drehwinkel & und ¢ der Widerlager 4 und B.

Die Ableitung fiihren wir nur fiir den Drehwinkel ¢% durch und nehmen dabei
an, daB sich in 4, wie in Fig. 60 gezeichnet, die drei Stibe 2, 3 und 4 an den
Stab 1 biegungsfest anschlieBen, so daB laut Definition

a
&= 73—3—4,

welcher Drehwinkel also zu bestimmen ist:

Fig. 64—64c.

Das durch Gl. (2) bestimmte Moment M erzeugt in 4 an den drei dort
biegungsfest miteinander verbundenen Stiben 2, 3 und 4 den gemeinsamen
gleichen Drehwinkel M#-7v4 , , (Fig.64) und die entsprechenden Stiitzen-
momente Mg, M2 und M{. Nehmen wir diese Momente vorliufig als bekannt
an, so kénnen wir auch Schnitte in 4,, 4, und 4, fithren, die Stibe 2, 3 und 4



VerteilungsmaBe p. 25

an den Schnittstellen gelenkartig stiitzen und mit den Momenten MZ, Mg und
M{ belasten. Die hierbei erzeugten Drehwinkel MZ-7# (Fig. 64a), M4-74
(Fig. 64b) und MZ-v2 (Fig. 64c) miissen gleich dem Drehwinkel derselben
Stibe in Fig. 64 sein. Wir erhalten daher die folgenden drei Gleichungen:

M, = My -7, 9)
Mi-td gy = Mf v, (10)
Miovd =MLt (11)

Eine vierte Gleichung erhalten wir aus der Bedingung, da am heraus-
getrennten Knotenpunkt 4 (Fig. 65) die drei Schnittmomente M2, M2 und M4
mit dem erzeugenden Moment M4 im Gleichgewicht stehen miissen oder

M= Mg+ Mi+ ML (12)

Fig. 65. Fig. 66.
Aus den Gleichungen (9), (10), (11) erhalten wir:
T4 )
M= M- %;4, (13)
4 A 7§ g4
My =M —, (14)
3
Mi= M4. L‘gﬂ (15)
TR T
Durch Einsetzen dieser Werte in Gl. (12) ergibt sich:
1 1 1
Mit=M{-v5_; , (g‘*‘a‘l‘a), (16)
woraus die wichtige Beziehung folgt:
1
7‘24—3—4 = 1 1 1 (17)
e

Aus Gl (17) ergibt sich ohne weiteres als Drehwinkel an einem Knoten-
punkt 4 mit 1, 2, 3, 4...n (Fig. 66) daselbst biegungsfest vereinigten Stiben:
1 1

A e —

Ti23—d,..n = 1 1 1 1 1 1° (18)
Stgtgtotots Do
T T Ty Yy Tn '

5. Verteilungsmalle p.

Die Momente Mz, M2 und M2 sind alle kleiner als M£, die Koeffizienten
von M# auf den rechten Seiten der Gl (13), (14), (15) sind daher alle kleiner
als 1 und ihre Summe muB gleich 1 sein.
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Wir bezeichnen diese Koeffizienten als VerteilungsmaBe am Knoten-
punkt A fiir den Ubergang des Momentes M, weil man das erzeugende
Moment M# nur mit diesen Zahlen zu multiplizieren hat, um die gesuchten
Momente M#, M2 und M{ zu erhalten. Fiir diese VerteilungsmaBe fiihren wir
allgemein die Bezeichnung u ein und schreiben zur Unterscheidung im vor-
liegenden Falle:

fiir den Koeffizienten in Gl. (13): ud , (gelesen u in 4 von I nach 2),
fiir den Koeffizienten in Gl (14): uf
tiir den Koeffizienten in GL (15): uf ,,

womit angedeutet sein soll, daB der Ubergang in Knotenpunkt 4 stattfindet,
und zwar von Stab I nach Stab 2 bzw. 3 bzw. 4.
Wir kénnen nun die Gl. (13), (14) und (15) einfacher schreiben und erhalten:

My = Mi- pis, (20)
M= M{-ui,, (21)

und die Momente M2 und ME, welche wir oben vorliufig als bekannt voraus-

setzten, haben mithin den Wert
MP= M3 - 155, (22)
und ME=ME- us_,. (23)

Aus den Gl (13), (14), (15) ergeben sich jetzt fiir die VerteilungsmaBe u
die Hauptformeln:

a4 t‘24-3-4
W eo=—7F> 24)
T
A
Ta_3—4
wg=——, (25)
T3
A
4 T9—3-4
Wg= (26)
t‘;l 2
und allgemein:
To_8—...—
= S, (262)

in welchen der Wert von 73 , , aus GI (17) einzusetzen ist.
Hat man zwei der vorstehenden drei Faktoren y bestimmt, so erhilt man
den dritten auch aus der Erginzung der Summe der beiden anderen zu 1, d. h.

es ist z. B.
uitg=1— (uit,+ /‘14—3)’ (27)

da 3y =1 sein muB (Probe).

Es sei hervorgehoben, dal die gemeinsamen Drehwinkel ¢, in vorliegendem
Falle r§_3_4, schon bei der Bestimmung der Festpunkte ermittelt werden miissen
und deshalb zur Einsetzung in obige Hauptformeln fiir 4 zur Verfiigung stehen.
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Um jedoch eine Form fiir 4 zu zeigen. die man sich leicht merken kann,
setzen wir noch den Wert von 74, , aus Gl (17) in obige Hauptformeln ein
und erhalten:

1
‘L’A
l‘f—z =7 f 1° (28)
gt
1
‘L’A
ple=1—1 1 (20)
e
1
‘l'A
pa=1— 1 (30)
e

Wiirden sich im Knotenpunkt A4 nicht nur 3, sondern n Stibe anschlieBen
(das Widerlager des Stabes I in A bildend), so wire z. B. (Fig. 66)

1
=
LT
y’il—2= 1 1 1 ° (31)
R
1
A
T3
g = TR T (32)
Frat*ta
Ll
™ (33)
M—n=—7"7 -
grtgtta

Selbstverstiandlich ist es gleichgiiltig, ob das Moment M4 in Fig. 66 ein Stiitzen-
moment (wenn Stab I eine Balkenoffnung ist) oder ein Konsolmoment (wenn
Stab 1 ein Kragarm ist) darstellt.

Aus der Definition der Winkel 7,, 7,...7, ergibt sich ohne weiteres, daf3

z. B. der Wert - glelch ist dem Widerstand, welchen der Stab » seiner Ver-

drehung entgegensetzt und wir nennen das Verhaltnis — daher das , Elasti-

TW
zitdtsmalB“ des Stabes n.

Aus den Formeln (31), (32) und (33) erkennen wir nun die natiirliche Be-
ziehung, dafl sich das in A4 eingeleitete Moment M{ auf die dort
biegungsfest angeschlossenen (,anstoBenden®) Stibe 2, 3...n im
Verhdltnis der ElastizititsmaBe derselben verteilt (daher der Ausdruck
»VerteilungsmaBe®), d.h. im Nenner des Ausdruckes fiir y steht immer die
Summe der ElastizitdtsmaBe der Stdbe, in welche sich ein Moment fortpflanzt,
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und im Zahler das Elastizitdtsmal desjenigen Stabes, dessen Teilmoment man
sucht.
In dieser Form kann man sich den Ausdruck fiir die Verteilungsmafie u

am besten merken.

Sonderfall.

Hat man z. B. in Fig. 67 ein Stiitzenmoment MIA in nur zwei ,,anstoBende**
Stabe 2 und 3 weiterzuleiten, so ist nach Gl. (17):

A
1
T4 = 1,1 (34)
T
; und nach Gl. (24):
Fig. 67. T4
* =1 (35)

Multiplizieren wir Zahler und Nenner von Gl. (34) mit 7.7, so ergibt sich

A, _4
4 Tg T3
Ty_g = —/—. 36
2-3 Tél+ tg ( )
Setzen wir diesen Wert in Gl. (35) ein, so erhalten wir
A
a '3
W =—— 37
1-2 ‘l’él-i- t{;l ( )
A
T
d a 2
un ‘U«] -3 tél + tg
oder pf g=1=—pt,, da 3,=1 (Probe). (38)

Wir kénnen also in einfachen Fillen mit zwei ,,anstoBenden‘ Stiben zur Er-

mittlung des gemeinsamen Drehwinkels und des VerteilungsmaBes die Dreh-

winkel 72t und 74 direkt in Formel (36) und (37) einsetzen und brauchen dann

die ElastizitiatsmaBe _%A, ;12 usw. nicht zu bilden. Dies ist aber nur dann zweck-
1 2

miBig, wenn ein Moment nur auf zwei Stibe verteilt werden muB.

6. Einfache Drehwinkel «.

Die in den Formeln fiir den Wert 7, _, , ... sowie t;_, vorkommenden
einfachen Drehwinkel 7,, 7,...7, sind zum SchluB noch zu bestimmen. Die
Ableitung folgt nachstehend beispielsweise fiir den

Drehwinkel 74:

Nach der Definition des Drehwinkels 74 bildet sich derselbe, wenn wir (Fig. 68)
den in B elastisch eingespannten, in 4 frei drehbar gestiitzten Stab 7 mit M4 = 1

belasten. Dann entsteht
b
1—b"

Belasten wir jetzt den einfachen Balken 7 am Auflager 4 mit M4 = 1 und am

in B das Moment —
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Auflager B mit dem Moment — f_b—b , s0 mufl durch die Gesamtwirkung beider

Momente der Drehwinkel 74 entstehen.
Durch M4 = 1 entsteht (Fig. 68a) der Drehwinkel «, nach dessen Definition

durch — Z-—LE in B entsteht (Fig.68b) in 4 der

. b
Drehwinkel — l——bﬂ .

Es ist mithin:

A
a—_— ) 39) "7
A

Setzen wir schlieBllich, wie aus den Fig. 52, 53 und
54 hervorgeht,

o= — g, (40) esp
so folgt zunichst 5 qéTb”L@
b b “5=55 5
Ti=at—f— =g h=w—8 <1 + i——b) (41) Fig. 68—68b.
und daraus fiir einen beliebigen geradlinigen Stab die Hauptformel
l
=t - (42)

Analog erhalten wir fiir den Drehwinkel 78 am andern Ende des betref-
fenden Stabes 4B, falls wir den in 4 elastisch eingespannten, in B frei dreh-
bar gestiitzten Stab mit M* — 1 belasten, die Hauptformel

l
kel =i (43)

Die Werte fiir die in den beiden Hauptformeln (42) und (43) vorkommen-
den Drehwinkel 2, «® und f wurden in Kap. IV fiir Stibe mit verinderlichem
und konstantem Trigheitsmoment abgeleitet.

Am geradlinigen Stab mit konstantem Trigheitsmoment auf seine
ganze Linge ist, da in diesem Falle nach GI. (207a): 0% = ¢? = 34:

4
td=4 <3 — l—_—b>, (42a)
l
TB:/S<3— iTa>’ (43a)
bei voller Einspannung am anderen Ende <a resp. b = é) ist:
=158, (42b)
bei gelenkartiger Lagerung am anderen Ende (a resp.b = 0) ist:
T=24. (43Db)

7. Festpunkte und VerteilungsmalBie am offenen Tragwerk.

Sind fiir einen bestimmten Stab die Festpunkte J und K sowie die Ver-
teilungsmaBe 4 zu bestimmen, so werden zuerst die in den Hauptformeln
fiir @, b6 und u vorkommenden Drehwinkel o, B, € und 7 nach den Formeln in
Kap. IV, welche dort fiir verinderliches und konstantes Tragheitsmoment
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eines Stabes angeschrieben sind, ermittelt, und diese Werte in die genannten
Hauptformeln eingesetuzt.

Da sich die in irgendeinem Stab auftretenden Momente iiber das ganze
Tragwerk fortpflanzen, so miissen an allen Stiben die Festpunkte und an
jedem Knotenpunkt die VerteilungsmaBe bestimmt werden. Die Frage ent-
steht nun, an welchem Stab wir bei der Bestimmung der Festpunkte beginnen,
d.h. welchen Stabes Festpunkt wir zuerst ermitteln miissen. Beginnen wir

Fig. 69.

z. B. an dem ,,offenen” Tragwerk der Fig. 69 mit dem Stab I, so erhalten
wir die Festpunktabstinde aus:

= bk
R T (44)
_hep
- 70‘{) +rfe (45)

In diesen Ausdriicken beziehen sich die Winkel «f, o« und B, auf den
Stab 1, der Winkel 72 ,_, aber auf die links und der Winkel T8 ¢—q auf die rechts
anstofienden Stibe. Um den Winkel 74 , , und hierzu die Winkel 74, 74 und
7¢ berechnen zu kénnen, benétigen wir jedoch die Festpunktabstinde o der
Stabe 2, 3und £ (der Abstand a, wird gleich Null wegen des freien Auflagers in F).
Und um den Festpunktabstand a, des Stabes 3 bestimmen zu kénnen, brauchen
wir den Winkel ¢l =12 und zu letzterem Wert wiederum den Festpunkt-
abstand a4. Das Analoge gilt fiir den Drehwinkel T;_g_y»> Welcher in dem Aus-
druck fiir b; vorkommt. Aus diesem Grunde miissen wir mit der Bestimmung
des am weitesten links gelegenen Festpunktabstandes a beginnen und schreiten
nach rechts fort und analog beginnen wir mit der Bestimmung des am weitesten
rechts gelegenen Festpunktabstandes & und schreiten nach links fort.

Da der Stab 9 an seinem linken Ende fest eingespannt ist, so ist in Haupt-
formel (7) &2 = 0 zu setzen und es ist

by - By

a
)

g =

. (46)

Bei konstantem Trigheitsmoment des Stabes 9 ist mit Einsetzung des ent-
sprechenden Wertes fiir § aus Gl (207) und «% aus Gl. (204)

2
Ay = '§' . (47)
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Fir Stab 3 erhalten wir unter Berlicksichtigung, dafl in Hauptformel (7)
g% =12 zu setzen ist:

Iy B
5= a;_{_ :5). (48)
Fiir Stab 2, welcher an seinem unteren Ende ein frei drehbares Auflager

besitzt, ist &2 = oo, d. h.
a, = 0. (49)

Fiir Stab 4, dessen linkes Ende frei aufgelagert (Rollenlager) angenommen
wurde, ist ebenfalls &* = co, d. h.

a,=0.

Nun konnen wir a; aus Formel (44) bestimmen. Nachdem wir noch a, er-
mittelt haben aus
= b By
i (50)
da wegen fester Einspannung in M : ¢, = 0, so ergibt sich auch a; und darauf a,.
Analog verfahren wir bei der Bestimmung der Festpunktabstinde b: Wir

beginnen mit by; wegen des Gelenkes in H ist
bg=0. (51)

Dann berechnen wir by, b; und b, und ermitteln darauf b,, dann b,, b, und b,
und zuletzt by. Es ist

by = algsirﬂ;g” (52)
worin 1§ = g, da by =0,

LR e (59
b= (54
e @
(R (%0
O et 57
b=l (59)

Was die Bestimmung der VerteilungsmaBe pu betrifft, so ist nur
noch zu bemerken, dafi die Anzahl der zu ermittelnden VerteilungsmaBe sich
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nach den belasteten Stdben richtet. Ist z. B. in Fig. 69 nur Stab I belastet,
so sind zu bestimmen:

P25 M1-3,
g =1— (U2 + py_5)
sowie
Hi-55 Hi-g>
Mg =1— (15 + p1_¢).

Ist auch Stab 3 belastet, so sind noch zu ermitteln:

M3_g> MU3—15
My_g=1— (tg_q + ps_,)-

8. Festpunkte und VerteilungsmaBle am .einseitig offenen*
Tragwerk.

Haben wir es nicht mit einem allseitig offenen, sondern mit einem nur ein-
seitig offenen Tragwerk zu tun, wie z. B. in Fig. 70, so beginnen wir auf
der offenen Seite des Tragwerks, und zwar mit der Bestimmung der Festpunkt-
absténde a,, @, und a;. Um mit der Berechnung fort-
fahren zu kénnen, miissen wir, weil das Tragwerk
oben durch die Stibe 9 und 10 geschlossen ist, die-
jenigen Festpunktabstinde vorliufig schitzen,
die uns zur Berechnung der benétigten Drehwinkel
fehlen. Um die Festpunktabstéinde an den Stiben 7
und & bestimmen zu kénnen, miissen wir die oberen
Pestpunkte K der Stibe 4, 5 und 6 vorliufig
schiitzen. ZweckmiBig wird gewihlt:

Fig. 70. a oder b= 0,2 bis 0,31, (60)

je nach dem Einspannungsgrad an dem zu a oder b gehérigen Stabende.
Um eine moéglichst genaue Schidtzung zu erhalten, gehen wir unter
Beachtung der Tatsache, daB der EinfluB eines unrichtig angenommenen Fest-
punktabstandes auf die zu berechnenden folgenden Festpunktabstinde rasch
abnimmt, zweckméfig wie folgt vor: Anstatt die Abstéinde b,, b5 und by zu
schiitzen, errechnen wir dieselben, indem wir die dazu nétigen vorhergehenden
Festpunktabstinde, ndmlich in unserem Falle ay, by, a,, und b,, zwischen 0,2
und 0,3 [ annehmen. Auf diese Weise erhalten wir fiir die Abstinde b,, b5 und b
»geschitzte Werte, welche sich bei der spateren Kontrollrechnung kaum éndern
werden. Auf Grund dieser Werte von b,, b; und bg erhalten wir dann:

— l7'ﬁ7 (61)

O =
? o7 + 7{’—4
und weiter nach rechts fortschreitend

ag= By (62)
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Ferner konnen wir nun anschreiben:

bg — _!B ° ﬁs (63)

b F
og + Ty_g

und weiter nach links fortschreitend

= Lb
R A ®y
Nun kénnen wir die Lage der Festpunkte J,, J; und J; bestimmen, und
zwar ist

B

= , 65
% af +1)_; (65)
—_lsBs
%= g + 15—7—8 ’ (66)
1= lg - 136__ (67)

wg+ i
und die Festpunktabstinde an den Balken 9 und 10 ergeben sich nun zu:

ls‘ﬁs

9= 440 (68)
und nach rechts fortschreitend
. lmﬂ'v B1o
o= oo+ 75H—9 ) (69)
Ferner
_ hobuo
b= (70)
und nach links fortschreitend
by
bg B “bs + T5H-—-10. (71)

Da wir die Festpunktabstinde b,, b; und b4 nur geschiitzt hatten, so miissen
wir nun diese Abstinde dadurch kontrollieren, dal wir die Rechnung von oben
herunter durchfiithren unter der Annahme, daB die Festpunktabstinde an den
Balken 9 und 10 richtig seien. Wurden die Festpunktabstinde b,, &; und &4
schlecht geschitzt, so werden sich dieselben bei der Rechnung von oben her-
unter etwas éndern und eine zweite Rechnung von unten hinauf auf Grund
der korrigierten ,,geschitzten‘ Abstinde b,, b; und b, bringt uns dann dem
genau richtigen Resultate derart nahe, daf} eine weitere Rechnung in den meisten
Fallen tberfliissig wird.

An Stelle der Festpunktabstinde b,, b; und b, hitten wir auch die Fest-
punktabstinde a,, b,, ag und by an den Balken 7 und § als ,,geschitzte’* an-
nehmen und auf Grund dieser die Lage der Festpunkte an den Siulen 4, §, 6
und an den Balken 9 und 70 berechnen konnen. Wir hitten dann aber vier
Festpunkte schidtzen miissen anstatt drei, und es ist klar, daB je mehr Fest-
punkte als ,,geschitzte” eingefiihrt werden, desto linger dauert die Rechnung,
bis ein bestimmter Genauigkeitsgrad in den Festpunktabstiénden erreicht ist.
Theoretisch kénnen alle Festpunkte zuerst geschitzt und dann durch Durch-

Suter, Festpunkte, 2. Aufl. 1. 3
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filhren der Rechnung allméhlich auf den gewiinschten Genauigkeitsgrad, d. h.
dahin gebracht werden, dafl die Werte bei wiederholter Durchrechnung keine
Abweichungen mehr zeigen, aber dies wire Zeit-
verschwendung.

Wenn alle Festpunkte bekannt sind, werden
die erforderlichen Verteilungsmafle y wie frither
beschrieben ermittelt.

Es sei noch erwihnt, dal es ganz gleichgiiltig
ist, an welchem Stabende der Festpunktabstand
mit a oder b bezeichnet wird, denn an einem ein-
seitig offenen oder geschlossenen Tragwerk konnen
nie zuerst alle Festpunktabstinde ¢ und dann alle
Abstinde b ermittelt werden. Aus diesem Grunde
kann es bei solchen Tragwerken zweckmaBig sein, die Festpunktabstinde nicht
mit @ und b, sondern mit dem kleinen Buchstaben desjenigen Knoten-
punktes zu bezeichnen, von dem aus sie gemessen werden (siehe Fig. 70a).

9. Festpunkte und VerteilungsmaBe am ,geschlossenen“
Tragwerk.

Aus dem einseitig offenen Tragwerk der Fig. 70 wird ein ,,geschlossenes®
Tragwerk, wenn, wie dies in Fig. 71 dargestellt ist, die Auflagerpunkte 4,
B und C durch zwei Balken 17 und 12 miteinander
verbunden sind.

A . ' In diesem Falle beginnen wir bei der Bestimmung

!Ir o 23 der Festpunkte ebenfalls unten, wir miissen jedoch,
N ¥ da das Tragwerk unten nicht mehr offen ist, auch

i:) S ’S? . E?) noch die Festpunktabsténde b, , b, und b, vorliufig
ANl ] schitzen, und zwar zweckmiBig analog dem unter
) Fg " @ ¢ ,.einseitig offenes Tragwerk* Gesagten, worauf wir

in der Lage sind, die Festpunktabstinde an den
Balken 11 und 12 zu berechnen. Es ist

Qs — Iy - Bu (72)
n o . Tf
und nach rechts fortschreitend
l12 * ﬁlZ
M= — 5 (73)
! oy Toy
Ferner ist
b, = ll? ° ﬁ]? (74)
27 ot
und nach links fortschreitend
Ly B
b = 75
" g - Tg——m (75)

Alle {ibrigen Festpunktabstinde kénnen wir nun wie am einseitig offenen
Tragwerk der Fig. 70 bestimmen.
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In alle Ausdriicke fiir ¢, b und u sind die in Kap. IV abgeleiteten Werte
fiir die Drehwinkel f, o, «? Und 7 einzusetzen, und zwar unter Beriicksichtigung
des Verlaufes des Trigheitsmomentes des betreffenden Stabes. Ist der Verlauf
des Trigheitsmomentes symmetrisch zur Stabmitte, so ist a® = a?.

Es sei hiermit noch auf die Zahlenbeispiele am Schlusse verwiesen, in welchen
die Lage der Festpunkte und die Verteilungsmafle zahlenmia8ig bestimmt wurden.

10. Sonderfille.

a) Der durchlaufende Balken auf frei drehbaren Stiitzen.

In Fig. 72 haben wir einen gewohnlichen durchlaufenden (kontinuierlichen)
Balken dargestellt, und in Fig. 72a einen solchen mit einem Knick an den Auf-

Veripl [
Al AR ] £ *o
b7

e

Fig. 72. Fig. 72a.

lagern B und C (Treppenlauf); fiir die Berechnung sind beide Fille gleich. Der
durchlaufende Balken ist dadurch gekennzeichnet, daB an jedem Stiitzpunks
nur ein Stab ,,anstoBt. Aus diesem Grunde ist der in den Hauptformeln (7)
und (8) fiir die beiden Festpunktabstinde eines Stabes vorkommende Dreh-
winkel ¢ identisch mit dem einfachen Drehwinkel v an dem betreffenden Stab-
ende und die Festpunktabstinde erhalten die Werte:

a;=0, (76)
= )
by— 0, (19)
b= e (80
b= ﬂ;g. (81)

In diese Ausdriicke sind die in Kap. IV abgeleiteten Werte fiir die Dreh-
winkel #, «%, «® und 7 einzusetzen, und zwar sind die Werte verschieden, je
nachdem das Trigheitsmoment des betreffenden Stabes konstant oder ver-
dnderlich ist. Ist ein Stab symmetrisch zu seiner Mitte ausgebildet, so ist a% = «?.

VerteilungsmafBe gibt es am durchlaufenden Balken auf frei drehbaren
Stiitzen keine zu bestimmen (sie sind gleich 1), da an jedem Knotenpunkt nur
ein Stab anstoB8t. und deshalb das volle Moment in diesen Stab iibergeht.

3%
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b) Das einfache geschlossene Tragwerk.

Dieser Fall entsteht, wenn wir, wie aus Fig:73 ersichtlich, einen durch-
laufenden Balken auf frei drehbaren Stiitzen in sich schlieBen, so daf wir einen
endlosen Stabzug mit beliebig vielen Stiben vor uns haben.

Da wir es mit einem geschlossenen Tragwerk
zu tun haben, so miissen wir allgemein, um die
Berechnung durchfiithren zu kénnen, wie bereits
an Fig. 70 erliutert, einen Festpunktabstand o
und einen Festpunktabstand b vorliufig schitzen
und dann die Rechnung mit den korrigierten
Werten so lange fortsetzen, bis sich keine Ab-
weichung mehr ergibt.

Wir schitzen z. B. den Festpunktabstand a,
zu 0,257, und erhalten nun

_ LBy

= e (82)
(zf wird auf Grund des geschiitzten Festpunktabstandes a, berechnet),
— Z:x * /337
B= s (83)
— - »84 (8 4)

AR

Weiter im Kreise herum fortschreitend erhalten wir nun fiir @, einen neuen
Wert durch Einfithrung des auf Grund von a, zu errechnenden Drehwinkels 74 zu:

L- ﬁl
U= o (85)
und mit diesem neuen Wert von @, konnen wir die obige Rechnung wiederholen,
d. h. die Gl. (82), (83) und (84) frisch anschreiben, um dann wieder einen ge-
naueren Wert fiir a; zu erhalten.

Ist die Abweichung von dem vorhergehend erhaltenen Wert noch nicht
klein genug, d.h.der gewiinschte Genauigkeitsgrad noch nicht erreicht, was
selten der Fall ist, so kann derselbe durch Wiederholung der Rechnung beliebig
gesteigert werden.

Analog gehen wir zur Bestimmung der Festpunktabstinde & vor, indem wir
z. B. b, vorliufig schitzen und dann in entgegengesetztem Drehsinn des Uhrzeigers
so lange fortschreiten, bis der gewiinschte Genauigkeitsgrad erreicht ist. Es ist

_— ls ° 53 ~
bs - ag + If (86)
(z? wird auf Grund des geschiitzten Festpunktabstandes b; berechnet),
_ bby
b2 - ag+ ‘L'g ’ (87)
= bh
bl_' ai_*_rg’ (88)
und hierauf erhalten wir den neuen Wert von b zu:
_ B
b4 - GZ+TIA ’ (89)

mit welchem wir die Rechnung fortsetzen.
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Anstatt zunichst je einen Festpunktabstand ¢ und & zu schitzen, koénnen
wir am einfachen geschlossenen Rahmen mit beliebig vielen Stiben auch wie
folgt vorgehen:

Zur Bestimmung der Festpunktabstinde a schreiben wir den Ausdruck
fir den Abstand a, an und lassen in dem darin einzusetzenden Wert fiir t? den
Abstand @, als unbekannt stehen, anstatt dafiic einen geschitzten Zahlenwert
einzusetzen, dann ist

=7 aq (90)
und
. lz ) ﬂz
AT oD

wenn Z, der Zahlenwert ist, welcher mit a; multipliziert den Drehwinkel 72 ergibt.
Im Kreise herum fortschreitend ergibt sich:

_ B
%= (62)
= hB
ay; = “it 7, a (93)
und
— ll ’ 61
R e AT o4

Zur Bestimmung der 4 unbekannten Festpunktabstinde a,, a,, a; und a,
stehen uns nun die 4 Gleichungen (94), (91), (92) und (93) zur Verfiigung.

Wir ermitteln nun hieraus den Wert von a,, indem wir in Gl. (94) nach-
einander die Werte von a, auf Gl. (93), a; aus Gl (92) und a, aus Gl. (91) ein-
setzen, und dann eine quadratische Gleichung von der Form

4-a3+B-a;,+-C=0

erhalten, woraus sich der Festpunktabstand a, ergibt.

Nachdem nun der genaue Wert von a, bekannt ist, kann nach GI. (91) der
Abstand a,, darauf nach Gl. (92) der Abstand a, und nach Gl. (93) der Ab-
stand a, errechnet werden.

In analoger Weise konnen die Festpunktabstinde b,, b;, b, und b, bestimmt
werden.

Aus der Bestimmung der Festpunkte am Zahlenbeispiel Nr. 6 erkennt man,
daf} es bequemer ist, den ersten Festpunkt zu schitzen, als ihn allgemein bei
n Stiben aus einem System von n Gleichungen zu berechnen.

Sind in einem geschlossenen Stabzug, wie z. B.in dem in Fig.74 darge-
stellten Behiltergrul%dril.i, von simtlichen aufeinander. ., lrts b=,
folgenden Staben die eine Hilfte gleich der anderen ‘
Hilfte, d. h. O CRO)

Stab 1 — Stab 5, ® )
39 2= ” 6, @ @ @ |
2 3 = Y] 7’ H £ 13
»w 4=, 8, Fig. 74.

so betrigt die Anzahl der zur Bestimmung der Festpunktabstinde bei n Stiben

benstigten Gleichungen nur %, aus denen die quadratische Gleichung fiir den

Abstand @ des ersten Stabes hervorgeht.



38 Rechnerische Bestimmung der Festpunkte und der Verteilungsmafe.

Ist ein geschlossener Stabzug, wie z. B. der in Fig. 75 dargestellte Behilter-
grundriB}, symmetrisch in bezug auf seine Mitte, sowie gleichzeitig symmetrisch
belastet (Fliissigkeitsdruck), so vereinfacht
sich die Berechnung der Festpunktabstinde

merrie—

W
E§ wesentlich, indem wir von vornherein wissen,
y 8 S 0 g  daB die Tangente der elastischen Linie in C
@ ) ) 1 @ T und H horizontal bleiben mufBl. Aus diesem
® 2@ L ® % . = T E
A ® @ @ ®° @ |

Fig. 75. Fig. 75a.

Grunde konnen wir den Behélter in C und H als durchgeschnitten und darauf
fest eingespannt betrachten, d.h. jede Behilterhilfte wie einen durch-
laufenden Balken mit 5 Feldern und voller Einspannung an beiden Enden (siehe
Fig. 75a) berechnen.

¢) Das einfache geschlossene Tragwerk mit beliebig vielen gleich langen
Stiiben und konstantem Trigheitsmoment bzw. der durchlaufende Balken
mit unendlich vielen Feldern.

Sind in Fig. 73 alle Stibe einander gleich, d.h.l; =1, =1, =1,, so ist
4 = @y = a3 = a,.

Setzen wir in die Hauptformel (7) fir den Festpunktabstand a die Werte
fiir die Drehwinkel 8, « und 7 fiir konstantes Trigheitsmoment der Stéibe ein, d. h.
nach Gl. (207)

l

B

Il

’

L

nach Gl. (204)
l
2EJ

I

0t = ol = ot ==
und nach Gl. (42), nachdem die genannten Werte von «% und 8 darin eingesetzt
wurden
7= (21 — 3a)
6EJ(i—a)’
so erhalten wir

a SV (95)
B4
oder
6a® —6al +12=0, (96)
woraus folgt:
a=>b=10,21131. 97)

Diese Formel gilt nicht etwa nur fiir ein gleichseitiges Viereck, sondern
ganz allgemein fiir ein gleichseitiges Vieleck bzw. den unendlich langen durch-
laufenden Balken mit gleichen Feldern.
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III. Graphische Bestimmung der Festpunkte
und der Verteilungsmafe.

Das von Wilhelm Ritter-Ziirich (Graphische Statik, I1I. Band) fir kon-
stantes Tragheitsmoment angegebene graphische Verfahren zur Bestimmung der
Festpunkte am durchlaufenden Balken auf elastisch drehbaren
Stiitzen ist gerade fiir diesen Fall sehr zweckmiBig und Verfasser hat deshalb
das Verfahren dahin erweitert, dafl es auch am durchlaufenden Balken mit be-
liebig verdnderlichem Tragheitsmoment aller Stibe angewendet wer-
den kann. Das graphische Verfahren kénnte auch an jedem unsymmetrischen
Rahmen (Fig. 101) angewendet werden, es fiihrt jedoch bei nicht in einer Ge-
raden liegenden Staben zu wenig iibersichtlichen Darstellungen.

Der Ableitung der graphischen Bestimmung der Festpunkte legen wir den in
Fig. 76 dargestellten durchlaufenden Balken 4 BCDE mit beliebig veriinder-
lichem Trigheitsmoment auf vier mit dem Balken biegungsfest verbundenen
Pfeilern A BCD und einer frei drehbaren Stiitze E, an welcher der Balken un-
verschiebbar festgehalten ist, zugrunde. Der Pfeiler 4 ist an seinem FuBe ge-
lenkig gelagert, wihrend die Pfeiler B, ¢ und D unten fest eingespannt sind.
Es sei nur eine Balkenoffnung, beispielsweise die zweite, mit den Kriften P;, P,
und P; belastet, es konnte aber ebensogut ein Pfeiler belastet sein (vgl. Fig. 88).
Das Verfahren, welches im folgenden abgeleitet wird, gilt sowohl fiir die Fest-
punkte am Balken als auch an den Pfeilern. Zur Herleitung aller Formeln und
graphischen Konstruktionen gehen wir von der elastischen Linie des Trag-
werkes aus.

Um zur elastischen Linie des durchlaufenden Balkens der Fig.76 zu ge-
langen, nehmen wir die von der gegebenen duBleren Belastung herriihrende, in
Fig. 77 schraffierte Momentenfliche des durchlaufenden Balkens vorliufig als
bekannt an, betrachten dieselbe nach Mohr (sieche Ableitung im folgenden
Kap. IV) als Belastungsfliche und zeichnen zu dieser ein Seileck, welches die
elastische Linie des Balkens darstellt, und zwar fithren wir im allgemeinsten

Falle als Belastungsfliche die E%fache (reduzierte) Momentenfliche ein und

zeichnen das Krafteck der elastischen Linie mit der Polweite H = 1. Ist der
Elastizititsmodul £ am ganzen Tragwerk konstant, so bilden wir nur die

%fache Momentenfliche und erhalten damit die Efachen Ordinaten der elasti-

schen Linie.

Im vorliegenden Falle handelt es sich nicht um die wirkliche Form der elasti-
schen Linie, sondern es geniigt, dieselbe durch einige wenige Tangenten darzu-
stellen. Das Seileck, welches diese Tangenten -bilden, bezeichnen wir kurz als
»elastisches Tangenteneck” und die Tangenten der elastischen Linie an
den Stiitzen als ,,Stiitzentangenten®‘.

Zur Bestimmung des elastischen Tangentenecks (Fig.78) betrachten wir
in Fig. 76 die schraffierte Momentenfliche der belasteten Offnung BC als die
Differenz zwischen dem positiven Fiinfeck BGC = F; (in Fig. 76 sind die ent-
sprechenden reduzierten Momentenflichen F; usw. eingetragen) und dem nega-
tiven Trapez BB'' (" (C, welches wir iiberdies durch die Diagonalen B'C, B''C
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und B’ in die vier negativen Momentendreiecke BB'C = F,, B'B"'C = F,,
B'CC'=F,, B'C'C" =DFg zerlegen. Es ist hervorzuheben, daB die
Zerlegung des negativen Trapezes BB C"”(C derart erfolgt, daB die Pfeiler-
kopfmomente B’ B” und €’ ("’ die Héhen von zwei besonderen Dreiecken bilden.
Ferner betrachten wir in der Offnung A B die schraffierte Momentenfliche
AA'W,B' B, welche ein iiberschlagenes Viereck bildet, als die Zusammensetzung
des positiven Momentendreieckes 4 4’ B’ = F, und des negativen Momenten-
dreieckes A BB’ = F,; ebenso betrachten wir das schraffierte iiberschlagene
Momentenviereck 0C" W,D"' D der Offnung CD als die Zusammensetzung des
negativen Momentendreiecks C'C’'D = Fg und des positiven Momentendreieckes
C'DD", welches wir noch durch die Diagonale ¢’ D’ in die zwei Dreiecke ¢’ DD’
=F,, und ¢'D'D" = F teilen.

Zu den auf vorgenannte Weise entstandenen elf Teilmomentenflichen F,,

. . 1
Fy, ..., Fy; denken wir uns die
2 = .J

reduzierten Momentenflichen F} ... F;, gebildet und die Inhalte der letzteren
in ihren entsprechenden Schwerpunkten zu den in Fig. 76 eingetragenen Einzel-
kriften F]... F}, vereinigt (in Fig. 76 sind die Begrenzungslinien der re-
duzierten Momentenflichen weggelassen); diese Krifte tragen wir unter Ein-
filhrung der positiven Flichen als nach unten und der negativen Flichen als
nach oben gerichtete Krifte in dem mit der Polweite H = 1 gezeichneten
Krafteck der Fig.78a zusammen. Das zu letzterem in Fig. 78 gezeichnete
Seileck ist das gesuchte elastische Tangenteneck, welches der Bedingung unter-
worfen ist, dafl jede Stutzentangente wegen der vorausgesetzten vertikalen
Unverschiebbarkeit der Stiitzpunkte durch den Schnittpunkt von Balken-
und Stiitzenachse gehen mufl. Da nun die Ecken des elastischen Tangenten-
eckes nach obigem auf den senkrechten Schwerlinien der reduzierten Momenten-
flichen (Einzelkrafte) F; ... F;; liegen, so besteht die nichste Aufgabe
darin, die Lage dieser Schwerlinien festzulegen. Von vornherein kénnen wir
nur die vertikale Schwerlinie der Fliche Fy bestimmen, weil wir deren zu-
geordnete einfache Momentenfliche BG'C ohne weiteres zu zeichnen vermdogen,
die iibrigen zehn Schwerlinien, welche Momentendreiecken zugeordnet sind
und daher ,,Drittellinien’ genannt werden (obwohl dieselben bei dem vor-
liegenden allgemeinen Fall nicht im Drittelspunkt der Offnung liegen), kénnen
wir wie folgt ermitteln, auch ohne die Stiitzenhéhen dieser Momentendreiecke,
d. h.ohne die Stitzenmomente zu kennen.

fachen, d. h. die entsprechenden

1. Drittellinien.

Bezeichnen wir mit d* den Abstand der linken Drittellinie einer Offnung vom
linken Auflager, und mit d" den Abstand der rechten Drittellinie vom rechten
Auflager dieser Offnung, ferner mit einem angehingten Zeiger 1. . .4 die Ord-
nungszahl der Offnung, so erhalten wir beispielsweise den

Abstand d} der linken Drittellinie

in der ersten Offnung, d. h. den Schwerpunktsabstand d! der E—Tj fachen (redu-
zierten) Momentenfliche F; vom linken Auflager 4 aus dem Dreieck A;4; B;
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(Fig. 80 oder 76a, letztere ist ein Ausschnitt aus Fig. 80) mit der Stiitzweite 7,
als Grundlinie und der beliebigen Stiitzenhthe % (zweckmiBig A = 1) in A4
wie folgt:
a) Analytisch.
Es sei (Fig. 80 oder 76a) A A/GB; die dem

Momentendreieck 4, 4; By entsprechendeﬁ%? fache -

(reduzierte) Momentenfliche. Wir teilen dieselbe i
in verhaltnisméfBig schmale senkrechte Streifen
mit der Breite As, dem Schwerpunktabstand z
vom linken und 2’ vom rechten Ende der Offnung I, ;
der Inhalt AF eines solchen, in Fig. 80 oder 76a
durch Schraffur hervorgehobenen Flichenstreifens
(,,elastisches Gewicht‘‘) betrigt:

AF =

A5

Fig. 76a.

As b2
Dieser Ausdruck fiir A F und die folgenden fiir d und » sind nur dann richtig,
wenn man die Streifen der reduzierten Momentenfliche so schmal macht, daB

(98)

der Schwerpunkt derselben in ihrer Mtte (%) angenommen werden kann, denn

sonst miite man nach Reduktion der Momentenfliche die Inhalte der Flichen-
streifen und deren Schwerpunkte ermitteln, wodurch man neue Werte fiir die
Abstéinde z erhielte. Man sieht aber aus den Zahlenbeispielen in Band II, daf
man nur dann die Schwerpunkte nicht in Streifenmitte annehmen darf, wenn
man sehr groBe Streifenbreiten annimmt (Zahlenbeispiel Nr. 1). Auch fir die
Streifen an den Dreiecksspitzen, z. B. AF,, darf trotz Dreiecksform der be-
treffenden reduzierten Momentenfliche Streifenmitte als Schwerpunkt ange-
nommen werden, da das betreffende elastische Gewicht verhiltnismiBig klein
ist und dasselbe auflerdem noch nahe am Auflager wirkt.

Nach der Schwerpunktslehre erhdlt man aus dem Moment aller Flichen-
streifen in bezug auf die Senkrechte durch 4, wenn wir

s _
=W

setzen :

d} = = . (99)

b) Graphisch.

Tragt man die Krifte AF aus Gl. (98) mittels Kraft- und Seileck mit be-
liebiger Polweite und in beliebigem KriftemaBstab zusammen (Fig. 80 u. 80a),
so erhalt man die linke Drittellinie der Offnung I, als Schwerlinie dieser Krifte.
Da es hierbei nicht auf die wirkliche GréBe der durch Gl. (98) ausgedriickten
Krifte AF, sondern nur auf ihr gegenseitiges Verhiltnis ankommt, so trigt

man diese Krifte AF in der einfacheren Form
4

AF=w—;—
1
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auf, weil # und & konstant sind; obwohl I auch konstant, ist es wegen der
spateren Ermittlung der verschréinkten Drittellinie zweckmiflig, die Spann-
weite [ in der Formel mitzufiihren.

Das hierbei entstehende Seileck bendtigen wir spater noch bei der Ermitt-
lung der Kreuzlinienabschnitte (Kap. V), jedoch mit waagerechter SchluBlinie,
so dafl es zweckmaBig ist, dieses Seileck gleich so zu zeichnen, was wir am ein-
fachsten wie folgt erreichen: Nachdem wir das Seileck zuerst mit beliebiger Pol-
weite und damit beliebiger Richtung der SchluBlinie gezeichnet haben, ziehen
wir zu der letzteren, eine Parallele durch den Pol, bestimmen den Schnittpunkt
derselben mit dem Kriftezuge des Kraftecks, ziehen durch diesen Schnittpunkt
eine Waagerechte und tragen auf der letzteren die Polweite ab; dadurch erhalten
wir einen neuen Pol, mit welchem nun das endgiiltige Seileck mit waagerechter
SchluBlinie gezeichnet werden kann.

Die Polweite des Kraftecks (Fig. 80a) wahlt man zweckmalBig derart, daB
man die Endstrahlen des Seilecks (Fig. 80) nicht flacher, sondern eher steiler
als die 45°Neigung erhilt wegen des spiteren Abgreifens der Abschnitte s.
Was den KriftemaBstab betrifft, so ist es zweckma&fBig, wenn fir alle Kraft-
ecke, welche zur Bestimmung der Drittellinien am ganzen durchlaufenden
Balken dienen, wegen Ermittlung der verschrinkten Drittellinien, derselbe
MaBstab gewdhlt wird.

Ist der Balken symmetrisch zu seiner Mitte, so ist

a5 = d,

und es braucht dann in jeder Offnung nur die Schwerlinie eines reduzierten
Momentendreieckes (mit Spitze am einen oder am andern Ende) bestimmt zu
werden; d.h.wenn in Fig. 80 &} ermittelt wurde, wird bei symmetrischem
Balken Fig. 83 iiberfliissig.

Den
Abstand d; der rechten Drittellinie

der ersten Offnung (senkrechte Schwerlinie der reduzierten Momentenfliche F)
vom rechten Auflager B erhalten wir aus dem Momentendreieck 4 ¢ B¢ B; (Fig. 83
oder 76b) mit der Grundlinie /, und der beliebigen
Stiitzenhohe h (zweckmiBig A = 1) in B auf ana-
loge Weise.

a) Analytisch.
Es sei (Fig. 83 oder 76b) AgH By By die dem

Momentendreieck A4 BgB; zugeordnete E%—Jfache

(reduzierte) Momentenfliche. Wir teilen dieselbe
wieder in schmale senkrechte Streifen mit der
Breite 4s, dem Schwerpunktsabstand z vom
linken und 2z’ vom rechten Ende der Offnung ;.
Der Inhalt AF eines solchen in Fig. 83 oder 76b schraffierten Flichenstreifens
betragt: :

s-h-.2z

A

(100)
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Beziiglich Wahl der Breite dieser Streifen gilt das fiir die linke Drittellinie

Gesagte.
Nach der Schwerpunktslehre erhilt man aus dem Moment aller Flichen-

streifen in bezug auf die Senkrechte durch B, wenn wir wieder 4J—8 = w setzen:

dp =2 =2 . (101)

b) Graphisch.

Trigt man die Krifte AF aus Gl. (100) mittels Kraft- und Seileck mit be-
liebiger Polweite und in beliebigem KriftemaBstab zusammen (Fig. 83 u. 83a),
so erhélt man die rechte Drittellinie der Offnung , als Schwerlinie dieser Krifte:
da es hierbei nicht auf die wirkliche Grofle der durch Gl (100) ausgedriickten
Krifte AF, sondern nur auf ihr gegenseitiges Verhiltnis ankommt, so trigt man
diese Krifte AF in der einfacheren Form:

AF =w- %
L

Beziiglich Wahl von Polweite und KriftemaBstab gilt das fiir die linke
Drittellinie Gesagte.

In den iibrigen Offnungen bestimmen wir die Drittellinie dhnlich wie vor.

Da aus den Gleichungen (99) und (101) das Stiitzenmoment 4 ausgeschieden
ist, so war es richtig, der Bestimmung der Drittellinien ein Dreicek mit beliebiger
Stiitzenhohe zugrunde zu legen, und es folgt weiter, daB die beiden Drittel-
linien einer Offnung unabhingig sind von den wirklichen Stiitzenmomenten
und also auch von der Belastung und nur abhingig von den Querschnitts-
abmessungen und der Stiitzweite dieser Offnung.

auf

2. Verschrinkte Drittellinien.
Wir betrachten jetzt in Fig. 77 die beiden an der Stiitze B zusammen-
stoflenden Momentendreiecke 4 BB’ und BB’'C mit der gemeinschaftlichen
Héhe BB’ und den beiden

. r 5

zugeordneten reduzierten ~—ds 2 d5—]
Momentenflichen F} und b b !
F;. Diesenkrechte Schwer- A I T 1 T T 7 '@
linie §2 der gemeinsamen L SU R % ' | L7 !

1 . 7 . 5
7.7 fachen (reduzierten) Liu,l_ ] ZL |
Momentenfliche (Fig. 83 T“':g %;E o2
u. 84 oder 76¢) geht in der é‘% §§ Q:ég
Nihe von B durch den S . S
Schnittpunkt B, der die &

Krifte F; und F} in Fig. 78 Fig. T6c.

einschlieenden Seilseiten

b und d. Die Schwerlinie S nennen wir ,,verschrinkte Drittelline der Off-
nungen [, und ;. In gleicher Weise schneiden sich die Seilseiten g und 1, welche die
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Krifte F, und Fy einschlieflen, in der Nihe von C auf der ,,verschriinkten Drittel-
linie S¢ der Offnungen I, und ,*, und die die Krafte ¥, und F}, einschlieBenden
Seilseiten & und m auf der ,,verschrinkten Drittellinie S der Offnungen l;und 7,“.

Um beispielsweise die Lage von S zu bestimmen, verfahren wir in folgen-
der Weise:

a) Analytisch.

Wir bezeichnen (Fig. 78) den Abstand der den Offnungen /; und I, zuge-
ordneten verschrinkten Drittellinie SZ von der nichsten links gelegenen (der
zweiten Offnung) mit ¢]_,. Nach der Schwerpunktslehre erhalten wir Drittel-
linie (rechte Drittellinie der ersten Offnung) mit v!_, und den Abstand derselben
von der nichsten rechts gelegenen Drittellinie (linke Drittellinie vt _, bzw. v]_y)
aus dem statischen Moment der Krifte F, und Fj in bezug auf die Richtung von
F; bzw.auf die Richtung von Fj:

FI
hes= i @+ db, (102)
Fy

A= gy @+ d). (103)
In den GI. (102) und (103) ersetzen wir die dem wirklichen Momentendreieck
AB'C (Fig.77) entsprechende reduzierte Momentenfliche Fy + F; durch die
aus dem Momentendreieck 4, B;Cg (Fig. 83 und 84) mit der beliebigen Stiitzen-
hohe % hergeleitete reduzierte Momentenfliche AgH ByJCg; ebenso ersetzen
wir die reduzierte Momentenfliche F} durch die aus dem Momentendreieck
AgBg By (Fig. 83 oder 76¢) hergeleitete reduzierte Momentenfliche A,H By By,
und die reduzierte Momentenfliche F, durch die aus dem Momentendreieck
BgBCg (Fig. 84 oder 76c) hergeleitete reduzierte Momentenfliche BgBjJ C,.
Durch diese Vertauschung dndern die Verhiltnisse
Fy Lk
Fy+ F; Fy+4-F
der Gl. (102) und (103) ihren Wert nicht, denn aus den spiteren Gl. (104) und
(105) scheidet das Stiitzenmoment % aus, wodurch ausgedriickt ist, daB o!_,
und ¥]_, vom Stiitzenmoment in B unabhiingig sind, und daB daher das un-
bekannte wirkliche Stiitzenmoment BB’ (Fig. 77) durch ein beliebig anderes
(zweckmiBig h = 1) ersetzt werden durfte. Mit Einfilhrung der aus Fig. 83
und 84 bzw. 76¢ entnommenen Werte fiir AF in die Gl (102) und (103) erhalten
wir dann:

und

As-h-2
E.Jj-l,
Vg i I (d] + db)
As h-z Ads - h-2
E.J.1 E.J-l
1 Iz
— wez
he

- — dy 4+ db). (104)
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7]
Ads-h-z
< E.-J-1
=7 o
As h-z 1A4s-h-
</ B-J-l, & E.J

N,
~

= I A Ady + db). (105)

b) Graphisch.

Graphisch erhilt man die Lage der verschrinkten Drittellinie S, indem
man die Schwerlinie der beiden reduzierten Momentenflichen A¢H B Bg und
BgBj}JCg4 bestimmt. Da die rechte Drittellinie der ersten Offnung die Schwer-
linie dér reduzierten Momentenfliche 4¢H By B, und die linke Drittellinie der
zweiten Offnung die Schwerlinie der reduzierten Momentenfliche BgBjJCy
darstellt, so braucht man nur die Resultierende der beiden in den genannten
Drittellinien wirkenden Kréfte:

14 22
2 Z
R,_;= E w- - und Ry oy = we
8 1 15 2

zu bilden. Dies erfolgte in den Fig. 83 und 84 und 83a und 84a mittels des
Kraft- und Seilecks p — ¢ mit beliebiger, jedoch zur Beniitzung der waage-
rechten Linie L'M’ als mittleren Seilstrahl, waagerecht angenommener Polweite
und unter der Voraussetzung, daf die Kraftecke der Fig. 83a und 84a in dem-
selben Kriftemallstab aufgetragen wurden. Die Polweiten der Kraftecke der
Fig. 83a und 84a brauchen nicht, wie es in diesen Figuren teilweise der Fall ist,
gleich angenommen zu werden, sondern sie werden, wie unter 1. erwéhnt, derart
gewahlt, dafl die Endstrahlen der zugehorigen Seilecke nicht flacher als die
459-Neigung verlaufen, damit die Abschnitte s moglichst genau abgegriffen
werden koénnen.

Ist die Balkenéffnung 1 symmetrisch zu ihrer Mitte, so daB
Rg 14 = R,_,, so trigt man R,_, im Abstand d} = d von B aus ab und bildet
darauf, wie oben erwihnt, die Schwerlinie R,_,, (Fig. 83/84).

Die verschrinkte Drittellinie in der Nihe von C bzw.D erhilt man in
analoger Weise.

Aus den GI. (104) und (105), aus welchen die StiitzenhShe % ausgeschieden
ist, folgt, daB die verschrinkte Drittellinie in der Nihe einer Stiitze nur abhiangig
ist von den Stiitzweiten und Querschnitten der beiden an die besreffende Stiitze
anschlieBenden Offnungen und nicht abhingig von deren Belastungen.

Mit Hilfe der Drittellinien und der verschrinkten Drittellinien leiten wir
nun das Verfahren zur Bestimmung der Festpunkte ab, und zwar zunachst
fiir die linken Festpunkte J. Wir beginnen mit der Bestimmung des Fest-
punktes J; in der ersten Offnung links.
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3. Linker Festpunkt 7, .

Bei freier Auflagerung in A4 wire in Fig. 77 M# = 0, also auch die Kraft
F, = 0. Dann wiirde in Fig. 78 die Seilseite b mit der Seilseite ¢ zusammen-
fallen und die Balkenachse in A4, schneiden. Ist der Balken jedoch in A ein-
gespannt, wie im vorliegenden Fall, so hat das Tangenteneck wegen der vor-
handenen Kraft F) einen Knick in B und die innere Seilseite b schneidet die
Balkenachse in einem Punkt J,, welcher die feste Strecke d} in die 2 Strecken
. und ¢’ teilt, welche wie folgt bestimmt werden:

—af— _~%  Im iiberschlagenen Viereck 4, 47J; R" R’ (Fig. 78
e —opee] Yl oder 76d) besteht
' L, A, 44
% o
7 5y
- Ak worin A, A, den Abschnitt der die Kraft F/ cin-

schlieBenden Seilseiten @ und b auf der linken
Stiitzensenkrechten bedeutet. Nach dem Satz vom
statischen Moment paralleler Kréfte ist das Produkt der Strecke 4;A4] mit der
Polweite H = 1 gleich dem statischen Moment der Kraft F; in bezug auf die
Senkrechte durch 4, d. h.

Fig. 76d.

A, A =F)-dL. (107)
Setzen wir noch
Fl=1k F,, (108)
worin
F, = Momentendreieck 4 4'B'= M- 3, (109)
(da M{ = M2), so liefert Gl. (107):
Mi.l . d
A A, =y 0 4 (110)
Andererseits ist im Dreieck 4, R’ R (Fig. 78 oder 76d)
R'R'=tgopt-d.. (111)

Da der Winkel ¢4 zwischen der Stiitzentangente (Seilseite @) und der Balken-
achse sehr klein ist, kann die trigonometrische Tangente mit dem Winkel ver-
tauscht werden, so daf

R'R'= g4.d.. (112)

Die waagrechte Balkenachse und die senkrechte Pfeilerachse beschreiben
denselben Drehwinkel ¢4 in 4, den wir nachfolgend bestimmen wollen.

Wir denken uns zu dem Zweck den linken Pfeiler durch einen Schnitt un-
mittelbar unterhalb 4 vom Balken getrennt, mit dem Schnittmoment M2
belastet, und den Pfeilerkopf zur Sicherung der vorausgesetzten waagrechten
Unverschiebbarkeit gelenkartig gelagert.

Es sei weiter 2 der Drehwinkel des Pfeilerkopfes durch ein Moment M# = 1,
dann betragt der durch MZ bewirkte Drehwinkel:

ot = MA- 7. (113)
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Diesen Wert in Gl. (112) eingesetzt gibt

R R"= M .t4.d}. (114)
Die Division von Gl. (110) durch Gl. (114) ergibt nun:
’ 4.7 .7
Ady gy Meched g b (115)

N N B

Und aus GI. (106) und (115) folgt schlieBlich

e L

? = Ky- —27-:[:,34 s (1153)
oder allgemein:
e ]
- = k. 3o (116)

Der hierin vorkommende Drehwinkel ¢ wird nach Kap. IT, 6 bestimmt; der
Wert fiir konstantes Trigheitsmoment ist am SchluB des Abschnittes 4 dieses
Kapitels angegeben. Den Verhaltniswert %, erhalten wir wie folgt:

Nach Gl. (108) ist

F,

b= (117)

Wie aus der folgenden Formel (119) hervorgeht, stehen das unbekannte Mo-

mentendreieck F; = 4 A’ B’ und die zugeordnete reduzierte Momentenfliche F)

in demselben Verhiltnis zueinander wie das beliebige Dreieck 4,4} B; (Fig. 80

oder 76a) und die entsprechende reduzierte Momentenfliche A4,47GB;, da-
her ist

4. _ Pliche 4, 476 B,

17" TFlache A5 A, By

(118)

Diesen Wert ermitteln wir entweder graphisch durch Planimetrierung der beiden
Flachen oder analytisch aus

I
1As~h-z’ I
E.JT 2-%‘w-z’

A 4B, — kG T B (119)

2
Aus der Gl. (119) ist das Stiitzenmoment % ausgeschieden, d. h. der Wert k
ist unabhiéingig von der wirklichen GréBe des Stiitzenmomentes 4 A4’, und es
war also richtig, k& aus einem Dreieck mit beliebiger Héhe zu bestimmen.
Aus Gl. (116) sowie aus den Gleichungen zur Bestimmung von %, und von

by AsAVGBy _

7 geht jetzt hervor, daB das Verhiltnis % unabhéngig ist von der Belastungs-
art und nur abhingt von den Abmessungen des Pfeilers 4 und des Trigers
der ersten Offnung, d. h. der Punkt J, (Fig. 78 oder 76d), welcher die
feste Strecke d! in das feste Verhéiltnis%teilt, ist ein Festpunkt

oder Fixpunkt.

Es ist jetzt noch zu beweisen, daBl der Festpunkt J, der Fig. 78 oder 76d
und der Momentennullpunkt W, der Fig. 77 zusammenfallen:

In Fig. 78 oder 76d ist das Produkt der Strecke 4, 4} mit der Polweite H — 1
gleich dem statischen Moment der Kraft F) in bezug auf 4, ebenso ist das
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Produkt der Strecke B; B; mit der Polweite H = 1 gleich dem statischen Mo-
ment der Kraft ¥, in bezug auf B. Wir kénnen daher anschreiben:

A, A=F;-d} (120)
und

B, B] = Fy-dj. (121)
Daraus folgt durch Division

4,4, F-d&

BB, Fy.dl”

Hierin kommen die den Momentenflichen A44’B’ und ABB’ der Fig. 77

1 .
entsprechenden 7—; fachen (reduzierten) Momentenflichen F; und F) vor.

(122)

Um beispielsweise F'; auszudriicken, teilen wir dhnlich wie in Fig. 80 oder
76a die Momentenfliche 4 A'B’ in senkrechte Streifen von dem Inhalt

43-AA’-zf
E-J- L
und erhalten:
Ui
, AA  As.27 A4 &
Fi= o AP LE (123)

ebenso

4 1
BB -As-7 BB 1

Fy = E.J-0 =E.ll'€7w'z'

0
Die vorstehenden Werte, sowie die Werte von &} und df aus den Gl. (99)
und (101) in die Gl. (122) eingesetzt gibt:

(124)

AL b , %‘w 2.7
E-ll.%'w.z. U T
4 CA 125
BIBII - b ’ ( )
BE & %‘w-z-z
Wz —
7 7
1 0 Zl;"wz
0
Daraus folgt :
A, A A4
BB~ BF’ (126)

d. h.in den iiberschlagenen Vierecken 4 4’ W,B’'B (Fig.77) und 4,4}J,B; B,
(Fig. 78 oder 76d) liegen die Punkte W; und J, auf derselben Senkrechten.

4. Linke Festpunkte J,, J; und J,.

Von den linken Festpunkten der 3 iibrigen Offnungen ermitteln wir noch
denjenigen der zweiten Offnung:

In Fig. 78 oder 76 schneiden die inneren Seilseiten b und e die verschriankte
Drittellinie S% in den Punkten Bj und Bj. Die Verbindungslinie von B, mit
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dem Punkt 7", in welchem sich Balkenachse und Drittellinie rechts von B
schneiden, trifft die verlingerte Seilseite ¢ in einem Punkt E, welcher die feste
Strecke ¢f_, in die zwei Strecken ¢ und e’ teilt. Aus dem

schraffierten iiberschlagenen Viereck B; By ET"'T' (Fig. 78
oder 76d) folgt:

o _ BiBy
o

e TI TII .

(127)

Die Strecken B, B;, und 7"T" bestimmen wir wie folgt:

Zunichst ist B, B, der Abschnitt der die Kraft F) ein-
schleBenden Seilseiten d und e auf der verschrinkten Drittel-
linie 8B, deshalb ist das Produkt von BjBj mit der Pol-
weite H =1 gleich dem statischen Moment der Kraft ¥, in
bezug auf die verschrinkte Drittellinie oder

By By = Fy-vi_,. (128)
Ferner ist im Dreieck B, 7' 7" (Fig. 78 oder 76¢e)
TT'=d\tgp?, (129)

worin ¢® den Drehwinkel der Balkenachse in B bedeutet. Weil ¢® sehr klein
ist, kann gesetzt werden

tg @B = @B, (130)

womit nach GI. (129)
TT'=d, ¢B. (131)
Da nun Balkenachse und Pfeilerachse denselben Drehwinkel ¢ in B beschreiben,
so denken wir uns zur Bestimmung von ¢® einen Schnitt unmittelbar unter-
halb der Balkenachse gefiihrt und den vom Balken getrennten Pfeiler am
Kopfe in einem Gelenk gelagert und mit dem wirklichen Pfeilerkopfmoment M2

belastet. Es sei 78 der Drehwinkel, welcher durch M3 = 1 am Kopfe entsteht;
dann betragt der durch MB selbst hervorgerufene Winkel

= M- 1E. (132)
Diesen Wert in Gl. (131) eingesetzt gibt:
7" =dy - ME-8. (133)

Dividieren wir jetzt Gl. (128) durch (133), so folgt:
By BY Fi-vie

= Mf-‘tég-d; . (134)
Setzen wir:
ME.]
i=ky Fy= k=5, (135)
so erhalten wir nach Gl. (127) in Verbindung mit GI. (134):
MB~l ool
€ 6 "ta Vo (136)

= k.8 2112
e 2 9. ME. 2.4

Suter, Festpunkte, 2. Aufl. I. 4
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oder
l 1
f,_:—_kg.z.iB.”ldl%, (136a)
6 2
oder allgemein:
e 1 o
"J=k'2_.§'¢—zi" (137)

Darin sind alle GroBen bis auf den Faktor k, bekannt oder nach vorher-
gehendem (z nach Kap. IT) ermittelbar. Den Faktor:
_ I
A
(nach Gl. 135) ermitteln wir dhnlich wie in der ersten Offnung an Hand des mit
beliebiger Héohe /& gezeichneten Dreiecks Bg B, C (Fig. 84) und der entsprechend
reduzierten Momentenfliche BBy J Cy zu:

4. . Hliiche By By J C,
2= “Flache B, B, C,

ky (137a)

Da insbesondere die
Drehwinkel 7 bei konstantem Trigheitsmoment und
Beriicksichtigung der starren Strecke f von Vouten-
unterkante bis Balkenachse

fiir am Fulle eingespannte und gelenkig gelagerte Pfeiler sehr haufig gebraucht
werden, so leiten wir nachstehend noch die diesbeziiglichen Werte ab.

a) Der Pfeiler ist am Fulle eingespannt (Fig. 89).
Setzen wir in der allgemeinen Gl. (43) fiir den Drehwinkel 7 an dem Stab-
ende mit dem Festpunktabstand b, welche lautet:

- l
/-\Mf Bt — . ,

- l—a
B :—T nach Gl (203):
LIA

~ l/2

b _
= E-J

und nach GI. (206):

e+ 2p
B=6mm.
r2(2V — 3 a) (138)

Tl —aE.J°
Kann die starre Strecke f vernachlissigt werden (bei Endpfeilern,
sowie bei Mittelpfeilern mit verhaltnismafig groBer Hohe), d. h. ist
f=0,

so ist in Gl (138) I’ =1 und a = ézu setzen und wir erhalten fiir diesen Fall:

T, (138a)
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b) Der Pfeiler ist am FuBle gelenkig gelagert (Fig. 89a).
In diesem Falle ist der untere Festpunktabstand
a=20
und wir erhalten dann aus Gl. (138)
U3
3R E.J°
Kann die starre Strecke f vernachliassigt werden, so ist in Gl. (139)
I" =1 zu setzen und es ist in diesem Falle:

T (139)

l il
T=3-E-J. (1393) pe t_JH
o
Aus den Gleichungen fﬁr%, k, und 728 geht hervor, daB A

das Verhiltnis ;e,— , in welches die feste Strecke of_, geteilt

wird, nur von den Abmessungen der ersten und zweiten Off-

nung und des zwischen ihnen gelegenen Pfeilers B abhingt.
Die durch Punkt E gehende Senkrechte, auf welcher sich die Fig. 89a.
Linien By T und B” T schneiden, hat daher eine feste Lage.

Nachdem wir im vorhergehenden bewiesen haben, daB die zwei Drittellinien
in der Nahe von B, die verschrinkte Drittellinie sowie die Senkrechte durch E
eine feste Lage haben, so liegen die vier Ecken des Vierecks U ByE 1" auf vier
festen Senkrechten, wihrend drei Seiten durch feste Punkte gehen, niamlich
die Seilseite b durch J,, die Seilseite ¢ durch B; und die Gerade B}E durch 7"
(Fig. 78). Aus geometrischen Griinden geht dann auch die vierte Seite, nimlich
die Seilseite e durch einen festen Punkt .J,, welcher mit den drei anderen festen
Punkten auf einer Geraden liegt. Deshalb ist J, der gesuchte linke Festpunkt
der zweiten Offnung.

Die Festpunkte J; und J, werden in genau derselben Weise bestimmt wie
der Festpunkt J,.

5. Rechte Festpunkte K,, K,, K, und K,.

Um die rechten Festpunkte K in den einzelnen Offnungen zu bestimmen,
gehen wir von der letzten Offnung rechts aus und schreiten nach links vor;
die Bestimmung der Festpunkte K erfolgt genau in derselben Weise wie die-
jenige der Festpunkte J, wenn wir den Balken um 180° aus der Zeichenebene
heraus so drehen, dall dessen rechtes Ende nach der linken Seite kommt, d. h.
wenn wir dessen Spiegelbild betrachten.

In der vierten Offnung fillt wegen des frei beweglichen Endauflagers E,
(Fig. 78) der rechte Festpunkt K, mit E, zusammen,

In der dritten Offnung schneidet die innere Seilseite 5 die Balkenachse im
gesuchten Festpunkt K;; denn wie bei der Stiitze B ergibt sich auch bei der
Stiitze D (Fig. 78) ein Viereck V"’ X D,Z, dessen vier Ecken auf vier festen
Senkrechten liegen, nimlich auf den beiden Drittellinien, der verschrinkten
Drittellinie bei D sowie auf der festen Senkrechten durch den Schnittpunkt X
der Seilseite 7+ und der Geraden V’Dj; ferner gehen drei Seiten durch feste

4%
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Punkte, nimlich die Seilseite m durch £, ! durch D, und die Gerade V'D)
durch V’. Dann geht auch die Seilseite 7 als vierte Seite aus geometrischen
Griinden durch einen festen Punkt K,, welcher mit den drei anderen festen
Punkten auf einer (eraden liegt, d. h. K; ist der gesuchte rechte Fest-
punkt der dritten Offnung.

Die Senkrechte durch den Schnittpunkt X der inneren Seilseite ¢ und
der Geraden V’Dj teilt die feste Strecke v} _, (Abstand der verschriinkten
Drittellinie bei D von der rechten Drittellinie der dritten Offnung) in die
zwei festen Teilstrecken e und e’, deren Verhdltnis sich analog wie friiher
ergibt zu:

L Vg_y

e
— . ,
27y d

el

=k, (140)
worin die Achsendrehung 7f am Kopfe der Siule D genau wie friiher 72 ermittelt
wird, und der Faktor k, shnlich wie friiher, folgenden Ausdruck hat:
__ Fliache CgWDyD,

*s = ~Flache Cy Dy D} (141)
(Fig. 85).

Man kann nun noch in analoger Weise, wie es fiir den Festpunkt J, und
den Momentennullpunkt W, geschehen ist, zeigen, dafl der Festpunkt K, und
der Momentennullpunkt W, zusammenfallen.

Die Festpunkte K, und K, werden in genau derselben Weise bestimmt
wie K.

6. Konstruktion der Festpunkte der Balkenfelder 1, 2, 3, 4.

In Fig. 79 ist die Konstruktion der Festpunkte der Balkenfelder 1, 2, 3, 4
dargestellt.

Man zeichnet zunichst in allen Feldern die Drittellinien und verschrinkten
Drittellinien und ermittelt die Drehwinkel v an den Kopfen der gegebenenfalls
vorhandenen biegungsfest mit dem Balken verbundenen Pfeiler. Wir haben
gesehen, daBl die Lage der Drittellinien und verschrinkten Drittel-
linien nur von den Balkenabmessungen abhiingig ist. Zu ihrer Bestimmung
verfahrt man deshalb in gleicherWeise sowohl am durchlaufenden
Balken auf elastisch drehbaren Pfeilern, als auch mit freier
Auflagerung. Die Drehwinkel 7 berechnen wir allgemein nach Kap. IT; fiir
konstantes Trigheitsmoment des Pfeilers sowie Beriicksichtigung der starren
Strecke f zwischen Voutenunterkante und Balkenachse sind die Werte in Ab-
schnitt 4 dieses Kapitels angegeben.

Mit der Bestimmung der

linken Festpunkte

beginnt man in der ersten Offnung links und schreitet nach rechts fort.

a) Erste Offnung (Endfeld links).
Fall 1: Ist der Balken an seinem Ende elastisch eingespannt

(Fig. 79), so teilt der Festpunkt J; den Abstand d% im Verhaltnis 3 der Gl. (116),
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wobei e den Abstand des Festpunktes J; von A bedeutet. Der in Gl. (116) vor-
kommende Faktor k ist nach GI. (118) oder (119) zu bestimmen.

Da die Pfeilerkopfe als horizontal unverschiebbar vorausgesetzt sind, kann
man zur Bestimmung der Festpunkte alle Endpfeiler in die Verlingerung der
Balkenachse hinaufklappen
und wie ein Endfeld eines ge-
wohnlichen  durchlaufenden
Balkens behandeln, wobei in 4

ein frei drehbares Auflager °
anzunehmen ist und in wel-
chem Falle dann der Ausdruck

- fiir die Offnung 1 nicht be-
stimmt zu werden braucht
(siehe Fig. 90).

Fall 2: Ist der Balken

an seinem Ende fest ein-
gespannt (Fig. 91), so ist die Drehung der Endstiitze gleich Null, d. h. in

Fig. 90.

Gl. (116) ist 724 = 0 zu setzen, wodurch e—e, unendlich wird, und damit ¢ = 0,

d. h. in diesem Falle riickt J, in den Schnittpunkt der Balkenachse mit der
linken Drittellinie (Fig. 91a).
Fall 3: Liegt der Balken an seinem Ende frei auf, so ist in Gl. (116)

74 = unendlich zu setzen; dann ist aber —:7 = 0 und daher e = 0, d. h. in diesem

Falle fillt der Festpunkt J, mit dem linken Auflager zusammen.
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b) Beliebige Mitteloftnung und letzte Offnung (Endfeld rechts).

Fall 1: Besteht die Stiitze vor der Offnung, in welcher J gesucht
wird, aus einem elastisch drehbaren Pfeiler (Fig.79), so mul zuerst
der Festpunkt .J, in der vorhergehenden Offnung I bestimmt werden.
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Dann zieht man von J; aus (vgl. Fig. 79) die beliebige Gerade J, B}, welche
die Drittellinie links von B in U’ und die verschrinkte Drittellinie SZ bei B
in B} schneidet, verbindet Bj mit dem Schnittpunkt 7" der Balkenachse und
der Drittellinie rechts von B und zieht die Gerade U’’B; welche die Drittel-
linie rechts von B in 7" schneidet; die Senkrechte, welche die Strecke #}_, im

Verhéltnis 5 der Gl. (137) teilt, trifft B; 7" in einem Punkt E, welchen man
mit 7" verbindet; die Gerade E 7'’ schneidet schlieBlich die Balkenachse in
dem gesuchten Festpunkt J,.

Von J, ausgehend (Fig.79) wiederholt man die soeben angegebene Kon-
struktion und gelangt so zum Festpunkt J, der dritten Offnung, desgleichen
erhilt man schlieflich durch Wiederholung des Verfahrens mit J, als Ausgangs-
punkt J, der vierten Offnung.

Es ist hierbei zu beachten, daff zur Bestimmung der J-Punkte in allen

Offnungen rechts der ersten das Verhiltnis ~:,~ stets nach Gl. (137) zu ermitteln
ist, in welche man jeweils die Abmessungen derjenigen Offnung einsetzt, welcher
J angehort und den Drehwinkel T des Pfeilers zwischen der Offnung mit dem
gesuchten Festpunkt J und der Offnung unmittelbar links; ferner ist der in
Gl (137) vorkommende Faktor k nach den GI. (119) oder (139) zu bestimmen,
in welche man ebenfalls die Abmessungen der Offnung mit dem gesuchten

J-Punkt einfiithrt. Von den beiden Teilstrecken ¢ und ¢’ des Verhé’mltm’sses§

geht die Strecke e immer von der in Betracht kommenden verschrinkten
Drittellinie aus.

Fall 2: Liegt der Balken auf der Stiitze vor der Offnung, in
welcherJ gesucht wird, frei auf (Fig. 92), so erfolgt sowohl die Bestimmung
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Fig. 92 u. 92a.

des Festpunktes J, in der vorhergehenden Offnung I, als auch die Konstruktion
der Drittellinien und verschrinkten Drittellinien (Fig. 92a) genau wie in Fig. 79.
Es soll nun J, bestimmt werden. Fiir den Fall der freien Auflagerung in B

(Fig. 92) ist in Gl. (137) v¥ = unendlich zu setzen; dann ist aber 5 =0 und daher
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e = 0. Lassen wir nun in der allgemeinen Fig. 79 die in der Strecke ¢}_, ent-
haltene Teilstrecke abnehmen, bis sie schliefilich gleich Null wird, so fallt in
diesem Grenzzustande Punkt E mit B zusammen und der Festpunkt J,,
welcher im allgemeinen Fall von der Geraden E 7" auf der Balkenachse aus-
geschnitten wurde, wird dann von der Geraden B;7T" ausgeschnitten. Der
Festpunkt J, wird daher folgendermafien ermittelt:

Von dem bekannten Festpunkt J, aus zieht man (Fig. 92) die beliebige
Gerade J, B}, welche die Drittellinie links von B in U” und die verschriankte
Drittellinie S® bei B in Bj schneidet und zieht die Gerade U” B,, welche man
bis zu ihrem Schnittpunkt 7" mit der Drittellinie rechts von B verlangert. Die
Verbindungslinie B,7"" schneidet dann auf der Balkenachse den gesuchten
Festpunkt J, aus.

Von J, aus wird jetzt J; und J, auf dieselbe Weise ermittelt wie in dem
vorhergehenden Fall 1 (Fig. 79).

Mit der Bestimmung der

rechten Festpunkte K

beginnt man in der letzten Offnung rechts und schreitet nach links fort. Das
hierbei einzuschlagende Verfahren (Fig. 79, 91a und 92a) ist analog demjenigen,
welches auf den vorhergehenden Seiten zur Bestimmung der linken Festpunkte J
erldutert wurde. Man kann auch so vorgehen, dal man den Balken aus der Zeichen-
ebene heraus um 180° so dreht, dal dessen rechtes Ende nach der linken Seite
kommt; die Festpunkte K werden dann genau wie die Festpunkte J bestimmt.

In den Fig. 79, 91a und 92a wurde die Gerade V''Z" bei D, welche schon
bei der Bestimmung der Festpunkte J gezogen wurde, der Einfachheit halber
wieder beniitzt. Dasselbe gilt von der analogen Geraden an den iibrigen Stiitzen.

Sonderfall: Liegt der Balken an allen Stiitzen frei auf, so erhalten wir den
gewohnlichen

durchlaufenden Balken mit verinderlichem Trigheitsmoment (Fig. 93).
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Die in Fig. 93a dargestellte Bestimmung der Festpunkte ist nach dem Vor-
hergehenden ohne weiteres verstéindlich; das Verhiltnis ei; fallt weg, und die

Linie BjJ, verlauft geradlinig.
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Die graphische Bestimmung der Festpunkte kommt hauptsichlich fiir die
Konstruktionstypen (durchlaufender Balken), insbesondere wegen der Kon-
struktion der EinfluBlinien — Ordinaten —, sowie zur Kontrolle der rechnerisch
ermittelten Festpunkte in Betracht.

7. Festpunkte 7 und K an den Pfeilern.

Da die Pfeiler nichts anderes sind wie die Balkenfelder, namlich Stibe des
durchlaufenden Balkentragwerks der Fig. 76, so werden die beiden Festpunkte
an jedem Pfeiler in der nimlichen Weise wie diejenigen einer Balkensffnung
bestimmt. Da ferner jeder der in Fig. 76 vorhandenen Pfeiler nur aus einer
Offnung besteht, so werden die Festpunkte derselben wie an einem Balken-
endfeld ermittelt.

Am Pfeiler §

fallt der untere Festpunkt J; mit dem FuBgelenk zusammen (vgl. 6, a, Fall 3).
Der obere Festpunkt K wird wie der Festpunkt J, bestimmt, da er an dem
fiir seine Bestimmung mafigebenden Ende A4 elastisch eingespannt ist, namlich
er steht dort in biegungsfester Verbindung mit dem Balkenfeld 1. Daher ist
zundchst die obere Drittellinie, d. h. der Abstand df nach Gl. (101), worin wir I,
durch I; ersetzen, oder graphisch nach Fig. 83, wenn wir uns dieselbe senkrecht
mit Bg oben, anstatt waagrecht gezeichnet denken, zu bestimmen und diese
Strecke dann nach Gl. (116) im
Verhaltnis

e Iy
PR 2. rf
zu teilen. In Gl. (142) bedeutet 74
der Drehwinkel in 4 infolge M4{ =1
(Fig. 94), wenn der Balken dort
durchgeschnitten und frei aufge-
lagert wird; der Ausdruck dafiir
Fig. 94. ist in Kap. II zu finden. Den in
Gl. (142) vorkommenden Verhilt-
niswert kg bestimmen wir nach Gl. (119), worin wir [, sinngemi 3 durch /; ersetzen.
Wie bereits unter 6, a), Fall 1 gesagt, ist es zweckmiBiger, den Endpfeiler §
in die Verlingerung der Balkenachse hinaufzuklappen, und als erste Offnung
links zu betrachten. Dann ist die Balkenéffnung 7 als Mitteloffnung zu be-
handeln.

(142)

An den Pfeilern 6, 7 und §

fallt der untere Festpunkt J in den Schnittpunkt der unteren Drittellinie mit
der Balkenachse [vgl. 6, a), Fall 2], da diese Pfeiler an ihrem FuBle fest einge-
spannt angenommen sind.

Am Pfeiler 7 z. B. ist der Abstand d}, der unteren Drittellinie vom Pfeilerful
entweder analytisch nach Gl. (99), worin wir /; durch [, ersetzen oder graphisch
nach Fig. 80 zu bestimmen, wenn wir uns letztere senkrecht, mit B, oben,
gezeichnet denken. Wegen der starren Strecke f, (J = o©) wird die reduzierte
Momentenfliche auf die Lange f, gleich Null.



Festpunkte J und K an den Pfeilern. 57

Um den oberen Festpunkt K, zu erhalten, bestimmen wir zunichst die
obere Drittellinie, d. h. den Abstand d, derselben vom Pfeilerkopf, und zwar
entweder analytisch nach Gl. (101) oder graphisch nach Fig. 83, wenn wir uns
letztere senkrecht, mit B, oben, gezeichnet denken und beim Bilden der redu-
zierten Momentenfliche das unendlich grofie Trigheitsmoment der starren

Strecke f, berticksichtigen. Der Abstand d7 ist nun wieder im Verhaltnis 5 zu

teilen.
e

QD 5 A

WM}-
i I
II® © |
{ 2 2
8

G

Fig. 95.

Da der Pfeiler 7 oben nicht nur mit einem, sondern mit zwei Stiben (den

Balkenfeldern 2 und 3) biegungsfest verbunden ist, so ist in Gl. (116) fir ei,; der

gemeinsame Drehwinkel 7, 5 der beiden biegungsfest miteinander verbundenen
Stabe 2 und 3 einzusetzen, welcher entsteht, wenn der Pfeiler an seinem Kopfe
vom Balken getrennt, der Balken in C frei aufgelagert und letzterer in diesem
Punkte mit dem Moment M¢ = 1 belastet wird (Fig. 95). Es ist demnach in
diesem Falle

e l

-7 =k 220, (143)
Der hierin vorkommende gemeinsame Drehwinkel 7§_; hat nach Gl. (36) in
Kapitel IT den Wert

o _ T3 144

To—3 = Tg +Tg, ( )
worin 7 und 7§ die Drehwinkel an dem in C' durchgeschnittenen und an den
beiden Schnittflichen gelenkartig gestiitzten Balken infolge M§ =1 bzw.
M$ =1 (Fig. 96 und 97) bedeuten, deren Werte aus Kap. IT hervorgehen. Der
Verhaltniswert k, wird nach Gl (119) berechnet, worin I, durch I, ersetzt wird.

Den oberen Festpunkt K, des Pfeilers 7 kénnen wir auch auf folgende Weise
bestimmen, wobei wir den gemeinsamen Drehwinkel 7,_; nicht zu ermitteln
brauchen:
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Nachdem wir die Festpunkte J und K in allen Balkentffnungen bestimmt
haben, drehen wir, wie aus Fig. 98 ersichtlich, den rechts von C liegenden Teil

des Tragwerks um diesen Punkt um 90° nach oben, wonach
wir den Punkt C frei drehbar stiitzen miissen; die Stibe 2,
3 und 7 sind nach der Drehung wieder biegungsfest mit-
einander verbunden wie vorher, und der Pfeiler 7 ist nun
zu einer Mitteloffnung geworden.

Die rechte Drittellinie der Offnung 2 wurde zur Be-
stimmung des Festpunktes K, benotigt und ist daher schon
ermittelt. Wir bestimmen nun die linke Drittellinie der Off-
nung 7 (Pfeiler), die zugehérige verschrinkte Drittellinie in
der Nihe von C und darauf das Verhiltnis:

(145)

worin 7§ nach Fig. 99 den

Drehwinkel bedeutet, wel- 2 @ %

4

|y~ »<—51—>-——az_,1

cher am frei drehbar ge-

u—-&z—r ':f7

o8 " L
stiitzten Ende der Off- ¢ 2

nung 3 infolge MY =1 in
diesem Punkt entsteht. -8
Der Verhiltniswert #, s
wird nach Gl. (119) be- T

3

rechnet, worin I, durchl,
ersetzt wird. — Dieses
Umklappen des Pfeilers
ist notig, damit wir das
Verteilungsmall 4 aus
der Zeichnung abgreifen

konnen.
Wollen wir die Ab-
stinde der beiden Fest-

| H-=beliehlg

punkte an einem Pfeiler [ N
rechnerisch kontrollieren, L,, Z .
50 benutzen wir  ese. s ‘f}_:
~7
bei konstantem Trigheitsmoment 5
und Beriicksichtigung der starren fiazf £ % e /ﬁa,»"d
Strecke f von Voutenunterkante bis ¥ N
Balkenachse E:L‘fﬁ*i §
RS R
folgende Ausdriicke. ; &S §
Fig. 98—98¢

a) Der Pfeiler ist am Fulle eingespannt (Fig. 89).

Setzen wir in die allgemeine Gl (7) fiir den

Festpunktsabstand a,

98,
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welche lautet

__L#
&= @ e
nach Gl. (206)
g — (14 2f)
T 6REJ
und nach Gl. (202)
RAET))
T 21.EJ
sowie in unserem Fall
e =0,
so ist
® NS
U 142
a_§-7+2f. (146) of
Kann die starre Strecke f vernachlassigt werden (bei
Endpfeilern sowie bei Mittelpfeilern mit verhéltnisméaBig groSer M
Hohe), d. h. ist ME-1
f = 0’ Fig. 99.
80 ist in Gl. (146) I’ = [ zu setzen, und wir erhalten fiir diesen Fall
l
&= 5. (1464)
Setzen wir ferner in die allgemeine Gl. (8) fiir den
Festpunktsabstand b,
welche lautet
s
BCETE
nach Gl. (206)
_ P +2f)
T BPEJ
und nach Gl (203)
re
b
* T 2B’
so ist
—_ rra+2y)
b= 3124 6.1.EJ- b’ (147)

z. B. fiir Pfeiler 7 ist &b =t§_5 (Gl. 144).

Kann die starre Strecke f vernachlassigt werden, so ist in Gl (147)
I' = lund f = 0 zu setzen und es ist in diesem Falle:
12

b=grremie

(147a)

b) Der Pfeiler ist am Fulle gelenkig gelagert (Fig. 90).

Dann ist
a=0,

und fir den Festpunktsabstand b gelten die Gl. (147) und (147a), worin jedoch
fiir £ ein anderer Drehwinkel einzusetzen ist.
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8. VerteilungsmaBle am durchlaufenden Balkentragwerk
der Fig. 76.

Wie in Kap. Il auseinandergesetzt, bendtigen wir zur Weiterleitung der
Momente iiber Knotenpunkte mit mehr als einem ,,anstoBenden‘ Stab die
Verteilungsmalle .

Bei Belastung einer Balkenoffnung (Fig. 77) benotigen wir das Verteilungs-
maB fir den Ubergang von einem Balkenfeld zum anderen, wihrend wir bei
Belastung eines Pfeilers (Fig. 88) das VerteilungsmaB fiir den Ubergang von
einem Pfeiler zu einer Balkenoffnung gebrauchen.

a) Ubergang von Balkenoffnung zu Balkenoffnung.

In Fig. 77 spaltet sich das durch die Belastung der Balkensffnung 2 her-
vorgerufene Stiitzenmoment M2 beim Uberschreiten des Pfeilers nach links
in das Balkenmoment M? und das Pfeilerkopfmoment MEZ. Aus dem Gleich-
gewicht der Schnittmomente am herausgetrennten Knotenpunkt B (Fig. 77a)
ergibt sich:

ME—-ME—ME=0 (148)
oder
ME=M2Z - ME. (148a)

Bezeichnen wir mit x4 ; (gelesen y in B von 2 nach 1) das VerteilungsmaB,
mit welchem das Moment M2 beim Uberschreiten der Stiitze B nach links multi-
pliziert werden muf, um daraus M7 zu erhalten, so ergibt sich nach Gl. (148a)

MP=BB =p3,-M}=pu, BB’ (149)

und nach GIl. (148)
M= —pd,) M3 (149a)

Aus Gl. (149) ergibt sich
BB .
ps—y = ggv (Fig. 7). (150)

Um das Verhaltnis der vorlaufig noch unbekannten GréBen BB’ und BB"

durch dasjenige von bereits bekannten Konstruktionslinien-Abschnitten all-

gemein auszudriicken, beachten wir, daf3

: l 8 ! im elastischen Tangenteneck (Fig. 78

’ ol ,,_9{&, oder 99a) das Produkt von B, B; mit der

IS Polweite H = 1 gleich dem statischen

§ Moment der Kraft F5, und daB das Pro-

dukt von B,Bj] mit der Polweite H =1

gleich dem statischen Moment der Kraft

(F5 + F}) in bezug auf die verschrinkte
Drittellinie bei B ist, d. h.

S Orittellimie
N
N
\
>x

&
Ny

Sy
HH ByB; = Fy- v, (151)
S und
Fig. 99a. ByBy = (Fy + Fy)-v_,.  (152)
Aus den Gl (151) und (152) folgt durch Division:
BBy T (154)

B, B Fy+ F;
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Die in Gl. (1564) vorkommenden reduzierten Momentenflichen F; und
(Fy + Fy) der Fig. 77 konnen wir an Hand der reduzierten Momentenfliche
der Fig. 84 ermitteln, wenn wir in der letzteren % durch die der Fig.77 ent-
nommenen Momentenordinaten BB’ bzw. BB’ ersetzen. Dann erhalten wir:

As-2 . BB BB =

' _ LS
Fy = 2 E- T, =T OZ’w 2 (155)
und -
le
, ,_ \14s-Z-BB” _BB" L
F3—|—F4-%lfm.l2 =55 2w (156)
Setzen wir die Werte dieser beiden Gleichungen in Gl. (154) ein, so folgt:
BB = ,
ByBy, b ng _ BB _ & 157)
BB, BB & BB M1 (
w2z
ly 0
Wir erhalten also
B, B,
Pi =g - (158)

Da nun die Konstruktionslinien der Fig. 79 oder 99b, welche zu den Fest-
punkten fiihren, in demselben Verhéltnis zueinander stehen wie die entsprechen-
den Seiten des elastischen Tangentenecks der Fig. 79 oder 99a, so ist auch:

B,B, BB,

B,BC — BBy (159)
und der Wert u2_; ergibt sich schlieBlich zu:
BB
o=z 160
(] B4 BZ ’ ( )

d. h. man erhilt graphisch uf ; aus den 4

Konstruktionslinien der Festpunkte (Fig. 79 1i
oder 99b) durch Abmessen der Strecken § ﬂ
B,B; und B,B; auf der verschrinkten £l §,§ .
Drittellinie und Einsetzen dieser Strecken QI S I

in Gl. (160). Dabei ist zu bemerken, daB Fig. 99b.
das VerteilungsmaB u2_; beim Uberschrei-

ten der Stiitze B nach links aus dem Viereck U” B,ET” hervorgeht,
welches zur Konstruktion des Festpunktes J, rechts von B fiihrt.

Analog erhilt man das VerteilungsmaB uf_, beim Uberschreiten der Stiitze B
nach rechts aus dem Viereck 7" By’ E' U"” (Fig.79), welches zur Konstruktion
des Festpunktes K, links von B fiihrt, und zwar ist:

B, By’

My = BB (161)

Aus den iibrigen elastisch drehbaren Mittelpfeilern C und D ergeben sich die
VerteilungsmaBe beim Uberschreiten derselben nach links und rechts in der genau
gleichen einfachen Weise aus Fig. 79, in welcher alle nétigen Konstruktionslinien
ersichtlich sind.
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Liegt der Balken an einer (Fig. 92) Mittelstiitze frei auf, beispiels-
weise in B, so fallt der Punkt E (Fig. 78) mit By, und damit Bj ebenfalls mit
B, zusammen; dann erhalten wir fiir diesen Grenzfall:

B, B,
ma=FE =L (162)
d. h. die Balkenmomente unmittelbar links und rechts der Auflagersenkrechten
durch B sind einander gleich.

Da die zwei Strecken, als deren Verhaltnis die VerteilungsmaBie 4 ausgedriickt
sind, sich aus den Konstruktionslinien zur Bestimmung der Festpunkte ergeben,
so gilt die vorstehend erlauterte graphische Ermittiung dieser Verteilungsmalle
fiir den durchlaufenden Balken auf elastisch drehbaren Stiitzen mit beliebig
verdnderlichem, sprungweise verinderlichem und konstantem Trég-
heitsmoment.

Die Multiplikation des iiber einen Pfeiler hinweg fortzupflanzenden
Stiitzenmoments mit dem entsprechenden Verteilungsmafl y kann man entweder
rechnerisch vornehmen oder auch graphisch wie folgt ausfithren:

o) Wurde u graphisch als Ver-
héltnls von zwei Strecken aus den
Konstruktionslinien zur graphischen
Bestimmung der Festpunkte er-
mittelt, so erhalten wir beispiels-
weise in Fig. 77 oder 99¢ das Pro-
dukt uf_,-BB" = BB’ beim Uber-
leiten des Stiitzenmomentes BB’
iiber den Pfeiler B in die linke
Nachbarsffnung, indem wir (siehe
Fig. 77 oder 99¢) auf der Senk-
rechten durch B die der Fig. 79 oder
99b entnommene Strecke B,B; von B aus auftragen, aus dem Endpunkt
der letzteren als Mittelpunkt mit einem Radius der aus Fig. 79 oder 99b ent-
nommenen Strecke B, B einen Kreisbogen schlagen und an letzteren von B aus
eine Tangente ziehen. Tragen wir jetzt auf der Senkrechten durch B (Fig. 77 oder
99¢) von B aus die Momentenordinate BB auf, so ist das Lot, welches wir
vom Endpunkt dieser Strecke auf die vorgenannte Tangente fillen, gleich dem
Produkt u% ,-BB".

B) Wurde das VerteilungsmaB uZ_; im vorgenannten Falle des Uberschreitens
des Pfeilers B durch das Stiitzenmoment BB’’ rechnerisch als Zahl ermittelt,
so trigt man zur Bestimmung des vorbeschriebenen Verwandlungswinkels
(Fig. 77 oder 99¢) auf der Senkrechten durch B (siehe Fig. 99d) in beliebigem
MaBstabe die Zahl Eins auf, schlagt aus dem Endpunkt dieser Strecke mit der
in demselben Mafistab abgegriffenen Zahl uf_, als Radius einen Kreisbogen
und zieht an letzteren von B aus eine Tangente; die graphische Multiplikation
erfolgt dann wie vorhin unter .

Fig. 99c. Tig. 99d.

b) Ubergang vom Pfeiler zum Balken.

In Fig. 88 spaltet sich das durch die Belastung des Pfeilers 7 hervorgerufene
Pfleierkopfmoment M¢ beim Weiterleiten in den Balken in das Moment M9
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links von € und M¢ rechts von C. Aus dem Gleichgewicht der Schnittmomente

am herausgetrennten Knotenpunkt C (Fig. 88a) ergibt sich:

MS— MS — MJ=0 163) SR
oder ' : ’ ( <§‘*{: _____
M¢ = M¢ — MS. (164
Bezeichnen wir mit u¢_, das VerteilungsmaB, mit
welchem das Moment MS beim Weiterleiten in die ® 3
Balkenoffnung 2 multipliziert werden muB, um
daraus das Moment M§ zu erhalten, so ist nach +
Gl (164): S ~ +§
MS = pg_,- M (165) l S
und +
M= (1 — uf_y)- M. e

Hat man den oberen Festpunkt K, des Pfeilers 7
graphisch nach Fig. 98 bestimmt, so hat man die
verschrankte Drittellinie (Abstand »,_,), auf welcher
die Abschnitte B,B; und B, B] abgegriffen werden
konnen. Es ist dann laut Gl. (160)

_ BB
BBy’
Wurde der obere Festpunkt K, des Pfeilers 7

mit Hilfe des gemeinsamen Drehwinkels 7§_; (nach

Gl 143) als Festpunkt eines Endfeldes ermittelt,

so berechnet man u¢_, nach Gl. (35) in Kap. II;

es ist

c
Hr—2

(167)

c
¢ _ a3
Ui = 'Tg

(168)

H

worin 75 den Winkel aus Fig. 96 bedeutet.
Die Verteilungsmafle 4 an den Knotenpunkten
B und D ermitteln wir in analoger Weise.

Sonderfall: Konsole.

Der durchlaufende Balken besitzt
aneinem Ende eine belastete Konsole,
d.h. es wird an einem Ende ein Mo-
ment in die Konstruktion eingeleitet.

Der in Fig. 100 dargestellte durchlaufende
Trager 4 BCDE auf den elastisch drehbaren
Pfeilern 5, 6, 7 und 8 und der frei dreh-
baren Stiitze €, an welcher der Balken
festgehalten ist, besitzt an seinem linken

Fig. 100.

Ende eine Konsole, an deren Ende die Einzellast P angreift. Dadurch ent-

steht langs der Konsole bis zur Stiitze A das gewohnliche statisch

Konsolmoment, das im Querschnitt unmittelbar links von A4:M4 —

bestimmte
P-1 be-

tragt. Dieses Moment pflanzt sich nun nach rechts iiber den Balken und die
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Pfeiler fort und ruft dabei die in Fig. 100 gezeichnete Momentenfliche hervor.
Beim Uberschreiten des Pfeilers 4 nach rechts spaltet sich M4 in das Stiitzen-
moment unmittelbar rechts von 4:

Mi = pfions. -1+ M4
und in das Pfeilerkopfmoment
Mé =(1- ;u%orns.—l) - M4,
In diesem Falle ist es nun nicht moglich, den Wert fir ug,,, _; graphisch zu be-

stimmen, sondern man ist gezwungen, u4_, nach Gl. (37) (Kap. II) zu berechnen;

es ist
A
Ty

At (169)

4
M1 =

Wirde der Balken in 4 frei aufliegen, so wiren die beiden Stiitzenmomente
unmittelbar links und rechts von A4 einander gleich.

9. Festpunkte und Verteilungsmafle an allgemeinen
Tragwerken.
a) Offenes Tragwerk.

An dem in Fig. 101 dargestellten allgemeinen Tragwerk mit beliebig ver-
anderlichem Tragheitsmoment seiner Stibe (Triger) miissen wir, um die Fest-
punkte J und K und die Verteilungsmafle 4 graphisch bestimmen zu konnen,

Fig. 101.

zunichst die unregelmiBig aneinandergereihten Stdbe in zweckmiflig recht-
winklig zueinander stehende Gerade ausstrecken bzw. umklappen, wie dies in
Fig. 101 geschehen ist. Nach diesem Vorgang stehen alle Stibe wieder in
biegungsfester Verbindung miteinander wie vorher. In den Punkten D und C
ist der Balken frei drehbar zu stiitzen.

Zur. Bestimmung der Festpunkte und VerteilungsmaBe

am Balken EDABCH

ermitteln wir zunichst die Drittellinien und verschrinkten Drittellinien nach
Abschnitt 1 und 2, sowie die Drehwinkel an den vorhandenen, biegungsfest mit
dem Balken verbundenen Pfeiler. Da sich in Knotenpunkten A4 nicht nur ein,
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sondern zwei Stdbe, namlich die Pfeiler 2 und 4 anschlieBen, so ist der gemein-
same Drehwinkel 74_, infolge M = 1 in 4 (Fig. 102) zu ermitteln, welcher nach
Gl. (36) den Wert hat:

74 .44

Die Bedeutung der Winkel 7§ und 7{ geht aus
Fig. 102a hervor, die Werte derselben werden nach
Kap. IT berechnet.

Dasselbe gilt fiir Knotenpunkt B, wo die beiden
Pfeiler § und 7 angeschlossen sind und deren gemein-
samer Drehwinkel 72_, infolge M = 1 in B (Fig. 103)
den Wert hat:

153 . 'r? . .
15_7 — (171) Fig. 102. Fig. 102a.

~— _B B
T5 + T

Die Bedeutung der Winkel 72 und 72 geht aus Fig. 103a hervor.
Zur Bestimmung der linken Festpunkte J am ganzen Balken benétigen wir

noch die Werte der Verhél’onisse—:;— zum Teilen der Abstinde »” in den Balken-
6ffnungen I und 6. Es ist nach GI. (137):

r
£ h %
J

¢ =k1‘ 2.1124—‘4 "gz— (172)
und
l r
Ry (173)

‘o B gl
2.7, dg

worin die Verhiltniswerte &, und %; einen der
Gl. (139) analogen Wert haben. Darauf kénnen
wir die Festpunkte J am ganzen Balken kon- g, 145, Flg. 103a.
struieren, was in Fig. 104 dargestellt ist.

Zur Bestimmung der rechten Festpunkte K am ganzen Balken benétigen

wir noch die Werte der Verhiltnisse —:7 zum Teilen der Abstinde »*in den Balken-
offnungen 1 und 3; e- ist nach Gl. (140):

e L v

R (174)
l A

Sy B (175)

: A : r
275, df

worin die Verhiltniswerte k; und k; einen der Gl. (141) analogen Wert haben.
Darauf kénnen wir die Festpunkte K am ganzen Balken wie aus Fig. 104 er-
sichtlich, konstruieren.

Die bei einer

Belastung des Balkens 6 (Fig. 60)
Suter, Festpunkte, 2. Aufl. I. 5
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bendtigten VerteilungsmaBe uq_; und w,_; erhalten wir nach Gl. (160) aus

Fig. 104 zu:
B, B;

He—1 = E‘I—B—i’, (176)
4, 4,
s =7 G- 177)

Multiplizieren wir das Moment Mg (Fig. 60) mit wu4_;, so erhalten wir das
Moment M$ und der Rest (1 — ug_q)- ME ist gleich dem auf Pfeiler 5§ und 7
zusammen entfallenden Moment M2 . welches wir noch im Verhaltnis der

24
Fig. 104.

Fig. 104a—104Db.

Elastizitétsmaﬁe;l? und % (vgl. Kap. II, 5) auf die beiden Pfeiler § und 7

verteilen miissen. Es ist nach Gl. (35):

B T B
MP = <3 - MB, (178)
und
B _ Tomr MB
.M7 = j' B—7" (179)

7
Dasselbe gilt fiir das Moment M4 (Fig. 60), welches mit u;_, multipliziert das
Moment Mj liefert, wihrend der Rest (I — u;_5) - M4 das Gesamtmoment M4 _,
darstellt, welches noch analog MZ_, auf die Stibe 2 und 4 zu verteilen ist.
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Ist auch noch das Balkenfeld 9 oder 3 belastet, so miissen wir noch die Ver-
teilungsmafle g3 ; und u; 4 ermitteln, welche nach Gl. (161) den Wert haben:

A, 47

lu3—1 = AIAY” (180)
und
B Bn/
Mg = BiB;ﬁ}' (181)

Zur Bestimmung der Festpunkte und VerteilungsmafSe
am Stabzug LAF (Pfeiler)

ermitteln wir zunichst wieder die Drittellinien und verschrinkten Drittellinien
nach Abschnitt 1 und 2 sowie den gemeinsamen Drehwinkel 74 ; (Fig. 105)
infolge M =1 in A4, welcher nach GI. (36)
den Wert hat:

A

4
71

N
Tis = rynprt
Die Bedeutung der Winkel 74 und 74 geht
aus Fig. 105a hervor.

Zur Bestimmung des unteren Festpunktes
K, am Pfeiler 4 berechnen wir noch zum
Teilen des Abstandes ¢}_, das Verhiltnis

(nach Gl. 137): 105a. pfaq

(182)

T
¢ — bk Iy Yoy
;o Rt A * 1
€ 2.1 3 4

(183)

Fig. 105 u. 105a.
worin k, einen der GI. (138) analogen Wert hat.

Darauf kénnen wir, von J, (fallt wegen des FuBigelenkes mit L zusammen)
ausgehend, den Festpunkt K, konstruieren (Fig. 104a).

Zur Bestimmung des oberen Festpunktes K, am Pfeiler 2 benétigen wir
noch zum Teilen der Strecke #,_, das Verhiltnis [nach Gl. (140)]:

e Ly vy
el - k2' 2. 1114—.3 ° d% ) (184)

worin k, einen der Gl. (141) analogen Wert hat.

Darauf kénnen wir, von J, (fillt wegen des freien Auflagers in F mit F zu-
sammen, ausgehend, den Festpunkt K, konstruieren (Fig. 104a).

Das bei einer

Belastung des Pfeilers 2 (Fig. 106)
benotigte Verteilungsmal u, , erhalten wir nach Gl (161) aus Fig. 104a zu:

A ANI
Hoy = Z:—A':'—" (185)

Multiplizieren wir das Moment M4 (Fig. 106) mit u, ,, so erhalten wir das
Moment M4, und der Rest (1 — u,_,)- M% ist gleich dem auf Balkenéffnung 1
und 3 zusammen entfallenden Moment M4 ,, welches wir noch im Verhiltnis

5*
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der ElastizititsmaBe rlA und rlA (vgl. Kap. II, 5) auf die beiden Balkenéffnungen
1 8

1 und 3 verteilen miissen; es ist nach Gl. (35):

4 = =8 g 186
1 = Ti4 cily-3 ( )
und
=Ty (187)
- TA' 1—3-

Fig. 106.

Fiir den Stabzug M BG werden Festpunkte und VerteilungsmaBe in analoger
Weise ermittelt.

b) Geschlossenes Tragwerk.

Beim einseitig und ganz geschlossenen Tragwerk (Fig.70 und 71) gehen
wir genau so vor wie unter a), nur miissen wir, wie in Kap. II, 8, 9 und 10 aus-
gefiihrt, diejenigen Festpunkte schitzen, die wir wegen der Ge-
schlossenheit des Tragwerkes nicht direkt berechnen kénnen und
die Berechnung dann wiederholt durchfiihren, um den Fehler
der Schitzung auszuschalten.

Sonderfall: Dereinfachegeschlossene Rahmen (Fig. 107).

Fig. 107.

Fiir diesen Fall ist die graphische Festpunkthestimmung sehr
zweckmiBig. Man wickelt den Rahmen ab und trigt ihn mehrmals (es geniigt
zweimal) hintercinander auf (siehe Fig. 107a). '

Um die Festpunktabstinde @ zu erhalten, bestimmt man zunichst die
Drittellinien und verschrénkten Drittellinien in allen Offnungen. Darauf schatzt
man den ersten Festpunktabstand e, und setzt die Festpunktkonstruktion iiber
alle Offnungen fort (iiber zwei- bis dreimal soviel Offnungen, als der geschlossene
Rahmen Stibe hat). In der dritten Stabreihe wiirde sich dann zeigen, daB die
Festpunktabstdnde von den entsprechenden der zweiten Stabreihe nicht mehr
abweichen, so daf dort die genauen Festpunktabstinde a zu finden sind.

Um die Festpunktabstinde b zu erhalten, fangen wir am anderen Ende an,
schitzen den ersten Festpunktabstand b, und fithren die Festpunktkonstruktion
iiber die zwei Stabreihen durch. Dann besitzen wir in der ersten Stabreihe die
genauen Festpunktabstinde b an allen Stiben.
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Wir ersehen aus den Ausfithrungen dieses Abschnittes, da die graphische
Bestimmung der Festpunkte an allgemeinen Konstruktionen nicht so vorteilhaft
ist wie am durchlaufenden Balken, auBerdem muf3 man sobald R. II in Betracht

2 Srbreite

S

Fig. 107 a.

kommt, d. h. wenn die Saulenképfe Verschiebungen erleiden konnen, die Dreh-
winkel I der Balkenstiicke doch ermitteln, so daB man auch in diesem Falle
das analytische dem graphischen Verfahren vorziehen wird.

10. Sonderfille.

Als Sonderfalle des vorhergehend behandelten durchlaufenden Balkens
mit beliebig verdnderlichem Trigheitsmoment auf elastisch drehbaren Pfeilern
betrachten wir den durchlaufenden Balken mit konstantem, jedoch von Offnung
zu Offnung sprungweise verinderlichem Tragheitsmoment und den durch-
laufenden Balken mit iiber seiner ganzen Linge konstantem Trigheitsmoment
auf elastisch drehbaren Stiitzen.

Das einzuschlagende Verfahren zur Bestimmung der Festpunkte ist in dem
eingangs erwihnten Werke von Wilhelm Ritter behandelt, geht aber auch
ohne weiteres aus den vorgehend erliuterten allgemeinen Beziehungen hervor.

a) Der Balken hat konstantes, jedoch von Offnung zu Offnung
sprungweise verinderliches Trigheitsmoment (Fig 108).

Fig. 108.
A @ ;i 8 @ 5 4 @ 0 @ S i.
== — = =
Z, L, Z5 2
O]
3] @
F( .
3 LY )
A ~* ~
, s iR
| " AR A }
| ) SOpeN<es] |
e e e’ > 1 i
’ I
. | A\ p
4, gy : L\ 2 : be,
2 ' ;':e'r Izb 2 g, ! r_ Ly
(—d7:jl~>i : dj=3¢—;‘<d,,:jt>< ||<zia=

Fig. 108a.

Wir bezeichnen mit J; das konstante Trigheitsmoment der Offnung 1,,
mit .J, dasjenige der Offnung I,, usw.
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Drittellinie und verschrinkte Drittellinien.

Wir beginnen wie immer mit der Ermittlung der Drittellinien, verschrankten
Drittellinien und der Drehwinkel 7 an den gegebenenfalls vorhandenen, mit
dem Balken biegungsfest verbundenen Pfeilern.

In diesem Falle sind die reduzierten Teilmomentenflichen Dreiecke mit
Spitze in den Auflagersenkrechten, so daB die Drittellinien in die Drittels-
punkte der Offnungen fallen; die verschrinkte Drittellinie, z. B. 8% in der
Nahe der Stiitze B (Fig. 108a) teilt. den Abstand der beiden benachbarten
Drittellinien im Verhaltnis l,-J,:1;-J,, was man sofort einsieht, wenn man
die entsprechenden Werte fiir ¥, F5, dj und d) in die Gl. (102) und (103)
einsetzt und Gl. (102) durch Gl. (103) dividiert. Es ist dann

L +1
I Tl
Vg = a1 A J2> ) (188)
(1425
L. L (189)

und

=2t (190)

d. h. die verschrinkte Drittellinie riickt gegen die Offnung mit dem kleineren
Tragheitsmoment hin, weil das reduzierte Momentendreieck bei kleinerem
Tragheitsmoment groBer wird. Die Teilung des Abstandes der beiden benach-
barten Drittellinien in dem durch GI. (190) angegebenen Verhaltnis nehmen
wir am einfachsten so vor, daB wir auf derjenigen Drittellinie, an welche die
Strecke v} _, anst6Bt, das MaB J,-l, und auf der Richtung der Drittellinie, an
welche v]_, anstéBt, J,-l, in gleichem MaBstab auftragen und die Endpunkte
der beiden Strecken kreuzweise verbinden (vgl. Fig. 108a); die gesuchte ver-
schrinkte Drittellinie 82 geht dann durch den Schnittpunkt dieser beiden sich
kreuzenden Linien.

Man verfihrt zur Ermittlung der Drittellinien und verschrankten Drittel-
linien in gleicher Weise sowohl am frei aufliegenden durchlaufenden Balken
als auch am durchlaufenden Balken auf elastisch drehbaren Pfeilern.

Linke Festpunkte .J.
Erste Offnung links.
Fall 1: Ist der Balken an seinem linken Ende elastisch ein-
gespannt (Endpfeiler), so teilt der Festpunkt J, den Abstand d} =l3—1 nach
Gl. (116) im Verhiltnis:

¢ b (191)

¢ 2E-J,-Td’
da
1
E-Jy

k1=
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Fall 2: Ist der Balken an seinem linken Ende fest eingespannt,
so ist

d.h. der Festpunkt J, fallt in den ersten Drittelspunkt der Offnung.

Beliebige Mittel6ffnung und letzte Offnung rechts.

Fall 1: Besteht die Stiitze vor der Offnung, in welcher J gesucht
wird, aus einem elastisch drehbaren Pfeiler, so muB zuerst der Fest-
punkt J in der vorhergehenden Offnung bestimmt werden. Es ist

1

L
— 1 b
Ic2—E.J2 und d 5

Diese Werte in Gl. (137) eingesetzt gibt:

e 3-v,
e 2E-Jy-tE

(192)

Fall 2: Liegt der Balken auf der Stiitze vor der Offnung, in
welcher J gesucht wird, frei auf, so ist

e=0.

Rechte Festpunkte K.

Dreht man den Balken aus der Zeichenebene heraus um 1800 so, daB dessen
rechtes Ende nach der linken Seite kommt, so werden die rechten Festpunkte K
genau wie die linken Festpunkte J bestimmt.

Wie beim allgemeinen Fall erwidhnt, ist die Lage der Drittellinien und ver-
schrinkten Drittellinien dieselbe sowohl am kontinuierlichen Balken auf ela-
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Fig. 108b.

stisch drehbaren als auch am kontinuierlichen Balken auf frei drehbaren
Stiitzen. Eine Einspannung an den Stiitzen wird im Verhaltnis e_e, beriicksichtigt,

welches an der Stiitze wegfillt, wo der Balken frei aufliegt (siehe Fig. 108b).



72 Graphische Bestimmung der Festpunkte und der VerteilungsmaBe.

b) Der Balken hat konstantes Trigheitsmoment auf seine ganze Liinge
(Fig. 109).
Drittellinien und verschriinkte Drittellinien.
Die reduzierten Teilmomentenflichen sind wieder Dreiecke, so daB die
Drittellinien auch hier in die Drittelspunkte der Offnungen fallen. Die ver-
@ 8 @ c 6] Vi ® £

—

Ly 2 § 3

] ]
! |
(—e—>r<e${ 1
1 t
| h
4 I
Af—— . £,
|
l i
I Sy
<at-§> e

Fig. 109a.

schrinkten Drittellinien erhélt man durch Vertauschen der Spannweitendrittel
(Fig. 109a); es ist:

o, = ;_2 (193)

und
Vg =2 (194)
Will man den Festpunkt J, durch Aufklappen der Endsiule in die Balken-
achse (siehe Fig. 90) ermitteln, so ist zu beachten, daB die Trigheitsmomente
von Endsiule und Balken I verschieden sind (sprungweise verinderlich), was
bei der Konstruktion der verschrinkten Drittellinie in der Nihe von A4 nach
dem vorhergehenden Absatz (Fig. 108a) zu beriicksichtigen ist.

Linke Festpunkte .J.
Das Verhiltnis e—e, betridgt bei einem an seinem linken Ende elastisch ein-
gespannten Balken (Endpfeiler): fiir den linken Festpunkt J; nach GI. (116):

da '
1
TEJ
und bei Vorbandensein eines elastisch drehbaren Pfeilers zwischen Offnung 1
und 2 fir den linken Festpunkt J, nach Gl (137):
e l

PR 2 et (196)

k
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wobei hervorzuheben ist, dafl sich im Zahler des Verhiltnisses —:7 fiur J, die

Spannweite I, vorfindet, da in Gl. (137) ¢|_, = % einzusetzen war.

Beziiglich der

rechten Festpunkte K
gilt das unter a) Gesagte.

Wie beim allgemeinen Fall erwihnt, ist die Lage der Drittellinien und ver-
schrankten Drittellinien dieselbe sowohl am kontinuierlichen Balken auf elastisch
drehbaren als auch am kontinuierlichen Balken auf frei drehbaren Stiitzen.

Eine Einspannung an den Stiitzen wird im Verhiltnis e—e, beriicksichtigt, welches

an der Stiitze wegfillt, wo der Balken frei aufliegt (sieche Fig. 109b). Die Konsole
hat keinen Einflul auf die Bestimmung der Festpunkte, sie dient nur zur Ein-
leitung des Konsolmomentes in den Stab 1.

A @ J V3 @/ I @/ J (CPA £
4 ¥ 4 . K4 A
% - = % *
o . — A ; Z ) fy b0
[/ 4
R e S o e
i ! ' ! I
NUAES M ’ J
Al AN} L\ DR HiE,
i ! ! ! T ‘
[ ¢ L i [ I i
a"=?- | L a7 | L
| 164:‘%” 4 i ’;f 2 }e{éf_dd lij):

Fig. 109b.

IV. Bestimmung von Drehwinkeln und Verschiebungen.

Drehwinkel und Verschiebungen bzw. Durchbiegungen am einfachen Balken
auf 2 Stitzen sowie am fest eingespannten Kragarm werden, besonders weil
wir Stibe mit beliebig verdnderlichem Trigheitsmoment betrachten, am ein-
fachsten mit Hilfe des Mohrschen Satzes ermittelt. Verlauft das Trigheits-
moment des Stabes nach einer gesetzmiBigen, leicht integrierbaren Kurve, so
braucht man die Momentenfliche, welche man bilden mu8, nicht in Streifen
zu zerlegen und die Summen zu bilden, sondern man kann in diesem Falle die
Arbeitsgleichung anwenden und iiber den Stab integrieren. Dieser Fall liegt
jedoch selten vor; bei einfachen Belastungsfillen und konstantem Trigheits-
moment 148t man die ganze reduzierte Momentenfliche in ihrem Schwerpunkt
wirken. Da die Ermittlung der benotigten Festpunkte im Verhiltnis zu der
ganzen Berechnung eines Tragwerkes wenig Zeit erfordert, sich aber die ganze
Berechnung auf die Festpunkte stiitzt, so ist es richtiger, wenn man die Fest.
punkte nicht nur iiberschligig oder nach komplizierten Formeln, sondern nach
dem genauen Verfahren ermittelt, da man sonst auf unsicherer Grundlage
weiterbaut.

Im folgenden wird zunichst der

allgemeine Mohrsche Satz
und die daraus hervorgehenden besonderen Sitze
fiir den einfachen Balken und den Kragarm der Vollstindigkeit halber abgeleitet.
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Es sei As die Lange eines Balkenelementes (Fig. 109¢), auf welches das ge-
gebene Biegungsmoment M wirke.
Dann ist die Spannung in der untersten Faser dieses Balken-

" elementes

M
g = 7 . e’
Fig. 109¢ wenn J das Trégheitsmoment des Balkenquerschnittes bedeutet.

Unter dem EinfluB von ¢ verldngert sich die unterste Faser um die Strecke
g
—E‘ - As N

wenn E den Elastizititsmodul des Baumaterials bezeichnet.
Ist 48 der Winkel, um den sich der eine Querschnitt in bezug auf den an-
deren dreht, so ist die Verlangerung der untersten Faser auch gleich

e-Ad
(da der Winkel A sehr klein), daher
e- A6 =12 As, (197)
woraus
g-A4s
A 6 = *e.—E .

Durch Einsetzen des Wertes fiir ¢ in dieser Gleichung erhalten wir den all-
d) 45 gemeinen Ausdruck fir den Forméande-
I = ) rungswinkel.
AL +B M:As
| ¢ ! Ad="57-
| . .
e . ! } Es sei 4 B ein belasteter einfacher Bal-
| 445 {[Fr—"so | ken (Fig. 109d), As die Linge eines in C
);l I befindlichen Balkenelementes und M das
£ II } Biegungsmoment fiir den Schnitt C. Trigt
A
ZT\CT::IZ@’TBZ man nun (Fig. 109e) die GréBe —E——# senk-
Fig. 109d—f. recht (in einem beliebigen KriftemaBstab)
auf, und zieht aus ihren Endpunkten Linien
nach einem im Abstande 1 (im KriftemaBstab abzutragen) gelegenen Punkte O,
so schlieBen diese Linien den Winkel A9 ein. Zieht man ferner (Fig. 109f) zwei
Linien 4,C; und C, B,, die zu den Linien aus O parallel laufen und sich senk-
recht unter C schneiden, so stellt 4,0, B, die Form dar, in welche die Balken-
achse iibergeht, wenn nur das Element bei C elastisch gedacht wird.

Denkt man sich nun den ganzen Balken in Elemente zerlegt und jedes von
ihnen elastisch, so wird die Balkenachse ebenso viele Knickungen erleiden, und
die Wirkungen dieser Knickungen werden sich alle summieren. Die Form,
welehe die Balkenachse hierbei annimmt, wird daher gefunden, wenn man fir
jedes Balkenelement As die GrtiBen berechnet wie Krifte senkrecht

E J
auftrigt, mit dem Punkt O als Pol ein Krafteck und mit dem letzteren das

Vieleck A" B” als zugehoriges Seileck zeichnet, dessen Ecken senkrecht unter
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den entsprechenden Elementen liegen. Auf diese Weise gelangen wir zu dem all-
gemeinen Mohrschen Satze:

Um die elastische Linie eines Balkens zu erhalten, betrachte man seine Mo-
mentenfliche als Belastungsfliche und zeichne zu dieser ein Seileck.

Wir leiten nun noch die fiir Durchbiegung und Achsendrehung des einfachen
Balkens und des Kragarmes geltenden besonderen Sitze ab:
Zu der in Fig. 110 gegebenen beliebigen duBeren Belastung des

einfachen Balkens 4 B

denken wir uns die zugehdrige reduzierte Momentenfliache (Fig. 110a) gebildet,
teilen dieselbe in Streifen von der Breite As und zeichnen zu den im Schwer-
punkt dieser Streifen wir-
kenden Kréften

U-As

E.J

mit der Polweite H = 1 das
Krafteck der Fig.110c¢ und
das Seileck der Fig.110b.
Dann ist die Verschiebung
{Durchbiegung) in einem
beliebigen Balkenpunkt C
gleich der Ordinate y, zwi-
schen dem Seileck und der
SchluBlinie 4’ B’’; anderer-
seits ist aber auch

H-yo=1-yo=yc

gleich dem Balkenmoment M. As
in C infolge der Belastung mit den Kriften AF = —— . Daraus folgt:

Satz I: Die Verschiebung (Durchbiegung) in einem Punkte C eines Balkens
auf zwes Stiitzen ist gleich dem Balkenmoment in diesem Punkte des mit seiner

AF =

110b.

Fig. 110—110c.

E}-j fachen (reduzierten) Momentenfliche belasteten Balkens.

Ferner ist in Fig. 110b der Winkel «;, den die Seite b des Seilecks mit
der SchluBlinie einschlieBt, gleich dem Winkel, welchen die Tangente an die
elastische Linie in C' mit der urspriinglichen Balkenachse bildet; im Krafteck
(Fig. 110c) schlieBen die entsprechenden Polstrahlen ebenfalls den Winkel «,
ein und es folgt:

Qo= H-tgac.
Durch Einsetzen von H =1 und tga, = o (da o, sehr klein ist) in diesen

Ausdruck folgt:
QC = (ZC ) d. h-

Satz II: Der Drehwinkel (Achsendrehung) in einem Punkte C eines Balkens
auf zwet Stiitzen ist gleich der Balkenquerkraft in diesem Punkt des mit seiner

17717 fachen (reduzierten) Momentenfliche belasteten Balkens; insbesondere ist
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111a,
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also der Drehwinkel am Auflager gleich dem Auflagerdruck des mit seiner redu-
zierten Momentenfliche belasteten Balkens.
Zu der in Fig. 111 gegebenen beliebigen dufieren Belastung des

Kragarmes 4B

denken wir uns die zugehérige reduzierte Momentenfliche (Fig. 111a) gebildet,

teilen dieselbe in Streifen von der Breite 4s und zeichnen zu den im Schwer-

y punkt dieser Streifen wirkenden
Kriften

4 #? .
I ] AF=M As
i
!
|
|
!

2| E-J

mit der Polweite H = 1 das Krafteck
der Fig.1llc und das Seileck der
Fig. 111b. Richten wir es dabei so
ein, daf} die erste Seileckseite a waag-
recht verliuft und daher die Ordi-
naten der elastischen Linie von dieser
Waagrechten aus gemessen werden,
s0 ist y, gleich der Verschiebung des
Punktes C senkrecht Balkenachse; an-
dererseits ist y, gleich dem statischen
Moment M der zwischen der Einspan-
nungsstelle und dem Punkte C gelege-
Abb. 111—11le. nen Krifte AF,, AF,, AF, in bezug
auf die Verschiebungsrichtung, denn

M=H-yy=1-yo=y9,  dh.

Satz III: Die Verschiebung in einem Punkt C eines an einem Ende fest
eingespannten Kragarmes ist gleich dem statischen Moment der zwischen der Ein-

M

2\

spannungsstelle und dem Punkte C gelegenen E!TI fachen (reduzierten) Momenten-

fléche in bezug auf den Punkt C.

Ferner ist in Fig. 111b der Winkel y, der Tangente d an die elastische Linie
in C gleich dem Winkel zwischen den Polstrahlen @ und d der Fig. 111c; aus
dieser Figur folgt:

Strecke (AF, 4 AF,+ AF;) = H-tgye = 1-tgy¢,
und da y, sebr klein, so kann gesetzt werden
tgve = o,
(AF,+ AF,+ AF,) = vg,

worin AF,, AF, und AF, die Inhalte der Streifen bedeuten, in welche die re-
duzierte Momentenfliche zerlegt wurde. Daraus folgt:

eingesetzt gibt

Satz IV: Der Drehwinkel (Achsendrehung) in einem Punkie C eines an
einem Ende fest eingespannten Kragarmes ist gleich dem Inhalt der zwischen

der Einspannungsstelle und dem Punkte C gelegenen ]7%!—] facken (reduzierten)
Momentenfliche.



Drehwinkel o® und o?. i

Mit Hilfe dieser Sédtze ermitteln wir nun die zur Bestimmung der Fest-
punkte und Verteilungsmasse (Kap. II und III) benétigten Grundwinkel, nim-
lich die Drehwinkel «%, «? und # und zeigen noch die Anwendung dieser Sitze
zur Bestimmung von Verschiebungen an statisch unbestimmten Tragwerken.

1. Drehwinkel «* und «®.
a) Beliebig verinderliches Trigheitsmoment (Fig. 112).

Zur Bestimmung der Drebwinkel «® und o? teilen wir die reduzierte Momen-
tenfliche des an beiden Enden gleichzeitig mit M = 1 belasteten einfachen
Balkens (Fig. 112a) mit beliebig verdnder-

lichem Tragheitsmoment in senkrechte /—Jﬁ%
Streifen von der Breite As; der Inhalt AF R L

einer solchen Streifenfliche ist M7 R—a—— b—fn’” =7
A A a) TN
T EJ /
=45

Ce—gz = Z e

Setzen wir fir AF, falls E konstant, ver-

\
einfacht b) s : \ \
W = f}s (elastisches Gewicht), (198) M: 713413 i CRLA L “"5?}‘\7737
7 i UFs4saplls
so ist nach Satz I E-«% gleich dem Auflager- EaN A ' R i o
druck ¥, und B-a® gleich dem Auflagerdruck T T
V, des mit den Kraften A F belasteten Bal- tﬁg \}\C P
kens mit der Stiitzweite ! (Fig. 112b), und ni_j 'd) L
wir erhalten g Fig. 112—112d.
Analytisch
1
E-a“=%%’w-z’ (199)
und
1 !
E-ab=7%’w-z, (200)

worin z und und 2’ die Abstinde der Schwerpunkte der Streifen AF, fiir welche
bei schmalen Streifen die Mitten angenommen werden kénnen. Ist der Balken
symmetrisch in bezug auf seine Mitte, so ist

ot =ab=a, (201)

Graphisch

ermitteln wir die Drehwinkel o® und «? nicht durch Zusammensetzung der
aus Fig. 112b hervorgehenden elastischen Gewichte, sondern wir entnehmen
sie aus den im Falle von beliebig verdnderlichem Trigheitsmoment ohnehin
zur Bestimmung der Drittellinien benétigten Seilkurven; aus diesen geht auch
der Winkel g hervor.

Diese Seilkurven, wie z. B. in Fig. 80 und 83 gezeichnet, sind nichts anderes
als die Hi-Efachen Biegelinien <% fach, weil die Biegelinien mit beliebiger Pol-

weite I gezeichnet sind und Kfach, weil im Ausdruck fiir die elastischen Ge-
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wichte der Wert E fehlt) fir die Belastung des einfachen Balkens mit M =1

am linken (Fig. 80) bzw. rechten (Fig. 83) Ende, und es sind daher in den Fig. 80
und 83 die Winkel «¢, «® und f zu finden. Die Werte fiir diese Winkel ergeben
sich auch aus den Kraftecken der Fig. 80a und 83a als Auflagerdriicke, und
zwar nach Ziehen der Parallelen zur SchluBlinie 4, B, bzw. 44 By als entsprechen-
den Abschnitt auf dem Kriftezug.

Fir den im Hochbau am héufigsten vorkommenden

Balken mit geraden und parabolischen Vouten

sind im Anhang-Tabellen iiber die Drehwinkel «® und «® unter Annahme ver-
schiedener Voutenldnge, und auch nur einseitiger Anordnung, enthalten.

b) Konstantes Trigheitsmoment, jedoch mit starrer Strecke f
an einem Ende (Fig. 113).

Dieser Fall tritt bei Mittelpfeilern eines durchlaufenden Balkens auf elastisch
drehbaren Pfeilern ein, wo das Stiick von Unterkante Voute bis Balkenachse
als starr zu betrachten ist; diese starre Strecke f kann nur bei Endpfeilern sowie
dann bei Mittelpfeilern gleich Null gesetzt werden, wenn diese Pfeiler eine ver-
hiltnismaBig groBe Hohe I’ oder im Verhédltnis zum Balken ein groBes Trigheits-
moment haben. Ein Versuch wird iiber-
zeugen, daB die starre Strecke f auf den

1 M=1,

Drehwinkelt am Pfeilerkopf einen ziem-
lich groBen EinfluB hat.

In diesem Falle ist das Trigheits-

. moment auf der Strecke f unendlich gro8

(Fig. 113a) und deshalb ist die redu-

; zierte Momentenfliche auf dieser Strecke

i Pyuct gleich Null (Fig. 113b). Der Inhalt der

Fig. 118. Fig. 113a. Fig. 113b.  reduzierten Momentenfliche auf der

Strecke 1’ ist F = El—_J, der Schwer-

punktsabstand der Kraft F vom oberen Auflager ' — 5 + / und vom unteren

’

Auflager r = % .

Nach Satz II ist dann «® gleich dem Auflagerdruck V, und «® gleich dem
Auflagerdruck V, des mit der Kraft F belasteten Stabes mit der Stiitzweite [.
Es ist daher:

o8 = "—— und ol =

F.r F.r
1 1

Die Werte fiir F', ' und r eingesetzt gibt:

I. 1
B = LD (202)
und
r2
R L (203)
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¢) Konstantes Triagheitsmoment auf die ganze Balkenlinge (Fig. 114).

In diesem Falle ist die reduzierte Balkerihihe ‘ 114.
Momentenflache (Fig. 114b) ein Rechteck z
mit dem Inhalt M"(é_g, z,_zDM,, 114a.
4
—_ L

und daher ist nach Satz II: . .
l M- ////////////////////// -7 114b.

E-0*=E-a®’=E.q=-—.

2J°
Fig. 114——114b VZ

2. Drehwinkel 8.

a) Beliebig verinderliches Trigheitsmoment (Fig. 115).

Zur Bestimmung des Drehwinkels 8 teilen wir die reduzierte Momenten-
fliche des an einem Ende, beispielsweise am linken, mit M = 1 belasteten
einfachen Balkens (Fig. 115a) mit beliebig verinderlichem Trigheitsmoment in
senkrechte Streifen von der Breite As; der

Inhalt AF einer solchen Streifenfliche ist /J% 115.
4 .

AF = ., M=1 Z
E J { -
£ 115
Setzen wir wieder &
As
w = 7,

so ist E-f nach Satz II gleich dem Auflager-
druck V des mit den Kriften AF belasteten
Balkens mit der Stiitzweite ! (Fig. 115b), und
wir erhalten

Analytisch

i
O

Fig. 115—1154d.

worin z und 2’ die Abstdnde der Schwerpunkte
der Streifen AF, fir welche bei schmalen Streifen die Mitten aufgenommen
werden kénnen.

Graphisch

ergibt sich der Winkel 8, wie bereits unter 1, a) gesagt, aus der fir die linke
oder rechte Drittellinie einer Offnung (z. B. Fig. 80 und 83) gezeichneten Seil-
kurve oder aus dem zugehérigen Krafteck (z. B. Fig. 80a und 83a).

Fiir den im Hochbau am hiufigsten vorkommenden

Balken mit geraden und parabolischen Vouten

sind im Anhang Tabellen iiber den Drehwinkel 8 unter Annahme verschiedener
Voutenlinge und auch nur einseitiger Anordnung enthalten.
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b) Konstantes Trigheitsmoment, jedoch mit starrer Strecke f
an einem Ende (Fig. 116).

In diesem Falle ist das Trigheitsmoment auf der Strecke f unendlich grof3
(Fig. 116a), und deshalb ist die reduzierte Momentenfliche auf dieser Strecke
. gleich Null (Fig. 116b). Der In-
halt der reduzierten Momentenfliche
auf der Strecke [ ist
r@+p
F=5rm;
und dem Schwerpunktsabstand r der
Kraft # vom unteren Auflager:
Vo142
ERRES A
Nach Satz II ist dann § gleich dem
Auflagerdruck V des mit der Kraft F'
Tig. 116. Fig. 116a. Flg, 116D, belasteten Stabes mit der Stiitz-
weite . Es ist daher:

Tr =

Die Werte fiir F und r eingesetzt geben:
2A+275)
B.g==—rT0, (206)
¢) Konstantes Trigheitsmoment auf die ganze Balkenlinge (Fig. 117).

In diesem Falle ist die reduzierte Momentenfliche (Fig. 117b) ein Dreieck
mit dem Inhalt

{ 1 Batkenhite 117. I

n F=_——
Mg 287

| 8 und daher ist nach Satz II:

!

|

| ’ 7. Ef=r-, (207)
_—

Al d.h. bei konstantem Trigheit :
L, | | LR bei konstanten Tragheitsmomen

g /— v - eines Balkens ist
Fig. 117—117b. a*=a’=a=33. (207a)

3. Bestimmung von Verschiebungen an statisch unbestimmten
Tragwerken.

Auch an statisch unbestimmten Tragwerken muf zunichst die Momenten-
flache infolge der gegebenen duBeren Belastung an allen Stiben ermittelt wer-
den, bevor der Drehwinkel oder die Verschiebung in irgendeinem Punkte be-
stimmt werden kann. Sind aber die Momente am ganzen Tragwerk bekannt,
so kénnen wir jeden Stab des ganzen Tragwerks fiir sich betrachten und von den
Punkten aus, welche in Ruhe geblieben sind oder in welchen wir die Verschie-
bung bzw. den Drehwinkel von vornherein kennen, mit dem Zeichnen der
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Biegelinie als Seilkurve zu der reduzierten Momentenfliche als Belastung
beginnen oder die entsprechende rechnerische Ermittlung nach den Mohrschen
Sitzen vornehmen; wir haben es dann immer nur mit einfachen Balken oder
Kragarmen zu tun.

Im folgenden erldutern wir die Bestimmung von Verschiebungen und
Drehwinkeln an einigen héufig vorkommenden statisch unbestimmten Trag-
werken, da die Verschiebungen und Drehwinkel derselben eine
Kontrolle fir die Richtigkeit der ermittelten Momentenfliche
bilden (vgl. Beisp. 11, Bd. II).

a2) Durchlanfender Balken auf elastisch drehbaren Pfeilern.
Als Kontrolle fiir die Richtigkeit der Momentenfliche der Fig. 87 mufl z. B.
in B sein:
& =8 =0" (Fig.118). (208)

Die Drehwinkel ¢, ¢, 6"
ermitteln wir nach Satz II,
indem wir sowohl die einfachen
Balken 4 B und BC als auch
B@ mit der zugehorigen reduzierten Momentenfliche aus Fig. 87 belasten und
den davon herrithrenden Auflagerdruck in B berechnen.

Um z. B. den Drehwinkel 6% (Fig. 118) zu erhalten, belasten wir den ein-
fachen Balken DE mit der aus Fig. 87 hervorgehenden reduzierten Momenten-
fliche und berechnen nach Satz II den davon herriihrenden Auflagerdruck in E.

Fig. 118.

b) Durchlaufender Balken auf elastisch drehbaren Pfeilern mit Kragarm.

Die Verschiebung § am Ende des Kragarmes (Fig. 119), wo die Last P an-
greift, setzt sich aus 2 Teilen, ¢’ und 6", zusammen, und zwar rithrt ' von der
Durchbiegung des Balkens 4B und §” von der Durchbiegung des Kragarms

¥~

her. Es ist
& =1, -tg o4, P z,*g//—(\éﬂ\g
und da $4 ein sehr kleiner Winkel, ist J Bi‘j—‘/ | d
§ =164, (209) |
Den Drehwinkel ¢4 erhalten wir durch W/g
Belasten des einfachen Balkens A4 B mit der _
aus Fig. 100 entnommenen reduzierten Mo- % - Fig. 119 u. 119a.

mentenflache, deren Auflagerdruck in 4 nach
Satz II gleich 64 ist.

Die Teilverschiebung 4" erhalten wir nach Satz III, indem wir das statische
Moment der den Kragarm belasteten reduzierten Momentenfliche aus Fig. 100
in bezug auf die Verschiebungsrichtung bilden; es ist (Fig. 119a)

I3
¥ = 34T, (210)

Suter, Festpunkte, 2. Aufl. I. 6
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¢) Durchlanfender Balken auf elastisch drehbaren Pfeilern, von denen
sich einer gesenkt hat.
Die Verschiebung § des Pfeilerkopfes B (Fig. 120) ist von vornherein be-
kannt; darnach wurde die Momentenfliche am ganzen Tragwerk ermittelt.

A B._ . 0
l\ﬂ

o b »
N7 i
120. Serkurg des Furdarmentes
Ceeepd’ p
e
120 a. &

Fig. 120—120D.

Als Kontrolle fir die Richtigkeit dieser Momentenfliche muB sich sowohl
am Ende des Kragarmes BC in Fig. 120a als auch am Ende des Kragarmes 4 B
der Fig. 120b als Verschiebung des Punktes B der gleiche Wert § ergeben. An
beiden Kragarmen wird § analog wie unter b) ermittelt.

d) Stockwerkrahmen.

Sowohl bei einer unsymmetrischen senkrechten als bei einer waagrechten
Belastung der Sdulen des Stockwerkrahmens der Fig. 121 verschiebt sich der

55, untere und obere Riegel.
.EL 7 Als Kontrolle fiir die Rich-
tigkeit der endgiiltigen Mo-
& mentenfliche muf sich ergeben,
: daB die drei Knotenpunkte am
27, unteren oder am oberen Riegel
19 die gleiche Verschiebung aus-

fithren.
Wenn wir die Biegelinien

ST

der drei Sédulen zeichnen wollten,

so wiirden wir am Fuf} derselben

beginnen, da derselbe in Ruhe

5 bleibt. Da wir die waagrechte

4 7 Verschiebung der Sdulen be-
Fig. 121. Fig. 121a.

stimmen wollen, so sind die-
selben als Kragarme zu be-
trachten, welche jedoch an ihren Fiien nicht fest, sondern nachgiebig ein-
gespannt sind, was jedoch auf die Berechnung der Verschiebungen keinen
EinfluB hat, da dies ja durch die Momentenflichen, die wir nach deren Reduk-
tion als Belastung auffassen, schon beriicksichtigt ist; wiren die Siaulen am FuBe
fest eingespannt, so erhielten wir eine andere Momentenfliche.
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Daher ist z. B. an der Saule ADG (Fig.121a) die Verschiebung 62 des
Punktes D gleich dem statischen Moment der reduziertcn Momentenfliche
am Stabe 4D in bezug auf den Punkt D; und die Verschiebung §¢ des Punktes @
ist gleich dem statischen Moment der reduzierten Momentenfliche an den Stiben
AD und DG in bezug auf den Punkt @& oder gleich der Verschiebung 4” plus
dem statischen Moment der reduzierten Momentenfliche an dem Stab D@ in
bezug auf den Punkt ¢/. In analoger Weise ermitteln wir die waagrechten Ver-
schiebungen der Knotenpunkte £ und H sowie F und L; es kommt nur die Mo-
mentenfliche an den Séulen in Betracht. Falls man hieriiber einen Zweifel hat,
so stelle man sich nur vor, in welcher Weise die Biegelinie gezeichnet werden
miiBte, und dann hat man sofort Klarheit.

Es miissen auch an jedem Knotenpunkt die Drehwinkel der dort ange-
schlossenen Stibe einander gleich sein, also z. B. in Punkt D

6/ — 6// — 6’// .
Diese Winkel ermitteln wir wie unter a) (Fig. 118).

4. Annahme der Trigheitsmomente.

Zur Berechnung der Forminderungen von Eisenbetonbauten verwendet
man das Trigheitsmoment des vollen Betonquerschnittes (ohne Eiseneinlagen),
da man, wie die Versuche gezeigt haben, auf dieser Grundlage der Wirklichkeit
am nichsten kommt (siche Mérsch, Der Eisenbetonbau); ferner wird fiir den
Elastizitdtsmodul

E = 2100000 t/qm
eingefiihrt.

Die Tragheitsmomente selbst werden auf die Schwerachse des betreffenden
Betonquerschnittes bezogen, da man die neutrale Achse noch nicht kennt. Dies
hat geringe Bedeutung, da es bei solchen statischen Berechnungen hauptsich-
lich auf das gegenseitige Verhiltnis der Triagheitsmomente des ganzen Trag-
werkes ankommt. Als Systemachse wihlt man jedoch die Trigermitte.

V. Bestimmung der Momente infolge beliebiger
Belastung des Tragwerks.

Wir nehmen an, die Festpunkte und Verteilungsmafle am ganzen Trag-
werk seien nach den vorgehenden Kapiteln ermittelt; es ist dann, wie wir in
Kapitel I gesehen haben, leicht, die gesamte Momentenfliche zu bestimmen,
sobald in der belasteten Offnung die beiden Stiitzenmomente ermittelt sind,
da ja in den unbelasteten Offnungen die Momentennullpunkte mit den Fest-
punkten zusammenfallen, und man deshalb die Momentenflichen in allen unbe-
lasteten Offnungen durch Ziehen ihrer SchluBlinien durch die Festpunkte ohne
weiteres erhélt.

Wir setzen die beiden Stiitzenmomente in der belasteten Offnung der
Fig. 122 oder 77 vorliufig als bekannt voraus, ziehen die SchluBlinie B''C",
bestimmen deren Schnittpunkte J' und K’ mit den Senkrechten zur Balken-
achse durch die Festpunkte J und K, ziehen die zwei sich kreuzenden und
daher Kreuzlinien genannten Geraden BJ’' und CK’' und ermitteln die

6*
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Strecken k% = BB" und k* = CC"”, welche die Kreuzlinien auf den Auflager-
senkrechten (zur Balkenachse) durch B und C' abschneiden, und welche daher
»Kreuzlinienabschnitte’ genannt werden. Gehen wir jetzt den um-
gekehrten Weg und tragen (Fig. 122 oder 77) die noch zu bestimmenden Kreuz-
linienabschnitte k® = BB’ und k® = CC""’ auf den Auflagersenkrechten (zur
Balkenachse) durch B und C ab, zichen die Kreuzlinien BC'"' und ¢ B"” und
bestimmen die Schnittpunkte J’' und K’ derselben mit den Senkrechten (zur
Balkenachse) durch J und K, so schneidet die Verbindungslinie J’ K’ die Stiitzen-
momente BB’ und CC” auf den Senkrechten (zur Balkenachse) durch B
und C ab.

Es ist zur Bestimmung der Kreuzlinienabschnitte ganz gleichgiiltig, ob
der belastete Stab waagrecht, schief oder senkrecht steht, d. h. die Kreuzlinien-
abschnitte gelten sowohl am belasteten Balken als auch am belasteten Pfeiler,
da ja Pfeiler und Balken nichts anderes sind als Stibe des Tragwerks.

1. Entwicklung des allgemeinen Ausdruckes fiir die
Kreuzlinienabschnitte.

Wir leiten nun zunichst den allgemeinen Ausdruck fiir die Kreuzlinien-
abschnitte bei beliebiger Belastung und beliebig verinderlichem Tragheits-
moment des belasteten Stabes her, und zwar analytisch und graphisch, und
bestimmen nachher die Werte der Kreuzlinienabschnitte fiir verschiedene
Belastungsfille.

a) Analytisch.

Der analytischen Ableitung legen wir das allgemeine Tragwerk der Fig. 122 zu-
grunde, an welchem Stab 6, wie in der fritheren Fig. 48, mit den Kriften P, und P,
cr

belastet sei. Da die Kraft P, schief zur Stabachse wirkt, so wird sie zunichst in
eine Komponente P in Richtung des belasteten Stabes und in eine Kompo-
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nente P; rechtwinklig dazu zerlegt; fiir letztere wird die Momentenfliche be-
stimmt.

Wir trennen in Fig. 122 den Stab 6 in den Querschnitten B4 und Cg von
seinen beiden Widerlagern B und ¢ — sein Widerlager in B wird gebildet durch
die drei Stibe I, 5 und 7, dasjenige in C durch den Stab § — und lagern ihn
daselbst frei auf (Fig. 122a). Unter
Einwirkung der &uleren Lasten ent-
stehen an den Querschnitten By
und Cgdiein Fig. 122a eingetragenen
Drehwinkel «% und o. Um die
beiden Schnittflichen B, von Wider-
lager und Stab in B wieder zu ver-
einigen, miissen wir am Stab ein
linksdrehendes Moment M® und am
Widerlager das gleich groBe, aber
rechtsdrehende Moment M%® an-
bringen (Fig. 122a). Wenn beide
Querschnittsflichen wieder zur
Deckung gekommen sind, haben sie
hinsichtlich der geraden Balken- Fig. 122 3.
achse denselben Drehwinkel be-
schrieben; dies gibt den Ansatz zu einer Gleichung. Um ferner die beiden
Schnittflichen C¢ von Widerlager und Stab in C' wieder zu vereinigen, miissen
wir am Stab ein rechtsdrehendes und am Widerlager ein gleich groBes, aber
linksdrehendes Moment M° anbringen. Wenn die beiden Querschnittsflichen
wieder zur Deckung gekommen sind, haben sie denselben Drehwinkel be-
schrieben, und wir erhalten hieraus den Ansatz zu einer zweiten Gleichung.
Die beschriebenen Drehwinkel betragen unter Beriicksichtigung der in Kapitel IT
eingefithrten Bezeichnungen:

1. In Bq:

a) am Stab: durch P; und Pj: o,
durch M5 (Fig. 122b): ME . «,
durch M (Fig. 122¢): M- 8;

b) am Widerlager: durch M5: ME. &,

2. In C;:

a) am Stab: durch P; und Pj: b,
durch MC (Fig. 122¢): MC.y,
durch M8 (Fig. 122b): MB.8;

b) am Widerlager: durch MC: MO g.

Nach obigem kénnen wir folgende Gleichungen anschreiben:
a% — MB.q — MC-B= ME. ¢, (211)
abo — MC.yp — MB.p = MC.gb. (212)
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Setzen wir in diesen Gleichungen M2 und M° mit ihren Vorzeichen ein, so
erhalten wir die Elastizitdtsbedingungen des elastisch eingespannten Stabes
a4+ MB.g + MC.8 4 MB.s2 =0, (213)
ab 4+ MB.B 4 MC.y 4 MC.c® =0, (214)
worin M® und M¢ die Unbekannten sind. Diese Gleichungen besagen, daff die
beiden Momente M® und M so groB sein und solchen Drehsinn haben miissen,
daB die Summe der von ihnen am Stabende B, und Widerlager B bzw. am Stab-
ende C, und Widerlager ' hervorgerufenen Drehwinkel je gleich Null wird. Aus
diesen beiden Gleichungen konnten wir die beiden Stiitzenmomente M® und M¢
rechnerisch ermitteln, da uns ja die Winkelwerte «, 8, y, &% und & aus den
fritheren Kapiteln bekannt sind; wir erhalten aus den Gl. (213) und (214):

o —ate(yt &) ak-f
M= e+ —F (2132)
und
MC_ —abo(a"l'eu)'{'aa“'ﬁ (214&)

(et ey te) - B
Wir wollen aber die Momente in der belasteten Offnung nicht nach den

Gl (213a) und (214a) ermitteln, da dies zu umstdndlich wire, sondern wir
schreiben die Gleichungen (213) und (214) in der Form:

ME(x+ &%) + MC-8 = —am, (215)
MC(y+ &)+ MB-B= —ab, (216)
dividieren diese Gleichungen durch g und erhalten:
MB.f‘iﬂsi_f_MC: _%"", (217)
MO EEE L ym— — 2 218)
Nun ist aber nach GI. (4):
pte e (219)
und analog mul} sein
pte L0 (220)

Setzen wir die Werte der Gl. (219) und (220) in die Gl. (217) und (218) ein, so
ergibt sich:

l—a ot%o

MB. ~ + MC = __F (221)
und
I—b ocbo
MC'T+MB= — 5 (222)

In Fig. 122 ergibt sich aus dem iiberschlagenen Viereck BJ'C"'C"" B’ :
MB . l_—_a' — C" CHI
a
und aus dem iiberschlagenen Viereck C K’ B’ B” ("
-MC.Z_;_b — B’IB”/’
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ferner ist

MC=CC" und ME® = BB",
und deshalb sind die linken Seiten der Gl. (222) und (221) gleich den gesuchten
Kreuzlinienabschnitten k* und k?, d. h.

obo

ko= -2, (223)
Kb = — %’1‘3. (224)

Der Kreuzlinienabschnitt k® bzw. k® ist an demjenigen Stabende aufzu-
tragen, an welchem sich der Festpunktabstand a bzw.b befindet. Erhalten
wir fir die auf Grund der Hauptformeln (223) und (224) berechneten Kreuz-
linienabschnitte negative Werte, so besagt dies, daf8 die damit konstruierte
SchluBlinie mit der Stabachse und den beiden Auflagersenkrechten ein negatives
Momententrapez (BB C"”C in Fig. 122) begrenzt; ergeben sich aber fiir die
Kreuzlinienabschnitte positive Werte, so wird das genannte Momententrapez
positiv, was bei Konsolbelastung einer Saule (vgl. Abschnitt 2, d und 3, d dieses
Kapitels) der Fall ist.

Aus Fig. 122 ersehen wir, daBl wir auch an Stelle der Kreuzlinienabschnitte
die Strecken JJ' = 8¢ und KK’ = S?, welche wir die SchluBliniensen-
kungen nennen, ermitteln und von J respektiv K aus auftragen kénnen.

Aus den ahnlichen Dreiecken BC B’ und KCK' bzw. BCC'' und BJJ’
ergeben sich fir die SchluBliniensenkungen die Werte:

a

go= Lo, (225)
=2 (226)

b) Graphisch.

Der graphischen Ableitung legen wir den durchlaufenden Balken auf elastisch
drehbaren Pfeilern der Fig. 76 zugrunde, an welchem die Balkentffnung 2 mit
den Kraften P,, P, und P; belastet ist. Wir filhren die Ableitung nur fiir den
Kreuzlinienabschnitt k¢ durch, diejenige fir den XKreuzlinienabschnitt £?
ist analog.

Zur Bestimmung des Kreuzlinienabschnittes k¢ in der belasteten Offnung 2
stellen wir die folgenden Beziehungen fest zwischen den Strecken BB’ und
BB der Fig. 77 (oder 122d) und den Strecken B, B} und B7 B}, welche in
Fig. 78 (oder 122e) von der Seilseite ¢ des elastischen Tangentenecks auf der
Senkrechten durch B abgeschnitten werden. Aus dem iiberschlagenen Viereck
BB"J,0"C"" der Fig. 77 (oder 122d) folgt:

BB  a,
O = h—ay

(227)

Ferner erhalten wir aus dem iiberschlagenen Viereck BY B,J,C;C7’ der Fig. 78

(oder 122e):

BBy _ & (227a)

1 e T 2
c,oy ly — a,
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d. h. es ist:

=]

BII B BII
o = oo (228)
oder

B Bll 0 CUI

T = o (2282)

Diese Strecken miissen nun durch bekannte Gréfien ausgedriickt werden.

In Fig. 78 (oder 122¢) ist die mit der o
. . P /
Polweite H =1 multiplizierte Strecke /i
B, B/, welche durch die zwei von der / i
Kraft (F3 und F}) ausgehenden Seilseiten ¢ 5 /o
a fo
12743 / |
B i |
N — .
| A
| [’\ / :
|
5, [ / o
AR il
S | I
5 G’ 4 A
! A1\l
:’e—_dzl“’l //
! /Y5
! /
| /
: £ / J f
f //
| /
% / |
- |
i /
F/
t //
| /
Zz : // icv’m
[ /
| /
¢ /
v
7
Fig. 122d. " Fig. 122e.

und e auf der Stiitzensenkrechten durch B abgeschnitten wird, gleich dem
statischen Moment der Kraft (F} + F;) in bezug auf B, d. h.

BB = (Fy + F})-dj. (229)

Die in dieser Gleichung vorkommende, dem gesuchten Stiitzenmoment
BB"” (Fig.76) entsprechende reduzierte Momentenfliche (Fj 4+ F;) kénnen
wir an Hand der Fig. 84 ausdriicken, wenn wir in der letzteren % durch B B”
ersetzen, wir erhalten:

123

b o BB "
(Fy = 314 BB BB X, (230)
0 Q

E.Jl, _E,
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Setzen wir in Gl. (229) diesen Wert sowie denjenigen von d) nach Gl. (99) ein,
so folgt:

z vze2
BB S b
? 4 Sw.
oder ’
B,B! = BB’ O—ETf' (231)
Setzen wir darin abkiirzungsweise:
fw-z-z’
O_W =x, (232)
so erhalten wir aus Gl (231):
L (233)

Fithren wir diesen Wert in Gl. (228a) ein, so folgt
B,BI _C, 0y
= BB 007
analog kann man zeigen, da@3
C,0y _ BBy
©C” T B"B”
so daf sich aus den Gl. (234) und (235) ergibt:
_ B.BY+ B, By _ B{B”
~ BB"4-B'B” ~  k°

(234)

=%, (235)

und
0,01+ 0,0r _ 0y
=0 oo =T

und hieraus
7 pPrr
po = BB (236)
_ Cil Ci”

24

Die Zahler und Nenner der Gl. {236) und (237) haben folgende Bedeutung:

Zihler:
Die Seilseiten e und f, welche sich auf der bekannten Kraft F} kreuzen
(Fig. 78 oder 122e), schneiden auf der Stiitzensenkrechten durch B und C die
Strecken By BY” und C7 (7}’ ab; das Produkt dieser Strecken mit der Polweite

= (237)

H =1 ist daher gleich dem statischen Moment der Fl_—!]faehen (reduzierten)

Momentenfliche Fy = BG( des einfachen Balkens BC in bezug auf die beiden
Auflager, d. h.

BBy = Fj-§& (238)
und

o{Cy=F;-&. ~ (239)
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Nenner:

Aus Fig. 84 erkennt man, dafl der durch Gl. (232) bestimmte Wert von x
gleich ist dem auf die Stiitzensenkrechte durch B bezogenen statischen Moment

des E%fachen Momentendreieckes BgByCy mit der Stiitzenordinate b = 1

in B; desgleichen erkennt man aus Fig. 81, dafl » ebenfalls gleich ist dem auf
die Senkrechtc durch C bezogenen statischen Moment des %,fachen Momen-

tendreiecks B;C;C% mit der Stiitzenordinate » =1 in C.
Jetzt konnen wir die Gl. (236) und (237) in der folgenden allgemeinen
Form anschreiben:

@ Fé'g )
E =— (240)
und
_Fs-¢
kb= ol (241)

Dividieren wir Zahler und Nenner durch die Stiitzweite ! der belasteten Off-
nung, so erhalten wir, da nach dem Mohrschen Satze II:

Fé's_ b Fé‘&’_ @ ” _
i = ', —l———ot" und l—ﬂ

fir die gesuchten Kreuzlinienabschnitte k¢ und %k® unter Beriicksichtigung,
daB dieselben negatives Vorzeichen haben, weil sie dem in Kap. IIT aus der
Anschauung als negativ erkannten Momententrapez BB’ C"”C der Fig. 77 zu-
geordnet sind, wie unter a) die Hauptformeln

k= —— (*4?)
kb= — %2, 243
- (243)
Die in GIl. (242) und (243) vorkommenden

Drehwinkel a? und o%

bestimmen wir bei verdnderlichem Triégheitsmoment des belasteten
Stabes am einfachsten indirekt mit Hilfe des Satzes von der Gegenseitigkeit
der Forminderungen, da wir in diesem Falle die Biegelinien fiir die Belastung
des frei aufliegenden Stabes mit M =1 an einem Ende beniitzen koénnen,
welche schon zur Bestimmung der Drittellinien (bei graphischer Festpunkt-
bestimmung) sowie der Drehwinkel «? und «® (bei analytischer Festpunkt-
bestimmung) aufgezeichnet werden (Fig. 80—-86). Nach diesem Satze ist z. B.
in Fig. 87 der Drehwinkel a* am linken Ende des belasteten frei aufliegenden
Stabes infolge der Belastung P = 1 gleich der Durchbiegung ¢¢ im Angriffs-
punkt der Last P infolge Belastung desselben frei aufliegenden Stabes mit
M =1 an seinem linken Ende (wo sich der Festpunktabstand a befindet).
Das Analoge gilt fiir ab.
Demnach ist allgemein:
av= MP-.d°, (244)

abe= X P.d°, (245)
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Bei konstantem Trédgheitsmoment und Beriicksichtigung der starren
Strecke f sowie durchweg konstantem Trigheitsmoment ermittelt man o
und a% direkt nach dem Mohrschen Satz II.

Der in den Gl. (242) und (243) vorkommende

Drehwinkel §

kann nach Kap.IV rechnerisch oder graphisch ermittelt werden. Bei ver-
énderlichem Trigheitsmoment des Stabes wird er ebenfalls aus den zur Be-
stimmung der Drittellinien benétigten Biegelinien (Fig. 81 oder 84) gewonnen.
Wir erhalten z. B. fiir Balken6ffnung 2 der Fig. 76 aus Fig. 81:

tg ﬂ - T,
und da f ein sehr kleiner Winkel ist, allgemein:
4
B=7. (246)

Fiir konstantes Trigheitsmoment und Beriicksichtigung der starren Strecke f
sowie durchweg konstantes Triagheitsmoment sind die Werte fir § in Kap. IV
zu finden.

Da die Seilkurven der Fig.81 und 84 mit den elastischen Gewichten

w = # sowie mit beliebiger Polweite H gezeichnet wurden, so erhalten wir

aus diesen Figuren die é—-Efachen Werte der Durchbiegungen und Dreh-

winkel; dies gilt sowohl fiir «% als auch fir 8. Da nun die beiden Winkel im
Ausdruck fir die Kreuzlinienabschnitte im Verhiltnis vorkommen, so kénnen
wir in die Hauptformeln (242) und (243) ohne weiteres die aus den Fig. 84 und 81

t .
entnommenen Werte von 6%, ¢ und § = - einsetzen.

In den Hauptformeln (242) und (243) fiir die Kreuzlinienabschnitte kommen
keine Groflen vor, welche Bezug auf die biegungsfeste Verbindung zwischen
dem Balken und den Stiitzen haben. Die Kreuzlinienabschnitte sind deshalb
dieselben, sowohl am durchlaufenden Balken auf elastisch drehbaren
Pfeilern als auch am frei aufliegenden durchlaufenden Balken.

Da wir die Kreuzlinienabschnitte auf Grund der in Fig. 77 aufgetragenen
Ordinaten der Momentenflache erhielten, so sind dieselben in demjenigen
MaBstab aufzutragen, in welchem die Ordinaten der M, - Fliche
(Momentenfliche des einfachen Balkens) in der belasteten Offnung auf-
getragen wurden.

2. Bestimmung der Kreuzlinienabschnitte bei beliebig
verinderlichem Triigheitsmoment.

Wir ermitteln die Kreuzlinienabschnitte fir eine Einzellast, eine Gruppe
von Einzellasten und fiir stetige Belastung. Bei beliebig verdnderlichem Trig-
heitsmoment beniitzen wir, wie schon unter 1. gesagt, zur Bestimmung der
Werte fiir ¢%, o’ und f zweckmiBig die Biegelinien fiir die Belastung M = 1
an einem Ende des frei aufliegenden Balkens (Fig. 81 oder 122f und 84 oder 122g).
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Fiir den im Hochbau am haufigsten vorkommenden Balken mit geraden und
parabolischen Vouten sind im Anhang Tabellen iiber die Kreuzlinienabschnitte
ke u. k? fiir eine wandernde Last P = 1 t, unter

1221,
p - Annahme verschiedener Voutenlingen, und auch
D— 2z nur einseitiger Anordnung, enthalten.
o5~ Cy
g % t ‘ h=1
W—T a) Einzellast.
3 Das Tragwerk der Fig. 87 sei durch eine
2 z einzelne Kraft P belastet. Dann ist nach den
— ¢ Gl (244) und (245)
/77 'Eﬁ 2 T Y 1 Qo — . 0%
A a% = P.§ (247)
> 3R und
- ;SR who=P.&, (248)
T J  wobei §¢ aus Fig. 84 (oder 122g) und 6° aus
N w  Fig. 81 (oder 122f) zu entnehmen ist.
3 Ferner ist nach Gl. (246) und Fig. 81 (122f)
= oder 84 (122g):
t
B=- (249)
i B ~  Setzen wir die Werte der Gl. (247), (248) und
p (249) in die Hauptformeln (242) und (243) ein,
sa— p— so erhalten wir:
e dls— l
8 ; ! Ly : B | s
h:1 —— ; - =—P.d i (250)
¥ %i 7 x und L
g .}’5 k= —P.d° 7 (251)
Um die Ermittlung der Kreuzlinienabschnitte
3 1 a nach vorstehenden Formeln noch einfacher zu
" HEP gestalten, bestimmen wir die Strecke s?, welche
ﬁ,ss in Fig.81 (oder 122f) von der durch B, gehenden
S ersten Seilseite und der ebenfalls durch B, gehen-
B s a—j den Senkrechten (zur Balkenachse) auf der Waag-
o I‘S | rechten (bzw. Parallelen zur Balkenachse) durch
T ® den unteren Endpunkt der Strecke 6° abge-
n schnitten wird; desgleichen ermitteln wir die
analoge Strecke s¢ in Fig. 84 (oder 122g). Aus
] : 122¢ | dem Dreieck B,B,C,in Fig. 81 (oder 122f) ist:
i
| Fig. 1221 und g. ‘ £ =00 -i— ,
und aus Fig. 84 (oder 122g) ist
s¢ = §%. —i— .
Diese Werte in die Gl. (250) und (251) eingesetzt gibt:
2= —P.sb, (250a)
k= —P.s%, (251a)

wobei s? und s% im Lingenmafstab abzumessen sind.
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In Fig. 87 werden die beiden Kreuzlinienabschnitte k% und k? nun in
demjenigen Mafistab aufgetragen, in welchem die Ordinaten der einfachen
Momentenfliche der belasteten Offnung aufgetragen wurden.

Wurde die einfache Momentenfliche der belasteten Offnung nicht analytisch,
sondern graphisch mit Kraft- und Seileck mit der beliebigen Polweite H
ermittelt, so erhalten wir die aufzutragenden Kreuzlinienabschnitte in ihrem
richtigen MafBstab, wenn wir im Krafteck eine Senkrechte im Abstand s® bzw. s®
vom Pol ziehen und die Strecke, welche auf dieser Senkrechten durch die beiden,
die Kraft P einschlieBenden Polstrahlen abgeschnitten wird, abgreifen (siehe
Fig. 87a); denn in diesem Falle bildet die Polweite H den MaBstab, in dem die
einfache Momentenfliche gezeichnet ist, und es ist dann

P
S
k= 7S (252)
und
P
k”=~—ﬁ-s“. (253)

Bei der analytischen Ermittlung der M -Momente setzen wir stillschweigend
H =1 voraus.

Zeichnet man schlieBlich die einfache Momentenfliche BGC der belasteten
Offnung (Fig. 87) mit der Polweite

H=P,
so erhialt man
k* = —s?, (R52a)
kb= —s*, (253a)

Will man die graphisch ermittelten Kreuzlinienabschnitte
analytisch

kontrollieren, so bestimmt man die in den Gl. (247) und (248) vorkommenden
Werte von 6% und §? direkt nach dem Mohrschen Satz I; es ist (Fig. 84 oder 122g):

12
F.z.2
po NI
0

und da nach GI. (100):

As 2
AF =557
so ist
l
E-é“:%-Zw-z-z’z (254)
0
und analog (Fig. 81 oder 122f):
z
E’-é”:l—lz-z,’w-zz-z'. (255)
0

Ferner ist nach Gl. (205):

1
E-ﬁ:-llz-%‘w-z-z"
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Diese Werte in die Hauptformeln (242) und (243) unter Beriicksichtigung der
Gl. (247) und (248) eingesetzt gibt:
l
2wz
0 =
k= —P. - (256)

und

(257)

b) Gruppe von Einzellasten.

Ist eine Offnung mit einer Gruppe von Einzellasten P,, P,, P;. .. belastet,
wie beispielsweise die Offnung 2 in Fig. 77, so ermittelt man an Hand der
elastischen Linien (Biegelinien) B,N'C, der Fig. 81 (oder 122f) und ByN"" (g
der Fig. 84 (oder 122g), die den einzelnen Kriften P,;, P,, P, ... entsprechen-
den Strecken s, 8%, s ... und s, s%, s¢. .. und wendet die Gl. (253) und (254)
wiederholt an; man erhilt dann

ko= — (P + Py Pyos - ), (258)
B=—(Py 82+ Py-si+ Pyl ---). (259)
Die Strecken s sind im Lingenmafstab abzumessen und die Summen im gleichen

MaBstab wie die Ordinaten der einfachen Momentenfliche (M,-Flache) auf-
zutragen.

Wurde die einfache Momentenfliche graphisch mittels Kraft- und
Seileck (Fig.77b) mit der beliebigen Polweite H ermittelt, so erbalten wir
analog wie unter a) %£® und k® im richtigen Mafistab aus:

P P P,
== (Gt g, (260)

P P P,
kb:_(TII.S«;%;__HZ.Sg_(__H*.Sg_‘_...>, (261)

Graphisch erhalten wir die einzelnen Summenglieder dieser Gleichung in ihrem
richtigen MaBstab analog wie unter a) aus dem Krafteck der Fig. 77b.

c) Stetige Belastung.

Ist eine Offnung itber der ganzen Stiitzweite oder einem Teil derselben
mit einer stetigen, jedoch von Querschnitt zu Querschnitt verschiedenen Be-
lastung p pro Léngeneinheit belastet, so teilt man die Belastungsstrecke in
womdglich gleiche Teile von der Lange As und ermittelt die den Einzelkriften
P = p-As entsprechenden Kreuzlinienabschnitte nach den vorhergehenden
Gleichungen.

Dasselbe gilt fiir gleichmiBig @ber die ganze Offnung verteilte Belastung.
Bei symmetrisch ausgebildetem Trager ist jedoch wie bei konstantem Trig-
heitsmoment [siehe Gl. (267)]: k¢ = kb = — 2 {.

Ist die belastete Offnung eine Endéffnung mit elastisch drehbarem End-
pfeiler, wie beispielsweise die erste Offnung links am durchlaufenden Balken
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der Fig. 76, so sind zwei Festpunkte vorhanden, und es sind deshalb auch zwei
Kreuzlinienabschnitte k¢ und %} zu ermitteln; liegt das Balkenende jedoch
frei auf, wie in der letzten Offnung rechts der Fig. 76, so wird zur Konstruktion
der Momentenfliche dieser belasteten Offnung nur der Kreuzlinienabschnitt &2
auf der Senkrechten durch das frei aufliegende Balkenende E benétigt und
der andere Kreuzlinienabschnitt fallt fort.

d) Konsolbelastung.

Wird zwischen den beiden Enden eines Stabes ¢ D ein Moment in denselben
eingeleitet, wie z. B. in Fig. 123 das Moment M, so ersetzen wir dasselbe durch
ein Kriftepaar P mit dem Abstand e, wobei letzterer dem Abstand von Zug-
und Druckmittelpunkt der lastiibertragenden Konsole entspsicht; alsdann haben
wir den Fall gleicher, aber entgegengesetzt gerichteter, im Abstand e auf den
Stab CD wirkender Einzellasten und ermitteln die Kreuzlinienabschnitte fiir
diesen Fall wie unter b) beschrieben, wir miissen jedoch die den beiden Kriften P
entsprechenden Strecken s? und s® voneinander subtrahieren, da die beiden
Krifte entgegengesetzt gerichtet sind. Wie aus den Fig. 136b, 137b und 138b
ersichtlich, kann diese Differenz positiv oder negativ sein, je nach der Lage
des Angriffspunktes des Momentes.

Die von der in Fig. 123 dargestellten Belastung hervorgerufene M ,-Fliche
istin Fig. 123a dargestellt. Die Auflagerdriicke am frei aufliegenden Balken C D sind

M M
00:-—7 und DO:T’

daher ist das Moment im Schnitt £ und E’
M M,

My = —7-z und ‘ME,=7-2,
d. h. wir erhalten die M -Flichen in der aus Fig. 123a ersichtlichen Weise durch
M Auftragen von M bei ¢ und D.
Fig. 123. Fig. 124.
. . , .
B — —l
Co -l Do
|
I
i ,E -7 M
II £’ |
1 £\ =
M ot
om0
z e} 2"
Fig. 123a. Fig. 124a.

Ist die Hohe der Konsole im Verhiltnis zur Stablinge sehr klein, so ist
der Abstand

e==0 (Fig. 124);
in diesem Falle ergibt sich die aus Fig. 124a ersichtliche M,-Fliche, und die



96 Bestimmung der Momente infolge beliebiger Belastung des Tragwerks.

Drehwinkel a% und o in den Hauptformeln fiir die Kreuzlinienabschnitte
werden dann direkt nach dem Mohrschen Satz IT durch Zerlegen der reduzierten
M ,-Fliche in Streifen bestimmt.

Héufig wird bei belasteten Balkenoffnungen mit verdnderlichem Trig-
heitsmoment der Einfachheit halber die in folgenden Abschnitt erliuterte
Konstruktion der Kreuzlinienabschnitte fiir konstantes Trigheitsmoment vor-
genommen; es sei jedoch an dieser Stelle darauf aufmerksam gemacht, dafl
diese Vereinfachung bei unsymmetrischen Tragern zu ganz unrichtigen Werten
fihren kann.

3. Bestimmung der Kreuzlinienabschnitte bei konstantem
Trigheitsmoment.

Wir ermitteln die Kreuzlinienabschnitte fiir eine Einzellast, eine Gruppe
von Einzellasten, stetige Belastung und Konsolbelastung. Bei durchweg
konstantem Trigheitsmoment der belasteten Offnung bestimmen wir die in
den Hauptformeln (242) und (243) fiir die Kreuzlinienabschnitte vorkommenden
Drehwinkel a% und o direkt nach dem Mohrschen Satz II. Den Wert fiir
den Drehwinkel § finden wir in Kap. IV, und zwar fiir durchweg konstantes
Tréigheitsmoment in GI. (207).

a) Einzellast.
Die Belastung bestehe aus einer Einzellast P im Abstande z vom linken
und 2’ vom rechten Auflager der belasteten Offnung. Der Momentenfliche

AG B des einfachen Balkens A B (Fig. 125) entspricht eine %fache (reduzierte)

—4”
RS
3
¥
3
g,
= [4
|
‘ J
!
e ———— — 7
Ia

Fig. 125.

Momentenfliche, welche wegen des konstanten Tragheitsmomentes der be-
lasteten Offnung ebenfalls ein Dreieck mit Spitze auf der Richtung von P ist.
Der Inhalt dieser Fliche betrigt:

y-!
2EJ
ihr Schwerpunktsabstand von A4
£ = x4
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und daher nach Satz II der Drehwinkel o :

o L ¥l 2+l _y@E+)
= TeES T3 T 6-E-J° (262)
desgleichen betrigt der Schwerpunktsabstand von B
;w1
&= 3
und daher nach Satz IT der Drehwinkel a% :
_ 1 oyl Al y@41)
=T T8 T 6. BT (263)
Ferner ist nach Gl. (207):
. l
b= 6-E.J°

Diese Werte fir o a% und f# in die Hauptformeln (242) und (243) eingesetzt
gibt:

ke = _&“”l*'_’), (264)
kb = — g_(iliﬂ . (265)

In diesen Gleichungen kommt keine Grofe vor, welche Bezug hitte auf das
Trigheitsmoment der belasteten und der Nachbaréffnungen; deshalb erfolgt
die Bestimmung der Kreuzlinienabschnitte in derselben Weise sowohl am
durchlaufenden Balken mit von Offnung zu Offnung sprungweise
verdnderlichem Tragheitsmoment als auch am durchlaufenden Balken
mit durchweg konstantem Tridgheitsmoment.

Nach den Gl. (264) und (265) erhalten wir folgende bekannte

Konstruktion der Kreuzlinienabschnitte

k® und k? fiir eine Einzellast bei konstantem Trigheitsmoment, welche besonders
bei der Bestimmung der EinfluBlinien benutzt wird.

Von der Last P aus tragen wir (siehe Fig. 125) nach beiden Seiten auf der
Balkenachse die Spannweite 7 im LingenmaBstab ab und verbinden die End-
punkte F und H dieser Strecken mit dem Endpunkte @ der von der Balkenachse
nach oben abgetragenen Ordinate y der einfachen Momentenfliche AG B ; die
Geraden HG und FG schneiden auf der Senkrechten durch 4 und B die ge-
suchten Kreuzlinienabschnitte %% = A4 A"’ und k* = BB’ ab. Die Richtig-
keit dieser Konstruktion geht ohne weiteres aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
HLG und HAA'" bzw. der Dreiecke ¥ LG und ¥ BB’ hervor.

b) Gruppe von Einzellasten.

Besteht die Belastung in einer Offnung aus einer Gruppe von Einzel-
lasten P, so sind die beiden einer jeder Kraft P entsprechenden Kreuzlinien-
abschnitte nach den Formeln (264) und (265) zu ermitteln. Durch Addition
der Kreuzlinienabschnitte, welche den einzelnen Kriften P auf einer Stiitzen-
senkrechten der belasteten Offnung entsprechen, erhilt man den gesamten,
auf dieser Senkrechten aufzutragenden Kreuzlinienabschnitt.

Im folgenden werden die Werte der Kreuzlinienabschnitte fiir verschiedene,
hiufig vorkommende Belastungsfille angegeben.

Suter, Festpunkte, 2. Aufl. I. 7
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Fall 1: Einzellast in Stabmitte (Fig. 126).

2z 2 o
Iy
QR
Fig. 126.

W=_§PJ=M. (265a)

Fall 2: Zwei gleiche Lasten in den Drittelspunkten des Stabes (Fig. 126a).

o P
- 2 Z Z__
) 3 {3 3 |
Qo !
I
|
Fig. 126a.

2

b=—5P.l=Pk. (265b)

Fall 3: Zwei gleiche Lasten in den Viertelspunkten des Stabes (Fig.126b).

p P
4 £

A
[
}a: 4 Irb
\ T
1

Fig. 126b.

ko=—_—P.l.

9
. (265¢)

Fall 4£: Drei gleiche Lasten in gleichen Abstinden voneinander und von

den Awuflagern (Fig.126c).

P p P
l Z 14 A
£ == £ F—=
=z Z 7 Z
kﬂl J}b
N
Mo

Fig. 126¢.

a — 15 — b
ko= — P l=F.

(265d)

Fall 5: n gleiche Lasten in gleichen Abstinden voneinander und von den

Auflagern (Fig.126d).

Fig. 126d.

ke=—

P.l
47”1=(n~ 1)—27,
P.1
My=@n— 4,
P.1,
‘M3:(3n-—9)§;'/—
P.l
My=(4n —16)-,
P.l

(265€)
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Fall 6: Einzellast auf einseitiger Auskragung des Stabes (Fig. 126e).

o
s M B —=—2MA. (2651 |/

I
f=—a Z >
Fig. 126e.

Fall 7: Gleiche Einzellast auf beidseitiger gleicher Auskragung des
Stabes (Fig. 1261.).

kb= —3My=k". (265g) ./ x4

A
\,
N\,
\\
~ \é—ﬂa—%
e
,I
’
Vs
%—E—

Fig. 126f.

Fall 8: Verschieden grofle Einzellast auf beidseitiger gleicher Aus-
kragung des Stabes (Fig. 126g).

Ff\\
b = — (1M1+2M2); o ,,I s’\\/zj
. 7',/ j F* ,{'b ¢ AN
B = — (My+2M;). (265h) ¥ !
e @ Z a—=
Fig. 126 g.

c) Stetige Belastung.

Ist die belastete Offnung itber der ganzen Stiitzweite oder einem Teil derselben
mit einer stetigen, jedoch von Querschnitt zu Querschnitt verschiedenen Belastung p
pro Lingeneinheit belastet, so teilt man die Belastungsstrecke in woméglich
gleiche Teile von der Linge /s und ermittelt die den Einzelkriften P = p-Az
entsprechenden Kreuzlinienabschnitte wie beim vorhergehenden Belastungsfall.

Im folgenden werden die Werte der Kreuzlinienabschnitte sowie mehrere
Ordinaten der zugehorigen einfachen Momentenfliche fiir verschiedene haufig
vorkommende Belastungsfille angegeben:

Fall 1: GleichmaBig iiber den ganzen Stab verteilte Belastung p pro

Langeneinheit (Fig. 127). E< 7 2 . :
Kreuzlinienabschnitte: ; ’ H“[ T ’ [ @ ( ! ' T l IH ”@j
ka:kbz_%l_zz_zf’ (266)k’ '1%% é‘% 34; ﬁb\_
I,
d. h. die Kreuzlinien gehen durch N -
den Scheitel der Parabel, durch

welche die einfache Momentenfliche
begrenzt wird. Fig. 127.
7%
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Fall 2: Dreiecksbelastung iiber den ganzen Stab (Fig.128).

o~

{ - _T Kreuzlinienabschnitte:
|

| ul N kr=——pl% Ic”_——pl2
!

N Ak Auflagerdriicke:

o)
. Pl s DL
R =% Rt = 3

Maximalmoment:

Fig. 128.

Fall 3: Trapezbelastung iiber den ganzen Stab (Fig. 129).
Kreuzlinienabschnitte :

2
ko= — vy (p1 + 0,5333 p,);

l2
T B =— % (p1 + 0,4666 p,) .
I ' rWZF ﬂrw 1 Rt
' el I Auflagerdriicke:
TR N ]
N R 3 1’-; 3 RG=E(3P1+P2);
S §ﬁ SN N § )
i N 3" ? § § § ! R — ! 3 9
' 13 N I 9 z . = g( P+ 2p,).
PN A
: N3 N H S E} :
- x 2 §\"‘,;é —"“75—’: Maximalmoment:
Fig. 129. 12 2
Mupax= —?%— cme. [? —n(m— 2)};
z=10.m;

m=]/n(n+1)+§-—n; n==—

Fall 4: GleichmiaBig verteilte Last iiber einen Teil des Stabes (Fig. 130).
A

Kreuzlinienabschnitte:

.c2
(21— 0= — 2 Mya

. o2
p=—E"(0r_ g

Auflagerdriicke:

o PO b_f_c( i
R—2l’ R—l a -+

~
N
£
Maximalmoment;:
Rv.x R

Muax= 2 H p

Fig. 130.

f— X s Mmax = 0,0642 P 12; X = 0,577 l.

r=—.
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Fall 5: GleichmaBig verteilte Last auf einer Stabhilfte (Fig. 130a).

Z
z

lrl

Kreuzlinienabschnitte: =
t
I

9
k= — 6_4‘Plz= —2 Mpax;

: z
HATRAARAAAA

P ph. (270)

X

!
{

AR

Maximalmoment:
RBb.x R

Mypax=—-1 €T = —.

2 P

Fig. 130a.

Fall 6: Dreiecksbelastung laut Fig. 13l.

Kreuzlinienabschnitte:

m_m {x

Auflagerdriicke:

2 f0270p %

2

00617 p-c?
Q0424
3
]
=

T Moz

4 0,0494p ¢

a__Lc2- b—ﬂ
r=55 R=-E@Ga+20.

3100625 p-c
1
Re.4=

e L ]
Maximalmoment:

max=Ra<a'+%w)§

I
|
[P —

S VA Fig. 131.
31

Fall 7: Dreiecksbelastung laut Fig.132.

Kreuzlinienabschnitte:

(272) [

Mmax)

(4

>
N

52270 ot

/00494 11|

Jooszspe?

00617 nc?
00424 ncé

Auflagerdriicke:

S LR AV L
B = l (2 3)’ R—3l'

RN

r-c?
3
8

Maximalmoment:

mez_z_Ra,x; I VZRa.c'
3 v Fig. 132,

[ Y/
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Fall 8: Dreiecksbelastung laut Fig. 132a.

[

4 =
B
| i |
s ‘ ’” I | y24 Kreuzlinienabschnitte:
§ & ; SN L v 4l
N S ﬁ .
N[ AR by, Auflagerdriicke:
Sz N § NS
w‘\ S § ¢ — p_l. b — p__l
é %4 2\ > Re = 6’ Rt = T
@ ey
Maximalmoment:
Mpax = 0,0454 plz; x = 0,4081.
v Fig. 132a.
Fall 9: GleichmiaBig verteilte Streckenlast (Fig.133).
. . .
N R Fremiimabuintie:
i | by i c
= Fhe=— Ll ta)@l—a—a)
& po . (274)
B=— P20+ 0) 28— 51— by
g s M
3 &}1 Bei Symmetrie:
S po
G e b — L 2 __ p2
A =p=—22Gr_c).
§
‘ Auflagerdriicke:
o PO LAN v P °
B=F (b1+ 2), m=2 (a,+ 2).
|
E Maximalmoment:
| -
| 5 1 x Ra
) A i Mpax = R ( _). = .
Fig. 133. e atgh =%
Fall 10: Dreiecksbelastung laut Fig. 134.
Cy S Cz |
Kreuzlinienabschnitte :
ka=_i(é_0—*'lc_1) (712 — 3¢2)
; (275)
W= _E%OJ“Z&) (112 - 363)
~ Auflagerdriicke:
g"}

Re=

A

(e R=E0+a).
Maximalmoment:

2 2¢,+ R
Mmax"—_‘“g_Ra‘w; 'E=V—-IT—‘
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Fall 11: Dreiecksbelastung laut Fig. 134a,

Kreuzlinienabschnitte:

Beb=—Jplt.  (276)

Auflagerdriicke:

1
Re= Rt = T

Maximalmoment:
-

2 .
Mpax = pLe, = Fig. 134a.

12°

l\'){r—-

Fall 12: Dreiecksbelastung laut Fig. 135,

Kreuzlinienabschnitte:

2
k* = — —— (3T p,+ 53 p,) A .
, 960 @

Nfe
3
ok

12
B = — o5 (53 P+ 37py)

e

Auflagerdriicke:

l
Ra:ﬂ(51’1+ P2);

L
Rb=i(p1+ 5p,).

Maximalmoment:
R 822
M= (1= 13752) 5

I e . - Fig. 1385.
R sz — N
r=—-/1—"F=— |/ "
2 ,/ @ 2 6 p,

Fall 13: Dreiecksbelastung laut Fig. 135a.

Kreuzlinienabschnitte: by
3 | &
k —k"———ﬁpl? /(bx
\
Auflagerdriicke: ﬁ? 2
o g P!
bt |
Rk
Maximalmoment: i%“
pl? ! i
Mypax = '5'4—; X = ? . |
Fig. 135a. | l
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Fall 14: Gleiche Streckenlast an beiden Stabenden (Fig. 135Db).
Kreuzlinienabschnitte :

. .c2 —
I £ o k“=k°=——%~ﬁ

WA I

£ S

(278 a)

|
I

! Auflagerdriicke:
I Re=R=p-c.
!

1

§
E

Furabel Maximalmoment:

Fig. 135b. pe c?
Aanx = 2

Fall 15: Parabelférmige Belastung (Fig. 135¢).
Kreuzlinienabschnitte:

ka:kb:-p—;f. (278 b)

Auflagerdriicke:

e — b_.p'l
R—-R_3.

Maximalmoment :
5
.Mmax = 4_8 P 2,

In einem beliebigen Schnitt:

_pl,_p2
Uo=52—3p

Fig. 135¢.

@1— ).

d) Konsolbelastung.

Wird zwischen den beiden Enden eines Stabes, z.B.einer Siule, wie in
den Fig. 136, 137 und 138 dargestellt, ein Moment M, herrithrend von der
Belastung @, eingeleitet, so ergeben sich, wie unter 2 d), die in den Fig. 136a
bzw. 137a bzw. 138a dargestellten einfachen Momentenflichen (M ,-Flichen).
Wegen des als konstant angenommenen Trigheitsmomentes der belasteten

Sdule bestehen die E-if fachen (reduzierten) einfachen Momentenflichen

wieder aus je 2 Dreiecken, weshalb wir fiir die Drehwinkel a® und «% nach
Satz II folgende Werte erhalten:

M.l z € ¢
- +T‘~3__Mz-v§—M'-2“<z+?> _ M 1_32+3Z(8+2)> 279)
o = Z-E'J ‘_—6EJ< l ’ (
Ml 1 , 2 2 ) €
au~~T.§+M-z-?+M'§<z+”3—>_ M <e2+3z(e+z)_1> (280)
ot = 1.BEJ T 6-E.J l '

Ferner ist nach Gl. (207):
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Diese Werte fiir a%, a% und f in die Hauptformeln (242) und (243) ein-
gesetzt gibt:

Fig. 138—138c¢.

je — — M <1 — ﬁiﬁ;&ﬁl) (281)
und
=M (fi?’jl,z(jji) — 1>
=+ (1 - 222t (252)

Hierin ist M mit seinem Vorzeichen (ein rechtsdrehendes Moment positiv)
einzusetzen.
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Ist die Hohe der Konsole im Verhiltnis zur Siulenhthe sehr klein, so kann
der Abstand

e=10
gesetzt werden und wir erhalten in diesem Falle:
3 2
ko= (1 ) (283)
’2 /2
B=—u(E 1) =+u(1-37). (284)

In den Fig.136b, 137b und 138b wurden die Kreuzlinien und SchluB-
linien fur die aus den Fig. 136, 137 und 138 ersichtliche Hohenlage der Konsole
fiir feste Einspannung des Saulenfulles eingetragen; die Fig.136¢, 137c und
138¢ zeigen dasselbe fiir gelenkartige Lagerung des Sédulenfufles, in welchem
Falle ¥* = 0 wird. Dabei wurde wie in Fig. 87b gezeigt (sieche Abschnitt 4c
dieses Kapitels) zuerst die SchluBilinie mit Hilfe der Kreuzlinienabschnitte
konstruiert und dann die M,-Fliche von der SchluBllinie (anstatt Stabachse)
aus aufgetragen, so dafl die Sdulenachse die Trennungslinie fiir die positiven
und negativen Momente bildet; diese Auftragungsweise ist bei Konsolbelastung
besonders vorteilhaft. Wie aus diesen Figuren ersichtlich, werden die Kreuz-
linienabschnitte je nach der Héhenlage der Konsole entweder beide positiv
(Fig. 136b), der eine positiv und der andere negativ (Fig.137b), oder beide
negativ (Fig. 138b). Aus dem Vergleich der Fig. 136b mit den Fig. 137b und
138b, sowie der Fig. 136¢ mit den Fig. 137¢ und 138¢ folgt, daBl es eine be-
stimmte Hoéhenlage der Konsole gibt, fiir welche sich das Saulenkopfmoment zu
Null ergibt. Dieselbe betrdgt unter der Annahme, dafl ¢ = 0:

, (285)

ol ro
A

fir Sdule mit Fuleinspannung: 2z =

(286)

|~

”» ”» Y Fuﬁgelenk: 2z =

—~
el

Soll eine
starre Strecke an einem Ende des belasteten Stabes

(meistens Pfeilers) beriicksichtigt werden bei sonst konstantem Trigheits-
moment, so beachten wir, daB in diesem Falle die reduzierte Momentenfliche
auf die Lange der starren Strecke gleich Null wird. Die in den Hauptformeln
(242) und (243) fiir die Kreuzlinienabschnitte vorkommenden Drehwinkel
o und a% bestimmen wir zweckméBig direkt nach dem Mohrschen Satz 1I;
der Drehwinkel 8 ist durch Gl. (206) ausgedriickt.

Da nun aber in den Fig. 127 bis 135a nicht nur die Kreuzlinienabschnitte
fir die meisten vorkommenden Belastungsféille fir durchweg konstantes
Triagheitsmoment angegeben, sondern auch die My-Flichen fir diese Be-
lastung durch mehrere Punkte der Momentenlinie festgelegt sind, welche natiir-
lich fir konstantes und veranderliches Tragheitsmoment dieselben sind, so
kénnen wir die Bestimmung der Kreuzlinienabschnitte bei Beriicksichtigung
der genannten starren Strecke in der Weise vornehmen, da8 wir zunichst die
Kreuzlinienabschnitte fiir durchweg konstantes Trigheitsmoment nach den
Formeln (266) bis (278) ermitteln und darauf den EinfluB der starren Strecke
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auf die Kreuzlinienabschnitte als Berichtigung dadurch ermitteln, daf
wir denjenigen Teil der reduzierten Momentenfliche der Fig.127 bis 135a,
welcher infolge der starren Strecke (J = oo) Null wird, als negative reduzierte
Momentenfliche betrachten und hierfiir allein die Kreuzlinienabschnitte nach
den allgemeinen Hauptformeln bestimmen; diese zur Berichtigung nétige Rech-
nung gestaltet sich sehr einfach, weil die reduzierte Momentenfliche auf der
starren Strecke immer als ein Dreieck angesehen werden darf.

4. Bestimmung der Momentenfliiche am ganzen Tragwerk.

In Kap. I wurde der Gang der Rechnung bei der Bestimmung der Momenten-
flache am

a) allgemeinen offenen Tragwerk
beschrieben. Man hat also nach Ermittlung der Festpunkte und Verteilungs-
maBe nach Kap. Il oder III die Kreuzlinienabschnitte nach den vorhergehen-
den Abschnitten 1 bis 3 zu bestimmen. Hierauf werden

graphisch

die beiden Kreuzlinien gezogen (siehe Fig.122) und deren Schnittpunkte .J'
und K’ mit den beiden Festlinien bestimmt. Die Verbindungslinie J’ K’ ist dann
die gesuchte SchluBlinie in der belasteten Offnung, welche auf den Normalen
itber den Stabenden die Stiitzmomente abschneidet. An diese SchluBlinie wird
nun die M-Momentenfliche angehéingt, so daB die Balkenachse die Trennungs-
linie zwischen den positiven und negativen Momenten bildet; dies ist richtig,
weil das Momententrapez BCC'' B’ (negativ) von der My-Fliche (positiv) ab-
gezogen: werden mufl. Zum Schlufl werden die beiden Stiitzenmomente nach
Multiplikation mit den entsprechenden VerteilungsmaBen iiber die iibrigen
unbelasteten Stébe fortgepflanzt, wie dies in Kap. I unter ,,Gang der Berech-
nung* ausfiihrlich erldutert wurde.

Anstatt die Momentenfliche durch Zeichnen der SchluBlinien in allen Off-
nungen zu bestimmen, kénnen wir auch die Stiitzenmomente an den belasteten
und unbelasteten Stiben wie folgt

rechnerisch

aus den in Fig. 122 durch die graphische Konstruktion der Momentenfliche
gebildeten Dreiecken ermitteln, worauf die Momente am ganzen Tragwerk be-
kannt sind.
Am Tragwerk der Fig. 122 seien alle Festpunktabstinde ¢ und b, und am
belasteten Stab auBerdem die beiden Kreuzlinienabschnitte k® und k% bekannt.
Wir erhalten dann z. B. die beiden Stiitzenmomente M? und M°

in der belasteten Offnung 6 der Fig. 122
wie folgt:

Wir ziehen die beiden Kreuzlinien BC'"’ und C B’”’, bestimmen deren Schnitt-
punkte J’' und K’ mit den beiden Festlinien und ziehen die Verbindungslinie
J'K', welche auf der Stiitzennormalen durch B und C die gesuchten Stiitzen-
momente BB’ und CC" abschneidet. Die Diagonale BC" zerlegt die Strecken
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JJ’ und KK’ in je zwei Teilstrecken, deren Summe wir durch die Ahnlichkeit
der Dreiecke BCC", BJJ" und BK K", sowie die Ahnlichkeit der Dreiecke
C"BB", C"K'K" und CJ’J" folgendermafien ausdriicken kénnen:

B, l—a

l

b

T

Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke BCC' und BJJ’, sowie der Ahnlichkeit
der Dreiecke C BB’ und C K K' folgt:

JJ =M +M°. 2, (290)

KK =M. 2 4 yo. 22 (201)

Jr=wp-2, KE=W§a

Setzen wir diese Werte in die Gl. (290) und (291) ein, so erhalten wir fiir die
belastete Offnung 6:
5 _ kP(—b)—ks.b
M =—m—a"% ’

ke (1 — a) — kb-
Me = l((l—a;—b)a°b’ (293)

(292)

welche Werte wir auch aus den Gleichungen (213a) und (214a) durch Ein-
setzen der Werte der Gleichungen (219) und (220) und der Gleichungen (223)
und (224) erhalten [vgl. Ableitung der Gleichungen (336) und (337) beim bogen-
férmigen Stab].

Die in die beiden Gleichungen (292) und (293) einzusetzenden Werte von
ke, k*, @ und b konnen nach den fritheren Kapiteln mathematisch genau be-

rechnet werden.
Ferner erhalten wir z. B. die beiden Stiitzenmomente M3 und M4

in der unbelasteten Offnung I der Fig. 122
aus der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke BB’'J und 4 A4’J zu:
MP = ME-pd,, (204)
M{ = M2

ay
ly—a

(295)

Die in den Gl. (294) u. (295) einzusetzenden Werte von p, ¢ und 6 koénnen
nach den fritheren Kapiteln mathematisch genau berechnet werden.

Das Auftragen der Momente

erfolgt, wie schon in Kap. I erwihnt, grundséitzlich an der Zugseite des Stabes.

Im dbrigen bezeichnen wir ein Moment als positiv, wenn es an einem
,liegenden® Stab unten, und an einem ,,stehenden‘ Stab rechts Zugspannungen
hervorruft; die Grenze zwischen ,liegend” und ,,stehend® bildet die 45°-Nei-
gung, letztere selbst sei noch ,liegend®.

Wir zerlegen jede schiefwinklig zur Achse eines Stabes wirkende Be-
lastung zur Bestimmung der Momente in eine Komponente rechtwinklig zur
Stabachse und in eine Komponente in Richtung derselben; firr die erstere
bestimmen wir die Momente und tragen sie rechtwinklig zur Stabachse auf.
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Eine Ausnahme hiervon machen wir nur beim Eigengewicht von
schiefen Stiben, das immer lotrecht wirkt, sowie bei horizontal wirkendem
Wind-, Wasser- oder Erddruck auf schiefe Stibe, was das Analoge ist.

Wir betrachten das

Eigengewicht von schiefen Stdben:

Diese Belastung wirkt immer lotrecht; man zerlegt sie daher zweckmiBig
nicht (Fig. 139), ermittelt dagegen die davon herrithrende Momentenfliche
mit der Projektion der Stiitzweite auf die Waagrechte (Fig.139a) und trigt
dann die erhaltene Momentenfliche schiefsymmetrisch, d.h.mit senkrechten
Ordinaten und in der Stabrichtung gemessenen Abszissen, oder auch normal,
an dem schiefen Stab an; in Fig. 139D ist sie schiefsymmetrisch angetragen. Es
ist ndmlich in Fig. 139 ¢ das Eigengewicht des Stabes 4 B pro laufenden Meter
Stab schief gemessen. Dann wirkt auf 1 Meter waagrechte Projektion die Last

<G- COIS “> und damit sowie der Stiitzweite (I-cos«) erhalten wir (Fig. 139a):
.2
8

Dasselbe Moment erhalten wir, wenn wir die Last G,
wie im allgemeinen Fall, in ¢' und &' (Fig. 139)
zerlegen; dann ist
@ =G -cosa, (299)
G'=@ sina, (300)
welch letztere keine Momente am Stab erzeugt. Mit

der Last G’ nach Gl. (299) und der Stiitzweite I er-
halten wir nun

Mmax =
wie in Gl (298).
Als Kontrolle
fiir das richtige Auftragen der Momente dient die
Bedingung, daB an jedem herausgetrennten Knoten-
punkt unter den an den Schnittflichen angebrachten 13%-
Momenten (entgegengesetzt wie an den heraus-

getrennten anschlieBenden Stéiben) Gleichgewicht
nach G1.(148) und (163) bestehen muf} (Fig. 77aund 88a).

<cos . (298)

Mmax =

G2

8

*CO3 oL,

Fig. 139—139b.

b) Durchlaufender Balken auf elastisch drehbaren Stiitzen.

Mit Riicksicht auf die Wichtigkeit dieser Konstruktion wird noch nach-
stehend die Bestimmung der Momentenfliche am Tragwerk der Fig. 76, und zwar
fur Balken- und Pfeilerbelastung sowie gleichzeitige Belastung mehrerer Off-
nungen vorgefihrt.

Balkenbelastung.

Es sei nur die Offnung 2 mit der Kraft P belastet. Die dadurch hervor-
gerufene Momentenfliche am ganzen Tragwerk ist in Fig. 77 dargestellt. Sie



110 Bestimmung der Momente infolge beliebiger Belastung des Tragwerks.

wird dadurch gefunden, dafl nach Berechnung der Kreuzlinienabschnitte die
beiden Kreuzlinien gezogen und deren Schnittpunkte J% und Kj mit den beiden
Festpunktsenkrechten bestimmt werden; die Verbindungslinie J,K} ist dann
die gesuchte Schlufilinie in der belasteten Offnung, an welche die M,-Fliche
angehéngt wird, so daB die Balkenachse die Trennungslinie zwischen den positiven
und negativen Momenten bildet. Darauf werden die beiden Stiitzenmomente
nach Multiplikation mit den entsprechenden VerteilungsmaBen iiber die iibrigen
unbelasteten Felder (Balken und Pfeiler) fortgepflanzt.

Beim Uberschreiten des Knotenpunktes B nach links spaltet sich das Mo-
ment MZ in M? und ME. Es ist

MP = pd - M3

und
MF = (1—py)-M3.

Diese Momente pflanzen sich iiber die anschlieBende Konstruktion fort, und
zwar geht nach der Definition der Festpunkte in den unbelasteten Offnungen
die SchluBlinie durch den Festpunkt am anderen Stabende; es besteht kein
Unterschied zwischen Balken und Pfeiler, da beides Stibe des Tragwerkes sind.
Analog erhalten wir beim Ubergang des Momentes M¢ iiber den Knoten-

punkt C nach rechts:

M§ = 1“20 _g- MS
und

M= (1— puf_y)- MY

und diese Momente pflanzen sich ebenfalls iiber die anschlieBende Konstruktion
fort. Das Moment M spaltet sich am Knotenpunkt D in

MP = pg_y - M3
und

MR =(1—pi,) MP,
welche Momente sich wieder mit Hilfe der Festpunkte iiber die unbelasteten
Stédbe 4 und 8 fortpflanzen.

Pfeilerbelastung.

Es sei nur der Pfeiler 7 mit der Kraft P belastet. Die dadurch hervorgerufene
Momentenfliche am ganzen Tragwerk ist in Fig. 88 dargestellt. Sie wird wieder
dadurch gefunden, dafl zunichst am belasteten Pfeiler die beiden Stiitzenmomente
mittels Festpunkte und Kreuzlinienabschnitte ermittelt, und das Pfeilermoment
darauf mittels der Festpunkte und der entsprechenden VerteilungsmaBe iiber
die iibrigen unbelasteten Stibe (Balken und Pfeiler) fortgepflanzt wird.

Beim Uberleiten des Pfeilerkopfmomentes MY in den durchlaufenden
Balken spaltet sich dieses Moment in M§ und M§; es ist

M = pi_y- M7
und

M¢=q(1 “ﬂ$~2)°M'g-
Das Moment M$ pflanzt sich nun iiber die links, und das Moment M¢ iiber
die rechts vom Pfeilerkopf anschlieBende Konstruktion (unbelastete Stibe)
fort, genau wie bei der Balkenbelastung.
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Belastung mehrerer Offnungen.

Sind gleichzeitig mehrere Offnungen (oder Balken und Pfeiler gleichzeitig)
des durchlaufenden Balkens belastet, wie z. B. die zweite und vierte Offnung
in Fig. 140, so bestimmt man die Momentenflachen am ganzen Tragwerk fiir die
Belastung der Offnung I, und fiir diejenige der Offnung I, getrennt voneinander,
addiert darauf die Momentenordinaten unter Beriicksichtigung ihres Vorzei-
chens und hingt erst an die endgiiltigen SchluBllinien s, und s, die betreffende
My-Fliche an; in Fig. 140 sind die Schluilinien der Momentenflichen infolge
nacheinander folgender Belastung der beiden Offnungen 1, und 1, gestrichelt bzw.
strichpunktiert eingezeichnet und mit 2 bzw. 4 bezeichnet.

N /
AT /

b
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Konsolbelastung.

Der in Fig. 100 dargestellte durchlaufende Triger A BCDE auf den elastisch
drehbaren Pfeilern 4, 6, 7 und 8 und der frei drehbaren Stiitze C, an welcher der
Balken festgehalten ist, besitzt an seinem linken Ende eine Konsole, an deren
Ende die Einzellast P angreift. Dadurch entsteht lings der Konsole bis zur
Stiitze 4 das gewohnliche statisch bestimmte Konsolmoment, das im Quer-
schnitt unmittelbar links von A: M4 — Pl betriagt. Dieses Moment pflanzt
sich nun nach rechts iiber die iibrige Konstruktion fort, und zwar verteilt es
sich auf die Stdbe I und 5 gemaB den VerteilungsmaBen pg,,, 1 und ug,.. s
(welche zusammen 1 ergeben), so daf

M‘ld = lwl%cms.—l - M4
und
M‘54 = fuéo'ns.—ii M4 = (1— luéons.—l) PUSH
Das Moment M# leiten wir weiter durch den Festpunkt K,, wodurch wir M¥
erhalten, und das Moment M# pflanzen wir durch J; fort, wodurch sich M%
ergibt; usw.

Da der durchlaufende Balken in E ein festes Auflager besitzt, so sind die

in den Fig. 87, 88 und 89 dargestellten Momente die endgiiltigen Momente.
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Wire in E kein festes, sondern ein bewegliches Lager, so wiirden sowohl bei
Balkenbelastung, als auch bei Pfeilerbelastung infolge der horizontalen Ver-
schiebung der Pfeilerképfe noch Zusatzmomente (Rechnungsabschnitt II) ent-
stehen, welche zu den eben erhaltenen Momenten (Rechnungsabschnitt I) zu
addieren wiren. Die Zusitze infolge der Balkenbelastung wiirden gering aus-
fallen, da das Tragwerk der Fig. 76 vier Pfeiler aufweist (vgl. Teil II) und die
Zusétze um so geringer werden, je mehr Pfeiler ein Tragwerk besitzt. Bei Pfeiler-
belastung wire dies jedoch anders; in diesem Falle wiirden sich die Pfeilerkopfe
selbstredend noch verschieben und dadurch Zusatzmomente hervorrufen, welche
einen erheblichen Anteil an den endgiiltigen Momenten haben.
Ferner erldutern wir die Bestimmung der Momentenfliche am

¢) geschlossenen Rechteckrahmen

der Fig. 141, dessen oberer Balken (Stab 3) gleichmiBig verteilt belastet ist. Bei
der symmetrischen Ausbildung des Tragwerkes und der symmetrischen Belastung
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Fig. 141—141c.

verschieben sich die Balken 2 und 3 nicht, so dal das Tragwerk fiir den ge-
gebenen Belastungsfall wie ein Tragwerk mit unverschiebbaren Knotenpunkten
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berechnet werden kann, auch wenn die festen Lager an den Knotenpunkten D
und F nicht vorhanden wiren.

An einseitig offenen und geschlossenen Tragwerken sind die Momente ent-
sprechend dem Wesen des endlosen Stabzuges ,,endlos®, d.h. auch im Kreise
herum so lange fortzupflanzen, bis sie verschwindend klein geworden sind.
Zum Glick aber wird die Rechnung nicht endlos, da die Momente beim
Weiterleiten rasch abnehmen, so dal es meistens gar nicht zum Kreislauf kommt.

Nachdem die Festpunkte und VerteilungsmaBe am ganzen Tragwerk der
Fig. 141 bestimmt sind, kénnen die beiden Momente M¥ und ME des belasteten
Stabes mittels der Kreuzlinienabschnitte (Kap. V) bestimmt und darauf weiter-
geleitet werden.

Wir brauchen der Symmetrie wegen nur das Moment M¥Z weiterzuleiten,
da die Fortpflanzung des Momentes M% genau das Spiegelbild der Momenten-
fliche, erhalten durch Weiterleitung von M7, liefert und darauf die Momente
aus den beiden Bildern einfach mit ihren Vorzeichen zu addieren sind.

Zunichst erhalten wir M = M¥, weil sich in Knotenpunkt E nur ein Stab
anschlielt. Durch Ziehen der Schlufilinie s; durch den Festpunkt J; erhalten
wir M¢. Dieses Moment zweigt sich nun in die beiden ,,anstoBenden‘ Stibe 2
und 4 ab. Es ist

M f = M 50 : uug—4 ’
und da aus der Gleichgewichtsbedingung am herausgetrennten Knotenpunkt C
(Fig. 141a)

MY = M§ — MY,
so ist

ME = (1—ui_,)- Mf.

Das Moment M$ pflanzt sich iiber den Stab 2 durch SchluBlinie s} weiter.

Letztere schneidet in D das Moment M2 ab, das sich dort spaltet in:
MR = M3 -p3 g

und
M? = M7-(1—p3_).

Das Moment M pflanzt sich durch SchluBlinie s§ iiber Stab 6 weiter, er-
zeugt in B das Moment M ¥, welches in voller GréBe in den Stab I iibergeht, wo
es sich durch SchluBlinie s? weiterleitet und bei A ein Moment M# ergibt, welches
so klein ist, dal es keinen weiteren EinfluBl auszuiiben vermag.

Bevor wir das Moment M? weiter verfolgen, leiten wir zunichst das am
Knotenpunkt C' erhaltene Zweigmoment M weiter. Dieses erzeugt am Stab 4
die durch die SchluBllinie s, bestimmte Momentenfliche. Das in Knotenpunkt 4
hervorgerufene Moment M4 geht, weil sich nur ein weiterer Stab anschlieBt,
ohne Spaltung (Fig. 141c¢) in den Stab I iiber, wo es die durch die SchluBllinie s
begrenzte Momentenflache ergibt. Das hierdurch in B erzeugte Moment pflanzt
sich ohne weiteres durch SchluBlinie s iiber den Stab 6 fort. Die SchluBlinie s}
der nicht schraffierten Momentenfliche schneidet in D ein Moment ab, welches
sich analog M¢ in C spaltet in:

M7 = MR- gy
und
MR = M- (1~ ug—),
Suter, Festpunkte, 2. Aufl, I. 8
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welch letzteres sich iiber Stab 2 durch SchluBlinie s% fortpflanzt und in C ein
derart kleines Moment ergibt, daB es nicht mehr weitergeleitet zu werden braucht.

Da sich die beiden Momentenflichen am Stab 7, herrithrend von der Weiter-
leitung der schraffierten bzw. der unschraffierten Momentenflichen am Stab 2
bzw. 6 decken wiirden, so addieren wir die beiden Momente M?, damit wir nicht
eine der beiden Momentenflichen iibersehen, und leiten darauf das Gesamt-
moment vermittels SchluBlinie s, iiber den Stab 7 weiter. Dieses erzeugt in
Punkt F ein Moment, welches ohne weiteres in Stab 3 iibergeht und sich dort
durch SchluBlinie s; fortpflanzt, jedoch in Punkt E so klein geworden ist, daB
es keinen weiteren Einflul auszuiiben vermag.

Die Momentenfliche, herriihrend von der Fortpflanzung des Stiitzen-
momentes M% der belasteten Offnung, d.h. das Spiegelbild der Momenten-
fliche herrithrend von MZ, wurde in Fig. 141 auf der rechten Hilfte des Trag-
werkes gestrichelt eingezeichnet.

Aus dem ganzen Momentenverlauf ersehen wir, da die Momente beim Weiter-
leiten tatsichlich sehr schnell abnehmen, was der Berechnungsmethode sehr zu-
gute kommt, wie dies aus den Zahlenbeispielen in Bd. IT noch weiter ersicht-
sichtlich ist.

In Fig. 142 haben wir den Querschnitt durch einen symmetrischen,
rechteckigen Kanal mit senkrechter Mittelwand dargestellt. In
beiden Abteilungen herrscht der gleiche Wasserdruck, auch der Bodendruck ist
symmetrisch verteilt. In diesem Falle bleiben die Tangenten der elastischen

8 ’
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Fig. 142, Fig. 142a.
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Linien BCD und AF E in C und F waagrecht und damit diejenige des Stabes CF
senkrecht, so daf} der Stab CF spannungslos bleibt und das Tragwerk in C und F
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fir die vorausgesetzte symmetrische Belastung der symmetrischen Konstruk-
tion als voll eingespannt betrachtet werden kann. Dann kann der Stabzug # A BC
(Fig. 142a) ausgestreckt und wie ein gewChnlicher frei aufliegender durch-
laufender Balken mit eingespannten Enden berechnet werden (Fig.142b), da
der Stab A B in senkrechter Richtung unverschiebbar ist, weil er sich in 4
gegen den Boden stiitzt und im Kanal die Wasserbelastung nach unten grofer
ist als diejenige nach oben.
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Fig. 143. Fig. 143a.

Zur Bestimmung der Biegungsmomente in den Randsiulen eines viel-
fachen Stockwerkrahmens eines Gebdudes koénnen wir nidherungsweise
8o vorgehen, daBl wir nur die in Fig. 143 stark ausgezogenen Stébe als zusammen-
hingend betrachten und die elastische Einspannung der Stabe I, 2 und 3
an ihren Enden A bzw. B bzw. C in der Weise beriicksichtigen, daBl wir die
Festpunktabstinde b,, b, und b; schitzen (vgl. Kap. II, 8). Analog kénnen
wir zur Bestimmung der Biegungsmomente der Mittelsdulen vorgehen (vgl.
Fig. 143a).

In den Fig. 144, 144a und 144b wurde der Horizontalschnitt durch
einen Silo dargestellt. Zur Berechnung der Biegungsmomente und Axial-
krifte in den Zellenwénden kénnen wir néherungsweise wieder so vorgehen, dafl
wir fiir die Wiande einer Mitte-, AuBen-
oder Eckzelle nur die in Fig. 144 bzw.
144a bzw. 144b stark ausgezogenen
Stébe als zusammenhéngend betrach-
ten und die elastische Einspannung
durch die abgeschnittene Konstruktion
in der Weise beriicksichtigen, dafl wir
die Festpunktabstinde an den Kin- /
spannstellen nach Kap. IT, 8 schiitzen. Fig. 144.

Fig. 144 a. Fig. 144D,
]*
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d) Der statisch unbestimmte Balken mit einer Offnung.

Auch dieser fillt unter den Begriff des durchlaufenden Trigers, und zwar
sowohl der einfache Rahmen (Fig. 145 bis 145d) als auch der beidseitig oder
einseitig eingespannte Balken (Fig. 145¢ bis g). In den Fig. 145 bis 145¢ ist die
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Fig. 145a.
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Fig. 145b.

Ermittlung der Momentenflichen fiir diese Falle dargestellt, welche nach dem
vorhergehenden ohne weiteres verstdndlich ist. Die einfachen Rahmen der
Fig. 145 bis 145¢ sind symmetrisch ausgebildet und symmetrisch belastet, so
daB die Siulenkdpfe keine Verschiebungen erleiden, weshalb keine Zusatz-
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momente (R. II) zu ermitteln sind. Beilaufig sei bemerkt, daf die Konstruktion
der Fig.145b dann gewihlt wird, wenn die Resultierende in den FuBgelenken
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Fig. 145e.
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Fig. 145 £.

Flg. 146g.
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moglichst senkrecht sein soll (z. B. bei Auflagerung auf Pfihlen). Der einhiiftige
Rahmen der Fig. 145d besitzt am rechten Balkenende ein unbewegliches Lager,
so daB die ermittelten Momente ebenfalls die endgiiltigen sind. Ist ein Triager
an einem Ende fest eingespannt (Fig. 145e,f und g), so fillt der anliegende
Festpunkt mit der Drittellinie zusammen (vgl. Kap. III, 6, Fall 2), liegt er da-
gegen an einem Ende frei auf (Fig. 145e und g), so fillt der betreffende Fest-
punkt in das freie Auflager (vgl. Kap. ITI, 6, Fall 3).

e) Der frei aunfliegende durchlanfende Triger.
Liegt der Balken, wie in Fig. 146 dargestellt, an allen Stiitzen frei auf,
so werden die Kreuzlinienabschnitte gendu wie in den vorhergehenden Ab-
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Fig. 146.

schnitten [Gl. (242) und (243)] bestimmt. Nachdem keine biegungsfest mit
dem Balken verbundenen Pfeiler, welche der Verdrehung der Knotenpunkte
auch Widerstand entgegensetzen, vorhanden sind, mithin in jedem Knoten-
punkt (Auflager) nur ein Stab ,anstoBt so gibt es keine VerteilungsmaBe
zu ermitteln, da an jeder Stiitze das volle Moment von einem Stab in den
einen anstofenden Stab iibergeht. Danach fillt in der Momentenfliche der
Sprung an jeder Stiitze weg.

Besitzt der durchlaufende Triger, wie in Fig. 146a dargestellt, an einem Ende
eine Konsole, auf welcher die gleichmiBig verteilte Last p/lfdm wirkt, so ent-
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Fig. 146a.

steht lings der Konsole bis zur Stiitze 4 das gewohnliche statisch bestimmte

2
Konsolmoment, das iiber der Stiitze 4 M4 = Eé—betrégt. Da der Triger an

allen Stiitzen frei aufliegt, so geht jeweils das volle Stiitzenmoment in die
nichste Offnung iiber.
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5. Grenzwerte der Momente.

Die Grenzwerte der Momente fiir einen beliebigen Schnitt ergeben sich durch
Superposition des Momentes aus stindiger Last und der einzelnen gréBten
positiven, bzw. grofiten negativen Momentenwerte infolge der vorkommenden
verdnderlichen Lasten. Zur Bestimmung des grofiten positiven oder gréBten
negativen Momentes fiir einen Schnitt infolge einer beweglichen Lastart, muB
zuerst dasjenige Belastungsschema gesucht werden, welches die gewiinschten
extremalen Werte liefert.

a) GleichmiBig verteilte Last.

Wird der elastisch eingespannte Balken A B (Fig. 147) mit der Last P be-
lastet, so liegen die Nullstellen der Momentenfliche stets je zwischen einem Auf-
lagerpunkt und dem néchstliegenden Festpunkt, und zwar verschiebt sich der
eine Momentennullpunkt von 4 nach J, wenn P von 4 nach B wandert, wihrend
sich gleichzeitig der andere von K nach B bewegt. Es ist dies fiir variables Trig-
heitsmoment aus Fig. 122f ersichtlich: Der
Kreuzlinienabschnitt links ist nach Gl. (250a)

k= —P-&.

Im einfachen Balken A B (Fig. 147), be-
lastet mit der Einzellast P ist

/

My=P-z%.

Liegt P nahe bei B und bewegt sich gegen

B, so ndhert sich % dem Grenzwerte 1, wih-

Fig. 147.

rend gleichzeitig s® = « wird (Fig. 122f).
Es wird dann
My=P-sb=—1Fk2,
d. h. die von B ausgehende Kreuzlinie fillt mit der einen Seite der Momenten-
linie zusammen, und daher auch der Momentennullpunkt mit dem Festpunkt K.
Dies gilt natiirlich auch fiir den Spezialfall des konstanten Triagheitsmomentes
auf ganzer Stablinge.

Bei jeder Laststellung von P treten daher innerhalb der Strecke J K nur
positive Momente auf. Folglich gibt Totalbelastung fiir die Balkenstrecke zwi-
schen den Festpunkten die positiven Grenzwerte der Momente.

Ist nur der EinfluBl von gleichmaBig verteilter Verkehrslast zu untersuchen,
kann man sich daher die Konstruktion der EinfluBlinien fiir die mittlere Strecke
J K ersparen.

In den Balkenstrecken zwischen Festpunkten und Auflager hingegen, kénnen
bei entsprechender Laststellung sowohl positive, wie negative Momente ent-
stehen. Es ist daher fir die Grenzwertbildung Teilbelastung von 4B mal-
gebend. Um die Belastungsscheide S fiir einen Schnitt ¢ zu finden, miillte die-
jenige Laststellung § durch Probieren gesucht werden, welche in ' ihren Mo-
mentennullpunkt hat (Fig. 147a). Liegt C z. B. zwischen K und B, ist die Strecke
A8 die maBgebende Belastungslinge. Fiir die Balkenstrecken zwischen Fest-
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punkten und Auflager wird man daher einfacher die Grenzwerte der Momente
mittels EinfluBlinien bestimmen. Oft wird auch dies umginglich sein, wenn fiir
die Dimensionierung die Grenzwerte der Mo-

EUUHJHHHIIIHHIHIIHHHHH ,, mente in der Mitte und iber den Stiitzen ge-
m{ . , % niigen.

A Wie in Fig. 146 ersichtlich, treten bei Be-

lastung einer Offnung eines durchlaufenden

Fig. 147a. Balkens zwischen den Festpunkten der An.

schluBéfinungen abwechselnd negative wie posi-
tive Momente auf. Die AnschluBéffnungen miissen daher abwechselnd unbelastet
und belastet werden, um auf der Innenstrecke der betrachteten Offnung die
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groBten positiven Momente zu erhalten (Fig. 148). Das groBte negative Moment
tritt stets iiber einer Stiitze auf, und zwar bei Vollbelastung der zwei angrenzenden
Offnungen, sowie Entlastung und Belastung der folgenden Felder (Fig. 148a).
£
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Fig. 148.
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Fig. 148a.
Um die positiven wie negativen Grenzwerte zu erhalten, werden daher der
Reihe nach simtliche Offnungen mit g resp. (g + p) belastet, und die Stiitzen-
momente unter Beriicksichtigung eventueller Spriinge infolge elastisch ein-
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gespannter Pfeiler weitergeleitet. Die aus einem maBgebenden Belastungsfall
herrithrenden SchluBlinien werden mit dem Zirkel addiert und von den daraus
resultierenden SchluBlinien aus die Mg-Parabeln der belasteten Offnungen ab-
getragen. Jede Momentenfliche, herrithrend aus einem bestimmten Belastungs-
fall, liefert dann ein Stiick der positiven und negativen Grenzwertlinien (Fig.148b).
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Der in Fig. 148 aufgezeichnete Belastungsfall liefert die gréBten positiven
Momente zwischen den Festpunkten des I.und 3. Feldes, und die gréBten
negativen Momente zwischen den Festpunkten des 2.und 4. Feldes. Er gibt
ferner das gréBte negative Moment iiber der Stiitze 4, vorausgesetzt, daB hori-
zontal wirkende Lasten nicht vorkommen. Aus dem Belastungsfall der Fig. 148a
erhalten wir die gréBten negativen Momente links und rechts der Stiitze B.
Die von diesen Belastungsféillen herriihrenden Stiicke der Grenzwertlinien sind
in Fig. 148b aufgezeichnet.

Uber Auflagerpunkten lassen sich leicht die Tangenten an die Min.-M-Linie
zeichnen. Verbindet man in Fig. 148a den Endpunkt E der Ordinate y = 2 M,
mit einem Auflagerpunkt, z. B. B, so stellt diese Gerade die Tangente an die
nach oben abgetragene M -Parabel dar. Ihr Schnittpunkt mit der zu dem maB-
gebenden Belastungsfall gehorenden SchluBlinie s ist S. Die Projektion S’ von &
auf die Balkenachse ist der Schnittpunkt der gesuchten Tangente ¢ mit der
Balkenachse (Fig. 148D).

Bei konstantem Tréagheitsmoment iiber die ganze Stablinge sind die Kreuz-
linienabschnitte k¢ = k* = — 2 f. Dies gilt auch fiir den Balken mit verinder-
lichem Trégheitsmoment, vorausgesetzt, daB er symmetrisch ausgebildet ist.
Bei beliebig vertinderlichem Trigheitsmoment wird die Belastungsstrecke in
einzelne Teile geteilt, und diese wie Einzellasten behandelt.

Fir das Tragwerk der Fig. 148 geben die folgenden Belastungsfille (Fig. 148¢
und 148d) simtliche Grenzwerte der Momente aller Querschnitte zwischen den
Festpunkten eines jeden Feldes.
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Fig. 148¢.
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Fiir die negativen Grenzwerte der Stiitzenmomente sind die folgenden Be-
lastungsfille maBgebend (Fig. 148e bis f).
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t Konsolen spielen fiir die anderen Offnungen die gleiche Rolle wie Endfelder
(Fig. 149)
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Fig. 149.

Treten noch horizontal wirkende Lasten, z. B. Winddruck auf die seitlichen
Stiele auf, sind letztere wie Endfelder zu behandeln (Fig. 150).
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b) Bewegliche Einzellasten.

Die grofiten positiven und negativen Momente infolge beweglicher Einzel-
lasten werden mit Hilfe von EinfluBlinien bestimmt.

Belastet man eine Offnung eines durchlaufenden Balkens mit einer Einzel-
last P =1, so pflanzen sich die Biegungsmomente iiber die andern Offnungen
fort (Fig. 151).

Betrachtet man nun einen beliebigen Punkt F (Fig. 151), so stellt das Mo-
ment My die EinfluBordinate der gegebenen Laststellung fiir F dar. Wird also
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My unter der Last P =1 aufgetragen, und dies fiir andere Laststellungen
wiederholt, erhilt man die EinfluBlinie des Momentes fiir Schnitt F (Fig. 151 a),

B _ rERTIS

) Y ® °f +

Fig. 151a.

kurz als Mp-Linie bezeichnet. Die EinfluBlinien erstrecken sich im allgemeinen
iiber die ganze Balkenlinge. Nur fiir die Festpunkte J und K fallen sie rechts
bzw. links der betrachteten Offnung weg (Fig. 153¢).
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Die Belastung der linken Konsole ergibt mit Ausnahme der K-Punkte in
simtlichen Schnitten der Balkenfelder Momente. Die EinfluBlinien der Mo-
mente dieser Schnitte setzen sich daher iiber die Konsollinge fort (Fig. 151a).
Beiindirekter Belastung sind nur die EinfluBordinaten unter den Sekundir-
trigern zu bestimmen. Die EinfluBlinien dazwischen verlaufen geradlinig
(Fig. 152a). Zum Vergleiche ist die entsprechende EinfluBlinie bei direkter Be-
lastung punktiert eingezeichnet.

Zur Konstruktion der EinfluBlinien braucht man die Kreuzlinienabschnitte
fiir die wandernde Last P = 1. Bei konstantem oder von Feld zu Feld sprung-
weise verdnderlichem Tragheitsmoment werden diese am schnellsten graphisch
bestimmt (siehe S.96). Fir Balken mit geraden und parabolischen Vouten
liefern die Tabellen im Anhang die Kreuzlinienabschnitte direkt. Bei beliebig
verinderlichem Trigheitsmoment (Fig.153) verwendet man mit Vorteil die
Biegelinien des frei aufliegenden Balkens, belastet mit M = 1 an einem Ende.
Diese liefern nach dem auf S. 92 erliuterten Verfahren die Kreuzlinienabschnitte.

Fir den durchlaufenden Balken der Fig.76, mit beliebig ver-
anderlichem Tragheitsmoment, auf elastisch drehbaren Stiitzen
wird die Konstruktion von EinfluBlinien der Momente im folgenden dargestellt
(Fig. 153 bis 153¢). Die einzelnen Felder werden durch Schnitte unterteilt. Die
Biegelinien der Fig. 153a und 153b sind bereits vorhanden von der graphischen
Bestimmung der Festpunkte her (Fig. 80 bis 86). Die Konstruktion der EinfluB-
ordinaten soll fiir Schnitt I und II gezeigt werden.

e

20
|
1




Bestimmung der Momente infolge beliebiger Belastung des Tragwerks.

124

Ju

YIS QDU 280y S50
Gunwaifssg iz uanyabyg
_—

VB VR

)4

4

£

J

) [

Jy

|
1
|
T
1

)
@
S

158.

r- 2008 T
£5

153b.

ien aer Mo

J
i

Einflub),

158e.

153h.

153 i.

Fig. 153 und 153a—1.



Grenzwerte der Momente. 125

Fiir die Laststellung P = 1 iiber Schnitt I erhalten wir aus den beiden Biege-
linien des einfachen Balkens 4 B (Fig. 153a und 153b) die Kreuzlinienabschnitte
k} und %Y. Sie werden in Fig.153¢c in demjenigen Mafstabe aufgetragen, in
welchem die Momente aufgezeichnet werden sollen. In unserem Falle muBten
sie verdoppelt werden. Die SchluBlinie 8, die wir so erhalten, gibt uns die Stiitzen-
momente M, und My, welch letzteres iiber die anschlieBenden Felder weiter-
geleitet wird. Die so erhaltene Momentenfliche enthilt alle EinfluBordinaten,
7y fiir samtliche EinfluBlinien, z. B. #} in I und %%, in VI (Fig. 153e).

Fiir die Laststellung P = 1 in VI erhalten wir wieder in Fig. 153a und b die
Kreuzlinienabschnitte £%; und %%;. Diese, im MaBstab der Momentenfliche in
Fig. 153d aufgetragen, ergeben die SchluBlinie Sy; und damit die Momenten-
verteilung iiber das ganze Tragwerk. So erhalten wir simtliche EinfluBordinaten
7yr, die unter Schnitt VI aufgetragen sind.

Auf gleiche Weise werden die EinfluBordinaten fiir die anderen Schnitte be-
stimmt.

Zu erwihnen ist noch, daB beim durchlaufenden Rahmen zwei EinfluBlinien
fiir Stiitzenmomente am selben Stiitzpunkt vorkommen (Fig. 153h und 1531i).

Die EinfluBlinien der Momente fiir den durchlaufenden Balken auf
frei drehbaren Stiitzen verlaufen im wesentlichen wie diejenigen des kon-
tinuierlichen Balkens auf elastisch drehbaren Stiitzen. Nur ist bei diesen der
Ubergang iiber den Stiitz