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Vorwort.

Zwischen schulmiafBiger und hoherer Betrachtung besteht in der
analytischen Geometrie vielleicht ein stirkerer Gegensatz als in irgend
einem anderen Gebiet der Mathematik. Seine Uberwindung sollte man
den Studierenden mdglichst erleichtern; am besten so, daf sie selbst
die Wandlung ihrer Denkweise innerlich mitschaffend vollziehen. Dem
habe ich Rechnung zu tragen gesucht. Die mir bekannten neueren
Lehrbiicher verfahren freilich zumeist etwas anders. Die projektive
Denkweise beherrscht fiir sie von vornherein und in einheitlicher Dar-
stellung den Aufbau; was zugleich den baldigsten Gebrauch homogener
Koordinaten mit sich bringt. Die methodische Konsequenz dieses Ver-
fahrens kann nicht bestritten werden. Fiir das vorliegende Lehrbuch
ist jedoch auBer den gebieterischen Forderungen der Wissenschaft auch
die Riicksicht auf die ebenfalls gebieterischen Bediirfnisse des Lernen-
den bestimmend gewesen. Dies gilt insbesondere auch von der Anord-
nung des Stoffes. Ich hielt es fiir richtig, die sachlichen und metho-
dischen Grundgedanken dem Studierenden zunichst in der inhomogenen
analytischen Sprache zu vermitteln, die er mitzubringen pflegt.

Immer wird ein Kompromif8 persénlich gefirbt sein. Ich stehe nicht
an zu sagen, daB ich mich wesentlich auf die Seite der Lernenden ge-
stellt habe; ein einfithrendes Lehrbuch soll in erster Linie ein Lern-
buch sein. Unter dem Gesichtspunkt des wissenschaftlichen Aufbaues
mag allerdings manches in ihm als ein Mangel erscheinen, worin ich
selbst eine pddagogische Notwendigkeit sehe. Von diesem Gesichts-
punkt aus bitte ich den kritischen Leser, Plan und Ausfithrung meiner
Arbeit zu beurteilen. Ich hoffe mit ihr auch dem Grundgedanken
dieser Sammlung zu entsprechen, der die Bediirfnisse der Anwendungs-
gebiete besonders beriicksichtigen will.

Auch die Abgrenzung des Inhalts ist wesentlich durch pddago-
gische Erwdgungen bestimmt. Er beschriankt sich im wesentlichen auf
das lineare Gebiet; dazu wird man auch die Polaritit und die Trans-
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formation der quadratischen Formen rechnen; bestehen doch ihre
Hauptteile in der Diskussion einer Matrix. Dagegen ist der Linienraum
sowie die projektive Behandlung der Metrik auBerhalb des behandelten
Stoffes geblieben.

In einem Anhang habe ich iiber Determinanten, Substitutionen,
Formen usw. alles das zusammengestellt und kurz abzuleiten gesucht,
was die notwendigen algebraischen Hilfsmittel der analytisch-geo-
metrischen Schliisse ausmacht, die das Lehrbuch benutzt.

Bei der Korrektur bin ich von den Herren Bieberbach, Hellinger
und Walther freundlichst unterstiitzt worden. Ich verdanke ihnen
mancherlei mir wertvolle Hinweise und sage ihnen auch an dieser
Stelle herzlichen Dank.

Frankfurt, im Mai 1925.
A. Schoenflies.
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Erstes Kapitel.

Einleitende Betrachtungen.

Vorbemerkung.

Die analytische Geometrie untersucht die geometrischen Gebilde
mit Hilfe von Gleichungen. Gleichungen sind aus Zahlgrofen aufgebaut.
EsmuB also eine Methode geben, die den geometrischen Gebilden (Punkt,
Gerade usw.) gewisse Zahlen so zuordnet, daB ein SchlieBen vom
arithmetischen Gebiet auf das geometrische und seine Eigenschaften
moglich ist. Das Verdienst, eine solche Methode erdacht und darauf
ein wissenschaftliches Lehrgebdude errichtet zu haben, gebiihrt dem
auch als Philosophen wohlbekannten Mathematiker René Descartes.
Die Schrift, in der es geschah, hat den einfachen Titel Géométrie und
erschien im Jahre 16371). Seitdem hat sich die analytische Geometrie
zu einer der erfolgreichsten FErkenntnismethoden fir die gesamte
Mathematik entwickelt.

Die elementare mathematische Denkweise haftet an den Begriffen
des Endlichen, des Rationalen und des Reellen; die hohere Auffassung
hat sich genotigt gesehen, dariiber hinaus zu den Begriffen des Un-
endlichen, des Irrationalen und des Imagindren fortzuschreiten. Worin
dies begriindet ist, soll in diesem einleitenden Kapitel kurz erortert
werden. Dazu kommen einige Formeln fiir Strecken, Winkel und
Projektionen, die fiir den gesamten Aufbau der analytischen Geometrie
grundlegend sind und deshalb hier vorangestellt werden.

§ 1. Arithmetisches und geometrisches Kontinuum.

Die folgende Vorstellung ist uns geldufig. Nehmen wir auf einer
Geraden g einen festen Punkt O an, und ist P ein beliebiger Punkt von
ihr, so entspricht der Strecke OP eine gewisse reelle Zahl, die ihre Lange
darstellt, und wenn P die Gerade g durchliuft, so nimmt diese Zahl
der Reihe nach alle reellen Werte an. Freilich ist diese Vorstellung
keineswegs so selbstverstandlich, wie es scheinen mag; sie bedarf viel-
mehr einer eingehenden Erorterung. Hier soll es geniigen, auf die
Probleme, die sie einschlie8t, kurz hinzuweisen.

1) Eine deutsche Ausgabe von L. Schlesinger erschien 1894; 2. Auflage 1923.

Schoenflies, Analytische Geometrie. 1
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I. Einleitende Betrachtungen.

Auf unserer Geraden nehmen wir (Fig.1) auBer dem Punkt O
noch einen Punkt E an; er moge rechts von O liegen. Dem Punkt O
ordnen wir die Zahl 0 zu, dem Punkt E die Zahl 1. Es stellt dann OF
die Mapeinheit auf der Geraden dar (£ heiBt daher der Einheitspunkt
der MaBbestimmung), und die Richtung von O zu E ist die positive
Richtung. Jeder rationalen Zahl 1aBt sich dann in bekannter Weise
ein Punkt auf g zuordnen. Der positiven ganzen Zahl p entspricht
der Punkt P rechts von O, fiir den OP = 4 - OF ist; analog einer nega-

tiven ganzen Zahl ein Punkt @ links von O.

0 £ 7 Den Punkt M, der dem positiven Bruch m/n

Fig. 1. entspricht, erhalten wir so, daBl wir OF in #
gleiche Teile teilen und OM gleich m solcher
Teile machen. So finden wir zu jedem positiven oder negativen Bruch
einen Punkt von g. Geben wir dem Nenner # der Reihe nach die
Werte 1, 2,...,7-+1, und zeichnen fiir jeden dieser Werte alle zu-
gehorigen Punkte m/n, so ist der Abstand zweier benachbarter von
ihnen sicher kleiner als 1/». Mit wachsendem » bedeckt sich also die
Gerade immer dichter mit Teilpunkten; es gibt kein noch so kleines
Intervall, in das bei diesem Verfahven nicht schlieflich Teilpunkic hinein-
fielen. Man sagt deshalb, die rationalen Punkte erfiillen die Gerade
siberall dicht.

Doch aber gibt es geometrische Strecken, deren Linge durch kein
Stiick der Geraden dargestellt werden kann, das in O beginnt und in
einem der erhaltenen Punkte endigt. Eine solche Linge besitzt z. B. die
Diagonale eines Quadrats {iber der Lingeneinheit. Ihr kommt der
Wert 2 zu, ein Wert, der keiner rationalen Zahl gleich istl). Wir
stellen ihn durch einen unendlichen nicht periodischen Dezimalbruch
dar, von dem wir beliebig viele Stellen berechnen kénnen. Von solchen
Briichen wissen wir, daB sie den gewodhnlichen Rechnungsregeln aus-
nahmslos folgen. Hiervon ausgehend hat die Mathematik die folgenden
grundlegenden Vorstellungen ausgebildet: 1. Auch jedem solchen un-
endlichen Dezimalbruch legen wir einen (irrationalen) Zahlenwert bei;
der GroBe nach geordnet bilden die rationalen und irrationalen Zahlen
das arithmetische Kontinwum. 2. Es gibt genau so viele Punkte der
Geraden g, wie es Zahlen des Zahlenkontinuums gibt. Die den rationalen
Zahlen zugehorigen Punkte heiBen rationale Punkte, die anderen
irrationale ; beide zusammen bilden das geometrische Kontinuum. 3. Durch-
lduft die Zahl der GroBe nach alle Zahlenwerte, so durchliuft der ihr
zugeordnete Punkt genau einmal die ganze Gerade.

1) Hatte die Diagonale eine rationale Lange m/n, wo m und # ohne ge-
meinsamen Teiler sein sollen, so hitte man zunichst 2#2 = m2; es miillte
also m den Teiler 2 haben, d.h. m = 2m,; . Daraus folgte weiter 2 = 2mf
und es wire auch # durch 2 teilbar, im Gegensatz dazu, daB m und = teiler-
fremd sind.



§ 2. Streckenrelationen. 3

§ 2. Streckenrelationen.

Die soeben eingefithrte Beziehung zwischen den Zahlen und den
Punkten hat zur Folge, daBl wir auch das Rechnen mit den Zahlen
auf die Strecken iibertragen, und zwar auf folgender Grundlage:

1. Zwel Punkte A und B der Geraden bestimmen zwei Strecken
derselben Linge, aber entgegengesetzter Richtung; um sie zu unter-
scheiden, bezeichnen wir sie durch AB und BA und setzen

(1) AB 4+ BA = 0.
2. Sind 4, B, C drei Punkte in natiirlicher Reihenfolge, so ist
(2) AB 4+ BC = AC .

Addieren wir hier beiderseits CA, so erhilt die Gleichung gemiB (1)
die mehr symmetrische Form

(2a) AB+BC+CA=0.

Diese Gleichungen gelten aber auch fir jede andere Anordnung
von A, B, C. Setzen wir (2a) in die Form BC + CA + AB =0, so
gilt sie fiir drei Punkte B, C, A4, die die Reiheniolge 4, B, C haben,
und analog kann sie fiir jede Reihenfolge erwiesen werden.

Mit Hilfe dieser Gleichungen kann man eine jede Strecke AB
durch die den Punkten 4 und B zugehorigen Zahlen 04 = a und
OB = b ausdriicken. Gemal (2a) ist

0A + AB + BO =0,
woraus weiter
(3) AB=0B —0A =b —a

folgt; und dies gilt, wie wir eben zeigten, fiir jede Lage der Punkte 4
und B. Damit ist nunmehr jeder Strecke der Geraden, nach einheit-
lichem Verfahren und unabhingig von ihrer Lage, eine (positive oder
negative) Zahl zugewiesen.

Beispiel. Sei 04 = 3, OB = 4 (Reihenfolge OA4B), so ist AB =4 — 3 = 1;
ist 04 = —3, OB = 4 (Reihenfolge AOB), soist AB = 4 4 3 = 7;ist 04 = —3,
OB = —4 (Reihenfolge BAO), so ist AB = —4 4 3 = —1.

Da jeder Strecke eine Zahl zugewiesen ist, so miissen die Gleichun-

gen (1), (2) und (2a) in gewissen Zahlenrelationen ihren Ausdruck
finden. Diese Relationen sind fiir (1) und (2a)

p—a)+@—B=0 und O—a)+(c—0b +@—c)=0.

Sie gelten fiir beliebige Zablen a, b, ¢, genau wie die Streckenrelationen

fiir beliebig liegende Punkte gelten. Man erkennt hieraus, daBl sich

die Gleichungen (2) und (2a) auf beliebig viele Punkte ausdehnen
1%



4 I. Einleitende Betrachtungen.

lassen, unabhingig von ihrer Anordnung. Sind also 4, B, C,..., L, M
solche Punkte, so ist :

(4) AB +BC ..+ + LM = AM
und
(42) AB+ BC ++--+LM + MA =0.
Fir vier Punkte A4, B, C, D besteht die wichtige Relation
(5) AB-CD + AC-DB 4+ AD-BC =0.

Es ist ndmlich
AB-CD = AB (CA + AD),
AC - DB = AC (DA + AB),
AD.BC = AD (BA + AC),

und die Addition dieser Gleichungen ergibt rechts das Ergebnis Null.
Der arithmetische Ausdruck von (5) ist .

C—a@—+C—a)b—d+@—aC—b=0,
und auch diese Gleichung ist fiir beliebige Zahlen a, b, ¢, d erfiillt.

§ 3. Das Teilungsverhéltnis.

Ein Punkt P der Geraden g bestimmt mit der Strecke AB ein
Teilungsverhiltnis (Fig. 2); wir bezeichnen es durch (ABP) und ver-
stehen darunter den (positiven oder negativen) Zahlenwert

AP

(6) (ABP) = 55 = u.

Durchliauft der Punkt P die Gerade, so dndert sich auch der Wert

7 T o von u; er nmimmt alle Werte des Zahlen-

A M 7 P kontinuums an, und jeden genau ernmal.

Fig. 2. Zunichst erkennt man, daB u© (be-

dingt durch das Vorzeichen, das den

Strecken AP und BP zukommt) auf dem Teil /T negativ ist, auf den

Teilen I und III aber positiv. Genauer gilt folgendes: Wir nehmen P
zunichst verschieden von 4 und B an; setzen wir dann

AB L BP AB AB
p=—5p =1tzp=1—pp

so ergibt sich:

1. Wenn P von B an den Teil III durchliuft, so durchliuft der
Bruch AB : BP abnehmend alle positiven Zahlen bis 0, und daher
durchlauft ¢« abnehmend alle positiven Zahlen bis 1.

2. Durchlduft P von links nach rechts den Teil I, so durchlduft
der Quotient AB : PB alle positiven Zahlen von 0 bis 1, also w alle
positiven Zahlen von 1 bis 0. :



§ 4. Winkelrelationen. 5)

3. Durchlduft P den Teil I von A bis B, so durchlduft offenbar u
alle negativen Zahlen, und zwar so, daB die absoluten Werte zunehmen.
Dem Wert ¢ = —1 entspricht die Mitte M der Strecke AB. Weiter
ist klar, daB p = 0 ist, wenn P in den Punkt A4 fillt.

Damit ist bereits jedem positiven und negativen Wert u eine Lage
von P zugewiesen, mit alleiniger Ausnahme von u = 1; es gibt keine
endliche Lage des Punktes P, fiir die der Quotient AP : BP den Wert 1
annimmt. AuBerdem ist auch dem Punkt B noch keine Zahl zuge-
wiesen. Diese Unvollkommenheiten beseitigen wir folgendermalen:
Offenbar kommt @ abnehmend dem Wert 1 niher und niher, je weiter
sich P nach rechts von O entfernt, und ebenso kommt # dem Wert 1
zunehmend niher und niher, je weiter sich P nach links von O ent-
fernt. Wir legen daher der Geraden eimen unendlich fernen (uneigent-
lichen) Punkt P, bei; ihm koénnen wir die Zahl 4 = 1 zuweisen. Fillt
ferner P in B, so kann u keinen endlichen Wert haben; wie wir oben
sahen, wird u absolut genommen gréSer und gréfer, je ndher P von
links oder rechts an B riickt. Wir ergidnzen daher auch das Zahlen-
kontinuum durch einen uneigentlichen Wert; wir bezeichnen ihn durch
“-00 und weisen ithm den Punkt B zul). Zwischen dem so erweiterten
Zahlenkontinuum und dem so evweiterten Punktkontinuum besteht dann
in der Tat das oben behauptete eineindeutige Entsprechen. Insbesondere
entsprechen den Werten

#=0,1, +oo, —1 die Punkte 4, P, B, M.

Die Berechtigung dieser Einfiihrungen wird durch die folgenden
Entwicklungen und ihre volle Harmonie dargetan.

§ 4. Winkelrelationen.

Zwei sich in einem Punkt O schneidende Geraden zerlegen die
Ebene in vier Winkelrdume, von denen je zwei einander gleich sind.
Die Winkel messen wir durch die Kreisbogen, die ihnen auf dem um O
als Mittelpunkt gelegten Einheitskreis (vom Radius 1) entsprechen. Auf
diese Bogen lassen sich die in § 2 fiir die Gerade dargelegten Entwick-
lungen iibertragen. Je nachdem dem Winkel ein positiver oder negativer
Drehungssinn anhaftet, kommt dem Bogen eine positive oder negative
Zahl zu, die seiner Lange und zugleich dem ihm zugehorigen Drehungs-
sinn entspricht?).

1) Man konnte die Einfithrung dieses Symbols dadurch umgehen, da man
sagt, bei Annaherung an B nehme 1/¢ allmahlich den Wert -0 an. Sach-
lich kommt dies auf das gleiche hinaus, formal rechnerisch ‘ist das obige vorzu-
ziehen. .

2) Sie wird auch oOfters in Graden angegeben. Der positive Drehungssinn
wird im allgemeinen entgegengesetzt zur Uhrzeigerdrehung vorausgesetzt.
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Dies allgemeine Resultat bedarf einiger Ergdnzungen. Wir haben
es zumeist mit dem Fall zu tun, daB die Geraden mit einer Richtung
versehen sind (gerichiete Gerade, auch Speer); kommen sie insbesondere
nur von einem ihrer Punkte aus in Betracht, so heiBBen sie Halbstrahlen.
Auf sie beschrinken wir uns daher. Will man auf sie die Formeln
von § 2 ausdehnen, so tritt zunédchst ein wesentlicher Gegensatz zutage.
Zwei Punkte A und B einer Geraden bestimmen nur eimne endliche

Strecke AB, wihrend (Fig. 3a,b)
zwei von O  ausgehende Halbstrah-
len 2 und b an sich 2wet Bogen AB,
) also auch zwei Winkel (a b) liefern?).
Sie unterscheiden sich durch den
¢ Drehungssinn und ergdnzen sich,

Fig. 3a. Fig. 3b. absolut genommen, zu 27; ebenso

gibt es auch zwei solche Winkel (ba).
An Stelle der einen Gleichung (2) von § 2 haben wir also hier fiir das
Verhiltnis von (2 b) und (b a) zueinander mehrere Moglichkeiten; je
nachdem (b a) in demselben Sinn entsteht wie (@ b) oder im entgegen-
gesetzten, haben wir

(7) (ab) + (ba) = +2x oder — 2z oder 0.

a

Analog findet man fiir drei Halbstrahlen a, b, ¢, daB die Summe
(ab) + (bc) +(ca) =0 oder +42m oder —44=
sein kann?), in allen Fillen also ein Vielfaches von 2z, wofiir man auch
(@ad) + (be) 4+ (ca) =0 mod 2=z

schreibt. Es ist leicht, eine analoge Gleichung auf Grund von (7)
fiir beliebig viele Halbstrahlen zu erweisen.

Uns muBl aber daran liegen, die in den Gleichungen auiftretende
Unbestimmtheit zum Verschwinden zu bringen. Dies tritt ein, wenn
jeder Winkel auf eindeutige Weise definiert ist. Wir koénnen es folgender-
mafBen erreichen. Nachdem der Winkel (4 b) eindeutig definiert ist,
soll unter (b a) derjenige Winkel verstanden werden, fiir den

(8) (ab) + (ba) = 0

ist; nachdem (2 b) und (b ¢) eindeutig definiert sind, soll (a ¢) der Winkel
sein, fiir den :

©) (ad) 4 (b0) = (ac), also (t) + (be) + (ca) = 0

ist. Dies sind die Fille, die uns im folgenden allein beschiftigen werden.
1) Lassen wir Winkel zu, die grofler als 27 sind, gibt es sogar unendlich
viele. Davon wird hier abgesehen.
2) Bei positivem Umlaufssinn umgekehrt zur Uhrzeigerrichtung ist die
Summe in Fig. 3a 2, in Fig. 3b 4.



§ 5. Projektionen von Strecken. T

Bei der getroffenen Festsetzung iibertragen sich also die beziiglichen
Relationen von § 2 unmittelbar.

Die Relationen lassen sich auf beliebige gerichtete Geraden g, %, % . . .
und ihre Winkel iibertragen. Sie gelten fiir parallele Halbstrahlen
g R, ... durch einen Punkt O, also auch fiir g bR ...

§ 5. Projektionen von Strecken.

Sei s eine gerichtete Gerade und AB eine Strecke. Werden durch 4
und B Parallelen zu einer Richtung 4 gezogen, die die Gerade s in
A’ und B’ treffen (Fig. 4), so heiit A'B’

die Parallelprojektion (kiirzer Projektion) /\5 0
von AB auf s. Wir bezeichnen sie durch A \\\ o / \
10 A'B = II(4B, $,5). L W U
( ) . . ( ]b ) . ] S 41 ﬁ/ (,«/ 0/
Ihr Wert ist positiv oder negativ, je nach- Fig. 4.

dem die Richtung A’B’ mit der Richtung
von s identisch ist oder nicht.

Wenn die Richtung p und die Gerade s fir die Projektion aller
in Betracht kommenden Strecken dieselbe ist, so konnen wir die Pro-
jektion A'B’ einfacher durch
(10a) A'B"' = I1(4B)
bezeichnen; es gelten alsdann folgende elementargeometrisch evidente
Sitze, in denen die Eigenart der Geraden ‘enthalten ist:

1. Ist CD|| AB, so ist
(11) A'B':AB =C'D" :CD;

je nachdem AB und CD gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind,
sind es auch A'B’ und C’'D’ auf s. Das Verhiltnis der Projektion zur
Strecke hat also fiir alle parallelen und gleich gerichteten Strecken
denselben numerischen Wert. Ist er ¢, so haben wir

(12) II(AB) = A'B' = ¢+ AB,

und es soll ¢ die Projektionskonstante fir die zu AB parallelen Strecken
heiBen.

2. Sei ABC...LM irgendein Strecken- = [’
zug (Fig. 5), so soll unter seiner Projektion | RN Y4
auf s die Summe der Projektionen der einzelnen AN
Strecken verstanden werden. Man hat also 4_ i 11 1 i %
AT F L W

IHAB...LM) = A’'B'4+BC" 4+-.-- +L'M'
und gemiB § 2 daher
(13) H(AB...LM) = A’'M' = II(AM);

die Projektion des Streckenzuges ist also gleich der Projektion der Strecke,
die von seinem Anfangspunkt zum Endpunkt fihrt.
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3. Ist der projizierende Strahl p senkrecht zu s, so heiit die Pro-
jektion auch rechtwinklig. In diesem Fall ist

(14) A'B’ = AB cos (4B, s)Y).

Fiir die senkrechte Projektion eines Streckenzuges AB ... LM besteht
daher die Gleichung

(15) II(AB...LM)=ABcos(AB,s)+BC cos (BC,s)+++ +LM cos (LM, s).

§ 6. Das Imaginére.

Schon die Auflssung quadratischer Gleichungen fithrt darauf, das
Zeichen } —1 = 4 in die Mathematik einzufithren und es in gleicher
Weise rechnerisch zu verwenden wie die reellen Zahlen. Bedeutung
und Berechtigung dieses Verfahrens bedarf freilich eingehender Be-
trachtung; hier beschrinken wir uns auf einige Hinweise.

Man zeigt leicht, daB das Rechnen mit Ausdriicken @+ b} —1
{@ + b3) nach denselben Regeln ausfithrbar ist, die fiir reelle Zahlen
gelten; auch ist das Resultat der Rechnung immer ein Ausdruck der-
selben Form. Die so eingefithrten ,,imaginiren (oder komplexen) Gréfen‘
bilden in diesem Sinne einen ,,Zahlkérper, innerhalb dessen Addition,
Multiplikation usw. folgerichtig ausfithrbar sind. Darin ist die mdgliche
Zulassung dieser GroBen als wohlberechtigter mathematischer Objekte
jedenfalls formal begriindet.

Dem werden wir auch in der analytischen Geometrie begegnen,
wenn ein Problem auf die Auflésung quadratischer oder hoherer
algebraischer Gleichungen fithrt. Freilich miissen wir uns hier mit
diesem vorldufigen allgemeinen Hinweis begniigen und fiir die Einzel-
heiten auf die kommenden Entwicklungen verweisen. Eine rechnerische
Einfithrung der komplexen GroBen enthilt der Anhang, § 4. Ubrigens
werden wir das Eingehen auf imagindre Verhidltnisse auf das unab-
weislich Notwendige beschrénken.

1) Man beachte, daB die Richtungen 4B und s zwar zwei verschiedene Winkel
bestimmen (§ 4), daB aber ihr Kosinus denselben Wert hat, also die Reihenfolge
von AB und s belanglos ist.




Zweites Kapitel.

Die Punktkoordinaten.

§ 1. Parallelkoordinaten (kartesische Koordinaten).

Seien (Fig. 6) X'X und Y'Y zwei gerichiete Geraden (Koordinaten-
achsen), die sich in einem Punkt O (Anfangspunkt) schneiden. Der
Winkel XOY soll positiv und kleiner als 7 sein. Durch einen Punkt P
der Ebene ziehen wir je eine Parallele zu den Achsen; sie mogen die
Gerade X'X (x-Achse) in Q und die Gerade Y'Y (y-Achse) in R schneiden;
es sei 0Q == a und OR = b. Dann heiflen die so

durch P bestimmten Zahlen a und b die Koordi- Y
naten von P, und man schreibt = Vit r
(1) X =a, y = b . Q7
Insbesondere heiBt auch @ die Abszisse und b die X’ /0 6?/ X
Ordinate von P. v’

Den Punkt mit den Koordinaten a, & be- Fig. 6.

zeichnen wir durch (a,d) oder auch (ab).

Jedem Punkt P entspricht also eindeutig ein Zahlenpaar a,b; ebenso
entspricht auch jedem Zahlenpaar eindeutig ein Punkt. Der Punkt mit
den Koordinaten x = 3, y = 4 wird so erhalten, da man auf der
x-Achse die Strecke OQ = 3, auf der y-Achse die Strecke OR = 4 be-
stimmt und durch Q und R Parallelen zu den Achsen zieht. Wir haben
so eine geometrische Vorschrift, die vom Punkt zum Zahlenpaar und
vom Zahlenpaar zum Punkt fithrt.

Das durch P und die Achsen bestimmte Parallelogramm OQPR
hat folgende evidenten Eigenschaften: 1. Zwei seiner Seiten stellen
nach Linge und Richtung die x-Koordinate dar (ndmlich OQ und RP),
die zwei anderen ebenso die y-Koordinate (OR und QP). 2. Jeder der
beiden Streckenziige, die von O nach P fithren, setzt sich aus zwei
Strecken zusammen, deren eine eine x- und deren andere eine y-Koordi-
nate darstelit. 3. Die Strecker OQ und OR sind Parallelprojektionen
von OP auf den Achsen (S. 7); der projizierende Strahl ist fiir die
Projektion OQ parallel zur y-Achse, fiir OR ist er parallel zur
x-Achse. Ferner leuchtet ein: 4. Ist Q, irgendein Punkt der durch Q
und P gehenden Geraden, so ist auch fiir ihn x = 0Q = a; ebenso
hat y fiir jeden Punkt R, der Geraden RP den Wert y =OR =b.
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Der Winkel (xy) heifit der Achsenwinkel. Ist er ein rechter, so
heiBen die Koordinaten rechtwinklig oder orthogonal, sonst schiefwinklig.
Wir erginzen das Parallelogramm der Fig. 6 zu dem Parallelo-
gramm P P, P,P, (Fig.7), dessen Seiten den Achsen parallel laufen,
und dessen MittelpunktO ist; dann haben P, P,, P,, P, die Koordinaten

(2) a,b; —ab;, —a —b;, a —b.
Hieraus folgt: 1. Zwei Punkte (,0) und (— a, —b) liegen zemtrisch-
y symmetrisch); und falls die Achsen rechtwink-
4 P lig sind, folgt auBerdem: 2. Die Punkte (a,b)

und (a, —b) liegen spiegelbildlich (symmetrisch)
, zur x-Achse, ebenso (a,6) und (— a,d) spiegel-
X 7 =X bildlich zur y-Achse.

Die vier Teile, in die die Ebene durch die
Achsen zerfillt, heilen Quadranten,; die Punkte
P, P,, P,, P; liegen je im ersten, zweiten,

Fig. 7. dritten, vierten Quadranten.
Der Anfangspunkt O hat die Koordina-
ten x = 0, y = 0; fiir alle Punkte der x-Achse ist y = 0 und fiir alle
Punkte der y-Achse ist x = 0.

o
N
<&

Beispiele. 1. Der Achsenwinkel sei 60°, so bilden die sechs Punkte (1, 0),
(0, 1), (—1,1), (—1,0), (0, —1), (1, —1) die Ecken eines reguliaren Sechsecks.

2. Fir rechtwinklige Achsen bilden die vier Punkte (3, 4), (— 4, 3), (— 3, —4)
(4, — 3) die Ecken eines Quadrats mit O als Mittelpunkt.

3. Der Achsenwinkel sei 45°; die drei Punkte (0, 0), (1, 0), (O, ]/2 bilden
drei Ecken dines Quadrats; welches ist die vierte Ecke?

§ 2. Polarkoordinaten.

Den Polarkoordinaten liegt (Fig. 8) ein fester Punkt O (Po! oder
Anfangspunkt) und ein von ihm ausgehender Halbstrahl s (Polarachse)
zugrunde. Ein Punkt P bestimmt mit ihnen einen
Abstand OP = 7 und einen Winkel ¢ = (s,0P)?);
die so eingefithrten Zahlen » und ¢ bilden die
Polarkoordinaten von P. Um zu einem Wertepaar

(3) r=9, @=o

Fig. 8. den zugehorigen Punkt P zu finden, hat man

durch O den Halbstrahl g zu ziehen, fiir den

<L (s, g = o ist, und auf ihm OP =g abzutragen Damit ist die geo-

metrische Vorschrift, die einem: Punkt ein Zahlenpaar und einem
Zahlenpaar einen Punkt zuordnet, wiederum vorhanden.

1) Zwei Punkte heiBen zentrisch symmetrisch (oder snvers) inbezug auf O,
wenn ihre Verbindungslinie durch O geht und in O halbiert wird.
2) Fiir die Bezeichnung vgl. S. 6.
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Die Zahlen, die sich fiir » und ¢ ergeben, erfiillen keineswegs das
ganze Zablenkontinuum. Man gelangt zu jedem Punkt der Ebene,
wenn 7 alle Werte von 0 bis o0 annimmt, wihrend ¢ die Werte von
0 bis 27 durchlauft, also fiir

(4) 07 <oo; 0=@<2al),

Alle Punkte, fiir die » = ¢ 1st, liegen auf einem Kreis um O mit
dem Radius ¢, und alle Punkte, fiir die ¢ = « ist, erfiillen den von O
ausgehenden Halbstrahl g. Kreis und Halbstrahl bestimmen in ihrem
Schnittpunkt den Punkt P(g, «).

Wihlt man O als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems und s als positive x-Achse, so bestehen zwischen den recht-
winkligen Koordinaten und den Polarkoordi- y’

naten die Beziehungen (Fig. 9) £
”
(5){95 =7 CcosQ, =rsing,; X Y X’
72 = 4% 4 92 tgtp—%, ‘P:(xf'); z
Y
und es ist der Wert von ¢ durch das Vor- Fig. 9.

zeichen von x und y eindeutig bestimmt.

Beispiel. Eine Ecke P, eines reguliren Sechsecks mit O als Mittelpunkt
habe die rechtwinkligen Koordinaten #,, ¥, . Die iibrigen Ecken seien Py, Py, ... P;.
Man hat, wenn g@,, @,, ... @, die zugehorigen Winkel sind, fir jeden Index =

14
(pn:(p0+%'—§(n:1;2;3:4;5);‘

ihre Koordinaten sind daher
' naa . nx . na ni
X, = X, cos—3———y0 sin—-, Yn = % SIN— + 9, cosT.
9 3 .

Bemerkung. Die Wertbeschriankung, der wir die Koordinatenwerte » und ¢
gemiB (4) unterworfen haben, ist keine notwendige. Es steht nichts im Wege,
fur » auch negative Werte zuzulassen; solche Werte hat' man auf dem Strahl g
von O aus in umgekehrter Richtung abzutragen. Allerdirigs bestimmen dann die
Werte

r=90, Q=0 und y=—p, pg=06-+a

denselben Punkt P. Zu einem Punkt P gehéren also zwei Wertepaare (7, ¢), doch
streitet dies an sich keineswegs gegen den allgemeinen Koordinatenbegriff. Eine
noch weiter gehende Verallgemeinerung bringt Kap. I11, § 5.

§ 3. Biangulare und bipolare Koordinaten.
Man kann den Punkten einer Ebene auf mannigfache Art Zahlen-

paare zuweisen, die sie geometrisch bestimmen. Zwei weitere einfache

1) Der Wert 2@ selbst ist auszuschlieBen. Das Zeichen = bedeutet kleiner
oder gleich.
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Beispiele erhalten wir, wenn wir zwei feste Punkte O, und O, zugrunde

legen (Fig. 10) und als Koordinaten des Punktes P entweder die Ab-

stinde O, P und O,P benutzen (bipolare Koordinaten) oder die Winkel,

die diese Abstinde mit der Geraden 0,0, bilden (biangulare Koordinaten).
Die biangularen Koordinaten

(6) <L P00y =¢, und < P00, = ¢,
sind durch den Punkt P eindeutig bestimmt; sie bewegen sich beide

von 0 bis 271). Umgekebrt entspricht jedem Werte-
% paar @, = &;, @, = o, eindeutig ein Punkt P.

7 7z Der Wert «, bestimmt den Strahl g,, der mit 0,0,
den Winkel «, bildet, ebenso &, den durch O,
Ty 7z gehenden Strahl g, .
Fig. 10. Auch die bipolaren Koordinaten

(7) O,P =7, und O,P =,

sind durch den Punkt P eindeutig bestimmt. Die umgekehrte Be-
ziehung ist nicht mehr eindeutig. Alle Punkte, fiir die », = o, ist,
liegen auf einem Kreis um O,, ebenso alle Punkte, fiir die 7, = g, ist,
auf einem Kreis um O,, es ergeben sich also zu einem Zahlenpaar g,, 0,
im allgemeinen zwei zugehorige Punkte. Eigentliche Punkte P werden
nur zu solchen Zahlenpaaren g,, 0, geliefert, fiir die 9, -+ 0,=0,0, ist.
Es treten also hier Besonderheiten auf, die sich in den anderen
Fillen nicht einstellen, die aber doch den Gebrauch der Koordinaten
an sich nicht hindern.

§ 4. Die charakteristischen Kurvenscharen.

Die Betrachtungen von § 3 zeigen, daf3 die Einfithrung von Koordi-
naten auf mannigfache Weise geschehen kann; sie sollen auflerdem
lehren, daB sie in allen Fillen aus derselben geometrischen Quelle flief3t.
Es treten in allen Fillen zwe: Scharen von Kurven auf, die durch ihr
Schneiden die einzelnen Punkte der Ebene geometrisch bestimmen.

Fiir die Parallelkoordinaten sind es die beiden Geradenscharen,
die den Achsen parallel laufen. Wie wir S. 9 sahen, haben alle Punkte
der durch P und @ gehenden Geraden dieselbe Abszisse x = a, ebenso
alle Punkte der durch P und R gehenden Geraden dieselbe Ordinate
y = OR. Die erste Gerade ist der x-Achse parallel, die zweite der y-Achse.
Wir konnen dies auch so ausdriicken, dafB3 die erste Parallele eine Gerade
x = const darstellt; die simtlichen Parallelen zur y-Achse bilden mit-
hin eine Geradenschar

(8) x = const oder x =1,

wo die Zahl 1 jeden Wert zwischen — oo und -+ oo erhalten kann

1) Der positive Sinn von @, ist ausnahmsweise wie der Uhrzeigersinn gewahlt.
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und jeder solche Wert eine Parallele kennzeichnet. Ebenso bilden die
samtlichen Parallelen zur x-Achse eine Geradenschar

(8a) = const oder y=pu,

wo auch p alle Werte zwischen — oo und -+ co annehmen kann und
jeder Wert u eine dieser Parallelen bestimmt. Jede Gerade der einen
Schar schneidet jede Gerade der anderen Schar; die Geraden x = 4
und y = p schneiden sich insbesondere in dem Punkt (4, u).
Ebenso ist es bei den anderen Koordinatensystemen. Bei den
Polarkoordinaten sind die Kurven » = const Kreise um O, die Kurven
= const sind die von O ausgehenden Halbstrahlen. Durch jeden Punkt
der Ebene geht je einer dieser Halbstrahlen und je ein Kreis, ihrem
Schnittpunkt kommen wieder die beziiglichen Koordinatenwerte » = 1,
¢ = [ zu.

Bei den biangularenKoordinaten bilden sowohl die Kurven ¢, = const,
wie auch ¢, = const je ein Biischel von Halbstrahlen; die einen gehen
durch 0,, die anderen durch O,; jeder Strahl des einen Biischels und
jeder des anderen bestimmen einen Punkt P als gemeinsamen Schnitt-
punkt. Bei den bipolaren Koordinaten sind die beiden Kurvenscharen
konzentrische Kreise um O; und O,; durch jeden Punkt P geht ein
Kreis der einen Schar und einer der anderen. Wie wir bereits erwdhnten
(S.12), konnen sich zwei solche Kreise in zwei Punkten schneiden;
man wird also diese Koordinaten gerade bei solchen Figuren gut
verwenden konnen, die sich zu der durch O, und O, gehenden Ge-
raden symmetrisch verhalten.

In Verallgemeinerung hiervon gelangt man zu folgender Erwigung.
Hat man in der Ebene zwei Kurvenscharen (¢) und (¢') von der Art,
daB man den Kurven der einen und der anderen Schar — nach irgend-
einem Verfahren — alle Zahlenwerte des Kontinuums oder auch einen
Teil von ihnen zuordnen kann, und schneidet jede Kurve ¢ der einen
Schar jede Kurve ¢’ der anderen Schar, so begriinden diese Kurven-
scharen eine Koordinatenbestimmung, und zwar so, daf den Schnitt-
punkten (¢, ¢’) die beiden Zahlen als Koordinaten zugehéren, die den
beziiglichen Kurven ¢ und ¢’ zukommen. Hiermit ist das allgemeine
Prinzip der Koordinatenbestimmung fiir Punkte gekennzeichnet.



Drittes Kapitel.

Die Kurvengleichung.

Vorbemerkung.

Eine Zahlengleichung zwischen ¥ und y wird durch unendlich
viele Wertepaare befriedigt; man kann fiir eine der beiden GroSen
(z. B. x) einen beliebigen Zahlenwert einsetzen und die zugehérigen
Werte der anderen berechnen. Sind sie reell, so liefern sie einen oder
mehrere Punkte (xy). Je mehr solcher Punkte man fiir eine Gleichung
zeichnet, je mehr pflegen sie sich einem gewissen ,,Kurvenbild“ anzu-
ndhern. So entsteht zu einer Zahlengleichung in x und y ein graphisches
Bild und damit auch eine gewisse Einsicht in den Zusammenhang
zwischen Gleichung und Kurve?). Die tiefere Erkenntnis dieses Zu-
sammenhangs erwichst erst auf anderer Grundlage; sie fliet aus dem
Lehrgebdude der analytischen Geometrie. Zweierlei Aufgaben stehen hier
im Vordergrund. Erstens sind aus der Gleichung Art und Eigenschaften
der ihr entsprechenden Kurve abzuleiten; zweitens ist zu einer geo-
metrisch definierten Kurve die zugehorige Gleichung aufzustellen. Wir
beschiftigen uns in diesem Kapitel nur mit einigen Beispielen zur
zweiten Aufgabe; die Behandlung der ersten wird einen Hauptteil
der folgenden Kapitel einnehmen.

Dem mit der analytischen Geometrie unbekannten Leser wird geraten, die
Bilder zu folgenden Gleichungen zu entwerfen?): 1. y2 = x 4+ 5 (gemifB § 2 eine
Parabel), 2. 2% —y + 3 = 0 (gemaB § 4 eine Gerade), 3. y = ¢’ und y =Inx.
Fir diese beiden Gleichungen erhilt man gestaltlich das gleiche Kurvenbild, nur
mit Vertauschung der »- und y-Achse.

g » § 1. Kreis und Parabel.
ah Wir legen rechtwinklige Parallelkoordinaten zu-
grunde. Sei O Mittelpunkt eines Kreises, o sein
o Z Radius und P(£%) einer seiner Punkte (Fig. 11).
Dann besteht die Gleichung (S. 11)
Fig. 11. 4 2= 2.

1) Wir haben bisher fiir beide Achsen dieselbe MaBeinheit benutzt. Es steht
aber nichts im Wege, verschiedene MaBeinheiten anzuwenden, was bei den graphi-
schen Darstellungen der Praxis auch vielfach geschieht.

2) Man benutzt zweckmiBig das sog. Koordinatenpapier.
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Hier ist (§%) ein beliebiger Punkt des Kreises. Nun besteht fiir alle
Punkte des Kreises dieselbe geometrische Definition; eine Gleichung, die
fiir einen beliebigen Punkt von ihm gilt, gilt damit auch fiir jeden seiner
Punkte. Benutzen wir noch die Koordinatenbezeichnung x,y, um aus-
zudriicken, daB es sich um srgendeinen Punkt des Kreises handelt, so
konnen wir sagen, daB die Gleichung

(1) 24y —02 =0

fir jeden Punkt des Kreises erfiillt ist; sie heiBt deshalb die Gleichung
des Kreises.

Durchlauft der Punkt P den Kreis, so dndern sich zwar seine
Koordinaten dauernd, aber doch so, daB sie stets der Gleichung (1)
geniigen. Sie heiBen daher wverdnderliche (variable) oder laufende
Koordinaten. Es ist eine Eigenart der analytischen Geometrie, daB
sie den Punkt (¥,y) bald als einzelnen (festen) Punkt auffaBBt, bald als
Vertreter der vielen Punkte, die einer Gleichung geniigen, und daB sie
auch oft von der einen Auffassung zur andern iibergeht.

2. Die Parabel ist der Ort aller Punkte, die von einer testen Ge-
raden (Direktrix) und einem festen Punkt (Bremmpunkt) gleichen Ab-
stand haben. Die Achsen legen wir zweckmiBig so (Fig. 12), dafl das
vom Brennpunkt F auf die Direktrix d gefillte Lot FD die x-Achse
gibt, und das Mittellot von FD die y-Achse. Die Richtung OF sei
die positive Achsenrichtung, endlich sei DF = ¢.

Ist LP das vom Parabelpunkt P auf die Direktrix geféllte Lot,
so ist

) FP =LP L

die definierende Gleichung der Parabel. Sind 0Q = «,

QP =y die Koordinatenvon P1), so hat man OF = 1 p, o Y
also FQ = x — % p, und daher 0 Fx %

FPe= (v —3p)*+3% LP=1p+x;
die vorstehende Gleichung geht also in

(= 39+ 97 = G+ 2 %
iiber, woraus sich weiter Fig. 12.
3) VE=2px

ergibt; als die Gleichung, die von den Koordinaten #, y des beliebigen
Parabelpunktes P erfiillt wird. Sie ist die Gleichung der Parabel.

Ist P’ der Punkt, dessen Koordinaten x und — 9 sind, der also
(S. 10) symmetrisch zu P in bezug auf die x-Achse liegt, so geniigen
auch seine Koordinaten der Gleichung (3). Die x-Achse ist daher eine
Symmetrieachse der Parabel. Die Gleichung lehrt weiter, dafl reelle
Punkte der Parabel nur fiir positive Werte von x existieren.

1) Der Einfachheit halber bezeichnen wir sie nicht erst durch &, n.
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§ 2. Ellipse und Hyperbel.

Ellipse und Hyperbel fithren wir als geometrischen Ort eines Punktes
ein, fiir den Summe oder Differenz der Abstinde von zwei festen Punkten
F, und F, einen konstanten Wert hat.

Die Gleichungen beider Kurven koénnen gemeinsam abgeleitet wer-
den. TIhre definierenden geometrischen Gleichungen lauten (Fig. 13a, b)

(4) FP+F,P=2a ud F,P—F,P=+42q%.

Die erste Gleichung gilt fiir die Ellipse, die zweite fiir die Hyperbel.
5 y a
T =1/

R RNV, 2
RN L/
A% 0 M A 0 4\s & %

b
b
Fig. 13a. Fig. 13b.

Wir setzen noch F,F,=2¢c. Wird die Gerade F,F, als x-Achse ge-
wihlt, und das Mittellot von F,F, als y-Achse, so ergibt sich fiir den
Punkt P(x, )

FilQ=c+x, F,Q=x—c,

also
() EP=ri=@+oi+y?, RPP=n= -0+

Die so gewonnenen Werte sind in Gleichung (4) einzusetzen. Um aber
das Rechnen mit Wurzelzeichen zu vermeiden, erheben wir die Gleichun-
gen zundchst ins Quadrat und finden gemeinsam

nt2nrn+n=4@, 7ri+rK—4a= 27,7,

Durch nochmaliges Quadrieren folgt hieraus

(R + 7 — 86203 + 73) + 164t = 4731
oder endlich

(1t —7)* — 8a*(ri +73) +- 164t = 0.
Aus den Gleichungen (5) erhalten wir

n+7rn =202+ +¢), ©H—nr=4dcx,

und daher ergibt sich weiter

16¢242 — 1642 (42 4+ y2 4 ¢?) 4+ 164 = 0,

') Das Doppelzeichen ist notig, weil sowohl F; P > F,P wie auch F, P < F,P
sein kann.
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woraus schlieBlich

2@ — o) 4y = a2 (@ — oY),
also

{6) St =1

hervorgeht. Diese Gleichung stellt also sowohl die Ellipse wie auch die
Hyperbel dar.

Wann das eine und wann das andere der Fall ist, lehrt folgende
Uberlegung: Bei der Ellipse ist

{7) 7y 471y > F i Fy; 2a>2c¢,

da die Summe zweier Dreiecksseiten groBer ist als die dritte; bei der
Hyperbel ist r;, — 7, die Differenz zweier Seiten und daher

(7a) vy — 1y < F1 Fs; 2a<<2c.
Bei der Ellipse diirfen wir daher

(8) a—ct=+b0 (a% =02+ c?
setzen; bei der Hyperbel konnen wir

(8a) a2 —ct=—0b (2= a?+ b2
setzen, und so finden wir als Gleichung der Ellipse
) %=1

und als Gleichung der Hyperbel

e}
[

. X

(92) P

a

2

el

=1.

©
fe
[

Uber die Gestalt beider Kurven 146t sich aus ihren Gleichungen
folgendes entnehmen: '

1. Ellipsengleichung und Hyperbelgleichung enthalten nur Glieder
mit %2 und 92, Daraus folgt, dafl je vier Punkte

(10) (x!y)’ (x’_y)r (_x?y): (—xr'—y)

zugleich auf unseren Kurven liegen; es sind also (S.10) sowohl die
x-Achse wie die y-Achse Symmetrieachsen der Kurven; ferner geht die
Verbindungslinie von (x,9) und (—x, —¥) durch O und wird in O
halbiert. Der Punkt O heifit deshalb Mittelpunk.
2. Ellipse und Hyperbel enthalten die Punkte 4, und 4, (x =+4-a,
= 0); sie heillen ihre Scheitel. Die Ellipse enthilt auch die Scheitel-
punkte B; und B,(x = 0, y =-410), zur Hyperbel gehéren dagegen
keine reellen Punkte der y-Achse. A4,4,(=2a) und B, B,(=20)
heiBlen grofe und kleine Achse der Ellipse; bei der Hyperbel wird

Schoenflies, Analytische Geometrie. 2
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A A, (=2a) als ihre reclle Achse bezeichnet, 25 heiBt auch ihre
imagindre Achsel).

3. Fir weitere Schliisse setzen wir die Gleichungen (9) und (9a)
besser in die Form

2 2
(11) Z=l/1-—i2 und Y= %——1.
a a

b

Sie zeigen, daB bei der Ellipse ¥ nur reell ist, wenn %2 < a2 ist; ferner
ist ¥2 << b2, und so folgt, daB die Ellipse ganz in dem Rechteck 4,4, B, B,
enthalten ist. Aus Gleichung (8) findet man noch F, B, = F, B, = F, B,
=F,B,=a.

Bei der Hyperbel ist y nur reell, wenn 2 = 42 ist, die Hyperbel
liegt also nur auBerhalb des Streifens, der von den Vertikalen durch 4,
und 4, gebildet wird. Mit 22 nimmt auch y? bestindig zu.

§ 3. Die Gerade.

Wir legen beliebige Parallelkoordinaten zugrunde und fassen die
verschiedenen Lagen der Geraden zu den Achsen gesondert ins Auge.
Die geometrische Eigenschaft, von der wir hier ausgehen, ist der in
Kap. I, § 5 enthaltene Projektionssatz fiir gleichgerichtete Strecken.

Moge die Gerade zunichst durch den Anfangspunkt gehen. Sind
dann P(x,9) und P,(x,y,) zwei ihrer Punkte, so hat man stets (Fig. 14)

OR:0Q = OR,:00, oder y:x =7y, :%,

der Quotient y:x hat also fiir alle Punkte der Ge-
raden denselben Wert. Bezeichnen wir ihn durch #,
so haben wir fiir jeden Punkt

a 01 (12) %: m, y=mx.
9 Fig. 14. Dies ist die Gleichung einer durch O gehenden
Geraden.

Beispiel. Die Halbierungslinien der Koordinatenwinkel haben die Gleichungen
y=xund ¥y = —x.

Von den weiteren Fillen betrachten wir zunichst die, daB die
Gerade einer Koordinatenachse parallel ist. Fiir solche Geraden haben
wir ihre Gleichung schon abgeleitet (S.12). Wir fanden, daB jede
Parallele zur y-Achse durch
(13) % == const
gegeben ist, und analog jede Parallele zur x-Achse durch eine Gleichung

(13a) y = const .

1) Die GréBe b tritt auch an der Hyperbelfigur reell in die Erscheinung;
vgl. Kap. X, § 6.
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Es ist also nur noch der Fall zu erledigen, daB die Gerade jede
Achse in einem besonderen Punkte schneidet. Seien 04 = q@und OB = b
die Abschnitte auf der x- und y-Achse. Wir gehen davon aus, daB fiir
jeden Punkt P (Fig. 15)

RB:RP=(QP:QA4

ist; dies liefert, wenn wieder %,y die Koordi- R
naten von P sind,
(b—y):x:y:(a——x), /0 a 7
was sich in Fig. 15
ig. 15.
(14) —+y=1

iiberfithren 148t.
Aus dem vorstehenden folgern wir noch, daB jede Gleichung

(15) Ax+By4+C=0,

in der A, B, C irgendwelche Zahlen sein konnen, die Gleichung einer Ge-
raden istY). Ist zunichst keine der drei Gréflen 4, B,C gleich Null,
so laBt sich die Gleichung in
4 B _ 4
iiberfithren; gemaB (14) stellt sie eine Gerade dar, die auf den Achsen
die Abschnitte a = —C/4, b = — C/B abschneidet.
Beispiel. Der Gleichung x 4+ ¥ — 4 == 0 entspricht eine Gerade, fiir die beide

Achsenabschnitte die Lange 4 haben; ¥ — y 4+ 4 = O eine Gerade, fir diea = —4,
b = 4 ist.

Ist nur C = 0, hat also die Gleichung die Form
Ax+ By =0,

so kénnen wir sie auch in die Form

A
y=——§x=mx

setzen; sie stellt gemdB (12) eine Gerade durch den Anfangspunkt dar.
Ist nur B = 0 oder nur 4 = 0, so hat die Gleichung eine der Formen

Ax+C=0, x:"—%:a:
C
By+C =0, y=—§———b

und stellt dann eine Parallele zur y-Achse oder zur x-Achse dar. Ist
auBerdem auch noch C = 0, so ergeben sich die Achsen selbst. Es
bleibt also nur noch der Fall 4 =0, B = 0; ihn behandeln wir in
Kap. VIII, §1.

1) Natirlich dirfen nicht alle drei GroSen Null sein.
2*



20 III. Die Kurvengleichung.

§ 4. Ellipse, Parabel, Hyperbel in Polarkoordinaten.

Ein erstes Beispiel fiir Polarkoordinaten bilde der Ort eines Punktes,
fiir den die Entfernungen von einem festen Punkt (Bremnpunkt) und
einer festen Geraden (Direktrix) in einem konstanten Verhiltnis stehen
(Fig. 16).

Wir nehmen den festen Punkt F als Pol und das von F auf die

Direktrix d gefillte Lot als Achse der Koordinaten; ihre positive Rich-

tung sei DF, und es sei DF =1. Der Wert des

r konstanten Verhiltnisses sei ¢, und LP das Lot
von P auf d. Die definierende Gleichung

(16) FP=¢-LP
geht wegen
LP=DF+4+FQ=1+47rcosg

21 T F Q& &

a Fig. 16.

unmittelbar in
el
1—ecosg

(17) r=-¢cl+ercosp, r =

iiber, und dies ist bereits die gesuchte Gleichung.
Fiir e = 1 ist der Ort gemdB § 1 eine Parabel; wie spiter (Kap. X,
§1) gezeigt wird, ist er fiir e <C1 eine Ellipse, fiir ¢ > 1 eine Hyperbel?).

§ 5. Archimedische Spirale.

Als zweite Aufgabe behandeln wir die Frage, welche Kurve durch
eine Gleichung

(18) Ar+Bo4+C =0

dargestellt wird, die duBerlich der allgemeinen Gleichung der Geraden
nachgebildet ist. Dazu ist zunichst der in Kap. IT entwickelte Koordi-
natenbegriff etwas zu verallgemeinern. Wir lassen ndmlich jetzt Winkel
beliebiger positiver Grofe zu und denken sie so entstanden, daB sich
die Achse s beliebig oft in positivem Sinne um O herumdreht, der zu-
gehorige Bogen auf dem Einheitskreis also alle Werte von 0 bis o©
annimmt. Jedem beliebig vorgegebenen Wertepaar ¥ =90, ¢ = o
entspricht dann immer noch eindeutig ein bestimmter Punkt P der
Ebene?).

Wir. wollen nun alle Punkte ermitteln, die bei der vorstehenden
Koordinatenerweiterung den die Gleichung (18) befriedigenden Koordi-

1) Genauer ein Hyperbelast; der andere entspricht dem Wert — ¢ (statte).

2) Einem Punkt P entspricht zwar auch ein Wert von #, aber unendlich
viele Werte von ¢; ist « der eine€, so sind x 4+ 27, & + 4 @, ... die iibrigen. Fur
die hier behandelte Aufgabe ist dies belanglos.
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natenpaaren 7, @ entsprechen. Wir behandeln zunichst den Fall C = 0.
Alsdann kénnen wir die Gleichung in die Form

B
(19) r=—TQ=°C@
setzen und nehmen insbesondere ¢ > 0 an. Wir ziehen (Fig. 17) durch O
einen Halbstrahl g unter dem Winkel @,, er entspricht dann zugleich
den Winkeln
P1+22=@;, ¢1-+47T=q@; usw. A
und enthdlt daher die sidmtlichen diesen

Winkeln entsprechenden Punkte Pjy(r; ¢y), 5

Py(rs@s), Pylrs @s) . ... Nun ist VY

n=c@y, ty=Cc@y=Cc¢;+2nc=r+27nc, g 2 5
V3= CQ3=CPy+2Cc =7+ 27¢, Fig. 17.

also

(20) Vo — 7 =T —FVg=1+++=27C,

die Punkte P, P,, P, . .. folgen also auf dem Halbstrahl g m konstanten
Abstand 2xc aufeinander. Dies gilt fir jeden von O ausgehenden
Halbstrahl; die Eigenart unserer Kurve besteht also darin, dal sie
jeden von O ausgehenden Halbstrahl g in unendlich vielen Punkten
schneidet, von denen je zwei aufeinander folgende den konstanten
Abstand 2z ¢ besitzen. Die Kurve heiit Spirale, insbesondere Archi-
medische Spirale. Sie geht, da ihr das Wertepaar » = 0, ¢ = 0 geniigt,
durch den Anfangspunkt.

Auch die Gleichung Ar+Bo+C=0
stellt eine Archimedische Spirale dar. Setzen wir namlich

C=By, also Be+C=B(p+7)=By,
so nimmt unsere Gleichung die Form

Ar+ By =0

an. Ziehen wir nun durch O eine neue Polarachse s’, so daB (s’s) = 7 ist, so ist
(s’g) = w, und unsere Gleichung stellt eine Archimedische Spirale dar, bezogen
auf eine Achse s’, die mit der Achse s den Winkel (s’s) = y bildet.

Bemerkung. Die beiden in §4 und §5 behandelten Kurvengleichungen
unterscheiden sich in der Weise, daB in der ersten nur trigonometrische Funktionen
von ¢.auftreten, in der zweiten aber ¢ selbst. Im ersten Falle entspricht daher
den Koordinatenwerten 7, ¢ und 7, ¢ - 2 m @ derselbe Punkt; im zweiten sind
es verschiedene Punkte. Darin ist der heterogene Charakter beider Kurvenbilder
begriindet; man sieht auch, warum das Wertgebiet von ¢ im ersten Falle nur
die Werte 0 == ¢ << 2 7 zu umfassen braucht.

§ 6. Darstellung von Kurven mittels eines Parameters.

Es gibt noch eine wesentlich andere Art, die Punkte eines geo-
metrischen Ortes durch Gleichungen darzustellen. Folgende Beispiele
mogen sie kenntlich machen:
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1. Fir den Punkt P(x,y) eines um den Anfangspunkt O ge-
schlagenen Kreises folgt aus S. 11 (Fig. 9)

(21) X =acosp, y=asing, @=(x7),

und wenn wir in diesen Gleichungen den Winkel ¢ alle Werte 0 < ¢ << 27
durchlaufen lassen, so durchlduft der durch (21) dargestellte Punkt P
genau einmal den ganzen Kreis. Man hat auf diese Weise alle Punkte
des Kreises mittels einer einzigen neuen unabhingigen Variablen ¢ (Para-
meter) und mittels zweier Gleichungen (eine fiir ¥, eine fiir y) dargestellt.
Durch Quadrieren und Addieren (also durch Elimination von ¢) er-
hélt man wiederum die Kreisgleichung

22 4 2 = g2,

2. Ein Punkt moge sich so in der Ebene bewegen, daB er sich
im Nullpunkt der Zeit an der Stelle M(&, ) befindet, und daB im
iibrigen seine Koordinaten der Zeit proportional zunehmen. Werde
die Zeit (d. h. die Zahl der Zeiteinheiten, z. B. der Sekunden) durch ¢
dargestellt. Da sich der Punkt zur Zeit ¢ = 0 in M befindet, haben
wir fiir jede andere Lage gemiB obiger Definition

x—§=“t, y——nzﬁt)

wo o und g die Proportionalititsfaktoren sind. Die Gleichungen
(22) x==E&+at, y=n-+p¢
stellen daher die Koordinaten von P fiir den ganzen Verlauf der Be-
wegung dar. Durch Division erhdlt man aus ihnen

y—n_ 8 B Y —

roE—a P8 —aly—m) =0,
also die Gleichung einer Geraden.

Ein letztes Beispiel seien die Gleichungen

(23) x=acos@, y=bsing,

in denen @, wie beim Kreis, eine WinkelgroBe darstellt, die alle Werte
0 < @ < 27 annimmt. Die Achsen seien rechtwinklig. Fiir jeden Wert
von @ erhilt man sofort (durch Quadrieren
und Addieren)

Vd 2 g0
’ %‘f—ﬁ:’l,
ﬁ P

es erfiillen also alle durch (23) dargestellten

a q Punkte eine Ellipse.
\ b Um zur geometrischen Bedeutung von ¢

zu gelangen, schlagen wir (Fig. 18) iiber der
groBen Achse 2 @ einen Kreis und verldngern
die Ordinate QP bis zum Schnitt P’ mit
Fig. 18. dem Kreis. Sind #’,y’ die Koordinaten
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von P’, so ist
' =x=acosp, also Yy = asing,

Wir finden daher ¢ =< (x, OP'), woraus die geometrische Bedeutung
von @ erhellt. Legt man um O auch einen Kreis mit dem Radius b,
ist P, sein Schnitt mit RP, und sind x;, y; die Koordinaten von P,
so ist .
¥y, =9y =>0bsingp, also x =bcose.

Die vorstehenden Gleichungen ergeben noch
(24) yiy =bia=ux:x%;
jede Ellipsenordinate ist also gegen die Ordinate des groBen Kreises
im Verhdltnis b : a verkleinert, jede Abszisse im gleichen Verhiltnis
gegen die Abszisse des kleinen Kreises wvergrdfert.

Man kann die beiden Kreise zu einer punktweisen Zeichnung der Ellipse
benutzen. Zieht man durch O einen Halbstrahl, bestimmt auf ihm die Punkte P’
und P, und zieht durch sie je eine Parallele zu den Achsen, so ist deren Schnitt-
punkt der Ellipsenpunkt P. Die Punkte P, P’, P, liegen auf einem Kreis tiber P, P’,
dessen Durchmesser den festen Wert a — b hat.



Viertes Kapitel.

Allgemeine Formeln fiir Parallel-
koordinaten.

§ 1. Strecken und Winkel.

Sei (xg) der Winkel, den eine Gerade g mit der positiven x-Achse
bildet (also der Winkel, um den die positive x-Achse im positiven Sinn
zu drehen ist, bis sie mit g oder mit der Richtung von g zusammen-
fallt). Ferner sei (xy) der positiv genommene Achsenwinkel, der also
(S. 9) kleiner als = ist. Dann soll unter (yg) (S.6) der Winkel

(1) (vg) = (y#) + (xg) = (xg) — (x9)
verstanden werden. Damit ist der Winkel (yg) fir alle Lagen von g
gleichmifig und eindeutig definiert?).

Seien nun P,(¥,y,) und P,(x,y,) zwei beliebige Punkte, Q;, 0, und
R;, R, ihre Projektionen auf den Achsen, und seien die Koordinaten
zunichst rechtwinklig (Fig.19). Dann ist (S.3 und 8)
[Q1Qz = %y — %; = Py P, cos(x, P, Py),
1R1R2: Yo — y1 = P Py cos(y, Py Py).
Setzen wir PP, =7 und < (x, P, P,) = (x7) = @, also (y?) = ¢ — i,

(2)

A so wird
Rz|--2 (2a) %y — 2% =7cosp, y;—y, =rsing.
Hieraus ergibt sich
(3) 7= (% — %)* + (¥ — 3)*
=N,
(4) tg(p_xz""ﬁ’

und wenn wir die Gleichungen (2) mit cos@ und sin¢ multiplizieren-
und dann addieren,

(5) (%5 — %1) cOSP + (yp — 3y) sing = 7.

1) Man beachte, daB die Quelle dieser Formel nicht eine Einzelfigur ist,
sondern die Gleichung (9) von Kap. I (S.6). Analoges gilt auch fur die fol-
genden Formeln.
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Fiir schiefwinklige Achsen entnehmen wir die Gleichungen dem
Dreieck P,P,S (Fig. 20); man erhilt zunichst

P, P;= P, 52+5P‘+2P S- SPZ cos (xy),
P,S:Sp, —sm’(icg) suT(gy

und hieraus weiter

(6) 7= (v — %)% 4 (Vo — ¥1)2 4+ 2 (%2 — %) (¥2 — ¥y) cos (x3),
Yo— Y1 _ sin (¥ g) 1 '
(62) ¥ — x4 o osin(gy)’ )
Sei P(£%) der Punkt, der die Strecke P, P, im Verhiltnis u teilt
(S. 4). Dann folgt fiir beliebige Achsen nach dem Projektionssatz

0.0 _RR_ PP _
0.0 = BR — B,p 1

(7)

oder
T ATy,
. § — Xg n—2%2
und daraus weiter
. o AT U — V1T MY,
(72) ST i~ = 1—p
Insbesondere ist, wenn P die Mitte von P, P, ist, also fiir 4 = —1
¥y + ¥ yi+y
Eo AT — N1V
) g > >

Dem Wert u = 1 entspricht der S. 5 eingefiihrte uneigentliche
Punkt P. . Fiir verschiedene Punkte (x,%;) und (x,y,) ist im allge-
meinen %, — x, = 0 und y; — ¥, 2 0; eine der beiden Differenzen kann
aber auch Null sein. Ist es fiir keine der Fall, so folgt aus (7), daB dem
uneigentlichen Punkt Po auch die Punkte Qw und R entsprechen
und umgekehrt. Keine der beiden Koordinaten &, # hat also einen end-
lichen Wert. Ist nur eine Differenz gleich Null, z. B. x; — #,, so hat
n (7) der Quotient Q,Q = Q,Q fiir jedes Q den Wert 1; es bleibt aber
(R,R,R) = (P, P,P), und es entsprechen einander Pe und Reo. Alsdann
hat # keinen endlichen Wert. Damit ist die Behauptung erwiesen.

Fiir den Schwerpunkt S(&,%) eines Dreiecks P; P, P ist
(8a) ;;:xl"f"‘:z‘i‘ﬁ, 1]:y1+y2+2§.

3 3
Man erhilt diese Formeln, wenn man die Mitte M von P, P; mit P,
verbindet und P, M innerhalb im Verhiltnis 2:1 teilt (u=—2).
Thre Symmetrie fiir die drei Indizes zeigt, dal die Konstruktion von S
auch mittels der Mitten von P,P, und P, P, erfolgen kann; dies liefert

1) S.30 werden diese Formeln ohne Benutzung einer Figur abgeleitet.
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unmittelbar den Satz, daB sich die drei Seitenhalbierenden in einem
Punkt schneiden.

Beispiel. Das Dreieck der Punkte (2, 1), (3, —2), (—4, —1) hat die Seiten-
mitten (3, — %), (—1,0), (—% —3) und den Schwerpunkt (4, —%).

§ 2. Das Lot von einem Punkt auf eine Gerade.

Das Koordinatensystem sei beliebig, P(&#) ein Punkt, g eine
Gerade (Fig. 21). Durch O ziehen wir den Halbstrahl #» 1 g; es sei
OG = § und OG die positive Richtung von #.
Dem von P auf die Gerade g gefillten Lot
LP =1 legen wir ebenfalls ein Vorzeichen bei;
wir rechnen es als positiv, wenn die Richtung L P
die gleiche ist wie die Richtung OG, als-nega-

tiv, wenn sie ihr entgegengesetzt ist.
Fig. 21. Projizieren wir OP senkrecht auf die Ge-
rade #, so ist diese Projektion nach S. 7
gleich der Projektion des Linienzuges OQF, also

) II(OP, n) = TI(OQP, n).
GemiB der Festsetzung iiber das Vorzeichen von [ ist
ITOP, n) = O0G + LP,
andererseits ist gemifB S. 8, Gleichung (15)
I (OPQ,n) = &cos(nx) + ncos(ny),
und so finden wir
0+ 1= &cos(nx) + ncos(ny),

(10) l = &cos(nx) +ncos(ny) —9.

In dieser Gleichung haben wir eine der wichtigsten Hilfsformeln
der analytischen Geometrie zu erblicken.

Beispiel. Der Achsenwinkel sei 120°, und es bilde # gleiche Winkel mit den
Achsen, so daBl cos (nx) = cos (ry) = List; fernerseid = 1. Fiir jeden Punkt (§7)

ist dann I Etdn—1.

Fiir den Punkt (2, 2), der auf » liegt, ist also ! = 1, was auch geometrisch evident ist.

§ 3. Die Transformation der Koordinaten.

Da das Achsensystem willkiirlich ist, so entsteht die Aufgabe,
die Koordinaten desselben Punktes P fiir verschiedene Achsensysteme
miteinander zu vergleichen.

Mogen die Achsen zweier Systeme zunichst parallel und gleich-
gerichtet sein; die Koordinaten von P fiir das eine System seien %, y,
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fiir das andere X, Y (Fig. 22); der Anfangspunkt O, des XY-Systems
habe im x y-System die Koordinaten

04, =a, OB, =5b.

Man hat dann unmittelbar Y- 7 S AN iy
0Q =0A4,+ 4,0, OR =0B,; 4+ B,R, ,,/
also /0 2 /
=X =Y +b.
(11) x +a, vy + Vi 7 Q
Beispiele. 1. Die Gleichung y2—2px—p2=0 .
Fig. 22.

stellt eine Parabel dar, fiir die der Brennpunkt der
Anfangspunkt ist; sie geht durch die Gleichungen
y=Y, x=X—4%p in Y2—2pX =0 iiber. Fir p > 0 liegt die Parabel
im ersten und vierten Quadranten, fiir p << 0 im zweiten und dritten.

2. Wir zeigen, daB sich die Parabel als Grenzfall der Ellipse oder Hyperbel
einstellt, wenn wir die Achsen unendlich groB werden lassen. Dazu fithren wir
in die Ellipsengleichung (S. 17) neue Koordinaten mit derselben x-Achse und dem
Scheitel 4; als Anfangspunkt ein (Fig. 13). Fur diese X, Y-Koordinaten folgt

x=X—a, y=Y;

setzen wir diese Werte in die Ellipsengleichung ein, so ergibt sich als Gleichung
fir die X, Y-Koordinaten

(X—ap ¥ _
e Tl
und hieraus folgt weiter b2 b2
—XP—2—X{+Y¥Y2=0.
a a

Nun moégen a und b unendlich gro werden, aber so, daB b2:a einen festen
endlichen Wert p bewahrt. Dann strebt 52:a2 = p :a gegen Null, und die Glei-

chung geht in b2
Y2_2pX=0; p=—
a

iber. Dies ist die Parabelgleichung. Sie kann in derselben Weise aus der Hyperbel-
gleichung mit 4, als neuem Anfangspunkt abgeleitet werden.
Mit dem Scheitel 4, riicken auch F, und der Mittelpunkt O ins Unendliche.
Die Achsensysteme mogen zweitens denselben Anfangspunkt haben;
die x,y-Achsen seien rechtwinklig, wihrend die #’,y’-Achsen beliebig
bleiben (Fig. 23). Ein Punkt P habe im ersten
System die Koordinaten #,y, im zweiten die Ko- I 4y
ordinaten %', '%). Dann sind #, y die senkrechten
Projektionen von OP auf der »- und der y-Achse
und daher (S. 7) gleich den senkrechten Pro-
jektionen des Streckenzuges OQ'P; fiir die 7 q —>Z
Projektion auf jeder der beiden Achsen ist also

(12) I1oP) = 11(0Q) + 1(Q'P) .

Fig. 23.

1) Es wird kein MiBverstindnis .verursachen, wenn in den obigen Formeln
%,9, %',y einmal als Koordinaten, einmal als Zeichen fir die Achsenrichtungen
auftreten.
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Z

Diese Gleichung wenden wir zuerst auf die x-Achse und dann auf die
y-Achse an. Da 0Q’ = # in die #’-Achse fillt und Q'P’ = 9’ der y'-Achse
parallel ist, so ergibt sich (S. 8, Gleichung 15)
(13) x = x' cos(x'x) + v’ cos(y'x)
und ebenso '
y = x' cos(x'y) + 7y’ (cosy'y).
Wir setzen noch
@x)=a, @y)=4FH, also @&y)=pF—a,
so wird
a)=x)+ @) =—Fa+&, @Y)=0»+Ey)=—37+8.
und unsere Gleichungen verwandeln sich in
(13 a) ¥ =x'cosx +y'cosf, y=4«sina—+ysinf.
Durch Auflésung nach x" und y’ ergibt sich hieraus
sin(f —a)x’ = xsinff —ycosp,
(13b) : e
sin(f — &)y =—xsina + ycosa.

Sind auch die x'y’-Achsen rechtwinklig, ist also 8= tn+ &, so
erhalten wir die einfacheren Formeln
(14) %= xcosa —ysina, y=4a"sina+ 9y cosx
und als Auflésung
(14a) % = xcosa +ysinw, Yy =-—xsinx 4 ycosx. 1)

Stillschweigend wurde hier vorausgesetzt, daB < (xy) = (x'y') = {7
ist, daB also die beiden Achsensysteme kongruente Figuren sind. Ist
dagegen (x'y") = — %7, so stellen beide Achsensysteme nur spiegel-
bildlich (symmetrisch) gleiche Figuren dar?); man hat g = & — §m,

und die Formeln (14) gehen in ,

(14Db) x=xcosx +y'sinax, y=x"sina—y cosx
iiber; sie gehen formal aus (14) in der Weise hervor, da3 man 3" durch

— 4" ersetzt, was auch geometrisch evident ist.
Die Gleichungen (14) und (14b) liefern gemeinsam
(15) x4yt = a2 4 y2
man nennt diesen Ausdruck deshalb eine Invariante der Transformation;
der geometrisch evidenten Tatsache entsprechend, daB8 der Abstand OP

fiir die rechtwinkligen Achsensysteme mit O als Anfangspunkt dieselbe
Darstellung finden muB.

1) Diese Gleichungen ergeben sich auch direkt aus (14), indem man x, y
mit x’, 9’ vertauscht und & durch (¥’ x) = — & ersetzt.
2) Hier wird nur die Beziehung in der Ebene selbst in Betracht gezogen.
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Fiir die Determinante der Gleichungen (14) und (14b) (Anhang, 3)
folgt '
5 |cosa, —sina| s c?sq, smcx\:_L
sinx, cosa| sin &, —cosa |
Darin kommt der Gegensatz beider Tramsformationen analytisch zum

Ausdruck.

Auch in dem Falle, daB beide Achsensysteme schiefwinklig sind,
kénnen wir das Resultat unmittelbar aus dem Projektionssatz von
S. 7 entnehmen. Seien wieder #, y und %', " die Koordinaten von P1Y),
so sind jetzt x und y die Parallelprojektionen von OP auf der »- und
y-Achse im Sinne von'S. 9 und wieder gleich den analogen Projektionen
des Streckenzuges OQ’P. Doch kommen diesmal nicht die Glei-
chungen (14), sondern die allgemeinen Formeln (12) zur Anwendung.
Setzen wir insbesondere

I(0Q, %) =ax', IQP %) =0y,
IIOQ,y)=c«', IQP,y =dy,

wo a, b, ¢, d die beziiglichen Projektionskonstanten sind, so ergibt sich

(16) x=ax +by, y=cx+dv.
Ganz analog findet sich
(164a) ¥=dx+0y, y=cx+dy,

die Koordinaten sind also durch eime lineare Substitution wateinander
verbunden.

Bemerkung. Die Koeffizienten a,b,¢,d und a’, %', ¢’,d’ sind durch die
Achsenrichtungen bestimmt. Seien (Fig. 24) 4’ und B’ Punkte der x’- und y’-Achse,
so daB 04’ = 1, OB’ = 1 ist; es sind dann 2’ = 1, ¥’ = 0 die #’, y’-Koordinaten
von A’ und »" =0, 9’ =1 die #’, y’-Koordinaten
von B’. Fir ihre #, y-Koordinaten folgt daher aus (16)

=04 =a, y=A4A4" =c,
und aus dem Dreieck 044’ ergibt sich nun
a:c: 1 =sin (¢"y) :sin (¥#') :sin (xy).

Ebenso erhalt man fiir die #, y-Koordinaten von B’
¥ =0B=b, y=BB =d,

und aus dem Dreieck OBB’ entnimmt man

£ b O\ a A

b:d:1=sin(yy) :sin(@y):sin(@y). Fig. 24.

Setzen wir noch (#y) = ®, so gehen die Formeln (16) tiber in

’

6b sinw+x = sin (' ) " + sin (" y) y’,
(16b) sinw +y = sin (¥ ') " + sin (v ) y".
Analoges gilt fir die Gleichungen (16a).

Beispiele. 1. Eine Hyperbel heilt gleichseitig, wenn a = b ist; ihre Gleichung

lautet also ’
22 — y2 = g2,

1} Man benutze wieder die Fig. 23.
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Wir nehmen die Halbierungslinien der Koordinatenachsen als #’, y’-Achsen; sie
sind rechtwinklig und es sei (¥ ') = —45°. Man hat dann die Transformations-

gleichungen —
x=32x + 32y, y=—1324+ t)2y.
Sie fithren die Hyperbelgleichung in )
22y = a?
iiber. Uber die Bedeutung dieser Gleichung und der Koordinatenachsen vgl.

Kap. X, § 6.
2. Mittels der Gleichungen (13) laBt sich ohne Benutzung einer Figur
cine Formel far den Abstand OP fiir schiefwinklige Koordinaten ableiten. Man

hilt . . .
erbd OP% = 22 4 y2 = 42 + 9’2 - 2 4’y (cos & cos B -+ sin & sin f)

=24 92+ 24y cos(¥"y').
Durch Anwendung auf zwei schiefwinklige Systeme folgt
% 4 92 4 2y cos (#y’) = #7% 4 y”"2 + 247 y” cos (x"'y"'),
der vorstehende Ausdruck ist also wieder eine Invariante der Transformation.
Bei Koordinatensystemen mit verschiedenem Anfangspunkt und
beliebigen Achsenrichtungen fiihrt eine Verbindung der vorstehenden
Formeln zum Ziele. Sei O’ der Anfangspunkt
¢+ der %', y’-Achsen. Will man die #, y-Koordinaten
durch die «',y'-Koordinaten ausdriicken, so
nimmt man ein X, Y-Achsensystem mit O’ als
X Anfangspunkt zu Hilfe, das den #, y-Achsen par-
allel ist (Fig. 25). Dann bestehen fiir die %', y'-
und die X, Y-Achsen Formeln der Form

Fig. 2. X=ax'+by, Y=cx +dy;

andererseits gelten fiir die x,y- und die X, Y-Koordinaten (S. 27)
Formeln der Form

x=X+e, y=Y+/,
und daraus folgt schlieBlich
(17) x=ax +by +e y=cx +de+7.
Die allgemeinste Koordinatentransformation driickt sich also durch eine

lineare Substitution aus.

Bemerkung. Nicht jede lineare Substitution stellt eine Koordinatentrans-
formation dar; ihre Koeffizienten miissen den Gleichungen (16b) geniigen. Setzt
man z. B. " = x, 9" =2y, so folgt aus #” = 0 auch » = 0, ebenso aus ¥’ = 0
auch y = 0; es muf3 daher die »-Achse mit der »’-Achse und die y-Achse mit der
y’-Achse identisch sein. Also miiten auch die #, y- und #’, y’-Koordinaten identisch
sein, was nicht der Fall ist.

§ 4. Der Dreiecksinhalt?).

Zwei Punkte P, (x,y,) und P,(x,Y,) bestimmen mit dem Anfangs-
punkt O ein Dreieck; sein Flicheninhalt ¥ ist zu berechnen, zunichst

1y Vgl. Anhang, § 1, besonders 3, 19 und das letzte Beispiel zu 17b.
) P
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fir rechtwinklige Achsen. Es sei OP, = r,, OP, = r,. Wir legen die
Flachenformel (Fig. 206)
2% =OP,-0P,-sin (P,0P,)
zugrunde. Hier ist
X (POPy) = L (r179) = (%) + (x75) = (x75) — (v 1y),
wir finden also
25 = 7,7, { sin(x7y) cos(x7y) — cos(x7y) sin(xry)},

und daraus folgt gemif S. 11
B

(18) 2%=x1y2—x2y1=!x2 Vs

Die rechte Seite dieser Formel dndert ihr Vorzeichen, wenn die
Indizes 1 und 2, also die Punkte P; und P, vertauscht werden. Der

Dreiecksfliche legen wiv deshalb ebenfalls ein Vor- Y

zeichen bet; es entspricht dem Umstand, daB wir A

sie im positiven oder negativen Sinn umfahren %

konnen. Das Vorzeichen ist dasselbe wie das 7 77

des Winkels P,0P,; dem positiven Sinn des 1] z
Winkels entspricht das positive, dem negativen Fig. 26.

Sinn das negative Zeichen. Wird die positive
Fliche mit {,,, die negative mit ,; bezeichnet, so ist also

(19) 12+ T =0.

Sind die Achsen schiefwinklig, so fithren die Gleichungen (13) zum
Resultat; wir haben nur die in ihnen enthaltenen Werte in die Determi-
nante (18) einzusetzen. Zunichst wird
% 9,| _|#icos(xx) + yicos(xy), #icos(yx) + yicos(yy)|
Xy Vo x5 cos (xx') + yscos (xy’), xhcos(yx’) + yycos (yy) 1’
und daraus folgt gemiB dem Multiplikationssatz der Determinanten

5 on|_ |4 %] |cosx), cos(xy)
%, Y| % ¥l lcos(yw), cos(yy)l’
Nun ist (xy) = 47, also
)= —ta+ (xx)=—tn— (&%), @y)=—}a+xy),

und daher erhilt die Determinante der Kosinus den Wert
cos (¥ %) sin (x ') + cos (x9') sin (x'x) = sin (¥'x + xy') = sin (¥'y') .
Fir den Dreiecksinhalt ergibt sich daher
7 yi)
x5yl
Liege allgemeiner ein aus drei beliebigen Punkten (x,y,), (%3y),
(%3y5) gebildetes Dreieck vor; die Achsen seien beliebig. Wir legen durch

(20) 2% = sin (¥ )
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(%,yy) eine X- und Y-Achse, parallel zur x- und y-Achse, so kénnen
wir zundchst die vorstehenden Gleichungen benutzen und erhalten
. X, Y,
2% =sin(X Y) X, v,
Andererseits ist gemil (11)

X=x—2x, Y=y—y,

und daraus folgt weiter

o . Xy — % Yo— V1 ’ e 1‘
(21) 2§ =sin(xy) dy— tn y,— ‘ =sin(xy) iz y, 1.
3 v ‘x3 Vs 1'

Durch Entwicklung der letzten Determinante nach den Elementen der
letzten Kolonne folgt schlieBlich

(21a) 2§ = sin(xy) {(x2 Y3 — %3¥2) + (%31 — %, V3) + (1Y — %o y1)} .
Diese Gleichung 148t eine einfache geometrische Deutung zu. Bezeichnen
wir die Flichen der Dreiecke

0P2P3 = %23, 0P3P1 = Fs1> 0P1P2 = F12»
so ergibt sich nach (20)

2Fas = sin(xy) (%2 Vs — ¥3¥a),  2Tsy = sin(¥Y) (%39, — %, 93) ,
2% =sin (xy) (%Y — 127y) ,
was schliefSlich o
§ = 23+ a1+ e
zur Folge hat; eine Gleichung, deren geometrische Bedeutung ersicht-
lich ist.
Ahnlich erhilt man den Fliacheninhalt §§ eines einfachen #-Ecks,

indem man von
(o
T=Frat Tzt + Fna
ausgeht und die $;x durch ihre Koordinatenwerte ersetzt.
Beispiel. Das Dreieck der drei Punkte (2, 1), (3, —2), (—4, — 1) hat-den
Inhalt=10. ‘

Bemerkung. Fiir die drei Punkte P,, P,, P, gibt es bekanntlich sechs An-
ordnungen entsprechend den sechs Permutationen der Indizes 1, 2, 3. Bei den
zyklischen Permutationen #ndert sich die in (21) enthaltene Determinante nicht;
bei den anderen #ndert sie ihr Vorzeichen — in Ubereinstimmung mit der oben
tuber den Dreiecksinhalt gétroffenen Festsetzung.

§ 5. Doppelte Bedeutung der Transformationsformeln.

Die linearen Substitutionen der Koordinaten von § 3 lassen noch
eine zweite Deutung zu. Der Ableitung nach stellen sie Koordinaten
desselben. Punktes fiir verschiedene Achsen dar, es wird sich zeigen,
daB sie auch als Formeln fiir verschiedene Punkte in bezug auf dieselben
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Achsen gedeutet werden konnen. Wir beginnen mit den Formeln ein-
fachster Art,

(22) x=4x-t+a, y=4++0b.

Die Achsen mogen beliebig sein. Die Beziehung zweier solcher Punkte
P(x,v) und P'(x'y’) zueinander ergibt sich aus Fig. 22 (S. 27), wenn
man 00, P durch einen Punkt P’ zum Parallelogramm OO0, PP’ erginzt;
sie zeigt dann, daB der Punkt P aus P’ durch eine Schiebung (Trans-
lation) um die Strecke 00, = P'P hervorgeht. Man sagt, daB die
Formeln eine Schiebung der Ebene um die Strecke (den Vektor) 00,
darstellen.
Wir gehen zu den Gleichungen

(23) ¥=ax, y=4py

iiber; das Achsensystem sei wieder beliebig. Man sagt, daB3 die Punkte P’
zu den Punkten P eine affine Beziehung haben. Folgende Eigenschaften
ergeben sich fiir sie ohne weitcres: 1. Bilden die Punkte P’ eine
Gerade g, so tun es auch die Punkte P’ und umgekehrt; ist ndmlich
Ax"+ By"+ C =0 die Gerade g’, so erfiillen die Punkte P die Gerade
Axx 4 Bfy +C =0. Einem Dreieck entspricht also ein Dreieck?).

2. Die Flichen entsprechender Iigurem stehen in komstantem Ver-
haltnis zueinander. Sind § und §§' die Inhalte entsprechender Dreiecke,
so ist (§4)

E %oyt
(24) ¥ =sin(xy) ‘J«'Q vy ditsin(xy)ixng vy 1.
I ‘ E N

Bezeichnen wir die beiden Determinanten durch D’ und D, so folgt
aus dem Anhang, § 1, daB D' == & D ist; daher wird

(24a) ¥ :F = «f = const.

Hiermit ist die Behauptung zundchst fiir zwei entsprechende Dreiecke
erwiesen. Daraus folgt sie (durch Zerlegung in entsprechende Dreiecke)
auch fiir alle polygonal berandeten Figuren, und auf Grund hiervon
kann sie auch fiir beliebige Fliachenstiicke geschlossen werden?).

3. Sind P,, P,, P drei Punkte einer Geraden, so bleibt das Teilungs-
verhdltnis (P; P, P) ungeindert; die Gleichungen (7a) gehen nimlich
durch (23) in '

X — p ) il
g=" £ : 7/:&_'}‘39_
1—p 1—pu

tiber. Mitte geht also in Mitte iiber, Schwerpunkt in Schwerpunkt.

1) Wir werden spater lernen, dafl einem Parallelogramm sogar ein Parallelo-
gramm entspricht. Vgl. Kap. X1II, § 3, wo die Affinitat ausfithrlicher zur Unter-
suchung gelangt.

2) Man erkennt leicht, daB die Affinitat fiir § = « in die Ahnlichkeit iibergeht.

Schoenflies, Analytische Geometrie. 3
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Beispiel. Aus der Gleichung
y:y =bia=ux:%
von S.23 ist zu schlieBen, daB Kreis und Ellipse affine Figuren sind. Die
Ellipsenpunkte (#,) hingen mit den Punkten (+’,y’) des Kreises vom Durch-
messer 2a durch die Gleichungen

., ’
zzgx, Yy =y

zusammen, mit den Punkten des Kreises vom Durchmesser 25 durch
a
X, =%, = —9;
1 Y1 b y

jedes dieser Gleichungspaare hat die Form (23). .Aus dem obigen Satz (2) erhilt
man fir die Inhalte von Kreis und Ellipse

e :Fr=0b:a,
und daher findet.sich fiir den Inhalt der Ellipse der Wert a b .

Die an die Gleichung (23) gekniipften Schliisse bleiben bestehen,
wenn wir sie allgemeiner so deuten, daB sie sich auf verschiedene Achsen-
systeme beziehen; auf ein ¥y-System und ein x'v'-System, die beliebig in
der Ebene liegen sollen (Fig. 25). Auch dann noch wird durch sie jedem
Punkt P(xy) ein Punkt P’(x'y’) zugeordnet, und es bleiben die unter
(1.), (2.) und (3.) genannten Sétze in Kraft. An Stelle der Gleichung (24)
erscheint, wenn wir die in (24a) enthaltenen Determinanten wie oben
durch D’ und D bezeichnen, die Gleichung
(24Db) ¥ F =sin(x'y)D :sin(xy)D;
sie zeigt ebenfalls, daf} &' & einen konstanten Wert hat. Die Zu-

ordnung heiBit ebenfalls eine affine.

P’ Auch den Formeln (14) von § 3 kénnen wir eine
analoge Deutung geben; sie stellen Drehungen um

« P
den Anfangspunkt dar. Seien die Achsen rechtwink-
g lig. Wir drehen die ganze Ebene um den Anfangs-
Fig. 27. punkt; dadurch gehe Punkt P in P’ iiber, und es

sei der Drehungswinkel (OP, OP') =«. Man hat
dann unmittelbar (Fig. 27)
'[x’ = rcos(p + &) = ¥cos —ysina,

(25) |y = rsin (p + &) = xsina +ycosa,

und dies sind die nimlichen Formeln, die bei der Drehung der Koordi-
natenachsen um den Winkel — & auftreten.

Endlich lassen auch die Formeln (14b) eine derartige Deutung zu.
Sie gehen (S.28) aus (14) dadurch hervor, da man 3" durch —4" er-
setzt. Das bedeutet eine Spiegelung an der x™-Achse; sie entsprechen
also einer Drehung um den Winkel ® und einer nachfolgenden Spie-
gelung. Eine solche Transformation heiit Umlegung; sie kehrt den
Anordnungssinn um.



Finftes Kapitel.

Die gerade Linie.

§ 1. Gleichungsformen der Geraden.

Fir eine Gerade allgemeiner Lage haben wir in Kap. III, § 3 die
Gleichungen

(1) Zyi—1=0
und
(2) Ax+By+C=0

abgeleitet. Hier bedeuten @ und b die Abschnitte, die die Gerade auf
den Achsen abschneidet. 4, B, C sind Konstanten, die beliebige Werte
haben kénnen; die Abschnitte ¢ und & driicken sich aus ihnen durch
die Formeln c c
a=—— b=—=
A’ B
ausl). Die Gleichung (2) heiflt die allgemeine Gleichung der Geraden.
Eine weitere vielfach niitzliche Gleichungsform ergibt sich aus der ersten
Gleichung, wenn man diese in die Form

(3) . y=mx40; m:—-%

setzt; aus der Fig. 15 (S.9) erhilt man fiir m den Wert
_ sin(wg) _sin (xg) %

(32) M= Snlgy) T T sinfrg)

Fiir rechtwinklige Koordinaten hat man einfacher nach Gleichung (1)
von S. 24 '

(3b) m=tg(xg) =tga; a=(rg).

Wihrend die Gleichung (1) die Gerade durch zwei Punkte bestimmt,
ist sie in Gleichung (3) durch einen Punkt und ihre Richtung festgelegt;
m heilit auch Richtungskonstante.

Beispiel. Bei rechtwinkligen Koordinaten erhalten wir fiir die Gleichung
x4y —4 =0 die Werte a =4, b=4, m = —1, & = 135°

1) Von den Werten 4 = 0, B = 0 ist zunéchst vielfach abzusehen, eben-
so von @ = 0, b = 0. Die Deutung erfolgt in Kap. VIII.

?) Eine von der Figur unabhangige Ableitung bringt § 2.

3*
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Eine Gerade kann auch als Verbindungslinie zweier Punkte (x; y;)
und (x, v,) definiert sein. Die dieser Definition entsprechende Gleichung
entnehmen wir aus dem vorstehenden durch die folgenden, fiir das
analytisch-geometrische Verfahren charakteristischen Schliissel). Sicher
hat die Gleichung fiir gewisse noch unbekannte Werte m und b die
Form yv=mx+b.

Da die Gerade durch (¥, y;) und (%, y,) geht, bestehen auch die Gleichungen
yo=mx+b, y=mux,+5.

Aus ihnen lassen sich die Werte von m und & berechnen und dann
in die erste Gleichung einsetzen. Man hat also — anders ausgedriickt —
m und b aus den vorstehenden drei Gleichungen zu eliminieren. Dazu
bilden wir zunichst durch Subtraktion die Gleichungen

Y=y =mx —%;), Y=Y =X —%), Yy—Y; =M%y —%);
aus ihnen entsteht durch Division weiter

— —x — x —x
(4) L2022 50 oder YT 2T oger

Y=V _Ys—WN
Y —Ya X — Xy Ve — V1 Yo — X x

—H T wA

jede dieser Gleichungen stellt also die Gerade dar. Nach x und y ge-
ordnet erhilt sie, von welcher Gleichung wir auch ausgehen, die Form

(4a) % (Vo —y1) =Y (% — %) + %291 — 2,9, =0.

Die Bedeutung dieser letzten Umformung ist nur eine formale; sie
1aBt die gewonnene Gleichung als eine Gleichung ersten Grades erkennen.
Dagegen driickt jede der Gleichungen (4) unmittelbar aus, daBl die
Gerade erstens die Punkte (v, y,) und (x,v,) enthilt, und daB sie
zweitens die fiir sie grundlegende Eigenschaft hat, die im Projektions-
satz von S.7 zum Ausdruck kommt. Sie kann auf Grund dieser Er-
wigung auch unmittelbar hingeschrieben werden.

Eine zweite Betrachtung, die zur Gleichung einer Geraden durch
zwei Punkte fiihrt, ist folgende. Wir gehen davon aus, die Bedingung
zu suchen, dafl drei Punkte P (x,v,), Py (%;v,), Py(%,7,) auf derselben
Geraden liegen, und wihlen diesmal Ax 4 By +4- C = 0 als Gleichung
der Geraden. Es ist dann, wie die Punkie auch liegen,

Axy+ By,+C =0
Axy+ By, +C=0
Axy+ By, +C = 0.

Dies sind drei homogene Gleichungen fiir die GréBen A4, B, C. Sie be-
stehen in der Weise, daB A, B, C Werte haben, die nicht siamtlich

1) Fir x; = x, oder y; =y, wird die Gerade einer Achse parallel; davon
wird wieder abgesehen.
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Null sind, und daraus folgt (Anhang, 10a) die Determinantengleichung

;xo Yo 1
(4 D) % oy 1]=0
lxp 3, 1]

als gesuchte Bedingung. Lassen wir den Punkt (x,y,) variabel werden,
und ersetzen ihn insofern durch (xy), so ergibt sich

RS
(4¢) oy 1 =0
PAETENY

als Gleichung der Geraden. Die Entwicklung der Determinante liefert
wiederum die Gleichung (4a). Die geometrische Bedeutung der Glei-
chung (4c) ist die, daB jeder Punkt (x, y) der Geraden mit den Punkten
(%, y1) und (%, v,) eine Drejecksfliche vom Inhalt Null bestimmt (S. 32).

Beispiele. 1. Die durch (2, 3) und (5, — 4) gehende Gerade hat die Gleichung

y—3 —4-3 7
=-——— = — = oder x — 23 == 0;
2 52 3 7%+ 3y 3
Achsenabschnitte und Richtungskonstante sind a = 2%, b = 2}, m = — ]

E
2. Als Gleichungen der Seiten des Dreiecks der Punkte (2, 1), (3, —2), (—4, —1)
findet man: ¥ + 7y +11 =0, 3y —x —1 =0, 3x+9y —7=0.
3. Man bilde die Gleichungen der drei Seitenhalbierenden dieses Dreiecks
(vgl. Kap. IV, Gl §).

Wir kniipfen nochmals an die Gleichungen (4) an. Fiihren wir fiir

die erste der drei Gleichungen den Wert der beiden einander gleichen
Quotienten ein, setzen also

Yon _rYTHm g

>

) Y=Y, XA
so erhalten wir daraus
= i kr _ ik
(5) x=" 2,y =S

Dies sind dieselben Gleichungen, die wir S. 25 gefunden haben. Sie
driicken (im Sinn von Kap. III, § 6) die variablen Koordinaten x, y
mittels des Parameters & aus, und es Jst % das Teilungsverhiltnis
(P, P, P), das (S.4) der Punkt (x,9) mit (v;y,) und (x,y,) be-
stimmt.

Fine allgemeinere Darstellung dieser Art ist
a+ot b+ Bt
(59) x= TN y=

auch ihr entsprechen alle Punkte einer Geraden. Dividiert man die
Ziahler und Nenner beider Quotienten durch ¢ und setzt

4
” = Ya>

Y, a 4 i b
—ct=k, —=umx, 5 =% =

so erkennt man, daB die Gleichungen (5a) in (5) iibergehen.
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Fir rechtwinklige Koordinaten bestehen insbesondere folgende
Gleichungen: Sei M(x,y,) ein beliebiger Punkt der Geraden. Wird
dann MP = s gesetzt und (xg) = ¢, so folgt gemall S. 24

(6) X —%; = SCcosp, Yy—y =Sssing,

und es ist s der variable Parameter, der alle Werte des Kontinuums
durchlduft.

§ 2. Die Hessesche Normalform.

Wir kniipfen an die Formel (10) an, die wir in Kap. IV (S. 20)
fir den Abstand eines Punktes (§,#) von einer Geraden g gefunden
haben. Setzen wir abkiirzend

(7) N(&,n) = &cos(nx) +ncos(ny) —d,

so kénnen wir das dort gefundene Resultat folgendermaflen aussprechen :

Der Ausdruck N(&,%) hat fiir alle Punkte (§,7) eine einheitliche
Bedeutung; er stellt nach Linge und Richtung das von (§,n) auf die Ge-
rade g gefillte Lot dar. Die Gerade g erscheint hier so bestimmt, daf
siec von O den Abstand ¢ hat, wihrend # die von O auf g gefillte Nor-
male ist.

Liegt ein Punkt P(x,y) auf der Geraden g selbst, so ist die Linge
des Lotes gleich Null und umgekehrt. Daraus folgt, dall

(7a) N(x,y) =0 oder xcos(xn)-+ ycos(yn)—ad6=0
die Gleichung der Geraden g ist (Hessesche Normalform).

Die so gefundene Gleichung ist von grofier Wichtigkeit. Wir be-
handeln zunichst ihre Beziehung zu den anderen Gleichungsformen;
ausgehend von den beiden Gleichungen (Fig. 21, S. 26)

acos(xn) =9, bceos(yn) =29,

die sich aus (14) von S. 8 ergeben. Diese Werte fithren von (7a)
unmittelbar zur Gleichung

x oy _
Weiter erhidlt man fiir m den Wert
b cos (¥ n)
M= —— = — — .
a cos (yn)

Nun ist aber
(xn) = (vg)+(gn) = (xg) L d7; (yn)=(yg) + (gn) = (vg) £ ¥=,?)
und daher wird (vgl. Gleichung 3a)

sin (v g) sin (x g)

M= T ng) T sin(ey)

1) Da die Richtung von g hier unbestimmt bleibt, ist das doppelte Zeichen
notig.
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Die Beziehung der Normalform zur Gleichung
(8) Ax+By+C=0
soll nur fiir rechtwinklige Achsen erértert werden; wir behandeln die
Aufgabe, die vorstehende allgemeine Gleichung einer Geraden in ihre
Normalform iiberzufithren. Fiir rechtwinklige Achsen ist

yn) = (yx) 4+ (xn) = (xn) — S

setzen wir also (¥#) = «, so nimmt N(x,y) die einfachere Form
9 N(x,y) = xcosx + ysinw — 9
an, und die Normalgleichung lautet
(9a) xcosa + ysina —9 = 0.
Nun idndert sich die durch eine Gleichung gegebene Beziehung zwischen
% und y nicht, wenn die Gleichung mit einer Konstanten multipliziert
wird; demgemiB suchen wir Gleichung (8) so mit einer Gréle 1 zu

multiplizieren, dal ihre linke Seite in die linke Seite von (9a), also
in den Ausdruck N(x,y) tibergeht; dazu mufB

(9b) AA = cosx, AB=sinx, iC= —¢

werden. Dies geschieht, wenn A2 (42 4 B2) =1 ist, also ergibt sich

(10) COSX = ‘._:A:,f ) Sin[x =S5 "Zi;i, — (3.: *:i"_~ .
}/A"—}—Bz JA4% + B? }A% + B?

Hier ist nur noch das Vorzeichen der Wurzel zu bestimmen. Da d > 0,
also AC << 0 ist, hat man der Wurzel das umgekehrte Vorzeichen von
dem zu geben, das C besitzt.

Fir N(x,y) findet sich also der Wert

Ax + By +C
11 N =22y e
(11) ) =T |
und die Normalgleichung, die der Gleichung (8) entspricht, ist
(12) Ax +By +C _
VA2 -+ B2

Bemerkung. Geht die Gerade durch den Anfangspunkt, so verliert die Fest-
setzung tiber das Vorzeichen der Wurzel ihren Inhalt. An sich kann man dann
das Zeichen noch beliebig wiahlen; es wird dadurch die Richtung der Normale %
festgelegt. Sollte diese Richtung bereits festgelegt sein, so ist dadurch auch das
Zeichen der Wurzel bestimmt. Soll also im folgenden Beispiel die Festsetzung
fiir alle Geraden =0 und b:=0 gleichmaBig sein, so muB fir b = 0 die Wurzel
in beiden Fallen das nachstehend genannte Vorzeichen haben.

Vielfach wird auch g gerichtet angenommen und dann # durch <(ng) = {x
bestimmt.

Beispiele. 1. Fur die Gleichung y = m«x + b lautet die Normalform

mﬁ,@:;«:i— b = 0; COSX = -,L—, siny = HL s
V1 + m? V1 + m? J1 + m?

wo die Wurzel positiv oder negativ ist, je nachdem b negativ oder positiv ist.
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2. Das vom Punkte (&, ) auf die Gerade 4x — 5y + 2 = 0 gefillte Lot zu
bestimmen. Die Normalform lautet

41
das Lot hat also die Lange

—1-/1:(4;(——53/-{—2) =0; V41> o0,

] —
=

— e —sy+2).
Y41
Der Halbstrahl # ist durch cosx = — 4 : ]/4‘-17, sinx = §: ]/41 bestimmt; er fallt
also in den zweiten Quadranten.
3. Die Hohen des Dreiecks vom Beispiel 2 (§1) haben die Langen 2}’5,
I"E, 2]//6; der Anfangspunkt liegt innerhalb des Dreiecks.

§ 3. Zwei Gerade.
Seien g und g’ zwei verschiedene Geraden und
(13) Ax+By+C=0, Ax4+Bv+4+C =0
ihre Gleichungen. Ihr Winkel bestimmt sich geometrisch durch

€g) = (g% +xg)=(xg) —(xg),

woraus i
n_ texg) —tglxg)
tg(gg) = 1+ tg (xg)tg(rg)

folgt!). Fir rechtwinklige Achsen ist insbesondere

A , , A

tglvg) =m=—5, tgxg)=m'=—3,
und so folgt weiter

N m —m L AB — BA’

(14) tg(gg)’—1+mm/‘"AA/+BB"
Fiir die Orthogonalitit (g L g’) ergeben sich also die Gleichungen
(15) 14+mm =0, AA’"+ BB =0,
fiir den Parallelismus (g g') ist
(16) m=m';, AB'—BA'=0; A:B=A":B.

Diese Gleichungen gelten fiir beliebige 4, B, A, B

Beispiele. 1. Die Gleichung einer Geraden g’ aufzustellen, die durch einen
Punkt (#,¥;) geht und zu einer Geraden g parallel oder senkrecht ist. Ist die
Gerade gin der Form 4x + By - C = 0 gegeben, so wird man fiir g’ die Gleichung

Ax + By +C =0
ansetzen; da der Punkt (x; ¥;) auf ihr liegen soll, hat man zunichst auch
A’z + By, +C" =0
und erhilt durch Subtraktion
A — ) + By — 9,) = 0.9

1) Da g und ¢’ keine gerichteten Geraden sind, so kommt nur ein Winkel
(¢ ¢’) < in Frage.

2) Man kann diese Gleichung auch unmittelbar ansetzen, auf Grund davon,
daf3 sie 1. vom ersten Grad in x und y ist, und 2. fiir die Werte #;, , erfiillt ist.
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Ist nun g'||g, soist A":B'= A4:B; ist g’ g, soist 4”:B’= — B: 4, und da-
her hat die gesuchte Gerade im einen und anderen Falle die Gleichung
Alx —x) + Bly —y1) = 0; Blx —x) — Ay —y,) = 0.

Ist die Gerade g als Verbindungslinie zweier Punkte (a, b) und (a, b,) gegeben,
so schlieBt man nach (4) folgendermaBen: Fiir die Gerade g istm = (b; — b): (a; — a).
Ist also g’llg. so hat man m’ = m, ist ¢’ | g, so hat man mm'+ 1 = 0 und er-
halt als Gleichung von g direkt

y—y b —b

y—
L AT da -1
¥X—x% @ —a o A—xl_l—bl—b

2. Die Hohen des im Beispiei 3 von § 1 benutzten Dreiecks haben die Gleichungen
74—~y —13=0, 3x4+y—7=0, 3y —¥+1=0,

das Dreieck ist also rechtwinklig.

Werde jetzt angenommen, daB uns die Beziehung der beiden
durch (13) gegebenen Geraden ganz unbekannt ist. Es sind dann an
sich folgende drei Fille méglich. Sie haben keinen im Endlichen ge-
legenen Punkt gemein, oder einen, oder zwei und damit alle. Wir
wollen die analytischen Bedingungen dafiir ableiten. Ist (x,v,) ein
gemeinsamer Punkt beider Geraden, so ist x,, y, gemeinsames Losungs-
system der Gleichungen (13), und es ist (Anhang, § 1)

‘B C| IC Al A B|
(17) X0 Vo 1 = ‘B/ C/ .\C/ A’} LA B/‘ .

Von den drei hier auftretenden Determinanten héngt das Eintreten
der drei genannten Fille ab. Seien zunichst alle drei Determinanten
gleich Null. Dann folgt

A"A=B:B=C"C.
Ist also u der gemeinsame Wert dieser Quotienten, so dal3

A'=ud, B =uB, C =uC

ist, so geht die zweite der Gleichungen (13) aus der ersten durch Multi-
plikation mit u hervor, und die zugehoérigen Geraden sind identisch.
Die Gleichungen (13) stellen also dann und nuy dann dieselbe Gerade day,
wenn die linke Seite dey einen durch Multiplikation mit einem gewissen
Faktor in die linke Seite der andeven iibergeht.

Sind die Geraden nicht identisch, so kénnen dem vorstehenden
gemiB nicht alle drei Determinanten Null sein. Es ist dann zu unter-

scheiden, ob
AB'—BA’Z0 oder AB'—BA' =0

ist. Im ersten Fall geben die Gleichungen (17) einen im Endlichen
gelegenen Punkt (x, yo) im zweiten Fall jedoch nicht. Wie wir soeben
sahen, sind g und g’ dann parallel; gemdfBl S.25 haben sie alsdann
ihren uneigentlichen (unendlichfernen) Punkt gemein. Insbesondere
sind also die Geraden Ax +By—+C =0, Ax+By+C' =0 fir
C = C' einander parallel. Demgemil gibt es also fiir zwei verschiedene
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Geraden stets einen gemeinsamen Punkt, der im Endlichen wie im
Unendlichen liegen kann?).

Bemerkung. Sind alle Koeffizienten 4, B, C, A’, B’, C’ von Null verschieden,
und sind zwei der in (17) stehenden Determinanten Null, so ist es auch die dritte.
Ein Beispiel, dal nur eine einzelne Determinante von Null verschieden sein kann,
ist folgendes. Fir die Geraden

Ax +-C =0, Ax+C =0
ist B = 0 und B’ = 0, also sind es auch die beiden Determinanten, die B und B’
enthalten. Ist auch AC’ — A4’C = 0, so fallen beide Geraden zusammen; ist
AC" — A’C =0, so haben sie nur ihren unendlich fernen Punkt gemein.

§ 4. Das Geradenbiischel.

Durch den Schnittpunkt zweier Geraden g und g’ gehen unendlich
viele Geraden; sie bilden ein Geradenbiischel oder Strahlenbiischel. Sind
die Geraden g und g’ wieder durch die Gleichungen (13) gegeben, so
wird jede von g und g verschiedene Gerade des Biischels durch
(18) Ax+By+CH+i2(Ax+By+C)=0
dargestellt, wo 1 einen endlichen Wert = 0 bedeutet.

Wir zeigen zuerst, daB3 der Gleichung (18) fiir jeden solchen Wert
von 4 eine Gerade durch den Schnittpunkt (g, g') entspricht. Zunichst
ist sie ndmlich eine Gleichung ersten Grades; sie hat, nach x und y
geordnet, die Form

(18a) (A-+ 14 x+ B+ 1B)y+ (€ +1iC)=0.

Ist ferner (x,y,) der Schnittpunkt von g und g’, der zunichst im
Endlichen liege, so ist sowohl
Axy+ By, +C =0 wie A%+ B'y,+C =0;

daher hat auch die linke Seite von (18) fiir die Koordinaten x,, v, den
Wert Null, und die entsprechende Gerade geht durch (%,y,) hindurch.

Zweitens 148t sich die Zahl 1 so bestimmen, daB die Gleichung (18)
eine beliebige von g und g’ verschiedene Gerade durch (x,v,) darstellt.
Eine solche ist so bestimmbar, daB sie noch einen von (x,y,) ver-
schiedenen Punkt (¥,y,) enthilt. Es muBl dann auch

Axy+ By, +C+ A {(4’% + B'y;+C') =0

sein, also
. Ax, + By; +C
(19) i e e

1) Die Auffassung, daf3 zwei parallele Geraden ihren uneigentlichen Punkt
gemein haben, liegt durchaus im Sinne der Anschauung. Sehen wir in der einen
oder anderen Richtung lings zweier Eisenbahnschienen, so erscheinen sie beide-
mal 1. konvergierend und 2. ohne gemeinsamen Punkt; gerade dem tut die Ein-
fuhrung eines uneigentlichen Punktes Geniige. Man sagt auch, daB man die
mathematische Gerade als eine geschlossene, das Unendliche durchziehende Linie
aufzufassen habe. Diese hier zuerst auftretende Notwendigkeit wird uns im
Kap. XI1, § 2 erneut begegnen.
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womit der fragliche Wert 120 bestimmt ist. Den Werten 1 =0
und A = oo entsprechen insbesondere die Geraden g und g’ selbst. Das
letzte bedeutet, .daBl man A zunichst durch 1/u ersetzt; dem Wert
1 = 0 entspricht dann die Gerade g’, also auch dem Wert 1 = oo.
In diesem Sinn soll der Parameterwert 4 = oo in diesem Lehrbuch
angewendet werden?).

Der Parameter . hat die folgende einfache Bedeutung (Fig. 28).
Sei % die durch (18) dargestellte Gerade und (x, v) einer ihrer Punkte.
Von ihm fillen wir die Lote / und /' auf die Ge-
raden g und g’, dann hat man einerseits

[:1' =sin(gh):sin(g'h),
andererseits folgt aus § 2 (S. 39)
joAxtBy+C AW+ By +

yd: Bz YA’ + B’ : 7 L
Nun besteht fiir den Punkt (xy) die Gleichung (18); g g’
fithren wir in sie / und / mittels der vorstehenden VA
Gleichungen ein, so ergibt sich Fig. 28.

IYA* 4+ B2 +11'JA'* + B2 =0,

also R e LB sin(eh)

. /A% + B? /A% -+ B%  sin
(20) PR ks AR | d

‘ U YA + B/z yAT ¥ B : sin (g’ h) *
Die Winkel (g#) und (g’ %) sind dadurch eindeutig definiert, dafl jeder
absolut genommen kleiner als s ist.

Liegen die Gleichungen der beiden Geraden in der Normalform

N(x,y)=0 und N'(x,y) =0
vor, so erhidlt man einfacher

_ sin (g 4)
2y b=
und wenn man insbesondere noch (gg’) =4 a voraussetzt,
(214a) L =tg(gh).

Das hier auftretende Verhiltnis sin (g 4):sin(g'h) soll das Teilungsver-
hdiltnis der Strahlen g, g’, & heiBen und durch (g g'#) bezeichnet werden.
Es ist noch der Fall g||g zu erledigen. Dann kénnen wir (18)

in die Form

Ax+By+C+i(Adx+By+C)=0
setzen, und (18a) lautet:

A1+ )x+BL+)y+ C+1C=0.
Sie stellt eine zu g und g parallele Gerade dar, und der Satz ist
wiederum bewiesen.

1) Will man den Wert Z= oo umgehen, so wird man (18) in der Form
V¥ {Ax+By+C)+2(Ax+ By 4+ C) =0 schreiben, dann werden g und ¢’
durch 2 =0, 4 =0 geliefert. Das Verhiltnis von 2:7/ gibt die Werte des
Textes.
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§ 5. Drei Gerade.

Drei voneinander verschiedene Geraden g, g’, g’ gehen entweder
durch denselben Punkt (1), oder sie besitzen drei voneinander ver-
schiedene Schnittpunkte (2). Sind die Geraden nicht alle verschieden,
so fallen entweder zwei zusammen (3) oder alle drei (4). Es sollen
die analytischen Bedingungen fiir diese vier Fille gefunden werden,
wenn die Geraden durch die Gleichungen

Ax +By +C =0
(22) A'x +B'y +C' =0
Allx + Blly + CII: O
gegeben sind. Die Untersuchung stiitzt sich auf ausgiebige Benutzung
der Determinanteneigenschaften.
Seien zunichst die drei Geraden verschieden. Wir erinnern zunéchst
an folgenden Determinantensatz (Anhang, 15a). Setzen wir abkiirzend
‘B/ C/ ‘ :CI AI EA/ B/ ‘

P = = | =
;B” c ! &, c" 4" i ﬂ’ E A" B" i 7

so gestattet die Determinante D der Gleichungen (22) die Darstellung
’A B C i
(23) D=4 " C|=Ax+Bpg+Cy.
‘A// B” Cuﬁ
Sei nun (x,vy, der gemeinsame Punkt von g’ und g”’. Er ergibt sich
durch Auflésung der beiden letzten Gleichungen (22); d. h. es ist
— 'B" C'| 1C’ A" 14" B
o - = [ vl = . Y.
xo.;\/o. ‘BI/ C//l‘ C/I AII; li_A” B/I} “ ﬁ /
Wir nehmen zunichst an, dal er im Endlichen enthalten ist. Soll er

auch auf der Geraden g liegen, so muBl Ax;+ By,+ C = 0 sein;
gemil (23) ist also notwendig

(23a) D=Ax+Bp+Cy=0.

Liegt der Punkt (x,v,) nicht im Endlichen, so sind g’ und g"" parallel;
sollen also g, ¢’,¢"" durch denselben Punkt gehen, so heifit dies g||¢'||g",

also A:B=A":B = A”:B”,

und es folgt ebenfalls D = 0 (Anhang, 14).

Ist also D 20, so kénnen g, g, g"" nicht durch denselben Punkt
gehen. Die Gleichung D = 0 bildet daher die nofwendige Bedingung
dafiir, daB drei verschiedene Geraden durch einen und denselben Punkt
gehen.

Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Werde also jetzt D = 0
vorausgesetzt, und sei zunidchst wieder (x,y,) der gemeinsame im
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Endlichen enthaltene Punkt von g’ und g”, also
Xy Voil=oa:f1y.
Hier ist y nicht Null. Aus D = 0 folgt demnach weiter
Ax +Bf+Cy =0, also auch Ax;+By,+C =0,

und damit ist {x,y,) als Punkt der Geraden g erwiesen.
Ist aber g’ ¢”, und nimmt man

Ax+-By+C=0, Ax+By+-C'=0
als Gleichungen von g und g”, so ist
& :B,(C”—C,), /3: A’(C,—C”), ;,:07
und aus (23) folgt AB"— BA' =0, also g||¢ || ¢"
Die Fille (3) und (4) erledigen sich folgendermaBen. Moge im
Fall (3) g’ mit g" identisch sein, so ist

x=0, =0, y=0;

also ist auch wieder D = 0. Die Determinante verschwindet daher jetzt
in der Weise, daBl zugleich die drei Unterdeterminanten «,f,y der
ersten Zeile den Wert Null haben. Dies gilt auch wieder umgekehrt.
Ist D=0und &« =0, # =0, y =0, so folgt zundchst, da} g’ mit g"
identisch ist, und es gibt daher notwendig mindestens einen Punkt,
den g mit diesen Geraden gemein hat.

Im Fall (4) sind alle drei Geraden identisch; es sind daher die Unter-
determinanten aller drei Zeilen, also

By, & By, &Y By
simtlich gleich Null und naturgemifl auch D selbst. Beachtet man
endlich, daB die drei Geraden nicht simtlich identisch sind, wenn auch
nur eine Unterdeterminante einer der drei Zeilen von Null verschieden
ist, so folgt schlieBlich das folgende Gesamtresultat.

Dann und nur dann, wenn D = 0O ist, gibt es mindestens einen gemein-
samen (eigentlichen oder uneigentlichen) Punkt der dvei Gevaden g, &', 8.
Die Unterdeterminanten von D kinnen entweder fiir keine Zeile simtlich
verschwinden, oder fiiv eine, oder fiir alle dres. Im ersten Fall sind alle
drei Geraden verschieden, im zweiten Fall sind zwei Geraden identisch,
im dritten alle dver.

1

Beispiel. Die drei Geraden
3x —4y+1=0, 2r+y—3=0, x—5y+4=0

gehen durch einen Punkt. Wird in der zugehérigen Determinante die zweite und
dritte Zeile von der ersten subtrahiert, so ergibt sich

|3 —4 1 }0 0 0
12 1 —3|=12 1 =3/ =0.
1 —5 4 1 —5 4

Keine zwei der drei Geraden fallen zusammen, da die Koeffizienten fiir keine
zwel proportional sind.
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§ 6. Die Identitit fiir drei Gerade.

Fiir drei durch denselben Punkt laufende Geraden besteht noch
ein zweiter wichtiger Satz. Wir setzen die Eigenschaft, auf die es
ankommt, zuerst an einem Zahlenbeispiel in Evidenz. Die drei
Geraden g, g’, g’ des vorstehenden Beispiels haben die Gleichungen

3x—4y+1=0, 2x+y—3=0, *—5y-+4=0.

Als Schnittpunkt der Geraden g’ und g’ ergibt sich der Punkt (1, 1).
Nun erfiillen die linken Seiten der drei Gleichungen offenbar die Relation
(24) 3x—4y+1=02x+y—3)+x—5y+4),
und zwar in dem Sinn, daBl die rechte Seite durch Umordnung in die
linke iibergeht, daB also die Relation fiir alle Werte von x und y richtig
istl). Beide Seiten nehmen daher fiir jedes Wertepaar x,y denselben
Zahlenwert an. Fiir den Punkt (1, 1) haben beide linearen Ausdriicke
der rechten Seite den Wert Null, also auch ihre Summe, und daher
auch die linke Seite. Auf diese Weise 148t sich also folgern, daB3 die
Gerade g durch (4,1) geht.

Bezeichnen wir die obigen drei linearen Ausdriicke allgemeiner durch

Gxy), Gy, G'xy),
so daf} also
G(x,v) =0, G'xv)=0, G'(x,9)=0
die Gleichungen der Geraden g, g', g’ sind, so nimmt die Gleichung (24)
die Gestalt
(24a) Glx,y) =G'(x,y) + G"(x,y)
an, und es gilt von ihr wieder folgendes: 1. Die linke Seite stellt nur
eine Umordnung der rechten Seite dar; 2. die linke Seite hat fiir jedes
Wertepaar x, v denselben Wert wie die rechte; 3. nehmen insbesondere
G'(x,y) und G (x, y) fir (%, v,) den Wert Null an, so tut es auch G(x, y).
Man sagt, daB die Gleichung (24a) ddentisch erfiillt ist, und schreibt sie,
um dies hervortreten zu lassen, auch in der Form
(241) Gl 9) =G'(15) +6"(,)
Aus ihr folgt noch
Glx,y) —G'(x,y) —G"(x,y) =0,

und zwar wieder in dem Sinn, da8 sich links bei der Umordnung und
Zusammenfassung alles gegeneinander weghebt.

Die Verallgemeinerung hiervon fithrt zu folgendem Satz:

Seien G(x,y) = 0, G'(x,y) = 0, G"'(x,y) = 0 die Gleichungen drerer
verschiedener Geraden, so gehen sie dann und nur dann durch einen
und denselben Punkt, wenn es drei von Null verschiedene Zahlen 2, 1, 1"’
gibt, so daP AG -+ V'G'+ 1'G"" identisch gleich Null vst?).

1) Ebenso wie z. B. (¥ — %) (¥ + ¥) = #* — y2.
2) In abgekiirzter Schreibweise wird G statt G(x,y) gesetzt.
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Werde zunichst die Gleichung
{25) IGH NG+ 1'G"=0
als bestehend angenommen; wir setzen sie in die Form
VG = —21G -G
Dann haben wieder linke und rechte Seite fiir jedes Wertepaar x, y

denselben Wert ; und wenn insbesondere die rechte fiir ein Wertepaar %, y
gleich Null ist, so ist es auch die linke. Die Gleichungen

G'(x,9) =0 und 1G(x,y) -+ A'G'(x,5) =0

sind daher fiir dieselben Werte (x, y) erfiillt und also Gleichungen der-
selben Geraden. Die erste Gleichungsform zeigt, daBl es die Gerade g’
ist, die zweite, daB diese Gerade durch den Schnitt von g und g’ geht;
und das war zu beweisen.

Weil man umgekehrt, daBl g durch den Schnitt von g und g
geht, so laBt sich (S. 42) ihre Gleichung fiir geeignetes 4’20 in
die Form

Gx,y) + VG (x,y) =0
setzen. Diese Gleichung stellt also dieselbe Gerade dar wie G''(x, y) = 0.
Die linken Seiten kénnen sich daher nur um einen konstanten Faktor
unterscheiden (S. 41); es gibt also eine geeignete Zahl (sie heile —21”),
so dal

G y) =G, y) + G ()

ist, oder aber

G+ G+ 1"'G"=0,
und das ist die Behauptung.

Beispiel. Man wahle die Seiten 04 und OB eines Dreiecks als Koordinaten-
achsen. Ist 04 = 2a, OB = 2b, so haben die drei Seitenhalbierenden die

Gleichungen

K Y X Y ¥ ¥y
— 4+ -—1=0, -+ 5—1=0, ——=3=0;
2a+b ! 0 a+2b a b 0

werden sie mit -1, —1, -+ % multipliziert und addiert, so hebt sich links alles weg,
und die Summe ist identisch Null. Sie gehen also durch einen Punkt.

Das Gegenstiick hierzu bildet der folgende Satz: Sind
G=0, G=0, G"=0

die Gleichungen von drei Gevaden, die ein Dreteck bilden, und tvst H = 0
die Gleichung irgendeiner Geraden h, so besteht fiir geeignete Werte &, o', x"
die identische Relation

(26) H=aG+4 x'G'+a"G",
Die Gleichung H = 0 laute ausfiihrlicher
H=hx+hy+hy=0.
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Soll dann die Identitit (26) bestehen, so miissen sich die o, &', &’ aus
den Gleichungen
hh=0d+a'A+a"A”", hy=aB+a'B'+a"'B”,
hy=a«C+ a'C'+ a''C"

als endliche GréBen bestimmen lassen. Da hier die Determinante (23)
nicht Null ist, so ist dies der Fall, und der Satz ist bewiesen.

Man kann die gewonnene Relation formal vereinfachen. Fiihren
wir die Bezeichnungen

aG=G, a'G=G6G,, oa'G"'=6G;, H=—H,
ein, so geht (26) in
(26a) G,+Gy,+ G+ Hi=0

iiber, und es sind G; = 0, Gy, = 0. G3 = 0, H; = 0 die Gleichungen der
vier Geraden.

§ 7. Die Schnittpunktsitze fiir das Dreieck.

Wir stiitzen uns auf das folgende in § 2 gefundene Resultat: Seien
g, und g, zwei Geraden, Ny(x,¥) =0 und N,(x,y) = 0 ihre Normal-
gleichungen, (£#) ein beliebiger Punkt, und /; und I, die von ihm auf
g, und g, gefillten Lote, so ist

Iy =Ny&n) und I, = Ny(éy).

Hiervon machen wir zunéchst in der Weise Anwendung, dalB} wir (&%)

auf einer der beiden Halbierungslinien %’ und »’’ des Winkels (g, g,)

annehmen; fiir jeden solchen Punkt (£#) sind /, und J,

v/ absolut genommen einander gleich; sie haben (Fig. 29)

' ZZ  fir den Winkelraum I, der den Anfangspunkt enthalten

r » soll, und seinen Scheitelraum II dasselbe Vorzeichen,

/ Z ; fiir die Winkelraume 777 und IV entgegengesetztes. Im

Z 0 X ersten Fall ist also [, — I, = 0, im zweiten & -+ I, = 0.

Fig. 29. Setzen wir hier die obigen Werte ein, so folgt, daB alle
Punkte (é%), fiur die :

(27)  Ny(Em) —Ny(én) =0 oder Ny(én)+ Ny(§n) =0

ist, die Halbierungslinie %’ der Winkel I und I7 und die Halbierungs-
linie w’* von III und IV erfilllen. Es stellen also

(27a) N,—N,=0 und N;+N,=0

die beiden Halbierungslinien der Winkel (g, g,) dar.
Seien nun gy, g,, g; die drei Geraden eines Dreiecks und

N,=0, Ny=0, N,=0

ihre Normalgleichungen; wir nehmen an, daB der Anfangspunkt im
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Innern des Dreiecks enthalten ist. Dann sind nach dem Vorstehenden
N,—Ny,=0, Ny—N;=0, N;,—N,=0
die Gleichungen der drei Winkelhalbierenden, und
Ny+Ny=0, Ny+N;3=0, N;+N; =0
die Gleichungen der Halbierenden der drei AuBenwinkel. Nun ist
(N1 — Ng) + (Ny — Ny) + (N3 — Ny) =0,
und damit ist bewiesen, dall die dreir Winkelhalbierenden durch einen
Punkt gehen. Analog hat man
(Ny+ Ny) — (Ny+ Ng) + (N3 — Ny =0
(No+ Nj) — (Ng+ Ny) + (Ny — Ny) =
(N3+N1) - (N1+N2) + (Nz—Na)EOa
und folgert ebenso, daBB die Halbierungslinien zweier Aufenwinkel und
des dritten inneren Winkels ebenfalls durch je einen Punkt gehen.

Auf Grund des Vorstehenden gelangt man zu folgenden weiteren

Satzen. Die Gleichung
Ny + Ny, +N;=0
ist eine Gleichung ersten Grades, stellt also eine Gerade dar. Offenbar
geht sie durch den Punkt, fiir den sowohl N+ N, = 0 wie auch
Ny = 0ist; es ist der Punkt, in dem die Gerade g; von der Halbierungs-
linie des AuBenwinkels (g, g,) geschnitten wird. Dasselbe gilt fiir die
Schnittpunkte von N, =0 mit N,+ N, =0 und von N, =0 mit
N;+4 N3 = 0. Dies liefert den folgenden Satz: Die Halbierungslinien
der drei AuPenwinkel eines Dreiecks schneiden die Gegenseiten. in drer
Punkten, die auf einer Geraden liegenl).
Je ein analoger Satz besteht fiir die Gleichungen
N,+Ny,—N;,=0, Ny—N,+N;=0, —N,+N,+N;=0

und die durch sie dargestellten Geraden.

Nach derselben Methode zeigt man, daB3 die drei Hohen oder die
drei Mittellinien durch einen Pumkt gehen (Fig. 30). Ist (&%) ein Punkt
der Hohe 4,4, sind &4, &4, 4 die Dreieckswinkel,
und /; und /, wieder die von (&) auf g, und g,
gefdllten Lote, so beweist man leicht, daBl

Iy 1y = sin (gy Ay) : sin (gy h) = cOS vyt COS G,

ist, und daher wird — wir nehmen wieder O
innerhalb des Dreiecks an —

Njycosxy — Nycosay = 0
die Gleichung der Hohe. Ebenso haben die anderen beiden Héhen

!) Es sind die drei duBeren Ahnlichkeitspunkte der drei zuBeren Berithrungs-
kreise. Analoges gilt fur die drei folgenden Geraden.

Schoenflies, Analytische Geometrie. 4
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die Gleichungen
Nycosayg— Ngcosag =0, Nzcosag— Nycosa, =0,
und die Summe der linken Seiten dieser drei Gleichungen verschwindet
identisch.
Fir die Mittellinien erhdlt man ebenso die Gleichungen

N,sinwyg — Nysinag = 0
N;sinog — N;sina; = 0
N;sina; — Nysina, =0,

deren Summe gleichfalls identisch verschwindet.

§ 8. Geradenpaare.
Die Gleichung

(28) (Ax+ By +C) (Ayx+ By +C,) =0

wird befriedigt, wenn man entweder den ersten oder den zweiten Faktor
der linken Seite gleich Null setzt; also sowohl durch die Punkte der
einen wie auch der anderen so bestimmten Geraden. Die Gleichung
heiflit deshalb Gleichung eines Geradenpaars. Von besonderem Interesse
ist der Fall, dal beide Geraden durch den Anfangspunkt gehen. Eine
Gleichung

(29) ax2+2bxy+cy2=0
stellt ein solches Geradenpaar dar; man erhilt die beiden Geraden,

indem man die linke Seite in Faktoren zerlegt.
Fiir geeignete Werte 4, B, 4,, B; muf} alsdann

(30) ax?+2bxy+cy? = (Ax+ By) (4,% + Byv)
werden. Dies liefert die Gleichungen
(304a) AA4,=a, BB,=c¢, AB,+BA;,=2b; also

(AB, —BA4,)2 =4 (b2 —ac) .
Fir AB, und BA, ergeben sich hieraus die Werte
AB, = b+Vbt —ac, B4, =0b—b*—ac,
und man erhilt schlieBlich
A:B=AA,:BA, =a:(b— Vb —ac),
A:B, = AA;: AB; = a:(b+ 0> — ac).

Fiir >—ac<<0 sind 4:B und 4,:B; konjugiert komplex;
man sagt, daB auch in diesem Fall jedem Faktor von (30) eine Gerade
entspricht, und zwar eine ¢magindre (zwei konjugiert komplexe). Da
man (Anhang § 4) mit den komplexen GréBen wie mit den reellen

rechnen kann, so behalten die analytisch gewonnenen Formeln auch
fiir solche Geraden ihre Geltung. Dies darf jedenfalls als formale Be-
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rechtigung des eingefithrten Sprachgebrauchs dienen. Jede der beiden
Geraden hat in x = 0, ¥y = 0 ihren einzigen reellen Punkt.

Die Gleichungen (30a) liefern unmittelbar die Bedingung, daf} die
Geraden orthogonal sind (fiir rechtwinklige Achsen) cder zusammen-
fallen; sie lauten
(31) A4, +BB,=a+4c¢=0; (AB;—B4,)®?=4(%>—ac)=0.

Fir a4c=0 ist ac<0, also b2 —ac > 0; orthogonale durch (29)
dargestellte Geraden sind daher stets reell.

Gehen wir zu neuen rechtwinkligen x’y’-Achsen durch O fiiber, so
wird die Gleichung (29) in
(32) x4 202"y +c'y'2 =0
iibergehen; es ist geometrisch evident, dal3 Orthogonalitit und Zu-
sammenfallen sich durch
(32a) a'+c¢ =0, V:—acd =0
darstellen. Dies mul sich auch analytisch ableiten lassen; in dem Sinn,
daB3 sich die Gleichungen (32a) als Folgen der Bedingungen (31) und
der Transformationsformeln von S. 28 ergeben. Die Gleichung (32)
entsteht, wenn wir in (29) fir x und y die Werte gemil} diesen
Formeln einfithren; man erhilt fir ', d’, ¢’
2a’'=2acos’a +2bsin2a 4 2¢sin*e =a—+c+ (@ —c)cos2a 4 2bsin2w
2¢'=2asin?x —2bsin2x 4+ 2ccos?x =a ¢ — (@ —c)cos2a — 2bsin2«

20" = (c—a)sin2« + 2bcos2x.
Hieraus folgt zunichst
(33) a+cd=a+c, a'—c = (a—c)cos2x +2bsin2«.
Nun besteht offenbar die Identitdt
47— ae) = 40 (@ ¢)? = (@),
und mittels der vorstehenden Gleichungen folgt weiter
4V 4 (@ — =48 + (a — o),

also insgesamt
(34) 40"t —a'c’y =402+ (a—c)2—(a+c)2 = 4(b®—ac).

Man bezeichnet die GréBen a +c¢ und 6% —ac, weil sie bei der be-
trachteten Koordinatentransformation ihre Form nicht dndern, wieder
als Invarianten.

Als Anwendung behandeln wir die Aufgabe, zu einem durch (29)
gegebenen Geradenpaar das Paar der Halbierungslinien zu bestimmen.
Hat die Gleichung (29) die einfachere Form

y—mit = (y+ max) (y —m2) =0,
so fallen die Halbierungslinien in die Achsen; ihre Gleichung lautet also
4=)<
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xy = 0. Demgemill wollen wir in Gleichung (29) neue x',y’-Achsen
so einfithren, daBl in (32) b’ = 0 wird, also
alxlz +cfy’2 —_ 0
die Gleichung des Geradenpaars ist; die Halbierungslinien sind dann
x=0, 9=0.
Fir die so gewidhlten neuen Achsen ist also die Aufgabe bereits
gelost, und es ist nur noch nétig, die Gleichungen der Geraden %' = 0
und y' = 0 fiir die x, y-Achsen zu finden. Dazu dienen die Trans-
formationsformeln (14a) von S.28. Die Gleichung
—c

r— =4=¢
b'=0, also ctg2a = 25

bestimmt den in ihnen auftretenden Winkel & = (xx’). Ferner ist

’

x' =xcosx +ysinx, y = —xsinx 4 ycosx,
und daraus folgt
x'y = (y? — x2) cosx sinx + xy (cos?a — sin%«x).
Die Gleichung x'y’ = 0 erhilt also die Form
by?+(a—c)xy—bx2=0.
Diese Gleichung hat eine héchst bemerkenswerte Eigenschaft. Ihre
Diskriminante ist positiv, welche Werte die Koeffizienten a, b, ¢ auch
haben mégen; also auch in dem Fall, daB8 die Gleichung (29) ein imagi-

nidres Geradenpaar darstellt. Es entspricht dem oben gefundenen
Resultat, daBl im Fall der Orthogonalitit das Paar (29) stets reell ist.

Beispiel. Man bestimme das durch y? —2xytgd — #* = 0 gegebene Ge-
radenpaar.



Sechstes Kapitel.

Linienkoordinaten und Dualitit.

§ 1. Koordinaten der Geraden.

Wie der Punkt, so kann auch die Gerade durch ein Zahlenpaar
geometrisch bestimmt werden (Linienkoordinaten). Den Punkt faBten
wir (S. 12) als Schnitt zweier Geraden auf, und jede dieser beiden
Geraden lieferte uns eine der beiden Koordinaten. Analog fithren wir
eine Gerade als Verbindungslinie zweier Punkte ein, ndmlich ihrer
Schnittpunkte mit den Achsen. Ihnen entspricht je ein Achsenabschnitt
a und b; an sich konnte also dieses Zahlenpaar die Koordinaten der
Geraden liefern. Wir wihlen aber nicht 4 und & selbst, sondern ihre
negativen reziproken Werte

1 1
(1) U=——, v=—7;
von a = 0, b= 0 wird zunichst abgesehen, ebenso in (1a) von C =01).
ZweckmiBigkeit und Notwendigkeit werden sich alsbald ergeben. Die
Gerade, die den Koordinaten # = 1, v = — 1 entspricht, schneidet also
auf den Achsen die Abschnitte a = —1, b = 4 ab und ist so bestimmt.
Die geometrische Vorschrift, die dem Koordinatenbegriff der Geraden
zugrunde liegt, ist damit evident. Die Achsen kénnen beliebige Lage
und Richtung haben.

Ist die Gerade durch eine Gleichung

Ax+By+4+C=0

gegeben, so hat man a = —C: 4, b = —C: B, also
4 B .
(ta) U=, v=7; u:v:1=A:B:C,

man kann daher die Koordinaten # und » auch so einfithren, dafl man
von der Gleichung ‘der Geraden ausgeht und die Koordinaten direkt
mittels der Gleichungen (1a) definiert?).

1) Vgl. Anm. 1 von S. 35.

%) Die Linienkoordinaten sind 1829 von J. Pliicker eingefithrt worden.
Auch M. Chasles hatte um die gleiche Zeit die Idee dieser Koordinaten; er be-
nutzte dazu aber @ und b selbst. Pliicker ging den oben zuletzt angedeuteten
Weg; er ging von der Erwigung aus, daB eine Gerade ihrer Iage nach durch
die Konstanten 4, B, C ihrer Gleichung (genauer durch deren Verhiltnisse) bestimmt
ist. Darin liegt ein analytisches Prinzip, das sich auch auf Gleichungen anderer
Kurven ausdehnen laBt.
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Beispiel. Fur die Gerade 3x —4y+ 1 =0 ist u =3, v = —4; umge-
kehrt entspricht den Koordinaten # = — %, v = 2 die Gerade r — 4y —2 = 01).
Wie zwei Punkte eine Strecke bestimmen, so bestimmen zwei Ge-
raden eine WinkelgroBe?); fiir rechtwinklige Achsen gilt (S. 40)
. A’B” — B’A”
tg(g,g ) = A/A//+B/BI/ .
Dies kann leicht in eine Formel fiir die Koordinaten von g’ und g”
iibergefithrt werden. Nach (1a) ist
uw:v=A"B" und u':v"= A":B",

und so folgt

W — vy

(2 tg(e'e") = o
Die Geraden sind also parallel oder semkrecht zueinander fiir
(2a) w'v"” —v'u' =0 oder wu'+vv’ =0.

Als zweite Aufgabe bestimmen wir (fiir rechtwinklige Achsen) die
Linge des Lotes, das man von einem Punkt (&%) auf eine Gerade (uv)
fillen kann. Auch hier fithrt eine frither abgeleitete Formel direkt
zum Ziel. Wir fanden (S. 39)

_ As+Byp+C
yar+ B’
und da sich 4:B:C = u:v:1 verhilt, so folgt weiter
_wEdondt )
3) T et

l

§ 2. Gleichungen in Linienkoordinaten.

Eine Gleichung in # und v wird von unendlich vielen Wertepaaren
(u, v) befriedigt; jedem entspricht eine Gerade, und wir fragen, in
welcher Weise oder nach welchem Gesetz diese Geraden durch die
Ebene verteilt sind, und welche geometrischen Gebilde durch sie be-
stimmt werden.

1. Zunichst moge ein geometrisches Resultat fiir die Gleichung
“4) Au — By =0
abgeleitet werden. Diese Gleichung bedeutet, wenn wir » und » durch
ihre Werte von Gleichung (1) ersetzen,

A B

Jede Gerade, die der Gleichung (4) geniigt, schneidet also auf den
Achsen proportionale Stiicke a:b ab; alle diese Geraden sind also

1) Fir das Wertsystem # = 0, v = 0 vgl. Kap. VIII, §2.
2) Die Geraden sind nicht gerichtet.
3) Fir das Zeichen der Wurzel gilt die Festsetzung von S. 39.
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parallel und gehen mithin (S. 41) durch einen gewissen unendlich-
fernen Punkt G .
2. Als zweites Beispiel behandeln wir die Gleichungen

(5) w=12 und v=y,

in denen 1 und g irgendwelche Konstanten bedeuten. In die Gleichung
u = 4 geht v nicht ein; ihr entspricht also jede Gerade, fiir die » = 4
ist, wahrend v einen beliebigen Wert haben kann. Alle diese Geraden

schneiden die x-Achse im Punkt a = — 1:1; sie sind es also, die der
Gleichung # = 1 geniigen. Ebenso gentigen der Gleichung v = p alle
Geraden, die die y-Achse im Punkte & = — 1:u treffen.

In beiden Beispielen gehen die sdmtlichen Geraden durch einen
und denselben Punkt; wir werden alsbald erkennen (§3), daB dies
durch den linearen Charakter der Gleichungen und die definierenden
Gleichungen (1) und (1a) bedingt ist.

3. Eine Kurve haben wir bisher nur als Ort der Punkte aufgefalit,
die auf ihr liegen; man kann aber auch die Tangenten ins Auge fassen,
von denen sie beriihrt wird, und die Gleichung suchen, der die Koordi-
naten aller dieser Tangenten geniigen. Wir behandeln als Beispiel
den Kreis (fiir rechtwinklige Achsen).

Ist (« ) der Mittelpunkt des Kreises, ¢ sein Radius und (#,v)
irgendeine seiner Tangenten, so hat das von (& ) auf (u,v) gefillte
Lot die Lange g; man erhilt daher aus Gleichung (3)

_oczt+/)’v+1
Y t?
oder
(6) 02(u?+v3) — (au 4 pfv-1)2=0.

Dieser Gleichung wird von den Koordinaten #, v jeder Kreistangente
geniigt; sie heiBBt deshalb Gleichung des Kreises in Linienkoordinaten.

Fillt der Mittelpunkt («f) in den Anfangspunkt, so lautet sie
einfacher

(7) e*(u*+v%) —1=0.

§ 3. Gleichung des Punktes in Linienkoordinaten.
Wir gehen von der Gleichung

® 4l 1o

aus?'); sie geht, wenn wir die Koordinaten #,v der durch sie dar-
gestellten Geraden in sie einfiihren, in ‘

(9) ux+ovy-+1=0

1) Auch hier und in § 4 ist (vorlaufig) von a =0, b =0, C =0, also von
den Geraden durch O abzusehen; vgl. Anm. 1 von S. 35.
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itber. Hier haben also u, v bestimmite Werte, wihrend fir x,y die Ko-
ordinaten jedes Punktes der Geraden gesetzt werden konnen. Ist (&, )
ein solcher, so ist

(10) ul+vyp+1=0;

dies ist also die Bedingung dafiir, dal der Punkt (£, #) auf der Ge-
raden (u,v) liegt, oder — was dasselbe ist — daB die Gerade (u, v)
durch den Punkt (§,#) hindurchgeht [Bedingung der vereinigten Lage
fir Punkt und Gerade')]. Halten wir jetzt (&,#) fest und lassen (u, v)
variabel werden, so wird die Gleichung von unendlich vielen Werte-
- paaren (u, v) befriedigt; jede zugehorige Gerade geht durch den Punkt
(€, 7), und die Gleichung (10) heilit deshalb Gleichung des Punkies (&, )
wn Linienkoordinaten®). Man kann sie auch als Gleichung des durch
(£, n) gehenden Strahlenbiischels bezeichnen.

Wir gehen zur allgemeinen Gleichung

(11) Au+Bv+C =0

{iber. Setzt man sie in die Form
A B
cu -} v +1 =0,

so erkennt man, daB sie die Gleichung des Punktes § = A4:C, y = B:C
in Linienkoordinaten ist.

Beispiele. 1. u — v = 0 ist die Gleichung eines Punktes P, in einer Richtung,
die den zweiten und vierten Quadranten halbiert; » - v = 0 die eines Punktes Q.
in der Richtung, die den ersten und dritten Quadranten halbiert (vgl. auch § 2,
Beispiel 1).

2. Gehen bei der Drehung rechtwinkliger Achsen die Koordinaten u, v einer
Geraden in #/,v’ iiber, so bestehen fiir jeden ihrer Punkte die Gleichungen

ux+vy—+1 =0 und ' +vy +1 =0,

und es geht ux +ovy in w2 + v’y iber. Fir .,y und x,y gelten die
Gleichungen (14) von S. 28. Daraus folgen fiir /,v” die Formeln

w = ucosx +usinx, v = —wusing-Fvcosa.

Man folgert hieraus

u? + 02 = u'? 4 02,
der Ausdruck u? 4 v? ist also bei der Drehung rechtwinkliger Achsen dnvariant.
Beim Ubergang zu parallelen Achsen folgt aus (11) (S. 27) ebenso

;_ u ,_ v

T uatobF1’ v T ua+tob+1°

1) Dies Resultat hat die in (1) und (1a) enthaltene Wahl von » und v ver-
anlaft. .
2) Die unendlich vielen Geraden durch den Punkt (§») kann man als Grenz-
fall der Tangenten eines Kreises fiir ¢ = ¢ auffassen. In der Tat geht die Gleichung (6)
fir ¢ = 0 in Gleichung (10) fiber.
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§ 4. Dualistisches fiir Punkte und Geraden.

Die im vorstehenden auftretende Analogie zwischen Punkten
und Geraden durchzieht die gesamte ebene Geometrie; sie wird als
Dualitit bezeichnet. Analytisch kommt sie darin zum Ausdruck, dafl
alle Rechnungen und Schliisse, die wir in Kap.V mit den Punkt-
koordinaten #, y und ihren Gleichungen ausfiihrten, sich in der gleichen
Weise firr die Linienkoordinaten #, v und ihre Gleichungen ausfiihren
lassen. Die fiir die Geraden und ihre Schnittpunkte gefundenen Sitze
miissen sich daher auf die Punkte und ihre Verbindungslinien iiber-
tragen. Dies wird durch die folgenden Beziehungen beleuchtet; das
am Ende von § 3 gefundene Resultat fithren wir nochmals an.

Die allgemeine Gleichung
Ax +By+C=0
ist die Gleichung einer Geraden in
Punktkoordinaten, und zwar der

Geraden

4 B
= C

cr V=g~
Die Gleichungen
Ax +By +C =0
Ax+By+C=0
stellen dann und nur dann die-
selbe Gerade dar, wenn
A:B:C=A4":B":C’
Sind sie verschieden, so ist
o :1:13 C ¢\C A A B!
o= preleaila g
ihr Schnittpunkt (der Punkt, dessen

ist.

Koordinaten beiden Gleichungen

geniigen, der also auf beiden Ge-
raden liegt).
Seien

Ax +By +C =0

Ax +By +C' =0

A"x + By +C"=0
die Gleichungen dreier Geraden in
Punktkoordinaten. Sollen sie durch
einen und denselben Punkt (x, v,)
gehen, so mul3 '

}A B C |
D=|4" B C =0

!A” BH Cl!:

Die allgemeine Gleichung
Au+Bv+C =0
ist die Gleichung eines Punktes in
Linienkoordinaten, und zwar des

Punktes
X =

A

B
cr Y=e¢-

Die Gleichungen
Auw + Bv +C =0
Au+Bv+C'=0 .
stellen dann und nur dann den-
selben Punkt dar, wenn
A:B:C=A":B":C'
ist. Sind sie verschieden, so ist
) _1_\B c C4 \‘A B
1’{’0'7)0' —!Blcr}"icrAri"A/B/:
ihre Verbindungslinie (die Gerade,
deren Koordinaten beiden Glei-
chungen geniigen, die also durch
beide Punkte geht).
Seien
Au +Bv +C =0
A'vw +-Bv +C' =0
.A!/M+B/IU+C/I:0
die Gleichungen dreier Punkte in
Linienkoordinaten. Sollen sie auf
einer und derselben Geraden (u, v,)
liegen, so mul

4 B C
D= A" B C' =0
;A//BI/CI!
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sein. Diese Bedingung ist not-
wendig und hinreichend. Ebenso ist

x oy 1]
D=lxy 1‘1:0
!x"y”h

die Bedingung, daB die Punkte
(x, %), (.9, (¥”,y") auf einer
Geraden liegen, also fiir variables
(x, v) die Gleichung der Geraden
durch die Punkte («',%’) und
(#"",%"), also ihrer Verbindungs-
linie usw.1).

VI. Linienkoordinaten und Dualitit.

sein. Diese Bedingung ist not-
wendig und hinreichend. Ebensoist

fw ov 1]
|

D:ju’ v’“:O
]it” 1’1

die Bedingung, daB die Geraden
(w,v), (u', ), (4", ") durch den-
selben Punkt gehen, also fiir varia-
bles (u, v) die Gleichung des Punk-
tes, der sowohl auf («, v') wie auf
(", v'") liegt, also ihres Schnitt-
| punktes usw.1).

Zu weiteren dualistischen Resultaten gelangen wir folgendermafen.

1. Seien
(12) Ay +B'v+C =0,

AIIM+BIIU+CII:0

die Gleichungen zweier verschiedener Punkte, und sei, wie oben, (u,, vy)
die Gerade, deren Koordinaten #,, v, beiden Gleichungen gentigen, die
also beide Punkte verbindet. Wir bilden die Gleichung

(13) A'w+Bv+C+i(A"u+B"v+C") =0,
so ist dies die Gleichung eines Punktes, der auf (u,, v,) liegt. Sie ist
nimlich eine Gleichung ersten Grades in %, v und wird auBerdem durch
(#44, vo) befriedigt.
2. Nach # und v geordnet geht (13) in
(A'+24"Yu+ (B'+AB")v4+C'+iC"=0
iiber; ist (£,%) der durch sie dargestellte Punkt, so hat man
A'+ 247 ;Y
oxicer T oxier
Nun seien P’(x',y") und P"(x",y") die den Gleichungen (12) ent-
sprechenden Punkte, dann ist

§

, AI , B[ ” A// . B//
Y=g Y= X = Y = e
und man erhilt die Formeln
l ‘E _ AI/CI+ ;.A///C// . C/I/C/ x/__ ‘LL x//
T Tixi-cie ==
(14) A fo =l cC
] . B//C/ + l B///CII . c///cl . yl__ ‘ll yll
= 14.-C7C T—n

Durch sie wird auch die geometrische Bedeutung von A und die Lage
des Punktes (£7) gekldrt; (&) ist der Punkt, der mit den Punkten P’

1) Man beachte noch, daB3 die obere Determinante links und die untere rechts,
ebenso die obere rechts und die untere links sich nur in den Bezeichnungen von-
einander unterscheiden.
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und P” das Teilungsverhiltnis (P'P”P) = u bestimmt, und da C’
und C”" Konstanten sind, so kann man kurz sagen, dal 1 dem Teilungs-
verhdltnis p proportional st.

3. Die analogen Betrachtungen gelten dualistisch. Seien g’ und g”
zwei Geraden mit den Gleichungen
(15) A'x+By+C =0, A"x+B'y+C"=0;

eine durch ihren Schnittpunkt gehende Gerade sei %, ihre Koordina-
ten %, v, und

(16) Ax+By+C +i(A"x+B"y4+C")=0

ihre Gleichung. Wir erhalten dann in der gleichen Weise wie vorher
u — pu” v — v

- , u=—A1C"C,

1—n 1—n

(17) U =

und zwar fiir die Geraden durch den Schnitt von (#', v) und (u''»").

Es dualisiert sich aber auch die Bedeutung von 4 und u. Wie wir

S. 43 sahen, ist der Parameter 1 von (16) dem Teilungsverhilinis
(g'g"'h) = sin(g'h) :sin(g"'h)

proportional,; dasselbe gilt daher auch von u. Die beiden fiir das Teilungs-

verhiltnis eingefiihrten Definitionen stehen sich also ebenfalls dualistisch

gegeniiber.

4. Wir fithren noch die Bezeichnung A« + Bv + C = Q(uv) ein
und ersetzen sie abkiirzend durch . Dann folgt aus dem Satz von
S. 46 das zu ihm dualistische Resultat:

Sind Q =0, Q'=0, Q"'=10 die Gleichungen dreier verschiedener
Punkte, so liegen die Punkte stets und nur dann auf einer und devselben
Geraden, wenn es drvei von Null verschiedene Multiplikatoren 1,1, 1"
gibt, so dal identisch ist
(18) AQ+A1Q +1"Q"=0.

Ebenso iibertrigt sich der Satz von S. 47 und die ihm ent-
sprechende identische Relation (26).

§ 5. Vollstindiges Viereck und Vierseit.

Seien 1, 2, 3, 4 vier Punkte, von denen keine drei auf einer Geraden
liegen. Sie bestimmen (Fig. 31) sechs Verbindungs-
linien (7 &); sie sind die Seiten eines vollstindigen
Vierecks. Diese sechs Seiten spalten sich in die
drei Paare von Gegenseiten

(12)(34); (13) (@4 (14E3).
Die beiden Gegenseiten jedes Paares liefern wieder
einen Schnittpunkt ; diese drei Schnittpunkte seien

1, 11, 111, sie bilden das Diagonaldreieck des voll-
stindigen Vierecks. Ebenso bestimmen vier Ge- Fig. 31.
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raden 1,2, 3,4, von denen keine drei durch einen Punkt gehen, sechs
Punkte (¢ £), die wieder in drei Paare von Gegenecken zerfallen, nimlich

(12) (34); (13)(24); (14)(23).

Jedem Paar entspricht eine Verbindungslinie 7, 17, 111, und diese drei
Geraden bilden ein Dreiseit, das Diagonaldreiseit des vollstindigen Vier-
seits. Viereck und Vierseit sind dualistische Gebildel); es mag geniigen,
einen sie betreffenden Satz nur fiir das Vierseit (also in Punktkoordinaten)
zu beweisen. Folgendes sei vorausgeschickt:

Zwei Punktepaare 4, Bund P, Q einer Geraden heilen bekanntlich
harmonische Punktepaare, wenn die Strecke A B durch P und Q innen
und auBlen — absolut genommen — nach demselben Verhiltnis geteilt
wird; wenn also

(ABP)+(4BQ) =0

ist. Ebenso heiBen zwei Strahlenpaare «,b und p, ¢ eines Biischels
harmonische Paare, wenn fir ihre Teilungsverhiltnisse

‘ (@abp) + (abgq) =0
ist2?). Aus Gleichung (20) von S. 43 folgt daher, daB die Gleichungen
G=0, '=0, G-1G'=0, G+iG'=0

zwei harmonische Strahlenpaare bestimmen; und ebenso bestimmen
Q=0, =0, Q—1Q0'=0, Q+1Q0'=0

zwei harmonische Punktepaare.
Seien nun g, 4, &, I die Seiten des Vierseits (Fig. 32); die drei Paare
von Gegenecken also

(gh) (D), (gk) (RD), (g) (hF).
Wir bestimmen die Gleichungen der Seiten
I, 11, III des Diagonaldreiecks. Dazu fithrt
. die S. 47 abgeleitete Identitdt (26a); sie nimmt
hier die Form
(19) G+H+K+L=0
an. Diese Identitdt it sich in
G+H=—(K+1I)
umschreiben; es stellen also die Gleichungen
G+H=0 und K+L=0
dieselbe Gerade dar. Es ist die Diagonale I;
denn die linke Gleichung zeigt, daB sie durch (g#) geht, die rechte

Fig, 32.

1) n Punkte liefern } #(rz — 1) Verbindungslinien; sie bilden das vollstindige
n-eck. Ebenso liefern » Gerade durch ihre ! #(#» — 1) Schnittpunkte das voll-
standige #-seit. Dreieck und Dreiseit sind identisch.

%) Die eingehendere Betrachtung enthalt Kap. VII, § 2.
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ebenso, daB} sie durch (k) geht. Ebenso stellen

und
G+L =0, H+K=0
die Diagonalen I7 und III dar. Nun sind dem obigen gemil}
G=0, H=0, G+H=0, G—-H=0

vier harmonische Strahlen. Andererseits ist auch

G—-H=(G+K)—(H+K);
beide Seiten, gleich Null gesetzt, stellen also wieder dieselbe Gerade
dar. Die linke Seite zeigt, daB sie der vierte harmonische Strahl zu g, 4
und 7 ist, und gemiB der rechten Seite geht sie durch den Schnitt-
punkt der Diagonalen I7 und II1.

Damit ist das abzuleitende Resultat gewonnen; im Punkt (g#4)
bilden die Strahlen g und % mit den beiden Strahlen, die zu den Ecken
des Diagonaldreiecks laufen, zwei harmonische Strahlenpaare. Man
erhilt also den folgenden Satz:

In jeder Ecke eines vollstindigen Vierseits bilden die beiden Seiten
mit den Strahlen, die zu den Ecken des Diagonaldreiecks laufen, vier har-
monische Strahlen.

Der analoge Satz fiir das vollstindige Viereck lautet:

Auf jeder Seite eines vollstindigen Vierecks bilden die beiden Ecken
mit den durch das Diagonaldreiseit ausgeschnittenen Pumnkten zwei hav-
monische Punktepaare.

Mit Hilfe des vollstindigen Vierseits (und Vierecks) lassen sich
vier harmonische Punkte und vier harmonische Strahlen mit ausschlie3-
licher Verwendung des Lineals zeichnen; man sagt, sie sind linear be-
stimmt. Geht man z. B. von den drei Strahlen g, 4, I von Fig. 32 aus
und sucht den vierten zu I zugeordneten harmonischen Strahl, so wird
man durch einen beliebigen Punkt von I zwei Strahlen % und / ziehen,
dann die Geraden I und III und endlich (gh) mit (II, ITI) ver-
binden.

§ 6. Die Schnittpunktsitze von Desargues und Pascal’).

Zwei Dreiecke mit den Seiten a, b,c und a’, ', ¢’ sollen so liegen,
daf die Schnittpunkte entsprechender Seitenpaare — also (a4’), (bd"),
(c¢’) — in eine Gerade fallen; dann gehen nach dem Satz von Desargues
die Verbindungslinien entsprechender Ecken durch einen Pumkt S.

1) Die obigen Satze besitzen grundlegende Bedeutung fiir den axiomatischen
Aufbau der Geometrie. Dariiber, sowie iiber ihre Entstehung vgl. Enzyklopadie
der math. Wiss, Bd. II11, S. 450. 1907 bis 1910.
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Die Gleichungen der Seiten seien (Fig. 33)

A=0, B=0, C=0; A'=0, B'=0, C'=0;
Offenbar kann man ihre Koeffizienten so bestimmen, daB die identische
Relation
(20) A4+A'=B+B=C+C=U
besteht; wihlt man 4, B, C willkiirlich, so wird dadurch fiir 4, B’, C’
nur ein geeigneter Proportionalititsfaktor bedingt, und es ist U der

S5 gemeinsame Wert der drei identisch gleichen

Summen. Es ist dann U = 0 die Gleichung

der Geraden, auf der sich die entsprechenden
5 Seiten schneiden. Aus dieser Identitdt folgt
4 B—-C=C-P
C—A=4"-C

> & A—B=B—4,

¢ und damit ist der Satz bereits bewiesen. Denn
fiir jede dieser Identitdten stellen die beiden
gleich Null gesetzten Seiten die Gleichung der
Verbindungslinie zweier Dreiecksecken dar, und

da die Summe der Gleichungen identisch verschwindet, so gehen diese

drei Geraden durch einen Punkt. Die Dreiecke heiBen perspektivisch, die

Gerade U = 0 die Perspektivititsachse und S das Perspektivititszentrum.

Von der Identitit (20) ausgehend kann man die Seiten der beiden Dreiecke
auf vier Arten einander zuordnen und erhilt vier Punkte S; einen z. B., indem
man setzt

B—-C'=C—B, CC—A=A4A'—-C, A—B =DB—4".
Wie ist die so entstehende Gesamtfigur und was entspricht ihr dualistisch?

Zum Pascalschen Satz (fiir zwei Gerade) gelangt man folgender-
maBen?). Auf der Geraden g nehme man drei Punkte 1, 3, § an, auf %
ebenso drei Punkte 2, 4, 6 (Fig. 34). Dann zeichne man das Seckseck

; 5 3 1234561 Der Satz besagt, daB die Schnitt-
g punkte der drei Paare von Gegenseiten, also

(12, 45), (23, 66), (34,61
in etne Gerade fallen.

¢ H 6 Die Gleichungen der Geraden g, # und (I 2)
Fig. 34. seien

(21) G=0, H=0, A=0;
wir kénnen die linearen Funktionen G und H so bestimmen, daB die
Gleichungen der Seiten (2 3) und (I 6) die Form

(23) A+H=0 wund (1) A+G=0
annehmen. Die Gleichungen von (3 4) und (6 5) werden
(34 A4+H4+pG=0, 65) A4+GH+pH=0.
1) Vgl auch den Pascalschen Satz von Kap. XII, § 6.

A
ﬁ/

&
Fig. 33.
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Fiir die Seite (4 5) erhalten wir die zwei Gleichungen
45 A+pG+yH=0 und A+4pH-IyG=0;
es muB also f'=y und ' = f sein; wir setzen die Gleichung in die

Form 45 A+pG+pFH=0.

Nun hat nach Satz 26 von S. 47 jede von g, & und (12) verschiedene
Gerade die Gleichung

(22) A+iG+uH=0.

Wir bestimmen jetzt 4 und u so, daB diese Gerade durch die beiden
Punkte (23) (3 und (3 4) (6 1) geht, es miissen also Gleichung (22)
und die Gleichungen der Geraden (23) und (3] — ebenso die von
(34) und (6 1) — zugleich bestehen. Dies liefert die Gleichungen
AM—p)4+u=1 und A4+u(1—p) =1,

woraus durch Subtraktion A —up = 0 folgt. Diese Gleichung er-
gibt sich aber wieder als Bedingung dafiir, daB die Gerade (22) auch
den Schnittpunkt von (I 2) und (45) enthilt; damit ist unser Satz
bewiesen. Die Gerade heilit Pascalsche Gerade.

Aus den sechs Punkten lassen sich durch Anderung der Reihenfolge mannig-
fache Sechsecke bilden; zu jedem gehort eine Pascalsche Gerade. Man beweise,
daB die drei Geraden, die den Sechsecken (123456), (125634), (163254)

entsprechen, durch einen Punkt gehen?).
Wie lauten die dualistischen Sitze?

1) Vgl. J.Pliickers Gesammelte mathematische Abhandlungen, S. 2361f.,
Leipzig 1895.



Siebentes Kapitel.

Doppelverhéltnis und projektive Beziehung.

§ 1. Das Doppelverhiltnis.
Sind 4, B, P, Q vier Punkte einer Geraden [Fig. 35, S. 67%)], so be-
stimmen P und Q mit 4 und B je ein Teilungsverhiltnis
AP A
(ABP) == und (ABQ) =55 = .
Den Quotienten u, : u, nennt man das Doppelverhilinis (Dv) der vier
Punkte?) und bezeichnet es durch (4 B PQ). Ist 2 sein Wert, so hat man
_ AP AQ _AP-BQ .,

In den Abszissen a, b, p, ¢ von 4, B, P, Q erhilt es den Ausdruck
_ (p—a)(g—0)
2 P a—a

Fir zwei Punktepaare AB und P(Q sind an sich drei verschiedene
Lagen moglich; es kann 4B innerhalb von PQ liegen, oder PQ inner-
halb von AB, oder kein Paar innerhalb des anderen; im letzten Fall
sagt man, die Paare trennen sich gegenseitig. Es haben alsdann (S. 4)
1, und p, entgegengesetztes Zeichen, und das D v ist negativ. Im ersten
Fall ist u, und u, positiv, im zweiten sind beide GroBen negativ, in
beiden Fillen ist also 1 positiv.

" Den einfachsten Fall des Dv stellen zwei harmonische Punkte-
paare dar (S. 60); fiir sie ist 1 = —1, die Punkte P und Q teilen AB
innen und auBlen im (absolut) gleichen Verhiltnis (§ 2).

Das einfache Teilungsverhiltnis ist ein Sonderfall des Dv; es ent-
steht, wenn @ in den uneigentlichen Punkt Q. riickt. Es ist nimlich
(ABPQ.) = (ABP): (4BQw),
und da (4 BQs) =1 ist (S.5), so folgt in der Tat

(ABPQx) =(ABP).

1) Die Geraden durch O kommen spater in Betracht.

?) Das Dv wurde von A. F. M6bius vor ungefdhr 100 Jahren als grund-
legender Begriff in die Geometrie eingefithrt. M. Chasles benutzte dafur den

Namen anharmonisches Verhiltnis. Man spricht auch (nach Ch.v.Staudt) von
dem Wurf der vier Punkte.



§ 1. Das Doppelverhiltnis. 6hH

Man wird daher erwarten, daB sich die Eigenschaften des Teilungs-
verhiltnisses vielfach auf das Dv {ibertragen. Wir beweisen inso-
fern zunichst den folgenden Satz: Werden A, B, Q festgehalten, wihrend
P das lineare Kontinuum durchliuft, so durchliuft deyr Wert A des Dv
alle Werte des Zahlenkontinuums genaw einmal; in dem Sinn, wie es flr
das einfache Teilungsverhiltnis gezeigt wurde. Man hat nimlich

“ s 49
l-ﬂ—z fir M2 = go-
Hier ist, da 4, B, Q fest bleiben, u, eine Konstante; u, durchliuft
das Zahlenkontinuum, also auch u, : u, und daher auch 1. Man folgert
daraus, daB es nur esnen Punkt P gibt, der mit 4, B,Q ein Dv (ABPQ)
von gegebenem Wert 4 bildet. Fillt P insbesondere in die Punkte 4, B, Q,
so hat 1 die Werte 0, oo, 1.

Andert man die Reihenfolge der Punkte des Teilungsverhiltnisses
oder des D v, so wird sich im allgemeinen auch sein Wert dndern. Wir
betrachten zunichst das Teilungsverhiltnis (4 B P). Es liBt sechs
verschiedene Anordnungen von 4, B, P zu, nimlich

(ABP), (BAP), (APB), (BPA), (PAB), (PBA4);
ihnen entsprechen, wenn (4 B P) = u gesetzt wird, die sechs Werte

1 _ u—1 1 H
(3) T R L v s

Wir finden zunichst

(BAP)=BP:AP =,

AB AP+ PB
Durch weitere Anwendung der in diesen Gleichungen enthaltenen
Regeln folgt:
BPA)="""1, (PAB)=_—
(BPA) ="=1, (PAB) =,

_ .
(PBA) = et
Auch das Dv nimmt bei Anderung der Reihenfolge seiner Punkte
nur die sechs in (3) auftretenden Werte an. Von den 24 verschiedenen
Permutationen der Punkte A, B, P, Q besitzen nimlich je vier das-
selbe Dv; man findet unmittelbar

(4) (ABPQ) = (BAQP) = (PQAB) = (QPBA).
Fiir die iibrigen Werte bestehen folgende Beziehungen. Offenbar ist
(5) (ABPQ)-(ABQP) =1,

und aus der Gleichung (5) von S. 4 findet man mittels Division
durch AD-BC leicht

(6) (A4PBQ)+ (ABPQ) =1.

Schoenflies, Analytische Geometrie. 5
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Danach ergeben sich fiir die sechs Dv
(7) (ABPQ), (ABQP), (APBQ), (APQB), (4QBP), (AQPB)
die Werte
1 1 A—1 i
(72) O T e R S ey &

und zu jedem dieser sechs Dv gehdren gemiB Gleichung (4) noch drei
andere, die ihm gleich sind.

Zu den Gleichungen (5) und (6), die zwei D v derselben vier Punkte
miteinander verbinden, tritt als wichtige Relation noch eine Formel,
die sich auf fiinf Punkte und drei Dv bezieht, nimlich

) (ABQR) (ABRP) (ABPQ) = 1;

sie folgt unmittelbar aus der Definition (1). _

Man kann fragen, ob es Sonderfille fiir die Lage der Punkte 4, B, P, Q
gibt, in denen sich die sechs Werte (7a) auf eine geringere Zahl von
Werten reduzieren. Man erhilt sie, indem man 4 gleich einem der
fiinf anderen Werte setzt.

Fir 2 =1/1 ist A2 =1, also 4 = 4-1. Die Losung 4 =1 ist keine
eigentliche, da dann P in Q fillt, wihrend wir nur verschiedene
Lagen der vier Punkte in Betracht ziehen. Die Lésung 4 = —1 fiihrt
auf die oben erwdhnten harmonischen Punktepaare 4B und PQ.
Je zwei der sechs Werte (7a) sind einander gleich, ndmlich

1 A—1 1 y) 1
h=g=—t t-d="p =2, =7 5=3"

Es gibt also nur drei verschiedene Werte des Dv, und es entspricht
je acht Permutationen derselbe Dwv-Wert. Dasselbe ergibt sich, wenn
man 1=1—1 oder A=24:(1—1) setzt.
Weitere Losungen entsprechen nur noch den Gleichungen
1 A—1 1 . A
== 1=V A=
sie fithren beide auf
B—i4+1=0, 1=3(+1£7=3).9
Wir stoBen also auf imaginire Werte 1, die freilich reelle Punkte nicht
liefern; wir lassen  ihnen (mit der S. 50 gegebenen Begriindung) imagi-
nidre Punkte entsprechen. Fiir diese Werte 4 werden sogar je drei
der Werte (7a) einander gleich (dquianharmonische Punkte); es gibt
nur zwer verschiedene Dv-Werte, den beiden Werten der in 4 auf-
tretenden Quadratwurzel entsprechend.
Der Begriff des Dv ist dualisierbar und 148t sich auf vier Strahlen
eines Strahlenbiischels iibertragen. Als das D v der vier Strahlen 4, &, p, ¢

1) Es besteht auch die Gleichung 43 4+ 1 = 0; 4 ist also die imaginare dritte
‘Wurzel aus —1.
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eines Biischels definieren wir den Quotienten der beiden einfachen
Teilungsverhaltnisse (S. 43), setzen also (Fig. 35)

sin(ap)  sin(agq) g

(9 A= (abpg) = sin(bp) “sin (bg)

Die Dualitit beider Definitionen tritt auch a/ p b
in einem Satz hervor, der schon den grie-
chischen Mathematikern bekannt war und
Satz des Pappus heiBt; er lautet:

Werden vier durch einen Punkt O gehende
Strahlen a, b, p, g von einer Geraden g geschnitten, so ist das Doppelver-
héiltwis der vier Strahlen gleich dem Doppelverhilinis der vier Schniti-
punkte, also

(10) (abpg) = (4B PQ).
Aus den Dreiecken A0 P und BO P ergibt sich

[P B\ @
Fig. 35.

sin(bp)-OB
sin(OPB) ’

ebenso ergibt sich aus den Dreiecken A0Q und BOQ

sin(a p) - .
AP = sm(OPA) » BP=

sin{agq) - 0A4 sin(bg) -OB
40 = sin(0Q4) ’ BQ = sin(OQB) ’

und hieraus folgt durch wiederholte Division
AP AQ sin(ap) sin(ag)

BP 'BQ  sin(bp) sin(bg)’

womit der Satz des Pappus bewiesen ist. Wir folgern aus ihm, daB
alle von a, b, p, g geschnittenen Geraden nach demselben D v geschnitten
werden; sind also 4’, B, P’, Q’ die Schnittpunkte mit einer Geraden g’,
so ist (ABPQ) = (A’'B'P'Q’).

Es bedarf keiner besonderen Erwihnung, da8 die fiir das Dv
(A B PQ) abgeleiteten Sitze sich insgesamt auf das Dv (a b p g) iiber-
tragen. Bemerkt sei nur, da3 1 das Zahlenkontinuum durchlduft, wenn
der Strahl p einmal den Biischel iiberstreicht?). Es gibt wiederum genau
esnen Strahl p, der mit «, b, ¢ ein Dv von gegebenem Wert bestimmt;
insbesondere nimmt 4 die Werte 0, oo, 1 an, wenn $ mit &, b, g zusammen-
fallt. Einen ausgezeichneten Strahl, der dem Punkt P, der Geraden
entspricht, gibt es im Strahlbiischel nicht. Dem einfachsten Fall
A = —1 entsprechen vier Strahlen, die gemaB dem Satz des Pappus
vier harmonische Strahlen (zwei harmonische Strahlenpaare) heiBen
sollen.

1) Die Strahlen sind ungerichtete Geraden; ein variabler Strahl iiberstreicht
also den gesamten Strahlenbiischel schon bei einer Drehung um =.

5*
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§ 2. Harmonische Punkte und Strahlen.

Fir zwei harmonische Punktepaare 4, B und P, P’ folgt aus (1)
(wegen 4 = —1) die Gleichung

(11) AP-BP'+~AP'-BP =0.
Fiir die Abszissen «, b, p, p’ dieser vier Punkte lautet sie
(12) (p—a)(p'—b)+ (@' —a)(p—0b) =0 oder

pp' =@+ (p+p)+ab=0.
Unter allen Punktepaaren P, P’ gibt es ein ausgezeichnetes; es
ist das, von dem ein Punkt in P, fillt. Der andere fillt (Fig. 36)
M in die Mitte M von AB. Wird
/] 7 P & 57 M als neuer Nullpunkt der
MaBbestimmung gewidhlt und
p—m=wu gesetzt, so nimmt
Gleichung (12) eine einfachere Form an, nimlich
(t2a)  ww=(p—m) (pr—m) = (“TO); m ="
Ihr entspricht die geometrische Beziehung
(12Db) MP- -MP'= MA? = MB2.
Sie zeigt, daB sich P und P’ zugleich an die Punkte A und B annihern
oder von ihnen entfernen; in A4 und B fillt P mit P’ zusammen.
Sei Q, Q' ein zweites Paar, das zu 4, B harmonisch ist, so besteht
fur dieses Paar die Gleichung
(13) 99 —%(@+b)(¢+9q)+ab=0.
Diese Gleichung und die Gleichung (12) lassen sich so auffassen, daB} sie
zwei Gleichungen fiir @ +b und ab darstellen, und daB man also,
wenn p, " und ¢, ¢’ gegeben sind, 4 + b und @b aus ihnen berechnen
kann. Durch a + b und ab ist aber auch das Wertepaar «, b eindeutig
bestimmt, und so folgt der Satz, daB es zu zwes gegebenen Paaren P, P’
und Q, Q' ein Punkiepaar A, B gibt, das mit beiden harmonisch ist. Die
ihm entsprechenden Werte a, b bestimmt man auf Grund der Erwigung,
daB sie die Wurzeln der quadratischen Gleichung
(14) 22— (a+bzt+ab=0
sind. Diese Gleichung ist also berzustellen, und zwar in dem Sinn,
daB ihre Koeffizienten in bekannter Form erscheinen. Dazu beachte
man, daB (14), (12) und (13) drei lineare Gleichungen fiir 1, a4
und @b darstellen; daher muB (Anhang, 10a) ihre Determinante ver-
schwinden, und so erhalten wir die gesuchte Gleichung in der Form

pp T +p), 1
9¢ Yg+4), 1

| 22 -2, 1

Fig. 36.

= 0.
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Es ist noch die Realitit der Wurzeln zu priifen; sie ist durch die
Diskriminante- dieser Gleichung bestimmt. Wir haben aber nicht das
arithmetische Resultat nétig, sondern ein geometrisches, das an die
Lage der beiden Punktepaare P, P’, (, Q' ankniipft. Um es in ein-
facher Weise abzuleiten, benutzen wir die Gleichung (12a). Wir ent-
nehmen ihr

(b —m) (p'—m) = (g—m) (¢ —m) = (“Z°) = n?

und finden hieraus zunichst eine lineare Gleichung fiir s, nidmlich
p'—q¢
p—qg+v—q"
Mittels dieses Wertes formen wir den Wert eines jeden Faktors von #?2
um und finden ohne Miihe
_-a@—9)0t —q9 ¥ —q)
p—qg+p' —9° ’

Die Realitdt der Wurzeln hingt von dem Zeichen des Zihlers von #2 ab,
also von der Lage der Paare P, P’ und Q, Q. Die Wurzeln sind reell,
wenn die Paare einander wicht tremnen (S. 64); dann éind zwei Dif-
ferenzen des Zihlers positiv und zwei negativ. Trennen sie sich, so
ist je eine ungerade Anzahl von Differenzen positiv oder negativ, und
es gibt daher Zein zu beiden Paaren reelles harmonisches Paar.

Fiir weitere Betrachtungen gehen wir so vor, daB wir jedes der
beiden Punktepaare 4, B und P, P’ durch eine quadratische Gleichung
darstellen. Sei

m =

n2

a'vr 4 2%+ 9y = 0; —2‘7’? =a-4b, %, =ab
die Gleichung, die @, b zu Wurzeln hat, und seien ebenso p, ' die dem
Paar P, P’ entsprechenden Wurzeln der Gleichung

’7 77 4 2 i / "’ 7/
W2y =0 =2 —ptd, L=y
Durch Einsetzen der Werte fiir a b, ab, p + 9, p ' in Gleichung (12)
verwandelt sie sich in

(14 Wy — 2B B+ 7o = 0;
in dieser Form stellt sich also jetzt die Bedingung fir die harmonische
Lage beider Punktepaare dar.

Hieraus folgert man wiederum die Existenz eines Paares, das zu
zwer gegebenen Paaren zugleich haymonisch ist. Seine quadratische
Gleichung muf3 solche Werte «, 5, y enthalten, fiir die zugleich

(15)  ay—28f+a'y =0 und ay'— 288 +a’y =0
ist. Dies sind zwei lineare homogene Gleichungen fiir «, 28, y; aus
ihnen folgt P ,

: & A

.“l y’
“:2 : = 4 /. - 74 77 |2
By =, 8 K |

* ; “I/ yl/
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das gesuchte Paar besteht daher aus den Wurzeln der quadratischen
Gleichung

(15&) /ﬂ// /lIB/ xg / II O‘II}}I x+ ,6’}’” ” / —=0.
Das so gefundene Paar 1st sogar zu jedem Paar harmonisch, das
durch eine Gleichung
2%+ Y+ Mo”2+ 28 +9") =0
gegeben ist. Ausden Gleichungen (15) folgt ndmlich durch Multiplikation
mit 1, A und Addition
aly) +17") —2B(F + 1p") + y(&’+ 1a") =0,
und dies ist die Behauptung.
Die harmonische Beziehung zweier Straklenpaare ist wiederum
durch die Gleichung 4 = —1, also
sin(ap) sin(agq)

(16) sin(bp) sin(bq)

sin(ap) | sin(agq)
sin(bp) ' sin(bg)

_'1, =0

gegeben. Unter allen Strahlenpaaren, die zu «, b harmonisch sind, gibt
es ein ausgezeichnetes Paar, ndmlich das orthogonale, das die Winkel (a )
halbiers. Wird der eine Halbierungsstrahl durch » bezeichnet, so be-
steht analog zur Gleichung (12b) von S. 68 die Gleichung

(17) tg(mp) - tg(mgq) = tg*(ma) = tg2(m?d) .

Man erhilt sie aus dem Satz des Pappus in der Weise, dal man das
Strahlenbiischel durch eine Gerade schneidet, die auf m senkrecht steht.
Es sind dann A4, B, M, P,, vier harmonische Punkte; wird dann noch
OM = 1 angenommen, so ergibt sich aus (12b) die Gleichung (17).

§ 3. Die projektive Beziehung.

Wir wollen die Punkte zweier Geraden g und g’ (Punkirethen) in
der Weise einander eineindeutig zuordnen, daBl sie durch die einfachste
analytische Relation miteinander verbunden werden, also durch eine
bilineare Gleichung. Sind (auf beliebige Anfangspunkte bezogen) x und '
zwei entsprechende Punkte von g und g’, so soll

(18) axx +fx+yx'+d=0
diese Beziehung ausdriicken. Aus ihr folgt

;o px+ 6 ¥ +é,
(19) YE Tawty T T et

die eine Variable driickt sich also durch die andere mittels einer linearen
Substitution aus. Die so eingefithrte Beziehung nennen wir eine pro-
jektive; die lineare Substitution bezeichnen wir auch als ihren analy-
tischen Triger?).

1) Nicht jede eineindeutige Bezichung ist eine projektive; z. B. die Fest-
setzung #’'=x fir ¥ =0, ¥'=1x fir x<0 (A >0).
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Die wichtigste Eigenschaft dieser projektiven Beziehung besteht
in der Invarianz der Dv-Werte entsprechender Punkte; sind P,, P,, P;, P,
vier Punkte von g und P{, P, P;, P, die entsprechenden Punkte von g’
(Bildpunkte), so ist

(20) (Py P, P3 P,) = (P P P{ P;)
oder

(71 — #3) (%p — xy) _ x—x) (%5 — 7
20a) =) = m) (=) (=)

Den Beweis fithren wir folgendermaBen. Zunichst sei bemerkt,
daBl man drei einfachste Typen linearer Substitutionen unterscheiden
kann, niamlich

R =

(1) x = %+ I, ¥ =ax, x =

Fiir diese Substitutionen ist die Geltung der Gleichung (20a) evident.
Wir zeigen nun, daB sich eine beliebige Substitution aus gewissen ein-
fachsten Substitutionen der Form (21) zusammensetzen 14Bt.

Fiir die beiden Substitutionen

m
¥ =mx-+n und x’:;

ist dies leicht ersichtlich; die erste ist die Folge von %, = mx und
x’ = %, + n; die zweite ist mit x; =1:x und %" = mx, dquivalent.
Um es auch allgemeiner fiir
,_ox+f
(22) A=
zu erweisen, schreiben wir zunichst
ety _xfyp v, B L9

TEY AR T 7{1+%+%}’ YT ¥y

und setzen der Reihe nach

» —
X =x+2x, %=

> & o
, also &'=-=+4 —.x,.
1 b b

Damit ist die Geltung der Gleichung (20a) und die Invarianz der
Dv-Werte auch fiir die Substitution (22) bewiesen; allerdings unter
einer einschrinkenden Bedingung. Der vorstehende Beweis setzt ndmlich
voraus, daB » — » 2 0 ist, also auch «d — fy =< 0; sonst wird er
illusorisch. Nun ist (Anhang 34a, Anm.) &« — fy die Determinante
der Substitution. Also folgt:

Jeder projektiven Beziehung mit nichtverschwindender Determinante
kommt die Invarianz der Dv-Werle au.
Ist ad—fy=0, also «:p =y:0, so setzen wir
f=o0x, d=90y, oy=0a, 006=4

und erhalten
’ +
.I_

R
o

¥ =

X =
+

+o
- =

~ e
RIR
=R
<l

3
-

s

R\
S
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Zu einem Wert x gehort daher stets derselbe Wert ' = « : y und ebenso
zu einem beliebigen %’ dasselbe ¥ = §:y . Anders ausgedriickt: Dem
Wert x = 8 :y sind alle ' zugeordnet und dem Wert &' =& :y alle x.
Die durch die lineare Substitution dargestellte projektive Beziehung
heilt awusgeartet. Man zeigt leicht, daBl die Gleichung (18) in diesem

Fall die Form
6A

=2t o

annimmt. Eine solche ist z. B.
%" +x+x%+1=0 oder (x+1)(x +1)=0.

Der soeben bewiesene Satz ist umkehrbar; wir konnen eine pro-
jektive Beziehung als eine solche eineindeutige Beziehung definieren, der
die Invarianz der Dv-Werte zukommt. Seien ndmlich P;(i = 1, 2,3, 4)
vier beliebig ausgewihlte Punkte von g, und P; ihre Bildpunkte auf g’,
so besteht fiir sie die Gleichung (20a). H&ilt man nun die drei Paare
%y, X7, X9, X5, %3, 45 fest und ersetzt das vierte Paar durch das variable
Paar x, &', so geht diese Gleichung, nach x¥ und %’ geordnet, in eine
bilineare Relation iiber. Da die drei Paare P,, P;, P, P; und P;, P;
beliebig angenommen werden konnten, so folgt noch:

Eine projektive Beziehung zweier Punkireihen ist durch drvei beliebig
wdhlbare Paare enisprechender Punkie bestimmbar.

Wenn dem Punkt Q. von g der Punkt Q' von g’ entspricht und
dem Punkt R/, von g’ der Punkt R von g, so ist fiir irgend zwei Punkte-
paare P, P’ und P,, P|

(PP1QxR) = (P'P1Q'R%) .

Nun ist

(PP;QwR) = P,R: PR, (P'P{Q'R,)= P'Q':PQ.
Sind also ¢’ und 7 die Abszissen von Q' und R, so geht die vorstehende
Gleichung in
(23) PR-P'Q'= PyR-P{Q' oder (r—=x)(¢—x') = const
iiber; das Produkt PR-P’Q’ hat also fiir jedes Paar entsprechender
Punkte einen komstanten Wert. Er heilit Pofenz der projektiven Be-
ziehung. Die Punkte Q' und R heiBen Fluchtpunkte?).

Ist in Gleichung (18) & = 0, so entsprechen sich die unendlich
fernen Punkte; es wird also

, (PP, Py P.c) = (P{P;P;PL),
woraus weiter
P,P;: PyPy; = P{P,:P,P;, oder P;P,=gP,P,

folgt. Zwei Strecken der einen Geraden verhalten sich wie die ent-

1) Die Bezeichnung entstammt der darstellenden Geometrie.
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sprechenden der anderen (affine oder dhnliche Punktreihen); o soll das
Dehnungsverhilinis heiBen. Fiir o = 1 sind die Punktreihen kongruent
(oder gleich).

Die Ausdehnung der projektiven Beziehung auf den Strahlenbiischel
behandeln wir in § 6.

§ 4. Vereinigte Lage projektiver Punktreihen.

Fallen die Geraden g und g’ von § 3 zusammen, so haben wir auf
einer und derselben Geraden eine projektive Zuordnung ihrer Punkte;
jeder Punkt ist also doppelt zu rechnen, einmal als Punkt P von g,
einmal als Punkt Q' von g'. Wir setzen fest, dafl sich die Abszissen x
und #' auf denselben Nullpunkt und Einheitspunkt beziehen; einem
Wertepaar x = %’ entspricht dann ein Paar zusammenfallender ent-
sprechender Punkte P = P’ beider Punktreihen (Doppelpunkte). Jeder
solche Wert x ist Wurzel der Gleichung

(24) a4+ (B+79)z+6=0.
Es gibt also zwei Doppelpunkte; je nachdem die Diskriminante
(242) B+7?—4a6>0, =0, <O

ist, sind sie reell, zusammenfallend oder imaginir. Man erschlieSt die
Realititsbedingung einfacher aus der Gleichung (23); sie liefert fiir die
Doppelpunkte eine Gleichung

(24Db) 22— (r+q)z+rq = Lk,

wo 4 k% die Potenz der projektiven Beziehung ist. Ihre Diskrimi-

nante ist (ﬁzi/)z LRy = (1__21)2 + k2.

Fir positive Potenz erweisen sich die Doppelpunkte als stets reell; fiir
negative Potenz nur, wenn das Quadrat iiber der halben Strecke Q'R
groBer als die absolut genommene Potenz ist.

Die Doppelpunkte seien S und 7. Sie bilden mit jedem Punkte-
paar PP’ wvier Punkie von festem Dv. Ist ndmlich Q, Q' ein zweites
Paar entsprechender Punkte, so hat man

(STPQ) = (STP'Q') .
Setzt man links und rechts fiir die Dv ihren ausfithrlichen Wert, so
laBt sich die so entstehende Gleichung unmittelbar in die Form

(25) (STPP') = (STQQ')
iiberfithren, und das ist der Satz.

§ 5. Die involutorische Beziehung.

Eine involutorische Beziehung ordnet die Punkte einer Geraden
projektiv und tiberdies doppelt einander zu; ihre Eigenart soll zunichst
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an einigen einfachen Fillen geschildert werden. Den einfachsten Fall
bildet die Symmetrie. Ist O das Symmetriezentrum, so besteht fiir
jedes zu O symmetrisch liegende Paar P, P’ die Gleichung

OP'4+0P =0 oder # +x2=0.
Einen allgemeineren Fall stellen alle Paare P, P’ dar, die zu einem
Paar A4, B harmonisch liegen. In den Punkten 4 und B fillt je ein
Punkt P mit dem entsprechenden Punkt P’ zusammen, 4 und B

heiBen daher Doppelpunkte der Involutionl). Fir die Punkte 4, B, P, P’
besteht nach § 2 die in x und x” symmetrische Relation
xx'—3a+b) (x+42)+ab=0.

Beide so erhaltenen Gleichungen sind Sonderfille der Relation (18);
der Sonderfall besteht in der Gleichheit der mittleren Koeffizienten
p =y, so daB
(26) axx’ +pfr+2)+0=0
die bilineare Relation ist. Die ihr entsprechende projektive Beziehung
heiBt ¢nvolutorisch?). Ihren geometrischen Charakter erkennen wir,
wenn wir eine projektive Beziehung auf Grund des Satzes von S. 72
in folgender Weise herstellen. Von den drei beliebig wihlbaren Paaren
nehmen wir das Paar P, P’ beliebig; vom Paar Q,Q’ falle Q in P’ und
Q' in P, das Paar R, R’ sei wieder beliebig. Es bestehen dann die
Gleichungen

xpp +Bp+yp+3=0 und agg +Bg9+yg+6=0,

und zwar in der Weise, daBl ¢’ = ¢ und ¢’ = p ist. Durch Subtraktion
beider Gleichungen folgt daher

B—»)(p—2)=0 oder f—y=0.

Man sagt, daB das Paar P = Q" und P’ = Q sich doppelt ent-
spricht; namlich einmal als Paar P, P’ und einmal als Paar @', Q.
Wir schlieBen bereits, daB, wenn dieses doppelte Entsprechen auch
nur etnmal vorkommt, die projektive Beziehung (18) die symmetrische
Form (26) besitzt. Aus dieser symmetrischen Form folgt dann weiter,
daB sich je zwer Werte x;, , doppelt entsprechen; d.h. ist x; = %}, so
ist auch #; = #;. Wir konnen daher folgende Sitze aussprechen:

1. Enispricht sich beir zwei vereinigt liegenden projektiven Punki-
reihen ein Punkiepaar doppelt, so tun es alle; die Punktreihen stehen
in snvolutorischer Beziehung.

2. Eine involutorische Beziehung zweier Punkireihen ist durch zwes
beliebig wihlbare Punkiepaare bestimmt. Dies folgt unmittelbar aus der
vorstehenden Betrachtung; das eine Paar ist (Q' = P, Q = P’), das
zweite R, R’, das gemiB Satz 1 zugleich ein Paar (S'=R, S = R’) ist.

. 1) Bei der Symmetrie sind O und P_, die Doppelpunkte.
%) Die Bezeichnung entbehrt leider jeder geometrischen Bedeutung.
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Da zwei Paare beliebig wihlbar sind, muBl zwischen drei Paaren
einer Involution eine Beziehung bestehen. Sind (x,x") (y,y") (z,2") die
drei Punktepaare, so gilt die Relation (26) fiir jedes von ihnen, und es
ist daher (Anhang § 1) '

’xx’ x4+ A ‘
¥y y+y 1 =0.
22 242 1 \

Die rechnerische Uberfithrung dieser Gleichung in eine geometrische
Beziehung ist ziemlich umstidndlich; auf einem direkten geometrischen
Weg ergibt sie sich wie folgt. Wir bezeichnen die drei Paare durch
(4,4"), (B, B'), (C,C’). Dannist — wegen des doppelten Entsprechens —

(ABA'C'Y = (A'B'AC)

A4 BC. A4 BC

BA’ AC T B4 AC”
Nun ist AA"+ A’A = 0; also folgt weiter
(27) " BC'-CA"-AB'+B'C-C'A-A'B =0,

und dies ist die gesuchte Relation. Solcher Gleichungen bestehen noch
drei weitere; aus dem Grunde, weil man jedes Paar (4,A4’) auch als
Paar (47, 4,) auffassen kannl?).

Die involutorischen Punktreihen besitzen nach § 4 zwei Doppel-
punkte, gegeben durch die Wurzeln der Gleichung

az?+2p24+0=0.

Im Gegensatz zur allgemeinen projektiven Beziehung ist durch
diese Gleichung auch die Gleichung (26) eindeutig bestimmi, die Involution
ist also bereits durch ihre Doppelpunkte gegeben — was auch geometrisch
einleuchtet. Je nachdem die Diskriminante «d — 2> 0 oder <0
oder = 0 ist, sind die Doppelpunkte reell, imaginir oder zusammen-
fallend. Die Involution heiit insofern Ayperbolisch oder elliptisch oder
parabolisch. Um die geometrische Bedeutung der Realititsbedingung
abzuleiten, benutzen wir das besondere Paar, von dem ein Punkt der
unendlichferne ist. Der andere heiBt Zentralpunki, wir bezeichnen ihn
durch C und seine Abszisse durch ¢. In ihm fallen die beiden Flucht-
punkte Q' und R von S. 72 miteinander zusammen. Die Relation (23)
verwandelt sich also fiir involutorische Punktreihen in

(28) CP-CP' = (c— %) (c — ) = k2

Hat die Konstante den Wert + %2, so gibt es rechts und links von C
ein Punktepaar 4 = A’ und B = B’ im Abstand %; die Doppelpunkte

oder

1) Die Gleichung (27) kannte schon Pappus. Die Definition der Involutionen
mittels der projektiven Beziechung stammt von Chasles.
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sind also reell, und die sich so ergebende Gleichung

(28a) CP-CP'=CA%*=CB?

zeigt, daB die Involution aus allen Paaren besteht, die zu 4 und B
harmonisch liegen (hyperbolischer Fall); je zwei Paare P, P’ und Q, Q'
trennen eimander wicht. Hat die Konstante den Wert —k2, so sind
reelle Doppelpunkte nicht vorhanden (elliptischer Fall); zwei Paare
P, P' und Q,Q’ trennen einander.

Der parabolische Fall entspricht einer ausgearieten projektiven Be-
ziehung (S. 72), da jede Beziehung &« — fy = 0 eine ausgeartete
Projektivitit zur Folge hat. Wir werden diesem Fall in Kap. IX, § 4
begegnen.

Sind auf derselben Geraden zwe: Involutionen vorhanden, so gib?
es ein thuen gemeinsames Paar. Seien zunichst beide Involutionen
hyperbolisch, ferner 4, B die Doppelpunkte der einen und A4’, B’ die
der anderen. Das gemeinsame Paar muB dann sowohl zu A4, B wie zu
A’, B’ harmonisch sein; unser Satz stimmt also sachlich mit dem Re-
sultat von S. 69 iiberein. Das zeigt auch die analytische Behandlung.
Mégen die Gleichungen

oxx +B(x+2)+6=0 und a;xx'+pi(x+4)+0,=0
die beiden Involutionen darstellen. Ihnen geniigt eine gemeinsame
Lésung x %’ und x + x’, und diese Werte bestimmen das gemeinsame
Paar (x,%"). Wir bilden wie S. 68 die quadratische Gleichung, die es
als Wurzeln hat; also
22— x4+ 22+ x4 =0.

Aus ihr und den beiden vorstehenden Gleichungen folgt dann wieder

o« p 0

& B 0|=0

1 —z 22
als die gesuchte quadratische Gleichung. Ausfiihrlicher lautet sie
(29) (@py— )2+ 2(6 0y — &, 0) + (B0, — f,0) = 0

und stimmt in der Tat mit der Gleichung (15a) von S. 70 iiberein.

Man kann daher auch die dort abgeleiteten Realitdtsbedingungen
auf die vorliegende Aufgabe iibertragen. Statt der Elemente p, p’
und ¢, ¢’ treten hier 'die Doppelelemente der beiden Involutionen auf.
Sind sie reell, sind also beide Involutionen hyperbolisch, so {ibertrigt
sich das genannte Resultat unmittelbar; das gemeinsame Paar ist also
itmagindr, wenn die Doppelpunkte einander #remmen, und reell, wenn
sie sich #icht trennen. Sind aber nicht beide Involutionen hyperbolisch,
so ist das gemeinsame Paar stefs reell. Die Doppelelemente einer ellip-
tischen Involution haben nimlich (Anhang, 50) konjugiert komplexe
Werte, und da ihr Produkt und ihre Summe reell ist, so ist #2 in diesem
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Fall stets positiv, gleichgiiltig ob nur eine Involution elliptisch ist oder
beide?). :

§ 6. Dualistisches fiir Strahlbiischel und Punktreihen.
Seien
G=0, G=0, G+1G'=0, G+uG=0

die Gleichungen von vier Strahlen g, g’, g;, g, eines Biischels. Nach
S. 43 haben 1 und u die Werte

y4% + B sin(gg)) __JAa+ B sin (g g,,)

Y47 £ B” sin(g’g;)’ #= yAaT ¥ B sin(e’g,)’
und es stellt daher 1:u das Dv der vier Strahlen dar. Den gleichen
SchluB kénnen wir (S. 58) fiir die analogen Gleichungen von vier
Punkten einer Punktreihe ziehen, und so folgt:

l:

SindG=0,G'=0,G+AG'=0,
G + uG'=0 die Gleichungen von
vier Strahlen g, g, g1, g, eines
Biischels, so stellt 1:u das Du
(gg'g18.) dar; g und g’ sollen seine
Grundstrahlen heiBen.

Insbesondere sind G=0,G'= 0,
G—1G=0, G+ AG =0 vier
harmonische Strahlen.

Sind@=0,0'=0,0+10Q'=0,
Q 4+ u Q'= 0 die Gleichungen von
vier Punkten P, P’, P), P, einer
Punktreihe, so stellt 1: u das Dv
(PP'P,P,) dar; Pund P’ sollen
ihre Grundpunkte heillen.

Insbesondere sind Q=0, Q'=0,
Q—40'=0, Q+41Q'=0 vier

harmonische Punkte.

Eine allgemeinere Frage betrifft das Dv von ¢rgend vier Strahlen

des Biischels oder ¢rgend vier Punkten der Punktreihe; sie seien durch
G+4G =0 und Q+A4Q=0; 21=1,2,3,4
gegeben. Wir erledigen sie dadurch, dal wir sie auf den vorhergehen-

den Fall zuriickfithren. Wir betrachten zunichst die vier Strahlen
‘G 4 1;G' = 0 und fithren mittels der Gleichungen

H(x,y) =G+ 4G, Kxy) =G6+4G

neue lineare Funktionen (also auch neue Grundstrahlen # und £) ein.
Diese Gleichungen koénnen wir nach G und G’ auflésen und erhalten

G BH—hK o HEK
2 T M 2 T M
Weiter wird
G+1.G = (Aa—43) H—(44—45) K G+ 2,6/= (Ag—A) H—(Hh—1) K
3 - ’ -

Ay =1y Ag—Ay ’

1} Der Ausdruck #»? (S. 69) geht, wenn man @’ =p 4 ¢4, b’ = p — ¢ setzt, in
[(a—$)*+4¢4 - [(b—$)*+ "]
(@ +b—2p)?
iiber, und analog ist es, wenn auch fiir a, b konjugiert komplexe Werte gesetzt
‘werden.




78 VII. Doppelverhiltnis und projektive Beziehung.

und die Gleichungen unserer vier Strahlen lauten jetzt

—15 A—A
i K=o, H-}7

Damit ist die Bestimmung des Dv in der Tat auf den vorigen Fall
zuriickgefithrt. Dasselbe gilt dualistisch, und so folgt

K=0.

H=0, K=0, H-—

Sind fiir 1 =1,2,3,4 Sind fir ¢ =1, 2, 3, 4
G+Z@G'=0 Q+1¢Q'=0
die Gleichungen von vier Strahlen | die Gleichungen von vier Punkten
g; eines Biischels, so ist P; einer Geraden, so ist
_ (Ai—43) (A3 —4,) . (A —25) (13 —4y)
(&&&&)—mﬁ- (P1P2P3P4)—m-

Wir gehen zur projektiven Beziehung zweier Biischel oder Punkt-
reihen iiber; wir definieren sie fiir die Biischel durch die Invarianz
der Dv-Werte. Ordnen wir zwei Biischel

G+1G =0 und H+AH' =0
in der Weise einander zu, daB jedem Strahl g;, der dem Wert 4; ent-
spricht, der Strahl %; zugewiesen ist, der demselben Wert 1; entspricht,
so ist die Beziehung offenbar eine projektive; aus dem eben bewie-
senen Satz folgt die Invarianz der Dwv fiirr beide Biischel unmittelbar.

Sind die Biischel allgemeiner in der Form
(30) G+A1G'=0, H+VH =0
gegeben, so wird eine projektive Zuordnung durch eine bilineare Relation
(oder lineare Substitution)

BA+S

(31) XAV +BA+yV 4+ 0=0; ”=‘(xz+y

vermittelf. Denn aus ihr ergibt sich nach § 3 (S. 71) sofort
(Ay—2g) Pp—4) __ (A1 —2)) A4 —42))

(2 U= ) (=) — (=) G — &)
und damit wieder die Invarianz der Dwv-Werte. Also folgt:
Zwei Strahlenbiischel Zwei Punktreihen
G+AG'=0, H+VH =0 Q+41Q'=0, R+VR =0

stehen in projektiver Beziehung, | stehen in projektiver Beziehung,
wenn zwei Strahlen einander ent- | wenn zwei Punkte einander ent-
sprechen, deren A; und 1} durch | sprechen, deren 4; und A; durch
die lineare Relation (31) verbunden | die lineare Relation (31) verbunden
sind. sind.

Die Ausdehnung dieser Resultate auf die harmonische Lage sowie
die involutorische Beziehung von Biischeln und Punktreihen bedarf
keiner niheren Ausfilhrung. Drei Einzelresultate iiber involutorische
Strahlenbiischel sollen noch abgeleitet werden.
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In der Orthogonalitit zweier Strahlen fanden wir (S. 70) eine
ausgezeichnete Eigenschaft eines Strahlenpaares im Biischel; sie tritt
in folgenden Sitzen hervor:

1. Fir zwes projektive Biischel gibt es stets je ein Paar senkrechter
entsprechender Strahlen. 2. In jedem tnvolutorischen Strahlenbiischel gibt
es ein rechtwinkliges Strahlenpaar. 3. Es gibt eine Involution, die aus
lauter Paaren vechter Winkel besteht (orthogonale Strahleninvolution).

Fiir den Beweis wihlen wir die Grundstrahlen eines jeden Biischels
zueinander senkrecht und setzen ihre Gleichungen in der Normalform
voraus. Seien alsdann

(33) N+AN'=0 und M+uM' =0 34
die beiden Biischel. Ferner bestehe fiir 2 und u die Gleichung (}{), d. h.
(33a) alu+pi4+yu+d=0.

Ist dann/ ein variabler Strahl des ersten Biischels und g der Grundstrahl
mit der Gleichung N = 0, so ist, da die Grundstrahlen des Biischels
orthogonal sind, gem4B Formel (21a) von S. 43 1 = tg(g!l); fir zwei
zueinander orthogonale Strahlen / und /, haben wir daher

(33D) A +1=0.

Analoges gilt fiir das zweite Biischel. Soll es also zwei Paare ent-
sprechender senkrechter Strahlen beider Biischel geben, und sind 4, 4;,
u, py die Parameterwerte, zu denen sie gehoren, so bestehen fiir diese
Werte auBler (33a) und (33b) noch die Gleichungen
adypy+pL+ypu+d=0 und pp,+1=0.

Weiter folgert man leicht, indem man 4, und u, eliminiert,

i+ Nu+pi+d=0 und BA—PHu—yi+a=0,
und hieraus endlich
34 + pé /12—1 —A(oc2+ 2—y—62=
( ) g/ ﬂy s - fl) - M ﬂﬂ ﬁ:‘ g
Eine analoge Gleichurg besteht/ fur p .t Die Wurzeln von (34) liefern
die beiden Werte 1 und 4,; die Gleichung ist ndmlich eine reziproke,
und daher geniigen ihre Wurzeln der Gleichung (33b). Man erkennt
unmittelbar, daf} ihre Diskriminante positiv ist; die beiden Wurzeln 4
und 7, sind also stets reell. Der erste Satz ist damit bewiesen, und da
eine involutorische Beziehung eine projektive ist, auch Satz (2).

Vom Satz (3) ist zundchst zu sagen, daBl er geometrisch evident
ist; zwei vereinigt liegende gleiche Biischel sind, welches auch der
Winkel o zweier entsprechender Strahlen ist, zueinander projektiv, und
fir o = } = ist die Beziehung involutorisch. Um den Satz analytisch

zu beweisen, kniipfen wir an die Gleichungen (33) an. Wir lassen die
Strahlen M = 0, M’ = 0 mit N = 0, N’ = 0 zusammenfallen und nehmen
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in (33a) f# =y an. Dann sind
N4+ AN'=0, N+uN'=0

involutorische Biischel. Setzen wir insbesondere § = 0, &« = 4, so geht
(33a) in Au 4+ 1 = 0 iiber, und wir erhalten in der so bestimmten
Involution nach Formel (21a) von S. 43 eine orthogonale. Ihre
(imaginiren) Doppelstrahlen sind durch 124 1 = 0 gegeben; sie werden
also durch N —¢N'= 0 und N 4 ¢ N'= 0 dargestellt. Auf die Eigen-
art und Bedeutung dieser Strahlen kommen wir in Kap. IX, § 7 ein-

gehend zuriick; man nennt sie auch absolute Strahlen.
Man betrachte noch die Sonderfille «x 46 =0, f=y =0 und a =0,

d=0, B=y.

§ 7. Erzeugnisse projektiver Elementargebilde?).

Seien
(35) G+AH=0 und G'-1H'=0

zwei projektive Biischel (Fig. 37)
mit den Scheitelpunkten S und S’'.

Fig. 37.

Zwei demselben Wert 1 ent-
sprechende Strahlen seien / und /'.
Fiar ihren Schnittpunkt (Z, /') be-
steht die (durch Elimination von 4
sich ergebende) Gleichung

(36) GH'—G'H=0.

Dieselbe Gleichung besteht fiir den
Schnittpunkt drgend zweier ent-
sprechender Strahlen. Sie ist in
den Koordinaten x, y vom zweiten
Grade; es gibt daher im alige-
meinen zwei Wertepaare z, y, die
ihr und der Gleichung K = 0 einer

Seien
(35a) P4+-1Q=0und P'+1Q'=0

zwei projektive Punktreihen auf
den Geraden g und g’ (Fig. 38).

Fig. 38.

Zwei demselben Wert 1 ent-
sprechende Punkte seien L und L.
Fiir ihre Verbindungslinie besteht
die (durch Elimination von 4 sich
ergebende) Gleichung

(36a) PQ'—PQ=0.

Dieselbe Gleichung besteht fiir die
Verbindungslinie ¢rgend zweier ent-
sprechender Punkte. Sie ist in den
Koordinaten #,v vom zweiten
Grade; es gibt daher im allge-
meinen zwei Wertepaare #, v, die
ibr und der Gleichung R = 0 eines

1) Der Gedanke, projektive Elementargebilde zur Erzeugung von Kurven

zu benutzen, stammt von J. Steiner.
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beliebigen Geraden geniigen. So-
mit folgt:

Zwei projektive Strahlenbiischel
erzeugen durch die Schuittpunkie
entsprechender Strahlen einen Punki-
ort von der Art, daf eine beliebige
Gerade zwei Punkte von thm enthilt.

Analog gilt auch umgekehrt:
Geht man von der Gleichung (36)
aus, so kann man zu ihr zwei pro-
jektive Biischel, wie (35) sie dar-
stellt, angeben.

beliebigen Punktes geniigen, und
so folgt:

Zwei projektive Punktreihen er-
zeugen durch die Verbindungslinien
entsprechender Punkte esnen Strah-
lenort von der Art, dafB durch einen
beliebigen Punkt zwei seiner Strahlen
hindurchgehen.

Analog gilt auch umgekehrt:
Geht man von der Gleichung (36a)
aus, so kann man zu ihr zwei pro-
jektive Punktreihen, wie (35a) sie
darstellt, angeben.

Ein Sonderfall tritt ein, wenn in den Biischeln (35) die Verbindungs-
linie beider Biischelzentra sich selbst entspricht; wir kénnen sie dann
als Grundstrahl # = 4’ wihlen, und die Biischelgleichungen lauten

G+iH=0, G+ 1H=0.
Fiir den Ort der Schnittpunkte der Strahlen [, I’ folgt dann
(37) G—-GH=0;
er zerfillt in die Gerade H =0 und die Gerade G — G'= 0 als den
eigentlichen Ort!). Die Schnittpunkte (/, /') der von % verschiedenen
Strahlenpaare erfillen also eine Gerade. Sie heillt Perspektivititsachse
(perspektivische Lage beider Biischel). '

Das analoge gilt fiir projektive Punktreihen, wenn der Schnitt-
punkt ihrer Triger sich selbst entspricht. Die Verbindungslinien ent-
sprechender Punkte laufen dann simtlich durch denselben Punkt
(Perspektivitidtszentrum), die Punktreihen liegen wiederum perspektivisch.

Man zeige, daB die Fig. 33 des Desarguesschen Satzes (S. 62) beiden vor-
stehenden Sonderfallen entspricht; als Scheitel der projektiven Biischel kann
man B und B’ wihlen, als Triger der projektiven Punktreihen AC und 4°C’.
S und s sind Zentrum und Achse der Perspektivitit. Welches sind die zugehdorigen
projektiven Beziehungen?

§ 8. Doppelverhiltniskoordinaten.

Die folgenden Betrachtungen sollen die geometrische Bedeutung der
analytischen Entwicklungen von § 6 darlegen. Bisher bestimmten wir
einen Punkt P einer Geraden durch seinen Abstand OP = x von einem
beliebig gewihlten Anfangspunkt O; er mag seine elementare (kartesische)
Koordinate heiflen. Im Sinn von Kap. II (S.9) 148t sich aber auch
das Teilungsverhiltnis 4 = (4B P) (bei festem A und B) und ebenso
auch das Doppelverhiltnis A = (ABPQ) (bei festem A4,B,Q) als

1) Jeder Punkt von H = 0 gehort den zwei entsprechenden Strahlen % =A% 4an:

Schoenflies, Analytische Geometrie. ’ 6
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Koordinate von P ansehen; denn P und u, ebenso P und 4, sind ein-
eindeutig aufeinander bezogen, und wenn P die Gerade durchliuft,
so durchlaufen 4 und 4 das gesamte Zahlenkontinuum. Dies wollen wir
nunmehr ndher verfolgen.

Die Beziehung zwischen #, u, 1 ist durch folgende Gleichungen ge-
kennzeichnet. Fiir 04 = 2 und OB = b ist

AP x—a a—ub,
(38) /A———ﬁ—-x_b, also x = 1_7,

es hingen also » und u durch eine lineare Substitution miteinander
zusammen; nach § 3 folgt daher fiir vier Punkte P,, P,, P,, P,
(%1 — #3) (2 — %) (1 — 1) (g — pa)
P) = = .
(39) (Pl Pz P3 4) (xg — #3) (31 — %) (g — pg) (1 — )
Ebenso besteht auch zwischen 4 und x eine lineare Substitution; denn
man hat, wenn 0Q = ¢ ist,
__A4AP.BQ  (x—a)(g—b)
(40) r=Er A T vohu—a

Die Gleichung (39) besteht also auch fiir die 4;. Das analoge gilt fiir
den Strahlenbiischel; auch bei ihm koénnen wir das Teilungsverhiltnis
(abp) und das Doppelverhiltnis (b4 4g) als Koordinaten des Strahles
auffassen, und es iibertrigt sich auch auf sie die Gleichung (39).

Damit ist die geometrische Erklarung dafiir vorhanden, daf} sich
das Dv von vier Strahlen und vier Punkten in den Formeln von § 6
sowohl durch die x; wie die u; und die 4; in derselben Weise ausdriickt,
und zwar so, wie es der Gleichung (39) entspricht. Dem so erlangten
Resultat geben wir durch zwei Sitze Ausdruck; einen mehr formalen
und einen tieferen. Sie lauten:

1. Kennt man das Dv von vier Punkten P; zu drei festen Punk-
ten 4,B,Q, und ist (ABP;Q) = A;, so bestimmt sich das Dv von
vier beliebigen Punkten P; durch
(}*1 - 13) (22 — '14)

(41) (PP, Py Py) = Uy —13) Gy —2g)°

2. Das Dv von vier Punkten einer Geraden driickt sich in den dres
Koordinaten x, 2, u in iibereinstimmender Weise aus.

Endlich zeigen wir noch, in welcher besonderen Form sich die in
den Gleichungen von § 6 auftretenden analytischen Parameter als Dv
darstellen lassen. Der fiir den Strahlenbiischel benutzte Parameter A
hat den Wert (S. 43)

]/m sin (g k)

yar 1 B~ sin (k)

fiir g und g’ als Grundstrahlen des Biischels; es erscheint also 4 zunichst
als Produkt aus dem Teilungsverhiltnis in eine fiir alle Strahlen
konstante GroBe. Dies Produkt 148t sich folgendermaBen in ein Dwv
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verwandeln. GemiB der eineindeutigen Beziehung zwischen Teilungs-
verhiltnis und den Biischelstrahlen kann man einen Strahl ¢ bestimmen,
fiir den

A2+ B* | sin(gq)
(42) Ty sin(g)

ist; man findet also
_ sin(gh) sin(gq)
(43) ™ sin (g’h) " sin (¢'g)
und hat so A als Dv (gg'hg) dargestelit. Fallt z mit g, g’, ¢ zusammen,
so hat 1 die Werte 0,00,1; man nennt daher ¢ den Einhestsstrahl.
Ebenso ist es fiir die dualen Verhéltnisse einer Punktreihe. Bei
ihr hat — fir A und B als Grundpunkte — der Parameter 1 den Wert

(. 59) ¢ 4P
4=z7"Bp

und erscheint daher ebenfalls als Produkt eines Teilungsverhaltnisses
und einer Konstanten. Wir bestimmen wieder einen Punkt Q durch

¢ .49
und finden
AP A
(45) i=10 Bg (ABPQ) ;

fiir =0, 00, 1 fillt P mit 4, B, Q zusammen, Q ist daher wieder der
Einheitspunkt.

Der so gedeutete Parameter 4 ist es, den man als Doppelverhilinis-
koordinate oder projektive Koordinate bezeichnet,

6*



Achtes Kapitel

Homogene Koordinaten.

§ 1. Homogene kartesische Punktkoordinaten.

Um den Ubergang von den gewéhnlichen Koordinaten zu den
projektiven auszufithren, nimmt man zweckmiBig eine rechnerische
Vervollkommnung des analytischen Apparats vor; sie besteht in der
homogenen Darstellung der Koordinatenwerte. Statt der GroBen x, y
fitlhren wir zunichst drei GroBen «, ', 2’ so ein, daB ihre Verhdlt-
nisse den Punkt P{x, y) in derselben Weise festlegen, wie es x und y
selber tun. Dazu setzen wir
(1) xxzi,,, yzg;, also x:y:1=x":9":2,
dann soll jedes solche Wertsystem «x’, ', 2’ ein Tripel somogener Koordi-
naten des Punktes (x, ¥) heien. Einem Tripel %', 9", 2’ (mit 2 22 0) ent-
spricht esn Wertepaar x, y, also ein Punkt P; einem Punkt P entsprechen
aber jetzt unendlich viele gleichberechtigte Zahlentripel x': y': Z)
die siamtlich in demselben Verhdlinis zueinander stehen; jedes geht aus
irgendeinem durch Multiplikation mit einem Proportionalititsfaktor
hervor. Dem Punkt x = 2, y = —3 kommt sowohl das Tripel 2, —3, 1,
wie 4, —6, 2 oder —40, 60, —20 usw. zu; man kann also allgemein

(1a) ¥ =gx, y=pey, z/=@"1
setzen, wo o der Proportionalititsfaktor ist.

Den homogenen Koordinaten kommt eine algebraisch wichtige
Eigenart zu, sie lassen eine Gleichung in ¥, y in eine homogene Gleichung
in #', y', 2’ tibergehen. Die allgemeine Gleichung einer Geraden lautet
fiir sie

Ax'+By'+Cz =0,
die allgemeine Gleichung zweiten Grades erhilt analog die Form
ax'® 4+ by'?+cz'24 2dx'y' 4 2ex'2'+ 2fy'2’ =0
usw. Wenn einer solchen Gleichung irgendein Tripel «, 9', 2’ geniigt,

so tut es auch jedes zu ihm proportionale, und das sind wieder alle,
die einem und demselben Punkt P zugehoren.
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Endliche Werte von x und y fithren nur zu solchen Tripeln ¥/, ¥/, Z,
fiir die 2/ = 0 ist. Was aber tritt ein, wenn 2’ = 0 ist? Dann bestimmt
dasTripel «',y', 2’ einen der S.4 eingefiihrten uneigentlichen Punkte P.).
Es folgt dies ohne weiteres aus den Formeln von S. 25, die den Teil-
punkt P einer Strecke PP, liefern. Fiir ihn ist

g n—pr V1= Y,
(2) p=Ef=TT 0 p=1=To .

und wenn (x, ¥;) von (x,%,) verschieden ist, so ergibt sich fiir =0
notwendig u = 1. Das aber ist der Wert von u, dem der Punkt P,
entspricht. Die geometrische Bedeutung der homogenen Koordinaten
ist also die, daB sie die in Kap. I eingefithrten uneigentlichen Punkte
als analytisch gleichberechtigle Punkte erscheinen 1aft.

Den Gleichungen
(3) =0, ¥=0, =0

muB — als Gleichungen ersten Grades — je eine Gerade entsprechen.
Fiir ' = 0 ist es die y-Achse, fiir y' = 0 die x-Achse. Der Gleichung z’ = 0
entsprechen, wie wir eben sahen, die Punkte P.; wir werden also
analytisch darauf gefithrt, den Ort aller Punkte P, einer Ebene als
eine Gerade g, aufzufassen (umendlichferne oder uneigentliche Gerade).
Von anderen Erwigungen aus ist auch die reine Geometrie zu dieser
Vorstellung gelangt?), ihre Bedeutung und ihr Nutzen werden im Laufe
dieses Kapitels mehr und mehr hervortreten.

Die Gerade g, bildet (Fig. 39) zusammen mit der x- und y-Achse
ein der Koordinatenbestimmung zugrunde
liegendes Koordinatendreieck. Seine Ecken
sind O und die Punkte Y. und X, der y-
und x-Achse; und zwar sind (in einfachster
Schreibweise)

0,0,1; 0,1,0; 1,0,0 Fi
1g. 39.
die Koordinaten dieser drei Punkte.

Dies hat wichtige analytische und geometrische Konsequenzen;
hier sollen zunichst die folgenden genannt werden:

1. Die zur x- und y-Achse parallelen Geraden x = 4, ¥y = u erhalten
jetzt die Gleichungen

—2=0, y—uz=0;

sie zeigen unmittelbar, dal die erste alle Geraden darstellt, die durch
%' =0, z/=0 gehen, also durch den Punkt Y., ebenso die zweite
alle Geraden durch y’' = 0, 2= 0, also durch X .

1) Das Tripel 0, 0, 0 als Koordinatentripel ist ausgeschlossen.
2) Dies geschah um 1750 fiir die Zwecke der zeichnerischen Darstellung.
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2. Die Gleichungen zweier paralleler Geraden nehmen jetzt die
Form
Ax'+ By'+Cz' =0, Ax'4+By'+C'2=0; (C'=C)
an. Durch Subtraktion erhalten wir
(C—CY2'=0 oder =0,
und dies ist eine Gleichung, die fiir den gemeinsamen Punkt beider
Geraden gilt; sie zeigt, daB3 er auf g, liegtl).

3. Die Gerade g, erscheint geometrisch als Grenzlage jeder Ge-
raden g, die parallel mit sich ins Unendliche riickt. Dies bestitigen
die Formeln von S. 40. GemiB Formel (15) ist sie auch zu jeder Ge-
raden g senkrecht; endlich zeigt (14), daB ihr Winkel mit irgendeiner
Geraden g einen bestimmten Wert nicht besitzt.

§ 2. Homogene kartesische Linienkoordinaten.

Um homogene Linienkoordinaten einzufiihren, setzen wir

u v
(4) u=—, v=_, wivil=uv:w
oder auch
(4a) wW=ou, VV=o0v, w=o0-1;

jedem Tripel #/, v', w’ (v’ 2= 0) entspricht dann ein endliches Wertepaar
u, v, also eine Gerade g, wihrend jeder Geraden wieder unendlich viele
einander proportionale Tripel entsprechen. Der Ubergang zu den
homogenen Koordinaten klirt zunichst wieder die bisher ausge-
schlossenen Fille auf; wegen # = —1/a, v = —1/b sind # =0 und
v = 0 die Koordinaten der uneigentlichen Geraden g... Weiter folgt
aus (4)

c—1;

SHEN

u:vw = %:
den Gleichungen
=0, v =0, w=0
entsprechen daher (Fig. 39) die Punkte X, Yo und O des Koordinaten-
dreiecks. Die Gleichung @’ = 0 bedingt nimlich unendlichgroBe Werte
von # und v, also @ = 0 und & = 0. Den drei Seiten des Koordinaten-
dreiecks kommen mithin die Koordinaten

0,0,1; 0,1,0; 1,00

zu, und zwar sind 0, 0,1 Koordinaten von g.,, 0,1, 0 die der x-Achse,
1,0,0 die der y-Achse2).

‘ 1) Dem S. 35 zuriickgestellten Fall 4 = 0, B = 0 entspricht also die Ge-
rade g, -

2) Das Tripel ' =0, v'=0, w’ =0 ist als Koordinatentripel wieder aus-
geschlossen.
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In homogenen Koordinaten erhilt die Gleichung des Punktes die
Form
(5) Au +Bv' +Cw' =0,
als Bedingung der vereinigten Lage fiir (x’,’,2') und («’, v', w') er-
gibt sich
(5a) w'x +v'y +wd=0.
Anstatt der bisher benutzten (vorliufigen) Bezeichnungen %', y’, 2’
und #’, v’, @’ sollen die homogenen Koordinaten von nun an esnfacher

durch ]
X%, ¥y, 2, #, U, @

bezeichnet werden. Den Ubergang zu nicht homogenen Koordinaten
kann man so vollziehen, daB man z = 1 und w = 1 setzt; analog geht
man von den nichthomogenen Koordinaten zu den homogenen {iiber,
indem man %, y, #, v durch x/z, y/2, u/w, v/w ersetzt und dann die Nenner
durch Hinaufmultiplizieren beseitigt.

Die Bedingung (5a) der vereinigten Lage fiir Punkt und Gerade
lautet dann
(5b) ux+vy+wz=0;
sie fithrt zu folgender dualistischen Folgerung:

Ist Ax+By+Cz=0 die
Gleichung einer Geraden, so gilt
fiir ihre homogenen Koordinaten

u:v:w=A:B:C,;
A, B,C sind also direkt thre Ko-
ovdinaten.

Ist Au+Bv+Cw=0 die
Gleichung eines Punktes, so gilt
fiir seine homogenen Koordinaten

%:y:2=A:B:C;
A, B, C sind also divekt seine Ko-
ordinaten.

Es sollen noch die Formeln abgeleitet werden, die dem Teilungs-

verhiltnis einer Strecke oder eines Winkels entsprechen.

Fiir den

Punkt P(x,y), der die Strecke P,P, im Verhaltnis u teilt, fanden wir

e ket

X = -, y:

1—p

Y1i—H4Ys,

PP
’ = P, P

1—pu

Die Einfilhrung homogener Koordinaten ergibt

¥ mln—u ol

z 1—u
und dies 14Bt sich in

>

X __ AT k¥ 72

2 m—payealz’

Yy _ Y1/2 — 1ol

’

1—p

V1MUY 22y

2 — Wy 22

iiberfithren. Setzen wir noch uz /2, = u', so erhalten wir

(6) xiyiz = (% — W) (yy— Wys) (21— H2); Y= pzfz.

Die Konstante g’ ist also dem Teilungsverhaltnis u in der Weise pro-
portional, daB der Faktor z:z, nur von den Punkten P; und P, ab-
hingt und damit firr alle Teilungspunkte P derselbe ist.
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Analoge Formeln ergeben sich fiir eine Gerade 4, die den Winkel (g, g,)
in einem gegebenen Verhaltnis teilt. Aus den Gleichungen (17) von S.59
folgert man ebenso
(7) wiviw = (uy— p'tp) 1 (v — p'vp) 1 (W — p'wy),
und es ist auch hier x’ in dem vorstehend dargelegten Sinne dem
Teilungsverhiltnis (g, g,#) proportional.

Beispiel. Von den Gleichungen A +Bv =0, Au+Cw=0, Bv +Cw =0

stellt die erste einen Punkt auf g, dar, die zweite einen Punkt der x-Achse,
die dritte einen der y-Achse.

§ 3. Lineare projektive Koordinaten.

Seien 4, und 4, zwei Punkte einer Geraden — sie sollen wieder
Grundpunkie heiBen — und P ein beliebiger Punkt von ihr. Wir sahen
(S. 81), daB wir das Teilungsverhiltnis (4,4, P) als Koordinate von P
auffassen kénnen; dies gilt auch noch, wenn wir es mit einer Konstanten
multiplizieren. Diesem Gedanken wollen wir jetzt analytischen Aus-
druck geben.

Sei OP =%, und seien », und %, beliebige Konstanten; ferner
mogen %,, x, zwei Zahlen sein, so daB (Fig. 40)
®) 2 R N 4, P — xy(x —ay)

%o xy Ay P %o(% —ay)

ist, so entspricht jedem Zahlenpaar x,, x, eindeutig ein Punkt P der
Geraden; umgekehrt gehéren zu jedem Punkt
4 Ay 4z #  unendlich viele Zahlenpaare von gleichem Ver-
Fig. 40. hiltnis. Damit ist auf der Geraden eine allge-
meine homogene Koordinatenbestimmung ein-

gefithrt. Sie hat folgende evidente Eigenschaften:
1. GemdB der Definition sind die Koordinaten #, und x, den mit
je einer Konstante x; und », multiplizierten Abstinden 4, P und 4, P

proportional.

2. Wir konnen diese Proportionalitit durch die Gleichungen

(9) 0% = xi(% — ay), 0% = x3(x — ay)
ausdriicken; darin bedeutet p einen Proportionalitidtsfaktor in dem
Sinne, daB es zu jedem einzelnen Wertepaar x,, %, einen gewissen Wert o
gibt, der die Gleichungen (9) erfiillt!).

3. Der Wert x, = 0 liefert den Punkt A,, ebenso #x, =0 den
Punkt 4,. Der Punkt P, ist kein ausgezeichneter Punkt mehr; fiir
ihn ist xq 1%y = 5y %,

1) Das Paar x; = 0, x, = O ist ausgeschlossen.
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4. Die Gleichung (8) 148t sich in die Form

X i X — Q1 &
(,10) 1 — 1 171
Xo xzx—azxz
setzen; daraus folgt
Qo Ho Xy — Qq %1 X
(10a) g = 2%M 1%1%s,

Ko Xy — Ky
es driickt sich also x,:x, mittels einer linearen Substitution (deren
Determinante nicht Null ist) durch x aus; analog auch x durch x,
und x,. Es wird aber auch durch jede lineare Substitution
"11:0‘4’“*‘/5’ x:“ﬂl“f'“z«“z
%2 yx+9’ Br#y + Baxy’
deren Determinante nicht verschwindet, eine homogene Koordinaten-
beziehung begriindet; da wir in diesem Fall a,, 4, und #,:%, aus den
Substitutionskoeffizienten berechnen kénnen.

5. Wir bestimmen noch den Einheitspunkt (S. 83), fiir den
%y:%; = 1 ist, und der jetzt E heiBen soll. GemiB Gleichung (8) be-
stimmt er sich durch
(11) AE  AE = x93, .

Fithren wir ihn in (8) ein, so wird
% __ 4P A4E

(12) o =25 aF = (h4PE).

Es wimmt also x, : %, die Bedewtung eines Dv und damit einer projektiven

Koordinate an; sie erhilt die Werte 0, oo, 1, wenn P in die Punkte

Ay, 4,5, E féllt. Durch diese drei Punkte ist gemaB (12) die Koordinaten-

bestimmung eindentig festgelegt.

6. Die Gleichung

Xy — A Xg = 0
stellt gemdB (12) den Punkt P dar, fir den (4,4, PE) = 1 ist. Sind
ferner P und Q zwei Punkte der Geraden, fiir die
(A4, PE) =/ und (4,4,0E)=u
ist, so folgt aus Gleichung (5) und (8) von S. 66 (4,4,PQ) = 1:u;
d. h. das Dv der vier Punkte
% =0, 2,=0, %—A2=0, % —ux=20

hat den Wert 4:u . Diese Beispiele mogen ein Beleg fiir die an sich
evidente Tatsache sein, daB alle friither abgeleiteten Resultate, die sich
auf Dv-Werte beziehen, fiir die homogenen Koordinaten in gleicher
Form bestehen bleiben.

7. Die gewdhnliche Koordinatenbestimmung OP = x 14Bt sich in
die hier dargestellte einordnen. Wird auch fiir sie ein Einheitspunkt E
durch OF = 1 eingefiihrt, so ist
(13) %x=0P:0FE = (0P, PE).



90 VIII. Homogene Koordinaten.

Damit ist auch x als Dv dargestellt und zugleich die elementare MaB-
bestimmung als Sonderfall der projektiven erkannt.

Um die vorstehende homogene Koordinatenbestimmung auf die
Strahlen eines Strahlbiischels zu iibertragen, legen wir zwei Strahlen g,
und g, als feste Strahlen zugrunde (Grundstrahlen). Ist h ein beliebiger
Strahl und sind /, und /, die von einem seiner Punkte auf g, und g,
gefillten Lote, so koénnen wir ihm ein Zahlenpaar u,, #, so zu-
weisen, daB

(14) o x1ly _ xysin(gih)

Uy #yly ~ gsin(ggh)

% (g18:7)

ist; flir 2, und x, als beliebig gewdhlte Konstanten. Wenn wir wieder
einen Einheitsstrahl e so annehmen, daB fiir thn w,:u, = 1 ist, also

sin
(142) G160 = s — 2,
so wandelt sich die Definition (14) in
uy _ sin(g k) sin(ge) .
(14b) ;‘; T sin(ggh) sin(gze) (gl gzh e) ’

und es ist u,:u, wiederum in Form eines Dv dargestellt. Analog
iibertragen sich die iibrigen Resultate. Die Gleichungen #, = 0, #, = 0
stellen die Strahlen g, und g, dar, der Gleichung

Uy — Ay =10
entspricht der Strahl 4, fir den (g, g,%¢) = 4 ist usw.

Die homogenen Koordinaten x;, ¥, und #,, #, stehen auch unter-
einander in enger Beziehung. Wir schneiden (Fig.41) den Biischel
durch eine Gerade g; ihre Schnittpunkte mit den Strahlen g,, g, %, ¢ seien

Gy, Gy, H, E. Wir nehmen G; und G,
als Grundpunkte homogener Koordinaten

7, e und E als Einheitspunkt; es ist dann

¢ %1 % = (G,G,HE).
AuBlerdem ist fir jeden Punkt der Ge-
(8 AN ]
79 ¢ raden 4, also auch fiir den Punkt H
Uy ity = (§185h€);
nach dem Satz des Pappus (S. 67) ist daher

(15) Xy Ky = Uyl Uy

Fig. 41.

Wir diirfen dies kurz so ausdriicken, daB3 sich die Koordinatenwerte
im Strahlbiischel durch Projektion unmittelbar auf die Gerade vbertragen.

§ 4. Anwendungen der linearen projektiven Koordinaten.

1. Wir beginnen mit der Einfithrung einer neuen Bezeichnung. Den
Punkt mit den Koordinaten &,:&, nennen wir auch den Punkt (§);



§ 4. Anwendungen der linearen projektiven Koordinaten. 91

wir driicken es durch die Gleichung

X% =1E&116; Kb —%,E =0
aus. Kiirzer verwenden wir dafiir das Determinantensymbol (Anhang 2)
(16) (x€)=0.

DaB zwei Punkte (&) und (i) identisch sind, driickt sich also durch
(6 1) = 0 aus. Dieses Symbol geht auch in den Ausdruck des Duv ein.
Sind ¢;, ¢;, #;, s; die Koordinaten der Punkte P, (Q, R, S, so folgt auf
Grund der projektiven Bedeutung unserer Koordinaten ausGleichung (39)
von S. 82 zunichst

om9 — (23 (23 () (23

Yol \gy: S UE S
und daraus weiter
(P17 — P27 (@152 — 92 51) (p7)(g5)
RS) = = .
(16a) (PQ S) (9172 — g271) (P1Sa — P2 $1) (g7) (@s)

2. Eine lineare Gleichung
(17) A %y + a3 %y =0
stellt einen Punkt dar, nidmlich den Punkt x,:%, = —a,:a,. Eine
gleich Null gesetzte quadratische Form
(18) 1(%) = ayy 85+ 2815%1 %, + a9 %3 = 0
hat als Wurzeln ein Punkiepaar. Es bestehe aus den Punkten (&)

und (). Durch Zerlegung der quadratischen Form in ihre beiden
Linearfaktoren entsteht dann gemif (16) die Gleichung

(18a) o(x &) (xn) = Ay X%+ 2015% % + Ay %5 = 0,
und es ist
0& M = ay, &M+ &m) = —2a,, 0& 1N = ay.

Die Gleichungen (x&) = 0 und (x#) = 0 liefern die beiden Punkte des
Paares. Sie sind identisch, falls die Diskriminante a,, @y, — @3 == 0 ist.

Werde durch :
@) = by 4] + 2byp % % + by 43 = 0

ein zweites Punktepaar dargestellt; die Bedingung, daB beide Paare
harmonisch sind, 1Bt sich unmittelbar den analogen Betrachtungen
von S. 69 entnehmen. Sie lautet also

(18Db) A11bgp — 215019 + A0y = 0.

3. Seien B,, B, die Grundpunkte neuer projektiver Koordinaten y;.
Nach § 3 stellt sich y,:y, linear durch x dar, ebenso auch x durch
%y : %y, es driickt sich also auch y,:%, linear durch x,:x, aus. Auf
derselben Grundlage folgt, daBl jede lineare Substitution, deren
Determinante nicht Null ist, einer Koordinatentransformation ent-
spricht.
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In homogener Schreibweise sei sie durch
(19) 0Y1 = Ay %+ Arp %, OYp = Ay % + Ay %y
dargestellt. Die geometrische Bedeutung der Koeffizienten ist leicht zu
erkennen. Der Punkt B, hat die Gleichung y, = 0, also in den Koordi-
naten x; die Gleichung a,, %; 4 4,5, %, = 0; ebenso ist ay %; + 2554, = 0
die Gleichung von B,. Die Determinante a, @y — @554, ist fiir eine
eigentliche Koordinatentransformation notwendig von Null verschieden.
Die auflésenden Gleichungen sind dann
(19a) Q% = Ay Y1— G12Y2, Q%= —du Y1+ Y-

4. Sei die Gleichung eines Punktes in den x; und y; dargestellt durch

Uy %+ U Xy =0 und vy, 47,5, =0,

so dal —u,:%4, und —uv,:v; seine Koordinaten sind. Alsdann er-
geben sich fiir sie aus (19) die folgenden Transformationsformeln:

! ’ .
(19b) QU = Ay V) + Ay Vy, QMg = Ayp Uy + gy Uy
ihre Aufldsungen sind
(19¢) 0'V) == Ggy Uy — Ay Uy, O'Vy = — Ay Uy + Ay Uy.

Die Gleichungen (19b) und (19c) stellen gemi8 Anhang 34a die &ranspo-

nierte Substitution zu (19) und (19a) dar; die Formeln, die u; durch v;

ausdriicken, sind kontragredient zu denen, die y; durch #; ausdriicken.
5. Eine der wichtigsten Aufgaben ist die, die neuen Variablen y,

und y, so einzufithren, daB die Form (18) in eine Summe von Quadraten

iibergeht, also in eine Form

(20) Prvi+ Bey:=0.

Dies ist an sich (Anhang 41) auf mannigfache Weise méglich; hier

soll zunidchst die geometrische Bedeutung der Transformation dar-

gelegt werden. Seien die Wurzelpunkte P, und P, von (18) insbesondere

reell, es haben dann 8, und 8, verschiedenes Zeichen; wir diirfen 8, = #2,
fls = —p] setzen, und die vorstehende Gleichung spaltet sich in

(20a) (bay1— P1¥2) (P2y1 + P1Y2) = O.

Sie zeigt, daB (S. 77) die beiden von ihr dargestellten Punkte zu y, = 0
und y, = 0 harmonisch sind. Die Einfithrung von y, und y, geschieht
also so, daB die Grundpunkte B,, B, und die Wurzelpunkte P;, P,
zwei harmonische Paare bilden?).

6. Hieraus flieBt eine wichtige Folgerung. Sei wieder
(20D) @) = bpy 27 + 2015 % %p + bya 5 = 0
eine zweite quadratische Form; ihre Wurzelpunkte seien Q,, @, . Nun

gibt es (S. 68) ein Punktepaar B;, B,, das sowohl zu P,, P, wie zu
0, Q, harmonisch ist; daher lassen sich zwei Punkte B; und B, als

1) In der Tat ist auch (18b) erfiillt.
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Grundpunkte fiir y; und y, so einfithren, daB3 deide Formen in den v,
aus der Summe zweier quadratischen Glieder bestehen.

Um dies auszufithren, kniipfen wir an einen S. 70 bewiesenen
Satz an. Aus ihm folgt, daB zugleich mit P,, P, und Q,, Q, auch jedes
Wurzelpaar der Gleichung

(21) (a4 + 2 @15 % %y + @ap 23) + A(bpy 4] + 2 D1 %1 %y + Dyp #5) = 0

zu B, und B, harmonisch liegt. Der Gesamtheit dieser Paare gehort
aber auch jeder der beiden Punkte B; und B, (doppelt gerechnet) an;
soll die vorstehende Gleichung diese Punkte darstellen, so muB} sie

sich auf ein Quadrat einer einzigen Linearform reduzieren und ihre
Diskriminante Null sein (Anhang 42a). Dies liefert die Gleichung

ay +A4by, ap+Aby —
lay, +Abyy, gy + Abyy

Sie ist eine quadratische Gleichung in 4; seien 4, und 1, ihre Wurzeln.
Die Linearformen, auf deren Quadrat sie sich reduziert, lauten dann
{Anhang 43a) fiir 4; = 4; oder 4, :

(@31 + 2; b1g) %y + (@15 + 4 b15 %) = 0

(@12 + A3 byg) %1 + (@95 + A; byy %) = 0.

Diese Gleichungen entsprechen den Punkten B, und B,; die gesuchte
Transformation kann daher durch die Gleichungen

{ 0y = (ay + A1 by1) %1 + (@ae + 41 b1,) %5,
0y = (ay3 + Ag byg) %1 + (Agg + A5 b39) %,
dargestellt werden. Thre rechten Seiten sind zugleich die beiden Linear-
formen, in deren Quadrat f 4- 4; ¢ — von einem eventuellen Faktor ab-
gesehen — iibergeht. Diesen Faktor kénnen wir mit y, und y, ver-
einigen, es wird dann

fHhLe=9, f+he =075,
und es folgt weiter

__¥i—9} = hyi+ 4y}
(24) ¢"—11_12y f'_‘ 11_;.2'_.

(22) 0.

oder auch

(23)

7. Als Ausdruck der projektiven Beziehung zweier Punktreihen er-
gibt sich zunichst die homogene bilineare Relation, die aus Gleichung (18)
(S. 70) durch Einfithrung von x,:x, hervorgeht; wir schreiben sie

(25) ﬁ11x1x1+ﬂ12x1xé+ﬂz1xixz'+ Pas e %5 = 0.
Die zugehoérige lineare Substitution setzen wir in die Form

(25a) QX = Gy %1 + K%y, QX% = Kgy ¥y + Kgp %y

‘Von ausgearteten Beziehungen sehen wir ab, nehmen also die Determi-
nante ungleich Null an. Der Nachweis der Invarianz der Dv-Werte
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kann auf dieser Grundlage sehr einfach geschehen. Seien x, y;, 2;, ¢;
vier Punkte der Geraden g und %, ¥}, 2, ¢, die entsprechenden Punkte
auf g’. Dann driicken sich die beiden Dwv-Werte (S.91) durch

(x2) o) o (W2 (F)
(v2) (x 1)’ yit) = o7y (#F)

aus. Nun ist nach dem Determinantenmultiplikationssatz (Anhang 19)

(xyzt) = («

gz(x'z’)=|9xi 0% — By %1 CypXy  GigyXy+ Kooy — | %1 %12 _|x1 X
071 073 |%n% Tt Kafe K%+ KaZs Koy K| |2 2

und daraus folgt

(26) (xyzt) = (x'y'2't).

8. Um die Doppelpunkte vereinigt liegender projektiver Punkt-
reihen zu ermitteln, nehmen wir fiir x, : x, und «{: x} wieder dieselben
Grundpunkte und denselben Einheitspunkt an. Die Doppelpunkte sind
dann durch x,:x, = #] : 75 gegeben. Die Gleichungen (24) miissen also
richtig sein, wenn wir %] und %} durch »; und x, ersetzen. Freilich
braucht dies nicht fiir beliebiges g erfiillt zu sein; es muB} aber (S. 88)
gewisse Werte p geben, fiir die es der Fall ist. Fir solches o miissen
also die Gleichungen

(%11 — Q) %+ X1p% = 0 also X113 — @ &y

|
> == 0
Ky %y + (Ko — @) %, = 0 Kop Koy — @

(27)
bestehen. Dies liefert zwei Werte g, und fiir sie sind die Gleichungen (27)
durch Werte x,, ¥, auflésbar, die nicht beide Null sind. So erhalten
wir die den Doppelpunkten entsprechenden Koordinaten %, :x,. Rech-
nerisch ergeben sie sich auch so, daB man ¢ aus den Gleichungen (27)
eliminiert; man erhilt so die quadratische Gleichung

(27a) Gor ¥f + (Kgp — Kyy) %y ¥y — K19%3 = 0.

9. Da eine projektive Beziehung durch drei beliebig wihlbare
Punktepaare festgelegt ist (S. 741), so konnen wir den Punkten %, = 0,
%, = 0 die Punkte x{ = 0, %} = 0 zuweisen. Dies bewirktin (23) f;;, =0
und Sy, = 0; die bilineare Relation lautet also einfacher

P12 %1% + Py %2 %1 = 0.
Werden als dritte Punkte auch die Einheitspunkte einander zugewiesen,
so wird B3+ f = 0, und unsere Gleichung geht in

XX — X%, = 0; Xy :%y = X[ %}
iiber. Sie sagt aus, daB — bei dieser Zuordnungsart — die projektiven
Koordinaten entsprechender Punkte gleiche Zahlenwerte besitzen.
Das analoge 148t sich fiir eine involutorische Beziehung erreichen.

Wir denken sie durch ihre beiden Doppelpunkte bestimmt und wihlen
dazu die Punkte %, = 0, also auch %{ =0, und x, = 0, also x} = 0.
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Fiir die ihr entsprechende bilineare Relation folgt dann £y; = f,, = 0,
sie lautet daher einfacher

X%+ %px{ =0 oder xy:x,+x{:%,=0.
Dies ist formal dieselbe Gleichung, die in gewéhnlichen Koordinaten
die Symmetrie auf der Geraden kennzeichnet (S. 74); die Punkte eines
Paares haben entgegengesetzt gleiche D v-Koordinaten.

10. Dem vorstehenden Resultat kommt eine tiefere projektive Be-
deutung zu. Wir wollen die projektive Beziehung zweier Geraden g
und % als eine Abbildung auffassen; einer Punktgruppe der einen Ge-
raden entspricht also eine Bildgruppe der anderen. Fiir diese Abbildung
besteht die Invarianz der Dv-Werte; jede Eigenschaft, die in gewissen
D v-Beziehungen einer Punktgruppe von g zum Ausdruck kommt, wird
sich also auf die Bildgruppe von % iibertragen. Ist auf g insbesondere
eine projektive Beziehung ihrer Punkte aufeinander vorhanden, so ent-
spricht ihr als Abbild eine gewisse projektive Beziehung der Punkte
von % aufeinander; einer auf g vorhandenen Involution entspricht eine
Involution auf % usw.

Wir setzen nun auf g eine Symmetrie voraus, gegeben (in gewShn-
licher MaBbestimmung) durch x + x' = 0. Weiter werde die projektive
Beziehung zwischen g und % so hergestellt, daf3 den Punkten 0, oo, 1
von g drei Punkte A4,, 4,, E von % entsprechen; wir wihlen sie fiir 4
als Grundpunkte und als Einheitspunkt der MaBbestimmung, also als
Punkte x; = 0, 2, =0, %,:%; = 1. Der Symmetrie auf g entspricht
dann als Abbild auf /% eine involutorische Beziehung mit 4, und 4,
als Doppelpunkten und mit der Gleichung x;: %, + x{: %) = 0. Wir
kommen so wieder zu dem unter 9. abgeleiteten Resultat; die Involution
auf % stellt sich als ein projektives Abbild der Symmetrie auf g dar,
und zwar in der Weise, daf3 (auf Grund geeignet gewihlter Koordinaten)
auf g und & dieselbe arithmetische GesetzmiBigkeit obwaltet.

Wir erkennen so die allgemeine Moglichkeit, Siatze von projektivem
Charakter dadurch zu gewinnen, daBl wir sie zunédchst fiir einen ein-
fachen Sonderfall ins Auge fassen und sie von ihm projektiv auf den
allgemeinen Fall iibertragen. Man spricht insofern von einem Uber-
tragungsprinzip 1).

Beispiel. Die Geraden g und g’ seien projektiv so aufeinander bezogen, daB
dem Punkt P, von g der Punkt P’ von g’ entspricht. Nun denken wir uns auf g’
eine projektive Beziehung — sie moge kurz durch 8’ bezeichnet werden —, einer

ihrer Doppelpunkte sei P, der andere O’. Auf g entspricht ihr eine projektive
Beziehung §§ mit den Doppelpunkten P, und O, also eine dhnliche Beziehung.

1) Involutorische Beziehungen werden deshalb (nach H. Wiener) ebenfalls
als ,,Spiegelungen‘* bezeichnet. Man nennt sie auch Operationen der Periode zwei
und sagt, sie seien gemeinsam dadurch ausgezeichnet, daB ihr Quadrat gleich 1
ist. Das bedeutet folgendes: Geht durch eine Spiegelung ein Punkt P in P’
iiber, so fithrt dieselbe Spiegelung P’ wieder nach P (also in seine Ausgangs-
stelle) zuriick.
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Sind Q und @, zwei entsprechende Punkte fiir sie, so ist 0Q; = & -0Q; sei x < 1.
Wir wollen sagen, daB Q durch §§ in Q, iibergeht. Geht analog Q; durch f in Q,

iiber, so ist
0Q, =00, = x20Q,

analog ist, wenn Q, durch P in Q, iibergeht, 0Q; = a*0Q usw. Dabei werden sich,
wegen « < 1, die Punkte Qy, 05, Qs . ..Q,, ... immer mehr dem PunktO an-
nahern; man sagt, O sei der Grenzpunkt der Punktfolge {Q,}.

Ebenso 148t sich eine Punktfolge bestimmen, die das analoge Verhiltnis
zu Py, hat. Wird namlich durch Q_, der Punkt bezeichnet, der durch §§ in Q
tibergeht, ebenso durch Q_, der Punkt, der durch {f in Q _, tibergeht usw., so ist

0Q_,=0a"10Q, 0Q0_,=0a"%20Q,... 0Q_,=4&-"0Q,...

die Liange 0Q _,, wichst also mit #» iiber alle Grenzen, und es ist P_, als Grenzpunkt
der Folge {Q_,} anzusehen.

Die Ubertragung dieses Tatbestandes auf die Gerade g’ liefert: Bestimmt
man auf g’ zu @’ den Punkt Qf, in den @’ durch {/ tibergeht, zu Q; analog den
Punkt Q) usw., so ist der Doppelpunkt O’ der Grenzpunkt der Punktfolge {Q/}
und ebenso P’ der Grenzpunkt der Punktfolge {Q_,}.

§ 5. Allgemeine ebene homogene Koordinaten.

Die Verallgemeinerung der homogenen Punktkoordinaten x,y,z
von § 1 erreichen wir so, daB wir als Seiten des Koordinatendreiecks
drei beliebige Geraden gy, g,, g5 wihlen (Fig. 42).
Thre Gleichungen in gewéhnlichen x, y-Koordi-
naten seien?)

(28) ax+by+c, =0, ayx+byy+c;=0,
asx + bgy +c3 ="0.

Da die drei Geraden ein Dreieck bilden, ist die

Fig. 42. Determinante der a;, b;, ¢; von Null verschieden

und ebenso auch die Determinante der Unter-
determinanten A4;, B;, C; (Anhang 19b), es ist also

ial b, cl’ 4, B, C;
D=\a, b ¢]=20 und 4=|4, B, C,|=0.
‘“3 by ¢ 'Aa B, G

Die Schnittpunkte von g, g, g3, also die Ecken des Koordinatendreiecks,
seien I, I, I1I; fir ihre Koordinaten folgt (S. 44)

xI:y1:1=A1:BIZC1, xH:yH:1=A2:BZ:C2, xHI:yuI:'1=A3:B3:C3.
Sind ferner u;, v; die Koordinaten von g;, so ist (S.57)
wpivy i =apibyicy, Uy ivUy il =ayibyicy,  UgivUgi1 = agibyicy.

1) Es liegt nahe, homogene #,y, z-Koordinaten anzuwenden. ZweckmaBig
setzt man spater doch z =1.
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Endlich sind

Ayuy + Byo, + C; =0, Agus+ Byvy+ C, =0, Azug+ Bzvg+ C3=0
die Gleichungen der Punkte I, I1, II] in Linienkoordinaten. Alles dies
sind unmittelbare Folgen der Formeln von Kap. VI, § 4.

Seien nun $,, p,, p; die Lote von einem Punkt P auf die Dreiecks-
seiten, so wollen wir drei Zahlen %4, %,, x5 als Dreieckskoordinaten von P
bezeichnen, wenn sie (filr »,, x,, %5 als beliebig gewihlte Konstanten)
die Proportion

(29) Xyl ¥g = %y Py ingpelng Py
erfillen; wir schreiben sie wieder kiirzer in der Form
(29&) Qxiz}ti?i. 7:='1,2,3.

Um dies als eine zuldssige Koordinatenbestimmung zu erweisen,
ist zu zeigen, daBl zwischen den Punkten P und den Tripeln x; die in
§ 1 geschilderte Beziehung obwaltet. Dazu benutzen wir die Normal-
gleichungen der Geraden g, g,, g5; sie seien

Ni(x,y) =0, Np(x,y) =0, Nyxy) =0;
mit ihrer Hilfe nimmt die definierende Gleichung (29a) die Form
Qxi = %iNi (x, y)
an. Nun ist aber (S.39)
N;(x,y) = W Loy o

also -
Val + 01N, (x,9) = a;x + by + c;.
Wihlen wir nun x; = Ja? + &2, so erhalten wir
o =ax+by+o
(30) 0% =%+ byy+ ¢y
0% = agx + bgy + ¢;5.
Damit haben wir x,, %,, x5 durch x, y ausgedriickt. Jedem Wertepaar x, y
und damit jedem Punkt P entspricht also eindeutig ein Tripel x,: x5 %5.
Um auch das umgekehrte zu zeigen, 16sen wir die vorstehenden Glei-
chungen nach x, y, 1 auf; wegen D 2 0 ist dies moglich. Wir erhalten,
wenn o' wiederum ein Proportionalititsfaktor ist (wie Anhang 27),
x = Q'(Ay% + Apxy + Agxs)
(31) y = 0'(By%; + By + Bsxy),
1= 0"(C1% + Co%,y + Cyxy)
und schlieBlich fir x und y selbst
(31a) X — Ai# + A2y + Ayxy _ Bim 4 Byxy + By#s
Ci% 1 Co%p + Cang”’ Cia1+Coxg+ Gy’

es entspricht also auch jedem Tripel x;:%,:x, ein Wertepaar «,7v.

Schoenflies, Analytische Geometrie, 7
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Gehen wir zu homogenen Koordinaten #, y, z iiber, so ergibt sich
(32) x:iyiz= > A;x;: D Bixi: > Cix;.Y)
Es driicken sich also x, y, z und ¥, %5, ¥3 in der Tat linear durchein-

ander aus. Die Gleichung einer Geraden ist daher in den x; wiederum
vom ersten Grade. Insbesondere stellen
%4 =0, % =0, 23=0 und % =0, % =0
Seiten und Ecken des Koordinatendreiecks dar; wihrend
ZAixi=O, ZBixi=O, ZCixizo
die Gleichungen der Geraden ¥ =0, ¥y = 0, z =0 in den #;-Koordinaten
sind ?).

Die Gleichung
(33) Ci#, 4 Coxy + Gy = 0
ist die Gleichung von z = 0, also der unendlichfernen Geraden; es wird
somit auch die Gerade g, durch eine gewohnliche Gleichung in den
x,-Koordinaten ausgedriickt. Sie verliert damit ihren analytischen Aus-
nahmecharakter. Die vom Unendlichen unabhingige Einfithrung der
x-Koordinaten 148t also die Gerade g als einen mit jeder anderen
Geraden gleichwertigen analytisch-geometrischen Ort erscheinen. Da-
mit findet die Aussage von S. 85 ihre Bestitigung.

Analog gelangen wir zu allgemeinen homogenen Linienkoordinaten
(Fig. 43). Sind ¢y, g5, g5 die Abstinde einer Geraden (#v) von den
Ecken I, II, II1I des Koordinatendreiecks, sind
[y, Mo, Mg irgend drei Konstanten und uy, u,, %3
drei Zahlen, die die Proportion

Uy Ug i U3 = Uy G U2q2: U3 T3,

also
(34) ou; = p;q;, 1=1,2,3
Fig. 43. erfiillen, so koénnen sie uns die Dreiecks-

koordinaten der Geraden (uv) abgeben. Um
zu zeigen, daB die Geraden (#v) und die Tripel u,, #,, ug sich eineindeutig
entsprechen, benutzen wir den S.54 abgeleiteten Ausdruck fiir das
von einem Punkt (x, y) auf eine Gerade (u, v) gefillte Lot. Wie wir
oben sahen, stellen

A,:B;:Cy, Ay;:By:Cy, Ag:B;:C4
die xy-Koordinaten der Ecken I, II, III dar; wir haben daher

1) P A;x; ist Abkurzung fur Aqx; + Agxy + Ay %s.

2) Die Einfihrung derartiger Koordinaten geschah durch Mébius [Bary-
zentrischer Kalkiil (1827)] und Plicker [vgl. Gesammelte math. Abhandlungen
(1895), S. 124].
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Setzen wir nun u, = Cy, u, = C,, py = C;, so folgt

A;u 4+ Bv + C;

e

und die Gleichung (34) ergibt, wenn wir den Faktor Ju% - v% in den
Proportionalitidtsfaktor eingehen lassen,

(35) ou; = Asu+Biv+C;. 1=1,2,3.

Damit ist die verlangte, zu den Gleichungen (30) analoge lineare Be-

ziehung zwischen #,v und den #; gefunden. Thre Auflésung lautet
diesmal — fiir ¢’ als Proportionalititsfaktor —

Hi gy =

u = 0'(ay 1y + Ay Uy + a3 145)
(30) v = 0'(byuy + byuy + byuy)

1= 6"(cyuy + Catty + c3u);
hieraus folgt schlieBlich

(36a) PP L R Lk L B L L T L
4 crity + Gty + cyuy’ C1y + Cotty + Cgtty
oder
. v Y U
(37) wiviw = > a;up: > b D e

Es driicken sich also auch u, v, w und #,, u,, u; linear durcheinander
aus. Die Gleichungen

Dau; =0, Dbu; =0, Dcu=0
stellen wiederum die Punkte # =0, v =0, w = 0, also die Punkte
X, Yoo, O in den homogenen u-Koordinaten dar; wihrend die
Ecken I, I1, III des Koordinatendreiecks und seine Seiten durch
=0, #3=0, #g=0 und #;,=0, u,=0

bestimmt sind.

Die Gleichungen (30) und (36) sind zueinander Zontragredient, ebenso
die Gleichungen (31) und (35) (Anhang 34c).

Fur die Ecken des Koordinatendreiecks und den Einheitspunkt stellen die

7
Werte 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1; 1,1,1

je ein Koordinatentripel dar. Die u;-Koordinaten der Seiten sind analog
1,0,0; 0,1,0; 0,0, 1.

Den Koordinatenwerten u, : u, : ug = 1:1:1 entspricht die Gerade x; 4, + x5 = 0;

analog hat der Einheitspunkt die Gleichung u; + u, + #3 = 0.

Da man auBler dem Koordinatendreieck auch die Gerade #, + x, + #; = 0
willkiirlich wahlen kann, so folgt damit unmittelbar -der S. 47 abgeleitete Satz.
Setzen wir abkiirzend #; 4+ #, + 3= — #,, so besteht fur die vier Geraden
% =0(i =1, 2, 3,4) die identische Relation %, + x, + #; + %, = 0; analog zu
der Identitit (26a) von S.47.

Die homogenen Parallelkoordinaten stellen einen Sonderfall homogener
Dreieckskoordinaten dar. Wir wihlen insbesondere g; | g,; die Gerade g, werde
die y-Achse und g, die »-Achse, wihrend g, parallel mit sich in g., tibergehen
soll. Dann ist zunachst fiir »; = 1, %, = 1

Q¥ =Ky P =%, QX = XpPy =Y, 0% = x3P;.

7*
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Nun wihle man »; = 1/§, wo § das von O auf g, gefillte Lot ist. Dann folgt
Xyt XXy = x:Y:Psld;

riickt nun g; ins Unendliche, so wird § unendlich gro8, wahrend zugleich p;: 6 —

fir jeden beliebigen Punkt P — gegen den Grenzwert 1 strebt.

Fir die u; folgt das gleiche nunmehr analytisch auf Grund des in (40) abge-
leiteten Resultats fiir die Bedingung der vereinigten Lage. Sie behilt wihrend
des geschilderten Grenziibergangs ihre Form u; #; + 45 %5 + 4323 = 0. In der
Grenze geht sie in u;x + v,y + 1 = 0 tiber, also u;: Uy 1%y in w:v:1.

Das gleiche 148t sich analog fiir beliebige Parallelkoordinaten erweisen.

Es steht zu erwarten, daB sich auch die so eingefiihrten homogenen
Koordinaten als Dv-Koordinaten auffassen lassen. Es soll geniigen,
es fiir die &; zu zeigen. Wir benutzen dazu wieder den Einheitspunkt E,
der wegen x;:%,:%4; =1:1:1 nicht in eine Seite des Koordinaten-

uil4 dreiecks fillt. Seien e, €5, ¢; die von ihm auf
g1, 89 g5 gefillten Lote, so haben wir
9/ p & s 1,11
F 31.32.63:;;.;;.73
795 und konnen daher setzen (Gleichung 29a)
9/ émr
Fig. 44. (38) exi=1p11e1, 0%y =1y 6, QX3 =13 ¢;.

Dies fithrt dazu, jeden Quotienten x;:x; als Dv
darzustellen. Sind (Fig. 44) hyp und epp; die Strahlen, die die Punkte P
und E mit dem Punkt II] verbinden, so hat man

(39) Mo pr.e_ sinlgh) sin(gyemm) _
EP) Pa ey sin (g Ayyy) * sin(ggeqy)

und somit ist #;:x, als Dv dargestellt. Ebenso findet man

(€1 82 Furr enar)

¥, 2

(39a) D= (e huen), 2= (gghe).
1 3

Das Produkt der drei Dv hat offenbar den Wert 1; also
(8283 11 er) (g3 &1 Pt €ar) (81 &2 Paar €11r) = 1.

§ 6. Folgerungen.

Folgende Eigenschaften, die die homogenen Koordinaten betreffen,
seien besonders hervorgehoben:

1. Jedes Gleichungssystem der Form (30) mit beliebigen a;, b, c;
liefert (fiir D 2= 0) eine Koordinatenbestimmung. Denn die Ausgangs-
geraden gy, g,, g; als die drei Seiten eines Dreiecks konnten beliebig
angenommen werden. Durch die Geraden g, und den Einheitspunkt
sind gemaB (39) die Koordinaten eindeutig festgelegt.

2. Die Bedingung fiir die vereinigte Lage einer Geraden (u;) und
eines Punktes (x;) hat die einfache Form

(40) Uy X+ Ug X+ Uy X3 = 0.
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Die linke Seite dieser Gleichung geht ndmlich durch Einsetzen der
Werte (30) und (35) — von den Faktoren o und o abgesehen — in

Dilmx + by +¢) (A;u -+ Byo 4+ Cy)

iiber, wo die Summation tiber die drei Indizes 7 = 1, 2,3 zu erstrecken ist.
Nun ist gema Anhang 15¢

a;di+b;B;+¢,Ci =D, ady+b;B;+c;Cp=0,
und so nimmt dieser Ausdruck die Form
D(uy %y + up %, + ug %)
an; womit die Behauptung erwiesen ist?).
3. Die Koordinaten eines Punktes, der eine gegebene Strecke im
Verhiltnis u teilt, ergeben sich aus den Formeln (6) von S. 87 folgender-
mafen: Seien — in vorliufiger Bezeichnung — x:y:2 und X:Y:Z

die homogenen Parallelkoordinaten der Streckenendpunkte und &:%:C
die des Teilpunkts, so folgt aus den genannten Formeln

en=y—wY, ol=z2—pZ.
Wir multiplizieren diese Gleichungen mit a;, b;, ¢; und addieren sie;
werden die homogenen Koordinaten der drei Punkte durch (x;), (X;)

und (&) bezeichnet, so findet sich, gemiB (30)

Q‘:E—:x_/'I”X:

08 = o' — wWo'X;

oder endlich
cé&=x,+2X;; o=9:90; A=y

Ebenso konnen wir aus den Gleichungen (7) von S. 88 das dualistische

Resultat herleiten. Wird jetzt die Bezeichnung (zweckmiBigerweise)

so geiandert, daB y; und z; die Koordinaten der Streckenendpunkte

werden und #x; die des Teilpunktes, so kénnen wir folgende Sitze aus-

sprechen:

Sind (y;) und (z;) zwei Punkte,
so stellen sich die Punkte ihrer
Verbindungslinie durch
(41) e% =Y+
dar, und es ist 2 dem zugehdrigen
Teilungsverhiltnis proportional.

Insbesondere sind

Yir % v+ A2
vier harmonische Punkte.

yi—lzij

Sind (v;) und (w;) zwei Geraden,
so stellen sich die Geraden durch
ihren Schnittpunkt durch
(#1a)  ou=v;+ Aw
dar, und es ist A dem zugehdrigen
Teilungsverhiltnis proportional.

Insbesondere sind
v; + A w;

vier harmonische Strahlen.

Uy, Wy, ‘vi—_lwiJ

1) Einfithrung und Wahl der Konstanten x; u; dienen gerade dem Zweck,
die obenstehende, von allen Koeffizienten freie Form der Bedingungsgleichung

fiir die vereinigte Lage zu erreichen.
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4. Es bedarf keines Nachweises, daf3 alle Sitze und Relationen
projektiver Natur fiir homogene Koordinaten unverdndert erhalten
bleiben; z. B. haben die vier Punkte (oder Strahlen)

Yio Zi, Yi—Az, Yi—pzm (v, w, v—lw, u—pw),
das Dv A:pu. Ferner sind
ox; =y +4adz, o=y -+
projektive Punktreihen, wenn eine bilineare Relation
A+ pA4+y2V+d=0
besteht; sie wird fiir f = y involutorisch usw.

5. Fiir das folgende bezeichnen wir die Ecken des Koordinaten-
dreiecks durch G;. Sind ferner 7 und % zwei der Indizes 1, 2,3, so
soll I der dritte von ¢ und % verschiedene Index sein. Auf der Seite g,
liegen dann (Fig. 45) die Punkte G; und G; .
Ferner seien #; und ¢; die Geraden, die G,
mit einem Punkt P und mit E verbinden,
und H;, E; ihre Schnittpunkte mit g;. Fir
den Punkt H; ist dann x; = 0, und fir x;
und x; gilt die Gleichung (39) von S. 100,
also

%% = (gigx e -
Nun werde auf g; eine lineare homogene Koordinatenbestimmung ein-

gefilhrt mit G; und G; als Grundpunkten und E; als Einheitspunkt,
und es seien #}:x, die Koordinaten von H,;, dann ist (S. 89)

Nach dem Satz des Pappus sind aber die beiden hier auftretenden Dv
einander gleich, und so folgt

(42) i1 X = Xl K.

Wir sprechen dies kurz dahin aus, daB die Koordinaten x;:x, auch
homogene lineare Koordinaten fiir die Seite g des Koordinatendreiecks
darstellen.

Ein anderer Beweis ist der folgende. Die Dreieckskoordinaten
der Punkte von %, = 0 sind durch die Gleichungen (30) und x, = 0
bestimmt ; dabei entsprechen den Punkten G;, Gy, E; die Werte x; = 0,
% =0, %:% = 1:1. Durch diese Gleichungen sind aber (S. 89)
auch die linearen Koordinaten auf x; = 0 eindeutig bestimmt, und
das ist die Behauptung.

 Diese Folgerung l4Bt sich noch verallgemeinern. Alle im Beweis
benutzten Beziehungen sind von der besonderen Lage der Seite g
unabhingig, die Gerade g kann daher durch jede beliebige andere
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Gerade der Ebene ersetzt werden, die mit g; und g, ein Dreieck be-
stimmt.

Auch dieses Resultat iibertrigt sich dualistisch auf die Linien-
koordinaten #;. Im Strahlbiischel mit dem Scheitel #; = 0 stellen also
u; . wy, homogene lineare Koordinaten fiir die Biischelstrahlen dar, so
daB #; =0, u; = 0 die Grundstrahlen und #;:%; =1:1 den Einheits-
punkt liefern.

6. Der Ubergang zu einem neuen Koordinatendreieck der Ge-
raden A, Ay, By und den ihnen entsprechenden Koordinaten y; wird
durch eine lineave Swubstitution bewirkt. Zwischen den homogenen
Koordinaten «, y, 2 und den #; und den y; besteht je ein Gleichungs-
system der Form (32); aus ihm folgen die eben behaupteten linearen
Relationen. Die zugehérige Determinante ist von Null verschieden.
Es bestehen also Gleichungen der Form

0Y1 = Ay % + A%y + Ay3% i Ay e g
(43) 0Ys = Qg ¥y + Ay ¥y + dgg%5; D = | @21 Ao “23‘ 2 0.
QY3 = g1 %1 + Ay Xy + Agg %5 | ag d3g dgg |

* Die Auflésung liefert, wenn die A4;; die Unterdeterminanten der a;;
sind, fiir x; die Gleichungen (Anhang 34b)

0%y = Ay + Anys + Ag ys Ay Ay A:n’
(432) { 0'%y = Aypy1 + AoV + Agyyg; 4 :1/112 Ay Ay 20.
0'%3 = Ay3yy + Agg¥s + Az ys Ayy Ay Ay

Den Transformationsformeln fiir die Linienkoordinaten #; und v;
legen wir wieder die Bedingung auf, daB sie die Gleichung der ver-
einigten Lage >'u;x; = 0 in >'v;y; = 0 tiberfithren; sie miissen alsdann
denen von S. 99 analog sein, und lauten also

7
O Uy = Ayp¥y + Agp¥y + AgaVg, 0'Vy = Ay thy + Appthy + Apg g

’
O Uy = Q1301 + Ay ¥y + A3y 03, 0'vy = Ayytty + Aty + Ajgug
(44)
OUg = Q130; + Apg¥p + A3 V3, 003 = Agyuy + Agythy + Az

Die Formeln, die die #; durch die v; (und die v; durch die #;) ausdriicken,
sind also kowtragredient zu denen, die die y; durch die x; (und die x,
durch die y,) ausdriicken (Anhang 34c).

Umgekehrt wird aber auch durch jede solche lineare Substitution
mit nicht verschwindender Determinante eine Koordinatentransforma-
tion definiert. Ersetzen wir ndmlich in den Gleichungen (43) die x;
gemiB den Gleichungen (30) durch x und y, so ergeben sich fiir die y;
ebenfalls Gleichungen der Form (30) mit D = 0.

Die Geraden y; = 0 sind die Seiten %,, %,, 45 des neuen Koordinaten-
dreiecks; ebenso liefern die Gleichungen v; = 0 ihre Ecken in Linien-
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koordinaten. Daraus folgt die geometrische Bedeutung der Substitutions-
koeffizienten. Die Koeffizienten

M1 Ty g Aoy, Ao, Aeg; A3y, dgg, dgg
sind die #;-Koordinaten der Sedten Ay, hy, by, und
Ay, Agp, Ayg; Ay, Aoy, Aoggs Agr, Ay, Ay
die x-Koordinaten der Ecken des neuen Koordinatendreiecks. Analog
liefern die Tripel
Ay, Agy, Agy; Aygy Aoy, Agg; Agg, Agg, Agg

und )
%11, Qg1 Q315 Gy, Ao, A33; g3, Ao, 33

die v;- und y,-Koordinaten der Seiten und Ecken des alten Koordinaten-
dreiecks im neuen Koordinatensystem.



Ncuntes Kapitel.

Der Kreis.

§ 1. Die Kreisgleichung.

Die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkt M(«, ) und
dem Radius p ergibt sich unmittelbar aus der Formel (3) von S. 24,
sie ist
(1) (x—a)? 4+ (y — f)* — 0* = 0.

Nach den Potenzen der Koordinaten geordnet lautet sie

%2 + 9yt —2ax — 28y + a4 f2— 02 =0,
wofiir man auch
(1a) 224+ 92 —2ax — 28y 4+ 0=0; 0= a2+ % — p?
schreibt. Sie ist vom zwerten Grad in x und y; insofern heilit der Kreis
eine Kurve der zweiten Ordnung. Von Gliedern zweiter Ordnung tritt
nur der Ausdruck x? + y? auf; daraus folgt, dall eine Gleichung
(2) Ax2 +y3 +2Bx+2Cy + D =
nur Kreise darstellen kann. Der Vergleich mit (1a) zeigt, daB der
Mittelpunkt die Koordinaten

B C
(3) &=——, f=—7
besitzt, wihrend sich fiir g
D B2 4 C*— AD
(3a) R
ergibt. Ein reeller Kreis wird also durch (2) nur dargestellt, falls
4) B2+ C2—AD >0

ist. Im Fall B2 + C? — 4D = 0ist auch ¢ = 0; die Kreisgleichung wird
(x— )2+ —p=0,

ihr gentigt nur dey eine reelle Punkt x =&, y =f (Nullkreis). Ist

endlich B2 4 C? — AD < 0, so kann die Gleichung (2) durch kein

reelles Wertepaar ¥, y befriedigt werden; man sagt, der Gleichung (2)
entspreche ein imagindrer Kreis; sein Mittelpunkt (x, ) ist aber recll.
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Fir 4 = 0 artet die Gleichung (2) in die Gleichung einer Geraden
aus. Gehen wir zu homogenen Koordinaten %, y, z iiber, so wird sie
A(x® +y?) +2Bxz+4 2Cyz 4 D22 = 0;
sie bleibt also auch fiir A = 0 eine Gleichung zweiten Grades, nimlich
22Bx+2Cy + Dz) = 0.

Der ausgeartete Kreis besteht also aus zwei Geraden; zu der, die sich
aus (2) fir A = 0 ergibt, kommt noch g hinzu. Den Ubergang zu
homogenen Koordinaten werden wir deshalb immer dann vornehmen,
wenn die Beziehung des Kreises zur Geraden g. von Interesse ist.

Beispiel. Ein Kreis durch drei Punkte (#;9;) (¢ = 1, 2, 3) 148t sich leicht
in Determinantenform darstellen. Das Verfahren ist dem von S. 36 analog. Sei

Ax? + 9% 4+ 2Bx+2Cy+ D=0
fiir gewisse noch unbekannte A4, B, C, D die Kreisgleichung. Dann ist auch
A(x} +9?) + 2By, +2Cy,+D =0; i=1,2,3.
Aus diesen vier Gleichungen ist 4, B, C, D zu eliminieren; dies liefert (Anhang 30)

die gleich Null zu setzende Determinante.

Sei ¢ (Fig. 46) die Lange der Tangente, die von einem Punkt P(f, 7)
an den Kreis gelegt werden kann, so ist 2 = PM? — M T? oder

2= (§ — &)+ (n — p)* — 0.
Liegt der Punkt (& #) im Innern des Kreises und ist s die halbe kleinste
durch ihn gehende Sehne (die also auf M P senkrecht steht), so folgt
fir ihr Quadrat ebenso
=t — (=) —(n—p)°.
Setzen wir abkiirzend
(5) (€ =)+ —p)°—0*= SEn),
so haben wir
12 = S(&n), s?= —S(y);
der Ausdruck S(¢#) hat also fiir jeden nicht auf dem Kreise liegenden
Punkt eine einfache geometrische Bedeutung. Der Kreis selbst ent-
hilt die Punkte, fiir die S(xy) den Wert Null hat; was wieder die
Gleichung (1) liefert.
Zieht man durch P eine Gerade, die den Kreis (Fig. 46) in 4 und B
trifft, so ist bekanntlich fiir jede solche Gerade
12 = PA.- PB, s*= —PA.PB
und daher in beiden Fillen
(6) S(n) = PA - PB.
Man nennt P4 - PB die Potenz des Punkies P fiir den Kreis. Also folgt:

Der Ausdruck S(&w) stellt fir jeden Punkt P(Ew) die Potenz fiir
den Kreis mit dem Radius o und dem Mittelpunkt («, B) dar.
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Der eben benutzte Satz, daB PA - PB fir alle durch £ gehenden Geraden
konstant ist, 1aBt sich leicht analytisch ableiten. Durch den Punkt (£7) denke
man eine Gerade gezogen; ihre Gleichungen seien (S. 38)

¥ =&+ scosp, y=1n+ ssing.
Wird dies in die Gleichung des Kreises eingesetzt, so ergibt sich
(E— o+ scosg)? + (n — f + ssing)?2 — p? =0,
also eine quadratische Gleichung in s, die durch ihre Wurzeln s; und s, die ge-
meinsamen Punkte von Kreis und Gerade liefert. Sie geht, nach s geordnet, in
1s2 +2ms -+ n =0 iber; fir
I=1, n=_E—-a+ (n — ) — 0®=S(n) .

Wegen / = 1 hat man sysy = 2 = S(E7) -

Es ist also s;5, unabhingig von ¢, und das ist der zu beweisende Satz.

§ 2. Kreis und Gerade. Tangente.

Seien ein Kreis K und eine Gerade g gegeben; die Gerade verbinde
die Punkte P,(&n,) und P,(&§7,). Wir stellen ihre Punkte P(x,y)
durch die Gleichungen
_é—,ltfz _h =K
(7) r= 1—pu ’ T i—u
dar (S.37), in denen u das Teilungsverhiltnis (P, P, P) bedeutet. Die
Punkte, in denen g den Kreis schneidet, seien P’ und P”, und u’, u”
die ihnen entsprechenden Werte von p; sie sind Wurzeln der Gleichung,
die sich durch Einsetzen der Werte (7) in die Kreisgleichung ergibt. Da

& o= (& — &) o Mi— B —wny— B
Yoo=ry ey YT h= 1—n
ist, erhdlt diese Gleichung die Form

{i—a—p(&— o))+ {n—F—nle — F* — (1 —1)* = 0;

nach u geordnet laute sie

) Sopt? — 2S5, 10 + Sy = 0;

i

. Si= (& — &R+ (g — ) — ¢* = S(Eumy)
Soo = (&g — )2 + (1, — ) — ©® = S(&292) »
Sip= (& — &) (& — &) + (9, — B) (n — B) — @*.

Die Auswertung von p' und '’ ist jedoch ohne wesentliches Inter-
esse. Die Aufgabe, die wir losen wollen, ist vielmehr die, die Punkte P,
und P, so zu wihlen, daB P, P, Tangente in P, wird. Féllt P, auf den
Kreis, so ist S(&#,) = S;; = 0; eine der beiden Wurzeln ' und p”
ist Null — was auch an sich evident ist. Essei 4’ = 0. Die Gerade P, P,
trifft dann den Kreis im allgemeinen noch in einem von P; verschiedenen
Punkt P"”. Soll sie Tangente in P, werden, so mufl auch P" in P; fallen-
es wird auch p” = 0, und die Gleichung (8) hat die Doppelwurzel Null.
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Dies liefert S;, = 0 als neue notwendige Bedingung fiir Py(&;, 75). Um
die Tangentengleichung in verdnderlichen Koordinaten #, ¥ zu erhalten,
haben wir &, 1, durch x,y zu ersetzen; sie hat also die Form

) G—)x—)+m—PHy—F—e*=0.

Die Gleichung des von einem Punkt P;(§;%,) an den Kreis ge-
zogenen Tangentenpaares ergibt sich folgendermaBen. Wir fragen dies-
mal, wie der Punkt P,(&,7,) liegen muB, damit die Gerade P;P, eine
Tangente des Kreises wird. Die Antwort lautet, daB die Wurzeln u'
und u'’ dann einander gleich sind. Es mufl also die Diskriminante
von (8) verschwinden; dies liefert
(10) 5%2 — SySp =0
als Bedingung fiir P,, in variablen §&,, 7, also die Gleichung des Tan-
gentenpaares?).

Beispiel. Seien (& 7,) und (§,%,) zwei Punkte des Kreises, und #;y; der
Schnittpunkt ijhrer Tangenten. Dann bestehen fir ihn gemiB (9) die beiden

Cleichungen (&, — a)(m — @) + (n — Hr — f) — ¢* =0 und
(8 — &) (%1 — &) + (9, — P01 — B) — e* =0.
Daraus folgt unmittelbar, dag
E—o)x—)+(— B — B —e*=0
in variablen &, % die Gleichung der Berithrungssehne von (x,9,) ist; denn sie ist

Gleichung einer Geraden, und auf ihr liegt gemaB den vorstehenden Gleichungen
sowohl (& #,) wie auch (£27,).

Bemerkung. Der Kreis zerlegt die Ebene in zwei Gebiete, ein ¢nneres und
ein duBeres. Eine analytische Unterscheidung liefert, wie wir oben sahen, das
Vorzeichen von S(§, ). Eine andere ebenfalls analytische ist die, da8 Gleichung (10)
fiir die AuBeren Punkte ein reelles Tangentenpaar darstellt, fiir die inneren nicht.

§ 3. Linie gleicher Potenzen.

Seien K und K’ zwei Kreise. Wir fragen nach den Punkten (x, y),
die fir K und K’ gleiche Potenz besitzen. Fiir sie muf3

S, y) = S'(%9)
sein; oder einfacher geschrieben
(11) S—S=o0.
Dies ist, da %2 4 92 in der Differenz S — S’ wegfillt, eine Gleichung
ersten Grades in x und y; ausfithrlicher geschrieben lautet sie

(11a) 20 —aYx+2B—p)y— (0 —8)=0.

Die durch sie dargestellte Gerade heillt Linie gleicher Potenzen oder
Potenzlinie beider Kreise (auch Chordale); die Tangenten, die sich von
ihren Punkten an K und K’ legen lassen, sind einander gleich. Wie

1) Man zeigt leicht, daB3 (10) ein Geradenpaar darstellt.
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aus Gleichung (15) (S. 40) hervorgeht, steht sie auf der Verbindungs-
linie von (& p) und (a’f’) (der Zentrale beider Kreise) senkrecht.

Der Gleichung (11) geniigen die Punkte, fiir die zugleich S =0
und S'= 0 ist, d. h. die Schnittpunkte beider Kreise. Schneiden sich
also die Kreise reell, so ist die Potenzlinie ihre gemeinsame Sekante,
berithren sie sich, so ist sie die gemeinsame Tangente. Wie man sie in
dem Fall konstruiert, dal die gemeinsamen Punkte imagindr sind,
bleibt zunichst offen; wir werden ihn alsbald ebenfalls erledigen.

Bemerkung. Die Potenzlinie ist auch dann eine reelle Gerade, wenn einer

oder beide Kreise imaginir sind. Bei einem imaginiren Kreis ist iibrigens die
Potenz fiir jeden Punkt der Ebene positiv.

Wir gehen zu drei Kreisen K, K', K’ iiber;
S=0, =0, §"=0
seien ihre Gleichungen, also
(12) S—S=0, S—S5"=0, S"—S=0

ihre Potenzlinien. Die Summe dieser drei Gleichungen ist identisch
gleich Null, und die drei Potenzlinien gehen (S. 46) durch einen Punkt.
Es gibt also einen Punkt, der fiir alle drei Kreise die gleiche Potenz besitztt).
Die von ihm an die drei Kreise konstruierbaren Tangenten sind daher
simtlich einander gleich (Potenzpunkt der drei Kreise).

Dieser Satz liefert die Potenzlinie zweier reellen Kreise K und K’,
die sich nicht reell schneiden. Man zeichne nimlich einen Kreis K’ so,
daB er sowohl K wie auch K’ schneidet, und ziehe die gemeinsame
Sekante fiir K, K’ und K’, K", so ist ihr Schnittpunkt dem Satz gemaf
auch ein Punkt der Potenzlinie der Kreise K und K’, die Potenzlinie
selbst also das Lot von ihm auf ihre Zentrale.

§ 4. Das Kreisbiischel.

Die Gleichung
(13) S—iS'=o,
oder ausfiithrlicher
(2 y) (1= D) —2(w —A)x—2(F— 1)y + 6 — 4 =0,

stellt einen Kreis K'* dar, dessen Mittelpunkt M (a”, #’*) die Koordi-
naten

(14) o = fx_—:;"o‘, , ﬂ” - p—Lrp

T 1—1
besitzt. Erliegt auf der Zentrale von K und K’ und teilt die Strecke MM’
im Verhiltnis 4 (S. 25). Jeder Kreis (13) geht durch die Schnittpunkte

1) Der Punkt kann auch ins Unendliche fallen, wenn namlich alle Zentra
auf einer Geraden liegen. Analoges gilt auch fur die folgenden Paragraphen.
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von K und K’. Alle Kreise, die den verschiedenen Werten von 4 ent-
sprechen, bilden ein Kreisbiischel ; die gemeinsamen Punkte von K und K’
heiBen seine Grundpunkte. Dem Biischel gehort sowohl K an (fiir 4 = 0)
wie auch K’ (fir A = o0). Fir 41 =1 artet K'" in die Potenzlinie von
K und K’ aus; offenbar ist sie zugleich Potenzlinie fiir irgend zwei
Kreise des Biischels. Wir rechnen sie als uneigentlichen Kreis eben-
falls dem Biischel zu.

Ist (%) ein Punkt von K, und setzen wir die Gleichung (13)

in die Form ,
S ) :S'(& ) =4,

so erkennen wir die geometrische Eigenschaft des Kreises K'’; fiir
jeden seiner Punkte hat seine Potenz fiir K zu der fir K’ ein konstantes
Verhiltnis.

Schneiden sich K und K’ reell, so gibt es unter den Kreisen des
Biischels einen kleinsten; sein Mittelpunkt fallt in die Pofenzlinie.
Beriihren sich die Kreise in einem Punkt, so beriihren sich alle Kreise
des Biischels in ihm. Sie bilden ein Biischel von Bertihrungskreisen;
ihm gehért der Beriihrungspunkt als Nullkreis an. Den Fall imagindrer
Schnittpunkte von K und K’ behandeln wir in § 6.

Im Biischel sind im allgemeinen zwei Nullkreise enthalten; sie
entsprechen den Wurzeln 4 der Gleichung

{ 0=t
N VN y 7 a2 2 sy
(14a) _ (a Lo ) (ﬂ1 _llﬂ ) . 61 —A;? _

1 — 1

Dem Vorstehenden gemiB sind sie fiir ein Biischel mit reellen
Schnittpunkten imagindr; fiir ein Beriihrungsbiischel fallen sie zu-
sammen, fiir ein Biischel mit imagindren Schnittpunkten sind sie reell
(vel. § 6).
Das Kreisbiischel wird von jeder Geraden g in Punkiepaaren einer
Involution geschmtten der Schnittpunkt mit der Potenzlinie bildet das
p Zentrum C der Involution (Fig. 47). Sind
nédmlich P, Q und P’, Q' die Schnittpunkte
von g mit zwei Kreisen K und K’, so hat
C fir K und K’ gleiche Potenz, es ist also

CP.CQ=CP'-C(Q,

und das ist (S.75) die definierende Glei-
chung der Involution.

Die Involution kann hyperbolisch, elliptisch und parabolisch sein.
Wird die Gerade g von Kreisen des Biischels beriihrt, so falleh in den
Berithrungspunkten 4 und B je zwei Punkte eines Paares zusammen;
sie sind die Doppelpunkte der Involution und sie ist hyperbolisch. Wird
dagegen g von keinem Biischelkreis berithrt, so ist dic Involution
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elliptisch. Der parabolische Fall tritt ein, wenn die Kreise sich reell
schneiden und die Gerade g durch einen dieser Schnittpunkte hindurch-
geht. Dann fillt C in ihn hinein und die Involution artet aus; von jedem
Paar P, Q fillt ein Punkt in C. Die so ausgeartete Involution bildet
den parabolischen Fall.

§ 5. Winkel zweier Kreise.

Haben zwei reelle Kreise K und K’ einen reellen Punkt P gemein,
so soll (Fig. 48) der Dreieckswinkel M PM"’ als der Schnittwinkel ¢ beider
Kreise definiert werden'). Aus dem Dreieck MPM’ folgt

200 cosp=9*+ @2 — MM'?
=@+ 0 — (@ —a)P—(f— )%
daraus ergibt sich weiter
(15) 200’ cosp=200a"+28p — (54 ).
Die Kreise schneiden sich orthogonal, wenn Fig. 48.
(15a) 200’ + 2B — (0 + ) =0
ist (Orthogonalititsbedingung). Bei orthogonalem Schneiden ist in den
Schnittpunkten der Radius des einen Kreises die Tangente des
anderen?).
Legen wir die Kreisgleichung in der Form

A@x2+y3) +2Bx+2Cy+D=0
zugrunde, so erhdlt die Orthogonalitdtsbedingung die Form
(16) 2BB' +2CC'— (DA’ +AD)=0,
und fiir den Winkel ¢ folgt

, BB +2CC — (DA ,
(164a) 200 cos<p=2 +2 AA’( +AD)

Ein reelles Schneiden beider Kreise tritt nur ein, wenn die Formel (15)
fir cosg einen Wert gibt, der dem Intervall — 1 =< @ =<1 angehért. Fir
cosep = -1 berithren sich beide Kreise; ihre Konstanten befriedigen dann die
Gleichung (& — a)2 4 ( — p')2 = (0 4+ 0’)%, und man erkennt, daB es fir
cos ¢ = — 1 von auBen, fir cos ¢ = 41 von innen geschieht. Wir werden aber
auch fir die tbrigen Werte von cose von einem (imagindren) Schnittwinkel
sprechen und ihn durch obige Formel definieren.

1) Wir beschranken uns hier ausdriicklich auf reelle Kreise (den Nullkreis
als Grenzfall eingeschlossen). Da in (15) auch ¢ und p’ auftreten, wiirden in diese
Gleichungen sonst imaginire Werte eingehen. Dies schwindet wieder fir ¢ = z/2,
also cosgp = 0. Man vgl. insofern auch den Text.

2) Auch allgemein liefert ¢ einen Winkel der beiden Tangenten, wund
zwar den, in den M PM’ durch Drehung um P iibergeht.
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Sei M, (Fig. 49) ein Punkt der Potenzlinie von K und K'1). Legen
wir von ihm die Tangenten an beide Kreise und schlagen mit ihnen
(als Radius) einen Kreis K, um M,, so schneidet er die gegebenen
Kreise K und K’ orthogonal. Wir lernen damit eine neue Eigenschaft
der Potenzlinie kennen; sie ist Ort der
Zentra aller Kreise, die K und K’ ortho-
gonal schneiden. Haben K und K’ keinen
- reellen Schnittpunkt, so sind die Tan-
<G genten an sie flir jeden Punkt M, reell,
also auch der zugehorige Orthogonalkreis.
Schneiden sie sich reell, so ist der gemein-

-same Orthogonalkreis fiir ihre Schnitt-
" punkte als Punkte M, ein Nullkreis; fiir
die Punkte M,, die innerhalb von K

und K’ liegen, ist er imagindr.
Figen wir zu K und K’ irgendeinen
dritten Kreis K", so ist der Schnittpunkt
Fig. 49. ihrer drei Potenzlinien Zentrum eines
Kreises, der alle drei Kreise K, K', K"’
orthogonal schneidet; zu drei Kreisen gibt es also stets einen gemeinsamen
Orthogonalkreis. Er kann imaginir sein und auch in eine Gerade ausarten.

Die Gleichung des Orthogonalkreises zu drei Kreisen kann leicht gefunden
werden. Setzt man sie in der Form

%2 4+ 92 — 208 — 28y + 8 =
voraus, so folgen aus der Orthogonalititsbedingung die Gleichungen
0 — 200, — 286, +8=0; 1=1,2,3.
Dies sind zusammen vier homogene lineare Gleichungen fiir 1, — &, — £, d; in
dem Verschwinden ihrer Determinante erhalten wir den Orthogonalkreis.

Der Winkel zweier Kreise und die Orthogonalitit sind Beziehungen,
die vom Koordinatensystem unabhéngig sind; sie miissen sich im Sinne
von S. 51 als Invarianten fir alle rechtwinkligen Achsensysteme erweisen
lassen. Dies soll jetzt geschehen. Die Gleichungen

S=0, =0, S—15=0
mogen fiir neue rechtwinklige Koordinaten #,, y, die Form

S;=0, S{=0, S5;,—45=0
annehmen. Es ist dann also

S—A4S8"=S,—1S5,

und zwar in dem Sinne, daB} die rechte Seite durch die Transformations-
gleichungen aus der linken hervorgeht. Nun enthilt das Biischel zwei
Nullkreise; es miissen daher dieselben Werte 1 die Gleichungen

S—218=0 und S;,—41S{=0

1) Ein Teil der Figur gehort zu § 6.
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zu einem Nullkreis machen. Diese Werte 1 sind Wurzeln je eine
quadratischen Gleichung (14a), also von
(6 —Aa)2+ (B — A2 —(1—A) (0 —4d)=0 und
(0y— A2+ (B — 2] — (1 — 2) (5, — 1)) = 0.
Diese Gleichungen miissen daher proportionale Koeffizienten von 42, 1, 1
besitzen; ihre geometrische Bedeutung wird sogar zeigen, daB ihr Ver-
héltnis in der Gleichheit besteht. So ergibt sich
242 —-5=u0l+ -9, a’2+ﬂ’2—6’=a33+ﬂ{2—5;,
200"+ 26 — (04 &) = 20,00 + 28, 1 — (3, + 9)) -
Die ersten beiden Gleichungen haben die evidente Bedeutung o% = ¢?
0'? = oi?, die dritte gibt die Invarianz der Orthogonalititsbedingung.
Aus beiden zusammen folgt gemdB (15) auch die Invarianz von cosg .

Werden die so gefundenen invarianten Ausdrucke durch [y, [y
und J(k, ') bezeichnet, so ist

*=Ji, *=Jt, 2Ji=JkE, 2Jr=]JFF)
und daher Tk ) _ T )
2VTe-Viw VIR - J#F)

€osp =

§ 6. Orthogonale Kreisbiischel.

Wie wir in § 4 sahen, ist die Potenzlinie von K und K’ auch Potenz-

linie fiir irgend zwei Kreise des Biischels
(17) S—18=0;
daraus ist bereits zu schlieBen, dall der in § 5 betrachtete Kreis K,
um den Punkt M, jeden Kreis des Biischels orthogonal schneidet.
Analytisch ergibt es sich folgendermaBen. Da der Kreis K, zu K und K’
orthogonal ist, so bestehen nach § 5 die Gleichungen

200,68 +26, —(0,4+90)=0,

200"+ 26, — (6, + ) =0.
Aus ihnen folgt — durch Multiplikation mit 1 und 4 und Subtraktion —

2000 —28) + 25,8 — ) —{d(1 —4) + 06— 1} =0,
und dies ist, wie die Gleichungen (14) erkennen lassen, in der Tat die
Orthogonalitdtsbedingung fiir K, und einen beliebigen Kreis des Biischels.
Sei Mj ein zweiter Punkt der Potenzlinie (Fig.49) und K; der um
ihn gelegte Kreis, der das Biischel orthogonal schneidet; ferner seien
S;=0 und S{=0

die Gleichungen beider Kreise. Sie bestimmen ebenfalls ein Biischel,
ndmlich
(18) S;—uSi=o0.

Schoenflies, Analytische Geometrie. 8
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Die beiden so erhaltenen Biischel stehen in einer einfachen Beziehung
zueinander; jeder Kreis des eimen Biischels schueidet jeden Kreis des
anderen ovthogomal. Wir wissen nidmlich schon, daBl jeder Kreis des
zweiten Biischels zu allen Kreisen des ersten orthogonal ist. Ferner
ist aber auch jeder einzelne Kreis des ersten Biischels sowohl zu dem
Kreis K, wie zu K{ senkrecht, damit also zu zwei, und daher auch
zu allen Kreisen des durch (18) dargestellten zweiten Biischels, und
dies ist die Behauptung.

Solche Biischel heiBlen orthogonale Kreisbiischel. Die Potenzlinie
des ersten Biischels ist Ort der Kreismittelpunkte fiir das zweite, und
ebenso umgekehrt. Besteht insbesondere das eine Biischel aus Be-
rithrungskreisen, so auch das andere.

Die so gefundenen Kreisbiischel bilden zwei Kurvenscharen, wie
wir sie am Schlufl von Kap. III behandelten, und die wir als Grundlage
fiir Koordinatenbestimmungen erkannten. Deshalb leiten wir noch einige
weitere Eigenschaften fiir sie ab. Dazu legen wir die Koordinatenachsen
zweckmiBig so, daB die beiden Potenzlinien in sie hinein fallen.

Die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt in einen Punkt («, 0)
der x-Achse fillt, lautet

(19) 224 y2 —2ax+4+ 0 =0;
ebenso ist die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt (0, f) in
die y-Achse féllt,
(19a) 224 v:—2px-F 0 =0.
Die Bedingung (15a), daB je zwei solche Kreise orthogonal zueinander
sind, nimmt hier die einfache Form
0490 =0
an. Wir setzen d = — y2, also ¢’ = + »2, so werden unsere Gleichungen
(200 #*+9yP—2ax—p2=0, x*+y2—28y+4y2=0.
Waihlen wir nun 2 als Konstante, so ergeben sich die beiden Biischel
in der Lage, wie Fig. 49 sie zeigt. Allen Kreisen, die der ersten Glei-
chung genitigen, gehoren die gemeinsamen Punkte von
%24+ 9y2—92=0 und x=0

an, sie bilden also ein Biischel, fiir das die y-Achse die Potenzlinie ist;
die Punkte im Abstand -y von O sind die reellen Grundpunkte des
Biischels. Fiir die Kreise des zweiten Biischels sind die Grundpunkte
durch die Gleichungen

x2+y2+72:0, y:O
gegeben; ihre Potenzlinie ist die x-Achse, und ihre Grundpunkte sind
tmagindr ; keine zwei Kreise dieses Biischels schneiden sich also reell.

Man erkennt weiter, da3 jeder Kreis des ersten Biischels reell ist; fiir
ihnist p?= a? 4 y2 Dagegen ist fiir das zweite Biischel o2 = 2 — y2;
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es enthdlt daher zwei Nullkreise, den Mittelpunkten g = 4-y ent-
sprechend, wihrend die Kreise p2 <Cy? deren Mittelpunkte also in
das Stiick der y-Achse fallen, das durch 4 y und — y begrenzt ist,
imagindr sind; was auch geometrisch evident ist.

Fiir y = 0 gehen die beiden Biischel in Biischel von Beriihrungs-
kreisen (mit O als Berithrungspunkt) iiber.

§ 7. Kreispunkte und Minimalgeraden.

Wir gehen von Gleichung (2) aus und setzen sie in die homogene

Form A2+ %) +2Bxz+2Cyz+ D22 =0. (4 = 0).
Fir die Schnittpunkte des Kreises mit z = 0 ist
(21) ¥24+92=0 oder (x+1y)(x —1iy) =0;

sie sind also zugleich Schnittpunkte von g., mit den beiden imaginiren
Geraden

(21a) x+1y=0 und x—1y=0.

Da dies Resultat von den Konstanten 4, B, C, D unabhingig ist, geht
jeder Kreis durch dieselben (imagindren) Punkte von g.; sie heiflen
deshalb Kreispunkte. Sie sollen durch Jo und [ bezeichnet werden.

Die Gleichung des Paares der Kreispunkte lautet in Linienkoordi-
naten
(21b) (0 —vi) (1 +vi) =u2402=0.

Thre Koordinaten sind ndmlichx:y:2=1: —z:0und x:y:2=1:7.0;
die Gleichungen in Linienkoordinaten sind daher (S. 57) # —vi =
und # 4 v¢ = 0, und dies ist die Behauptung. Wie der Ausdiuck x2 + v2,
so bleibt auch #? 4 v? bei rechtwinkligen Koordinatentransformationen
invariant (S. 56).

Die Kreispunkte Joo und Jo gehoren auch den ausgearteten Kreisen
an, die dem Fall A = 0 entsprechen. Alsdann ist ndmlich die ganze
Gerade g ein Teil des Kreises, also auch J. und J .

Die beiden imagindren Geraden

2+1y=0 und x—1y=0
haben sehr eigenartige Eigenschaften.
1. Sind (%, ;) und (%,¥,) zwei Punkte einer von ihnen, so ist
%4ty =0 und %, 41y, =0,
und daraus folgt
Yo — Xy (Ve — 1) =05 (K — )+ (Vo —¥)? =
Die linke Seite der letzten Gleichung stellt den Abstand der beiden

Punkte (,y,) und (x,y,) dar; man gelangt also zu dem (zunéichst
paradox erscheinenden) Resultat, daB} irgend zwei Punkte einer solchen

8%
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Geraden den Abstand Null besitzen; sie heillen deshalb ‘Minimalgeraden.
Sie bilden ein wichtiges Untersuchungsmittel vieler geometrischer
Probleme.

2. Wie die Formel (14) von S. 40 unmittelbar zeigt, wird- der
Winkel, den eine Minimalgerade mit sich selbst bildet (weil auch der
Nenner verschwindet), unbestimmt.

3. Jeder Nullkreis zerfillt in zwei analoge Minimalgeraden ent-
sprechend der Gleichung

@—a)+@—p=F—a—ily—pl-xr—a+ily—fl=0.

4. Ein jeder Kreis wird von den Minimalgeraden in den Punkien Joo
und Joo beriihrt. Um dies zu zeigen, sei folgender Satz vorausgeschickt.
‘Seien G =0, H=0, K =0, L =0 die Gleichungen der Geraden
g, h, k, 1. Der Gleichung
(22) GH — KL =0
wird dann durch einen Punktort zweiter Ordnung geniigt, dem die
Punkte

(€F), (E), (g), (R)

angehoren; jede Gerade enthdlt zwei dieser Punkte. Nun mége die
Gerade [ sich dndern, und zwar so, dafB sie allmahlich in die Gerade %
itbergeht. Die Punkte (g £) und (g /) riicken dann auf g einander immer
niher, ebenso (% %) und (k1) auf 4; es gehen also g und % allméhlich
in Tangenten des Orts iiber. Es stellt also

(22a) GH — K2=0
einen Punktort dar, fir den g und h Tangenten sind und k die Beviihrungs-
sehne (Verbindungslinie der Berithrungspunkte).
Werde nun die Kreisgleichung in der einfachen Form
x24-92— 222 =0
vorausgesetzt; sie 148t sich in '
(x+iy)(x —iy) — (e9)* =0
umwandeln, und nach dem vorstehenden Satz sind x 47y = 0 und
% — 1y = 0 in der Tat Tangenten in den Schnittpunkten mit z = 0.

v Beispiel. Bei variablem Parameter 4 stellt die Gleichung
224+ 92 —1z2=0

alte Garinbagan tannsan st M{

eine Schar konzentrischer Kreise dar; jederwird—ven 7z = 0 in dea~Runktien J.
und [, besithet. Konzentrische Kreise beriithren also einander in den Kreispunkten.

5. Die in Kap. VII (S. 80) auftretenden Doppelstrahlen einer
orthogonalen Involution sind zwei Minimalgeraden. Die dort benutzten
Gleichungen N = 0 und N'= 0 sind selbst orthogonale Geraden; nehmen
wir sie zu Achsen ¥ = 0 und y = 0, so gehen die dort benutzten Glei-
chungen in (21a) iiber.
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§ 8. Die Inversion am Kreis.

Liege ein Kreis vom Radius ¢ mit der Gleichung

x% 4 92 = g2
vor, und seien P, P’ zwei Punkte auf einem durch O gchenden Halb-
strahl, fiir die (Fig. 50) y ,
(23) OP.OP =vy.-v = p? D °
ist, so heilen P und P’ Spiegelbilder voneinander ]
fiir den Kreis!). Aus den Gleichungen *

xir =217 und y:r=9y":1v¢
folgt weiter Fig. 50.
2 / ’
(24) o= }Tz%, Y = xzy_i g = ;)?x;[%’,ﬁ, = ;fzyf_f;fé .

Dic durch diese Gleichungen vermittelte Beziehung zwischen den
Punkten P und P’ heiBt Kreisverwandischajt; der Ubergang von P
zu P’ oder von P’ zu P heilit Inversion (Spiegelung) am Kreis oder
auch Transformation durch reziproke Radien.

Um die Eigenschaften dieser Verwandtschaft abzuleiten, nehmen
wir zweckmifig o = 1 an, legen also den Einheitskreis als spiegelnden
Kreis zugrunde?); seine Gleichung se1r A’(x2-+y?) —4’= 0. Dann gilt:

1. Jeder Punkt des spiegelnden Kreises entspricht sich selbst.

2. Die Gleichung irgend eines Kreises, also

(25) A@* 4+ v?) +2Bx+2Cy+D =0
verwandelt sich durch die Substitutionen (24) (fiir o2 = 1) in
(25a) A+ 2Bx +2Cy + D2+ vy'?) = 0;

etn Kreis geht also in einen Kreis iiber. Ist in (25) D = 0, so stellt (25a)
eine Gerade dar; jedem Kreis durch O entspricht also eine Gerade, und
umgekehrt.

3. Jeder Kreis, der den Einheitskreis orthogonal schneidet, geht
in sich selbst iiber. Fir einen solchen Kreis folgt aus der Orthogonalitits-
bedingung von S. 113 (wegen 4"+ D'= 0) A = D; die Gleichung (25a)
ist also mit (25) identisch, und dem entspricht die Behauptung?).

4. Orthogonale Kreise K und K’ gehen bei der Spiegelung in ortho-
gonale Kreise iiber. Die Orthogonalititsbedingung lautete

2BB'4-2CC"'— (AD"4+ DA') = 0;
sieistin 4, 4’ und D, D’ symmetrisch. Nun geht aber die Gleichung (25 a)
1) Fur die Bezeichnung vgl. S. 95, Anm. 1.

2) Dies bedeutet nur die Festlegung der MaBeinheit.
3) Fest bleiben nur die zwei Schnittpunkte mit dem Einheitskreis.
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des gespiegelten Kreises aus der urspriinglichen .Gleichung (25) durch
bloBe Vertauschung von 4 und D hervor, und daher bleibt die
vorstehende Gleichung auch fiir die Spiegelbilder von K und K’
erfillt.

5. Allgemeiner folgt, daf3 die Bildkreise sich unter dem gleichen
Winkel schneiden wie die urspriinglichen Kreise. Fiir diesen Winkel
besteht, wenn 4, B, C, D und A4,, By, C;, D, die Konstanten der Aus-
gangskreise sind, die Gleichung (16a), also

2AA4 00, cosp =2BB, +2CC, — (AD; + DA4,),
und fiir den Winkel ¢’ der Bildkreise gilt analog

2DD, ¢’ pjcosg’ = 2BB, + 2CC, — (AD, + DA,) .
Nun ist aber, wie aus (3a) (S.105) folgt,

B2+ C2— AD = A%9% = D22,

also Do’ = +A4p, D;o{ = 4+4,0,, und daher folgt weiter ¢" = ¢.
Die Verwandtschaft heiBt deshalb winkeltren. Insbesondere gehen also
Kreise, die sich berithren, wieder in Beriithrungskreise iiber.

6. Man iiberzeugt sich geometrisch leicht, dall das Dreieck dreier
Punkte P,, P,, P;, und das Dreieck Pj, Pj, P; der Spiegelbilder
umgekehrten Anordnungssinn besitzen; die Kreisverwandtschaft be-
wirkt daher eine Umlegung der Figuren.

7. Jedem Punkt P, entspricht als Punkt P’ der Mittelpunkt O;
hier hort das eineindeutige Entsprechen sozusagen auf. Man kann es
wiederherstellen, indem man der ganzen Ebene nur einer uneigentlichen
Punkt beilegt. Dies ist in der Tat eine zuldssige Festsetzung, die in
der Analysis eine einfache Deutung und vielfache Anwendung findet. .
Wir verlassen damit allerdings die dieses Buch als stillschweigende
Grundlage durchziehende (reell} projektive Denkweise.

Die Inversion gegen den Kreis 1468t sich durch einfache Apparate
mechanisch vermitteln. Folgendes sei vorangeschickt:

Die mechanisch wunmittelbar ausfithrbare Bewegung ist nur die
Drehung einer Stange um einen ihrer Endpunkte. Werden mehrere
Stangen so verbunden, daf} jede einzelne an sich um die Endpunkte
(Gelenke) drehbar bleibt, so-spricht man von einem Gelenkmechanismus.
Den einfachsten Fall solcher Mechanismen bildet ein Gelenkviereck;
man kann ein solches Viereck ABCD z.B. so bewegen, dal 4B
festgehalten wird, wihrend C und D auf den Kreisen um B und 4
laufen. :

Ein Gelenkmechanismus, in dem zwei Punkte sich' so bewegen,
daB die von dem einen beschriebene Kurve ein Spiegelbild der anderen
Kurve fiir einen gewissen Kreis ist, heillt Inversor.

Zwei einfache Inversoren sind die folgenden:
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1. Der Inversor von Peaucellier. In Fig. 51 ist OBC ein gleich-
schenkliges Dreieck und ABCA’ ein Rhombus?). Der Punkt O ist fest;
die Stangen sind in den gemeinsamen Endpunkten gelenkig verbunden.
In allen méglichen Lagen bleibt aber
OAA’ eine zu BC senkrechte Gerade;
ferner sind durch die Lage von 4 die
Lagen der iibrigen Punkte bestimmt
(zwangldufige Bewegung). Nun ist

04 =0E — AFE,
04'=OFE + AE, Tig. 51.

0OA .04’ = OE? — AE® = 0B? — AB? = const = p?
es sind also A und A’ Spiegelbilder gegen einen Kreis um O vom Radius ¢ .
Beschreibt 4 eine Kurve, so beschreibt A’ die inverse. Man kann die
Fithrung von A mit der Hand (innerhalb eines gewissen Bereichs)
beliebig beeinflussen.

2. Der Hartsche Inversor ist ein Gelenkviereck besonderer Art.
Lir entsteht aus einem Parallelogramm ABCD in der Weise, daBl man
das Dreieck ABC um die Diagonale 4C
umschligt, so daBl das Antiparallelo-
gramm von Fig. 52 entsteht. Ist 4 die
Hohe des Trapezes ACBD, ist ferner
AD =BC=a, AB=CD =15, so
hat man

AC = Vb2 — 2 + Ja2 — h?, BD = b® — h® — Ya® — i2,

also AC-DB = b* — a? = const .
Nun sei OPP’Q eine Parallele zwischen AC und BD, so ist OP = P(.
Setzt man nun AO:0D:AD = 1:pu: (A4 u), so wird

OP:DB=A:(A+pu), PQ:AC=p:(A-+u),
also OP.OP':AC-DB = ip: (A4 w2,
und demnach schlieBlich, da 4:u eine Konstante ist,

OP.-0P = (b2 — a?) Ap: (4 + )% = const = p?
Die Punkte P und P’ sind also wieder Spiegelbilder fiir den Krers um O
mit dem Radius g . Eine zwangldufige Bewegung ist so mdéglich, daB3
O fest bleibt, also AD sich um O dreht, wihrend zugleich P eine vor-
gegebene Kurve (stiickweise) beschreibt.

Man benutzt die Inversoren insbesondere zu Geradfithrungen, d.h. so,
daB sich ein gewisser Punkt auf einer Geraden bewegt. Wie man dies
bewirken kann, zeigt Fig. 51. Das neue Gelenkstiick 0’4 dient dazu;
O’ ist ein fester Punkt des Materials, und 0’0 = O’A. Es muB} daher 4
bestindig auf dem Kreis bleiben, der durch O geht, und daher lauft 4’
auf einer Geraden.

1) Der Punkt O’ und die Stange 0’4 bleiben zunichst auller Betracht.

also




Zehntes Kapitel.

Ellipse, Hyperbel, Parabel.

Ellipse und Hyperbel zerfallen (S. 17) durch die Achsen in vier
symmetrische Kurvenzweige; wir kénnen davon in der Weise Nutzen
zieheén, daB wir die geometrische Betrachtung gelegentlich auf den
Kurvenzweig des ersten Quadranten beschrdnken. Da die Parabel nur
tiir positives x (reell) existiert und die x-Achse als Symmetrieachse be-
sitzt, ist dies auch fiir die Parabel zuldssig. Zunéchst werden gewthn-
liche rechtwinklige Koordinaten vorausgesetzt. Abkiirzend bezeichnen
wir die drei Kurven durch E,, H,, P,.

§ 1. Die Direktrix.

Sei (, y) ein Punkt einer Ellipse; gemal vorstehender Festsetzung
soll x>0, y >0 sein. Man hat dann (S. 16)

—1ri=4cx, r,+r,=2a

und erhilt durch Division

[ [
n—ry=2_-x=2e% e=—,
also weiter
(1) rn=a-+tex, r,=a—ex.

Fiir die Hyperbel ergibt sich analog

v, —ry=2a, 1’1—}—1’2:2%?6: 2¢x,
also
(1a) n=a-tex, r,=ex—a.

Die hier eingefiihrte GroBe e heiBt numerische Exzentrizitit, ¢ die lineare!).
Far die E, ist e <1, fir die H, ist e >1.
Aus den Gleichungen (1) folgt fiir die E, weiter

(2) rlze(x—l—%), rgze(%—x).

1) Da ¢ eine Strecke ist und ¢ das Verhaltnis zweier Strecken.
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Seien nun (Fig. 53) D, und D, die Punkte der x-Achse, fiir die

(3) DO=0Dy=a:¢e=1

ist, d; und d, die in ihnen errichteten Normalen und L, P, L, P die von P
auf sie gefillten Lote, so wandeln sich die Gleichungen (2) in

(4) FP:LLP=¢, F,P:L,P=c¢,
und das ist genau die Eigenschaft, von der wir in Kap. III (S. 20)
ausgingen. Wegen ¢ <1 ist 1> a, also liegt

A, zwischen O und D,. ’Z -z ,
Fiir die Hyperbel haben wir ebenso ! / 5 /\\ 2
7 a a 9, 4 f/; < e
(2a) 71=6(x+;), 7'2:6(75—;), ’ 7
und wenn wir wieder die Punkte D; und D,
gemif (3) bestimmen und in ihnen die Nor- TFig. 53.

malen d, und d, errichten, so ergeben sich
ebenfalls die Gleichungen (4). Hier ist aber ¢>>1, also auch [ <a,
und daher liegt D, zwischen O und A,. Also folgt:

Ellipse und Hyperbel bilden den geometrischen Ori eines Punktes,
dessen Abstinde von einem festen Pumki (Bremmpunki) und einer festen
Geraden (Divektrix, Leitlinie) ein komstantes Verhiltnis e besitzen. Fiir
e <A 1ist der Ort eine Ellipse, fiiv ¢ > 1 eine Hyperbel. [edem der beiden
Brennpunkte entspricht eine Direktrix.

Auch bei dieser Definition erscheint die Parabel als Grenzfall zwischen Ellipse
und Hyperbel. Der innere Grund ist der, daf alle drei Kurven — wie es schon
den griechischen Mathematikern bekannt war — aus einem Rotationskegel durch
Ebenen herausgeschnitten werden. Darauf beruht ihre gemeinsame Definitions-
moglichkeit und der gemeinsame Name Kegelschnitte. Die E, entsteht, wenn die
Ebene keiner Kegelkante parallel ist; sie schneidet dann nur eine Kegelhilfte;
die H,, wenn sie zu zwei Kegelkanten parallel ist und also beide Kegelhalften
schneidet; die P, endlich, wenn sie einer Kegelkante parallel ist, sie schneidet
dann auch nur eine Kegelhalfte. '

Man priife im AnschluB hieran, welche Kurve der Schatten einer Turm-
spitze an verschiedenen Orten der Erde beschreibt.

§ 2. Die Tangente.

Eine Gerade g sei als Verbindungslinie zweier Punkte (£,%,) und
(é,m,) gegeben. Ihre Punkte stellen wir, wie bei der analogen Kreis-
betrachtung, durch

_ b —ub M M0
(5) rE=ETa o YT iDL
dar; E, und H, kénnen gemeinsam durch
©) A+ By =1; A=—, B=1y

ausgedriickt werden. Fir die Punkte FP’, P, die sie mit der Geraden g

Z;
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gemein haben, erhalten wir aus (5) und (6) die in g quadratische

Gleichung
A&, — p&)? + By, — ung)?— (1 —p)? =0,
deren Wurzeln. g’ und g’ mit (5) die Punkte P’, P" liefern. Setzen
wir die vorstehende Gleichung in die Form
(7) Lp*—2Mp+ N =0,
so ist
L=A+Bpi—1, N=AE+Byi—1, M= AE&E, +Byn,—1.

Wie beim Kreis (S. 107) suchen wir die Bedingung, unter der die
Gerade g Tangente in (& #,) wird. Lassen wir (& #,) auf die Kurve
fallen, so ist N = 0, eine der Wurzeln u’ und u’* ist Null; es sei u' = 0,
so daB P’ mit (£, #,) zusammenfillt. Soll die Gerade zur Tangente
in (&,7,) werden, so muBl auch u"” = 0 sein, also auch M = 0; die
dafiir nétige Bedingung ist also:

A& &+ Byn,—1=0.

Als Gleichung der Tangente in (&, #,) und in variablem %, v erhalten
wir somit

(8) A& x+ By —1=0.

Die Gleichung des durch einen beliebigen Punkt (&;%,) gehenden
Tangentenpaares wird wieder, analog zum Kreis (S.108), durch
LN — M? = 0 dargestellt.

Gleichung (8) fithrt zu einer einfachen Konstruktion der Tangente (Fig. 54).
Sei T ihr Schnitt mit der x-Achse und OT = #,, 0Q; = &;; aus (8) folgt dann

e’ £ 7%y =a2; d.h. 0Q,-OT = 4,0-04,,
die Paare 4,, 4, und Q,, T sind also harmonische
4 Paare (S. 68). Dies gilt fir die E, wie fur die H,;
718, 4 ¥ beider E, liegt Q; zwischen 4, und 4,, bei der H,

ist es T. Damit ist T bestimmt. Die samtlichen
Paare Q,, T bilden also eine Involution mit 4,
und A, als Doppelpunkten. Fir & =c¢ wird
Fig. 54. %y=a?:c¢c =1, fur den Brennpunkt F, ist also
D, der zugehoérige Punkt T, ebenso D, fir F,.
Die Lage von T ist von b unabhéngig, sie hingt nur von @, ab, ist also fiir
alle Ellipsen mit derselben Achse 24 dieselbe. Wenn man daher den Kreis iiber
2a als Durchmesser zeichnet, so geht die Kreistangente in dem Punkt P/, der &
als Abszisse hat, ebenfalls durch T. In dieser Weise 148t sich 7' gewinnen.

Aus Gleichung (8) gewinnen wir in einfacher Weise die Gleichung
von Ellipse und Hyperbel in Lintenkoordinaten. Fiir die Linienkoordi-
naten # und v der Tangente erhalten wir (S. 52)

u v

u=—A&, v=—B; §1=~Z: m=—5-

Nun besteht aber fiir den Punkt (£ #,) die Gleichung (6); setzt man
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die vorstehenden Werte in sie ein, so gilt die so entstehende Gleichung
u?  o?

(9) A -+ B 1=0

fur jede Tangente und ist daher die gesuchte Gleichung.

Man kann von (9) auf dualem Weg zu (6) zuriickgelangen [mittels
der Punkte auf den Strahlen (#, v), fiir die die beiden durch sie gehenden
Strahlen (u, v) zusammenfallen]. So folgt zugleich, daB der Gleichung (9)
nur von den Tangenten der E, und H, geniigt wird.

Als Gleichung der Parabeltangente im Punkte (& #,) erhalten wir
nach der gleichen Methode
(10) - ym —plx+ &) =0.

In (7) ist in diesem Fall

N=ui—2p&, M=uyn—p&E+E&), L=y—2p&;
aus M = 0 {olgt daher die vorstehende Gleichung.

Zu den Tangenten der P, gehort auch die Gerade g,. Um es
nachzuweisen, gehen wir zu homogenen Koordinaten iiber; die P,-Glei-

chung wird y:—2pxz=0.

Gemil S. 116 sind also ¥ = 0 und z = 0 Tangenten der P,, und e¢s
liegen ihre Berithrungspunkte auf y = 0.

Bei der Parabel bestimmt sich der Punkt T durch die Gleichung %, + & = 0.
Die Punkte Q; und T bilden also wieder mit den Punkten O und P, als Doppel-
punkten eine Involution. Ist (Fig. 55) LP; das Lot von P, \y
auf die Direktrix, so hat man

FP,=LP, = pj2+ & = TO + pj2 = T,

es ist also TLPF ein Rhombus. Hieraus flieBen folgende
Satze: 1. die Tangente bildet mit FP; und LP; gleiche
Winkel; 2. die Diagonalen FL und TP, schneiden sich auf
der y-Achse (der Scheiteltangente) senkrecht; was man auch
folgendermaBen ausspricht: 3. der FuBpunkt des vom Brenn-
punkt auf die Tangente gefallten Lotes liegt stets auf der
Scheiteltangente.

Ist = der Winkel der P,-Tangente mit der x-Achse, so folgt aus (10)
m=tgr=p:y, also #, = pctgr.
Ferner ist 2&,: 9, = 5, p = ctgr, und daher 148t sich (10) in
y=zxtgr+ §pctgr
iiberfilhren. Denken wir uns eine zweite Tangente, die zu der eben
betrachteten normal ist (r; =74 3 x), so lautet ihre Gleichung
y = —xctgr — p tgr.
Fiir den Schnittpunkt beider Tangenten bestehen beide Gleichungen,
also auch jede aus ihnen hervorgehende. Durch Subtraktion folgt
0= (x+ 3p)(tgr +ctgr) oder 0=x+3}p,

dieser Gleichung geniigt daher der Schnittpunkt. Die Schnittpunkte
senkrechter Tangentenpaare erfilllen mithin die Direktrix.

a

Fig. 55.
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§ 3. Die Brennpunkte.

Wir kehren zu Ellipse und Hyperbel zuriick und féllen von O
und von den Brennpunkten Lote auf die Tangente (Fig. 56). Das Lot
von O sei d, die Lote von F, und F, seien F;T; = 6, und F,T, = 9d,.
Um sie zu berechnen, haben wir die Tan-
gentengleichung in ihre Normalform zu setzen;
es wird erreicht, indem wir Gleichung (8)
mit J multiplizieren!). Wir erhalten also

(1)  Nxy) = ”éiy"w—a—o

Nun haben die Koordinaten von F,; und F, die Werte —¢,0 und +¢,0;
gemiB S. 26 erhalten wir also fiir 4, und J, die Werte

de a
b = N(—c,0) = —Z(e+2),
de (a
8,=N(e,0) = —2(%—¢).
Dies gilt gemeinsam fiir E, und H,. Fiir die E, folgt hieraus gemal (2)
(11a) O0p:0y =1.:7,.

Bezeichnen wir 7, und 7, als Bremnstrahlen, so folgt: Die Ellipsen-
tangente t, bildet mit den beiden Brennstrahlen gleiche Winkel. Sie halbiert
die Nebenwinkel des Winkels ¥, PF,, da F, und F, auf derselben Seite
der Tangente liegen.

Fir die H, folgt ebenso gemil (2a)

(11b) — 010y =717,

Bei der H, haben also die Lote entgegengesetztes Zeichen. Im Gegen-
satz zur E, liegen daher F, und F, auf verschiedenen Seiten der Tangente;
die Hyperbeltangente 1, halbwrt den von den Brennstrahlen gebildeten
Winkel F,PF, selbst.

Aus den vorstehenden Satzen laBt sich eine physikalische Folgerung ziehen.
‘Wir denken uns die Ellipse als eine spiegelnde Kurve, und es moge von F; eine
Wellenbewegung (z. B. Licht oder Wirme) ausgehen, so wird jeder von F; auf
einen Ellipsenpunkt P auffallende Strahl nach F, gespiegelt; alle von F; aus-
gehenden Strahlen vereinigen sich also in F,. Dies begrundet fur F; und F, die
Bezeichnung ,,Brennpunkte’‘. Bei der Parabel liegt ', im Unendlichen, es werden
also die von F; ausgehenden Strahlen simtlich parallel zur Achse gespiegelt und
umgekehrt. Darauf beruht insbesondere die Verwendung der parabolischen Spiegel
in der Astronomie und fiir Scheinwerfer.

Es mag geniigen, bei der Ableitung einiger weiterer Eigenschaften
von Ellipse und Hyperbel nur die E, in Betracht zu ziehen.

1. Werde in Fig. 56 F, T, iiber T, hinaus und F; P {iber P hinaus
verlingert bis zum Schnitt G,, so ist F,PG, gleichschenklig und

1) Die Normalform ist dadurch definierbar, da8 —¢ ihr absolutes Glied ist.
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Fy,T, = T,G,. Es sind also O und T, die Mitten von F,F, und F,G,,
und daher ist
0T, = 3 (F1 P+ PGy) = 3(r1+7) = a.
Die FuBpunkte der Lote, die man von einem Brennpunkt der Ellipse
(oder Hyperbel) auf ihre Tangenten fillen kann, erfilllen also einen
Kreis um O vom Radius a [Fufpunkickreisl)]. Bei der P, artet er,
wie wir in § 2 sahen, in die Scheiteltangente aus.
2. Aus der Normalgleichung (11) der Tangente folgt

d 1)
—2§=coszx, also ~§=acos<x,
a a

oy . 7y .

4 = sina, also T:bsmoc,

woraus sich weiter
02 = a?cos?o + b?sin2x

ergibt. Wir denken uns eine zweite Tangente, die auf der Tangente
in P normal ist; ist ¢’ das von O auf sie gefillte Lot, so ist

0’2 = a%sin2x + b2cos?o
und es folgt durch Addition

02+ 62 =a?402.
Ist S der Schnittpunkt beider Tangenten, so findet sich
052 =82+ 6’2 = a2? 4+ b2 = const;

die Schnittpunkte S aller rechtwinkligen Tangentenpaare einer F,

(oder Hy) erfiillen also einen Kreis um O vom Radius Ja? 4 52, (Ya? — 12).
Fiir die P, artet dieser Kreis nach § 2 in die Direktrix aus.

§ 4. Konfokale Kegelschnitte.

Es gibt unendlich viele Ellipsen und Hyperbeln mit denselben
Brennpunkten F; und F,. Jeder Punkt P der Ebene bestimmt mit
F, und F, je einen Wert von

fokale Ellipsen und Hyperbeln). Nach § 3 halbiert
die Hyperbeltangente in P den Winkel F,PF,
und die Ellipsentangente seine Nebenwinkel;
beide Tangenten stehen daher aufeinander senk- Fig. 57.
recht, d. h.:

Konjokale Ellipsen und Hyperbeln schmneiden sich diberall senkrecht
(Fig. 57).

PF, + PF, und PF, — PF,,
und diesen Werten entspricht sowohl eine durch P
gehende E, wie eine durch P gehende H, (kon- & T

1) Bei der E, liegen F; und F, (wegen ¢<C a) innerhalb, bei der H, aulerhalb
dieses Kreises (wegen ¢ >>a).
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Sind @ und & die Halbachsen einer einzelnen Ellipse, 4, und &,
die einer zweiten, so hat man ¢2 = 42 — b2 = a? — b?; wir konnen also

& —a=0—-02=)
setzen, und wenn wir a und b festhalten und 1 als variablen Parameter
einfiihren, so stellen 4 und b} die Halbachsenquadrate aller E, der
Schar dar; in
(12)

%2 y‘l
PR + 1=0
hat man also ihre Gleichung. Allen Werten 4, fiir die 42 4- 2 > 0 ist,
entspricht eine E,; die simtlichen E, gehdren also zu den Werten
oo > A> —b2,

Die Gleichung (12) stellt aber auch die simtlichen H, dar und
zwar firr die Werte — 02 > 1> —a?; fiir sie ist a2 >0, b < 0. Fir
die Werte — a%®> 1> —oo stellt die Gleichung nur noch imaginire
Ellipsen dar. Fir die Werte 4 = — 5% und 1 = —a? ergibt sich je
eine doppeltzdhlende Gerade; fiir 4 = — b2 ist es 2 = 0, fiir 1 = —a?
ist es #2 = 0. Sie haben die Bedeutung von Grenzfillen. Wir erkennen
es genauer, wenn wir die Gestaltdnderung verfolgen, die den Ubergang
des Parameters 4 von - oo bis — oo begleitet. Fiir groBes 4 sind auch
die Achsen der Ellipsen sehr grof; nihert sich 4 dem Wert — b2, so
zieht sich die E, allméhlich auf das Stiick F; I, der x-Achse zusammen.
Das komplementére Stiick bildet zugleich den Grenzfall der Hyperbeln?).
Bewegt sich 4 von — % zu — 42, so entfernen sich die Zweige der H,
mehr und mehr von der x-Achse und gehen allmihlich von beiden
Seiten in die y-Achse iiber.

Zu weiterer Einsicht fithrt der Ubergang zu Linienkoordinaten.
Wir fassen also die Kurven als Tangentengebilde auf; fiir ihre Gleichung
ergibt sich aus (12) gemil S. 123

(13) w?(a? - 1) + w20+ ) — 1 = 0.
Sie stellt wiederum die siamtlichen E, und H, in «, v-Koordinaten dar.
Sie ist in 4 vom ersten Grade und liefert fiir gegebenes u, v nur einen

n

zugehorigen Wert A (lineare Kurvenschar). Man folgert daraus, daB
es nur esne Kurve der Schar gibt, die eine gegebene Gerade als Tangente
zulaBt.

Den Werten 1 = —b% und 1 = —a? entsprechen hier die Glei-

chungen u(a® —b%) =1 und v2(b% — a2 =1.

Die erste 148t sich in die Form (#c¢ 4+ 1)(#c¢ — 1) = 0 setzen; das ihr
entsprechende Tangentengebilde ist also durch

1 1
U = — —6— und u = + C—
gegeben. Es artet in zwei Strahlenbiischel aus; der Scheitel des einen

1) Dies ist in Fig. 57 durch die Liicken bei F, und F, angedeutet worden.
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ist Fy, der des anderen F,. In diese Biischel spaltet sich also die Ge-

samtheit der Ellipsentangenten im Grenzfall A = — b2; und dasselbe
gilt fiir die in die x-Achse ausartende H, .
Der Wert 4 = —a? liefert die Gleichung »2¢2 +1 = 0, der aber

reelle Strahlenbiischel nicht entsprechen.

Die konfokalen E, und H, sind (S. 13) zwei orthogonale Kurvenscharen,
die zur Koordinatenbestimmung benutzt werden kénnen. Die einer jeden Kurve
zugehorigen Zahlenwerte sind uns hier bekannt; es sind die Werte von 1, und
jedem Punkt (¥, y) entsprechen die Werte 1, und 1, als Koordinaten, die fiir diese
x,y Wurzeln von (12) sind (elliptische Koovdinaten).

Riickt der Punkt F, ins Unendliche, so gehen die E, wie die H, in konfokale
Parabeln uber. Durch jeden Punkt gehen zwei dieser P, . Fiir den Brennpunkt ¥,
als Anfangspunkt nimmt die Gleichung aller Parabeln die Form

92 —24x — 212 =0
an; 2 bedeutet geometrisch (S. 27) den Parameter p. Fur die Wurzeln ; und i,,
die den beiden durch einen Punkt (¥, ¥) gehenden Parabeln entsprechen, bestehen

die Gleichungen B dy= —2x, Ay = —yh
aus denen das senkrechte Schneiden der Parabeltangenten in (#, y) nach S. 123 ge-

folgert werden kann. Da 1, und 1, verschiedenes Vorzeichen besitzen, so erstreckt
sich die eine P, langs der positiven, die andere lings der negativen x-Achse.

§ 5. Konjugierte Durchmesser.
Den Gleichungen

x2 y2
(14) Gt —1=0

geniigen je vier Punkte (x,y), (v, —¥), (—x,9), (—x, —v) zugleich.
Die Achsen erkannten wir daher als Symmetrieachsen; wir kénnen dies
auch so aussprechen, daB die Mittelpunkte der Sehnen, die zur einen
Achse parallel sind, in die andere Achse fallen. Als Ort der Mitten
paralleler Sehnen heiflen die Achsen Duwrchmesser; insbesondere kon-
jugierte Durchmesser, insofern jeder die Sehnen halbiert, die dem
anderen parallel sind. Eine weitere aus der Gleichungsform (14) un-
mittelbar flieBende Folgerung ist die, daf die Geraden x = 44 und
bei der Ellipse auch y = 4 & die Scheiteltangenten sind; es sind also
die Tangenten in den Endpunkten des einen Durchmessers dem anderen
parallel.

Es fragt sich, ob es noch andere durch das Zentrum O.gehende
Paare von konjugierten Durchmessern gibt, deren jeder also die Sehnen
halbiert, die dem anderen parvallel sind. Ist es der Fall, und wird ein
solches Paar als X- und Y-Achse gewihlt, so gehéren wiederum je

vier Punkte
(&, Y), (X,-Y), (=X,Y), (-X,-Y)
der E, oder H, zugleich an, und die Kurvengleichung wird auch fir

die X- und Y-Achse die Form

X2 Y?
(15) Lt —1=0
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besitzen. Es folgt auch wieder, daB die Tangenten in den Endpunkten
des einen Durchmessers dem anderen parallel sind (Fig. 58, 59).
Zwischen den #, y-Koordinaten und den X, Y bestehen die Formeln (13 a)

von S. 28, also
x=Xcosa + Ycosf, y=Xsina+ Ysing,

wo & = (¥ X) und f = (v Y) ist. Setzen wir dies in (14) cin, so sei

(15a) LX24+2MXY +NY?2=1

die so entstehende Gleichung; es ist dann
L;CAC);;:}:Sir;:a, N_cosﬂ:l‘:mz; ’

(16)

M=

cosx - cosff | sinx - sing
Z

Damit sich eine Gleichung der Form (15) einstellt, mul M = 0 sein, also

(17) coso;;osﬂj:smocb-zsmﬂ —0 oder tga-tgf — ¥Z; :

das obere Zeichen gilt fiir die £,, das untere firr die H, . Je 2wei Achsen,
deren Richtungen diesey Gleichung entsprechen, liefern ein Paar konjugier-
ter Durchmesser.

Die Gleichung (17) stimmt mit der Gleichung (17) von S. 70 iiber-
ein, wenn wir die x-Achse als den dort auftretenden Strahl # nehmen;
daher bilden alle Paare konjugierter Durchmesser eine Involution von
Strahlenpaaren. Bei der E, ist tgo - tgf << 0; der eine der beiden

Winkel «, f ist also spitz, der andere stumpf (Fig. 58), die Involution
ist elliptisch. Bei der H, ist tga-tg >0, die Winkel o, f sind
entweder. beide spitz oder beide stumpf (Fig. 59); die Involution ist
also hyperbolischl). Es treten daher auch zwei Doppelstrahlen der
Involution auf, also zwei Durchmesser, die sich selbst konjugiert sind.

Sie entsprechen den Werten
2

b b
(18) tgz}’:ﬁ, tgy=+—;

jedes Paar konjugierter Durchmesser wird durch diese Doppelstrahlen
voneinander getrennt (S.76). Die Hauptachsen bilden das in der

1) Hier ist der Ursprung der obigen Bezeichnung.
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Involution gemiB S. 79 vorhandene orthogonale Paar. Weiter folgt,
daB zwei verschiedene Durchmesserpaare bei der E, getrennt von-
einander liegen; bei der H, trennen sie sich nicht.

Fir die Ellipse 1aBt sich ein solches Paar im AnschluB an die Gleichungen (23}
von S. 22 folgendermaflen konstruieren. Seien (Fig. 58) (& #,) und (§,7,) die
Punkte G und H, also OG = A, OH = B. Dann ist zunichst

(19) & =Acosx, 9= Asing, & = Bcosfl, 19, = Bsing,
Gleichung (17) wandelt sich also in

= 0.

@) e

Nun folgt aus den angezogenen Gleichungen von S. 22

(20a) & = acosg,, n, = bsing,, &, =acosg,, 5, = bsing,,
und damit geht (20) in
(20D) cos(py— @) =0, @s— @ =4im

iber. Sind also G’ und H’ die Kreispunkte, die (S. 22) den Punkten G und H
entsprechen, so ist OG’ OH’. Damit ist ein einfaches Mittel gewonnen, um
fiir eine gezeichnet vorliegende E, Paare konjugierter Durchmesser zu konstruieren.
Sie entsprechen affin (S. 33) zwei senkrechten Kreisdurchmessern.

Die Eigenschaften der Durchmesser miissen auf die Parabel, als
Grenzfall von E, und H,, in gewisser Weise iibergehen. Wir kniipfen
daran an, da8 die Tangente im Endpunkt eines Durchmessers den
von ihm halbierten Sehnen parallel ist. Da beim Grenziibergang der
Mittelpunkt ins Unendliche riickt, werden die Durchmesser simtlich
zur x-Achse parallel werden. Jeder schneidet die Parabel noch in einem
im Endlichen gelegenen Punkte, und es ist zu erwarten, da3 die Tangente
dieses Punktes den von ihm halbierten Sehnen wiederum parallel ist.
Wihlen wir also den Durchmesser als X-Achse, seinen Schnittpunkt
mit der P, als Anfangspunkt und die Tangente in ihm als Y-Achse,
so wird voraussichtlich die Parabelgleichung in

Y2—2p'X =0
iibergehen. Dies wollen wir nun erweisen.

Die Gleichung y2 — 2px = 0 transformieren wir zunichst auf neue
%', v'-Achsen, die den x, y-Achsen parallel sind;
ihr Anfangspunkt O’ sei (Fig. 60) ein Punkt (£, %)
der Parabel, so daB 2 —2p& = 0 ist. Die Trans-
formationsgleichungen

x=x+E& y=y+1
fithren demgemil die Parabelgleichung in

yE+2ny' —2px' =0 Fig. 60.
itber. Jetzt gehen wir zu neuen X, Y-Achsen durch

O’ iiber; die X-Achse soll mit der x'-Achse zusammenfallen, so dal}
x (#'X) =0 ist, die Y-Achse bleibe zunichst beliebig. Setzen wir

Schoenflies, Analytische Geometrie. 9
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X (x'Y) = B, so lauten die neuen Transformationsgleichungen
(21) ¥ =X+ Ycosp, v =Ysing;, #'Y)=4;
sie verwandeln die vorstehende Gleichung in
Y2sin28 + 2Y(ysinf — pcosf) —2pX = 0.

Wird nun § so bestimmt, da8

nsinf —pcosff =0, tgf=
ist, so ergibt sich die Gleichung
(21a) Y2sin?g — 2p X = 0;
ferner ist gemaB S.123 B =17, d. h. die Y-Achse fillt in der Tat in
die Tangente von 0. Also folgt: 1. Jeder Schar paralleler Sehnen der
Parabel entspricht ein (zur Sehnenrichtung komjugierter) Durchmesser,
2. die Tangente im Endpunkte eines Durchmessers ist den von ihm halbierien
Sehnen parallel; 3. alle Durchmesser. sind zueinander und zur Achse
parallel.

= |

§ 6. Die Asymptoten der Hyperbel.

Die fiir die Hyperbel in § 5 gefundenen Doppelstrahlen der In-
volution der Durchmesser (S.128) sind als Tangenten der H, in thren
unendlich fernen Punkten (Asymptoten) anzusehen; es sind die Geraden

£ mit den Gleichungen (Fig. 61)
x y X Y
» 5 (22) ;——b—:O und -a—+3=0
a2 4\ % Machen wir nimlich Gleichung (14) homogen,
so lautet sie
£ (x Y\ (¥ ¥ s
Fig. 61. E-3)G+3)—==0,

und die Behauptung folgt unmittelbar aus dem
Satz von S.116. Dieser Satz ist ebenso auf die homogene Form der
Gleichung (15) anwendbar; auch fiir sie stellen also
X Y X Y

die beiden Asymptoten dar?).

Die Begriffe und Sitze iiber Sehnen und Durchmesser (Ort der
Mitten paralleler Sehnen) lassen sich auf das Asymptotenpaar iiber-
tragen. Das den Gleichungen (22) entsprechende Asymptotenpaar wird
durch

a2 y2

(23) ' =0
dargestellt. Hyperbelgleichung und Asymptotengleichung unterscheiden

1) Fir die E, sind die unendlich fernen Punkte und die Tangenten in ihnen,
wie beim Kreis, imaginar.
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sich also nur durch den Wert des konstanten Gliedes, und dies geht
in die Schliisse von § 5 nicht ein. Konjugierie Durchmesser der Hyperbel
sind also zugleich kowjugierte Duvchmesser des Asymptotenpaares und
umgekehrt. Hieraus folgt: 1. Auf jeder Sehne sind die beiden Abschnitte
zwischen der H, und den beiden Asymptoten einander gleich; 2. das
zwischen den Asymptoten liegende Stiick einer Hj-Tangente wird im
Berithrungspunkt halbiert (Fig. 62).

Die H,-Gleichung nimmt fir die Asymptoten als X, Y-Achsen eine
besonders einfache Form an. Die Transformations-
gleichungen (13a) (S. 28) lauten diesmal, wegen
a=—y, f=7,

x = Xcosy + Ycosy, y=—Xsiny Ysiny.
Der so aus (14) entstehenden Gleichung geben wir 27\
wieder die Form .

LX24+2MXY 4+ NY2=1.
Nun haben die X- und Y-Achsen nur ihren un-  Fig. 62.
endlich fernen Punkt mit der H, gemein, daher ist
(Anhang 55) L=0 und N =0, wihrend sich fiir M — wegen
tgy = b:a — der Wert

cos? sin? 2
M= 4% = aw
ergibt. Die Hyperbelgleichung erhilt also die Form
(24) 4XY = a4 b2

Aus tgy = b:a folgt noch sin2y = 2ab:(a®+ b%); daher kann die
Gleichung in
(24a) 2XYsin2y =ab
iibergefithrt werden, mit 2y als Asymptotenwinkel. Sie hat eine ein-
fache geometrische Bedeutung. Zieht man ndmlich (Fig. 62) durch einen
ihrer Punkte P(X,Y) eine Tangente, so schneidet sie (dem obigen
Satz 2 gemiB) auf den Asymptoten zwei Stiicke 04’=2X und OB'=2Y
ab. Die linke Seite stellt daher den Inhalt des durch die Tangente und
die Asymptoten gebildeten Dreiecks OA’B’ dar; dieser Inhalt ist also
konstant.

Man nennt die Hyperbeln mit den Gleichungen (Fig. 61)
y2 %2
s
konjugierte Hyperbeln. Sie haben dieselben Asymptoten, liegen aber
in verschiedenen Winkelrdumen. Der Brennpunktsabstand ist bei beiden
derselbe. Da sich die Gleichungen (25) wiederum nur durch den Wert
des konstanten Gliedes unterscheiden, so sind konjugierte Durchmesser
der einen H, auch konjugierte Durchmesser der anderen. Von den
beiden Durchmessern eines Paares trifft jeder nur je eine der beiden H,.

9*

x2 y2

(25) F—F=1 und =1
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Man kann deshalb einen imaginiren Durchmesser einer H; als reellen
Durchmesser der konjugierten H, definieren.

Auf ein solches Paar gemeinsamer konjugierter Durchmesser be-
zogen lauten die Gleichungen beider H, und des gemeinsamen Asym-
ptotenpaares

2 2 2 2 2 2

Lo BeEen BoBeo

Die Geraden X = 4 A sind jetzt Tangenten der einen H,, die Ge-

raden Y = 4B die der anderen. Sie schneiden die Asymptoten in
denselben vier Punkten, ndmlich in

(4,B), (4,—B), (—4,B), (—A,—B).

Sie bilden also das Parallelogramm, das dem der E, umgeschriebenen
Tangentenparallelogramm der Fig. 58 von S. 128 entspricht.

§ 7. Affine Transformationen von Ellipse und Hyperbel
in sich.
Eine affine Beziehung hatten wir S. 33 durch die Gleichungen

¥ =oux, ¥ =7py ,
definiert, die sich auf irgend welche %, y- und ', ¥'-Achsen beziehen;
jedem Punkt (x,y) wird durch sie ein Punkt (¥, ¥') zugeordnet. Nun
seien a, b und @', b’ irgend zwei Paare konjugierter Halbmesser einer
E, oder H,. Wir wihlen sie als x, y- und #', y’-Achsen und setzen

¥ ¥ y_ ¥
(26) P b V>

a a

so gilt von diesen Gleichungen zweierlei: Erstens vermitteln sie eine
affine Beziehung, die die Richtungen der Durchmesserpaare einander
zuordnet; zweitens folgt aus ihnen

X/Z

xZ y2 y/2 .
dtp=aty

zwei Punkte P(x, y) und P’(x’, '), fir die diese Ausdriicke den Wert 1
haben, gehdren also im Fall der positiven Zeichen derselben E,, im
Fall der negativen Zeichen derselben H, an. Ellipse wie Hyperbel gehen
daher durch die affine Beziehung (26) in sich dber. Das gleiche folgt
fir die konjugierte H, und die Asymptoten.

Fiir die affine Beziehung ergab sich (S. 33), daB entsprechende
Flichenstiicke ein konstantes Verhiltnis zueinander besitzen. Der Wert
dieses Verhdltnisses ist hier 1. Daraus folgt unmittelbar, da das aus
zwei konjugierten Halbmessern gebildete Dreieck konstanten Inhalt hat;
es ist also

(27) a't sin(x'y') = absin(xy),
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und wenn man a, b als Hauptachsen nimmt, ist insbesondere
(27a) a'b'sin(x’,y') = ab.
Weiter sahen wir, daB3 die Tangenten in den Endpunkten eines Durch-
messers dem konjugierten parallel sind; die Konstanz des Flichen-
inhalts gilt daher auch fiir alle-der E, (oder den beiden konjugierten H,)
umschriebenen Tangentenparallelogramme. Bei der H, gilt sie endlich
auch fiir die Dreiecke, in die diese Parallelogramme durch die Asym-
ptoten zerfallen (Fig. 61). Dies liefert wieder den S.131 bewiesenen
Satz.

Wir werden in Kap. XII, § 3 beweisen, daBl auch die Gleichungen

A A A Y

(28) T=ey, p=Eo, @==1
eine affine Transformation darstellen. Die Koordinatenachsen sollen
diesmal beide in die Hauptachsen fallen; es werden also zwei Punkte
mit den rechtwinkligen Koordinaten x,y und «x’,9" einander zuge-
ordnet. Auch diese Transformation f#h#t die E, in sich iiber, wihrend
die konjugierten H, ineinander iibergehen.

Fir die E, erhalten wir wie vorher das glelchzeltlge Bestehen von

2 x2 y2 _ d v
(29) w+mE=1 uwd = + =1.
Weiter folgert man aus (28) durch Multiplikation der rechten Seiten
mit den linken, wenn wir ¢¢’ = —1 nehmen,
4 /
(292) %'%—I-%-%:O; e = —1.

Diese Gleichung stimmt aber sachlich mit (20) {iberein; so schlieSen
wir erstens, daB die Punkte (xy) und (x'9') zugleich der Ellipse an-
gehoren, und daB sie zweitens die Endpunkte zweier konjugierter
Durchmesser darstellen. In dieser Weise geht also die E, durch die
affine Transformation (28) in sich iiber.

Fir die H, folgern wir zundchst das gleichzeitige Bestehen von

x2 yZ yIZ %2
(30) F-—‘BE =1 und F——;g:'l,
auBerdem besteht jetzt fiir e’ = 41 die zu (20) analoge Gleichung
g
/ /
(30a) %%——%%:0; ee = 1.

Die affine Transformation (28) mit e¢¢'= +1 148t also auch die kon-
jugierten H, in der Weise ineinander {ibergehen, daB die Endpunkte
konjugierter Durchmesser sich gegenseitig vertauschen.

Auf Grund dieses Resultats kénnen wir den Gleichungen (28) die
Bedeutung geben, daf sie die Endpunkte (r,9) und («',9’) zweier
konjugierter Durchmesser @, b’ einer Ellipse (oder Hyperbel) mitein-
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ander verbinden. Die fiir diese Endpunkte bestehenden Gleichungen (29)
und (30) lassen sich daher fiir die £, in die Form
22 e 52 y2
wta=t Frtu=1
setzen, fir die H, lauten sie
xz x/2 y2 y/2
o=l wow =1
Aus ihnen folgt
22+ 22492192 =0245%; d h

31) a2 L b2 =a? L b
eine Relation, die ein beliebiges Paar 4/, " mit dem Hauptachsenpaar
verbindet und eine Invarianzbezichung fir die Summe (Differenz) der
Halbachsenquadrate darstellt.

Die Asymptoten vertauschen sich durch die Gleichungen (28)
gegenseitig, falts &&'=~7 ot

Auch die Parabel gestattet affine Transformationen in sich; um
eine solche zu erhalten, kniipfen wir an die Gleichungen (S. 130)

y2—2px=0 und Y2sin?f—2pX =0

an. Setzen wir
(32) y=Ysing, x=2X,
und beziehen die Koordinaten (x,y) und (X,Y) auf die zwei Achsen-

systeme, fiir welche die vorstehenden Gleichungen gelten, so wird
durch (32) eine affine Transformation der P, in sich dargestellt.



Elftes Kapitel

Die allgemeine Gleichung zweiten Grades.
§ 1. Ordnung und Klasse.

Eine homogene ganze Funktion f,(#,,%,,%;) #*® Grades, gleich
Null gesetzt, stellt einen Punkiort (Kurve) der n'*® Ordnung dar; ebenso
eine gleich Null gesetzte ganze homogene Funktion g, (u,,u,, %)
nte® Grades einen Strahlenort (Kurve) der »n'® Klasse. Die Zahl »
ist von dem gewihlten Koordinatensystem unabhingig. Der Ubergang
zu neuen Punktkoordinaten y; wird so vermittelt, daB (S. 103) jedes x;
durch eine lineare homogene Funktion der y; ersetzt wird; aus einem
Glied, das in x,,%,,%; zusammen vom #%® Grad ist, gehen lauter
Glieder hervor, deren jedes in den y; ebenfalls vom nter Grad ist. Der
Grad der Gleichung kann daher durch den Ubergang zu den y; nicht
steigen. Dasselbe gilt beim Riickgang von den Koordinaten y; zu den
urspriinglichen x;; wir schlieBen daher, daB er in beiden Féllen un-
gedndert (tnvariant) bleibt. Die Zahl # ist also eine Zahl geometrischer
Bedeutung. Worin sie besteht, erkennt man fiir die Gleichung f,(x;) = 0,
wenn man mit ihr die Gleichung einer Geraden ‘

A %, + Ay %y + azx; = 0
zusammenstellt und die gemeinsamen Loésungen x; beider Gleichungen
in Betracht zieht. Es gibt » solche Tripel x;, die Zahl # bedeutet also
die Zahl der Punkte, die eine Gerade allgemeiner Lage mit dem Punkt-
ort gemein hat. Ebenso kann man mit der Gleichung ¢,(#;) = 0 die
Gleichung 4ty + qtty + Gty = O
eines Punktes zusammenstellen; man findet #» gemeinsame Losungs-
tripel #; und erkennt, daB es # Strahlen des Strahlenorts gibt, die durch
einen Punkt allgemeiner Lage hindurchgehen.

Man kann zeigen — was freilich nur als Tatsache erwdhnt werden
kann —, daB es zu jedem Punkt des Punktorts im allgemeinen eine
Tangente fiir ihn gibt, und daB ein Strahlenort im allgemeinen wieder
aus allen Tangenten eines Punktorts besteht. Die Gleichungen

(1) fa(x) =0 und @) =0
stellen also Gebilde derselben Art {(Kurven) dar, einmal als Ort ihrer
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Punkte, einmal als Ort ihrer Tangenten. Beispiele haben wir bereits
kennen gelernt (S. 122). Fiir die Gleichungen zweiten Grades werden
wir in § 8 einen allgemeinen Beweis dafiir liefern?).

Eine homogene Gleichung #*» Grades besitzt L (# + 1) (v + 2)
Koeffizienten. Die Zahlung geschieht am einfachsten so, daB wir un-
homogene Koordinaten benutzen. Die Gleichung hat dann eine Konstante,
zwei Glieder erster Ordnung, drei der zweiten usw.; insgesamt also

) 14+2+3+ - +n+1=4§n+1)(n+2)

Glieder. Eine Kurve der #»'*® Ordnung wird also bestimmt sein,
wenn die Verhiltnisse dieser Koeffizienten bekannt sind. Sie 148t sich
so bestimmen, daB sie §(» - 1)(# 4 2) — 1 Punkte allgemeiner Lage
enthdlt, was ebenso (mittels der Determinantensitze) bewiesen wird,
wie es fiir die einfacheren Fille der Geraden und des Kreises geschehen
ist (S.36 und| 106). Ebenso kann eine Kurve der #*® Klasse so be-
stimmt werden, daf3 sie 4 (» + 1)(» + 2) — 1 Strahlen allgemeiner Lage
als Tangenten besitzt. Eine eingehendere Erérterung dieses Sachver-
halts muB freilich unterbleiben.

Wir werden die Kurve zweiter Ordnung durch C, bezeichnen, die
Kurve der zweiten Klasse durch I, . Thre Gleichung enthilt dem vor-
stehenden gemil sechs Koeffizienten. Eine C, ist insofern durch fiinf
Punkte allgemeiner Lage bestimmt, d. h. es gibt genau eine Kurve C,,
die durch sie hindurchgeht; was auf anderer Grundlage in Kap. XII
§ 6 bewiesen wird?).

i

§ 2. Hilfssitze.

Wir legen zunéchst gewdhnliche Parallelkoordinaten zugrunde. Fiir
sie gilt folgendes:

1. Der Ubergang von #, y-Koordinaten zu irgend welchen %', ¥'-Ko-
ordinaten ist (S.30) durch Formeln der Form

(3) xl=alx+bly+el, yl:clx+dly+fl
gegeben. Die Gleichungen 4" = 0, ¥" = 0 liefern die %', y’-Achsen; im
%, y-System haben diese Achsen daher die Gleichungen

ax+by+4e =0, cx+dy+/=0.

1) Die Kurven zweiter Ordnung werden wir iiberdies als identisch mit den
Kurven zweiter Klasse erweisen; daher die obige gemeinsame Bezeichnung. Fiir
n > 2 ist diese Identitit nicht mehr vorhanden.

%) Ein Fall, in dem 5 Punkte mehr als eine Kurve bestimmen, ist der folgende.
Liegen 4 Punkte auf einer Geraden g, und ist P’ ein fiinfter Punkt, so bildet g mit
jeder durch P’ gehenden Geraden g’ ein Geradenpaar durch die 5 Punkte.

Wenn ein Kreis bereits durch 3 Punkte bestimmt ist, so liegt es daran, daB
er auch durch die beiden Kreispunkte geht, so da von den 5 Punkten fiir ihn nur
3 beliebig bleiben.
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Hieraus ist zu folgern: Sollen zwei Geraden

Ax+By+C=0 und Ayx+B;y+C; =0
die neuen #’, y’-Achsen werden, so miissen die vorstehenden Gleichungen
mit den vorhergehenden gleichwertig sein. Thre linken Seiten kénnen

sich also nur um einen Faktor unterscheiden, die Gleichungen (3) lauten
also jedenfalls

(3a) Avv=Ax+By+C, py=A4,x+B;y+C,.

Dabei sind 4 und u gewisse Konstanten, deren Wert hier unbestimmt
bleiben kann.

Handelt es sich insbesondere um zwei rechtwinklige Achsensysteme
mit demselben Anfangspunkt, so bestehen statt (3) die einfacheren
Gleichungen
(4 x' =uxcosa +ysinx, y = —xsina +ycosa; o = (xx').

Soll nun eine Gerade Ax 4+ By = 0 die neue x'-Achse werden, so hat
sie die Gleichung y'= 0, und wir erhalten zunichst
uy'=Ax+ By.
Diese Gleichung ist mit (4) in Ubereinstimmung zu bringen; es muB also
T 5o . — 4 B

p=7yA4A+ B2, sina :V—m, COS& =m

sein. Die Gleichungen (4) lauten daher
, _Bx—Ay ,_Ax—}—]ﬂ_

©) Ye=Vare YTy
ihre Auflésungen sind

(5a) _ Byt 4y _ —Ax'+ By
Sy B’ T yarrBE
2. Die Gleichung der C, nehmen wir in der Form
(6) a1 %%+ 205,59 + Ag0Y2 + 28135 + 2a93Y + 33 = 0

an; fir a,,, a,3, 455 sollim folgenden auch ay,, a5, , a5, geschrieben werden.
Wie vorweg bemerkt sei, hidngt die Eigenart der durch (6) bestimmten
C, wesentlich von zwei Determinanten ab?), von

a a a
11 12 13
an 2

7 A= und 6=

2 .
A1 Ggg  Qgg = Gy g9 — Q135

gy Gy
A3 d3p 433

A heiBt die Diskriminante der Gleichung; ihr ausfiihrlicher Wert ist
(7a) A= 2015813005 — (41105 + 90%3) + 33 (@11 a0 — aFy) -

Beide Determinanten sind symmetrisch gegen die Diagonale. Daraus
ist ersichtlich, daB3 die Unterdeterminanten, die den beiden Elementen

1) Man vgl. fiir das folgende (9a), (9b), (15), (16) des Anhangs.
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Gyp = Gy, Ags = A3y, A3 = Gy5 entsprechen, ebenfalls einander gleich
sind. Wir kénnen daher die Unterdeterminanten der neun Elemente
a;; der Reihe nach durch

Ay, Ayg, Avz; Agy, Age, Ags; Ay, Ase, Ass

so bezeichnen, daB wieder A;; = A;; ist. Insbesondere wird

a a
_ | %1 Qe
A3 = = A9y 039 — A32021,
Ay Ao
31 g
8) Agy = = Q31419 — A32%3,
Ay G
a a
%1 G| _ 2 __
Agy = = Ay 8 —afy = 0.
g1 Qa9
Ferner ist
9) A=Ay + A Ay + dzz Ass .

Von Wichtigkeit ist fiir uns besonders der Fall, daB@ zugleich
A=0 und 6=0
ist. Wegen 4 = 6 = 0 folgt dann aus (9)
15 (@g1 Ay — gy A31) + g (Ag; 1z — g9 0y;) = 0.
Weiter ist ay,ay —al =0, also a;, = Ja,, Vag,1); die vorstehende
Gleichung geht daher (durch leichte Umformung) in
(“13 Qg — Ao V;1—1)2 =0
itber. Wird diese Gleichung vom Quadrat befreit und dann mit Vase
beziiglich mit Ya,, multipliziert, so ergibt sich
A1309 — Agglyy = 0 UNd  G13d9; — dy3yy = 0,
also 4,3 =0 und 4,3 = 0 und damit

(10) . Gyt Gppt Qg = dgy - Ggp - Gog -

§ 3. Transformation auf Mittelpunkt und Hauptachsen.

Zunichst soll untersucht werden, ob die durch (6) dargestelite
Kurvengattung C, noch andere geometrische Orter umfaBt als die uns
schon bekannten. Die Antwort wird verneinend lauten. Um zu diesem
Ergebnis zu gelangen, machen wir davon Gebrauch, daBl das Koordi-
natensystem die Ordnung der Kurve nicht dndert, daf3 es also beliebig
wihlbar ist. Eine zweckmiBige Koordinatenwahl ist ein naheliegender
analytischer Gesichtspunkt. Von ihm wollen wir uns zunichst leiten
lassen; es sollen neue Achsen so eingefiihrt werden, da3 die Gleichung (6)

1) Es kommt im folgenden nur der Fall a;; > 0 in Betracht; wegen 6 = 0
ist dann ay; a,, > 0, also auch ay, > 0.
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eine moglichst einfache Form annimmt. Vorweg sei noch bemerkt,
daB sie sich auch folgendermaBen schreiben 14Bt:

(11) {x(“nx +apy + a33) + Y(@n X + g5y + az3)
+ (@31 % + a5,y + ag5) = 0.
Die neuen x’,v'-Achsen mogen den x,y-Achsen parallel sein; die
Transformationsgleichungen seien

x=x+&, y=9+n,

so daB (£,7) der neue Anfangspunkt O’ ist. Setzen wir diese Werte
in Gleichung (6) ein, so wird sie, nach #' und y’ geordnet, die Form
(12)  aua'? + 2454’y + azny'® + 24135 + 2az3y + a3 =0
annehmen; und es ist offenbar
(13) an = ay, @2=dyp, @G = dy.
Ferner ist
(14) a1y = @y &+ @ + g3, Aoy = a1 &+ g + g3,

Agg = @11 2+ 241380 + A ® + 28138 + 24931 + A
Der Wert a3 stellt die linke Seite von (6) fiir £, 5 dar; daher ist gemdl3 (11)
I asg = E(ay & 4 a1pm + aya) + N (@12 + a7 + agy)

+ (a5 + assm + agg) .

Nun soll der Punkt (£, %) so gewdhlt werden, daB aj3 = 0 und a3 =0
ist. Dann lautet die Gleichung (12) einfacher

(14a)-

(15) ap %%+ 20,8y + a5y + a33 =0
ferner ergeben sich fiir & und # aus (14) die Gleichungen
(16) apétapn a3 =0, @&+ ann+ay=0,
und fiir a3 erhédlt man aus (14a) einfacher
(16a) aszg = @& + Agg7) + dgz .
Fiir £ und # folgt aus (16)
\ M Gg| . |@is @y | |y ar
16b) &:n:1 = : = A, Ags: Asa;
(t6p) " \ Aoz Qa3 | Aoz Ao | |1z Qa2 187 s e

gemifB (9) erhilt man also weiter
(17) Odss = ayg Ayg + Agg Agg + a5 Ay = 4; agg=4:9.

Es ist nun zu unterscheiden, ob 4 und 6 den Wert Null haben
oder nicht. Sei zunichst 6 2 0; dann existiert ein endliches Losungs-
system £,7, und die Transformation von (6) in die Gleichung (15) ist
ausfithrbar. Aus der Form dieser Gleichung flieBt ein wichtiges Resultat.
Wird sie durch die Koordinaten %', ¥’ befriedigt, so auch durch —#', —y';
der Anfangspunkt O’ ist also ein Muttelpunkt der C, (S. 17), jede durch
ihn gehende Sehne wird in ihm halbiert, wie es fiir Ellipse und Hyperbel
der Fall ist (etgentliche Mittelpunkiskurven).
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Fassen wir in (16) & und % als variabel auf, so stellen diese Glei-
chungen zwei Geraden dar; fiir sie gibt es (S. 41) entweder einen end-
lichen oder uneigentlichen gemeinsamen Punkt, oder die Geraden sind
identisch, und jeder ihrer Punkte entspricht einer Lésung (&, %) von
(16). Verabreden wir, jede solche gemeinsame Lisung als Mittelpunkt
zu bezeichnen, so lassen sich drei Gattungen C, unterscheiden; solche
mit einem eigentlichen, mit einem uneigentlichen und mit unendlich
vielen Mittelpunkten. Alle diese Kurven nach den Werten der Koeffi-
zienten a;; erschopfend aufzuzdhlen, ist die Aufgabe, die hier erledigt
werden soll. Wir beginnen mit dem Fall 6 2 0.

Fir ihn soll gezeigt werden, dall jede durch (15) dargestelite Kurve
eine Ellipse, eine Hyperbel oder ein Geradenpaar ist. Zunichst ist
klar, daB3 wir den Fall a;; = 0, a5, = 0, @y, = 0 auszuschlieBen haben.
Ist 4, =0 und a,, = 0, also a,, == 0, so stellt (15) eine Hyperbel dar, die
(S. 131) die Achsen als Asymptoten besitzt. Dieser Fall ist damit erledigt.

Sind nicht beide Koeffizienten a,; und a,, gleich Null, so sei ins-
besondere a,; von Null verschieden, ist es nicht so, so vertauschen wir
die Achsen; wir diirfen auch die Festsetzung treffen, daB a,;, > 0 ist?).
Wir nehmen nun die Achsen rechtwinklig an und gehen zu neuen X,
Y-Achsen durch den Mittelpunkt tber. Ist <C(x'X) = &, so lauten
die Transformationsgleichungen

2= Xcosax — Ysina, y = Xsinx 4 Ycos&,

und es moge die Gleichung (15) in X, Y die Form

(18) A X2 4241, XY + Ay Y2+ a3 =0

annehmen?). Wir kommen damit auf eine Betrachtung zuriigk, die wir

bereits (S. 51) durchgefithrt haben. Dort ergab sich insbesondere, daf
244 = ayy + A + (477 — dgp) OS2 + 2 a5,SIN20

(19) 245 = a3 + gy — (A7 — Apy) COS2 — 2 a1, SIN2 00
24, = (Agy — @y7) SIN 26 + 2,5 COS2 %

ist, und auBerdem

(20) Ay + Ay = ay + gy, ApAgy — Al = a3, 09 — as

Wir wihlen nun « so, daB A,, = 0 ist; dann geht (18) in
(21) ; Ap X2+ A Y2+ a33 =0
iiber; die X, Y-Achsen fallen in die Haupiachsen, und es bestimmt

sich o« aus
2 aq,

(22) (@g — ayy) Sin206 + 2ay5,c0820 = 0; tg2o = ——

@11 — G2

?)

1) Ist ayy << 0, 'so wird die Gleichung mit — 1 multipliziert.

%) Ay, Ayy. Agy sind in diesem § 3 nur Koeffizientenbezeichnungen, nicht
Unterdeterminanten 4,y .

8) Fir ay; — ayp = 0, a3 = 0 wird tg2 o unbestimmt, und es stellt (15)
einen Kreis dar. Davon wird abgesehen.
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Ferner haben wir jetzt fiir 4,; und 4,, gemil (20)

(23) A+ Agp = ayy + Gy, Ay Agy = ay3 a5 — aly = 9,

und da d = 0 ist, sind A;; und A4, von Null verschieden. Sie sind
Wurzeln der quadratischen Gleichung

(23a) 2% — (A + a99) 2+ (a11 89y — afy) = 0.

Bemerkung. Aus (22) crgeben sich an sich zwei Werte fur «, die sich um z/2
unterscheiden; ebenso kann man von den Wurzeln von (23a) eine beliebig als
Ay, oder 4,, wihlen. Ist aber & gewahlt, so sind 4,, und A,, durch (19) eindeutig
bestimmt, und ebenso ist es umgekehrt. Geometrisch besagt die Wahl von 4,
und 4,,, welche der beiden Hauptachsen die Rolle der X-Achse, und welche die
der Y-Achse iibernimmt. Wir werden so verfahren, daB wir die eventuell zu
treffende Festsetzung durch die Wahl von Ay bewirken.

Die weiteren Betrachtungen kniipfen an den Wert von A an.
Den ersten Hauptfall bildet 4 2 0; dann ist auch afy = 4:0=0,
und (21) kann in die Form

A446 Agpd

2 2_ 4 —0- _ —
mX2+nY 1=0; m= R o

gesetzt werden; die Vorzeichen von s und # hingen also von den
Vorzeichen von A4,, 4,s, 6, 4 ab. Wir unterscheiden weiter, ob § >0
oder 4 <0 ist.

Ist 8 = ayy a5 — a3 >0, so ist a;; @, > aj,, es haben also ay
und a,, gleiches Vorzeichen, und da oben a;; >0 angenommen ist,
so folgt auch a,, > 0. Wegen 4,; 45, = 0 >0 haben auch 4,;, und 4,,
gleiches Vorzeichen, und da A4y + Ay = a3 + a5, >0 ist, so ist
Ay >0, Ay, > 0. Mithin haben m und » das entgegengesetzte Zeichen
wie 0: 4. Wir finden so die folgenden zwei Fille:

0>0, 4>0; m<0, n<0, ay>0,
0>0, 4<0; m>0, >0, ap<<O0.
Diesen beiden Fillen entsprechen die Gleichungen

;—2 + blzz +1 = 0 (imaginire Ellipse oder nullteilige Kurve),
@) {5 1 |
wtpEp—1=0 (reelle Ellipse).
Sei zweitens § < 0, also 4, 4,5, < 0. Es haben 4,, und 4,,, also
auch m und # entgegengesetztes Zeichen; wir wihlen 4., so, daB

m > 0 ist, also # << 0, und finden die zwei Fille

0<0, A4>0;, m>0, n<0, A;>0, Ay,<0, ayp<o,
0<0, 4<0; m>0, n<0, A; <0, Ap>0, axy>0

mit den Gleichungen

X2 YZ
e 1 = 0 (Hyperbel; X-Achse reelle Achse),
(25) X2 Y2
~y — 3 + 1 =0 (Hyperbel; Y-Achse reelle Achse).

a2
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Die Art der Kurve ist daher durch die Vorzeichen von 6 und A voilstindig
bestimmi.

Ist die Diskriminante 4 = 0, also auch af; = 0, so schlieBen wir
wie vorher, daB3 im Falle 6 >0 wiederum A;; >0, 45, >0 ist; im
Falle 6 < 0 haben A4,;, und A4,, wiederum verschiedenes Vorzeichen.
Wir finden so

2 2
>0, 4=0; % + % = 0 (imagindres Geradenpaar),
(26) | o oy
<0, 4=0; =3— 3= 0 (reelles Geradenpaar).

a? b?

Hieraus erhellt auch die geometrische Bedeutung von 6 <0 und
4> 0. Die C, von Gleichung (18) hat mit g, fiir a3, =0 dieselben
Punkte gemein wie fiir a3 = 0; sie sind reell fiir 6 <0, imagindr fir
6>0.

Beispiele. 1. Fur die Gleichung

x#24-2xy —y24+8x+4y —8=0
finden wir 4 = 44, 6 = — 2, a}; = — 22. Fur den Mittelpunkt (&, ) bestehen
die Gleichungen
E4+n+4=0 E—yn+2=0; £=—-3, n=—1.
Die Lage der Hauptachsen ist durch tg2« = 1, 2« = 45° oder 2& = 225° be-
stimmt. Fir 4,; und 4,, findet sich

Ay + Ay =0, Apdgy = —2, also Ay =12, Ayp=—J2.
Die Kurve ist eine gleichseitige Hyperbel; ihre Gleichung kann in die Form
X2~ Y2=—11)2, Y2-—X:=11}2

gesetzt werden.

Unbestimmt bleibt hier noch die Lage der reellen Achse zur x-Achse. Um
sie zu klaren, miissen wir zu den Gleichungen (19) zuriickgehen. Nehmen wir
20 = 45°, also cos2a = sin2& = V2, so finden wir

24y =2V2, 24, =—2}>2,
so daB die Gleichung die Form
V2X2 —y2Y2 —22 =0; Y- X%=11)2
annimmt. Die reelle Achse der Hyperbel (die Y-Achse) bildet also mit der x-Achse
den Winkel von 1124°. .

2. Fiir die Gleichung 1442 — 4%y + 1192 — 364 + 48y + 6 =0 ist £ = 1,
7 = — 2 der Mittelpunkt. Es ist § = 150, 4 = — 609, die Hauptachsenglei-
chung lautet 242 + 392 = 12.

3. Die Gleichung 11%%2 4 84xy — 2492 4 22x + 84y — 145 = O geht auf
die Hauptachsen transformiert in 3x2 — 492 = 12 iiber.

§ 4. Die Parabel nebst ihren Ausartungen.
Es bleibt noch der Fall
0= 0ayaym—a=0

zu betrachten. Da ¢ die Diskriminante der quadratischen Glieder
Ay, %% -+ 2 a5, %Y + a5 y* bedeutet, so besagt ihr Verschwinden, daB diese



§ 4. Die Parabel nebst ihren Ausartungen. 143

Glieder ein vollstdndiges Quadrat bilden (Anhang 42b). Wir konnen
sie also in die Form( a, %+ Va22y)2 setzen.
Ist auch noch 4 = 0, so ist gemiB § 2
@11 Gyt Ay == Byg gy Aog;
es gibt daher unendlich viele Losungen &, % der Gleichungen (16)

und damit unendlich viele Mittelpunkte. Wir kénnen mit jedem von
ihnen die Gleichung der C, in die Form (15) {iberfithren und erhalten

(27) (Vauu o + Yary)* + dfg = 0.
Hier ist aber noch der Wert von aj; zu berechnen, da (17) versagt.
Wegen 4 = 0 haben wir von (16a), also von

Uy = G13& + A3 M + agg

auszugehen. Wird diese Gleichung der Reihe nach mit ay, aq5, s
multipliziert, so folgt mit Riicksicht auf (16)

/o . 2 __
Ay @3 = A3 (@ & + ayem) + Ay dss = Gy ag3 — a3 = Ay,
v
Ao Ay = Aoy (Ay; & + Ay M) + A1p 033 = — Q13893 + A1p A3y = Ay,
_ _ 2 _
Ao Wiy = o3 (A1 & + AgaM) + AnpGgy = App gy — A3 = Ay,

wo hier wieder 4y;, 4,5, 45, die Unterdeterminanten von a,,, @y, @3
in 4 sind. Es wird also

A A
(28) aég —_ 22 — 12 — 11 .
a1 12 22

LN

Da nun ay,, a5, @5 (S. 140) nicht zugleich Null sind, gibt mindestens
einer dieser Quotienten einen bestimmten endlichen Wert fiir ag.
Ist af; << 0, so sei ajy; = — k?; die Gleichung nimmt dann die Form

(Vay &'+ Vasy'+ &) (Yan 2"+ Vazy'— k) = 0
an. Sie stellt zwes parallele Geraden dar; die Mittelpunkte (£#) erfiillen
die zugehorige Mittelgerade. Ist a4 > 0, so erhalten wir analog zwei

imagindre parallele Geraden. Ist endlich aj; = 0, so stellt die Gleichung
eine Doppelgerade dar. Alsdann folgt aus (28) auch

" A,;,=0, A4,,=0, 4, =0;
es sind also alle Unterdeterminanten von A gleich Null, und es ist
(28a) Ayy P Qg i g = Gyo @ Aoy - oy = Gyg - oy - dgg .

Man kann in diesem Falle den Ubergang von (6) in das Quadrat
eines linearen Faktors folgendermaflen direkt ausfithren. GeméB der
letzten Gleichung darf man setzen
Ay =pal ap=papf, dyu=pp ag=pay, ag=upfy, ag=puy?
wo p ein Proportionalititsfaktor ist, und die Gleichung (6) lautet

(ax +fy+7)?2=0.
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Es bleibt noch der Fall zu erdrtern, daB é = 0, aber 4 2 0 ist;
ihm entspricht die Parabel. Aus § = 0 folgt jetzt, daB es kein endliches
Wertepaar (&, %) gibt, das (16) befriedigt; der Ubergang zu parallelen
%', ¥’-Achsen durch den Punkt (£, %) ist also nicht méglich. Wir fithren
in diesem Falle zuerst die Achsendrehung um O aus und gehen dann
zu neuen parallelen Achsen iiber.

Wegen ¢ = 0 148t sich (6), wie wir soeben sahen, in

(Vlaux + Va5 y)? + 215 % + 2855y + @33 = 0
iberfithren. Die neuen Achsen #’, ¥’ legen wir nun so, daB3 die Gerade
Va1 % + Ya.,,y = 0 die x’-Achse wird, also die Gleichung 3y’ = 0 besitzt;
wie wirin § 2 zeigten, entsprechen dem die Transformationsgleichungen?)

xlz@x_ any ,_Va—n%%- Q¥ | _Va

= ; sing = ————,
V“n + agp ’ V“u + ag V“n + ag
_ Van# +Vayuy’ y = —Vax’%-l/a'a;y’, CoSK — Vags .
_— = =, - »
Van + ase ’ V“u + g V“n + age
die obige Gleichung verwandelt sich daher in
(29) (@ + ay) V2 + 2ai3x" + 2a53y" + a3 = 0;
(29a) Ay = ay Vage — ans Yau g = “_1:&/‘71; + ass V;l;
V“u + gy V“u + ag

Hier ist notwendig a{; 2> 0, da aus aj; = 0 (wie am Schlu} von § 2)
A =0 und 4,; = 0, also auch 4 = 0 folgen wiirde.
Nunmehr gehen wir mittels der Gleichungen
¥ =X+E y=Y+q

zu parallelen Achsen fiber; wir erhalten die neue Gleichung

(@ + ) Y2 +2a3X +2a,Y 4+ a5 =0,
und zwar ist

afy = agg, Az = (ay; + ag) N + ag,

agy = (ayy + Gg) M + 2ai3 & + 24531 + agg .

Durch geeignete Wahl von # machen wir zunichst a = 0; alsdann
bewirkt eine geeignete Wahl von &, daB auch af = 0 wird. Dadurch
reduziert sich (29) auf die Parabelgleichung, nimlich
(30) (@11 + a) Y2+ 243X =0; a3 =a;220.

Insgesamt ergeben sich so fiir § = 0 die Fille

0=0, 420, Parabel,

0=0, A4=0, al<<0; zwei parallele Geraden,

0=0, 4=0, aj;>0; zwel imagindre parallele Geraden,
0=0, 4=0, aj;=0; eine Doppelgerade.

1) Wegen der Vorzeichen der Wurzeln vgl. S. 39.
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Die letzten drei Fille sind auch durch das Verschwinden gewisser Unter-
determinanten gekennzeichnet: fiir den ersten und zweiten ist
Ay = Ay = Agg = 0; im letzten Fall verschwinden alle Unterdetermi-
nanten, A,y = A,y = Apy = A3 = Ay = A33 = 0 1). Hieraus und aus
§ 3 folgt, daBl 4 =0 die notwendige und hinveichende Bedingung Fiir etn
Geradenpaar darstells.

Mit g. hat die C, im Fall § =0 stets zwei zusammenfallende
Punkte gemein, bestimmt durch Ya;, % + Ja,y = 0.

Beispiele. 1. Fir die Gleichung

¥4+ 2xy4+924+8x+4y—-8=0

ist d = 0, 4 = — 4, sie stellt also eine Parabel dar. Man kann sie direkt in die
Form (F+5)2 + 40 +9) +4x—8 =0
bringen. Die Gleichungen der ersten Transformation lauten

V2y' =x+y, Vov=x—y; V2x=x49, V2y=—2+y’,
man erhilt also zunichst

¥t + 312y +Y24 —4=o0.

Weiter ist 3’ =Y — 3y2:2, " = X + 17:2Y2 zu setzen; die Parabelgleichung

lautet dann Y2 4 Y2 X = 0. Der Winkel & = (¥ #’) ist durch cosox = — sinx =1:y2
{x = 135°) bestimmt.

2. Fur die Gleichung #® 4+ 2% — 6 =0 ist ay = a3 =1, dagy = —6;
Ajg= A3 =0=4=0. Fernerwird 4;; =0, 4,, =0, Ay, = —7, alsoal, = — 7.

Dies gibt die Gleichung (¥ + 1)2 — 7 = 0 und somit zwei parallele Geraden;
was man auch direkt erhilt.

§ 5. Die Invarianten.
Die GroBen
(31) @y +ap=7J, und a8, —aj =0
stellen die einfachsten Invarianten der C, firr rechtwinklige Trans-
formationen dar. Ihre geometrische Bedeutung ist die, daB J, =0
eine gleichseitige Hyperbel bedingt und § = 0 eine eigentliche Mittel-
punktskurve ausschlieBt. Analytisch ist J die Diskriminante der Glie-

der zweiter Ordnung; ihr Verschwinden macht diese Glieder zum
Quadrat.

Um dies auf beliebige Achsensysteme auszudehnen, wollen wir von
der quadratischen Form a,, %%+ 2a,, %y + a,,v? ausgehen; durch die
Transformationsformeln gehe sie in af;x'2 + 2af, %"y’ + afyy'? iiber.
Fiir jedes Paar entsprechender Punkte (r, y) und (', y') besteht dann
auf Grund dieser Formeln die Gleichung
(32) A %2+ 201X + A y? = a2 + 2055y +-agy'?.

Nun gibt es noch eine besondere quadratische Form, die auf Grund der

1) Vgl. die analogen Kriterien von S. 45.

Schoenflies, Analytische Geometrie. 10
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genannten Formeln ebenfalls in die entsprechende iibergeht; es ist die,
die den Abstand OP ausdriickt. Ist < (vy) = w,(v,9') = o, so ist
fiir jedes Paar entsprechender Punkte
(324a) 22+ y2f2xycosw = %2492 4 24"y cosw’.
Daher ist auch
(321) { Ay %2 4 281, %Y + Ay y% 4 A(%2 4+ y2 4 22y cosw)

= a8+ 2apx’y + apy'2 + Ax'2 4+ y'2 4+ 24"y’ cosw’),
und zwar filr jedes 2. Wahlt man 4 insbesondere so, daB die linke
Seite das Quadrat eines linearen Faktors wird, so ist fiir denselben
Wert von 4 auch die rechte ein solches Quadrat. Die Bedingungen
dafiir lauten links und rechts
a;+ 24 ap+Adcosw ay+4 ap+ 24 cosw’ |
a3+ Acosw  ag + A dp+Acosw’ afy+A |
Dies sind zwei quadratische Gleichungen in 4, die dieselben Wurzeln
besitzen; ihre Koeffizienten sind daher einander proportional, d. h. es ist

=0 und 0.

(33) 211 “?2 2“ afy — “h“éez _‘/2“;22 ,
s w S1n® o
und
(33a) a, + a22~—22 412 COS® aly + abe .—22?{2 cosw’ )
sin?w sin? @

Damit ist die allgemeine Form der invarianten Ausdriicke (31) ge-

wonnen. :
Es gibt noch eine dritte, wichtige Gré8e von invariantem Charakter;

es ist die Diskriminante A. Der Beweis wird im Anhang gefithrt wer-
den (38a), und zwar fiir allgemeine homogene Koordinaten x;. Wir
legen also als Gleichung der C,
(34) {f(x) = Gy ¥ + G %3 + A3 X3 + 2 Agg Xy Xy + 2 413 % Xy + 2 Ay Xy K,
=D apXidy =0, ay= ay

zugrunde; man hat wiederum
(342) { 1#) = (@ %y + ayp %y + Ayg%5) %y + (Aay ¥y + g Xa + g3 %5) %,

+ (@31 % + @59 %5 + @33 %3) %3 -
Werden nun neue Koordinaten x; durch die Substitution

% = Piy %1 + Bia % + Pis %5

eingefiihrt, so lautet die Invarianzgleichung
(35) =gl 4;  Ad=[lax].
Die Diskriminante bewahrt also bis auf das Quadrat der Substitutions-
determinante als Faktor ihre Form. Vor diesem allgemeinen Resultat

kommt hier jedoch nur der engere Fall in Betracht, den wir bisher
stets ins Auge faBten, ndmlich die Transformation zwischen einem
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xy-System und einem x’y’-System. Mogen die xy-Achsen wieder recht-
winklig sein, die %’ 9’-Achsen beliebig; dann lauten die Transformations-
formeln
x=ox + Yy, y=yx'+90y,
o =cos (¥x), f=cos(xy’), y=cos(yx'), d=-cos(yy).
In diesem Fall ergibt sich (S. 31)

M
[Bull=17 & 0| =ad—py=sin(xy),
0 0 1

und Gleichung (35) wird
A =sin2(x'y) 4.
Nimmt man ein zweites System x”, y" an, so ist ebenso

AII —_ Sin2 (xll /I) A
oder aber
A/ A//
(36) sin? (#' y) = Sin® PRZE

in voller Analogie zu den Gleichungen (33) und (33a).
Die groBe Bedeutung der Invarianten wird aus folgender An-
wendung hervorgehen. Wir setzen zunichst

ayy + Apg — 2 @45 COS @
(37) ]1 = sin2 (xy) >
VI TINCT
1 a3 Qo 1
73 = ——5—— = ———|a a a, 5
(3 ) ]2 sin2 (v y) Ay Ay 2 ]3 sin? (% ) 21 22 23 1

a3 A3z Qg3

der Index zeigt also den Grad der Invariante in den Koeffizienten an.
Fir irgend zwei Achsensysteme %', ¥ und %", y” ist dann

t __T” YA /74 ’
] 11— Ji» ] 22— J2> ] 3
Lassen wir diese Achsen mit zwei Paaren konjugierter Durchmesser &', b’

und 4", b”" zusammenfallen, so nehmen die beiden ersten Gleichungen
die besondere Form

(e ,,L) sint (¢ ) = ( ot ) © SR (Y),
; ¢ b : sin? (7/}/ //z bﬁ/z sin? (x”y/)

an. Die zweite Gleichung stellt den S. 132 bewiesenen Satz dar, daB
die aus zwei konjugierten Durchmessern gebildeten Parallelogramme
gleichen Inhalt haben. Weiter folgt durch Division

alz:{:blz — “Hzib/lz,
nnd das ist die S. 134 abgeleitete Formel (31).
10*
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§ 6. Die projektive Einteilung der C,.

Fiir die Einteilung der C, bildete in § 3 und § 4 die Frage, ob
0 = ac — b% = 0 ist oder nicht, den Ausgangspunkt. Im ersten Fall
fiel der durch (16) bestimmte Punkt (&%) auf g, im zweiten ins Endliche;
es steht also die Gerade g im Gegensatz zu den eigentlichen Geraden.
Darauf beruht auch die Sonderstellung der Parabel; sie besitzt die
Gerade g, als Tangente.

Im Kap. VIII lernten wir, daB dieser Gegensatz beim Ubergang
zu den allgemeinen projektiven Koordinaten schwindet. Diesen Uber-
gang wollen wir jetzt vornehmen. Es schwindet dann sowohl der
Gegensatz zwischen Ellipse und Hyperbel einerseits und der Parabel
andererseits, wie auch der Gegensatz zwischen Ellipse und Hyperbel
selbst; man spricht insofern von einer projektiven Einteilung der C, .

Analog ist die Stellung der Diskriminante 4. Thr Nullwerden bedeu-
tet, daB die Kurve in ein Geradenpaar oder eine Doppelgerade ausartet.
Das hat mit der Sonderstellung der g, nichts zu tun; es bildet auch die
Erklirung dafiir, dafl die Invarianz von 4 fiir beliebige homogene Ko-
ordinatentransformationen Geltung hat; A4 ist eine projekiive Invariante.

Um zur projektiven Einteilung der C, zu gelangen, gehen wir von
Gleichung (34) aus, also von

Ay X+ Ao X3 - Agy 43 -+ 2453 %5 %3 + 2 A%y %3 + 2% %5 = 0.
Von der linksstehenden quadratischen Form gelten nach dem An-
hang (45) die folgenden beiden Sdtze: 1. Durch geeignete Koordinaten-
transformation 148t sie sich in eine Summe von Quadraten iiberfithren,
und 2. gilt fiir sie das Tvdgheitsgesetz der quadratischen Formen. Wird
sie in eine Summe von Quadraten umgewandelt, so kann deren Zahl
drei oder zwei oder eins sein; diese Formen sind wiederum nach ihrer
Signatur zu unterscheiden, daraus folgt, dal — abgesehen davon,
daB man jede Gleichung mit —4 multiplizieren kann — nur fiinf
projektiv zu unterscheidende Xurvengattungen auftreten, charak-
terisiert durch die Gleichungsformen
g {LATHTE=0 2adta-s-o
68 3. B+0=0 4 B—x=0, 5 4=0.
Dem ersten Fall kann ein reeller Punkt nicht geniigen, ihm entspricht
der imagindre (nullteilige) C,; dem zweiten Fall entspricht der eigent-
liche C,. Die Fille 3. und 4. gestatten die Zerlegung in zwei imaginire
oder reelle Faktoren
(% +12) (4, —i%) =0 und  (x; + %)) (1, — %) = 0,
ihnen entspricht das imagindre und das reelle Geradenpaar; der Fall 5.
endlich liefert die stets reelle Doppelgerade. Dafl auch der Gegensatz
von reell und imaginir erhalten bleibt, beruht darauf, daB nur reelle
Transformationen in Betracht kommen.
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§ 7. Das Polarsystem.

Wir gehen von einer eigentlichen C, aus; ihre Gleichung setzen
wir in die Form (34a), also:

(39) { %3 (@11 %y + @yp %p + A13%3) + Xa(@a1 %1 + Aoy %p g3 %5)
+ %3(agy %y + A3 %s + a33%;3) = 0,
und es soll A=|laz|=0

sein. Ferner seien (y) und (2) zwei beliebige Punkte, so wird (S. 101)
(40) ex; =i+ 4z

alle Punkte der durch (y) und (2) bestimmten Geraden darstellen. Fiir
ihre gemeinsamen Punkte mit der C, besteht die Gleichung

‘ Hy +22) = X anlys+ Az) (v + Az) = 0;
nach 1 geordnet moge sie
(41) Li24-2Mi+N=0
lauten, und zwar ist, wie die Ausmultiplikation direkt ergibt,

L=apzz, M=2arviz, N=2 awry:V-

Der bilineare Ausdruck M 148t sich ausfiihrlicher in der doppelten Form
(42) M = X yi@12 + @izzy + aizz3) = 27 (ai1 ¥y + @i2ys + 2i3Ys)
darstellen, ist also aus den y; und 2; gleichartig aufgebaut.

Die beiden Wurzeln 4’ und 4" von (41) liefern, in (40) eingesetzt,

die Punkte (x') und ("), die die Gerade mit der C, gemein hat. Haben
die Punkte (y) und (2) insbesondere eine solche Lage, daB

(43) M+ =0, also M =0

ist, so bilden (x') und (¥”) mit (y) und (2) zwei harmonische Punkte-
paare; jedes Paar von Punkten (y) und (z), das diese Eigenschaft be-
sitzt, soll ein Paar kowjugicrier Punkte filr die C, heillen.

Wir halten nun den einen Punkt, z. B. (y), fest und fragen nach
der Gesamtheit der Punkte (z), die zu (y) konjugiert sind. Sie bilden —
in variablen z; — die durch M = 0 dargestellte Gerade. Sie heiBit
Polare von (y), und (y) ihr Pol. Hilt man irgend einen Punkt (2) dieser
Geraden fest, so bilden alle zu ihm konjugierten Punkte — in variablen y;
— ebenfalls eine durch M = Q dargestellte Gerade. Zu diesen Punkten
gehort auch der Punkt (y), von dem wir ausgingen, und so folgt:

Von zwer konjugierten Punkten liegt jeder auf der Polare des anderen.

Fillt der Punkt (y) auf die Kurve, so ist in (41) N = 0; wird also
der Punkt (2) wiederum der Bedingung M = 0 unterworfen, so liefert
die Gleichung (41) fir 1 die Doppelwurzel A = 0; die Verbindungs-
linie von (y) und (2) hat alsdann mit der Kurve nur den doppelt zdhlenden
Punkt (y) gemein, sie wird zur Tangente in (y), d.h.:

Die Polare eines Kurvenpunktes ist seine Tangente.
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Da dieser Satz ebenso wie der vorstehende seine Quelle in der
Gleichung M = 0 hat, so folgt noch: Jeder Punkt (2) einer Tangente
der Kurve ist zu threm Beriihrungspunkte konjugiert. Die Polare von (2)
[als Ort aller zu (z) konjugierten Punkte] geht daher durch die Beriihrungs-
punkte der von (2) an die Kurve gelegten Tangenten.

Die Linienkoordinaten #; der Polare von (y) erhalten wir aus (42)
gemiB Kap. VIII, §5; sie sind

(44) OU; = ;1 Yy + 4 Ys + i35 -
Wegen ||4;;|| = 0 lassen sich diese Gleichungen nach den y; auflésen;
sind 4;; die Unterdeterminanten der 4;;, so ist (Anhang 34Db)
(44a) oVe = Azu, + Aoy thy + Az s .
Zu einer Geraden (u) gibt es also genau einen Punkt (y), der ihr Pol ist:
Das Entsprechen von Pol und Polare ist eineindeutig.

Beispiel. TFir einen Kreis % 4 y2 — o2 = 0 lautet die Gleichung, die die
Polaritat liefert, wenn (&, ) und (#, y) konjugierte Punkte sind,

§x+ny—e*=0.

Sie liefert 1. die Polare zu (&, ), 2. die Tangente, wenn (&, 5) ein Kreispunkt ist,

3. den Satz, daBl die Polare auf der Verbindungslinie des Zentrums mit (&, 7),
also der Geraden nx — &y = O senkrecht steht.

§ 8. Die involutorischen Beziehungen im Polarsystem.

Die Polaritit bedingt eine Reihe involutorischer Beziehungen. Sei g
eine beliebige Gerade; wihlen wir sie als Gerade x3 = 0 des Koordinaten-
dreiecks, so geht (42) in die einfachere Gleichung

Y124+ @ (V12 + Yo 2y) + 2222 =0

iiber. Die y; und z; sind zugleich lineare Koordinaten fiir g selbst (S. 102);
demgemiB zeigt die vorstehende bilineare Gleichung, daBl die Paare
(#), (2) auf g eine Punktinvolution bilden. Dies ergibt sich auch folgender-
mafBen: Fassen wir g als Verbindungslinie der Punkte () und (x"’) auf,
die sie mit der C, gemein hat, so ist jedes auf ihr enthaltene Paar (y), (2)
zu (x') und (") harmonisch; ihre Gesamtheit bildet also die Involution
mit (x") und (x”) als Doppelpunkten. Je nachdem die Gerade g die
Kurve in zwei reellen oder zwei imaginiren Punkten schneidet, ist die
Involution hyperbolisch oder elliptisch. Ist die Gerade eine Tangente,
so ist die Involution parabolisch; in. der Tat ist ja (S. 149) jeder Punkt
der Tangente zum Berithrungspunkt konjugiert.

Fir die weiteren Betrachtungen wird zweckmdifig eine neue Be-
zeichnung eingefiihrt; die Polare eines Punktes P soll p heilen. Wir
nehmen an, die Kurve sei zeichnerisch gegeben, und wollen zunichst
zu P die Polare p und zu p ihren Pol P konstruieren. Dazu dient der
Satz von S. 61 iiber das Auftreten harmonischer Punkte am voll-
stindigen Viereck. Durch P ziehen wir zwei Geraden; ihre Schnitt-
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punkte mit der C, betrachten wir als vier Ecken eines Vierecks und
konstruieren dazu, wie es Fig. 63 zeigt, das Diagonaldreieck. Eine Ecke
fallt in P, die beiden anderen seien ¢ und R. Dann schneidet QR die
beiden durch P gezogenen Geraden in Punkten, die zu P konjugiert
sind, und ist daher die Polare $; ebenso ist PR = ¢ die Polare von Q
und PQ = » die Polare von R. Im Diagonal-
dreieck PQR sind also je zwei Ecken einander
konjugiert und jede Seite ist die Polare der ihr
gegeniiberliegenden Ecke (Polardreieck). Damit
ist bereits zu P die Polare p gefunden. Geht
man umgekehrt von der Geraden p aus, so
wird man auf ihr einen Punkt Q beliebig an-
nehmen, und nun mit Q als Ausgangspunkt das
zugehorige Polardreieck QPR konstruieren, so ist damit auch der
Pol P gefunden.

Von den beiden Geraden ¢ und » geht jede durch den Pol der
anderen; sie heiBlen komjugierte Geraden fir die C,. Lassen wir den
Punkt Q die Gerade p durchlaufen, so dreht sich gleichzeitig ¢ um P;
es durchlauft auch R die Gerade p, und es bleibt stets Q, R ein Paar
konjugierter Punkte; ebenso auch ¢,7 ein durch P gehendes Paar
konjugierter Strahlen. Alle diese Strahlenpaare (g, #) bilden wieder eine
Involution von Strahlenpaaren mit P als Scheitel; die von P an die C,
gezogenen Tangenten sind (S. 150) ihre Doppelstrahlen. Man kann dies
so aussprechen, daB die Involution auf p der Schnitt mit der im Biischel
um P vorhandenen Strahleninvolution ist.

Die so fiir eine C, nachgewiesene Polaritit enthilt die Sitze iiber
konjugierte Durchmesser als Sonderfille. Fillt der Punkt P in einen
Punkt (., so ist jeder zu ihm konjugierte Punkt Mitte einer durch Q
gehenden Sehne, ihre Gesamtheit somit ein Durchmesser. Die Durch-
messer sind also Polaren der Punkte Q; umgekehrt entspricht der Ge-
raden g als Pol der Kurvenmittelpunkt (bei der Parabel, die von g,
berithrt wird, fallt ihr Pol in den Bertthrungspunkt). Zwei konjugierte
Durchmesser von S. 127 liegen so, da8 jeder die Sehnen halbiert, die
durch den Pol des anderen gehen; sie sind also auch im Sinn des Polar-
systems konjugiert. Die Endpunkte der Paare konjugierter Durchmesser
bilden also die auf g. vorhandene Involution der Paare (Qw, Ro).

Beispiel. Fir den Kreis 42 4 y2 — 0222 = 0 und far (v,y,2) und (¢, ¥/, 2)
als konjugierte Punkte ist die Polaritatsgleichung

#x +yy — o222 =0; ferner ou =% ov=y, ow=-—p%z.
Die Punktinvolution auf g, ist also durch x2’ 4 99’ = 0 bestimmt; in u, v, w’, v’
geschrieben ergibt sich fiir dieselbe Involution wu’ - yvv” = 0, aber bezogen auf
den Strahlbiischel um O. Je zwei konjugierte Strahlen sind normal zuein-
ander. Die Doppelelemente sind #2 4- y2=0 und u2+4 v2 =0, also die Kreis-
punkte und die Minimalgeraden. Daraus folgt noch, daB orthogonal dasselbe ist,
wie konjugiert zu Joo und Jo .
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Firr ein Polardreieck als Koordinatendreieck gestaltet sich die
Kurvengleichung besonders einfach. Die Ecken haben dann — in y;
geschrieben — die Koordinatenwerte

Yo =0, ¥3=0; y3 =0, ¥ =0; y1=0, y,=0;

ihre Polaren, als Gegenseiten — in z; geschrieben — sind
21=0, 22=0, Z3=0.

Das muB in der Gleichung (42), die die Polare von (y) ist, durch die
Werte der a;; zum Ausdruck kommen; daher miissen alle a;;, deren
Indizes verschieden sind, den: Wert Null haben. Somit ist
(45) 3y %+ Age 43 + Agg 23 = 0
die Gleichung der C, fiir ein Polardreieck als Koordinatendreieck. Die
Transformation in eine Summe quadratischer Glieder von § 5 erhdlt
damit thre geometrische Deutung.

Die auf zwei konjugierte Durchmesser bezogene (homogene) Glei-
chung von Ellipse und Hyperbel war (S. 121)

Ax? 4 By? —22=0;
die beiden Durchmesser bilden daher mit g ein Polardreieck.

Auch die Transformation auf die Hauptachsen 148t sich mittels der
Polarentheorie leicht behandeln. Zunichst folgt aus Satz 3 von S. 79
ihre Existenz; sie bilden das gemeinsame Paar der Durchmesserinvo-
lution und der orthogonalen Involution, das stets reell ist (S. 76).
Analytisch ergibt sie sich wie folgt. Wir gehen von der Mittelpunkts-
gleichung fiir rechtwinklige  Achsen aus; sie sei
(45a) A %% + 28155 + gy + a332° = 0;
fiir irgend zwei konjugierte Punkte x,:y,:2 und x,:y,:z, besteht
wieder die Gleichung (42); sie lautet hier

%1 (@11 % + @12 Ya) + V1(B1o%s + A Ve) + Ag3212, = 0.
Wihlen wir die beiden konjugierten Punkte als ein Paar Qu, Re vOn
g0, SO ist fiir + =1, 2 '
Xt Yii2 = COSA;:sing;: 0,
und die vorstehende Gleichung geht in

COS 0y (@)1 COSGy + Ay SINK,) + SIN KKy (@45 COS Ky - Agy SINK,) = O
iiber. Sollen die Punkte Q, Ro zugleich auf den Hauptachsen liegen,
so mul &, — &, =47 sein; also

‘ COSO, + COS&y + Sin, - sinay = 0.
Nun ist cos«, und sine; nicht zugleich Null; in den beiden letzten
Gleichungen sind daher die Faktoren von cos®, und sin«; einander
proportional, fiir geeignetes 1 ist also

@1 COSOy + A1y SIN &y = A COSKy, Ay COS &y + Ay SINXy = A SINK, .
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Die analoge Gleichung besteht fiir &,; fiir die zugehorigen Werte 1
erhalten wir also die Bedingungsgleichung

a,— A a
1 12 I:o; A2 — (g + ag) A+ ayy a0 — al, = 0.

an gy — 4
Ihre Wurzeln ; liefern die zwei Werte «;; fiir jeden von ihnen ist mithin
(46a) { @yq COS0; + @y, sino; = A; cos o,

Agq COSO; + @y SiNY; = A; sinay; .

Die so gefundene Gleichung ist dieselbe, die (S. 141) 4,; und 4,, zu
Wurzeln hat. Dies ergibt sich auch aus der folgenden Betrachtung,
die die Hauptachsengleichung direkt liefert. Wir gehen zunichst zur
inhomogenen Gleichung (45a) zuriick, also zu

Ay %2+ 20158Y + Ay Y + g3 = 0.
Ihre Glieder zweiter Ordnung schreiben wir
A x® +28158Y + A Y? = 2 (A X + a35) + ¥ (@ % + a59) -

Nun sind «; und &, die Winkel der neuen X, Y-Achsen mit den #, y-
Achsen, daher lauten die Transformationsgleichungen
(46Db) x = X coso; + Y cosax,, ¥ = Xsinx, + Y sina, .
Mit Benutzung von (46a) ergibt sich aus ihnen

A%+ a;py = A, cosx, X 4 d,cos0, Y,

Ay % + Agey = Ay sino; X + 1, sine, Y,
und hieraus folgt durch Multiplikation mit den Gleichungen (46b)
und Addition wegen &y — &, = 1=

Ay %%+ 28,5y + A y? = 1, X2 4 A, Y2

Bemerkung. Im Fall der Parabel ist wegen ayy ayy, — a}; = 0 die eine der
beiden Wurzeln 4, und 4, Null; wird 4; = 0 gesetzt, so gehen die Glieder zweiter
Ordnung in das eine Quadrat 1, Y2 iiber; das ibrige folgt wie vorher.

§ 9. Dualistisches.

Das Entsprechen zwischen den Punkten und ihren Polaren ist
sachiich mit der Dualitit identisch. Es entspricht ndmlich

einem Punkt P und einer Geraden ¢ | eine Gerade p und ein Punkt (),
der vereinigten Lage von P und ¢ | vereinigte Lage von p und Q,
allen Strahlen ¢ durch P alle Punkte Q auf

usw. Geht man also von einer Figur aus, die aus Punkten und Geraden
besteht, konstruiert zu jedem Punkt die Polare und zu jeder Geraden
ihren Pol, so entsteht eine dualistische Figur, die aus Geraden und
Punkten ebenso aufgebaut ist wie die Ausgangsfigur aus Punkten und
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Geraden. GemiB {44) geht iiberdies auch

% =Yy;+ Az in ou;=v;+ 1w,
iiber, also eine Punktreihe in einen zu ihr projektiven Strahlbiischel
und umgekehrt. In dieser Weise ist die Dualitit von J. V. Poncelet
gefunden worden.

Auf hohere Gebilde 148t sich das Entsprechen folgendermaBen aus-
dehnen: Wir gehen von einem Punktort C, der #ten Ordnung aus (§ 1),
der durch f,(y) = 0 gegeben sei; eine Gerade ¢ enthilt #» Punkte von
ihm. Jedem Punkt P des Orts entspricht eine Polare p; alle diese
Geraden bilden einen Strahlenort, und ebenso wie » Punkte P; von C,
in eine Gerade ¢ fallen, so werden die # Polaren $; simtlich durch
den Pol Q von ¢ laufen. Das polare Bild des Punktorts C, der #ten
Ordnung ist also ein Strahlenort I, der nten Klasse. Seine Gleichung
ergibt sich hochst einfach mittels der Formeln (44), die die Koordinaten #;
der Polare des Punktes (y) enthalten. Fiir die y; besteht die Gleichung
fo(y) = 0. Setzen wir in sie fiir die y; ihre Werte in den #; ein, so ist
diese Gleichung fiir die Polaren aller Punkte (y) erfiillt, und ist daher
bereits die Gleichung ¢,(#) des Strahlenorts.

Sei insbesondere die Kurve C, die Kurve C, selbst. Jedem ihrer
Punkte entspricht seine Tangente als Polare; die Gleichung ¢(#) = 0
des Strahlenorts stellt also in diesem Falle die Kurve C, in Linien-
koordinaten dar. Diese Gleichung soll jetzt abgeleitet werden, indem
wir zundchst von den Gleichungen (44) ausgehen; sie lauten

Oy = Ay V1 + @12 Y2 + A13Ys

Oty = Ay Yy T+ A2 Y2 1 Aa3 Vs

Oty = A3y V) + A3 Y2 1 As3Y3 -
AuBerdem haben wir auszudriicken, daB (y) der C, angehort, daB also
fir die y; die Gleichung (39) besteht. Wir multiplizieren dazu die
drei Gleichungen mit y,, y,, ¥3 und erhalten

Yy 1+ U Yp + U3y =0,

eine Gleichung, die die vereinigte Lage fiir den Punkt (y) und die Ge-
rade (u) darstellt (also fir den Kurvenpunkt und seine Tangente).
Wir haben so vier Gleichungen, die fiir die y; erfiillt sein miissen; die
Elimination der y; aus ihnen liefert die gesuchte Beziehung fir die %;,
also die Tangentengleichung der C,. GemiB Anhang (30) ist sie

n e Gy M
(47) ‘ Gop G G Up| 0.
| %31 @32 a3 U3
lu, wy wus O |
Direkter erhalten wir sie durch Multiplikation der Gleichungen (44a)
mit y; (A=1,2,3) und ihre Addition; so folgt
(472a) 2 Aguim =0 (A= Az) .
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Eine eigentliche Kurve der zweiten Ordnung ist also zugleich eine
Kurve der zweiten Klasse.

Ist die Kurve C, auf ein Polardreieck bezogen, hat ihre Gleichung
also die Form (45), so lautet ihre Tangentengleichung
2 2 2
(47b) e Eb R Sy

H
an g2 Q33

Die Formeln (44) lauten nidmlich in diesem Falle

OUy = 013Y1, OUy = AgYs, OUz = d33Y3,

woraus die Behauptung folgt.
Die vorstehenden Betrachtungen lassen sich dualisieren. Wir gehen
dazu von der Gleichung eines Strahlenorts I', der zweiten Klasse aus;

sie laute
() = D bpuyuy=0; b= by;.

Wir werden damit beginnen, einer Geraden p einen Punkt P zuzu-
ordnen, und werden so das dualistische Bild der vorstehenden Resultate
erhalten. Da aber dies Resultat in sich dualistisch war, so erhalten
wir nichts Neues; es ist also iiberfliissig, diese Aufgabe zu behandeln.
Nur zweierlei sei erwidhnt: Die im Strahlenbiischel auftretende involu-
torische Paarung der Strahlen (v), (w) hat die Gleichung

Uy (b @y + by wy) + vy (bay @y + baawy) = 0,

und zweitens: Der Strahlenort I, muB sich zugleich als ein Punktort C,
erweisen. Dies kommt folgendermaBen zustande: Auf jedem Strahl
des Orts I'y, muBl es einen Punkt geben, der der Tangente dualistisch
gegeniibersteht, und den wir als Berdihrungspunkt des Strahls definieren
konnen, d. h. als einen Punkt, fiir den die beiden durch ihn ziehenden
Strahlen des Orts identisch sind. Die Gesamtheit dieser Beriihrungs-
punkte (x) wird dann durch die Gleichung

2 Bixxi%, = 0; B = By,

dargestellt sein. Damit ist die Identitit der eigentlichen Kurven zweiter
Ordnung und zweiter Klasse in vollem Umfang evwiesen.

§ 10. Das ausgeartete Polarsystem.

Wenn die C, in ein Geradenpaar ausartet — es heile G, —, so daB
die Diskriminante 4 = 0 ist, so artet auch das Polarsystem aus. Als
Polare eines Punktes (y) definieren wir wiederum die durch (42) fiir
variables z bestimmte Gerade; fiir ihre Koordinaten #; gilt also

Oty = Ay, Y1 + B2 + B33
(48) OUy = Ay Y1+ B22Ys 1 A3 V3

Uy = Az Yy + A32 Y2 + A33Y5 -
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Wegen 4 =0 bestehen (Anhang 26a) fiir die Unterdeterminanten 4,
die bei einem Geradenpaar nicht alle verschwinden, die Gleichungen

(48a) Ayt gyt Agy = Aypt Agp i Agp = Ayg: Apg t Agg;
es ist also fiir jedes ¢, B (Anhang 29b)
(48D) ay; Ag + agi Aoy + a3 A3 = 0,
und daher folgt aus (48) fiir jeden Index %
Agpy + Agpttg + Aspus = 0.

Fithren wir nun den Punkt () ein, dessen Koordinaten durch die Ver-
hiltnisse (48a) gegeben sind, so ergibt sich fiir ihn aus der vorstehenden
Gleichung

(49) 51”1+§2”2+53”3=0»
und wegen (48b) ist zugleich

(498.) { ﬂ11§1+ Cl12§2+ a13§3 =0, Cl21§1+ a22§z+ a23§3 =0,
A3 &1 + A3a s + 3383 = 0.

Hieraus folgt zweierlei: 1. Da (y) ein beliebiger Punkt war, so gilt die
Gleichung (49) fiir jeden Punkt (y), die Polaren aller Punkte gehen
also durch den Punkt (§). 2. Fiir diesen Punkt werden in (48) alle
u; = 0, seine Polare wird daher wumbestimmi (singulirer Punkt). Das
Polarsystem artet also in der Weise aus, daB die Polare eines beliebigen
Punktes durch (&) geht, wihrend als Polare von (§) jede Gerade zu
betrachten ist.

Der Punkt (£) kann kein anderer Punkt sein als der Schnittpunkt
des Geradenpaars. Wegen der Gleichungen (49a) hat fiir ihn der Aus-
druck (39) den Wert Null; (&) gehort also dem Geradenpaar an. Ist
ferner (x') ein anderer Punkt des G,, und wird wie S. 149

HE+Ax') =LA2+2MA+ N

gesetzt, so ist jetzt 1. L =0 und N = 0, weil (§) und (x') auf dem G,
liegen, und 2. M = 0, weil die Polare von (x') durch & geht. Daher
gehort der Punkt (§ 4 A#') fiir jedes 4 dem G, an; die durch & und '
bestimmte Gerade ist also ein Teil von ihm. Dies gilt fiir jeden Punkt (')
jeder der beiden Geraden des G,, in der Tat ist also (£) ihr Schnittpunkt.

Die Polardreiecke ergeben sich hier folgendermaBen:

Je zwei durch (£) gehende Geraden, die mit den beiden Geraden
des Paares zwei harmonische Strahlenpaare bilden, sind einander kon-
jugiert; jede von zwei solchen Geraden ist die Polare der simtlichen
Punkte der anderen; je zwei Punkte zweier solcher Geraden sind also
ebenfalls zueinander konjugiert. Ein Polardreieck wird daher durch
den Punkt (£) im Verein mit irgend zwei konjugierten Punkten (y)
und (z) dargestellt.
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Auch der in ein G, ausgearteten C, entspricht eine Gleichung in
Linienkoordinaten. Wie im allgemeinen Fall ist es die Gleichung, der
die Polaren aller Punkte des G, geniigen; zu ihr fithrt auch derselbe
Weg wie dort. Er liefert wiederum die Gleichung (47a). Aber bei dem G,
befriedigen die A;; die Gleichungen (48a); wir konnen daher (S. 143)

A= p&, dg=pé&é
setzen, und so geht (47a) in diesem Fall in die Gleichung
(50) (G + Eyup + Equg)t =

itber. Sie stellt den Schnittpunkt des G, (doppelt gerechnet) dar.

Wenn die C, in eine Doppelgerade ausartet, verschwinden alle
Unterdeterminanten 4,3 . Alsdann bestimmen die Gleichungen (49a)
nicht nur einen singuliren Punkt (£), sondern unendlich viele. Die
drei Gleichungen stellen jetzt (in variablen §;) eine und dieselbe Ge-
rade dar, und zwar die Doppelgerade, und es ist jeder ihrer Punkte ein
singuldrer. Die Gleichung (47) ist jetzt fiir jede Gerade () erfiillt; ein
besonderer Strahlenort existiert also nicht mehr.

§ 11. Das C,-Biischel.

Seien
(5'1) f=2a@-kx¢xk=0 und <p=2bikx¢xk=0

die Gleichungen zweier eigentlicher C,. Es gibt (Anhang 53) vier
Tripel «;, die beiden Gleichungen geniigen; sie entsprechen den gemein-
samen Punkten der beiden C,. Wir beschrinken uns ausdriicklich
auf den einfachen Fall, daB die vier Punkte voneinander verschieden
sind, also ein Viereck bilden. Sie gehéren zugleich jedem C, des durch
die Gleichung

(52) f—ip=0

dargestellten Biischels an (Grundpunkte oder Basispunkte).

Ist (&) ein von den Viereckspunkten verschiedener Punkt, so kann 4
so bestimmt werden, daB die C, durch (£) geht. Die Gleichung
F(&) —2A¢@ (&) = 0 lefert in der Tat stets ein 4, ausgenommen wenn
#(&) = 0 und @(&) = 0 ist, so daB (£) eine Vierecksecke sein miifte.
Den Werten 4 =0 und 4 = o entsprechen f = 0 und ¢ = 0 selbst.

Alle C, eines Biischels werden (wie beim Kreisbiischel, S. 110) von
einer beliebigen Geraden g in Punktepaaren einer Involution geschnitten.
Wihlen wir die Gerade als Seite x; = 0 des Koordinatendreiecks, so
ergibt sich fiir ihren Schnitt mit dem Biischel

Ay + 2815 % %y + Agg %5 — A(byy 4] 4~ 2 D19 %y %5 -+ by #3) = 0.

Hier konnen die #x;: %, auch als lineare homogene Koordinaten der
Punkte von g aufgefaBt werden (S.102). Unsere Gleichung bestimmt
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daher (S.76) eine Involution von Punktepaaren; die Doppelpunkte
sind die beiden Punkte, die zu den beiden Paaren

Ay %+ 2813 % %y + G %3 = 0 und by #F + 20154 % + b3 = 0
zugleich harmonisch sind.

Die vier Grundpunkte des C,-Biischels bestimmen ein vollstindiges
Viereck; je zwei seiner Gegenseiten bilden ein durch die vier Punkte
gehendes und daher dem Biischel angehérendes Geradenpaar. Solche
Geradenpaare gibt es also drei. Ferner entspricht dem vollstindigen
Viereck (S. 59) ein Diagonaldreieck; an dieses Dreieck werden sich
die weiteren Betrachtungen wesentlich ankniipfen. Wir ziehen zu-
nichst seine Realitdtsverhiltnisse in Betracht.

Die vier Schnittpunkte der beiden C, sind entweder simtlich reell
oder simtlich imaginir, oder es sind zwei reell und zwei imaginir.
In den beiden ersten Fillen ist das zu ihnen gehérige Diagonal-
dreieck reell. Sind ndmlich alle vier Punkte imaginir, so bilden sie
zwei konjugiert komplexe Paare, und jede Gerade, die zwei der vier
Punkte verbindet, ist konjugiert komplex zur Verbindungslinie der
beiden anderen Punkte. Beide Geraden haben mithin (Anhang 51)
einen reellen Schnittpunkt, und es gibt drei solche Punkte. Ist hin-
gegen nur ein Paar imagindrer (also konjugiert komplexer) Punkte
vorhanden, so gibt es nur ein Geradenpaar, das einen reellen Schnitt-
punkt liefert, ndmlich die Verbindungslinie des reellen Paares und die
(reelle) Verbindungslinie des konjugiert komplexen. Vom Diagonal-
dreieck ist also nur eine Ecke reell, ebenso (dualistisch) eine Gerade.

Ist das Diagonaldreieck reell, so ist es (S. 151) ein Polardreieck fiir
jede C, des Biischels, insbesondere auch fir f =0 und ¢ = 0. Wird
es als Koordinatendreieck gewidhlt, so gehen (§ 8) f und ¢ in je eine
Summe quadratischer Glieder iiber; es sei

(53) f=ayi+ ayi+agdi, @ =031+ 0,98+ by .

Wir wollen die Aufgabe 16sen, diese Transformation durchzufiihren.
Man kann die Aufgabe noch in der Weise vereinfachen, da man in (53)
die b; als Multiplikatoren in die 37 eingehen 148t, so daB sich fiir ¢
die einfachere Form '

(53a) @ =i+ %+

ergibt. Allerdings konnen die &; bei einer reellen Kurve ¢ = 0 nicht
sdmtlich dasselbe Zeichen haben, so da die y? teilweise negative GroBen
sind. Unsere Festsetzung geschieht auch nur, um gewisse Teile des
Beweises rechnerisch zu vereinfachen. Ist ein 3% negativ, und setzen
wir dafiir (nach Ausfithrung der Rechnungen mit den y?) — 22, so sind
die z; reell, und wir erhalten die Kurve in reeller Weise durch reelle
Koordinaten z; dargestellt?).

1) Das Beispiel von S. 161 wird dies am besten erlautern.
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Um die vorstehende Transformation auszufiihren, ist dreierlei zu
leisten: die Ermittlung des gemeinsamen Polardreiecks, die Bestimmung
der Koeffizienten a; und die Berechnung der Substitutionen, die den
Ubergang von den #; zu den y; und z; bewirken.

Die drei Geradenpaare des Biischels (52) ergeben sich, wenn wir
seine Diskriminante gleich Null setzen; sie entsprechen den drei Wurzeln
der Gleichung

Sie seien ', 4", 2"""; fiir diese Werte zerfillt also f — A ¢ in zwei lineare
Faktoren. Nun haben wir — in den Koordinaten y; —

(55) f—de=(a—2)yi+ (aa—A)y3+ (a3 — 2415 =0.
Soll diese Gleichung fiir 4’, 4", """ ein Geradenpaar darstellen, so kann
die Form f—241¢ (§ 6) nur aus zwei quadratischen Gliedern bestehen;
es muB daher einer der drei Koeffizienten a; —4 fiir jede der drei
Wurzeln 4/, 1/, A””" den Wert Null haben. Die Koeffizienten a; sind
also bereits gefunden; sie stimmen mit den drei Wurzeln iiberein,
und es ist
(56) [ =2+ 47+ 275,
wihrend ¢ durch (53a) gegeben ist. Damit ist die Transformation
bereits geleistet. Das Biischel selbst erhalt die Gleichung
(57) f—de=F=)yi+ @ -+ A" =)y =0,
und die drei Geradenpaare sind durch

f— Vo =@"=¥) B+ @"=4) yi=0
(572) f=Vo=F-)yi+@" =)y =0

](_ A///(p: (A/ . A///) y% + (l// . l///) yg J— 0
dargestellt. Fiir diese Werte 4', 1", 2’" zerfallen die linken Seiten wie
die rechten in je zwei Faktoren. Fir die erste Gleichung findet man z. B.

(V}'”_ l/yz + Vl/_ 'Il”ys) (Vl”— l/yz _ l/l/— l”’yg) =0;
diese Faktoren sind den Faktoren der linken Seite gleichzusetzen.
Damit gewinnen wir lineare Gleichungen zwischen den x; und den y;,

und damit sind auch die Transformationsformeln zwischen ihnen vor-
handen.

Endlich sind auch die Schnittpunkte der beiden C, damit gefunden.
Sie entsprechen den Werten y;, die den Gleichungen

=M+ 0%+ =0, p=23+yi+y5=0
zugleich geniigen; sie sind also gegeben durch
Yiiygiyf = (= 2"): (= X): (K= 2").

Diesen Gleichungen wird in der Tat durch vier verschiedene Tripel y;
geniigt.
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Falls in dem Biischel eine nullteilige Kurve vorhanden ist, so
besteht fiir die drei Wurzeln 4, 4", A’’’ der wichtige Satz, daB sie
siamitlich reell sind. Zunichst sind sie, da die vier Grundpunkte des
Biischels voneinander verschieden sein sollen, und es mithin drei
Geradenpaare gibt, ebenfalls voneinander verschieden. Fiir den Be-
weis der Realitdt treffen wir die Vereinfachung, die genannte null-
teilige Kurve als ¢ = 0 zu wihlen und das Koordinatendreieck der x;
als ein Polardreieck dieser Kurve ¢ = 0 anzunehmen, also die Gleichung

=0 in der F
@ = 0 1n der Form Bt BB =0
vorauszusetzen. Nun bestehen fir den Doppelpunkt (£) eines jeden
Geradenpaars die Gleichungen (49a); fiir die drei Geradenpaare
/—A@ =0 lauten sie, da jetzt alle b; =1 und fir ¢=4% alle
bik =0 sind, . .
(@ —4) & + ay26p +a3é3 =0

Uy &1+ (A — 1) &, Fayé =0

a3 61 + a5 &y + (a3 — A) &5 = 0.

Seien nun (&), ("), (¢"") die Doppelpunkte, die den drei Geraden-
paaren, also den Werten 4’, A"/, "’ entsprechen. Fiir jede dieser Wurzeln
bestehen dann die vorstehenden Gleichungen; insbesondere lauten sie
fir ' und 1"

V& = an &+ a8 +ai3 8 und

WE = i &+ a8+ @i &
Multiplizieren wir die drei ersten mit &7, &, & und addieren sie,
ebenso die drei letzten mit &/, &, & und addieren sie ebenfalls, so
stimmen die rechts entstehenden Summen [gemiB (42)] iiberein, und
es fOI t ’ I ! &1 ! E/ ! EI

8 F=)(EE+EE+HE) =0

Nun ist I'— 4" 20, also folgt weiter ]
(58) ' S8+ &8+ &&= 0.

Hieraus kann die Realitdt von 4’, 4", 1" leicht geschlossen werden.
Hatte némlich Gleichung (54) komplexe Wurzeln, so miiten sie (An-
hang 50) konjugiert komplex auftreten; es sei z. B.

‘ V=p+4vi, V=pu—vi.

Die zugehorigen Werte &; und &/ sind dann auch konjugiert komplex;
es sei insbesondere
SG=m+18, &=mn—1il.
Aus (58) folgte dann
n+a+n+8+n+G=o,

und dies ist, da alle #; und ; reell sind, nur fiir 3, = 0, £; = 0 erfiillt.
Diese Werte sind aber als Koordinatenwerte ausgeschlossen.
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Ist das Polardreieck nicht reell, hat es also nur eine reelle Ecke
und eine reelle (gegeniiberliegende) Seite, so bleiben die analytischen
Betrachtungen, die sich an die drei Geradenpaare, das Polardreieck
und die drei Wurzeln 2, 2”, 2”7 kniipfen, nach wie vor in Geltung —
bis auf den Satz iiber die Reahtat der Wurzeln. Die Transformation
verliert dann vollig ihren reellen Charakter, und es soll nicht niher
auf sie eingegangen werden?).

Beispiel. Es sei

f=1042% —98y2 + 6424 40=0, ¢ =092424+4992— 8x —68=0.
Dann ist

104 — 927 0 32+ 44 ‘
A(d) = 0 —49(2+7)
32+ 42 0 4o+681|

und es ergeben sich aus A4(4) = 0, also aus

(2 + 2){(104 — 924) (40 + 684) — (32 + 44)2} =0

die Wurzeln ' = —2, A" =1, = —}. Die Gleichungen der drei Geradenpaare
in den y; lauten daher
=% o=f+290= 33+ 4§y5=0
f=Vo=f— ¢=—3y1—4¥=0
F—e=f+ip=—Pi+iyi=0.

Man ersetze nun, um zu reellen Substitutionen zu gelangen, 3?2, 3%, y2 durch
22, 23, —2%, so stellen sich f und ¢ folgendermaflen dar:

f=—2d4 44, p=dta-,
und die drei Geradenpaare durch
3g—38=0, —3d+ig=0, —jd+ig=0.
"Weiter ist (unter Verwendung der urspriinglichen Koordinaten)
f+2¢=2882%+448x — 96 = 3(23 — L 23),
und so ergibt sich, wenn wir die Ausdriicke in Faktoren spalten,
1627 — 1) 37 + 2) = (2, —V32) (2 + Vi2);
wir konnen also setzen
Zp—Vizs=0(2x—1), z+Jiz=0037+2),
mithin
e =3%+1, enli=7+3
Um 2, zu finden, benutzen wir die Gleichung

f+ieg=—3(2—23), oder 2f 4+ ¢ = —3(22 —2%).

1) Naheres findet man in den Vorlesungen iiber Geometrie von Clebsch,
herausgegeben von Lindemann, (1876) S. 120ff., in der Einfithrung in die
analytische Geometrie von Kowalewski, (1910) S. 189, in den Vorlesungen aus
der analytischen Geometrie der Kegelschnitte von Gundelfinger, herausgegeben
von Dingeldey, (1895) S. 129 und in der Analytischen Geometrie der Kegel-
schnitte von Salmon, herausgegeben von Dingeldey (1918), Bd.2, S. 1.

Schoenflies, Analytische Geometrie. 11
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Hieraus erhalten wir
2f+ ¢ = 3 (10042 — 4992 + 40x + 12) = 3 {(10x + 2)* — 7y%},
und daraus entnimmt man
Zy+ 2 =06(10% + 2+ 7y) 2, —2 =06(10x 4+ 2—7Y);
0z =15x+1, 0z =1y.

Das Polardreieck besteht also aus den Geraden

y=0, 54+1=0, x+3=0,
und die drei Geradenpaare sind

(2% +6)2 —49y2 =0, (10x+ 2)2 —-49y>=0, (2¥—1)(3x+2) =0.

Die vorstehende projektive Behandlung des C,-Biischels betrachtet
nur die ausgearteten C, als ausgezeichnete Sonderfdlle; sie entsprechen
dem Nullwert der Invariante 4. Fiir die speziellere metrische Auf-
fassung treten auch solche C, als ausgezeichnet auf, fiir die — bei
rechtwinkligen Koordinaten — die Invariante J, = 0 oder [, = 0 ist
(S. 145), also gleichseitige Hyperbeln und Parabeln (oder ihre Aus-
artungen). Setzen wir die beiden C,-Gleichungen in die homogene Form

f=an2®+2a,5Y + apy? + 241352+ 2a5Y2 + ag32* = 0

@ = by %2+ 20, %Y + by ¥+ 2b3 82 4 2byy2 + by = 0,
so erhalten wir

J1) = ayq — Abyy + agy — by

|
(59) T.() = | G — Aby  ayg—Abgy ’
o(4) = .

[ @y — Abyy gy — Abgs |
Nun sind die Gleichungen
(592) Jid) =0 und Jpd) =0
in A vom ersten und zweiten Grad; in einem C,-Biischel sind daher
im allgemeinen zwei Parabeln und eine gleichseitige Hyperbel vor-
handen. Dazu kommen weiter die drei Geradenpaare.

Beispiele. 1. Das Kreisbitschel S — 2S"= 0. Zwei Geradenpaare sind in
den Nullkreisen vorhanden; das dritte besteht aus der Potenzlinie und geo. Diese
beiden Geraden stellen auch die gleichseitige Hyperbel dar, da geo auf jeder end-
lichen Geraden senkrecht steht (S.86). Wir finden dieses Paar aber auch als
ausgeartete Parabel (da goo auch jeder endlichen Geraden parallel ist).

Die analytische Betrachtung ergibt dies wie folgt: Sei die Zentrale beider
Kreise die x-Achse und die Potenczlinie die y-Achse. Die beiden Grundkreise
haben dann die Gleichungen

#2492 —2oaxz+ 822 =0, 2+ 9y:—2a'x%2+4+ 022 =0,
und man findet zunichst
AR = (1 — ) {8(1 — 1) — (a — )2} = 0.
Dem Faktor 1 — 4 = 0 entspricht das Geradenpaar ¥z = 0, den beiden anderen
Faktoren die Nullkreise.

Ferner wird - py = 201 — 2 T = (1 = 2%,

die Parabeln werden daher durch das Paar xz = 0 (doppelt gerechnet) dargestellt.
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2. Auch konzentrische Kreise bilden ein C,-Biischel. Hier fallt die Potenz-
linie in die Gerade geo, und da geo auch als zu sich selbst orthogonal anzusehen ist,
so kann go doppelt gerechnet auch eine ausgeartete gleichseitige Hyperbel dar-
stellen.

3. Die Gleichungen (59a) kénnen auch fir jeden Wert 1 erfiillt sein;
dann sind alle C, des Biischels gleichseitige Hyperbeln oder Parabeln. Sind z. B. f
und ¢ gleichseitige Hyperbeln, so sind es alle. Fiir jedes Dreieck sind die Ecken
und der Héhenschnittpunkt Grundpunkte eines solchen Biischels.

§ 12. Die Brennpunkte.

Das Problem der Bremmpumkie fithrt auf die Betrachtung eines
besonderen C,-Biischels, in dem die beiden C, als Tangentengebilde
aufgefalit werden.

Jedem Punkt kommt im Polarsystem gemiB § 8 eine gewisse
Strahleninvolution zu. Unter den Strahlenpaaren einer Involution gibt
es stets ein orthogonales (S.79), wenn nicht etwa die Involution aus
lauter orthogonalen Paaren besteht, also eine orthogonale ist. Ihre
Doppelstrahlen sind dann zwei Minimalgeraden, die nach den Kreis-
punkten Jo und Jo laufen.

Als Brennpunkte F werden wir solche Punkte des Polarsystems
erkennen, fiir die die Strahleninvolution eine orthogonale ist. Die Doppel-
strahlen einer solchen Involution sind dann
erstens Geraden durch o, und [, auBerdem
aber (S. 151) Tangenten an die C,. Jeder
Punkt F ist also Schnittpunkt einer Tangente
durch §~ und einer durch J.. Nun gehen
wiederum von jedem Kreispunkt zwei Tan-
genten an die C,, und so gelangen wir zu vzer
Punkten F; jeder ist Schnitt einer Tangente
durch Je und einer durch [, (Fig. 64).

Da hier die C, als Tangentenort auftritt,
benutzen wir ihre Gleichung in Linienkoordi-
naten; und da die Kreispunkte hineinspielen, so legen wir homogene
rechtwinklige Parallelkoordinaten zugrunde. Wir beschrinken uns
zunichst auf Ellipse und Hyperbel. Ihre gemeinsame Gleichung so-
wie die der Kreispunkte lauten

f=a’u? L %02 —w? =0, @=u?+v2=0;
die Tangenten (%, v), die wir suchen, sind die gemeinsamen Losungen
dieser beiden Gleichungen, also die gemeinsamen Strahlen des durch
(60) f—Aep = a?u?+ b2v® — w? — A(u® 4 0v?%) =0
dargestellten Biischels!). Wir bestimmen sie mittels der drei Punkte-
paare des Biischels, die das dualistische Analogon der drei Geraden-

1) Dualistisch wird das Biischel auch als ,,Schar‘‘ bezeichnet.
11*
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paare von § 11 sind. Wie jede dieser Geraden zwei gemeinsame Punkie
der einen und der anderen C, verbindet, so schneiden sich in jedem
Punkt eines der drei Paare eine gemeinsame Tangente von f= 0 und
@ = 0. Das ist aber gerade die Eigenart der Punkte F; die drei Punkte-
paare entsprechen also den Lgsungen 1 der Gleichung 4(1) = 0, und
damit sind sie bereits bestimmt.

Die Gleichung 4(1) = 0 lautet hier

laz—l 0 Oi
0 £ —2 0|=0; (@—A)(£B—2=0.
o 0 —1]

Sie liefert die beiden Wurzeln?) 2’ = a2, 1= 4-b%
Fiir die Ellipse erhalten wir so die Lésungen
(@2— 0 u?—w?=0 und (a®—0%)v2t+w2=0.
Nur die erste liefert zwei reelle Punkte, namlich
(uyfa® — b2 — w) (u]az— b + w) =0,
es sind die Brennpunkte I, und F, der x-Achse (Fig. 59); die beiden

anderen Brennpunkte F{ und F; liegen auf der y-Achse, sind aber
imagindr?). Fiir die Hyperbel finden wir analog die Punktepaare

@+ ) u—w2=0 und (a%+ b?) 02+t w?=0;
das erste liefert wiederum F, und F,, das zweite zwei imaginire Brenn-

punkte auf der y-Achse.

Wie aus S. 122 hervorgeht, sind F, und D,, ebenso F,, D, konjugierte Punkte
der auf der Hauptachse vorhandenen Involution. Die Polare von F; geht also
durch Dy, die von F, durch D,; aullerdem gehen sie beide durch den Pol der Haupt-
achse; man folgert daraus, dafl jede Direktrix die Polare eines Brennpunktes ist.

1) Zu diesen Wurzeln kommt (Anhang 54) noch 4" = oo. Die dieser
Wourzel entsprechende Gleichung f — ¢ = 0 lautet %2 -- v2 = 0; sie liefert die
Kreispunkte, die also selbst als Losung erscheinen, aber nur als uneigentliche.

%) Nur die Schnittpunkte konjugiert komplexer Geraden sind reell (Anhang
51); in F; und F, schneiden sich also zwei solche Geraden.



Zwolftes Kapitel.

Kollineare und reziproke Verwandtschatft.

§ 1. Die kollineare Beziehung.

Zwischen den Punkten (x) und (x') zweier Ebenen ¢ und &' (ebene
Felder) moge die lineare Substitution nickt verschwindender Determinante

0% = ay % + 4% + 13703
(1) Q% = Ay %y + A%y + ayy; A= |a;]| 20

0'%) = a3 %) + Az %y + A3 %
bestehen. Sie ordnet jedem Tripel «; ein Tripel x; zu, also jedem Punkt P
von ¢ einen Punkt P’ von ¢’. Wegen 42 0 lassen sich die Gleichun-
gen (1) nach den x; aufldsen, es entspricht also auch jedem Punkt P’
ein Punkt P. Die auflésenden Gleichungen lauten (Anhang 34Db)
(1a) 0% = Ayixi + Agixs 4 Agixi; 1=1,2,3.
Aus dem linearen Charakter der Substitution folgt, da8 einer Gleichung
ersten Grades in den x; eine Gleichung ersten Grades in den x} ent-
spricht, allen Punkten einer Geraden g von ¢ also alle Punkte einer
Geraden g’ von &' %). Es iibertrdgt sich daher auch die Bedingungs-
gleichung fiir die vereinigte Lage; ist fiir einen Punkt (x¥) und eine
Gerade (u) die Gleichung

() Ui Xy = Uy Xy A Uy Xy + Uy Xy = 0
erfiillt, so ist auch fir den Punkt () und die Gerade (1)
(2a) D uix; = uyx] + uhxh + whxh, =0 .

Die vorstehenden Gleichungen stimmen formal mit denen iiber-
ein, die uns in Kap. VIII, §5 beschiftigten. Dort entsprachen sie
einer Koordinatentransformation, betrafen also verschiedene Koordi-
naten desselben Punktes; hier verbinden sie die Koordinaten verschiedener
Punkte miteinander. Die analytischen Resultate, die wir dort ableiteten,

1) Dies soll die Bezeichnung Kollineation aussagen. Nicht jede eineindeutige
Zuordnung der Punkte P, P’ ist eine Kollineation.
Fiar 4 = 0 heift die Kollineation awusgeartet; davon wird abgesehen.
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gelten also auch hier, sie erfahren nur eine geinderte geometrische
Deutung. Es geniige deshalb, die Resultate, auf die es ankommt,
anzufiihren.

1. Die Formeln, die die #; und #; miteinander verbinden, lauten:

o'uj = Ayuy + Aty + Ayguy

(3) o'ty = Agytty + Agotty + Apztty
o'uy = Agy g + Agptty + Agzus,

und analog ergibt sich fiur die #;

(3a) OU; = Ay Uy + Ay s + Az U .

Die Substitutionen (3a), die die #; durch die #; ausdriicken, sind also

(Anhang 34c) kontragredient zu den Substitutionen (1), die die x} durch

die x; ausdriicken, und analog ist es fiir die Substitutionen (3) und (1a).

2. Den Geraden x; = 0 des Fundamentaldreiecks in ¢’ entsprechen
die Geraden a;, %, + a;5%; + a;3%; = 0 von ¢; den Geraden x; = 0 von ¢
die Geraden A4,;%] + Ay;% + A% = 0 von &', und analog ist es fiir
die Ecken.

3. Entsprechende Punktreihen und Biischel beider ebenen Felder sind
projektiv. Die Gleichung eines Biischels G + A H = 0 geht nidmlich in
G'+ AH' = 0 iiber, ebenso eine Punktreihe Q AR = 0in Q'4- AR’ = 0.

4. Bei zwei einander entsprechenden kollinearen Kurven ist die
Punktgleichung von gleichem Grad und ebenso die Tangentengleichung.
Ordnung und Klasse sind also fiir sie invariant.

5. LaBt man die Seiten der Fundamentaldreiecke von & und &’
aus je drei entsprechenden Geraden x; = 0 und «#; = 0 bestehen, so er-
halten die Gleichungen (1) die einfachere Gestalt

(4) Xl =ay %y, X = 3%y, Q% = ay%;.
Die Gleichungen (3) lauten analog
(4a) o'u] = azazuy,, o'uy = aga,uy, oUW = a,a,us.

6. Die kollineare Beziehung ist durch vier Paare entsprechender
Punkte, von denen keine drei in eine Gerade fallen, eindeutig bestimmt
(oder auch durch vier Paare von Geraden, von denen keine drei durch
einen Punkt gehen).

Sind ndmlich P, P,, P, und P}, P,, P} drei dieser Paare, so kann
man sie zu Fundamentalpunkten nehmen, und die Gleichungen der
Kollineation haben jedenfalls die Form (4). Das vierte Paar sei Q, Q’;
seine Koordinaten seien &;, &; dann bestehen die Gleichungen

) - ofl=a &, o0& = a&, o0& = a&,,

und da @ und Q' nicht in eine Seite des Fundamentaldreiecks fallen,
so sind alle & und & von Null verschieden. Daher lassen sich die
Koeffizienten a4; — genauer ihre Verhiltnisse — als endliche von Null
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verschiedene Werte aus den vorstehenden Gleichungen berechnen, und
der Satz ist erwiesen,

‘Wahlt man die Punkte Q und Q' insbesondere als Einheitspunkte, so werden
alle @; = 1, und die Gleichungen lauten noch einfacher
(5a) o= oul = u;.

Fiir die konstruktive Bestimmung beliebig vieler Paare entsprechender Punkte
aus den vier gegebenen besitzt man die Mébiussche Netzkonstruktion. Sind 1, 2, 3, 4
und 7', 2’, 3, 4 die vier Punktepaare, so entsprechen sich auch die Schnittpunkte
der Geradenpaare (1 2), (34) und (I1’?), (3'4"), ebenso die der beiden anderen,
und man kann so durch fortgesetztes Verbinden und Schneiden immer neue Paare
entsprechender Punkte erhalten.

§ 2. Doppelelemente der vereinigten Lage.

Wenn die Ebenen ¢ und ¢’ vereinigt liegen, so ist jeder ihrer Punkte
doppelt in Betracht zu ziehen ; sowohl als Punkt P von ¢ wie als Punkt @’
von &'. Der zu P gehérige Punkt P’ wird im allgemeinen von P ver-
schieden sein. Soll aber ein Paar entsprechender Punkte zusammen-
fallen, so muB3 — falls die Koordinaten x; und «x} auf dasselbe Koordi-
natendreieck und denselben Einheitspunkt bezogen sind — das Tripel x;
mit x} identisch sein. Fiir solche Tripel x; und #; nehmen die Gleichun-
gen (1) die Form an

(a1 — 0) % + @9 %, + 3% =0
(6) Ay %y + (@2 — 0) X%y + ag %3 = 0
31 % + a3a %y + (@33 — @) %3 = 0,

und jede Losung dieser Gleichungen liefert ein Paar zusammenfallender
Punkte P = P’1). Die Losungen entsprechen den Werten g, fiir die

’ a1 —Q Oy a3 _
(7) A(o) = ]‘ 251 op — @ g3 =20
a3 (Y a3 — 0|

ist. Dies ist eine Gleichung dritten Grades; es gibt daher im allgemeinen
drei Doppelpunkte der vereinigten kollinearen Felder, also ein Doppel-
punktsdreieck. Jede Seite dieses Dreiecks ist eine Doppelgerade, es gibt
also auch drei Doppelgeraden; wie auch daraus hervorgeht, da man
die vorstehende Betrachtung dualistisch durchfithren kann?).

Sind alle drei Doppelpunkte reell, so sind es auch die Doppelgeraden;
es gibt ein reelles Doppeldreieck. Nimmt man es als Koordinatendreieck
fiir beide Ebenen, so haben die Gleichungen der Kollineation die ein-
fache Form
X =y Xy, QX = dply, Q¥ = dgpXy.°)

[}

2) Auf jeder Doppelgeraden gibt es nur zwei Doppelpunkte, die beiden
Dreiecksecken; in Ubereinstimmung mit § 4 von S. 73.

3) Sind auch die Einheitspunkte der Malbestimmung identisch, so ist
Ay = Ggp = dgz = 1.
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Gibt es ein solches reelles Dreieck nicht, so ist doch eine der drei Wurzeln
reell; es gibt also einen reellen Doppelpunkt, und — da wir die gleiche
Betrachtung dualistisch mit den Gleichungen (3) vornehmen kénnen —
auch eine und nur eine reelle Doppelgerade. Fille dieser Art werden
uns in § 3 begegnen.

Nach g entwickelt lautet die Gleichung (7) (Anhang 19c), wenn
wir die Determinante der @;; durch 4 bezeichnen,

(7a) A —o(Ay + Agp + A33) + 0° (‘ﬁl | gy -+ az) —0* = 0.

Hat sie eine Doppelwurzel, so fallen im allgemeinen zwei der drei
Doppelpunkte zusammen, und ein eigentliches Doppelpunktsdreieck ist
nicht mehr vorhanden; niher gehen wir jedoch hierauf nicht ein. Wohl
aber gibt es einen hochst bemerkenswerten Sonderfall eigener Art. Man
kann die Gleichungen (6) fiir jede Wurzel g als Gleichungen in variablen x;
auffassen; sie stellen dann drei Geraden durch einen Punkt dar, und
er ist der zu g gehérige Doppelpunkt. Sie kénnen aber auch dieselbe
Gerade darstellen; dann ist jeder ihrer Punkte ein Doppelpunkt. Sei
7 die beziigliche Wurzel. Fiir ¢ = 7 sind alsdann alle Koeffizienten
der Gleichungen (6) einander proportional, und es verschwinden alle
ihre zweireihigen Unterdeterminanten; daraus werden wir folgern,
daB 7 eine Doppelwurzel ist.

Ahnlich wie in Kap. XI (S. 143), gestatten in diesem Fall die
Koeffizienten von (6) die Darstellung

(8) @i — T = &ifi,  ari = %[,

und die Gleichungen (6) werden demgemaf

(8a) 0x; = t%; + (1% + X% + KgXg) .

Fiir diese Gleichungen bilden wir wieder die Determinante (7); sie lautet
1“1/3)1_(9—7) %9y X3 1

(8b) !0‘1162 Xpfa—(0—1) &3f, =0,
L& B oy Py *3f5— (e — 1)l

und wie man leicht bestitigt, sind alle in (7a) auftretenden, aus den
ay; = &;fr gebildeten Ay; = 0, ebenso ist 4 =0, und fir (7) er-
gibt sich

9) (@ — )2 {61 1+ afo+ a5fs — (0 —7)} = 0.

Damit ist die Behauptung erwiesen. Zugleich findet sich fiir die weitere
Wurzel ¢ der Wert \
(9a) 0 =71+ a0 + & fs + &35

Jeder der beiden Wurzeln entspricht die durch (6) oder durch (8a)
fiir x} = »; bestimmte Losung. Fiir ¢ —7 =0 finden wir aus (8a)

(9Db) K% + Koy + Kgxg = 0,
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und es ist, wie bereits erwihnt, jeder Punkt dieser Geraden ein Doppel-

punkt. Fiir den der Wurzel (9a) entsprechenden Punkt ergibt sich aus

den Gleichungen (8a), wenn wir den Wert (9a) in sie einsetzen,
xl:xz3x§:ﬂ1:ﬂ2:ﬂ3-

Fiir ihn bedingen die Gleichungen (8a) eine bemerkenswerte geometrische

Eigenschaft. Man kann sie nidmlich als drei Gleichungen fir o, v

und (&, %, -+ a %y + &3%5) auffassen; die ent-

sprechende Determinante muf also verschwin- 4

den, d. h. es ist

¥ % Pyl .
x5 % P =0. ()
x5 %3 P

Je zwei entsprechende Punkte (x) und (x") liegen x’ Fig. 65.

daher mit dem Doppelpunkt (f) auf derselben

Geraden; jede solche Gerade ist als Doppelgerade aufzufassen (Fig. 65).
Man kann diese Betrachtung auch dualistisch durchfithren. Die

Gleichungen (3) verwandeln sich auf Grund von (8) in
(10) oy = vj + oy (By i+ oy + fi045);

sie bedingen das Verschwinden der analogen Determinante, also

7

iul uy Gy
4

11@ uy &yl =0,
4

U Uz &g

und wir folgern, daB je zwei entsprechende Geraden (#) und (#') sich
auf einem Punkt der Geraden (&) mit den Koordinaten o;, also auf
der Geraden (9b) schneiden; jeder Punkt dieser Geraden ist ein Doppel-
punkt. Alle Punkte der Geraden (&) sind also Doppelpunkte und alle
Geraden durch den Punkt (B) Doppelstrahlen. Man sagt, die ebenen
Felder ¢ und & befinden sich in perspektiver (oder kollinearer) Lage;
der Punkt (B), durch den alle Verbindungslinien entsprechender Punkte (x)
und (x') laufen, heiBt Perspektivititszentrum (Kollineationszentrum); die
Gerade («), auf der sich je zwei entsprechende Geraden (#) und ()
schneiden, heiBt Perspektivititsachse [Kollineationsachse')].

* Nach den Gleichungen (8) ist die perspektive Beziehung durch (&), (f)

und 7 bestimmt; man kann daher das Zentrum S und die Achse s, sowie ein
Punktepaar (#), (') beliebig annehmen, doch muB die Gerade (x #’) durch S gehen.

Die perspektive Beziehung ist ein Mittel, um sich den allméhlichen
Ubergang kollinearer Figuren ineinander zu veranschaulichen. Moge
1 Zwei entsprechende Dreiecke von ¢ und & haben die im Satz von De-
sargues (S.62) angegebene Lage. Der Punkt (f) kann iibrigens auch auf (x)
fallen; vgl. den Schlufl von § 3.
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der Geraden A, von & in ¢ die Gerade % (Fluchilinie) entsprechen; da
der Schnittpunkt (hhi) auf s liegt, ist %4||s. Seien nun A = 4,
B = B’ zwei Punkte von s (Fig.66a); wir nehmen in & ein Dreieck
ABC in drei verschiedenen Lagen zu h an und zeichnen das ent-

ﬁx%%

Fig. 66a. Fig. 66b.

sprechende Dreieck in ¢'1). Liegt C zwischen % )

und s, so ist A’B’C’ ein gewshnliches Dreieck; )\
fallt C auf %, so entspricht ihm ein Punkt C5,
es werden A’C/, und B’C/, parallel (Fig.66b),
und wenn C jenseits % in C, fillt, so werden
A’C} und B'C{ die Gerade %, schneiden, also
dasUnendliche durchziehenundebensoist es (Fig.66c) fiir die Dreiecksfliche.

Ersetzt man ABC durch einen Kreis, der die Achse s in P beriithrt, und
148t man ihn wachsen, bis er » berithrt und dann % schneidet, so entspricht
ihm zunichst eine Ellipse, die dann in eine Parabel und in eine Hyperbel
iibergeht. Man kann, wenn der Kreis gezeichnet vorliegt, beliebig viele Punkte
dieser Kurven zeichnerisch bestimmen.

Die Kollineation heiBt involutorisch, wenn je zwei Punkte (x) und (x’)
sich doppelt entsprechen; ist also (') = (v), so ist auch (') = ().
Die Verbindungslinie eines jeden solchen Paares entspricht sich alsdann
selbst und ist ein Doppelstrahl. Ebenso findet man, daf je zwei
einander zugeordnete Geraden sich doppelt entsprechen und ihr Schnitt-
punkt ein Doppelpunkt ist. Diese besondere Kollineation werden wir
als Sonderfall der perspektiven Lage erkennen.

Wenn sich ndmlich je zwei Punkte (x), (+') doppelt entsprechen,
so stellen die Gleichungen (1) und (1a) dieselbe Zuordnung dar, und es
miissen ihre Koeffizienten proportional sein; d.h.

(10a) Ay = Lag;

daraus folgt sofort das gleiche fiir (3) und (3a) und damit auch das
genannte doppelte Entsprechen je zweier Geraden. Nun sind die a;; nur
bis auf einen ihnen allen gemeinsamen Faktor bestimmt; wir koénnen

Fig. 66¢.

ihn so wahlen, daB die Determinante ||a;;| = 1 ist. Dann ist auch
| Aiz || = 1 (Anhang 19b); aus (10a) folgt daher 2> =1, also 4 = 1; d. h.
(10b) Ay = agz,.

1) Der Deutlichkeit halber sind die Dreiecke gesondert gezeichnet. Fig. 66b
und 66¢ zeigen das Dreieck fiir den zweiten und dritten der obigen Fille; der
Leser wolle die einheitlichen Figuren selbst zeichnen.
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Man wihle nun irgend ein Paar sich entsprechender Geraden als
die Seiten x, = 0, x, =0 des Koordinatendreiecks und eine Doppel-
gerade als x, =0; es ist dann auch der Punkt x, =0, », =0 ein
Doppelpunkt. Die Gleichungen (1) lauten dann einfacher

(10¢) QX = Gyp X, Q¥s = Gy %y, Q¥ = dg3¥s.
Aus ihnen folgen mit Hilfe von (10b) die Gleichungen
Ayy = Agg = — G338y, Gy = Ay = —dyp a3, ay = Ay = — ay ag;,

und daraus ergibt sich 453, = —1, 445 45, = 1. Weiter findet man fiir
A(g) = 0 die Doppelwurzel 7 = —1; fiir sie nehmen die Gleichungen (6)
die einfache Form

T — A%y =0, TX—ay% =0, (T4+1)x3=0

an; die ersten beiden sind identisch und liefern die durch #, 4+ a,, %, =0
oder auch x, + 4, #; = O dargestellte Doppelgerade. Wir erhalten
also in der Tat die perspektive Lage. Der Punkt x; = 0, x, = 0 ist
ein Punkt der Geraden («), wihrend sich der Punkt (8) auf x; = 0
befindet. Die Besonderheit der perspektiven Lage, die hier noch auf-
tritt, ist die, daB auf jeder Doppelgeraden die sich doppelt ent-
sprechenden Paare (x), («') eine Involution bilden, und ebenso fiir
jeden Doppelpunkt die durch ihn laufenden Geradenpaare.

§ 3. Affine Beziehung.

Wenn in den kollinearen Ebenen & und ¢’ die Geraden g, und g&
einander entsprechen, so heit die kollineare Beziehung affin [Affinitdt?)].
Zu ihrer Darstellung benutzt man zweckmiBig homogene Parallel-
koordinaten x, y, z. Da die Geraden z = 0 und 2’ = 0 einander ent-
sprechen, lauten die Formeln (1) einfacher

ox' = ay X + a5,y + ag32

(11) OV = Ay X + Agy + 5% 43320,

0% = Qe 2
oder in nichthomogener Schreibweise, wenn wir a;;: as3 = b;;, setzen,
(11a) 8 = by X by by, Y = by XA bagy + by .

Einem Punkt P, entspricht jetzt ein Punkt Pl einem Parallelogramm
also ein Parallelogramm. Entsprechende Punktreihen sind einander
dhnlich; die zugehérige Dehnungskonstante (S. 73) ist von der Rich-
tung abhingig. Einer Kurve mit reellen unendlichfernen Punkten kann
nur eine Kurve mit ebenso vielen reellen unendlichfernen Punkten
affin sein, einer Ellipse also eine Ellipse, einer Hyperbel oder Parabel
eine Hyperbel oder Parabel.

1) Es wird sich zeigen, daB diese Definition sich mit der von S. 33 deckt.
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Die einfachste Form der Gleichungen (11) tritt wieder ein, wenn
wie in (4) zwei entsprechende Geradenpaare g, 2 und g, 4’ als Koordi-
natenachsen gewihlt werden; sie lauten dann einfacher

(12) Xy = A X Ay A2,
oder in unhomogener Schreibweise
(13) ¥=ux, y=p8y.

Es sind dieselben Gleichungen wie die von S. 33 ; die Ubereinstimmung
der Definitionen ist damit erwiesen. Es iibertragen sich also auch die
dort erwihnten Eigenschaften; die Invarianz des Teilungsverhéltnisses
(Mitte bleibt Mitte) und der Satz, daBl die Inhalte entsprechender
Flichenstiicke in konstantem Verhéltnis stehen.

Da g und gi einander entsprechen, ist eine affine Beziehung
von ¢ und & bereits durch dres Paare entsprechender Punkte (oder
Geraden) bestimmt.

Fir < (xy) = (#'y') und o = § geht die affine Beziehung in die
Ahnlichkeit iiber; ist insbesondere o = f# =1, in die Kongruenz. Bei
entgegengesetztem Drehungssinn der beiden Achsenwinkel tritt noch
eine Umlegung (S. 34) hinzu.

Liegen zwei affine ebene Felder vereinigt, so ist geo = g €ine

Doppelgerade, und es liegt nur eine Ecke des Doppelpunktsdreiecks im
Endlichen. Gleichung (7) lautet jetzt einfacher
(14) (@35 — ©0) {(a1 — @) (@2 — @) — 41z} = 0.
Die Wurzel az; — 0 = 0 liefert den im Endlichen gelegenen Doppel-
punkt O = O’ (Affinititspol); die beiden anderen Wurzeln liefern die
Doppelpunkte auf go1). Sind sie reell, so gibt es zwei reelle Doppel-
geraden durch O = 0’; wihlt man sie als Koordinatenachsen, so gehen
die Gleichungen (11) wiederum in (12) und (12a) iber.

Wird die Affinitdt zur Ahnlichkeit oder Kongruenz, so entspricht
einem Kreis wiederum ein Kreis; die Doppelpunkte auf g., fallen also
in die Kreispunkte. Fir den noch vorhandenen reellen Doppelpunkt
ergibt sich das folgende: Liege er zunichst im Endlichen (0 = 0’).
P Im Fall der Kongruenz muB3 dann ¢ durch Drehung

um O in & iibergehen. Fiir zwei Punkte P’ und P
gelten daher (fiir rechtwinklige Achsen) die Glei-
7 chungen (25) von S. 34, d. h.

{x’ = xCcoso — ysino,

4

N (15)

P
Fig. 67. Yy = xsin& + ycosw .

Fir dhnliche Systeme ist OP:0OP’'= y = const .
Wird (Fig. 67) auf O P’ ein Punkt P, so bestimmt, da OP, = OP = y OP’

1) Die obige Gleichung fiir diese beiden Punkte 148t sich auch so deuten, da8
man nur die auf geo vorhandene Projektivitit in Betracht zieht.
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ist, so gelten fiir P und P, die vorstehenden Gleichungen, und es folgt

(15a) {yx’:xlzxcosa—ysinzx,
yy =1y, = xsine + ycoso .

Fiir dhnliche Systeme muB der hier vorausgesetzte endliche Doppel-
punkt stets vorhanden sein. Seien ndmlich g und g’ zwei entsprechende
Geraden, und es sei (gg’) als Punkt von ¢ ein Punkt O. Ihm entspricht
in &' ein Punkt O’ von g'. Durch eine Schiebung um die Strecke 0’0
gehe ¢’ in eine Lage & {iber, also P’ in P”, dann ist (S. 33)

(16) xlI:xl+§, y”=y'+7]'.
Fiir die Ebenen ¢ und ¢" ist jetzt O ein Doppelpunkt; es gelten also
fir P"” und P die Gleichungen (15a), und so wird weiter
(16a) yx'4y&=xcosax —ysinx, yy +yn = xsina + ycos .
Der sich hieraus ergebende Doppelpunkt (x', y') = (%, y) liegt im End-
lichen, wenn die Determinante (cos« — y)2 + sin? > 0 ist, fiir dhnliche
Systeme also smmer (Ahnlichkeitspol), fiir kongruente Systeme (y = 1)
immer dann, wenn & 20 ist [Drehungspoll)]. Fir o = 0 gehen die
Gleichungen (16a) in (16) {iber, es geht also ¢ durch Schiebung in &
iiber, und der dritte Doppelpunkt fillt ebenfalls auf g, . Es tritt ein
Sonderfall der perspektiven Lage ein. ,

Beispiel. Alle Parabeln sind ahnliche Kurven; fiir alle konfokalen Parabeln

ist der Brennpunkt ein Ahnlichkeitspol. Dies folgt unmittelbar aus der Form

der Polargleichung (S. 20) y=1: (1 — cosq)

§ 4. Die reziproke Beziehung (Korrelation).

Die reziproke Beziehung zweier ebenen Felder ¢ und € enthdlt die
analytische Begriindung der Dualitdf. Sie kommt so zustande, daB wir
einem Punkt (x) von ¢ eine Gerade (#) von ¢ durch eine lineare Sub-
stitution zuweisen, also mittels der Gleichungen

(17) 't = Ay % & Wa%s + ai3%y; 1=1,2,3. |a]||=0.
Die auflésenden Gleichungen lauten (Anhang 34 b)
(174a) 0% = Ayul + Aguy + Agiui .

Da die Bedingung der vereinigten Lage in ¢ und &' die Form
Dux; =0 und Duix; =0
besitzt, erhalten wir, analog zu § 1, die weiteren Formeln
'x, = A; A, Aizus,
('17b) {G % ‘Llul-}— l2u2+ i3 U3

7 4 !
Ou; = A%+ A%+ azx3.

1) In diesen Fillen ist also nur ein reeller Doppelpunkt und eine reelle Doppel-
gerade vorhanden.
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Hierin ist in der Tat die Dualitét einschlieBlich der Invarianz der pro-
jektiven Beziehungen enthaltenl). Wie in § 1 folgern wir, daf3 jeder
Punktreihe der einen Ebene ein projektiver Biischel der anderen ent-
spricht und umgekehrt, jeder Kurve nmter Ordnung der einen eine
Kurve nter Klasse der anderen usw. Die reziproke Beziehung kann
so hergestellt werden, daB man vier Punkten der einen Ebene, die ein
Viereck bilden, vier Geraden der anderen, die ein Vierseit ausmachen,
als entsprechend zuweist. Auch 148t sich wieder durch geeignete Wahl
der Koordinatendreiecke die Vereinfachung der Formeln erreichen, die
den Gleichungen (4) und (4a) analog ist.

Die Gleichungen (17) lassen sich durch die &lineare Relation
(17¢) D %Vy = 0; |lag||=0
ersetzen; sie stellt die Verallgemeinerung der Gleichung M = 0 von
S. 149 dar. An die Gleichung (17c) konnen daher analoge Schliisse
gekniipft werden, wie dort an M = 0.

Zunichst entsprechen einem festen Punkt (x) unendlich viele
Punkte (y'); sie bilden eine Gerade, deren Linienkoordinaten durch

Oy = ayp%; + Ao %e + Aak %
gegeben sind; und dies sind sachlich die unsern Ausgangspunkt bilden-
den Gleichungen (17).

Wird eine Ebene ¢ reziprok auf ¢ bezogen und ¢ wiederum rezi-
prok auf ¢”, so sind ¢ und ¢” kollinear aufeinander bezogen.

Liegen ¢ und &' vereinigt, so kann man nach den Punkten (x)
von ¢ fragen, die auf die ihnen entsprechenden Geraden (u') fallen.
Sie geniigen der Gleichung

Ky s + Xythh + X145 = 0
aus (17) ergibt sich also fiir sie

('17d) Zdikxix]g:(),

wo jedoch a;; im allgemeinen von a;; verschieden ist. Sie bilden also
eine C,. Eine analoge Kurve I, existiert fiir die Geraden (#;) von ¢,
die mit den ihnen entsprechenden Punkten (x') vereinigt liegen, also
der Gleichung u, ] + 1, %5 + #3x5 = O geniigen. Zwei analoge Kurven
muf} es fiir ¢’ geben; man erkennt leicht, daB sie identisch mit den
vorstehenden sind, und daf} die Kurve C, iiberdies das reziproke Bild
von I, ist. ‘

Fiir a;;, = a3; gehen die Gleichungen (17) in die Gleichungen iiber,
die sich S. 150 fiir die Polaritit ergaben; ist also noch ¢ mit ¢ identisch,
so wird die Korrelation zur Polaritdt. Alsdann wird die Kurve C, mit I,
identisch; sie wird die Grundkurve der Polaritit.

1) Die Dualitat — unabhiangig von ihrer Einfithrung mittels des Polar-
systems (S. 153) — tritt als allgemeines Grundprinzip bei Gergonne auf. Uber

den anschlieBenden Streit zwischen Gergonne und Poncelet vgl. die vom
Verfasser besorgte Ausgabe der Werke von J. Pliicker, (1895) Bd. 1, S. 592.
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§ 5. Kollineare Transformation von Kurven in sich.

Ein Kreis geht durch Drehung um seinen Mittelpunkt in sich
iiber, eine Parabel kann fiir den Brennpunkt als Pol (S. 173) dhnlich
in sich iibergefithrt werden, Ellipse und Hyperbel bei gewissen affinen
Transformationen (S.132). In Verallgemeinerung hiervon suchen wir
projektive Transformationen allgemeiner Art, die eine C, tn sich iber-
fihren. Dabei wird zu unterscheiden sein, ob dieser Transformation
zugleich die ganze Ebene unterliegt wie in den obigen Beispielen, oder
ob an ihr nur die C, selbst teil hat.

Wir beginnen mit dem letzten Fall. Das Koordinatendreieck liege
so, daB} die C, die Gleichung

(18) Xy %y — %2 =0

besitzt; sie wird (S.116) von den Seiten x;, = 0, %3 = 0 beriihrt und
besitzt x, = 0 als Beriihrungssehne. Man kann die Gleichung (18) durch

(19) X — A% =0, %—Aix=20
ersetzen; die C, erscheint so als Erzeugnis (S. 80) zweier projektiver
Biischel (%) und (%) mit den Scheiteln H (¥, = 0, x, = 0) und K (x, = 0,
%3 = 0). Aus (19) erhdlt man weiter
(19a) Nyl Xy kg = A2 A1,
Es entspricht also jedem Wert des Parameters 4 ein Tripel #;; um-
gekehrt auch gemiB (19) jedem Tripel x; ein Wert A. Die C, ist daher
in gleicher Weise Tvdger des arithmetischen Kontinuums wie die Gerade.
Den Werten 4 = 0, oo, 1 entsprechen insbesondere die Punkte H(0, 0, 1),
K(1,0,0) und 1,1, 1.

Auch der Begriff des Dv 1ift sich auf die C, dibertragen. Sind 7,
und k; vier Paare entsprechender Strahlen, so ist

(A — A3) (Ay — A
(20) (s g ) = 22 G = (b Rk ).

Seien nun (p), (g), (), (s) die Punkte, in denen sich die vier Strahlen-
paare #k;, k; auf der C, schneiden, so soll der gemeinsame Wert der
vorstehenden Dv als Dv der vier Cp-Punkte eingefithrt werden; wir
schreiben

(20a) Du(pgrs) = (I A d54y).

Das so eingefiithrte D v ist also zunichst das Dv von vier Biischelstrahlen;
wir konnen deshalb die iiber die Dv abgeleiteten projektiven Sitze
auch auf die C, als Trdger ausdehnen. Man setze insbesondere

¥+ 8,
7A+o’
durch diese Substitution gehe der zu 4 gehorige Biischelstrahl % in
einen zu A’ gehorigen Biischelstrahl 4’ iiber, ebenso % in %' und der

(21) V=
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Cy-Punkt x = (hk) in den C,Punkt x'= (#'k') (Fig. 68). Die Zu-
ordnung der Strahlen 4, #’ und der Strahlen %, ¥ ist dann eine projek-
tive, also (A hohyhy) = (B Mah5h;), und daher auch

(pgrs) = @'q7's);
die Invarianz der Dv-Werie besteht also bei der linearen Bemehung (21)

auch fir die C,.
Da (x') dem Parameterwert A’ entspricht, so ist

(22) wiiwgiwy=A'2:14":1
{ = (@ A+P2(xi+p)(yA+9) :((yA-+9)2
Wird rechts ausmultipliziert und dann 42:1:1 durch
%y %, : x5 ersetzt, so folgt

o] = &% % + 26 fx + P
(23) Jex=oyx + (x6+ By)x,+ fox

ox5 =7y % + 2702, + O x;.
Damit sind die Transformationsformeln fiir die Koordinaten x; und x;
der C, gewonnen. Sie stellen zugleich eine kollineare Beziehung fiir
die ganze Ebene dar. Die projektive Transformation der C, in sich lift
sich also zu etner kollinearen Abbildung der ganzen Ebene auf sich er-
weitern.

Dieser Schlu8 148t sich umkehren. Die vorstehenden Rechnungen
lassen sich in der Weise ausfiihren, daB man, ausgehend von den
Gleichungen (23), unter x,: %,: x; den Punkt 4%2: 42:1 der C, versteht;
dann liefern diese Gleichungen den Punkt x]:x§:xf= A2:4":1, der
mit 4 durch die Relation (21) verbunden ist, und das ist die Be-
hauptung?!). Unser SchluB beruht auf dem gleichzeitigen Bestehen der
beiden Gleichungen

%% —x3=0 und x{x;—x2=0
auf Grund von (21) und (23). Fassen wir ¢ und &'
als verschiedene Ebenen auf, so ergibt sich noch
eine weitere Folgerung; alsdann entspricht den
Gleichungen (23) eine solche kollineare Beziehung
von ¢ und ¢, bei der zugleich eine C, projektiv in
etne gegebene C4 iibergeht.

Unsere C, ist als das Erzeugnis der beiden
projektiven Biischel (%) und (k) von (19) eingefiihrt
worden; wir wollen zeigen, daB ihre beiden Scheitel durch beliebige
Punkte der C, ersetzt werden kénnen (Fig. 69). Sei (y) irgend ein Punkt
der C,; er sei Schnitt zweier Strahlen 4, und %, mit den Gleichungen

—px =0, X—pux3=0.

1) Aus (21) folgt auch rechnerisch x]x} — x/2 =
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Jede durch diesen Punkt (y) gehende Gerade hat eine Gleichung

%y — p Xy + V(X — puxg) = 0.
Soll sie auch durch einen Punkt (x) der C, gehen, der durch x; —1x, = 0,
%y — A %3 = 0 bestimmt ist, so muB3

(A—p) o+ 7va5) =0
sein, und wegen A — u =220 folgert man » = — 4. Die Verbindungs-
linie von (y) und (x) hat daher die Gleichung

%y — M %s — A%y — px5) = 0.

Diese Gleichung stellt (fiir variables 4) ein Biischel dar mit dem Punkt (y)
als Scheitel, das zu den beiden Biischeln (19) projektiv ist. Damit ist
die Behauptung erwiesen. Wird irgendein fester Punkt (y) der C, mit
allen Cy-Punkten verbunden, so entsteht ein zu den Biischeln (19) projek-
tiver Biischel. Man sagt kiirzer, die C, werde von irgend zweien ihrer
Punkte durch projektive Biischel projiziert.

Als letzte Folgerung entnehmen wir hieraus den folgenden Satz:
Wenn eine kollineare Beziehung einev Ebene & auf sich eine C, in sich
tiberfiihrt, so geschieht es projektiv. Moge namlich die Kollineation die
finf Punkte (x), (), (9), (), (s) der C, in die fiinf ihr ebenfalls an-
gehorenden Punkte (x'), (p'), (¢), (), (s') iberfithren. GemafB der
kollinearen Beziehung gilt dann fir die projizierenden Strahlen (in
leicht verstdndlicher Bezeichnung)

x(pqrs) =x'{p'qr's).
Nun ist das Dy von vier Punkten einer C, durch das Dv der vier
Strahlen bestimmt, durch die sie von drgendeinem ihrer Punkte pro-
jiziert werden, und so folgt in der Tat '
(22) Dv(pgrs) = Do(p'q'r's').

Die kollineare und reziproke Beziehung lassen sich in gleicher
Weise, wie es S. 95 fiir Punktreihen und Strahlbiischel geschehen ist,
als Ubertragungsprinzip verwenden. Als Beispiel geniige der Hinweis
auf den Gedankengang, der Steiner zur projektiven Erzeugung der
C, fithrte. Beim Kreis sind die Strahlenbiischel, die zwei seiner Punkte
mit den iibrigen Punkten verbinden (nach dem Peripheriewinkelsatz)
einander gleich, also auch projektiv, und so folgerte er es mittels
kollinearer Beziehung auch fiir die allgemeine C,.

§ 6. Die Siatze von Pascal und Brianchon.

Nach Kap. XI, § 1 ist eine C, durch fiinf Punkte allgemeiner
Lage bestimmt. Dies 4Bt sich auf projektiver Grundlage aus ihrer
Erzeugung durch projektive Biischel ableiten. Wihlt man nidmlich
zwei Punkte als die Biischelzentra, so bestimmen die drei andern
Punkte drei Paare entsprechender Strahlen und damit (S. 72) die
projektive Zuordnung.

Schoenflies, Analytische Geometrie. 12
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Da die Cy durch fiinf Punkte bestimmt ist, muB fiir sechs Punkte
eine Beziehung bestehen. Sie bildet einen der wichtigsten geometrischen
Sdtze (den Satz von Pascal). Seien (Fig. 70)
1,2 3,4, 5,6 die sechs Punkte; wir fassen sie
als Ecken eines Sechsecks auf. Dieses Sechseck
hat drei Paare von Gegenseiten

(I2) (45), (23)(56), (43)(61);

wir wollen zeigen, daBl ihre drei Schnitt-
punkte I, I1, I1] in dieselbe Gerade fallen. Der
Pascalsche Satz von S. 62 entspricht also einer
in zwel Gerade ausartenden C,.

Wir verbinden die Punkte 7 und 4 mit 2, 3, 4, 6, so haben diese
vier von I und 4 ausgehenden Strahlen nach § 5 dasselbe Dv1). Sie
schneiden daher auch die Geraden (23) und (34) in je vier Punkten
von gleichem Dv. Bezeichnen wir den Punkt (46) (23) durch 4’ und
(34) (12) durch 2', so sind es die Punkte

2,3, 4,11 und 2,3,4,111.

In den so auf (23) und (34) vorhandenen projektiven Punktreihen
entspricht der Punkt 3 sich selbst, sie liegen daher perspektiv (S. 81),
und die Verbindungslinien entsprechender Punkte gehen durch den-
selben Punkt (das Perspektivitdtszentrum). Solche drei Verbindungs-
linien sind 991 _ (27), (44)= (45, (IIII),
es liegt also der Schnitt I von (I12) (48) auf (I III), und das ist der
Satz, d.h.:
In jedem einer C, eingeschricbenen Sechseck fallen die Schwnittpunkie der
drei Paare gegentiberliegender Seiten in dieselbe Gerade (Satz des Pascal).
Die vorstehenden Betrachtungen sind insgesamt dualisierbar. Dies
niher auszufithren, ist nicht erforderlich; doch soll der duale Satz selbst
ausdriicklich erwdhnt werden. Er stammt von Brianchon und lautet:
In jedem einer Cy (genauer Iy) umschriebenen Sechsseit gehen die drei
Hauptdiagonalen (die Verbindungslinien der Gegenecken) durch einen Punkt.
Ein analytischer Beweis des Pascalschen Satzes ist der folgende
(Fig. 71): Seien g, h, k, k;, by, g, die sechs auf-
/ N einander folgenden Seiten des Sechsecks; [ sei die
Diagonale, die die Punkte (gg;) und (% &,) ver-
bindet. Die C, ist dann jedem der beiden Vierecke
(g, b, &, 1), (g1, M, Ry, 1) umschrieben; ihre Gleichung
148t sich daher in jede der beiden Formen
GK+1HL=0, GK,+4HH,L=0

setzen. Die linken Seiten kénnen sich also nur

Fig. 70.

AP

Fig. 71.

1) Die Figur 70 enthilt nur die Sechseckseiten und die Gerade I IT III.
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um einen konstanten Faktor unterscheiden. ILassen wir diesen Faktor
in die linearen Ausdriicke G und H eingehen, so werden die linken
Seiten identisch, d.h. es ist

GK+ AHL =G, K, + 4, H L oder
GK—G K, =L(H, —1H).

Die rechte Seite, gleich Null gesetzt, stellt ein Geradenpaar dar. Die
eine ist /, die zweite geht durch (%, %,); sie heifle ' 1). Das gleiche ist
also fiir die linke der Fall. Sie enthdlt die vier Punkte

€&, (gk), (kg (k).

Von ihnen liegen (gg;) und (kk;) auf /. Die beiden anderen liegen
nicht auf I und miissen daher auf %' liegen; es liegen also

gk), (kg), (Bhy)
auf derselben Geraden (ndmlich %4‘), und das ist der Satz?2).

Der Pascalsche Satz gestattet, mittels filnf gegebener C,-Punkte
beliebig viele andere linear zu zeichnen. Sind z.B. 1, 2, 3, 4, § in Fig. 70
die gegebenen Punkte und ist (I 6) ein beliebiger durch 1 gezogener
Strahl (der aber nicht durch 2, 3, 4, § geht), so sind die Punkte J und 117
linear bestimmt, damit auch der Punkt 17 als Schnitt der Geraden (I I11)
und (23), und nun auch 6 als Schnitt von (I6) und (5 1I).

LiBt man zwei benachbarte Punkte des Sechsecks zusammen-
riicken, so geht die zugehdrige Seite in eine C,-Tangente iiber, und
man erhilt einen Satz {iber fiinf C,-Punkte und die Tangente in einem
von ihnen; ebenso gibt es einen Satz {iber vier Punkte und die Tangenten
in zweien3), iiber drei Punkte und die Tangenten in ihnen. Dieser letzte
Satz lautet: Bei einem der C, einbeschriebenen Dreieck liegen die
Schnittpunkte der Seiten mit den Tangenten der Gegenecken auf einer
Geraden. Diese Sdtze gestatten auch die lineare Konstruktion von
Cy-Tangenten.

Alles dies iibertrigt sich dualistisch auf den Brianchonschen Satz.

§ 7. Ausblicke.

Ein letztes Streben wissenschaftlichen Erkennens ist auf das Ein-
heitliche in der Fillle der mannigfachen  Gestalten gerichtet. In der
Geometrie ist dies Streben in den letzten hundert Jahren von grofiem

1) Fir Fig. 71 ist #’ die Gerade goo .

%) Man kann aus sechs Punkten durch Anderung der Reihenfolge sechzig
verschiedene Sechsecke herstellen (von den 6! = 720 Permutationen liefern alle zyk-
lischen wie alle inversen dasselbe Sechseck). Es gibt daher sechzig Pascalsche Ge-
raden zu den sechs Punkten, die mannigfach zu dreien durch je einen Punkt gehen
(fiinfzehn Steinersche Punkte) usw. Das analoge gilt dualistisch fiir die Brianchon-
schen Sechsseite.

3) Vgl. das Beispiel 65 des Anhangs § 5.

12%*
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Erfolg gekront gewesen. Dualitit, projektive Denkweise und Uber-
tragungsprinzipien, Dualisierung und Homogenisierung des Koordinaten-
begriffs sind seine Marksteine. In V.C.Poncelet, J. D. Gergonne,
A.F.Mébius und J. Pliicker haben wir die Lehrmeister zu erblicken,
die uns in erster Linie dahin fithrten. Die Erkenntnis der Dualitét
als eines riumlichen Naturgesetzes verdanken wir Gergonnel); von
Poncelet?) und Mébius?) stammt der allgemeine Verwandtchafts-
begriff und die projektive Denkweise, endlich hat Pliicker?) das Ver-
dienst, daB er die Vervollkommnung der analytischen Methode schuf,
die den neuen Ideen gerecht wurde. Wir verdanken ihm insbesondere
die Einfithrung der Linienkoordinaten und den homogenen Koordinaten-
begriff. Erst als die Dualitit und die das Unendliche durchziehende
geometrische Kontinuitit®) dem analytischen BewuBtsein zugénglich
geworden war, hat das projektive Denken die Beherrschung der geo-
metrischen Gebilde und die Gestaltungskraft erlangt, die es heute be-
sitzt.

In dlterer Zeit betrachtete man eine jede geometrische Figur nur
fiir sich allein, als eine Art starren Gebildes. Nicht nur Strecke und
Winkel oder Punkt und Gerade galten als heterogene Objekte, auch
Ellipse, Parabel und Hyperbel stellten im wesentlichen ungleichartige
Einzelgebilde dar. Die letzte Auffassung ist lingst der Erkenntnis
gewichen, daB wir bei projektiver Denkweise alle eigentlichen C, als
identisch anzusehen haben; angesichts der Dualitit haben wir aber
auch in Punkt und Gerade gleichwertige Elementargebilde eines und
desselben analytischen Operationsfeldes vor uns. Freilich kann es
scheinen, als ob die Dualitit von Punktreihe und Strahlenbiischel im
rein Metrischen versage; eine gewisse duale Analogie fiir Strecke und
Winkel ist uns aber doch vielfach entgegengetreten®. Eine tiefere
Auffassung, die freilich jenseits dieses Lehrgangs bleiben muB, zeigt
auch fiir sie eine volle dualistische Analogie. Beide erweisen sich als

1) Seine Artikel erschienen in Gergonnes Ann. de math. Bd. 16, 5.209. 1826
u. Bd. 18, S. 149. 1828. Vgl. auch S. 174, Anm. 1 dieses Buches.

) Die Hauptleistung Poncelets ist sein Traité des propriétés projectives
des figures, 1822; mit ihm war die projektive Denkweise geschaffen. Die in ihm
niedergelegten Ideen stammen zum Teil schon aus dem Jahr 1813, aus der Zeit,
in der Poncelet Kriegsgefangener in RuBland war. ,,Cet ouvrage est le résultat
des recherches que j’ai entreprises, dés le printemps de 1813, dans les prisons
de la Russie”’, heiBt es in der Vorrede.

3) Vgl. Gesammelte Werke Bd. 1, S. 447. Herausg. von F. Klein. Die Haupt-
arbeit stammt aus 1829.

4 Vgl. Plickers Gesammelte mathematische Abhandlungen, besonders
S. 124 ff., 1591ff., 1781f.

5 Vgl. S. 170.

%) Die Invariantentheorie wurde wesentlich von den englischen Mathematikern
A. Cayley und J. J. Sylvestex um die Mitte des letzten Jahrhunderts be-
griindet.
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verschiedenartige Sonderfille eines und desselben D v-Begriffs, der durch
einen und denselben analytischen Ausdruck in Punkt- und Linien-
koordinaten gegeben ist (vgl. den SchluB).

Einen letzten erfolgreichen wissenschaftlichen Gedanken bildet der
Invarianzbegriff, die Einstellung auf solche analytischen Ausdriicke, die
sich vom zufillig gewihlten Koordinatensystem unabhingig erweisen.
In ihnen allen muB ein eigentlich geometrischer Inhalt zum Ausdruck
kommen. Beispiele dafiir haben wir mannigfach kennengelernt!). Wie
wir sahen, besitzen aber die Formeln der Koordinatentransformation
eine doppelte geometrische Bedeutung. In ihrer allgemeinsten Form
stellen sie zugleich kollineare Beziehungen dar (S. 165), in den For-
meln (16) von S. 29 haben wir affine (oder auch dhnliche) Beziehungen
erkannt (S.171), in den Formeln (14) von S.28 Bewegungen. Wir
koénnen die Invarianz der analytischen Ausdriicke also auch so deuten,
daB die von ihr getroffenen Eigenschaften bei kollinearer, affiner, &hn-
licher, kongruenter Transformation geometrischer Figuren ungedndert
bleiben. Man spricht insofern von projektiven, affinen, dhnlichen und
metrischen Eigenschaften der geometrischen Gebilde, und ist damit zu
einer auf projektiver Grundlage ruhenden inneren Einteilung und An-
ordnung der geometrischen Tatsachen gelangt?).

Eine nur metrisch invariante GroBe stellt z. B. der Abstand dar;
er dndert seinen Wert schon bei dhnlicher Abbildung. Winkel und
Orthogonalitit sind Begriffe, die der dhnlichen Geometrie angehéren,
ebenso aber auch die Kreispunkte, da ja bei dhnlicher Abbildung ein
Kreis in einen Kreis iibergeht. Die affine Geometrie ist (S. 171) durch
die Invarianz von g. gekennzeichnet; es sind also Parallelismus,
Teilungsverhiltnis, Halbierungspunkt Begriffe der affinen Geometrie;
ebenso gehoren ihr die Sdtze tiber Mittelpunkt und Durchmesser der C,
an. Auch besitzen Ellipse, Hyperbel und Parabel in ihr noch ihre
Sonderexistenz. Von allgemeinem projektiven Charakter sind das D,
Ordnung und Klasse einer Kurve, alle reinen Lagenbeziehungen (z.B. drei
Gerade durch einen Punkt oder drei Punkte auf einer Geraden) usw.;
Ellipse, Parabel und Hyperbel verlieren ihren Sondercharakter
und verschmelzen in den einen projektiven Begriff der reellen eigent-
lichen C,. Es ist einleuchtend, daB alle projektiv invarianten Eigen-
schaften es auch in affiner usw. Hinsicht sind, aber nicht umgekehrt;
der Abstand besitzt die Invarianz nur fir die engste Klasse der be-
trachteten Transformationen, fiir die Bewegungen. Da Winkel, Ortho-
gonalitit und Kreispunkte fiir Bewegungen und Ahnlichkeitstrans-

1) Die Invariantentheorie wurde wesentlich von den englischen Mathematikern
A. Cayley und J. J. Sylvester um die Mitte des letzten Jahrhunderts be-
griindet. ’

%) Dies verdankt man den Arbeiten von F. Klein; vgl. Math. Ann. Bd. 43,
S. 63 (Wiederabdruck des sog. Erlanger Programms vom Jahre 1872).
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formationen invariant sind, so 146t sich erwarten, daB Winkel und
Orthogonalitit sich in Beziehungen zu den Kreispunkten darstellen.
Das ist in der Tat der Fall; gerade darin kommt unser Einteilungs-
prinzip praktisch zur Geltung. Die oben erwidhnte Darstellbarkeit des
Winkels als Dv kommt insbesondere so zustande, daB das Dv von den
Winkelstrahlen und den beiden Strahlen zu den Kreispunkten ge-
bildet ist.

Dieser Ausblick auf tiefere Probleme mag hier den Abschluf3 bilden.
Moge er fiir diese Probleme Verstindnis und Interesse erwecken?).

1) Es sei dafir auf die demnichst neu erscheinenden Vorlesungen von
F. Klein uber nichteuklidische Geometrie verwiesen.



Dreizehntes Kapitel.

Raumliche Punktkoordinaten.

Vorbemerkungen.

Réumliche Figuren, die in allen metrischen Beziehungen iiberein-
stimmen, sind entweder kongruent (deckbar gleich) oder sie verhalten
sich wie ein Kérper und sein Spiegelbild, wie linke und rechte Hand,
Linksschraube und Rechtsschraube. Sie heiBen dann spiegelbildlich
(symmetrisch) gleich. Wird in einer horizontalen Ebene von einem
Punkt O aus je eine positive x- und y-Achse gezogen und in O nach
oben und unten ein Lot errichtet, so sind die beiden aus den drei Halb-
strahlen gebildeten Dreikante nur spiegelbildlich gleich. Sie werden
als Rechissystem und Linkssystem unterschieden. Daumen, Zeigefinger
und Mittelfinger der rechten Hand bilden, wenn sie ungefdhr senkrecht
zueinander gehalten werden, ein Rechtssystem, bei der linken Hand
ein Linkssystem. Legt man um O in der xy-Ebene einen Kreis, so
erscheint, von dem in O errichteten Lot aus gesehen, die Umlaufs-
richtung (xv) bei einem Rechtssystem umgekehrt zur Uhrzeigerdrehung,
bei einem Linkssystem wie die Uhrzeigerdrehung!). Die Unter-
scheidung von Rechtssystem und Linkssystem gilt in derselben Weise
fir alle von drei Halbstrahlen gebildeten Dreikante.

Zwei von einem Punkt O ausgehende Halbstrahlen g, # bestimmen
(S.6) an sich vier verschiedene Winkel. Der Kosinus aller dieser
Winkel hat denselben Wert. Der Sinus hat zwel einander entgegen-
gesetzte Werte. Meistens handelt es sich aber nur um das Verhiltnis
der Sinus zweier Winkel desselben Biischels, die absolut genommen nicht
grofer als z sind. Dies Verhiltnis ist von dem fiir das Biischel an-
genommenen Drehungssinn unabhingig. Ohne daBl Zweideutigkeiten
entstehen, dirfen wir daher von der Festsetzung eines positiven
Drehungssinns absehen und unter (gh) einen Winkel verstehen, der,
absolut genommen, s nicht {iberschreitet.

§ 1. Projektionen von Strecken und Fliachen.
Die Projektionssitze von Kap. I, § 5 dehnen wir in der Weise auf
den Raum aus, daB wir die projizierenden Strahlen durch projizierende

1) Fig. 73 (S. 186) zeigt ein Rechtssystem, bei Vertauschung der »- und
y-Achse ein Linkssystem.
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Ebenen ersetzen. Sei s eine gerichtete Gera_de, AB eine Strecke. Durch
A und B lege man Ebenen parallel einer festen Ebene ; sie mogen
die Gerade in 4’ und B’ treffen, und es heile A'B’ wieder Parallel-
projektion von AB auf s. Wir schreiben
(1) A'B"=II(AB,y,s).

Werden s und 7 festgehalten, so ergeben sich (unter den gleichen
Voraussetzungen wie in Kap. I) die folgenden Sitze:

1. Ist AB||CD, so ist

4B _AB  A'B _ CD,

c'Dy CD’ 4B ~ CD’
der konstante Wert des zweiten Quotienten heille wieder Projektions-
konstante. Ist er ¢, so hat man

(2) A'B'=¢-A4B.
2. Fir 5 L s (vechtwinklige oder orthogonale Projektion) ist
(2a) A'B’ = ABcos(4B,s).

Ist ndmlich s, eine gerichtete Gerade durch 4 parallel zu s, so ist
II(AB,s) = II(AB,s,) = ABcos(AB,s;) = ABcos(A4B,s). 1)

3. Versteht man unter der Projektion des Streckenzuges ABC...LM
wieder die Summe der Projektionen der einzelnen Strecken, so ist

(3) IH(ABC...LM)=A'B'+BC'+--++ L'M'=AM=1I(AM);
die Projektion des Streckenzuges ist also gleich der Projektion der Strecke,

die von seinem Anfangspunkt zum Endpunki fihrt.
4. Ist die Projektion insbesondere orthogonal, so gilt

(3a) LI(ABC...M)=ABcos(4B,s)+BC cos(BC,s)4-+ -+ +LMcos(LM,s).

5. Bei orthogonaler Projektion von 4B sind A’ und B’ zugleich
die FuBlpunkte der von A und B auf s gefillten Lote.

Die Projektion von Flichenstiicken betrachten wir nur fiir den
Fall, daB eine Polygonfliche § orthogonal auf eine Ebene & projiziert
wird. Ist ' die Projektion, so schreiben wir, analog zu (1),

(4) B =1II(P,¢).

Der Bestimmung von ' sei folgendes vorausgeschickt: Einer Polygon-
fliche legen wir gemiB S. 31 einen Umlaufssinn bei; damit wird
auch fiir die Projektion P’ ein dem Sinn von § analoger Umlaufssinn
bestimmt. Es soll aber auch in der Ebene & ein ¢h» eigentiimlicher
Umlaufssinn vorhanden sein; er kann mit dem eben genannten Sinn
von P’ identisch sein oder ihm entgegengesetzt. Nun werde auf ¢ ein
Lot # errichtet, das mit dem Umlaufssinn von ¢ ein Rechtssystem

1) Der cos(4B, s) ist, da AB und s gerichtete Geraden sind, eindeutig be-
stimmt.
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bestimmt; ebenso auf P ein Lot $, das mit dem Umlaufssinn von
ein Rechtssystem bestimmt. Dann soll, wenn » die Ebene von $ ist,
unter dem Winkel (ex) der Winkel (#g) verstanden werden?).

Bei diesen Festsetzungen gelten die folgenden Sitze: 1. Zerfillt
die Polygonfliche P in zwei Teilflichen 9®; und B,, so ist

(5) P =1I(B, &) = I (Py, &) + LL(Pp, ) = P + Ts;
2. die Projektion $p’ hat fiir alle einander parallelen Ebenen den gleichen
Wert; 3. es besteht die Gleichung

(6) P’ = Pcos(np) = Pcos(ex);

durch sie wird, wenn wir § eine positive. Flachenzahl beilegen, auch
ein Vorzeichen fiir ' und damit sein Umlaufssinn in der Ebene ¢
bestimmt.

Nur der Satz 3 bedarf eines ndheren Beweises. Sei P zunichst
(Fig. 72) ein Dreieck 4 = ABC, dessen eine Seite AB in ¢ fillt; CD sei
die Hohe, C'D ihre Projektion in ¢. Fiir den doppelten Flicheninhalt
ist dann — absolut genommen —

24=AB-CD, 24 =A4B-.:C'D; C'D=CDcos(C’'DC).

Die Lote # und p konnen wir im Punkte D errichten. Wenn dann der
Umlaufssinn von A’ mit dem Umlaufssinn von ¢ iibereinstimmt, so
gehen p und » nach derselben Seite von & (in
Fig. 72 beide nach oben); es ist C'DC = (p n),
und die obige Formel gibt den Wert 9’ zahlen-
mifig und auch dem Vorzeichen nach. Ist
aber der Sinn von A’ der entgegengesetzte wie
der von ¢, so gehen p und # nach verschiedenen
Seiten von ¢; es ist C'DC = (np) 4= &, und die Fig. 72.

Formel gibt wiederum den richtigen Wert von ’.

Sei jetzt ABC ein Dreieck allgemeiner Lage. Durch die Punkte 4, B,C
lege man je eine zu ¢ parallele Ebene; die mittlere durchsetzt das
Dreieck und zerlegt es in zwei Teildreiecke. Fir ihre Flichen 4, und 4,
gelten die Formeln (5) und (6), man hat daher

A" = Ay cos(p, n) + Ay cos(p, n) = Acos(p,n).
Damit ist Gleichung (6) auch fiir jedes einfache Polygon richtig;

denn jedes solche Polygon ldB8t sich in Dreiecke spalten, und auf sie
148t sich wieder die Gleichung (5) anwenden.

§ 2. Parallelkoordinaten.

Wir legen drei durch einen Punkt O (Anfangspunkt) gehende Ebenen
zugrunde, die eine dreiseitige Ecke bilden (Fig. 73); ihre Schnittlinien

1) Ohne Festsetzung eines Umlaufssinns bleibt der Winkel bis auf 4 & un-
bestimmt.
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sollen wx-Achse, y-Achse, z-Achse heilen (Koordinatenachsen). Die sie
verbindenden Ebenen (Koordinatenebenen) heillen xy-Ebene, x 2-Ebene,
yz-Ebene. Im allgemeinen werden wir die xy-Ebene als horizontale
Ebene annehmen und das Dreikant der positiven Achsen als ein Rechts-
system, wie es Fig. 73 zeigt; die (xy)-Drehung erscheint also von der
positiven z-Achse aus umgekehrt wie der Uhrzeigersinn. Man iiber-
zeugt sich leicht, daB dies fiir die positive
x-Achse und die (yz)-Drehung und die
positive y-Achse und die (zx)-Drehung
ebenso ist. Stehen die drei Ebenen (also
auch die Achsen) aufeinander senkrecht,
so heiBen die Koordinaten rechiwinklig.
Legen wir durch einen Punkt P des
Fig. 73. Raumes Ebenen parallel zu den Koordi-
natenebenen, so seien Q, R, S die auf

den Achsen entstehenden Schnittpunkte; die drei Strecken

(7) x=0Q, y=0R, z=0S

sind dann die Parallelkoordinaten des Punktes P. Jedem Punkt P
entspricht wieder eindeutig ein Zahlentripel. Umgekehrt entspricht
jedem Tripel 4, b, ¢ auch ein Punkt P; er ist Schnittpunkt der Ebenen,
die man parallel zu den Koordinatenebenen durch die Punkte Q, R, S
legt, fiir die 0Q = a, OR = b, 0S = ¢ ist.

Die drei Koordinatenebenen durch O und die ihnen parallelen
Ebenen durch P bilden das Parallelepipedon der Fig. 73. Von ihm
leuchtet ein: 1. Je vier seiner Kanten stellen nach Lange und Richtung
die x-Koordinate dar, je vier die y-Koordinate, je vier die z-Koordinate.
2. In jedem von O nach P fiithrenden dreikantigen Streckenzug ist je
eine x-Koordinate, eine y-Koordinate und eine 2-Koordinate enthalten.
3. Die Strecken 0Q, OR, OS sind Parallelprojektionen von OP auf
den Achsen, und zwar so, daB3 die projizierenden Ebenen den Koordi-
natenebenen parallel sind. Ferner gilt auch: 4. Fiir jeden Punkt S,
der Parallelepipedfliche durch S und P hat z denselben Wert ¢, fiir
jeden Punkt der analogen Ebene durch @ ist ¥ = 4, fiir jeden Punkt
der analogen Ebene durch R ist y = b.

Die vorstehenden Beziehungen sind uns auch in Kap. III entgegen-
getreten; hier kommen noch die folgenden, ebenfalls offensichtlichen
hinzu: 5. Dem Punkt P,, der xy-Ebene kommen in dieser Ebene die
Koordinaten x = a, y = b zu; die x- und y-Koordinaten von P stimmen
also mit denen won P,, #iberein. Das analoge gilt fiir den Punkt P,,
der x2-Ebene und den Punkt P,, der yz-Ebene. 6. In der Parallel-
epipedfliche durch S und P mogen zwei durch S gehende, zur positiven
%- und y-Achse parallele Halbstrahlen eine positive x- und y-Achse
abgeben, so sind x =4, y =25 die Koordinaten von P auch fiir
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diese Achsen?!). Analog ist es fiir die Ebenen durch  und P und
durch R und P.

Durch die drei Koordinatenebenen zerfillt der Raum in acht
Oktanten; iber und unter jedem Quadranten der x, y-Ebene liegt je
einer. Andererseits gibt es acht Punkte, denen dieselben numerischen
Werte a, b, ¢ als Koordinaten entsprechen, nur mit verschiedenen Vor-
zeichen. Nehmen wir 4, b, ¢ als positiv an, so sind es die Punkte mit
den Vorzeichen

+++ +—-+ -4+ ——+

- = — = ———
In jeden Oktanten fillt je einer; je zwei iibereinanderstehende Tripel
entsprechen einem Punkt {iber und einem unter der xy-Ebene.

Beispiele. 1. Fir den Anfangspunkt ist x =0, ¥y =0, z = 0. Fir jeden
Punkt der xy-Ebene ist z = 0, fiir die Punkte der y2-Ebene ist x = 0, fiir die
der » z-Ebene ist y = 0. Endlich ist fiir jeden Punkt der »-Achse y =0 und z =0,
fur jeden der y-Achse ¥ =0, z =0 und fiir jeden der z-Achse ¥ =0, ¥ = 0.

2. Zwei Punkte (x, ¥, z) und (—x, —y, —=z) liegen zentrisch symmetvisch zu O;
d. h. ihre Verbindungslinie geht durch O und wird in O halbiert. Zwei Punkte
(¥, 9,2 und (—x, —y, 2) liegen zentrisch symmetrisch zur z-Achse; ihre Ver-
bindungslinie ist der xy-Ebene parallel, schneidet die z-Achse und wird durch
den Schnittpunkt halbiert. Bei rechtwinkligen Achsen liegen zwei Punkte x, ¥, z
und (#, y, —2) symmetrisch zur x y-Ebene. Analoges gilt fiir die tibrigen Achsen
und Ebenen.

Die ebenen Parallelkoordinaten konnten wir (S. 12) mittels zweier
Scharen von Geraden definieren, die den Achsen parallel liefen; sie
waren gegeben durch Gleichungen ¥ = 1 und y = ¢, wo 2 und pu alle
reellen Werte annehmen koénnen. Analog haben wir es hier mit dres
Scharen paralleler Ebenen zu tun, den Scharen
(8) x = const =4, y=const =g, 2= const=w»;
jede dieser Scharen erfiillt, wenn 4, u, » alle reellen Werte durchlaufen,
den ganzen Raum, und durch jeden Punkt des Raumes geht eine Ebene
der ersten Schar, eine der zweiten und eine der dritten. Die zu diesen

Ebenen gehorenden Werte 4, u, v sind die Koordinaten des beziiglichen
Punktes.

§ 3. Raumliche Polarkoordinaten.

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem (Fig. 74) sei PP’ das
von P auf die xy-Ebene gefillte Lot; ferner
seien OP'= g und (x,0P’) = ¢ die Polarkoordi-
naten von P’ in der xy-Ebene. Dann stellen
die drei Zahlenwerte g, @,z ein durch P be-
stimmtes Koordinatentripel dar. Umgekehrt
bestimmt ein solches Tripel eindeutig einen
Punkt P; es liefern ¢ und ¢ zunichst den

1) In Fig. 73 sind SP,, und SP,, die beiden Achsen.
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Punkt P’, und dann das Lot P'P = z den Punkt P. Die in Betracht
kommenden Zahlenwerte von g, ¢, z erfiillen die folgenden Teile des
Kontinuums: :
(9) 0=Sp<oo; 0=@< 27, —oo<Lz<L00,

Die Flichenscharen, die den eben betrachteten Ebenenscharen analog
sind, miissen den Gleichungen

(10) o = const, ¢ = const, =z = const

entsprechen. Die GroBe ¢ konnen wir auch als Abstand des Punktes P
von der z-Achse auffassen, die Flichen ¢ = const sind daher Kreis-
zylinderflichen um die z-Achse. Der Winkel ¢ ist auch der Winkel
der durch die 2-Achse gehenden Ebene OP’P mit der xz-Ebene, die
Flachen ¢ = const sind daher Halbebenen durch die z-Achse (den Halb-
strahlen der ebenen Koordinatenbestimmung analog); endlich sind
z = const Parallelebenen zur x y-Ebene. Je eine Fliche der ersten, zweiten
und dritten Schar schneiden sich, wie man leicht erkennt, in je einem
Punkt des Raumes (Zylinderkoordinaten,).

Die Beziehung dieser Koordinaten zu den rechtwinkligen ist durch
die Gleichungen

(1 +=goosp, = gsing
gegeben; die z-Koordinaten stimmen iiberein. Man findet
(12) OP2= g2 4 22 = 42 y2 | 22,

Ein zweites System von Polarkoordinaten?) kniipit an die Bestim-
mung der Punkte der Erdoberfliche durch ihre geographische Liange
und Breite an?). Wir betrachten zunichst die Kurvenscharen, die
dieser Koordinatenbestimmung auf der Erdkugel oder einem Globus
zugrunde liegen. Die eine besteht aus den Breitenkreisen als den Kurven
konstanter Breite, die andere aus den Kurven konstanter Linge, also
den Meridianen; genauer den Halbmeridianen, da die geographische
Linge von O bis 2 lauft. Jeder Punkt der Globuskugel ist Schnitt
einer Kurve der einen Schar mit einer der anderen Schar. In dieser
Hinsicht kénnen die Kurven auch durch Flichen ersetzt werden. Den
Breitenkreis verbinden wir mit dem Kugelzentrum durch Halbstrahlen,
und ersetzen ihn so durch einen Rotationskegel (genauer Halbkegel),
der die Kugel im Breitenkreis durchdringt. Ebenso ersetzen wir den
Halbmeridian durch die Ebene (genauer Halbebene), die ihn mit der
Kugelachse verbindet. Damit ist jeder Punkt P der Kugel als Schnitt
von drei Flichen bestimmt. Die eine ist die Kugel selbst, die zweite
der Halbkegel, der aus der Kugel den Breitenkreis ausschneidet, die
dritte die Halbebene, die nun auf dem Breitenkreis den Punkt P be-
stimmt. Was aber fiir die Punkte des Globus gilt, gilt ebenso fiir jede

1) Sie stellen die eigentlichen raumlichen Polarkoordinaten dar.
2) Lange und Breite stellen Koordinaten auf der Kugel dar.
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ihm konzentrische Kugel und jeden auf ihr gelegenen Punkt. Damit
ist unsere Koordinatenbestimmung auf jeden Raumpunkt ausgedehnt.
Als ihre drei Flichenscharen finden wir 1. die konzentrischen Kugeln,
2. die Halbkegel um die Globusachse und 3. die Halbebenen durch diese
Achse. Durch jeden Raumpunkt geht je eine Kugel, je ein Halbkegel
und je eine Halbebene. Die Halbebenen bestimmen wir wie die Meridiane
durch einen Winkel ¢, der von 0 bis 2z geht. Die Halbkegel bestimmen
wir durch das Komplement der geographischen Breite (Zenithdistanz);
es geht von 0 (am Nordpol N) bis & (am Stidpol S) und heifle ©. Die
erzeugenden Flichenscharen sind alsdann N

{ 7 = const, @ = const, 9 = const,
3 0=r<oo, O0=@<2n, O0=9=am.

Um die Beziehung zu rechtwinkligen Achsen her-
zustellen, wihlen wir die Globusachse (von S nach N)
als z-Achse und die x z-Ebene als Ebene ¢ = 0 (Fig. 75).
Ist dann P’ die Projektion von P in der xy-Ebene = £
und ¢ der Radius des Breitenkreises, so -folgt Fig. 75.

OP' = p =rsind, P'P=z=vcos?.

Nun stimmen die xy-Koordinaten von P’ mit denen von P iiberein;
es ist also ¥ = pcosep, ¥ = gsing, und demnach hat man insgesamt

(14) x =rsind cosp, y=rsindsing, z=rcosd.

§ 4. Homogene Parallelkoordinaten.

Von den Koordinaten x, y, z gelangt man zu homogenen Parallel-
koordinaten, indem man wie in Kap. VIII, § 1 zunichst vier Zahlen
x',9y',2,¢ durch die Gleichungen
(s) ’ x:y:z:1’=x’:y’:z:’:t’ oder,

¥=0ox, y =gy, =z U'=p
einfithrt. Einer Gruppe «', v', 2/, ¢’ (fiir # 22 0) entspricht ein Raum-
punkt P; jedem Raumpunkt unendlich viele solche Gruppen, die ein-
ander proportional sind. Setzt man # = 1, so wird dadurch diejenige
Gruppe ausgesondert, die mit x, y, z ibereinstimmt. Alle Ausfithrungen
von S.85 kommen hier sinngemiB zur Geltung; ohne niher auf sie
cinzugehen, geniige es deshalb, die Resultate anzugeben.

Die Gleichungen #" = 0, y' = 0, 2’ = 0 stellen die drei Koordinaten-
ebenen x =0, ¥y = 0, z = 0 dar; die Punkte # = 0 sind simtlich un-
endlichfern [uneigentlich)]. In Ubereinstimmung mit den Erwigungen

1) DaB die hier auftretenden uneigentlichen Punkte dieselben sind, die wir
in Kap. I, § 3 eingefuhrt haben, ergibt sich ebenso wie fir die Ebene (S. 85).
Die Formel, auf der dieser Beweis ruht, erscheint freilich erst im nichsten Kapitel
[§ 2, Gleichung (6a)].

Die unendlichferne Ebene ¢,, wurde von J. V. Poncelet in seinem Traité
des propriétés projectives des figures (Paris 1822, § 96 und 580) eingefiihrt.
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von S. 85 fithren wir die Gesamtheit dieser Punkte als eine durch
t' = 0 dargestellte Ebene ¢, ein. Die genannten vier Ebenen bilden
das Koordinatentetraeder der homogenen Parallelkoordinaten. In ihm
ist jede der sechs Kanten Schnittlinie zweier Koordinatenebenen; fiir
die Koordinaten ihrer Punkte haben wir die Gleichungen
=0, ¥=0;, ¥ =0, 22=0; 9 =0, 2 =0;
=0, t'=0;, v¥=0, ! =0, 2Z2=0, =0.
Die letzten drei entsprechen den drei Kanten in .. Fiir jede der
vier Tetraederecken haben drei Koordinaten den Wert Null; man stellt
sie abkiirzend durch 0001, 0010, 0100, 1000 dar?).

Die (vorldufigen) Bezeichnungen x’,9’,2',# sollen im folgenden
wiederum durch x, v, 2, t ersetzt werden. Der Ubergang von den homo-
genen Koordinaten x,y, 2, # zu den unhomogenen geschieht dann ein-
fach so, dafl man ¢ =1 setzt.

1} Den Werten 2’ =0, =0, 2 =0, ¢’ =0 entspricht kein Raumpunkt.



Vierzehntes Kapitel.

Allgemeine Formeln und Séatze
fiir rdumliche Parallelkoordinaten.

§ 1. Formeln fiir Abstinde.

Bei rechtwinkligen Achsen sind die Koordinaten x,y,z eines
Punktes P seine orthogonalen Projektionen auf den Achsen. Ist also
OP = und setzt man (x7) = «&, (y7) = f, (27) =y (Richtungswinkel),
so bestehen die Formeln
(1) X =1rcosa, y=rcosff, z=7rcosy.

Ferner fanden wir bereits (S. 188) fiir » die Formel

(2) 72 = x2 4 y2 4 22

Die Verbindung beider Formeln ergibt weiter (durch Quadrieren und
Addieren von (1), sowie durch Multiplikation mit cos«, cosfl, cosy)
(3) cos?a + cos?fi 4 cos?y =1,

(4) xcosax +ycosf 4 zcosy =v.

Gleichung (4) ist fibrigens auch eine unmittelbare Folge des Projektions-
satzes; sie besagt, dafl die orthogonale Projektion des Linienzuges %, ¥, 2
auf OP gleich OP ist.

Seien P, (%,9,2,) und P,(%,Y,2,) zwei Punkte. Wie sie auch liegen,
so folgt fiir die Projektion des Linienzuges OP; P, auf jeder Achse

HOP,) + II(P, Py) = II(OPy) .

Fiir die Projektionen Q,0,, R, R,, S;S, auf den Achsen erhalten wir
daher wie S. 24

(5) O1Qs=12%—2%, RiRy=y,—v, S$:S,=2%—2.
Diese Gleichungen gelten fiir beliebige Achsen.

Sind die Achsen rechtwinklig, so werden x, — %y, Vo — ¥y, 23— 21
die orthogonalen Projektionen von P, P,. Sind «, f, y die Richtungs-
winkel von P, P, mit den Achsen, und wird P, P, = r gesetzt, so
folgt wie oben

(5a) %, —x; =7COSK, Yo— Yy, =¥COSPH, 25— 2 = ¥COSY;
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durch Quadrieren und Addieren entsteht
(5b) 72 = (% = %7)% 4 (o — ¥1)® + (8 — 7))
Ebenso ergibt sich auch wieder
(5¢) (e — %1) cOs & +- (yp — ¥1) €08 f + (2 — 2y) cosy = 7.
Bei Vertauschung von P; und P, wechselt die Gerade P, P, die

Richtung, und es gehen «,8,7 in «-+a, f+a, y+a iber; es
wechseln also die linken wie die rechten Seiten in (5a) ihr Zeichen.

§ 2. Das Teilungsverhiltnis.

Sei P(&, 5, L) der Punkt, der die Strecke P, P, im Verhiltnis p
teilt, so da P, P:P,P = p ist. Die Achsen seien beliebig. Fiir die
Projektionen von P,, P,, P auf den Achsen folgt dann gemifi dem
Projektionssatz (S. 184)

P, P x — & Y— 7 2y — ¢
6 i = —_— = 1 = = "
©) £ PP xy— & yy—7 zg—{¢
und hieraus ergibt sich wie S. 25
N Sl kil S Tt ¢ T Sl 0
(6a) R e e o et

Durchlduft g alle Werte des Kontinuums, so durchlauft P die Ge-
tade P, P,. Fir die Mitte M von P, P,(u = —1) folgt wieder

E:xl+x2 n_y1+y2 é-:zl+52

2 > 4T 2 0 2

(6D)
Beispiel. Fur den Schwerpunkt des Dreiecks P; P, P, ergibt sich
Xy + X+ ¥ Y1+ Y2 + Vs 2y + 2+ 23
—_—, =, (="
3 3 3
fur den Schwerpunkt des Tetraeders P, P, P, P

__ Kot A Xy Ay Yo+ ¥1+ Ve + ¥ Zo+ 2+ 2y - 2y
=- 4 o= 4 P E

£ =
)

&

Die Formeln (6a) gestatten im Raum die folgende Verallgemeine-
tung: Wir gehen von drei Punkten P;(x;y;z) aus, die eine Ebene ¢
bestimmen, P(&, 7, {) sei ein beliebiger Punkt von ¢ und P’(x', ', 2")
der Schnittpunkt von P, P, mit P, P. Seien ferner die Teilungsver-
haltnisse. (PPyP) = p und (P'P,P) = .

Man hat dann zunichst

X —Hx — 1y, 2 — 1z

¥ = 11 !2’ y/:yl !yi’ F =2 !_g’
— . 1—u 1—u

c & — ' xg Y — 'y .=z
§ = —F—5» 77: 2] 5 = 2
1—u 1— 1—
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Hieraus folgt, wenn noch (1 — u) u’ = v gesetzt wird,

) E:fl“!‘xz“‘_’i@’ " _ N HYe— VY C:ﬁ—ﬁz“”zg

1—u—v» 1—pu—v ° A—p—v

Die Punkte von ¢ sind also mittels zweier unabhingiger Parameter u, »
dargestellt.

Die Parameter u, » stellen Koordinaten von P in ¢ dar. Man bestimme die
Kurvenscharen g = const und » = const.

§ 3. Formeln fiir Flichenprojektionen.

Die Achsen seien rechtwinklig; ferner sei 4 eine Dreiecksfliche
und 4,,, 4,,, 4,, ibre Projektionen in den Koordinatenebenen. Wir
setzen fir 4 eine Umlaufsrichtung und eine Normale »# so voraus,
daB sie zusammen ein Rechtssystem bestimmen. Dann gelten gemaf
S. 185 die Formeln

(8) Ad,, = Acos(nx), d,,=Acos(ny), A, = Acos(nz);
aus ihnen folgt weiter
(8a) A+ M, + A, = L

Den Dreiecksflichen 4,,, 4,,, 4,, kommt ein durch (8) bestimmtes
Vorzeichen zu; es hingt, wie wir a.a. O. sahen, davon ab, ob ihre
Umlaufsrichtung mit der fiir die Koordinatenebenen vorhandenen iiber-
einstimmt oder nicht. In die Gleichung (8a) geht sie jedoch nicht ein.

Nehmen wir auf der #,y,z-Achse je einen Punkt 4, B,C als Ecke von 4 an,
so sind 4,,, 4,,, 4,, die Flachen der Dreiecke OBC, 0C4, OAB; die Formel (8a)
zeigt also, daB im Tetraeder O0ABC das Quadrat von ABC gleich der Summe
der drei Dreiecksquadrate der Seitenflichen ist (vdumlicher Pythagovas).

Ist das Dreieck durch seine Ecken P, P,, P; gegeben, so haben
ihre Projektionen P; in der xy-Ebene dieselben Koordinaten wie die
Punkte P,; demgemi8 finden wir fiir die Projektion 4,, (S. 32)

ixl Y1 1;'
© 24, =%, vy, 1|=24dcos(nz),
%3 ¥z 1

und es erscheint 4,, mit positivem oder negativem Zeichen, je nachdem
der Umlaufssinn von PjPj;P; mit dem der xy-Ebene {iibereinstimmt
oder nicht. Ebenso hat man

ERE 1" 13’1 2 1
(9a) zzl”:!zz X A, 24,= vy, 2 1.
EREI vs 4 1

Die Verbindung dieser Determinantenwerte mit (8a) liefert eine Formel,
die A% durch die Koordinaten der Ecken ausdriickt.

Schoenflies, Analytische Geometrie. 13
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§ 4. Das Lot von einem Punkt auf eine Ebene.

Das vom Punkt P (&, , {) auf eine Ebene ¢ gefillte Lot bestimmt
sich in der gleichen Weise wie in Kap. IV (S.26). Die Achsen seien
beliebig. Ferner sei (Fig. 76) der Halbstrahl »
die von O auf ¢ gefallte Normale, D.ihr Schnitt
mit & OD =6>0 und LP =1 das von P
auf ¢ gefillte Lot. Die orthogonalen Pro-
jektionen der beiden Streckenziige OQP'P
und ODLP auf » sind dann einander gleich.
Nun ist LP ||n, DL L n, und so folgt
Ecos(nx)+ncos(ny)+Ccos(nz) = d+1, also
(10) I =E&cos(nx) + neos(ny) + Lcos(nz) — 5.

Dem Lot LP haben wir die gleiche positive Richtung erteilt wie
der Normalen #; es ist also positiv, wenn O und P auf verschiedenen
Seiten von ¢ liegen, negativ, wenn sie auf derselben Seite liegen. Fiir O
selbst (& =0, # = 0, { = 0) gibt daher (10) einen negativen Wert.

Geht die Ebene & durch den Anfangspunkt, so ist zwar die Lage von » be-
stimmt, aber nicht die Richtung. Analytisch bedeutet dies, daB cos(n &), cos(n y),
cos(nz) nur bis auf das Vorzeichen bestimmt sind. Man kann dann eine der

beiden Richtungen von » beliebig als positiv wahlen, und damit auch wieder
ein Vorzeichen fiir /. Vgl. die Bemerkung auf S. 39.

§ 5. Die Richtungswinkel der Geraden.

Die Achsen seien rechtwinklig. Sei g eine durch O gehende ge-
richtete Gerade. Im Interesse der Kiirze bezeichnen wir im folgenden
die Kosinus ihrer Richtungswinkel durch «, f, y, setzen also

cos(xg) = «, cos(y‘g) = ,3,_ cos(zg) = y.

Fiir einen Punkt P(x,y.z) von g ist dann gemaf (1)
(11) x=uor, y=pr, z2=y7.
Eine zweite durch O gehende Gerade g, habe die Richtungskosinus
&1, B1» 715 1St Py(%yy,2,) einer ihrer Punkte, so ist analog
(11a) ¥y =0y, V1= 171, 4= 7.
Nun ist im Dreieck OPP,
2rr,cos(gg,) =r2+7i —PPj

=22+ 2 Ay 2 — ( — )2 — (v — ) — (5, — )%
daraus folgt mit Riicksicht auf (11) und (11a)
(12) cos(ggy) = aay + B+ vy,

1) Man erhalt die Formel auch durch Projektion des Streckenzuges OQFP’P
auf die Gerade g;.-
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Insbesondere ist also .
(12a) axy+pBh+771=0
die Bedingung, daBl g L g, ist (Orthogonalititsbedingung). Diese Formeln
iibertragen sich unmittelbar auf beliebige gerichtete Geraden % und 7%,;
zieht man durch O die Halbstrahlen g und g, gleichgerichtet zu % und %,
so gelten sie fir < (gg,), also auch firr < (hh,).

Man bedarf auch einer Formel fiir sin (gg;). Sie beruht auf der
leicht beweisbaren Identitit

(024 2+ 7)o + fi+ 7)) — (6 oy + B+ y) =
= By — b1y + (7o — y1%)* + (« By — 0, 8)%,

die fiir beliebige GréBen «, B, y, &, py, yy erfiillt ist. Fiir die hier be-
nutzten «, §, y, &,, f1, 7, hat die linke Seite gem4B den Gleichungen (3)
und (12) den Wert 1 — cos?(gg,) = sin%*(gg,); also folgt

(13)  sin*(ggy) = (Bry— f17)* + (P, — 710)* + (0 fy — 0 B)% 1)
Hieran schlieBt sich folgende Aufgabe. Mansoll die Richtung ', §', »’
einer Geraden g’ bestimmen, die zu g und g, orthogonal ist. Fiir &', ', o’
bestehen dann die Gleichungen
ad'+ B +yy =0 o'+ 47y =0.
Aus ihnen folgt zunidchst
ISR
71 ",‘11. ay Bl

]
o iy = “21
Man kann also setzen
(14) A =Bn—Fp). =8 —na), 1 =(@p—xp
und erhdlt durch Quadrieren und Addieren
(14a) 12 =sin?(gg,) .

Beispiel. Die Projektion der Strecke P, P,(x, f, 7) auf der Geraden g(4, u, v)
ergibt sich aus den vorstehenden Formeln folgendermaBen: Es ist fuar P, P, =7
(in ausfithrlicher Schreibweise der Kosinus)

71].

Ky — Xy =¥ COSK, Yyg— Yy =rcosf, z,— z =7rCOSy.
Andererseits ist
II(P,P,, g) = v cos(gr) = r{cos & cosA + cosf cosu + cosy cosv},
und daher
II(PyP,, g) = (% — %) cosk + (¥, — ¥y) cOsp + (25 — 2;) COS¥ .
Man leite die Formel auch aus dem Projektionssatz her, aus dem sie
unmittelbar folgt.

1) ¢ und g, sind gerichtete Geraden; das Zeichen von (gg,) bleibt un-
bestimmt. - Die Formel andert sich nicht, wenn man die Richtung von g oder g,
umkehrt.

13*
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§ 6. Die Transformation der Koordinaten.

Es sollen die Beziehungen gefunden werden, die zwischen den
Koordinaten desselben Punktes fiir mehrere Koordinatensysteme be-
stehen. Wie in Kap. IV bilden die Projektionssitze unseren Ausgangs-
punkt. Seien zunichst x,y,z und X, Y, Z parallele und kongruente
Achsensysteme (Dreikante), und es moge der Anfangspunkt M des
XY Z-Systems im xy z-System die Koordinaten &, #, { haben (Fig. 77).

z P Dann sind die projizierenden Ebenen, die die
Koordinaten eines Punktes P bestimmen, fiir
beide Systeme einander beziiglich parallel, eben-
so die Achsen, auf die projiziert wird. Der Pro-
jektionssatz

(15) II(OP) = II(OM) + II(M P)
liefert daher unmittelbar die Formel
(15a) x=X+¢& y=Y+19y, z2=24C.

Wir gehen zu Achsen xy 2z und x'y’2’ mit demselben Anfangspunkt O
iiber. Die xyz-Achsen seien orthogonal, wihrend das x'y’z’-System be-
liebig bleiben soll. Nun ist die Projektion von OP auf jeder Geraden s
gleich der Projektion eines aus %’,v’,2" be-
stehenden Streckenzuges (S. 186); also

(15b) II(OP) = I(x') + I(y') + ().

Dies wenden wir auf die x,y,z-Achsen als
Gerade s an, und auf orthogonales Proji-
zieren. Die orthogonalen Projektionen vonOP
auf diesen drei Achsen sind %, y, z; fir die
rechte Seite haben wir Gleichung (3a) von
S. 184 anzuwenden und finden so

{x = %' cos(xx') + y' cos(xy’) + 2’ cos (x2')

Fig. 77.

(16) y = %' cos(yx') + 9 cos(yy’) + 2’ cos(yz’)
z=x"cos(z x") + 9" cos(zy’) + 2" cos(z 2').

Fiir den Sonderfall, dafl auch die x"y"z’-Achsen orthogonal sind, setzen wir

cos(xx’) =, cos(xy’) =&y, cos(x2) = o,
(17) cos(yx’) =f, cos(yy)=p;, cos(yz)=pp
cos(zx’) =1y, cos(zy)=yp,, cos(zz) =yp,.

Jetzt driicken sich auch #',9',72 durch x,y,z mittels Gleichungen
der Form (16) aus; wir erhalten daher insgesamt (Fig. 78)

r=o0x 40,9 +oa,2 = ax+ fy+ yz
(18) {y=ﬂx’—]—ﬁ1y’+ﬂzz" "=+ Syt iz

z2=yx +pY + 727 =+ Py sz,
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Fiir die hier auftretenden neun Kosinus besteht eine groBe Reihe
von Relationen?). Aus (3) folgt zunichst
a4 =1 a4 af+ai=1
ad+pfitri=1 P+ i+ FE=1
B+B+E=1 r+ri+ri=1
Die Formel (12a), die fiir g L g, gilt, liefert, wenn wir sie einerseits
auf die Richtung von irgend zweien der #’,9’, 2’-Achsen im xy z-System
anwenden, und andererseits auf irgend zwei der #,y, 2-Achsen in bezug
auf das x'y'z’-System,

(19)

x & +pPi+yyn=0 af 4oy fy+ Ky f=0
(19a) 6 &t Potyye=0 und ay+ oy +&y=0
%1%y + Bifs + 7172 = 0 By=+PBiyr+PB7.=0.

Zu weiteren Gleichungen fithren endlich die Gleichungen (14).
Wenn wir die y’- und z’-Achse den Geraden g und g, entsprechen lassen
und die x’-Achse der Geraden g’, erhalten wir

Ao = Byye— Poyi, A=sin?(y2)=1; A=41.
Insgesamt gibt es neun solche Gleichungen; wir koénnen sie durch

zyklische Vertauschung der Indizes und der Kosinus «, f, y entstehen
lassen; so finden wir

Ao =Py —Porrs AP =110 — 730, Ay =00 — % p,
(20) YAoy =Py —B vey APr=17a —7 &g, Ap=0uf —a ffp

Aog=p y1—P1v, App=y 61— &, Ap=oaf—uf.
Hier ist nur noch der Wert von 4 nicht v&llig bestimmt. Es wird sich
zeigen, daBl A= -1 ist, wenn die beiden Achsensysteme kongruent
sind, und 2 = —1, wenn sie spiegelbildlich gleich sind?).

Dazu wollen wir die letzte Formelgruppe noch auf eine zweite

Weise ableiten. Wir gehen von den Gleichungen

xa+pp+yyr=1 |afy

%+ iy =0; %N

%o + Poff + 757 = 0 ‘ &y By 72
aus und leiten aus ihnen Gleichungen fir «, 8, y ebenso ab wie bei
der Auflsung eines linearen Gleichungssystems (Anhang 27). Fir «
erhdlt man so

—4

1 5 7
A(x=‘0 By 7| = Bra— Parrs
fo B 72

1) Man erkennt leicht, daB nur drei von ihnen willkiirlich sind; es bestimmen
zwei die Lage der #’-Achse und ein weiterer die Lage der y’-Achse. Die z’-Achse
ist damit ebenfalls der Lage nach bestimmt.

2) Es folgt also zugleich, da8 A in allen Formeln (20) denselben Wert hat.
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also
(21) A2=2=1; d=]1i=+1.

Nun ist offenbar 4 eine stetige Funktion der neun Kosinus &;, f;, 7.
andern diese sich stetig, so dndert sich auch 4 stetig. Bei einer stetigen
Anderung der «;, f;, 7; kann daher 4 niemals von +1 zu —1 springen
und behilt also entweder stets den Wert -+1 oder aber den Wert —1.
Nun bewege man das x'y'z’-System so, daB allmdhlich die positive
z’-Achse in die positive z-Achse fillt, und drehe es dann um die z-Achse,
bis die positive x'-Achse in die positive x-Achse fillt. Dann wird die
positive y’-Achse entweder auch in die positive y-Achse fallen (kon-
gruente Systeme) oder in die negative y-Achse (spiegelbildlich gleiche
Systeme). In beiden Fillen hat A fiir die Anfangslage und Endlage der
Achsen denselben Wert. Fiir die Endlage ist aber

t

1 0 0] 10 0;
A=10' 1 0|=-+1 oder A=:0—1 0 =—1,
10 01 0 0 1,

und damit ist die obige Behauptung erwiesen.

Sind beide Achsensysteme' schiefwinklig, mit gemeinsamem An-
fangspunkt, so darf immer noch die Gleichung (15b) unseren Ausgangs-
punkt bilden. Fiir den Wert der rechtsstehenden Projektionen kommt
aber jetzt nicht (3a) von S. 184 in Betracht, sondern (2). Werden die
Projektionskonstanten fir x', y', 2’ in bezug auf die x-Achse durch a, b, ¢
bezeichnet, in bezug auf die y-Achse durch a,, b;, ¢; und in bezug auf
die z-Achse durch a,, b,, ¢;, so folgt daher

x=ax' +by +c2
(22) {y = a, %" + by + 6,7
2= ayx’ + byy" + ¢y 2" .
Mittels analoger Formeln driicken sich ', ', 2’ durch %, y, z aus.

Haben wir es endlich mit zwei beliebigen Systemen x,y, z um O
und %’,9', 2" um O' zu tun, so schieben wir wie in Kap. IV (S. 30)
ein X, Y, Z-System ein, das zum x, ¥, z-System parallel ist und dessen
Anfangspunkt in O’ fillt, und finden, fir 4, d;, d, als Koordinaten
von O, durch Verbindung von (15a) und (22)

x=ax+by+cz+d
{y = 4 by 2+ d;
2= ayx" 4+ 0y + 7’ + dy.
Die Transformation erfolgt also durch eine lineare Substitution.
Man kann zu den Gleichungen (19) und (19a) auch in der Weise

gelangen, daB man von der geometrischen Invarianz der Entfernung
fiir orthogonale Transformationen, also von

24 OP2 =42 L 42+ 22 =x"2 4 y'2 - 22
3

(23)
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ausgeht; hieraus flieBen mittels der Formeln (18) die genannten
Gleichungen. Fiir den Ubergang zu einem schiefwinkligen x'y’z’-System
ergibt sich aus (16) gemaB (3) und (12)
(24a) OP2=x'24y'242"24-29'2'cos(y'2’) +22'x'cos(z'x") +24"y cos(x'y").
Daraus kann die Invarianz der rechten Seite von (24a) fiir alle
Transformationen (22) geschlossen werden. Beim Ubergang vom
xyz-System zu einem zweiten beliebigen x”'y”z” -System mittels der
Gleichungen (16) folgt fiir OP? eine zu (24a) analoge Gleichung; ihren
rechten Seiten kommt daher die Invarianz zu und zwischen den x'y’z’-
und x"'y"z"'-Systemen bestehen in der Tat Gleichungen der Form (22).
Die vorstehenden Transformationsformeln lassen sich auch so
deuten, daB sie sich auf verschiedene Punkte fiir dieselben (oder auch
verschiedene) Achsen beziehen. Die Formeln (15a) entsprechen einer
Schiebung um die Strecke OM. Wir gehen davon aus, daB sie den analy-
tischen Ausdruck der Gleichung (15) bilden. Vervollstindigen wir in
Fig. 77 das Dreieck OM P zum Parallelogramm OM PP’, so ist (15) mit

(25) II0P) = II(OP') + II(P'P); PP =0M

gleichwertig. Diese Gleichung 148t sich so deuten, daB der Punkt P
aus P’ mittels der konstanten Schicbung P'P = OM hervorgeht. Durch
Projektion von (25) auf die Achsen folgt also

(25a) x=x"+& y=y+n z=2+17,

wo &, 7, ¢ die Projektionen von P'P (die Komponenten der Schiebung)
sind, und sich alle Koordinaten auf die durch O gehenden Achsen
beziehen, und das ist die Behauptung.

Die Gleichungen (18) wollen wir als Formeln fiir eine Bewegung
um O als festen Punkt deuten; wir betrachten insbesondere die rechts-
stehenden, die x',9’,2 durch x,y, z ausdriicken. Das Dreikant (7)
der #, v, z-Achsen und das Dreikant (77) der %', 9’, 2’-Achsen nehmen
wir als komgruent an. Es 1iBt sich also das Dreikant 7" mit 7" durch
eine geeignete Bewegung — sie heie & — zur Deckung bringen. Sei
nun P’ ein mit dem Dreikant 7" fest verbundener Punkt, und P der
homologe Punkt fiir 7, so wird P durch die Bewegung & nach P’ ge-
langen. Nun kénnen wir in den genannten Gleichungen (18) ¥, ', 2 als
Koordinaten von P’ fiir T’ ansehen; es sind dann %, ¥, z in ihnen die
Koordinaten desselben Punktes P’ fiir T. Da aber P und P’ homologe
Punkte fiir T und 7' sind, so stimmen die Koordinaten von P’ fiir 7'
mit denen von P fiir T iiberein; wir diirfen also unter %', y’, 2’ auch die.
Koordinaten von P fiir T verstehen.  Die betrachteten Formeln lassen
sich also so deuten, daB sie sich auf die xyz-Achsen beziehen, und

YN N

daB (xyz) aus (x'y’2’) durch dieselbe Bewegung hervorgeht, die T
in 7" iberfiihrt, also (x'y'z") aus (xvz) durch die umgekehrte Bewegung;
und zwar ist die Lage von T’ gegen T durch die neun Kosinus «;, f;, y;

gemil (18) bestimmt.



Fiunfzehntes Kapitel.

Ebene und Gerade in Punktkoordinaten.

§ 1. Die Gleichungsformen der Ebene.
Fiir das von einem Punkt P(&, 7, {) auf eine Ebene ¢ gefillte Lot
fanden wir (S. 194)
] = Ecos(nx) + ncos(ny) + Lcos(nz) — d;
n ist die von O auf ¢ gefillte Normale und é = OD ihre Lange?). Fiir
die Punkte der Ebene selbst hat dies Lot die Lange Null, und so stellt
(1) xcos(nx) + ycos(nx) + zcos(ny) — 0 =0
die Gleichung einer Ebene dar. Die Achsen konnen beliebig sein (Hesse-

sche Normalform).
Seien g, b, ¢ die (endlichen) Stiicke, die die Ebene auf den Achsen ab-
schneidet. Dann ist & die orthogonale Projektion von a, b, ¢ auf %, also

0 = acos(nx) = bcos(ny) = ccos(nz),

und die Gleichung (1) verwandelt sich in

x y z .

(2 5T, —1=0.
Wir werden daraus folgern, daB3 jede Gleichung

() Ax+By+Cz+D=0

eine Ebene darstellt (allgemeine Gleichung). Sind zunichst alle Koeffi-
zienten von Null verschieden, so haben a, b, ¢ die Werte

D D D
—q b=—F =7
Sei zweitens nur D = 0; dann 148t sich (3) in die Gleichung (1) fiir
den Sonderfall 6 =0 fiberfithren. Setzt man ndmlich

a =

A:B:C = cos(nx):cos(ny):cos(nz),

so lassen sich daraus, mittels cos?(nx) -4 cos?(ny) 4 cos?*(nz) =1 die
drei Kosinus bis auf ein Vorzeichen bestimmen, und es geht (3)

1) Von dem Fall § = 0 wird zunichst abgesehen; vgl. Kap. V, §2.
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in (1) iitber. Die Ebene selbst ist damit eindeutig bestimmt. Die Un-
bestimmtheit des Vorzeichens entspricht dem Umstand, dal die Rich-
tung von # an sich unbestimmt bleibt (S.194).
Ist C=0, 420, B=0, lautet also die Gleichung
(3a) Ax+By+D =0,
so kann man folgendermaBen schlieBen: In der xy-Ebene gibt es eine
durch (3a) dargestellte Gerade g’. Zieht man durch einen Punkt P’
von ihr eine Parallele p zur z-Achse, und ist P ein Punkt von p, so
geniigen auch seine Koordinaten der Gleichung (3a). Alle diese Parallelen
bilden eine zur z-Achse parallele Ebene durch g’; sie ist die Ebene (3a).
Analog ist es, wenn B=0, 4220,C =0 oder A=0,B=20,C=0
ist; die Ebene ist dann der y-Achse oder x-Achse parallel. Sind zwei
der Koeffizienten 4, B,C gleich Null, so hat (3) eine der Formen (8)
von S.187; die Ebene (3) ist also einer Koordinatenebene parallel.
Es bleibt noch der Fall 4 =0, B=0, C =0. Durch Ubergang
zu homogenen Koordinaten x,y, z, ¢ tritt an die Stelle von (3) die

Gleichung Ax +By+Cz+4+ Dt =0;

fir A =0, B=0, C = 0 stellt sie die Ebene ¢ = 0, also & dar.
Um die allgemeine Gleichung einer im Endlichen gelegenen Ebene
in die Normalform iiberzufiithren, befolgen wir die Methode von S. 39.
Die Achsen seien rechiwinklig, ferner sei (xn) = «, (yn) = f, (an) = v,
so daB3 (1) die Form
xcosa +ycosf+zcosy —d=0

annimmt. Wir multiplizieren (3) mit 4 und bestimmen 1 so, da8§

(4) AA =cosa, AB=cosf, AC =cosy, iD=—9§
wird; dies bedingt 4%(4% 4 B% 4 C?) =1, also
A B C
COSX —= ———————, COSﬂ=:~_—, OS7=-:-#,
(42) YA*+ BT+ C? yA2+ B4 C? YA+ B4 C?
D
(s B ae———
y42 + Bt - C?

Das Wurzelzeichen ist so zu wihlen, daB 6 > 0 ausfillt; es hat also
das entgegengesetzte Zeichen wie D, und es ist

5 Ax+ By +Cz+D
5) i Ee
die Normalgleichung der Ebene (3)%).

Die Gleichung einer Ebene, die durch drei Punkte P;(x;y;2;) (1 =1,2,3)
bestimmt ist, gewinnen wir nach der mehrfach benutzten Methode. Die
Ebene wird fiir gewisse Werte 4, B, C, D durch (3) dargestellt (bei be-
liebigen Achsen), nimlich fiir solche, die die Gleichungen
(6) Ax;+By;+Cz;+D=0; 1=1,2,3

1) Fir den Fall D = 0 ist wieder S. 39 zu beachten.

0
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erfilllen. Die Verhiltnissé 4 : B:C:D miissen also diesen drei Glei-
chungen und der Gleichung (3) geniigen; die Determinante der vier
Gleichungen ist also Null (Anhang 30) — was die gesuchte Ebenen-
gleichung liefert. Man kann die vier Gleichungen auch auf drei redu-
zieren, indem man die letzte Gleichung (6) von den vorhergehenden
und von (3) subtrahiert. Dies liefert

Alx —x3) + Bly —y3) +C(z —2) =0
(6a) Ay — x5) + B(y,— ys) + Clay—25) =0
A%y — %3) + B(ys— ys) + Claa—25) = 0,
und so ergibt die erste und zweite Betrachtung fiir die Gleichung
der Ebene eine der beiden Formen
X z 1 ‘
x i: 2 1 X —% Y — Vs Z—zs?
xl yl zl 1= 0 oder {xl——xs Y1— Vs H— 2l =01).
|72 72 72 Ky— % — Yy Zyg— 2y
jx3y3231§ L X2 3 Y2— V3 22
Ersetzt man hier #, v, z durch x,, v,, 2, so ergibt sich die Bedingung,
daB vier Punkte Py, P, Py, Py in einer Ebene liegen.
Es gibt noch eine letzte wichtige Darstellung der Ebene; sie ist
in den Formeln (7) von S. 193 enthalten und stellt x, y, z durch zwei
unabhingige Parameter dar. Sie lautet

7)

(8) x = i‘] - ‘ux? — VX3 . Uys — vy y i:.”zz'— vZ3

1—p—r 1—pu—r 1 — 0 —

Daraus folgt, daB die drei Gleichungen

8a) x—= ay -+ agu + agv ‘/zbl—{—bzu—[—bsv — €1 CoUt - (gt
dy + dow + dgv’ - dy + dyu - dgv”’ dy + dyu -~ dyv

ebenfalls eine Ebene bestimmen. Setzt man nidmlich

S, b G By By,
d 1 dz' 1) di (RS dl it dl b

so gehen die Gleichungen (8a) in (8) iiber.
Die Parameter # und v sind zu p und » proportional, woraus ihre
Bedeutung erhellt. ' '

§ 2. Der Tetraederinhalt.

Der Inhalt ¥V des Tetraeders, das der Punkt O mit drei Punkten
P,, P,, P, bestimmt, 148t sich mit Hilfe der Ebenengleichung (7) ab-
leiten. Die Achsen seien rechtwinklig. Wir formen die Gleichung
folgendermaBen um: Wir entwickeln die vierreihige Determinante von
(7) nach den Elementen der ersten Zeile, nach Formel (22a) des Anhangs.

1) Beide Formen lassen sich auseinander ableiten, vgl. das letzte Beispiel
zu Anhang (17b).
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Die gemiB dieser Formel auftretenden Unterdeterminanten von x, v, 2
sind uns S. 193 bereits begegnet; sie haben die Werte 24,,, —24,,,
24,,. Mithin erhalten wir, wenn wir noch die Unterdeterminante
von 41 mit 4,,, bezeichnen,

2udy, +yd o+ 244) — Apy. = 0,
und hieraus folgt gemdl (8) von S. 193 weiter
24{x cos(nx) + ycos(ny) + zcos(nz)} — A,,, = 0.
Diese Gleichung vergleichen wir mit der Normalgleichung unserer
Ebene, also mit

xcos(nx) +ycos(ny)+zcos(mz) —d =0

und erhalten

240 = gy, .
Nun stellt aber 49 — absolut genommen — den dritten Teil des
Tetraederinhalts V' dar, und so ergibt sich
éxl Y1 21; ,
9 OV = % ¥, zh‘
‘X3 Vs 23

Dem Inhalt kénnen wir wiederum ein Vorzeichen beilegen, abhingig
von der Umlaufsrichtung P, P, P;, und bestimmt durch das Vorzeichen
der Determinante von (9). Wie es bei der Flidche des ebenen Dreiecks
(S. 32) der Fall war, #dndert es sich bei zyklischer Vertauschung der
Punkte nicht, bei den anderen Vertauschungen geht es in seinen ent-
gegengesetzten Wert {iber (Anhang 12a). In dem speziellen Fall, daf3
die Punkte P,, P,, P, die Koordinaten 1,0,0; 0,1,0; 0, 0,1 haben,
also in die Achsen fallen, erhalten wir

i1 0 Ol
| |
01 0 =1>0.
|0 0 1,

In diesem Fall bildet die Umlaufsrichtung P; P, P; mit der Normale #
ein Rechtssystem, und ebenso ist es fiir die drei Halbstrahlen O P,,
OP,, OP;. Die Determinante muB daher fiir alle Tetraeder positiv sein,
die ein solches Rechtssystem darstellen. Denn zwei solche Tetraeder
konnen durch stetige Umformung so ineinander iibergefiihrt werden,
daB der Inhalt niemals Null wird; er behilt daher sein Vorzeichen.

Den Inhalt eines durch vier Punkte P, P;, P, P; bestimmten
Tetraeders finden wir nach derselben Methode, die in Kap. IV an-
gewandt wurde (S.31). Wir legen durch P, neue Achsen «’,v’, 2
parallel zu x, v, z, so da8

X=x—x, V=y—Y F=2—13%

ist. Der Tetraederinhalt ergibt sich, wenn man zunichst in der Deter-
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o

minante (9) die %;, ¥;, z; durch x7, y;, 2; ersetzt. Die so gebildete Deter-
minante geht auf Grund der vorstehenden Gleichungen in die zweite
Determinante von (7) iiber, die wieder der ersten gleich ist. Man findet
demnach

. X Yo 2 1
X3—% Y1— Yo 1% x: y: Z: 1 I
(10) OV = %—% Y2—Y z2—20‘=‘x2 Yo 23 1|
| %5 — %y Ys— Yo Z3— % | §x3 ys 23 A

Je nachdem die Halbstrahlen Py P,, P, P,, Py P, ein Rechtssystem
oder Linkssystem bilden, ist V positiv oder negativ.

Zum Inhalt fiir beliebige Achsen x',y’, 2’ gelangen wir mittels der
Transformationsgleichungen (16) von S. 196. Setzen wir die in (16)
enthaltenen Werte in (9) ein, so finden wir auf Grund des Multiplikations-
theorems der Determinanten (Anhang 19) unmittelbar

lcos(xx"Y cos(xy’) cos(x2’) % oy 1/
(11) 6V = | cos (vx') cos(yy’) cos(yz)! - x v 1 ; ;
jcos(zx’) cos(zy’) cos(z2’) ] %5 ¥ 1]

fiir das Tetraeder P,P; P, P, ergeben sich also die mit der Kosinus-
determinante multiplizierten Ausdriicke (10).

Der Tetraederinhalt ist eine geometrische Grofle; sein Ausdruck
muf daher im Sinne von Anhang 36 b die Invarianteneigenschaft besitzen.
Das zeigl Gleichung (11) unmittelbar; die Determinante (9) ist durch
die Transformation (16) in der Tat in sich iibergegangen, multipliziert
mit der Substitutionsdeterminante. Fiir rechtwinklige Transformation
hat diese den Wert 1 und verschwindet daher aus der Formel. Weiter
folgt nunmehr die Invarianz auch fiir die erste in (10) enthaltene Deter-
minante und damit auch fiir die zweite.

Eine Anwendung des vorstehenden sei folgende: Analog zu Kap. IV
betrachten wir die Gleichungen

(12) ¥=ox, y =py, 2=yz;

sie kénnen sich auf dasselbe oder auch auf verschiedene Achsensysteme
beziehen. Sie ordnen jedem Punkt P(xyz) einen Punkt P'(x'y’'%’) zu;
die so vermittelte Beziehung heilt wieder affin. Wir erkennen wieder-
um: 1. Erfiillen die Punkte P eine Ebene ¢, so erfiillen die Punkte P’
eine Ebene ¢'; einer Geraden g als Schnitt von ¢ und ¢, entspricht also
eine Gerade g’ als Schnitt von ¢ und ¢&. 2. Das Teilungsverhiltnis
(P, P, P) andert bei affiner Abbildung seinen Wert nicht; der Mitte
einer Strecke P, P, entspricht wieder die Mitte von P{Pj. 3. Jedem
uneigentlichen Punkt P, entspricht ein uneigentlicher Punkt Pg;
parallelen Ebenen ¢ und ¢, entsprechen also wieder parallele Ebenen
¢ und &, ebenso parallelen Geraden g und 4 parallele Geraden g’ und 4’;
einem Parallelepiped also wieder ein Parallelepiped. 4. Endlich iibertragt
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sich auch der Satz 2 von S.33. Zunichst folgt fiir Tetraeder mit
O und O’ als Ecken

LA % V1 %4

%oy G =aBy % Ve Z,

x5 ¥ & X3 Y3 %3

d. h. V' =afyV; und dasselbe folgt ebenso fiir die Determinanten
von (10).

(13)

§ 3. Die Gerade.

Gleichungen einer Geraden sind in den Formeln (6) und (6a) von
S. 192 bereits vorhanden. Fiir variables &, 7, { geben sie die durch
zwei Punkte P, und P, bestimmte Gerade. Aus (6) erhalten wir fiir
sie die Doppelgleichung

(,14) xlﬁx_ylﬁy ZI_Z(

Ypg — X Yo=Y Zp — 2

= u);

sie driickt die Grundeigenschaft der Geraden aus, daf das Teilungs-
verhiltnis (P,P,P) bei Parallelprojektion auf eine Achse seinen Wert
behilt. Diese Eigenschaft besteht auch fiir (PP,P;) und seine Pro-
jektionen; so stellt auch die Doppelgleichung

X —x — z—z
(143) 1 — y Y1 — 1
Yo— N Yo— N 22— 4

die Gerade durch P, und P, dar?).
Aus (6a) von S. 192 folgen als Geradengleichungen

(15) x_;vl—yxz _Zl-—-luj*/g z_zl—lLtZZ.

T = 1—p T o1—u

in ihnen erscheinen %, y, z durch den Parameter u ausgedriickt. Man
folgert daraus, daB auch die Gleichungen

aq + ast by + byt G+ ot
1 % 2? _ 9 2 _a 2
(152) Y=L 4 Ldyt’ T a4+ dyt
eine Gerade darstellen. Setzt man
a; b; c; dy
'E:'zxi! Eii=yi= 7:=21:’ th—/““

so wandeln sich diese Gleichungen in die Gleichungen (15) um.

Eine wichtige Parameterdarstellung fiir rechtwinklige Achsen ist
folgende: Sei die Gerade durch einen ihrer Punkte M(&, 5, {) und ihre
Richtung «, 3, y gegeben. Wird der Abstand MP = s als Parameter
gewihlt, so folgt aus (5a) von S.191
(16) x=~§&+scosa, y=mn+4scosf, z={_-4 scosy.

Ahnliche Formeln ergeben sich bei schiefwinkligen Achsen, wenn wir

1) Wie S. 36 wird davon abgesehen, daB einer der Nenner in (14a) Null ist.
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gemil dem Projektionssatz die Projektionskonstanten 7, m, # fir die
Achsen einfithren (Richtungskonstanten). Es ist dann

(16a) x—&=1s, y—y=ms, z—{=mns.1?

Durch Elimination von s erhalten wir hieraus die Doppelgleichungen

FoS_¥on _Emv g Fof_von sl

cosa ~ cosf ~ cosy [} m n
y

(17)

und folgern, dall auch die Gleichungen

x—§& Y —% z2—7C
(173) 4 = ,3\7 _ . s

eine Gerade darstellen, die durch (&, %, {) geht. Fiir schiefwinklige
Achsen gibt A: B:C das Verhiltnis /: m: n; fiir rechtwinklige das Ver-
hiltnis der drei Kosinus, woraus

A B C

17b) cosa = — COSP) —= V————, oSy = -
(17b) p VA2 4+ B C? 4 yAr£BfC?

yaz+ B2 ce
folgt. Das Zeichen der Wurzel bleibt unbestimmt.

Wir gehen nochmals zu den Doppelgleichungen (14) und (14a)
zuriick. Jede von ihnen 148t sich in drei einfache Gleichungen auf-
16sen; eine solche ist z. B.

MTF _NTY der FTH_YV TN
KXo — X Yo — ¥ Yo— M Yo— V1

(18)

Diese Gleichungen stellen die Parallelprojektion von g in der xy-Ebene
dar. Sie sind nidmlich (wie 3a) zugleich Gleichungen einer Ebene, die der
z-Achse parallel ist. Thr geniigen aullerdem die Punkte von g; die Ebene
enthilt also g und schneidet die xy-Ebene in der genannten Projektion.
Analoges gilt fiir die Projektionen in der xz- und yz-Ebene?). Die
Gerade ist gemeinsamer Schnitt der drei projizierenden Ebenen. Durch
zwel von ihnen ist sie bereits bestimmt; man wihlt dazu vielfach die
Projektionen in der xz- und yz-Ebene mit den Gleichungen

(19) x=1z+4a, =mz-+b,

woraus fiir die dritte Projektion in der xy-Ebene
mx—1ly=ma—1b

folgt. Sie lassen sich (fiir /=0, m = 0) in die Form

103 S

setzen, die einen Sonderfall von (17a) bildet. Die Gerade ist hier mittels
ihres Punktes (a, b, 0), ihrer Spur in der xy-Ebene, dargestellt.

1) Diese Gleichungen entsprechen zugleich den Gleichungen (15a) firr dy = 0.
2) In der Sprache der darstellenden Geometrie stellen diese Gleichungen
Grundri und Aufri von g dar.
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Eine Gerade kann auch als Schnitt von zwei Ebenen bestimmt sein.
Seien (in homogenen Koordinaten)

(200 Ax+By+Cz+Dt=0 und Ax+By+Cz+Dt=0
deren Gleichungen. Durch Elimination von x, v, 2, ¢ ergibt sich

(BA" — 4By 4+ (CA" —ACY 2+ (DA"' — AD"t =0

(CB" — BC')z + (AB'—BA"Yx+ (DB’ — BD")t =0

(4C" — CAYx+ (BC'—CBy + (DC'— CD")t =0

(A4D" — DAYx + (BD'— DB')y + (CD' —DC")z= 0.

Die drei ersten Gleichungen entsprechen wieder den Ebenen, die die
Gerade auf die yz-, zx-, xy-Ebene projizieren; sie gehen durch die
Punkte X, Yo, Z«. Die letzte Gleichung entspricht einer Ebene,
die durch die Gerade g und O geht, also die Gerade von O auf die Ebene ¢
projiziert. Jede dieser Ebenen verbindet also g mit einer Ecke des
homogenen Koordinatentetraeders.

Die Gleichungen (21) sind fiir alle x, v, z, ¢ erfilllt, falls

A:B:C:D=A":B:C:D
ist; jede Gerade einer jeden Koordinatenebene kann dann als Projektion
der gemeinsamen Punkte beider Ebenen aufgefaBt werden. Die Ebenen
miissen daher in diesem Falle identisch sein.

Die Richtungskonstanten der durch (20) gegebenen Geraden g be-
stimmen sich folgendermafBen. Sie sind dieselben wie fiir die Schnitt-
linie der zu (20) parallelen Ebenen .

Ax+By+Cz=0 und A’x—{—B’yq’—C’z;O.
In diesem Fall ist D = 0, D’ = 0; es lassen sich deshalb die Gleichun-
gen (21) als eine einzige Doppelgleichung schreiben, ndmlich

(21)

x y z
(22) BO_BC=CA —C4Ad — A8 —4'B"
BC'— B'C cA’—C'4 AB’'—A’B

Sie stellt die Parallele zu g durch den Anfangspunkt dar, und es folgt
(22a) lim:n=(BC' —B'C): (CA"—C'4): (AB"— A’'B) .
Seien endlich

r—x — 5 —z x— —y’ z— 2z
FoA_ YT A und Y=y _

l ) v w

die Gleichungen zweier Geraden, so sind sie parallel fiir

(23) ‘ Lim:in=10:m"n.

Der Winkel, den sie bilden, wird — fiir rechtwinklige Achsen — durch
1+ mm’ + nn

VB 4+ m® - n2 YV w2

dargestellt; die Orthogonalitdtsbedingung ist daher

(24) W4mm 4+ nn =0.

cos(gg) =
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Beispiele. 1. Den Schnittpunkt der Ebene Ax 4+ By 4+ Cz 4+ D = 0 mit
der Geraden zu finden, die durch
x—E=1t, y—n=mt, z—_=mnt
gegeben ist. Der gesuchte Punkt entspricht dem Wert ¢, der auch die Gleichung
"der Ebene befriedigt, fir den also
t(Al+Bm+Cn) = A&+ By +Ci+ D

ist. Fuir4? + Bm +Cn =0istg||s. IstauBerdemauch4& + By + C{+ D=0,
so ist die Gerade ganz in & enthalten.

Die Orthogonalitit soll nur fur rechtwinklige Achsen erértert werden. Aus
g L ¢ folgt g||», und daher lautet die Bedingung

l:m:n =cosa:cosf:cosy =A4A:B:C.

Eine Gerade durch den Punkt (a, b, ¢), die auf der Ebene ¢ senkrecht

steht, hat daher (fiir rechtwinklige Achsen) die Gleichung
¥—a y—b z—c
4 B~ C

2. Eine Gerade sei durch einen Punkt M(a, b, ¢) und ibre Winkel (&, 8, y)
gegeben. Von einem Punkt P(&, », {) werde ein Lot PL auf sie gefallt. Man
soll L LMP = ¢ sowie die Lange von LP und ML finden. Sind o, §’, 5’ die
Richtungswinkel von M P (= 7), so ist

E—a —b f—c¢
cos’ = ——, cosf’ = 77___, cosy’ = s
¥ /2

und daher folgt zunichst
¢

— n —b —
CcCos@p = t—a cos o + " cosp -+ ¢ cosy .
¢ 4 4 14 ¥

Weiter ist
ML = vcosep = (§ — a) cosx + (y — b) cosp + (£ — ¢) cosy;

endlich kann LP aus der Gleichung LP = rsin¢ oder aus LP% = MP? — ML?
ermittelt werden. Mittels ML ergeben sich auch die Koordinaten von L, und
aus L und P die Richtungswinkel von LP.

Seien g und g, zwei Geraden mit den Gleichungen

es) |

X =a +scosx, y=>b-+scosf, z=c¢ +4scosy,
Xy = a3+ $,C050%,, Y;= b;-+ s;c08f,, 2z = c;+ s;c08Yy;.
Sind sie windschief zueinander, so gibt es eine Gerade %, die g und g,
senkrecht schneidet. Fiir ihre Winkel 4, u, » bestehen die Gleichun-
gen (14) von S.195. Wir wollen die Linge ! des gemeinsamen Lotes
berechnen. Mogen (xyz) und (x,9,2,) die Punkte sein, in denen % die
Geraden g und g; schneidet, so haben wir zunichst
% —x%=1cosk, y,—v=1Icosu, 2z —z=Icosy,
und gemal (25)
lcosd = a;— a+ scosa — s; COS 0%,
(252) lcosp = by — b + scos f — 5,08 B,
lcosy = ¢, — ¢+ SCOSy — 5, COS P;.
Diese Gleichungen lassen sich als drei Gleichungen fiir /, s und s,
als Unbekannte auffassen; aus ihnen lassen sich also /, s, s; entnehmen
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P4

und damit gemiB (25) die Punkte kiirzesten Abstandes. Fiir / erhilt
man auch direkt durch Multiplikation der Gleichungen (25a) mit cos 4,
cos u, cosy und mit Riicksicht auf die Gleichungen (12a) von S. 195
(25Db) !l = (a, — a) cosA + (b — b) cosu + (¢; — ¢) cosw .

Setzt man hier fiir cosd, cosu, cosy gemdll (14) ihre Werte, so ergibt
sich mit Benutzung der Gleichung (9a) des Anhangs

@, —a COSK COSQ |
(25¢) Isin(gg) = by —b cosfi cosf, |,

¢g—c cosy cosy;
und das ist auch der Wert, der gemal Anhang 27 durch Auflésung
aus (25a) hervorgeht. Das Vorzeichen des Sinus bleibt an sich un-
bestimmt. Ist I = 0, so schneiden sich die Geraden; die Bedingung
dafiir ist also das Verschwinden der Determinante von (25c). Von dem
trivialen Fall sin(gg;) = 0, also g|| g, wird dabei abgesehen.

Beispiel. Sind die Gleichungen der beiden Geraden
¥=lz+p, y=mz+gq, x=hLa+p, ¥y =mz+q,

so wird man zweckmiBig die Spuren in der #,y-Ebene benutzen, also a = p,
b=gq, ag=1p,, by =¢;, ¢ =¢; = 0. Die Kosinus berechnen sich aus
cosa;:cosf;icosy, = I;:m;: 1. Man bestimme analog, indem man die Spuren
in der yz-Ebene benutzt, den kiirzesten Abstand fiir die Geraden

15 + 20y = 32, 75y — 82 = 44; 15x + 20y = 18, 25x 4+ 15z = — 7.

§ 4. Mehrere Ebenen.

Zwei Ebenen ¢ und ¢ haben (nach § 3) entweder eine Gerade ge-
mein, oder sie sind identisch. Sind
(26) Ax+By+Cz+Dt=0, Ax+By-+Cz24+Dt=0
ihre (homogen geschriebenen) Gleichungen?), so ergab sich (S. 207)
(262) A:B:C:D=A":B":C": D
als Bedingung fiir ihre Identitdt. Sind sie nicht identisch, so kann
die gemeinsame Gerade in ¢ liegen; sie sind dann parallel, und fiir

jeden gemeinsamen Punkt ist ¢t =0. Fir =0 miissen also die
Gleichungen (26) dieselben Werte #, y, z liefern; woraus

(26b) A:B:C=4":B":C
folgt. Fiir die Bestimmung des Winkels zweier nicht paralleler Ebenen
nehmen wir rechtwinklige Achsen an. Wir definieren & (s¢’) =< (nn’) %)
dann folgt aus (12) (S.194) und aus (4a) (S.201)
(27) cos(ed) = A4+ BJ,BI rcC .

AT+ B2 - C2Y42 - BF L C*

’

1) Es ist im folgenden zweckmiBig, die Gleichungen bald unhomogen, bald
homogen zu benutzen.

%) » und »’ sind wie immer die von O ausgehenden Normalen; die in (27)
auftretenden Wurzeln sind danach zu bestimmen.

Schonflies, Analytische Geometrie. 14
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]

Als Bedingung der Orthogonalitidt ergibt sich also
(27a) AA"+BB'+CC' = 0.

Beispiele. 1. Die Gleichung einer Ebene, die zu Ax 4+ By +-Cz 4 Dt =0

parallel ist und einen Punkt (a, b, ¢) enthalt, lautet
A(x —a)+ By —b) +C(z—c¢c)=0.

2. Man soll die Bedingung finden, da8 die Schnittgerade (¢¢’) zur xy-Ebene
parallel ist. Dann sind die Ebenen, die diese Gerade mit X und Y verbinden,
identisch, die beiden ersten Gleichungen (21) stellen also dieselbe Ebene dar,
und es folgt 4: B = A4": B'.

3. Die Gleichung einer Ebene ¢, die durch (a, b, ¢) geht und zu ¢ und ¢
senkrecht ist, hat jedenfalls die Form

Ay(x —a) + By(y — b) + C4(z — ¢) =0,

’

und es ist
AAdy,+ BBy +CC; =0, A’A;+ B'B; +C'C;=0.

Die Elimination von 4,, B;, C; aus diesen drei Gleichungen ergibt in Determinanten-
form die gesuchte Gleichung.

Fiir die weiteren Betrachtungen setzen wir die Gleichungen einer
Ebene abkiirzend in die Form

N(x,v,2) =N =0 oder E(x,v,2) =FE =0,
und zwar soll
{N(x,y,z) = xcos(nx) + ycos(ny) + zcos(nz) — 9,
E(x,y,2) = Ax+ By +Cz+4 Dt

sein!). GemdB S. 201 ist, wenn N = 0 und E = O dieselbe Ebene &
darstellen,

_ E(x,y,2) |
(28a) N(x,y,2) = N Pyt

(28)

auBerdem bedeutet (S. 194)

p E(& 3, 0)
N = —_— e =
(28Db) (&n, ) ey s !
fiir jeden Punkt (&, 9, {) das von ihm auf ¢ gefillte Lot .
Seien nun

E=Ax+By+Cz+Dt=0, E'=Ax+By+Cz+D't=0
zwel verschiedene Ebenen ¢ und ¢', so geht jede Ebene
(29) E+4+JiE =0

durch die Schnittlinie (¢¢’) hindurch. Wie in Kap. V zeigt man, daB
jede von ¢ und &' verschiedene Ebene durch diese Schnittlinie fiir ge-
eignetes endliches 1 = 0 durch (29) dargestellt wird; die Ebenen &
und ¢ entsprechen in dem S. 43 genannten Sinn den Werten 1 =0

1) Daf in der abkiirzenden Bezeichnung ¢ nicht auftritt, wird kein MiB-
verstandnis hervorrufen.
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und 1= co. Die Gesamtheit dieser Ebenen bildet einen FEbenen-
biischel?).

Wir suchen zunichst die Bedingung, daf} drei verschiedene Ebenen
¢, &', ¢’ demselben Biischel angehoren. Sie ist in dem folgenden (zu S. 46
analogen) Satz enthalten: Die drei Ebenen gehen dann und nur dann
durch eine und dieselbe Gerade, wenn es drei von Null verschiedene Zahlen
A, A, X gibt, so daf identisch ist
(30) AE+VE'+V'E"=0.

Besteht namlich die vorstehende Identitdt, so ist auch
AE+ VE'=— 'E",

linke Seite und rechte Seite, gleich Null gesetzt, stellen daher dieselbe
Ebene dar. Gemif rechts ist sie &/, gemil links geht sie durch den
Schnitt von ¢ und &', und das ist die Behauptung. Geht umgekehrt
die Ebene ¢’ durch (¢¢’), so kann sie sowohl durch

E'=0, wiedurch E+1E' =0, (' Z0)
dargestellt werden. Die linken Seiten beider Gleichungen miissen durch
Multiplikation mit einer Konstanten ineinander iibergehen; ist —A’’
diese Konstante, so hat man

—A'E"=E+NE'; E4+VE +1'E"=0.

Gehoren die drei Ebenen nicht einem Biischel an, so bestimmen
sie ein Dreikant und besitzen e¢inen gemeinsamen Punkt. Seine Koordi-
naten ergeben sich durch Auflgsung der Gleichungen E = 0, E'= 0,
E”=0 in der im Anhang (27) enthaltenen Determinantenform. Be-
nutzt man unhomogene Koordinaten x, v, 2, so ist zu fragen, wann der
Punkt ins Unendliche fallt. Dies ist der Fall, wenn die dort mit (abc)
bezeichnete, also hier aus den 4, B, C, A’, B',C’, A", B”, C"' gebildete
Determinante verschwindet.

Falls die drei Ebenen einem Biischel nicht angehoren, iibertragt
sich auch die in Kap.V, S. 47 bewiesene Formel (26); jede andere
Ebene ¢ durch den Punkt (¢, ¢, ¢”) 1aBt sich mittels geeigneter
nicht verschwindender Zahlen u, p', " durch
(30a) E,=pE + WE' + p'E”
darstellen.

Die vorstehende SchluBweise 148t sich auf vier Ebenen ausdehnen;
es geniige, die Resultate auszusprechen.

1. Sind E = 0, E’= 0, E"’= 0 drei verschiedene Ebenen, die nicht
durch dieselbe Gerade gehen, so ist
(31) E+VE' 4+ 1'E'=0
eine Ebene durch den Punkt, der den drei Ebenen gemeinsam ist.
Alle diese Ebenen bilden ein Ebenenbiindel.

1) Da wir homogene Koordinaten benutzen, so kann (¢¢') auch in &, liegen.
Dies gilt ebenso fiir das folgende.

14%
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2.Sind E=0, E'=0, E"= 0, E'""= 0 vier verschiedene Ebenen,
von denen keine drei durch dieselbe Gerade gehen, so haben sie dann
und nur dann einen Punkt gemein, wenn es vier nicht verschwindende
Zahlen 4, 2/, A", 2" gibt, so daB identisch ist
(31a) AME+VE'+A'E"+ V'E"=0.

3. Sind E =0, E'= 0, E''= 0, E’""= 0 vier Ebenen, die ein Tetra-
eder bilden, so kann die Gleichung jeder anderen Ebene ¢, bei geeigneten
von Null verschiedenen Multiplikatoren u, u’, u”, u’’ durch

(31b) E\= pE + wE' + p'E"+ i "E"”
dargestellt werden.

Bemerkung. Beispiele bildet man sich am besten so, daB man Ebenen ein-
facher Lage benutzt. Hat man es mit vorgegebenen Gleichungen zu tun, so hat
man in den Gleichungen (30) und (31a) die Koeffizienten von #, ¥, z, ¢ gleich Null
zu setzen und zu priifen, ob man die 2 daraus dem Satz entsprechend bestimmen
kann.

Seien jetzt ¢, &, &; drei Ebenen, {iber deren Lage zueinander nichts
bekannt ist; dann bestehen folgende vier Moglichkeiten: 1. alle drei
Ebenen sind identisch; 2. zwei sind identisch, die dritte verschieden;
3. keine zwei Ebenen identisch, und es gibt fiir alle drei eine gemeinsame
Gerade; 4. die Ebenen verschieden, und nur ein gemeinsamer Punkt.
Es sollen die analytischen Bedingungen fiir das Eintreten dieser Fille
abgeleitet werden. Ob die gemeinsamen Punkte oder Geraden im End-
lichen oder Unendlichen liegen, bleibe auBer Betracht.

Die Gleichungen der Ebenen und die ihnen zugehérige Matrix I,
die dafiir entscheidend ist, seien

E,=Ax+Byy+Ciz+Dyt=0 ‘4, B, C, Dlj'
(32) (Ey= A%+ Byy +Coz+ Dyt =0; M=|4y By C; Dy,
E; = A3x 4 Byy 4+ Cyz 4+ Dyt = 0 |4; B; C; D,

1. Ist & = &, = &3, so ist fiir je zwel Indizes 1, 2,3
Ai: Bi:Ci:D,‘ = Ak:BL':Ck:DkJ
es sind also alle zweireihigen Unterdeterminanten von ¢ gleich Null.
2. Sei &, = ¢&; es sind dann in I die mit der zweiten und dritten Zeile
gebildeten Unterdeterminanten, also nur die eines Zeilenpaares, simtlich
gleich Null. 3. Im dritten Fall gilt der oben (S. 211) bewiesene Satz.
Es besteht daher eine Gleichung
ME, + LE,+ 2,E,=0,

und fiir die Koeffizienten der linken Seite folgt

A+ A4, + 2343 =0, 4By + 2,B,+ 13B; =0,

LG+ 4,0 + 23C3 =0, 43Dy + 43Dy + ;D5 = 0.
Je drei dieser Gleichungen sind homogen und linear fiir die von Null
verschiedenen 4;, und daher sind alle dreigliedrigen Determinanten
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von I gleich Null. 4. Im vierten Fall endlich werden die Gleichungen (32)
durch eine Gruppe von Werten x, vy, z, ¢ befriedigt, die nicht sdmtlich
Null sind, es kénnen also nickt alle dreireihigen Determinanten von it
verschwinden. Da jeder der obigen vier Fille die anderen samtlich
ausschlieBt, so folgt zugleich, daB auch fiir die Matrix 9t andere
Unterfille nicht in Betracht zu ziehen sind?).

Bemerkung. Es kann sehr wohl nur eine einzige Unterdeterminante dritter
Ordnung von Null verschieden sein. Fir die Gleichungen

Ayx 4 Byy + Dyt =0, Aysx+ Byy + Dyt =0, Agx+ Byy 4 D3t =0

ist es der Fall. Ebenso leicht bildet man Ebenen, fiir die nur je eine zwei-

reihige Unterdeterminante jeder Zeile von Null verschieden ist. Vgl. auch die
Bemerkung auf S. 42.

Beispiel. Die drei Ebenen

5¥*+9y—2—1t=0, ¥+3y+52—2{=0, 2x+3y—32=0
haben eznen gemeinsamen Punkt in ¢oo; gegeben durch x¥:y:z2:¢=24:—13:3:0.
Ersetzt man in der ersten Gleichung — ¢ durch 2¢, so besitzen die Ebenen eine
gemeinsame Gerade; die Losungen erhalten die Form

x=8z—2¢ 3y=4t—13z.

Wir gehen endlich zu vier Ebenen ¢, ¢,, &5, ¢, iiber; die Gleichungen
seien

(33) E,=A;x4+By+Ciz+Dit =0, 1=1,2,3%,4.

An der Stelle von I spielt hier die Determinante 4 der 4;, B;, C;, D;
die entscheidende Rolle. Die méglichen Fille ergeben sich folgender-
maBen: 1. Alle vier Ebenen identisch; 2. drei identisch; sei &, = &3 = ¢,;
3. zwei identische Paare; sei ¢; = ¢,, &5 = ¢,; 4. nur ein Paar identisch;
sel & = &,2). In allen iibrigen Fillen sind alle vier Ebenen verschieden.
Es gibt dann noch vier Moglichkeiten: 5. Alle vier Ebenen durch eine
Gerade; 6. drei Ebenen durch eine Gerade; es seien ¢, &, &5; 7. keine
drei Ebenen durch eine Gerade, aber alle vier durch einen Punkt; 8. kein
gemeinsamer Punkt; die Ebenen bilden ein Tetraeder.

Die analytischen Bedingungen kénnen zumeist durch wiederholte
Anwendung der vorstehenden Sitze fiir drei Ebenen abgeleitet werden;
sie sollen nur in den vier letzten Féllen ausdriicklich genannt werden.
Wichtig ist, daB in den ersten vier Fillen offenbar stets 4 =0 ist.
Im Fall (5) sind (dem obigen Fall 3 fiir drei Ebenen entsprechend)
alle dreireihigen Unterdeterminanten von A gleich Null; im Fall (6)
nur die aus den ersten drei Zeilen gebildeten, die also den Elementen

1) GemdB Anhang (32b) hat im Fall 1 die Matrix den Rang 1, in den
Fallen 2 und 3 den Rang 2, im Fall 4 den Rang 3; man spricht auch von oc? ool, 1
gemeinsamen Punkten der drei Ebenen. Arithmetisch erscheint also Fall 2 als
Unterfall von 3.

?) Fiir &, &, s3 sind dann wieder die Unterfille moglich, daB sie eine
Gerade oder einen Punkt gemein haben; fiir die weitere obige Betrachtung ist
dies jedoch belanglos.
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einer Zeile (der vierten) entsprechen. In diesen beiden Fillen ist auch
wieder 4 = 0. Im Fall 7 besteht eine Gleichung
ME, + W E, + 2E; + AL, E,=0;

wir folgern auch aus ibr das Verschwinden von 4. Da aber die ver-
schiedenen Fille sich simtlich geometrisch ausschlieBen, so besteht
hier die Gleichung 4 = 0 in der Weise, daB fiir keine Elementenzeile
A;, By, C;, D; die Unterdeterminanten simtlich verschwinden. Die Fille
4 =0 sind damit simtlich erschopft. Im Fall 8 muBl daher 4 =2 0
sein. Als SchluBresultat folgt also: Die notwendige und hinyeichende
Bedingung dafiiv, dafS vier Ebenen ein Tetraeder nic hi bilden, ist das
Verschwinden threr Determinantet).

Beispiele. 1. Seien N =0 und N’=0 die Gleichungen zweier Ebenen ¢
und ¢’ und (£ 5 {) ein Punkt einer ihrer Halbierungsebenen. Fiir ihn folgt dann
s (28) N(E 7. 8) = £ N'(E 7, 0);

das positive Zeichen gilt, wenn P in demselben Winkelraum liegt wie der Anfangs-
punkt. Die Halbierungsebenen haben daher die Gleichungen N — N’= 0 und
N+ N =0

2. Seien N; =0, Ny =0, Ny= 0 drei Ebenen, die eine korperliche Ecke
bilden, so entsprechen ihnen sechs Halbierungsebenen der Kantenwinkel und
ihrer AuBenwinkel. IThre Gleichungen sind

Ny Ny=0, NyENy=0, Np£Ng=0.
Es gehen dann je drei dieser Halbierungsebenen durch dieselbe Gerade, z. B.
N;—~N;=0, Ny,—N;=0, N;— N;=0 oder
Ny—N,=0, N,+N;=0, N;4+N;=0
usw.
3. Seien N; =0, N, =0, N; =0, Ny=0 vier Ebenen eines Tetraeders;
man leite die Satze iiber die Halbierungsebenen der Flachenwinkel und ihrer
AuBenwinkel ab.

1) Ecken oder Kanten konnen in oo fallen.



Sechzehntes Kapitel.

Die raumliche Dualitat.

§ 1. Ebenenkoordinaten.

Auch die Koordinaten der Ebene fiihren wir zunichst in ihrer
direkten geometrischen Bedeutung ein und gehen dann erst zur ho-
mogenen Darstellung iiber.

Um eine Ebene ¢ durch Zahlen festzulegen, benutzt man die drei
Abschnitte 04 =a, OB =05, OC = ¢, die sie auf den Achsen be-
stimmt?); ihre negativen reziproken Werte sind die Koordinaten u, v, w
der Ebene. Es ist also

1 1 1
(1) U=——, V=—0, W=——.
Dies gilt fiir beliebige Achsen. Setzt man diese Werte in die Glei-
chung (2) von S. 200 ein, so geht sie in
(2) ux +vy+wz+1=0
itber. Die so erhaltene Gleichung gilt der Ableitung nach fiir feste «, v, w,
ndmlich die Koordinaten von ¢, und variable x, y, z, ndmlich fir jeden
Punkt von ¢; sie stellt also die Bedingung dar, daB ein Punkt (xy2)
und eine gegebene Ebene (wvw) vereinigt liegen (Bedingung der ver-
einigten Lage). Geht man von der Ebenengleichung

Ax +By+Cz+D =0
aus, so sind die Koordinaten der Ebene (fiir D = 0) durch
(3) uv:w:1=4:B:C:D
bestimmt.
Seien #, v, w und #', v', @' die Koordinaten zweier Ebenen ¢ und ¢’.

GemiB den Formeln (26b), (27) und (27a) von S. 209 sind die Ebenen

parallel, wenn Wi = w

ist; Orthogonalitit besteht bei rechtwinkligen Achsen fir
uu +ovv+ww =0.

Y Von a =0, b=0, c=0, ebenso von u =0, v =0, w =0 und D =90
in Gleichung (3) ist zunichst wieder abzusehen, vgl. S. 53.
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&

Allgemeiner ist ihr Winkel durch
cos (e &) = — ww oo we
]/uz—f—vz—{— w? V“’2+71’2+ w2
gegeben. Endlich erhalten wir fiir das von einem Punkt (§%{) auf
die Ebene (vvw) gefillte Lot gemal S. 210 (fiir rechtwinklige Achsen)
uétoy+wi+1

T

@) -

In Gleichung (2) wollen wir jetzt den «x, v,z bestimmte Werte
beilegen und %, v, w variabel werden lassen. Dann wird (2) durch un-
endlich viele #, v, w befriedigt, deren Ebenen sdmtlich mit x, y, z ver-
einigt liegen; wir nennen Gleichung (2) dnsofern die Gleichung des
Punktes x, v, z in Ebenenkoordinaten (oder auch Gleichung des Ebenen-
biindels). Die allgemeine Gleichung ersten Grades in Ebenenkoordinaten,

Au+Bv+Cw+ D =10
(wo zunichst D 20 ist), ist daher ebenfalls die Gleichung eines
Punktes, und zwar des Punktes (¥, y, 2) mit den Koordinaten
x:y:2:1=A4:B:C:D.
Fiir weitere Betrachtungen fithren wir somogene Ebenenkoordinaten
ein. Es geschieht (in vorliufiger Bezeichnung) mittels der Gleichungen

(5) u:v:w:1l=u:v:0:5
oder
(5a) u'=ou, v=ypv, w=9w, $=op.

Wie in Kap. VIII, § 2 erfahren die Fille, von denen wir zunichst ab-
sahen, durch sie ihre Beriicksichtigung und ihre geometrische Er-
lduterung; es geschieht auf Grund derselben Schliisse wie dort, und so
geniige es, die Resultate hier auszusprechen.

Der Ebene &, kommen die Koordinatenwerte #'=0, v'= 0,
w' = 0 zu, womit der bisher ausgeschlossene Fall # =0, v =0, w = 0
seine Deutung findet. Jede einzelne der Gleichungen #'= 0, v'= 0,
w' = 0 stellt eine der Ecken X, Yo, Zo des homogenen Koordinaten-
tetraeders dar. Die Gleichung s’ = 0 ist mit ¢ =0, b = 0, ¢ = 0 gleich-
wertig, sie entspricht dem Punkt O. Die vier Ebenen des homogenen
Koordinatentetraeders haben daher die Koordinaten

1000,0100,0010, 0001.

Fiir jede der sechs Kanten des Koordinatentetraeders sind zwei Koordi-
naten gleich Null. Der Zahlengruppe #'= v'= w’'= s’= 0 entspricht
keine Ebene. '

In der Folge verwenden wir als homogene Ebenenkoordinaten
einfacher wiederum u, v, w, s; fiir s = 1 gehen sie in die unhomogenen
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itber. In homogenen Punkt- und Ebenenkoordinaten lautet dann
die Bedingung der vereinigten Lage

(6) ux+vy+wzt+st=0.

Beispiele. 1. Jeder Gleichung 4 u + Bv + Cw = 0 entspricht ein Punkt P
von £4,. 2. Wie alle Punkte, fiir die #:9:2 = const ist, auf einer durchO gehenden
Geraden liegen, so laufen alle Ebenen, fiir die »:v: w = const ist, durch eine in s
enthaltene Gerade.

§ 2. Duale Sitze fiir Punkte und Ebenen.

In der Gleichartigkeit der analytischen Formeln, die das Vor-
stehende fiir Punkte und Ebenen aufweist, kommt die rdumliche. Dualitit
zum Ausdruck. Punkt und Ebene stehen einander als gleichwertige
Elementargebilde im Raum gegeniiber; der Punkigeometrie, die die
Lagen und Beziehungen von Punkten zueinander ins Auge faBt, ent-
spricht eine Ebenengeometrie, die in analoger Weise die Lagen und
Beziehungen von Ebenen betrachtet. Die Gerade entspricht sich selbst;
sie erscheint einerseits als Verbindungslinie zweier Punkte (als Strahl),
andererseits als Schnittlinie zweier Ebenen (als Achse).

Die analytischen Entwicklungen der Punktgeometrie (in x, v, 2, ),
die der Dualisierung fiahig sind, fithren unmittelbar zu analogen Er-
gebnissen (in #, v, w, s) der Ebenengeometrie; die analytischen Be-
ziehungen sind davon unabhéngig, ob wir die Variablen durch x, v, z, ¢
oder durch #, v, w, s bezeichnen. Die folgenden Beispiele werden Inhalt
und Tragweite dieses Dualitdtsprinzips erkennen lassen.

Die Gleichung | Die Gleichung
Ax+By+Cz+Dt=0 \ Au+Bv+Cw-+Ds=0
stellt eine Ebene dar; ihre Ebenen- stellt einen Punkt dar; seine Punkt-

koordinaten sind ~ koordinaten sind
u:v:w:s=4:B:C:D. x:y:2:t=A:B:C:D.

Den Gleichungen zweier Ebenen | Den Gleichungen zweier Punkte
Ax+By+Cz+4+Dt=0 + Hu-+Bv+Cw+Ds=0
Ax+ By +Cz+4+Dt=0 Au+Bv+Cw+Ds=0

geniigen ool Punkte?!), die auf ; geniigen ool Ebenen?), die durch

beiden Ebenen liegen; sie bilden | beide Punkte gehen; sie bestimmen

ihre Schnittlinie. | ihre Verbindungslinie.

Setzen wir abkiirzend (analog zu S. 210)
(7) Au+Bv+Cw+ Ds = Qu,v,w) = Q,

so folgt weiter:

1) Fur die Zeichen oc?, 002 .. vgl. 8. 213, Anm. 1.
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Alle Ebenen E + AE' =0
bilden einen Ebenenbiischel von
oo! Ebenen; jede von ihnen geht
durch den Schnitt von E = 0 und
E'=o.

AlleEbenenE-+A'E'4-1"E"" =0
bilden ein Biindel von oo* Ebenen?)
die simtlich durch den Schnitt von
E =0, E'=0, E"= 0 gehen.

Die Bedingung, daf vier Punkte
Py(x;, s 2, t;) derselben Ebene an-
gehéren, ist das Verschwinden
der aus den x;, y;, 2;, ¢; gebildeten
Determinante.

Drei verschiedene Ebenen
E =0, E'= 0, E'= 0 gehen dann
und nur dann durch dieselbe Ge-
rade, wenn fiir drei endliche, von
Null verschiedene Zahlen 4, 4', 1"/
die Identitit AE +AVE'4+1"E"=0
besteht usw.

XVI. Die raumliche Dualitit.

Alle Punkte Q4+ A4Q =0
bilden eine Punktreihe von oo?
Punkten; jeder von ihnen liegt auf
der Verbindungslinie von Q = 0,
Q'=o0.

Alle PunkteQ-+4'Q'+1"Q"" =0
bilden ein Feld von co? Punkten?),
die simtlich in der Ebene durch
Q=0,Q=0, Q"= 0 liegen.

Die Bedingung, daB vier Ebe-
nen (u;, v;, @;, s;) durch denselben
Punkt gehen, ist das Verschwinden
der aus den u,;, v;, w;, s; gebildeten
Determinante.

Drei verschiedene Punkte
Q=0,Q'=0, Q"= 0 liegen dann
und nur dann auf derselben Ge-
raden, wenn fiir drei endliche, von
Null verschiedene Zahlen 4, ', 1
die Identitit 1Q + 1'Q'+17Q"=0
besteht usw. '

Weitere Betrachtungen, die Inhalt und Tragweite des Dualitits-

prinzips erhellen sollen, seien die folgenden:
Der Gesamtheit aller Punkte und Geraden eines ebenen Feldes

entsprechen die simtlichen Ebenen und Strahlen durch einen Punkt,
das Ebenen- und Strahlenbiindel. Einem ebenen #-Eck entspricht eine
aus #» Ebenen des Biindels bestimmte #n-flichige Ecke (n-Flach), einem
ebenen #-Seit eine von # Strahlen des Biindels gebildete #-kantige
Ecke (#-Kant). Einer ebenen Kurve als Punktort entspricht eine Kegel-
flache als Ort ihrer Tangentialebenen, einer ebenen Kurve als Tangenten-
gebilde eine Kegelflache als Ort ihrer Strahlen. Endlich beachte man,
daB der speziellen Dualitit des ebenen Feldes (der ebenen Dualitit)
eine Dualitdt im Biindel entspgicht; Ebene und Strahl stehen im Biindel
einander gegeniiber wie Punkt und Gerade in der Ebene (Biindel-
dualitat).

Auch die in der Ebene vorhandene kollineare Verwandtschaft (und
Reziprozitiat) iibertrdgt sich durch Dualitit auf das Biindel. Eine
kollineare Verwandtschaft zweier Biindel ist daher bestimmt, wenn
man vier Ebenen oder vier Strahlen allgemeiner Lage des einen Biindels
vier analoge Ebenen oder Strahlen des anderen als entsprechende zu-
weist. Fiir zwei kollineare Biindel, die denselben Scheitelpunkt haben,
gibt es drei Doppelebenen und drei Doppelstrahlen, die ein Dreikant

1) Fir die Zeichen oct, o0 .. vgl. S. 213, Anm. 1.
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bilden; entsprechende Ebenenbiischel oder Strahlenbiischel zweier
kollinearen Biindel sind projektiv usw.

In der allgemeinen raumlichen Dualitit stehen sich die regelmaBigen Korper
als duale Gebilde gegeniiber; das Tetraeder ist sich selbst dual. Das Oktaeder
aus 8f, 6¢, 12 k') bestehend, entspricht dem Hexaeder mit 6f, 8e, 12 %; das
Ikosaeder mit 20 f, 12¢, 30 2 dem Dodekaeder, das 12 f, 20¢, 30 k& besitzt.

Die einfachste Reziprozitat eines Biindels ist die, bei der jeder Ebene ¢ ein
auf ihr senkrechter Strahl e entspricht; jedem Strahlenbiischel entspricht ein ihm
gleichey, also projektiver Ebenenbiischel usw. In den Formeln der spharischen
Trigonometrie, in denen sich die aus zwei Punkten gebildeten Kreisbogen und
die von zwei Hauptkreisen gebildeten Winkel entsprechen, tritt sozusagen der
Schnitt dieser Reziprozitit mit der Kugel in die Erscheinung.

§ 3. Projektive Beziehungen.

Sind ¢, &, ¢ drei Ebenen eines Biischels, so soll der Quotient

sin (e e)
sin (g:s) - (81828)

(8)

als das Teilungsverhiltnis der drei Ebenen eingefithrt werden, und

sin(eg &) , sin(e &) ,
sin (ep¢) ° sin(ep¢) (12,2

(8a)

als das Dwv der vier Ebenen &, &y, ¢, ¢’. Damit konnen wir alle Do-
Sitze von Kap. VI auf die Dv von Ebenenbiischeln iibertragen; ebenso
auch die Definition der projektiven Beziehung. Punktreihen, Strahl-
biischel und Ebenenbiischel erscheinen so als gleichwertige Elemeniar-
gebilde, die sich einheitlich, namlich auf Grund der Imvarianz der
Duv-Werte, einander projektiv zuordnen lassen.
Seien nun

(9) E,=0, E;=0, E,+1E,=0

die Gleichungen der Ebenen ¢, ¢, ¢, so gilt fir die Lote /; und /,, die
man vom Punkt (x, y, z) der Ebene ¢ auf ¢ und ¢, fallen kann (S. 210),

By | E®y.2)
SRR (7 Fpey -y o: R 17y o
fur 4 folgt daher
L _Emyn L VBTG
Eyl2.9,2) b yai ¥ B+ G

AuBerdem ist aber I, : [, = sin(e, ¢) : sin (¢, ), und so ergibt sich schlieBlich
VATHE TG s,

VA3 + B 4 C; sin(ee)’
es ist also 4 dem Teilungsverhilinis (e,e,8) proportional. Sind die

Gleichungen von ¢ und ¢ in der Normalform N; =0 und N, =
gegeben, so ist 4 direkt gleich dem Teilungsverhéltnis.

(9a) l=

1) {, e, k bedeutet Flichen, Ecken, Kanten.
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Um das dualistische Resultat abzuleiten, befolgen wir die in
Kap. VI, § 4 (S.58) gewdhlte Methode; wir haben sie nur auf die
dritte Koordinate z auszudehnen und finden: Sind

(10) 0,=0, Q,=0, Q;+10,=0

die Gleichungen von drei Punkten P,, P,, P derselben Punktreihe, so
ist 4 dem Teilungsverhilinis (Py Py P) proportional. Nunmehr lassen
sich, in Verallgemeinerung der Resultate von Kap. VII, § 6, folgende

Satze aussprechen:
~ Die vier Ebenen
E=0, E=0, E+AE =0,
E+uE =0
sind vier Ebenen eines Bischels |
vom Dwv A:u; insbesondere sind
E=0, E=0, E—LE =0,
ELAE =0
vier harmonische Ebenen.
Das Dv der vier Ebenen
E+LE =0 (1=1,2,3,4)
hat den Wert
(A — 23) (g — 4y)
(fg — Ag) (I — 4g)
Zwei Ebenenbiischel
E4+iE =0, F+uF =0
sind projektiv, wenn fiir 2 und p !

(e182858,) =

:Q=0,

Die vier Punkte
=0, Q+4iQ =0,
0+rQ =0

sind vier Punkte einer Punktreihe

» vom Dv 1:pu; insbesondere sind

=0, Q-0 =0,
Q+1Q"=0

Q =0,

' vier harmonische Punkte.

Das Do der vier Punkte
Q+4Q =0 ((=1,234

hat den Wert

_ (=) (A — 4y)
(;'2 - }'3) (;'1 - /:4)
Zwei Punktreihen

Q+1Q0 =0, R+pR =0

sind projektiv, wenn fiir 4 und g«

(P]P2P3P4)

die Relation
xAdp+pi+yu+d=0
. besteht (einfachster Fall 1 = ).

|

die Relation
XA+ pi+yu+d=0
besteht (einfachster Fall 1 = u).

Ebenso lassen sich auch die Begriffe und Sétze iiber involutorische
Beziehungen, iiber Doppelelemente usw. auf die Ebenenbiischel aus-
dehnen; fiir zwei projektive Biischel, die dieselbe Gerade g als Achse
haben, gibt es also zwei sich selbst entsprechende Ebenen usw.

Endlich seien folgende Formeln angefiihrt, die sich auf die Koordi-
naten von Punkten einer Punktreihe oder Ebenen eines Biischels be-
ziehen und die unmittelbaren Verallgemeinerungen der Formeln von
S. 87 sind. Die Punkte einer Geraden P, P, haben die Koordinaten

xiyizit= (% — p'%) I (¥ — pye) i (2 — wa): (b — w'ty),
und fiir die Ebenen eines Biischels (¢, ¢,) ist

uiviwrs = (uy — pug) 1 (v — p'vy) : (wy — wWwy)t (sy — p'sy);
in beiden Fillen ist g’ dem beziiglichen Teilungsverhiltnis proportional.
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Ebenenbiischel und Strahlenbiischel stehen auch in einfacher
metrischer Beziehung zueinander. Wird ein Ebenenbiischel durch eine
zu seiner Achse senkrechte Ebene geschnitten, so bilden die Schnitt-
linien einen Strahlenbiischel. Bezeichnen wir sie fiir &, ¢,, £ durch ey, ¢,, ¢,
S0 ist < (e;¢) = (616) und <X (g,8) = (e, €); wir folgern daraus, daBl alle
besonderen metrischen Arten von projektiven und involutorischen Be-
ziehungen, die bei den Strahlenbiischeln auftreten, in derselben Form
auch bei den Ebenenbiischeln vorhanden sind und sich unter Ver-
wendung von Normalgleichungen in derselben Art darstellen lassen wie
bei den Strahlenbiischeln. Insbesondere gilt dies von den Sitzen von
S. 79 iiber orthogonale Eigenschaften.

Wird ein Ebenenbiischel durch eine Gerade g in einer Punktreihe
geschnitten, so gilt fiir sie und den Ebenenbiischel die Gleichheit der
Dv-Werte; ebenso fiir den Ebenenbiischel und einen durch eine be-
liebige Ebene ausgeschnittenen Strahlbiischel. Wir haben darin die
raumliche Verallgemeinerung des Satzes des Pappus zu erblicken und
wollen sie mit der ebenen Form des Satzes (S. 67) ableiten. Sei
(Fig. 79) S der Ebenenbiischel und / seine Achse?).

Durch die Gerade g legen wir eine Ebene y; sie
schneide die Ebene ¢ des Biischels S im Strahl /.

Die Ebene y enthdlt dann den Punkt P = (ge)

und den Strahl 4 = (y¢), und es liegt P auf 7; /z

nach dem angezogenen Satz des Pappus ist daher ¢ >
(P PyP3Py) = (hhyhghy).

Weiter schneiden wir den Biischel S durch eine

zur Achse ] senkrechte Ebene #; sie schneide ¢ in ¢ und die Ebene y

in g = (y5). In der Ebene y liegen dann die beiden Geraden g und ¢/,
sowie auch /. Setzen wir noch P’ = (g’h), so folgt wieder
(P,P,P,P,) = (P{ P;P; P)).
Nun ist der Punkt P’ Schnitt von y, # und ¢; er liegt also auf ¢, und
daheristauch ¢ L 5 ist, so
(P{ Py PiP)) = (e1e5585) = (8162838y);
insgesamt folgt demnach
(hyhyhyhy) = (P Py Py Py) = (e18,¢5¢4).
Damit ist die Behauptung erwiesen. Die Invarianz der Dv-Werte be-
steht fiiv jede Punktrethe, die durch eine Gerade g, und fiir jeden Strahlen-
biischel, der durch eine Ebene y aus dem Ebenenbiischel ausgeschnitten wird.
Die besondere Lage der drei Elementargebilde (¢, g, P), die hier vor-
liegt, heiBt fiir je zwei (analog zu S. 81) eine perspektive Lage.
Ein analytischer Beweis kann fiir die Punktreihe folgendermaBen ge-
fithrt werden. Sei E 4+ 1 E' = 0 der Ebenenbiischel, ferner seien F = 0

Ca—
Fig. 79.

1) In Fig. 79 ist die Ebene (gh) = y und (Ih) = ¢.
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und F’ = 0 die Gleichungen der Geraden g in Punktkoordinaten; dazu
fiige man die Gleichung der vereinigten Lage ux+ vy 4+ w2z -+ st = 0,
die fiir jede Ebene & und den Schnittpunkt P = (ge) erfillt ist. Die
Elimination der #,y, 2, ¢ aus diesen Gleichungen fithrt zu der gesuchten
Gleichung in den #,v.w,s; es kommt nur darauf an, zu erkennen,
daB sie erstens linear in ihnen ist, und zweitens auch linear in 4, also
von der Form Q +1Q" = 0.

§ 4. Allgemeine homogene Koordinaten.

Allgemeine raumliche homogene Koordinaten fiir Punkt und Ebene
lassen sich in der gleichen Weise einfiihren wie im ebenen Gebiet; es
darf wieder im wesentlichen geniigen, die Formeln und Sitze zu nennen.
Wir gehen von vier Ebenen ¢; eines Tetraeders aus; ihre Gleichungen
seien
(11) alx+bty+clz+dz:0: $=1,2,3,4.
Sind $; die Lote von einem Punkt P(x,y, 2) auf diese Ebenen, und
setzen wir (S. 97)

(12) 0X; == xiﬁi = x%; alx+b’y+czz+dl

Yal+bi+c
mit x; als beliebiger Konstante, so sind die x; homogene Punktkoordinaten
von P. Die einfachste Wahl von »; ist »; = ]/af + b2 4+ ¢, dann wird

b

(12a) 0% = a;x + by + ¢z d;,

und durch Auflésung folgt [analog zu (31a) von S. 97]
ZA xi > B;x, ZC %;

(13) T 3D VT 27)57 = 3D

wo die 4;, B;, C;, D; die Unterdeterminanten der a;, b;, c;, d; sind. Die
Gleichung >'D;x; = 0 ist die Gleichung von &,.

Analog fithrt man fiir eine Ebene &(%, v, w) homogene Ebenen-
koordinaten mittels der Lote ¢; ein, die man von den Ecken des Koordi-
natentetraeders auf die Ebene ¢ fillt. Zunichst sind (Anhang, 27c¢)

xi:yi:ziﬂ =Ai:Bi:Ci:Di
die Koordinaten der Tetraederecken. Man setze nun (S. 98)
Au+ By + Ciw -+ D,
14 i = Wi = W )
(14) O = il = T s
und fiir u; = D; wird, wenn man Ju2® + v2 + »® in o eingehen 1B,
ou; = A;u -+ By + C;w + Dy;
als Auflosung ergibt sich

(15) %ZZ v=§,2%z, w =

»2%“;’
Edi“z‘ ’
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Bei der so getroffenen Wahl der x; und u,; geht die Bedingung

der vereinigten Lage von S. 215 in

N
Uiy =ty %y + gy + Uk + Uy %y = O

(16)

{iber.

Von den zahlreichen hieraus flieBenden Folgerungen seien ins-
besondere die folgenden hervorgehoben:

1. Alle Punkte der Verbin-
dungslinie zweier Punkte (v) und (2)
sind durch
(17) ex; =i+ 4z
dargestellt, wo /. dem Teilungs-
verhiltnis (yzx) proportional ist.

Alle Ebenen durch die Schnitt-
linie zweier Ebenen (v) und (w)
sind durch
(17a)
dargestellt, wo 4 dem Teilungs-
verhiltnis (vwu) proportional ist.

ou; = v; + Aw;

2. Jede Koordinatentransformation stellt sich durch eine lineare
Substitution nicht verschwindender Determinante dar. Fiir (y;) und (v))
als neue Koordinaten hat sie (mit A4;; als Unterdeterminante von a;;)
die Form '
(18) {Q%‘Z @y %1+ Gig¥y F Aig¥y + a;%,

ovp = Apytty + Apoty + Apgtts + Agpoay;
die auflosenden Gleichungen sind
{Q'xi = Ayiy1 + Agi¥s + Agiys + Agiy:
o'y = g0y + agp¥y + a31Vg + a4zv, .

Die Transformationsgleichungen fiir die #; (in v;) sind also wieder
kontragredient (Anhang, 34c) zu denen fiir die y; (in x;).

3. Wir iibertragen das S.102 unter 5. abgeleitete Resultat; doch
mag es geniigen, es fiir die eine Ebene x, = 0 auszusprechen. Die rdum-
lichen Koordinatenwerte x;(¢ =1, 2, 3), die den Punkten von x, =0
zukommen, stellen zugleich ebene homogene Punktkoordinaten fiir diese
Ebene dar. Das Koordinatendreieck bilden die drei Geraden, in denen
%4 = 0 von den Ebenen x, = 0, ¥, = 0, 3 = 0 geschnitten wird, und
den Einheitspunkt schneidet der Strahl %;: ,:%5: = 1:1:1 aus. Dies
gilt ebenso fiir jede beliebige Ebene des Raumes, die mit den Ebenen
%, =0, %, = 0, %3 = 0 ein Tetraeder bestimmt.

Das dualistische Resultat lautet: Im Ebenenbiindel mit dem
Scheitel #, = 0 stellen #, : u, : #; homogene Koordinaten fiir die Biindel-
ebenen dar, so daBl #, = 0, #, = 0, 43 = 0 die Grundstrahlen der Koordi-
natenbestimmung sind, und #,:w,:#;=1:1:1 den Einheitsstrahl
liefern. Damit sind wir zugleich zu einer Koordinatenbestimmung
fiir die Ebenen dieses und so auch jedes Biindels gelangt.

4. Eine Koordinatenbestimmung fiir die Strahlen des Biindels er-
gibt sich von hier aus folgendermaBen: GemalB § 2 ist im Biindel eine
Biindeldualitdt vorhanden, die das Analogon der ebenen Dualitit des

(18a)
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ebenen Feldes bildet. Im ebenen Feld kann man von den Punkt-
koordinaten x; mittels der Gleichungen > u#;x; =0 zu den Linien-
koordinaten #; iibergehen; ebenso kann man im Biindel mittels der
analogen Gleichung von den Ebenenkoordinaten zu den Strahlen-
koordinaten iibergehen. Damit ist das Prinzip der dualen Koordinaten-
bestimmung fiir den Biindel grundsitzlich dargelegt; was hier ge-
niigen mag.

5. Hierzu kommen folgende im Raum neu auftretende Betrach-
tungen: Wir gehen von der Ebene
(19) E,=E+VE' +2'E"
aus; die Ebenen ¢, ¢, ¢’ sollen eine Ecke bilden, und ¢, eine von ihnen
verschiedene Ebene durch (&’ ¢”) sein. Fiir die Koordinaten v; von ¢,
folgt dann
(19a) ov; = u; -+ A'ui + A'ul,
es wird also jede solche Ebene &, mittels zweier Parameter 4', " durch
die w;, w};, wj dargestellt. Analog ist zu folgern, daB ein Punkt vy der
durch drei Punkte (x), (x), (x"') bestimmten Ebene sich in der Form

(19b) oy = x; + A'xj 4+ 2%}
darstellt?). Man kann auch wieder A’, 2" als Koordinaten der Ebene (v)
oder des Punktes (y) ansehen.

§ 5. Punktérter und Ebenenérter.

Einer Gleichung in Punktkoordinaten steht dualistisch eine Glei-
chung in Ebenenkoordinaten gegeniiber; die einfachsten Fille stellen
die Gleichungen ersten Grades
(20) Zaixi =0 und Zdi u; = 0
dar; der ersten geniigen oo Punkte einer Ebene, der zweiten co2 Ebenen
durch einen Punkt. Aus der Formel (4) von S. 216 kann man die
(inhomogene) Gleichung entnehmen, der alle Tangentenebenen einer
Kugel geniigen. Jede hat vom Zentrum (x, 8, y) den Abstand g; man
erhilt daher in
@) et wd) — ot of w1 =0
die gesuchte Gleichung.

Alle Punkte, die einer homogenen Gleichung #'*® Grades in den x;
geniigen, bilden einen Punktort (Fliche F,) der n'*® Ordnung. Stellen
wir eine Gerade gemif (17) durch

exi =Y+ 4z
dar, so ergibt sich fiir ihre gemeinsamen Punkte mit der F,, eine Gleichung
#' Ordnung in 1. Der F, steht die Gleichung #'* Ordnung in #;

1) Darin sind die Verallgemeinerungen der Formeln (8) von S. 202 enthalten.
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dualistisch gegeniiber. Die sdmtlichen ihr geniigenden Ebenen bilden
einen Ebenenort @,, der als Fliche n' Klasse bezeichnet wird. Wie
die obige Gerade als Punktreihe mit der F, » Punkte gemein hat, so

gibt es in dem durch ou; = v; + Aw;

dargestellten Ebenenbiischel # durch eine Gleichung #»'® Grades in 4
bestimmte Ebenen, die durch seine Achse gehen und zugleich Ebenen
der @, sind. Man kann auch wieder beweisen, daf3 eine @, im allge-

meinen von den Tangentialebenen eines Punktorts gebildet wird.
Einfachste Punkt- und Ebenenorter dieser Art werden durch

projektive Biischel und Punktreihen erzeugt.

Wir gelangen damit zu

folgender rdumlichen Verallgemeinerung der Sitze von S. 80.

Seien
(22) E4AF=0, EE+1F =0
zwei projektive Ebenenbiischel.
Fir die Schnittlinie zweier ent-
sprechender Ebenen besteht die
Gleichung
(23) EF— E'F = 0;
sie besteht ebenso fiir den Schnitt
von je zwei solchen Ebenen. Ihr
geniigen also oot Geraden ; sie bilden
die durch (23) dargestellte Flache.
Sie ist in den Koordinaten vom
zweiten Grade, also eine F, der
zweiten Ordnung, d. h.:

Zwei projektive Ebenenbiischel
erzeugen in den Schmittlinien ent-
sprechender Ebenen ool Geraden, die
als Punktort eine Fy bilden.

Seien
(22a) Q+AR =0, Q'+ AR'=0
zwei projektive Punktreihen. Fiir
die Verbindungslinie zweier ent-
sprechender Punkte besteht die
Gleichung
(23a) QR'—Q'R=0;
sie besteht ebenso fiir die Verbin-
dungslinie je zweier solcher Punkte.
Ihr geniigen also oo! Geraden; sie
bilden die durch (23a) dargestelite
Fliche. Sieist in den Koordinaten
vom zweiten Grade, also eine P,
der zweiten Klasse, d. h.:

Zwei projektive Punktreihen
erzeugen n den Verbindungslinien
entsprechender Punkte ool Geraden,
die als Ebenenort eine Dy bilden?).

Es gibt in beiden Fillen noch eine zweite Geradenschar, die der

Fliche angehort; es geniige, sie fiir das Erzeugnis der Biischel abzu-
leiten?). Geht man von den projektiven Biischeln

(24) E4+puE'=0, F+uF=0
aus, so bilden auch sie durch die Schnittlinien entsprechender Ebenen
einen Punktort, und zwar ebenfalls den durch (23) dargestellten. Die

beiden Geradenscharen, zu denen wir so gelangen, sind aber verschieden.
Bezeichnen wir die Geraden der ersten Schar durch %, die der zweiten

1) Wie beim Punktort jeder Punkt einer der ! Geraden der F, angehort,
so gehort dem Ebenenort jede Ebene durch eine der o?! Geraden an.
2) Vgl. Fig. 80, S. 237.

Schoenflies, Analytische Geometrie. 15
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durch &, so wird sich zeigen: 1. Eine Gerade h und eine Gerade k schneiden
sich; 2. zwei Geraden derselben Schar liegen windschief zueinander.
Seien % und % zwei Geraden, die den Werten 1 und u entsprechen;

sie sind Schnittlinien der Ebenen

E+1F=0, E'4+AF =0 und

E+uE=0, F+uF=0.
Sollen # und % sich in P schneiden, so miissen diese vier Ebenen durch P
hindurchgehen; es muf3-also Satz 2 von S. 212 bestehen. Sind «, g, y, 0
die ihm entsprechenden Multiplikatoren, so miissen fiir sie, wie man
leicht erkennt, die folgenden Gleichungen diesem Satz gemaB erfiillt sein:

x4y=0, BA+dou=0, la+d=0, f+puy=0,
und dem geniigen in der Tat die Werte
a=1 y=—1, f=pn, 06=—1.
Sollen dagegen zwei Geraden % und %’ sich schneiden, so bedeutet

dies, wenn wieder «, f3, y, 8 die beziiglichen Multiplikatoren sind, das
Bestehen der Gleichungen
aot+y=0, p+dd=0, la++y¥=0, 14+ =0.

Diesen Gleichungen kann durch nicht verschwindende «, §, y, 0 nur fiir
A = 1’ geniigt werden. Dann sind aber # und %’ identisch, und das
gleiche folgt fiir die Geraden k. Damit ist auch Satz 2 bewiesen.

Dasselbe gilt dualistisch fiir das Erzeugnis der beiden projektiven
Punktreihen ; man folgert daraus weiter, da3 beide Gebilde, als Geraden-
orter betrachtet, ¢dentisch sind. Sind ndmlich Ay, ky, &, drei beliebige Ge-
raden A4, so werden auch sie von allen Geraden (k) geschnitten; anderer-
seits kann man durch jeden Punkt von %, genau e¢ine Gerade legen, die
auch A, und Ay trifft. Durch Ay, h,, h; ist also die Schar (k) bereits
bestimmt, woraus die Richtigkeit der obigen Behauptung hervorgeht.

Schuneiden sich die Achsen der beiden projektiven Ebenenbiischel, so gehen
auch alle Geraden % durch diesen Schnittpunkt. In diesem Falle gehen die vier
Ebenen E = 0, E'= 0, F = 0, F’= 0 durch denselben Punkt. Daher schneiden
sich auch die Achsen der beiden anderen erzeugenden Biischel, und es werden
die Geraden % mit den Geraden % identisch. Man zeige dies analytisch, indem
man von einer Gleichung ¢E + b F ++ a’E’ + b’/ = 0 ausgeht und auf Grund
davon «, §,7, 6 durch a, b, a’,0” ausdriickt. Wie lauten die dualistischen Sitze?

§ 6. Die kollineare und reziproke Beziehung im Raum.

Je zwei Punkte (x) und (x") zweier Raumgebilde i und R’ mogen
durch dieselbe lineare Substitution
QX = Gy ¥y + Ay Xy + dyg X5 + A14 %,
Q%5 = gy %y + Ay Xy + a3 X3 + Ay %y
QX3 = Agy %y + Ao ¥y + Az Xy + gy %y
OX) = Gy Xy + Ago %y + gy %y + Agy %,

@) 4=laz]|Z0
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miteinander verbunden sein. Die Auflosung ergibt (Anhang 34b)
(25a) 0'%; = Ay i + Ao %5 + Agiws + Ay s

Die Punkte P und P’ der Raumgebilde sind also eineindeutig und
linear einander zugeordnet. Es darf wiederum geniigen, die wichtigsten
den Sidtzen von Kap. XII entsprechenden Verallgemeinerungen hier
anzufithren.

1. Da die lineare Substitution den Grad einer Gleichung invariant
1aBt, so entspricht jeder Ebene ¢ von R eine Ebene ¢ von R, jeder
Geraden von % also eine Gerade von R'; die Raumgebilde heiBlen
deshalb wieder kollinear aufeinander bezogen. Wird festgesetzt, daB die
Gleichung

(26) Duix; =0 in Dujx; =0
iibergeht, so besteht zwischen den entsprechenden #; und #; die zu (25)
kontragrediente Substitution, nidmlich
{0'%' =y + @guy + dgiy + agtt)
ou; = Ay + Ajputy + Aigug + Ajquy.
Wihlt man insbesondere die Ecken und Flichen der beiden Koordi-

natentetraeder als entsprechende Punkte und Ebenen, so lauten die
Gleichungen (25) und (27) einfacher

4 7
(28) ox; = a;xg, Ou; = a;u;.

(27)

Die Raumgebilde R und R’ werden wir iibrigens durch den ganzen
Raum hindurch ausgedehnt denken; jede Stelle des Raumes ist dann
doppelt zu zdhlen, sowohl als Punkt (x) von %, wie als Punkt (y’)
von .

2. Jedem Ebenenbiischel von R entspricht ein projektiver Biischel
von R, jeder Punktreihe und jedem Strahlenbiischel eine projektive
Punktreihe und ein projektiver Strahlenbiischel; jedem Ebenenbiindel
ein kollinearer, ebenso jedem ebenen Feld ein kollineares Feld. Alles
dies beruht auf dem linearen Charakter der Substitution. Fiir Ebenen-
biischel und Punktreihen folgt es auch daraus, dafl die Gleichungen
E+1F =0 oder Q + AR =0 in Gleichungen derselben Form iiber-
gehen. Die Gleichungen fiir die kollineare Beziehung der Felder x, = 0
und x; = 0 werden direkt durch die Gleichungen (28) geliefert; die in
ihnen verbleibenden x4, x,, %5, %1, %4, #; stellen wiederum homogene Drei-
eckskoordinaten fiir die beiden ebenen Felder dar, und zwar in dem in
§ 4 genannten Sinne. Ebenso ist es mit der projektiven Zuordnung
zweier Biindel. Auch {ibertragen sich alle die Koordinatenfolgerungen,
die wir in Kap. VIII, § 6 ausgesprochen haben.

3. Die kollineare Beziehung ist durch fiinf Paare entsprechender
Punkte (oder Ebenen) allgemeiner Lage bestimmt; vier davon kann
man zu Koordinatenebenen machen; das fiinfte Paar14Bt sich benutzen,

15*
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um die Koeffizienten 4; in (28) und damit die kollineare Beziehung
zu bestimmen. Mittels der Mobiusschen Netzkonstruktion (S. 167)
lassen sich aus den fiinf Punktepaaren beliebig viele neue Paare
konstruktiv herstellen.

4. Zwei kollineare Riume R und R’ als unendlich ausgedehnte
Gebilde befinden sich stets in vereinigter Lage. Es gibt im allgemeinen
vier Punkte (¥) und vier Ebenen (#), die mit ihren entsprechenden
zusammenfallen. Beziehen wir die Punkte (¥) und (x') auf dasselbe
Tetraeder und denselben Einheitspunkt, so bestehen fiir die Koordi-
naten #; der Doppelpunkte die Gleichungen

(@ — @)% + A19% + @13%3 1 A1a%y =0
(29) g% + (@39 — 0) % + Az X3 + A%y =0
as % + Az %y t+ (235 — 0) %3 + A%y =0

A% + Aga%y 1 Agz%3 + (@ — Q)% = 0.

Das Nullsetzen ihrer Determinante 4(g) liefert im allgemeinen vier
verschiedene Wurzeln ¢ und damit die vier Doppelpunkte. Sie bilden
das Doppelpunkistetraeder, jede seiner Ebenen ist eine Doppelebene, jede
Kante eine Doppelgerade?).

Von den Wurzeln von 4(p) = 0 sind, falls sie simtlich verschieden
sind, entweder alle vier reell, oder nur zwei, oder keine. Die Doppel-
punkte und Doppelebenen konnen also simtlich imaginir sein; da-
gegen gibt es stets ein Paar reeller Doppelgeraden. Es folgt daraus,
daB die Verbindungslinie zweier konjugiert komplexer Punkte reell ist,
was fiir den Raum ebenso bewiesen wird wie das analoge Resultat (51)
des Anhangs. _

5. Von den vielen Sonderlagen, die fiir kollineare Riume auf-
treten konnen, sollen die folgenden etwas niher erortert werden, freilich
nur in der Weise, daB wir ihre Eigenschaften durch Verallgemeinerung
aus den Satzen iiber ebene kollineare Felder gewinnen?).

Zwei kollineare Ridume konnen perspektive (zemtrisch kollineare)
Lage besitzen. Ein Punkt S (Perspektivitits- oder Kollineationszentrum)
ist in der Weise Doppelpunkt, daB jede durch ihn gehende Gerade
(und Ebene) Doppelgerade (und Doppelebene) ist; dazu kommt eine
Doppelebene ¢ (Perspektivitits- oder Kollineationsebene) von der Art,
daB jeder Punkt und jede Gerade in ihr ein Doppelelement ist; je zwei
entsprechende Ebenen (oder Strahlen) schneiden sich also in einer Ge-
raden (oder einem Punkt) von o.

1) In jeder Doppelebene gibt es, dem Satz von S. 167 entsprechend, drei
Doppelpunkte, durch jede Doppelgerade zwei Doppelebenen usw.

%) Die Fiille der Sonderfalle geht daraus hervor, daB8 man die Gleichungen (29)
als Gleichungen von Ebenen auffassen kann, und vier Ebenen mannigfache Lage
besitzen kénnen.
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Werden der Punkt S und die Ebene ¢ beliebig angenommen,
und auBerdem auf einer durch S gehenden Geraden ein Paar ent-
sprechender Punkte (), (x'), so ist dadurch die perspektive Kollineation
bestimmt.

Die analytischen Betrachtungen, auf denen diese Schliisse ruhen,
ergeben sich durch unmittelbare Verallgemeinerungen von S. 168. Es
gibt eine Wurzel © von 4(g) = 0, die simtliche Doppelpunkte in ¢
liefert; sie ist eine dreifache Wurzel, und die von ihr verschiedene
Wurzel ¢ liefert den Punkt S; alle daran in Kap. XII gekniipften
Schliisse tibertragen sich sinngemifB auf den Raum.

Der Ebene 5o von R’ entspricht in R eine Ebene % (Fluchtebene),
von der man, wie S. 170, beweist, dal} sie zu o parallel ist. Darauf
beruht die Reliefdarstellung der bildenden Kunst. Sie benutzt die
Flidche, auf der sich das Relief erhebt, als Ebene ¢ und eine meist
jenseits des Beschauers liegende Parallelebene zu ¢ als Fluchtebene #.
In der Parallelschicht zwischen ¢ und # muB also der ganze abzubildende
Raum enthalten sein. NaturgemiB erlaubt sich der bildende Kiinstler
die durch seine Sonderzwecke bedingten Abweichungen. Man kann
die perspektive Lage von ¢ und ¢ wieder benutzen, um den allmih-
lichen Ubergang eines Tetraeders § in ein Tetraeder ¥’ zu veranschau-
lichen, das bis zu &, reicht oder auch &, durchdringt; wenn ins-
besondere § die Fluchtebene # durchdringt, so geht das kollineare
Bild in ein die &, durchziehendes ¥’ iiber.

Wenn je zwei Punkte (x), (#') sich doppelt entsprechen, heifit die
Kollineation snvolutorisch. Die Verbindungslinie jedes solchen Paares
(%), (¥) ist wieder eine Doppelgerade; analog entsprechen sich auch je
zwei Ebenen () und (#') doppelt und ihre Schnittlinie ist ebenfalls
eine Doppelgerade.

Es gibt zwei solche involutorische Kollineationen. Die vorstehende
perspektive Lage wird involutorisch, wenn jedes Punktepaar (x), (")
zu S und ¢ harmonisch liegt; ist es bei einem der Fall, so bei jedem.
Die Bezichung ist dann das kollineare Abbild der Symmetrie gegen
eine Ebene; die Ebene der Symmetrie liefert die Perspektivitats-
ebene o6, und das Perspektivititszentrum fillt in einen Punkt S .
Es gibt noch eine zweite einfache Symmetrie, deren kollineare Ver-
allgemeinerung einen involutorischen Sonderfall liefert; es ist die Sym-
metrie gegen eine Gerade. Wir erhalten sie, wenn wir diese Gerade s
z. B. vertikal annehmen und je zwei entsprechende Punkte P, P’ so,
daB ihre Verbindungslinie die Achse s senkrecht schneidet und von ihr
halbiert wird. AuBer s haben wir dann in &, noch eine zu s senk-
rechte Doppelgerade. Das allgemeine kollineare Abbild dieser Sym-
metrie heit axiale involutorische Kollineation.

Die analytische Behandlung hat wiederum davon auszugehen,
daB beim doppelten Entsprechen die Gleichungen (25) und (25a)
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sachlich dieselbe Zuordnung darstellen, dafl also (wie in Kap. XII)
a;p = A Ay

ist; woraus geméil} (27) auch das (schon oben genannte) doppelte Ent-

sprechen je zweier Ebenen folgt. Man kann, wie in Kap. XII, die a;;

so wihlen, daB || a;;| =1 ist, also auch || 4;|| =1, woraus sich fiir 1

diesmal 4% = 1 ergibt. DemgemdB liefern 1 =1 und 4 = —1 die beiden

Fille der involutorischen Lage.

Im ersten Fall hat die Gleichung 4(p) = 0 eine dreifache Wurzel,
wie es der perspektiven Lage entspricht; der Wert 7 = —1 bewirkt
auBlerdem, daB die Punktepaare eines jeden Doppelstrahls eine In-
volution bilden, und ebenso die Ebenenpaare durch jede Doppelgerade
als Achse. Im zweiten Fall hat die Gleichung 4(g) = 0 zwei Doppel-
wurzeln und jeder entsprechen oo! Doppelpunkte einer Geraden; es
sind die beiden Geraden, die von allen Doppelstrahlen (x), (x') ge-
troffen werden.

Die kollineare Beziehung ist eine affine, wenn die Ebenen e,
und &, einander entsprechen; von den Gleichungen (25) lautet die
letzte jetzt o %] = a4 %,. Ihranalytischer Ausdruck in nicht homogenen
Koordinaten hat die Form

(30) {x’ =X+ apy + Azt ay, Y = A X+ Ay + a7+ ay,
2= Ay XA A5y + Ay 7 + ay.

Da ¢, und & entsprechende kollineare Ebenen in vereinigter Lage
sind, so fallen drei Doppelpunkte in sie hinein. Die Gleichung, die
die Doppelelemente bestimmt, erhdlt den Faktor (ay — ¢); er liefert
den im Endlichen gelegenen stets reellen Affinitdispol. Die drei anderen
Waurzeln entsprechen den drei Doppelpunkten in & .

Da jedem P, von R ein P, von R’ entspricht, so behdlt wieder-
um bei affiner Abbildung das Teilungsverhiltnis seinen Wert; Mitte
bleibt Mitte, parallele Ebenen und Geraden bleiben parallel, ein Parallel-
epiped also ein Parallelepiped. Auch das Volumenverhiltnis ist in-
variant, was ebenso bewiesen wird, wie die Invarianz des Flichen-
verhiltnisses fiir die Ebene.

Werden fiir zwei affine Rdume die Formeln (28) benutzt, so erhalt
man einfacher
(31) ¥ =oax, y=py, Z=yz
fiir & = § = y ergibt sich eine Ahnlichkeitsbeziehung; fira = f =y =1
die Kongruenz. Fir dhnliche und kongruente Systeme ergibt sich die
Besonderheit, dafl der imaginidre Kugelkreis als Punktgesamtheit sich
selbst entspricht. Die kollineare Beziehung der Ebenen €00 und &), ist
also von der Art (S.176), daB eine C, mit der entsprechenden C; koin-
zidiert?). -

1) Vgl. auch Anhang § 5, Beispiel 95.
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Die Ausdehnung der reziproken Beziehung (Kbrrelation) von der
Ebene auf den Raum fithrt zu den Formeln

(32) {Q'M:' = A; % + Aig¥y + AizXy T A%y,

o x; = Ayul + Aggui + Agu + Ay u}
und ihren Auflosungen; dabei ist >'u; #; = >u;«;. Man kann sic wicder-
um (S. 174) durch die bilineare Gleichung

(32a) D%y =0
darstellen. Punkt und Ebene sind die einander entsprechenden Elementar-
gebilde. Jeder Punktreihe der einen entspricht ein zu ihr projektiver
Ebenenbiischel der anderen, jedem Feld ein kollineares Biindel usw.
Unsere Gleichungen liefern zugleich die analytische Begriindung der all-
gemeinen vaumlichen Dualitit'). In jedem Raum gibt es im allgemeinen
eine F,, deren Punkte in die ihnen entsprechenden Ebenen fallen, und
eine @, von dualer Bedeutung. Fiir a;; = a;; wird die Korrelation
involutorisch; wir werden ihr alsbald als Polaritét fiir eine I, begegnen.
Die F, und P, werden identisch und liefern die Fliche, die die Po-
laritdt bestimmt.

Einen sehr eigenartigen Sonderfall liefert die Bezichung a;; + a;; =0,
a;; = 0 (Nullsystem). Aus (32) folgert man unmittelbar die Gleichung

XU+ Koty + xguy + x4y = 0;
es liegt also feder Punkt (x) mit der ihm entsprechenden Ebene (#)

vereinigt; die vorstehende F, erfiillt sozusagen den gesamten Raum.
Die bilineare Gleichung (32a) lautet jetzt

(33) { Ay5(%1 Yy — %o ¥1) + Ar(¥1 V5 — X3Y1) + d1a(®1 Y4 — %4 Y1)

+ a54(¥3Ya— %aYs) + Aaa (¥4 Vs — X Ya) + Ags(¥a V5 — X3 Y5) = 0.
Sie ist in den x; und y; gleichartig gebaut und zeigt dadurch, daB
zwischen den Rdumen 3%t und R’ kein Unterschied besteht; jedem Punkt
wird durch das Nullsystem dieselbe Ebene zugeordnet, mag man ihn
zu R oder R’ rechnen; sie heiit Nullebene des Punktes und der Punkt
ihr Nullpunkt?).

Die fiir eine allgemeine Korrelation vorhandenen projektiven Eigen-
schaften kommen auch dem Nullsystem zu. Sind E und E; zwei Punkte,
so entspricht ihrer Verbindungslinie die Schnittlinie (g¢,) (konjugierte
Geraden) und der Punktreihe anf EE,; der ihr projektive Ebenenbiischel
durch (g¢;). Jeder Geraden durch E ist also eine Gerade von ¢ konjugiert,
jeder Ebene durch E entspricht ein Punkt von ¢ als Nullpunkt. Anders
ausgedriickt: Dem Biindel aller Ebenen und Strahlen durch einen
Punkt E entsprechen die Punkte und Strahlen der Nullebene ¢ von E.

1) Fir die nahere Darstellung der Dualitit vgl. S. 218.

%) Fiir die Ebene gibt es einen analogen Fall nicht; es wird 4 =0; vgl. An-
hang 10, Beispiel 4. (Das Nullsystem ist von Wichtigkeit fiir die Zusammen-
setzung von Kraften im Raum.)
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Das Nullsystem besitzt wichtige metrische Eigenschaften; wir gehen
daher zu rechtwinkligen homogenen Koordinaten iiber und ersetzen %;
durch %,y,z ¢ und y; durch %',9',2,#. So erhalten wir statt (33)

(332) { a8y — x'y) + ayg(x2' — ¥'2) + an(yz’ —y'2)
+ a1 (xt — K1) + gyt — y'E) - agy(2t” —2'1) = 0.

Sei nun E, der Nullpunkt von &, . Allen Strahlen durch E.
entsprechen, wie wir soeben sahen, alle Strahlen in &, . Die Strahlen
durch E, sind simtlich der durch E, bestimmten Richtung % parallel.
Zu dieser Richtung gibt es in & eine ihr orthogonale Gerade /, nidmlich
die Schnittlinie der zu » senkrechten Ebenen. Dieser Geraden / von ey
entspricht wieder ein bestimmter durch E. gehender Strahl. Ihn
wollen wir zur z-Achse wihlen; es wird dann / die unendlichferne Ge-
rade der xy-Ebene, und es sind / und die 2-Achse konjugierte Geraden.
Setzen wir also in (33a) ¥ = 0, ¥y = 0, so mul} diese Gleichung durch
2 =0, t' = 0 befriedigt werden; dies liefert

U1z = A1y = Agg = Ay = 0,
und als Gleichung des Nullsystems erscheint (fiir ¢ = #'= 1)
(34) ap(xy’ — %'y) + aglz —2) =0.

Hieraus ergeben sich zwei einfache invariante Eigenschaften des

Nullsystems. Die Gleichungen

=5+, =2+
stellen (S. 199) eine Schiebung ldngs der z-Achse um die Strecke { dar;
sie fithren (34) in sich iiber, und so folgt, dal das Nullsystem durch
diese Schiebung in sich iibergeht. Gelangt also ein Punkt E nach E,,
so gelangt auch die Nullebene ¢ von E in die Lage der Nullebene &,
von E;. In demselben Sinn fiihrt auch die durch

X = %, c0sx —y,sinx, y = %;sin& -+ y, cos &
dargestellte Drehung um die 2-Achse die Gleichung (34) und damit

auch das Nullsystem in sich iiber.
Sei (%,0,0) ein Punkt der x-Achse, so folgt fiir seine Nullebene

4
’ . & it
A%y — ag, ¥ = 0; also 7= a

die Nullebene geht also durch die x-Achse, und fiir ihre Neigung ¢ gegen

die xy-Ebene folgt a
tgp = ;ﬁx =kx.

Von dieser Gleichung aus kann man weiter folgern: 1. Die Nullebene
eines Punktes E enthdlt das von E auf die z-Achse gefillte Lot E Z.
2. Die Neigung ¢ der Nullebene gegen die xy-Ebene ist gegeben durch
tgp = k-EZ; es folgt unmittelbar daraus, daB der Punkt (x,0,0)
durch die genannte Schiebung und Drehung inalle Punkte im Abstand
E Z von der Achse tibergefithrt werden kann.



Siebzehntes Kapitel.

Die Fliachen der zweiten Ordnung.
§ 1. Gestaltliches.

Um das Verstindnis der allgemeinen Theorie der Flichen zweiter
Ordnung (F,) zu erleichtern, sollen die einfacheren gestaltlichen Eigen-
schaften der wichtigsten Flachentypen vorangestellt werden.

1. Sei (&, B, ) der Mittelpunkt einer Kugel, ¢ ihr Radius und
P(x,y,2) ein Punkt von ihr, so ist gemdB (5b) von S. 192
(1) @—a)2 4+ —pF2+ (z—7*—e*=0.
Dies ist also die Gleichung der Kugel. Fillt der Mittelpunkt in den
Anfangspunkt, so lautet sie
(1a) %24 y2 422 — 02 =0.
Fiir ¢ = 0 reduziert sich (1) auf die Gleichung
=)+ —pF2+(z—p)?=0.
Ihr gentigt nur der eine reelle Punkt ¥ = &, y = f, 2 = y (Nullkugel).
Man kann Gleichung (1) in

[x2 492+ 22—2a5—28y—2y240=0,
(5=0¢2—}—ﬂ2+72—92

iiberfithren; es stellt also auch

()

(3) A(x*+y2 4 22)+2Bx+2Cy+2Dz4+E=0

(fuir 4 2 0) eine Kugel dar. Der Mittelpunkt ist gegeben durch
__ B ., __Cc __ D
(x“‘——Z-: /)7‘_—:4_: 7__;1-;

wihrend sich ¢ durch
. B4 C?24-D*—AE
¢=M+ﬁ+ﬁ—é=~i~%fA4
bestimmt. Fiir B24 C24 D*<< AE ist die Kugel imaginir, ihr Mittel-
punkt bleibt jedoch reell; fiir B%4 C24 D2 —AE = 0 ergibt sich die
Nullkugel.
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Fir A = 0 artet die Kugel in eine Ebene aus; genauer in ein
Ebenenpaar, dessen eine Ebene die Ebene ¢, ist. In homogener Schreib-
weise lautet nimlich die Gleichung (3)

Ax2+y2 428 +2Bxt+2Cyt+4+ 2Dzt + Et2 =0,
dem Fall A = 0 entspricht also das Ebenenpaar
t{2Bx+2Cy+2Dz+Et; =0.

Alle Kugeln schuneiden die Ebene e, in demselben (imagindren) Punkt-
gebilde (Kugelkreis). Fur die Kugelpunkte von e ist £ = 0, also auch
(da wir 4 2 0 annehmen)

@ x4yt = 0
die Kugelpunkte der Ebene ¢, stellen also zugleich ihren Schnitt mit
dem durch (4) dargestellten Gebilde dar. Dieser Schiufl ist von den
Konstanten der Kugel unabhidngig und gilt daher fiir jede Kugel.
Damit ist die Behauptung erwiesen. Reelle Koordinatenwerte x, y, z

befriedigen Gleichung (4) nicht. Der Kugelkreis gehért auch den aus-
gearteten Kugeln an, da sie die ganze Ebene ¢, enthalten.

Der Punktort der Gleichung (4) besteht aus lauter Minimalgeraden.
Die Ebene z = 0 enthdlt die durch

¥4 y2= (x41y) (v —iy) =0

dargestellten Minimalgeraden. Das gleiche muB aber fiir jede Ebene durch
O gelten. Geometrisch folgt es aus der absoluten Symmetrie der Kugel
fiir die durch O gehenden Ebenen; analytisch ergibt es sich folgender-
mabBen: Ist ¢ eine durch O gehende Ebene, so kann man sie zur Ebene
z'= 0 neuer orthogonaler Achsen durch O machen; dabei geht (4) in
x%'24 92+ 2'2= 0 iiber, und damit ist der Beweis erbracht. Es stellt
also (4) einen aus allen Minimalgeraden durch O bestehenden émagindren
Kegel dar (absoluter Kegel).

Der Kugelkreis ist zugleich der Ort aller imagindren Kreispunkte.
Ist ndmlich ¢ eine deliebige Ebene, so sind die in ihr liegenden Kreis-
punkte dieselben, die auch einer Ebene ¢'||¢ durch O angehéren, und
deren Kreispunkte gehdéren dem Kugelkreis an.

Wie die Ebene, 148t sich auch die Kugel mittels zweier unabhingiger
Parameter darstellen. In den Gleichungen (14) von S. 189 ist diese
Darstellung bereits enthalten.

2. Eine in #, y, 2 homogene Gleichung zweiten Grades
(5) Ay X2+ Qe Y2 + Ag32% + 2053y 2+ 24132% + 28358y = 0

stellt einen Kegel dar, dessen Scheitel in O fillt. Dies ergibt sich wie
folgt: Fiir die Punkte einer durch O gehenden Geraden g ist

x:y:z=l:m:n.
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Soll nun ein Punkt von g der Fliche (5) angehéren, so muf
Ay L+ Agam? -+ Ay + 2agmn + 2aln + 2a,lm =0

scin. Ist aber diese Gleichung fiir irgendeinen Punkt von g — abge-
sehen vom Nullpunkt — erfiillt, so auch fiir jeden Punkt. Die Ge-
rade g hat also mit der F, entweder nur den Punkt O gemein oder sie
liegt ganz auf ihm. Die F, ist also eine Kegelfliche.

Der Beweisgrund dieser Schliisse besteht in dem homogenen Charakter der
Gleichung (5). Sie bleiben fiir jede in #, y, z homogene Gleichung, von welchem
Grad sie auch sei, in Kraft; jede solche Gleichung stellt daher eine Kegelfliche
mit O als Scheitel dar.

Eine in ¥ — &, y —#, 2 — { homogene Gleichung stellt einen Kegel durch
(5, 1, {) dar, wie am einfachsten durch Parallelverschiebung des Koordinaten-
systems zum Punkt (&, 5, {) folgt.

3. Weiter betrachten wir eine Gleichung
(6) Ay X%+ 2035 XY + Ay y* + 20338 + 2453y + a3 = 0,
dic z nicht enthdlt. Die ihr geniigenden Punkte der x y-Ebene bilden
cine Kurve C,. Zieht man durch einen Punkt P’(x, y) dieser Kurve
eine Parallele p zur z-Achse, so hat jeder Punkt von p dieselben x, y-Ko-
ordinaten wie P’, und da z in (6) nicht vorkommt, gehort auch jeder
Punkt P der Parallelen p der Fliche an. Die Flache ist eine Zylinder-
flache mit der C, als Basiskurve, deren Erzeugenden zur z-Achse parallel
sind. Das analoge gilt fiir Gleichungen, die x oder ¥ nicht enthalten.

Diese Schliisse sind einer weiten Verallgemeinerung fahig. Wir schlieBen
auf dieselbe Weise, dal eine Gleichung ¢ (x,9) = O eine zur z-Achse parallele
Zylinderflache darstellt, die die ¥ y-Ebene in der Basiskurve ¢(x, ¥) = 0 schneidet;
ebenso sind (¥, 2) = 0, x(y, 2) = 0 Zylinderflichen, die der y-Achse und der
#-Achse parallel laufen.

4. Es gibt drei reelle Flichen F,, die den Mittelpunktskurven
(Ellipse und Hyperbel) analog sind (eigentliche Mittelpunkisflichen); sie
entsprechen der Gleichung

(7) Ax2 4+ By +Cz2 = 1.

Fiir die Konstanten A4, B, C kénnen vier Vorzeichenkombinationen ein-
treten, nimlich

+++) ++'—‘, +——) T .

Die den drei ersten Fillen entsprechenden Gleichungen schreiben wir

8 Y L5 o (Ellipsoid

(8) s o =1 (Ellipsoid, ),

(8a) ’;z + % — j_: =1 (etnschaliges Hyperboloid, $,),
(8b) %Z — %;. — j—z =1 (2weischaliges Hyperboloid, D3);

der letzten Kombination entspricht keine reelle Flache (nullterlige F,).
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Zunichst bilden wir uns eine Vorstellung von der Gestalt der Flichen.
Ohne weiteres ergibt sich aus der Gleichungsform (7): 1. Jede Koordi-
natenebene (Hauptschnitt) ist eine Symmetrieebene. 2. Der Anfangs-
punkt ist ein Symmetriezentrum (S.187); jede durch ihn gehende
Sehne wird in ihm halbiert. Er ist also ein Mifttelpunkt der Fliche.

Weiter betrachten wir die den Koordinatenebenen parallelen
Schnitte mit den Ebenen # = &, y = f, 2= y. Die Punkte, die die
Ebene z = y aus der Fliche (5) ausschneidet, geniigen der Gleichung

Ax* 4+ Byt =1—Cy2,
GemadlB S. 186 konnen wir sie als Gleichung der Schnittkurve betrachten,
bezogen auf die Geraden als #- und y-Achse, in denen die Ebene 2z = y
die xz- und yz-Ebene schneidet. Dasselbe gilt fiir die Schnittkurven
in den Ebenen ¥ = & und y = g.

Dies wenden wir auf die einzelnen Flichen an. Fiir das €, haben
die Schnittkurven der Ebenen z = y die Gleichung

2 g2
wtmE=1
sie sind reell nur filr die Werte y% << ¢2. Fir y = 0 haben wir eine

Ellipse E, mit den Halbachsen @ und b; fiir beliebiges y sind die Halb-
achsen der E, gegeben durch

2 __ 2 Y — e 2 __ 72 Y _ e
o =a\1— 5)=a*, b=0b1—75)=0

2
_r.
c?’

die Halbachsen nehmen also mit wachsendem p2 bestdndig ab, und
zwar so, daB a,: b; = a: b ist. Alle Schnittellipsen sind daher esnander
dhnlich. Fur y = 4 ¢ ist die E, auf einen Punkt zusammengeschrumpft.
Das analoge gilt fiir die anderen beiden Ebenenscharen; das Ellipsoid
ist also eine ganz im Endlichen enthaltene Fliche, eingeschlossen in
das Parallelepiped der Ebenen ¥ = +a, y = 46, 2 = 4-c.

Das @, ist ein affines Abbild der Kugel. Durch

©) x=ax', y=>by', z2=c2

geht es aus der Kugel x'24 24 2'2=1 hervor. Mittels der Gleichungen (14)
von S. 189 ergibt sich daraus die folgende Parameterdarstellung des @,

(9a) x=acospcosd, y=bsingcos?, z=csind.
Das einschalige Hyperboloid §, wird von den Koordinatenebenen
in den Kurven
/’VZ yZ
atE=1
geschnitten; die erste ist eine E, (Kehlellipse); jede der beiden anderen

ist eine Hy mit der z-Achse als imagindrer Achse. Die Ebenen z =y
schneiden in den Ellipsen

22 22 y2 g2 1
B2 e T

a? e

y?
+ﬁ—1+02:
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ihre Halbachsen \
a§=a2<1 —’;—Z—:), bf=b2<1+%)

wachsen mit p2; fiir die Kehlellipse haben sie die kleinsten Werte
(2 und 8). Alle E, sind wieder einander dhnlich. Die Ebenen ¥ = o
schneiden in den Hyperbeln

y2 ZZ 2

B e T T e
Fir a? < a2 fillt die reelle Achse in die y-Achse wie fiir die H, in der
y z-Ebene; fiir «2 > a? fillt sie dagegen in die z-Achse, was Fig. 80
ersichtlich macht?). Fiir die Ebene ¥ = a artet
die H, in das Geradenpaar

2 g2 z z
-a=-2F+5 =0

aus. Die Asymptoten aller H, sind diesen
beiden Geraden parallel; die H, der ersten und
die der zweiten Schar liegen zu ihnen wie kon-
jugierte Hyperbeln. Alle H, einer jeden Schar
sind einander dhnlich. Analog ist es fiir die
Schnittkurven in den Ebenen y = f; fiir f = b zerfillt sie wieder in
zwei Geraden.

" Das so gestaltete 9, ist eine sich ins Unendliche erstreckende
zusammenhingende Fliche, was die Bezeichnung einschalig aus-
driicken soll.

Die Gleichung (8b) des §} setzen wir zweckmiBig in die Form

22 yZ 22

(0b) e rta=1

Die Koordinatenebenen schneiden es in den Kurven

}VZ y2 x2 72 y2 22
2mEp=b —ata=t —pta=1

die erste ist eine nullteilige Kurve, die beiden anderen sind Hyperbeln,
deren reelle Achse die z-Achse ist. Die xy-Ebene schneidet also das £
nicht reell; es zerfillt, wie das folgende genauer zeigt, in zwei getrennte
Stiicke, was die Bezeichnung zweischalig zum Ausdruck bringt.
Die Ebenen z = y schneiden in den Kurven
%2 y2 _ y2 1
a2 pe 2 b
sie sind reelle E, fiir y? = ¢?, es wird
s o7 2 e
g=a(l—1), =051,

c

die Halbachsen der E, wachsen also mit y2. Die Ebenen y = ¢ ent-

1) Farjie in der Figur enthaltenen Geraden vgl. S. 242.
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halten nur den einen auf der z-Achse liegenden Punkt. Die Ebenen

x = o und y = f schneiden wieder in Hyperbeln; ihre Gleichungen sind
2 «2 22 a2 Ji
el te aa=1te

sie haben sidmtlich die z-Achse ihrer Ebene als reelle Achse. Alle
Kurven einer jeden Schar sind dhnliche Kurven.

22
c2

Firr @ = b gehen die Schnittellipsen in den Ebenen z =y bei allen drei
Flachen in Kreise iiber. Die Flichen sind Rotationsflichen'), man kann sie durch
Rotation einer E, oder H, um die z-Achse entstanden denken, deren Gleichungen

in der xz-Ebene

¥ 22 %% . 2 22 x?

@raTl @maTh aTes
sind. Das Rotations-@, entsteht durch Rotation der E,, das Rotations-§, und $;
durch Rotation der H,; ist die z-Achse die imaginare Achse wie bei der ersten
H,-Gleichung, so entsteht das $y, und wenn die z-Achse die reelle Achse ist wie
bei der zweiten H,-Gleichung, das $}. Daraus kann man eine anschauliche Vor-
stellung der Flichen gewinnen. Das gleiche gilt fiir das im folgenden zu betrach-

tende Paraboloid B, .

5. Die Gleichungen (8a) und (8b) des §, und ) stehen in der
gleichen formalen Beziehung zueinander wie die Gleichungen zweier
konjugierter H, (S.131). Zwei solche H, besitzen ein gemeinsames
Asymptotenpaar; analog besitzen das $, und £; einen gemeinsamen
Asymptotenkegel, dargestellt durch

a

22 y‘l 22

(10) = —o.
GemilB 2 enthilt er jede Gerade g(4, g, ») mit den Gleichungen
= ¥COSA, Yy =7¥COSu, Z = 7COSV,

falls die Bedingung

~0s2 ] 2 2
('10;1) (‘OS2 _'_ Cos® u . COos“y -0

a b2 c?

erfiillt ist. Schreiben wir die Gleichungen des §, und $; homogen, so
lauten sie gemeinsam

xZ yZ 32
wtE - aEkf=0.

Fiir ihren Schnitt mit der Ebene #= 0 besteht also ebenfalls die
Gleichung (10); Kegel, $, und ©; schneiden also die Ebene & in
derselben Kurve. Ferner ist fiir die gemeinsamen Punkte der Geraden g
und des §, oder 5 gemil (8a) und (9b)

cos2]l = cos? cos?y
I

a? [
"und da der Faktor von #? verschwindet, hat diese Gleichung (An-
hang 55) die Doppelwurzel oo; daher ist g eine Tangente beider Hyper-

c2

1) Eine analytische Darstellung der allgemeinen Rotationsflichen enthalten
die Beispiele 108 und 109 von § 5 des Anhangs.
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boloide in ihrem unendlichfernen Punkt. Wegen dieser Eigenschaft
heiBt (10) der Asymptotenkegel beider Flichen.

Von den im Beginn von 4 genannten vier Vorzeichenkombinationen liefern,
da die rechte Seite der Kegelgleichung Null ist, je zwei denselben Kegel (4 4 4

und — ——, ebenso 4+ — und ——+4). Es gibt also nur einen reellen Kegel
zweiter Ordnung.

6. Die formale Verallgemeinerung der Parabelgleichung fithrt auf
die beiden Gleichungen

J'j; + 7 2z (elliptisches Parabolord R,)

P q p>0
(11) oL . e
l? — = 2z (hyperbolisches Paraboloid ;) . 7

Die xz-Ebene und die y 2-Ebene sind Symmetrieebenen beider Fldchen,
die xy-Ebene ist es nicht.
Das Paraboloid $, wird von den Ebenen z = y in den Kurven

%2 y‘Z x2 yZ

—p——|—7:2y oder m“i—zyq:'l
geschnitten, fiir y >0 also in reellen E,, fiir y <0 in imaginiren.
Es liegt also ganz oberhalb der xy-Ebene. Die Ebene z = 0 enthilt
nur den Anfangspunkt. Die Halbachsen der E, wachsen mit y un-
begrenzt; alle E, sind wieder dhnliche Kurven. Die Ebenen x = «
und y = f schneiden in Parabeln; die positive z-Achse gibt fiir alle die
positive Achsenrichtung.

Das Paraboloid 9, wird von den Ebenen z ==y in den Kurven

&2 y2 52 yZ

BT T e o Ty
geschnitten, also in lauter Hyperbeln; fiir z = 0 zerfallt die H, in die
beiden Geraden

x y x y .

(12) A 0 und s + Ve 0;

die Asymptoten aller Hyperbeln laufen

diesem Geradenpaar parallel. Fir y >0

ist die x-Achse die reelle Achse, fiir y <0

ist es die y-Achse; die H, oberhalb und

unterhalb der xy-Ebene liegen also zu ihren Fig. 81.
Asymptoten wie konjugierte H,. Dies be-

wirkt, daBl das 9, die Gestalt eines Sattels besitzt (Fig.81). Jede der
beiden H,-Scharen besteht aus dhnlichen H,. Die Ebenen x =& und
y = f# schneiden aus dem %, lauterParabeln aus; ihre positive Achse
ist in der einen Schar wie die positive z-Achse gerichtet, in der anderen
wie die negative?).

1) Vgl. S. 127.
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Fiir den Schnitt des B, und P, mit e, bestehen die Gleichungen

x2 yZ JV2 yZ
Z4Y 0 wd LY o,
r me BTy

Beim 9, zerfillt der Schnitt in zwei imaginidre Geraden mit reellem
Schnittpunkt Z., beim 9, in zwei reelle, ebenfalls durch Z; sie
werden aus dem ¢, durch zwei Ebenen ausgeschnitten, denen die
Gleichungen (12) zukommen. Jede dieser Ebenen enthilt daher zwes
Geraden des Py, eine in der xy-Ebene liegende und eine unendlichferne.

§ 2. Kreise und Geraden auf den F,.

Folgender Hilfssatz sei vorausgeschickt. Alle eigentlichen C,, die

durch
a1 %% 4 2815y + Agy? + 24135 + 2453 + a33 = 0

bei festem Verhiltnis ay: a;,: @,y dargestellt werden, sind dhnliche
Kurven?). Ist zunichst a;,a, — a2, = 0, so sind die C, Parabeln, und
alle Parabeln sind #hnliche Kurven. Ist @y;4, — a3, 2 0, so sind die
C, Mittelpunktskurven. Geht ihre Gleichung durch Transformation auf
den Mittelpunkt in @, %2+ 2 a;, %"y’ + a9 ¥'2+ a3, = 0 {iiber, so fiihrt
die Ahnlichkeitstransformation x'= &« X, y'= « Y die Schar in sich
selbst {iiber.

Hieraus werden wir folgern, daB eine F, von allen parallelen Ebenen
in dhnlichen Kurven geschnitten wird. Es geschieht am einfachsten,
indem wir uns die F, durch eine allgemeine Gleichung zweiten Grades
dargestellt denken; die Achsen seien so gewidhlt, da eine Ebene der
betrachteten Schar die Ebene z = 0 sei. Jede Ebene der Schar hat
dann die Gleichung z = y; setzt man dies in die Flachengleichung ein,
so entsteht eine Gleichung in x und y, die sich auf die Schnittkurve
bezieht, und zwar fiir die S. 186 genannten x’, y’-Achsen. Durch die
Substitution 2z = y dndern sich die Koeffizienten von #2, 2 x y, y2 nicht,
alle diese Gleichungen stimmen also in den Koeffizienten ay, @y, a9
tiberein und beziehen sich auf parallele Achsen; somit ist die Behauptung
erwiesen.

Wird daher eine F, von ¢rgend einer Ebene in einem Kreis ge-
schnitten, so auch von jeder parallelen Ebene. Gibt es eine solche
Ebene insbesondere fiir eine Mittelpunktsfliche der Gleichung (7), so
gibt es auch eine analoge Ebene durch den Mittelpunkt. Sie fallt im
allgemeinen nicht in eine Koordinatenebene?); und da die Koordinaten-
ebenen Symmetrieebenen der Fliche sind, so gibt es zum mindesten
noch eine zweite Ebene durch O, die ebenfalls in einem Kreise schneidet,

1) Zwei konjugierte H, gelten hier als &hnlich; iibrigens wird der Satz nur
fiir Kreise benutzt.
2) Von den Sonderfillen wird abgesehen.
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und zwar vom gleichen Radius und mit demselben Mittelpunkt. Beide
Kreise haben auf derselben Kugel Platz; so folgt, dal es eine um O
gelegte Kugel geben muB, der die genannten beiden Kreise ebenfalls
angehoren. Es handelt sich also nur darum, den Radius ¢ einer solchen
Kugel zu ermitteln.
Sei

(13) KT+ Y24 2t = g

diese Kugel. Jede Gleichung, die sich aus (7) und (13) ergibt, gilt
auch fiir den Schnitt der Kugel mit der I, . Kénnen wir aus (7) und (13)
fiir einen Wert ¢ eine Gleichung ableiten, die zwei Ebenen darstellt,
so werden die Kreisschnittebenen gefunden sein; denn der Schnitt der
beiden Ebenen mit einer Kugel besteht aus zwei Kreisen und ist auer-

dem auch ihr Schnitt mit der F,.
Werde A << B << C angenommen. Durch Multiplikation von (13)
mit B und Subtraktion von (7) folgt

(A — B)x?+ (C — B)22 =1 — Bp?,
und fiir Bp? = 1 erhalten wir
(14) (B— A)x*— (C—B):2=0.
Wegen A << B < C ist dies in der Tat ein Paar reeller Ebenen. Ersetzen
wir B durch A oder C, so sind die Ebenenpaare nicht reell, also folgt:

Fiir jede Mittelpunktfliche gibt es zwei (veelle) Schaven paralleler
Ebenen, die sie in Kreisen schneiden; die durch den Multelpunkt gehenden
Ebenen enthalten die Achse des wmattleren Koeffizienten.

Die Gleichungen

(14a) *YB—A+2)C—B—4i=0, xyB—A—z)C—B—1=0
stellen die beiden Ebenenscharen dar.

Nehmen wir beim §, @ > b > ¢, so ist die y-Achse die Achse des mittleren
Koeffizienten, dasselbe gilt fir das $,, wenn a > b ist. Es trifft aber auch fir
das 9% (9b) zu, wenn a > b ist; denn dann ist —a?< —b2< c2. Bei dieser Flache
haben freilich die durch O gehenden Ebenen keine reellen Kreise mit ihr gemein,
und es ist auch die oben benutzte Kugel nicht reell, wohl aber das Ebenenpaar.

Aus den beiden Hyperboloiden und ihrem Asymptotenkegel werden
die Kreisschnitte durch dieselben Ebenen ausgeschnitten; dies folgt un-
mittelbar aus dem anfangs bewiesenen Hilfssatz.

Von den Zylinderflaichen kann nur die Fliche mit elliptischer Basiskurve
Kreisschnittebenen besitzen; ihre Lage 148t sich durch eine einfache geometrische
Betrachtung (mit Benutzung der Ellipse, die durch eine zu den Erzeugenden
senkrechte Ebene ausgeschnitten wird) leicht erkennen.

Apch die Werte 4p2 =1 und Cp? = 1 fithren, wie bemerkt, zu Kreis-
schnittebenen, aber zu imaginiren; es gibt also, wenn diese mitgerechnet werden,
sechs solcher Scharen. Bei den Paraboloiden reduzieren sie sich auf vier.

Schoenflies, Analytische Geometrie. 16
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Auch das Paraboloid %, besitzt Kreisschnittebenen. Da der An-
fangspunkt kein Mittelpunkt ist, benutzen wir, um ihre Lage zu er-
kennen, eine andere Hilfskugel. Ihr Mittelpunkt sei ein Punkt z =y
der z-Achse, und der Anfangspunkt O soll ihr angehéren. Thre Gleichung
ist dann

(15) ' 224y 22 =2y2.
Die Gleichung beider Paraboloide nehmen wir in der Form
(15a) Ax®+ By2 =2z

an; fir A > B. Aus ihr und (15) folgt [durch Multiplikation von (15 a)
mit y und Subtraktion]

x2(Ay —1)+9y3By—1) —22=0.

Diese Gleichung muf3 wieder ein reelles Ebenenpaar darstellen. Dies
kann fiir das 9B, in der Tat eintreten, und zwar fiir By = 1; die
vorstehende Gleichung geht dadurch in

(16) %%4 —B) —Bz2 =0

iber, und wegen A > B >0 stellt sie ein reelles Ebenenpaar dar.
Seine beiden Ebenen gehen durch die y-Achse (die Achse des kleineren
Koeffizienten).

Fir das R, ist B << 0; es fithrt deshalb, wie man leicht bestitigt,
weder Ay —1 =0 noch By —1 =0 zu einem reellen Ebenenpaar.
Doch aber werden wir auch auf ihm in gewissem Sinne reelle Kreis-
schnitte nachweisen.

Das Paraboloid $; und das Hyperboloid §, bilden namlich Beispiele
zu den Flichen, die wir S.225 als Erzeugnisse projektiver Biischel
(oder Punktreihen) einfithrten. Das §, laBt die Darstellung

@ EeE-= (-

zu; wahlt man als lineare Funktionen E, F, E’, F’ von S. 225

2

¥ z ’ y , X z

=cto E=t+3 F=t1-3, F=3-
so geht (17) in der Tat in EF'— E'F = 0 {iber. Auf dem $, liegen
also zwei Geradenscharen (%) und (k) von der Art, daB jede Gerade h
jede Gevade k schmeidet (Fig. 80, S.237). Von diesen beiden Scharen
werden wir zeigen, daB sie den Geraden des Asymptotenkegels parallel
laufen. Seine Geraden lassen sich namlich in dhnlicher Weise als Er-
zeugnisse projektiver Biischel darstellen wie die des §,; solche zwei
Biischel sind

(18) Z4L-i%=0 und 1(%—1)4-%:0;

4
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durch Elimination von 4 folgt aus ihnen die Kegelgleichung. Die
Ebenen dieser Biischel sind fiir jedes 4 den Biischelebenen des $,,
nidmlich

(82) 242 a(t+2)=0 wd 2(Z-Z)4(142L)=0

parallel; also sind es auch die entsprechenden Schnittgeraden. Das
gleiche gilt fiir die zweite Geradenschar des $,. Hieraus ziehen wir
zwei Folgerungen: 1. Es gibt zu jeder Geraden % des $, eine ihr parallele
Gerade k£ und umgekehrt. 2. Zieht man durch einen Punkt S alle Ge-
raden, die den Geraden (/#) oder (%) parallel laufen, so bilden sie einen
zum Asymptotenkegel kongruenten Kegel (Richtungskegel).

Beim Paraboloid §; werden die erzeugenden Biischel durch

und
B ot o

dargestellt. In diesem Fall sind alle Geraden % und alle Geraden %
je einer Ebene pavallel. Fir beide Scharen besteht namlich das erste
der beiden erzeugenden Biischel aus parallelen Ebenen; jede Gerade %
liegt in einer Ebene des ersten Biischels und jede Gerade % in einer
des zweiten; alle diese Geraden sind daher je einer der beiden Ebenen

x y x
(19b) R AR TR T
parallel (Richtungsebenen). Es sind die Ebenen, die aus dem $, die
Geraden (12) der xy-Ebene ausschneiden, und deren jede, wie wir in
§ 1 sahen, zwei Geraden des 9, enthilt, eine endliche und eine un-
endlichferne. Zwei solche Geraden stellen aber einen ausgearteten Kreis
dar, und daher kann man diese Ebenen und die ihnen parallelen Scharen
auch als Kreisschnittebenen auffassen.

Der Richtungskegel des §, ist beim 9P, in das Paar der Richtungs-
ebenen ausgeartet. Zieht man durch einen Punkt S alle Geraden, die
den Geraden (k) oder (k) parallel sind, so miissen sie in je eine Ebene
fallen, und zwar in eine Ebene, die der einen und der anderen

Ebene (19b) parallel ist.

Die Uberfithrung der Gleichung (7) in die Form (17) ist auch fir das @,
und das §; moglich; jedoch nur so, daB E, F, E’, F’ imaginire Form erhalten.
Man sagt deshalb, daB auf ihnen zwei imaginidre Geradenscharen enthalten sind.
Auch fiir die Kugel ist es der Fall; der zugehorige Richtungskegel ist der durch (4)
dargestellte absolute Kegel, und die beiden Scharen (%) und (k) bestehen aus
lauter Minimalgeraden.

16*
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§ 3. Einige Eigenschaften der allgemeinen Gleichung
zweiten Grades.
Die allgemeine Gleichung zweiten Grades werden wir teils fiir all-
gemeine Tetraederkoordinaten, teils fiir Parallelkoordinaten (homogene
wie unhomogene) in Betracht ziehen. In der ersten Form laute sie

(20) F(x) = Dlagxin, =0; =, 6 k=1,234.

Sie stellt (§ 4) eine Fliche F, der zweiten Ordnung dar. Wir setzen

abkiirzend
fi(®) = ;1% + @ip%s + AizXs + dig%y,

dann 146t sich (20) in

(20a) F(x) = %, 1,(x) + %3/2(%) + %5 75(x) + %4/4(%)

umwandeln. Die weitere Untersuchung wird der von Kap. XI wesentlich
parallel laufen; Ergebnisse, die sich durch unmittelbare Verallgemeine-
rung aus ihr ergeben, bediirfen deshalb keines ndheren Beweises.

1. Da in Gleichung (20) zehn Koeffizienten auftreten, ist eine F,
durch neun Punkte allgemeiner Lage bestimmt. Ihre Gleichung ergibt
sich (S.136) durch Nullsetzen der beziiglichen Determinante.

2. Jede Ebene enthilt eine der F, angehérige C, . Fiir die Ebenen
x; = 0 ist es evident; und da man jede Ebene durch Ubergang zu neuen
Koordinaten %} zu einer Ebene x; = 0 machen kann, so folgt es all-
gemein.

3. Wird F(x) mittels neuer Koordinaten y; in eine Summe von
Quadraten iibergefiihrt (Anhang 41, 45), so kann deren Zahl (ihr Rang)
4,3,2,1 sein. Fiir den Rang 4 sind die so entstehenden Gleichungen

1) Yi+y+yi+yi=0, »+9m+y3—y=0, yi+yi—yi—yi=0
mit den Signaturen 4,2,0; fiir den Rang 3 bestehen die Gleichungen

(212) Vit+yi+y3=0, s +y—9=0
mit der Signatur 3 und 1; fiilr den Rang 2 und 1 hat man
(21D) Yi+yi=0, yi—»=0 und yf=0.

Darin ist zugleich die Einteilung aller F, vom projekitven Gesichts-
punkte aus geleistet. Rang und Signatur sind allgemeine projektive
Invarianten; die Invarianz der Signatur werden wir sofort als gleich-
wertig mit der Invarianz der Realitdtsverhiltnisse erkennen. Die Be-
ziehung zur &, ist keine projektive Invariante.

4. Die Gleichungen (21) stellen die eigentlichen F, dar; die erste
die nullteilige F, ohne reelle Punkte; die zweite die F, mit reellen
Punkten, aber ohne reelle Geraden; die dritte die F, mit reellen Punkten
und reellen Geraden. Sie 14Bt sich in die Form

01+ ¥3) (1 — ¥5) = (Va + ) (V4 — 32)
setzen, die die erzeugenden Ebenenbiischel (S.225) erkennen 148t. Da-
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mit ist die Bedeutung der Signatur fiir die Realitdtsverhiltnisse ge-
kennzeichnet. Wir erkennen so, daBl wohl ein §, und ein §; kollinear
aufeinander abgebildet werden kénnen, aber nicht ein &, oder 95
auf ein §,. Denn das §, hat reelle Geraden, und das €, und $; nur
imagindére.

Man kann die S.228 genannte perspektive Beziehung benutzen, um sich
den Ubergang der Kugel in ein §,, ein B, und ein §; zu veranschaulichen.
Ruht die Kugel auf der Ebene ¢ so, daB sie sich zwischen ¢ und der Flucht-
ebene #u befindet, so ist ihr kollineares Abbild ein §,. Wichst die Kugel, so
wird das Bild in ein §, iibergegangen sein, wenn die Kugel die Fluchtebene
bertihrt; durchdringt sie die Fluchtebene, so ist das Bild ein §5.

Die Gleichungen (21a) sind (S. 234) Kegelflichen, die erste mit
imaginidren, die zweite mit reellen Erzeugenden; ob der (stets reelle)
Scheitel im Endlichen oder Unendlichen liegt, ist hier belanglos. Die
Gleichungen (21b) stellen ein Ebenenpaar (reell oder imaginir) und eine
Doppelebene dar. Die gemeinsame Gerade des Ebenenpaars ist stets
reell, ebenso die Doppelebene.

5. Wir gehen nunmehr zur affinen und metrischen Auffassung iiber,
ersetzen also die #; durch die Parallelkoordinaten x, v, z,¢, die wir
nach Umstdnden homogen oder unhomogen verwenden!). Wir lassen
uns zundchst wieder von dem analytischen Gesichtspunkt leiten, die
Form der Flichengleichung mdoglichst zu vereinfachen. Ausdriicklich
werde festgesetzt, dall die Koeffizienten der Glieder zweiter Ordnung
in x, v, 2 nicht simtlich verschwinden. Ferner sei

(22) @(x,9,2) = ay X2+ ApY P+ 322 245y 2+ 24352 + 2a5,%Y

die aus diesen Gliedern zweiter Ordnung bestehende Form. Die Glei-
chung ¢ = 0 stellt den Schnitt der Ebene # = 0 mit der F, dar; ge-
milB S. 223 konnen x, y, z direkt als ebene homogene Koordinaten der
Punkte P, betrachtet werden, in denen die F, die &, schneidet. Uber
die projektive Einteilung dieser C, entscheidet gemifl Kap. XI die Dis-
kriminante é von @?). Man sagt, daB dem Fall § == 0 eine F, mit eigent-
licher unendlichferner C, entspricht, dem Fall § = 0 eine F, mit zer-
fallender (ausgearteter) unendlichferner C, .

6. Werde die Gleichung der F, zundchst inhomogen angenommen.
Mittels der Gleichungen

(23) x=x+E& y=y+9, 2=2+¢

gehen wir zu barallelen Achsen durch einen Punkt (&, #, {) iber; aus I
gehe dadurch die quadratische Form F’ hervor. Die Koeffizienten der
Form ¢ bleiben dadurch unverindert; fiir die iibrigen Koeffizienten aj,

1) Weil es sich vielfach um Fragen handelt, fiir die oo nicht in Betracht
kammt.
?) Eine andere Einteilung kommt fiir die C, in ¢, nicht in Betracht.
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ergibt sich ] _
ayy = an &+ apn +al+a,= /(&7 0)
(

Ay = g &+ gs 71 + Ag3 § + asg = f4(&, 1, )
@y = gy & + agy 1) + ags L+ agy = 3£, 7, ),
ay =FEn, 0 =Eh+nl+ i+
die letzte Gleichung unter Benutzung von (20a).

7. Es handelt sich nun darum, Werte &, 5, { zu bestimmen, fiir die
(24) ajy = Ay = ay =0
ist. Gibt es endliche Losungen &, %,  von (24), so geht die F,-Gleichung
durch (23) (inhomogen) in

Ay %%+ Ay Yt 4 a2t 4 243 Y'7 + 2 4332'%" + 243, 8" + afy = 0
iiber. Gehort ihr ein Punkt (x',9’,2) an, so auch (—x', —y', —2);
der Anfangspunkt ist daher ein Mittelpunkt, woraus die geometrische
Bedeutung unserer Transformation erhellt. Wir. wollen aber jetzt die
Gleichungen (23 a) in die homogene Form
@iy = ané + aign + a;gC 4 aiyt

setzen und wollen im folgenden jede Losung &, %, £, = von (24) als Mittel-
punkt bezeichnen; es kann also der Mittelpunkt auch in die Ebene &
fallen. Allerdings kann er dann zur Mittelpunktstransformation (23)
nicht benutzt werden.

8. Die Gleichungen: (24) und die zugehorige Matrix 9t sind dann
in ausfiihrlicher Darstellung

(23 a)

a3 &+ @12 + a330+ a7 =0 A Gz 43 “14l
(242) Y a9 &+ A9 + As3C+ a3y T=0; M= |ay Gy dy5 o).
] ag &+ asen + ags{ +agpr=0 @31 A3z g3 “34[
Zugleich reduziert sich der Wert von ay wegen f, = 0, f, = 0, /3 = 0 auf
(24b) Ay = Ay &+ Aga ) + Ay C + Agq7.

Wir stellen uns nun die Aufgabe, alle Losungen der Gleichungen (24a)
zu finden. Dazu werden wir &, ), {, t als variabel ansehen; die Glei-
chungen (24a) stellen dann drei Ebenen dar, und deren gemeinsame
Punkte stehen in Frage. Diese Aufgabe haben wir in Kap. XV, S. 212
eingehend behandelt; das Verschwinden der Unterdeterminanten von it
ist dafiir malgebend. Im allgemeinen haben die Ebenen (22a) einen
eigentlichen oder uneigentlichen Punkt gemein; wir betrachten aber
zunichst die Sonderfille, in denen sie demselben Biischel angehéren
oder gar identisch sind. Die F, artet in diesen Fillen aus. Wir erhalten
unendlich viele Mittelpunkte; es kann vorkommen, da3 sie simtlich
in & liegen, also zur Transformation (23) nicht benutzbar sind. Es
wird sich aber zeigen, da dies fiir den hier vorliegenden Zweck der
Aufstellung aller beziiglichen Flichentypen ohne Belang ist; es wird
also nicht weiter darauf eingegangen werden.
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§ 4. Die F; mit unendlich vielen Mittelpunkten.
Die Ebenengleichungen (24a) seien in abgekiirzter Form
E, =0, E,=0, Eg=0.

Wir beginnen mit dem Fall, daB alle drei Ebenen identisch sind; fiir
jeden Index % ist also

(25) Aok = Qs A3p = QO -
Alle zweireshigen Untevdeteyminanten von I verschwinden; cbenso ist
das umgekehrte der Fall. Die drei Gleichungen (24a) sind einer einzigen
Gleichung 4dquivalent; jedes ihnen geniigende Wertsystem &, , ¢, 7 ist
ein Mittelpunkt, und alle diese Mittelpunkte erfiillen eine Ebene. Die
Matrix 9% ist (Anhang 32b) vom Rang 1. Den Gleichungen (25) 148t
sich (wegen a;; = a;) durch (S. 143)

ai'i:/’l/a?7 aik:/u’(xi(xk; 1/:1J 2)3) k:1J 2) 3:4
genligen. Dadurch geht F in
(26) oy + ooy + gz + 6 8)P + aly P =0; afy = @y — p o
iber, also in die Gleichung eines Paares paralleler Ebenen. GemiB den
Festsetzungen im Beginn von §3 iiber die a,; kdénnen &, &,, o; nicht
sdmtlich Null sein; die Ebenen liegen also beide im Endlichen. Hat
man auch noch af, = 0, also a4, = paf, so haben wir es mit einer
Doppelebene zu tun. Dann ist auch
(27) Ay gy~ Qqz: Qg = Qg3 " Aypt Ayt Gy,
es ist also auch noch die Ebene

Ey=ané+apy+agl+ayr=0

mit &, &, &5 identisch, und alle vier mit
oc.1§+oc21]—{—(x3é'—|—o;4r =0,
Gehoren die drei Ebenen demselben Biischel an, so kénnen zu-
nichst zwei von ihnen identisch sein. Sei insbesondere &, = ¢;, dann
sind in M die Unterdeterminanten A,;, Ays, 4.5, Ay sdmtlich Null,

also alle A4;; fiir 7 = 1, aber nicht alle 4,; fiir 2 = 2 oder 7 = 3. Die
drei Gleichungen (24a) sind durch

{ apé+apn+ al+ay1=0
g1 & + Agen + 950 + a547 =0
ersetzbar; ihre Matrix IR ist vom Ranmg 2. Jedes ihnen geniigende

Wertsystem ), &, {, 7 stellt einen Mittelpunkt dar; die Mittelpunkte
erfilllen eine Gerade. Ist.

(28)

E;=uE,
die zwischen ¢, und &, bestehende Gleichung, so findet sich

_ — — 2 _
(29) A3y = Mdgy, QAgg = Wlgy, Qg3 = U A9y, g4 = Lgy.
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Dadurch geht F (inhomogen) in
(292) a4y 24281 %(y+ p2) + dop(y+12) 2+ 24,5+ 294 (Y -+ 102) +- 044 =0
tiber. Fithren wir jetzt mittels der Gleichungen
(30) x=x, ytpz=y, =72
neue Achsen durch O ein, so verwandelt sich die gefundene Gleichung in
(30a) F'=anx?+2a1,%"y + apy'® + 201, %" + 2054y + 444 = 0.
Dies ist gemiB S. 235 eine zylindrische Fliche, deren Erzeugende der
2'-Achse parallel sind. Thre Basiskurve in der x'y’-Ebene ist eine durch
(30a) gegebene C,. Die C, ist durch eine allgemeine Gleichung zweiten
Grades bestimmt und kann an sich jede in Kap. XI aufgefiihrte
Kurvenart sein. Dafiir kommen die dort aufgefithrten Kriterien in
Betracht, worauf nicht ndher eingegangen werden soll. Bemerkt sei
nur, dall zwei sich schneidenden Geraden als Basiskurve ein Ebenen-
paar als F, entspricht, und dall der Fall der Doppelgeraden und eines
Paares paralleler Geraden nicht eintritt, falls nur &, = &5 ist, aber
nicht & = & = ¢;. Im Fall des parabolischen Zylinders gehort die
ganze Mittelpunktsgerade der &, an. Ubrigens kann man die einzelnen
Fille auch noch durch das in e, vorhandene Gebilde kennzeichnen.
Es ist durch

Ay 82+ 20158y + 4592 = 0
bestimmt und liefert fiir hyperbolischen Zylinder und Ebenenpaar zwei
reelle Geraden, fiir elliptischen und imaginiren Zylinder zwei imaginire
Geraden, fiir den parabolischen Zylinder die eben erwihnte Mittel-
punktsgerade als Doppelgerade.

AuBer der Gestalt der F, interessiert noch ihre Lage zu den Achsen
oder, was dasselbe ist, die Lage der %', %', 2’-Achsen. Sie sind durch
die Gleichungen

y+upuz=0,2=0; =0, 2=0;
x=0,y+uz=20
bestimmt. Die x’-Achse und y’-Achse ist also mit
Fig. 82. der x- und y-Achse identisch; die z’-Achse ist der
Durchschnitt der yz-Ebene mit y -+ puz=0, ist
also von der 2z-Achse verschieden. Dagegen ist die x'y’-Ebene mit
der xy-Ebene identisch (Fig. 82). '

Sind endlich &, &, & drei voneinander verschiedene Ebenen eines
Biischels, so gibt es (S.211) zwei Zahlen 1 22 0 und x =2 0, so dal

E;=1E, 4+ pE, '
ist. In M verschwinden alle dreireihigen Determinanten, wahrend die
zweireihigen Unterdeterminanten fiir keine Horizontale simtlich Null
sind. Die drei Gleichungen (24a) sind wiederum durch (28) ersetzbar,
und wie im zweiten Fall stellt jedes ihnen geniigende Wertsystem einen
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Mittelpunkt dar; dic Matrix IR ist wiederum vom Rang 2'). Man
hat jetzt

Ay = Aay + Ly, A=A+ Wag, Gy = Aay+ pay,
Az = Ay + (L agy = A%y, + 2415 4 U+ Ay 15
Fir F ergibt sich daher
F=ay+ 12?2+ 2ap0 4 12) (y + 1 2) + agy + 1 2)?

d 2a5,(8 + A2) + 2 a5,y + p12) + a, = 0.

Die neuen #', ¥’, 2’-Achsen fithren wir mittels der Gleichungen

x+Adz=4", ytpz=y, z2=12
ein, dadurch ergibt sich weiter
(31a) F=ay x>+ 2ap5"y + a5y 2+ 20138 + 2854 Y" + a4 = 0;
die Gleichung stellt wieder eine Zylinderfliche dar, deren Erzeugenden
zur z’-Achse parallel sind. Thre Basiskurve in der
x'y’-Ebene ist wie vorher eine allgemeine C,, die
jedem in Kap. XI gefundenen Einzelfall ent-
sprechen kann. Alle oben fiir (30a) angestellten
Betrachtungen iibertragen sich auf sie.

Die neuen Achsen sind durch die Gleichungen
y+pz=0,2=0;, x+42=0,2=0; x+4z2=0, y+pz=20
gegeben. Die x’- und y’-Achse ist wieder mit der x- und y-Achse iden-
tisch; die z’-Achse ist von der z-Achse verschieden, fallt aber diesmal
nicht in eine Koordinatenebene (Fig. 83).

Beispiel. Fur die Gleichung

22+ y2 4422+ 4yz4+dzx+22y+8x4+4y—8 =0
findet man an Hand ihrer Matrix die Identitat
Ey= —2E, + 4E,,
also A = —2, ¢ = 4. DemgemiB wandelt sich die Gleichung in
F—2z2+2@F—22)y+42)+ (¥ +42)2+8(x—22)+4(y+42)—8=0.
Setzt man ¥ — 22z =%, ¥y + 4z =y, so ergibt sich
¥ 422y +92 4+ 84 +4y —8=0.
Das ist die Parabelgleichung des Beispiels 1 von S. 145. Die F, ist also ein para-
bolischer Zylinder, die Richtung seiner Geraden ist durch

¥ —22=0, y+42=0

Fig. 83.

gegeben.

§ 5. Die F, mit einem einzigen Mittelpunkt.

Wenn die Gleichungen (24a) nur ein Losungssystem liefern, so ist
zu scheiden, ob ihm ein endlicher Punkt entspricht (z 2 0) oder ein
unendlichferner (v =0). Die Matrix 9t hat jetzt den Rang 3. Analog

1) Analytisch erscheint also der vorstehende Fall als Sonderfall des obigen.
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zu Kap. XI spielen die beiden Diskriminanten von F, und ¢, also
(32) A =|aw|(Gk=1,23,4 und 6=|a;](Gkt=1,213)
eine entscheidende Rolle. Ubrigens ist in siamtlichen in § 4 behandelten
Fillen 4 = 0.

Beim Ubergang zu inhomogenen Koordinaten ¥, y, z erhalten wir
aus (24a) nach Anhang (27d), da d = A, ist,

, 4 4

(33) 3 =4y, dn=4y, O60=4dy; “4.1232;14"4'-
Sei nun zunichst 6 22 0, dann liefern diese Gleichungen ein endliches
Tripel &, , {, und die Mittelpunkistransformation 1ift sich ausfiihren.
Die F,-Gleichung wird also
(34) F(x,v,2)=ay3 %2+ Qg0 Y2+ A3322+ 2a93V 24201325 + 20,55y + aly= 0.
Wir unterscheiden nun aj = 0 und aj, =2 0; oder, was gemilB (33)
dasselbe ist, 4 =0 und 4 =2 0. Fir 4 = 0 stellt (34) (S. 234) eine
Kegelfliche mit dem Anfangspunkt als Mittelpunkt dar; fir 4 20
werden wir in ihr die Gleichung einer der Mittelpunktsflichen von § 1
erkennen.

Wir setzen die Achsen von nun an rechiwinklig voraus. Durch
einen Punkt (%, v, 2,) legen wir die Gerade g(«, £, y) mit den Gleichungen

X =%yt scosx, y=1y,+scosf, z=2y+scosy.

Thre Schnittpunkte mit der F, entsprechen den Wurzeln s; und s, der
aus (34) entstehenden quadratischen Gleichung

Ls?4+2Ms+ N =0,

und zwar ist
(35) [M = %o(a1;C080+ @15 COS S+ 15 COSY) + Yo(@g1 COSK + 35 COS +-Ag3c08 )

l —+ 2(@3,COS & 4 A35,COS f + ag3CcOS y).
Ist insbesondere M = 0, also s; + s, = 0, so ist (%, ¥y, 2,) die Mitte
der auf g durch die Flache bestimmten Sehne. Veridndern wir g parallel
zu sich, so bleibt M der Form nach ungeédndert; es liefert also
(352) M=o0

den Ort der Mitten (x,, v,, 2,) paralleler Sehnen der Richtung («, 5, 7).
Er ist eine Ebene durch den Anfangspunkt. Die Mitten aller parallelen
Sehnen erfiillen also eine Ebene ¢ durch den Flichewmittelpunkt (Durch-
messerebene) ; sie heiBt konjugiert zur Richtung («, f, y). Fur die Rich-
tungswinkel 4, u, » ihrer Normale # folgt

0 €os A = ay;cos & + a5 o8 f + a3 cos y
(35b) Q COS ft = @y COS & — gy COS f + dyy COS ¥
QCOSV = dg; COS O + dgp COS f + dgq COS Y.

Unter allen diesen Sehnen gibt es eine ausgezeichnete, ndmlich den
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&

durch O gehenden Durchmesser; er heilit der zur Durchmesserebene ¢
konjugierte Durchmesser d.
Sei nun gy(x,, 1, 1) eine zu ¢ parallele Gerade, so ist g, L », also

€os &, cosd + cos fy cosu + cosy, cosy = 0;
hieraus folgt auf Grund von (35b)

(@4,COS & + 215,C08 - @13COS ) COS B4 - (@9 COS & g COS 4 a55COS 7) COS 5,

+ (a3, cos & + ag, cOS B 4 az5c08y) cosy; = 0.
Diese Gleichung ist, wie die Umordnung nach «, f, y zeigt, in «, 5,y
und «,, f;, y; symmetrisch; die beiden Geraden g und g, haben daher
wechselseitige Beziehung zueinander. Wie g, zur Durchmesserebene ¢
parallel liegt, die zur Richtung von g konjugiert ist, so liegt g der Durch-
messerebene €, parallel, die zur Richtung “von g, konjugiert ist (konjugierie
Geraden). Wir wollen jetzt g und g, insbesondere selbst als Durch-
messer 4 und d, annehmen, so daf also 4, in der Ebene ¢ selbst ent-
halten ist. Wie dann auch 4, in ¢ liegen mag, immer geht ¢, durch d;
d ist also gemeinsamer Schnitt der zu den d; konjugierten Durch-
messerebenen ¢, . .

Hieraus kann die Existenz von sogenannten T7ripeln konjugierter
Durchmesser geschlossen werden. Wir wihlen wieder den Durchmesser d
beliebig, den Durchmesser 4, in ¢, und wahlen endlich die Gerade (e¢,)
als den dritten Durchmesser d,. Die ihm konjugierte Ebene & mufB
dann die Ebene (d4d,) sein; da ndmlich d, in ¢ liegt, geht ¢, durch d,
und da d, auch in ¢, liegt, geht &, auch durch 4,, und das ist die Be-
hauptung. Jeder der dres Durchmesser ist also konjugiert zur Ebene der
beiden anderen. Fir drei solche Durchmesser als (im allgemeinen schief-
winklige) Koordinatenachsen X, Y, Z nimmt die F,-Gleichung die ein-
fache Form
(35¢) AX:*+BY24+CZ?2 4+ ay =0
an; in dieser und nur in dieser Form ist jede Koordinatenebene eine
Durchmesserebene fiir die der dritten Achse parallelen Sehnen.

Wir fragen nun, ob es Durchmesser gibt, die auf den zu ihnen
konjugierten Ebenen senkrecht stehen, wie es offenbar die Hauptachsen
unserer Fy tun. Fiir jeden solchen Durchmesser miissen die Winkel «, £, y
mit 4, u, v iibereinstimmen; es bestehen also die Gleichungen

0 COS& = dy; COS& + a5 COS S + ay5COSY
(36) QCOS = @y COSK -+ @yy COSP + Ay COSY

QCOSY = dg; COSK —+ Az COSP + dgyCOSY ,
und daraus folgt wieder

@0 @y a3
(36a) 2 Ags—Q g3 = 4(g) = 0;
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wir erhalten also (Anhang 19c) fiir ¢ die Gleichung

(36D) 0 — 0(ay + ap + ag) + 0*(Ayy + Apy + Agg) — * =0,

wo 0 = || a;;|| die Diskriminante der Form ¢ von (22) ist, und die 4;;
die Unterdeterminanten der a;; fiir 6 sindl). Zu jeder Wurzel g liefern
die Gleichungen (36) mindestens ein Losungssystem «, f, .

Die so gewonnenen Gleichungen sind uns schon mehrfach begegnet,
einmal wie hier mit der Bedingung a,; = a;; (S. 160), einmal ohne sie
(S.167). Im ersten Fall ergab sich, daB alle ihre Wurzeln reell sind. Wir
zeigen es hier ebenso wie dort: Sind o’ 2 " zwei ihrer Wurzeln und
a, By, &, B,y zugehorige Winkel, so gelten fiir o', &', ', ' und
o, a", "y die Gleichungen (36). Multiplizieren wir die g’-Gleichungen
mit cosa’’, cosf’”’, cosy” und,addieren sie, und die p"’-Gleichungen
analog mit cosa’, cosff’, cosy’, so-ergibt sich rechts beidemal dasselbe,
und so folgt
(37)  (o'— @")(cosa’ cosa’’ 4 cosf’ cosf’ 4 cosy’ cosy’) = 0.
Hieraus wird genau wie S. 160 die Realitét gefolgert. Weiter schlieBen
wir aus (37), daB jede zu o’ gehorige Achse auf jeder zu o'’ gehérigen
senkrecht steht.

Seien nun fiir eine Wurzel ¢ die Unterdeterminanten 4;; von 4(p)
nicht simtlich Null, so liefern die Gleichungen (36) eine Losung cosw,
cosf5, cosy; man hat dann (Anhang 26)

cosx:cosfiicosy = Ay 1Ay dig (1=1,2,3),
und daraus schlieBt man (wegen 4;; = 4;;) wie S. 143, daB3 man
(38) {o-cos%c = Ay, ocos?p = Ay, ocOS2y = Ay,
3 6cosficosy = dy3, ocosycosa = A3, ocosocosf = Ay,
setzen kann; aus den drei ersten Gleichungen folgt weiter
(38a) 0 = dy+ 4y + dss.
Wir sehen daraus noch, daB Ay, + 4, + 443 22 0 ist, wenn zu ¢ nur
eine Losung cosa, cosf, cosy gehort; aus ¢ =0 wirde allgemein
d; =0 folgen.

Das weitere ergibt sich wie S. 168. Die drei Gleichungen (36) geben
nur dann zu einem Wert ¢ mehrere Losungen, wenn sie derselben linearen
Gleichung in cosa, cosf, cosy dquivalent sind und daher alle ihre
Unterdeterminanten 4, fiir dieses ¢ verschwinden. Dann ist p gemilB
S.168 eine Doppelwurzel von (36b) und die a. a. O. abgeleiteten
Gleichungen (8) nehmen, weil hier a;; = ay; ist, fir = als Doppel-
wurzel die einfachere Form
(39) @i —T =}, Qip = %in

an. Ubrigens folgt hier auch umgekehrt aus der Existenz einer Doppel-

1) Die Unterdeterminanten von A(g) sind 4.
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wurzel das Verschwinden aller 4;;1). Wenn ndmlich zu zwei Wurzeln o’
und o"' nur je eine Richtung («fy) gehort, so sind diese zueinander
senkrechten Richtungen auch zueinander konjugiert und bedingen da-
her in der Schnittlinie der beiden zu ihnen konjugierten Ebenen eine
dritte Richtung, die mit ihnen ein konjugiertes Tripel bildet; auBer-
dem muB sie auch zu beiden senkrecht sein. Wenn also jedes ¢ nur
eine Richtung bestimmt, kann eine Doppelwurzel nicht existieren.

Seien nun zunichst drei einfache Wurzeln p, o', "’ vorhanden.
Wir wihlen die ihnen entsprechenden Richtungen als Achsen neuer
Koordinaten X, Y,Z. Fir sie und x,y, 2 bestehen dann, wenn im
Interesse der Kiirze jetzt «, 8,7, . . ., wie S.197 die Kostnus der Winkel
sind, die Gleichungen

JX:zxx +p8y +ryz2 x=aX+a'Y+a"Z
(40) V=o' +fy +yz y=pFX+FY+ 7
l Z=uo"s+p'y+y"z, z2=yX+y'Y+)y'Z.
Aus den rechtsstehenden Gleichungen folgert man leicht gemif (36)

(A X+ apy+agz=aXo+a'Yo'+ a"Zp"
(41) Ay X + Ay + Az = fXo+ Yo'+ B'Z0"

ag X + agy +agz = yXo+ y'Yo'+ y"Zo",
und wenn dies mit x, y, z multipliziert und dann addiert wird, so er-
gibt sich links die Form ¢(x, v, 2) von (22), und gemdB (40) wird
(42) F(x,y,2) = 0X?+ 0'Y2+ "2 4 aj,.

Die neuen Koeffizienten sind die drei Wurzeln von (36b). Die Wurzeln
sind also den Halbachsenquadraten der Fliche umgekehrt proportional?).
Die Transformation kann daher ohne Berechnung der Substitutions-
koeffizienten ausgefithrt werden; darin besteht der rechnerische Wert
unserer Betrachtung.

Im Fall, daB3 eine Doppelwurzel 7 existiert, kann man direkt die
Werte (39) in (34) einsetzen und findet als F,-Gleichung

(43) Flx,y,2) = 1(x® + y2 4 2%) + (6,8 + %, + #32)* + a}y = 0;
die Richtung, die der Wurzel ¢ 2 7 entspricht, steht auf jeder Rich-

tung, die 7 entspricht, senkrecht. Alle diese Richtungen erfiillen also
eine Ebene; es muB3 die Ebene

KX+ Hyy FH32 =0
sein. Fithrt man ndmlich neue Achsen X,Y,Z so ein, daf3

X oty wgz = Vol o 7

1) Im allgemeinen ist es gemiB S. 168 nicht der Fall.
2) Sie heien auch Eigenwerte der quadratischen Form.
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gesetzt wird, wihrend die beiden anderen Achsen nur der Bedingung
x2+y2+z2= X2+Y2+Z2
zu geniigen haben, so erhdlt man weiter
F=1X24+Y2+4+Z) 4+ (6 +#+x) 22+ ay=0.

Nun folgt aber aus (36b), gemdB Anhang (49b), 0+ 27 = a;; + dyy + @45,
und es ergibt sich aus (39) weiter

Wttt =yt Ayt ay—271=¢.

Die F,-Gleichung geht daher in
(44) X2+ YY) +0224ay =0
iiber, also in die Gleichung einer Rotationsfliche mit der Z-Achse als
Rotationsachse.

Die vorstehende Betrachtung verliert fiilr »2 + 2% -+ £ = 0, also
#, =0, #,=0, %3 =0 ihre Bestimmtheit. Dann folgt aber direkt
aus (39)

Ay = gy = A3 =7, dy; =0,
und als F,-Gleichung erscheint
(45) T+ y2+2%) +aly =0,
also die Gleichung der Kugel. Die Wurzel 7 ist jetzt eine dreifache
Wurzel von (36D).

Von hier aus gelangen wir, indem wir die Vorzeichen von g, ¢', o’
und von &}, in Betracht ziehen, zu den in § 2 betrachteten Mittelpunkts-
flichen zuriick; dem Fall, daB g, o', ¢’” und 4}, dasselbe Zeichen haben,
entspricht eine imagindre (nullteilige) Flache. Ersetzen wir ndmlich
a, durch seinen Wert 4 :4d, so erhilt die Gleichung (42) die Form

25y 0 g, 070 =
Tt T 2 1=0,

die je nach den Vorzeichen von g, ¢, ¢”, 4 und 6 die nullteilige F,
und die drei Flichen €,, $,, 3 von S. 235 liefert.

In der vorstehenden Betrachtung spielte der Wert von ay keine
Rolle, sie gilt also auch fir ay = 0. Dann ist die F, gemiB §1 ein
Kegel. Dem Fall dreier ungleicher Wurzeln o, o', o” entspricht der allge-
meine (reelle oder imaginire) Kegel, dem Fall der Doppelwurzel ein
Rotationskegel, dem Fall der dreifachen Wurzel der absolute Kegel
von S. 234.

Wie beim §, und £; gibt es fiir jede Fliche einen Kegel, der aus &
dieselbe Kurve ausschneidet wie die Fliche selbst. Kegel und Kurve
werden durch g(x, v, 2) = 0 dargestellt; die Kurve in &, in dem Fall,
daBl wir x, 4, 2 als homogene Koordinaten fiir ¢, deuten. Die Kurve
ist fiir die Mittelpunktsflichen eine eigentliche C,, die sowohl nuliteilig
wie reell sein kann. Weitere Unterschiede treten nicht auf, da die
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Koordinatenbestimmung in &, allgemeinen projektiven Charakter be-
sitzt.

Beispiel. Die Gleichung 2xy +2xz24+2yz2+22x+2y4+224+1=0
liefert die Werte & = 17 = { = —} als Mittelpunktskoordinaten, und fiir g, o’, 0
besteht die Gleichung g% —3 o2 — 2 =0. Diein £oo liegende C, ist ¥y + 22+ y2 = 0;
sie hat die gleiche Lage zum Koordinatendreieck von &,, und damit zu den #, ¥, 2-
Achsen wie der im Anhang Beispiel 57 behandelte C,.

Die Methode, die in Kap. X die Tangente der E,, H, und P, lieferte,

fithrt zur Tangentialebene unserer zentrischen Flichen G, £,, 5. Seien
die Flichen auf srgend ein System konjugierter Durchmesser bezogen und

(46) Ax?* 4 By2+C22—1 =0
ihre Gleichung; ferner sei
_bhi—ub —MmTHr , G—ub
e e
eine durch P,(&,9;{;) und Py(&;7,0,) gehende Gerade. Die Werte u,
und u,, die ihren Schnittpunkten mit der F, entsprechen, seien Wur-
zeln von
(46a) Luy*—2Mupu+ N =0;
es ist dann
L=A+Bp+CE—1, N=AH+Bnj+C&—1,
M=A&&+ By, +C4EG —1.
Wir lassen P, auf die F, fallen, so da3 also N = 0 ist, und bestimmen

wiederum (&,%,,) so, daB u = 0 eine Doppelwurzel wird;- als Be-
dingungsgleichung erhalten wir M = 0, in variablen %, y, z also

(46Db) A& x+ Byy +CLz—1=0.

Dies ist die Gleichung einer Ebene, und wir folgern so, daB alle die F,
in (&;%,{,) berithrenden Geraden eine Ebene bilden (T angentialebene).
Diese Ebene braucht keineswegs nur den Punkt (£,%,£,) von der F,
zu enthalten. Wenn nidmlich in der Gleichung (46a) auch L = 0 ist,
wird sie fir jeden Wert u befriedigt, und es gehért daher die ganze
Gerade P; P, der Fy an. Das kann nur bei den geradlinigen §, eintreten;
man erkennt auch umgekehrt, daB jede der beiden durch einen Punkt P,
des 9, gehenden Geraden in der Tangentialebene enthalten ist. Ist
ndmlich (&,9,0,;) einer ihrer Punkte, so muBl Gleichung (46a) fiir jeden
Wert u befriedigt sein; alle ihre Koeffizienten verschwinden, und es
muB auch M = 0 sein. Die Tangentialebene durchsetzt das §,; das §,
hat also an jeder Stelle eine dhnliche Form wie ein sattelférmiger Sitz
an seiner tiefsten Stellel).

X

1) Da (S. 244) jede Ebene mit der F, eine C, gemein hat, ist dies auch
fiir die Tangentialebene der Fall; die C, besteht entweder aus zwei reellen
Geraden, wie beim .gf)z, oder zwei imaginidren, wie beim §,, oder einer Doppel-
geraden, wie beim Kegel oder Zylinder.
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Mittels der Gleichung der Tangentialebene beweisen wir, daf} es
unter den Kreisschnittebenen (§2) auch solche gibt, fiir die der Kreis
ein Nullkreis wird, also die Ebene eine Tangentialebene. Die Kreis-
schnittebenen der eigentlichen Mittelpunktflichen waren (S. 241)

xYB—A—2)C—B —A=o0 und #)B—A+2/C—B—21=o0.

Soll eine von ihnen Tangentialebene in einem Punkt (&, #, {} sein, so
muf} zundchst = 0 sein, aulerdem bestehen fiir & und { die Gleichungen

{46) und (46b), also
AxE+C2l—1=0, A2 +C2—1=0.
Die beiden in x und z linearen Gleichungen sollen dieselbe Ebene dar-
stellen, wie Ax& 4 Cz{ —1 = 0, also folgt
AE:Ct:1=YB—A:+YC—B:1,
und wenn man dies mit 4 &% 4 C{% — 1 kombiniert, so ergibt sich

B(C — A) B—4 C (n_ C—B 4

2 “) 2 T4 &
= AC ’ AE CcC—-A4 B’ C—A4 B’

Fiir das @, ergeben sich daraus vier reelle Punkte (£ 0, (), die
also in der xz-Ebene liegen. Sie heiflen Nabelpunkie (oder auch Kreis- .
punkte). Fiir das §, ergeben sich keine solchen reellen Punkte; dem
Umstand entsprechend, daf jede Tangentialebene das §, in zwei Ge-
raden durchdringt. Fir das §; erhalten wir wiederum vier reelle
Nabelpunkte in der xz-Ebene.

Ahnlich zeigt man, daB das P, zwei reelle Nabelpunkte, und zwar
ebenfalls in der xz-Ebene, besitzt.

Beispiele (fur rechtwinklige Achsen). 1. Fir das vom Anfangspunkt auf die
Tangentialebene gefallte Lot ¢ ist

OXARE} + By + C2LY) = 1.
2. Das in (§; n; ;) auf der Flache errichtete Lot heit Normale der Fliche;

ihre Gleichungen sind
& x=& _y—m_z2—0

4&  Bmy _~C§1 )
3. Sind «, 8, y die Richtungswinkel der Normale, so ergibt sich, wie S. 125,

_ cos?a  cos?f  cos?y
T4 B c

Daraus folgert man, daf die Summe der Quadrate dieser Lote fiir drei zueinander
senkrechte Tangentialebenen konstant ist, also

62

2 /2 ”2___1,_ ._1__ ._1—
PHY L= bt

Es bleibt schliellich noch der Fall = 0 zu behandeln; die drei
Ebenen ¢y, &, &5 von § 4 haben also einen in é fallenden Punkt gemein,
und die Gleichungen (33) versagen. Wir werden finden, da8 dem die beiden
Paraboloide entsprechen. Vorher soll noch gezeigt werden, dall dann



§ 5. Die F, mit einem einzigen Mittelpunkt. 257

stets 4 2 0 ist. Dazu ziehen wir auch die Ebene ¢, mit der Gleichung
Ey=ayé+ apn+apl+ayt=0

in Betracht; die Determinante aller vier Ebenenist also4. Fiir vier Ebenen
unterschieden wir (S. 213) acht mogliche Lagen. Hier kommen aber,
da ¢, &, €3 keinem Biischel angehéren, nur die Ebenenlagen (7) und (8)
in Betracht; fiir (7) ist 4 = 0, fiir (8) ist 4 22 0. Der Fall (7) ist hier
aber auszuschlieBen. In diesem Fall verschwindet nidmlich A in der
Weise, daB fiir keine ihrer Zeilen die Unterdeterminanten A4,; simtlich
Null sind. Nun verhalten sich in diesem Fall (Anhang 26a) die Unter-
determinanten der einen Zeile wie die jeder anderen; aus 6 = A, =
folgt hier wegen a;; = a;; auch A, = A, = A, = 0, im Widerspruch
zur Annahme. Es kann also nur der Fall 4 2 0 vorliegen.

Nunmehr gehen wir zur Transformation der F,-Gleichung iiber.
Wie in Kap. XI, § 4 fithren wir zundchst neue Achsen ', y’, 2’ durch O
so ein, daB die homogene Funktion ¢(x, ¥, 2) von (22) in eine Summe
quadratischer Glieder iibergeht. Wir behaupten, dall ihre Zahl (der
Rang von @) nicht gleich drei sein kann. Wire es so, so moge ¢ die
PO G day h ae?® @20, 20, G20
annehmen: es wird dann aus F selbst die Funktion

F'= @y dy/? + g ? + 20,5 + 28 Y + 2857+ agg = 0
hervorgehen. Weil alle 4}; 2 0 sind, kdnnte man aber jetzt die GroBen
&, 9, {’ einer Parallelverschiebung

¥=X+¥ y=Y+y, I+Z4+7

so bestimmen, daB die Glieder erster Ordnung aus F verschwinden,
daB also F die Gleichung einer Mittelpunktsfliche wiirde, was nicht
sein kann.

Um das Resultat der Transformation auf die durch O gehenden
neuen x'y'z’-Achsen zu erhalten, kénnen wir den vorher benutzten Weg
einschlagen, der an den Ort paralleler Sehnen ankniipft. Die Gleichung
M = 0 (35) 4ndert sich zwar fiir die allgemeine in x,y, z geschriebene
F,-Gleichung, aber doch nur so, daB in ihr aufler den ungeindert
bleibenden Gliedern in x,,y,, 2, noch ein von %, y,, %, freies Glied auf-
tritt; die zugehorige Ebene geht also nicht mehr durch 0. Dagegen
bleiben die Gleichungen (35b) ungedndert, und ebenso alle Schliisse, die
wir an sie kniipften. Es lassen sich also die zu den Sehnen normalen
Durchmesserebenen ebenso bestimmen wie vorher, nur wissen wir jetzt
von vornherein, dafl ¢ = 0 eine der Wurzeln von A4(g) = 0 ist. Auch
kénnen wir die Transformationsgleichungen (40) wieder in derselben
Weise behandeln wie oben. Liegt also der allgemeine Fall o' = o” = 0
vor, so erhalten wir als transformierte F,-Gleichung

(47) OX2+ @'Y+ 2a X + 2a4 Y+ 2a4Z + ay = 0,

Schoenflies, Analytische Geometrie. 17
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und zwar ist ‘
aly = @,4,COSX ~+ ay4C08f + ag,cosy
(47a) @by = a1,C08 %" + ay,CO8f + @y, cO8y’
@y = A1,0088" + Ay, C08 " 4--ag,c08y”,
und es ist notwendig a3 = 0, da F, sonst eine zylindrische Fliche ist.
Nunmehr verschieben wir die Achsen parallel zu sich, und zwar soll
in den Gleichungen
(48) X=X'+§ Y=Y+, Z=2'+1
& 7, ¢ so bestimmt werden, daB die Koeffizienten von X’ und Y" und
ebenso das absolute Glied verschwinden. Dies liefert die Bedingungs-
gleichungen
o { E+ay =0, ¢ntay=0,
482) @@ o"n2+2(aE + aun + aul) +ay =0,
und wegen o' < 0, o' 2 0, a3, = 0 lassen sich &, #, { aus ihnen in end-
licher Form entnehmen. Der sich so ergebenden Gleichung
(48b) o' X2+ 0"Y2+42a3Z =0
entsprechen in der Tat die beiden Paraboloide.

Ist ¢’ = ", so verfahren wir, da alle oben benutzten Schliisse von
den Werten von o unabhingig sind, wie vorher; hier folgt insbesondere
# -+ %+ x4+ 1=0=0; und so erhilt die F,-Gleichung zunichst
die Form

1(X2 4 Y2 +2a, X +2a5, Y +2a47Z +a44=0,
die analog wie vorher schlieilich in
(48¢) 1(X24+ YY) 4 2a5,Z=0
iibergeht. Sie stellt ein Rotations-$§, dar?).

Insgesamt ergibt sich aus §3 und § 4 als notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, daf die F, in einen Kegel, einen Zylinder,
ein Ebenenpaar oder eine Doppelebene ausartet, das Verschwinden der
Diskriminante A.

In der Ebene ¢ schneiden die Paraboloide je ein Geradenpaar
durch Z, aus, wie auch bereits S. 240 erwiihnt ist; es ist reell oder
imaginir, je nachdem o’ und " ungleiches oder gleiches Vorzeichen
besitzen.

Beispiel. Die zu transformierende Gleichung sei

#2492 1422 —14xy —28x2+4yz+ 42+ 12=0.

Sie liefert ein @, mit der Gleichung 3X%2 —-4Y2 =2Z.

Auch den Paraboloiden kommt in jedem Punkt (& #,(;) eine
Tangentialebene zu; nach der S.255 benutzten Methode finden wir,

1) Die Doppelwurzel ¢ = 0 fithrt auf die in § 4 behandelten Faille.
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wenn wir die Gleichung des §, und P, gemeinsam
(49) Ax?*+ By2—2z2=0
schreiben, fiir M den Ausdruck

M=A4&&+ By, — i+ 0,
und die Gleichung der Tangentialebene ist also
(49a) A& x+ By —({i+2)=0.
Weiter folgert man wiederum, wie S.255, daB die Tangentialebene
des B in jedem Punkt (£,%,{,) die beiden durch ihn gehenden Geraden
des P, enthilt. Wie das §, wird also auch das 9, von der Tangential-
ebene durchsetzt. Der Ubergang zu homogenen Koordinaten zeigt, daB3

die Ebene & fiir beide Paraboloide als Tangentialebene im Punkt Z,
anzusehen ist.

§ 6. Das Polarsystem.

Wir gehen von einer eigentlichen Fliche F, mit der Gleichung

(50) F(x) = Dagx% =0, 4d=]|ay;|=0

aus und von einer Geraden g, die durch

(50a) 0% =Y+ 4z

gegeben sei. Fir den Schnitt der F, mit g besteht die Gleichung
(51) Fly+242) = X a(y; +12) (v +22) = 0;

nach Potenzen von 1 geordnet sei sie

(51a) Li2+2Mi+N=0,

und es ist

L= Zﬂikzizk, N = Z“ikyiyk, 2M = Zﬂik(yizk + e z).
Der bilineare Ausdruck 2 M lidBt sich ausfiithrlicher in der Form

(52) 27vil@iy 21+ @ioe + @in 23+ @14 2) = 2 2@ Y1+ Ainys + AisZst diaZs)
darstellen; er ist aus den y; und z; symmetrisch aufgebaut.

Geniigen die Wurzeln 2’ und 1"’ von (51a), die mit (50a) die Schnitt-
punkte (x') und (x"') bestimmen, der Gleichung

(52a) V+21"=0, also M =0,

so bilden sie mit (y) und (z) zwei harmonische Paare; (y) und (z) sollen
wieder komjugierte Punkte fiir die F, heiBen. Damit ist die analytische
Grundlage fiir die Theorie des Polarsystems analog zu Kap. XI, § 7
gewonnen; es darf im wesentlichen geniigen, die dort abgeleiteten Resul-
tate sinngemidB auf den Raum zu verallgemeinern. Nur das fiir den
Raum neu Auftretende soll ausfithrlicher erdrtert werden. -

1. Alle Punkte (z), die zu einem festen Punkt (y) konjugiert sind,
erfiillen eine Ebene, die Polarebene von (y). Sie ist der Ort der vierten

17%
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harmonischen Punkte zu (¥'), ("), (y). Liegt (2) in der Polarebene
von (), so liegt auch (y) in der Polarebene von (z); diese involutorische
Beziehung folgt aus dem symmetrischen Charakter der Gleichung
M = 0. Die Ebenenkoordinaten der Polarebene von (y) sind

(53) OUy = Aiy Y1+ Bio Yo+ iz Vs + @iy Vas
durch Auflésung folgt
(532) 0V = Ayp sy + Agpthg + Agp b3 + Az 1y

Das Entsprechen zwischen den (y) und den (#) ist also eineindeutig;
jeder Ebene (#) entspricht ein Punkt (y), ihr Pol.

2. Féllt (y) auf die F,, so ist auch N = 0, die Gleichung (51a) hat
die Doppelwurzel 1 = 0, und daraus folgt, daBl die Gerade (y2) fiir jeden
in der Ebene M = 0 gelegenen Punkt (2) zwei in (y) zusammenfallende
Punkte mit der F, gemein hat. Sie ist eine Tangente der F,, und die
Gleichung M = 0 als Ort dieser Tangenten heit die Tangentialebene
von (y)Y). Die Polarebene eines Punktes der I, ist also seine Tangential-
ebene. In diesem Fall ist der Punkt (y) zu allen Punkten (2) seiner
Tangentialebene konjugiert. Wie S. 150 folgert man hieraus, daB die
Polarebene jedes solchen Punktes (z) auch den Punkt (y) enthilt, daB
also der Polarebene von (2) die Berithrungspunkte aller von (2) an die
F, gehenden Tangenten angehoren. Sie bilden somit eine ebene Kurve,
und da jede Ebene mit der F, eine C, gemein hat, insbesondere eine C,;
d. h. die Beriihrungspunkte der von (2) an die F, gezogenen Tangenten
erfiillen eine ebemne Cy. Der Ort aller dieser Tangenten ergibt sich, wenn
man die Bedingung sucht, daB die Wurzeln 1’ und 2"" von (51a) ein-
ander gleich sind; sie lautet

LN —-M?2=0.
Sie liefert fiir den Ort der Tangenten (bei festem z und variablem )
einen Kegel zweiten Grades. Sein Schnitt mit der Polarebene von (2)
enthilt die Beriihrungspunkte der siamtlichen Tangenten, ist also die
soeben betrachtete C,.

3. GemiB 1. sind zwei Punkte (y) und (2) konjugiert, wenn jeder
in der Polarebene des anderen liegt; analog sollen zwei Ebenen konjugiert
heiBen, wenn jede durch den Pol der anderen geht. Denken wir uns
eine Gerade g als Verbindungslinie von (y’) und (y"') gegeben und stellen
ihre Punkte (y) durch

(54) eyi = yi+ Ay}
dar, so sind die zugehorigen Polarebenen (u) gemiB (53) durch
(54a) ouy = u, -+ Aul

dargestellt; sie bilden also einen durch die Achse (#'u’") = h gehenden,

1) Ist auch L = 0, so gehort die ganze Gerade (yz) der Fy an; vgl. S. 156.
Auch die dort abgeleitete Gleichung ist Gleichung der Polarebene.
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zur Punktreihe (y'y’’) projektiven Ebenenbiischel. Die Geéraden g und %
heiBen konjugierte Polaven fiir die I,; enthilt die eine einen Punkt (y),
so liegt die andere in der Polarebene (#) von (y) und umgekehrt. Die
involutorische Beziehung des Polarsystems iibertrdgt sich auch auf
diese Geraden; % ist zugleich Ort der Pole der durch g laufenden Ebenen.

4. Wir wollen wieder zu einfacheren Bezeichnungen iibergehen;
die Polarebene von P sei . Ist dann Q ein Punkt von =z, so geht seine
Polarebene » durch P; ist R ein Punkt auf (x x), so geht seine Polar-
ebene ¢ durch P und Q; und ist endlich S der Punkt (xn ), so geht
die Polarebene ¢ durch P, Q, R. Die vier Punkte P, Q, R, S bilden also
ein Tetraeder, dessen Ebenen die Polarebenen der gegeniiberliegenden
Ecken sind (Polartetraeder). Jede durch P gehende Kante ist (nach 3)
jeder in 7 enthaltenen Kante konjugiert; daher sind auch je zwe: Kanten
des Tetraeders konjugiert; z. B. PQ = (9o) und PR = (x0) in der
Weise, daB PQ durch Q geht und PR in der Polarebene » von @ liegt.

5. Jedem Punkt P, entspricht eine Durchmesserebene; der zu Py
zugeordnete vierte harmonische Punkt fillt in die Mitte von (x'), (x”).
Damit erscheinen die in § 5 abgeleiteten Sitze als Sonderfille der
Polaritdt. Der Polarebene ¢ entspricht als Pol der Mittelpunkt der F,;
bei den Paraboloiden fillt er in den Punkt Z, von &, in Uberein-
stimmung damit, daB sich & als Tangentialebene fiir sie ergab (S. 259).
Konjugierte Durchmesser sind also auch im Sinn des Polarsystems kon-
jugiert; man schlieBt daher, daB alle Durchmesserebenen des %8, und %,
durch Z, gehen, also der Hauptachse der Paraboloide parallel sind.
Drei konjugierte Durchmesser einer Mittelpunktsfliche bilden mit e
ein Polartetraeder.

6. Fiir ein Polartetraeder als Koordinatentetraeder nimmt die
F,-Gleichung die einfache Form

(55) a3 + @y %5 + a3 %3 + ay x5 = 0
an; darin ist zugleich die geometrische Bedeutung der Transformation
auf eine Summe von Quadraten enthalten. Die Gleichungen (46) der

Mittelpunktsflichen benutzen ein Polartetraeder aus drei konjugierten
Durchmessern und .

7. Die Polarititsbeziehung zwischen den Punkten und Ebenen und
den durch sie geformten Gebilden ist wiederum mit der vdumlichen
Dualitit sachlich identisch. Einer aus Punkten, Geraden, Ebenen auf-
gebauten Figur entspricht polar die aus Ebenen, Geraden und Punkten
analog aufgebaute Polarfigur. Einem Punktort F, der n'® Ordnung
entspricht ein Ebenenort @, der #n'*®Klasse. Sein Aufbau aus den ihm
angehorenden Ebenen erhellt aus folgendem: Wie die in einer einzelnen
Ebene ¢ liegenden oco! Punkte von F, eine Punktkurve C, der nt" Ord-
nung bilden, so gibt es durch den Pol E von ¢ (als Polarebenen dieser
Punkte) oo! Ebenen von @,, die eine Kegelfliche I, der nt® Klasse



262 XVII. Die Flichen der zweiten Ordnung.

als Tangentialebenen wumbhiillen. Ist F,(¥) =0 die Gleichung der
F,, so ergibt sich durch Einsetzen der Werte (53a) die Gleichung
D, (u) =0 von @,. Wihlt man statt der F, die F, selbst, die die
Grundfliche der Polaritit ist, so erhidlt man die Gleichung der F, in
Ebenenkoordinaten. Wie S. 154 ergibt sich dafiir die zur dortigen
Gleichung (47) analoge Determinantengleichung oder

(56) DAy, =0 (A = Aiy),

wo die 4,; diesmal die beziiglichen dreireihigen Unterdeterminanten sind.

8. Artet die F, aus, so artet auch das Polarsystem aus. Es ge-
schehe zunichst so, daB 4 = 0 ist, aber nicht alle A4;; = 0 sind.
Als Polarebene von (y) definieren wir wieder die durch M = 0 fiir
variables z bestimmte Ebene; ihre Koordinaten #; sind also wiederum
(57) O = @1 Y1+ FinYs + GisVs + %Y (0 =1,2,3,4).

Da 4 = 0 ist, wihrend die A4;; nicht simtlich verschwinden, hat man
(Anhang 26a)

Agsi Ao Agyt Ay = Ayt Aot Agi t Ayr,
und es ist fiir jedes Indizespaar ¢, &
(57a) @y Ay + Gy Agp + g Ag + a4 44 = 0.
Aus (57) folgt mithin fir jeden Index %

Az + Agptty + Agpttg + Agptg = 0. '

Ist daher (£) der durch A,;: Asz: Agp: Ay gegebene Punkt, so folgt
fiir ihn
(571) Eytty + Eqtty -+ S3us + Equy = 0,
und wegen (57a) ist weiter

Dan k=0, Dapé=0, Xag&=0, a,&=0.

Wie S. 156 ergibt sich hieraus, daB die Polarebene jedes Punktes (y)
durch (&) geht (& heiBt auch singulirer Punkt), wahrend als Polar-
ebene von (&) jede Ebene zu betrachten ist. Ist ferner x’ irgend ein
von (£) verschiedener Punkt der F,, so folgert man, wie dort, da
F (& + Ax) = 0 ist fiir jedes 1, und daher die Gerade (§%’) ganz der
F, angehort. Die F, ist demnach die Kegelfliche mit (£) als Mittel-
punkt?).

Ein Polartetraeder wird durch (&) und irgend ein Tripel konjugierter
Punkte (oder dreier durch (&) gehender konjugierter Geraden) gebildet.
Jedes Paar konjugierter Geraden g, & durch (&) bildet mit den Strahlen,
in denen seine Ebene den Kegel schneidet, zwei harmonische Paare.
Fiir die Gleichung der F, in Ebenenkoordinaten folgt wie S. 157
(58) (Eroay + Eattp + Egug + Equg)® = O;
sie stellt den Scheitel des Kegels doppelt zdhlend dar.

1) Da wir hier allgemeine #;,-Koordinaten benutzen, kann (£) auch auf e
fallen, also F, eine zylindrische Fliche sein.
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Verschwinden auch alle Unterdeterminanten A,; (aber nicht alle
der zweiten Ordnung), so daB (S.247) die F, in ein Ebenenpaar aus-
artet, so geht die Polarebene jedes Punktes (y) durch die Schnittlinie
beider Ebenen (singulire Gerade); das Ebenenpaar, die Polarebene und
die Ebene durch (y) bilden vier harmonische Ebenen durch die singuldre
Gerade. Fiir die letzten beiden Ebenen ist jeder Punkt der einen Ebene
ein Pol der anderen. Eine beliebige Ebene (#) hat unendlich viele
Pole, nimlich alle Punkte der singuldren Geraden.

Dem ebenen Feld als Ort seiner Punkte und Geraden entspricht dualistisch
der Biundel als Ort seiner Ebenen und Strahlen; der Polaritit des ebenen Feldes
fir eine C, entspricht im Btndel die Polaritit seiner Strahlen und Ebenen fiir
einen Kegel der zweiten Ordnung. Betrachten wir z. B. fiir raumliche Koordi-
naten x; den Biindel mit der Ecke (000) des Koordinatentetraeders, die also
der Ebene x, = 0 gegeniiberliegt. Jeder seiner Strahlen % ist durch ein Tripel
%) : %y %3 bestimmt; die einfachste Art, diese Koordinaten geometrisch zu deuten,
ist die, daB man x,: %, : #3 als Punktkoordinaten in der Ebene x, = 0 betrachtet,
und zwar fur den Punkt, in dem x,=0 vom Strahl % geschnitten wird. Dann
haben wir és mit homogenen Koordinaten #; in dieser Ebene zu tun und kénnen
auf sie die Betrachtungen von Kap. XI anwenden. In dieser Weise kann man
die (ausgeartete) Polaritat fiir den Kegel ebenfalls betrachten.

Es handele sich z. B.um die Polaritit fiir den absoluten Kegel x% 492 + 22 = 0.
Die Gleichungen (53) haben die einfache Form o¢u =%, 6v =9, ow =2, und
die bilineare Relation M = 0 lautet fiir zwei konjugierte Richtungen x':y":2

’” ’r

und #":9": 2 x5 4y 2 = 0.

Sie ist zugleich die Polaritat fiir den Kugelkreis. Fiir die den beiden Richtungen
entsprechenden Winkel o/, 7, " und «”, g”, " ist also

coso’ cosa’’ 4 cos ' cos B + cosy’y’’ = 0.

Hieraus ergibt sich beildufig: Orthogonale Geraden g’, g’ durch O sind kon-
jugiert zum absoluten Kegel und zum Kugelkreis in ¢,,. Dasselbe gilt fiir irgend
zwei orthogonale Geraden, ebenso fir g | « und fur ¢ | ¢

§ 7. Einige kollineare Transformationen der F, in sich.

Zunichst sei bemerkt, daB man die ersten Sitze von Kap.X, §7
auf eine Mittelpunktsfliche f{ibertragen kann. Daraus folgt wieder,
daB das durch drei konjugierte Durchmesser bestimmte Tetraeder fiir
alle solche Tripel einen konstanten Wert besitzt.

Eingehender soll die folgende kollineare Transformation der gerad-
linigen Flichen in sich behandelt werden. Wir gehen von den Gleichungen
% =0, % =0, 2%3=0, %=0

des Koordinatentetraeders aus und wahlen
(59) X1 %y — %y %3 =0
als Gleichung der F,. Sie ist (S.245) auf doppelte VVelse Erzeugnis
von zwel projektiven Biischeln, ndmlich von
% — A% =0, %—21%,=0 und
{xl“‘“xs =0, %—pnx=0.

(592)
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o

Hieraus folgt weiter
(59b) XXy iyl Xy =114 dp.
Die Parameter 4 und u begriinden daher eine Koordinatenbestimmung
auf der F,; die Punkte (x) und die Parameterpaare 4, u entsprechen
sich eineindeutig. Weiter ist klar, dal 4 = const und u = const je
eine Gerade der einen und der anderen Schar darstellt. Wir kénnen
also von den 1-Geraden und den p-Geraden sprechen, und die genannte
Koordinatenbestimmung kommt darauf hinaus, jeden Punkt der F,
mittels der Gleichungen (59b) als Schnitt der durch ihn gehenden l—
und u-Geraden aufzufassen.
Wir unterwerfen nun 2 und g den linearen Substitutionen
._0‘/“:’-*—/? __(X’[u’—f—ﬂ’
(60) h=ie M= gupe
so werden ', u’ ebenfalls Parameter einer Koordinatenbestimmung auf
der F, darstellen. Diese Transformation fihrt die Fy kollinear in sich
iber. Ist ndmlich (x") der zu A', ' gehorige Punkt, so daB
xragixpiai=1:4 0 A
ist, so ergibt sich aus (59b) und (60) durch Einsetzen dieser ] fiir A’
und u’
ex =@ A+ 0w+ &) =00x+ ydn+ 0y x+y vy
6oa) 1977 L HP G 1+ ) = pOx+adntfy sty
( ‘”IM — (X O) (W + ) = OFx+ yBH+ 0o x4y o'
0%y = “l’*}“/})(“ﬂ"l‘ﬁ = ppxi+ afx+ o' xf+ aalxy.
Dies ist eine kollineare Beziehung des Raumes; an ihr hat die F, in
der Weise teil, daB die A-Geraden tn sich und auch die u-Geraden in
sich iibergehen. Augenscheinlich kann man aber auch bewirken, daB
die A-Geraden in die u-Geraden und die u-Geraden in die A-Geraden
itbergehen. Dies leisten die linearen Substitutionen
e+ . oW+ p
(61) ;LL—Y;~1+67 /"‘—‘y/‘u/_i_ala

was in der ndmlichen Weise gezeigt wird.

Auf dieser Grundlage ist von Plicker eine analytische Geometrie auf den F,
begriindet worden; die Bestimmung eines Punktes durch je zwei Gleichungen
4 = const, 4 = const bildet den Ausgangspunkt. Ersetzt man . durch 4,:4,
und u durch g, :u,, so hat man

Xyt gl Xg = Aopigt hypet Ap gt Ay,
und erhalt in einer Gleichung f(4;, 43; 1y, uo) = 0, die fiir 2; und %, und ebenso
fir u; und u, homogen ist, eine auf der F, verlaufende Kurve; der Grad in den 4;
und in den g, bestimmt, wie oft jede i-Gerade und jede u-Gerade von der Kurve
geschnitten wird.



Anhang.

§ 1. Determinanten.

Auf dle Determinanten ist man bei der Auflosung linearer Glei-
chungen mit mehreren Unbekannten gefiihrt worden?). Wir schlagen
diesen Weg fiir ihre Einfiihrung auch hier ein; er wird ihre Eigenart
und Bedeutung unmittelbar erkennen lassen. Die Aufldsung selbst be-
handeln wir in § 2; besondere Werte der Koeffizienten werden deshalb
zunichst nicht in Betracht gezogen.

Aus den Gleichungen

(1) ax+ byt =0, ax+by+cy=0

berechne man x und y in bekannter Weise durch Multiplikation mit b,
und —b,, alsdann mit —a, und 2, und nachfolgende Addition. Man
findet so

(1a) x =

bicy — bty _ 18 — G0y

, = .
ajby — a,by ayby, — ay, by

Die formale Analogie der Zahler und Nenner hat den AnstoB zur Ein-
fithrung des Determinantenbegriffs gegeben. Aus dem gemeinsamen
Nenner entstehen die Zihler, indem man a, b durch b, ¢ und ¢, a ersetzt.
Bezeichnen wir den Nenner durch das Symbol (ab), schreiben also

(2) (@b) = ayby — a3 by,
so sind die Zdhler durch (b¢) und (ca) zu bezeichnen, und es wird
(2a) x:y:1=(0c):(ca):(abd).

Die Ausdriicke (b¢), (ca), (abd) sind die einfachsten Determinanten ;
die auBerdem iibliche Bezeichnung fiir sie ist

B o=t o= B eh=

so dafl man auch

by ¢y |ca @y |ay by

(33) x:y:,lz!bl Cl[.:cl al‘.ial bl‘

schreiben kann. Den Wert des so eingefithrten Determinantensymbols
erhilt man, indem man die Differenz der beiden diagonalen Produkte

1) Es geschah im wesentlichen um 1750 durch G. Cramer.
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bildet. Die Koeffizienten a,, by, ¢;, a,, by, ¢, heillen Elemente der Deter-
minanten. Das Schema

(3b) M=

i
(@, by gl

!
41
as by ¢’

aus dem alle drei Determinanten durch Tilgung je einer Vertikalzeile
entstehen, heiBt eine Mairix.

Beispiele. 1. Aus 54+ 4y —1 =0, 3x—9y 4+ 7 =0 folgt

s 4 —1 5 41 . ae.
x.y‘i—-’_i i‘ ; 3“ 1'—27, 38:—17.
2. Aus 6x — 2y +7=0, —3x+y — 8 =0 wiirde folgen
T e R A B A I ] DN
x.y.1_! 1 —8\' 3 M3.!_3 1‘,~9.27.0,

endliche Zahlenwerte fiir ¥ und y stellen sich also als Losungen nicht ein. Wir
kommen hierauf alsbald zuriick.

Fur zwei homogene Gleichungen
(4) %+ by =0, ayx+b,y=0,
wo gemifBl den einleitenden Worten a, 20, 5,20, 4,20, 5,20
sein soll, gibt es zunichst die evidente Losung x = 0, y = 0; sie bleibt

hier wie im folgenden aufler Betracht. Soll es andere (eigentliche) Losungen
geben, muB} offenbar a,: b, = a,: b, sein, also

(4a) 0 =a,by,—a,b, = (ab) =0;
die Determinante (@ b) muB also verschwinden. Es folgt' alsdann
X1y ="0by —ay = by —a,,
es wird also durch (4) nur das Verhdltnis x:y bestimmt.
Man kann auch die Gleichungen (1) in komogene Form setzen; sie
gehen dadurch in
(5) % +by+ec,2=0, ax+byy+c,z2=0
iiber. Die obige Losung (2a) nimmt dann die Form
(6) x:y:2=(bc):(ca): (ad) oder px = (bc), oy = (ca), pz= (ab)

an!). Es ist wiederum nur das Verhiltnis x:y:z bestimmbar, und
zwar stets in endlichen Zahlen, wenn auch einzelne Determinanten gleich
Null sind. Das oben behandelte zweite Beispiel wird man daher so
erledigen, daB man zur homogenen Schreibweise {ibergeht; dann er-
gibt sich x:y:2=19:27:0.

Wir gehen zu drei homogenen linearen Gleichungen

(7) ayx+by+ecz2=0, ayx+byy+cz2=0, azx+byy+czz=0
itber und fragen, wann es eigentliche Losungen x:y: z fiir sie gibt2).

1) Es wird meist die Schreibweise der ersten Gleichung benutzt werden.
2) Vgl. auch die eingehende geometrische Behandlung S. 44.



§ 1. Determinanten. 267

Aus der zweiten und dritten Gleichung ergibt sich zunichst

tby ¢ leg ay,| la, b

(8) giyrz= % 2% GG Oa

, Y |0y ¢ lc5 ay) ! ag by

diese Werte miissen aber auch der ersten Gleichung geniigen; also muf

L by

9) 41{b r-}-blicz az!—l—clfaz b2!=0, oder

Co
3 C3 c3 ag |ag by,
(9a) ay(by €5 — b3 ¢y) + by(cy a3 — 3 @) + cy(as by — a3by) =0
sein oder auch
(9Ob)  a;byc5— aybycy + aybye, — ay by ¢+ asbicy —az b, = 0.
Den Ausdruck (9), (9a) oder (9b) nennt man die (dreireihige) Deter-

minante D der Gleichungen (7) (auch Determinante dritter Ordnung)
und schreibt

a b oo
(10) D= a, b, c¢y|=1(abc).
\ as by ¢y

Die sechs Glieder des Ausdrucks (9b) entsprechen den sechs Permu-
tationen der Indizes 1, 2, 3; die drei zyklischen Permutationen besitzen
das positive Vorzeichen, die drei iibrigen das negative?).

Ist D gleich Null, so besteht Gleichung (9), also ist auch die erste
Gleichung (7) fiir die Losungen (8) erfiillt. Das Verschwinden von D
erscheint so als Bedingung fiir eigentliche Losungen. Wir kommen in
§ 2 hierauf zuriick.

Aus dem Schema (10) ergeben sich die Ausdriicke (9a) oder (9b) folgender-
maBen: Die von links oben nach rechts unten laufende Diagonale (\) liefert im
Produkt a, byc; das erste Glied in (9a). Denkt man sich, daB auf die dritte Vertikale
des Determinantenschemas wieder die erste folgt usw., so gibt es zwei dieser
Diagonale parallele Elemententripel by, ¢,, a; und ¢;, a,, b,; sie liefern zwei weitere
positive Produkte von (9a). Ebenso liefern die Elemente ay, b,, ¢; der umgekehrt
gerichteten Diagonale () nebst den parallelen Gliedern ay, by, ¢, und a,, by, ¢4
die drei negativen Produkte von (9a).

Beispiele.
7 3 1|=7-5:6+3:0-3+1-2(—1)
1. |12 5 0|—3:5:1—(—1)-0-7—6-2-3
3 —1 6|=210—2-—15— 36 = 157.
3 7 4" 0 a b "0 a b
2. |0 1 5| =—27; 3. |la 0 c¢l=2abc; 4. | —a 0 ¢|=0.
03 6 b ¢ o ’—b—c ol

Die Determinante (3), die sich gegen die Diagonale (\) symmetrisch verhalt, heit
symmetrisch.

(10a) DalB wir x,v, z in (7) als Unbekannte auffaBten, ist unwesent-
lich; wesentlich ist nur, daB die Gleichungen (7) fiir gewisse endliche

1) Zyklisch sind die drei Permutationen 123, 231, 312.
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Zahlen, die nicht sdmtlich Null sind, zugleich bestehen. Die notwendige
Bedingung dafiir ist das Verschwinden der Determinante (10). In dieser
Weise wird das vorstehende Resultat vielfach benutzt.

Die Einfithrung der Determinanten ist damit erledigt. Wir gehen
nun zur Erorterung der Sdtze und Rechnungsregeln fiir die Determi-
nanten dritter Ordnung itber. Die beiden Determinanten

tay by la, a, a,
(11) ;42 b, c,| und |b, b, b,
jas by ¢ 161 Ca Cg

gehen durch Vertauschung der horizontalen und vertikalen Zeilen aus-
einander hervor. Ihr Wert bleibt dabei wungednderi. Der Wert der
zweiten ist ndmlich gemalB (9a)

ay(byC5 — b3Cy) + aa(b3 ¢y — biCs) + ag(bycy — bycy),
er geht aus (9a) durch Umordnung nach a,, a,, a; hervor. Also folgt:
(11a) Die Determinante dndevt den Wert nicht, wenn man Horizontalen
und Vertikalen miteinander vertauschi.

Von den beiden Determinanten

ay by o ay b ¢
(12) ; a by ¢y und la; by ¢
las by ¢ a, by ¢

geht die zweite durch Vertauschung der beiden letzten Horizontalen
(der Indizes 2 und 3) aus der ersten hervor. Fithrt man dies im Aus-
druck (9a) aus, so dndert sich nur sein Zeichen. Dasselbe erkennt
man bei der Vertauschung eines anderen Indizespaares. Bei jeder
solchen Vertauschung nimmt also die Determinante den entgegen-
gesetzten Wert an. Gemi8 (11a) mufB aber eine fiir die Horizontalen
giiltige Regel auch fiir die Vertikalen gelten, und so folgt:

(12a) Die Determinante dndert thr Vorzeichen, wenn man zwei Verti-
kalen oder zwer Horizontalen miteinander vevtauschi.

(12b) Aus Satz (11a) folgt weiter, daB eine Unterscheidung zwischen
Horwzontalen und Vertikalen belanglos ist,; wir lassen sie daher im folgenden
meist auller Betracht und sprechen gemeinsam von Zeilen (oder Rethen).
Aus (12a) folgert man weiter, daB allgemeine Sitze, die wir fiir eine
einzelne Zeile ableiten werden, analog fiir jede Zeile gelten miissen;
kommt der Wert der Determinante in Frage, so ist auch das Vor-
zeichen zu beriicksichtigen. Wir werden daher die folgenden Sitze nur
fur irgendwelche Zeilen ableiten.

Ersetzen wir die Elemente a,, by, ¢, durch g a,, ¢ b, 0 ¢;, SO nimmt
(9a) den o-fachen Wert an; dies 148t sich durch folgenden Satz aus-
driicken:
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(13) Um eine Determinante mit dem Faktor o zu multiplizieren, hat
man die Elemente trgend einer Zeile mit o zu multiplizieren und umgekehr?.
Sind also alle Elemente einer Zeile Null, so hat die Determinante selbst
den Wert Null.

Hat die Determinante zwes gleiche Zeilen, so bleibt sie bei deren
Vertauschung formal ungedndert; nach Satz (12a) soll sie aber ihr
Vorzeichen indern. Dies kann nur der Fall sein, wenn sie Null ist, d. h.:

(14) Eine Determinante mit zwei gleichen Zeilen hat den Wert Null.
GemiBl (13) gilt dies sogar auch, wenn die Elemente zweier Zeilen
einander proportional sind.

Fiir die dreireihige Determinante folgt, da3 thr Wert bei zyklischer
Vertauschung der Vertikalen oder Horizontalen ungedndert bleibt. Eine
zyklische Vertauschung von a, b, ¢ 148t sich nidmlich durch zwei ein-
fache Vertauschungen bewirken; die erste fithrt die Anordnung abc
in bac iiber, die zweite in bcal).

Jedem Element einer Determinante ist eine Unferdeterminante zu-
geordnet. Tilgt man in (10) die Horizontale und Vertikale, die @, ent-
hilt, so bilden die iibrigbleibenden Glieder die Unterdeterminante A4,
von a;. Dasselbe gilt fiir die iibrigen Elemente. Wir erhalten so die
neun Unterdeterminanten

b I b
A, = 2 52" B1-EC2 “2’ Clz‘az 2|
by ¢ €3 ag las by
(s g le, a la, b
1 A, =132 3|, B,=12% "3, cC,= 2 73,
(15) 20 o 2T 27 4 b
A, — by 011 B :‘401 4 C :1“1 by
3 b2 c2|\! 3 ‘02 ag ] 3 ia2 b2 )

Die Elemente a;,b;, ¢; treten hier stets in derselben Reihenfolge auf

wie in D, ebenso die Indizes 1, 2, 3, und zwar in dem Sinn, daf3 fir

a,b, c und fur die Indizes 1, 2,3 die zyklische Reihenfolge bewahrt wird.
Mit Verwendung von 4,, By, C; geht zunichst (9a) in

(15a) D =a;A;+ b By + ¢, C,

{iber. Ersetzen wir in (10) die Elemente ay, b, ¢; der ersten Zeile durch

Ay, by, €5 Oder ay, by, c5, so dndern sich gemiB (15) A,, By, C, wichi;

der Wert von D wird gemiB (14) zu Null, und es folgt

(15b) 0= a4, +b,B;+6,C;, 0= a34;+ by By +65C;.

Analoge Gleichungen ergeben sich fiir 4,, B,, C, und A4,, B, Cy; wir

erhalten also allgemein

(’ISC) D zﬂ,;A,;—f—b,'B,;—l—CiC;; 0= aiAk+bin+c¢Ck (’LZk).

1) Die Permutationen acb, bac, cba entspringen aus abc durch einfache
Vertauschung.
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Dies sind im ganzen neun Gleichungen. Neun analoge Gleichungen
ergeben sich fiir die vertikalen Zeilen; es ist

(16) D=a,A;+ay Ay + agA, = by B, + b, By + b, By
=60y 46,0+ ¢, G,

wéhrend die tibrigen Summen Null sind, z. B.

(16a) b1Cy 4 b,Cy + 5,C53 =0 usw.

Gleichung (15a) und die Gleichungen (16) lassen sich zweckmiBig zur
Berechnung von Determinanten benutzen. Man hat z. B. unmittelbar (vgl. Bei-
spiel 2, S.267)

3 7 4 @ b oo

0 1 5 =3}1 5 , 0 by ¢ =m by = a;byc5.
3 6 0 ¢4

0 3 6 0 0 3

Wir gehen zu Summen und Produkten von Determinanten iiber.
Ersetzen wir in (9b) die Elemente a,, a,, a; durch @, 4+ &,, a, + &,,
ag + &5, so liBt sich (9b) in zwei gleichartig gebaute Ausdriicke zer-
legen; es folgt so unmittelbar

ag+06, by j a;, by ¢ x b ¢
(17) g+ 0y by = I ay by Cy| oy by cpl.
az+ o3 by ¢y a; by ¢ xg b3 ¢

Hieraus flieBt eine wichtige Rechnungsregel. Sie driickt sich in folgender
Gleichung aus, die eine Folge von (17) und (14) ist,

ay+0b; by ¢ ay by ¢ by b ¢ a; by ¢
(17a) |ag+0b, by coy|=|ay by 3+ 0 by by C|=|ay by ¢5),
as+0bs by ¢ as by ¢; by by ¢4 as by ¢,

d. h.:

(17b) Die Determinante bleibt ihrem Werte nach wungedndert, wenn
man zu den Elementen einer Zeile dasselbe Vielfache der Elemente einer
Parallelzeile addiert (oder von ihr subtrahiert). Der Satz gilt auch noch
so, daB man ein Vielfaches mehrerer Parallelzeilen zugleich addieren
oder subtrahieren kann.

Dieser Satz ist fiir die Berechnung der Determinanten von Nutzen; man
sucht sie moglichst so umzuformen, daB mehrere Glieder derselben Zeile Null
werden, und wendet dann (15a) oder (16) an. Es ist

4 1 7 -3 1 7 0 0—1 5 6
3 6—2|= 5 6—2|= 5 6—2 =—1r 3 1):-—23;
5 1 8 -3 1 8 -3 1 8

man erhalt die zweite Determinante durch Subtraktion der dritten Vertikale von
der ersten, die dritte durch Subtraktion der dritten Horizontale von der ersten.
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Weitere Beispiele sind (im ersten wird zun&chst das doppelte der letzten Hori-
zontalen von der ersten subtrahiert):

[s 9 —1] |1 3 5 1 3 5|

\2 6 10 =2 610 =21 3 5 =o0;

12 3 -3 |2 3—3‘ 2 33,
P11 1] ]1 0 0 b—a c—a
la b ¢ |= b—a c—a —‘bz 2 o o =(—a){c—a)lc—b).
a2 b2 2l a2 pr_ g2 c2— a?| a® c"—a

Die vorstehenden Beispiele fithren eine dreireihige Determinante auf die zwei-
reihige zuriick. Daf auch das umgekehrte von Nutzen sein kann, zeigt folgendes
Beispiel (in der zweiten Determinante addiere man die erste Horizontale zur
zweiten und dritten):

dy— %, Yy— ¥ Y Y1 Lot oy oy
xz xl y2 y1‘= 0 2 —n yz“?’l;:“ Xy Yo
3 41 3 — 1 ! | 1
! 10 23— % Y3— 91| i1 X3 Vs

Man beachte, daB die Werte x,, 9, in der neu hinzugefugten Zeile beliebig
sein konnen.

Das Haupttheorem iiber Determinanten betrifft ihre Multiplikation;
man kann ihr Produkt wieder als Determinante darstellen. Seien

j\ ay by ¢ ‘) lar Ao
(18) D=|a, b, 02} und A= o, By 7,
i as by ¢ s By s

die gegebenen Determinanten. Wir setzen abkiirzend (fiir festes ¢ und &,
wo ¢ und k irgend einen der Werte 1, 2, 3 haben konnen)

(18a) aop+ bty =2aon=2u
und nennen die so gebildeten Summenausdriicke aus den Elementen
von D und A komponiert; insbesondere entsteht >'a; «; durch Kom-
position der ¢*® Horizontale von D mit der k'™ Horizontale von A.
Nun wird behauptet, daBl
a0y 0y By C1yy a10s b fatciys ayoy 0,5+ ey,
D= a0+ 01+ Coyr A%+ 05+ C27y Ap0s+byf5+ 0oy, \
(o) agoy + 0y 1+ C37y A3%a+bsfla+Cays A3%y+ 0, B3+ Csy;

2u 2w 2

= 221 222 223 =D-4

231 232 233

ist. Der Beweis flieSt aus der wiederholten Anwendung der vorstehenden
Sdtze. Man zerlegt D zunidchst [durch Anwendung von (17) auf die
erste Vertikale] in drei Determinanten und erhilt so die Darstellung

“1 &1 212 y]s ‘ b By 212 213 ‘ O” 212 213 ’
D= “2 *1 Zzz 223 + b b 222 223’+ Ca?y 2.22 223‘
| ag 0y 232 233 RN 243 2(33 | C3 71 223 Z 33 |
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In jeder dieser drei Determinanten verfihrt man mit der zweiten Verti-
kale ebenso, und in jeder der dann entstandenen neun Determinanten
nochmals ebenso mit der dritten Vertikale. So spaltet sich D in 27 ein-
fache Teildeterminanten. Deren Wert ist jetzt zu ermitteln. Zuvor
sei auf das formale Bildungsgesetz dieser 27 Determinanten hinge-
wiesen. Jede Vertikale enthdlt einen festen lateinischen und den
analogen griechischen Buchstaben; fiir die lateinischen kommen die
Indizes 1, 2,3 den drei aufeinanderfolgenden Horizontalen, fiir die
griechischen dagegen den drei Vertikalen zu. Eine jede solche Deter-
minante ist daher durch die in sie eingehenden a, b, ¢ eindeutig be-
stimmt. Sei eine solche

ayxy bify ay o e b o
a0y byfly ayag| = fyazlay by ap).
az06y byfy azog as by ay 1

Sie hat, da sie zwei gleiche Zeilen enthilt, den Wert Null. Wir haben
daher nur die Determinanten nidher in Betracht zu ziehen, die keine
zwei Vertikalen mit denselben lateinischen Buchstaben enthalten. FEine
solche sei

bify a6y C17s by ay ¢ ay by ¢
byfly sy Coys|=Pr0ays|by ay Co| = — P10y ys|as by cyf.
by azcy C37s by a3 ¢ as by ¢,

Sie enthilt die Determinante D als Faktor. Solcher Glieder gibt es
sechs, entsprechend den sechs moglichen Anordnungen von a, b, ¢. Ihre
sechs Faktoren sind die sechs Glieder von 4, jedes mit einem Vorzeichen;
es ist, wie man aus der letzten Gleichung ersieht, dasselbe, das der be-
ziiglichen Permutation der 4, b, ¢ oder, was dasselbe ist, der «, 8, y
in dem Ausdruck (9b) zukommt?). Damit ist der Satz bewiesen.

(19a) Die Komposition von D und 4 zur Produktdeterminante ®
ist auf vier Arten moglich. Vorstehend wurde Horizontale mit Hori-
zontale komponiert. Man kann aber auch Vertikale mit Vertikale und
Horizontale der einen mit Vertikale der anderen komponieren; dies
liefert drei neue Formen firr 9.

Insbesondere findet man aus (19) und den Gleichungen (15c) 2)

a b ¢| |4, B CI\ |4, B, C,
(19b)  |ay by ¢y|- |4y By Cy)=D% |4, B, C,|= D2
as by c¢3| |Ay By C, A; By C,

1) In der obigen Gleichung handelt es sich um die Permutation (bac),
sie ist nicht zyklisch und bedingt daher (S.267) das negative Zeichen.
%) Fur die zweite Gleichung (19b) ist D =0 anzunehmen.
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Beispiel. Man erhilt, indem man die Horizontalen mit den Vertikalen kom-
poniert, fiir das Produkt

a; by o } oy Brom ‘
0 by ¢ca| -0 By 7ol
0 0 ¢ ‘ 0 0 s

wiederum eine Determinante, bei der alle Elemente links von der Diagonale
Null sind.

Eine oft auftretende Determinante ist

la,+72 by o K
(19¢) |a, byt ¢ ;=l3+12(a1+b2+c3)—i—l(Al—{—Bz—}—Ca)—}-D.

as by c3+ 4l :
Die Entwicklung nach 4 ergibt sich so. Es ist evident, daB 43 nur aus
dem Diagonalglied entspringt, und daB das absolute Glied D sein muf3;
es entsteht, wenn wir 4 = 0 setzen. Bezeichnen wir die Unterdeter-
minante von 4, + 4 mit A4,(4), so liefert das Produkt (a, + 4) 4,(4)
erstens a,+ 4,(1), und dies liefert zum Glied mit 2% in (19c) den Bei-
trag a,A2; auBerdem liefert es 4- 4,(4). Hiervon kommt, wenn wir den
Beitrag zum Koeffizienten von 4 bestimmen, nur 1.4,(0) = 44, in
Betracht, wo A,, wie immer, die Unterdeterminante von @, in D ist.

(20) Von der Determinante D der dritten Ordnung kann man, von
m zu m -+ 1 fortgehend, zu den Determinanten mit #» Horizontalen
und » Vertikalen aufsteigen; fiir # = 4 soll es hier geschehen. Die
charakteristischen Eigenschaften der Determinante D sind: 1. Sie ist
eine ganze homogene Funktion driften Grades von neun Elementen, in
jedem einzelnen Element linear. 2. Die Zahl ihrer Glieder ist 3! = 6, also
gleich der Zahl der Permutationen der Indizes 1, 2,3. 3. Alle Glieder
haben den Koeffizienten 41; insbesondere hat @, b, ¢, den Koeffizien-
ten +1, die iibrigen sind so bestimmt, dal jede Vertauschung zweier
Indizes eine Vorzeicheninderung bewirktl). Hieraus 148t sich, wie bei-
ldufig bemerkt sei, die Theorie der Determinanten ableiten.

Hier kommen nur die formalen Sitze und Rechnungsregeln in
Frage; grundlegend sind dafiir die Sitze (11a), (12a) und (13), sowie
der in (9a) enthaltene Ausdruck von D. Aus ihnen sind im vorstehenden
alle weiteren Sdtze abgeleitet worden,; der Ausdruck (9a) entspricht fiir
#n = % dem, was wir soeben iiber D als Funktion der a;, b;, ¢; ausfiihrten.
Um unsere Sitze auf Determinanten vierter Ordnung auszudehnen, ist
daher nur notig, dies fiir die Sitze (11a), (12a) und (13), sowie den
Ausdruck (9a) zu tun.

Die Art, in der wir von der dreireihigen zur vierreihigen Deter-

1) Man teilt die Permutationen in gerade und ungerade, je nachdem sie
aus 123 durch eine gerade oder ungerade Zahl einfacher Vertauschungen ent-
stehen. Die zyklischen Permutationen von 12 3 sind gerade (S. 269).

Schoenflies, Analytische Geometrie. 18
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&

dreireihigen benutzen; in der Gleichung (16), also in

D=a A, +a,4,+ a4,
ist sie schon enthalten. Hier erscheint D mittels der drei zweireihigen
Determinanten 4,, 4,, 45 aufgebaut. Mit Riicksicht auf das folgende
bezeichnen wir diese Unterdeterminanten von (10) jetzt durch

by cyl by ¢ by ¢y
a] =2 2 gy=1" 1,a=’1 1)
e R e
Esist also 4, = [a,], A, = —[a,], A3 = [as], und wir erhalten aus (16)
(21) D = a\[a)] — as[a,) + asas] .

Dies ist die Gleichung, die wir verallgemeinern wollen. Wir definieren
also den Wert der vierreihigen Determinante
| a, by ¢ 4y
ay by ¢y dy
ag by ¢y dy

(22) D, =

‘ ag by ¢, 4,
durch die Gleichung
(22a) Dy = ay[ay] — as[as] + aglag] — ay[a,],
und zwar soll jetzt [4;] diejenige dreireihige Determinante darstellen,
die sich aus D, durch Tilgung der Horizontalen und Vertikalen ergibt,
in der a; enthalten ist, unter Wahrung der Anordnung der Zeilen; das-
selbe soll fiir [b,], [¢;], [d;] gelten. Auf Grund dieser Definition ist
nunmehr zunichst das Bestehen der Sitze (11a), (12a) und (13)
fur (22a) zu beweisen.

Jedes [a;] enthidlt nur die Elemente b, ¢ und 4. Vertauscht man
also in D, irgend zwei Zeilen, die b oder ¢ oder 4 enthalten, so ist die
Geltung des Satzes (12a) evident; denn jedes [4;] nimmt dann den ent-
gegengesetzten Wert an. Es ist also nur noch zu zeigen, dafl der Satz
auch fiir Vertauschung von a und b zutrifft (der ersten und zweiten
Zeile). Dazu sei folgende Bezeichnung eingefithrt. Unter [4;5;] soll
diejenige Determinante verstanden werden, die von D, iibrigbleibt,
wenn die Zeilen mit den Elementen a; und b, gestrichen werden, die
also weder 4 noch b noch die Indizes 7+ und % enthilt, wiederum unter
Wahrung der Anordnung. Es ist dann, wie man aus (21) leicht erhilt?),

[ay] = by[a1by) — bs[a, bs] + byla, by
(23) [as) = by[asby] — bs[ay bg] + bylas by

[as] = bylagby] — by[asby] + bylasby]

[ag] = by[ayby] — by[agby] + bglasbg] .

1) Es ist z. B,
by ¢y dy
by ¢3 dy
by ¢ 4,

und die Faktoren von by, b;, b, sind gerade durch [a,; b,], [a, 3], [, b,] zu bezeichnen.

¢y dy
€y dy

Cy dy
c3 dg

leg d
=b,| > *l —b b
2‘04 d, 3 + b,

’

la)] =
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Durch Multiplikation mit a,, —a,, a3, —a, und Addition erhalten wir
mach (22a)] D,; also folgt.

4 D, = [a;b,)(a,b, — aby) — [@105)(a105 — asdy) + [a10,)(a104 — ayby)
(249 { + [a5D5)(a2bs — asby) — [@2bg)(ashy — a4by) + [a3Ds)(ashs — agbs) -

In den eckigen Klammern kommen nur ¢ und 4 vor; die runden Klam-
mern indern bei Vertauschung von a und b simtlich ihr Zeichen, der
Satz ist also bewiesen.

Die Eigenschaft (11a) ergibt sich durch ein &hnliches Verfahren;
wir entwickeln dazu die in (23) enthaltenen dreireihigen Determi-
nanten [¢;] nach den Elementen einer Horizontalen. Es ergibt sich

(@) = by[as by] — ¢y[azcq] + dy[azd,]
[a5] = bi[asby] — ¢i[azey] + dylazd,]
[a) = by[a,b,] — ¢iasc]] + dy[a,d,],

und hieraus weiter

D, = ay[ay) — by {ay[a, b)) — as[asb1] + ay[a, bl]}
+ ¢; {a[aze,) —aslase,] + agascil} —dy {ay[aydy)—azlazdy] + ay[a,dy]}.

Die Faktoren von b, ¢;, d; sind aber, wie man leicht erkennt, [4,], [¢,]
und [d,], und so folgt

D, = ayla)) — byb;) + eyfeg) — dy[dy] -

Fiir die hier auftretenden Unterdeterminanten gilt aber der Satz (11a).
Denken wir also in ihnen die Horizontalen und Vertikalen vertauscht,
so ist alsdann die Entwicklung von D, genau diejenige, die dem Satz (11a)
entspricht, und der Beweis damit erbracht.

Der Satz (13) bedarf eines lingeren Beweises nicht. Fiir die Zeile
der Elemente 4; ist er gemil (22a) evident; fiir eine andere Zeile des-
wegen, weil jedes [4;] den Faktor ¢ annimmt. Ebenso leicht ist es,
die im Ausdruck (9a) enthaltenen Eigenschaften fiir den Ausdruck (22a)
nachzuweisen; was jedoch nicht ndher ausgefithrt werden soll.

(24a) Damit sind die simtlichen fiir D abgeleiteten Sitze auch fiir D,
als giiltig erwiesen.

Der Gleichung (24) entnehmen wir noch einen wichtigen Satz. Die
in den runden Klammern stehenden Ausdriicke sind sdmtlich Unter-
determinanten von D,; z. B. ist a,0, — a,b, = [c;d,], denn [c,d,] ist die
Unterdeterminante, die weder ¢ noch 4, noch einen der Indizes 3, 4
enthidlt, und zwar unter Erhaltung der Anordnung, und das ist
a; by — a,by; . Somit folgt

(25) { Dy = [a,b,)[c3dy] — [a,b5)[cady) + [1D4][C2ds)
+ [ag bl[c;dy] — [azby)[c, ds] + [azby)[c, dy] -

18%
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§ 2. Lineare Gleichungen.

Wir gehen nochmals zu den homogenen Gleichungen (7) zuriick.
Dal D = 0 eine notwendige Bedingung fiir eigentliche Losungen ist,
wurde S. 267 bereits gezeigt. Setzen wir jetzt D = 0 als erfiillt voraus.
Alsdann gehen die Gleichungen (7) in (15a) und (15b) iiber, falls man
x, 9, 2 durch A4, By, C, ersetzt; gemdB (15c) gilt das gleiche fiir irgend
drei Unterdeterminanten A;, B;, C;. Also folgt
(26) Ist D =0 wund sind nicht alle A;, B;, C; Null, so wird den Glei-
chungen (7) durch die eigentliche Losung

x:y:2=A4;:B;:C;
gentigt. Den Fall, daB alle 4;, B;, C; Null sind, behandeln wir in (33).
Wir ziehen hieraus noch die Folgerung:
(26a) Ist D = 0 und verschwinden nicht alle 4;, B;, C;, so verhalten
sich die Unterdeterminanten der einen Zeile wie die dey andeven.

Beispiel. Far 5 +9y —2 =0, 25+ 6y 4+ 102 =0, 2¥ 4 3y —32=0
haben die Unterdeterminanten die einander proportionalen Werte

—48, 26, —6; 24, —13, 3; 96, —52, 12,
und esist ¥ :y:2 =24:—13:3.

Drei nicht homogene lineare Gleichungen und ihre Matrix seien

ax+by+tez+di=0 a, b, ¢ 4
(27) A%+ byy+ oz +dy=0; M= |a, by ¢, dy.
' azx +byy+c3z+dy =0 ag by ¢y d
Werden diese drei Gleichungen mit
by, ¢ by ¢ b, ¢
A, = 2 2 , A, = 3 3 , — 1 1
! !bs Cs| * !bl G ? |bz Cz!

multipliziert und addiert, so folgt wegen (16a)
x(ay Ay +as Ay + a3 Ag) + (dy Ay +dy Ay + ds Ag) = 0,

oder, wenn wir wieder

a b o 4y b ¢
ay, by cyl=1(abc), |dy by cy|=(dbc)
ag by cg dy by ¢

setzen und beachten, daBl (dbc) = (bcd) ist,

(27a) (@abcyx + (bed) = 0.

Analog ergibt sich

(27b) (@abc)y —(acd) =0, (abc)z+(abd) =0.

Die in diesen drei Gleichungen auftretenden Determinanten sind die
vier Determinanten dritter Ordnung, die sich aus It bilden lassen.
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Gehen wir zu homogenen Variablen x, y, 2, ¢ iiber, so lautet die Losung
(27¢) x:y:2:t=(bcd): —(acd):(abd): —(abc).
Der Fall, daB diese Determinanten simtlich verschwinden, wird
in (31) behandelt?).

Wir gehen zu vier homogenen Gleichungen und ihrer Determinante
iber; die Gleichungen schreiben wir
@11 %y + @ip Xg + A1 X3+ Ay %y = 0
Ay %y ~+ Ao X+ Bz X3 -+ g %y = O
A31 %y + g5 X+ Azg X3 +- Agq %y = O
Ay %1+ Agp %o+ Agz X3+ a4 %, = 0.
Zunichst fassen wir nur die ersten drei Gleichungen ins Auge. Sie
sind drei Gleichungen wie die Gleichungen (27); man erkennt leicht,
daBl man ihre analog abzuleitende Losung durch ‘

(28)

(28a) Ky Xg i Xy Xy = Ay Ayt Ayt Ay
darstellen kann; dabei sind 44, A4y, A4y, A, die Unterdeterminanten
VON @y, e, A5, Ay 0 der vierreihigen Determinante aller a;;, die den
vier Gleichungen (28) entspricht 2). '
Diese Determinante wollen wir abkiirzend durch das unmittelbar
verstdndliche Symbol .
(29) Ad=llag]|®); i=1,2,34, k=1,2,34
bezeichnen. Die vier Gleichungen (28) stellen geometrisch vier Ebenen
dar, und wir wissen aus S. 214, daB die notwendige und hinreichende
Bedingung fiir das Auftreten eigentlicher Lésungen in 4 = 0 besteht.
Dies soll auf analytischer Grundlage auf beliebig viele lineare Gleichungen
verallgemeinert werden. Wir kniipfen zunichst wieder an die Glei-
chungen (28) an und gehen davon aus, daf8 auch fiir sie (ebenso also fiir
Determinanten beliebiger Ordnung) die Gleichungen (15a) bis (16a) be-
stehen. Ist 4;; die dem Element «;; entsprechende Unterdeterminante,
so lauten sie fiir die Elemente einer Horizontalen '
(29a) {“i1A51+ari2A£2+“i3Ais+ai4Ai4 =4
@y Apr+ g Aps + ai3 A+ 234 Ay = 0;
die erste ist identisch mit der Definition [22a]%), die zweite folgt wieder,
ebenso wie (15b), aus (14). Ebenso hat man fiir die Vertikalen

{“1£A1i +ay; Ao+ a3 Az + a4y =4
AyiAyg+ agi Agp+ a5 Agg+ a4 A4 = 0.

1) Auf geometrischer Grundlage sind die Gleichungen (27) S.212 erdrtert
worden; dort findet sich auch ein Zahlenbeispiel.

%) Es ist klar, daB fur diese (formale) Festsetzung der Wert von ayy, a4, 043, 244
ganz aus dem Spiel bleibt, und von den vier Gleichungen (28) nur die drei ersten
und die zugehorige Matrix It in Betracht kommen.

8) Sie wird vielfach auch durch |a;;| bezeichnet.

4) Man beachte, daB 4;; = 4 [a;;] ist.

(29b)
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Wenn nun eigentliche Losungen x; fiir (28) vorhanden sind, so
mul notwendig A = 0 sein. Moge nidmlich eine Lgsung existieren,
fir die x; 2 0 ist. Multiplizieren wir dann die Gleichungen (28) mit
Ay, Aoy, Agy, Ay, so folgt gemidB (29a)

(30) #4=0, also 4=0.1
© Um auch die Umkehrung zu beweisen, behandeln wir zunichst
den folgenden allgemeinen Satz:

(31) Fdir m homogene lineave Gleichungen mit n Variablen gibt es, wenn
m << n ist, stets eigentliche Lisungen.

Eine Vorbemerkung sei vorausgeschickt. Um den Beweisgang nicht
zu beschweren, wollen wir von Gleichungen der Form a;x; = 0, die
also nur einen Koeffizienten a; 2 0 enthalten und aus denen x; = 0
folgt, absehen; es reduziert sich dadurch sowohl # wie #» um eine Ein-
heit. Ebenso sehen wir davon ab, dafl zwei Gleichungen z. B. nur x;
und x, enthalten und daB sie nur x; = 0, ¥, = 0 als Losung haben usw.
Es mag auch geniigen, den Beweis fiir m =4, n =5 zu fithren. Wir
setzen abkiirzend

(31a) Ui = 1% + Qg %y + Gig %3 + Qg ¥y + a5 %5 = 0;
die gegebenen Gleichungen sind also
U1:0, 072:0, U3=O, U4=0.

Wir beschrinken uns aber auch hier auf einen Einzelfall, und zwar
den folgenden:

Mogen alle vierreihigen und alle dreireihigen Unterdeterminanten
der zugehorigen Matrix verschwinden, aber nicht alle zweireihigen;
auBerdem nehmen wir an, die Gleichungen seien so geordnet und die

. lay, a
Bezeichnung der #; so getroffen, daB insbesondere Ian a12‘ =620
| %21 “a2|
ist. GemiB unserer Festsetzung enthilt also mindestens eine der Glei-
chungen U, = 0, U, = 0 auBer %, und %, noch andere Variable. Wir
zeigen, dafB} dann zwischen U,, U, und U, und ebenso zwischen U,, U,
und U, je eine lineare Identitit besteht. Zunichst ist nach (17)

Ay Ay g ¥zt Aig Xy + A5 %5

Dy =lay Ay dpg%s+ dyy Xy + dg5 %5

G313y (g3 X3+ A4 Xy + g5 %5

a1 Gz i3 11 Gz Q1 A1 A2 G5
= Xy |Gy Ggp Agg| + X4\ Ay Aoy Aoy T X5 |Gy Az Az,

a3 A3 dsz a3 dzp A3 a3 A3 A3
und da alle dreireihigen Determinanten nach Annahme verschwinden,
so folgt Dy = 0. Dies gilt fiir beliebige %3, %,, x5 . Wir formen jetzt D,

1) Auch dieser Satz 148t sich im Sinn von (10a) aussprechen.
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so um, daB3 wir das x;-fache der ersten und das x,-fache der zweiten
Vertikale zur dritten addieren, und finden so fiir belichige x;

lay ayn U,
(32) Dy = ay ay U2! = U;+¢ U, +0U;=0.

(ay Ay Uy,
Hier ist 22 0; daher kann nicht ¢; = 0 und ¢, = 0 sein, denn sonst
wire d U3=0, d.h. U3 =0, und zwar fir beliebige x;, was nur der

Fall wire, wenn alle a3; = 0 sind, was naturgemil ausgeschlossen ist.
Ebenso besteht eine analoge Relation
(32a) Uy +cU,+0U,=0.

Damit ist der Satz bewiesen. Die Gleichungen (32) und (32a)
zeigen ndmlich, daB alle Werte ,, fiir die U; = 0 und U, = 0 ist, auch
U; =0 und U, =0 erfiillen; alle diese Werte sind also Losungen.
Diese Werte ergeben sich durch Auflésung von U; =0 und U, =0
nach », und x,, was wegen J == 0 moglich ist. Diese Losungen sind
unserer Festsetzung gemill so gestaltet, dal sich x, und x, linear in
den beliebig bleibenden Parametern xj, x,, x, ausdriicken. '

(32b) Der Beweis li3t sich fiir jedes m <n und jede Annahme iiber
Verschwinden oder Nichtverschwinden der Unterdeterminanten ebenso
fithren. Die Zahl 2 des Beispiels (allgemein die hochste Ordnung, fiir
die nicht alle Unterdeterminanten verschwinden) heiBt der Rang des
linearen Systems (und der Matrix oder Determinante).

(33) Wir koénnen nunmehr auch den Fall » homogener linearer Glei-
chungen mit # Variablen erledigen, kniipfen aber wiederum an (28)
an und haben jetzt 4 = 0 anzunehmen. Sind dann nicht alle Unter-
determinanten A4;; Null, so bestehen die Gleichungen (29a) fiir Werte 4z,
die nicht siamtlich Null sind, und wir haben in
Xy Xg Xyt Xy = A1t Ajot Aygi Ay

eine eigentliche Losung, und zwar fiir beliebigen Index ¢; in Verallge-
meinerung von (26). Sind aber alle A;; Null, so ist die vorstehende
Behandlung von Satz (31) anwendbar. In dem oben betrachteten Fall
andert sich nur die Zahl der Gleichungen U; = 0 (5 statt 4) und es
tritt wieder fur U,, U, und jedes U, (i > 2) eine Gleichung der Form
(32) auf. Es gibt also wiederum eigentliche Losungen.

Beispiel. Sei Uy = 2+ 3%+ 543 —2%, =0, Ug=2%; + 3%, —3%3=0,
Us= 5% + 9% — % — 2%, = 0. Alle dreireihigen Determinanten sind Null.
Man findet weiter

ey @l |1 3!
| ‘ 2 3

i =20; Uzy=U;+20,,
¥ =8x—2x;, 3% =4x,—13%;.

| Bg1  Qgg )

Es gibt also oo Wertsysteme &, : %5 : #3: #,, die Losungen sind. Geometrisch er-
fullen sie die Schnittlinie der Ebenen U, = 0 und U, = 0.
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§ 3. Substitutionen, Invarianten, Formen.
Die beiden Substitutionen?)

Y1 = O %y  GpaXp - XygXg Y1 = Ay ¥+ KppXh | g Xy
(34) Y2 = Goy %+ Kpp Xy + Koz X3 Yo = Qg X + KX + Kpg ¥

Y3 = Og %3 + Ko Xy + Kgg X3 Y3 = Qg ¥ + Kgp Xy + Kgg 3
stimmen in den Substitutionskoeffizienten {iberein; sie heiBlen deshalb
kogredient. Weiter heiBit die Substitution

M= O d F agde+ 5 &
(34a) Ny = a8y + gp &y + 5o s
g = K38y + Koz &y + gy s,
die aus (34) durch Vertauschung der horizontalen und vertikalen
Koeffizienten entsteht, die franspomierte Substitution von (34). Wir
nehmen durchgehends an, dafl die Substitutionsdeterminante
Ay = [Jag |20
ist2?). Die Auflosungen von (34) und (34a) lauten dann, wenn 4,; die
Unterdeterminante von «;; ist,
0% = Ay;y; + Ap;ye + A3y und
(34b)
08 = Ay + Aiany + Aigns;

sie ergeben sich [gemaB (29b)] aus (34) und (34a) durch Multiplikation
mit den in (34b) auftretenden Unterdeterminanten und dann folgende

Addition. Diese Gleichungen stellen die inverse Substitution zu (34)
und (34a) dar.
(34c) Solche Substitutionen sind in den Formeln vorhanden, die
die gleichzeitige Transformation der Punkt- und Linienkoordinaten
(Ebenenkoordinaten) betreffen. Man hat fiir die Ebene (S.103)

QYi = @iy Xy + @yp Xy + Aig X3,

OU; = Ay;Vy + Ay Uy + d3;V3.
Wihrend hier die ersten Gleichungen die neuen Koordinaten y; durch
die (alten) x; ausdriicken, driicken die zweiten Gleichungen die (alten) #;
durch die neuen v; mittels der transponierten Substitution aus. Man
nennt diese Substitutionen kontragredient. Analog ist es im Raum.

Fiigt man zu den Gleichungen (34) noch die Gleichungen

(35) 2 = Biry1 + Pia¥a + iz Vs,
So ergibt sich daraus eine lineare [aus (34) und (35) zusammengesetzte]
Substitution zwischen z; und x;; sie laute
(352) 2y = yi % Vig Xp t Vig X3;
1) Wir betrachten im Text stets den Fall » = 3.

2) Fiir die lineare Substitution (18) von S. 70 ist & 6 — fy die Substitutions-
determinante.
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es ist, wie die Ausrechnung unmittelbar ergibt,

(35b) Vv = Pir Crz + iz %ar + Pig Xz -

Die Koeffizienten y;; sind also aus den f;; und e&;; im Sinn von (19a)
komponiert [und zwar die it® Horizontale von (35) mit der kten Verti-
kale von (34)], fiir die Substitutionsdeterminanten besteht daher die
Gleichung

(35¢) 4, = Ay - dg;

aus 4, 2 0 und 4; < 0 folgt also auch 4, < 0.

Seien nun >'a;%;, > b;%;, > c;%; drei lineare Formen; die Deter-
minante (@ bc) der neun Koeifizienten a;, b;, ¢; heiBe kurz ihre Deter-
minante. Durch die Substitution

(36) % = fiy 21+ Bip % + Bis %5 = Zﬂzkxi

mogen die drei Formen in >'ajx;, > bjx;, D'c,x; ibergehen. Es ist
dann, wie die Ausrechnung zeigt,

(362) @} = a; By + a3 fa; + a3 fzi,  Yi = by fri+ by fas + by P,

€ = €1 Py + €2 Pai + €5 Bis
gemif (19b) sind also a}, ¥}, ¢, aus den a;, b;, ¢; und den Substitutions-
koeffizienten f;; komponiert, und zwar so, daBl man die Horizontalen
a;, b;, c; mit den Vertikalen der Substitutionsdeterminante kombiniert.
Daher ist nach dem Produktsatz (19a)
(36D) (€'0'¢’) = || pux |- (abo).
Die Determinante (2 bc¢) heiBt deshalb eine Invariante fiir die Sub-
stitution (36). Wir gelangen also hier zu der rein algebraischen Ein-
fithrung des Invariantenbegriffs. Koeffizientenausdriicke von der Art,
dal die aus den transformierten Koeffizienten gebildeten Ausdriicke
sich als Produkt der wrspriinglichen Ausdriicke in eine Potenz der Sub-
stitutionsdeterminante darstellen, werden als Invarianten bezeichnet.
Ist die Potenz die nullte, heiBen sie absolute Invarianten.

Die Invariante (36b) hat eine geometrische Bedeutung; ihr Ver-
schwinden bedeutet, dal die den drei linearen Formen entsprechenden
Geraden kein Dreieck bilden?); die Invarianten sind also die Ausdriicke,
in denen dieser Tatbestand analytisch zum Ausdruck kommt.

Eine bilineare Form in v,, v,, v; und z,, z,, 25 sei

(37) {(f(y» z) = Z“ik%‘zk = Y1(A11 21 + A1p2p + A137,)
T Ya(@912) + A922p + Ao325) + Va(as1 21 + 5o, + Ag25)

Der erste Index 4 von a;; richtet sich also nach dem Index von y;, der
zweite Index £ nach z;. Wir transformieren y; und z, kogredient
zur Substitution (36), fithren es aber zunichst nur in den z, also in

1) Vgl S. 45.
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den Faktoren der y;, aus. Diese Faktoren sind drei lineare Formen
von z;, nidmlich a;,2; + a;5 2, -+ 4;5 23, jede von ihnen gehe in
@i 2+ s %+ ajz 2
iiber, wo gemif (36a)
@i = @iy Prx + GigPor + %is Pk

ist; dann besteht fiir diese drei Formen gemif (36b) die Gleichung

Maie|l =1 Bixl - | @ix || -
Die so entstandene Form f(y, ') werde nun nach den 2/ umgeordnet;
sie geht dadurch in

Z(alyyy + a5y + a31Ys) + 22y + @Y + a52ys) + 25(aizyy + gys + Aisys)
iiber. Wir transformieren nun auch die y; durch die Substitution (36);
‘der Faktor von z; gehe dadurch in

bixy1 + barys + byrys
iber; die gesamte Form also in

10, 2) = > b viz,
und zwar bezieht sich der erste Index von &;; wieder auf y;, der zweite
auf z,. Wir erhalten dann genau wie vorher aus (36b)

(372) [Bill =1l Bz [l - [| @i [| = 1] Biae [+ [] @i || .
Wir nennen || a;; || die Diskriminante der bilinearen Form und er-
halten so:
(37b) Die Diskriminante einer bilinearen Form st eine Invariante.
Die vorstehenden Entwicklungen bleiben in Kraft, wenn wir
y; = %; = %; setzen; die bilineare Form geht dadurch in eine quadra-
tische Form der x; iiber. Setzen wir auch noch a;; = a;;, so entsteht
die quadratische Form
(38) {f(x) = DWip %% A = Ay .
= Ay 4] + Aga X5+ Ao Xy -+ 285325 %5 - 20531 %+ 281X Xy -

Auch fir sie gilt Gleichung (37a). Um aber das Resultat in der Form
aussprechen zu konnen, deren wir bediirfen, ist noch zu zeigen, daB
aus a;; = ay; auch b;; = by, folgt. Wir erkennen es, wenn wir den Wert
von b;; ausfithrlich hierher setzen. Man findet zunichst

bir = a{xPri + @5z fai + b Py
und erhdlt nunmehr mittels der obigen Werte von af,

bir = Pri (@11 Prk + 12821 + @13Ps2)

+ Bai (@511 + dogfar + a3 faz)

+ Bai (@51 Bz + safor + a33f31) -
Vertauscht man hier ¢+ und %, so gehen fiir 4;; = a;; die Horizontalen
in die Vertikalen iiber; es ist also auch b;; == b;, d. h.:

(39) Die Diskriminante der quadyatischen Form ist eine Invariante.
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(40) Von einer quadratischen Form gilt der wichtige Satz: Jede qua-
dratische Form von n Variablen lifit sich durch geeignete Substitutionen
(nicht verschwindender Determinante) in eine Summe rein quadratischer
Glieder transformieren.

Der Beweis beruht auf dem SchluBl von m auf m + 1. Firx#n =2
entspricht der Satz dem Verfahren, das bei der Losung einer Gleichung
zweiten Grades benutzt wird. Sei
(41) f(%) = @y %7 + 2 15 % %p + @20 %3
die Form fiir » = 2. Wir sefzen zundchst stets a;; 2 0 voraus. Bilden
wir dann
(41a) a1 (%) = (1 %1 + 15 %) + (a11 3as — a}p)%3,
so ist die Umformung in der Sache bereits geleistet. Die Substitution

) V1= A1 % F A Xy, Vo= %
fithrt f(») in
1

(42) F3) = by v3 + byyd; by =—, by = "ml22T0

an’ 11
iiber, mit endlichen Koeffizienten b;. Je nachdem die Diskriminante
(42a) 0 == @y, 090 — a5 >0, <0, =0
ist, 1aBt sich f(y) in die Form
(421) Pivi+ Bys, Biyi—By3, iyt
setzen. Das Verschwinden der Diskriminante d besagt also, daB sich
f(x) in die Form eines einzigen Quadrats iiberfithren 1iB8t?), nimlich

in (ay % + a1 %9)%: ayy-

In diesem Falle hat man weiter gemiB (414)
(43) @y f = (a1% + a12%,)? und ebenso ap/ = (a1, %1 + a5 %)%
Die Gleichung f = 0 kann daher beliebig
(432) (@11 %1 + @12 %9) = 0 oder (@15 %1 + gy %5)2 = 0
geschrieben werden?).

Werde nun angenommen, der Satz sei fiir den Wert #» — 1 richtig,

und es sei f,(%) eine Form von # Variablen; wir spalten alle Glieder,
die x; enthalten, von ihr ab, setzen also

@) = apai+2a, %, 5,4+ +2a1nx1xn+2aikxixk (=2, k=2).

Analog zum Fall # = 2 bilden wir durch Addition und Subtraktion
der dazu notigen Glieder

Ay (%) = (@gy %y -+ Qra Xy v o0 @y %)% D) A %y g — D W % %,
und zwar kommt von > und > nur in Betracht, dal x, darin nicht

1) Es ist ersichtlich, daB8 sich dies durch eine Substitution nicht dndern kann.
%) Da a;, >0 ist, wiirde a5, = 0 auch a;, = 0 machen, und ebenso um-
gekehrt.
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vorkommt, wihrend der genaue Wert belanglos ist. Setzen wir nun

(44) {Y1=“11x1+“12x2+"'+a1nxn;
Vo = Xy, e y V= X,

so ergibt sich

(442)  ayful®) = 914+ 20 yive = ¥+ fo-a(y), i=2 k=2,
wo f,_,(v) eine quadratische Form von héchstens # — 1 Variablen ist.
Damit ist die Grundlage des Schlusses von m auf m 4+ 1 vorhanden.
Es ist nur noch zu zeigen, da8 die Determinante der Substitution
nicht Null ist, was aber unmittelbar erhellt.

Die vorstehenden Beweise beruhen auf der Voraussetzung a,, == 0.
Ist a;; = 0, aber irgend ein a;; == 0, so verfihrt man analog. Sind alle
a;;= 0, S0 sei 2a;y %, % irgend ein wirklich vorhandenes Glied von f,(x)
Dann setze man

X =%+ %, %=, —x; und x; =z

firr alle von ¢ und % verschiedenen Indizes /. Dadurch geht 2 a;;%; %;
in 2 ag(x2—=x2) Gber, wihrend aus den Gliedern 2 a;; x; x; und 2 ag; % %;
kein Glied mit %2 oder x;? entstehen kann. Wir haben so f,(¥) in eine
Form f,(x") iibergefithrt, fir die nicht alle a;; = 0 sind.

Sei z. B.

F=942+ 1623 — 225 — 247 + 522 — 2454, — 4237,
Man erhilt zunachst
= (3 — 4x5)% — (243 + 242 — 542 + 4ayx,);
mittels der Substitution #} = 3%; — 4%,, x;, = #,( > 1) geht dies in
f=2aF— @xf + 227 — 527 + 4244
tiber. Die neue Substitution
Valwy + %) = 2, ) = 27(>3)

1aBt dies schlieBlich in
f e x;? — x{;’z + Sx;‘IQ
iibergehen, und die Transformation ist geleistet. Um noch die entsprechende
Substitution aufzustellen, beachte man, daB3 die letzte Substitution sich praktisch
nur auf die Variablen x4, #}, #, bezog; wir kénnen sie dadurch erweitern, daB wir
(in einheitlicher Bezeichnung)
M=y, #h=y V2@ 4#) =95 =y V55 =19,
setzen; wir erhalten dann die Form
p=91-vi+vi.

Man beachte, daB sich jede der beiden benutzten Substitutionen durch fiinf
lineare Gleichungen darstellt, von der Art, daB alle Elemente links der Diagonale
Null sind. GemafB dem Beispiel von (19b) gilt dies also auch fiir die zusammen-
gesetzte Substitution, die die x; durch die y, ersetzt.

(45) Die Zahl der Quadrate, auf die sich die Form f,(«) zuriickfiihren
1aBt, bleibt im vorstehenden Beweis unbestimmt; sie kann jeden
Wert von 1 bis # annehmen und heiBt ihr Rangl); der (absolut ge-

1) Er hangt mit dem S. 279 eingefiihrten Rangbegriff aufs engste zusammen,
wie aus Kap. XVII, § 4, hervorgeht.
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nommene) Uberschu3 der Zahl der positiven iiber die Zahl der negativen
Glieder ihre Signatur; im vorstehenden Beispiel ist also 3 der Rang
und 1 die Signatur.

Diese Bezeichnung griindet sich darauf, daB Rang und Signatur
Invarianten der quadratischen Form sind (Trigheitsgesetz der quadya-
tischen Formen). In den in diesem Lehrbuch in Betracht kommenden
Fiallen n» = 4 geht dies aus der Invarianz der Realitdtsverhdltnisse und
der gestaltlichen Eigenschaften der Flichen und Kurven unmittelbar
hervor, wie es z. B. S. 247 ff. fiir die F, erortert worden ist?).

§ 4. Imaginire GréBen, Gleichungen.

Eine nihere Begriindung des Rechnens mit imaginidren GréBen
kann hier nicht gegeben werden; es geniige, die (iibrigens naheliegende)
Definition der Gleichheit und der vier Grundoperationen anzugeben
und einige Folgerungen daraus zu ziehen. Man wird auch leicht er-
kennen, daB diese Definitionen die allgemeinen Rechnungsregeln be-
friedigen.

Werde 1/17 =1 gesetzt, ferner 2 = —1, 3 = —1, 4 =1 usw.
Weiter schreibt man '1/7—77172 = bV: =1 b. Der Ausdruck a + b¢,
wo a und b reell sind, heiBt Romplexe GroBe; a4+ bi und a — b1
heiBen konjugiert komplex. Man kann mit den komplexen GréBen, wie
schon erwdhnt, nach denselben Regeln rechnen wie mit den reellen,
und zwar gemiB folgenden Festsetzungen. Die erste betrifft die Gleich-
heit und lautet:

(46) at+bi=c+di heiBft a=c und b=4d,

(46a) a+bi=0 heiBt a=0 und b=0.

Summe, Differenz, Produkt, Quotient ist folgendermaBen definiert:

) {<a+b§)ﬂ:<c+_di)=aic+(b¢d)i,
(@+bi)(c+di) =ac—bd+ilad—+bc).

Insbesondere folgt also

(47a) (a+bi)+(@a—0bt)=2a, (a+b1i)(a— bi)=a®+ b3

Summe und Produkt konjugiert komplexer GroBen ist also reell. Fir

den Quotienten gilt

a+bi  (a4bi)c—di) _ac+bd+ilbec—ad)
(47b) c+di  (c+di)(c—di) ¢+ d? ’

d. h. Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier komplexer GréBen
stellen sich wiederum als komplexe GroBen dar; man sagt deshalb,
die komplexen GroBen bilden einen Zahlkirper.

1) Das Trigheitsgesetz wurde von J. J. Sylvester 1852 zuerst ausgesprochen.
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(48) Gleiche Rechnungen, die mit konjugiert komplexen GréBen vor-
genommen werden, liefern konjugiert komplexe Resultate. Fiir Addition
und Multiplikation zeigt es der Vergleich von (47) mit

(@—bi) 4 —di) = (@) — B+ i,
(@ — bi)(c — di) = (ac — bd) — 1(ad + Do),
und ebenso beweist man es fiir den Quotienten.
(49) Die Gleichung
(* —x)(x — %) =0 oder x%— (%, + %)% + %, %, =0
hat die beiden Wurzeln %, und x, . Bezeichnet man also die Wurzeln von
24+20x+p=0
ebenfalls durch x, und #,, so folgt durch Vergleich mit (49)

(49a) 200 = —(% + %), f=2%%,.
%%, und x, + x, heilen elementare symmetrische Funktionen von x,
und %, .

Analog stellt
(¥ —2)(¥ — %) (x —x5) =0
oder

x5 — (% + Xy + %) % + (%y Xp + X X+ X Hg) X — Xy Xp Xy = O
eine Gleichung dritten Grades mit den Wurzeln x,, x,, x; dar. Der
V ich mit

ergleich mi B+ 3ax®F3Bx+y =0
ergibt wiederum
(49b) 300 = — (%3 + % + %3), 3B = (%1% + %1 %5+ Xp%5), ¥ = —%3%p%5.
Die hier auftretenden Verbindungen von x,, x,, 3 heiBen wieder die
elementaren symmetvischen Funktionen von %y, %y, %5 .

Eine Gleichung f(x) = 0 habe die komplexe Wurzel & 4 ¢%. Dann
ist also f(& 4+ ¢%) = 0. Nun ist f(£ 4+ i%) aus & + ¢n durch Addition,
Subtraktion, Multiplikation gebildet, also erhalten wir nach (47b)

fE+in =A+iB=0.
Daraus folgt A =0, B =0, alsoauch 4 —iB =0, also {(§ —i%) = 0,
d. h.:
(50) Besitzt eine algebraische Gleichung f(x) = 0 mit reellen Koeffizienten
eine komplexe Wurzel &+ in, so besitzt sie auch die kowjugiert kom-
plexe Wurzel.

Eine Gleichung ungeraden Grades besitzt daher mindestens eine
reelle Wurzel. ,

(51) Die beiden konjugiert komplexen linearen Gleichungen
(A+id4)x+ (B+1iB)y+ (C +1iC) =0
(A4—id)x+ (B—iB)y+(C—1iC) =0
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haben eine gemeinsame reelle Losung x,y. Jede der beiden Gleichungen
ist gemdl (46) mit

Ax+By+C=0 und Ayx+B,y+C,=0
gleichwertig; woraus die Behauptung folgt. Zwei konjugiert imagindre
Geraden besitzen also einen gemeinsamen veellen Punktl).
(52) Sollen die zwei guadratischen Gleichungen

g ¥ +2a,%x +a, =0, byx® 4 2byx+ by, =0
eine gemeinsame Wurzel besitzen, so miissen sie fiir diese Wurzel x

zugleich bestehen. Sie stellen dann zwei lineare Relationen fiir die
Zahlen x% und x dar, und gemiB (3a) ist

x¥2:2x:1= : : ;
! 1 by ‘bz bo| (Do by
daraus folgt als Bedingungsgleichung
(52a) (@200 — a9 b)® — 4(agby — ay bg) (ayby — a5 b4) = 0.
Man zeigt leicht, daB die Bedingung eine Invariante ist. Beide Wurzeln
sind nur gemeinsam fiir
Ay ay:dy=by:by:by.
(53) Man schlieBt hieraus, daB es fiir die beiden Gleichungen

f =013 %% +2a158Y + A5 ¥® + 28158 + 2053Y + a33 =0

@ = by 2% + 20128y + by y® + 2b13% + 2by3y + bg3 = 0
im allgemeinen vier gemeinsame Losungen x, y gibt. Setzen wir diese
Gleichungen in die Form

Agy?+ 24,y + 4, =0, Byy*+2B;y+ B, =0,

so ist die Gleichung (52a) fir 4,, 4,, 4,, By, By, B, die Bedingung fiir
etne gemeinsame Wurzel y. Diese Gleichung ist eine Gleichung vierten
Grades in %, und so ergeben sich die vier gemeinsamen Werte zx, y.
Aus (50) folgt wieder, daB zu jedem komplexen Paar x,y auch das
konjugiert komplexe Paar vorhanden ist.

a ay| |a, a, e @,
b

(54) Es kann der Fall eintreten, daB wir einer Gleichung wnendlich
grofe Wurzeln beizulegen haben; das ist folgendermaBen zu verstehen:
Sei z. B. eine Gleichung dritten Grades gegeben, und zwar

(54a) agx® +3a,2% +3a,4 +a; =0.

Fiir a; = 0 hat eine Wurzel den Wert Null; fir a; =0, 4, = 0 laBt
sich die Gleichung in W(agx +3a) =0

umformen und x = 0 ist eine Doppelwurzel. Ist auch nech a4, =0,
so ist ¥ = 0 eine dreifache Wurzel.

1) Ein zweiter kann im allgemeinen nicht existieren, da eine Gerade durch
zwei reelle Punkte selbst reell ist; es tritt ein, wenn 4: B:C = 4;: B;: C; ist.
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{55) Wir wollen nun annehmen, ein gewisses Problem fiihre auf die
Gleichung dritten Grades (54a), habe daher drei Losungen. In einem
besonderen Falle ergebe sich a, = 0. Setzen wir die Gleichung in die
Form \ ,
1 132 113

st3ng+i3m(;) e (3 =0,
so hat diese Gleichung die Wurzel 1/x = 0, was im Sinne von S.5
mit x = oo gleichwertig ist. Ist auch 4, = 0, so werden wir ihr die
Doppelwurzel oo beilegen, und falls auch noch a, = 0 ist, so z&hlt oo
sogar als dreifache Wurzel.

Dieser Sprachgebrauch ist in diesem Buch durchgehends befolgt worden.

§ 5. Beispiele und Aufgaben.

(Zu Kap. II, III, IV). 1. Sind Py(;y,) vier Punkte, so ist
E=x1+x2+xa+x4 17:3’14‘9’2“1‘3’34‘74

4 4
gemeinsamer Schnittpunkt von sieben Geraden. Welche sind es?

2. Fur # Punkte P; treten 2°~!—1 Geraden auf, die sich samtlich in dem
analogen Punkt (£, #) schneiden.
3. Welche drei Transversalen des Dreiecks P,P,P, schneiden sich in
E= My Xy -+ Ma Xy + ms”s} n= MYy M Ve + M3 Y3 >
my + My - My my + My + Mg
4. Von den Gleichungen (16) (S.29) ausgehend soll man die Werte, die

a, b, ¢, d fiar rechtwinklige Achsen besitzen, nach der Methode von Kap. XIV, § 6
ableiten, also auf Grund von #2 -+ y2% = x’2 4 9’2, Man erhilt der Reihe nach

a?4c2=0b24+d%*=1, ab+cd=0, ad—bc=+41.
Wird insbesondere ad — bc = 41 gesetzt, so folgt analog
a?+b2=c2+d*=1, ac+bd=0.
Daraus foigt a=d=cos(x¥x"), —b=c=sin(xx').
5. Fur schiefwinklige Achsen folgert man &ahnlich
a?+c2+2accos(xy) = b2 +d%2+42bdcos(xy) = 1,
cos(#y’) = ab+cd+ (ad 4 bc)cos(xy).
6. Es ist der Ort der Spitzen aller Dreiecke iiber der Grundlinie 4B zu be-
stimmen fir
a) ctgAd+ctgB=m, b) tga+tgB=m, c) tga-tgB =m, d) A+ B=m.

Man wahle AB als ¥-Achse und das Mittellot als y-Achse. Fiir a) ergibt sich eine
Parallele zur x-Achse, fur b) eine Parabel, far c) eine Ellipse, fiir d) ein Kreis.

7. Dieselbe Aufgabe fur

ctgd —ctgB=m, tga—tgB=m, tga:tgB=m, A—DB =m.
Man erhilt fir a) eine Gerade durch O, fiir ¢) eine Parallele zur y-Achse, fiir b} und
d) eine Hyperbel.

8. Durch den Punkt (§, ) ziehe man eine Gerade und durch ihre Schnitt-
punkte mit den Achsen Parallelen zu den Achsen. Die Schnittpunkte dieser
Parallelen bilden eine Hyperbel mit der Gleichung

nx+Ey=xy.
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9. Die Achsen seien rechtwinklig. Eine Gerade AB der Lange ! bewege sich
so, daB der Punkt 4 auf der x-Achse und der Punkt B auf der y-Achse bleiben.
Jeder andere Punkt P der Geraden beschreibt eine Ellipse mit den Achsen AP = b
und BP = a. Hierauf beruht die mechanische Zeichnung der Ellipse mittels des
.,Ellipsographen.

10. In biangularen Koordinaten stellen die Gleichungen ¢; + @, = const
und ¢, — @, = const einen Kreis und eine gleichseitige Hyperbel (¢ =) dar.

11. Der Ort der Punkte P, fiir die das Produkt der Entfernungen F, P . F, P
konstant (= m?) ist, hat fur F;F, = 2¢ die Gleichung (in rechtwinkligen Ko-
ordinaten) (#2+ )2 —24x2— 9%+t —mt = 0.
Fiir m* = ¢* geht die Kurve durch O; sie heit Lemniskate und hat die Form einer
liegenden 8 und die Gleichung

(#* +9%)% — 26%#x* — ¥%) = 0.
In Polarkoordinaten lautet sie
7?2 = 2c%cos2¢.

12. Durch einen Punkt O eines Kreises mit dem Mittelpunkt C und dem
Radius @ ziehe man eine Sehne OK und trage auf ihr von K aus nach links und
rechts ein Stiick KP,= P,K = [ ab, wo [ eine Konstante ist. Die Polargleichung
der Punkte P, und P, fiir O als Anfangspunkt und OC als Polarachse lautet dann

v =2acosqp +1,

die Kurve heiit eine Pascalsche Schnecke.
Fir den besonderen Fall I = 24 ist die Gleichung

v =2a(1 -+ cosg),
die Kurve hei3t Kardioide; sie hat eine herzférmige Gestalt.

13. Sei P ein fester Punkt eines Kreises vom Radius a. Er liege so, daB er
die #-Achse in O berithrt und P in O fillt. Rollt der Kreis auf der x-Achse ab,
so beschreibt P eine Kurve, die Zykloide heiBt. Wenn fiir irgend eine Kreislage
P, die Lage von P und O’ der momentane Berithrungspunkt ist, so miBt der
zum Bogen P, 0’ gehérige Zentriwinkel o den abgelaufenen Teil der Peripherie;
er soll den variablen Parameter darstellen. Sind (¥, y) die Koordinaten von Py,

so sind .
¥=aw—asinw, y=a—acosw

die Kurvengleichungen. Die Kurve geht, da o alle Werte zwischen —oo und +oo
annehmen kann, nach links und rechts ins Unendliche; sie besteht aus lauter
kongruenten Teilen.

14. Man kann die Gerade durch einen festen Kreis ersetzen, von dem der
bewegliche Kreis (o = a) von auflen oder innen abrollt (Epizykloide und Hypo-
zykloide). Man stelle deren Gleichungen auf.

(Zu Kap. V, VI.) 15. Die Gleichung einer Geraden g sei gegeben; man soll
den Punkt P’(§’, 5’) finden, der Spiegelbild eines Punktes P fiir g ist. Da PP’] g
ist und von g halbiert wird, hat man zwei Gleichungen fiir & und %".

16. Der Ubergang von Ax + By + C.= 0 in die Normalgleichung 148t sich
fir schiefwinklige Achsen [Jl(#y) = w] folgendermaBen ausfithren. Die Normal-

gleichung sei wieder %cos (n#) +ycos(my) —8 = 0,

weiter bestehen fiir den Multiplikator A zwei zu (9b) von S. 39 analoge Gleichungen.
Man projiziere ODQ auf die x-Achse und y-Achse und erhilt

%+ ycosw —dcos(xn) =0, xcosw -4y —dcos(yn) =0.

Schoenflies, Analytische Geometrie. 19
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Die Determinante der drei vorstehenden Gleichungen muf3 verschwinden; dies
liefert den gesuchten Wert von 4, und zwar

sin2 @
A2+ B2 —2ABcosw

Die Zeichenbestimmung der auftretenden Wurzel kann wie S. 39 geschehen.

%=

17. Eine Gerade schneide die Achsen so, daB 04 + OB = a + b = const ist.
Der Ort der Punkte P, die die Strecke 4B im festen Verhéltnis u teilen, hat die
Gleichung (1 — ) (*+9) =a+b.

18. In ein Dreieck ABC sei ein Rechteck 4’B’A’’ B’ eingeschrieben; 4’ B”
falle in AB. Der Ort der Mittelpunkte M dieser Rechtsecke ist zu finden. Man
wahle 4B als x-Achse, die Hohe als y-Achse, und es sei OC=#%, 04 =p, OB =gq.
Man fihre zundchst vaviable Hilfsgréfen ein; die Koordinaten von 4’ seien &, 7/,
die von B” seien &7, 9’ (fiir = "), endlich #,y die von M. Man hat dann
die Gleichungen

5’ n/ 5// n”
= L =1, = =1, = g 4 =y =9
StE=b T3 2y =E4E, 2y =1 =7
aus ihnen ergibt sich die Gleichung des Orts in der Form
2% 2y
—_ + —_— =
p+qg  h

Er enthilt die Mitte der Hohe und die Mltte der Grundlinie (Rechtecke der Hohe
Null und der Grundlinie Null).

19. Durch einen Punkt (&, ) ziehe man zwei Geraden g und g’, die auf den
Achsen die Abschnitte @, b und a’, b’ bestimmen. Gesucht ist der Ort der Schnitt-
punkte der Geraden, deren Achsenabschnitte o, b” und «’, b sind. Fiir ihn hat
man zunichst

YLy o oY _

;‘ X =1 und 7 -+ b = 1.
Zugleich ist

£ . m £ 7

; 3 =1 und ? + E/ =1

Aus diesen beiden Gleichungspaaren erhilt man

1 1 1 1 1 1 1 1
(z-2)+o(5-5)=0 wma s(Z-2)+u(5-5)=0.
woraus sich nach Anhang (4a) x# + y& = 0 als der gesuchte Ort ergibt.

20. Eine Gerade g ist so zu bestimmen, dall die von gewissen Punkten P,

auf sie gefallten Lote /;, mit gewissen Konstanten m, multipliziert, die Summe
Null ergeben. Ist xcosa + ysina —§ = 0 die Gleichung von g, so wird

myl; = my(x;cos @ + y;sinx — §),
und man erhalt aus X m;/; = 0 die Gleichung
xcoso Xy myx +ysina Y my, — 6 X m; =0
oder, mit Benutzung der Gleichung von g,
cosx {x Dm;— X mx) +sina{y>m— >my} =0.
Die Gerade geht durch den Scﬁnitt von
xYmy— > mx, =0, y > m— Zm-y,. =0,

also durch den Punkt » = > mx,: X my, vy = > m;¥;: > m,;. (Er stimmt mit dem
Schwerpunkt.der Punkte P, iiberein, wenn man jedem dle MaBe m; beilegt.)
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21. Den Punkt zu finden, in dem eine Gerade g die Verbindungslinie zweier
Punkte P’, P’ schneidet. Jeder Punkt dieser Verbindungslinie wird durch

P e el
1—pu 1—un
dargestellt; soll er auch einer Gleichung 4x 4+ By + C = 0 geniigen, so ergibt
sich fir den gesuchten Wert p
nw=(4x + By + C): (4dx” + By” + C).

Eine Anwendung dieser Formel ist folgende: Die Gerade schneide die Seiten
eines Dreiecks P'P”P’’ in Q,, Q,, Qs; die zugehdrigen Teilungsverhiltnisse seien
= (P"P"Q)), pg = (P""P'Qy), ps = (P'P"Qy),

dann ist (Satz des Menelaos) p, uspu; = 1 oder

QIP” ' Q2P”/ * Q3P, = QlP”’ * QZPI * Q3P”'
‘Wie lautet der durch Dualisierung entstehende Satz (Satz des de Céva.)? Man
kann diese Gleichung auf ein ebenes Polygon iibertragen.

22. Die parallele Lage zweier Geraden g und g, ist eine affin invariante
Eigenschaft, die orthogonale eine metrisch invariante. Man beweise, da die
Bedingungen (S. 40)

AB; —BA; =0 und A4AA4,+ BB, =0
beim Ubergang zu neuen Achsen diese Invarianz besitzen; die erste also fiir die
Formeln (17) von S. 30, die zweite fiir (14) von S. 28.

23. Man tbertrage die Betrachtungen von S. 49 auf
Nyt Nyt Ny =Ny =0
24. Man erortere (im Anschlu8 an Kap.V, §4) die Bedeutung der Gleichungen
V@ +1G" =0, VG"+AG =0, WGHNVG =0
fir G = 0, G’= 0, G’’= 0 als die Geraden eines Dreiecks, ebenso von
AGHNVG G =0
und dualisiere diese Resultate.

25. Im Anschluf an den S.62 enthaltenen Beweis des Desarguesschen
Satzes ist von Pliicker folgender Satz ausgesprochen worden'): AuBer den drei
in eine Gerade fallenden Schnittpunkten zweier perspektivischen Dreiecke erhilt
man noch weitere sechs Schnittpunkte ihrer Seiten. Verbindet man je zwei dieser
sechs Punkte durch gerade Linien, so erhilt man 45 neue Schnittpunkte, von
denen (die drei erstgenannten mitgerechnet) 60mal drei in gerader Linie liegen.
Ein derartiges Tripel bilden z. B.die Punkte 4 = 0, C — B’=0; B=0,4A— C'= 0;
C =0, B— 4’= 0; die Gerade, die sie enthilt, ist 4+ B+ C— U = 032).

(Zu Kap. VII, VIIL) 26. Sind (a, b) und (¢, d) zwei harmonische Strahlen-
paare und m, » die Halbierungslinien von (a, b) und (c, d), so ist

cos (ab) cos(cd) = cos2(mn),

27. Man zeige, daf} die Gleichung axx 4’ + fx 4+ y 2’4+ 6 = 0 in der Weise
fiir unendlich viele Wertepaare #;, #, und #1, x4 besteht, daB », — #; = #, — #/ ist
In zwei projektiven Punktreihen gibt es also unendlich viele Paare gleicher Strecken.
Man zeige das gleiche dualistisch.

28. Man zeige, daB eine reelle projektive Beziehung zweier Strahlenbiischel
so hergestellt werden kann, daB den Minimalgeraden des einen zwei gegebene
konjugiert komplexe Strahlen des anderen entsprechen. Als Koordinate im Biischel
wahlt man zweckmaBig tg¢.

1) Gesammelte mathematische Abhandlungen 1895, S. 161.
2) Fiir die Bezeichnungen vgl. S. 62.

19*



299 Anhang.

29. Eine Drehung um O ist, da die Kreispunkte fest bleiben, eine Projektivitat,
deren Doppelstrahlen die Minimalgeraden sind; eine Projektivitat im Strahlen-
biischel mit konjugiert komplexen Doppelstrahlen 1aft sich also (nach 28) auf
eine Drehung projektiv abbilden.

30. Entspreche fiir eine Drehung um O dem Strahl a der Strahl ' und dem
Strahl ¢’ der Strahl a’’ [so daBl < (aa’) = (a’a”) ist]. Konstruiert man a, so,
daB3 (@ a”) und (a’a;) zwei harmonische Paare bilden, so bilden die Paare (a'a,)
eine orthogonale Involution, also eine Involution, die dieselben Doppelstrahlen
hat wie die Drehung (S. 79). Man iibertrage den Satz auf eine Projektivitit im
Strahlenbiischel.

31. Auf einer Geraden g nehme man zunichst eine Ahnlichkeit an, gegeben
durch «#’= gx, und weise den zu (30) dualen Satz fur sie nach; man zeige also,
daB die Paare (4, 4’) eine Involution bilden, die dieselben Doppelelemente hat
wie die Ahnlichkeit. Durch Ubertragung ergibt sich der Satz dann auch fiir jede
Projektivitat mit reellen Doppelelementen.

32. Seien A, B, C drei Punkte einer Geraden, weiter A’, B/, C’ drei solche
Punkte, dab cpg41) — —1, (4CBB) = —1, (BACC) = —1
ist; es ist also 4’, B’, C’ zu dem Tripel 4, B, C in drei verschiedenen Anordnungen
harmonisch. Man folgert daraus (4CBB’) = (ABCC’) usw.; hieraus 148t sich
zunachst weiter ableiten, daB (B, C) und (B’,C’) zwei Paare einer Involution
mit 4 und 4’ als Doppelpunkten sind. Es ist also auch

- (C'B'4’4) = —1, (AC'B'B) = —1, (B'ACC) = —1.
Die Paare 4, B,C und 4’, B’, C’ stehen somit in wechselseitiger Beziehung zu-
einander. Daraus ist endlich (geometrisch) abzuleiten, daB (44’), (BB’), (CC’)
drei Paare derselben Involution sind.

33. In einer Projektivitat auf der Geraden g — sie heile § — moge dem
Punkt 4 der Punkt A’ entsprechen; wir sagen kurz, die Punktreihe (4) sei pro-
jektiv zur Punktreihe (4’), und es werde (4) durch § in (4’) iibergefithrt. Weiter
entspreche in P dem Punkt 4’ der Punkt 4”, dem A4’ wieder 4" usw., dann
sind auBer der Punktreihe (4‘) auch die Punktreihen (4’) ebenso (4’) zur
Punktreihe (4) projektiv; man bezeichnet diese projektiven Beziehungen durch
P2, P2 . .; durch P2 geht also 4 in 4” iiber; durch P* 4 in 4”7 usw. Dann
kann es kommen, daB fiir ein gewisses # der Punkt A®™ auf A4 fillt; es fithrt also B
jeden Punkt in sich iber. Die Projektivitat § heiBt dann zyklisck und man schreibt
P = 1 (Identitat). Fur » = 2 hat man den Fall der Involution. Wir betrachten
im folgenden den Fall # = 3, also 533: 1. Bezeichnen wir 4, 4’, A" jetzt durch
4, B, C, so folgt, daB die Projektivitat {§ das Punkttripel

ABC in BCA, BCA in CAB, CAB in ABC
iibergehen 1a8t. Sind M und N die Doppelpunkte von %, so ist also
(MABC) = (MBCA) = (MCAB) oder (S. 66)
1 =1

= — = it :2 — 4 == ;
yi =1 T also A2—4i4+1=0
und analog folgt fir N
—;— =1—1= 1%, also wiederum JA2— 141 =0.

Die beiden Dv (MABC) und (NABC) sind also gleich einer dritten Wurzel aus — 1 ;
M und N bilden daher mit 4, B, C je eine dquianharmonische Punktgruppe.

34. Die vorstehende zyklische Projektivitit kann (nach 29) so auf den Strahl-
biischel abgebildet werden, daBl den Doppelelementen M und N die Minimal-
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geraden entsprechen, also die Projektivitit in eine Drehung iibergeht. Die ein-
fache Figur, die sich so ergibt, besteht aus den drei Diagonalen a, b, ¢ eines reguliren
Sechsecks; die Projektivitit ist eine Drehung um 120°. Man zeige, da in dieser
Abbildung sowohl (32) wie (33) realisiert ist; die dem Beispiel (32) entsprechenden
Strahlen a’, b’, ¢’ sind die Halbierungslinien der Winkel (abd), (b¢), (c a).

35. Analytisch 148t sich das vorstehende mittels der beiden Formen

¥ —ad = (v — w) (4 —exy) (¥, — e2xy) = 0,

Yi+yE = 149 01+ ey 1+ £%y2) =0

darlegen; fiir ¢ als dritte Einheitswurzel. Man zeige, daB die Wurzeln (x'), (x”), (¥
und (y%), (¥”), (v'"’) dieselbe geometrische Beziehung zueinander haben wie 4, B, C
und 4’, B/, C’, und dafB3 die in (32) betrachtete Involution dieselbe ist wie die
von (33), im Strahlenbiischel also die orthogonale. :

Man kann die vorstehenden Gleichungen noch so transformieren, daf ihre
Wurzeln simtlich reell werden. Dazu dient die Transformation

ery =E&+in, oxm=E&—1in;
sie fithrt die gegebenen Gleichungen in
(38— =0 und £(F—39% =0

itber. Die Wurzeln entsprechen derjenigen Lage des Sechsecks, bei der eine
Diagonale in die x-Achse fallt.

36. Ist % eine zyklische Projektivitat, fur die = 1 ist, soist das Do (MNAA’)
fiir M und N als Doppelpunkte eine »te Einheitswurzel; die Projektivitat 1aBt sich
auf die Drehung eines Strahlenbiischels um den Winkel 2/ abbilden.

///)

37. Da die Doppelelemente vereinigter Punktreihen Wurzeln einer quadra-
tischen Gleichung sind, lassen sie sich mit Zirkel und Lineal konstruieren?); darauf
1aBt sich die konstruktive Losung vieler geometrischer Aufgaben zuriickfiihren.

Man gehe von gewissen Geradeng, g,, g, . . . und gewissen Punkten S, S;, S, . . .
aus. Durch einen Punkt 4 auf g ziehe man den Strahl a = (4S), er schneide g
in 4,, durch 4, ziehe man a; = (4,5;) usw. ... Durchliuft dann 4 die Gerade g,

50 beschreibt a den Biischel um S, 4, die Punktreihe g,, @, den Biischel um S, usw.,
und nach dem Satz des Pappus sind je zwei solche Gebilde projektiv; man schreibt
dafiir g(A) xS (a) mgy (Ay) xSy (ay) - - . .

Entsteht so auf g, der Punkt 4,, ist wieder a, = (4,S,) und 4’ Schnitt von a,
und g, so ist auch g(4) #g(4’). In den Doppelpunkten von g(4) und g(4’) fallt
A mit 4’ zusammen. Auf diese Weise kann man z. B. folgende Aufgaben lésen:
1. Gegeben zwei #-Ecke p, und g¢,,; ein #-Eck zu konstruieren, das p,, eingeschrieben
und ¢, umschrieben ist. 2. Ein #-Eck p, so zu zeichnen, daB es ¢, eingeschrieben
und zugleich umgeschrieben ist. 3. Ein n-Eck p, zu zeichnen, das sick selbst ein-
und umgeschrieben ist. Fiir # == 9 ist dies reell moglich.

38. Das Koordinatendreieck der Koordinaten x; (S. 97) zerlegt die Ebene
in sieben Gebiete, von denen je zwei durch das Unendliche zusammenhingen.
Man nehme den Ausgangspunkt O innerhalb des Dreiecks an und bestimme die
den sieben Gebieten zugehérigen Vorzeichenkombinationen der ;. Das analoge
ist fir den Raum und die in ihm vorhandenen 15 Raumteile auszufithren.

39. Bestimmt man in Fig. 45 (S. 102) den Punkt E} so, daB (G;, G;) und
(E;, E}) zwei harmonische Paare sind, so liegen die drei Punkte Ef, Ef, E/ auf einer
Geraden (Harmonikale von E fur das Dreieck). Man beachte, daB3 E ein beliebiger
Punkt der Ebene sein kann, der nicht auf dem Dreiecksumfang liegt. Der duali-

stisch zu bestimmende Punkt heit Zarmonischer Pol von e fiir das Dreieck.

1) Ein einziger gezeichnet vorliegender Kreis geniigt sogar nach Steiner;
vgl. Werke, herausgegeben von WeierstraB: Bd. 1, S. 461. 1881.
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40. Seien GH = 0, G’'H’= 0, G"’H'’= 0 drei Geradenpaare; sie bilden dann
und nur dann die drei Paare von Gegenseiten eines vollstindigen Vierecks, wenn
fiir A= 0, A’=0, A= 0 eine Relation AGH ++ A’'G’'H’ + 1”G"”’H"’ = 0 besteht.

41. Sind fiir ein vollstandiges Viereck G = 0, H = 0, K = 0 die Gleichungen
der Seiten des Diagonaldreiecks, so haben die drei Geradenpaare die Gleichungen
H+4+1K=0, K+uG=0, G+vH=0, .
und es ist A u» = 1. Diese drei Geradenpaare werden von jeder Geraden in drei
Punktepaaren einer Involution geschnitten. Ein Beweis folgt aus dem allgemeineren
Satz von S. 157 uber das C,-Biischel.

(Zu Kap. IX, X.) 42. Ein rechter Winkel bewege sich so, da3 der eine Schenkel
durch einen festen Punkt geht, und von beiden Schenkeln auf den Achsen gleiche
Stiicke abgeschnitten werden. Der Scheitel beschreibt einen Kreis.

43. Seien Ny =0, Ny= 0, Ny= 0 die Seiten eines Dreiecks. Fiur welche
Dreiecksformen stellen (fiir rechtwinklige Achsen)
Ny Ny = N2 und N2+ N2 = N}
einen Kreis dar, und welche Sitze sind hierin enthalten?

44, Seien S = 0, S’= 0 zwei sich schneidende Kreise, P ein Punkt von S = 0,
p das Lot von P atf die gemeinsame Sehne und # die Linge der Tangente von
P an §’= 0. Dann ist 2= 2ap.

45. Sei S — A S’ = 0 ein Biischel mit reellen Grundpunkten. Sie sind harmo-
nisch zu jedem Punktepaar, in dem ein zum Biischel orthogonaler Kreis die Potenz-
linie trifft.

46. Die Gleichungen zweier Kreise K und K’ in Linienkoordinaten seien
w2+ vH) — (wa+vf+1)2 =0, *u+v?) —(ua' +ovp +1)2=0.
Fir ihre gemeinsamen Tangenten gilt
lou+puv+1) =tolau+pgv-+1).
Auf Grund dieser Gleichung zeige man, da8 die Zentrale beider Kreise von den

Schnittpunkten zweier Tangentenpaare im Verhiltnis der Radien geteilt wird
(Ahnlichkeitspunkte).

47. Alle Kreise, die sowohl einen Kreis K wie einen Kreis K; unter demselben
‘Winkel schneiden, schneiden auch jeden Kreis des durch K und K; bestimmten
Biischels unter festem Winkel, und einen davon insbesondere orthogonal.

48. Fir zwei konjugierte Halbmesser a’, b’ einer E, oder H, ist
a’? = 4 b2 —e222, £ 02 =a®+ %4

49. Das Produkt 7, 7, der Brennstrahlen des Punktes P ist gleich 4’2, wo b’
der zu OP konjugierte Halbmesser ist.

50. Das Produkt der von den Brennpunkten auf eine Tangente der E, oder H,
gefillten Lote ist 4 52; das Lot von'O auf die Tangente ist ab: &', wo b” dieselbe
Bedeutung hat wie vorstehend.

51. Das Produkt der von einem H,-Punkt auf die Asymptoten gefallten
Lote ist konstant; das vom Brennpunkt auf eine Asymptote gefallte Lot ist gleich b.

52. Die Kreise, die durch die Scheitel 4; und 4, der E, und H, gehen, und
deren Mittelpunkte auf der x-Achse im Abstand & = - e%: a von O liegen, haben
in A; und A4, vier zusammenfallende Punkte mit der E, und H, gemein. Fir
die Scheitel B, und B, der E, gibt es zwei analoge Kreise mit den Mittelpunkten
B = - e2: b (Scheitelkritmmungskreise). Sie schmiegen sich eng an die E, an.
Zeichnet man sie, so kann man die E, mit den Achsen 4 und b in guter Anniherung
mit der Hand herstellen.
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53. Die Parabel y2=2px und der Kreis #2 4 y>— 2ax — 28y = 0 schnei-
den sich in O orthogonal; sie haben auBerdem noch einen reellen gemeinsamen
Punkt. Wie sind « und g zu wihlen, damit sich fiir diesen Schnittpunkt die
Gleichung 93— 4ay — 8b = 0 ergibt, bei gegebenem a und b? Dies liefert eine
Auflssung der vorstehenden Gleichung dritten Grades mit Hilfe des Kreises,
wenn die Parabel gezeichnet vorliegt; eine angeniherte, wenn von der Parabel
eine gréBere Reihe von Punkten vorhanden ist. Ahnlich kann man auch eine
Gleichung vierten Grades behandeln.

(Zu Kap. XI, XII.) 54. Fir welche Lagen der Geraden N, =0, N, = 0,
N3 = 0, N, = 0 stellen (bei rechtwinkligen Achsen)
NN, = N}, Ni+N}=NiiN3
eine gleichseitige H, dar, und welche Sitze folgen daraus?
55. Man transformiere S5x¥24+4xy +92—5x—29—19=0 und
322+ 4xy + 92— 35— 29 + 21 =0 auf die Hauptachsen.

56. In der Gleichung #2 +2bxy + 92 —4x— 4y + 1 = 0 die Konstante b
so zu bestimmen, dal die Gleichung 1. ein Geradenpaar, 2. eine P,, 3. eine gleich-
seitige H, darstellt.

57. Hat eine C, die Gleichung
Ay Xg Xy + Ay X3 Xy + A3 %y %y = O,

so geht sie durch die Ecken des Koordinatendreiecks, ist ihm also umschrieben;
die Tangenten in seinen Ecken sind a;x; + a3 #; = 0. Die Gerade

X Xy X
242240820

a,  a, ag
enthilt die Schnittpunkte der Dreiecksseiten mit den Tangenten in den gegen-
iiberliegenden Ecken. Man zeige, daB darin ein Sonderfall des Pascalschen Satzes
enthalten ist. Welche Geraden sind durch a;x; — a3 #; = 0 gegeben, und welcher
Schnittpunktssatz gilt fur sie?

58. Die Formeln (19a) von S. 175 fithren auf die Vermutung, daB auch die
Gleichungen 0% = a2 a,k+ ag, .
eine C, darstellen; dies ist zu beweisen. Sonderfalle ergeben sich, wenn man in
die Gleichungen (21) und (23) von S. 22 fiir ¢ den Parameter tg ! ¢ = ¢ einfithrt.
I'ir den Kreis findet man so

ox=a(1—13), oy =2at, pgz=1-+1%

59. Die Gleichung aller C, aufzustellen, die die (rechtwinkligen) Achsen in
¥ = a, ¥ = b berithren, und fiir das so gebildete Biischel die Geraden, die P,
und die gleichseitigen H, zu bestimmen.

60. Die Gleichung # %, — Ax;#, = 0 bildet ein Biischel von C,. Zwei Ge-
radenpaare entsprechen den Werten 0 und oo von 4; wann gehort das dritte zum
Wert 1 = —1?

61. Esseien f = 0 und ¢ = 0 zwei P,; wann stellt f — 1 ¢ = 0 lauter P, dar?

62. Der Ort der Polaren eines Punktes P fiir alle C, eines Biischels f —A¢p = 0
ist ein Strahlenbiischel um den Punkt P’; diese Strahlenbiischel sind fiir alle
Punkte zueinander projektiv. Das analoge gilt dualistisch. P und P’ sind fir
alle C, des Biischels konjugierte Punkte.

63. Man bestimme das gemeinsame Polardreieck fiir einen Kreis 2 y2—a2 = 0
und eine gleichseitige Hyperbel xy — 2% = 0. Wie spezialisiert sich das Resultat
im Fall der Berithrung beider C,? Ebenso behandele man die Kreise #2 + 92 — 22 = 0
und #%+4 9> —2ax2 = 0 und untersuche die Abhingigkeit der Realitit vom
Wert von «.
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64. Sind (#), (), (3) drei Punkte eines Dreiecks, so mogen ('), ('), (¢) die
Ecken des Dreiecks sein, das von den Polaren der drei Ausgangspunkte gebildet
wird. Beide Dreiecke liegen perspektiv; die Geraden (v #'), (¥¥'), (¢2') gehen durch
einen Punkt. Schreibt man die Gleichung M = 0 von S. 149 fiir zwei konjugierte
Punkte ausfithrlicher M (yz) = 0, so ist z. B.

M@yx) =0, M(x)=0,
und daraus folgt, daB die Gerade (x#") in variablen Koordinaten &,
MEy)Mxz) — M(Ez) M(xy) =0
lautet. Damit ist der Satz im wesentlichen bewiesen.

65. Man kann das Sechseck des Pascalschen Satzes auf zwei Arten in das-
selbe Viereck mit den Tangenten in zwei Gegenecken fibergehen lassen. Der so
sich ergebende Gesamtsatz lautet, daB die Schnittpunkte der beiden Paare von
Gegenseiten und der beiden Tangentenpaare in dieselbe Gerade fallen. Man zeige,
daB der vorstehende Satz mit seinem dualistischen identisch wird, wenn man
noch zu dem vollstandigen Viereck der vier C,-Punkte tibergeht.

66. Man leite die Siatze von Kap. VI, § 5 durch kollineare Ubertragung aus
den metrischen Eigenschaften des Quadrats ab, indem man dem Quadrat das
Vierseit oder Viereck kollinear zuordnet.

67. Man zeige, daB die kollineare Zuordnung auch durch drei Punktepaare
und ein Geradenpaar (ebenso dual) bestimmt ist, aber nicht durch zwei Punkte-
paare und zwei Geradenpaare.

68. Welche Gleichungen bestehen fiir #, v und #’, v’ bei affinen Transforma-
tionen? Man leite damit die Gleichung der E, in u, v aus der Kreisgleichung ab.

69. Man leite alle Lagen ab, die es fiir zwei vereinigte spiegelbildlich gleiche
Ebenen gibt (alle Arten von Umlegungen); man unterscheide sie, je nachdem -
ein Doppelpunkt im Endlichen vorhanden ist oder nicht, und bestimme das be-
ziigliche Doppelpunktsdreieck (oder seine Ausartung). (Die Kreispunkte ver-
tauschen sich gegenseitig.) :

70. Was sind die allgemeinsten ahnlichen, affinen oder projektiven Bilder
einer Schiebung, Drehung, Spiegelung einer Ebene?

(Zu Kap. XIII, XIV, XV.) 71. Ein Wiirfel um O habe die acht Ecken 41,
-1, 4-1; eine seiner Diagonalen verbindet den Punkt 1, 1, 1 mit (—1, —1, —1).
Durch geeignete Drehung um sie geht die x-Achse in die y-Achse, die y-Achse
in die z-Achse, diese in die x-Achse iiber. Man zeige, daB P(#, y, 2) dadurch in
einen Punkt (¥, ¥, 2,) ibergeht, fir den der Gréfe nach

=2, =% H=Y

ist. Sagt man kurz, (vy2) gehe in (zxy) iiber, so entsteht aus (¢xy) durch
Wiederholung dieser Drehung der Punkt (y z#), durch nochmalige Drehung wieder
(*y2).

72. Ein Wirfel geht durch 24 Drehungen in sich iber (je drei um die acht
Diagonalen); man stelle alle dadurch aus einem Punkt (xyz) .entstehenden
Punkte auf (also anBer denen des Beispiels 71 noch 21 andere).

73. Man leite die Kosinusrelationen von S. 197 in der Weise ab, daBl man
in die rechts stehenden Gleichungen (18) die Werte fiir #, ¥, 2 aus den linken
Gleichungen einsetzt.

74. Man zeige, daB die Determinante der neun Kosinus (S. 197), wenn man
in ihr die Diagonalglieder «, £, y, durch & — 1, f#; — 1, y, — 1 ersetzt, den Wert
Null erhalt.
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75. Auf Grund davon folgt, daB den Transformationsgleichungen (18) durch
Werte » = 2/, y = ', z = 2’ gentigt wird; es ist fur sie
xryiz=(y—fa): (0 —2) 1 (B — o).
Alle Punkte dieser Art bilden also eine Gerade. Sie hat fiir das x y z- System und

das x'y’z’-System dieselben Koordinaten; durch Drehung um sie kann also das
eine System in das andere iibergefithrt werden.
76. Man ubertrage Aufgabe 1 und 2 auf den Raum; ferner bestimme man
den Punkt
5211x1+12x2+13x3 7]:lly1-}—lzy2+l3y3 £ =
L+l+1 h4+lL+1
und lose dieselbe Aufgabe fiir vier Punkte (x;v,2,).

hay+ bz + lyzg
L+l + I

77. Eine Koordinatentransformation ist so vorzunehmen, daB die Ebene
% -9y -+ 2z = 0 die neue Ebene 2= 0 ist. Die drei Kosinus fiir die z’-Achse sind
damit bestimmt. Da noch eine Achse in der x#’y’-Ebene beliebig ist, wahle man
ihre Schnittlinie mit der xy-Ebene als neue x’-Achse, so daB cos(x’z) = 0 ist.
Die weiteren Kosinus sind zu ermitteln.

78. (Rechtwinklige Achsen.) Seien P; (x;v;2;) die vier Ecken eines Tetraeders.
Man zeige, daB aus der Orthogonalitat zweier Paare von Gegenkanten des Tetra-
eders die Orthogonalitit des dritten Paares folgt.

79. Man beweise, daB3 das sechsfache Volumen eines Tetraeders gleich dem
Produkt aus den Langen zweier gegeniiberliegender Kanten, ihrem kiirzesten
Abstand und dem Sinus des von ihnen gebildeten Winkels ist (rechtwinklige
Achsen).

80. (Rechtwinklige Achsen.) Die Koordinaten des Punktes P’ zu finden,
der Spiegelbild von P(£, 5, ) fur eine Ebene xcosa 4 ycosf 4+ zcosy — § = 0 ist.

81. Zwei durch (£, #, {) gehende Geraden haben die Gleichungen

! m n ! m’ w
die Gleichung ihrer Verbindungsebene ist aufzustellen.

82. Die Gleichungen der Geraden durch P zu finden, die zwei Gerade g
und g, schneidet.

83. Im Ebenenbiischel E - AE’ = 0 eine Ebene so zu bestimmen, daB sie
von den Achsen ein Tetraeder von gegebenem Inhalt abschneidet (rechtwinklige
Achsen).

84. Man beweise die metrische Invarianz fir die Orthogonalitatsbedin-
gung (27a), die affine fuir die Parallelitatsbedingung (26b) und die projektive fiir
die Lagenbedingung 4=0 (S.214) von Kap. XV.

(Zu Kap. XVI.) 85. Man leite die Transformationsformeln fiir u, v, w fiir
Parallelkoordinaten ab, insbesondere bei Erhaltung des Anfangspunktes.

86. Man dualisiere die Betrachtungen iiber drei und vier Ebenen von S. 211 ff.

87. Seien Q; = 0, Q, = 0, Q3 = 0 drei Punkte, die ein Dreieck bilden, so
telle .
stetien 290y —i3Qs =0, 403 — 401 =0, 41 —40 =0

drei Punkte dar, die aus den Seiten durch dieselbe Ebene ausgeschnitten werden.
Man iibertrage die Betrachtungen von S. 49 auf die Gleichung

L1+ 20, £4Q05=0.
88. Man dualisiere das Vorstehende auf drei Ebenen, die eine Ecke bilden,
und auf die Gleichung 2, E; 4 2, E; + 23E3 = 0.
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89. Sind Q, =0, @y = 0, Q3 =0, Qy = 0 vier Punkte eines Tetraeders, so ist
zu zeigen, daf die sechs Punkte 4,Q; — 2;Q; = 0 durch dieselbe Ebene auf den
sechs Tetraederkanten ausgeschnitten werden. Ebenso dualistisch.

90. Man deute (analog zum Beispiel 24) die Gleichung >'2,Q, = 0 fir vier
Punkte Q; und die dualistische Gleichung 3} 1,E; = 0.

91. Haben die erzeugenden Biischel von S. 229 die Gleichungen E - AF = 0,
E’4 L F = 0, so lautet die Gleichung des erzeugten Geradenorts (E — E’) F = 0.
Man tbertrage hierauf die Betrachtung von S. 81; in welcher Art perspektiver
Lage befinden sich die beiden Biischel? Man dualisiere das Vorstehende.

92. Wie hat man die Gleichungen (27) von S. 227 zu deuten, damit sie eine
kollineare Beziehung zweier Biindel darstellen, und welche ist es? Gibt es fiir
die Biindelgeometrie die Begriffe der Ahnlichkeit und Affinitat?

93. Fir zwei spiegelbildlich gleiche Biindel stelle man (rechtwinklige Achsen)
die Gleichungen fiir vereinigte Lage auf und bestimme die Doppelstrahlen und
Doppelebenen fiir alle moglichen Fille mittels 4(g) = 0.

94. Das Beispiel 75 zeigt, daB es fiir zwei vereinigte kongruente Biindel
stets einen reellen Doppelstrahl gibt; was trifft ein, wenn es mehr als einen gibt?

95. Fur zwei kongruente Riume R und R’ folgert man analog wie vorstehend,
dafl es im allgemeinen in ¢,,= &, einen Doppelpunkt P_, = P.  gibt; daraus folgt
die Existenz einer Doppelgeraden # = #’ durch diesen Doppelpunkt. Durch
Drehung um # und Gleitung lings #, also auch durch Schraubung um u, geht R
in R’ tiber. Was tritt ein, wenn in ¢ mehr als ein Doppelpunkt vorhanden ist?
Man bestimme auf gleiche Art die Doppelelemente fiir spiegelbildlich gleiche
Raume.

(Zu Kap. XVII.) 96. Es ist zu zeigen, daB der Ausdruck S (&, 3, {) = (& — )2
+ (g — )2+ ({ — )2 — p? fir jeden Punkt P(&, 9, (), analog zum Kreis, die
Potenz PA . PB bedeutet.

97. Man ibertrage die Satze von Kap. IX, §§ 3, 4, 5 auf die Kugel; fiir zwei
Kugeln gibt es eine Ebene der Punkte gleicher Potenz, fiir drei eine Gerade, fiir
vier einen Punkt; jeder solche Punkt ist Zentrum einer Kugel, die alle beziig-
lichen Kugeln orthogonal schneidet. [Der Schnittwinkel wird ebenso definiert
wie fiir' zwei Kreise (S. 111.)] Auch die Sitze iiber orthogonale Kreisbiischel
lassen sich auf Kugelbiischel und Kugelbiindel ausdehnen; ein Kugelbiindel
enthalt alle durch S 4 15’4 ¢ S”= 0 dargestellten Kugeln.

98. Man dualisiere (fiir Parallelkoordinaten) den Satz 3 von S.235. Wie also
einer Gleichung in x, y, z, die z nicht enthalt, unendlich viele Geraden einer zylin-
drischen Flache (als Punktort) geniigen, so geniigen auch einer Gleichung in #, v, w,
die w nicht enthilt, oo! Geraden und die samtlichen durch jede Gerade gehenden
Ebenen. Was bilden die oc! Geraden?

99. Durch welche Gleichung in Ebenenkoordinaten sind die Tangential-
ebenen der zylindrischen Fliche 4x% 4 By2 — 1 = 0 bestimmt?

100. Seien N; = 0, N, = 0, N3 = 0 die Normalgleichungen von drei Ebenen;
wann stellt die Gleichung
N? 4~ N3 + N2 = const
eine Kugel dar?

101. Der Ort aller Punkte, die von zwei windschiefen Geraden gleichen
Abstand haben, ist ein P, fiir das p = ¢ ist (gleichseitig hyperbolisches ).



§ 5. Beispiele und Aufgaben. 299

102. Der Ort der Punkte, die von zwei windschiefen Geraden gleiches Ab-
standsverhaltnis besitzen, ist ein §,, dessen Kreisschnitte auf je einer Erzeugenden
senkrecht stehen. TFir seine Konstanten ist 1/a® + 1/b% = 1/c2 (orthogonales §,).

103. Eine Gerade bewegt sich so, daB drei ihrer Punkte auf je einer der
drei (rechtwinkligen) Koordinatenebenen bleiben; alle Lagen eines beliebigen
Punktes P von ihr erfilllen dann ein §,.

104. Fur drei zueinander senkrechte Halbmesser g, o', o’ des &, besteht

die Gleichung 1

1 1 1 1 1

105. Die zentrische Fliche Ax? + By2 4 C22 = 1 wird durch eine Ebene
geschnitten, die durch eine Hauptachse geht; man bestimme die Hauptachsen
der Schnittkurve.

106. Die Gleichungen einer Kugel und eines auf die Hauptachsen bezogenen &,
seien PR
§2+n2+g2=1, a__z__i_l;é_i_?:’[

Man kann das §, auf die Kugel affin abbilden durch
¥x=al, y=0by, z=cC.
Drei zueinander senkrechten Halbmessern der Kugel entspricht ein Tripel kon-

jugierter Halbmesser a’, b, ¢’ des §,. Nun seien (&;%,(,) die drei Halbmesser-
endpunkte der Kugel, so ist
S+ =1, B+pi+8=1, E+n+8=1.
Hieraus soll mit Hilfe der Kosinusrelationen die Gleichung
a’?+ b2+ ¢ = a? 4 b2 4 ¢?
abgeleitet werden.

107.. Wenn eine Gerade sich so bewegt, daB3 sie bestindig drei windschiefe
Geraden g, &, k schneidet, erzeugt sie nach S. 226 ein §, . Man leite seine Gleichung
ab und wiahle das Koordinatensystem folgendermaBen. Durch jede der drei Ge-
raden kann man Ebenen legen, die den anderen beiden parallel sind; diese sechs
Ebenen bilden ein Parallelepiped, und es gibt zwei Ecken von ihm, durch die keine
der drei Geraden g, 4, & hindurchgeht. Man nehme die Mitte des Parallelepipeds
als Punkt O und nehme die Achsen den drei Kanten in einer der beiden eben
genannten Ecken gleichgerichtet. Die Gleichungen von g, %, £ sind dann v = b,
Z=—¢; 2=¢ %= —a, ¥=a, y=—>b, und die Gleichung des &, wird
ayz+bzx +cxy +abc =0.

108. (Rotationsflichen.) Die Achsen seien rechtwinklig; in einer Ebene durch
die z-Achse denke man sich durch O eine zur z-Achse senkrechte s-Achse und eine
Kurve s = ¢(2); fir jeden Punkt P(s, z) dieser Kurve ist also s der Abstand von
der z-Achse, und daher s?= x2-} 9% Rotiert diese Kurve um die z-Achse, so
beschreibt jeder Punkt P(s, z) einen Kreis um die z-Achse, bei der sich die Koordi-
naten z und s der Gré8e nach nicht dndern. Fiir alle so aus P entstehenden Punkte
ist daher st = g2(z), also %+ = @2(2),
und dies ist die Gleichung der Rotationsflache.

Man behandle folgende Beispiele: 1. Den Rotationskegel, den eine durch O
gehende Gerade erzeugt; 2. die F,, die durch Rotation einer E,, P,, H, um ihre
Achsen entstehen; 3. die Ringfliche, die durch Rotation eines Kreises um eine
in seiner Ebene liegende ihn nicht schneidende Gerade (z-Achse) entsteht. Fiir p
als Kreisradius und « als #-Koordinate seines Mittelpunktes ist ihre Gleichung

(8 3+ 22— ) — 402z +3%) ~ 0.
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109. Die allgemeine F,-Gleichung stellt eine Rotationsfliche fiir

Q11833 — G1a iz _ %22 % T Qo3 _ %3z g — 31932

] @31 @12
dar; wann ist Ggg¥ 2+ g 2% + A XY + 2014% + 289,y + 20342 + ayy = O eine
Rotationsfliche?

110. Man zeige, daB der durch ayz+4bzx +cxy = 0 (fiir rechtwinklige
Achsen) dargestellte Kegel unendlich viele Tripel zueinander senkrechter Kanten
besitzt. Was folgt daraus fiir ein §, mit der Gleichung ayz + bzx + cxy +d = 0?

111. Die Basis eines Kreiszylinders habe die Gleichungen )

¥ =acosp, ¥ =asing; x%4 9% =a%
Auf ihm bewege sich ein Punkt so, daB seine Steigung langs der z-Achse der Drehung
um die z-Achse, also zum Winkel ¢ proportional wichst. Entspricht dem Wert
@ = 0 der Wert z = 0, soist z = A ¢. Die Kurve heiB3t Schraubenlinie; sie schneidet
die Erzeugenden des Zylinders unter konstantem Winkel. Das Stiick %, um das 2
wiachst, wenn ¢ um 2z zunimmt, heilt Ganghohe; es ist also 7 = 2al. Dem-
gemaf sind
x=acosg, y=asing, z=_—¢

die Gleichungen der Schraubenlinie.

112. Wird der Zylindermantel in eine Ebene ausgebreitet, so bleiben die
Erzeugenden parallel, und es geht der erste Schraubengang (d. h. das Stiick
0=<¢@="2x) in eine Gerade iiber, die alle Erzeugenden wiederum unter dem
Winkel ¢ schneidet. Sie ist Diagonale eines Rechtecks von der Grundlinie 2ax
(Basiskreis) und der Hohe 2 (Ganghohe); es ist also

Unter diesem Winkel schneidet also die Schraubenlinie in jedem Punkt P des
Zylinders die durch ihn gehende Erzeugende; wir wollen die Zylindertangente
in P, die ebenfalls die Erzeugende unter dem Winkel ¢ schneidet, die Tangente
dev Schyaubenlinie nennen. Man folgert daraus folgenden Satz fiir die Nullebene
eines Punktes E (S. 232): Sie steht senkrecht auf der Tangente der Schrauben-
linie durch E, die auf dem Zylinder um die z-Achse liegt und die Ganghdhe
h = 2.z besitzt. Die Ganghohe ist also fiir alle in Betracht kommenden
Punkte E, also fiir alle Schraubenlinien, dieselbe.

113. Wird in den letzten Gleichungen a als variabler Parameter # ge-

nommen, so dafB
h

2w

. h y
X = UCosQ, =usingy, z= = — arctg —
¢ 4 ¢ ? 2z & x
wird, so ergibt sich ein Punktort, dem die simtlichen oo! Schraubenlinien ange-
hoéren, die den Werten 0 << < 0o entsprechen; alle haben dieselbe Ganghohe.
Der Ort ist eine geradlinige Fliche. Wie die letzte Gleichung zeigt, ergibt sich
fiir ihren Schnitt mit einer Ebene z = {
y 2n
~=tg— =1t ;
L =8 i=1tgg
sie schneidet also aus der Fliche eine die z-Achse senkrecht kreuzende Gerade
heraus. Diese Geraden bilden die Fliache. Sie entsteht, wenn eine der xy-Ebene
parallele Gerade langs der z-Achse gleitet und sich zugleich proportional zu dieser
Gleitung um die z-Achse dreht (da { proportional zu ¢ wachst). Die Fliche
heiBt Schraubenfliche.
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114. Seien 1, 2, 3, 4 vier Punkte. Die Geraden (12) =g, (23) =4, (34 =%
wahle man als drei Kanten des Koordinatentetraeders; ihre Gleichungen seien
% =0, ¥, =0; ¥, = 0, ¥3 = 0; ¥3 = 0, x4 = 0. Die drei projektiven Ebenen-

biischel % —Axy =0, ¥ —1L% =0, x—/ix;=0

erzeugen in den Schnittpunkten von je drei entsprechenden Ebenen einen Punktort.
Er hat die Gleichungen
XXy g xg = 114142078,

und ist der Schnitt der beiden §, x; %3 — %3 = 0 und #x,%, — 2} = 0, die beide
die Gerade (23) gemein haben. In einer beliebigen Ebene & liegen drei Punkte
von ihm (nidmlich drei gemeinsame Punkte der beiden C,, in denen die beiden $,
von ¢ geschnitten werden); der vierte fallt in die Gerade (2 3) (Raumkurve dritter
Ordnung). Man folgert weiter, daBl auch durch die Gleichungen

0% = a;+ b A+ c; A2+ d; 2
eine solche Raumkurve dargestellt wird.

115. Die Gleichungen eines §, und einer durch seinen Mittelpunkt O gehen-
den Ebene ¢ seien

2 2 2

ﬁ_}_ﬁ §:1(a>b>c) und Ax + By 4+ Cz = 0;
ferner seien & und ®’ die Halbachsen der durch ¢ aus § ausgeschnittenen E,.
Dann gilt die Beziehung e b= >,

Geometrisch ist dies leicht einzusehen. Bei allgemeiner Lage hat die Ebene ¢
mit jeder Koordinatenebene eine Gerade gemein; die E, enthilt daher von
jedem der drei Hauptschnitte zwei Punkte. Ist P ein solcher Punkt in der
xy-Ebene, so ist a =OP=b, und ebenso folgt fiir einen analogen Punkt P
der yz-Ebene b == OP’ =¢; und daraus ist der Satz bereits zu folgern.

Ein scharferer algebraischer Beweis ist der folgende. Sei P zunichst irgend
ein Punkt der E, und OP =7, so ist #2 = % 4 92 + 2%, wo zugleich x,y, z den
obigen Gleichungen des €, und von ¢ geniigen. Fiir den Vektor » in der
xy-Ebene folgt insbesondere

2 2 x
z2=0, #?=2x21 92 — -+ =1, also
a
’,2 x2 yZ 1‘62 y2
RTETRr=ate

Dies gilt fur jede Lage von &. Das Maximum von #? fiir alle diese Ebenen ist
also sicher wicht kleimer als b2 (fiir die yz-Ebene ist es gleich ?). Fir den
“Vektor » in der yz-Ebene ist analog

=1; r2=0b2.

2 e 2
x=0, r*=y*+ 22 ﬁ_}_ﬁ =1,
woraus ebenso »2 <Cb? gefolgert wird. Das Minimum von #»? fir alle Ebenen ¢
ist also wnicht gréfler als b* (fiir die xy-Ebene ist es gleich 52).
Setzt man ¥ =a§, y=0by, z2=c{, so ergibt sich
§2+,]2+é‘2:1, 72:a2§2+b2n2+024‘2’
und die vorstehenden Maximum-Minimum-Resultate gelten in dem Sinn, daB
sie sich auf die Werte der quadratischen Form a2£2 4 2% 4 ¢2(% beziehen,
wahrend zugleich &% 4 #% 4 [2=1 ist. Man wird (mittels Transformation auf
die Hauptachsen) leicht beweisen, daB sie analog fur jede quadratische Form
von x, ¥,z gelten, die einer zentrischen Fliche entspricht.
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Berichtigungen.

S. 12, Zusatz zur Anmerkung: Ferner geht «, 4+ «, nur von 0 bis 7 oder
von 3 7 bis 4x; auch gibt es Ausnahmen von der Eindeutigkeit
des Entsprechens.

S. 32, Zeile 11 von unten lies: — 10 statt 10.

S. 63, Zeile 10 und 11 lies: (56) statt (45).

S. 64, Zeile 12 nach Punktepaare schalte ein: von denen nicht jedes
auBerhalb des anderen liegt.

S. 69, Zeile 15 nach dann schalte ein: haben alle Differenzen des Zihlers
das gleiche Zeichen oder es. '

S. 75 fehlt vor der obersten Gleichung (26a).

S. 116, Zeile 7 von unten statt jeder wird . .. lies: alle beriihren ein-
ander auf 2 = 0in {oo und J.

S. 133, Zeile 5 nach alle schalte ein: solchen.

S. 134, Zeile 13 fiige hinzu: falls e¢’ = —1 ist.

S. 175, Zeile 3 statt kann . . . werden, lies: sowie eine.

S. 178, Zeile 14 ist (23) und (34) zu vertauschen.

S. 221, Zeile 11 von unten statt daher lies: da ¢ L #, so.

S. 263, Zeile 4 von unten lies: 225 statt 255.

Schoenflies, Analytische Geometrie.
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