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Vorwort. 

Zwischen schulmaBiger und h6herer Betrachtung besteht in der 
analytischen Geometrie vielleicht ein starkerer Gegensatz als in irgend 
einem anderen Gebiet der Mathematik. Seine Uberwindung soUte man 
den Studierenden m6glichst erleichtern; am besten so, daB sie selbst 
die Wandlung ihrer Denkweise innerlich mitschaffend vollziehen. Dem 
habe ich Rechnung zu tragen gesucht. Die mir bekannten neueren 
Lehrbucher verfahren freilich zumeist etwas anders. Die projektive 
Denkweise beherrscht fUr sie von vornherein und in einheitlicher Dar­
stellung den Aufbau; was zugleich den baldigsten Gebrauch homogener 
Koordinaten mit sich bringt. Die methodische Konsequenz dieses Ver­
fahrens kann nicht bestritten werden. Fur das vorliegende Lehrbuch 
ist jedoch auBer den gebieterischen Forderungen der Wissenschaft auch 
die Rucksicht auf die ebenfalls gebieterischen Bedurfnisse des Lernen­
den bestimmend gewesen. Dies gilt insbesondere auch von der Anord­
nung des Stoffes. Ich hielt es fUr richtig, die sachlichen und me tho­
dischen Grundgedanken dem Studierenden zunachst in der inhomogenen 
analytischen Sprache zu vermitteln, die er mitzubringen pflegt. 

Immer wird ein KompromiB personlich gefarbt sein. Ich stehe nicht 
an zu sagen, daB ich mich wesentlich auf die Seite der Lernenden ge­
steUt habe; ein einfUhrendes Lehrbuch soll in erster Linie ein Lern­
buch sein. Unter dem Gesichtspunkt des wissenschaftlichen Aufbaues 
mag allerdings manches in ihm als ein Mangel erscheinen, worin ich 
selbst eine padagogische Notwendigkeit sehe. Von diesem Gesichts­
punkt aus bitte ich den kritischen Leser, Plan und AusfUhrung meiner 
Arbeit zu beurteilen. Ich hoffe mit ihr auch dem Grundgedanken 
dieser Sammlung zu entsprechen, der die Bedurfnisse der Anwendungs­
gebiete besonders berucksichtigen will. 

Auch die Abgrenzung des Inhalts ist wesentlich durch padago­
gische Erwagungen bestimmt. Er beschrankt sich im wesentlichen auf 
das lineare Gebiet; dazu wird man auch die Polaritat und die Trans-



VI Vorwort. 

formation der quadratisehen Formen reehnen; bestehen doeh ihre 
Hauptteile in der Diskussion einer Matrix. Dagegen ist der Linienraum 
sowie die projektive Behandlung der Metrik auBerhalb des behandelten 
Stoffes geblieben. 

In einem Anhang habe ieh liber Determinanten, Substitutionen, 
Formen usw. alles das zusammengestellt und kurz abzuleiten gesueht, 
was die notwendigen algebraisehen Hilfsmittel der analytiseh - geo­
metrisehen Sehllisse ausmaeht, die das Lehrbueh benutzt. 

Bei der Korrektur bin ieh von den Herren Bieberbach, Hellinger 
und Walther freundliehst unterstlitzt worden. Ieh verdanke ihnen 
maneherlei mir wertvolle Hinweise und sage ihnen aueh an dieser 
Stelle herzliehen Dank. 

Frankfurt, im Mai 1925. 

A. Schoenflies. 
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Erstes Kapi tel. 

Einleitende Betrachtungen. 
Vorbemerkung. 

Die analytische Geometrie untersucht die geometrischen Gebilde 
mit Hille von Gleichungen. Gleichungen sind aus Zahlgro{1en aufgebaut. 
Es muB also eine Methode geben, die den geometrischen Gebilden (Punkt, 
Gerade usw.) gewisse Zahlen so zuordnet, daB ein SchlieBen vom 
arithmetischen Gebiet auf das geometrische und seine Eigenschaften 
moglich ist. Das Verdienst, eine so1che Methode erdacht und darauf 
ein wissenschaftliches Lehrgebaude errichtet zu haben, gebiihrt dem 
auch als Philosophen wohlbekannten Mathematiker Rene Descartes. 
Die Schrift, in der es geschah, hat den einfachen Titel Geometrie und 
erschien im Jahre 16371). Seitdem hat sich die analytische Geometrie 
zu einer der erfolgreichsten Erkenntnismethoden fUr die gesamte 
Mathematik entwickelt. 

Die elementale mathematische Denkweise haftet an den Begriffen 
des Endlichen, des Rationalen und des Reellen; die hohere Auffassung 
hat sich genotigt gesehen, dariiber hinaus zu den Begriffen des Un­
endlichen, des Irrationalen und des Imaginiiren fortzuschreiten. Worin 
dies begriindet ist, solI in diesem einleitenden Kapitel kurz erortert 
werden. Dazu kommen einige Formeln fUr Strecken, Winkel und 
Projektionen, die fiir den gesamten Aufbau der analytischen Geometrie 
grundlegend sind und deshalb hier vorangestellt werden. 

§ 1. Arithmetisches und geometrisches Kontinuum. 

Die folgende Vorstellung ist uns geHiufig. Nehmen wir auf einer 
Geraden g einen festen Punkt 0 an, und ist P ein beliebiger Punkt von 
ihr, so entspricht der Strecke OP eine gewisse reelle Zahl, die ihre Lange 
darstellt, und wenn P die Gerade g durchlauft, so nimmt diese Zahl 
der Reihe nach alle reellen Werte an. Freilich ist diese Vorstellung 
keineswegs so selbstverstandlich, wie es scheinen mag; sie bedarf viel­
mehr einer eingehenden Erorterung. Hier soIl es geniigen, auf die 
Probleme, die sie einschlieBt, kurz hinzuweisen. 

1) Eine deutsche Ausgabe von L. Schlesinger erschien 1894; 2. Auflage 1923. 

s c hoe n fl i e s, Analytische Geometrie. 



2 I. Einleitende Betrachtungen. 

Auf unserer Geraden nehmen wir (Fig. 1) auBer dem Punkt 0 
noch einen Punkt E an; er mage rechts von 0 liegen. Dem Punkt 0 
ordnen wir die Zahl 0 zu, dem Punkt E die Zahl 1. Es stellt dann OE 
die MafJeinheit auf der Geraden dar (E heiBt daher der Einheitspunkt 
der MaBbestimmung), und die Richtung von 0 zu E ist die positive 
Richtung. Jeder rationalen Zahl laBt sich dann in bekannter Weise 
ein Punkt auf g zuordnen. Der positiven ganzen Zahl p entspricht 
der Punkt P rechts von 0, fUr den OP = p. OE ist; analog einer nega-

tiven ganzen Zahl ein Punkt Q links von O. 
o E P Den Punkt M, der dem positiven Bruch min 

Fig. 1. entspricht, erhalten wir so, daB wir OE in n 
gleiche Teile teilen und OM gleich m solcher 

Teile machen. So finden wir zu jedem positiven oder negativen Bruch 
einen Punkt von g. Geben wir dem Nenner n der Reihe nach die 
Werte 1,2, ... , 1'+1, und zeichnen fur jeden dieser Werte aBe zu­
gehorigen Punkte min, so ist der Abstand zweier benachbarter von 
ihnen sicher kleiner als 1(1'. Mit wachsendem v bedeckt sich also die 
Gerade immer dichter mit Teilpunkten; es gibt kein noeh so kleines 
Intervall, in das bei diesem Verjahren nieht sehliefJlieh Teilpunkte hinein­
jielen. Man sagt deshalb, die rationalen Punkte erfUllen die Gerade 
uberall dieht. 

Doch aber gibt es geometrische Strecken, deren Lange durch kein 
Stuck der Geraden dargestellt werden kann, das in 0 beginnt und in 
einem der erhaltenen Punkte endigt. Eine solche Lange besitzt z. B. die 
Diagonale eines Quadrats uber der Langeneinheit. lhr kommt der 
Wert jI2 zu, ein Wert, der keiner rationalen Zahl gleich istl). Wir 
stellen ihn durch einen unendlichen nicht periodischen Dezimalbruch 
dar, von dem wir beliebig viele Stellen berechnen konnen. Von solchen 
Bruchen wissen wir, daB sie den gewohnlichen Rechnungsregeln aus­
nahmslos folgen. Hiervon ausgehend hat die Mathematik die folgenden 
grundlegenden Vorstellungen ausgebildet: 1. Auch jedem solchen un­
endlichen Dezimalbruch legen wir einen (irrationalen) Zahlenwert bei; 
der GroBe nach geordnet bilden die rationalen und irrationalen Zahlen 
das arithmeti~ehe Kontinuum. 2. Es gibt genau so viele Punkte der 
Geraden g, wie es Zahlen des Zahlenkontinuums gibt. Die den rationalen 
Zahlen zugehorigen Punkte heiBen rationale Punkte, die anderen 
irratio11ale; beide zusammen bilden das geometrisehe Kontinuum. 3. Durch­
lauft die Zahl der GroBe nach alle Zahlenwerte, so durchlauft der ihr 
zugeordnete Punkt genau einmal die ganze Gerade. 

') Hatte die Diagonale eine rationale Lange min, wo m und n ohne ge­
meinsamen Teiler sein sollen, so hatte man zunachst 2 n 2 = m 2 ; es miiBte 
also m den Teiler 2 haben, d. h. m = 2 mI' Daraus folgte weiter n 2 = 2 m; 
und es ware auch n durch 2 teilbar, im Gegensatz dazu, daB m und n teiler­
fremd sind. 



§ 2. Streckenrelationen. 3 

§ 2. Streckenrelationen. 

Die soeben eingefiihrte Beziehung zwischen den Zahlen und den 
Punkten hat zur Folge, daB wir auch das Rechnen mit den Zahlen 
auf die Strecken iibertragen, und zwar auf folgender Grundlage: 

1. Zwei Punkte A und B der Geraden bestimmen zwei Strecken 
derselben Lange, aber entgegengesetzter Richtung; urn sie zu unter­
scheiden, bezeichnen wir sie durch AB und BA und set zen 

(1 ) AB+BA = O. 

2. Sind A, B, C drei Punkte in natiirlicher Reihenfolge, so ist 

(2) AB + BC = AC. 

,\ddieren wir hier beiderseits CA, so erhalt die Gleichung gemaB (1) 
die mehr symmetrische Form 

(2a) AB + BC + CA = 0 . 

Diese Gleichungen gelten aber auch fiir jede andere Anordnung 
von A, B, C. Set zen wir (2a) in die Form BC + CA + AB = 0, so 
gilt sie fUr drei Punkte B, C, A, die die Reiheniolge A, B, C haben, 
und analog kann sie fUr jede Reihenfolge erwiesen werden. 

Mit Hilfe dieser Gleichungen kann man eine jede Strecke AB 
durch die den Punkten A und B zugeh6rigen Zahlen OA = a und 
OB = b ausdriicken. GemaB (2a) ist 

OA + AB + BO = 0, 
woraus weiter 

AB = OB - OA = b - a 

folgt; und dies gilt, wie wir eben zeigten, fUr jede Lage der Punkte A 
und B. Damit ist nunmehr jeder Strecke der Geraden, nach einheit­
lichem Verfahren und unabhangig von ihrer Lage, eine (positive oder 
negative) Zahl zugewiesen. 

Beispiel. Sei OA = 3, OB = 4 (Reihenfolge OAB), so ist AB = 4 - 3 = 1; 
ist OA = - 3, OB = 4 (Reihenfolge AOB), so ist AB = 4 + 3 = 7; ist OA = - 3, 
OB = -4 (Reihenfolge BAO), so ist AB = -4 + 3 = -1-

Da jeder Strecke eine Zahl zugewiesen ist, so miissen die Gleichun­
gen (1), (2) und (2 a) in gewissen Zahlenrelationen ihren Ausdruck 
finden. Diese Relationen sind fiir (1) und (2a) 

(b - a) + (a - b) = 0 und (b - a) + (c - b) + (a - c) = o. 

Sie ge1ten fiir beliebige Zahlen a, b, c, genau wie die Streckenrelationen 
fUr beliebig liegende Punkte gelten. Man erkennt hieraus, daB sich 
die Gleichungen (2) und (2 a) auf beliebig viele Punkte ausdehnen 

1* 



4 I. Einleitende Betrachtungen. 

lassen, unabhangig von ihrer Anordnung. Sind also A, B, C, ... , L, M 
solche Punkte, so ist 

(4) 
und 
(4a) 

(5) 

AB + BC + ... + LM = AM 

AB + BC + ... + LM + MA = o. 
Fur vier Punkte A, B, C, D besteht die wichtige Relation 

AB . CD + AC . DB + AD· BC = 0 . 

Es ist namlich 
AB . CD = AB (CA + AD) , 

AC· DB = AC (DA + AB) , 

AD· BC = AD (BA + AC) , 

und die Addition dieser Gleichungen ergibt rechts das Ergebnis Null. 
Der arithmetische Ausdruck von (5) ist 

(b - a) (d - c) + (c - a) (b - d) + (d - a) (c - b) = 0, 

und auch diese Gleichung ist fUr beliebige Zahlen a, b, c, d erfUllt. 

§ 3. Das Teilungsverhaltnis. 
Ein Punkt P der Geraden g bestimmt mit der Strecke AB ein 

Teilungsverhiiltnis (Fig. 2); wir bezeichnen es durch (ABP) und ver­
stehen darunter den (positiven oder negativen) Zahlenwert 

(6) AP 
(ABP) = BP = ,I(. 

Durchlauft der Punkt P die Gerade, so andert sich auch der \:Vert 

I 
/I M 8 

Fig. 2.. 

.1lI 
p 

von ft; er nimmt alle Werte des Zahlen­
kontinuums an, und jeden genau einmal. 

Zunachst erkennt man, daB fL (be­
dingt durch das Vorzeichen, das den 

Strecken AP und BP zukommt) auf dem Teil II negativ ist, auf den 
Teilen I und III aber positiv. Genauer gilt folgendes: Wir nehmen P 
zunachst verschieden von A und B an; set zen wir dann 

AB +BP AB AB 
ft = BP = 1 + BP = 1 - PE ' 

so ergibt sich: 
1. Wenn P von B an den Teil III durchlauft, so durchlauft der 

Bruch AB : BP abnehmend aIle positiven Zahl~n bis 0, und daher 
durchlauft ,I( abnehmend aIle positiven Zahlen bis 1. 

2. Durchlauft P von links nach rechts den Teil I, so durchlauft 
der Quotient AB : PB aIle positiven Zahlen von 0 bis 1, also ,I( aIle 
positiven Zahlen von 1 bis O. 



§ 4. vVinkelrelationen. 

3. Durchlauft P den TeilII von A bis B, so durchlauft offenbar f1-

aIle negativen Zahlen, und zwar so, daB die absoluten Werte zunehmen. 
Dem Wert f1- = -1 entspricht die Mitte M der Strecke AB. Weiter 
ist klar, daB f1- = ° ist, wenn P in den Punkt A fallt. 

Damit ist bereits jedem positiven und negativen Wert f1- eine Lage 
von P zugewiesen, mit alleiniger Ausnahme von f1- = 1; es gibt keine 
endliche Lage des Punktes P, fiir die der Quotient AP : BP den Wert 1 
annimmt. AuBerdem ist auch dem Punkt B noch keine Zahl zuge­
wiesen. Diese Unvollkommenheiten beseitigen wir folgendermaBen: 
Offenbar kommt f1- abnehmend dem Wert 1 naher und naher, je weiter 
sich P nach rechts von 0 entfernt, und ebenso kommt f1- dem Wert 1 
zunehmend naher und naher, je weiter sich P nach links von 0 ent­
fernt. Wir legen daher der Geraden einen unendlich fernen (uneigent­
lichen) Punkt Poo bei; ihm konnen wir die Zahl f1- = 1 zuweisen. Fallt 
ferner P in B, so kann f1- keinen endlichen Wert haben; wie wir oben 
sahen, wird f1- absolut gcnommen groBer und groBer, je naher P von 
links oder rechts an B riickt. Wir erganzen daher auch das Zahlen­
kontinuum durch einen uneigentlichen Wert; wir bezeichnen ihn durch 
-f: 00 und weisen ihm den Punkt B zu 1). Zwischen dem so erweiterten 
Zahlenkontinuum und dem so erweiterten Punktkontint.tum besteht dann 
in der Tat das oben behauptete eineindeutige Entsprechen. Insbesondere 
entsprechen den Werten 

fl = 0, 1, ±oo, -1 die Punkte A, Poe, B, M. 

Die Berechtigung dieser Einfiihrungen wird durch die folgenden 
Erttwicklungen und ihre volle Harmonie dargetan. 

§ 4. Winkelrelationen. 

Zwei sich in einem Punk~ 0 schneidende Geraden zerlegen die 
Ebene in vier Winkelraume, von denen je zwei einander gleich sind. 
Die Winkel messen wir durch die Kreisbogen, die ihnen auf dem urn 0 
als Mittelpunkt gelegten Einheitskreis (vom Radius 1) entsprechen. Auf 
diese Bogen lassen sich die in § 2 fiir die Gerade dargelegten Entwick­
lungen iibertragen. Je nachdem dem Winkel ein positiver oder negativer 
Drehungssinn anhaftet, kommt dem Bogen eine positive oder negative 
Zahl zu, die seiner Lange und zugleich dem ihm zugehOrigen Drehungs­
sinn entspricht 2). 

") Man konI1te die Einfiihrung dieses Symbols dadurch umgehen, daB man 
sagt, bei Annaherung an B nehme 11ft allmahlich den Wert ± 0 an. Sach­
lich kommt dies auf das gleiche hinaus, formal rechnerisch ist das obige vorzu­
ziehen. 

~) Sie wird auch ofters in Graden angegeben. Der positive Drehungssinn 
wird im allgemeinen entgegengesetzt zur Uhrzeigerdrehung vorausgesetzt. 
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Dies allgemeine Resultat bedarf einiger Erganzungen. Wir haben 
es zumeist mit dem Fall zu tun, daB die Geraden mit einer Richtung 
versehen sind (geriehtete Gerade, auch SPeer); kommen sie insbesondere 
nur von einem ihrer Punkte aus in Betracht, so heiBen sie Halbstl'ahlen. 
Auf sie beschranken wir uns daher. Will man auf sie die Formeln 
von § 2 ausdehnen, so tritt zunachst ein wesentlicher Gegensatz zutage. 
Zwei Punkte A und B einer Geraden bestimmen nur eine endliche 

Fig. 3a. Fig.3b. 
c 

Strecke AB, wahrend (Fig. 3a, b) 
zwei von 0 .ausgehende Halbstrah­
len a und b an sich zwei Bogen AB, 
also auch zwei Winkel (a b) liefern1). 

Sie unterscheiden sich durch den 
Drehungssinn und erganzen sich, 
absolut genommen, zu 2 n; ebenso 
gibt es auch zwei solche Winkel (ba). 

An Stelle der einen Gleichung (2) von § 2 haben wir also hier fUr das 
Verhaltnis von (a b) und (b a) zueinander mehrere M6g1ichkeiten; je 
nachdem (b a) in demselben Sinn entsteht wie (a b) oder im entgegen­
gesetzten, haben \vir 

(7) (a b) + (ba) = + 2n oder - 2n oder o. 
Analog findet man fUr drei Halbstrahlen a, b, e, daB die Summe 

(a b) + (be) + (ea) = 0 oder +2n oder ±4n 

sein kann2), in allen Fallen also ein Vielfaches von 2 n, wofur man auch 

(ab) + (be) + (ea) 0 mod 2n 

schreibt. Es ist leicht, eine analoge Gleichung auf Grund von (7) 
fur belie big viele Halbstrahlen zu erweisen. 

Dns muB aber daran liegen, die in den Gleichungen auftretende 
Dnbestimmtheit zum Verschwinden zu bringen. Dies tritt ein, wenn 
jeder Winkel auf eindeutige Weise definiert ist. Wir k6nnen es folgender­
maBen erreichen. Nachdem der Winkel (a b) eindeutig definiert ist, 
solI unter (b a) derjenige Winkel verstanden werden, fur den 

(8) (ab) + (ba) = 0 

ist; nachdem (a b) und (b c) eindeutig definiert sind, solI (a c) der Winkel 
sein, fUr den 

(9) (ab) + (be) = (ae), also (a b) + (be) + (ea) = 0 

ist. Dies sind die FaIle, die uns im folgenden allein beschaftigen werden. 

1) Lassen wir '''inkel zu, die gri:iJ3er als 2Jl sind, gibt es sogar unendlich 
viele. Davon wird .hier abgesehen. 

2) Bei positivem Umlaufssinn umgekehrt zur Uhrzeigerrichtung ist die 
Summe in Fig. 3a 2Jl, in Fig. 3b 4Jl. 



§ s. Projektionen von Strecken. 7 

Bei der getroffenen Festsetzung ubertragen sich also die bezuglichen 
Relationen von § 2 unmittelbar. 

Die Relationen lassen sich auf beliebige gerichtete Geraden g, h, k ... 
und ihre Winkel ubertragen. Sie gel ten fur parallele Halbstrahlen 
g', h', k', ... durch einen Punkt 0, also auch fUr g, h, k, ... 

§ 5. Projektionen von Strecken. 

Sei seine gerichtete Gerade und AB eine Strecke. Werden durch A 
und B Parallelen zu einer Richtung p gezogen, die die Gerade s in 
A' und B' treffen (Fig. 4), so heiBt A' B' 
die Parallelprojektion (kurzer Projektion) 
von AB auf s. Wir bezeichnen sie durch 

(10) A' B' = JI(AB, p, s). 

Ihr Wert ist positiv oder negativ, je nach­
dem die Richtung A'B' mit der Richtung 
von s identisch ist oder nicht. 

Fig. 4. 

Wenn die Richtung p und die Gerade s fUr die Projektion aller 
in Betracht kommenden Strecken dieselbe ist, so k6nnen wir die Pro­
jektion A' B' einfacher durch 

(10a) A'B' = JI(AB) 

bezeichnen; es gelten alsdann folgende elementargeometrisch evidente 
Satze, in denen die Eigenart der Geraden 'enthalten ist: 

1. 1st CD II AB, so ist 

(11) A'B' : AB = G'D' : CD; 

je nachdem AB und CD gleich oder entgegengesetzt gerichtet sind, 
sind es auch A'B' und G'D' auf s. Das Verhaltnis der Projektion zur 
Strecke hat also fUr alle parallelen und gleich gerichteten Strecken 
denselben numerischen Wert. 1st er c, so haben wir 

(12) I1(AB) = A'B' = c· AB, 

JI(AB ... LM) = A'B' + B'G' + ... + L'M' 

und gemaB § 2 daher 

(13) JI(AB . .. LM) = A'M' = JI(AM); 

L 

8 \ 

Fig. 5· 

\ 
I 

die Projektion des Streckenzuges ist also gleich der Projektion der Strecke, 
die von seinem Anfangspunkt zum Endpunkt tiihrt. 
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3. 1st der projizierende Strahl p senkrecht zu s, so heiBt die Pro­
jektion auch rechtwinklig. In diesem Fall ist 

(14) A'B' = AB cos (AB, S)I). 

Fur die senkrechteProjektion eines Streckenzuges AB ... LM besteht 
daher die Gleichung 

(15) ll(AB ... LM)=ABcos(AB,s)+BCcos(BC,s)+". +LM cos (UIJ, s). 

§ 6. Das Imaginare. 
Schon die Auflosung quadrati scher Gleichungen fiihrt darauf, das 

Zeichen i -1 = i in die Mathematik einzufiihren und es in gleicher 
Weise rechnerisch zu verwenden wie die reellen Zahlen. Bedeutung 
und Berechtigung dieses Verfahrens bedarf freillch eingehender Be­
trachtung; hier beschranken wir uns auf einige Hinweise. 

Man zeigt leicht, daB das Rechnen mit Ausdrucken a + b V-= 1 
(a + hi) nach denselben Regeln ausfiihrbar ist, die fiir reelle Zahlen 
gelten; auch ist das Resultat der Rechnung immer ein Ausdruck der­
selben Form. Die so eingefuhrten "imaginaren (oder komplexen) GroBen" 
bilden in diesem Sinne einen "Zahlkorper", innerhalb dessen Addition, 
Multiplikation usw. folgerichtig ausfiihrbar sind. Darin ist die mogliche 
Zulassung dieser GroBen als wohlberechtigter mathematischer Objekte 
jedenfalls formal begr'undet. 

Dem werden wir auch in der analytischen Geometrie begegncn, 
wenn ein Problem auf die Auflosung quadratischer oder hoherer 
algebraischer Gleichungen fuhrt. Freilich mussen wir uns hier mit 
diesem vorHiufigen allgemeinen Hinweis begnugen und fUr die Einzel­
heiten auf die kommenden Entwicklungen verweisen. Eine rechnerische 
Einfiihrung der komplexen GroBen enthii.lt der Anhang, § 4. Dbrigens 
werden wir das Eingehen auf imaginare Verhaltnisse auf das unab­
weislich Notwendige beschranken. 

1) Man beachte, daB die Richtungen AB und s zwar zwei verschiedene 'Vinkel 
bestimmen (§ 4), daB aber ihr Kosinus denselben Wert hat, also die Reihenfolge 
von AB und s belanglos ist. 



Zweites Kapitel. 

Die Punktkoordinaten. 
§ 1. Parallelkoordinaten (kartesische Koordinaten). 

Seien (Fig. 6) X'X und Y'Y zwei gerichtete Geraden (Koordinaten­
achsen) , die sich in einem Punkt 0 (AnjanRspunkt) schneiden. Der 
Winkel XOY soU positiv und kleiner als n sein. Durch einen Punkt P 
der Ebene ziehen wir je eine Parallele zu den Achsen; sie m6gen die 
Gerade X' X (x-Achse) in Q und die Gerade Y'Y (y-Achse) in R schneiden; 
es sei OQ = a und OR = b. Dann heiDen die so 
durch P bestimmten Zahlen a und b die Koordi­
naten von P, und man schreibt 

(1 ) x=a, y=b. 

Insbesondere heiDt auch a die Abszisse und b die X 
Ordinate von P. 

Den Punkt mit den Koordinaten a, b be­
zeichnen wir durch (a, b) oder auch (a b). 

x 

J edem Punkt P entspricht also eindeutiR ein Zahlenpaar a, b; ebenso 
entspricht auch jedem Zahlenpaar eindeutig ein Punkt. Der Punkt mit 
den Koordinaten x = 3, y = 4 wird so erhalten, daB man auf der 
x-Achse die Strecke OQ = 3, auf der y-Achse die Strecke OR = 4 be­
stimmt und durch Q und R Parallelen zu den Achsen zieht. Wir haben 
so eine geometrische Vorschrift i die vom Punkt zum Zahlenpaar und 
vom Zahlenpaar zum Punkt fuhrt. 

Das durch P und die Achsen bestimmte Parallelogramm OQPR 
hat folgende evidenten Eigenschaften: 1. Zwei seiner Seiten stellen 
nach Lange und Richtung die x-Koordinate dar (namlich OQ und RP), 
die zwei anderen ebenso die y-Koordinate (OR und QP). 2. Jeder der 
beiden Streckenzuge, die von 0 nach P fUhren, setzt sich aus zwei 
Strecken zusammen, deren eine eine x- und deren andere eine y-Koordi­
nate darstellt. 3. Die Strecken OQ und OR sind Parallelprojektionen 
von OP auf den Achsen (S. 7); der projizierende Strahl ist fur die 
Projektion OQ parallel zur 'Y-Achse, fUr OR ist er parallel zur 
x-Achse. Ferner leuchtet ein: 4. 1st Ql irgendein Punkt der durch Q 
und P gehenden Geraden, so ist auch fur ihn x = OQ = a; eben so 
hat y fur jeden Punkt Rl der Geraden RP den Wert y = OR = b. 
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Der Winkel (xy) heiBt der Achsenwinkel. 1st er ein rechter, so 
heiBen die Koordinaten rechtwinklig oder orthogonal, sonst schiefwinklig. 

Wir erganzen das Paralle10gramm der Fig. 6 zu dem Parallelo­
gramm P PI P 2 P 3 (Fig. 7), dessen Seiten den Achsen parallel laufen, 
und des sen MittelpunktO ist; dann haben P, PI> P 2, P 3 die Koordinaten 

(2) a,b; -a,b; -a, -b; a, -b. 

Hieraus folgt: 1. Zwei Punkte (a, b) und (- a, - b) liegen zentrisch­

r----f-----.p 

symmetrisch I ); und falls die Achsen rechtwink­
lig sind, folgt auBerdem: 2. Die Punkte (a. b) 
und (a, - b) liegen spiegelbildlich (symmetrisch) 
zur x-Achse, ebenso (a, b) und (- a, b) spiegel­

Xl 
'---+---+:;:;---+-~X bildlich zur y-Achse. 

Fig. 7. 

Die vier Teile, in die die Ebene durch die 
Achsen zerfaIIt, heiBen Quadranten; die Punkte 
P, PI' P 2 , P 3 liegen je im ersten, zweiten, 
dritten, vierten Quadranten. 

Der Anfangspunkt 0 hat die Koordina­
ten x = 0, y = 0; fUr aIle Punkte der x-Achse ist y = 0 und fUr aIle 
Punkte der y-Achse ist x = o. 

Beispiele. 1. Der Achsenwinkel sei 60°, so bilden die sechs Punkte (1, 0), 
(0, 1), (-1, 1), (- 1,0), (0, -1), (1, -1) die Ecken eines regularen Sechsecks. 

2. Fiir rechtwinklige Achsen bilden die vier Punkte (3, 4), (- 4, 3), (- 3, - 4) 
(4, - 3) die Ecken eines Quadrats mit 0 als Mittelpunkt. 

3. Der Achsenwinkel sei 45°; die drei Punkte (0,0), (1,0), (0,1"2) bilden 
drei Ecken \tnes Quadrats; welches ist die vierte Ecke? 

§ 2. Polarkoordinaten. 
Den Polarkoordinaten liegt (Fig. 8) ein fester Punkt 0 (Pol oder 

Anfangspunkt) und ein von ihm ausgehcnder Halbstrahl s (Polarachse) 

g 
zugrunde. Ein Punkt P bestimmt mit ihnen einen 
Abstand OP = r und einen Winkel cp = (s, OP) 2); 
die so eingefiihrtcn Zahlen r und cp bilden die 

~-'-L.-+----;s'" Polarkoordinaten von P. Urn zu einem Wertepaar 

(3) 

Fig. 8. den zugehorigen Punkt P zu finden, hat man 
durch 0 den Halbstrahl g zu ziehen, fur den 

1: (s, g) = IX ist, und auf ihm OP = e abzutragen. Damit ist die geo­
metrische Vorschrift, die einem Punkt ein Zahlenpaar und einem 
Zahlenpaar einen Punkt zuordnet, wiederum vorhanden. 

1) Zwei Punkte heiBen zentrisch symmetrisch (oder invers) inbezug auf 0, 
wenn ihre Verbindungslinie durch 0 geht und in 0 halbiert wird. 

2) Fiir die Bezeichnung vgl. S. 6. 



§ 3. Biangulare und bipolare Koordinaten. 11 

Die Zahlen, die sich fUr r und cp ergeben, erfiillen keineswegs das 
ganze Zahlenkontinuum. Man gelangt zu jedem Punkt der Ebene, 
wenn r aIle Werte von 0 bis 00 annimmt, wahrend cp die Werte von 
Obis 2 n durchlauft, also fUr 

(4) O<r<oo; 

AIle Punkte, fUr die r = e ist, liegen auf einem Kreis urn 0 mit 
dem Radius e, und aIle Punkte, fUr die cp = IX ist, erfiillen den von 0 
ausgehenden Halbstrahl g. Kreis und Halbstrahl bestimmen in ihrem 
Schnittpunkt den Punkt P(e, iX). 

Wahlt man 0 als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinaten­
systems und s als positive x-Achse, so bestehen zwischen den recht-
winkligen Koordinaten und den Polarkoordi- y' p 

naten die Beziehungen (Fig. 9) 

{
X = r coscp, 

(5) 
r2 = x2 + y2, 

y = r sincp; 
Y cp = (xr) , 

tgcp = ~, 

und es ist der Wert von cp durch das Vor­
zeichen von x und y eindeutig bestimmt. 

x 

y 

Fig. 9. 

X' 

Beispiel. Eine Ecke Po eines regularen Sechsecks mit 0 als Mittelpunkt 
habe die rechtwinkligen Koordinaten xo' Yo. Die iibrigen Ecken seien Pl' P 2 • ••• p •. 
Man hat. wenn 'PI' 'P2' ... 'Po die zugehorigen Winkel sind, fiir jeden Index n 

Jl 
'Pn = 'Po + n . "3 (n = 1,2,3,4,5); 

ihre Koordinaten sind daher 

nn . nn 
Xu = Xo cos--::;-- - Yo sm~-, 

.J .J 

nsr n:r 
Y .. = Xo sin- + Yo cos-. 

3 3 

Bemerkung. Die Wertbeschrankung, der wir die Koordinatenwerte r und 9' 
gemaB (4) unterworfen haben. ist keine notwendige. Es steht nichts im Wege, 
fiir r auch negative Werte zuzulassen; soIche Werte hat man auf dem Strahl g 
von 0 aus in umgekehrter Richtung abzutragen. Allerdi~gs bestimmen dann die 
Werte 

und 

denselben Punkt P. Zu einem Punkt P gehoren also zwei Wertepaare (r, 'P), doch 
streitet dies an sich keineswegs gegen den allgemeinen Koordinatenbegriff. Eine 
noch weiter gehende Verallgemeinerung bringt Kap. III. § 5. 

§ 3. Biangulare und bipolare Koordinaten. 

Man kann den Punkten einer Ebene auf mannigfache Art Zahlen­
paare zuweisen, die sie geometrisch bestimmen. Zwei weitere einfache 

1) Der \Vert 2 Jl selbst ist auszuschlieBen. Das Zeichen :s: bedeutet kleiner 
oder gleich. 
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Beispiele erhalten wir, wenn wir zwei feste Punkte 0 1 und O2 zugrunde 
legen (Fig. 10) und als Koordinaten des Punktes P entweder die Ab­
stande 01P und 02P benutzen (bipolare Koordinaten) oder die Winkel, 
die diese Abstande mit der Geraden 0 10 2 bilden (biangulare Koordinaten). 

Die biangularen Koordinaten 

(6) ..q: P010 2 = CPI und 1: P02 0 1 = CP2 

sind durch den Punkt P einde#tig bestimmt; sie bewegen sich beide 
von 0 bis 271 1). Umgekehrt entspricht jedem Werte­
paar CPI = ,xl' CP2 = <X2 eindeutig ein Punkt P. 
Der Wert eXl bestimmt den Strahl gI' der mit 0 10 2 

den Winkel <Xl bildet, eben so <X2 den durch O2 

gehenden Strahl g2 • 
Fig. 10. Auch die bipolaren Koordinaten 

(7) 0IP = r l und 02P = r2 
sind durch den Punkt P eindeutig bestimmt. Die umgekehrte Be­
ziehung ist nicht mehr eindeutig. Alle Punkte, fUr die r 1 = I?l ist, 
liegen auf einem Kreis urn 0 1 , ebenso alle Punkte, fiir die r2 = 1?2 ist, 
auf einem Kreis urn O2 , es ergeben sich also zu einem Zahlenpaar I?l' 1?2 
im allgemeinen zwei zugehorige Punkte. Eigentliche Punkte P werden 
nur zu so1chen Zahlenpaaren (11' (12 geliefert, fiir die (11 + (12 > 0 10 2 ist. 
Es treten also hier Besonderheiten auf, die sich in den anderen 
Fallen nicht einstellen, die aber doch den Gebrauch der Koordinaten 
an sich nicht hindern. 

§ 4. Die charakteristischen Kurvenscharen. 

Die Betrachtungen von § 3 zeigen, daB die Einfiihrung von Koordi­
naten auf mannigfache Weise geschehen kann; sie sollen auBerdem 
lehren, daB sie in allen Fallen aus derselben geometrischen Quelle flieBt. 
Es treten in allen Fallen zwei Scharen von Kurven auf, die durch ihr 
Schneiden die einzelnen Punkte der Ebene geometrisch bestimmen. 

Fiir die Parallelkoordinaten sind es die beiden Geradenscharen, 
die den Achsen parallel laufen. Wie wir S. 9 sahen, haben aIle Punkte 
der durch P und Q gehenden Geraden dieselbe Abszisse x = a, ebenso 
aIle Punkte der durch P und R gehenden Geraden dieselbe Ordinate 
y = OR. Die erste Gerade ist der x-Achse parallel, die zweite der y-Achse. 
Wir konnen dies auch so ausdriicken, daB die erste Parallele eine Gerade 
x = const darstellt; die samtlichen ParalIelen zur y-Achse bilden mit­
hin eine Geradenschar 

(8) x = const oder x = A, 

wo die Zahl ), jeden Wert zwischen - CXl und + CXl erhalten kann 

1) Der positive Sinn von '1'2 ist ausnahmsweise wie der Uhrzeigersinn gewahlt. 
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und jeder solche Wert eine Parallele kennzeichnet. Ebenso bilden die 
samtlichen Parallelen zur x-Achse eine Geradenschar 

(8a) y = const oder Y = fl, 

wo auch fl alle Werte zwischen - 00 und + 00 annehmen kann und 
jeder Wert fl- eine dieser Parallelen bestimmt. Jede Gerade der einen 
Schar schneidet jede Gerade der anderen Schar; die Geraden x = 1 
und Y = fl schneiden sich insbesondere in dem Punkt (J., fl). 

Ebenso ist es bei den anderen Koordinatensystemen. Bei den 
Polarkoordinaten sind die Kurven r = const Kreise urn 0, die Kurven 
rp = const sind die von ° ausgehenden Halbstrahlen. Durch jeden Punkt 
der Ebene geht je einer dieser Halbstrahlen und je ein Kreis, ihrem 
Schnittpunkt kommen wieder die bezuglichen Koordinatenwerte r = },' 
q = 1£ zu. 

Bei den biangularenKoordinaten bildensowohl die Kurven f{Jl = const, 
wie auch (P2 = const je ein Buschel von Halbstrahlen; die einen gehen 
durch °1 , die anderen durch 02; jeder Strahl des einen Buschels und 
jeder des anderen bestimmen einen Punkt Pals gemeinsamen Schnitt­
punkt. Bei den bipolaren Koordinaten sind die beiden Kurvenscharen 
konzentrische Kreise urn 0 1 und °2 ; durch jeden Punkt P geht ein 
Kreis der einen Schar und einer der anderen. Wie wir bereits erwahnten 
(S.12), ki:innen sich zwei solche Kreise in zwei Punkten schneiden; 
man wird also diese Koordinaten gerade bei solchen Figuren gut 
verwenden ki:innen, die sich zu der durch 01 und O2 gehenden Ge­
raden symmetrisch verhalten. 

In Verallgemeinerung hiervon gelangt man zu folgender Erwagung. 
Hat man in der Ebene zwei Kurvenscharen (c) und (c') von der Art. 
daB man den Kurven der einen und der anderen Schar - nach irgend­
einem Verfahren - alle Zahlenwerte des Kontinuums oder auch einen 
Teil von ihnen zuordnen kann, und schneidet jede Kurve c der einen 
Schar jede Kurve c' der anderen Schar, so begrunden diese Kurven­
scharen eine Koordinatenbestimmung, und zwar so, daB den Schnitt­
punkten (c, c') die beiden Zahlen als Koordinaten zugehi:iren, die den 
bezuglichen Kurven c und c' zukommen. Hiermit ist das allgemeine 
Prinzip der Koordinatenbestimmung fur Punkte gekennzeichnet. 



Drittes Kapitel. 

Die Kurvengleichung. 
Vorbemerkung. 

Eine Zahlengleichung zwischen x und y wird durch unendlich 
viele Wertepaare befriedigt; man kann fUr eine der beiden GroDen 
(z. B. x) einen beliebigen Zahlenwert einsetzen und die zugehorigen 
Werte der anderen berechnen. Sind sie reell, so liefern sie einen oder 
mehrere Punkte (xy). Je mehr solcher Punkte man fUr eine Gleichung 
zeichnet, je mehr pflegen sie sich einem gewissen "Kurvenbild" anzu­
nahern. So entsteht zu einer Zahlengleichung in x und y ein graphisches 
Bild und damit auch eine gewisse Einsicht in den Zusammenhang 
zwischen Gleichung und Kurve1). Die tiefere Erkenntnis dieses Zu­
sammenhangs erwachst erst auf anderer Grundlage; sie flieBt aus dem 
Lehrgebaude der analytischen Geometrie. Zweierlei Aufgaben stehen hier 
im Vordergrund. Erstens sind aus der Gleichung Art und Eigenschaften 
der ihr entsprechenden Kurve abzuleiten; zweitens ist zu einer geo­
metrisch definierten Kurve die zugehorige Gleichung aufzustellen. Wir 
beschaftigen uns in diesem Kapitel nur mit einigen Beispielen zur 
zweiten Aufgabe; die Behandlung der ersten wird einen Hauptteil 
der folgenden Kapitel einnehmen. 

Dem mit der analytischen Geometrie unbekannten Leser wird geraten, die 
Bilder zu folgenden Gieichungen zu entwerfen 2): 1. y2 = X + 5 (gemaB § 2 eine 

Parabel), 2. 2 x - Y + 3 = 0 (gemaB § 4 eine Gerade), 3. y = eX und y = In x • 
Fur diese beiden Gleichungen erhalt man gestaltlich das gieiche KurvenbiId, nur 
mit Vertauschung der x- und y-Achse. 

y 

x 

Fig. 11. 

§ 1. Kreis und Para bel. 

Wir legen rechtwinklige Parallelkoordinaten zu­
grunde. Sei 0 Mittelpunkt eines Kreises, (2 sein 
Radius und P(~ 17) einer seiner Punkte (Fig. 11). 
Dann besteht die Gleichung (S. H) 

~2 + 'YJ2 = (22. 

1) Wir haben bisher fur beide Achsen dieselbe MaBeinheit benutzt. Es steht 
aber nichts im vVege, verschiedene MaBeinheiten anzuwenden, was bei den graphi­
schen Darstellungen der Praxis auch vielfach geschieht. 

2) Man benutzt zweckmaBig das sog. Koordinatenpapier. 
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Hier ist (~17) ein beliebiger Punkt des Kreises. Nun besteht fur alle 
Punkte des Kreises dieselbe geometrische Definition; eine Gleichung, die 
fur einen beliebigen Punkt von ihm gilt, gilt damit auch fur jeden seiner 
Punkte. Benutzen wir noch die Koordinatenbezeichnung x, y, um aus­
zudrucken, daB es sich um irgendeinen Punkt des Kreises handelt, so 
ki:innen wir sagen, daB die Gleichung 

(1) 

fiir jeden Punkt des Kreises erfiillt ist; sie heiBt deshalb die Gleichung 
des Kreises. 

Durchlauft der Punkt P den Kreis, so andern sich zwar seine 
Koordinaten dauernd, aber doch so, daB sie stets der Gleichung (1) 
geniigen. Sie heiBen daher veriinderliche (variable) oder laufende 
Koordinaten. Es ist eine Eigenart der analytischen Geometrie, daB 
sie den Punkt (x, y) bald als einzelnen (festen) Punkt auffaBt, bald als 
Vertreter der vielen Punkte, die einer Gleichung genugen, und daB sie 
auch oft von der einen Auffassung zur andern ubergeht. 

2. Die Parabel ist der Ort aller Punkte, die von einer testen Ge­
raden (Direktrix) und einem festen Punkt (Brcnnpunkt) gleichen Ab­
stand haben. Die Achsen legen wir zweckmaBig so (Fig. 12), daB das 
vom Brennpunkt F auf die Direktrix d gefii.llte Lot FD die x-Achse 
gibt, und das Mittellot von FD die y-Achse. Die Richtung OF sei 
die positive Achsenrichtung, endlich sei DF = p. 

1st LP das vom Parabelpunkt P auf die Direktrix gefal1te Lot, 
so ist 

(2) FP=LP 

die definierende Gleichung der Parabel. Sind OQ = x, 
QP = Y die Koordinaten von P 1), so hat man OF = !p, 
also FQ = x - ! p, und daher 

FP2=(x-iP)2+ y2, LP=iP+x; 

die vorstehende Gleichung geht also in 

(x - iP)2 + y2 = (l P + X)2 

uber, woraus sich weiter 

(3) y2 = 2px 

y 

d 

Fig. 12. 

ergibt; als die Gleichung, die von den Koordinaten x, y des beliebigen 
Parabelpunktes P erfiillt wird. Sie ist die Gleichung der Para bel. 

1st pi der Punkt, dessen Koordinaten x und - y sind, der also 
(S.10) symmetrisch zu P in bezug auf die x-Achse liegt, so geniigen 
auch seine Koordinaten der Gleichung (3). Die x-Achse ist daher eine 
Symmetrieachse der Parabel. Die Gleichung lehrt weiter, daB reelle 
Punkte der Parabel nur fUr positive Werte von x existieren. 

") Der Einfachheit halber bezeichnen wir sie nicht erst durch 1;, '7. 
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§ 2. Ellipse und Hyperbel. 
Ellipse und Hyperbel fiihren wir als geometrischen Ort eines Punktes 

ein, fiir den Summe oder Differenz der Abstande von zwei festen Punkten 
Fl und F2 einen konstanten Wert hat. 

Die Gleichungen beider Kurven k6nnen gemeinsam abgeleitet wer­
den. Ihre definierenden geometrischen Gleichungen lauten (Fig. 13 a, b) 

(4) F1P+F2P=2a und F1P-F2P=±2a1). 

Die erste Gleichung gilt flir die Ellipse, die zweite fiir die Hyperbel. 

y 

o oX 

Fig. 13a. Fig. 13b. 

Wir setzen noch F1F2 = 2c. Wird die Gerade FIF2 als x-Achse ge­
wahlt, und das Mittellot von FIF! als y-Achse, so ergibt sich fiir den 
Punkt P(x, y) 

also 

(5) FIP2 = ri = (x + C)2 + y2, F2 P2 = r~ = (x _ C)2 + y2. 

Die so gewonnenen Werte sind in Gleichung (4) einzusetzen. Urn aber 
das Rechnen mit Wurzelzeichen zu vermeiden, erheben wir die Gleichun­
gen zunachst ins Quadrat und finden gemeinsam 

ri ± 2r1 r2 + r~ = 4a2, ri + r~ - 4a2 =±2r1 r2 • 

Durch nochmaliges Quadrieren folgt hieraus 

(rj + r~)2 - 8a2(rj + r~) + 16a4 = 4ri~ 
oder endlich 

(ri -~)2 - 8a2(rj +~) + 16a4 = O. 

Aus den Gleichungen (5) erhalten wir 

rj+r~=2(x2+y2+c2), rj-r~=4cx, 

und daher ergibt sich weiter 

16c2 x2 - 16a2 (X2 + y2 + c2) + 16a4 = 0, 

1) Das Doppelzeichen ist n6tig, weil sowohl FIP > F 2P wie auch FIP < F 2P 
sein kann. 
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woraus schlieBlich 

also 

(6) 

hervorgeht. Diese Gleichung steW also sowohl die Ellipse wie auch die 
Hyperbel dar. 

Wann das eine und wann das andere der Fan ist, lehrt folgende 
Uberlegung: Bei der Ellipse ist 

(7) 2a > 2c, 

da die Summe zweier Dreiecksseiten gr6Ber ist als die dritte; bei der 
Hyperbel ist 1'1 - 1'2. die Differenz zweier Seiten und daher 

(7a) 2a < 2c. 

Bei der Ellipse diirfen wir daher 

(8) 

setzen; bei der H yperbel k6nnen wir 

(8 a) 

setzen, und so finden wir als Gleichung der Ellipse 

(9) 

und als Gleichung der Hyperbel 

(9a) 

Uber die Gestalt beider Kurven Hi.Bt sich aus ihren Gleichungen 
folgendes entnehmen: 

1. Ellipsengleichung und Hyperbelgleichung enthalten nur Glieder 
mit x2 und y2. Daraus folgt, daB je vier Punkte 

(10) (x, y), (x, -y), (-x, y), (-x, -YJ 

zugleich auf unseren Kurven liegen; es sind also (S. 10) sowohl die 
x-Achse wie die y-Achse Symmetrieachsen der Kurven; ferner geht die 
Verbindungslinie von (x, y) und (-x, -y)durch 0 und wird in 0 
halbiert. Der Punkt 0 heiBt deshalb Mittelpunkt. 

2. Ellipse und Hyperbel enthalten die Punkte Al und A2 (x = ± a, 
y = 0); sie heiBen ihre Scheitel. Die Ellipse enthii.1t auch die Scheitel­
punkte B1 und B 2 (x = 0, y=±b), zur Hyperbel gehOren dagegen 
keine reellen Punkte der y-Achse. A 1 A 2 (=2a) und B1 B2 (=2b) 
heiBen grofJe und kleine Achse der Ellipse; bei der Hyperbel wird 

s c hoe n fI i e s, Analytische Geometrie. 2 
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Al A2 (= 2 a) als ihre reelle Achse bezeichnet, 2 b heiBt auch ihre 
imaginiire Achse1). 

3. FUr weitere Schlusse setzen wir die Gleichungen (9) und (9a) 
besser in die Form 

(11) i = Vi :: und i = V:: -~ . 
Sie zeigen, daB bei der Ellipse Y nur reell ist, wenn x2 < a2 ist; ferner 
ist y2 < b2, und so folgt, daB die Ellipse ganz in dem Rechteck AIA2BIB2 
enthalten ist. Aus Gleichung (8) findet man noch Fl Bl = Fl B2 = F2Bl 
=F2 B2 = a. 

Bei der Hyperbel ist y nur reell, wenn X2 > a2 ist. die Hyperbel 
liegt also nur auBerhalb des Streifens, der von den Vertikalen durch A J 

und A2 gebildet wird. Mit X2 nimmt auch y2 bestandig zu. 

§ 3. Die Gerade. 
Wir legen beliebige Parallelkoordinaten zugrunde und fassen die 

verschiedenen Lagen der Geraden zu den Achsen gesondert ins Auge. 
Die geometrische Eigenschaft, von der wir hier ausgehen, ist der in 
Kap. I, § 5 enthaltene Projektionssatz fUr gleichgerichtete Strecken. 

Moge die Gerade zunachst durch den Anfangspunkt gehen. Sind 
dann P(x,y) und P1(X1Yl) zwei ihrer Punkte, so hat man stets (Fig. 14) 

9 Fig. 14. 

OR:OQ=OR1 :OQl oder Y:X=Yl:Xl, 

der Quotient y: x hat also fUr aIle Punkte der Ge­
raden denselben Wert. Bezeichnen wir ihn durch m, 
so haben wir fUr jeden Punkt 

(12) ~=m, y=mx. 

Dies ist die Gleichung einer durch 0 gehenden 
Geraden. 

Beispiel. Die Halbierungslinien der Koordinatenwinkel haben die Gleichungen 
y = x und y = - x. 

Von den weiteren Fallen betrachten wir zunachst die, daB die 
Gerade einer Koordinatenachse parallel ist. Fur solche Geraden haben 
wir ihre Gleichung schon abgeleitet (S. 12). Wir fanden, daB jede 
Parallele zur y-Achse durch 

(13) x = const 

gegeben ist, und analog jede Parallele zur x-Achse durch eine Gleichung 

(13 a) y = const. 

1) Die GroBe b tritt auch an der Hyperbelfigur reell in die Erscheinung; 
vgl. Kap. X, § 6. 
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Es ist also nur noch der Fall zu erledigen, daJ3 die Gerade jede 
Achse in einem besonderen Punkte schneidet. Seien 0 A = a und 0 B = b 
die Abschnitte auf der x- und y-Achse. Wir gehen davon aus, daJ3 fiir 
jeden Punkt P (Fig. 15) 

RB:RP=QP:QA 

ist; dies liefert, wenn wieder x, y die Koordi­
naten von P sind, 

(b - y) : x = y: (a - x), 

was sich in 

(14) 

iiberfiihren laJ3t. 

Fig. 15. 

Aus dem vorstehenden folgern wir noch, daJ3 fede Gleichung 

( 15) Ax+By+C=O, 

in der A, B, C irgendwelche Zahlen sein kOnnen, die Gleichung einer Ge­
raden ist1). 1st zunachst keine der drei GroJ3en A, B, C gleich Null, 
so laJ3t sich die Gleichung in 

A B 
-c x -c y =1 

iiberfiihren; gemaJ3 (14) stellt sie eine Gerade dar, die auf den Achsen 
die Abschnitte a = - CIA, b = - CjB abschneidet. 

Beispiel. Der Gleichung x + y - 4 = 0 entspricht eine Gerade, fur die beide 
Achsenabschnitte die Lange 4 haben; x - y + 4 = 0 eine Gerade, fur die a = -4, 
b = 4 ist. 

1st nur C = 0, hat also die Gleichung die Form 

Ax+By=o, 

so konnen wir sie auch in die Form 

A 
y=-Jjx=mx 

setzen; sie stellt gemaJ3 (12) eine Gerade durch den Anfangspunkt dar. 
1st nur B = 0 oder nur A = 0, so hat die Gleichung eine der Formen 

Ax+C=O, 

By+C = 0, 

C 
x=-x=a, 

C 
Y = -]j= b 

und stellt dann eine Paralle1e zur y-Achse oder zur x-Achse dar. 1st 
auBerdem auch noch C = 0, so ergeben sich die Achsen selbst. Es 
bleibt also nur noch der Fall A = 0, B = 0; ihn behandeln wir in 
Kap. VIII, § 1. 

1) Naturlich durfen nicht alle drei GraBen Null sein. 

2* 
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§ 4. Ellipse, Parabel, Hyperbel in Polarkoordinaten. 
Ein erstes Beispiel furPolarkoordinaten bilde der Ort eines Punktes, 

fur den die Entfernungen von einem festen Punkt (Brennpunkt) und 
einer festen Geraden (Direktrix) in einem konstanten VerhaItnis stehen 
(Fig. 16). 

Wir nehmen den festen Punkt F als Pol und das von F auf die 
Direktrix d gefallte Lot als Achse der Koordinaten; ihre positive Rich­

tung sei DF, und es sei DF = l. Der Wert des 
t I---/----"p konstanten VerhaItnisses sei e, und LP das Lot 

von P auf d. Die definierende Gleichung 

l r Q.5 (16) FP = e· LP o 
Fig. 16. 

unmittelbar in 

(17) 

geht wegen 

LP = DF + FQ = l + rcos q; 

r = el + ercosq;, 
e 1 

r=---
1-ecostp 

iiber, und dies ist bereits die gesuchte Gleichung. 
Fiir e = 1 ist der Ort gem~i.B § 1 eine Parabel; wie spater (Kap. X, 

§ 1) gezeigt wird, ist er fur e < 1 eine Ellipse, fur e> 1 eine HyperbeP). 

§ 5. Archimedische Spirale. 

Als zweite Aufgabe behandeln wir die Frage, welche Kurve durch 
eine Gleichung 

(18) 

dargestellt wird, die auBerlich der allgemeinen Gleichung der Geraden 
nachgebildet ist. Dazu ist zunachst der in Kap. II entwickelte Koordi­
natenbegriff etwas zu verallgemeinern. Wir lassen namlich jetzt Winkel 
beliebiger positiv~r Grope zu und denken sie so entstanden, daB sich 
die Achse s beliebig oft in positivem Sinne um 0 herumdreht, der zu­
gehOrige Bogen auf dem Einheitskreis also aile Werte von 0 bis 00 

annimmt. Jedem beliebig vorgegebenen Wertepaar r = (!, q; = £x 

entspricht dann immer noch eindeutig ein bestimmter Punkt P der 
Ebene 2). 

Wir wollen nun aile Punkte ermitteln, die bei der vorstehenden 
Koordinatenerweiterung den die Gleichung (18)· befriedigenden Koordi-

1) Genauer ein Hyperbelast;· der andere entspricht dem Wert - e (statt e). 
2) Einem Punkt P entspricht zwar auch ein Wert von r, aber unendlich 

viele Werte von tp; ist IX der eine, so sind IX + 2 :r, IX + 4:r, .•• die iibrigen. Fiir 
die hier behandelte Aufgabe ist dies belanglos. 
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natenpaaren r, cP entsprechen. Wir behandeln zunachst den Fall C = o. 
Alsdann k6nnen wir die Gleichung in die Form 

(19) 
B 

r=--cp=ccp 
II 

set zen und nehmen insbesondere c > 0 an. Wir ziehen (Fig. 17) durch 0 
einen Halbstrahl gunter dem Winkel CPI' er entspricht dann zugleich 
den Winkeln 

CPl + 2n = CP2' CPI + 4n = CP3 USW. ~ 

und enthiilt daher die samtlichen diesen 
Winkeln entsprechenden Punkte PI(rl CPI), 
P2(r2CP2)' P3(r3 CPa) .... Nun ist 

r1=cCPl' r2 =cCP2=cCPI+2nc=rl +2nc, 0 
r3 = cCPa = C9"2 +2nc = r2+ 2nc, 

also 
(20) 

Fig. 17. 
s 

die Punkte PI> P 2, P 3 • •• folgen also auf dem Halbstrahl g im konstanten 
Abstand 2 n c aufeinander. Dies gilt flir jeden von 0 ausgehenden 
Halbstrahl; die Eigenart unserer Kurve besteht also darin, daB sie 
jeden von 0 ausgehenden Halbstrahl g in unendlich vielen Punkten 
schneidet, von denen je zwei aufeinander folgende den konstanten 
Abstand 2 n c besitzen. Die Kurve heiBt Spirale, insbesondere Archi­
medische Spirale. Sie geht, da ihr das Wertepaar r = 0, cP = 0 genligt, 
durch den Anfangspunkt. 

Auch die Gleichung 

stellt eine Archimedische Spirale dar. Setzen wir namlich 

C=By, also Bcp+C=B(cp+;')=B'I', 

so nimmt unsere Gleichung die Form 

Ar+B'I'=O 

an. Ziehen wir nun durch 0 eine neue Polarachse 5', so daB (s's) = y ist, so ist 
(s'g) = '1', und unsere Gleichung stellt eine Archimedische Spirale dar, bezogen 
auf eine Achse 5', die mit der .\chse 5 den Winkel (5'5) = y bildet. 

Bemerkung. Die beiden in § 4 und § 5 behandelten Kurvengleichungen 
unterscheiden sich in der \Veise, daB in der ersten nur trigonometrische Funktionen 
von cp auftreten, in der zweiten aber cp selbst. 1m ersten FaIle entspricht daher 
den Koordinatenwerten r, cp und r, cp ± 2 m JC derselbe Punkt; im zweiten sind 
es verschiedene Punkte. Darin ist der heterogene Charakter beider Kurvenbilder 
begri'mdet; man sieht auch, warum das Wertgebiet von cp im ersten Falle nur 
die \Verte 0 <:: cp < 2 JC zu llmfassen brallcht. 

§ 6. Darstellung von Kurven mittels eines Parameters. 
Es gibt noch eine wesentIich andere Art, die Punkte eines geo­

metrischen Ortes durch Gleichungen darzustellen. Folgende Beispiele 
m6gen sie kenntlich machen: 
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1. Fur den Punkt P(x, y) eines urn den Anfangspunkt 0 ge­
schlagenen Kreises folgt aus S. 11 (Fig. 9) 

(21) x=acosrp, y=asinrp, rp=(xr), 

nnd wenn wir in diesen Gleichungen den Winkel rp alle Werte 0 :S rp < 2,n 
durchlaufen lassen, so durchHiuft der durch (21) dargestellte Punkt P 
genau einmal den ganzen Kreis. Man hat auf diese Weise aIle Punkte 
des Kreises mittels einer einzigen neuen unabhiingigen Variablen rp (Para­
meter) und mittels zweier Gleichungen (eine fur x, eine fUr y) dargestellt. 
Durch Quadrieren und Addieren (also durch Elimination von rp) er­
halt man wiederum die Kreisgleichung 

x2 + y2 = a2. 

2. Ein Punkt mage sich so in der Ebene bewegen, daB er sich 
im Nullpunkt der Zeit an der Stelle M(~, 'fj) befindet, und daB im 
ubrigen seine Koordinaten der Zeit proportional zunehmen. Werde 
die Zeit (d. h. die Zahl der Zeiteinheiten, z. B. der Sekunden) durch t 
dargestellt. Da sich der Punkt zur Zeit t = 0 in M befindet, hahen 
wir fUr jede andere Lage gemaB obiger D~finition 

x-~=()(,t, y-'fj=f3t, 

wo ()(, und f3 die Proportionalitatsfaktoren sind. Die Gleichungen 

(22) x=~+()(,t, y='fj+f3t 

stellen daher die Koordinaten von P fUr den ganzen Verlauf der Be­
wegung dar. Durch Division erhrut man aus ihnen 

fJ 
IX' 

also die Gleichung einer Geraden. 
Ein letztes Beispiel seien die Gleichungen 

(23) x = acosrp, y = bsinrp, 

in denen rp, wie beim Kreis, eine WinkelgraBe darstellt, die alle Werte 
o <rp < 2:n annimmt. Die Achsen seien rechtwinklig. Fur jeden Wert 

Fig. 18. 

von rp erhalt man sofort (durch Quadrieren 
und Addieren) 

x2 y2 
a2 + b2 = 1, 

es erfiillen also alle durch (23) dargestellten 
Punkte eine Ellipse. 

Urn zur geometrischen Bedeutung von rp 
zu gelangen, schlagen wir (Fig. 18) uber der 
groBen Achse 2 a einen Kreis und verlangern 
die Ordinate QP bis zum Schnitt P' mit 
dem Kreis. Sind x', y' die Koordinaten 
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von P', so ist 

x' = x = a cosg;, also y' = a sing;. 

Wir finden daher g; = -4: (x, OP'), woraus die geometrische Bedeutung 
von g; erhellt. Legt man urn 0 auch einen Kreis mit dem Radius b, 
ist PI sein Schnitt mit RP, und sind Xl' Yl die Koordinaten von PI' 
so ist 

Yl = Y = q sin g; , also Xl = b cosg;. 

Die vorstehenden Gleichungen ergeben noch 

(24) y : y' = b : a = Xl : X; 

jede Ellipsenordinate ist also gegen die Ordinate des graBen Kreises 
im Verhiiltnis b : a verkleinert, jede Abszisse im gleichen Verhaltnis 
gegen die Abszisse des kleinen Kreises vergrlJ/Jert. 

Man kann die beiden Kreise zu einer punktweisen Zeichnung der Ellipse 
benutzen. Zieht man durch 0 einen Halbstrahl. bestimmt auf ihm die Punkte P' 
und PI' und zieht durch sie je eine Parallele zu den Achsen, so ist deren Schnitt­
punkt der Ellipsenpunkt P. Die Punkte p. pI, PIliegen auf einem Kreis fiber PI P', 
dessen Durchmesser den festen Wert a - b hat. 



Viertes Kapi tel. 

Allgemeine Formeln.fiir Parallel­
koordinaten. 

§ 1. Strecken und Winkel. 
Sei (xg) der Winkel, den eine Gerade g mit der positiven x-Achse 

bildet (also der Winkel, urn den die positive x-Achse im positiven Sinn 
zu drehen ist, bis sie mit g oder mit der Richtung von g zusammen­
faUt). Ferner sei (xy) der positiv genommene Achsenwinkel, der also 
(S. 9) kleiner als n ist. Dann soU unter (y g) (S. 6) der Winkel 

(1) (yg) = (yx) + (xg) = (xg) - (xy) 

verstanden werden. Damit ist der Winkel (y g) fUr aIle Lagen von g 
gleichmaPig und eindeutig definiertl). 

Seien nun PI(XlYI) und P2(X2Y2) zwei beliebige Punkte, Q1> Q2 und 
Rv R2 ihre Projektionen auf den Achsen, und seien die Koordinaten 
zunachst rechtwinklig (Fig. 19). Dann ist (S.3 und 8) 

(2) 
f Ql Q2 = X2 - Xl = P I P 2 cos (x, P I P 2) , 

lRI R2 = Y2-YI = P 1 P 2 COS(Y, P I P 2)· 

Setzen wir P I P 2 = r und <1: (X, PI P 2) = (xr) = rp, also (yr) = rp - in, 

~:::~/j , , , , 

Fig. 19. 

so wird 

(2 a) x2 - Xl = r cosrp, Yz - YI = r sinrp. 

Hieraus ergibt sich 

(3) 12 = (X2 - XI)2 + (Y2 - Yl)2, 

(4) 

und wenn wir die Gleichungen (2) mit cos rp und sin rp multiplizieren 
und dann addieren, 

(5) 

1) Man beachte, daB die QueUe dieser Formel nicht eine Einzelfigur ist, 
sondern die Gleichung (9) von Kap. I (S. 6). Analoges gilt auc h fur die fol­
genden Formeln. 



§ 1. Strecken und Winkel. 

Fur schiefwinklige Achsen entnehmen wir die 
Dreieck P1P 2 S (Fig. 20); man erhalt zunachst 

P1P~ = P1S2 + SP~ + 2 PIS. SP2 COS (xy) , 
,) . .,. 

PI S : SP2 = sin"Txg) : sin(gy) 

und hieraus weiter 

25 

Gleichungen dem 

___ fQ8 
\ \ 

\ , , , 

o 
Fig. 20. 

(6) 

(6a) 

r2 == (X2 - X1)2 + (Y2 - Y1)2 + 2 (X2 - Xl) (Y2 - Yl) cos (xy), 

YZ-Yl_sin(xg) 1) 
x2 ---x;- - sin (gy) • 

Sei P(~17) der Punkt, der die Strecke P1P 2 im Verhaltnis f-l teilt 
(S. 4). Dann folgt fUr beliebige Achsen nach dem Projektionssatz 

(7) 

oder 

und daraus weiter 

(7a) 1:­., -

Insbesondere ist, wenn P die Mitte von P l P2 ist, also fUr /-l = - 1 

(8) 

Dem Wert ,tt = 1 entspricht der S. 5 eingefUhrte uneigentliche 
Punkt P 00. Fur verschiedene Punkte (Xl Y1) und (X2 Y2) ist im allge­
meinen Xl - X2 ~ 0 und y! - Y2 ~ 0; eine der beiden Differenzen kann 
aber auch Null sein. 1st es fur keine der Fall, so folgt aus (7), daB dem 
uneigentlichen Punkt P 00 auch die Punkte Qoo und Roo entsprechen 
und umgekehrt. Keine der beiden Koordinaten ~, 17 hat also einen end­
lichen Wert. 1st nur eine Differenz gleich Null, z. B. Xl - X2, so hat 
in (7) der Quotient Ql Q = Q2Q fUr fedes Q den Wert 1; es bleibt aber 
(R1R2R) = (P1P 2P), und es entsprechen einander P oo und Roo. Alsdann 
hat 'f} keinen endlichen Wert. Damit ist die Behauptung erwiesen. 

Fur den Schwerpunkt S (~, 17) eines Dreiecks PI P 2 P 3 ist 

(8a) 

::VIan erhalt diese Formeln, wenn man die Mitte M von P2Pa mit PI 
verbindet und PI M innerhalb im Verhaltnis 2: 1 teilt (t-t = - 2). 
Ihre Symmetrie fUr die drei Indizes zeigt, daB die Konstruktion von S 
auch mittels der ::VEtten von P 1P2 und P 1P 3 erfolgen kann; dies liefert 

1) S. 30 werden diese Formeln ohne Benutzung einer Figur abgeleitet. 
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unmittelbar den Satz, daB sich die drei Seitenhalbierenden in einem 
Punkt schneiden. 

Beispiel. Das Dreieck der Punkte (2,1), (3, -2), (-4, -1) hat die Seiten­
mitten (t, -t), (-1,0), (-t, -t) und den Schwerpunkt (t, -i)· 

§ 2. Das Lot von einem Punkt auf eine Gerade. 
Das Koordinatensystem sei beliebig, P (~rJ) ein Punkt, g eine 

Gerade (Fig. 21). Durch 0 ziehen wir den Halbstrahl 1'J.l g; es sei 
OG = ~ und OG die positive Richtung von n. 
Dem von P auf die Gerade g gefiillten Lot 
LP = 1 legen wir ebenfalls ein Vorzeichen bei; 
wir rechnen es als positiv, wenn die Richtung LP 
die gleiche ist wie die Richtung OG, als· nega­
tiv, wenn sie ihr entgegengesetzt ist. 

Fig. 21. Projizieren wir OP senkrecht auf die Ge-
rade n, so ist diese Projektion nach S. 7 

gleich der Projektion des Linienzuges OQP, also 

(9) II(OP, n) = JI(OQP, n). 

GemiiB der Festsetzung uber das Vorzeichen von list 

II(OP, n) = OG + LP, 

andererseits ist gemiiB S. 8, Gleichung (15) 

n (OPQ, n) = ~ cos (nx) + rJ cos (n y) , 

und so finden wir 

~ + 1 = ~ cos (nx) + rJ cos (ny) , 
(10) 1 = ~cos(nx) +rJcos(ny) -~. 

In dieser Gleichung haben wir eine der wichtigsten Hiljslormeln 
der analytischen Geometrie zu erblicken. 

Beispiel. Der Achsenwinkel sei 120°, und es bilde n gleiche Winkel mit den 
Achsen, so daB cos (nx) = cos (ny) = tist; fernersei<5 = 1. Fur jedenPunkt(';rl) 
ist dann 

I=H+-~1]-1. 

Fur den Punkt (2, 2), der auf n liegt, ist also 1= 1, was auch geometrisch evident ist. 

§ 3. Die Transformation der Koordinaten. 

Da das Achsensystem willkurlich ist, so entsteht die Aufgabe, 
die Koordinaten desselben Punktes P fUr verschiedene Achsensysteme 
miteinander zu vergleichen. 

M6gen die Achsen zweier ~ysteme zuniichst parallel und gleich­
gerichtet sein; die Koordinaten von 'p fUr das eine System seien x, y, 
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ffir das andere X, Y (Fig. 22); der Anfangspunkt 0 1 des XY-Systems 
habe im x y-System die Koordinaten 

OA I = a, OBI = b. 

Man hat dann unmittelbar 

OQ = OA I + AIQ, OR = OBI + BIR, 
also 

(11) 

Beispiele. 1. Die Gleichung y2-'2PX-p2= 0 
stellt eine Parabel dar, fur die der Brennpunkt der Fig. 22. 
Anfangspunkt ist; sie geht durch die Gleichungen 

/ , , , , 

y = Y, x = X - ~. p in y2 - 2 P X = 0 uber. Fur p > 0 liegt die Parabel 
im ersten und vierten Quadranten, fur p < 0 im zweiten und dritten. 

2. Wir zeigen, daB sich die Parabel als Grenzfall der Ellipse oder Hyperbel 
einstellt, wenn wir die Achsen unendlich groB werden lassen. Dazu fuhren wir 
in die Ellipsengleichung (S. 17) neue Koordinaten mit derselben x-Achse und dem 
Scheitel Al als Anfangspunkt ein (Fig. 13). Fur diese X, Y-Koordinaten folgt 

x = X - a, y = Y; 

setzen wir diese Werte in die Ellipsengleichung ein, so ergibt sich als Gleichung 
fur die X, Y-Koordinaten 

und hieraus folgt weiter 

Nun m6gen a und b unendlich groB werden, aber so, daB b2 : a einen festen 
endlichen Wert p bewahrt. Dann strebt b2 : a2 = p : a gegen Null, und die Glei­
chung geht in 

b2 

p=-
a 

uber. Dies ist die Parabelgleichung. Sie kann in derselben Weise aus der Hyperbel­
gleichung mit A2 als neuem Anfangspunkt abgeleitet werden. 

Mit dem Scheitel A2 riicken auch F2 und der Mittelpunkt 0 iris Unendliche. 

Die Achsensysteme mogen zweitens denselben Anfangspunkt haben; 
die x, y-Achsen seien rechtwinklig, wahrend die x', y'-Achsen beliebig 
bleiben (Fig. 23). Ein Punkt P habe im ersten 
System die Koordinaten x, y, im zweiten die Ko- Y 
ordinaten x', y' 1). Dann sind x, y die senkrechten 
Projektionen von OP auf der x- und der y-Achse 
und daher (S. 7) gleich den senkrechten Pro­

y' 
p 

X' 

jektionen des Streckenzuges OQ'P; fUr die --t-===:::....----a!:;---...-x 
Projektion auf jeder der beiden Achsen ist also 0 

(12) II(OP) = II(OQ') + II(Q'P). 
Fig. 23. 

1) Es wird kein MiBverstandnis .verursachen, wenn in den obigen Formeln 
x, y, x', y' einmal als Koordinaten, einmal als Zeichen fur die Achsenrichtungen 
auftreten. 
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Diese Gleichung wenden wir zuerst auf die x-Achse und dann auf die 
y-Achse an. Da OQ' = x' in die x'-Achse fant und Q' P' = y' der y'-Achsp. 
parallel ist, so ergibt sic.h (S. 8, Gleichung 15) 

(13) x = x' cos (x'x) + y' cos (y'x) 

und ebenso 
y = x' cos (x'y) + y' (cosy'y) . 

Wir setzen noch 

(xx') = iX-, (xy') = /3, also (x'y') = /3 - iX-, 
so wird 

(y x') = (y x) + (x x') = 7{-.n + iX-, (y y') = (y x) + (x y') = - -~-.n + ,8 • 

und unsere Gleichungen verwandeln sich in 

(13 a) x = x' cos iX- + y' cos /1 ' y = x' sin iX- + y' sin /1. 

Durch Auf16sung nach x' und y' ergibt sich hieraus 

{ sin (/1- iX-) x' = x sin/1- y cos/1, 
(13 b) sin (/1- iX-) y' = -xsiniX- + YCOSiX-. 

Sind auch die x'y'-Achsen rechtwinklig, ist also /1 = -~.n+ lX, so 
erhalten wir die einfacheren Formeln 

(14) x = x' cos iX- - y'sin lX , Y = x' sin lX + y' cos lX 

und als Auf16sung 

(14a) x' = XCosiX-+ysiniX-, y' =-xsiniX-+YcoslX. 1) 

Stillschweigend wurde hier vorausgesetzt, daB ~ (x y) = (x' y') = i-.n 
1st, daB also die beiden Achsensysteme kongruente Figuren sind. 1st 
dagegen (x'y') = -l.n, so stellen beide Achse.nsysteme nur spiegel­
bildlich (symmetrisch) gleiche Figuren dar 2); man hat /1 = lX - t.n , 
und die Foi'meln (14) gehen in 

I 

X = x' cos IX + y' sinlX, y = x' sin IX - y' cos IX (14b) 

tiber; sie gehen formal aus (14) in der Weise hervor, daB man y' durch 
- y' ersetzt, was auch geometrisch evident ist. 

Die Gleichungen (14) UIid (14b) Hefem gemeinsam 

(15) 

man nennt diesen Ausdruck deshalb eine Invariante der Transformation; 
der geometrisch evidenten Tatsache entsprechend, daB der Abstand OP 
fiir die rechtwinkligen Achsensysteme mit 0 als Anfangspunkt dieselbe 
Darstellung finden muB. 

1) Diese Gleichungen ergeben sich auch direkt aus (14), indem man x, y 
mit x', y' verlauscht und IX durch (x' x) = -IX ersetzt. 

2) Hier wird nur die Beziehung in der Ebene selbst in Betracht gezogen. 
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Fur die Determinante der Gleichungen (14) und (14b) (Anhang,3) 
folgt 

b = I C?S IX, - sin IX I = 1 und 
sm IX , cos ex, i 

b = I C?S IX , sin IX I = - 1 . 
SIn IX, - cos IX I 

Darin kommt der Gegensatz beider Transjormationen analytisch zum 
Ausdruck. 

Auch in dem Falle, daB beide Achsensysteme schiefwinklig sind, 
k5nnen wir das Resultat unmittelbar aus dem Projektionssatz von 
S.7 entnehmen. Seien wieder x, y und x', y' die Koordinaten von PI), 
so sind jetzt x und y die Parallelprojektionen von OP auf der x- und 
y-Achse im Sinne von S. 9 und wieder gleich den analogen Projektionen 
des Streckenzuges OQ' P. Doch kommen diesmal nicht die Glei­
chungen (14), sondern die allgemeinen Formeln (12) zur Anwendung. 
Setzen wir insbesondere 

II(OQ', x) = a x', 

II(OQ', y) = ex', 

Il(Q'P, x) = by', 

II(Q' P, y) = d y', 

wo a, b, c, d die bezuglichen Projektionskonstanten sind, so ergibt sich 

(16) x= ax'+by', y = cx'+dy'. 

Ganz analog findet sich 

(16a) x=a'x+b'y, /=c'x+d'y, 

die Koordinaten sind also durch eine lineare Substittttion miteinander 
verbunden. 

Bemerkung. Die Koeffizienten a, b, e, d und a', b', e', d' sind dureh die 
Aehsenriehtungen bestimmt. Seien (Fig. 24) A' und B' Punkte der x'- und y'-Aehse, 
so daB OA' = 1, OB' = 1 ist; es sind dann x' = 1, y' = 0 die x', y'-Koordinaten 
von A' und x' = 0, y' =·1 die x', y' -Koordinaten 
von B'. Fur ihre x, y-Koordinaten folgt daher aus (16) 

x=OA=a, y=AA'=e, 

und aus dem Dreieek OAA' ergibt sich nun 

a: e : f = sin (x'y) : sin (xx') : sin (xy). 

Ebenso erhaJt man fur die x, y-Koordinaten von B' 

x = OB = b, Y = BB' = d, 

und aus dem Dreieek OBB' entnimmt man 

b : d : 1 = sin (y' y) : sin (x y') : sin (x y) . 

Setzen wir noeh (x y) = w, so gehen die Formeln (16) uber in 

(16b) {
sin w . x = sin (x' y) x' + sin (y' y) y' , 

sin w . y = sin (x x') x' + sin (x y') y'. 

Analoges gilt fur die Gleiehungen (16a): 

x' 

Fig. 24. 

Beispiele. 1. Eine Hyperbel heiBt gleichseitig, wenn a = b ist; ihre Gleiehung 
lautet also 

1) Man benutze wieder die Fig. 23. 
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Wir nehmen die Halbierungslinien der Koordinatenachsen als x', y'-Achsen; sie 
sind rechtwinklig und es sei (x x') = -45°. Man hat dann die Transformations­
gleichungen 

y = -lY2x' + H'2y'. 
Sie fuhren die Hyperbelgleichung in 

2x'y' = a2 

uber. Uber die Bedeutung dieser Gleichung und der Koordinatenachsen vgl. 
Kap. X, § 6. 

2. Mittels der Gleichungen (13) HiBt sich ohne Benutzung einer Figur 
eine Formel fur den Abstand OP fur schiefwinklige Koordinaten ableiten. Man 
erhalt 

Op2 = x 2 + y2 = X'2 + y'2 + 2 x'y' (cos IX cos (1 + sin IX sin (1) 
• = X'2 + y'2 + 2 x'y' cos (x' y') . 

Durch Anwendung auf zwei schiefwinklige Systeme folgt 

X'2 + y'2 + 2x'y' cos (x'y') = X"2 + y"2 + 2x" y" cos (x"y") , 

der vorstehende Ausdruck ist also wieder eine Invariante der Transformation. 

Bei Koordinatensystemen mit verschiedenem Anfangspunkt und 
beliebigen Achsenrichtungen fiihrt eine Verbindung der vorstehenden 

rV?: 
~ 

Formeln zum Ziele. Sei 0' der Anfangspunkt 
der x', y'-Achsen. Will man die x, y-Koordinaten 
durch die x', y'-Koordinaten ausdriicken, so 
nimmt man ein X, Y-Achsensystem mit 0' als 
Anfangspunkt zu Hilfe, das den x, y-Achsen par­
allel ist (Fig. 25). Dann bestehen fur die x', y'­
und die X. Y-Acbsen Formeln der Form 

Fig. 25. X = ax' + by', Y = ex' + dy'; 

andererseits gelten £i.ir die x, y- und die X, Y-Koordinaten (S. 27) 
Formeln der Form 

x=X+e, y=Y+f, 

und daraus folgt schlieBlich 

(17) x = a x' + b Y' + e, Y = e x' + d e' + f . 
Die allgemeinste Koordinatentransformation druekt sieh also dureh ezne 
lineare Substitution aus. 

Bemerkung. Nicht jede lineare Substitution stellt eine Koordinatentrans­
formation dar; ihre Koeffizienten mussen den Gleichungen (16b) genugen. Setzt 
man z. B. x' = x, y' = 2 y, so folgt aus x' = 0 auch x = 0, ebenso aus y' = 0 
auch y = 0; es mnE daher die x-Achse mit der x'-Achse und die y-Achse mit der 
y'-Achse identisch sein. Also muBten auch die x, y- und x', y'-Koordinaten identisch 
sein, was nicht der Fall ist. 

§ 4. Der Dreiecksinhalt 1). 

Zwei Punkte P1(X1y!) und P2(X2Y2) bestimmen mit dem Anfangs­
punkt 0 ein Dreieck; sein Flacheninhalt lY ist zu berechnen, zunachst 

1) Vgl. Anhang, § 1, besonders 3, 19 und das letzte Beispiel zu 17b. 
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fiir rechtwinklige Achsen. Es sei OPI = r], OP2 = '2' Wir legen die 
FHichenformel (Fig. 26) 

2 ty = OPt . OP2 • sin (PlOP2) 

zugrunde. Hier ist 

-1: (PlOP2) = -1: (rl r 2) = (r]x) + (xr2) = (xr2) - (xr]), 

wir finden also 

2 ty = rl r 2 {sin (x r 2) cos (x rl) - cos (xr2) sin (x rl)} , 

und daraus folgt gem~iB S. 11 

I Xl Yl[ (18) 2ty=XlY2-X2Yl=l. 
I x2 Y2 

Die rechte Seite dieser Formel andert ihr Vorzeichen, wenn die 
Indizes 1 und 2, also die Punkte PI und P 2 vertauscht werden. Dey 
Dreiecksfliiche legen wir deshalb ebenfalls ein Vor-~ 
zeichen bei; es entspricht dem Umstand, daB wir If 
sie im positiven oder negativen Sinn umfahren Pz 
k6nnen. Das Vorzeichen ist dasselbe wie das '2 '1 
des Winkels PlOP2 ; dem positiven Sinn des f) x 
Winkels entspricht das positive, dem negativen Fig. 26. 

Sinn das negative Zeichen. Wird die positive 
Flache mit ty12' die negative mit ty21 bezeichnet, so ist also 

(19) ty12 + ty21 = O. 

Sind die Achsen schiefwinklig, so fiihren die Gleichungen (13) zum 
Resultat; wir haben nur die in ihnen enthaltenen Werte in die Determi­
nante (18) einzusetzen. Zunachst wird 

I Xl Y, I I Xi cos (xx') + y; cos (xy') , 
x2 Y2 = x~ cos (x x') + y~ cos (x y') , 

xi cos (y x') + y; cos (y y') I 
X2 cos (y x') + Y2 cos (y y') I ' 

und daraus folgt gemaB dem Multiplikationssatz der Determinanten 

I Xl Yl I I Xl Yi I I cos (x x') , cos (xy') I 
X 2 Y2 = x; Y2 • cos (y x') , cos (y y') . 

Nun ist (xy) = tn, also 

(y x') = - t n + (x x') = -l n - (x' x) , (y Y') = - t n + (x y') , 

und daher erhalt die Determinante der Kosinus den Wert 

cos (x' x) sin (x y') + cos (x y') sin (x' x) = sin (x' x + x y') = sin (x' y') . 

Fur den Dreiecksinhalt ergibt sich daher 

(20) 2 ty = sin (x' yi) I ~ Y~ \. 
x2 Y2 

Liege allgemeiner ein aus drei beliebigen Punkten (XlYI)' (X2Y2) ' 
(xsYs) gebildetes Dreieck vor; die Achsen seien beliebig. Wir legen durch 
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(XIYI) eine X- und Y-Achse, parallel zur x- und y-Achse, so k6nnen 
wir zunachst die vorstehenden Gleichungen benutzen und erhalten 

IX Yi 
2~=sin(XY)lx2 y2i. 

s s 
Andererseits ist gemaB (11) 

X=x-xI , Y=Y-YI' 

und daraus folgt weiter 

(21) 2 ~ = sin (xy) I x2 - Xl 
I Xs - Xl 

Xl 
Y2 - YI = sin (xy) x2 
Ys - YI 

1 
1 

1 

Durch Entwicklung der letzten Determinante nach den Elementen der 
letzten Kolonne folgt schlieBlich 

(21a) 2~ = sin (xy) {(x2Ys - XS Y2) + (XSYI - xIYs) + (XIY2 - X2 YI)}' 

Diese Gleichung laBt eine einfache geometrische Deutung zu. Bezeichnen 
wir die Flachen der Dreiecke 

OP2P S = ~2S' OPSP1 = ~al' OPI P 2 = ~12' 

so ergibt sich nach (20) 

2~2a = sin (xy) (x2 Ya - xaYz) , 2 ~al = sin (xy) (XaYl - Xl Ys) , 
2~12 = sin (xy) (X1 Y2 - X2Yl) , 

was schlieBlich 
~ = 62S + ~Sl + is'12 

zur Folge hat; eine Gleichung, deren geometrische Bedeutung ersicht­
lich ist . 

.A.hnlich erhalt man den Flacheninhalt ~ eines einfachen n-Ecks, 
indem man von 

is' = ~12 + ~2S + ... + ~nl 
ausgeht und die ~ik durch ihre Koordinatenwerte ersetzt. 

Beispiel. Das Dreieck der drei Punkte (2,1), (3, - 2), (- 4, - 1) hat den 
Inhalt-10. 

Bemerkung. Fiir die drei Punkte PI' P 2 , P a gibt es bekanntlich sechs An­
ordnungen entsprechend den sechs Permutationen der Indizes 1,2,3. Bei den 
zyklischen .Permutationen andert sich die in (21) enthaltene Determinante nicht; 
bei den anderen andert sie ihr Vorzeichen - in Ubereinstimmung mit der oben 
uber den Dreiecksinhalt g€!troffenen Festsetzung. 

§ S. Doppelte Bedeutung der Transformationsformeln. 
Die linearen Substitutionen der Koordinaten von § 3 lassen noch 

eine zweite Deutung zu. Der Ableitung nach stellen sie Koordinaten 
desselben Punktes fUr verschiedene Achsen dar, es wird sich zeigen, 
daB sie auch als Formeln fUr verschiedene Punkte in bezug auf diesel ben 
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Achsen gedeutet werden ki:innen. Wir beginnen mit den Formeln ein­
fachster Art, 

(22) x = x' +- a, Y = v' +- b . 

Die Achsen mi:igen beliebig sein. Die Beziehung zweier solcher Punkte 
P (x, y) und P'(x' y') zueinander ergibt sich aus Fig. 22 (S. 27), wenn 
man OOlP durch einen Punkt P' zum Parallelogramm OOlPP' erganzt; 
sie zeigt dann, daB der Punkt P aus P' durch eine Schiebung (Trans­
lation) urn die Strecke 001 = P' P hervorgeht. Man sagt, daB die 
Formeln eine Schiebung der Ebene urn die Strecke (den Vektor) 001 

darstellen. 
Wir gehen zu den Gleichungen 

(23) x' = IX x, y' = jJ y 

liber; das Achsensystem sei wieder belie big. Man sagt, daB die Punkte P' 
zu den Punk ten Peine afline Beziehung haben. Folgende Eigenschaften 
ergeben sich fUr sie ohne weitcres: 1. Bilden die Punkte P' eine 
Gerade g', so tun es auch die Punkte P' und umgekehrt; ist namlich 
A x' +- By' +- C = 0 die Gerade g', so erflillen die Punkte P die Gerade 
A IX X + B jJ y +- C = O. Einem Dreieck entspricht also ein Dreieck 1). 

2. Die Fliichen entsprechender Figuren stehm in konstantem Ver­
hiiltnis zueinander. Sind 6 und 6' die Inhalte entsprechender Dreiecke, 
so ist (§ 4) 

(24) 
i x; y; 

6': 6 = sin (xy) i x~ Y2 
: x~ y~ 

1, 'I Xl 

1 ! : sin (x y) x2 

1! i X3 

Bezeichnen wir die beiden Determinanten durch D' und D, so folgt 
aus dem Anhang, § 1, daB D' = IX;3D ist; daher wird 

(24a) 6' : 6 = 1X;3 = const. 

Hiermit ist die Behauptung zunachst fUr zwei entsprechende Dreiecke 
erwiesen. Daraus folgt sie (durch Zerlegung in entsprechende Dreiecke) 
auch fUr alle polygonal berandeten Figuren, und auf Grund hiervon 
kann sie a uch fUr belie bige Flachenstlicke geschlossen werden 2). 

3. Sind PI' P 2 , P clrei Punkte einer Geraden, so bleibt das Teilungs­
verhaltnis (Pl P 2 P) ungeiindert; die Gleichungen (7a) gehen namlich 
clurch (23) in 

liber. Mitte geht also in Mitte liber, Schwerpunkt in Schwerpunkt. 

1) "Vir werden spater lemen, daB einern Parallelograrnrn sogar ein Parallelo­
grarnrn entspricht. Vgl. Kap. XII, § 3, wo die Affinitat ausfiihrlicher zur Unter­
suchung gelangt. 

2) Man erkennt leicht, daB die Affinitat fUr fJ = 1X in die Ahnlichkeit iibergeht. 

Schoenflies, Analytische Geometrie. 3 
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Beispiel. Aus der Gleichung 

y : y' = b : a = Xl : X 

von S. 23 ist zu schlieBen, daB Kreis und Ellipse affine Figuren sind. Die 
Ellipsenpunkte (x, y) hangen mit den Punkten (x', y') des Kreises vom Durch­
messer 2a durch die Gleichungen 

b 
x'=-x, y'=y 

a 

:<:usammen, mit den Punkten des Kreises vom Durchmesser 2b durch 
a 

Xl = X , Y1 = bY; 

jedes dieser Gleichungspaare hat die Form (23) .. Aus dem obigen Satz (2) erhalt 
man fiir die Inhalte von Kreis und Ellipse 

(Ye : (Yk = b : a , 

und daher findet. sich fiir den Inhalt der Ellipse der Wert a b;n; • 

Die an die Gleichung (23) geknupften Schlusse bleiben bestehen, 
wenn wir sie allgemeiner so deuten, daB sie sich auf verschiedene Achsen­
systeme beziehen; auf ein xy-System und ein x'y'-System, die beliebig in 
der Ebene liegen sollen (Fig. 25). Auch dann noch wird durch sie jedem 
Punkt P(xy) ein Punkt P'(x' y') zllgeordnet, und es bleiben die unter 
(1.), (2.) und (3.) genannten Satze in Kraft. An Stelle der Gleichung (24) 
erscheint, wenn wir die in (24a) enthaltenen Determinanten wie oben 
dUTCh D' und D bezeichnen, die Gleichung 

(24b) iY': iY = sin (x' y') D': sin (xy) D ; 

sie zeigt ebenfalls, daB iY' : iY einen konstanten Wert hat. Die Zu­

P( i 
~ o 

ordnung heiBt ebenfalls eine affine. 
Auch den Formeln (14) von § 3 k5nnen wir eine 

analoge Deutung geben; sie stellen Drehungen urn 
den Anfangspunkt dar. Seien die Achsen rechtwink­
lig. Wir drehen die ganze Ebene urn den Anfangs­
punkt; dadUTch gehe Punkt P in P' uber, und es 
sei der Drehungswinkel (OP, OP') = eX. Man hat 

Fig. 27. 

dann unmittelbar (Fig. 27) 

(25) 
f x' = r cos (cp + eX) = X cos tX - Y sin eX, 

ty' = r sin (cp + tX) = x sin tX + y cos eX. , 

und dies sind die namlichen Formeln, die bei der Drehung der Koordi­
natenachsen urn den Winkel - tX auftreten. 

Endlich lassen auch die Formeln (14b) eine derartige Deutung zu. 
Sie gehen (S.28) aus (14) dadurch hervor, daB man y' durch -y' er­
setzt. Das bedeutet eine Spiegelung an der x' -Achse; sie entsprechen 
also einer Drehung urn den Winkel tX und einer nachfolgenden Spie­
gelung. Eine solche Transformation heiBt Umlegung; sie kehrt den 
Anordnungssinn urn. 



Funftes Kapi tel. 

Die gerade Linie. 
§ 1. Gleichungsformen der Geraden. 

Fur eine Gerade allgemeiner Lage haben wir in Kap. III, § 3 die 
Gleichungen 

(1 ) 2:.+2:'.-1=0 
a b 

und 

(2) Ax+By+C=O 

abgeleitet. Hier bedeuten a und b die Abschnitte, die die Gerade auf 
den Achsen abschneidet. A, B, C sind Konstanten, die beliebige Werte 
haben k6nnen; die Abschnitte a und b drucken sich aus ihnen durch 
die Formeln c C 

a = -- b =--A' B 

aus!). Die Gleichung (2) heiBt die allgemeine Gleichung der Geraden. 
Eine weitere vielfach nutzliche Gleichungsform ergibt sich aus der ersten 
Gleichung, wenn man diese in die Form 

b 
(3) . y = m x + b; m = --; 

setzt; aus der Fig. 15 (S.9) erhalt man fur m den Wert 

(3 a) 
sin (x g) sin (x g) 2) 

m=--=-~~-
sin (g y) sin (y g) • 

Fur rech twinklige 
von S.24 

Koordinaten hat man einfacher nach Gleichung (1) 

(3 b) m = tg (x g) = tgIX; IX = (x g) . 

Wahrend die Gleichung (1) die Gerade durch zwei Punkte bestimmt, 
ist sie in Gleichung (3) durch einen Punkt und ihre Richtung festgelegt; 
m heiJ3t auch Richtungskonstante. 

Beispiel. Bei rechtwinkligen Koordinaten erhalten wir fur die Gleichung 
x + y - 4 = 0 die 'Verte a = 4, b = 4, m = - 1, ex = 135°. 

1) Von den \Verten A = 0, B = 0 ist zunachst vielfach abzusehen, eben­
so von a = 0, b = O. Die Deutung erfolgt in Kap. VIII. 

2) Eine von der Figur unabhangige Ableitung bringt § 2. 

3* 



36 V. Die gerade Linie. 

Eine Gerade kann aueh als Verbindungslinie zweier Punkte (Xl Yl) 
und (X2 Y2) definiert sein. Die dieser Definition entspreehende Gleiehung 
entnehmen wir aus dem vorstehenden dureh die folgenden, fiir das 
analytiseh-geometrisehe Verfahren eharakteristisehen Sehliisse l ), Sieher 
hat die Gleiehung fUr gewisse noeh unbekannte Werte m und b die 
Form 

y=mx+b. 

Da die Gerade dureh (Xl Yl) und (X2 Y2) geht, bestehen aueh die Gleiehungen 

Yl = m Xl + b, Y2 = m X2 + b . 

Aus ihnen lassen sieh die Werte von m und b bereehnen und dann 
in die erste Gleiehung einsetzen. Man hat also - anders ausgedriiekt -
m und b aus den vorstehenden drei Gleiehungen zu eliminieren. Dazu 
bilden wir zunaehst dureh Subtraktion die Gleiehungen 

Y -Yl = m(x -Xl)' Y -Y2 = m(x -X2), Y2 -Yl = m(x2 -Xl); 

aus ihnen entsteht dureh Division weiter 

jede dieser Gleiehungen stellt also die Gerade dar. Naeh X und Y ge­
ordnet erhalt sie, von welcher Gleiehung wir aueh ausgehen, die Form 

(4a) 

Die Bedeutung dieser letzten Umformung ist nur eine formale; sie 
laBt die gewonnene Gleiehung als eine Gleichung ersten Grades erkennen. 
Dagegen driiekt jede der Gleiehungen (4) unmittelbar aus, daB die 
Gerade erst ens die Punkte (Xl Yl) und (X2 Y2) enthalt, und daB sie 
zweitens die fiir sie grundlegende Eigensehaft hat, die im Projektions­
satz von S. 7 zum Ausdruck kommt. Sie kann auf Grund dieser Er­
wagung auch unmittelbar hingeschrieben werden. 

Eine zweite Betrachtung, die zur Gleichung einer Geraden durch 
zwei Punkte fiihrt, ist folgende. Wir gehen davon aus, die Bedingung 
zu suchen, daB drei Punkte Po(xoYo), PI (Xl Yl), P2(X2Y2) auf derselben 
Geraden liegen, und wahlen diesmal A X + By + C = 0 als Gleiehung 
der Geraden. Es ist dann, wie die Punkte auch liegen, 

Axo + Byo + C = 0 
AXI + B Yl + C = 0 

Ax2 +BY2+C = O. 

Dies sind drei homogene Gleichungen fUr die GroBen A, B, C. Sie be­
stehen in der Weise, daB A, B, C Werte haben, die nicht samtlich 

1) Fur Xl = X2 oder Yl = Y2 wird die Gerade einer Achse parallel; davon 
wird wieder abgesehen. 



§ 1. Gleichungsformen der Geraden. 37 

Null sind, und daraus folgt (Anhang, i0a) die Determinantengleichung 

Xo Yo 1 
(4 b) Xl Yl 1 = 0 

x2 Y2 1 

als gesuchte Bedingung. Lassen wir den Punkt (xo Yo) variabel werden, 
und ersetzen ihn insofern durch (xy), so ergibt sich 

i X Y 1 
I 
,Xl Yl 1 = 0 

I x2 Y2 1 

(4c) 

als Gleichung der Geraden. Die Entwicklung der Determinante liefert 
wiederum die Gleichung (4a). Die geometrische Bedeutung der Glei­
chung (4c) ist die, daB jeder Punkt (x, y) der Geraden mit den Punkten 
(Xl Yl) und (X2 Y2) eine DreiecksfHiche vom Inhalt Null bestimmt (S. 32). 

Beispiele. 1. Die durch (2, 3) und (5, - 4) gehende Gerade hat die Gleichung 

y - 3 = - 4 - 3 = _ '!.. oder 7 x + 3 Y - 23 =_, 0; 
x-2 5-2 3 

Achsenabschnitte und Richtungskonstante sind a = ,,:, , b = :V-, m = -.;;-. 
2. Ais Gleichungen derSeiten des Dreiecks derPunkte (2,1), (3, -2), (-4, -1) 

findet man: x + 7 Y + 11 = 0, 3 Y - x - 1 = 0, 3 x + y - 7 = o. 
3- Man bilde die Gleichungen der drei Seitenhalbierenden dieses Dreiecks 

(vgl. Kap. IV, Gl. 8). 

Wir knupfen nochmals an die Gleichungen (4) an. Fuhren wir fUr 
die erste der drei Gleichungen den Wert der beiden einander gleichen 
Quotienten ein, set zen also 

Y - Yl _ X - Xl _ k 
y-- Yz - X - :1'2 - , 

so erhalten wir daraus 

(5) 

Dies sind dieselben Gleichungen, die wir S.25 gefunden haben. Sie 
drucken (im Sinn von Kap. III, § 6) die variablen Koordinaten x, Y 
mittels des Parameters k aus, und es jst k das Teilungsverhaltnis 
(P l P 2 P), das (S.4) der Punkt (x, y) mit (xl Y1) und (X2 Y2) be­
stimmt. 

Eine allgemeinere Darstellung dieser Art ist 

a+IXt b+(:Jt 
(5 a) x = c+ l' t' Y = c + i't ; 

auch ihr entsprechen alle Punkte einer Geraden. Dividiert man die 
Zahler und Nenner beider Quotienten durch c und setzt 

)' a IX b fJ - c t = k, c = Xl' Y = x2 , C = Yl' Y = Y2' 

SO erkennt man, daB die Gleichungen (5 a) in (5) ubergehen. 
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Fur rechtwinklige Koordinaten bestehen insbesondere folgende 
Gleichungen: Sei M(X1 Y1) ein beliebiger Punkt der Geraden. Wird 
dann M P = s gesetzt und (x g) = rp, so folgt gemal3 S. 24 

(6) x-x1 =scosrp, Y-Y1=ssinrp, 

und es ist s der variable Parameter, der aIle Werte des Kontinuums 
durchlauft. 

§ 2. Die Hessesche Normalform. 
Wir knupfen an die Formel (10) an, die wir in Kap. IV (S.26) 

fUr den Abstand eines Punktes (~, 17) von einer Geraden g gefunden 
haben. Setzen wir abkurzend 

(7) N(~,17) = ~cos(nx)+1Jcos(ny)-J, 
so konnen wir das dort gefundene Resultat folgendermaBen aussprechen: 

Der Ausdruck N(~, 17) hat fur aUe Punkte (~, 17) eine einheitliche 
Bedeutung; er stellt nach Lange und Richtung das von (~, 17) auf die Ge­
rade g gefallte Lot dar. Die Gerade g erscheint hier so bestimmt, daB 
sic von 0 den Abstand 15 hat, wahrend n die von 0 auf g gefaIIte Nor­
male ist. 

Liegt ein Punkt P(x, y) auf der Geraden g selbst, so ist die Lange 
des Lotes gleich Null und umgekehrt. Daraus folgt, dal3 

(7a) N(x,y) = 0 oder x cos (xn) + y cos (yn) -~ = 0 

die Gleichung der Geraden gist (Hessesche Normalform). 
Die so gefundene Gleichung ist von grol3er Wichtigkeit. Wir be­

handeln zunachst ihre Beziehung zu den anderen Gleichungsformen; 
ausgehend von den beiden Gleichungen (Fig. 21, S.26) 

acos(xn) = 15, bcos(yn) = b, 

die sich aus (14) von S. 8 ergeben. Diese Werte fUhren von (7a) 
unmittelbar zur Gleichung 

x y 
a +-il- 1 = o. 

Weiter erhalt man fiir m den Wert 

b cos(xn) 
rn = -- = a - cos-(y n) . 

Nun ist aber 

(xn) = (xg) + (gn) = (xg) ± In; (yn) = (yg) + (gn) = (yg) ± -~-n, 1) 

und daher wird (vgl. Gleichung 3 a) 

sin (x g) sin (x g) m = ---~- = ~---
sin (y g) sin (g y) . 

1) Da die Richtung von g hier unbestimmt bleibt, ist das doppelte Zeichen 
n6tig. 
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Die Beziehung der N ormalform zur Gleichung 

(8) A x + By + C = 0 

solI nur fUr rechtwinklige Achsen erortert werden; wir behandeIn die 
Aufgabe, die vorstehende allgemeine Gleichung einer Geraden in ihre 
Normalform uberzufUhren. Fur rechtwinklige Achsen ist 

(yn) = (yx) + (xn) = (xn) - ~n; 

setzen wir also (xn) = ex, so nimmt N(x, y) die einfachere Form 

(9) N(x, y) = X cos ex + y sin ex - 0 

an, und die Normalgleichung lautet 

(9a) x cos ex + y sin ex - 0 = O. 

Nun andert sich die durch eine Gleichung gegebene Beziehung zwischen 
x und y nicht, wenn die Gleichung mit einer Konstanten multipliziert 
wird; demgemaB suchen wir Gleichung (8) so mit einer GroBe Ie zu 
multiplizieren, daB ihre linke Seite in die linke Seite von (9a), also 
in den Ausdruck N(x,y) iibergeht; dazu muE 

(9b) leA = cos ex , }. B = sin ex , leC = - () 
werden. Dies geschieht, wenn ,p (A 2 + B2) = 1 ist. also ergibt sich 

(10) 
A 

cosex = =, 
VA2 + B2 

. B 
SIn ex = --~=-==, 

jA2 + B2 

C 
-(~ = '-~-. 

1 A2 + B2 

Hier ist nur noch das Vorzeichen der Wurzel zu bestimmen. Da 0> O. 
also leC < 0 ist, hat man der Wurzel das umgekehrte Vorzeichen von 
dem zu gehen, das C besitzt. 

Fur N(x, y) findet sich also der Wert 
Ax+By+C 

(11) N(xy)=- --. 
, yA2 + B2 -

und die NormaIgleichung, die der Gleichung (8) entspricht, ist 

~~_~~ + C. = O. 
yA2 + B2 

(12) 

Bemerkung. Geht die Gerade durch den Anfangspunkt. so verliert die Fest­
setzung iiber das Vorzeichen der Wurzel ihren Inhalt. An sich kann man dann 
das Zeichen noch beliebig wahlen; es wird dadurclt die Richtung der Normale n 
festgelegt. Sollte diese Richtung bereits festgelegt sein. so ist dadurch auch das 
Zeichen der Wurzel bestimmt. Soll also im folgenden Beispiel die Festsetzung 
fiir alle Geraden b 2 0 und b --; 0 gleichmaf3ig sein. so muB fiir b = 0 die Wurzel 
in beiden Fallen das nachstehend genannte Vorzeichen haben. 

Vielfach wird auch g gerichtet angenommen und dann n durch <l: (n g) = ,\-;r 
bestimmt. -

Beispiele. 1. Fiir die Gleichung y = m x + b lautet die Normalform 

mx-y+b m -1 
-,-=--~'- = 0; cos C\: = -,,--, , sin C\: = 

Vi + m2 }'1 + m2 ]/1+1122 ' 

wo die 'Wurzel positiv oder negativ ist, je nachdem b negativ oder positiv ist. 
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2. Das vom Punkte (~, TI) auf die Gerade 4x - 5 y + 2 = 0 gefallte Lot zu 
bestimmen. Die Normalform lautet 

1 
-. (4x-5y+2)=0; ]141>0, 

1141 

das Lot hat also die Lange 

! = - ;;1- (4 ~ - 5'1 + 2) . 
y41 

Der Halbstrahl n ist durch cosO( = - 4: ]141, sinO( = 5 : ]141 bestimmt; er fallt 
also in den zweiten Quadranten. 

3· Die Hohen des Dreiecks vom Beispiel 2 (§ 1) haben die Langen 2 Vi 
1'10, 2]1 io; der Anfangspunkt Jiegt innerhalb des Dreiecks. 

§ 3. Zwei Gerade. 
Seien g und g' zwei verschiedene Geraden und 

(13 ) Ax+By+C=o, A'x+B'y+C'=O 

ihre Gleichungen. lhr Winkel bestimmt sich geometrisch durch 

(g g') = (g x) + (x g') = (x g') - (x g) , 
woraus 

t I __ tg (x g/) - tg (x g) 
g (g g) - 1 + tg (x g) tg (x g') 

folgF). Fur rechtwinklige Achsen 
A 

tg(xg) = m = -li' 
und so folgt weiter 

ist insbesondere 

( ') , A' tg x g = m = - B' , 

(14) 
I m' - m A B' - BA' 

tg (g g) = 1 + m m' == A A I + B B' . 

Fur die Orthogonalitat (g1. g') ergeben sich also die Gleichungen 

(15) 1+mm'=O; AA'+BB'=O, 

fUr den Parallelismus (g II g') ist 

(16) m=m'; AB'-BA'=O; A:B=A/:B'. 

Diese Gleichungen gelten fur beliebige A, B, A', B'. 

Beispiele. 1. Die Gleichung einer Geraden g' aufzustellen, die durch einen 
Punkt (XlYl) geht und zu einer Geraden g parallel oder senkrecht ist. Ist die 
Gerade gin der Form Ax + By + C = 0 gegeben, so wird man fur g' die Gleichung 

A'x+B'y+C'=O 
ansetzen; da der Punkt (Xl Yl) auf ihr liegen soli, hat man zunachst auch 

A'XI + B'YI + C' = 0 

und erhalt durch Subtraktion 

A'(x - Xl) + B'(y - Yl) = 0. 2) 

1) Da g und g' keine gerichteten Geraden sind, so kommt nur ein \Vinkel 
(g g'l <;r in Frage. 

2) Man kann diese Gleichung auch unmittelbar ansetzen, auf Grund davon, 
daB sie 1. vom ersten Grad in x und Y ist, und 2. fur die Werte Xl' Yl erfullt ist. 
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1st nun g' II g, so ist A': B' = A : B; ist g'1- g, so ist A': B' = - B: A, und da­
her hat die gesuchte Gerade im einen und anderen Faile die Gleichung 

A(x - Xl) + B(y - Yl) = 0; B(x - XI) - A(y - Yl) = 0. 

1st die Gerade gals Verbindungslinie zweier Punkte (a, b) und (al bl ) gegeben, 
so schlieBt man nach (4) folgendermaBen: Fur die Gerade gist m = (bl - b) : (al - a). 
1st also g' II g, so hat man m' = m, ist g'1- g, so hat man m m' + 1 = ° und er­
halt als Gleichung von g direkt 

Y -_~ _ ~~~_~ = ° und Y_- Yl + a l -a = o. 
X - Xl a l - a X - Xl bl - b 

2. Die Hohen des im Beispiei 3 von § 1 benutzten Dreiecks haben die Gleichungen 

7x - Y - 13 = 0, 3x + Y - 7 = 0, 3Y - X + 1 = 0, 

das Dreieck ist also rechtwinklig. 

Werde jetzt angenommen, daB uns die Beziehung der beiden 
durch (13) gegebenen Geraden ganz unbekannt ist. Es sind dann an 
sich folgende drei FaIle moglich. Sie haben keinen im Endlichen ge­
legenen Punkt gemein, oder einen, oder zwei und damit aIle. Wir 
wollen die analytischen Bedingungen dafUr ableiten. 1st (xo Yo) ein 
gemeinsamer Punkt beider Geraden, so ist xo, Yo gemeinsames Losungs­
system der Gleichungen (13), und es ist (Anhang, § 1) 

!B C:C Ai:A Bi 
(17) xo: Yo: 1 = i B' C'i:, C' A'!:! A' B ' !' 

I ' I ' I 

Von den drei hier auftretenden Determinanten hangt das Eintreten 
der drei genannten FaIle abo Seien zunachst aIle drei Determinanten 
gleich N uIl. Dann folgt 

A': A = B': B = C': C. 

1st also ft der gemeinsame Wert dieser Quotienten, so daB 

A' = ftA, B' = ftB, C' = ftC 

ist, so geht die zweite der Gleichungen (13) aus der ersten durch Multi­
plikation mit ,It hervor, und die zugehorigen Geraden sind identisch. 
Die Gleichungen (13) stellen also dann ttnd nur dann dieselbe Gerade dar, 
wenn die linke Seite der einen dureh M ultiplikation mit einem gewissen 
F aktor in die linke Seite der anderen ubergeht. 

Sind die Geraden nicht identisch, so konnen dem vorstehenden 
gemaB nicht aIle drei Determinanten Null sein. Es ist dann zu unter­
scheiden, ob 

AB' - BA' ~ 0 oder AB' - BA' = 0 

ist. 1m ersten Fall geben die Gleichungen (17) einen im Endlichen 
gelegenen Punkt (xo Yo); im zweiten Fall jedoch nicht. Wie wir soeben 
sahen, sind g und g' dann parallel; gemaB S. 25 haben sie alsdann 
ihren uneigentlichen (unendlichfernen) Punkt gemein. Insbesondere 
sind also die Geraden Ax + By + C = 0, Ax + By + C' = 0 fUr 
C ~ C' einander parallel. DemgemaB gibt es also flir zwei verschiedene 
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Geraden stets einen gemeinsamen Punkt, der im Endlichen wie 1m 
Unendlichen liegen kann l ). 

Bemerkung. Sind alle Koeffizienten A, B, C, A', B', C' von Null verschieden, 
und sind zwei der in (17) stehenden Determinanten Null, so ist es auch die dritte. 
Ein Beispiel, daLl nur eine einzelne Determinante von Null verschieden sein kann, 
ist folgendes. Fur die Geraden 

Ax+C=O, A'x+C'=o 
ist B = ° und B' = 0, also sind es auch die beiden Determinanten, die B und B' 
enthalten. 1st auch AC' - A'C = 0, so fallen beide Geraden zusammen; ist 
A C' - A' C < 0, so haben sie nur ihren unendlich fernen Punkt gemein. 

§ 4. Das Geradenbiischel. 
Durch den Schnittpunkt zweier Geraden g und g' gehen unendlich 

viele Geraden; sie bilden ein Geradenbuschel oder Strahlenbuschel. Sind 
die Geraden g und g' wieder durch die Gleichungen (13) gegeben, so 
wird jede von g und g verschiedene Gerade des Biischels durch 

(18) Ax+By+C+1(A'x+B'y+C') =0 

dargestellt, wo 1 einen endlichen Wert ~ 0 bedeutet. 
Wir zeigen zuerst, daB der Gleichung (18) fiir jeden solchen Wert 

von l eine Gerade durch den Schnittpunkt (g, g') entspricht. Zunachst 
ist sie namlich eine Gleichung ersten Grades; sie hat, nach x und y 
geordnet, die Form 

(18a) (A + 1A') x + (B + lBi) Y + (C + 1C') = 0 . 

Ist ferner (xo Yo) der Schnittpunkt von g und g', der zunachst im 
Endlichen liege, so ist sowohl 

Axo+Byo+C=O wie A'xo+B'yo+C' =0; 

daher hat auch die linke Seite von (18) fUr die Koordinaten xo, Yo den 
Wert Null, und die entsprechende Gerade geht durch (xoYo) hindurch. 

Zweitens laBt sich die Zahl1 so bestimmen, daB die Gleichung (18) 
eine beliebige von g und g verschiedene Gerade durch (xo Yo) darstellt. 
Eine so1che ist so bestimmbar, daB sie noch einen von (xo Yo) ver­
schiedenen Punkt (Xl Yl) enthalt. Es muB dann auch 

AXl + BYl + C + l (A'XI + B'YI + C') = 0 
sein, also 

(19) 
, Ax!+By!+C 

.It = - A 'xl + B'y! -t"c' , 

1) Die Auffassung, daLl zwei parallele Geraden ihren uneigentlichen Punkt 
gemein haben, liegt durchaus im Sinne der Anschauung. Sehen wir in der einen 
oder anderen Richtung langs zweier Eisenbahnschienen, so erscheinen sie beide­
mal 1. konvergierend und 2. ohne gemeinsamen Punkt; gerade dem tut die Ein­
fuhrung eines uneigentlichen Punktes Genuge. Man sagt auch, daLl man die 
mathematische Gerade als eine geschlossene, das Unendliche durchziehende Linie 
aufzufassen habe. Diese hier zuerst auftretende Notwendigkeit wird uns im 
Kap. XII, § 2 erneut begegnen. 
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womit der fragliche Wert 1 ~ 0 bestimmt ist. Den Werten 1 = 0 
und 1 = 00 entsprechen insbesondere die Geraden g und g' selbst. Das 
letzte bedeutet, daB man }, zunachst durch 11ft ersetzt; dem Wert 
,u = 0 entspricht dann die Gerade g', also auch dem Wert }, = 00. 

In diesem Sinn solI der Parameterwert 1 = 00 in diesem Lehrbuch 
angewendet werden!). 

Der Parameter }, hat die folgende einfache Bedeutung (Fig. 28). 
Sei h die durch (18) dargestellte Gerade und (x, y) einer ihrer Punkte. 
Von ihm fallen wir die Lote I und I' auf die Ge­
raden g und g', dann hat man einerseits 

I: I' = sin (g h): sin (g'h), 

andererseits folgt aus § 2 (S.39) 

Ax -+- By + C , A'x + E'y + C' 
1 =-1-;-A2-~~ 13i ' I = -llA-'i--tB12 . 

i'Jun besteht fUr den Punkt (xy) die Gleichung (18); 
fUhren wir in sie I und I' mittels der vorstehenden 
Gleichungen ein, so ergibt sich 

l-yX2 + B2 + 11'VA,:i +B'2 = 0, 

9 

also 
• [lA2+B2 YA2+B2 sin(gh) 
)~ = - - - - ~- .- = - .----- . ---------,------ . (20) [' yA'2 + B'2 VA '2 + B'2 sin(g h) 

h 
Fig. 28. 

Die Winkel (g h) und (g' h) sind dadurch eindeutig definiert, daB jeder 
absolut genommen kleiner als n ist. 

Liegen die Gleichungen der beiden Geraden in der Normalform 
N(x, y) = 0 und N'(x, y) = 0 

VOf, so erhaIt man einfacher 
sin (g h) (21) ), = - ._-
sin (g'h) , 

und wenn man insbesondere noch (g g') = -§;r; voraussetzt, 
(21 a) A=tg(Rh). 
Das hier auftretende Verhaltnis sin(gh):sin(g'h) soIl das Teilungsver­
hiiltnis der Strahlen g, g', h heiBen und durch (g g'h) bezeichnet werden. 

Es ist noch der Fall gil g' zu erledigen. Dann ki:innen wir (18) 
in die Form 

Ax+By+C+},(Ax+By+C') = 0 

setzen, und (18a) lautet: 
A(1 +A)x+B(1 +A)y+ C+),C'= O. 

Sie stellt eine zu g und g' par allele Gerade dar, und cler Satz ist 
wiederum bewiesen. 

1) vVill man den \Vert ;. = 00 umgehen, so wird man (18) in der Form 
}.' (A. x + By + C) + }. (A x + By + C) = 0 schreiben, dann werden g und g' 
durch J. = 0, }.' = 0 geliefert. Das Verhaltnis von J.: ;.' gibt die Werte des 
Textcs. 
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§ S. Drei Gerade. 
Drei voneinander verschiedene Geraden g, g', g" gehen entweder 

durch denselben Punkt (1), oder sie be sit zen drei voneinander ver­
schiedene Schnittpunkte (2). Sind die Geraden nicht alle verschieden, 
so fallen entweder zwei zusammen (3) oder alle drei (4). Es sollen 
die analytischen Bedingungen fUr diese vier Falle gefunden werden, 
wenn die Geraden durch die Gleichungen 

(22) lAx +By +c = 0 

A'x +B'y +C=o 
A"x + B"y + C"= 0 

gegeben sind. Die Untersuchung stutzt sich auf ausgiebige Benutzung 
der Determinanteneigenschaften. 

Seien zunachst die drei Geraden verschieden. Wir erinnern zunachst 
an folgenden Determinantensatz (Anhang, 15 a). Setzen wir abkurzend 

!B' C'I 

iB" c" I = {\, 
A'I 
A".=(J, 

lA' 

IA" 
B' ; 
B'" = Y, 

I 

so gestattet die Determinante D der Gleichungen (22) die Darstellung 

(23) 
IA B C! 

D = : A' B' C' [' = A {\ + B (J + C y . 
'A" B" C" 

Sei nun (xo Yo) der gemeinsame Punkt von g' und g". Er ergibt sich 
durch Auflosung der beiden letzten Gleichungen (22); d. h. es ist 

• . _ I B' C' I • I C' 
Xo . Yo . 1 - 'B" C" I • I C" 

, i 

A" lA' 
A"I: ,A" 

B' 
-,v'(J'Y BIf: -- lA- ••• 

Wir nehmen zunachst an, daB er im Endlichen enthalten ist. SoH er 
auch auf der Geraden g liegen, so muB Axo + B Yo + C = 0 sein; 
gemaB (23) ist also notwendig 

(23 a) 

Liegt der Punkt (xoYo) nicht im Endlichen, so sind g' und g" parallel; 
sollen also g, g', g" durch denselben Punkt gehen, so heiBt dies g II g' II g", 
also A : B = A': B' = A": B", 

und es folgt ebenfalls D = 0 (Anhang, 14). 
1st also D ~ 0, so konnen g, g', g" nicht durch denselben Punkt 

gehen. Die Gleichung D = 0 bildet daher die notwendige Bedingung 
dafUr, daB drei verschiedene Geraden durch einen und denselben Punkt 
gehen. 

Die Bedingung ist aber auch hinreichend. Werde also jetzt D = 0 
vorausgesetzt, und sei zunachst wieder (xo Yo) der gemeinsame im 
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Endlichen enthaltene Punkt von g' und g", also 

Xo : Yo : 1 = lX : fJ: ')' . 

Hier ist ')' nicht Null. Aus D = ° folgt demnach weiter 

AlX+BfJ+C,),=O, also auch Axo+Byo+C=O, 

und damit ist (xoYo) als Punkt der Geraden g erwiesen. 
1st aber g' II g", und nimmt man 

A'x+B'y+C'= 0, A'x+B'y+C"= ° 
als Gleichungen von g' und gil, so ist 

lX = B'(C" - C/), fJ = A'(C' - C"), i' = 0, 

und aus (23) folgt AB' - BA' = 0, also gil g' II gil. 
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Die Hille (3) und (4) erledigen sich folgendermaBen. Mage 1m 

Fall (3) g' mit g" identisch sein, so ist 

lX = 0, fJ = 0, ')' = 0; 

also ist auch wieder D = 0. Die Determinante verschwindet daher jetzt 
in der Weise, daB zugleich die drei Unterdeterminanten lX, fJ, ')' der 
ersten Zeile den Wert Null haben. Dies gilt auch wieder umgekehrt. 
1st D = ° und lX = 0, fJ = 0, ')' = 0, so folgt zunachst, daB g' mit gil 
identisch ist, und es gibt daher notwendig mindestens einen Punkt, 
den g mit diesen Geraden gemein hat. 

1m Fall (4) sind alle drei Geraden identisch; es sind daher die Unter­
determinanten aller drei Zeilen, also 

R 'R" lX,p,,),, lX,{J,,),, ex" R" "," , I'" J I 

samtlich gleich Null und naturgemaB auch D selbst. Beachtet man 
endlich, daB die drei Geraden nicht samtlich identisch sind, wenn auch 
nur eine Unterdeterminante einer der drei Zeilen von Null verschieden 
ist, so folgt schlieBlich das folgende Gesamtresultat. 

Dann und nur dann, wenn D = ° ist, gibt es mindestens einen gemein­
samen (eigentlichen oder uneigentlichen) Punkt der drei Geraden g, g', gil. 
Die Unterdeterminanten von D konnen entweder fur keine Zeile siimtlich 
verschwinden, oder fur eine, oder fur alle drei. 1m ersten Fall sind alle 
drei Geraden verschieden, im zweiten Fall sind zwei Geraden identisch, 
im dritten aile drei. 

Beispiel. Die drei Geraden 

3x - 4y + 1 = 0, 2x + y - 3 = 0, x - 5y + 4 = ° 
gehen durch einen Punkt. Wird in der zugehorigen Determinante die zweite und 
dritte Zeile von der ersten subtrahiert, so ergibt sich 

~ -~ -~ I = ~ ~ -4~ 1= 0. 
1 -5 4 1-5 

Keine zwei der drei Geraden fallen zusammen, da die Koeffizienten fiir keine 
zwei proportional sind. 
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§ 6. Die Identitiit fiir drei Gerade. 
Fur drei durch denselben Punkt laufende Geraden besteht noch 

ein zweiter wichtiger Satz. Wir set zen die Eigenschaft, auf die es 
ankommt, zuerst an einem Zahlenbeispiel in Evidenz. Die drei 
Geraden g, g', g" des vorstehenden Beispiels haben die Gleichungen 

3 x -4y+1=0, 2x+Y-3=0, x-5Y+4=0. 

Als Schnittpunkt der Geraden g' und g" ergibt sich der Punkt (1, 1). 
Nun erfullen die linken Seiten der drei Gleichungen offenbar die Relation 

(24) 3 x - 4y + 1 = (2x + y - 3) + (x - 5 y + 4), 

und zwar in dem Sinn, daB die rechte Seite durch Umordnung in die 
linke ubergeht, daB also die Relation fUr alle Werte von x und y richtig 
is11). Beide Seiten nehmen daher fUr jedes Wertepaar x, y denselben 
Zahlenwert an. Fur den Punkt (1, 1) haben beide linearen Ausdrucke 
der rechten Seite den Wert Null, also auch ihre Summe, und daher 
auch die linke Seite. Auf diese Weise HiBt sich also folgern, daB die 
Gerade g durch (1,1) geht. 

Bezeichnen wir die obigen drei linearen Ausdrucke allgemeiner durch 

G(x, y) , G' (x, y) , G" (x, y) , 
so daB also 

G(x, y) = 0, G'(x, y) = 0, G"(x, y) = ° 
die Gleichungen der Geraden g, g', g" sind, so nimmt die Gleichung (24) 
die Gestalt 
(24a) G(x, y) = G'(x, y) + G"(x, y) 

an, und es gilt von ihr wieder folgendes: 1. Die linke Seite stellt nur 
eine Umordnung der rechten Seite dar; 2. die linke Seite hat fUr jedes 
Wertepaar x, y denselben Wert wie die rechte; 3. nehmen insbesondere 
G'(x, y) und G"(x, y) fUr (xo, Yo) den Wert Null an, so tut es auch G(x, y). 
Man sagt, daB die Gleichung (24a) identisch erfullt ist, und schreibt sie, 
urn dies hervortreten zu lassen, auch in der Form 

(24b) G(x, y) G' (x, y) + G" (x, y) . 

Aus ihr folgt noch 
G(x, y) - G'(x, y) - G"(x, y) - 0, 

und zwar wieder in dem Sinn, daB sich links bei der Umordnung und 
Zusammenfassung alles gegeneinander weghebt. 

Die Verallgemeinerung hiervon fUhrt zu folgendem Satz: 
Seien G(x, y) = 0, G'(x, y) = 0, G"(x, y) = Odie Gleichungen dreier 

v e r s chi e den e r Geraden, so gehen sie dann und nur dann durch einen 
und denselben Punkt, wenn es drei von Null verschiedene Zahlen },' A', j," 

gibt, so dafJ .lcG + ;:G' + i:'G" identisch gleich N11ll ist 2). 

1) Ebenso wie z. B. (x - y) (x + y) = x2_ y2. 
2) In abgekiirzter Schreibweise wird G statt G(x, y) gesetzt. 



§ 6. Die Identitat fiir drei .Gerade. 47 

Werde zunachst die Gleichung 

(25) ;.G + },'G' + ;."G" - 0 

als bestehend angenommen; wir setzen sie in die Form 

;'''G'' - i,G - i,'G'. 

Dann haben wieder linke und rechte Seite fiir jedes Wertepaar x, y 
denselben Wert; und wenn insbesondere die rechte fiir ein Wertepaar x, y 
gleich Null ist, so ist es auch die linke. Die Gleichungen 

G"(x, y) = 0 und 2G (x, y) + ;:G'(x, y) = 0 

sind daher fiir diesel ben Werte (x, y) erfiillt und also Gleichungen der­
selben Geraden. Die erste Gleichungsforrn zeigt, daB es die Gerade g" 
ist, die zweite, daB diese Gerade durch den Schnitt von g und g' geht; 
und das war zu beweisen. 

WeiB man umgekehrt, daB g" durch den Schnitt von g und g' 
geht, so laBt sich (S. 42) ihre Gleichung fiir geeignetes 2' < 0 in 
die Form 

G(x, y) + ;:G'(x, y) = 0 

setzen. Diese Gleichung stellt also dieselbe Gerade dar wie G"(x, y) = o. 
Die linken Seiten konnen sich daher nur urn einen konstanten Faktor 
unterscheiden (S. 41); es gibt also eine geeignete Zahl (sie heiBe -1."), 
so daB 

- ;:'G" (x, y) == G (x, y) + ;:G'(x, y) 

ist, orler aber 
G + ;:G' + i."G" 0, 

und das ist die Behauptung. 

Beispiel. Man wahle die Seiten OA und OB eiues Dreiecks als Koordinaten­
achsen. 1st OA = 2 a, OB = 2 b, so haben die drei Seiteuhalbierenden die 
Gleichungen 

x y x y x y 
2a + b - 1 = 0, -;; + 2b - 1 = 0, -;; - b = 0; 

werden sie mit + 1, -1, +} multipliziert und addiert, so hebt sich links alles weg, 
und die Summe ist identisch Null. Sie gehen also durch einen Punkt. 

Das GegenstUck hierzu bUdet der folgende Satz: Sind 

G = 0, G' = 0, G" = 0 

die Gleichungen von drei Geraden, die ein Dreieck bilden, und ist H = 0 
die Gleichung irgendeiner Geraden h, so besteht fur geeignete Werte eX, IX', IX" 

die identische Relation 

(26) H _ IXG + IX'G' + CXI/G" . 

Die Gleichung H = 0 laute ausfiihrlicher 

H == hI X + h2 y + h3 = 0 . 



48 v. Die gerade Linie. 

SolI dann die ldentitat (26) bestehen, so miissen sich die ex, ex', 0/." aus 
den Gleichungen 

hI = exA + O/.'A'+ cx,"A", h2 = exB + ex'B' + ex"B", 
ha = ex C + ex'C' + ex"C" 

als endliche Gr6Ben bestimmen lassen. Da hier die Determinante (23) 
nicht Null ist, so ist dies der Fall, und der Satz ist bewiesen. 

Man kann die gewonnene Relation formal vereinfachen. Fiihren 
wir die Bezeichnungen 

exG=GI , ex'G'-G2 , ex"G" _Ga, H---HI 

ein, so geht (26) in 

~~ ~+~+~+~ ° 
iiber, und es sind G1 = 0, G2 = o. Ga = 0, HI = Odie Gleichungen der 
vier Geraden. 

§ 7. Die Schnittpunktsatze fUr das Dreieck. 

Wir stiitzen uns auf das folgende in § 2 gefundene Resultat: Seien 
gl und g2 zwei Geraden, N 1(x,y} = ° und N 2(x,y) = ° ihre Normal­
gleichungen, (~1]) ein beliebiger Punkt, und 11 und 12 die von ihm auf 
gi und g2 gefallten Lote, so ist 

11 = Nl(~1]) und 12 = N2(~1]) • 

Hiervon machen wir zunachst in der Weise Anwendung, daB wir (~1]) 
auf einer der beiden Halbierungslinien w' und w" des Winkels (gi g2) 

(27) 

Fig. 29. 

annehmen; fUr j eden soIchen Punkt (~1]) sind 11 und 12 
absolut genommen einander gleich; sie haben (Fig. 29) 
fiir den Winkelraum I, der den Anfangspunkt enthalten 
solI, undseinen Scheitelraum II dasselbe Vorzeichen, 
fUr die Winkelraume III und IV entgegengesetztes. 1m 
ersten Fall ist also 11 -12 = 0, im zweiten 11 + 12 = 0. 
Setzen wir hier die obigen Werte ein, so folgt, daB alle 
Punkte (~1]), fiir die 

Nd~1]) - N2(~1]) = ° oder Nl(~1]) + N2(~1]) = ° 
ist, die Halbierungslinie w'der Winkel I und II und die Halbierungs­
linie w" von III und IV erfiillen. Es stellen also 

(27a) 

die beiden Halbierungslinien der Winkel (gi g2) dar. 
Seien nun gv g2' ga die drei Geraden eines Dreiecks und 

N 1 =0, N 2 =0, Na=O 

ihre Normalgleichungen; wir nehmen an, daB der Anfangspunkt 1m 
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Innern des Dreiecks enthalten ist. Dann sind nach dem Vorstehenden 

Nl - N2 = 0, N2 - Na = 0, Na - Nl = 0 

die Gleichungen der drei Winkelhalbierenden, und 

N l +N2 =O, N 2+Na =0, Na+Nl=O 

die Gleichungen der Halbierenden der drei AuBenwinkel. Nun ist 

(Nl - N 2) + (N2 - N a) + (Na - N l) = 0, 

und damit ist bewiesen, daB die drei W inkelhalbierenden durch einen 
Punkt gehen. Analog hat man 

(Nl + N 2) - (N2 + N a) + (N3 - N l) -- ° 
(N2 + N a) - (Na + N l) + (Nl - N 2) ° 
(N3+Nl)-(Nl +N2) + (N2- N a) 0, 

und folgert ebenso, daB die Halbierungslinien ?weier AufJenwinkel und 
des dritten inneren Winkels ebenfalls durch je einen Punkt gehen .. 

Auf Grund des Vorstehenden gelangt man zu folgenden weiteren 
Satzen. Die Gleichung 

Nl +N2+Na = ° 
ist eine Gleichung erst en Grades, stellt also eine Gerade dar. Offenbar 
geht sie durch den Punkt, fUr den sowohl Nl + N2 = ° wie auch 
Na = ° ist; es ist der Punkt, in dem die Gerade ga von der Halbierungs­
linie des AuBenwinkels (gl g2) geschnitten wird. Dasselbe gilt fUr die 
Schnittpunkte von Nl = 0 mit N2 + Na = ° und von N2 = Omit 
Nl + Na = 0. Dies liefert den folgenden Satz: Die Halbier1mgslinien 
der drei A ufJenwinkel eines Dreiecks schneiden die Gegenseiten in drei 
Punkten, die auf einer Geraden liegen l ). 

Je ein analoger Satz besteht fUr die Gleichungen 

Nl + N2 - N3= 0, Nl - N2 + Na = 0, -Nl + N2 + N3 = 0 

und die durch sie dargestellten Geraden. 
Nach derselben Methode zeigt man, daB die drei Hahen oder die 

drei Mittellinien durch einen Punkt gehen (Fig. 30). 1st (~fJ) ein Punkt 
der Hohe ha, sind lXI' 1X2' lXa die Dreieckswinkel, 
und 11 und 12 wieder die von (~fJ) auf gl und g2 
gefallten Lote, so beweist man leicht, daB 

11: 12 = sin (gl ha): sin (g2 ha) = cos 1X2 : cos IXl 

ist, und daher wird - wir nehmen wieder 0 
innerhalb des Dreiecks an -

N 1 cos 1X1 - N 2 cos 1X2 = 0 

9'] 
Fig. 30. 

U1 

die Gleichung der Hohe. Ebenso haben die anderen beiden Hohen 

1) Es sind die drei auBeren Ahnlichkeitspunkte der drei auBeren Beriihrungs­
kreise. Analoges gilt fiir die drei folgenden Geraden. 

s c hoe n f lie s, Analytische Geometrie. 4 
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die Gleichungen 

N 2 coS1X 2 -N3coS1X3 = 0, N3coS1X3-NlcoS1X1 = 0, 

und die Summe der linken Seiten dieser drei Gleichungen verschwindet 
identisch. 

Fiir die Mittellinien erhalt man eben so die Gleichungen 

N2 sin 1X2 - N3 sin 1X3 = ° 
N 3 sin 1X3 - NIsin 1XI = ° 
NI sin1XI - N 2 sin1X 2 = 0, 

deren Summe gleichfalls identisch verschwindet. 

§ 8. Geradenpaare. 
Die Gleichung 

(2g) (Ax + By + C) (A IX + Bly + CI ) = ° 
wird befriedigt, wenn man entweder den ersten oder den zweiten Faktor 
der linken Seite gleich Null setzt; also sowohl durch die Punkte der 
einen wie auch der anderen so bestimmten Geraden. Die Gleichung 
heiSt deshalb Gleichung eines Geradenpaars. Von besonderem Interesse 
ist der Fall, daS beide Geraden durch den Anfangspunkt gehen. Eine 
Gleichung 

(29) ax2 + 2bxy + cy2 = ° 
stellt ein so1ches Geradenpaar dar; man erhalt die beiden Geraden, 
indem man die linke Seite in Faktoren zerlegt. 

Fiir geeignete Werte A, B, AI' Bl muS alsdann 

(30) ax 2 + 2bxy + cy2 = (Ax + By) (AlX + Bly) 

werden. Dies liefert die Gleichungen 

(30a) AAl = a, BBl = C, ABI +BAI = 2 b; also 

(ABI -BAI)2 = 4 (b 2 - ac) . 

Fiir ABI und BAI ergeben sich hieraus die Werte 

ABI =b+Yb2-ac, BAI=b-yb2 ac, 

und man erMlt schliel3lich 

A: B = AAI : BAI = a: (b - yb2 =ac) , 
AI: BI = AA I : ABl = a: (b + yb2 - ac). 

Fiir b2 - ac < ° sind A: B und AI: Bl konjugiert komplex; 
man sagt, daS auch in diesem Fall jedem Faktor von (30) eine Gerade 
entspricht, und zwar eine imaginiire (zwei konjugiert komplexe). Da 
man (Anhang § 4) mit den komplexen GroSen wie mit den reellen 
rechnen kann, so behalten die analytisch gewonnenen Formeln auch 
fiir so1che Geraden ihre Geltung. Dies darf jedenfalls als formale Be-
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rechtigung des eingefUhrten Sprachgebrauchs dienen. Jede der beiden 
Geraden hat in x = 0, y = 0 ihren einzigen reellen Punkt. 

Die Gleichungen (30a) liefern unmittelbar die Bedingung, daB die 
Geraden orthogonal sind (fUr rechtwinklige Achsen) oder zusammen­
fallen; sie lauten 

(31) AAI +BBI = a + e = 0; (ABI-BAl)2 = 4 (b 2 -ae) =0. 

Fur a + e = 0 ist ae < 0, also b2 - ae > 0; orthogonale durch (29) 
dargestellte Geraden sind daher stets reell. 

Gehen wir zu neuen rechtwinkligen x'y'-Achsen durch 0 uber, so 
wird die Gleichung (29) in 

(32) a'x'2 + 2b'x'y'+e'y'2 = 0 

ubergehen; es ist geometrisch evident, daB Orthogonalitat und Zu­
sammenfallen sich durch 

(32a) a'+e' = 0, b'2 -a'e' = 0 

darstellen. Dies muB sich auch analytisch ableiten lassen; in dem Sinn, 
daB sich die Gleichungen (32a) als Folgen der Bedingungen (31) und 
der Transformationsformeln von S. 28 ergeben. Die Gleichung (32) 
entsteht, wenn wir in (29) fUr x und y die Werte gemaB diesen 
Formeln einfUhren; man erhalt fUr a', b', e' 

2a' = 2acos2<x + 2 b sin 2/X + 2e sin2<x = a + e + (a - e) cos 2 <x + 2b sin2/X 

2e' = 2asin2 <x - 2 b sin2<x + 2e cos2 /X = a + e - (a - e) cos2/X - 2bsin2<x 

2 b' = (e - a) sin 2 <X + 2 b cos 2/X . 

Hieraus folgt zunachst 

(33) a' + e' = a + e, a' - e' = (a - e) cos2<x + 2bsin2<x. 

Nun besteht offenbar die Identitat 

4(b'2 - a'e') = 4b'2 + (a'- e')2 - (a' +e')2, 

und mittels der vorstehenden Gleichungen folgt weiter 

4 b'2 + (a' - e')2 = 4 b2 + (a - e)2, 
also insgesam t 

(34) 4 (b'2 - a' e') = 4 b2 + (a - e) 2 - (a + e)2 = 4 (b 2 - a e) . 

Man bezeichnet die GraBen a + e und b2 - a e, weil sie bei der be­
trachteten Koordinatentransformation ihre Form nicht andern, wieder 
als I nvarianten. 

Ais Anwendung behandeln wir die Aufgabe, zu einem durch (29) 
gegebenen Geradenpaar das Paar der Halbierungslinien zu bestimmen. 
Hat die Gleichung (29) die einfachere Form 

y2 _ m 2x 2 = (y + m x) (y - m x) = 0, 

so fallen die Halbierungslinien in die Achsen; ihre Gleichung lautet also 

4* 
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xy = O. DemgemaB wollen wir in Gleichung (29) neue x',y'-Achsen 
so einfiihren, daB in (32) b' = 0 wird, also 

a'x'2 + c'y'2 = 0 

die Gleichung des Geradenpaars ist; die Halbierungslinien sind dann 

x' = 0, y' = O. 

Fiir die so gewahlten neuen Achsen ist also die Aufgabe bereits 
ge16st, und es ist nur noch n6tig, die Gleichungen der Geraden x' = 0 
und y' = 0 fiir die x, y-Achsen zu finden. Dazu dienen die Trans­
formationsformeln (14a) von S. 28. Die Gleichung 

b'= 0, 
a - c 

also ctg 2 IX = 2b 

bestimmt den in ihnen auftretenden Winkel IX = (x x'). Ferner ist 

x' = X cos IX + y sin IX , y' = - x sin IX + YCOSIX, 

und daraus folgt 

x'y' = (y2 - x 2) cos IX sin IX + xy (COS2 IX - sin2a). 

Die Gleichung x'y' = 0 erhalt also die Form 

by2 + (a - c) xy - bx2 = o. 
Diese Gleichung hat eine h6chst bemerkenswerte Eigenschaft. Ihte 

Diskriminante ist positiv, welche Werte die Koeffizienten a, b, c auch 
haben m6gen; also auch in dem Fall, daB die Gleichung (29) ein imagi­
nares Geradenpaar darstellt. Es entspricht dem oben gefundenen 
Resultat, daB im Fall der Orthogonalitat das Paar (29) stets reell ist. 

Beispiel. Man bestimme das durch y2 - 2 x y tgiJ - x2 = 0 gegebene Ge­
radenpaar. 



Sechstes Kapitel. 

Linienkoordinaten und Dualitat. 
§ 1. Koordinaten der Geraden. 

Wie der Punkt, so kann auch die Gerade durch em Zahlenpaar 
geometrisch bestimmt werden (Linienkoordinaten). Den Punkt fal3ten 
wir (S. 12) als Schnitt zweier Geraden auf, und jede dieser beiden 
Geraden lieferte uns eine der beiden Koordinaten. Analog fiihren wir 
eine Gerade als Verbindungslinie zweier Punkte ein, namlich ihrer 
Schnittpunkte mit den Achsen. Ihnen entspricht je ein Achsenabschnitt 
a und b; an sich konnte also dieses Zahlenpaar die Koordinaten der 
Geraden liefern. Wir wahlen aber nicht a und b selbst, sondern ihre 
negativen reziproken Werte 

(1 ) ~{ = 
a ' 

1 v= --' 
b ' 

von a = 0, b = 0 wird zunachst abgesehen, ebenso in (1 a) von C = 0 1 ). 

Zweckmal3igkeit und Notwendigkeit werden sich alsbald ergeben. Die 
Gerade, die den Koordinaten u = 1, v = - 1- entspricht, schneidet also 
auf den Achsen die Abschnitte a = -1, b = 4 ab und ist so bestimmt. 
Die geometrische Vorschrift, die dem Koordinatenbegriff der Geraden 
zugrunde liegt, ist damit evident. Die Achsen konnen beliebige Lage 
und Richtung haben. 

1st die Gerade durch eine Gleichung 

Ax+By+C=O 

gegeben, so hat man a = -C:A, b = -C:B, also 

(1a) 
A 

u=C' 
B 

v=C; u:v:1=A:B:C, 

man kann daher die Koordinaten u und v auch so einfiihren, dal3 man 
von der Gleichung 'der Geraden ausgeht und die Koordinaten direkt 
mittels der Gleichungen (1a) definierP). 

') Vgl. Anrn.l von S. 35. 
2) Die Linienkoordinaten sind 1829 von J. Pliicker eingefiihrt worden. 

Auch ]1.1. Chasles hatte urn die gleiche Zeit die Idee dieser Koordinaten; er be­
nutzte dazu aber a und b selbst. PI iic ker ging den oben zuletzt angedeuteten 
\Veg; er ging von der Erwagung aus, daB eine Gerade ihrer Lage nach durch 
die KonstantenA, B, C ihrerGleichung (genauer durch deren Verhaltnisse) bestirnmt 
ist. Darin liegt ein analytisches Prinzip, das sich auch auf Gleichungen anderer 
Kurven ausdehnen lal3t. 
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Beispiel. Fur die Gerade 3x-4y+ 1 = 0 ist u = 3, v = -4; umge­
kehrt entspricht den Koordinaten u = -}, v = 2 die Gerade x - 4y - 2 = 0 1). 

Wie zwei Punkte eine Strecke bestimmen, SO bestimmen zwei Ge­
raden eine WinkelgroBe 2); fur rechtwinklige Achsen gilt (S.40) 

" A'B" - B'A" 
tg (g'g ) = A'A" + B'B" • 

Dies kann leicht in eine Formel fUr die Koordinaten von g' undo g" 
ubergefuhrt werden. Nach (1 a) ist 

und so folgt 

(2) 

u' : v' = A': B' und u" : v" = A": B", 

tt'V" - v' u" 
tg (g' g") = u'u" + v'v" • 

Die Geraden sind also parallel oder senkrecht zueinander fUr 

(2 a) u'v" - v'u" = 0 oder u'u" + v'v" = 0 . 

Ais zweite Aufgabe bestimmen wir (fur rechtwinklige Achsen) die 
Lange des Lotes, das man von einem Punkt (~fJ) auf eine Gerade (uv) 
fallen kann. Auch hier fUhrt eine fruher abgeleitete Formel direkt 
zum Ziel. Wir fanden (S. 39) 

l=A';+B'1+ C 

YA2+ B2 ' 

und da sich A: B: C = u : v : 1 verhalt, so folgt weiter 

l=u~+v1}+1.3) 
yu2 + v 2 

§ 2. Gleichungen in Linienkoordinaten. 
Eine Gleichung in u und v wird von unendlich vielen Wertepaaren 

(u, v) befriedigt; jedem entspricht eine Gerade, und wir fragen, in 
welcher Weise oder nach welchem Gesetz diese Geraden durch die 
Ebene verteilt sind, und welche geometrischen Gebilde durch sie be­
stimmt werden. 

1. Zunachst moge ein geometrisches Resultat fUr die Gleichung 

(4) Au -Bv = 0 

abgeleitet werden. Diese Gleichung bedeutet, we~n wir u und v durch 
ihre Werte von Gleichung (1) ersetzen, 

A B 
~-b=O; a:b=A:B. 

Jede Gerade, die der Gleichung (4) genugt, schneidet also auf den 
Achsen proportionale Stucke a: b ab; alle diese Geraden sind also 

1) Fur das Wertsystem u = 0, v = 0 vgl. Kap. VIII, § 2. 
2) Die Geraden sind nichtgerichtet. 
3) Fur das Zeichen der ","urzel gilt die Festsetzung von S.39. 
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parallel und gehen mithin (S. 41) durch einen gewissen unendlich­
fernen Punkt Goo. 

2. Als zweites Beispiel behandeln wir die Gleichungen 

(5) u =}. und v = ,I 1 , 

in denen}. und ,n irgendwelche Konstanten bedeuten. In die Gleichung 
u = }, geht v nicht ein; ihr entspricht also fede Gerade, fUr die u = }. 
ist, wahrend v einen beliebigen Wert haben kann. AIle diese Geraden 
schneiden die x-Achse im Punkt a = - 1 : }.; sie sind es also, die der 
Gleichung u = }, geniigen. Ebenso geniigen der Gleichung v = it aIle 
Geraden, die die y-Achse im Punkte b = - 1 :,11 treffen. 

In beiden Beispielen gehen die samtlichen Geraden durch einen 
und denselben Punkt; wir werden alsbald erkennen (§ 3), daB dies 
durch den linearen Charakter der Gleichungen und die definierenden 
Gleichungen (1) und (1 a) bedingt ist. 

3. Eine Kurve haben wir bisher nur als Ort der Punkte aufgefaBt, 
die auf ihr liegen; man kann aber auch die Tangenten ins Auge fassen, 
von denen sie beriihrt wird, und die Gleichung suchen, der die Koordi­
naten aller dieser Tangenten geniigen. Wir behandeln als Beispiel 
den Kreis (fUr rechtwinklige Achsen). 

1st (IX fJ) der Mittelpunkt des Kreises, (! sein Radius und (u, v) 
irgendeine seiner Tangenten, so hat das von (IX fJ) auf (tt, v) gefallte 
Lot die Lange (!; man erhalt daher aus Gleichung (3) 

OiU+fJv+1 
(!= 

oder 

(6) 

Dieser Gleichung wird von den Koordinaten u, v jeder Kreistangente 
geniigt; sie heiBt deshalb Gleichung des Kreises in Linienkoordinaten. 

Fallt der Mittelpunkt (IX fJ) in den Anfangspunkt, so lautet sie 
einfacher 

§ 3. Gleichung des Punktes in Linienkoordinaten. 
Wir gehen von der Gleichung 

(8) ~+2'.-1=O 
a b 

aus 1); sie geht, wenn wir die Koordinaten tt, v der durch sie dar­
gestellten Geraden in sie einfUhren, in 

(9) ux+vy+1=O 

1) Auch hier und in § 4 ist (vorlaufig) von a = 0, b = 0, C = 0, also von 
den Geraden durch 0 abzusehen; vgl. Anm. 1 von S.35. 
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liber. Rier haben also u, v bestimmte Werte, wahrend fUr x, y die Ko­
ordinaten jedes Punktes der Geraden gesetzt werden k6nnen. 1st (~, 1]) 
ein so1cher, so ist 

(10) 

dies ist also die Bedingung daftir, daB der Punkt (~, 1]) auf der Ge­
raden (u, v) liegt, oder - was dasselbe ist - daB die Gerade (u, v) 
durch den Punkt (~, 1]) hindurchgeht [Bedingung der vereinigten Lage 
fur Punkt und Gerade1)]. Ralten wir jetzt (~, 1]) fest und lassen (u, v) 
variabel werden, so wird die Gleichung von unendlich vielen Werte­
paaren (zt, v) befriedigt; jede zugehOrige Gerade geht durch den Punkt 
(~, 1]), und die Gleichung (10) heiBt deshalb Gleichung des Punktes (~, 17) 
in Linienkoordinaten 2). Man kann sie auch als Gleichung des durch 
(~,Il) gehenden Strahlenbiischels bezeichnen. 

Wir gehen zur allgemeinen Gleichung 

(11) Au+Bv+C = 0 

tiber. Setzt man Sle m die Form 

A B 
cu+cv+1 = 0, 

so erkeimt man, daB sie die Gleichung des Punktes ~ = A: C, 1] = B: C 
m Linienkoordinaten ist. 

Beispiele. 1. it - v = 0 ist die Gleichung eines Punktes P 00 in einer Richtung, 
die den zweiten und vierten Quadranten halbiert; u + v = 0 die eines Punktes Qoo 
in der Richtung, die den ersten und dritten Quadranten halbiert (vgl. auch § 2, 
Beispiel 1). 

2. Gehen bei der Drehung rechtwinkliger Achsen die Koordinaten u, v einer 
Geraden inu', v' tiber, so bestehen ftir jeden ihrer Punkte die Gleichungen 

11 x + V y + 1 = 0 und lI' x' + v' y' + 1 = 0, 

und es geht u x + v y in u' x' + v' y' tiber. Ftir x', y' und x, y gelten die 
Gleichungen (14) von 5. 28. Daraus folgen ftir u', v' die Formeln 

u' = U cosO( + v sinO(, v' = - u sinO( + v cosO( . 

Man folgert hieraus 

der Ausdruck u 2 + v2 ist also bei der Drehung rechtwinkliger Achsen invariant. 
Beim Ubergang zu parallelen Achsen folgt aus (11) (5.27) ebenso 

u' = ___ u"--' 
ua+vb+1 

1) Dies Resultat hat die in (1) und (1a) enthaltene \Vahl von 11 und v ver­
anla/3t. 

2) Die unendlich vielen Geraden durch den Punkt (~II) kann man als Grenz­
fall der Tangenten eines Kreises fUr I! = C auffassen. In derTat geht die Gleichung (6) 
filr I! = 0 in Gleichung (10) iiber. 
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§ 4. Dualistisches fUr Punkte und Geraden. 
Die im vorstehenden auftretende Analogie zwischen Punkten 

und Geraden durchzieht die gesamte ebene Geometrie; sie wird als 
Dualitiit bezeichnet. Analytisch kommt sie darin zum Ausdruck, daB 
aIle Rechnungen und Schliisse, die wir in Kap. V mit den Punkt­
koordinaten x, y und ihren Gleichungen ausfUhrten, sich in der gleichen 
Weise fiir die Linienkoordinaten u, v und ihre Gleichungen ausfiihren 
lassen. Die fUr die Geraden und ihre Schnittpunkte gefundenen Satze 
miissen sich daher auf die Punkte und ihre Verbindungslinien iiber­
tragen. Dies wird durch die folgenden Beziehungen beleuchtet; das 
am Ende von § 3 gefundene Resultat fiihren wir nochmals an. 

Die allgemeine Gleichung Die allgemeine Gleichung 

Ax+By+C=O Au+Bv+C=O 
ist die Gleichung einer Geraden in 
Punktkoordinaten, und zwar der 
Geraden 

B 
v=c' 

Die Gleichungen 

Ax +By +C = 0 
A'x+B'y+C'= 0 

stellen dann und nur dann die­
selbe Gerade dar, wenn 

A:B:C = A':B':C' 
ist. Sind sie verschieden, so ist 

.B C ! IC A 1 !A B i 
xo:Yo: 1=B,C'i:!C' A'j:[A' B'i 

ihrSchnittpunkt (derPunkt, dessen 
Koordinaten beiden Gleichungen 
geniigen, der also auf beiden Ge­
raden liegt). 

Seien 

Ax +By +C =0 
A' x + B' y + C' = 0 

A"x + B"y + C"= 0 

die Gleichungen dreier Geraden in 
Punktkoordinaten. Sollen sie durch 
einen und denselben Punkt (xo Yo) 
gehen, so muB 

ABC 
D = A' B' C' = 0 

A" B" C" 

ist die Gleichung eines Punktes in 
Linienkoordinaten, und zwar des 
Punktes 

B 
Y = c· 

Die Gleichungen 

Au+Bv+C=O 
A'u+B'v+C'=O 

stellen dann und nur dann den­
selben Punkt dar, wenn 

A:B:C = A':B':C' 
ist. Sind sie verschieden, so ist 

:B C: C A I JA B : 
u o : vo: 1 = IB' C'j: Ie A'I: lA' B' 

ihre Verbindungslinie (die Gerade, 
deren Koordinaten beiden Glei­
chungen geniigen, die also durch 
beide Punkte geht). 

Seien 

Au + Bv + C = 0 

A'u + B'v + C' = 0 

A"u + B"v + C"= 0 

die Gleichungen dreier Punkte in 
Linienkoordinaten. Solleri sie auf 
einer und derselben Geraden (uo vol 
liegen, so muB 

:A B C 

D = i. A' E' C' = 0 

I A" E" C" 
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sein. Diese Bedingung ist not­
wendig und hinreichend. Ebenso ist 

x y 1 

D = x' y' 1 = ° 
x" y" 1 

die Bedingung, daB die Punkte 
(x, y), (x', y'), (x", y") auf einer 
Geraden liegen, also fUr variables 
(x, y) die Gleichung der Geraden 
durch die Punkte (x', y') und 
(x", y"), also ihrer Verbindungs­
linie usw. 1). 

sein. Diese Bedingung ist not­
wendig und hinreichend. Ebenso ist 

I ~t V 1 I 

D = ! u' v' l' = ° 
i 2£" v" 1 , 

die Bedingung, daB die Geraden 
(u, v), (u', v'), (u", v") durch den­
selben Punkt gehen, also fiir varia­
bles (u, v) die Gleichung des Punk­
tes, der sowohl auf (1/, v') wie auf 
(u", v") liegt, also ihres Schnitt­
punktes usw,l). 

Zu weiteren dualistischen Resultaten gelangen wir folgendermaBen. 
1. Seien 

(12) A'tt +B'v +C' = 0, A"tt +B"v +C" = ° 
die Gleichungen zweier verschiedener Punkte, und sei, wie oben, (uo, vol 
die Gerade, deren Koordinaten uo' Vo beiden Gleichungen geniigen, die 
also beide Punkte verbindet. Wir bilden die Gleichung 

(13) A'tt+B'v+C'+l(A"tt+B"v+C") = 0, 

so ist dies die Gleichung eines Punktes, der auf (tto, vol liegt. Sie ist 
namlich eine Gleichung ersten Grades in tt, v und wird auBerdem durch 
(uo, vol befriedigt. 

2. N ach u und v geordnet geht (13) in 

(A'+lA")tt+ (B'+lB")v+C'+J,C"= ° 
iiber; ist (~, 1]) der durch sie dargestellte Punkt, so hat man 

A' + J. A" E' + J. E" 
~ = e'f- i.e'" 1] = C' + ;.cli-· 

Nun seien P'(x', y') und P"(x", y") die den Gleichungen (12) ent­
sprechenden Punkte, dann ist 

, E' 
Y =C" 

A " " x = e'" y" 

und man erhalt die F ormeln 

_ A'!C~ +;. A"/C" . c"/e' _ x' - fl x" 

If ~ - 1 +;. . e"/c' - 1 - It . 

E'IC' +;. E"/C". C"/C' y' - IlY" , 
1} = 1 +}" C"IC' --1----1./.-

(14) 

E" 
C'" 

II = -}" C"/C'. 

Durch sie wird auch die geometrische Bedeutung von ), und die Lage 
des Punktes (~r}) geklart; (~17) ist der Punkt, der mit den Punkten P' 

1) Man beachte noch, daB die obere Determinante links und die untere rechts, 
eben so die obere rechts und die untere links sich nur in den Bezeichnungen von­
einander unterscheiden. 
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und P" das Teilungsverhaltnis (P' P" P) = fl bestimmt, und da C' 
und C" Konstanten sind, so kann man kurz sagen, daB Adem Teilungs­
verhiiltnis fl proportional ist. 

3. Die analogen Betrachtungen gelten dualistisch. Seien g' und g" 
zwei Geraden mit den Gleichungen 

(15) A'x+B'y+C'=O, A"x+B"y+C"=O; 

eine durch ihren Schnittpunkt gehende Gerade sei h, ihre Koordina­
ten u, v, und 

(16) A'x + B'y + C' + A (A"x + B"y + C")= ° 
ihre Gleichung. Wir erhalten dann in der gleichen Weise wie vorher 

1(' ~ ft 1£" V' ~ (t v" 
(1 7) ~t = -~-- V = -~ -- ,It = - A C"IC', 

1~." l~!t ' . 

und zwar fUr die Geraden durch den Schnitt von (u', v') und (u"v"). 
Es dualisiert sich aber auch die Bedeutung von A und fl. Wie Wlr 
S.43 sahen, ist der Parameter }, von (16) dem Teilungsverhiiltnis 

(g'g"h) = sin (g'h) : sin (g"h) 

proportional; dasselbe gilt daher auch von fl. Die beiden fUr das Teilungs­
verhaltnis eingefUhrten Definitionen stehen sich also ebenfalls dualistisch 
gegeniiber. 

4. Wir fUhren noch die Bezeichnung Au + B v + C = Q(uv) ein 
und ersetzen sie abkiirzend durch Q. Dann folgt aus dem Satz von 
S. 46 das zu ihm dualistische Resultat: 

Sind Q = 0, Q'= 0, Q"= Odie Gleichungen dreier verschiedener 
Punkte, so liegen die Ptmkte stets und nur dann auf einer und derselben 
Geraden, wenn es drei von Null verschiedene Multiplikatoren A, J:, J." 
gibt, so daB identisch ist 
(18) A Q + A' Q' + A" Q" 0. 

Ebenso iibertragt sich der Satz von S. 47 und die ihm ent­
sprechende identische Relation (26). 

§ S. Vollstandiges Viereck und Vierseit. 
Seien 1,2,3,4 vier Punkte, von denen keine drei auf einer Geraden 

liegen. Sie bestimmen (Fig. 31) sechs Verbindungs- Z 

linien (i k); sie sind die Seiten eines vollstandigen 
Vierecks. Diese sechs Seiten spalten sich in die 
drei Paare von Gegenseiten 

(1 2) (3 4) ; (J 3) (24); (1 4) (23). 

Die beiden Gegenseiten jedes Paares liefern wieder 
einen Schnittpunkt; diese drei Schnittpunkte seien 
I, II, II I; sie bilden das Diagonaldreieck des voll­
standigen Vierecks. Ebenso bestimmen vier Gc- Fig. 31. 
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raden 1,2,3,4, von denen keine drei durch einen Punkt gehen, sechs 
Punkte (i k), die wieder in drei Paare von Gegenecken zerfallen, namlich 

(12) (34); (13) (24); (1 4) (23) . 

Jedem Paar entspricht eine Verbindungslinie I, II, III, und diese drei 
Geraden bilden ein Dreiseit, das Diagonaldreiseit des vollstandigen Vier­
seits. Viereck und Vierseit sind dualistische Gebilde 1); es mag gentigen, 
einen sie betreffenden Satz nur fUr das Vierseit (also in Punktkoordinaten) 
zu beweisen. Folgendes sei vorausgeschickt: 

Zwei Punktepaare A, B und P, Q einer Geraden heiJ3en bekanntlich 
harmonische Punktepaare, wenn die Strecke A B durch P und Q innen 
und auBen - absolut genommen - nach demselben Verhaltnis geteilt 
wird; wenn also 

(A B P) + (A B Q) = 0 

ist. Ebenso heiBen zwei Strahlenpaare a, b und p, q eines Btischels 
harmonische Paare, wenn fUr ihre Teilungsverhaltnisse 

(abp) + (abq) = 0 

ist 2). Aus Gleichung (20) von S. 43 folgt daher, daB die Gleichungen 

G=O, G'=O, G-J.G'=O, G+},G'=O 

zwei harmonische Strahlenpaare bestimmen; und eben so bestimmen 

Q = 0, Q' = 0, Q - ), Q' = 0, Q + }, Q' = 0 

zwei harmonische Punktepaare. 
Seien nun g, h, k, I die Seiten des Vierseits (Fig. 32); die drei Paare 

yon Gegenecken also 

l 

Fig. 32. 

(g h) (kl), (g k) (hi), (gl) (hk). 

Wir bestimmen die Gleichungen der Seiten 
I, II, III des Diagonaldreiecks. Dazu fUhrt 

. die S. 47 abgeleitete Identitat (26a); sie nimmt 
hier die Form 

(19) 

an. Diese Identitat laBt sich in 

G+H _ -(K +L) 

umschreiben; es stellen also die Gleichungen 

G + H = 0 und K + L = 0 

dieselbe Gerade dar. Es ist die Diagonale I; 
denn die linke Gleichung zeigt, daB sie durch (g h) geht, die rechte 

1) n Punkte liefern } n(n - 1) Verbindungslinien; sie bilden das vollstandige 
n-eck. Ebenso liefern n Gerade durch ihre } n(n - 1) Schnittpunkte das voll­
standige n-seit. Dreieck und Dreiseit sind identisch. 

2) Die eingehendere Betrachtung enthalt Kap. VII, § 2. 
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ebenso, daB sic durch (k l) geht. Ebenso stellen 

G+K=O, H+L =0 
und 

G+L =0, H+K=O 

die Diagonalen II und III dar. Nun sind dem obigen gemaB 

G=O, H=O, G+H=O, G-H=O 

vier harmonische Strahlen. Andererseits ist auch 

G - H _ (G + K) - (H + K); 

beidc Seiten, gleich Null gesetzt, stellen also wieder dieselbe Gerade 
dar. Die linke Seite zeigt, daB sie der vierte harmonische Strahl zu g, h 
und list, und gemaB der rechten Seite geht sie durch den Schnitt­
punkt der Diagonalen I I und I I I. 

Damit ist das abzuleitende Resultat gewonnen; im Punkt (g h) 
bilden die Strahlen g und h mit den beiden Strahlen, die zu den Ecken 
des Diagonaldreiecks laufen, zwei harmonische Strahlenpaare. Man 
erhalt also den folgenden Satz: 

In jeder Eeke eines voUstiindigen Vierseits bilden die beiden Seiten 
mit den Strahlen, die Ztt den Eeken des Diagonaldreieeks lauten, vier har­
monisehe Strahlen. 

Der analoge Satz fUr das vollstandige Viereck lautet: 

A uj jeder Seite eines vollstiindigen V iereeks bilden die beiden Eeken 
mit den dureh das Diagonaldreiseit attsgesehnittenen Punkten zwei har­
monisehe Punktepaare. 

Mit Hilfe des vollstandigen Vierseits (und Vierecks) lassen sich 
vier harmonische Punkte und vier harmonische Strahlen mit ausschlieB­
licher Verwendung des Lineals zeichnen; man sagt, sie sind linear be­
stimmt. Geht man z. B. von den drei Strahlen g, h, I von Fig. 32 aus 
und sucht den vierten zu I zugeordneten harmonischen Strahl, so wird 
man durch einen beliebigen Punkt von I zwei Strahlen k und l ziehen, 
dann die Geraden II und III und endlich (g h) mit (II, III) ver· 
binden. 

§ 6. Die Schnittpunktsatze von Desargues und PascaP). 
Zwei Dreiecke mit den Seiten a, b, e und a', b', e' sollen so liegen, 

daB die Schnittpunkte entsprechender Seitenpaare - also (a a'), (b b/), 
(ee') - in eine Gerade fallen; dann gehen nach dem Satz von Desargues 
die Verbindungslinien entsprechender Ecken dureh einen Punkt S. 

1) Die obigen Satze besitzen grundlegende Bedeutung fur den axiomatischen 
.-\ufbau der Geometrie. Daruber, sowie uber ihre Entstehung vgl. Enzyklopadie 
der math. "'iss. Bd. III 1, S. 450. 1907 bis 1910. 
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Die Gleichungen der Seiten seien (Fig. 33) 

A = 0, B = 0, C = 0; A' = 0, B' = 0, C' = 0 ; 

Offenbar kann man ihre Koeffizienten so bestimmen, daB die identische 
Relation 
(20) A +A'=B +B'-C+C'-U 

besteht; wahlt man A, B, C willkiirlich, so wird dadurch fUr A', B', C' 
nur ein geeigneter Proportionalitatsfaktor bedingt, und e5 ist U der 

s gemeinsame Wert der drei identisch gleichen 

b 
Fig. 33. 

Summen. Es ist dann U = 0 die Gleichung 
der Geraden, auf der sich die entsprechenden 
Seiten schneiden. Aus dieser Identitat folgt 

B -C .- C' -B' 

C-A A'-C' 

A-B B'-A', 
und damit ist der Satz bereits bewiesen. Denn 
fUr jede dieser Identitaten stellen die beiden 
gleich Null gesetzten Seiten die Gleichung der 
Verbindungslinie zweier Dreiecksecken dar, und 

da die Summe der Gleichungen identisch verschwindet, so gehen diese 
drei Geraden durch einen Punkt. Die Dreiecke heiBen perspektivisch, die 
Gerade U = 0 die Perspektivitiitsachse und S das Perspektivitiitszentrum. 

Von der Identitat (20) ausgehend kann man die Seiten der beiden Dreiecke 
auf vier Arten einander zuordnen und erhalt vier Punkte S; einen z. B., indem 
man setzt 

B - C' = C - B', C'- A = A'- C, A - B = B'- A'. 

Wie ist die so entstehende Gesamtfigur und was entspricht ihr dualistisch? 

Zum Pascalschen Satz (fUr zwei Gerade) gelangt man folgender­
maBen I). Auf der Geraden g nehme man drei Punkte 1,3,5 an, auf h 
ebenso drei Punkte 2, 4, 6 (Fig. 34). Dann zeichne man das Seckseck 

J 1 234561. Der Satz besagt, daB die Schnitt-
.-7..-----?c----;:r-

9 punkte der drei Paare von Gegenseiten, also 

(12, 45), (23, 56), (34, 61) 

in eine Gerade fallen. 
6 Die Gleichungen der Geraden g, h und (12) 

Fig. 34. seien 
(21) G = 0, H = 0, A = 0; 

wir k6nnen die linearen Funktionen G und H so bestimmen, daB die 
Gleichungen der Seiten (23) und (16) die Form 

(23) A + H = 0 und (61) A + G = 0 
annehmen. Die Gleichungen von (34) und (65) werden 

(34) A+H+pG=O, (65) A+G+P'H=O. 
-----

1) Vgl. auch den Pascalschen Satz von Kap. XII, § 6. 



§ 6. Die Schnittpunktsatze von Desargues und Pascal. 63 

Fur die Seite (4 5) erhalten wir die zwei Gleichungen 

(45) A+fJG+yH=O und A+fJ'H+y'G=O; 

es muB also fJ' = y und I" = f3 sein; wir set zen die Gleichung III die 
Form 

(45) A + fiG + fJ'H = 0 . 

Nun hat nach Satz 26 von S.47 jede von g, h und (12) verschiedene 
Gerade die Gleichung 

(22) A+lG+,uH=O. 

\Vir bestimmen jetzt lund ,n so, daB diese Gerade durch die beiden 
Punkte (23) (H und (34) (.61) geht, es mussen also Gleichung (22) 
und die Gleichungen der Geraden (23) und ~ - ebenso die von 
(34) und (61) - zugleich bestehen. Dies liefert die Gleichungen 

l{1-rn +,n = 1 und l +,u{1-fJ) = 1, 

woraus durch Subtraktion l fJ' - ,u fJ = 0 folgt. Diese Gleichung er­
gibt sich aber wieder als Bedingung dafiir, daB die Gerade (22) auch 
den Schnittpunkt von (12) und (45) enthalt; damit ~ ist unser Satz 
bewiesen. Die Gerade heiBt Pascalsche Gerade. 

Aus den sechs Punkten lassen sich durch Anderung der Reihenfolge mannig~ 
fache Sechsecke bilden; zu jedem geh6rt eine Pascalsche Gerade. Man beweise, 
daB die drei Geraden, die den Sechsecken (123456), (125634), (163254) 
entsprechen, durch einen Punkt gehen 1). 

\Vie lauten die dualistischen Satze? 

1) Vgl. J. Pliickers Gesammelte mathematische Abhandlungen, S.236ff., 
Leipzig 1895. 



Siebentes Kapitel. 

Doppelverhaltnis und projektive Beziehung. 
§ 1. Das Doppelverhaltnis. 

Sind A, B, P, Q vier Punkte einer Geraden [Fig. 35, S. 67 1)], so be­
stimmen P und Q mit A und B je ein Teilungsverhaltnis 

AP AQ 
(A B P) = B P = ftl und (A B Q) = B Q = ft2 • 

Den Quotienten ft1 : ft2 nennt man das Doppelverhiiltnis (D v) der vier 
Punkte 2) und bezeichnet es durch (A B PQ). 1st A. sein Wert, so hat man 

(1) (ABPQ) = AP .:4J~ = AP"--~Q = A. =!!.Jc 
BP . B Q BP. A Q /'2 . 

In den Abszissen a, b, p, q von A, B, P, Q erhalt es den Ausdruck 

, = (p - a) (q - b)_ 
(2) " (P-b)(q-a). 

Fiir zwei Punktepaare AB und PQ sind an sich drei verschiedene 
Lagen maglich; es kann AB innerhalb von PQ liegen, oder PQ inner­
halb von AB, oder kein Paar innerhalb des anderen; im letzten Fall 
sagt man, die Paare trennen sich gegenseitig. Es haben alsdann (S.4) 
PI und ft2 entgegengesetztes Zeichen, und das D v ist negativ. 1m erst en 
Fall ist ft1 und ft2 positiv, im zweiten sind beide GraBen negativ, in 
beiden Fallen ist also A. positiv. 

Den einfachsten Fall des D v stellen zwei harmonische Punkte­
paare dar (S. 60); fUr sie ist A. = -1, die Punkte P und Q teilen AB 
innen und auBen im (absolut) gleichen Verhaltnis (§ 2). 

Das einfache Teilungsverhaltnis ist ein Sonder/all des Dv; es ent­
steht, wenn Q in den uneigentlichen Punkt Qco riickt. Es ist namlich 

(A B PQoo) = (A B P) : (A BQco) , 

und da (ABQoo) = 1 ist (S. 5), so folgt in der Tat 

(ABPQoo) = (ABP). 

1) Die Geraden durch 0 kommen spater in Betracht. 
2) Das Dv wurde von A. F. Mobius vor ungefahr 100 Jahren als grund­

legender Begriff in die Geometrie eingefuhrt. M. C has I e s benutzte dafur den 
Namen anharmonischesVerhaltnis. Man spricht auch (nach Ch.v.Staudt) von 
dem TV uri der vier Punkte. 
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Man wird daher erwarten, daB sich die Eigenschaften des Teilungs­
verhaItnisses vielfach auf das D v ubertragen. Wir beweisen inso­
fern zunachst den folgenden Satz: Werden A, B, Q festgehaIten, wahrend 
P das lineare Kontinuum durchlauft, so durehliiuft der Wert A. des D v 
aUe Werte des Zahlenkontinuums genau einmal; in dem Sinn, wie es fUr 
das einfache TeilungsverhaItnis gezeigt wurde. Man hat namlich 

A. = !hI fUr A Q 
!h2 f1>2 = BQ· 

Hier ist, da A, B, Q fest bleiben, f1>2 eine Konstante; f1>1 durchlauft 
das Zahlenkontinuum, also auch PI : 1'2 und daher auch A.. Man folgert 
daraus, daB es nur einen Punkt P gibt, der mit A, B, Q ein Dv (ABPQ) 
von gegebenem Wert A. bildet. Fallt P insbesondere in die Punkte A, B, Q, 
so hat A die Werte 0, 00, 1. 

Andert man die Reihenfolge der Punkte des TeilungsverhaItnisses 
oder des D v, so wird sich im allgemeinen auch sein Wert andern. Wir 
betrachten zunachst das Teilungsverhaltnis (A B P). Es laBt sechs 
verschiedene Anordnungen von A, B, P zu, namlich 

(ABP), (BAP), (APB), (BPA), (PAB), (PBA); 

ihnen entsprechen, wenn (A B P) = f1> gesetzt wird, die seehs Werte 

f1>, 
f1 

Wir finden zunachst 

1-f1>, 
!h - 1 

fl 

1 
(BAP) = BP:AP =-, 
. ,u 

(A P B) = ~! = A P/BP B = 1 - f1>. 

Durch weitere Anwendung der in diesen Gleichungen enthaltenen 
Regeln folgt: 

(BPA) =!h-1 (PAB) =_1_, (PBA) =_!h_. 
!h ' 1-!h !h- 1 

Auch das D v nimmt bei Anderung der Reihenfolge seiner Punkte 
nur die seehs in (3) auftretenden Werte an. Von den 24 verschiedenen 
Permutationen der Punkte A, B, P, Q besitzen namlich je vier das­
selbe D v; man findet unmittelbar 

(4) (ABPQ) = (BAQP) = (PQAB) = (QPBA). 

Fur die ubrigen Werte bestehen folgende Beziehungen. Offenbar ist 

(5) (A B P Q) • (A B Q P) = 1, 

und aus der Gleichung (5) von S. 4 findet man mittels Division 
durch AD·Be leicht 

(6) (APBQ) + (ABPQ) = 1. 
S c hoe n fl i e s, AnaJytische Geometrie. 5 
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Danach ergeben sieh fUr die sechs D v 

(7) (ABPQ), (ABQP), (A P B Q), (A PQB), (A QB P), (A Q P B) 

die Werte 

(7a) 2, 1 - 2, 
2 - 1 l 

1:---;:-' -;.-, 2 - 1 ' 

und zu jedem dieser sechs Dv gehOren gemaB Gleichung (4) noch drei 
andere, die ihm gleieh sind. 

Zu den Gleichungen (5) und (6), die zwei D v derselben vier Punkte 
miteinander verbinden, tritt als wichtige Relation noch eine Formel, 
die sieh auf fiinf Punkte und drei D v bezieht, namlich 

(8) (ABQR) (ABRP) (ABPQ) = 1; 

sie folgt unmittelbar aus der Definition (1). 
Man kann fragen, ob esSonderfalle fUr die Lage der Punkte A, B, P,Q 

gibt, in denen sich die sechs Werte (7a) auf eine geringere Zahl von 
Werten reduzieren. Man erhalt sie, indem man 2 gleich einem der 
fiinf anderen Werte setzt. 

Fiir 2 = 1/2 ist 22 = 1, also 2 = ±1. Die Lasung}, = 1 ist keine 
eigentliche, da dann P in Q fallt, wahrend wir nur verschiedene 
Lagen der vier Punkte in Betracht ziehen. Die Lasung 2 = - 1 fUhrt 
auf die oben erwahnten harmonischen Punktepaare AB und PQ. 
Je zwei der sechs Werte (7a) sind einander gleich, namlich 

2=~=-1, 1_2=2-:-1=2, 1 l 
A I.~;: 2-1 

1 

2 

Es gibt also nur drei verschiedene Werte des D v, und es entspricht 
je acht Permutationen derselbe Dv-Wert. Dasselbe ergibt sieh, wenn 
man 2 = 1 - 2 oder 2 = 2: (2 -1) setzt. 

Weitere Lasungen entsprechen nur noch den Gleichungen 
7 1 l-1 1 • 2 

A = 1-2 = ~2~' I = 1 - A. = 2-1' 

sie fiihren beide auf 

Wir stoBen also auf imaginare Werte 2, die freilich reelle Punkte nieht 
liefern; wir lassen'ihnen (mit der S. 50 gegebenen Begriindung) imagi­
nare Punkte entsprechen. Fiir diese Werte 2 werden sogar je drei 
der Werte (7a) einander gleich (iiquianharmonische Punkte); es gibt 
nur zwei verschiedene Dv-Werte, den beiden Werten der in 2 auf­
tretenden Quadratwurzel entsprechend. 

Der Begriff des D v ist dualisierbar und laBt sieh auf vier Strahlen 
eines Strahlenbiischels iibertragen. Als das D v der vier Strahlen a, b, p, q 

1) Es besteht auch die Gleichung 23 + 1 = 0; list also die imaginare dritte 
Wurzel aus -1. 
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eines Biischels definieren wir den Quotienten der beiden einfachen 
Teilungsverhaltnisse (S.43), setzen also (Fig. 35) 

(9) ), = (abp ) = s~n(ap):s~n(aq). 
q sm (b P) sm (b q) 

Die Dualitat beider Definitionen tritt auch 
in einem Satz hervor, der schon den grie­
chischen Mathematikern bekannt war und 
Satz des Pappus heiBt; er lautet: 

Werden vier dureh einen Punkt 0 gehende 

o 

Fig. 35. 

Strahlen a, b, p, q von einer Geraden g gesehnitten, so ist das Doppelver­
hiiltnis der vier Strahlen gleieh dem Doppelverhiiltnis der vier Sehnitt­
punkte, also 

(10) (a b P q) = (A B PQ) . 

Aus den Dreiecken A 0 P und BOP ergibt sich 

AP = sin (ap) ·OA 
sin (OPA) , 

B P = sin (b P) . 0 B 
sin (OPB) , 

ebenso ergibt sich aus den Dreiecken AOQ und BOQ 

AQ = sin(aq) ·OA BQ = sin (bq) ·OB 
sin(OQA) , sin (OQB) , 

und hieraus folgt durch wiederholte Division 

AP.AQ sin(aP).sin(aq) 
B P . B Q = sin (b P) • sin (bq) , 

womit der Satz des Pappus bewiesen ist. Wir folgern aus ihm, daB 
alle von a, b, p, q geschnittenen Geraden nach demselben D v geschnitten 
werden; sind also A', B', P', Q' die Schnittpunkte mit einer Geraden g', 
so ist (A B PQ) = (A'B' P'Q'). 

Es bedarf keiner besonderen Erwahnung, daB die fiir das D v 
(A B PQ) abgeleiteten Satze sich insgesamt auf das D v (a b p q) iiber­
tragen. Bemerkt sei nur, daB;' das Zahlenkontinuum durchlauft, wenn 
der Strahl p einmal den Buschel iiberstreichtl). Es gibt wiederum genau 
einen Strahl p, der mit a, b, q ein Dv von gegebenem Wert bestimmt; 
insbesondere nimmt}. die Werte 0,00,1 an, wenn p mit a, b, q zusammen­
fant. Einen ausgezeichneten Strahl, der dem Punkt P 00 der Geraden 
entspricht, gibt es im Strahlbiischel nicht. Dem einfachsten Fall 
}. = -1 entsprechen vier Strahlen, die gemaB dem Satz des Pappus 
vier harmonisehe Strahlen (zwei harmonische Strahlenpaare) heiBen 
sollen. 

1) Die Strahlen sind ungerichtete Geraden; ein variabler Strahl iiberstreicht 
also den gesarnten Strahlenbiischel schon bei einer Drehung urn :rt. 

5* 
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§ 2. Harmonische Punkte und Strahlen. 
Fiir zwei harmonische Punktepaare A, B und P, P' folgt aus (1) 

(wegen A = -1) die Gleichung 

(11) AP' BP'+AP'· BP = O. 

Fiir die Abszissen a, b, p, p' dieser vier Punkte lautet sie 

(12) (P -a) (p'- b) + (p'- a) (P - b) = 0 oder 

PP'- t (a + b)(P + P') + ab = o. 
Vnter allen Punktepaaren P, P' gibt es ein ausgezeichnetes; es 

ist das, von dem ein Punkt in P 00 faUt. Der andere fallt (Fig. 36) 

M in die Mitte M von AB. Wird 

o P 8 p' M als neuer Nullpunkt der 

Fig. 36. MaBbestimmung gewahlt und 
P - m = u gesetzt, so nimmt 

Gleichung (12) eine einfachere Form an, namlich 

(12a) uu'= (P -m) (p'-m) = (a ;by; m = a ~b. 
Ihr entspricht die geometrische Beziehung 

(12b) MP' MP'= MA2 = MB2. 

Sie zeigt, daB sich P und P' zugleich an die Punkte A und B annahern 
oder von ihnen entfernen; in A und B fallt P mit P' zusammen. 

Sei Q, Q' ein zweites Paar, das zu A, B harmonisch ist, so besteht 
fur dieses Paar die Gleichung 

(13) q q' - t (a + b) (q + q') + a b = 0 . 

Diese Gleichung und die Gleichung (12) lassen sich so auffassen, daB sie 
zwei Gleichungen fUr a + b nnd a b darstellen, und daB man also, 
wenn p, P' und q, q' gegeben sind, a + b nnd a b aus ihnen berechnen 
kann. Durch a + b und a b ist aber auch das Wertepaar a, b eindeutig 
bestimmt, und so folgt der Satz, daB es zu zwei gegebenen Paaren P, P' 
und Q, Q' ein Punktepaar A, B gibt, das mit beiden harmonisch ist. Die 
ihm entsprechenden Werte a, b bestimmt man auf Grund der Erwagung, 
daB sie die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

(14) z2-(a+b)z+ab=O 

sind. Diese Gleichung ist also berzustellen, und zwar in dem Sinn, 
daB ihre Koeffizienten in bekannter Form erscheinen. Dazu beachte 
man, daB (14), (12) und (13) drei line are Gleichungen fUr 1, a + b 
nnd ab darstellen; daher muB (Anhang, 10a) ihre Determinante ver­
schwinden, und so erhalten wir die gesuchte Gleichung in der Form 

p p' t (P + P') , 1 
qq' t(q+q'), 1 = O. 

Z2 - z, 1 
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Es ist noch die Realitat der Wurzeln zu priifen; sie ist durch die 
Diskriminante dieser Gleichung bestimmt. Wir haben aber nicht das 
arithmetische Resultat notig, sondern ein geometrisches, das an die 
Lage der beiden Punktepaare P, pI, Q. Q' anknupft. Urn es in ein­
facher Weise abzuleiten. benutzen wir die Gleichung (12a). Wir ent­
nehmen· ihr 

(p-m)(p/~m) = (q-m) (q'-m) = (a~b)2=n2 

und finden hieraus zunachst eine lineare Gleichung fur tn, n1i.mlich 
PP'- qq' 

m = P +p' I. -q -q 

Mittels dieses Wertes formen wir den Wert eines jeden Faktors von n 2 

urn und finden ohne Muhe 

n 2 = (P - q) (P - q/) (p' - q) (P' - q') 
(P - q + p' - 1/)2 

Die Realitat der Wurzeln hangt von dem Zeichen des Zahlers von n 2 abo 
also von der Lage der Paare p. P' und Q. Q'. Die Wurzeln sind reell, 
wenn die Paare einander nicht trennen (S. 64); dann~ind zwei Dif­
ferenzen des Zahlers positiv und zwei negativ. Trennen sie sieh, so 
ist je eine ungerade Anzahl von Differenzen positiv oder negativ, und 
es gibt daher kein zu beiden Paaren reelles harmonisches Paar. 

Fiir weitere Betrachtungen gehen wir so vor, daB wir jedes der 
beiden Punktepaare A. B und P, P' durch eine quadratische Gleichung 
darstellen. Sei 

IX'X2 + 2/J'x + y' = 0; 
2/1' ""/' --, =a+b, ,=ab 
IX IX 

die Gleichung, die a, b zu Wurzeln hat, und seien ebenso p, p' die dem 
Paar P, P' entsprechenden Wurzeln der Gleichung 

IX"X2 + 2/J"x + y" = 0; 
2 /1" ,""/" , 

-7=P+P, IX"=PP· 
Durch Einsetzen der Werte fur a + b, a b, p + p', PP' in Gleichung (12) 
verwandeIt sie sich in 

(14) lX'y" - 2fJ'fJ" + y'IX" = 0; 

in dieser Form stellt sich also jetzt die Bedingung tur die harmonische 
Lage beider Punktepaare dar. 

Hieraus folgert man wiederum die Existenz eines Paares, das zu 
zwei gegebenen Paaren zugleich harmonisch ist. Seine quadratische 
Gleichung muB solche Werte IX, /J, y enthalten, fur die zugleich 

(15) lXy'-2/JfJ'+IX'y = 0 und lXy"-2/Jp"+IX"y = 0 

ist. Dies sind zwei lineare homogene Gleichungen fiir IX, 2/J, y; aus 
ihnen folgt 

IIX' fJ'111X' '11fJ' 'I . . _ . y. y. 
IX. 2/J. Y -I IX" fJ" ·IIX" y" . fJ" y" I' 
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das gesuchte Paar besteht daher aus den Wurzeln der quadratischen 
Gleichung 

(15a) (IX' fJ" - IX" fJ') x2 + (IX' y" - IX" y') X + (fJ' y" - fJ" y') = 0 . 

Das so gefundene Paar ist sogar zu jedem Paar harmonisch, das 
durch eine Gleichung 

IX'X2 + 2fJ'x + y' + 1(IX"X2 + 2fJ"x + y") = 0 

gegeben ist. Aus den Gleichungen (15) folgt namlich durch Multiplikation 
mit 1,1 und Addition 

lX(y' + }. ]'") - 2 fJ(fJ' + }, fJ") + y(IX' + lex") = 0, 

und dies ist die Behauptung. 
Die harmonische Beziehung zweier Strahlenpaare ist wiederum 

durch die Gleichung 1 = - 1, also 

(16) sin(aP).sin(aq)_ 1 sin(ap)+sin(a q)_ --- ---- - -- ---0 
sin (b P) • sin (b q) 'sin (b P) sin (b q) 

gegeben. Unter allen Strahlenpaaren, die zu a, b harmonisch sind, gibt 
es ein ausgezeichnetes Paar, namlich das orthogonale, das die Winkel (a b) 
halbiert. Wird der eine Halbierungsstrahl durch m bezeichnet, so be­
steht analog zur Gleichung (12 b) von S. 68 die Gleichung 

(17) tg(mp)· tg(mq) = tg2(m a) = tg2(m b) . 

Man erhaIt sie aus dem Satz des Pappus in der Weise, daB man das 
Strahlenbiischel durch eine Gerade schneidet, die auf m senkrecht steht. 
Es sind dann A, B, M, Poo vier harmonische Punkte; wird dann noch 
OM = 1 angenommen, so ergibt sich aus (12b) die Gleichung (17). 

§ 3. Die projektive Beziehung. 
Wir wollen die Punkte zweier Geraden g und g' (Punktreihen) in 

der Weise einander eineindeutig zuordnen, daB sie durch die einfachste 
analytische Relation miteinander verbunden werden, also durch eine 
bilineare Gleichung. Sind (auf beliebige Anfangspunkte bezogen) x und x' 
zwei entsprechende Punkte von g und g', so soIl 

(18) IX x x' + fJ x +]' x' + <5 = 0 

diese Beziehung ausdriicken. Aus ihr folgt 

, fJx+iJ yx'+iJ 
(19) x=-/Xx+r' x=-/Xx'+P; 

die eine Variable driickt sich also durch die andere mittels einer linearen 
Substitution aus. Die so eingefiihrte Beziehu ng nennen wir eine pro­
jektive; die line are Substitution bezeichnen wir auch als ihren analy­
tischen Trager l ). 

1) Nicht jede eineindeutige Beziehung ist eine projektive; z. B. die Fest­
setzung x'=x fur x>O, x'=J.x fur x<o (l>O). 
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Die wichtigste Eigenschaft dieser projektiven Beziehung besteht 
in der I nvarianz der D v -Werte entsprechender Punkte; sind PI' P 2, P s, P, 
vier Punkte von g und Pl' P~, Pg, P4 die entsprechenden Punkte von g' 
(Bildpunkte) , so ist 
(20) (P1 P 2 P S P4) = (PlP~P3P4) 

oder 
(~'l - x3) (X2 - x4) (xf - x~) (x~ - x~) 

(20 a) (Xl - x4) (X2 - X3) = (xf - xD (x~ - x~) • 
Den Beweis fiihren wir folgendermaBen. Zunachst sei bemerkt, 

daB man drei einfachste Typen linearer Substitutionen unterscheiden 
kann, namlich 

(21) I 1 i I 1 
X = X + , x = ax, x = -. 

• X 

Fur diese Substitutionen ist die Geltung der Gleichung (20a) evident. 
Wir zeigen nun, daB sich eine beliebige Substitution aus gewissen ein­
fachsten Substitutionen der Form (21) zusammensetzen laBt. 

Fur die beiden Substitutionen 
m 

X' = m x + n und x' = -
X 

ist dies leicht ersichtlich; die erste ist die Foige von Xl = mx und 
x' = Xl + n; die zweite ist mit Xl = 1 : X und x' = m Xl aquivalent. 
Um es auch allgemeiner fur 
(22) x' = IX X + P 

rx+!S 
zu erweisen, schreiben wir zunachst 

!S x' = ~ . x + v = !!. {1 + " - X}. 'II = P.. , 
y x+x y x+x ' IX 

,,=-
y 

und setzen der Reihe nach 
v-x IX IX 

Xl = X + " , x2 = --, also X = - + -. X 2 • 
Xl Y Y 

Damit ist die Geltung der Gleichung (20a) und die Invarianz der 
D v -Werte auch ffir die Substitution (22) bewiesen; allerdings unter 
einer einschrankenden Bedingung. Der vorstehende Beweis setzt namlich 
voraus, daB 'II - " ~ 0 ist, also auch x ~ - p Y SO; sonst wird er 
illusorisch. Nun ist (Anhang 34a, Anm.) x ~ - p y die Determinante 
der Substitution. Also folgt: 

Jeder profektiven Beziehung mit nichtverschwindender Determinante 
kommt die Invarianz der Dv-Werte zu. 

1st x b - P y = 0, also x: p = y :~, so setzen wir 

P=ox, b=oy, QY=X, Q~=P 

und erhalten 
!S x' + e !S 

X=-·-,--=-. 
Y x + e y 
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Zu einem Wert x gehort daher stets derselbe Wert x' = IX: y und ebenso 
zu einem beliebigen x' dasselbe x = b : y. Anders ausgedrtickt: Dem 
Wert x = b : y sind alle x' zugeordnet und dem Wert x' = ex, : y alle x . 
Die durch die line are Substitution dargestellte projektive Beziehung 
heiBt ausgeartet. Man zeigt leicht, daB die Gleichung (18) in diesem 
Fall die Form 

" ot)' 0) (x-y(x-y-=o 

annimmt. Eine solche ist z. B. 

xx'+x+x'+1 =0 oder (x+1)(x'+1) = O. 

Der soeben bewiesene Satz ist umkehrbar; wir konnen eine pro­
jektive Beziehung als eine solche eineindeutige Beziehung definieren, der 
die Invarianz der Dv-Werte zukommt. Seien namlich Pi(i = 1,2,3,4) 
vier beliebig ausgewahlte Punkte von g, und P; ihre Bildpunkte auf g', 
so besteht fUr sie die Gleichung (20a). Halt man nun die drei Paare 
Xl' x~, x2, x2, xa, x3 fest und ersetzt das vierte Paar durch das variable 
Paar x, x', so geht diese Gleichung, nach x und x' geordnet, in eine 
bilineare Relation tiber. Da die drei Paare PI> P~, P 2, P~ und P a, Ps 
beliebig angenommen werden konnten, so folgt noch: 

Eine projektive Beziehung zweier Punktreihen ist dureh drei beliebig 
wahlbare Paare entspreehender Punkte bestimmbar. 

Wenn dem Punkt Q"", von g der Punkt Q' von g' entspricht und 
dem Punkt R'oc, von g' der Punkt R von g, so ist fUr irgend zwei Punkte­
paare P, P' und PI' P~ 

(P PI Q"",R) = (P' P~ Q'R'oc,) . 
Nun ist 

(PPlQooR) = PIR:PR, (P'P~Q'R'oc,) = P'Q':P~Q'. 
Sind also q' und r die Abszissen von Q' und R, so geht die vorstehende 
Gleichung in 

(23) PR· P'Q' = PIR· P~ Q' oder (r - x) (q'- x') = const 

tiber; das Produkt PR· P'Q' hat also fUr jedes Paar entsprechender 
Punkte einen konstanten Wert. Er heiBt Potenz der projektiven Be­
ziehung. Die Punkte Q' und R heiBen Fluehtpunkte l ). 

1st in Gleichung (18) IX = 0, so entsprechen sich die unendlich 
fernen Punkte; es wird also 

(Pl P 2 P aP"",) = (P~P~PsP'oc,), 
woraus weiter 

PlPs : P 2 P S = P~P~ : P2Ps oder P;P~ = ePiPk 

folgt. Zwei Strecken der einen Geraden verhalten sich wie die ent-

1) Die Bezeichnung entstammt der darstellenden Geometrie. 
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sprechenden der anderen (affine oder iihnliche Punktreihen); Q soIl das 
Dehnungsverhiiltnis heiBen. Fur Q = 1 sind die Punktreihen kongruent 
(oder gleich). 

Die Ausdehnung der projektiven Beziehung auf den Strahlenbuschel 
behandeln wir in § 6. 

§ 4. Vereinigte Lage projektiver Punktreihen. 
Fallen die Geraden g und g' von § 3 zusammen, so haben wir auf 

einer und derselben Geraden eine projektive Zuordnung ihrer Punkte; 
jeder Punkt ist also doppelt zu rechnen, einmal als Punkt P von g, 
einmal als Punkt Q' von g'. Wir setzen fest, daB sich die Abszissen x 
und x' auf denselben Nullpunkt und Einheitspunkt beziehen; einem 
Wertepaar x = x' entspricht dann ein Paar zusammenfallender ent­
sprechender Punkte P = P' beider Punktreihen (Doppelpunkte). Jeder 
solche Wert x ist Wurzel der Gleichung 

(24) IXZ2 + (f3 + )')z + (5 = o. 
Es gibt also zwei Doppelpunkte; je nachdem die Diskriminante 

(24 a) (f3 + )')2 - 4 £X. 0 >0, = 0, < 0 

ist, sind sie reell, zusammenfallend oder imaginar. Man erschlieBt die 
Realitatsbedingung einfacher aus der Gleichung (23); sie liefert fUr die 
Doppelpunkte eine Gleichung 

(24b) Z2- (r+q')z+rq'= ±k2 , 

wo ± k2 die Potenz der projektiven Beziehung ist. Ihre Diskrlmi­
nante ist 

Fur positive Potenz erweisen sich die Doppelpunkte als stets reell; fUr 
negative Potenz nur, wenn das Quadrat uber der halben Strecke Q'R 
groBer als die absolut genommene Potenz ist. 

Die Doppelpunkte seien S und T. Sie bilden mit jedem Punkte­
paar P P' vier Punkte von festem D v. 1st namlich Q, Q' ein zweites 
Paar entsprechender Punkte, so hat man 

(STPQ) = (STP'Q') . 

Setzt man links und rechts fUr die Dv ihren ausfUhrlichen Wert, so 
laBt sich die so entstehende Gleichung unmittelbar in die Form 

(25) (STPP') = (STQQ') 

uberfuhren, und das ist der Satz. 

§ 5. Die involutorische Beziehung. 
Eine involutorische Beziehung ordnet die Punkte einer Geraden 

projektiv und uberdies doppelt einander zu; ihre Eigenart soIl zunachst 
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an einigen einfachen FaIlen geschildert werden. Den einfachsten Fall 
bildet die 5ymmetrie. 1st 0 das Symmetriezentrum, so besteht fiir 
jedes zu 0 symmetrisch liegende' Paar P, P' die Gleichung 

OP' + OP = 0 oder x' + x = o. 
Einen allgemeineren Fall stellen alle Paare P, P' dar, die zu einem 
Paar A, B harmonisch liegen. In den Punkten A und B faIlt je ein 
Punkt P mit dem entsprechenden Punkt P' zusammen, A und B 
heiBen daher Doppelpunkte der Involution1). Fiir die Punkte A, B, P, P' 
besteht nach § 2 die in x und x' symmetrische Relation 

x x' - !(.a + b) (x + x') + a b = o. 
Beide so erhaltenen Gleichungen sind SonderfaIle der Relation (18); 

der Sonderfall besteht in der Gleichheit der mittleren Koeffizienten 
p=y,sodaB 
(26) IX x x' + P(x + x') + ~ = 0 

diebilineare Relation ist. Die ihr entsprechende projektive Beziehung 
heiBt involutorisch2). Ihren geometrischen Charakter erkennen wir, 
wenn wir eine projektive Beziehung auf Grund des Satzes von S. 7~ 
in folgender Weise herstellen. Von den drei beliebig wiihlbaren Paaren 
nehmen wir das Paar P, P' beliebig; yom Paar Q,Q' falle Q in P' und 
Q' in P, das Paar R, R' sei wieder beliebig. Es bestehen dann die 
Gleichungen 

IX p p' + P P + r P' + ~ = 0 und IX q q' + P q + r q' +~ = 0, 
und zwar in der Weise, daB P' = q und q' = P ist. Durch Subtraktion 
beider Gleichungen folgt daher 

(f3 - y) (p - P') = 0 oder P - y = o. 
Man sagt, daB das Paar P = Q' und P' = Q sich doppelt ent­

spricht; namlich einmal als Paar P, P' und einmal als Paar Q', Q. 
Wir schlieBen bereits, daB, wenn dieses doppelte Entsprechen auch 
nur einmal vorkommt, die projektive Beziehung (18) die symmetrische 
Form (26) besitzt. Aus dieser symmetrischen Form folgt dann weiter, 
daB sich ie zwei Werte Xi' ~ doppelt entsprechen; d. h. ist Xk = ~, so 
ist auch xk = Xi. Wir k6nnen daher folgende Satze aussprechen: 

1. Entspricht sich bei zwei vereinigt liegenden proiektiven Punkt­
reihen ein Punktepaar doppelt, so tun es alle; die Punktreihen stehen 
in involutorischer Beziehung. 

2. E~ne involutorische Beziehung zweier Punklreihen ist durch zwei 
beliebig wiihlbare Punktepaare bestimmt. Dies folgt unmittelbar aus der 
vorstehenden Betrachtung; das eine Paar ist (Q' = P, Q = PI), das 
zweite R, R', das gemaB Satz 1 zugleich ein Paar (5' = R, 5 = R') ist. 

1) Bei der Symmetrie sind 0 und P 00 die Doppelpunkte. 
2) Die Bezeichnung entbehrt leider jeder geometrisch~n Bedeutung. 
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Da zwei Paare beliebig wahlbar sind, muB zwischen drei Paaren 
einer Involution eine Beziehung bestehen. Sind (x, x') (y, y') (z, z') die 
drei Punktepaare, so gilt die Relation (26) fUr jedes von ihnen, und es 
ist daher (Anhang § 1) 

xx' x + x' 1 

Y y' Y + y' 1 = 0 . 
ZZ' Z + z' 1 

Die rechnerische UberfUhrung dieser Gleichung in eine geometrische 
Beziehung ist ziemlich umstandlich; auf einem direkten geometrischen 
Weg ergibt sie sich wie folgt. Wir bezeichnen die drei Paare durch 
(A, A'), (B, B'), (C, C'). Dann ist - wegen des doppelten Entsprechens-

(ABA'C') = (A'B'AC) 
oder 

AA' BC' A'A B'C 
B A' • A C' = B' A • A'C- . 

Nun ist A A' + A' A = 0; also folgt weiter 

(27) BC'·CA'·AB'+B'C·C'A ·A'B = 0, 

und dies ist die gesuchte Relation. Solcher Gleichungen bestehen noch 
drei weitere; aus dem Grunde, weil man jedes Paar (A, A') auch als 
Paar (A~,Al) auffassen kann 1). 

Die involutorischen Punktreihen besitzen nach § 4 zwei Doppel­
punkte, gegeben durch die Wurzeln der Gleichung 

(\; Z2 + 2,8 Z + (J = o. 
1m Gegensatz zur allgemeinen projektiven Beziehung ist durch 

diese Gleichung auch die Gleichung (26) eindeutig bestimmt; die Involution 
ist also bereits durch ihre Doppelpunkte gegeben - was auch geometrisch 
einleuchtet. Je nachdem die Diskriminante (\; (J - fJ2 > 0 oder < 0 
oder = 0 ist, sind die Doppelpunkte reell, imaginar oder zusammen­
fallend. Die Involution heiBt insofern hyperbolisch oder elliptisch oder 
parabolisch. Urn die geometrische Bedeutung der Realitatsbedingung 
abzuleiten, benutzen wir das besondere Paar, von dem ein Punkt der 
unendlichferne ist. Der andere heiBt Zentralpunkt, wir bezeichnen ihn 
durch C und seine Abszisse durch c. In ihm fallen die beiden Flucht­
punkte Q' und R von S.72 miteinander zusammen. Die Relation (23) 
verwandelt sich also fUr involutorische Punktreihen in 

(28) CP·CP' = (c -x) (c -x') = ±k2• 

Hat die Konstante den Wert + k2, so gibt es rechts und links von C 
ein Punktepaar A = A' und B = B' im Abstand k; die Doppelpunkte 

1) Die Gleichung (27) kannte schon Pa ppus. Die Definition der Involutionen 
mittels der projektiven Beziehung stammt von Chasles. 
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sind also reell, und die sich so ergebende Gleichung 

(28 a) Cp· CP' = CA 2 = CB2 

zeigt, daB die Involution aus allen Paaren besteht, die zu A und B 
harmonisch liegen (hyperbolischer Fall); je zwei Paare P, P' und Q, Q' 
trennen einander nicht. Hat die Konstante den Wert - k 2, so sind 
reelle Doppelpunkte nicht vorhanden (elliptischer Fall); zwei Paare 
P, P' und Q, Q' trennen einander. 

Der parabolische Fall entspricht einer ausgearteten projektiven Be­
ziehung (S. 72), da jede Beziehung .xb - f3r = 0 eine ausgeartete 
Projektivitat zur Folge hat. Wir werden diesem Fall in Kap. IX, § 4 
begegnen. 

Sind auf derselben Geraden zwei Involutionen vorhanden, so gibt 
es ein ihnen gemeinsames Paar. Seien zunachst beide Involutionen 
hyperbolisch, ferner A, B die Doppelpunkte der einen und A', B' die 
der anderen. Das gemeinsame Paar muB dann sowohl zu A, B wie zu 
A', B' harmonisch sein; unser Satz stimmt also sachlich mit dem Re­
sultat von S. 69 iiberein. Das zeigt auch die analytische Behandlung. 
Mogen die Gleichungen 

.x x x' + 13 (x + x') + <5 = 0 und .xl x x' + 131 (x + x') + <51 = 0 

die beiden Involutionen darstellen. Ihnen geniigt eine gemeinsame 
Li:isung x x' und x + x', und diese Werte bestimmen das gemeinsame 
Paar (x, x'). Wir bilden wie S. 68 die quadratische Gleichung, die es 
als Wurzeln hat; also 

Z2 - (x + x')z + X x' = 0 . 

Aus ihr und den beiden vorstehenden Gleichungen folgt dann wieder 

.x 13 <5 

.xl 131 <51 = 0 
1 -z Z2 

als die gesuchte quadratische Gleichung. Ausfiihrlicher lautet sie 

(29) (IX 131 - .xl 13) Z2 + z (iX <51 - .xl <5) + (13 <51 - 131 <5) = 0 

und stimmt in der Tat mit der Gleichung (15 a) von S. 70 iiberein. 
Man kann daher auch die dort abgeleiteten Realitatsbedingungen 

auf die vorliegende Aufgabe iibertragen. Statt der Elemente p, p' 
und q, q' treten hierdie Doppelelemente der beiden Involutionen auf. 
Sind sie reell, sind also beide Involutionen hyperbolisch, so iibertragt 
sich das genannte Resultat unmittelbar; das gemeinsame Paar ist also 
imaginiir, wenn die Doppelpunkte einander trennen, und reell, wenn 
sie sich nicht trennen. Sind aber nicht beide Involutionen hyperbolisch, 
so ist das gemeinsame Paar stets reell. Die Doppelelemente einer ellip· 
tischen Involution haben namlich (Anhang, 50) konjugiert komplexe 
Werte, und da ihr Produkt und ihre Summe reell ist, so ist n 2 in diesem 
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Fall stets positiv, gleichgilltig ob nur eine Involution elliptisch ist oder 
beide 1). 

§ 6. Dualistisches fur Strahlbuschel und Punktreihen. 

Seien 
G = 0, G' = 0, G + A G' = 0, G + fl G' = ° 

die Gleichungen von vier Strahlen g, g', gA' g." eines Buschels. Nach 
S.43 haben A und fl die Werte 

y A 2 + B2 sin (gg A) _ Y A 2 + B2 sin (gg,ul 

A = - YAI2+BI2 sin (glgA) , fl- - YAI2 + B'2 sin (g'g,,) , 

und es ste11t daher A : ,u das D V der vier Strahlen dar. Den gleichen 
SchluB konnen wir (S. 58) fUr die analogen Gleichungen von vier 
Punkten einer Punktreihe ziehen, und so folgt: 

SindG = 0, G'= 0, G+AG'=O, SindQ = 0, Q'= 0, Q+AQ'=O, 
G + fl G' = Odie Gleichungen von Q + fl Q' = Odie Gleichungen von 
vier Strahlen g, g', gA' g/t eines vier Punkten P, P', P;., PI' einer 
Buschels, so stellt A: fl das D v Punktreihe, so ste11t A : fl das D v 
(gg'gAg/t) dar; g undg' solIenseine (PP'p;.p.u ) dar; P und P' solIen 
Grundstrahlen heiBen. ihre Grundpunkte heiBen. 

Insbesondere sind G= 0, G' = 0, Insbesondere sind Q= 0, Q' = 0, 
G - A G' = 0, G + A G' = ° vier Q - A Q' = 0, Q + A Q' = ° vier 
harmonische Strahlen. harmonische Punkte. 

Eine allgemeinere Frage betrifft das D v von irgend vier Strahlen 
des Buschels oder irgend vier Punkten der Punktreihe; sie seien durch 

G + AiG' = ° und Q + AiQ' = 0; i = 1,2,3,4 

gegeben. Wir erledigen sie dadurch, daB wir sie auf den vorhergehen­
den Fall zurUckfUhren. Wir betrachten zunachst die vier Strahlen 
G + Ai G' = ° und fUhren mittels der Gleichungen 

H~~=G+~~ K~~=G+~~ 

neue lineare Funktionen (also auch neue Grundstrahlen h und k) ein. 
Diese Gleichungen konnen wir nach G und G' auflosen und erhalten 

G - J.2 H-J.1 K G' - -H+K 
- }'2 - AI' - A.2 - A.l • 

Weiter wird 

1) Der Ausdruck n2 (S. 69) geht, wenn man a' = p + q i, b' = P - q i setzt, in 
[(a _ p)2 + q2] • [(b _ p)2 + q2] 

(a + b - 2p)2 
uber, und analog ist es, wenn auch fur a, b konjugiert komplexe Werte gesetzt 

-werden. 
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und die Gleichungen unserer vier Strahlen lauten jetzt 

H=O, K=O, 

Damit ist die Bestimmung des D v in der Tat auf den vorigen Fall 
zuriickgeffthrt. Dasselbe gilt dualistisch, und so folgt 

Sind fiir i = 1,2,3,4 Sind fiir i = 1,2,3,4 

G+~~=O Q+~~=O 

die Gleichungen von vier Strahlen 
g, eines Biischels, so ist 

( ) (AI -As) (A2 -A,) 
gl g2 ga g4 = (A2 -As) (AI -A,) • 

die Gleichungen von vier Punkten 
Pi einer Geraden, so ist 

(P P P P) _ (AI-AS) (A2 -A,) 
1 2 3 4 - (A2 -A3) (AI -A,) • 

Wir gehen zur projektiven Beziehung zweier Biischel oder Punkt­
reihen iiber; wir definieren sie fiir die Biischel durch die Invarianz 
der D v -W erte. Ordnen wir zwei Biische! 

G + A G' = 0 und H + A H' = 0 

in der Weise einander zu, daB jedem Strahl gi, der dem Wert Ai ent­
spricht, der Strahl hi zugewiesen ist, der demselben Wert Ai entspricht, 
so ist die Beziehung offenbar eine projektive; aus dem eben bewie­
senen Satz folgt die Invarianz der D v fiir beide Biischel unmittelbar. 

Sind die Biischel allgemeiner in der Form 

(30) G + A G' = 0, H + A' H' = 0 

gegeben, so wird eine projektive Zuordnung dureh eine bilineare Relation 
(oder lineare Substitution) 

(31) ,xAA.'+,BA+yl'+b=O; A,=_PA+lJ 
,xA + y 

vermittelt. Denn aus ihr ergibt sich nach § 3 (S. 71) sofort 

(32) 
(AI - A3) (A2 - A,) (A{ - An (l~ - A~) 

().2 - As) (AI - A,) ().~ - A~) (A~ - AD 

und damit wieder die Invarianz der Dv-Werte. Also folgt: 

Zwei Strahlenbiischel 

G + A G' = 0, H + A' H' = 0 

stehen in projektiver Beziehung, 
wenn zwei Strahlen einander ent­
sprechen, deren Ai und A~ durch 
die lineare Relation (31) verbunden 
sind. 

Zwei Punktreihen 

Q + A Q' = 0, R + l' R' = 0 

stehen in projektiver Beziehung, 
wenn zwei Punkte einander ent­
sprechen, deren Ai und l~ durch 
die line are Relation (31) verbunden 
sind. 

Die Ausdehnung dieser Resultate auf die harmonische Lage sowie 
die involutorische Beziehung von Biische!n und Punktreihen bedarf 
keiner naheren Ausfiihrung. Drei Einzelresultate iiber involutorische 
Strahlenbiischel sollen noch abgeleitet werden. 
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In der Orthogonalitat zweier Strahlen fanden wir (S. 70) eine 
ausgezeichnete Eigenschaft eines Strahlenpaares im Buschel; sie tritt 
in folgenden Satzen hervor: 

1. Fur zwei projektive Buschel gibt es stets ie ein Paar senkrechter 
entsprechender Strahlen. 2. In iedem involutorischen Strahlenbuschel gibt 
es ein rechtwinkliges Strahlenpaar. 3. Es gibt eine Involution, die aus 
lauter Paaren rechter Winkel besteht (orthogonale Strahleninvolution). 

Fur den Beweis wahlen wir die Grundstrahlen eines jeden Buschels 
zueinander senkrecht und setzen ihre Gleichungen in der Normalform 
voraus. Seien alsdann 

(33) N + 2N' = 0 und M + flM' = 0 ~.1,! 

die beiden Buschel. Ferner bestehe fUr 2 und It die Gleichung (~, d. h. 

(33a) ex2fl+P2+y,u+c5 = O. 

1st dann l ein variabler Strahl des ersten Buschels und g der Grundstrahl 
mit der Gleichung N = 0, so ist, da die Grundstrahlen des Buschels 
orthogonal sind, gemaB Formel (21 a) von S. 43 2 . tg (g l); fUr zwei 
zueinander orthogonale Strahlen lund II haben wir daher 

(33 b) 221 + 1 = o. 
Analoges gilt fUr das zweite Buschel. SolI es also zwei Paare ent­
sprechender senkrechter Strahlen beider Buschel geben, und sind 2, 21 , 

fl, fll die Parameterwerte, zu denen sie geh6ren, so bestehen fiir diese 
Werte auBer (33 a) und (33 b) noch die Gleichungen 

ex 21fl1 + p 21 + Y fll + c5 = 0 und fl fl1 + 1 = 0. 

Weiter folgert man leicht, indem man 21 und fl1 eliminiert, 

(ex 2 + y)!~ + P 2 + c5 = ° und (M, - P) fl - Y 2 + IX- = 0, 

und hieraus endlich 

(34) (ex .. Y + f3 0) (22, - ~.) - 2 (ex 2 +(12 - y2;t - OJ = ° . 
(tI./J -+ 'dt)(;,<- o') - .... (clJ.- IJ'- -+2_-1' '\ = rJ 

Eine analoge Gleicliurl'g bestehV fur fl.' Die Wurze1:rl. von (34) liefern 
die beiden Werte 2 und AI; die Gleichung ist namlich eine reziproke, 
und daher genugen ihre Wurzeln der Gleichung (33 b). Man erkennt 
unmittelbar, daB ihre Diskriminante positiv ist; die beiden Wurzeln A 
und Al sind also stets reell. Der erste Satz ist damit bewiesen, und da 
eine involutorische Beziehung eine projektive ist, auch Satz (2). 

Vom Satz (3) ist zunachst zu sagen, daB er geometrisch evident 
ist; zwei vereinigt liegende gleiche Buschel sind, welches auch der 
Winkel ex zweier entsprechender Strahlen ist, zueinander projektiv, und 
fur ex = l n ist die Beziehung involutorisch. Urn den Satz analytisch 
zu beweisen, knupfen wir an die Gleichungen (33) an. Wir lassen die 
Strahlen M = 0, M' = omit N = 0, N' = 0 zusammenfallen und nehmen. 



80 VII. Doppelverhli.ltnis und projektive Beziehung. 

in (33 a) fJ = y an. Dann sind 
N + 'AN' = 0, N +flN'= 0 

involutorische Buschel. Setzen wir insbesondere fJ = 0, IX = 15, so geht 
(33 a) in 'A fl + 1 = 0 uber, und wir erhalten in der so bestimmten 
Involution nach Formel (21 a) von S. 43 eine orthogonale. Ihre 
(imaginaren) Doppelstrahlen sind durch 'A2 + 1 = 0 gegeben; sie werden 
also durch N - iN' = 0 und N + iN' = 0 dargestellt. Auf die Eigen­
art und Bedeutung dieser Strahlen kommen wir in Kap. IX, § 7 ein­
gehend zuruck; man nennt sie auch absolute Strahlen. 

Man betrachte noch die Sonderfalle a + b = 0, fl = r = 0 und a = 0, 
b=O, fl=r. 

§ 7. Erzeugnisse projektiver Elementargebilde 1). 

Seien 

(35) G+'AH =0 und G'+'AH'=O 

zwei projektive Buschel (Fig. 37) 
mit den Scheitelpunkten 5 und 5'. 

Fig. 37. 

Zwei demselben Wert 'A ent­
sprechende Strahlen seien 1 und 1'. 
Fur ihren Schnittpunkt (1, 1') be­
steht die (durch Elimination von 'A 
sich ergebende) Gleichung 

(36) GH'-G'H = O. 

Dieselbe Gleichung besteht fUr den 
Schnittpunkt irgend zweier ent­
sprechender Strahlen. Sie ist in 
den Koordinaten x, y vom zweiten 
Grade; es gibt daher im allge­
meinen zwei Wertepaare x, y, die 
ihr und der Gleichung K = 0 einer 

Seien 

(35a) P+'AQ=O und P'+'AQ'=O 

zwei projektive Punktreihen auf 
den Geraden g und g' (Fig. 38). 

Zwei demselben Wert 'A ent­
sprechende Punkte seien Lund L'. 
Fur ihre Verbindungslinie besteht 
die (durch Elimination von 'A sich 
ergebende) Gleichung 

(36a) PQ'- P'Q = O. 

Dieselbe Gleichung besteht fur die 
Verbindungslinie irgend zweier ent­
sprechender Punkte. Sie ist in den 
Koordinaten u, v vom zweiten 
Grade; es gibt daher im allge­
meinen zwei Wertepaare u, v, die 
ihr und der Gleichung R = 0 eines 

1) Der Gedanke, projektive Elementargebilde zur Erzeugung von Kurven 
zu benutzen. stammt von J. Steiner. 
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beliebigen Geraden genugen. So­
mit folgt: 

Zwei profektive Strahlenbiischel 
erzeugen durch die Schnittpunkte 
entsprechender Strahlen einenPunkt­
ort von der Art, dafJ eine beliebige 
Gerade zwei Punkte von ihm enthiilt. 

beliebigen Punktes genugen, und 
so folgt: 

Zwei profektive Punktreihen er­
zeugen durch die Verbindungslinien 
entsprechender Punkte einen Strah­
lenort von der Art, dafJ durch einen 
beliebigen Punkt zwei seiner Strahlen 
hindurchgehen. 

Analog gilt auch umgekehrt: Analog gilt auch umgekehrt: 
Geht man von der Gleichung (36) Geht man von der Gleichung (36a) 
aus, so kann man zu ihr zwei pro- aus, so kann man zu ihr zwei pro­
jektive Buschel, wie (35) sie dar- jektive Punktreihen, wie (35 a) sie 
stelit, angeben. darstelit, angeben. 

Ein Sonderfall tritt ein, wenn in den Buscheln (35) die Verbindungs­
linie beider Buschelzentra sich selbst entspricht; wir konnen sie dann 
als Grundstrahl h = h' wahlen, und die Buschelgleichungen lauten 

G + }. H = 0, G' + J.. H = 0 . 

Fur den Ort der Schnittpunkte der Strahlen 1, l' folgt dann 

(37) (G-G')H=o; 

er zerfallt in die Gerade H = 0 und die Gerade G - G' = 0 als den 
eigentlichen Ortl). Die Schnittpunkte (1,1') der von h verschiedenen 
Strahlenpaare erfiillen also eine Gerade. Sie heiBt Perspektivitiitsachse 
(perspektivische Lage beider Buschel). 

Das analoge gilt fur projektive Punktreihen, wenn der Schnitt~ 
punkt ihrer Trager sich selbst entspricht. Die Verbindungslinien ent­
sprechender Punkte laufen dann samtlich durch denselben Punkt 
(Perspektivitatszentrum), die Punktreihen liegen wiederum perspektivisch. 

Man zeige, daB die Fig. 33 des Desarguesschen Satzes (S. 62) beiden vor­
stehenden Sonderfallen entspricht; als Scheitel der projektiven Biischel kann 
man B und B' wahlen, als Trager der projektiven Punktreihen AC und A'C'. 
S und s sind Zentrum und Achse der Perspektivitat. Welches sind die zugehorigen 
projektiven Beziehungen? 

§ 8. Doppelverhaltniskoordinaten. 
Die f olgenden Betrachtungen sollen die geometrische Bedeutung der 

analytisc hen Entwicklungen von § 6 darlegen. Bisher bestimmten wir 
einen Punkt P einer Geraden durch seinen Abstand OP = x von einem 
beliebig gewahlten Anfangspunkt 0; er mag seine elementare (kartesische) 
Roordinate heiBen. 1m Sinn von Rap. II (S. 9) HiBt sich aber auch 
das Teilungsverhaltnis Jl = (A B P) (bei festem A und B) und ebenso 
auch das Doppelverhaltnis J.. = (A B PQ) (bei festem A, B, Q) als 

1) J eder Punkt von H = 0 gehort den zwei en tsprechenden Strahlen h = -h' an; 

Schoenflies, Analytische Geometrie. 6 
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Koordinate von P ansehen; denn P und fl, ebenso P und A, sind ein­
eindeutig aufeinander bezogen, und wenn P die Gerade durchHiuft, 
so durchlaufen fl und A das gesamte Zahlenkontinuum. Dies wollen wir 
nunmehr naher verfolgen. 

Die Beziehung zwischen x, fl, A ist durch folgende Gleichungen ge­
kennzeichnet. Fur OA = a und OB = b ist 

(38) 
AP x- a 

fl=BP=x-b' also 

es hangen also x und fl durch eine lineare Substitution miteinander 
zusammen; nach § 3 folgt daher fiir vier Punkte P 1> P 2' P 3' P 4 

(39) (P P P P) = (Xl - Xa) (X2 - x4) = (PI - Pa) (P2 - (4) 

1 2 3 4 (X2 - Xa) (Xl - X4) (P2 - Pa) (PI - (4) • 

Ebenso besteht auch zwischen A und x eine line are Substitution; denn 
man hat, wenn OQ = q ist, 

(40) A _ AP ~Q. _ (x - a) (q - b) 
- BP. A Q - (x - b) (q - a) • 

Die Gleichung (39) besteht also auch ffir die Ai. Das analoge gilt fUr 
den Strahlenbiischel; auch bei ihm konnen wir das Teilungsverhaltnis 
(abp) und das Doppelverhiiltnis (abpq) als Koordinaten des Strahles p 
auffassen, und es iibertragt sich auch auf sie die Gleichung (39). 

Damit ist die geometrische Erklarung dafUr vorhanden, daB sich 
das D v von vier Strahlen und vier Punkten in den Formeln von § 6 
sowohl durch die Xi wie die fli und die 1i in derselben Weise ausdriickt, 
und zwar so, wie es der Gleichung (39) entspricht. Dem so erlangten 
Resultat geben wir durch zwei Satze Ausdruck; einen mehr formalen 
und einen tieferen. Sie lauten: 

1. Kennt man das D v von vier Punkten Pi zu drei festen Punk­
ten A,B,Q, UIid ist (ABPiQ) = Ai, so bestimmt sich das Dv von 
vier beliebigen Punkten Pi durch 

(41) (P P P P) = (AI - )'3) (A2 - At) 
1 2 3 4 (A2 - Aa) (AI - A4) • 

2. Das D v von vier Punkten einer Geraden driickt sich in den drei 
Koordinaten x, A, fl in iibereinstimmender Weise aus. 

Endlich zeigen wir noch, in welcher besonderen Form sich die in 
den Gleichungen von § 6 auftretenden analytischen Parameter als D v 
darstellen lassen. Der fUr den Strahlenbiischel benutzte Parameter A 
hat den Wert (S.43) 

A = _ V A 2 + B2 sin (g h) 

VA/2 + B/2 sin (g'h) 

fUr g und g' als Grundstrahlen des Biischels; es erscheint also A zunachst 
als Produkt aus dem Teilungsverhaltnis in eine fUr alle Strahlen 
konstante GroBe. Dies Produkt laBt sich folgendermaBen in ein D v 
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verwandeln. GemaB der eineindeutigen Beziehung zwischen Teilungs­
verhaltnis und den Biischelstrahlen kann man einen Strahl q bestimmen, 
fUr den 

(42) 

ist; man findet also 

v~ _ 1 . sin (g-1l 
VA'2 + B'2 - . sin (glq) 

l _ sin (g lI) • sin (g q) 
(43) - sin (g'll) • sin (g'q) 

und hat so ~ als D v (g g'h q) dargestellt. Filit h mit g, g', q zusammen, 
so hat l die Werte 0,00, 1; man nennt daher q den Einheitsstrahl. 

Ebenso ist es fUr die dualen Verhrutnisse einer Punktreihe. Bei 
ihr hat - fUr A und B als Grundpunkte - der Parameter l den Wert 
(S. 59) C' AP 

l = C" • BP 

und erscheint daher ebenfalls als Produkt eines Teilungsverhrutnisses 
und einer Konstanten. Wir bestimmen wieder einen Punkt Q durch 

C' AQ 
(44) C" = 1 : BQ 

und finden 

(45) 
AP AQ 

l = Bp: BQ = (ABPQ); 

fUr l = 0,00,1 filit P mit A, B, Q zusammen, Q ist daher wieder der 
Einheitspunkt. 

Der so gedeutete Parameter list es, den man als Doppelverhiiltnis­
koordinate oder proiektive Koordinate bezeichnet. 

6* 



Aehtes Kapitel. 

Homogene Koordinaten. 
§ 1. Homogene kartesische Punktkoordinaten. 

Urn den "Obergang von den gewahnliehen Koordinaten zu den 
projektiven auszufiihren, nimmt man zweekmaBig eine reehnerisehe 
Vervollkommnung des analytisehen Apparats vor; sie besteht in der 
homogenen Darstellung der Koordinatenwerte. Statt der GraBen x, y 
fiihren wir zunaehst drei GraBen x', y', z' so ein, daB ihre Verhiilt­
nisse den Punkt P(x, y) in derselben Weise festlegen, wie es x und y 
seIber tun. Dazu setzen wir 

(1) 
x' y' 

x =" y = -" also x: y: 1 = x': y': z', z z 

dann soIl jedes solche Wertsystem x', y', z' ein Tripel homogener Koordi­
naten des Punktes (x, y) heiBen. Einem Tripel x', y', z' (mit z' < 0) ent­
spricht ein Wertepaar x, y, also ein Punkt P; einem Punkt P entspreehen 
aber jetzt unendlich viele gleichberechtigte Zahlentripel x': y': z',' 
die samtlieh in demselben Verhiiltnis zueinander stehen; jedes geht aus 
irgendeinem durch Multiplikation mit einem Proportionalitatsfaktor 
hervor. Dem Punkt x = 2, Y = -3 kommt sowohl das Tripel 2, -3, 1, 
wie 4, -6,2 oder -40,60, -20 usw. zu; man kann also allgemein 

(1a) X=(!X, y'=(!y, z'=(!·1 

setzen, wo (! der Proportionalitatsfaktor ist. 
Den homogenen Koordinaten kommt eine algebraiseh wichtige 

Eigenart zu, sie lassen eine Gleichung in x, y in eine homogene Gleichung 
in x', y', z' ubergehen. Die allgemeine Gleichung einer Geraden lautet 
fur sie 

Ax'+ By'+ Cz'= 0, 

die allgemeine Gleichung zweiten Grades erhalt analog die Form 

ax'2+ by'2+ CZ'2+ 2dx'y'+ 2ex'z'+ 2ty'z' = ° 
usw. Wenn einer solchen Gleiehung irgendein Tripel x', y', z' geniigt, 
so tut es auch jedes zu ihm proportionale, und das sind wieder alle, 
die einem und demselben Punkt P zugeharen. 
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Endliche Werte von x und y fuhren nur zu solchen Tripeln x', y', z', 
fur die z' ;C 0 ist. Was aber tritt ein, wenn z' = 0 ist? Dann bestimmt 
das Tripel x', y', z' einen der S. 4 eingefUhrten uneigentlichen Punkte Pool ). 

Es folgt dies ohne weiteres aus den Fonneln von S. 25, die den Teil­
punkt P einer Strecke P1P2 liefern. Fur ihn ist 

(2) 

und wenn (Xl Yl) von (X2 Yll) verschieden ist, so ergibt sich fUr C' = 0 
notwendig f-l = 1. Das aber ist der Wert von It, dem der Punkt Poo 
entspricht. Die geometrische Bedeutung der homogenen Koordinaten 
ist also die, daB sie die in Kap. I eingefiihrten uneigentlichen Punkte 
als analytisch gleichberechtigte Punkte erscheinen laBt. 

Den Gleichungen 

(3) X' = 0, y' = 0, z' = 0 

muB als Gleichungen ersten Grades - je eine Gerade entsprechen. 
Fur x' = 0 ist es die y-Achse, fur y' = 0 die x-Achse. Der Gleichung z' = 0 
entsprechen, wie wir eben sahen, die Punkte P 00; wir werden also 
analytisch darauf gefiihrt, den Ort aller Punkte P 00 einer Ebene als 
eine Gerade goo aufzufassen (unendlichlerne oder uneigentliche Gerade). 
Von anderen Erwagungen aus ist auch die reine Geometrie zu dieser 
Vorstellung gelangP), ihre Bedeutung und ihr Nutzen werden im Laufe 
dieses Kapitels mehr und mehr hervortreten. 

Die Gerade goo bildet (Fig. 39) zusammen mit der x- und y-Achse 
ein der Koordinatenbestimmung zugrunde Yoo 

liegendes Koordinatendreieck. Seine Ecken 
sind 0 und die Punkte Y 00 und X 00 der y-
und x-Achse; und zwar sind (in einfachster 
Schrei bweise) o 00 

0, 0, 1; 0, 1, 0; 1, 0, 0 Fig. 39. 
die Koordinaten dieser drei Punkte. 

Dies hat wichtige analytische und geometrische Konsequenzen; 
hier sollen zunachst die folgenden genannt werden: 

1. Die zur x- und y-Achse parallelen Geraden x = A, y = fl erhalten 
jetzt die Gleichungen 

x' - A Z' = 0, y' - f-l z' = 0; 

sie zeigen unmittelbar, daB die erste alle Geraden darstellt, die durch 
x' = 0, z' = 0 gehen, also durch den Punkt Y 00, ebenso die zweite 
alle Geraden durch y' = 0, z' = 0, also durch Xoo. 

1) Das Tripel 0, 0, ° als Koordinatentripel ist ausgeschlossen. 
2) Dies geschah urn 1750 fiir die Zwecke der zeichnerischen Darstellung. 
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2. Die Gleichungen zweier paralleler Geraden nehmen jetzt die 
Form 

Ax'+By'+Cz' = 0, Ax'+ By'+ C'z'= 0;, (C'~C) 

an. Durch Subtraktion erhalten wir 

(C - C')z' = 0 oder z' = 0, 

und dies ist eine Gleichung, die fiir den gemeinsamen Punkt beider 
Geraden gilt; sie zeigt, daB er auf goo liegtl). 

3. Die Gerade goo erscheint geometrisch als Grenzlage jeder Ge­
raden g, die parallel mit sich ins Unendliche riickt. Dies bestatigen 
die Formeln von S.4O. GemaB Formel (15) ist sie auch zu jeder Ge­
raden g senkrecht; endlich zeigt (14), daB ihr Winkel mit irgendeiner 
Geraden g einen bestimmten Wert nicht besitzt. 

(4) 

§ 2. Homogene kartesische Linienkoordinaten. 

Urn homogene Linienkoordinaten einzufiihren, setzen wir 
u' 

u=w' , 
v' 

V = w" u: v : 1 = u /: v' : w' 

oder auch 

(4a) u'=au, v'=av, w'=a·1; 

jedem Tripe! u', v', w' (w' ~ 0) entspricht dann ein endliches Wertepaar 
U, v, also eine Gerade g, wahrend jeder Geraden wieder unendlich viele 
einander proportionale Tripel entsprechen. Der "Obergang zu den 
homogenen Koordinaten klart zunachst wieder die bisher ausge­
schlossenen Hille auf; wegen U = -1!a, v = -1!b sind u = 0 und 
v = 0 die Koordinaten der uneigentlichen Geraden goo. Weiter folgt 
aus (4) 

U " v" w' = .!. . .!.. -1' •. a • b • , 

den Gleichungen 
u' = 0, v' = 0, w' = 0 

entsprechen daher (Fig. 39) die Punkte Xoo , Y 00 und 0 des Koordinaten­
dreiecks. Die Gleichung w' = 0 bedingt namlich unendlichgroBe Werte 
von u und v, also a = 0 und b = O. Den drei Seiten des Koordinaten­
dreiecks kommen mithin die Koordinaten 

0, 0, 1 ; 0, 1, 0; 1, 0, 0 

ZU, und zwar sind 0, 0, 1 Koordinaten von goo, 0, 1, 0 die der x-Achse, 
1,0,0 die der y-Achse 2) • 

. 1) Dem S. 35 zurftckgestellten Fall A = 0, B = ° entspricht also die Ge­
rade goo' 

2) Das Tripel u' = 0, v' = 0, w' = 0 ist als Koordinatentripel wieder aus­
geschlossen. 
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In homogenen Koordinaten erhalt die Gleichung des Punktes die 
Form 
(5) Au' + Bv' + Cw' = 0, 

als Bedingung der vereinigten Lage fiir (x', y', z') und (u', v', w') er­
gibt sich 
(5 a) u'x' + v'y' + w'z' = o. 

Anstatt der bisher benutzten (vorlaufigen) Bezeichnungen x', y', z' 
und u', v', w' sollen die homogenen Koordinaten von nun an einfacher 
durch 

x, y, z; u, v, w 

bezeichnet werden. Den Ubergang zu nicht homogenen Koordinaten 
kann man so vollziehen, daB man z = 1 und w = 1 setzt; analog geht 
man von den nichthomogenen Koordinaten zu den homogenen tiber, 
indem man x, y, u, v durch x/z, y/z, u/w, v/w ersetzt und dann die Nenner 
durch Hinaufmultiplizieren beseitigt. 

Die Bedingung (5 a) der vereinigten Lage fiir Punkt und Gerade 
lautet dann 
(5 b) ux+vy+wz=O; 

sie fiihrt zu folgender dualistischen F olgerung: 

1st A x + By + C z = 0 die 1st Au + B v + C w = 0 die 
Gleichung einer Geraden, so gilt Gleichung eines Punktes, so gilt 
fiir ihre homogenen Koordinaten fiir seine homogenen Koordinaten 

u:v:w=A:B:C; x:y:z=A:B:C; 

A, B, C sind also direkt ihre Ko- A, B, C sind also direkt seine Ko-
ordinaten. ordinaten. 

Es sollen noch die Formeln abgeleitet werden, die dem Teilungs­
verhaltnis einer Strecke oder eines Winkels entsprechen. Fiir den 
Punkt P(x,y), der die Strecke P 1P 2 im Verhaltnis ft teilt, fanden wir 

x = Xl -PX2 , Y _ Yl-PY2. PlP 
1-p - 1 -P , ft = P 2 P . 

Die Einfiihrung homogener Koordinaten ergibt 
X Xl/Zl -P X2!Z2 Y Yl!Zl - P Y2{z2 

Z 1-p Z 1-p 

und dies laBt sich in 
x Xl - PX2 • Zl!Z2 Y Yl - PY2 • Zl!Z2 

Z Zl - fl Z2 • Zl!Z2 
, 

Z Zl - fl Z2 • Zl!Z2 

iiberfiihren. Setzen wir noch ftZl/Z2 = ft', so erhalten wir 

(6) x: y: z = (Xl - ,UX2): (YI - ft'Y2): (Zl - ft'Z2); ! = ft Zl/Z2· 

Die Konstante ft' ist also dem Teilungsverhaltnis ft in der Weise pro­
portional, daB der Faktor Zl: Z2 nur von den Punkten Pl und P'I, ab­
hangt und damit fiir alle Teilungspunkte P derselbe ist. 
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Analoge Formeln ergeben sich fiir eine Gerade h, die den Winkel (gigs) 
in einem gegebenen Verhaltnis teilt. Aus den Gleichungen (17) von S.59 
folgert man ebenso 

(7) u: v: W = (Ul - f.1/ us) : (VI - p'vs): (WI - p'ws), 

und es ist auch hier p' in dem vorstehend dargelegten Sinne dem 
TeilungsverhaItnis (gl gs h) proportional. 

Beispiel. Von den Gleichungen Au + Bv = O. Au + Cw = O. Bv + Cw = 0 
stellt die erste einen Punkt auf goo dar. die zweite einen Punkt der x-Achse. 
die dritte einen der y-Achse. 

§ 3. Lineare projektive Koordinaten. 
Seien Al und As zwei Punkte einer Geraden - sie sollen wieder 

Grundpunkte heiBen - und P ein beliebiger Punkt von ihr. Wir sahen 
(S. 81), daB wir das TeilungsverhaItnis (AI AsP) als Koordinate von P 
auffassen konnen; dies gilt auch noch, wenn wir es mit einer Konstanten 
multiplizieren. Diesem Gedanken wollen wir jetzt analytischen Aus­
druck geben. 

Sei 0 P = x, und seien "1 und "2 beliebige Konstan ten; ferner 
mogen Xl' X 2 zwei Zahlen sein, so daB (Fig. 40) 

(8) 

ist, so entspricht jedem Zahlenpaar Xl> Xa eindeutig ein Punkt P der 

o Iff 

Fig. 40. 

112 P 
Geraden; umgekehrt gehoren zu jedem Punkt 
unendlich viele Zahlenpaare von gleichem Ver­
haItnis. Damit ist auf der Geraden eine allge­
meine homogene Koordinatenbestimmung ein­

gefiihrt. Sie hat folgende evidente Eigenschaften: 

1. GemW der Definition sind die Koordinaten Xl und Xs den mit 
je einer Konstante "1 und "2 multiplizierten Abstanden Al P und A2 P 
proportional. 

(9) 

2. Wir konnen diese Proportionalitat durch die Gleichungen 

(! Xl = "1(X - al)' (! X2 = "s(X - as) 

ausdriicken; darin bedeutet (! einen Proportionalitatsfaktor in dem 
Sjnne, daB es zu jedem einzelnen Wertepaar Xl' Xs einen gewissen Wert (! 
gibt, der die Gleichungen (9) erfiilltl). 

3. Der Wert Xl = 0 liefert den Punkt AI, ebenso X 2 = 0 den 
Punkt As. Der Punkt Poo ist kein ausgezeichneter Punkt mehr; fiir 
ihn ist Xl: Xs = "1 : "a . 

1) Das Paar Xl = 0, XI = 0 ist ausgeschlossen. 
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4. Die Gleichung (8) Hi.Bt sich in die Form 

(10) Xl "1 X - a 1 "1 

X 2 "2 X - a2 "2 

setzen; daraus folgt 

(10a) 

es druckt sich also Xl: X 2 mitte1s einer linearen Substitution (deren 
Determinante nicht Null ist) durch X aus; analog auch X durch Xl 

und X 2. Es wird aber auch durch jede line are Substitution 

Xl OI.x+fl 0I.1 X1 +0I.2 X 2 

X 2 r X + ~' X = (11 Xl + fl2X~ , 

deren Determinante nicht verschwindet, eine homogene Koordinaten­
beziehung begrundet; da wir in diesem Fall at> a2 und Xl : X 2 aus den 
Substitutionskoeffizienten berechnen k6nnen. 

5. Wir bestimmen noch den Einheitspunkt (S. 83), fur den 
Xl : X 2 = 1 ist, und der jetzt E heiBen solI. GemaB Gleichung (8) be­
stimmt er sich durch 

(11) 

Fiihren wir ihn in (8) ein, so wird 

(12) 

Es nimmt also Xl: x 2 die Bedeutung eines Dv und damit einer projektiven 
Koordinate an; sie erhalt die Werte 0,00, 1, wenn P in die Punkte 
AI' A 2, E faUt. Durch diese drei Punkte, ist gemaB (12) die Koordinaten­
bestimmung eindeutig festgelegt. 

6. Die Gleichung 
xl-lx2 = 0 

steUt gemaB (12) den Punkt P dar, fUr den (A I A 2 P E) = 1 ist. 
ferner P und Q zwei Punkte der Geraden, fUr die 

(A IA 2 PE) = 1 und (AIA2QE) = Jl 

Sind 

ist, so folgt aus Gleichung (5) und (8) von S.66 (A I A 2 PQ) = 1: Jl; 
d. h. das D v der vier Punkte 

Xl = 0, X..! = 0, Xl - 1 x2 = 0, Xl - Jl x2 = 0 

hat den Wert A. : Jl. Diese Beispiele mogen ein Beleg fUr die an sich 
evidente Tatsache sein, daB alle friiher abgeleiteten Resultate, die sich 
auf Dv-Werte beziehen, fur die homogenen Koordinaten in gleicher 
Form bestehen bleiben. 

7. Die gewohnliche Koordinatenbestimmung OP = X laBt sich in 
die hier dargestellte einordnen. Wird auch fUr sie ein Einheitspunkt E 
durch OE = 1 eingefUhrt, so ist 

(13) X = OP :OE = (0 P oo PE) . 
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Damit ist auch x als Dv dargestellt und zugleich die element are MaB­
bestimmung als Sonderfall der projektiven erkannt. 

Urn die vorstehende homogene Koordinatenbestimmung auf die 
Strahlen eines Strahlbuschels zu ubertragen, legen wir zwei Strahlen gl 
und g2 als feste Strahlen zugrunde (GrundstrahIen). 1st h ein beliebiger 
Strahl und sind II und I2 die von einem seiner Punkte auf gl und g2 
geHillten Lote, so k6nnen wir ihm ejn Zahlenpaar u l , U 2 so zu­
weisen, daB 

(14) 

ist; fUr "1 und "2 als beliebig gewahlte Konstanten. Wenn wir wieder 
einen Einheitsstrahl e so annehmen, daB fUr ihn u l : U 2 = 1 ist, also 

sin (gl e) X 2 

(14a) (gl g2 e) = sin(g2 e) = Xl ' 

so wandelt sich die Definition (14) in 

(14b) Ul = sin(glh) . sin (gle) = ( he) 
U2 sin (g2 h) . sin (g2 e) gl g2 , 

und es ist Ul : U 2 wiederum in Form eines D v dargestellt. Analog 
ubertragen sich die tibrigen Resultate. Die Gleichungen Ul = 0, U 2 = ° 
stellen die Strahlen gl und g2 dar, der Gleichung 

ul - AU2 = ° 
entspricht der Strahl h, fUr den (gl g2 h e) = A ist usw. 

Die homogenen Koordinaten xl> X 2 und Ul> u2 stehen auch unter­
einander in enger Beziehung. Wir schneiden (Fig. 41) den Buschel 
durch eine Gerade g; ihre Schnittpunkte mit den Strahlen gl> g2' h, e seien 

Fig. 41. 

nach dem Satz des Pappus 

(15) 

Gl> G2, H, E. Wir nehmen Gl und G2 

als Grundpunkte homogener Koordinaten 
und E als Einheitspunkt; es ist dann 

Xl: X 2 = (Gl G2 H E) . 

AuBerdem ist fUr jeden Punkt der Ge­
raden h, also auch ftir den Punkt H 

Ul :U2 = (glg2 he); 

(S. 67) ist daher 

Wir dtirfen dies kurz so ausdrucken, daB sich die Koordinatenwerte 
im Strahlbuschel durch Profektion unmittelbar aut die Gerade ubertragen. 

§ 4. Anwendungen der linearen projektiven Koordinaten. 
1. Wir beginnen mit der EinfUhrung einer neuen Bezeichnung. Den 

Punkt mit den Koordinaten ~l: ~2 nennen wir auch den Punkt (~); 
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wir driicken es durch die Gleichung 

Xl: X 2 = $1: $2; Xl $2 - X 2 $1 = 0 

aus. Kiirzer verwenden wir dafiir das Determinantensymbol (Anhang 2) 

(16) (x$)=O. 

DaB zwei Punkte (~) und (1]) identisch sind, driickt sich also durch 
($1]) = 0 aus. Dieses Symbol geht auch in den Ausdruck des D vein. 
Sind Pi, qi' ri, Si die Koordinaten der Punkte P, Q, R, 5, so folgt auf 
Grund der projektiven Bedeutung unserer Koordinaten aus Gleichung (39) 
von S. 82 zunachst 

(PQRS) = (Pl. _~) (fl! _~) : (fl! _~) (PI _~) 
P2 r 2 q2 . 52 q2 r 2 P2 52 

und daraus weiter 
(16a) (PQRS) = (Pl r2-P2 rl) (qI 52-q2 51) = ~pr)(q5). 

(ql r2 - q2 rl ) (P1 52 - P2 51) (q r) (P 5) 

2. Eine lineare Gleichung 

( 17) al Xl + a2 x2 = 0 

stellt einen Punkt dar, namlich den Punkt Xl: X 2 = - a2 : al . Eine 
gleich Null gesetzte quadratische Form 

(18) t(x) = an xi + 2 a12 Xl X 2 + a22 X~ = 0 

hat als Wurzeln ein Punktepaar. Es bestehe aus den Punkten ($) 
und (1]). Durch Zerlegung der quadratischen Form in ihre beiden 
Linearfaktoren entsteht dann gemaB (16) die Gleichung 

(18a) e(x$) (X 1]) = an xi + 2a12 xl x2 + a22 x§ = 0, 

und es ist 

e~21]2=al1' e(~11]2+~21]1) =-2aI2 , e~117t=a22· 

Die Gleichungen (x $) = 0 und (x 1]) = 0 liefem die beiden Punkte des 
Paares. Sie sind identisch, falls die Diskriminante au a22 - a~ = 0 ist. 

Werde durch 
<p(x) = bu xi + 2 bl2 Xl X 2 + b22 X~ = 0 

ein zweites Punktepaar dargestellt; die Bedingung, daB beide Paare 
harmonisch sind, laBt sich unmittelbar den analogen Betrachtungen 
von S. 69 entnehmen. Sie lautet also 

(18b) an b22 - 2 a12 b12 + a 22 bn = o. 
3· Seien Bv B2 die Grundpunkte neuer projektiver Koordinaten Yi. 

Nach § 3 stellt sich Yl: Y2 linear durch X dar, ebenso auch X durch 
Xl : X 2 , es driickt sich also auch Yt: Y2 linear durch Xl: X 2 aus. Auf 
derselben Grundlage folgt, daB jede lineare Substitution, deren 
Determinante nicht Null ist, einer Koordinatentransformation ent­
spricht. 
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In homogener Schreibweise sei sie durch 

(19) aY1 = an Xl + a12 xS, ays = aS1 x1 + aSSxs 

dargestellt. Die geometrische Bedeutung der Koeffizienten ist leicht zu 
erkennen. Der Punkt B1 hat die Gleichung Y1 = 0, also in den Koordi­
naten Xi die Gleichung an Xl + a1S xS = 0; ebenso ist aS1 x1 + aSS x2 = 0 
die Gleichung von B2. Die Determinante an aS2 - a12 aS1 ist fur eine 
eigentliche Koordinatentransformation notwendig von Null verschieden. 
Die auflosenden Gleichungen sind dann 

(19a) eX1 = a2s Y1 - a12 Y2, exs = -a2l Y1 + an Y2' 
4. Sei die Gleichung eines Punktes in den X, und y, dargestellt durch 

~X1 + USX2 = 0 und V1Y1 + v2Ys = 0, 

so daB -us: u1 und -'112: '111 seine Koordinaten sind. Alsdann er­
geben sich fiir sie aus (19) die folgenden Transformationsformeln: 

(19b) e'u1 = an '111 + a2l vS' e'us = a12 '111 + a22 '112 ; 

ihre Auflosungen sind 

(19c) a'v1 = aa2 u1 - aS1 u2, a'v2 = - a12 u1 + an us· 

Die Gleichungen (19b) und (19c) stellen gemaB Anhang 34a die transpo­
nierte Substitution zu (19) und (19a) dar; die Formeln, die u, durch Vi 

ausdriicken, sind kontragredient zu denen, die y, durch Xi ausdriicken . 

. 5. Eine der wichtigsten Aufgaben ist die, die neuen Variablen Yl 
und Y2 so einzufiihren, daB die Form (18) in eine Summe von Quadraten 
iibergeht, also in eine Form 

(20) P1Yt + P2 y~ = O. 

Dies ist an sich (Anhang 41) auf mannigfache Weise moglich; hier 
solI zunachst die geometrische Bedeutung der Transformation dar­
gelegt werden. Seien die Wurzelpunkte P1 und P 2 von (18) insbesondere 
reell, es haben dann P1 und P2 verschiedenes Zeichen; wir diirfen P1 = ~, 
Ps = -p~ setzen, und die vorstehende Gleichung spaltet sich in 

(20a) (PSY1 - P1YS) (PsY1 + P1Y2) = O. 

Sie zeigt, daB (S. 77) die beiden von ihr dargestellten Punkte zu Yl = 0 
und Y2 = 0 harmonisch sind. Die Einfiihrung von Y1 und Ys geschieht 
also so, daB die Grundpunkte B1, Bs und die Wurzelpunkte PI' P2 

zwei harmonische Paare bilden1). 

6. Hieraus flieBt eine wichtige Folgerung. Sei wieder 

(20 b) 91(x) = bn~ + 2 b12 Xl X2 + b2S~ = 0 

eine zweite quadratische Form; ihre Wurzelpunkte seien Q1' Qs' Nun 
gibt es (S. 68) ein Punktepaar B1, Bs. das sowohl zu Pl' PI wie zu 
Ql' Q2 harmonisch ist; daher lassen sich zwei Punkte Bl und Bs als 

1) In der Tat ist auch (18b) erfiillt. 
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Grundpunkte fUr Yl und Y2 so einfUhren, daB beide Formen in den Yi 
aus der Summe zweier quadratischen Glieier bestehen. 

Um dies auszufUhren, kniipfen wir an einen S. 70 bewiesenen 
Satz an. Aus ihm folgt, daB zugleich mit PI' P 2 und Ql> Q2 auch jedes 
Wurzelpaar der Gleichung 

(21) (an xi + 2 a12 Xl X2 + a22 X~) + A(bn xi + 2 b12 Xl X2 + b22 X~) = 0 

zu Bl und B2 harmonisch liegt. Der Gesamtheit dieser Paare gehCirt 
aber auch jeder der beiden Punkte BI und B2 (doppelt gerechnet) an; 
soil die vorstehende Gleichung diese Punkte darsteIlen, so muB sie 
sich auf ein Quadrat einer einzigen Linearform reduzieren und ihre 
Diskriminante Null sein (Anhang 42a). Dies liefert die Gleichung 

(22) I 
an + A bn , 
a12 + A b12 , 

Sie ist eine quadratische Gleichung in A; seien Al und A2 ihre Wurzeln. 
Die Lineariormen, auf deren Quadrat sie sich reduziert, lauten dann 
(Anhang 43 a) fUr Ai = Al oder A2 

(an + Ai bn ) Xl + (a12 + Ai b12 x2) = 0 
Qder auch 

(a12 + Ai b12) Xl + (a 22 + Ai b22 x2) = O. 

Diese Gleichungen entsprechen den Punkten BI und B 2 ; die gesuchte 
Transformation kann daher durch die Gleichungen 

{ 
0Yl = (all + Al bn ) Xl + (ala + Al bd x2 , 

(23) 
0Y2 = (al2 + A2 b]2) Xl + (a 22 + A2 bd X2 

dargestellt werden. 1hre rechten Seiten sind zugleich die beiden Linear­
formen, in deren Quadrat I + Ai cP - von einem eventuellen Faktor ab­
gesehen - iibergeht. Diesen Faktor konnen wir mit Yl und Y2 ver­
.einigen, es wird dann 

I + A] cp = yi, I + A2 C(J = yL 
und es folgt weiter 

(24) yt-y~ 
cp = A1 -A2 ' 

7. Als Ausdruck der projektiven Beziehung zweier Punktreihen er­
gibt sich zunachst die homogene bilineare Relation, die aus Gleichung (18) 
(S. 70) durch Einfiihrung von Xl: X2 hervorgeht; wir schreiben sie 

(25) fin Xl xl + fi12 Xl X2 + fi21 xl X2.+ fi22 X2 X2 = O. 

Die zugehCirige lineare Substitution setzen wir in die Form 

(25 a) Q xl = <Xn Xl + <X12 X 2 , e x2 = <X21 Xl + <X 22 X 2 • 

Von ausgearteten Beziehungen sehen wir ab, nehmen also die Determi­
nante ungleich Null an. Der Nachweis der I nvarianz der D v -Werte 
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kann auf dieser Grundlage sehr einfach geschehen. Seien Xi, Y., Zi, t, 
vier Punkte der Geraden g und x~, y~, z;, t; die entsprechenden Punkte 
auf g'. Dann driicken sich die beiden Dv-Werte (S.91) durch 

( ) (x z) (y t) (x" z' t') = (x' z') (Y't' ) 
xy zt = (y z) (x t)' Y (y'Z/) (X't' ) 

aus. Nun ist nach dem Determinantenmuitiplikationssatz (Anhang 19) 

e2(x'z') = lexl ex2/ = !1Xu X1 + 1X12X2 1X21Xl+1X22Xzl = l1Xu 
Ie ~ e %2 !1XU ZI + 1X12ZZ 1X21Z1 + 1XzzZZ iX21 

1X1Z I. I Xl X21' 
1XzZ 1 Zl Z2 

und daraus folgt 

(26) (xyzt) = (x'y'z't'). 

8. Urn die Doppelpunkte vereinigt liegender projektiver Punkt­
reihen zu ermitteln, nehmen wir fiir Xl: X2 und x{ : x~ wieder dieselben 
Grundpunkte und denselben Einheitspunkt an. Die Doppelpunkte sind 
dann durch Xl: X2 = xl : X~ gegeben. Die Gleichungen (24) miissen also 
richtig sein, wenn wir xl und x2 durch Xl und X 2 ersetzen. Freilich 
braucbt dies nicht fiir beliebiges e erfi.ilit zu sein; es muB aber (S.88) 
gewisse Werte e geben, fiir die es der Fall ist. Fiir solches e miissen 
also die Gleichungen 

(27) (1Xu - e) Xl + iX1Z X2 = ° 
iX2l XI + (1X22 - e) x2 = 0' 

also I1X U - e 
1X21 

iX12 ! 
1
-0 

1X22 - e 
bestehen. Dies liefert zwei Werte e, und fiir sie sind die Gleichungen (27) 
durch Werte Xl' X 2 auflosbar, die nicht beide Null sind. So erhalten 
wir die den Doppelpunkten entsprechenden Koordinaten Xl: X 2 • Rech­
nerisch ergeben sie sich auch so, daB man e aus den Gleichungen (27) 
eliminiert; man erhait so die quadratische Gleichung 

(27a) iX21 Xi + (iX22 -1Xu) X I X 2 - 1X12 X§ = 0. 

9. Da eine projektive Beziehung durch drei beliebig wahlbare 
Punktepaare festgelegt ist (S. 71), so konnen wir den Punkten Xl = 0, 
x2 = Odie Punkte x{ = 0, x2 = ° zuweisen. Dies bewirkt in (23) f311 = ° 
und fJ22 = 0; die bilineare Relation lautet also einfacher 

f312 Xlx2 + f321X2X~ = 0. 

Werden als dritte Punkte auch die Einheitspunkte einander zugewiesen, 
so wird f3l2 + f321 = 0, und unsere Gleichung geht in 

Xl X2 - X2 X~ = 0; Xl : X2 = X{ : X2 
iiber. Sie sagt aus, daB - bei dieser Zuordnungsart - die projektiven 
Koordinaten entsprechender Punkte gleiche Zahlenwerte besitzen. 

Das analoge HiBt sich fiir eine involutorische Beziehung erreichen. 
Wir denken sie durch ibre beiden Doppelpunkte bestimmt und wahlen 
dazu die Punkte Xl = 0, also auch x~ = 0, und x2 = 0, also x2 = 0. 
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Fur die ihr entsprechende bilineare Relation folgt dann fll1 = fl22 = 0, 
sie lautet daher einfacher 

Xl X~ + X 2 X~ = ° oder Xl: X 2 + X~ : X~ = 0. 
Dies ist formal dieselbe Gleichung, die in gewohnlichen Koordinaten 
die Symmetrie auf der Geraden kennzeichnet (S. 74); die Punkte eines 
Paares haben entgegengesetzt gleiche D v-Koordinaten. 

10. Dem vorstehenden Resultat kommt eine tiefere projektive Be­
deutung zu. Wir wollen die projektive Beziehung zweier Geraden g 
und h als eine Abbildung auffassen; einer Punktgruppe der einen Ge­
raden entspricht also eine Bildgruppe der anderen. Fur diese Abbildung 
besteht die Invarianz der Dv-Werte; jede Eigenschaft, die in gewissen 
Dv-Beziehungen einer Punktgruppe von g zum Ausdruck kommt, wird 
sich also auf die Bildgruppe von h ubertragen. 1st auf g insbesondere 
eine projektive Beziehung ihrer Punkte aufeinander vorhanden, so ent­
spricht ihr als Abbild eine gewisse projektive Beziehung der Punkte 
von h aufeinander; einer auf g vorhandenen Involution entspri~ht eine 
Involution auf h usw. 

Wir setzen nun auf g eine Symmetrie voraus, gegeben (in gewohn­
licher MaBbestimmung) durch x + x' = 0. Weiter werde die projektive 
Beziehung zwischen g und h so hergestellt, daB den Punkten 0, 00, 1 
von g drei Punkte Av A 2, Evon h entsprechen; wir wahlen sie fUr h 
als Grundpunkte und als Einheitspunkt der MaBbestimmung, also als 
Punkte Xl = 0, x2 = 0, Xl: X 2 = 1. Der Symmetrie auf g entspricht 
dann als Abbild auf heine involutorische Beziehung mit Al und A2 
als Doppelpunkten und mit der Gleichung Xl: X 2 + X~ : X2 = 0. Wir 
kommen so wieder zu dem unter 9. abgeleiteten Resultat; die Involution 
auf h stellt sich als ein projektives Abbild der Symmetrie auf g dar, 
und zwar in der Weise, daB (auf Grund geeignet gewahlter Koordinaten) 
auf g und h dieselbe arithmetische GesetzmaI3igkeit obwaltet. 

Wir erkennen so die allgemeine Moglichkeit, Satze von projektivem 
Charakter dadurch zu gewinnen, daB wir sie zunachst fUr einen ein­
fachen Sonderfall ins Auge fassen und sie von ihm projektiv auf den 
allgemeinen Fall ubertragen. Man spricht insofern von einem Uber­
tragungsprinzip 1). 

Beispiel. Die Geraden g und g' seien projektiv so aufeinander bezogen, daB 
dem Punkt P= von g der Punkt P' von g' entspricht. Nun denken wir uns auf g' 
eine projektive Beziehung - sie miige kurz durch 1,)3' bezeichnet werden -, einer 
ihrer Doppelpunkte sei pI, der andere 0'. Auf g entspricht ihr eine projektive 
Beziehung 1,)3 mit den Doppelpunkten P = und 0, also eine ahnliche Beziehung. 

1) Involutorische Beziehungen werden deshalb (nach H. Wiener) ebenfalls 
als .. Spiegelungen" bezeichnet. Man nennt sie auch Operationen der Periode zwei 
und sagt, sie seien gemeinsam dadurch ausgezeichnet, daB ihr Quadrat gleich 1 
ist. Das bedeutet folgendes: Geht durch eine Spiegelung ein Punkt P in P' 
uber, so fuhrt dieselbe Spiegelung P' wieder nach P (also in seine Ausgangs­
stelle) zuruck. 
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Sind Q und Q1 zwei entsprechende Punkte fiir sie. so ist OQ1 = 0<. OQ; sei 01 < 1. 
Wir wollen sagen. daB Q durch ~ in Ql iibergeht. Geht analog Q1 durch ~ in Qa 
uber. so ist 

OQ2 = IXOQ1 = 1X2 0Q. 

analog ist, wenn Qa durch ~ inQa iibergeht, OQ3 = 0<30Q usw. Dabei werden sich, 
wegen IX < 1 • .die Punkte Ql> Q2' Qa, ... Qn' ... immer mehr dem Punkt 0 an­
nahem; man sagt, 0 sei der Grenzpunkt der Punktfolge {Q n } • 

Ebenso laBt sich eine Punktfolge bestimmen, die das analoge VerhaItnis 
zu p 00 hat. Wird namlich durch Q -1 der Punkt bezeichnet, der durch ~ in Q 
iibergeht, ebenso durch Q _ 2 der Punkt, der durch ~ in Q -1 iibergeht usw., so ist 

OQ_1 = 1X- 10Q, OQ_2 = 1X- 2 0Q, ... OQ_n = d-nOQ, ... 

die Lange OQ _ n wachst also mit n iiber aIle Grenzen, und es ist P = als Grenzpunkt 
der Folge {Q_ .. } anzusehen. 

Die "Ubertragung dieses Tatbestandes auf die Gerade g' liefert; Bestimmt 
man auf g' zu Q' den Punkt Q;, in den Q' durch ~' iibergeht, zu Q~ analog den 
Punkt Q~ usw., so ist der Doppelpunkt 0' der Grenzpunkt der Punktfolge {Q~} 
und ebenso P' der Grenzpunkt der Punktfolge {Q'-n}' 

§ S. Allgemeine ebene homogene Koordinaten. 

Die Verallgemeinerung der homogenen Punktkoordinaten x, Y, Z 

von § 1 erreichen wir so, daB wir als Seiten des Koordinatendreiec~s 

9z 

drei beliebige Geraden gl' g2' g3 wahlen (Fig. 42). 
Ihre Gleichungen in gew6hnlichen x, y-Koordi­
naten seien 1) 

(28) a1x+b1 Y+C1 = 0, a2 x+b2 y+c2 = 0, 

a3 x + bsY + Cs =~O. 

I 93 Da die drei Geraden ein Dreieck bilden, ist die 
Fig. 42. Determinante der ai, bi, Ci von Null verschieden 

und ebenso auch die Determinante der Unter­
determinanten Ai, B i , Ci (Anhang 19b), es ist also 

al bl c1 

D = a2 b2 c2 ~O 

as bs Cs 

und 

Die Schnittpunkte von gl> g2' gs, also die Ecken des Koordinatendreiecks, 
seien I, II, III; fur ihre Koordinaten folgt (S. 44) 

xZ:Yl:1 = A1 :B1 :C1 , XII:YII: 1 = A 2 :B2 :C2 , XIII:YIII:1 = As:Bs:C3 • 

Sind ferner Ui' Vi die Koordinaten von gi' so ist (S. 57) 

1) Es liegt nahe, homogene x, y, z-Koordinaten anzuwenden. ZweckmaBig 
setzt man spater doch z = 1. 
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Endlich sind 

Alul +Blvl + C I = 0, A 2u2 +B2v2 + C 2 = 0, A3u3 +B3V3 + C 3 = ° 
die Gleichungen der Punkte I, II, III in Linienkoordinaten. Alles dies 
sind unmittelbare Folgen der Formeln von Kap. VI, § 4. 

Seien nun PI' P2' P3 die Lote von einem Punkt P auf die Dreiecks­
seiten, so wollen wir drei Zahlen Xl' X 2 , X3 als Dreieckskoordinaten von P 
bezeichnen, wenn sie (fUr Xl' X 2 , X3 als beliebig gewahlte Konstanten) 
die Proportion 

(29) 

erfUllen; WIr schreiben sie wieder kurzer in der Form 

(29a) 

Urn dies als eine zulassige Koordinatenbestimmung zu erweisen, 
ist zu zeigen, daB zwischen den Punkten P und den Tripeln Xi die in 
§ 1 geschilderte Beziehung obwaltet. Dazu benutzen wir die Normal­
gleichungen der Geraden gl' g2' g3; sie seien 

Ndx,y) = 0, N 2 (x,y) = 0, N 3 (x,y) = 0; 

mit ihrer Hilfe nimmt die definierende Gleichung (29a) die Form 

I]xi = xiN;(x, y) 
an. Nun ist aber (S.39) 

N. (x ) = t/iX .+ biy + Ci 
, ,y / 2 + b2 ' 1 ai i 

also 

fa; + b~Ndx, y) = ai x + biy + Ci' 

Wahlen wir nun Xi = fa; + b7, so erhalten wir 

II] Xl = a l X + bl Y + ci 

(30) I]X2 = a2 x + b2 y + c2 

I] X3 = aa x + b3 Y + ca . 

Damit haben wir Xv x2, xa durch x, Y ausgedruckt. Jedem Wertepaar x, Y 
und damit jedem Punkt P entspricht also eindeutig ein Tripel Xl: X 2 : Xa' 

Urn auch das umgekehrte zu zeigen, losen wir die vorstehenden Glei­
chungen nach x, y, 1 auf; wegen D ~ ° ist dies moglich. Wir erhalten, 
wenn g' wiederum ein Proportionalitatsfaktor ist (wie Anhang 27), 

Ix = g:(Alxl + A 2 x2 + A3X3)' 
(31) y = g (BlXl + B 2 x2 + B3 Xa) , 

1 = 1]'(ClXl + C2 X 2 + Caxa) 

und schlieBIich fUr x und y selbst 

(31a) X = Alxl+A2X2+Aax3 Y = BIXl+B2X2+Baxa. 
C1X1 + C 2X2 + Caxs ' C1x1 + C2X2 + Caxs ' 

es entspricht also auch jedem Tripel Xl: X 2 : X3 ein Wertepaar X, y. 

S c hoe n fl i e S J Analytische Geometrie. 7 
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Gehen wir zu homogenen Koordinaten x, y, z iiber, so ergibt sich 

(32) x: y : z = l: Ai Xi: 2: Bi Xi: l: Ci Xi' 1) 

Es driicken sich also x, y, z und Xl' X2, X3 in der Tat linear durchein­
ander aus. Die Gleichung einer Geraden ist daher in den Xi wiederum 
vom ersten Grade. Insbesondere stellen 

Xl = 0, x2 = 0, X3 = 0 und Xi = 0, Xk = 0 

Seiten und Ecken des Koordinatendreiecks dar; wahrend 

l: Ai Xi = 0, 2:, Bi Xi = 0, l: Ci Xi = 0 

die Gleichungen der Geraden X = 0, y = 0, z = 0 in den x;-Koordinaten 
sind 2). 

Die Gleichung 

(33) ClXl + C2 X 2 + Cax3 = 0 

ist die Gleichung von z = 0, also der unendlichfernen Geraden; es wird 
somit auch die Gerade goo durch eine gewohnliche Gleichung in den 
xi-Koordinaten ausgedriickt. Sie verliert damit ihren analytischen Aus­
nahmecharakter. Die vom Unendlichen unabhangige EinfUhrung der 
x;-Koordinaten laBt also die Gerade goo als einen mit jeder anderen 
Geraden gleichwertigen analytisch-geometrischen Ort erscheinen. Da­
mit findet die Aussage von S. 85 ihre Bestatigung. 

Analog gelangen wir zu allgemeinen homogenen Linienkoordinaten 
(Fig. 43). Sind ql> q2' qa die Abstande einer Geraden (uv) von den 

Ecken I, II, III des Koordinatendreiecks, sind 
ttl' tt2' tt3 irgend drei Konstanten und ttl> U2' u3 

drei Zahlen, die die· Proportion 

ul : U2 : u3 = ttl ql : tt2 q2 : tt3 q3' 
also 

I g,J (34) aUi = ttiqi' i = 1,2,3 

Fig. 43. erfUllen, so konnen sie uns die Dreiecks-
koordinaten der Geraden (uv) abgeben. Urn 

zu zeigen, daB die Geraden (u v) und die Tripel ul> u2, U 3 sich eineindeutig 
entsprechen, benutzen wir den S. 54 abgeleiteten Ausdruck fUr das 
von einem Punkt (x, y) auf eine Gerade (u, v) gefallte Lot. Wie wir 
oben sahen, stellen 

Al:Bl:Cl , A 2 :B2 :C2 • A3: B3: C3 

die xy-Koordinaten der Ecken I, II, III dar; wir haben daher 

Ai U + Biv +Ci 
qi = Ci yu2 + v 2 • 

1) 2;:AiXi ist Abkurzung fur A1x1 + A 2 x2 + A.x •. 
2) Die Einfuhrung derartiger Koordinaten geschah durch Mobius [Bary­

zentrischer KaIkiil (1827)] und PI ucker [vgl. Gesammelte math. Abhandlungen 
(1895), S. 124]. 
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Sctzen wir nun III = Cl , 112 = C2 , 113 = C3 , so folgt 

t .. _A;u+Biv+C; 
! ,q, - ,/ 9 2 ' 

yW + v 
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und die Gleichung (34) ergibt, wenn wir den Faktor VIl2 + vi in den 
Proportionalitatsfaktor eingehen lassen, 

(35) oUi=AiIl+Biv+Ci . i=1,2,3· 

Damit ist die verlangte, zu den Gleichungen (30) analoge lineare Be­
ziehung zwischen u, v und den Ui gefunden. Ihre Auflosung lautet 
diesmal - fUr 0' als Proportionalitatsfaktor -

ju = o'(al U l + a2 U 2 + a3 Il3) 

(3 6) v = o'(bl U l + b2 U2 + b3 u3) 

1 = o'(cl u l + Cz u2 + c3 u3); 

hieraus folgt schlieBlich 

(36a) 

oder 

(37) U : v : w = 1: ai Ui : 2: bi Vi: 1: Ci Ili' 

Es driicken sich also auch u, v, w und 2tv U 2, ~t3 linear durcheinander 
aus. Die Gleichungen 

2: aiUi = 0, 1:biUi = 0, 2: Ci Uj = ° 
stellen wiederum die Punkte U = 0, v = 0, W = 0, also die Punkte 
X oo , Y 00, 0 in den homogenen ucKoordinaten dar; wahrend die 
Ecken I, II, III des Koordinatendreiecks und seine Seiten durch 

u l = 0, u2 = 0, u3 = ° und Ui = 0, Uk = ° 
bestimmt sind. 

Die Gleichungen (30) und (36) sind zueinander kontragredient, eben so 
die Gleichungen (31) und (35) (Anhang 34c). 

Fur die Ecken des Koordinatendreiecks und den Einheitspunkt stellen die 
Wertc 

1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1; 1, 1, 1 

je ein Koordinatentripel dar. Die u,-Koordinaten der Seiten sind analog 

1,0,0; 0, 1,0; 0,0, 1. 

Den Koordinatenwerten u l : u2 : U a = 1: 1 : 1 entspricht die Gerade Xl + x2 + %a = 0; 
analog hat der Einheitspunkt die Gleichung u1 + u 2 + ua = 0. 

Da man auBer dem Koordinatendreieck auch die Gerade Xl + x2 + xa = ° 
willkurlich wahlen kann, so folgt damit unmittelbar der S.47 abgeleitete Satz. 
Setzen wir abkurzend Xl + x2 + xa == - x4 , so besteht fur die vier Geraden 
Xi = ° (i = 1,2,3,4) die identische Relation Xl + x2 + Xa + X. == 0; analog zu 
der Identitat (26a) von S.47. 

Die homogenen Parallelkoordinaten stellen einen Sonderfall homogener 
Dreieckskoordinaten dar. Wir wahlen insbesondere gl1- g2; die Gerade gl werde 
die y-Achse und g2 die x-Achse, wahrend ga parallel mit sich in goo iibergehen 
soil. Dann ist zunachst fiir "1 = 1, "2 = 1 

(! Xl == "1 PI = %, (! X2 == "2 P2 = y, (! Xo = "3 Po . 

7* 
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Nun wahle man "a = 1/~, wo ~ das von 0 auf ga gefallte Lot ist. Dann folgt 

Xl : x2 : xa = x: y : Pa!~; 

ruckt nun ga ins Unendliche, so wird ~ unendlich groB, wahrend zugleich Pa : ~ -
fUr jeden beliebigen Punkt P - gegen den Grenzwert 1 strebt. 

Fur die ui folgt das gleiche nunmehr analytisch auf Grund des in (40) abge­
leiteten Resultats fur die Bedingung der vereinigten Lage. Sie behalt wahrend 
des geschiJderten Grenzubergangs ihre Form U l Xl + u 2 x2 + u a X3 = O. In der 
Grenze geht sie in ulx + vlY + 1 = 0 uber, also u l : u2 : Ua in 1~: v: 1. 

Das gleiche laBt sich analog fur beliebige Parallelkoordinaten erweisen. 

Es steht zu erwarten, daB sich auch die so eingefiihrten homogenen 
Koordinaten als D v-Koordinaten au/lassen lassen. Es soH geniigen, 
es fiir die Xi zu zeigen. Wir benutzen dazu wieder den Einheitspunkt E, 
der wegen Xl: X2 : X3 = 1 : 1 : 1 nicht in eine Seite des Koordinaten-

'1ll dreiecks faUt. Seien elo e2, e3 die von ihm auf 
glo g2' g3 gefaUten Lote, so haben wir 

.• 1 . 1 . 1 el . e2 • e3 = - .- . -
"1 "2 "a 

und k6nnen daher setzen (Gleichung 29a) 

Fig. 44. (38) eXI = PI: el , e X2 = P2: e2 , e X3 = P3: e3 · 

Dies fiihrt dazu, jeden Quotienten Xi : Xk als D v 
darzustellen. Sind (Fig. 44) hm und em die Strahlen, die die Punkte P 
und Emit dem Punkt III verbinden, so hat man 

(39) 

und somit ist Xl: X 2 als D v dargesteUt. Ebenso findet man 

(39a) 

Das Produkt der drei Dv hat offenbar den Wert 1; also 

(g2ga hI eI) (g3 gl hn ell) (gl g2 hIlI em) = 1. 

§ 6. Folgerungen. 
Folgende Eigenschaften, die die homogenen Koordinaten betreffen, 

seien besonders hervorgehoben: 
1. Jedes Gleichungssystem der Form (30) mit beliebigen ai, bi, Ci 

liefert (fiir D ~ 0) eine Koordinatenbestimmung. Denn die Ausgangs­
geraden gl' g2' g3 als die drei Seiten eines Dreiecks konnten beliebig 
angenommen werden. Durch die Geraden gi und den Einheitspunkt 
sind gemaB (39) die Koordinaten eindeutig /estgelegt. 

2. Die Bedingung fiir die vereinigte Lage einer Geraden (Ui) und 
emes Punktes (Xi) hat die einfache Form 

(40) 
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Die linke Seite diesel' Gleichung geht namlich durch Einsetzen del' 
Werte (30) und (35) - von den Faktoren e und a abgesehen - in 

~;(a;x + b;y + Ci) (A;u + Biv + Gi ) 

tiber, wo die Summation tiber die drei Indizes i = 1,2,3 zu erstrecken ist. 
Nun ist gemaB Anhang 15 c 

aiAi + biBi + CiGi = D, aiAIe + biBle + CiG/c = 0, 

und so nimmt diesel' Ausdruck die Form 

D(U1Xl + U2 X2 + usxs) 

an; womit die Behauptung erwiesen istl). 
3. Die Koordinaten eines Punktes, del' eine gegebene Strecke im 

Verhaltnis f-L teilt, ergeben sich aus den Formeln (6) von S. 87 folgender­
maBen: Seien - in vorlaufiger Bezeichnung - x: y : Z und X: Y : Z 
die homogenen Parallelkoordinaten del' Streckenendpunkte und ; : fJ : ?; 
die des Teilpunkts, so folgt aus den genannten Formeln 

e ~ = x - f-L'X, e fJ = Y - f-L'Y, e?; = Z - f-L'Z. 

Wir multiplizieren diese Gleichungen mit ai, bi , Ci und addieren sie; 
werden die homogenen Koordinaten del' drei Punkte durch (Xi), (Xi) 
und (~i) bezeichnet, so findet sich, gemaB (30) 

e ~i = e'Xi - t-t' e"Xi 
odeI' endlich 

o~i=xi+AXi; o=e:e'; A=-f-L'e":e'· 

Ebenso k6nnen wir aus den Gleichungen (7) von S. 88 das dualistische 
Resultat herleiten. Wird jetzt die Bezeichnung (zweckmaBigerweise) 
so geandert, daB Yi und Zi die Koordinaten del' Streckenendpunkte 
werden und Xi die des Teilpunktes, so k6nnen wir folgende Satze aus­
sprechen: 

Sind (Yi) und (Zi) zwei Punkte, Sind (Vi) und (Wi) zwei Geraden, 
so stellen sich die Punkte ihrer so stellen sich die Geraden durch 
Verbindungslinie durch 

(41) eXi = Yi + AZi 

dar, und es ist Adem zugeh6rigen 
Teilungsverhaltnis proportional. 

Insbesondere sind 

Yi, Zi, Yi - A Zi, Yi + A Zi 

vier harmonische Punkte. 

ihren Schnittpunkt durch 

(41 a) e Ui = Vi + A Wi 

dar, und es ist Adem zugehOrigen 
Teilungsverhaltnis proportional. 

Insbesondere sind 

Vi, Wi, Vi - A Wi, Vi + A Wi 

vier harmonische Strahlen. 

1) Einfiihrung und Wahl der Konstanten "i' Ili dienen gerade dem Zweck, 
die obenstehende, von allen Koeffizienten freie Form der Bedingungsgleichung 
fiir die vereinigte Lage zu erreichen. 
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4. Es bedarf keines Nachweises, daB aIle Satze und Relationen 
projektiver Natur fUr homogene Koordinaten unverandert erhalten 
bleiben; z. B. haben die vier Punkte (oder Strahlen) 

das D v 1: f1, • Ferner sind 

ex,; = Yi + lz,;, e'x~ = Y~ + l'z~ 
projektive Punktreihen, wenn eine bilineare Relation 

lXH'+tJl+yl'+t5 = ° 
besteht; sie wird fUr fJ = y involutorisch usw. 

5. Fur das folgende bezeichnen wir die Ecken des Koordinaten­
dreiecks durch G;. Sind ferner i und k zwei der Indizes 1,2,3, so 
soIl l der dritte von i und k verschiedene Index sein. Auf der Seite gl 

liegen dann (Fig. 45) die Punkte G,; und Gk • 

Ferner seien hi und el die Geraden, die Gl 

mit einem Punkt P und mit E verbinden, 
und HI, El ihre Schnittpunkte mit gl' Fur 
den Punkt HI ist dann Xl = 0, und fUr Xi 

und Xk gilt die Gleichung (39) von S. 100, 
also 

Nun werde auf gl eine line are homogene Koordinatenbestimmung ein­
gefUhrt mit G, und Gk als Grundpunkten und El als Einheitspunkt, 
und es seien x~: ~ die Koordinaten von HI, dann ist (S.89) 

x~ : ~ = (GiGk HIEl ) • 

Nach dem Satz des Pappus sind aber die beiden hier auftretenden Dv 
einander gleich, und so folgt 

(42) 

Wir sprechen dies kurz dahin aus, daB die Koordinaten xi: Xk auch 
homogene lineare Koordinaten lilr die Seite gl des Koordinatendreiecks 
darstellen. 

Ein anderer Beweis ist der folgende. Die Dreieckskoordinaten 
der Punkte von Xl = ° sind durch die Gleichungen (30) und Xl = ° 
bestimmt; dabei entsprechen den Punkten Gi , Gk, El die Werte Xi = 0, 
x/e = 0, Xi: Xk = 1 : 1. Durch diese Gleichungen sind aber (S. 89) 
auch die linearen Koordinaten auf Xl = ° eindeutig bestimmt, und 
das ist die Behauptung. 

Diese Folgerung laBt sich noch verallgemeinern. AIle im Beweis 
benutzten Beziehungen sind von der besonderen Lage der Seite gl 
unabh1i.ngig, die Gerade gl kann daher durch jede beliebige andere 
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Gerade der Ebene ersetzt werden, die mit g, und gk ein Dreieck be­
stimmt. 

Auch dieses Resultat iibertragt sieh dualistisch auf die Linien­
koordinaten Ui' 1m Strahlbiischel mit dem Scheitel Ul = 0 stellen also 
Ui: Uk homogene lineare Koordinaten fUr die Biischelstrahlen dar, so 
daB Ui = 0, Uk = 0 die Grundstrahlen und Ui : Uk = 1 : 1 den Einheits­
punkt liefern. 

6. Der Ubergang zu einem neuen Koordinatendreieck der Ge­
raden hI' h2' h3 und den ihnen entsprechenden Koordinaten y, wird 
durch eine lineare Substitution bewirkt. Zwischen den homogenen 
Koordinaten x, y, z und den Xi und den Yi besteht je ein Gleichungs­
system der Form (32); aus ihm folgen die eben behaupteten linearen 
Relationen. Die zugehorige Determinante ist von Null verschieden. 
Es bestehen also Gleiehungen der Form 

Ie YI = aUxl + al2 x2 + alaxs 

(43) e Y2 = a 2l xI + a22 xa + a23 x3 ; 

e Y3 = a3l xI + aS2 x 2 + a3S xs 

au a l2 a lS 

D = a2I a22 a23 ~ O. 

a 3l a S2 ass 

Die Auflosung liefert, wenn die Aik die Unterdeterminanten der aik 

sind, fiir Xi die Gleiehungen (Anhang 34 b) 

1 e'XI = AllYl + A 2l Y2 + A 3l ys 

(43 a) e:X2 = AlzYl + A 22 Y2 + A s2 Ys; 

e Xs = AlsYI + AlIsYz + A 3S Ys 

All A2l Aal 

LI = Al2 A22 A32 ~ O. 

A IS Aaa A33 

Den Transformationsformeln fUr die Linienkoordinaten Ui und Vi 

legen wir wieder die Bedingung auf, daB sie die Gleiehung der ver­
einigten Lage ~ UiXi = 0 in ~ ViYi = 0 iiberfiihren; sie miissen alsdann 
denen von S. 99 analog sein, und lauten also 

1 a U I = all VI + aal V2 + a 3l Va, 

(44) a U a = a l2 vI + azava + asavs, 

a Us = ala VI + aaa Va + a33 Va, 

a'VI = Allu1 + A 12 ua + A 13 u3 

a'v2 = A 2l UI + A 22 U2 + A2a us 

a'va = A3l U1 + A a2 ua + Aa3 u s ' 

Die Formeln, die die Ui durch die Vi (und die Vi durch die Ui) ausdriicken, 
sind also kontragredient zu denen, die die Yi durch die Xi (und die X, 

durch die Yi) ausdriicken (Anhang 34c). 
Umgekehrt wird aber auch durch jede solche lineare Substitution 

mit nieht verschwindender Determinante eine Koordinatentransforma­
tion definiert. Ersetzen wir namlich in den Gleiehungen (43) die Xi 

gemaB den Gleichungen (30) durch X und y, so ergeben sieh fUr die Yi 
ebenfalls Gleichungen der Form (30) mit D ~ O. 

Die Geraden Yi = 0 sind die Seiten hI> ha, ha des neuen Koordinaten­
dreiecks; ebenso liefem die Gleichungen Vi = 0 ihre Ecken in Linien-
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koordinaten. Daraus folgt die geometrische Bedeutung der Substitutions­
koeffizienten. Die Koeffizienten 

an, a12, a13 ; a2l> a22, a23 ; a3l> a32 , a33 

sind die ui-Koordinaten der Seiten hl> h2' h3' und 

An, A12, A13 ; A21> A 22, A 23 ; A3l> A 32, A33 

die xi-Koordinaten der Ecken des neuen Koordinatendreiecks. Analog 
liefern die Tripel 

All> A2l> A31 ; A12, A 22, A 33 ; A13, A 23, A33 

und 
all> a21> a31 ; a12, a22, a33 ; a13, a23 , a33 

die Vi- und Yi-Koordinaten der Seiten und Ecken des alten Koordinaten­
dreiecks im neuen Koordinatensystem. 



Ncuntes KapiteI. 

Der Kreis. 
§ 1. Die Kreisgleichung. 

Die Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkt M(cX, (3) und 
dem Radius (! ergibt sich unmittelbar aus der Formel (3) von S.24, 
sie ist 

( 1) (x - eX)2 + (y - (3)2 - g2 = 0. 

Nach den Potenzen dE'r Koordinaten geordnet lautet sie 

x2 + y2 - 2cXX - 2{3y + eX 2 + {32 - (!2 = 0, 

wofiir man auch 

(1 a) x2 + y2 - 2 eX X - 2 {3 y + b = 0; ~ = eX 2 + (32 _ e2 

schreibt. Sie ist vom zweiten Grad in x und y; insofern heiBt der Kreis 
eine Kurve der zweiten Ordnung. Von Gliedern zweiter Ordnung tritt 
nur der Ausdruck X2 + y2 auf; daraus folgt, daB eine Gleichung 

(2) A(x2+y2)+2Bx+2Cy+D=~0 

nur Kreise' darstellen kann. Der Vergleich mit (1 a) zeigt, daB der 
Mittelpunkt die Koordinaten 

(3) 

besitzt, wahrend sich fiir (! 

D B2 + C2 - AD 
(3 a) A = ~ = eX2 + {32 - e2 , (!2 = A2 

ergibt. Ein reeller Kreis wird also durch (2) nur dargestellt, falls 

(4) B2 + C2 - AD > ° 
ist. 1m Fall B2 + C2 - AD = ° ist auch e = 0; die Kreisgleichung wird 

(x - eX)2 + (y - (3)2 = 0, 

ihr geniigt nur de~ eine reelle Punkt x = eX, Y = {3 (Nullkreis). 1st 
endlich B2 + C2 - AD < 0, so kann die Gleichung (2) durch kein 
reelles Wertepaar x, y befriedigt werden; man sagt, der Gleichung (2) 
entspreche ein imaginiirer Kreis; sein Mittelpunkt (eX, (3) ist aber reell. 



106 IX. Der Kreis. 

Fiir A = 0 artet die Gleichung (2) in die Gleichung einer Geradcn 
aus. Gehen wir zu homogenen Koordinaten x, y, z iiber, so wird sie 

A(x2 + y2) + 2Bxz + 2Cyz + DZ2 = 0; 

sie bleibt also auch fiir A = 0 eine Gleichung zweiten Grades, namlich 

z(2Bx + 2Cy + Dz) = o. 
Der ausgeartete Kreis besteht also aus zwei Geraden; zu der, die sich 
aus (2) fiir A = 0 ergibt, kommt noch goo hinzu. Den Ubergang zu 
homogenen Koordinaten werden wir deshalb immer dann vornehmen, 
wenn die Beziehung des Kreises zur Geraden goo von Interesse ist. 

Beispiel. Ein Kreis dureh drei Punkte (XiYi) (i = 1,2,3) laBt sieh leieht 
in Determinantenform darsteIIen. Das Verfahren ist dem von S. 36 analog. Sei 

A (X2 + y 2) + 2B x + 2 C Y + D = 0 

fur gewisse noeh unbekannte A, B, C, D die Kreisgleichung. Dann ist aueh 

A(x; + y~) + 2Bxi + 2CYi + D = 0; i = 1,2,3. 

Aus diesen vier Gleiehungcn ist A, B, C, D zu eliminieren; dies liefert (Anhang 30) 
die gleich Null zu setzende Determinante. 

Sei t (Fig. 46) die Lange der Tangente, die von einem Punkt P(~, r;) 
an den Kreis gelegt werden kann, so ist t2 = PM2 - MT2 oder 

t2 = (~- iX)2 + (r; - fJ)2 _ (22. 

Liegt der Punkt (~r;) im Innern des Kreises und ist s die halbe kleinste 
durch ihn gehende Sehne (die also auf MP senkrecht steht) , so folgt 

fUr ihr Quadrat ebenso 

S2 = iJ2 - (~ - iX)2 - (II - (3)2 . 

Setzen wir abkiirzend 

(5) (~- iX)2 + (r; - (1)2 - iJ2 = S(~r;), 

so haben wir 
Fig. 46. t2 = S(~ 17), S2 = - S('; 17) ; 

der Ausdruck S(~ r;) hat also fur jeden nicht auf dem Kreise liegenden 
Punkt eine einfache geometrische Bedeutung. Der Kreis selbst ent­
halt die Punkte, fur die S(xy) den Wert Null hat; was wieder die 
Gleichung (1) liefert. 

Zieht man durch Peine Gerade, die den Kreis (Fig. 46) in A und B 
trifft, so ist bekanntlich fur jede soIche Gerade 

t2 = PA. PB, S2 = -PA· PB 

und daher in beiden Fallen 

(6) S(~r;) = PA . PE. 

Man nennt PA . PE die Poten~ des Punktes P fur den Kreis. Also folgt: 

Der Ausdruck S(~r;) stellt fur ieden Punkt P(';r;) die Poten .. fur 
den Kreis mit dem Radius (2 und dem Mittelpunkt (iX, fJ) dar. 
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Der eben benutzte Satz, daB PA . PB fUr aIle durch P gehenden Geraden 
konstant ist, laBt sich leicht analytisch ableiten. Durch den Punkt (; "I) denke 
man eine Gerade gezogen; ihre Gleichungen seien (S. 38) 

x =; + 5COSq>, Y = "I + 5sinq>. 

Wird dies in die Gleichung des Kreises eingesetzt, so ergibt sich 

(; - IX + 5 COSq»2 + ("I - fJ + 5 sinq»2 - e2 = 0, 

also eine quadratische Gleichung in s, die durch ihre Wurzeln 51 und 52 die ge­
meinsamen Punkte von Kreis und Gerade liefert. Sie geht, nach 5 geordnet, in 
152 + 2 m s + n = 0 iiber; fiir 

1 = 1, n = (; - 1X)2 + (1) - fJ)2 - (!2 = 5(;"1) . 

\Vegen 1 = 1 hat man 

Es ist also 5152 unabhangig von rp, und das ist der zu beweisende Satz. 

§ 2. Kreis und Gerade. Tangente. 
Seien ein Kreis K und eine Gerade g gegeben; die Gerade verbinde 

die Punkte PI(~I'YJI) und P2(~2'YJ2)' Wir stellen ihre Punkte P(x,y) 
durch die Gleichungen 

;1 - fl-;2 1h - fl-1)2 
(7) x = 1 _ It ' y = ~fl--

dar (S. 37), in denen fJ das Teilungsverha1tnis (PI Pz P) bedeutet. Die 
Punkte, in denen g den Kreis schneidet, seien P' und P", und fJ', .u" 
die ihnen entsprechenden Werte von fJ; sic sind Wurzeln der Gleichung, 
die sicb durch Einsetzen der Werte (7) in die Kreisgleichung ergibt. Da 

x _ ~ =';1 - ~ - fl-(;2.=~) Y _ fJ = "11 - fJ -=-fl-J!L2 - fJ) 
1-fl-' 1-~ 

ist, erhiilt diese Gleichung die Form 

{~I - ~ - fl(~2 - ~)}z + {'YJ1 - 13 - fl(1]z - f3)}2 - e2(1 - fl)2 = 0; 

nach fl geordnet laute sie 

(8) 522 fJ 2 - 2512 fl + 511 = 0; 

fUr 
511 = (~l - ~)2 + (1]1 - 13)2 - e2 = 5(~1 th) , 

5 22 = (~2 - ~)2 + ('YJz - fJ)2 - e2 = 5(~2'YJ2)' 

512 = (~1 - ~) (~2 - a,) + ('YJl - 13) (1]2 - 13) - eZ . 

Die Auswertung von fJ' und fJ" ist jedoch ohne wesentliches Inter­
esse. Die Aufgabe, die wir l6sen wollen, ist vielmehr die, die Punkte PI 
und Pz so zu wahlen, daB P IP 2 Tangente in PI wird. Fii.llt PI auf den 
Kreis, so ist 5(~1 'YJI) = 511 = 0; eine der beiden Wurzeln fJ' und fJ" 
ist Null - was auch an sich evident ist. Es sei ",' = o. Die Gerade PIPZ 

trifft dann den Kreis im allgemeinen noch in einem von PI verschiedenen 
Punkt P". Soll sie Tangente in PI werden, so muB auch P" in PI fallen' 
es wird auch fl" = 0, und die Gleichung (8) hat die Doppelwurzel Null. 



108 IX. Der Kreis. 

Dies liefert 5 12 = 0 als neue notwendige Bedingung fUr P2(~2' 1]2)' Urn 
die Tangentengleichung in veriinderlichen Koordinaten x, y zu erhalten, 
haben wir ~2' 1]2 durch x, y zu ersetzen; sie hat also die Form 

(9) (~1 - IX) (x - IX) + (1]1 - (J) (y - (J) - e2 = 0 . 

Die Gleichung des von einem Punkt P1(~11]1) an den Kreis ge­
zogenen Tangentenpaares ergibt sich folgendermaBen. Wir fragen dies­
mal, wie der Punkt P2(~21]2) liegen muB, damit die Gerade P1P2 eine 
Tangente des Kreises wird. Die Antwort lautet, daB die Wurzeln fl' 
und fl" dann einander gleich sind. Es muB also die Diskriminante 
von (8) verschwinden; dies liefert 

(10) 5i2 - 511 522 = 0 

als Bedingung fUr P2 • in variablen ~2' 1]2 also die Gleichung des Tan­
gentenpaares1). 

Beispiel. Seien (~l '11) und (~2112) zwei Punkte des Kreises, und XlYl der 
Schnittpunkt ihrer Tangenten. Dann bestehen fiir ihn gemiiB (9) die beiden 
Gleichungen 

(~l - 1X)(x1 - IX) + ('11 - fJ)(Yl - fJ) - (12 = 0 

(~2 - IX)(XI - IX) + ('1/2 - fJ)(Yl - {J) - (12 = 0 . 

Daraus folgt unmittelbar, daB 

~-~~-~+~-~~-~-~=O 

und 

in variablen ~,'I/ die Gleichung der Beruhrungssehne von (Xl Y1) ist; denn sie ist 
Gleichung einer Geraden, und auf ihr liegt gemaB den vorstehenden Gleichungen 
sowohl (~l '1/1) wie auch (~2'1/2)' 

Bemerkung. Der Kreis zerlegt die Ebene in zwei Gebiete, ein inneres und 
ein aufJeres. Eine analytische Unterscheidung Iiefert, wie wir oben sahen, das 
Vorzeichen von S(~, '1/). Eine andere ebenfalls analytische ist die, daB Gleichung (10) 
fur die auBeren Punkte ein reelles Tangentenpaar darsteIlt, fUr die inneren nicht. 

§ 3. Linie gleicher Potenzen. 
Seien K und K' zwei Kreise. Wir fragen nach den Punkten (x, y), 

die fUr K und K' gleiche Potenz besitzen. Fur sie muB 

5(x, y) = 5' (x, y) 

sein; oder einfacher geschrieben 

(11) 5 - 5' = 0 . 

Dies ist, da x 2 + y2 in der Differenz 5 - 5' wegfii1lt, eine Gleichung 
ersten Grades in x und y; ausfUhrlicher geschrieben lautet sie 

(11 a) 2 (IX - IX') X + 2 ({J - (J') y - (~ - ~') = 0 . 

Die durch sie dargestellte Gerade heiBt Linie gleicher Potenzen oder 
Potenzlinie beider Kreise (auch Chordale); die Tangenten, die sich von 
ihren Punkten an K und K' legen lassen, sind einander gleich. Wie 

1) Man zeigt leicht, daB (10) ein Geradenpaar darstellt. 
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aus Gleiehung (15) (S. 40) hervorgeht, steht sie auf der Verbindungs­
linie von (IX tJ) und (IX' (J') (der Zentrale beider Kreise) senkreeht. 

Der Gleiehung (11) geniigen die Punkte, fUr die zugleieh 5 = 0 
und 5' = 0 ist, d. h. die Schnittpunkte beider Kreise. Schneiden sich 
also die Kreise reell, so ist die Potenzlinie ihre gemeinsame 5ekante, 
beriihren sie sieh, so ist sie die gemeinsame Tangente. Wie man sie in 
dem Fall konstruiert, daB die gemeinsamen Punkte imaginar sind, 
bleibt zunachst offen; wir werden ihn alsbald ebenfalls erledigen. 

Bemerkung. Die Potenzlinie ist auch dann eine reelle Gerade, wenn einer 
oder beide Kreise imaginar sind. Bei einem imaginaren Kreis ist iibrigens die 
Potenz fiir jeden Punkt der Ebene positiv. 

Wir gehen zu drei Kreisen K, K', K" iiber; 

5 = 0, 5' = 0, 5" = 0 

seien ihre Gleiehungen, also 

(12) 5 - 5'= 0, 5'- 5"= 0, 5"- 5 = 0 

ihre Potenzlinien. Die Summe dieser drei Gleichungen ist identisch 
gleieh Null, und die drei Potenzlinien gehen (S. 46) dureh einen Punkt. 
Es gibt also einen Punkt, der fur aile drei Kreise die gleiche Potenz besitztl). 
Die von ihm an die drei Kreise konstruierbaren Tangenten sind daher 
samtlich einander gleich (Potenzpunkt der drei Kreise). 

Dieser Satz liefert die Potenzlinie zweier reellen Kreise K und K', 
die sich nieht reell schneiden. Man zeichne namlich einen Kreis K" so, 
daB er sowohl K wie aueh K' schneidet, und ziehe die gemeinsame 
Sekante fUr K, K" und K', K", so ist ihr Schnittpunkt dem Satz gemaB 
auch ein Punkt der Potenzlinie der Kreise K und K', die Potenzlinie 
selbst also das Lot von ihm auf ihre Zentrale. 

Die Gleichung 
( 13) 
oder ausfiihrlicher 

§ 4. Das Kreisbiischel. 

5 -A5'= 0, 

(x2 + y2) (1 - A) - 2 (IX - A IX') X - 2 (fJ - AfJ') y + ~ - H' = 0, 

stellt einen Kreis K" dar, dessen Mittelpunkt M"(IX", fJ") die Koordi­
naten 

(14) 
1/ IX-AIX' 

IX =~, fJ" = fJ - A p:. 
1 -A 

besitzt. Er liegt auf der Zentrale von K und K' und teilt die Strecke MM' 
im Verhhltnis A (S. 25). Jeder Kreis (13) geht dureh die Schnittpunkte 

1) Der Punkt kann auch ins Unendliche fallen, wenn namlich aIle Zentra 
auf einer Geraden liegen. ,Analoges gilt auch fur die folgenden Paragraphen. 
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von K und K'. Alle Kreise, die den verschiedenen Werten von A ent­
sprechen, bilden ein Kreisbiisckel; die gemeinsamen Punkte von K und K' 
heiBen seine Grundpunkte. Dem Buschel gehOrt sowohl K an (fUr A = 0) 
wie auch K' (fUr A = (0). Fur A = 1 artet K" in die Potenzlinie von 
K und K' aus; offenbar ist sie zugleich Potenzlinie fUr irgend zwei 
Kreise des Buschels. Wir rechnen sie als uneigentlichen Kreis eben­
falls dem Buschel zu. 

1st (~1]) ein Punkt von K", und setzen wir die Gleichung (13) 
in die Form 

S(~, 1]) : S'(~, 1]) = A, 

so erkennen wir die geometrische Eigenschaft des Kreises K"; fUr 
jeden seiner Punkte hat seine Potenz fUr K zu der fUr K' ein konstantes 
Verha1tnis. 

Schneiden sich K und K' reell, so gibt es unter den Kreisen des 
Buschels einen kleinsten; sein Mittelpunkt fallt in die Potenzlinic. 
Beruhren sich die Kreise in einem Punkt, so beruhren sich alle Kreise 
des Buschels in ihm. Sie bilden ein Buschel von Beruhrungskreisen; 
ihm geh6rt der Beruhrungspunkt als N ullkreis an. Den Fall imaginarer 
Schnittpunkte von K und K' behandeln wir in § 6. 

1m Bftschel sind im allgemeinen zwei Nullkreise enthalten; sie 
entsprechen den Wurzeln A. der Gleichung 

{ 
(2"2 = ex"2 + /3"2 - (j" 

= (~- A 0(
11)2 + (fJI - AfJlI )2 _ (j' =-A (jll = 0 • 

1-A 1-J. 1-), 

(14a) 

Dem Vorstehenden gemaB sind sie fUr ein Buschel mit reellen 
Schnittpunkten imaginar; fur ein Beruhrungsbuschel fallen sie zu­
sammen, fur ein Buschel mit imaginaren Schnittpunkten sind sie reell 
(vgl. § 6). 

Das Kreisbiischel wird von jeder Geraden g in Punktepaaren einer 
Involution geschnitten; der Schni ttpunkt mit der Potenzlinie bildet das 

Fig. 47. 

Zentrum C der Involution (Fig. 47). Sind 
namlich P, Q und P', Q' die Schnittpunkte 
von g mit zwei Kreisen K und K', so hat 
C fUr K und K' gleiche Potenz, es ist also 

CP.CQ = CP'.CQ', 

und das ist (S,75) die definierende Glei­
chung der Involution. 

Die Involution kann hyperbolisch, elliptisch und parabolisch sein. 
Wird die Gerade g von Kreisen des Buschels beruhrt, so fallen in den 
Beruhrungspunkten A und B je zwei Punkte eines Paares zusammen; 
sie sind die Doppelpunkte der Involution und sic ist hyperbolisch. Wird 
dagegen g von keinem Busche1kreis beruhrt, so ist die Involution 
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elliptisch. Der parabolische Fall tritt ein, wenn die Kreise sich reell 
schneiden und die Gerade g durch einen dieser Schnittpunkte hindurch­
geht. Dann fallt C in ihn hinein und die Involution artet aus; von jedem 
Paar P, Q faUt ein Punkt in C. Die so ausgeartete Involution bildet 
den parabolischen Fall. 

§ S. Winkel zweier Kreise. 

Raben zwei reelle Kreise K und K' einen reellen Punkt P gemein, 
so solI (Fig. 48) der Dreieckswinkel M PM' als der Schnittwinkel cp beider 
Kreise definiert werden1). Aus dem Dreieck MPM' folgt 

2 ee' coscp = e2 + e'2 - M M'2 
= e2 + e'2 - (lX - lX')2 - (fJ - fJ')2; 

daraus ergibt sich wciter 

(15) 2 e e' cos cp = 2 lX lX' + 2 fJ fJ' - (c5 -+ ~') . 
Die Kreise schneiden sich orthogonal, wenn Fig. 48. 

(15 a) 

ist (Orthogonalitiitsbedingung). Bei orthogonalem Schneiden ist in den 
Schnittpunkten der Radius des einen Kreises die Tangente des 
anderen 2). 

Legen wir die Kreisgleichung in der Form 

A (x2 -+ y2) -+ 2 B x -+ 2 C Y -+ D = 0 

zugrunde, so erhalt die Orthogonalitii.tsbedingung die Form 

(16) 2BE' + 2eG' - (DA' + AD') = 0, 

und fiir den Winkel cp folgt 

(16a) 
, 2BB' + 2CC' - (DA' + AD') 

2ee coscp = A A' • 

Ein reelles Schneiden beider Kreise tritt nur ein, wenn die Formel (15) 
fiir cos cp einen Wert gibt, der dem Intervall - 1 <cp < 1 angehort. Fiir 
cos cp = ± 1 beriihren sich beide Kreise; ihre Konstanten befriedigen dann die 
Gleichung (IX - 1X')2 + (fJ - fJ')2 = (e ± e')2, und man erkennt, daB es fiir 
cos cp = - 1 von auBen, fiir cos cp = + 1 von innen geschieht. Wir werden aber 
auch fiir die iibrigen Werte von cos cp von einem (imaginaren) Schnittwinkel 
sprechen und ihn durch obige Formel definieren. 

1) Wir beschranken uns hier ausdriicklich auf reelle Kreise (den Nullkreis 
als Grenzfall eingeschlossen). Da in (15) auch e und e' auftreten, wiirden in diese 
Gleichungen sonst imaginare Werte eingehen. Dies schwindet wieder fiir cp = :;r/2, 
also cos cp = O. Man vgl. insofern auch den Text. 

2) Auch allgemein liefert cp einen Winkel der beiden Tangenten, und 
zwar den, in den MPM' durch Drehung urn P iibergeht. 
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Sei Ml (Fig. 49) ein Punkt der Potenzlinie von K und K'l). Legen 
wir von ihm die Tangenten an beide Kreise und schlagen mit ihnen 
(als Radius) einen Kreis Kl urn M1 , so schneidet er die gegebenen 
Kreise K und K' orthogonal. Wir lernen damit eine neue Eigenschaft 

Fig. 49. 

der Potenzlinie kennen; sie ist Ort der 
Zentra aller Kreise, die K und K' ortho­
gonal schneiden. Raben K und K' keinen 
reeIlen Schnittpunkt, so sind die Tan­
genten an sie fUr jeden Punkt M] reeIl, 
also auch der zugehorige Orthogonalkreis. 
Schneiden sie sich reell, so ist der gemein­
same Orthogonalkreis fUr ihre Schnitt­
punkte als Punkte M 1 ein N uIlkreis; fUr 
die Punkte M1 , die innerhalb von K 
und K' liegen, ist er imaginar. 

Fiigen wir zu K und K' irgendeinen 
dri tten Kreis K", so ist der Schni ttpunkt 
ihrer drei potenzlinien Zentrum eines 
Kreises, der aIle drei Kreise K, K', K" 

orthogonal schneidet; zu drei Kreisen gibt es also stets einen gemeinsamen 
Orthogonalkreis. Er kann imaginar sein und auch in eine Gerade ausarten. 

Die Gleichung des Orthogonalkreises zu drei Kreisen kann leicht gefunden 
werden. Sctzt man sie in der Form 

;r2 + y2 - 21X;r - 2 fJ y + b = 0 

voraus, so folgen aus der Orthogonalitatsbedingung die Gleichungen 

bi - 21X lXi - 2 fJ fJi + b = 0; i = 1, 2, 3 . 

Dies sind zusammen vier homogene lineare Gleichungen ftir 1, - IX, - fJ, b; in 
dem Verschwinden ihrer Determinante erhalten wir den Orthogonalkreis. 

Der Winkel zweier Kreise und die Orthogonalitat sind Beziehungen, 
die vom Koordinatensystem unabhangig sind; sie miissen sich im Sinne 
von S. 51 als Invarianten jur aUe rechtwinkligen Achsensysteme erweisen 
lassen. Dies solI jetzt geschehen. Die Gleichungen 

5 = 0, 5' = 0, 5 - A 5' = ° 
mogen fiir neue rechtwinklige Koordinaten Xl> Yl die Form 

51 =0, 5i=0, 51 -A51=0 
annehmen. Es ist dann also 

5 - ). 5' = 51 - A 51 , 

und zwar in dem Sinne, daB die rechte Seite durch die Transformations­
gleichungen aus der linken hervorgeht. Nun enthalt das Biischel zwei 
Nullkreise; es miissen daher dieselben Werte Ie die Gleichungen 

5 - Ie 5' = ° und 51 - Ie 51 = 0 

1) Ein Teil der Figur gehiirt zu § 6. 
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zu einem Nullkreis machen. Diese Werte A sind Wurzeln je eine 
quadratischen Gleichung (14a), also von 

(IX - A IX') 2 + (P - AP')2 - (1 - A) (b - H') = 0 und 

(IXI - AIX{)2 + (P1 - lP{)2 - (1 - 1) (bl - 1 oj) = O. 

Diese Gleichungen miissen daher proportionale Koeffizienten von A2, A, 1 
hesitzen; ihre geometrische Bedeutung wird sogar zeigen, daB ihr Ver­
Mltnis in der Gleichheit besteht. So ergibt sich 

~2 + fJ2 - b = lXi + Pi - 151 , 1X'2 + p'2 - b' = 1X~2 + P? - 0; , 

21X1X1 + 2PP'- (0 + b') = 21X11X~ + 2P1P~ - (01 + o{). 

Die ersten beiden Gleichungen haben die evidente Bedeutung (22 = (2I , 

(2'2 = (2?, die dritte gibt die Invarianz der Orthogonalitatsbedingung. 
Aus beiden zusammen folgt gemaB (15) au~h die Invarianz von cosfP. 

Werden die so gefundenen invarianten Ausdrucke durch h, Je 
und J(k, k') bezeichnet, so ist 

(22=h, (2'2=JIc, 2h=J(k,k), 2h·=J(k',k') 

nnd daher 
](k, k') ](k, k') 

cosfP= 2(h'Y]k' =Y](k,k) .](k',k')· 

§ 6. Orthogonale Kreisbiischel. 
Wie wir in § 4 sahen, ist die Potenzlinie von K nnd K' auch Potenz­

linie fiir irgend zwei Kreise des Biischels 

( 17) 5 - AS' = 0; 

daraus ist bereits zu schlieBen, daB der in § 5 betrachtete Kreis K1 
urn den Punkt M 1 jeden Kreis des Biischels orthogonal schneidet. 
Analytisch ergibt es sich folgendermaBen. Da der Kreis K1 zu K und K' 
orthogonal ist, so bestehen nach § 5 die Gleichungen 

2 1X11X + 2 PI P - (01 + 0 ) = 0 , 

2 1X11X' + 2 Pl P' - (01 + 0') = 0 . 

Aus ihnen folgt - durch Multiplikation mit 1 und A und Subtraktion -

2 ~1(1X - A ex') + 2P1(P - AP') - {b1(1 - A) + b - H'} = 0, 

und dies ist, wie die Gleichungen (14) erkennen lassen, in der Tat die 
Orthogonalitatsbedingung fiir K1 und einen beliebigen Kreis des Biischels. 
Sei Mi ein zweiter Punkt der Potenzlinie (Fig. 49) und K1 der urn 
ihn gelegte Kreis, der das Biischel orthogonal schneidet; ferner seien 

51 = 0 und 51 = 0 

die Gleichungen beider Kreise. Sie bestimmen ebenfalls ein Biischel, 
namlich 
(18) 

S c hoe n fl i e s, Analytischc Geometric. 8 
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Die beiden so erhaltenen Buschel stehen in einer einfachen Beziehung 
zueinander; ieder Kreis des einen Buschels schneidet jeden Kreis des 
anderen orthogonal. Wir wissen namlich schon, daB jeder Kreis des 
zweiten Buschels zu allen Kreisen des ersten orthogonal ist. Ferner 
ist aber auch jeder einzelne Kreis des ersten Buschels sowohl zu dem 
Kreis Kl wie zu K~ senkrecht, damit also zu zwei, und daher auch 
zu allen Kreisen des durch (18) dargestellten zweiten Buschels, und 
dies ist die Behauptung. 

Solche Buschel heiBen orthogonale Kreisbuschel. Die Potenzlinie 
des ersten Buschels ist Ort der Kreismittelpunkte fUr das zweite, und 
ebenso umgekehrt. Besteht insbesondere das eine Buschel aus Be­
ruhrungskreisen, so auch das andere. 

Die so gefundenen Kreisbuschel bilden zwei Kurvenscharen, wie 
wir sie am SchluB von Kap .. III behandelten, und die wir als Grundlage 
lur Koordinatenbestimmungen erkannten. Deshalb lei ten wir noch einige 
weitere Eigenschaften fUr sie abo Dazu legen wir die Koordinatenachsen 
zweckmaBig so, daB die beiden Potenzlinien in sie hinein fallen. 

Die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt in einen Punkt (iX, 0) 
der x-Achse fallt, lautet 

(19) x2 + y2 - 2 iX X + 0 = 0; 

ebenso ist die Gleichung eines Kreises, dessen Mittelpunkt (0, fJ) m 
die y-Achse faUt, 

(19a) X 2+y2_2fix+o'=0. 

Die Bedingung (15 a), daB je zwei solche Kreise orthogonal zueinander 
sind, nimmt hier die einfache Form 

0+ 0' = 0 

an. Wir setzen 0 = - 1'2, also 0' = + 1'2, so werden un sere Gleichungen 

(20) x2 + y2 - 2 iX X - )'2 = 0, x2 + y2 - 2 fJ y + 1'2 = 0 . 

Wahlen wir nun )'2 als Konstante, so ergeben sich die beiden Buschel 
in der Lage, wie Fig. 49 sie zeigt. Allen Kreisen, die der ersten Glei­
chung genugen, geh6ren die gemeinsamen Punkte von 

x2 + y2 - 1'2 = 0 und x = 0 

an, sie bilden also ein Buschel, fUr das die y-Achse die Potenzlinie ist; 
die Punkte im Abstand ± I' von 0 sind die reellen Grundpunkte des 
Btischels. Fur die Kreise des zweiten Btischels sind die Grundpunkte 
durch die Gleichungen 

x2 + y2 + 1'2 = 0, y = 0 

gegeben; ihre Potenzlinie ist die x-Achse, und ihre Grundpunkte sind 
imaginiir; keine zwei Kreise dieses Buschels schneiden sich also reell. 
Man erkennt weiter, daB ieder Krei~ des ersten Buschels reell ist; fUr 
ihn ist e2 = iX 2 + 1'2. Dagegen ist fUr das zweite Buschel e2 = fJ2 -- 1'2; 
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es enthalt daher zwei Nullkreise, den Mittelpunkten jJ = ± y ent­
sprechend, wahrend die Kreise jJ2 < y2, deren Mittelpunkte also in 
das Sti.ick der y-Achse fallen, das durch + y und - y begrenzt ist, 
imaginar sind; was auch geometrisch evident ist. 

Fur y = 0 gehen die beiden Buschel in Buschel von Beruhrungs­
kreisen (mit 0 als Beruhrungspunkt) uber. 

§ 7. Kreispunkte und Minimalgeraden. 
Wir gehen von Gleichung (2) aus und setzen sie in die homogene 

Form 
A(x2 + y2) + 2Bxz + 2Cyz + DZ2 = o. (A ~ 0). 

Fur die Schnittpunkte des Kreises mit z = 0 ist 

(21) X2+y2=0 oder (x+iy) (x-iy) =0; 

sie sind also zugleich Schnittpunkte von goo mit den beiden imaginaren 
Geraden 

(21 a) x + i y = 0 und x - i y = 0 . 

Da dies Resultat von den Konstanten A, B, C, D unabhangig ist, geht 
jeder Kreis durch dieselben (imaginiiren) Punkte von goo; sie heiDen 
deshalb Kreispunkte. Sie sollen durch 0= und J 00 bezeichnet werden. 

Die Gleichung des Paares der Kreispunkte lautet in Linienkoordi­
naten 

(21 b) (1£ - v i) (u + 11 i) .,= 1{2 + v2 = 0 . 

1hre Koordinaten sind namlich x: y : z = 1 : -- i : 0 und x: y : z = 1 : i : 0; 
die Gleichungen in Linienkoordinaten sind daher (S. 57) u ~ vi = 0 
undu + vi = O. und dies ist die Behauptung. Wie der Ausdl uck x 2 + y2, 
so bleibt auch u 2 + v2 bei rechhvinkligen Koordinatentransformationrn 
invariant (S. 56). 

Die Kreispunkte 000 und J 00 gehoren auch den ausgearteten Kreisen 
an, die dem Fall A = 0 entsprechen. Alsdann ist namlich die ganze 
Gerade goo ein Teil des Kreises, also auch 000 und J co . 

Die beiden imaginaren Geraden 

x + i y = 0 und x ~ i y = 0 

haben sehr eigenartige Eigenschaften. 

1. Sind (Xl Yl) und (X2 Y2) zwei Punkte einer von ihnen, so ist 

xl±iYI=O und x2±iY2=O, 

und daraus folgt 

x2 - Xl ± i (Y2 - YI) = 0; (X2 - X1)2 + (Y2 - :)11)2 = O. 

Die linke Seite der letzten Gleichung stellt den Abstand der beiden 
Punkte (Xl YI) und (X2 Y2) dar; man gelangt also zu dem (zunachst 
paradox erscheinenden) Resultat, daB irgend zwei Punkte einer solchen 

8* 
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Geraden den Abstand Null besitzen; sie heiBen deshalb ·Minimalgeraden. 
Sie bilden em wichtiges Untersuchungsmittel vieler geometrischer 
Problerne. 

2. Wie die Formel (14) von S. 40 unmittelbar zeigt, wird der 
Winkel, den eine Minimalgerade mit sich selbst bildet (weil auch der 
Nenner verschwindet), unbestimmt. 

3. Jeder Nullkreis zerfallt in zwei analoge Minimalgeraden ent­
sprechend der Gleichung 

(x - IX) 2 + (y - (3) 2 = [x - IX - i (y - (3) ] • [x - IX + i (y - (3) ] = 0 . 

4. Ein feder Kreis wird von den Minimalgeraden in den Punkten 000 
und J 00 beriihrt. Urn dies zu zeigen, sei folgender Satz vorausgeschickt. 
Seien G = 0, H = 0, K = 0, L = 0 die Gleichungen der Geraden 
g, h, k, t. Der Gleichung 

(22) GH -KL = 0 

wird dann durch einen Punktort zweiter Ordnung genligt, dem die 
Punkte 

(gk), (hk), (gl), (hi) 

angeharen; jede Gerade enthiilt zwei dieser Punkte. Nun mage die 
Gerade I sich andern, und zwar so, daB sie allmahlich in die Gerade k 
libergeht. Die Punkte (g k) und (g I) rlicken dann auf g einander immer 
naher, ebenso (h k) und (h I) auf h; es gehen also g und h allmahlich 
in Tangenten des Orts liber. Es stellt also 

(22 a) GH _K2= 0 

einen Punktort dar, tiir den g tmd h Tangenten sind und k die Bcriihrungs­
sehne (Verbindungslinie der Berlihrungspunkte). 

Werde nun die Kreisgleichung in der einfachen Form 

x2 + y2 _ (12 Z2 = 0 

vorausgesetzt; sie laBt sich in 

(x + iy)(x - iy) - (ez)2 = 0 

umwandeln, und nach dem vorstehenden Satz sind x + i y = 0 und 
x - i y = 0 in der Tat Tangenten in den Schnittpunkten mit z = o. 

Beispiel. Bei variablem Parameter A stellt die Gleichung 

x 2 + y2 _ ), z2 = 0 
eJ..f.~ t..l,,;,,J,h.t~ ..... u .. ,q'''' ...... :<!l .... ~ ~ 

eine Schar konzentrischer Kreise dar; j@~Qr "'ini '1QQ z = 0 III \ilOilo l'alloldell. 0'= 
und J = ~ Konzentrische Kreise beriihren also einander in den Kreispunkten. 

5. Die in Kap. VII (S. 80) auftretenden Doppelstrahlen einer 
orthogonalen Involution sind zwei Minimalgeraden. Die dort benutzten 
Gleichungen N = 0 und N' = 0 sind selbst orthogonale Geraden; nehmen 
wir sie zu Achsen x = 0 und y = 0, so gehen die dort benutzten Glei­
chungen in (21 a) liber. 



§ 8. Die Inversion am Kreis. 

§ 8. Die Inversion am Kreis. 
Liege em Kreis vom Radius emit der Gleichung 

x2 + y2 = e2 
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vor, und seien P, P' zwei Punkte auf einem durch 0 gehenden Halb­
strahl, fUr die (Fig. 50) 

(23) OP· OP' = r· r' = e2 

ist, so heiDen P und P' Spiegelbilder voneinander 
Hir den Kreis1). Aus den Gleichungen 

x : r = x': r' und y: r = y': r' 

folgt weiter 

(24) 
, y (!2 . 

Y = ",2 + y2 ' 

y 
p' 

oX 

Fig. 50. 

Die durch diese Gleichungen vermittelte Beziehung zwischen den 
Punkten P und P' heiDt Kreisverwandtschaft; der Dbergang von P 
zu P' oder von P' zu P heiDt Inversion (Spiegelung) am Kreis oder 
auch Transformation durch reziproke Radien. 

Urn die Eigenschaften dieser Verwandtschaft abzuleiten, nehmen 
wir zweckmaJ3ig e = 1 an, legen also den Einh~itskreis als spiegelnden 
Kreis zugrunde 2); seine Gleichung sel A' (X2 + y2) - A' = O. Dann gilt: 

1. Jeder Punkt des spiegelnden Kreises entspricht sich selbst. 

2. Die Gleichung irgend eines Kreises, also 

(25) A(x2 + y2) + 2Bx + 2ey + D = 0 

verwandclt sich durch die Substitutionen (24) (fUr e2 = 1) III 

(25a) A + 2B x' + 2ey' + D(X'2 + y'2) = 0; 

ein Kreis geht also in einen Kreis iiber. 1st in (25) D = 0, so stellt (25 a) 
eine Gerade dar; jedem Kreis durch 0 entspricht also eine Gerade, und 
umgekehrt. 

3. Jeder Kreis, der den Einheitskreis orthogonal schneidet, geht 
in sich selbst tiber. Fur einen so1chen Kreis folgt aus der Orthogonalitats­
bedingung von S. 113 (wegen A' + D' = 0) A = D; die Gleichung (25a) 
ist also mit (25) identisch, und dem entspricht die Behauptung 3). 

4. Orthogonale Kreise K und K' gehen bei der Spiegelung in ortho­
gonale Kreise tiber. Die Orthogonalitatsbedingung lautete 

2BB' + 2eG' - (AD' +DA') = 0; 

sie ist in A, A' und D, D' symmetrisch. Nun geht aber die Gleichung (25 a) 

1) Fiir die Bezeichnung vgl. S. 95, Anm. 1. 

2) Dies bedeutet nur die Festlegung der Ma13einheit. 
3) Fest bleiben nur die zwei Schnittpunkte mit dem Einheitskreis. 
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des gespiegelten Kreises aus der urspriinglichenGleichung (25) durch 
bloBe Vertauschung von A und D hervor, und daher bleibt die 
vorstehende Gleichung auch fiir die Spiegelbilder von K und K' 
erfiillt. 

5. Allgemeiner folgt, daB die Bildkreise sich unter dem gleichen 
Winkel schneiden wie die urspriinglichen Kreise. Fiir diesen Winkel 
besteht, wenn A, B, C, D und Al , Bv Cv Dl die Konstanten der Aus­
gangskreise sind, die Gleichung (16 a), also 

2AAl eel coscp = 2BBl + 2CCl - (ADl + DAl ), 

und fiir den Winkel cp' der Bildkreise gilt analog 

2DDl e' el coscp' = 2BBl + 2CCl - (ADl + DA 1) . 

Nun ist aber, wie aus (3 a) (S. 105) folgt, 

B2 + C2 - AD = A2ri = D2e'2, 

also De' = ±Ae. Dl el = ±Alel' und daher folgt weiter cp' = cp. 
Die Verwandtschaft heiBt deshalb winkeltreu. Insbesondere gehen also 
Kreise, die sich beriihren, wieder in Beriihrungskreise iiber. 

6. Man iiberzeugt sich geometrisch leicht, daB das Dreieck dreier 
Punkte Pl' P z , P3 , und das Dreieck Pi, P~, P3 der Spiegelbilder 
umgekehrten Anordnungssinn besitzen; die Kreisverwandtschaft be­
wirkt daher eine U mlegung der Figuren. 

7. Jedem Punkt Pro entspricht als Punkt P' der Mittelpunkt 0; 
hier h6rt das eineindeutige Entsprechen sozusagen auf. Man kann es 
wiederherstellen, indem man der ganzen Ebene nur einen uneigentlichen 
Punkt beilegt. Dies ist in der Tat eine zuHissige Festsetzung, die in 
der Analysis eine einfache Deutung und vielfache Anwendung findet. . 
Wir verlassen damit allerdings die dieses Buch als stillschweigende 
Grundlage durchziehende (reell) projektive Denkweise. 

Die Inversion gegen den Kreis HiBt sich durch einfache Apparate 
mechanisch vermitteln. Folgendes sei vorangeschickt: 

Die mechanisch unmittelbar ausfiihrbare Bewegung ist nur die 
Drehung einer Stange urn einen ihrer Endpunkte. Werden mehrere 
Stangen so verbunden, daB jede einzelne an sich urn die Endpunkte 
(Gelenke) drehbar bleibt, sospricht man von einem Gelenkmechanismus. 
Den einfachsten Fall solcher Mechanismen bildet ein Gelenkviereck; 
man kann ein solches Viereck ABC D z. B. so bewegen, daB AB 
festgehalten wird, wahrend C und D auf den Kreisen urn B und A 
laufen. 

Ein Gelenkmechanismus, in dem zwei Punkte sich" so bewegen, 
daB die von dem einen beschriebene Kurve ein Spiegelbild der anderen 
Kurve fiir einen gewissen Kreis ist, heiBt Inversor. 

Zwei einfache Inversoren sind die folgenden: 
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1. Der Inversor von Peaucellier. In Fig. 51 ist OBC ein gleich­
schenkliges Dreieck und ABCA' ein Rhombus!). Der Punkt 0 ist fest; 
die Stangen sind in den gemeinsamen Endpunkten gelenkig verbundcn. 
In allen moglichen Lagen bleibt aber a 

OAA' eine zu BC senkrechte Gerade; 
fcrner sind durch die Lage von A die o:J\C':::::::::-----~oif---__:+--~.4' 
Lagen der iibrigen Punkte bestimmt 
(zwanglaufige Bewegung). Nun ist 

also 

OA=OE-AE, 

OA'=OE + AE, Fig. 51. 

OA· OA' = OE2 - AE2 = OB2 - AB2 = canst = e2, 

es sind also A und A' Spiegelbilder gegen einen Kreis urn 0 vom Radius (! . 

Beschreibt A eine Kurve, so beschreibt A' die inverse. Man kann die 
Fiihrung von A mit der Hand (innerhalb eines gewissen Bereichs) 
beliebig beeinflussen. 

2. Der Hartsche Inversor ist ein Gelenkviereck besonderer Art. 
Er entsteht aus cinem Parallelogramm ABeD in der Weise, daB man 
das Dreieck ABC urn die Diagonale A C D ____________ 8 

um,cld'gt, '0 daB da, AntipaGillelo-~ 
gramm von Fig. 52 entsteht. 1st h die op . p 12 

Hohe des Trapezes AC B D, ist ferner 
AD = BC = a, AB = CD = b, so 11 ---------- ------------C 

hat man 
Fig. 52. 

AC = Vb2-= h2 + ya2-=--h2, 
also AC· DB = b2 - a2 = canst. 

Nun sei OPP'Q eine Parallele zwischen AC und BD, so ist OP' = PQ. 
Setzt man nun AO: OD: AD = A: ft: (A + p), so wird 

OP:DB=A:(A+p.), PQ:AC=ft:(A+p), 
also () P . 0 P' : A C . DB = Aft: (A + p) 2, 

und demnach schlieBlich, da A: ft eine Konstante 1st, 

Op· OP' = (b2 - a2) Aft: (A + ft)2 = canst = (!2. 

Die Punkte P und P' sind also wieder Spiegelbilder fur den Kreis urn 0 
mit dem Radius e. Eine zwanglaufige Bewegung ist so moglieh, daB 
o fest bleibt, also AD sich urn 0 dreht, wahrend zugleieh Peine vor­
gegebene Kurvc (stiickweise) besehreibt. 

Man benutzt die Inversoren insbesondere zu Geradjuhrungen, d. h. so, 
daB sieh ein gewisser Punkt auf einer Geraden bewegt. Wie man dies 
bewirken kann, zeigt Fig. 51. Das neue Gelenkstiiek 0' A dien t dazu; 
0' ist ein fester Punkt des Materials, und 0'0 = O'A. Es muB daher A 
bestandig auf dem Kreis bleiben, der dureh 0 geht, und daher lauft A' 
auf einer Geraden. 

1) Ver Punkt 0' und die Stange O'A bleiben zunach~t <LuBer Betracht. 



Zehntes Kapitel. 

Ellipse, Hyperbel, Parabel. 
Ellipse und Hyperbel zerfallen (S. 17) dureh die Aehsen in vier 

symmetrisehe Kurvenzweige; wir konnen davon in der Weise Nutzen 
ziehen, daB wir die geometrisehe Betraehtung gelegentlieh auf den 
Kurvenzweig des ersten Quadranten besehranken. Da die Parabe1 nur 
fur positives x (reeU) existiert und die x-Aehse als Symmetrieaehse be­
sitzt, ist dies aueh fur die Parabel zulassig. Zunaehst werden gewohn­
liehe reehtwinklige Koordinaten vorausgesetzt. Abkurzend bezeiehnen 
wir die drei Kurven dureh E2, H2, P2' 

§ 1. Die Direktrix. 
Sei (x, y) ein Punkt einer Ellipse; gemaB vorstehender Festsetzung 

5011 x> 0, Y > ° sein. Man hat dann (S. 16) 

ri-r§=4cx, r1 +r2 =2a 

und erhalt dureh Division 
c c 

r1 - r2 = 2 a' x = 2ex; e = a' 
also weiter 

(1 ) r1 = a + ex '. r2 = a - ex. 

Fur die Hyperbel ergibt sieh analog 

also 

(1 a) 

c 
r1 +r2 =2-x=2ex, 

a 

r1 =a+ex, r2=ex-a. 

Die hier eingefUhrte GroBe e heiBt numerische Exzentrizitat, c die lineare1). 

Fur die E2 ist e < 1, fUr die H2 ist e> 1-
Aus den Gleiehungen (1) folgt fUr die E2 weiter 

(2) 

1) Da c eine Strecke ist und e das Verhaltnis zweier Strecken. 
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Seien nun (Fig. 53) D1 und Dz die Punkte der x-Achse, fUr die 

(3) D10=ODz=a:e=1 

ist, d1 und dz die inihnen errichteten Nonnalen und L1P, LzP die von P 
auf sie geHi.llten Late, so wandeln sich die Gleichungen (2) in 

(4) F1P:L1P=e, FzP:LzP=e, 

und das ist genau die Eigenschaft, von der wir in 
ausgingen. Wegen e < 1 ist 1> a, also liegt 
A2 zwischen 0 und Dz• 

Fur die Hyperbel haben wir ebenso 

(2 a) r1=e(x+;), r2 =e(x-;), 

und wenn wir wieder die Punkte D1 und Dz 
gemaB (3) bestimmen und in ihnen die Nor-
malen d1 und d2 errichten, so ergeben sich 
ebenfalls die Gleichungen (4). Hier ist aber e> 1, 
und daher liegt Dz zwischen 0 und All' Also folgt: 

Kap. III (S. 20) 

Fig. 53. 

also auch 1 < a, 

Ellipse und Hyperbel bilden den geometrischen Ort eines Punktes, 
dessen Abstiinde von einem testen Punkt (Brennpunkt) und einer testen 
Geraden (Direktrix, Leitlinie) ein konstantes Verhiiltnis e besitzen. Fur 
e < 1 ist der Ort eine Ellipse, tur e> 1 eine Hyperbel. Jedem der beiden 
Brennpunkte entspricht eine Direktrix. 

Auch bei dieser Definition erscheint die Parabel als Grenzfall zwischen Ellipse 
und Hyperbel. Der innere Grund ist der, daB aHe drei Kurven - wie es schon 
den griechischen Mathematikem bekannt war - aus einem Rotationskegel durch 
Ebenen herausgeschnitten werden. Darauf beruht ihre gemeinsame Definitions­
m6glichkeit und der gemeinsame Name Kegelschnitte. Die Ea entsteht, wenn die 
Ebene keiner Kegelkante paraJlel ist; sie schneidet dann nur eine Kegelhalfte; 
die H a, wenn sie zu zwei Kegelkanten parallel ist und also beide Kegelhalften 
schneidet; die P a endlich, wenn sie einer Kegelkante parallel ist, sie schneidet 
dann auch nur eine Kegelhalfte. . 

Man priife im AnschluB hieran, welche Kurve der Schatten einer Turm­
spitze an verschiedenen Orten der Erde beschreibt. 

§ 2. Die Tangente. 
Eine Gerade g sei als Verbindungslinie zweier Punkte (;1 'YJ1) und 

(;2 'YJ2) gegeben. Ihre Punkte stellen wir, wie bei der analogen Kreis­
betrachtung, durch 

(5) 

dar; E2 und 

(6) 

gl-llg2 rJI-lt rJ2 
X = t - ft ' Y = -1 - ft 

Hz konnen gemeinsam durch 

AX2+Byz=1; 1 
B =±b2 

ausgedruckt werden. Fur die Punkte P', P", die sie mit der Geraden g 
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gemein haben, erhalten wir aus (5) und (6) die in ft quadratische 
Gleichung 

deren Wurzeln·ft' und ft" mit (5) die Punkte pI, p" liefern. Setzen 
wir die vorstehende Gleichung in die Form 

(7) 

so ist 

L = A~~ + B1]~ -1, N = A~~ + B1]i -1, M = A$1~2 + B1]11]2-1. 

Wie beim Kreis (S. 107) suchen wir die Bedingung, unter der die 
Gerade g Tangente in ($11]1) wird. Lassen wir ($11]1) auf die Kurve 
fallen, so ist N = 0, eine der Wurzeln ft' und ft" ist N uIl; es sei ft' = o. 
so daB P' mit ($11]1) zusammenfallt. Soli die Gerade zur Tangente 
in ($11]1) werden, so muB auch ft" = 0 sein, also auch M = 0; die 
dafiir n6tige Bedingung ist also: 

A ~t $2 + B til 1]2 - 1 = 0 . 

Als Gleichung der Tangente in (~11]1) und in variablem x, y erhalten 
wir somit 

(8) 

Die Gleichung des durch einen beliebigen Punkt ($11]1) gehenden 
Tangentenpaares wird wieder, analog zum Kreis (S. 108), durch 
LN - M2 = 0 dargesteIlt. 

Gleichung (8) fiihrt zu einer einfachen Konstruktion der Tangente (Fig. 54). 
Sei T ihr Schnitt mit der x-Achse und OT = xo' OQl = ;1; aus (8) folgt dann 

---~,"""-p' 

die Paare AI' Az und Q1> T sind also harmonische 
Paare (S. 68). Dies gilt fur die Es wie fur die Hz; 

Il,r-----:;;---t;;;--tn--=>;.r bei der E z liegt Ql zwischen Al und As, bei der Hz 
ist es T. Damit ist T bestimmt. Die samtlichen 
Paare QI' T bilden also eine Involution mit Al 
und As als Doppelpunkten. Fur ~l = c wird 

Fig. 54. Xo = as : c = t. fur den Brennpunkt Fa ist also 
D8 der zugehorige Punkt T. ebenso Dl fur Fl' 

Die Lage von T ist von b unabhangig, sie hangt nur von Ql ab, ist also ftir 
aIle Ellipsen mit derselben Achse 2a dieselbe. Wenn man daher den Kreis tiber 
2 a als Durchmesser zeichnet, so geht die Kreistangente in dem Punkt pI, der ~1 
als Abszisse hat, ebenfalls dureh T. In dieser Weise laBt sich T gewinnen. 

Aus Gleichung (8) gewinnen wir in einfacher Weise die Gleichung 
von Ellipse und Hyperbel in Linienkoordinaten. Fur die Linienkoordi­
naten u und v der Tangente erhalten wir (S. 52) 

Nun besteht aber ffir den Puukt ($11]1) die Gleichung (6); setzt man 
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die vorstehenden Werte in sie ein, so gilt die so entstehende Gleichung 
u2 v2 

(9) 7f + 13 - 1 = 0 

fiir jede Tangente und ist daher die gesuchte Gleichung. 
Man kann von (9) auf dualem Weg zu (6) zuriickgelangen [mittels 

der Punkte auf den Strahlen (u, v), fUr die die beiden durch sie gehenden 
Strahlen (u, v) zusammenfallenJ. So folgtzugleich, daB der Gleichung (9) 
nur von den Tangenten der E2 und H2 geniigt wird. 

Als Gleichung der Parabeltangente im Punkte (~1 rll) erhalten wir 
nach der gleichen Methode 
(10) . Y'lh-P(X+~1)=O. 
In (7) ist in diesern Fall 

N = '17~ - 2P~1' M = 'lit '172 - P(~2 + ';1)' L = 17§ - 2P~2; 
aus M = 0 folgt daher die vorstehende Gleichung. 

Zu den Tangenten der P2 geh6rt auch die Gerade goo. Urn es 
naclizuweisen, gehen wir zu homogenen Koordinaten iiber; die P2-Glei-

chung wird y2 _ 2pxz = o. 
GemaB S. 116 sind also x = 0 und z = 0 Tangenten der P2' und es 
liegen ihre Beriihrungspunkte auf y = o. 

Bei der Parabel bestimmt sich der Punkt T durch die Gleichung %0 + ~l = o. 
Die Punkte Q1 und T bilden also wieder mit den Punkten 0 und P 00 aIs Doppel­
punkten eine Involution. 1st (Fig. 55) LP1 das Lot von PI 
auf die Direktrix, so hat man 

FP1 = LP1 = P/2 + ~l = TO + P/2 = TF, 

es ist also TLP1F ein Rhombus. Hieraus flieJ3ell folgende 
Satze: 1. die Tangente bildet mit FP1 und LP1 gleiche ~T"-hH"--+---""­
Winkel; 2. die Diagonalen FL und T P l schneiden sich auf 
der y-Achse (der Scheiteltangente) senkrecht; was man auch 
foIgendermaJ3en ausspricht: 3. der FuJ3punkt des vom Brenn­
punkt auf die Tangente gefallten Lotes liegt stets auf der 
Scheiteltangente. 

Fig. 55. 

1st r. der Winkel der P 2-Tangente mit der x-Achse, so folgt aus (10) 
m = tgr. = p : '111, also 'fJ1 = P ctgr. . 

Ferner ist 2~1: 'fJ1 = 'YJ1: p = ctgr., und daher HiBt sich (10) in 

y = x tgr. +!P ctgr. 

iiberfiihren. Denken wir uns eine zweite Tangente, die zu der eben 
betrachteten normal ist (r.1 = r. ± 1- n), so lautet ihre Gleichung 

y = -x ctgr. - iP tgr.. 

Fur den Schnittpunkt beider Tangenten bestehen beide Gleichungen, 
also auch jede aus ihnen hervorgehende. Durch Subtraktion folgt 

0= (x + IP)(tgr. + ctgr.) oder 0 = x + iP, 
dieser Gleichung genugt daher der Schnittpunkt. Die Schnittpunkte 
senkrechter Tangentenpaare erfiillen rnithin die Direktrix. 
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§ 3. Die Brennpunkte. 
Wir kehren zu Ellipse und Hyperbel zurlick und Hillen von 0 

und von den Brennpunkten Lote auf die Tangente (Fig. 56). Das Lot 
von 0 sei ~, die Lote von FI und F2 seien FITI = ~l und F2T2 = ~2. 

te Urn sie zu berechnen, haben wir die Tan­

Fig. 56. 

gentengleichung in ihre Normalform zu setzen; 
es wird erreicht, indem wir Gleichung (8) 
mit ~ multiplizierenl).Wir erhalten also 

(11) 
x; Y'fJ 

N(x'Y)="7~±b2~-~ = 0: 
Nun haben die Koordinaten von FI und F2 die Werte ~ c, 0 und + c, 0 ; 
gemiiB S. 26 erhalten wir also flir ~I und ~2 die Werte 

(je ( a) ~l = N( - c,O) = - -;- ~ + -; , 

~2 = N(c, 0) 

Dies gilt gemeinsam fUr E2 und H2. Flir die E2 folgt hieraus gemiiB (2) 

(11 a) ~l: ~2 = r1 : r2 • 

Bezeichnen wir rl und r2 als Brennstrahlen, so folgt: Die Ellipsen­
tangente te bildet mit den beiden Brennstrahlen gleiche Winkel. Sie halbiert 
die Nebenwinkel des Winkels F1PF2 , da FI und F2 auf derselben Seite 
der Tangente liegen. 

Flir die H2 folgt ebenso gemiiB (2a) 

(11 b) -~I:~2=rl:r2. 

Bei der H2 haben also die Lote entgegengesetztes Zeichen. 1m Gegen­
satz zur E 2 liegen daher FI und F2 auf verschiedenen Seiten der Tangente; 
die Hyperbeltangente tk halbiert den von den Brennstrahlen gebildeten 
Winkel F I PF2 selbst. 

Aus den vorstehenden Satzen laBt sich eine physikalische Folgerung ziehen. 
Wir denken uns die Ellipse als eine spiegelnde Kurve, und es mage von Fl eine 
Wellenbewegung (z. B. Licht oder Warme) ausgehen, so wird jeder von Fl auf 
einen Ellipsenpunkt P auffallende Strahl nach F2 gespiegelt; alle von Fl aus­
gehenden Strahlen vereinigen sich also in F 2 • Dies begriindet fiir Fl und F2 die 
Bezeichnung "Brennpunkte". Bei der Parabel liegt F 2 im Unendlichen, es werden 
also die von Fl ausgehenden Strablen samtlich parallel zur Achse gespiegelt und 
umgekehrt. Darauf beruht insbesondere die Verwendung der parabolischen Spiegel 
in der Astronomie und fiir Scheinwerfer. 

Es mag genligen, bei der Ableitung einiger weiterer Eigenschaften 
von Ellipse und Hyperbel nur die E2 in Betracht zu ziehen. 

1. Werde in Fig. 56 F2 T2 tiber T2 hinaus und FI P tiber P hinaus 
verIangert bis zum Schnitt G2 , so ist F2PG2 gleichschenklig und 

1) Die Normalform ist dadurch definierbar, daLl -(j ihr absolutes Glied ist. 
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F2 T2 = T2G2 . Es sind also 0 und T2 die Mitten von FIF2 und F2G2, 
und daher ist 

Die FuBpunkte der Lote, die man von einem Brennpunkt der Ellipse 
(oder Hyperbel) auf ihre Tangenten fallen kann, erfiillen also einen 
Kreis urn 0 vom Radius a [FufJpunktekreisl )]. Bei der P2 artet er, 
WIe wir in § 2 sahen, in die Scheiteltangente aus. 

2. Aus der Normalgleichung (11) der Tangente folgt 

b ~ cos (X also b ~ = a cos N , ~=, a e\-

li'l . b2 = Slll(x also brJ b' - = Sln(X 
b ' 

woraus sich weiter 
c52 = a 2 cos2(X + b2 sin 2(X 

ergibt. Wir denken uns eine zweite Tangente, die auf der Tangente 
in P normal ist; ist c5' das von 0 auf sie gefallte Lot, so ist 

c5'2 = a2 sin2(X + b2 cos2(X , 

und es folgt durch Addition 

c52 + c5'2 = a2 + b2 • 

1st S der Schnittpunkt beider Tangenten, so findet sich 

o S2 = c52 + c5'2 = a2 + b2 = const; 

die Schnittpunkte Saller rechtwinkligen Tangentenpaare einer E2 
(oder H2) erfimen also einen Kreis urn 0 vom Radius f a2 + b2 , (f a2 - 1;2) . 

Fiir die P 2 artet dieser Kreis nach § 2 in die Direktrix ails. 

§ 4. Konfokale Kegelschnitte. 

Es gibt unendlich viele Ellipsen und Hyperbeln mit denselben 
Brennpunkten FI und F2 • Jeder Punkt P der Ebene bestimmt mit 
FI und F2 je einen Wert von 

PFI + PF2 und PFI - PF2, 
und diesen Werten entspricht sowohl eine durch P 
gehende E2 wie eine durch P gehende H2 (kon­
fokale Ellipsen und Hyperbeln). Nach § 3 halbiert 
die Hyperbeltangente in P den Winkel F1PF2 

und die Ellipsentangente seine Nebenwinkel; 
beide Tangenten stehen daher aufeinander senk- Fig. 57· 

recht, d. h. : 
Konfokale Ellipsen und Hyperbeln schneiden sich iiberall senkrecht 

(Fig. 57). 

1) Bei der E z liegen Fl und F2 (wegen c< a) innerhalb, bei der Hz auBerhalb 
dieses Kreiscs (wegen c >a). 
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Sind a und b die Halbachsen einer einzelnen Ellipse, at und bt 

die einer zweiten, so hat man c2 = a2 - b2 = ai - bi; wir konnen also 

ai - a2 = bi - b2 = A 

set zen, und wenn wir a und b festhalten und A als variablen Parameter 
einfUhren, so stellen ar und bi die Halbachsenquadrate aller E? der 
Schar dar; III 

x2 y2 
(12) a2 +J. + b2+I-1 = 0 

hat man also ihre Gleichung. Allen Werten A, fUr die b2 +}, > 0 ist, 
entspricht eine E2; die samtlichen E2 gehoren also zu den Werten 
00 > A > _b2 • 

Die Gleichung (12) stellt aber auch die samtlichen H2 dar und 
zwar fur die Werte - b2 > A > - a2 ; fUr sie ist ai > 0, bi < O. Fur 
die Werte - a2 > A > - 00 stellt die Gleichung nur noch imagina.re 
Ellipsen dar. Fur die Werte A = - b2 und A = - a2 ergibt sich je 
eine doppeltzahlende Gerade; fur A = - b2 ist es y2 = 0, fUr A = - a2 
ist es x 2 = O. Sie haben die Bedeutung von Grenzfallen. Wir erkennen 
es genauer, wenn wir die Gestaltanderung verfolgen, die den Ubergang 
des Parameters A von + 00 bis - 00 begleitet. Fur groBes A sind auch 
die Achsen der Ellipsen sehr graB; nahert sich A dem Wert - b2, so 
zieht sich die E2 allmahlich auf das Stuck Fl F2 der x-Achse zusammen. 
Das komplementare Stuck bildet zugleich den Grenzfall der Hyperbeln 1). 

Bewegt sich A von - b2 zu - a2, so entfernen sich die Zweige der H2 
mehr und mehr von der x-Achse und gehen allmahlich von beiden 
Seiten in die y-Achse uber. 

Zu weiterer Einsicht fuhrt der Ubergang zu Linienkoordinaten. 
Wir fassen also die Kurven als Tangentengebilde auf; fiir ihre Gleichung 
ergibt sich aus (12) gemaB S.123 

(13) tt 2 (a 2 +A) + v2 (b 2 + A) - 1 = o. 
Sie stellt wiederum die samtlichen E2 und H2 in u, v-Koordinaten dar. 
Sie ist in A vom ersten Grade und liefert fUr gegebenes u, v nur einen 
zugehOrigen Wert A (lineare Kurvenschar). Man folgert daraus, daB 
es nur eine Kurve der Schar gibt, die eine gegebene Gerade als Tangente 
zulaBt. 

Den Werten A = - b2 und A = - a2 entsprechen hier die Glei-

chungen u2(a2 _ b2) = 1 und v2(b 2 - a2) = 1 . 

Die erste laBt sich in die Form (uc + 1)(uc - 1) = 0 setzen; das ihr 
entsprechende Tangentengebilde ist also durch 

1 1 
u = -- - und u = +-

c c 

gegeben. Es artet in zwei Strahlenbuschel aus; der Scheitel des einen 

1) Dies ist in Fig. 57 durch die Llicken bei FI und F2 angedeutet worden. 
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ist F I , der des anderen F 2 • In diese Buschel spaltet sich also die Ge­
samtheit der Ellipsentangenten im Grenzfall A = - b2 ; und dasselbe 
gilt fur die in die x-Achse ausartende H 2 • 

Der Wert A = - a2 liefert die Gleichung V 2C2 + 1 = 0, der aber 
reelle Strahlenbuschel nicht entsprechen. 

Die konfokalen Es und Hs sind (S.13) zwei orthogonale Kurvenscharen, 
die zur Koordinatenbestimmung benutzt werden konnen. Die einer jeden Kurve 
zugehorigen Zahlenwerte sind uns hier bekannt; es sind die Werte von A, und 
jedem Punkt (x, y) entsprechen die Werte Al und As als Koordinaten, die fUr diese 
x, y Wurzeln von (12) sind (elliptische Koordinaten). 

Riickt der Punkt Fs ins Unendliche, so gehen die Es wie die Hs in konfokale 
Parabeln iiber. Durch jeden Punkt gehen zwei dieser P s . FUr den Brennpunkt FI 
als Anfangspunkt nimmt die Gleichung aller Parabeln die Form 

y2-2AX-A2 =O 

an; A bedeutet geometrisch (S. 27) den Parameter p. Fiir die Wurzeln Al und A2 , 

die den beiden durch einen Punkt (x, y) gehenden Parabeln entsprechen, bestehen 
die Gleichungen , +' __ 2 "_ _ 2 

Al AS - x, Al AS - y, 

aus denen das senkrechte Schneiden der Parabeltangenten in (x, y) nach S. 123 ge­
folgert werden kann. Da Al und As verschiedenes Vorzeichen besitzen, so erstreckt 
sich die eine P 2 Hings der positiven, die andere langs der negativen x-Achse. 

§ 5. Konjugierte Durchmesser. 
Den Gleichungen 

(14) 

genugen je vier Punkte (x,y), (x,-y), (-x,y), (-x,-y) zugleich. 
Die Achsen erkannten wir daher als Symmetrieachsen; wir konnen dies 
auch so aussprechen, daB die Mittelpunkte der Sehnen, die zur einen 
Achse parallel sind, in die andere Achse fallen. Ais Ort der Mitten 
paralleler Sehnen heiBen die Achsen Durchmesser; insbesondere kon­
jugierte Durchmesser, insofern jeder die Sehnen halbiert, die dem 
anderen parallel sind. Eine weitere aus der Gleichungsform (14) un­
mittelbar flieBende Folgerung ist die, daB die Geraden x = ± a und 
bei der Ellipse auch y = ± b die ScheiteItangenten sind; es sind also 
die Tangenten in den Endpunkten des einen Durchmessers dem anderen 
parallel. 

Es fragt sich, ob es noch andere durch das Zentrum O. gehende 
Paare von konjugierten Durchmessern gibt, deren ieder also die Sehnen 
halbiert, die dem anderen parallel sind. Ist es der Fall, und wird ein 
solches Paar als X- und Y-Achse gewahlt, so gehoren wiederum je 
vier Punkte 

(X, y), (X, - V), (- X, V), (- X, - y) 

der E2 oder H2 zugleich an, und die Kurvengleichung wird auch fur 
die X- llnd Y-Achse die Form 

(15) 
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besitzen. Es folgt auch wieder, daB die Tangenten in den Endpunkten 
des einen Durchmessers dem anderen parallel sind (Fig. 58, 59). 
Zwischen den x,y-Koordinaten und den X, Y bestehen die Formeln (13 a) 
von S. 28, also 

x = X cos cx: + Y cos f3, y = X sin cx: + Y sin f3 ' 

wo cx: = (x X) und f3 = (x Y) ist. Setzen wir dies in (14) ein, so sel 

(15a) LX2 + 2MXY + NY2 = 1 

die so entstehende Gleichung; es ist dann 

j
L = cos2a±sin2 a N = cos2fJ ± sin2fJ 

a2 b2 ' a2 b2 ' 

M _ cos a . cos fJ ± sin a . sin fJ 
- --a-2 - -1)2-' 

Damit sich eine Gleichung der Form (15) einstellt, muB M = 0 sein, also 

(17) cosaa~osfJ ± sin a ~2SinfJ = 0 oder tgcx:· tgf3 = =f ~: ; 

das obere Zeichen gilt fUr die E 2 , das untere fur die H 2' J e zwei Achsen, 
deren Richtungen dieser Gleichung entsprechen, lie/ern ein Paar konjugier­
ter Durchmesser. 

Die Gleichung (17) stimmt mit der Gleichung (17) von S. 70 uber­
ein, wenn wir die x-Achse als den dort auftretenden Strahl m nehmen; 
daher bilden alle Paare konjugierter Durchmesser eine Involtttion von 
Strahlenpaaren. Bei der E2 ist tg cx: . tg f3 < 0; der eine der beiden 

x 

Fig. 58. Fig. 59. 

Winkelcx:, f3 ist also spitz, der andere stumpf (Fig. 58), die Involution 
ist elliptisch. Bei der H2 ist tg cx: . tg f3 > 0, die Winkel cx:, f3 sind 
entwede:c beide spitz oder beide stumpf (Fig. 59); die Involution ist 
also hyperbolisch 1). Es treten daher auch zwei Doppelstrahlen der 
Involution auf, also zwei Durchmesser, die sich selbst konjugiert sind. 
Sie entsprechen den Werten 

(18) 
b2 

tg2 y =2' a 
b 

tgy= ±-; 
a 

jedes Paar konjugierter Durchmesser wird durch dleSe Doppelstrahlen 
voneinander getrennt (S. 76). Die Hauptachsen bilden das in der 

1) Hier ist der Ursprung der obigen Bezeichnung. 
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Involution gemaB S. 79 vorhandene orthogonale Paar. Weiter folgt, 
daB zwei verschiedene Durchmesserpaare bei der E2 getrennt von­
einander liegen; bei der H2 tremien sie sich nicht. 

Ftir die Ellipse laBt sich ein solches Paar im AnschluB an die Gleichungen (23) 
von S. 22 folgendermaBen konstruieren. Seien (Fig. 58) (;1 '11) und (;21'J2) die 
Punkte G und H, also OG = A, OH = B. Dann ist zunachst 

(19) ;1= AcostX, '11 = AsintX, ;2 = Bcos(J, '12 = Bsin(J, 

Gleichung (17) wandelt sich also in 

(20) ;1;2 + '11'12 = 0 
as - b2 • 

Nun folgt aus den angezogenen Gleichungen von S. 22 

(20a) ;1 = a cos 9'1' 'II = bsin9'I' ;. = acostp2' '12 = bsin9'2' 

und damit geht (20) in 

(20b) cos (9'2 - 9'1) = 0, 9'2 - 9'1 = ± tn 
tiber. Sind also G' und H' die Kreispunkte, die (S. 22) den Punkten G und H 
entsprechen, so ist OG' -.l OH'. Damit ist ein einfaches Mittel gewonnen, um 
ftir eine gezeichnet vorliegende E. Paare konjugierter Durchmesser zu konstruieren. 
Sie entsprechen affin (S. 33) zwei senkrechten Kreisdurchmessem. 

Die Eigenschaften der Durchmesser miissen auf die Parabel, als 
Grenzfall von E2 und H 2 , in gewisser Weise iibergehen. Wir kniipfen 
daran an, daB die Tangente im Endpurikt eines Durchmessers den 
von ihm halbierten Sehnen parallel ist. Da beim Grenziibergang der 
Mittelpunkt ins Unendliche riickt, werden die Durchmesser samtlich 
zur x-Achse parallel werden. Jeder schneidet die Parabel noch in einem 
im Endlichen gelegenen Punkte, und es ist zu erwarten, daB die Tangente 
dieses Punktes den von ihm halbierten Sehnen wiederum parallel ist. 
Wahlen wir also den Durchmesser als X-Achse, seinen Schnittpunkt 
mit der P2 als Anfangspunkt und die Tangente in ihm als Y-Achse, 
so wird voraussichtlich die Parabelgleichung in 

Y2-2P'X = 0 

iibergehen. Dies wollen wir nun erweisen. 
Die Gleichung y2 - 2 P x = 0 transformieren wir zunachst auf neue 

x', y'-Achsen, die den x, y-Achsen parallel sind; 
ihr Anfangspunkt 0' sei (Fig. 60) ein Punkt (~, 11) 
der Parabel, so daB 1J2 - 2P~ = 0 ist. Die Trans­
formationsgleichungen 

x = x' + ~, y = y' + 17 

fiihren demgemaB die Parabelgleichung in 

y'2 + 21JY' - 2px' = 0 

iiber. Jetzt gehen wir zu neuen X, Y-Achsen durch 

x 

Fig. 60. 

0' iiber; die X-Achse solI mit der x'-Achse zusammenfallen, so daB 
<1: (x' X) = 0 ist, die Y-Achse bleibe zunachst beliebig. Setzen wir 

Schoen flies, Ana\ytische Geometrie. 9 
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-t: (x'Y) = {.J, so lauten die neuen Transformationsgleichungen 

(21) x' = X + Y cos {.J , y' = Ysin{.J; (x'¥) = (.J; 

sie verwandeln die vorstehende Gleichung in 

y 2sin2{.J + 2 Y(1] sin{.J - p cos{.J) - 2 P X = O. 

Wird nun {.J so bestimmt, daB 

1]sin{.J -pcos{.J = 0, tg{.J = P. 
'YJ 

ist, so ergibt sich die Gleichung 

(21 a) y 2 sin2{.J - 2PX = 0; 

ferner ist gemaB S.123 {.J = 1", d. h. die Y-Achse falIt in der Tat in 
die Tangente von 0'. Also folgt: 1. ] eder Schar paralleler Sehnen der 
Parabel entspricht ein (zur Sehnenrichtung konfugierter) Durchmesser; 
2. die T angente im Endpunkte eines Durchmessers ist den von ihm halbierten 
Sehnen parallel; 3. alle Durchmesser. sind zueinander und zur Achse 
parallel. 

§ 6. Die Asymptoten der Hyperbel. 
Die fiir die Hyperbel in § 5 gefundenen Doppelstrahlen der In­

volution der Durchmesser (S. 128) sind als Tangenten der H2 in ihren 
unendlich ternen Punkten (Asymptoten) anzusehen; es sind die Geraden 

Fig. 61. 

mit den Gleichungen (Fig. 61) 

(22) x Y x Y - - - = 0 und - + - = o. a b a b 

Machen wir namlich Gleichung (14) homogen, 
so lautet sie 

('x Y')(x Y) . --~ -+- -Z2=0 
a b a b ' 

und die Behauptung folgt unmittelbar aus dem 
Satz von S. 116. Dieser Satz ist ebenso auf die homogene Form der 
Gleichung (15) anwendbar; auch fiir sie stel1en also 

X y X Y 
(22 a) A - B = 0 und A + Ii = 0 

die beiden Asymptoten dar 1). 
Die Begriffe und Satze iiber Sehnen und Durchmesser (Ort der 

Mitten paralleler Sehnen) lassen sich auf das Asymptotenpaar iiber­
tragen. Das den Gleichungen (22) entsprechende Asymptotenpaar wird 
durch 

(23) 

dargestelIt. Hyperbelgleichung und Asymptotengleichung unterscheiden 

1) Fiir die Ea shid die unendlich Lernen Punkte und die Tangenten in ihnen, 
wie beim Kreis, imaginll.r. 
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sich also nur durch den Wert des konstanten Gliedes, und dies geht 
in die Schlusse von § 5 nicht ein. Konjugierte Durchmesser der Hyperbel 
sind also zugleich konjugierte Durchmesser des Asymptotenpaares und 
umgekehrt. Hieraus folgt: 1. Auf jeder Sehne sind die beiden Abschnitte 
zwischen der H2 und den beiden Asymptoten einander gleich; 2. das 
zwischen den Asymptoten liegende Stuck einer H 2-Tangente wird im 
Beruhrungspunkt halbiert (Fig. 62). 

Die H 2-Gleichung nimmt ffir die Asymptoten als X, Y-Achsen eine 
besonders einfache Form an. Die Transformations­
gleichungen (13a) (S. 28) lauten diesmal, wegen 
IX = -y, fJ = y, 

x = X cos y + Y cos y , y = -X sin y + Y sin y. 

Der so aus (14) entstehenden Gleichung geben wir 
wieder die Form 

LX2 + 2 M XY + NY2 = 1 . 
Nun haben die X- und Y-Achsen nur ihren un- Fig. 62. 
endlich fernen Punkt mit der H2 gemein, daher ist 
(Anhang 55) L = 0 und N = 0, wahrend sich fUr M - wegen 
tgy = b: a - der Wert 

M _ cos2 y + sin2 y _ 2 
- ----;!2 -1)2 - a2 + b2 

ergibt. Die Hyperbelgleichung erhalt also die Form 

(24) 4XY=a2 +b2• 

Aus tg y = b : a folgt noch sin 2 y = 2 a b : (a 2 + b2); daher kann die 
Gleichung in 

(24 a} 2 X Y sin 2 y = a b 

ubergefUhrt werden, mit 2y als Asymptotenwinkel. Sie hat eine ein­
fache geometrische Bedeutung. Zieht man namlich (Fig. 62) durch einen 
ihrer Punkte P(X, Y) eine Tangente, so schneidet sie (dem obigen 
Satz 2 gemaB) auf den Asymptoten zwei Stucke OAf = 2X und OB' = 2 Y 
abo Die linke Seite stellt daher den Inhalt des durch die Tangente und 
die Asymptoten gebildeten Dreiecks OA'B' dar; dieser InhaU ist also 
konstant. 

Man nennt die Hyperbeln mit den Gleichungen (Fig.61) 

(25 ) und 

konjugierte Hyperbeln. Sie haben dieselben Asymptoten, liegen aber 
in verschiedenen Winkelraumen. Der Brennpunktsabstand ist bei beiden 
derse1be. Da sich die Gleichungen (25) wiederum nur durch den Wert 
des konstanten Gliedes unterscheiden, so sind konjugierte Durchmesser 
der einen H2 auch konjugierte Durchmesser der anderen. Von den 
beiden Durchmessern eines Paares trifft jeder nur je eine der beiden H2 • 

9* 
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Man kann deshalb einen imaginaren Durchmesser einer H~ als reellen 
Durchmesser der konjugierten H2 definieren. 

Auf ein solches Paar gemeinsamer konjugierter Durchmesser be­
zogen lauten die Gleichungen beider H2 und des gemeinsamen Asym­
ptotenpaares 

X2 y2 
A2 - B2 = O. 

Die Geraden X = ±A sind jetzt Tangenten der einen H 2 , die Ge­
raden Y = ± B die der anderen. Sie schneiden die Asymptoten In 

denselben vier Punkten, namlich in 

(A,B), (A,-B), (-A,B), (-A,-B). 

Sie bilden also das Parallelogramm, das dem der E2 umgeschriebenen 
Tangentenparallelogramm der Fig. 58 von S. 128 entspricht. 

§ 7. Affine Transformationen von Ellipse und Hyperbel 
in sich. 

Eine affine Beziehung hatten wir S. 33 durch die Gleichungen 

x' = (Xx, y' = fJy 

definiert, die sich auf irgend welche x, y- und x', y'-Achsen beziehen; 
jedem Punkt (x, y) wird durch sie ein Punkt (x', y') zugeordnet. Nun 
seien a, b und a', b' irgend zwei Paare konjugierter Halbmesser einer 
E2 oder H2 • Wir wahlen sie als x, y- und x', y'-Achsen und set zen 

(26) 
x 
a 

x' y 

a" b 

y' 
b' , 

so gilt von diesen Gleichungen zweierlei: Erstens vermitteln sie eine 
affine Beziehung, die die Richtungen der Durchmesserpaare einander 
zuordnet; zweitens folgt aus ihnen 

zwei Punkte P(x, y) und P'(x', y'), fiir die diese Ausdriicke den Wert 1 
haben, gehoren also im Fall der positiven Zeichen derselben E 2 , im 
Fall der negativen Zeichen derselben H2 an. Ellipse wie Hyperbel gehen 
daher durch die affine Beziehung (26) in sich iiber. Das gleiche folgt 
fiir die konjugierte H2 und die Asymptoten. 

Fiir die affine Beziehung ergab sich (S. 33), daB entsprechende 
FHi.chenstiicke ein konstantes Verhaltnis zueinander besitzen. Der Wert 
dieses Verhiiltnisses ist hier 1. Darausfolgt unmittelbar, daB das aus 
zwei konjugierten Halbmessern gebildete Dreieck konstanten Inhalt hat; 
.es ist also 

(27) a' b' sin (x' y') = a b sin (x y) , 
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und wenn man a, b als Hauptachsen nimmt, ist insbesondere 

(27a) a'b'sin(x',y') = abo 

Weiter sahen wir, daB die Tangenten in den Endpunkten eines Durch­
messers dem konjugierten parallel sind; die Konstanz des Flachen-

~c>C~4'Y"" 

inhalts gilt daher auch fiir alle der E2 (oder den beiden konjugierten H2) 
umschriebenen Tangentenparallelogramme. Bei der H2 gilt sie endlich 
auch fiir die Dreiecke, in die diese Parallelogramme durch die Asym­
ptoten zerfallen (Fig. 61). Dies liefert wieder den S.131 bewiesenen 
Satz. 

Wir werden in Kap. XII, § 3 beweisen, daB auch die Gleichungen 

(28) 

eme affine Transformation darstellen. Die Koordinatenachsen sollen 
diesmal beide in die Hauptachsen fallen; es werden also zwei Punkte 
mit den rechtwinkligen Koordinaten x, y und x', y' einander zuge­
ordnet. Auch diese Transformation fiihrt die E2 in sich iiber, wahrend 
die konfugierten H2 ineinander iibergehen. 

Fiir die E2 erhalten wir wie vorher das gleichzeitige Bestehen von 

(29) 
%2 y2 

-;}2. + b2 = 1 und 
%'2 y'2 

-;,2+l!i"=1. 

Weiter folgert man aus (28) durch Multiplikation der rechten Seiten 
mit den linken, wenn wir fOE' = -1 nehmen, 

(29 a) 

Diese Gleichung stimmt aber sachlich mit (20) iiberein; so schlieBen 
wir erstens, daB die Punkte (xy) und (x' y') zugleich der Ellipse an­
geh6ren, und daB sie zweitens die Endpunkte zweier konjugierter 
Durchmesser darstellen. In dieser Weise geht also die E2 durch die 
affine Transformation (28) in sich iiber. 

Fiir die H2 folgern wir zunachst das gleichzeitige Bestehen von 

(30) und 

auBerdem besteht jetzt fiir BE' = + 1 die zu (20) analoge Gleichung 

(30 a) 
% %' Y y' 
-;;-;;-1)"1)"=0; EE'=+1. 

Die affine Transformation (28) mit d = + 1 liiBt also auch die kon­
jugierten H2 in der Weise ineinander iibergehen, daB die Endpunkte 
konjugierter Durchmesser sich gegenseitig vertauschen. 

Auf Grund dieses Resultats k6nnen wir den Gleichungen (28) die 
Bedeutung geben, daB sie die Endpunkte (x, y) und (x', y') zweier 
konjugierter Durchmesser a', b' einer Ellipse (oder Hyperbel) mitein-
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ander verbinden. Die fUr diese Endpunkte bestehenden Gleichungen (29) 
und (30) lassen sich daher fUr die E2 in die Form 

setzen, fiir die H2 lauten sie 
%2 x'2 

"(l2-"(l2=1, 

Aus ihnen folgt 
X2 ± X'2 + y2 ± y'2 = a2 ± b2 ; d. h. 

(31) a'2 ± b'2 = a2 ± b2; 

eine Relation, die ein beliebiges Paar a', b' mit dem Hauptachsenpaar 
verbindet und eine Invarianzbeziehung fUr die Summe (Differenz) der 
Halbachsenquadrate darstellt. 

Die Asymptoten vertauschen sich durch die Gleichungen (28) 
gegenseitig, {-<tft'" ii. £. ':< -1' Vvt . 

Auch die Parabel gestattet affine Transformationen in sich; um 
eine solche zu erhalten, kniipfen wir an die Gleichungen (S. 130) 

y2 _ 2 P x = 0 und y2 sin 2 fJ - 2 P X = 0 
an. Setzen wir 
(32) y = Y sinfJ, x = X , 

und beziehen die Koordinaten (x, y) und (X, Y) auf die zwei Achsen­
systeme, fUr welche die vorstehenden Gleichungen gelten, so wird 
durch (32) eine affine Trans/ormation der P2 in sich dargestellt. 
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Die allgemeine Gleichung zweiten Grades. 
§ 1. Ordnung und Klasse. 

Eine homogene ganze Funktion tn(XI , x2, Xa) nten Grades, gleich 
Null gesetzt, stellt einen Punktort (Kurve) der ntenOrdnung dar; ebenso 
eine gleich Null gesetzte ganze homogene Funktion tpn(u1 ,u2 ,ua) 
nten Grades einen Strahlenort (Kurve) der nten Klasse. Die Zahl n 
ist von dem gewahlten Koordinatensystem unabhiingig. Der Ubergang 
zu neuen Punktkoordinaten Yi wird so vermittelt, daB (S. 103) jedes Xi 
durch eine lineare homogene Funktion der Yi ersetzt wird; aus einem 
Glied, das in Xl' X2 , X3 zusammen vom nten Grad ist, gehen lauter 
Glieder hervor, deren jedes in den Yi ebenfalls vom nten Grad ist. Der 
Grad der Gleichung kann daher durch den Ubergang zu den Yi nicht 
steigen. Dasselbe gilt beim Riickgang von den Koordinaten Yi zu den 
urspriinglichen Xi; wir schlieBen daher, daB er in beiden Fillen un­
geandert (invariant) bleibt. Die Zahl n ist also eine Zahl geometrischer 
Bedeutung. Worin sie besteht, erkennt man fUr die Gleichung In (Xi) = 0, 
wenn man mit ihr die Gleichung einer Geraden 

a1x1 + a2 x2 + aax3 = 0 

zusammenstellt und die gemeinsamen Losungen Xi beider Gleichungen 
in Betracht zieht. Es gibt n so1che Tripel Xi, die Zahl n bedeutet also 
die Zahl der Punkte, die eine Gerade allgemeiner Lage mit dem Punkt­
ort gemein hat. Ebenso kann man mit der Gleichung tpn(Ui) = Odie 
Gleichung 

a1u1 + a2 u 2 + a3 ua = 0 

ei nes Punktes zusammenstellen; man findet n gemeinsame Losungs­
tripel Ui und erkennt, daB es n Strahlen des Strahlenorts gibt, die durch 
einen Punkt allgemeiner Lage hindurchgehen. 

Man kann zeigen - was freilich nur als Tatsache erwahnt werden 
kann -, daB es zu jedem Punkt des Punktorts im allgemeinen eine 
Tangente fUr ihn gibt, und daB ein Strahlenort im allgemeinen wieder 
a us allen Tangenten eines Punktorts besteht. Die Gleichungen 

(1) In (Xi) = ° und tpn(Ui) = ° 
stellen also Gebilde derselben Art (Kurven) dar, einmal als Ort ihrer 
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Punkte, einmal als Ort ihrer Tangenten. Beispiele haben wir bereits 
kennen gelernt (S.122). Flir die Gleichungen zweiten Grades werden 
wir in § 8 einen allgemeinen Beweis daflir liefern1). 

Eine homogene Gleichung nten Grades besitzt t(n + 1) (n + 2) 
Koeffizienten. Die Zahlung geschieht am einfachsten so, daB wir un­
homogene Koordinaten benutzen. Die Gleichung hat dann eine Konstante, 
zwei Glieder erster Ordnung, drei der zweiten usw.; insgesamt also 

(2) 

Glieder. Eine Kurve der nten Ordnung wird also bestimmt sein, 
wenn die VerhaItnisse dieser Koeffizienten bekannt sind. Sie laBt sich 
so bestimmen, daB sie l(n + 1)(n + 2) - 1 Punkte allgemeiner Lage 
enthaIt, was ebenso (mittels der Determinantensatze) bewiesen wird, 
wie es flir die einfacheren Fiille der Geraden und des Kreises geschehen 
ist (S.36 undj106). Ebenso kann eine Kurve der nten Klasse so be­
stimmt werden, daB sie Hn + 1)(n + 2) - 1 Strahlen allgemeiner Lage 
als Tangenten besitzt. Eine eingehendere Erorterung dieses Sachver­
halts muB freilich unterbleiben. 

Wir werden die Kurve zweiter Ordnung durch C2 bezeichnen, die 
Kurve der zweiten Klasse durch T 2 • Ihre Gleichung enthaIt dem vor­
stehenden gemaB sechs Koeffizienten. Eine C2 ist insofern durch flinf 
Punkte allgemeiner Lage bestimmt, d. h. es gibt genau eine Kurve C2 , 

die durch sie hindurchgeht; was auf anderer Grundlage in Kap. XII, 
§ 6 bewiesen wird 2) . 

§ 2. Hilfssatze. 
Wir legen zunachst gewohnliche Parallelkoordinaten zugrunde. Flir 

sie gilt folgendes: 
1. Der Dbergang von x, y-Koordinaten zu irgend welchen x', y'-Ko­

ordinaten ist (S. 30) durch Formeln der Form 

x' . a' x + b' y + e', y' = c' x + d' y + I' 
gegeben. Die Gleichungen x' = 0, y' = 0 liefern die x', y'-Achsen; im 
x, y-System haben diese Achsen daher die Gleichungen 

a' x + b' Y + e' = 0, c' x + d' y + I' = 0 . 

1) Die Kurven zweiter Ordnung werden wir iiberdies als identisch mit den 
Kurven zweiter Klasse erweisen; daher die obige gemeinsame Bezeichnung. Fiir 
n> 2 ist diese Identitiit nicht mehr vorhanden. 

2) Ein Fall, in dem 5 Punkte mehr als eine Kurve bestimmen, ist der folgende. 
Liegen 4 Punkte ·auf einer Geraden g, und ist P' ein fiinfter Punkt, so bildet g mit 
ieder durch P' gehenden Geraden g' ein Geradenpaar durch die 5 Punkte. 

Wenn ein Kreis bereits durch 3 Punkte bestimmt ist, so liegt es daran, daB 
er auch durch die beiden Kreispunkte geht, so daB von den 5 Punkten fiir ihn nur 
3 beliebig bleiben. 
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Hieraus ist zu folgern: SolIen zwei Geraden 

Ax+By+C=o und A1x+B1y+C1=0 

die neuen x', y'-Achsen werden, so mussen die vorstehenden Gleichungen 
mit den vorhergehenden gleichwertig sein. Ihre linken Seiten konnen 
sich also nur urn einen Faktor unterscheiden, die Gleichungen (3) lauten 
also j edenfalIs 

(3 a) h'=Ax+By+C, fty'=A1x+B1y+C1 . 

Dabei sind A und ft gewisse Konstanten, deren Wert hier unbestimmt 
bleiben kann. 

Handelt es sich insbesondere urn zwei rechtwinklige Achsensysteme 
mit demselben Anfangspunkt, so bestehen statt (3) die einfacheren 
Gleichungen 

(4) x' = X cos <x + ysin<x, y' = - xsin<x + y cos <x ; <X = (xx'). 

SolI nun eine Gerade Ax + By = 0 die neue x'-Achse werden, so hat 
sie die Gleichung y' = 0, und wir erhalten zunachst 

fty'= Ax + By. 

Diese Gleichung ist mit (4) in Ubereinstimmung zu bringen; es muB also 
---. -A B 

P = yA2 + B2, sm<x = , cos<x = ---;=== 
YA2 + B2 ~/A2 + B2 

sem. Die Gleichungen (4) lauten daher 

(5) 
, Bx-Ay 

x --;===~ 
- YA2 + B2 ' 

ihre Auflosungen sind 

(5 a) 
-Ax'+By' 

Y = YA2 + B2 

2. Die Gleichung der C2 nehmen wir in der Form 

(6) au x2 + 2 a12 xy + a22y2 + 2a13 x + 2a23 y + a33 = 0 

an; fur a12 , a13 , a23 solI im folgenden auch a2l, a3l , a32 geschrie ben werden. 
Wie vorweg bemerkt sei, hangt die Eigenart der durch (6) bestimmten 
C2 wesentlich von zwei Determinanten abl ), von 

au a12 a13 
r5 = I au a121 2 • (7) LI= a2l a22 a23 und = an a22 - a12 , 

a32 a33 
a2l a22 a31 

LI heiBt die Diskriminante der Gleichung; ihr ausfuhrlicher Wert ist 

(7a) LI = 2 a12a13a23 - (au a~3 + a22 ars) + ass (au a22 - ar2) . 

Beide Determinanten sind symmetri~ch gegen die Diagonale. Daraus 
ist ersichtlich, daB die Unterdeterminanten, die den beiden Elementen 

1) Man vgl. fur das folgende (9a), (9b), (15), (16) des Anhangs. 
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a12 = a21 , a23 = a32 , a31 = a13 entsprechen, ebenfalls einander gleich 
sind. Wir k6nnen daher die Unterdeterminanten der neun Elemente 
aik der Reihe nach durch 

Au,Au,Au: Am,A~,A~; Au,A~,A~ 

so bezeichnen, daB wieder Aik = Aki ist. Insbesondere wird 

(8) 

Ferner ist 

(9) 

Von Wichtigkeit ist fUr uns besonders der Fall, daB zugleich 

LI = 0 und ~ = 0 

ist. Wegen LI = ~ = 0 folgt dann aus (9) 

a13 (a21 a32 - a22 a31) + a23 (a31 a12 - a32 an) = 0 . 

Weiter ist all a22 - a~ = 0, also a12 = ian ~ 1); die vorstehende 
Gleichung geht daher (durch leichte Umformung) in 

(a13 ~ - a23 Van )2 = 0 

tiber. Wird diese Gleichung yom Quadrat befreit und dann mit ia22 

beztiglich mit Vall l1mltipliziert, so ergibt sich 

a13 a22 - a23 a12 = 0 und a13 a21 - a23 an = 0, 

also A 13 = 0 und A 23 = 0 und damit 

(10) 

§ 3. Transformation auf Mittelpunkt und Hauptachsen. 
Zunachst soil untersucht werden, ob die durch (6) dargestellte 

Kurvengattung C2 .noch andere geometrische Orter umfaBt als die uns 
schon bekannten. Die Antwort wird verneinend lauten. Urn zu diesem 
Ergebnis zu gelangen, machen wir davon Gebrauch, daB das Koordi­
natensystem die Ordnung der Kurve nicht andert, daB es also beliebig 
wahlbar ist. Eine zweckmaBige Koordinatenwahl ist ein naheliegender 
analytischer Gesichtspunkt. Von ihm wollen wir uns zunachst leiten 
lassen; es sollen neue Achsen so eingefUhrt werden, daB die Gleichung (6) 

1) Es kommt im folgenden nur der Fall au> 0 in Betracht; wegen fJ = 0 
ist dann au a22 > 0, also auch au > o. 
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eine 
daB 

(11) 

moglichst einfache Form annimmt. Vorweg sei noch 
sie sich auch folgendermaBen schreiben liiBt: 

{ x(an x + a12 Y + a13) + y(a2l x + a22 Y + a23) 
+ (aSlx+ a32 y + a33) = o. 

be merkt, 

Die neuen x', y'-Achsen mogen den x, y-Achsen parallel sein; die 
Transformationsgleichungen seien 

x = x' + ~, y = y' + 'YJ , 

so daB (~, 'YJ) der neue Anfangspunkt 0' ist. Setzen wir diese Werte 
in Gleichung (6) ein, so wird sie, nach x' und y' geordnet, die Form 

(12) al1x'2 + 2a12x' y' + a22y'2 + 2 al3x' + 2 aby' + aa3 = 0 

annehmen; und es ist offenbar 

(13) 
Ferner ist 

(14) a~3 = all ~ + al2 1) + a13 , a23 = al2 ~ + a22 'YJ + a23 , 

aS3 = all ~2 + 2 al2 ~ 'YJ + a22 'YJ 2 + 2 ala ~ + 2 a23 'YJ + a33 . 

Der Wert aS3 stellt die linke Seite von (6) fUr~, 'YJ dar; daher ist gemiiB (11) 

(14a) . J aS3 = ~(all ~ + a12 'YJ + al3) + 'YJ (a12 ~ + a~2'YJ + a23) 
t + (al3~ + a23 'YJ + a33) • 

Nun solI der Punkt (~, 'YJ) so gewiihlt werden, daB al3 = 0 und a23 = 0 
ist. Dann lautet die Gleichung (12) einfa£:her 

(15) an X'2 + 2 al2 x' y' + a22 y'2 + ass = 0 ; 

ferner ergeben sich fUr ~ und 'YJ aus (14) die Gleichungen 

( 16) all ~ + a12 'YJ + a13 = 0 , al2 ~ + a22 'YJ + a23 = 0 , 

und fur aS3 erhalt man aus (14a) einfacher 

(16a) 

Fur ~ und 'YJ folgt aus (16) 

(16b) 

gemiiB 

( 17) 

I: • '11 • 1 _ I a12 a131· I al3 all 1·1 all a12 i-A . A . A . \; .. /. - I . I . I - 13' 23' 33' 
a2~ a23 a23 al2 al2 a22 

(9) erhalt man also weiter 

baa3 = a13 A 13 + a23 A 23 + a33A33 = LI; ass = LI: b. 

Es ist nun zu unterscheiden, ob LI und b den Wert Null haben 
oder nicht. Sei zunachst b ~ 0; dann existiert ein endliches Lo~ungs­
system ~,'YJ, und die Transformation von (6) in die Gleichung (15) ist 
ausfUhrbar. Aus der Form dieser Gleichung flieBt ein wichtiges Resultat. 
Wird sie durch die Koordinaten x', y' befriedigt, so auch durch -x', -y'; 
der Anfangspunkt 0' ist also ein Mittelpunkt der C2 (S. 17), jede durch 
ihn gehende Sehne wird in ihm halbiert, wie es fur Ellipse und Hyperbel 
der Fall ist (eigentliche Mittelpunktskurven). 
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Fassen wir in (16) ~ und r; als variabel auf, so stellen diese Glei­
chungen zwei Geraden dar; fUr sie gibt es (S. 41) entweder einen end­
lichen oder uneigentlichen gemeinsamen Punkt, oder die Geraden sind 
identisch, und jeder ihrer Punkte entspricht einer Uisung (.;, 17) von 
(16). Verabreden wir, jede solche gemeinsame Losung als Mittelpunkt 
zu bezeichnen, so lassen sich drei Gattungen C2 unterscheiden; solche 
mit einem eigentlichen, mit einem uneigentIichen und mit unendlich 
vielen Mittelpunkten. AIle diese Kurven nach den Werten der Koeffi­
zienten aik erschapfend aufzuzahlen, ist die Aufgabe, die hier erledigt 
werden 5011. Wir beginnen mit dem Fall (j ~ O. 

Fiir ihn solI gezeigt werden, daB fede durch (15) dargestelIte Kurve 
eine Ellipse, eine Hyperbel oder ein Geradenpaar ist. Zunachst ist 
klar, daB wir den Fall an = 0, a12 = 0, a22 = 0 auszuschlieBen haben. 
1st all = 0 und a22 = 0, also a12 ~ 0, so stelIt (15) eine H yperbel dar, die 
(S. 131) die Achsen als Asymptoten besitzt. Dieser Fall ist damit erledigt. 

Sind nicht beide Koeffizienten an und a22 gleich Null, so sei ins­
besondere an von Null verschieden, ist es nicht so, so vertauschen wir 
die Achsen; wir diirfen auch die Festsetzung treffen, daB an > 0 istl). 
Wir nehmen nun die Achsen rechtwinklig an und gehen zu neuen X, 
Y-Achsen durch den Mittelpunkt iiber. 1st <J:: (x' X) = ex: , so lauten 
die Transformationsgleichungen 

x' = X cos ex: - Y sin ex: , y' = X sin ex: + Y cos eX , 

und es mage die Gleichung (15) in X, Y die Form 

(18) A ll X2 + 2A 12 XY + A22 y2 + aS3 = 0 

annehmen 2). Wir kommen damit auf eine Betrachtung zuriick, die wir 
bereits (S. 51) durchgefiihrt haben. Dort ergab sich insbesondere, daB 

12 An:: all + a22 + (au - ad cos 2 ex: + 2 a12 s~n 2 ex: 
( 19) 2 A 22 - all + a22 - (an - a22) cos 2 ex: - 2 a12 SIll 2 ex: 

2 A12 = (a22 - an) sin 2 ex: + 2 a12 cos 2 ex: 

ist, und auBerdem 

(20) All + A22 = an + a22 , AnA 22 - Ai2 = an a22 - ai2 . 

Wir wahlen nun ex: so, daB A12 = 0 ist; dann geht (18) in 

(21) AnX2 + A22 y2 + ail3 = 0 

iiber; die X, Y-Achsen fallen in die Hauptachsen, und es bestimmt 
sich ex: aus 

(22) 

1) 1st all < 0, 'so wird die Gleichung mit - 1 multipliziert. 
2) Au, A 12 > A2~ sind in diesem § 3 nur Koefiizientenbezeichnungen, nicht 

Unterdeterminanten A ik . 

3) Fur au - a12 = 0, a12 = 0 wird tg 2 IX unbestimmt, und es stellt (15) 
einen Kreis dar. Davon wird abgesehen. 
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Ferner haben wir jetzt fUr All und A"2 gemaB (20) 

(23) An + A22 = all + a22 , An A 22 = an a22 - ar2 = c5, 

und da c5 ~ ° ist, sind All und A22 von Null verschieden. Sie sind 
Wurzeln der quadratischen Gleichung 

(23 a) Z2 - (an + a22) z + (an a22 - aI2) = ° . 
Bemerkung. Aus (22) crgeben sich an sich zwei Werte fur ex, die sich urn n!2 

unterscheiden; ebenso kann man von den Wurzeln von (23a) eine beliebig als 
Au oder A22 wahlen. 1st aber ex gewahlt, so sind Au und A22 durch (19) eindeutig 
bestimmt, und ebenso ist es umgekehrt. Geometrisch besagt die Wahl von Au 
und A 22 , welche der beiden Hauptachsen die Rolle der X-Achse, und welche die 
der Y-Achse ubernimmt. Wir werden so verfahren, daB wir die eventuell zu 
treffende Festsetzung durch die Wahl von Au bewirken. 

Die weiteren Betrachtungen kniipfen an den Wert von L1 an. 
Den ersten Hauptfall bildet L1 ~ 0; dann ist auch ak = L1: c5 ~ 0, 
und (21) kann in die Form 

m X2 + n y2 - 1 = 0; 
Au~ m=--­

Ll ' 

gesetzt werden; die Vorzeichen von m und n hangen also von den 
Vorzeichen von All> A 22, c5, L1 abo Wir unterscheiden weiter, ob c5 > ° 
oder c5 < ° ist. 

1st c5 = an a22 - a12 > 0, so ist an a22 > ai2' es haben also all. 
und a22 gleiches Vorzeichen, und da oben all> ° angenommen ist, 
so folgt auch a22 > 0. Wegen An A22 = c5 > ° haben auch An und A22 
gleiches Vorzeichen, und da An + A22 = an + a22 > ° ist, so ist 
An> 0, A22 > 0. Mithin haben m und n das entgegengesetzte Zeichen 
wie c5: L1. Wir finden so die folgenden zwei Falle: 

c5>0, L1>0; m<O, n<O, a~a>O, 

b>o, L1<O; m>O, n>O, ak<O. 

Diesen beiden Fallen entsprechen die Gleichungen 

j ~2 + ~2 + 1 = ° (imaginare Ellipse oder nullteilige Kurve), 

X2 y2 
-;l2 + b2 - 1 = ° (reelle Ellipse). 

(24) 

Sei zweitens b < 0, also An A22 < 0. Es haben All und A 22, also 
auch m und n entgegengesetztes Zeichen; wir wahlen An so, daB 
m > ° ist, also n < 0, und finden die zwei Fille 

c5 <0, 

c5 < 0, 

L1 > 0; 

L1 < 0; 

m>O, 
m>O, 

n<O, 
n<O, 

An> 0, 

An < 0, 

af3 < 0, 

a~~> ° 
mit den Gleichungen 

1 ~2 - or; - 1 = ° (Hyperbel; X-Achse reelle Achse), 

X2 y2 
a2 - b2 + 1 = ° (Hyperbel; Y-Achse reelle Achse) . 

(25) 
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Die Art der Kurve ist daher durch die Vorzeichen von <5 und J voUstandig 
bestimmt. 

1st die Diskriminante J = 0, also auch aS3 = 0, so schlieBen wir 
wie vorher, daB im Falle <5 > 0 wiederum An > 0, A22 > 0 ist; im 
Falle <5 < 0 haben An und A22 wiederum verschiedenes Vorzeichen. 
Wir finden so 

i x' Y' 
<5 > 0., J = 0; ~ + b2 = 0 (imaginares Geradenpaar), 

(26) x' Y' 
<5 < 0 , J = 0; ~ - b2 = 0 (reelles Geradenpaar). 

Hieraus erhellt auch die geometrische Bedeutung von <5 < 0 und 
<5 > o. Die C2 von Gleichung (18) hat mit g= fiir aS3 ~ 0 dieselben 
Punkte gemein wie flir aS3 = 0; sie sind reel! flir <5 < 0, imaginar flir 
<5> o. 

Beispiele. 1. Fiir die Gleichung 

x, + 2 x Y - y' + 8 x + 4 y - 8 = 0 

linden wir A = 44, (j = - 2, a~3 = - 22. Fiir den Mittelpunkt (.;, t}) bestehen 
die Gleichungen 

.; + t}, + 4 = 0, .; - t} + 2 = 0; .; = - 3, t} = - 1 . 

Die Lage der Hauptachsen ist durch tg2£x = 1, 2£x = 45° oder 2£x = 225° be­
stimmt. Fiir All und A22 findet sich 

All + A22 = 0, AllA .. = - 2, also All = j/2, A22 = - (2. 
Die Kurve ist eine gleichseitige Hyperbel; ihre Gleichung kann in die Form 

X' - y2 = - 11 jI2, y2 - X2 = 11 j/2" 
gesetzt werden. 

Unbestimmt bleibt hier noch die Lage der reellen Achse zur x-Achse. Urn 
sie zu kHiren, miissen wir zu den Gleichungen (19) zuriickgehen. Nehmen wir 
2 £X = 45°, also cos 20( = sin 2 0( = .p'2, so finden wir 

2 All = 2 j/2 , 2 A 22 = - 2 y2, 
so daB die Gleichung die Form 

j/2 X 2 - j/2 y2 - 22 = 0; y2 - X 2 = 11 j/2" 
annimmt. Die reelle Achse der Hyperbel (die Y-Achse) bildet also mit der x-Achse 
den Winkel von 112to. 

2. Fiir die Gleichung 14x2 - 4xy + 11 y2 - 36x + 48y + 6 = 0 ist .; = 1, 
t} = - 2 der Mittelpunkt. Es ist (j = 150, Ll = - 60 (j, die Hauptachsenglei­
chung lautet 2 x, + 3 y2 = 12. 

3. Die Gleichung 11 x 2 + 84 x y - 24 y' + 22x + 84 y - 145 = 0 geht auf 
die Hauptachsen transformiert in 3x' - 4y2 = 12 iiber. 

§ 4. Die Parabel nebst ihren Ausartungen. 
Es bleibt noch der Fall 

<5 = all a22 - a~2 = 0 

zu betrachten. Da <5 die Diskriminante der quadratischen Glieder 
an x 2 + 2 a12 x Y + a22 y2 bedeutet, so besagt ihr Verschwinden, daB diese 
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Glieder ein vollstandiges Quadrat bilden (Anhang 42b). Wir konnen 
sie also in die Form (~x + l' a22 y)2 setzen. 

1st auch noch LI = 0, so ist gemiiB § 2 

au: a12 : al3 = a12 : a22 : a2S ; 

es gibt daher unendlich viele Losungen ;, 'fJ der Gleichungen (16) 
und damit unendlich viele Mittelpunkte. Wir konnen mit jedem von 
ihnen die Gleichung der C2 in die Form (15) iiberfiihren und erhalten 

(27) (l'aux' + ya22 y,)2 + aia = O. 

Hier ist aber noch der Wert von aia zu berechnen, da (17) versagt. 
Wegen LI = 0 haben wir von (16a), also von 

aia = a13 ; + a23 'fJ + a33 

auszugehen. Wird diese Gleichung der Reihe nach mit au, a12, a22 
multipliziert, so folgt mit Riicksicht auf (16) 

an aia = al3 (an ~ + au 'fJ) + an a33 = an a33 - ara = A 22 , 

al2 aia = a2S (an; + al2 'fJ) + al2 a33 = - al3 a23 + au ass = A 12 , 

a22 aia = a23(aI2~ + a22 'fJ) + a22 a33 = a22 a33 - a~ = An, 

wo hier wieder An, Au, A22 die Unterdeterminanten von an, a12 , a22 
in LI sind. Es wird also 

(28) 

Da nun all> ~2' a22 (S. 140) nicht zugleich Null sind, gibt mindestens 
einer dieser Quotienten einen bestimmten endlichen Wert fiir aia. 

1st aaa < 0, so sei aia = - k2; die Gleichung nimmt dann die Form 

( l' au x' + l' a22 y' + k) (yan x' + l' a22 y' - k) = 0 

an. Sie steIIt zwei parallele Geraden dar; die Mittelpunkte (;'fJ) erfiillen 
die zugehorige Mittelgerade. 1st aia> 0, so erhalten wir analog zwei 
imaginare parallele Geraden. 1st endlich aia = 0, so stellt die Gleichung 
eine Doppelgerade dar. Alsdann folgt aus (28) auch 

, An = 0, A1~ = 0, A22 = 0; 

es sind also alle Unterdeterminanten von LI gleich Null, und es ist 

(28 a) an: a12 : al3 = a12 : a22 : a23 = ~3: a23 : a33 . 

Man kann in diesem Falle den Ubergang von (6) in das Quadrat 
eines linearen Faktors folgendermaBen direkt ausfiihren. GemiiB der 
letzten Gleichung darf man setzen 

al1 =pIX2, a12 =plX{J, a22 =p{J2, a1S =pIXY, a23 =p{Jy, a33 = py2, 

wo p ein Proportionalitiitsfaktor ist, und die Gleichung (6) lautet 

(lXx+{Jy+r)2=O. 
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Es bleibt noch der Fall zu erortern, daB b = 0, aber A ;c ° ist; 
ihm entspricht die Parabel. Aus b = ° folgt jetzt, daB es kein endliches 
Wertepaar (~, fJ) gibt, das (16) befriedigt; der Ubergang zu parallelen 
x', y'-Achsen durch den Punkt (~, fJ) ist also nicht moglich. Wir fiihren 
in diesem Falle zuerst die Achsendrehung urn 0 aus und gehen dann 
zu neuen parallelen Achsen iiber. 

Wegen b = ° laBt sich (6), wie wir soeben sahen, in 

(faux + ~y)2 + 2a1S x + 2a23 y + a33 = ° 
iiberfiihren. Die neuen Achsen x', y' legen wir nun so, daB die Gerade 
Vanx + ya;y = Odie x'-Achse wird, also die Gleichung y' = ° besitzt; 
wie wir in § 2 zeigten, entsprechen dem die Transformationsgleichungen l ) 

Va;x-~y x' 
Van + a22 

Va22x'+~Y' 
X = -'----''7====' 

Van + a22 ' 

sincX = -~ 
Van + a22 ' 

coscX = va; 
Van + a22 

die obige Gleichung verwandelt sich daher in 

(29) 

(29a) 

Hier ist notwendig a~3;c 0, da aus a~3 = 0 (wie am SchluB von § 2) 
A13 = ° und A 23 = 0, also auch Ll = ° folgen wiirde. 

Nunmehr gehen wir mittels der Gleichungen 

x' = X + ~, y' = Y + fJ 
zu parallelen Achsen iiber; wir erhalten die neue Gleichung 

(an + a22)Y2 + 2a~X + 2a~ Y + a~ = 0, 

und zwar ist 

Durch geeignete Wahl von fJ machen wir zunachst a~ = 0; alsdann 
bewirkt eine geeignete Wahl von ~, daB auch a~ = ° wird. Dadurch 
reduziert sich (29) auf die Parabelgleichung, namlich 

(30) (ail + a22) y2 + 2 a~ X = 0; a~3 = a~ <: 0 . 

Insgesamt ergeben sich so fUr b = 0 die Falle 

b = 0, A ~ 0; Parabel, 
b=O, Ll=o, afs<O; 

b = 0, A = 0, a~'l > 0; 
b = 0, A = 0, afs = 0; 

zwei parallele Geraden, 
zwei imaginare parallele Geraden, 
eine Doppelgerade. 

1) ,vegen der Vorzeichen der Wurzeln vgl. S. 39. 
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Die letzten drei FaIle sind auch durch das Verschwinden gewisser Unter­
determinanten gekennzeichnet: fUr den ersten und zweiten ist 
A 13 = A 23 = A33 = 0; im letzten Fall verschwinden alle Unterdetermi­
nanten, An = A12 = A22 = A13 = A 23 = A33 = 0 1). Hieraus und aus 
§ 3 folgt, daB L1 = 0 die notwendige und hinreichende Bedingung fur ein 
Geradenpaar darstellt. 

Mit goo hat die C2 im Fall b = 0 stets zwei zusammenfallende 
Punkte gemein, bestimmt durch ~x + ya12 y = O. 

Beispiele. 1. Fur die Gleichung 

x 2 + 2 X)' + y2 + 8 x + 4 Y - 8 = 0 

ist ~ = 0, LI = - 4, sie stellt also eine Parabel dar. Man kann sie direkt in die 
Form (x + y)2 + 4(x + y) + 4x - 8 = 0 

bringen. Die Gleichungen der ersten Transformation lauten 

12 y' = x + y, 12 x' = x - y; 12 x = x' + y', f2 y = - x' + y' , 

man erhiiJt also zunachst 

y'2 + 3 12 y' + yz x' - 4 = O. 

Weiter ist y' = Y - 3 V2: 2, x' = X + 17 : 2 V2 zu setzen; die Parabelgleichung 
lautet dann y2 + V2 X = O. Der Winkel IX = (x x') ist durch cos IX = - sin IX = 1 : V2 
{IX = 135°) bestimmt. 

2. Fur die Gleichung x 2 + 2 x - 6 = 0 ist an = a13 = 1, a33 = - 6; 
A13 = A'3 = ~ = LI = O. FernerwirdAn = 0, Au = 0, A •• = -7, alsoai3= -7. 
Dies gibt die Gleichung (x + 1)2 - 7 = 0 und somit zwei parallele Geraden; 
was man auch direkt erhalt. 

§ 5. Die Invarianten. 
Die GraBen 

(31) 

stellen die einfachsten Invarianten der C2 fiir rechtwinklige Trans­
formationen dar. Ihre geometrische Bedeutung ist die, daB J1 = 0 
eine gleichseitige Hyperbel bedingt und b = 0 eine eigentliche Mittel­
punktskurve ausschlieBt. Analytisch ist b die Diskriminante der Glie­
der zweiter Ordnung; ihr Verschwinden macht diese Glieder zum 
Quadrat. 

Urn dies auf beliebige Achsensysteme auszudehnen, wollen wir von 
der quadratischen Form all x2 + 2a12 xy + a22y2 ausgehen; durch die 
Transformationsformeln gehe sie in ailx'2 + 2 ai2x' y' + ~y'2 iiber. 
Fiir jedes Paar entsprechender Punkte (x, y) und (x', y') besteht dann 
auf Grund dieser Formeln die Gleichung 

(32) an x2 + 2a12 xy + a22y2 = ailx'2 + 2a~2x'y' +aky'2. 

Nun gibt es noch eine besondere quadratische Form, die auf Grund der 

1) Vgl. die analogen Kriterien von S.45. 

Schoen flies, Analytische Geometrie. 10 
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genannten Formeln ebenfalls in die entsprechende ubergeht; es ist die, 
die den Abstand 0 P ausdruckt. Ist -4: (x y) = 00, -4:(x', y') = 00', so ist 
fUr jedes Paar entsprechender Punkte 

(32 a) X2 + y2 + 2xy cos 00 = X'2 + y'2 + 2x' y' cosw'. 

Daher ist auch 

(32b) { 
anx2 + 2a12 xy + assYs + ),(XS + y2 + 2xy cos 00) 

= a1I X'S + 2~x' y' + ~y'2 + ),(X'2 + y'2 + 2x' y' cos 00'), 

und zwar fiir iedes),. Wahlt man), insbesondere so, daB die linke 
Seite das Quadrat eines linearen Faktors wird, so ist fur denselben 
Wert von), auch die rechte ein solches Quadrat. Die Bedingungen 
dafiir lauten links und rechts 

I all + ), au + ), cos co I = d I all + ), al2 +), cos 00' I = 
l l 0 un , l " l O. 

au + A cos 00 a22 + A al 2 + A cos 00 tl22 + A 

Dies sind zwei quadratische Gleichungen in )" die dieselben Wurzeln 
besitzen; ihre Koeffizienten sind daher einander proportional, d. h. es ist 

(33) 
au aS2 - a~2 ail a~2 - a~22 

sinS w - sins ~ 
und 

(33 a) 
au + as. - 2 a,. cos w ai, + a~2 - 2 ai. cos w' 

sin'w sin'w' 

Damit ist die allgemeine Form der invarianten Ausdrucke (31) ge­
wonnen. 

Es gibt noch eine dritte, wichtige GroBe von invariantem Charakter; 
es ist die Diskriminante LI. Der Beweis wird im Anhang gefiihrt wer­
den (38 a), und zwar fur allgemeine homogene Koordinaten Xi' Wir 
legen also als Gleichung der Ca 

(34) {f(X) = al1~ + a22~ + aaa~ + 2 a2a x2xa + 2 alaxlxa + 2 a12 xl xa 
= 1: aikXi Xk = 0, aik = aki 

zugrunde; man hat wiederum 

(34 a) {f(X) = (anxi + a12 x2 + alaxa) Xl + (a2I XI + aS2 x2 + a2a xa) X2 
+ (a31 Xl + a32 Xa + a3a Xa) Xa • 

Werden nun neue Koordinaten X; durch die Substitution 

Xi = Pil xl + PiS ~ + Pi3 Xa 
eingefuhrt,so lautet die Invarianzgleichung 

(35) 

Die Diskriminante bewahrt also bis aUf das Quadrat der Substitutions­
determinante als Faktor ihre Form. Von diesem allgemeinen Resultat 
kommt hier jedoch nur der engere Fall in Betracht, den wir bisher 
stets ins Auge faBten, namlich· die Transformation zwischen einem 
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xy-System und einem x' y'-System. Mogen die xy-Achsen wieder recht­
winklig sein, die x' y'-Achsen beliebig; dann lauten die Transformations­
formeln 

x = lX. x' + fJ y', y = y x' + ~ y' , 
IX = cos (xx'), fJ = cos (xy') , r = cos (y x'), ~ = cos (yy') . 

In diesem Fall ergibt sich (S. 31) 

IX fJ 

II fJik II = y ~ 
o 0 

o 
o = IX ~ - fJ y = sin (x' y') , 
1 

und Gleichung (35) wird 

A' = sin2 (x' y') A . 

Nimmt man ein zweites System x", y" an, so ist ebenso 

A" = sin 2 (x" y") A , 
oder aber 

(36) 
LJI LJ" 

sin 2 (xl y') = sin 2 (xl' y") , 

in voller Analogie zu den Gleichungen (33) und (33 a). 
Die groBe Bedeutung der Invarianten wird aus folgender An­

wendung hervorgehen. Wir setzen zunachst 

(37) 

(37a) 

I = all + a22 - 2 au cos Q) 

1 sin2 (xy) , 

I 1 I an a121 
2 = sin2(xy) a a ' 

21 22 

1 I au 
13 = sin2(xy) I a 2l 
, a31 

a12 al3 

a22 a23 

a32 a33 

der Index zeigt also den Grad der Invariante in den Koeffizienten an. 
Fur irgend zwei Achsensysteme x', y' und x", y" ist dann 

Ii = lr. 1~ = u, n = lr· 
Lassen wir diese Achsen mit zwei Paaren konjugierter Durchmesser a', b' 
und a", b" zusammenfallen, so nehmen die beiden ersten Gleichungen 
die besondere Form 

(a~2 ± b~2 ) : sin2 (x' y') = ()/2 + b~/2) : sin2 (x" y") , 

1 1.. 2 (x' ') _ 1 1.. 2 (x" ") 
(ii2 • /12' sm y - a"2' l}n . sm y 

an. Die zweite Gleichung stellt den S. 132 bewiesenen Satz dar, daB 
die aus zwei konjugierten Durchmessern gebildeten Parallelogramme 
gleichen Inhalt haben. Weiter folgt durch Division 

a'2 ± b'2 = a"2 + b"2, 

nnd das ist die S. 134 abgeleitete Formel (31). 
10* 
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§ 6. Die projektive Einteilung der C2• 

Flir die Einteilung der C2 bildete in § 3 und § 4 die Frage, ob 
~ = ac:- b2 = ° istoder nicht, den Ausgangspunkt. 1m ersten Fall 
fiel der durch (16) bestimmte Punkt (~1'J) auf goo, imzweitenins Endliche; 
es steht also die Gerade goo im Gegensatz zu den eigentlichen Geraden. 
Darauf beruht auch die Sonderstellung der Parabel; sie besitzt die 
Gerade goo als Tangente. 

1m Kap. VIII lernten wir, daB dieser Gegensatz beim trbergang 
zu den allgemeinen projektiven Koordinaten schwindet. Diesen trber­
gang wollen wir jetzt vornehmen. Es schwindet dann sowohl der 
Gegensatz zwischen Ellipse und Hyperbel einerseits und der Parabel 
andererseits, wie auch der Gegensatz zwischen Ellipse und Hyperbel 
selbst; man spricht insofern von einer profektiven Einteilung der Ca. 

Analog ist die Stellung der Diskriminante LI. Ihr Nullwerden bedeu­
tet, daB die Kurve in ein Geradenpaar oder eine Doppelgerade ausartet. 
Das hat mit der Sonderstellung der goo nichts zu tun; es 'bildet auch die 
ErkHirung dafiir, daB die Invarianz von LI fUr beliebige homogene Ko­
ordinatentransformationen Geltung hat; LJ ist eine projektive Invariante. 

Um zur projektiven Einteilung der C2 zu gelangen, gehen wir von 
Gleichung (34) aus, also von 

all~ + ~~ + a33~ + 2~x2xa + 2 a13 x1 xa + 2 a12 Xl X2 = O. 

Von der linksstehenden quadratischen Form gelten nach dem An­
hang (45) die folgenden beiden Slitze: 1. Durch geeignete Koordinaten­
transformation lliBt sie sich in eine Summe von Quadraten liberfiihren, 
und 2. gilt fiir sie das Triigheitsgesetz der quadratischen Formen. Wird 
sie in eine Summe von Quadraten umgewandelt, so kann deren Zahl 
drei oder zwei oder eins sein; diese Formen sind wiederum nach ihrer 
Signatur zu unterscheiden, daraus folgt, daB - abgesehen davon, 
daB man jede Gleichung mit -1 multiplizieren kann - nur flinf 
projektiv zu unterscheidende Kurvengattungen auftreten, charak­
terisiert durch die Gleichungsformen 

(38) { 1. ~ + ~ + ~ = 0, 2. ~ + ~ - ~ = 0, 
). ~+~=O, 4. ~-~=O, 5. ~=O. 

Dem ersten Fall kann ein reeller Punkt nicht genligen, ihm entspricht 
der imaginare (nullteilige) C2 ; dem zweiten Fall entspricht der eigent­
liche C2 • Die Fane 3. und 4. gestatten die Zerlegung in zwei imaginare 
oder reelle Faktoren 

(Xl + iXa) (Xl - ix2) = 0 und (Xl + xJ (Xl - X2) = 0, 

ihnen entspricht das imaginare und das reelle Geradenpaar; der Fall 5. 
endlich liefert die stets reelle Doppelgerade. DaB auch der Gegensatz 
von reell und imaginar erhalten bleibt, beruht darauf, daB nur reelle 
Transformationen in Betracht kommen. 
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§ 7. Das Polarsystem. 
Wir gehen von einer eigentlichen C2 aus; ihre Gleichung setzen 

wir in die Form ()4a), also: 

(39) { ~~~+~~+~~+~~~+~~+~~ + xa(aalxl + a32 x2 + aasxa) = 0, 

und es soll 

sein. Ferner seien (y) und (z) zwei beliebige Punkte, so wird (S. 101) 

(40) ex. = Y. + 1z. 
alle Punkte der durch (y) und (z) bestimmten Geraden darstellen. Fiir 
ihre gemeinsamen Punkte mit der C2 besteht die Gleichung 

f(y + 1 z) = ~ aik(y,+ 1z.) (Yk + 1 Zk) = 0; 

nach 1 geordnet moge sie 

(41) L12 + 2M 1 + N = 0 

lauten, und zwar ist, wie die Ausmultiplikation direkt ergibt, 

L = ~ aj,kz,zb M = ~ aiky,zk, N = ~ a'kYiYk' 
Der bilineare Ausdruck M HiBt sich ausfiihrlicher in der doppelten Form 

(42) M = ~y.,;(a.lZl + a'2 z2 + aiaZa) = ~z,(ailYl + ai2Y2 + aisYa) 

darstellen, ist also aus den Y.,; und Zi gleichartig aufgebaut. 
Die beiden Wurzeln l' und 1" von (41) liefern, in (40) eingesetzt, 

die Punkte (x') und (x"), die die Gerade mit der C2 gemein hat. Haben 
die Punkte (y) und (z) insbesondere eine so1che Lage, daB 

(43) l' + 1" = 0, also M = 0 

ist, so bilden (x') und (x") mit (y) und (z) zwei harmonische Punkte­
paare; jedes Paar von Punkten (y) und (z), das diese Eigenschaft be­
sitzt, soIl ein Paar koniugierter Punkte fur die C2 heiBen. 

Wir halten nun den einen Punkt, z. B. (Y), fest und fragen nach 
der Gesamtheit der Punkte (z), die zu (y) konjugiert sind. Sie bilden -
in variablen z. - die durch M = 0 dargestellte Gerade. Sie heiBt 
Polare von (Y), und (y) ihr Pol. Halt man irgend einen Punkt (z) dieser 
Geraden fest, so bilden aIle zu ihm konjugierten Punkte - in varlablen Yi 
- ebenfaIls eine dur~h M = 0 dargestellte Gerade. Zu diesen Punkten 
gehOrt auch der Punkt (y), von dem wir ausgingen, und so folgt: 

Von zwei koniugierten Punkten liegt ieder aUf der Polare des anderen. 
FaJ.lt der Punkt (y) auf die Kurve, so ist in (41) N = 0; wird also 

der Punkt (z) wiederum der Bedingung M = 0 unterworfen, so liefert 
die Gleichung (41) fiir 1 die Doppe1wurze1 1 = 0; die Verbindungs­
linie von (y) und (z) hat alsdann mit der Kurve nur den doppelt zahlenden 
Punkt (y) gemein, sie wird zur Tangente in (Y), d. h.: 

Die Polare eines Kurvenpunktes ist seine Tangente. 
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Da dieser Satz ebenso wie der vorstehende seine Quelle in der 
Gleichung M = 0 hat, so folgt noch: Jeder Punkt (z) einer Tangente 
der Kurve ist zu ihrem Beriihrungspunkte konjugiert. Die Polare von (z) 
[als Ort aller zu (z) konjugierten Punkte] geht daher dureh die Berilhrungs­
punkte der von (z) an die Kurve gelegten Tangenten. 

Die Linienkoordinaten Ui der Polare von (y) erhalten wir aus (42) 
gemaB Kap. VIII, § 5; sie sind 

(44) aUi = ailYl + ai2Y2 + aiaYa • 

Wegen II aik II ~ 0 lassen sich diese Gleichungen nach den Yi auflosen; 
sind Aik die Unterdeterminanten der aik> so ist (Anhang 34 b) 

(44 a) eYk = A1kU1 + A 2k U2 + A 3k Ua • 

Zu einer Geraden (u) gibt es also genau einen Punkt (Y), der ihr Pol ist: 
Das Entspreehen von Pol und Polare ist eineindeutig. 

Beispiel. Flir einen Kreis x 2 + y2 - e 2 = 0 lautet die Gleichung, die die 
Polaritat liefert, wenn (~, 1)) und (x, y) konjugierte Punkte sind, 

~ x + 1) y - e2 = 0 . 

Sie liefert 1. die Polare zu (~, 1)), 2. die Tangente, wenn (~, 1)) ein Kreispunkt ist, 
3. den Satz, daB die Polare auf der Verbindungslinie des Zentrums mit (~, 1)), 

also der Geraden 1) x - ~ y = 0 senkrecht steht. 

§ 8. Die involutorischen Beziehungen im Polarsystem. 
Die Polaritat bedingt eine Reihe involutorischer Beziehungen. Sei g 

eine beliebige Gerade; wahlen wir sie als Gerade Xa = 0 des Koordinaten­
dreiecks, so geht (42) in die einfachere Gleichung 

all Yl Zl + al2 (Yl Z2 + Y2 Zl) + a 22 Y2 Z2 = 0 

tiber. Die Yi und Zi sind zugleich line are Koordinaten fUr g selbst (S. 102); 
demgemaB zeigt die vorstehende bilineare Gleichung, daB die Paare 
(Y), (z) auf g eine Punktinvolution bilden. Dies ergibt sich auch folgender­
maBen: Fassen wir g als Verbindungslinie der Punkte (x') und (x") auf, 
die sie mit der C2 gemein hat, so ist jedes auf ihr enthaltene Paar (Y), (z) 
zu (x') und (x") harmonisch; ihre Gesamtheit bildet also die Involution 
mit (x') und (x") als Doppelpunkten. Je nachdem die Gerade g die 
Kurve in zwei reellen oder zwei imaginaren Punkten schneidet, ist die 
Involution hyperbolisch oder elliptisch. 1st die Gerade eine Tangente, 
so ist die Involution parabolisch; in der Tat ist ja (S. 149) jeder Punkt 
der Tangente zum Beriihrungspunkt konjugiert. 

FUr die weiteren Betrachtungen wird zweckmaBig eine neue Be­
zeichnung eingefUhrt; die Polare eines Punktes P solI p heiBen. Wir 
nehmen an, die Kurve sei zeichnerisch gegeben, und wollen zunachst 
zu P die Polare p und zu p ihren Pol P konstruieren. Dazu dient der 
Satz von S. 61 tiber das Auftreten harmonischer Punkte am voll­
standigen Viereck. Durch P ziehen wir zwei Geraden; ihre Schnitt-
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punkte mit der Cz betrachten wir als vier Ecken eines Vierecks und 
konstruieren dazu, wie es Fig. 63 zeigt, das Diagonaldreieck. Eine Ecke 
fi:illt in P, die beiden anderen seien Q und R. Dann schneidet QR die 
beiden durch P gezogenen Geraden in Punkten, die zu P konjugiert 
sind, und ist daher die Polare p; ebenso ist P R = q die Pol are von Q 
und PQ = r die Pol are von R. 1m Diagonal­
dreieck PQR sind also je zwei Ecken einander 
konjugiert und jede Seite ist die Pol are der ihr 
gegenuberliegenden Ecke (Polardreieck). Damit 
ist bereits zu P die Polare p gefunden. Geht 
man umgekehrt von der Geraden p aus, so 
wird man auf ihr eiIien Punkt Q beliebig an­
nehmen, und nun mit Q als Ausgangspunkt das 
zugehOrige Polardreieck QPR konstruieren, so ist damit auch der 
Pol P gefunden. 

Von den beiden Geraden q und r geht jede durch den Pol der 
anderen; sie heiBen konfugierte Geraden fUr die Cz. Lassen wir den 
Punkt Q die Gerade P durchlaufen, so dreht sich gleichzeitig q urn P; 
es durchlauft auch R die Gerade p, und es bleibt stets Q, Rein Paar 
konjugierter Punkte; ebenso auch q, rein durch P gehendes Paar 
konjugierter Strahlen. AIle diese Strahlenpaare (q, r) bilden wieder eine 
Involution von Strahlenpaaren mit Pals Scheitel; die von P an die Cz 
gezogenen Tangenten sind (S. 150) ihre Doppelstrahlen. Man kann dies 
so aussprechen, daB die Involution auf p der Schnitt mit der im Busche! 
urn P vorhandenen Strahleninvolution ist. 

Die so fUr eine C2 nachgewiesene Polaritat enthii.lt die Satze uber 
konfugierte Durchmesser als Sonderfalle. FaUt der Punkt P in einen 
Punkt Qoo, so ist jeder zu ihm konjugierte Punkt Mitte einer durch Qoo 
gehenden Sehne, ihre Gesamtheit somit ein Durchmesser. Die Durch­
messer sind also Polaren der Punkte Qoo; umgekehrt entspricht der Ge­
raden goo als Pol der Kurvenmittelpunkt (bei der Parabel, die von goo 
beriihrt wird, faUt ihr Pol in den Beruhrungspunkt). Zwei konjugierte 
Durchmesser von S. 127 liegen so, daB jeder die Sehnen halbiert, die 
durch den Pol des anderen gehen; sie sind also auch im Sinn des Polar­
systems konjugiert. Die Endpunkte der Paare konjugierter Durchmesser 
bilden also die auf goo vorhandene Involution der Paare (Qoo, Roo). 

Beispiel. Fiir den Kreis x2 + y2 - ri Z2 = 0 mid fiir (x, y, z) und (x', y, z') 
als konjugierte Punkte ist die Polaritatsgleichung 

xx'+yy'-e2zz'=O; ferner (}u=x, av=y, (}w=-e2z. 

Die Punktinvolution auf goo ist also durch xx' + yy' = 0 bestimmt; in u, v, u', v' 
geschrieben ergibt sich fiir dieselbe Involution u u' + v v' = 0, aber bezogen auf 
den Strahlbiischel urn O. J e zwei konjugierte Strahlen sind normalzuein­
ander. Die Doppelelemente sind x2 + y2 = 0 und u2 + v2 = 0, also die Kreis­
punkte und die Minimalgeraden. Daraus folgt noch, daB orthogonal dasselbe ist, 
wie konjugiert zu S'oo und ] <OX> • 
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FUr ein Polardreieck als Koordinatendreieck gestaltet sich die 
Kurvengleichung besonders einfach. Die Ecken haben dann - in Yi 
geschrieben - die Koordinatenwerte 

Y2 = 0, Ya = 0; Ya = 0, YI = 0; YI = 0, Y2 = 0; 

ihre Polaren, als Gegenseiten - in Zi geschrieben - sind 

Zl = 0, Z2 = 0, za = ° . 
Das muB in der Gleichung (42), die die Polare von (y) ist, durch die 
Werte der aik zum Ausdruck kommen; daher mUssen alle aik> deren 
Indizes verschieden sind, den Wert Null haben. Somit ist 

~) ~~+~~+~~=o 
die Gleichung der C2 fiir ein Polardreieck als Koordinatendreieck. Die 
Transformation in eine Summe quadratischer Glieder von § 5 erhiilt 
damit ihre geometrische Deutung. 

Die auf zwei konjugierte Durchmesser bezogene (homogene) Glei­
chung von Ellipse und Hyperbel war (S. 121) 

AX2 + By2 -Z2 = 0; 

die beiden Durchmesser bilden daher mit goo ein Polardreieck. 
Auch die Transformation auf die Hauptachsen liiBt sich :mittels der 

Polarentheorie leicht behandeln. Zuniichst folgt aus Satz 3 von S. 79 
ihre Existenz; sie bilden das gemeinsame Paar der Durchmesserinvo­
lution und der orthogonalen Involution, das stets reell ist (S. 76). 
Analytisch ergibt sie sich wie folgt. Wir gehen von der Mittelpunkts­
gleichung fiir rechtwinklige Achsen aus; sie sei 

(45 a) 

fiir irgend zwei konjugierte Punkte Xl: YI: Zl und x2: Y2: Z2 besteht 
wieder die Gleichung (42); sie lautet hier 

xl (an x2 + a12 Y2) + Y1(aI2 xZ + a,,2Y2) + aa3 zl z2 = 0. 

Wiihlen wir die beiden konjugierten Punkte als ein Paar Qoo, Roo von 
goo, so ist fiir i = 1, 2 . 

Xi: Yi: Zi: = COS1Xi: sin1Xi: 0, 

und die vorstehende Gleichung geht in 

cos 1Xl (an cos 1X2 + a12 sin 1X2) + sin 1Xl (a12 cos 1X2 + a22 sin 1X2) = ° 
uber. Sollen die Punkte Qoo, Roo zugleich auf den Hauptachsen liegen, 
so muB 1X2 - 1Xl = -} 1(, sein; also 

COS1Xl ' COS1X 2 + sin1X1 • sin1X2 = 0. 

Nun ist COS1XI und sin1XI nicht zugleich Null; in den beiden letzten 
Gleichungen sind daher die Faktoren von COS1XI und sin1XI einander 
proportional, fur geeignetes A ist also 

an cos 1X2 + al2 sin 1X2 = A cos 1\:2' a21 cos 1X2 + a22 sin 1\:2 = A sin 1\:2 • 
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Die analoge Gleichung besteht fiir lX.l ; fur die zugehorigen Werte A 
erhalten wir also die Bedingungsgleichung 

j a11 - A a12 I . 12 ( ) 1 2 
1 =0, II. - a11 +a22 lI.+a11 a22 -a12 = 0. a2l a22 -11. 

Ihre Wurzeln ~ liefem die zwei Werte lX.i; fur jeden von ihnen ist mithin 

(46 a) { a11 cos <Xi + a12 sin <Xi = ~ cos <Xi , 

a21 cos <Xi + a ~2 sin <Xi = Ai sin lX.i . 

Die so gefundene Gleichung ist dieselbe, die (S. 141) A11 und A22 zu 
Wurzeln hat. Dies ergibt sich auch aus der folgenden Betrachtung, 
die die Hauptachsengleichung direkt liefert. Wir gehen zuniichst zur 
inhomogenen Gleichung (45 a) zuruck, also zu 

a11 x2 + 2 a12 x Y + a22 y2 + a33 = ° , 
Ihre Glieder zweiter Ordnung schreiben wir 

a11 x2 + 2 a12 xy + a22 y2 = x (a11 x + a12 y) + y(a2l x + a22 y) , 

Nun sind <Xl und <X2 die Winkel der neuen X, Y-Achsen mit den x, y­
Achsen, daher lauten die Transformationsgleichungen 

(46b) x = X COSlX.l + Y cos <X2 , y = X sin <Xl + Y sinlX.2 ' 

Mit Benutzung von (46a) ergibt sich aus ihnen 

an x + a12 Y = Al cos lX.l X + A2 cos <X2 Y , 
a2l x + a22 Y = Al sin <Xl X + A2 sin <X2 Y, 

und hieraus folgt durch Multiplikation mit den Gleichungen (46 b) 
und Addition wegen <X2 - <Xl = t:n; 

an x2 + 2 a12 xy + a22y2 = A1 X2 + A2 y2, 

Bemerkung. 1m Fall der Parabel ist wegen all a 22 - a~2 = 0 die eine der 
beiden Wurzeln Al und A2 Null; wird Al = 0 gesetzt, so gehen die Glieder zweiter 
Ordnung in das eine Quadrat A2 y2 fiber; das fibrige folgt wie vorher. 

§ 9. Dualistisches. 
Das Entsprechen zwischen den Punkten und ihren Polaren ist 

. sachlich mit der Dualitiit identisch. Es entspricht niimlich 

einem Punkt P und einer Geraden q 
der vereinigten Lage von P und q 
allen Strahlen q durch P 

eine Gerade p und ein Punkt Q, 
vereinigte Lage von p und Q, 
alle Punkte Q auf p 

usw. Geht man also von einer Figur aus, die aus Punkten und Geraden 
besteht, konstruiert zu jedem Punkt die Polare und zu jeder Geraden 
ihren Pol, so entsteht eine dualistische Figur, die aus Geraden und 
Punkten ebenso aufgebaut ist wie die Ausgangsfigur aus Punkten und 
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Geraden. GemiiB (44) geht iiberdies auch 

eXi = Yi + AZi in aUi = Vi + AWi 
tiber, also eine Punktreihe in einen zu ihr projektiven Strahlbtischel 
und umgekehrt. In dieser Weise ist die Dualitiit von J. V. Poncelet 
gefunden worden. 

Auf hahere Gebilde laBt sich das Entsprechen folgendermaBen aus­
dehnen: Wir gehen von einem Punktort Cn der nten Ordnung aus (§ 1), 
der durch In(Y) = 0 gegeben sei; eine Gerade q enthiilt n Punkte von 
ihm. J edem Punkt P des Orts en tsprich t eine Polare p; aile diese 
Geraden bilden einen Strahlenort, und ebenso wie n Punkte Pi von Cn 

in eine Gerade q fallen, so werden die n Polaren Pi samtlich durch 
den Pol Q von q laufen. Das polare Bild des Punktorts Cn der n ten 
Ordnung ist also ein Strahlenort Tn der n ten Klasse. Seine Gleichung 
ergibt sich hachst einfach mittels derEormeln (44), die die Koordinaten Ui 
der Polare des Punktes (y) enthalten. Fiir die Yi besteht die Gleichung 
In(Y) = o. Setzen wir in sie ftir die Yi ihre Werte in den Ui ein, so ist 
diese Gleichung fiir die Polaren aller Punkte (y) erfiillt, und ist daher 
bereits die Gleichung CPn(u) des Strahlenorts. 

Sei insbesondere die Kurve Cn die Kurve C2 selbst. Jedem ihrer 
Punkte entspricht seine Tangente als Polare; die Gleichung cp(u) = 0 
des Strahlenorts stellt also in diesem FaIle die Kurve C2 in Linien­
koordinaten dar. Diese Gleichung soIl jetzt abgeleitet werden, indem 
wir zunachst von den Gleichungen (44) ausgehen; sie lauten 

aUI = anYI + al2 Y2 + a13 Y3 

aU2 = a21 Yl + a22 Y2 + a23 Y3 

aU3 = anYI + aa2Y2 + asa)'a' 

AuBerdem haben wir auszudriicken, daB (y) der C2 angehart, daB also 
fiir die Yi die Gleichung (39) besteht. Wir multiplizieren dazu die 
drei Gleichungen mit Yt, )'2' Y3 und erhalten 

U1Yl + U2Y2 + UaY3 = 0, 
eine Gleichung, die die vereinigte Lage ftir den Punkt (y) und die Ge­
rade (u) darstellt (also flir den Kurvenpunkt und seine Tangente). 
Wir haben so vier Gleichungen, die ftir die Yi erfiillt sein mtissen; die 
Elimination der Yi aus ihnen liefert die gesuchte Beziehung fill die Ui, 
also die Tangentengleichung der C2 • GemaB Anhang (30) ist sie 

an a l2 ala Ul 

(47) au a22 a23 U2 = O. 
aal aa2 aaa Ua 
UI U2 Ua 0 

Direkter erhalten wir sie durch Multiplikation der Gleichungen (44a) 
mit Yk (k = 1,2,3) und ihre Addition; so folgt 

(47a) 1: AikUiUk = 0 (Aik = A ki). 
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Eine eigentliche Kurve der zweiten Ordnung ist also zugleich eine 
K urve der zweiten Klasse. 

1st die Kurve C2 auf ein Polardreieck bezogen, hat ihre Gleichung 
also die Form (45),. so lautet ihre Tangentengleichung 

(47b) 

Die Formeln (44) lauten namlich in diesem Falle 

woraus die Behauptung folgt. 
Die vorstehenden Betrachtungen lassen sich dualisieren. Wir gehen 

dazu von der Gleichung eines Strahlenorts r 2 der zweiten Klasse aus; 
sie laute 

Wir werden damit beginnen, einer Geraden p einen Punkt P zuzu­
ordnen, und werden so das dualistische Bild der vorstehenden Resultate 
erhalten. Da aber dies Resultat in sich dualistisch war, so erhalten 
wir nichts Neues; es ist also uberflussig, diese Aufgabe zu behandeln. 
N ur zweierlei sei erwahnt: Die im Strahlenbuschel auftretende involu­
torische Paarung der Strahlen (v), (w) hat die Gleichung 

VI (bn WI + b12 W z) + Vz (bZI WI + b22 W z) = 0, 

und zweitens: Der Strahlenort r z muB sich zugleich als ein Punktort C2 

erweisen. Dies kommt folgendermaBen zustande: Auf jedem Strahl 
des Orts 1'z muB es einen Punkt geben, der der Tangente dualistisch 
gegenubersteht, und den wir als Beruhrungspunkt des Strahls definieren 
k6nnen, d. h. als einen Punkt, fUr den die beiden durch ihn ziehenden 
Strahlen des Orts identisch sind. Die Gesamtheit dieser Beriihrungs­
punkte (x) wird dann durch die Gleichung 

~BikXiXk = 0; Bik = Bki 

dargestellt sein. Damit ist die Identitiit der eigentlichen Kurven zweiter 
Ordnung und zweiter Klasse in vollem Umfang erwiesen. 

§ 10. Das ausgeartete Polarsystem. 

Wenn die C2 in ein Geradenpaar ausartet - es heiBe G2 -, so daB 
die Diskriminante L1 = 0 ist, so artet auch das Polarsystem aus. Als 
Pol are eines Punktes (y) definieren wir wiederum die durch (42) fUr 
variables z bestimmte Gerade; fur ihre Koordinaten Ui gilt also 

(48) { 
aUl = anYI + al2 Y2 + alaYa 

auz = aZIYI + aZ2 Y2 + a2a Ya 
aUa = aaIYI + aazY2 + aaaYa· 
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Wegen Ll =0 bestehen (Anhang 26a) fUr die Unterdeterminanten Au, 
die bei einem Geradenpaar nicht aUe verschwinden, die Gleichungen 

(48 a) Au: A2l : A3l = A12 : A 22 : A32 = A13 : A2a : Aaa; 

es ist also fiir jedes i, k (Anhang 29b) 

(48 b) 

und daher folgt aus (48) fiir jeden Index k 

Aaul + A2k u2 + ASkua = 0. 

Fiihren wir nun den Punkt (~) ein, dessen Koordinaten durch die Ver­
haItnisse (48a) gegeben sind, so ergibt sich fiir ihn aus der vorstehenden 
Gleichung 

(49) ;1 Ut +~2U2 + ;aUa = 0, 

und wegen (48b) ist zugleich 

(49 a) {aU~l + ~2~2 + a13~a = 0, a2l~1 + a22~~ + a23~S = 0, 
a3l ~l + aS2 ~2 + a 33 ~a = ° . 

Hieraus folgt zweierlei: 1. Da (y) ein beliebiger Punkt war, so gilt die 
Gleichung (49) fUr jeden Punkt (y), die Polaren aIler Punkte gehen 
also durch den Punkt (~). 2. Fiir diesen Punkt werden in (48) aIle 
Ui = 0, seine Polare wird daher unbestimmt (singuliirer Punkt). Das 
Polarsystem artet also in der Weise aus, daB die Polare eines beliebigen 
Punktes durch (~) geht, wiihrend als Polare von (~) jede Gerade zu 
betrachten ist. 

Der Punkt m kann kein anderer Punkt sein als der Schnittpunkt 
des Geradenpaars. Wegen der Gleichungen (49a) hat fiir ihn der Aus­
druck (39) den Wert Null; (~) gehOrt also dem Geradenpaar an. 1st 
ferner (x') ein anderer Punkt des G2 , und wird wie S.149 

f(~ + h') = L),2 + 2M2 + N 

gesetzt, so ist jetzt 1. L = ° und N = 0, weil (~) und (x') auf dem G2 

liegen, und 2. M = 0, weil die Polare von (x') durch ; geht. Daher 
gehOrt der Punkt (~+ h') fiir jedes 2 dem G2 an; die durch ~ und x' 
bestimmte Gerade ist also ein Teil von ihm. Dies gilt fiir jeden Punkt (x') 
jeder der beiden Geraden des G2 , in der Tat ist also (~) ihr Schnittpunkt. 

Die Polardreiecke ergeben sich hier folgendermaBen: 

Je zwei durch (~) gehende Geraden, die mit den beiden Geraden 
des Paares z~i harmonische Strahlenpaare bilden, sind einander kon­
jugiert; jede von zwei solchen Geraden ist die Polare der siimtlichen 
Punkte der anderen; je zwei Punkte zweier solcher Geraden sind also 
ebenfaIls zueinander konjugiert. Ein Polardreieck wird daher durch 
den Punkt (~) im Verein mit irgend zwei konjugierten Punkten (y) 
und (z) dargestellt. 
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Auch der in ein G2 ausgearteten C2 entspricht eine Gleichung in 
Linienkoordinaten. Wie im allgemeinen Fall ist es die Gleichung, der 
die Polaren aller Punkte des G2 gentigen; zu ihr fUhrt auch derselbe 
Weg wie dort. Er liefert wiederum die Gleichung (47a). Aber bei dem G2 

befriedigen die Ail: die Gleichungen (48a); wir k5nnen daher (S. 143) 

Aii = fl~;' Aik = fl~i~k 
setzen, und so geht (47a) in diesem Fall in die Gleichung 

(50) (~l U1 + ~2 U2 +- ~a Ua)2 = 0 

tiber. Sie stellt den Schnittpunkt des G2 (doppelt gerechnet) dar. 
Wenn die C2 in eine Doppelgerade ausartet, verschwinden aIle 

Unterdeterminanten Aik . Alsdann bestimmen die Gleichungen (49 a) 
nicht nur einen singularen Punkt (~), sondern unendlich viele. Die 
drei Gleichungen stellen jetzt (in variablen ~i) eine und dieselbe Ge­
rade dar, und zwar die Doppelgerade, und es ist ieder ihrer Punkte ein 
singularer. Die Gleichung (47) ist jetzt fUr jede Gerade (u) erfilllt; ein 
besonderer Strahlenort existiert also nicht mehr. 

§ 11. Das C2-Biischel. 
Seien 

(51) j=2;aikxixk=O und rp=2;bikXiXk=O 

die Gleichungen zweier eigentlicher C2 • Es gibt (Anhang 53) vier 
Tripel Xi, die beiden Gleichungen geniigen; sie entsprechen den gemein­
samen Punkten der beiden C2 • Wir beschranken uns ausdriicklich 
auf den einfachen Fall, daB die vier Punkte voneinander verschieden 
sind, also ein Viereck bilden. Sie gehOren zugleich jedem C2 des durch 
die Gleichung 

(52) j-Arp=O 

dargestellten Biischels an (Grundpunkte oder Basispunkte). 
1st (~) ein von den Viereckspunkten verschiedener Punkt, so kann A 

so pestimmt werden, daB die C2 durch (~) geht. Die Gleichung 
j(~) - A rp (~) = 0 liefert in der Tat stets ein A, ausgenommen wenn 
t(~) = 0 und rp(~) = 0 ist, so daB (~) eine Vierecksecke sein muBte. 
Den Werten A = 0 und A = 00 entsprechen t = 0 und f{J = 0 selbst. 

AIle C2 eines Busche1s werden (wie beim Kreisbusche1, S. 110) von 
einer beliebigen Geraden g in Punktepaaren einer Involution geschnitten. 
Wahlen wir die Gerade als Seite X3 = 0 des Koordinatendreiecks, so 
ergibt sich fur ihren Schnitt mit dem Buschel 

allxi + 2 a12 Xl X2 + a22~ - J.(bll xi + 2 b12 xl x2 + b22~) = O. 

Hier konnen die Xl: X2 auch als lineare homogene Koordinaten der 
Punkte von g aufgefaBt werden (S. 102). Unsere Gleichung bestimmt 
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daher (S. 76) eine Involution von Punktepaaren; die Doppelpunkte 
sind die beiden Punkte, die zu den beiden Paaren 

all x1. + 2a12 x1 x 2 + a22~ = 0 und bll x1. + 2b12 x1 X2 + b22~ = 0 

zugleich harmonisch sind. 
Die vier Grundpunkte des C2-Buschels bestimmen ein vollstandiges 

Viereck; je zwei seiner Gegenseiten bilden ein durch die vier Punkte 
gehendes und daher dem Buschel angehorendes Geradenpaar. SoIche 
Geradenpaare gibt es also drei. Ferner entspricht dem vollstandigen 
Viereck (S. 59) ein Diagonaldreieck; an dieses Dreieck werden sich 
die weiteren Betrachtungen wesentlich anknupfen. Wir ziehen zu­
nachst seine Realitatsverhiiltnisse in Betracht. 

Die vier Schnittpunkte der beiden C2 sind entweder samtlich reell 
oder samtlich imaginar, oder es sind zwei reell und zwei imaginar. 
In den beiden ersten Fallen ist das zu ihnen geharige Diagonal­
dreieck reel!. Sind narnlich alle vier Punkte imaginar, so bilden sie 
zwei konjugiert komplexe Paare, und jede Gerade, die zwei der vier 
Punkte verbindet, ist konjugiert komplex zur Verbindungslinie der 
beiden anderen Punkte. Beide Geraden haben mithin (Anhang 51) 
einen reellen Schnittpunkt, und es gibt drei soIche Punkte. 1st hin­
gegen nur ein Paar imaginarer (also konjugiert komplexer) Punkte 
vorhanden, so gibt es nur ein Geradenpaar, das einen reellen Schnitt­
punkt liefert, namlich die Verbindungslinie des reellen Paares und die 
(reelle) Verbindungslinie des konjugiert komplexen. Vom Diagonal­
dreieck ist also nur eine Ecke reell, ebenso (dualistisch) eine Gerade. 

1st das Diagonaldreieck reell, so ist es (S. 151) ein Polardreieck fUr 
jede C2 des Buschels, insbesondere auch fUr t = 0 und cp = O. Wird 
es als Koordinatendreieck gewahIt, so gehen (§ 8) t und cp in je eine 
Summe quadratischer Glieder uber; es sei 

(53) t = a1Yr + a2Y~ + a3yL cp =b1yr + b2Y~ + b3Y~· 
Wir wollen die Aufgabe lasen, diese Transformation durchzufUhren. 
Man kann die Aufgabe noch in der Weise vereinfachen, daB man in (53) 
die bi als Multiplikatoren in die y~ eingehen laBt, so daB sich fur cp 
die einfachere Form 

(53 a) 

ergibt. Allerdings kannen die bi bei einer reellen Kurve cp = 0 nicht 
samtlich dasselbe Zeichen haben, so daB die Y7 teilweise negative GraBen 
sind. Unsere Festsetzung geschieht auch nur, urn gewisse Teile des 
Beweises rechnerisch zu vereinfachen. 1st ein Y~ negativ, und setzen 
wir dafUr (nach Ausfiihrung der Rechnungen mit den yn - zL so sind 
die Zi reell, und wir erhalten die Kurve in reeller Weise durch reelle 
Koordinaten Zi dargestelltl). 

1) Das Beispiel von S. 161 wird dies am besten erlautern. 
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Urn die vorstehende Transformation auszufiihren, ist dreierlei zu 
leisten: die Ermittlung des gemeinsamen Polardreiecks, die Bestimmung 
der Koeffizienten ai und die Berechnung der Substitutionen, die den 
Dbergang von den Xi zu den Yi und Zi bewirken. 

Die drei Geradenpaare des Buschels (52) ergeben sich, wenn wir 
seine Diskriminante gleich Null setzen; sie entsprechen den drei Wurzeln 
der Gleichung 

(54) L/(2) = II aile - 2 bik II = o. 
Sie seien 2', A", A'II; fur diese Werte zerfiillt also f -,- A cp in zwei lineare 
Faktoren. Nun haben wir - in den Koordinaten Yi -

(55) f - A cp = (a1 - A) YI + (a2 - A) Y~ + (a3 - A) Y~ = 0 . 

SolI diese Gleichung fUr A', A", A'II ein Geradenpaar darstelIen, so kann 
die Form t - 2cp (§ 6) nur aus zwei quadratischen Gliedern bestehen; 
es muB daher einer der drei Koeffizienten ai - A fUr jede der drei 
Wurzeln A', A", AliI den Wert Null haben. Die Koeffizienten ai sind 
also bereits gefunden; sie stimmen mit den drei Wurzeln uberein, 
und es ist 

(56) 

wahrend cp durch (53 a) gegeben ist. Damit ist die Transformation 
bereitsgeleistet. Das Buschel selbst erhaIt die Gleichung 

(57) f-Acp = (A'-A)Yi+(A"-A)Y~+(AIII-2)y~ = 0, 

und die drei Geradenpaare sind durch 

1 t - A.'cp = (A" - 2') y~ + (X" - 2') y~ = 0 
(57 a) f - 2"cp = (A' - A") yi + (Alii - X') y~ = 0 

t - Alii cp = (X - Alii) YI + (1" -1111) y~ = 0 

dargestelIt. Fur diese Werte A', A", A'II zerfalIen die linken Seiten wie 
die rechten in je zwei Fakto:ren. Fur die erste Gleichung findet man z. B. 

(yx' - 2' Y2 + YA'- Alii Y3) (VA"-XY2 - VA' - A,II Y3) = 0; 

diese Faktoren sind den Faktoren der linken Seite gleichzusetzen. 
Damit gewinnen wir line are Gleichungen zwischen den Xi und den Yi, 

und damit sind auch die Transformationsformeln zwischen ihnen vor­
handen. 

Endlich sind auch die Schnittpunkte der beiden C2 damit gefunden. 
Sie entsprechen den Werten Yi, die den Gleichungen 

f = A'Yi+X'Y~+AIIIy~ = 0, cp = Yi+Y§+Y~ = 0 
zugleich genugen; sie sind also gegeben durch 

yi : y~ : Y5 = (2"- Alii) : (Alii - A') : (A' - A") . 

Diesen Gleichungen wird in der Tat durch vier verschiedene Tripel Yi 

genugt. 
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Falls in dem Buschel eine nullteilige Kurve vorhanden ist, so 
besteht fUr die drei Wurzeln l', l", l'" der wichtige Satz, daB sie 
siimtlich reell sind. Zunachst sind sie, da die vier Grundpunkte des 
Buschels voneinander verschieden sein sollen, und es mithin drei 
Geradenpaare gibt, ebenfalls voneinander verschieden. Fur den Be­
weis der Realitat treffen wir die Vereinfachung, die genannte null­
teilige Kurve als cp = 0 zu wahlen und das Koordinatendreieck der Xi 

als ein Polardreieck dieser Kurve cp = 0 anzunehmen, also die Gleichung 
q; = 0 in der Form 

vorauszusetzen. Nun bestehen fUr den Doppelpunkt (~) eines jeden 
Geradenpaars die Gleichungen (49 a) ; fur die drei Geradenpaare 
f - l cp = 0 lauten sie, da jetzt aIle bi • = 1 und fur i < k aIle 
bile = 0 sind, 

(all-A)~l +al2~2 +a13~3=0 
a 21 ~1 + (a22 - l) ~2 + a 23 ~3 = 0 

a 31 ~1 + a 32 ~2 + (a33 - l) ~3 = O. 

Seien nun (0, W'), W") die Doppelpunkte, die den drei Geraden­
paaren, also den Werten l', A", l'" entsprechen. Fur jede dieser Wurzeln 
bestehen dann die vorstehenden Gleichungen; insbesondere lauten sie 
fur l' und l" 

A'~~ = ail ~i + ai2 ~~ + ai3 ~3 und 
;':' ~;' = ai 1 ~~ + ai 2 ~~ + ai 3 ~3 . 

Multiplizieren wir die drei erst en mit ~~, ~~, ~3 und addieren sie, 
ebenso die drei letzten mit ~i, ~~, ~3 und addieren sie ebenfalls, so 
stimmen die rechts entstehenden Summen [gemaB (42)] uberein, und 
es folgt 

Nun ist l' - l" < 0, also folgt weiter 

(58) ~1 ~~ + ~2~~ + ~3~3 = O. 

Rieraus kann die Realitat von A', A", l'" leicht geschlossen werden. 
Ratte namlich Gleichung (54) komplexe Wurzeln, so muBten sie (An­
hang 50) konjugiert komplex auftreten; es sei z. B. 

A.' = fl + vi, l" = fl- vi. 

Die zugehOrigen Werte ~i und ~i' sind dann auch konjugiert komplex; 
es sei insbesondere 

~; = rJ. + i !;i' ~r = rJi - i!;i . 

Aus (58) folgte dann 

rJ~ + !;i + rJ~ + !;~ + rJ~ + !;~ = 0, 

und dies ist, da aIle rJi und !;i reell sind, nur fur rJi = 0, !;i = 0 erfullt. 
Diese Werte sind aber als Koordinatenwerte ausgeschlbssen. 
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1st das Polardreieck nicht reel!, hat es also nur eine reelle Ecke 
und eine reelle (gegeniiberliegende) Seite, so bleiben die analytischen 
Betrachtungen, die sich an die drei Geradenpaare, das Polardreieck 
und die drei Wurzeln },', 2", X" kniipfen, nach wie vor in GeHung -
bis auf den Satz iiber die Realitat der Wurzeln. Die Transformation 
verliert dann v611ig ihren reellen Charakter, und es solI nicht naher 
auf sie eingegangen werden 1). 

Beispiel. Es sei 

f = 104 x 2 - 98 y2 + 64 x + 40 = 0, 'P = 92 x 2 + 49 y2 - 8 x - 68 = O. 

Dann ist 

I
, 104 - 92). 0 

,1(A) = 0 - 49(2 + A) 

32 + 4/. 0 

32 + 4). i 
o ' 

40 + 68}. i 
und es ergeben sich aus ,1(A) = 0, also aus 

(2 + A) {(104 - 92A) (40 + 68A) - (32 + 4i.)2} = 0 

die \Vurzeln i.' = - 2, A" = 1, i.'" = -1' Die Gleichungen der drei Geradenpaare 
in den Yi lauten daher 

I - J.' 'P = I + 2 'P = 3 y~ + ~- y~ = 0 

I - A" 'P = I - 'P = - 3 y; -~ y~ = 0 
I - i.'" 'P = I + 1 'P = - ~ Y1 +~ y~ = 0 . 

Man ersetze nun, urn zu reellen Substitutionen zu gelangen, y;, y~, Yi durch 
z1, z~, -zi, so stellen sich fund 'P folgendermal3en dar: 

f = - 2z; + z~ + }zL 'P = z; + z~ - z~, 

und die drei Geradenpaare durch 

3 z~ - } z~ = 0, - 3 zi + -~ z~ = 0, - % zi + -J- z~ = 0 . 

Weiter ist (unter Verwendung der ursprunglichen Koordinaten) 

f + 2 'P = 288 x 2 + 48 x - 96 = 3 (z~ -~ z~), 

,und so ergibt sich, wenn wir die Ausdriicke in Faktoren spalten, 

16 (2x - 1) (3 x + 2) = (Z2 - nZ3) (Z2 + VTZ3): 

'wir k6nnen also setzen 

Z2-Vt Z3=O(2X-1), Z2+Vt Z3=O(3 x +2), 
mithin 

e z2 = 5 x + 1, e Z3 Vt = x + 3· 

Urn Zl zu finden, benutzen wir die Gleichung 

f + '~ 'P = - ~- (z; - z~) , oder 2 f + 'P = - 3 (z~ - zi) . 

1) Naheres findet man in den Vorlesungen uber Geometrie von Clebsch, 
herausgegeben von Lindemann, (1876) S. 120ft., in der Einfuhrung in die 
analytische Geometrie von Kowalewski, (1910) S. 189, in den Vorlesungen aus 
der analytischen Geometrie der Kegelschnitte von G u ndelfi nger, herausgegeben 
von Dingeldey, (1895) S. 129 und in der Analytischen Geometrie der Kegel­
schnitte von Salmon, herausgegeben von Dingeldey (1918), Bd.2, S.1. 

s c hoe n f Ii e s, Analytische Geometrie. 11 
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Hieraus erhalten wir 

2/ + 'P = 3 (100x2 - 49y2 + 40x + 12) = 3 {(10X + 2)2 - 7y2}, 

und daraus entnimmt man 

Z2 + zl = 0(10X + 2 + 7y) Z2 -Zl = 0{10x + 2 -7Y); 

e Z2 = 5 x + 1, e Zl = 1 y . 
Das Polardreieck besteht also aus den Geraden 

y = 0, 5 x + 1 = 0, ;l£ + 3 = 0, 

und die drei Geradenpaare sind 

(2x + 6)2 - 49y2 = 0, {10x + 2)2 - 49y2 = 0, (2x - 1) (3x + 2) = 0. 

Die vorstehende projektive Behandlung des C2-Biischels betrachtet 
nur die ausgearteten C2 als ausgezeichnete Sonderf1i1le; sie entsprechen 
dem Nullwert der Invariante L1. Fiir die speziellere metrische Auf­
fassung treten auch solche C2 als ausgezeichnet auf, fiir die - bei 
rechtwinkligen Koordinaten - die Invariante II = 0 oder 1~ = 0 ist 
(S.145), also gleichseitige Hyperbeln und Parabeln (oder ihre Aus­
artungen). Setzen wir die beiden C2-Gleichungen in die homogene Form 

f = an x2 + 2a12 xy + a22 y2 + 2a13 xz + 2a23 yz + a33 z2 = 0 

cP = bll x 2 + 2 b12 X Y + b22 y2 + 2 b13 X Z + 2 b23 Y z + b33 Z2 = 0, 

so erhalten Wlr 

(59) 

Nun sind die Gleichungen 

(59a) 11(2) = 0 und 12(2) = 0 

in A yom ersten und zweiten Grad; in einem C2-Biischel sind daher 
im allgemeinen zwei Parabeln und eine gleichseitige Hyperbel vor­
handen. Dazu kommen weiter die drei Geradenpaare. 

Beispiele. 1. Das Kreisbuschel 5 - J.S' = 0. Zwei Geradenpaare sind in 
den Nullkreisen vorhanden; das dritte besteht aus der Potenzlinie und goo. Diese 
beiden Geraden stellen auch die gleichseitige Hyperbel dar, da goo auf jeder end­
lichen Geraden senkrecht steht (S. 86). Wir finden dieses Paar aber auch als 
ausgeartete Parabel (da goo auch jeder endlichen Geraden parallel ist). 

Die analytische Betrachtung crgibt dies wie folgt: Sei die Zentrale beider 
Kreise die x-Achse und die Potenzlinie die y-Achse. Die beiden Grundkreise 
haben dann die Gleichungen 

X2 +y2_2exxz+Cl z 2 = 0, X2+y2_2ex'xz+Clz2 = 0, 

und man findet zunachst 

LI{l) = (1-},) {Cl(1-},)2- (ex-llX')2} = 0. 

Dem Faktor 1 - J. = ° entspricht das Geradenpaar x z = 0, den beiden anderen 
Faktoren die Nullkreisc. 

Ferner wird 

die Parabeln werden daher durch das Paar x z = ° (doppelt gerechnet) dargestellt. 
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2. Auch konzentrische Kreise bilden ein C2-Biischel. Hier fallt die Potenz­
linie in die Gerade goo, und da goo auch als zu sich selbst orthogonal anzusehen ist, 
so kann goo doppelt gerechnet auch eine ausgeartete gleichseitige Hyperbel dar­
stellen. 

3. Die Gleichungen (59a) konnen auch fiir jeden Wert 1 erfiillt sein; 
dann sind alle C2 des Biischels gleichseitige Hyperbeln oder Parabeln. Sind z. B. f 
und f{J gleichseitige Hyperbeln, so sind es alle. Fiir jedes Dreieck sind die Ecken 
und der Hohenschnittpunkt Grundpunkte eines solchen Biischels. 

§ 12. Die Brennpunkte. 
Das Problem der Brennpunkte fUhrt auf die Betrachtung emes 

besonderen C2-Buschels, in dem die beiden C2 als Tangentengebilde 
aufgefaBt werden. 

Jedem Punkt kommt im Polarsystem gemaB § 8 eine gewisse 
Strahleninvolution zu. Unter den Strahlenpaaren einer Involution gibt 
es stets ein orthogonales (S.79), wenn nicht etwa die Involution aus 
lauter orthogonalen Paaren besteht, also eine orthogonale ist. Ihre 
Doppelstrahlen sind dann zwei Minimalgeraden, die nach den Kreis­
punkten ~oo und J 00 laufen. 

Als Brennpunkte F werden wir so1che Punkte des Polarsystems 
erkennen, fUr die die Strahleninvolution eine orthogonale ist. Die Doppel­
strahlen einer solchen Involution sind dann r 
erstens Geraden durch Soo und Joo, auBerdem 1\\ / \\ aber (S. 151) Tangenten an die C2 • Jeder / \ \, 
Punkt Fist also Schnittpunkt einer Tangente , \ 

h '" ',e \ durch Soo und einer durc J 00 . Nun gehen ,r. " 
wiederum von jedem Kreispunkt zwei Tan- \"<\" 
genten an die C2 , und so gelangen wir zu vier _______ -\\---':::-':::!.f.."" 
Punkten F; jeder ist Schnitt einer Tangente II':, " , 
durch 000 und einer durch J 00 (Fig. 64). Fig. 64. \ 

Da hier die C2 als Tangentenort auftritt, 
benutzen wir ihre Gleichung in Linienkoordi-
naten; und da die Kreispunkte hineinspielen, so legen wir homogene 
rechtwinklige Parallelkoordinaten zugrunde. Wir beschranken uns 
zunachst auf Ellipse und Hyperbel. Ihre gemeinsame Gleichung so­
wie die der Kreispunkte lauten 

f = a2 u 2 ± b2 v2 - w2 = 0, ({i = u 2 + v2 = 0; 

die Tangenten (u, v), die wir suchen, sind die gemeinsamen Losungen 
dieser beiden Gleichungen, also die gemeinsamen Strahlen des durch 

(60) f - A({i = a2 u2 ± b2 v2 - w2 - A(U2 + v2) ~ 0 

dargestellten Buschels 1). Wir bestimmen sie mittels der drei Punkte­
paare des Buschels, die das dualistische Analogon der drei Geraden-

') Dualistisch wird das Biischel auch als "Schar" bezeichnet. 

11* 
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paare von § 11 sind. Wie jede dieser Geraden zwei gemeinsame Punkte 
der einen und der anderen C2 verbindet, so schneiden sich in jedem 
Punkt eines der drei Paare eine gemeinsame T angente von t = 0 und 
ffJ = O. Das ist aber gerade die Eigenart der Punkte F; die drei Punkte­
paare entsprechen also den Losungen A der Gleichung L1(A) = 0, und 
damit sind sie bereits bestimmt. 

Die Gleichung ,1(2) = 0 lautet hier 

a2 -), 0 0 

o ±b2 - 2 0 = 0; (a2 - ),) (±b2 - ),) = o. 
o 0 -1 

Sie liefert die beiden Wurzeln 1) A' = a2, A" = ± b2• 

Fur die Ellipse erhalten wir so die Losungen 

(a 2 - b2) u2 - w2 = 0 und (a 2 - b2) v2 + w2 = 0 . 

Nur die erste liefert zwei reelle Punkte, namlich 

(uya 2 - b2 - w) (uya 2 - b2 + w) = 0; 

es sind die Brennpunkte Fl und F2 der x-Achse (Fig. 59); die beiden 
anderen Brennpunkte Ff und F~ liegen auf der y-Achse, sind aber 
imaginar 2). Fur die Hyperbel finden wir analog die Punktepaare 

(a 2 + b2) ~t2 - w2 = 0 und (a 2 + b2) v2 + w2 = 0; 

das erste liefert wiederum Fl und F 2 , das zweite zwei imaginare Brenn­
punkte auf der y-Achse. 

Wie aus S. 122 hervorgeht, sind Fl und D 1 , eben so F 2, D2 konjugierte Punkte 
der auf der Hauptachse vorhandenen Involution. Die Polare von Fl geht also 
durch D 1 , die von F 2 durch D 2 ; auBerdem gehen sie beide durch den Pol der Haupt­
achse; man folgert daraus, daB jede Direktrix die Polare eines Brennpunktes ist. 

1) Zu diesen Wurzeln kommt (Anhang 54) noch l'" = 00. Die dieser 
'Vurzel entsprechende Gleichung I - l rp = 0 lautet 2t2 + v2 = 0; sie liefert die 
Kreispunkte, die also selbst als Lasung erscheinen, aber nur als uneigentliche. 

2) Nur die Schnittpunkte konjugiert komplexer Geraden sind reell (Anhang 
51); in F 1 und F 2 schneiden sich also zwei solche Geraden. 



Zwalftes Kapitel. 

Kollineare und reziproke Verwandtschaft. 
§ 1. Die kollineare Beziehung. 

Zwischen den Punkten (x) und (x') zweier Ebenen s und s' (ebene 
Felder) mage die lineare Substitution nicht verschwindender Determinante 

(1 ) 1 e'~ = all Xl + a12 x 2 + a13 x3 

e'X; = a21 x1 + a22 x2 + a23 x3; A = II aik II ~ 0 
e'x~ = a31 x1 + a3Z x2 + a33 x3 

bestehen. Sie ordnet jedem Tripel Xi ein Tripel x~ zu, also jedem Punkt P 
von s einen Punkt P' von s'. Wegen A ~ 0 lassen sich die Gleichun­
gen (1) nach den Xi auflasen, es entspricht also auch jedem Punkt P' 
ein Punkt P. Die auflasenden Gleichungen lauten (Anhang 34 b) 

(1a) f2xi=A1iX;+A2iX~+A3iX;;; i=1,2,3. 

Aus dem linearen Charakter der Substitution folgt, daB einer Gleichung 
ersten Grades in den Xi eine Gleichung erst en Grades in den X; ent­
spricht, allen Punkten einer Geraden g von e also aIle Punkte einer 
Geraden g' von S'l). Es ubertragt sich daher auch die Bedingungs­
gleichung fur die vereinigte Lage; ist fur einen Punkt (x) und eine 
Gerade (Zt) die Gleichung 

(2) 

erfullt, so ist auch fur den Punkt (x') und die Gerade (u') 

(2a) ~u;x; = u;x; + u~X; + u~~ = o. 
Die vorstehenden Gleichungen stimmen formal mit denen uber­

ein, die uns in Kap. VIII, § 5 beschaftigten. Dort entsprachen sie 
einer Koordinatentransformation, betrafen also verschiedene Koordi­
naten desselben Punktes; hier verbinden sie die Koordinaten verschiedener 
Punkte miteinander. Die analytischen Resultate, die wir dort ableiteten, 

1) Dies soll die Bezeichnung Kollineation aussagen. Nicht jede eineindeutige 
Zuordnung der Punkte P, P' ist eine Kollineation. 

Fiir L1 = 0 heiJ3t die Kollineation ausgeartet; davon wird abgesehen. 
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gelten also aueh hier, sie erfahren nur eine geanderte geometrisehe 
Deutung. Es geniige deshalb, die Resultate, auf die es ankommt, 
anzufiihren. 

1. Die Formeln, die die Ui und u~ miteinander verbinden, lauten: 

1 a'ul = All UI + A12 U 2 + Ala u a 

a'u~ = A21 u l + A 22 U 2 + A2a u a 

a'ui = A 3l U I + A 32 U 2 + A 33 Ua, 

und analog ergibt sieh fiir die Ui 

(3 a) 

Die Substitutionen (3 a), die die Ui dureh die ui ausdriieken, sind also 
(Anhang He) kontragredient zu den Substitutionen (1), die die xi dureh 
die Xi ausdriieken, und analog ist es flir die Substitution en (3) und (1 a). 

2. Den Geraden xi = 0 des Fundamentaldreieeks in e' entspreehen 
die Geraden ai I Xl + ai 2 X2 + ai a Xa = 0 von e; den Geraden Xi = 0 von e 
die Geraden Ali~ + A2i~ + A3iX;; = 0 von e', und analog ist es fiir 
die Eeken. 

3. Entsprechende Punktreihen und Buschel beider ebenen Felder sind 
projektiv. Die Gleiehung eines Biisehels G + l H =:: 0 geht namlieh in 
G' + l H' = 0 iiber, eben so eine Punktreihe Q + l R = 0 in Q' + l R' = O. 

4. Bei zwei einander entspreehenden kollinearen Kurven ist die 
Punktgleiehung von gleichem Grad und ebenso die Tangentengleichung. 
Ordnung und Klasse sind also fur sie invariant. 

5. LaBt man die Seiten der Fundamentaldreieeke von e und e' 

aus je drei entsprechenden Geraden Xi = 0 und xi = 0 bestehen, so er­
halten die Gleiehungen (1) die einfachere Gestalt 

(4) 

Die Gleiehungen (3) lauten analog 

(4a) a'ui = a2a3ul , a't4 = aaal u2 , a'u; = al a2 ua . 

6. Die kollineare Beziehung ist dureh vier Paare entsprechender 
Punkte, von denen keine drei in eine Gerade fallen, eindeutig bestimmt 
(oder auch durch vier Paare von Geraden, von denenkeine drei durch 
einen Punkt gehen). 

Sind namlich PI' P 2, Pa und P~, P~, Pi drei dieser Paare, so kann 
man sie zu Fundamentalpunkten nehmen, und die Gleiehungen der 
Kollineation haben jedenfalls die Form (4). Das vierte Paar sei Q, Q'; 
seIlle Koordinaten seien $i' $i; dann bestehen die Gleichungen 

(5) e~;' = al~l' e~~ = a2~2' (}~~ = a3~3' 

und da Q und Q' nieht in eine Seite des Fundamentaldreieeks fallen, 
so sind alle $i und $i von Null versehieden. Daher lassen sich die 
Koeffizientenai - genauer ihre Verhaltnisse - als endliehe von Null 
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verschiedene Werte aus den vorstehenden Gleichungen berechnen, und 
der Satz ist erwiesen. 

Wahlt man die Punkte Q und Q' insbesondere als Einheitspunkte, so werden 
aile ai = 1, und die Gleichungen lauten noch einfacher 

(Sa) exi=xi; aui=ui. 
Fur die konstruktive Bestimmung beliebig vieler Paare entsprechender Punkte 

aus den vier gegebenen besitzt man die M6biussche Netzkonstruktion. Sind 1, 2, 3, 4 
und 1', 2', 3', 4' die vier Punktepaare, so entsprechen sich auch die Schnittpunkte 
der Geradenpaare (12), (34) und (1'2'), (3'4'), ebenso die der beiden anderen, 
und man kann so durch fortgesetztes Verbinden und Schneiden immer neue Paare 
entsprechender Punkte erhalten. 

§ 2. Doppelelemente der vereinigten Lage. 
Wenn die Ebenen fund f' vereinigt liegen, so ist jeder ihrer Punkte 

doppelt in Betracht zu ziehen; sowohl als Punkt P von f wie als Punkt Q' 
von f'. Der zu P gehorige Punkt P' wird im allgemeinen von P ver­
schieden sein. Soll aber ein Paar entsprechender Punkte zusammen­
fallen, so muB - falls die Koordinaten Xi und xi auf dasselbe Koordi­
natendreieck und denselben Einheitspunkt bezogen sind - das Tripel Xi 

mit X; identisch sein. Fiir solche Tripel Xi und xi nehmen die Gleichun­
gen (1) die Form an 

1 (an - e) Xl + a12 x2 + a13 x3 : ° 
(6) a21 x1 + (a 22 - e) X 2 + a23 x3 - ° 

a31 x1 + a32 x 2 + (a33 - e) X3 = 0, 

und jede Losung dieser Gleichungen liefert ein Paar zusammenfallender 
Punkte P = P' 1). Die Losungen entsprechen den Werten e, fUr die 

(7) =0 

(l31 a32 a33 - e I 
ist. Dies ist eine Gleichung dritten Grades; es gibt daher im allgemeinen 
drei Doppelpunkte der vereinigten kollinearen Felder, also ein Doppel­
punktsdreieck. Jede Seite dieses Dreiecks ist eine Doppelgerade, es gibt 
also auch drei Doppelgeraden; wie auch daraus hervorgeht, daB man 
die vorstehende Betrachtung dualistisch durchfUhren kann2). 

Sind alle drei Doppelpunkte reell, so sind es auch die Doppelgeraden; 
es gibt ein reelles Doppeldreieck. Nimmt man es als Koordinatendreieck 
fUr beide Ebenen, so haben die Gleichungen der Kollineation die em­
fache Form 

') Vgl. ubrigens auch die folgenden Betrachtungen. 
2) Auf jeder Doppelgeraden gibt es nur zwei Doppelpunkte, die beiden 

Dreiecksecken; in Ubereinstimmung mit § 4 von S. 73. 
3) Sind auch die Einheitspunkte der MaBbestimmung identisch, so ist 

all = a 22 = "33 = 1. 
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Gibt es ein solches reelles Dreieck nicht, so ist doch eine der drei Wurzeln 
reell; es gibt also einen reellen Doppelpunkt, und - da wir die gleiche 
Betrachtung dualistisch mit den Gleichungen (3) vornehmen konnen -
auch eine und nur eine reelle Doppelgerade. Falle dieser Art werden 
uns in § 3 begegnen. 

Nach e entwickelt lautet die Gleichung (7) (Anhang 19c), wenn 
wir die Determinante der «-ik durch LI bezeichnen, 

(7 a) LI - e (Au + A22 + A33) + e2 (an + a22 + a33) - eS = 0 . 

Hat sie eine Doppelwurzel, so fallen im allgemeinen zwei der drei 
Doppelpunkte zusammen. und ein eigentliches Doppelpunktsdreieck ist 
nicht mehr vorhanden; naher gehen wir jedoch hierauf nicht ein. Wohl 
aber gibt es einen hochst bemerkenswerten Sonderfall eigener Art. Man 
kann die Gleichungen (6) fiir jede Wurzel e als Gleichungen in variablen x, 
auffassen; sie stellen dann drei Geraden durch einen Punkt dar, und 
er ist der zu e gehorige Doppelpunkt. Sie konnen aber auch dieselbe 
Gerade darstellen; dami. ist ieder ihrer Punkte ein Doppelpunkt. Sei 
or die beziigliche Wurzel. Fiir e = 'l sind alsdann alle Koeffizienten 
der Gleichungen (6) einander proportional, und es verschwinden alle 
ihre zweireihigen Unterdeterminanten; daraus werden wir folgern, 
daB or eine Doppelwurzel ist. 

Ahnlich wie in Kap. XI (S. 143), gestatten in diesem Fall die 
Ko~ffizienten von (6) die Darstellung 

(8) 

und die Gleichungen (6) werden demgemaB 

(8a) ex~ = 'lXi + fh (0(,1 Xl + 0(,2 X2 + 0(,3 Xa)' 

Fiir diese Gleichungen bilden wir wieder die Determinante (7); sie lautet 

o('Ii'l1 - (e - 'l) o('dJl O(,SfJl 

(8b) 0(,1fJ2 0(,2fJ2 - (e - 'l) O(,afJ2 = 0, 

~~ ~~ ~~-~-~ 
und wie man leicht bestatigt, sind alle in (7a) auftretenden, aus den 
aki = CX,fJk gebildeten Aki = 0, ebenso ist LI = 0, und fiir (7) er­
gibt sich 

(9) (e - T)2 { 0(,1 fJl + 0(,2 fJ2 + O(,afJa - (e - 'l)} = O. 

Damit ist die Behauptung erwiesen. Zugleich findet sich fiir die weitere 
Wurzel e der Wert 

(9a) e = T + O(,lfJl + 0(,2fJ2 + O(,afJa' 

Jeder der beiden Wurzeln entspricht die durch (6) oder durch (8a) 
fiir X; = Xi bestimmte Losung. Fiir e - or = 0 finden wir aus (8a) 

(9b) 
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und es ist, wie bereits erwahnt, ieder Punkt dieser Geraden ein Doppel­
punkt. Fur den der Wurzel (9a) entsprechenden Punkt ergibt sich aus 
den Gleichungen (8a), wenn wir den Wert (9a) in sie einsetzen, 

Xl : X2 : X3 = fJI : fJ2 : fJ3 . 

Fur ihn bedingen die Gleichungen (8 a) eine bemerkenswerte geometrische 
Eigenschaft. Man kann sie namlich als drei Gleichungen fur e, T 

und (1XIXI + (\,2X2 + (\,3X3) auffassen; die ent­
sprechende Determinante muB also verschwin­
den, d. h. es ist 

X~ Xl fJI 

X' 2 X2 fJ2 =0. 

X~ X3 fJ3 

{(1) 

Je zwei entsprechende Punkte (x) und (x') liegen Fig. 65· 

daher mit dem Doppelpunkt (fJ) auf derselben 

U 

U 

Geraden; jede solche Gerade ist als Doppelgerade aujzujassen (Fig. 65). 
Man kann diese Betrachtung auch dualistisch durchfiihren. Die 

Gleichungen (3) verwandeln sich auf Grund von (8) in 

(10) 

sie bedingen das Verschwinden der analogen Determinante, also 

ul u1 cxl 

U 2 u~ (\,2 = 0, 

u3 u; CX3 

und wir folgern, daB je zwei entsprechende Geraden (u) und (u') sich 
auf einem Punkt der Geraden (&) mit den Koordinaten CXi, also auf 
der Geraden (9b) schneiden; jeder Punkt dieser Geraden ist ein Doppel­
punkt. Alle Punkte der Geraden (1X) sind also Doppelpunkte und alle 
Geraden durch den Punkt (fJ) Doppelstrahlen. Man sagt, die ebenen 
Felder E und E' befinden sich in perspektiver (oder kollinearer) Lage; 
der Punkt (fJ), durch den alle Verbindungslinien entsprechender Punkte (x) 
und (x') laufen, heiBt Perspektivitiitszentrum (Kollineationszentrum); die 
Gerade (cx), auf der sich je zwei entsprechende Geraden (u) und (It') 
schneiden, heiBt Perspektivitiitsachse [Kollineationsachse1)J. 

. Nach den Gleichungen (8) ist die perspektive Beziehung durch (IX), (p) 
und .,; bestimmt; man kann daher das Zentrum 5 und die Achse s, sowie ein 
Punktepaar (x), (x') beliebig annehmen, doch muE die Gerade (x x') durch 5 gehen. 

Die perspektive Beziehung ist ein Mittel, urn sich den allmahlichen 
Ubergang kollinearer Figuren ineinander zu veranschaulichen. Mage 

1) Zwei entsprechende Dreiecke von e und e' haben die im Satz von De­
sargues (S. 62) angegebene Lage. Der Punkt (P) kann iibrigens auch auf (IX) 
fallen; vgl. den SchluE von § 3. 
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der Geraden h'oo von e' in E die Gerade h (Fluchtlinie) entsprechen; da 
der Schnittpunkt (hh'oo) auf s liegt, ist h II s. Seien nun A = A', 
B = B' zwei Punkte von s (Fig. 66a); wir nehmen in E ein Dreieck 
ABC in drei verschiedenen Lagen zu h an und zeichnen das ent-

Fig. 66a. Fig. 66b. 

sprechende Dreieck in /1). Liegt C zwischen h 
und s, so ist A' B' C' ein gewohnliches Dreieck; 
fa.llt C auf h, so entspricht ihm ein Punkt C'oo, 
es werden A'C'oo und B'C~ parallel (Fig. 66b), 
und wenn C jenseits h in C1 fa.llt, so werden 
A'Ci und B'Ci die Gerade h'oo schneiden, also 

, 

,8 s 

\ 
\ 

~ 
Fig. 66c. 

das U nendliche durchziehen und e benso ist es (Fig. 66c) fiirdie Dreiecksflache. 
Ersetzt man ABC durch einen Kreis, der die Achse s in P beriihrt, und 

laSt man ihn wachsen, bis er h beriihrt und dann h schneidet, so entspricht 
ihm zunachst eine Ellipse, die dann in eine Parabel und in eine Hyperbel 
ubergeht. Man kann, wenn der Kreis gezeichnet vorliegt, beliebig viele Punkte 
dieser Kurven zeichnerisch bestimmen. 

Die Kollineation heiBt involutorisch, wenn je zwei Punkte (x) und (x) 
sich doppelt entsprechen; ist also (x') = (y), so ist auch (y') = (x). 
Die Verbindungslinie eines jeden so1chen Paares entspricht sich alsdann 
selbst und ist ein Doppelstrahl. Ebenso findet man, daB je zwei 
einander zugeordnete Geraden sich doppelt entsprechen und ihr Schnitt­
punkt ein Doppelpunkt ist. Diese besondere Kollineation werden wir 
als Sonder/all der perspektiven Lage erkennen. 

Wenn sich namlich je zwei Punkte (x), (x') doppelt entsprechen, 
so stellen die Gleichungen (1) und (1a) dieselbe Zuordnung dar, und es 
miissen ihre Koeffizienten proportional sein; d. h. 

(10a) Aki = }, aik; 

daraus folgt sofort das gleiche fUr (3) und (3 a) und damit auch das 
genannte doppelte Entsprechen je zweier Geraden. Nun sind die aik nur 
bis auf einen ihnen allen gemeinsamen Faktor bestimmt; wir konnen 
ihn so wahlen,daB die Determinante II aik II = 1 ist. Dann ist auch 
II Aik II = 1 (Anhang 19b); aus (10a) folgt daher },3 = 1, also 1 = 1; d. h. 

(10b) Aki = aik' 

1) Der Deutlichkeit halber sind die Dreiecke gesondert gezeichnet. Fig. 66 b 
und 66c zeigen das Dreieck fur den zweiten und dritten der obigen FaIle; der 
Leser wolle die einheitlichen Figuren selbst zeichnen. 
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Man wahle nun irgend ein Paar sich entspreehender Geraden als 
die Seiten Xl = 0, x2 = 0 des Koordinatendreieeks und eine Doppel­
gerade als X3 = 0; es ist dann aueh der Punkt Xl = 0, x2 = 0 ein 
Doppelpunkt. Die Gleiehungen (1) lauten dann einfaeher 

(10e) ex~ = a12 x2 , e X2 = a21 xU ex~ = a33 x3 • 

Aus ihnen folgen mit Hilfe von (10b) die Gleiehungen 

a33 = Aaa = - a J2 a 21 , au = A21 = - a l2 a33 , a 21 = Al2 = - a21 aaa, 

und daraus ergibt sieh a33 = -1, al2 a2l = 1. Weiter findet man fUr 
lI(e) = 0 die Doppelwurzel 'l = -1; fUrsie nehmen die Gleiehungen (6) 
die einfaehe Form 

'l Xl - al2 x2 = 0, 'l X 2 - a21 Xl = 0, ('l + 1) xa = 0 

an; die ersten beiden sind identiseh und liefern die dureh Xl + al2 x2 = 0 
oder aueh x2 + a2l Xl = 0 dargestellte Doppelgerade. Wir erhaIten 
also in der Tat die perspektive Lage. Der Punkt Xl = 0, x2 = 0 ist 
ein Punkt der Geraden (eX), wahrend sich der Punkt (fJ) auf X3 = 0 
befindet. Die Besonderheit der perspektiven Lage, die hier noeh auf­
tritt, ist die, daB auf jeder Doppelgeraden die sich doppeIt ent­
spreehenden Paare (x), (x) eine Involution bilden, und ebenso fUr 
jeden Doppelpunkt die dureh ihn Iaufenden Geradenpaare. 

§ 3. Affine Beziehung. 
Wenn in den kollinearen Ebenen It und e' die Geraden goo und g~. 

einander entspreehen, so heiBt die kollineare Beziehung allin [Allinitatl)J. 
Zu ihrer Darstellung benutzt man zweekmaBig homogene Parallel­
koordinaten x, y, z. Da die Geraden z = 0 und z' = 0 einander ent­
spreehen, lauten die Formeln (1) einfaeher 

(11) {
ex: = anx + a12 y + al3 z. 
eY = a2l x + a22 y + a23 z, 
ez' = a33 z 

oder 10 niehthomogener Sehreibweise, wenn wir aik: a 33 = bik setzen, 

(11 a) x' = bnx + bl2 y + bla , y' = b2l X + b22 y + b23 • 

Einem Punkt P 00 entsprieht jetzt ein Punkt p~, einem Parallelogramm 
also ein Paralle1ogramm. Entspreehende Punktreihen sind einander 
ahnlieh; die zugehOrige Dehnungskonstante (S. 73) ist von der Rich­
tung abhangig. Einer Kurve mit reellen unendliehfernen Punkten kann 
nur eine Kurve mit ebenso vielen reellen unendliehfernen Punkten 
affin sein, einer Ellipse also eine Ellipse, einer Hyperbel oder Parabe1 
eine Hyperbel oder Parabel. 

1) Es wird sich zeigen, daB diese Definition sich mit der von S. 33 deckt. 
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Die einfachste Form der Gleichungen (11) tritt wieder ein, wenn 
wie in (4) zwei entsprechende Geradenpaare g, h und g',. h' als Koordi­
natenachsen gewahlt werden; sie lauten dann einfacher 

(12) 

oder in unhomogener Schreibweise 

(13) x' = lXX, y' = {Jy. 

Es sind dieselben Gleichungen wie die von S. 33; die trbereinstimmung 
der Definitionen ist damit erwiesen. Es ubertragen sich also auch die 
dort erwahnten Eigenschaften; die Invarianz des Teilungsverhaltnisses 
(Mitte bleibt Mitte) und der Satz, daB die Inhalte entsprechender 
Flachenstucke in konstantem Verhaltnis stehen. 

Da goo und g:x, einander entsprechen, ist eine affine Beziehung 
von e und e' bereits durch drei Paare entsprechender Punkte (oder 
Geraden) bestimmt. 

Fur <t (xy) = (x'y') und lX = {Jgeht die affine· Beziehung in die 
Ahnlichkeit uber; ist insbesondere lX = {J = 1, in die Kongruenz. Bei 
entgegengesetztem Drehungssinn der beiden Achsenwinkel tritt noch 
eine Umlegung (S. 34) hinzu. 

Liegen zwei affine ebene Felder vereinigt, so ist goo = g:x, eine 
Doppelgerade, und es liegt nur eine Ecke des Doppelpunktsdreiecks im 
Endlichen. Gleichung (7) lautet jetzt einfacher 

(14) (a33 - e) {(an - e) (a22 - e) - a12 a21} = o . 

..Die Wurzel a33 - e = 0 liefert den im Endlichen gelegenen Doppel­
punkt 0 = 0' (Aftinitatspol); die beiden anderen Wurzeln lief ern die 
Doppelpunkte auf gool). Sind sie reell, so gibt es zwei reelle Doppel­
geraden durch 0 = 0'; wahlt man sie als Koordinatenachsen, so gehen 
die Gleichungen (11) wiederum in (12) und (12a) uber. 

Wird die Affinitat zur Almlichkeit oder Kongruenz, so entspricht 
einem Kreis wiederum ein Kreis; die Doppelpunkte auf goo fallen also 
in die Kreispunkte. Fur q.en noch vorhandenen reellen Doppelpunkt 
ergibt sich das folgende: Liege er zunachst im Endlichen (0 = 0'). 
p' 1m Fall der Kongruenz muB dann e durch Drehung 

Fig. 67. 

urn 0 in e' ubergehen. Fur zwei Punkte P' und P 
gelten daher (fur rechtwinklige Achsen) die Glei­
chungen (25) von S.34, d. h. 

(15) {
X' = XCOslX - ysinlX, 

y' = xsinlX + YCOSlX • 

Fur ahnliche Systeme ist OP: OP'= r = const. 
Wird (Fig. 67) auf OP' ein Punkt PI so bestimmt, daB OPl = OP = r OP' 

1) Die obige Gleichung fiir diese heiden Punkte laJ3t sich auch so deuten, daJ3 
man nur die auf goo vorhandene Projektivitat in Betracht zieht. 
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ist, so gelten fur P und PI die vorstehenden Gleichungen, und es folgt 

{ I' x' = Xl = X cos ~ - y sin ~ , 
(15 a) 

ry' = YI = xsin1X + ycoS1X. 

Fur ahnliche Systeme muB der hier vorausgesetzte endliche Doppel­
punkt stets vorhanden sein. Seien namlich g und g' zwei entsprechende 
Geraden, und es sei (gg') als Punkt von e ein Punkt O. Ihm entspricht 
in e' ein Punkt 0' von g'. Durch eine Schiebung urn die Strecke 0'0 
gehe e' in eine Lage e" uber, also P' in P", dann ist (S.33) 

(16) x" = x'+~, y" = y'+ rf. 
Fur die Ebenen e und e" ist jetzt 0 ein Doppelpunkt; es gelten also 
fUr P" und P die Gleichungen (15 a), und so wird weiter 

(16a) I' x' + r~ = xcos~ - ysin1X, yy' + 1'17 = xsin1X + ycos1X . 

Der sich hieraus ergebende Doppelpunkt (x', y') = (x, y) liegt im End­
lichen, wenn die Determinante (COS1X - 1')2 + sin2 1X > 0 ist, fur iihnliche 
Systeme also immer (Ahnlichkeitspol) , fUr kongruente Systeme (I' = 1) 
immer dann, wenn IX ~ 0 ist [Drehungspoll)]. Fur 1X = 0 gehen die 
Gleichungen (16a) in (16) uber, es geht also e durch Schiebung in e' 
uber, und der dritte Doppelpunkt fiillt ebenfalls auf goo. Es tritt ein 
Sonderfall der perspektiven Lage ein. 

Beispiel. AIle Parabeln sind ahnliche Kurven; fiir aIle konfokalen Parabeln 
ist der Brennpunkt ein Ahnlichkeitspol. Dies folgt unmittelbar aus der Form 
-lier Polargleichung (S. 20) _ I' (1 ) r -. - costp . 

§ 4. Die reziproke Beziehung (Korrelation). 
Die reziproke Beziehung zweier ebenen Felder e und E' enthiilt die 

analytische Begrundung der Dualitiit. Sie kommt so zustande, daB wir 
einem Punkt (x) von e eine Gerade (u') von e' durch eine lineare Sub­
stitution zuweisen, also mittels der Gleichungen 

(17) 

Die auflOsenden Gleichungen lauten (Anhang 34 b) 

(17a) eXi = Aliu1 + A2i~ + AaiU~. 
Da die Bedingung der vereinigten Lage in e und e' die Form 

~UiXi = 0 und ~u~~ = 0 

besitzt, erhalten wir, analog zu § 1, die weiteren Formeln 

(17b) { a'~ = Ail ul + Ai2 U 2 + Aiaua , 
aUi = ali xi + a2ix~ + a3ix~. 

1) In diesen Fallen ist also nur ein reeller Doppelpunkt und eine reelle Doppel­
gerade vorhanden. 
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Hierin ist in der Tat die Dualitiit einschlieBlich der Invarianz der pro­
jektiven Beziehungen enthaIten l ). Wie in § 1 folgern wir, daB jeder 
Punktreihe der einen Ebene ein projektiver Buschel der anderen ent­
spricht und umgekehrt, jeder Kurve n ter Ordnung der einen eine 
Kurve n ter Klasse der anderen usw. Die reziproke Beziehung kann 
so hergestellt werden, daB man vier Punk ten der einen Ebene, die ein 
Viereck bilden, vier Geraden der anderen, die ein Vierseit ausmachen, 
als entsprechend zuweist. Auch liiBt sich wieder durch geeignete Wahl 
der Koordinatendreiecke die Vereinfachung der Formeln erreichen, die 
den Gleichungen (4) und (4a) analog ist. 

Die Gleichungen (17) lassen sich durch die bilineare Relation 

(17c) ~aikxiYk = 0; II aik II ~ 0 

ersetzen; sie steUt die Verallgemeinerung der Gleichung 1.11 = 0 von 
S. 149 dar. An die Gleichung (17c) k6nnen daher analoge Schlusse 
geknupft werden, wie dort an M = o. 

Zunachst entsprechen einem festen Punkt (x) unendlich viele 
Punkte (y'); sie bilden eine Gerade, deren Linienkoordinaten durch 

a'uk = alkxl + a2kxz + a3kx3 

gegeben sind; und dies sind sachlich die unsern Ausgangspunkt bilden­
den Gleichungen (17). 

Wird eine Ebene e reziprok auf e' bezogen und e' wiederum rezi­
prok auf e", so sind e und e" kollinear aufeinander bezogen. 

Liegen e und e' vereinigt, so kann man nach den Punkten (x) 
von e fragen, die auf die ihnen entsprechenden Geraden (u') fallen. 
Sie genugen der Gleichung 

Xl u~ + X2U~ + X3U~ = 0; 
aus (17) ergibt sich also fur sie 

(17d) ~ aikxixk = 0, 

wo jedoch aik im allgemeinen von aki verschieden ist. Sie bilden also 
eine C2 • Eine analoge Kurve T2 existiert fUr die Geraden (Ui) von e, 
die mit den ihnen entsprechenden Punkten (x') vereinigt liegen, also 
der Gleichung Ul x~ + U 2 x~ + u3 x~ = 0 genugen. Zwei analoge Kurven 
muB es fUr e' geben; man erkennt leicht, daB sie identisch mit den 
vorstehenden sind, und daB die Kurve C2 uberdies das reziproke Bild 
von T2 ist. 

Fur aile = aki gehen die Gleichungen (17) in die Gleichungen uber, 
die sich S. 150 fUr die Polaritiit ergaben; ist also noch e' mit e identisch, 
so wird die Korrelation zur PoZaritiit. Alsdann wird die Kurve C2 mit T2 
identisch; sie wird die Grundkurve der Polaritiit. 

') Die Dualitat - unabhangig von ihrer Einfi"lhrung mittels des Polar­
systems (S. 153) - tritt .als allgemeines Grundprinzip bei Gergonne auf. Uber 
den anschlieBenden Streit zwischen Gergonne und Poncelet vgl. die vom 
Verfasser besorgte Ausgabe der Werke von J. Pli"lcker, (1895) Ed. 1, S.592. 
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§ 5. Kollineare Transformation von Kurven in sich. 
Ein Kreis geht durch Drehung um seinen Mittelpunkt in sich 

iiber, eine Parabel kann fUr den Brennpunkt als Pol (S. 173) ahnlich 
in sich iibergefiihrt werden, Ellipse und Hyperbel bei gewissen affinen 
Transformationen (S. 132). In Verallgemeinerung hiervon suchen wir 
projektive Transformationen allgemeiner Art, die eine C2 in sich iiber­
fUhren. Dabei wird zu unterscheiden sein, ob dieser Transformation 
zugleich die ganze Ebene unterliegt wie in den obigen Beispielen, oder 
ob an ihr nur die C2 selbst teil hat. 

Wir beginnen mit dem letzten Fall. Das Koordinatendreieck liege 
so, daB die C2 die Gleichung 

(18) 

besitzt; sie wird (S. 116) von den Seiten Xl = 0, X3 = ° beriihrt und 
besitzt X2 = ° als Beriihrungssehne. Man kann die Gleichung (18) durch 

(19) 

ersetzen; die C2 erscheint so als Erzeugnis (S.80) zweier projektiver 
Buschel (h) und (k) mit den Scheiteln H (Xl = 0, X2 = 0) und K (X2 = 0, 
X3 = 0). Aus (19) erhalt man weiter 

(19a) X 1 :X2 :X3 =A2 :A:1. 

Es entspricht also jedem Wert des Parameters A ein Tripel Xi; um­
gekehrt auch gemaB (19) jedem Tripel Xi ein Wert} .. Die C2 ist daher 
in gleicher Weise Trager des arithmetischen Kontinuums wie die Gerade. 
Den Werten A = 0,00, 1 entsprecheninsbesondere die Punkte H(O, 0, 1), 
K(1, 0, 0) und 1,1,1. 

Auch der Begriii des Dv la{Jt sich aui die C2 ilbertragen. Sind hi 
und ki vier Paare entsprechender Strahlen, so ist 

(20) (h h h h) (21 - 23) (22 - )'4) (k k k k) 
1 2 3 4 = (1.2 _ 1.3 ) (21 _ 24) = I 2 3 4 • 

Seien nun (P), (q), (r), (s) die Punkte, in denen sich die vier Strahlen­
paare hi, k i auf der C2 schneiden, so solI der gemeinsame Wert der 
vorstehenden D v als D v der vier C 2-Punkte eingefiihrt werden; wir 
schreiben 

(20a) 

Das so eingefUhrte D v ist also zunachst das D v von vier Biischelstrahlen; 
wir k6nnen deshalb die iiber die Dv abgeleiteten projektiven Satze 
auch auf die C2 als Trager ausdehnen. Man setze insbesondere 

(21) A'= ~+fJ. 
yJ. + 15' 

durch diese Substitution gehe der zu A geMrige Biischelstrahl h in 
einen zu A' geh6rigen Biischelstrahl h' iiber, ebenso k in k' und der 
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C2-Punkt x = (hk) in den C2-Punkt x'= (h'k') (Fig. 68). Die Zu­
ordnung der Strahlen h, II und der Strahlen k, k' ist dann eine projek­
tive, also (hlh2hah4) = (h~h~h3h~), und daher auch 

(pq r s) = (p'q'r's'); 

die Invarianz der Dv-Werte besteht also bei der linearen Beziehung (21) 

Fig. 68. 

auch fUr die C2 • 

Da (x') dem Parameterwert A' entspricht, so ist 

(22) {X~:X~:X~ = A'2:1': 1 

= (Cd+Pl2:(Gd+P)(yA+J) :(yA+J)2. 

Wird rechts ausmultipliziert und dann A2: 1: 1 durch 
Xl: X 2 : X3 ersetzt, so folgt 

I e x~ = IX 2 Xl + 2 IX P X 2 + p2 X3 

(23) e x~ = IX Y Xl + (IX J + P y) X 2 + P ~ X3 

e X~ = y2 Xl + 2 Y J x2 + ~2 %:1 . 

Damit sind die Transformationsformeln fUr die Koordinaten Xi und x~ 
der C2 gewonnen. Sie stellen zugleich eine kollineare Beziehung fUr 
die ganze Ebene dar. Die projektive Transformation der C2 in sich l«fJt 
sich also zu einer kollinearen Abbildung der ganzen Ebene aUf sich er­
weitern. 

Dieser SchluB liiBt sich umkehren. Die vorstehenden Rechnungen 
lassen sich in der Weise ausfUhren, daB man, ausgehend von den 
Gleichungen (23), unter Xl: X 2 : X3 den Punkt ),2: ),: 1 der C2 versteht; 
dann liefern diese Gleichungen den Punkt x~: x~ : x~ = ),'2 : ),' : 1, der 
mit ), durch die Relation (21) verbunden ist, und das ist die Be­
hauptung1). Unser SchluB beruht auf dem gleichzeitigen Bestehen der 

H 

beiden Gleichungen 

Xl X3 - X~ = 0 und x~ x~ - X~2 = 0 

auf Grund von (21) und (23). Fassen wir e und e' 
als verschiedene Ebenen auf, so ergibt sich noch 
eine weitere Folgerung; alsdann entspricht den 
Gleichungen (23) eine solche kollineare Beziehung 
von e und e', bei der zugleich eine C2 projektiv in 
eine gegebene C2 iibergeht. 

Unsere C2 ist als das Erzeugnis der beiden 
Fig. 69. 

projektiven Buschel (h) und (k) von (19) eingefUhrt 
worden; wir wollen zeigen, daB ihre beiden Scheitel durch beliebige 
Punkte derC2 ersetzt werden k6nnen (Fig. 69). Sei (y) irgend ein Punkt 
der C2 ; er sei Schnitt zweier Strahlen hft und kit mit den Gleichungen 

1) Aus (21) folgt auch rechnerisch x{ x~ - X;2 = o. 
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Jede durch diesen Punkt (y) gehende Gerade hat eine Gleichung 

Xl - It X 2 + Y(X2 - It xa) = 0 . 
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So11 sie auch durch einen Punkt (x) der C2 gehen, der durch Xl -lx2 = 0, 
X 2 - l Xa = 0 bestimmt ist, so muB 

().. - It) (X2 + Y xa) = 0 

sein, und wegen l - It ~ 0 folgert man v = - l. Die Verbindungs­
linie von (y) und (x) hat daher die Gleichung 

Xl - ItX~ - l(X2 - ItXa) = O. 

Diese Gleichung stellt (fiir variables 1) ein Biischel dar mit dem Punkt (y) 
als Scheitel, das zu den beiden Biischeln (19) projektiv ist. Damit ist 
die Behauptung erwiesen. Wird irgendein tester Punkt (y) der C2 mit 
allen C2-Punkten verbunden, so entsteht ein zu den Biischeln (19) profek­
tiver Biischel. Man sagt kiirzer, die C2 werde von irgend zweien ihrer 
Punkte durch profektive Biischel proiiziert. 

Ais letzte Folgerung entnehmen wir hieraus den folgenden Satz: 
Wenn eine koUineare Beziehung einer Ebene B aut sich eine C2 in sich 
iiber/iihrt, so geschieht es profektiv. Mage namlich die Ko11ineation die 
fiinf Punkte (x), (P), (q), (r), (s) der C2 in die flinf ihr ebenfa11s an­
gehOrenden Punkte (x'), (P'), (q'), (r'), (s') iiberfiihren. GemaB der 
kollinearen Beziehung gilt dann fiir die projizierenden Strahlen (in 
leicht verstandlicher Bezeichnung) 

x(P q r s) = x'(p'q'r's') . 

Nun ist das Dv von vier Punkten einer C2 durch das Dv der vier 
Strahlen bestimmt, durch die sie von irgendeinem ihrer Punkte pro-
jiziert werden, und so folgt in der Tat . 

(22) Dv(P q r s) = Dv(p'q'r's'). 
Die kollineare und reziproke Beziehung lassen sich in gleicher 

Weise, wie es S. 95 fiir Punktreihen und Strahlbiischel geschehen ist, 
als Dbertragungsprinzip verwenden. AJs Beispiel geniige der Hinweis 
auf den Gedankengang, der Steiner zur projektiven Erzeugung der 
C2 fiihrte. Beim Kreis sind die Strahlenbiischel, die zwei seiner Punkte 
mit den iibrigen Punkten verbinden (nach dem Peripheriewinkelsatz) 
einander gleich, also auch projektiv, und so folgerte er es mittels 
kollinearer Beziehung auch fiir die allgemeine C2 • 

§ 6. Die Sitze von Pascal und Brianchon. 
Nach Kap. XI, § 1 ist eine C2 durch fiinf Punkte allgemeiner 

Lage bestimmt. Dies laBt sich auf projektiver Grundlage aus ihrer 
Erzeugung durch projektive Biischel ableiten. Wahlt man namlich 
zwei Punkte als die Biischelzentra, so bestimmen die drei andern 
Punkte drei Paare entsprechender Strahlen und damit (S. 72) die 
projektive Zuordnung. 

Schoenllies. Analytische Geo~etrie. 12 



178 XII. Kollineare und reziproke Verwandtschaft. 

Da die C2 durch fUnf Punkte bestimmt ist, muB fUr sechs Punkte 
eine Beziehung bestehen. Sie bildet einen der wichtigsten geometrischen 

5 Satze (den Satz von Pascal). Seien (Fig. 70) 
1, 2, 3, 4, 5, 6 die sechs Punkte; wir fassen sie 
als Ecken eines Sechsecks auf. Dieses Sechseck 
hat drei Paare von Gegenseiten 

(12) (45), (23) (56), (43) (61); 

wir wollen zeigen, daB ihre drei Schnitt-
/I' punkte I, II, III in dieselbe Gerade fallen. Der 

Pascalsche Satz von S. 62 entspricht also einer 
in zwei Gerade ausartenden C2 • 

Wir verbinden die Punkte 1 und 5 mit 2, 3, 4, 6, so haben diese 
vier von 1 und 5 ausgehenden Strahlen nach § 5 dasselbe Dv 1). Sie 
schneiden daher auch die Geraden (23) und (34) in je vier Punkten 
von gleichem Dv. Bezeichnen wir den Punkt (45) (23) durch 4' und 
(34) (12) durch 2', so sind es die Punkte 

2, 3, 4', II und 2', 3, 4, III . 

In den so auf (23) und (34) vorhandenen projektiven Punktreihen 
entspricht der Punkt 3 sich selbst, sie liegen daher perspektiv (S. 81), 
und die Verbindungslinien entsprechender Punkte gehen durch den­
selben Punkt (das Perspektivitatszentrum). So1che drei Verbindungs­
linien sind (22') = (21), (44') = (45), (II III), 

es liegt also der Schnitt I von (12) (45) auf (II III), und das 1st der 
Satz, d.h.: 

In jedem einer C2 eingeschriebenen Sechseck fallen die Schnittpunkte der 
drei Paare gegenuberliegender Seiten in dieselbe Gerade (Satz des Pascal). 

Die vorstehenden Betrachtungen sind insgesamt dualisierbar. Dies 
naher auszufiihren, ist nicht erforderlich; doch solI der duale Satz selbst 
ausdriicklich erwahnt werden. Er stammt von Brianchon und lautet: 

In jedem einer C2 (genauer r 2) umschriebenen Sechsseit gehen die drei 
Hauptdiagonalen (die Verbindungslinien der Gegenecken) durch einen Punkt. 

Ein analytischer Beweis des Pascalschen Satzes ist der folgende 

Fig. 71. 

(Fig. 71): Seien g, h, k, kI> hI> gl die sechs auf­
einander folgenden Seiten des Sechsecks; l sei die 
Diagonale, die die Punkte (g gl) und (k k1) ver­
bindet. Die C2 ist dann jedem der beiden Vierecke 
(g, h, k, l), (gI> hI' kl' l) umschrieben; ihre Gleichung 
laBt sich daher in jede der beiden Formen 

GK + A.HL = 0, GlK] + A.IHIL = 0 

setzen. Die linken Seiten k6nnen sich also nur 

1) Die Figur 70 enthiHt nur die Sechseckseiten und die Gerade I II I II. 
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urn einen konstanten Faktor unterscheiden. Lassen wir diesen Faktor 
in die linearen Ausdrticke G und H eingehen, so werden die linken 
Seiten identisch, d. h. es ist 

GK + 1HL _ GIKI + 1lHIL oder 
GK - GIKI _ L (11 HI -1H). 

Die rechte Seite, gleich Null gesetzt, stellt ein Geradenpaar dar. Die 
eine ist l, die zweite geht durch (h, hI); sie heiBe h' 1). Das gleiche ist 
also fUr die linke der Fall. Sie enthiilt die vier Punkte 

(g gI)' (g kl), (k gl)' (k kI ) . 

Von ihnen liegen (g gl) und (k kl) auf t. Die beiden anderen liegen 
nicht auf lund mtissen daher auf h' liegen; es liegen also 

(g kl), (k gI), (h hI) 

auf derselben Geraden (namlich h'), und das ist der Satz 2). 
Der Pascalsche Satz gestattet, mittels ftinf gegebener C2-Punkte 

beliebig viele andere linear zu zeichnen. Sind z. B. 1,2,3, 4, 5 in Fig. 70 
die gegebenen Punkte und ist (16) ein beliebiger durch 1 gezogener 
Strahl (der aber nicht durch 2,3,4,5 geht), so sind die Punkte I und III 
linear bestimmt, damit auch der Punkt II als Schnitt der Geraden (I III) 
und (23), und nun auch 6 als Schnitt von (16) und (5 II). 

LaBt man zwei benachbarte Punkte des Sechsecks zusammen­
rticken, so geht die zugehorige Seite in eine C2-Tangente tiber, und 
man erhiilt einen Satz tiber fUnf C2-Punkte und die Tangente in einem 
von ihnen; ebenso gibt es einen Satz tiber vier Punkte und die Tangenten 
in zweien 3), tiber drei Punkte und die Tangenten in ihnen. Dieser letzte 
Satz lautet: Bei einem der C2 einbeschriebenen Dreieck liegen die 
Schnittpunkte der Seiten mit den Tangenten der Gegenecken auf einer 
Geraden. Diese Satze gestatten auch die line are Konstruktion von 
C2-Tangenten. 

Alles dies tibertragt sich dualistisch auf den Brianchonschen Satz. 

§ 7. Ausblicke. 
Ein letztes Streben wissenschaftlichen Erkennens ist auf das Ein­

heitliche in der Fiille der mannigfachen· Gestalten gerichtet. In der 
Geometrie ist dies Streben in den letzten hundert J ahren von groBem 

1) Fur Fig. 71 ist h' die Gerade goo. 
2) Man kann aus sechs Punkten durch Anderung der Reihenfolge sechzig 

verschiedene Sechsecke herstellen (von den 6! = 720 Permutationen liefern aIle zyk­
lischen wie alle inversen dasselbe Sechseck). Es gibt daher sechzig PascaIsche Ge­
raden zu den sechs Punkten, die mannigfach zu dreien durch je einen Punkt gehen 
(funfzehn Steinersche Punkte) usw. Das analoge gilt dualistisch fur die Brianchon­
schen Sechsseite. 

3) Vgl. das Beispiel 65 des Anhangs § 5. 

12* 
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Erfolg gekront gewesen. Dualitiit, profektive Denkweise und Ober­
tragungsprinzipien, Dualisierung und Homogenisierung des Koordinaten­
begriffs sind seine Marksteine. In V. C. Poncelet, J. D. Gergonne, 
A. F. Mobius und J. Plucker haben wir die Lehrmeister zu erblicken, 
die uns in erster Linie dahin fiihrten. Die Erkenntnis der Dualitat 
als eines raumlichen Naturgesetzes verdanken wir Gergonne1); von 
Poncelet2) und Mobius 3) stammt der allgemeine Verwandtchafts­
begriff und die projektive Denkweise, endlich hat Plucker4) das Ver­
dienst, daB er die Vervollkommnung der analytischen Methode schuf, 
die den neuen Ideen gerecht wurde. Wir verdanken ihm insbesondere 
die EinfUhrung der Linienkoordinaten und den homogenen Koordinaten­
begriff. Erst als die Dualitat und die das Unendliche durchziehende 
geometrische Kontinuitat 5) dem analytischen BewuBtsein zuganglich 
geworden war, hat das projektive Denken die Beherrschung der geo­
metrischen Gebilde und die Gestaltungskraft erlangt, die es heute be­
sitzt. 

In lilterer Zeit betrachtete man eine jede geometrische Figur nur 
fUr sich allein, als eine Art starren Gebildes. Nicht nur Strecke und 
Winkel oder Punkt und Gerade galten als heterogene Objekte, auch 
Ellipse, Parabel und Hyperbel stellten im wesentlichen ungleichartige 
Einzelgebilde dar. Die letzte Auffassung ist langst der Erkenntnis 
gewichen, daB wir bei projektiver Denkweise alle eigentlichen C2 als 
identisch anzusehen haben; angesichts der Dualitat haben wir aber 
auch in Punkt und Gerade gleichwertige Elementargebilde eines und 
desselben analytischen Operationsfeldes vor uns. Freilich kann es 
scheinen, als ob die Dualitat von Punktreihe und Strahlenbuschel im 
rein Metrischen versage; eine gewisse duale Analogie fur Strecke und 
Winkel ist uns aber doch vielfach entgegengetreten'6J-. Eine tiefere 
Auffassung, die freilich jenseits dieses Lehrgangs bleiben muB, zeigt 
auch fUr sie eine volle dualistische Analogie. Beide erweisen sich als 

1) Seine Artikel erschienen in Gergonnes Ann. de math. Bd. 16, S.209. 1826 
u. Bd. 18, S. 149. 1828. Vgl. auch S. 174, Anm. 1 dieses Bnches. 

2) Die Hauptleistung Poncelets ist sein Traite des proprietes projectives 
des figures, 1822; mit ihm war die projektive Denkweise geschaffen. Die in ihm 
niedergelegten Ideen stammen zum Teil schon aus dem Jahr 1'813, aus der Zeit, 
in der Poncelet Kriegsgefangener in RuBland war. "Cet ouvrage est Ie resultat 
des recherches que j'ai entreprises, des Ie printemps de 1813, dans les prisons 
de la Russie", heiBt es in der Vorrede. 

3) Vgl. Gesammelte Werke Bd. 1, S.447. Herausg. von F. Klein. Die Haupt­
arbeit stammt aus 1829. 

4) Vgl. Pluckers Gesammelte mathematische Abhandlungen, besonders 
S. 124ff., 159ff., 178ff. 

5) Vgl. S. 170. 
6) Die Invariantentheorie Wl,lrde wesentlich von den englischen Mathematikern 

A. Cay ley und J. J. S Y I v est el;. urn die Mitte des letzten J ahrhunderts be­
grundet. 
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verschiedenartige Sonder/aUe eines und desselben Dv-Begriffs, der durch 
einen und denselben analytischen Ausdruck in Punkt- und Linien­
koordinaten gegeben ist (vgl. den SchluB). 

Einen letzten erfolgreichen wissenschaftlichen Gedanken bildet der 
Invarianzbegri//, die Einstellung auf so1che analytischen Ausdriicke, die 
sich yom zufallig gewahlten Koordinatensystem unabhangig erweisen. 
In ihnen allen muB ein eigentlich geometrischer Inhalt zum Ausdruck 
kommen. Beispiele dafiir haben wir mannigfach kennengelernt1). Wie 
wir sahen, besitzen aber die Formeln der Koordinatentransformation 
eine doppelte geometrische Bedeutung. In ihrer allgemeinsten Form 
stellen sie zugleich kollineare Beziehungen dar (5.165), in den For­
meln (16) von S. 29 haben wir affine (oder auch ahnliche) Beziehungen 
erkannt (5.171), in den Formeln (14) von 5.28 Bewegungen. Wir 
konnen die Invarianz der analytischen Ausdriicke also auch so deuten, 
daB die von ihr getroffenen Eigenschaften bei kollinearer, affiner, ahn­
licher, kongruenter Transformation geometrischer Figuren ungeandert 
bleiben. Man spricht insofern von projektiven, a/linen, ahnlichen und 
metrischen Eigenscha/ten der geometrischen Gebilde, und ist damit zu 
einer auf projektiver Grundlage ruhenden inneren Einteilung und An­
ordnung der geometrischen Tatsachen gelangt 2). 

Eine nur metrisch invariante GroBe stellt z. B. der Abstand dar; 
er andert seinen Wert schon bei ahnlicher Abbildung. Winkel und 
Orthogonalitat sind Begriffe, die der ahnlichen Geometrie angehi:iren, 
ebenso aber auch die Kreispunkte, da ja bei ahnlicher Abbildung ein 
Kreis in einen Kreis iibergeht. Die affine Geometrie ist (5.171) durch 
die Invarianz von goo gekennzeichnet; es sind also Parallelismus, 
Teilungsverhiiltnis, Halbierungspunkt Begriffe der affinen Geometrie; 
eben so gehoren ihr die Siitze iiber Mittelpunkt und Durchmesser der C2 

an. Auch besitzen Ellipse, Hyperbel und Parabel in ihr noch ihre 
Sonderexistenz. Von allgemeinem projektiven Charakter sind das Dv, 
Ordnung und Klasse einer Kurve, aIle reinen Lagenbeziehungen (z.B. drei 
Gerade durch einen Punkt oder drei Punkte auf einer Geraden) usw.; 
Ellipse, Parabel und Hyperbel verlieren ihren Sondercharakter 
und verschmelzen in den einen projektiven Begriff der reellen eigent­
lichen C2 • Es ist einleuchtend, daB aIle projektiv invarianten Eigen­
schaften es auch in affiner usw. Hinsicht sind, aber nicht umgekehrt; 
der Abstand besitzt die Invarianz nur fUr die engste Klasse der be­
trachteten Transformationen, fUr die Bewegungen. Da Winkel, Ortho­
gonalitat und Kreispunkte fiir Bewegungen und Ahnlichkeitstrans-

1) Die Invariantentheorie wurde wesentlich von den englischen Mathematikern 
A. Cay 1 e y und J. J. S Y 1 v est e r urn die Mitte des letzten J ahrhunderts be-
grundet. . 

2) Dies verdankt man den Arbeiten von F. Klein; vgl. :Math. Ann. Ed. 43. 
S.63 (Wiederabdruck des sog. Erlanger Programms yom Jahre 1872). 
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formationen invariant sind, so liiJ3t sich erwarten, daB Winkel und 
Orthogonalitat sich in Beziehungen zu den Kreispunkten darstellen. 
Das ist in der Tat der Fall; gerade darin kommt unser Einteilungs­
prinzip praktisch zur GeHung. Die oben erwiihnte Darstellbarkeit des 
Winkels als D v kommt insbesondere so zustande, daB das D v von den 
Winkelstrahlen und den beiden Strahlen zu den Kreispunkten ge­
bildet ist. 

Dieser Ausblick auf tiefere Probleme mag hier den AbschluB bilden. 
Moge er fUr diese Probleme Verstandnis und Interesse erwecken1 ). 

1) Es sei dafiir auf die demnachst neu erscheinenden Vorlesungen von 
F. K 1 e i n iiber nichteuklidische Geometrie verwiesen. 



Dreizehn tes Kapi tel. 

Raumliche Punktkoordinaten. 
Vorbemerkungen. 

Raumliche Figuren, die in allen metrischen Beziehungen uberein­
stimmen, sind entweder kongruent (deckbar gleich) oder sie verhalten 
sich wie ein Korper und sein Spiegelbild, wie linke und rechte Hand, 
Linksschraube und Rechtsschraube. Sie heiBen dann spiegelbildlich 
(symmetrisch) gleich. Wird in einer horizontalen Ebene von einem 
Punkt 0 aus je eine positive x- und y-Achse gezogen und in 0 nach 
oben und un ten ein Lot errichtet, so sind die beiden aus den drei Halb­
strahlen gebildeten Dreikante nur spiegelbildlich gleich. Sie werden 
als Rechtssystem und Linkssystem unterschieden. Daumen, Zeigefinger 
und Mittelfinger der rechten Hand bilden, wenn sie ungefahr senkrecht 
zueinander gehalten werden, ein Rechtssystem, bei der linken Hand 
ein Linkssystem. Legt man urn 0 in der x y -Ebene einen Kreis, so 
erscheint, von dem in 0 errichteten Lot aus gesehen, die Umlaufs­
richtung (x y) bei einem Rechtssystem umgekehrt zur Uhrzeigerdrehung, 
bei einem Linkssystem wie die Uhrzeigerdrehung1). Die Unter­
scheidung von Rechtssystem und Linkssystem gilt in clerselben Weise 
fUr aIle von drei Halbstrahlen gebilcleten Dreikante. 

Zwei von einem Punkt 0 ausgehende Halbstrahlen g, h bestimmen 
(S. 6) an sich vier verschiedene Winkel. Der Kosinus alIer dieser 
Winkel hat denselben Wert. Der Sinus hat zwei einander entgegen­
gesetzte Werte. Meistens handelt es sich aber nur urn das Verhaltnis 
der Sinus zweier Winkel desselben Buschels, die absolut genommen nicht 
groBer als ]I sind. Dies Verhaltnis ist von dem fUr das Buschel an­
genommenen Drehungssinn unabhangig. Ohne daB Zweideutigkeiten 
entstehen, durfen wir daher von der Festsetzung eines positiven 
Drehungssinlls absehen und unter (g h) einen Winkel verstehen, der, 
absolut genommen, ]I nicht uberschreitet. 

§ 1. Projektionen von Strecken und Flachen. 
Die Projektiollssatze von Kap. I, § 5 dehnen wir in der Weise auf 

den Raum aus, daB wir die projizierendell Strahlell durch projizierellde 

1) Fig. 73 (5. 186) zeigt ein Rechtssystem, bei Vertauschung der x- und 
y-Achse ein Linkssystem. 
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Ebenen ersetzen. Sei seine gerichtete Gerade, AB eine Strecke. Durch 
A und B lege man Ebenen parallel einer festen Ebene 'f}; sie m6gen 
die Gerade in A' und B' treffen, und es heiJ3e A'B' wieder Parallel­
projektion von AB auf s. Wir schreiben 

(1) A'B' = IJ(AB, 'Yj, s). 

Werden s und 'f} festgehalten, so ergeben sich (unter den gleichen 
Voraussetzungen wie in Kap. I) die folgenden Satze: 

1. 1st AB II CD, so ist 
A'B' AB 
c'j5i = CD; 

A'B' 
AB 

C'D' 
CD" 

der konstante Wert des zweiten Quotienten heiBe wieder Projektions­
konstante. 1st er c, so hat man 

(2) A'B' = c·AB. 

2. Fur 17 1. s (rechtwinklige oder orthogonale Projektion) ist 

(2 a) A'B' = ABcos(AB,s). 

1st namlich Sl eine gerichtete Gerade durch A parallel zu s, so ist 

II(AB, s) = II(AB, Sl) = AB cos (AB, Sl) = AB cos (AB, s) . 1) 

3. Versteht man unter der Projektiondes Streckenzuges ABC . . . LM 
wieder die Summe der Projektionen der einzelnen Strecken, so ist 

(3) II(ABC ... LM) = A'B'+B'C'+ ... + L'M'= A'M'= II(AM); 

die Projektion des Streckenzuges ist also gleich der Projektion der Strecke, 
die von seinem Anfangspunkt zum Endpunkt tuhrt. 

4. 1st die Projektion insbesondere orthogonal, so gilt 

(3a) ll(ABC ... M)=ABcos(AB,s)+BCcos(BC,s)+.·· +LMcos(LM,s). 

5. Bei orthogonaler Projektion von AB sind A' und B' zugleich 
die FuJ3punkte der von A und B aut s getiillten Lote. 

Die Projektion von Flachenstucken betrachten wir nur' fUr den 
Fall, daB eine Polygonflache \lS orthogonal auf eine Ebene e projiziert 
wird. 1st \lS' die Projektion, so schreiben wir, analog zu (1), 

(4) \lS' = II (\lS, e) . 

Der Bestimmung von \lS' sei folgendes vorausgeschickt: Einer Polygon­
flache legen wir gemaJ3 S. 31 einen Umlaufssinn bei; damit wird 
auch fUr die Projektion \lS' ein dem Sinn von \lS analoger Umlaufssinn 
bestimmt. Es solI aber auch in der Ebene e ein ihr eigentumlicher 
Umlaufssinn vorhanden sein; er kann mit dem eben genannten Sinn 
von \lS' identisch sein oder ihm entgegengesetzt. Nun werde auf e ein 
Lot n errichtet, das mit dem Umlaufssinn von e ein Rechtssystem 

1) Der cos (AB, s) ist, da AB und s gerichtete Geraden sind, eindeutig be­
stimmt. 
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bestimmt; ebenso auf ~ ein Lot p, das mit dem Umlaufssinn von ~ 
ein Rechtssystem bestimmt. Dann solI, wenn x die Ebene von ~ ist, 
unter dem Winkel (s x) der Winkel (n q) verstanden werden 1). 

Bei diesen Festsetzungen gelten die folgenden Satze: 1. ZerfalIt 
die Polygonflache ~ in zwei Teilflachen 1,j51 und ~2' so ist 

(5) ~'= II(~, s) = IJ(~l> s) + n(~2' E) = l,j5i + 1,j5~; 
2. die Projektion ~' hat fiir aIle einander parallelen Ebenen den gleichen 
Wert; 3. es besteht die Gleichung 

(6) 1,)3' = ~cos(np) = I,j5COS(EX); 

durch sie wird, wenn wir ~ eine positive. Flachenzahl beilegen, auch 
ein Vorzeichen fiir ~' und damit sein Umlaufssinn in der Ebene s 
bestimmt. 

Nur der Satz 3 bedarf eines naheren Beweises. Sei ~ zunachst 
(Fig. 72) ein Dreieck LI = ABC, dessen eine Seite AB in E falIt; CD sei 
die Rohe, C'D ihre Projektion in E. Fur den doppelten Flacheninhalt 
ist dann - absolut genommen -

2 LI = AB· CD, 2 LI' = AB· C'D; C'D = CD cos (C'DC) . 

Die Lote n und p konnen wir im Punkte D errichten. Wenn dann der 
Umlaufssinn von .J' mit dem Umlaufssinn von s ubereinstimmt, so 
gehen p und n nach derselben Seite von E (in 
Fig. 72 beide nach oben); es ist C'DC = (pn), 
und die obige Formel gibt den Wert ~' zahlen­
maBig und auch dem Vorzeichen nacho Ist 
aber der Sinn von LI' der entgegengesetzte wie 
der von E, so gehen p und n nach verschiedenen 
Seiten von E; es ist C'DC = (n P) ± n, und die 
F ormel gibt wiederum den richtigen Wert von ~'. 

Fig. 72. 

Sei jetzt AB C ein Dreieck allgemeiner Lage. Durch die Punkte A, B, C 
lege man je eine zu E paralIele Ebene; die mittlere durchsetzt das 
Dreieck und zerlegt es in zwei Teildreiecke. Fur ihre Flachen Ll1 und Ll2 
gelten die Formeln (5) und (6), man hat daher 

,1' = Al cos (P, n) + ,12 cos (P, n) = ,1 cos (P, n) . 

Damit ist Gleichung (6) auch fiir jedes ein/ache Polygon richtig; 
denn jedes solche Polygon laBt sich in Dreiecke spalten, und auf sie 
laBt sich wieder die Gleichung (5) anwenden. 

§ 2. Parallelkoordinaten. 
Wir legen drei durch einen Punkt 0 (Anfangspunkt) gehende Ebenen 

zugrunde, die eine dreiseitige Ecke bilden (Fig. 73); ihre Schnittlinien 

') Ohne Festsetzung eines Umlaufssinns bleibt der 'Winkel bis auf ±]I; un­
bestimmt. 
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sollen x-Achse, y-Achse, z-Achse heiBen (Koordinatenachsen). Die sie 
verbindenden Ebenen (Koordinatenebenen) heiBen xy-Ebene, xz-Ebene, 
y z-Ebene. 1m allgemeinen werden wir die xy-Ebene als horizontale 
Ebene annehmen und das Dreikant der positiven Achsen als ein Rechts­
system, wie es Fig. 73 zeigt; die (xy)-Drehung erscheint also von der 
positiven z-Achse aus umgekehrt wie der Uhrzeigersinn. Man uber-

zeugt sich leicht, daB dies fUr die positive 
x-Achse und die (y z)-Drehung und die 

&z positive y-Achse und die (zx)-Drehung 
eben so ist. Stehen die drei Ebenen (also 

)';-_-l,'---rR~ auch die Achsen) aufeinander senkrecht, 
y 

so heiBen die Koordinaten rechtwinklig. 
Legen wir durch einen Punkt P des 

F · Raumes Ebenen parallel zu den Koordi-19. 73. 
natenebenen, so seien Q, R, 5 die auf 

den Achsen entstehenden Schnittpunkte; die drei Strecken 

(7) x=OQ, y=OR, z=05 

sind dann die Parallelkoordinaten des Punktes P. Jedem Punkt P 
entspricht wieder eindeutig ein Zahlentripel. Umgekehrt entspricht 
jedem Tripel a, b, c auch ein Punkt P; er ist Schnittpunkt der Ebenen, 
die man parallel zu den Koordinatenebenen durch die Punkte Q, R, 5 
legt, fUr die OQ = a, OR = b, OS = c ist. 

Die drei Koordinatenebenen durch 0 und die ihnen parallelen 
Ebenen durch P bilden das Parallelepipedon der Fig. 73. Von ihm 
leuchtet ein: 1. J e vier seiner Kanten stellen nach Lange und Richtung 
die x-Koordinate dar, je vier die y-Koordinate, je vier die z-Koordinate. 
2. In jedem von 0 nach P fUhrenden dreikantigen Streckenzug ist je 
eine x-Koordinate, eine y-Koordinate und eine z-Koordinate enthalten. 
3. Die Strecken OQ, OR, OS sind Parallelprojektionen von OP auf 
den Achsen, und zwar so, daB die projizierenden Ebenen den Koordi­
natenebenen parallel sind. Ferner gilt auch: 4. Fur jeden Punkt 51 
der Parallelepipedflache durch 5 und P hat z denselben Wert c, fUr 
jeden Punkt der analogen Ebene durch Q ist x = a, fUr jeden Punkt 
der analogen Ebene durch R ist y = b. 

Die vorstehenden Beziehungen sind uns auch in Kap. III entgegen­
getreten; hier kommen noch die folgenden, ebenfalls offensichtlichen 
hinzu: 5. Dem Punkt Pxy der xy-Ebene kommen in dieser Ebene die 
Koordinaten x = a, y = b zu; die x- und y-Koordinaten von P stimmen 
also mit denen von P",y uberein. Das analoge gilt fUr den Punkt P",z 
der xz-Ebene und den Punkt Pyz der yz-Ebene. 6. In der Parallel­
epipedflache durch 5 und P mogen zwei durch 5 gehende, zur positiven 
x- und y-Achse parallele Halbstrahlen eine positive x- und y-Achse 
abgeben, so sind x = a, y = b die Koordinaten von P auch fUr 
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diese Achsen 1). Analog ist es fUr die Ebenen durch Q und P und 
durch R und P. 

Durch die drei Koordinatenebenen zerfallt der Raum in acht 
Oktanten; iiber und unter jedem Quadranten der x, y-Ebene liegt je 
einer. Andererseits gibt es acht Punkte, denen dieselben numerischen 
Werte a, b, c als Koordinaten entsprechen, nur mit verschiedenen Vor­
zeichen. Nehmen wir a, b, c als positiv an, so sind es die Punkte mit 
den Vorzeichen 

+++ 
++-

+-+ -++ --+ 
+-- -+- ---

In jeden Oktanten fallt je einer; je zwei iibereinanderstehende Tripel 
entsprechen einem Punkt iiber und einem unter der xy-Ebene. 

Beispiele. 1. Fur den Anfangspunkt ist x = 0, y = 0, z = 0. Fur jeden 
Punkt der x y-Ebene ist z = 0, fur die Punkte der y z-Ebene ist x = 0, fur die 
der x z-Ebene ist y = 0. Eudlich ist fur jeden Punkt der x-Achse y = ° und z = 0, 
fur jeden der y-Achse x = 0, z = ° und fur jeden der z-Achse x = 0, y = 0. 

2. Zwei Punkte (x, y, z) und (-x, -y, -z) liegen zentrisch symmetrisch zu 0; 
d. h. ihre Verbindungslinie geht durch 0 und wird in 0 halbiert. Zwei Punkte 
(x, y, z) und (-x, -y, z) liegen zentrisch symmetrisch zur z-Achse; ihre Ver­
bindungslinie ist der x y-Ebene parallel, schneidet die z-Achse und wird durch 
den Schnittpunkt halbiert. Bei rechtwinkligen Achsen liegen zwei Punkte x, y, z 
und (x, y, -z) symmetrisch zur x y-Ebene. Analoges gilt fur die ubrigen Achsen 
und Ebenen. 

Die ebenen Parallelkoordinaten konnten wir (S. 12) mittels zweier 
Scharen von Geraden definieren, die den Achsen parallel liefen; sie 
waren gegeben durch Gleichungen x = 1 und y = II, WO 1 und Ii aIle 
reellen Werte annehmen konnen. Analog haben wir es hier mit drei 
Scharen paralleler Ebenen zu tun, den Scharen 

(8) x = const = }" y = const = fl, Z = const = J'; 

jede dieser Scharen erfiillt, wenn A., Ii, valle reellen Werte durchlaufen, 
den ganzen Raum, und durch jeden Punkt des Raumes geht eine Ebene 
der ersten Schar, eine der zweiten und eine der dritten. Die zu diesen 
Ebenen gehorenden Werte A., p, v sind die Koordinaten des beziiglichen 
Punktes. 

§ 3. Raumliche Polarkoordinaten. 
In einem rechtwinkligen Koordinatensystem (Fig. 74) sei PP' das 

von P auf die xy-Ebene gefii.11te Lot; ferner z 
seien OP'= 12 und (x,OP') = m die Polarkoordi- '" , ........ f' 
naten von P' in der xy-Ebene. Dann stellen 
die drei Zahlenwerte 12, cp, zein durch P be- -y 
stimmtes Koordinatentripel dar. Umgekehrt 
bestimmt ein solches Tripel eindeutig einen .x 
Punkt P; es liefern 12 und cp zunachst den Fig. 74. 

1) In Fig. 73 sind SPx, und SPy, die beiden Achsen. 
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Punkt P', und dann das Lot P'P = z den Punkt P. Die in Betracht 
kommenden Zahlenwerte von (J, ({i, z erfullen die folgenden Teile des 
Kontinuums: 

(9) O<(J<oo; 0<({i<2.n; -oo<z<oo. 

Die Fliichenscharen, die den eben betrachteten Ebenenscharen analog 
sind, mussen den Gleichungen 

(10) (J = const, ({i = const, z = const 

entsprechen. Die GroBe (J konnen wir auch als Abstand des Punktes P 
von der z-Achse auffassen, die Flii.chen (J = const sind daher Kreis­
zylinderlliichen urn die z-Achse. Der Winkel ({i ist auch der Winkel 
der durch die z-Achse gehenden Ebene OP'P mit der xz-Ebene, die 
Flachen ({i = const sind daher Halbebenen durch die z-Achse (den Halb­
strahlen der ebenen Koordinatenbestimmung analog); endlich sind 
z = const Parallelebenen zur xy-Ebene. Je eine FHiche der ersten, zweiten 
und dritten Schar schneiden sich, wie man leicht erkennt, in je einem 
Punkt des Raumes (Zylinderkoordinaten). 

Die Beziehung dieser Koordinaten zu den rechtwinkligen ist durch 
die Gleichungen 
(11) x = (! cos({i, Y = (J sin({i 

gegeben; die z-Koordinaten stimmen uberein. Man findet 

(12) Op2= (J2+Z2= X2+y2+Z2. 

Ein zweites System von Polarkoordinaten1) knupft an die Bestim­
mung der Punkte der ErdoberfHiche durch ihre geographische Lange 
und Breite an 2). Wir betrachten zunachst die Kurvenscharen, die 
dieser Koordinatenbestimmung auf der Erdkugel oder einem Globus 
zugrunde liegen. Die eine besteht aus den Breitenkreisen als den Kurven 
konstanter Breite, die andere aus den Kurven konstanter Lange, also 
den Meridianen; genauer den Halbmeridianen, da die geographische 
Lange von 0 bis 2.n lauH. Jeder Punkt der Globuskugel ist Schnitt 
einer Kurve der einen Schar mit einer der anderen Schar. In dieser 
Hinsicht konnen die Kurven auch durch Flachen ersetzt werden. Den 
Breitenkreis verbinden wir mit dem K ugelzentrum durch H!Ilbstrahlen, . 
und ersetzen ihn so durch einen Rotationskegel (genauer Halbkegel) , 
der die Kugel im Breitenkreis durchdringt. Ebenso ersetzen wir den 
Halbmeridian durch die Ebene (genauer Halbebene) , die ihn mit der 
Kugelachse verbindet. Damit ist jeder Punkt P der Kugel als Schnitt 
von drei Flachen bestimmt. Die eine ist die Kugel selbst, die zweite 
der Halbkegel, der aus der Kugel den Breitenkreis ausschneidet, die 
dritte die Halbebene, die nun auf dem Breitenkreis den Punkt P be­
stimmt. Was aber fur die Punkte des Globus gilt, gilt ebenso fur jede 

1) Sie stellen die eigentlichen raumlichen Polarkoordinaten dar. 
2) Lange und Breite stellen Koordinaten auf der Kugel dar. 
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ihm konzentrische Kugel und jeden auf ihr gelegenen Punkt. Damit 
ist unsere Koordinatenbestimmung auf jeden Raumpunkt ausgedehnt. 
Ais ihre drei FHichenscharen finden wir 1. die konzentrischen Kugeln, 
2. die Halbkegel urn die Globusachse und 3. die Halbebenen durch diese 
Achse. Durch jeden Raumpunkt geht je eine Kugel, je ein Halbkegel 
und je eine Halbebene. Die Halbebenen bestimmen wir wie die Meridiane 
durch einen Winkel~, der von Obis 2n geht. Die Halbkegel bestimmen 
wir durch das Komplement der geographischen Breite (Zenithdistanz); 
es geht von ° (am Nordpol N) bis n (am Sudpol 5) und heiBe {}. Die 
erzeugenden FHichenscharen sind alsdann N 

(13) { r = const, ~ = const, {} = const, 
O<r<oo, 0<~<2n, O<f)<n. 

Urn die Beziehung zu rechtwinkligen Achsen her­
zustellen, wahlen wir die Globusachse (von 5 nach N) 
alsz-Achse und die xz-Ebene alsEbene ~ = ° (Fig. 75). 
1st dann P' die Projektion von P in der xy-Ebene 
und e der Radius des Breitenkreises, so folgt Fig. 75· 

o P' = e = r sin {} , P' P = z = r cos {} . 
Nun stimmen die xy-Koordinaten von P' mit denen von P uberein; 
es ist also x = e cos~, y = e sin~, und demnach hat man insgesamt 

{14) x = rsin{}cos~, y = rsin{}sin~, z = rcosf). 

§ 4. Homogene Parallelkoordinaten. 
Von den Koordinaten x, y, z gelangt man zu homogenen Parallel­

koordinaten, indem man wie in Kap. VIII, § 1 zunachst vier Zahlen 
x', y', z', t' durch die Gleichungen 

x : y : z : 1 = x': y' : z': t' oder 

x' = ex, y' = e y , z' = e z, t' = e 
( 15) 

·einfiihrt. EinerGruppe x', y', z', i' (fUr t'?:'O) entspricht ein Raum­
punkt P; jedem Raumpunkt unendlich viele so1che Gruppen, die ein­
ander proportional sind. Setzt man t' = 1, so wird dadurch diejenige 
Gruppe ausgesondert, die mit x, y, z ubereinstimmt. Alle Ausfiihrungen 
von S.85 kommen hier sinngemaB zur Geltung; ohne naher auf sie 
einzugehen, geniige es deshalb, die Resultate anzugeben. 

Die Gleichungen x' = 0, y' = 0, z' = ° stellen die drei Koordinaten­
ebenen x = 0, y = 0, z = ° dar; die Punkte t' = ° sind samtlich ~tn­
endlich/ern [uneigentlich l )]. In Ubereinstimmung mit den Erwagungen 

1) DaB die hier auftretenden uneigentlichen Punkte dieselben sind, die wir 
in Kap. I, § 3 eingefuhrt haben, ergibt sich ebenso wie fur die Ebene (5.85). 
Die Formel, auf der dieser Beweis ruht, erscheint freilich erst im nachsten Kapitel 
[§ 2, Gleichung (6a)]. 

Die unendlichferne Ebene Eoo wurde von J. V. Poncelet in seinem Traite 
-des proprietes projectives des figures (Paris 1822, § 96 und 580) eingefuhrt. 
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von S.85 fuhren wir die Gesamtheit dieser Punkte als eine durch 
t' = 0 dargestellte Ebene Eoo ein. Die genannten vier Ebenen bilden 
das Koordinatentetraeder der homogenen Parallelkoordinaten. In ihm 
ist jede der sechs Kanten Schnittlinie zweier Koordinatenebenen; fur 
die Koordinaten ihrer Punkte haben wir die Gleichungen 

x' = 0, y' = 0; x' = 0, z' = 0; y' = 0, z' == 0; 
x' = 0, t' = 0; y' = 0, t' = 0; z' = 0, t' = 0 . 

Die letzten drei entsprechen den drei Kanten in Eoo. Fur jede der 
vier Tetraederecken haben drei Koordinaten den Wert Null; man stellt 
sie abkiirzend durch 0001, 0010, 0100, 1000 dar!). 

Die (vorHiufigen) Bezeichnungen x', y', z', t' solIen im folgenden 
wiederum durch x, y, z, t ersetzt werden. Der Dbergang von den homo­
genen Koordinaten x, y, z, t zu den unhomogenen geschieht dann ein­
fach so, daB man t = 1 setzt. 

1) Den Werten x' = 0, y' = 0, z' = 0, t' = ° entspricht kein Raumpunkt. 



Vierzehntes Kapitel. 

Allgemeine Formeln und Satze 
fUr raumliche Parallelkoordinaten. 

§ 1. Formeln fiir Abstande. 
Bei rechtwinkligen Achsen sind die Koordinaten x, y, z eines 

Punktes P seine orthogonalen Projektionen auf den Achsen. 1st also 
OP = r und setzt man (xr) = iX, (yr) = (J, (zr) = )' (Richtungswinkel), 
so bestehen die Formeln 

( 1) x = r cos /X , Y = r cos (J , z = r cos)' . 

Ferner fanden wir bereits (S. 188) fiir r die Formel 

(2) r2 = x2 + y2 + Z2. 

Die Verbindung beider Formeln ergibt weiter (durch Quadrieren und 
Addieren von (1), sowie durch Multiplikation mit COSIX, cos{J, cosy) 

(3) cos2 /X + cos2 {J + cos2 y = 1, 

(4) X COSiX + Y cos{J + z cosy = r. 
Gleichung (4) ist iibrigens auch eine unmittelbare Folge des Projektions­
satzes; sie besagt, daB die orthogonale Projektion des Linienzuges x, y, z 
auf OP gleich OP ist. 

Seien PI (Xl Y1 Zl) und P 2 (X2 Y2 Z2) zwei Punkte. Wie sie auch liegen, 
so folgt fiir die Projektion des Linienzuges OP1 P 2 auf jeder Achse 

ll(OP1) + ll(P1 P 2) = ll(OP2) • 

Fiir die Projektionen Q1Q2' R1R2, 5 1 5 2 auf den Achsen erhalten wir 
daher wie S. 24 

(5) Q1Q2=X2-X1, R1R2=Y2-Y1' 5152=Z2- Z1' 

Diese Gleichungen gelten fiir beliebige Achsen. 
Sind die Achsen rechtwinklig, so werden x2 - Xl' Y2 - Y1' Z2 - 21 

die orthogonalen Projektionen von PI P2' Sind iX, (J, )' die Richtungs­
winkel von PI P 2 mit den Achsen, und wird PI P 2 = r gesetzt, so 
folgt wie oben 

(Sa) x2 - Xl = r cos iX, Y2 - Y1 = r cos{J, Z2 - Zl = r cos)'; 
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durch Quadrieren und Addieren entsteht 

(5 b) 

Ebenso ergibt sich auch wieder 

(5c) (X2 - Xl) cosO(. + (Y2 - Y1) cos (3 + (Z2 - Zl) cosy = r. 

Bei Vertauschung von PI und P 2 wechselt die Gerade PIP 2 die 
Richtung, und es gehen 0(., (3, y in (X, + n, (3 + n, y + n uber; es 
wechseln also die linken wie die rechten Seiten in (5 a) ihr Zeichen. 

§ 2. Das Teilungsverhaltnis. 
Sei P(t 1], C) der Punkt, der die Strecke P 1 P 2 im Verhaltnis t-t 

teilt, so daB PIP: P 2 P =}1 ist. Die Achsen seien beliebig. Fur die 
Projektionen von PI' P 2' P auf den Achsen folgt dann gemaB dem 
Projektionssatz (S. 184) 

(6) 

und hieraus ergibt sich wie S. 25 

(6a) 

Durchlauft }1 alle Werte des Kontinuums, so durchlauft P die Ge­
rade P1 P 2 • Fur die Mitte M von P 1 P 2(t-t = -1) folgt wieder 

(6b) I: = Xl + X2 Y! + Y2 
c; 2' 1] = --2- , 

Beispiel. Fur den Schwerpunkt des Dreiecks PI P 2 P a ergibt sich 

'1= 
Yl + Y2 + Ya 

3 

fur den Schwerpunkt des Tetraeders Po PI P 2 P a 

~=~+~+~+~ ~+Y!+h+~ 
" 4 ,'1 = ---4----' 

1; = Zo + Zl + Z2 + za . 
4 

Die Formeln (6a) gestatten im Raum die folgende Verallgemeine­
rung: Wir gehen von drei Punkten Pi (XiYiZi) aus, die eine Ebene c 
bestimmen, P(~, 1], C) sei ein beliebiger Punkt von c und P'(x', y', z') 
def Schnittpunkt von P 1 P 2 mit P 3 P. Seien ferner die Teilungsver­
haltnisse 

Man hat dann zunachst 

X' = Xl - flX2 

1 - ft 

, Yl-,"YZ Y =~--, 
1 - ft 

y'-ft'Y3 
1] = 1- ,t'-' 

Z' = Zl - ftZz 

1 - It ' 

.... z' - ft ' Z3 
~--~­

- i-It" 
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Hieraus folgt, wenn noch (1 - fl) fl' = V gesetzt wird, 

(7) 
~ _ Xl - ftX2 - VX3 

- 1-,u-v ' 
1 _ YI-,uY2- l 'Ya 
}- 1-fl-v ' 

!;; = Zl - ,it Z2 - V Za • 

1-(t-v 

Die Punkte von e sind also mittels zweier unabhangiger Parameter fl, v 
dargestellt. 

Die Parameter ,u, v stellen Koordinaten von Pin B dar. Man bestimme die 
Kurvenscharen It = const und v = const. 

§ 3. Formeln fiir Flachenprojektionen. 

Die Achsen seien rechtwinklig; ferner sei A eine Dreiecksflache 
und A., 11 , Azz , AlIz ihre Projektionen in den Koordinatenebenen. Wir 
setzen fUr A eine Umlaufsrichtung und eine Normale n so voraus, 
daB sie zusammen ein Rechtssystem bestimmen. Dann gelten gemaB 
S.185 die Formeln 

(8) AlIz = A cos (nx), Az., = A cos(ny), A"1I = A cos (nz) ; 

aus ihnen folgt weiter 

(8 a) 

Den Dreiecksflachen AlIz , Az." A"1I kommt ein durch (8) bestimmtes 
Vorzeichen zu; es hangt, wie wir a. a. O. sahen, davon ab, ob ihre 
Umlaufsrichtung mit der fur die Koordinatenebenen vorhandenen uber­
einstimmt oder nicht. In die Gleichung (8a) geht sie jedoch nicht ein. 

Nehmen wir auf der x,y,z-Achse je einen Punkt A,B,C als Ecke von Li an, 
so sind Liuz' Lizz, Lizy die FBi-chen der Dreiecke OBC, OCA, OAB; die Formel (Sa) 
zeigt also, daB im Tetraeder OABC das Quadrat von ABC gleich der Summe 
der drei Dreiecksquadrate der Seitenflachen ist (raumlicher pythagoras). 

1st das Dreieck durch seine Ecken PI' P 2, Pa gegeben, so haben 
ihre Projektionen p~ in der xy-Ebene dieselben Koordinaten wie die 
Punkte Pi; demgemaB finden wir fUr die Projektion A"1I (S. 32) 

(9) 
Xl Yl 1 

2 A2I1I = x2 Y2 1 = 2 A cos (nz), 

xa Ya 1 

und es erscheint A"1I mit positivem oder negativem Zeichen, je nachdem 
der Umlaufssinn von P~P~P3 mit dem der xy-Ebene ubereinstimmt 
oder nicht. Ebenso hat man 

Zl Xl 1 [ Yl Zl 11 

2 A.., = 2 AlIz = i Y2 
! 

(9 a) Z2 x2 1 Z2 1: . 
[ 

za xa 1 Ya za 11 

Die Verbindung dieser Determinantenwerte mit (8a) liefert eine Formel, 
die AZ durch die Koordinaten der Ecken ausdruckt. 

s c hoe n fl i e s, Analytische Geometrie. 13 
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§ 4. Das Lot von einem Punkt auf eine Ebene. 
Das vom Punkt P (~, 'Yj, C) auf eine Ebene c gefallte Lot bestimmt 

sich in der gleichen Weise wie in Rap. IV (S.26). Die Achsen seien 
p beliebig. Ferner sei (Fig. 76) der Halbstrahl n 

die von 0 auf e ge£allte Normale, Dihr Schnitt 
Z mit c, OD = ~ > ° und LP = 1 das von P 

(10) 

auf c gefallte Lot. Die orthogonalen Pro­
jektionen der beiden Streckenziige OQP' P 
und ODLP auf n sind dann einander gleich. 
Nun ist LP II n, DL -L n, und so folgt 

Fig. 76. ~cos(nx) +1Jcos(ny) +Ccos(nz) = ~+l, also 

l = ~ cos (nx) + J7 cos (ny) + C cos (nz) - (5. 

Dem Lot LP haben wir die gleiche positive Richtung erteilt wie 
der Normalen n; es ist also positiv, wenn 0 und P auf verschiedenen 
Seiten von c liegen, negativ, wenn sie auf derselben Seite liegen. Fiir 0 
selbst (~= 0, 1) = 0, C = 0) gibt daher (10) einen negativen Wert. 

Geht die Ebene E durch den Anfangspunkt, so ist zwar die Lage von n be­
stimmt, aber nicht die Richtung. Analytisch bedeutet dies, daB cos (nx), cos(ny), 
cos (n z) nur bis auf das Vorzeichen bestimmt sind. Man kann dann eine der 
beiden Richtungen von n beliebig als positiv wahlen, und damit auch wieder 
ein Vorzeichen fUr l. V gl. die Bemerkung auf S. 39. 

§ 5. Die Richtungswinkel der Geraden. 
Die Achsen seien rechtwinklig. Sei g eine durch 0 gehende ge­

rich tete Gerade. 1m Interesse der Riirze bezeichnen wir im folgenden 
die Kosinus ihrer Richtungswinkel durch iX, jJ, /, set zen also 

cos(x g) = iX, cos(y g) = fJ, cos(z g) = / . 

Fiir einen Punkt P(x,y,z) von gist dann gema13 (1) 

(11) X=iXr, y=fJr, z=/r. 

Eine zweite durch 0 gehende Gerade gi habe die Richtungskosinus 
iXl> fJI' /1; ist Pl(XIYIZl) einer ihrer Punkte, so ist analog 

(11 a) 

Nun ist im Dreieck OPPI 

2rr1 cOS(ggI) = r2 + ri -P Pi 
= X2 +y2 +Z2 + xi +yi + zi -(Xl - X)2 -(3\ - y)2 - (Zl - Z)2; 

daraus folgt mit Riicksicht auf (11) und (11 a) 

(12) cOS(ggl) = iXiXl + fJfJl + Y/l. 1) 

1) Man erhalt die Formel auch durch Projektion des Streckenzuges OQPI p 
auf die Gerade gl' 
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(12 a) 
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die Bedingung, daB g ~ gi ist (Orthogonalitatsbedingltng). Diese Formeln 
iibertragen sich unmittelbar auf beliebige gerichtete Geraden h und hI; 
zieht man durch 0 die Halbstrahlen g und gi gleichgerichtet zu h und hI' 
so gelten sie fiir 4: (g gI), also auch fUr <t. (hh l ). 

Man bedarf auch einer Formel fiir sin (ggI). Sie beruht auf der 
Ieicht beweisbaren Identitat 

(ex 2 + (J2 + (2) (exi + /3i + I'D - (ex ex i + /3/31 + YYI)2 = 
= (/3"11 - /311')2 + (yIXI - YI ex)2 + (ex/31 - ex1/3)2, 

die fUr beliebige GraBen ex, fl, 1', lXI' /3I> YI erfiillt ist. Fiir die hier be­
nutzten ex, /3, y, exI> fJI> ;'1 hat die linke Seite gemiiB den Gleichungen (3) 
und (12) den Wert 1 - cOS2(ggl) = sin2(ggI); also folgt 

(13) sin2(ggI) = (fJ)'I - fJl/,)2 + (yexI - yl ex)2 + (ex/31 - exi /3)2. 1) 

Hieran schlieBt sich folgende Aufgabe. Man 5011 die Richtung ex', fJ', 1" 
einer Geraden g' bestimmen, die zu g und gi orthogonal ist. Fiir ex', /3', /" 
bestehen dann die Gleichungen 

ex ex' + fJfJ' + YY' = 0, ex i ex' + fJI/3' + i'lY' = o. 
Aus ihnen folgt zunachst 

ex' : fJ' : y' = : fJ/3 
I 1 

1Ian kann also setzen 

YI:lr exl:lex 
II I II ex l I ex l 

(14) lex' = (/3/1- /31/), 1/3' = (yexI-/lex), 11" = (ex/3I- ex l /3) 

und erhalt durch Quadrieren und Addieren 

(14a) 12 = sin2(g gI) . 

Beispiel. Die Projektion der Strecke P1Pz(lX, fl, 1') auf der Geraden g(A., ft, v) 
ergibt sich aus den vorstehenden Formeln folgendermaBen: Es ist fur PlPz = r 
(in ausfiihrlicher Schreibweise der Kosinus) 

xZ-x1 =rcoslX, YZ-Yl=rcosfl, zZ-zl=rcosl'. 

Andererseits ist 

II(P1P 2, g) = r cos(gr) = r{cos IX cos A. + cosp cosft + cosy cosv} , 

und daher 

II(PlPZ' g) = (X2 - Xl) COSA. + (Y2 - Yl) cosft + (Z2 - ZI) cosv . 

Man leite die Formel auch aus dem Prqjektionssatz her, aus dem sie 
unmittelbar folgt. 

1) g und gl sind gerichtete Geraden; das Zeichen von (g gl) bleibt un~ 
bestimmt. Die Formel andert sich nicht, wenn man die Richtung von g oder gl 
umkehrt. 

13* 
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§ 6. Die Transformation der Koordinaten. 
Es sollen die Beziehungen gefunden werden, die zwischen den 

Koordinaten desselben Punktes ffir mehrere Koordinatensysteme be­
stehen. Wie in Kap. IV bilden die Projektionssatze unseren Ausgangs­
punkt. Seien zunachst x, y, z und X, Y, Z parallele und kongruente 
Achsensysteme (Dreikante), und es moge der Anfangspunkt M des 
X Y Z-Systems im x y z-System die Koordinaten ~, 'YJ, C haben (Fig. 77). 

(15 a) 

Z p Dann sind die projizierenden Ebenen, die die 

Fig. n. 

Koordinaten eines Punktes P bestimmen, fiir 
beide Systeme einander beziiglich parallel, eben-

X so die Achsen, auf die projiziert w;ird. Der Pro­
jektionssatz 

(15) Il(OP) = II(OM) + II(MP) 

liefert daher unmittelbar die Formel 

Wir gehen zu Achsen x Y z und x' Y' z' mit demselben Anfangspunkt 0 
iiber. Die xyz-Achsen seien orthogonal, wahrend das x'y'z'-System be­
liebig bleiben solI. Nun ist die Projektion von OP auf jeder Geraden s 

z gleich der Projektion eines aus x',y',z' be-
z' stehenden Streckenzuges (S. 186); also 

(15 b) Il(OP) = ll(x') + 11(y') + ll(z'}. 
y' Dies wenden wir auf die x,y,z-Achsen als 
:!I Gerade san, und auf orthogonales Proji­

zieren. Die orthogonalen Projektionen vonOP 
Fig. 78. auf diesen drei Achsen sind x, y, z; ffir die 

rechte Saite haben wir Gleichung (3 a) von 
S. 184 anzuwenden und finden so 

{
X = x' cos (x x') + y' cos (x y') + z' cos (x z') 

(16) Y = x' cos (yx') + y' cos (yy') + z' cos (yz') 
z = x' cos (z x') + y' cos (z y') + z' cos (z z') . 

Fiir den Sonderfall, daB auch die x'y'z'-Achsen orthogonal sind, setzen wir 

{
COS (x x') = (X, cos (x y') = (Xl' cos (x z') = (X2 

(17) cos(yx') = P, cos(yy') = PI' cos(yz') = P2 
cos(zx') = r, cos(zy') = rl' cos(zz') = r2' 

jetzt driicken sich auch x', y', z' durch x, y, z mittels Gleichungen 
der Form (16) aus; wir erhalten daher insgesamt (Fig. 78) 

{
X = (X x' + (Xl y' + (Xa z' x' = (X x + P y + r z 

(18) y = px' + PlY' + P2 Z' y' = (XIX + PlY + rl z 
Z= rX'+rly'+r2Z' Z'=(X2x+P2y+raZ. 
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Fur die hier auftretenden neun Kosinus besteht eine groBe Reihe 
von Relationen l ). Aus (3) folgt zunachst 

1 (X2 + fJ2 + /,2 = 1 <x2 + £xi + <x~ = 1 

(19) <xi + fJi + ri = 1 fJ2 + fJi + fJ~ = 1 
9+fJ9 9 2·J 2 

(X,ii 2 + /'2 = 1 /' + ri + 1'2 = 1 . 

Die Formel (12a), die fur g 1- gl gilt, liefert, wenn wir sie einerseits 
auf die Richtung von irgend zweien der x', y', z'-Achsen im xyz-System 
anwenden, und andererseits auf irgend zwei der x, y, z-Achsen in bezug 
auf das x'y'z'-System, 

1 <x <Xl + fJ fJl + I' 1'1 = 0 
(19 a) £x <X2 + fJ fJ2 + r )'2 = 0 und 

(X,1<X2 + fJ1fJ2 + 1'11'2 = 0 

<x I' + <Xl 1'1 + <X21'2 = 0 

fJ I' + fJ1 1'1 + fJ2 1'2 = 0 . 

Zu weiteren Gleichungen fiihren endlich die Gleichungen (14). 
Wenn wir die y'- und z'-Achse den Geraden g und gl entsprechen lassen 
und die x'-Achse der Geraden g', erhalten wir 

A <x = fJ11'2 - fJ21'1' },2 = sin2(y'z') = 1; A = ± 1. 

Insgesamt gibt es neun solche Gleichungen; wir k5nnen sie durch 
zyklische Vertauschung der Indizes und der Kosinus <x, fJ, )' entstehen 
lassen; so finden wir 

1 A <x = fJ1 1'2 - fJ2 1'1' A fJ = 1'1£X2 - )'2 (X,l' 

(20) A<x1: fJ2)' -fJ 1'2' AfJ1=1'2£X -I' <x2, 
A £X2- fJ 1'1 - fJl 1', A fJ2-" £Xl - 1'1 £X, 

A I' = £Xl fJ2 - <X2 fJl 
AI', = £X2 fJ - <x fJ2 
A /'2= <x fJl - £xlfJ· 

Hier ist nur noch der Wert von A nicht vOllig bestimmt. Es wird sich 
zeigen, daB }, = +1 ist, wenn die beiden Achsensysteme kongruent 
sind, und }, = -1, wenn sie spiegelbildlich gleich sind 2). 

Dazu wollen wir die letzte Formelgruppe noch auf eine zweite 
Weise ableiten. Wir gehen von den Gleichungen 

<xx+fJfJ+YI'=1 
<Xl<X + fJlfJ + I'll' = 0 ; 

<x2eX + fJ2fJ + I'zl' = 0 

<xfJ)' 

eXl fJlYl = A 
<X2 fJ2 1'2 

aus und leiten aus ihnen Gleichungen fur eX, fJ, I' ebenso ab wie bei 
der Aufl5sung eines linearen Gleichungssystems (Anhang 27). Fur eX 

erhalt man so 
1 fJ I' 

AeX = 0 fJl 1'1 = fJl)'2 - fJ21'1' 

o fJ2 1'2 

1) Man erkennt leicht, daB nur drei von ihnen willkiirlich sind; es bestimmen 
zwei die Lage der x'-Achse und ein weiterer die Lage der y'-Achse. Die z'-Achse 
ist damit ebenfalls der Lage nach bestimmt. 

2) Es folgt also zugleich, daB I. in allen Formeln (20) denselben "Wert hat. 
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also 
(21) Ll2 = 12 = 1; LI = }. = ± 1. 

Nun ist offenbar LI eine stetige Funktion der neun Kosinus lXi, Pi, )'i, 

andern diese sieh stetig, so andert sieh aueh LI stetig. Bei einer stetigen 
Anderung der lXi, Pi, '}'ikann daher LI niemals von +1 zu -1 springen 
und behalt also entweder stets den Wert +1 oder aber den Wert -1. 
Nun bewege man das x'y'z'-System so, daB allmahlieh die positive 
z'-Aehse in die positive z-Aehse faIlt, und drehe es dann urn die z-Aehse, 
bis die positive x'-Aehse in die positive x-Aehse fant. Dann wird die 
positive y'-Aehse entweder aueh in die positive y-Aehse fallen (kon­
gmente Systeme) oder in die negative y-Aehse (spiegelbildlieh gleiehe 
Systeme). In beiden Fallen hat LI fur die Anfangslage und Endlage der 
Aehsen denselben Wert. Fur die Endlage ist aber 

1 0 0 11 0 0' 
I I 

LI = 0 1 0 = + 1 oder j = I 0 -1 0 I = -1 
I I ' 

o 0 1 10 0 11 
und damit ist die obige Behauptung erwiesen. 

Sind beide Aehsensysteme sehiefwinklig, mit gemeinsamem An­
fangspunkt, so dad immer noeh die Gleiehung (15 b) unseren Ausgangs­
punkt bilden. Fur den Wert der reehtsstehenden Projektionen kommt 
aber jetzt nieht (3a) von S. 184 in Betraeht, sondern (2). Werden die 
Projektionskonstanten £i.ir x', y', z' in bezug auf die x-Aehse dureh a, b, C 

bezeiehnet, in bezug auf die y-Aehse dureh all bI , CI und in bezug auf 
die z-Aehse dureh a2, b2, c2 , so folgt daher 

(22) Ix = a x' + b y' + C z' 
Y = a1x' + b1y' + c1z' 
Z = a2 x' + b2y' + c2z' . 

Mittels analoger Formeln drueken sieh x', y', z' dureh x, y, z aus. 
Haben wir es endlich mit zwei beliebigen Systemen x, y, z urn 0 

und x', y', z' urn 0' zu tun, so sehieben wir wie in Kap. IV (S.30) 
ein X, Y, Z-System ein, das zum x, y, z-System parallel ist und dessen 
Anfangspunkt in 0' faIlt, und finden, £i.ir d, dll d2 als Koordinaten 
von 0', durch Verbindung von (15 a) und (22) 

(23) Ix = a x' + b y' + C z' + d 

Y = aIx' + bIy' + cIz' + dl 
z = a2 x' + b2 y' + c2 z' + d2 • 

Die Transformation erfolgt also durch eine lineare Substitution. 
Man kann zu den Gleichungen (19) und (19a) auch in der Weise 

gelangen, daB man von der geometrischen Invarianz der Entfernung 
fUr orthogonale Transtormationen, also von 

(24) OP2 = x 2 + )'2 + Z2 = X'2 + y'2 + z'2, 
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ausgeht; hieraus flieBen mittels der Formeln (18) die genannten 
Gleichungen. Ftir den Dbergang zu einem schiefwinkligen x'y'z'-System 
ergibt sich aus (16) gemaB (3) und (12) 
(24a) Op2=X'2+ y'2+ Z'2+2y' z' cos(y' z') +2z' x' cos(z' x') +2x'y' cos(x'y'). 

Daraus kann die Invarianz der rechten Seite von (24a) flir aUe 
Transjormationen (22) geschlossen werden. Beim Ubergang vom 
xyz-System zu einem zweiten beliebigen x"y"z"-System mittels der 
Gleichungen (16) folgt ftir OP2 eine zu (24a) analoge Gleichung; ihren 
rechten Seiten kommt .daher die Invarianz zu und zwischen den x'y'z'­
und x"y"z"-Systemen bestehen in der Tat Gleichungen der Form (22). 

Die vorstehenden Transformationsformeln lassen sich auch so 
deuten, daB sie sich auf verschiedene Punkte ftir dieselben (oder auch 
verschiedene) Achsen beziehen. Die Formeln (15 a) entsprechen einer 
Schiebung urn die Strecke OM. Wir gehen davon aus, daB sie den analy­
tischen Ausdruck der Gleichung (15) bilden·. Vervollstandigen wir in 
Fig. 77 das Dreieck OMP zum Parallelogramm 01\lIPP', so ist (15) mit 

(25) II(OP) = II(OP') + Il(P'P); p'p = OM 

gleichwertig. Diese Gleichung liiBt sich so deuten, daB der Punkt P 
aus P' mittels der konstanten Schiebung P' P = OM hervorgeht. Durch 
Projektion von (25) auf die Achsen folgt also 

(25 a) x = x' + $, y = y' + 17, z = z' + c, 
wo $,1], I; die Projektionen von P' P (die Komponenten der Schiebung) 
sind, und sich ane Koordinaten auf die durch 0 gehenden Achsen 
beziehen, und das ist die Behauptung. 

Die Gleichungen (18) wollen wir als Formeln ftir eine Bewegung 
urn 0 als festen Punkt deuten; wir betrachten insbesondere die rechts­
stehenden, die x', y', z' durch x, y, z ausdrticken. Das Dreikant (T) 
der x, y, z-Achsen und das Dreikant (T) der x', y', z'-Achsen nehmen 
wir als kongruent an. Es liiBt sich also das Dreikant T mit T' durch 
eine geeignete Bewegung - sie heiBe ,S3 - zur Deckung bringen. Sei 
nun P' ein mit dem Dreikant T fest verbundener Punkt, und P der 
homologe Punkt ftir T, so wird P durch die Bewegung ,S3 nach P' ge­
langen. Nun k6nnen wir in den genannten Gleichungen (18) x', y', z' als 
Koordinaten von P' ftir T' ansehen; es sind dann x, y, z in ihnen die 
Koordinaten desselben Punktes P' ftir T. Da aber P und P' homologe 
Punkte ftir T und T sind, so stimmen die Koordinaten von P' ftir T' 
mit denen von P fur T uberein; wir durfen also unter x', y', z' auch die. 
Koordinaten von P flir T verstehen. Die betrachteten Formeln lassen 
sich also so deuten, daB sie sich auf die xy z-Achsen beziehen, und 
daB (xyz) aus (x'y'z') durch dieselbe Bewegung hervorgeht, die T 
in T uberfuhrt, also (X'y'z') aus (xy z) durch die umgekehrte Bewegung; 
und zwar ist die Lage von T' gegen T durch die neun Kosinus (Xi, Pi, J'i 
gemiiB (18) bestimmt. 
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Ebene und Gerade in Punktkoordinaten. 
§ 1. Die Gleichungsformen der Ebene. 

Fur das von einem Punkt P(~, 17, C) auf eine Ebene s geHillte Lot 
fanden wir (S. 194) 

I = ~cos(nx) + 1Jcos(ny) + Ccos(nz) - J; 

n ist die von 0 auf s gefii1lte Normale und J = OD ihre Langel). Fur 
die Punkte der Ebene selbst hat dies Lot die Lange Null, und so stellt 

(1) xcos(nx) + ycos(nx) + zcos(ny) - J = 0 

die Gleichung einer Ebene dar. Die Achsen k6nnen beliebig sein (Hesse­
sche Normalform). 

Seien a, b, c die (endlichen) Stucke, die die Ebene auf den Achsen ab­
schneidet. Dann ist b die orthogonale Projektion von a, b, c auf n, also 

b = acos(nx) = bcos(ny) = c cos (nz), 

und die Gleichung (1) verwandelt sich in 

(2) 
x y z 
~+b+--z--1 = o. 

Wir werden daraus folgern, daB jede Gleichung 

Ax+By+Cz+D = 0 

eine Ebene darstellt (allgemeine Gleichung). Sind zunachst alle Koeffi­
zienten von Null verschieden, so haben a, b, c die Werte 

D 
c =--c· 

Sei zweitens nur D = 0; dann laBt sich (3) in die Gleichung (1) fUr 
den Sonderfall b = 0 uberfuhren. Setzt man namlich 

A: B: C = cos (nx) : cos (ny) : cos (nz) , 

so lassen sich daraus, mittels cos2 (nx) + cos2 (ny) + cos2 (nz) = 1 die 
drei Kosinus bis auf ein Vorzeichen bestimmen, und es geht (3) 

1) Von dem Fall /3 = 0 wird zunachst abgesehen; vgl. Kap. V, §2. 
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in (1) uber. Die Ebene selbst ist damit eindeutig bestimmt. Die Un­
bestimmtheit des Vorzeichens entspricht dem Umstand, daB die Rich­
tung von n an sich unbestimmt bleibt (S.194). 

1st C = 0, A ~ 0, B ~ 0, lautet also die Gleichung 

(3 a} Ax +By +D = 0, 

so kann man folgendermaBen schlieBen: In der xy-Ebene gibt es eine 
durch (3a) dargestellte Gerade g'. Zieht man durch einen Punkt P' 
von ihr eine Parallele p zur z-Achse, und ist P ein Punkt von p, so 
genugen auch seine Koordinaten der Gleichung (3 a). Aile diese Parallelen 
bilden eine zur z-Achse parallele Ebene durch g'; sie ist die Ebene (3 a). 
Analog ist es, wenn B = 0, A ~ 0, C ~ ° oder A = 0, B ~ 0, C ~ ° 
ist; die Ebene ist dann der y-Achse oder x-Achse parallel. Sind zwei 
der Koeffizienten A, B, C gleich Null, so hat (3) eine der Formen (8) 
von S. 187; die Ebene (3) ist also einer Koordinatenebene parallel. 

Es bleibt noch der Fall A = 0, B = 0, C = 0. Durch Ubergang 
zu homogenen Koordinaten x, y, z, t tritt an die Stelle von (3) die 

Gleichung A x + By + C z + D t = 0; 

fur A = 0, B = 0, C = ° stellt sie die Ebene t = 0, also Boo dar. 
Urn die allgemeine Gleichung einer im Endlichen gelegenen Ebene 

in die Normalform uberzufiihren, befolgen wir die Methode von S.39. 
Die Achsen seien rechtwinklig; ferner sei (xn) = IX, (yn) = (J, (zn) = )', 
so daB (1) die Form 

x cos IX + y cos(J + z cos)' - <5 = ° 
annimmt. Wir multiplizieren (3) mit lund bestimmen A so, daB 

(4) lA = cos IX, AB = cos(J, lC = cos)" AD =-<5 
wird; dies bedingt 22(A2+B2+C2) = 1, also 

I cos IX = A cos(J = B cos)' = C 
YA2+B2+C2' }"A2+B2+C2' YA2+B2+C2' 

(4a) D 
(J=- . yA2 + B2 + C2 

Das Wurzelzeichen ist so zu wahlen, daB <5 > ° ausfallt; es hat also 
das entgegengesetzte Zeichen wie D, und es ist 

(5) Ax+By+Cz+D = ° 
VA2+B2+C2 

die Normalgleichung der Ebene (3)1). 
Die Gleichung einerEbene, die durch dreiPunktePj(xiYizi)(i=1,2,3) 

bestimmt ist, gewinnen wir nach der mehrfach benutzten Methode. Die 
Ebene wird fur gewisse Werte A, B, C, D durch (3) dargestellt (bei be­
liebigen Achsen), namlich fUr solche, die die Gleichungen 

(6) AXi+BYi+CZi+D=O; i=1,2,3 

') Fur den Fall D = 0 ist wieder S. 39 zu beachten. 
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erfiillen. Die Verhaltnisse A : B : C : D miissen also diesen drei Glei­
chungen und der Gleichung (3) geniigen; die Determinante der vier 
Gleichungen ist also Null (Anhang 30) - was die gesuchte Ebenen­
gleichung lie£ert. Man kann die vier Gleichungen auch auf drei redu­
zieren, indem man die letzte Gleichung (6) von den vorhergehenden 
und von (3) subtrahiert. Dies lie£ert 

(6a) 1 A(x - Xa) + B(y - Ya) + C(z - Za) = 0 

A (Xl - Xa) + B(Y1 - Ya) + C(Zl - Za) = 0 

A(X2 - Xa) + B(Y2 - Ys) + C(Z2 - Zs) = 0, 

und so ergibt die erste und zweite Betrachtung fiir die Gleichung 
der Ebene eine der beiden Formen 

x Y Z 1 
IX -X3 Y - Ys Z - Zs' 

Xl Y1 Zl 1 
oder zl- zsl=Ol). (7) =0 ! x1- Xs Y1- Ys x2 Y2 Z2 1 

! x2 - Xs 
1 

Y2- Ys Z2- za 
! Xs Ys Zs 

Ersetzt man hier x, Y, Z durch xo, Yo, zo, so ergibt sich die Bedingung, 
daB vier Punkte Po, PI> P 2, P3 in einer Ebene liegen. 

Es gibt noch eine letzte wichtige Darstellung der Ebene; sie ist 
in den Formeln (7) von S.193 enthalten und stellt X, y, Z durch zwei 
unabhiingige Parameter dar. Sie lautet 

(8) 
Xl - ftX2 - VXa x=--------, 

1 -ft -1' 

Y = Yl - ,ttY2 - 1'Ya . 
1 -f' -1' -

Daraus folgt, daB die drei Gleichungen 

(8a) 

Zl - /IZ:! - ').-'Z3 
Z==-------

1 - /' -1' 

ebenfalls eine Ebene bestimmen. Setzt man namlich 

a, 
d; = Xi, 

so gehen die Gleichungen (8 a) in (8) iiber. 

da TV = -v, 
1 

pie Parameter tt und v sind zu ft und v proportional, woraus ihre 
Bedeutung erhellt. 

§ 2. Der Tetraederinhalt. 
Der Inhalt V des T etraeders, das der Punkt 0 mit drei Punkten 

PI> P 2 , P s bestimmt, HiBt sich mit Hilfe der Ebenengleichung (7) ab­
leiten. Die Achsen seien rechtwinklig. Wir formen die Gleichung 
folgendermaBen urn: Wir entwickeln die vierreihige Determinante von 
(7) nach den Elementen der ersten Zeile, nach Formel (22a) des Anhangs. 

1) Beide Formen lassen sich auseinander ableiten, vgl. das letzte Beispiel 
zu Anhang (1 7 b). 
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Die gem~iB dieser Formel auftretendenUnterdeterminanten von x, y, z 
sind uns S. 193 bereits begegnet; sie haben die Werte 2L1yz , -2L1zx , 
2L1XY' Mithin erhalten wir, wenn wir noch die Unterdeterminante 
von 1 mit L1xyZ bezeichnen, 

2(x L1yz + y L1zx + z L1xy) - .1xyz = ° , 
und hieraus folgt gemaB (8) von S. 193 weiter 

2L1{x cos (nx) + y cos (ny) + z cos (nz) } - L1XYZ = ° . 
Diese Gleichung vergleichen wir mit der Normalgleichung unserer 
Ebene, also mit 

x cos (nx) + y cos (ny) + zcos (nz) - ~ = ° 
und erhalten 

2Ll~ = Llxyz ' 

Nun stellt aber .1 ~ - absolut genommeri - den dritten Teil des 
Tetraederinhalts V dar, und so ergibt sich 

Xl Y1 Zl 

(9) 6 V = X 2 Y2 Z2 

xa Ya Za 

Dem Inhalt konnen wirwiederum ein Vorzeichen beilegen, abhangig 
von der Umlaufsrichtung P I P2 Pa, und bestimmt durch das Vorzeichen 
der Determinante von (9). Wie es bei der FHiche des ebenen Dreiecks 
(S. 32) der Fall war, andert es sich bei zyklischer Vertauschung der 
Punkte nicht, bei den anderen Vertauschungen geht es in seinen ent­
gegengesetzten Wert iiber (Anhang .12a). In dem speziellen Fall, daB 
die Punkte PI' P 2, Pa die Koordinaten 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1 haben, 
also in die Achsen fallen, erhalten wir 

11 ° ° i 

10 1 ° =1>0. 

i ° ° 1 
In diesem Fall bildet die Umlaufsrichtung PI P 2 P a mit der Normale n 
ein Rechtssystem, und ebenso ist es fUr die drei Halbstrahlen 0 PI' 
OP2 , 0 P a• Die Determinante muB daher fiir aIle Tetraeder positiv sein, 
die ein soIches Rechtssystem darstellen. Denn zwei soIche Tetraeder 
konnen durch stetige Umformung so ineinander iibergefiihrt werden, 
daB der Inhalt niemals Null wird; er behalt daher sein Vorzeichen. 

Den Inhalt eines durch vier Punkte Po, PI> P 2, Pa bestimmten 
Tetraeders finden wir nach derselben Methode, die in Kap. IV an­
gewandt wurde (S.31). Wir legen durch Po neue Achsen x', y', z' 
parallel zu x, y, Z, so daB 

x' = x - xo, y' = y - Yo, z' = Z - Zo 

ist. Der Tetraederinhalt ergibt sich, wenn man zunachst in der Deter-
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min ante (9) die Xi, Yi, Zi durch x~, Yi, z~ ersetzt. Die so gebildete Deter­
minante geht auf Grund der vorstehenden Gleichungen in die zweite 
Determinante von (7) iiber, die wieder der ersten gleich ist. Man findet 
demnach 

Xo Yo Zo 1 
Xl - Xo YI - Yo Zl - Zo 

Xl YI' Zl 1 
(10) 6V= x 2 - Xo Y2 - Yo Z2 - Zo 

x 2 Yll Z2 1 
X3 - Xo Y3 - Yo Z3 - Zo 

j X3 Y3 Z3 1 

Je nachdem die Halbstrahlen POP!, PoPz , P OP 3 ein Rechtssystem 
oder Linkssystem bilden, ist V positiv oder negativ. 

Zum Inhalt fUr beliebige Achsen x', y', z' gelangen wir mittels der 
Transformationsgleichungen (16) von S. 196. Set zen wir die in (16) 
enthaltenen Werte in (9) ein, so finden wir auf Grund des Multiplikations­
theorems der Determinanten (Anhang 19) unmittelbar 

cos (x x') cos (xY') cos (x z') x~ y~ 1 
(11) 6V= cos (yx') cos (YY') cos (yz') • x; y; 1 

cos (z x') cos (z Y') cos (z z') x~ y~ 1 

fiir das Tetraeder P OP I P 2 P 3 ergeben sich also die mit der Kosinus­
determinante multiplizierten Ausdriicke (10). 

Der Tetraederinhalt ist eine geometrische GroBe; sein Ausdruck 
muB daher im Sinne von Anhang 36 b die I nvarianteneigenschaft besitzen. 
Das zeigt Gleichung (11) unmittelbar; die Determinante (9) ist durch 
die Transformation (16) in der Tat in sich iibergegangen, multipliziert 
mit der Substitutionsdeterminante. Fiir rechtwinklige Transformation 
hat diese den Wert 1 und verschwindet daher aus der Formel. Weiter 
folgt nunmehr die Invarianz auch fiir die erste in (10) enthaltene Deter­
minante und damit auch fiir die zweite. 

Eine Anwendung des vorstehenden sei folgende: Analog zu Kap. IV 
betrachten wir die Gleichungen 

(12) x' = ~x, Y' = j3y, z' = yz; 

sie konnen sich auf dasselbe oder auch auf verschiedene Achsensysteme 
beziehen. Sie ordnen jedem Punkt P(x Y z) einen Punkt P' (x' Y' z') zu; 
die so vermittelte Beziehung heiBt wieder affin. Wir erkennen wieder­
urn: 1. Erfiillen die Punkte Peine Ebene e, so erfiillen die Punkte P' 
eine Ebene e'; einer Geraden gals Schnitt von e und e1 entspricht also 
eine Gerade g' als Schnitt von e' und e~. 2. Das Teilungsverhaltnis 
(PIPZP) andert bei affiner Abbildung seinen Wert nicht; der Mitte 
einer Strecke P I P 2 entspricht wieder die Mitte von P~P2' 3. Jedem 
uneigentlichen Punkt P 00 entspricht ein uneigentlicher Punkt P'rx,; 
parallelen Ebenen e und el entsprechen also wieder parallele Ebenen 
e' und e~, ebenso parallelen Geraden g und h parallele Geraden g' und h'; 
einem Parallelepiped also wieder ein Parallelepiped. 4. Endlich iibertragt 



§ 3. Die Gerade. 205 

sich auch der Satz 2 von S·33· Zunachst folgt fUr Tetraeder mit 
o und 0' als Ecken 

~ Y~ Z~ Xl YI Zl 
(13) x~ Y~ ~ = exfJy X2 Y2 Z2 , 

X' 3 Y~ z~ Xa Ya Za 

d. h. V' = ex fJ y V; und dasselbe folgt ebenso fur die Determinanten 
von (10). 

§ 3. Die Gerade. 
Gleichungen einer Geraden sind in den Formeln (6) und (6a) von 

S.192 bereits vorhanden. Fur variables ~,1], l; geben sie die durch 
zwei Punkte PI und P 2 bestimmte Gerade. Aus (6) erhalten wir fUr 
sie die Doppelgleichung 

(14) 

sie druckt die Grundeigenschaft der Geraden aus, daB das Teilungs­
verhaltnis (PIP2P) bei Parallelprojektion auf eine Achse seinen Wert 
behalt. Diese Eigenschaft besteht auch fUr (PP2PI) und seine Pro­
jektionen; so stellt auch die Doppelgleichung 

(14a) 
x - Xl Y - Yl Z - .':1 

.'1'2- Xl Y2- Yl Z2- Z1 

die Gerade durch PI und P 2 darl). 
Aus (6a) von S. 192 folgen als Geradengleichungen 

(15) X = Xl - fl X2 Y = ~l - ,u ~ Z = Z1 - fl Z2 • 

1 - I' ' 1 -!' ' 1 -!' ' 

in ihnen erscheinen x, y, Z durch den Parameter It ausgedriickt. Man 
folgert daraus, daB auch die Gleichungen 

(15 a) 

eine Gerade darstellen. Setzt man 
Ci 
-d = Zi, 

i 

d2 
d t= -,U, 

1 

so wandeln sich diese Gleichungen in die Gleichungen (15) urn. 
Eine wichtige Parameterdarstellung fur rechtwinklige Achsen ist 

folgende: Sei die Gerade durch einen ihrer Punkte M(~, 1], 1;) und ihre 
Richtung ex, fJ, y gegeben. Wird der Abstand M P = s als Parameter 
gewahlt, so folgt aus (5 a) von S. 191 

( 16) X = ~ + s cos ex , y = 1] + s cos fJ , Z = l; + s cos i' . 

Ahnliche Formeln ergeben sich bei schiefwinkligen Achsen, wenn wir 

1) Wie S. 36 wird davon abgesehen, daB einer der Nenner in (14a) Null ist. 
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gemaB dem Projektionssatz die Projektionskonstanten I, m, n fUr die 
Achsen einfUhren (Richtungskonstanten). Es ist dann 

(16a) x-~=ls, y-17=ms, z-'=ns. 1) 

Durch Elimination von s erhalten wir hieraus die Doppelgleichungen 

(17) 
x-; Y-1) z-y x-; -- = -- = -- - und 
cos ex cos fJ cos)' 

und folgern, daB auch die Gleichungen 

(17a) 
A 

y-11 
B 

z-i; 
C 

y-11 

111 

z-I; 

n 

eine Gerade darstellen, die durch (~, 17, ') geht. Fur schiefwinklige 
Achsen gibt A: B: C das Verhaltnis I: m: n; fur rechtwinklige das Ver­
haltnis der drei Kosinus, woraus 

.t:1 B C 
(17b) coso.: = ._ _ ___ , cos(3 = . , cosl' = -==== VA2 + B2 + C2 ]A2 + B2+ C2 YA-2+B2+C2 

folgt. Das Zeichen der Wurzel bleibt unbestimmt. 
Wir gehen nochmals zu den Doppelgleichungen (14) und (14a) 

zuruck. Jede von ihnen lal3t sich in drei einfache Gleichungen auf­
Ibsen; eine solche ist z. B. 

(18) oder 

Diese Gleichungen stellen die Parallelprojektion von g in der x y-Ebene 
dar. Sie sind namlich (wie 3 a) zugleich Gleichungen einer Ebene, die der 
z-Achse parallel ist. Ihr genugen auBerdem die Punkte von g; die Ebene 
enthalt also g und schneidet die xy-Ebene in der genannten Projektion. 
Analoges gilt fur die Projektionen in der x z- und y z-Ebene 2). Die 
Gerade ist gemeinsamer Schnitt der drei projizierenden Ebenen. Durch 
zwei von ihnen ist sie bereits bestimmt; man wahlt dazu vielfach die 
Projektionen in der x z- und y z-Ebene mit den Gleichungen 

(19) x=lz+a, y=mz+b, 

woraus fUr die dritte Projektion in der xy-Ebene 

mx-Iy=ma-Ib 

folgt. Sie lassen sich (fUr I ~ 0, m ~ 0) in die Form 

(19a) 
x-a y-b z 

-
1 

setzen, die einen Sonderfall von (17a) bildet. Die Gerade ist hier mittels 
ihres Punktes (a, b, 0), ihrer Spur in der xy-Ebene, dargestellt. 

1) Diese Gleichungen entsprechen zugleich den Gleichungen (15a) fur d2 = o. 
2) In der Sprache der darstellenden Geometrie stellen diese Gleichungen 

GrundriB und AufriB von g dar. 
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Eine Gerade kann auch als Schnitt von zwei Ebenen bestimmt sein. 
Seien (in homogenen Koordinaten) 

(20) Ax+By+Cz+Dt=O und A'x+B'y+C'z+D't=O 

deren Gleichungen. Durch Elimination von x, y, z, t ergibt sich 

(21) 1 
(BA' - AB') y + (CA' -AC') z + (DA' - AD') t = 0 

(CB' - BC') z + (AB' -BA')x + (DB' - BD') t = 0 

(AC' - CA') x + (BC' - CB') y + (DC' - CD') t = 0 

(AD' -DA')x + (BD'- DB')y + (CD' -DC')z = o. 
Die drei ersten Gleichungen entsprechen wieder den Ebenen, die die 
Gerade auf die YZ-, zX-, xy-Ebene projizieren; sie gehen durch die 
Punkte Xx, Y",,, Z=. Die letzte Gleichung entspricht einer Ebene, 
die durch die Gerade g und 0 geht, also die Gerade von 0 auf die Ebene Eoo 

projiziert. Jede dieser Ebenen verbindet also g mit einer Ecke des 
homogenen Koordinatentetraeders. 

Die Gleichungen (21) sind fUr aUe x, y, z, t erfiillt, falls 

A : B : C : D = A': B': C': D' 

ist; jedeGerade einer jeden KoordinatenebeJ?-e kann dann als Projektion 
der gemeinsamen Punkte beider Ebenen aufgefaBt werden. Die Ebenen 
miissen daher in diesem Falle identisch sein. 

Die Richtungskonstanten der durch (20) gegebenen Geraden g be­
stimmen sich folgendermaBen. Sie sind dieselben wie fiir die Schnitt­
linie der zu (20) parallelen Ebenen 

Ax+By-i--Cz=O und A'x+B'y+C'z~O. 

In diesem Fall ist D = 0, D' = 0; es lassen sich deshalb die Gleichun­
gen (21) als eine einzige Doppelgleichung schreiben, namlich 

(22) 
x y z 

B'(f-- B'G = CA' -- C' A = AB'--A'B' 

Sie stellt die Parallele zu g durch den Anfangspunkt dar, und es folgt 

(22a) I: m: n = (BC' - B'C): (CA' - C'A): (AB' - A'B) . 

Seien endlich 
x - X' 

l' 

y -- y' 
m' 

die Gleichungen zweier Geraden, so sind sie parallel fi.ir 

(23) I : m : n = I': m': n'. 

z -- z, 

n' 

Der Winkel, den sie bilden, wird - fiir rechtwinklige Achsen - durch 

ll' + mm' + nn' cos (gg') - . 
- f'l2+ m2 + n 2 yl'2 + m'2 + n'2 

dargestellt; die Orthogonalitatsbedingung ist daher 

(24) 1I'+mm'+nn'=O. 
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Beispiele. 1. Den Schnittpunkt der Ebene A x + By + Cz + D = Omit 
der Geraden zu finden, die durch 

x-~=lt, y-1)=mt, z-~-=nt 

gegeben ist. Der gesuchte Punkt entspricht dem 'Vert t, der auch die Gleichung 
der Ebene befriedigt, fur den also 

t(Al+Bm+Cn) =A~+B1)+C~-+D 

ist. Fur A 1 + Bm + Cn = ° ist gil e. 1st auBerdem auchA ~ + Bl1 + CI; + D = 0, 
so ist die Gerade ganz in e enthalten. 

Die Orthogonalitat solI nur fur rechtwinklige Achsen erortert werden. Aus 
g -.l e folgt g II n, und daher lautet die Bedingung 

1: m: n = COSiX: cosp: cosy = A : B: C . 

Eine Gerade durch den Punkt (a, b, c), die auf der Ebene e senkrecht 
steht, hat daher (fur rechtwinklige Achsen) die Gleichung 

x-a y-b z-c 
A =-e=-C-

2. Eine Gerade sei durch einen Punkt M(a, b, c) und ihre Winkel (iX, p, ),) 
gegeben. Von einem Punkt P(~, 1), 1;) werde ein Lot PL auf sie gefallt. Man 
solI ..2J.LMP = gJ sowie die Lange von LP und ML finden. Sind iX', fl', 7" die 
Richtungswinkel von M P (= r), so ist 

~-a 1)-b I;-c 
cos 0(,' = -r-' cosf3' = -r- , cos '}" = -r-' 

und daher folgt zunachst 
~-a 1)-b I;-c 

cos gJ = -- cos iX + -- cos fl + -- cos y . 
r r r 

Weiter ist 
ML = r cosgJ = (~ - a) COSiX + (1) - b) cosp + (I; - c) cosy; 

endlich kann LP aus der Gleichung LP = rsingJ oder aus Lp2 = Mp2 -lVIL2 
ermittelt werden. Mittels ML ergeben sich auch die Koordinaten von L, und 
aus Lund P die Richtungswinkel von LP. 

Seien g und gl zwei Geraden mit den Gleichungen 

(25) {x=a+scos<x, y=b+scos/3, z=c+scosy, 
,Xl = a l + SlCOS<Xl , Yl = bl + SlCOS/3l' Zl = cl + SlCOSYl' 

Sind sie windschief zueinander, so gibt es eine Gerade h, die g und gl 

senkrecht schneidet. Fiir ihre Winkel A, ft, v bestehen die Gleichun­
gen (14) von S. 195. Wir wollen die Lange I des gemeinsamen Lotes 
berechnen. M6gen (x Y z) und (Xl Yl Zl) die Punkte sein, in denen h die 
Geraden g und gl schneidet, so haben wir zunachst 

Xl - X = I cos}" Yl- Y = lcosft, Zl- Z = lcosv. 

und gemaB (25) 

(25 a) jl cos A = al - a + S cos <X - Sl cos <Xl 

1 cos ft = b1 - b + S cos /3 - Sl cos /31 

I cos v = C1 - C + S cos Y - Sl cos Yl . 

Diese Gleichungen lassen sich als drei Gleichungen fiir t, S und Sl 

als Unbekannte auffassen; aus ihnen lassen sich also t, S, Sl entnehmen 
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und damit gemiiB (25) die Punkte kurzesten Abstandes. Fur l erhiilt 
man auch direkt durch Multiplikation der Gleichungen (25 a) mit cos J.., 
cos p" cos v und mit Rucksicht auf die Gleichungen (12 a) von S. 195 

(25b) l = (a l - a) cod + (b l - b) COSft + (c l - c) cosv. 

Setzt man hier fUr cosA., cosp" COSy gemiiB (14) ihre Werte, so ergibt 
sich mit Benutzung der Gleichung (9a) des Anhangs 

i a l - a coscx COScXl j 

(25c) lsin(ggl) = I b1 - b cosfJ COS/]1 i, 
, c1 - C cosy COS;'l i 

und das ist auch der Wert, der gemiiB Anhang 27 durch Auflosung 
aus (25 a) hervorgeht. Das Vorzeichen des Sinus bleibt an sich un­
bestimmt. Ist l = 0, so schneiden sich die Geraden; die Bedingung 
dafUr ist also das Verschwinden der Determinante von (25 c). Von dem 
trivialen Fall sin (g gl) = 0, also gil gl wird dabei abgesehen. 

Beispiel. Sind die Gleichungen der beiden Geraden 

x=lz+P, y=mz+q, xI =11 Z1+PI' Y1=m1zI +qI' 
so wird man zweckmaBig die Spuren in der x, y-Ebene benutzen, also a = P, 
b = q, ai = PI' bi = qI' C = CI = O. Die Kosinus berechnen sich aus 
cos iX, : cos(J,: cosy, = 1,: m,: 1. Man bestimme analog, indem man die Spuren 
in der yz-Ebene benutzt, den kiirzesten Abstand fiir die Geraden 

15x + 20y = 32, 75x - 8z = 44; 15x + 20y = 18, 25x + 15z = -7. 

§ 4. Mehrere Ebenen. 
Zwei Ebenen e und 15' haben (nach § 3) entweder eine Gerade ge­

mem, oder sie sind identisch. Sind 

(26) Ax+By+Cz+Dt=O, A'x+B'y+C'z+D't=O 

ihre (homogen geschriebenen) Gleichungen1), 50 ergab sich (S. 207) 

(26a) A: B: C: D = A': B': C': D' 

als Bedingung fUr ihre Identitiit. Sind sie nicht identisch, so kann 
die gemeinsame Gerade in Coo liegen; sie sind dann parallel, und fUr 
jeden gemeinsamen Punkt ist t = 0. Fur t = ° mussen also die 
Gleichungen (26) dieselben Werte x, y, z liefern; woraus 

(26b) A : B : C = A' : B' : C' 

folgt. Fur die Bestimmung des Winkels zweier nicht paralleler Ebenen 
nehmen wir rechtwinklige Achsen an. Wir definieren <r: (CE') = <r: (nn') 2) ; 
dann folgt aus (12) (S. 194) und aus (4a) (S.201) 

(27) 
, AA'+BB'+CC' 

COS(CE) = , . 
JA2 + B2 -]- C2 (4'2 + B'2 + C'2 

1) Es ist im folgenden zweckmaBig, die Gleichungen bald unhomogen, bald 
homogen zu benutzen. 

2) n und n' sind wie immer die von 0 ausgehenden Kormalen; die in (27) 
auftretenden "\vurzeln sind danach zu bestimmen. 

s c h (; n fl i e s, Anaiytische Geometrie. 14 
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Als Bedingung der Orthogonalitat ergibt sich also 

(27a) AA' + BB' + CC' = o. 
Beispiele. 1. Die Gleichung einer Ebene, die zu A x + By + C z + D t = 0 

parallel ist und einen Punkt (a, b, c) enthalt, lautet 

A (x - a) + B (y - b) + C (z - c) = 0 . 

2. Man soll die Bedingung finden, daB die Schnittgerade (EE') zur xy-Ebene 
parallel ist. Dann sind die Ebenen, die diese Gerade mit Xoo und Y 00 verbinden, 
identisch, die beiden ersten Gleichungen (21) stellen also dieselbe Ebene dar, 
und es folgt A: B = A': B'. 

3. Die Gleichung einer Ebene eI' die durch (a, b, c) geht und zu e und e' 
senkrecht ist, hat jedenfalls die Form 

AI(x - a) + B1(y - b) + CI(z - c) = 0, 
und es ist 

AA] + BBl + CCl = 0, A'A I + B'Bl + eCI = 0. 

Die Elimination von AI> B I , Cl aus diesen drei Gleichungen ergibt in Determinanten­
form die gesuchte Gleichung. 

Fur die weiteren Betrachtungen setzen wir die Gleichungen einer 
Ebene abkurzend in die Form 

N(x,y,z) = N = 0 oder E(x,y,z) = E = 0, 

und zwar soll 

(28) {N(X, y, z) = x cos (nx) + y cos (ny) + z cos (nz) - 15, 
E(x,y,z) = Ax+By +Cz+Dt 

seinl). GemaB S. 201 ist, wenn N = 0 und E = 0 diesel be Ebene e 
darstellen, 

N( ) E(x, y, z) 
(28a) 1 x, y,z = VA2 + B2 +C2; 

auBerdem bedeutet (S. 194) 
(28b) N(~, 1}, n = , E(~, 1), C) = l 

lA2+B2+C2 

fUr jeden Punkt (~, 1], ') das von ihm auf e geHillte Lot I. 
Seien nun 

E = A x + By + C z + D t = 0, E' = A' x + B' y + C' z + D't = 0 

zwel verschiedene Ebenen e und e', so geht jede Ebene 

(29) E+/-E' = 0 

durch die Schnittlinie (e e') hindurch. Wie in Kap. V zeigt man, daB 
jede von e und e' verschiedene Ebene durch diese Schnittlinie fur ge­
eignetes e:qdliches .4;c 0 durch (29) dargestellt wird; die Ebenen to 

und e' entsprechen in dem S.43 genannten Sinn den Werten .4 = 0 

1) DaB in der abkiirzenden Bezeichnung t nicht auf tritt, wird kein MiB­
verstandnis hervorrufen. 
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und 2 = 00. Die Gesamtheit dieser Ebenen bildet emen Ebenen­
biischel 1) . 

Wir suchen zunachst die Bedingung, daB drei verschiedene Ebenen 
f, e', e" demselben Buschel angehOren. Sie ist in dem folgenden (zu S. 46 
analogen) Satz enthaIten: Die drei Ebenen gehen dann und nur dann 
durch eine und diesel be Gerade, wenn es drei von Null verschiedene Zahlen 
2, 2', ).," gibt, so da/3 identisch ist 

(30) 2E + 2'E' + 2"E" - O. 

Besteht namlich die vorstehende Identitat, so ist auch 

2E + 2'E' - - 2"E"; 

linke Seite und rechte Seite, gleich Null gesetzt, stellen daher dieselbe 
Ebene dar. GemaB rechts ist sie f", gemaB links geht sie durch den 
Schnitt von e und f', und das ist die Behauptung. Geht umgekehrt 
die Ebene e" durch (e e'), so kann sie sowohl durch 

E"= 0, wie durch E +A'E' = 0, (2' < 0) 
dargestellt werden. Die linken Seiten beider Gleichungen mussen durch 
Multiplikation mit einer Konstanten ineinander ubergehen; ist -2" 
diese Konstante, so hat man 

- 2"E" - E + 2'E'; E + 2'E' + 2"E" = o. 
GehOren die drei Ebenen nicht einem Buschel an, so bestimmen 

sie ein Dreikant und besitzen einen gemeinsamen Punkt. Seine Koordi­
naten ergeben sich durch Auflosung der Gleichungen E = 0, E' = 0, 
E" = 0 in der im Anhang (27) enthaltenen Determinantenform.Be­
nutzt man unhomogene Koordinaten x, y, Z, so ist zu fragen, wann der 
Punkt ins Unendliche fallt. Dies ist der Fall, wenn die dort mit (abc) 
bezeichnete, also hier aus den A, B, C, A', B', C', A", B", C" gebildete 
Determinante verschwindet. 

Falls die drei Ebenen einem Buschel nicht angehoren, ubertragt 
sich auch die in Kap. V, S. 47 bewiesene Formel (26); jede andere 
Ebene f1 durch den Punkt (e, e', elf) laBt sich mittels geeigneter 
nicht verschwindender Zahlen fl, fl', ft" durch 
(30a) E1 ftE + ft'E' + ft"E" 
darstellen. 

Die vorstehende SchluBweise laBt sich auf vier Ebenen ausdehnen; 
es genuge, die ResuItate auszusprechen. 

1. Sind E = 0, E' = 0, E" = 0 drei verschiedene Ebenen, die nicht 
durch dieselbe Gerade gehen, so ist 

(31) E + 2'E' + 2"E"= 0 

eine Ebene durch den Punkt, der den drei Ebenen gemeinsam ist. 
AIle diese Ebenen bilden ein Ebenenbiindel. 

1) Da wir homogene Koordinaten benutzen, so kann (ee') auch in 800 liegen. 
Dies gilt ebenso fur das folgende. 

14* 
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2. Sind E = 0, E' = 0, E" = 0, E'" = ° vier verschiedene Ebenen, 
von denen keine drei durch dieselbe Gerade gehen, so haben sie dann 
und nur dann einen Punkt gemein, wenn es vier nicht verschwindende 
Zahlen A" A', A", 1,'" gibt, so daB identisch ist 

(31 a) AE + A'E' + I:'E" + }:"E'" = ° . 
3. Sind E = 0, E' = 0, E"= 0, E'''= ° vier Ebenen, die ein Tetra­

eder bilden, so kann die Gleichung jeder anderen Ebene C1 bei geeigneten 
von Null verschiedenen Multiplikatoren It, ft', fI", ft'" durch 

(31 b) E1 - ftE + fI'E' + ft"E" + ft"'E'" 

dargestellt werden. 
Bemerkung. Beispiele bildet man sich am besten so, daB man Ebenen ein­

facher Lage benutzt. Hat man es mit vorgegebenen Gleichungen zu tun, so hat 
man in den Gleichungen (30) und (31 a) die Koeffizienten von x, y, z, t gleich Null 
zu setzen und zu priifen, ob man die }. daraus dem Satz entsprechend bestimmen 
kann. 

Seien jetzt cv c2' c3 drei Ebenen, liber deren Lage zueinander nichts 
bekannt ist; dann bestehen folgende vier Moglichkeiten: 1. alle drei 
Ebenen sind identisch; 2. zwei sind identisch, die dritte verschieden; 
). keine zwei Ebenen identisch, und es gibt fUr aUe drei eine gemeinsame 
Gerade; 4. die Ebenen verschieden, und nur ein gemeinsamer Pnnkt. 
Es soUen die analytischen Bedingnngen fUr das Eintreten dieser F~ille 
abgeleitet werden. Ob die gemeinsamen Punkte oder Geraden im End­
lichen oder Unendlichen liegen, bleibe auBer Betracht. 

Die Gleichnngen der Ebenen nnd die ihnen zugehorige Matrix we, 
die dafUr entscheidend ist, seien 

lEI = A1x + Bly + Clz + Dlt = ° 
(32) E2 = A 2 x + B 2 y + C2 z + D2t = 0; 

E3 = A3 X + B3y + C3z + D3 t = ° 
Al Bl 

we = A2 B2 
As B3 

1. 1st C1 = C2 = C3' so ist fUr je zwei Indizes 1, 2, 3 
Ai: B i : Ci : D, = Ak : Bk : Ck : Db 

Cl Dl 
C2 D2 
Ca Dz 

es sind also alle zweireihigen Unterdeterminanten von Wl gleich Null. 
2. Sei f2 = fa; es sind dann in we die mit der zweiten und dritten Zeile 
gebildeten Unterdeterminanten, also nur die eines Zeilenpaares, samtlich 
gleich Null. ). 1m dritten Fall gilt der oben (S. 211) bewiesene Satz. 
Es besteht daher eine Gleichung 

AIEl + ).2E2 + }'3E3 0, 

und fUr die Koeffizienten der linken Seite folgt 

;'1 Al + ).2 A 2 + A,aAa = 0, )'1 B1 + A2B2 + A,3 B3 = ° , 
A1C1 + A,2C2 + A3C3 = 0, A1D1 + A2D2 + A,3Da = O. 

Je drei dieser Gleichungen sind homogen und linear fUr die von Null 
verschiedenen Ai, und daher sind aile dreigliedrigen Determinanten 
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von ID1 gleich Null. 4. 1m vierten Fall endlich werden die Gleichungen (32) 
durch eine Gruppe von Werten x, y, z, t befriedigt, die nicht samtlich 
Null sind, es konnen also nicht aUe dreireihigen Determinanten von ID1 
verschwinden. Da jeder der obigen vier Falle die anderen samtlich 
ausschlieBt, so folgt zugleich, daB auch fUr die Matrix ID1 andere 
Unterfalle nicht in Betracht zu ziehen sind 1). 

Bemerkung. Es kann sehr wohl nur eine einzige Unterdeterminante dritter 
Ordnung von Null verschieden sein. Fur die Gleichungen 

A j x+B1 y+D1 t=O, A 2 x+B2 y+D2 t=O, A 3 x+B3 y+D3 t=O 
ist es der Fall. Ebenso leicht bildet man Ebenen, fur die nur je eine zwei­
reihige Unterdeterminante jeder Zeile von Null verschieden ist. Vgl. auch die 
Bemerkung auf S. 42. 

Beispio.l. Die drei Ebenen 

5x+9y-z-t=O, x+3y+5z-2t=O, 2x+3y-3z=O 

haben einen gemeinsamen Punkt in Eoo; gegeben durch x: y : z: t = 24 : - 13 : 3: 0. 
Ersetzt man in der ersten Gleichung - t durch 2 t, so besitzen die Ebenen eine 
gemeinsame Gerade; die Losungen erhalten die Form 

x = 8 z - 2 t, 3 y = 4 t - 13 z. 

Wir gehen endlich zu vier Ebenen 101> 102, lOa, 104 tiber; die Gleichungen 
seien 

(33) Ei=Aix+Biy+Ciz+Dit=O; i=1,2,3,4. 

An der Stelle von ID1 spielt hier die Determinante L1 der Ai, B i , Ci , D; 
die entscheidende Rolle. Die moglichen FaIle ergeben sich folgender­
maBen: 1. Alle vier Ebenen identisch; 2. drei identisch; sei 102 = lOa = £4; 

3. zwei identische Paare; sei 101 = 102 , lOa = 104; 4. nur ein Paar identisch; 
sei lOa = £4 2). In allen tibrigen Fallen sind alle vier Ebenen verschieden. 
Es gibt dann noch vier Moglichkeiten: 5. Aile vier Ebenen durch eine 
Gerade; 6. drei Ebenen durch eine Gerade; es seien 101> £2' £3; 7. keine 
drei Ebenen durch eine Gerade, aber alle vier durch einen Punkt; 8. kein 
gemeinsamer Punkt; die Ebenen bilden ein Tetraeder. 

Die analytischen Bedingungen konnen zumeist durch wiederholte 
Anwendung der vorstehenden Satze fUr drei Ebenen abgeleitet werden; 
sie sollen nur in den vier letzten Fallen ausdrticklich genannt werden. 
Wichtig ist, daB in den ersten vier Fallen offenbar stets L1 = 0 ist. 
1m Fall (5) sind (dem obigen Fall 3 fur drei Ebenen entsprechend) 
aUe dreireihigen Unterdeterminanten von if gleich Null; im Fall (6) 
nur die aus den ersten drei Zeilen gebildeten, die also den Elementen 

1) GemaB Anhang (32b) hat im Fall 1 die Matrix den Rang 1, in den 
Fallen 2 und 3 den Rang 2, im Fall 4 den Rang 3; man spricht auch von 002, 001, 1 
gemeinsamen Punkten der drei Ebenen. Arithmetisch erscheint also Fall 2 als 
Unterfall von 3. 

2) Fur El' E2 , E3 sind dann wied~r die Unterfalle moglich, daB sie eine 
Gerade oder einen Punkt gemein haben; fur die weitere obige Betrachtung ist 
dies jedoch belanglos. 



214 XV. Ebene und Gerade in Punktkoordinaten. 

einer Zeile (der vierten) entsprechen. In diesen beiden Fallen ist auch 
wieder L1 = o. 1m Fall 7 besteht eine Gleichung 

2lEI + 22E2 + 2sEs + 24E4 = 0; 

wir folgern auch aus ihr das Verschwinden von L1. Da aber die ver­
schiedenen Falle sich samtlich geometrisch ausschlieBen, so besteht 
hier die Gleichung L1 = 0 in der Weise, daB fUr keine Elementenzeile 
Ai, B i, Ci, Di die Unterdeterminanten samtlich verschwinden. Die Fane 
L1 = 0 sind damit samtlich erschopft. 1m Fall 8 muB daher L1 ::c 0 
sein. Als SchluBresultat folgt also: Die notwendige und hinreichende 
Bedingung dajiir, dafJ vier Ebenen ein Tetraeder n i c h t bilden, ist das 
Verschwinden ihrer Determinantel ). 

Beispiele. 1. Seien N = ° und N' = Odie Gleichungen zweier Ebenen Ii 

und Ii' und (; 1];:-) ein Punkt einer ihrer Halbierungsebenen. Fiir ihn folgt dann 
aus (28b) N(;, 1],;:-) = ± N'(;, 1],;:-); 

das positive Zeichen gilt, wenn P in demselben Winkelraum liegt wie der Anfangs­
punkt. Die Halbierungsebenen haben daher die Gleichungen N - N' = ° und 
N+N'= 0. 

2. Seien Nl = 0, N2 = 0, Na = ° drei Ebenen, die eine k6rperliche Ecke 
bilden, so entsprechen ihnen sechs Halbierungsebenen der Kantenwinkel und 
ihrer AuBenwinkel. Ihre Gleichungen sind 

N 1 ±N2 =0, N 1 ±N3 =0, N 2 ±N3 =0. 

Es gehen dann je drei dieser Halbierungsebenen durch dieselbe Gerade, z. B. 

usw. 

Nl - N2 = 0, N2 - Na = 0, Na - Nl = ° oder 
Nl - N2 = 0, N2 + Na = 0, Na + Nl = ° 

3. Seien Nl = 0, N2 = 0, Na = 0, N4 = ° vier Ebenen eines Tetraeders; 
man leite die Satze tiber die Halbierungsebenen der Flachenwinkel und ihrer 
AuBenwinkel abo 

1) Ecken oder Kanten k6nnen in eoo fallen. 



Sechzehntes Kapitel. 

Die raumliche Dualitat. 
§ 1. Ebenenkoordinaten. 

Auch die Koordinaten der Ebene fUhren wir zunachst in ihrer 
direkten geometrischen Bedeutung ein und gehen dann erst zur ho­
mogenen Darstellung tiber. 

Urn ~ine Ebene e durch Zahlen festzulegen, benutzt man die drei 
Abschnitte OA = a, OB = b, OC = c, die sie auf den Achsen be­
stimmtl); ihre negativen reziproken \Verte sind die Koordinaten u, v, W 

der Ebene. Es ist also 

1 
(1 ) W = ---. 

c 

Dies gilt fUr beliebige Achsen. Setzt man diese Werte in die Glei­
chung (2) von S. 200 ein, so geht sie in 

(2) ux+vy+wz+1=0 

tiber. Die so erhaltene Gleichung gilt der Ableitung nach ftir teste u, v, w, 
namlich die Koordinaten von e, und variable x, y, z, namlich ftir jeden 
Punkt von e; sie stellt also die Bedingung dar, daB ein Punkt (x y z) 
und eine gegebene Ebene (uvw) vereinigt liegen (Bedingung der ver­
einigten Lage). Geht man von der Ebenengleichung 

Ax+By+Cz+D=O 

aus, so sind die Koordinaten der Ebene (fUr D;;e: 0) durch 

(3) u : v : w : 1 = A : B : C : D 

bestimmt. 
Seien u, v, w und u', v', w' die Koordinaten zweier Ebenen e und e'. 

GemaB den Formeln (26b), (27) und (27a) von S. 209 sind die Ebenen 

parallel, wenn u' : v' : w' = u : v : w 

ist; Orthogonalitiit besteht bei rechtwinkligen Achsen fUr 

u u' + v v' + w w' = 0 • 

1) Von a = 0, b = 0, C = 0, ebenso von u = 0, v = 0, W = ° und D = ° 
in Gleichung (3) ist zunachst wieder abzusehen, vgl. S. 53. 
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Allgemeiner ist ihr Winkel durch 

, uu'+vv'+ww' 
cos (ee) = ~=~=~======o:;o== 

yu2 + v2 + w2 yu'2+ V'2+ W'2 

gegeben. Endlich erhalten wir fur das von einem Punkt (~'fJ~) auf 
die Ebene (uvw) gefallte Lot gemaB S. 210 (fur rechtwinklige Achsen) 

(4) 1= U~+V11+W'+1. 
Y U2+V2+W2 

In Gleichung (2) ·wollen wir jetzt den x, y, z bestimmte Werte 
beilegen und u, v, w variabel werden lassen, Dann wird (2) durch un­
endlich viele u, v, w befriedigt, deren Ebenensamtlich mit x, y, z ver­
einigt liegen; wir nennen Gleichung (2) insofern die Gleichung des 
Punktes x, y, z in Ebenenkoordinaten (oder auch Gleichung des Ebenen­
biindels). Die allgemeine Gleichung ersten Grades in Ebenenkoordinaten, 

Au+Bv+Cw+D=O 

(wo zunachst D;;e ° ist), ist daher ebenfalls die Gleichung eines 
Punktes, und zwar des Punktes (x, y, z) mit den Koordinaten 

x:y:z:1 =A:B:C:D. 

Fur weitere Betrachtungen fuhren wir homogene Ebenenkoordinaten 
ein. Es geschieht(in vorlaufiger Bezeichnung) mittels der Gleichungen 

(5) 

oder 

(5 a) 

u : v : w : 1 = u' : v' : w' : s' 

u'=eu , v'=e v , w'=ew, s'=e· 

Wie in Kap. VIII, § 2 erfahren die FaIle, von denen wir zunachst ab­
sahen, durch sie ihre Berucksichtigung und ihre georp.etrische Er­
lauterung; es geschieht auf Grund derselben Schlusse wie dort, und so 
genuge es, die Resultate hier auszusprechen. 

Der Ebene 1300 kommen die Koordinatenwerte u' = 0, v' = 0, 
w' = ° zu, womit der bisher ausgeschlossene Fall u = 0, v = 0, w = ° 
seine Deutung findet. Jede einzelne der Gleichungen u' = 0, v' -:- 0, 
w' = ° stellt eine der Ecken X::>o, y 00, Zoo des homogenen Koordinaten­
tetraeders dar. Die Gleichung s' = ° ist mit a = 0, b. = 0, c = ° gleich­
wertig, sie entspricht dem Punkt O. Die vier Ebenen des homogenen 
Koordinatentetraeders haben daher die Koordinaten 

1000,0100,0010,0001. 

Fur jede der sechs Kanten des Koordinatentetraeders sind zwei Koordi­
naten gleich Null. Der Zahlengruppe u' = v' = w' = s' = ° entspricht 
keine Ebene. 

In der Folge verwenden wir als homogene Ebenenkoordinaten 
einfacher wiederum u, v, w, s; fur s = 1 gehen sie in die unhomogenen 
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iiber. In homogenen Punkt- und Ebenenkoordinaten lautet dann 
die Bedingung der vereinigten Lage 

(6) 2t X + V Y + w z + s t = 0 . 

Beispiele. 1. jeder Gleichung Au + B v + C w = 0 entspricht ein Punkt P= 
von "=' 2. Wie aIle Punkte, fur die x: y : z = const ist, auf einer durch 0 gehenden 
Geraden liegen, so laufen aIle Ebenen. fur die u: v: w = const ist, durch eine in "= 
enthaltene Gerade. 

§ 2. Duale Satze fUr Punkte und Ebenen. 

In der Gleichartigkeit der analytischen Formeln, die das Vor­
stehende fiir Punkte und Ebenen aufweist, kommt die riiumliche.Dualitiit 
zum Ausdruck. Punkt und Ebene stehen einander als gleichwertige 
Elementargebilde im Raum gegeniiber; der Punktgeometrie, die die 
Lagen und Beziehungen von Punk ten zueinander ins Auge fafit, ent­
spricht eine Ebenengeometrie, die in analoger \Veise die Lagen und 
Beziehungen von Ebenen betrachtet. Die Gerade entspricht sich selbst; 
sie erscheint einerseits als Verbindungslinie zweier Punkte (als Strahl), 
andererseits als Schnittlinie zweier Ebenen (als Achse). 

Die analytischen Entwicklungen der Punktgeometrie (in x, y, z, t), 
die der Dualisierung fiihig sind, fiihren unmittelbar zu analogen Er­
gebnissen (in u, v, w, s) der Ebenengeometrie; die analytischen Be­
ziehungen sind davon unabhiingig, ob wir die Variablen durch x, y, z, t 
oder durch u, v, w, s bezeichnen. Die folgenden Beispiele werden Inhalt 
und Tragweite dieses Dualitiitsprinzips erkennen lassen. 

Die Gleichung Die Gleichung 

Ax+By+Cz+Dt=O Au+Bv+Cw+Ds=o 

stellt eine Ebene dar; ihre Ebenen­
koordinaten sind 

u:v:w:s=A:B:C:D. 

Den Gleichungen zweier Ebenen 

Ax+By+Cz+Dt=O 
A'X + B'y + C'z + D't = 0 

geniigen 00 1 Punkte 1), die auf 
beiden Ebenen liegen; sie bilden 
ihre Schnittlinie. 

stellt einen Punkt dar; seine Punkt­
koordinaten sind 

x:y:z:t=A:B:C:D. 

Den Gleichungen zweier Punkte 

Mu+Bv+Cw+Ds=O 
Alu+B'v+C'w+D's= 0 

geniigen 001 Ebenen 1), die durch 
beide Punkte gehen; sie bestimmen 
ihre Verbindungslinie. 

Setzen wir abkiirzend (analog zu S.21O) 

(7) Au+Bv+Cw+Ds = Q(u,v,w) = Q, 

so folgt weiter: 

1) Fur die Zeichen 001, 002 ... vgl. S. 213. Anm. 1. 
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Aile Ebenen E + ,1,' E' = 0 
bilden einen Ebenenbuschel von 
001 Ebenen; jede von ihnen geht 
durch den Schnitt von E = ° und 
E'=O. 

Aile EbenenE+,1,'E' +,1,"E" =0 
bilden ein Bundel von 002 Ebenen1) 

die samtlich durch den Schnitt von 
E = 0, E'= 0, E"= 0 gehen. 

Die Bedingung, daB vier Punkte 
P,(Xi, Yi' Zi, ti ) derselben Ebene an­
geh6ren, ist das Verschwinden 
der aus den Xi, y" Z" ti gebildeten 
Determinante. 

Drei verschiedene Ebenen 
E = 0, E'= 0, E"= 0 gehen dann 
und nur dann durch dieselbe Ge­
rade, wenn fur drei endliche, von 
Null verschiedene Zahlen ,1" ,1,', 1" 
die Identitat 1E + ,1,'E'+ l"E"=O 
besteht usw. 

Aile Punkte Q + ,1,' Q' = ° 
bilden eine Punktreihe von 001 

Punkten; jeder von ihnen liegt auf 
der Verbindungslinie Von Q = 0, 
Q'=O. 

AllePunkteQ+,1,'Q' +,1,"Q" = ° 
bilden ein F eld von 002 Punkten 1), 
die samtlich in der Ebene durch 
Q = 0, Q' = 0, Q" = ° liegen. 

Die Bedingung, daB vier Ebe­
nen (Ui' Vi, Wi, Si) durch denselben 
Punkt gehen, ist das Verschwinden 
der aus den ui, Vi, Wi, S,; gebildeten 
Determinante. 

Drei verschiedene Punkte 
Q = 0, Q'= 0, Q"= ° liegen dann 
und nur dann auf derselben Ge­
raden, wenn flir drei endliche, von 
Null verschiedene Zahlen 1, ,1,', 1" 
die Identitat 1Q + l'Q' + l"Q"= ° 
besteht usw. 

Weitere Betrachtun,gen, die Inhalt und Tragweite des Dualitats­
prinzips erhellen sollen, seien die folgenden: 

Der Gesamtheit ailer Punkte und Geraden eines ebenen Feldes 
entsprechen die samtlichen Ebenen und Strahlen durch einen Punkt, 
das Ebenen- und Strahlenbundel. Einem ebenen n-Eck entspricht eine 
aus n Ebenen des Biindels bestimmte n-flachige Ecke (n-Flach), einem 
ebenen n-Seit eine von n Strahlen des Bundels gebildete n-kantige 
Ecke (n-Kant). Einer ebenen Kurve als Punktort entspricht eine Kegel­
flache als Ort ihrer Tangentialebenen, einer ebenen Kurve als Tangenten­
gebilde eineKegelflache als Ort ihrer Strahlen. Endlich beachte man, 
daB der spezieilen Dualitat des ebenen Feldes (der ebenen Dualitat) 
eine Dualitat im Bundel ents~cht; Ebene und Strahl stehen im Bundel 
einander gegenuber wie Punkt und Gerade in der Ebene (Bundel­
dualitat). 

Auch die in der Ebene vorhandene kollineare Verwandtschaft (und 
Reziprozitat) ubertragt sich durch Dualitat auf das Biindel. Eine 
kollineare Verwandtschaft zweier Biindel ist daher bestimmt, wenn 
man vier Ebenen oder vier Strahlen allgemeiner Lage des einen Bundels 
vier analoge Ebenen oder Strahlen des anderen als entsprechende zu­
weist. Fur zwei kollineare Bundel, die denselben Scheitelpunkt haben, 
gibt es drei Doppelebenen und drei Doppelstrahlen, die ein Dreikant 

1) Fur die Zeichen ocl, 002 ••• vgl. S. 213. Anm. 1. 
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bilden; entsprechende Ebenenbuschel oder Strahlenbuschel zweier 
kollinearen Bundel sind projektiv usw. 

In der allgemeinen raumlichen Dualitat stehen sich die regelmaBigen Korper 
als duale Gebilde gegeniiber; das Tetraeder ist sich selbst dual. Das Oktaeder 
aus 8 f, 6 e, 12 k 1) bestehend, entspricht dem Hexaeder mit 6 f, 8 e, 12 k; das 
Ikosaeder mit 20 f, 12 e, 30 k dem Dodekaeder, das 12 f, 20 e, 30 k besitzt. 

Die einfachste Reziprozitat eines Biindels ist die, bei der jeder Ebene s ein 
auf ihr senkrechter Strahl e entspricht; jedem Strahlenbiischel entspricht ein ihm 
gleicher, also projektiver Ebenenbiischel usw. In den Formeln der spharischen 
Trigonometrie, in denen sich die aus zwei Punkten gebildeten Kreisbogen und 
die von zwei Hauptkreisen gebildeten Winkel entsprechen, tritt sozusagen der 
Schnitt dieser Reziprozitat mit der Kugel in die Erscheinung. 

(8) 

§ 3. Pr~jektive Beziehungen. 
Sind el , e2, e drei Ebenen eines Buschels, so soli der Quotient 

sin (S1 s) -- - (e e e) 
sin (s2 s) - 1 2 

als das Tei1ungsverhiiltnis der drei Ebenen eingefiihrt werden, und 

(8a) 

als das D v der vier Ebenen el> e2' e, e'. Damit konnen wir alle D v­
Satze von Kap. VI auf die Dv von Ebenenbuscheln ubertragen; ebenso 
auch die Definition der projektiven Beziehung. Punktreihen, Strahl­
buschel und Ebenenbuschel erscheinen so als gleichwertige Elementar­
gebilde, die sich einheitlich, namlich auf Grund der Invarianz der 
Dv-Werte, einander projektiv zuordnen lassen. 

Seien nun 
(9) 

die Gleichungen der Ebenen el' e2, e, so gilt fUr die Lote 11 und 12 , die 
man vom Punkt (x, y, z) der Ebene e auf el und e2 fallen kann (S. 210), 

1 . 1 = E1 (x, y, z) . E 2(x, y, z) . 

I' 2 YA~+B~+Ci'YA~+B~+q' 
fur l folgt daher 

l __ E 1(x,y,-=2. __ ~ YA~ +Bi + q 
- E 2(x,y,z) - 12 llA~ +B~ + c( 

AuBerdem ist aber 11 : 12 = sin(el e) : sin (e2 e), und so ergibt sich schlieBlich 

(9a) 
l __ yA~+B~ + q. sin (S1s) , 

- YA~ + B~ + q sin (s2s) , 

es ist also J.. dem Tei1ungsverhiiltnis (ele2e) proportional. Sind die 
Gleichungen von el und e2 in der Normalform Nl = 0 und N2 = 0 
gegeben, so ist J.. direkt gleich dem TeilungsverhaItnis. 

1) f, e, k bedeutet Flachen, Ecken, Kanten. 
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Urn das dualistische Resultat abzuleiten, befolgen wir die in 
Kap. VI, § 4 (S. 58) gewiihlte Methode; wir haben sie nur auf die 
dritte Koordinate z auszudehnen und finden: Sind 

(10) Ql=O, Q2=0, Ql+lQ2=0 
die Gleichungen von drei Punkten PI> P 2, P derselben Punktreihe, so 
ist l dem Teilungsverhiiltnis (PIP 2 P) proportional. N unmehr lassen 
sich, in Verallgemeinerung der Resultate von Kap. VII, § 6, folgende 
Satze aussprechen: 

Die vier Ebenen Die vier Punkte 

E = 0, E' = 0, E + lE' = 0, Q = 0, 

E + J.LE' = ° 
Q' = 0, Q + ),Q' = 0, 

Q + J.LQ' = ° 
sind vier Ebenen eines Buschels 
vom D v l: J.L; insbesondere sind 

E=O, E'=O, E-lE'=O, 
E+lE' = ° 

vier harmonische Ebenen. 
Das D v der vier Ebenen 

E + liE' = ° (i = 1,2,3,4) 

hat den Wert 

Zwei Ebenenbuschel 

E+2E'=0, F+J.LF'=O 

sind vier Punkte einer Punktreihe 
vom D v l: J.L; insbesondere sind 

Q = 0, Q' = 0, Q - l Q' = 0, 

Q + lQ' = ° 
vier harmonische Punkte. 

Das D v der vier Punkte 

Q + liQ' = ° (i = 1,2,3,4) 

hat den Wert 

I (P P P P) = (Jol - 23) (A2 - J'4) 
1 2 3 4 (22 - )03) (AI - ';'4) • 

Zwei Punktreihen 

Q + lQ' = 0, R + J.LR' = ° 
sind projektiv, wenn fUr lund J.L i sind projektiv, wenn fUr lund It 
die Relation die Relation 

besteht (einfachster Fall l = J.L). i besteht (einfachster Fall l = J.L). 

Ebenso lassen sich auch die Begriffe und Satze uber involutorische 
Beziehungen, uber Doppelelemente usw. auf die Ebenenbuschel aus­
dehnen; fUr zwei projektive Buschel, die dieselbe Gerade gals Achse 
haben, gibt es also zwei sich selbst entsprechende Ebenen usw. 

Endlich seien folgende Formeln angefuhrt, die sich auf die Koordi­
naten von Punkten einer Punktreihe oder Ebenen eines Buschels be­
ziehen und die unmittelbaren Verallgemeinerungen der Formeln von 
S.87 sind. Die Punkte einer Geraden P l P 2 haben die Koordinaten 

x: y: z: t = (Xl - J.L'x2): (Yl - J.L'Y2): (Zl - J.L'Z2): (tl - J.L't2) , 
und fUr die Ebenen eines Buschels (£1 £2) ist 

u: v: w: s = (ul - J.L'u2) : (VI - It'V2 ) : (WI - J.L'w'IJ : (Sl - J.L'S2); 

in beiden Fallen ist J.L' dem bezuglichen Teilungsverhaltnis proportional. 
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Ebenenbuschel und Strahlenbuschel stehen auch in einfacher 
metrischer Beziehung zueinander. Wird ein Ebenenbuschel durch eine 
zu seiner Achse senkrechte Ebene geschnitten, so bilden die Schnitt­
linien einen Strahlenbuschel. Bezeichnen wir sie fUr El , E2, E durch ev e2, e, 
so ist -1: (El E) = (ele) und -1: (E2 E) = (e 2 e); wir folgern daraus, daB aIle 
besonderen metrischen Arten von projektiven und involutorischen Be­
ziehungen, die bei den Strahlenbuscheln auftreten, in derselben Form 
auch bei den Ebenenbuscheln vorhanden sind und sich unter Ver­
wendung von Normalgleichungen in derselben Art darstellen lassen wie 
bei den Strahlenbuscheln. Insbesondere gilt dies von den Sat zen von 
S. 79 uber orthogonale Eigenschaften. 

Wird ein Ebenenbuschel durch eine Gerade g in einer Punktreihe 
geschnitten, so gilt fUr sie und den Ebenenbuschel die Gleichheit der 
D v-Werte; ebenso fUr den Ebenenbuschel und einen durch eine be­
liebige Ebene ausgeschnittenen Strahlbuschel. \Vir haben darin die 
riiumliche Verallgemeinerung des Satzes des Pappus zu erblicken und 
wollen sie mit der eben en Form des Satzes (S. 67) ableiten. Sei 
(Fig. 79) 5 der Ebenenbuschel und l seine Achse 1). 

Durch die Gerade g legen wir eine Ebene i'; sie 
schneide die Ebene E des Buschels 5 im Strahl h. 
Die Ebene r enthalt dann den Punkt P = (g 1:') 
und den Strahl h = (r E), und es liegt P auf h; 
nach dem angezogenen Satz des Pappus ist daher 

(Pl P2P3P4 ) = (h1h2 h3 h4)' 

Weiter schneiden wir den Buschel 5 durch eine 
zur Achse l senkrechte Ebene 1}; sie schneide E in e und die Ebene )' 
in g' = (r I}). In der Ebene ),liegen dann die beiden Geraden g und g', 
sowie auch h. Setzen wir noch P' = (g'h) , so folgt wieder 

(Pl P2PJ P4) = (P~ P;Pf P~). 

Nun ist der Punkt P' Schnitt von )', 1) und E; er liegt also auf e, und 
daher i!'it auch. E -11) ist, so 

(P~P~P~P4) = (e1e2 e3 e4 ) = (E11'21:'3E4); 
insgesamt folgt demnach 

(h1h2 h3 h4) = (P1 P2P3P 4) = (E1E2E3 E4)· 

Damit ist die Behauptung erwiesen. Die I nvarianz der D v-vVerte be­
stehl fur fede Punktreihe, die durch eine Gerade g, und jiir feden Strahlen­
buschel, der durch eine Ebene y aus dem Ebenenbuschel ausgeschnitten wird. 
Die besondere Lage der drei Elementargebilde (E, g, P), die hier vor­
liegt, heiBt fUr je zwei (analog zu S. 81) eine perspektive Lage. 

Ein analytischer Beweis kann fUr die Punktreihe folgendermaBen ge­
fUhrt werden. Sei E + }. E' = 0 der Ebenenbuschel, ferner seien F = 0 

1) In Fig. 79 ist die Ebene (gh) =;. und (til) = B. 
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und F' = 0 die Gleichungen der Geraden g in Punktkoordinaten; dazu 
fuge man die Gleichung der vereinigten Lage u x + v Y + w Z + s t = 0, 
die fur jede Ebene c und den Schnittpunkt P = (g c) erfullt ist. Die 
Elimination der x, y, z, taus diesen Gleichungen fiihrt zu der gesuchten 
Gleichung in den u, v. W, s; es kommt nur darauf an, zu erkennen, 
daB sie erstens linear in ihnen ist, und zweitens auch linear in A, also 
von der Form Q + A Q' = o. 

§ 4. Allgemeine homogene Koordinaten. 
Allgemeine raumliche homogene Koordinaten fiir Punkt und Ebene 

lassen sich in der gleichen Weise einfiihren wie im e benen Ge biet; es 
darf wieder im wesentlichen genugen, die Formeln und Satze zu nennen. 
Wir gehen von vier Ebenen Ci eines Tetraeders aus; ihre Gleichungen 
seien 

(11) aix + biy + CiZ + di = 0; i = 1,2,3,4. 

Sind Pi die Lote von einem Punkt P(x, y, z) auf diese Ebenen, und 
setzen wir (S. 97) 

ai% + biy + ciz + d i 
(12) eXi = XiPi = Xi Y , a; + b; + c; 
mit Xi als beliebiger Konstante, so sind die Xi homogene Punktkoordinaten 

von P. Die einfachste Wahl von Xi ist Xi = -Va; + b; + c; , dann wird 

(12a) eXi = aix + biy + CiZ + di, 

und durch Auflosung folgt [analog zu (31a) von S. 97J 

( 13) 

wo die Ai, B i, Ci , Di die Unterdeterminanten der a.;, bi, c;, d; sind. Die 
Gleichung ~ DiXi = 0 ist die Gleichung von coo. 

Analog fiihrt man fur eine Ebene c(u, v, w) homogene Ebenen­
koordinaten mittels der Lote qi ein, die man von den Ecken des Koordi­
natentetraeders auf die Ebene c fallt. Zunachst sind (Anhang, 27 c) 

Xi: Yi : Zi : 1 = Ai: Bi : Ci : Di 

die Koordinaten der Tetraederecken. Man setze nun (S. 98) 

(14) A.,u + Biv + Giw + Di 
aUi = fliqi = fli D ,/ 2 2 2 ' 

ifu +v +w 

und fur fli = Di wird, wenn man Vu 2 + v 2 + w2 in a eingehen laBt, 

aUi = Aiu + Biv + Ciw + D i ; 

als Auflosung ergibt sich 

(1 So) 
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Bei der so getroffenen Wahl der Xi und #i geht die Bedingung 
der vereinigten Lage von S. 215 in 

(16) LUiXi = UIXI + U2X2 + uaxa + U4X4 = ° 
tiber. 

Von den zahlreichen hieraus flieBenden Folgerungen 
besondere die folgenden hervorgehoben: 

seien ms-

1. Alle Punkte der Verbin­
dungslinie zweier Punkte (y) und (z) 
sind durch 

Alle Ebenen durch die Schnitt­
linie zweier Ebenen (v) und (w) 
sind durch 

(17) (lXi = Yi + Azi 

dargestellt, wo ;, dem Teilungs­
verhaltnis (y z x) proportional ist. 

(17a) aUi = Vi + AWi 

dargestellt, wo Adem Teilungs­
verhaltnis (vwu) proportional ist. 

2. Jede Koordinatentransformation stellt sich durch eine lineare 
Substitution nicht verschwindender Determinante dar. Fur (Yi) und (Vi) 
als neue Koordinaten hat sie (mit Aik als Unterdeterminante von aik) 
die Form 
(18) {(lYi = ailxl + ai2 x2 + aiaxa + ai4 x4 

aVk = AklUI + A k2 U2 + Akaua + A 4kU4; 

die auflosenden Gleichungen sind 

(18a) {g'Xi = AliYI + A 2iY2 + AaiYa + A4iYi 
a'uk = alkvl + a2kv2 + aakVa + a4kv4 . 

Die Transformationsgleichungen fur die Uk (in Vk) sind also wieder 
kontragredient (Anhang, 34c) zu denen fUr die Yi (in Xi). 

3. Wir ubertragen das S. 102 unter 5. abgeleitete Resultat; doch 
mag es genugen, es fur die eine Ebene X 4 = ° auszusprechen. Die raum­
lichen Koordinatenwerte xi(i = 1,2,3), die den Punkten von X4 = ° 
zukommen, stellen zugleich ebene homogene Punktkoordinaten fUr diese 
Ebene dar. Das Koordinatendreieck bilden die drei Geraden, in denen 
X 4 = ° von den Ebenen Xl = 0, x2 = 0, Xa = ° geschnitten wird, und 
den Einheitspunkt schneidet der Strahl Xl : X 2 : X3 : = 1 : 1 : 1 aus. Dies 
gilt ebenso fUr jede beliebige Ebene des Raumes, die mit den Ebenen 
Xl = 0, x2 = 0, X3 = ° ein Tetraeder bestimmt. 

Das dualistische Resultat lautet: 1m Ebenenbundel mit dem 
Scheitel u4 = ° stellen UI : u2 : u3 homogene Koordinaten fur die Bundel­
ebenen dar, so daB UI = 0, u2 = 0, U 3 = Odie Grundstrahlen der Koordi­
natenbestimmung sind, und u I : u2 : u3 = 1 : 1 : 1 den Einheitsstrahl 
liefem. Damit sind wir zugleich zu einer Koordinatenbestimmung 
fur die Ebenen dieses und so auch jedes Bundels gelangt. 

4. Eine Koordinatenbestimmung fur die Strahlen des Bundels er­
gibt sich von hier aus folgendermaBen: GemaB § 2 ist im Bundel eine 
Bundeldualitat vorhanden, die das Analogon der ebenen Dualitat des 
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ebenen Feldes bildet. 1m ebenen Feld kann man von den Punkt­
koordinaten Xi mittels der Gleichungen ~ UiXi = 0 zu den Linien­
koordinaten Ui iibergehen; ebenso kann man im Biindel mittels der 
analogen Gleichung von den Ebenenkoordinaten zu den Strahlen­
koordinaten iibergehen. Damit ist das Prinzip der dualen Koordinaten­
bestimmung fUr den Biindel grundsatzlich dargelegt; was hier ge­
niigen mag. 

S. Hierzu kommen folgende im Raum neu auftretende Betrach­
tungen: Wir gehen von der Ebene 

(19) E 1 - E + },'E' + A"E" 

aus; die Ebenen E, E', E" sollen eine Ecke bilden, und E1 eine von ihnen 
verschiedene Ebene durch (H'i') sein. Fiir die Koordinaten Vi von E1 
folgt dann 
(19a) aVi = Ui + },'U; + },"u;, 

es wird also jede solche Ebene El mittels zweier Parameter A', }," durch 
die Ui, 11;, ui' dargestellt. Analog ist zu folgern, daB ein Punkt y der 
durch drei Punkte (x), (x'), (x") bestimmten Ebene sich in der Form 

(19b) QYi = Xi + },'X; + },"x;' 

darstelltl). Man kann auch wieder A', I," als Koordinaten der Ebene (v) 
oder des Punktes (y) ansehen. 

§ S. Punktorter und Ebenenorter. 
Einer Gleichung in Punktkoordinaten steht dualistisch eine Glei­

chung in Ebenenkoordinaten gegeniiber; die einfachsten Falle stellen 
die Gleichungen erst en Grades 

(20) ~aixi = 0 und ~aiui = 0 

dar; der ersten geniigen 002 Punkte einer Ebene, der zweiten 002 Ebenen 
durch einen Punkt. Aus der Formel (4) von S. 216 kann man die 
(inhomogene) Gleichung entnehmen, der alle Tangentenebenen einer 
Kugel geniigen. Jede hat vom Zentrum (IX, p, y) den Abstand e; man 
erMlt daher in 

(21) Q2(U 2 + v2 + w 2) - (u IX + v P + w)' + 1)2 = 0 

die gesuchte Gleichung. 
AIle Punkte, die einer homogenen Gleichung nten Grades in den Xi 

geniigen, bilden einen Punktort (Flache Fn) der nlen Ordnung. Stellen 
wir eine Gerade gemaB (17) durch 

eXi = Yi + I,Zi 

dar, so ergibt sich fiir ihre gemeinsamen Punkte mit der Fn eine Gleichung 
nler Ordnung in)" Der F" steht die Gleichung nler Ordnung in Ui 

1) Darin sind die Verallgemeinerungen der Formeln (8) von S. 202 enthalten. 
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dualistisch gegeniiber. Die samtlichen ihr geniigenden Ebenen bilden 
einen Ebenenort ([>n, der als Flache nter Klasse bezeichnet wird. Wie 
die obige Gerade als Punktreihe mit der Fn n Punkte gemein hat, so 
gibt es in dem durch 

aUi = Vi + AWi 

dargestellten Ebenenbiischel n durch eine Gleichung nten Grades in A 
bestimmte Ebenen, die durch seine Achse gehen und zugleich Ebenen 
der ([>n sind. Man kann auch wieder beweisen, daB cine ([>n im allge­
meinen von den Tangentialebenen eines Punktorts gebildet wird. 

Einfachste Punkt- und Ebenenorter dieser Art werden durch 
projektive Biischel und Punktreihen erzeugt. Wir gelangen damit zu 
folgender raumlichen Verallgemeinerung der Satze von S. 80. 

Seien 

(22) E+AF=O, E'+AF'=O 

zwei projektive Ebenenbiischel. 
Fiir die Schnittlinie zweier ent­
sprechender Ebenen besteht die 
Gleichung 

(23) EF'- E'F = 0; 

sie besteht ebenso fUr den Schnitt 
von je zwei solchen Ebenen. Ihr 
geniigen also 001 Geraden; sie bilden 
die durch (23) dargestellte Flache. 
Sic ist in den Koordinaten vom 
7.weiten Grade, also eine F2 der 
7.weiten Ordnung, d. h.: 

Zwei projektive Ebenenbiischel 
erzeugen in den Schnittlinien ent­
sprechender Ebenen 00 1 Geraden, die 
als Punktort eine F2 bilden. 

Seien 

(22 a) Q + AR = 0, Q'+ AR'= 0 

zwei projektive Punktreihen. Fur 
die Verbindungslinie zweier ent­
sprechender Punkte besteht die 
Gleichung 

(23 a) QR'- Q'R = 0; 

sie besteht ebenso fUr die Verbin­
dungslinie je zweier solcher Punkte. 
Ihr genugen also 001 Geraden; sie 
bilden die durch (23 a) dargestellte 
Flache. Sie ist in den Koordinaten 
vom zweiten Grade, also eine ([>2 

der zweiten Klasse, d. h. : 
Zwei projektive Punktreihen 

erzeugen in den Verbindungslinien 
entsprechender Punkte 001 Geraden, 
die als Ebenenort eine ([>2 bilden1). 

Es gibt in beiden Fallen noch eine zweite Geradenschar, die der 
Flache angehort; es genuge, sie fUr das Erzeugnis der Buschel abzu­
lei ten 2). Geht man von den projektiven Buscheln 

(24) E + flE'= 0, F + flF'= 0 

aus, so bilden auch sie durch die Schnittlinien entsprechender Ebenen 
einen Punktort, und zwar ebenfa1ls den durch (23) dargestellten. Die 
beiden Geradenscharen, zu denen wir so gelangen, sind aber verschieden. 
Bezeichnen wir die Geraden der ersten Schar durch h, die der zweiten 

1) Wie beim Punktort jeder Punkt einer der 001 Geraden der F2 angehort. 
so gehort dem Ebenenort jede Ebene durch eine der ",,1 Geraden an. 

2) Vgl. Fig. 80. S.237. 

Schoenflies. Analytische Geometric. 15 
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durch k, so wird sich zeigen: 1. Eine Gerade h und eine Gerade k schneiden 
sich; 2. zwei Geraden derselben Schar liegen winds chief zueinander. 

Seien h und k zwei Geraden, die den Werten .Ie und f-l entsprechen; 
sie sind Schnittlinien der Ebenen 

E + .Ie F = 0, E' + .Ie F' = ° und 
E + f-lE'= 0, F + f-lF'= 0. 

Sol1en h und k sich in P sehneiden, so miissen diese vier Ebenen dureh P 
hindurehgehen; es muB also Satz 2 von S. 212 bestehen. Sind tX, fJ, )', !5 
die ihm entsprechenden Multiplikatoren, so miissen fUr sie, wie man 
leieht erkennt, die folgenden Gleiehungen diesem Satz gemaB erfU11t sein: 

tX+)' = 0, fJ.Ie + !5f-l = 0, },tX+!5 = 0, fJ+flY = 0, 

und dem geniigen in der Tat die Werte 

tX = 1, )' = - 1, fJ = f-l, !5 = -.Ie. 

Sol1en dagegen zwei Geraden h und h' sieh sehneiden, so bedeutet 
dies, wenn wieder tX, fl, )', !5 die beziigliehen Multiplikatoren sind, das 
Bestehen der Gleiehungen 

tX+),=O, fl+!5=O, .letX+),.Ie'=O, fJ2+rH'=0. 

Diesen Gleiehungen kann dureh nieht verschwindende tX, fl, )', !5 nur fUr 
.Ie = 2' geniigt werden. Dann sind aber h und h' identisch, und das 
gleiehe folgt fUr die Geraden k. Damit ist aueh Satz 2 bewiesen. 

Dasselbe gilt dualistiseh fUr das Erzeugnis der beiden projektiven 
Punktreihen; man folgert daraus weiter, daB beide Gebilde, als Geraden­
arter betraehtet, identisch sind. Sind namlieh hi> h2• h3 drei beliebige Ge­
raden h, so werden aueh sie von allen Geraden (k) geschnitten; anderer­
seits kann man dureh jeden Punkt von hI genau eine Gerade legen, die 
auch h2 und ha trifft. Dureh hv h2• h3 ist also die Schar (k) bereits 
bestimmt, woraus die Richtigkeit der obigen Behauptung hervorgeht. 

Schneiden sich die Achsen der beiden projektiven Ebenenbuschel, so gehen 
auch aIle Geraden h durch diesen Schnittpunkt. In diesem FaIle gehen die vier 
Ebenen E = 0, E' = 0, F = 0, F' = 0 durch denselben Punkt. Daher schneiden 
sich auch die Achsen der beiden 'anderen erzeugenden Buschel, und es werden 
die Geraden h mit den Geraden k identisch. Man zeige dies analytisch, indem 
man von einer Gleichung aE + b F + a' E' + b' F' == ° ausgeht und auf Grund 
davon ex, p, y, (j durch a, b, a', 1/ ausdruckt, Wie lauten die dualistischen Satze? 

§ 6. Die kollineare und reziproke Beziehung im Raum. 
Je zwei Punkte (x) und (x') zweier Raumgebilde ffi und ffi' mag('n 

durch dieselbe lineare Substitution 

(25) 1 
ex~ = all XI + a12 x2 + al 3 X3 + a14 x4 

ex~ = a2l x1 + a22 x2 + a2a Xa + a24 x4 L1 = Ilaikll < ° 
ex3 = a3l x1 + a32 x2 + aaa X3 + a34 x4 

ex~ = a41 Xl + a42 x2 + a4a X a + a44 x4 
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miteinander verbunden sein. Die Auflosung ergibt (Anhang 34 b) 

(25 a) e'Xi = AliX~ + A2iX; + A3iX~ + A4iX~. 
Die Punkte P und P' der Raumgebilde sind also eineindeutig und 
linear einander zugeordnet. Es dad wiederum geniigen, die wichtigsten 
den Sat zen von Kap. XII entsprechenden Verallgemeinerungen hier 
anzufUhren. 

1. Da die lineare Substitution den Grad einer Gleichung invari<l,nt 
HiJ3t, so entspricht jeder Ebene s von ffi eine Ebene s' von ffi', jeder 
Geraden von ffi also eine Gerade von ffi'; die Raumgebilde heiBen 
deshalb wieder kollinear aufeinander bezogen. Wird festgesetzt, daB die 
Gleichung 

(26) 

iibergeht, so besteht zwischen den entsprechenden Ui und ui die zu (25) 
kontragrediente Substitution, namlich 

(27) 

Wahlt man insbesondere die Ecken und Flachen der beiden Koordi­
natentetraeder als entsprechende Punkte und Ebenen, so lauten die 
Gleichungen (25) und (27) einfacher 

(28) e'X~ = aiXi, 
, , 

OHi = aiHi. 

Die Raumgebilde ffi und 91' werden wir iibrigens durch den ganzen 
Raum hindurch ausgedehnt denken; jede Stelle des Raumes ist dann 
doppelt zu zahlen, sowohl als Punkt (x) von ffi, wie als Punkt (y') 
von ffi'. 

2. Jedem Ebenenbiischel von ffi entspricht ein projektiver Biischel 
von ffi', jeder Punktreihe und jedem Strahlenbiischc1 eine projektive 
Punktreihe und ein projektiver Strahlenbiischel; jedem Ebenenbiindel 
ein kollinearer, ebenso jedem ebenen Feld ein kollineares Feld. Alles 
dies beruht auf dem linearen Charakter der Substitution. Fiir Ebenen­
biischel und Punktreihen folgt es auch daraus, daB die Gleichungen 
E + J.F = 0 oder Q + J. R = 0 in Gleichungen derselben Form iiber­
gehen. Die Gleichungen fiir die kollineare Beziehung der Felder x4 = 0 
und x~ = 0 werden direkt durch die Gleichungen (28) geliefert; die in 
ihnen verbleibenden Xl' X2, X3 , X;, X~, X~ stellen wiederum homogene Drei­
eckskoordinaten fUr die beiden eben en Felder dar, und zwar in dem in 
§ 4 genannten Sinne. Ebenso ist es mit der projektiven Zuordnung 
zweier Biindel. Auch iibertragen sich aIle die Koordinatenfolgerungen, 
die wir in Kap. VIII, § 6 ausgesprochen haben. 

3. Die kollineare Beziehung ist durch fiinf Paare entsprechender 
Punkte (oder Ebenen) allgemeiner Lage bestimmt; vier davon kann 
man zu Koordinatenebenen machen; das fiinfte Paar laBt sich benutzen, 

15* 
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urn die Koeffizienten ai in (28) und damit die kollineare Beziehung 
zu bestimmen. Mittels der Mobiusschen Netzkonstruktion (S. 167) 
lassen sich aus den fUnf Punktepaaren beliebig viele neue Paare 
konstruktiv herstellen. 

4. Zwei kollineare Raume m und m' als unendlich ausgedehnte 
Gebilde befinden sich stets in vereinigter Lage. Es gibt im allgemeinen 
vier Punkte (x) und vier Ebenen (u), die mit ihren entsprechenden 
zl1sammenfallen. Beziehen wir die Punkte (x) und (x') auf dasselbe 
Tetraeder und denselben Einheitspunkt, so bestehen fUr die Koordi­
naten Xi der Doppelpunkte die Gleichungen 

1 
(an - e)X1 + a12 x 2 + a13xa + a 14 x 4 = 0 

a21 x1 + (a22 - e)X2 + a2a Xa + a24 x4 = 0 

aalXl + a32 x2 + (aaa - e)Xa + aa4X4 = 0 

a41 x1 + a42 x2 + a4a Xa + (au - e)X4 = o. 

(29) 

Das Nullsetzen ihrer Determinante LI(e) liefert im allgemeinen vier 
verschiedene Wurzeln e und damit die vier Doppelpunkte. Sie bilden 
das Doppelpunktstetraeder; jede seiner Ebenen ist eine Doppelebene, jede 
Kante eine Doppelgerade1). 

Von den Wurzeln von LI(e) = 0 sind, falls sie samtlich verschieden 
sind, entweder alle vier reell, oder nur zwei, oder keine. Die Doppel­
punkte und Doppelebenen konnen also samtlich imaginar sein; da­
gegen gibt es stets ein Paar reeller Doppelgeraden. Es folgt d;uaus, 
daB die Verbindungslinie zweier konjugiert komplexer Punkte reell ist, 
was fUr den Raum ebenso bewiesen wird wie das analoge Resultat (51) 
des Anhangs. 

5. Von den vielen Sonderlagen, die fiir kollineare Raume auf­
treten konnen, sollen die folgenden etwas naher erortert werden, freilich 
nur in der Weise, daB wir ihre Eigenschaften durch Verallgemeinerung 
aus den Satzen iiber ebene kollineare Felder gewinnen 2). 

Zwei kollineare Raume konnen perspektive (zentrisch kollineare) 
Lage besitzen. Ein Punkt 5 (Perspektivitiits- oder Kollineationszentrum) 
ist in der Weise Doppelpunkt, daB jede durch ihn gehende Gerade 
(und Ebene) Doppelgerade (und Doppelebene) ist; dazu kommt eine 
Doppelebene 0 (Perspektivitiits- oder Kollineationsebene) von der Art, 
daB jeder Punkt und jede Gerade in ihr ein Doppelelement ist; je zwei 
entsprechende Ebenen (oder Strahlen) schneiden sich also in einer Ge­
raden (oder einem Punkt) von o. 

1) In jeder Doppelebene gibt es, dem Satz von S. 167 entsprechend, drei 
Doppelpunkte, durch jede Doppelgerade zwei Doppelebenen usw. 

2) Die Fiille der Sonderfalle geht daraus hervor, daB man die Gleichungen (29) 
als Gleichungen von Ebenen auffassen kann, und vier Ebenen mannigfache Lage 
besitzen konnen. 
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Werden der Punkt 5 und die Ebene a beliebig angenommen, 
und auBerdem auf einer durch 5 gehenden Geraden ein Paar ent­
sprechender Punkte (x), (x'), so ist dadurch die perspektive Kollineation 
bestimmt. 

Die analytischen Betrachtungen, auf denen diese Schliisse ruhen, 
ergeben sich durch unmittelbare Verallgemeinerungen von S.168. Es 
gibt eine Wurzel 7: von L1(e) = 0, die samtliche Doppelpunkte in a 

liefert; sie ist eine dreilache Wurzel, und die von ihr verschiedene 
Wurzel e liefert den Punkt 5; alle daran in Kap. XII gekniipften 
Schliisse iibertragen sich sinngemaB auf den Raum. 

Der Ebene 'fJ:x, von ffi' entspricht in ffi eine Ebene 'fJ (Fluchtebene) , 
von der man, wie S. 170, beweist, daB sie zu a parallel ist. Darauf 
beruht die Reliefdarstellung der bildenden Kunst. Sie benutzt die 
Flache, auf der sich das Relief erhebt, als Ebene a und eine meist 
jenseits des Beschauers liegende Parallelebene zu 0 als Fluchtebene 'fJ. 
In der Parallelschicht zwischen 0 und 'fJ muB also der ganze abzubildende 
Raum enthalten sein. NaturgemaB erlaubt sich der bildende Kiinstler 
die durch seine Sonderzwecke bedingten Abweichungen. Man kann 
die perspektive Lage von e und e' wieder benutzen, urn den allmah­
lichen Ubergang eines Tetraeders ~ in ein Tetraeder~' zu veranschau­
lichen, das bis zu e~ reicht oder auch e:x, durchdringt; wenn ins­
besondere ~ die Fluchtebene 'fJ durchdringt, so geht das kollineare 
Bild in ein die e:x, durchziehendes ;r iiber. 

Wenn je zwei Punkte (x), (x') sich doppelt entsprechen, heiBt die 
Kollineation involutorisch. Die Verbindungslinie jedes solchen Paares 
(x), (x') ist wieder eine Doppelgerade; analog entsprechen sich auch je 
zwei Ebenen (u) und (u' ) doppelt und ihre Schnittlinie ist ebenfalls 
eine Doppelgerade. 

Es gibt zwei solche involutorische Kollineationen. Die vorstehende 
perspektive Lage wird involutorisch, wenn jedes Punktepaar (x), (x') 
zu 5 und 0 harmonisch liegt; ist es bei einem der Fall, so bei jedem. 
Die Beziehung ist dann das kollineare Abbild der Symmetrie gegen 
eine Ebene; die Ebene der Symmetrie liefert die Perspektivitats­
ebene 0, und das Perspektivitatszentrum falIt in einen Punkt 500 , 

Es gibt noch eine zweite einfache Symmetrie, deren kollineare Ver­
allgemeinerung einen involutorischen Sonderfallliefert; es ist die Sym­
metrie gegen eine Gerade. Wir erhalten sie, wenn wir diese Gerade s 
z. B. vertikal annehmen und je zwei entsprechende Punkte P, P' so, 
daB ihre Verbindungslinie die Achse s senkrecht schneidet und von ihr 
halbiert wird. AuBer s haben wir dann in eoo noch eine zu s senk­
rechte Doppelgerade. Das allgemeine kollineare Abbild dieser Sym­
metrie heiBt axiale involutorische Kollineation. 

Die analytische Behandlung hat wiederum davon auszugehen, 
daB beim doppelten Entsprechen die Gleichungen (25) und (25a) 
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sachlich dieselbe Zuordnung darstellen, daB also (wie in Kap. XII) 

aik = 1Aki 

ist; woraus gema13 (27) auch das (schon oben genannte) doppelte Ent­
sprechen je zweier Ebenen folgt. Man kann, wie in Kap. XII, die aik 

so wahlen, daB II aik II = 1 ist, also auch II Aik II = 1, woraus sich fUr 1 
diesmal 14 = 1 ergibt. DemgemaB liefern 1 = 1 und 1 = -1 die beiden 
FaIle der involutorischen Lage. 

1m ersten Fall hat die Gleichung LI(e) = 0 eine dreifache Wurzel, 
wie es der perspektiven Lage entspricht; der Wert T = -1 bewirkt 
auBerdem, daB die Punktepaare eines jeden Doppelstrahls eine In­
volution bilden, und ebenso die Ebenenpaare durch jede Doppelgerade 
als Achse. 1m zweiten Fall hat die Gleichung LI(e) = 0 zwei Doppel­
wurzeln und jeder entsprechen 001 Doppelpunkte einer Geraden; es 
sind die beiden Geraden, die von allen Doppelstrahlen (x), (x') ge­
troffen werden. 

Die kollineare Beziehung ist eine affine, wenn die Ebenen Coo 

und c:x, einander entsprechen; von den Gleichungen (25) lautet die 
letzte jetzt e x~ = a44 x4 • Ihr analytischer Ausdruck in nicht homogenen 
Koordinaten hat die Form 

(30) {x' = all x + a12y:- a13 z + a14 , y' = a21 x + a22 y + a23 z + a24 , 
z = a31 x + a32 y + a33 z + a34 . 

Da Coo und c:x, entsprechende kollineare Ebenen in vereinigter Lage 
sind, so fallen drei Doppelpunkte in sie hinein. Die Gleichung, die 
die Doppelelemente bestimmt, erhalt den Faktor (a44 - e); er liefert 
den im Endlichen gelegenen stets reellen Affinitiitspol. Die drei anderen 
Wurzeln entsprechen den drei Doppelpunkten in Coo • 

Da jedem P 00 von ffi ein p:x, von ffi' entspricht, so behalt wieder­
urn bei affiner Abbildung das Teilungsverhaltnis seinen Wert; Mitte 
bleibt Mitte, parallele Ebenen und Geraden bleiben parallel, ein Parallel­
epiped also ein Parallelepiped. Auch das Volumenverhiiltnis ist in­
variant, was ebenso bewiesen wird, wie die Invarianz des Flachen­
verhaltnisses fUr die Ebene. 

Werden fUr zwei affine Raume die Formeln (28) benutzt, so erhiilt 
man einfacher 
(31) x' = 1X X , Y' = fJ Y , z' = y z; 

fUr 1X = (3 = y ergibt sich eine Ahnlichkeitsbeziehung; fUr 1X = (3 = y = 1 
die Kongruenz. Fur ahnliche und kongruente Systeme ergibt sich die 
Besonderheit, daB der imaginare Kugelkreis als Punktgesamtheit sich 
selbst entspricht. Die kollineare Beziehung der Ebenen ~oo und c:x, ist 
also von der Art (S. 176), daB eine C2 mit der entsprechenden q koin­
zidiertl) ~ 

1) Vgl. auch Anhang § 5. Beispiel 95. 
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Die Ausdehnung der reziproken Beziehung (Korrelation) von der 
Ebene auf den Raum fiihrt zu den Formeln 

(32) {(!'u; = ailxl + ai2 x2 + aiaxa + ai4 x4' 
(! Xi = AliU; + A 2i ui + A3iU~ + A4iU~ 

und ihren Auflosungen; dabei ist~'UiXi = ~u;x;. Man kann sic wieder­
urn (S. 174) durch die bilineare Gleichung 

(32a) 2: a,kxiYk = 0 

darstellen. Punkt und Ebene sind die einander entsprechenden Elementar­
gebilde. Jeder Punktreihe der einen entspricht ein zu ihr projektiver 
Ebenenbuschel der anderen, jedem Feld ein kollineares Bundel usw. 
Un sere Gleichungen liefem zugleich die analytische Begriindung der all­
gemeinen riiumlichen DualitiiP). In jedem Raum gibt es im allgemeinen 
eine F 2 , deren Punkte in die ihnen entsprechenden Ebenen fallen, und 
eine 1J2 von dualer Bedeutung. Fur aik = aki wird die Korrelation 
involutorisch; wir werden ihr alsbald als Polaritat fiir cine F2 begegnen. 
Die F2 und 1J2 werden identisch und liefem die Flache,die die Po­
laritat bestimmt. 

Einen sehr eigenartigen Sonderfallliefert die Beziehung aik + aki = 0, 
aii = 0 (Nullsystem). Aus (32) folgert man unmittelbar die Gleichung 

Xl uj + X2U~ + X3U~ + X4U~ = 0; 

cs liegt also jeder Punkt (x) mit der ihm entsprechcnden Ebcne ('u') 
vcreinigt; die vorstehende F2 erfiillt sozusagen den gcsamten Raum. 
Die bilineare Gleichung (32 a) lautet jetzt 

(33) { a12(xIY2 - X2YI) + a13(xI Y3 - X3YI) + a14(xIY4 - X4YI) 
+ a34(x3 Y4 - X4Y3) + a42 (x4Y2 - X2Y4) + a23(x2Ya - XaY2) = O. 

Sie ist in den Xi und Yi gleichartig gebaut und zeigt dadurch, daB 
zwischen den Raumen lR und lR' kein Unterschied besteht; jedem Punkt 
wird durch das Nullsystem dieselbe Ebene zugeordnet, mag man ihn 
zu jIt oder lR' rechnen; sie heiBt Nullebene des Punktes und der Punkt 
ihr Nullpunkt 2). 

Die fiir eine allgemeine Korrelation vorhandcnen projektiven Eigen­
schaften kommen auch dem Nullsystem zu. Sind E und EI zwei Punkte, 
so entspricht ihrer Verbindungslinie die Schnittlinie (eEl) (konjugierte 
Geraden) und der Punktreihe auf EEl der ihr projektive Ebenenbuschel 
durch (eEl)' Jeder Geraden durch E ist also eine Gerade von E konjugiert, 
jeder Ebene durch E entspricht ein Punkt von E als Nullpunkt. Anders 
ausgedruckt: Dem Bundel aller Ebenen und Strahlen durch einen 
Punkt E entsprechen die Punkte und Strahlen der Nullebene Evon E. 

1) Fiir die nahere Darstellung der Dualitat vgl. S. 218, 
2) Fiir die Ebene gibt es einen analogen Fall nicht; es wird LI = 0; vgl. All­

hang 10, Beispiel 4. (Das Nullsystem ist von Wichtigkeit fUr die Zusammen­
setzung von Kraftell im Raum.) 
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Das Nullsystem besitzt wichtige metrische Eigenschaften; wir gehen 
daher zu rechtwinkligen homogenen Koordinaten iiber und ersetzen Xi 

durch X, y, z, t und Yi durch X', y', z', t'. So erhalten wir statt (33) 

{ aI2(xy' - x'y) + aIS(xz' - x'z) + a23(yz' - y'z) 
(13 a) + au(x t' - x't) + a24(y t' - y't) + aS4(z t' - z't) = ° . 

Sei nun Eoc der Nullpunkt von f oo • Allen Strahlen durch Eoo 
entsprechen, wie wir soeben sahen, alle Strahlen in f oo • Die Strahlen 
durch Eoo sind samtlich der durch Eoo bestimmten Richtung h parallel. 
Zu dieser Richtung gibt es in foo eine ihr orthogonale Gerade l, namlich 
die Schnittlinie der zu h senkrechten Ebenen. Dieser Geraden l von f"" 

entspricht wieder ein bestimmter durch Eoo gehender Strahl. Ihn 
wollen wir zur z-Achse wahlen; es wird dann l die unendlichfeme Ge­
rade der xy-Ebene, und es sind lund die z-Achse konjugierte Geraden. 
Setzen wir also in (33 a) X = 0, y = 0, so muB diese Gleichung durch 
z' = 0, t' = 0 befriedigt wer~en; dies lie£ert 

al3 = au = a23 = a24 = 0, 

und als Gleichung des NUllsystems erscheint (fiir t = t'= 1) 

(34) a12(xy' - x' y) + a34(z - z') = 0 . 

Hieraus ergeben sich zwei einfache invariante Eigenschaften des 
Nullsystems. Die Gleichungen 

z = Zl + c, z' = z{ + C 
stellen (S.199) eine Schiebung langs der z-Achse urn die Strecke C dar; 
sie fUhren (34) in sich fiber, und so folgt, daB das Nullsystem durch 
diese Schiebung in sich iibergeht. Gelangt also ein Punkt E nach E1, 

so gelangt auch die Nullebene f von E in die Lage der Nullebene fl 

von El . In demselben Sinn fiihrt auch die durch 

X = Xl cos 0\: - Yl sin 0\: , Y = Xl sin 0\: + Yl cos IX 

dargestellte Drehung urn die z-Achse die Gleichung (34) und damit 
auch das Nullsystem in sich iiber. 

Sei (x, 0, 0) ein Punkt der x-Achse, so folgt fUr seine Nullebene 

z' al a12 xy'-aMz'=0; also -=-.!x 
y' as, ' 

die Nullebene geht also durch die x-Achse, und fUr ihre Neigung 9' gegen 
die X Y-Ebene folgt 

au k tg9'=-x= x. 
au 

Von dieser Gleichung aus kann man·weiter folgern: 1. Die Nullebene 
eines Punktes E enthaIt das von E auf die z-Achse gefallte Lot E Z. 
2. Die Neigung 9' der Nullebene gegen die xy-Ebene ist gegeben durch 
tg9' = k· E Z; es folgt unmittelbar daraus, daB der Punkt (x, 0, 0) 
durch die genannte Schiebung und Drehung in :al1e Punkte im Abstand 
E Z von del" Achse iibergefiihrt werden kann. 



Siebzehntes Kapitel. 

Die FUichen der zweiten Ordnung. 
§ 1. Gestaltliches. 

Um das Verstiindnis der allgemeinen Thcorie der Flachen zweiter 
Ordnung (F2) zu erleichtern, sollen die einfacheren gestaltlichen Eigen­
schaften der wichtigsten FHichentypen vorangestellt werden. 

1. Sei (1X, (3, y) der Mittelpunkt einer Kugel, e ihr Radius und 
P(x, y, z) ~in Punkt von ihr, so ist gemaJ3 (5 b) von S. 192 

(1) (x - .x)2 + (y - (3)2 + (z - y)2 - e2 = O. 

Dies ist also die Gleichung der Kugel. Fiillt der Mittelpunkt in den 
Anfangspunkt, so lautet sie 

(1 a) x2 + y2 + Z2 - e2 = 0 . 

Fur e = 0 reduziert sich (1) auf die Gleichung 

(x - .x)2 + (y - (3)2 + (z - y)2 = O. 

lhr genugt nur der eine reelle Punkt x = .x, y = (J, z = y (Nullkugel). 
Man kann Gleichung (1) in 

(2) 
J X2 + y2 + Z2 - 2 .x x - 2 (J Y - 2 Y Z + ~ = 0 , 

t ~ = .x2 + f32 + y2 - e2 

uberfUhren; es stellt also auch 

(3) A (X2 + y2 + Z2) + 2 B x + 2 C Y + 2 D z + E = 0 

(fUr A < 0) eine Kugel dar. Der Mittelpunkt ist gegeben durch 

BCD 
1X=--X' (3=--X' y=--X' 

wiihrend sich e durch 

e2 = .x2 + f32 + y2 _ ~ = B2 -±- _C2 ;2D2 - AE 

bestimmt. Fur B2 + C2 + D2 < AE ist die Kugel imaginiir, ihr Mittel­
punkt bleibt jedoch reell; fUr B2 + C2 + D2 -AE = 0 ergibt sich die 
Nullkugel. 
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Fiir A = 0 artet die Kugel in eine Ebene aus; genauer in ein 
Ebenenpaar, dessen eine Ebene die Ebene l'= ist. In homogener Schreib­
weise lautet namlich die Gleichung (3) 

A (x2 + y2 + Z2) + 2 B x t + 2 C Y t + 2 D z t + E t2 = 0, 

dem Fall A = 0 entspricht also das Ebenenpaar 

t {2 B x + 2 C Y + 2 D z + E t} = O. 

AUe K~tgeln schneiden die Ebene l'ex; in demselben (imaginiiren) Punkt­
gebilde (Kugelkreis). Fiir die Kugelpunkte von Coo ist t = 0, also auch 
(da wir A < 0 annehmen) 

(4) x 2 + y2 + Z2 = 0; 

die Kugelpunkte der Ebene Coo stellen also zugleich ihren Schnitt mit 
dem durch (4) dargestellten Gebilde dar. Dieser SchiuB ist von den 
Konstanten der Kugel unabhangig und gilt daher fiir jede Kugel. 
Damit ist die Behauptung erwiesen. Reelle Koordinatenwerte x, y, z 
befriedigen Gleichung (4) nicht. Der Kugelkreis gehi:irt auch den aus­
gearteten Kugeln an, da sie die ganze Ebene 13= enthalten. 

Der Punktort der Gleichung (4) besteht. aus lauter M inimalgeraden. 
Die Ebene z = 0 enthalt die durch 

x2 + y2 = (x + iy) (x - iy) = 0 

dargestellten Minimalgeraden. Das gleiche muB aber fUr jede Ebene durch 
o gelten. Geometrisch folgt es aus der absoluten Symmetrie der Kugel 
fUr die durch 0 gehenden Ebenen; analytisch ergibt es sich folgender­
maBen: 1st 13 eine durch 0 gehende Ebene, so kann man sie zur Ebene 
z'= 0 neuer orthogonaler Achsen durch 0 machen; dabei geht (4) in 
X'2 + y'2 + Z'2 = 0 iiber, und damit ist der Beweis erbracht. Es stellt 
also (4) einen aus allen Minimalgeraden durch 0 bestehenden imaginiiren 
Kegel dar (absoluter Kegel). 

Der Kugelkreis ist zugleich der Ort aller imaginaren Kreispunkte. 
1st namlich 13 eine beliebige Ebene, so sind die in ihr liegenden Kreis­
punkte dieselben, die auch einer Ebene 13'1113 durch 0 angehi:iren, und 
deren Kreispunkte geh6ren dem Kugelkreis an. 

Wie die Ebene, laBt sich auch die Kugel mittels zweier unabhiingiger 
Parameter darstellen. In den Gleichungen (14) von S. 189 ist diese 
Darstellung bereits enthalten. 

2. Eine in x, y, z homogene Gleichung zweiten Grades 

(5) an x2 + a22y2 + a33 z2 + 2a23 y z + 2a13 zx + 2a12 xy = 0 

stellt einen Kegel dar, dessen Scheitel in 0 fallt. Dies ergibt sich wie 
folgt: Fur die Punkte einer durch 0 gehenden Geraden gist 

x:y:z=l:m:n. 
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SolI nun ein Punkt von g der FHiche (5) angehOren, so mull 

alll~ + a22 m2 + a33 n2 + 2a23 mn + 2a13 ln + 2a12 lm = 0 

sein. 1st aber diese Gleichung fUr irgendeinen Punkt von g - abge­
sehen vom Nullpunkt - erfullt, so auch fUr jeden Punkt. Die Ge­
rade g hat also mit der F2 entweder nur den Punkt 0 gemein oder sie 
liegt ganz auf ihm. Die F2 ist also eine Kegel/lache. 

Der Beweisgrund dieser Schlusse besteht in dem homogenen Charakter der 
Gleichung (5). Sie bleiben fur iede in x, y, z homogene Gleichung, von welchem 
Grad sie auch sei, in Kraft; jede solche Gleichung stellt daher eine Kegelflache 
mit 0 als Scheitel dar. 

Eine in x - ~, y - '}, z - C homogene Gleichung stellt einen Kegel durch 
(~, '}, C) dar, wie am einfachsten durch Parallelverschiebung des Koordinaten­
systems zum Punkt (~, '}, C) folgt. 

3. Weiter betrachten wir eine Gleichung 

(6) all x 2 + 2a12 xy + a22y2 + 2a1S x + 2a23 y + a3S = 0, 

dic z nicht enthalt. Die ihr genugenden Punkte der x y-Ebene bilden 
cine Kurve C2 • Zieht man durch einen Punkt P'(x, y) dieser Kurve 
cine Parallele p zur z-Achse, so hat jeder Punkt von p dieselben x, y-Ko­
ordinaten wie P', und da z in (6) nicht vorkommt, geh6rt auch jeder 
Punkt P der Parallelen p der FHiche an. Die Flache ist eine Zylinder­
flache mit der C2 als Basiskurve, deren Erzeugenden zur z-Achse parallel 
sind. Das analoge gilt fUr Gleichungen, die x oder y nicht enthalten. 

Diese Schlusse sind einer weiten Verallgemeinerung fahig. Wir schlieJ3en 
auf dieselbe Weise, daB eine Gleichung '1' (x, y) = 0 eine zur z-Achse parallele 
Zylinderflache darstellt, die die x y-Ebene in der Basiskurve '1'(x, y) = 0 schneidet; 
ebenso sind 1J1 (x, z) = 0, X (y, z) = 0 Zylinderflachen, die der y-Achse und der 
x-Achse parallel laufen. 

4. Es gibt drei reelle Flachen F 2 , die den Mittelpunktskurven 
(Ellipse und Hyperbel) analog sind (eigentliche Mittelpunkts/liichen); sie 
entsprechen der Gleichung 

(7) A x2 + B y2 + C Z2 = 1 . 

Fur die Konstanten A, B, C k6nnen vier Vorzeichenkombinationen ein­
treten, namlich 

+++, ++-, +--, 
Die den drei ersten Fallen entsprechenden Gleichungen schreiben wir 

(8) 

(8 a) 

(8b) 

x2 y2 Z2 

2 + -bT + 2 = 1 (Ellipsoid, ~2)' a c 
x2 y2 Z2 
-a2 + b2 - "C2 = 1 (einschaliges Hyperboloid, .\)2)' 

x2 y2 Z2 
~ - b2 - C2 = 1 (zweischaliges Hyperboloid, SJ~); 

der lctzten Kombination entspricht keine reelle Flache (nullteilige F2). 
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Zunachst bilden wir uns eine Vorstellung von der Gestalt der FHichen. 
Ohne weiteres ergibt sich aus der Gleichungsform (7): 1. Jede Koordi­
natenebene (H au pt sc hni tt) ist eine Symmetrieebene. 2. Der Anfangs­
punkt ist ein Symmetriezentrum (S. 187); jede durch ihn gehende 
Sehne wird in ihm halbiert. Er ist also ein M ittelpunkt der FHiche. 

Weiter betrachten wir die den Koordinatenebenen parallelen 
Schnitte mit den Ebenen x = IX, Y = p, z = 1" Die Punkte, die die 
Ebene z = I' aus der Flache (5) ausschneidet, genugen der Gleichung 

A x2 + B y2 = 1 - C 1'2 . 

Gema/3 S. 186 k6nnen wir sie als Gleichung der Schnittkurve betrachten, 
bezogen auf die Geraden als x- und y-Achse, in denen die Ebene z = I' 
die xz- und yz-Ebene schneidet. Dasselbe gilt fur die Schnittkurven 
in den Ebenen x = IX und y = p. 

Dies wenden wir auf die einzelnen Flachen an. Fur das lr2 haben 
die Schnittkurven der Ebenen z = I' die Gleichung 

x2 y2 )'2 

-a,2+ b2 = 1-[2; 

sie sind reell nur fUr die Werte 1'2 <: c2• Fur I' = 0 haben wir eine 
Ellipse E2 mit den Halbachsen a und b; fUr beliebiges I' sind die Halb­
achsen der E2 gegeben durch 

ay = a2(1- ~:) <a2 , bI = b2 (1 - ~:) <: b2 ; 

die Halbachsen nehmen also mit wachsendem ,,2 bestandig ab, und 
zwar so, da/3 a1 : b1 = a: b ist. Alle Schnittellipsen sind daher einander 
iihnlich. Fur I' = ± c ist die E2 auf einen Punkt zusammengeschrumpft. 
Das analoge gilt fUr die anderen beiden Ebenenscharen; das Ellipsoid 
ist also eine ganz im Endlichen enthaltene Flache, eingeschlossen 111 

das Parallelepiped der Ebenen x = ± a, y = ± b, z = ± c. 
Das a:2 ist ein allines Abbild der Kugel. Durch 

(9) x = ax', y = by', z = cz' 

geh t es aus der Kugel x' 2 + y' 2 + z' 2= 1 hervor. Mi ttels der Gleich ungen ( 14 ) 
von S. 189 ergibt sich daraus die folgende Parameterdarstellung des a:2 

(9a) x' a cosrp cos{}, y = b sinrp cos{}, z = c sin{}. 

Das einschalige Hyperboloid ~2 wird von den Koordinatenebenen 
in den Kurven 

geschnitten; die erste ist eine E2 (Kehlellipse); jede der beiden anderen 
ist eine H2 mit der z-Achse als imaginarer Achse. Die Ebenen z = I' 
schneiden in den Ellipsen 

'x2 y2 )'2 -+- -1 +-' a2 b2 - (;2 , 
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ihre Halbachsen 
2 2 ( + y2) b2 = b2(1 + y2) a1 = a 1 C2' 1 , [2 

wachsen mit y2; fur die Kehlellipse haben sie die kleinsten Werte 
(a und b). Alle E2 sind wieder einander iihnlich. Die Ebenen x = (\: 

schneiden in den Hyperbeln 
y2 Z2 ",2 

-b2 - 2 = 1- 2 , c a 

Fur (\:2 < a2 flillt die reelle Achse in die y-Achse wie fiir die H 2 in der 
y z-Ebene; fur (\:2> a2 fiillt sie dagegen in die z-Achse, was Fig. 80 
ersichtlich machtl). Fur die Ebene x = a artet 
die H2 in das Geradenpaar 

aus. Die Asymptoten aller H2 sind diesen 
beiden Geraden parallel; die H2 der ersten und 
die der zweiten Schar liegen zu ihnen wie kon­
fugierte Hyperbeln. Alle H2 einer jeden Schar 
sind einander iihnlich. Analog ist es fiir die 

Fig. 80. 

Schnittkurven in den Ebenen y = fJ; fiir fi = b zerfii11t sie wieder in 
zwei Geraden. 

Das so gestaltete '~2 ist eme sich ins Unendliche erstreckende 
zusammenhiingende Fliiche, was die Bezeichnung einschalig aus­
driicken solI. 

Die Gleichung (8 h) des .p~ setzen wir zweckmiil3ig in die Form 

(9b) 

Die Koordinatenebenen schneiden es in den Kurven 
x 2 Z2 - ~ + (2 = 1, 

die erste ist eine nullteilige Kurve, die beiden anderen sind Hyperbeln, 
deren reelle Achse die z-Achse ist. Die xy-Ebene schneidet also das ~~ 
nicht reell; es zerfiillt, wie das folgende genauer zeigt, in zwei getrennte 
Stucke, was die Bezeichnung zweischalig zum Ausdruck bringt. 

Die Ebenen z = y schneiden in den Kurven 
x2 y2 y2 
a2+[;2 = (2-1, 

sie sind reelle E2 fiir y2 > c2, es wird 

ai = a2 (~ - 1), bi = b2 (~ - 1) , 
die Halbachsen der E2 wachsen also mit y2. Die Ebenen y = c ent-

1) FUr die in der Figur enthaltenen Geraden vgl. S. 242. 
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halten nur den einen auf der z-Achse liegenden Punkt. Die Ebenen 
x = <X und y = fJ schneiden wieder in Hyperbeln; ihre Gleichungen sind 

sIe haben samtlich die z-Achse ihrer Ebene als reelle Achse. AIle 
Kurven einer jeden Schar sind ahnliche Kurven. 

Fur a = b gehen die Schnittellipsen in den Ebenen z = y bei allen drei 
Flachen in Kreise uber. Die Flachen sind Rotationsflachen1), man kann sie durch 
Rotation einer E2 oder H2 urn die z-Achse entstanden denken, deren Gleichungen 
in der x z-Ebene 

Z2 x2 
---= 1 
c2 a2 

sind. Das Rotations-(f2 entsteht durch Rotation der E 2 , das Rotations-S)2 und S)~ 
durch Rotation der H 2 ; ist die z-Achse die imaginare Achse wie bei der ersten 
H 2-Gleichung, so entsteht das S)2' und wenn die z-Achse die reelle Achse ist wie 
bei der zweiten H 2-Gleichung, das .\)~. Daraus kann man eine anschauliche Vor­
stellung der Flachen gewinnen. Das gleiche gilt fur das im folgenden zu betrach­
tende Paraboloid ~e • 

5. Die Gleichungen (Sa) und (Sb) des S)2 und S)~ stehen in der 
gleichen formalen Beziehung zueinander wie die Gleichungen zweier 
konjugierter H2 (S.131). Zwei soIche H2 be sit zen ein gemeinsames 
Asymptotenpaar; analog besitzen das S)2 und .~)~ einen gemeinsamen 
A symptotenkegel , dargestellt durch 

(10) 

Gemal3 2 rnthalt er jede Gerade g(2, fl, v) mit den Gleichungen 

x = r cos 2 , y = r cos fl , z = r cos}' , 

falls die Bedingung 

(10 a) 

erfUIlt ist. Schreiben wir die Gleichungen des ,P2 und S)~ homogen, so 
lauten sie gemeinsam 

Fur ihren Schnitt mit der Ebene t = 0 besteht also ebenfalls die 
Gleichung (10); Kegel, S)2 und ,P2 schneiden also die Ebene Boo in 
derselben Kurve. Ferner ist fUr die gemeinsamen Punkte der Geraden g 
und des .~h oder .S); gemal3 (Sa) und (9b) 

r2 {<.:~.S2A + co~2~ __ cos,21'} ± 1 = O. 
a2 b2 c2 ' 

und da der Faktor von r2 verschwindet, hat diese Gleichung (An­
hang 55) die Doppelwurzel 00; daher ist g eine Tangente beider Hyper-

1) Eine analytische Darstellung der allgemeinen Rotationsflachen enthalten 
die Beispiele 108 und 109 von § 5 des Anhangs. 
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boloide in ihrem unendlichfernen Punkt. Wegen dieser Eigenschaft 
heiBt (10) der Asymptotenkegel beider Fliichen. 

Von den im Beginn von 4 genannten vier Vorzeichenkombinationen liefern, 
da die rechte Seite der Kegelgleichung Null ist, je zwei denselben Kegel (+ + + 
und - - -, ebenso + + - und - - +). Es gibt also nur einen reellen Kegel 
zweiter Ordnung. 

6. Die formale VeralIgemeinerung der Parabclgleichung fiihrt auf 
die beiden Gleichungen 

I
:\"2 y2 
~p + q = 2z (elliptisches Paraboloid lj3e) 

;1,"2 y2 
P - q = 2 z (hyperbolisches Paraboloid Ij3,J . 

(11 ) 
p>O 
q>O 

Die xz-Ebene und die yz-Ebene sind Symmetrieebenen beider FBichen, 
die xy-Ebene ist es nicht. 

Das Paraboloid lj3e wird von den Ebenen z = J' in den Kurven 
x2 y2 x2 y2 -- + - = 2 Y oder ~ + ~ = 1 
P q 2rP 2rq 

geschnitten, fur y > 0 also in reellen E 2 , fiir y < 0 in imagmaren. 
Es liegt also ganz oberhalb der xy-Ebene. Die Ebene z = 0 enthalt 
nur den Anfangspunkt. Die Halbachsen der E2 wachsen mit J' un­
begrenzt; aIle E2 sind wieder ahnliche Kurven. Die Ebenen x = ex 
und y = (J schneiden in Parabeln; die positive z-Achse gibt fiir alIe die 
positive Achsenrichtung. 

Das Paraboloid I.13h wird von den Ebenen z = y in den Kurven 
,,2 y2 
-~ -~ -- = 2y 
P q 

x2 y2 
oder ~ --- = 1 

2Pl' 2q)' 

geschnitten, also in lauter Hyperbf'ln; fUr z = 0 zerfallt die H2 in die 
beiden Geraden 

(12) 
;I," y ---- = 0 

VP Vq 
;I," y 

und Vp + Vq = 0; 

die Asymptoten alIer Hyperbeln laufen 
diesem Geradenpaar parallel. Fur )' > 0 
ist die x-Achse die reelle Achse, fur y < 0 
ist es die y-Achse; die H2 oberhalb und 
unterhalb der xy-Ebene liegen also zu ihren Fig. 81. 

Asymptoten wie konjugierte H 2 • Dies be-
wirkt, daB das I,j3h die Gestalt eines Sattels besitzt (Fig. 81). Jede der 
beiden H 2-Scharen besteht aus ahnlichen H2 • Die Ebenen x = ex und 
y = fJ schneiden aus dem I,j3h lauterParabeln aus; ihre positive Achse 
ist in der einen Schar wie die positive z-Achse gerichtet, in der anderen 
wie die negative!). 

1) Vgl. S. 127. 



240 XVII. Die Flachen der zweiten Ordnung. 

Fiir den Schnitt des ~8 und ~h mit too bestehen die Gleichungen 
x2 y2 x2 y2 
P + q = 0 und p - q = O. 

Beim ~8 zerfallt der Schnitt in zwei imaginare Geraden mit reellem 
Schnittpunkt Zoo, beim ~h in zwei reeIle, ebenfalls durch Z""; sie 
werden aus dem ~h durch zwei Ebenen ausgeschnitten, denen die 
Gleiehungen (12) zukommen. Jede dieser Ebenen enthalt daher zwei 
Geraden des Ph, eine in der xy-Ebene liegende und eine unendlichferne. 

§ 2. Kreise und Geraden auf den F'/.. 
Folgender Hilfssatz sei vorausgeschickt. AIle eigentlichen C2 , die 

durch 
an x2 + 2al2 xy + a22y2 + 2alax + 2a2sY + ass = 0 

bei festem Verhaltnis an: al2 : a22 dargestellt werden, sind iihnliche 
Kurven l ). 1st zunachst an a22 - a~2 = 0, so sind die C2 Parabeln, und 
aUe Parabeln sind ahnliche Kurven. 1st au a22 - a~ ~ 0, so sind die 
C2 Mittelpunktskurven. Geht ihre Gleichung durch Transformation auf 
den Mittelpunkt in au x'2+ 2 a12x'y'+ a22 y'2+ a~3 = 0 iiber, so fiihrt 
die Ahnliehkeitstransformation x' = CI(, X, y' = CI(, Y die Schar in sich 
selbst iiber. 

Hieraus werden wir folgern, daB eine F2 von allen parallelen Ebenen 
in ahnlichen Kurven geschnitten wird. Es geschieht am einfachsten, 
indem wir uns die F2 durch eine allgemeine Gleichung zweiten Grades 
dargesteIlt denken; die Achsen seien so gewahlt, daB eine Ebene der 
betra~hteten Schar die Ebene z = 0 sei. Jede Ebene der Schar hat 
dann die Gleichung z = r; setzt man dies in die Flachengleichung ein, 
so entsteht eine Gleiehung in x und y, die sich auf die Schnittkurve 
bezieht, und zwar fUr die S. 186 genannten x', y'-Achsen. Durch die 
Substitution z = r andern sieh die Koeffizienten von X2, 2 x y, y2 nieht, 
aIle diese Gleiehungen stimmen also in den Koeffizienten an, a12, a22 

iiberein und beziehen sich auf parallele Achsen; somit ist die Behauptung 
erwiesen. 

Wird daher eine F2 von irgend einer Ebene in einem Kreis ge­
schnitten, so auch von ieder parallelen Ebene. Gibt es eine so1che 
Ebene insbesondere fiir eine Mittelpunktsflache der Gleichung (7), so 
gibt es auch eine analoge Ebene durch den Mittelpunkt. Sie fallt im 
allgemeinen nicht in eine Koordinatenebene 2); und da die Koordinaten­
ebenen Symmetrieebenen der Flache sind, so gibt es zum mindesten 
noch eine zweite Ebene durch 0, die eben falls in einem Kreise schneidet, 

1) Zwei konjugierte H2 gelten hier als ahnlich; iibrigens wird der Satz nur 
fiir Kreise benutzt. 

2) Von den Sonderfallen wird abgesehen. 



§ 2. Kreise und Geraden auf den F 2 • 241 

und zwar vom gleichen Radius und mit demselben Mittelpunkt. Beide 
Kreise haben auf derselben Kugel Platz; so folgt, daB es eine urn 0 
gelegte Kugel geben muB, der die genannten beiden Kreise ebenfalls 
angehoren. Es handelt sich also nur darum, den Radius e einer solchen 
Kugel zu ermitteln. 

Sei 
(13) x2+y2+z2=e2 

diese Kugel. Jede Gleichung, die sich aus (7) und (13) ergibt, gilt 
auch fUr den Schnitt der Kugel mit der F 2 • Konnen wir aus (7) und (13) 
fUr einen Wert e eine Gleichung ableiten, die zwei Ebenen darstellt, 
so werden die Kreisschnittebenen gefunden sein; denn der Schnitt der 
beiden Ebenen mit einer Kugel besteht aus zwei Kreisen und ist auBer­
dem auch ihr Schnitt mit der F2 . 

Werde A < B < C angenommen. Durch Multiplikation von (13) 
mit B und Subtraktion von (7) folgt 

(A - B)x2 + (C - B)Z2 = 1 - B e 2 , 

und fUr B e2 = 1 erhalten wir 

(14) (B - A)x2 - (C - B)Z2 = ° . 
Wegen A < B < C ist dies in der Tat ein Paar reeller Ebenen. Ersetzen 
wir B durch A oder C, so sind dic Ebenenpaare nicht reell, also folgt: 

Fur jede M ittelpunktfliiche gibt es zwei (reelle) Scharen paralleler 
Ebenen, die sie in Kreisen schneiden; die durch den M ittelpunkt gehenden 
Ebenen enthalten die Achse des mittleren Koeffi .. ienten. 

Die Gleichungen 

(14a) x-YB-A+z-YC-B-L4=O, x-YB-A-zyC B-l=o 

stellcn die beiden Ebenenscharen dar. 

Nehmen wir beim ~2 a> b > c, so ist die y-Achse die Achse des mittleren 
Koeffizienten, dasselbe gilt fur das ~2' wenn a > b ist. Es trifft aber auch fur 
das ~~ (9b) zu, wenn a> b ist; denn dann ist _a2 < _b 2 < c2• Bei dieser Flache 
haben freilich die durch 0 gehenden Ebenen keine reellen Kreise mit ihr gemein, 
und es ist auch die oben benutzte Kugel nicht reell, wohl aber das Ebenenpaar. 

Aus den beiden Hyperboloiden und ihrem Asymptotenkegel werden 
die Kreisschnitte durch dieselben Ebenen ausgeschnitten; dies folgt un­
mittelbar aus dem anfangs bewiesenen Hilfssatz. 

Von den Zylinderfiachen kann nur die Flache mit elliptischer Basiskurve 
Kreisschnittebenen besitzen; ihre Lage laJ3t sich durch eine einfache geometrisch~ 
Betrachtung (mit Benutzung der Ellipse, die durch eine zu den Erzeugenden 
senkrechte Ebene ausgeschnitten wird) leicht erkennen. 

A;uch die Werte A 122 = 1 und Ce 2 = 1 fuhren, wie bemerkt, zu Kreis­
schnittebenen, aber zu imaginaren; es gibt also, wenn diese mitgerechnet werden, 
sechs solcher Scharen. Bei den Paraboloiden reduzieren sie sich auf vier. 

s c hoe n fI i e s, Analytische Geometrie. 16 
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Auch das Paraboloid $. besitzt Kreisschnittebenen. Da der An­
£angspunkt kein Mittelpunkt ist, benutzen wir, urn ihre Lage zu er­
kennen, eine andere Hilfskugel. Ihr Mittelpunkt sei ein Punkt z = y 
der z-Achse, und der An£angspunkt 0 soll ihr angehoren. Ihre Gleichung 
ist dann 

(15) 

Die Gleichung beider Paraboloide nehmen wir in der Form 

(15 a) AX2+By2=2z 

an; fUr A > B. Aus ihr und (15) folgt [durch Multiplikation von (15 a) 
mit y und Subtraktion] 

x2(A y - 1) + y2(B Y - 1) - Z2 = O. 

Diese Gleichung muB wieder ein reelles Ebenenpaar darstellen. Dies 
kann fur das $. in der Tat eintreten, und zwar fUr By = 1; die 
vorstehende Gleichung geht dadurch in 

(16) x2(A - B) - B Z2 = 0 

uber, und wegen A> B > 0 stellt sie ein reelles Ebenenpaar dar. 
Seine beiden Ebenen gehen durch die y-Achse (die Achse des kleineren 
Koeffizienten). 

Fur das $k ist B < 0; es fUhrt deshalb, wie man leicht bestiitigt, 
weder A y - 1 = 0 noch By - 1 = 0 zu einem reellen Ebenenpaar. 
Doch aber werden wir auch auf ibm in gewissem Sinne reelle Kreis­
schnitte nachweisen. 

Das Paraboloid $k und das Hyperboloid SJ2 bilden namlich Beispiele 
zu den Fliichen, die wir S. 225 als Erzeugnisse projektiver Buschel 
(oder Punktreihen) einfuhrten. Das SJ2 liiBt die Darstellung 

(17) (: + ;)(: - :)=(1+ ~)(1- ~) 
zu; wiihlt man als lineare Funktionen E, F, E', F' von S.225 

x z :y E=-+- E'=1+-a c' b 
F = 1 -.!.. F' = ~ - !.. 

b ' a c' 

so geht (17) in der Tat in EF' - E'F = 0 uber. Auf dem SJ2 liegen 
also zwei Geradenscharen (h) und (k) von der Art, daB jede Gerade h 
jede Gerade k schneidet (Fig. 80, S. 237). Von diesen beiden Scharen 
werden wir zeigen, daB sie den Geraden des Asymptotenkegels parallel 
lau/en. Seine Geraden lassen sich namlich in iihnlicher Weise als Er­
zeugnisse projektiver Buschel darstellen wie die des SJ2; so1che zwei 
Buschel sind 

(18) !!.... + !.. - l.!.. = 0 und l (!!.... - !..) + .!.. = 0 . 
a c b a c b ' 
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durch Elimination von 2 folgt aus ihnen die Kegelgleichung. Die 
Ebenen dieser Buschel sind fUr jedes 2 den Buschelebenen des Sj2' 
namlich 

(18 a) x z ( y) -+--21+-=0 a c b 
und 

parallel; also sind es auch die entsprechenden Schnittgeraden. Das 
gleiche gilt fUr die zweite Geradenschar des Sj2' Hieraus ziehen wir 
zwei Folgerungen: 1. Es gibt zu jeder Geraden h des Sj2 eine ihr parallele 
Gerade k und umgekehrt. 2. Zieht man durch einen Punkt 5 aIle Ge­
raden, die den Geraden (h) oder (k) parallellaufen, so bilden sie einen 
zum Asymptotenkegel kongruenten Kegel (Richtungskegel). 

Beim Paraboloid ~h werden die erzeugenden Buschel durch 

(19) 

und 

(19 a) 

v~ - ;q + 2 = 0, 2 (y~ + ;q) + 2 z = 0 

(y~ + jq) + It = 0, It (y~ - ;q) + 2 z = 0 

dargestellt. In diesem Fall sind aIle Geraden h und aIle Geraden k 
ie einer Ebene parallel. Fur beide Scharen besteht namlich das erste 
der beiden erzeugenden Buschel aus parallelen Ebenen; jede Gerade h 
liegt in einer Ebene des ersten Buschels und jede Gerade k in einer 
des zweiten; aIle diese Geraden sind daher je einer der beiden Ebenen 

(19b) und 
x y 
-=+-==0 VP yq 

parallel (Richtungsebenen). Es sind die Ebenen, die aus dem ~h die 
Geraden (12) der xy-Ebene ausschneiden, und deren jede, wie wir in 
§ 1 sahen, zwei Geraden des ~h enthalt, eine endliche und eine un­
endlichferne. Zwei solche Geraden stellen aber einen ausgearteten Kreis 
dar, und daher kann man diese Ebenen und die ihnen parallelen Scharen 
auch als Kreisschnittebenen auffassen. 

Der Richtungskegel des Sj2 ist beim ~h in das Paar der Richtungs­
ebenen ausgeartet. Zieht man durch einen Punkt 5 aIle Geraden, die 
den Geraden (h) oder (k) parallel sind, so mussen sie in je eine Ebene 
fallen, und zwar in eine Ebene, die der einen nnd der anderen 
Ebene (19b) parallel ist. 

Die Uberfiihrung der Gleichung (7) in die Form (17) ist auch fiir das ~2 
und das 5); moglich; jedoch nur so, daB E, F, E', F' imaginare Form erhalten. 
Man sagt deshalb, daB auf ihnen zwei imaginare Geradenscharen enthalten sind. 
Auch fiir die Kugel ist es der Fall; der zugehorige Richtungskegel ist der durch (4) 
dargestellte absolute Kegel, und die beiden Scharen (h) und (k) bestehen aus 
lauter Minimalgeraden. 

16* 
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§ 3. Einige Eigenschaften der allgemeinen Gleichung 
zweiten Grades. 

Die allgemeine G1eichung zweiten Grades werden wir tei1s fiir all­
gemeine Tetraederkoordinaten, tei1s fiir Paralle1koordinaten (homogene 
wie unhomogene) in Betracht ziehen. In der ersten Form 1aute Sle 

(20) F(x)=~aikxixk=O; aik = aki, i,k=1,2,3,4. 

Sie stellt (§ 1) eine FHiche F2 der zweiten Ordnung dar. Wir setzen 
abkiirzend 

dann 1iiBt sich (20) in 

(20a) F(x) = x1fl(X) + x2f2(X) + xata(x) + X4t4(X) 

umwande1n. Die weitere Untersuchung wird def von Kap. XI wesentlich 
paralle11aufen; Ergebnisse, die sich durch unmitte1bare Verallgemeine­
rung aus ihr ergeben, bediirfen desha1b keines niiheren Beweises. 

1. Da in G1eichung (20) zehn Koeffizienten auftreten, ist eine F2 
durch neun Punkte allgemeiner Lage bestimmt. Ihre G1eichung ergibt 
sich (S.136) durch Nullsetzen der beziig1ichen Determinante. 

2. Jede Ebene enthiilt eine der F2 angehorige C2 • Fiir die Ebenen 
Xi = 0 ist es evident; und da man jede Ebene durch Ubergang zu neuen 
Koordinaten X; zu einer Ebene x; = 0 machen kann, so fo1gt es all­
gemem. 

3. Wird F(x) mitte1s neuer Koordinaten Yi in eine Summe von 
Quadraten iibergefiihrt (Anhang 41, 45), so kann deren Zahl (ihr Rang) 
4, 3, 2, 1 sein. Fiir den Rang 4 sind die so entstehenden G1eichungen 

(21) Yi+Y~+Y~+Y~ = 0, Yi+Y~+Y~-Y~ = 0, Yi+Y~-Y~-Y~ = 0 

mit den Signaturen 4,2,0; fiir den Rang 3 bestehen die G1eichungen 

(21 a) yi + y~ + y~ = 0, yi + y~ - y~ = 0 

mit der Signatur 3 und 1; fiir den Rang 2 und 1 hat man 

(21 b) YI + Y~ = 0, YI - y~ = 0 und YI = 0 . 

Darin ist zug1eich die Eintei1ung aller F2 yom projektiven Gesichts­
punkte aus ge1eistet. Rang und Signatur sind allgemeine projektive 
Invarianten; die Invarianz def" Signatur werden wir sofort a1s gleich­
wertig mit der Invarianz der Rea1itiitsverhiiltnisse erkennen. Die Be­
ziehung zur Eoo ist keine projektive Invariante. 

4. Die G1eichungen (21) stellen die eigent1ichen F 2 dar; die erste 
die nulltei1ige F2 ohne reelle Punkte; die zweite die F2 mit reellen 
Punkten, aber ohne reelle Geraden; die dritte die F2 mit reellen Punkten 
und reellen Geraden. Sie 1iiBt sich in die Form 

(Yl + Ya)(Yl - Ya) = (Y4 + Y2)(Y4 - Y2) 

setzen, die die erzeugenden Ebenenbiische1 (S.225) erkennen 1iiBt. Da-
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mit ist die Bedeutung der Signatur fiir die Realitatsverhaltnisse ge­
kennzeichnet. Wir erkennen so, daB wohl ein Q;2 und ein Sj~ kollinear 
aufeinander abgebildet wei:den konnen, aber nicht ein Q;2 oder Sj~ 
auf ein Sj2' Denn das Sj2 hat reelle Geraden, und das Q;2 und Sj~ nur 
imaginare. 

Man kann die S. 228 genannte perspektive Beziehung benutzen, urn sich 
den Ubergang der Kugel in ein (1;2' ein $. und ein S); zu veranschaulichen. 
Ruht die Kugel auf der Ebene (J so, daB sie sich zwischen (J und der Flucht­
ebene "r) befindet, so ist ihr kollineares Abbild ein (1;2' Wachst die Kugel, so 
wird das Bild in ein $. iibergegangen sein, wenn die Kugel die Fluchtebene 
beriihrt; durchdringt sie die Fluchtebene, so ist das Bild ein S)~. 

Die Gleichungen (21 a) sind (S. 234) Kegelflachen, die erste mit 
imaginaren, die zweite mit reellen Erzeugenden; ob der (stets reelle) 
Scheitel im Endlichen oder Unendlichen liegt, ist hier belanglos. Die 
Gleichungen (21 b) stellen ein Ebenenpaar (reell oder imaginar) und eine 
Doppelebene dar. Die gemeinsameGerade des Ebenenpaars ist stets 
reell, ebenso die Doppelebene. 

5. Wir gehen nunmehr zut affinen und metrischen Auffassung iiber, 
ersetzen also die Xi durch die Parallelkoordinaten X, y, z, t, die wir 
nach Urpstanden homogen oder unhomogen verwenden1). Wir lassen 
uns zunachst wieder von dem analytischen Gesichtspunkt leiten, die 
Form der Flachengleichung moglichst Z1t vereinfachen. Ausdriicklich 
werde festgesetzt, daB die Koeffizienten der Glieder zweiter Ordnung 
in X, y, Z nicht siimtlich verschwinden. Ferner sei 

(22) q;(x,y,Z) = an x2+ a22y2+ a33z2+ 2a23 yz + 2a13 xz + 2a12 xy 

die aus diesen Gliedern zweiter Ordnung bestehende Form. Die Glei­
chung q; = 0 stellt den Schnitt der Ebene t = 0 mit der F2 dar; ge­
maB S. 223 konnen X, y, Z direkt als ebene homogene Koordinaten der 
Punkte Poo betrachtet werden, in denen die F2 die eoo schneidet. Uber 
die projektive Einteilung dieser C2 entscheidet gemaB Kap. XI die Dis­
kriminante b von q;2). Man sagt, daB dem Fall t5 < 0 eine F2 mit eigent­
licher unendlichferner C2 entspricht, dem Fall t5 = 0 eine F2 mit zer­
fallender (ausgearteter) unendlichferner C2 • 

6. Werde die Gleichung der F2 zunachst inhomogen angenommen. 
Mittels der Gleichungen 

(23) X = x' + ;, y = Y' + 'f} , Z = Z' + 1; 
, 

gehen wir zu parallelen Achsen durch einen Punkt (;, 'f}, 1;) iiber; aus F 
gehe dadurch die quadratische Form F' hervor. Die Koeffizienten der 
Form q; bleiben dadurch unverandert; fiir die iibrigen Koeffizienten a: 4 

1) Weil es sich vielfach urn Fragen handelt, fiir die 800 nicht in Betracht 
kommt. 

2) Eine andere Einteilung kommt fiir die C2 in 8 00 nicht in Betracht. 
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ergibt sich 

( 

a~4 = an ~ + al2 1/ + a13 (+ au = f1(~' 1j, () 

a24 = a21 ~ + a22 1j + a23 ( + a24 = f2(~' 1j, 0 
aM = a31 ~ + a32 1j + a33 ( + a34 = 13 (~, 1j, () , 

(23 a) 

a~4 = 1'(~, 17, () = ~ 11 + 1j 12 + (13 + 14; 
die letzte Gleichung unter Benutzung von (20a). 

7. ES'handelt sich nun darum, Werte ~,1], ( zu bestimmen, fUr die 

(24) a14 = ~4 = aM = 0 

ist. Gibt es endliche Lasungen ~, 1], ( von (24), so geht die 1'2-Gleichung 
durch (23) (inhomogen) in 

au X'2 + a22 y'2 + a33 z'2 + 2 a23 y'z' + 2 a13 z'x' + 2 al2 x'Y' + a44 = 0 

tiber. Gehart ihr ein Punkt (x', y', z') an, so auch (-x', -y', -z'); 
der Anfangspunkt ist daher ein M ittelpunkt, woraus die geometrische 
Bedeutung unserer Transformation erhellt. Wir. wollen aber jetzt die 
Gleichungen (23 a) in die homogene Form 

ai4 = ai1~ + ai2 r/ + ai3( + ai4 T 

setzen und wollen im folgenden jede Lasung ~, 1], (, T von (24) als Mittel­
punkt bezeichnen; es kann also der Mittelpunkt auch in die Ebene foo 

fallen. Allerdings kann er dann zur Mittelpunktstransformation (23) 
nicht benutzt werden. 

8. Die Gleichungen (24) und die zugehOrige Matrix IDl sind dann 
in ausftihrlicher Darstellung 

I au ~ + al2 1/ + a13 ( + au T = 0 an a12 al3 a l4 

(24a) 1 a21 ~ + a22 1] + a23 ( + a24 1: = 0; IDl = a21 a22 a23 a24 

a31 ~ + a32 1] + a33 ( + a34 1: = 0 a31 a32 a33 a34 

Zugleich reduziert sich der Wert von a44 wegen 11 = 0, 12 = 0, 13 = 0 auf 

(24b) a44 = au ~ + a42 1J + a43 (+ au T. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, alle Losungen der Gleichungen (24a) 
zu finden. Dazu werden wir ~,r/, (, T als variabel ansehen; die Glei­
chungen (24 a) stellen dann drei Ebenen dar, und deren gemeinsamc 
Punkte stehen in Frage. Diese Aufgabe haben wir in Kap. XV, S. 212 
eingehend behandelt; das Verschwinden der Unterdeterminanten von IDl 
ist dafUr maBgebend. 1m allgemeinen haben die Ebenen (22a) einen 
eigentlichen oder uneigentlichen Punkt gemein; wir betrachten aber 
zunachst die Sonder£alle, in denen sie demselben Btischel angeharen 
oder gar identisch sind. Die 1'2 artet in diesen Fallen aus. Wir erhalten 
unendlich viele Mittelpunkte; es kann vorkommen, daB sie samtlich 
in f"" liegen, also zur Transformation (23) nicht benutzbar sind. Es 
wird sich aber zeigen, daB dies fUr den hier vorliegenden Zweck der 
Aufstellung aller beztiglichen Flachentypen ohne Belang ist; es wird 
also nicht weiter darauf eingegangen werden. 
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§ 4. Die F2 mit unendlich vielen Mittelpunkten. 
Die Ebenengleiehungen (24a) seien in abgekurzter Form 

El = 0, E2 = 0, Es = 0 . 

Wir beginncn mit demFall, daB alle drei Ebenen identisch sind; fUr 
jeden Index kist also 

(25) a2 k = (} alb ask = (} a alk . 

Aile zweireihigen Unterdeterminanten von m verschwinden; cbenso ist 
das umgekehrte der Fall. Die drei Gleiehungen (24a) sind einer einzigen 
Gleichung aquivalent; jedes ihnen genugende Wertsystem ~, 1'], 1;, T ist 
ein Mittelpunkt, und alle diese Mittelpunkte erfiillen eine Ebene. Die 
Matrix mist (Anhang 32b) vom Rang 1. Den Gleichungen (25) laBt 
sich (wegen aile = aki) durch (S. 143) 

aii = lUX;' a'ik = P,CXiCXk; i = 1,2,3, k = 1,2,3,4 

genugen. Dadurch geht F in 

(26) p,(cx1 x + cx2 Y + cxa z + cx, t)2 + a~ t2 = 0; a~4 = a44 - P, cx~ 

uber, also in die Gleichung eines Paares paralleler Ebenen. GemaB den 
Festsetzungen im Beginn von § 3 uber die aik konnen CXl , CX 2, CXs nieht 
samtlich Null sein; die Ebenen liegen also beide im Endlichen. Hat 
man auch noch a44 = 0, also a" = p,cx~, so haben wir es mit einer 
Doppelebene zu tun. Dann ist auch 

(27) a'l: a'2: a'3: au = all: a12 : a13 : a14 , 

es ist also auch noch die Ebene 

E, = au ~ + a'21J + a43 1; + a44 7: = 0 

mit fv f2' f3 identisch, und alle vier mit 

cx) ~ + cx21J + cx31; + cx, T = o. 
Gehoren die drei Ebenen demselben Buschel an, so konnen zu­

nachst zwei von ihnen identisch sein. Sei insbesondere f2 = fa, dann 
sind in m die Unterdeterminanten All' A12, Ala, Au samtlich Null, 
also alle Aik fur i = 1, aber nieht alle Aik fUr i = 2 oder i = 3. Die 
drei Gleichungen (24a) sind durch 

(28) { all ~ + a12 1J + al3 1; + au 7: = 0 

a21 ~ + a22 17 + a23 1; + a24 T = 0 

ersetzbar; ihre Matrix mist vom Rang 2. Jedes ihnen genugende 
Wertsystem rl,~, 1;, T stellt einen Mittelpunkt dar; die Mittelpunkte 
erfiiJlen eine Gerade. 1st 

E3=p,E2 

die zwischen f2 und f3 bestehende Gleiehung, so findet sich 

(29) a31 = p,a21 , aS2 = p,a22 , a33 = p,2 a22 , a3, = p,a24 · 
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Dadurch geht F (inhomogen) in 

(29 a) an x2+2a12 x(y+ Jlz) +a22(y+ JlZ) 2+ 2 a14x+ 2 a24(y+ Jlz) +a44=0 

uber. Fuhren wir jetzt mittels der Gleichungen 

(30) x = x', Y + Jl Z = y', Z = z' 

neue Achsen durch 0 ein, so verwandelt sich die gefundene Gleichung in 

(30a) F'= an x'2 + 2a12 x' Y' + a22 y'2 + 2a14 x' + 2a24Y' + a44 = 0. 

Dies ist gemaB S.235 eine zylindrische Flache, deren Erzeugende der 
z'-Achse parallel sind. Ihre Basiskurve in der x'y'-Ebene ist eine durch 
(30a) gegebene C2 • Die C2 ist durch eine allgemeine Gleichung zweiten 
Grades bestimmt und kann an sich Jede in Kap. XI aufgefiihrte 
Kurvenart sein. Dafur kommen die dort aufgefuhrten Kriterien in 
Betracht, worauf nicht naher eingegangen werden soIl. Bemerkt sei 
nur, daB zwei sich schneidenden Geraden als Basiskurve ein Ebenen­
paar als F2 entspricht, und daB der Fall der Doppelgeraden und eines 
Paares paralleler Geraden nicht eintritt, falls nur 1':2 = 1':3 ist, aber 
nicht 1':1 = 1':2 = 1':3' 1m Fall des parabolischen Zylinders gehort die 
ganze Mittelpunktsgerade der 1':00 an. Ubrigens kann man die einzelnen 
FaIle auch noch durch das in 1':00 vorhandene Gebilde kennzeichnen. 
Es ist durch 

an X'2 + 2 a12 x'y' + a22 y'2 = ° 
bestimmt und lie£ert fUr hyperbolischen Zylinder und Ebenenpaar zwei 
reelle Geraden, fUr elliptischen und imaginaren Zylinder zwei imaginarc 
Geraden, fUr den parabolischen Zylinder die eben erwahnte Mittel­
punktsgerade als Doppelgerade. 

AuBer·der Gestalt der F2 interessiert noch ihre Lage zu den Achsen 
oder, was dasselbe ist, die Lage der x', y', z'-Achsen. Sie sind durch 

5t x . y 

Fig. 82. 

die Gleichungen 

y + Jlz = 0, z = 0; x'= 0, z = 0; 

x=O, Y+Jlz=O 

bestimmt. Die x'-Achse und y'-Achse ist also mit 
der x- und y-Achse identisch; die z' -Achse ist der 
Durchschnitt der yz-Ebene mit y + Jlz = 0, ist 

also von der z-Achse verschieden. Dagegen ist die x'y'-Ebene mit 
der xy-Ebene identisch (Fig. 82). 

Sind endlich 1':1> £.2' £.3 drei voneinander verschiedene Ebenen eines 
Buschels, so gibt es (S.211) zwei Zahlen l ~ ° und Jl ~ 0, so daB 

E3 lEi + JlE2 

ist. In ID1 verschwinden alle dreireihigen D"eterminanten, wahrend die 
zweireihigen Unterdeterminanten fur keine Horizontale samtlich Null 
sind. Die drei Gleichungen (24a) sind wiederum durch (28) ersetzbar, 
und wie im zweiten Fall steIIt jedes ihnen genugende Wertsystem einen 
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Mittelpunkt dar; die Matrix WI ist wiederum vom Rang 21). Man 
hat jetzt 

( ) { a31 = }, an + ,Ii a12 , a32 = A a12 + fl a22 , a34 = A a14 + fl a24 , 
31 a33 = A a13 + fl a23 = A2 an + 2 a12 }, /L + a22 f[2. 

Fur F ergibt sich daher 

F = an (x + A z) 2 + 2 a12(x + A z) (y + fl z) + a22 (y + fl z) 2 

+ 2 a14(x + A z) + 2 a24(y + fl z) + a44 = 0. 

Die neuen x', y', z'-Achsen fUhren wir mittels der Gleichungen 

x + A z = x' , Y + fl z = y', z = z' 

em, dadurch ergibt sich weiter 

(31 a) F = an x;Z + 2 a12 x' y' + a22 y'2 + 2 a14 x' + 2 a24 y' + a44 = 0; 

die Gleichung stellt wieder eine Zylinderjlache dar, deren Erzeugenden 
zur z'-Achse parallel sind. Ihre Basiskurve in der 
x' y' -Ebene ist wie vorher eine allgemeine C 2, die 
jedem in Kap. XI gefundenen Einzelfall ent­
sprechen kann. Alle oben fUr (30a) angestellten 
Betrachtungen iibertragen sich auf sie. 

Die neuen Achsen sind durch die Gleichungen 

\ /" 
~ 

Fig. 83. 

Y+flZ=O, z=O; X+AZ=O, z=O; X+AZ=O, Y+flz=O 

gegeben. Die x'- und y'-Achse ist wieder mit der x- und y-Achse iden­
tisch; die z'-Achse ist von der z-Achse verschieden, faUt aber diesmal 
nicht in eine Koordinatenebene (Fig. 83). 

Beispiel. Fur die Gleichung 

x 2 + y2 + 4 Z2 + 4 Y z + 4 z x + 2 x Y + 8 x + 4 Y - 8 = 0 
findet man an Hand ihrer Matrix die Identitat 

E 3 = -2E1 + 4E2 , 

also }, = -2, It = 4. DemgemaB wandelt sich die Gleichung in 

(x - 2 z) 2 + 2 (x - 2 z) (y + 4 z) + (y + 4 z) 2 + 8 (x - 2 z) + 4 (y + 4 z) - 8 = o. 
Sctzt man x - 2 z = x', y + 4 z = y', so ergibt sich 

X'2 + 2 x'y' + y'2 + 8 x' + 4 y' - 8 = o. 
Das ist die Parabelgleichnng des Beispiels 1 von S. 145. Die F2 ist also ein para­
bolischer Zylinder, die Richtung seiner Geraden ist durch 

x-2z=O, y+4z=O 
gegeben. 

§ S. Die F2 mit einem einzigen Mittelpunkt. 
Wenn die Gleichungen (24a) nur ein Losungssystem liefern, so ist 

zu scheiden, ob ihm ein endlicher Punkt entspricht (-r ~ 0) oder ein 
unendlichferner (T = 0). Die Matrix WI hat jetzt den Rang 3. Analog 

1) Analytisch erscheint also der vorstehende Fall als Sonderfall des obigen. 
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zu Kap. Xl spiden die beiden Diskriminanten von F2 und T, also 

(32) A = II aik Ii (i, k = 1,2,3,4) und b = II aik II (i, k = 1,2,3) 

eine entscheidende Rolle. Ubrigens ist in samtlichen in § 4 behandelten 
Fallen A = o. 

Beim Ubergang zu inhomogenen Koordinaten x, y, z erhalten wir 
aus (24a) nach Anhang (27d), da J,:", A44 ist, 

(33) (~~=AI4' J11=A24, bC=Asi ; a~I=~=~4~' 
Sei nun zunachst b;;:: 0, dann liefern diese Gleichungen ein endliches 
Tripel ~,1), C, und die Mittelpunktstransformation lajJt sich ausfuhren. 
Die F 2-Gleichung wird also 

(34) F(x,y,z)=an x2+ a22y2+ a33 z2+ 2a23 yz+2al3 zx + 2a12 xy + a~l= o. 
Wir unterscheiden nun a~ = 0 und a~4;;:: 0; oder, was gemaB (33) 
dasselbe ist, A = 0 und A;;:: o. Fur LI = 0 stellt (34) (S. 234) eine 
Kegelflache mit dem Anfangspunkt als Mi ttelpunkt dar; fUr A;;:: 0 
werden wir in ihr die Gleichung einer der Mittelpunktsflachen von § 1 
erkennen. 

Wir setzen die Achsen von nun an rechtwinklig voraus. Durch 
einen Punkt (xo, Yo, zo) legen wir die Gerade g(ex, f/, y) mit den Gleichungen 

x=xo+scos(X, y=yo+scosf/, z=zo+scosy. 

Ihre Schnittpunkte mit der F2 entsprechen den Wurzeln SI und S2 der 
aus (34) entstehenden quadratischen Gleichung 

L S2 + 2 M s + N ~ 0, 
und zwar ist 

(35) {M = xo(ancos(X +a12 cosf/+ a13 cosy) + YO(a21 cos(X+a22 cosf/+a23 cosy) 

+ zO(a31 cos (X + a32 cosfJ + a33 cos y). 

1st insbesondere M = 0, also SI + S2 = 0, so ist (xo, Yo, zo) die Mitte 
der auf g durch die Flache bestimmten Sehne. Verandern wir g parallel 
zu sich, so bleibt M der Form nach ungeandert; es liefert also 

(35 a) M = 0 

den Ort der Mitten (xo, Yo, zo) paralleler Sehnen der Richtung ((X, f/, y). 
Er ist eine Ebene durch den Anfangspunkt. Die Mitten aller parallelen 
Sehnen erfullen also eine Ebene s durch den Flachenmittelpunkt (Durch­
messerebene); sie heiBt konjugiert zur Richtung ((X, fJ, y). Fur die Rich­
tungswinkel 2, fl, v ihrer N ormale n folgt 

1 (! cos 2 = an cos (X + a12 cos fJ + a13 cos Y 

(35 b) (! cos fl = a21 cos (X + a22 cos fJ + a23 cos Y 

(! cos v = a31 cos IX + a32 cos fI + a33 cos r . 
Unter allen diesen Sehnen gibt es eine ausgezeichnete, namlich den 
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durch 0 gehenden Durchmesser; er heiBt der zur Durchmesserebene e 
konjugierte Durchmesser d. 

Sei nun gl(lXl> fJl> Y1) eine zu e parallele Gerade, so ist gl -.L n, also 

cos lXI cos;' + COSfJI cosJ-l + COSY1 COSy = 0; 

hieraus folgt auf Grund von (35 b) 

(an COSlX + a12cosfJ+ a13 cos y) COSlX1 + (aZ1 cos lX +a2ZcosfJ+aZ3cosy) COSfJ1 
+ (a31 COSlX + a3Z cosfJ + a3S cosy) COSY1 = o. 

Diese Gleichung ist, wie die Umordnung nach lX, fJ, Y zeigt, in lX, fJ, Y 
und tXl> fJl> Y1 symmetrisch; die beiden Geraden g und gl haben daher 
wechselseitige Beziehung zueinander. Wie gl zur Durchmesserebene e 
parallel liegt, die zur Richtung von g konjugiert ist, so liegt g der Durch­
messerebene e1 parallel, die zur Richtung ·von gl konjugiert ist (konjugierte 
Geraden). Wir wollen jetzt g und gl insbesondere selbst als Durch­
messer d und d1 annehmen, so daB also d1 in der Ebene e selbst ent­
halten ist. Wie dann auch d1 in e liegen mag, immer geht e1 durch d; 
d ist also gemeinsamer Schnitt der zu den d1 konjugierten Durch­
messerebenen e1. 

Hieraus kann die Existenz von sagen ann ten Tripeln konjugierter 
Durchmesser geschlossen werden. Wir wahlen wieder den Durchmesser d 
beliebig, den Durchmesser d1 in e, und wahlen endlich die Gerade (e e1) 
als den dritten Durchmesser dz . Die ihm konjugierte Ebene E2 muB 
dann die Ebene (d d1) sein; da namlich dz in E liegt, geht E2 durch d, 
und da dz auch in e1 liegt, geht Ez auch durch d1 , und das ist die Be­
hauptung. Jeder der drei Durchmesser ist also konjugiert zur Ebene der 
beiden anderen. Fiir drei solche Durchmesser als (im allgemeinen schief­
winklige) Koordinatenachsen X, Y, Z nimmt die Fz-Gleichung die ein­
fache Form 
(35 c) AXz + BY2 + CZ2 + aM = 0 

an; in dieser und nur in dieser Form ist jede Koordinatenebene eine 
Durchmesserebene fUr die der dritten Ach::.e parallelen Sehnen. 

Wir fragen nun, ob es Durchmesser gibt, die auf den zu ihnen 
konjugierten Ebenen senkrecht stehen, wie es offenbar die Hauptachsen 
unserer F z tun. Fiir jeden so1chen Durchmesser miissen die Winkel lX, fJ, Y 
mit ;" J-l, v iibereinstimmen; es bestehen also die Gleichungen 

(36) j e cos IX- = an cos lX + au cos fJ + a13 cos Y 

e cos fJ = an cos lX + azz cos fJ + aZ3 cos Y 

e cos Y = a31 cos lX + a3Z cos fJ + a33 cos Y , 

und daraus folgt wieder 

(36a) = J(e) = 0; 
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wir erhalten also (Anhang 19c) fUr e die Gleichung 

(36b) ~ - e(au + a22 + a33) + e2(Au + A22 + A 33) - e3 = 0, 

wo ~ = II aik II die Diskriminante der Form gJ von (22) ist, und die Aii 
die Unterdeterminanten der aii fUr ~ sind 1). Zu jeder Wurzel e liefern 
die Gleichungen (36) mindestens ein Lasungssystem x, (3, y. 

Die so gewonnenen Gleichungen sind uns schon mehrfach begegnet, 
einmal wie hier mit der Bedingung aik = aki (S. 160), einmal ohne sie 
(S.167). 1m ersten Fall er~ab sich, daB alle ihre Wurzeln reell sind. Wir 
zeigcn es hier ebenso wie dort: Sind e' < e" zwei ihrer Wurzeln und 
x', (3', y', x", (3", y" zugeharige Winkel, so gelten fUr e', x', (3', y' und 
[!", x", (3" y" die Gleichungen (36). Multiplizieren wir die e'-Gleichungen 
mit cos x", cos (3", cos y" und. addieren sie, und die e" -Gleichungen 
analog mit cos x', cos(3', cosy', so ergibt sich rechts beidemal dasselbc, 
und so folgt 

(37) (e' - e")(cos<x' cos <x" + cos(3' cos(3" + cosy' cosy") = O. 

Hieraus wird genau wie S. 160 die Realitat gefolgert. Weiter schlieBen 
wir aus (37), daB jede zu e' geharige Achse auf jeder zu e" geharigen 
senkrecht steht. 

Seien nun fur eine Wurzel e die Unterdeterminanten Llik von LI(e) 
nicht samtlich Null, so liefern die Gleichungen (36) eine Lasung cos<x, 
cos (3, cosy; man hat dann (Anhang 26) 

cosx: cos(3: cosy = Lli1 : Ll i2 : Lli3 (i = 1,2,3), 

und daraus schlieBt man (wegen Llik = Llki) wie S. 143, daB man 

(38) {a. cos 2 <X = Llu, a cos2 (3 = Ll22' a cos2 y = Ll33' 

a cos (3 cos y = Ll 23 , a cos y cos <X = Ll 13 , a cos <X cos (3 = Ll12 

setzen kann; aus den drei ersten Gleichungen folgt weiter 

(38a) a = LIn + Ll22 + Ll33 · 

Wir sehen daraus noch, daB LIn + Ll22 + Ll33 < 0 ist, wenn zu e nur 
eine Lasung cos <x, cos (3, cosy geh6rt; aus 0=0 wurde allgemein 
Lli k = 0 folgen. 

Das weitere ergibt sich wie S. 168. Die drei Gleichungen (36) geben 
nur dann zu einem Wert e mehrere Lasungen, wenn sie derselben linearen 
Gleichung in cos<x, cos(3, cosy aquivalent sind und daher alle ihre 
Unterdeterminanten Llik fUr dieses e verschwinden. Dann ist e gemaB 
S.168 eine Doppelwurzel von (36b) und die a. a. O. abgeleiteten 
Gleichungen (8) nehmen, weil hier aik = aki ist, fUr 7: als Doppel­
wurzel die einfachere Form 

(39) 

an. Dbrigens folgt hier auch umgekehrt aus der Existenz einer Doppel-

1) Die Unterdeterminanten von L1(e) sind Aik • 
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wurzel das Verschwinden aller .t1ikl). Wenn namlich zu zwci Wurzeln e' 
und e" nur je eine Richtung (IX (J y) geh6rt, so sind diese zueinander 
senkrechten Richtungen auch zueinander konjugiert und bedingen da­
her in der Schnittlinie der beiden zu ihnen konjugierten Ebenen eine 
dritte Richtung, die mit ihnen ein konjugiertes Tripel bildet; auBer­
dem muB sie auch zu beiden senkrecht sein. Wenn also jedes e nur 
eine Richtung bestimmt, kann eine Doppelwurzel nicht existieren. 

Seien nun zunachst drei einfache Wurzeln e, (l', e" vorhanden. 
Wir wahlen die ihnen entsprechenden Richtungen als Achsen neuer 
Koordinaten X, Y, Z. Fur sie und x, y, z bestehen dann, wenn im 
Interesse der Kurze jetzt IX, (J, y, ... , wie S.197 die Kosinus der Winkel 
sind, die Gleichungen 

(40) 
Jx = IXX +(Jy +yz 

Y = IX'X + (J'y + y'z 

I Z = IX"X + (i"y + y"z, 

x = /XX + IX'Y + c\."z 
y = (JX + (J'Y + y"Z 

z = y X + y' Y + y"Z. 

Aus den rechtsstehenden Gleichungen folgert man lcicht gcmaB (36) 

jallx+aI2y+alaz = IXXe+IX'Ye'+IX"Ze" 

(41) a2Ix+a22y+a2az = (JXe+ (i'Ye'+ (J"Ze" 

aal x +aa2y+aa3 z = yXe+ y'Ye'+ y"Ze", 

und wenn dies mit x, y, z multipliziert und dann addiert wird, so cr­
gibt sich links die Form tp(x, y, z) von (22), und gemaB (40) wird 

(42) F(x, y, z) = eX2 + e'Y2 + e"Z2 + a~t. 
Die neuen Koeffizienten sind die drei Wurzeln von (36b). Die Wurzeln 
sind also den Halbachsenquadraten der Flache umgekehrt proportiona12). 
Die Transformation kann daher ohne Berechnung der Substitutions­
koejjizienten ausgefiihrt werden; darin besteht der rechnerische Wert 
unserer Betrachtung. 

1m Fall, daB eine Doppelwurzel T existiert, kann man direkt die 
Werte (39) in (34) einsetzen und findet als F 2-Gleichung 

(43) F(x, y, z) = T(X2 + y2 + Z2) + (XIX + X2Y + X3Z)2 + a~4 = 0; 

die Richtung, die der Wurzel e ~ T entspricht, steht auf jeder Rich­
tung, die T entspricht, senkrecht. Alle diese Richtungen erfullen also 
eine Ebene; es muB die Ebene 

Xl X + X2 Y + xa z = 0 

sem. Fuhrt man namlich neue Achsen X, Y, Z so ein, daB 

XIX + x2y + X3Z = yx~ + x~ + x~.Z 
1) 1m allgemeinen ist es gemaB S. 168 nicht der Fall. 
2) Sie heiBen auch Eigenwerte der quadratischen Form. 
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gesetzt wird, wahrend die beiden anderen Achsen nur der Bedingung 

x2 + y2 + Z2 = X2 + y2 + Z2 

zu geniigen haben, so erhalt man weiter 

F = 1:(X2 + y2 + Z2) + (,,~ + ,,~ + ,,~)Z2 + a~ = 0 . 

Nun folgt aber aus (36b), gemaB Anhang (49b), e + 21: = an + a22 + a33 , 

und es ergibt sich aus (39) weiter 

"i +,,~ +,,~ + 1: = an + aa2 + a33 - 21: = e. 
Die Fa-Gleichung geht daher in 

(44) 1:(X2 + y2) + eza + ti44 = 0 

iiber, also in die Gleichung einer Rotations/tache mit der Z-Achse als 
Rota tionsachse. 

Die vorstehende Betrachtung verliert fiir "i + ,,~+ ,,~ = 0, also 
"1 = 0, "2 = 0, "3 = 0 ihre Bestimmtheit. Dann folgt aber direkt 
aus (39) 

an = aa2 = a33 = 1:, aik = 0, 

und als F 2-Gleichung erscheint 

(45) 1:(x2 + y2 + Z2) + a44 = 0, 

also die Gleichung der Kugel. Die Wurzel 1: ist jetzt eine dreifache 
Wurzel von (36b). 

Von hier aus gelangen wir, indem wir die Vorzeichen von e, e', e" 
und von ti44 in Betracht ziehen, zu den in § 2 betrachteten Mittelpunkts­
flachen zuriick; dem Fall, daB e, e', e" und a44 dasselbe Zeichen haben, 
entspricht eine imaginare (nullteilige) Flache. Ersetzen wir namlich 
a~ durch seinen Wert LI : c5, so erhiilt die Gleichung (42) die Form 

~~ X2 + e~~ y2 + e~~ Z2 + 1 = 0, 

die je nach den Vorzeichen von e, e', e", LI und c5 die nullteilige Fa 
und die drei Flachen Q;2' 5)2' 5)~ von S. 235 liefert. 

In der vorstehenden Betrachtung spielte der Wert von a44 keine 
Rolle, sie gilt also auch fUr a~ = O. Dann ist die Fa gemaB § 1 ein 
Kegel. Dem Fall dreier ungleicherWurzeln e, e', e" entspricht der allge­
meine (reelle oder imaginare) Kegel, dem Fall der Doppelwurzel ein 
Rotationskegel, dem Fall der dreifachen Wurzel der absolute Kegel 
von S.234. 

Wie beim 5)2 und 5)2 gibt es fUr jede Flache einen Kegel, der aus 1000 

dieselbe Kurve ausschneidet wie die Flache selbst. Kegel und Kurve 
werden durch cp(x, y, z) = 0 dargeste1It; die Kurve in 1000 in dem Fall, 
daB wir x, y, z als homogene Koordinaten fiir 1000 deuten. Die Kurve 
ist fiir die Mittelpunktsflachen eine eigentliche C2 , die sowohl nuilteilig 
wie reell sein kann. Weitere Unterschiede treten nicht auf, da die 
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Koordinatenbestimmung in Boo allgemeinen projektiven Charakter be­
sitzt. 

Beispiel. Die Gleichung 2 x y + 2 x z + 2 Y z + 2 x + 2 Y + 2 z + 1 = 0 
liefert die Werte ; = 'fJ = 1; = - .~. als Mittelpunktskoordinaten, und fiir e, e', e" 
bestehtdieGleichunge3-3e2 - 2 = O. Die in Boo liegendeC2 ist xy+xz+yz = 0; 
sie hat die gleiche Lage zum Koordinatendreieck von Boo und damit zu den x, y, z­
Achsen wie der im. Anhang Beispiel 57 behandelte Ca. 

Die Methode, die in Kap. X die Tangente der E2, H2 und P2 lieferte, 
fiihrt zur Tangentialebene unserer zentrischen FHi.chen Q;2' ~2' ~~. Seien 
die FHichen auf irgend ein System konjugierter Durchmesser bemgen und 

(46) AX2 + By2 + CZ2 -1 = 0 

ihre Gleichung; ferner sei 

;1 - ft ;2 y = 'J..l - # 'fJ2 1;1 - It 1;~ 
X= 1-#' 1-ft' Z=-1_#-

eine durch PI(~I'fJICI) und P2(~2'fJ2C2) gehende Gerade. Die Werte f.11 
und f.12' die ihren Schnittpunkten mit der F2 entsprechen, seien Wur­
zein von 
(46 a) 

es ist dann 

L = A ~§ + BIJ§ + C C§ - 1 , N = A~i + B 'fJi + C Ci - 1 , 
M = A~I~2 + B'fJI'fJ2 + C C1 C2 - 1. 

Wir lassen PI auf die F2 fallen, so daB also N = 0 ist, und bestimmen 
wiederum (~2 'fJ2 C2) so, daB f.1 = 0 eine DoppelwurzeI wird;' als Be­
dingungsgleichung erhalten wir M = 0, in variablen x, y, Z also 

(46 b) A~IX + B'fJIY + CClz -1 = O. 

Dies ist die Gleichung einer Ebene, und wir folgern so, daB aIle die F2 
in (~I'fJICI) beriihrenden Geraden eine Ebene bilden (Tangentialebene). 
Diese Ebene braucht keineswegs nur den Punkt (~llhCI) von der F2 
zu enthalten. Wenn niimlichin der Gleichung (46a) auch L = 0 ist, 
wird sie fiir J"eden Wert f.1 befriedigt, und es geh6rt daher die ganze 
Gerade P1P2 der F2 an. Das kann nur bei den geradlinigen ~2 eintreten; 
man erkennt auch umgekehrt, daB jede der beiden durch einen Punkt PI 
des ~2 gehenden Geraden in der Tangentialebene enthalten ist. 1st 
niimlich (~2'fJ2C2) einer ihrer Punkte, so muB Gleichung (46a) fiir jeden 
Wert f.1 befriedigt sein; alle ihre Koeffizienten verschwinden, und es 
muB auch M = 0 sein. Die Tangentialebene durchsetzt das ~2; das ~2 
hat also an J"eder Stelle eine iihnliche Form wie ein sattelf6rmiger Sitz 
an seiner tiefsten Stelle 1). 

1) Da (S. 244) jede Ebene mit der Fa eine Ca gemein hat, ist dies auch 
fiir die Tangentialebene der Fall; die C2 besteht entweder aus zwei reellen 
Geraden, wie beim tJ2' oder zwei imaginaren, wie beim @2' oder einer Doppel­
geraden, wie beim Kegel oder Zylinder. 
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Mittels der Gleichung der Tangentialebene beweisen wir, daB es 
unter den Kreisschnittebenen (§ 2) auch solche gibt, fiir die der Kreis 
ein Nullkreis wird, also die Ebene eine Tangentialebene. Die Kreis­
schnittebenen der eigentlichen MittelpunktfHichen waren (S. 241) 

x-VB=-A-z-VC-B -},=o und x-VE-=-A+z-VC-B-},=O. 

SoIl eine von ihnen Tangentialebene in einem Punkt (~, rl'~) sein, so 
muD zunachst 'YJ = 0 sein, auBerdem bestehen fiir ~ und ~ die Glcichungen 
(46) und (46b), also 

Ax~+Cz~-1=0, Ae+C~2-1=0. 

Die beiden in x und z linearen Gleichungen sollen dieselbe Ebene dar­
stellen, wie A x ~ + C z ~ .- 1 = 0, also folgt 

A ~ : C ~ : 1 = -VE-- A : ± ·l/c~jj : }, , 
und wenn man dies mit A ~2 + C f:2 -1 kombiniert, so ergibt sich 

},2 = B(~~/ll, A~2=~=~. ~, Cf:2 = ~=~. ~. 

Fur das 0:2 ergeben sich daraus vier reelle Punkte (~, 0, Z;), die 
also in der xz-Ebene liegen. Sie heiDen Nabelpunkte (oder auch Kreis­
punkte). Fur das ~2 ergeben sich keine solchen reellen Punkte; dem 
Umstand entsprechend, daB jede Tangentialebene das &)2 in zwei Ge­
raden durchdringt. Fur dlS &)~ erhalten wir wiederum vier reelle 
Nabelpunkte in der x z-Ebene. 

Ahnlich zeigt man, daD das \l5e zwci rcelle Nabelpunkte, und zwar 
ebcnfalls in der xz-Ebene, besitzt. 

Beispiele (fur rechtwinklige Achsen). 1. Fur das vom Anfangspunkt auf die 
Tangentialebene gefallte Lot (j ist 

(j2(A2~i + B2fJi + C2W = 1. 

2. Das in (~11J1 '1) auf der Flache errichtete Lot heiBt Normale der Flache; 
ihre Gleichungen sind 

3. Sind IX, fl, y die Richtungswinkel der Normale, so ergibt sieh, wie S. 125, 

(j2 = eos2 1X + eos2 ~ + eos~r. 
ABC . 

Daraus folgert man, daB die Summe der Quadrate dieser Lote fur drei zueinander 
senkreehte Tangentialebenen konstant ist, also 

(j2 + (j/2 + (j"2 = ~ + ~ + ~ . 
ABC 

Es bleibt schlieBlich noch der Fall 0 = 0 zu behandeln; die drei 
Ebenen Cl> C2' C3 von § 4 haben also einen in Coo fallen den Punkt gemein, 
und die Gleichungen (33) versagen. Wir werden finden, daB dem die beiden 
Paraboloide entsprechen. Vorher solI noch gezeigt werden, daB dann 
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stets LI ~ 0 ist. Dazu ziehen wir auch die Ebene C4 mit der Gleichung 

E4 = a41~ + a42 'Yj + a43 ' + a44 t = 0 

in Betracht; die Determinante aller vier Ebenen ist also LI. Fur vier Ebenen 
unterschieden wir (S. 213) acht magliche Lagen. Hier kommen aber, 
da Cl' C2' C3 keinem Buschel angehi:iren, nur die Ebenenlagen (7) und (8) 
in Betracht; fUr (7) ist LI = 0, fur (8) ist LI ~ o. Der Fall (7) ist hier 
aber auszuschlieBen. In diesem Fall verschwindet niimlich LI in der 
Weise, daB fUr keine ihrer Zeilen die Unterdeterminanten Aik samtlich 
Null sind. Nun verhalten sich in diesem Fall (Anhang 26a) die Unter­
determinanten der einen Zeile wie die jeder anderen; aus J = A44 = 0 
folgt hier wegen aik = aki auch A4l = A42 = A43 = 0, im Widerspruch 
zur Annahme. Es kann also nur der Fall LI ~ 0 vorliegen. 

Nunmehr gehen wir zur Transformation der F 2-Gleichung uber. 
Wie in Rap. XI, § 4 fuhren wir zunachst neue Achsen x', y', z' durch 0 
so ein, daB die homogene Funktion rp(x, y, z) von (22) in eine Summe 
quadratischer Glieder ubergeht. Wir behaupten, daB ihre Zahl (der 
Rang von rp) nicht gleich drei sein kann. Ware es so, so mage rp die 
Form 

annehmen; es wird dann aus F selbst die Funktion 

F' = a~l X'2 + a~2 y'Z + ak Z'2 + 2 a~4 x' + 2 a~4 y' + 2 a~ z' + a44 = 0 

hervorgehen. Weil alle a~i ~ 0 sind, kannte man aber jetzt die GraBen 
~', 'Yj', " einer Parallelverschiebung 

x' = X + t, y' = Y + 1/, z' + Z + " 
so bestimmen, daB die Glieder erster Ordnung aus F verschwinden, 
daB also F die Gleichung einer Mittelpunktsflache wurde, was nicht 
sein kann. 

Urn das Resultat der Transformation auf die durch 0 gehenden 
neuen x'y'z'-Achsen zu erhalten, kannen wir den vorher benutzten Weg 
einschlagen, der an den Ort paralleler Sehnen anknupft. Die Gleichung 
M = 0 (35) andert sich zwar fUr die allgemeine in x, y, Z geschriebene 
F 2-Gleichung, aber doch nur so, daB in ihr auBer den ungeandert 
bleibenden Gliedern in xo, Yo' Zo noch ein von xo, Yo, Zo freies Glied auf­
tritt; die zugehi:irige Ebene geht also nicht mehr durch O. Dagegen 
bleiben die Gleichungen (35 b) ungeandert, und eben so alle Schliisse, die 
wir an sie knupften. Es lassen sich also die zu den Sehnen norrnalen 
Durchmesserebenen ebenso bestimmen wie vorher, nur wissen wir jetzt 
von vornherein, daB e = 0 eine der Wurzeln von LI(e) = 0 ist. Auch 
kannen wir die Transformationsgleichungen (40) wieder in derselben 
Weise behandeln wie oben. Liegt also der allgemeine Fall e' ~ e" ~ 0 
vor, so erhalten wir als transformierte F 2-Gleichung 

(47) e'X2 + e"Y2 + 2a~!X + 2 a;JY + 2a~Z + a44 = 0, 

SchoenfIies, Analytische Geometrie. 17 



258 XVII. Die Flachen der zweiten Ordnung. 

und zwar ist 

(47a) 1 al4 = au cos x + a24 cos {J + aS4 cos r 
a24 = au cos eX' + a24 cos (J' + aS4 cos r' 
, "+ R"+ " aM = au cos IX a24 cos f' . a34 cos r , 

und es ist notwendig aM ~ 0, da F2 sonst eine zylindrische Flache ist. 
Nunmehr verschieben wir die Achsen parallel zu sich, und zwar soil 
in den Gleichungen 

(48) x = X' + ~, Y = Y' + 1], Z = Z' + C 
~, 1], l,; so bestimmt werden, daB die Koeffizienten von X' und Y' und 
ebenso das absolute Glied verschwinden. Dies liefert die Bedingungs­
gleichungen 

{ e' ~ + ali = 0, e"l] + a24 = 0, 
(48a) (/ ~2 + e"1]2 + 2 (a14 ~ + ~ 1] + aM l,;) + a44 = 0, 

und wegen e'S; 0, e" ~ 0, aS4 ~ 0 lassen sich ~,1], l,; aus ihnen in end­
licher Form entnehmen. Der sich so ergebenden Gleichung 

(48b) 

entsprechen in der Tat die beiden Paraboloide. 
1st e' = e", so verfahren wir, da aile oben benutzten Schliisse von 

den Werten von e unabhangig sind, wie vorher; hier folgt insbesondere 
,,~+ "§ +,,~ + 'l = e = 0; und so erhalt die F 2-Gleichung zunachst 
die Form 

'l (X2 + y2) + 2 a14 X + 2 a;4 Y + 2 a~ Z + au = 0, 

die analog wie vorher schlieBlich in 

(48 c) 'l(X2+Y2)+2a~Z=0 

iibergeht. Sie stellt ein Rotations-$e dar l ). 

Insgesamt ergibt sich aus § 3 und § 4 als notwendige und kin­
reickende Bedingung datilr, da[J die F2 in einen Kegel, einen Zylinder, 
ein Ebenenpaar oder eine Doppelebene ausartet, das Versckwinden der 
Diskriminante Lt. 

In der Ebene Eoo schneiden die Paraboloide je ein Geradenpaar 
durch Zoo aus, wie auch bereits S. 240 erwahnt ist; es ist reell oder 
imaginar, je nachdem e' und e" ungleiches oder gleiches Vorzeichen 
besitzen .. 

Beispiel. Die zu transformierende Gleichung sei 

x 2 +y2 + 4Z2 -14xy - 28xz + 4yz + 4z + 12 = O. 

Sie liefert ein ~A mit der Gleichung 3 X 2 - 4 y2 = 2 Z . 

Auch den Paraboloiden kommt in jedem Punkt (~l1]ll,;l) eine 
Tangentialebene zu; nach der S.255 benutzten Methode finden wir, 

1) Die Doppelwurzel e = 0 fiihrt auf die in § 4 behandelten FaIle. 
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wenn wir die Gleichung des $. und $" gemeinsam 

(49) Ax2 +By2 -2z=0 

schreiben, fiir M den Ausdruck 

M = A ~1 ~2 + B 'fJ1 'fJz - ('1 + '2), 
und die Gleichung der Tangentialebene ist also 

(49 a) A~1X+B'fJ1Y-('1+Z)=0. 
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Weiter folgert man wiederum, wie S.255, daB die Tangentialebene 
des $" in jedem Punkt (E1 'fJ1 '1) die beiden durch ihn gehenden Geraden 
des $" enthalt. Wie das.\)2 wird also auch das $" von der Tangential­
ebene durchsetzt. Der trbergang zu homogenen Koordinaten zeigt, daB 
die Ebene eoo fiir beide Paraboloide als Tangentialebene im Punkt Zoo 
anzusehen ist. 

§ 6. Das Polarsystem. 
Wir gehen von einer eigentlichen Flache F2 mit der Gleichung 

(50) F(x) = 1: aik Xi Xk = 0, L1 = II aik II ~ 0 

aus und von einer Geraden g, die durch 

(50a) eXi = Yi + AZi 

gegeben sei. Fiir den Schnitt der F2 mit g besteht die Gleichung 

(51) F(y + AZ) = 1: aidYi + AZi) (Yk + AZk) = 0; 

nach Potenzen von A geordnet sei sie 

(51 a) L A2 + 2 M A + N = 0, 

und es ist 

L = 1: aikzizk> N = 1: aikYiYk, 2 M = 1: aik(Yizk + YkZi)' 

Der bilineare Ausdruck 2 M HiBt sich ausfiihrlicher in der Form 

(52) 1:Yi(ai1z1 + a'2zZ + ai3z3 + ai4z4) = 1:zi(a,1Y1+ aizY2 + ai3 z3+ai4z4) 

darstellen; er ist aus den Yi und Zi symmetrisch aufgebaut. 
Geniigen die Wurzeln A' und 1" von (51 a), die mit (50a) die Schnitt­

punkte (x') und (x") bestimmen, der Gleichung 

(52a) l' + 1" = 0, also M = 0, 

so bilden sie mit (y) und (z) zwei harmonische Paare; (y) und (z) soilen 
wieder konjugierte Punkte fiir die F z heiBen. Damit ist die analytische 
Grundlage fiir die Theorie des Polarsystems analog zu Kap. XI, § 7 
gewonnen; es dad im wesentlichen geniigen, die dort abgeleiteten Resul­
tate sinngemaB auf den Raum zu verallgemeinern. Nur das fiir den 
Raum neu Auftretende sop. ausfiihrlicher erortert werden. . 

1. Aile Punkte (z), die zu einem festen Punkt (y) konjugiert sind, 
erfiiilen eine Ebene, die Polarebene von (y). Sie ist der Ort der vierten 

17* 
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harmonischen Punkte zu (x'), (x"), (y). Liegt (z) in der Polarebene 
von (Y), so liegt auch (y) in der Polarebene von (z); diese involutorische 
Beziehung folgt aus dem symmetrischen Charakter der Gleichung 
M = 0. Die Ebenenkoordinaten der Polarebene von (y) sind 

(53) aUi = ailYl + ai2Y2 + ai3Y3 + ai4Y4; 
durch Auf10sung folgt 

(53 a) eYk = Alku1 + A 2k U2 + A 3k U3 + A 4k U4 • 

Das Entsprechen zwischen den (y) und den (u) ist also eineindeutig; 
jeder Ebene (u) entspricht ein Punkt (Y), ihr Pol. 

2. Fallt (y) auf die F 2 , so ist auch N = 0, die Gleichung (51 a) hat 
die Doppelwurzel A = 0, und daraus folgt, daB die Gerade (y z) fUr jeden 
in der Ebene M = ° gelegenen Punkt (z) zwei in (y) zusammenfallende 
Punkte mit der F2 gemein hat. Sie ist eine Tangente der F2, und die 
Gleichung M = ° als Ort dieser Tangenten heiBt die Tangentialebene 
von (y)l). Die Polarebene eines Punktes der F2 ist also seine Tangential­
ebene. In diesem Fall ist der Punkt (y) zu allen Punkten (z) seiner 
Tangentialebene konjugiert. Wie S. 150 folgert man hieraus, daB die 
Polarebene jedes solchen Punktes (z) auch den Punkt (y) enthalt, daB 
also der Polarebene von (z) die Beriihrungspunkte aller von (z) an die 
F2 gehenden Tangenten angehoren. Sie bilden somit eine ebene Kurve, 
und da jede Ebene mit der F2 eine C2 gemein hat, insbesondere eine C2; 
d. h. die Beriihrungspunkte der von (z) an die F2 gezogenen Tangenten 
erfiillen eine ebene C2. Der Ort aller dieser Tangenten ergibt sich, wenn 
man die Bedingung sucht, daB die Wurzeln A' und A" von (51 a) ein­
ander gleich sind; sie lautet 

LN _M2 = 0. 

Sie liefert fUr den Ort der Tangenten (bei festem z und variablem y) 
einen Kegel zweiten Grades. Sein Schnitt mit der Polarebene von (z) 
enthalt di€) Beriihrungspunkte der samtlichen Tangenten, ist also die 
soeben betrachtete C2 • 

3. GemaB 1. sind zwei Punkte (y) und (z) konjugiert, wenn jeder 
in der Polarebene des anderen liegt; analog sollen zwei Ebenen konjugiert 
heiBen, wenn jede durch den Pol der anderen geht. Denken wir uns 
eine Gerade gals Verbindungslinie von (y') und (y") gegeben und stellen 
ihre Punkte (y) durch 

(54) e Yi = y~ + A y~' 

dar, so sind die zugehOrigen Polarebenen (u) gemaB (53) durch 

(54a) aUi = u; + AU;' 

dargestellt; sie bilden also einen durch die Achse (u'u") = h gehenden, 

1) 1st auch L = 0, so gehort die ganze Gerade (yz) der F z an; vgl. S. 156. 
Auch die dort abgeleitete Gleichung ist Gleichung der Polarebene. 
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zur Punktreihe (Y'y") projektiven Ebenenbiischel. Die Geraden g undh 
heiBen koniugierte Polaren fUr die F 2 ; enthalt die eine einen Punkt (y), 
so liegt die andere in der Polarebene (u) von (y) und umgekehrt. Die 
involutorische Beziehung des Polarsystems iibertragt sich auch auf 
diese Geraden; h ist zugleich Ort der Pole der durch g laufenden Ebenen. 

4. Wir wollen wieder zu einfacheren Bezeichnungen iibergelien; 
die Polarebene von P sei n. 1st dann Q ein Punkt von n, so geht seine 
Polarebene " durch P; ist Rein Punkt auf (" n), so geht'seine Polar­
ebene e durch P und Q; und ist endlich 5 der Punkt (" n e), so geht 
die Polarebene 0 durch P, Q, R. Die vier Punkte P, Q, R, 5 bilden also 
ein Tetraeder, dessen Ebenen die Polarebenen der gegeniiberliegenden 
Ecken sind (Polartetraeder). Jede durch P gehende Kante ist (nach 3) 
ieder in n enthaltenen Kante konjugiert; daher sind auch ie zwei Kanten 
des Tetraeders konjugiert; z. B. PQ = (Qo) und PR = ("0) in der 
Weise, daB PQ durch Q geht und PR in der Polarebene " von Q liegt. 

5. Jedem Punkt P oo entspricht eine Durchmesserebene; der zu Poe 
zugeordnete vierte harmonische Punkt fallt in die Mitte von (x'), (x"). 
Damit erscheinen die in § 5 abgeleiteten Satze als Sonderfalle der 
Polaritat. Der Polarebene Soc entspricht als Pol der Mittelpunkt der F 2 ; 

bei den Paraboloiden fallt er in den Punkt Zoo von Soo, in Dberein­
stimmung damit, daB sich Soc als Tangentialebene fiir sie ergab (S.259). 
Konjugierte Durchmesser sind also auch im Sinn des Polarsystems kon­
jugiert; man schlieBt daher, daB aIle Durchmesserebenen des $. und $" 
durch Zoo gehen, also der Hauptachse der Paraboloide parallel sind. 
Drei konjugierte Durchmesser einer Mittelpunktsflache bilden mit Soo 
ein Polartetraeder. 

6. Fiir ein Polartetraeder als E.oordinatentetraeder nimmt die 
F 2-Gleichung die einfache Form 

(55) a1 xi + a2x~ + a3~ + a4 xi = 0 

an; darin ist zugleich die geometrische Bedeutung der Transformation 
auf eine Summe von Quadraten enthalten. Die Gleichungen (46) der 
Mittelpunktsflachen benutzen ein Polartetraeder aus drei konjugierten 
Durchmessern und soo. 

7. Die Polaritatsbeziehung zwischen den Punkten und Ebenen und 
den durch sie geformten Gebilden ist wiederum mit der riiumlichen 
Dualitiit sachlich identisch. Einer aus Punkten, Geraden, Ebenen auf­
gebauten Figur entspricht polar die aus Ebenen, Geraden und Punkten 
analog aufgebaute Polarfigur. Einem Punktort Fn der n ten Ordnung 
entspricht ein Ebenenort f]Jn der n ten Klasse. Sein Aufbau aus den ihm 
angehorenden Ebenen erhellt ausfolgendem: Wie die in einer einzelnen 
Ebene s liegenden 001 Punkte von Fn eine Punktkurve Cn der n ten Ord­
nung bilden, so gibt es durch den Pol Evon s (als Polarebenen dieser 
Punkte) 001 Ebenen von f]Jn, die eine Kegelflache rn der n ten Klasse 
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als Tangentialebenen umhiillen. 1st Fn(x) = 0 die Gleichung der 
Fn , so ergibt sich durch Einsetzen der Werte (53a) die Gleichung 
lPn(u) = 0 von lPn. Wiihlt man statt der Fn die F2 selbst, die die 
Grundfliiche der Polaritiit ist, so erhiilt man die Gleichung der F2 in 
Ebenenkoordinaten. Wie S. 154 ergibt sich dafiir die zur dortigen 
Gleichung (47) analoge Determinantengleichung oder 

(56) 1: Aik Ui Uk = 0 (Aik = A ki ) , 

wo die Aik diesmal die beziiglichen dreireihigen Unterdeterminanten sind. 
8. Artet die F2 aus, so artet auch das Polarsystem aus. Es ge­

schehe zuniichst so, daB J = 0 ist, aber nicht alle Aik = 0 sind. 
Als Polarebene von (y) definieren wir wieder die durch M = 0 fiir 
variables z bestimmte Ebene; ihre Koordinaten Ui sind also wiederum 

(57) aUi = ailYl + ai2Y2 + ai3Y3 + ai4Y4 (i = 1,2,3,4). 
Da J = 0 ist, wahrend die Aik nicht samtlich verschwinden, hat man 
(Anhang 26a) 

Ali: A2i : A3i : A4i = Alk : A2k : A3k : A4k. 

und es ist fiir jedes Indizespaar i, k 

(57a) aliAlk + a2iA2k + a 3.A3k + a4iA4k = O. 
Aus (57) folgt mithin fiir jeden Index k 

AlkU1 + A 2k U 2 + A 3k U3 + A 4k U4 = O. . 

1st daher (~) der durch Au: A2k : A3k : A4k gegebene Punkt, so folgt 
ffir ihn 

(57b) ~IUI + ~2U2 + ~3U3 + ~4U4 = 0, 
und wegen (57a) ist weiter 

1:ail~i = 0, 1:a'2~i = 0, 1:ai3~i = 0, ~ai4~i = o. 
Wie S. 156 ergibt sich hieraus, daB die Polarebene jedes Pubktes (y) 
durch W geht (~heiBt auch singuliirer Punkt), wiihrend als Polar­
ebene von (~) jede Ebene zu betrachten ist. 1st ferner x' irgend ein 
von (~) verschiedener Punkt der F2 , so folgert man, wie dort, daB 
F (~i + Ax;) = 0 ist fUr jedes A., und daher die Gerade (~x') ganz der 
F2 angehOrt. Die F2 ist demnach die Kegelfliiche mit (~) als Mittel­
punktl). 

Ein Polartetraeder wird durch (~) und irgend ein Tripe! konjugierter 
Punkte (oder dreier durch (~) gehender konjugierter Geraden) gebildet. 
Jedes Paar konjugierter Geraden g, h durch (~) bildet mit den Strahlen, 
in denen seine Ebene den Kegel schneidet, zwei harmonische Paare. 
Ffir die Gleichung der F2 in Ebenenkoordinaten folgt wie S. 157 

(58) (~IUI + ~2U2 + ~3U3 + ~4U4)2 = 0; 
sie stellt den Scheitel des Kegels doppelt ziihlend dar. 

1) Da wir bier allgemeine xrKoordinaten benutzen, kann mauch auf Boo 

fallen, also F2 eine zylindrische Flache sein. 
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Verschwinden auch alle Unterdeterminanten Aik (aber nicht alle 
der zweiten Ordnung), so daB (S.247) die F2 in ein Ebenenpaar aus­
artet, so geht die Polarebene jedes Punktes (y) durch die Schnittlinie 
beider Ebenen (singulare Gerade); das Ebenenpaar, die Polarebene und 
die Ebene durch (y) bilden vier harmonische Ebenen durch die singulare 
Gerade. Fiir die letzten beiden Ebenen ist jeder Punkt der einen Ebene 
ein Pol der anderen. Eine beliebige Ebene (u) hat unendlich viele 
Pole, namlich alle Punkte der singularen Geraden. 

Dem ebenen Feld als Ort seiner Punkte und Geraden entspricht dualistisch 
der Bundel als Ort seiner Ebenen und Strahlen; der Polaritat des ebenen Feldes 
flir eine C2 entspricht im Bundel die Polaritat seiner Strahlen und Ebenen fiir 
einen Kegel der zweiten Ordnung. Betrachten wir z. B. fur raumliche Koordi­
naten Xi den Bundel mit der Ecke (000) des Koordinatentetraeders, die also 
der Ebene x4 = 0 gegenuberliegt. J eder seiner Strahlen h ist durch ein Tripel 
Xl: X 2 : X3 bestimmt; die einfachste Art, diese Koordinaten geometrisch zu deuten, 
ist die, daB man Xl: X 2 : X3 als Punktkoordinaten in der Ebene X4 = 0 betrachtet, 
und zwar fur den Punkt, in dem x4 = 0 vom Strahl h geschnitten wird. Dann 
haben wir es mit homogenen Koordinaten Xi in dieser Ebene zu tun und kiinnen 
auf sie die Betrachtungen von Kap. XI anwenden. In dieser Weise kann man 
die (ausgeartete) Polaritat fiir den Kegel ebenfalls betrachten. 

Es handele sich z. B. urn die Polaritat fur den absoluten Kegel X2 + y2 + Z2 = o. 
Die Gleichungen (53) haben die einfache Form au = X, ov = y, ow = Z, und 
die bilineare Relation M = 0 lautet fur zwei konjugierte Richtungen x': y': Z' 

und x": y" : Z" 
X'X" + y'y" + z'z" = o. 

Sie ist zugleich die Polaritat fur den Kugelkreis. Fur die den beiden Richtungen 
entsprechenden Winkel IX', {l', y' und IX", {l", y" ist also 

cos IX' cos IX" + cos {l' cos fl" + cos y' y" = 0 . 

Hieraus ergibt sich beilaufig: Orthogonale Geraden g', g" durch 0 sind kon­
jugiert zum absoluten Kegel und zum Kugelkreis in too' Dasselbe gilt fur irgend 
zwei orthogonale Geraden, ebenso fur g l.. t und fUr t' l.. e". 

§ 7. Einige kollineare Transformationen der F2 in sich. 
Zunachst sei bemerkt, daB man die ersten Satze von Kap. X, § 7 

auf eine MittelpunktsfHiche iibertragen kann. Daraus folgt wieder, 
daB das durch drei konjugierte Durchmesser bestimmte Tetraeder fiir 
alle so1che Tripel einen konstanten Wert besitzt. 

Eingehender soli die folgende kollineare Transformation der gerad­
linigen Flachen in sich behandelt werden. Wir gehen von den Gleichungen 

Xl = 0, x 2 = 0, X3 = 0, x4 = 0 

des Koordinatentetraeders aus und wahlen 

(59) X I X4 - X2 X 3 = 0 

als Gleichung der F 2 • Sie ist (S. ~5) auf doppelte Weise Erzeugnis 
von zwei projektiven Biischeln, namlich von 

(59a) 
Xs - A. x4 = 0 und 
X2 - PX4 = o. 
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Hieraus folgt weiter 

(59b) 

Die Parameter A und fl begriinden daher eine Koordinatenbestimmung 
auf der F2 ; die Punkte (x) und die Parameterpaare A, fl entsprechen 
sich eineindeutig. Weiter ist klar, daB A = const und fl = const je 
eine Gerade der einen und der anderen Schar darstellt. Wir k6nnen 
also von den A-Geraden und den Il-Geraden sprechen, und die genannte 
Koordinatenbestimmung kommt darauf hinaus, jeden Punkt der F'I. 
mittels der Gleichungen (59b) als Schnitt der durch ihn gehenden A­
und fl-Geraden aufzufassen. 

Wir unterwerfen nun J.. und It den linearen Substitutionen 

, iX i.' + fJ iX' ft' + fJ' 
~ - It - --.-.--:----.c 
, - 1').' + 0' /" - r'ft' + /j" 

(60) 

so werden J,', fl' ebenfalls Parameter einer Koordinatenbestimmung auf 
der F2 darstellen. Diese Transformation fuhrt die F2 kollinear in sich 
uber. 1st namlich (x') der zu A', fl' gehOrige Punkt, so daB 

xi : x~ : xf : x~ = 1 : J..' : fl' : J..' fl' 

ist, so ergibt sich aus (59b) und (60) durch Einsetzen dieser x~ fiir J..' 
und fl' 

f Q Xl = (y J,' + v) (y'lt' + v') = v v' xi + y v' Xz + V y' x; + y y' x~ 
e x2 = (IX ?,' + fJ) (y'll' + v') = fJ v'xi + ex v'x~ + fJ y' x~ + ex y'x~ 

(60a) 1e X3 = (I' J,' + v) (ex'lt' + /3') = v fJ'xi + y fJ'xz + vex' xf + I' ex'~ 
e X4 = (ex J..' + fJ) (ex'tt' + fJ') = fJ fJ'x;. + ex fJ'X2 + fJ ex' xf + exex'X4' 

Dies ist eine kollineare Beziehung des Raumes; an ihr hat die F2 in 
der Weise teil, daB die J..-Geraden in sich und auch die fl-Geraden in 
sich iibergehen. Augenscheinlich kann man aber auch bewirken, daB 
die },-Geraden in die fl-Geraden und die fl-Geraden in die J..-Geraden 
iibergehen. Dies leisten die linearen Substitutionen 

iX i.' + fJ ' iX' ,It' + fJ' 
( 61) It = r}.' + 0 ' I, = r',u' + l' ' 
was in der namlichen Weise gezeigt wird. 

Auf dieser Grundlage ist von Pliicker eine analytische Geometrie auf den Fa 
begriindet worden; die Bestimmung eines Punktes durch je zwei Gleichungen 
i. = canst, ,u = canst bildet den Ausgangspunkt. Ersetzt man J. durch Al : A2 
und ,u durch fll: ,u2' so hat man 

Xl: X 2 : X3: X 4 = )'2,U2: i.l ,u2 : )'2ftl: Al,Ul' 

und erhiiJt in einer Gleichung tV·v 22; ftl' ,u2) = 0, die fiir 1'1 und '\2 und eben so 
fiir ftl und ,Lt2 homogen ist, eine auf der F 2 verlaufende Kurve; der Grad in den Ai 
und in den Pi bestimmt. wie oft jede I.-Gerade und jede ft-Gerade von der Kurve 
geschnitten wird. 



Anhang. 

§ 1. Determinanten. 
Auf die Determinanten ist man bei der Auflosung linearer Glei­

chungen mit mehreren Unbekannten gefUhrt worden l ). Wir schlagen 
diesen Weg fur ihre EinfUhrung auch hier ein; er wird ihre Eigenart 
und Bedeutung unmittelbar erkennen lassen. Die Aufl6sung selbst be­
handeln wir in § 2; besondere Werte der Koeffizienten werden deshalb 
zunachst nicht in Betracht gezogen. 

Aus den Gleichungen 

(1) a l x + bi Y + ci = 0, a2 x + b2 Y + c2 = 0 

berechne man x und Y in bekannter Weise durch Multiplikation mit b2 

und - bl , alsdann mit - a2 und a l und nachfolgende Addition. Man 
findet so 

(1 a) 

Die formale Analogie der Zahler und Nenner hat den AnstoB zur Ein­
fuhrung des Determinantenbegriffs gegeben. Aus dem gemeinsamen 
Nenner entstehen die Zahler, indem man a, b durch b, c und c, a ersetzt. 
Bezeichnen wir den Nenner durch das Symbol (a b), schreiben also 

(2) (a b) = a l b2 - a2 bl , 

so sind die Zahler durch (b c) und (c a) zu bezeichnen, und es wird 

(2a) x: Y : 1 = (b c) : (c a) : (a b) . 

Die Ausdriicke (b c), (c a), (a b) sind die einfachsten Determinanten; 
die auBerdem iibliche Bezeichnung fUr sie ist 

so daB man auch 
i b i ci I . I, ci a l I . I a l bi 'I' 

(3 a) x: y : 1 = ! b I • ' ! • i b' 
! 2 c2 : I c2 a2 I I a2 2 i 

schreiben kann. Den Wert des so eingefiihrten Determinantensymbols 
erhalt man, indem man die Differenz der beiden diagonalen Produkte 

1) Es geschah im wesentlichen urn 1750 durch G. Cramer. 
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bildet. Die Koeffizienten av bv c1, a2, b2, c2 heiDen Elemente der Deter­
minanten. Das Schema 

(3 b) 
b1 C1 !1 

b2 c2 II' 
aus dem aile drei Determinanten durch Tilgung je einer Vertikalzeile 
entstehen, heiBt eine Matrix. 

Beispiele. 1. Aus 5% + 4y - 1 = 0, 3% - Y + 7 = 0 folgt 

%:Y:1=[_: -~[:[-~ ;[:1; _~[=27:-38:-17. 
2. Aus 6 % - 2 Y + 7 = 0, - 3 % + Y - 8 = 0 wurde folgen 

% : y : 1 = 1-2 71: 1 7 61: [ 6 -2 I.! = 9: 27: 0; 
I 1 -811-8 -3, -3 1. 

endliche Zahlenwerte fur % und y stellen sich also als Losungen nicht ein. \-Vir 
kommen hierauf alsbald zuruck. 

Flir zwei homogene Gleichungen 

(4) a1x+b1y.=0, a2 x+b2 y=O, 

wo gemaB den einleitenden Worten a1 < 0, b1 < 0, a2 < 0, b2 < ° 
sein soH, gibt es zunachst die evidente Lasung x = 0, Y = 0; sie bleibt 
hier wie im folgenden auf3er Betracht. SoH es andere (eigentliche) Lasungen 
geben, muB offenbar a1: b1 = a2 : b2 sein, also 

(4a) 15 = a1 b2 - a2 b1 = (a b) = 0; 

die Determinante (a b) muB also verschwinden. Es folgt alsdann 

x: Y = b1 : -a1 = b2 : -a2 , 

es wird also durch (4) nur das Verhiiltnis x: Y bestimmt. 
Man kann auch die Gleichungen (1) in homogene Form setzen; sie 

gehen dadurch in 

(5) a1 x + b1 Y + C1 Z = 0, a2 x + b2 Y + C2 Z = ° 
liber. Die obige Lasung (2a) nimmt dann die Form 

(6) x:y:z=(bc):(ca):(ab) oder ex=(bc), ey=(ca), ez=(ab) 

an1). Es ist wiederum nur das Verhaltnis x: y: z bestimmbar, und 
zwar stets in endlichen Zahlen, wenn auch einzelne Determinanten gleich 
Null sind. Das oben behandelte zweite Beispiel wird man daher so 
erledigen, daB man zur homogenen Schreibweise libergeht; dann er­
gibt sich x: y : z = 9 : 27 : ° . 

Wir gehen zu drei homogenen linearen Gleichungen 

(7) a1x+b1y+c1Z=O, a2 x+b2 y+C2Z=0, a3 x+b3 y+c3 z=0 

liber und fragen, wann es eigentliche Lasungen x: Y : z flir sie gibt 2). 

1) Es wird meist die Schreibweise der ersten Gleichung benutzt werden. 
2) Vgl. auch die eingehende geometrische Behandlung S.44. 
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Aus der zweiten und dritten Gleichung ergibt sich zunachst 

(8) I b C Ii I C a! : a. b21. x:y:z= 12 2 :!. 2 21 :1,2 
ba Ca I : ca aa I ,aa ba ' 

diese Werte miissen aber auch der ersten Gleichung geniigen; also muB 

(9) a1 I! bb2
a c2 , + b1 i C2 a2 II + C1 I a2 b2 ! = 0, oder 

Ca I Ca aa aa ba , 

(9 a) a1(b 2 Ca - ba c2) + b1 (C 2 aa - Ca a2) + c1(a 2 ba - aa b2) = 0 

sein oder auch 

(9b) a]b2ca - a1 bac2 + a2 bac1 - a2 b1 ca + aablc2 - aab2cl = O. 

Den Ausdruck (9), (9 a) oder (9b) nennt man die (dreireihige) Deter­
minante D der Gleichungen (7) (auch Determinante dritter Ordnung) 
und schreibt 

a1 b1 C1 

( 10) D = a2 b2 C2 = (a b c) • 

: aa ba Ca 

Die sechs Glieder des Ausdrucks (9 b) entsprechen den sechs Permu­
tationen der Indizes 1, 2, 3; die drei zyklischen Permutationen besitzen 
das positive Vorzeichen, die drei iibrigen das negative 1). 

1st D gleich Null, so besteht Gleichung (9), also ist auch die erste 
Gleichung (7) fiir die Losungen (8) erfiillt. Das Verschwinden von D 
erscheint so als Bedingung tur eigentliche Losungen. Wir kommen in 
§ 2 hierauf zuriick. 

Aus dem Schema (10) ergeben sich die Ausdrucke (9a) oder (9b) folgender­
maBen: Die von links oben nach reehts unten laufende Diagonale (") liefert im 
Produkt aI b2 c3 das erste Glied in (9a). Denkt man sieh, daB auf die dritteVertikale 
des Determinantensehemas wieder die erste folgt usw., so gibt es zwei dieser 
Diagonale parallele Elemententripel bI , c2 , a3 und c1, a2 , b3 ; sie liefem zwei weitere 
positive Produkte von (9a). Ebenso liefem die Elemente a3, b2 , c1 der umgekehrt 
gerichteten Diagonale V) nebst den parallelen Gliedem aI' ba, C2 und a 2, bI , ca 
die drei negativen Produkte von (9a). 

Beispiele. 

I~ 
3 1 = 7·5·6 + 3·0· 3 + 1·2 (-1) 

1. 5 0 - 3·5·1- (-1) ·0'7-6·2·3 
-1 6 = 210 - 2 - 15 - 36 = 157· 

3 7 4' 0 a b: i 0 a b 

2. 0 1 ~1=-27; 3. a 0 cl=2abc; 4. I-a 0 c = o. 
0 3 b c 0 1 I-b -c 0 

I 

Die Determinante (3), die sieh gegen die Diagonale (,,) symmetriseh verhalt, heiBt 
symmetrisch. 

(10a) DaB wir x, y, z in (7) als Unbekannte auffaBten, ist unwesent­
lich.; wesentlich ist nur, daB die Gleichungen (7) fUr gewisse endliche 

1) Zyklisch sind die drei Permutationen 1 2 3, 2 3 1, 3 1 2. 
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Zahlen, die nicht samtlich Null sind, zugleich bestehen. Die notwendige 
Bedingung dafiir ist das Verschwinden der Determinante (10). In dieser 
Weise wird das vorstehende Resultat vielfach benutzt. 

Die Einfiihrung der Determinanten ist damit ededigt. Wir gehen 
nun zur Erorterung der Satze und Rechnungsregeln fur die Determi­
nanten dritter Ordnung uber. Die beiden Determinanten 

al bl c1 al a2 a3 

(11) a2 b2 c2 und bl b2 b3 

a3 b3 Cs c1 c2 c3 

gehen durch Vertauschung der horizontalen und vertikalen Zeilen aus­
einander hervor. Ihr Wert bleibt dabei ungeandert. Der Wert der 
zweiten ist namlich gemaB (9a) 

al (b2 Cs - b3 c2) + a2(b3 c1 - b1cS) + as(bl c2 - b2 cl ) , 

er geht aus (9a) durch Umordnung nach ai' a2, a3 hervor. Also folgt: 

(11 a) Die Determinante andert den Wert nicht, wenn man Horizontalen 
und Vertikalen miteinander vertauscht. 

Von den beiden Determinanten 

al bl c1 al bl c1 

(12) a2 b2 c2 und a3 bs Cs 
as bs Cs a2 b! c2 

geht die zweite durch Vertauschung der beiden letzten Horizontalen 
(der Indizes 2 und 3) aus der ersten hervor. Fiihrt man dies im Aus­
druck (9 a) aus, so andert sich nur sein Zeichen. Dasselbe erkennt 
man bei der Vertauschung eines anderen Indizespaares. Bei jeder 
solchen Vertauschung nimmt also die Determinante den entgegen­
gesetzten Wert an. GemaB (11 a) muB aber eine fur die Horizontalen 
giiltige Regel auch flir die Vertikalen gelten, und so folgt: 

(12a) Die Determinante andert ihr Vorzeichen, wenn man zwei Verti­
kalen oder zwei Horizontalen miteinander vertauscht. 

(12b) Aus Satz (11a) folgt weiter, daB eine Unterscheidung zwischen 
H orizontalen und Vertikalen belanglos ist; wir lassen sie daher im folgenden 
meist auBer Betracht und sprechen gemeinsam von Zeilen (oder Reihen). 
Aus (12a) folgert man weiter, daB allgemeine Satze, die wir fiir eine 
einzelne Zeile ableiten werden, analog fiir jede Zeile gelten miissen; 
kommt der Wert der Determinante in Frage, so ist auch das Vor­
zeichen zu beriicksichtigen. Wir werden daher die folgenden Satze nur 
flir irgendwelche Zeilen ableiten. 

Ersetzen wir die Elemente al> bl> c1 durch e ai' e bl , e cl , so nimmt 
(9a) den e-fachen Wert an; dies laBt sich durch folgenden Satz aus­
drucken: 
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(13) Um eine Determinante mit dem Faktor I:! ZZt multiplizieren, hat 
man die Elemente irgend einer Zeile mit I:! zu mztltiplizieren und umgekehrt. 
Sind also aile Elemente einer Zeile Null, so hat die Determinante selbst 
den Wert Null. 

Hat die Determinante zwei gleiche Zeilen, so bleibt sie bei deren 
Vertauschung formal ungeandert; nach Satz (12 a) solI sie aber ihr 
Vorzeichen andern. Dies kann nur der Fall sein, wenn sie Null ist, d. h.: 

(14) Eine Determinante mit zwei gleichen Zeilen hat den Wert Null. 
GemaB (13) gilt dies sogar auch, wenn die Elemente zweier Zeilen 
einander proportional sind. 

Fiir die dreireihige Determinante folgt, daB ihr Wert bei zyklischer 
Vertauschung der Vertikalen oder Horizontalen ungeandert bleibt. Eine 
zyklische Vertauschung von a, b, C laBt sich namlich durch zwei ein­
fache Vertauschungen bewirken; die erste fUhrt die Anordnung abc 
in bac iiber, die zweite in bca!). 

Jedem Element einer Determinante ist eine Unterdeterminante zu­
geordnet. Tilgt man in (10) die Horizontale und Vertikale, die a l ent­
halt, so bilden die iibrigbleibenden Glieder die Unterdeterminante Al 
von a l . Dasselbe gilt fiir die iibrigen Elemente. Wir erhalten so die 
neun Unterdeterminanten 

A = I b2 

1 i b3 

C21, 
I a 2 1 

I b2 I Bl = I c2 C : a2 I, 1 =! b l' 
C3 i ! C3 a3 ] , a3 31 

(is) A 2 =lb3 

i bl 

c3 1 I ca aa l C _: aa b : 

cll' 
B2 = I 

all, 
a, 

? -

bI ! 

, 
, CI - ial 

A3 = I bl cll , B3 = I cl all, C3 = i al bll 
I b2 C2 I i C2 a2 i I a2 b2 I ' 

Die Elemente ai,bi, Ci treten hier stets in derselben Reihenfolge auf 
wie in D, eben so die Indizes 1, 2, 3, und zwar in dem Sinn, daB fUr 
a, b, C und fUr die Indizes 1,2,3 die zyklische Reihenfolge bewahrt wird. 

Mit Verwendung von AI> BI> CI geht zunachst (9a) in 

(1Sa) D=aIAl+blBl+ClCl 

uber. Ersetzen wir in (10) die Elemente aI' bll cl der ersten Zeile durch 
a2, b2, c2 oder a3, b3, c3, so andern sich gemaB (15) All Bll Cl nicht; 
der Wert von D wird gemaB (14) zu Null, und es folgt 

(1Sb) 0=a2Al+b2Bl+c2Cl,0=a3Al+baBl+C3Cl' 

Analoge Gleichungen ergeben sich fUr A 2, B2, C2 und Aa, Ba, Ca; Wlr 
erhalten also ailgemein 

(1Sc) D=aiAi+biBi+CiCi; 0= aiAk + biBk + CiCk (i"<k). 

1) Die Permutationen a c b, b a c, c b a entspringen aus abc durch einfache 
Vertauschung. 
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Dies sind im ganzen neun Gleichungen. Neun analoge Gleichungen 
ergeben sich fiir die vertikalen Zeilen; es ist 

(16) D = alAI + a2A 2 + aaAa = blBl + b2B2 + baBa 
= cl Cl + c2 C2 + ca C3 , 

wahrend die iibrigen Summen Null sind, z. B. 

(16a) 

Gleichung (15 a) und die Gleichungen (16) lassen sich zweckmaBig zur 
Berechnung von Determinanten benutzen. Man hat z. B. unmittelbar (vgl. Bei­
spiel 2, S. 267) 

Wir gehen zu Summen und Produkten von Determinanten iiber. 
Ersetzen wir in (9b) die Elemente al> a2 , aa durch a l + 1%:1' a2 + 1%:2' 
aa + 1%:a' so HiBt sich (9b) in zwei gleichartig gebaute Ausdriicke zer­
legen; es folgt so unmittelbar 

(17) 

Hieraus flieBt eine wichtige Rechnungsregel. Sie driickt sich in folgender 
Gleichung aus, die eine Folge von (17) und (14) ist, 

a l + ebl bl cl a l bl cl bl bl cl a l bi ci 

(17a) a2 + e b2 b2 c2 a2 b2 c2 +e b2 b2 c2 a2 b2 c2 

aa + eba ba ca aa ba ca ba ba ca aa ba ca 

d. h.: 

(17b) Die Determinante bleibt ihrem Werte nach ungeiindert, wenn 
man zu den Elementen einer Zeile dasselbe Viel/ache der Elemente einer 
Parallelzeile addiert(oder von ihr subtrahiert). Der Satz gilt auch noch 
so, daB man ein Vielfaches mehrerer Parallelzeilen zugleich addieren 
oder subtrahieren kann. 

Dieser Satz ist fiir die Berechnung der Determinanten von Nutzen; man 
sucht sie moglichst so umzuformen, daB mehrere Glieder derselben Zeile Null 
werden, und wendet dann (15a) oder (16) an. Es ist 

Ii 1 71 1-3 6 -2 = 5 
1 8 -3 

1 71 I 0 6 -2 = 5 
1 8 -3 

0- 1
1 6 -2 = -1 1_; ~ 1 = -23; 

1 8 

man erhalt die zweite Determinante durch Subtraktion der dritten Vertikale von 
der ersten, die dritte durch Subtraktion der dritten Horizontale von der ersten. 
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Weitere Beispiele sind (im ersten wird zunachst das doppelte der letzten Hori­
zontalen von der ersten subtrahiert): 

9 -1 I l' 6 10 = 2 

3 -31 2 
3 51 l' 6 10 = 2 1 

3 -3 2 

3 51 3 5 = 0; 
3 -3 I 

o 0 II Ib-a c-al b - a c - a = b2 _ 2 2_ 2 = (b -a) (c -a) (c -b). 
b2 _ a2 c2 _ a2 a c a 

Die vorstehenden Beispiele fiihren eine dreireihige Determinante auf die zwei­
reihige zuriick. DaB auch das umgekehrte von Nutzen sein kann. zeigt folgendes 
Beispiel (in der zweiten Determinante addiere man die erste Horizontale zur 
zweiten und dritten): 

I ' l ' XI YI : I 1 XI YI II x2 - XI Y2 - YI I 
I = I 0 x2 - XI Y2 - YI ' = ,1 x 2 Y2 • 
I Xs - XI Ya - Yl . I I 

. 0 Xs - XI Ys - YI i 1 Xs Ys I 

Man beachte, daB die Werte XI' Yl in der neu hinzugefiigten Zelle beliebig 
sein konnen. 

Das Haupttheorem tiber Deterrninanten betrifft ihre Multiplikation; 
man kann ihr Produkt wieder als Determinante darstellen. Seien 

~ ~ ~ ~ ~ h 
(18) D = az bz Cz und iI = IXz P2 1'2 

IXs Ps 1'3 

die gegebenen Determinanten. Wir setzen abkiirzend (ftir testes i und k, 
wo i und k irgend einen der Werte 1, 2, 3 haben konnen) 

(18a) ai 1Xl; + bi p,. + Ci I'l; = ~ a, IX,. = ~ik 
und nennen die so gebildeten Summenausdrticke aus den Elementen 
von D und ,1 komponiert; insbesondere entsteht 2a, l¥k durch Kom­
position der i ten Horizontale von D mit der kten Horizontale von ,1. 
Nun wird behauptet, daB 

j 
all¥1 + blPl + C1 1'1 a1 l¥2 + bl P2 + C1 1'2 allXS + bl Ps + Cll's 

~= a2l¥1 + b2Pl + C2 1'1 a21X2 + b2P2 + C~1'2 a2 IXs + b2 Ps + c2 1'a 

(19) 
as IXl + baPl + Cs 7'1 as IX2 + bS P2 + CS l'2 as IXs + b~Ps + Csl's 

\ 
211 ~12 ~13 
~2l ~22 ~23 = D·,1 

~Sl ~S2 ~S3 
ist. Der Beweis flieBt aus der wiederholten Anwendung der vorstehenden 
Satze. Man zerlegt ~ zunachst [durch Anwendung von (17) auf die 
erste VertikaleJ in drei Determinanten und erhalt so die Darstellung 

a1 l¥1 ~12 ~lS bl PI ~12 ~]S CI 1'1 ~12 ~]S 
~ = a2 IXI ~22 2'2S i + b2 PI ~22 ~23 + C2 I' 1 ~22 ~23 

I 

as l¥l ~S2 ~asl bs PI ~l!a ~as Ca 1'1 ~2a ~3S 
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In jeder dieser drei Determinanten verfahrt man mit der zweiten Verti­
kale ebenso, und in jeder der dann entstandenen neun Determinanten 
noehmals ebenso mit der dritten Vertikale. So spaltet sieh ~ in 27 ein­
faehe Teildeterminanten. Deren Wert ist jetzt zu ermitteln. Zuvor 
sei auf das formale Bildungsgesetz dieser 27 Determinanten hinge­
wiesen. Jede Vertikale enthalt einen £esten lateinisehen und den 
analogen grieehisehen Buehstaben; fUr die lateinisehen kommen die 
Indizes 1, 2, 3 den drei aufeinanderfolgenden Horizontalen, fiir die 
grieehischen dagegen den drei Vertikalen zu. Eine jede solche Deter­
minante ist daher dureh die in sie eingehenden a, b, C eindeutig be-
stimmt. Sei eine solche 

allXl bdJ2 allXa al bi a l 

a 2 1X1 bdJ2 a2 iXa = 1X1 fJ2 lXa a2 b2 a2 

aaiXl bafJ2 aaiXa a3 b3 a3 

Sie hat, da sie zwei gleiche Zeilen enthalt, den Wert Null. Wir haben 
daher nur die Determinanten naher in Betraeht zu ziehen, die keine 
zwei Vertikalen mit denselben lateinisehen Buehstaben enthalten. Eine 
solche sei 

blfJl al lX 2 cl Ya bi a l ci a l bi cl 

b2 fJI a2 iX2 c2 Ya = fJl iX 2 Y3 b2 a2 C2 = - fJl iX 2 Ya a2 b2 c2 

ba fJI a3 iX2 ca Ya ba aa Ca a3 ba ca 

Sie enthalt die Determinante D als Faktor. Solcher Glieder gibt es 
seehs, entspreehend den seehs mogliehen Anordnungen von a, b, c. Ihre 
seehs Faktoren sind die seehs Glieder von A, jedes mit einem Vorzeiehen; 
es ist, wie man aus der letzten Gleichung ersieht, dasselbe, das der be­
ziigliehen Permutation der a, b, coder, was dasselbe ist, der iX, fJ, Y 
in dem Ausdruek (9b) zukommtl). Damit ist der Satz bewiesen. 

(19a) Die Komposition von D und A zur Produktdeterminante 'Il 
ist auf vier Arten moglieh. Vorstehend wurde Horizontale mit Hori­
zontale komponiert. Man kann aber aueh Vertikale mit Vertikale und 
Horizontale der einen mit Vertikale der anderen komponieren; dies 
lie£ert drei neue Formen fiir 'l). 

Insbesondere findet man aus (19) und den Gleiehungen (15 c) 2) 

(19b) 

al bl Cl 

a2 b2 C2 

aa ba Ca 

Al Bl CI 

A2 B2 C2 = Da; 

Aa Ba Ca 

Al BI Cl 
A2 B2 C2 = D2. 

Aa Ba Ca 

1) In der obigen Gleichung handelt es sich um die Permutation (b ac), 
sie ist nicht zyklisch und bedingt daher (S.267) das negative Zeichen. 

2) Fur die zweite Gleichung (19b) ist D <: 0 anzunehmen. 



§ 1. Determinanten. 273 

Beispiel. Man erhalt, indem man die Horizontalen mit den Vertikalen kom­
poniert, fur das Produkt 

1 a1 

10 
10 
I 

wiederum eine Determinante, 
Null sind. 

b1 

b2 
0 

bei 

C1 1 <Xl fli )'1 i 
CQ f • 0 fl2 )'21 • I 

1
0 0 1'3 C3 I 

der alle Elemente 

Eine oft auftretende Determinante ist 
al +}, bl CI 

links von der Diagonale 

(19c) a2 b2+A C2 =Aa+A2(al+b2+Ca)+A(AI+B2+Ca)+D. 
aa b3 Ca +A 

Die Entwicklung nach A ergibt sich so. Es ist evident, daB A3 nur aus 
dem Diagonalglied entspringt, und daB das absolute Glied D sein muB; 
es entsteht, wenn wir A = 0 setzen. Bezeichnen wir die Unterdeter­
minante von a l + A mit Al (A), so liefert das Produkt (al + A) Al (},) 
erstens a l • AdA), und dies liefert zum Glied mit A2 in (19c) den Bei­
trag a1 A2; auBerdem liefert es A' AI(A). Hiervon kommt, wenn wir den 
Beitrag zum Koeffizienten von A bestimmen, nur A· Al (0) = AAI in 
Betracht, wo AI' wie immer, die Unterdeterminante von al in D ist. 

(20) Von der Determinante D der dritten Ordnung kann man, von 
m zu m + 1 fortgehend, zu den Determinanten mit n Horizontalen 
und n Vertikalen aufsteigen; fUr n = 4 soil es hier geschehen. Die 
charakteristischen Eigenschaften der Determinante D sind: 1. Sie ist 
eine ganze homogene Funktion dritten Grades von neun Elementen, in 
jedem einzelnen Element linear. 2. Die Zahl ihrer Glieder ist 3! = 6, also 
gleich der Zahl der Permutationen der Indizes 1, 2, 3. 3. Aile Glieder 
haben den Koeffizienten ±1; insbesondere hat al b2 C3 den Koeffizien­
ten +1, die iibrigen sind so bestimmt, daB jede Vertauschung zweier 
Indizes eine Vorzeicheniinderung bewirktl). Hieraus laBt sich, wie bei­
laufig bemerkt sei, die Theorie der Determinanten ableiten. 

Hier kommen nur die formalen Siitze und Rechnungsregeln in 
Frage; grundlegend sind dafiir die Siitze (11 a), (12a) und (13), sowie 
der in (9a) enthaltene Ausdruck von D. Aus ihnen sind im vorstehenden 
aUe weiteren Siitze abgeleitet worden; der Ausdruck (9a) entspricht fUr 
n = 3 dem, was wir soeben iiber DaIs Funktion der ai, bi, Ci ausfUhrten. 
Urn un sere Satze auf Determinanten vierter Ordnung auszudehnen, ist 
daher nur n6tig, dies fUr die Satze (11 a), (12a) und (13), sowie den 
Ausdruck (9a) zu tun. 

Die Art, in der wir von der dreireihigen zur vierreihigen Deter­
minante iibergehen werden, laBt sich schon fUr die Bildung der 

1) Man teilt die Permutationen in gerade und ungerade, je nachdem sie 
aus 1 2 3 durch eine gerade oder ungerade Zahl einfacher Vertauschungen ent­
stehen. Die zyklischen Permutation en von 123 sind gerade (S.269). 

Schoenfiies, Analytische Geometrie. 18 
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dreireihigen benutzen; in der Gleichung (16), also in 

D = alAI + a2 A 2 + asAs 
ist sie schon enthalten. Hier erscheint D mittels der drei zweireihigen 
Determinanten AI' A 2, As aufgebaut. Mit Riicksicht auf das folgende 
bezeichnen wir diese Unterdeterminanten von (10) jetzt durch 

, ] _ I b2 c2 I r 1 _ I bl ci i - ] _I bl ci 'I 

La! - b ' La2.1 - , b I' La3 - b . 
I 3 C3 I 3 Cs : I 2 C2 

Es ist also Al = [aJ, A2 = -[aJ, A3 = [a3] , und wir erhalten aus (16) 

(21) D = al[aJ - a2 [aJ + aa[as] . 

Dies ist die Gleichung, die wir verallgemeinern wollen. Wir definieren 
also den Wert der vierreihigen Determinante 

al bl ci dl 

D _ a2 b2 c2 d2 
(22) 4 -

as b3 c3 ds 
I a4 b4 c4 d4 

durch die Gleichung 
(22 a) D4 = al[aJ - a2 [aJ + aa[asJ - a4 [aJ, 
und zwar solI jetzt [al] diejenige dreireihige Determinante darstellen, 
die sich aus D4 durch Tilgung der Horizontalen und Vertikalen ergibt, 
inder ai enthalten ist, unter Wahrung der Anordnung der Zeilen; das­
selbe solI fUr [bi ], [Ci] , [di ] gelten. Auf Grund dieser Definition ist 
nunmehr zunachst das Bestehen der Satze (11 a), (12a) und (13) 
fUr (22a) zu beweisen. 

Jedes [ai] enthalt nur die Elemente b, c und d. Vertauscht man 
also in D4 irgend zwei Zeilen, die b oder coder d enthalten, so ist die 
Geltung des Satzes (12a) evident; denn jedes [ai] nimmt dann den ent­
gegengesetzten Wert an. Es ist also nur noch zu zeigen, daB der Satz 
auch fUr Vertauschung von a und b zutrifft (der ersten und zweiten 
Zeile). Dazu sei folgende Bezeichnung eingefUhrt. Unter [aibk] solI 
diejenige Determinante verstanden werden, die von D4 iibrigbleibt, 
wenn die Zeilen mit den Elementen ai und bk gestrichen werden, die 
also weder a noch b noch die Indizes i und k enthalt, wiederum unter 
Wahrung der Anordnung. Es ist dann, wie man aus (21) leicht erhaltl). 

(23) [aJ = bl [a2 bl] - bS [a2 bs] + b4 [a2 bJ j [aJ = b2 [al bJ - bS[al ba] + b4 [al bJ 

[asJ = bl[asbJ - MaabJ + b4 [aa bJ 
[aJ = bl [a4 bJ - Ma4 bJ + ba[a4 ba] . 

1) Es ist z. B. 

1 
bz 

[al] = bs 
I b4 
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Durch Multiplikation mit aV -a2, aa, -a4 und Addition erhalten wir 
[nach (22a)] D4 ; also folgt 

(24) {D4 = [albJ(alb2 - a2bl) - [alba] (alba - aabl) + [albJ(alb4 - a4bl) 
+ [a2ba] (a2ba - aab2) - [a2b4] (a2b4 - a4b2) + [aabJ(aab4 - a4ba) . 

In den eckigen Klammem kommen nur C und d vor; die runden Klam­
mem andem bei Vertauschung von a und b samtIich ihr Zeichen, der 
Satz ist also bewiesen. 

Die Eigenschaft (11 a) ergibt sich durch ein ahnliches Verfahren; 
wir entwickeln dazu die in (23) enthaltenen dreireihigen Determi­
nanten [ai] nach den Elementen einer Horizontalen. Es ergibt sich 

[aJ = bl [a2 bl] - cl [a2 cJ + dl [a2 dl ] 

[aa] = bl[aabJ - cl[aacI] + dl[aadJ 
[aJ = bl [a4bJ - cl [a4 cJ + dl [a4 d1] , 

und hieraus weiter 

D4 = al[al ] - bl {a2[a2bJ - aa[aabl] + a4 [a4blJ} 
+ CI {a2[a2c1] -aa[aacI] + a4[a4cJ} -dl {a2[a2 dJ-a3 [aa dJ + a4 [a4 dJ}. 

Die Faktoren von bI> CI , dl sind aber, wie man leicht erkennt, [bl ] , [c l ] 

und [dJ, und so folgt 

D4 = al[al] - bl[bl] + cl[cJ - dl[dl] . 

Fur die hier auftretenden Unterdeterminanten gilt aber der Satz (11 a). 
Denken wir also in ihnen die Horizontalen und Vertikalen vertauscht, 
so ist alsdann die Entwicklung von D4 genau diejenige, die dem Satz (11a) 
entspricht, und der Beweis damit erbracht. 

Der Satz (13) bedarf eines Hingeren Beweises nicht. Fur die Zeile 
der Elemente ai ist er gemaB (22a) evident; fUr eine andere Zeile des­
wegen, weil jedes [ai] den Faktor e annimmt. Ebenso leicht ist es, 
die im Ausdruck (9 a) enthaltenen Eigenschaften fUr den Ausdruck (22 a) 
nachzuweisen; was jedoch nicht nahe:r: ausgefUhrt werden soIl. 

(24 a) Damit sind die siimtlichen jur D abgeleiteten Siitze auch jur D4 
als gultig erwiesen. 

Der Gleichung (24) entnehmen wir noch einen wichtigen Satz. Die 
in den runden Klammem stehenden Ausdrucke sind samtIich Unter­
determinanten von D4 ; z. B. ist a l b2 - a2 bl = [cadJ, denn [cadJ ist die 
Unterdeterminante, die weder C noch d, noch einen der Indizes ), 4 
enthalt, und zwar unter Erhaltung der Anordnung, und das ist 
a l b2 - a2 bl • Somit folgt 

(25) {~=~~~~-~~~~+~~~~ + [a2 baJ [cldJ - [a2 bJ [clda] + [aa bJ [c1d:J . 
18* 
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§ 2. Lineare Gleichungen. 
Wir gehen nochmals zu den homogenen Gleichungen (7) zuruck. 

DaB D = 0 eine notwendige Bedingung fUr eigentliche Losungen ist, 
wurde S. 267 bereits gezeigt. Setzen wir jetzt D = 0 als erfullt voraus. 
Alsdann gehen die Gleichungen (7) in (15 a) und (15 b) uber, falls man 
x, y, z durch A 1, Bv C1 ersetzt; gemaB (15 c) gilt das gleiche fur irgend 
drei Unterdeterminanten Ai, Bi , Ci . Also folgt 

(26) 1st D = 0 und sind nicht alle Ai, Bi, Ci Null, so wird den Glei­
chungen (7) durch die eigentliche L6sung 

x : y : z = Ai : Bi : Ci 

geniigt. Den Fall, daB alle Ai, Bi , Ci Null sind, behandeln wir in (33). 
Wir ziehen hieraus noch die Folgerung: 

(26a) 1st D = 0 und verschwinden nicht alle Ai, B i , Ci , so verhalten 
sich die Unterdeterminanten der einen Zeile wie die der anderen. 

Beispiel. Fur 5x + 9Y - Z = 0, 2x + 6y + 10z = 0, 2x + 3y - 3z = ° 
haben die Unterdeterminanten die einander proportionalen Werte 

-48,26, -6; 24, -13, 3; 96, -52, 12, 

und es ist x : y : z = 24 : - 13 : 3 . 

Drei nicht homogene lineare Gleichungen und ihre Matrix seien 

j"'X+ b,y+c,z+d, ~ 0 a1 b1 c1 d1 

(27) a2 x + b2 Y + c2 Z + d2 = 0; m= a2 b2 c2 d2 

a3 x + b3 y + c3 Z + d3 = 0 a3 b3 c3 d3 

Werden diese drei Gleichungen mit 

Al = I b2 c21, A2 = I b3 c31, A3 = I b1 cli 
I b3 C3 I b1 C1 I b2 c2 I 

multipliziert und addiert, so folgt wegen (16a) 

x(a1Al + a2A 2 + aa A 3) + (dlAl + d2A z + d3A3) = 0, 

oder, wenn wir wieder 

a1 b1 c1 d1 b1 c1 

a2 bz Cz = (abc), dz bz Cz = (d b c) 

a3 b3 C3 da ba Ca 

setzen und beachten, daB (d b c) = (b c d) ist, 

(27a) (a b c) x + (b c d) = 0 . 

Analog ergibt sich 

(27b) (a b c) y - (a c d) = 0, (a b c) z + (a b d) = o. 
Die in diesen drei Gleichungen auftretenden Determinanten sind die 
vier Determinanten dritter Ordnung, die sich aus m bilden lassen. 
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Gehen wir zu homogenen Variablen x, y, Z, t iiber, so lautet die Losung 

(27 c) x : y : Z : t = (b cd): - (a c d) : (a b d) : - (a b c). 

Der Fall, daB diese Determinanten samtlich verschwinden, wird 
in (31) behandeltl). 

Wir gehen zu vier homogenen Gleichungen und ihrer Determinante 
iiber; die Gleichungen schreiben wir 

~ ~~+~~+~~+~~=O I an Xl + al2 X2 + alS Xs + al4 X4 = 0 

aSI Xl + a S2 X2 +caSS Xs + a S4 X4 = 0 

a 41 x I + a 4S x 2 + a43xS +a44 X4 = o. 
Zunachst fassen wir nur die ersten drei Gleichungen ins Auge. Sie 
sind drei Gleichungen wie die Gleichungen (27); man erkennt leicht, 
daB man ihre analog abzuleitende Losung durch 

(28a) Xl : X2 : Xs : X4 = A41 : A42 : A4S : A44 

darstellen kann; dabei sind An, A 42 , A 4S ' A44 die Unterdeterminanten 
von a41, a 42, a4.S' aM in der vierreihigen Determinante alIef aik, die den 
vier Gleichungen (28) entspricht2). 

Diese Determinante wollen wir abkiirzend durch das unmiUelbar 
verstandliche Symbol 
(29) A=llaikII S); i=1,2,3,4, k=1,2,3,4 
bezeichnen. Die vier Gleichungen (28) stellen geometrisch vier Ebenen 
dar, und wir wissen aus S. 214, daB die notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir das Auftreten eigentlicher Losungen in A = 0 besteht. 
Dies solI auf analytischer Grundlage auf beliebig viele line are Gleichungen 
verallgemeinert werden. Wir kniipfen zunachst wieder an die Glei­
chungen (28) an und gehen davon aus, daB auch fUr sie (ebenso also fiir 
Determinanten beliebiger Ordnung) die Gleichungen (15a) bis (16a) be­
stehen. 1st Aik die dem Element aik entsprechende Unterdeterminante, 
so lauten sie fiir die Elemente einer Horizontalen . 

(29 a) {ail Ail + ai2 Ai2 + ais AiS + ai4 Ai4 = A 
ailAkl + ai2 A k1! + aiSAkS + ai4 A1.;4 = 0; 

die erste ist identisch mit der Definition [22aJ4), die zweite'folgt wieder, 
ebenso wie (15 b), aus (14). Ebenso hat man fiir die Veitikalen 

(29 b) { ali Ali + a 2i A 2i + aSiASi + a4iA4i = A 
ali Alk + aSi A2k + asi ASk + a 4i A4k = o. 

1) Auf geometrischer Grundlage sind die Gleichungen (27) S.212 erortert 
worden; dort findet sich auch ein Zahlenbeispiel. 

2) Es ist klar. daB fur diese (formale) Festsetzung der Wert von a41' a42• a43• a44 
ganz aus dem Spiel bleibt. und von den vier Gleichungen (28) nur die drei ersten 
und die zugehorige Matrix IDl in Betracht kommen. 

3) Sie wird vielfach auch durch I au I bezeichnet. 
4) Man beachte. daB Alk = ± [aiJ ist. 
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Wenn nun eigentliche Lasungen Xi fUr (28) vorhanden sind, so 
muB notwendig i1 = ° sein. Mage namlich eine Lasung existieren, 
fur die Xl;;;;:: ° ist. Multiplizieren wir dann die Gleichungen (28) mit 
All, A21' A31' A41' so folgt gemaB (29a) 
(30) xl i1 = 0, also LI = 0.1) 

Urn auch die Umkehrung zu beweisen, behandeln wir zunachst 
den folgenden allgemeinen Satz: 

(31) Fur m homogene lineare Gleichungen mit n Variablen gibt es, wenn 
m < n ist, stets eigentliche Losungen. 

Eine Vorbemerkung sei vorausgeschickt. Urn den Beweisgang nicht 
zu beschweren, wollen wir von Gleichungen der Form ai Xi = 0, die 
also nur einen Koeffizienten ai;;;;:: ° enthalten und aus denen Xi = ° 
folgt, absehen; es teduziert sich dadurch sowohl m wie n urn eine Ein­
heit. Ebenso sehen wir davon ab, daB zwei Gleichungen z. B. nur Xl 

und X2 enthalten und daB sie nur Xl = 0, X2 = ° als Lasung haben usw. 
Es mag auch genugen, den Beweis fur m = 4, n = 5 zu fuhren. Wir 
Setzen abkurzend 

(31 a) Ui = ail Xl + ai2 x2 + ai3 x3 + a'4 x4 + aisXs = 0; 

die gegebenen Gleichungen sind also 

Ul = 0, U2 = 0, U3 = 0, U4 = 0. 

Wir beschranken uns aber auch hier auf einen Einzelfall, und zwar 
den folgenden: 

Magen aIle vierreihigen und alle dreireihigen Unterdeterminanten 
der zugehorigen Matrix verschwinden, aber nicht aIle zweireihigen; 
auBerdem nehmen wir an, die Gleichungen seien so geordnet und die 

Bezeichnung der Xi so getroffen, daB insbesondere I an a121 = ~ ;;;;:: ° 
I a 2l a 22 1 

ist. GemaB unserer Festsetzung enthalt also mindestens eine der Glei­
chungen U 1 = 0, U 2 = ° auBer Xl und X 2 noch andere Variable. Wir 
zeigen, daB dann zwischen Ul> U2 und U3 und ebenso zwischen Ul> U2 
und U 4 je eine lineare Identitiit besteht. Zunachst ist nach (17) 

an a12 a 13 X3 + au x4 + a lS Xs 

D3= a 2l a22 a23 X3 + a24 x4 + a 2S Xs 

a 3l a32 a33 X3 + a34 x4 + a 3S Xs 

an a 12 a 13 an a 12 au an a 12 a lS 

= X3 a21 a22 a23 + x4 a21 a22 a24 + Xs a21 a22 a 2S ' 

a 3l a32 a33 a 3l a32 a34 a 3l a32 a 3S 

und da alle dreireihigen Determinanten nach Annahme verschwinden, 
so folgt D3 = 0. Dies gilt fUr beliebige x3, x4' xs' Wir formen jetzt D3 

1) Auch dieser Satz laBt sich im Sinn von (10a) aussprechen. 
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so urn, daB wir das xl-fache der ersten und das x2-fache der zweiten 
Vertikale zur dritten addieren, und finden so fUr beliebige Xi 

(32) 
! an a12 Ull 

D s =ia2l a22 U2=CIU1+C2U2+(~U3_0. 
, 

: an aS2 USI 

Hier ist ~ ~ 0; daher kann nicht Cl = 0 und C2 = 0 sein, denn sonst 
ware ~ Us 0, d. h. Us - 0, und zwar fUr beliebige Xi, was nur der 
Fall ware, wenn alle a3 k = 0 sind, was naturgemaB ausgesehlossen ist. 
Ebenso besteht eine analoge Relation 

(32a) C~Ul+C~U2+~U4_0. 

Damit ist der Satz bewies~n. Die Gleiehungen (32) und (32 a) 
zeigen namlieh, daB aIle Werte Xi, fUr die Ul = 0 und U2 = 0 ist, aueh 
U3 = 0 und U4 = 0 erfiillen; aIle diese Werte sind also Losungen. 
Diese Werte ergeben sieh dureh Auflosung von U1 = 0 und U2 = 0 
naeh Xl und x2 , was wegen ~ ~ 0 moglieh ist. Diese Losungen sind 
unserer Festsetzung gemaB so gestaltet, daB sieh Xl und x2 linear in 
den beliebig bleibenden Parametern x3, X 4' X5 ausdriieken. 

(32b) Der Beweis laBt sieh fUr jedes m < n und jede Annahme iiber 
Verschwinden oder Niehtversehwinden der Unterdeterminanten ebenso 
f~hren. Die Zahl 2 des Beispiels (allgemein die hOehste Ordnung, fUr 
die nieht alle Unterdeterminanten versehwinden) heiBt der Rang des 
linearen Systems (und der Matrix oder Determinante). 

(33) Wir konnen nunmehr aueh den Fall n homogener linearer Glei­
ehungen mit n Variablen erledigen, kniipfen aber wiederum an (28) 
an und .haben jetzt L1 = 0 anzunehmen. Sind dann nieht aIle Unter­
determinanten Aik Null, so bestehen die Gleiehungen (29 a) fUrWerte Aik' 

die nicht samtlieh Null sind, und wir haben in 

Xl: X 2 : Xs : X 4 = Ail: Ai2 : Ai3 : Ai! 

eine eigentliehe Losung, und zwar fUr beliebigen Index i; in Verallge­
meinerung von (26). Sind aber alle Aik Null, so ist die vorstehende 
Behandlung von Satz (31) anwendbar. In dem oben betrachteten Fall 
andert sich nur die Zahl der Gleichungen Ui = 0 (5 statt 4) und es 
tritt wieder fUr U l' U2 und jedes Ui (i > 2) eine Gleichung der Form 
(32) auf. Es gibt also wiederum eigentliehe Losungen. 

Beispiel. Sei U1 = Xl + 3 x2 + 5 X3 - 2 x4 = 0, U2 = 2 Xl + 3 x2 - 3 X3 = 0, 
U3 = 5 Xl + 9 X 2 - X3 - 2 x4 = O. Alle dreireihigen Determinanten sind Null. 
Man findet weiter 

I' all a12 I = 11 31':> o· i a2l a22 . 2 3 <-.. , Ua == [Il + 2 ro"2' 

X1 =8X3 -2X4 , 3 X2 =4X4 -13X3 • 

Es gibt also 001 Wertsysteme Xl: X2: X3: x4 ' die Losungen sind. Geometrisch er­
fiillen sie die Schnittlinie der Ebenen U1 = 0 und U2 = O. 
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§ 3. Substitution en, Invarianten, Formen. 
Die beiden Substitutionenl ) 

1 YI = lXu Xl + lX12 Xz + /XIS Xa Yi = <Xu xi + <X12 X~ + lXla xi 

(H) Yz = lX21 Xl + lX22 Xz + lX2a Xa Y2 = <X21 X~ + <X22 X2 + lX 2a Xa 

Ya = lXalXI + <XS2 X2 + lXaaXa Ya = lX31~ + lXa2X~ + lXaaXa 

stimmen in den Substitutionskoeffizienten iiberein; sie heiBen deshalb 
kogredient. Weiter heiBt die Substitution 

(34a) 11'/1 = lXu ~1 + lX21 ~z + lXS1 ~3 

1'/2 = lX12 ~1 + lX22 ~2 + lXS2 ~a 

1'/a = lX1a~1 +.lX2a~z + lXa3~a, 

die aus (34) durch Vertauschung der horizontalen und vertikalen 
Koeffizienten entsteht, die transponierte Substitution von (34). Wir 
nehmen durchgehends an, daB die Substitutionsdeterminanfe 

,1", = II lXij: II ;e 0 

ist2}. Die Auflosungen von (34) und (Ha) lauten dann, wenn Aik die 
Unterdeterminante vonlXik ist, 

(34b) {(!Xi : A li Y1 + A 2i Y2 + AaiYa. und 
a ~i - Ai1111 + Ai2 1'/2 + Aia 1}a, 

sie ergeben sich [gemaB (29b)] aus (34) und (Ha) durch Multiplikati6n 
mit den in (Hb) auftretenden Unterdeterminanten und dann folgende 
Addition. Diese Gleichungen stellen die inverse Substitution zu (34) 
und (34a) dar. 

(34c) Solche Substitutionen sind in den Formeln vorhanden, die 
die gleichzeitige Transformation der Punkt- und Linienkoordinaten 
(Ebenenkoordinaten) betreffen. Man hat fiir die Ebene (S.103) 

(!Yi = a'lx1 + ai2 x2 + ai3 xa, 

a Ui = ali VI + aZi v2 + aai va' 

Wahrend hier die ersten Gleichungen die neuen Koordinaten Yi durch 
die (alten) Xi ausdriicken, driicken die zweiten Gleichungen die (alten) Ui 

durch die neuen Vi mittels der transponierten Substitution aus. Man 
nennt diese Substitutionen kontragredient. Analog ist es im Raum. 

Fiigt man zu den Gleichungen (34) noch die Gleichungen 

(35) Zi --: {li1Y1 + {li2Y2 + {liaYa, 
So ergibt sich daraus eine lineare [aus (34) und (35) zusammengesetzte] 
Substitution zwischen Zi und Xi; sie laute 

(35 a) 

1) Wir betrachten im Text stets den Fall n = 3. 
2) Fiir die lineare Substitution (18) von S. 70 ist IX (j - fJ 'Y die Substitutions­

determinante. 
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es ist, Wle die Ausrechnung unmittelbar ergibt, 

(35 b) 

Die Koeffizienten 'Yile sind also aus den /3ile und (Xik im Sinn von (19a) 
komponiert [und zwar die ite Horizontale von (35) mit der kten Verti­
kale von (34)J, fiir die Substitutionsdeterminanten besteht daher die 
Gleichung 
(35c) .J, = fI", • .Jp ; 

aus fI", ~ 0 und .J13 S 0 folgt also auch Lly SO. 
Seien nun 1:aixi, 1:biXi, 1:eixi drei lineareFormen; die Deter­

minante (a b e) der neun Koeffizienten ai, bi, ei heiBe kurz ihre Deter­
minante. Durch die Substitution 

(6) 

mogen die drei Formen in 1:a;x;, 1:b;x;, 1:e;x; iibergehen. Es ist 
dann, wie die Ausrechnung zeigt, 

(36a) a; = al /3li + adJ2i + a3 /33i' b; = bi /3H + b2 /32i + b3/33i' 
e; = eI/3li + e2/32i + e3/330;; 

gemaB (19 b) sind also a;, b;, e; aus den ai, bi, ei und den Substitutions­
koeffizienten /3i1' komponiert, und zwar so, daB man die Horizontalen 
ai, bi, ei mit den Vertikalen der Substitutionsdeterminante kombiniert. 
Daher ist nach dem Produktsatz (19a) 

(3 6b) (~' b'e') = :i Pile II· (a b e) . 

Die Determinante (a b e) heiBt deshalb eine Invariante fiir die Sub­
stitution (36). Wir gelangen also hier zu der rein algebraischen Ein­
fiihrung des Invariantenbegriffs. Koeffizientenausdriicke von der Art, 
daB die aus den transformierten Koeffizienten gebildeten Ausdriicke 
sich als Produkt der urspriingliehen A usdriieke in eine Potenz der Sub­
stitutionsdeterminante darstellen, werden als I nvarianten bezeichnet. 
1st die Potenz die nullte, heiBen sie absolute Invarianten. 

Die Invariante (36b) hat eine geometrische Bedeutung; ihr Ver­
schwinden bedeutet, daB die den drei linearen Formen entsprechenden 
Geraden kein Dreieck bilden 1); die Invarianten sind also die Ausdriicke, 
in denen dieser Tatbestand analytisch zum Ausdruck kommt. 

Eine bilineare Form in Yl> Y2' Y3 und zl> Z2' Z3 sei 

( ) {(f(Y, z) = 1:aileYi zk = YI(an z1 + a12 z2 + a13 z3) 
37 + Y2(a 21 z1 + a22 z2 + a23 z3) + Y3(a31 z1 + a32 z2 + a33 z3) . 

Der erste Index i von aile richtet sich also nach dem Index von Yi' der 
zweite Index k nach Zk' Wir transformieren Yi und Zle kogredient 
zur Substitution (36), fiihren es aber zunachst nur in den Zk, also in 

1) Vgl. S. 45. 
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den Faktoren der Yi, aus. Diese Faktoren sind drei lineare Formen 
von Zk, namlich ail Zl + ai2 Z2 + ai3 Z3' jede von ihnen gehe in 

a;l zl + a;2z~ + a;3 z~ 
iiber, wo gemaB (36 a) 

a;k = ailfJlk + ai2fJ2k + aiafJ3k 
ist; dann besteht fiir diese drei Formen gemaB (36b) die Gleichung 

Il a;le II = II fJile 11·11 aik II· 
Die so entstandene Form t(y, z') werde nun nach den z~ umgeordnet; 
sie geht dadurch in 

zl(al1YI + tz;lY2 + a31Y3) + Z~(a12YI + a~2Y2 + a32Y3) + z~(a13YI + tz;SY2 + aS3Y3) 
iiber. Wir transformieren nun auch die Yi durch die Substitution (36); 
der Faktor von Z' gehe dadurch in 

blky{ + b2kY~ + b3kY~ 
iiber; die gesamte Form also in 

t(Y',z') = ~ bikY;Z~, 
und zwar bezieht sich der erste Index von bik wieder auf Y;, der zweite 
auf z~. Wir erhalten dann genau wie vorher aus (36b) 

(37a) II bik II = II fJik 11·11 a;k il = II fJile 112 ·11 aik II· 
Wir nennen II aik II die Diskriminante der bilinearen Form und er­
halten so: 

07b) Die Diskriminante einer bilinearen For1f1' ist eine Invariante. 

Die vorstehenden Entwicklungen bleiben in Kraft, wenn wir 
Yi = Zi = Xi setzen; die bilineare Form geht dadurch in eine quadra­
tische Form der Xi iiber. Setzen wir auch noch aik = aki' so entsteht 
die quadratische Form 

( 8) {t(X) = Laikxixk; aik = aki . 
3 = anxi + a22x~ + a3a4 + 2a2a x2x3 + 2al3 xl xa + 2 a12 xl x2 . 

Auch fiir sie gilt Gleichung 07a). Urn aber das Resultat in der Form 
aussprechen zu k6nnen, deren wir bediirfen, ist noch zu zeigen, daB 
aus aik = aki auch bik = bki folgt. Wir erkennen es, wenn wir den Wert 
von bik ausfiihrlich hierher setzen. Man findet zunachst 

bik = alkfJli + a~kfJ2i + a3kfJ3i 
und erhalt nunmehr mittels der obigen Werte von a;k 

bile = fJli (an fJlk + a12 fJ2k + a1a fJ3k) 
+ fJ2i (a21 fJlk + a22 fJ2k + a23 fJak) 
+ fJ3i (a31 fJlk + a32fJ2k + a33 fJ3k) . 

Vertauscht man hier i und k, so gehen fiir aik = aki die Horizontalen 
in die Vertikalen iiber; es ist also auch bik = bki , d. h. : 

(39) Die Diskriminante der quadratischen Form ist eine Invariante. 
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(40) Von einer quadratischen Form gilt der wichtige Satz: Jede qua­
dratische Form von n Variablen lapt sich durch geeignete Substitutionen 
(nicht verschwi'lidender Determ£nante) in eine Summe rein quadratischer 
Glieder transformieren. 

Der Beweis beruht auf dem SchluB von m auf m + 1. Fur n = 2 
entspricht der Satz dem Verfahren, das bei der Losung einer Gleichung 
zweiten Grades benutzt wird. Sei 

(41) f(x) = an xi + 2 al2 Xl X2 + a22 x~ 

die Form fiir n = 2. Wir setzen zunachst stets an;e 0 voraus. Bilden 
wir dann 
(41 a) anf(x) = (an Xl + a12 x2)2 + (an a22 - ai2)x~, 

so ist die Umformung in der Sache bereits geleistet. Die Substitution 

YI = an Xl + a12 x2, Y2 = X2 
in fiihrt f(x) 

(42) f(y) = blyi + b2Y~; bl =~, 
all 

iiber, mit endlichen Koeffizienten bi . Je nachdem die Diskriminante 

(42 a) 

ist, liiBt sich I(Y) in die Form 

(42 b) /fiyi + (f§y~, (fbi - (fh§, /fiyi 
setzen. Das Verschwinden der Diskriminante d besagt also, daB sich 
I(x) in die Form eines einzigen Quadrats iiberfiihren liiBtl) , niimlich 
in (an Xl + a12 X 2) 2 : an. 

In diesem Falle hat man weiter gemiiB (41 b) 

(43) ani = (an Xl + a12 x2)2 und ebenso a22 ! = (a12 xI + a22 x2)2. 

Die Gleichung 1=0 kann daher beliebig 

(43 a) (an Xl + al2 x2)2 = 0 oder (a12 xI + a22 x2)2 = 0 

geschrieben werden 2). 
Werde nun angenommen, der Satz sei fiir den Wert n - 1 richtig, 

und es sei In(x) eine Form von n Variablen; wir spalten alle Glieder, 
die Xl enthalten, von ihr ab, setzen also 

In(x) = an xi + 2 a12 Xl X2 + ... + 2 alnxlxn + 1; aile XiXk (i > 2, k>2). 

Analog zum Fall n = 2 bilden wir durch Addition und Subtraktion 
der dazu notigen Glieder 

all In (X) = (all Xl + a12 x2 + ... + aln Xn)2 -t4E aikXi Xk -1;'a;k Xi Xk, 

und zwar kommt von 1; und 1;' nur in Betracht, daB Xl darin nicht 

1) Es ist ersichtlich, daB sich dies durch eine Substitution nicht andern kann. 
2) Da all > 0 ist, wiirde a22 = 0 auch au = 0 machen, und ebenso um­

gekehrt. 
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vorkommt, wahrend der genaue Wert belanglos ist. Setzen wir nun 

(44) { Yl_ anXl+a12X2+·~+alnXn' 
Y2 - X2 , •••••• , Yn - Xn , 

so ergibt sich 

(44a) an In(x) = YI + 1: bik Yi Yk = YI + In-l(Y) , i > 2, k > 2, 

wo In-l(Y) eine quadratische Form von hochstens n -1 Variablen ist. 
Damit ist die Grundlage des Schlusses von m auf m + 1 vorhanden. 
Es ist nur noch zu zeigen, daB die Determinante der Substitution 
nicht Null ist, was aber unmittelbar erhellt. 

Die vorstehenden Beweise beruhen auf der Voraussetzung an < 0. 
1st an = 0, aber irgend ein aii < 0, so verfahrt man analog. Sind alle 
aii = 0, so sei 2 aik Xi Xk irgend ein wirklich vorhandenes Glied von In(x) 
Dann setze man 

Xi = ~ + Xk, Xk = X; - Xk und Xl = X; 

fUr alle von i und k verschiedenen Indizes t. Dadurch geht 2 aik Xi Xk 
in 2 aik(x?-x~2) iiber, wahrend aus den Gliedern 2 ail Xi Xl und 2 akl Xk Xl 
kein Glied mit x? oder X~2 entstehen kann. Wir haben so In(x) in eine 
Form In(x') iibergefiihrt, fUr die nicht alle aii = ° sind. 

Sei z. B. 

f = 9X~ + 16x~ - 2x~ - 2x~ + 5x~ - 24x1 X2 - 4X3 X4 • 

Man erhalt zunachst 
f = (3x1 - 4X2)2 - (2x~ + 2x! - 5x; + 4X3 X4); 

mittels der Substitution xi = 3 Xl - 4 x2 , Xi = X; (i > 1) geht dies in 

f = xi2 - (2 X~2 + 2 X~2 - 5 X~2 + 4 x~ x~) 
uber. Die neue Substitution 

]12 (x~ + x~) = x({, xi = x;'(i> 3) 
laBt dies schlieBlich in 

f = xi2 - X({2 + 5 X',(2 

ubergehen, und die Transformation ist geleistet. Urn noch die entsprechende 
Substitution aufzustellen, beachte man, daB die letzte Substitution sich praktisch 
nur auf die Variablen x~, x~, x~ bezog; wir k6nnen sie dadurch erweitern, daB wir 
(in einheitlicher Bezeichnung) 

x~ = Yl' x~ = Y2' v'2(X~ + x~) = Y3' x~ = Y4' ]l5x~ = Ys 
setzen; wir erhalten dann die Form 

r.p = Y~ - Y; + Y~ . 
Man beachte, daB sich jede der beiden benutzten Substitution en durch funf 

lineare Gleichungen darstellt, von der Art, daB alle Elemente links der Diagonale 
Null sind. GemaB dem Beispiel von (19b) gilt dies also auch fiir die zusammen­
gesetzte Substitution, die die Xi durch die Yi ersetzt. 

(45) Die Zahl der Quadrate, auf die sich die Form fn(x) zuriickfUhren 
laSt, bleibt im vorstehenden Beweis unbestimmt; sie kann jeden 
Wert von 1 bis n annehmen und heiBt ihr Rangl); der (absolut ge-

1) Er hangt mit dem S. 279 eingefuhrten Rangbegriff aufs engste zusammen, 
wie aus Kap. XVII, § 4, hervorgeht. 
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nommene) UberschuB der Zahl der positiven uber die Zahl der negativen 
Glieder ihre Signatur; im vorstehenden Beispiel ist also 3 der Rang 
und 1 die Signatur. 

Diese Bezeichnung grundet sich darauf, daB Rang und Signatur 
Invarianten der quadratischen Form sind (Triigheitsgesetz der quadra­
tischen Formen). In den in diesem Lehrbuch in Betracht kommenden 
Fallen n = 4 geht dies aus der Invarianz der Realitatsverhaltnisse und 
der gestaltlichen Eigenschaften der Flachen und Kurven unmittelbar 
hervor, wie es z. B. S. 247 ff. fUr die F2 erartert worden istl). 

§ 4. Imaginare GraBen, Gleichungen. 

Eine nahere Begrundung des Rechnens mit imaginaren GraBen 
kann hier nicht gegeben werden; es genuge, die (ubrigens naheliegende) 
Definition der Gleichheit und der vier Grundoperationen anzugeben 
und einige Folgerungen daraus zu ziehen. Man wird auch leicht er­
kennen, daB diese Definitionen die allgemeinen Rechnungsregeln be­
friedigen. 

Werde "{=-1 = i gesetzt, ferner i2 = -1, i3 = - i, i4 = 1 usw. 
Weiter schreibt man y=-f2 = b V-=1 = i b. Der Ausdruck a + b i, 
wo a und b reell sind, heiBt komplexe GraBe; a + b i und a - b i 
heiBen konjugiert komplex. Man kann mit den komplexen GraBen, wie 
schon erwahnt, nach denselben Regeln rechnen wie mit den reellen, 
und zwar gemaB folgenden Festsetzungen. Die erste betrifft die Gleich­
heit und lautet: 

(46) a + b i = c + d i heiBt a = c und b = d, 

(46 a) a + bi = 0 heiBt a = 0 und b = o. 
Summe, Differenz, Produkt, Quotient ist folgendermaBen definiert: 

(47) { (a + b i) ± (c + d i) = a ± c + (b ± d) i, 
(a + b i) (c + d i) = a c - b d + i(a d + be) . 

Insbesondere folgt also 

(47 a) (a + b i) + (a - b i) = 2 a, (a + b i) (a - b i) = a2 + b2, 

Summe und Produkt konjugiert komplexer GraBen ist also reell. Fur 
den Quotienten gilt 

(47b) 
a + b i 

c + di 

(a + b i) (c - d i) 
(c+di)(c-di) 

a c + b d + i (b c - a d) 

c2 + d 2 

d. h. Summe, Differenz, Produkt und Quotient zweier komplexer GraBen 
stellen sich wiederum als komplexe GraBen dar; man sagt deshalb, 
die komplexen GraBen bilden einen ZahlkOrper. 

1) Das Tragheitsgesetz wurde von J. J. Sylvester 1852 zuerst ausgesprochen. 
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(48) Gleiche Rechnungen, die mit konjugiert komplexen GraBen vor­
genommen werden, liefem konjugiert komplexe Resultate. Fur Addition 
und Multiplikation zeigt es der Vergleich von (47) mit 

(a - bi) ± (e - di) = (a ± e) - (b + d)i, 
(a - bi)(e - di) = (ae - bd) - i(ad + be), 

und ebenso beweist man es fUr den Quotienten. 

(49) Die Gleichung. 

(x - xI)(x - x2) = ° oder X2 - (Xl + x2)x + X I X 2 = ° 
hat die beiden Wurzeln Xl und X2 • Bezeichnet man also die Wurzeln von 

X2 + 2 IX X + f3 = ° 
ebenfalls durch Xl und x2 , so folgt durch Vergleich mit (49) 

(49 a) 2 IX = -(Xl + x2), f3 = X I X 2 • 

X IX2 und Xl + X2 heiBen elementare symmetrisehe Funktionen von Xl 

und X2 • 

Analog stellt 

oder 
x3 - (Xl + Xz + x3) X2 + (XI X 2 + xlxa + x2 xa) X - Xl X 2 X3 = ° 

eine Gleichung dritten Grades mit den Wurzeln Xl' X2, Xa dar. Der 
Vergleich mit 

ergibt wiederum 

(49b) 3IX = -(Xl + X 2 + xs), 3 fJ = (XIX2 + X I X 3 + x2 X S), r = -XI X 2 X S ' 

Die hier auftretenden Verbindungen von Xl' X2, Xli heiBen wieder die 
elementaren symmetrisehen Funktionen von Xl' X2, X3 • 

Eine Gleichung t(x) = ° habe die komplexe Wurzel ~ + i1']. Dann 
ist alsot(~ + i1']) = 0. Nun ist t(~ + i1']) aus ~ + i1'] durch Addition, 
Subtraktion, Multiplikation gebildet, also erhalten wir nach (47b) 

f(~ + i1']) = A + iB = ° . 
Daraus folgt A = 0, B = 0, also auch A - iB = 0, also t(; - i1']) = 0, 
d. h.: 

(50) Besitzt eine algebraisehe Gleiehung t(x) = ° mit re~llen Koettizienten 
eine komplexe Wurzel ; + i 1'], so besitzt sie aueh die koniugiert kom­
plexe Wurzel. 

Eine Gleichung ungeraden Grades besitzt daher mindestens eine 
reelle Wurzel. 

(51) Die beiden konjugiert komplexen linearen Gleichungen 

(A + iAI)x + (B + iBI)y + (C + iCI ) = ° 
(A - iAI)x + (B - iBI)y+ (C - iCI) = ° 
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haben eine gemeinsame reelle Lasung x, y. Jede der beiden Gleichungen 
ist gemiiB (46) mit 

Ax + By + C = ° und Alx + Bly + Cl = ° 
gleichwertig; woraus die Behauptung folgt. Zwei konjugiert imaginare 
Geraden besitzen also einen gemeinsamen reellen Punkfl). 

(52) Sollen die zwei quadratischen Gleichungen 

aox2 + 2al x + a2 = 0, box2 + 2bl x + b2 = ° 
eine gemeinsame Wurzel besitzen, so mussen sie fUr diese Wurzel x 
zugleich bestehen. Sie stellen dann zwei lineare Relationen fUr die 
Zahlen x 2 und x dar, und gemiiB (3 a) ist 

I a a I I a x 2 : 2 x : 1 = 1 2: II 2 
I bl b2 I b2 

daraus folgt als Bedingungsgleichung 

(52a) (a2bo - aOb2)2 - 4(aobl - albo) (alb2 - a2bl) = 0. 

Man zeigt leicht, daB die Bedingung eine Invariante ist. Beide Wurzeln 
sind nur gemeinsam fUr 

ao : a l : a2 = bo : bl : b2 • 

(53) Man schlieBt hieraus, daB es fUr die beiden Gleichungen 

f = all x2 + 2a12 xy + a22y2 + 2a13 x + 2a23 y + a33 =0 
rp = bll x2 + 2b12 XY + b22 y2 + 2b13 X + 2b23 y + ba3 = ° 

im allgemeinen vier gemeinsame Losungen x, Y gibt. Setzen wir diese 
Gleichungen in die Form 

Aoy2 + 2A l y + A2 = 0, Boy2 + 2Bl y + B2 = 0, 

so ist die Gleichung (52a) fUr A o, AI' A 2, Bo, Bv B 2. die Bedingung fur 
eine gemeinsame Wurzel y. Diese Gleichung ist eine Gleichung vierten 
Grades in x, und so ergeben sich die vier gemeinsamen Werte x, y. 
Aus (50) folgt wieder, daB zu jedem komplexen Paar x, yauch das 
konjugiert komplexe Paar vorhanden ist. 

(54) Es kann der Fall eintreten, daB wir einer Gleichung unendlich 
grope Wurzeln beizulegen haben; das ist folgendermaBen zu verstehen: 
Sei z. B. eine Gleichung dritten Grades gegeben, und zwar 

(54a) 

Fur a3 = ° hat eine Wurzel den Wert Null; fUr a3 = 0, a2 = ° liiBt 
sich die Gleichung in 

umformen und x = ° ist eine Doppelwurzel. 1st auch noch a l = 0, 
so ist x = ° eine dreifache Wurzel. 

1) Ein zweiter kann im allgemeinen nicht existieren, da eine Gerade durch 
zwei reelle Punkte selbst reell ist; es tritt ein, wenn A: B : C = AI: B1 : C1 ist. 
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(55) Wir wollen nun annehmen, ein gewisses Problem fiihre auf die 
Gleichung dritten Grades (54a), habe daher drei Losungen. In einem 
besonderen Falle ergebe sich ao ~ 0. Setzen wir die Gleichung in die 
Form 1 (1)'2 (1)3 ao + 3 a1 X + 3 a2 X + a3 X = 0, 

so hat diese Gleichung die Wurzel 1/x = 0, was im Sinne von S. 5 
mit x = 00 gleichwertig ist. Ist auch a1 = 0, so werden wir ihr die 
Doppelwurzel 00 beilegen, und falls auch noch a2 = ° ist, so zahlt 00 

sogar als dreifache Wurzel. 
Dieser Sprachgebrauch ist in diesem Buch durchgehends befolgt worden. 

§ 5. Beispiele und Aufgaben. 
(Zu Kap. II, III, IV). 1. Sind Plt',y,) vier Punkte, so ist 

• ~+~+~+~ ~+~+~+~ 
.;= 4 ' Tj= 4 

gemeinsamer Schnittpunkt von sieben Geraden. Welche sind es? 

2. Fiir n Punkte Pi treten 2" -1 -1 Geraden auf, die sich samtlich in dem 
analogen Punkt (~, Tj) schneiden. 

3. Welche drei Transversalen des Dreiecks P 1P 2Pa schneiden sich in 

~ = m1x1 + m2 x2 + m.,x3 , 17 = mlYI + m2 Y2 + maYa? 
ml +m2 +m3 m1 +m2 +m3 

4. Von den Gleichungen (16) (S.29) ausgehend soll man die Werte, die 
a, b, e, d fiir rechtwinklige Achsen besitzen, nach der Methode von Kap. XIV, § 6 
ableiten, also auf Gtund von x 2 + y2 = X'2 + y'2. Man erhalt der Reihe nach 

a2 +e2 =b2 +d2 =1, ab+ed=o, ad-be=±1. 

Wird insbesondere ad - be = + 1 gesetzt, so folgt analog 

a2 + b2 = c2 + d2 = 1, a c + b d = 0. 

Daraus folgt a = d = cos (x x'), - b = c = sin (x x'). 

5. Fiir schiefwinklige Achsen folgert man ahnlich 

a2 +c2 +2accos(xy) =b2 +d2 +2bdcos(xy) = 1, 
cos(x'y') = ab + cd + (ad + be) cos (xy) . 

6. Es ist der Ort der Spitzen aller Dreiecke iiber der Grundlinie AB zu be-
stimmen fiir . 

a) ctgA+ctgB=m, b) tga+tgB=m, c) tga.tgB=m, d) A+B=m. 

Man wahle AB als x-Achse und das Mittellot als y-Achse. Fiir a) ergibt sich eine 
Parallele zur x-Achse, ,fiir b) eine Parabel, fiir c) eine Ellipse, fiir d) ein Kreis. 

7. Dieselbe Aufgabe fiir 

ctg A - ctg B = m, tg a - tg B = m, tg a : tg B = m, A - B = m. 

Man erhalt fiir a) eine Gerade durch 0, fiir c) eine Parallele zur y-Achse, fUr b) und 
d) eine Hyperbel. 

8. Durch den Punkt (?;, Tj) ziehe man eine Gerade und durch ihre.Schnitt­
punkte mit den Achsen Parallelen zu den Achsen. Die Schnittpunkte dieser 
Parallelen bilden eine Hyperbel mit der Gleichung 

Tjx+~y=xy. 



§ 5. Beispiele und Aufgaben. 289 

9. Die Achsen seien rechtwinklig. Eine Gerade AB der Lange 1 bewege sich 
so, daS der Punkt A auf der x-Achse und der Punkt B auf der y-Achse bleiben. 
]eder andere Punkt P der Geraden beschreibt eine Ellipse mit den AchsenAP = b 
und BP = a. Hierauf beruht die mechanische Zeichnung der Ellipse mittels des 
"Ellipsographen" . 

10. In biangularen Koordinaten stellen die Gleichungen rpl + rp2 = const 
und rpl - rp2 = const einen Kreis und eine gleichseitige Hyperbel (a = b) dar. 

11. Der Ort der Punkte P, fUr die das Produkt der Entfernungen F IP.F2 P 
konstant (= m 2) ist, hat fUr FIF2 = 2 c die Gleichung (in rechtwinkligen Ko­
ordinaten) 

Fur m4 = c4 geht die Kurve durch 0; sie heiSt Lemniskate und hat die Form einer 
liegenden 8 und die Gleichung 

(X2 + y2) 2 _ 2 c2(X2 _ y2) = 0. 

In Polarkoordinaten lautet sie 
r2 = 2 c2 cos 2 rp • 

12. Durch einen Punkt 0 eines Kreises mit dem ;\Iittelpunkt C und dem 
Radius a ziehe man eine Sehne OK und trage auf ihr von K aus nach links und 
rechts ein Stuck KPI = P 2K = lab, wo 1 eine Konstante ist. Die Polargleichung 
der Punkte PI und P 2 fur 0 als Anfangspunkt und OC als Polarachse lautet dann 

r = 2acosrp + l, 
die Kurve heiSt eine Pascalsche Schnecke. 

Fur den besonderen Fall 1 = 2 a ist die Gleichung 

r = 2a(1 + cosrp) , 

die Kurve heiJ3t Kardioide; sie hat eine herzformige Gestalt. 

13. Sei P ein fester Punkt eines Kreises vom Radius a. Er liege so, daB er 
die x-Achse in 0 beruhrt und P in 0 fallt. Rollt der Kreis auf der x-Achse ab, 
so beschreibt Peine Kurve, die Zykloide heiBt. Wenn fur irgend eine Kreislage 
PI die Lage von P und 0' der momentane Beruhrungspunkt ist, so miJ3t der 
zum Bogen PI 0' gehorige Zentriwinkel w den abgelaufenen Teil der Peripherie; 
er solI den variablen Parameter darstellen. Sind (x, y) die Koordinaten von PI' 
so sind x = aw - asinw, y = a - acosw 

die Kurvengleichungen. Die Kurve geht, da walle Werte zwischen -00 und +00 
annehmen kann, nach links und rechts ins Unendliche; sie besteht aus lauter 
kongruenten Teilen. 

14. Man kann die Gerade durch einen festen Kreis ersetzen, von dem der 
bewegliche Kreis (e = a) von auJ3en oder innen abrollt (EPizykloide und Hypo­
zykloide). Man stelle deren Gleichungen auf. 

(Zu Kap. V, VI.) 15. Die Gleichung einer Geraden g sei gegeben; man soli 
den Punkt P'(~', r/) finden, der Spiegelbild eines Punktes P fur gist. Da P P' 1- g 
ist und von g halbiert wird, hat man zwei Gleichungen fur ~' und 'f}'. 

16. Der Ubergang von Ax + By + C= ° in die Normalgleichung laJ3t sich 
fiir schiefwinklige Achsen [-t:(xy) = w] folgendermaJ3en ausfUhren. Die Normal­
gleichung sei wieder 

x cos (nx) +ycos(ny) -<5 = 0, 

weiter bestehen fur den Multiplikator l zwei zu (9b) von S. 39 analoge Gleichungen. 
Man projiziere ODQ auf die x-Achse und y-Achse und erhalt 

x+ycosw-<5cos(xn) =0, xcosw+y-<5cos(yn) =0. 

Schoenflies, Analytische Geometrie. 19 
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Die Determinante der drei vorstehenden Gleichungen muB verschwinden; dies 
liefert den gesuchten Wert von J., und zwar 

• 2 
).2 = sm w 

A2 + B2 - 2AB cosw 

Die Zeichenbestimmung der auftretenden \Vurzel kann wie S. 39 geschehen. 

17. Eine Gerade schneide die Achsen so, daB OA + OB = a + b = const ist. 
Der Ort der Punkte P, die die Strecke AB im festen VerhaJtnis fl teilen, hat die 
Gleichung (1 - fl) (x + y) = a + b. 

18. In ein Dreieck ABC sei ein Rechteck A'B'A"B" eingeschrieben; A"B" 
falle in AB. Der Ort der Mittelpunkte M dieser Rechtsecke ist zu finden. Man 
wahle AB als x-Achse, die Rohe als y-Achse, und es sei OC = h, OA = p, OB = q. 
1VIan fuhre zunachst variable HilfsgrofJen ein; die Koordinaten von A" seien 1;',1)', 
die von B" seien 1;", 1)" (fiir 1)' = 1)"), endlich x, y die von M. Man hat dann 
die Gleichungen 

I;' r/ P + h = 1, 
1;" 1'/' 
-q+T=1, 2x = 1;' + 1;", 2y = 1)' = r/'; 

aus ihnen ergibt sich die Gleichung des Orts in der Form 

~+2Y=1. 
p+ q h 

Er enthalt die Mitte der Rohe und die Mitte der Grundlinie (Rechtecke der Rohe 
Null und der Grundlinie Null). 

19. DUTch einen Punkt (1;,17) ziehe man zwei Geraden g und g', die auf den 
Achsen die Abschnitte a, b und a', b' bestimmen. Gesucht ist der Ort der Schnitt­
punkte der Geraden, deren Achsenabschnitte a, b' und a', b sind. Fiir ihn hat 
man zunachst 

Z ugleich ist 

x Y 
;+V=1 

f+!!.=1 
a b 

und 

und 

Aus diesen beiden Gleichungspaaren erhalt man 

x (~ - ~) + y (~ -.!..) = 0 
a a' b' b 

und I; (.!.. - ~) + 1) (~ -.!..) = 0, 
a a' b b' 

woraus sich nach Anhang (4 a) x 1) + y I; = 0 als der gesuchte Ort ergibt. 

20. Eine Gerade gist so zu bestimmen, daB die von gewissen Punkten Pi 
auf sie gefallten Lote li' mit gewissen Konstanten m i multipliziert, die Summe 
Null ergeben. 1st x cos IX + Y sin 01 - (J = Odie Gleichung von g, so wird 

mi li = mi (Xi cos 01 + Yi sin IX - (J), 

und man erhalt aus 1; m; li = 0 die Gleichung 

xcos IX 1;mixi + y sin IX1;m;Yi - (J 1;mi = 0 

oder, mit Benutzung der Gleichung von g, 

cos IX {x 1; m; -1; miX;} + sin IX {Y 1; m; -1:; miy;} = 0. 

Die Gerade geht durch den Schnitt von 

x1:;mi-1:;m;xi = 0, y1;m;-1:;ms; = 0, 

also dUTch den Punkt x = ::t: mix;: 1:; mi , Y = 1; miYi: 1;mi' (Er stimmt mit dem 
Schwerpunkt.der Punkte P; iiberein, wenn man jedem die MaBe m i beilegt.) 
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21. Den Punkt zu finden, in dem eine Gerade g die Verbindungslinie zweier 
Punkte P', P" schneidet. Jeder Punkt dieser Verbindungslinie wird durch 

x' - ftX" y' - flY" 
X= , y=---'-----

1-fl 1-fl 
dargestellt; solI er auch einer Gleichung Ax + By + C = ° geniigen, so ergibt 
sich fiir den gesuchten Wert fl 

fl = (Ax' + By' + C): (Ax" + By" + C) . 

Eine Anwendung dieser Formel ist folgende: Die Gerade schneide die Seiten 
eines Dreiecks P' P" P'" in Q1' Qa' Qa; die zugehorigen Teilungsverhaltnisse seien 

fl1 = (P" P"'Q1) ' fla = (P'" P'Qa)' fla = (P' P"Qa) , 

dann ist (Satz des Menelaos) fl1flafls = 1 oder 
Q1P" • QaP '" • QsP' = Q1P '" • QzP' • QaP". 

Wie lautet der durch Dualisierung entstehende Satz (Satz des de Ceva.)? Man 
kann diese Gleichung auf ein ebenes Polygon iibertragen. 

22. Die parallele Lage zweier Geraden g und gl ist eine affin invariante 
Eigenschaft, die orthogonale eine metrisch invariante. Man beweise, daB die 
Bedingungen (S. 40) 

AB1 -BA1 = ° und AA1 +BB1 = ° 
beim Dbergang zu neuen Achsen diese Invarianz besitzen; die erste also fiir die 
Formeln (17) von S.30, die zweite fiir (14) von S.28. 

23. Man iibertrage die Betrachtungen von S.49 auf 

N1 ± Na ± Na + N. = ° . 
24. Man erortere (im AnschluB an Kap. V. § 4) die Bedeutung der Gleichungen 

A'G' ± A"G" = 0, A"G" + AG = 0, AG + A'G' = 0 
fur G = 0, G' = 0, G" = ° als die Geraden eines Dreiecks, ebenso von 

lG ± A'G' ± A"G" = ° 
und dualisiere diese Resultate. 

25. 1m AnschluB an den S.62 enthaltenen Beweis des Desarguesschen 
Satzes ist von Pliicker folgender Satz ausgesprochen worden1): AuBer den drei 
in eine Gerade fallenden Schnittpunkten zweier perspektivischen Dreiecke erhalt 
man noch weitere sechs Schnittpunkte ihrer Seiten. Verbindet man je zwei dieser 
sechs Punkte durch gerade Linien, so erhalt man 45 neue Schnittpunkte, von 
denen (die drei erstgenannten mitgerechnet) 60mal drei in gerader Linie liegen. 
Ein derartiges Tripel bilden z. B. die Punkte A = 0, C - B' = 0; B = 0, A - C' = 0; 
C = 0, B - A'= 0; die Gerade, die sie enthalt, ist A + B + C - U = 0 2). 

(Zu Kap. VII, VII!.) 26. Sind (a, b) und (c. d) zwei harmonische Strahlen­
paare und m, n die Halbierungslinien von (a, b) und (e, d), so ist 

cos (a b) cos (cd) = cos2(mn). 

27. Man zeige, daB die Gleichung IXX x' + fJ x + r x' + (j = 0 in der Weise 
fiir unendlich viele Wertepaare Xl' X2 und x~, x~ besteht, daB xa - Xl = x~ - x~ ist 
In zwei projektiven Punktreihen gibt es also unendlich viele Paare gleicher Strecken. 
Man zeige das gleiche dualistisch. 

28. Man zeige, daB eine reelle projektive Beziehung zweier Strahlenbiischel 
so hergestellt werden kann, daJ3 den Minimalgeraden des einen zwei gegebene 
konjugiert komplexe Strahlen des anderen entsprechen. Als Koordinate im Biischel 
wahlt man zweckmaJ3ig tg ffJ • 

1) Gesammelte mathematische Abhandlungen 1895, S. 161. 
a) Fiir die Bezeichnungen vgl. S. 62. 

19* 
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29. Eine Drehung urn 0 ist, da die Kreispunkte fest bleiben, eine Projektivitat, 
deren Doppelstrahlen die Minimalgeraden sind; eine Projektivitat im Strahlen­
bfischel mit konjugiert komplexen Doppelstrahlen laBt sich also (nach 28) auf 
eine Drehung projektiv abbilden. 

30. Entspreche fUr eine Drehung urn 0 dem Strahl a der Strahl a' und dem 
Strahl a' der Strahl a" [so daB <t: (a a') = (a' a") ist]. Konstruiert man a l so, 
daB (a a") und (a'a l ) zwei harmonische Paare bilden, so bilden die Paare (a'a l ) 

eine orthogonale Involution, also eine Involution, die dieselben Doppelstrahlen 
hat wie die Drehung (S. 79). Man ubertrage den Satz auf eine Projektivitat im 
Strahlenbuschel. 

31. Auf einer Geraden g nehme man zunachst eine Ahnlichkeit an, gegeben 
durch lXX' = fJ X, und weise den zu (30) dualen Satz ffir sie nach; man zeige also, 
daB die Paare (Al A') eine Involution bilden, die dieselben Doppelelemente hat 
wie die Ahnlichkeit. Durch Ubertragung ergibt sich der Satz dann auch fUr jede 
Projektivitat mit reellen Doppelelementen. 

32. Seien A, B, C drei Punkte einer Geraden, weiter A', B', C' drei soIche 
Punkte, dal3 (CBAA ') = -1, (ACBB') = -1, (BACC') = -1 

ist; es ist also A', B', C' zu dem Tripel A, B, C in drei verschiedenen Anordnungen 
harmonisch. Man folgert daraus (ACBB') = (ABCC') usw.; hieraus laBt sich 
zunachst weiter ableiten, dal3 (B, C) und (B', C') zwei Paare einer Involution 
mit A und A' als Doppelpunkten sind. Es ist also auch 

(C'B'A'A) = -1, (A'C'B'B) = -1, (B'A'C'C) -1. 

Die Paare A, B, C und A', B', C' stehen somit in wechselseitiger Beziehung zu­
einander. Daraus ist endlich (geometrisch) abzuleiten, dal3 (AA'), (BB'), (GC') 
drei Paare derselben Involution sind. 

33. In einer Projektivitat auf der Geraden g - sie heil3e ~ - mage dem 
Punkt A der Punkt A' entsprechen; wir sagen kurz, die Punktreihe (A) sei pro­
jektiv zur Punktreihe (A'), und es werde (A) durch ~ in (A') ubergeffihrt. Weiter 
entspreche in ~ dem Punkt A' der Punkt A", dem A" wieder A'" usw., dann 
sind auBer der Punktreihe (A ') auch die Punktreihen (A ") ebenso (A "') zur 
Punktreihe (A) projektiv; man bezeichnet diese projektiven Beziehungen durch 
~2, ~3 ••• ; durch ~2 geht also A in A" fiber; durch ~3 A in Alii usw. Dann 
kann es kommen, daB fur ein gewisses n der Punkt A(n) auf A falIt; es fuhrt also ~n 
jeden Punkt in sich uber. Die Projektivitat ~ heiBt dann zyklisch und man schreibt 
~"= 1 (Identittit). Fur n = 2 hat man den Fall der Involution. Wir betrachten 
im folgenden den Fall n = 3, also ~3= 1. Bezeichnen wir A, A', A" jetzt durch 
A, B. C, so folgt, dal3 die Projektivitat ~ das Punkttripel 

ABC in BCA, BCA in CAB, CAB in ABC 

ubergehen laBt. Sind M und N die Doppelpunkte von ~, so ist also 

(MABC) = (MBCA) = (MCAB) oder (S.66) 

}. _ 1 _).-1 
'-1-;'--;'-' also ).2-).+1=0; 

und analog folgt fur N 
1 ). 
T = 1 -). = ~-=-1' also wiederum J,2 - J. + 1 = O. 

Die beiden Dv (MABC) und (NABC) sind also gleich einer dritten Wurzel aus -1; 
M und N bilden daher mit A, B, C je eine tiquianharmonische Punktgruppe. 

34. Die vorstehende zyklische Projektivitat kann (nach 29) so auf den Strahl­
buschel abgebildet werden, daB den Doppelelementen M und N die Minimal-
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geraden entsprechen, also die Projektivitat in eine Drehung ubergeht. Die ein­
fache Figur, die sich so ergibt, besteht aus den drei Diagonalen a, b, c eines regularen 
Sechsecks; die Projektivitat ist eine Drehung urn 120°. Man zeige, daB in dieser 
Abbildung sowohl (32) wie (33) realisiert ist; die dem Beispiel (32) entsprechenden 
Strahl en a', b', c' sind die Halbierungslinien der Winkel (ab), (be), (ca). 

35. Analytisch laBt sich das vorstehende mittels der beiden Formen 

xf - x~ = (Xl - X2) (Xl - E X2) (Xl - 8 2 X2) = 0, 

Yi + Y~ = (Y1 + Y2) (Y1 + EYZ) (Y1 + E2yZ) = 0 

darlegen; fur E als dritte Einheitswurzel. Man zeige, daB die \Vurzeln (x'), (x"), (x"') 
und (y'), (y"), (y"') dieselbe geometrische Beziehung zueinander haben wie A, B, C 
und A', B', C', und daB die in (32) betrachtete Involution dieselbe ist wie die 
von (33), im Strahlenbuschel also die orthogonale. 

Man kann die vorstehenden Gleichungen noch so transformieren, daB ihre 
\Vurzeln samtlich reel! werden. Dazu dient die Transformation 

I! Xl = .; + i 1), I! x 2 = .; - i 1); 
sie fiihrt die gegebenen Gleichungen in 

1) (HZ - 1)2) = 0 und .; (';2 - 31)2) = 0 

iiber. Die Wurzeln entsprechen derjenigen Lage des Sechsecks, bei der eine 
Diagonale in die x-Achse fallt. 

36. 1st ~ eine zyklische Projektivitat, fiir die ~n= 1 ist, so ist das Dv (MNAA ') 
fiir j];1 und N als Doppelpunkte eine nte Einheitswurzel; die Projektivitat laBt sich 
auf die Drehung eines Strahlenbiischels urn den \Vinkel 2;c/n abbilden. 

37. Da die Doppelelemente vereinigter Punktreihen Wurzeln einer quadra­
tischen Gleichung sind, lassen sie sich mit Zirkel und Lineal konstruieren 1); darauf 
laBt sich die konstruktive Losung vieler geometrischer Aufgaben zuruckfiihren. 

::\ran gehe von gewissen Geraden g, gl' gz ... und gewissen Punkten 5, 51' 5z ... 
aus. Durch einen Punkt A auf g ziehe man den Strahl a = (AS), er schneide gl 
in AI' durch Al ziehe man a1 = (A 151) uSW .... Durchlauft dann A die Gerade g, 
so beschreibt a den Biischel urn 5, Al die Punktreihe gl' a1 den Buschel urn 51 usw., 
und nach dem Satz des Pappus sind je zwei solche Gebilde projektiv; man schreibt 
dafiir 

Entsteht so auf gn der Punkt An' ist wieder an = (An5nl undA' Schnitt von an 
und g, so ist auch g(A) :;r g (A '). In den Doppelpunkten von g (A) und g (A ') fallt 
A mit A' zusammen. Auf diese ·Weise kann man Z. B. folgende Aufgaben lasen: 
1. Gegeben zwei n-Ecke Pn und qn; ein n-Eck zu konstruieren, das Pn eingeschrieben 
und qn umschrieben ist. 2. Ein n-Eck Pn so zu zeichnen, daB es qn eingeschrieben 
und zugleich umgeschrieben ist. 3. Ein n-Eck Pn zu zeichnen, das sich selbst ein­
und umgeschrieben ist. Fiir n > 9 ist dies reell maglich. 

38. Das Koordinatendreieck der Koordinaten Xi (S. 97) zerlegt die Ebene 
in sieben Gebiete, von denen je zwei durch das Unendliche zusammenhangen. 
sIan nehme den Ausgangspunkt 0 innerhalb des Dreiecks an und bestimme die 
den sieben Gebieten zugehorigen Vorzeichenkombinationen der Xi' Das analoge 
ist fiir den Raum und die in ihm vorhandenen 15 Raumteile auszufiihren. 

39· Bestimmt man in Fig. 45 (S. 102) den Punkt E; so, daB (G i , Gk) und 
(El' ED zwei harmonische Paare sind, so liegen die drei Punkte E;, E~, E' auf einer 
Geraden (Harmonikale von E fiir das Dreieck). Man beachte, daB E ein beliebiger 
Punkt der Ebene sein kann, der nicht auf dem Dreiecksumfang liegt. Der duali­
stisch zu bestimmende Punkt heiBt harmonischer Pol von e fiir das Dreieck. 

1) Ein einziger gezeichnet vorliegender Kreis geniigt sogar nach Steiner; 
Vgl. 'Yerke, herausgegeben von WeierstraB: Bd. 1, S.461. 1881. 
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40. Seien GH = 0, G'H'= 0, G"H"= ° drei Geradenpaare; sie bilden dann 
und nur dann die drei Paare von Gegenseiten eines vollstandigen Vierecks, wenn 
fur J. ~ 0, J.'~ 0, J."~ ° eine Relation J.GH + J.'G'H' + J."G"H" == 0 besteht. 

41. Sind fUr ein vollstandiges Viereck G = 0, H = 0, K = Odie Gleichungen 
der Seiten des Diagonaldreiecks, so haben die drei Geradenpaare die Gleichungen 

H±J.K=O, K±,uG=O, G±vH=O, 

und es ist J.,u v = 1. Diese drei Geradenpaare werden von jeder Geraden in drei 
Punktepaaren einer Involution geschnitten. Ein Beweis folgt aus dem allgemeineren 
Satz von S. 157 uber das C2-Buschel. 

(Zu Kap. IX, X.) 42. Ein rechter Winkel bewege sich so, daB der eine Schenkel 
durch einen festen Punkt geht, und von beiden Schenkeln auf den Achsen gleiche 
Stucke abgeschnitten werden. Der Scheitel beschreibt einen Kreis. 

43. Seien NI = 0, N2 = 0, Na = Odie Seiten eines Dreiecks. Fur welche 
Dreiecksformen stellen (fur rechtwinklige Achsen) 

NI N2 = N~ und Ni + N~ = N~ 
einen Kreis dar, und welche Satze sind hierin enthalten? 

44. Seien S = 0, S' = ° zwei sich schneidende Kreise, P ein Punkt von S = 0, 
p das Lot von P aUf die gemeinsame Sehne und t die Lange der Tangente von 
P an S' = 0. Dann ist t 2 = 2 a p. 

45. Sei S - J. S' = ° ein Buschel mit reellen Grundpunkten. Sie sind harmo­
nisch zu jedem Punktepaar, in dem ein zum Buschel orthogonaler Kreis die Potenz­
linie trifft. 

46. Die Gleichungen zweier Kreise K und K' in Linienkoordinaten seien 

e 2(u 2 + v2) - (UIX + v (J + 1)2 = 0, e'2(u2 + v2) - (UIX' + v (J' + 1}2 = 0. 

Fur ihre gemeinsamen Tangenten gilt 

e'(lXu + fJv + 1) = ± e(ex'u + fJ'v + 1). 

Auf Grund dieser Gleichung zeige man, daB die Zentrale beider Kreise von den 
Schnittpunkten zweier Tangentenpaare im Verhaltnis der Radien geteilt wird 
(.Ahnlichkeitspunkte) . 

47. Alle Kreise, die sowohl einen Kreis K wie einen Kreis KI unter demselben 
Winkel schneiden, schneiden auch jeden Kreis des durch K und KI bestimmten 
Buschels unter festem Winkel, und einen davon insbesondere orthogonal. 

48. Fur zwei konjugierte Halbmesser a', b' einer E2 oder H2 ist 
a'2 = ± b2 _ e 2 x 2, ± b'2 = a 2 + e 2 x 2• 

49. Das Produkt r l r2 der Brennstrahlen des Punktes P ist gleich b'2, wo b' 

der zu OP konjugierte Halbmesser ist. 

50. Das Produkt der von den Brennpunkten auf eine Tangente der E 2 0der H2 
gefallten Lote ist ± b2 ; das Lot von 0 auf die Tangente ist a b : b', wo b' dieselbe 
Bedeutung hat wie vorstehend. 

51. Das Produkt der von einem H 2-Punkt auf die Asymptoten gefallten 
Lote ist konstant; das vom Brennpunkt auf eine Asymptote gefallte Lot ist gleich b. 

52. Die Kreise, die durch die Scheitel Al und A2 der E2 und H2 gehen, und 
deren Mittelpunkte auf der x-Achse im Abstand ex = ± e2 : a von 0 liegen, haben 
in Al und A2 vier zusammenfallende Punkte mit der E2 und H2 gemein. Fiir 
die Scheitel BI und B2 der E2 gibt es zwei analoge Kreise mit den Mittelpunkten 
(J = += e2 : b (Scheitelkriimmungskreise). Sie schmiegen sich eng an die E2 an. 
Zeichnet man sie, so kann man die E2 mit den Achsen a und b in guter Annaherung 
mit der Hand herstellen. 
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53. Die Parabel y2 = 2px und der Kreis x 2 + y2_ 21XX - 2fJy = 0 schnei­
den sich in 0 orthogonal; sie haben auBerdem noch einen reellen gemeinsamen 
Punkt. Wie sind IX und fJ zu wahlen, damit sich fiir diesen Schnittpunkt die 
Gleichung y3 - 4 a y - 8 b = 0 ergibt, bei gegebenem a und b? Dies liefert eine 
Auflosung der vorstehenden Gleichung dritten Grades mit Hilfe des Kreises, 
wenn die Parabel gezeichnet vorliegt; eine angenaherte, wenn von der Parabel 
eine groBere Reihe von Punkten vorhanden ist. Ahnlich kann man auch eine 
Gleichung vierten Grades behandeln. 

(Zu Kap. XI, XII.) 54. Fiir welche Lagen der Geraden N1 = 0, N.2 = 0, 
Ns = 0, N. = 0 stellen (bei rechtwinkligen Achsen) 

N1N2=N~, N~+N~=N~+N~ 
eine gleichseitige H2 dar, und welche Satze folgen daraus? 

55. Man transformiere 5 x 2 + 4 x y + y2 - 5 x - 2 Y - 19 = 0 und 
3 x 2 + 4 x y + y2 - 3 x - 2 Y + 21 = 0 auf die Hauptachsen. 

56. In der Gleichung x 2 + 2bxy + y2 - 4x - 4y + 1 = 0 die Konstante b 
so zu bestimmen, daB die Gleichung 1. ein Geradenpaar, 2. eine P2' 3. eine gleich­
seitige H2 darstellt. 

57. Hat eine C2 die Gleichung 

a1 x 2 x S + a2 x S x1 + as Xl X2 = 0, 
so geht sie durch die Ecken des Koordinatendreiecks, ist ihm also umschrieben; 
die Tangenten in seinen Ecken sind ajxk + akxi = O. Die Gerade 

-:!+~+~=O 
a1 a2 as 

enthalt die Schnittpunkte der Dreiecksseiten mit den Tangenten in den gegen­
iiberliegenden Ecken. Man zeige, daB darin ein Sonderfall des Pascalschen Satzes 
enthalten ist. Welche Geraden sind durch a/xk - akxi = 0 gegeben, und welcher 
Schnittpunktssatz gilt fiir sie? 

58. Die Formeln (19a) von S. 175 fiihren auf die Vermutung, daB auch die 

Gleichungen I} Xi = ail J.2 + an J. + ai 3 

eine C2 darstellen; dies ist zu beweisen. Sonderfalle ergeben sich, wenn man in 
die Gleichungen (21) und (23) von S. 22 fiir <p den Parameter tg i <P = t einfiihrt. 
Fiir den Kreis findet man so 

I}x=a(1-t2), l}y=2at, I}z=1+t2. 

59. Die Gleichung aller C2 aufzustellen, die die (rechtwinkligen) Achsen in 
x = a, y = b beriihren, und fiir das so gebildete Biischel die Geraden, die P 2 

und die gleichseitigen H2 zu bestimmen. 

60. Die Gleichung xl x 2 - A X3 %. = 0 bildet ein Biischel von C2 • Zwei Ge­
radenpaare entsprechen den Werten 0 und 00 von l; wann gehort das dritte zum 
Wert l = -1? 

61. Es seien f = 0 und <p = 0 zwei P2 ; wann stellt f - J. <p = 0 lauter P2 dar? 

62. Der Ort der Polaren eines Punktes P fiir aIle C2 eines Biischels f - l rp = 0 
ist ein Strahlenbiischel um den Punkt P'; diese Strahlenbiischel sind fiir aIle 
Punkte zueinander projektiv. Das analoge gilt dualistisch. P und P' sind fiir 
alle C2 des Biischels konjugierte Punkte. 

63. Man bestimme das gemeinsame Polardreieck fiir einen Kreis x 2 + y2 - a2 = 0 
und eine gleichseitige Hyperbel xy - k2 = O. Wie spezialisiert sich das Resultat 
im Fall der Beriihrung beider C2 ? Ebenso behandele man die Kreise x 2 + y2 - z2 = 0 
und X2 + y2 - 2 1X X Z = 0 und untersuche die Abhangigkeit der Realitat VOID 

Wert von 1X. 
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64. Sind (x), (y), (z) drei Punkte eines Dreiecks, so mogen (x'), (y'), (z') die 
Ecken des Dreiecks sein, das von den Polaren der drei Ausgangspunkte gebildet 
wird. Beide Dreiecke liegen perspektiv; die Geraden (xx'), (yy'), (zz') gehen durch 
einen Punkt. Schreibt man die Gleichung M = ° von S. 149 fiir zwei konjugierte 
Punkte ausfiihrlicher M (y z) = 0, so ist z. B. 

M(yx') = 0, M(zx') = 0, 

und daraus folgt, daB die Gerade (x x') in variablen Koordinaten ~i 

M(';y)M(xz) - M(';z)M(xy) = ° 
lautet. Damit ist der Satz im wesentlichen bewiesen. 

65. Man kann das Sechseck des Pascalschen Satzes auf zwei Arten in das­
selbe Viereck mit den Tangenten in zwei Gegenecken iibergehen lassen. Der so 
sich ergebende Gesamtsatz lautet, daB die Schnittpunkte der beiden Paare von 
Gegenseiten und der beiden Tangentenpaare in dieselbe Gerade fallen. Man zeige, 
daB der vorstehende Satz mit seinem dualistischen identisch wird, wenn man 
noch zu dem vollstandigen Viereck der vier C2-Punkte iibergeht. 

66. Man leite die Satze von Kap. VI, § 5 durch kollineare Ubertragung aus 
den metrischen Eigenschaften des Quadrats ab, indem man dem Quadrat das 
Vierseit oder Viereck kollinear zuordnet. 

67. Man zeige, daB die kollineare Zuordnung auch durch drei Punktepaare 
und ein Geradenpaar (ebenso dual) bestimmt ist, aber nicht durch zwei Punkte­
paare und zwei Geradenpaare. 

68. We1che Gleichungen bestehen fiir u, v und u', v' bei affinen Transforma­
tionen? Man leite damit die Gleichung der E2 in u, v aus der Kreisgleichung abo 

69. Man leite aIle Lagen ab, die es fiir zwei vereinigte spiegelbildlich gleiche 
Ebenen gibt (alle Arten von Umlegungen); man unterscheide sie, je nachdem -
ein Doppelpunkt im Endlichen vorhanden ist oder nicht, und bestimme das be­
ziigliche Doppelpunktsdreieck (oder seine Ausartung). (Die Kreispunkte ver­
tauschen sich gegenseitig.) 

70. ",ras sind die allgemeinsten ahnlichen, affinen oder projektiven Bilder 
einer Schiebung, Drehung, Spiegelung einer Ebene? 

(Zu Kap. XIII, XIV, XV.) 71. Ein Wiirfel urn 0 habe die acht Ecken ± 1, 
+1, +1; eine seiner Diagonalen verbindet den Punkt 1,1,1 mit (-1, -1, -1). 
Durchgeeignete Drehung urn sie geht die x-Achse in die y-Achse, die y-Achse 
in die z-Achse, diese in die x-Achse iiber. Man zeige, daB P (x, y, z) dadurch in 
einen Punkt (Xl Y1 Zl) iibergeht, fiir den der Grof3e nach 

Xl = Z, Y1 = x, Zl = Y 

ist. Sagt man kurz, (xyz) gehe in (zxy) iiber, so entsteht aus (zxy) durch 
Wiederholung dieser Drehung der Punkt (y z x), durch nochmalige Drehung wieder 
(xyz). 

72. Ein Wiirfel geht durch 24 Drehungen in sich iiber (je drei urn die acht 
Diagonalen); man stelle aIle dadurch aus einem Punkt (x y z) ,entstehenden 
Punkte auf (also auBer denen des Beispiels 71 noch 21 andere). 

73. Man leite die Kosinusrelationen von S. 197 in der Weise ab, daB man 
in die rechts stehenden Gleichungen (18) die Werte fiir x, y, z aus den linken 
Gleichungen einsetzt. 

74. Man zeige, daB die Determinante der neun Kosinus (S. 197), wenn man 
in ihr die Diagonalglieder IX, fh, )'2 durch IX - 1, P1 - 1, )'2 - 1 ersetzt, den Wert 
Null erhalt. 
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75. Auf Grund davon folgt, daB den Transformationsgleichungen (18) durch 
\Yerte x = x', y = y', Z = z' genugt wird; es ist fUr sie 

x: y : Z = (/'1 - {J2) : (012 - /,) : (fl - 011) . 

),Jle Punkte dieser Art bilden also eine Gerade. Sie hat fur das x Y Z - System und 
das x' y' z' - System dieselben Koordinaten; durch Drehung urn sie kann also das 
eine System in das andere ubergefuhrt werden. 

76. Man ubertrage Aufgabe 1 und 2 auf den Raum; ferner bestimme man 
den Punkt 

und lose dieselbe Aufgabe fUr vier Punkte (XiYiZi). 

l; = II Zl + l2 Z2 + l3 Z3 
Zl + l2 + l3 

77. Eine Koordinatentransformation ist so vorzunehmen, daB die Ebene 
x + Y + Z = ° die neue Ebene z'= ° ist. Die drei Kosinus fur die z'-Achse sind 
damit bestimmt. Da noch eine Achse in der x'y'-Ebene beliebig ist, wahle man 
ihre Schnittlinie mit der xy-Ebene als neue x'-Achse, so daB cos(x'z) = ° ist. 
Die weiteren Kosinus sind zu ermitteln. 

78. (Rechtwinklige Achsen.) Seien Pi (Xi Yi Zi) die vier Ecken eines Tetraeders. 
:\lan zeige, daB aus der Orthogonalitat zweier Paare .von Gegenkanten des Tetra­
eders die Orthogonalitat des dritten Paares folgt. 

79. "'Ian beweise, daB das sechsfache Volnmen eines Tetraeders gleich dem 
Prodnkt aus den Langen zweier gegenuberliegender Kanten, ihrem kurzesten 
.-\bstand und dem Sinus des von ihnen gebildeten vVinkels ist (rechtwinklige 
Achsen). 

80. (Rechtwinklige Achsen.) Die Koordinaten des Punktes P' zn finden, 
der Spiegelbild von P(~, 1], l;) fur eine Ebene x cos IX + Y cos fl + Z cos /' - (j = ° ist. 

81. Zwei durch (~, 1], l;) gehende Geraden haben die Gleichungen 

x - ~ = y - 1] = Z - l; und x - ~ y - 1] Z - l; 
l m n -Z-, - m' n' 

die Gleichung ihrer Verbindungsebene ist aufzustellen. 

82. Die Gleichungen der Geraden durch P zn finden, die zwei Gerade gl 
und g2 schneidet. 

83. 1m Ebenenbuschel E + AE' = ° eine Ebene so zu bestimmen, daB sie 
von den Achsen ein Tetraeder von gegebenem Inhalt abschneidet (rechtwinklige 
Achsen). 

84. Man beweise die metrische Invarianz fUr die Orthogonalitatsbedin­
gung (27a), die affine fUr die Parallelitatsbedingung (26b) und die projektive fur 
die Lagenbedingung Ll;;;: ° (S. 214) von Kap. XV. 

(Zu Kap. XV!.) 85. Man leite die Transformationsformeln fur u, v, w fur 
Parallelkoordinaten ab, insbesondere bei Erhaltung des Anfangspunktes. 

86. Man dualisiere die Betrachtungen uber drei und vier Ebenen von S. 211 ff. 

87. Seien Q1 = 0, Q2 = 0, Q3 = ° drei Punkte, die ein Dreieck bilden, so 
stellen 

J'2Q2 - i.3Q3 = 0, 23Q3 - AlQ1 = 0, 2lQ1 - A2Q2 = ° 
drei Punkte dar, die aus den Seiten durch dieselbe Ebene ausgeschnitten werden. 
:\Ian ubertrage die Betrachtungen von S. 49 auf die Gleichung 

J'l Q1 ± 22 Q2 ± A3 Q 3 = ° . 
88. Man dualisiere das Vorstehende auf drei Ebenen, die eine Ecke bilden, 

und auf die Gleichung J'l EI ± J'2 E2 ± 23 E3 = 0. 
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89· Sind 01 = 0, 02 = 0, 03 = 0, 04 = ° vier Punkte eines Tetraeders, so ist 
zu zeigen, daB die sechs Punkte J.iO i - )'kOk = ° durch dieselbe Ebene auf den 
sechs Tetraederkanten ausgeschnitten werden. Ebenso dualistisch. 

90. Man deute (analog zum Beispiel 24) die Gleichung ~ )'iOi = 0 fUr vier 
Punkte Oi und die dualistische Gleichung ~ J.iE; = 0. 

91. Raben die erzeugenden B~ischel von S. 229 die Gleichungen E + J.F = 0,_ 
E'+ J.F = 0, so lautet die Gleichung des erzeugten Geradenorts (E - E') F = 0. 
Man iibertrage hierauf die Betrachtung von S. 81; in welcher Art perspektiver 
Lage befinden sich die beiden Biischel? Man dualisiere das Vorstehende. 

92. Wie hat man die Gleichungen (27) von S. 227 zu deuten, damit sie eine 
kollineare Beziehung zweier Biindel darstellen, und welche ist es? Gibt es fiir 
die Biindelgeometrie die Begriffe der Ahnlichkeit und Affinitat? 

93. Fiir zwei spiegelbildlich gleiche Biindel stelle man (rechtwinklige Achsen) 
die Gleichungen fiir vereinigte Lage auf und bestimme die Doppelstrahlen und 
Doppelebenen fiir alle moglichen Falle mittels L1(e) = 0. 

94. Das Beispiel 75 zeigt, daB es fiir zwei vereinigte kongruente Biindel 
stets einen reellen Doppelstrahl gibt; was trifft ein, wenn es mehr als einen gibt? 

95. Fiir zwei kongruente Raume ~ und~' folgert man analog wie vorstehend, 
daB es im allgemeinen in <00= e:x, einen Doppelpunkt P 00 = P:x, gibt; daraus folgt 
die Existenz einer Doppelgeraden u = u' durch diesen Doppelpunkt. Durch 
Drehung um u und Gleitung llings u, also auch durch 5chraubung um u, geht ~ 
in ~'iiber. Was tritt ein, wenn in <00 mehr als ein Doppelpunkt vorhanden ist? 
Man bestimme auf gleiche Art die Doppelelemente fUr spiegelbildlich gleiche 
Raume. 

(Zu Kap. XVI!.) 96. Es ist zu zeigen, daB der Ausdruck 5 (~, '/, C) = (~- /X) 2 

+ (,/ - fJ)2 + (C - y)2 - e2 fiir jeden Punkt P(~, '/, C)' analog zum Kreis, die 
Potenz P A • P B bedeutet. 

97. Man iibertrage die Satze von Kap. IX, §§ 3, 4, 5 auf die Kugel; fiir zwei 
Kugeln gibt es eine Ebene der Punkte gleicher Potenz, fiir drei eine Gerade, fiir 
vier einen Punkt; jeder solche Punkt ist Zentrum einer Kugel, die alle beziig­
lichen Kugeln orthogonal schneidet. [Der Schnittwinkel wird ebenso definiert 
wie fiir· zwei Kreise (S. 111.)] Auch die Satze iiber orthogonale Kreisbiischel 
lassen sich auf Kugelbiischel und Kugelbiindel ausdehnen; ein Kugelbiindel 
enthalt alle durch 5 + J. 5' + ft 5" = 0 dargestellten Kugeln. 

98. Man dualisiere (fiir Parallelkoordinaten) den Satz 3 von S. 235. Wie also 
einer Gleichung in x, y, z, die Z nicht enthalt, unendlich viele Geraden einer zylin­
drischen Flache (als Punktort) geniigen, so geniigen auch einer Gleichung in u, v, w, 
die w nicht enthalt, 001 Geraden und die samtlichen durch jede Gerade gehenden 
Ebenen; Was bilden die 001 Geraden? 

99. Durch welche Gleichung in Ebenenkoordinaten sind die Tangential­
ebenen der zylindrischen Flache AX2 + B y2 - 1 == 0 bestimmt? 

100. Seien Nl = 0, N2 = 0, N3 = 0 die Normalgleichungen von drei Ebenen; 
wann stellt die Gleichung 

N~ + N; + N~ = const 
eine Kugel dar? 

101. Der Ort aller Punkte, die von zwei windschiefen Geraden gleichen_ 
Abstand haben, ist ein I.13h' fiir das p = q ist (gleichseitig hyperbolisches I.13h). 
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102. Der Ort der Punkte, die von zwei windschiefen Geraden gleiches Ab­
standsverhaltnis besitzen, ist ein SJ2' dessen Kreisschnitte auf je einer Erzeugenden 
senkrecht stehen. Fiir seine Konstanten ist 1/a2 + 1/b2 = 1/c2 (orthogonales SJ2). 

103. Eine Gerade bewegt sich so, daB drei ihrer Punkte auf je einer der 
drei (rechtwinkligen) Koordinatenebenen bleiben; aIle Lagen eines beliebigen 
Punktes P von ihr erfiillen dann ein Q:2. 

104. Fiir drei zueinander senkrechte Halbmesser e, e', eN des ~2 besteht 
die Gleichung 1 1 1 1 1 1 

~+ e'2+ e"2 = ~+b2+C2. 
105. Die zentrische Flache AX2 + By2 + CZ2 = 1 wird durch eine Ebene 

geschnitten, die durch eine Hauptachse geht; man bestimme die Hauptachsen 
der Schnittkurve. 

106. Die Gleichungen einer Kugel und eines auf die Hauptachsen bezogenen Q:2 

x2 y2 Z2 
1:2 + .,2 + 1"2 = 1 , + + 1 " ./ ~ ~ b2 C2 = . 

seien 

Man kann das Q:2 auf die Kugel affin abbilden durch 

x=a;, y=b'fj, z=c~. 

Drei zueinander senkrechten Halbmessern der Kugel entspricht ein Tripel kon­
jugierter Halbmesser a', b', c' des Q:2. Nun seien (;i 'fji ~i) die drei Halbmesser­
endpunkte der Kugel, so ist 

;~ + 'fj~ + ~~ = 1, ;~ + 'fj~ + ~~ = 1, ;~ + 'fj~ + ~~ = 1 . 
Hieraus solI mit Hilfe der Kosinusrelationen die Gleichung 

a'2 + b'2 + C'2 = a 2 + b2 + c 2 

abgeleitet werden. 

107. "Venn eine Gerade sich so bewegt, daB sie bestandig drei windschiefe 
Geraden g, h, k schneidet, erzeugt sie nach S. 226 ein SJ2. Man leite seine Gleichung 
ab und wahle das Koordinatensystem folgendermaBen. Durch jede der drei Ge­
raden kann man Ebenen legen, die den anderen beiden parallel sind; diese sechs 
Ebenen bilden ein Parallelepiped, und es gibt zwei Ecken von ihm, durch die keine 
der drei Geraden g, h, k hindurchgeht. Man nehme die Mitte des Parallelepipeds 
als Punkt 0 und nehme die Achsen den drei Kanten in einer der beiden eben 
genannten Ecken gleichgerichtet. Die Gleichungen von g, h, k sind dann y = b, 
z = -c; z = c, x = -a, x = a, y = -b, und die Gleichung des SJ2 wird 
ayz + bzx + cxy + abc = o. 

108. (Rotationsflachen.) Die Achsen seien rechtwinklig; in einer Ebene durch 
die z-Achse denke man sich durch 0 eine zur z-Achse senkrechte s-Achse und eine 
Kurve s = q>(z); fiir jeden Punkt P(s, z) dieser Kurve ist also s der Abstand von 
der z-Achse, und daher S2 = x2 + y2. Rotiert diese Kurve um die z-Achse, so 
beschreibt jeder Punkt P(s, z) einen Kreis um die z-Achse, bei der sich die Koordi­
naten z und s der GroBe nach nicht andern. Fiir alle so aus P entstehenden Punkte 
ist daher also x2 + y2 = q>2(Z) , 

und dies ist die Gleichung der Rotationsflache. 
Man behandle folgende Beispiele: 1. Den Rotationskegel, den eine durch 0 

gehende Gerade erzeugt; 2. die F 2 , die durch Rotation einer £2' P 2, H2 um ihre 
Achsen entstehen; 3. die Ringflache, die durch Rotation eines Kreises um eine 
in seiner Ebene liegende ihn nicht schneidende Gerade (z-Achse) entsteht. Fiir e 
als Kreisradius und IX als x-Koordinate seines Mittelpunktes ist ihre Gleichung 

(x2 + y2 + Z2 _ ( 2) 2 _ 41X2(X2 + y2) = 0 . 
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109. Die allgemeine F 2-Gleichung stellt eine Rotationsflache fur 

an a23 - a12 ala 
a23 

a22 a31 - a23 a21 
a31 

a 33 a12 - a31 a32 
a12 

dar; wann ist a23 Y z + a31 z % + a12 % y + 2 a14 % + 2 a24 Y + 2 a34 z + a44 = 0 eine 
RotationsfHiche? 

110. Man zeige, daB der durch a y z + b z % + c % y = 0 (fur rechtwinklige 
Achsen) dargestellte Kegel unendlich viele Tripel zueinander senkrechter Kanten 
besitzt. Was folgt daraus fur ein 5)2 mit der Gleichung ayz + bz% + C%y + d = O? 

111. Die Basis eines Kreiszylinders habe die Gleichungen 

% = a cosq;, y = a sinq;; %2 + y2 = a2 • 

Auf ihm bewege sich ein Punkt so, daB seine Steigung langs der z-Achse der Drehung 
um die z-Achse, also zum Winkel q; proportional wachst. Entspricht dem Wert 
q; = 0 der Wert z = 0, so ist z = J. q;. Die Kurve heiBt Schraubenlinie; sie schneidet 
die Erzeugenden des Zylinders unter konstantem Winkel. Das Stuck h, um das Z 

wachst, wenn q; um 2 n zunimmt, heiBt Ganghohe; es ist also h = 2 or J.. Dem­
gemaB sind 

% = a cosq;, y = a sin q;, 
h 

z =-q; 
2n 

die Gleichungen der Schraubenlinie. 

112. V,"ird der Zylindermantel in eine Ebene ausgebreitet, so bleiben die 
Erzeugenden parallel, und es geht der erste Schraubengang (d. h. das Stuck 
o <: 'P <: 2n) in eine Gerade uber, die alle Erzeugenden wiederum unter dem 
'Vinkel q; schneidet. Sie ist Diagonale eines Rechtecks von der Grundlinie 2 an 
(Basiskreis) und der Hohe h (Ganghohe); es ist also 

h ;. 
tg<p = 2a; = (i' 

Unter diesem '''{inkel schneidet also die Schraubenlinie in jedem Punkt P des 
Zylinders die durch ihn gehende Erzeugende; wir wollen die Zylindertangente 
in P, die ebenfalls die Erzeugende ;onter dem Winkel <p schneidet, die Tangente 
der Schraubenlinie nennen. Man folgert daraus folgenden Satz fUr die Nullebene 
eines Punktes E (S. 232): Sie steht senkrecht auf der Tangente der Schrauben­
linie durch E, die auf dem Zylinder um die z-Achse liegt und die Ganghohe 
h = 2 J. n besitzt. Die Ganghohe ist also fUr alle in Betracht kommenden 
Punkte E, also fUr aIle Schraubenlinien, dieselbe. 

113. Wird in den letzten Gleichungen a als variabler Parameter u ge­
nommen, so daB 

% = ucosq;, y = usinq;, 
h h y 

z = -q; = - arctg -
2n 2n % 

wird, so ergibt sich ein Punktort, dem die samtlichen <XlI Schraubenlinien ange­
horen, die den Werten 0 <: u < <Xl entsprechen; alle haben dieselbe Ganghohe. 
Der Ort ist eine geradlinige Flache. Wie die letzte Gleichung zeigt, ergibt sich 
fUr ihren Schnitt mit einer Ebene z = , 

y 2n 
:; = tgT , = tg<p; 

sie schneidet also aus der Flache eine die z-Achse senkrecht kreuzende Gerade 
heraus. Diese Geraden bilden die Flache. Sie entsteht, wenn eine der % y-Ebene 
parallele Gerade langs der z-Achse gleitet und sich zugleich proportional zu dieser 
Gleitung um die z-Achse dreht (da 1; proportional zu q; wachst). Die Flache 
heiBt Schraubenfliiche. 
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114. Seien 1,2, 3,4 vier Punkte. Die Geraden (12) = g, (23) = h, (34) = k 
wahle man als drei Kanten des Koordinatentetraeders; ihre Gleichungen seien 
%1 = 0, x2 = 0; %2 = 0, X3 = 0; X3 = 0, x4 = 0. Die drei projektiven Ebenen­
buschel 

erzeugen in den Schnittpunkten von je drei entsprechenden Ebenen einen Punktort. 
Er hat die Gleichungen 

Xl : x2 : X3 : x4 = 1: i. : ;.2 : 1.3, 

und ist der Schnitt der beiden ~2 Xl X3 - X~ = ° und %2 X 4 - X~ = 0, die beide 
die Gerade (23) gemein haben. In einer beliebigen Ebene 8 liegen drei Punkte 
von ihm (namlich drei gemeinsame Punkte der beiden C2 , in denen die beiden ~2 
von 8 geschnitten werden); der vierte fallt in die Gerade (23) (Raumkurve dritter 
Ordnung). Man folgert weiter, daB auch durch die Gleichungen 

12 Xi = ai + bi ;· + Ci l.2 + di l.3 

eine solche Raumkurve dargestellt wird. 

115. Die Gleichungen eines Cl:2 und einer durch seinen Mittelpunkt a gehen_ 
den Ebene 8 seien 

x2 ,y2 Z2 
~ T P. + C2 = 1 (a> b > c) und Ax + By + Cz = 0; 

ferner seien a' und b' die Halbachsen der durch li aus Cl: ausgeschnittenen E 2 • 

Dann gilt die Beziehung 

Geometrisch ist dies leicht einzusehen. Bei allgemeiner Lage hat die Ebene li 

mit jeder Koordinatenebene eine Gerade gemein; die E2 enthalt daher von 
jedem der drei Hauptschnitte zwei Punkte. 1st P ein solcher Punkt in der 
x y-Ebene, so ist a:> a P :> b, und ebenso folgt fur einen analogen Punkt P 
der y z-Ebene b:> OP':> c; und daraus ist der Satz bereits zu folgern. 

Ein scharferer algebraischer Beweis ist der folgende. Sei P zunachst irgend 
ein Punkt der E2 und OP = r, so ist r2 = x 2 + y2 + Z2, wo zugleich x, y, z den 
Qbigen Gleichungen des Cl:2 und von li genugen. Fiir den Vektor r in der 
xy-Ebene folgt insbesondere 

z = ° , y2 = x2 + y2, also 

r2 x2 y2 X2 y2 
P. = lJi + lJi :>;il + p. = 1; r2 :> b2 • 

Dies gilt fiir jede Lage von 8. Das Maximum von r2 fiir aile diese Ebenen ist 
also sicher nicht kleiner als b2 (fiir die y z-Ebene ist es gleich b2). Fiir den 
Vektor r in der y z-Ebene is t analog 

x = 0, 

,voraus ebenso r2 < b2 gefolgert wird. Das Minimum von r2 fiir aile Ebenen li 

ist also nicht grofJer als b2 (fiir die x y-Ebene ist es gleich b2). 
Setzt man x = a ~, y = b rJ, z = c 1,;, so ergibt sich 

~2 + 'l + 1,;2 = 1, r2 = a2 ~2 + b2 rJ2 + c2 1,;2, 

und die vorstehenden Maximum-Minimum-Resultate gelten in dem Sinn, daB 
sie sich auf die Werte der quadratischen Form a2$2 + b2rJ2 + c21,;2 beziehen, 
wahrend zugleich ~2 + '1 2 + 1,;2 = 1 ist. Man wird (mittels Transformation auf 
die Hauptachsen) leicht beweisen, daB sie analog fiir jede quadratische Form 
von x, y, z gelten, die einer zentrischen Flache entspricht. 
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Erster Band. Mit 29 Abbildungen. (463 S.) 1924. 

22.50 Goldmark; gebunden 24 Goldmark 
Bd. XIII: Vorlesungen tiber Differenzenrechnung. Von Niels Erik NorIund, 

ord. Professor der Mathematik an der Universitat Kopenhagen. Mit 54 Text'­
figuren. (560 S.) 1924. 24 Goldmark; gebunden 25.20 Goldmark 

Bd. XIV: Elementarmathematik vom hoheren Stand pun kte a us. 
Von Felix Klein. D ri t t e Auflage. E r s t e r Band: Arithmetik - Algebra -
Analysis. Ausgearbeitet von E. Hellinger. Fiir den Druck fertig gemacht und 
mit Zusatzen versehen von Fr. Seyfarth. Mit 125 Abbildungen. (333 S.) 
1924. 15 Goldmark; gebunden 16.50 Goldmark 

Bd. XV: Elementarmathematik vom h6heren Standpunkte aus. 
Von Felix Klein. Dr itt e Auflage. Z wei t e r Band: Geometrie. Ausge­
arbeitet von E. Hellinger. Fiir den Druck fertiggemacht und mit Zu­
satzen versehen von Fr. Seyfarth. Mit 149 Abbildungen. 

Erscheint im Sommer 1925 
Bd. XVI: Elementarmathematik vom h6heren Standpunkte aus. 

Von Felix Klein. Dr itt e Auflage. Dr itt e r Band: Anwendung der Differen­
tial- und Integralrechnung auf Geometrie. In Vorbereitung 

Bd. XVII: Analytische Dynamik der Punkte und starren Korper. Mit einer 
Einfiihrung in das Dreik6rperproblem und mit zahlreichen Ubungsaufgaben. 
Von E. T. Whittaker, Professor der Mathematik an der Universitat Edinburgh. 
Nach der zweiten Auflage iibersetzt von Dr. F. und K. Mit tel s ten S c he i d 
in Marburg a. d. Lahn. (474 S.) 1924. 

21 Goldmark; gebunden 22.50 Goldmark 
Bd. XVIII: Relativitatstheorie in mathematischer Behandlung. Von 

A. S. Eddington, Plumian Professor. of Astronomy and experimental Philosophy 
in the University of Cambridge. Autorisierte Ubersetzung von Dr. Alexander 
Ostrowski, Privatdozent an der Universitat G6ttingen, und Prof. Dr. 
H a r r y S c h mid t, Dozent am Friedrichs-Polytechnikum, C6then. Mit Zu­
sii.tzen und Erganzungen sowie mit einem Anhang: Eddingtons Theorie und 
Hamiltonsches Priuzip von Albert Einstein. (391S.) 1925. 

IS Goldmark; gebunden 19.50 Goldmark 
Bd. XIX: Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis. Von G; P6lya, Tit; 

Professor an der Eidgen6ssischen Technischen Hochschule Ziirich, und 
G. Szego, Privatdozent an der Friedrich -Wilhelms-Uriiversitat Berlin. E r s t e r 
Band: Reihe n·I n te gralrec hn u n g. Fu nktion e n the orie. (354 S.) 
1925. IS Goldmark; gebunden 16.50 Goldmark 

Bd. XX: Aufgaben und Lehrsatze aus der Analysis. Von G., P6lya, Tit. 
Professor all detEidgen. Technischen Hochschule Ziirich u~d G; Szego, 
Privatdozent . an der' Friedrich - Wilhelms - Universitat Berlin. Z wei t e r 
Band! Funk'tioneJ?theorie .. NUllstellen. Polynome. Deter; 
minanten. Zahletttheode.' (417 S.) 1925. 

:fS Goldmark; gebunden 19.50 Goldmark 



Berichtigungen. 

S. 12, Zusatz zur Anmerkung: Ferner geht ~l + ~2 nur von 0 bis 1l oder 
von 3 1l bis 4 1l; auch gibt es Ausnahmen von der Eindeutigkeit 
des Entsprechens. 

S. 32, Zeile 11 von unten lies: -10 statt 10. 
S. 63, Zeile 10 und Hlies: (56) statt (45). 
S.64, Zeile 12 nach Punktepaare schalte ein: von denen nicht jedes 

auBerhalb des anderen liegt. 
S. 69, Zeile 15 nach dann· schalte ein: haben aIle Differenzen des Zahlers 

das gleiche Zeichen oder es. 
S. 75 fehlt vor der obersten Gleichung (26a). 
S. 116, Zeile 7 von unten statt jeder wird ... lies: aIle bertihren ein-

ander auf z = 0 in Soo und ]00 . 
S. 133, Zeile 5 nach aIle schalte ein: so1chen. 
S.134, Zeile 13 ftige hinzu: falls et.' = -1 ist. 
S. 175, Zeile 3 statt kann ... werden, lies: sowie eine. 
S.178, Zeile 14 ist (23) und (34) zu vertauschen. 
S. 221, Zeile 11 von unten statt da4er lies: da e.l 'Yj, so. 
S. 263, Zeile 4 von unten lies: 225 statt 255. 

Scboenflies, Analytiscbe Geometrie. 
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