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GraBmann in Berlin,

Von Friedrich Engel.

Vor zwei Jahren, am 15. April 1907, haben wir an dieser Stelle den zwei-
hundertjihrigen Geburtstag Leonhard Eulers gefeiert. Hermann Gral-
mann, an dessen hundertjihrigen Geburtstag wir heute gedenken wollen, hat
merkwiirdiger Weise an demselben Kalendertage wie Euler das Licht der Welt
erblickt. Nur #uBere Umstinde haben es bewirkt, daf wir erst sechs Tage
nach dem Jahrestage seiner Geburt hier zusammengekommen sind.

Lessing sagt einmal: ,Einige sind beriihmt, andere verdienen es zu sein®.
Er mag freilich den ersten Teil dieses Ausspruchs ironisch gemeint haben; aber
wir brauchen ihn ja nicht so aufzufassen, und dann liegt die Anwendung auf
die beiden Minner Euler und GraBmann sehr nake.

Eulers mathematisches Genle wurde schon frith anerkannt und fand
giinstige Bedingungen sich zu entfalten. Ein halbes Jahrhundert einer schopfe-
rischen Titigkeit, die an Umfang und Vielseitigkeit der Werke kanm ihresgleichen
kennt, hat seinen Ruhm fiir immer fest begriindet. Noch heute verehren wir
in ihm den Mathematiker, der durch die von ihm gestellten und behandelten
Probleme den Grund gelegt hat zu einer groflen Zahl der ausgedehnten Theorien,
die der Stolz der modernen Analysis sind.

GraBmanns mathematische Schriften sind zwar weder dem Umfange
noch der Vielseitigkeit nach mit denen Bulers vergleichbar; aber an Originalitit
und Tiefe der Gedanken und namentlich an kunstvoller Systematik ktnnen
sie mit dem Besten in die Schranken treten, was die mathematische Literatur
aufzuweisen hat. Trotzdem ist GraBmann jahrzehntelang als Mathematiker
ganz unbeachtet geblieben, so unbeachtet, dal er — ein Schritt, der naheuu
ohne Beispiel ist — sich noch in vorgeriickten Jahren einer ganz anderen
Wissenschaft zuwandte, der Sprachwissenschaft, und in dieser gelang es ihm
dann verhiltnismiBig schnell, die Anerkennung der Fachleute zu gewinnen.
Erst in dem letzten Jahrzehnte seines Lebens hatte er die Freude, daB wenigstens
einige angesehene Mathematiker auf seine Schriften hinwiesen. Auch heute
noch ist GraBmann der Mehrzahl der Mathematiker nur dem Namen nach
bekannt; deren, die seine Schriften wirklich gelesen haben, sind es verhiiltnis-
mifig wenige, und selbst da, wo gewisse seiner Begriffe und Methoden all-
gemeine Verbreitung erlangt haben, in der mathematischen Physik, lernt man
sie doch nur aus zweiter Hand kennen und zuweilen nicht einmal unter seinem
Namen.

Wenn daher die Berliner Mathematische Gesellschaft heute GraBmanns
Gediichtnis feiert, so erfiillt sie damit eine Pflicht, die allen deutschen Mathe-
matikern obliegt, die Pflicht, dem so lange verkannten Manne die Ehre zu er-
weisen, die ihm gebiihrt, und 6ffentlich anzuerkennen, da8 seine Leistungen in
der Geschichte der Mathematik fortleben werden. Geradeso aber, wie die Ber-
liner Mathematische Gesellschaft Euler nicht bloB als den groBen deutschen
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Mathematiker gefeiert hat, sondern ganz besonders deshalb, weil er fast ein
Vierteljahrhundert, vielleicht die besten Jahre seines arbeitsreichen Lebens in
Berlin zugebracht hat, geradeso hat sie auch bei GraBmann noch eine be-
sondere Veranlassung seiner zu gedenken. Die Heimat GraBmanns ist aller-
dings Stettin, und es war sein Schicksal, daB sich fast sein ganzes Leben in dieser
Stadt abspielte. Aufler Stettin aber gibt es nur eine Stadt, in der GraBmann
wenigstens zeitweilig seinen Wohnsitz gehabt hat, und das ist Berlin.

Die drei Jahre, die GraBmann als Student hier zugebracht, und die fiinf
Vierteljahre, die er hier als Lehrer gewirkt hat, sie liegen allerdings vor der
Zeit, in der seine mathematische Produktivitit erwachte, sie haben aber doch
eine nicht zu unterschitzende Bedeutung fiir seine ganze geistige Entwickelung.
Diese geistige Entwickelung m&chte ich hier kurz zu schildern versuchen, indem
ich mich auf gewisse, erst ganz vor kurzem zum Vorschein gekommene Schrift-
stiicke von seiner Hand stiitze. Ich hoffe es dadurch einigermaflen begreiflich
zu machen, wie Grafmann dazu kam, auf zwei so ganz verschiedenartigen
Gebieten wie der Mathematik und der Sprachwissenschaft Hervorragendes zu
leisten. Auf diese Leistungen selbst werde ich nicht eingehen, um die mir zu-
gemessene Zeit nicht zu {iberschreiten; ich brauche das auch nicht, da wir
nachher von andrer Seite eine Wiirdigung von GraBmanns wichtigster
mathematischer Leistung, seiner Ausdehnungslehre, htren werden.

In dem Archive der Berliner Wissenschaftlichen Pritfungskommission lisgt
ein lateinisch geschriebener Lebenslauf, den GraBmann im Jahre 1831 ab-
gefaBt hat, Selten wird ein Kandidat einen Lebenslauf eingereicht haben wie
diesen. Mit riicksichtsloser, geradezu ergreifender Offenheit schildert Grafmann
nicht bloB seine geistige, sondern auch seine ganze sittliche Entwickelung withrend
der Schul- und der Studentenjahre. Ein zweiter, ebenfalls bisher unbekannter
Lebenslauf, den er 1834 dem Stettiner Konsistorinm eingereicht hat, als er
die erste theologische Priifung machte, ergiinzt und erliutert den eben erwiilinten
nach verschiedenen Richtungen hin. Verbinden wir damit, was wir aus anderen
Quellen wissen, namentlich aus Aufzeichnungen seines Bruders Robert, so ergibt
sich Folgendes:

GraBmann gehirt nicht zu den frithreifen Genies, die sich schon in
den Knabenjahren bewulit werden, wohin ihre Begabung sie weist, und die sich
ohne Zogern und Schwanken der Wissenschaft zuwenden, fir die sie berufen
sind. Dazu war cr nach zu vielen Seiten hin gleichmiBig hervorragend begabt.
Aber auch diese vielseitigen Gaben zeigten sieh keineswegs von Anfang an,
und daB sie sich spiter so reich entfalteten, kam keineswegs von selbst, sondern ist
wesentlich der Erfolg vieljihriger angestrengter Arbeit, die er auf die Bildung
seines Charakters und anf die Kliirung und Festigung seiner sittlichen Ansichten
und seiner Lebensauffassung verwandte. Aus der Vielseitigkeit seiner Begabung
erkliirt es sich andrerseits, daB er sich keineswegs von vornherein ausschlieflich
ciner Wissenschaft widmete, sondern eine miglichst umfassende wissenschaftliche
Bildung zu erwerben suchte, als hitte er es vorausgeahnt, daf es ihm dereinst
sustatten kommen wiirde, wehr als ein Eisen im Feuer zu haben.

Um das Gesagte zu belegen, wollen wir etwas niher auf die Geschichte
seines Lebens eingehen; doch werden wir dieses nur bis zu dem Zeitpunkte ver-
folgen, wo er seinen Beruf zur Mathematik entdeckte. Was nachher kommt,
ist ja doch in der Hauptsache nur ecine Geschichte seiner Werke, und auf sie
miissen wir hier verzichten.
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Als das dritte von zwolf Kindern ist Hermann GraBmann am
15. April 1809 in Stettin geboren. Sein Vater Justus Giinther Grafmann
war Lehrer an dem dortigen Gymnasium, selbst schon ein tiichtiger Mathematiker
und Physiker, der sich durch den nach ihm benannten Luftpumpenhahn und
durch die Indizesbezeichnung der Kristalle bekanut gemacht hat.

Hermann selbst berichtet, er habe in den ersten Schuljahren gar keine
Begabung gezeigt und sei sogar iiberhaupt zu geistiger Anstrengung unfihig
gewesen. Besonders hebt er die Schwiche seines Gedichtnisses hervor; um
acht Verse auswendig zu lernen, habe er drei Stunden gebraucht und sie dann
sehr bald wieder vergessen. Sein Vater habe oft gesagt, er werde es mit Gleich-
mut ertragen, sollte auch sein Sohn Girtner oder Handwerker werden, wofern
er nur einen seinen Kriiften angemessenen Beruf wiihle und diesen mit Ehren
und zum Nutzen seiner Mitmenschen ausfille.

Seinen damaligen Zustand bezeichnet GraBmann als eine Zeit des
Schlummers. Leere Triumereien, in denen er sich selbst die erste Stelle anwies,
sich geehrt und geachtet diinkte, hiitten den groBten Teil seines Lebens ausgefiillt,
und er habe so, ohne es zu wissen, seine Eitelkeit und Eigenliebe genéhrt,
Da er die Ferien meist auf dem Lande zugebracht habe, bei Verwandten, die
fast alle Pfarrer waren, so sei er zu der Meinung gekommen, dall namentlich
der Landprediger ein solches sorgenfreies, angenehmes Leben fithre, wie er es
sich als Ideal tréiumte, und so sei er denn schon friih zu dem Entschlusse ge-
kommen, dereinst auch Prediger zu werden.

Die Neckereien seiner Mitschiiler, die Ermahnungen seiner Eltern, nament-
lich aber der religise EinfluB des Konfirmationsunterrichts, den er drei Jahre
lang bei dem Prediger Zybell genoB, brachten ihn endlich zum Erwachen aus
seinen Traumereien. Es ging ihm pldtzlich, so erzihlt er, ein Licht auf {iber sein
bisheriges Traumleben, und er beschloB, nunmehr alle seine geistigen Kriifte
anzuregen und zu wecken und iiberhaupt sein phlegmatisches Temperament von
Grund aus zu vertilgen. Mit unbeugsamer Energie filhrte er diesen Entschiuf
durch, und so gelang es ihm, in allen auf dem Gymnasium betriebenen Fichern
Befriedigendes zu leisten, ohne daB er sich in einem hesonders ausgezeichnet
hiitte. Durch seine Energie erreichte er auch, daf sich sein Gedichtnis wesentlich
besserte. Indem er seinen Geist angestrengt mit den Dingen beschiftigte, die
er sich einpriigen wollte, behielt er sie besser. Doch sagt er 1831 ausdriicklich,
er sel niemals geschickt geworden, einzelne Wirter auswendig zu lernen oder
einen ganzen Abschnitt zu behalten. Danach scheint es fast, als ob bei ihm
das Gedichtnis mit den Jahren immer besser geworden wiire, denn als Fiinfzig-

jahriger lernte er fremde Sprachen spielend.

So ging also GraBmanns Schulzeit voriiber, ohne dafl sich far irgend
eine bestimmte Wissenschaft besondere Anlage oder Neigung gezeigt hitte.
Dagegen muB allerdings eine andere Anlage recht frith bei ihm hervorgetreten
sein, nimlich die fiir Musik. Bei dem bekannten Balladenkomponisten Loewe,
der 1820 Musiklehrer an dem Gymnasium geworden war und das erste Jahr
in dem GraBmannschen Hause gewohnt hat, genof er einen griindlichen
Unterricht im Klavierspiel und in der Harmonielehre. Wie ungewdhnlich
fein sein Gehor ausgebildet war, dafiir ist die Vokaltheorie, die er spiter auf-
gestellt hat, ein redender Beweis. Noch spiter hat er Pommersche Volks-
lieder nach dem Gehor aufgeschrieben wund fiir den Familiengebrauch drei-
stimmig gesetzt. Ubrigens waren die Geschwister Grafmanns alle musikalisch
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und erreichten besonders im Quartettgesang eine so hohe Vollendung, da8
sich Loewe seine neuen Quartette von ihnen vorsingen lieB, um die Wirkung
zu erproben.

Im Herbste 1827 bezog GraBmann zusammen mit seinem 4lteren Bruder
Gustav die Universitit Berlin, beide um Theologie zu studieren. Ein launiger
Brief, den er zwei Tage nach der Ankunft in Berlin an seine Mutter geschrieben
hat, schildert gar anschaulich, wie sich die Briider in ihrer Wohnung eingerichtet
haben. Es war in dem Hause Dorotheenstrale Nr. 53, an der Ecke der
FriedrichstraBe. Zwar miissen sie 72 Stufen hinansteigen zu ihrer aus Stube
und Schlafkimmerchen bestehenden Dachwohnung, fiir die sie jeder 3', Taler
zahlen, doch haben sie dafiir eine desto schonere Aussicht tiber die Girten und
Hiuser der Stadt, und wenn die Stube auch klein ist, so laBt sie sich dafiir
desto besser heizen. Auch mit der Wirtin sind sie zufrieden, ,,denn spricht sie
gleich viel, so ist sie dafir auch recht gefillig und geschiiftig (wie itberhaupt
die meisten Berliner und besonders die Berlinerinnen)®. ,,Unserm Stiefelputzer
geben wir jeder 20 gr. Courant, weil ihm ein Taler zu viel schien; fiir recht
gutes Essen (freilich so gut wie in Stettin ist es nicht) geben wir monatlich
jeder 3'/, Taler

Besonders erheiternd wirkt es, daB GraBmann gleich im Anfange erzihlt,
sie seien schon nach zwei Tagen mit all dem ungeheuren Gelde, was sie mit-
genommen, beinahe zu Ende; wie er dann alle moglichen Dinge herzihlt, fir
die sie das Geld nicht ausgegeben haben, und endlich nach langen Priambeln
damit herausriickt, daB der Grund ihres plotzlichen Geldmangels kein andrer
ist als der Kauf eines Pianoforte, das sie durch giinstige Gelegenheit fiir
50 Taler erworben haben.

Dieses Pianoforte ist in der Tat auch fleifiig henutzt worden. Ganze Opern
und Oratorien fithrten die Briider in ihrer Wohnung auf im Verein mit andern
musikalischen Studenten.

Als er auf die Universitit kam, war Grallmann nach seiner eigenen
Aussage noch ganz unselbstindig. Wie auf der Schule seine Studien ganz durch
die Anordnungen und durch die Autoritit der Lehrer bestimmt gewesen waren,
so lieB er sich noch auf der Universitit zunfichst ganz von der Autoritit der
Professoren leiten, so dall er meint, er kdnne weniger davon sprechen, wie er
seine Studien eingerichtet habe, als davon, welche Vorlesungen er gehort. Die
Wissenschaft, die von den Kathedern herab verkindigt wurde, habe auf ihn
einen so gewaltigen Eindruck gemacht, daB er geglaubt habe, aus der Quelle
der Wahrheit zu schipfen, wenn er die Ansichten der Professoren in sich auf-
nehme, und so habe er denn seine Studien den Vorlesungen angepafit, nicht
die Vorlesungen seinen Studien entsprechend ausgewihlt.

Zuerst nahm ihn der bekannte Kirchenhistoriker Nean der ganz gefangen,
hei dem hat er ganz besonders viele Vorlesungen gehért. Nach und nach aber
fesselte ihn Schleiermacher immer mehr und mehr, er bekennt, daf er diesein
unendlich viel zu verdanken habe. ,,Schon im zweiten Semester, so schreibt
er, yhabe ich Vorlesungen bei Schleiermacher gehort, die ich aber nicht ver-
stand, dagegen tingen seine Predigten an, Einfluff auf mich zu gewinnen. Doch
erst im letzten (das heiBt im dritten) Jahre zog mich Schleiermacher ganz
an und obwohl ich damals schon mich mehr mit der Philologie beschiftigte,
so erkannte ich doch nun erst, wie man von Schleiermacher fiir jede Wissen-
schaft lernen kann, weil er weniger Positives giebt, als er geschickt macht, eine
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jede Untersuchung von der rechten Seite anzugreifen und selbstiindig fortzu-
fithren, und in den Stand setzt, das Positive selbst zu finden. — Zugleich hatten
auch seine Ideen selbst mich angeregt, seine Predigten mein Gemiit erweckt,
und dies konnte nicht ohne Einflu auf meine Grundsitze und meine ganze
Denkweise bleiben.*

Die Abwendung von der Theologie vollzog sich iibrigens ganz allmihlich.

Er habe bemerkt, so sagt er, daf die Theologen, die auf dem Lande lebten und
des Umgangs mit wissenschaftlich gebildeten Minnern entbehrten, die Studien
gewohnlich vernachlissigten, wie sehr sie auch vorher dafiir begeistert gewesen
seien; daher sei ihn die Furcht angekommen, er werde seinerzeit in denselben
Fehler verfallen. Um dem zu entgehen, habe ér sich vorgenommen, sich mog-
lichst vielseitig auf das geistliche Amt vorzubereiten und dadurch seine Be-
geisterung fiir die Wissenschaft so zu stirken, daf sie vorhalten konne, selbst
wenn er gezwungen sein werde, fern von dem Umgange mit gelehrten Leuten
zu leben. Das Studium der Philologie sei ihm als das beste Mittel zu einer
solchen vielseitigen Vorbereitung erschienen, und er habe es zunichst nur aus
diesem Grunde gewihlt; allméhlich habe er aber dann dieses Studium selbst
immer lieber gewonnen.

Indem er so anfing seine eigenen Wege zu gehen, erkannte er gleichzeitig,
wie er es sehr bezeichnend ausdriickt, daf die akademischen Vorlesungen nur
dann Nutzen bringen konnen, wenn man sie sparsam genieBt. Infolgedessen
hat er blof§ zwei philologische Vorlesungen gehort, nimlich ,,Geschichte der grie-
chischen Literatur® und ,griechisehe Altertiimer* bei Boeckh.

Wie er alles, was er trieb, systematisch betrieb, so machte er sich von
vornherein einen Plan fiir die philologischen Studien. Er beschloB, wie er sagt,
sich zundchst mit der griechischen Sprache zu beschiftigen, d1e ja doch die
Grundlage des Latemlschen sei, und mit den 011echxschen Schrlftstellern weil
die schon an und fiir sich den 1ate1mschen weit vorzuziehen und iiberdies deren
Quelle und Vorbild seien; doch behielt er sich vor, dazwischen, der Abwechselung
halber, den einen oder den andern Romer zu lesen. Nachher aber, wenn er
erst in der Philologie einen guten Grund gelegt haben wiirde, Wollte er sich
auf die Mathematik werfen; denn er war der Meinung, diese sei von dem Studium
der griechischen Sprache durch eine zu groBe Kluft getrennt, als daB er beide
crle1chze1t1g betreiben konne,

Zuerst wollte er sich in die griechische Grammatik vertiefen, dann die
Attischen Schriftsteller lesen und zwar zuniichst die Historiker, mit deren Studium
er das der Griechischen Geschichte und der Altertimer verbinden wollte, dann
sollten die Tragiker an die Reihe kommen in Verbindung mit ’VIytholome und
Metrik, dann Homer und Herodot. Dagegen sparte er sich Plato und De-
mosthenes fir die Zeit auf, wo er sich mit der Mathematik beschiftigen
wiirde.

Ganz hat er dieses reichhaltige Programm wenigstens hier in Berlin nicht
ausgefithrt. Als er nimlich gerade bei den Tragikern war, verfiel er in eine
Krankheit, die durch die tibertriebene geistige Anstrengung hervorgerufen war.
Er bezeichnet sie zwar als ,weder schwer noch gef‘aihrlich“; sie veranlaBte ihn
aber doch, den bisherigen Studienbetrieb zu indern und in etwas gemiiBigterem
Tempo Welter zu arbelten, namentlich aber mdglichste Abwechselumr in seine

Studien zu bringen, um Uberanstrengung des Gelste% und besonders Jeden Uber-
drub zu vermeiden,
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Sich ernstlich mit Mathematik zu beschiiftigen, dazu ist er auf der Uni-
versitiit noch nicht gekommen; eine mathematische Vorlesung hat er iiberhaupt
niemals gehort.

So studierte er denn ganz auf seine eigene Hand und betrieb die Wissen-
schaften, statt sich irgend einer Schule anzuschlieBen, schon auf der Universitiit
als Autodidakt. Damit hatte er die seiner Neigung und seinen Anlagen ent-
sprechende Art gefunden, wissenschaftlich zu arbeiten, und er wahrte sich zu-
gleich die Unabhingigkeit und Selbstindigkeit des Geistes, die ihn seitdem aus-
gezeichnet hat, und die thn spéter befihigte, als Autodidakt auf zwei so ver-
schiedenartigen Gebieten wie der Mathematik und der Sprachwissenschaft
schopferisch titig zu sein und wirklich originelle Leistungen zu vollbringen.
Fiir die Universititen ist freilich dieses Ergebnis eines dreijihrigen Studien-
aufenthaltes nicht besonders schmeichelhaft; doch mtissen wir eben bedenken,
daB GraBmann nicht mit dem gewdhnlichen Mafistabe zu messen ist.

Als GraBmann im Herbste 1830 nach Stettin ins Elternhaus zurtick-
gekehrt war, da warf er sich nunmehr mit grofem Eifer auf die Mathematik,
die er natiirlich auch nur nach Biichern und auBerdem nach den Heften seines
Vaters betrieb; die philologischen Studien traten dabei etwas, aber keineswegs
ganz, in den Hintergrund. Im Dezember 1831 machte er vor der Wissen-
schaftlichen Prifungskommission in Berlin das Examen pro facultate docendi
und erwarb in den philologischen Fiichern, in Geschichte, Mathematik, Deutsch
und Religion die Lehrbefihigung fiir die unteren und mittleren Klassen. Seine
Leistungen waren aber derart, dafl die Kommission die Erwartung aussprach,
er werde sich zu einem tichtigen Lehrer der alten Sprachen und auch der
Mathematik fiir alle Klassen ausbilden. Bei dieser Priifung hat er den friiher
erwihnten lateinischen Lebenslauf eingereicht, iber den Kdpke, der Rektor
des Gymnasiums zum grauen Kloster urteilt: ,Specimen tum propter rerum
ubertatem tum propter stili venustatem et elegantiam laude dignum.“

Er war nunmehr als Hilfslehrer an dem Stettiner (Gymnasium titig und
mub damals die mathematischen Studien fortgesetst haben; denn 1832 entdeckte
er die ersten grundlegenden Begriffe und Rechnungsarten seiner spiteren Aus-
dehnungslehre. Er fand nimlich die geometrische Addition der Strecken und,
indem er die von seinem Vater herrtihrende eigentiimliche Auffassung des
Produktbegriffs weiter ausbildete, gelangte er dazu, das Parallelogramm als geo-
metrisches Produkt zweier Strecken zu betrachten und das Parallelepipedon
als geometrisches Produkt dreier Strecken. Er war iberrascht, hier ein Produkt
zu haben, das sein Vorzeichen wechselt, wenn man zwei der Faktoren unter-
einander vertauscht.

Durch andere Beschiiftigungen wurde er jedoch von diesen Untersuchungen
wieder abgezogen. So machte er z. B. 1833—34 in Stettin das erste theo-
logische Examen und bestand es mit dem Pridikat , gut®.

Bald darauf, Anfang Oktober 1834 siedelte er wieder nach Berlin iiber,
und zwar wurde er mathematischer Lehrer an der ,Gewerbeschule®, der jetzigen
,Friedrichs-Werderschen Oberrealschule“. Der damalige Direktor der Gewerbe-
schule, K16den, sagt in einem am 17. Oktober 1834 dem Kuratorium der
Schule erstatteten Berichte!) Folgendes:

1) Eine Abschrift dieses Berichts verdanke ich dem jetzigen Direktor der
Schule, Herrn Nahrwold, und zwar durch Vermittlung von Herrn Jahnke.
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,Herr GraBmann ist ein junger Mann, dem es nicht an Kenntnissen fehlt.
Auch ist ersichtlich, daB er insonderheit iiber die Elemente der Mathematik
reichlich nachgedacht hat und klar dartiber denkt. Er scheint aber wenig Umgang
gehabt zu haben und ist deswegen in den gewéhnlichen Formen des geselligen
Lebens zurtick, schiichtern, leicht verlegen und dann unbeholfen. In der Klasse
ist davon nichts zu bemerken, sobald er nicht weil, daB er beobachtet wird.
Er bewegt sich dann leicht, angemessen und sicher. In meinem Beisein hat
er, ungeachtet ich alles getan habe, ihn zutraulich zu machen, seiner Befangen-
heit noch nicht ganz Herr werden kénnen, was er mir auch eingestand und sich
selber dartiber drgerte. Mein Urteil tiber ihn ist deshalb fiir jetzt ein unsicheres,
und ich vermag noch nicht zu sagen, ob er die entstandene Liicke passend aus-
filllen werde.”

In der Tat war die Ausfiilllung dieser Liicke nicht so leicht, denn der zu
ersetzende war kein geringerer alsJakob Steiner. Dieser war eben zum aufler-
ordentlichen Professor an der Universitét ernannt worden, behielt aber noch
ein halbes Jahr lang den geometrischen Unterricht in den oberen Klassen bei,
so daB GraBmann nur 10 Stunden zu geben brauchte. Auch hatte sich Steiner
verpflichtet, seinen Nachfolger moglichst in seineeigene Methode des geometrischen
Unterrichts einzufiihren.

Leider wissen wir gar nichts dariiber, ob diese Umsténde wirklich ein hiiu-
figeres Zusammentreffen der beiden Manner veranlaBt haben. Soviel scheint
sicher, dafB ein intimerer Verkehr zwischen ihnen nicht bestanden hat. Dem
selbstbewuBten, aber durch und durch einseitigen, in seiner wissenschaftlichen
Richtung vollstiindig gefestigten Steiner konnte der um dreizehn Jahre jiingere,
vielseitig gebildete, aber schiichterne GraBmann wohl nur wenig bieten, zumal
er sich seines Berufs zur Mathematik noch gar nicht bewuBt war. Andererseits
wird GraBmann zwar durch dieses Zusammentreffen veranlaBt worden sein,
sich mit Steiners Schriften bekannt zu machen; aber es liegt am Tage,
daB Steiners Art, Geometrie zu treiben, auf GraBmanus mathematische Denk-
weise nicht den geringsten Einflufl ausgeiibt hat. Was er etwa bei Steiner
gelernt hat, das hat er sich immer erst anf die ihm zusagende Art, das heifit,
analytisch zurechtgelegt. Wir erkennen auch daraus, welche Selbstindigkeit
des Geistes GraBmann schon damals besaB.

Ubrigens fiihlte sich Grassmann damals in Berlin nicht so reeht wohl.
Er stand noch unter dem Eindrucke eines schweren Verlustes, den seine Familie
erlitten hatte durch den Tod seiner jiingsten, kaum vierjihrigen Schwester.
Die Neigung zu religidsen Griibeleien, von denen seine Berliner Briefe aus jener
Zeit voll sind, war vielleicht schon vorher vorhanden: jedenfalls wurde sie durch
die Brinnerung an die Heimgegangene fortwihrend von mneuem genihrt.
AuBerdem fehlte es ihm an Umgang, der ihm zusagte, so daB er auch der
ndtigen Erholung und Ermunterung entbehrte und dadurch veranlaft wurde,
sich von Berlin aus in die Stettiner Loge zu den drei Zirkeln aufnehmen zu
lassen. Zuletzt litt auch sein korperliches Befinden, namentlich litt er an den
Augen. So war er froh, schon nach fiinf Vierteljahren, am 1. Januar 1836
nach Stettin zuriickkehren zu kénnen, wo er Lehrer an einer erweiterten Biirger-
schule, der Ottoschule, wurde.

Trotzdem dachte er von der in Berlin verbrachten Zeit keineswegs gering.
Wir sehen das aus einem an seinen Bruder Robert gerichteten Briefe vom
Februar 1836, wo es heiBit:
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»Anderthalb Monat bin ich nun schon wieder in Stettin und ich kann Dir
nicht sagen, wie wohl es mir hier gefillt besonders im Vergleich mit Berlin.
Gleich damals als ich nach Berlin ging, dachte ich mir freilich, wie viel ich
verlieren wiirde an alle dem, was das Leben angenehm und schon machen kann,
aber ich vergegenwiirtigte mir auch, wie die ganze veréinderte Lebensweise, der
nene Wirkungskreis, die Selbstindigkeit, auf die ich hier notwendig angewiesen
war, verbunden mit den mannigfachen geistigen Anregungen, die Berlin dar-
bietet, wie dies alles notwendig neue geistige und moralische Krifte in Bewegung
setzen miisse, und ich habe mich nicht geirrt. Die Erfahrungen dieses Jahres
mochte ich nicht gegen eine im alten Gleise fortflieBende Zeit vertauschen.
Doch war ich in der Tat zuletzt schon recht miide und dies hin- und her-
geworfne, nirgendwo mit rechter Liebe und Freude haftende Leben fing an
mich abzuspannen, und ich war daher recht herzlich froh, als ich Stettin wieder-
sah. Die Anregungen sind hier nicht so stirmisch aber desto inniger; der
Wirkungskreis im Beruf nicht so groB, aber dafiir segensreicher fiir die auf die
er gerichtet ist, wie fiir mich selber; und selbst die Hiiltsquellen flieBen hier
zwar nicht so reichhaltig, aber ich bin desto mehrim Stande daraus zu schépfen.*
»In Berlin habe ich gelernt fiir die Schule arbeiten, dort aber mit Ermtdung
und halber Lust, hier mit ganzer Liebe und mit der F'rohlichkeit und Frische,
die die Liebe giebt.

Von nun an ist er zeitlebens in Stettin gebliehen. Noch einmal aber sollte
Berlin in seinem Leben eine Rolle spielen.

Obwohl Grafmann wohl kaum mehr ernstlich daran dachte, Prediger
zu werden, meldete er sich doch 1838 in Stettin zu dem zweiten theologischen
Examen, das er auch im Juli 1839 mit dem Pridikat ,,sehr gut® bestand.
Aber schon am 28 Februar1839, ein volles Vierteljahr bevor er die schriftlichen
Arbeiten fiir diese theologische Priifung abzugeben hatte, ersuchte er die Berliner
Wissenschaftliche Priifungskommission um eine Nachpriifung in Mathematik
und Physik.

Professor Conrad vom Joachimsthalschen Gymnasium, der damals Mitglied
der Priifungskommission war, und zwar fir Mathematik und Physik, stellte ihm
als Aufgabe, die Theorie der Ebbe und Flut zu entwickeln. Es mufl dahin-
gestellt bleiben, ob Conrad diese Aufgabe von selbst ausgewihlt hat oder ob
er, was ich jetst eigentlich fiir wahrscheinlicher halte!), bei der Wahldes Themas
einem privatim von GraBmann ausgesprochenen Wunsche nachkam. Wie dem
auch sei, jedenfalls bezeichnet die Beschiiftigung mit dieser Priifungsaufgabe
einen Wendepunkt in Gramanns Leben. Durch die Arbeit daran wurde seine
Erfinderkraft geweckt, und er entdeckte seinen Beruf zur Mathematik.

GraBmann erinnerte sich der Anfinge eines geometrischen Kalkiils, die
er seit dem Jahre 1832 besal, der geometrischen Addition und Multiplikation
der Strecken. Er fand, daB sich mit deren Hilfe ein groBer Teil der Entwicke-
lungen in Tiagranges Mécanique analytique viel iibersichtlicher gestalten und
ganz aubBerordentlich vercinfachen lieB. Er fabte den kiithnen Gedanken, den
geometrischen Kalkiil so auszubilden, daB er auch auf die Laplacesche Theorie
der Ebbe und Flut anwendbar wiirde, und das gelang ihm auch wirklich. Aber

1) In meiner am 27. 1. 1909 gehaltenen Rede lber GraBmann (s. Jahres-
hericht der Deutschen Mathematikervereinigung, 1909, S. 844 ff.) habe ich nar die
erste dieser beiden Moglichkeiten beriicksichtigt.
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er sah weiter, er war sich von vornherein dartiber klar, daB die neuen Begriffe
und Methoden, die er entwickelte, eine viel groBere Tragweite haben, daB sie
auf die ganze Geometrie und Mechanik anwendbar sind. Die Darstellung, Er-
weiterung und Anwendung dieser Methoden konnte er nachher zu seiner Lebens-
aufgabe als Mathematiker machen; sie sind es, die den Kern seiner spiteren
Ausdehnungslehre bilden.

Die Priifungsarbeit, die GraBmann am 20. April 1840 nach Berlin ein-
sandte, ist schon dem Umfange nach auBlergewdhnlich: ihr Abdruck in dem
dritten Bande seiner gesammelten mathematischen und physikalischen Werke
filllt 190 Seiten grof Oktav. Mifit man sie aber nach der Menge der in ihr
enthaltenen neuen Gedanken und Methoden, so ist mit ihr vielleicht nur die
Priffungsarbeit vergleichbar, die Weierstra ein Jahr spiiter der Priifungs-
kommission zu Miinster eingereicht hat. Freilich fanden beide Arbeiten eine
recht verschiedene Beurteilung. Wihrend Gudermann rundweg erklirte, daf
Weierstraf durch diese Arbeit ,,ebenbiirtig in die Reihe ruhmgekronter Er-
finder trete, wuBte Conrad iiber die GraBmanns weiter nichts zu sagen als:
»oeine Probearbeit behandelte die Theorie der Ebbe und Flut durchaus griindlich
und streng, und er hatte sogar nicht ohne Gliick eine von der Liaplaceschen
Theorie in manchen Stiicken abweichende eigentiimliche Methode gew#hlt.*

Wie man sieht, war Conrad allem Anscheine nach weit davon entfernt,
auch nur zu ahnen, welche ganz ungewshnliche Leistung er durch seine Aufgabe
veranlaBt hatte. Zu seiner Entschuldigung muf allerdings gesagt werden, da8
er das umfangreiche Manuskript erst am 26. April erhalten und schon am
1.Mai, dem Tage der miindlichen Priifung, zuriickgegeben hat. In diesen wenigen
Tagen konnte er die Arbeit kaum wirklich lesen, geschweige denn nach Gebiihr
wiirdigen. Bedauerlich bleibt es aber doch und ist gewissermaBen eine bose
Vorbedeutung fiir das Schicksal der spiteren mathematischen Arbeiten GrafB-
manns, daBl schon seine Priifungsarbeit nicht die Anerkennung fand, die sie
verdiente.

In erfreulichem Gegensatze hierzu steht wenigstens die Beurteilung, die
GraBmanns Leistungen in der miindlichen Priifung fanden. Es heifit in dem
Protokolle: ,Die Priffung begann mit der Mathematik und erstreckte sich auf
die verschiedensten Teile der niedern Mathematik sowohl als der hoheren Ana-
lysis; in allen Teilen zeigte er sich sehr wohl bewandert, wuBte sich schnell und
besonnen in vorgelegte Aufgaben zu finden und zeigte iiberhaupt eine so tiichtige
mathematische Durchbildung, daB er vollkommen befihigt ist, den mathe-
matischen Unterricht in allen Klassen eines Gymnasiums und einer hoheren
Biirgerschule zu leiten, und der SchluB des Priifungszeugnisses lautet: ,Die
Kommission erklirt ihn deshalb zu jeder Lehrstelle bei einem Gymnasium oder
einer htheren Biirgerschule im Fache der Mathematik, der Physik, der Minera-
logie und der Chemie fiir vollkommen und vorzugsweise befihigt.”

Mein Thema: ,Gramann in Berlin“ wire hiermit erschopft. Lassen
Sie mich jetzt zum Schlusse wenigstens noch die nitigsten Daten aus GraB-
manns spiterem Leben hinzuftigen.

An der Ottoschule blieb GraBmann noch bis Michaelis 1842. Nachdem
er dann ein halbes Jahr Lehrer an dem Stettiner Gymnasium gewesen war,
kam er Ostern 1843 an die wenige Jahre vorher gegriindete Friedrich-Wilhelms-
schule, an der jetzt sein &ltester Sohn Justus GraBmann Direktor ist. Zu
Johanni 1852 kehrte er wieder an das Gymnasium zuriick als Nachfolger seines

-
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im M#rz verstorbenen Vaters, und diese Stelle hat er goch ein volles Vierteljahr-
hundert bekleidet, bis am 26. September 1877 ein Herzleiden mit hinzutretender
Wassersucht seinem Leben ein Ende machte.

Was er in den 37 Jahren nach der Vollendung jener denkwiirdigen
Priifungsarbeit geleistet hat, neben seiner anstrengenden Titigkeit als Lehrer,
infolge deren ihm die Zeit zu wissenschaftlicher Arbeit immer nur ,kirglich
und stiickweise" zugemessen war, das kénnen wir nur immer und immer wieder
bewundern, umsomehr, als ihm wenigstens fiir seine mathematischen Arbeiten
die wohlverdiente Anerkennung versagt blieb. Fiir wie viele wire das geniigender
AnlaB gewesen, die Hinde in den SchoB zu legen — er arbeitete unverdrossen
weiter. Die Uberzeugung, daB auch seine mathematischen Ideen dereinst, obschon
in veriinderter Form neu erstehen und mit der Zeitentwickelung in lebendige
Wechselwirkung treten wiirden, hat ihn auch in den triibsten Zeiten nicht ver-
lassen:; in den schonen, uns geradezu wie eine Prophezeiung anmutenden
SchluBworten seiner Ausdehnungslehre von 1862 hat er dieser Uberzeugung
ergreifenden Ausdruck verliehen.

Er selbst hat die Erfillung dieser Prophezeiung nicht mehr erlebt. Seinen
Kindern, deren noch siehen am Leben sind und von denen fiinf heute hierher-
gekommen sind, um dieser Feier beizuwohnen, seinen Kindern ist es vergbnnt,
sie wenigstens zum Teile erfiillt zu sehen. In der Zukunft wird ihre Erfillung
immer weiter fortschreiten. Die neuen Begriffe und Methoden, die GraBmann
geschaffen hat, werden fortleben, mag auch, um mit seinen eigenen Worten
zu reden, das Gewand, in das er selbst sie gekleidet hat, in Staub zerfallen.



Hermann GraBmanns Ausdehnungslehre. )

Von Eugen Jahnke.

,Wenn die eigentiimliche Kraft eines tiber seine Zeit hervorragenden
Geistes schon darin sich offenbart, daB er die Ideen, auf welche die Zeitent-
wicklung hindringt, aufzufassen und fortzubilden weil, und er so als Re-
prisentant seiner Zeit erscheint: so tritt jene Kraft noch eigentiimlicher hervor
in solchen Gledankenreihen, welche der Zeit vorangehen und ihr auf Jahrhunderte
die Bahn der Entwicklung gleichsam vorzeichnen.*

Mit diesen Worten lifit GraBmann die Vorrede zu seiner, von der
Jablonowskischen Gesellschaft gekrdnten Preisschrift beginnen im Hinbliek
auf die gewaltige Idee Lieibnizens einer geometrischen Analyse. Sie eignen
sich auch fiir die Einleitung eines Vortrages, der eines der merkwirdigsten
und hervorragendsten Werke aller Zeiten zum Gegenstande hat, die Graf-
mannsche Ausdehnungslehre, welche als die Realisierung jenes Leibniz-
schen Planes anzusehen ist. Wenn man den Namen des Stettiner Meisters
ausspricht, so denkt man in erster Linie an diese bedeutendste unter allen
Arbeiten G raB8manns. Threr Bedeutung entsprach allerdings nicht die Auf-
nahme, die sie zunéichst in der mathematischen Welt fand: Nur von wenigen
beachtet, ist sie mehrere Jahrzehnte ohne Einflull auf die Entwicklung der
Mathematik geblieben. Und noch bis vor kurzem konnte man, in Variierung
eines bekannten Lessingschen Epigramms, von ihr sagen: Wer wird nicht
einen GraBmann loben, doch wird ihn jeder lesen? Und fragen wir, wen die
Schuld trifft fiir dieses tragische Geschick? Wir lernen es verstehen, wenn wir
die mathematische Entwicklung dieses in ungewdhnlichen Bahnen verlaufenden
Gelehrtendaseins verfolgen.

Durch die Schriften des Vaters mag der Sohn schon frithzeitig aut die Be-
schiftigung mit der Mathematik hingewiesen worden sein. Doch war es mehr
die philosophische Betrachtung der Grundlagen der Mathematik, die dem Sohn
hier geboten wurde. Jedenfalls war der EinfluB, den die mathematischen
Bchriften des Vaters auf den Sohn ausgeiibt haben, nicht stark genug, um
ihn zu verhindern, sich auf der Universitit zuniichst der Theologie und spiter
der Philologie in die Arme zu werfen. GrafSmann hat wihrend seiner ganzen
Universititszeit kein einziges mathematisches Kolleg gehort. TErst im Alter
von dreiBig Jahren kommt die Erkenntnis seines wahren Berufs ihm ganz all-
mithlich zum BewuBtsein und beginnt, ihn dem mathematischen Studium mehr
und mehr zuzufithren. Um das Jahr 1839 bereitet sich die entscheidende Wendung
vor. Das Thema ,,Ebbe und Flut* der schriftlichen Arbeit zur Priifung pro fac.

1) Veérgl. V. Schlegel, Hermann GraBmann. Leipzig 1878, F. A, Brockhaus.
— V.Schlegel, Die Grabmannsche Ausdehnungslehre. Leipzig 1896, B. G. Teubner.

7*



90 Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft.

doc. gibt seinen Studien einen starken Impuls in der Richtung, die seine Be-
gabung vorgeschrieben hat. Indem er veranlat wird, Lagranges Mécanique
analytique und Laplaces Mécanique céleste genauer zu studieren, macht er die
Entdeckung, daB sich eine ganze Reihe von Resultaten der franzosischen Mathe-
matiker erheblich kiirzer ableiten lassen, wenn er von gewissen Prinzipien Ge-
brauch macht, zu denen ihn schon vor Jahren eignes Nachdenken und das Studium
der Schriften seines Vaters gefiithrt hatte. Es sind das die Anwendung des
Begriffs des Negativen auf Strecken, die geometrische Addition der Strecken
und die Auifassung der Parallelogrammfliche als #uBeres Produkt zweier an-
stoflenden Seiten. Um Ostern 1842 beginnen die Resultate seiner Studien sich
zu der Form eines wissenschaftlichen Systems zu kristallisieren; der stolze Bau
seiner ,,Ausdehnungslehre” mit den nach allen Richtungen sich eréffnenden Per-
spektiven strebt mehr und mehr der Vollendung zu. Die Ausarbeitung ist bald
so weit gediehen, daB GraBmann in einem engeren Kreise Vorlesungen iiber
die neue Wissenschaft halten kann. Unter seinen Zuhérern, an denen er die
Macht seiner neuen Ideen und die gewithlte Darstellungsform erprobt, finden
wir seinen Bruder Robert, Verlagsbuchhindler und Redakteur, und den Leut-
nant von Kameke, den spidteren Kriegsminister. Endlich im Jahre 1844 er-
schien der erste Teil des auf zwei Teile berechneten Werkes mit dem Gesamttitel :

Die Wissenschaft der extensiven GréBen oder die Ausdehnungs-
lehre, eine neue mathematische Disziplin, dargestellt und durch Anwendungen
erliutert von Hermann GraBmann, Lehrer an der Friedrich-Wilhelmsschule
zu Stettin, — und mit dem Untertitel fiir den ersten Teil: Die lineale Aus-
dehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik, dargestellt und durch An-
wendungen auf die ibrigen Zweige der Mathematik, wie auch auf die Statik,
Mechanik, die Lehre vom Magnetismus und die Krystallonomie erldutert, von
Hermann GraBmann, Lehrer an der Friedrich-Wilhelmsschule zu Stettin.
Leipzig 1844, Verlag von Otto Wigand.

In der Vorrede 1iBt sich GraBmann iiber die Form der Darstellung
aus, in der man eine neue Wissenschaft vortragen soll, damit ihre Stellung
und Bedeutung, ja ihre Notwendigkeit recht erkannt werde, und spricht es
klar aus, es sei unumginglich notwendig, zugleich ihre Anwendung und ihre
Beziehung zu verwandten Gegenstinden aufidecken. Hatte sich ihm doch
der neue Kalkul, nachdem einmal die erste Idee erfalit war, an der Hand der
Mechanik am schrellsten und fruchtharsten weiter entwickelt. Er ist sich
gleichfalls klar daritber, dafl unter den Mathematikern seiner Zeit eine ge-
sunde Scheu vor philosophischen Erdrterungen mathematischer und physika-
lischer Gegenstinde herrscht. Gleichwohl glaubt er es der Sache schuldig zu
sein, der neuen Wissenschaft ihre Stelle im Gebiete des Wissens anweisen zu
miissen und der abstrakt philosophischen Darstellung oder, wie er sagt, der
streng wissenschaftlichen, auf die urspriinglichen Begriffe zurtickgehenden Be-
handlungsweise den Vorzug geben zu sollen. Sein philosophisch geschulter
Geist, der in der Gedankenwelt Schleiermachers zu Hause war, hilt die
Ableitung seiner Ideen aus den hdchsten, dem Denken erreichbaren Prinzipien
fir ein unerliBliches wissenschaftliches Erfordernis.

s 148t sich nicht leugnen, daB die Ausdebnungslehre diesem Bestreben
des Verfassers sehr wesentliche Vorziige verdankt. Die Tiefe und Fiille der
philosophischen Gedanken, die in der Ausdehnungslehre niedergelegt sind, die
Hohe der Abstraktion und die Weite des Gesichtskreises, zu der sich ihr
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Autor erhebt, werden immer bewunderungswiirdig und ein Denkmal seines
gewaltigen Scharfsinns bleiben. Auch ist GraBmann auf diesem Wege zu
guBerst wichtigen Einsichten in die Prinzipien der mathematischen Wissen-
schaft gelangt. So gehen die Versuche, die Lehre von den Proportionen un-
abhingig von Stetigkeitsbetrachtungen, also ohne den Begriff des Inkommen-
surablen zu begriinden, auf ihn zurtick. Er kann als der Bahnbrecher fir die
von Hilbert realisierte Idee einer solchen Proportionslehre bezeichnet werden.')
Die Begriindung der Arithmetik und ihrer Operationen, wic sie die Ausdehnungs-
lehre bietet, ist vorbildlich geworden wund hat den AnstoB zu grundiegenden
Untersuchungen?) wie die von Helmholtzschen und Dedekindschen iiber
den Zahlbegriff gegeben. Mit der Geschichte der groflen Umwilzung, die das
Gebiet der Prinzipien der Arithmetik, Geometrie und Mechanik ergriffen hat und
noch nicht abgeschlossen sein diirfte, ist der Name GraBmanns aufs innigste
verkniipft. Und um ein weiteres Exrgebnis zu nennen, der Stettiner Mathematiker
ist auf diese Weise noch vor Riemann zu dem Begriff der n-fach ausgedehnten
Mannigfaltigkeit gekommen, wie ja auch der von ihm herriihrende Ausdruck
sAusdehnungslehre* dasselbe bedeutet, was wir heutzutage #-dimensionale Geo-
metrie nennen.

Indessen fiir die Frage eines unmittelbaren Eingreifens der neuen Ideen
in die Entwicklung der mathematischen Wissenschaft bedeutet die von Graf-
mann gewihlte Darstellungsform einen MiBgriff, der auf das Konto seiner
einseitigen Vorbildung gesetzt werden mufl, einen Irrtum, wie er vielleicht
noch heute in kleinerem Kreise allen denen unterliuft, die mit Gra8mann
meinen, schon fiir den ersten wissenschaftlichen Unterricht in der Mathematik
verdiene die ,strengstmigliche* Methode vor jeder andern den Vorzug; die
Einfihrung der Jugend in die Geheimnisse der Geometrie miisse mit einer
scholastischen Einleitung nnd mit Awufstellung strenger Definitionen fiir die
Elemente beginnen.

Ahnlich war der Irrtum, in dem GraBmann befangen war, und den er
u spiit erkannte, als Jahr auf Jahr verrann, ohne daf sein Werk Beachtung
fand, ja ohne dafl es trotz lebhafter Bemithungen von seiten seines Verfassers
eine Besprechung gefunden oder gar zu verwandten Betrachtungen angeregt
hitte. Was er an erster Stelle hitte geben sollen, Anwendungen, Erliute-
rungen durch Beispiele, neue Resultate, zu denen sein Kalkul hinfiihrte, der
wahre Priifstein fiir die Fruchtbarkeit neuer Prinzipien, das zu geben, ent-
schloB er sich erst einige Jahre spater.

Fragen wir nach dem Eindruck, den das Werk auf die mathematischen
Zeitgenossen gemacht hat, so liegen auBerordentlich interessante AuBerungen
aus dem Munde von Gauf, Grunert und Mobius vor. Der princeps mathe-
maticorum schreibt 1844: ,In einem Gedringe von andern heterogenen
Arbeiten Thr Buch durchlaufend, glaube ich zu bemerken, daf die Tendenzen
desselben theilweise denjenigen Wegen begegnen, auf denen ich selbst seit fast
einem halben Jahrhundert gewandelt bin, und wovon freilich nur ein kleirer Theil

1) Vergl. Kneser, Neue Begriindung der Proportions- und Ahnlichkeitslehre
unabhiingig vom Archimedischen Axiom wund dem Begriff des Inkommensurabeln.
Sitzungsber. Berl. Math. Ges. 1, 4—9 (1901) und Math. Ann. 58, 583—584 (1904).

2) v. Helmholtz, Zihlen und Messen. Philosophische Aufsiitze Eduard Zeller
gewidmet. Leipzig 1887, Fues. — Dedekind, Was sind und was sollen die
Zahlen? Braunschweig 1888, Vieweg u. Sohn.
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1831 in den Commentaren der Gottingischen Societiit und noch mebr in den
,Oottingischen gelehrten Anzeigen* gleichsam im Vorbeigehen erwihnt ist;
nimlich die concentrirte Metaphysik der complexen Gréfen, wihrend von:
der unendlichen Fruchtbarkeit dieses Prinzips fir Untersuchungen riumliche
Verhiiltnisse betreffend zwar vielfiltig in meinen Vorlesungen gehandelt, aber
Proben davon nur hin und wieder, und als solche nur dem aufmerksamen
Auge erkennbar, bei andern Veranlassungen mitgetheilt sind. Indessen scheint
dies nur eine partielle und entfernte Ahnlichkeit in der Tendenz zu sein; und
ich sehe wohl, da, um den eigentlichen Kern Thres Werkes herauszufinden,
es ndthig sein wird, sich erst mit Thren eigenthiimlichen Terminologien zu
familiarisiren.”

Grunert antwortet in einem Schreiben aus dem Jahre 1844, daf die
Lektiire der Ausdehnungslehre mit ihren philosophischen Reflexionen fir ihn
nicht ohne Schwierigkeiten gewesen und daB es ihm noch nicht vollstindig
gelungen sei, sich eine ganz bestimmte und deutliche Ansicht iiber die eigent-
liche Tendenz des Werkes zu bilden.

Und auch derjenige, der als besonders kompetenter Richter iiber Grali-
manns Ideen gelten multe, Mobius, antwortet in einem Schreiben vom
Jahre 1845: ,Hierauf erwidere ich, daB es in der That mich innigst gefreut
hat, in Thnen einen Geistesverwandten kennen zu lernen, dafl aber diese
Geistesverwandtschatt nur hinsichtlich der Mathematik, nicht auch in Be-
ziehung auf Philosophie statttindet ... Das philosophische Element Ihrer
vortrettlichen Schrift, das doch dem mathematischen Elemente zu Grunde liegt,
nach Gebiihr zu wirdigen, ja auch nur gehérig zu verstehen, bin ich daher
unfihig, was ich auch gentiglich daraus erkannt habe, daB8 bei den mehrfachen
Versuchen, Thr Werk uno tenore zu studiren, ich immer durch die grofle
philosophische Allgemeinheit aufgehalten worden bin . . .

Bei anderer Gelegenheit ') macht der Verfasser des baryzentrischen Kalkuls
auf die Schwierigkeiten aufmerksam, mit denen das Studium der Ausdehnungs-
lehre verkniipft ist, Schwierigkeiten, die, wie er sagt, ,,daraus hervorgehen,
daB der Verfasser seine ncue geometrische Analyse auf cine Weise zu be-
griinden sucht, welche dem bisher bei mathematischen Betrachtungen ge-
wohnten Gange ziemlich fern liegt, und daf er nach Analogien mit arithme-
tischen Operationen Objekte als Grofien behandelt, die an sich keine Grofen
sind, und von denen man sich zum Theil keine Vorstellung machen kann.“

Diese Groflen, oder wie GraBmann sagt, die Elemente der Aus-
dehnungslehre werden wie folgt definiert. Er versteht unter Element ,irgend
ein Ding, welches einer stetigen Anderung irgendeines Zustandes, den es hat,
tahig ist, wobei von allem anderweitigen Inhalte des Dinges und aller Be-
sonderheit dieses seines Zustandes abstrahiert wird.” Er fihrt dann fort:
»Wenn hierbei das Blement seinen Zustand stets auf gleiche Weise iindert,
so daB, wenn aus einem Element a des Gebildes durch eine solche Anderung
ein anderes Element b hervorgeht, dann durch eine gleiche Anderung aus b
ein neues Element ¢ desselben Gebildes hervorgeht, so entsteht das der ge-
raden Linie entsprechende Gebilde, das Gebiet zweiter Stufe. Ich will hier
nicht auf die bereits von M&bius angedeuteten, mancherlei Bedenken ein-
gehen, welche sich gegen diesc zu allgemein gehaltenen Definitionen erheben

1) Mo6bius, Ges. W, I, S. 615.
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lassen und besonders von Herrn Study erhoben worden sind. Man wird wohl
nicht fehlgehen in der Annahme, daB sie durch Ubertragung geometrischer Be-
griffe in die abstrakte Sprache gewonnen sind. Die Unbestimimtheit in den De-
finitionen verschwindet mit einem Schlage, sobald die neu gewonnenen Prinzipien
auf das Gebiet der prizis definierten geometrischen Begriffe {ibertragen werden.
Dabei findet GraBmann eine Methode von einer ,unerschépflichen Fruchthar-
keit, die darin besteht, daB riumliche Gebilde unmittelbar der Rechnung unter-
worfen werden,” eine Methode, durch welche die von Leibniz geplante geo-
metrische Analyse in die Wirklichkeit umgesetzt erscheint. Die Tendenz dieser
Methode fiir die Geometrie ist, die synthetische und die analytische Methode
zu verkniipfen. Auf der éinen Seite vermag sie der Konstruktion auf Schritt und
Tritt zu folgen, auf der andern Seite jeden konstruktiven Schritt unmittelbar
in die Sprache der Analysis umzusetzen. ,In der Ausdehnungslehre ist jede
Gleichung nur der in die Form der Analyse gekleidete Ausdruck einer geo-
metrischen Beziehung; diese Beziehung spricht sich rein und klar in der
(leichung aus, ohne durch willkiirliche Gréfen, wie etwa die Koordinaten
der gewdshnlichen Analyse, verhiillt zu sein, und kann aus ihr ohne weiteres
abgelesen werden.“

Dies erreicht GraBmann dadurch, dah er die Strecke A B in der durch
die beiden Punkte 4, B gefithrten Geraden ihrer Liénge und Lage
nach als Verkniipfung jener Punkte und zwar als eine eigentiimliche Art der
Multiplikation auffaBt, als das uBere Produkt [4B], ebenso das durch drei
Punkte A, B, C bestimmte Parallelogramm seinem Flicheninhalt und der Lage
seiner Ebene nach als das duflere Produkt dreier Punkte [A B CJ, so daB dieses
Produkt gleich Null wird, wenn der Flichenraum jenes Parallelogramms ver-
schwindet, d. h. wenn die drei Punkte kollinear liegen, und den Spat mit den
Ecken A, B, C, D als das duBere Produkt [ABCD] oder den Spat mit den
Gegenkanten a, ¢ als das #uBere Produkt [ac], welches verschwindet, wenn
die vier Punkte oder die beiden Kanten komplanar liegen; ferner den Durch-
schnittspunkt zweier Geraden der Ebene als ihr regressives HduBeres Pro-
dukt, die Spur zweier Ebenen sv,, zv, als regressives Produkt [, a,], den
DurchstoBpunkt von Gerade § und Ebene m als regressives Produkt [gor],
den Durchschnittspunkt dreier Ebenen a,, mv,, &; als regressives Produkt
[, 70, v, usw. Wie bekannt, unterscheidet sich die #uBere Multiplikation
von der gewdhnlichen dadurch, daB das kommutative Gesetz nicht mehr er-
halten bleibt, d. h. man darf die Faktoren eines Produktes | AB), wo 4, B
Elemente erster Stufe bedeuter, nur vertauschen, wenn man zugleich das
Vorzeichen des Produkts umkebrt, wihrend die ibrigen Gesetze der Multipli-
kation bestehen bleiben. Dabei muf bemerkt werden, dafl die Namengebung
siuBeres Produkt® nicht gerade eine gliickliche genannt werden kann. Fraglos
ist, daB eine Reihe von Mathematikern sich vom Studium der Ausdehnungs-
lehre schon durch den Satz haben abschrecken lasserr, wonach ein Produkt
Null werden kénne, ohne daB einer seiner Faktoren zu verschwinden hraucht.
Und doch besagt der in Frage steliende Satz — da sich das duBere Produkt als
Determinante deaten lift — nichts anderes als das Verschwinden einer Deter-
minante, wo zwei Elementenreihen zusammenfallen.

Zu den schénsten Anwendungen dieser neuen Begriffsbildungen gehdren
wohl die Anwendungen, welche GraBmann von seiner neuen Analyse auf die
Kurventheorie gemacht hat. Leider hat er ihnen in der Ausdehnungsiehre
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nur sechs Seiten gewidmet wund iiber ihre Fruchtbarkeit nichts mehr als
bloBe Andeutungen gegeben; die ausfiihrliche Darlegung, die fiir den zweiten
Teil der Ausdehnungslehre bestimmt war, brachte er spiiter in einer Reihe
kristallklar geschriebener Arbeiten im Crelleschen Journal. GraBmann
gelangt hier als erster zu einer rein geometrischen Theorie der algebraischen
Kurven und Oberflichen. Ich begniige mich, den Hauptsatz anzufiihren, auf
den sich die neuc Theorie fiir ebene Kurven griindet: ,,Wenn die Lage eines
beweglichen Punktes # in der Ebene dadurch beschriinkt ist, daB ein Punkt und
eine Gerade, welche durch Konstruktion mittels des Lineals aus jenem Punkte
und einer Reihe fester Punkte und Geraden hervorgehen, zusammenliegen sollen,
s0 beschreibt der Punkt « ein algebraisches Punktgebilde und zwar vom nten
Grade, wenn bei jenen Konstruktionen der bewegliche Punkt #-mal angewandt
ist.*  Und wmgekehrt a8t sich jede algebraische Kurve auf die angegebene
Weise erzeugen. Der entsprechende Satz fiir die durch eine verinderliche Ge-
rade umbhiillte Kurve »n-ter Klasse flielt aus dem angegebenen, wenn Punkt
und Gerade vertauscht werden. Wie diese Sitze fiir Raumkurven, Komplexe
und Linienkongruenzen zu ergénzen sind, hat spiter Caspary angegeben.
GraBmann nennt diese Erzeugungsweise lineal, nicht etwa um auszudriicken,
dafl man die ebenen algebraischen Kurven vermittelst des Lineals zu zeichnen
vermoge. Er sagt ausdriicklich, daB die neue Theorie auch diejenigen alge-
braischen Kurven einer rein geometrischen Behandlung zuginglich machen
soll, die sich nicht durch bloBes Ziehen von geraden Linien erzeugen lassen.
Man kann sagen, jedesmal, wenn es gelingt, die Gleichung einer algebraischen
Kurve auf die Form eines HuBleren Produkts von Punkten und Geraden zu
bringen, ist auch ein Bewegungsmechanismus aus Stiften und Stiben zu ihrer
Erzeugung gefunden, und umgekehrt ist es stets moglich einen solchen Mecha-
nismus zur Erzeugung der algebraischen Kurven ausfindig zu machen.

Die Nebeneinanderstellung der Raumelemente in dem #Hufleren Produkt,
das, gleich Null gesetzt, die Gleichung eines Raumgebildes darstellt, liefert aber
nicht nur die lineale Konstruktion des Gebildes, — dann hiéitte man ja nur
eine symbolische Darstellung: Wihlt man fir die Punkte, Geraden und
Ebenen ihre Darstellung in homogenen Koordinaten, so lietert das duBlere Produkt
auch die Koordinatendarstellung des Gebildes, eben weil die GraBmannsche
Darstellung mehr als ein Symbol, weil sie ein Algorithmus ist.

Von besonderer Wichtigkeit sind GraBmanns Anwendungen auf die
hohere Projektivitit und Perspektivitit in der Ebene, die ebenfalls erst in
einer spiiteren Abhandlung des Crelleschen Journals ihre ausfithrliche Dar-
legung gefunden haben. Nachdem er gezeigt hat, daB die fruchtbaren Bezie-
hungen der Projektivitit und Perspektivitit, wie sie von Steiner bearbeitet
sind, unmittelbar aus seiner geometrischen Analyse flieBen, kommt er zu dem
Satz, daB jede ebene algebraische Kurve (1 4-n)-ter Ordnung als Durchschnitt
sweier projektiven Kurvenbilischel m-ter und n-ter Ordnung erzeugt wird, wo
die m? bzw. #? Scheitel der Biischel auf der Kurve (m -}- 2)-ter Ordnung liegen.
Diese Erzeugungsweise der Kurven hoherer Ordnung durch projektive Biischel
yon Kurven niederer Ordnung ist bis in die neueste Zeit Chasles und de Jon-
quiéres zugeschrieben worden, obwohl, worauf schon Herr Scheffers hin-
gewiesen hat, GraBmanns Arbeit aus dem Jahre 1851 stammt'), wihrend

1) GraBmann, tGes. W. II, S. 218—219.
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die Aufsitze der beiden Franzosen erst 1853 bzw. 1858 erschienen sind. Es
diirfte an der Zeit sein, daB die neuen Auflagen von Clebsch-Lindemann,
Vorlesungen iiber Geometrie, Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der
héheren ebenen Kurven, Pascal, Repertorium der htheren Mathematik, den
wahren Sachverhalt aufoehmen und von der Grafim an nschen statt von
der Chasles-de Jonquiéresschen FBrzeugung der algebraischen Kurven
sprechen.

Um eine rechte Vorstellung von dem Umfang und dem Reichtum der Ge-
dankenwelt zu geben, welcher die Ausdehnungslehre entsprang, miifite ich noch
die anderen, spiter erschienenen Abhandlungen zu Rate ziehen, die zum groBen
Teil nichts anderes bieten als breitere Ausfithrungen von Andeutungen in der
Ausdehnungslehre vom Jahre 1844.

Ich begnlige mich, als charakteristisch fiir die Vielseitigkeit der GraB-
mannschen Methoden noch ihre Anwendbarkeit auf die Determinanten, auf die
Mechanik, die Elektrodynamik und die Kristallographie hervorzuheben. Die
ausfiihrlichen Darlegungen iiber Elektrodynamik erfolgten erst ein Jahr spiterin
einer groBeren Abhandlung der Pog gendorffschen Annalen und fiihrten Gra8-
mann zur Auffindung des elektrodynamischen Grundgesetzes, welches etwa
dreifig Jahre spéter von physikalischen Gesichtspunkten aus Clausius noch
einmal entdecken sollte.

Die Ausdehnungslehre von 1844 fand bei den Fachgenossen so gut wie
keine Beachtung, die in ibr niedergelegten Keime blieben zuniichst unent-
wickelt, und der Verleger sah sich schlieBlich gendtigt, die nicht abzusetzenden
Exemplare einstampfen zu lassen! Von der Herausgabe des zweiten Teils der
Ausdehnungslehre nahm der Autor bei dieser Sachlage Abstand.

Ich habe schon vorhin bemerkt, dafl GraBmanns Ausdehnungslehre in
Leibniz einen Vorginger gehabt hat. Es ist nun sehr bemerkenswert, daff
ungefihr zur selben Zeit, wo GraBmann zu seinem Kalkul gefiihrt wurde, an
den verschiedensten Orten #hnliche Gedankenreihen aufgetaucht sind, die sich
zunichst ganz unabhingig voneinander entwickelt haben. Und es scheint mir
fiir den Historiker, der die Geschichte der mathematischen Wissenschaften im
19. Jahrhundert einmal darstellen wird, eine reizvolle Aufgabe, darzulegen,
wie und weshalb gerade um die Zeit von 1830—1850 der Boden reif war
fiir die Entwicklung der Ausdehnungslehre oder, in moderner Ausdrucksweise,
tir die Ideen der Vektoranalysis, ,den Gedanken nachzuspiiren, welche ge-
meinschaftlich in Generationen sich entwickeln, und die allgemeinen Prozesse
darzulegen, fiir welche die Entdeckungen des Einzelnen mehr die Symptome
als die treibenden Ursachen darstellen“!) Eingeleitet wurden diese Ideen,
wenn ich von den erst neuerdings bekannt gewordenen GauBschen Re-
sultaten absehe, durch den ,niemals genug zu bewundernden‘ baryzen-
trischen Kalkul aus dem Jahre 1827 und die Mechanik des Himmels
aus dem Jahre 1843 von Mébius in Leipzig und durch die Theorie der
Aquipollenzen aus dem Jahre 1835 von Bellavitis in Padua. Es folgte
dann die Schopfung der Quaternionenmethode durch Hamilton in Dublin in
einer Reihe von Aufsitzen®) aus den Jahren 1843, 1844 und in seinen Lec-

1) Clebsch, Gediichtnisrede auf Julius Pliicker, Abh. I, S. X,

2) Researches respecting quaternions vorgelegt Nov. 1843 und an derselben
Stelle 21 (1848) abgedruckt. — On quaternions; or on a new system of imaginaries
in algebra. Phil. Mag. (2) 25 (1844), 10—13.
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tures on Quaternions aus dem Jahre 1853. Und endlich trat 1845 de
Saint-Venant mit der geometrischen Multiplikation der Strecken hervor,
welche mit GraBmanns Huflerer Multiplikation identisch ist.

Die neuere GauB-Forschung hat, in Erginzung des oben mitgeteilten
Schreibens von GauB an GraBmann; eine interessante Notiz des Gottinger
Olympiers zutage gefordert, die im Jahre 1843 mit Beziehung auf den
Mobiusschen baryzentrischen Kalkul niedergeschrieben zu sein scheint.!) Sie
lautet: ,,Der barycentrische Calcul findet sein Gegenstiick in einem andern
(vermutlich noch umfassendern) Caleul, der man den Resultantencalcul
nennen konnte. S0 wie der erste sich mit Punkten beschiftigt, in denen man
schwere Massen voraussetzt; so wiirde letzterer zum Gegenstande haben
Linien, in welchen Kriifte wirken. Sind «, b, ¢, d usw: solche Linien, in
denen, in jeder in bestimmtem Sinn, Krifte wirken, die den Zahlen «, §,
y, 0 usw. proportional sind, so wiirde die Gleichung

ea~+ b+ ye+ dd +usw. = 0O

hedeuten, daB diese Kriifte einander das Gleichgewicht halten.” Dieser ,Resul-
tantenkalkul® ist aber nichts anderes als ein Sonderfall der Ausdehnungslehre,
wo die ,,Linienteile” oder gebundenen Vektoren als Kriifte gedeutet werden.

Wiihrend sich die Ideen von M&bius und Bellavitis in der Aus-
dehnungslehre wiederfinden, nur da Gralmann {iber diese Vorgénger weit
hinausgegangen ist, hestcht ein wesentlicher Unterschied zwischen der Methode
der Ausdehnungslehre und der Quaternionenmethode. Ersetzt Hamil-
ton das Produkt zweier Vektoren sofort wieder dureh einen Vektor, fithrt er
also das Produkt zweiter Stufe wieder aut die urspriinglichen Einheiten
wuriick, so baut GraBmann sein System auf dem Begriff der Dimension oder
Stufe auf und fiihrt den selbstiindigen Begriff der PlangrsBe, des Bivektors
ein. Begniigt sich Hamilton mit dem Begriff des freien Vektors, so muB
GraBmann neben dem freien noch den gebundenen Vektor unter-
scheiden, den freien und gebundenen Bivektor usw.?) Wenn demnach
die Hamiltonsche Ausbildung der Vektoranalysis sehr viel cinfacher er-
scheint, so ist andrerseits die Ausdehnungslehre als die umfassendere und
weiter reichende Disziplin anzusprechen. Man kann hiernach von einer GraB-
mannschen und einer Hamiltonschen Richtung in der Vektoranalysis reden.
Diese Zweiteilung hat nicht gerade dazu beigetragen, die Anerkennung und
Verbreitung der Vektoranalysis in der mathematischen Welt zu beschleunigen,
sie ist in erster Linie schuld daran, daf die vektoriellen Bezeichnungen von
Autor zu Autor wechseln, so daB man nachgerade von einer Anarchie in dieser
Hinsicht reden kann. Nun hat allerdings die Enzyklopéidie der mathema-
tischen Wissenschaften Bezeichnungen in Vorschlug gebracht, welche die ma-
thematisclhien Physiker und Techniker adoptiert haben. Ich halte es aber fiir
ausgeschlossen, daf sich die Mathematiker auf diese Bezeichnung einigen
werden. Wohl aber scheint es mir, mit Burali-Forti und Marcolongo?),
moglich und wiinschenswert , daB sich die Mathematiker, ohne Riicksicht auf

1) GauB, Ges. W. VIII, S. 298.

2) Vgl E. Jahnke, Vorlesungen iiber die Vektorenrechnung. Leipzig 1905,
B. G. Teubner.

3) Per I'unificazione delle notazioni vettoriali, Rend. Circ. mat. Palermo 1907 und
1908. Vgl. dazu die Diskussion in I'Enseign. math. 11, 41-—46, 129134, 211—217.
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die Anwendungen in Physik und Technik, allein im Hinblick auf die An-
wendungen in Geometrie und Mechanik tiber eine Bezeichnung einigten.

Der MiBerfolg seines Werkes veranlafte Grafmann zu einer vollstin-
digen Umarbeitung, indem er auf die Darstellung zuriickgriff, wie sie ihm be-
reits vor Abfassung der Ausdehnungslehre 1844 vorgeschwebt hatte, und diese
Umarbeitung fithrte nach siebzehn Jahren zur Ausdehnungslehre von 1862.
Er lieB sie auf eigene Kosten in einer Auflage von 300 Exemplaren drucken
und gab sie dem Berliner Verlag Enslin in Kommission. Die Ausdehnungs-
lehre von 1862 ist sowohl dem Inhalte nach wie hinsichtlich des Aufbaues
durchaus verschieden von der Ausdehnungslehre 1844. Aber auch hier ver-
greift sich GraBmann in der Darstellungsform, was wohl durch seine isolierte
Stellung in Stettin zu erkliren ist, wo ihm jede Gelegenheit zu einer Aus-
sprache mit Mathematikern fehlte. Man hatte eine Darstellung in der Art
der Crelle-Abhandlungen erwartet, statt dessen wiahlte der Autor die
Euklidische Formn, die fir das akademische Publikum noch weniger geeignet
war als die freie philosophische Behandlung in der Ausdehnungslehre 1844,
7u einer Zeit, wo man durch die Darstellungen von Jacobi, Steiner,
Pliicker, Hesse verwdhnt war.

Die Bearbeitung schlieBt sich an die Arithmetik an. Gleichwie die ele-
mentare Arithmetik alle Gréfen aus einer einzigen, der Einheit e entwickelt,
wie es GraBmann in seinem klassischen Lehrbuch der Arithmetik (Stettin 1860,
R. GraBmann) dargelegt hat, so setzt die Ausdehnungslehre 1862 (kiirzer 4,)
mehrere solche Griofen e, €,, ..., von denen keine aus den iibrigen ableitbar
ist. Die aus diesen Einheiten linear zusammengesetsten Grofien werden exten-
sive GroBen oder AusdehnungsgréBen genannt. Von besonderer Wichtig-
keit 1st der allgemeine Begriff der Multiplikation extensiver GrdBen, der zur Be-
trachtung der verschiedenen Multiplikationsarten fiihrt. Aus diesen werden zwei
herausgehoben, die algebraische und die iuflere Multiplikation. Wihrend
jene genau den Gesetzen der gewdhnlichen Algebra gehoreht, zeigt sich diese als
fir die Ausdehnungslehre charakteristisch, indem sie die verschiedenen Gréfien
liefert, die in der Ausdehnungslehre hervortreten. Mittels des Begriffs der Er-
ginzung 148t sich das innere Produkt als duBeres auffassen. Unter der Er-
ginzung einer extensiven Grofe # in einem Gebiet n-ter Stufe mit den Ein-
heiten e, €,, ... €, wo [e,e, . .. e,]| =1 ist, versteht GraBmann diejenige
Grofe K, welche gleich dem positiven oder negativen #uBeren Produkt aller
in E nicht vorkommenden Einheiten ist, je nachdem [H E'] = 4 1, also
z. B. €5 = | €, €, im Gebiet dritter Stufe, da doch [e, €, e;] = + 1. Auf diesem
Wege werden die Siitze der ersten Ausdehnungslehre (kiirzer A,) ganz von
nenem und einwandsfrei begriindet, und zugleich wird durch Einfithrung zahl-
reicher, neuer Begriffo und deren rechnerische Entwicklung das Gebiet fiir
die Anwendbarkeit des Kalkuls bedeutend erweitert.

Der erste Abschnitt: ,Die einfachen Verkniipfungen extensiver Groflen‘
schlieBt mit Anwendungen auf Geometrie, von denen ich bereits gesprochen
habe. GraBmann glaubte in seiner Ausdehnungslehre ein Universalinstru-
ment fiir die geometrische Forschung geschaffen zu haben, dessen Hauptvorzug
er in der Vermeidung willktirlicher Koordinatensysteme erblickte. Nach Study
und Engel ,liBt sich GraBmanns Vorstellung vom Wesen der Geometrie
heute genauer so ausdriicken, daB es im Grunde die Eigenschaften gewisser
Transformationsgruppen waren, die damals ausschlieflich den Inmhalt der geo-
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metrischen Forschung bildeten. Jetzt, wo wir namentlich durch die Arbeiten
von Lie von der aulerordentlichen Mannigfaltigkelt der Gruppen und von der
m einer jeden gehdrigen ,Geometrie®, d. h. Invariantentheorie eine genauere
Vorstellung haben, wiissen wir sagen, da es ein solches Universalinstrument,
wie es GraBmann in seiner Ausdehnungslehre zu besitzen glaubte, nicht gibt
und nicht geben kann. In der Tat handelt es sich in der Ausdehnungslehre
1844 vorwiegend um gewisse Algorithmen, die zur allgemeinen projektiven
Gruppe und zur Gruppe der affinen Transformationen gehdren. In der Aus-
dehnungslehre 1862 kommen zu diesen beiden Gruppen noch die Gruppe der
Drehungen um einen festen Punkt und die umfassende Gruppe der Euklidischen
Bewegungen.*

Der zweite Abschnitt behandelt die Funktionentheorie, die Differential-
rechnung, die Lehre von den Reihen und die Integralrechnung, insofern als dabei.
extensive Grofen auftreten. Er zieht ein neues, in der Bearbeitung von 1844
gar nicht beriihrtes Gebiet in den Kreis der Betrachtung, und hier tritt der
umfassende Charakter der Anwendungen der Ausdehnungslehre so recht zu-
tage. Es geniige an dieser Stelle auf GraBmanns Theorie der geometrischen
Verwandtschaften nachdriicklich hinzuweisen, welche in den Anmerkungen der
Gesammelten Werke durch GraBmanns Sohn eine liehtvolle Bearbeitung ge-
funden hat.

Eine besondere Zierde der A4, bilden GraBmanns Untersuchungen tiber das
Pfaffsche Problem. Herr Engel, der verdienstvolle Herausgeber der gesam-
melten Werke Gramanns, hat die Herausgabe des zweiten Bandes zum Anlaf
genommen, um auf diese weit iiber Jacobis Resultate hinausgehenden Lei-
stungen des Stettiner Meisters nachdriicklich hinzuweisen, nachdem schon
awanzig Jahre vorher Lic auf ihre Wichtigkeit aufmerksam gemacht hatte.

Die zweite Ausdehnungslehre fand kein besseres Schicksal als ihre Vor-
gingerin. Ein Umschwung in der Bewertung trat erst ein, nachdem Hankel,
Cremona und Clebsch nachdriicklich auf die Untersuchungen des Stettiner
Gymnasiallehrers hingewiesen und nachdem Schlegel sein System der Raum-
lehre (Leipzig 1872/75, B. G. Teubner) verdffentlicht hatte, wo die GraB-
mannsche Analyse auf die Gebilde der elementaren Geometrie angewandt
wird, Als interessant verdient erwiihnt zu werden, dall Weierstra bei Ge-
legenheit seiner Vorlesungen {iber die Anwendungen der elliptischen Funktionen
auf das Rotationsproblem GraBmanns inneres und #uBeres Produkt wenig-
stens erwihnt hat.!) Und in seiner Einleitungsvorlesung iiber die Theorie der
analytischen Funktionen pflegte Weierstraf auf dic Verallgemeinerung des
Begriffs der Grundoperationen durch Grafmann und Hamilton jedesmal
ndher einzugehen, allerdings nur, um den Nachweis fiir die bekannte Be-
merkung von GauB aus dem Jahre 1831%) zu erbringen:

»Der Vorfasser hat sich vorbebalten, den Gegenstand, welcher in der
vorliegenden Abhandlung eigentlich nur gelegentlich beriihrt ist, kiinftig
vollstiindiger zu bearbeiten, wo dann auch die Frage, warum die Rela-
tionen zwischen Dingen, die eine Mannigfaltigkeit von mehr als zwei Dimen-
sionen bieten, nicht noch andere in der allgemeinen Arithmetik zulidssige Arten
von Grofen liefern kénnen, ihre Beantwortung finden wird."*

1) Nach einer freundlichen Mitteilung von Herrn Hettner.
2) Ges. W.II, S. 178.
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Immerhin trug auch diese kritische Stellungnahme des Berliner Meisters
dazu bei, die GraBmannschen Ideen mehr und mehr z2u verbreiten.

Der Umschwung tat sich nach auflen hin dadurch kund, daB die Nach-
frage nach der inzwischen selten gewordenen ersten Ausgabe des Werkes 1844
zunahm, so daB sich die Verlagsbuchhandlung zu einer zweiten Auflage ent-
schlof. Die Ausdehnungslehre 1877 ist ein unveriinderter Abdruck der 4,
nur daB eine Reihe von Anmerkungen beigefiigt worden sind.

Und wenn es heute nicht blo@ eine Reihe von Mathematikern gibt, die nahezu
ausschlieBlich mit GraBmannschen Methoden arbeiten, wenn man heute viel-
leicht schon sagen kann, dafl die Gedanken der Ausdehnungslehre der Mehrheit
der Mathematiker nicht mehr ganz fremd geblieben sind, so ist dies in erster
Linie der Herausgabe der Gra mannschen Werke auf Veranlassung der Sich-
sischen Gesellschaft der Wissenschaften durch Herrn Engel zu danken. Die
zahlreichen Anmerkungen, welche Herr Engel im Verein mit den Herren
GraBmann d. J, Scheffers und Study dem Texte beigefiigt haben, diirften
fiir das tiefere Verstiindnis des unsterblichen Werkes bedeutsame Dienste tun.
Bei dieser Gelegenheit sei auch der Arbeiten des so friilh verstorbenen Caspary
gedacht, der sich die Verbreitung der GraBmannschen Ideen zur Lebensauf-
gabe machte,

Ich mochte diese Ausfiilhrungen mit den prophetischen Worten GraB-
manns aus seiner Vorrede zur Ausdehnungslehre 1862 schlieBen, welche uns
das Bild eines Mannes vor Augen stellen, der von der Schonheit und Erhaben-
heit seiner Wissenschaft begeistert war, und dessen Glaube an den Erfolg
seines Schaffens mangelnder duberer Erfolg nicht zu erschiittern vermochte:

sDenn ich bin der festen Zuversicht, daB die Arbeit, welche ich auf die
hier vorgetragene Wissenschaft verwandt habe, und welche einen bedeutenden
Zeitraum meines Lebens nnd in demselben die gespannteste Anstrengung
meiner Krifte in Anspruch genommen hat, nicht verloren sein werde. Zwar
weiB ich wohl, daf die Form, die ich der Wissenschaft gegeben, eine unvoll-
kommene ist und sein muB. Aber ich wei auch und muB es aussprechen,
auch auf die Gefahr hin, fiir anmaBend gehalten zu werden, — ich weifl, dafl,
wenn auch dies Werk noch neue siebzehn Jahre oder ldnger hinaus miiig
liegen bleiben sollte, ohne in die lebendige Entwicklung der Wissenschaft ein-
zugreifen, dennoch eine Zeit kommen wird, wo es aus dem Staube der Ver-
gessenheit hervorgezogen werden wird, und wo die darin niedergelegten Ideen
ihre Frucht tragen werden. Ich weiB, daB, wenn es mir auch nicht gelingt, in
einer bisher vergeblich von mir ersehnten Stellung einen Kreis von Schiilern
um mich zu sammeln, welche ich mit jenen Ideen befruchten und zur weiteren
Entwicklung und Bereicherung derselben anregen kinnte, dennoch einst diese
Ideen, wenn auch in verinderter Form, neu erstehen und mit der Zeitentwick-
lung in lebendige Wechselwirkung treten werden. Denn die Wahrheit ist ewig,
st gbttlich; und keine Entwicklungsphase der Wahrheit, wie geringe auch
das Geblet sei, was sie umfaBt, kann spurlos voriibergehen; sie bleibt be-
stehen, wenn auch das Gewand, in welches schwache Menschen sie kleiden,
in Staub zerfillt.”



Uber die Verwertung der Streckenrechnung in der Kreiseltheorie.

Von H. GraBmann in GieBen,

Hochansehnliche Festversammlung!

In den hinterlassenen Papieren meines Vaters finden sich verschiedene
Ansdtze zu einer Bearbeitung der Kreiseltheorie, in denen er die Methoder
seiner Ausdehnungslehre fiir dieses Gebiet der Mechanik zu verwerten sucht.
Aber seine Behandlung des Gegenstandes ist nicht zu einem véllig befriedigen-
den Abschlusse gelangt, so daB weder er selbst etwas von seinen Unter-
suchungen verdffentlicht hat, noch auch seine Darstellung in der Gesamtaus-
gabe seiner mathematischen und physikalischen Werke berticksichtigt worden
ist. Immerhin sind indes meiner Meinung nach in seinen Aufzeichnungen
einige so hiibsche und entwickelungsfihige Gedanken enthalten, daf es mir
lohnend erschien, die Sache weiter zu verfolgen, und ich mdchte mir erlauben,
Ihnen in dieser Festsitzung einiges von den Ergebnissen meiner Beschiftigung
mit dem Gegenstande vorzutragen?).

Ich schicke einige Begriffe aus der Streckenrechnung voraus.

Bekanntlich versteht man unter einer Strecke ein Linienstiick, an dem
die drei Attribute der Linge, der Richtung und des Sinnes festgehalten werden.
Insbesondere werden zwei Strecken dann und nur dann einander gleich gesetzt,
wenn sie gleiche Liinge haben, parallel sind und nach derselben Seite laufen.

Andererseits wird unter einem Felde ein Flichenstiick verstanden, bei
dem neben seiner Grifle auch die Stellung seiner Ebene und der Umlaufssinn
als wesentliche Merkmale angesehen werden.

Zur analytischen Darstellung eines Feldes benutzt mein Vater eine be-
sondere Art der Multiplikation von Strecken, die er als duflere Multiplika-
tion bezeichnet und durch EinschlieBung in ,scharfe’ Klammern von der
gewohnlichen Multiplikation unterscheidet. Sind nimlich @ und b zwei be-
liebige Strecken, so versteht er unter dem #uferen Produkte [al] dasjenige
Feld, das nach GroBe und Stellung durch das Parallelogramm mit den Seiten @

1) Von sonstigen Bearbeitungen der Kreiseltheorie mit Hiilfe der Strecken-
rechnung mogen hier erwihnt werden: J. Liroth, GrundriB der Mechanik.
‘\Junchen 1881, — G. Mannoury, Nouvelle démonstration des théoremes sur les
points d’ inflexion de I'herpolhodie. Bulletin des Sciences mathématiques. Deuxiéme
série. Tome XIX (1895), p. 282—288. Diese Arbeit enthiilt wohl die weitaus kiir-
zesten Beweise fiir die in ihrem Titel genannten Sitze. — Ferner: F. Klein und
A. Sommerfeld, {Tber die Theorie des Kreisels. Heft I. Leipzig, 1897. S.139ff
— Foppl, Vor)esungen iiber technische Mechanik, 4. Bd. Dynamik. Erste Auf-
lage. Leipzig, 1899. 8.137fff — Derselbe, L(isung des Kreiselproblems mit
Hilfe der Vektoren-Rechnung. Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Bd 48
(1903), S.272ff. — E.Jahnke, Vorlesungen tliber Vektorenrechnung. Leipzig, 1905.
S. 203 ff. — E. Stiibler, Der Impuls bei der Bewegung eines starren Korpers.
Zeitschrift fir Mathematik und Physik, Bd. 54 (1907), S. 225 {f.
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und b bestimmt wird, und dessen Umlaufssinn man erh#lt, indem man die
Seiten @ und b in dieser Reithenfolge und in ihrem Sinne durchliuft (vgl.
Fig. 1).

Die wichtigsten Gesetze der Multiplikation bleiben auch fiir das duBere
Produkt in Giiltigkeit, namentlich erweist sich das distributive Gesetz, welches
in der Formel

(1) [(a + b)c] =lac] + [be]

enthalten ist, als richtig, so lange die Strecken a, b und ¢ derselben Ebene
parallel sind, die in der Formel auftretenden Felder also als gleichbenannte
GroBen erscheinen (vgl. Fig. 2). Ist hingegen diese Bedingung nicht erfillt,
haben also die Felder |ac] und [b¢| verschiedene Stellung, so kann die Formel
(1) als Definition der Summe solcher Felder dienen (vgl. Fig. 3).

e / ) c
a o a b

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3.

Es bestehen indes fiir die duBeren Produkte auch noch einige besondere
(resetze, die von denen der gewdhnlichen Multiplikation abweichen: So wird
offenbar ein duferes Produkt ziceier Strecken nicht nur danm null, wenn ein
Faktor verschwindet, sondern auch, wenn beide Faktorstrecken einander parallel
sind; namentlich ist stets

(2) [aa] =0.

FaBit man ferner in dieser Formel die Strecke a als Summe zweier Strecken b
und ¢ auf, so wird

[+ )@ + )] =05
woraus mit Ricksicht auf (2) folgt
[eb] -+ [be] = 0

oder
(3) [eb] = — [be],

das hei3t: Ein duferes Produlit zwecicr Strecken dndert sein Zeichen, wenn man
seine Falitoren miteinander vertauschi. Oder geometrisch ausgedriickt: Bei Um-
kelwrung des Umlanfssinnes nimmt ein Feld den enigegengeselzten Wert an.

Die bisher entwickelten Hiillfsmittel der Streckenrechnung gentigen bereits,
um aus den Grundgleichungen der Dynamik das Prinzip der Flichen abzu-
leiten. Ist die Strecke

(4) @ = g
eine Funktion einer verinderlichen Zahlgrife t, und hilt man den Anfangs-

punkt o der Strecke x im Raume fest, so beschreibt bei stetiger Veréinderung
des ,,Parameters” { ihr Endpunkt eine Kurve im Raum, und die Strecke z wird
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zum Triger des laufenden Punktes dieser Kurve (vgl. Fig. 4). Stellt ins-
besondere der Parameter t die Zeit dar, so wird der Differentialquotient

nach Linge, Richtung und Sinn die Geschwindigkeitsstrecke des Punktes
mit dem Triger z oder, wie wir kurz sagen wollen, ,des Punktes £, und
ebenso wird der zweite Differentialquotient

(l“"x__ "
att o

die Beschleunigungsstrecke des Punktes «.

m, X
niy Xy MWy
X
0
ky k,
k;
Tig. 4. Fig. 5.

[/

Sind daher m,, m,, .. m_ die Massen der Punkte eines heliebigen Punkt-
systems mit den Trigern z,, %, . . ,, und sind ky, ky, . . k, die Strecken der
auf diese Punkte wirkenden Kriifte (vgl. Fig. 5), so lauten die Grundgleichungen
der Dynamik

(5) mim,.” = ki’ i=1,2 ...

Multipliziert man diese Gleichungen an erster Stelle #uflerlich mit x; und
summiert @iher ¢ von 1 bis #, so erhilt man die Gleichung

n

(6) an m || = E[milsi] .

Hier 136t sich die linke Seite als Differentialquotient darstellen; denn es wird
dlz,x] L, .
dt [z, + 22/,
oder da das erste Glied der rechten Seite nach der Formel (2) verschwindet:
alz;z;’ "
dt = ['Tixx J .

Und substituiert man diesen Wert fiir das Produkt [z;2"] in die Gleichung (6),
so nimmt diese die Form an:

I kil ) n '
2 t;t Z ;[ 2| =2[’”sz |-
t 1
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Das ist bereits die Gleichung des Prinzips der Flichen. In der
Tat ist die rechte Seite die Summe der Momente der wirkenden Krifte
in bezug auf den Anfangspunkt o der Triger, diese Summe genommen
in dem oben (auf Seite 101) beschriebenen Sinue.

Bei der Addition heben sich hier iibrigens die Momente der inneren Kriitte
gegenseitig auf. Sind nimlich &% und %" die Strecken zweier inneren Krifte,
die zwischen irgend zwei Punkten x; und z; des Punktsystems wirken, ist also

B = — kD),
so stimmen die von diesen Kriiften herriihrenden Momente

[, und [a27]

nach Stellung und GréBe miteinander iiberein, haben aber verschiedenen Um-
laufssinn. Sie sind somit einander entgegengesetzt gleich. (Vgl. die Figur 6, in
der die schraffierten Dreiecke die H&lfte der
in Frage stehenden Momente darstellen).
Man darf sich daher bei der Bildung
der Summe auf der rechten Seite der Glei-
chung (7) auf die Momente der HuBeren
Kriifte beschrinken und bezeichnet des-
halb diese Summe auch als das Moment
aller uBeren Krifte in bezug auf
den Anfangspunkt o der Triger.
Die Summe auf der linken Seite
kann man in #hnlicher Weise auffassen,
wenn man sich die Faktoren nt, und x, zu dem Produkte nt,x, zusammengefafit
denkt. Dasselbe stellt dann die Strecke der BewegungsgroBe des Punktes ;
oder, wie man auch sagt, die Impulsstrecke dieses Punktes dar. Der Aus-
druck unter dem Summenzeichen ist daher das Impulsmoment des Punktesz;
in bezug aut den Punkt o, und die ganze Summe linker Hand wird das
Impulsmoment des Punktsystems in bezug auf den Punkt o ge-
nannt. ')
Die Gleichung (7) sagt somit aus, dag der Differintialqnoticnt des Impuls-
moments des Punkisystems nach der Zeit gleich dem Momerd der duferen Irifte ist.
Sind, wie es bei einem kraftfreien Kreisel der Fall ist, nur innere Krifte
und solche duBeren Krifte vorhanden, die nach einem festen Zentrum gerichtet
sind, so wird man dieses feste Zentrum zum Anfangspunkt der Triger wihlen;
dann haben die Strecken x; und k; dieselbe Richtung, und es verschwinden
also auf der rechten Seite von (7) alle einzelnen Momente. Die Gleichung
reduziert sich also auf

Fig. 6.

n
4N .
dt - g Ini["'ri'l;] =0

1) Vgl. ¥. Klein und A. Sommerfeld, Uber dic Theorie des Kreisels.
Heft 1. Leiprig, 1897, 8. 934, — H. GraBmann, Die Drebhung eines kraftfreien
sturren Korpers um einen festen Punkt. Zeitschrift fiic Math, und Phys. Bd. 48
(81903),58. 332ff. — E.Jahnke, Vorlesungen iiber Vektorenrechnung. Leipzig, 1905.

L 217 1.
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und liefert bei der Integration die Gleichung

(8) 2 mz[le'] =0,

1

in der C ein konstantes Feld hezeichnet, und damit den Satz:

Wirken auf ein Punktsystem nur #uBere und solche inneren
Krifte ein, die nach einem festen Zentrum gerichtet sind, so ist
das Impulsmoment des Punktsystems in bezug auf das feste Zen-
trum nach Stellung, Gr6Be und Sinn konstant.

Fiir die weitere Entwickelung braucht man noch einige andere Hiilfsmittel
ans der Streckenrechnung.

Das iuBere Produkt [abec] dreier Streckenfaktoren a, b, ¢ soll einen
Korperraum darstellen, dessen GroBe und Sinn durch ein Parallelepiped an-
gegeben wird, das die Strecken a, b, ¢ zu Kanten hat (vgl.
Fig. 7). Ein solches Produkt hildet einen gewissen Gegen-
satz zu dem zweifaktorigen Streckenprodukt, insofern ihm
nicht mehr ein die Stellung im Raume hezeichnendes At-
tribut anhaftet. Infolgedessen erscheinen alle dreifaktori-
b gen tuBeren Streckenprodukte als gleichartige Gropen und

kinnen wie Dlofe Zahlen behandelt werden, sobald man eins

von diesen Produkten der Zahleinheit gleichsetzt. Denn der

einzige Unterschied, der hei diesen Korperriumen neben
ihrer GréBe noch hervortritt, der Sinn des Abbiegens der dritten Strecke gegen
die beiden ersten, liBt sich vollsténdig durch verschiedene Vorzeichen der
Volumzahlen dieser Kérperriume wiedergeben.

In einem engen Zusammenhange mit den dreifaktorigen Streckenprodukten

steht wieder der Begriff der Erginzung einerStrecke und einesFeldes.
Unter der Erginzung

A j\ einer Strecke «, geschrie-
ben a, gelesen in a,
versteht mein Vater das
a l[ab] Feld, dessen Ebene auf der
Strecke a senkrecht steht,
dessen Flichenzahl gleich
der Li#ngenzahl von a ist.

| / ~ 2 und dessen Sinn so gewihlt

— a ist, daB das dulere Produkt
Fig. 8. Fig. 9. [a . a]

a
Fig. 7.

positiv wird (vgl. Fig. 8). Dabei ist vorausgesetst, daB die Kante des Wiirfels,
dessen Volumen der Zahleinheit gleich ist, als Einheit der Lingen und seine
Fliche als Einheit der Flichen verwendet wird. »

Analog soll die Erginzung |{ab] eines Feldes [ab| die Strecke sein, die
mr Stellung dieses Feldes senkrecht steht, deren Léngenzahl der Flichenzahl
jenes Feldes gleich ist, und deren Sinn so gewihlt ist, daB das #uBere Produkt

[ab -] ab]
positiv wird (vgl. Fig. 9).
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Aus dem Begriffe der Ergéinzung einer Strecke ergibt sich sogleich, da8
das #ufBlere Produkt aus einer Strecke a und der Erginzung einer zweiten
Strecke b, das heifit das Produkt

[a'lb]’

ebenso wie das Produkt dreier Strecken eine Zahlgrife ist, und man findet
leicht fiir dasselbe den Wert

(9) [a -|b] = abcos (ab),

unter @ und b die Lingenzahlen der Strecken a und b verstanden, woraus
weiter folgt, daB das Produkt [a@ - b] noch eine andere Auffassung znliBt.
Anstatt nimlich zu sagen, es sei in dem Produkte [a - | ] die Strecke a mit
der Ergénzung von b durch duBlere Multiplikation verkntpft, kénnen wir mit
Riicksicht auf den in der Gleichung (9) fiir den Ausdruck |a - | b] angegebenen
Wert den Ausdruck auch so auffassen, als sei in ihm die Strecke ¢ direkt mit
der Strecke b durch eine eigentiimliche Art der Multiplikation verbunden.
Diese Multiplikation bezeichnet mein Vater als innere Multiplikation
und bringt die neue Auffassung dadurch zur Geltung, daB er anstatt

[a-]b] kurz [al0]

schreibt, also dem Ergdncungszeichen zugleich den Charakter eines Verkniipfungs-
zeichens beilegl. Dadurch nimmt dann die Formel (9) die Gestalt an

(10) [a| ] = abcos (ab).
Aus der Formel (10) folgt noch, da8
(11) [a|b] =[b]a]

ist, daB also die Faktoren des inneren Produkles zweier Strecken ohne Zeichei-
wechsel vertauschbar sind.

Ferner findet man fiir das innere Quadrat [a|a] einer Strecke, wir
wollen es etwas kiirzer mit a® bezeichnen, aus (10) den Wert

12) at=a?

das innere Quadrat einer Strecke ist also gleich dem Quadrat ihrer Linge,

was man ibrigens auch direkt aus dem Begriffe der Ergtinzung einer Strecke
hiitte folgern kinnen.

Ebenso entnimmt man aus dem Begriff der Ergéinzung eines Feldes, daBl
das innere Quadrat eines Feldes gleich dem Quadrat der Flichenzahl des Feldes
ist; denn es ist gleich dem Rauminhalt eines Parallelepipeds, von dem sowohl
die Grundfliche wie die Hohe der Flichenzahl des Feldes gleich ist.

Aus dem Begriffe der Ergtinzung einer Strecke folgt ferner unmittelbar,
dafl das innere Quadrat der Erginzung einer Strecke gleich dem inneren Qua-
drat der Strecke selbst ist, daBl also die Formel besteht

a3) [k at;
und ebenso gilt fiir das innere Quadrat der Erginzung eines Feldes die Formel

(14) [} ab)i= [ad]2.

8*
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Endlich sieht man, daB das innere Produkt [a!b] zweier Strecken a
und b nicht nur verschwindet, wenn ein Faktor null ist, sondern daB die
Gleichung

(15) laib] =0

auch befriedigt wird, sobald die Strecken a und b aufeinandcr senkrecht stehen.

Der #uBeren und inneren Multiplikation stehen zwei nach diesen Multi-
plikationsarten benannte Diffcrentialquotionten einer Zahlfunktion nach einer
Strecke gegeniiber. Unter einer Zahlfunktion f(z) einer Strecke  soll dabei
eine Funktion des Arguments « verstanden werden, die, fiir jeden Wert dieses
Arguments, selbst einen Zahlwert besitzt. Ist dann ¢ ein Parameter, der be-
liebige Zahlwerte annehmen kann, so stellt die Gleichung

(16) fa) =c

eine Flichenschar dar, mit der die sogleich zu definierenden Differential-
quotienten in einem engen Zusammenhange stehen.

Wir schicken der Definition dieser beiden Differentialquotienten den Be-
griff des Differentials voraus und definieren das Differential d,j(x) einer
Zahlfunktion f(z) durch die Formel

- fletgda) —i(@)
17 d,f(2) = lim | T8O TN,
(17) (@) = lim g

in der q eine ZahlgroBe und dx eine beliebige endliche (nicht unendlich kleine)
Strecke bedeutet. Dann ist anch das Differential d f(z) eine (im allgemeinen)
endliche GriBe und zwar
eine Zahlgroe, die von
den beiden Argumenten
x und dx abhingt.
Dieses Differential
verschwindet, wenn die
Strecke dx der Tangen-
tialebene parallel ist,
die man im Punkte z
an die durch ihn hin-
x+qdx durchgehende Fliche der
Schar (16) legen kann.
Denn dann wird fiir un-
endlich kleines q das
Argument z + gdz des
Minuendus in (17) der Tréiger eines dem Punkte  unendlich benachbarten
Punktes dieser Fliche (vgl. Fig. 10). Der Minuendus und Subtrahendus des
Zihlers in (17) haben also denselben Wert, das heilt, es ist wirklich

(18) 4,5(x) = 0,

Fig. 10.

sobuld dx der Tangentiolebene des Punktes x. parallel lduft.

Nun definiert man den inneren Differentialquotienten ;; der

Zahlfunktion f nach einer Strecke x als digjenige Strecke, die, mit jeder Strecke
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dz innerlich multipliziert, das Differential df(x) liefert, die also fiir jedes du
der Gleichung geniigt:

(19) il aw] = ai(),

II))L der Zahlfunktion §
nach der Strecke z als dasjenige Fleld, das mit jeder Strecke dx duperlich multi-
pliziert das Differential d.§(x) liefert, der also fiir jedes do die Gleichung erfiillt:

(20) [P1 as] = duf(a).

und ebenso den iuBeren Differentialquotienten

Aus diesen Definitionen folgt mit Riicksicht auf die Gleichung (18) so-
gleich die geometrische Bedeutung der beiden Differentialquotienten. Sind ném-
lich d, x und dyx zwei Strecken von verschiedener Richtung, die der Tangential-
ebene der Flichenschar (16) im Punkte z parallel laufen, so folgen aus den
Gleichungen (19) und (20) mit Riicksicht auf (18) die Gleichungen:

(21) [az]=o, o de]=0 wa
(22) [ az]=o, E dyz| =0,

welche zeigen, daBl der innere Differentialquotient 3; die Normalenstrecke
der durch den Punkt z gehenden Fliche der Flichenschar (14) in diesem
Punkte darstellt, und daB der #uBere Differentialquotient %—E das Tangential-

feld dieser Fliche im Punkte x ausdriickt.
Auf Grund des Begriffes des inneren Differentialquotienten nach einer
Strecke beweist man fir eine Zahlfunktion

{28) f=f(z,®, 0, ..., x,0),
die vermittelst der n Strecken
Ty = Il(t>7 Xy == x‘.’(t)? ceey X xn(t>
von der verinderlichen ZahlgrsBe t abhiingt, die Formel
df _ 1of lda, of dx,:] of dx,
(24) cTt"[iEl(Tt]”“ ow, | dt + +[6xn dt]’

in der die Groflen %, Baj:g’ . _% die nach z,, #,, ..., €, genommenen partiellen
inneren Differentialquotienten der Zahlfunktion | bedeuten.?)
Um andererseits ein Beispiel fiir den #uBeren Differentialquotienten zu

geben, das fiir das Folgende von Nutzen sein wird, setzen wir
f(®) = [za*=[za|za;

1) Vgl. die Ausdehnungslehre meines Vaters vom Jahre 1862, Nr. 437.
(H.GraBmanns gesammelte mathematische und physikalische Werke, Bd. 1, Teil 2
(1896) S. 293 ff).
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dann wird
d.f(x) = 2[za|dza] = 2[dza|za| = 2[[a | zaldx],

so daB man fiir den #uBeren Differentialquotienten der Funktion f(z) den
Wert erhilt:

(25) 9[;;6;]2 =2[e =zdl.

Diese Hiilfsmittel der Streckenrechnung werden jetzt ausreichen, um das
Problem des kraftfreien Kreisels zu erledigen.

‘Wir leiten zun#chst aus den Liagrangeschen Differentialgleichungen erster
Form das Prinzip der lebendigen Kraft ab.

Unterliegen die Punkte «, , «,, ..., «, eines Punktsystems den Beschriinkungs-
gleichungen

(26) flz, 2y ..y 2,) =0, ¢(2,2,...,2,)=0,...,

in denen die Funktionen f, g, ... Zahlfunktionen der Strecken x,#,,..., %,
sind, so lauten die Lagrangeschen Differentialgleichungen erster Form

(27) m,-x{’ = ]1L + r’,)al + 5;3 + cey i=1,2,...n.

I ihnen sind die k; die Strecken derjenigen Krifte, welche neben den Zwangs-
kriiften, die den Beschrinkungsgleichungen (26) entsprechen, auf die Punkte
des Systems einwirken, und die Grofien r, &, ... sind unbekannte Zahl-
groBen.

Um sodann aus den Lagrangeschen Differentialgleichungen (27) das
Prinzip der lebendigen Kraft abzuleiten, mub man noch die Voraussetzung
einfiihren, daB die Beschrinkungsgleichungen (26) die Zeit nicht explizite ent-
halten, daB also in ihnen die Zeit t nur als Argument der Funktionen ,, 7,,... 7,
vorkommt. Unter dieser Voraussetzung lassen sich wegen (24) die aus (26)
durch Differentiation nach der Zeit hervorgehenden Glelchuncren
7 dg B
y

=0, ..

(28) i

VIultlphmert man daher die Lia g r angeschen Differentialgleichungen (27) inner-
lich mit «, und summiert uber i von 1 bis %, so heben sich wegen (28) die
Glieder m1t den unbekannten ZahlgréBen (Lacrranoeschen Faktoren) T, 3.
fort, und es ergibt sich die Gleichung

e ) ,
(29) Dim, [ 2] = Dikla]]
1 1
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Nun ist
n n

oo d a2
Zimi[x.- )= dt M )
1

1

und fithrt man diesen Wert in die Gleichung (29) ein und multipliziert mit dt,
so nimmt sie die Gestalt an:

n n
2] ‘
(30) d El % 2’,- ACEAR
1 1

Und diese Gleichung (30) enthilt das Prinzip der lebendigen Kraft. Dasselbe
sagt aus:

Unterliegt die Bewegung eines Punktsystems irgend welchen
Beschrinkungsgleichungen, die die Zeit nicht explizite enthalten,
so ist fir jedes Zeitelement der Zuwachs der lebendigen Kraft
gleich der von den wirkenden Kriften wihrend dieses Zeitelements
geleisteten Arbeit. Dabei kann die Arbeit der Zwangskrifte, die

aus jenen Beschrinkungsgleichungen resultieren, unberiicksich-
tigt bleiben.

Beim kraftfreien Kreisel reduziert sich die Gleichung (30) der lebendigen
Kraft auf die Form

und liefert bei der Integration die Gleichung

% Y m x/2
(31) Ez 5 - =1,
1

in der §) eine Zahlgrifle bedeutet.

Jetzt sei die Aufgabe gestellt, die Drehung eines kraftfreien Kreisels um
einen festen Punkt zu untersuchen.

Nach Euler kann eine jede Drehung eines starren Korpers um einen
festen Punkt in jedem Augenblick aufgefafit werden als eine Drehung um eine
gewisse durch den festen Punkt gehende Achse, die instantane Drehachse des
Kérpers..

Zur analytischen Darstellung einer solehen Drehung withien wir den festen
Punkt 0 zum Anfangspunkt der Tréger und bezeichnen eine der instantanen
Drehachse angehirende Strecke, tiber deren Linge und Sinn wir uns noch die
Verfiigung vorbehalten, mit p. Dann wird die Geschwindigkeit «, eines be-
liebigen Punktes #, des Kérpers, was ihre Richtung anlangt, durch die Strecke

(32) oz

ausgedriickt (vgl. Fig. 11). Aber es a8t sich durch passende Wahl der Linge p
und des Sinnes der ,Drehstrecke® p erreichen, daB der Ausdruck (32) die
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Geschwindigkeit des Punktes , auch nach GriBe und Sinn darstellt. Ist v;
die Linge des Radius desjenigen Kreises, den der Punkt x; bei einer Drehung
des Xorpers um die Drehachse p beschreibt, und ist div der Winkel, den der
Radius r; in der unendlich kleinen Zeit dt tiberstreicht, so wird (die Linge des
von dem Punkte z, in der Zeit dt beschriebenen Linienelements dz,) =1,dw,

also
. " . dw
(33) (die Liinge von ;) =T 44 -
Andererseits ist
(die Flichenzahl des Feldes [ px;]) =1,p
und somit auch
(34) (die Liinge seiner Erginzungsstrecke |[pz;|) = 1,9.

Die Vergleichung der beiden Ausdriicke (33) und (34) zeigt nun aber,
daBl es wirklich méoglich ist, die Linge p und den Sinn der Drehstrecke p so
zu bestimmen, daB fiir alle Punkte z, der Ausdruck (32) die Geschwindig-

keitsstrecken dieser
Punkte ausdriickt. In
der Tat, setzt man

dw

macht also die Linge
der Drehstrecke

gleich der Winkel-
geschwindigkeit des
Korpers und verfiigt
iiber den Sinn von
p in der Weise, daB
das Produkt {pz,,]
positiv wird, so wird
auch der Grofle und
0 dem Sinne nach

Fig. 11. (36) x: —_ [Px,]
Diesen Wert der (feschwindigkeitsstrecke fithre man in die Gleichungen (8)
und (31) des Prinzips der Fliichen und der lebendigen Kraft ein. Dabei er-
setze man in der Gleichung (8) des Prinzips der Flichen das konstante Feld '
durch die Erginzung |¢ einer Strecke ¢ und benutze auf der linken Seite der

Gleichung (31) des Prinzips der lebendigen Kraft die Formel (14). So erhilt
man die Gleichungen:

n

(37) E cm o pa] = |c
1
und

N ) m. 9
(38) DS palt =h.
1
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Von diesen ist die zweite Gleichung dadurch ausgezeichnet, daB in ibhr
Leine Beziehung auf ein im Raume festlicgendes Achsenkreuz vorkommt. Denn
der Wert des inneren Quadrates [ p z, |2 hiingt allein von der Liinge der Strecken p
und #; und dem Winkel ab, den beide miteinander einschlieflen, ist jedoch un-
abhingig von der Neigung dieser Strecken gegen ein festes Achsenkreuz. Man
kann sich daher die Gleichung (38) auch bezogen denken auf ein in Bewegung
begriffenes Achsenkreuz, das mit dem Kyeisel fest verbunden ist. Fir ein solches
aber sind die Strecken x; als konstant anzusehen. Es bleibt also in der
Gleichung (38) nur noch p verinderlich, und die Gleichung stellt somit, da

sie in p vom zweiten Grade ist, und alle Koeffizienten ' positiv sind, ein mit

dem Kreisel fest verbundenes Ellipsoid dar, das offenbar den Drehpunkt o des
Korpers zum Mittelpunkt hat, und welches wir als das Ellipsoid der leben-
digen Kraft bezeichnen wollen. Die Gleichung (38) sagt demnach aus, daB
der Endpunkt der Drehstrecke p — er mdge der Drehpol des Kreisels ge-
nannt werden — dauernd auf dem Ellipsoid der lebendigen Kraft bleibt.

Nun bezeichnet man den Weg, den der Drehpol des Kreisels in dem in
Bewegung begriffenen Korper beschreibt, als die Polhodiekurve, und es
kiime somit darauf an, noch einen zweiten geometrischen Ort fiir die Polhodie-
kurve zu ermitteln. Dazu aber 148t sich die Gleichung (37) des Prinzips der
Flichen nicht unmittelbar verwerten; denn sie enthilt, wie besonders deutlich
ihre urspriingliche Form (8) zeigt, auf der linken Seite das Impulsmoment
des Kreisels in bezug auf den Drehpunkt, und dieses hat als eine im Raum
orientierte GriBe eine Beziehung auf ein festes Achsenkreuz und gestattet nicht
50 ohne weiteres Folgerungen in bezug auf das in Bewegung begriffene, mit
dem Kreisel fest verbundene Achsenkreuz. Man hat daher zunichst die
Gleichung (37) so umzuformen, daB in ihr nur noch die Grife des Impuls-
momentes auftritt. Das geschieht am einfachsten durch inneres Quadrieren;
dadurch erh#lt man die Gleichung

n

(39) (2 m; [xzipxz])£= e,

1

die wieder auf das in Bewegung begriffene System bezogen werden kann und
ein zweites Ellipsoid darstellt, das, wie man sich leicht itberzeugt, mit dem
ersten koachsial ist. Es moge als das Ellipsoid der Flichen bezeichnet
werden. Die Polhodiekurve ist dann diejenige Raumkurve vierter Ordnung und
erster Art, in der sich die beiden Ellipsoide (38) und (389) der lebendigen
Kraft und der Flichen durchdringen, oder genauer nur ein Zweig dieser Kurve,
da wir ja vorhin fiir die Drehstrecke p auch einen bestimmten Sinn vor-
geschrieben haben (vgl. Fig. 12).

Um weiter den Weg des Drehpols im festen Raum, die sogenannte Her-
polhodiekurve, zu bestimmen, beachte man, daB die linke Seite der Glei-

chung (37) durch &uBere Multiplikation mitg in die linke Seite von (38) iiber-

geht. Zwischen den rechten Seiten der beiden Gleichungen besteht daher die
entsprechende Beziehung, das heifit, es ist

[3le] -
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oder
(40) [p c] = 2§.

Diese lineare Gleichung in p sagt aus, daB die Herpolhodiekurve eine cbene
Kurove ist, deren Ebene dem Felde (' =|¢ des konstanten Impulsmomentes
parallel ist. Wir nennen die Ebene dieser Kurve ,,die invariable Ebene‘
und fiihren fiir sie das Zeichen ¢ ein.

Fig. 12.

Um auch den Abstand a dieser Ebene ¢ vom Drehpunkt o des Kreisels
zu finden, bezeichne man noch die Liinge der Strecke ¢, das heilit die Grife
des Impulsmomentes, mit ¢; dann liBt sich die Gleichung (40) auch in der
Form schreiben:

pecos(pe) = 2§.

Es wird also der gesuchte Abstand a der invariablen Ebene & vom Dvehpunkte o,
das heiBt die Linge der Projektion der Strecke p auf die Strecke ¢,

2

(41) a==peos(pc)= C

Uber den Verlauf der Herpolhodiekurve in der invariablen Ebene gibt

uns eine zweite Beziehung Aufschlufl, die zwischen dem Impulse und der

lebendigen Kraft des Kreisels herrseht. Nach der Formel (25) ist nimlich

die linke Seite der Gleichung (37) genau der iuBere Differentialquotient der

linken Seite von (38) genommen nach der Strecke p, so daB man die Gleichung
(37) auch in der Form schreiben kann:

n
m .
D E 3 [pz]2
1

(42) —p =%

in der sie zeigt, daf die Stellung des Tangentialfeldes des Ellipsoids der leben-
digen Kraft im Drebhpunkte konstruiert wihrend der ganzen Bewegung des
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Korpers konstant bleibt, und zwar mit der Stellung der invariablen Ebene ¢
iibereinstimmt.

Nun bildete aber die invariable Ebene & einen geometrischen Ort fiir
die Kurve der Berithrungspunkte der betrachteten Tangentialebenen mit
dem Ellipsoid der lebendigen Kraft; und daraus folgt ohne weiteres, daB
alle diese Tangentialebenen mit der invariablen Ebene & geradezu zu-
sammenfallen.

Das mit dem Kreisel fest verbundene Ellipsoid der lebendigen Kraft be-
wegt sich also in der Weise, dafl es bestindig mit der invariablen Ebene in
Berithrung bleibt, und man hat den Satz:

Bei der Drehung eines kraftfreien Kreisels um einen festen
Punkt wilzt sich das Ellipsoid der lebendigen Kraft, wihrend es
seinen Mittelpunkt dauernd in dem festen Drehpunkt des Kreisels
hat, ohne zu gleiten auf der invariablen Ebene fort.

Zugleich sieht man, daB die Herpolhodiekurve der geometrische Ort der-
jenigen Punkte der invariablen Ebene ist, in denen diese Ebene bei dem Ab-
rollen des Ellipsoids der lebendigen Kraft auf ihr von dem Ellipsoide be-
rithrt wird.

Damit ist die Bewegung des kraftfreien Kreisels um einen festen Punkt
ihrem rdumlichen Gange nach vollsténdig charakterisiert. Fiir die Beurteilung
ihres zeitlichen Verlaufs ist dann noch die Kenntnis der Winkelgeschwin-
digkeit von Interesse, mit der die Drehung um die instantane Achse in je-
dem Augenblick erfolgt.

Zunichst kann man sagen: Dieselbe wird nach der Gleichung (35) durch
die Lénge p der Drehstrecke dargestellt oder, was auf dasselbe hinauskommt,
durch die Lange des Leitstrahls der Polhodiekurve.

Es ist aber von Nutzen, die Winkelgeschwindigkeit awch mit dem Trigheits-
moment in Bezichung zu bringen, das der Kreisel bei der Drehung um die in-
stantane Achse besitzt. Dazu verwende man wieder die Gleichung des Prin-
zips der lebendigen Kraft:

n

(38) DI pnlr =
1

und setze in ihr
(43) p=DYe,,

wo wie bisher p die Linge der Drehstrecke p ist, wibrend ¢, die Neigung
der Strecke p bezeichnet, das soll heiBen, eine Strecke bedeutet, div mit der
Strecke p gleiche Richtung und gleichen Sinn hat, aber die Linge 1 besitzt.
Alsdann nimmt die Gleichung (38) die Form an:

(44) 5 2> o] = .
1

Hier wird das Feld [e,z;] durch ein Parallelogramm dargestellt, das ein Stiick
der instantanen Achse von der Li#inge 1 zur Grundseite und den Abstand r;
des Punktes z; von der instantanen Achse zur Hohe hat, dessen GriBe also



114 Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft.

=1, ist (vgl. die obige Fig. 11). Ks wird somit die in der Gleichung (44)
auftretende Summe

n "
(45) il = Dlm,
1 1

das heiBt gleich dem Triigheitsmomente des Kreisels in bezug aufdie
instantane Achse. Man kann daher die Gleichung (44) auch in der Form

schreiben:

(16) p=

und hat also den Satz bewiesen:

Bei der Bewegung eines kraftfreien Kreisels um einen festen
Punkt ist fir jeden Augenblick das Quadrat der Winkelgeschwin-
digkeit, die der Kreisel bei der Drehung um die instantane Achse
besitzt, umgekehrt proportional dem Triigheitsmoment um diese
Achse, niimlich gleich der doppeltenlebendigen Kraft des Kreisels
dividiert durch jenes Trigheitsmoment.
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Lehrbuch der Physik

Zum Gebrauch
beim Unterricht, bei akademischen Vorlesungen und zum Selbststudium

Von E. Grimsehl

Direktor der Oberrealschule auf der Uhlenhorst in Hamburg

Mit 1091 Textﬁ?ren, 2 farbigen Tafeln und einem Anhange, enthaltend Tabellen
physikalischer Konstanten und Zahlentabellen. [X1] u. 1062 8.] gr.8. 1909.
Geh. # 15.—, geb. 4 16.—

Der moderne physikalische Schulunterricht soll eine Ubersicht fiber das ganze Gebiet der
Physik geben. Er soll aber aufierdem, besonders in den Oberklassen, einige begrenzte Gebiete
ausfithrlich und wissenschaftlich streng behandeln, damit die Schiller schon auf der Schule in
die Methoden wissenschaftiicher Forschung eingefithrt werden. Das vorliegende Lehrbuch ent-
biilt den physikalischen Lehrstoff der meisten Gebiete in der Ausfihrlichkeit, wie sie der letzten
Forderung entspricht. Das Buch ist in erster Linie fur die Hand des Lehrers bestimmt, der nach
freiem Ermessen answiblen kann, welche Teilgebiete ihm zur wissenschaftlichen Behandlung im
Unterricht bei einer bestimmten Schitlergeneration am geeignetsten erscheinen. . Dem Schiiler soll
das Buch auch dann noch ein Fithrer sein, wenn er die Schule verlassen hat; es soll ihn be-
fahigen, seine Kenntnisse anch auf denjenigen Gebieten zu vervollstindigen, in denen der Schul-
moterricht nur die Grundlagen hat geben konmen. Ferner soll es dem jungen Studenten ein
Begleiter in die akademischen sllgemeinen Vorlesungen tiber die Experimentalphysik sein,

Didaktik des mathematischenUnterrichts

Von A. Hifler

Professor an der Universitit Wien
A.u.d. T.: Didaktische Handbiicher f. d. realisticchen Unterricht an hoh. Schulen
Herausgegeben von A. Hifler und F. Poske
Band 1. [ca. 5008.] gr. 8. In Leinwand geb. [Erscheint Aungust 1909.]

Dieser erste Band der Sammlung ' didaktischer Handbiicher fir den realistischen Unter-
richt will Impulse geben, um die von Klein verlangte ,zeitgemiBe Umgestaltung des mathe-
matischen Unterrichtes" in die Wirklichkeit wmzusetzen. Vorbildlich sind die von Gutzmer
auf der Meraner Naturforscherversammlung 1205 erstatteten Vorschlige. Im zweiten, sasfiihr-
lichsten Teile werden Lehrproben, Lehrginge, Lehrpline als konkrete Beispiele seiner neuen
Unterrichtspraxis vorgefihrt. Im ersten Teile werden die ‘Wege und Ziele eines solchen mathe-
matischen Unterrichtes skizziert; im dritten folgen Blicke in die G gebiete der didaktisch
Psychologie, Erkenntnis- und Bildungslehre.

Die Mechanik

Eine Einfithrung mit einem metaphysischen Nachwort

Von L. Tesar
Professor an der k. k. Staatsrealschule im XIII. Bezirke von Wien

Mit 111 Fig. [XIVu.2208.] gr. 8. 1909. Geh. & 3.20, in Leinw. geb. 4 4, —

Die Einfilhrung will die Dunkelheiten mechanischer Einleitungen dadurch vermeiden,
daB sie erkldrt und nicht beschreibt, daB sie die Annahmen des mechanischen Welt-
bildes allm#hlich herausarbeitet, da8 sie also bewuSt dem Wabnbilde einer ,,Hypothesenfreien
Wissenschaft“ entgegentritt. — Die Kraft ist von ihrer AuBerung geschieden ; die Bewegungslehre
ist der eigentlichen Mechanik gegeniibergestellt; dar Romi® Ann wwiiocinn v e

Die mechanischen Sitze werden an wii
Formeln sind vermieden, rechnerische Herlei-
weitergehenden Anspriichen zu genfigen, wird
in das Unendlichkeitskalkul vom mechanischen
einen Teil der Ideen Hartmanns, des Monist






