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GraBmann in Berlin. 

Von Friedrich Engel. 

Vor zwei Jahren, am 15. April 1907, haben wir an dieser Stelle den zwei
hundertjahrigen Geburtstag Leonhard E ulers gefeiert. Hermann GraB
mann, an dessen hundertjahrigen Geburtstag wir heute gedenken wollen, hat 
merkwiirdiger Weise an demselben Kalendertage wie Euler das Licht del' W'elt 
erbliekt. Nur liuBere UmsUinde haben es bewirkt, daB wir erst sechs Tage 
naeh dem Jahrestage seiner Geburt hier zusammengekommen sind. 

Lessing sagt einmal: "Einige sind berlihmt, andere verdienen es zu sein". 
Er mag freilich den ersten Teil dieses A usspruchs ironiseh gemeint haben; aber 
wir brauchen ihn ja nieht so aufzufassen, und dann liegt die An wendung auf 
die beiden Manner Euler und GraBmanu sehr nar,e. 

Eulers mathematisches Genie wurde schon fruh anerkannt und fand 
giinstige Bedingungen sich zu entfalten. Ein halbes Jahrhundert einer sehopfe
risehen Tatigkeit, die an Umfang und Vielseitigkeit del' Werke kaum ihresgleichen 
kennt, hat seinen Ruhm ftir immer fest begriindet. Noch heute verehren wir 
in ihm den Mathematiker, der durch die von ihm gestellten und behandelten 
Probleme den Grund gelegt hat zu einer graBen Zahl der ausgedehnten Theorien, 
die der Stolz der modernen Analysis sind. 

GraBmann s mathematische Schriften sind zwar wedel' dem Umfange 
noeh derVielseitigkeit naeh mit denen E u I e r s vergleichbar; aber an Originalitiit 
und Tiefe der Gedanken und namentlieh an kunstvoller Systematik konnen 
sie mit dem Besten in die Schranken treten, was die mathematische Literatur 
aufzuweisen hat. Trotzdem ist GraBm an n jahrzehntelang als Mathematiker 
gam unbeachtet geblieben, so unheachtet, daB er - ein Schritt, der nahczu 
ohne Beispiel ist - sich noeh in vorgeriicktell Jahren einer ganz anderen 
Wissenschaft zuwandte, del' Sprachwissensehaft, und in dieser gelang es ihm 
dann verhiiltnismaBig schnell, die Anerkennung der Fachleute zu gewinnen. 
Erst in dem letzten J ahrzehnte seines Lebens hatte er die Freude, daB wenigstens 
einige angesehene Mathematiker auf seine Sehriften hinwiesen. Auch heute 
noeh ist GraBmann del' Mehrzahl der Mathematiker nul' dem Namen nach 
bekannt; deren, die seine Schriften wirklich gelesen haben, sind es verhliltnis
miiBig wenige, und selbst da, wo gewisse seiner Begriffe und Methoden all
gemeine Ve1'breitung erlangt haben, in der mathematischen Physik, lernt man 
sie doeh nur aus zweiter Hand kennen und zuweilen nieht einmal unter seinem 
Namen. 

Wenn daher die Berliner Mathematische Gesellsehaft heute GraBmanns 
Gedaehtnis feiert., so erfiillt sie damit eine Pfticht, die allen deutschen M athe
matikern obliegt, die Pfticht, dem so lange verkannten Manne die Ehre zu e1'
weisen, die ihm gebiihrt, und offentlich anzuerkennen, daB seine Leistungen in 
der Geschichte der Mathematik forUeben werden. Geradeso aber, wie die Ber
liner Mathematische Gesellschaft Euler nicht bloB als den graBen deutschen 
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Mathematiker gefeiert hat, sondern ganz besonders deshalb, weil cr fast ein 
Vierleljahl'hundert, vielleicht die besten Jahre seines arbeitsreichen Lebens in 
Berlin zugebracht hat, gcradeso hat sie auch bei Gr a B man n noeh eine be
sondere Veranlassung seiner zu gedenken. Die Heimi'.t GraBmanns ist aller
dings Stettin, und es war sein Schicksal, daB sich fast sein ganzes Leben in diesel' 
Stadt abspielte. AuBel' Stet tin abel' gibt es nur eine Stadt, in der GraBmann 
wenigstens zeitweilig seinen W ohnsitz gehabt hat, und das ist Berlin. 

Die drei Jahre, die GraB mann als Student hier zugebracht, und die funf 
Yierteljahre, die er hier als Lehrer gewirkt hat, sie liegen allerdings vor del' 
Zeit, in del' seine mathernatische Produktivitat erwachte, sie haben aber doch 
eine nicht Jm unterschatzende Bedeutung far seine ganze geistige Entwiekelung. 
Diese geistige Entwiekelung mochte ieh hier kurz zu sehildern versuchen, indem 
ieh mieh auf gewisse, erst ganz YOI' kurzem zum Yorschein gekommene Schrift
stiicke von seiner Hand stiitze. Ieh hoffe es dadurch einigermaBen begreiflich 
zu machen, wie GraB mann dazu kam, auf zwei so ganz verschiedena1'tigen 
Gebieten wie del' ::\Iathernatik und del' Sprachwissenschaft Hervorragendes zu 
leisten. Auf diese Leistungen selbst werde ich nicht eingehen, urn die mil' zu
gemessene Zeit nicht, zu iiberschreiten; ieh brauehe das auch nicht, da wir 
nachher von andrer Seite eine Wiirdigung von GraBmanns wichtigster 
mathematischer Leistung, seiner Ausdehnungslehre, horen werden. 

In dem Archive der Berliner Wissenschaftlichen Priifungskommission liegt 
ein lateinisch geschriebener Lebenslauf, den GraBm ann im Jahre 1831 ab
gefaBt hat. Selten wird ein Kandidat einen Lebenslauf eingereicht haben wie 
dieseu. Mit rllcksichtsloser, geradezu ergreifender Offenheit schildcrLGra Brnann 
nicht bloB seine geistige, sondern auch seine ganze sittliche Entwickelung wi1hrend 
der Schul- und derStudentcnjahre. Ein zweiter, ebenfalls bisher unbekannter 
Lebenslauf, den e1' 1834 dem Stettiner Konsistorium eingereicht hat, als sr 
die erste theologische Priifung machte, erganzt und erhiutert den eben enviilmten 
nach verschiedenen Richtungen hin. Verbinden wir damit, was wir aus anderen 
Quellen wissen, namentlieh aus Aufzei('hnllngen seines Bruders Ro bert, so ergibt 
sich Folgendes: 

GraB mann gehlirt nicht zu den frllhreifen Genies, die sich schon in 
den Knabenjahren bewuBt werden, wohin ihre B~gnbung sie weist, und die sich 
ohne Zogern und Schwanken del' vVissens<.;haft zuwf'nden, fur die sie berufen 
sind. Dazu war or nach zu vielen Seiten hin gleicbmiiBig hervorragend begabt. 
Abel' auch diese vielseitigen Gaben zrigten Rich keines,vegs yon Anfang an, 
und daB sie sich splitt'\' so reich entfalteten, kam keineswegs yon selbst, sOlldern ist 
wesentlich del' Erfolg vieljiihriger angestrl'ngter Arbeit, die or auf die Bildung 
seines Charakters und auf die KHirung und r'estigung seiner sittlichen Ansichten 
nnd seiner Lebensanffassung verwandte. Aus der Yiclseitigkeit seiner Begabung 
crkHirl es sich andrerseits, daB or sich keinesweg; von vornherein ausschlieBlich 
einer Wissenschaft widmete, soudern cine miiglichst umfassende wissenschaftliche 
Bildung 7,U erwerbcn suchte, als hlitte er es vorausgeahnt, daB es ihrn dereinst 
zustatten kommen wiirde, rr.ehr als ein Eisen im Feuer zu haben. 

Urn das Gesagte zu belegell, wollen wir etwas naher auf die Geschichte 
seines Lebens eingehen; doch werden wir dieses nul' bis zu dero Zeitpunkte ver
folgen, wo er seinen Beruf zur Mathematik entdeckte. Was nachher kornmt, 
ist ja doch in der Hauptsache nul' eine Geschiehte seiner \Verke, und auf sie 
mii~sen wir hier verzichtcn. 
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Ais das dritte von zw5lf Kindern ist Hermann GraB mann am 
15. April 1809 in Stettin geboren. Sein Vater Justus Gunther GraB mann 
war Lehrer an dem dortigen Gymnasium, selbst schon ein tiichtiger Mathematiker 
und Physiker, del' sich durch den naeh ibm benannten Luftpumpenhahn und 
durch die Indizesbezeichnung der Kristalle bekannt gemacht hat. 

He rm ann selbst berichtet, er habe in den ersten Schuljahren gar keine 
Begabung gezeigt und sei sogar uberhaupt zu geistiger Anstrengung unfahig 
gewesen. Besonders heht er die Schwache seines Gedachtnisses hervor; um 
acht Verse auswendig zu lemen, habe er drei Stunden gebraueht und sie dann 
sehr bald wieder vergessen. Sein Vater habe oft gesagt, er werde es mit Gleich
mut ertragen, sollte auch sein Sohn Gartner oder Handwerker werden, wofern 
er nur einen seinen Kraften angemessenen Beruf wahle und diesen mit Ehren 
und zum Nutzen seiner Mitmenschen ausfUlIe. 

Seinen damaligen Zustlnd bezeichnet GraBmann als eine Zeit des 
Schlummers. Leere Traum~reien, in denen er sich selbst die erste Stelle anwies, 
sich geehrt und geachtet diinkte, hatten den groBten Teil seines Lebens ausgefullt, 
und er habe so, ohne es zu wissen, seine Eitelkeit und Eigenliebe genahrt. 
Da er die Ferien meist auf dem Lande zugebracht habe, bei Verwandten, die 
fast aIle Pfarrer waren, so sei er zu der Meinung gekommen, daB namentlich 
der Landprediger ein solches sorgenfreies, angenehmes Leben fiihre, wie er es 
sich als Ideal traumte, und so sei er denn schon friih zu dem Entschlusse ge· 
kommen, dereinst auch Prediger zu werden. 

Die Neckereien seiner Mitschiiler, die Ermahnungen seiner Eltern, nament
lich aber der religiose EinfluB des Konfirmationsunterrichts, den er drei Jahre 
lang bei dem Prediger Zybell genoa, brachten ihn endlich zum Erwachen aus 
seinen Traumereien. Es ging ihm plotzlicb, so erzahlt er, ein Licht auf iiber sein 
bisheriges Traumleben, und er beschloB, nunmehr alle seine geistigen Krafte 
anzuregen und zu wecken und iiberhaupt sein phlegmatisches Temperament von 
Grund aus zu vertilgen. Mit unbeugsamer Energie fiihrte e1' diesen EntschluB 
durch, und so gelang es ihm, in allen auf dem Gymnasium betriebenen Fachern 
Befriedigendes zu leisten, ohne daB er sich in einem besonders ausgezeichnet 
Mtte. Durch seine Energie erreichte er auch, daB sich sein Gedttehtnis wesentlich 
besserte. Indem er seinen Geist angestrengt mit den Dingen beschaftigte, die 
er sich einpragen wollte, behielt er sie besser. Doch sagt er 1831 ausdrucklich, 
er sei niemals geschickt geworden, einzelne Worter auswendig zu lernen oder 
einen ganzen Abschnitt zu behalten. Danach scheint es fast, als ob bei ihm 
das Gedachtnis mit den Jahren immer besser geworden ware, denn als Fiinfzig
jtthriger lernte er fremde Sprachen spiel end. 

So ging a.lso GraB manns Schulzeit voriiber, ohlle daB sieh fUr irgend 
eine bestimmte Wissenschaft besondere Anlage oder Neigung gezeigt batte. 
Dagegen muB allerdings eine andere Anlage recht friih bei ihm hervorgetreten 
sein, namlieh die fUr Musik. Bei dem bekannten Balladenkomponisten Loewe, 
der 1820 Musiklehrer an dem Gymnasium geworden war und das erste Jahr 
in dem GraBmannschen. Hause gewobnt hat, genoB er einen griindlichen 
Unterricht im Klavierspiel und in del' Harmonielehre. Wie ungewohnlich 
fein sein Gehor ausgebildet war, dafiir ist die Vokaltheorie, die er spater auf
gestellt hat, ein redender Beweis. N och spater hat er Pommersche Volks
lieder nach dem GebOr aufgeschrieben und fiir den Familiengebrauch drei
stirn mig gesetzt. Ubrigens waren die Geschwister GraBmann s aIle musikalisch 
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und erreiehtcn bcsonders im Quartettgesang cine so bobe Vollendung, daB 
sich L 0 ewe seine neuen Quartette von ihnen vor,ingen lieB, urn die Wirkung 
zu erproben. 

1m Herbste 1827 bezog GraBmann zusammen mit seinem alteren Bruder 
Gust a v die Universitat Berlin, beide um Theologie zu studieren. Ein launiger 
Brief, den er zwei Tage nach der Ankunft in Berlin an seine Mutter geschrieben 
hat, schildert gar anschaulich, wie sieh die Briider in ihrer 'N ohnung eingerichtet 
haben. Es war in dem Hause DorotheenstraBe ~r. 53, an der Ecke del' 
FriedriehstraBe. Zwar miissen sie 72 Stufen hinansteigen zu ihrer aus Stube 
und Schlafkammerchen bestehenden Daehwohnung, fUr die sie jeder 31/2 Taler 
zahlen, doeh haben sie dafUr eine desto schOnere Aussieht libel' die Garten und 
Hauser der Stadt, und wenn die Stube auch klein ist, so 111Bt sie sieh dafUr 
desto bessel' heizen. Aueh mit del' \Virtin sind sie zufrieden, "denn spricht sie 
gleich viel, so ist sie dafUr auch reeht gefallig und gescbiiftig (wie iiberhaupt 
die meisten Berliner und besonders die Berlinerinnen)". "Unserm Stiefelputzer 
geben wir jeder 20 gr. Courant, weil ihm ein Taler zu viel schien; fUr recht 
gutes Essen (freilich so gut wie in Stettin ist es nicht) geben wir monatlich 
jeder 3 1/ 2 Taler." 

Besonders erheiternd wirkt es, daB GraBmann gleieh im Anfange erzuhlt, 
sie seien schon nach zwei Tagen mit all dem ungeheul'en Gelde, was sic mit
genommen, beinahe zu Ende; wie er dann alle moglichen Dinge herzahlt, fUr 
die sie das Geld nieht ausgegeben haben, und €mUich nach langen Priiambeln 
damit herausriiekt, daB der Grund ihres plOtzlicben Geldmangels kein andrer 
ist als del' Kanf eines Pianoforte, das sie durch gii.nstige Gelegenheit fUr 
50 Taler erworben haben. 

Dieses Pianoforte ist in der Tat auch fleiBig benutzt worden. Ganze Opern 
und Oratorien fuhrten die Bruder ill ihrer Wohnung auf im Verein mit andern 
musikalischen Studenten. 

Als er auf die Universitat kam, war Grallmann nach seiner eigenen 
Aussage noeh ganz unselbstlindig. "Tie auf del' Schule seine Studien ganz durch 
die Anordnungen und durch die Autoritat del' Lehrer bestimmt gewesen waren, 
so lieB er sich noeh auf der Universitat zuniichst ganz von del' Autoritat del' 
Professoren leiten, so dail 8r meint, er konne weniger davon spreehen, wie er 
seine Studien eingerichtet habe, als davon, welche Vorlesungen er gehOrt. Die 
Wissenschaft, die von den Kathedern herab verkiindigt wurde, habe auf ihn 
einen so gewaltigen Eindruck gemacht, daB er gcglaubt habe, ans del' Quelle 
der Wabrheit zn sehiipfen, wenn er die Ansicbten del' Professoren in sich auf
nehme, und so habe er dellu seine Studien den Vorlesungen angepaBt, nicht 
die Vorlesungen seinen Studien entsprechcnd ausgewahlt. 

Znerst nahm ihn del' bckannte Kirchenhistoriker ~ e and e l' ganz gefangen, 
hei dem hat er ganz besonders viele Vorlesungen gehort. Nach und nach abel' 
fessclte ihn SehlC'iermacher immer mehr und mehr, er bekennt, daB erdiesem 
unendlieh viel zu verdanken habe. "Schon im zweiten Semester," so sehreibt 
er, "habe ieh Vorlesungen bei Sebleiermacher gehort, die ieh abel' nieht ver
stand, da.gegen fingen seine Predigten a.n, EinfiuB auf mich zu gewinnen. Doeh 
erst im letzten (das heiBt im dritten) Jahre zog mich Sehleiermaeher gauz 
an und obwohl ir,h damals schon mieh mehr mit der Philologie besehiiftigte, 
so erkannte ieh doeh nun erst, wie man von Sehleiermaeher fUr jede Wissen
schaft lernen kann, weil er weniger Positives giebt, als er gesehickt macht, eine 
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jede Ulltersuchung von der reehten Seite anzugreifen und selbstandig fortzu
fiihren, und in den Stand setzt, das Positive selbst zu linden. - Zugleich hatten 
auch seine Ideen selbst rnieh angeregt, seine Predigten mein Gemiit etweckt, 
und dies konnte nieht ohne EiufluB auf meine Grundsatze und meine game 
Denkweise bleiben." 

Die Abwendung von der Theologie vollzog sich iibrigens ganz allmahlieh. 
Er habe bemerkt, so sagt er, daB die Theologen, die auf dem Lande lebten und 
des Dmgangs mit wissenschaftlich gebildeten Mannern entbehrten, die Studien 
gewohnlich vernaehlassigten, wie sebr sie auch vorher dafUr begeistert gewesen 
seien; daher sei ihn die Fureht angekommen, er werde seinerzeit in denselben 
}<'eh1er verfallen. Urn dern zu entgeben, habe er sieh vorgenommen, sieh mog
liehst vie1seitig auf das geistlicbe Amt vorzubereiten und dadurch seine Be
geisterung fUr die Wissensehaft so zu starken, daB sie vorhalten kanne, selbst 
wenn er gezwungen sein werde, fern von dem Umgange mit gelebrten Leuten 
zu leben. Das Studiurn der Philologie sei ihm als das beste Mittel zu einer 
solcben vielseitigen Vo1'bereitung erscbienen, und er habe es zunachst nur aus 
diesem Grunde gewahlt; allmahlich babe er abel' dann dieses Studium selbst 
immer lieber gewonnen. 

Indem e1' so anling seine eigenen 'Vege zu gehen, erkannte er gleichzeitig, 
wie eT es sehr bezeiehnend ausdriickt, daB die akademischen V orlesungen nur 
dann Nutzen bringen konnen, wenn man sie sparsam genieBt. Infolgedessen 
hat er bloB zwei philologische Vorlesungen gehOrt, narnlich "Geschichte del' grie
chischen I,iteratur" und "griechische Altertiimer" bei B 0 e c k b. 

Wie er alles, was er trieb, systematiseh betrieb, so maehte er sich von 
vornherein einen Plan fUr die pbilologisehen Studien. Er bescbloB, wie er sagt, 
sich zunacbst mit del' griechischen Spraehe zu beschaftigen, die ja doeh die 
Gruud1age des Lateinischen sei, und mit den grieehiseben Schriftstellern, weil 
die schon an und fUr sieh den lateinisehen weit vorzuziehen und iiberdies deren 
9uelle und Vorbild seien; doeh behielt er sieh vor, dazwischeu, del' Abwechselung 
halber, den einen oder den andern Romer zu lesen. N acbher aber, wenn er 
erst in der Philologie einen guteu Grund gelegt haben wiirde, wollte; er sich 
auf die Mathematik werren; denn or war der Meinung, diese sei von dem Studium 
del' griechisehen Spracbe durch eine zu groBe Kluft getrennt, als daB er beide 
glei.chzeitig betreiben konne. 

Zuerst wonte er sieh in die griechisebe Grammatik vertiefen, dann die 
Attischen Schriftsteller lesen und zwar zuniiehst die Historiker, mit deren Studium 
er das del' Griechischen Gescbichte und der Altertiimer verbinden wollte, dann 
sollton die Tragiker an die Reihe kommen in Verbindung mit Mythologie und 
lI£etrik, dann Homer und Horodot. Dagegen sparte er sich Plato und De
mosthenos fiir die Zeit auf, wo er sieh mit der Mathematik beseMftigen 
wiirde. 

Ganz hat e1' dieses reichhaltige Programm wenigstens bier in Berlin ni.eht 
ausgefiihrt. Als er niimlich gerade bei den Tragikern war, verfiel er in eine 
Krankbeit, die durch die iibertriebene geistige Anstrengung hervorgerufen war. 
Er bezeichnet sie zwar als "weder schwer noeh gefahrlicb"; sie veranlaBte ihn 
aber doch, den bisherigen Studienbetrieb zu andern und in etwas gernliBigterem 
Tempo we iter zu arbeiten, namentlich abel' moglichste Abwecbselung in seine 
Studien zu bringen, urn lTberanstrengung des Geistes und besonders jeden -ober
druB zu vermeiden. 
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Sich ernstlich mit Mathematik zu beschaftigen, dazu ist er auf der Uni
versitat noeh nieht gekommen; eine mathematisehe Vorlesung hat er uberhaupt 
niemals geh6rt. 

So studierte er denn ganz auf seine eigene Hand und betrieb die Wissen
sehaften, statt sich irgend einer Schule anzuschlieBen, schon auf der Universittit 
als Autodidakt. Damit hutte er die seiner Neigung und seinen Anlagen ent
sprechende Art gefunden, wissenschaftlich zu arbeiten, und er wahrte sich zu
gleich die Unabhangigkeit und Selbstandigkeit des Geistes, die ihn seitdem aus
gezeiehnet hat, und die ihn spater befahigte, als Autodidakt auf zwei so ver
schiedenartigen Gebieten wie del' Mathematik und der Sprachwissenschaft 
schiipferisch tatig zu sein und wirklich originelle Leistungen zu vollbringen. 
Fur die Universitaten ist Freilich dieses Ergebnis eines dreijahrigen Studien
aufenthaltes nicht besonders schmeichelhaft; doeh mussen wir eben bedenken, 
daB G r a 13 man n nieht mit dem gewohnlichen MaBstabe zu messeu ist. 

Als GraBmann im Herbste 1830 nach Stettin ins Elternhaus zuruck
gekehrt war, da warf er sich nunmchr mit groBem Eifer auf die )Iathematik, 
die er natiirlich auch nur nach Buchern und auBerdem nach den Heften seines 
Vaters betrieb; die philologischen Studien traten dabei etwas, aber keineswegs 
ganz, in den Hintergrund. 1m Dezember 1831 machte er VOl' der Wissen
schaftlichen Prlifungskommission in Berlin das Examen pro facultate docendi 
und erwarb in den philologischen Fiiehern, in Geschichte, Mathematik, Deutsch 
und Religion die Lehrbefahigung nil' die unteren und mit.tleren Klassen. Seine 
Leistungen waren abel' derart, daB die Kommission die Erwartung aussprach, 
er werde sich zu einem tiichtigen Lehrer der alten Spraehen und auch der 
Mathematik fUr aJle Klassen ausbilden. Bei dieser Priifung hat er den fruher 
erwahnten lateinischen Lebenslauf eingereicht, libel' den K u p k e, der Rektor 
des Gymnasiums zum grauen Kloster urteilt: "Specimen tum propter rerum 
ubertatem tum propter stili venustatem et elegantiam laucie disnum." 

Er war nunmehr als Hilfslehrer an dem Stettiner Gymnasium tatig und 
muB damals die mathematischen Studien fortgcseM haben; dcmn 18;\2 entdeekte 
er die ersten grundlrgenden Begrifi'e und Hechnungsarten seiner spateren Aus
dehnungslehre. Er fand namlich die geometrisehr Addition del' Strecken und, 
indem er die von seinem Vater herriihrende eigentiimliche Auffassung des 
Produktbegrifi's weiter aushildete, gelangte er dazu, das ParallPlogramm als geo
·metrisches Produkt zweier Strecken zu betrachten uncl Jas ParaJlelepipedon 
als geometrisches Produkt dreier Streeken. Er war iH>errascht, hier ein Produkt 
zu haben, das sein Vorzeicheu wechselt, wrnn man zwc,i d.er Faktoren unter
einander vertauscht. 

Durch andere lleschiiftigungcm wmde 8r jedoch von diesen Untersuchungen 
wieder abgezogen. So machte er z. B. 1833-34 in Stettin das erste theo
logische Examen und be~tand es mit dem Pradikat ,.gut'·. 

Bald darauf, Anfang Oktober 1834 siedelte er wieder nach Berlin iiber, 
und zwar wurdc er mathematischer Lehrer an der "Gewerbeschule", der jetzigen 
"Friedrichs-Werderschen Oberrealschule". Der damalige Direktor del' Gewerbe
schule, K16den, sagt in einem am 17. Oktobcr 1834 dem Kuratorium der 
Schule erstatteten Berichte 1) Folgendes: 

1) Eine Abschrift (lieses Berichts verdanke ich dem jetzigen Direktor der 
Schule, Herrn Nahrwold, und zwar durch Vermittlung von Herrn Jahnke. 
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"Herr GraBmann ist ein junger Mann, dem es nicht an Kenntnissen fehIt. 
Auch ist ersichtlich, daB er insonderheit fiber die Elemente der Mathematik 
reichlich nachgedacht hat und klar dariiber denkt. Er scheint aber wenig Umgang 
gehabt zu haben und ist deswegen in den gewohnlichen Formen des geselligen 
Lebens zurii'3k, schfichtern, leicht verlegen und dann unbeholfen. In der Klasse 
ist davon nichts zu bemerken, sob aId er nicht weiB, daB er beobachtet wird. 
Er bewegt sich daun leicht, angemessen und sicher. In meinem Beisein hat 
er, ungeachtet ich aUes getan habe, ihn zutraulich zu madheD, seiner Befangen
heit noch nicht ganz Herr werden konnen, was er mir auch eingestand und sich 
seIber dariiber al'gerte. Mein Urteil iiber ihn ist deshalb fUr jetzt ein ullsichel'es, 
und ich vermag Doch nicht zu sagen, ob er die entstandene Liicke passeud aus
fiillen werde." 

In der Tat war die Ausfiillung dieser Lficke nicht so leicht, denD der zu 
ersetzende war kein geringerer alsJ ako b Steiner. Dieser war eben zum auBer
ordentlichen Professor an der Universitat ernannt worden, behielt aber noch 
ein halbes Jahr lang den geometrischen Unterricht in den oberen Klassen bei, 
so daB GraBmann nur 10 Stunden zu geben brauchte. Auch hatte sich Steiner 
verpflichtet, seinenN achfolger moglichst in seiDe eigene :Methode des geometrischen 
Unterrichts einzufUhren. 

Leider wissen wir gar nichts dariiber, ob diese Umstande wirklich ein hliu
figeres Zusammentreffen der beiden Manner veranlaBt haben. Soviel scheint 
sicher, daB ein intimerer Verkehr zwischen ihnen nicht bestanden hat. Dem 
selbstbewuBten, aber durch und durch einseitigen, in seiner wissenschaftlichen 
Richtung vollstl:lndig gefestigten S t e i n e r konnte der um dreizehn Jahre jfingere, 
vielseitig gebildete, aber schiichterne G r aBm ann wohl nul' wenig bieten, zumal 
er sich seines Berufs zur Mathematik noch gar nicht bewuBt war. Andererseits 
wird GraBmann zwar durch dieses Zusammentreffen vel'anlaBt worden sein, 
sich mit Steiners Schriften bekannt zu machen; aber es liegt am Tage, 
daB Steiners Art, Geometrie zu treiben, aufGraBmanus mathematische Denk
weise nicht den geringsten EinfluB ausgefibt hat. Was er etwa bei Steiner 
gelernt hat, das hat er sich immer erst auf die ihm zusagende Art, das heiBt, 
analytisch zurechtgelegt. Wir erkennen auch daraus, welche Selbstandigkeit 
des Geistes GraBmann schon damals besaB. 

Ubrigens fiihlte sich Grassmann damals in Berlin nicht so recht wohl. 
Er stand noch unter dem Eindrucke eines schweren Verlustes, den seine Familie 
erlitten hatte durch den Tod seiner jiingsten, kaum vierjahrigen Schwester. 
Die Neigung zu religiosen Grfibeleien, von denen seine Berliner Briefe aus jener 
Zeit voll sind, war vielleicht schon vorher vorhanden: jedenfalls wurde sie durch 
die Erinnel'ung an die Heimgegangene forlwahrend von neuem genlthrt. 
AuBerdem fehIte es ihm an U mgang, del' ihm zusagt.e, so daB er auch del' 
notigen Erholung und Ermunterung entbehrte und dadu1'ch veranlaBt wurde, 
sich von Berlin aus in die Stettiner Loge zu den drei Zi1'keln aufnehmen zu 
lassen. Zuletzt litt auch sein korperliches Befinden, namentlich litt er an den 
Augen. So war er froh, schon nach ffinf Vierteljahren, am 1. Januar 1836 
nach Stettin zUrUckkeh1'en zu konnen, wo e1' Lehrer an einer erweiterten Bfirger
schule, der Ottoschule, wurde. 

Trotzdem dachte er von der in Berlin verbrachten Zeit keineswegs gering. 
Wir sehen das aus einem an seinen Bruuer Rob e rt gerichteten Briefe vom 
Februar 1836, wo es heiSt: 
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"Anderthalh Monat bin ieh nun Hchon wieder in Stettin und ich kann Dir 
nicht sagen, wie wohl es mil' hier gefMlt besonders im Vergleieh mit Berlin. 
Gleich damals als ieh nach Berlin ging, daehte ieh mir freilich, wie vic! ieh 
verlieren wiirde an alle dem, was das Leben angenehm und schon maehen kann, 
aher ieh vergegenwartigtc mil' auch, wie die ganze veranderte Lebensweise, del' 
neue Wirkungskreis, die Selbstandigkeit, auf die ieh hier notwendig angewicsen 
war, verbunden mit den mannigfaehen geistigen Anregungen, die Berlin dar
bietet, wie dies alles notwendig neue geistige und moralisehe Krafte in Bewegung 
setzen miisse, und ieh habe mich nieht geirrt. Die Erfahrungen dieses Jahres 
llloehte ieh nieht gegen eine im alten Gleise fortflieBende Zeit vertausehen. 
Doeh war ieh in der Tat zuletzt schon reeht miide und dies hin- und her
geworfne, nirgendwo mit rechter Liebe und Freude haftende Leben fing an 
mieh abzuspannen, und ieh war daher recht herzlieh froh, als ieh Stettin wieder
sah. Die Anregungen sind hier nieht so stiirmisch abel' desto inniger; der 
Wirkungskreis im Beruf nieht so groB, aber dafiir segensreieher fUr die auf die 
er gerichtet ist, wie fUr mieh seIber; und selbst die Hiilfsquellen flieBen hier 
zwar nicht so reicbhaltig, abel' ieh bin desto mehr im Stan de daraus zu schopfen." 
)n Berlin habe ieh gelerut fiir die Schule arbeiten, dort aber mit Ermiidung 
und hal bel' Lust, hier mit ganzer Liebe und mit der Frohliehkeit undFrische, 
Ilie die Liebe giebt." 

V on nun an ist er zeitlebens in Stettin gebliebeu. N oeh einmal aber soUte 
Berlin in seinem Leben eine Rolle spielen. 

Obwohl GraBmann wohl kaum mehr ernstlich daran daehte, Prediger 
zu werden, meldete er sich doch 1838 in Rtettin zu dem zweiten theologisehen 
Examen, das er aueh im Juli 1839 mit dem Priidikat "sehr gut" bestand. 
Abel' schon am 28.Februt1r1839, ein volles Vicrteljahr bcvor er die schriftliehen 
Arbeiten fUr diese theologisehe Priifung abzugeben hatte, ersuchte sr die Berliner 
Wissenschaftliehe Priifungskommission um eine Naehpriifung in Mathematik 
und Physik. 

Professor Conrad vom Joaehimsthalsehen Gymll<1siulll, der damals :lIitglied 
aer Priifungskommissioll war, und zwar fiir Mathematik und Physik, strUte ihm 
als Aufgabe, die Theorie dt'r Ebbs und ];'Iut ZII 8ntwiekeln. Es mull dahin
gesteUt bleiben, ob Conrad diese Anfgabc von selhst ausgewahlt hat oder ob 
er, was ieh jctzt eigentli('h fiir wahrseheinlicher halte!), bei del' Wahl des Themas 
einem privatim von GraB III an n ausgcsproehenen Wunsche naehkam. Wie dem 
auch sei, jedenfalls bezeiehnet di.e Besehaftigung mit dieser Priifungsaufgabe 
einen Wendepunkt in G r a B mit n n s Leben. Dureh die Arheit daran wurde seine 
Erfinderkraft gewcckt, und er entdeckte seinen Beruf zur Mathematik. 

G r a B man n erinnerte sich del' Anfange eines geometrisehen Kalkiils, die 
81' seit dem Jahre 1832 besa13, del' geometrisehen Addition und Multiplikation 
der Streeken. Er fand, daB sich mit deren Hilfe ein groBer Teil der Entwicke
lungen in Lagranges Mecanique analytique viel iibenliehtlicher gestalten und 
gam auBeronlentlieh vereinfachen lieB. Er faBte den kiihnen Gedanken, den 
geometrisehen Kalkiil so auszubilden, daB er auch auf die L a pI ace sehe 'l'heorie 
dcr Ebbe und Flut anwendbar wiirde, und das gelang ihm auch wirklich. Abel' 

1) In meiner am 27. 1. 1909 gehaltenen Rede uber GraBmann (s. Jahres
herieht. der Deutschen Mathematikervereinigung, 1909, S. 344 ff.) habe ich nur die 
erste (lieser beiden Moglichkeiten berucksichtigt. 
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er sah weiter, er war sich von vornherein dariiber klar, daB die neuen Begriffe 
und Methoden, die er entwickelte, eine viel groBere Tragweite haben, daB sie 
auf die ganze Geometrie und Mechanik an wend bar sind. Die Darstellung, Er
weiterung und Anwendung diesel' Methoden konnte er nachher zu seiner Lebens
aufgabe als Mathematiker machen; sie sind es, die den Kern seiner spateren 
Ausdehnungslehre bilden. 

Die Priifungsarbeit, die Graflmann am 20. April 1840 naeh Berlin ein
sandte, isi schon dem Umfange nach auBergewohnlich: ihr Abdruck in dem 
dritten Bande seiner gesammelten mathematischen und physikalischen Werke 
fUIlt 190 Seiten groB Oktav. Miflt man sie abel' nach del' Menge del' in ihr 
enthaltenen neuen Gedanken und Methoden, so ist mit ihr vielleicht nur die 
Priifungsarbeit vergieichbar, die WeierstraS ein Jahr spater del' Priifungs
kommission zu :M:iinster eingereicht hat. Freilich fanden beide Arbeiten eine 
recht versehiedene Beurteilung. Wahrend Gudermann rundweg erkHirte, daB 
Weierstrafl durch diese Arbeit "ebenbiirtig in die Reihe ruhmgekronter Er
finder trete", wuBte Conrad iiber die GraBmanns weiter niehts zu sagen als: 
"Seine Probearbeit behandelte die Theorie del' Ebbe und Flut durehaus griindlich 
und streng, und er hatte sogar nicht ohne Gliick eine von der Laplaceschen 
Theorie in manchen Stiicken abweiehende eig-entiimliche Methode gewahlt." 

Wie man sieht, war Conrad allem Anscheine nach we it davon entfernt, 
auch nul' zu ahnen, weiche ganz ungewohnliche Leistung er dureh seine Aufgabe 
veranlaBt hatte. Zu seiner Entschuldigung muS allerdings gesagt werden, daB 
er das umfangreiche Manuskript erst am 26. April erhalten und schon am 
l.Mai, dem Tage del' miindlich~n Prufung, zuriickgegeben hat. In diesen wenigen 
Tagen konnte er die Arbeit kaum wirklich lesen, geschweige denn nach Gebiihr 
wiirdigen. Bedauerlich bIeibt es aber doeh und ist gewissermaflen eine bOse 
Vorbedeutung fiir das Schieksal del' spateren mathematischen Arbeiten GraB
manns, daB schon seine Priifungsarbeit nicht die Anerkennung fand, die sie 
verdiente. 

In erfreulichem Gegensatze hierzu steht wenigstens die Beurteilung, die 
GraBmanns Leistungen in del' miindlichen Priifung fanden. Es heiBt in dem 
Protokolle: "Die Priifung begann mit del' Mathematik und erstreckte sich auf 
die verschiedensten Teilfl der niedern Mathematik 80wohl als der hoheren Ana
lysis; in allen Teilen zeigte er sieh 8ehr wohl bewandert, wuBte sich schnell und 
besonnen in vorgelegte Aufgaben zu finden und zeigte iiberhaupt eine so tiichtige 
mathematische Durchbildung, dafl er vollkommen beflihigt ist, den mathe
matischen Unterricht in allen Klassen eines Gymnasiums und einer hOheren 
Biirgersehule zu leiten," und del' SchluS des Priifungszeugnisses lautet: "Die 
Kommission erkllirt ihn deshalb zu jeder Lehrstelle bei einem Gymnasium oder 
einer hoheren Biirgerschule im Fache der Mathematik, del' Physik, derMinera
logie und der Chemie fUr vollkommen und vorzugsweise befahigt." 

1iein Thema: "GraBmann in Berlin" ware hiermit ersehopft. Lassen 
Sie mieh jetzt zum Schlusse wenigstens noch die notigsten Daten aus GraB
man n s spaterem Leben hinzufUgen. 

An der Ottoschule blieb Graflmann noeh bis .}Iichaelis 1842. Nachdem 
er dann ein halbes Jahr Lehrer an dem Stettiner Gymnasium gewesen war, 
kam er Ostern 1843 an die wenige Jahre vorher gegriindete Friedrieh-WiIheIms
schule, an der jetzt sein altester Sohn Justus GraBmann Direktor ist. Zu 
Johanni 1852 kehrte er wieder an das Gymnasium zuriick als Nachfolger seines 
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im Marz verstorbenen Vaters, und diese Stelle hat er ~och ein volles Vierteljahr
hundert bekleidet, bis am 26. September 1877 ein Herzleiden mit hinzutretender 
Wassersucht seinem Leben ein Ende machte. 

Was er in den 37 J ahren nach del' V ollend ung j ener denkwiirdigen 
Pl'iifungsarbeit geleistet hat, neben seiner anstrengenden Tatigkeit als Lehrer, 
infolge deren ihm die Zeit zu wissenschaftlicher Arbeit immer nUl' "karglich 
und stiickweise" zugemessen war, das konnen wir nul' immer und immer wieder 
bewundern, umsomehr, als ihm weuigstens fUr seine mathematischen Arbeiten 
die wohlverdiente Anerkennung versagt blieb. Fiir wie viele ware das geniigender 
AnlaB gewesen, die Hande in den SchoB zu legen - e1' a1'beitete unverdrossen 
weiter. Die Uberzeugung, daB aueh seine math~matischen ldeen dereinst, obschon 
in vertindertel' Form lieu erstehen und mit der Zeitentwickelung in lebendige 
W echsel wil'kung treten wiirden, hat ihn aueh in den triibsten Zeiten nicht ver
lassen; in den schOn en , uns geradezu wie eine Propbezeiung anmutenden 
SchluBworten seiner Ausdehnungslehre von 1862 hat er diesel' Uberzeugung 
el'greifenden Ausdruck verliehen. 

Er selbst hat die Erfiillung dieser Prophezeiung nicht mehr erlebt. Seinen 
Kindern. deren noeh sieben am Leben sind und von denen fiinf heute hierher
gekommen sind, urn diesel' Feier beizuwohnen, seinen Kindern ist es vergonnt, 
sie wenigstens zum Teile erfiillt zu sehen. In der Zukunft wird ihre Erfiillung 
immer wei tel' fortschreiten. Die neuen Begriffe und Methoden, die GraBmann 
geschaffen hat, werden fortleben, mag auch, urn mit seinen eigenen Worten 
zu reden, das Gewand, in das er selbst sie gekleidet hat, in Staub zerfallen. 



Hermann GraBmanns Ausdehnungslehre. 1) 

Von Eugen Jahnke. 

"Wenn die eigentiimliehe Kraft eines iiber seine Zeit hervorragenden 
Geistes schon darin sieh offenbart, daB er die Ideen, auf welehe die Zeitent
wicklung hindrangt, aufzufassen und fortzubilden weiB, und er so als Re
prasentant seiner Zeit erscheint: so tritt jene Kraft noch eigentumlieher hervor 
in solchen Gedankenreihen, welche der Zeit vorangehen und ihr auf Jahrhunderte 
die Bahn del' Entwicklung gleichsam vorzeichnen." 

Mit diesen Worten laBt GraBmann die Vorrede zu seiner, von del' 
Jablonowskisehen Gesellschaft gekronten Preissehrift beginnen im Hinblick 
auf die gewaltige Idee Lei b n i zen seiner geometrischen Analyse. Sie eignen 
Bich auch fUr die Einleitung eines Vortrages, der eines der merkwiirdigsten 
lind hervorragendsten Werke aUer Zeiten zum Gegenstande hat, die GraB
mannsehe Ausdehnungslehre, welehe als die Realisierung jenes Leibniz
schen Planes anzusehen ist. Wenn man den N amen des Stettiner "Meisters 
ausspricht, so denkt man in erster Linie an diese hedeutendste unter allen 
Arbeiten G raBmanns. Ihrer Bedeutung entspraeh allerdings nieht die Auf
nahme, die sie zunaehst in der mathemaiischen Welt fand: Nul' von wenigen 
beachtet, ist sie mehrere Jahrzehnte ohne EinfluB auf die Entwieklung der 
:Jfathematik geblieben. Und noch bis vor kurzem konnte man, in Variierung 
eines bekannten Lessingschen Epigramms, von ihr sagen: Wer wird nicht 
einen GraBmann loben, doch wird ihn jeaer lesen? Und fragen wir, wen die 
Schuld trifft fUr dieses tragisehe Gesehick? Wir lernen es verstehen, wenn wir 
die mathematische Entwieklung dieses in ungewohnlichen Bahnen verlaufenden 
Gelehrtendaseins verfolgen. 

Dureh die Sehriften des Vaters mag der Sohn schon frUhzeitig auf die Be
schaftigung mit der Mathematik hingewiesen worden sein. Doeh war es mehr 
die philosophisehe Betrachtung der Grundlagen der Mathematik, die dem Sohn 
hier geboten wurde. JedenfaUs war der EinfluB, den die mathematischen 
Schriften des Vaters auf den Sohn ausgeiibt haben, nieht stark genug, um 
ihn zu verhindern, sieh auf der Universitat zunaehst der Theologie und spater 
der Philologie in die Arme zu werfen. GraBmann hat wahrend seiner ganzen 
Universitatszeit kein einziges mathematisehes Kolleg gehort. Erst im Alter 
von dreiBig Jahren kommt die Erkenntnis seines wahren Berufs ihm ganz all
mahlieh zum BewuBtsein und beginnt, ihn dem mathematisehen Studium mehr 
und mehr zuzufiihren. Um das J ahr 1839 bereitet sieh die entscheidende Wendung 
vot. Das Thema "Ebbe und Flut" der sehriftlichen Arbeit zur Priifung pro fac. 

1) Vergl. V. Schlegel, Hermann GraBmann. Leipzig 1878, F. A. Brockhaus. 
- V. Schlegel, Die Grallmannsche Ausdehnungslehre. Leipzig 1896, B. G. Teubner. 
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doc. gibt seinen Studien einen stark en Impuls in der Richtung, die seine Be
gabung vorgeschrieben hat. Indem er veranlaBt wird, L agranges Mecanique 
analytiqne und Laplaces Mecanique celeste genauer zu studieren, macht er die 
Entdeckung, daB sieh eine ganze Reihe von Resultaten del' franzosischen Mathe
matiker erheblich kiirzer ableiten lassen, wenn er von gewissen Prinzipien Ge
brauch macht, zu denen ihn schon VOl' Jahren eignes Nachdenken und das Studiulll 
der Schriften seines Vaters gefiihrt batte. Es sind das die Anwendung de,; 
Begriffs des Negativen auf Strecken, die geometrische Addition del' Strecken 
und die Auffassung del' Parallelogrammfliicbe als auBeres Produkt zweier an
stoBenden Seiten. Urn Ostern 1842 beginnen die Resultate seiner Studien sich 
zu der Form eines wissenschaftlichen Systems zu kristallisieren; del' stolr.e Ban 
seiner "Ausdehnungslehre" mit den nach allen Richtungen sich eroffnenden Per
spektiven strebt mehr und mehr del' VolIendung zu. Die Ausarbeitung ist bald 
so weit gediehen, daB GraJ3mann in einem engeren Kreise Vorlesungen iiber 
die neue Wissenschaft halten kann. Unter seinen Zuhorern, an denen er die 
Macht seiner neuen Ideen und die gewahlte Darstellungsform erprobt, finden 
wir seinen Bruder Robert, Verlagsbuchhandler und Redakteur, und den Leut
nant von Kameke, den spateren Kriegsminister. Endlich im Jahre 1844 e1'
schien del' erste Teil des auf zwei Teile berechneten Werkes mit dem Gesamttitel: 

Die Wissenschaft der extensi ven GroBen oder die Ausdehnungs
leh re, eine neue mathematische Disziplin, dargestellt und durch Anwendungen 
I.lrliiutert von Hermann GraBmann, Lehrer an del' Friedrich-Wilhelmsschule 
zn Stettin, - und mit dem Untertitel fUr den ersten Teil: Die lineale Aus
dehn un gslehre, ein neuer Zweig del' Mathematik, dargestellt und durch An
wendungen auf die iibrigen Zweige del' Mathematik, wie auch auf die Statik, 
Mechanik, die Lehre vom Magnetismus und die Krystallonomie erlautert, von 
Hermann GraBmann, Lehrer an der Friedrich-Wilhelmsschule zu Stettin. 
Leipzig 1844, Verlag von Otto Wigand. 

In der Vorrede laBt sich GraBmann iiber die Form del' DarsteIlung 
aus, in del' man eine neue Wissenschaft vortragen soIl, damit ihre Stellung 
und Bedeutung, ja ihre Notwendigkeit recht erkannt werde, und spricht es 
klar aus, es sei unumganglich notwendig, zugleich ihre Anwendung und ihre 
Beziehung zu verwandten Gegenstanden aufzudecken. Hatte sich ihm doch 
der neue Kalkul, nachdem einmal die erste Idee erfaSt war, an der Hand del' 
Mechanik am schnellsten und fruchtbarsten weiter entwickelt. Er ist sich 
gleichfalls klar dariiber, daB unter den Mathematikern seiner Zeit eine ge
sunde Scheu vor philosophischen Erorterungen mathematischer und physika
lischer Gegenstande herrscht. Gleichwohl glaubt er es der Sache schuldig zu 
sein, der neuen Wis,enschaft ihre Stelle im Gebiete des Wissens anweisen zu 
miissen und del' abstrakt philosophischen Darstellung oder, wie er sagt, del' 
streng wissenschaftlichen, auf die urspriinglichen Begriffe zuruckgehenden Be
handlungsweise den Vorzug geben zu sollen. Sein philosophisch geschulter 
Geist, del' in del' Gedankenwelt Schleiermachers zu Hause war, halt die 
Ableitung seiner Ideen aus den hochsten, dem Denken erreichharen Prinzipien 
fUr ein unerlaBliches wissenschaftliches Erfordernis. 

Es liiBt sich nicht leugnen, daB die Ausdehnungslehre diesem Bestreben 
des Verfassers sehr wesentliche Vorziige verdankt. Die Tiefe und Fiille der 
philosophischen Gedanken, die in del' Ausdehnungslehre niedergelegt sind, die 
Hohe der Abstl'aktiou und die Weite des Gesicht.skreise~, zu del' sich ihl' 
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Autor erhebt, werden immer bewunderungswiirdig und ein Denkmal seines 
gewaltigen Scharfsinns bleiben. Auch ist GraBm ann auf diesem Wege zu 
auBerst wichtigen Einsichten in die Prinzipien del' mathematischen Wissen
schaft gelangt. So gehen die Versuche, die Lehre von den Proportionen un
abhlingig von Stetigkeitsbetrachtungen, also ohne den Begriff des Inkommen
surablen zu begriinden, auf ihn zuruck. Er kann als der Bahnbrecher fiir die 
von Hil bert realisierte Idee einer solchen Proportionslehre bezeichnet werden. l ) 

Die Begriindung der Arithmetik und ihrer Operationen, wie sie die Ausdehnungs
lehre bietet, ist vorbildlich geworden und hat den AnstoB zu grundlegenden 
Untersuchungen 2) wie die von Helmholtzschen und Dedekindschen liber 
den Zahlbegriff gegeben. :Mit der Geschichte der groBen Umwalzung, die das 
Gebiet der Prinzipien der Arithmetik, Geometrie und Mechanik ergriffen hat und 
noch nicht abgeschlossen sein diirfte, ist der Name GraBmanns aufs innigste 
verkniipft. Und um ein weiteres Ergebnis zu nennen, der Stettiner Mathematiker 
ist auf diese Weise noch vor Riemann zu dem Begriff der n-fach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit gekommen, wie ja auch der von ihm herriihrende Ausdruck 
"Ausdehnungslehre" dasselbe bedeutet, was wir heutzutage n-dimensionale Geo
metrie nennen. 

lndessen fUr die Frage eines unmittelbaren Eingreifens der neuen ldeen 
in die Entwicklung der mathematischen Wissenschaft bedeutet die von GraB
mann gewahlte Darstellungsform einen MiBgriff, del' auf das Konto seiner 
einseitigen V orbildung gesetzt werden muLl, einen Irrtum, wie er vielleicht 
noch heute in kleinerem Kreise allen denen unterlauft, die mit GraBmann 
meinen, schon fiir den ersten wissenschaftlichen Unterricht in der Mathematik 
verdiene die "strengstmogliche" Methode vol' jeder andern den Vorzug; die 
Einfiihrung der Jugend in die Geheimnisse der Geometrie musse mit einer 
scholastischen Einleitung und mit Aufstellung strenger Definitionen fiir die 
Elemente beginnen. 

Ahnlich war der lmum, in dem GraLlmann befangen war, und den er 
zu spat erkannte, als Jahr auf Jahr verrann, ohne daB sein Werk Beachtung 
fand, ja ohne daB es trotz lebhafter Bemiihungen von seiten seines Verfassers 
eine Besprechung gefunden oder gar zu verwandten Betrachtungen angeregt 
hlitte. Was er an erster Stelle hatte geben sollen, Anwendungen, Erlitute
rungen durch Beispiele, neue Resultate, zu denEln sein Kalkul hinfUhrte, der 
wahre Priifstein fiir die Fruchtbarkeit neuer Prinzipien, das zu geben, ent
schloB er sich erst einige Jahre spater. 

Fragen wir nach dem Eindruck, den das Werk auf die mathematischen 
Zeitgenossen gemacht hat, so liegen auBerordentlich interessante AuBerungen 
aus dem Munde von GauB, Grunert und Mobius vor. Del' princeps mathe
maticorum schreibt 1844: ,,In einem Gedrange von andern heterogenen 
Arbeiten Ihr Buch durchlaufend, glaube ich zu bemerken, daB die Tendenzen 
desselben theilweise denjenigen Wegen begegnen, auf denen ich selbst seit fast 
einem hal ben J ahrhundert gewandelt bin, und wovon freilich nur ein kleiner Theil 

1) Vergl. K n e s er, Neue Begriindung der Proportions- und Ahnlichkeitslehre 
unabhangig vom Archimedischen Axiom und dem Begriff des Inkommensurabeln. 
Sitzungsber. Ber!' Math. Ges. 1, 4-9 (1901) und Math. Ann. 58, 583-584 (1904). 

2) v. Helmholtz, Zahlen und Messen. Philosophische Aufsatze Eduard Zeller 
gewidmet. Leipzig 1887, Fues. - Dedekind, Was sind und was sollen die 
Zahlen? Braunschweig 1888, Vieweg u. Sohn. 
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1831 in den Commentaren der Gottingisehen Soeietat und noeh mehr in den 
"Gottingisehen gelehrten Anzeigen" gleichsam im V orbeigehen erwahnt ist; 
namlieh die coneentrirte Metaphysik der complexen GroBen, wahrend von, 
der unendlichen Fruchtbarkeit dieses Prinzips fUr Untersuchungen raumliehe 
Verhaltnisse betrefi'end zwar vielfliltig in meinen Vorlesungen gehandelt, aber 
Proben davon nur hin und wieder, und als solehe nur dem aufmerksamen 
Auge erkennbar, bei andern Veranlassungen mitgetheilt sind. lndessen scheint 
dies nur eine partielle und entfernte Ahnlichkeit in der 'fendenz zu sein; und 
ich sehe wohl, daB, urn den eigentliehen Kern lhres Werkes herauszufinden; 
es nothig sein wird, sich erst mit lhren eigenthiimliehen Terminologien zu 
familiarisiren." 

G run e r t antwortet in einem Schreiben aus dem Jahre 1844, daB die 
Lektiire der Ausdehnungslehre mit ihren philosophisehen Reflexionen fiir ihn 
!lieht ohne Schwierigkeiten gewesen und daB es ihm noeh nieht vollstandig 
gelungen sei, sich eine ganz bestimmte und deutliehe Ansieht iiber die eigent
liehe Tendenz des Werkes zu bilden. 

Und aueh derjenige, der als besonders kompetenter Richter iiber GraB
manns ldeen gelten muBte, Mobius, antwortet in einem Sehreiben yom 
Jahre 1845: "Hierauf erwidcre ieh, daB es in der That mieh innigst gefreut 
hat, in Ihnen einen Geistcsverwandten kennen zu lernen, daB aber diese 
Geistesverwandtschaft nUl" hinsiehtlieh der Mathematik, nieht aueh in Be
ziehung auf Philosophie stattfindet. .. Das philosophisehe Eh'ment lhror 
vortrefl'liehen Schrift, das doeh dem mathematischen Elemente zu Grunde liegt, 
naeh Gebiihr zu wurdigen, ja aueh nur gehorig zu verstehen, hin ieh daher 
unfahig, was ich auch gcniiglich daraus erkannt habe, daB bei den mehrfaehen 
Versuehen, Ihr Werk uno tenore zu studiren, ieh immer durch die groBe 
philol>ophisehe Allgemeinheit aufgehalten worden bin ... " 

Bei anderer Gelegenheit 1) macht der Verfasser des baryzentrischen Kalkuls 
auf' die Sehwierigkeiten aufmerksam, mit denen das Studium der Ausdehnungs
lehre verkniipft ist, Schwierigkeiten, die, wie er sagt, "daraus hervorgehen, 
(laB del' Verfasser seine neue geometrisehe Analyse auf eine Weise zu be
griinden sueht, welche dem hisher bei mathematischen Betrachtungen ge
wohnten Gange ziemlieh fern liegt, und daB er naeh Analogien mit arithme
tisehen Operationen Objekte als GroBen behandelt, die an sich keine GroBen 
~ind, und von denen man sieh zum Theil keine Vorstellung maehen kann." 

Diese GroBen, oder wie GraBmann sagt, die Elemente der Aus
dehnungslehre werden wie folgt definiert, Er versteht unter Element "irgend 
ein Ding, welches einer stetigen Anderung irgendeines Zustandes, den es hat, 
flj,hig ist, wobei von aHem anderweitigen Inhalte des Dinges nnd aHer Be
tiollderheit dieses seines Zustandes abstrahiert wird." Er fahrt dann fort: 
,,'Venn hierbei das Element seinen Zustand stets auf gleiehe Weise andert, 
so daB, wenn aus einom Element a des Gebildes dureh eine solche Anderung 
oin anderes Element b hervorgeht, dann durch eine g lei e h e Anderung aus b 
ein nenes Element c desselben Gebildes hervorgeht, so entsteht das der ge
raden Linie entsprechende Gebilde, das Gebiet zweiter Stufe." leh will hier 
nieht auf die bereits von Mobius angedeuteten, maneherlei Bedenken ein
ge hen, welche sich gegen dieso zu allgemein gehaltenen Definitionen erheben 

1) M1>bius, Ges. W. I, S. 615. 
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lassen und besonders von Herm Study erhoben worden sind. Man wird wohl 
nicht fehlgehen in der Annahme, daB sie durch Ubertragung geometrischer Be
griffe in die abstrakte Sprache gewonnen sind. Die Unbestimmtheit in den De
finitionen verschwindet mit einem Schlage, sobald die neu gewonnenen Prinzipien 
auf das Gebiet der prazis definierlen geometrischen Begrifre iibertragen werden. 
Dabei findet GraBmann eine Methode von einer "unerschopflichen Fruchtbar
keit, die darin besteht, daB raumliche Gebilde unmittelbar der Recbnung unter
worfen werden," eine Methode, durch welche die von Leibniz geplante geo
metrische Analyse in die Wirklichkeit umgesetzt erscheint. Die Tendenz dieser 
Methode fUr die Geometrie ist, die syn thetische und die an alytis che Methode 
zu verkniipfen. Auf der einen Seite vermag sie der Konstruktion auf Schritt und 
Tritt zu folgen, auf der andern Seite jeden konstruktiven Schritt unmittelbar 
in die Sprache der Analysis umznsetzen. "In der Ausdehnungslehre ist jede 
Gleichung nur del' in die Form der Analyse gekleidete Ausdruck einer geo
metrischen Beziehung; diese Beziehung spricht sich rein und klar in der 
Gleichung aus, ohne durch willkiirliche GraBen, wie etwa die Koordinaten 
der gewohnlichen Analyse, verhiillt zu sein, und kann aus ihr ohne weiteres 
abgelesen werden." 

Dies erreichtGraBmann dadurch, daB er die Strecke AB in del' durch 
die beiden Punkte A, B gefiihrten Geraden ihrer Lange und Lage 
nach als Verknupfung jener Punkte und zwar als eine eigentiimlicbe Art del' 
Multiplikation auffaBt, als das auBel'e Produkt [AB], ebenso das durch drei 
Punkte A, B, C bestimmte Parallelogramm seinem Flacheninhalt und del' Lage 
seiner Ebene nach als das auBere Produkt dreier Punkte [A B C], so daB dieses 
Produkt gleich Null wird, wenn del' Flachenraum jenes Parallelogramms ver
schwindet, d. h. wenn die drei Punkte kollinear liegen, und den Spat mit den 
Ecken A, B, C, DaIs das auBere Produkt [ABOD] oder deu Spat mit den 
Gegenkanten 11, C als das auBel'e Produkt LIlC], welches verschwindet, wenn 
die vier Punkte oder die beiden Kanten komplanar liegen; ferner den Durch
schnittspunkt zweier Geraden del' Ebene als ihr regressi yes auBeres Pro
dukt, die Spur zweier Ebenen "'11 "'2 als regressives Produkt ["'1 "'2]' den 
DurchstoBpunkt von Gerade g und Ebene '" als regressives Produkt [son], 
den Durchschnittspunkt dreier Ebenen on1 , "'2' ona als regressives Produkt 
("'1"'2.:11'3J usw. Wie bekannt, unterscheidet sich die auBere Multiplikation 
von del' gewohnlichen dadurch, daB das kommutative Gesetz nicht mehr er
halten bleibt, d. h. man darf die Faktoren eines Produktes [AB], wo A, B 
Elemente erster Stufe bedeuteri, nur vertauschen, wenn man zugleich das 
Vorzeichen des Produkts umkebrt, wahrend die ubrigen Gesetze der Multipli
kation bestehen bleiben. Dabei mnB b~merkt werden, daB die Namengebung 
"auBeres Produkt" nicht gerade eine gluckliche genannt werden kann. Fraglos 
ist, daB eine Reihe von Mathematikern sich vom Studium der Ausdehnungs
lehre schon durch den Satz haben abschl'ecken lassen, wonach ein Produkt 
Null werden kanne, ohne daB einer seiner Paktoren zu verschwinden hraucht. 
Und doch besagt del' in Frage stehende Satz - da sich das auBere Produkt als 
Determinante deuten laBt - nichts anderes als das Verschwinden einer Deter
minante) wo zwei Elementenreihen zusammenfallen. 

Zu den schOnsten Anwendungen diesel' neuen Begriffsbildungen gehOren 
wohl die Anwendungen, welche GraBmann von seiner nenen Analyse auf die 
Kurventheorie gemacht hat. Leider hat er ihnen in der Ausdehnungslehre 
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nul' sechs Seiten gewidmet und iiber ihre Fruchtbarkeit nichts mehr als 
bloBe Andeutungen gegeben; die ausfiihrliche Darlegung, die fUr den zweiten 
Teil del' Ausdehnungslehre bestimmt war, brachte er spater in einer Reihe 
kristallklar geschriebener Arbeiten im Crelleschen Journal. GraBmann 
gelangt hier als erster zu einer rein geometrischen Theorie del' algebraischen 
Kurven und Oberfiachen. lch begniige mich, den Hauptsatz anzufiihren, auf 
den sich die neue Theorie fUr e ben e K u rv e n griindet: "W enn die Lage eines 
beweglichen Punktes x in der Ebene dadurch beschrankt ist, daB ein Punkt und 
eine Gerade, welche durch Konstruktion mittels des Lineals aus jenem Punkte X 

und einer Beihe fester Punkte und Geraden hervorgehen, zusammenliegen sollen, 
so beschreibt del' Punkt x ein algebraisches Punktgebilde und zwar vom nten 
Grade, wenn bei jenen Konstruktionen der bewegliche Punkt n-mal angewandt 
ist." Und umgekehrt laBt sich jede algebraische Kurve auf die angegebene 
Weise erzeugen. Del' entsprech ende Satz fiir die durch eine veranderliche Ge
rade umhiillte Kurve n-ter Klasse HieBt aus dem angegebenen, wenn Punkt 
und Gerade vertauscht werden. Wie diese Siitze fiir Raumkurven, Komplexe 
und Linienkongruenzen zu erganzen sind, hat spl1ter Caspary angegeben. 
GraB mann nennt dieseErzeugungsweise lineal, nicht etwa umauszudriicken, 
daB man die ebenen algebraischen Kurven vermittelst des Lineals zu zeichnen 
vermoge. Er sagt ausdriicklich, daB die neue Theorie auch diejenigen alge
bl'aischen Kurven einer rein geometrischen Behandlung zuganglich machen 
soll, die sich nicht durch bloBes Ziehen von geraden Linien erzeugen lassen. 
Man kann sagen, jedesmal, wenn es gelingt, die Gleichung einer algebraischen 
Kurve auf die Form eines auBeren Produkts von Punkten und Geraden zu 
bringen, ist auch ein Bewegungsmechanismus aus Stiften und St1tben zu ihrer 
Erzeugung gefunden, und umgekehrt ist es stets moglich einen solchen Mecha
nismus zur Erzeugung del' algebraischen Kurven austindig zu machen. 

Die Nebeneinanderstellung del' Raumelemente in dem iiuBeren Produkt, 
das, gleich Null gesetzt, die G leichung eines Raumgebildes darstellt, liefert abel' 
nicht nur die lineale Konstruktion des Gebildes, - dann hatte man ja nur 
eine sym bolische Darstellung: Wahlt man fUr die Punkte, Geraden und 
Ebenen ihre Darstellung in homogenen Koordinateu, so lie1'ert das auBere Produkt 
auch die Koordinatendarstellung des Gebildes, eben weil die GraBmannsche 
Darstellung mehr als ein Symbol, weil sie ein Algorithmus ist. 

Von besonderer Wichtigkeit sind GraBmanns Anwendungen auf die 
hOhere Projektivit1tt und Perspektivit1tt in del' Ebene, die ebenfllolls erst in 
einer spateren Abhandlung des Crelleschen Journals ihre ausfiihrliche Dar
legung gefunden haben. Nachdem er gezeigt hat, daB die fruchtbaren Bezie
hungen der Projektivitiit und Perspektivitat, wie sie von Steiner bearbeitet 
sind, unmittelbar aus seiner geometrischen Analyse flieBen, kommt er zu dem 
Satz, daB jede ebene algebraische Kurve (m + n)-ter Ordnung als Durchschnitt 
zweier projektiven Kurvenbiischel m-ter und n-ter Ordnung erzeugt wird, wo 
die m 2 bzw. n2 Scheitel del' Buschel auf del' Kurve (m + n)-ter Ordnung liegen. 
Diese Erzeugungsweise del' Kurven hOherer Ordnung durch projektive Biischel 
von Kurven niederer Ordnung ist bis in die neueste Zeit Chasles und de J on
quieres zugeschrieben worden, obwohl, worauf schon Herr Scheffers hin
gewiesen hat, GraB manns Arbeit aus dem Jahre 1851 stammt1), wiihrend 

1) GraJ3mann, Ges. W. II, S. 218-219. 
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die Aufsl1tze der beiden Franzosen erst 1853 bzw. 1858 ersehienen sind. Es 
diirfte an der Zeit sein, daB die neuen Auflagen von Clebseh-Lindemann, 
Vorlesungen iiber Geometrie, Salmon-Fiedler, Analytisehe Geometrie der 
hOheren ebenen Kurven, Pascal, Repertorium der h1iheren Mathematik, den 
wahl'en Sachverhalt aufnehmen und von del' G r a B man n schen statt von 
del' Chasles - de Jonquieresschen Erzeugung der algebraischen Kurven 
sprechen. 

Urn eine l'echte Vorstellung von dem Umfang und dem Reichtum der Ge
danken welt zu geben, welcher die Ausdehnungslehre entsprang, miiBte ich noch 
die anderen, spMer erschienenen Abhandlungen zu Rate ziehen, die zum groBen 
Teil niehts anderes bieten als bl'eitere Ausfiihrungen von Andeutungen in der 
Ausdehnungslehre vom Jahre 1844. 

leh begniige mich, als charakteristisch fiir die Vielseitigkeit del' GraB
man n schen M ethoden noch ihre Anwendbarkeit auf die Determinanten, auf die 
Mechanik, die Elektrodynamik und die Kristallographie hervorzuheben. Die 
ausfiihrliehen Darlegungen iiber Elektrodynamik erfolgten erst ein Jahr spaterin 
einer gro.Beren Abhandlung der Pog gendorffschen Annalen und fiihrten GraB
mann zur Auffindung des elektrodynamischen Grundgesetzes, welches etwa 
dreiBig Jahre spater von physikalischen Gesichtspunkten aus Clausius noch 
einmal entdecken sollte. 

1)ie Ausdehnungslehre von 1844 fand bei den Fachgenossen so gut wie 
keine Beaehtung, die in ihr niedergelegten Keime blieben zunachst unent
wickelt, und der Verleger sah sich schlieBlich genotigt, die nicht abzusetzenden 
Exemplare einstampfen zu lassen! Von der Herausgabe des z weiten Teils der 
Ausdehnungslehre nahm der Autor bei diesel' Sachlage Abstand. 

leh habe schon vorhin bemerkt, daB GraBmanns Ausdehnungslehre in 
Leibniz einen Vorganger gehabt hat. Es ist nun sehr bemerkenswert, daB 
ungefii.hr zur selben Zeit, wo GraBmann zu seinem Kalkul gefiihrt wurde, an 
den versehiedensten Orten il.hnliehe Gedankenreihen aufgetaueht sind, die sich 
zunachst ganz unabhllngig voneinander entwickelt haben. U nd es scheint mir 
ffir den Historiker, der die Geschichte der mathematischen Wissenschaften im 
19. Jahrhundert einmal darstellen wird, eine reizvolle Aufgabe, darzulegen, 
wie und weshalb gerade um die Zeit von 1830-1850 del' Boden reif war 
fiir die Entwicklung der Ausdehnungslehre oder, in moderner Ausdrucksweise, 
fUr die ldeen del' Vektoranalysis, "den Gedanken nachzuspiiren, welche ge
meinschaftlich in Generationen sieh entwickeln, und die allgemeinen Prozesse 
darzulegen, fiir welche die Entdeekungen des Einzelnen mehr die Symptome 
als die treibenden Ursachen darstellen."l) Eingeleitet wurden diese ldeen, 
wenn ieh von den erst neuerdings bekannt gewordenen GauBschen Re
sultaten absehe, durch den "niemals genug zu bewundernden" baryzen
trischen Kalkul aus dem Jahre 1827 und die Mechanik des Himmels 
aus dem Jahre 1843 von Mobius in Leipzig und durch die Theorie der 
Aquipollenzen aus dem Jahre 1835 von Bellavitis in Padua. Es folgte 
dann die Schopfung der Quaternionenmethode durch Hamil ton in Dublin in 
einer Reihe von Aufsatzen2) aus den Jahren 1843, 1844 und in seinen Lee-

1) Clebsch, Gedachtnisrede auf Julius Pliicker, Abh. I, S. X. 
2) Researches respecting quaternions vorgelegt Nov. 1843 und an derselben 

Stelle 21 (1848) abgedruckt. - On quaternions; or on a new system of imaginaries 
in algebra. Phil. Mag. (2) 26 (1844), 10-13. 
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tures on Quaternions aus dem Jahre 1853. Und endlieh trat 1845 de 
Saint-Venant mit der geometrisehen Multiplikation der Streeken hel'vor, 
welehe mit GraBmanns auBerer Multiplikation identisch ist. 

Die neuere GauB-Forschung hat, in Erganzung des oben mitgeteilten 
Sehreibens von Gautl an GraBmann; eine interessante Notiz des Gottinger 
Olympiers zutage gefOrdert, die im Jahre 1843 mit Beziehung auf den 
Mobiusschen baryzentrischen Kalkul niedergeschrieben zu sein scheint. l ) Sie 
lautet: "Der baryeentrische Caleul findet sein Gegenstiiek in einem andern 
(vermutlich noch umfassendern) Calcul, den man den Resultantencalcul 
nennen konnte. So wie der erste sieh mit Punkten beschaftigt, in denen man 
schwere Massen voraussetzt; so wiirde letztel'er zum Gegenstande haben 
Linien, in welchen Krafte wirken. Sind a, b, e, d usw; solche Linien, in 
denen, in jeder in bestimmtem Sinn, Krafte wirken, die den Zahlen a, ~, 
y, 0 usw. proportional sind, so wiirde die Gleichung 

aa + (3b + ye + oel + usw. = 0 

l)edeuten, daB diese Krafte einander das Gleichgewicht halten." Dieser "Resul
tantenkalkul" ist aber nichts anderes als ein Sonderfall der Ausdehnungslehre, 
wo die "Linienteile" oder gebundenen Vektoren als Krafte gedeutet werden. 

Wahrend sich d.ie Ideen von Mob ius und Bell a vi tis in der Aus
dehnungslehre wiederfinden, nur daB GraBmann iiber diese Vorganger weit 
hinausgegangen ist, besteht ein wesentlicher Unterschied zwischen del' Methode 
der A usdehnungslehre und der Quaternionenmethode. Ersetzt Hamil
ton das Produkt zweiel'Vektoren sofort wieder durch cinen Vektor, fiihrt er 
also das Produkt zweiter Stufe wieder auf die urspriinglichen Einheiten 
znriiek, so baut GraBmann scin System auf dem Begriff der Dimension odeI' 
Stufe auf und fiihrt den selbstandigen Begriff der PlangroBe, des Bivektors 
ein. Begniigt sich Hamilton mit dem Begrift· des freien Vektors, so muB 
GraBmann neben dem freien noeh uen gp,bundenen Vektor unter
scheiden, den freien unu gebundenen Bivektol' usw. 2) Wenn uemnach 
die Hamiltonsche Ausbildung del' Vektol'analysis sehr viel einfacher er
scheint, so ist. andrerseits die Ausdchnungslehre als die umfassendere und 
weiter reiehende Disziplin anzusprechen. Man kann hiernach von einer GraB
mannschen und einer Hamiltonschen Richtung in der Vektoranalysis reden. 
Diese Zweiteilung hat nicht gerade dazu beigetragen, die Anerkennung und 
Verhreitung del' Vektoranalysis in del' mathematischen Welt zu beschleunigen, 
sie ist in el'ster Linie schuld daran, daB die vektoriellen Bezeichnungen von 
Autor zu Autol' weehseln, so daB man nachgerade von einer Anarchie in diesel' 
Hinsicht reden kann. Nun hat allerdings die Enzyklopadie del' mathema
tischen Wissenschaften Bezeiehnungen in Vorschhtg gebracht, welche die ma
thematischen Physiker und Tcehniker adoptiert haben. leh halte es abel' fiir 
ausgeschlossen, daB 8ieh die Mathematiker auf diese Bezeichnung einigen 
werden. Wohl aber scheint es mil', mit Burali-Forti und Marcolong0 3), 

moglich und wiinsehenswerl, daB sich die Mathematiker, ohne Riicksicht auf 

1) GauB, Ges. W. VIII, S. 298. 
2) Vgl. E. Jahnke, Vorlesungen liber die Vektorenl'echnung. Leipzig 1905, 

B. G. 'l'eubner. 
3) Per l'unificazione delle notazioni vettoriali, Rend. eire. mat. Palermo 1!l07 und 

1908. V gl. dazu die DiskuBsion in l'Enseign. math. 11, 41-46, 129-134,211-217. 
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die Anwendungen in Physik und Technik, aUein im Hinblick auf die An
wendungen in Geometrie und Mechanik iiber ein e Bezeichnung einigten. 

Der MiBerfolg seines Werkes veranlaBte GraBmann zu einer vollstan
digen Umarbeitung, indem er auf die Darstellung zuriickgriff, wie sie ihm be
reits vor Abfassung del' Ausdehnungslehre 1844 vorgeschwebt hatte, und diese 
Umarbeitung fiihrte nach siebzehn Jahren zur Ausdehnungslehre von 1862. 
Er lieB sie auf eigene Kosten in einer Auflage von 300 Exemplaren drucken 
und gab sie dem Berliner Verlag Enslin in Kommission. Die Ausdehnungs
lehre von 1862 ist sowohl dem Inhalte nach wie hinsichtlich des Aufbaues 
durchaus verschieden von del' Ausdehnungslehre 1844. Aber auch hier ver
greift sich Graflmann in del' Darstellungsform, was wohl durch seine isolierte 
Stellung in Stettin zu erkHtren ist, wo ihm jede Gelegenheit zu einer Aus
sprache mit Mathematikern fehlte. Man hatte eine Darstellung in del' Art 
del' C relle - Abhandlungen erwartet, statt dessen wlthlte del' Autor die 
Euklidische Form, die fiir das akademische Publikum noch weniger geeignet 
war als die freie philosophische Behandlung in der Ausdehnungslehre 1844, 
zu einer Zeit, wo man durch die Darstellungen von Jacobi, Steiner, 
Pliicker, Hesse verwohnt war. 

Die Beal'beitung schlieflt sich an die Arithmetik an. Gleichwie die ele
mental'e Arithmetik aUe GroBen aus einer einzigen, del' Einheit e entwickelt, 
wie es GraBmann in seinem klassischen Lehrbuch del' Arithmetik (Stettin 1860, 
R. GraBmann) dargelegt hat, so setzt die Ausdehnungslehre 1862 (kiirzer~) 
mehrere solche GroBen e l , e2 , ••• , von denen keine aus den ubrigen ableitbar 
ist. Die aus diesen Einheiten linear zusammengesetzten GroBen werden exten
sive GroBen odeI' Ausdehnungsgroflen genannt. Von besonderer Wichtig
keit ist del' allgemeine Begriff del' Multiplikation extensiver GraBen, del' zur Be
trachtung del' verschiedenen Multiplikationsarten fiihrt. Aus diesen werden zwei 
herausgehoben, die algebraische und die auBere Multiplikation. Wahrend 
jene genau den Gesetzen del' gewohnlichen Algebra gehorcht, zeigt sich diese als 
fiir die Ausdehnungslehre charakteristisch, indem sie die verschiedenen GroBen 
liefert, die in del' Ausdehnungslehre hervortreten. Mittels des Begriffs del' Er
ganzung 11tBt sieh das innere Produkt als auBeres auffassen. Unter del' Er
ganzung einer extensiven GroBe E in einem Gebiet n-ter Stufe mit den Ein
heiten el , e2 , ••• en' wo Lei e2 ••. en] = 1 ist, versteht Gr a 13 mann diejenige 
GroBe E', welche gleich dem positjven odeI' negativen auBeren Produkt aIler 
in E nicht vorkommenden Einheiten ist, je nachdem [EE'] = ± 1, also 
z. B. es = ; e l e2 im Gebiet dritter Stu fe, da doeh [el e2 es] = + 1. Auf diesem 
Wege werden die Satze del' ersten Ausdehnungslehre (kiirzer .A.J ganz von 
neuem und eimvandsfrei begriindet, und zugleich wird durch Einfiihrung zahl
reicher, neuer Begriffe und deren reehnerische Entwicklung das Gebiet fiir 
die Anwendbarkeit des Kalkuls bedeutend erweitert. 

Del' erste Abschnitt: "Die einfachen Verkniipfungen extensiver GroBen" 
sehlieBt mit Anwendungen auf Geometrie, von denen ich bereits gesprochen 
habe. GraBmann glaubte in seiner Ausdehnungslehre ein Universalinstru
ment fur die geometrische Forschnng geschaifen zu hahen, dessen Hauptvorzug 
er in der Vermeidung willkiirlicher Koordinatensysteme erblickte. Nach Study 
und Engel "laBt sich GraBmanns Vorstellung vom Wesen del' Geometrie 
heute genauer so ansdriicken, daB as im Grunde die Eigenschaften gewisser 
TransformatioDsgruppen waren, die damals ausschlieBlich den Inhalt del' geo-
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metrischen Forschung bildeten. Jetzt, wo wir namentlich durch die Arbeiten 
von Lie von der auBerordentlichen Mannigfaltigkeit der Gruppen und von der 
zu einer jeden gehOrigen "Geometrie", d. h. Invariantentheorie eine genauerc 
Vorstellung haben, miissen wir sagen, daB es ein solches Universalinstrument, 
wie es GraBmann in seiner Ausdehnungslehre zu besitzen glaubte, nicht gibt 
und nicht geben kann. In del' 'rat handelt es sich in der A<\.usdehnungslehre 
1844 vorwiegend urn gewisse Algorithmen, die zur allgemeinen projektiven 
Gruppe und zur Gruppe del' affinen Transformationen geharen. In del' Aus
dehnungslehre 1862 kommen zu diesen beiden Gruppen noch die Gruppe del' 
Drehungen urn einen festen Punkt und die umfassende Gruppe der Euklidischell 
Bewegungen." 

Del' zweite Abschnitt behandelt die Pllnktiollentheorie, die Differential
rechnung, die Lehre von den Reihen und die Illtegralrechnung, insofern als dabei. 
extensive GraBen auftreten. Er zieht ein neues, in del' Bearbeitung von 1844 
gar nicht beriihrtes Gebiet in den Kreis del' Betrachtung, und hier tritt del' 
umfassende Charakter del' Anwendungen der Ausdehnungslehre so recht zu
tage. Es geniige an diesel' Stelle auf GraBmanns TheOl'ie del' geometrischen 
Verwandtschaften nachdriicklich hinzuweisen, welche in den Anmerkungen der 
Gesammelten Werke durch GraBmanns Sohn eine liehtvolle Bearbeitung ge
funden hat. 

Eine besondere Zierde del' A2 bilden GraBmanlls Untersuchungen iiber das 
Pfaffsche Problem. Herr Engel, der verdienstvolle Herausgeber del' gesam
melten Werke GraBmann s, hat die Herausgabe des zweiten Bandes zum AnlaS 
genommen, um auf' diese weit liber J aco bis Resultate hinausgehenden Lei
stungen des Stettiner Meisters nachdriicklich hinzuweisen, nachdem schon 
zwanzig Jahre vorher Lie auf ihre Wichtigkeit aufmerksam gemacht hatte. 

Die zweite Ausdehnungslehre fand kein besseres Schicksal als ihre Vor
gangerin. Ein Umschwung in der Bewertung trat erst ain, naehdem Hankel, 
Cremona und Clebsch nachdriicklich auf' die Untersuchungen des Stettiner 
Gymnasiallehrers hingewiesen und nachdem Schlegel sein System der Raum
lehre (Leipzig 1872/75, B. G. Teubner) yer5ffentlicht hatte, wo die GraB
mannsche Analyse auf die Gebilde del' elementaren Geometrie angewandt 
wird. Ais interessant verdient erwlLhnt zu werden, daB WeierstraB bei Ge
legenheit seiner Vorlesungen liber die Anwendungen del' elliptischen FunktioD{'1l 
auf das Rotationspl'oblem GraBmanns inneres und auBeres Produkt wenig
stens erwahnt hat. 1) Und in seiner EinleitungsvorlE'sung liber die Theorie del' 
analytischen Funktionen pflegte "\VeierstraB auf die Verallgemeinerung dE's 
Begriffs del' Grundoperationen durch GraBmann und Hamilton jedesmal 
naher einzugehen, allerdings nur, urn den Nachweis fUr die bekannte Be
merkung von GauB aus dem Jahre 1831 2) zu erbringen: 

"Del' Vorfasser hat sich vorbebalten, den Gegenstand, welcher in del' 
vorliegenden Abhandlung eigentlich nul' gelegentlich berlihrt ist, kiinftig 
vollstandiger zu bearbeiten, wo dann aueh die Frage, warum die Rela
tionen zwischen Dingen, die eine Mannigfaltigkeit von mehr als zwei Dimen
sionen bieten, nicht noch andere in der allgemeinen Arithmetik zuHissige Arten 
von GraBen liefern konnen, ihre Beantwol'tung finden wird." 

1) Nach einer freundlichen Mitteilung von Herl'll Hettner. 
2) Ges. W. II, S. 178. 
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Immerhin trug auch diese kritisehe Stellungnahme des Berliner Meisters 
dazu bei, die GraBmannschen Ideen mehr und mehr zu verbreiten. 

Der Umsehwung tat sich naeh auBen hin dadurch kund, daB die Nach
frage naeh der inzwischen selten gewordenen ersten Ausgabe des Werkes 1844 
zunahm, so daB sieh die Verlagsbuehhandlung zu einer zweiten Auflage ent
schloB. Die Ausdehnungslehre 1877 ist ein unveranderter Abdruck der A l , 

nur daB eine Reihe von Anmerkungen beigefiigt worden sind. 
U nd wenn es heute nieht bloB eine Reihe von Mathematikern gibt, die nahezu 

aussehlieBlieh mit Gra6mannsehen Methoden arbeiten, wenn man heute viel
leicht schon sagen kann, daB die Gedanken der Ausdehnungslehre der Mehrheit 
der Mathematiker nicht mehr ganz fremd geblieben sind, so ist dies in erster 
Linie del' Herausgabe der GraBm annschen Werke auf Veranlassung der Sach· 
sischen Gesellsehaft der Wissensehaften dureh Herrn Engel zu danken. Die 
zahlreiehen Anmerkungen, welehe Herr Engel im Verein mit den Herren 
GraBmann d. J., Seheffers und Study dem Texte beigefiigt haben, diirften 
fiir das tiefere Verstandnis des unsterblichen Werkes bedeutsame Dienste tun. 
Bei dieser Gelegenheit sei aueh der Arbeiten des so friih verstorbenen Caspary 
gedaeht, der sich die Verbreitung del' GraBm annschen Ideen zur Lebensauf
gabe maehte. 

leh mochte diese Ausfiihrungen mit den prophetisehen Worten GraB
manns aus seiner Vorrede zur Ausdehnungslehre 1862 sehlieBen, welche uns 
das Bild eines Mannes vor Augen stellen, der von der Sehonheit und Erhaben
heit seiner Wissenschaft begeistert war, und dessen Glaube an den Erfolg 
seines Sehaffens mangelnder auBerer Erfolg nieht zu ersehiittern vermochte: 

"Denn ich bin der festen Zuversicht, daB die Arbeit, welche ich auf die 
hier vorgetragene Wissenscbaft verwandt habe, und welehe einen bedeutenden 
Zeitraum meines Lebens llnd in demselben die gespannteste Anstrengung 
meiner KrMte in Anspruch genommen hat, nieht verI oren sein werde. Zwar 
weiB ieh wohl, daB die Form, die ieh der Wissenschaft gegeben, eine unvoll
kommene ist und sein muB. Abel' ieh weiB aueh und muB es aussprechen, 
aueh auf die Gefahr hin, fiir anmaBend gehaHen zu werden, - ieh weiB, daB, 
wenn aueh dies Werk noeh neue siebzehn Jahre oder lll.nger hinaus miiBig 
liegen bleiben soUte, ohne in die lebendige Entwicklung der Wissenschaft ein
zugreifen, dennoch eine Zeit kommen wird, wo es aus dem Staube der Ver
gessenheit hervorgezogen werden wird, und wo die darin niedergelegten ldeen 
ihre Frueht tragen werden. leh weiB, daB, wenn es mil' aueh nieht gelingt, in 
einer bisher vergeblich von mir el'sehnten Stellung einen Kreis von Schiilern 
urn mich zu sammeln, welche ieh mit jenen !dean befruehten und zur weiteren 
Entwieklung und Bereicherung derselben anregen konnte, dennoeh einst diese 
Ideen, wenn aueh in veranderter Form, neu erstehen und mit der Zeitentwick
lung in lebendige Wechselwirkung treten werden. Denn die Wahrheit ist ewig, 
ist gottlieh; und keine Entwicklungsphase der Wahrheit, wie geringe auch 
das Gebiet sei, was sie umfaBt, kann spurlos voriibergehen; sie bleibt be
stehen, wenn auch das Gewand, in welches sebwaehe Mensehen sie kleiden, 
in Staub zerfallt." 



'tiber die Verwertung dar Streckenrachnung in der Kreiseltheorie. 

Von H. GraBmann in GieBen, 

Hochansehnliehe Festversammlung! 

In den hinterlassenen Papieren meines Vaters finden sich verschiedene 
Ansatze zu einer Bearbeitung der Kreiseltheorie, in denen cr die MethodeIi. 
seiner Ausdehnungslehre fiir dieses Gebiet der Mechanik zu verwerten sucht. 
Aber seine Behandlung des Gegenstandes ist nicht zu einem vollig befriedigen
den Abschlusse gelangt, so daB weder er selbst etwas von seinen Unter
suchungen verofi'entlicht hat, noch auch seine Darstellung in der Gesamtaus
gabe seiner mathematischen und physikalischen Werke beriicksichtigt worden 
ist. Immerhin sind indes meiner Meinung nach in seinen Aufzeichnungen 
einige so hiibsche und entwiekelungsfahige Gedanken enthalten, daB es mir 
lohnend erschien, die Sache weiter zu verfolgen, und ich mochte mir erlauben, 
Ihnen in dieser Festsitzung einiges von den Ergebnissen meiner Beschiiftigung 
mit dem Gegenstande vorzutragen 1). 

Ieh schicke einige Begrift'e aUB der Streckenrechnung voraus. 
Bekanntlich versteht man unter einer Strecke ein Linienstiick, an dem 

die drei Attribute der Lange, der Richtung und des Sinnes festgehalten werden. 
Insbesondere werden zwei Streck en dann und nur dann einander gleich gesetzt, 
wenn sie gleiche Lange haben, parallel sind und nach derselben Seite laufen. 

Andererseits wird unter einem Felde ein FHichenstiiek verstanden, bei 
dem neben seiner GroBe auch die Stellung seiner Ebene und der Umlaufssinn 
als wesentliche Merkmale angesehen werden. 

Zur analytischen Darstellung eines Feldes benutzt mein Vater eine be
sondere Art der Multiplikation von Strecken, die er als !tuBere Multiplika
tion bezeichnet und durch EiusehlieBung in "scharfe" Klammern von der 
gewohnlichen Multiplikation unterscheidet. Sind namlich a und b zwei be
liebige Strecken, so versteht er unter dem auBeren Produkte [all] dasjenige 
Feld, das nach GroBe und Stellung durch das Parallelogramm mit den Seiten a 

1) Von sonstigen BeaJ;bcitungen der Kreiseltheorie mit Hulfe der Strecken
rechnung mogen hier erwahnt werden: J. Liiroth, Grundri6 der .l\1echanik. 
Miinchen, 1881. - G. Mannoury, Nouvelle demonstration des theoremes sur les 
points d'inflexion de l'herpolhodie. Bulletin des Sciences mathematiques. Deuxieme 
aerie. Tome XIX (1895), p. 282-288. Diese Arbeit enth!tlt wohl die weitaus kiir
zesten Beweise fiir .~ie in ihrem Titel genannten Slitze. - Ferner: F. Klein und 
A. Sommerfeld, Uber die Theorie des Kreisels. Heft 1. Leipzig, 1897. S.139fi'. 
- Foppl, Vorlesungen iiber technische Mechanik, 4. Bd. Dynamik. Erste Auf
lage. Leipzig, 1899. S.137ft'. - Derselbe, Losung des Kreiselproblems mit 
Hilfe der Vektoren-Rechnung. Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Bd 48 
(1903), S. 272 if. - E. Jahnke, Vorlesungen iiber Vektorenrechnung. Leipzig, 190f>. 
S.203ft'. - E. Stiibler, Der Impuls bei der Bewegung eines starren Korpers_ 
Zeitschrift fitr Mathematik und Physik, Bd. 54 (1907), S. 225 ft'. 
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und b bestimmt wird, und dessen Umlaufssinn man erhll.lt, indern man die 
Beiten a und b in dieser Reihenfolge und in ihrem Sinne durchlauft (vgl. 
Fig. 1). 

Die wichtigsten Gesetze der Multiplikation bleiben auch fUr das ituBere 
Produkt in Giiltigkeit, namentlich erweist sich das distributive Gesetz. welches 
in der Formel 
(1) [(a + b)c] = Cae] + [be] 

enthalten ist, als richtig, so lange die Strecken a, b und c derselben Ebene 
parallel sind, die in der :Formel auftretenden Felder also als gleichbenannte 
GroBen erscheinen (vgl. Fig. 2). 1st hingegen diese Bedingung nicht erfiillt, 
haben also die Felder fae] und [be] verschiedene SteHung, so kann die Formel 
(1) als Definition der Summe solcher Felder dienen (vgl. Fig. 3). 

,--I -«-:I; cc:Jii?c aTb 

Fig. 1. J<'ig. ~. 

ct;E;J 
a " 

Fig. 3. 

Es bestehen in des f'iir die iiuBeren Produkte auch noch einige besondere 
Gesetze, die von denen der gewohnlichen Multiplikation abweichen: So wird 
offenbar ein iiufJcres Prod1tkt zweie1· Sfrecken nicht nur dann null, wenn ein 
Faktor verschwindet, sondern auc", wenn beide Falctorstrecken einander parallel 
sind .. namentlich ist stets 
(2) [aa] = o. 

FaSt man ferner in dieser Formel die Strecke a als Summe zweier Strecken b 
und e auf, so wird 

[(b + c)(b + c)] = OJ 

woraus mit Riicksicht auf (2) folgt 

Cob] + [be] = ° 
oder 

(3) Cob] = - [be], 

das heitH: Ein aufJeres Produkf zwcicr Sti"l'eken andert sein Zeicken, teen'll man 
sei'll(' Fakforen miteinander vertauscht. Oder geornetrisch ausgedriickt: Eei Um
kehntnrJ des Umlallf'ssinnc.'i 'IIimmt ein pHd den entgegengesetzten lVf'rt an. 

Die bisher entwickelten Hiilfsmittel der Streckenrechnung geniigen bereits, 
urn aus den Grundgleichungen del' Dynamik das Prinzip der Flachen abzu
leiten. rst die Strecke 

(4) x=x(\) 

eine Funktion einer veritnderlichen ZahlgroBe t, und hitlt man den Anfangs
punkt 0 del' Strecke x im Raume fest, so beschreibt bei stetiger Veranderung 
des "Parameters" t ihr Endpunkt eine !Curve im Raum, und die Strecke x wird 
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zum Trager des laufenden Punktes die~er Kurve (vgl. Fig. 4). Stellt ins
besondere der Parameter t die Zeit dar, so wird der Ditferentialquotient 

dx , 
dt = x 

nach Liinge, Richtung und Sinn die Geschwindigkeitsstrecke des Punktes 
mit dem Trliger x oder, wie wir kurz sagen wollen, "des Punktes x", und 
ebenso wird del' zweite Difi'erentialquotient 

d'x 
ilt' = .r 

die Beschleulligungsstrecke des Punktes x. 

o 

]{. 
[ 

o Fig. 4. Fig. S. 

Sind daher ml , In", .. m" die Masscll der Punkte eines heliebigen Punkt
systems mit den Trtigern xl' X 2 , .. x"' und sind ku k2' .. kn die Strecken del' 
auf diese Punkte wirkenden Krtifte (vgl. Fig. 5), so lauten die Grundgleirhungeu 
der Dynamik 

(5) i =: I, 2, .. n. 

Multipliziert man diese Gleichungen an erster Stelle auBerlich mit Xi und 
summiert tiber i von 1 his n, so erhlllt man die Gleichung 

(fi) 

Hier l1Wt sich die linke S(Clite als Ditl"erentialquotient darstellen; denn es wird 

oder <ia das erste Glied der rechten Seite nach del' Formel (2) verschwindet: 

d[XiX,'] [ n-

dt = XiX, J. 

Und substituiert man diesen Wert fUr das Produkt [x,X;'\ in die Gleichung (6), 
so nimmt diE'se die Form all; 

n n 

(7) rl ~ m.[x.x' \ = "i [x.k.\. d t~' t l I .c;.;" Z 't 

1 I 
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Das ist bereits die Gleichung des Prinzips der Fliiche-n. In der 
Tat ist die rechte Seite die Summe der Momente der wirkenden Krafte 
in bezug aut' den Anfangspunkt 0 der Trager, diese Summe genommen 
in dem oben (auf Seite 101) beschriebenen Sinue. 

Bei der Addition heben sich hier ubrigens die Momente der inneren Krafte 
gegenseitig auf. Sind namlich kP) und kjil die Strecken zweier inneren Krafte, 
die zwischen irgend zwei Punkten Xi und Xj des Punktsystems wirken, ist al~o 

kY) = - k?), 

so stimmen die von diesen Kriiften herruhrenden Momente 

nach SteHung und GroBe miteinander uberein, haben aber verschiedenen Um
laufssinn. Sie sind somit einander entgegengesetzt gleich. (V gl. die Figur 6, in 
der die schraffierten Dreiecke die Hiilfte der 
in Frage stehenden :Momente darstellen). 

Man darf sich daher bei del' Dildung 
derSumme auf der rechten Seite der Glei
chung (7) auf die Momente der auBeren 
Krafte beschranken und bezeichnet des
halb diese Summe aueh als das Mom en t 
aller auBeren Krafte in bezug auf 
den Anfangspunkt 0 der Trager. 

Die Summe auf der linken Seite o .... =L.L.Ll...l......l~..l......l~~....L.Ll...l......lw...1.x!i 
Fig. 6. 

kann man in ahnlicher Weise auffassen, 
wenn man sich die Faktoren Itt. und x.' zu dem Produkte m.x' zusammengefaBt 
denkt. Dasselbe stellt dann die Stre~ke der Bewegungsgl~oBe des Punktes Xi 

odeI', wie man auch sagt, die Impulsstrecke dieses Punktes dar. Del' Aus
druck unter dem Summenzeichen ist daher das Impulsm omen t des Punktes Xi 

in bezug aut' den Punkt 0, und die ganze Snmme linker Hand wird das 
Impulsmoment des Punktsystems in bezug aut' den Punkt 0 ge
nannt. 1) 

Die Gleichung (7) sagt somit aus, ila(J der Differrntialfj/loticnt des Impuls
mommts des Punkts!J'stems nach d/.r Zeit gleich (16m Mom/"Id del' au(Jcl'en Kriifteisf. 

Sind, wie es bei einem kraftt'l'eien Kreisel der Fall ist, nul' innere Krafte 
und solche auBeren Krafte vorhanden, die nach einem festen Zentrum gerichtet 
sind, so wird man dieses feste Zentl'um zum Allfangspunkt der Trager wahlen; 
dann haben die Strecken ;ci und ki dieselbe Richtung, und es verschwinden 
also auf del' rechten Seite von (7) alIe einzelnen Momente. Die Gleichung 
reduziert sich also auf 

1) Vgl. 1<'. Klein und A. Sommerfeld, tJ'ber (lie Theorie des Kreisels. 
R~ft 1. Leip:.o.ig, 1897. S. ~3ff. - H. GraBmaun, Die Vrebung eines kraftfreien 
starren Korpers um einen festen Pll n kt. Zeitscbl'ift fiir :U ath. nnd Phys. Bd, 48 
(1903), S. 332ft'. - KJahnke, Vorlesung~n iiuerVektorenrechnnng. Leipzig, 1905. 
S. 217 if. 
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und liefert bei der Integration die Gleichung 

(8) 
n 

~mi[xix] = C, 
1 

in der C ein konstantes Feld hezeichnet, und damit den Satz: 
Wirken auf ein Punktsystem nur auBere nnd solche inneren 

Krafte ein, die nach einem festen Zentrum gerichtet sind, so ist 
das Impulsmoment des Punktsystems in bezug auf das feste Z~n
trum nach Stellung, GroBe unq Sinn konstant. 

Fur die weitere Entwickelung braueht man noeh einige andere Hiilfsmittel 
aus der Streckenrechnung. 

Das auBere Produkt [abc] dreier Streckenfaktoren a, b, c soil einen 
Korperraum darstellen, dessen GroBe und Sinn durch ein Parallelepiped an

Fig. 7. 

gegeben wird, das die Streeken a, b, c zu Kanten hat (vgl. 
Fig. 7). Ein solches Produkt bildet einen gewissen Gegen
satz zu dem zweifaktorigen Streckenprodukt, insofern ihm 
nieht mehr ein die Stellung im Raume bezeichnendes At
tribut an haftet. Infolgedessen erscheinen aile dreifaktori

lJ gen auBeren Streckenprodukte als glcichartige GrofJen UrI/{ 

konnen wi!' blofJe ZlIhlr'n behandelt werden, sobald man eins 
von diesen Produkten del' Zahleinheit gleichsetzt. Denn del' 
einzige U ntersehied, del' bei diesen Korperraumen neben 

ihrer GroBe noeh hervortritt, der Sinn des Abbiegens der dritten Strecke gegen 
die beiden ersten, laBt sich vollstandig durch verschiedene Yorzeichen del' 
Volumzahlen dieser Korperraume wiedergeben. 

In einem engen Zusammenhange mit den dreifaktorigen Streckenprodukten 
steht wieder del' Begriff der Erganzung einerStrecke und einesFeldes. 

a 

a 
Fig. 8. Fig. ~. 

Unter der Ergan7.ung 
einer Strecke rt, geschrie
ben . ((, grlesen "in a", 
versteht mein Vater das 
Feld, dessen EbenI;' auf der 
Strecke a senkrecht steht, 
dessen Flaehenzahl gleich 
der Langenzahl von a ist. 
und dessen Sinn so gewahlt 
ist, daB das auBere Produkt 

[a· (I] 
positiv wird (vgl. Fig. 8). Dabei ist vorausgesetzt, daB 
dessen V olumen del' Zahleinheit gleieh ist, als Einheit 
Flache als Einheit der FIll.chen verwendet wird. 

die Kante des Wilrfels, 
der Langen und seine 

Analog soIl die Erganzung Il ab] eines Feldes [a b J die Strecke sein, die 
zur SteHung dieses Feldes senkrecht steht, deren Langenzahl del' Flachenzahl 
jenes Feldes gleich ist, und derp,n Sinn so gewahlt ist, daB das ll.uBere Produkt 

positiv wird (vgl. Fig. 9). 
Cab .! ab] 
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Aus dem Begriffe der Erganzung einer Strecke ergibt sich sogleich, daf3 
das suf3ere Produkt aus einer Strecke a und der Erglinzung einer zweiten 
Strecke b, das heiBt das Produkt 

[a. 1 b], 

ehenso wie das Produkt dreier Strecken cine ZahlgriifJe ist, und man findet 
leicht fur dasselbe den Wert 

(9) [a·\ b] = abcos(ab), 

unter a und b die Langenzahlen der Strecken a und b verstanden, woraus 
weiter folgt, daB das Produkt [a· b] noch eine andere Auffassung zulaBt. 
Anstatt namlich zu sagen, es sei in dem Produkte La '1 b] die Strecke a mit 
der Erganzung von b durch auf3ere Multiplikation verknupft, konnen wir mit 
Rucksicht auf den in der Gleichung (9) ffir den Ausdruck l a ·1 b] angegebenen 
Wert den Ausdruck auch so auffassen, als sei in ihm die Strecke a direkt mit 
der Strecke b durch eine eigentumliche Art der M ultiplikation verbunden. 
Diese Multiplikation bezeichn':lt mein Vater als innere Multiplikation 
und bringt die neue Auffassung dadurch zur Geltung, daB er anstatt 

[a·lb] kurz [alb] 

schreibt, also dem Ergii;nzwngszeichm zugleich den Charakter eines Verknupfungs
zeichens beilegt. Dadurch nimmt dann die Formel (9) die Gestalt an 

~10) [a i oJ = abcos(ab). 

Aus der Formel (10) folgt noch, daB 

(11) [alb]=lbia] 

ist, daf3 also die Faktoren des inneren Produkles zU'eier Streeken ohne Zeiche11-
wechsel vertausehbar sind. 

Ferner findet man fiir das inn ere Quadrat [a 1 a] einer Strecke, Wlr 
wollen es etwas kiirzer mit a.! bezeichnen, aus (10) den Wert 

(12) 

das innere Quadrat einer Strecke ist also gleich dem Quadrat ihrer Lange, 
was man ubrigens auch direkt aus dem Begriffe der Erganzung einer Strecke 
hatte folgern konnen. 

Ebenso entnimmt man aus dem Begritf der Erganzung eines Peldes, daB 
das innere Quadrat eines Feldes gleich dem Quadrat der Flachenzahl des }<'eldes 
ist; denn es ist gleich dem Rauminhalt eines Parallelepipeds, von dem sowohl 
die Grundtlache wie die Rohe der }<'llichenzahl des Feldes gleich ist. 

Aus dem Begriffe der Erganzung einer Strecke folgt ferner unmittelbar. 
daf3 das innere Quadrat der Erganzung einer Strecke gleich dem inneren Qua
drat der Strecke selbst ist, daf3 also die Formel besteht 

(13) 

und ebenso gilt f1ir das innere Quadrat der Erganzung eines Feldes die }<'ormel 

(14) [I abp= [ab]~. 
8* 
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Endlich sieht roan, daB das inn ere Produkt [a I b] zweier Strecken a 
und b nicht nur verschwindet, wenn ein Faktor null ist, sondern daB die 
Gleichung 

(15) [alb]=O 

auch befriedigt wird, sobald die Strecken a und b aufeinandcr senkrecht stehen. 
Der auBeren und inneren Multiplikation stehen zwei nach diesen Multi

plikationsarten benannte DiffL1'entialquoticntcn einer Zahlfunktion 1WClt einer 
Sfrecke gegeniiber. Dnter einer Zahlfunktion f(x) einer Strecke x soIl dabei 
eine Funktion des Arguroents x verstanden werden, die, fur jeden Wert dieses 
Arguments, selbst einen Zahl wert besitzt. 1st dann c ein Parameter, der be
liebige Zahlwerte annehroen kann, so stent die Gleichung 

(16) f(x) = c 

eine Fllichenschar dar, mit der die sogleich zu definierenden Differential
quotienten in einem engen Zusammenhange stehen. 

Wir schicken der Definition dieser beiden Differentialqnotienten den Be
griff des Differentials voraus und definieren das Differential dxfCx) einer 
Zahlfunktion f(x) durch die Formel 

(17) d"f(x) = lim f(.1J+_qdx)-:-:-j(x), 
q =0 q 

in der q eine ZahlgroBe und dx eine beliebige endliche (nicht unendlich kleine) 
Strecke bedeutet. Dann ist auch das Differential dx f(x) eine (im allgemeinen) 

endliche GroBe und zwar 

o 
Fig. 10. 

eine ZahlgroBe, die von 
den beiden Arguroenten 
x und d x abhangt. 

Dieses Differential 
verschwindet, wenn die 
Strecke dx der Tangen
tialebeue parallel ist, 
die man im Punkte x 
an die dnrch ihn hin
durchgehende Flache der 
Schar (16) legen kann. 
Denn daun wird fiir un
endlich kleines q das 
Argument x + qdx des 

Minuendus in (17) der Trager eines dem Punkte x unendlich benachbarten 
Punktes dieser Fliiche (vgl. Fig. 10). Der Minuendus und Subtrahendus des 
Zahlers 1D (17) haben also denselben Wert, das heiBt, es ist wirklich 

(18) dxf(x) = 0, 

80lil11d dx der Tangentialebene des Punktcs x. parallel liiuft. 

Nun definiert roan den inneren Differentialquotienten :~ del' 

Zahlfunktion f nach einer Strecke x als diejeni,lJe Strecke, die, mit jedl''' Streeke 
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dx innerlich multipliziert, das Differential d",f(x) liefert, die also fiir jedes d.x 
der Gleichung geniigt: 

(19) [:~ \ dxJ = dxf(x), 

und ebenso den auBeren Differentialquotienten {t~ der Zahlfunktion f 
nach der Strecke x als dasjenige Peld, das mit jeder Strecke dx auperlich multi~ 
pliziert das Differential dx Hx) liefert, der also fiir jedes dx die Gleichung erfiillt: 

(20) 

Aus diesen Definitionen folgt mit Riicksicht auf die Gleichung (18) so
gleich die geometrische Bedeutung der beiden Differentialquotienten. Sind nam
lich d l x und d2x zwei Strecken von verschiedener Richtung, die der Tangential
ebene der Flachenschar (16) im Punkte x parallp.l laufen, so folgen aus den 
Gleichnngen (19) und (20) mit Riicksicht auf (18) die Gleichungen: 

(21) 

(22) 

[;~ I d2xJ = ° und 

[~~d2XJ = 0, 

welche zeigen, daB der innere Differentialquotient ~! die N ormalenstrecke 

del' durch den Punkt x gehenden Flache der Flachenschar (14) in dies em 

Punkte darstellt, und daB der ituBere Differentialquotient DDf das Tangential-x 
feld diesel' Fliiche im Punkte x ausdriickt. 

Auf Grund des Begriffes des inneren Differentialquotienten nach einer 
Strecke beweist man fiir eine Zahlfunktion 

(23) 

die vermittelst der n Strecken 

Xl = Xl (t), ;1"2 = x2(t), , .. , x" = x,,(t) 

von der veranderlichen ZahlgroBe t abhiingt, die Formel 

(24) 

, d d' G "B oT oT 0 f d' h rt' 11 m er Ie ro en",-, ,,-- -, '" ~ Ie nac Xl' x2, , •• , x", genommenen pa Ie en 
UX1 uX! ux", 

inneren Differentialquotienten der Zahlfunktion f bedeuten. 1) 

Urn andererseits ein Beispiel fiir den auBeren Differentialquotienten zu 
geben, das fur das Folgende von Nutzen sein wird, setzen wir 

f(x) = [xaJ!= [xa I xa]; 

1) Vgl. die Ausdehnungslehre meines Vaters yom Jahre 1862, Nr. 437. 
(H. GraB manns gesammelw mathematische und physikalische Werke, Bd. 1, Teil2 
(1896) S. 293 ff.). 
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dann wird 

dxf(x) = 2 [xal dxa] = 2r da:lt 1 xal = 2 [[a 1 xa]dx], 

so daB man fUr den auBeren Differentialquotienten del' Funktion fex) den 
Wert erhalt: 

(25) 

Diese Hiilfsmittel der Streckenrechnung werden jetzt ausreichen, um das 
Problem des kraftfreien Kreisels zu erledigen. 

Wir leiten zunaehst aus den L agrangeschen Differentialgleichungen erster 
Form das Prinzip der lebendigen Kraft abo 

Unterliegen die Punkte Xl' xi!, ... , Xn eines Punktsystems denBeschrankungs
gleiehungen 

{26) 

in denen die Funktionen f, g, .. , Zahlfunktionen der Strecken Xl' X2 , ••• , X" 

sind, so lauten die Lagrangeschen Differentialgleichungen erster Form 

(27) "_. . oj 0 cg 
miX; - 7.; + t ~ + ~ '0 +"', 

')x£ (/x i 
i=1,2, ... 11. 

In ihnen sind die ki die Strecken derjenigen Krafte, welche neben den Zwangs
krltften, die den Beschrankungsgleiehungen (26) entsprechen, auf die Punkte 
des Systems einwirken, und die GraBen x, 6, . .. sind unbekannte Zahl
graBen. 

Urn sodann aus den Lagrangeschen Differentialgleichungen (27) das 
Prinzip der lebendigen Kraft abzuleiten, muB man noch die Voraussetzung 
einfUhren, daB die Beschrankungsgleichungen (26) die Z-;eit nicht explizite ent
halten, daB also in ihnen die Zeit t nur als Argument der Funktionen Xli x2 , •• • x" 
vorkommt. Dnter dieser Voranssetzung lassen sich wegen (24) die aus (26) 
durch Differentiation nach del' Zeit hervorgehenilen Gleichungen 

rl f ,.. dg 
dt = 0, dt = 0, 

auch III der Form schreiben: 

n n 

(28) ~[Oj I " ~. ox, x.:J = 0, "~[i7g\ 'J ,~/~ Xi =0, .... 
• , 

~Iultipliziert man daher die LagI' an geschen Differentialgleichungen (27) inner
lieh mit x; und summiert liber i von 1 bis n, so heben sich wegen (28) die 
Gbeder mit den unbekannten ZahlgroBen (Lagrangeschen Faktoren) x, 6, ' . 
fort, und es ergibt sich die Gleichung 

n n 

(29) ~m;[x;'lxJ = 21 [k;I<]· 
1 
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Nun ist 

und fiihrt mandiesen Wert in die Gleichung (29) ein und multipliziert mit dt, 
so nimmt sie die Gestalt an: 

(30) 

Und diese Gleichung (30) entMlt das Prinzip der lebendigen Kraft. Dasselbe 
sagt aus: 

Unterliegt die Bewegung eines Punktsystems irgend welchen 
Beschril.nkungsgleichungen, die die Zeit nicht explizite enthalten, 
so ist fur jedes Zeitelement der Zuwachs der lebendigen Kraft 
gleich der von den wirkenden Kraften wahrend dieses Zeitelements 
geleisteten Arbeit. Dabei kann die Arbeit der Zwangskrafte, die 
aUB jenen Beschrankungsgleichungen resultieren, unberiicksich
tigt bleiben. 

Beim kraftfreien Kreisel reduziert sich die Gleichung (30) der lebendigen 
Kraft auf die Form 

und liefert bei der Integration die Gleichung 

(31) 

in der ~ eme Zahlgro6e bedeutet. 

Jetzt sei die Aufgabe gestellt, die Drehung eines kraftfreien Kreisels urn 
einen festen Punkt zu untersuchen. 

Nach Euler kann eine jede Drehung eines starren Korpers urn einen 
festen Punkt in jedem Augenblick aufgefa6t werden als eine Drehung urn eine 
gewisse durch den festen Punkt gehende Achse, die instantane Drehachse des 
Korpers .. 

Zur analytischen Darstellung einer solchen Drehung wahlen wir den festen 
Punkt 0 zum Anfangspunkt der Trager und bezeichnen eine der instantanen 
Drehachse angehOrende Strecke, liber deren Lange und Sinn wir uns noch die 
Verfiigung vorbehalten, mit p. Dann wird die Geschwindigkeit x; eines be
liebigen Punktes Xi des Korpers, was ihre Richtung anlangt, durch die Strecke 

(32) 

ausgedrlickt (vgl. Fig. H). Aber es laBt sich durch passende Wahl der Lange V 
und des Sinnes der "Drehstrecke" p erreichen, daB der Ausdruck (32) die 
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Geschwindigkeit des Punktes Xi auch nach GroBe und Sinn darstellt. 1st rj 
die Lange des l{,adius desjenigen Kreises, den del' Punkt Xi bei einer Drehung 
des KOl'pers urn die Drehachsc p beschreibt, und ist dtu del' Winkel, den del' 
Radius r i in del' unendlich klein en Zeit d t iiberstreicht, so wird (die Lange des 
von dem Punkte Xi in der Zeit d t beschriebenen Linienelements dx;) = ridw, 

also 

(33) 

Andererseits ist 

und somit auch 

(34) 

(die Lange von X;) 

(die FHtchenzahl des Feldes [p Xi]) 

dIU 
= rj dt . 

(die Lange seiner Erganzungsstl'ecke I [p x;J) = riV' 

Die Vergleichung der heiden Ausdriicke (33) und (34) zeigt nun aher, 
daB es wirklich moglich ist, die Lange V und den Sinn del' Drehstrecke p so 
zu bestimmen, daB fUr alIe Punkte Xi der Ausdruck (32) die Geschwindig

keitsstrecken diesel' 
Punkte ausdriickt. In 
del' Tat, setzt man 

o 
Fig. 11. 

dIU 
(35) V=Tt, 

macht also die Lange 
del' Drehstrecke 

gleich del' Winkel
geschwindigkeit des 
Korpers und verfiigt 
libel' den Sinn von 
p in der Weise, daB 
das Produkt [pXjx] 
positiv wird, so wird 
auch der GroBe und 
dem Sinne nach 

(36) x; = [px;]. 
Diesen Wert del' Geschwindigkeitsstrecke fiihre man in die Gleichungen (8) 

und (31) des Prinzips del' Flachen und del' lebendigen Kraft ein. Dabei er
setze man in der Gleichung (8) des Prinzips der Flachen das konstante Feld C 
durch die Erganzung Ie einer Strecke e und benutze auf del' linken Seite del' 
Gleichung (31) des Prinzips del' lebendigen Kraft die Formel (14). So erhlilt 
man die Gleichungen: 

n 

(37) ..21 m;CXi !PX j ] = Ie 
1 

und 
n 

(B8) ~ ~irJlx;}~ =~. 
1 
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Von diesen ist die zweite Gleichung dadurch ausgezeichnet, daB in ihr 
keine Beziehung auf ein im Raume festliegendes Achsenkreuz vorkommt. Denn 
der Wert des inneren Quadrates [p x,p hangt allein von der Lange der Strecken 11 
und Xi und dem Winkel ab, den beide miteinander einschlie.Ben, ist jedoch un
abhangig von der Neigung dieser Strecken gegen ein festes Achsenkreuz. Man 
kann sich dahef die Gleiclmng (38) auch bezogen denken auf ein in Bewrgung 
begriffenes Achsenkreuz, das mit dem Ift·eisel fest verbunden ist. Fur ein solches 
aber sind die Strecken Xi als konstant anzusehen. Es bleibt also in der 
Gleichung (38) nur noch P veranderlich, und die Gleichung stellt somit, da 

sie in p vom zweiten Grade ist, und aIle Koeffizienten ~i positiv sind, ein mit 

dem Kreisel fest verbundenes Ellipsoid dar, das offen bar den Drehpunkt 0 des 
Korpers zum Mittelpunkt hat, und welches wir als das Ellipsoid der leben
digen Kraft bezeichnen wollen. Die Gleichung (38) sagt demnach aus, daB 
der Endpunkt der Drehstrecke 11 - er moge der Drehpol des Kreisels ge
nannt werden - dauernd auf dem Ellipsoid der lebendigen Kraft bleibt. 

Nun bezeichnet man den Weg, den der Drehpol des Kreisels in dem in 
Bewegung begriffenen Korper beschreibt, als die Polhodiekurve, und es 
kame somit darauf an, noch einen zweiten geometrischen Ort fiir die Polhodie
kurve zu ermitteln. Dazu aber laBt sich die Gleichung (37) des Prinzips der 
Flachen nicht unmittelbar verwerten; denn sie enthiilt, wie besonders deutlich 
ihre urspriingliche Form (8) zeigt, auf der linken Seite das Impulsmoment 
des Kreisels in bezug auf den Drehpunkt, und dieses hat als eine im Raum 
orientierte GroBe eine Beziehung auf ein festes Achsenkreuz und gestattet nicht 
so ohne weiteres Folgerungen in bezug auf das in Bewegung begriffene, mit 
dem Kreisel fest verbundene Achsenkreuz. Man hat daher zunachst die 
Gleichung (37) so umzuformen, daB in ihr nur noch die Grof3e des Impuls
momentes auftritt. Das geschieht am einfachsten durch inneres Quadrieren; 
dadurch erhltlt man die Gleichung 

.. 
(39) (~) mi[xiipxiJl· = c!, 

die wiede-l" aUf das in Bewegulig begt·jffenc System bezogen werden kann und 
ein zweites Ellipsoid darstellt, das, wie man sich leicht uberzeugt, mit dem 
ersten koachsial ist. Es moge als das Ellipsoid der Flachen bezeichnet 
werden. Die Polhodiekurve ist dann diejenige Raumkurve vierter Ordnung und 
erster Art, in der sich die beiden Ellipsoide (38) und (39) der lebendigen 
Kraft und der Flachen durchdringen, oder genauer nur ein Zweig dieser Kurve, 
da wir ja vorli.in fUr die Drehstrecke 11 auch einen bestimmten Sinn vor
geschrieben haben (vgl. Fig. 12). 

Urn we iter den Weg des Drehpols im festen Raum, die sogenannte Her
polhodiekurve, zu bestimmen, beachte man, daB die linke Seite der Glei-

chung (37) durch auBere Multiplikation mit i in die linke Seite von (38) liber

geht. Zwischen den rechten Seiten der heiden Gleichungen besteht daher die 
entsprechende Beziehung, das hei.Bt, es ist 



112 Sitzungsberichte der Berliner Mathematischen Gesellschaft. 

oder 

(40) [p l c]=2~. 

Diese lineare Gleichung in p sagt aus, daB die Herpolhodiekurve eine ('bene 
J(ur'Vc ist, deren Ebene dern Felde C = I c des konstanten Impulsmomentes 
parallel ist. Wir nennen die Ebene dieser Kurve "die invariable Ebpne" 
und fiihren fUr sie das Zeichen f ein. 

Fig. 1~. 

Urn aueh den Abstand a dieser Ebene f yom Drehpunkt v des Kreisels 
7.U finden, bezeichne man noch die Lange der Strecke c, das heitit die GroBe 
des Impulsmomentes, mit c; dann laBt sich die Gleichung (40) auch in der 
Form schreiben: 

~ccos(pc) = 2~. 

Es wi I'd also der gesuchte Abstand a der invariablen Ebene E vom Drehpunkte 0, 

das heiSt die Lange der Projektion del' Strccke 1) auf die Streeke c, 

2~ 
( 41) a = ~ cos (p c) = c . 

Dber den Verlaut" del' Herpolhodiekurve iu del' invariablen Ebene gibt 
uns eine zweite Beziehung AufschluB, die zwischen dem Impulse und del' 
lebendigen Kraft des Kreisels herrscht. Nach del' Formel (25) ist namlich 
die linke Seite der Gleichung (37) genau der auBere Differentialquotient der 
linken Seite von (38) genom men nach der Strecke p, so daB man die Gleichung 
(37) auch in der Form schreiben kann: 

n 

j) L~[pxJ~ 
~42) 1 = Ie, 

Dp 

in del' sie zeigt, daB die SteHung des Tangentialfeldes des Ellipsoids del' leben
digen Kraft im Drehpunkte konstruiert wahrend der ganzen Bewegung des 
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Korpers konstant bleibt, und zwar mit der Stellung der invariablen Ebene E 

ilbereinstimmt. 
Nun bildete aber die invariable Ebene E einen geometrischen Ort fUr 

die Kurve der Berilhrungspunkte der betrachteten Tangentialebenen mit 
dem Ellipsoid der lebendigen Kraft; und daraus folgt ohne weiteres, daB 
alIe diese Tangentialebenen mit der invariablen Ebene E geradezu zu
sammenfallen. 

Das mit dem Kreisel fest verbundene Ellipsoid der lebendigen Kraft be
wegt sich also in der Weise, daB es bestandig mit der in variablen Ebene in 
Berilhrung bleibt, und man hat den Satz: 

Bei der Drehung eines kraftfreien Kreisels urn einen festen 
Punkt walzt sich das Ellipsoid der lebendigen Kraft, wahrend es 
seinen Mittelpunkt dauernd in dem fe·sten Drehpunkt des Kreisels 
hat, ohne zu gleiten auf der invariablen Ebene fort. 

Zugleich sieht man, daB die Herpolhodiekurve der geornetrische Ort der
jenigen Punkte der invariablen Ebene ist, in denen diese Ebene bei dem Ab
rollen des Ellipsoids der lebendigen Kraft auf ihr von dem Ellipsoide be
riihrt wird. 

Darnit ist die Bewegung des kraftfreien Kreisels urn einen festen Punkt 
ihrern 1'aurnlichen Gange nach vollstandig charakterisiert. Fur die Beurteilung 
ihres zeitlichen Ver/aut's ist dann noch die Kenntnis der Winkelgeschwin
dig k e i t von Interesse, mit der die Drehung urn die instantane Achse in je
dern Augenblick erfolgt. 

Zunachst kann man sagen: Dieselbe wird nach der Gleichung (35) durch 
die Lange lJ der Drehstrecke dargestellt oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
durch die Lange des Leitstrahls der Polhodiekurve. 

Es ist aber von N utzen, die WinkeZgesehUJindigkeit mtCh mit dem Triigheits
moment in Bezichung zu b1'ingen, das der Kreisel bei der Drehung urn die in
stantane Achse besitzt. Dazu verwende man wieder die Gleichung des Prin
zips der lebendigen Krnft: 

n 

(38) ~ n~, rJixJ~ = f) 

und setze m ihr 

(43) 

wo wie bisher lJ die Lange del' Drehstrecke p ist, wahrend ep die N eigung 
der Strecke p bezeichnet, das soIl heiBen, eine Strecke bedeutet, dil' mit der 
Streckc P rlleiche Bichtunq 7tnd gleichen Sinn lint, aber die Liin,rtc 1 besitzt. 
Alsdann nirnrnt die Gleichung (38) die Form an: 

(44) 

Hier wird das Feld [epXiJ durch ein Parallelogramm dargestellt, das ein Stiick 
del' instant an en Achse von del' Lange 1 zur Grundseite und den Abstand ri 

des Punktes Xi von del' instantanen Achse zur Hohe hat, dessen GroBe also 



114 Sitzung,berichte der Berliner NIalhematischen Gesellscbaft. 

= r i ist (vgl. die obige Fig. 11). Es wird somit die in der Gleichung (44) 
auftretende 8umme 

( 45) 

das heiSt gIeich dem Trligheitsrnomente des Kreisels in bezug aufdie 
instantane Achse. Man kann daher die Gleichung (44) auch in der Form 
schreiben: 

(46) 

und hat also den Sat~ bewiesell: 
Bei der Bewegung eines kraftfreiell Kreisels lllll eillen festen 

Punkt ist fUr jeden Augenblick das Quadrat der Winkelgeschwin
digkeit, die der Kreisel bei der Drehullg urn die instantalle Achse. 
besitzt, umgekehrt proportional dem Trtlgheitsmoment urn diese 
Achse, namlich gIeich der doppelten lebendigell Kraft des Kreisels 
dividiert durch jenes Triigheitsmomellt. 
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