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Vorwort zur zweiten Auflage.

Wie der 1. Band, so ist auch der 2. Band bei der Neuauflage ciner
Revision unterzogen worden, die kaum ein Kapitel unberiihrt gelassen
hat. Insbesondere sind die letzten beiden Kapitel, die von hyper-
komplexen Zahlen und ihren Darstellungen handeln, entsprechend der
stirmischen Entwicklung der neueren Algebrentheorie, erheblich er-
weitert und umgestaltet worden. Dafiir konnte bei den Polynom-
idealen “einiges weggelassen werden, was mehr in die algebraische
Geometrie als in die Algebra gehort.

Herrn Dr. REICHARDT, der mir beim Lesen der Korrekturen behilf-
lich war, sowie einer Reihe von Kollegen, die mich auf kleinere Fehler
in der 1. Auflage aufmerksam gemacht haben, spreche ich meinen

besten Dank dafiir aus.

Leipzig, im Februar 1940.
B. L. vAN DER WAERDEN.
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Elftes Kapitel.
Eliminationstheorie.

Die Eliminationstheorie untersucht Systeme von algebraischen
Gleichungen in mehreren Unbekannten und sucht Bedingungen fiir ihre
Losbarkeit sowie Formeln zur Berechnung der Losungen in verschiede-
nen Fillen aufzustellen. Dabei wird die entsprechende Theorie fiir lineare
Gleichungen, d. h. die Determinantentheorie, als bekannt vorausgesetzt.
Weiter wird als bekannt vorausgesetzt, daB man eine Gleichung héheren
Grades in einer Unbekannten 16sen kann oder genauer, daB man, wenn
die Gleichung in einem vorgegebenen Kérper noch nicht lésbar ist, einen
Erweiterungskorper konstruieren kann, in dem sie lésbar wird, und sogar
einen, in dem sie vollstindig zerfillt (Kap. 5). Wenn im folgenden von
,,Losungen einer Gleichung** oder ,,Nullstellen eines Polynoms‘‘ die Rede
ist, sind immer solche Lésungen in einem passend gewihlten Erweite-
rungskorper des festen kommutativen Grundkérpers K gemeint.

§ 77. Das Resultantensystem fiir mehrere Polynome in einer
Verédnderlichen.

Satz. Fir r Polynome f,, ..., [, in einer Verinderlichen von ge-
gebenen Gradzahlen mit unbestimmien Koeffizienten existiert ein System
Dy, ..., Dy, von ganzzahligen Polynomen in den Koeffizienten mit der
Eigenschaft, daf fiir spezielle Werte der Koeffizienten aus einem Korper K
die Bedingungen D, =0, ..., D, = 0 notwendig und hinrveichend sind
dafiir, daf entweder die Gleichungen f; =0,...,f, = 0 in cinem pas-
senden Erweilerungskorper lisbar sind oder die formalen Anfangskoeffi-
zienten aller Polynome f,, ..., |, verschwinden.

Der Beweis wird nach der Kroneckerschen Eliminationsmethode
gefiihrt.

Wir verwandeln die Polynome f,,...,f, zunichst in Polynome
gleichen Grades, indem wir, wenn # die héchste ihrer (formalen) Grad-
zahlen ist, jedes Polynom f; von kleinerem Grad #; mit #*~™ und mit
(¥ — 1)*~™ multiplizieren; dadurch entstehen aus f; zwei Polynome
vom formalen Grad #, deren gemeinsame Nullstellen bei irgendeiner
Spezialisierung der Koeffizienten mit den Nullstellen von f; und deren
Anfangskoeffizienten mit dem von f; iibereinstimmen. Das so entstehende
System von Polynomen gleichen Grades, welches evtl. einige Polynome
mehr enthilt als das System f,, ..., f,, aber genau dieselben gemein-
samen Nullstellen hat, bezeichnen wir mit g,,...,g,.
v. d. Waerden, Moderne Algebra II, 2. Aufl. 1



2 XI. Eliminationstheorie.

Wir bilden nun aus g, ..., g, die Linearkombinationen

Bu=wf+ T %l & =181+ UL

mit unbestimmten #, v, die dem Korper K adjungiert werden. Wenn
g, und g, fiir spezielle Werte der Koeffizienten von g,, ..., g, einen
Faktor gemein haben, so ist dieser Faktor rational in den % und v be-
stimmbar (§ 18). Ein von den v wirklich abhingiger rationaler Faktor
kann aber bei der Zerlegung von g, nicht auftreten, da g, von den v
nicht abhangt Also muB jeder gemeinsame Faktor von g, und g, von
den v und ebenso von den « unabhingig sein und daherin g,, g,, ..., g,
aufgehen. Umgekehrt, wenn g,, ..., g einen Faktor gemein haben,
so geht dieser auch in g, und g, auf.

Notwendig und hinreichend dafiir, daB g, und g, einen Faktor
gemein haben oder daB in ihnen die Anfangskoeffizienten verschwinden,
ist aber das Verschwinden ihrer Resultante R

(1) R = 0 identisch in den % und v.

Ordnet man R nach Potenzprodukten der # und v und nennt die Koeffi-
zienten D,, ..., Dy, so ist (1) dquivalent mit

Dy=0,D,=0,...,D,=0.
Die D; sind aber ganzzahlige Polynome in den unbestimmten Koeffi-

zienten von f,, fs, ..., f,. Damit ist der Satz voéllig bewiesen.
Das System D,, ..., D, heiBt das Resultantensystem der Polynome
f 12+ f re
Aus § 27 folgt R=0(g,, &)
= O(gh ] ga)

= 0(/l’f2' . "/r)r

und daraus, wenn man auf beiden Seiten nach Potenzprodukten der «;
und v; ordnet,

(2) Dyy -, DYy =0(ty,---, 1)

Bemerkungen. 1. Wenn man von einem der Polynome f,, etwa
von f, von vornherein weiB, daB sein formaler Anfangskoeffizient nicht
verschwindet, so kann die ganze vorbereitende Operation, wodurch
die Polynome f, in solche gleichen Grades verwandelt werden, unter-
bleiben. AuBerdem kann man dann die Rechnung vereinfachen, indem
man, statt von g, und g,, von f, und v,f; + - - - 4 v,f, die Resultante
bildet.

2. Man kann natiirlich, wie im §27, den Ausnahmefall des Ver-
schwindens aller Anfangskoeffizienten formal aufheben durch Uber-
gang zu homogenen Formen in %, und x,. Die Bildung der g; aus den f;
kann dann geschehen durch Multiplikation mit 27~™ und x3~™ (statt
2"™™ und (x — 1)"~™).



§ 78. Allgemeine Eliminationstheorie. 3

3. Im Fall eines einzigen Polynoms ergibt die Anwendung des be-
schriebenen Verfahrens ein Resultantensystem, das nur aus der Null

besteht.
§ 78. Allgemeine Eliminationstheorie.

Im folgenden bedeutet {£,, ..., £,} immer eine Reihe von # mit
Nummern versehenen Elementen eines passend gewihlten Erweiterungs-
korpers des festen Grundkorpers K. Hat ein Polynom f die Eigenschaft
f&, ..., &) =0, so heiBt die Reihe {£,,..., &} oder kurz & eine
Nuillstelle von f. Die allgemeine Eliminationstheorie behandelt nun die
Aufgabe, alle Loésungen eines beliebigen algebraischen Gleichungs-

systems f(8) =0, f2(6) =0, ..., (& =0,

d. h. alle gemeinsamen Nullstellen der Polynome f,, ..., [, aus
K[x,, .. ., x,] wenigstens theoretisch zu bestimmen?®.

Die Methode dazu ist die ,,sukzessive Elimination‘’ aller Unbekannten
mit Hilfe des Resultantensystems des vorigen Paragraphen. Dabei ist
es zweckmiBig, anzunehmen, daB im System f/,, ..., [, ein Polynom
etwa vom Grade & vorkommt, in dem der Koeffizient von x{ eine von
Null verschiedene Konstante ist. Diese Forderung kann unter Um-
stinden von vornherein erfiillt sein; wenn nicht, so verfahren wir
folgendermaBen: Entweder verschwinden alle Polynome f,,...,{,
identisch; dann sind alle Wertsysteme (4, ..., §,) Losungen. Dieser
Fall braucht uns also nicht weiter zu interessieren. Oder es gibt ein
f;, etwa f,, das nicht identisch verschwindet. Dann fithren wir neue

Verinderliche #f, ..., %, ein durch die Substitution
Xy = ],
(1) Xy = X3 + Ug%],

Xp = x:: + u,,xi,
WO %,, . .., %, Unbestimmte sind, die dem Kérper K adjungiert werden.

Setzt man (1) in f,, ..., /, ein, so entstehen neue Polynome fi,..., /.
in %1, ..., x,, in denen jetzt der Koeffizient der héchsten Potenz von
#; ein nicht verschwindendes Polynom in #,, . . ., , ist. Bedeutet nim-
lich & den Grad des Polynoms f,, so ist

f;. = fl(ulx;' xé + uzx’l' ] x;t + unxi)t
und der Koeffizient von x1* in diesem Ausdruck ist ff(%,,...,,),

wo /I den Bestandteil hochsten (x-ten) Grades in f; darstellt2.

1 Praktisch sind die damit verbundenen Rechnungen sehr oft zu kompliziert,
als daB man sie wirklich durchfihren konnte.

3 Bemerkung: Statt unbestimmter #, kann man nat@rlich auch spezielle
Werte der u, im Grundkorper oder (falls dieser endlich sein sollte) in einem passend
gewdhlten Erweiterungskorper benutzen, die so gewihlt werden, daB f¥ (u,, . . ., ,)
fiir sie nicht verschwindet.

1%



4 XI. Eliminationstheorie.

Nunmehr kann man #] eliminieren und findet ein Resultanten-
system

dl’ ‘e ey dl’
das nur noch von %3, ..., x, abhingt. Jeder Nullstelle {&3, ..., &}
dieses Resultantensystems fiihrt (da fiir das Nichtverschwinden eines An-
fangskoeffizienten gesorgt ist) zu mindestens einer Nullstelle {£7, . . ., &}

der Polynome f, . . ., f,, und so erhilt man auch alle. Die fehlende Un-
bekannte & kann jeweils aus einem System von Gleichungen bestimmt
werden, deren groBter gemeinsamer Teiler keine Konstante ist; d. h. man
hat fiir £&] jeweils eine algebraische Gleichung von mindestens dem ersten

Grad. Wenn nun d,, ..., 4, noch nicht identisch verschwinden, so kann
man in derselben Weise fortfahren mit Transformation (Einfiihrung von
X3, ..., Xy statt x5, . . ., ;) und Elimination, und so weiter. Das Ver-
fahren bricht beim s-ten Schritt ab, wenn man nach Elimination
von %, %%, ..., %y ein identisch verschwindendes Polynomsystem in
xgh 1, ..., %y findet. Geschieht das nicht, so geht das Verfahren weiter

bis zur Elimination aller Unbestimmten, und wenn die dann erhaltenen
(konstanten) Resultanten immer noch nicht verschwinden, so ist das
vorgelegte Gleichungssystem offenbar unldsbar. Im erstgenannten Falle
aber, wo die Resultanten nach s Schritten Null werden, kann man
fiir x9,,...,x belichige Werte &2 ,, ..., £% einsetzen und daraus
sukzessiv &7, &7, ..., &7 (in umgekehrter Reihenfolge) bestimmen.
Zu jedem Wertsystem {£”, 4, ..., £} findet man eine endliche Anzahl
von Wertsystemen {£}, &7, ..., £"}, aus denen sich durch die Sub-
stitution (1) riickwirts Wertsysteme {&,, &,, .. ., &,} ergeben, welche
die urspriinglichen Gleichungen befriedigen.

Man kann fiir £, 4, ..., £ auch Unbestimmte einsetzen und findet
dann {7, ..., &2 in Gestalt eines oder mehrerer Systeme von algebraischen
Funktionen dieser Unbestimmten ; indessen ist zu beachten, daB es fiir
spezielle &, ..., & auBerdem Losungen geben kann, die in keiner
Weise durch Spezialisierung aus der Losung fiir unbestimmte &4, ...,

" zu gewinnen sind, wie das folgende Beispiel zeigt.
Es sei
f 1= x:lz + %1%,
fa= %1% + % + % + %o
Die vorbereitende Transformation (1) ist, da in f, schon das Glied x}
vorkommt, hier nicht nétig. Die Resultante nach x, muB identisch ver-
schwinden; denn fiir jeden Wert von x, haben f, und f, den gemein-
samen Faktor ¥, + x,. Fiir unbestimmte &, findet man dementsprechend

£, = —&,. Wihlt man aber speziell & = —1, so verschwindet f,,
und man findet fiir &, auBer dem Wert +1 auch noch den Wert 0. Das
Wertsystem {0, —1} ist aber aus der allgemeinen Lésung & = —§,

durch keinerlei Spezialisierung zu erhalten.



§ 78. Allgemeine Eliminationstheorie. 5

Wie in diesem Beispiel, so zerfillt auch im allgemeinen Fall die
»algebraische Mannigfaltigkeit’* der gemeinsamen Nullstellen von
fi, - .., [, in verschiedene ,,unzerlegbare Mannigfaltigkeiten“ verschie-
dener ,,Dimension‘‘, die je eine ,,Parameterdarstellung“ durch alge-
braische Funktionen zulassen. Hinsichtlich des Beweises (unabhingig
von der Eliminationstheorie) siehe Kap. 13. Die explizite Berechnung
dieser Mannigfaltigkeiten und Parameterdarstellungen kann mit den
Hilfsmitteln der Eliminationstheorie geschehen, worauf wir aber nicht
niher eingehenl.

Aus der Kongruenz (2) des vorigen Paragraphen folgt die im Poly-
nombereich K («)[x], ..., x,] gliltige Kongruenz
(2) @, - o d) =0(f1, ... 1)

Daraus erhilt man ein interessantes Resultat fiir den Fall, daB die
Elimination schlieBlich auf nicht verschwindende Konstanten als Re-
sultanten fiihrt, ndmlich die Kongruenz

1=0(f,.... 1)
Ausfiihrlich formuliert: Wenn die Polynome f,, ..., f, aus K[x,, ..., %,
in keinem algebraischen Korper iiber K eine gemeinsame Nullstelle haben,
so gilt in K[x,, ..., x,] eine Relation

1=Alf1+"'+Arfr'

Beweis durch vollstindige Induktion nach der Variablenzahl. Fiir
konstante f; oder auch fiir Polynome in einer Variablen ist alles klar.
Die Behauptung werde fiir Polynome in # — 1 Variablen als richtig
angesehen. Bei # Variablen sind die zuerst auftretenden Resultanten
dy,...,d, Polynome in n — 1 Variablen, wieder ohne gemeinsame

’

Nullstellen; also ist in K(u) [x3, . . ., x;]
1= Byd, + .-+ Bjd,.
Nach (2) folgt daraus
1=Aifi+ -+ ALf.
Hier setzen wir fiir die x; ihre Werte aus (1) ein; dann gehen die f;
in die f; iber. Die Ausdriicke rechts sind rational in den % ; multipliziert
man mit dem Nenner g(«) herauf, so kommt:

gu) = A (W) - fr + -+ + A,(w) - £,

Vergleicht man die Koeffizienten irgendeines Potenzproduktes der #,
dessen Koeffizient links nicht verschwindet, so folgt die Behauptung

1=4,/ +---+ 4,f,.
Aufgabe. Die Gradzahlen der Polynome 4,,..., 4, sind be-
schrinkt, sobald die der f; beschrinkt sind.

1 Vgl. etwa das Buchlein von ¥.S. MacauLay: Algebraic Theory of Modular
Systems, Cambridge Tracts Nr. 19, Cambridge 1916, oder des Verfassers Einfithrung
in die algebraische Geometrie, Berlin 1939.



6 XI. Eliminationstheorie.

§ 79. Der Hilbertsche Nullstellensatz.

Eine Verallgemeinerung des im vorigen Paragraphen zuletzt be-
wiesenen Satzes ist der Hilbertsche Nulistellensatz:

Ist f ein Polynom in K[x,, ..., x,], das in allen gemeinsamen Null-
stellen der Polynome f,, . . ., f, verschwindet, so gilt eine Kongruenz
=0t ... 1)

tir eine matiirliche Zahl o (und umgekehrt).
Beweis!: Fiir f = 0 ist die Behauptung klar. Im Fall f{ + 0 nehmen
wir eine neue Verdnderliche 2z hinzu. Dann haben die Polynome

foo oo e 1 — 2f
aus K[x,, ..., %,, 2] keine gemeinsame Nullstelle; denn jede gemein-
same Nullstelle von f, . . ., f, ist Nullstelle von f, also nicht von 1 — zf.

Daher ist nach dem Satz des vorigen Paragraphen
1=4h+- -+ 4.+ 401 —zf).
In dieser Identitit mache man die Substitution 2z =% und schaffe die

dadurch entstehenden Briiche durch Multiplikation mit einer Potenz
f¢ fort. Dann kommt:

fe=Blf]+"'+Bfff, q-e-d-

Die Umkehrung ist klar.

Aus diesem Beweis und der Aufgabe von § 78 folgt, daB fiir den
Exponenten g eine Schranke angegeben werden kann, sobald die Grad-
zahlen von f,, .. ., f, und f gegeben sind. Tats#chlich aber gibt es eine
Schranke fiir g, die nur von f,, .. ., f, abhdngt, wie wir im § 95 sehen
werden.

Erweiterung des Nullstellensatzes., Wenn die Polynome
hy, ..., Iy in allen gemeinsamen Nullstellen von f,, ..., [, den Wert
Null annehmen, so gilt eine Kongruenz

(hl""'hk)eE (fl""!/r),
oder: Jedes Potenzprodukt der h; mit der Exponentensumme a gehort dem
Ideal (f,, ..., [,) an (und umgekehrt).
Beweis: Es gilt 0
=0, ... f).

o=(—1)+(@—1)+- -+ (e—1) +1.
Dann enthilt jedes Potenzprodukt A ...A% mit },+ ...+, =0
mindestens einen Faktor hf.", da sonst I, + - - - 4+ I, hochstens gleich
(01— 1)+ -+ (0 — 1) =0 — 1 sein kénnte. Daraus folgt die Be-
hauptung.
Die Umkehrung ist klar.

Man setze

1 Vgl. A. RABINOWITSCH: Math. Ann. Bd. 102 (1929) S. 518.



§ 80. Kriterium for die Losbarkeit eines homogenen Gleichungssystems. 7

§80. Kriteriumflir die Lésbarkeiteineshomogenen Gleichungssystems.

Wir haben in § 78 eine Methode kennengelernt, von jedem alge-
braischen Gleichungssystem zu entscheiden, ob es Lésungen besitzt
oder nicht. Das ist aber etwas anderes als ein ,,algebraisches Kriterium'*
fiir Losbarkeit, worunter wir ein System von ganzen rationalen Funk-
tionen der Koeffizienten verstehen, deren Verschwinden notwendig
und hinreichend fiir die Losbarkeit ist (wie das Resultantensystem von
§ 77 im Falle einer einzigen Unbekannten oder die Determinante eines
linearen homogenen Gleichungssystems). Ein solches Kriterium gibt es
im allgemeinen nichtl, wohl aber im Spezialfall der homogenen Gleichun-
gen, zu dem wir uns jetzt wenden.

Sind f,, ..., f,homogene, nicht konstante Polynome in x,, .... %, (n>1),

so haben sie zunichst immer die ,triviale” Nullstelle {0, ..., 0}. Es
soll sich nun darum handeln, ein Kriterium dafiir zu finden, daB8 noch
eine davon verschiedene, also nicht triviale Nullstelle {5, ..., 7.},

und damit notwendig wegen der Homogenitit ein ganzer ,,Strahl’* von
Nullstellen {4, ..., 4n,} existiert?2

Die folgende Herleitung stammt von H. KAPFERER3. Sie geht aus von
der KrRONECKERschen Methode der sukzessiven Elimination, indem sie
aus den Formen f,, ..., f,, als Polynome in x, betrachtet, nach § 77
das Resultantensystem D;, . .., D, bildet (aber ohne die vorbereitende
Transformation (1) von §78). Nun wird behauptet: Wenn f;,..../,
eine nicht triviale gemeinsame Nullstelle haben, so haben auch D,, ..., D,
als Polynome in x,, ..., %, eine nicht triviale gemeinsame Nullstelle
und umgekehrt.

Beim Beweis sind 2 Fille zu unterscheiden.

1. Fall. Die Koeffizienten der reinen Potenzen von #, in f,, ..., /,
verschwinden nicht alle, In diesem Fall ergibt jede nicht triviale Null-

! Das sieht man wohl am bequemsten an folgendem Beispiel: Die Gleichungen
a,%; + agx, + a3 =0,
bixy + by + b3 =0 }
sind ,,im allgemeinen®, d. h. fiir a,b, — a,b, :i 0, 16sbar. Wire also
Dy(a, b) =0, ..., Dy(a, b) =0

notwendig und hinreichend fiir L8sbarkeit, so miiBten die D fiir unbestimmte a, b
verschwinden, also identisch verschwinden. Demnach wiren die Gleichungen stets
16sbar, was nicht zutrifft. (Auch die Ungleichung a,b, — a,b, - 0 ist nicht not-
wendig und hinreichend.)

? Die Nullstellen {A7,, . . ., Az,} bilden bei festem 7 und variablem 4 eine Ge-
rade des Raumes R,, dic vom Anfangspunkt {0, ..., 0} ausgeht und deshalb
.,Strahl’ genannt wird. Die Strahlen werden auch als ,,Punkte’ des ,,projek-
tiven Raumes’ P,_, aufgefaBt, deren ,,homogene Koordinaten'‘ dann die 7 sind;
vgl. § 91.

3 KaPFEreR, H.: Uber Resultanten und Resultantensysteme. Sitzungsber.
Bayer. Akad. Miinchen 1929, S. 179—200.
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stelle {&,, ..., &} von Dy, ..., D, auf Grund der Bedeutung des Re-
sultantensystems mindestens eine Nullstelle {£,, &,, ..., £} von
fi» - - ., f,, die dann auch nicht trivial sein kann, und umgekehrt ergibt
jede solche Nullstelle {§,, ..., &} der f, eine Nullstelle {£,, ..., &,)
der D,, die auch nicht trivial sein kann, weil aus dem Verschwinden von
&y, ..., &, wegen f,=cfPM + ... =0 sofort das Verschwinden von
&, folgen wiirde.

2. Fall. Die Koeffizienten der reinen Potenzen von x,in f,, ..., /,
verschwinden alle. Nach § 77 verschwinden dann D,, ..., D, identisch;
also gibt es auch eine nicht triviale Nullstelle, etwa {1,1, ..., 1}, von
D,, ..., D,. Es gibt aber in diesem Fall fiir f,, ..., f, sicher auch eine
nicht triviale Nullstelle, nimlich {1, 0, ..., 0}, weil ja die Glieder mit
der hiéchsten Potenz von x,; iiberall fehlen.

Damit ist die obige Behauptung bewiesen. Da die D,, ..., D,
homogen in x,, ..., %, sind, so kann man mit der Elimination fort-
fahren und x, eliminieren usw., bis man schlieBlich ein System von
Formen in «, allein {ibrig behilt:

byt by, .., bextt.

Fiir die Existenz einer nicht trivialen Nullstelle dieser Formen ist not-
wendig und hinreichend das Verschwinden aller Koeffizienten b,, ..., b;.

Die GroBen by, ..., b, sind durch feste, nur von den Gradzahlen
der Urformen abhingige ganze rationale Prozesse aus deren Koeffi-
zienten erhalten worden; sie sind also ganzzahlige Polynome der Koeffi-
zienten von f,, ..., [,.

Das System der Polynome b, ..., b, (oder jedes andere System,
dessen Verschwinden die Existenz einer Nullstelle anzeigt) heiBt wieder
ein Resultantensystem der Formen f,, ..., f,.

Wenn man die friiher bewiesene Relation

(Dl» "'!Dh) EOUI' . ':fr)

fiir jeden Schritt der sukzessiven Eliminationen anschreibt, so ergibt
sich aus allen diesen Relationen zusammen:

(3) x:"b,. =0(fy, .- 1) w=1,...,k).

Weiter folgt aus der Bildungsweise der b,, . . ., b, leicht, daB sie ho-
mogene Formen in den Koeffizienten jeder einzelnen Form f; sind. Die
D,, ..., D, sind nimlich aus einer Resultante R entstanden, welche die
Koeffizienten 4, von f; nur in den Kombinationen a,%; und a,v; ent-
hielt. Also hat jedes Glied von R denselben Grad in den a, wie in #;
und v; zusammen, und wenn dann R nach Potenzprodukten der «# und v
geordnet wird, so ist der Koeffizient D; eines solchen Potenzproduktes
homogen von einem bestimmten Grad in den a,. Wendet man dieselbe
Betrachtungsweise auf den zweiten, dritten Eliminationsschritt usw. an,
so ergibt sich die Behauptung.
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Zusammenfassend haben wir:

r Formen f,, ..., [, mit unbestimmien Koeffizienten besitzen ein
Resultantensystem aus ganzzahligen Polynomen b, in diesen Koeffizienten,
so daf fir spezielle Werte der Koeffizienten in irgend einem Korper K
das Nullwerden aller Resultanten notwendig und hinreichend ist fiir die
Existenz etner von der Nullosung verschiedenen Lisung der Gleichungen
fi=0,...,f,=0. Dieb, sind homogen in den Koeffizienten jeder ein-
zelnen Form f, und gentigen einer Kongruenz (3).

Aufgaben. 1. Wie kann das Resultantensystem fiir ein System von
Linearformen lauten?

2. Sind ¢,(t, %), ..., @u(t, t,) homogene Formen ohne gemein-
samen Faktor und betrachtet man die Gesamtheit aller Punkte £ des
projektiven Raumes, deren Koordinatenverhiltnisse durch die Para-
metergleichung

(4) Sibot o b = 1T, T) (T, Te) 1 (71, TY)
fiir nicht triviale 7-Werte geliefert werden, so 148t sich diese Gesamtheit,
vermehrt um das Wertsystem {0, . .., 0}, auch durch homogene Glei-
chungen F(§,, ..., §,) = 0 charakterisieren. [Man driicke die Propor-
tionen (4) zunichst durch homogene Gleichungen in den £ und t aus.]
3. Ist ein homogenes Gleichungssystem f,(x;, ..., %,) =0, ..., in
dem auBer den x noch unbestimmte Parameter rational vorkommen,
fiir unbestimmt gelassene Parameter l6sbar, so bleibt es 16sbar bei jeder
Spezialisierung der Parameter.
4. Es gibt ein algebraisches Kriterium fiir die Losbarkeit eines Sy-
stems von Gleichungen in mehreren Reihen von Unbekanntenx,, ..., x,;
Y1»+ <+ Yms -+, die in jeder einzelnen dieser Reihen homogen sind.

Uber die Bestimmung der Losungen homogener Gleichungen siehe auch F.MERr-
TENS: Sitzungsber. Wiener Akad. Wiss. Bd. 108 (1889) S. 1174, sowie § 83 dieses
Buches.

§ 81. Uber Trigheitsformen.

Wihrend wir fiir eine beliebige Anzahl von homogenen Formen
im vorigen Paragraphen ein Resultantensystem aus meist sehr vielen
Formen kennengelernt haben, wird sich jetzt zeigen, da man fiir
n Formen in # Variablen mit einer einzigen Resultante auskommt,
wihrend fiir weniger als # Formen tiberhaupt keinc Bedingung fiir Los-
barkeit notwendig ist. Um zu diesem Ergebnis zu gelangen, haben wir
zunichst eine Reihe von Sitzen iiber die sog. ,, Trigheitsformen‘ zu
beweisen.

Es seien

fl = alx;"+ aZx.l‘mlxz ”T— + awx;’n
2= biaf + bpaf Tlxy + o o+ beal,
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r Formen der Gradzahlen /, = «,/;=f§, ..., !, = ¢, in denen alle iiber-
haupt méglichen Glieder von diesen Gradzahlen mit unbestimmten
Koeffizienten vorkommen. Die letzten Koeffizienten (also die von
x%, 6, ..., %)) bezeichnen wir, wie angegeben, mit a,,b,, ..., €,.
Alle folgenden Betrachtungen beziehen sich auf ganzzahlige Polynome
in den Unbestimmten x,, ..., %, 4y, . . ., €.

In § 80 begegneten uns schon Polynome T in den q,, . .., ¢, allein
mit der Eigenschaft

(1) T=0(h .- 1)
fiir ein 2 und ein v. Solche Polynome T nennt man nach Hurwirz
Trdgheitsformen. Das ganze Resultantensystem von § 80 besteht aus
Trigheitsformen.
Wir kénnen die Trigheitsformen noch anders charakterisieren.
Setzen wir nimlich
/ 1= f l* + aw x: )

xl
(2) .........
L
ey = — =
xﬁ
in (1) erreichen, daB f,, ..., f, verschwinden. In der Kongruenz (1) ver-

schwindet dann die linke Seite; da aber x; von der Substitution (2)
unberiihrt bleibt, so muB T nach der Substitution verschwinden:

_r

(3) T(al,...,—g—;...;el,..., 7)=0.

Der SchluB gilt schon, wenn die Kongruenz (1) nur fiir ein x; voraus-
gesetzt wird.
Ist- umgekehrt fiir irgend ein Polynom T (ay, ..., @4, .., €1, -+ €a)
-
die Relation (3) erfiillt, so kénnen wir T nach Potenzen von q,, - %, e
e, + 7 ordnen und wissen dann aus (3), daB das von diesen GréBen

unabhingige Glied verschwindet; also folgt

Tzo(a,,,—i—g—, ...,e,,,+i'€)

im Bereich der Briiche mit Nennern . Multipliziert man mit dem
hochsten vorkommenden Nenner auf, so wird alles ganz, und man erhilt

. T=0(h,....1).
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Also: Wenn (1) mit irgend einem x; gilt, so gilt (3), und wenn (3) gilt,
so gilt (1) mit x, statt x;. Daraus schlieBt man zunichst, daB aus der
Giiltigkeit von (1) mit irgend einem x; die Giiltigkeit von (1) mit x,, folgt,
mithin, da der Index # keine Sonderrolle spielen kann, daB aus der
Giiltigkeit von (1) mit irgend einem x; die von (1) mit jedem anderen x,
folgt, und weiter, daB (1) mit (3) gleichbedeutend ist: Die Gleichung (3)
tst fir die Tragheitsformen ebenso charakteristisch wie (1).

Die Summe oder die Differenz von zwei Trigheitsformen ist offen-
bar wieder eine Trigheitsform, und ein Vielfaches einer Trigheitsform
auch. Daher bilden die Trigheitsformen T ein Ideal ¥.

Das Ideal & ist ein Primideal. Hat nidmlich ein Produkt T, T, die
Eigenschaft (3), so muB einer der Faktoren sie haben.

Die Trigheitsformen konnen die Rolle des Resultantensystems von
§ 80 vollstindig libernehmen. Haben ndmlich die Formen f,, ..., /,
eine (nicht triviale) gemeinsame Nullstelle und setzt man diese in (1) ein,
so verschwindet die rechte Seite, und da nicht alle x; Null werden, folgt
T = 0 fiir jede Trigheitsform. Verschwinden umgekehrt fiir ein spe-
zielles System f,, ..., f, alle Trigheitsformen, so verschwindet ins-
besondere das Resultantensystem; mithin gibt es eine gemeinsame Null-
stelle. Daraus folgt: Wenn man irgend eine Basis des Ideals ¥ der
Tragheitsformen gefunden hat, so kann man diese Basis auch als Resul-
tantensystem verwenden. Das werden wir im nichsten Paragraphen
benutzen.

Wir wollen nun beweisen:

Ist die Anzahl v der Formen f; Rleiner als die Variablenzahl n, so gibt
es keine von Null verschiedene Tragheitsform. Ist v = n, so gibt es keine
von e, unabhingige und von Null verschiedeme Trigheitsjorm.

Aus der ersten Hilfte dieses Satzes folgt schon, daB das Resultanten-
system von weniger als # Formen identisch verschwindet, daB also in
diesem Falle immer eine gemeinsame Nullstelle existiert.

Beweis: Es sei erstens » << #. Wire T eine von Null verschiedene
Tréagheitsform, so wiirde aus (3) folgen, daB die GréB8en

_ Sy

2 T
algebraisch abhingig in bezug auf den Polynombereich der GréBen
@1y ey By -y €y ..., 6,1 Wiren, Man kann hier x, =1 setzen,

ohne daB diese Tatsache ihre Giiltigkeit verliert.
Ebenso wiirde im Falle » = #, wenn die Behauptung falsch wire,
folgen, daB die GroBen /o r
I N by

x:,..., xg

(wo 6 den Grad der Form f,_, bedeutet) algebraisch abhingig wiren
(f» kommt nicht vor, da T von e,, unabhingig sein sollte). Man kann
auch jetzt x, = 1 setzen.
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Auf jeden Fall wiirde also eine Reihe von Polynomen

(—Alen=1s - - o [—f3lau=1 (s <mn)

algebraisch abhingig in bezug auf den Polynombereich der a,, ...,
@iy_1y++r €1y -+, €p_y Sein. Nun gilt der folgende
Hilfssatz. Wenn eine Rethe von Polynomen f,, ..., f, in den Un-
bestimmien a,, . .., a,, %y, . . ., %, algebraisch abhdingig ist in bezug auf
den Polynombereich Kla,y, . . ., a,], wo K ein Integrititsbereich, so bleibt
diese Abhdngigkeit auch bei jeder Spezialisierung a, = «(x € K) bestehen.
Beweisdes Hilfssatzes. Nach Voraussetzung besteht eine Relation

(4) Flay, ....ap, f1,...,f) =0,

wobei F ein Polynom ist und fiir unbestimmte z,, ..., z,
(5) Flay,....ap,2,...,2) %0

ist.

Wir kénnen annehmen, daB das Polynom F(a, z) nicht den Faktor
a, — « enthilt; denn sonst kénnte man in (4) und (5) durch diesen
Faktor kiirzen. Unter dieser Annahme verschwindet F auch nicht bei
der Substitution 4, = «:

Fa,....,ap_y,%,2,....2) % 0.

Aber die Giiltigkeit von (4) bleibt bei der Substitution a, = «
bestehen. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wendet man den Hilfssatz mehrere Male an, so folgt, daB man von
den Unbestimmten a,, ..., 44,_1,..., €, ..., €,_, mehrere oder alle
spezialisieren darf, ohne da8 die algebraische Abhingigkeit verlorengeht.

Der unterbrochene Beweis ist nun leicht zu Ende zu fithren. Man
spezialisiere die GréBen a,, .. ., 4,_3, . . ., €,_1 50, daB die Formen ff,
oo fEinaf, .., %% iibergehen. Wegen s < # sind diese Ausdriicke von
der vorhergehenden Substitution x, = 1 unberiihrt geblieben. Da bei
der Spezialisierung jede algebraische Abhingigkeit bestehen bleibt, so
miissen die Ausdriicke x¥, ..., x algebraisch abhingig sein. Da sie es
offenbar nicht sind, so war unsere Annahme falsch, und der Satz ist
bewiesen.

Was nach dem eben bewiesenen Satz fiir » < # gilt, gilt aber nicht
mehr fiir » = n. Im Gegenteil:

Fiir v = n gibt es eine nicht verschwindende Trigheitsform D,. Sie ist
homogen in dem a,, ..., a,, n den by, ..., b, usw.,, und vom Grade
Ly=1ULl,...l1,_yimdene,..., 6 ce,.

Beweis. Wir setzen
n

22— =1—1.

1

Die Gesamtheit aller Potenzprodukte der x; vom Grade ! laBt sich
folgendermaBen anordnen:
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Zuerst alle Potenzprodukte, die #i enthalten;

sodann alle, die x%, aber nicht x% enthalten, usw.;

schlieBlich alle, die x', aber nicht x%, nicht a usw. enthalten.

Dieses Verfahren liefert alle Potenzprodukte vom Grade /; denn
fehlen kénnten doch nur die, welche x, héchstens in der (I; — 1)-ten
usw., schlieBlich x, hochstens in der (/, — 1)-ten Potenz enthalten, und
diese Potenzprodukte haben héchstens den Grad 2 (), — 1), also nicht
den Grad /. Nun bezeichnen wir die erhaltenen Potenzprodukte mit

(©) HP o, B2, - B2, 30

dabei bedeuten also die H;”, Potenzprodukte vom Grade ! — ;. Ins-
besondere kommen in der letzten Kategorie H, ; nur Potenzprodukte
von einem Grade </, in %, ..., <[,_, in x,_, vor, wihrend der Grad
in x, jeweils durch die Bedingung festgelegt ist, daB der Gesamtgrad
! — 1, sein soll. Die letzte Kategorie umfaBt also genau /;/,...1,_,

Potenzprodukte.
Wir bilden nun alle Formen

(7 ) H 5‘2 A f 3]

deren es offensichtlich genau so viele gibt wie Potenzprodukte (6) vom
Grade /. Die Koeffizientenmatrix der Formen (7) ist also eine qua-
dratische; ihre Determinante D, erhilt bei der Spezialisierung f; = x
den Wert 1, kann also nicht identisch verschwinden. Weiter ist D, eine
Trdgheitsform, denn wenn man die Gleichungen

ORI ()
22\ fi = Xa, . H

mit den Unterdeterminanten einer Spalte von D, multipliziert und
addiert, kommt links eine Linearkombination der f; und rechts D,- H®),
Wihlt man speziell H#® = x!, so folgt

Dexf = O(fl! LIRS /r)

SchlieBlich ist D, homogen in den Koeffizienten jeder einzelnen Form f;,
und zwar hat sie in den Koeffizienten von f, den Grad L, = [,i,... 1, _,.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Fiir weitere Eigenschaften der Triagheitsformen siehe A. Hurwitz: Uber die
Tragheitsformen eines algebraischen Moduls, Annali di Matematica (3*) 20 (1913).

§ 82. Die Resultante von n Formen in n Variablen.

Wir gehen nun aus von # allgemeinen Formen (d. h. Formen mit un-
bestimmten Koeffizienten) f,, ..., f, in %, ..., x,, bilden das Ideal
der Trigheitsformen und suchen in ¥ ein Polynom von méglichst nied-
rigem Grad in e,. Ein solches gibt es, und sein Grad in e,, ist nicht Null,
da es keine von ¢, unabhingige Trigheitsform auBer der Null gibt. Zer-
legen wir es in unzerlegbare Faktoren, so muB8 mindestens ein Faktor
schon zu ¥ gehoren, da T Primideal ist. Dieser Faktor hat immer noch
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denselben Grad in e, da ein niedrigerer Grad innerhalb £ ja gar nicht
moglich ist. Wir nennen diesen Faktor R und beweisen den Satz:
Jedes Polynom aus dem Ideal ¥ ist durch R teilbar.
Beweis: Wir ordnen R nach absteigenden Potenzen von e,:

R=Sé 4 ... A>0, S=0).

Nun sei T ein Polynom aus €. Da der Grad von T in e, mindestens
gleich 4 ist, so kénnen wir T mit S multiplizieren und dann durch Sub-
traktion eines Vielfachen von R den Grad in ¢, erniedrigen. Indem wir
diesen ProzeB fortsetzen, bis dieser Grad kleiner. als A geworden ist,
kommen wir auf eine Gleichung von der Gestalt

ST—QR=T.

T’ gehort wieder zu § und hat in ¢, einen Grad <4, muB also ver-
schwinden. Also ist T durch R teilbar. R ist aber unzerlegbar und S
nicht durch R teilbar (schon weil S von e, unabhingig ist); daher ist
T durch R teilbar, q.e.d.

T ist also Hauptideal mit der Basis R. Dadurch ist R bis auf einen
konstanten Faktor eindeutig festgelegt. Wir nennen R die Resultante
der Formen {,, .. ., f,. Die Berechtigung dieser Bezeichnung ergibt sich
sofort. Wenn ndmlich R fiir spezielle Werte der Koeffizienten der
Formen f,, ..., [, verschwindet, so verschwinden alle Formen des
Ideals ¥, insbesondere also alle Formen des Resultantensystems von
fir ..., fa;alsohaben f,, .. ., f, eine nicht triviale gemeinsame Nullstclle.
Und wenn umgekehrt f,, ..., f, eine nicht triviale gemeinsame Nullstelle
haben, so verschwindet, wenn man diese Nullstelle in die Identitit

GR=Afi+ -+ Aufy

einsetzt, die rechte Seite, also auch die linke; mindestens ein x; ver-
schwindet aber nicht, also verschwindet R. Nach dem im vorigen Para-
graphen Bemerkten kénnen wir R also wirklich als Resultante der
Formen f,, ..., f, bezeichnen: R = O ist notwendig und hinreichend fir
die Existenz esmer nicht trivialen LOsung.

Jetzt sollen noch einige formale Sitze iiber die Resultante bewiesen
werden, die uns insbesondere die Gradbestimmung erlauben werden.

Spezialisiert man f, zu g - h, wo g und h allgemeine Formen von den
Gradzahlen u, v sind (u + v =1,), so wird R teilbar durch das Produkt

Ry Ry=Rlg, fo, .-, 1) R(h, for - o, fa)-

Beweis: Aus
xZ.R =Ah+ -+ Apfn

folgt durch Spezialisierung:
% R@gh, fy, .. fa) = 418k + Aafg + - - - + Aula;
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also gehort R(gh, f,, ..., f,) sowohl dem aus den Formen g, /,, ..., /,
gebildeten Ideal ¥, als auch dem entsprechend gebildeten Ideal ¥, an.
R(gh, fg, ..., 1,) ist also sowohl durch R, als durch R, teilbar, also (da
diese beiden unzerlegbar und verschieden sind) durch R, - R,, q.e.d.

Spezialisiert man nun f,, . .., f,_; zu Produkten von Linearformen,
so erkennt man durch sukzessive Anwendung des vorigen Satzes, da R
durch ein Produkt von L,=1,...!, ; Teilresultanten teilbar ist,
deren jede nach einem fritheren Satze die ¢; wirklich enthilt; also hat
das Produkt mindestens den Grad L, in den ¢;. Da wir andererseits
sahen, daB R in den ¢; auch hochstens den Grad L, hat, so folgt, daf3
der Grad genau L, ist.

Genau entsprechend wie D, (§ 81) konnen wir auch D,, D,, ...
bilden, indem wir die Formen f{,, ..., f, so anordnen, daB f, bzw. f,
usf. jeweils zuletzt kommt. Dann hat D, den Grad L; = l,l3.../, in
den q;, Dyden Grad Ly = [,l3.. .1, in den b;, usw.; alle D,, D,, ..., D,
sind durch R teilbar, und R hat in den 4; den Grad L,, in den b; den
Grad Lg, usw. Die Definition von R als Basiselement des Ideals §
hingt ja nicht von der Reihenfolge der Formen f,, .. ., f, ab. Zugleich
sieht man, daB R die héchsten Gradzahlen hat, die ein gemeinsamer
Teiler von D,, Dy, ..., D, iiberhaupt haben kann; mithin:

R ist der grofte gemeinsame Teiler der Polynome D,, D,, ..., D,.

D, erhilt bei der Spezialisierung f; = % (1 =1, ..., n) den Wert 1,
und R ist Teiler von D,; also erhilt R bei dieser Spezialisierung den
Wert 41, d. h. R enthilt ein Glied

ialLl"'eL”

w *

Wir normieren R so, daB dieses ,,Hauptglied* mit dem Pluszeichen vor-
kommt.

Die frithere Aussage: R ist teilbar durch R, R, fiir f, = g- &, 148t
sich also jetzt durch Vergleichung der Gradzahlen und Hauptglieder
verschdrfen zu:

Ryp = RyR,.

Wir fassen zusammen:

n allgemeine Formen in n Variablen haben eine Resultante R, die ein
unzerlegbares ganzzahliges Polynom in thren (unbestimmien) Koeffizienten
ist und als Basis des Ideals der Trigheitsformen definiert werden kann.
Das Verschwinden der Resultante fir spezielle |, ..., f, mit Koeffizienten
aus einem Korper ist notwendig und hinrveichend fiir die Existenz einer
von der Nullosung verschiedenen Losung des Gleichungssystems f, = 0, ...,
fn = 0. Die Resultante ist homogen in den Koeffizienten von f, vom Grade
Ly=1,...1,, usw. Sie enthilt ein Hauptglied al* ... el» und nimmt
somit bei der Spezialisierung f; = x% den Wert 1 an. Bei der Spezialisierung
fr =g - h geht R in das Produkt R, - Ry tiber. SchlieBlich ist R der grofte
gemeinsame Teiler von n bekannten Determinanten D,, D,, ..., D,.
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Aufgaben. 1. Fiir zwei Formen in zwei Variablen stimmt die
Resultante mit der SyLvESTERschen Resultante (§27) iiberein.
2. Fiir eine Form f vom Grade / und # — 1 Linearformen

2bixi, .., e

hat die Resultante den Wert
HXy oo X,

wo X,,..., X, die (» — 1)-reihigen Unterdeterminanten der Matrix

by ... b,,)
Sind. el . .. e".

3. Die- Resultante ist absolut unzerlegbar.

4. Fihrt man in den Formen f,, ..., f, neue Verinderliche ein
durch eine lineare Substitution mit nicht verschwindender Determi-
nante:

%= Dapxl,
so ist die Resultante der transformierten Formen in 1, ..., %, bis auf
einen von den 4;; abhingigen Faktor gleich der Resultante von f,, ..., f,-

Weitere Eigenschaften der Resultante findet man in dem schon frither (§ 28
und § 78) zitierten Biichlein von F.S. Macauray: Modular Systems, sowie bei
E. Fiscuer: Uber die Cayleysche Eliminationsmethode. Math. Z. Bd. 26 (1927)
S. 497—550.

§ 88. Die u-Resultante und der Satz von BEzour.

Unter einem Ldsungsstrahl (vgl. § 80) eines homogenen Gleichungs-
systems moge verstanden werden die Gesamtheit aller Lésungen

(A&, ..., AL}, die einer festen, nicht trivialen Losung {£,, ..., &}
proportional sind. Wir nehmen nun an, das Gleichungssystem
(1) f1=0,...,f,=0
habe nur endlich viele Lésungsstrahlen {£&®, ..., &} (x =1, ..., 9),
und suchen diese Strahlen zu bestimmen.

Zu den Polynomen f,, ..., f, nehmen wir eine Linearform mit un-
bestimmten Koeffizienten

l=wx, + -+ u,x,

hinzu und bilden das Resultantensystem &, (%), . .., b,(x) der Formen
fi» .-, fp i Dieses Resultantensystem verschwindet fiir spezielle
%, ..., #, dann und nur dann, wenn eine Losung {£*} von (1) zu-

gleich der Bedingung
by = 8@ 4+ - 4 u, 80 =0

geniigt. Mit anderen Worten: die gemeinsamen Nullstellen der Formen
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by (%), ..., b(#) (als Formen in den #«) sind genau die Nullstellen des
Produkts [I71,.

Daraus folgt nach dem HiLBERTschen Nullstellensatz (§ 79) einerseits

(2) (i) =0 (Il) G=1,...1,
andererseits *
(3) ITL) =0 (5w, ..., bu).

Die I, sind Linearformen in den %, also unzerlegbar. Nach (2) sind die
b;(u), also auch ihr gréBter gemeinsamer Teiler D (), teilbar durch alle
Linearfaktoren /,. Aus (3) folgt aber

(IIl.y =0 (D),

also kann D () auch keine anderen Linearfaktoren als diese /, enthalten.
Daher muB sein

(4) Dw)=JI*, 0.>0;

in Worten: Die Linearformen l,, welche die Losungsstrahlen von (1) be-
stimmen, werden durch Faktorzerlegung der Form D (u) gefunden. Die
Form D(u), der groBte gemeinsame Teiler des Resultantensystems
von fy, ..., f, und /, heiBt die u-Resultante von f, ..., f,.

Wir betrachten nun insbesondere den Fall von # — 1 homogenen
‘Gleichungen in # Verinderlichen, die endlich viele Losungsstrahlen
besitzen. Nimmt man die Linearform ! hinzu, so erhilt man #» Formen,
die eine einzige Resultante R(#) haben; diese ist natiirlich zugleich
die u-Resultante und zerfillt gemiB (4). Die Lésungen erscheinen mit
gewissen Vielfachheiten g, behaftet. Die Summe der g, ist der Grad
von R(u), also das Produkt der Gradzahlen der Formen f,, ..., f,_,
(vgl. §82). Damit ist der Safz von BEzOUT bewiesen:

Wenn n — 1 homogene Gleichungen in n Verinderlichen nur endlich
viele Losungsstrahlen haben, so ist die Summe der durch (4) definierten
Vielfachheiten dieser Losungsstrahlen gleich dem Produkt der Gradzahlen
der Gleichungen.

Fiir n =3 und # = 4 stecken darin die geometrischen Sitze: Die
Summe der Vielfachheiten der Schnittpunkte zweier algebraischen
Kurven in der projektiven Ebene bzw. dreier algebraischen Flichen im
projektiven Raum ist gleich dem Produkt der Gradzahlen dieser Kurven
bzw. Flichen. Die Vielfachheiten sind positive ganze Zahlen, die durch
die Exponenten der Linearfaktoren von R () definiert werden.

Aufgabe: Wie lautet das erste Ergebnis dieses Paragraphen
fir homogene Gleichungen in zwei Variablenreihen (x,, ..., %,),
(¥1» - - +» ¥m), wenn man die Linearform ! durch > X u,,x;v, ersctzt?

Uber den Satz von BEezouT siehe weiter B, L.V.D. WAERDEN, Einfihrung
in die algebraische Geometrie, Bd. LI dieser Grundlehren, Berlin 1939, insbeson-
dere § 17 und § 41.

v. d, Waerden, Moderne Algebra 1I, 2, Aufl. 2
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Zwolftes Kapitel.

Allgemeine Idealtheorie der
kommutativen Ringe.

§ 84. Basissatz und Teilerkettensatz.

Wir wollen in diesem Kapitel die Teilbarkeitseigenschaften der
Ideale kommutativer Ringe untersuchen und zusehen, inwieweit die
einfachen Gesetze, die etwa im Bereich der ganzen Zahlen gelten, sich
auf allgemeinere Ringe iibertragen lassen. Um dabei nicht auf zu kom-
plizierte Verhiltnisse zu stoBen, ist es zweckmiBig, daB man sich auf
solche Ringe beschrinkt, in denen jedes Ideal eine endliche Basis be-
sitzt, was tatsichlich, wie wir sehen werden, in sehr vielen wichtigen
Fillen zutrifft.

Wir sagen, daB in einem Ring o der Basissatz gilt, wenn jedes Ideal
in o eine endliche Basis hat.

Der Basissatz gilt fiir jeden Kérper, weil da nur die Ideale (0) und (1)
existieren. Auch gilt er fiir den Ring der ganzen Zahlen, allgemeiner
fiir jeden Hauptidealring. Sodann gilt er fiir jeden endlichen Ring.
Wie wir spiter sehen werden, gilt er fiir jeden Restklassenring o/a,
falls er fiir o gilt. SchlieBlich besteht aber der im wesentlichen auf
HiLBERT zurlickgehende Satz:

Wenn der Basissatz flir den Ring o gilt und in o ein Einselement
existiert, so gilt er auch fir den Polynombereich o[x].

Beweis: Es sei U ein Ideal in o[x]. Die Koeffizienten der héchsten
Potenzen von x in den Polynomen von U bilden, zusammen mit der Null,
ein Ideal in 0; denn wenn &« und f die hochsten Koeffizienten der Poly-
nome a, b sind:

a=qxx"+ ...,

b=pa" 4,
so ist, wenn etwa n = m vorausgesetzt wird,
a—ba""" = (xx"+..) — (Ba"+ .- )
=(a—ﬂ)x"+---

wieder ein Polynom von % und « — f sein hochster Koeffizient oder
Null; ebenso ist, wenn « der héchste Koeffizient von a ist, A« der hichste
Koeffizient von Aa oder Null.

Dieses Ideal a der hochsten Koeffizienten hat nach Voraussetzung
eine Basis («,, . . ., &,); o; sei etwa der héchste Koeffizient des Polynoms

aiza‘.x"‘-f_...

vom Grad #;, und es sei » die groBte der endlich vielen Zahlen ;.
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Die Polynome a; nehmen wir in die zu bildende Basis fiir % auf.
Wir werden zusehen, welche weiteren Polynome fiir eine Basis nétig
sind.

Ist

f=« Pl —+ ..

ein Polynom aus ¥ von einem Grad N =#, so muB x dem Ideal a
angehoren:
x = th LT

Man bilde nun das Polynom
f=1f—2 (k¥ ")a;.

Der Koeffizient von #¥ in diesem Polynom ist

o — Z}-. o; = 0;
/1 hat also einen Grad << N. Wir kénnen also das Polynom f modulo
(a1, ..., a,) ersetzen durch ein Polynom niedrigeren Grades. In der-

selben Weise kdnnen wir weitergehen, bis der Grad kleiner als # geworden
ist. Es geniigt also, sich weiterhin auf Polynome von beschrinkten
Gradzahlen (<#) zu beschrinken.

Die Koeffizienten von 2"~ in den Polynomen vom Grade =#» — 1
aus Y bilden, evtl. zusammen mit der Null, ein Ideal a,_,; eine Basis
dieses Ideals sei

(‘xr+1’ AR ‘xa)'
o, sei wiederum der hiéchste Koeffizient des Polynoms
@i = 0 ¥4
Wir nehmen nun auch noch die Polynome 4,,,, ..., 4, in die Basis
auf. Jedes Polynom vom Grade =# — 1 kann nun modulo (4, ,, ..., a,)

ersetzt werden durch ein Polynom vom Grade < # — 2; man hat nur
wie vorhin eine passend gewihlte Linearkombination

Z 1r+|’ Ay i
zu subtrahieren.

So fahren wir fort. Die Koeffizienten von ™2 in den Polynomen vom
Grad =» — 2 bilden mit der Null ein Ideal a,_,, dessen Basiselemente
%441, - - -, & den Polynomen a,,,, ..., a, angehéren. Diese Polynome
nehmen wir wiederum in die Basis auf. So gelangen wir schlieBlich zum
ideal a, der in U liegenden Konstanten; seine Basis (x,,,, .. ., &)
fishrt zu den Polynomen 4,4, ..., 4,,. Jedes Polynom aus % mu8 sich
modulo

(@, e a0, a0y, 0, . Ay, ., ay)

schlieBlich auf Null reduzieren. Also bilden die Polynome a, ..., a,
eine Basis fiir das Ideal 9, womit der Basissatz bewiesen ist.

2%
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Aus diesem Satz folgt durch #-malige Anwendung unmittelbar die

Verallgemeinerung:

Wenn flér einen Ring o mit Einselement der Basissatz gilt, so gilt er
auch flér den Polynombereich o(x,, ..., x,] der emdlich vielen Un-
bestimmten x,, . . ., x,,.

Die wichtigsten Spezialfille sind: der ganzzahlige Polynombereich
C[x,, . . ., x,) und jeder Polynombereich K[x,, . . ., x,] mit Koeffizienten
aus einem Korper K. In allen diesen Bereichen hat jedes Ideal eine
endliche Basis.

HiLBERT hat seinen Satz nur fiir diese Fille ausgesprochen, in einer
scheinbar etwas allgemeineren Fassung, nidmlich der folgenden:

In jeder Untermenge M von o (nicht nur in jedem Ideal) gibt es endlich
viele Elemente m,, . .., m, so, daf} jedes Element m von WM sich in der
Gestalt

Amy 4o+ Am, (4; 1n 0)
schreiben 1ft.

Dieser Satz ist aber eine unmittelbare Folge des Basissatzes fiir
Ideale. Denn wenn U das von It erzeugte Ideal ist, so hat zunichst A
eine Basis: .

A=(a,...,4a,).

Jedes Element a; hingt (als Element des von It erzeugten Ideals) von
endlich vielen Gré8en von It ab:

a; =§likmik-

Also hingen alle Elemente von % von den endlich vielen m,; linear ab;
das gilt nun insbesondere fiir die Elemente von IR.

Wichtiger ist, daB der Basissatz auch mit dem folgenden ,,Teiler-
kettensatz*‘! dquivalent ist:

Teilerkettensatz, 1. Fassung.
Ist eine Kette von Idealen a,, ay, a3, ... tn D gegeben und ist jedes
;. esn echter Teiler von a;:
Q; C O3y,
so bricht die Kette nach endlich vielen Gliedern ab.
Oder, was auf dasselbe hinauskommt:

Teilerkettensatz, 2. Fassung.
Ist eine unendliche Kette von Teilern a, ay, 0g, . .. gegeben:
0 S Gyq,
S0 miissen von einem gewissen n ab alle Glieder gleich sein:
Uy = Opgg =--".
1 Man konnte vielleicht besser sagen: Teilerkettenforderung oder Teilerketten-
bedingung.
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DaB der Teilerkettensatz aus dem Basissatz folgt, sieht man so:

Es sei q,, a4, a4, ... eine unendliche Kette und stets a; € a,,,.
Die Vereinigung v aller Ideale g, ist ein Ideal. Denn wenn 4 und b in'b
liegen, etwa a in a, und b in q,,, so liegen & und b beide in ay, wo N die
groBte der Zahlen n und m ist; also liegt @ — b auch in ay, also in p.
Und wenn « in b liegt, etwa in a,, so liegt auch A in q,, also in v.

Dieses Ideal b hat nach Voraussetzung eine Basis (a,, . .., 4,). Jedes
a; liegt in einem Ideal a,,. Ist n die groBte der Zahlen #,, so liegen
ay, ..., a, simtlich in a,. Da alle Elemente von b linear von 4, . . ., a,
abhidngen, so liegen alle Elemente von v in a,, und daraus folgt

D=0, =051 =0Qp9=""".

Umgekehrt folgt der Basissatz aus dem Teilerkettensatz. Es sei
nimlich a ein Ideal, 4, irgend ein Element von a. Wenn &, noch nicht
das ganze Ideal erzeugt, so gibt es in a noch Elemente, die nicht in (a,)
liegen; ein solches sei a,. Dann folgt:

(2) < (ay, ay).

Wenn q;, und a4 noch nicht das ganze Ideal a erzeugen, so findet man
in derselben Weise ein drittes Element a4 in a, das nicht in (a,, a,) liegt,
usw. So erhilt man eine Teilerkette

(@1) © (a1, @) © (a1, 85, a5) - - -,
die im Endlichen (etwa nach » Schritten) abbrechen muB8. Dann folgt:
(ay, aq, ..., a)=aqa;

demnach hat a eine endliche Basis?,

Wenn der Teilerkettensatz in einem Ring o gilt, so gilt er auch in jedem
Restklassenbereich ola.

Beweis: Ein Ideal b in o/a ist eine Menge von Restklassen. Bildet
man die Vereinigungsmenge aller dieser Restklassen, so erhilt man
ein Ideal b in 0. Umgekehrt ist b durch b eindeutig bestimmt vermoge

b = bja.

Eine Kette von Idealen b, < b, c by c . . . in 0/a ergibt in dieser Weise
eine Kette von Idealen b, c b,c by ... in o0, und da die letztere im
Endlichen abbricht, so muB die erstere es auch tun.

Damit ist auch die zu Anfang dieses Paragraphen aufgestellte Be-
hauptung, daB aus dem Basissatz fiir o der Basissatz fiir o/a folgt,
bewiesen.

Der Teilerkettensatz liBt noch zwei andere Fassungen zu, die fiir
Anwendungen oft bequemer sind:

1 Beim Beweise wird das Auswahlpostulat benutzt. Vgl. dazu O. TEicH-
MULLER, Deutsche Mathematik Bd. 4 (1939) S. 567.
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Teilerkettensatz, 3. Fassung: Maximalbedingung.

Wenn in o der Teilerkettensatz gilt, so gibt es in jeder nicht leeren
Menge von Idealen ein maximales Ideal, d. h. ein solches, das nicht von
einem anderen Ideal der Menge umfafit wird.

Beweis: Aus jeder nicht leeren Menge von Idealen sei eins aus-
gezeichnet. Gesetzt nun, es gibe in einer Menge M von Idealen kein
maximales Ideal, so wiirde jedes Ideal der Menge noch von einem
anderen der Menge umfaBt werden. Suchen wir nun aus M das aus-
gezeichnete Ideal q,, weiter aus der Menge derjenigen Ideale von I,
die a, umfassen und = a, sind, das ausgezeichnete Ideal a, usw., so
kommen wir zu einer unendlichen Kette

Ca,Cca;C. ..,
die nach Voraussetzung nicht méglich ist.
Teilerkettensatz, 4. Fassung: Prinzip der Teilerinduktion.

Wenn in o der Teilerkettensatz gilt und eine Eigenschaft E fiir jedes
Ideal a (insbesondere auch fir das Einheitsideal) bewiesen werden kann
unter der Voraussetzung, daf sie fiir alle echten Teiler von a erfillt ist,
so kommt die Eigenschaft E allen Idealen zu.

Beweis: Gesetzt, die Eigenschaft E kdme einem Ideal nicht zu.
Dann gibe es nach der 3. Fassung des Teilerkettensatzes auch ein
maximales Ideal a, das die Eigenschaft E nicht hitte. Wegen der
Maximalitit miiBten alle echten Teiler von a die Eigenschaft E haben,
also a auch, was einen Widerspruch bedeutet.

§ 86. Produkte und Quotienten von Idealen.

Ahnlich wie in §17 verstehen wir unter dem gréften gemeinsamen Teiler
(G.G.T.) oder der Summe der Ideale a, b, . . . das von ihrer Vereinigungs-
menge erzeugte Ideal (a, b, . . .) und ebenso unter dem kleinsten gemein-
samen Vielfachen (K.G.V.) denDurchschnitt [a, b,...J=anbn ...
Dieselbe Bezeichnung wie fiir die Idealsumme verwendet man fiir ein
Erzeugnis aus einigen Elementen und einigen Idealen, etwa:

{a, B) = (a, (b))
Selbstverstandlich ist (a, b) = (b, a), ((a, b,) ¢) = (a, (b, ¢)) = (a,b,¢),
usw. Weiter:

((ay, ag, . ..), (by, by, ...)) = (41, @g, ..., Dy, by, .. .);

in Worten: Man erhilt eine Basis fir den groften gemeinsamen Teiler,
indem man die Basen der einzelnen Ideale nebemeinander schreibt.
Multipliziert man die Elemente eines Ideals a mit denen eines
Ideals b, so bilden die Produkte ab (im Gegensatz zu den Summen)
im allgemeinen kein Ideal!. Das von diesen Produkten ab erzeugte

1 Beispiel: Ist in einem Polynombereich a = (#, ) und b = (#2, y), so sind
#% und y? Produkte von der Gestalt a - b, nicht aber 23 — y2.
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Ideal aber nennt man das Produkt der Ideale a, b und bezeichnet es
mit a- b oder ab. Es besteht aus allen Summen 2 a;b;(4; in a, b; in b).
Offenbar ist

(a-B)-c=a-(b-¢);

man kann also mit Produkten von Idealen wie mit gewéhnlichen Pro-
dukten rechnen. Insbesondere hat es Sinn, von Pofenzen af eines Ideals
zu reden; sie sind definiert durch

al = q; attl = q.q?.

Ist a = (a;,...,a,) und b= (b, ..., b,), so wird ersichtlich das
Produkt ab von den Produkten a;b, erzeugt. Man erhdlt also einc
Basis fiir das Produkt durch Multiplikation aller Basiselemente des einen
Fakiors mit allen Basiselementen des anderen.

Insbesondere ist fiir Hauptideale

() - (b) = (ab);

im Bereich der Elemente von o stimmt also die Produktdefinition mit
der gewdshnlichen tiberein.

Das Produkt a. (b) aus einem beliebigen Ideal und einem Haupt-
ideal besteht aus allen Produkten ab, bei denen a in a liegt. Man schreibt
daher einfach ab oder ba.

Eine weitere Rechenregel ist das , Distributivgesetz der Ideale*:

(1) a-(b,¢)=1(a-b,a-¢).
Denn a- (b, ¢) wird erzeugt von den Produkten a(b +- c), welche wegen
a(b+c) =ab+ ac

alle in (a- b, a- ¢) liegen; umgekehrt wird (a. b, a- ¢) erzeugt von den
Produkten ab und den Produkten ac, welche alle in a- (b, ¢) liegen.
Dieselbe Regel (1) gilt auch, wenn in der Klammer statt b, ¢ mehrere
oder sogar unendlich viele Ideale stehen.
Da alle Produkte ab in a liegen, so ist

a-bCSa
und ebenso
a-bch
Daraus folgt:
a-b Ela, b

oder: Das Produkt ist durch das kleinste gemeinsame Vielfache teilbar.
Im Ring der ganzen Zahlen ist das Produkt aus kleinstem gemein-
samen Vielfachen und gréB8tem gemeinsamen Teiler zweier Ideale
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a, b gleich dem Produkt ab. Das gilt nicht in beliebigen Ringen; wohl
aber gilt:

(2) [anb].(a,b) S ab.
Beweis:
[anb]-(a,b)=([anb]-a,[anb]-b)S(b-a,a-b)=a-b.

Das Ideal o, das aus allen Elementen des betrachteten Ringes be-
steht, heiBt nach § 16 Esnheitsideal. Es ist natiirlich

a-0<Ca.
Enthilt aber o ein Einselement ¢, so ist auch umgekehrt
a=a-eSa-o,
also a-o0=aqa.

Das Ideal o spielt demnach in diesem Fall die Rolle eines Einselements.
der Multiplikation. Es wird dann vom Einselement erzeugt.
Man hat immer

(a, o) = 0; anNop=a.
Unter dem Idealquotienten a:b, wo a ein Ideal ist, verstehen wir
die Gesamtheit der Elemente y von o, fiir die
(3) b = 0(a) fiir alle b aus b.

Diese Gesamtheit ist ein Ideal; denn wenn y und & die Eigenschaft (3)
haben, so hat 9 — § sie auch, und wenn y sie hat, so hat 7y sie auch.
Dabei ist vorausgesetzt, daB a ein Ideal ist; b braucht es nicht zu sein,
sondern kann irgend eine Menge oder auch ein einziges Element sein.
Zufolge der Definition ist, wenn a und b Ideale sind,
b-(a:d) Sa.

Im Ring der ganzen Zahlen wird die Quotientenbildung zweier
Hauptideale (a), (b) + (0) so ausgefiihrt, daB man aus der Faktor-
zerlegung der Zahl a die Faktoren, die auch in b vorkommen, weg-

148t; z. B.: (12):(2) = (6),
(12):(4) = (3),
(12):(8) = (3),
(12):(5) = (12).
Anders ausgedriickt: Man dividiert 4 im gewshnlichen Sinn durch den

groBten gemeinsamen Teiler (a, b).
In allgemeinen Ringen gilt eine entsprechende Regel:

a:b=a:(a, ),

die leicht zu beweisen und iibrigens nicht sehr wichtig ist.
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Offensichtlich ist a & a:b, denn jedes Element von a hat die
Eigenschaft (3). Es gibt also zwei Extremfille:

a:b=0o und a:b=a.
Der erste Fall tritt u. a. dann ein, wenn b € a; denn dann ist fiir jedes y
yb=0(b) = 0(a).

Der zweite Fall bedeutet, daB aus yb = 0(a) folgt ¥ = 0(a). Man
kann also die Kongruenz yb = 0(a) durch b kiirzen. Man nennt in
diesem Fall b relativ prim zu a oder prim zu a; doch werden wir diesen
leicht miBzuverstehenden Ausdruck selten verwenden und meist die
Gleichung a:b = a direkt hinschreiben. Im Falle ganzer Zahlen 2 und
b, beide #+0, ist offensichtlich das Kriterium:

aus yb=0(a) folgt y =0(a)

nur dann erfiillt, wenn a und & keinen gemeinsamen Primfaktor be-
sitzen. In allgemeineren Fillen ist aber das Pridikat ,,relativ prim*
nicht symmetrisch; wenn z. B. a ein Primideal und b ein von o ver-
schiedener echter Primidealteiler von a ist, so ist

a:b = a, also b relativ prim zu q,

aber
b:a = o, also a nicht relativ prim zu b.
Z.B. ist
(0):(2) = (0),
(2):(0) = (1).
Wichtig ist die folgende Rechenregel:
(4) oy, ..., 0]:b=7[a;:b,..., q.:b].
Beweis: Aus
yb<la,, ..., q,]

folgt
yb € q; fiir jedes ¢
und umgekehrt.
Aufgaben. 1. Man beweise die Rechenregeln:
(a:b):c=a:bc = (a:¢):b,
a:(b, ¢) = (a:b) M (a:c).

2. Man zeige die Aquivalenz der drei Behauptungen:

a) a:b,=a und a:b, = q;
b) a:[b, N by = q;

c) a:b by, = a.
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§ 86. Primideale und Primérideale.

Schon frither haben wir Primideale definiert als solche Ideale, deren
Restklassenring keine Nullteiler hat.

Im Bereich der ganzen Zahlen ist jede ganze Zahl a4 > 0 Produkt
von Potenzen verschiedener Primzahlen

(1) a=pp...po,

und demnach jedes Ideal (a) Produkt von Primidealpotenzen:

(@) = (p) . ... ()™

In allgemeineren Ringen kann man nicht erwarten, daB die Zerlegungs-
gesetze der Ideale so.einfach sind. Z. B. hat im ganzzahligen Polynom-
bereich einer Unbestimmten x das Ideal (4, x), das nickt prim ist,
auBer o nur einen Primteiler (2, x); aber keine Potenz von (2, x) stellt
das Ideal (4, x) dar. Man kann also im allgemeinen keine Produkt-
darstellung der Ideale erwarten, sondern hochstens eine Darstellung
als K.G.V. (Durchschnitt) von moglichst einfachen Bestandteilen?, ent-
sprechend der aus (1) folgenden Darstellung von (2) als K. G. V.:

(a) = [(?i‘) ) (?rr):]

Die Ideale (p3¥) haben nun die folgende charakteristische Eigen-
schaft: Wenn ein Produkt ab durch $3* teilbar ist und der eine Faktor a
es nicht ist, so muB3 der andere Faktor b zumindest einen Faktor von
P& enthalten. Das driickt sich darin aus, daB eine Potenz ¥ durch
pi teilbar sein muB. Also:

Aus
ab = 0(ppY),
a = 0(ppY)
folgt b = 0.

Ideale mit dieser Eigenschaft werden Primdirideale genannt.
Ein Ideal q heift primdr, wenn aus

ab=0(q), a=0(q)

folgt, dapB es ein o gibt so, daf
b = 0(q).

Man kann die Definition auch so fassen:
Wenn im Restklassenring nach q ab = 0 und a + 0 ist, so soll eine

Potenz W verschwinden.

1 Eine K.G.V.-Darstellung ist in gewissen Fillen auch niitzlicher als einc
Produktdarstellung, ndmlich dann, wenn es sich darum handelt, zu entscheiden,
ob ein Element b durch ein Ideal m teilbar ist, d. h. zu m gehort. Ist m=[a,,...,q,],
so gehort b zu m, sobald b allen a, angehért, und nur dann.
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Ist ab = 0 und a + 0, so heiBt das nichts anderes, als daB b ein
Nullteiler ist.” Wenn ein Ringelement b die Eigenschaft hat, daB eine
Potenz ¥ verschwindet, so hei3t das Element nilpotent. Also kann man
auch sagen:

Ein Ideal hesft primir, wenn in seinem Restklassenring jeder Null-
teiler nilpotent ist.

Wie man sieht, ist die Definition eine leichte Modifikation der Prim-
idealdefinition; im Restklassenring nach einem Primideal mufB jeder
Nullteiler nicht nur nilpotent sein, sondern selbst verschwinden.

Wir werden sehen, daB die Primirideale in allgemeinen Ringen die-
selbe Rolle spielen wie die Primzahlpotenzen im Bereich der ganzen
Zahlen, daB ndmlich unter sehr allgemeinen Voraussetzungen jedes
Ideal sich als Durchschnitt von Primiridealen darstellen 148t, und daB
in dieser Darstellung die wesentlichsten Struktureigenschaften der
Ideale zum Ausdruck kommen.

Die Primirideale sind nicht notwendig Primidealpotenzen; das zeigt
schon das zu Anfang angefiihrte Ideal (4, x), welches man leicht als
primdr erkennt. Das Umgekehrte gilt aber ebensowenig; denn im
Ring derjenigen ganzzahligen Polynome a4+ a;x--- + a,2™, bei
denen @, durch 3 teilbar ist, ist p = (3x, x2, x3) ein Primideal, aber
p% = (9x2, 3x3, x4, x5, x8) nicht primir, denn es ist

9-x*=0(p?,
x? = 0(p?),
9% = 0(p?)
fiir jedes p.

Eigenschaften der Primirideale unabhingig vom
Teilerkettensatz.

I. Zu jedem Primdrideal o gehirt ein Primidealteiler p, der folgender-
mafen defintert wird: p ist die Gesamtheit der Elemente b, von denen eine
Potenz B in q liegt.

Beweis: Erstens: pist ein Ideal; denn aus 4 = 0(q) folgt (rb)2 = 0(q)
und aus ¥ =0(q) und ¢” = 0(q) folgt, da in der Entwicklung von
(6 — ¢)¢*"~! in jedem Summanden entweder ¥ oder ¢ vorkommt,

(b —c)et*"1 = 0(q).
Zweitens: p ist prim; denn aus
ab=0(y),
a #0(p)
folgt, daB es ein p gibt so, daB
a?b® = 0(q)
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und weiter
a® = 0(q)

ist. Es muB also ein o geben so, daB

b2 =0(q)
ist; daraus folgt
b=0(y).

Drittens: p ist Teiler von q:

q=0(p);
denn die Elemente von q haben sicher die Eigenschaft, daB eine Potenz
in q liegt.
p heiBt das zu q gehdrige Primideal, q ein zu p gehoriges Primérideal.
Zufolge der Definition des Primérideals gilt:

II. Aus ab= 0(q) und a = 0(q) folgt b= 0(p).

Gewissermafen die Umkehrung dieses Satzes ist der folgende:
IIT. Wenn p und q Ildeale sind und die Eigenschaft haben, daf
1. aus ab=0(q) und a = 0(q) folgt b= 0(p),

2. 9=0(p),

3. aus b= 0(p) folgt b = 0(q),
so ist q primdr und p das zugehorige Primideal.

Beweis: Aus ab = 0(q) und a % 0(q) folgt (wegen 1. und 3.) & = 0(q).
Also ist q primir. Zu zeigen ist nur noch, daB p aus den Elementen b
besteht, von denen eine Potenz 4¢ in q liegt. Die eine Hilfte dieser
Behauptung ist gerade 3. Zu zeigen bleibt, daB aus ¢ = 0(q) folgt
b=0(p). Es er g die kleinste natiirliche Zahl, fir die & = 0(q) gilt.
Fiir p = 1 sind wir fertig nach 2. Fiir ¢ > 1 hat man b- ¢~ = 0(q),
aber 51 = 0(q), mithin (nach 1.) b = 0(p).

Dieser Satz erleichtert den Nachweis der Primireigenschaft und die
Auffindung des zugehorigen Primideals in speziellen Féllen und zeigt,
durch welche Eigenschaften das zugehérige Primideal eindeutig be-
stimmt ist.

Die Eigenschaft II gilt auch dann noch, wenn man & und b durch
Ideale a und b ersetzt:

IV. Aus ab=0(q) und a=0(q) folgg b=0(p).

Denn wire b == 0(p), so wiirde es ein Element b in b geben, das
nicht in p liegt, und ebenso ein Element z in a, das nicht in q liegt. Das
Produkt ab miiBte aber in ab, also in q liegen, im Widerspruch zum
friiher Bewiesenen.

Genau so beweist man den entsprechenden Satz fiir Primideale:

Aus ab=0(p) und azx=0(p) folgg b=0(p).
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Eine Folge davon [durch (5 — 1)-malige Anwendung zu beweisen)] ist:

Aus a*=0(p) folgt a=0(p).

Eine andere Fassung von Satz IV ist:

IV'. Aus b£0(p) folgt q:b=q.

Im Restklassenring o/q liegt (wegen p 2 q) das Ideal p/q. Es be-
steht aus allen nilpotenten Elementen, im Falle q 4 o also aus allen
Nullteilern.,

Eigenschaften der Primirideale unter Vorraussetzung des
Teilerkettensatzes.

Ist p das zu q gehorige Primideal, so liegt eine Potenz eines jeden
Elementes von p in q. Die dazu mindestens nétigen Exponenten hingen
vom gewihlten Element ab und kénnen unbeschrinkt wachsen. Setzt
man aber im Ring o den Teilerkettensatz voraus, so wachsen die Ex-
ponenten nicht mehr unbeschrinkt, vermoge des folgendes Satzes:

V. Eine Potenz p° ist durch q teilbar:

p*=0(a).
Beweis: Essei (;, . . ., p,) eine Basis fiir p. Es mégen g3, ..., p%¥
in q liegen. Setzt man dann

e=§(9:—-1)+1,

so wird p? erzeugt von allen Produkten der #; zu je g; in jedem solchen
Produkt muB mindestens ein Faktor p; mehr als (g; — 1) mal, also
mindestens g;mal, vorkommen; alle Erzeugenden von p° liegen also
in q, woraus der Satz folgt.

Zwischen einem Primirideal q und seinem zugehérigen Primideal p
bestehen demnach die folgenden Relationen:

2) q =0(p),
pe = 0(q).

Die kleinste Zahl p, fiir die diese Relationen gelten, heiBt der Exponent
von q. Der Exponent gibt insbesondere eine obere Schranke fiir die
Exponenten der Potenzen, in die man die Elemente von p (mindestens)
zu erheben hat, um Elemente von q zu erhalten.

Ist q primir, so sind die Gleichungen (2) fiir das zugehorige Prim-
ideal p charakteristisch. Denn gesetzt, ein zweites Primideal p’ erfiillte
mit einem Expdnenten o’ ebenfalls (2), so wiirde folgen

2 SaSy, also p S
pecacy, also p gy,
mithin p’ = p. Die Relationen (2) sind aber nicht charakteristisch

fiir die Primirideale: es kann sehr gut sein, daB (2) flir ein nicht pri-
mires q gilt (vgl. die nachstehende Aufgabe 1).
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VI. Aus ab = 0(q) und a = 0(q) folgt, dapB eine Potenz b° = 0(q) ist.
Beweis: Es geniigt, 0 = g zu wihlen. Aus ab = 0(q) und a £ 0(q)
folgt ndmlich, wie frither bewiesen, b = 0(p) und daraus

b =0(p°) = 0(q).

Ein Ideal q mit der zuletzt ausgesprochenen Eigenschaft heiBt stark primdir,
im Gegensatz zu den frither definierten schwach primdren Idealen oder Primir-
idealen schlechthin. Gilt der Teilerkettensatz, so fallen die beiden Begriffe zu-
sammen; denn wir sahen schon, daB8 die prim4ren Ideale in diesem Fall auch stark
primar sind, und das Umgekehrte folgt einfach durch Spezialisierung der Ideale
a, b zu Hauptidealen (a), (b). Gilt der Teilerkettensatz nicht, so ist zwar jedes
stark primire Ideal auch schwach primir; aber die Umkehrung braucht nicht
zu gelten.

Beispiel: Im Polynombereich von unendlich vielen Unbestimmten x,, x,,
Xy, ... ist das Ideal

q= (%, 7,2, ..)

primdr, und das zugehodrige Primideal ist
p= (%, 2, %,...).

Diese beiden Behauptungen ergeben sich am am leichtesten aus Satz ITI. q besteht
aus allen Polynomen, in denen das konstante Glied fehlt und in jedem Glied min-
destens ein darin vorkommendes #, mindestens den Exponenten » hat, wahrend p
aus allen Polynomen ohne konstantes Glied besteht. Istnuna == 0(q) und b %= 0(p),
so enthilt b ein konstantes Glied b, + 0 und a ein Glied, in welchem jedes #, einen
Exponenten < v hat. Wir suchen nun unter diesen Gliedern von a ein Glied
niedrigsten Grades aus; das ergibt, mit der Konstanten b, multipliziert, ein in
ab wirklich vorkommendes Glied niedrigsten Grades, in dem wieder jedes x,
einen Exponenten < » hat. Also folgt ab = 0(q). Damit ist die Voraussetzung 1
von Satz III bewiesen. Ist weiter b = 0(p), so fehlt in b das konstante Glied;
ist x,, die letzte der Unbestimmten x,, #,, ..., die im Polynom b wirklich vor-
kommt (in b kdnnen ja nur endlich viele #, vorkommen), so haben in b** alle Glie-
der mindestens den Grad w?. In jedem Glied kommt also mindestens ein %, in
der w-ten Potenz vor; demnach liegt b%* in q. Da schlieBlich q = 0(p) ist, so sind
alle Voraussetzungen von Satz III erfillt.

Trotzdem ist p¢ == 0(q), wie groB man g auch nehmen mag; denn p? enthilt
das Element #3,,, welches nicht in q liegt.

Aufgaben. 1. Das Ideal a = (x2%, 2x) im ganzzahligen Polynom-
bereich einer Ver4nderlichen x ist nicht primir. Trotzdem ist (x)% = 0(a)
= 0(x) und (x) ein Primideal.

2. Hat o ein Einselement, so ist o selbst das einzige Priméirideal

zum Primideal o.
3. Ist o* ein Unterring von o und q ein Primirideal in o zum Prim-
ideal p, so ist q M o* ein Primirideal in o* zum Primideal p N o*.

§ 87. Der allgemeine Zerlegungssatz.

Im Ring o sei der Teilerkettensatz vorausgesetzt: Jede .Teilerkette
von Idealen bricht im Endlichen ab. Daraus folgt also das ,,Prinzip der
Teilerinduktion®‘.
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Reduzibel heiBt ein Ideal m, wenn es als Durchschnitt zweier echter
Teiler darstellbar ist:

m=anh, a>m, b>Dm.

Ist eine solche Darstellung nicht maoglich, so heiBt das Ideal irreduzibel.
Beispiele irreduzibler Ideale sind die Primideale; denn wire fiir ein
Primideal p eine Darstellung

p=anbh, ad>yp, boyp
moglich, so wire
ab=0(anb) =0(p), a#0(p), b=0(y),
entgegen der Primeigenschaft.
Auf Grund des Teilerkettensatzes gilt nun der erste Zerlegungssatz:
Jedes Ideal ist Durchschnitt von endlich vielen irreduziblen.
Beweis: Fir irreduzible Ideale ist der Satz richtig. Es sei also m

reduzibel:
m=anh, a>m, bom.

Setzt man den Satz fiir alle echten Teiler von m als bewiesen voraus,
so gilt er insbesondere fiir a und b; also ist etwa

a=Tl,....1],

b="[i,y,..., 1]
Daraus folgt aber

m=1_[i,. ..., 4 ey, i

also gilt der Satz auch fiir m. Da er fiir das (stets irreduzible) Einheits-
ideal auch gilt, ist er nach dem ,,Prinzip der Teilerinduktion‘* allgemein
richtig.

Von der Darstellung durch irreduzible Ideale kommt man nun zu
einer Darstellung durch Primirideale, vermoége des Satzes:

Jedes irreduzible Ideal ist primdr.

Beweis: m sei nicht primir. Es soll gezeigt werden, daB m redu-
zibel ist.

Da m nicht primdr ist, so gibt es zwei Elemente a, b mit den Eigen-
schaften

ab=0(m),

azx0(m)),
b %= 0(m) fiir jedes g.
Nach dem Teilerkettensatz muB die Reihe der Idealquotienten
m:b, m:b2, ...
cinmal abbrechen, d. h. fiir ein gewisses £ ist:

m:bF = m:brtt,
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Wir behaupten nun:

(1) m= (m, a) N (m, ob*).

Die beiden Ideale rechter Hand sind Teiler von m, und zwar echte
Teiler, denn das erstere enthilt @, das zweite enthilt 5*+!., Wir haben
zu zeigen, daB jedes gemeinsame Element von beiden notwendig zu m
gehort. Ein solches Element ¢ hat, als Element von (m, o b¥), die Ge-
stalt

c=m+ rbk;
zweitens hat es aber, als Element von (m, a), die Eigenschaft

cb=0(mbd, ad) = 0(m).
Daraus folgt
mb + ¥+ = cb = 0o(m),

rb¥+1 = o(m)
und daraus wegen m:b**t1 = m:b*:
rb* = 0(m),
c=m+rb* =0(m).
Damit ist (1) bewiesen; m ist also in der Tat reduzibel.
Da jedes Ideal als Durchschnitt von endlich vielen irreduziblen dar-
stellbar und jedes irreduzible Ideal primir ist, so folgt:

Jedes Ideal ist als Durchschnitt von endlich vielen Primdridealen dar-
stellbar.

Dieser Satz 148t sich noch verschirfen. Zunichst ndmlich kann man
aus einer Darstellung

m={[q,...,q]

alle iiberfliissigen Ideale q;, d. h. alle diejenigen, die den Durchschnitt
der ibrigen umfassen, sukzessive streichen. Man kommt so zu einer
unverksirzbaren Darstellung, d. h. zu einer solchen, in der keine Kom-
ponente g; den Durchschnitt der tibrigen umfa8t. In einer solchen Dar-
stellung kann es noch vorkommen, daB einige Primirkomponenten sich
zu einem Primirideal zusammenfassen lassen, d.h. daB ihr Durch-
schnitt wieder primir ist. Wann das der Fall ist, ergibt sich aus folgen-
den Sitzen:

1. Ein Durchschnitt von endlich vielen Primdridealen, die zum selben
Primideal gehoren, ist wieder primir und hat dasselbe zugehbrige Prim-
tdeal.

2. Ein unverktirzbarer Durchschnitt von endlich vielen Primdridealen,
die nicht alle zum selben Primideal gehdrem, ist micht primdr.

Diese Sitze gelten unabhingig vom Teilerkettensatz.

Beweis von 1: Es sei

m=[ql: e qr]!
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WO Gy, ..., q, alle zu p gehéren. Wir stiitzen uns auf Satz III (§ 86).
Aus ab=0(m), a=x0(m)

fOlgt ab = O(q,)
fiir alle ¥ und
a = 0(q,)
fiir mindestens ein ¥, und daraus wieder b = 0(p).
Zweitens ist offenbar

m=0(q,) =0(p).
Ist schlieBlich & = 0(p), so folgt
b°r = 0(q,) fiir alle »,
also, wenn ¢ = maxp, gesetzt wird:
b =0(q,) fir alle »,
b = 0(m).

Damit sind alle drei in Satz III genannten Eigenschaften nachgewiesen.
Also ist m primir und p das zugehorige Primideal.
Beweis von 2: Gegeben sei eine unverkiirzbare Darstellung

m=[q1»"': qr] (7;2),

bei der mindestens zwei der zugehorigen Primideale p, verschieden
sind. Wir denken uns von vornherein jede Gruppe von Priméridealen,
die zum selben Primideal gehéren, zu einem Primirideal zusammen-
gefaBt. Die Darstellung bleibt dann unverkiirzbar.

Unter den endlich vielen Primidealen p, gibt es ein minimales, d. h.
ein solches, das keins der iibrigen umfaBt. Diescs sei etwa p;. Da p,

die Ideale p,, ..., p, nicht umfaBt, so gibt es Elemente a, so, dal}
a, * O(p]) 4
r=2,%,...,7),
a,=0(,)
also fiir ein geniigend hohes g
a,=0(q,).

Wire q; = m, so wire die Darstellung m = [q,, ..., q,] verkiirzbar
(ndmlich qg, . . ., g, tiberfliissig). Also gibt es in g, ein Element ¢, mit
q; = 0(m).

Das Produkt 01 (as. .. )2
liegt nun sowohl in g, als in q,, ..., q,, also in m. q, liegt aber nicht

in m. Wire m primir, so wiirde daraus folgen:
(@z...a)?” = 0(m),

(az LA ar)i”’ = 0(p1):
v. d. Waerden, Moderne Algebra II, 2. Aufl.

(93]
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also, da p, prim ist,
a, = O(pl)

fiir mindestens ein », entgegen dem Friiheren.
Wenn in einer unverkiirzbaren Darstellung

m=[q,...,q]

alle zugehdrigen Primideale p, verschieden sind, so daB sich auf keine
Weise zwei oder mehr Ideale der Darstellung zu einem Primirideal
zusammenfassen lassen, so nennt man die Darstellung eine Darstellung
durch gréfte Primdrideale. Diese groBten Primidrideale heiBen auch
Primdrkomponenten von m.

Jede unverkiirzbare Darstellung m =[qy, ..., q,] 148t sich durch
Zusammenfassung der zum selben Primideal gehérigen Primirideale
in eine Darstellung durch gro8te Primirideale verwandeln. Damit ist
der zweite Zerlegungssatz bewiesen:

Jedes Ideal lift eine wunverkiivzbare Darstellung als Durchschnitt
von endlich vielen grofiten Primdrkomponenten zu. Diese Primdrkompo-
nenten gehoren zu lauter verschiedenen Primidealen.

Dieser ,,zweite Zerlegungssatz', fiir Polynombereiche von E. LASKER,
allgemein von E. NOETHER bewiesen, ist das wichtigste Ergebnis der
allgemeinen Idealtheorie. Anwendungen des Satzes werden wir vor allem
im dreizehnten Kapitel kennenlernen. Wir wollen in den nichstfolgen-
den Paragraphen untersuchen, wie es mit der Eindeutigkeit der Primar-
komponenten bestellt ist.

Aufgaben. 1. Man zerlege das Ideal (9, 3x + 3) im ganzzahligen
Polynombereich einer Unbestimmten in Primirkomponenten.

2. Zu jedem Ideal a gibt es ein Produkt von Primidealpotenzen
pg - pgr . .. pi*, das durch a teilbar ist, derart, daB jedes p, ein Teiler
von a ist.

3. Wenn der Ring 0 ein Einselement besitzt, so ist jedes von o ver-
schiedene Ideal a durch mindestens ein von o verschiedenes Primideal
teilbar.

4, Das Ideal (4, 2x,x%) im ganzzahligen Polynombereich einer
Unbestimmten ist primir, aber reduzibel. [Zerlegung: (4, 2x, x%)
= (4, x) N (2, x%).]

§ 88. Die Eindeutigkeitssitze.

Die Zerlegung eines Ideals in gréBte Primirkomponenten ist nicht
eindeutig.
Beispiel: Das Ideal
m = (x2%, xv)
im Polynombereich K[x, y] besteht aus allen Polynomen, die durch
x teilbar sind und in denen auBerdem die linearen Glieder fehlen. Die
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Menge aller durch x teilbaren Polynome ist das Primideal
0 = (x);

die Menge aller Polynome, in denen die linearen und konstanten Glieder
fehlen, ist das Primérideal
G = (xz, XY, y2)
Es ist also
m = [q;, Gal.

Das ist eine unverkiirzbare Darstellung, und da die zugehdorigen Prim-
ideale von g, und g, verschieden sind, nidmlich gleich (x) bzw. (x, y),
so ist es auch eine Darstellung durch gro8te Primérideale.

Aber neben dieser Darstellung gibt es noch die andere:

m = [qy, G4],
WO

q3 = (xzr y)

ist; denn damit ein Polynom in m liegt, geniigt es, zu fordern, daB das
Polynom durch x teilbar ist und daB in ihm das Glied mit x fehlt. Von
dieser Art gibt es sogar, wenn der Kérper K unendlich ist, unendlich
viele Darstellungen:

m=1[q, %], qP = (2, y+ Ax).

Allen angefiihrten Zerlegungen von m ist gemeinsam, daB die Anzahl
der Primirkomponenten und die zugehérigen Primideale:

®), (x,9),

tibereinstimmen. Das gilt nun allgemein:

Erster Eindeutigheitssatz: Bei zwei unverkiirzbaren Darstellungen eines
Ideals m durch grifte Primirkomponenten stimmen die Anzahlen der
Komponenten und (zwar nicht notwendig die Komponenten selbst, aber)
die zugehorigen Primideale diberein.

Beweis: Fiir ein Primirideal ist die Behauptung trivial. Wir kénnen
also eine Induktion nach der Anzahl der Primdrkomponenten ansetzen,
die in mindestens einer Darstellung des betreffenden Ideals auftritt,

Es sei

(1) m={[q, ..., q] =[a1, ..., q].

Aus allen zugehérigen Primidealen p,, ..., b, 97, ..., by wihle man
ein maximales aus, d. h. ein solches, das von keinem anderen mehr
umfaBt (geteilt) wird. Dieses komme etwa auf der linken Seite vor und
sei p,. Behauptung: Es kommt auch rechts vor. Denn sonst kénnte
man in (1) Quotienten nach g, bilden:

(02:G1, - -+, @i ay] = [01:G1, + - -, Q2 G4].
3‘
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Nun ist (ftir alle » > 1) g, # 0(p,), weil sonst p, = 0(p,) wire, ent-
gegen der vorausgesetzten Maximaleigenschaft von p,. Ebenso folgt
fiir alle », daB g, = 0(p;) ist. Nach Satz IV’ (§ 86) ist also

G,:q; = qy (722,...,1),
Gigp=0q (@=1,....0).
Da weiter g,:q, = 0 ist, so ergibt sich

(0, 9, - -+, q) = [07, . - ., ).

Rechts steht m; also muB auch links m stehen. o kann weggelassen
werden; es ist also _
m=[(qz ..., ql.

Demnach wire die erste der beiden Darstellungen (1) verkiirzbar, ent-
gegen der Voraussetzung.

Jedes maximale Primideal kommt also auf beiden Seiten vor.

Es sei jetzt etwa I =< [!'. Zu beweisen ist: | = !’ und (bei passender
Anordnung) p, = p,. Fiir Ideale, die sich durch weniger als / Primir-
ideale darstellen lassen, sei alles bewiesen. Wir ordnen die q und ¢’ so
an, daB p, = p] ein maximales zugehoriges Primideal (zu g, und zu g}
gehorig) ist.

Bildet man auf beiden Seiten von (1) Quotienten nach dem Produkt
a; 41

(02:9:0%, - - -, Q;:0:101) = [01:020%, - - -, Q201 03],
so ergibt sich aus den gleichen Schliissen wie vorhin:
00101 = Qs (’p>1)

0,:0:01 = 0
Weiter ist, da q,q; durch g, und durch g teilbar ist,

0::G,97 =0,
91:0,01 = 0;
also kommt: (92, - - ., ) = [a2, . . -, G7].

Nach Induktionsvoraussetzung muB, da jetzt links und rechts eine
unverkiirzbare Darstellung durch gréBte Primdrkomponenten steht,
! —1=10—1, also I’ = sein. Weiter muB bei passender Anordnung
p, = v, fiir alle » > 1 gelten. Da auBerdem p, = p] ist, so ist alles
bewiesen.

Die nach dem eben bewiesenen Satz eindeutig bestimmten Ideale
p:, ..., b, die bei einer unverkiirzbaren Darstellung a ={[q,, ..., q;
als zugehorige Primideale auftreten, heiBen die zugehorigen Primideale
des Ideals a. Ihre wichtigste Eigenschaft ist die folgende:

Wenn ein Ideal a durch kein zugehiriges Primideal eines Ideals b
teilbar ist, so ist bia = b und umgekehrt.
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Beweis: Es sei b =[q,, ..., q] eine unverkiirzbare Darstellung.
Zunichst sei a = 0(p;) fiiri =1, ..., I, wo p; zu g; gehort. Daraus folgt
0i: @ = G5,
b:a=1[qy, ..., q):a
= (q,:a, ..., q;:qa]
=[G, ..., 9] =0.

Umgekehrt sei b:a = b. Wire a = 0(p,) fiir ein 7, etwa a = 0(p,),
so wiirde folgen a? = 0(q,), mithin

ac-. [%: ct QI] = 0([q1l G2, - - - QID = 0(5)1

mithin, da man in jeder Kongruenz (mod b) durch a und somit auch
durch a? kiirzen darf,

(92, - - -, ] = 0(b),
entgegen der Unverkiirzbarkeit der Darstellung.

Ein wichtiger Spezialfall entsteht, wenn man a zu cinem Haupt-
ideal (a) spezialisiert:

Wenn ein Element a durch kein zugehoriges Primideal eines Ideals b
tetlbar 1st, so ist b:a = b; d. h. aus ac = 0(b) folgt stets ¢ = 0(b).

Man kann den allgemeinen Satz noch anders fassen, indem man
auch a als Durchschnitt von Primiridealen [q7, . . ., q;] darstellt. a ist
dann und nur dann durch p; teilbar, wenn ein g; es ist? oder, was das-
selbe ist, wenn ein p; es ist. Also folgt:

Wenn kein zugehiriges Primideal von a durch ein zugehiriges Prim-
tdeal von b teilbar ist, so ist b:a = b, und umgekehrt.

In dieser Fassung wird der Satz gebraucht, um den zweiten Ein-
deutigkeitssatz, die Eindeutigkeit der ,,isolierten Komponentenideale®
zu beweisen.

Unter einem Komponentenideal eines Ideals a wird jeder Durch-
schnitt von Primiridealen verstanden, die in irgend einer unverkiirz-
baren Darstellung des Ideals a durch groSte Primirideale auftreten.

Es sei also
a=1[q, ..., q]
eine unverkiirzbare Darstellung und
ay, = [qy, -« -, Q&) bzw. = o, falls 2 =0,
Ay = (Qgiq, ---, G, bzw. =0, falls 2 =1,
Dann ist
a= 01 (@] 02,

und q, ist ein Komponentenideal von a.

1 Denn daB mit g; auch a durch p; teilbar ist, ist klar, und aus a = 0(p,) folgt
qi .-.ar=o0(aj,-... qr]) =0 (p;), so daB ein qj durch P, teilbar ist.
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Das Komponentenideal a, heiBt isoliert, wenn kein zu a, gehériges
Primideal p,,, durch ein zu a, gehériges p; teilbar ist.

Nennt man ein zugehdoriges Primideal von a eingebettet, wenn es ein
Teiler eines anderen zugehérigen Primideals von a ist, so kann man
ein isoliertes Komponentenideal von a auch definieren als ein solches,
dessen Menge von zugehérigen Primidealen entweder iiberhaupt keine
eingebetteten Primideale enthilt oder wenigstens zu jedem eingebette-
ten Primideal auch alle die Primideale enthilt, in denen es eingebettet ist.

Zweiter Eindeutigkeitssatz: Jedes isolierte Komponentenideal eines
Ideals a ist durch Angabe der zugehorigen Primideale (also einer Teilmenge
aller zu a gehirigen Primideale) eindeutig bestimmi.

Beweis: Gegeben seien zwei Darstellungen

(2) a=aqa,Na,=ajNaj,

wobei a} dieselben zugehérigen Primideale hat wie a,. AuBerdem seien
a, und aj isolierte Komponenten. Dann folgt aus dem eben bewiesenen
Satz:

a,:a, = q,,

aj:a, = aj,
also aus (2) durch Quotientenbildung nach a,:

a:ay, = a, = ay M (a5:0,),

a, Saj.
Ebenso folgt
a1 S ap,
also
0, = a}, q.e. d.

Insbesondere sind die ¢solierten Primdrkomponenten (d.h. also die
zu nicht eingebetteten Primidealen gehérigen Priméirkomponenten) eines
Ideals eindeutig bestimmt.

§ 89. Theorie der teilerfremden Ideale.

Im folgenden wird die Existenz des Einselementes im Ring o voraus-
gesetzt. Dieses Einselement erzeugt dann das Einheitsideal o:

o=(1).1

Zwei Ideale a, b heiBen feslerfremd, wenn sie keinen gemeinsamenTeiler
auller o haben, oder wenn ihr gréBter gemeinsamer Teiler o ist:

(a, b) = 0.

1 Aus dieser Darstellung folgt
0 = (1) - (1) = (1),

also 02 = p, was in Ringen ohne Einselement nicht zu gelten braucht.



§ 89. Theorie der teilerfremden Ideale. 39

Das bedeutet, daB jedes Element von o sich als Summe eines Elementes
von a und eines von b darstellen liBt.

Notwendig und hinreichend dafiir ist, daB die Eins (das erzeugende
Element von o) sich als Summe

(1) 1=a+0b
(a in a, b in b) darstellen 1i8t. Man hat dann:
a=1(b), b= 0(b),
a=0(a), b=1(a).
Wenn zwei Primirideale q,, g, teilerfremd sind, so sind die zu-
gehorigen Primideale p,, p, es um so mehr (jeder gemeinsame Teiler
von p, und p, ist ja auch ein gemeinsamer Teiler von g, und g,). Aber

auch die Umkehrung gilt: Aus der Teilerfremdheit von p,, p, folgt die
von g, Gp- Denn aus

2

1=p1+ 2
folgt durch Erhebung in die (¢ + ¢ — 1)-te Potenz:

{ = Pf+o_l + ... + pg+u—1;
wihlt man nun g und o so groB, daB ¢ in q, und 3 in qq liegt, so liegt
von der Summe rechts jedes Glied in g, oder in q;, und es folgt
1=¢ + ¢

Wenn zwei Ideale teilerfremd sind, so sind sie in beiden Richtungen
relativ prim.

Beweis: Es sei (a, b) = 0, also etwa a + b = 1. Es geniigt, zu
zeigen, daB a:b S a ist. Wenn x zu a:b gehért, so ist xb S a, also
xb = 0(a), also auch

x(a 4+ b) = 0(a),
x-1=0(a);
demnach gehort x zu a, q.e. d.
Die Umkehrung gilt nicht; Beispiel im Polynombereich K[x, y]:

die Ideale (x) und (y) sind gegenseitig relativ prim, aber nicht teiler-
fremd:

(*,y) o,
*):(y) = (%),
¥):(x) = (9).

Wenn a und b teilerfremd sind, so kann man wie in der Zahlen-
theorie Kongruenzen simultan 16sen. Es seien zwei Kongruenzen

f(§) = 0(a),
g(&) = o(b) (f(x), g(x) € o[x])
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vorgelegt. Angenommen werde, jede einzelne Kongrucnz sei l6sbar.
Ist etwa ¢ = « eine Losung der ersten, & = f eine Losung der zweiten
Kongruenz, so verschafft man sich ein Element &, das beide Kon-
gruenzen lost, in der folgenden Weise: Mit Hilfe der friiher konstruierten
GroBen a und b, die den Gleichungen (1) und (2) geniigen, bilde man

E=bx+ af.

Dann ist § = x(a) und & = B(b), also & eine Losung der beiden vor-
gelegten Kongruenzen.

Fiir zwei teilerfremde Ideale ist das kleinste gemeinsame Vielfache
gleich dem Produkt.

Beweis: In § 85 wurde bewiesen:

abSanb,
{anb](a, b) € ab.

Ist nun (a, b) = o und ein Einselement vorhanden, so vcreinfacht sich
die zweite Gleichung zu

anb < ab;
also folgt

anNb=ab, qg.e.d.

Um diesen Satz auch fiir mehr als zwei paarweise teilerfremde
Ideale aussprechen zu konnen, miissen wir einen Hilfssatz voraus-
schicken.

Wenn a zu b und zu c teilerfremd ist, so ist a auch zum Produkt bc
und 2um Durchschnitt b N ¢ teilerfremd.

Beweis: Aus

a+b=1,

a +c=1
folgt:
(@+b) (@ +¢c)=1,

aa’ +ac+a'b+bc =1,
a' 4+ bec =1,
wo @'’ = aa’ + ac + a'b wieder ein Element von a ist. Hieraus folgt

(a, 6¢c) =0
und um so mehr
(a, bNc) =o.

Damit sind beide Behauptungen bewiesen.
Sind nun a, a,, ..., a, paarweise teilerfremd und ist

(ay, .., 0, (J=0a;...0,_,
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schon bewiesen, so hat man:
(a, ...,aq)=[a;, ..., 0,_4Naq,
= (al L an—-l) N an

=0;...0,_y-0q,,

also durch Induktion den Satz:

Das kleinste gemeinsame Vielfache endlich vieler paarweise teilerfremder
Ideale ist gleich threm Produkt.

Die frithere Bemerkung iiber die Lésung von Kongruenzen nach
teilerfremden Idealen gilt auch fiir mehrere paarweise teilerfremde
Ideale:

Es ist immer moglich, & aus den Kongruenzen

§ = o(ay) (t=1,2,...,7)

2u bestimmen, falls ay, q,, .. ., a, paarweise teilerfremde Ideale sind.
Beweis durch Induktion: Man habe 7 schon so bestimmt, daB
7 = og(ay) E=1,2,...,7—1)

ist, und bestimme £ aus

E=qn(ay, ..., a_4),
§=o,(a),

was immer méglich ist, weil a, zu [a,, ..., a,_,] teilerfremd ist.

Gilt in o der Teilerkettensatz, so kann man jedes Ideal als Durchschnitt
von paarweise teilerfremden Idealen darstellen, die selbst nicht mehr als
Durchschnitt von paarweise teilerfremden echten Teilern darstellbar sind.

Zu dem Zweck suche man in einer unverkiirzbaren Darstellung des
gegebenen Ideals a durch Primirideale

a=[qy,..-, ]

alle die Primirideale, die mit irgend einem festen unter ihnen durch
eine Kette von paarweise nicht teilerfremden Primiridealen verbunden
sind, und bilde deren Durchschnitt a,. Aus den verbleibenden Idealen

bilde man in derselben Weise sukzessive die Ideale a,, ..., a,. Die
Darstellung
3) a=/[a;,...,aqa,

hat die gewiinschten Eigenschaften, Denn erstens sind q; und @, fiir
1 % kin der Tat teilerfremd, da die Komponenten von q; zu denen von
a, teilerfremd sind. Zweitens ist es unméglich, etwa a, noch als Durch-
schnitt zweier paarweise teilerfremden echten Teiler darzustellen. Wire
nimlich eine solche Darstellung gegeben:

a;=bnNc¢=be,
(b, ¢) = o,
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so miiBte jedes zu a, gehorige Primideal ein Teiler von be¢, also von b
oder von ¢ sein; da nun alle diese Primideale mit einem unter ihnen
durch eine Kette von paarweise nicht teilerfremden Primidealen ver-
bunden sind, so miissen, wenn eins dieser Primideale etwa b teilt, alle
diese Primideale b teilen und keines ¢. Die zugehérigen Primirkompo-
nenten teilen be; also teilen sie b (da ihre Primideale ¢ nicht teilen).
Daraus folgt, daB auch der Durchschnitt a, ein Teiler von b ist:

bCa;

entgegen der Voraussetzung, daB b ein echter Teiler von q, sein sollte.
Statt der Darstellung (3) kann man nach unseren Sitzen eine
Produktdarstellung schreiben:

a=0a0,...aq,.

Aufgaben. 1. Man beweise den ,,dritten Eindeutighkestssatz'’, der die
eindeutige Bestimmtheit der Ideale q,, ..., q,, die in einer Darstel-
lung (3) mit den angegebenen Eigenschaften auftreten, aussagt. [Man
fiihre diesen dritten Eindeutigkeitssatz auf den zweiten zuriick.]

Mit der multiplikativen Zerlegung des Ideals a geht eine additive Zerlegung
des Ringes o und des Restklassenringes o/a einher. Wir beweisen zunichst:

Sind q,, ..., a, paarweise teilerfremde Ideale und ist
a=0a;...0 ={a,..., ),
by =@, ... Q1 @ypy . O =1{Q5, ..., Oy 1, Ay g1, - -+, G
so ist o=(b,..., b)),
und zwar ist die additive Darstellung eines jeden Elementes von 0 als Summe von
Elementen von by, . .., b, eindeutig modulo a.
Beweis. Aus derr Definitionen von a und b, folgt a = a, N b, = a, . b,.
Es sei nun b ein beliebiges Element von 0. Wir bestimmen b,, ..., b,_; aus
den Kongruenzen
b, = b(ay); b, = 0(by).
Dann ist fr» =1,2,...,r — 1:

r—-1
b= b (av).
1

r-1
Setzen wir also b — X b = b,, so wird b, = 0(a,) fir v == 1,2, ...,y — 1, mit-

1
hin b, = 0(b,). Damit ist die behauptete Darstellung

b=t
gefunden. — Sind nun zwei solche Darstellungen
b= $b, = };‘b;
gegeben, so folgt, da modulo a, alle b, mit » & u kongruent Null sind:
bu = by (ay) -

Die Differenz b, — b, gehort also zu a, und zu b,, mithin zu a = a, M b,. Also
ist b, = by, (a), womit alles bewiesen ist.
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Gehen wir nun zum Restklassenring o = o/a tiber, indem wir alle Elemente b
durch die zugehoérigen Restklassen b ersetzen und ebenso;b, = b,/a, @, = a,/a
setzen, so folgt eine eindeutige Darstellung aller Elemente b von D in der Form

b=b +by+---+b; by€by.

Da die Darstellung eindeutig ist, so ist die Summe ¢ = _(Bl, ..., b,) direkt im
Sinne von § 47. Weiter folgt @, - b, = (0), mithin, da jedes b, (u %+ ») eine Unter-
menge von q, ist,

By 'By E 0 .
Dey Ring 0 = vfa erscheint also als divekte Summe von Ringen by, ..., b, die sich
gegenseitig annullieven. _ B

Jedem b von p ist ein b zugeordnet und jedem b wieder ein b;. Beide Zuord-
nungen sind Ringhomomorphismen; also ist auch die Zuordnung b —> b, ein Ring-
homomorphismus. Ist b, = 0, so muB b € 4, und daher b € a, sein, und umgekehrt.
Daraus folgt nach dem Homomorphiesatz:

b, & o/a,.
Ebenso gilt nattrlich fiir jedes »: b, & o/a,.

Aufgaben. 2. Wendet man die Zerlegung (4) auf das Einselement 1 von 0

an, so findet man:
1=¢+ ¢+ .. . +¢; € ==¢; ¢euéy=0 fur uzkv.
Die ¢, sind die Einselemente der Ringe b, .

§ 80. Einartige Ideale.

Es sei wieder o ein Ring mit Einselement.

Das Einheitsideal o ist stets Primideal. Welche Primirideale kénnen
zu ihm gehéren? Die Antwort lautet: Nur o selbst; denn wenn q ein zu o
gehoriges Primirideal ist, so ist 1 € o, also 12 € g, mithin g = o.

Wenn nun bei der Darstellung eines Ideals a o als Durchschnitt
von Primiridealen [q,, . . ., q,] unter den zugehorigen Primidealen p;
das Einheitsideal vorkommt, so ist das zugehérige g; ebenfalls gleich o
und daher in der Durchschnittsdarstellung tiberfliissig. Mithin: Is¢ die
Darstellung a = [y, . . ., q,] unverkiirzbar und a % o, so kommt das
Einheitsideal nicht unter den zugehirigen Primidealen vor.

Daraus folgt sofort, wenn in o der Teilerkettensatz gilt und daher
jedes Ideal a als Durchschnitt von Priméridealen darstellbar ist:

Jedes Ideal a & o besitzt mindestens einem Primidealteiler p + 0.
Ist das Ideal a nicht primdr, so besitzt es sogar mindestens zwei Prim-
idealteiler +0.

Ein Ideal, das nicht mehr als einen Primidealteiler auBer o besitzt,
heiBt nach DEDEKIND einartig. Nach dem vorigen Satz ist jedes ein-
artige Ideal q primar. AuBerdem muB das zugehérige Primideal p teiler-
los sein, denn wire a’ + o ein echter Teiler von p, so hitte a’ wieder
einen Primteiler p’ + o, der echter Teiler von p wire, also hitte q zwei
voneinander und von o verschiedene Primidealteiler p und p’, entgegen
der vorausgesetzten Einartigkeit von q.
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Es gilt
(1) pe=0(q).

Aus der Relation (1) folgt, wenn p teilerlos ist, auch umgekehrt die
Einartigkeit von q. Denn wenn p’ ein beliebiger Primidealteiler von q
ist, so folgt aus (1):

M
=

®,
b =0(p),

also entweder p’ =y oder p’ = o0; mithin hat q keine anderen Prim-
idealteiler als p und o.

Die Begriffe:

1. einartiges Ideal,

2. Primirideal zu einem teilerlosen Primideal p,

3. Teiler einer Potenz p? eines teilerlosen Primideals p,
sind also gleichbedeutend. Weiter gilt:

Wenn das Ideal m eine isolierte einartige Primdirkomponente q besitzt,
deren zugehiriges Primideal p und deren Exponent o ist, so ist fiir jede
ganze Zahl 0 = g:

(2) g =(m, p°).

Beweis: Aus

p(’

mithin

und

schlieBt man
3) (m, p°) = 0(q).
Andererseits sei

m= [qr q2: ce qa]

eine Darstellung von m durch Primirkomponenten. Das Ideal (m, y°)
ist einartig, also primir; das zugehorige Primideal ist p. Das Produkt
99y . .. q, ist durch (m, p°) teilbar; aber q,... q, ist, da q als 4soliert
angenommen war, nicht durch p teilbar; also muB3 q durch (m, p°) teil-
bar sein:
4) g =0(m, p°).
Aus (3) und (4) folgt (2).

Folgerung: Fiir 0 = ¢ ist

p° =0(q) = 0(m, p°*1),
also
(5) p” = 0(m, p*Y).

Fiir 0 < g gilt die Relation (5) nicht mehr. Denn wire

p° = 0(m, p°*)
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fiir ein ¢ < g, so wiirde man durch Multiplikation mit p¢~"~'! erhalten:
pemt=0(mpem71, p?) = 0(m, q) =0(q),

entgegen der Definition des Exponenten g.

Der Exponent g von q ist also die kleinste Zahl o, fiir die (5) gilt.

Es gibt Integrititsbereiche o mit Einselement, in denen (der Teiler-
kettensatz gilt und) jedes vom Nullideal verschiedene Primideal teilerlos
ist. Z. B. gehéren dazu die Hauptidealringe (vgl. § 19), ebenso gewisse
spiter zu definierende ,,Ordnungen‘’ in Zahl- und Funktionenkérpern,
fiir die der Ring C[Y—3] ein typisches Beispiel ist. In diesen Ringen
sind nun ersichtlich alle Primdrideale aufer dem Nullideal einartig.
Weiter sind hier je zwei untereinander und von (0) verschiedene Prim-
ideale auch teilerfremd. Daraus folgt, daB je zwei zu verschiedenen
Primidealen + (0) gehérige Primérideale auch teilerfremd sind. SchlieB-
lich sind alle Primirkomponenten eines Ideals isoliert und somit ein-
deutig bestimmt. Mithin: Jedes vom Nullideal verschiedene Ideal lift
sich eindeutig als Durchschnitt von teilerfremden einartigen Primdridealen
darstellen. Nach § 89 ist dieser Durchschnitt zugleich Produkt:

a=1[0, .., 0]=0"0.. .4

Nach den Sitzen von § 89, SchluB, ist der Restklassenring o/a eine
direkte Summe von Ringen, die sich gegenseitig annullieren und iso-
morph den Restklassenringen o/q, sind. Die letzteren Restklassenringe
sind primdr, d. h. in ihnen ist jeder Nullteiler nilpotent.

In Hauptidealringen sind die Primirideale q; zugleich Primideal-
potenzen. Ob das in allgemeineren Ringen auch der Fall ist, hingt ab
von einer Bedingung, die wir spiter noch kennenlernen werden, nim-
lich der Bedingung der ,,ganzen Abgeschlossenheit’ (§ 100).

Die Idealtheorie der zuletzt besprochenen Integritatsbereiche, in denen jedes
Primideal auBer (0) teilerlos ist, ist nach W. KRULL wesentlich einfacher her-
zuleiten als die aligemeine Idealtheorie der §§ 86 bis 88. Zun#chst namlich kann
man aus dem Teilerkettensatz allein sehr leicht herleiten, daB es zu jedem Ideal a
ein Potenzprodukt von Primidealen, Teilern von a gibt, welches durch a teilbar
ist (vgl. § 102, Hilfssatz 1):

Pe PG per=o0(a)

a = 0(py) =1,...,7
Ist a = q einartig, so kann es auBer 0 hochstens ein P, - p geben, und man erhilt
pe = 0(q), womit die oben gegebene Charakterisierung der einartigen Ideale als
Teiler von Primidealpotenzen neu hergeleitet ist. Ist a 3= (0) nicht einartig, so
sind die Primideale p; und daher auch ihre Potenzen p2¢ untereinander teiler-
fremd, mithin sind auch die Ideale q; = (a, p?) teilerfremd und ihr Durchschnitt
gleich ihrem Produkt

G- 0l =t0g .., .

a ist durch alle g, also auch durch ihren Durchschnitt teilbar. Andererseits

ergibt das Produkt

619z -+ 4, = (a, p3) - (0, p3e) . . . (a, p%)
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beim Ausmultiplizieren nach dem Distributivgesetz (§ 85) eine Summe von Idealen,
die alle durch q teilbar sind. Also ist

a=0(q4q. - --q) = 0(a),
mithin
a=1{0,92 ..l =00dz.. -0

Die g, sind, als Teiler von p%, offenbar durch keine anderen Primideale als p;
und o teilbar und somit einartig. Die Eindeutigkeit der q; folgt daraus, daB nach
dem Obigen bei jeder Zerlegung a = [q;, g3, - . ., q;] notwendig q. = (a, py7) ist.

Dreizehntes Kapitel.
Theorie der Polynomideale.

In diesem Kapitel soll die allgemeine Idealtheorie auf (kommuta-
tive) Polynombereiche angewandt werden. AuBer der allgemeinen Ideal-
theorie wird nur die Korpertheorie (Kap.5) und was ihr vorangeht
als bekannt vorausgesetzt.

§ 91. Algebraische Mannigfaltigkeiten.

Es sei K ein kommutativer Kérper. Eine Reihe von » Elementen
{&,, ..., &} eines beliebigen algebraischen Erweiterungskérpers von K
heiBt ein Punkt des n-dimensionalen Raumes R,. Der Punkt {§,, ..., &}
wird kurz mit & bezeichnet; die &, heiBen seine Koordinaten.

Es sei 0 =K[x,, ..., x,] der Polynombereich der » Unbestimmten
%y, ..., %,. Seine Elemente, die Polynome, werden mit f= f(x)
= f(%, ..., %,), &, k, ... bezeichnet. Ein Punkt & heiBt Nulistelle des
Polynoms f(x), wenn f(§) = f(&,, ..., &) = 0 ist. Die gemeinsamen
Nullstellen irgend welcher Polynome f,, . . ., f,, also die Lésungen eines
Gleichungssystems

(1) h§ =o0,....1() =0,

bilden, wenn ihre Menge nicht leer ist, das, was man eine algebraische
Mannigjaltigkest M nennt. Bekannt sind z. B. die ,,algebraischen Kur-
ven‘‘ in der Ebene und die ,,algebraischen Flichen' im Raum, die durch
je eine Gleichung f(£,, &;) = 0 bzw. f(&;, &,, &5) = O dargestellt werden,
ebenso gewisse ,,Raumkurven®, die durch zwei Gleichungen bestimmt
sind, usw. Auch ein einzelner Punkt £ mit Koordinaten aus K bildet
eine algebraische Mannigfaltigkeit, und der ganze Raum R, ist eine.
Wie man die Losungen von (1) tatsichlich bestimmt, haben wir im
elften Kapitel auseinandergesetzt. Hier interessiert uns eine andere
Frage, nimlich die, welche allgemeinen Sitze man {iber die algebra-
ischen Mannigfaltigkeiten aussagen kann, und insbesondere, wie man
sie nach der ,,.Dimension‘’’ in Kurven, Flichen usw. einteilen kann.
Bildet man aus den ,definierenden Polynomen’ f,, ..., f, einer
algebraischen Mannigfaltigkeit It das Ideal a = (f,, ..., f,), so sieht
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man, daB alle Punkte der Mannigfaltigkeit (Nullstellen von f,, ..., f,)
zugleich auch Nullstellen aller Polynome f= g, fh+- +gf, des
Ideals sind, daB also 9t auch charakterisiert werden kann als Gesamt-
heit aller gemeinsamen Nullstellen der Polynome des Ideals a oder,
wie wir kurz sagen werden, aller Nulistellen des Ideals a. Dal a eine
endliche Basis (f,, . . ., f,) besitzt, bedeutet fiir a nach dem HiLBERTschen
Basissatz (§ 84) keine Einschrinkung; denn jedes Ideal von o besitzt
eine endliche Basis. Also gilt: Eine algebraische Mannigfaltigkeit M be-
steht aus den Punkten &, die Nullstellen eines Ideals a tn K[x,, .. ., x,]
sind. Man nennt IR die Nullstellenmannigfaltigkeit von a oder kurz die
Mannigfaltigkeit von a.

Ein a umfassendes Ideal (Teiler von a) definiert eine Teilmannig-
faltigkeit von M. Es kann aber vorkommen, dal verschiedene Ideale
dieselbe algebraische Mannigfaltigkeit I definieren; z. B. hat mit a
stets auch a? die Mannigfaltigkeit . Unter allen diesen Idealen ist
aber eins ausgezeichnet: die Gesamtheit aller Polynome f, die in allen
Punkten der Mannigfaltigkeit M den Wert Null annehmen. Diese Ge-
samtheit umfaBt alle Ideale, welche die Mannigfaltigkeit It definieren;
und sie ist ein Ideal, denn wenn f auf I iiberall verschwindet, so gilt
dies auch von jedem Vielfachen von f, und wenn f und g es tun, tut
es auch f — g. Die Mannigfaltigkeit dieses Ideals ist 3. Dieses Ideal
heiBt das zugehirige Ideal der Mannigfaltigkeit.

Nimmt ein Polynom f in allen Punkten einer Mannigfaltigkeit It
den Wert Null an, so sagt man wohl: das Polynom f enthdlt die Mannig-
faltigkeit M (weil dann nimlich die Mannigfaltigkeit f = 0 die Mannig-
faltigkeit M in sich enthilt). Das zugehorige Ideal einer Mannigfaltigkeit
M besteht also aus allen Polynomen, die die Mannigfaltigkeit I enthalten.

Der Durchschnitt MM NN zweier algebraischen Mannigfaltigkeiten
M und N ist, wenn er nicht leer ist, wieder eine algebraische Mannig-

faltigkeit. Wenn nimlich MM durch das Ideal a = (f;,..., f,) und N
durch das Ideal b = (g,, .. ., g,) definiert wird, so ist der Durchschnitt
M NN offenbar die durch das Ideal (a, b)) = (f;, ..., fr  81s -+ -» &)

definierte Mannigfaltigkeit.

Aber auch die Vereinigungsmenge zweier algebraischen Mannig-
faltigkeiten I, N ist eine algebraische Mannigfaltigkeit; diese wird
durch das Durchschnittsideal (K. G.V.) anb (oder auch durch das
Produkt a-b) definiert. Zunichst ndmlich ist jeder Punkt der Ver-
einigung entweder Nullstelle aller Polynome aus a oder Nullstelle aller
Polynome aus b, also auf jeden Fall Nullstelle aller Polynome aus
a N b (und insbesondere von denen aus a- b). Wenn aber ein Punkt &
nicht zur Vereinigung MMV M gehort, so gibt es in a ein Polynom f
und ebenso in b ein Polynom g, welche im Punkte & nicht verschwinden;
dann verschwindet aber auch das zu a M b (und a - b) gehorige Produkt fg
im Punkte & nicht, und somit ist & nicht Nullstelle von a b (oder
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a-b). Nullstellen von an b (sowie von a- b) sind also die Punkte von
MV R und nur diese.

Es folgt, daB die Vereinigung endlich vieler algebraischen Mannig-
faltigkeiten (z. B, endlich vieler Punkte, Kurven usw.} wieder eine
algebraische Mannigfaltigkeit ist.

Eine Mannigfaltigkeit, die als Vereinigung zweier echten Teilmannig-
faltigkeiten dargestellt werden kann, heiBt zusammengesetzt oder redu-
zibel. Eine nicht zusammengesetzte Mannigfaltigkeit heiBt unzerlegbar
oder irreduzibel.

Die Entscheidung iiber Reduzibilitit einer Mannigfaltigkeit hingt
noch vom Grundkérper K ab. Z. B. bildet das Punktepaar &, = 0,
&, = +)2 eine im rationalen Zahlkérper irreduzible Mannigfaltigkeit,
die Nullstellenmannigfaltigkeit des Ideals (x,, x; — 2), welche aber bei
Adjunktion von ]/2 in zwei Bestandteile (Punkte) zerfillt.

Ein Kriterium flir Irreduzibilitit ist: Eine Mannigfaltigkeit IR st
dann und nur dann irreduzibel, wenn das zugehdrige Ideal prim ist, d. h.
wenn aus ,,fg enthdlt M folgt: f oder g enthdlt M.

Beweis: M sei zunichst reduzibel: M = M, v M,, wo M, und M,
echte Teilmannigfaltigkeiten von M sind. In dem zugehérigen Ideal von
IR, gibt es ein Polynom f, das It nicht enthilt, weil ja sonst IR, 2 M
wire. Ebenso gibt es in dem zugehérigen Ideal von IR, ein Polynom g,
das M nicht enthilt. Das Produkt fg enthilt I}, und M,, also M. Das
zu I gehorige Ideal ist also nicht prim.

Zweitens sei M irreduzibel. Wenn nun fg ein Produkt wire, das I
enthielte, ohne daB f oder g es tite, so kénnte man IR als Vereinigung
zweier echten Teilmannigfaltigkeiten I, und I, darstellen, die sich
folgendermaBen definieren lassen: IR, besteht aus allen Punkten von IR,
welche der Gleichung f = 0 geniigen, und M, aus allen Punkten von I,
welche der Gleichung g = 0 geniigen. Jeder Punkt & von It gehért dann
zu M, oder zu M,, da aus /(&) g (&) = 0 folgt, daB f(§) = Ooderg(§) =0
ist. Das widerspricht aber der vorausgesetzten Irreduzibilitit von IR.

Dadurch, daB man die Primideale mit der Vorstellung der irreduzib-
len Mannigfaltigkeiten verkniipft, zu denen sie gehéren, erhidlt man
eine anschauliche Vorstellung der mannigfachen moglichen Primideale
und davon, wie ein Primideal durch ein anderes teilbar sein kann.
In der Ebene z. B. hat man, vom Nullideal ausgehend, das zur ganzen
Ebene als Mannigfaltigkeit gehért, als dessen Teiler die Prim-Haupt-
ideale (f), die je zu einer unzerlegbaren Kurve f = 0 gehodren, dann
als deren Teiler solche Primideale, die zu Punkten (oder Systemen
konjugierter Punkte, wenn der Kérper K nicht algebraisch-abgeschlossen
ist) gehoren, schlieBlich als Teiler aller Primideale das Einheitsideal,
das keine Nullstelle besitzt.

DaB es tatsichlich keine anderen Primideale gibt als die zu irre-
duziblen Mannigfaltigkeiten gehérigen Primideale und das Einheits-
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ideal o, ergibt sich sehr leicht, wenn man den HiLBERTschen Nullstellen-
satz (§ 79) als bekannt annimmt, namlich so: Es sei p ein vom Einheits-
ideal verschiedenes Primideal, It seine Nullstellenmannigfaltigkeit.
Wenn ein Polynom f auf It iiberall verschwindet, so folgt aus dem
HiLBERrTschen Nullstellensatz f¢ = 0(p), daraus aber, weil p prim ist,
/= 0(p). Also ist p das zugehorige Ideal der Mannigfaltigkeit M, und
M muB irreduzibel sein, da sonst p nicht prim wire.

Wir werden aber fiir den Satz, daB jedes vom Einheitsideal ver-
schiedene Primideal das zugehorige Ideal seiner Mannigfaltigkeit ist,
im {bernichsten Paragraphen einen anderen Beweis erbringen und
daraus dann umgekehrt den HirBerTschen Nullstellensatz von ncuem
herleiten.

Aufgabe. 1. Man zerlege die Mannigfaltigkeit des Ideals (x2+ 22 —1,
xt — %3 — 1) in irreduzible

a) iiber dem rationalen Zahlkorper I;

b) iiber dem Gaussschen Zahlkérper I'(5);

c) iiber dem Korper aller algebraischen Zahlen.

In der Geometrie macht man sehr hiaufig den Ubergang vom gewohnlichen
,,offenen’ oder ,,affinen’ n-dimensionalen Raum R, zum projektiven Raum S,,
dessen Punkte durch # 4 1 homogene Koordinaten &, &, . . ., &, bestimmt werden,
die nicht alle Null sind und die mit einem von Null verschiedenen Faktor multi-
pliziert werden dtirfen (vgl. S.7, FuBnote 2). Jedem Punkt {&,, ..., &} des R,
ist ein Punkt {1, &,, ..., &} des projektiven Raumes S, zugeordnet; man kann
also den R, als einen Teil des S, betrachten, der durch die ,,uncigentliche Hyper-
ebene’” § = 0 zum ganzen S, erginzt wird.

Jedem Ideal a aus K|#,, ..., #,] kann ein Ideal a* aus Ki[%, ..., %) zu-
geordnet werden, das von denjenigen Formen (homogenen Polynomen) F (%o, -0 %)
erzeugt wird, die nach der Substitution #, = 1 Polynome aus a ergeben. Ein
solches Ideal, das von homogenen Polynomen erzeugt wird, heilt ein komogenes
Ideal oder H-Ideal. Insbesondere kann man a* als das zugehorige H-Ideal zu a
bezeichnen. Die H-Ideale haben die Eigenschaft, daB, wenn {&. ..., &) eine
Nullstelle ist, auch {i§,, ..., A&} (A + 0) eine ist; wir sagen in diesem Fall: der
Punkt & des S, ist Nullstelle des H-Ideals. Diese Nullstellen eines H-Ideals
im projektiven Raum bilden die Mannigfaltigkeit des H-Ideals im projektiven
Raum.

Zu jeder algebraischen Mannigfaltigkeit I in R, kdnnen wir eine (kleinste)
sie umfassende algebrische Mannigfaltigkeit * im S, bilden, indem wir zu M
das dazugehorige Ideal a, zu a das zugehorige H-Ideal a* bilden und dessen Man-
nigfaltigkeit im S, mit IN* bezeichnen. Der Beweis, daB M* tatsachlich W um-
faBt und die kleinste derartige Mannigfaltigkeit im S, ist, moge dem Leser iiber-
lassen bleiben, ebenso der Beweis, daB I aus denjenigen Punkten von S* besteht,
die nicht in der uneigentlichen Hyperebene liegen.

Ist M irreduzibel, so ist offensichtlich IN* es auch.

Aufgaben. 2. Man fithre die Beweise durch.

3. Wenn ein Polynom f einem H-Ideal angehért, so gehéren auch die homo-
genen Bestandteile verschiedenen Grades, in die f additiv zerlegt werden kann,
dem H-Ideal an.

4. Jedes H-Ideal besitzt eine Idealbasis aus endlich vielen Formen.
v. d. Waerden. Moderne Algebra 11, 2. Aufl. 4
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§ 92. Algebraische Funktionen.

Wir werden im nichsten Paragraphen lernen, Punkte einer alge-
braischen Mannigfaltigkeit als algebraische Funktionen von Parametern
darzustellen. Dazu miissen wir zunichst etwas iiber algebraische Funk-
tionen im allgemeinen sagen.

Unter einem rationalen Funktionenkorper verstehen wir den Korper

K(, ...,t) der rationalen Funktionen der Unbestimmten ¢, ..., ¢,.
Unter einem algebraischen Funktionenkirper verstehen wir irgend eine
algebraische Erweiterung des rationalen Funktionenkérpers K(,, ..., ¢,).

Die Elemente eines solchen Kérpers heiBen algebraische Funktionen
von ¢, ..., ¢.

.. . . s eny ity
Was man bei einer rationalen Funktion ¢ = 6{8‘7;; (f und ¢
A
Polynome) unter dem Wert der Funktion fiir spezielle Werte 1,, ..., 7,
aus dem Korper K zu verstehen hat, ist klar: man kann ja in die
Definition von ¢ fiir die ¢ die 7 einsetzen, sofern nur g(z,, ..., 7,) nicht
verschwindet:
f(71s -5 7))
Tys oeo Ty) = 20
‘7’(1 f) g(.tl,.“,.r')
Die Werte 1,, ..., T, kénnen auch einem algebraischen Erweiterungs-

kérper £ von K entnommen werden; dann wird auch der p-Wert diesem
Erweiterungskérper angehdren. Da ein passendes £ beliebig viele Ele-
mente besitzt, so stehen fiir jedes 7, unendlich viele Werte zur Ver-
fiigung, mithin gibt es stets v,, ..., 7, mit g(v;, ..., 7,) ¥ 0.

Bei algebraischen Funktionen ist der Begriff des Wertes nicht so
unmittelbar klar, da die algebraischen Funktionen zwar als Elemente
eines Korpers mit den Unbestimmten ¢, ..., {, durch gewisse Glei-
chungen verbunden sind, aber nicht direkt durch ¢, .. ., ¢, ausgedriickt
werden koénnen. Ist f eine Funktion aus dem Kérper, so geniigt f einer
irreduziblen Gleichung:

1) aGOF + a, () + - + an() =0,

WO 4, . .., a, rationale Funktionen von ¢, ..., ¢ (mit Koeffizienten
aus K) sind, die man natiirlich auch als ganzrational und teilerfremd
annehmen kann. Setzt man nun fiir ¢, ..., {, irgend welche Werte
75, ..., 7, aus K oder aus 2 2K ein, so betrachtet man als Funktions-
werte alle Wurzeln ¢ der spezialisierten Gleichung (1) in einem passenden
algebraischen Erweiterungskérper. Solche Werte gibt es immer, wenn
nur a,(tr) + 0 ist. Die Funktion f ist also im allgemeinen mehrdeutig:
zu jedem Argumentwertsystem gehoren mehrere Funktionswerte.

Hat manes gleichzeitig mit mehreren Funktionen f,,..., f, aus einem
Funktionenkérper zu tun, sokannman f,, . . ., f,sukzessivan K (¢, ...,,)
adjungieren. Jedes f, geniigt einer in K¢, ..., ¢, f, ..., f¢-y) irre-



§ 92. Algebraische Funktionen. 51

duziblen Gleichung
2 [+t by e B )T
+ akmk(tl, ey t,, fl’ . ey fk—l) = 0,

deren Koeffizienten rational in ¢, ...,¢, f;, ..., fi_; sind. Da f,_,
eine algebraische GréBe ist, kann man jede rationale Funktion von
fi» - - -, fx-1 sogar ganzrational in f,_; schreiben, sodann auch ganz-
rational in f,_,, usw., schlieBlich auch in f,. Wir diirfen also annehmen,
daB die Nenner der rationalen Funktionen a;, nur von 4, ..., ¢ ab-
hingen. Ein gemeinsames Vielfaches dieser Nenner sei V (4, ..., ¢).

Unter einem zuldssigen Argumentwertsystem fir die Funktionen
f1, ..., f, verstehen wir jetzt ein solches Wertsystem 7;, ..., 7, aus
einem algebraischen Erweiterungskorper £ von K, das die Bedingung
Vity,...,,) + Oerfillt. Ein zugehiriges Funktionswertsystem zu diesen
Argumenten ist ein solches Wertsystem ¢,, ..., ¢, aus £, das die
Gleichungen (2) mit t statt ¢ und mit ¢ statt f erfiillt:

(P;”k_i— akl(‘tl’ s Ty Pry - ¢k—1) ‘P;”"_l + e
+ aem (ty, .-, T, Qe s Peol) = O
Es ist klar, daB man bei passender Wahl des Erweiterungskorpers
zu jedem zuldssigen Argumentwertsystem ein zugehoriges Funktions-
wertsystem finden kann; denn in einem passenden algebraischen Er-

weiterungskérper hat jede algebraische Gleichung mindestens eine
Losung, und die Gleichungen (3) bestimmen so der Reihe nach (mehr-

3)

deutig) die Werte ¢,, @,, ..., @,-

Nun gilt der Satz: Wenn eine algebraische Relation F(t,, ..., ¢,
f1s - - o [) = 0 im Funktionenkiorper gilt, so gilt dieselbe Relation I (z,, . . .,
Ty, @1, - -, @) =0 auch fir alle zulissigen Argumentwerte und zu-

gehorigen Funktionswerte. Dabei soll F stets ein Polynom mit Koeffi-
zienten aus K bedeuten.

Beweis: Fir s =0 ist der Satz trivial; denn jede Gleichung
F(t, ..., t) =0, die identisch in den Unbestimmten ¢, ..., ¢ gilt,
gilt auch fiir beliebige spezielle Werte der Unbestimmten. Wir nehmen
daher eine Induktion nach s vor und setzen die Behauptung fiir alle

solche Polynome F, die nur ¢,...,¢,f,...,f,_; cnthalten, als
richtig voraus.

Wird in der Gleichung F(t, ..., ¢4, f, ..., [) =0 die letzte
Funktion f, durch eine Unbestimmte z ersetzt, so wird F(t,, .. ., {,,
fi, -+ -, fs_1, 2) durch das irreduzible Polynom

h(2) =2™ + ay(ty, - by fiy o os fe) 2™ 10
+ aam,(tly LIRS t', fl) L) /3»1) :O’

dessen Nullstelle f, nach (2) ist, teilbar. Fiihrt man die Division wirklich
aus, so treten dabei keine anderen Nenner auf als solche, die in 4(z)

4#
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schon im Nenner vorkamen, Multipliziert man mit dem Produkt dieser
Nenner, so erhdlt man eine ganze rationale Relation in ¢, ..., ¢,
fi» -« s fy-1, 2, die die Teilbarkeit von F(t, ..., 2) durch A(z) zum
Ausdruck bringt. Durch Gleichsetzen der Koeffizienten der einzelnen
Potenzen von z auf beiden Seiten dieser Relation erhilt man ganze

rationale Relationen in ¢, .. ., ¢, f;, . . ., f,_1, die nach der Induktions-
voraussetzung erhalten bleiben, wenn ¢,...,4,f;,...,f,_; durch
Tis oo s Tpy @1, -+, @y ersetzt werden. Da der Nenner, mit dem

vorhin multipliziert wurde, auch nach der Ersetzung der ¢ durch die ¢
nicht verschwindet, kann man nach dieser Ersetzung wieder durch

diesen Nenner dividieren und erhilt das Ergebnis, daB F(rq, ..., T,,
@1, - - - Ps-1, 2) durch das spezialisierte Polynom 4(z), also durch
2™ Ay (Ty, e T s ey Py )BT
+ acm.(rlr s Ty Proe s (Pa—l)
teilbar ist. Wegen (3) folgt daraus F(ry, ..., T,, ¢y, ..., ¢,) = 0, was

zu beweisen war.
Die Umkehrung des eben bewiesenen Satzes ist auch richtig: Wenn

die Relation F(vy, ..., T,, @1, - .., @,) = O fiir alle zuldssigen Argument-
werte und zugehdrigen Funktionswerte richtig ist, so gilt F(t,, ..., ¢,
fl! . "/l) =0.

Beweis: Wire F(¢,..., ¢4, /i, ..., 1) 0, so kénnte man die
Funktion

/ . 1
a+1 _F(tp cons bey /1’ "'9fl)

bilden und fiir die Funktionen f,, .. ., f,, f,,, ein zuldssiges Argument-
system 7y, ...,7, und Wertsystem ¢,, ..., ¢,, ¢,,, aufstellen. Die
Relation

1=for Flly, ..t fi oo 1)

mubB bei der Spezialisierung ¢, — 7, f, - ¢, bestehen bleiben. Nach
Voraussetzung wird aber F (ty, .. ., 7,, ¢y, - - ., ¢,) = O; also erhilt man

1=0,
quod est absurdum.

§ 93. Die Nullstellen eines Primideals.

Sind &, ..., &, algebraische Funktionen von ¢, ..., ¢, so bestim-
men die zu speziellen zuldssigen Argumentwerten 7, .. ., 7, gehorigen
Funktionswerte &i, ..., &, jeweils einen Punkt £ im R,, und diese

Punkte &' konnen eine algebraische Mannigfaltigkeit ganz oder fast
ganz ausfiillen. Wir reden dann von einer Parameterdarstellung der
Mannigfaltigkeit durch algebraische Funktionen &, ..., §, der Para-
meter ¢, ..., ¢.
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Unser Ziel ist, genauer zu untersuchen, ob jedes System von alge-
braischen Funktionen in der angegebenen Weise eine Mannigfaltigkeit
definiert und ob jede Mannigfaltigkeit eine solche Parameterdarstellung
gestattet. Wir gehen aber nicht direkt auf dieses Ziel los, sondern unter-
suchen zuerst die algebraischen Eigenschaften der Funktionen &, ..., &,
selber. Wir stoBen dabei zunichst auf ein Primideal, das sich spiter
als das zugehorige Ideal der durch die Parameterdarstellung dargestell-
ten Mannigfaltigkeit entpuppen wird.

Satz 1. Ist 2 =K(&,, ..., &,) ein Erweiterungskorper eines Kor-
pers K, so bilden die Polynome f aus o=K[x,, ..., x,], fir die
(&, ..., &) =0, ein Primideal in 0.

Beweis. Ausf(&,,..., &) =0und g(&,..., &) =0folgtf(&, ..., &)
—g(&, ..., &) =0.

Aus f(&,..., &) =0 folgt f(&,..., &) g, ..., &) =0.

Also bilden die betrachteten Polynome ein Ideal.

Aus f(&,..., &) g, ..., &) =0 und g(&, ..., &) 40 folgt
f(&, ..., &) =0, da ein Koérper keine Nullteiler hat.

Also ist das Ideal prim.

Beispiel: Seien &, ..., , lineare Funktionen einer Unbestimm-
ten A mit Koeffizienten aus dem Koérper K der komplexen Zahlen:
(1) £y = o + Bid.

Dann besteht das gemeinte Primideal aus allen Polynomen{ (x,,...,x,),
so daB f(«, + B14, . .., &, + B.4)identisch in A verschwindet, oder (geo-
metrisch ausgedriickt) aus allen Polynomen, die verschwinden in allen
Punkten der Geraden, welche durch die Parameterdarstellung (1) im
n-dimensionalen Raum bestimmt wird. Dieses Beispiel mége zur Ver-
anschaulichung aller Sitze dieses und des folgenden Paragraphen dienen.

Satz 2. Bedeutet p das unter 1. konstruierte Primideal, so ist 2 dem
Restklassenkorper II von o nach p isomorph, und zwar so, daf den Ele-

menten &, ..., &, die Elemente x,, . . ., x, entsprechen.

Beweis. Sei £ der Ring derjenigen Elemente von £, dic als Poly-
nome in §,, ..., &, geschrieben werden kénnen. 2 =K(&, ..., &)
ist der Quotientenkorper von £’. Wir ordnen jedem Element f(&,, ..., &,)
von £ das durch f(x,, . . ., x,) reprisentierte Element des Restklassen-
rings o/p zu. Daausf(&,, ..., &) —g(&,, ..., &) = ofolgt f(x,, ..., %,)
—g(xy, ..., x,) =0(p) oder f(xq, ..., %,) =g, ..., x,) (p) und um-

gekehrt, so ist die Zuordnung eineindeutig. DaB Summe und Produkt
in Summe und Produkt iibergehen, ist klar. Also sind die Ringe £’,
o/p isomorph. Dann miissen auch die Quotientenkérper £ und I
isomorph sein.

Satz 3. Zu jedem von o verschiedenen Primideal p in 0 gibt es einen
Korper Q = K(&,, ..., &,), so daf p besteht aus allen Polynomen f aus o,
fiir die f(&,, ..., &) =0.



54 XIII. Theorie der Polynomideale,

Beweis. Den Polynomen aus o ordnen wir Elemente einer neuen
Menge o’ zu, die den Koeffizientenkérper K umfaBt, wobei zwei
nach p kongruenten Polynomen das gleiche Element entsprechen soll,
zwei inkongruenten aber verschiedene Elemente, und wobei die
Elemente von K sich selbst entsprechen. Das ist immer méglich, denn
zwei Elemente von K sind wegen p + o dann und nur dann kongruent
nach p, wenn sie gleich sind. Die den Elementen %, .. ., x, entsprechen-
den Elemente nennen wir &, ..., &,.

Die Menge o’ ist auf den Restklassenring von o nach p eindeutig
abgebildet. Definieren wir in 0’ also eine Addition und eine Multipli-
kation, die der Addition bzw. Multiplikation im Restklassenring ent-
sprechen, so ist 0’ dem Restklassenring isomorph, hat also keine Null-
teiler und gestattet die Bildung eines Quotientenkérpers 2. In £ ist
f(&, ..., &) =0 dann und nur dann, wenn f(x, ..., x,) = 0(p),
q.e.d.

Der nach Satz 3 fiir jedes von o verschiedene Primideal p kon-
struierbare, nach Satz 1 auch nur fiir Primideale existierende, nach
Satz 2 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Kérper 2 =K (&,, ..., &,),
dessen Erzeugende ¢&; die Eigenschaft haben, daB f(&,..., &) =0
dann und nur dann, wenn f=0(p), heiBt Nulistellenkirper von p;

das Elementsystem {&,, . . ., £,} heiBt allgemeine Nulistelle von p. Unter
Nulistelle schlechthin eines Ideals m verstehen wir jedes Element-
system {z,, . . ., 7,} eines Erweiterungskérpers von K, so daB f (n,, ..., ,)

= 0, wenn f = 0(m). Jede nicht allgemeine Nullstelle eines Primideals
heiBt speziell.

Das zugehorige Ideal einer irreduziblen algebraischen Mannigfaltig-
keit N ist nach § 91 ein Primideal p. Jede Nullstelle & des Primideals
ist ein Punkt der Mannigfaltigkeit, denn er erfiillt die Gleichungen der
Mannigfaltigkeit. Zwar kann man streng genommen von einem Punkt

(im Sinne von § 91) nur dann reden, wenn die Koordinaten §,, ..., &,
algebraisch iiber K sind, aber wenn man unter einem ,Punkt’ im
weiteren Sinne jede Reihe von GréBen &, ..., &, aus irgend einem

Erweiterungskorper von K versteht, so ist jede Nullstelle von p als ein
Punkt von IR zu betrachten. Ist £ insbesondere eine allgemeine Null-
stelle von p, so heiBt & ein allgemeiner Punkt von .

Geht man auf die Definition der allgemeinen Nullstelle und des
zugehorigen Primideals zuriick, so heiBt das: Ein Punkt (im weiteren
Sinne) & ist allgemeiner Punkt von MM, wenn fede algebraische Gleichung
F(&, ..., &) = O mit Koeffizienten aus K, die fiir & gilt, fiir alle Punkte
von M gilt, und umgekehrt.

Aus Satz 3 folgt nunmehr: Jede irreduzible Mannigfaltigkeit besitat
einen allgemeinen Punkt.

Nach Satz 2 ist dieser bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, d. h.
wenn & und % zwei allgemeine Punkte von M sind, so gibt es einen
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Isomorphismus K (&, ..., &) 2Ky, ..., 7,), der &, ..., & inyy, ...,
71, Uberfiihrt.

Wir fragen nun, ob zu jedem Punkt im weiteren Sinne £ eine Mannig-
faltigkeit It gehort, deren allgemeiner Punkt & ist.

Es seien also &, . . ., &, Elemente eines Erweiterungskorpers von K.
Sind etwa §&,,...,&; algebraisch unabhingig, aber &,;.,,..., &,
algebraisch abhingig von &,,...,&;, so sind alle & algebraische
Funktionen von §&;, ..., &;, die sich wie Unbestimmte verhalten.
Es ist also keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir
&, ..., & als algebraische Funktionen von Unbestimmten ¢, ..., ¢
annehmen.

Sind nun 7;, ..., 7, zulissige Argumentwerte dieser Funktionen
&, ..., & im Sinne von § 92, und sind %, . . ., %, zugehdrige Funktions-
werte, so gilt nach §92 jede algebraische Gleichung (&) = 0, die fiir
den Punkt £ gilt, auch fiir alle Punkte #, und umgekehrt. Nun bilden
die Polynome f mit der Eigenschaft f(£) = 0 nach Satz1{ cin Prim-
ideal p, und & ist die allgemeine Nullstelle dieses Primideals. Wir
haben also gefunden: Wenn f zu p gehdort, so ist f(n) = 0 fiir alle wie
oben konstruierten Punkte n, und umgekehrt.

Die Nullstellenmannigfaltigkeit von p sei . Die oben konstruierten
Punkte # gehoren alle zu M. Wenn ein Polynom f zu p gehort, wird f
Null in allen Punkten von . Umgekehrt: Wenn ein Polynom Null
wird in allen Punkten von I, so wird f insbesondere Null in den oben
konstruierten Punkten #, also gehért f zum Ideal p. Das heiBt also:
p ist das zugehorige Ideal von M. Da p prim ist, ist M irreduzibel.
Und da ¢ allgemeine Nullstelle von p ist, ist & ein allgemeiner Punkt
von M.

Damit ist bewiesen:

Satz 4. Jeder Punkt im weiteren Sinne & ist allgemeiner Punkt
einer eindeutig bestimmien irveduziblen algebraischen Mannigfaltigkeit.
Das nach Satz 1 zu & gehorige Primideal ist das zugehOrige Ideal dieser
Mannigfaltigkeit.

Aus dem Beweis ergibt sich gleichzeitig, in welchem Sinne man
von einer Parameterdarstellung von It reden kann. Die &, wurden
nimlich als algebraische Funktionen von Parametern ¢, ..., ¢; auf-
gefaBt, und fiir spezielle Werte T dieser Parameter ergaben sich ge-
wisse Punkte 7, die alle zu I gehéren und die zwar nicht die ganze
Mannigfaltigkeit % auszufiillen brauchen, aber doch so dicht auf It
liegen, daB jedes Polynom f, das Null wird in allen Punkten #, bereits"
zu p gehort und daher M ganz enthdlt. In dem durch (1) gegebenen
Beispiel erfiillen die Punkte % sogar die ganze Gerade .

Aus Satz 3 und Satz 4 folgt noch:

Jedes Primideal == o ist das zugehorige Primideal seiner Mannigfaltig-
keit, die irreduzibel ist.
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Das einzige Primideal ohne Nullstellen ist 0. Auch dieses Ideal
ist demnach durch seine Nulistellen bestimmt.

Das bis jetzt Bewiesene 148t sich in dem folgenden Schema zu-
sammenfassen :

Allgemeine Nullstelle &
v 1
Primideal b % 0
vt
Irreduzible Mannigfaltigkeit I

Aufgaben. 1. Das Ideal in K{x;, %3, %4]
(%1% — 23, %%y — 2}, 25 — 41%y)
ist prim, weil es die allgemeine Nullstelle
hat. o, 8
2. Das Ideal in K[%,, x,, %]
(#f + 2F — 4§, o} — 22 +1)
ist prim mit der allgemeinen Nullstelle

{1 -2 1482 y2(1 +t‘)}

2t ’ 2t "’ 2¢
3. Das Ideal in K[x,, x,, 3, x,]

3 2
(%1% — Zog, 8] — 22y, X3 — %], H¥y — 21 55)
ist prim mit der allgemeinen Nullstelle
4 3 4
{tl, fity, 1,83, 13}

4. Ist p ein Primideal in K[#,, ..., #,] mit der allgemeinen Nullstelle
{&, ..., &}, so ist das zugehorige H-Ideal p* in K[#,, . . ., #a] (vgl. § 91, Schluf)
prim mit der allgemeinen Nullstelle {4, 14;, . . ., 4£,}, wo 4 eine Unbestimmte ist.

§ 94. Die Dimensionszahl.

Es seien &, ..., &, algebraische Funktionen von 4, ..., 4. Der
Transzendenzgrad s des Systems {&;, ..., &} (vgl. §64) ist dann <v.
Genau gleich » ist der Transzendenzgrad dann, wenn die 4, ..., ¢

auch umgekehrt algebraisch von den & abhingen, insbesondere, wenn
die ¢ dem Korper K(&,, ..., &,) angehdren, und noch spezieller dann,
wenn fiir 4, . . ., ¢, einfach » = s algebraisch unabhéngige unter den &,
etwa &, ..., & gewihlt werden. Fiir die Parameterdarstellung einer
algebraischen Mannigfaltigkeit I hat es vielfach Vorteile, die Parameter
4, ..., t im Korper K(&,, .. ., &) zu wihlen, weil die Parameter dann
als Funktionen auf der Mannigfaltigkeit 0 gedeutet werden konnen
und nicht etwa fremd hinzukommende sind. Ist die Anzahl » der Para-
meter groBer als der Transzendenzgrad s, so hat man ,,siberzihlige Para-
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meter''. Die kleinste Anzahl der Parameter, mit der man auskommt, ist
genau s. Diese Anzahl heiBt die Dimensionszahl der Mannigfaltigkeit S
oder die Dimensionszahl des zugehdrigen Primideals p. Demnach ist die
Dimensionszahl eines vom Einheitsideal verschiedenen Primideals nichts
anderes als der Transzendenzgrad seiner allgemeinen Nullstelle &.

Die Dimensionszahl der Primideale p + o variicrt offenbar von 0
bis #. Dem Einheitsideal o, das keine Nullstelle hat, geben wir die
Dimensionszahl —1.

Ist £ die allgemeine Nullstelle eines Primideals p, &’ eine beliebige
Nullstelle desselben Ideals, so kann man jedem Polynom f(§) aus
K[£] das Polynom f(&) aus K[£] zuordnen. Da aus f(&) = g(&) folgt
f(x) =g(x) (p), und daraus (&) =g(¢'), so. ist die Zuordnung
f(&) = f(&¢') eindeutig. Da die Zuordnung offenbar Summen in Summen
und Produkte in Produkte iiberfiihrt, so ist sie ein Homomorphismus:
(1) K[&] = K[&7].

Wenn die Zuordnung ein Isomorphismus ist, so ist natiirlich auch ¢’
eine allgemeine Nullstelle von p, und umgekehrt.

Bei einem nulldimensionalen Ideal p sind alle £ algebraisch iiber K;
mithin sind alle rationalen Funktionen der £ schon ganzrational:
K (&) = K[£]. Daher ist K[£] ein Kdrper. Ist dann wieder £’ eine be-
liebige Nullstelle, so muB der Homomorphismus (1) notwendig cin
Isomorphismus sein; denn ein Korper hat keine anderen Homomorphis-
men als eineindeutige und solche, die ihn auf den Nullring abbilden.
Demnach gilt der Satz:

Bei einem nulldimensionalen Primideal sind alle Nullstellen allgemein
und untereinander dquivalent®.

Die Koordinaten &, ..., &, oder &i, ..., &, sind in diesem Falle
algebraische GréBen (der Transzendenzgrad ist ja Null). Denkt man
sich alle Nullstellen in einem gemeinsamen (etwa algebraisch-abgeschlos-
senen) Umfassungskérper £2, so sind sie nach (1) algebraisch konjugicrt.
Die Anzahl dieser konjugierten Punkte in einem passenden Kérper £
ist hochstens gleich (und, wenn K (&) separabel ist, genau gleich) dem
Korpergrad von K (&) tiber K. Also:

Eine nulldimensionale trreduzible algebraische Mannigfaltigkeit be-
steht aus endlich vielen algebraisch konjugierten Punkten.

Ist insbesondere der Korper K schon algebraisch-abgeschlossen, so
gibt es nur eine Nullstelle £ im Korper K selbst, und das zugchoérige

Ideal ist p=(x,—&,....x,— &),
Satz. Die verschiedenen Nullstellen eines r-dimensionalen Primideals

haben einen Transzendenzgrad <r, und wenn der Transzendenzgrad
esner Nullstelle genau r ist, ist die Nullstelle allgemein.

! D. h. sie gehen auscinander durch Isomorphismen hervor, dic die Elemente
des Grundkérpers K fest lassen.
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Beweis: Ist & eine Nullstelle vom Transzendenzgrad s, so besteht
die Homomorphie (1). Sind &, . . ., &, algebraisch-unabhingig, so sind
&, ..., & es auch; denn jede algebraische Relation zwischen den &
wiirde dieselbe zwischen den &’ nach sich ziehen. Daraus folgt » = s.
Ist » = s, so hingen alle £ algebraisch von &,, .. ., &, ab. Ginge bei der
Homomorphie (1) ein Polynom f(£), das selbst nicht Null ist, in Null
iber, so kénnte man im Korper K(£) das Element 1/f in folgender
speziellen Form schreiben:

1 :g(§1)""£u)
o ba) By, . 8

Daraus wiirde folgen
RS, b =g - &) e &)

Bei der Homomorphie (1) gingef in0 iiber; also miiBte auch 4 (¢, ..., &,
in O iibergehen, d. h. man hitte

h(é1, ..., &) =0,

entgegen der vorausgesetzten algebraischen Unabhingigkeit von
&, ..., &. Also geht bei der Homomorphie (1) kein von Null verschie-
denes Polynom in Null tiber; (1) ist also im Falle » = s eine Isomorphie.
Daraus folgt die Behauptung, daB &’ eine allgemeine Nullstelle ist.

Jede Nullstelle £ von p kann als allgemeine Nullstelle eines Ideals p’
aufgefaBt werden. Aus f= 0(p) folgt dann /(&) =0 oder f = 0(p’);
mithin ist p’ ein Teiler von p. Umgekehrt kann jeder von o verschiedene
Primteiler p’ von p in dieser Weise erhalten werden; denn jedes Ideal
p’ # o0 besitzt eine allgemeine Nullstelle £&'. Aus dem eben formulierten
Satz folgt nun unmittelbar:

Jeder Teiler Y’ von p hat eine Dimension v’ << 7v; ist ¥ = r. so mufl
p’ =) sein.

Unter der Dimensionszahl einer beliebigen algebraischen Mannig-
faltigkeit verstehen wir die héchste unter den Dimensionszahlen ihrer
irreduziblen Bestandteile. Die rein eindimensionalen algebraischen
Mannigfaltigkeiten heiBen Kurven, die rein zweidimensionalen Flichen,
die rein (» — 1)-dimensionalen Hyperflichen. Die einzige n-dimensionale
Mannigfaltigkeit im R, ist der ganze Raum R,, das zugehérige Ideal
ist das Nullideal (denn wenn &, ..., &, algebraisch unabhingig sind,
folgt aus f(§) = 0, daB f = 0 ist).

Aufgaben. 1. Ein Hauptideal (p), wo p ein unzerlegbares, nicht
konstantes Polynom ist, ist ein (# — 1)-dimensionales Primideal.

2. Umgekehrt: jedes (#n — 1)-dimensionale Primideal ist Haupt-
ideal.

3. Jedes d-dimensionale Primideal p (4 > 0) besitzt (mindestens)
einen (4 — 1)-dimensionalen Primidealteiler. [Wenn &,;,,, ..., &, alge-
braische Funktionen von §&,, ..., & sind, so bilde man eine spezielle
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Nullstelle von p durch Spezialisierung von &, nach § 92, wahrend
&, ..., &  unbestimmt bleiben.]

Geht man vom offenen Raum R, zum projektiven Raum S, uber, so ent-
spricht nach § 91 jeder irreduziblen Mannigfaltigkeit M von R, (mit zugehdrigem
Primideal ) eine ebensolche M* in S, (mit zugehorigem Primideal p*). Ist d die
Dimensionszah! von p, so ist die von p* gleich d + 1, da ein unbestimmter Pro-
portionalititsfaktor A den Transzendenzgrad der allgenteinen Nullstelle um Eins
erhoht (vgl.§ 93, Aufg. 4). Als Dimensionszahl von It* bezeichnet man aber die
Zahl d (nicht d + 1), aus dem geometrisch naheliegenden Grunde, daB8 IM*, von
den hinzugekommenen uneigentlichen Punkten abgesehen, mit M zusammen-
fallt. Ist etwa M eine Kurve, so wird man das Gebilde IM*, das aus M durch
Hinzufiigung endlich vieler Punkte entsteht, ebenfalls eine Kurve nennen. Unter
der Dimensionszahl eciner Mannigfaltigkeit im projektiven Raum versteht man
also immer die um 1 verringerte Dimensionszahl des zugehorigen Primideals.

§ 95. Die Primdirideale.

Das Hauptproblem der Idealtheorie in Polynombereichen lautet:
Zu entscheiden, ob ein Polynom | einem gegebenen Ideal

angehirt. m=(h,.... 1)

Unter Entscheiden wird aber hier nicht eine rechnerische Entschei-
dung mit endlich vielen wirklich ausfiihrbaren Rechenoperationen ver-
standen, obzwar auch eine solche stets méglich ist?, sondern eine solche
Methode, die zugleich einen Einblick in die Struktur des Ideals gibt
und die geometrischen Relationen zwischen den Nullstellen des Ideals
und seinen Elementen f méglichst klar zum Ausdruck bringt. Eine solche
Methode ist von E. LASKER? zuerst angegeben; sie operiert mit der
Zerlegung der Ideale in Primidrkomponenten.

Der Grundgedanke der Laskerschen Methode ist folgender: Nach
dem Zerlegungssatz von § 87 ist jedes Ideal m als Durchschnitt von
Primiridealen darstellbar:

m={[q,...,0q]
Damit also ein Polynom f dem Ideal m angehért, ist notwendig und
hinreichend, daB f allen Primiridealen g, angehért. Um die obige Auf-
gabe im Prinzip zu lésen, braucht man also nur die Bedingungen auf-
zustellen, denen ein Polynom geniigen muB, um einem Primérideal
anzugehdren.

Zu jedem Primirideal q gehéren nach § 86 ein Primideal p und ein
,.Exponent’ p mit folgenden Eigenschaften:

1. pe = 0(q) = 0(p).
2. Aus fe=0(q) und f=0(p) folgt g=0(q).

1 Vgl. J. Kénic: Einleitung in die aligemeirle Theorie der algebraischen GréBen
(Leipzig: B. G. Teubner 1903), sowie G. HERMANN: Die Frage der endlich vielen
Schritte in der Theorie der Polynomideale. Math. Ann. Bd. 95 S. 736—788.

2 1.ASKER, E.: Zur Theorie der Moduln und Ideale. Math. Ann. Bd. 60 (1905)
S. 20— 116.
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Das Primideal p gehért im Falle g + o wiederum zu einer irreduziblen
Mannigfaltigkeit SR. Nach 1. sind alle Nullstellen von q zugleich Null-
stellen von p und umgekehrt. Also ist die Mannigfaltigkeit eines Primir-
tdeals q + 0 drreduzibel und gleich der Mannigfaltigkest des zugehirigen
Primideals.

Vermage des Zerlegungssatzes folgt daraus fiir ein beliebiges Ideal m,
daB seine Mannigfaltigkeit eine Vereinigung irreduzibler Mannigfaltig-
keiten, ndmlich der Mannigfaltigkeiten seiner Primirkomponenten, ist.
Mithin:

Jede algebraische Mannigfaltigkeit ist als Vereinigung endlich vieler
trreduzibler Mannigfaltigheiten darstellbar.

Die irreduziblen Mannigfaltigkeiten der Primirkomponenten von m
sind schon durch die zugehérigen Primideale bestimmt. Dabei kénnen
die ,,eingebetteten‘’ Primideale (§ 88) weggelassen werden, da ihre Man-
nigfaltigkeiten in den Mannigfaltigkeiten der nicht eingebetteten (,,isolter-
ten'') Primideale enthalten sindl.

Es sei q ein Primdrideal zum Primideal p und vom Exponenten g,
und M sei seine Mannigfaltigkeit. Ist nun fein Polynom, das I enthilt,
so ist f = 0(p), also f® = 0(q). Wenn aber f nicht It enthilt, so kann
man nach der obigen Eigenschaft 2 in jeder Kongruenz modulo q den
Faktor f wegheben. Das sind schon zwei sehr wichtige Mittel, durch die
man hiufig eine Kongruenz f¢ = 0(q) bzw. g = 0(q) erschlieBen kann.
Sie lassen sich mit Hilfe des Zerlegungssatzes sofort auf beliebige Ideale
m = [qq, . .., q,] Ubertragen. Ist nidmlich f ein Polynom, das die Man-
nigfaltigkeit MM von m enthilt, und ist ¢ der gréBte der Exponenten
der Primirideale g, ..., g,, so folgt sofort

f¢ =0(q,) (fir 1 =1,...,9),
mithin
o =0(m).
Damit ist der Hilbertsche Nulistellensatz (§ 79) von neuem bewiesen,
und zwar mit der Verschirfung, daB der Exponent g nur vom Ideal m

abhingt.
Ist andererseits f ein Polynom, das keine der Mannigfaltigkeiten der

Primirideale q,, .. ., g, enthilt, so kann man in jeder Kongruenz

fg = 0(m)
durch f kiirzen und auf

g=0(m)
schlieBen, da das Entsprechende ja fiir alle Primirideale g, gilt. Man
kann die Kiirzungsmoglichkeit auch kurz und prignant durch die
Gleichung

m:(f) = m

1 Von diesem Sachverhalt rithrt auch das Wort ,,eingebettet” her.
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zum Ausdruck bringen, die nach § 88 ebenfalls dann und nur dann
gilt, wenn f durch keines der zu m gehdrigen Primideale p,, ..., b,
teilbar ist (also keine ihrer irreduziblen Mannigfaltigkeiten enthailt).

Etwas allgemeiner gilt sogar nach § 88 fiir ein beliebiges Ideal a, daB

(1) ma=m

dann und nur dann, wenn a durch alle p,, ..., p, unteilbar ist, oder,
was wieder dasselbe ist, wenn die Mannigfaltigkeit von a keine der
Manmigfaltigkeiten der Primideale p,, ..., p, enthilt. Dieser Satz ist
oft niitzlich beim Aufsuchen der zu einem gegebenen Ideal m ge-
horigen Primideale p,, ..., p,. Wenn man ndmlich von irgend einem
Primideal p vermutet, daB es sich unter den p, befindet, so nimmt man
ein durch p teilbares Ideal a, z. B. a = p, und sieht nach, ob man die
Relation (1) oder deren Negation beweisen kann, d. h. ob aus ga = 0(m)
folgt g = 0(m) oder nicht. Wenn (1) gilt, so ist p kein p,. Mit dieser
Methode werden wir z. B. in § 98 beweisen, daB die zugehérigen Prim-
ideale eines Ideals mit r Basiselementen, wenn ihre Dimensionen den
Wert n — 7 nicht iiberschreiten, alle genau die Dimension # -— r haben
(und daher nicht eingebettet sind).

Unter der Dimensionszahl eines Primirideals versteht man die Di-
mensionszahl des zugehérigen Primideals (oder die Dimensionszahl der
Nullstellenmannigfaltigkeit). Unter der Dimensionszahl oder Hdchst-
dimension eines beliebigen Ideals a + o versteht man die héchste der
Dimensionszahlen der Primirkomponenten (oder der zugehérigen Prim-
ideale). Dieselbe Zahl stellt auch die Dimensionszahl der Mannigfaltig-
keit von a dar.

Sind die Dimensionszahlen der zu a gehérigen Primirideale alle
gleich, etwa gleich d, so heiBt das Ideal a ungemischt d-dimensional.

Aufgaben. 1. Das Ideal (x%, x,x, + 1) ist primir mit dem Expo-
nenten 2 und dem zugehérigen Primideal (x,, x,x, 4+ 1).

2. Jede Potenz p? eines unzerlegbaren, nicht konstanten Polynoms #
erzeugt ein (» — 1)-dimensionales Primirideal. Jedes nicht konstante
Polynom f erzeugt ein ungemischtes (# — 1)-dimensionales Ideal.

3. Ist p das Primideal von § 93, Aufg. 1, so ist 2 nicht primir. [Das
Polynom (xyx5 — #3)2 — (x5 — x,x,) (x2 — x2x,) spaltet einen Faktor x,
ab, und der andere Faktor gehért nicht zu p2.]

§ 96. Der NOETHERsche Satz.

Mit den Hilfsmitteln der Primiridealzerlegung werden wir das
Problem, welche Bedingungen ein Polynom f zu erfiillen hat, um einem
Ideal m anzugehéren, zunichst im Falle nulldimensionaler Ideale voll-
stindig losen. Wir schicken einen Hilfssatz voraus, der auch sonst
niitzlich ist:
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Ist X' ein Erweiterungskorper von K und sind f, f,, . . ., I/, Polynome
aus K[x] = K[x,, ..., x,], so folgt aus
=0, ... 1) in 2[4,
daf
f=0(h, ... f) in K[4]
ist.
Beweis: Es sei
(1) f= 2tk

wo die g; Polynome mit Koeffizienten aus X sind. Man driicke diese
Koeffizienten durch endlich viele linear unabhingige Elemente 1, w,,
s, - .. von 2 mit Koeffizienten aus K linear aus. Jeder Term g/, in
(1) erhdlt dann die Form

(g0 + i1 w1 + gizwy + - - 4) s,

wo die g;; Polynome mit Koeffizienten aus K sind. Aus (1) folgt also
f= 2ok + o1 2gfi + 0, Xgisfi + - - -

oder, da die Koérperelemente 1, w,, w,, ... linear unabhingig waren,
also die Glieder mit 1, w,, w,, . .. links und rechts einzeln iibcrein-
stimmen miissen,

f= 28k q.c.d.

Auf Grund dieses Hilfssatzes kénnen wir zur Beantwortung der
Frage, ob f=0(f,, ..., [,) ist, den Grundkdrper K stets beliebig er-
weitern, so z. B. durch Adjunktion von Nullstellen des Ideals (f,, ..., f,).
Gilt die fragliche Kongruenz im erweiterten Bereich Z'[#], so gilt sie
auch vor der Erweiterung.

Eine nulldimensionale algebraische Mannigfaltigkeit zerfillt bei
passender Erweiterung des Grundkorpers immer in lauter einzelne
Punkte; also kénnen wir, wenn es vorteilhaft ist, immer annehmen, daB
alle auftretenden nulldimensionalen Primideale je nur einen Punkt zur
Nullstelle haben (nicht, wie sonst immer, ein System konjugierter
Punkte).

Ein nulldimensionales Primideal p ist teilerlos; denn der Rest-
klassenring o/p ist nach § 94 ein Kérper. Daraus folgt, daB jedes null-
dimensionale Primirideal einartig ist; denn ein Primirideal, dessen zu-
gehoriges Primideal teilerlos ist, ist nach § 90 stets einartig. Weiter folgt
aus den Sitzen des §90, daB jede nulldimensionale isolierte Primir-
komponente q eines Ideals m sich durch

(2) q = (m, p°)
darstellen liB8t. Der Exponent g ist dabei die kleinste Zahl ¢ mit der
Eigenschaft

(3) p° =0(m, p°rh).
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Machen wir uns die Bedeutung der Relation (2) einmal klar im Falle,
daB der Grundkérper vorher so erweitert wird, daB die in Betracht
kommenden einartigen Ideale q je nur eine Nullstelle a = {q,, . . ., a,)}
haben. (2) besagt, daB fiir f = 0(q) notwendig und hinreichend ist

4) f=0(m,p).

Ist nun m durch eine Basis (f;,...,f,) gegeben und setzen wir
Y, = %, — a,, soist p = (y,, . . ., ¥,). Denken wir uns alle auftretenden
Polyr{ome nach aufsteigenden Potenzen der y, geordnet, so besteht pe
aus allen denjenigen Polynomen, die nur Potenzprodukte der y, vom
Grade =g enthalten. Die Relation (4) bedeutet also, daB f mit einer
Linearkombination g, f, iibereinstimmt bis auf Glieder vom Grade g
und héhere Glieder. Denkt man sich also f,, . . ., f, multipliziert mit 1
und mit allen Potenzprodukten der y, vom Grade <p und bezeichnet
man die so entstehenden Polynome unter Weglassung aller Glieder
vom Grade =g mit 4,, ..., &, so besagt (4), daB f bis auf Glieder
vom Grade =zp einer Linearkombination von #4,, ..., A mit kon-
stanten Koeffizienten gleich ist. Das ist ein Sachverhalt, dessen Be-
stehen oder Nichtbestehen man in jedem vorliegenden Fall (bei ge-

gebenen g, f;, ..., [, und f) wirklich feststellen kann. Insbesondere
besteht er dann, wenn es formale Potenzreihen P,(y), ..., P,(y) gibt!
derart, daB3

(5) f=P1f1+"'+Prfr

ist2. Man kann dann nidmlich fiir jeden Wert von ¢ diese Potenzreihen
bei den Gliedern vom Grade o abbrechen und die Ubereinstimmung der
beiden Seiten mod p° konstatieren. Das Potenzreihenkriterium (5) ver-
langt also eigentlich noch zu viel: die beiden Seiten von (5) brauchen
nicht genau, sondern nur bis auf Glieder vom Grade = p iiberein-
zustimmen.

Ebenso ist die Giiltigkeit oder Nichtgiiltigkeit der Relation (3) fiir
jedes o feststellbar: sie bedeutet, daB durch die Polynome g, f, unter
Weglassung der Potenzprodukte vom Grade >>o alle Potenzprodukte
vom Grade ¢ darstellbar sind. Man kann also bei gegebenen f,, .. ., f,
fiir jede Nullstelle 2 die Werte ¢ = 1, 2, 3, ... der Reihe nach durch-
probieren, bis man ein o gefunden hat, fiir welches (3) gilt: dieses o ist
dann der Exponent von q.

Bei einem nulldimensionalen Ideal m sind alle Primirkomponenten
nulldimensional und isoliert; man kann also fiir alle das obige Kriterium
fir f =0(q) anwenden. Ist es fiir alle Nullstellen erfiillt, so folgt
f=0(m). Demnach gilt folgender Satz:

1 Uber deren Konvergenz natiirlich nichts vorausgesetzt wird.
? Gemeint ist, daB bei formaler Entwicklung nach Potenzprodukten der y, die
beiden Seiten von (5) tibereinstimmen.



64 XIII. Theorie der Polynomideale.

Bestimmt man fiir jede Nullstelle a = {a,, . . ., a,} eines nulldimen-
sionalen Ideals m den Exponenten g als die kleinste natiirliche Zahl o,
fiir die (3) mitp = (%, — a,, . . ., %, — a,) guit, und gendigt ein Polynom f
fér alle diese p der Bedingung (4), so ist f = 0(m).

Dieser Satz wurde fiir den Fall m = (f,, f,), wo f, und f, Polynome
in zwei Variablen sind, zuerst von MAX NOETHER ausgesprochen!:
das war der beriihmte ,,Noethersche Fundamentalsatz'’, der die Grundlage
fiir die ,,geometrische Richtung’’ in der Theorie der algebraischen Funk-
tionen bildete. NOETHER setzte allerdings statt der schwicheren Re-
lation (4) die Potenzreihenbedingung (5) als in allen Nullstellen erfiillt
voraus. Die hier gegebene Fassung, bei der nur die Ubereinstimmung
der Glieder bis zum Grade ¢ — 1 in y,, ..., ¥, verlangt wird, stammt
von BERTINI?, der zugleich fiir den Exponenten g eine Schranke gegeben
hat3. Die n-dimensionale Verallgemeinerung stammt von LASkeR und
Macavray. Die fiir f=0(q) hinreichende Bedingung f = 0(m, p9)
nennen wir nach MacavLay die Noethersche Bedingung im Punkte a.

Um die Anwendung des NoeTHERschen Satzes zu erldutern, be-
handeln wir jetzt einen Spezialfall, in dem die NoOETHERschen Be-
dingungen besonders einfach ausfallen.

Jedes der Polynome f,, ..., f, bestimmt fiir sich eine algebraische
Mannigfaltigkeit (Hyperfliche) f, =0 im n-dimensionalen Raum.
Ebenso bestimmt das Polynom f eine Hyperfliche f = 0. Zerfillt { in
irreduzible Faktoren: f = p@4$ . . ., so zerfillt auch die Mannigfaltig-
keit f = 0 in irreduzible Teile , =0, py =0, ..., welche wir je so
oft zihlen wollen, als der betreffende Exponent in der Zerlegung von f
angibt.

Wird f fiir eine Stelle @ nach Potenzen der y, = %, — a, entwickelt
und fingt die Entwicklung mit den Gliedern s-ter Ordnung (s = 0) an:

l= c()y: + clyg—lyﬂ-l— R o C(oyft+ Tt

so sagt man, die Hyperfliche f = 0 habe in a einen s-fachen Punkt.
Die Glieder s-ter Ordnung cyyf 4 - - - + ¢, %% fiir sich ergeben, gleich
Null gesetzt, eine Hyperfliche, die aus lauter ,,geraden Linien durch «
besteht: den Tangentialkegel der Hyperfliche f = 0 im Punkte 4.

Der einfachste Fall des NoeTHERschen Satzes ist der, daB unter den
Hyperfldchen f, = 0, .. ., f, = 0, die das nulldimensionale Ideal m be-
stimmen, solche f, =0, ..., f, = 0 vorkommen, die in « alle einen

1 NOETHER, M.: Uber einen Satz aus der Theorie der algebraischen Funktionen,
Math. Ann. Bd. 6 (1873) S. 351—359.

2 BERTINI, E.: Zum Fundamentalsatz aus der Theorie der algebraischen
Funktionen. Math. Ann. Bd. 34 (1889) S. 447—449.

3 Scharfere Schranken bringt P. DusreiL: Thése de Doctorat, Paris 1930.
Vgl. auch H. KAprerer: Notwendige und hinreichende Multiplizitatsbedingungen
zum Noetherschen Fundamentalsatz. Sitzungsber. der Heidelberger Akad. 1927,
8. Abhandlung.
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einfachen Punkt haben und deren Tangentialhyperebenen nur den
Punkt @ gemein haben:
h=cun+ -+t -
fa=cuyr+ -+ Con¥nt+ -,

Ih=Cuy1+ -+ Can¥nt+ -

n
Linearformen Zc;.,‘y,‘ linear unabhingig.

pel
In diesem Fall kommen, wenn das Primideal (x, — a,, ..., %, — a,)
mit p bezeichnet wird, unter den Linearkombinationen von f,, ..., f,
modulo p2 (d. h. unter Vernachlissigung der Glieder zweiten und héheren
Grades) auch y,, ..., y, selber vor; d.h. es ist
01 ) =0((h, - s fa), 9P)
und daher p=0(m, pY).

Daraus folgt: Das Ideal m hat im Punkte @ eine isolierte Primir-
komponente q vom Exponenten 1, d. h. es ist ¢ =p. Jedes Polynom
mit der Nullstelle 4 ist also durch q teilbar. Sind alle Nullstellen @« von m
solche ,einfachen Schnittpunkte®, so ist fiir f = 0(m) hinreichend, daf
f alle diese Nullstellen enthilt.

Fiir weitere Spezialfille und Anwendungen des NOETHERschen Satzes
moge auf meine , Einfiihrung in die algebraische Geometrie” (in dieser
Sammlung 1939 erschienen) verwiesen werden.

Bei den geometrischen Anwendungen des NoOETHERschen Satzes liegt oft der
Fall vor, daB die Polynome {, f;, f, durch die Substitution x, = 1 aus homogenen

Polynomen F, F,, F, entstanden sind. Die Frage ist nun: Unter welchen Be-
dingungen kann man aus

(6) = &1h + &l
auf
(7) F = G,F, + G,F,

schlieBen, wo G; und G, wieder Formen sein sollen?

Bei der Untersuchung dieser Frage nehmen wir an, daB fir x, = 0 die Formen
F, und F, keinen nichtkonstanten gemeinsamen Teiler (also keine gemeinsame
Nullstelle auBer der trivialen #; = 0, #, = 0) haben. Durch eine lineare Trans-
formation der drei Verianderlichen x,, x,, #,, eventuell nach Erweiterung des
Koeffizientenkorpers K, ist das ja immer zu erreichen.

Durch die Substitution x, — ﬁ, Xy —> 2 und Multiplikation mit einer passen-
P

0 %o
den Potenz von x, entsteht aus (7) cine Gleichung der Gestalt
(8 %, F = H\F| + H,F,,

wo H, und H, Formen sind.
Wir wollen diese Gleichung so umformen, daB sich ein Faktor x, wegkiirzt.
Setzt man in (8) links und rechts x, = 0, so kommt:
0 = HgFig + Hyy Fyy.
v. d. Waerden, Moderne Algebra II, 2. Aufl. 5
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Da F,, und Fj, nach Voraussetzung teilerfremd sind, so muB8 H,, durch F,, und
H,y, durch F,; teilbar sein:
Hy, = Gy Fy,
Hyy = — Gy Fyy.
Da H, bis auf Glieder mit x, mit H,, iibereinstimmt, ebenso H, mit H,,, F, mit
F), und F, mit Fy, so folgt:
H, = G Fy + x,K,,
Hy, = — G,F, + #,K,,
wo K, und K, Formen sind. In (7) eingesetzt, ergibt das:
#F = x K\F, + x,K,F,.
Hier kann man einen Faktor x, wegkiirzen. Die h-malige Wiederholung desselben
Verfahrens ergibt schlieflich eine Gleichung der Form (7).

Also:

Fir die Gleichung (7) ist notwendig und hinveichend, daf fiir alle gemeinsamen
Nullstellen der Formen F, und F, die inhomogen gemachten Polynome F, F,, F, den
Noetherschen Bedingungen gentigen.

Deutet man die GroBen #,, ;, #, als homogene Koordinaten eines veridnder-
lichen Punktes der projektiven Ebene, so wird F = 0 eine Kurve, die alle
Schnittpunkte der Kurven F; = 0 und F, = 0 enthilt und auBerdem in allen
diesen Punkten gewissen ,,NoETHERschen Bedingungen‘’ zu geniigen hat, damit
die Gleichung (5) gelte. Diese Gleichung ist vor allem wichtig wegen einer darin
enthaltenen Folgerung, des , Restsatzes'‘:

Wenn eine Kurve Fy = 0 vom Grade m durch eine Kurve F = 0 vom Grade n + p
geschnitten wivd in m(n + p) Punkien, jeder nach § 83 mit der vichtigen Vielfachheit
gezdhlt, und wenn von diesen m(n + p) Punkten m - n Punkte durch eine Kurve
F, = 0 vom Grade n ausgeschnitten werden, so werden die wbrigen m - p Punkte von
einer Kurve G, = O vom Grade p ausgeschnitten, vorausgesetzt, daff die Kurve F = O
in allen jenen m - n Punkien die Noetherschen Bedingungen des Ideals (F,, F,) erfilit.

Denn aus der Formel (7) geht klar hervor, daB die Schnittpunkte von F = 0
mit F, = 0 dieselben sind wie die von F, -+ G, = 0 mit F, ==

§ 97. Zuriickfiilhrung der mehrdimensionalen Ideale auf
nulldimensionale.

In diesem Paragraphen werden wir die Sitze, die in § 96 fiir null-
dimensionale Ideale bewiesen wurden, auf mehrdimensionale Ideale aus-
zudehnen versuchen.

Die Methode dazu ist folgende: Ist g ein Primérideal in K[x] von der
Dimension d, p das zugehorige Primideal, {&;, . . ., £,} dessen allgemeine
Nullstelle und sind (etwa) &, . . ., &; algebraisch-unabhingig?!, so ma-
chen wir die Ideale q und p durch die Substitution x; =&, ...,
%4 = &; zu nulldimensionalen Idealen. Wir nehmen diese Substitution
in allen Polynomen ¢ des Ideals q vor; dadurch gehen diese Polynome ¢
in Polynome ¢’ aus K(&,, . .., &) [¥3.1, - - ., #,] Uber, die ein Ideal ¢’
erzeugen. Es ist klar, daB es geniigt, die Substitution x, =&, ...,

1 Die &, ..., & konnen also als Unbestimmte aufgefaBt werden (wir hatten
sie auch etwa ¢,, . . ., ¢, nennen kénnen), die iibrigen & als algebraische Funktionen
dieser Unbestimmten.
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x4 = &, in den Basispolynomen g, . . ., ¢, auszufiihren; die entstehen-
den Polynome g¢j, ..., g; erzeugen dann das Ideal q':

0= 9
Das Ideal q" besteht offenbar aus den Polynomen ¢’, dividiert durch

beliebige von Null verschiedene Polynome ¢ in &, ..., &;; denn die
Polynome ¢’ bilden ein Ideal in K[&;, ..., &, %4,y, . . ., ¥,], und um
das dadurch erzeugte Ideal in K(&,, ..., &) [%4.y, ..., %,] zu er-

halten, braucht man nur noch die Nenner ¢ zuzulassen.
In derselben Weise wie q’ aus q entsteht aus p ein Ideal p’, und iiber-

haupt aus jedem Ideal m = (f,, ..., f,) ein Ideal m’ = (f1, ..., f,}.

Geometrisch bedeutet die Substitution x; = &, ..., x; = £,;, daB
man alle auftretenden Mannigfaltigkeiten mit dem linearen Raum
% =&, ..., x4 = §; schneidet, der durch den allgemeinen Punkt der
Mannigfaltigkeit von q gelegt wird.

Wenn f(x,, ..., x,) ein Polynom ist und wenn f (&,, ..., &;, %441, -\ %)
zu q' gehort, so ist nach dem Vorigen

— 9 g -
Hem) = o 8~ e 9(x) = 0(a),

also q(&, 2) = (&) [ (£, x).
Daraus folgt wegen der algebraischen Unabhingigkeit der &,, ..., &,

g(x) = @(x)f(x) = 0(q).
Aus @ (&) + 0 folgt aber ¢(x) = 0(p), mithin

f(x) = 0(q).
Um also zu entscheiden, ob ein Polynom f(x) zu q gehért, braucht man
nur zu untersuchen, ob das entsprechende f' = f(&,, ..., &, %4,1, ---, %,)
zu q’ gehdrt. q" bestimmt also q eindeutigl.
Wir behaupten nun: Das Ideal q' in K(&,, ..., &) [%aq1s - - ) %p)
18t primdr; das zugehirige Primideal ist p’; der Exponent von q' ist gleich
dem von q; die allgemeine Nullstelle von p' ist {&;,,, ..., &}, und die

Dimension von p' ist Null.
Beweis: Um zu zeigen, daB q’ primir und p’ das zugehérige Prim-
ideal ist, gentigt es, folgende drei Eigenschaften nachzuweisen :

1. Aus f(&, %) g(&, %) = 0(q) und f(&, %) = 0(p") folgt g(&, x)
=0(q).

2. Aus f(&, x) = 0(q") folgt f(&, x) = 0(p").

3. Aus f(&, x) = 0(p’) folgt f(£, x)¢ = 0(q").

! Dasselbe gilt, wie der Beweis zeigt, von jedem anderen Primdirideal r mit

der Eigenschaft, daB #,, ..., #; modulo dem zugehorigen Primideal 8 unabhingig
sind, d.h. daB aus @(x,...,#,) + 0 folgt ¢ = 0(38). Gibt es dagegen ein
@(*,....2) F 0in 8, so ist p(x)? = 0(r), mithin

1= @) ~2p)2=0(),

mithin wird t’ das Einheitsideal.

5‘
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In allen drei Eigenschaften kann man f und g als ganz rational in
&), ..., & voraussetzen, da man sie andernfalls nur mit einem passenden
@(£) zu multiplizieren braucht. Dann kann man vermdge der obigen
Bemerkung iiberall die & durch die x, q’ durch q, p’ durch p ersetzen;
denn z. B. f(&, x) = 0(q’) ist dquivalent mit f(x) = 0(q), usw. Nach
dieser Ersetzung besagen aber 1., 2., 3. nichts anderes als, daB q primir
und p das zugehorige Primideal ist, was wir schon wissen. Zugleich ist
gezeigt, daB die Exponenten von q’ und q iibereinstimmen.

Um zu zeigen, daB {&;,,, ..., &,} die allgemeine Nullstelle von p’
ist, haben wir nur zu beweisen, daB3 aus

f(flt K] Edv §d+l: R En) =0,

wo f rational in &, ..., &,;, ganzrational in &,,,, ..., &, ist, folgt
HE, %) =0(p)
und umgekehrt. Wiederum kann f ganzrational in &, .. ., &§; voraus-

gesetzt werden. Dann ist aber f(£, x) = 0(p’) dquivalent mit f(x) = 0(p);
also erledigt sich dieser Teil der Behauptung durch die Bemerkung, da83
{&, ..., &} die allgemeine Nullstelle von p ist.

Die Nulldimensionalitit von p’ folgt schlieBlich aus der Tatsache,
daB &;,4, ..., &, algebraisch in bezug auf K(&,, ..., &) sind. Damit
sind alle Behauptungen bewiesen.

In derselben Weise kann man auch zeigen, daB, wenn q eine Primdr-
komponente eines Ideals m = (f,, ..., f,) ist, auch q' eine Primdir-
komponente des entsprechenden Ideals m’' = (f1, ..., f,) st

Denn wenn m = [q, qg, . . ., q,] eine unverkiirzbare Darstellung vonm
durch gréB8te Primirkomponenten ist, so folgt m’ = [q’, g3, ..., q;], weil
man die Polynome f(&, x) von m’ und von [q’, g3, ...] durch Multi-
plikation mit passenden Polynomen ¢ (&, ..., &) # 0 in solche Aus-
driicke g(&, x) verwandeln kann, daB g(xy, ..., %4, %444, - .., %) ZU M
bzw. zu q und qy, ..., q, gehért. Wire nun in der Darstellung m’
=[q’, 92, . . ., q;] das ¢’ iiberfliissig, so wire [qz, . . ., 9;] = 0(q’). Wenn
man m, = [qg, . . ., q,] setzt, so wiirde folgen m; = [q3, ..., q,] = 0(q’).
Ist f ein beliebiges Element von m;, so wire ' = 0(mj) = 0(q’), mithin
f = 0(q). Also wiirde folgen m; = 0(q); d. h. q wire in der Darstellung
von m iiberfliissig, entgegen der Annahme, daB die Darstellung von m
unverkiirzbar ist. In der Darstellung m’ = [q’, gz, . . ., q;] ist also q’
nicht iiberfliissig. L&Bt man die evtl. iiberfliissigen q, weg, so bleibt
eine unverkiirzbare Darstellung, in der q’ vorkommt. Ist weiter p,
das zu g, gehérige und somit p; das zu g, gehorige Primideal, so ist
p = p, und daher auf Grund der friiher (FuBnote S. 67) bemerkten Ein-
deutigkeit p’ + p,. Im Fall p, == 0, wo die Eindeutigkeit nicht mehr
gilt, ist ebenfalls p’ + p;,. Also ist in der Darstellung von m’ das Primir-
ideal g’ das einzige zu p’ gehorige. Das heiBit aber, q’ ist eine Primir-
komponente von m'’.
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Ist q sogar eine #solierte Komponente von m, so ist auch q' eine
isolierte Komponente von m’, was man in dhnlicher Weise leicht einsieht.

Die entwickelte Methode der Reduktion aller Primérideale auf null-
dimensionale gibt uns die Mittel in die Hand, von einem gegebenen
Polynom f zu entscheiden, ob es einem gegebenen Ideal m = (f,, ..., f,)
angehort, vorausgesetzt, daB einmal die Zerlegung von m in Primir-
komponenten

m=[q,...,q,
gegeben ist. Wir suchen nimlich zu jeder Primirkomponente q das zu-
gehorige nulldimensionale q’, erweitern dann den Kérper K(&,, .. ., &)

so, daB g’ in lauter Primirideale ¢} mit je nur ciner Nullstelle a” zer-
fallt, und untersuchen nach der Methode von § 96 mittels der ,,NOETHER-
schen Bedingungen‘

(1) = O(Ql, p:g), p: = (xd+l - a:ivj*—lr ey Xg— d(,:)) »

ob das Polynom f' den Idealen q;, = (q’, p;?) und demnach auch dem
Ideal q" angehort. Da die Nullstellen der p; konjugiert in bezug auf

K(&;, ..., &) sind, so sind auch die p, und somit die g, konjugiert in
bezug auf K(&,, ..., &;); es geniigt also, zu jedem ¢’ ein g, zu unter-
suchen, Man braucht also auch nur eine Nullstelle eines jeden ¢’ zu
adjungieren. Nunist {&,,,, .. ., §,} eine solche Nullstelle. An die Stelle
von Y, tritt also das Primideal

Vs = (Kapy — Sawrr - o0 X — &)
statt der Bedingung (1) kénnen wir die bequemere
() f =o(m’, pj)

benutzen, denn (2) ist auch notwendig fiir f = 0(m), und aus (2) folgt (1)
sofort. Die Bedingung (2), die fiir jede Primirkomponente q von m
erfiillt sein muB, ist unter dem Namen Kriterium von HENTZELT oder
Hentzeltscher Nullstellensatz bekannt,

Ist speziell q eine isolierte Komponente von m, also g’ eine isolierte
Komponente von m’, so kann man wie in § 90 den Exponenten p aus
der Bedingung

pé=o(m’, pg+?)
bestimmen.

Aus den Bedingungen (1) fiir f = 0(q) erhellt am klarsten die eigent-
liche geometrische Bedeutung der Primirideale: Die Zugehérigkeit zu
einem Primidrideal stellt gewisse Anforderungen an die Anfangsglieder
der Entwicklung des Polynoms f nach Potenzen von %, — &,, .. ., %, — &,
fiir einen allgemeinen Punkt & einer irreduziblen Mannigfaltigkeit I,
z. B. die Anforderung, daB f in diesem allgemeinen Punkt verschwin-
den soll, oder die, daB die Hyperfliche f = 0 in diesem allgemeinen
Punkt eine andere I enthaltende Hyperfliche beriihren soll, usw.
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Aufgaben. 1. Mit der Methode der Reduktion auf nulldimensionale
Ideale beweise man, daB jedes (#» — 1)-dimensionale Primirideal in
K(#y, . .., x,] ein Hauptideal ist.

2. Jedes ungemischte (n — 1)-dimensionale Ideal in K[x,, ..., %,]
ist ein Hauptideal und umgekehrt.

§ 98. Ungemischte Ideale.

Bei ungemischten Idealen, bei denen alle Primirkomponenten dieselbe Di-
mension d haben, sind alle diese Primirkomponenten automatisch isoliert; ihre
Mannigfaltigkeiten und deren allgemeine Punkte erhilt man sofort mittels der
Eliminationstheorie (§ 78), und die Kriterien fiir f = 0(m) sind aus dem vorigen
Paragraphen in einfacher Form zu entnehmen. Es ist also sehr wichtig, fiir gewisse
Ideale die Ungemischtheit von vornherein feststellen zu kénnen. Wir werden zu-
nichst einige Kriterien aufstellen, mit denen man entscheiden kann, ob ein Ideal
nulldimensionale Komponenten besitzt.

Ist m = (f;, ..., f,) ein Ideal in p = K[#] und M das von m erzeugte Ideal
(mit derselben Basis) in £ = Q[#], wo 2 ein passender (am bequemsten algebraisch-
abgeschlossener) algebraischer Erweiterungskérper von K ist, so ist nach dem
Hilfssatz von § 96 der Durchschnitt IR M o gleich m. Ist M in Primarkomponenten
zerlegt:

(1) M= [0y, Dy, ..., D,

so ist m=MNo=[Ty, 0y,.... 0, 0

(2) =[N0, YyNo, ..., N0.1L
Es gilt nun:

Wenn £, primdr ist zum Primideal B, so ist Q. N 0 primdr im Ring 0 2um
Primideal PN o.?2
Den Beweis fithrt man miihelos auf Grund der bekannten drei Kriterien:

1. aus fe=0No), fF0(PnNo) folgt g=0(lNo);
2. aus f=o0(No) folgt f=0(PnNo);
3. aus f=0(PnNo) folgt fe=0(DNo)

fur f und g aus o.

Weiter: Ist & die allgemeine Nullstelle von R (in einem Erweiterungskorper von
), so ist & zugleich die allgemeine Nullstelle von B N 0. Denn wenn P aus allen
Polynomen von £ mit der Nullstelle ¢ besteht, so besteht B M o aus allen Poly-
nomen von 0 mit der Nullstelle &.

Folgerung. Die Dimension von P ist gleich der von M o.

Wenn also It nach (1) ein Durchschnitt von Primaridealen bestimmter Di-
mensionen ist, so ist It nach (2) ein Durchschnitt von Primiridealen derselben
Dimensionen. Insbesondere: Hat m keine nulldimensionale Komponente, so hat
auch m keine, und ist I ungemischt, so gilt dasselbe von m. (Die Umkehrung
gilt auch, ist aber nicht so lei¢ht zu beweisen und fiir uns ohne Wichtigkeit.)

1 Von den Idealen £, M 0 werden im allgemeinen einige miteinander identisch
werden. Zwei (in bezug auf K) konjugierte £, haben nimlich denselben Durch-
schnitt mit o.

2 Um MiBverstindnissen vorzubeugen, weise ich darauf hin, daB8 die Um-
kehrung nicht gilt: wenn £, M o primir ist, braucht {) es nicht zu sein. Es gibt
ja (vgl. § 91) Beispiele von Primidealen m in o, die bei Erweiterung des Grund-
koérpers K zu Q2 in verschiedene Primirkomponenten zerfallen.
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Die Entscheidung, ob M eine k-dimensionale Komponente besitzt, kann nach
der Methode von § 97 auf die Entscheidung iiber nulldimensionale Komponenten
zuriickgefiihrt werden. Bei passender Wahl des Korpers 2 haben die nulldimen-
sionalen Komponenten von It je nur eine Nullstelle a; ihr zugehoriges Primideal

ist p = (¥ — a,,..., ¥ — a,), und die Entscheidung, ob eine zu p gehorige
Primarkomponente vorhanden ist, hangt davon ab, ob
M:p =M
ist, d. h. ob aus
fp = o(M)
folgt
f=o0o(M.
Ist / eine beliebige Linearkombination von #, — a,, ..., %, — a,, so folgt

aus fp S M, daB insbesondere fI = 0(M) ist; wenn man also beweisen kann, daB
(ftr ein passend gewahites I) aus fI = 0(M) folgt = 0(M), so besitzt das Ideal M
und daher auch m sicher keine nulldimensionale Primarkomponente mit der Null-
stelle a. Die Beweismethode dabei ist haufig dieselbe, die im § 96 (Kleindruck)
schon angewandt wurde, um aus #* F = H\F, + H,F, auf F = G, F, 4+ G,F,; zu
schlieBen. Der allgemeine Satz, den man mit dieser Beweismethode erhalten
kann, lautet:

Wenn das von 0 verschiedene Ideal (f, . . ., f,) mit r Basiselementen eine Dimen-
sion d < n — r hat, so ist es ungemischt (n — r)-dimensional.

Fir » = 1 ist dieser Satz aus § 95 (Aufgabe 2) bekannt; wir nehmen also
vollstindige Induktion nach 7 vor und nehmen an, fiir den Fall von » — 1 Basis-
polynomen sei der Satz bei jeder Variablenzahl n richtig.

Wir haben zu zeigen, daB das Ideal (f,, ..., f,) fir & <<% — » keine k-dimen-
sionale Primirkomponente besitzt. Gesetzt, es wire q cine solche. Nach der
Methode des § 97 kénnen wir dann die Dimension von q zu Null erniedrigen ; dabei

erniedrigen sich die Variablenzahl # und die Hochstdimension 4 von (f,, ..., f,)
genau um %, und somit bleibt die Voraussetzung d = n — r erhalten. Wir haben
also nur noch zu beweisen, daB ein solches Ideal (f,,...,},) im Falle n — ¥ >0

keine nulldimensionale Primarkomponente besitzt, und koénnen dabei auBerdem
nach den fritheren Bemerkungen annehmen, daB die fragliche nulldimensionale
Primarkomponente nur eine Nullstelle a im (eventuell erweiterten) Grundkérper
besitzt.

Wir zeigen zunichst, daB unter der Voraussetzung d =< » — r die Basispoly-
nome f,, ..., f, so gewahit werden konnen, daB jedes der Ideale (f,, .. ., f,) hoch-
stens die Dimension # — ¢ hat. Fiir ¢ = 1 und f, & 0 ist diese Bedingung von
selbst erfullt. Gesetzt, man habe schon erreicht, daB (f,, ..., f;—1) eine Dimen-
sion =# — 7 + 1 hat. In jeder der irreduziblen (# — i + 1)-dimensionalen Man-
nigfaltigkeiten des Ideals (f,,...,f;_;) (falls es solche gibt) wahlen wir einen
Punkt, der nicht zur Mannigfaltigkeit von (f,,...,f,) gehért. In jedem dieser
Punkte verschwindet mindestens eins der Polynome f,, f,,,, ..., f, nicht; also
wird eine passend gewihlte Linearkombination ff = f; + uiy1 fis1 + ... + u. /s
in keinem dieser Punkte verschwinden. Diese Linearkombination w#hle man als

i-tes Basiselement statt f;; dann hat das Ideal (f, ..., f,_1, /) hSchstens noch
die Dimension #n — i, wahrend das Ideal (f;, . . ., ,) bei der Ersetzung ungeindert
bleibt.

Zum eigentlichen Beweis dafiir, daB (f,, ..., ,) in a keine nulldimensionale

Komponente besitzt, wihlen wir ein lineares Polynom
L= (% — a) + cal#y — ag) + ... + culxa — ay),

wo die ¢ so bestimmt sind, daB !/ in keiner der allgemeinen Nullstellen der (» — #)-
dimensionalen zugehorigen Primideale von (f;,...,f,) und der (m — » + 1)-
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dimensionalen zugehérigen Primideale von (f,, ..., f,_;) den Wert Null annimmt.
Wenn wir zeigen kénnen, daB aus

=0 ... 1)
f=olfh. .. 1),

folgt

so sind wir fertig.
Durch die Substitution

n
% = a, —VZ; cy (%y — ay)

geht /in 0 und jedes Polynom f in ein Polynom f, = f (mod /) tiber. Aus der Voraus-
setzung
(3) lf = glf], + ...+ grfr

folgt durch diese Substitution

(4) 0= gmfm + LRI + grofrl)'

Das Ideal (f,, - - ., f,-10) in K[#g, ..., #,] ist zufolge der Wahl von I héchstens
(n — r)-dimensional, also nach der Induktionsvoraussetzung ungemischt (n — 7)-
dimensional, und f,, enthilt keine (» — r)-dimensionale Mannigfaltigkeit dieses
1deals; also folgt aus (4)

g0=0 (f10, - -+ fr-1,0)
und daraus
grE h’l (f]n ey fr—l)'

In (3) eingesetzt, ergibt dies
l/ = hrlfr (/1: AN fr-])'

l(f'—h,f,)EO (fl""l/r—l)'

Da das Ideal (f,, ..., f,—1) ungemischt ist und ! in den allgemeinen Nullstellen
seiner zugehdrigen Primirideale von O verschieden ist, so folgt

t—" hrfrE 0 (f],r .. -rfr—l)y
f=o0 (oo h).

Damit ist der Beweis erbracht.

Aufgaben. 1. Wenn f, und f, keinen nichtkonstanten gemeinsamen Teiler
haben und (f,, f;) % o ist, so ist das Ideal (f,, f;) ungemischt (s — 2)-dimensional.

2. Sind unter der Voraussetzungen von Aufgabe 1 in den allgemeinen Punkten
der irreduziblen Bestandteile der Mannigfaltigkeit des Ideals (f,, f,) die ,,Tangen-
tialriume'* der Hyperflichen f, = O und f, = 0 (hinsichtlich deren Definition vgl.
§ 96) verschieden, so ist fir f = 0(f,, fo) notwendig und hinreichend, da8 / diese
Mannigfaltigkeit enthilt.

3. Welche Bedingungen muB ein Polynom / erfiilllen, damit es dem Ideal

( +m— 2, m + 2 Xyt X
angehort?
Weitere Sitze tiber ungemischte Ideale findet man in dem Biichlein von F. S.
MACAULAY: Algebraic Theory of Modular Systems. Cambridge Tracts in Mathe-
matics 19, Cambridge 1916.
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Vierzehntes Kapitel.
Ganze algebraische GrégBen.

Die Entwicklung der Idealtheorie hat historisch zwei Ausgangs-
punkte: die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen und die Theorie
der Polynomideale. Diese beiden Theorien haben sich aber aus ganz
verschiedenen Problemstellungen entwickelt. Waihrend bei den Poly-
nomidealen die Bestimmung der Nullstellen und die Aufstellung der
notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir Zugehoérigkeit eines
Polynoms zu einem Ideal die zentralen Probleme sind, geht die Theorie
der ganzen algebraischen Zahlen von der Frage der Faktorzerlegung
aus. Zu dieser Frage kommt man z. B. durch die folgende Betrachtung.

Im Ring der GréB8en a 4- b]/———, wo @ und b ganze rationale Zahlen
sind, gilt der Satz von der eindeutigen Faktorzerlegung der Elemente
nicht. Die Zahl 9 z. B. 148t die beiden wesentlich verschiedenen Zer-
legungen in unzerlegbare! Faktoren

9=3-3=(2+V=5)(2-7V-5)

zu?. Diese Tatsache veranlaBte DEDEKIND (in Nachfolgung von Kum-
MER, der fiir Kreisteilungskorper durch Einfiihrung gewisser ,,idealer
Zahlen“ die Eindeutigkeit der Faktorzerlegung erzwungen hatte) dazu,
den Bereich der Elemente zu dem der (von ihm zuerst so genannten)
Ideale zu erweitern. Er konnte zeigen, daB in diesem Bereich jedes Ideal
einem eindeutig bestimmten Produkt von Primidealen gleich ist. In
der Tat ist im obigen Fall, wenn man die Primideale

p=0,2+7=5), p=03,2—7=5)

1 DaB die Zahlen 3 und 2 4+ V——S unzerlegbar sind, folgt leicht daraus, dag
ihre Norm (vgl. § 41) 9 ist. Wiren sie zerlegbar, so miiBten entweder beide Faktoren
die Norm 4 3 oder ein Faktor die Norm -1 haben. Eine Zahl g 4 bV — 5 mit
der Norm -4 3 gibt es nicht, da dann

a4 5b% =13
sein miiBte, was in ganzen Zahlen unméglich ist. Eine Zahl mit der Norm -}-1
ist aber notwendig eine der Einheiten 41, da
a¥ 4 52 = 4 1
nur durch a = 4 1, b = 0 erfiillbar ist.
? Ein 4hnlicher Sachverhalt ist uns schon frither beim Ring der Zahlen
a4+ by — 3 (§19, Aufg. 5) begegnet: dort hatte die Zahl 4 zwei verschiedene Zer-

legungen. Die eindeutige Faktorzerlegung 148t sich aber in diesem Fall wieder-
herstellen durch Adjunktion der GréBe

e=—-3%+3/-3

zum}l{x_‘ng (vgl. § 18, Aufg. 5). Eine derartige endliche Erweiterung des Ringes
C[Y — 5] innerhalb seines Quotientenkérpers ist aber, wie wir noch sehen werden,
unméglich.
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einfiihrt, wie man leicht nachrechnet:

) =wmps  +Y-5)=ph (2-V-5)=4#
mithin erhilt man fiir das Hauptideal (9) die (einzige) Zerlegung
(9) = pi¥i.

In diesem Kapitel soll die ,,klassische’* (DEDEKINDsche) Idealtheorie
der ganzen GroBen eines Kérpers in moderner, von E. NOETHER! ent-
worfener axiomatischer Gestalt entwickelt werden. Die Darstellung
setzt die allgemeine Idealtheorie des zwdlften Kapitels nicht voraus,

wenn auch auf die gegenseitigen Beziehungen immer hingewiesen
werden soll.

§ 99. Endliche R-Moduln.

Wir betrachten Moduln in bezug auf einen (nicht notwendig kom-
mutativen) Ring R, d. h. Moduln mit ® als (Links-) Multiplikatoren-
bereich. Meist sind die betrachteten Moduln entweder in R selbst
enthalten (also Linksideale in R) oder in einem Erweiterungsring ©.

Unter einem endlichen R-Modul versteht man einen Modul I, der

von einer endlichen Modulbasis (a,, ..., a;) erzeugt wird oder dessen
Elemente sich durch a4, ..., 4, mit Koeffizienten aus R und ganz-
zahligen Koeffizienten linear ausdriicken lassen:

(1) m=na+ -+ a+ma+ -+ ma

(r, € R, n, ganze Zahlen).

(Hat R ein Einselement, das zugleich Einheitsoperator ist, so sind die
Glieder n,a,, . .., nya, natiirlich iiberfliissig.) Man schreibt in diesem
Fall M= (a,, ..., a).

Man sagt, daB fiir einen Modul M der Teilerkettensatz gilt, wenn

jede Kette von Untermoduln ;, M,, ... von M, von denen jeder
folgende ein echter Obermodul (,,Teiler’) des vorangehenden ist:
MM <

nach endlich vielen Schritten abbricht.

Satz. Wenn fiir M der Teilerkettensatz gilt, so hat jeder Untermodul
von M eine endliche Bastis, und umgekehrt.

Der Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von § 84 {iber Ideal-
basis- und Teilerkettensatz und wird genau so bewiesen. Da wir aber hier
Kapitel 12 nicht als bekannt voraussetzen wollen, sei der Beweis noch
einmal kurz angegeben:

Um fiir einen Untermodul i eine Basis zu finden, suche man zu-
nichst in N ein Element a,. Ist (a,) = N, so ist man fertig; sonst wéhle
man in N ein Element a,, das nicht in (4,) enthalten ist. Ist (a,, a5) =N,

1 NoETHER, E.: Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl-
und Funktionenkérpern. Math. Ann. Bd. 96 (1926) S. 26—61.
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so ist man fertig; sonst bestimme man ein weiteres a5, usw. Wenn man
nun weiB, daB die Modulkette

(ay) € (ay, ap) € (a;, Gy, az) S+ - -

nach endlich vielen Gliedern abbrechen muf}, so hat RN cine endliche
Basis.
Wenn umgekehrt jeder Untermodul von It eine endliche Basis
hat und
m, c 9)?2 cC...

eine Teilerkette von Untermoduln von It ist, so ist die Vereinigungs-
menge B aller M, wieder ein Untermodul, der folglich eine endliche
Basis hat:

B=(ay,...,4a).

Alle a, sind aber schon in einem MM, der Kette enthalten; also ist BSM,,,,
mithin 8 = M,. Die Kette bricht also bei I, ab.

Unter welchen Bedingungen nun tatsichlich fiir M der Teilerketten-
satz gilt, lehrt der folgende Satz:

Wenn in R der Teilerkettensatz fiir Linksideale gilt und M ein end-
licher R-Modul ist, so gilt in I der Teilerkettensatz fiir R-Moduln.

Gleichbedeutend damit ist (auf Grund des vorigen Satzes):

Wenn in R jedes Linksideal eine endliche Idealbasis besitzt und M
eine endliche R-Modulbasis hat, so hat auch jeder Untermodul von M
eine endliche R-Modulbasis.

Der Beweis ist ganz analog dem Beweis des HiLBERTschen Basis-
satzes (§ 84). Es sei M = (a,, ..., 4;), und es sei N cin Untermodul
von M. Jedes Element von % 148t sich in der Form (1) schreiben. Sind
in dem Ausdruck (1) von den 2 % Koeffizienten 7,, . . ., n, die letzten
2h — 1, also die vom (! + 1)-ten bis zum (24)-ten, alle Null, so sprechen
wir von einem Awusdruck der Linge < 1!. Wir betrachten nun alle in %
vorkommenden Ausdriicke der Linge <. Deren I-te Koeffizienten
(r; oder n;_,) bilden, wie man sofort sieht, ein Linksideal in R oder im
Ring C der ganzen Zahlen. Dieses Ideal hat eine endliche Basis

(bll' o« e ey b[a,).

Jedes b, ist letzter (l-ter) Koeffizient (r, oder u, ,) eines gewissen
Ausdrucks (1), den wir mit B;, bezeichnen:

By, =na+.--+b,a, oder =ra,+---+ b,n_,.

Wir behaupten, daB alle diese B;,(l =1,...,2h; v=1,...,s) zu-
sammen eine Basis fiir % bilden. In der Tat: Jedes Element (1) von R
von der Liange / kann durch Subtraktion einer Linearkombination der
By, ..., Bys, (mit Koeffizienten aus R oder C, je nach dem Wert von J)
von seinem letzten (/-ten) Koeffizienten befreit, d. h. auf einen Aus-
druck kleinerer Linge zuriickgefiihrt werden; dieser kann in derselben
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Weise weiter in seiner Linge reduziert werden, bis man schlieBlich nach
wiederholten Subtraktionen von Linearkombinationen der B;, Null
iibrigbehilt. Jedes Element von ® 148t 'sich somit als Linearkombina-
tion der B;, schreiben, q.e.d. Ist etwa eins der Ideale (b;y, ..., bis)
das Nullideal, so sind die entsprechenden B,;, sogar in der Basis ganz
entbehrlich.

Bemerkungen. Hat R ein Einselement, welches Einheitsoperator
ist, so kann man in (1) wiederum die Glieder n,a,, ..., nya, weg-
lassen und den Beweis entsprechend vereinfachen.

Ist R insbesondere ein Hauptidealring, so hat jedes Ideal in R eine
Basis aus nur einem Element; man erhilt also fiir jedes / nur ein &, und
nur ein B;. Man findet also in diesem Fall eine Basis (B,, .. ., B;) von
ebenso vielen Basiselementen, wie die urspriingliche Basis von I ent-
hielt. War die Basis (4, ..., 4;) von IR linear unabhingig, so zeigt man
sehr leicht, daB die Basis (By, ..., B,) nach Weglassung derjenigen B,
die einem &; = 0 entsprechen, wieder linear unabhingig ist (vgl. § 108).

§ 100. Ganze GréBen in bezug auf einen Ring.

Es sei R ein Unterring eines Ringes .
Ein Element ¢ von & heiBt ganz in bezug auf R, wenn alle Potenzen?

von ¢ einem endlichen R-Modul (a,, ..., 4,) angehoren, oder: wenn
alle Potenzen von ¢ sich durch endlich viele GréBen a,, . . ., 4,, aus &
linear in der Gestalt

(1) L=na+ -+ 1,8, +ma + -+ npa,

(r, € R, n, ganze Zahlen)
ausdriicken lassen.

Insbesondere ist jedes Element » von & ganz in bezug auf R, da
7,72, ¢3, ... dem R-Modul (r) angehsren. Auch das Einselement von
¢, wenn vorhanden, ist stets ganz in bezug auf R.

Ist § ein Kérper, der also den Quotientenkérper P von &R umfalt,
so hingen alle Potenzen einer ganzen GroBe ¢ linear von endlich vielen
GroBen a,, .. ., a, mit Koeffizienten aus P ab; denn P enthilt nicht
nur den Ring R, sondern auch das Einselement. Mithin gibt es unter
den Potenzen von ¢ nur endlich viele in bezug auf P linear unabhingige;
¢t ist also algebraisch in bezug auf P. Statt ,,ganze GroBe” sagt man
daher auch ganze algebraische Gréfe. Nicht jede algebraische GréBe ist
eine ganze algebraische GréBe; denn beispielsweise ist die Zahl 4 oder
}/—{ zwar algebraisch in bezug auf den Kérper der rationalen Zahlen,
aber nicht ganz in bezug auf den Ring der ganzen Zahlen.

Ist R ein Ring, in dem der Teilerkettensatz fiir Linksideale gilt, so
gilt nach §99 auch fiir die Untermoduln des endlichen R-Moduls

1 Unter Potenzen werden in diesem Paragraphen nur solche mit positiven
Exponenten verstanden.
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(a4, . . ., ay) der Teilerkettensatz. Insbesondere kann also die Modul-
kette (t) E (t, tg) E .

nicht aus lauter verschiedenen Moduln bestehen; d. h. eine Potenz von
t ist durch niedrigere Potenzen linear ausdriickbar:

(2) R L I S Y L o3 S S Y

Ist umgekehrt ¢ ein Element von ¥, das bei passendem % eine Dar-
stellung in der Gestalt (2) mit Koeffizienten aus R bzw. C gestattet, so
kann man vermoége (2) sukzessiv auch alle héheren Potenzen von ¢
linear durch die endlich vielen ¢, 2, . . ., ! ausdriicken, und somit ist
t nach unserer Definition ganz. Damit ist bewiesen:

Gilt in dem Ring R der Teilerkettensatz fiir Linksideale, so ist das
Bestehen einer Gleichung von der Gestalt (2) notwendig und hinreichend
fiér die Ganzheit von t in bezug auf R.

Die Gleichung (2) bringt, wenn ¥ ein Kérper ist, auch das Algebraisch-
sein von ¢ von neuem zum Ausdruck. Hat R ein Einselement, so kann
man zu den Potenzen von ¢ auch noch ¢* = 1 hinzunehmen und auBer-
dem in (2) den Schwanz #n,¢ + - - - 4 m,_,#*~! weglassen; statt (2) er-
hilt man also die einfachere Gleichung

th— B — . — =0,

deren charakteristisches Merkmal darin besteht, daB der Koeffizient
der hochsten Potenz von ¢ Eins ist.

Beispiele: Ganze algebraische Zahlen sind diejenigen algebraischen
Zahlen, die in bezug auf den Ring C der gewéhnlichen ganzen Zahlen
ganz sind, also einer ganzzahligen Gleichung mit dem héchsten Koeffi-
zienten 1 geniigen. Ganze algebraische Funktionen von %, . . ., x, sind
diejenigen Funktionen aus einem algebraischen Erweiterungskorper von
K(xy, ..., %,), die ganz in bezug auf den Polynombereich K[x,, ..., x,]
sind; K ist dabei ein fester Grundkdrper. Absolut ganze algebraische
Funktionen von x,, . .., %, sind solche Funktionen, die ganz in bezug
auf den ganzzahligen Polynombereich C[x,, ..., x,] sind.

In einem kommutativen Ring T sind Summe, Differenz und Produkt
zweier in bezug auf R ganzen Grifen wieder ganz. Oder: Die in bezug auf
R ganzen Grofen in T bilden einen Ring .

Beweis: Sind alle Potenzen von s durch a,, ..., a,, und alle Po-
tenzen von ¢ durch by, . . ., b, linear ausdriickbar, so sind alle Potenzen
vons +¢,s —toders-tdurchay, ..., a,, by, ..., b, ajby, ajb,, . ..,

a,b, linear ausdriickbar.

Setzen wir nun den Teilerkettensatz fiir die Ideale des Ringes &
voraus, so kénnen wir den Safz von der Transitivitit der Ganzheit be-
weisen :

Ist © der Ring der ganzen Gréfen im kommutativen Ring I (in bezug
auf den Unterring R) und ist das Element t von ¥ ganz in bezug auf S,
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50 st t auch ganz in bezug auf R (d. h. in © enthalten). Oder anders aus-
gedriickt: Gentigt t einer Gleichung von der Gestalt (2), deren Koeffizientenr,
ganz tn bezug auf R sind, so ist ¢ selbst ganz in bezug auf R.

Beweis: Durch wiederholte Anwendung der Gleichung (2) kann
man alle Potenzen #** linear durch ¢, #2, ..., ##~! ausdriicken mit
Koeffizienten, die entweder ganze Zahlen sind oder sich aus Potenz-
produkten der 7, ganzrational zusammensetzen. Zu jedem 7, gibt es
endlich viele GroBen aus €, durch die sich alle Potenzen von 7, linear
mit Koeffizienten aus R und ganzzahligen Koeffizienten ausdriicken
lassen; alle Potenzprodukte der 7, sind also durch endlich viele Produkte
aus diesen endlich vielen GréBen linear ausdriickbar, Multipliziert man
diese endlich vielen Produkte mit ¢, ¢2, . . ., £#~! und nimmt schlieBSlich
noch ¢, ¢2, ..., *~! selber hinzu, so erhilt man wieder endlich viele
GroBen, durch die sich nunmehr alle Potenzen von ¢ linear mit Koeffi-
zienten aus R und ganzzahligen Koeffizienten ausdriicken lassen.

Ein Ring © heiBt ganz-abgeschlossen in einem Oberring X, wenn jede
in bezug auf © ganze GroBe von ¥ zu & gehort. Insbesondere heiBt ein
Integritdtsbereich @ ganz-abgeschlossen schlechthin, wenn er ganz-
abgeschlossen in seinem Quotientenkérper 2 ist. Das bedeutet, wie
leicht ersichtlich, daB jedes Element ¢ von X2, dessen sdmtliche Po-
tenzen # sich als Briiche mit einem festen Nenner aus @ darstellen
lassen, selbst zu © gehort. Die endlich vielen Gré8en, durch die sich
alle Potenzen eines ganzen ¢ ausdriicken lassen, kénnen nidmlich stets
auf einen gemeinsamen Nenner gebracht werden, und wenn umgekehrt
alle Potenzen von ¢ sich als Briiche mit Nenner s darstellen lassen, so
sind sie alle linear durch die eine GréBe s~! ausdriickbar.

Aus dem vorigen Satz folgt nun, daB unter der Voraussetzung der
Kommutativitit von ¥ der Ring © aller in beaug auf R ganzen Grifen
von  stels ganz-abgeschlossen in T istl, sobald fiir die Ideale von & der
Teilerkettensatz gilt.

Ein hinreichendes, aber keineswegs notwendiges Kriterium fiir ganze
Abgeschlossenheit eines Integritdtsbereichs gibt der folgende Satz:

Ein Integrititsbereich mit Einselement, in dem der Satz von der ein-
deutigen Primfaktorzerlegung der Elemente gilt, ist ganz-abgeschlossen in
setnem Quotientenkirper.

1 Derselbe Satz kann auch ohne die Voraussetzung des Teilerkettensatzes be-
wiesen werden, wenn man statt dessen voraussetzt, daB R ganz-abgeschlossen
in seinem Quotientenkérper P und ¥ ein endlicher Erweiterungskorper von P ist.
Zum Beweis wird ¥ zu einem itber P Galoisschen Kérper £’ und & zum Ring
@’ der ganzen GroBen von ¥’ erweitert. Wenn ein Element ¢ ganz in bezug auf
@, also in bezug auf &’ ist, so sind es auch die konjugierten Gré8en von ¢ (in be-
zug auf P) und somit auch die elementarsymmetrischen Funktionen dieser kon-
jugierten GréBen, d. h. die Koeffizienten der definierenden Gleichung von . Auf
Grund der ganzen Abgeschlossenheit von R gehoéren dann diese Koeffizienten
zu R, mithin ist ¢ ganz in bezug auf R und somit t € S.
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Beweis: Jedes Element des Quotientenkérpers 148t sich als Bruch
a/b so darstellen, daB & und b keinen Primfaktor gemein haben. Werden
dann alle Potenzen von a/b nach Multiplikation mit einer einzigen
GréBe ¢ von ihrem Nenner befreit, so muB ca™ und daher auch ¢ durch 5"
teilbar sein fiir jedes #, was nur dann moglich ist, wenn b eine Einheit
ist und daher a/b = ab~! zum Integrititsbereich gehért.

Aus dem Satz folgt, daB alle Hauptidealringe (insbesondere der
Ring C der ganzen Zahlen) sowie jeder ganzzahlige Polynombereich
und jeder Polynombereich iiber einem kommutativen Korper K ganz-
abgeschlossen sind.

Aufgaben. 1. Die Einheitswurzeln eines Koérpers sind stets ganz
in bezug auf jeden Unterring.

2. Welche Zahlen des Gaussschen Zahlkérpers [(7) sind ganz in
bezug auf C? Welche Zahlen des Korpers I (g) der dritten Einheits-
wurzeln (o= — % + 3} — 3)?

3. Ist der Integrititsbereich R ganz-abgeschlossen, so ist auch der
Polynombereich R[x] ganz-abgeschlossen.

§ 101. Die ganzen GréBen eines Korpers.

Es sei R ein Integrititsbereich, P sein Quotientenkérper, X ein
kommutativer endlicher Erweiterungskérper von P und & der Ring
der in bezug auf R ganzen GréBen von 2. Offenbar ist & Erweiterungs-
ring von R. Wir kénnen die Beziehungen zwischen den Ringen R, ©
und den Kérpern P, 2 schematisch so darstellen:

Rc &
N (@]
pPcX

Diese Bezeichnungen werden fiir diesen Paragraphen festgehalten. Mit
,,ganz'’ ist immer gemeint: ganz in bezug auf R.

Beispiele. Ist R der Ring der gewdhnlichen ganzen Zahlen, so
ist P der Korper der rationalen Zahlen, 2 ein Zahlkérper (endlich in
bezug auf P) und & der Ring der ganzen algebraischen Zahlen des
Kérpers 2.

Ist R ein Polynombereich: R = K[x,, . . ., x,], so ist P der Kérper
der rationalen Funktionen; 2 entsteht durch Adjunktion von endlich
vielen algebraischen Funktionen, und & besteht aus den ganzen alge-
braischen Funktionen des Kérpers 2. Usw.

Ziel ist die Untersuchung der Idealtheorie in €. Dazu muB, wie
wir wissen, allererst untersucht werden, wie es sich mit dem Teiler-
kettensatz fiir die Ideale von & verhilt. Genauer werden wir fragen,
ob sich der Teilerkettensatz, falls er fiir R gilt, auf & iibertrigt. Nach
den Sitzen des § 99 gelingt diese Ubertragung, sobald eine R-Modul-
basis fir & gefunden ist. Das wird also unser erstes Ziel sein.
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Zunichst ein vorbereitender Satz:

Ist o ein Element von X, so ist ¢ = s|r, wo s€ S, r€ R.

Beweis: Das Element o geniigt einer Gleichung mit Koeffizienten
aus P. Diese Koeffizienten sind gebrochen in bezug auf ®. Durch
Multiplikation mit dem Produkt der Nenner verwandelt man sie in
GréBen aus R: 700™ 4 7,6™ " 4 - os + 7. =0,

Setzt man 7, = r und multipliziert mit »™~!, so kommt:

(ro)™ + r,(ra)™ "1 + rgr(ro)™ "2+ -+ - 7,71 = 0.
Also ist ro ganz in bezug auf R. Setzt man r¢ = s, so folgt die Be-
hauptung.

Aus diesem Satz folgt, daB X' der Quotientenkorper von & ist.

Ist ein Element & ganz, so sind auch alle Konjugierten von & (in einem
siber P Galoisschen Erweiterungskirper von X) ganz.

Beweis: Die endlich vielen GroBen von X, durch die sich alle
Potenzen von & nach Voraussetzung linear ausdriicken.lassen, gehen
bei einem Isomorphismus von Z iiber in endlich viele Gré8en, durch
die sich alle Potenzen einer beliebigen Konjugierten von & linear aus-
driicken lassen.

Da Summen und Produkte ganzer GréBen wieder ganz sind, so sind
auch die elementarsymmetrischen Funktionen von § und seinen Kon-
jugierten ganz. Daraus folgt:

Wenn in der tiber P irreduziblen Gleichung, der eine ganze Grofe &
gentigt, der hichste Koeffizient gleich 1 gewdhit wird, so sind alle tibrigen
Koeffizienten ganz in bezug auf R. Ist insbesondere R ganz-abgeschlossen
in P, so liegen alle diese Koeffizienten in R.

Dieser Satz gibt bei ganz-abgeschlossenem R das bequemste Mittel,
zu untersuchen, ob eine GréBe & ganz ist: Man braucht nicht mehr
alle Gleichungen zu bilden, denen & geniigt, und nachzusehen, ob es
darunter eine Gleichung mit ganzen Koeffizienten gibt; sondern es
geniigt, die eine irreduzible Gleichung mit hochstem Koeffizienten 1
zu nehmen. Sind ihre Koeffizienten ganz, so ist & es auch; sonst nicht.

Wir machen nun die folgenden einschrinkenden Annahmen:

I. R ser ganz-abgeschlossen in seinem Quotientenkirper P.

I1. In R gelte der Teilerkettensatz foir Ideale.

II1. X2 sei eine separable Evweiterung von P.

Aus III folgt nach § 40, daB X von einem ,,primitiven Element” ¢

erzeugt wird: 2 = P (s). Nach dem obigen Satz ist o = % (sES,7ER);

also erzeugt auch die ganze GroéBe s den Korper. s geniigt einer Glei-
chung n-ten Grades, wo n der Korpergrad (X/P) ist. Jedes Element £
von X 14aBt sich darstellen in der Gestalt:

(1) & ="$ek8* (e €P).
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Ersetzt man in (1) s durch seine Konjugierten s, (in einem 2 um-
fassenden Gavroisschen Erweiterungskérper von P), von denen es nach
§ 38 genau # gibt, so erhilt man fiir die Konjugierten £, von ¢ die

Gleichungen
n=1

() 5,2%9”[‘, (v=1,2...,n).

Die Determinante dieses Gleichungssystems ist:
D= ‘.sﬁ{ == H(sl — s‘u) ’
Ly
nach dem VANDERMONDEschen Determinantensatz. Ihr Quadrat ist
eine symmetrische Funktion der s, und daher in P enthalten. Da
weiter die Konjugierten s, alle verschieden sind, ist D 4 0. Man kann
also das Gleichungssystem (2) auflgsen:
Skv &y
0k = Z‘g—" ’
wo die S, und D Polynome in den s,, also ganz in bezug auf R sind.
Multiplikation dieser Gleichung mit D? ergibt:

(3) D29k: ZDSL'YEI"

Nehmen wir nun an, £ sei Element von &, also ganz, so sind auch
die £, und damit die rechte Seite von (3) ganz. Die linke Seite aber
ist ein Element von P. Wegen der ganzen Abgeschlossenheit von R
in P muB also D2?p, in %R liegen. Setzt man D2g, =r,, so wird
o = 7. D~* upd daher nach (1)

n—1

E=2>nD2s,
0

Jedes Element £ von & 148t sich also durch D-2s°, D-2s' ., ., D-2s"-1
linear mit Koeffizienten aus R ausdriicken. Mit anderen Worten: & ist
enthalten in dem endlichen R-Modul

M= (D%, D-3%', ..., D" %",

Daraus folgt nach den Sitzen von § 99, daf &, sowie jeder Unter-
modul von S und insbesondere jedes Ideal in & eine endliche Modul-
basis in bezug auf R besitzt oder, was damit gleichbedeutend ist, dag
fir die R-Moduln und insbesondere fiir die Ideale in & der Teilerketten-
satz gilt. Ist speziell R ein Hauptidealring, so besitzen sogar & und
jeder Untermodul von & eine linear unabhingige R-Modulbasis.

Dasselbe Ergebnis gilt auch dann noch, wenn III nicht erfillt ist, also X cine
Erweiterung zweiter Art (von der Charakteristik p) ist, vorausgesetzt, daB der
1

Wurzelring ®7, der (ihnlich wie im § 39 der Wurzelkorper) aus den p-ten Wurzeln
der Elemente von R besteht, endlich in bezug auf R ist. Dies trifft in allen prak-
tisch interessanten Fillen zu. Ist z. B. R ein Polynombereich: R = K[x,, ..., »,],

v. d. Waerden, Moderne Algebra II, 2. Aufl, 6
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und K aus dem Primkoérper IT entstanden durch Adjunktion von endlich vielen
algebraischen oder transzendenten GroBen 4, ..., 9,:

K=I#,...,8),

so ist 1 11 L

o[t ]

(1 1 1 1
=H(191P,...,19'P) xpLxp g
1
also hat R° eine endliche R-Modulbasis, bestehend aus den Elementen
. . . D0 <P,
PP, 9P GBup G bwp (U= .
1 r xl n 0 s ,Bk< P

Ist die Endlichkeitsbedingung an Stelle von III erfiillt, so beweist man die End-
lichkeit von & folgendermafBen:

Zunichst folgt aus der Endlichkeit von R1:? in bezug auf R vermoge der
Isomorphie R R1:2 (vgl. § 39) auch die Endlichkeit von $R1:?' in bezug auf
$R1:?2, usw. So fortfahrend, erschlieBt man schlieBlich die Endlichkeit von R1:#°
in bezug auf R.

Es sei nun A die groBte separable Erweiterung von P, die in X enthalten ist.
Es sei ¢ der Exponent von X. Dann liegt X zwischen 4 und A1:7°,

Ist D der Ring der ganzen GréBen in A, so ist P1:?* der Ring der ganzen
GréB8en in A1:7%; denn ein Element von A41:?° ist dann und nur dann ganz, wenn
seine p*-te Potenz es ist. Der Ring & liegt somit zwischen P und T1:7°. D ist
endlich in bezug auf R nach dem obigen Beweis, da es sich hier noch um ecine
separable Erweiterung handelt. Wegen der Isomorphie

D DPlipe

ist somit PL:P° endlich in bezug auf R1:#°. Aber R!:P° ist nach Voraussetzung
endlich in bezug auf R; daher ist auch D1:?° endlich in bezug auf . Wie vorhin
ist also & in einen endlichen R-Modul eingebettet. Von hier an gelten allc unsere
fritheren Schliisse.

Unter einer R-Ordnung in X versteht man einen Unterring von 2,
der R umfaBt und endlicher R-Modul ist. Nach dem Obigen ist &
eine R}-Ordnung und jeder Ring zwischen R und & auch. Umgekehrt
folgt aus der Ganzheitsdefinition sofort, daB jede R-Ordnung ¥ in &
aus lauter ganzen GroBen besteht, d. h. in & enthalten ist. Mithin
kann man & charakterisieren als die umfassendste R®-Ordnung in 2.
Man nennt & auch die Hawuptordnung des Korpers Z. Wenn von
,,Idealen des Korpers, , Einheiten des Koérpers” usw. die Rede ist,
so sind damit immer die Ideale von &, die Einheiten von & usw.
gemeint. Nach § 100 ist & ganz-abgeschlossen in 2.

Die Ergebnisse dieses Paragraphen gelten gréBtenteils ungeandert, wenn X2
nicht ein Korper, sondern ein kommutatives hyperkomplexes System tiber P
ist, welches dargestellt werden kann als eine Summe von Koérpern, die sich gegen-
seitig annullieren. Sie gelten aber nicht mehr fiir nichtkommutative hyper-
komplexe Systeme iiber P, und zwar scheitert die Sache hauptsachlich daran,
daB die Summe zweier ganzer GréBen nicht mehr ganz zu sein braucht. Die Ge-

samtheit der ganzen GroBen ist daher keine Ordnung. Wohl besteht jede Ordnung
aus lauter ganzen GroBen, aber es gibt nicht eine alle Ordnungen umfassende
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Hauptordnung. Unter passenden Voraussctzungen iiber X gibt es verschiedene
maximale R-Ordnungen, so daB jede R-Ordnung und auch jedes ganze Element
in mindestens einer maximalen R-Ordnung enthalten ist. Uber die Idealtheorie
dieser maximalen R-Ordnungen siehe M. DEURING, Algebren. Ergebn. Math. Bd. 4,
Heft 1 (1935).

In allen R-Ordnungen von 2 gilt nach dem soeben Bewiesenen der
Teilerkettensatz. Daher gelten fiir diese Ordnungen auch die Zer-
legungs- und Eindeutigkeitssitze der §§ 87 und 88 (Darstellung aller
Ideale als Durchschnitte von Primiridealen).

Eine groBe Vereinfachung dieser Idealtheorie tritt nach § 90, SchluB,
dann ein, wenn jedes vom Nullideal verschiedene Primideal der Ord-
nung o teilerlos ist. Der folgende Satz gibt an, wann das der Fall ist:

Ist in R jedes Primideal + (0) teilerlos, so ist auch in jeder R-Ordnung
o0 jedes Primideal + (0) teilerlos.

Beweis: Es sei p ein Primideal in o, das ein von Null ver-
schiedenes Element ¢ enthilt. ¢ geniigt einer Gleichung niedrigsten
Grades mit Koeffizienten aus & und héchstem Koeffizienten Eins:

Pt+a - ta,=0,

in der a, + 0 sein muB, da sonst die ganze Gleichung durch ¢ gekiirzt
werden konnte. Es folgt @, = 0(f) = 0(p), also gehért a, dem Durch-
schnitt p N R an. Dieser Durchschnitt ist ein Primideal in &R, denn
wenn ein Produkt zweier Elemente von R zu R N p, also zu p gehoért,
so muB ein Faktor zu p, also zu RN p gehéren. Da a, zum Prim-
ideal RN p gehort, ist dieses Primideal vom Nullideal verschieden,
also teilerlos.

Ist nun a ein echter Teiler von p, # ein Element von a, das nicht zu
p gehort, so geniigt # wieder einer Gleichung

Wbty 4 =0,
also auch einer Kongruenz niedrigsten Grades

Wt out g =0(p),

in der wiederum c; =% 0(p) sein muB, da sonst Kiirzung durch # még-
lich wire. Es folgt nun ¢, = 0(x) = 0(a), also gehért ¢, dem Durch-
schnitt aN R an, ohne zu pN R zu gehoren. Dieser Durchschnitt
an R ist also ein echter Teiler von p N R, mithin gleich dem Einheits-
ideal R. Also enthilt a das Einselement, mithin ist a = o, q.e.d.

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind insbesondere dann erfiillt,
wenn R ein Hauptidealring (Ring der ganzen Zahlen, Polynombereich
einer Variablen) ist. Dann gilt also fiir o der Satz, daB jedes von Null-
und Einheitsideal verschiedene Ideal sich eindeutig als Produkt von
teilerfremden und von o verschiedenen Primiridealen darstellen 148t.

Fiir die Hauptordnung & gilt aber, wie wir sehen werden, noch
mehr: Die Primirideale sind Primidealpotenzen, also jedes Ideal Pro-
dukt von Primidealpotenzen. Wir werden fiir dieses Hauptresultat der

0*
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,,klassischen DEDEKINDschen Idealtheorie wegen seiner Bedeutung fiir
die Theorie der Zahlen- und Funktionenkérper eine direkte Begriindung
geben, ohne auf den Begriff des Primirideals und auf die allgemeine
Idealtheorie Bezug zu nehmen. Das soll im nichsten Paragraphen
nach einer von W. KRuLL! angegebenen Methode geschehen.
Aufgaben. 1. Ist R ein Hauptidealring, (w,, . . ., w,) die in diesem
Fall stets existierende linear unabhingige Basis einer Ordnung o und
sind (w{?, ..., o) die konjugierten Basen in einem Garosschen Er-
weiterungskorper von P, so ist die , Kérperdiskriminante*

wd...ol?

ganz, rational und von Null verschieden.

2. Es sei £ = P(}d) und R ganz-abgeschlossen in P. Zu beweisen:
Alle und nur die Zahlen £ = a + b} d sind ganz in bezug auf R, deren
Spur und Norm:

SE =¢+¢&=(a+bYd) + (a—byd) =24,
NE =§-&=(a+bYd) (e~ byd) =at— b2
beide zu R gehéren.

3. Ist, in Aufgabe 2, ! = K[x] ein Polynombereich einer Unbestimm-
ten und d ein Polynom, das keine mehrfachen Faktoren enthilt, so ist
E=a-+b }[d nur dann ganz, wenn 4 und b zu R gehoren.

4. Ist, in Aufgabe 2, R = C der Ring der ganzen Zahlen und 4 eine
quadratfreie ganze Zahl, so besteht eine Basis der Hauptordnung im
Fall d % 1(4) aus den Zahlen 1, Jd; im Fall d = 1(4) aus den Zahlen 1,
14+ Vd

2

§ 102. Axiomatische Begriindung der klassischen Idealtheorie.

Es sei o ein Integritdtsbereich (kommutativer Ring ohne Nullteiler),
in dem folgende drei Axiome erfiillt sind:

I. Der Teilerkettensatz fiir Ideale.
II. Alle vom Nullideal verschiedenen Primideale sind teilerlos.
III. o ist ganz-abgeschlossen im Quotientenkdrper X'

Beispiele von solchen Ringen sind: 1. die Hauptidealringe; 2. die
Hauptordnungen, die bei endlicher Erweiterung des Quotientenkérpers
nach dem Schema von §101 aus Hauptidealringen hervorgehen (ins-
besondere also die Hauptordnungen in Zahlkérpern und Funktionen-
korpern einer Verinderlichen).

! Krurr, W.: Zur Theorie der allgemeinen Zahlringe. Math. Ann. Bd. 99
(1928) S. 51—70.



§ 102. Axiomatische Begriindung der klassischen Idealtheorie. 85

Elemente von X, die ganz in bezug auf o sind, also nach IIl in o
liegen, werden einfach ganz genannt. Insbesondere ist das Einselement
von X' stets ganz, mithin ist o ein Integrititsbereich mit Einselement.

Wir betrachten nun neben den Idealen von o (oder o-Moduln in o)
noch o0-Moduln in 2, d. h. Untermengen von X', die mit 4 und b auch
a — b, mit a auch ra (wo r ganz ist) enthalten. Falls ein solcher 0-Modul
eine endliche Modulbasis hat, nennt man ihn auch gebrochenes Ideal.
Besteht ein 0-Modul a aus lauter ganzen GréB8en (a € o), so ist er ein
Ideal im gewdohnlichen Sinn oder, wie wir jetzt sagen, ein ganzes Ideal.

Unter der Summe oder dem G. G. T. (a, b) zweier o-Moduln a und b
verstehen wir (wie bei Idealen) den Modul aller Summen ¢ - b mit
a€a, bED; ebenso unter dem Produkt ab den von allen Produkten ab
erzeugten Modul oder die Gesamtheit aller Summen Za,b,.

Summen und Produkte von o-Moduln mit endlicher Basis haben
wieder endliche Basis.

In den folgenden Sitzen bezeichnen die deutschen Buchstaben aus-
schlieBlich ganze, vom Nullideal verschiedene 1deale in o, wihrend der
Buchstabe p immer ein Primideal + (0) angibt.

Hilfssatz 1. Zu jedem Ideal a gibt es ein Produkt von Primidealen p,,
Teilern von a, welches durch a teilbar ist:

Piby. .. p,=0(a).
Erster Beweis: Setzt man den allgemeinen Zerlegungssatz (§ 87)
als bekannt voraus, so hat man:
a=[a5,...,0,],
#=0(aq),

Ijvs" =04y, ... q,)) = 0(a).

Zweiter Beweis: Ohne Benutzung von Primiridealen kann man
folgendermaBen schlieen.

Ist a prim, so ist der Satz richtig. Ist a nicht prim, so gibt es ein
Produkt zweier Hauptideale bc so, daB

be=0(a), b+ 0(a), v 3 0(a).
Die Ideale b’ = (b, a), ¢’ = (¢, a) sind echtc Teiler von a, und es ist
b'¢" = (b, a) - (¢, a) = (bc, ba, ac, a%) =0(a, a, a) = 0(a) .

Setzt man nun den Satz fiir dic Ideale b’ und ¢’ als richtig voraus, so
gibt es ein Produkt p, . .. p, = 0(b’) und ein anderes b, , ... p, = 0(¢).
Das Produkt p,...p,b,,, ... P, ist dann =0(b'- ¢') = 0(a) und somit
gilt der Satz auch fiir a. Wire der Satz also fiir ein Ideal a nicht giiltig,
so wiirde er fiir einen der beiden echten Teiler b’ oder ¢’ auch nicht

! Der Satz beruht ausschlieBlich auf dem Teilerkettensatz,
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gelten; dieser hitte in derselben Weise wieder einen echten Teiler, fiir
den der Satz nicht gilte, usw.; so erhielte man eine unendliche Kette
von echten Teilern, was nach Axiom I unmdglich ist. Also gilt der
Satz fiir jedes Ideal a.

Hilfssatz 2. Istp prim, so folgt aus ab = 0(p), daf a = 0(p) oder
b= 0(p) iset.

Beweis: Wire a = 0(p) und b = 0(p), so gibe es ein Element a
von a und ein Element b von b, die beide nicht zu p gehérten. Das
Produkt ab wiirde in ab, also in p liegen, im Widerspruch zu der Prim-
idealeigenschaft von p.

Mit p~! bezeichnen wir die Gesamtheit der (ganzen oder gebrochenen)
GroBen a, fiir die ap ganz ist2. Offensichtlich ist p~! ein 0-Modul.

Hilfssatz 3. Ist p 4 0, so liegt in p~! ein nicht ganzes Element.

Beweis: Es sei ¢ ein beliebiges von Null verschiedenes Element
von p. Nach Hilfssatz 1 gibt es ein Produkt von Primidealen

Piby. .. P, =0(0).

Wir kénnen annehmen, daf dieses Produkt unverkiirzbar sei, d. h. da8
kein Teilprodukt wie p,...p, = 0(c) ist. Da das Produkt p,p,...p,
durch p teilbar ist, so muB ein Faktor, etwa p,, durch p teilbar und
daher gleich p sein.

Mithin ist PPe...p, =0(c),

Pe...p, *£0(c). .

Es gibt also ein nicht zu (¢) gehoriges Element b in p,...p,. Fir
ieses gilt Pb=0(ppy. .. b) =0(0).?

Also ist p% ganz; daher liegt —i—in p~'. Aber wegen b =% 0(c) ist ii
nicht ganz, q.e.d.
Satz1. Ist p + o0, so ist
p-pi=o.
Beweis: Nach Definition von p-! ist o € p~', mithin p = op
S p~'p. Das ganze Ideal pp~! ist also Teiler von p, mithin entweder
= p oder = o. Angenommen, es wire

pept=p.
Daraus wiirde folgen: p - (p~1)% = (pp~!)p ' =pp ' =p und ebenso
p(p~H3 = p, usw. Ist also @ + 0 ein beliebiges Element von p und b

1 Vgl. § 86.

2 Mit ap ist die Gesamtheit aller Produkte ac mit c€p gemeint.

3 Auch diese SchluBweise kann abgekiirzt werden, wenn man die allgemeine
Idealtheorie als bekannt voraussetzt. Ist namlich ¢ = 0()), so kommt p unter
den zugehorigen Primidealen von (¢) vor, also ist nach § 88 (c):p + (¢), d.h. es
gibt ein nicht zu (¢) gehoriges Element b, so daB pb = 0(c) ist.
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eins von p~!, so ist ab® € p(p~!)* ganz, mithin sind alle Potenzen von b
als Briiche mit dem festen Nenner a darstellbar. Also ist b ganz. Das
gilt von jedem b aus p~!, entgegen Hilfssatz 3.

Jetzt sind wir imstande, den Hauptsatz iiber die Faktorzerlegung
zu beweisen:

Satz 2. Jedes Ideal a ist Produkt von Primidealen.

Beweis: Wir kénnen a #+ o voraussetzen. Es sei nach Hilfssatz 1

(1) PiPe. .. 5, =0(q)

und die Anzahl r sei mdoglichst klein gewihlt, so daB kein kiirzeres
Produkt =0(a) ist. Es sei weiter p irgend ein von o verschiedener
Primidealteiler von a (einen solchen mul} es nach Hilfssatz 1 geben).
Dann ist das Produkt y, ... p, durch p teilbar, also (nach Hilfssatz 2)
ein p; durch p teilbar, mithin, da dieses p; teilerlos ist, p, = p. Wir
kénnen etwa p, = p annehmen. Multipliziert man (1) mit p~!, so

kommt Poe-.. P, =0(p'a) = 0(0);

also ist p~'a ein ganzes Ideal, welches schon in einem Produkt von
weniger als 7 Primidealen aufgeht. Machen wir nun eine Induktion
nach 7, d. h. nehmen wir an, daB fiir Ideale, die in einem Produkt von
weniger als 7 Primidealen = (0) aufgehen, der Satz schon bewiesen
sei (fiir Ideale, die in einem Primideal + (0) aufgehen, ist ja alles klar),
so gilt der Satz insbesondere fiir p~!a, d. h. es ist

pla=yps... .

Beiderseitige Multiplikation mit p ergibt die gesuchte Darstellung
fir a.

Die Eindeutigkeit dieser Darstellung folgt aus

Satz3. Ist a=0(b) und a=9p,...p,, b=91...p., so kommt
jedes von o verschiedene Primideal, das in der Darstellung von b vor-
kommt, auch in der Darstellung von o, und zwar mindestens ebenso oft vor.

Beweis: Es sei pj #+ 0. Da pj Teiler von a ist, so schlieBen wir
wie vorhin, daB p] unter den p, vorkommen muB. Es sei etwa p, = p].
Man hat dann prla=o0(p;'),

prla=1,...p,
prlb = pi. ..y
Nehmen wir die Behauptung fiir kleinere Werte von s als bewiesen an
(fir s = 0, b = o ist sie trivial), so folgt, daB jedes von o verschiedene
der Ideale p;, . . ., p; mindestens gleich oft unter b,, . .., p, vorkommt,
und daraus die Behauptung.
Folgerungen. 1. Die Darstellung eines Ideals a als Produkt von

Primidealen ist bis auf die Rethenfolge der Faktoren und bis auf Fak-
toren v eindeutig.
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2. Aus Teilbarkeit folgt Produktdarstellung: Ist a = 0(b), so ist
a = bc mit ganzem c.

Man hat nidmlich fiir ¢ nur das Produkt derjenigen Primfaktoren
von a zu nehmen, die iibrigbleiben, wenn man diejenigen von b (jeden
so oft, wie er in b vorkommt) aus der Darstellung von a streicht.

Ist 0 ein kommutativer Ring mi¢ Nullteilern, so gilt die ganze Theorie dieses
Paragraphen ohne wesentliche Modifikationen, wenn man sich nur auf solche
Ideale beschrankt, die nicht aus lauter Nullteilern bestehen. Die Axiome I und II
missen ftir die Nicht-Nullteilerideale als giltig vorausgesetzt werden, wihrend
man in Axiom III den Quotientenkérper durch den Quotientenring zu ersetzen hat,

d. h. durch den Ring aller Briiche a/b, wo b kein Nullteiler ist. Als Ergebnis er-
hialt man die Sitze 1, 2, 3 fir Nicht-Nullteilerideale.

Aufgabe. 1. Man zerlege die Hauptideale (2) und (3) in der Haupt-
ordnung des Zahlkorpers I” (}/— 5) in ihre Primidealfaktoren.

§ 108. Umkehrung und Ergdnzung der Ergebnisse.

Wir sahen, daB aus den Axiomen I bis IIT (§102) die Sitze 2 und 3
folgen, die zusammen die eindeutige Primfaktorzerlegung der Ideale
besagen. Dieser Sachverhalt 148t sich nun umkehren:

Es set 0 ein Integrititsbereich mit Einselement. In o sei jedes Ideal a
darstellbar als Produkt von Primidealen: a = p,p, ..., und wenn a
durch b teilbar ist, so moge in jeder Zerlegung von a jeder von o verschiedene
Faktor einer Zerlegung von b mindestens so oft vorkommen. Dann gelten
tn 0 die Axiome I bis 111

Beweis: Der Kettensatz (Axiom I) folgt unmittelbar daraus, daB
jedes Ideal a = pf...p2 nur endlich viele Teiler b =pJ... p7
(0; = ;) hat. Insbesondere hat ein Primideal p nur die Teiler p und o,
also ist auch Axiom IT erfiillt.

Um Axiom III (die ganze Abgeschlossenheit von o im Quotienten-
kérper X) zu beweisen, nehmen wir an, A sei ein Element von 2,
das ganz in bezug auf o ist, so daB etwa A™ sich durch 4°, ..., A™~!
linear ausdriickt oder, was auf dasselbe hinauskommt, im p-Modul
[= (% A1, ..., A" 1) liegt. Ist A = a/b, so 148t | sich durch Multipli-
kation mit b = (b™?) in ein ganzes Ideal verwandeln. Weiter geniigt I
offenbar der Gleichung 12 = [. Multiplikation mit b? ergibt:

(Ib)2 = (1b) b.
Daraus folgt wegen der Eindeutigkeit:

Ib =0,
also, wenn man noch beide Seiten mit -~ multipliziert:
[=v.

A ist also Element von o, q.e.d.

1 Deutsche Buchstaben stellen wiederum ganze Ideale 4 (0) dar.
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Wir werden jetzt einige Ergidnzungen der Sitze 2 und 3 erdrtern,
die ebenfalls zur klassischen Idealtheorie gehéren.

Die Tatsache, daB aus Teilbarkeit Produktdarstellung folgt, gestattet
es, groBte gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache von
Idealen in gleicher Weise zu berechnen, wie man es bei ganzen Zahlen
mit Hilfe der Primfaktorzerlegung macht.

Es seien a und b zwei beliebige Ideale:

a=py... p%,
b=ph...pr
(wobei beide Male alle Primfaktoren angeschrieben werden, die in a
oder b vorkommen, eventuell mit Exponenten Null). Jeder gemein-
same Teiler enthdlt nur Primfaktoren p; der angeschriebenen Reihe,
und zwar mit Exponenten =<1;, wo 7; die kleinste der Zahlen g;, o; ist.
Der groBte gemeinsame Teiler (a, b)) muB durch jeden gemeinsamen
Teiler, insbesondere durch p*, teilbar sein. Also kann er nur
| P vy
sein.
Ebenso ist das kleinste gemeinsame Vielfache (der Durchschnitt)
anb von a und b das Ideal
b,
wo u; die groBte der Zahlen g;, o; ist.
Satz 4. Ist a=0(b), so gibt es in b etn Element d, so daf

(a,d) =0d.
Beweis: Es sei
a=pf...pw,
=pr..pr 0:0;=0)

Wir haben d so zu wihlen, daB 4 durch b teilbar ist, aber keine wei-
teren Teiler mit a gemein hat. Wir setzen

¢ = pll71+1 L p:rﬁl,
— - — 41 r
G=ocpp=ppilo o pet,

Dann ist ¢; # 0(c). Es gibt also ein Element 4;, das in c;, aber nicht in ¢
liegt. Es ist dann

di=0(pyth) fir j i,

d; % 0(p ).
Die Summe
d=d + -+ d,

ist durch b teilbar (weil alle 4; es sind). Aber es ist
d=d;£0(p7);
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also hat 4 in der Tat mit a keine weiteren Faktoren gemein als die
Faktoren von b.

Folgerungen,

1. Im Restklassenring oja ist jedes Ideal d/a Hauptideal. d/a wird
nidmlich von der Restklasse a + 4 erzeugt.

2. Jedes Ideal b besitzt eine zweigliedrige Basis (a, d), wo a + O be-
liebig tn b gewdihlt werden kann.

Es sei niamlich a irgendein von Null verschiedenes Element von b
und a = (a). Der obige Satz ergibt (a, d) = b.

3. Jedes Ideal d lift sich durch Multiplikation mit einem zu einem
gegebenen Ideal ¢ teilerfremden Ideal b in ein Hauptideal verwandein.

Beweis: Wir setzen a = ¢b. Der obige Satz ergibt

(1 (a,d) =b.
Da d durch b teilbar ist, so kénnen wir setzen
(d) = bbd
und haben nach (1): (cd, bb) = b.

¢ und b miissen also teilerfremd sein.

Aufgabe. 1. Es sei O der Ring aller Quotienten 4/b, wo & und b
ganz und & durch gewisse Primideale p,, . .., p, nicht teilbar ist. Dann
entspricht jedem Ideal a von o ein Ideal ¥ von O, bestehend aus den
Briichen a/b mit a€a. Den Idealen p,, ..., p, entsprechen Primideale
By, ..., B,, allen iibrigen Primidealen von o das Einheitsideal 9.
Jedes Ideal in © ist eindeutig als Potenzprodukt der Ideale B, ..., B,
darstellbar. AuBerdem ist in © jedes Ideal Hauptideal.

Zusammenhang mit der Bewertungstheorie.

Zu jedem Primideal p eines Ringes o, der die Axiome des § 102 erfillt, gehort
nach § 73 eine p-adische Bewertung des Quotientenkorpers X. Nach § 73 sind nim-
lich fiir die Existenz einer p-adischen Bewertung nur die folgenden zwei Eigen-
schaften des Primideals p erforderlich.

A. Allé Potenzen p, p2, ... sind voneinander verschieden und ihr Durch-
schnitt besteht nur aus der Null.

B. Ist a in o genau durch p* und b genau durch pﬂ teilbar, so ist ab genau
durch pat+# teilbar.

Die Eigenschaft 4 besagt, anders ausgedriickt, daB jedes Element a == 0
durch eine eindeutig bestimmte Potenz p* genau teilbar ist. Das ist aber in unseren
Ringen stets der Fall, denn man braucht nur das Hauptideal ap in Primfaktoren
zu zerlegen und nachzusehen, welche Potenz p* in dieser Zerlegung vorkommt.
Die Eigenschaft B ist ebenso klar.

Die p-adische Bewertung des Elementes a/b wird nach § 73 durch

o)
definiert, wenn « genau durch p* und b genau durch pf teilbar ist. Geht man
zu den l.ogarithmen w(c) == — logg(c) iber, so wird

«f) -t
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Eine 4quivalente Bewertung (vgl. § 74) ist durch

w(%):a-(a—ﬁ)

gegeben, wo o eine beliebige positive reelle Zahl ist.

Wir zeigen nun, daB die p-adischen Bewertungen die einzigen sind, bei denen
alle Elemente von o nichtnegative Werte haben, genauer:

Ist wlc) = — logp(c) eine micht triviale Exponentenbewertung von X, bei der
alle Elemente a von 0 nichtnegative Werte w(a) haben, so ist sie zu einer p-adischen
Bewertung dquivalent, wobei p ein Primideal von o ist.

Beweis. Die Gesamtheit der Elemente von p, deren Werte positiv sind,
ist offensichtlich ein Primideal in 0. Es sei 7 ein Element von o, das genau durch
die erste Potenz von p teilbar ist. Ist dann a genau durch & teilbar, so ist

(2) ap = pxc.

In ¢ gibt es ein nicht durch p teilbares Element ¢. Nach (2) ist n* ¢ durch a
teilbar:

(3) n%c = ab.

Die linke Seite ist genau durch p* teilbar, der Faktor a rechts auch, also ist b
nicht durch p teilbar, mithin w(b) = 0. Ebenso ist w(c) = 0, also wegen (3)

w(a) = w(n*) = xw(7a).
Da w(n) eine positive Konstante ist, ist die Bewertung w(a) mit der durch
w’(a) = & gegebenen gleichwertig.
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