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Vorwort zur zweiten Auflage. 

Wie der 1. Band, so ist auch der 2. Band bei der Neuauflage einer 

Revision unterzogen worden, die kaum ein Kapitel unberührt gelassen 

hat. Insbesondere sind die letzten beiden Kapitel, die von hyper

komplexen Zahlen und ihren Darstellungen handeln, entsprechend der 

stürmischen Entwicklung der neueren Algebrentheorie, erheblich er

weitert und umgestaltet worden. Dafür konnte bei den Polynom

idealen ·einiges weggelassen werden, was mehr in die algebraische 

Geometrie als in die Algebra gehört. 

Herrn Dr. REICHARDT, der mir beim Lesen der Korrekturen behilf

lich war, sowie einer Reihe von Kollegen, die mich auf kleinere Fehler 

in der 1. Auflage aufmerksam gemacht haben, spreche ich meinen 

besten Dank dafür aus. 

Leipzig, im Februar 1940. 

B. L. VAX DBR WABRDBN. 
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Elftes Kapitel. 

Elimina tionstheorie. 
Die Eliminationstheorie untersucht Systeme von algebraischen 

Gleichungen in mehreren Unbekannten und sucht Bedingungen für ihre 
Lösbarkeit sowie Formeln zur Berechnung der Lösungen in verschiede
nen Fällen aufzustellen. Dabei wird die entsprechende Theorie für lineare 
Gleichungen, d. h. die Deterrninantentheorie, als bekannt vorausgesetzt. 
Weiter wird als bekannt vorausgesetzt, daß man eine Gleichung höheren 
Grades in einer Unbekannten lösen kann oder genauer, daß man, wenn 
die Gleichung in einem vorgegebenen Körper noch nicht lösbar ist, einen 
Erweiterungskörper konstruieren kann, in dem sie lösbar wird, und sogar 
einen, in dem sie vollständig zerfällt (Kap. 5). Wenn im folgenden von 
.,Lösungen einer Gleichung" oder .,Nullstellen eines Polynoms" die Rede 
ist, sind immer solche Lösungen in einem passend gewählten Erweite
rungskörper des festen kommutativen Grundkörpers K gemeint. 

§ 77. Das Resultantensystem für mehrere Polynome in einer 
Veränderlichen. 

Satz. Für r Polynome f 1 , ••• , f r in einer Veränderlichen von ge
gebenen Gradzahlen mit unbestimmten Koeffizienten existiert ein System 
D1 , •.. , D,. von ganzzahligen Polynomen in den Koeffizienten mit der 
Eigenschaft, daß für spezielle Werte der Koeffizienten aus einem Körper K 
die Bedingungen D1 = 0, ... , D,. = 0 notwendig und hinreichend sind 
dafür, daß entweder die Gleichungen /1 = 0, ... , Ir = 0 in einem pas
senden Erweiterungskörper lösbar sind oder die formalen A nfangskoeffi
zienten aller Polynome / 1 , .•• , fr verschwinden. 

Der Beweis wird nach der Kroneckersehen Eliminationsmethode 
geführt. 

Wir verwandeln die Polynome f 1 , .•• , f r zunächst in Polynorne 
gleichen Grades, indem wir, wenn n die höchste ihrer (formalen) Grad
zahlen ist, jedes Polynom /; von kleinerem Grad n; mit xn-n, und mit 
(x - 1)n-n, multiplizieren; dadurch entstehen aus /; zwei Polynorne 
vorn formalen Grad n, deren gerneinsame Nullstellen bei irgendeiner 
Spezialisierung der Koeffizienten mit den Nullstellen von /; und deren 
Anfangskoeffizienten mit dem von/, übereinstimmen. Das so entstehende 
System von Polynornen gleichen Grades, welches evtl. einige Polynorne 
mehr enthält als das System / 1 , .•. , fr, aber genau dieselben gemein
samen Nullstellen hat, bezeichnen wir mit g1 , ••• , g,. 

v. d. Waerden, Moderne Algebra li, 2. Auf!. 



2 XI. Eliminationstheorie. 

Wir bilden nun aus g1 , ••. , g, die Linearkombinationen 

gu = ulgl + · · · + u,g,; g~ = "1g1 + · · · + v,g, 

mit unbestimmten u, v, die dem Körper K adjungiert werden. Wenn 
gu und g. für spezielle Werte der Koeffizienten von g1, ... , g, einen 
Faktor gemein haben, so ist dieser Faktor rational in den u und v be
stimmbar (§ 18). Ein von den v wirklich abhängiger rationaler .Faktor 
kann aber bei der Zerlegung von gu nicht auftreten, da gu von den v 
nicht abhingt. Also muß jeder gemeinsame Faktor von gu und g~ von 
den v und ebenso von den u unabhängig sein und daher in g1 , g1 , ••• , g, 
aufgehen. Umgekehrt, wenn g1 , ••• , g, einen Faktor gemein haben, 
so geht dieser auch in. gu und g11 auf. 

Notwendig und hinreichend dafür, daß gu und g. einen Faktor 
gemein haben oder daß in ihnen die Anfangskoeffizienten verschwinden. 
ist aber das Verschwinden ihrer Resultante R 

(1) R = 0 identisch in den u und v. 

Ordnet man R nach Potenzprodukten der u und v und nennt die Koeffi
zienten D1 , ••. , D11 , so ist (1) äquivalent mit 

D1 = 0, D1 = 0, ... , D11 = o. 
Die D, sind aber ganzzahlige Polynome in den unbestimmten Koeffi
zienten von /1 , / 1 , ••• , f,. Damit ist der Satz völlig bewiesen. 

Das System D1 , •.. , D11 heißt das Resultantensystem der Polynome 

ft·····'·· 
Aus § 27 folgt R = 0 (gu, g~) 

= O(gJ' ... ' g,) 

= 0(/1, t •... . , /,), 
und daraus, wenn man auf beiden Seiten nach Potenzprodukten der u, 
und "' ordnet, 

(2) (D1 , ••• , D,.) = 0(/1 , ••. , /,). 

Bemerkungen. 1. Wenn man von einem der Polynome f,., etwa 
von f1 von vomherein weiß, daß sein formaler Anfangskoeffizient nicht 
verschwindet, so kann die ganze vorbereitende Operation, wodurch 
die Polynome f,. in solche gleichen Grades verwandelt werden, unter
bleiben. Außerdem kann man dann die Rechnung vereinfachen, ind€m 
man, statt von gu und g., von /1 und v1/1 + · · · + v,/, die Resultante 
bildet. 

2. Man kann natürlich, wie im § 27, den Ausnahmefall des Ver
schwindens aller Anfangskoeffizienten formal aufheben durch Über
gang zu homogenen Formen in x1 und x1 • Die Bildung der g, aus den/, 
kann dann geschehen durch Multiplikation mit xf-m und x~-"1 (statt 
x"-"' und (x- 1)"-m). 



§ 78. Allgemeine Eliminationstheorie. 3 

3· Im Fall eines einzigen Polynoms ergibt die Anwendung des be
schriebenen Verfahrens ein Resultantensystem, das nur aus der Null 
besteht. 

§ 78. Allgemeine Eliminationstheorie. 

Im folgenden bedeutet {E1 , .•• , EJ immer eine Reihe von n mit 
Nummern versehenen Elementen eines passend gewählten Erweiterungs
körpers des festen Grundkörpers K. Hat ein Polynom f die Eigenschaft 
f(E1 , ••• , E.J = 0, so heißt die Reihe {E1 , .•• , EJ oder kurz E eine 
NuUstelle von I. Die allgemeine Eliminationstheorie behandelt nun die 
Aufgabe, alle Lösungen eines beliebigen algebraischen Gleichungs-

systems 11(E) = o, laW = o, ... , lr(E) = o, 
d. h. alle gemeinsamen Nullstellen der Polynome 11 , ••• , Ir aus 
K [ x1 , ••• , xJ wenigstens theoretisch zu bestimmen 1• 

Die Methode dazu ist die "sukzessive Elimination" aller Unbekannten 
mit Hilfe des Resultantensystems des vorigen Paragraphen. Dabei ist 
es zweckmäßig, anzunehmen, daß im System 11 , ••• , Ir ein Polynom 
etwa vom Grade "' vorkommt, in dem der Koeffizient von xf eine von 
Null verschiedene Konstante ist. Diese Forderung kann unter Um
ständen von vornherein erfüllt sein; wenn nicht, so verfahren wir 
folgendermaßen: Entweder verschwinden alle Polynome /1 , .•• , Ir 
identisch; dann sind alle Wertsysteme (E1 , ••• , E,J Lösungen. Dieser 
Fall braucht uns also nicht weiter zu interessieren. Oder es gibt ein 
1,, etwa 11 , das nicht identisch verschwindet. Dann führen wir neue 
Veränderliche x! .... , x~ ein durch die Substitution 

jxl = u1x!, 

~~ .. ~~.-:-.~~.X~ '. 
X11 = x;, + UnXl, 

(1) 

wo u1 , ••• , U 11 Unbestimmte sind, die dem Körper K adjungiert werden. 
Setzt man (1} in 11 , ••• , Ir ein, so entstehen neue Polynome Ii, ... , 1; 
in x! .... , x~, in denen jetzt der Koeffizient der höchsten Potenz von 
x1 ein nicht verschwindendes Polynom in u1 , ... , U 11 ist. Bedeutet näm
lich "' den Grad des Polynoms 11 , so ist 

Ii. = f1 (u1x;, x2 + u2xi_, ... , x~ + U 11x;.}, 

und der Koeffizient von x;"' in diesem Ausdruck ist ft (u1 , ..• , U 11}. 

wo I~ de.n Bestandteil höchsten (tX-ten) Grades in /1 darstellt 2• 

1 Praktisch sind die damit verbundenen Rechnungen sehr oft zu kompliziert, 
als daß man sie wirklich durchführen könnte. 

• Bemerkung: Statt unbestimmter u, kann man natürlich auch spezielle 
Werte der u, im Grundkörper oder (falls dieser endlich sein sollte) in einem passend 
gewählten Erweiterungskörper benutzen, die so gewählt werden, daß/~ (u1 , ••• , u.) 
für sie nicht verschwindet. 

t* 



4 X I. Eliminationstheorie. 

Nunmehr kann man x~ eliminieren und findet ein Resultanten
system 

d1, ... , dl, 

das nur noch von x2, ... , x~ abhängt. Jeder Nullstelle {E2, ... , ~:J 
dieses Resultantensystems führt (da für das Nichtverschwinden eines An
fangskoeffizienten gesorgt ist) zu mindestens einer Nullstelle {ft, ... , ~~} 
der Polynome/~, ... , f~. und so erhält man auch alle. Die fehlende Un
bekannte ft kann jeweils aus einem System von Gleichungen bestimmt 
werden, deren größter gemeinsamer Teiler keine Konstante ist; d. h. man 
hat für ft jeweils eine algebraische Gleichung von mindestens dem ersten 
Grad. Wenn nun d1 , ••• , d1 noch nicht identisch verschwinden, so kann 
man in derselben Weise fortfahren mit Transformation (Einführung von 
x2, ... , x~ statt x2, ... , x~) und Elimination, und so weiter. Das Ver
fahren bricht beim s-ten Schritt ab, wenn man nach Elimination 
von ~, x'2, ... , x~1 ein identisch verschwindendes Polynomsystem in 
x~~ 1 , ••• , x~1 findet. Geschieht das nicht, so geht das Verfahren weiter 
bis zur Elimination aller Unbestimmten, und wenn die dann erhaltenen 
(konstanten) Resultanten immer noch nicht verschwinden, so ist das 
vorgelegte GleichungssyStem offenbar unlösbar. Im erstgenannten Falle 
aber, wo die Resultanten nach s Schritten Null ~erden, kann man 
für x~~1 , •• • , x~ beliebige Werte ~~~ 1 •... , ~~~ einsetzen und daraus 
sukzessiv ~~, ~2, ... , ~;, (in umgekehrter Reihenfolge) bestimmen. 
Zu jedem Wertsystem {~:~ 1 , ... , ~~1} findet man eine endliche Anzahl 
von Wertsystemen {~i. e'i, ... , ~:1}, aus denen sich durch die Sub-
stitution (1) rückwärts Wertsysteme {~1 , ~~ ••.• , ~"} ergeben, welche 
die ursprünglichen Gleichungen befriedigen. 

Man kann für ~~~ 11 .•• , ~~~ auch Unbestimmte einsetzen und findet 
dann ~~, ... , ~~~ in Gestalt eines oder mehrerer Systeme von algebraischen 
Funktionen dieser Unbestimmten; indessen ist zu beachten, daß es für 
spezielle ~~~1 , .•. , ~~~außerdem Lösungen geben kann, die in keiner 
Weise durch Spezialisierung aus der Lösung für unbestimmte ~:~ 1 , •.• , 

~~ zu gewinnen sind, wie das folgende Beispiel zeigt. 
Es sei 

/1 = ii + X1X2, 

Ia = X1X2 + xi + X1 + Xz. 

Die vorbereitende Transformation {1) ist, da in /1 schon das Glied xi 
vorkommt, hier nicht nötig. Die Resultante nach x1 muß identisch ver
schwinden; denn für jeden Wert von x2 haben /1 und /2 den gemein
samen Faktor x1 + x2 • Für unbestimmte~~ findet man dementsprechend 
~1 = -~2 • Wählt man aber speziell ~~ = -1, so verschwindet /2 , 

und man findet für ~1 außer dem Wert +1 auch noch den Wert 0. Das 
Wertsystem {0, -1} ist aber aus der allgemeinen Lösung ~1 = -~2 
durch keinerlei Spezialisierung zu €Thalten. 



§ 78. Allgemeine Eliminationstheorie. 5 

Wie in diesem Beispiel, so zerfällt auch im allgemeinen Fall die 
,.algebraische Mannigfaltigkeit" der gemeinsamen Nullstellen von 
fi, ... , /, in verschiedene "unzerlegbare Mannigfaltigkeiten" verschie
dener ,.Dimension", die je eine "Parameterdarstellung" durch alge
braische Funktionen zulassen. Hinsichtlich des Beweises (unabhängig 
von der Eliminationstheorie) siehe Kap. 13. Die explizite Berechnung 
dieser Mannigfaltigkeiten und Parameterdarstellungen kann mit den 
Hilfsmitteln der Eliminationstheorie geschehen, worauf wir aber nicht 
näher eingehen 1• 

Aus der Kongruenz (2) des vorigen Paragraphen folgt die im Poly
nomhereich K (u)[.xi, .•. , x:J gültige Kongruenz 

(2) (dl •...• d,) = o u; ..... t;). 
Daraus erhält man ein interessantes Resultat für den Fall, daß die 

Elimination schließlich auf nicht verschwindende Konstanten als Re
sultanten führt, nämlich die Kongruenz 

1=0(/1•····'·). 
Ausführlich formuliert: Wenn die Polynome /1 , •.. , /,aus K [.x1 , ••. , x"] 
in keinem algebraischen Körper über K eine gemeinsame Nullstelle haben, 
so gilt in K [ .x1 , ••• , xn] eine Relation 

1 = Atf1 + · · · + A,f,. 
Beweis durch vollständige Induktion nach der VariablenzahL Für 

konstante /, oder auch für Polynome in einer Variablen ist alles klar. 
Die Behauptung werde für Polynome in n- 1 Variablen als richtig 
angesehen. Bei n Variablen sind die zuerst auftretenden Resultanten 
d1 , ••• , d1 Polynome in n- 1 Variablen, wieder ohne gemeinsame 
Nullstellen; also ist in K(u) [x~ •.. . , x~] 

1 = B1d1 + · · · + B1d1• 

Nach (2) folgt daraus 
1 = A~t; + · · · + A~f~. 

Hier setzen wir für die .xi ihre Werte aus (1) ein; dann gehen die fi 
in die/, über. Die Ausdrücke rechts sind rational in den u; multipliziert 
man mit dem Nenner g(u) herauf, so kommt: 

g(u) = A1 (u) · /1 + · · · + A,(u) · /,. 

Vergleicht man die Koeffizienten irgendeines Potenzproduktes der u, 
dessen Koeffizient links nicht verschwindet, so folgt die Behauptung 

1 = A 1 / 1 + · · · + A,f,. 
Aufgabe. Die Gradzahlen der Polynome A1 , ••. , A, sind be

schränkt, sobald die der /, beschränkt sind. 
1 Vgl. etwa das Buchlein von F. S. MACAULAY: Algebraic Theory of Modular 

Systems, Cambridge Tracts Nr. 19, Cambridgc 1916, oder des Verfassers Einführung 
in die algebraisch!' Geometrie, Rcrlin 1939. 



6 XI. Eliminationstheorie. 

§ 79. Der Hilbertsche Nullstellensatz. 

Eine Verallgemeinerung des im vorigen Paragraphen zuletzt be
wiesenen Satzes ist der Hilberische Nullstellensatz: 

Ist f ein Polynom in K[x1 , ••. , x,.], das in allen gemeinsamen Null
~tellen der Polynome /1 , ••. , /, verschwindet, so gilt eine Kongruenz 

fU = 0(/1, ... ' /,) 

für eine natiirliche Zahl e (und umgekehrt). 
Beweis1: Für f = 0 ist die Behauptung klar. Im Fall/ =F 0 nehmen 

wir eine neue Veränderliche z hinzu. Dann haben die Polynome 

/1 •... , /,, 1 - zf 
aus K [x1 , ••. , xn, z] keine gemeinsame Nullstelle; denn jede gemein
same Nullstelle von /1 , ..• ,/,ist Nullstelle von/, also nicht von 1-z/. 
Daher ist nach dem Satz des vorigen Paragraphen 

1 = A 1 / 1 + · · · + A,/, + A (1 - zf). 

In dieser Identität mache man die Substitution z = y und schaffe die 

dadurch entstehenden Brüche durch Multiplikation mit einer Potenz 
f!! fort. Dann kommt: 

fU = Bd1 + · · · + B,j,, q. e. d. 

Die Umkehrung ist klar. 
Aus diesem Beweis und der Aufgabe von § 78 folgt, daß für den 

Exponenten e eine Schranke angegeben werden kann, sobald die Grad
zahlen von /1 , .•• , /,und f gegeben sind. Tatsächlich aber gibt es eine 
Schranke für(!, die nur von /1 , ... ,/,abhängt, wie wir im§ 95 sehen 
werden. 

Erweiterung des Nullstellensatzes. Wenn die Polynome 
h1 , ••• , h~: in allen gemeinsamen Nullstellen von / 1 , ••.• /, den Wert 
Null annehmen, so gilt eine Kongruenz 

(h1, ...• h,,Y1 = 0 (/1, ...• /,). 

oder: Jedes Potenzprodukt der h, mit der Exponentensumme q gehört dem 
Ideal (/1 , ... , /,) an (und umgekehrt). 

Beweis: Es gilt 

Man setze 
h~' = 0 (/1, ... , /,). 

(J = (e1 - 1) + (e2 - 1) + · · · + (e~: - 1) + 1 . 

Dann enthält jedes Potenzprodukt h{• ..• hi~ mit 11 + · · · + l~: = q 

mindestens einen Faktor h~1, da sonst 11 + · · · + l~: höchstens gleich 
(e1 - 1) + · · · + (e~:- 1) = q- 1 sein könnte. Daraus folgt die Be
hauptung. 

Die Umkehrung ist klar. 

1 Vgl. A. RABINOWITSCH: Math. Ann. Bd. 102 {1929) S. 518. 



§ 80. Kriterium für die Lösbarkeit eines homogenen Gleichungssystems. 7 

§so. Kriteriumfürdie Lösbarkeiteines homogenen Gleichungssystems. 

Wir haben in § 78 eine Methode kennengelernt, von jedem alge
braischen Gleichungssystem zu entscheiden, ob es Lösungen besitzt 
ooer nicht. Das ist aber etwas anderes als ein "algebraisches Kriterium" 
für Lösbarkeit, worunter wir ein System von ganzen rationalen Funk
tionen der Koeffizienten verstehen, deren Verschwinden notwendig 
und hinreichend für die Lösbarkeit ist (wie das Resultantensystem von 
§ 77 im Falle einer einzigen Unbekannten oder die Determinante eines 
linearen homogenen Gleichungssysterns). Ein solches Kriterium gibt es 
im allgerneinen nicht1, wohl aber im Spezialfall der homogenen Gleichun
gen, zu dem wir uns jetzt wenden. 

Sind /1, ••• , /,homogene, nicht konstante Polynorne in x1, ... , xll (n> 1), 
so haben sie zunächst immer die "triviale" Nullstelle {0, ... , 0}. Es 
soll sich nun darum handeln, ein Kriterium dafür zu finden, daß noch 
.eine davon verschiedene, also nicht triviale Nullstelle {711 , ••• , 7JJ, 
und damit notwendig wegen der Homogenität ein ganzer "Strahl" von 
Nullstellen {Ä7J1 , ••• , Ä7Jil} existiert 2• 

Die folgende Herleitung stammt von H. KAPFERER3• Sie geht aus von 
der KRONECKERSehen Methode der sukzessiven Elimination, indem sie 
aus den Formen /1 , •••• f,, als Polynorne in x1 betrachtet, nach § 77 
das Resultantensystem D1 , ••• , D11 bildet (aber ohne die vorbereitende 
Transformation (1) von § 78). Nun wird behauptet: Wenn /1 , ••• , f, 
eine nicht triviale gemeinsame Nullstelle haben, so haben auch D1 , ••• , D11 

als Polynorne in x2 , ... , xll eine nicht triviale gerneinsame Nullstelle 
und umgekehrt. 

Beim Beweis sind 2 Fälle zu unterscheiden. 
1. Fall. Die Koeffizienten der reinen Potenzen von x1 in /1 , ••. , /, 

verschwinden nicht alle. In diesem Fall ergibt jede nicht triviale Null-

1 Das sieht man wohl am bequemsten an folgendem Beispiel: Die Gleichungen 

a1 x1 + a1x1 + a8 = 0, } 

b1 x1 + b1x1 + b3 = 0 

sind ,.im allgemeinen", d. h. für a1 b1 - a1 b1 't O, lösbar. Wäre also 

D1(a, b) = o, .... DA(a, b) = 0 

notwendig und hinreichend für Lösbarkeit, so müßten die D für unbestimmte a, b 
verschwinden, also identisch verschwinden. Demnach wären die Gleichungen stets 
lösbar, was nicht zutrifft. (Auch die Ungleichung a1b1 - a1b1 + 0 ist nicht not
wendig und hinreichend.) 

1 Die Nullstellen {ÄfJ1 , ••• , ÄfJ~} bilden bei festem fJ und variablem A eine Ge
Tade des Raumes R~, die vom Anfangspunkt {o, .... o} ausgeht und deshalb 
.,Strahl" genannt wird. Die Strahlen werden auch als .,Punkte" des .,projek
tiven Raumes" P~_ 1 aufgefaßt, deren .,homogene Koordinaten" dann die fJ sind; 
vgl. § 91. 

1 KAPPERER, H.: Über Resultanten und Resultantensysteme. Sitzungsber. 
Bayer. Akad. München 1929, S. 179-200. 
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stelle {E8 , ••• , Enl von D1 , •.• , D 11 auf Grund der Bedeutung des Re
sultantensystems mindestens eine Nullstelle {E1 , E1 , •.. , E"} von 
/ 1 , •.• , /,, die dann auch nicht trivial sein kann, und umgekehrt ergibt 
jede solche Nullstelle {E1 , ••• , E"} der /. eine Nullstelle {Ea, ... , En} 
der D., die auch nicht trivial sein kann, weil ausdem Verschwinden von 
E1 , •.• , E" wegen /;.=er:'+··· = 0 sofort das Verschwinden von 
E1 folgen würde. 

2. Fall. Die Koeffizienten der reinen Potenzen von x1 in /1 , ...• /, 

verschwinden alle. Nach§ 77 verschwinden dann D1 , ... , D11 identisch; 
also gibt es auch eine nicht triviale Nullstelle, etwa {1, 1, ... , 1}. von 
D1 , ... , D 11 • Es gibt aber in diesem Fall für /1 , ... , /,sicher auch eine 
nicht triviale Nullstelle, nämlich {1, 0, ... , 0}. weil ja die Glieder mit 
der höchsten Potenz von x1 überall fehlen. 

Damit ist die obige Behauptung bewiesen. Da die D1 , ••• , D 11 

homogen in x1 , ••• , x" sind, so kann man mit der Elimination fort
fahren und x2 eliminieren usw., bis man schließlich ein System von 
Formen in x" allein übrig behält: 

b1 x!,1, b1 X:,', ... , btx~,t. 
Für die Existenz einer nicht trivialen Nullstelle dieser Formen ist not
wendig und hinreichend das Verschwinden aller Koeffizienten b1 , ••• , b~:. 

Die Größen b1 , ••• , b~: sind durch feste, nur von den Gradzahlen 
der Urformen abhängige ganze rationale Prozesse aus deren Koeffi
zienten erhalten worden; sie sind also ganzzahlige Polynome der Koeffi
zienten von /1 , ••• , /,. 

Das System der Polynome b1 , ••• , b~: (oder jedes andere System, 
dessen Verschwinden die Existenz einer Nullstelle anzeigt) heißt wieder 
ein Resultantensystem der Formen /1 , ••• , /,. 

Wenn man die früher bewiesene Relation 

(D1 , ••• , D 11) = 0 (/1 , ••• , /,) 

für jeden Schritt der sukzessiven Eliminationen anschreibt, so ergibt 
sich aus allen diesen Relationen zusammen: 

(3) (v = 1, ... , k). 

Weiter folgt aus der Bildungsweise der b1 , ••• , bt leicht, daß sie ho
mogene Formen in den Koeffizienten jeder einzelnen Form/, sind. Die 
D1 , ••• , D.,. sind nämlich aus einer Resultante R entstanden, welche die 
Koeffizienten a. von /,nur in den Kombinationen a.u, und avv, ent
hielt. Also hat jedes Glied von R denselben Grad in den av wie in u, 
und v, zusammen, und wenn dann R nach Potenzprodukten der u und v 
geordnet wird, so ist der Koeffizient D1 eines solchen Potenzproduktes 
homogen von einem bestimmten Grad in den a •• Wendet man dieselbe 
Betrachtungsweise auf den zweiten, dritten Eliminationsschritt usw. an, 
so ergibt sich die Behauptung. 
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Zusammenfassend haben wir: 
r Formen f1 , ••• , f, mit unbestimmten Koelfizienten besitzen ein 

Resultantensystem aus ganzzahligen Polynomen bv in diesen Koetfizienten, 
so daß für spezieUe Werte der Koetfizienten in irgend einem Körper K 
das Nullwerden aUer Resultanten notwendig und hinreichend ist für die 
Existenz einer von der NuUösung verschiedenen Lösung der Gleichungen 
f1 = 0, ... , f, = 0. Die bv sind homogen in den Koetfizienten jeder ein
zelnen Form f;. und genügen einer Kongruenz (3). 

Aufgaben. 1. Wie kann das Resultantensystem für ein System von 
Linearformen lauten? 

2. Sind tp1(t1, t,.), .. . , 'Pn(t1, t2) homogene Formen ohne gemein
samen Faktor und betrachtet man die Gesamtheit aller Punkte E des 
projektiven Raumes, deren Koordinatenverhältnisse durch die Para
metergleichung 

(4) E1:Ea: · · · :En = tpt{l"t,'t"z):tpz('t"J,'t"z): · · · :q;n('t"t,'t"z) 

für nicht triviale 1:-Werte geliefert werden, so läßt sich diese Gesamtheit, 
vermehrt um das Wertsystem {0, ... , 0}, auch durch homogene Glei
chungen F(E1 , ••• , En) = 0 charakterisieren. [Man drücke die Propor
tionen (4) zunächst durch homogene Gleichungen in den E und 1: aus.) 

J. Ist ein homogenes Gleichungssystem f1 (x1 , ••• , xn) = 0, ... , in 
dem außer den x noch unbestimmte Parameter rational vorkommen, 
für unbestimmt gelassene Parameter lösbar, so bleibt es lösbar bei jeder 
Spezialisierung der Parameter. 

4. Es gibt ein algebraisches Kriterium für die Lösbarkeit eines Sy
stems von Gleichungen in mehreren Reihen von Unbekannten x1 , ••• , ~n; 

y1 , ••• , y m; .•. , die in jeder einzelnen dieser Reihen homogen 'iind. 
Über die Bestimmung der Lösungen homogener Gleichungen siehe auch F.MER

TENS: Sitzungsber. Wiener Akad. Wiss. Bd. 108 (1889) S. 1174. sowie § S3 dieses 
Buches. 

§ 81. tlber Trägheitsformen. 

Während wir für eine beliebige Anzahl von homogenen Formen 
im vorigen Paragraphen ein Resultantensystem aus meist sehr vielen 
Formen kennengelernt haben, wird sich jetzt zeigen, daß m;m für 
n Formen in n Variablen mit einer einzigen Resultante auskommt, 
während für weniger als n Formen überhaupt keine Bedingung für Lös
barkeit notwendig ist. Um zu diesem Ergebnis zu gelangen, haben wir 
zunächst eine Reihe von Sätzen über die sog. "Trägheitsformen" zu 
beweisen. 

Es seien 
f1 = a1x~ + a2x~- 1 x2 + · · · + awx~. 
f" = b1 x'/. + b2 xf- 1x2 + · · · + bQ)xe. 
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r Formen der Gradzahlen 11 = IX, l2 = ß, ... , l, = e, in denen alle über
haupt möglichen Glieder von diesen Gradzahlen mit unbestimmten 
Koeffizienten vorkommen. Die letzten Koeffizienten (also die von 
x:, xe, • • • 1 X:,) bezeichnen wir, wie angegeben, mit a(J)I b(J)I • •, 1 e(J)' 

Alle folgenden Betrachtungen beziehen sich auf ganzzahlige Polynome 
in den Unbestimmten x1 , ... , x,., a1 , ... , e"'. 

In § 80 begegneten uns schon Polynome T in den a1 , ... , ew allein 
mit der Eigenschaft 

(1) x:T =c 0(/1 , ... , /,) 

für ein i und ein T. Solche Polynome T nennt man nach HuRWITZ 

Trägheitsformen. Das ganze Resultantensystem von § 80 besteht aus 
Trägheitsformen. 

Wir können die Trägheitsformen noch anders charakterisieren. 
Setzen wir nämlich 

ir = ~~ + CroX~, 
so können wir durch die Substitution 

(2) 

I~ aw=--, 
x"' . 
1: Cw=--;o 
" 

in (1) erreichen, daß /1 , ... , /,verschwinden. In der Kongruenz (1) ver
schwindet dann die linke Seite; da aber x, von der Substitution (2) 
unberührt bleibt, so muß T nach der Substitution verschwinden: 

(3) T(a1 , .. . , - ~~; ... ; e1 , ... , - 1:) = 0. 
x,. ß,. 

Der Schluß gilt schon, wenn die Kongruenz (1) nur für ein x, voraus
gesetzt wird. 

Ist· umgekehrt für irgend ein Polynom T (a1 , ... , a"', ... , e1 , ... , e"') 

die Relation (3) erfüllt, so können wirTnach Potenzen von a"' + I~, ... , 
r ~ 

ero + ~ ordnen und wissen dann aus (3), daß das von diesen Größen 
x,. 

unabhängige Glied verschwindet; also folgt 

T = 0 ( a"' + 1: , ... , ew + 1:. ) 
\ x,. x,. 

im Bereich der Brüche mit Nennern x';.. Multipliziert man mit dem 
höchsten vorkommenden Nenner auf, so wird alles ganz, und man erhält 

x~T = 0(/1 , •.• , /,). 
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Also: Wenn (1) mit irgend einem x, gilt, so gilt (3), und wenn (3) gilt, 
so gilt (1) mit x11 statt x,. Daraus schließt man zunächst, daß aus der 
Gültigkeit von (1) mit irgend einem x, die Gültigkeit von (1) mit x11 folgt, 
mithin, da der Index n keine Sonderrolle spielen kann, daß aus der 
Gültigkeit von (1) mit irgend einem x, die von (1) mit jedem anderen x1 
folgt, und weiter, daß (1) mit (3) gleichbedeutend ist: Die Gleichung (3) 
ist für die Trägheitsformen ebenso charakteristisch wie (1). 

Die Summe oder die Differenz von zwei Trägheitsformen ist offen
bar wieder eine Trägheitsform, und ein Vielfaches einer Trägheitsform 
auch. Daher bilden die Trägheitsformen T ein Ideal ~. 

Das Ideal ~ist ein Primideal. Hat nämlich ein Produkt T1 T 2 die 
Eigenschaft (3), so muß einer der Faktoren sie haben. 

Die Trägheitsformen können die Rolle des Resultantensystems von 
§ 80 vollständig übernehmen. Haben nämlich die Formen /1 , ••• , Ir 
eine (nicht triviale) gemeinsame Nullstelle und setzt man diese in (1) ein, 
so verschwindet die rechte Seite, und da nicht alle x, Null werden, folgt 
T = 0 für jede Trägheitsform. Verschwinden umgekehrt für ein spe
zielles System ft, ... , Ir alle Trägheitsformen, so verschwindet ins
besondere das Resultantensystem; mithin gibt es eine gemeinsame Null
stelle. Daraus folgt: Wenn man irgend eine Basis des Ideals ~ der 
Trägheitsformen gefunden hat, so kann man diese Basis auch als Resul
tantensystem verwenden. Das werden wir im nächsten Paragraphen 
benutzen. 

Wir wollen nun beweisen: 
Ist die Anzahl r der Formen /, kleiner als die Variablenzahl n, so gibt 

es keine von Null verschiedene Trägheitsform. Ist r = n, so gibt es keine 
von eOJ unabhängige und von Null verschiedene Trägheitsform. 

Aus der ersten Hälfte dieses Satzes folgt schon, daß das Resultanten
system von weniger als n Formen identisch verschwindet, daß also in 
diesem Falle immer eine gemeinsame Nullstelle existiert. 

Beweis: Es sei erstens r < n. Wäre Teine von Null verschiedene 
Trägheitsform, so würde aus (3) folgen, daß die Größen 

algebraisch abhängig in bezug auf den Polynombereich der Größen 
a 1 , ••• , aOJ_1 , ••• , e1 , ••• , eOJ-l wären, Man kann hier X11 = 1 setzen, 
ohne daß diese Tatsache ihre Gültigkeit verliert. 

Ebenso würde im Falle r = n, wenn die Behauptung falsch wäre, 
folgen, daß die Größen 

(wo 15 den Grad der Form fn-l bedeutet) algebraisch abhängig wären 
(/! kommt nicht vor, da T von e", unabhängig sein sollte). Man kann 
auch jetzt Xn = 1 setzen. 
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Auf jeden Fall würde also eine Reihe von Polynomen 

[ -/iJz"=l • • • • • [ -t:J:rn=l (s < n) 

algebraisch abhängig in bezug auf den Polynombereich der a1 , .•.• 

a..,_ 1 , .•• , e1 , ••. , e..,_1 sein. Nun gilt der folgende 
Hilfssa tz. Wenn eine Reihe von Polynomen /1 , ••• , /, in den Un

bestimmten a1 , ••. , a11 , x1 , ... , Xq algebraisch abhängig ist in bezug auf 
den Polynombereich K [ a1 , ••• , a11], wo K ein I ntegritätsbereich, so bleibt 
diese Abhängigkeit auch bei jeder Spezialisierung a11 = <X (<X E K) bestehen. 

Beweis des Hilfssa tzes. Nach Voraussetzung besteht eine Relation 

(4) F(a1 , •• • , a,., /1 , •.• , /,) = 0, 

wobei F ein Polynom ist und für unbestimmte z1 , ••• , z, 

(5) F(a1 , •• • , a,., z1 , ••• , z,) =f 0 
ist. 

Wir können annehmen, daß das Polynom F(a, z) nicht den Faktor 
a11 - <X enthält; denn sonst könnte man in (4) und (5) durch diesen 
Faktor kürzen. Unter dieser Annahme verschwindet F auch nicht bei 
der Substitution a" = <X: 

F(a1 , •• • , a11 _ 1 , <X, z1 , •••• z,) =F 0. 

Aber die Gültigkeit von (4) bleibt bei der Substitution a11 = <X 

bestehen. Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Wendet man den Hilfssatz mehrere Male an, so folgt, daß man von 

den Unbestimmten a1 , ... , a"'_1 , ... , e1 , •.• , eQJ_1 mehrere oder alle 
spezialisieren darf, ohne daß die algebraische Abhängigkeit verlorengeht. 

Der unterbrochene Beweis ist nun leicht zu Ende zu führen. Man 
spezialisiere die Größen a1 , • • • , a"'_1 , . . • , eQJ_1 so, daß die Formen Ii , 
... , 1: in xf, ... , x! übergehen. Wegen s < n sind diese Ausdrücke von 
der vorhergehenden Substitution x" = 1 unberührt geblieben. Da bei 
der Spezialisierung jede algebraische Abhängigkeit bestehen bleibt, so 
müssen die Ausdrücke xf, ... , x~ algebraisch abhängig sein. Da sie es 
offenbar nicht sind, so war unsere Annahme falsch, und der Satz ist 
bewiesen. 

Was nach dem eben bewiesenen Satz für r < n gilt, gilt aber nicht 
mehr für r = n. Im Gegenteil: 

Für r = n gibt es eine nicht verschwindende Trägheitsform D,. Sie ist 
homogen in den a1 , ••• ,a,~,in den b1 , •.• ,b"' usw., und vom Grade 
L" = 1112 ••• ln-t in den e1 , ••• , e0 ,. 

Beweis. Wir setzen 
" ~ (li - 1) = l - 1. 
1 

Die Gesamtheit aller Potenzprodukte der x, vom Grade l läßt sich 
folgendermaßen anordnen: 
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Zuerst alle Potenzprodukte, die x1• enthalten; 
sodann alle, die ~, aber nicht x1• enthalten, usw.; 

13 

schließlich alle, die x~", aber nicht x1•, nicht ~· usw. enthalten. 
Dieses Verfahren liefert alle Potenzprodukte vom Grade l; denn 

fehlen könnten doch nur die, welche x1 höchstens in der (11 - 1)-ten 
usw., schließlich Xn höchstens in der (ln - 1)-ten Potenz enthalten, und 
diese Potenzprodukte haben höchstens den Grad 2; (l; - 1), also nicht 
den Grad l. Nun bezeichnen wir die erhaltenen Potenzproduktf' mit 

(6) H (Y) .1, H(Y) 12 H(Y) .1 •• 
1-l,:vl • 1-z.x-2 • · · ·• 1-1.x~, • 

dabei bedeuten also die Hi'2 11 Potenzprodukte vom Grade l- l;. Ins
besondere kommen in der letzten Kategorie H1_ 1" nur Potenzprodukte 
von einem Grade < 11 in x1 , .•• , < ln _1 in xn _1 vor, während der Grad 
in Xn jeweils durch die Bedingung festgelegt ist, daß der Gesamtgrad 
l - ln sein soll. Die letzte Kategorie umfaßt also genau l1 l2 ••. l,. _1 

Potenzprodukte. 
Wir bilden nun alle Formen 

(7) 

deren es offensichtlich genau so viele gibt wie Potenzprodukte (6) vom 
Grade l. Die Koeffizientenmatrix der Formen (7) ist also eine qua
dratische; ihre Determinante D, erhält bei der Spezialisierung I;= x~· 
den Wert 1, kann also nicht identisch verschwinden. Weiter ist D, eine 
Trägheitsform, denn wenn man die Gleichungen 

H(v) I· = ~ a H(l•) 
/-/j I .:;_, V f' / 

mit den Unterdeterminanten einer Spalte von D, multipliziert und 
addiert, kommt links eine Linearkombination der I; und rechts D ,· Hl"l. 
Wählt man speziell Hf~<l = x~, so folgt 

n.x~ = 0(/1, ... , I,). 
Schließlich ist D • homogen in den Koeffizienten jeder einzelnen Form I;, 
und zwar hat sie in den Koeffizienten von ln den Grad L,. = 11 l2 ••• l,._ 1 • 

Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Für weitere Eigenschaften der Trägheitsformen siehe A. H URWITZ: Über die 

Trägheitsformen eines algebraischen Moduls, Annali di Matematica (3') 20 (1913). 

§ 82. Die Resultante von n Formen in n Variablen. 

Wir gehen nun aus von n allgemeinen Formen (d. h. Formen mit un
bestimmten Koeffizienten) I 1' ... ' In in x1' ... ' Xn' bilden das Ideal t 
der Trägheitsformen und suchen in t ein Polynom von möglichst nied
rigem. Grad in eM. Ein solches gibt es, und sein Grad in e,,, ist nicht Null, 
da es keine von ew unabhängige Trägheitsform außer der Null gibt. Zer
legen wir es in unzerlegbare Faktören, so muß mindestens ein Faktor 
schon zu t gehören, da t Primideal ist. Dieser Faktor hat immer noch 
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denselben Grad in eO), da ein niedrigerer Grad innerhalb 5t ja gar nicht 
möglich ist. Wir nennen diesen Faktor R und beweisen den Satz: 

] edts Polynom aus dem Ideal 5t ist durch R teilbar. 
Beweis: Wir ordnen R nach absteigenden Potenzen von e"': 

(). > 0' s =F 0). 

Nun sei Tein Polynom aus st. Da der Grad von Tin e"' mindestens 
gleich Ä ist, so können wir T mit S multiplizieren und dann durch Sub
traktion eines Vielfachen von R den Grad in e,., erniedrigen. Indem wir 
diesen Prozeß fortsetzen, bis dieser Grad kleiner. als Ä geworden ist, 
kommen wir auf eine Gleichung von der Gestalt 

SiT-QR= T'. 

T' gehört wieder zu 5t und hat in e"' einen Grad <Ä, muß also ver
schwinden. Also ist Si T durch R teilbar. R ist aber unzerlegbar und S 
nicht durch R teilbar (schon weil S von e"' unabhängig ist); daher ist · 
T durch R teilbar, q. e. d. 

5t ist also Hauptideal mit der Basis R. Dadurch ist R bis auf einen 
konstanten Faktor eindeutig festgelegt. Wir nennen R die Resultante 
der Formen /1 , ••• , /,.. Die Berechtigung dieser Bezeichnung ergibt sich 
sofort. Wenn nämlich R für spezielle Werte der Koeffizienten der 
Formen /1 , ••• , /,. verschwindet, so verschwinden alle Formen des 
Ideals st, insbesondere also alle Formen des Resultantensystems von 
/ 1 , ••• , /,.;also haben /1 , ..• , fn eine nicht triviale gemeinsame Nul1stl·lle. 
Und wenn umgekehrt /1 , ••• , f" eine nicht triviale gemeinsame Nullstelle 
haben, so verschwindet, wenn man diese Nullstelle in die Identität 

x; R = A1 / 1 + · · · + A,./,. 
einsetzt, die rechte Seite, also auch die linke; mindestens ein x, ver
schwindet aber nicht, also verschwindet R. Nach dem im vorigen Para
graphen Bemerkten können wir R also wirklich als Resultante der 
Formen /1 , ••• , /,.bezeichnen: R = 0 ist notwendig und hinreichend für 
die Existenz einer nicht trivialen Lösung. 

Jetzt sollen noch einige formale Sätze über die Resultante bewiesen 
werden, die uns insbesondere die Gradbestimmung erlauben werden. 

Spezialisiert man /1 zu g · h, wo g undhallgemeine Formen von den 
Gradzahlen f.', v sind (p + v = l1), so wird R teilbar durch das Produkt 

R1 • R11 = R(g, /2 , ••• ,/,.) • R(h, / 2 •••• ,fn)· 

Beweis: Aus 
x!R = At/1 + · · · + A"f" 

folgt durch Spezialisierung: 

x~ · R(gh, /2 •••• ,/n) = A1gh + Aafa + · · · + A,.f"; 
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also gehört R(gh, /2 , ••• , /n) sowohl dem aus den Formen g, /2 , ... , /" 

gebildeten Ideal t 9 als auch dem entsprechend gebildeten Ideal th an. 
R(gh,/1 , ••• , /n) ist also sowohl durch R9 als durch Rh teilbar, also (da 
diese beiden unzerlegbar und verschieden sind) durch R9 ·Rh, q. e. d. 

Spezialisiert man nun /1 , ••• , In_ 1 zu Produkten von Linearformen, 
so erkennt man durch sukzessive Anwendung des vorigen Satzes, daß R 
durch ein Produkt von Ln = 1112 ••• ln _1 Teilresultanten teilbar ist, 
deren jede nach einem früheren Satze die e, wirklich enthält; also hat 
das Produkt mindestens den Grad Ln in den e,. Da wir andererseits 
sahen, daß R in den e, auch höchstens den Grad Ln hat, so folgt, daß 
der Grad genau Ln ist. 

Genau entsprechend wie D, (§ 81) können wir auch Da, Db, ... 
bilden, indem wir die Formen /I, ... , /n so anordnen, daß /I bzw. /2 
usf. jeweils zuletzt kommt. Dann hat Da den Grad LI = l2l8 ••• ln in 
den a,, Dbden Grad L1 =lila ... ln in den b,, usw.; alle Da, Db, ... , D, 
sind d"Q.rch R teilbar, und R hat in den a, den Grad L1 , in den b, den 
Grad L1 , usw. Die Definition von R als Basiselement des Ideals t 
hängt ja nicht von der Reihenfolge der Formen /1 , ••. , /n ab. Zugleich 
sieht man, daß R die höchsten Gradzahlen hat, die ein gemeinsamer 
Teiler von Da, Db, .. . , D, überhaupt haben kann; mithin: 

R ist der größte gemeinsame Teiler der Polynome Da, Db, ... , D,. 
D, erhält bei der Spezialisierung /, = ~ (i = 1, ... , n) den Wert 1, 

und R ist Teiler von D,; also erhält R bei dieser Spezialisierung den 
Wert ±1 , d. h. R enthält ein Glied 

±aL, eL" 1 ....... 

Wir normieren R so, daß dieses "Hauptglied" mit dem Pluszeichen vor
kommt. 

Die frühere Aussage: Rist teilbar durch R9 Rh für /1 = g · h, läßt 
sich also jetzt durch Vergleichung der Gradzahlen und Hauptglieder 
verschärfen zu: 

Wir fassen zusammen: 
n allgemeine Formen in n Variablen haben eine Resultante R, die ein 

unzerlegbares ganzzahliges Polynom in ihren (unbestimmten) Koeffizienten 
ist und als Basis des Ideals der Trägheitsformen definiert werden kann. 
Das V er schwinden der Resultante für spezielle /1 , ••• , In mit Koeffizienten 
aus einem Körper ist notwendig und hinreichend für die Existenz einer 
von der Nutlösung verschiedenen Lösung des Gleichungssystems /I= 0, ... , 
/n = 0. Die Resultante ist homogen in den Koeffizienten von /1 vom Grade 
L1 = 12 • •• ln, usw. Sie enthält ein Hauptglied af1 ••• e!:: und nimmt 
somit bei der Spezialisierung/, = ~den Wert 1 an. Bei der Spezialisierung 
/ 1 = g • h geht R in das Produkt R9 • Rh über. Schließlich ist R der größte 
gemeinsame Teiler von n bekannten Determinanten Da, Db, ... , D •. 
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Aufgaben. 1. Für zwei Formen in zwei Variablen stimmt die 
Resultante mit der SYLVESTERSehen Resultante (§ 27) überein. 

2. Für eine Form I vorn Grade l und n - 1 Linearformen 

I b,x,, ... , I e,x, 
hat die Resultante den Wert 

/(XI, ... , X,.). 

wo XI, ... , X,. die .(n - 1)-reihigen Unterdeterminanten der Matrix 

( b,. ·. -~) 
sind. el · e,.. 

3· Die· Resultante ist absolut unzerlegbar. 
4. Führt man in den Formen /1 , ••• ,/,. neue Veränderliche ein 

durch eine lineare Substitution mit nicht verschwindender Determi
nante: 

so ist die Resultante der transformierten Formen in x1, ... , x~ bis auf 
einen von den a01 abhängigen Faktor gleich der Resultante von /1 , ••• ,/,.. 

Weitere Eigenschaften der Resultante findet man in dem schon früher (§ 28 
und § 78) zitierten Büchlein von F. S. MACAULAY: Modular Systems, sowie bei 
E. FISCHER: Über die Cayleysche Eliminationsmethode. Math. Z. Bd. 26 (1927) 
S. 497-SSO. 

§ 83. Die u-Resultante und der Satz von BEZOUT. 

Unter einem Lösungsstrahl (vgl. § 80) eines homogenen Gleichungs
systems möge verstanden werden die Gesamtheit aller Lösungen 
{Ä E1 , ••• , ;. E,.}. die einer festen, nicht trivialen Lösung {EI, ... , E,.} 
proportional sind. Wir nehmen nun an, das Gleichungssystem 

( 1} /I = 0' ... ' /, = 0 

habe nur endlich viele Lösungsstrahlen {E~"'J, ... , ~"'>} (~X = 1 , ... , q), 
und suchen diese Strahlen zu bestimmen. 

Zu den Polynomen /I, ... , /, nehmen wir eine Linearform mit un
bestimmten Koeffizienten 

l = ui x1 + · · · + u,.x,. 
hinzu und bilden das Resultantensystem b1 (u), ... , b, (u) der Formen 
/I, ... , /,. l. Dieses Resultantensystem verschwindet für spezielle 
ui, ... , u,. dann und nur dann, wenn eine Lösung {E<"'>} von (1} zu-
gleich der Bedingung 

l,. = u1 ~i"'> + · · · + t~,.~~"'> = 0 

genügt. Mit anderen Worten: die gemeinsamen Nullstellen der Formen 
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-b1 (u), ... , b1 (u) (als Formen in den u) sind genau die Nullstellen des 
Produkts lll.,. 

"' Daraus folgt nach dem HrLBERTschen Nullstellensatz (§ 79) einerseits 

(2) (b;(ul}'1 =0 (fll.") (i=1, ... ,t), 
andererseits "' 
(3) (fl l.")• == 0 (b1 (u), ... , b1(u)). .. 
Die l., sind Linearformen in den u, also unzerlegbar. Nach (2} sind die 
b, (u), also auch ihr größter gemeinsamer Teiler D (u), teilbar durch alle 
Linearfaktoren l,.. Aus (3) folgt aber 

(fll,.)• = 0 (D(u)); 

also kann D(u} auch keine anderen Linearfaktoren als diese l,. enthalten. 
Daher muß sein 
·(4) 

in Worten: Die Linearformen l,., welche die Lösungsstrahlen von (1} be
stimmen, werden durch Faktorzerlegung der Form D(u) gefunden. Die 
Form D (u), der größte gemeinsame Teiler des Resultantensystems 
von /1 , ... , /, und l, heißt die u-Resultante von /1 , ... , /,. 

Wir betrachten nun insbesondere den Fall von n- 1 homogenen 
·Gleichungen in n Veränderlichen, die endlich viele Lösungsstrahlen 
besitzen. Nimmt man die Linearform l hinzu, so erhält man n Formen, 
die eine einzige Resultante R (u) haben; diese ist natürlich zugleich 
die u-Resultante und zerfällt gemäß (4). Die Lösungen er!)cheinen mit 
gewissen Vielfachheilen (!,. behaftet. Die Summe der (!,. ist der Grad 
von R ( u) , also das Produkt der Gradzahlen der Formen /1 , • • • , I,._ 1 

(vgl. § 82). Damit ist der Satz von BEZOUT bewiesen: 
Wenn n -- 1 homogene Gleichungen in n Veränderlichen nur endlich 

viele Lösungsstrahlen haben, so ist die Summe der durch (4) definierten 
Vielfachheilen dieser Lösungsstrahlen gleich dem Produkt der Gradzahlen 
der Gleichungen. 

Für n = 3 und n = 4 stecken darin die geometrischen Sätze: Die 
Summe der Vielfachheiten der Schnittpunkte zweier algebraischen 
Kurven in der projektiven Ebene bzw. dreier algebraischen Flächen im 
projektiven Raum ist gleich dem Produkt der Gradzahlen dieser Kurven 
bzw. Flächen. Die Vielfachheiten sind positive ganze Zahlen, die durch 
die Exponenten der Linearfaktoren von R (u) definiert werden. 

Aufgabe: Wie lautet das erste Ergebnis dieses Paragraphen 
für homogene Gleichungen in zwei Variablenreihen (x1 , ... , x,.) , 
(y1 , ••. , Ym), wenn man die Linearform l durch~ 1:u,~;x,y~; ersetzt? 

Über den Satz von BEZOUT siehe weiter B. L. v. D. WAERDEN, Einführung 
in die algebraische Geometrie, Bd. LI dieser Grundlehren, Berlin 1939, insbeson
dere § 17 und § 41. 

v. d, Waerden, Moderne Algebra li, 2. Auf!. 2 
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Zwölftes Kapitel. 

Allgemeine Idealtheorie der 
kommutativen Ringe. 

§ 84. Basissatz und Teilerkettensatz. 

Wir wollen in diesem Kapitel die Teilbarkeitseigenschaften der 
Ideale kommutativer Ringe untersuchen und zusehen, inwieweit die 
einfachen Gesetze, die etwa im Bereich der ganzen Zahlen gelten, sich 
auf allgemeinere Ringe übertragen lassen. Um dabei nicht auf zu kom
plizierte Verhältnisse zu stoßen, ist es zweckmäßig, daß man sich auf 
solche Ringe beschränkt, in denen jedes Ideal eine endliche Basis be
sitzt, was tatsächlich, wie wir sehen werden, in sehr vielen wichtigen 
Fällen zutrifft. 

Wir sagen, daß in einem Ring o der Basissatz gilt, wenn jedes Ideal 
in o eine endliche Basis hat. 

Der Basissatz gilt für jeden Körper, weil da nur die Ideale (0) und (1} 
existieren. Auch gilt er für den Ring der ganzen Zahlen, allgemeiner 
für jeden Hauptidealring. Sodann gilt er für jeden endlichen Ring. 
Wie wir später sehen werden, gilt er für jeden Restklassenring oja, 
falls er für o gilt. Schließlich besteht aber der im wesentlichen auf 
HILBERT zurückgehende Satz: 

Wenn der Basissatz für den Ring o gilt und in o ein Einselement 
existiert, so gilt er auch für den Polynombereich o [ x]. 

Beweis: Es sei~ ein Ideal in o[x]. Die Koeffizienten der höchsten 
Potenzen von x in den Polynomen von ~ bilden, zusammen mit der Null, 
ein Ideal in o; denn wenn IX und {J die höchsten Koeffizienten der Poly
nome a, b sind: 

a = lXX" + · · ·, 
b = {Jxm + · · ·, 

so ist, wenn etwa n ~ m vorausgesetzt wird, 

a- bxn-m = (1Xx" + · · ·) - ({Jx" + · · ·) 
= (IX - {J) x" + .. · 

wieder ein Polynom von ~l und IX - {J sein höchster Koeffizient oder 
Null; ebenso ist, wenn IX der höchste Koeffizient von a ist, ÄIX der höchste 
Koeffizient von Äa oder Null. 

Dieses Ideal a der höchsten Koeffizienten hat nach Voraussetzung 
eine Basis (1X1, •.. , IX,); IX' sei etwa der höchste Koeffizient des Polynoms 

a, = IX1x"1 + · · · 
vom Grad n,, und es sei n die größte der endlich vielen Zahlen 111• 
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Die Polynome a, nehmen wir in die zu bildende Basis für 2l auf. 
Wir werden zusehen, welche weiteren Polynome für eine Basis nötig 
sind. 

Ist 
I= (X?+ ••• 

ein Polynom aus 2{ von einem Grad N ~ n, so muß fX dem Ideal a 
angehören: 

(X = 2';.. (X • • 

Man bilde nun das Polynom 

11 = 1- 2;(i.,xN-n')a,. 

Der Koeffizient von ? in diesem Polynom ist 

(X- 2'1.,fX, = 0; 

/ 1 hat also einen Grad < N. Wir können also das Polynom I modulo 
(a1 , ••• , a,) ersetzen durch ein Polynom niedrigeren Grades. In der
selben Weise können wir weitergehen, bis der Grad kleiner als n geworden 
ist. Es genügt also, sich weiterhin auf Polynome von beschränkten 
Gradzahlen ( < n) zu beschränken. 

Die Koeffizienten von x"- 1 in den Polynomen vom Grade < n - 1 
aus 2{ bilden, evtl. zusammen mit der Null, ein Ideal an_ 1 ; eine Basis 
dieses Ideals sei 

(fXr+l• ... , fX1). 

fXr+i sei wiederum der höchste Koeffizient des Polynoms 

a,+, = fXr+ixn-1 + .... 
Wir nehmen nun auch noch die Polynome a,+t• ... , a, in die Basis 
auf. Jedes Polynom vom Grade <n -1 kann nun modulo (a,+t• . .. , a,) 
ersetzt werden durch ein Polynom vom Grade ~ n- 2; man hat nur 
wie vorhin eine passend gewählte Linearkombination 

zu subtrahieren. 
So fahren wir fort. Die Koeffizienten von x"- 2 in den Polynomen vom 

Grad ~n- 2 bilden mit der Null ein Ideal an_ 2 , dessen Basiselemente 
fXHt• ••• , fXc den Polynomen aHt• ••• , a1 angehören. Diese Polynome 
nehmen wir wiederum in die Basis auf. So gelangen wir schließlich zum 
Ideal a0 der in 2l liegenden Konstanten; seine Basis (fXe+ 1 , ••• , fX,..) 

führt zu den Polynomen ae+t• ••• , aw. Jedes Polynom aus 2{ muß sich 
modulo 

( al ' ••• ' a,' a, + 1 , • 0 • , a, ' . . 0 J av + 1 ' • • • ' a"') 

schließlich auf Null reduzieren. Also bilden die Polynome a1 , •.. , a"' 
eine Basis für das Ideal ~{, womit der Basissatz bewiesen ist. 

2* 
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Aus diesem Satz folgt durch n-malige Anwendung unmittelbar die 
Verallgemeinerung: 

Wenn für einen Ring o mit Einselement der Basissatz gilt, so gilt er 
auch für den Polynombereich o [ x1 , . • . , x,J der endlich vielen U n
bestimmten x1 , •.• , x". 

Die wichtigsten Spezialfälle sind: der ganzzahlige Polynombereich 
C[x1 , ••• , xJ und jeder Polynombereich K[x1 , ... , x,J mit Koeffizienten 
aus einem Körper K. In allen diesen Bereichen hat jedes Ideal eine 
endliche Basis. 

HILBERT hat seinen Satz nur für diese Fälle ausgesprochen, in einer 
scheinbar etwas allgemeineren Fassung, nämlich der folgend('n: 

In feder Untermenge IDl von o (nicht nur in fedem Ideal) gibt es endlich 
viele Elemente m1 , ••• , mr so, daß fedes Element m von IDl sich in der 
Gestalt 

(Ä; in o) 
schreiben läßt. 

Dieser Satz ist aber eine unmittelbare Folge des Basissatzes für 
Ideale. Denn wenn m das von IDl erzeugte Ideal ist, so hat zunächst m 
eine Basis: ar = (a a ) 

~ 11 ••• ' •• 

Jedes Element a, hängt (als Element des von IDl erzeugten Ideals) von 
endlich vielen Größen von IDl ab: 

a, = ~lumik· 

Also hängen alle Elemente von m von den endlich vielen mu linear ab; 
das gilt nun insbesondere für die Elemente von !Ul. 

Wichtiger ist, daß der Basissatz auch mit dem folgenden "Teiler
kettensatz"1 äquivalent ist: 

Teilerkettensatz, 1. Fassung. 
Ist eine Kette von Idealen a1, a2, a3, ... in o gegeben und ist fedes 

a,+1 ein echter Teiler von a,: 
a, c a,+1, 

so bricht die Kette nach endlich vielen Gliedern ab. 
Oder, was auf dasselbe hinauskommt: 

Teilerkettensatz, 2. Fassung. 
Ist eine unendliche Kette von Teilern a1, a2, a3, ... gegeben: 

a, s; a>+ 1 , 

so müssen von einem gewissen n ab alle Glieder gleich sein: 

a" = a"+l = .. ·. 
1 Man könnte vielleicht besser sagen: Teilerkettenforderung oder Teilerketten

bedingung. 
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Daß der Teilerkettensatz aus dem Basissatz folgt, sieht man so: 
Es sei a1 , a1 , a8 , • • • eine unendliche Kette und stets a, 5i ai+ 1 • 

Die Vereinigung b aller Ideale a, ist ein Ideal. Denn wenn a und bin· b 
liegen, etwa a in aft undbin a"', so liegen a und b beidein aN, wo N die 
größte der Zahlen n und m ist; also liegt a-b auch in aN, also in b. 
Und wenn a in b liegt, etwa in ~.so liegt auch Äa in aft, also in b. 

Dieses Ideal b hat nach Voraussetzung eine Basis (a1 , ••. , a,). Jedes 
a, liegt in einem Ideal 11m. Ist n die größte der Zahlen n,, so liegen 
a1 , ••• , a, sämtlich in ~· Da alle Elemente von b linear von a1 , •.• , a, 
abhängen, so liegen alle Elemente von b in an, und daraus folgt 

b = an= an+l = an+ I= .... 

Umgekehrt folgt der Basissatz aus dem Teilerkettensatz. Es sei 
nämlich a ein Ideal, a1 irgend ein Element von a. Wenn a1 noch nicht 
das ganze Ideal erzeugt, so gibt es in a noch Elemente, die nicht in (a1) 

liegen ; ein solches sei a2 • Dann folgt : 

(a1) c (a1 , a2). 

Wenn a1 und a1 noch nicht das ganze Ideal a erzeugen, so findet man 
in derselben Weise ein drittes Element a8 in a, das nicht in (a1 , a2) liegt, 
usw. So erhält man eine Teilerkette 

(~) c (a1 , a2) c (a1 , a2 , a3) c · · ·. 

die im Endlichen (etwa nach r Schritten) abbrechen muß. Dann folgt: 

(a1 , a8 , •• • , a,) = a; 

demnach hat a eine endliche Basis 1• 

Wenn der Teilerkettensatz in einem Ring o gilt, so gilt er auch in fedem 
Restklassenbereich o / a. 

Beweis: Ein Idealbin ofa ist eine Menge von Restklassen. Bildet 
man die Vereinigungsmenge aller dieser Restklassen, so erhält man 
ein Ideal b in o. Umgekehrt ist b durch b eindeutig bestimmt vermöge 

b = bfa. 

Eine Kette von Idealen b1 c b2 c b3 c ... in ofa ergibt in dieser Weise 
eine Kette von Idealen b1 c b2 c b3 c ... in o, und da die letztere im 
Endlichen abbricht, so muß die erstere es auch tun. 

Damit ist auch die zu Anfang dieses Paragraphen aufgestellte Be
hauptung, daß aus dem Basissatz für o der Basissatz für ofa folgt, 
bewiesen. 

Der Teilerkettensatz läßt noch zwei andere Fassungen zu, die für 
Anwendungen oft bequemer sind: 

1 Beim Beweise wird das Auswahlpostulat benutzt. Vgl. dazu 0. TBICH
Mtl"LLBR, Deutsche Mathematik Bd. 4 (1939) S. 567. 
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Teilerkettensatz, }. Fassung: Maximalbedingung. 
Wenn in o der Teilerkettensatz gilt, so gibt es in jeder nicht leeren 

Menge von Idealen ein maximales Ideal, d. h. ein solches, das nicht von 
einem anderen Ideal der Menge um faßt wird. 

Beweis: Aus jeder nicht leeren Menge von Idealen sei eins aus
gezeichnet. Gesetzt nun, es gäbe in einer Menge IDl von Idealen kein 
maximales Ideal, so würde jedes Ideal der Menge noch von einem 
anderen der Menge umfaßt werden. Suchen wir nun aus IDl das aus
gezeichnete Ideal a1 , weiter aus der Menge derjenigen Ideale von IDl, 
die a1 umfassen und =!= a1 sind, das ausgezeichnete Ideal a2 usw., so 
kommen wir zu einer unendlichen Kette 

a1 c a2 c a3 c ... , 
die nach Voraussetzung nicht möglich ist. 
Teilerkettensatz, 4. Fassung: Prinzip der Teilerinduktion. 

Wenn in o der Teilerkettensatz gilt und eine EigenschaftE für jedes 
Ideal a (insbesondere auch für das Einheitsideal) bewiesen werden kann 
unter der Voraussetzung, daß sie für alle echten Teiler von a erfüllt ist, 
so kommt die Eigenschaft E allen Idealen zu. 

Beweis: Gesetzt, die Eigenschaft E käme einem Ideal nicht zu. 
Dann gäbe es nach der J. Fassung des Teilerkettensatzes auch ein 
maximales Ideal a, das die Eigenschaft E nicht hätte. Wegen der 
Maximalität müßten alle echten Teiler von a die Eigenschaft E haben, 
also a auch, was einen Widerspruch bedeutet. 

§ 85. Produkte und Quotienten von Idealen. 

Ähnlich wie in§ 17 verstehen wir unter dem größten gemeinsamen Teiler 
(G.G. T.) oder der Summe der Ideale a, b, ... das von ihrer Vereinigungs
menge erzeugte Ideal (a, b, ... ) und ebenso unter dem kleinsten gemein
samen Vielfachen (K.G. V.) denDurchschnitt [a, b, ... ] = an b n ... 
Dieselbe Bezeichnung wie für die Idealsumme verwendet man für ein 
Erzeugnis aus einigen Elementen und einigen Idealen, etwa: 

(a, b) = (a, (b)). 

Selbstverständlich ist (a, b) = (b, a), ((a, b ,) c) = (a, (b, c)) = (a, b, c), 
usw. Weiter: 

{(a1 , a1 , •• • ), (b1 , b2 , ••• )) = (a1 , a 2 , ••• , b1 , b2 , .•. ); 

in Worten: Man erhält eine Basis für den größten gemeinsamen Teiler, 
indem man die Basen der einzelnen I deale nebeneinander schreibt. 

Multipliziert man die Elemente eines Ideals n mit denen eines 
Ideals b, so bilden die Produkte ab (im Gegensatz zu den Summen) 
im allgemeinen kein Ideal 1• Das von diesen Produkten ab erzeugte 

1 Beispiel: Ist in einem Polynombereich n = (x, y) und b = (x2, y), so sind 
x3 und y2 Produkte von der Gestalt a · b, nicht aber x3- y 2. 
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Ideal aber nennt man das Produkt der Ideale a, b und bezeichnet es 

mit a • b oder ab. Es besteht aus allen Summen ~ a; bi (a; in a, b; in b). 

Offenbar ist 
a·b=b·a, 

(a · b) • c = a · (b • c); 

man kann also mit Produkten von Idealen wie mit gewöhnlichen Pro
dukten rechnen. Insbesondere hat es Sinn, von Potenzen a" eines Ideals 
zu reden; sie sind definiert durch 

a1 = a; a(.H-l = a • a!!. 

Ist a = (a1 , ... , an) und b = (b1 , ... , bm), so wird ersichtlich das 
Produkt ab von den Produkten a;b~: erzeugt. Man erhält also eine 
Basis für das Produkt durch Multiplikation aller Basiselemente des einen 

Faktors mit allen Basiselementen des anderen. 
Insbesondere ist für Hauptideale 

(a) • (b) = (ab); 

im Bereich der Elemente von o stimmt also die Produktdefinition mit 
der gewöhnlichen überein. 

Das Produkt a · (b) aus einem beliebigen Ideal und einem Haupt
ideal besteht aus allen Produkten ab, bei denen a in a liegt. Man schreibt 
daher einfach a b oder b a . 

Eine weitere Rechenregel ist das "Distributivgesetz der Ideale": 

(1) a · (b, c) = (a · b, a · c). 

Denn a · (b, c) wird erzeugt von den Produkten a (b + c), welche wegen 

a(b+c)=ab+ac 

alle in ( a · b, a · c) liegen; umgekehrt wird ( a · b, a · c) erzeugt von den 
Produkten ab und den Produkten ac, welche alle in a. (b, c) liegen. 

Dieselbe Regel (1) gilt auch, wenn in der Klammer statt b, c mehrere 
oder sogar unendlich viele Ideale stehen. 

Da alle Produkte ab in a liegen, so ist 

a · b S a 
und ebenso 

a · b ~ b. 
Daraus folgt: 

a· b S[a, b] 

oder: Das Produkt ist durch das kleinste gemeinsame Vielfache teilbar. 
Im Ring der ganzen Zahlen ist das Produkt aus kleinstem gemein

samen Vielfachen und größtem gemeinsamen Teiler zweier Ideale 
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a, b gleich dem Produkt ab. Das gilt nicht in beliebigen Ringen; wohl 
aber gilt: 

(2) [an b]. (a, b) s; ab. 

Beweis: 

[an b] • (a, b) =([an b]. a, [an b]. b) s; (b · a, a · b) = a. b. 

Das Ideal o, das aus allen Elementen des betrachteten Ringes be
steht, heißt nach § 16 Einheitsideal. Es ist natürlich 

I 

a· o ~ a. 

Enthält aber o ein Einselement e, so ist auch umgekehrt 

a=a·e~a·o, 

also a· o = a. 

Das Ideal o spielt demnach in diesem Fall die Rolle eines Einselements
der Multiplikation. Es wird dann vom Einselement erzeugt. 

Man hat immer 

(a, o) = o; an o = a. 

Unter dem Idealquotienten a: b, wo a ein Ideal ist, verstehen wir 
die Gesamtheit der Elemente y von o, für die 

(3) yb = O(a) für alle b aus b. 

Diese Gesamtheit ist ein Ideal; denn wenn y und 6 die Eigenschaft (3)· 
haben, so hat y - c5 sie auch, und wenn y sie hat, so hat ry sie auch. 
Dabei ist vorausgesetzt, daß a ein Ideal ist; b braucht es nicht zu sein~ 
sondern kann irgend eine Menge oder auch ein einziges Element sein. 

Zufolge der Definition ist, wenn a und b Ideale sind, 

b·(a:b)~a. 

Im Ring der ganzen Zahlen wird die Quotientenbildung zweier 
Hauptideale (a), (b) =F (0) so ausgeführt, daß man aus der Faktor
zerlegung der Zahl a die Faktoren, die auch in b vorkommen, weg
läßt; z. B.: 

(12): (2) = (6)' 

(12):(4) = (3). 

(12): (8) = (3). 

(12):(5) = (12). 

Anders ausgedrückt: Man dividiert a im gewöhnlichen Sinn durch den 
größten gemeinsamen Teiler (a, b). 

In allgemeinen Ringen gilt eine entsprechende Regel: 

a:b = a:(a, b), 

die leicht zu beweisen und übrigens nicht sehr wichtig ist. 
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Offensichtlich ist 11 S: 11: b, denn jedes Element von 11 hat die 
Eigenschaft (3). Es gibt also zwei Extremfälle : 

11 : b = o und 11 : b = a . 

Der erste Fall tritt u. a. dann ein, wenn b!; 11; denn dann ist für jedes r 
;rb = O(b) = O(a). 

Der zweite Fall bedeutet, daß aus i' b = 0 ( 11) folgt r = 0 ( 11) • Man 
kann also die Kongruenz ;rb = 0(11) durch b kürzen. Man nennt in 
diesem Fall b relativ prim zu 11 oder prim zu 11; doch werden wir diesen 
leicht mißzuverstehenden Ausdruck selten verwenden und meist die 
Gleichung 11: b = 11 direkt hinschreiben. Im Falle ganzer Zahlen a und 
b, beide =f 0, ist offensichtlich das Kriterium: 

aus rb = 0 (a) folgt r = 0 (a) 

nur dann erfüllt, wenn a und b keinen gemeinsamen Primfaktor be
sitzen. In allgemeineren Fällen ist aber das Prädikat "relativ prim" 
nicht symmetrisch; wenn z. B. 11 ein Primideal und b ein von o ver
schiedener echter Primidealteiler von a ist, so ist 

11: b = a, also b relativ prim zu a, 
aber 

b:a = o, also a nicht relativ prim zu b. 
Z. B. ist 

(0): (2) = (0}' 

(2):(0)=(1}. 

Wichtig ist die folgende Rechenregel: 

(4) [111 , ... , a,]:b = [a1 :b, ... , a,:b]. 

Beweis: Aus 
;rb !i [a1 , ... , a,] 

folgt 
i' b !; a. für jedes i 

und umgekehrt. 
Aufgaben. 1. Man beweise die Rechenregeln: 

(11:b):c = a:bc = (a:c):b, 

a:(b, c) = (a:b) n (a:c). 

2. Man zeige die Äquivalenz der drei Behauptungen: 

a) a: b1 = 11 und 11: b2 = a; 

b} a:[b1 n bg] = a; 

c) a: b1 b2 = a. 
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§ 86. Primideale und Primirideale. 

Schon früher haben wir Primideale definiert als solche Ideale, deren 
Restklassenring keine Nullteiler hat. 

Im Bereich der ganzen .Zahlen ist jede ganze Zahl a > 0 Produkt 
von Potenzen verschiedener Primzahlen 

(1) a = p~· ... p;•, 
und demnach jedes Ideal (a) Produkt von Primidealpotenzen: 

(a) = (PI)e, • • • (p,)e• • 

In allgemeineren Ringen kann man nicht erwarten, daß die Zerlegungs
gesetze der Ideale so. einfach sind. Z. B. hat im ganzzahligen Polynom
bereich einer Unbestimmten x das Ideal {4, x), das nicht prim ist, 
au.Ber o nur einen Primteiler (2, x}; aber keine Potenz von {2, x} stellt 
das Ideal (4, x) dar. Man kann also im allgemeinen keine Produkt
darstellung der Ideale erwarten, sondern höchstens eine Darstellung 
als K. G. V. (Durchschnitt) von möglichst einfachen Bestandteilen1, ent
sprechend der aus (1) folgenden Darstellung von (a) als K. G. V.: 

(a) = [(p~·), ... , (P;')]. 
Die Ideale (p:t) haben nun die folgende charakteristische Eigen

schaft: Wenn ein Produkt ab durch Pit teilbar ist und der eine Faktor a 
es nicht ist, so muß der andere Faktor b zumindest einen Faktor von 
pit enthalten. Das drückt sich darin aus, daß eine Potenz be durch 
p:t teilbar sein muß. Also: 

Aus 

folgt 

ab= o(pit), 

a * o(pit) 

1# = o(p:t). 
Ideale mit dieser Eigenschaft werden Primärideale genannt. 

Ein Ideal q heißt primär, wenn aus 

ab= O(q), a $ O(q) 

folgt, daß es ein e gibt so, daß 

bf! = O(q). 

Man kann die Definition auch so fassen: 
Wenn im Restklassenring nach q a o = 0 und a + 0 ist, so soll eine 

Potenz ]je verschwinden. 

1 Eine K.G.V.-Darstellung ist in gewissen Fällen auch nützlicher als eine 
Produktdarstellung, nämlich dann, wenn es sich darum handelt, zu entscheiden, 
ob ein Element b durch ein Ideal m teilbar ist, d. h. zum gehört. Ist m = [a1 , •..• n,], 
so gehört b zu m, sobald b allen av angehört, und nur dann. 
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Ist äb = 0 und ä t 0, so heißt das nichts anderes, als daß b ein 
Nullteiler ist.· Wenn ein Ringelement b die Eigenschaft hat, daß eine 
Potenz lf! verschwindet, so heißt das Element nilpotent. Also kann man 
auch sagen: 

Ein Ideal heißt primär, wenn in seinem Restklassenring ieder Null
teiler nilpotent ist. 

Wie man sieht, ist die Definition eine leichte Modifikation der Prim
idealdefinition; im Restklassenring nach einem Primideal muß jeder 
Nullteiler nicht nur nilpotent sein, sondern selbst verschwinden. 

Wir werden sehen, daß die Primärideale in allgemeinen Ringen die
selbe Rolle spielen wie die Primzahlpotenzen im Bereich der ganzen 
Zahlen, daß nämlich unter sehr allgemeinen Voraussetzungen jedes 
Ideal sich als Durchschnitt von Primäridealen darstellen läßt, und daß 
in dieser Darstellung die wesentlichsten Struktureigenschaften der 
Ideale zum Ausdruck kommen. 

Die Primärideale sind nicht notwendig Primidealpotenzen ; das zeigt 
schon das zu Anfang angeführte Ideal (4, x), welches man leicht als 
primär erkennt. Das Umgekehrte gilt aber ebensowenig; denn im 
Ring derjenigen ganzzahligen Polynome a0 + a1 x · · · + a,.x", bei 
denen a1 durch 3 teilbar ist, ist ~ = (3 x, x2 , x3) ein Primideal, aber 
.):1 2 = (9x2 , )x3 , x', x6 , x8) nicht primär, denn es ist 

für jedes e. 

9. x2 = 0(~2), 
x2 :$ 0 (lJ2)' 

9~ $ 0(~ 2) 

Eigenschaften der Primärideale unabhängig vom 
Teilerkettensa tz. 

I. Zu iedem Primärideal q gehört ein Primidealteiler ~, der folgender
maßen definiert wird:~ ist die Gesamtheit der Elemente b, vmi denen eine 
Potenz 1ft in q liegt. 

Beweis: Erstens:~ ist ein Ideal; denn aus bl.' = O(q) folgt (rb)!! = 0 (q) 
und aus bl! = 0 ( q) und c" = 0 ( q) folgt, da in der Entwicklung von 
(b"- c)!!+"-1 in jedem Summanden entweder lf! oder c" vorkommt, 

(b- c)!!+"- 1 = O(q). 

Zweitens: ~ ist prim; denn aus 

ab= 0(~). 

a $ 0(~) 

folgt, daß es ein e gibt so, daß 

a!!b!! = O(q) 
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und weiter 
ae $ O(q) 

ist. Es muß also ein a geben so, daß 

b'!" := O(q) 
ist; daraus folgt 

b=o(~). 

Drittens: .p ist Teiler von q: 

q:=O(~); 

denn die Elemente von q haben sicher die Eigenschaft, daß eine Potenz 
in q liegt . 

.p heißt das zu q gehörige Primideal, q ein zu .p gehöriges PrimärideaL 
Zufolge der Definition des Primärideals gilt: 

II. Aus ab= O(q) und a $ O(q) folgt b = 0(~). 
Gewissermaßen die Umkehrung dieses Satzes ist der folgende: 

III. Wenn ~ und q Ideale sind und die Eigenschaft haben, daß 

1. aus ab = 0 (q) und a $ 0 (q) folgt b= 0 (~), 

2. q = 0(~). 
J. aus b = 0(~) folgt be = O(q), 

so ist q primär und .p das zugehörige Primideal. 
Beweis: Aus ab= 0 (q) und a $ 0 (q) folgt (wegen 1. und J.) be = 0 (q). 

Also ist q primär. Zu zeigen ist nur noch, daß ~ aus den Elementen b 
besteht, von denen eine Potenz be in q liegt. Die eine Hälfte dieser 
Behauptung ist gerade J. Zu zeigen bleibt, daß aus be = O(q) folgt 
b a 0(~). Es er e die kleinste natürliche Zahl, für die bll := O(q) gilt. 
Für e = 1 sind wir fertig nach 2. Für e > 1 hat man b. be-I = o (q), 
aber be-1 $ O(q), mithin (nach 1.) b = 0(~). 

Dieser ~atz erleichtert den Nachweis der Primäreigenschaft und die 
Auffindung des zugehörigen Primideals in speziellen Fällen und zeigt, 
durch welche Eigenschaften das zugehörige Primideal eindeutig be
stimmt ist. 

Die Eigenschaft II gilt auch dann noch, wenn man a und b durch 
Ideale a und b ersetzt : 

IV. Aus ab= O(q) und a $ O(q) folgt b = O(lJ). 

Denn wäre b $ 0 (ll), so würde es ein Element b in b geben, das 
nicht in .p liegt, und ebenso ein Element a in a, das nicht in q liegt. Das 
Produkt ab müßte aber in ab, also in q liegen, im Widerspruch zum 
früher Bewiesenen. 

Genau so beweist man den entsprechenden ~atz für Primideale: 

Aus ab= 0(~) und a $ 0(~) folgt b = 0(~). 
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Eine Folge davon [durch (h- 1)-malige Anwendung zu beweisen] ist: 
Aus o." = O(t>) folgt a = O(t>). 
Eine andere Fassung von Satz IV ist: 
IV'. Aus b=t=O(t>) folgt q:b=q. 
Im Restklassenring ojq liegt (wegen .p 2 q) das Ideal .pfq. Es be

steht aus allen nilpotenten Elementen, im Falle q + o also aus allen 
Nullteilem. 

Eigenschaften der Primärideale unter Vonaussetzung des 
Teilerke ttensa tzes. 

Ist +> das zu q gehörige Primideal, so liegt eine Potenz eines jeden 
Elementes von+> in q. Die dazu mindestens nötigen Exponenten hängen 
vom gewählten Element ab und können unbeschränkt wachsen. Setzt 
man aber im Ring o den Teilerkettensatz voraus, so wachsen die Ex
ponenten nicht mehr unbeschränkt, vermöge des folgendes Satzes: 

V. Eine Potenz +>"' ist durch q teilbar: 

+>!? = 0 ( q). 

Beweis: Es sei (p1 , ... , p,) eine Basis für .p. Es mögen Pi', ... , p~· 
in q liegen. Setzt man dann 

, 
e = J:(!!•- 1) + 1, 

1 

so wird +>"' erzeugt von allen Produkten der p, zu je e; in jedem solchen 
Produkt muß mindestens ein Faktor p, mehr als (e,- 1) mal, also 
mindestens e,mal, vorkommen; alle Erzeugenden von .pe liegen also 
in q, woraus der Satz folgt. 

Zwischen einem Primärideal q und seinem zugehörigen Primideal +> 
bestehen demnach die folgenden Relationen: 

(2) { q = 0 (+>) ' 
+>"' ::= O(q). 

Die kleinste Zahl e, für die diese Relationen gelten, heißt der Exponent 
von q. Der Exponent gibt insbesondere eine obere Schranke für die 
Exponenten der Potenzen, in die man die Elemente von +> (mindestens) 
zu erheben hat, um Elemente von q zu erhalten. 

Ist q primär, so sind die Gleichungen (2) für das zugehörige Prim
ideal +> charakteristisch. Denn gesetzt, ein zweites Primideal +>' erfüllte 
mit einem Expönenten e' ebenfalls (2), so würde folgen 

{ +>!! , ~ q ~ +>', also +> S +>', 
+>' 11 ~ q ~ +>, also .p' S .p, 

mithin +>' = +>. Die Relationen (2) sind aber nicht charakteristisch 
für die Primärideale: es kann sehr gut sein, daß (2) für ein nicht pri
märes q gilt (vgl. die nachstehende Aufgabe 1). 
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VI. Aus ab = 0 ( q) und a $ 0 ( q) folgt, daß eine Potenz ba = 0 ( q) ist. 
Beweis: Es genügt, a =(!zu wählen. Aus ab= O(q) und a $ O(q) 

folgt nämlich, wie früher bewiesen, b = 0 (~) und daraus 

fl!! = O(~Q) = O(q). 

Ein Ideal q mit der zuletzt ausgesprochenen Eigenschaft heißt stark primtir, 
im Gegensatz zu den früher definierten schwach primdren Idealen oder Primär
idealen schlechthin. Gilt der Teilerkettensatz, so fallen die beiden Begriffe zu
sammen; denn wir sahen schon, daß die primären Ideale in diesem Fall auch stark 
primär sind, und das Umgekehrte folgt einfach durch Spezialisierung der Ideale 
a, b zu Hauptidealen (a), (b). Gilt der Teilerkettensatz nicht, so ist zwar jedes 
stark primäre Ideal auch schwach primär; aber die Umkehrung braucht nicht 
zu gelten. 

Beispiel: Im Polynombereich von unendlich vielen Unbestimmten x1 , x1 , 

x8 , • • . ist das Ideal 

primär, und das zugehörige Primideal ist 

lJ = (xl, Xz, Xa, ... ) . 

Diese beiden Behauptungen ergeben sich am am leichtesten aus Satz 111. q besteht 
aus allen Polynomen, in denen das konstante Glied fehlt und in jedem Glied min
destens ein darin vorkommendes x,. mindestens den Exponenten v hat, während lJ 
aus allen Polynomen ohne konstantes Glied besteht. Ist nun a $ 0 (q) und b $ 0 (lJ), 
so enthält b ein konstantes Glied b0 'i= 0 und a ein Glied, in welchem jedes x. einen 
Exponenten < v hat. Wir suchen nun unter diesen Gliedern von a ein Glied 
niedrigsten Grades aus; das ergibt, mit der Konstanten b0 multipliziert, ein in 
ab wirklich vorkommendes Glied niedrigsten Grades, in dem wieder jedes x. 
einen Exponenten < v hat. Also folgt ab$ o(q). Damit ist die Voraussetzung 1 
von Satz 111 bewiesen. Ist weiter b ::: 0 (ll), so fehlt in b das konstante Glied; 
ist xQ) die letzte der Unbestimmten x1 , x1 , ••• , die im Polynom b wirklich vor
kommt (in b können ja nur endlich viele x. vorkommen). so haben in bw' alle Glie
der mindestens den Grad w~. In jedem Glied kommt also mindestens ein x. in 
der w-ten Potenz vor; demnach liegt bOJ' in q. Da schließlich q = o (lJ) ist, so sind 
alle Voraussetzungen von Satz 111 erfüllt. 

Trotzdem ist lJ!.' $ 0 (q), wie groß man e auch nehmen mag; denn lJ!' enthält 
das Element x~+l , welches nicht in q liegt. 

Aufgaben. 1. Das Ideal a = (x2 , 2x) im ganzzahligen Polynom
bereich einer Veränderlichen x ist nicht primär. Trotzdem ist (x) 2 = O(a) 
= 0 (x) und (x) ein PrimideaL 

2. Hat o ein Einselement, so ist o selbst das einzige Primärideal 
zum Primideal o. 

J. Ist o• ein Unterring von o und q ein Primärideal in o zum Prim
ideal ~, so ist q n o• ein Primärideal in o• zum Primideal ~ n o•. 

§ 87. Der allgemeine Zerlegungssatz. 

Im Ring o sei der Teilerkettensatz vorausgesetzt: Jede .Teilerkette 
von Idealen bricht im Endlichen ab. Daraus folgt also das .,Prinzip der 
Teilerinduktion". 
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Reduzibel heißt ein Ideal m, wenn es als Durchschnitt zweierechter 
Teiler darstellbar ist: 

m=anb, a ::::> m, b::::> m. 

Ist eine solche Darstellung nicht möglich, so heißt das Ideal irreduzibel. 
Beispiele irreduzibler Ideale sind die Primideale; denn wäre für ein 

Primideal .p eine Darstellung 

v=anb, a=>l'. b::::>.p 
möglich, so wäre 

ab== o(a n b) == o(.p), a$O(.p), b$O(.p), 

entgegen der Primeigenschaft. 
Auf Grund des Teilerkettensatzes gilt nun der erste Zerlegungssatz: 
Jedes Ideal ist Durchschnitt von endlich vielen irreduziblen. 
Beweis: Für irreduzible Ideale ist der Satz richtig. Es sei also m 

reduzibel: 
m=anb, a::::>m, b=>m. 

Setzt man den Satz für alle echten Teiler von m als bewiesen voraus, 
so gilt er insbesondere für a und b; also ist etwa 

(l = [i,' ... ' i,J, 

{) = [il+ 1 , •• · , i,] • 
Daraus folgt aber 

m = [i1 , ••• , i,, jH I , • · · , i,] ; 

also gilt der Satz auch für m. Da er für das (stets irreduzible) Einheits
ideal auch gilt, ist er nach dem "Prinzip der Teilerinduktion" allgemein 
richtig. 

Von der Darstellung durch irreduzible Ideale kommt man nun zu 
einer Darstellung durch Primärideale, vermöge des Satzes: 

Jedes irreduzible Ideal ist primär. 
Beweis: m sei nicht primär. Es soll gezeigt werden, daß m redu

zibel ist. 
Da m nicht primär ist, so gibt es zwei Elemente a, b mit den Eigen

schaften 
ab== O(m), 

a * O(m), 

lJe * O(m) für jedes f!· 

Nach dem Teilerkettensatz muß die Reihe der Idealquotienten 

m:b, m:b2 , ••• 

einmal abbrechen, d. h. für ein gewisses k ist: 

m:b" = m:b"+ 1 • 
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Wir behaupten nun: 

(1} m = (m, a) n (m, obt). 

Die beiden Ideale rechter Hand sind Teiler von m, und zwar echte 
Teiler, denn das erstere enthält a, das zweite enthält ~+ 1 • Wir haben 
zu zeigen, daß jedes gemeinsame Element von beiden notwendig zu m 
gehört. Ein solches Element c hat, als Element von (m, o 11), die Ge
stalt 

c = m + rbt; 

zweitens hat es aber, als Element von (m, a), die Eigenschaft 

cb = O(mb, ab)= O(m). 
Daraus folgt 

mb + rbt+ 1 = cb = O(m}, 

r~+1 = O(m) 

und daraus wegen m:bt+ 1 = m:~: 
rbt = O(m), 

c = m + r~ = O(m). 

Damit ist (1} bewiesen; m ist also in der Tat reduzibel. 
Da jedes Ideal als Durchschnitt vo~ endlich vielen irreduziblen dar

stellbar und jedes irreduzible Ideal primär ist, so folgt: 
Jedes Ideal ist als Durchschnitt von endlich vielen Primäridealen dar

stellbar. 
Dieser Satz läßt sich noch verschärfen. Zunächst nämlich kann man 

aus einer Darstellung 
m = (q1, ... , q,] 

alle überflüssigen Ideale q1, d. h. alle diejenigen, die den Durchschnitt 
der übrigen umfassen, sukzessive streichen. Man kommt so zu einer 
unverkürzbaren Darstellung, d. h. zu einer solchen, in der keine Kom
ponente q, den Durchschnitt der übrigen umfaßt. In einer solchen Dar
stellung kann es noch vorkommen, daß einige Primärkomponenten sich 
zu einem Primärideal zusammenfassen lassen, d. h. daß ihr Durch
schnitt wieder primär ist. Wann das der Fall ist, ergibt sich aus folgen
den Sätzen: 

1. Ein Durchschnitt von endlich vielen Primäridealen, die zum selben 
Primideal gehören, ist wieder primär und hat dasselbe zugehörige Prim
ideal. 

2. Ein unverkürzbarer Durchschnitt von endlich vielen Primäridealen, 
die nicht alle zum selben Primideal gehören, ist nicht primär. 

Diese Sätze gelten unabhängig vom Teilerkettensatz. 
Beweis von 1: Es sei 

m = [ q1, ... , q,J, 
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wo q1 , •.• , q, alle zu ~ gehören. Wir stützen uns auf Satz III (§ 86). 

Aus ab o=: O(m), a ::1= O(m) 

folgt ab= O(q,.) 
für alle v und 

a ot: O(q,.) 

für mindestens ein v, und daraus wieder b = 0 (~). 
Zweitens ist offenbar 

m = O(q~) = 0(~). 
Ist schließlich b ~ Ö (~), so folgt 

bf!,, = 0 ( q.) für alle v, 

also, wenn (] = maxe,. gesetzt wird: 

fJe = 0 ( q.) für alle v, 

ffl=O(m). 

Damit sind alle drei in Satz III genannten Eigenschaften nachgewiesen. 
Also ist m primär und ~ das zugehörige PrimideaL 

Beweis von 2: Gegeben sei eine unverkürzbare Darstellung 

m = [q1 , ••• , q,] (r::::: 2), 

bei der mindestens zwei der zugehörigen Primideale ~~ verschieden 
sind. Wir denken uns von vornherein jede Gruppe von Primäridealen, 
die zum seihen Primideal gehören, zu einem Primärideal zusammcn
gefaßt. Die Darstellung bleibt dann unverkürzbar. 

Unter den endlich vielen Primidealen -~'• gibt es ein minimales, d. h. 
ein solches, das keins der übrigen umfaßt. Dieses sei etwa .j)1 • Da ~1 
die Ideale .j)2 , ••• , .j), nicht umfaßt, so gibt es Elemente a,. so, daß 

a~ _* 0 (~ 1 ), } 

a. = O(l-J,) 
(1• = 2, 3, ... , r), 

also für ein genügend hohes (] 

a; = O(q~). 
Wäre q1 = m, so wäre die Darstellung m = [ q1 , ..• , q,] verkürzbar 
(nämlich qt, ... , q, überflüssig). Also gibt es in q1 ein Element q1 mit 

q1 "i=O(m). 
Das Produkt 

liegt nun sowohl in q1 als in q2 , ••• , q,, also in m. q1 liegt aber nicht 
in m. Wäre m primär, so würde daraus folgen: 

(a2 ••• a,)!!" = O(m), 

(a2 ••• a,}l!a = 0 (~ 1 ), 
v. d. Waerclen, Modeme Algebra II, 2. Aufl. 3 
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also, da ~1 prim ist, 

für mindestens ein v, entgegen dem Früheren. 
Wenn in einer unverkürzbaren Darstellung 

m = [q1 , ..• , q,] 

alle zugehörigen Primideale ~ .. verschieden sind, so daß sich auf keine 
Weise zwei oder mehr Ideale der Darstellung zu einem Primärideal 
zusammenfassen lassen, so nennt man die Darstellung eine Darstellung 
durch größte Primärideale. Diese größten Primärideale heißen auch 
Primärkomponenten von m. 

Jede unverkürzbare Darstellung m = [q1 , ••• , q,] läßt sich durch 
Zusammenfassung der zum selben Primideal gehörigen Primärideale 
in eine Darstellung durch größte Primärideale verwandeln. Damit ist 
der zweite Zerlegungssatz bewiesen: 

Jedes Ideal läßt eine unverkürzbare Darstellung als Durchschnitt 
von endlich vielen größten Primärkomponenten zu. Diese Primärkompo
nenten gehören zu lauter verschiedenen Primidealen. 

Dieser "zweite Zerlegungssatz", für Polynombereiche von E. LASKER, 

allgemein von E. NoETHER bewiesen, ist das wichtigste Ergebnis der 
allgemeinen Idealtheorie. Anwendungen des Satzes werden wir vor allem 
im dreizehnten Kapitel kennenlernen. Wir wollen in den nächstfolgen
den Paragraphen untersuchen, wie es mit der Eindeutigkeit der Primär
komponenten bestellt ist. 

Aufgaben. 1. Man zerlege das Ideal (9, Jx + 3) im ganzzahligen 
Polynombereich einer Unbestimmten in Primärkomponenten. 

2. Zu jedem Ideal a gibt es ein Produkt von Primidealpotenzen 
~f' · ~§· ... ~iA, das durch a teilbar ist, derart, daß jedes ~y ein Teiler 
von a ist. 

J. Wenn der Ring o ein Einselement besitzt, so ist jedes von o ver
schiedene Ideal a durch mindestens ein von o verschiedenes Primideal 
teilbar. 

4. Das Ideal (4, 2x, x2) im ganzzahligen Polynombereich einer 
Unbestimmten ist primär, aber reduzibel. [Zerlegung: (4, 2x, x2} 

= (4, x) n (2, x2}.] 

§ 88. Die Eindeutigkeitssätze. 

Die Zerlegung eines Ideals in größte Primärkomponenten ist nicht 
eindeutig. 

Beispiel: Das Ideal 
m = (x 2 , xy) 

im Polynombereich K[x, y] besteht aus allen Polynomen, die durch 
:x teilbar sind und in denen außerdem die linearen Glieder fehlen. Die 
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Menge aller durch x teilbaren Polynome ist das Primideal 

ql = (x); 
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die Menge aller Polynome, in denen die linearen und konstanten Glieder 
fehlen, ist das Primärideal 

q2 = (x2' xy' y2). 
Es ist also 

Das ist eine unverkürzbare Darstellung, und da die zugehörigen Prim
ideale von q1 und q2 verschieden sind, nämlich gleich (x) bzw. (x, y), 
so ist es auch eine Darstellung durch größte Primärideale. 

Aber neben dieser Darstellung gibt es noch die andere: 

wo 
q3 = (x2, y) 

ist; denn damit ein Polynom in m liegt, genügt es, zu fordern, daß das 
Polynom durch x teilbar ist und daß in ihm das Glied mit x fehlt. Von 
dieser Art gibt es sogar, wenn der Körper K unendlich ist, unendlich 
viele Darstellungen: 

m = [ql, q<l>], qO·> = (x2, Y + Ä.x). 

Allen angeführten Zerlegungen von m ist gemeinsam, daß die Anzahl 
der Primärkomponenten und die zugehörigen Primideale: 

(x), (x, y), 

übereinstimmen. Das gilt nun allgemein: 
Erster Eindeutigkeitssatz: Bei zwei unverkürzbaren Darstellungen eines 

Ideals m durch größte Primärkomponenten stimmen die Anzahlen der 
Komponenten und (zwar nicht notwendig die Komponenten selbst, aber) 
die zugehörigen Primideale überein. 

Beweis: Für ein Primärideal ist die Behauptung trivial. Wir können 
also eine Induktion nach der Anzahl der Primärkomponenten ansetzen, 
die in mindestens einer Darstellung des betreffenden Ideals auftritt. 

Es sei 

( 1) m = [ql, · · ., Qz] = [qi, · · ·· qj.]. 

Aus allen zugehörigen Primidealen .Pt, ... , .p1, .Pi, ... , .Pz· wähle man 
ein maximales aus, d. h. ein solches, das von keinem anderen mehr 
umfaßt (geteilt) wird. Dieses komme etwa auf der linken Seite vor und 
sei .Pt· Behauptung: Es kommt auch rechts vor. Denn sonst könnte 
man in (1) Quotienten nach qt bilden: 

[qt:qt, · · ·• Qz:qJ = [qi:qt, · · ·· qj.:qJ. 
3* 
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Nun ist (für alle ">1) q1 $0(V~), weil sonst p1 =0(V~) wäre, ent
gegen der vorausgesetzten Maximaleigenschaft von p1 • Ebenso folgt 
für alle ", daß q1 $ 0 (V~) ist. Nach Satz IV' (§ 86) ist also 

q~:ql = q~ (" = 2, ... , l). 

q~: ql = q~ (" = 1 , ... , l'). 

Da weiter q1 : q1 = o ist, so ergibt sich 

[o, q2, ... , qJ = [q~. · · ., qf.J. 

Rechts steht m; also muß auch links m stehen. o kann weggelassen 
werden ; es ist also m = [q2, ... , qJ. 

Demnach wäre die erste der beiden Darstellungen (1) verkürzbar, ent
gegen der Voraussetzung. 

Jedes maximale Primideal kommt also auf beiden Seiten vor. 
Es sei jetzt etwa l ~ l'. Zu beweisen ist: l = l' und (bei passender 

Anordnung) V~= V~· Für Ideale, die sich durch weniger als l Primär
ideale darstellen lassen, sei alles bewiesen. Wir ordnen die q und q' so 
an, daß p1 = V~ ein maximales zugehöriges Primideal (zu q1 und zu q~ 
gehörig) ist. 

Bildet man auf beiden Seiten von (1) Quotienten nach dem Produkt 
qlq~: 

[ ql: ql q~. · · ·• Qz: ql q~] = [ q~: ql q;_, · · ·, Qz·: ql q~j, 

so ergibt sich aus den gleichen Schlüssen wie vorhin: 

q~:qlq~ = q.} (" > 1). 
q~: ql q]. = q~ 

Weiter ist, da q1 q]. durch q1 und durch q]. teilbar ist, 

ql:qlql = 0, 

q].: q1ql. = o; 

also kommt: 

Nach Induktionsvoraussetzung muß, da jetzt links und rechts eine 
unverkürzbare Darstellung durch größte Primärkomponenten steht, 
l' - 1 = l - 1 , also l' = l sein. Weiter muß bei passender Anordnung 
p,. = p~ für alle " > 1 gelten. Da außerdem p1 = Pi ist, so ist alles 
bewiesen. 

Die nach dem eben bewiesenen Satz eindeutig bestimmten Ideale 
p1 , ..• , p1, die bei einer unverkürzbaren Darstellung a = [q1 , •.. , q1J 
als zugehörige Primideale auftreten, heißen die zugehörigen Primideale 
des Ideals a. Ihre wichtigste Eigenschaft ist die folgende: 

Wenn ein Ideal a durch kein zugehöriges Primideal eines Ideals b 
teilbar ist, so ist b: a = b und umgekehrt. 
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Beweis: Es sei b = [ q1 , ... , qJ eine unverkürzbare Darstellung. 
Zunächst sei a $ 0 (l';) für i = 1 , ... , l, wo lJ; zu Q; gehört. Daraus folgt 

q,: a = q,, 

b:a = [q1 , .•. , q1]:a 

= [q1 :a, ... , q1:a] 

= [ql, ... , q!J = b. 

Umgekehrt sei b: a = b. Wäre a c.cc 0 (lJ;) für ein i, etwa a =: 0 (lJ1), 

so würde folgen a~ = 0 ( q1). mithin 

a~ • [q2, ... , qtJ o:=: O([ql, q2, .... qtJ) == O(b), 

mithin, da man in jeder Kongruenz (mod b) durch a und somit auch 
durch a0 kürzen darf, 

[q2, .... qtJ =c O(b), 

entgegen der Unverkürzbarkeit der Darstellung. 
Ein wichtiger Spezialfall entsteht, wenn man a zu einem Haupt

ideal (a) spezialisiert: 
Wenn ein Element a durch kein zugehöriges Primideal eines Ideals b 

teilbar ist, so ist b: a = b; d. h. aus ac = 0 (b) folgt stets c = 0 (b). 
Man kann den allgemeinen Satz noch anders fassen, indem man 

auch a als Durchschnitt von Primäridealen [q~, ... , qf·J darstellt. a ist 
dann und nur dann durch lJ; teilbar, wenn ein qj es istl oder, was das
selbe ist, wenn ein lJ/ es ist. Also folgt: 

Wenn kein zugehöriges Primideal von a durch ein zugehöriges Prim
ideal von b teilbar ist, so ist b: a = b, und umgekehrt. 

In dieser Fassung wird der Satz gebraucht, um den zweiten Ein
deutigkeitssatz, die Eindeutigkeit der "isolierten Komponentenideale" 
zu beweisen. 

Unter einem Komponentenideal eines Ideals a wird jeder Durch
schnitt von Primäridealen verstanden, die in irgend einer unverkürz
baren Darstellung des Ideals a durch größte Primärideale auftreten. 

Es sei also 
a = [ql. · · ·, q1J 

eme unverkürzbare Darstellung und 

n1 = [q1 , ••. , qtJ, bzw. = o, falls k = 0, 

!12 = [qk+t• ... , q1], bzw. = o, falls k = l. 
Dann ist 

a = a1 n a2 , 

und a1 ist ein Komponentenideal von a. 

1 Denn daß mit qj auch a durch lJ1 teilbar ist, ist klar, und aus a = O(llj) folgt 
q~ ... qf. = 0 ([q; ..... q;.]) = 0 (lJ;). so daß ein qj durch vj teilbar ist. 
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Das Komponentenideal a1 heißt isoliert, wenn kein zu a2 gehöriges 
Primideal ~k+J durch ein zu a1 gehöriges ~. teilbar ist. 

Nennt man ein zugehöriges Primideal von a eingebettet, wenn es ein 
Teiler eines anderen zugehörigen Primideals von a ist, so kann man 
ein isoliertes Komponentenideal von a auch definieren als ein solches, 
dessen Menge von zugehörigen Primidealen entweder überhaupt keine 
eingebetteten Primideale enthält oder wenigstens zu jedem eingebette
ten Primideal auch alle die Primideale enthält, in denen es eingebettet ist. 

Zweiter Eindeutigkeitssatz: Jedes isolierte Komponentenideal eines 
Ideals a ist durch Angabe der zugehörigen Primideale (also einer Teilmenge 
aller zu a gehörigen Primideale) eindeutig bestimmt. 

Beweis: Gegeben seien zwei Darstellungen 

(2) 

wobei a1 dieselben zugehörigen Primideale hat wie a1 • Außerdem seien 
a1 und a1 isolierte Komponenten. Dann folgt aus dem eben bewiesenen 
Satz: 

al: a2 = al, 

a~:a2 = a1. 
also aus (2) durch Quotientenbildung nach a2 : 

a: a2 = a1 = a1 n ( a;: a2) , 

a1 ~ a;,. 
Ebenso folgt 

also 
q. e. d. 

Insbesondere sind die isolierten Primärkomponenten (d. h. also die 
zu nicht eingebetteten Primidealen gehörigen Primärkomponenten) eines 
Ideals eindeutig bestimmt. 

§ 89. Theorie der teilerfremden Ideale. 

Im folgenden wird die Existenz des Einselementes im Ring o voraus
gesetzt. Dieses Einselement erzeugt dann das Einheitsideal o: 

0 = (1). 1 

Zwei Ideale a, b heißen teilerfremd, wenn sie keinen gemeinsamenTeUer 
außer o haben, oder wenn ihr größter gemeinsamer Teiler o ist: 

(a,b)=o. 

1 Aus dieser Darstellung folgt 

oz = (1) · (1) = (1), 

also o2 = o, was in Ringen ohne Einselement nicht zu gelten braucht. 
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Das bedeutet, daß jedes Element von o sich als Summe eines Elementes 
von a und eines von b darstellen läßt. 

Notwendig und hinreichend dafür ist, daß die Eins (das erzeugende 
Element von o) sich als Summe 

(1) 

(a in a, b in b) darstellen läßt. Man hat dann: 

(2) { a: 1 (b), 

a = O(a), 

b = O(b), 

b=1(a). 

Wenn zwei Primärideale q1 , q2 teilerfremd sind, so sind die zu
gehörigen Primideale .IJ 1, .IJ2 es um so mehr (jeder gemeinsame Teiler 
von .IJ1 und .)l2 ist ja auch ein gemeinsamer Teiler von q1 und q2). Aber 
auch die Umkehrung gilt: Aus der Teilerfremdheit von .IJ1 , l-J2 folgt die 

von q1 , q2 • Denn aus 
1 =PI+ p2 

folgt durch Erhebung in die (e + a - 1 )-te Potenz: 

1 = Pf+a-1 + ... + p~+a-l; 
wählt man nun e und a so groß, daß Pf in q1 und p; in q1 liegt, so liegt 
von der Summe rechts jedes Glied in q1 oder in q2 , und es folgt 

1 = ql + q2. 

Wenn zwei Ideale teilerfremd sind, so sind sie in beiden Richtungen 
relativ prim. 

Beweis: Es sei (a, b) = o, also etwa a + b = 1. Es genügt, zu 
zeigen, daß a: b ~ a ist. Wenn x zu a: b gehört, so ist x b ~ a, also 
xb = O(a), also auch 

x(a + b) = O(a), 

X·1 = O(a); 

demnach gehört x zu a, q. e. d. 
Die Umkehrung gilt nicht; Beispiel im Polynombereich K[x, y]: 

die Ideale (x) und (y) sind gegenseitig relativ prim, aber nicht teiler-
fremd: 

(x, y) + o, 

(x): (y) = (x), 

(y): (x) = (y). 

Wenn a und b teilerfremd sind, so kann man wie in der Zahlen
theorie Kongruenzen simultan lösen. Es seien zwei Kongruenzen 

f(~) = o(a), 

g(~) = O(b) (f (x), g (x) E o[x]) 
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vorgelegt. Angenommen werde, jede einzelne Kongruenz sei lösbar. 
Ist etwa ~ = .x eine Lösung der ersten, ~ = ß eine Lösung der zweiten 
Kongruenz, so verschafft man sich ein Element ~, das beide Kon
gruenzen löst, in der folgenden Weise: Mit Hilfe der früher konstruierten 
Größen a und b, die den Gleichungen (1) und (2) genügen, bilde man 

~ = b.x +aß. 

Dann ist ~ = .x(a) und~= ß(b), also~ eine Lösung der beiden vor
gelegten Kongruenzen. 

Für zwei teilerfremde Ideale ist das kleinste gemeinsame Vielfache 
gleich dem Produkt. 

Beweis: In § 85 wurde bewiesen: 

abs;anb, 

[an b] · (a, b) S ab. 

Ist nun (a, b) = o und ein Einselement vorhanden, so vereinfacht sich 
die zweite Gleichung zu 

an b S ab; 
also folgt 

anb=ab, q. e. d. 

Um diesen Satz auch für mehr als zwei paarweise teilerfremde 
Ideale aussprechen zu können, müssen wir einen Hilfssatz voraus
schicken. 

Wenn a zu b und zu c teilerfremd ist, so ist o auch zum Produkt b c 
und zum Durchschnitt b n c teilerfremd. 

Beweis: Aus 

folgt: 

a+b=1, 

a' + c = 1 

(a + b) (a' + c) = 1 , 

aa' + ac + a' b + bc = 1, 

a" + bc = 1, 

wo a" = aa' + ac + a' b wieder ein Element von a ist. Hieraus folgt 

(a,bc)=o 
und um so mehr 

(a, b n c) = o. 

Damit sind beide Behauptungen bewiesen. 
Sind nun a1 , a2 , •.. , an paarweise teilerfremd und ist 

[al, · · ·· On-tJ = 01. · · an-t 
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schon bewiesen, so hat man: 

[a1 , •.. , a,J = (a1 , ... , Qn-lJ nOn 

= (al ... an-tl n o,. 

= QI ••• On-1. an, 

also durch Induktion den Satz: 
Das kleinste gemeinsame Vielfache endlich vieler paarweise teilerfremder 

I deale ist gleich ihrem Produkt. 
Die frühere Bemerkung über die Lösung von Kongruenzen nach 

teilerfremden Idealen gilt auch für mehrere paarweise teilerfremde 
Ideale: 

Es ist immer möglich, e aus den Kongruenzen 

(i = 1, 2, ... , r) 

zu bestimmen, falls a1 , a2 , ••• , a, paarweise teilerfremde Ideale sind. 
Beweis durch Induktion: Man habe 1J schon so bestimmt, daß 

ist, und bestimme e aus 

{ e ~ 1J ([ al' ... ' a, -1]) ' 
e = <X,(a,)' 

(i = 1, 2, ... , r -- 1) 

was immer möglich ist, weil a, zu [ a1 , •.. , a,_ 1] teilerfremd ist. 

Gilt in oder Teilerkettensatz, so kann man jedes Ideal als Durchschnitt 
von paarweise teilerfremden Idealen darstellen, die selbst nicht mehr als 
Durchschnitt von paarweise teilerfremden echten Teilern darstellbar sind. 

Zu dem Zweck suche man in einer unverkürzbaren Darstellung des 
gegebenen Ideals a durch Primärideale 

a = [ qt' ... , q,] 

alle die Primärideale, die mit irgend einem festen unter ihnen durch 
eine Kette von paarweise nicht teilerfremden Primäridealen verbunden 
sind, und bilde deren Durchschnitt a1 • Aus den verbleibenden Idealen 
bilde man in derselben Weise sukzessive die Ideale a2 , ••• , a,. Die 
Darstellung 

(3) a = [ a1 , • . . , a,] 

hat die gewünschten Eigenschaften. Denn erstens sind a, und a~; für 
i =F k in der Tat teilerfremd, da die Komponenten von a, zu denen von 
a1: teilerfremd sind. Zweitens ist es unmöglich, etwa a1 noch als Durch
schnittzweierpaarweise teilerfremden echten Teiler darzustellen. Wäre 
nämlich eine solche Darstellung gegeben: 

a1 = b n c = bc, 

(b, c) = o, 
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so müßte jedes zu a1 gehörige Primideal ein Teiler von b c, also von b 
oder von c sein; da nun alle diese Primideale mit einem unter ihnen 
durch eine Kette von paarweise nicht teilerfremden Primidealen ver
bunden sind, so müssen, wenn eins dieser Primideale etwa b teilt, alle 
diese Primideale b teilen und keines c. Die zugehörigen Primärkompo
nenten teilen bc; also teilen sie b (da ihre Primideale c nicht teilen). 
Daraus folgt, daß auch der Durchschnitt a1 ein Teiler von b ist: 

b S al; 

entgegen der Voraussetzung, daß b ein echter Teiler von a1 sein sollte. 
Statt der Darstellung (3) kann man nach unseren Sätzen eine 

Produktdarstellung schreiben: 

a = a1 a2 ••• a,. 
Aufgaben. 1. Man beweise den "dritten Eindeutigkeitssatz", der die 

eindeutige Bestimmtheit der Ideale a1 , .•• , a,, die in einer Darstel
lung (3) mit den angegebenen Eigenschaften auftreten, aussagt. [Man 
führe diesen dritten Eindeutigkeitssatz auf den zweiten zurück.] 

Mit der multiplikativen Zerlegung des Ideals a geht eine additive Zerlegung 
des Ringes o und des Restklassenringes o{a einher. Wir beweisen zunächst: 

Sind a1 , .•• , a, paayweise teileyfyemde I deale und üt 

a = a1 ... a, = [a1, ... , a.J, 
br = 01 ... Or-1 Or+ 1 ... a, = [al, ..• , Or-1 • Or t-1 • · · ·, O.]. 

so ist o = (b1 , •.• , b,) , 

und .rwa1' ist die additive DaYstellung eines jeden Elementes von o als Summe von 
Elementen von &1 , •.• , &, eindeutig modulo a. 

Beweis. Aus deno Definitionen von a und br folgt a = a. n &. = a,. · & •. 
Es sei nun beinbeliebiges Element von o. Wir bestimmen b1 , ..• , b,_ 1 aus 

den Kongruenzen 
b. = b(Or); 

Dann ist fßr v = 1, 2, ... , r - 1 : 
r-1 

br =: O(b,.). 

b =: 2: b). {Or) . 
1 

r-1 

Setzen wir also b- ~ b). = b., so wird b, = o(a.) für v = 1, 2, ... , "- 1, mit-

' hin b, = 0 {b,). Damit ist die behauptete Darstellung 

gefunden. - Sind nun zwei solche Darstellungen 

b = i;b. = i;b: 
1 I 

gegeben, so folgt, da modulo a,. alle &. mit v =1= p kongruent Null sind: 

b,u = b~ (a,.) • 

Die Differenz b,u - b~ gehört also zu a,. und zu 6,., mithin zu a = a,. n &,.. Also 
ist b,u = b.~ (a), womit alles be\\iesen ist. 
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Gehen wir nun zum Restklassenring o = ofa über, indem wir alle Elemente b 
durch die zugehörigen Restklassen b ersetzen und ebenso b,. = b,.fa, a,. = a,.fa 
setzen, so folgt eine eindeutige Darstellung aller Elemente Ii von i.J in der Form 

b = b1 + b2 + · · · + b,; b,. E 6,. . 

Da die Darstellung eindeutig ist, so ist die Summe i5 = (61 , •..• 6,) du•ekt im 
Sinne von § 47. Weiter folgt a,. · b,. = (0), mithin, da jedes b".(Jl =f v) eine Unter
menge von a,. ist, 

6". .c;,. = o. 

Der Ring o = o{a erscheint also als direkte Summe von Ringen b1 , ...• b,. die sich 
gegenseitig annullieren. 

Jedem b von o ist ein b zugeordnet und jedem b wieder ein 51 . Beidc Zuord
nungen sind Ringhomomorphismen; also ist auch die Zuordnung b- b1 ein Ring
homomorphismus. Ist 61 = 0, so muß b E a1 und daher b E a1 sein, und umgekehrt. 
Daraus folgt nach dem Hornamorphiesatz: 

61 ~ ofa1 . 

Ebenso gilt natürlich für jedes v: 6,. ~ ofa,.. 

Aufgaben. 2. Wendet man die Zerlegung (4) auf das Einselement 1 von o 
an, so findet man: 

1 = e1 + e1 + ... + e,; e: = e,.; e". e. = o für Jl =f v. 

Die e,. sind die Einselemente der Ringe 6,.. 

§ 90. Einartige Ideale. 

Es sei wieder o ein Ring mit Einselemen t. 
Das Einheitsideal o ist stets PrimideaL Welche Primärideale können 

zu ihm gehören? Die Antwort lautet: Nur o selbst; denn wenn q ein zu o 
gehöriges Primärideal ist, so ist 1 E o, also 111 E q, mithin q = o. 

Wenn nun bei der Darstellung eines Ideals a =f o als Durchschnitt 
von Primäridealen [q1 , •.. , q,] unter den zugehörigen Primidealen v, 
das Einheitsideal vorkommt, so ist das zugehörige Q; ebenfalls gleich o 
und daher in der Durchschnittsdarstellung überflüssig. Mithin: Ist die 
Darstellung a = [ q1 , .•. , q,] unverkürzbar und a =f o, so kommt das 
Einheitsideal nicht unter den zugehörigen Primidealen vor. 

Daraus folgt sofort, wenn in o der Teilerkettensatz gilt und daher 
jedes Ideal a als Durchschnitt von Primäridealen darstellbar ist: 

Jedes Ideal a =f o besitzt mindestens einen Primidealteiler V =f o. 
Ist das Ideal a nicht primär, so besitzt es sogar mindestens zwei Prim
idealteiler =f o. 

Ein Ideal, das nicht mehr als einen Primidealteiler außer o besitzt, 
heißt nach DEDEKIND einartig. Nach dem vorigen Satz ist jedes ein
artige Ideal q primär. Außerdem muß das zugehörige Primideal V teiler
los sein, denn wäre a' =j= o ein echter Teiler von V, so hätte a' wieder 
einen Primteiler V' =f o, der echter Teiler von V wäre, also hätte q zwei 
voneinander und von o verschiedene Primidealteiler V und V', entgegen 
der vorausgesetzten Einartigkeit von q. 
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Es gilt 
(1) l-J!.' = O(q). 

Aus der Relation (1) folgt, wenn lJ teilerlos ist, auch umgekehrt die 
Einartigkeit von q. Denn wenn l-J' ein beliebiger Primidealteiler von q 
ist, so folgt aus (1): 

+'(' = 0 (l-J')' 
mithin 

+' = 0 (t'')' 

also entweder l-J' = lJ oder l-J' = o; mithin hat q keine anderen Prim
idealteiler als lJ und o. 

Die Begriffe : 
1. einartiges Ideal, 
2. Primärideal zu einem teilerlosen Primideal lJ, 
3. Teiler einer Potenz l-J!.' eines teilerlosen Primideals lJ, 

sind also gleichbedeutend. Weiter gilt: 
Wenn das Ideal m eine isolierte einartige Primärkomponente q besitzt, 

deren zugehöriges Primideal lJ und deren Exponent e ist, so ist für jede 
ganze Zahl Cl 2: e: 
(2) q = (nt, Va). 

Beweis: Aus 
m = O(q) 

und 
+'" = O(q) 

schließt man 
(3) ( m , l-J") = o ( q) . 
Andererseits sei 

tn = [q, q2, ... , q,] 

eine Darstellung von m durch Primärkomponenten. Das Ideal (m, V") 
ist einartig, also primär; das zugehörige Primideal ist V· Das Produkt 
q q2 ... q, ist durch (m, V") teilbar; aber q2 ... q, ist, da q als isoliert 
angenommen war, nicht durch V teilbar; also muß q durch (m, V") teil
bar sein: 
(4) q = O(m, V"). 
Aus (3) und (4) folgt (2). 

Folgerung: Für a 2: e ist 

also 
(5) 

Für a < e gilt die Relation (5) nicht mehr. Denn wäre 
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für ein a < (!, so würde man durch Multiplikation mit ~e-~--l erhalten: 

~e- 1 = o(m~L>-"- 1 , ~!!) = O(m, q) = O(q). 

entgegen der Definition des Exponenten (!. 

Der Exponent(! von q ist also die kleinste Zahl a, für die (5) gilt. 
Es gibt Integritätsbereiche o mit Einselement, in denen (der Teiler

kettensatz gilt und) jedes vom Nullideal verschiedene Primideal teilerlos 
ist. Z. B. gehören dazu die Hauptidealringe (vgl. § 19). ebenso gewisse 
später zu definierende "Ordnungen" in Zahl- und Funktionenkörpern, 
für die der Ring C [ FJ] ein typisches Beispiel ist. In diesen Ringen 
sind nun ersichtlich alle Primärideale außer dem Nullideal einartig. 
Weiter sind hier je zwei untereinander und von (0) verschiedene Prim
ideale auch teilerfremd. Daraus folgt, daß je zwei zu verschiedenen 
Primidealen ± (0) gehörige Primärideale auch teilerfremd sind. Schließ
lich sind alle Primärkomponenten eines Ideals isoliert und somit ein
deutig bestimmt. Mithin: Jedes vom Nullideal verschiedene Ideal läßt 
sich eindeutig als Durchschnitt von teilerfremden einartigen Primäridealen 
darstellen. Nach § 89 ist dieser Durchschnitt zugleich Produkt: 

a = [ql, ... , q,] = ql · Q2 · · · q,. 

Nach den Sätzen von § 89, Schluß, ist der Restklassenring oja eine 
direkte Summe von Ringen, die sich gegenseitig annullieren und iso
morph den Restklassenringen ofqp sind. Die letzteren Restklassenringe 
sind primär, d. h. in ihnen ist jeder Nullteiler nilpotent. 

In Hauptidealringen sind die Primärideale Q; zugleich Primideal
potenzen. Ob das in allgemeineren Ringen auch der Fall ist, hängt ab 
von einer Bedingung, die wir später noch kennenlernen werden, näm
lich der Bedingung der "ganzen Abgeschlossenheit" (§ 100). 

Die Idealtheorie der zuletzt besprochenen Integritatsbereiche, in denen jedes 
Primideal außer (0) teilerlos ist, ist nach W. KRULL wesentlich einfacher her
zuleiten als die allgemeine Idealtheorie der §§ 86 bis 88. Zunächst nämlich kann 
man aus dem Teilerkettensatz allein sehr leicht herleiten, daß es zu jedem Ideal a 
ein Potenzprodukt von Primidealen, Teilern von a gibt, welches durch n teilbar 
ist (vgl. § 102. Hilfssatz 1): 

tJf' · t1i• ... tJ~' ~ o(a) 

a = O(tJ1) (i = 1 ....• r) 

Ist a = q einartig, so kann es außer 0 höchstens ein tJ, ~ p geben, und man erhält 
tJ!.' ;: 0 (q), womit die oben gegebene Charakterisierung der einartigen Ideale als 
Teiler von Primidealpotenzen neu hergeleitet ist. Ist n + (0) nicht einartig, so 
sind die Primideale tJ1 und daher auch ihre Potenzen tJ;'• untereinander teiler
fremd, mithin sind auch die Ideale q1 = (n, tJr•l teilerfremd und ihr Durchschnitt 
gleich ihrem Produkt 

[ ql ....• q, J = ql q2 ... q, . 

a ist durch alle q,, also auch durch ihren Durchschnitt teilbar. Andererseits 
ergibt das Produkt 
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beim Ausmultiplizieren nach dem Distributivgesetz (§ 85) eine Summe von Idealen, 
die alle durch a teilbar sind. Also ist 

mithin 
a = [ql, qz. · · ·. q,] = ql qz · · · q,. 

Die q, sind, als Teiler von V;'•, offenbar durch keine anderen Primideale als v, 
und 0 teilbar und somit einartig. Die Eindeutigkeit der q, folgt daraus, daß nach 
dem Obigen bei jeder Zerlegung a = [q;, q~, ... , q;] notwendig q: = (a, V~) ist. 

Dreizehntes Kapitel. 

Theorie der Polynomideale. 
In diesem Kapitel soll die allgemeine Idealtheorie auf (kommuta

tive) Polynombereiche angewandt werden. Außer der allgemeinen Ideal
theorie wird nur die Körpertheorie (Kap. 5) und was ihr vorangeht 
als bekannt vorausgesetzt. 

§ 91. Algebraische Mannigfaltigkeiten. 

Es sei K ein kommutativer Körper. Eine Reihe von n Elementen 
{E1 , ••. , E,.} eines beliebigen algebraischen Erweiterungskörpers von K 
heißt ein Punkt des n-dimensionalen Raumes R,.. Der Punkt {~1 •... , E,.} 
wird kurz mit E bezeichnet; die ~" heißen seine Koordinaten. 

Es sei o = K[x1 , ••. , x,.] der Polynombereich der n Unbestimmten 
x1 , .•• , x,.. Seine Elemente, die Polynome, werden mit I= f(x) 
= I (x1 , ... , x,.) , g, h, ... bezeichnet. Ein Punkt ~ heißt N uztstelle des 
Polynoms f(x), wenn lW = /(E1 , •.• , ~~~) = 0 ist. Die gemeinsamen 
Nullstellen irgend welcher Polynome /1 , •.. , /,, also die Lösungen eines 
Gleichungssystems 
(1) /1W = o, ... , /,(~) = o, 
bilden, wenn ihre Menge nicht leer ist, das, was man eine algebraische 
Mannigjaltigkeit IDl nennt. Bekannt sind z. B. die "algebraischen Kur
ven" in der Ebene und die "algebraischen Flächen" im Raum, die durch 
je eine Gleichung /(~1 , ~2) = 0 bzw. /(~1 , ~2 , Es) = 0 dargestellt werden, 
ebenso gewisse "Raumkurven", die durch zwei Gleichungen bestimmt 
sind, usw. Auch ein einzelner Punkt ~ mit Koordinaten aus K bildet 
eine algebraische Mannigfaltigkeit, und der ganze Raum R,. ist eine. 

Wie man die Lösungen von (1) tatsächlich bestimmt, haben wir im 
elften Kapitel auseinandergesetzt. Hier interessiert uns eine andere 
Frage, nämlich die, welche allgemeinen Sätze man über die algebra
ischen Mannigfaltigkeiten aussagen kann, und insbesondere, wie man 
sie nach der "Dimension" in Kurven, Flächen usw. einteilen kann. 

Bildet man aus den "definierenden Polynomen" /1 , •.. , /, einer 
algebraischen Mannigfaltigkeit IDl das Ideal a = (/1 , ••• , /,), so sieht 
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man, daß alle Punkte der Mannigfaltigkeit (Nullstellen von /1 , •.. , /,) 

zugleich auch Nullstellen aller Polynome I = g1 / 1 + · · · + g,/, des 
Ideals sind, daß also Wl auch charakterisiert werden kann als Gesamt
heit aller gemeinsamen Nullstellen der Polynome des Ideals a oder, 
wie wir kurz sagen werden, aller Nullstellen des Ideals a. Daß a eine 
endliche Basis (/1 , •.. , /,) besitzt, bedeutet für a nach dem HILBERTschen 
Basissatz (§ 84) keine Einschränkung; denn jedes Ideal von o besitzt 
eine endliche Basis. Also gilt: Eine algebraische Mannigfaltigkeit Wl be
steht aus den Punkten ~, die Nullstellen eines Ideals a in K [ x1 , ... , x.J 
sind. Man nennt Wl die Nullstellenmannigfaltigkeit von a oder kurz die 
Mannigfaltigkeit von a. 

Ein a umfassendes Ideal (Teiler von a) definiert eine Teilmannig
faltigkeit von Wl. Es kann aber vorkommen, daß verschiedene Ideale 
dieselbe algebraische Mannigfaltigkeit Wl definieren; z. B. hat mit a 
stets auch a 2 die Mannigfaltigkeit Wl. Unter allen diesen Idealen ist 
aber eins ausgezeichnet: die Gesamtheit aller Polynome f, die in allen 
Punkten der Mannigfaltigkeit Wl den Wert Null annehmen. Diese Ge
samtheit umfaßt alle Ideale, welche die Mannigfaltigkeit Wl definieren; 
und sie ist ein Ideal, denn wenn I auf Wl überall verschwindet, so gilt 
dies auch von jedem Vielfachen von f, und wenn f und g es tun, tut 
es auch f - g. Die Mannigfaltigkeit dieses Ideals ist Wl. Dieses Ideal 
heißt das zugehörige Ideal der Mannigfaltigkeit. 

Nimmt ein Polynom I in allen Punkten einer Mannigfaltigkeit Wl 
den Wert Null an, so sagt man wohl: das Polynom f enthält die Mannig
faltigkeit Wl (weil dann nämlich die Mannigfaltigkeit I = 0 die Mannig
faltigkeit Wl in sich enthält). Das zugehörige Ideal einer Mannigfaltigkeit 
Wl besteht also aus allen Polynomen, die die Mannigfaltigkeit Wl enthalten. 

Der Durchschnitt Wl n W zweier algebraischen Mannigfaltigkeiten 
Wl und W ist, wenn er nicht leer ist, wieder eine algebraische Mannig
faltigkeit. Wenn nämlich Wl durch das Ideal a = (/1 , •.. , /,) und W 
durch das Ideal b = (g1 , •.. , g,) definiert wird, so ist der Durchschnitt 
WlnW offenbar die durch das Ideal (a, b) = (/1 , ... , /,, g1 , •.. , g,) 
definierte Mannigfaltigkeit. 

Aber auch die Vereinigungsmenge zweier algebraischen Mannig
faltigkeiten Wl, W ist eine algebraische Mannigfaltigkeit; diese wird 
durch das Durchschnittsideal (K. G. V.) an b (oder auch durch das 
Produkt a · b) definiert. Zunächst nämlich ist jeder Punkt der Ver
einigung entweder Nullstelle aller Polynome aus a oder Nullstelle aller 
Polynome aus b, also auf jeden Fall Nullstelle aller Polynome aus 
an b (und insbesondere von denen aus a · b). Wenn aber ein Punkt ~ 
nicht zur Vereinigung Wl V W gehört, so gibt es in a ein Polynom I 
und ebenso in b ein Polynom g, welche im Punkte~ nicht verschwinden; 
dann verschwindet aber auch das zu an b (und a · b) gehörige Produkt lg 
im Punkte ~ nicht, und somit ist ~ nicht Nullstelle von an b (oder 
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a · b}. Nullstellen von an b (sowie von a • b) sind also die Punkte von 
!Dl V ~ und nur diese. 

Es folgt, daß die Vereinigung endlich vieler algebraischen Mannig
faltigkeiten (z. B, endlich vieler Punkte, Kurven usw.) wieder eine 
algebraische Mannigfaltigkeit ist. 

Eine Mannigfaltigkeit, die als Vereinigungzweier echten Teilmannig
faltigkeiten dargestellt werden kann, heißt zusammengesetzt oder redu
zibel. Eine nicht zusammengesetzte Mannigfaltigkeit heißt unzerlegbar 
oder irreduzibel. 

Die Entscheidung über Reduzibilität einer Mannigfaltigkeit hängt 
noch vom Grundkörper K ab. Z. B. bildet das Punktepaar E1 = 0, 
E1 = ± '{2 eine im rationalen Zahlkörper irreduzible Mannigfaltigkeit, 
die Nullstellenmannigfaltigkeit des Ideals (x1 , ~- 2}, welche aber bei 
Adjunktion von y2 in zwei Best~dteile (Punkte) zerfällt. 

Ein Kriterium für Irreduzibilität ist: Eine Mannigfaltigkeit !Dl ist 
dann und nur dann i"eduzibel, wenn das zugehörige Idealprim ist, d. h. 
wenn aus "f g enthält !Dl" folgt: f oder g enthält !Dl. 

Beweis: !Dl sei zunächst reduzibel: !Dl = !Dl1 V !m11 , wo !Dl1 und !Dl11 

echte Teilmannigfaltigkeiten von !Dl sind. In dem zugehörigen Ideal von 
!Dl1 gibt es ein Polynom f, das !Dl nicht enthält, weil ja sonst !Dl1 2 !Dl 
wäre. Ebenso gibt es in dem zugehörigen Ideal von !m2 ein Polynom g, 
das !Dl nicht enthält. Das Produkt fg enthält !Dl1 und !Dl1 , also !Dl. Das 
zu !Dl gehörige Ideal ist also nicht prim. 

Zweitens sei !Dl irreduzibel. Wenn nun fg ein Produkt wäre, das !Dl 
enthielte, ohne daß f oder g es täte, so könnte man !Dl als Vereinigung 
zweier echten Teilmannigfaltigkeiten !Dl1 und !m11 darstellen, die sich 
folgendermaßen definieren lassen: !Dl1 besteht aus allen Punkten von !Dl, 
welche der Gleichung f = 0 genügen, und !m11 aus allen Punkten von !Dl, 
welche der Gleichung g = 0 genügen. Jeder PunktE von !Dl gehört dann 
zu !Dl1 oder zu !Dl11 , da aus /(E)g(E) = o folgt, daß /(E) = o oder g(E) = o 
ist. Das widerspricht aber der vorausgesetzten Irreduzibilität von !Dl. 

Dadurch, daß man die Primideale mit der Vorstellung der irreduzib
len Mannigfaltigkeiten verknüpft, zu denen sie gehören, erhält man 
eine anschauliche Vorstellung der mannigfachen möglichen Primideale 
und davon, wie ein Primideal durch ein anderes teilbar sein kann. 
In der Ebene z. B. hat man, vom Nullideal ausgehend, das zur ganzen 
Ebene als Mannigfaltigkeit gehört, als dessen Teiler die Prim-Haupt
ideale (f), die je zu einer unzerlegbaren Kurve I = 0 gehören, dann 
als deren Teiler solche Primideale, die zu Punkten (oder Systemen 
konjugierter Punkte, wenn der Körper K nicht algebraisch-abgeschlossen 
ist) gehören, schließlich als Teiler aller Primideale das Einheitsideal, 
das keine Nullstelle besitzt. 

Daß es tatsächlich keine anderen Primideale gibt als die zu irre
duziblen Mannigfaltigkeiten gehörigen Primideale und das Einheits-



§ 91. Algebraische Mannigfaltigkeiten. 49 

ideal o, ergibt sich sehr leicht, wenn man den HILBERTschen Nullstellen
satz (§ 79) als bekannt annimmt, nämlich so: Es sei l-J ein vom Einheits
ideal verschiedenes Primideal, !D1 seine Nullstellenmannigfaltigkeit. 
Wenn ein Polynom I auf !D1 überall verschwindet, so folgt aus dem 
HILBERTschen Nullstellensatz 1~ = O(l-J), daraus aber, weil l-J prim ist, 
I :c= 0 (l-J). Also ist l-J das zugehörige Ideal der Mannigfaltigkeit !D1, und 
!D1 muß irreduzibel sein, da sonst l-J nicht prim wäre. 

Wir werden aber für den Satz, daß jedes vom Einheitsideal ver
schiedene Primideal das zugehörige Ideal seiner Mannigfaltigkeit ist, 
im übernächsten Paragraphen einen anderen Beweis erbringen und 
daraus dann umgekehrt den HILBERTschen Nullstellensatz von neuem 
herleiten. 

Aufgabe. 1. Man zerlege die Mannigfaltigkeit des Ideals (x~ + x~ -1, 
x~ - x: - 1) in irreduzible 

a) über dem rationalen Zahlkörper F; 
b) über dem GAussschen Zahlkörper F(i); 
c) über dem Körper aller algebraischen Zahlen. 
In der Geometrie macht man sehr häufig den Übergang vom gewöhnlichen 

,.offenen" oder ,.affinen" n-dimensionalen Raum Rn zum projektiven Raum Sn, 
dessen Punkte durch n + 1 homogene Koordinaten ,;0 , ,;1 , ••. , .;. bestimmt werden, 
die nicht alle Null sind und die mit einem von Null verschiedenen Faktor multi
pliziert werden dürfen (vgl. S. 7. Fußnote 2). Jedem Punkt {,;1 , ... , .;.} des R. 
ist ein Punkt {1, ,;1 , ••. , .;.} des projektiven Raumes s. zugeordnet; man kann 
also den R. als einen Teil des Sn betrachten, der durch die ,.uneigentliche Hyper
ebene" ,;0 = 0 zum ganzen Sn ergänzt wird. 

Jedem Ideal a aus Klx1 , •.. , Xn] kann ein Ideal a* aus K1[x0 , ••• , x,.] zu
geordnet werden, das von denjenigen Formen (homogenen Polynomen) F (x0 , ••• , x.) 
erzeugt wird, die nach der Substitution x0 = 1 Polynome aus a ergeben. Ein 
solches Ideal, das von homogenen Polynomen erzeugt wird, heißt ein homogenes 
Ideal oder H-Ideal. Insbesondere kann man a• als das zugehörige H-Ideal zu a 
bezeichnen. Die H-Ideale haben die Eigenschaft, daß, wenn {_;0 , .•. , .;.} eine 
Nullstelle ist, auch {i.,;0 , ••• , ;..;.} (i. =i= 0) eine ist; wir sagen in diesem Fall: der 
Punkt ~ des Sn ist Nullstelle des H-Ideals. Diese Nullstellen eines H-Ideals 
im projektiven Raum bilden die M anniglaltigkeit des H -Ideals im projektiven 
Raum. 

Zu jeder algebraischen Mannigfaltigkeit !IJl in R. können wir eine (kleinste) 
sie umfassende algebrische Mannigfaltigkeit illl* im Sn bilden, indem wir zu !IJl 
das dazugehörige Ideal a, zu a das zugehörigeH-Ideal a• bilden und dessen Man
nigfaltigkeit im Sn mit !Dl* bezeichnen. Der Beweis, daß Wl* tatsächlich !IJl um
faßt und die kleinste derartige Mannigfaltigkeit im s. ist, möge dem Leser über
lassen bleiben, ebenso der Beweis, daß !IJl aus denjenigen Punkten von !Dl* besteht, 
die nicht in der uneigentlichen Hyperebene liegen. 

Ist 9R irreduzibel, so ist offensichtlich Wl* es auch. 
Aufgaben. 2. Man führe die Beweise durch. 
3. Wenn ein Pol}rnom I einem H-Ideal angehört, so gehören auch die homo

genen Bestandteile verschiedenen Grades, in die I additiv zerlegt werden kann, 
dem H-Ideal an. 

4. Jedes H-Ideal besitzt eine Idealbasis aus endlich vielen Formen. 
v. d. Waerden. Modeme Algebra !I, 2. Aufl. 4 
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§ 92. Algebraische Funktionen. 

Wir werden im nächsten Paragraphen lernen, Punkte einer alge
braischen Mannigfaltigkeit als algebraische Funktionen von Parametern 
darzustellen. Dazu müssen wir zunächst etwas über algebraische Funk
tionen im allgemeinen sagen. 

Unter einem rationalen Funktionenkörper verstehen wir den Körper 
K (t1 , ••• , t,) der rationalen Funktionen der Unbestimmten t1 , ••. , t,. 
Unter einem algebraischen Funktionenkörper verstehen wir irgend eine 
algebraische Erweiterung des rationalen Funktionenkörpers K (t1 , ... , t,). 
Die Elemente eines solchen Körpers heißen algebraische Funktionen 
von t1 , ... , t,. 

Was man bei einer rationalen Funktion rp = ~~:10 • • •• tt._)) (f und g 
g 10 • • •• r 

Polynome) unter dem Wert der Funktion für spezielle Werte T1 , ... , T, 

aus dem Körper K zu verstehen hat, ist klar: man kann ja in die 
Definition von rp für die t die T einsetzen, sofern nur g(T1, ... , T,) nicht 
verschwindet: 

( ) /(Tl, • • •, T,) 
rp T1 , •.. , T, = ( ) . g T1, •.• , T, 

Die Werte T1 , ..• , T, können auch einem algebraischen Erweiterungs
körper D von K entnommen werden; dann wird auch der rp-Wert diesem 
Erweiterungskörper angehören. Da ein passendes D beliebig viele Ele
mente besitzt, so stehen für jedes T~ unendlich viele Werte zur Ver
fügung, mithin gibt es stets T1, ... , T, mit g(T1, ... , T,) =f 0. 

Bei algebraischen Funktionen ist der Begriff des Wertes nicht so 
unmittelbar klar, da die algebraischen Funktionen zwar als Elemente 
eines Körpers mit den Unbestimmten t1 , ... , t, durch gewisse Glei
chungen verbunden sind, aber nicht direkt durch t1 , ••. , t, ausgedrückt 
werden können. Istfeine Funktion aus dem Körper, so genügtfeiner 
irreduziblen Gleichung: 

(1) 

wo a0 , .•• ; a11 rationale Funktionen von t1 , ... , t, (mit Koeffizienten 
aus K) sind, die man natürlich auch als ganzrational und teilerfremd 
annehmen kann. Setzt man nun für t1 , ..• , t, irgend welche Werte 
T1 , ••• , T, aus K oder aus D 2 K ein, so betrachtet man als Funktions
werte alle Wurzeln rp der spezialisierten Gleichung (1) in einem passenden 
algebraischen Erweiterungskörper. Solche Werte gibt es immer, wenn 
nur a0(T) =f 0 ist. Die Funktion f ist also im allgemeinen mehrdeutig: 
zu jedem Argumentwertsystem gehören mehrere Funktionswerte. 

Hat man es gleichzeitig mit mehreren Funktionen /1, ..• , /, aus einem 
Funktionenkörper zu tun, so kann man /1 , ••• , /,sukzessiv an K (/1 , ... , t,) 
adjungieren. Jedes f~t genügt einer in K(t1 , ••• , t,, /1 , ... , f~c_ 1 ) irre-
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duziblen Gleichung 

(2) { !':" + au (tl, .. ·. t,, /1, ... , 1~:-1) 1':~-l + · · · 
+ a~:"."(t1 , ... , t,, /1 , ... , /,._ 1)- 0, 

deren Koeffizienten rational in t1 , ••• , t,, /1 , ••• , /,._ 1 sind. Da 1~:- 1 
eine algebraische Größe ist, kann man jede rationale Funktion von 
/ 1 , .•• , /,._ 1 sogar ganzrational in /,._ 1 schreiben, sodann auch ganz
rational in /,._ 2 , usw., schließlich auch in /1 • Wir dürfen also annehmen, 
daß die Nenner der rationalen Funktionen a~: 1, nur von t1 , ••. , t, ab
hängen. Ein gemeinsames Vielfaches dieser Nenner sei V (t1 , .•. , t,). 

Unter einem zulässigen Argumentwertsystem für die Funktionen 
f 1 , ..• , /, verstehen wir jetzt ein solches Wertsystem T1 , ... , T, aus 
einem algebraischen Erweiterungskörper Q von K, das die Bedingung 
V (T1, ... , T,) + 0 erfüllt. Ein zugehöriges Funktionswertsystem zu diesen 
Argumenten ist ein solches Wertsystem rp1, ... , rp, aus Q, das die 
Gleichungen (2) mit T statt t und mit rp statt f erfüllt: 

(3) { rp':" + au (Tl, · · ·• T,, fP1, · · ·, rp,._l) rp~-l + · · · 
+ akm"(T1, ... , T,, rp1, .. ·, fPk-l) - 0. 

Es ist klar, daß man bei passender Wahl des Erweiterungskörpers 
zu jedem zulässigen Argumentwertsystem ein zugehöriges Funktions
wertsystem finden kann; denn in einem passenden algebraischen Er
weiterungskörper hat jede algebraische Gleichung mindestens eine 
Lösung, und die Gleichungen (3) bestimmen so der Reihe nach (mehr
deutig) die Werte rp1 , rp1 , ... , rp,. 

Nun gilt der Satz: Wenn eine algebraische Relation F(t1 , ... , t,, 
/ 1 , ... , /,) = 0 im Funktionenkörper gilt, so gilt dieselbe Relation F (T1 , ... , 

T,, rp1, ... , rp,) = 0 auch für alle zulässigen Argumentwerte und zu
gehörigen Funktionswerte. Dabei soll F stets ein Polynom mit Koeffi
zienten aus K bedeuten. 

Beweis: Für s = 0 ist der Satz trivial; denn jede Gleichung 
F(t1 , ••. , t,) = 0, die identisch in den Unbestimmten t1 , ••. , t, gilt, 
gilt auch für beliebige spezielle Werte der Unbestimmten. Wir nehmen 
daher eine Induktion nach s vor und setzen die Behauptung für alle 
solche Polynome F, die nur t1 , ••• , t,, /1 , ... , /,_ 1 enthalten, als 
richtig voraus. 

Wird in der Gleichung F (t1 , ••. , t" /1 , ..• , /,) = 0 die letzte 
Funktion /, durch eine Unbestimmte z ersetzt, so wird F (t1 , ••• , t,, 
/ 1 , ... , /,_ 1 , z) durch das irreduzible Polynom 

h(z) = z"'• + a,J(t1 , •• • , t,, / 1 , .•• , /,_ 1)zm·- 1 + ... 
+ a,m,(tl, · · ., t,, ft, · · ., /,-1) = 0, 

dessen Nullstelle /,nach (2) ist, teilbar. Führt man die Division wirklich 
aus, so treten dabei keine anderen Nenner auf als solche, die in h (z) 

4* 
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schon im Nenner vorkamen. Multipliziert man mit dem Produkt dieser 
Nenner, so erhält man eine ganze rationale Rdation in t1 , ••• , t,, 
/ 1 , ... , /,_ 1 , z, die die Teilbarkeit von F(/1 , .•. , z) durch h(z) zum 
Ausdruck bringt. Durch Gleichsetzen der Koeffizienten der einzElnen 
Potenzen von z auf beiden Seiten dieser Relation erhält man ganze 
rationale Relationen in t1 , . . . , t,, f 1 , . . . , /, _ 1 , die nach der Induktions
voraussetzung erhalten bleiben, wenn t1 , ... , t,, /1 , ... , /,_ 1 durch 
-r1 , ••• , -r,, g;1 , ••• , g;,_ 1 ersetzt werden. Da der Nenner, mit dem 
vorhin multipliziert wurde, auch nach der Ersetzung der t durch die T 

nicht verschwindet, kann man nach dieser Ersetzung wieder durch 
diesen Nenner dividieren und erhält das Ergebnis, daß F (-r1 , ... , -r,, 
g;1 , ... , g;,_ 1 , z) durch das spezialisierte Polynom h (z), also durch 

zm• + a,d-rl, ... ,T,, ffl, ... , g;,_l)zm,-1 + ... 
+ a,m,(Tl, ... , -r,, g;l, ... , g;,_l) 

teilbar ist. Wegen (3) folgt daraus F(-r1 , ... , T,, g;1 , ... , rp,) = 0, was 
zu beweisen war. 

Die Umkehrung des eben bewiesenen Satzes ist auch richtig: Wenn 
die Relation F(-r1 , ••• , -r,, g;1 , ••. , g;,) = 0 für alle zulässigen Argument
werte und zugehörigen Funktionswerte richtig ist, so gilt F(t1 , .• • , t,, 
ft, ... , /,) = o. 

Beweis: Wäre F(t1 , .•. , t,, /1 , ... , /,) t 0, so könnte man die 
Funktion 

1 
/'+ 1 = F(t1 , ... , t., /11 ... , /,) 

bilden und für die Funktionen /1 , ..• , /,, Ia+ 1 ein zulässiges Argument
system -r1 , ... ,T, und Wertsystem g;1 , ... ,g;,,g;H1 aufstellen. Die 
Relation 

1 = /Hl. F(tl, .. . , t,, ft, ... , /,) 

muß bei der Spezialisierung t;. ___.-r1 , f~ ~ (/Jy bestehen bleiben. Nach 
VoraussetzungwirdaberF(-r1 , ... ,T,, g;1 , ... , g;,) =O;alsoerhältman 

1 = 0, 
quod est absurdum. 

§ 98. Die Nullstellen eines Primideals. 

Sind ~1 , ••• , ~" algebraische Funktionen von t1 , ... , t" so bestim-
men die zu speziellen zulässigen Argumentwerten -r1 , ... , -r, gehörigen 
Funktionswerte ~~, ... , ~~ jeweils einen Punkt ~' im Rn, und diese 
Punkte ~' können eine algebraische Mannigfaltigkeit ganz oder fast 
ganz ausfüllen. Wir reden dann von einer Parameterdarstellung der 
Mannigfaltigkeit durch algebraische Funktionen ~1 , ••. , ~" der Para
meter t1 , ... , t,. 
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Unser Ziel ist, genauer zu untersuchen, ob jedes System von alge
braischen Funktionen in der angegebenen Weise eine Mannigfaltigkeit 
definiert und ob jede Mannigfaltigkeit eine solche Parameterdarstellung 
gestattet. Wir gehen aber nicht direkt auf dieses Ziellos, sondern unter
suchen zuerst die algebraischen Eigenschaften der Funktionen e1 , ... , en 
selber. Wir stoßen dabei zunächst auf ein Primideal, das sich später 
als das zugehörige Ideal der durch die Parameterdarstellung dargestell
ten Mannigfaltigkeit entpuppen wird. 

Satz 1. Ist Q = K(ei, ... , en) ein Erweiterungskörper eines Kör
pers K, so bilden die Polynome I aus o = K[xi, ... , x,J, für die 
f(e1 , •.• , en) = 0, ein Primideal in o. 

Beweis. Ausf(e1 , ... , en) = Ound g(e1 , ... , en) = Ofolgt/(ei, ... , en) 
-g(el •. 0 ., en) = o. 

Aus f(ei, ... , en) = 0 folgt f(e1 , ... , en) g(ei, ... , en) = 0. 
Also bilden die betrachteten Polynome ein Ideal. 
Aus /(ei, ... ,en)g(EI•···•Enl=O und g(EI·····En)+O folgt 

I (E1 , •.. , En) = 0, da ein Körper keine Nullteiler hat. 
Also ist das Ideal prim. 

Beispiel: Seien EI' . 0 0' en lineare Funktionen einer Unbestimm
ten ). mit Koeffizienten aus dem Körper K der komplexen Zahlen: 

(1) E, =IX'+ ß;Ä. 

Dann besteht das gemeinte Primideal aus allen Polynomen f (xi, ... , xn), 
so daß I (lXI + ß1.i., ... , lXn + ßn.i.) identisch in). verschwindet, oder (geo
metrisch ausgedrückt) aus allen Polynomen, die verschwinden in allen 
Punkten der Geraden, welche durch die Parameterdarstellung (1) im 
n-dimensionalen Raum bestimmt wird. Dieses Beispiel möge zur Ver
anschaulichung aller Sätze dieses und des folgenden Paragraphen dienen. 

Satz 2. Bedeutet lJ das unter 1. konstruierte Primideal, so ist Q dem 
Restklassenkörper II von o nach ~ isomorph, und zwar so, daß den Ele
menten EI, ... , En die Elemente x1 , ... , Xn entsprechen. 

Beweis. Sei !J' der Ring derjenigen Elemente von Q, die als Poly
nome in EI •.. 0' En geschrieben werden können. Q = K (el' 0 0 0. en) 
ist der Quotientenkörper von !J'. Wir ordnen jedem Element /(E1 , •.. , en) 
von Q' das durch f (xi, ... , xn) repräsentierte Element des Rest klassen
rings O/lJ zu. Da aus /(E1 , •.. , En) - g (EI, ... , En) = 0 folgt l(x1 , ... , xn) 
-g(xi, ... , Xn) = O(l!) oder f(x1 , •• . , xn) ~ g(xi, ... , xn) (l') und um
gekehrt, so ist die Zuordnung eineindeutig. Daß Summe und Produkt 
in Summe und Produkt übergehen, ist klar. Also sind die Ringe Q', 
oflJ isomorph. Dann müssen auch die Quotientenkörper Q und II 
isomorph sein. 

Satz J. Zu jedem von o verschiedenen PrimideallJ in o gibt es einen 
Körper Q = K (EI, ... , E nl, so daß lJ besteht aus allen Polynomen I aus o, 
für die f(E1 , •.. , En) = 0. 
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Beweis. Den Polynomen aus o ordnen wir Elemente einer neuen 
Menge o' zu, die den Koeffizientenkörper K umfaßt, wobei zwei 
nach ~ kongruenten Polynomen das gleiche Element entsprechen soll, 
zwei inkongruenten aber verschiedene Elemente, und wobei die 
Elemente von K sich selbst entsprechen. Das ist immer möglich, denn 
zwei Elemente von K sind wegen~ + o dann und nur dann kongruent 
nach~, wenn sie gleich sind. Die den Elementen x1 , ••• , x" entsprechen
den Elemente nennen wir Et •... , e,.. 

Die Menge o' ist auf den Restklassenring von o nach ~ eindeutig 
abgebildet. Definieren wir in o' also eine Addition und eine Multipli
kation, die der Addition bzw. Multiplikation im Restklassenring ent
sprechen, so ist o' dem Restklassenring isomorph, hat also keine Null
teiler und gestattet die Bildung eines Quotientenkörpers Q. In Q ist 
f (E1 , ••• , E,.) = 0 dann und nur dann, wenn f (x1 , .•• , x,.) = 0 (~), 
q.e. d. 

Der nach Satz 3 für jedes von o verschiedene Primideal ~ kon
struierbare, nach Satz 1 auch nur für Primideale existierende, nach 
Satz 2 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte Körper D = K (e1 , ••. , E,.), 
dessen Erzeugende E, die Eigenschaft haben, daß f(E1 , •• • , E,.) = o 
dann und nur dann, wenn f = 0 (~), heißt Nullstellenkörper von ~; 

das Elementsystem {E1 , .•. , E,.} heißt allgeme~ne Nullstelle von~· Unter 
Nullstelle schlechthin eines Ideals m verstehen wir jedes Element
system {171 , ... , 1]11} eines Erweiterungskörpers von K, so daß f (171 , ... , 1]11) 

= 0, wenn I= O(m). Jede nicht allgemeine Nullstelle eines Primideals 
heißt speziell. 

Das zugehörige Ideal einer irreduziblen algebraischen Mannigfaltig
keit rol ist nach§ 91 ein Primideal ~· Jede Nullstelle E des Primideals 
ist ein Punkt der Mannigfaltigkeit, denn er erfüllt die Gleichungen der 
Mannigfaltigkeit. Zwar kann man streng genommen von einem Punkt 
(im Sinne von § 91) nur dann reden, wenn die Koordinaten E1 , ... , E,. 
algebraisch über K sind, aber wenn man unter einem "Punkt" im 
weiteren Sinne jede Reihe von Größen E1 , •.• , E,. aus irgend einem 
Erweiterungskörper von K versteht, so ist jede Nullstelle von ~ als ein 
Punkt von rol zu betrachten. Ist E insbesondere eine allgemeine Null
stelle von ~. so heißt E ein allgemeiner Punkt von rol. 

Geht man auf die Definition der allgemeinen Nullstelle und des 
zugehörigen Primideals zurück, so heißt das: Ein Punkt (im weiteren 
Sinne) E ist allgemeiner Punkt von rol, wenn jede algebraische Gleichung 
/(E1 , .•. , E,.) = 0 mit Koelfizienten aus K, die für E gilt, für alle Punkte 
von rol gilt, und umgekehrt. 

Aus Satz 3 folgt nunmehr: Jede irreduzible Mannigfaltigkeit besitzt 
einen allgemeinen Punkt. 

Nach Satz 2 ist dieser bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, d. h. 
wenn E und 17 zwei allgemeine Punkte von M sind, so gibt es einen 
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Isomorphismus K(~1 , ... , ~ .. ) ~ K(t]1 , ... , 1'},.), der ~1 , ••• , ~ .. int]1 •... , 

1'},. überführt. 
Wir fragen nun, ob zu jedem Punkt im weiteren Sinne ~eine Mannig

faltigkeit ID1 gehört, deren allgemeiner Punkt ~ ist. 
Es seien also ~1 , ... , ~ .. Elemente eines Erweiterungskörpers von K. 

Sind etwa ~1 , ... , ~<l algebraisch unabhängig, aber ~d+l, ... , ~n 
algebraisch abhängig von ~1 , .•. , ~<l• so sind alle ~J algebraische 
Funktionen von ~1 , ... , ~<l• die sich wie Unbestimmte verhalten. 
Es ist also keine Einschränkung der Allgemeinheit, wenn wir 
~1 , ... , ~ .. als algebraische Funktionen von Unbestimmten t1 , ... , td 

annehmen. 
Sind nun T1 , •.. , Trt zulässige Argumentwerte dieser Funktionen 

~1 , ... , ~ .. im Sinne von§ 92, und sind 1'}1 , ... , 1'},. zugehörige Funktions
werte, so gilt nach § 92 jede algebraische Gleichung I(~)= 0, die für 
den Punkt ~gilt, auch für alle Punkte 1'}, und umgekehrt. Nun bilden 
die Polynome I mit der Eigenschaft I(~) = 0 nach Satz 1 ein Prim
ideal ~, und ~ ist die allgemeine Nullstelle dieses Primideals. Wir 
haben also gefunden: Wenn I zu~ gehört, so ist 1(1'}) = 0 für alle wie 
oben konstruierten Punkte 1'}, und umgekehrt. 

Die Nullstellenmannigfaltigkeit von~ sei 9Jl. Die oben konstruierten 
Punkte 1'} gehören alle zum. Wenn ein Polynom I zu~ gehört, wird I 
Null in allen Punkten von il.n. Umgekehrt: Wenn ein Polynom Null 
wird in allen Punkten von il.n, so wird f insbesondere Null in den oben 
konstruierten Punkten 1'}, also gehört I zum Ideal ~. Das heißt also: 
~ ist das zugehörige Ideal von ID1 . Da lJ prim ist, ist ID1 irreduzibel. 
Und da ~ allgemeine Nullstelle von lJ ist, ist ~ ein allgemeiner Punkt 
von m. 

Damit ist bewiesen: 
Satz 4. Jeder Punkt im weiteren Sinne ~ ist allgemeiner Punkt 

einer eindeutig bestimmten irreduziblen algebraischen M anniglaltigkeit. 
Das nach Satz 1 zu ~ gehörige Primideal ist das zugehörige Ideal dieser 
M anniglaltigkeit. 

Aus dem Beweis ergibt sich gleichzeitig, in welchem Sinne man 
von einer Parameterdarstellung von ID1 reden kann. Die ~~ wurden 
nämlich als algebraische Funktionen von Parametern t1 , ..• , t<l auf
gefaßt, und für spezielle Werte T dieser Parameter ergaben sich ge
wisse Punkte 1'}, die alle zu ID1 gehören und die zwar nicht die ganze 
Mannigfaltigkeit ID1 auszufüllen brauchen, aber doch so dicht auf ID1 
liegen, daß jedes Polynom 1. das Null wird in allen Punkten 1'}, bereits· 
zu ~ gehört und daher m ganz enthält. In dem durch (1) gegebenen 
Beispiel erfüllen die Punkte 17 sogar die ganze Gerade ID1 . 

Aus Satz 3 und Satz 4 folgt noch: 
Jedes Primideal + o ist das zugehörige Primideal seiner Mannigfaltig

keit, die irreduzibel ist. 
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Das einzige Primideal ohne Nullstellen ist o. Auch dieses Ideal 

ist demnach durch seine Nullstellen bestimmt. 
Das bis jetzt Bewiesene läßt sich in dem folgenden Schema zu

sammenfassen : 

Allgemeine Nullstelle ~ 
+ t 

Primideal ~ :f o 

+ t 
Irreduzible Mannigfaltigkeit !In 

Aufgaben. 1. Das Ideal in K[x1 , x2 , xaJ 

(x1x3 - x~, x2x3 - x~, x:- x~x2) 

ist prim, weil es die allgemeine Nullstelle 

hat. 
{t3 , t', t6} 

2. Das Ideal in K [x1 , x2 , xaJ 
(x~ +X~- x:, X~- X~+ 1) 

ist prim mit der allgemeinen Nullstelle 

{1- t2 1 + t2 v'2(1 + t'l} 
2t , 2t, 2t . 

J. Das Ideal in K[x1 , x2 , x3 , xJ 

(x1x,- x2x3 , xg- x~x8 , xg- x2 x;, x~x,- x1x:) 

ist prim mit der allgemeinen Nullstelle 

{tf, f/.t1 , t1t~, ~}. 

4. Ist .p ein Primideal in K [ a-1 , ••• , x.] mit der allgemeinen Nullstelle 

{E1 , ••• , E.}. so ist das zugehörigeH-Ideal.p• in K[a-0 , ••• , x.] (vgl. § 91, Schluß) 

primmit der allgemeinen Nullstelle {J., J.E1 , •.. , J.E.}. wo}. eine Unbestimmte ist. 

§ 94. Die Dimensionszahl. 

Es seien ~1 , ... , ~" algebraische Funktionen von t1 , ... , tr. Der 

Transzendenzgrad s des Systems {~1 , •.• , ~n} (vgl. § 64) ist dann S.r. 

Genau gleich r ist der Transzendenzgrad dann, wenn die t1 , •.. , tr 

auch umgekehrt algebraisch von den ~ abhängen, insbesondere, wenn 

die t dem Körper K (~1 , •.• , En) angehören, und noch spezieller da,Jln, 

wenn für t1 , .•• , tr einfach r = s algebraisch unabhängige unter den ~, 

etwa ~1 , ••. , E, gewählt werden. Für die Parameterdarstellung einer 

algebraischen Mannigfaltigkeit !In hat es vielfach Vorteile, die Parameter 

t1 , •.. , tr im Körper K (E1 , ••• , En) zu wählen, weil die Parameter dann 

als Funktionen auf der Mannigfaltigkeit !In gedeutet werden können 

und nicht etwa fremd hinzukommende sind. Ist die Anzahl r der Para

meter größer als der Transzendenzgrad s, so hat man "überzählige Para-
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meter". Die kleinste Anzahl der Parameter, mit der man auskommt, ist 
genau s. Diese Anzahl heißt die Dimensionszahl der M anniglaltigkeit !In 
oder die Dimensionszahl des zugehörigen Primideals ~. Demnach ist die 
Dimensionszahl eines vom Einheitsideal verschiedenen Primideals nichts 
anderes als der Transzendenzgrad seiner allgemeinen Nullstelle ~. 

Die Dimensionszahl der Primideale ~ + o variiert offenbar von 0 
bis n. Dem Einheitsideal o, das keine Nullstelle hat, geben wir die 
Dimensionszahl -1. 

Ist ~ die allgemeine Nullstelle eines Primideals ~, ~· eine beliebige 
Nullstelle desselben Ideals, so kann man jedem Polynom I(~) aus 
K[~] das Polynom lW) aus K[~1 zuordnen. Da aus I(~)= g(~) folgt 
I (x) = g (x) (p), und daraus I (f) = g (~'), so . ist die Zuordnung 
I(~) _..I (e) eindeutig. Da die Zuordnung offenbar Summen in Summen 
und Produkte in Produkte überführt, so ist sie ein Homomorphismus: 

(1) K[~] ""K[n. 
Wenn die Zuordnung ein Isomorphismus ist, so ist natürlich auch ~· 

eine allgemeine Nullstelle von ~, und umgekehrt. 
Bei einem nulldimensionalen Ideal ~ sind alle ~ algebraisch über K; 

mithin sind alle rationalen Funktionen der ~ schon ganzrational: 
K (~) = K[~]. Daher ist K[EJ ein Körper. Ist dann wieder ~· eine be
liebige Nullstelle, so muß der Homomorphismus (1) notwendig ein 
Isomorphismus sein; denn ein Körper hat keine anderen Homomorphis
men als eineindeutige und solche, die ihn auf den Nullring abbilden. 
Demnach gilt der Satz: 

Bei einem nulldimensionalen Primideal sind alle Nullstellen allgemein 
und untereinander äquivalent1• 

Die Koordinaten ~1 , •.. , ~n oder ~i, ... , ~;, sind in diesem Falle 
algebraische Größen (der Transzendenzgrad ist ja Null). Denkt man 
sich alle Nullstellen in einem gemeinsamen (etwa algebraisch-abgeschlos
senen) Umfassungskörper [), so sind sie nach (1) algebraisch konjugiert. 
Die Anzahl dieser konjugierten Punkte in einem passenden Körper [) 
ist höchstens gleich (und, wenn K (~) separabel ist, genau gleich) dem 
Körpergrad von K ( ~) über K. Also: 

Eine nulldimensionale irreduzible algebraische M annigjalttgkeit be
steht aus endlich vielen algebraisch konjugierten Punkten. 

Ist insbesondere der Körper K schon algebraisch-abgeschlossen, so 
gibt es nur eine Nullstelle ~ im Körper K selbst, und das zugehörige 

Ideal ist p = (x1 - ~1 , ... , xn- ~nl. 

Satz. Die verschiedenen Nullstellen eines r-dimensionalen Primideals 
haben einen Transzendenzgrad ~r, und wenn der Transzendenzgrad 
einer Nullstelle genau r ist, ist die Nullstelle allgemein. 

1 D. h. sie gehen auseinander durch Isomorphismen hervor, die die Elemente 
des Grundkörpers K fest lassen. 



58 XIII. Theorie der Polynomideale. 

Beweis: Ist ~'eine Nullstelle vom Transzendenzgrad s, so besteht 
die Hornamorphie (1). Sind ~i, ... , ~~ algebraisch-unabhängig, so sind 
~1 •..• , ~. es auch; denn jede algebraische Relation zwischen den ~ 
würde dieselbe zwischen den ~' nach sich ziehen. Daraus folgt r E:: s. 
Ist r = s, so hängen alle ~ algebraisch von ~1 •... , ~.ab. Ginge bei der 
Hornamorphie (1) ein Polynom 1(~). das selbst nicht Null ist, in Null 
über, so könnte man im Körper K (~) das Element 1 /I in folgender 
speziellen Form schreiben: 

Daraus würde folgen 

g(;l, ... , ;~) 
h(;l, ...• ;,) . 

h(~1• · · ·• ~.) = g(~1• · · ·• ~n) 1(~1• · · ., ~n). 

Bei der Hornamorphie (1)gingel inO über; also müßte auch h (~1 .... , ~.) 
in 0 übergehen, d. h. man hätte 

h(~ ... . , ~) = 0, 

entgegen der vorausgesetzten algebraischen Unabhängigkeit von 
~i, ... , ~~. Also geht bei der Hornamorphie ( 1) kein von Null verschie
denes Polynom in Null über; (1) ist also im Falle r =seine Isomorphie. 
Daraus folgt die Behauptung, daß ;' eine allgemeine Nullstelle ist. 

Jede Nullstelle ~' von .1-J kann als allgemeine Nullstelle eines Ideals .1-J' 

aufgefaßt werden. Aus I = 0 (-!>) folgt dann I W) = 0 oder I = 0 (-!>'); 
mithin ist .1-J' ein Teiler von .1-J. Umgekehrt kann jeder von o verschiedene 
Primteiler .1-J' von .1-J in dieser Weise erhalten werden; denn jedes Ideal 
.1-J' =!= o besitzt eine allgemeine Nullstelle ~'. Aus dem eben formulierten 
Satz folgt nun unmittelbar: 

] eder Teiler .1-J' von .1-J hat eine Dimension r' ~ r; ist r' = r. so muß 
.1-J' = .1-J sein. 

Unter der Dimensionszahl einer beliebigen algebraischen Mannig
faltigkeit verstehen wir die höchste unter den Dimensionszahlen ihrer 
irreduziblen Bestandteile. Die rein eindimensionalen algebraischen 
Mannigfaltigkeiten heißen Kurven, die rein zweidimensionalen Flächen, 
die rein (n - 1)-dimensionalen Hyperllächen. Die einzigen-dimensionale 
Mannigfaltigkeit im Rn ist der ganze Raum Rn, das zugehörige Ideal 
ist das Nullideal (denn wenn ~1 •... , ~n algebraisch unabhängig sind, 
folgt aus I(~) = 0, daß I= 0 ist). 

Aufgaben. 1. Ein Hauptideal (p), wo p ein unzerlegbares, nicht 
konstantes Polynom ist, ist ein (n - 1)-dimensionales PrimideaL 

2. Umgekehrt: jedes (n - 1)-dimensionale Primideal ist Haupt
ideal. 

3. Jedes d-dimensionale Primideal .1-J (d > 0) besitzt (mindestens) 
einen (d - 1)-dimensionalen Primidealteiler. [Wenn ~d+l• ... , ~n alge
braische Funktionen von ~1 , ... , ~d sind, so bilde man eine spezielle 
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Nullstelle von .p durch Spezialisierung von ~d nach § 92, während 

~~, ... , ~d 1 unbestimmt bleiben.] 
Geht mau vom offenen Raum R. zum projektiven H.aum s. über, so ent

spricht nach § 91 jeder irreduziblen Mannigfaltigkeit illl von R. (mit zugehörigem 

Primideal ~) eine ebensolche U)l• in s. (mit zugehörigem Primideal ~·). Ist d die 

Dimensionszahl von ~, so ist die von ~· gleich d + 1, da ein unbestimmter Pro

portionalitätsfaktor l den Transzendenzgrad der allgemeinen Nullstelle um Eins 

erhöht (vgl. ~ 93. Aufg. 4). Als Dimensionszahl von U)l• bezeichnet man aber die 

Zahl d (nicht d + 1), aus dem geometrisch naheliegenden Grunde, daß U)l•, von 

den hinzugekommenen uneigentlichen Punkten abgesehen, mit Wl zusammen

fällt. Ist etwa U)l eine Kurve, so wird man das Gebilde U)l•, das aus illl durch 

Hinzufügung endlich vieler Punkte entsteht, ebenfalls eine Kurve nennen. Unter 

der Dimensionszahl einer Mannigfaltigkeit im proJektiven Raum versteht man 

also immer die um 1 verringerte Dimensionszahl des zugehörigen Primideals. 

§ 95. Die Primärideale. 

Das Hauptproblem der Idealtheorie in Polynombereichen 
Zu entscheiden, ob ein Polynom I einem gegebenen Ideal 

angehört. m = (11• ...• 1,) 

lautet: 

Unter Entscheiden wird aber hier nicht eine rechnerische Entschei-
dung mit endlich vielen wirklich ausführbaren Rechenoperationen ver
standen, obzwar auch eine solche stets möglich istl, sondern eine solche 
Methode, die zugleich einen Einblick in die Struktur des Ideals gibt 
und die geometrischen Relationen zwischen den Nullstellen des Ideals 

und seinen Elementen I möglichst klar zum Ausdruck bringt. Eine solche 
Methode ist von E. LASKER2 zuerst angegeben; sie operiert mit der 
Zerlegung der Ideale in Primärkomponenten. 

Der Grundgedanke der LASKERschen Methode ist folgender: Nach 

dem Zerlegungssatz von § 87 ist jedes Ideal m als Durchschnitt von 
Primäridealen darstellbar: 

m = [ql, ... , q,]. 

Damit also ein Polynom I dem Ideal m angehört, ist notwendig und 
hinreichend, daß I allen Primäridealen q~ angehört. Um die obige Auf
gabe im Prinzip zu lösen, braucht man also nur die Bedingungen auf
zustellen, denen ein Polynom genügen muß, um einem Primärideal 
anzugehören. 

Zu jedem Primärideal q gehören nach § 86 ein Primideal V und ein 
"Exponent" e mit folgenden Eigenschaften: 

1. .pe = O(q) = O(.p). 

2. Aus lg=O(q) und /$0(V) folgt g:=O(q). 

1 Vgl. J. KöNIG: Einleitung in die allgemeine Theorie der algebraischen Größen 

(Leipzig: B. G. Teubner 1903). sowie G. HERMANN: Die Frage der endlich vielen 

Schritte in der Theorie der Polynomideale. Math. Ann. Bd. 95 S. 736-788. 
2 LASKER. E.: Zur Theorie der Moduln und Ideale. Math. Ann. Bd. 60 (1905) 

s. 20-116. 
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Das Primideal .p gehört im Falle q =I= o wiederum zu einer irreduziblen 
Mannigfaltigkeit IDl. Nach 1. sind alle Nullstellen von q zugleich Null
stellen von .p und umgekehrt. Also ist die M anniglaltigkeit eines Primär
ideals q =I= o irreduzibel und gleich der M anniglaltigkeit des zugehörigen 
Primideals. 

Vermöge des Zerlegungssatzes folgt daraus für ein beliebiges Ideal m, 
daß seine Mannigfaltigkeit eine Vereinigung irreduzibler Mannigfaltig
keiten, nämlich der Mannigfaltigkeiten seiner Primärkomponenten, ist. 
Mithin: 

] ede algebraische M anniglaltigkeit ist als Vereinigung endlich vieler 
irreduzibler M anniglaltigkeiten darstellbar. 

Die irreduziblen Mannigfaltigkeiten der Primärkomponenten von m 
sind schon durch die zugehörigen Primideale bestimmt. Dabei können 
die "eingebetteten" Primideale (§ 88) weggelassen werden, da ihre Man
nigfaltigkeiten in den Mannigfaltigkeiten der nicht eingebetteten ("isolier
ten") Primideale enthalten sind 1• 

Es sei q ein Primärideal zum Primideal .p und vom Exponenten (!, 

und IDl sei seine Mannigfaltigkeit. Ist nun I ein Polynom, das IDl enthält, 
so ist I = 0 (.P), also IP = 0 ( q). Wenn aber I nicht IDl enthält, so kann 
man nach der obigen Eigenschaft 2 in jeder Kongruenz modulo q den 
Faktor I wegheben. Das sind schon zwei sehr wichtige Mittel, durch die 
man häufig eine Kongruenz IP = O(q) bzw. g = O(q) erschließen kann. 
Sie lassen sich mit Hilfe des Zerlegungssatzes sofort auf beliebige Ideale 
m = [q1 , ..• , q,] übertragen. Ist nämlich I ein Polynom, das die Man
nigfaltigkeit IDl von m enthält, und ist (! der größte der Exponenten 
der Primärideale q1 , ... , q,, so folgt sofort 

(für i = 1 , ... , s), 
mithin 

IP =" O(m). 

Damit ist der Hilbertsche Nullstellensatz (§ 79) von neuem bewiesen, 
und zwar mit der Verschärfung, daß der Exponent(! nur vom Ideal m 
abhängt. 

Ist andererseits I ein Polynom, das keine der Mannigfaltigkeiten der 
Primärideale q1 , ... , q, enthält, so kann man in jeder Kongruenz 

lg = O(m) 
durch I kürzen und auf 

g = O(m) 

schließen, da das Entsprechende ja für alle Primärideale q" gilt. Man 
kann die Kürzungsmöglichkeit auch kurz und· prägnant durch die 
Gleichung 

m:{f)=m 

1 Von diesem Sachverhalt rührt auch das Wort "eingebettet'" her. 
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zum Ausdruck bringen, die nach § 88 ebenfalls dann und nur dann 
gilt, wenn f durch keines der zu m gehörigen Primideale .):)1 , ... , .).'), 

teilbar ist (also keine ihrer irreduziblen Mannigfaltigkeiten enthält). 
Etwas allgemeiner gilt sogar nach § 88 für ein beliebiges Ideal a, daß 

(1) m:a= m 

dann und nur dann, wenn a durch alle lJ 1 , ... , .).'), unteilbar ist, oder, 
was wieder dasselbe ist, wenn die Mannigfaltigkeit von a keine der 
Mannigfaltigkeilen der Primideale .):)1 , ... , .).'), enthält. Dieser Satz ist 
oft nützlich beim Aufsuchen der zu einem gegebenen Ideal m ge
hörigen Primideale .):)1 , ..• , .).'),. Wenn man nämlich von irgend einem 
Primideal.):) vermutet, daß es sich unter den -l'v befindet, so nimmt man 
ein durch .).') teilbares Ideal a, z. B. a = .).'), und sieht nach, ob man die 
Relation (1) oder deren Negation beweisen kann, d. h. ob aus gn = O(m) 
folgt g ::= O(m) oder nicht. Wenn (1) gilt, so ist .).') kein -l'v· Mit dieser 
Methode werden wir z. B. in § 98 beweisen, daß die zugehörigen Prim
ideale eines Ideals mit r Basiselementen, wenn ihre Dimensionen den 
Wert n- r nicht überschreiten, alle genau die Dimension n- r haben 
(und daher nicht eingebettet sind). 

Unter der Dimensionszahl eines Primärideals versteht man die Di
mensionszahl des zugehörigen Primideals (oder die Dimensionszahl der 
Nullstellenmannigfaltigkeit). Unter der Dimensionszahl oder Höchst
dimension eines beliebigen Ideals a =f o versteht man die höchste der 
Dimensionszahlen der Primärkomponenten (oder der zugehörigen Prim
ideale). Dieselbe Zahl stellt auch die Dimensionszahl der Mannigfaltig
keit von a dar. 

Sind die Dimensionszahlen der zu a gehörigen Primärideale alle 
gleich, etwa gleich d, so heißt das Ideal a ungemischt d-dimensional. 

Aufgaben. 1. Das Ideal (xr, x2x3 + 1) ist primär mit dem Expo
nenten 2 und dem zugehörigen Primideal (x1, x2x3 + 1). 

2. Jede Potenz pe eines unzerlegbaren, nicht konstanten Polynoms p 
erzeugt ein (n - 1)-dimensionales PrimärideaL Jedes nicht konstante 
Polynom I erzeugt ein ungemischtes (n - 1)-dimensionales Ideal. 

3. Ist.).') das Primideal von§ 93, Aufg. 1, so ist .):) 2 nicht primär. [Das 
Polyn_om (x2x3 - ~) 2 - (x~ - X) Xa) (xi - xr x2) spaltet einen Faktor x1 
ab, und der andere Faktor gehört nicht zu V2.] 

§ 96. Der NoETHERsche Satz. 

Mit den Hilfsmitteln der Primäridealzerlegung werden wir das 
Problem, welche Bedingungen ein Polynom f zu erfüllen hat, um einem 
Ideal m anzugehören, zunächst im Falle nulldimensionaler Ideale voll
ständig lösen. Wir schicken einen Hilfssatz voraus, der auch sonst 
nützlich ist: 
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Ist l: ein Erweiterungskörper von K und sind f, / 1 , ... , /, Polynome 
aus K [ x] = K [ .x1 , ... , xnJ , so folgt aus 

I= 0(/1 , ... , /,) in l:[x], 
daß 

I= 0(/1 , ... , /,) in K[x] 
ist. 

Beweis: Es sei 
( 1) 

wo die g, Polynome mit Koeffizienten aus 1: sind. Man drücke diese 
Koeffizienten durch endlich viele linear unabhängige Elemente 1, w1 , 

w2 , .•• von l: mit Koeffizienten aus K linear aus. Jeder Term gif; in 
(1) erhält dann die Form 

(g,O + g;1W1 + g;2W2 + '' ·)/;, 
wo die gik Polynome mit Koeffizienten aus K sind. Aus (1) folgt also 

I= ~g;o/; + W1~gllfi + W2~g;2/i + · · · 
oder, da die Körperelemente 1, w1 , w2 , ... linear unabhängig waren, 
also die Glieder mit 1 , w1 , w2 , ..• links und rechts einzeln übe rein-
stimmen müssen, 

I= ~g,of,, q. C'. d. 

Auf. Grund dieses Hilfssatzes können wir zur Beantwortung der 
Frage, ob f = 0 (/1 , ... , /,) ist, den Grundkörper K stets beliebig er
weitern, so z. B. durch Adjunktion von Nullstellen des Ideals (/1 , ... , /,). 

Gilt die fragliche Kongruenz im erweiterten Bereich l:[x], so gilt sie 
auch vor der Erweiterung. 

Ein.e nulldimensionale algebraische Mannigfaltigkeit zerfällt bei 
passender Erweiterung des Grundkörpers immer in lauter einzelne 
Punkte; also können wir, wenn es vorteilhaft ist, immer annehmen, daß 
alle auftretenden nulldimensionalen Primideale je nur einen Punkt zur 
Nullstelle haben (nicht, wie sonst immer, ein System kdnjugirrter 
Punkte). 

Ein nulldimensionales Primideal ~ ist teilerlos; denn der Rest
klassenring oj~ ist nach § 94 ein Körper. Daraus folgt, daß jedes null
dimensionale Primärideal einartig ist; denn ein Primärideal, dessen zu
gehöriges Primideal teilerlos ist, ist nach § 90 stets einartig. Weiter folgt 
aus den Sätzen des § 90, daß jede nulldimensionale isolierte Primär
komponente q eines Ideals m sich durch 

(2) q = (m, -!Jl') 

darstellen läßt. Der Exponent (! ist dabei die kleinste Zahl a mit der 
Eigenschaft 

(3) 
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Machen wir uns die Bedeutung der Relation (2) einmal klar im Falle, 
daß der Grundkörper vorher so erweitert wird, daß die in Betracht 
kommenden einartigen Ideale q je nur eine Nullstelle a = {a1 , ... , an} 
haben. (2) besagt, daß für I = 0 ( q) notwendig und hinreichend ist 

( 4) I = o ( m, lJt>) . 
Ist nun m durch eine Basis (/1 , .•. , 1,) gegeben und setzen wir 
y. = x.- a., so ist lJ = (y1 , ••• , Yn). Denken wir uns alle auftretenden 
Polynome nach aufsteigenden Potenzen der y. geordnet, so besteht ve 
aus allen denjenigen Polynomen, die nur Potenzprodukte der y. vom 
Grade ~e enthalten. Die Relation (4) bedeutet also, daß I mit einer 
Linearkombination "1:, g.l. übereinstimmt bis auf Glieder vom Grade e 
und höhere Glieder. Denkt man sich also 11 , •.. , I, multipliziert mit 1 
und mit allen Potenzprodukten der y. vom Grade <e und bezeichnet 
man die so entstehenden Polynome unter Weglassung aller Glieder 
vom Grade 2(! mit h1 , •. • , h", so besagt (4), daß I bis auf Glieder 
vom Grade ~e einer Linearkombination von h1 , •.. , h~.: mit kon
stanten Koeffizienten gleich ist. Das ist ein Sachverhalt, dessen Be
stehen oder Nichtbestehen man in jedem vorliegenden Fall (bei ge
gebenen e, 11 , •.• , I, und I) wirklich feststellen kann. Insbesondere 
besteht er dann, wenn es formale Potenzreihen P 1 (y) , ... , P, (y) gibt 1 

derart, daß 

(5) I = Pdl + ... + P,l, 
ist 2• Man kann dann nämlich für jeden Wert von a diese Potenzreihen 
bei den Gliedern vom Grade a abbrechen und die Übereinstimmung der 
beiden Seiten mod lJ 0 konstatieren. Das Potenzreihenkriterium (5) ver
langt also eigentlich noch zu viel: die beiden Seiten von (5) brauchen 
nicht genau, sondern nur bis auf Glieder vom Grade ~ e überein
zustimmen. 

Ebenso ist die Gültigkeit oder Nichtgültigkeit der Relation (3) für 
jedes a feststellbar: sie bedeutet, daß durch die Polynome ~g.l. unter 
Weglassung der Potenzprodukte voni Grade >a alle Potenzprodukte 
vom Grade a darstellbar sind. Man kann also bei gegebenen 11 , ••• , I, 
für jede Nullstelle a die Werte a = 1, 2, 3, ... der Reihe nach durch
probieren, bis man ein a gefunden hat, für welches (3) gilt: dieses a ist 
dann der Exponent von q. 

Bei einem nulldimensionalen Ideal m sind alle Primärkomponenten 
nulldimensional und isoliert; man kann also für alle das obige Kriterium 
für I = 0 ( q) anwenden. Ist es für alle Nullstellen erfüllt, so folgt 
I= 0 (m). Demnach gilt folgender Satz: 

1 Über deren Konvergenz natürlich nichts vorausgesetzt wird. 
2 Gemeint ist, daß bei formaler Entwicklung nach Potenzprodukten der y, die 

beiden Seiten von ( 5) übereinstimmen. 
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Bestimmt man für iede Nullstelle a = {a1 , .•• , a,.} eines nulldimen
sionalen Ideals m den Exponenten (! als die kleinste natürliche Zahl a, 
für die (3) mit -lJ = (x1 - a1 , ..• , x,. - a,.) gilt, und genügt ein Polynom f 
für alle diese -lJ der Bedingung (4), so ist f = O(m). 

Dieser Satz wurde für den Fall m = (/1 , / 2), wo /1 und / 2 Polynome 
in zwei Variablen sind, zuerst von MAx NoETHER ausgesprochen 1 : 

das war der berühmte "Noethersche Fundamentalsatz", der die Grundlage 
für die "geometrische Richtung" in der Theorie der algebraischen Funk
tionen bildete. NoETHER setzte allerdings statt der schwächeren Re
lation (4) die Potenzreihenbedingung (5) als in allen Nullstellen erfüllt 
voraus. Die hier gegebene Fassung, bei der nur die Übereinstimmung 
der Glieder bis zum Grade e- 1 in y1 , ..• , y,. verlangt wird, stammt 
von BERTINI1, der zugleich für den Exponenten(! eine Schranke gegeben 
hat3• Die n-dimensionale Verallgemeinerung stammt von LASKER und 
MACAULAY. Die für f = O(q) hinreichende Bedingung f = O(m, pe) 
nennen wir nach MACAULAY die Noethersche Bedingung im Punkte a. 

Um die Anwendung des NoETHERschen Satzes zu erläutern, be
handeln wir jetzt einen Spezialfall, in dem die N OETHERschen Be
dingungen besonders einfach ausfallen. 

Jedes der Polynome / 1 , ••• , /, bestimmt für sich eine algebraische 
Mannigfaltigkeit (Hyperfläche) f~ = 0 im n-dimensionalen Raum. 
Ebenso bestimmt das Polynom feine Hyperfläche f = o. Zerfällt I in 
irreduzible Faktoren: f = P'i'P~· ... , so zerfällt auch die Mannigfaltig
keit I= 0 in irreduzible Teile p1 = 0, P2 = 0, ... , welche wir je so 
oft zählen wollen, als der betreffende Exponent in der Zerlegung von f 
angibt. 

Wird f für eine Stelle a nach Potenzen der Y~ = x~- ap entwickelt 
und fängt die Entwicklung mit den Gliedern s-ter Ordnung (s > 0) an: 

I= CoY! + c1y!-1Y2 + · · · + c,.,Y,. + · · ·, 
so sagt man, die Hyperfläche f = 0 habe in a einen s-fachen Punkt. 
Die Glieder s-ter Ordnung c0Y! + · · · + c"'Y,. für sich ergeben, gleich 
Null gesetzt, eine Hyperfläche, die aus lauter "geraden Linien" durch a 
besteht: den Tangentialkegel der Hyperfläche f = 0 im Punkte a. 

Der einfachste Fall des NoETHERschen Satzes ist der, daß unter den 
Hyperflächen /1 = 0, ... , /, = 0, die das nulldimensionale Ideal m be
stimmen, solche /1 = 0, ... , /,. = 0 vorkommen, die in a alle einen 

1 NoETHER, M.: Über einen Satz aus der Theorie der algebraischen Funktionen, 
Math. Ann. Bd. 6 (1873) S. 351-359. 

2 BERTlNl, E.: Zum Fundamentalsatz aus der Theorie der algebraischen 
Funktionen. Math. Ann. Bd. 34 (1889) S. 447-449. 

a Schärfere Schranken bringt P. DUBREIL: These de Doctorat, Paris 1930. 
Vgl. auch H. KAPFERER: Notwendige und hinreichende Multiplizitätsbedingungen 
zum Noetherschen Fundamentalsatz. Sitzungsber. der Heidelberger Akad. 1927, 
8. Abhandlung. 
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einfachen Punkt haben und deren Tangentialhyperebenen nur den 
Punkt a gemein haben: 

/1 = CnYI + ' '' + C~nYn +'' '• 
Ia = C11Y1 + · · · + CanYn + · · · • 

/,. = Cn1Y1 + · · · + CnnYn + · · ·; 
,. 

Linearformen 1:c1,.y,. linear unabhängig. 
1•-1 

In diesem Fall kommen, wenn das Primideal (x1 - a1 , ... , x .. - a .. ) 
mit .p bezeichnet wird, unter den Linearkombinationen von /1 , ... , 1 .. 
modulo .p 2 (d. h. unter Vernachlässigung der Glieder zweiten und höheren 
Grades) auch y1 , •.• , y .. selber vor; d. h. es ist 

(YI• · · · • Yn) = 0 ({/1• · · ·, fn), .\) 2) 
und daher .p = o(m, ,P 2}. 

Daraus folgt: Das Ideal m hat im Punkte a eine isolierte Primär
komponente q vom Exponenten 1, d. h. es ist q = .p. Jedes Polynom 
mit der Nullstelle a ist also durch q teilbar. Sind alle Nullstellen a von m 
solche "einfachen Schnittpunkte", so ist für f = O(m) hinreichend, daß 
f alle diese Nullstellen enthält. 

Für weitere Spezialfälle und Anwendungen des NoETHERschen Satzes 
möge auf meine "Einführung in die algebraische Geometrie" (in dieser 
Sammlung 1939 erschienen) verwiesen werden. 

Bei den geometrischen Anwendungen des NoETHBRschen Satzes liegt oft der 
Fall vor, daß die Polynome /, /1 , / 2 durch die Substitution x0 = 1 aus homogenen 
Polynomen F, F 1 , F 1 entstanden sind. Die Frage ist nun: Unter welchen Be
dingungen kann man aus 
(6) I = gd1 + gzfz 
auf 
(7) 

schließen, wo G1 und G1 wieder Formen sein sollen? 
Bei der Untersuchung dieser Frage nehmen wir an, daß für x0 = 0 die Formen 

F 1 und F1 keinen nichtkonstanten gemeinsamen Teiler (also keine gemeinsame 
Nullstelle außer der trivialen x1 = o, x1 = O) haben. Durch eine lineare Trans
formation der drei Veränderlichen x0 , x1 , x1 , eventuell nach Erweiterung des 
Koeffizientenkörpers K. ist das ja immer zu erreichen. 

Durch die Substitution x1 --+ x1 , x2 __. ~ und Multiplikation mit einer passen-
Xo Xo 

den Potenz von x0 entsteht aus (7) eine Gleichung der Gestalt 

(8) 

wo H 1 und H 2 Formen sind. 
Wir wollen diese Gleichung so umformen, daß sich ein Faktor x0 wegkürzt. 

Setzt man in (8) links und rechts x0 = o. so kommt: 

0 = HIOFIO + H20F20' 

v. d. Waerden, Modeme Algebra II, 2. Aufl. 
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Da F 10 und F10 nach Voraussetzung teilerfremd sind, so muß H 10 durch F 20 und 
H10 <Iurch F 10 teilbar sein: 

HlO = GOF20• 

Hao = - GoF1o· 

Da H 1 bis auf Glieder mit x0 mit H 10 übereinstimmt, ebenso H 2 mit H 20 , F 1 mit 
F 10 und F1 mit F 10 , so folgt: 

H 1 = - G0 F 1 + x0 K 2 , 

wo K1 und K 1 Formen sind. In (7) eingesetzt, ergibt das: 

x~F = x0 K 1F 1 + x0 K 2F 1 • 

Hier kann man einen Faktor x0 wegkürzen. Die h-malige Wiederholung desselben 
Verfahrens ergibt schließlich eine Gleichung der Form (7). 

Also: 
Fül' die Gleichung (7) ist notwendig und hinYeichend, daß jül' alle gemeinsamen 

Nullstellen dey Formen F 1 und F 1 die inhomogen gemachten Polynome F, F 1 , F 2 den 
NoetheYschen Bedingungen genügen. 

Deutet man die Größen x0 , x1 , x1 als homogene Koordinaten eines veränder
lichen Punktes der projektiven Ebene, so wird F = 0 eine Kurve, die alle 
Schnittpunkte der Kurven F 1 = 0 und F 1 = 0 enthält und außerdem in allen 
diesen Punkten gewissen .,NoETHERschen Bedingungen" zu genügen hat, damit 
die Gleichung (S) gelte. Diese Gleichung ist vor allem wichtig wegen einer darin 
enthaltenen Folgerung, des .,Restsatzes": 

Wenn eine Kuro6 F 1 = 0 vom GYade m duYch eine Kuyve F = 0 vom GYade n + p 
geschnitten wil'd in m (n + p) Punkten, fedey nach § 83 mit dey Yichtigen Vielfachheil 
gezahlt, und wenn von diesen m (n + p) Punkten m • n Punkte duYch eine Kuyve 
F 1 = 0 vom GYade n ausgeschnitten weyden, so weyden die übYigen m · p Punkte von 
einel' KuYve G1 = 0 vom GYade p ausgeschnitten, voYausgesetzt, daß die KuYve F = 0 
in allen jenen m · n Punkten die NoetheYschen Bedingungen des Ideals (F1 , Fa) eyfüllt. 

Denn aus der Formel (7) geht klar hervor, daß die Schnittpunkte von F = 0 
mit Fa = 0 dieselben sind wie die von F 1 • G1 = 0 mit F 2 =, 0. 

§ 97. Zurückführung der mehrdimensionalen Ideale auf 
nulldimensionale. 

In diesem Paragraphen werden wir die Sätze, die in § 96 für null
dimensionale Ideale bewiesen wurden, auf mehrdimensionale Ideale aus
zudehnen versuchen. 

Die Methode dazu ist folgende: Ist q ein Primärideal in K [ x] von der 
Dimension d, -!' das zugehörige Primideal, {~1 , ... , ~"}dessen allgemeine 
Nullstelle und sind (etwa) ~1 , •.• , ~d algebraisch-unabhängig1, so ma
chen wir die Ideale q und .p durch die Substitution x1 = ~1 , ... , 

x4 = ~4 zu nulldimensionalen Idealen. Wir nehmen diese Substitution 
in allen Polynomen q des Ideals q vor; dadurch gehen diese Polynome q 
in Polynome q' aus K(~1 , •.. , ~4) [x4+1, .. . , x.J über, die ein Ideal q' 
erzeugen. Es ist klar, daß es genügt, die Substitution x1 = ~1 , ••• , 

1 Die ; 1 , ...• ; 4 können also als Unbestimmte aufgeiaßt werden (wir hätten 
sie auch etwa t1 , ... , t4 nennen können), die übrigen; als algebraische Funktionen 
dieser Unbestimmten. 
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xd = ~d in den Basispolynomen q1 , .•. , q, auszuführen; die entstehen
den Polynome q", ... , q; erzeugen dann das Ideal q': 

q' = (q;,' ... ' q;). 
Das Ideal q' besteht offenbar aus den Polynomen q', dividiert durch 
beliebige von Null verschiedene Polynome q; in ~1 •... , ~d; denn die 
Polynome q' bilden ein Ideal in K[~1 , ... , ~d• xd+l, ... , x,J, und um 
das dadurch erzeugte Ideal in K (~1 , ... , ~d) [ xd+ 1 , ... , xn] zu er-
halten, braucht man nur noch die Nenner q; zuzulassen. 

In derselben Weise wie q' aus q entsteht aus tJ ein IdeallJ', und über
haupt aus jedem Ideal m = (/1 , ... , I,) ein Ideal m' = Ui, ... , I;). 

Geometrisch bedeutet die Substitution x 1 = ~1 , ... , Xa = ~d, daß 
man alle auftretenden Mannigfaltigkeiten mit dem linearen Raum 
x1 = ~1 , ... , xd = ~d schneidet, der durch den allgemeinen Punkt der 
Mannigfaltigkeit von q gelegt wird. 

Wenn I (x1 , ••• , xn) ein Polynom ist und wenn I (~1 , ••• , ~d, xd+ 1 , •.• , xn) 
zu q' gehört, so ist nach dem Vorigen 

I(~ x) = __ q' __ = q_(~. x) q(x) == O(q), 
' rp(~l•'"'.;<l) rp(.;) 

also q(~. x) = q;(~)l(~. x). 

Daraus folgt wegen der algebraischen Unabhängigkeit der ~1 , •.• , ~d 

q(x) = q;(x)l(x) = O(q). 

Aus q; (~) + 0 folgt aber q; (x) $ 0 (lJ), mithin 

l(x) = O(q). 

Um also zu entscheiden, ob ein Polynom I (x) zu q gehört, braucht man 
nur zu untersuchen, ob das entsprechende/' = I (~1 , ... , ~d, xd+ 1 , ... , xn) 
zu q' gehört. q' bestimmt also q eindeutig 1• 

Wir behaupten nun: Das Ideal q' in K(~1 , ... , ~d)[xd+ 1 , ... ,xnJ 
ist primär; das zugehörige Primideal ist lJ'; der Exponent von q' ist gleich 
dem von q; die allgemeine Nullstelle von lJ' ist {~d+ 1, ... , ~n}, und die 
Dimension von lJ' ist Null. 

Beweis: Um zu zeigen, daß q' primär und lJ' das zugehörige Prim
ideal ist, genügt es, folgende drei Eigenschaften nachzuweisen: 

1. Aus 1(~. x) g(~. x) = O(q') und 1(~. x) =t: O(lJ') folgt g(~. x) 
= O(q'). 

2. Aus 1(~. x) = O(q') folgt 1(~. x) == O(lJ'). 
3. Aus 1(~. x) = O(lJ') folgt 1(~. x)l! = O(q'). 

1 Dasselbe gilt, wie der Beweis zeigt, von jedem anderen Primärideal t mit 
der Eigenschaft, daß x1 , ... , xd modulo dem zugehörigen Primideal ~ unabhängig 
sind, d. h. daß aus rp (x1 , •.. , xd) t 0 folgt rp $ 0 (ß). Gibt es dagegen ein 
rp (x1 , ... , xd) ot• 0 in 1!, so ist rp (x)~ = 0 (t), mithin 

1 = rp(~)-!!rp(~)!! = O(t'), 
mithin wird t' das EinheitsideaL 

s• 
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In allen drei Eigenschaften kann man I und g als ganz rational in 
E1 , ..• , E" voraussetzen, da man sie andernfalls nur mit einem passenden 
tp(E) zu multiplizieren braucht. Dann kann man vermöge der obigen 
Bemerkung überall die E durch die x, q' durch q, .j>' durch .j) ersetzen; 
denn z. B. I (E, x) = 0 (q') ist äquivalent mit I (x) = 0 (q), usw. Nach 
dieser Ersetzung besagen aber 1., ·2., J. nichts anderes als, daß q primär 
und .j) das zugehörige Primideal ist, was wir schon wissen. Zugleich ist 
gezeigt, daß die Exponenten von q' und q übereinstimmen. 

Um zu zeigen, daß {E11+1, ... , En} die allgemeine Nullstelle von .j)' 
ist, haben wir nur zu beweisen, daß aus 

f(E1 •... , E". E"+,, ... , En) = o, 
wo I rational in E1, ... , E", ganzrational in E11+1 , ••• , En ist, folgt 

I(E, x) = O(.j>') 
und umgekehrt. Wiederum kann I ganzrational in E1 , •.. , E" voraus
gesetzt werden. Dann ist aber I (E, x) = 0 (l:l') äquivalent mit I (x) = 0 (-!>); 
also erledigt sich dieser Teil der Behauptung durch die Bemerkung, daß 
{E1 , ..• , En} die allgemeine Nullstelle von .j) ist. 

Die Nulldimensionalität von .j)' folgt schließlich aus der Tatsache, 
daß Et~+l• ... , En algebraisch in bezugauf K(E1, ... , E") sind. Damit 
sind alle Behauptungen bewiesen. 

In derselben Weise kann man auch zeigen, daß, wenn q eine Primär
komponente eines Ideals m = (/1 , •.. , 1,) ist, auch q' eine Primär
komponente des entsprechenden Ideals m' = (Ii, ... , I;) ist. 

Denn wenn m = [ q, q2 , ••• , q,] eine unverkürzbare Darstellung von m 
durch größte Primärkomponenten ist, so folgt m' = [q', q~ .... , q;], weil 
man die Polynome f(E. x) von m' und von [q', q~, ... ] durch Multi
plikation mit passenden Polynomen tp (E1 , .•• , E") =F 0 in solche Aus
drücke g(E, x) verwandeln kann, daß g(x1 , •• • , x", x"+l• .. . , x") zum 
bzw. zu q und q1 , •.. , q, gehört. Wäre nun in der Darstellung m' 
= [ q', q2, ... , q~ das q' überflüssig, so wäre [ q2, ... , q~ = 0 ( q') . Wenn 
man m1 = [q1 , ... , q,] setzt, so würde folgen mi = [q2, ... , q;] = O(q'). 
Istfein beliebiges Element von m1 , so wäre I'= O(mi) = O(q'), mithin 
I = 0 ( q) . Also würde folgen m1 = 0 ( q) ; d. h. q wäre in der Darstellung 
von m überflüssig, entgegen der Annahme, daß die Darstellung von m 
unverkürzbar ist. In der Darstellung m' = [q', q2 •... , q;] ist also q' 
nicht überflüssig. Läßt man die evtl. überflüssigen q~ weg, so bleibt 
eine unverkürzbare Darstellung, in der q' vorkommt. Ist weiter .j),. 
das zu q~ gehörige und somit .j)~ das zu q~ gehörige Primideal, so ist 
.j> =f .j),. und daher auf Grund der früher (Fußnote S. 67) bemerkten Ein
deutigkeit .j)' =f .j)~. Im Fall .j)~ = o, wo die Eindeutigkeit nicht mehr 
gilt, ist ebenfalls .j)' =f .j)~. Also ist in der Darstellung von m' das Primär
ideal q' das einzige zu .j)' gehörige. Das heißt aber, q' ist eine Primär
komponente von m'. 
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Ist q sogar eine isolierte Komponente von m, so ist auch q' eine 
isolierte Komponente von m', was man in ähnlicher Weise leicht einsieht. 

Die entwickelte Methode der Reduktion aller Primärideale auf null
dimensionale gibt uns die Mittel in die Hand, von einem gegebenen 
Polynom I zu entscheiden, ob es einem gegebenen Ideal m = (/1 , ... , 1,) 
angehört, vorausgesetzt, daß einmal die Zerlegung von m in Primär
komponenten 

m = [qi, .... q,] 

gegeben ist. Wir suchen nämlich zu jeder Primärkomponente q das zu
gehörige nulldimensionale q', erweitern dann den Körper K (~1 •... , ~d) 
so, daß q' in lauter Primärideale q~ mit je nur einer Nullstelle a<v> zer
fällt, und untersuchen nach der Methode von§ 96 mittels der ,.NOETHER
schen Bedingungen" 

( 1) 

ob das Polynom j' den Idealen q: = (q', v:e) und demnach auch dem 
Ideal q' angehört. Da die Nullstellen der V~ konjugiert in bezug auf 
K (~1 •... , ~d) sind, so sind auch die v: und somit die q~ konjugiert in 
bezug auf K (~1 •... , ~d); es genügt also, zu jedem q' ein q: zu unter
suchen. Man braucht also auch nur eine Nullstelle eines jeden q' zu 
adjungieren. Nun ist {~d+I• ... , ~"}eine solche Nullstelle. An die Stelle 
von v: tritt also das Primideal 

lJ~ = (xd+l- ~d+l• · · · • Xn- ~n); 

statt der Bedingung (1) können wir die bequemere 

(2) /' =: O(m', V~) 

benutzen, denn (2) ist auch notwendig für I = 0 ( m), und aus (2) folgt ( 1) 
sofort. Die Bedingung (2}, die für jede Primärkomponente q von m 
erfüllt sein muß, ist unter dem Namen Kriterium von HENTZELT oder 
Hentzeltscher Nullstellensatz bekannt. 

Ist speziell q eine isolierte Komponente von m, also q' eine isolierte 
Komponente von m', so kann man wie in § 90 den Exponenten (! aus 
der Bedingung 

bestimmen. 
Aus den Bedingungen (1) für I= O(q) erhellt am klarsten die eigent

liche geometrische Bedeutung der Primärideal~: Die Zugehörigkeit zu 
einem Primärideal stellt gewisse Anforderungen an die Anfangsglieder 
der Entwicklung des Polynoms I nach Potenzen von x1 - ~1 •.•. , Xn - ~n 
für einen allgemeinen Punkt ~ einer irreduziblen Mannigfaltigkeit ID'l, 
z. B. die Anforderung, daß I in diesem allgemeinen Punkt verschwin
den soll, oder die, daß die Hyperfläche I= 0 in diesem allgemeinen 
Punkt eine andere ID'l enthaltende Hyperfläche berühren soll, usw. 
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Aufgaben. 1. Mit der Methode der Reduktion aufnulldimensionale 
Ideale beweise man, daß jedes (n - 1)-dimensionale Primärideal in 
K [ x1 , ••. , x,.] ein Hauptideal ist. 

2. Jedes ungemischte (n -1)-dimensionale Ideal in K[x1 , ..• , x,.] 
ist ein Hauptideal und umgekehrt. 

§ 98. Ungemischte Ideale. 
Bei ungemischten Idealen, bei denen alle Primärkomponenten dieselbe Di

mension d haben, sind alle diese Primärkomponenten automatisch isoliert; ihre 
Mannigfaltigkeiten und deren allgemeine Punkte erhält man sofort mittels der 
Eliminationstheorie (§ 78), und die Kriterien für I= o(m) sind aus dem vorigen 
Paragraphen in einfacher Form zu entnehmen. Es ist also sehr wichtig, für gewisse 
Ideale die Ungemischtheit von vornherein feststellen zu können. Wir werden zu
nächst einige Kriterien aufstellen, mit denen man entscheiden kann, ob ein Ideal 
nulldimensionale Komponenten besitzt. 

Ist m = (11 , .•. ,1,) ein Ideal in o = K[x] und IDl das von m erzeugte Ideal 
(mit derselben Basis) in D = .Q[x], wo .Q ein passender (am bequemsten algebraisch
abgeschlossener) algebraischer Erweiterungskörper von K ist, so ist nach dem 
HUfssatz von § 96 der Durchschnitt IDl n o gleich m. Ist !ln in Primärkomponenten 
zerlegt: 

(1) 

so ist 

!ln = [01 , 0 2 •••• , 0.] . 

m = IDl n o = [01 • D2 •••• , D,, o] 

(2) = [01 n o. D2 n o, ... , 0, n o] .' 
Es gilt nun: 
Wenn 0 primdr ist zum Primideal \ß, so ist 0 n o primdr im Ring o zum 

Primideal \ß n o. z 
Den Beweis führt man mühelos auf Grund der bekannten drei Kriterien: 

1. aus 

2. aus 

3. aus 

lg=o(Dno).l$:0(\ßno) folgt g=o(C.no); 

1 = o(Dn o) folgt 1 = o(\ß n o); 

1 = o(\ß n o) folgt Ii! = o(D n o) 

für I und g aus o. 
Weiter: Ist ~ die allgemeine Nullstelle von \ß (in einem Erweiterungskörper von 

.Q), so ist ~zugleich die allgemeine Nullstelle von \ß n 0. Denn wenn \13 aus allen 
Polynomen von D mit der Nullstelle ~ besteht, so besteht \ß n o aus allen Poly
nomen von o mit der Nullstelle ~. 

Folgerung. Die Dimension von \ß ist gleich der von \13 n o. 
Wenn also !ln nach (1) ein Durchschnitt von Primäridealen bestimmter Di

mensionen ist, so ist IDl nach (2) ein Durchschnitt von Primäridealen derselben 
Dimensionen. Insbesondere: Hat m keine nulldimensionale Komponente, so hat 
auch m keine, und ist !ln ungemischt, so gilt dasselbe von m. (Die Umkehrung 
gilt auch, ist aber nicht so leicht zu beweisen und für uns ohne Wichtigkeit.) 

1 Von den Idealen Dv n o werden im allgemeinen einige miteinander identisch 
werden. Zwei (in bezug auf K) konjugierte D. haben nämlich denselben Durch
schnitt mit o. 

z Um Mißverständnissen vorzubeugen, weise ich darauf hin, daß die Um
kehrung nicht gilt: wenn Dn o primär ist, braucht 0 es nicht zu sein. Es gibt 
ja (vgl. § 91) Beispiele von Primidealen m in o, die bei Erweiterung des Grund
körpers K zu .Q in verschiedene Primärkomponenten zerfallen. 
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Die Entscheidung, ob !lJt eine k-dimensionale Komponente besitzt, kann nach 
der Methode von § 97 auf die Entscheidung über nulldimensionale Komponenten 
zurückgeführt werden. Bei passender Wahl des Körpers D haben die nulldimen
sionalen Komponenten von !lJt je nur eine Nullstelle a; ihr zugehöriges Primideal 
ist ~ = (x1 - a1 , ... , x,.- a,.), und die Entscheidung, ob eine zu ~ gehörige 
Primärkomponente vorhanden ist, hängt davon ab, ob 

ist, d. h. ob aus 

folgt 

!Ut:p = !lJt 

IP = o(!Ut) 

I= O(!Ut). 

Ist l eine beliebige Linearkombination von x1 - a1 , •.. , x,.- a,., so folgt 
aus IP E !Ut, daß insbesondere 11 = O(!Ut) ist; wenn man also beweisen kann, daß 
(für ein passend gewähltes l) aus I l = 0 (!Ut) folgt I = 0 (!Ut) , so besitzt das Ideal !lJt 
und daher auch m sicher keine nulldimensionale Primärkomponente mit der Null
stelle a. Die Beweismethode dabei ist häufig dieselbe, die im § 96 (Kleindruck) 
schon angewandt wurde, um aus x~F = H 1F 1 + H 1 F 1 auf F = G1F 1 + G2F 1 zu 
schließen. Der allgemeine Satz, den man mit dieser Beweismethode erhalten 
kann, lautet: 

Wenn das von o verschiedene Ideal (11 •••. , 1,) mit r Basiselementen eine Dimen
sion d ~ n - r hat, so ist es ungemischt (n - r)-dimensional. 

Für r = 1 ist dieser Satz aus § 95 (Aufgabe 2) bekannt; wir nehmen also 
vollständige Induktion nach r vor und nehmen an, für den Fall von r - 1 Basis
polynomen sei der Satz bei jeder Variablenzahl n richtig. 

Wir haben zu zeigen, daß das Ideal (/1 , ... , 1,) für k < n - r keine k-dimen
sionale Primärkomponente besitzt. Gesetzt, es wäre q eine solche. Nach der 
Methode des§ 97 können wir dann die Dimension von q zu Null erniedrigen; dabei 
erniedrigen sich die Variablenzahl n und die Höchstdimension d von (/1 , ... , 1,) 
genau um k, und somit bleibt die Voraussetzung d s n - r erhalten. Wir haben 
also nur noch zu beweisen, daß ein solches Ideal (/1 , ... , 1,) im Falle n - r > 0 
keine nulldimensionale Primärkomponente besitzt, und können dabei außerdem 
nach den früheren Bemerkungen annehmen, daß die fragliche nulldimensionale 
Primärkomponente nur eine Nullstelle a im (eventuell erweiterten) Grundkörper 
besitzt. 

Wir zeigen zunächst, daß unter der Voraussetzung d ~ n- r die Basispoly
nome 11 , ... , I, so gewählt werden können, daß jedes der Ideale (11 , ... , 1,) höch
stens die Dimension n - i hat. Für i = 1 und 11 =F 0 ist diese Bedingung von 
selbst erfüllt. Gesetzt, man habe schon erreicht, daß (11 , ••• , 11_ 1 ) eine Dimen
sion ~ n - i + 1 hat. In jeder der irreduziblen (n - i + 1)-dimensionalen Man
nigfaltigkeiten des Ideals (/1 , .•• , / 1_ 1) (falls es solche gibt) wählen wir einen 
Punkt, der nicht zur Mannigfaltigkeit von (h, ... , 1,) gehört. In jedem dieser 
Punkte verschwindet mindestens eins der Polynome 1 .. /,+1 • •.• , I, nicht; also 
wird eine passend gewählte Linearkombination I~ = 11 + /S1+ 1 11+1 + ... + /Sr/, 
in keinem dieser Punkte verschwinden. Diese Linearkombination wähle man als 
i-tes Basiselement statt 11 ; dann hat das Ideal (11 , •.. ,f,_1 , I~) höchstens noch 
die Dimension n- i, während das Ideal (/1 , ... , 1,) bei der Ersetzung ungeändert 
bleibt. 

Zum eigentlichen Beweis dafür, daß (11 •... , /,) in a keine nulldimensionale 
Komponente besitzt, wählen wir ein lineares Polynom 

l = (x1 - a1) + c2 (x2 - a1) + ... + c,.(x,.- a,.), 

wo die c so bestimmt sind, daß l in keiner der allgemeinen Nullstellen der (n - r)
dimensionalen zugehörigen Primideale von (/1 , ... ,/,) und der (n- r + 1)-
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dimensionalen zugehörigen Primideale von (11 , ... , 1,_ 1) den Wert Null annimmt. 
Wenn wir zeigen können, daß aus 

folgt 

so sind wir fertig. 

II = 0(11• ... ' 1.) 

/=0(11•····1.). 

Durch die Substitution 

geht l in 0 und jedes Polynom I in ein Polynom 10 = I (mod l) über. Aus der Voraus
setzung 
(3) ll = gxf1 + ... + g.l. 

folgt durch diese Substitution 

(4) 

Das Ideal Uw ... , 1.-1•0) in K[x1 , ..• , x"] ist zufolge der Wahl von l höchstens 
(n - Y)-dimensional, also nach der Induktionsvoraussetzung ungemischt (n - ,.,_ 
dimensional, und /, 0 enthält keine (n - Y)-dimensionale Mannigfaltigkeit dieses 
Ideals; also folgt aus (4) 

g.o = 0 U1o• · · ·. lr-l,o) 
und daraus 

In (3) eingesetzt, ergibt dies 

11 := h,ll, (/1, · · •• lr-J), 

l(l - h,j,) E 0 (/1, • • • • Ir-!) • 

Da das Ideal (/1 , ... , j,_1) ungemischt ist und l in den allgemeinen Nullstellen 
seiner zugehörigen Primärideale von 0 verschieden ist, so folgt 

1-h.l.=o (11, ...• 1.-J), 

I = o (/1 •.. ·. 1.) · 

Damit ist der Beweis erbracht. 
Aufgaben. 1. Wenn 11 und /1 keinen nichtkonstanten gemeinsamen Teiler 

haben und (/1 , 11) =I= o ist, so ist das Ideal (11 , 11) ungemischt (n- 2)-dimensional. 
2. Sind unter der Voraussetzungen von Aufgabe 1 in den allgemeinen Punkten 

der irreduziblen Bestandteile der Mannigfaltigkeit des Ideals (/1 , 12) die "Tangen
tialräume" der Hyperflächen /1 = 0 und Ia = 0 (hinsichtlich deren Definition vgl. 
§ 96) verschieden, so ist für f = 0 (11 , / 2) notwendig und hinreichend, daß I diese 
Mannigfaltigkeit enthält. 

3. Welche Bedingungen muß ein Polynom I erfüllen, damit es dem Ideal 

angehört? 
Weitere Sätze überungemischte Ideale findet man in dem Büchlein von F. S. 

MACAULAY: Algebraic Theory of Modular Systems. Cambridge Tracts in Mathe
matics 19, Cambridge 1916. 



XIV. Ganze algebraische Größen. 

Vierzehntes Kapitel. 

Ganze algebraische Größen. 
Die Entwicklung der Idealtheorie hat historisch zwei Ausgangs

punkte: die Theorie der ganzen algebraischen Zahlen und die Theorie 
der Polynomideale. Diese beiden Theorien haben sich aber aus ganz 
verschiedenen Problemstellungen entwickelt. Während bei den Poly
nomidealen die Bestimmung der Nullstellen und die Aufstellung der 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen für Zugehörigkeit eines 
Polynoms zu einem Ideal die zentralen Probleme sind, geht die Theorie 
der ganzen algebraischen Zahlen von der Frage der Fakterzerlegung 
aus. Zu dieser Frage kommt man z. B. durch die folgende Betrachtung. 

Im Ring der Größen a + b-y:::5, wo a und b ganze rationale Zahlen 
sind, gilt der Satz von der eindeutigen Fakterzerlegung der Elemente 
nicht. Die Zahl 9 z. B. läßt die beiden wesentlich verschiedenen Zer
legungen in unzerlegbare 1 Faktoren 

9 = 3. 3 = (2 + -v-~-5)(2- -y-.:-5) 
zu8• Diese Tatsache veranlaßte DEDEKIND (in Nachfolgung von KuM
MER, der für Kreisteilungskörper durch Einführung gewisser "idealer 
Zahlen" die Eindeutigkeit der Fakterzerlegung erzwungen hatte) dazu, 
den Bereich der Elemente zu dem der (von ihm zuerst so genannten) 
Ideale zu erweitern. Er konnte zeigen, daß in diesem Bereich jedes Ideal 
einem eindeutig bestimmten Produkt von Primidealen gleich ist. In 
der Tat ist im obigen Fall, wenn man die Primideale 

P1 = (3, 2 + y- 5). P2 = (3. 2- y-:.._-5) 
1 Daß die Zahlen 3 und 2 ± y - 5 unzerlegbar sind, folgt leicht daraus, daß 

ihre Norm (vgl. § 41) 9 ist. Wären sie zerlegbar, so müßten entweder beide Faktoren 
die Norm ± 3 oder ein Faktor die Norm ± 1 haben. Eine Zahl a + b y _:__ 5 mit 
der Norm ± 3 gibt es nicht, da dann 

a 2 + 5b 2 = ± 3 

sein müßte, was in ganzen Zahlen unmöglich ist. Eine Zahl mit der Norm ± 1 
ist aber notwendig eine der Einheiten ± 1 , da 

a• + 5b2 = ± 1 

nur durch a = ± 1 , b = 0 erfüllbar ist. 
2 Ein ähnlicher Sachverhalt ist uns schon früher beim Ring der Zahlen 

a + b l' - 3 (§ 19, Aufg. 5) begegnet: dort hatte die Zahl 4 zwei verschiedene Zer
legungen. Die eindeutige Fakterzerlegung läßt sich aber in diesem Fall wieder
herstellen durch Adjunktion der Größe 

e=-t+iv-=-3 
zum Ring (vgl. § 18, Aufg. 5). Eine derartige endliche Erweiterung des Ringes 
C[y=5] innerhalb seines Quotientenkörpers ist aber, wie wir noch sehen werden, 
unmöglich. 
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einführt, wie man leicht nachrechnet: 

(2 + y- 5) = ~i; (2- Fs) =~~. 
mithin erhält man für das Hauptideal (9) die (einzige) Zerlegung 

(9) =~i~~-
In diesem Kapitel soll die "klassische" (DEDEKINDsche) Idealtheorie 

der ganzen Größen eines Körpers in moderner, von E. NoETHER1 ent
worfener axiomatischer Gestalt entwickelt werden. Die Darstellung 
setzt die allgemeine Idealtheorie des zwölften Kapitels nicht voraus, 
wenn auch auf die gegenseitigen Beziehungen immer hingewiesen 
werden soll. 

§ 99. Endliche Dl-Moduln. 

Wir betrachten Moduln in bezug auf einen (nicht notwendig kom
mutativen) Ring 91, d. h. Moduln mit 91 als (Links-) Multiplikatoren
bereich. Meist sind die betrachteten Moduln entweder in 91 selbst 
enthalten (also Linksideale in 91) oder in einem Erweiterungsring 6. 

Unter einem endlichen 91-Modul versteht man einen Modul IDl, der 
von einer endlichen Modulbasis (a1 , ••• , a") erzeugt wird oder dessen 
Elemente sich durch a1 , ..• , a11 mit Koeffizienten aus 91 und ganz
zahligen Koeffizienten linear ausdrücken lassen: 

( 1) m = r1a1 + · · · + r11 a11 + n1a1 + · · · + n11 a11 

(r,. E 91, n,. ganze Zahlen). 

(Hat 91 ein Einselement, das zugleich Einheitsoperator ist, so sind die 
Glieder n1 a1 , ... , n11 a11 natürlich überflüssig.) Man schreibt in diesem 
Fall 9R = (a1 , ••• , a11). 

Man sagt, daß für einen Modul m der Teilerkettensatz gilt, wenn 
jede Kette von Untermoduln 9R1 , 9R2 , ••• von IDl, von denen jeder 
folgende ein echter Obermodul ("Teiler") des vorangehenden ist: 

IDl1 c lm2 c ... , 

nach endlich vielen Schritten abbricht. 
Satz. Wenn für 9R der Teilerkettensatz gilt, so hat jeder Untermodul 

von 9R eine endliche Basis, und umgekehrt. 
Der Satz ist eine Verallgemeinerung des Satzes von § 84 über Ideal

basis- und Teilerkettensatz und wirdgenauso bewiesen. Da wir aber hier 
Kapitel 12 nicht als bekannt voraussetzen wollen, sei der Beweis noch 
einmal kurz angegeben: 

Um für einen Untermodul 9l eine Basis zu finden, suche man zu
nächst in 9l ein Element a1 • Ist ( a1) = 9l, so ist man fertig; sonst wähle 
man in 9l ein Element a2 , das nicht in (a1) enthalten ist. Ist (a1 , a2) = 9l, 

1 NoETHER, E.: Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen Zahl
und Funktionenkörpern. Math. Ann. Bd. 96 (1926) S. 26-61. 
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so ist man fertig; sonst bestimme man ein weiteres a3 , usw. Wenn man 
nun weiß, daß die Modulkette 

(ai) c (ai, a2) c (ai, a2 , a3) c · · · 

nach endlich vielen Gliedern abbrechen muß, so hat SJl eine endliche 
Basis. 

Wenn umgekehrt jeder Untermodul von ?.IR eine endliche Basis 
hat und 

uni c W?2 c ... 

eine Teilerkette von Untermoduln von W? ist, so ist die Vereinigungs
menge )8 aller W?~ wieder ein Untermodul, der folglich eine endliche 
Basis hat: 

)8 = (ai, ... , a,). 

Alle a~ sind aber schon in einem W?w der Kette enthalten; also ist l8 S W?,,,, 
mithin )8 = W?w. Die Kette bricht also bei W?w ab. 

Unter welchen Bedingungen nun tatsächlich für W? der Teilerketten
satz gilt, lehrt der folgende Satz: 

Wenn in ~ der Teilerkettensatz für Linksideale gilt und W? ein end
licher ~-Modul ist, so gilt in W? der Teilerkettensatz für ~-Moduln. 

Gleichbedeutend damit ist (auf Grund des vorigen Satzes): 
Wenn in ~ jedes Linksideal eine endliche Idealbasis besitzt und W? 

eine endliche ~-Modulbasis hat, so hat auch feder Untermodul von W? 
eine endliche ~-Modulbasis. 

Der Beweis ist ganz analog dem Beweis des HILBERTschen Basis
satzes (§ 84). Es sei W? = (a1, ... , ah), und es sei SJl ein Untermodul 
von W?. Jedes Element von SJlläßt sich in der Form (1) schreiben. Sind 
in dem Ausdruck (1) von den 2 h Koeffizienten ri, ... , nh die letzten 
2h - l, also die vom (l + 1)-ten bis zum (2h)-ten, alle Null, so sprechen 
wir von einem Ausdruck der Länge :S: l. Wir betrachten nun alle in SJl 
vorkommenden Ausdrücke der Länge ~l. Deren /-te Koeffizienten 
(r1 oder n1_h) bilden, wie man sofort sieht, ein Linksideal in ~oder im 
Ring C der ganzen Zahlen. Dieses Ideal hat eine endliche Basis 

( bzi , · · · , bts1) • 

Jedes b1 ~ ist letzter (l-ter) Koeffizient (r1 oder n1_h) emes gewissen 
Ausdrucks (1), den wir mit B1 ~ bezeichnen: 

B 1" = r1 a1 + · · · + b1 ~a1 oder = r1 a1 + · · · + b1"n1_h· 

Wir behaupten, daß alle diese B1• (l = 1, ... , 2h; v = 1, ... , s1) zu
sammen eine Basis für SJl bilden. In der Tat: Jedes Element (1) von SJl 
von der Länge l kann durch Subtraktion einer Linearkombination der 
B11 , ... , Bzs1 (mit Koeffizienten aus ~oder C, je nach dem Wert von l) 
von seinem letzten (l-ten) Koeffizienten befreit, d. h. auf einen Aus
druck kleinerer Länge zurückgeführt werden ; dieser kann in derselben 
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Weise weiter in seiner Länge reduziert werden, bis man schließlich nach 
wiederholten Subtraktionen von Linearkombinationen der BA. Null 
übrigbehält. Jedes Element von 9lläßt ·sich somit als Linearkombina
tion der B1y schreiben, q. e. d. Ist etwa eins der Ideale (b11 , •.• , b111) 

das Nullideal, so sind die entsprechenden B1y sogar in der Basis ganz 
entbehrlich. 

Bemerkungen. Hat lR ein Einselement, welches Einheitsoperator 
ist, so kann man in (1) wiederum die Glieder n1 a1 , ... , nhah weg
lassen und den Beweis entsprechend vereinfachen. 

Ist lR insbesondere ein Hauptidealring, so hat jedes Ideal in lR eine 
Basis aus nur einem Element; man erhält also für jedes l nur ein b1 und 
nur ein B1. Man findet also in diesem Fall eine Basis (B1 , ... , Bh) von 
ebenso vielen Basiselementen, wie die ursprüngliche Basis von 9.R ent
hielt. War die Basis (a1 , ... , ah) von 9.R linear unabhängig, so zeigt man 
sehr leicht, daß die Basis (B1 , ... , Bh) nach Weglassung derjenigen B1, 

die einem b1 = 0 entsprechen, wieder linear unabhängig ist (vgl. § 108). 

§ 100. Ganze Größen in bezug auf einen Ring. 

Es sei lR ein Unterring eines Ringes X. 
Ein Element t von X heißt ganz in bezug auf lR, wenn alle Potenzen 1 

von t einem endlichen lR-Modul (a1 , ..• , am) angehören, oder: wenn 
alle Potenzen von t sich durch endlich viele Größen a1 , ..• , am aus X 
linear in der Gestalt 

( 1) t!! = r 1 a1 + · · · + r m am + n1 a1 + · · · + nm am 
(ry E lR, ny ganze Zahlen) 

ausdrücken lassen. 
Insbesondere ist jedes Element r von lR ganz in bezug auf lR, da 

r, r2 , r3 , ••• dem lR-Modul (r) angehören. Auch das Einselement von 
X, wenn vorhanden, ist stets ganz in bezug auf lR. 

Ist X ein Körper, der also den Quotientenkörper P von lR umfaßt, 
so hängen alle Potenzen einer ganzen Größe t linear von endlich vielen 
Größen a1 , •• • , am mit Koeffizienten aus P ab; denn P enthält nicht 
nur den Ring lR, sondern auch das Einselement. Mithin gibt es unter 
den Potenzen von t nur endlich viele in bezug auf P linear unabhängige; 
t ist also algebraisch in bezug auf P. Statt "ganze Größe" sagt man 
daher auch ganze algebraische Größe. Nicht jede algebraische Größe ist 
eine ganze algebraische Größe; denn beispielsweise ist die Zahl i oder 

yf zwar algebraisch in bezug auf den Körper der rationalen Zahlen, 
aber nicht ganz in bezug auf den Ring der ganzen Zahlen. 

Ist lR ein Ring, in dem der Teilerkettensatz für Linksideale gilt, so 
gilt nach § 99 auch für die Untermoduln des endlichen IR-Moduls 

1 Unter Potenzen werden in diesem Paragraphen nur solche mit positiven 
Exponenten verstanden. 
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(a1 , ... , am) der Teilerkettensatz. Insbesondere kann also die Modul
kette (t) ~ (t' t2) ~ ••• 

nicht aus lauter verschiedenen Moduln bestehen; d. h. eine Potenz von 
t ist durch niedrigere Potenzen linear ausdrückbar: 

(2) t" = r1 t + · · · + rh_ 1th-l + n1 t + · · · + nh_ 1 t1'- 1 • 

Ist umgekehrt t ein Element von %, das bei passendem h eine Dar
stellung in der Gestalt (2) mit Koeffizienten aus ffi bzw. C gestattet, so 
kann man vermöge (2) sukzessiv auch alle höheren Potenzen von t 
linear durch die endlich vielen t, t 2 , ••• , th- 1 ausdrücken, und somit ist 
t nach unserer Definition ganz. Damit ist bewiesen: 

Gilt in dem Ring ffi der Teilerkettensatz für Linksideale, so ist das 
Bestehen einer Gleichung von der Gestalt (2) notwendig und hinreichend 
für die Ganzheit von t in bezug auf ffi. 

Die Gleichung (2) bringt, wenn% ein Körper ist, auch das Algebraisch
sein von t von neuem zum Ausdruck. Hat ffi ein Einselement, so kann 
man zu den Potenzen von t auch noch t0 = 1 hinzunehmen und außer
dem in (2) den Schwanz n1 t + · · · + nh _1 th -t weglassen; statt (2) er
hält man also die einfachere Gleichung 

th- rh-tth-1- ... - ro = o, 
deren charakteristisches Merkmal darin besteht, daß der Koeffizient 
der höchsten Potenz von t Eins ist. 

Beispiele: Ganze algebraische Zahlen sind diejenigen algebraischen 
Zahlen, die in bezug auf den Ring C der gewöhnlichen ganzen Zahlen 
ganz sind, also einer ganzzahligen Gleichung mit dem höchsten Koeffi
zienten 1 genügen. Ganze algebraische Funktionen von x1 , •.. , x,. sind 
diejenigen Funktionen aus einem algebraischen Erweiterungskörper von 
K {x1 , ... , x,.), die ganz in bezug auf den Polynombereich K [ x1 , .... x,.] 
sind; K ist dabei ein fester Grundkörper. Absolut ganze algebraische 
Funktionen von x1 , ... , x,. sind solche Funktionen, die ganz in bezug 
auf den ganzzahligen Polynombereich C[ x1 , ... , x,.] sind. 

In einem kommutativen Ring %sind Summe, Differenz und Produkt 
zweier in bezug auf ffi ganzen Größen wieder ganz. Oder: Die in bezug auf 
ffi ganzen Größen in % bilden einen Ring 6. 

Beweis: Sind alle Potenzen von s durch a1 , ... , am und alle Po
tenzen von t durch b1 , ... , b,. linear ausdrückbar, so sind alle Potenzen 
von s + t, s - t oder s · t durch a1 , ... , am, b1 , ... , b,., a1 b1 , a1 b2 , ..• , 

ambn linear ausdrückbar. 
Setzen wir nun den Teilerkettensatz für die Ideale des Ringes 6 

voraus, so können wir den Satz von der Transitivität der Ganzheit be
weisen: 

Ist 6 der Ring der ganzen Größen im kommutativen Ring% (in bezug 
auf den Unterring ffi) und ist das Element t von % ganz in bezug auf®, 
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so isttauch ganz in bezugauf ffi (d. h. in @5 enthalten). Oder anders aus
gedrückt: Genügt t einer Gleichung von der Gestalt (2) , deren Koeffizienten r. 
ganz in bezug auf ffi sind, so ist t selbst ganz in bezug auf ffi. 

Beweis: Durch wiederholte Anwendung der Gleichung (2) kann 
man alle Potenzen th+A linear durch t, t 2 , ••• , t11 - 1 ausdrücken mit 
Koeffizienten, die entweder ganze Zahlen sind oder sich aus Potenz
produkten der r. ganzrational zusammensetzen. Zu jedem r. gibt es 
endlich viele Größen aus ~. durch die sich alle Potenzen von r. linear 
mit Koeffizienten aus ffi und ganzzahligen Koeffizienten ausdrücken 
lassen; alle Potenzprodukte der r. sind also durch endlich viele Produkte 
aus diesen endlich vielen Größen linear ausdrückbar. Multipliziert man 
diese endlich vielen Produkte mit t, t2 , ••• , ra- 1 und nimmt schließlich 
noch t, t2 , ••• , ra- 1 selber hinzu, so erhält man wieder endlich viele 
Größen, durch die sich nunmehr alle Potenzen von t linear mit Koeffi
zienten aus ffi und ganzzahligen Koeffizienten ausdrücken lassen. 

Ein Ring @5 heißt ganz-abgeschlossen in einem Oberring ~, wenn jede 
in bezug auf @5 ganze Größe von ~ zu @5 gehört. Insbesondere heißt ein 
Integritätsbereich @5 ganz-abgeschlossen schlechthin, wenn er ganz
abgeschlossen in seinem Quotientenkörper 1: ist. Das bedeutet, wie 
leicht ersichtlich, daß jedes Element t von E, dessen sämtliche Po
tenzen ee sich als Brüche mit einem festen Nenner aus @5 darstellen 
lassen, selbst zu @5 gehört. Die endlich vielen Größen, durch die sich 
alle Potenzen eines ganzen t ausdrücken lassen, können nämlich stets 
auf einen gemeinsamen Nenner gebracht werden, und wenn umgekehrt 
alle Potenzen von t sich als Brüche mit Nenner s darstellen lassen, so 
sind sie alle linear durch die eine Größe s- 1 ausdrückbar. 

Aus dem vorigen Satz folgt nun, daß unter der Voraussetzung der 
Kommutativität von ~ der Ring @5 aller in bezug auf ffi ganzen Größen 
von ~ stets ganz-abgeschlossen in ~ ist1, sobald für die Ideale von @5 der 
T eiterkettensalz gilt. 

Ein hinreichendes, aber keineswegs notwendiges Kriterium für ganze 
Abgeschlossenheit eines Integritätsbereichs gibt der folgende Satz: 

Ein bctegritätsbereich mit Einselement, in dem der Satz von der ein
deutigen Primfaktorzerlegung der Elemente gilt, ist ganz-abgeschlossen in 
seinem Quotientenkörper. 

1 Derselbe Satz kann auch ohne die Voraussetzung des Teilerkettensatzes be
wiesen werden, wenn man statt dessen voraussetzt, daß !R ganz-abgeschlossen 
in seinem Quotientenkörper P und 5t ein endlicher Erweiterungskörper von P ist. 
Zum Beweis wird 5t zu einem über P Galaissehen Körper st' und 6 zum Ring 
6' der ganzen Größen von 5t' erweitert. Wenn ein Element t ganz in bezug auf 
6, also in bezugauf 6' ist, so sind es auch die konjugierten Größen von t (in be

zug auf P) und somit auch die elementarsymmetrischen Funktionen dieser kon
jugierten Größen, d. h. die Koeffizienten der definierenden Gleichung von t. Auf 
Grund der ganzen Abgeschlossenheit von !R gehören dann diese Koeffizienten 
zu !R, mithin ist t ganz in bezug auf !R und somit t E 6. 
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Beweis: Jedes Element des Quotientenkörpers läßt sich als Bruch 
ajb so darstellen, daß a und b keinen Primfaktor gemein haben. Werden 
dann alle Potenzen von afb nach Multiplikation mit einer einzigen 
Größe c von ihrem Nenner befreit, so muß ca" und daher auch c durch b" 
teilbar sein für jedes n, was nur dann möglich ist, wenn b eine Einheit 
ist und daher afb = ab- 1 zum Integritätsbereich gehört. 

Aus dem Satz folgt, daß alle Hauptidealringe (insbesondere der 
Ring C der ganzen Zahlen) sowie jeder ganzzahlige Polynombereich 
und jeder Polynombereich über einem kommutativen Körper K ganz
abgeschlossen sind. 

Aufgaben. 1. Die Einheitswurzeln eines Körpers sind stets ganz 
in bezug auf jeden Unterring. 

2. Welche Zahlen des GAUSSschen Zahlkörpers r (i) sind ganz in 
bezug auf C? Welche Zahlen des Körpers r (e) der dritten Einheits
wurzeln (e = - l + l Y - 3)? 

J. Ist der Integritätsbereich ffi ganz-abgeschlossen, so ist auch der 
Polynombereich ffi[x] ganz-abgeschlossen. 

§ 101. Die ganzen Größen eines Körpers. 

Es sei ffi ein Integritätsbereich, P sein Quotientenkörper, 1: ein 
kommutativer endlicher Erweiterungskörper von P und 6 der Ring 
der in bezugauf ffi ganzen Größen von 1:. Offenbar ist 6 Erweiterungs
ring von· ffi. Wir können die Beziehungen zwischen den Ringen ffi, 6 
und den Körpern P, 1: schematisch so darstellen: 

ffi c 6 
n n 
Pci' 

Diese Bezeichnungen werden für diesen Paragraphen festgehalten. Mit 
"ganz" ist immer gemeint: ganz in bezug auf ffi. 

Beispiele. Ist ffi der Ring der gewöhnlichen ganzen Zahlen, so 
ist P der Körper der rationalen Zahlen, I' ein Zahlkörper (endlich in 
bezug auf P) und @5 der Ring der ganzen algebraischen Zahlen des 
Körpers I'. 

Ist ffi ein Polynombereich: ffi = K[x1 , ... , xnJ. so ist P der Körper 
der rationalen Funktionen; 1: entsteht durch Adjunktion von endlich 
vielen algebraischen Funktionen, und 6 besteht aus den ganzen alge
braischen Funktionen des Körpers 1:. Usw. 

Ziel ist die Untersuchung der Idealtheorie in @5. Dazu muß, wie 
wir wissen, allererst untersucht werden, wie es sich mit dem Teiler
kettensatz für die Ideale von 6 verhält. Genauer werden wir fragen, 
ob sich der. Teilerkettensatz, falls er für ffi gilt, auf 6 überträgt. Nach 
den Sätzen des § 99 gelingt diese Übertragung, sobald eine ffi-Modul
basis für 6 gefunden ist. Das wird also unser erstes Ziel sein. 
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Zunächst ein vorbereitender Satz: 
Ist a ein Element von 1:, so ist a = sjr, wo s E 6, rE 9L 
Beweis: Das Element a genügt einer Gleichung mit Koeffizienten 

aus P. Diese Koeffizienten sind gebrochen in bezug auf ffi. Durch 
Multiplikation mit dem Produkt der Nenner verwandelt man sie in 
Größen aus ffi: 

Setzt man r0 =rund multipliziert mit rm- 1 , so kommt: 

(ra)m + rdra)m- 1 + r2 r(ra)m- 2 + · · · + rmrm-l = 0. 

Also ist ra ganz in bezug auf ffi. Setzt man ra = s, so folgt die Be
hauptung. 

Aus diesem Satz folgt, daß E der Quotientenkörper von @5 ist. 
Ist ein Element ~ganz, so sind auch alle Konjugierten von ~ (in einem 

über P Galaissehen Erweiterungskörper von E) ganz. 
Beweis: Die endlich vielen Größen von 1:, durch die sich alle 

Potenzen von ~ nach Voraussetzung linear ausdrücken .lassen, gehen 
bei einem Isomorphismus von E über in endlich viele Größen, durch 
die sich alle Potenzen einer beliebigen Konjugierten von ~ linear aus
drücken lassen. 

Da Summen und Produkte ganzer Größen wieder ganz sind, so sind 
auch die elementarsymmetrischen Funktionen von ~ und seinen Kon
jugierten ganz. Daraus folgt: 

Wenn in der über P irreduziblen Gleichung, der eine ganze Größe ~ 
genügt, der höchste Koeffizient gleich 1 gewählt wird, so sind alle übrigen 
Koelfizienten ganz in bezugauf ffi. Ist insbesondere ffi ganz-abgeschlossen 
in P, so liegen alle diese Koeffizienten in ffi. 

Dieser Satz gibt bei ganz-abgeschlossenem ffi das bequemste Mittel, 
zu untersuchen, ob eine Größe ~ ganz ist: Man braucht nicht mehr 
alle Gleichungen zu bilden, denen ~ genügt, und nachzusehen, ob es 
darunter eine Gleichung mit ganzen Koeffizienten gibt; sondern es 
genügt, die eine irreduzible Gleichung mit höchstem Koeffizienten 1 
zu nehmen. Sind ihre Koeffizienten ganz, so ist ~ es auch; sonst nicht. 

Wir machen nun die folgenden einschränkenden Annahmen: 
I. m sei ganz-abgeschlossen in seinem Quotientenkörper p. 

II. In ffi gelte der Teilerkettensatz für Ideale. 
III. E sei eine separable Erweiterung von P. 
Aus III folgt nach § 40, daß E von einem "primitiven Element" a 

erzeugt wird: I= P (a). Nach dem obigen Satz ist a = _!_ (s E @5, r E ffi); ,. 
also erzeugt auch die ganze Größe s den Körper. s genügt einer Glei
chung n-ten Grades, wo n der Körpergrad (E/P) ist. Jedes Element ~ 
von E läßt sich darstellen in der Gestalt: 

( 1) 
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Ersetzt man in (1) s durch seine Konjugierten s. (in einem E um
fassenden G ALOisschen Erweiterungskörper von P), von denen es nach 
§ 38 genau n gibt, so erhält man für die Konjugierten ~. von ~ die 
Gleichungen 

11=1 

(2) ~. = ~ (!~;S;, (v = 1, 2, ... , n). 
0 

Die Determinante dieses Gleichungssystems ist: 

D = s! 1 = ll (s;.- s1,), 
J.<l• 

nach dem VANDERMONDEschen Determinantensatz. Ihr Quadrat ist 
eine symmetrische Funktion der s. und daher in P enthalten. Da 
weiter die Konjugierten s. alle verschieden sind, ist D d, 0. Man kann 
also das Gleichungssystem (2) auflösen: 

1: skV ~. 
(!~:=. -/J--, 

wo die S~:v und D Polynome in den s., also ganz in bezug auf ffi sind. 
Multiplikation dieser Gleichung mit D 2 ergibt: 

D 2 (!~: = 2: D Stv ~ •. . 
V 

Nehmen wir nun an, ~ sei Element von 6, also ganz, so sind auch 
die ~. und damit die rechte Seite von (3) ganz. Die linke Seite aber 
ist ein Element von P. Wegen der ganzen Abgeschlossenheit von 9't 
in P muß also D2e,. in ffi liegen. Setzt man D2 (!~: = r~;, so wird 
(!1: = r,.D- 2 upd daher nach (1) 

tl-1 

~ = 2:r~:D- 2 s". 
u 

Jedes Element~ von 6 läßt sich also durch n- 2 s0, D- 2 s1, ... , n- 2 sn-t 
linear mit Koeffizienten aus 9't ausdrücken. Mit anderen Worten: 6 ist 
enthalten in dem endlichen 9't-Modul 

ID1 = (D-2so, n-2s', ... , n-2sn-'). 

Daraus folgt nach den Sätzen von § 99, daß 6, sowie feder Unter
modul von 6 und insbesondere fedes Ideal in 6 eine endliche Modul
basis in bezug auf 9't besitzt oder, was damit gleichbedeutend ist, daß 
für die 9't-Moduln und insbesondere für die Ideale in 6 der Teilerketten
salz gilt. Ist speziell 9't ein Hauptidealring, so besitzen sogar 6 und 
jeder Untermodul von 6 eine linear unabhängige 9't-Modulbasis. 

Dasselbe Ergebnis gilt auch dann noch, wenn III nicht erfüllt ist, also :E eine 
Erweiterung zweiter Art (von der Charakteristik p) ist, vorausgesetzt, daß der 

I 

Wurzelring !R;, der (ähnlich wie im § 39 der Wurzelkörper) aus den p-ten Wurzeln 
der Elemente von !H besteht, endlich in bezug auf !R ist. Dies trifft in allen prak
tisch interessanten Fällen zu. Ist z. B. !Rein Polynombereich: !R = K [x1 , ••• , x.], 

v. d. Waerden, Moderne Algebra II, 2. Aufl. 6 
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und K aus dem Primkörper II entstanden durch Adjunktion von endlich vielen 
algebraischen oder transzendenten Größen 0 1 , •.. , it,: 

K = Il(1t1 • .•• ,it,). 
so ist 

1 1[1 1] ro-,, = Kli X-,, ,. P 
U\ 1 ' ... I ...... 

1 

'I 1)[1 1] =II(~tr .... ,/t: x(, ... ,x:; 

also hat ffi" eine endliche ffi-Modulbasis, bestehend aus den Elementen 

.n.x,:p .a.x,:p xß,:p xPK:p (0 ;;;;; oc, < p ·) 
v! ' ... ' vr ' 1 ' ... ' n 0 ~ ßk < p . 

Ist die Endlichkeitsbedingung an Stelle von Jll erfüllt, so beweist man die End· 
lichkeit von 6 folgendermaßen: 

Zunächst folgt aus der Endlichkeit von ffil: P in bezug auf ffi vermöge der 
Isomorphie ffi ~ ffil:p (vgl. § 39) auch die Endlichkeit von ffil:p' in bezug auf 
ffil:p, usw. So fortfahrend, erschließt man schließlich die Endlichkeit von ffil:p' 
in bezug auf ffi. 

Es sei nun LI die größte separable Erweiterung von P, die in I: enthalten ist. 
Es sei e der Exponent von I:. Dann liegt I: zwischen ,1 und Lll:p•. 

Ist il der Ring der ganzen Größen in il, so ist i)l:p• der Ring der ganzen 
Größen in Lll:p•; denn ein Element von Lll:p• ist dann und nur dann ganz, wenn 
seine P'-te Potenz es ist. Der Ring 6 liegt somit zwischen i) und '1)1: P'. '.I) ist 
endlich in bezug auf ffi nach dem obigen Beweis, da es sich h1er noch um eine 
separable Erweiterung handelt. Wegen der Isomorphie 

'.I)::': 'l)l:p< 

ist somit '.I)l:p• endlich in bezug auf ffil:p•. Aber ffil:p• ist nach Voraussetzung 
endlich in bezugauf ffi; daher ist auch '.I)l:p• endlich in bezugauf ffi. Wie vorhin 
ist also 6 in einen endlichen IR-Modul eingebettet. Von hier an gelten alle unsere 
früheren Schlüsse. 

Unter einer 'iR-Ordnung in I versteht man einen Unterring von I, 
der 'iR umfaßt und endlicher 'iR-Modul ist. Nach dem Obigen ist 6 
eine 'iR-Ordnung und jeder Ring zwischen 'iR und 6 auch. Umgekehrt 
folgt aus der Ganzheitsdefinition sofort, daß jede 'iR-Ordnung % in I 
aus lauter ganzen Größen besteht, d. h. in 6 enthalten ist. Mithin 
kann man 6 charakterisieren als die umfassendste 'iR-Ordnung in I. 
Man nennt 6 auch die Hauptordnung des Körpers I. Wenn von 
,.Idealen des Körpers", ,.Einheiten des Körpers" usw. die Rede ist, 
so sind damit immer die Ideale von 6, die Einheiten von 6 usw. 
gemeint. Nach § 100 ist 6 ganz-abgeschlossen in I. 

Die Ergebnisse dieses Paragraphen gelten größtenteils ungeändert, wenn I: 
nicht ein Körper, sondern ein kommutatives hyperkomplexes System über P 
ist, welches dargestellt werden kann als eine Summe von Körpern, die sich gegen
seitig annullieren. Sie gelten aber nicht mehr für nichtkommutative hyper
komplexe Systeme über P, und zwar scheitert die Sache hauptsächlich daran, 
daß die Summe zweier ganzer Größen nicht mehr ganz zu sein braucht. Die Ge
samtheit der ganzen Größen ist daher keine Ordnung. Wohl besteht jede Ordnung 
aus lauter ganzen Größen, aber es gibt nicht eine alle Ordnungen umfassende 
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Hauptordnung. Unter passenden Voraussetzungen über I: gibt es verschiedene 
maximale ffi-Ordnungen, so daß jede ffi-Ordnung und auch jedes ganze Element 
in mindestens einer maximalen ffi-Ordnung enthalten ist. Über die Idealtheorie 
dieser maximalen ffi-Ordnungen siehe M. DEURING, Algebren. Ergebn. Math. Bd. 4, 
Heft 1 (1935). 

In allen 9l-Ordnungen von I gilt nach dem soeben Bewiesenen der 
Teilerkettensatz. Daher gelten für diese Ordnungen auch die Zer
legungs- und Eindeutigkeitssätze der §§ 87 und 88 (Darstellung aller 
Ideale als Durchschnitte von Primäridealen). 

Eine große Vereinfachung dieser Idealtheorie tritt nach § 90. Schluß, 
dann ein, wenn jedes vom Nullideal verschiedene Primideal der Ord
nung o teilerlos ist. Der folgende Satz gibt an, wann das der Fall ist: 

Ist in 9l jedes Primideal =!= (0) teilerlos, so ist auch in jeder 9l-Ordnung 
o jedes Primideal =!= (0) teilerlos. 

Beweis: Es sei lJ ein Primideal in o, das ein von Null ver
schiedenes Element t enthält. t genügt einer Gleichung niedrigsten 
Grades mit Koeffizienten aus 9l und höchstem Koeffizienten Eins: 

t" + a1 t" - 1 + · · · + a,. = 0, 

in der a11 =!= 0 sein muß, da sonst die ganze Gleichung durch t gekürzt 
werden könnte. Es folgt a,. = O(t) == O(lJ), also gehört a11 dem Durch
schnitt lJ n 9l an. Dieser Durchschnitt ist ein Primideal in 9l, denn 
wenn ein Produkt zweier Elemente von 9l zu 9l n lJ, also zu lJ gehört, 
so muß ein Faktor zu lJ, also zu 9l n lJ gehören. Da a,. zum Prim
ideal 9l n lJ gehört, ist dieses Primideal vom Nullideal verschieden, 
also teilerlos. 

Ist nun a ein echter Teiler von lJ, u ein Element von a, das nicht zu 
lJ gehört, so genügt u wieder einer Gleichung 

ul + bl ul- 1 + . . . + bz = 0 • 

also auch einer Kongruenz niedrigsten Grades 

u" + c1 u"- 1 + · · · + ck = O(V). 
in der wiederum cA: $ 0 (lJ) sein muß, da sonst Kürzung durch u mög
lich wäre. Es folgt nun cA: == 0 (u) = 0 (a), also gehört cA: dem Durch
schnitt a n 9l an, ohne zu lJ n 9l zu gehören. Dieser Durchschnitt 
an 9l ist also ein echter Teiler von lJ n m, mithin gleich dem Einheits
ideal 9l. Also enthält a das Einselement, mithin ist a = o, q. e. d. 

Die Voraussetzungen dieses Satzes sind insbesondere dann erfüllt, 
wenn 9l ein Hauptidealring (Ring der ganzen Zahlen, Polynombereich 
einer Variablen) ist. Dann gilt also für o der Satz, daß jedes von Null
und Einheitsideal verschiedene Ideal sich eindeutig als Produkt von 
teilerfremden und von o verschiedenen Primäridealen darstellen läßt. 

Für die Hauptordnung ® gilt aber, wie wir sehen werden, noch 
mehr: Die Primärideale sind Primidealpotenzen, also jedes Ideal Pro
dukt von Primidealpotenzen. Wir werden für dieses Hauptresultat der 

6* 



84 XIV. Ganze algebraische Größen. 

"klassischen" DEDEKINDschen Idealtheorie wegen seiner Bedeutung für 
die Theorie der Zahlen- und Funktionenkörper eine direkte Begründung 
geben, ohne auf den Begriff des Primärideals und auf die allgemeine 
Idealtheorie Bezug zu nehmen. Das soll im nächsten Paragraphen 
nach einer von W. KRULL 1 angegebenen Methode geschehen. 

Aufgaben. 1. Ist ffi ein Hauptidealring, {w1 , ... , wn) die in diesem 
Fall stets existierende linear unabhängige Basis einer Ordnung o und 
sind (wii>, ... , w~>) die konjugierten Basen in einem GALOISschen Er
weiterungskörper von P, so ist die "Körperdiskriminante" 

I 
'11 (!) '2 w! ... Wn I 

D= ········· 
j w'{'' ... w~:'' 

ganz, rational und von Null verschieden. 
2. Es sei E = P ( yd) und ffi ganz-abgeschlossen in P. Zu beweisen: 

Alle und nur die Zahlen ~ = a + b yd sind ganz in bezug auf ffi, deren 
Spur und Norm: 

S(~) = ~ + e = (a + b {d) +(a-b fd) = 2a, 

N (~) = ~. ~' = (a + b fd) (a - b (d) == a2 - b2d 

beide zu ffi gehören. 
). Ist, in Aufgabe 2, ffi = K[x] ein Polynombereich einer Unbestimm

ten und dein Polynom, das keine mehrfachen Faktoren enthält, so ist 
~ = a + b y d nur dann ganz, wenn a und b zu ffi gehören. 

4. Ist, in Aufgabe 2, ffi = C der Ring der ganzen Zahlen und d eine 
quadratfreie ganze Zahl, so besteht eine Basis der Hauptordnung im 
Fall d $ 1 (4) aus den Zahlen 1,fd; im Fall d = 1 {4) aus den Zahlen 1, 
1 + y'd 

2 

§ 102. Axiomatische Begründung der klassischen Idealtheorie. 

Es sei o ein Integritätsbereich (kommutativer Ring ohne Nullteiler), 
in dem folgende drei Axiome erfüllt sind : 

I. Der Teilerkettensatz für Ideale. 
II. Alle vom Nullideal verschiedenen Primideale sind teilerlos. 

111. o ist ganz-abgeschlossen im Quotientenkörper E. 
Beispiele von solchen Ringen sind: 1. die Hauptidealringe; 2. die 

Hauptordnungen, die bei endlicher Erweiterung des Quotientenkörpers 
nach dem Schema von § 101 aus Hauptidealringen hervorgehen (ins
besondere also die Hauptordnungen in Zahlkörpern und Funktionen
körpern einer Veränderlichen). 

1 KRULL, W.: Zur Theorie der allgemeinen Zahlringe. Math. Ann. Bd. 99 
(1928) s. 51-70. 
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Elemente von E, die ganz in bezug auf o sind, also nach III in o 
liegen, werden einfach ganz genannt. Insbesondere ist das Einselement 
von I: stets ganz, mithin ist o ein Integritätsbereich mit Einselement. 

Wir betrachten nun neben den Idealen von o (oder o-Moduln in o) 
noch o-Moduln in 1:, d. h. Untermengen von 1:, die mit a und b auch 
a- b, mit a auch ra (wo r ganz ist) enthalten. Falls ein solcher o-Modul 
eine endliche Modulbasis hat, nennt man ihn auch gebrochenes Ideal. 
Besteht ein o-Modul a aus lauter ganzen Größen (a So), so ist er ein 
Ideal im gewöhnlichen Sinn oder, wie wir jetzt sagen, ein ganzes Ideal. 

Unter der Summe oder dem G. G. T. (a, b) zweier o-Moduln a und b 
verstehen wir (wie bei Idealen) den Modul aller Summen a + b mit 
aEa, bEb; ebenso unter dem Produkt ab den von allen Produkten ab 
erzeugten Modul oder die Gesamtheit aller Summen ~a~b •. 

Summen und Produkte von o-Moduln mit endlicher Basis haben 
wieder endliche Basis. 

In den folgenden Sätzen bezeichnen die deutschen Buchstaben aus
schließlich ganze, vom Nullideal versch.iedene Ideale in o, während der 
Buchstabe ~ immer ein Primideal + (0) angibt. 

Hilfssa tz 1. Zu jedem Ideal a gibt es ein Produkt von Primidealen ~i• 
T eitern von a, welches durch a teilbar ist: 

~~~~ ... p, = o(a) .1 

Erster Beweis: Setzt man den allgemeinen Zerlegungssatz (§ 87) 
als bekannt voraus, so hat man: 

• 

a = [ql, ... , q,], 

~fj = O(qi), 

IIPfj = O([qJ, ... , q.]) = O(a). 
1 

Zweiter Beweis: Ohne Benutzung von Primäridealen kann man 
folgendermaßen schließen. 

Ist a prim, so ist der Satz richtig. Ist a nicht prim, so gibt es ein 
Produkt zweier Hauptideale b c so, daß 

bc=O(a), bcto(a), l~:O(a). 

Die Ideale 6' = (b, a), c' = (c, a) sind echte Teiler von a, und es ist 

b'c' = (b, a) · (c, a) = (bc, 1111, a c, ll 2) = o(a, a, n) = o(a). 

Setzt man nun den Satz für die Ideale 6' und c' als richtig voraus, so 
gibt es ein Produkt ~1 .•• p, = 0 (b') und ein anderes Pr+ 1 ••• t.J, = 0 (c'). 
Das Produkt p1 •.. p,1Jr+ 1 ••• p, ist dann =O(b' · c') = O(a) und somit 
gilt der Satz auch für a. Wäre der Satz also für ein Ideal a nicht gültig, 
so würde er für einen der beiden echten Teiler b' oder c' auch nicht 

1 Der Satz beruht ausschließlich auf dem Teilerkettensatz, 
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gelten; dieser hätte in derselben Weise wieder einen echten Teiler, für 
den der Satz nicht gälte, usw.; so erhielte man eine unendliche Kette 
von echten Teilern, was nach Axiom I unmöglich ist. Also gilt der 
Satz für jedes Ideal a. 

Hilfssa tz 2. Ist ll prim, so folgt aus a ~ = 0 (ll), daß a = 0 (ll) oder 
~ = 0 (ll) ist 1• 

Beweis: Wäre a $ O(ll) und ~ $ O(ll). so gäbe es ein Element a 
von a und ein Element b von ~, die beide nicht zu ll gehörten. Das 
Produkt ab würde in ab, also in llliegen, im Widerspruch zu der Prim
idealeigenschaft von ll· 

Mit ll-1 bezeichnen wir die Gesamtheit der (ganzen oder gebrochenen) 
Größen a, für die allganz ist 1• Offensichtlich ist ll- 1 ein o-Modul. 

Hilfssatz 3. Ist ll =F o, so liegt in ll- 1 ein nicht ganzes Element. 
Beweis : Es sei c ein beliebiges von Null verschiedenes Element 

von ll· Nach Hilfssatz 1 gibt es ein Produkt von Primidealen 

ll1ll2 · · · llr = O(c). 

Wir können annehmen, daß dieses Produkt unverkürzbar sei, d. h. daß 
kein Teilprodukt wie ll2 ... llr = 0 (c) ist. Da das Produkt ll 1ll2 •• ·llr 
durch ll teilbar ist, so muß ein Faktor, etwa ll1 , durch ll teilbar und 
daher gleich ll sein. 

Mithin ist 
VV2 ... Vr = O(c), 

Vz · · · Vr $ 0 (c) · 

Es gibt also ein nicht zu (c) gehöriges Element b in V2 ••• Vr· Für 
dieses gilt b ( ) ( ) s V = o V V2 ... V, = o c . 

Also ist ll ~ ganz; daher liegt ~ in ll- 1 • Aber wegen b $ 0 (c) ist !!_ 
& & c 

nicht ganz, q. e. d. 
Satz 1. Ist V =F o , so ist 

v·v-1=0. 
Beweis: Nach Definition von v- 1 ist o So V- 1 , mithin ll = ov 

s v-Iv. Das ganze Ideal vv-1 ist also Teiler von v. mithin entweder 
= V oder = o. Angenommen, es wäre 

V· V- 1 =V· 
Daraus würde folgen: V· (V- 1) 2 = (VV- 1)V- 1 = VV- 1 =V und ebenso 
V(V- 1) 3 = v. usw. Ist also a + 0 ein beliebiges Element von ll und b 

1 Vgl. § 86. 
2 Mit a~ ist die Gesamtheit alll'r Produkte ac mit cEp gemeint. 
s Auch diese Schlußweise kann abgekürzt werden, wenn man die allgemeine 

Idealtheorie als bekannt voraussetzt. Ist nämlich c = 0(~), so kommt ~ unter 
den zugehörigen Primidealen von (c) vor, also ist nach § 88 (c) :~ =f (c), d. h. es 
gibt ein nicht zu (c) gehöriges Elefi!ent b, so daß ~b = O(c) ist. 
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eins von ~- 1 , so ist ab'E~(~- 1)' ganz, mithin sind alle Potenzen von b 
als Brüche mit dem festen Nenner a darstellbar. Also ist b ganz. Das 
gilt von jedem b aus ~- 1 , entgegen Hilfssatz 3. 

Jetzt sind wir imstande, den Hauptsatz über die Faktorzerlegung 
zu beweisen: 

Satz 2. Jedes Ideal a ist Produkt von Primidealen. 
Beweis: Wir können a =!= o voraussetzen. Es sei nach Hilfssatz 1 

( 1) ~1 ~2 ••• ~, = o ( a) 

und die Anzahl r sei möglichst klein gewählt, so daß kein kürzeres 
Produkt = 0 (a) ist. Es sei weiter ~ irgend ein von o verschiedener 
Primidealteiler von a (einen solchen muß es nach Hilfssatz 1 geben). 
Dann ist das Produkt ~1 ••• ~, durch ~ teilbar, also (nach Hilfssatz 2) 
ein ~' durch ~ teilbar, mithin, da dieses ~i teilerlos ist, ~' = ~· Wir 
können etwa ~1 = ~ annehmen. Multipliziert man (1) mit ~- 1 , so 

kommt ~2 ... ~, = 0(~-1a) == o(o); 

also ist ~ - 1 a ein ganzes Ideal, welches schon in einem Produkt von 
weniger als r Primidealen aufgeht. Machen wir nun eine Induktion 
nach r, d. h. nehmen wir an, daß für Ideale, die in einem Produkt von 
weniger als r Primidealen =!= (0) aufgehen, der Satz schon bewiesen 
sei (für Ideale, die in einem Primideal =i= (0) aufgehen, ist ja alles klar), 
so gilt der Satz insbesondere für ~ - 1 a, d. h. es ist 

~- 1 n = ~; ... v;. 
Beiderseitige Multiplikation mit V ergibt die gesuchte Darstellung 
für a. 

Die Eindeutigkeit dieser Darstellung folgt aus 
Satz J. Ist a = O(b) und a = V1 ••• v,. b =V~ ... v;. so kommt 

jedes von o verschiedene Primideal, das in der Darstellung von b vor
kommt, auch in der Darstellung von a, und zwar mindestens ebenso oft vor. 

Beweis: Es sei ~~ + o. Da ~~ Teiler von a ist, so schließen wir 
wie vorhin, daß V~ unter den v .. vorkommen muß. Es sei etwa V1 = V~. 
Man hat dann 

V! 1n = V2 ... v,. 
~~~ b = v~· ... v:. 

Nehmen wir die Behauptung für kleinere Werte von s als bewiesen an 
(fürs= 0, b = o ist sie trivial), so folgt, daß jedes von o verschiedene 
der Ideale ~;, ... , ~; mindestens gleich oft unter V2 , ••• , ~' vorkommt, 
und daraus die Behauptung. 

Folgerungen. 1. Die Darstellung eines Ideals a als Produkt von 
Primidealen ist bis auf die Reihenfolge der Faktoren und bis auf Fak
toren o eindeutig. 
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2. Aus Teilbarkeit folgt Produktdarstellung: Ist a = O(b), so ist 
a = bc mit ganzem c. 

Man hat nämlich für c nur das Produkt derjenigen Primfaktoren 
von a zu nehmen, die übrigbleiben, wenn man diejenigen von b (jeden 
so oft, wie er in b vorkommt) aus der Darstellung von a streicht. 

Ist 0 ein kommutativer Ring mit Nullteilern, so gilt die ganze Theorie dieses 
Paragraphen ohne wesentliche Modifikationen, wenn man sich nur auf solche 
Ideale beschränkt, die nicht aus lauter Nullteilern bestehen. Die Axiome I und li 
müssen für die Nicht-Nullteilerideale als gültig vorausgesetzt werden, während 
man in Axiom III den Quotientenkörper durch den Quotientenring zu ersetzen hat, 
d. h. durch den Ring aller Brüche afb, wo b kein Nullteiler ist. Als Ergebnis er
hält man die Sätze 1, 2, 3 für Nicht-Nullteilerideale. 

Aufgabe. 1. Man zerlege die Hauptideale (2) und (3) in der Haupt
ordnung des Zahlkörpers F ( y- 5) in ihre Primidealfaktoren. 

§ 108. Umkehrung und Ergänzung der Ergebnisse. 

Wir sahen, daß aus den Axiomen I bis III (§ 102) die Sätze 2 und 3 
folgen, die zusammen die eindeutige Primfaktorzerlegung der Ideale 
besagen. Dieser Sachverhalt läßt sich nun umkehren: 

Es sei o ein Integritätsbereich mit Einselement. In o sei jedes Ideal a 
darstellbar als Produkt von Primidealen: a = lJ1 l-J 2 ••• lJ,, und wenn a 
durch b teilbar ist, so möge in jeder Zerlegung von a jeder von o verschiedene 
Faktor einer Zerlegung von b mindestens so oft vorkommen. Dann gelten 
in o die Axiome I bis III. 

Beweis: Der Kettensatz (Axiom I) folgt unmittelbar daraus, daß 
jedes Ideal a = llf' ... lJ~' nur endlich viele Teiler b = llf' ... ll;' 
(a, < e.) hat. Insbesondere hat ein Primideall-J nur die Teiler l' und 0 I 

also ist auch Axiom II erfüllt. 
Um Axiom III (die ganze Abgeschlossenheit von o im Quotienten

körper 1:) zu beweisen, nehmen wir an, ;,. sei ein Element von 1:, 
das ganz in bezug auf o ist, so daß etwa ;,.m sich durch ;,.o, ... , ;,.m- 1 

linear ausdrückt oder, was auf dasselbe hinauskommt, im o-Modul 
I = (),.0, A.1 , ••• , ;,.m - 1) liegt. Ist A. = ajb, so läßt I sich durch Multipli
kation mit b = (bm-l) in ein ganzes Ideal verwandeln. Weiter genügt I 
offenbar der Gleichung {2 = I. Multiplikation mit b2 ergibt: 

(lb)2 = (lb) b. 

Daraus folgt wegen der Eindeutigkeit: 

lb = b, 

also, wenn man noch beide Seiten mit b-l"'· 1) multipliziert: 

( = 0. 

A. ist also Element von o, q. c. d. 

I Deutsche Buchstaben stellen wiederum ganze Ideale ..f (0) dar. 
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Wir werden jetzt einige Ergänzungen der Sätze 2 und 3 erörtern, 
die ebenfalls zur klassischen Idealtheorie gehören. 

Die Tatsache, daß aus Teilbarkeit Produktdarstellung folgt, gestattet 
es, größte gemeinsame Teiler und kleinste gemeinsame Vielfache von 
Idealen in gleicher Weise zu berechnen, wie man es bei ganzen Zahlen 
mit Hilfe der Primfaktorzerlegung macht. 

Es seien a und b zwei beliebige Ideale: 

Q = +>f• • . . ~;·' 

b = ~f· ... ~~· 
(wobei beide Male alle Primfaktoren angeschrieben werden, die in a 
oder b vorkommen, eventuell mit Exponenten Null). Jeder gemein
same Teiler enthält nur Primfaktoren ~; der angeschriebenen Reihe, 
und zwar mit Exponenten <-r;, wo T; die kleinste der Zahlen(!;, u; ist. 
Der größte gemeinsame Teiler (a, b) muß durch jeden gemeinsamen 
Teiler, insbesondere durch f•, teilbar sein. Also kann er nur 

sein. 
Ebenso ist das kleinste gemeinsame Vielfache (der Durchschnitt) 

a n b von a und b das Ideal 
~r· ... ~~·. 

wo p, die größte der Zahlen (};, a, ist. 
Satz 4. Ist a = O(b), so gibt es in b ein Element d, so daß 

{a,d)=b. 
Beweis: Es sei 

b = ~7' ... ~~·. 
Wir haben d so zu wählen, daß d durch b teilbar ist, aber keine wei
teren Teiler mit a gemein hat. Wir setzen 

C = ~f'+1 ... ~;•-+ I, 

c; = c: ~\ = ~f·-' 1 .•. V7' ... v;· · 1 • 

Dann ist C; $ O(c). Es gibt also ein Element d;, das in C;, aber nicht in c 
liegt. Es ist dann 

Die Summe 

d, = 0 (~;' "1) für j i, 

d; $ 0 (~7': 1). 

d = dl + ... + d, 

ist durch b teilbar (weil alle d; es sind). Aber es ist 

d =- d, * oM•-' 1); 
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also hat d in der Tat mit a keine weiteren Faktoren gemein als die 
Faktoren von b. 

Folgerungen. 
1. Im Restklassenring ofa ist jedes Ideal bfa Hauptideal. bfa wird 

nämlich von der Restklasse a + d erzeugt. 
2. ] edes Ideal b besitzt eine zweigliedrige Basis (a, d), wo a =f 0 be

liebig in b gewählt werden kann. 
Es sei nämlich a irgendein von Null verschiedenes Element von b 

und a = (a). Der obige Satz ergibt (a, d) = b. 
3. Jedes Ideal b läßt sich durch Multiplikation mit einem zu einem 

gegebenen Ideal c teilerfremden Ideal b in ein Hauptideal verwandeln. 
Beweis: Wir setzen a = cb. Der obige Satz ergibt 

(1) (a, d) = b. 

Da d durch b teilbar ist, so können wir setzen 

(d) = bb 
und haben nach (1): (cb, bb) = b. 

c und b müssen also teilerfremd sein. 
Aufgabe. 1. Es sei ()der Ring aller Quotienten afb, wo a und b 

ganz und b durch gewisse Primideale ~1 , •.• , ~. nicht teilbar ist. Dann 
entspricht jedem Ideal a von o ein Ideal 9( von (), bestehend aus den 
Brüchen afb mit aEa. Den Idealen ~1 •••• , ~.entsprechen Primideale 
$ 1 , •.• , $,, allen übrigen Primidealen von o das Einheitsideal 0. 
Jedes Ideal in ()ist eindeutig als Potenzprodukt der Ideale $ 1 , .•• , \1!, 
darstellbar. Außerdem ist in () jedes Ideal HauptideaL 

Zusammenhang mit der Bewertungstheoric. 

Zu jedem Primideall! eines Ringes o, der die Axiome des § 102 erfüllt, gehört 
nach§ 73 eine l!-adische Bewertung des Quotientenkörpers 1:. Nach§ 73 sind näm
lich für die Existenz einer l!-adischen Bewertung nur die folgenden zwei Eigen
schaften des Primideals l! erforderlich. 

A. Alle Potenzen l'· l! 2, ••• sind voneinander verschieden und ihr Durch
schnitt besteht nur aus der Null. 

B. Ist a in o genau durch l!'" und b genau durch ~p teilbar, so ist ab genau 
durch l!a+P teilbar. 

Die Eigenschaft A besagt, anders ausgedrückt, daß jedes Element a 'f 0 
durch eine eindeutig bestimmte Potenz~"" genau teilbar ist. Das ist aber in unseren 
Ringen stets der Fall, denn man braucht nur das Hauptideal ao in Primfaktoren 
zu zerlegen und nachzusehen, welche Potenz l!'" in dieser Zerlegung vorkommt. 
Die Eigenschaft B ist ebenso klar. 

Die lJ-adische Bewertung des Elementes afb wird nach § 73 durch 

'P ( :-) = e-cx+{J 

definiert, wenn a genau durch V'" und b genau durch l!fl teilbar ist. Geht man 
zu den Logarithmen w (c) = - log tp (c) über, so wird 

w(-b-)=C\-p, 
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Eine äquivalente Bewertung (vgl. § 74) ist durch 

w (;) = a • (cx - ß) 

gegeben, wo a eine beliebige positive reelle Zahl ist. 
\Vir zeigen n)ln, daß die lJ-adischen Bewertungen die einzigen sind, bei denen 

alle Elemente von o nichtnegative \"/erte haben, genauer: 
Ist w ~c) = - log rp (c) eine nicht triviale Exponentenbewertung von I:, bei der 

alle Elemente a von o nichtnegative Werte w(a) haben, so ist sie zu einer 1J-adischen 
Bewertung äquivalent, wobei lJ ein Primideal von o ist. 

Beweis. Die Gesamtheit der Elemente von o, deren Werte positiv sind, 
ist offensichtlich ein Primideal in o. Es sei n ein Element von o, das genau durch 
die erste Potenz von lJ teilbar ist. Ist dann a genau durch lJ" teilbar, so ist 

(2} ao = V"c. 
In c gibt es ein nicht durch V teilbares Element c. Nach (2) ist n" c durch a 

teilbar: 
(3) n"'c =ab. 

Die linke Seite ist genau durch lJ" teilbar, der Faktor a rechts auch, also ist b 
nicht durch V teilbar, mithin w (b) = 0. Ebenso ist w (c) = 0, also wegen (3) 

w(a) = w(n"') = cxw(n). 

Da w (n) eine positive Konstante ist, ist die Bewertung w (a) mit der durch 
w' (a) = cx gegebenen gleichwertig. 

Aufgaben. 2. Sind alle Elemente des Ringes 6 ganz in bezug auf den Unter
ring ffi und sind P, I: die Quotientenkörper von ffi und 15, so ist jede Fortsetzung 
einer lJ-adischen Bewertung von P auf I: äquivalent einer l.ß-adischen Bewertung 
von I:. Das Primideal 1.ß von 15, das zu dieser Bewertung gehört, ist ein Teiler 
des Primideals lJ von ffi. 

3. Umgekehrt: Wenn ein Primideal l.ß des Oberringes S ein Teiler des Prim
ideals lJ des Unterringes ffi ist und wenn zu 1.ß eine l.ß-adische und zu V eine lJ-adische 
Bewertung gehört, so ist die erstere äquivalent einer Fortsetzung der letzteren. 

Für die weitere Auswertung dieser von K. HENSEL zuerst betrachteten Be
ziehung zwischen Idealtheorie und Bewertungstheorie vergleiche man die dem
nächst in dieser Sammlung erscheinende Zahlentheorie von H. HASSE. 

§ 104. Gebrochene Ideale. 

Einen o-Modul im Quotientenkörper .E nannten wir in § 102 ge
brochenes Ideal, falls er eine endliche Basis besaß. Die Ideale in o oder 
"ganzen Ideale" sind also spezielle gebrochene Ideale. 

Ist (a1 , .•• , a,) eine solche Basis eines gebrochenen Ideals, so können 
wir durch Multiplikation mit einem passenden Nenner die gesamte Basis, 
also auch das Ideal ganz machen. 

Läßt sich umgekehrt ein o-Modul a durch Multiplikation mit einer 
ganzen Größe b 4 0 ganz machen, so hat ba als ganzes Ideal eine end
liche Basis ba = (a1 , ... , a,), 

und hieraus folgt: 

Damit ist bewiesen: 
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Ein o-Modul in Eist dann und nur dann endlich, also gebrochenes 
Ideal, wenn er sich durch Multiplikation mit einer ganzen Größe b + 0 
in ein ganzes Ideal verwandeln läßt. 

Wir sahen schon, daß mit a und b auch a · b und (a, b) eine end
liche Basis haben, also gebrochene Ideale sind. Dasselb.e gilt nun aber 
von dem Modulquotienten a : b , wo a und b ganze Ideale sind und b + ( 0) 
istl. Denn ist b + 0 irgend ein Element von b, so ist 

b. (a: b) ~ b • (a: b) ~ a ~ o; 

demnach wird a: b durch Multiplikation mit b in ein ganzes Ideal ver
wandelt. 

Insbesondere ist stets o: ~ = ~ - 1 ein gebrochenes Ideal. 
Jedes ganze oder gebrochene Ideal + (0) hat ein Inverses. 
Beweis: Es sei c ein ganzes oder gebrochenes Ideal + (0), und b + 0 

werde so gewählt, daß b c ganz ist: 

(1) bc = a. 

Ist nun a =~1~1 •• ·l'r• so ergibt Multiplikation von (1) mit ~! 1K1 ... ~; 1 

nach Satz 1 (§ 102): 
(~1 1 V2 1 •.• p;1 b) c = o, 

womit die Existenz des Inversen 

c-1 = ~~1 .•. ~;1b 
nachgewiesen ist. 

Aus diesem Satz folgt: Die ganzen und gebrochenen Ideale + (0) bilden 
eine abelsche Gruppe. 

Die Gleichung a c = b ist also eindeutig nach c auflösbar. Die Lösung 
kann mit a- 1 b oder b/a bezeichnet werden. 

Aus den früheren Sätzen folgt noch: 
Jedes gebrochene Ideal ist als Quotient zweier ganzen Ideale, also in 

der Gestalt v: ... v: 
v-~, . -.. v:' 

darstellbar. Man kann dabei durch jedes Ideal, das sowohl im Zähler 
wie auch im Nenner steht, kürzen. 

Jedes gebrochene Hauptideal (Ä) läßt eine Darstellung als Quotient 
zweierganzen Hauptideale zu, derart, daß von irgend r vorgegebenen Prim
idealen keines sowohl im Zähler zf'ie im Nenner vorkommt. 

Beweis: Es sei in gekürzter Darstellung 

(.) _ v~_:...:_.y: 
I. - "" ""' t'l •• 0 ,., 

und ~1 , ••. , V, seien die r vorgegebenen Primideale. Verwandelt man 
den Nenner durch Multiplikation mit einem zum Produkt ~ 1 ..• ~' 

1 Unter dem Modulquotienten n: 'b (in .E) verstehen wir die Gesamtheit der 
Elemente ). von .I:, für die ). 'b !ii n. 
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teilerfremden Ideal b in ein Hauptideal (d), so wird 

(J.) = !P_L_:_:. ~: = b~l_.:. v: 
• &~~, ... v:' (dl • 

also 
b ~i ... ~~ = (U) . 

Der Zähler wird also ebenfalls HauptideaL Keines der Ideale ~1 , .•• ~. 

kommt sowohl im Zähler wie im Nenner vor. 
Aufgabe. Der Idealbruch a- 1 b = bja. ist gleich dem Modulquo

tienten b: a. 

Für die weitere Entwicklung der Idealtheorie in Zahlkörpern verweisen wir 
auf das Buch von E. HECKE: Vorlesungen über die Theorie der algebraischen 
Zahlen, Leipzig 1923. Für die Idealtheorie in Funktionenkörpern und ihre An
wendungen verweisen wir auf die grundlegende Arbeit von DEDEKIND und WEBER: 
Crelles Journal Bd. 92 (1882) S. 181-290, sowie auf da!< demnächst in dieser Samm
lung erscheinende Lehrbuch von M. DEURING. 

§ 105. Idealtheorie beliebigerganz-abgeschlossener Integritätsbereiche. 

Es gibt viele wichtige Integritätsbereiche, welche zwar den Axiomen I und 111 
von § 102 genügen, nicht aber dem Axiom II. Ich führe nur die Polynombereiche 
K[%1 , .•• , -'",.]in mehr als einer Veränderlichen, die ganzzahligen Polynombereiche 
C[%1 , •.. , x,.] und deren endliche ganz-abgeschlossene Erweiterungen (Haupt
ordnungen) an. In allen diesen Ringen kommt es vor, daß ein vom Null- und 
Einheitsideal verschiedenes Primideal ein ebensolches Primideal zum echten 
Teiler hat. In diesen Ringen kann also die Idealtheorie des § 102 nicht gelten. 
Wir werden aber zeigen, daß ihre Hauptergebnisse trotzdem bestehen bleiben, 
wenn man die Gleichheit der Ideale durch eine .,Quasigleichheits"relation ersetzt, 
die wir sofort definieren werden1. 

Es sei also o ein Integritätsbereich, der ganz-abgeschlossen in seinem Quo
tientenkörper E ist. Die deutschen Buchstaben bezeichnen im folgenden vom 
Nullideal verschiedene gebrochene Ideale, d. h. o-Moduln in 1:, die durch Multi
plikation mit einer nichtverschwindenden Größe aus o ganz werden. Unter dem 
inversen Ideal a-1 wird wieder die Gesamtheit derjenigen Elemente r von 1: ver
standen, für die rn ganz ist. 

Wir definieren: a ist quasigleich b, wenn a-1 = b - 1 ist. Zeichen: a "" b. Die 
Relation "' ist offenbar reflexiv, symmetrisch und transitiv. 

Ebenso heißt a ein Quasiteiler von b, b ein Quasivielfaches von a, wenn 
a- 1 ~ &- 1, oder, was dasselbe ist, wenn a- 1 b ganz ist. Zeichen: a < b oder b ?-; n. 

Die einfachsten Eigenschaften der Zeichen ~ und ""' sind : 
1. Aus a 2 & folgt a :=::; & (Beweis klar). 
2. Ist ll Hauptideal: a = (a) , so folgt aus a ~ & auch umgekehrt a 2 b. Denn 

dann ist a- 1 = (a- 1); aus der Voraussetzung, daß a- 1 b ganz ist, folgt also, dall 
a- 1 & ganz ist, d. h. daß alle Elemente von & durch a teilbar sind. 

3. Ist a ::o:;; b und zugleich a ::=:: & , so ist a"" b. 
4. Alle Quasivielfachen b von a, insbesondere also alle zu a quasigleichen b, 

haben die Eigenschaft b ~ (a- 1)- 1• (Unmittelbare Folge der Ganzheit von &a- 1.) 

1 Die vom Verfasser in Math. Ann. Bd. 101 (1929) aufgestellte Theorie wurde 
von Herrn E. ARTIN auf eine schönere Form gebracht und wird in dieser Form 
hier zum erstenmal publiziert. 
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Insbesondere ist also a E (n- 1)- 1• Nach 1. folgt daraus a ~ (a- 1)- 1• Anderer
seits ist a- 1 (a- 1)- 1 ganz, also a ~ (a- 1)-1, mithin 

5. 

Nach 4. und s. ist (a- 1)- 1 das umfassendste zu a quasigleiche Ideal. Wir 
bezeichnen es mit n•. 

6. Ist a ~ b, so ist auch ac;?; bc. Denn es ist (c a)- 1 ca ganz, also (cn)- 1 c 
E a- 1 ~ b- 1, mithin (ca)- 1 cb ganz, oder cn ~ cb. 

7. Ist a"'-"b, so ist ac"'-"bc. (Folge von 6.) 

8. Ist a""' b und c""' b, so ist nc""' bb. (Denn nach j. ist nc"' bc""' bb.) 
Vereinigt man alle einem Ideal quasigleichen Ideale zu einer Klasse, so ist die 

Klasse des Produktes a c nach 8. nur von der Klasse von a und der Klasse von c 
abhängig. Wir können also das Produkt der beiden letzteren Klassen als die Klasse 
des Produktes ac definieren. 

9. Einheitsklasse bei der Klassenmultiplikation ist die Klasse derjenigen Ideale, 
die dem Einheitsideal o quasigleich sind; denn für jedes a ist a o = n. 

10. Alle Quasivielfachen von o, insbesondere alle Ideale der Einheitsklasse, 
sind ganz. (SpezialfaU von 2.: man setze a = 1.) Folge: AUe einem ganzen 
Ideal quasigleichen Ideale sind wieder ganz. 

Wir beweisen nun die wichtigste Eigenschaft des Inversen: 

11. na- 1 ""' o. 

Daß aa-l ~ o ist, ist klar; denn an -I ist ganz. Es bleibt zu beweisen aa-l ~ o, 
oder (a n- 1) -l ~ o. Wenn ). zu (aa- 1) -l gehört, so ist J.aa- 1 ganz, also). a- 1 ~ a- 1, 

also Ä2 a- 1 ~ J.a- 1 S a- 1, usw., aUgemein ).•a- 1 ~ a- 1, also ).•a- 1 a ganz. Ist 
p. ein beliebiges Element von a- 1 n, so werden also alle Potenzen von ). nach 
Multiplikation mit p. ganz. Mittels der ganzen Abgeschlossenheit von o folgt daraus, 
genau wie an der entsprechenden Stelle in § 102, daß ). selber ganz ist. 

Aus 11. folgt, daß bei der oben definierten Klassenmultiplikation die Klasse 
von a- 1 eine Inverse zur Klasse von a darstellt: das Produkt der Klassen von a 
und a -l ist die Einheitsklasse. Daraus folgt: 

Satz 1. Die Klassen quasigleicher I deale bilden eine Gruppe. 
Die folgenden zwei Regeln gestatten es, die Quasiteilbarkeit und Quasigleich

heit als Teilbarkeit bzw. Gleichheit bis auf Faktoren aus der Einheitsklasse 
zu kennzeichnen: 

12. Aus a ~ b folgt a c = b b mit c ""'o und ganzem b. Insbesondere folgt 

a ""'bb. 
13. Aus aex>b folgt ac = bb mit cruo und bex>O. 
Man hat nämlich in beiden Fällen a(bb- 1) = b(ab- 1). 

Der größte gemeinsame Teiler (a, b) ist selbstverständlich auch ein Quasi
teiler sowohl von a als von b. Wir zeigen nun: 

14. Jeder gemeinsame Quasiteiler von a und b ist Quasiteiler von (a, b). 
Denn wenn c ein solcher ist, so ist c• ein gemeinsamer Teiler von a und b, 
also ein Teiler von (a, b). . 

Zwei ganze Ideale a. b heißen quasi-tezlerfremd, wenn (a, b) ""'o ist, oder, 
was dasselbe ist, wenn jeder ganze gemeinsame Quasiteiler von n und b quasi
gleich o ist. 

15. Ist a zu b und zu c quasi-teilerfremd, so auch zum Produkt bc. Man 
hat nämlich 

(a, b) · (a. c) = (a2• ac. ba, bc) = o(a, bc). 

Die linke Seite ist ""'o, also muß die rechte Seite es um so mehr sein. 
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Wir beweisen nun nach E. ARTIN den 
Satz 2. Verfeinerungssatz. Wenn zwei Faktorzcrlegungen eines ganzen Ideals a 

gegeben sind: 

( 1) 

s•> ka1m man die beiden Produkte derart weiter zerlegen, daP diese Zerlegungen b1s 
auf die Reihenfolge der Faktoren und bis auf Quasigleichhell iibrreinstimmcn: 

(2J &}. = IIIi}.,.. c,,""' IIb}. 1,. 
,. l. 

Beweis. Setze (li 1 .c1)=1i11 • Nach 12. ist b1 =b11 b; und c1 ""1i 11 c;. Es 
folgt li11 = (li 1 , c1) ""' (liuli~, li 11 ca = li11 (lii, c;), also (b;, c:J ""'o. Setze weiter 
(Ii;, c1) = &12 • Nach 12. ist b~ ""'b 11 b~' und c2 = b11 c~; wiederum folgt (b;'. c~) "'o. 
So fährt man fort; schließlich wird li1=b11 b11 ... b, "b und c1,=b 1!'cl: (p= 1, 2 .... , n) 
Setzt man das in ( 1) ein, so folgt 

b11 b11 .•• b1,. b b2 •.. b". ""' b11 c: b12 c~ ... bu c;,. 
Auf Grund der Gruppeneigenschaft kann man b11 ..• b," wegkürzen: 

b li2 ••• b .. ""' c; c~ ... c:. 
Hier ist b zu allen c~, also auch zum Produkt c: c; ... c~ quasi-teilerfremd, 

Aber b kommt als Faktor links vor, ist also ein Quasiteiler des Produktes 
c; c~ ... c~. Also muß b = o sein, und man kann den Faktor b auch weglassen: 

b2 ••. b". = c: c; ... c~ . 
Jetzt kann man dieselbe Schlußweise mit b2 , ... , b". wiederholen, bis die 

behaupteten Zerlegungen (2) herauskommen. 
Von jetzt an sollen alle deutschen Buchstaben ganze vom Nullideal verschiedene 

Ideale darstellen. Ein solches Ideal V nennen wir unzerlegbar, wenn es nicht quasi
gleich 0 ist und in jeder Produktdarstellung V= ab notwendig ein Faktor der 
Einheitsklasse angehört, oder, was nach 12. dasselbe ist, wenn V, ohne quasi
gleich 0 zu sein, keine anderen Quasiteiler hat als solche, die quasigleich V oder 
quasigleich o sind. 

Ersetzt man ein unzerlegbares Ideal V durch das umfa~sendste quasigleiche 
Ideal V*, so ist jeder ganze echte Teiler von V* notwendig nicht-quasigleich V, 
also quasigleich o. Jedes durch V oder v• quasiteilbare Ideal ist nach 4. durch V* 
teilbar. Daraus folgt nun weiter: 

16. V* ist ein PrimideaL Ist nämlich ein Produkt bc zweier Hauptideale 
b und c teilbar durch V*, aber b nicht teilbar durch l'*, so ist (b, V*) ein echter Teiler 
von v·. also quasigleich 0. mithin 

c = o c "" (b. V*) c = (b c. v• c) 2 (p•. ll*l = V*. 
also c quasiteilbar durch v•. also teilbar durch v•. 

Setzen wir noch in o den Teilerkettensatz voraus, so gilt: 
17. Jede Kette von ganzen Idealen a1 > a2 > ... , wo jedes folgende Ideal ein 

echter Quasiteiler des vorangehenden (d. h. Quasiteiler und nicht quasigleich) ist, 
bricht nach endlich vielen Schritten ab. Denn wenn wir die Ideale a1 , a2 ••.• 

durch ihre umfassendsten quasigleichen ai, a:, ... ersetzen, so erhalten wir eine 
Kette von ganzen Idealen ai C n: c ... , die nach dem Teilerkettensatz ab
brechen muß. 

Man kann den "Quasiteilerkettensatz" 17. auch als "Prinzip der Teiler
induktion" formulieren (vgl. § 84. vierte Fassung des Teilerkettensatzes). Aus 
diesem Prinzip folgt dann ohne Mühe, daß jedes ganze Ideal quasigleich einem 
Produkt von unzerlegbaren Idealen ist (vgl. den ganz ähnlichen Induktions
beweis in § 19). Die Eindeutigkeit der Zerlegung ist als Spezia:lfall im Ver-
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feinerungssatz (Satz 2) enthalten; sie kann aber auch (ähnlich wie in § 19) di
rekt bewiesen werden auf Grund der Tatsache, daß aus a Ii ~ ~· folgt a 2 ~· 
oder Ii ~ p* (vgl. 16). Mithin gilt: 

Satz 3. Jedes vom Nullideal verschiedene ganze Ideal ist quasigleich einem bis 
auf die Reihenfolge und bis auf Quasigleichheit eindeutig bestimmten Produkt 
von unzerlegbaren I dealen p1 , p2 , •.• , ~. (die natürlich auch als Primideale 
V~, P:, .... v: gewählt werden können). 

Zwischen zwei Hauptidealen besteht nach 2. nur dann Quasiteilbarkeit bzw. 
Quasigleichheit, wenn Teilbarkeit bzw. Gleichheit besteht. Durch Hinzunahme 
der Klassen von Nicht-Hauptidealen zu den Hauptidealen erhält man einen neuen 
Bereich, in dem nach Satz 3 die eindeutige Prirnfaktorzerlegung gilt, womit also 
das Ziel der "klassischen Idealtheorie" erreicht ist. 

Um aber die Beziehung der jetzt gewonnenen Theorie zu der allgerneinen 
Idealtheorie und zu der speziellen Idealtheorie von § 102 herzustellen, müssen wir 
untersuchen, welche Primideale unzerlegbar und welche Ideale quasigleich o sind. 

Wir haben gesehen: Für unzerlegbares ~ ist ~· prim. Wir zeigen nun: 
18. Kein vorn Nullideal verschiedenes echtes Vielfaches eines solchen ~· ist 

prim. Ist nämlich a ein solches, so ist a > ~·; nach 12. ist also a c = V* b mit 
c ""' o. Da in der Zerlegung von b ein Primfaktor weniger vorkommt als in der 
von a, so ist b $ o(a); ebenso ist~·$ O(a), aber V*b = O(a). Also ist a nicht 
prirn. 

Wir betrachten nun die Zerlegung eines beliebigen Primideals p. Entweder 
ist ~ ""' o, oder in der Zerlegnng p '""-' p1 Va ... Vr kommt ein unzerlegbarer Fak
tor V1 vor. Dann ist l:l::? p1 , also V ~V~; da aber ein echtes Vielfaches von Vi 
nicht prim sein kann, so rnnß V = Vi sein. F.s folgt V* = (~i)* = Vi = V; mit
hin gilt: 

19. Jedes Primideal V ist entweder quasigleich o oder unzerlegbar und gleich 
dem zugehörigen v·. 

Im zweiten Fall hat V kein vorn Nullideal verschiedenes echtes Prirnideal
vielfaches. Hingegen zeigen wir, daß es ein solches im ersten Fall gewiß gibt: 

20. Ist V ""' o, so gibt es ein unzer!egbares echtes Primidealvielfaches v: von V. 
Ist nämlich p =F 0 ein Element von V und (p) ""'V1 V2 ••• ~. '-""- Viv: ... v: dessen 
Zerlegung, so folgt aus 2., daß ViV: ... V~= o(p) = o(p), also ein v: = O(V) ist. 
Es ist aber v: =F V, da sonst v: ""' o wäre. 

Nennen wir ein Primideal ein höheres, wenn es kein vorn Nullideal verschiedenes 
echtes Primidealvielfaches hat, dagegen ein niederes, wenn es ein solches Primideal
vielfaches gibt, so können, wir 18., 19. und 20. zusammenfassen zu 

Satz 4. jedes höhere Primideal V ist unzerlegbar und gleich seinem V*; jedes 
niedere Primideal ist quasigleich o. 

Ein Ideal, das nicht der Einheitsklasse angehört, ist auf Grund des Zerlegungs
satzes 3 durch mindestens ein höheres Primideal V = V* teilbar. Ein Ideal der 
Einheitsklasse ist aber durch kein höheres Primideal teilbar. Damit ist die Ein
heitsklasse rein idealtheoretisch (d. h. im Bereich der ganzen Ideale) gekenn
zeichnet. 

In den in § 102 untersuchten Ringen ist wegen des Axioms II ein von (0) ver
schiedenes Primideal nur durch sich selbst und durch o teilbar; also gibt es dort 
keine niederen Primideale außer o. Da jedes Ideal a =f o durch ein von o ver
schiedenes Primideal teilbar ist (Beweis: man suche unter den von o verschiedenen 
Teilern von a einen umfassendsten; dieser ist teilerlos, also prirn), so kann a nicht 
quasigleich o sein. Somit besteht die Einheitsklasse nur aus dem Einheitsideal o. 
Aus 12. folgt dann weiter, daß Quasiteilbarkeit und Teilbarkeit gleichbedeutend 
sind, und daraus oder aus 13., daß Quasigleichheit und Gleichheit ebenfalls gleich
bedeutend sind. Mithin ist die Idealtheorie von § 102 in der jetzt dargestellten 
Theorie als Spezialfall enthalten. 
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Auch der Anschluß an die allgem<'ine Idealtheorie des zwölften Kapitels ist 
jetzt leicht herzustellen. Zunächst ist leicht zu sehen, daß jedes Primärideal, 
dessen zugehöriges Primideal ein niederes ist, quasigleich o sein muß. Bezeichnen 
wir diese Primärideale als niedere, die übrigen als hOhere Primlirideale! Ein Ideal 
a ist dann und nur dann quasigleich 0, wenn alle seine Primärkomponenten niedere 
sind. Stimmen zwei Ideale a und b in allen höheren Primärkomponenten (aber 
nicht notwendig in den niederen) überein, so sind ~ie quasigleich. Unter den a quasi
gleichen Idealen befindet sich ein umfassendstes Ideal a•; man erhält es durch 
Weglassen aller niederen Primärkomponenten aus der Zerlegung a =~ [q 1 , •.• , q,]. 
Man kann also die Zerlegungs- und Eindeutigkeitssatze dteses Paragraphen so 
interpretieren, daß dabei konsequent alle niederen Primärkomponenten vernach
lässigt werden und nur auf die höheren geachtet wird. Die höheren Primärideale 
sind je nur durch ein höheres Primideal teilbar, müssen also bei der Faktorzerlegung 
nach Satz 2 notwendig eine Primidealpotenz ergeben; d. h.: Jedes höhere Primär
ideal ist einer Primidealpotenz quasigleich. Der Grund dieses Sachv('rhalts liegt 
natürlich in der ganzen Abgeschlossenheit des Ringes o. 

Beispiel. Der Ring C[x, }"ixJ ist ganz-abgeschlossen im Quotientenkörper 
r ((ix) und erfüllt alle Voraussetzungen dieses Paragraphen. Das Hauptideal (2x) 
gestattet im Bereich der Hauptideale folgende ZW<'i we,;entlich verschiedene Z('r
legungen: 

(2x) = (2) · (x) = (V2x) 2 • 

Im Bereich der Hauptideale gilt also keine eindeutige Faktorzerlegung: dazu ist die 
Einführung der Ideale notwendig. Die Primideale l'1 = (x, y2x) und l'1 =· (2, y':ix} 
sind nicht quasigleich o; denn ihre Inversen l'~ 1 und l'; 1 enthalten die nicht 

ganzen Elemente y'~ x bzw. y'~ x . Das Primideal l':t = (2, x, y'2x) ist ein echter 

Teiler von V1 und von l':&• also quasigleich o. Man hat 

l'~ = (x2, xy'2x, u) = (x) • (x, }"2x, 2) = (x) • v. ""'(x), 

l': = (21, 2 }"2X, u) = (2) • (2, }"2 x, x) = (2) ·l'a ""(2), 

V1l'1 = (2x, 2}"2X, xY2x) = (Y2x) • (}"2X, 2, x) = ü'u) ·l'a'-"'(V2x). 

Die Hauptideale (x) und (2) sind primär, aber nicht Primidealpotenzen, sondern 
nur quasigleich Primidealpotenzen. Das Hauptideal (I 2x) ist das K.G.V. von V1 

und l'z· aber nicht gleich, sondern nur quasigleich ihrem Produkt. Das Beispiel 
zeigt die Notwendigkeit der Einführung der Quasigleichheit statt der Gleichheit, 
wenn man zu einer Primfaktorzerlegung der Hauptideale kommen will. 

Aufgaben. 1. Alle Ergebnisse dieses Paragraphen gelten auch für Ringe 
mit Nullteilern, wenn man nur den Quotientenkörper durch den Quotientenring 
ersetzt und sich auf die Nicht-Nullteilerideale beschränkt (vgl. § 102, Schluß). 

2. Aus Satz 1 folgt umgekehrt die ganze Abgeschlossenheit des Ringes o 
[vgl. § 103]. 

3. Man beweise die ganze Abgeschlossenheit des Restklassenrings 

o = K [x, y, z]f(xy- z1 ) 

und zerlege die Hauptideale (x), (y), (z) in o in ihre Primfaktoren. 
4. Man dehne den Satz 4 des§ 103 und die Folgerungen daraus auf allgemeinere 

ganz-abgeschlossene Ringe aus. 
5. Man beweise: a:b""' a&- 1 • 

Für eine weitere Verallgemeinerung der Ergebnisse dieses Paragraphen siehe 
H. PRUFBR, J. reine u. angew. Math. Bd. 168 (1932), sowie P. LORENZBN, Math. 
Z. Bd. 45 (1939). 

v. d. Waerden, Moderne Algebra II, 2. Aull. 7 



XV. Lineare Algebra. 

Zusammenfassung der Idealtheorie. 
Folgende Zusammenstellung zeigt die Bedeutung der im § 102 formulierten 

Axiome I (Teilerkettensatz), II (jedes Primideal teilerlos), III (ganze Abgeschlossen
heit) für die Idealtheorie der Integritätsbereiche: 

Aus I folgt: Jedes Ideal K.G.V. von Primäridealen; zugehörige Primideale 
eindeutig. · 

Aus I und II: Jedes Ideal Produkt von einartigen Primäridealen; eindeutig. 
Aus I und III: Jedes Ideal quasigleich einem Produkt von Primidealpotenzen; 

eindeutig bis auf Quasigleichheit. 
Aus I, II, 111: Jedes Ideal Produkt von Primidealpotenzen; eindeutig. 
Für die Weiterführung der Idealtheorie sei vor allem altf den Bericht von 

W. KRULL, Idealtheorie, Ergebn. Math. IV 3 (1935) hingewiesen. 

Fünfzehntes Kapitel. 

Lineare Algebra. 
Die lineare Algebra handelt von Linearformen (mit Koeffizienten aus 

einem Ring K), von Moduln aus solchen Linearformen und von deren 
Homomorphismen oder 'linearen Transformationen. Die Theorie zer
fällt in verschiedene Abschnitte, entsprechend den verschiedenen Vor
aussetzungen, die man über den zugrunde gelegten Ring oder Körper K 
machen kann. Ein einleitender Paragraph, gültig für beliebige (auch 
nicht kommutative) Ringe K, geht voran. 

Die hier :z;u gebende Darstellung der linearen Algebra beruht ganz 
auf der Theorie der Gruppen mit Operatoren (Kap. 6) und benutzt 
sonst nur die Grundlagen (Kap. 1 bis 3). 

§ 106. Moduln. Linearformen. Vektoren. Matrices. 
Es sei K ein Ring mit Einselement e, dessen Elemente in diesem 

Paragraphen mit griechischen Typen bezeichnet und bisweilen "Ska
laren" genannt werden. 

Es sei !In ein K- (Rechts-) Modul, d. h. eine additiv geschriebene 
abelsche Gruppe, die K als Rechtsmultiplikatorenbereich besitzt und 
außer den Gruppenaxiomen die folgenden Rechnungsregeln erfüllt: 

(a + b)Ä. = aÄ. + bÄ., 

a(Ä. + fl) = aÄ. + afl, 

a·Ä.fl=aÄ.·fl.l 

1 Daß wir die Multiplikatoren rechts schreiben, ist ganz willkürlich. Alle zu 
beweisenden Sätze gelten auch, wenn sie links stehen. In der letzten Rechnungs-
regel kommt dann l.p.. a = '),. p.a 

zu stehen; d. h., daß in diesem Fall die Multiplikation mit ).p. hinauskommt auf 
eine Multplikation zuerst mit p., dann mit )., während es vorher umgekehrt war. 
Das Rechts- oder Linksschreiben ist also eng damit verknüpft, ob man die Ope
ration: erst A, dann M, mit AM oder mit M A bezeichnen will. 
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Dabei bezeichnen die lateinischen Typen die Elemente von Wl. Aus 
den Distributivgesetzen folgen wie üblich dieselben Gesetze für die 
Subtraktion, die multiplikativen Eigenschaften des Minuszeichens und 
die Tatsache, daß ein Produkt Null ist, wenn ein Faktor Null (sei es 
nun die Null von K oder die von ID?) darin vorkommt. 

Das Einselement von K braucht nicht Einheitsoperator zu sein: ae 
kann für gewisse a von a verschieden sein. (Beispielsweise erfüllt man 
alle Rechnungsregeln, wenn man a.i. = 0 setzt für jedes a und jedes .i..) 
In diesem Fall aber kann man stets setzen 

( 1) a = (a - ae) + ae. 

Das erste Glied a- ae wird durch den Rechtsfaktor e annulliert; das 
zweite reproduziert sich bei der Multiplikation mit e. Die ersten Glieder 
bilden einen Untermodul ID?0 von ID?, der von e, und daher auch von 
jedem Element EÄ von K, annulliert wird; die zweiten Glieder ae bilden 
einen Untermodul IDl,., für den 8 Einheitsoperator ist. Die beiden Unter
moduln können nur die Null gemein haben; denn für jedes andere 
Element schließen Annullieren und Reproduzieren sich aus. Die Dar
stellung (1) zeigt nunmehr, daß IDl die direkte Summe ID?0 + ID?1 ist. 
Nachdem also von IDl der uninteressante Teil ID?0 abgespalten ist, be
hält man einen Modul übrig, für den 8 Einheitsoperator ist. Wir setzen 
daher im folgenden voraus, daß das Einselement von K zugleich Einheits
operator für IDl ist: a8 = a für jedes a, und bezeichnen dieses Einselement 
fortan wieder mit 1. 

Der Modul IDl heißt endlich (in bezug auf K), wenn seine Elemente 
linear in der Gestalt · 

U1Ä1 + ''' + UnÄn 

durch endlich viele Elemente u 1 , •.• , un dargestellt werden können. 
Wir schreiben in diesem Falle: 

IDl = (u1 K, ... , unK) oder IDl = (u1 , •• • , unl· 

Wir spezialisieren nun die Voraussetzungen noch weiter, indem wir an
nehmen, daß die u, linear unabhängig sind, d. h. daß aus ~ u,cx, = 0 
folgt cx, = 0. Unter dieser Voraussetzung heißt IDl ein (n-gliedriger) 
Linearformenmodul oder ein n-dimensionaler Vektorraum (vgl. § 14). 
K heißt der Koelfizientenbereich; die u1 bilden ein System von Basis
elementen. Auf Grund der linearen Unabhängigkeit der u1 ist jedes 
Element von IDl eindeutig als ~inearform ~ u1.i.1 zu schreiben; denn 
aus ~u1.i.1 = ~UJf.tJ folgt 

~u1 (.i.1 - 1'-J) = 0, aiso .i.1 - 1'-J = 0 oder .i.1 = 1'-J• 

Die somit eindeutig definierten Ringelemente ).1 , ••• , .i.n heißen die 
Komponenten des Vektors a = ~ u1.i.1• 

] e zwei Linearformenmoduln mit demselben Koelfizientenbereich K 
und derselben Anzahl von Basiselementen sind operatol'isomorph. Man 

7* 
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kann nämlich jedem Basiselement u1 des einen Moduls ein Basiselement 
v1 des andern Moduls und der Linearform ~ u1).1 die Linearform l; v1).1 
zuordnen. 

Ein Operatorhomomorphismus, welcher einen Linearformenmodul 
!In = (u1 , ••• , um) in einen Linearformenmodul !n = (v1 , ••• , v .. ) ab
bildet, heißt eine lineare Abbildung oder lineare Transformation. Eine 
solche ist vollständig gegeben, wenn das Bildelement eines jeden Basis
elementes u1 

(2) (j = 1, ... , m} 

gegebt>n ist, also wenn die Matrix 

gegeben ist1. Dann muß nämlich auch a = ~u1 ).1 auf a' = l;uj).1 ab
gebildet werden. Bei Änderungen der Basis (u1 , ••. , um) oder (v1 , ••• , v .. } 
kann eine und dieselbe lineare Transformation jedesmal durch eine 
andere Matrix dargestellt werden (vgl. die nachstehende Aufgabe 6). 
Trotzdem bezeichnet man oft eine lineare Transformation durch das
selbe Symbol A, das die zugehörige Matrix bezeichnet. 

Ftir das Bild eines Elementes u von !In in der durch die Matrix A 
vermittelten Abbildung schreiben wir Au, also im Fall (2): 

Au1 = ~v,oc11 • 
Die Matrix A ist im allgemeinen "rechteckig"; quadratisch ist sie 

nur im Falle m = n, z. B. bei einer linearen Abbildung von !In in sich. 
Die Zusammensetzung der zur Matrix A gehörigen Abbildung von 

!In = (u1 , •.• , um) in !n = (v1 , ... , v .. ) mit einer nachfolgenden, durch 
eine Matrix B vermittelten Abbildung von !n in $ = (w1 , ••• , w11) 

führt zu 

B(At~1) = B (~v,oc,1) = ~(Bv,) oc;1 =?; ~w11 {j11;1X;1 • 

also zum Matrixprodukt C = BA , definiert durch 

'YitJ = IPA;IX;J· 
' Es ist also für u E !In 

BA •U= B·Au. 

Das Produkt AB hat nur dann einen Sinn, wenn die Spaltenzahl von 
A mit der Zeilenanzahl von B übereinstimmt. Es stellt dann nach 

1 Bei der Bildung der Gleichungen (2) aus der Matrix A ist zu beachten, daß 
bei unseren Bezeichnungen die m Gleichungen (2) den m Spalten von A entsprechen: 
die Elemente einer Spalte (von oben nach unten gelesen) sind die Koeffizienten 
einer Gleichung (2). 
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dem Vorangehenden genau das Produkt AB der zugehörigen Ab
bildungen dar. 

Die Summe zweier linearen Abbildungen von 9Jl in \n wird durch 

(A+B)u=Au+Bu 

definiert; die zugehörige Matrix hat die Elemente ~Xu + ßu, und heißt 
die Summe der M atrices A und B ~ sie hat einen Sinn, wenn A und B 
gleich viel Zeilen und Spalten haben. 

Aus den Definitionen von Summe und Produkt folgen die Rechnungs
regeln (gültig immer dann, wenn die auftretenden Produkte und Sum
men einen Sinn haben): 

A·BC=AB·C, 

A + (B + C) = (A + B) + C. 

A (B + C) = AB + A C, 

(B + C) A = BA + CA . 

Mit Hilfe der aus einer Zeile bestehenden Matrices (u1 ••• um), 
(v1 ••• vn) usw. kann man die Formel (2) in Matrixform schreiben: 

(ui ... u~) = (v1 .•• v") · A. 

Eine Linearform 2: u, l, schreibt man zweckmäßig als Produkt einer 

Zril< ( u, ... u.) mit •ine< SpaJt< (J . Dio Linmfo,m 2: u1.11 wi•d 

durch die lineare Abbildung A in 

,2;Au1).1 = ~2:V;IX;1 ).1 
transformiert; die Koeffizienten oder Komponenten der transformierten 
Form sind 

).i = 2: Oi.i} ).1. 

Man kann diese Formel auch als Matrixgleichung schreiben: 

(.1{) =A· (:-) 
;,,. ;,"' 

Eine Abbildung von 9J1 = (u1 , ••• , u") in sich wird gegeben durch 
eine quadratische Matrix: 

(3) u~ = J:u;~X;1 . 

Diese quadratischen Matrices bilden nach dem Vorigen einen Ring, 
der außerdem als (Links-)Operatorenbereich für den Vektorraum auf
gefaßt werden kann. 

Es kann sein, daß die durch (3) definierten uj wieder eine Basis 
für 9Jl bilden. Dazu ist erstens notwendig, daß sie linear unabhängig 
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sind, d. h. daß aus 

2:u}flJ = 0 oder I~u,IXaJilJ = 0 
' 1 

oder schließlich 'I,tX,1fl1 = 0 immer folgt flJ = 0, mit anderen Worten, 
i 

daß zwischen den Spalten 

keine lineare Relation besteht, es sei denn, daß alle Kceffizienten lli 
gleich Null sind. Noch anders ausgedrückt: Die Matrix A soll durch 

keine von Null verschiedene Spalte t) von rechts annulliert wenlen. 

Dann wird sie von selbst auch durch keine mehrspaltige Matrix B =!= 0 
annulliert (d. h. es ist AB=!= 0 für B =!= 0), und wir können sagen, daß 
A kein linker Nullteiler ist. Zweitens ist aber nötig, daß sich umgekehrt 
alle u, durch die u' ausdrücken: 

(4) u" = ~uj{J1", 

Dazu muß also die Formel (3), in (4) eingesetzt, eine Identität ergeben: 

u" = 2: u, IXaJ {31"' 

oder das Produkt A · B muß die Einheitsmatrix 

ergeben: AB = E. Wir haben also bewiesen: 
Dann und nur dann stellt (3) eine nette Basis dar, wenn die Matnx A 

kein linker Nullteiler ist und eine Rechtsinverse B besitzt. 
Sind diese Bedingungen erfüllt, so ist die Beziehung zwischen den 

Basen u, u' und daher auch die zwischen den Matrices A, B umkehrbar; 
d. h. es ist auch 

BA =E. 

Weiter folgt noch, daß A auch kein rechter Nullteiler ist; denn wenn 
für eine Zeile S =!= 0 das Produkt SA gleich Null wäz;e, so würde folgen 

O=SAB=SE=S=!=O. 

Aus der Tatsache, daß A kein linker Nullteiler ist, folgt schließlich, 
daß A auch nur eine Rechtsinverse besitzen kann. 
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Mithin können wir die einzige rechts- (und links-) inverse Matrix, die 
vorhin B hieß, mit A-l bezeichnen. Wir nennen die Matrix A unter den 
angegebenen Bedingungen in vertierbar in K und resümieren : 

Der Obergang zu einer neuen Basis wird durch eine invertierbare 
Matrix bewerkstelligt. 

Zu einer anderen Auffassung der linearen Transformationeil kommt man, 
wenn man· die Größen u1 , ••• , u" als Unbestimmte in einem Polynombereich 
K[u1 , ••. , unJ auffaßt. Die Formeln (3). (4) bedeuten dann eine lineare Substitution, 
durch die man im Polynombereich neue Unbestimmte u' einführt. Durch die 
Substitution (4) wird jede Form f (u1 , ••• , lln) in eine Form f' (u! . ... , u~) über
geführt, insbesondere eine Linearform ;z:; u1 Äk in eine Linearform: 

~uti•k = ~~u~ßJti·k = ;z;;u;;.;, 

wobei also die neuen Koeffizienten durch 

(5) 

gegeben werden. 
Gibt man andererseits den Variablen u1 spezielle Werte Jl, aus dem Körper K 

und bildet nach (3) 
(6) ll~ = ~/tjC>:Jt• 

so ist das auch eine lineare Transformation in einem Vektorenraum oder I.inear
formenmodul (dessen Operatorenbereich diesmal links geschrieben werden muß, 
weil die Transformationskoeffizienten rechts von den Vektorkomponenten stehen), 
deren Matrix die gespiegelte oder transponierte 1 Matrix AT von A ist. 

Die beiden Transformationen (5). (6) sind miteinander verbunden durch die 
Forderung, daß die Summe ~~~k).k invariant bleibt: 

~!lklk = ~ll~;.~. 
und heißen zueinander kontragredient. Die Matrix AT von (6) ist die transponierte 
inverse oder die inverse transponierte zur Matrix JJ von (5): 

AT= (B-IJT = (Bf)-1. 

Aufgaben. 1. Besitzt eine quadratische Matrix eine Rechts- und 
eine Linksinverse, so ist sie invertierbar (mithin die beiden Inversen 
gleich und einzig). 

2. Ist A linker Nullteiler und besitzt eine Rechtsinverse, so besitzt 
A unendlich viele Rechtsinversen. 

3. Die invertierbaren n-reihigen Matrices in einem Ring K mit Eim 
element bilden eine Gruppe: die generelle lineare Gruppe G L (n, K) 
oder die Automorphismengruppe eines n-gliedrigen Linearformenmoduls. 

4. Alle n-reihigen quadratischen Matrices in K bilden einen Ring, 
den vollen Matrizenring in K oder den Endomorphismenring eines 
n-gliedrigen Linearformen111oduls. Dieser Ring besitzt in bezug auf K 
eine linear unabhängige Basis, bestehend aus den Matrices C,1 , die im 
Schnittpunkt der i-ten Zeile und f-ten Spalte eine 1 und sonst überall 
Nullen haben. 

1 Transponieren heißt Vertam,chen von Zeilen und Spalten oder Spiegeln an 
der Hauptdiagonale. 
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5. Homomorphi.smen für Linearformenmoduln in unendlich vielen 
Veränderlichen (wobei unter Linearformen immer solche in endlich 
vielen dieser Variablen zu verstehen sind) werden durch solche unend
lichen Matrices dargestellt, bei denen in jeder Spalte nur endlich viele 
Elemente von Null verschieden sind. Man übertrage die Theorie der 
invertierbarerr Matrices auf diesen Fall. 

6. Wird eine lineare Abbildung von IDl = (u1 , •.• , un) in jJl = 
(v1 , ... , vn) durch die Matrix A dargestellt und führt man durch 

( ui ... u~) = ( u 1 ••• un) P, 

(vi ... v~) = (v1 ••• vn)Q 

neue Basen ein, so wird dieselbe Transformation, auf die neuen Basen 
bezogen, durch die Matrix 

dargestellt. 
7. Wird eine Matrix A von n Zeilen und m Spalten irgendwie in 

rechteckige "Kästchen" eingeteilt, etwa so: 

IXJI ••• IX!i •.. IX!j ... IXJm 

A= 

IXn I • · · 

und wird eine Matrix B von m Zeilen und q Spalten auch eingeteilt, 
aber so, daß die Stellen der Horizontalschnitte von B mit den Stellen 
(1, i, j) der Vertikalschnitte von A übereinstimmen: 

ßll ... ßlh ... ... ßlq ' 

ßil (" Bl2 B") B= = B21 ß22 B2a , 

ßjl 
,Bal ßa2 Baa 

ßmt 
so kann man die Multiplikation von A und B so ausführen, als ob die 
Kästchen A,j, Eil: Elemente wären: 

2:A 1jBjt 

1:A2jBjt 
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§ 107. Moduln in bezugauf einen Schiefkörper. Lineare Gleichungen. 

Wir nehmen jetzt an, K sei ein Schiefkörper, der Modul m sei 
endlich und das Einselement sei Einheitsoperator. Wenn zwischen den 
Basiselementen u1 , ••• , u,. eine lineare Abhängigkeit ,2; u1 lt = 0 be
steht, wobei etwa Ä,. t 0 sei, so kann man die Gleichungen mit A;;- 1 

multiplizieren und u,. linear durch die übrigen Basiselemente ausdrük
ken. Also bilden u1 , ••• , 14,._ 1 auch eine Basis. So weiterschließend, 
kommt man zuletzt zu einer linear unabhängigen Basis. Mithin ist 
jeder endliche Modul der betrachteten Art ein LinearformenmoduL 

Ein vom Nullmodul verschiedener Modul heißt (wie eine gewöhnliche 
abelsche Gruppe) einfach, wenn er keine echten Untermoduln außer 
dem Nullmodul besitzt. Es gilt der Satz: Ein einfacher, K-Modul ist 
eingliedrig, und ein eingliedriger K-Modul ist einfach. 

Beweis. 1. rol sei einfach. Jedes Element u + 0 muß dann den 
ganzen Modul erzeugen; also ist rol eingliedrig. 

2. m sei eingliedrig: m = (u). Ist !n t (0) ein Untermodul und U.Ä. 
ein von Null verschiedenes Element von !n, so enthält !n auch u.Ä.Ä - 1 = u; 
mithin ist rol = !n. Also ist rol einfach. 

Ein n-gliedriger Modul ist eine direkte Summe von einfachen 
Moduln (u1} = u1 K, ... , (u,.) = u,.K. Die Untermoduln (u1 , ••. , u,.), 
(u1 , ••• , u,. .. 1). ••• , (u1}, (0) bilden eine Reihe mit eingliedrigen, somit 
einfachen Faktormoduln, also eine Kompositionsreihe. Mithin ist die 
Gliederzahl n des Moduls gleich der Länge der Kompositionsreihe, also 
unabhängig von der Basiswahl. 

Die Gliederzahl eines K-Moduls heißt auch der (lineare) Rang des 
Moduls in bezug auf K. 

Die Eindeutigkeit des linearen Ranges erhielten wir schon in § 33 
auf anderem Wege. Das andere frühere Ergebnis, daß man jede Basis 
eines Untermoduls zu einer Basis des ganzen Moduls ergänzen kann, 
ist nichts anderes als der gruppentheoretische Satz, daß man durch 
jeden Untermodul eine Kompositionsreihe ziehen kann. Die Ergänzung 
einer Basis eines Untermoduls zu einer Basis von rol kann so geschehen, 
daß man die fehlenden Basiselemente aus den u1 (d. h. aus einer vor
gegebenen Basis von rol) wählt; das folgt nach § 47 aus der Tatsache, 
daß der Modul rol direkte Summe von einfachen eingliedrigen Moduln 
ist. Diese Aussage ist aber der Austauschsatz von § 33, jetzt gruppen
theoretisch hergeleitet. 

Ein echter Untermodul von rol hat eine kleinere Länge der Kom
positionsreihe, also eine kleinere GliederzahL Daraus folgt: Irgend 11 

linear unabhängige Elemente vt = 2; u, ~Xat von rol erzeugen rol selbst; 
denn sie können keinen echten Untermodul erzeugen. Die Voraus
setzung der linearen Unabhängigkeit bedeutet, daß die Matrix A kein 
linker Nullteiler ist; die Folgerung, daß die v eine neue Basis für IDl 
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bilden, besagt aber die Invertierbarkeit der Matrix. Wir ~ehen also: 
Wenn eine quadratische Matrix in einem Körper K kein linker Nullteiler 
ist, so ist sie invertierbar. Die Matrix heißt in diesem Fall regulär; ist 
sie aber linker Nullteiler (also nicht invertierbar, also auch rechter 
Nullteiler}, so heißt sie singulär. Die Bezeichnungen übertragen sich 
auf Matrices in einem Integritätsbereich ~, da man einen solchen ja 
immer in einen Körper einbetten kann. Reguläre Matrices brauchen 
im Integritätsbereich ~noch nicht in vertierbar zu sein; im Quotienten
körper K sind sie es aber. Singuläre Matrices aber sind nicht nur im Kör
per, sondern auch im Ring Nullteiler; denn man kann eine Spalte, die 
eine Matrix annulliert, durch Multiplikation mit einem Hauptnenner 
immer ganz machen. 

Auf dem Austauschsatz beruht die Theorie der linearen Gleichungen. 
Ein System von linearen Gleichungen möge lauten 

( 1) 

die l, sollen dabei m Linearformen der n Unbekannten ~"' sein: 

t,W = 2;ocu~t·t 
Ersetzen wir hier die ~k durch Unbestimmte xk, so werden die li Linear
formen dieser Unbestimmten: 

(2) 

Die Anzahl r der linear unabhängigen unter diesen Linearformen l, 
heißt der Rang des Gleichungssystems. Notwendig für die Lösbarkeit des 
Gleichungssystems ist offenbar, daß alle linearen Relationen ~ p,,l, = 0, 
die (identisch in den Unbestimmten x) zwischen den Linearformen li 
bestehen, auch zwischen den rechten Seiten ß, bestehen. Ist das der 
Fall und sind alle l, etwa von 11 , ••• , l, abhängig, so sind alle Glei
chungen (1) Folgen der ersten r unter ihnen. Es ist r s n, da es nicht 
mehr als n linear unabhängige Linearformen in x1 , ••• , x,. geben kann. 
Nach dem Austauschsatz kann man die 11 , ••• , l, mit n- r der Un
bestimmten x,, etwa x,+l, ... , x,., zu einer Basis für alle Linearformen 
der x ergänzen. Das heißt, es gilt 

(3) (i = 1, ... , r). 

Satz. Man findet genau alle Lösungen der Gleichungen ( 1), indem man 
in (3) die l, durch ß, und die x,+ 1 , ••• , x,. durch ganz beliebige Größen 
~r+ 1 , ••• , ~ .. aus K ersetzt und die Werte ~1 , ••• , ~,von x1 , ••• , x, aus (3) 
bestimmt. 

Zum Beweis bemerken wir, daß die 11 , •.. , l,, x,+ 1 , .•. , x,. eine 
linear unabhängige Basis für den Modul (x1 , ••• , x,.) bilden. Setzt man 

1 Die Vnbestimmtcn werden für den Augenblick rechts von den Koeffizienten 
geschril'ben, was für die Anwendung der ModulsätzEo> natürlich nichts ausmacht. 
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also (3) in (2) ein, so muß eine Identität in den i 1 , •• • ,l,, Xr+l• .. . , xn 

herauskommen, die also erhalten bleibt, wenn man die 1, durch ß, und 
die x1 durch beliebige ~J ersetzt. Also sind die gefundenen ~ Lösungen 
von (1). Setzt man ebenso (2) in (3) ein, so kotpmt eine Identität in 
den x heraus, die erhalten bleibt bei Ersetzung der x durch solche ~, 

welche (1) erfüllen. Also ergibt die angegebene Regel auch alle Lösungen 
von (1). 

Es folgt, daß das obengenannte Kriterium für Lösbarkeit auch hin
reichend ist und daß der Rang des Gleichungssystems zugleich die An
zahl der Unbekannten ergibt, nach denen man auflösen kann, während 
die Werte der übrigen beliebig wählbar sind. 

Speziell im Fall eines kommutativen K liefert die Determinanten
theorie mehr explizite Auflösungsformeln und algebraische Kriterien für 
Lösbarkeit und lineare Abhängigkeit, für die wir auf die betreffenden 
Lehrbücher verweisen. Besonders hervorzuheben ist aus dieser Theorie 
das folgende Kriterium für Regularität einer Matrix: Eine quadratische 
Matrix A ist in einem kommutativen Körper oder Integritätsbereich regu
lär, wenn ihre Determinante I AI von Null verschieden ist. Ist außerdem 
die Determinante eine Einheit des Integritätsbereichs, so ist die Matrix 
auch im Integritätsbereich selbst in vertierbar; denn in den Auflösungs
formeln kommt nur diese Determinante im Nenner vor. 

Die Umkehrung dieses Satzes folgt, indem man den Multiplikations
satz der Determinanten: 

IABI = IAI·IBI 

auf den Fall AB= E,IEI = 1 anwendet. Daher: In einem Integritäts
bereich sind die und nur die M atrices invertierbar, deren Determinante eine 
Einheit ist (unimodulare Matrices). 

Aufgaben. 1. Ein System von homogenen Gleichungen 2: <Xit ~" = 0 
ist in einem Körper stets lösbar, und alle Lösungen { ~1 , ••• , ~n}, als 
Vektoren aufgefaßt, setzen sich aus n - r speziellen, linear unabhängigen 
Lösungen linear zusammen (mit Koeffizienten, die rechts von den 
Vektoren geschrieben werden). Für r = n existiert nur die Nullösung. 

2. Zwischen den Gliederzahlen n, meines k-Moduls und eines Unter
moduls und der Gliederzahl I des Faktor-(Restklassen-)Moduls besteht 
die Beziehung I = n - m. 

3. Zwischen den Gliederzahlen n, m zweier Untermoduln eines K
Moduls, der Gliederzahl s ihrer Summe und der Gliederzahl d ihres 
Durchschnitts besteht die Beziehung 

s + d = n + m. 

Der projektive Raum. Die eingliedrigen Untermoduln eines n-gliedrigen 
Linearformen- oder Vektorenmoduls werden als Strahlen des Vektorraumes R" (K) 
oder als Punkte des projektiven (n - 1 )-dimt>nsionalen Raumes S"_ 1 (K) bezeich
net. Die (bis auf einen Proportionalitätsfaktor bestimmten) Komponenten eines 
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erzeugenden Vektors heißen homogene Koordinaten des Punktes. Die Strahlen 
eines Un~rmoduls bilden einen linea,en Untef'f'aum im projektiven Raum. Aus 
Aufiabe t folgt nun, daß , unabhängige lineare homogene Gleichungen in den 
Koordinaten einen Unterraum von n - , - 1 Dimensionen bestimmen. Da weiter 
ein Durchschnitt von Uqtermoduln wieder ein Untermodul ist, so folgt, daß ein 
Durchschnitt von linearen Räumen wieder ein solcher (oder leer) ist. Schließlich 
folgt aus Aufgabe 3. daß zwischen den Dimensionen I, m zweier linearer Unter
räume, der Dimension d ihres Durchschnittes und der Dimension s des kleinsten 
beide umfassenden linearen Raumes die Beziehung 

d+s=l+m 

besteht (mit d = - 1, falls der Durchschnitt leer ist). 

§ 108. Moduln in euklidischen Ringen. Elementarteiler. 

Wir setzen nun von dem Ring K voraus, daß er kommutativ und 
euklidisch im Sinne von § 18 ist. Das heißt also, es soll jedem Ring
element a =t= 0 ein .,Absolutwert" g (a) zugeordnet sein, derart, daß 
g(ab) ~ g(a) und daß ein Divisionsverfahren möglich ist. Nach § 18 
ist dann auch jedes Ideal in K Hauptideal. Wir beweisen nun zunächst den 

Satz. Es sei IDl ein Linearformenmodul in bezugauf K mit der linear 
unabhängigen Basis (u1 , •• • , u11). Dann ist jeder Untermodul Bl von IDl 
wieder ein Linearformenmodul mit höchstens n Basiselementen. 

Beweis: Für den Nullmodul IDl = (0) ist der Satz trivial. Er sei 
für (n- 1)-gliedrige Moduln IDl schon bewiesen. 

Wenn Bl aus Linearformen in u1 , ••• , u11 _ 1 allein besteht, so ist 
nach Induktionsvoraussetzung alles bewiesen. Wenn aber Bl eine Linear
form u1Ä1 + · · · + U 11 Ä,. mit Ä,. t- 0 enthält, so bilden die vorkommen
den Ä,. ein Rechtsideal in K, also ein Hauptideal (p,,.) mit p,11 =t= 0. Es 
kommt also in Bl eine Form l = u1 p,1 + · · · + U 11 p,11 vor, und man 
kann von jeder anderen Form u1Ä1 + · · · + u11 Ä11 ein solches Viel
faches ltx von l subtrahieren, daß der letzte Koeffizient Ä,. zum Ver
schwinden gebracht wird. Die dann übrigbleibenden, zu Bl· gehörigen 
Linearformen in u1 , •• • , u11 _ 1 bilden einen Untermodul, der nach der 
Induktionsvoraussetzung ei'ne linear unabhängige Basis (11 , ••• , l". _ 1) , 

m - 1 ~ n - 1, besitzt. Dann erzeugen l1 , ••• , l". _ 1 , l offenbar Bl. 
Die 11 , ••• , l". _1 sind schon unabhängig. Gäbe es eine lineare Ab

hängigkeit 

mit {J -F 0, so würde die Vergleichung der Koeffizienten von u,. ergeben 
p,11 {J = 0, was nicht geht. 

Bemerkung. Die lineare Unabhängigkeit der 11 , ••• , l".(l". = l) 
beruht offenbar darauf, daß jedes l, nach Konstruktion ein solches uj 

enthält, das in 11 bis 1,_ 1 noch nicht vorkam. 
Aufgaben. 1. Ist IDl ein ganzzahliger Linearformenmodul und ist 

der Untermodul Bl durch endlich viele erzeugende Linearformen 
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v" = 2: u, tXu gegeben, so ist eine Basis (l1 , •.. , lm) mit den obig_en 
Eigenschaften in endlich vielen Schritten konstruierbar. 

2. Mit Hilfe der nach Aufgabe 1 konstruierten Basis (l1 , .•• , lm) 
gebe man ein Mittel an, zu entscheiden, ob eine vorgelegte Linearform 
Pt UI + ... + {J,.u,. im Modul m enthalten ist, mit anderen Worten: 
ob das lineare diophantische Gleichungssystem 

2: IXU; ~k = {Ji 
in ganzen Zahlen ~" lösbar ist. 

Elementarteilersatz. Ist m ein Untermodul des Linearformen
moduls IDl, so gibt es eine Basis ( u1 , ... , u,.) von Wl und eine Basis 
(vl' ... ' vm) von m derart, daß 

{ 
V;= u,e, 

e,+ 1 = 0 (e;) ist. 

(i = 1, ... , m) 

Beweis: Wir gehen zunächst aus von irgend einer Basis (u1 , ... , u,.) 
von Wl und irgend einer Basis (v1 , ..• , vm) von 9l; es sei 

v" = l:u1tX1" oder (v1 ... vm) = (u1 ... u,.) · A. 

Wir wollen nun durch schrittweises Abändern der Basis die Matrix A 
in die gewünschte Diagonalform 

(2) c· .:J 
bringen. Erlaubte Abänderungen sind dabei: 

1. Vertauschungen zweier u oder v, die eine Vertauschung zweier 
Zeilen oder. Spalten von A bewirken. 

2. Ersetzung eines u, durch u, + u1 ;. (j + i) , wodurch von der j-ten 
Zeile von A die von links mit). multiplizierte i-te Zeile subtrahiert wird: 

v" = 2: U; IXu = · · · + (u, + u1.?.) IXu + · · · + u1 (1X1 ~:- AIX,") + · · ·. 
J. Ersetzung eines v" durch v"- v1.?.(j + k), wodurch von der k-ten 

Spalte von A die von rechts mit ;. multiplizierte j-te Spalte subtrahiert 
wird: 

V~:- v1 .?. = Lu,(tX,"- tX11 .?.). 

Wir formen die Matrix A mittels 1., 2., J. so weit um, daß das dem 
Absolutwert nach kleinste von Null verschiedene Element von A einen 
möglichst kleinen Absolutwert hat. Durch Operation 1. können wir er
reichen, daß dieses kleinste Element in der Matrix an der Stelle tXn 
steht. Macht man dann die übrigen Elemente der ersten Spalte durch 
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Subtraktion geeigneter Vielfachen der ersten Zeile nach 2. möglichst 
klein, so werden sie dem Absolutwert nach kleiner als I ~11 1, also Null. 
Ebenso macht man mittels J. die Elemente der ersten Zeile zu Null, 
ohne die erste Spalte zu ändern. Nach diesen Operationen müssen in 
der ganzen Matrix alle Elemente durch ~11 teilbar sein. Denn gesetzt, 
es wäre etwa ~u nicht durch ~11 teilbar, so wäre nach dem Divisions
algorithmus 

~u=~11 q+r, r:j=O, g(r)<g(~11). 

Addiert man zuerst nach 2. die erste Zeile zur i-ten und subtrahiert 
man dann nach J. die mit q multiplizierte erste Spalte von der k-ten, 
so erscheint an der Stelle (ik) das Element r mit g(r) < g(~11), was der 
Minimalvoraussetzung über ~11 widerspricht. 

Nunmehr sieht unsere Matrix so aus: 

(~11 0 ... 0)' 

. A' ' 

0 

wo in A' alle Elemente Vielfache von ~11 sind. Bei den weiteren Ope
rationen läßt man nun die erste Zeile und Spalte ungeändert und ver
fährt mit A' genau so wie vorhin mit A. Dabei geht die Teilbarkeit 
aller Elemente durch ~11 nicht verloren. A' erhält schließlich die 
Gestalt 

wo alle Elemente von A" durch ~~~ teilbar sind. So fortfahrend, erreicht 
man nach m Schritten die gewünschte Normalform (2). Der Fall, daß 
schon vorher eine der Matrices A, A', A", ... aus lauter Nullen be
stehen sollte, ist ausgeschlossen, da das heißen würde; daß einige Vt 

gleich Null wären, während im Gegenteil in jedem Stadium des Pro
zesses die v eine linear unabhängige Basis für ~ bilden. Damit ist 
der Satz bewiesen. 

Bemerkungen. 1. Die Operationen 1. bis J. kommen immer-darauf 
hinaus, daß die Matrix A von links oder von rechts mit einer in K 
invertierbaren Matrix multipliziert wird. Denn wenn (ui ... u~) 
= (u1 .•• u,.) · B und (v~ ... v:,.) = (v1 ... vm) · C als neue Basen ein
geführt werden, so wird 

(vi ... v:,.) = (v1 ..• vm)C = (u1 ••• u,.)AC = (ui ... u~)·B- 1 A.C. 



§ 108. Moduln in euklidischen Ringen. Elementartcilcr. 111 

Der Elementarteilersatz ist also gleichbedeutend mit der Existenz 
zweier in vertierbarer Matrices B, C, so daß B - 1 AC eine Matrix von 
der Gestalt (2) wird. 

2. Die Reduktion der Matrix A gelingt nach genau derselben Me
thode auch dann, wenn die v kein linear unabhängiges System bilden; 
nur kann dann eine der Matrices A, A', A", ... eine Nullmatrix werden, 
und wir erhalten statt der Normalform (2) die allgemeinere 

(3) B-'AC~ c . ,, } 
wo r der Rang von A ist. Die Teilbarkeitsrelationen der E; bleiben 
dieselben. 

3. Die k-reihigen Unterdeterminanten der transformierten Matrix 
D = s- 1 AC sind bekanntlich lineare Funktionen von den Unter
determinanten von A, und ebenso die von A = B DC - 1 lineare Funk
tionen von denen von D. Also ist für A der größte gemeinsame Teiler 
!}Je der k-reihigen Unterdeterminanten bis auf Einheiten derselbe wie 
für D. Für D berechnet man leicht den Wert 

Mithin ist 

(4) 

(k ::::; r). 

(1 < k:::;;; r). 

Die d~e heißen die Determinantenteiler der Matrix A, die E~e die Elementar
teiJer der Matrix A. Aus (4) folgt nun: Die Elementarteiler sind die 
Quotienten zweier aufeinanderfolgender Determinantenteiler. 

4. Daß die Elementarteiler e~e bis auf Einheiten durch die Matrix A 
eindeutig bestimmt werden, wird sich auf anderem Wege im nächsten 
Paragraphen ergeben, in dem gezeigt wird, daß die Elementarteiler 
(soweit sie nicht Einheiten sind) sogar nur vom Faktormodul IJJlf~ 
abhängen, der seinerseits natürlich durch A bestimmt ist. 

Aufgaben. 3. Man bringe die Matrix 

(4 3 6 2)' 
A= 2 3 6 4 

6 6 13 5 
in die Diagonalform (3). 

(5) 

4. Jedes lineare diophantische Gleichungssystem 
n 

~ IXu ~Je = ß, 
1 

(i = 1, ... , m) 

mit ganzen Zahlen IXu und ß, ist durch unimodulare Transformation 
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der Unbekannten und der Gleichungen in die Gestalt 

{ 
EiY]i = /'i (i = 1, . · . r; Ei of 0) 

0 = {)1 (j = r + 1 , ... , m) 

transformierbar. Die Bedingungen für Lösbarkeit des Systems in ganzen 
Zahlen lauten: 

y, = O(e,); {)1 = 0. 

Die 'YJ& mit i ~ r sind bestimmbar, die übrigen 'YJJ willkürlich. Die ~k 
sind lineare ganzzahlige Funktionen der willkürlichen 'Y/i. 

5. Ein lineares Gleichungssystem (5) ist in ganzen Zahlen dann 
und nur dann lösbar, wenn aus 

m 

2: Äi lXo, = 0 (d) 
1 

für beliebige ganzzahlige ;., und d stets folgt 
m 

2; ;., ß, = O(d). 
1 

(k = 1, ... , n) 

§ 109. Der Hauptsatz über abelsche Gruppen. 

Es sei QS eine abelsche Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden, 
additiv geschrieben, also ein Modul. Wenn ein Multiplikatorenbereich K 
zu QS gegeben ist, so nehmen wir an, daß das Einselement von K vor
handen und zugleich Einheitsoperator ist (vgl. § 106); wenn aber kein 
Multiplikatorenbereich gegeben ist, nehmen wir als Multiplikatoren
bereich den Ring der ganzen Zahlen, der ebenfalls diese Voraussetzung 
erfüllt. Wir schreiben diesmal die Operatoren links von den Modul
elementen. 

Zunächst sei QS zyklisch: QS = (g). Die Gesamtheit der 11- aus K, 
welche g annullieren, ist ein Linksideal a aus K: aus fJ-1 g = 0 und 
/1-zg = 0 folgt (fJ-1 - /1-z)g = 0, und aus 11-g = 0 folgt XfJ-g = 0 für jedes 
x in K. Jedem ;. aus K ist ein Äg zugeordnet, und wegen 

(Ä + /1-) g = ).g + 11-g 1 

Äfl-. g =;.. fJ-g 

ist die Zuordnung ein Operatorhomomorphismus in bezugauf K. Daraus 
folgt nach dem Isomorphiesatz 

QS ~ Kja, 

oder: Ein zyklischer K-Modul QS ist isomorph dem Restklassenmodul von 
K nach dem annullierenden Linksideal von QS. 

Für den Fall einer gewöhnlichen zyklischen Gruppe QS erhalten wir 
daraus von neuem das Ergebnis, daß QS isomorph der additiven Gruppe 
der ganzen Zahlen oder der Gruppe der Restklassen nach einer ganzen 
Zahl ist. Ist n > 0 das Basiselement des Ideals a, so ist n die Ordnung 
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der zyklischen Gruppe (g) oder auch die Ordnung des Elementes (g) 
(vgl. § 7). 

Der eben bewiesene Satz gilt noch unabhängig von speziellen Vor
aussetzungen über K. Ist aber K kommutativ und euklidisch, wie wir 
im folgenden annehmen werden, so können wir etwas mehr aussagen. 
Das Ideal Q ist dann Hauptideal: Q = (~X). Wir nehmen lX =!' 0 an und 
zerlegen, wenn möglich, lX in zwei teilerfremde Faktoren: 

lX = (!G, 

1 = Ä(! + flG, 

und bilden die zyklischen Gruppen Q.l1 = (eg), Q.l2 = (ag). Dann wird 
Q.l1 von a, Q.l2 von (! annulliert. Wegen 

g = .Ä.(!g + flGg 

ist Q.l die Summe von Q.l1 und Q.l2• Der Durchschnitt Q.l1 n Q.l1 wird von(! 
und vona, also auch von 1 = Äa + flG annulliert; mithin ist Q.l1 n Q.l2=(0) 
und die Summe direkt: 

Q.l = Q.ll + Q.l2. 

Wenn a oder (! weiter in teilerfremde Faktoren zerlegbar ist, so läßt 
sich Q.l1 oder Q.l1 weiter aufspalten. Schließlich wird die zyklische Gruppe (3J 

eine direkte Summe von solchen zyklischen Gruppen, die von Primzahl
potenzen1 annulliert werden. Das Produkt dieser Primzahlpotenzen ist lX. 

Für Gruppen von dieser Beschaffenheit werden wir die Bezeichnung 
"Primzaltlpotenzgruppen" verwenden. 

Wir gehen nun zum allgemeinen Fall über, wo Q.l ein K-Modul mit 
endlich vielen Erzeugenden g1, ••• , g,. ist, also die Elemente von Q.l die 
Gestalt 

haben. Bilden wir mit Unbestimmten u1 , ••• , u,. den Lineariormen
modul 

so ist jeder Linearform ~ A,u, aus m ein Element 2; ~g, von (3J zu
geordnet; die Zuordnung ist wiederum ein Modulhomomorphismus, und 
es folgt nach dem Homomorphiesatz 

wo m der Untermodul derjenigen Linearformen 2; A, u, ist, für die 
~ ~g, = 0 wird. 

Wir setzen wieder K als euklidisch voraus. Nach § 108 können wir 
für m und rol neue Basen (v1 , ••• , vm) und (u;, ... , u~) (n ~ m) ein-

1 .,Primzahl" steht kurz für ,.Primelement des Ringes K". Im Falle der ge
wöhnlichen abelschen Gruppe handelt es sich um gewöhnliche Primzahlen. 

v. d. Waerden, Moderne Algebra II, 2. Auf!. 
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führen, für die gilt: 
für i = 1 , ... , m, 

ei+l = 0 (e,). 

Zu den u' gehören (vermöge des obigen Homomorphismus) wieder 
Elemente h1 , ••• , hn von QL Alle Elemente von QS haben die Gestalt 
p.1h1 + · · · + p.,.h,., und ein solches Element ist Null dann und nur 
dann, wenn 

d. h. wenn l 1-'1 = O(e1), 

ltm = O(tm)' 

ist. Das heißt, eine Summe p.1h1 + · · · + P.nhn ist nur dann Null, 
wenn die einzelnen Glieder es sind, und diese sind es, wenn ihr Koeffi
zient p., durch t; teilbar ist für i = 1, ... , ~, dagegen Null ist für 
i=m+i, ... ,n. 

Ein anderer Ausdruck dafür ist : 
Die Gruppe QS ist die direkte Summe von zyklischen Gruppen 

(h1) + · · · + (h,.), und das annullierende Ideal von (h;) ist 

(e;) für i = 1 , ... , m, 

(0) für i = m + 1, ... , n. 

Das ist der Hauptsatz für abelsche Gruppen mit endlich vielen Er
zeugenden. 

Im Fall der gewöhnlichen abelschen Gruppen sind die I t; I die 
Ordnungen der zyklischen Gruppen (h1), ••• , (hm) , während die übrigen 
(hm+t), ... , (h,.) unendliche Ordnung haben. 

Drei Ergänzungen zum Hauptsatz sind noch nötig: 
a) die Ausscheidung der Einheiten unter den e,; 
b) die weitere Zerlegung der zyklischen Gruppen nach Primzahl

potenzgruppen; 
c) die Eindeutigkeit. 
a) Es sei etwa e1 eine Einheit, also (e1) das Einheitsideal K, also 

K h1 = (0) . Dann kann die zyklische Gruppe K h1 aus der Summenzer
legung Kh1 + · · · + Khn weggelassen werden. 

Die nach Ausscheidung der Einheiten übrigbleibenden annullierenden 
Ideale (e,), (0) mögen jetzt in umgekehrter Reihenfolge a1 , ••• , a, heißen; 
dann ist 

a,=o(a;+ 1). 

b) Diejenigen Gruppen (h;), deren annullierendes Ideal (0) ist, sind 
isomorph zu K. Diejenigen aber, deren annullierendes Ideal (e;) =f (0) 
ist, können nach dem zu Anfang Bewiesenen weiter in Primzahlpotenz-
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gruppen aufgespalten werden. Die annullierenden Primzahlpotenzen 
selbst findet man durch Fakterzerlegung der e,. Die Summe aller zu einer 
Primzahl p gehörigen, in der Zerlegung von <M auftretenden Gruppen ist 
eine Gruppe ·58, und besteht aus denjenigen Elementen von <M, die von 
einer genügend hohen Potenz f11 annulliert werden. Daher: Die Gruppen 
58, sind eindeutig bestimmt. Man hat, wenn U die Summe der Gruppen 
mit a = (0) bedeutet, 

<M = 2' 58p + u . 
p 

Durch weitere Zerlegung der 58, erhält man rückwärts die Primzahl
potenzgruppen, die nicht absolut eindeutig bestimmt sind, wohl aber 
eindeutig bis auf Isomorphie, wie wir sehen werden. Es gibt aber in 
jedem 5811 noch eine eindeutig bestimmte Reihe von Untergruppen 
5811,e; 5811,e_1 ; ••• ; 5811, 0 ; wo 5811,,. aus den Elementen von 58, besteht, 
die von p• annulliert werden. Die erste Gruppe dieser Rdhe ist 5811 ; 

die letzte besteht nur aus der Null. 
Die Gruppe U ist nicht eindeutig bestimmt, wohl aber bis auf 

Isomorphie eindeutig wegen 

ll ~ <Mf2'58p. 
p 

c) Eindeutigkeitssatz: Die annullierenden Ideale a1 , ••• , a9 mit 
a, = O(a,+ 1), die in einer direkten Summenzerlegung <M = Q:1 + · · · + Q:9 

auftreten, sind durch den Modul <M allein eindeutig bestimmt. (Oder, was 
dasselbe ist: die Gruppen Q;, sind bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.) 

Beweis: Die behauptete Eindeutigkeit wird bewiesen sein, sobald 
gezeigt ist, daß von jeder Primzahlpotenz P" aus K eindeutig entschieden 
werden kann, in wievielen Idealen a, sie aufgeht. Wenn P" nämlich in 
genau k von diesen Idealen aufgeht, so sind dies wegen der Teilbarkeits
eigenschaften dieser Ideale von selbst die ersten k unter ihnen, also 
a1 , ••• , a.,, und so weiß man dann von jeder Primzahlpotenz P" nicht 
nur, in wievielen, sondern auch, in welchen a, sie aufgeht, und somit von 
jedem a,, welche Primzahlpotenzen darin aufgehen. Diejenigen a,, in 
denen unbeschränkt hohe Potenzen aufgehen, sind Null, und die übrigen 
durch ihre Primfaktorzerlegung eindeutig bestimmt. 

Wenn P" im annullierenden Ideal der zyklischen Gruppe Q:; aufgeht, 
so ist 

pa-1 Q:i/P" Ii; 

eine zyklische Gruppe mit dem annullierenden Ideal (p), also eine ein
fache Gruppe. Geht dagegen P" nicht auf, so ist p"Q;, = p"-11i,, mithin 
p"-1 Q;1fp"Q;, = (0). Daher ist p"-1<Mfp"<M eine direkte Summe von so 
vielen einfachen Gruppen, wie die Anzahl k der durch P" teilbaren a, an
gibt. Somit istk gleich derLänge derKompositionsreihe fürp"- 1<M/P"<M, 
mithin eindeutig bestimmt. 
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Aufgaben. 1. Man führe den letzten, skizzierten Teil des zuletzt 
gegebenen Beweises vollständig durch. 

2. Die unter b) konstruierte Gruppe U ist ein Linearformenmodul 
in bezug auf den Ring C der ganzen Zahlen, und die Anzahl seiner zyk
lischen.Summanden ist zugleich der Rang von (§} (Rang= Maximalzahl 
von linear unabhängigen Elementen in bezug auf K). 

3· Man gebe einen zweiten Eindeutigkeitsbeweis mit Hilfe der Län
gen der Kompositionsreihen der unter b) konstruierten eindeutig be
stimmten Gruppen und ihrer Faktorgruppen. Auch der Rang des 
Moduis U (Aufg. 2) kann herangezogen werden. 

Im Spezialfall der endlichen abelschen Gruppen (mit dem Ring der ganzen 
Zahlen als Multiplikatorenbereich) können wir für den Hauptsatz auch folgenden 
direkten Beweis durch vollständige Induktion nach der Gruppenordnung geben: 

Wir suchen ein Element höchster Ordnung z0 , das eine zyklische Gruppe .So 
erzeugt. Die Faktorgruppe ®/30 ist nach der Induktionsvoraussetzung eine direkte 
Summe von zyklischen Gruppen: 

(1) 

.81 werde von einer Restklasse -z1 erzeugt, aus der wir einen Repräsentanten z1 
wählen. Die annullierende Zahl (Ordnung) von z1 sei a1 , also a1z1 = 0, a1z1 E 3 0 , 

etwa a1 z1 = bz0 • Ersetzen wir z1 durch z1 - qz0 (welches Element in derselben 
Restklasse z1 enthalten ist), so wird a1 (z1 - q z0) = bz0 - q a1 z0 = (b - q a1) z0 ; 

also können wir immer b durch seinen kleinsten Rest nach a1 ersetzen, also 
I b J <I a1 1 voraussetzeR. Ist n die Ordnung von z0 , so ist die Ordnung von z1 

gleich a1 n . Sie muß, da z0 als Element höchster Ordnung gewählt war, dem 
(b, n) 

Betrage nach höchstens gleich I n I sein : 

I ~~ :5: lnl (b,n) -

1 a1l :5: 1 (b, nJ I :5: 1 b 1 (falls b * o). 

Die Relation I a1 1 ~I b J steht aber in Widerspruch zur Voraussetzung I b I< I a1 1. 
Also muß b = 0 sein. Mithin ist a1 z1 = 0 und die Ordnung von z1 gleich der von z1 . 

Dasselbe gilt von den entsprechend zu definierenden Elementen z2 , ••• , z,. Wegen 
(1) ist jedes Element von'® modulo .So kongruent einer Linearkombination der 
"t f • 0 • , z,: 
(2) 

und die Koeffizienten c, sind modulo den Ordnungen a1 , ... , a, von ·z1 •... , -z, 
oder z1 , •.• , z, eindeutig bestimmt. Aus (2) folgt: 

g- (c 1 z1 + · · · + c,z,) = c0 z0 

mit eindeutig bestimmtem c0 z0 • Also ist ®die direkte Summe der von z0 , ••• , z, 
erzeugten zyklischen Gruppen 3o, ... , 3 •. 

Diese Gruppen kann man dann noch wie oben in Primzahlpotenzgruppen zer
spalten. 

Man überzeugt sich leicht, daß dieselben Betrachtungen auch dann gelten, 
wenn der Multiplikatorenbereich der Polynomring P[u] ist. Statt mit Beträgen 
I a I muß man dann mit den Gradzahlen der Polynome arbeiten. Voraussetzung 
ist, daß die Gruppe G} einen endlichen Rang in bezugauf den Körper P hat; nach 
diesem Rang richtet sich auch die vollständige Induktion. Aus der Voraussetzung 
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des endlichen Ranges folgt auch, daß es für jedes Gruppenelement z unter den 
Größen z, uz, t~1 z, ... nur endlich viele linear unabhängige gibt, oder daß jedes z 
durch ein Polynom f (u) oj= 0 annulliert wird, was beim 'Obigen Beweis benutzt 
wurde. 

Man kann in ähnlicher Weise auch den allgemeinen Fall des Hauptsatzes 
direkt, d. h. ohne Benutzung der Elementarteilertheorie des § 108 beweisen und 
aus dem Beweis umgekehrt den Elementarteilersatz des § 108 herleiten 1• 

Es ist wohl unnötig, zu erwähnen, daß alles in diesem Paragraphen 
Bewiesene sich sofort auf multiplikative abelsche Gruppen überträgt, 
wenn man Produkt statt Summe schreibt. 

Für endliche a.belsche Gruppen ist folgende Notation üblich: Es 
bezeichnet z. B. ~{1 , 2 ,, , 8 die direkte Summe (das direkte Produkt) von 
zyklischen Gruppen der Ordnungen 2, 2, 4, 3 [also der annullierenden 
Ideale (2), (2), (4), (3)]. Es erscheint zweckmäßig, die Notation so zu 
erweitern, daß sie auch zyklische Summanden von unendlicher Ordnung 
[also mit dem annullierenden Ideal (0)] umfaßt, und etwa 2{4 , 0 zu 
schreiben für eine direkte Summe zweier zyklischer Gruppen mit den 
annullierenden Idealen (4), (0). 

Aufgaben. 4. Ist eine abelsche Gruppe von der Otdnung n zyk
lisch, so ist n die kleinste Zahl, die alle Elemente der Gruppe annulliert; 
ist dagegen die Gruppe nicht zyklisch, so gibt es schon einen echten 
Teiler von n, der das tut. 

5. Mit Hilfe von 4. beweise man, daß die multiplikative Gruppe 
derjenigen Restklassen modpt, deren Zahlen nicht durch p teilbar sind, 
eine zyklische Gruppe ist, ausgenommen wenn p = 2 und k ~ 3 ist, wo 
sie den Typus m2,2t-• hat. [Man berechne die Ordnungen der Elemente 
1 + p und g, wo g eine Primitivzahl modp ist.] 

6. Die multiplikative Gruppe derjenigen Restklassen mod n, qeren 
Zahlen zu n teilerfremd sind, ist isomorph dem direkten Produkt. der 
entsprechenden Gruppen modulodenhöchsten in n aufgehenden Prim
zahlpotenzen. 

§ 110. Darstellungen und Darstellungsmoduln. 

Unter einer Darstellung eines Ringes o durch lineare Transformationen 
oder dttrch M atrices in K versteht man einen Homomorphismus 

0""' (), 

wo 0 ein Ring aus quadratischen Matrices r-ten Grades in K ist. Ist der 
Homomorphismus ein Isomorphismus, so hat man eine treue Darstellttng. 
Sind o und K beide hyperkomplex in bezug auf einen Körper P, so ver
langt man meist außer Ringhomomorphismus auch Operatorhomo
morphismus in bezug auf P: wenn a -+ A , so soll a e -+ A e sein für 
e E P. 

1 Siehe H. PRÜFER: Theorie der Abelschen Gruppen. Math. Z. Bd. 20 (1924) 
S. 165-187, sowie K. SHODA: Proc. imp. Acad. (Tokyo), Bd. 6 (1930) S. 217-219. 
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Bei den Anwendungen ist K meist ein Körper. Im hyperkomplexen 
Fall ist P im Zentrum von K enthalten. 

Unter einem Dar~tellungsmodul von o in bezug auf K versteht man 
einen "Doppelmodul" IDl, der o als Links- und K als Rechtsmultipli
katorenbereich besitzt, mit folgenden Eigenschaften: 

1. IDl kann als Linearformenmodul in bezug auf K aufgefaßt werden: 

IDl = u1K + · · · + u11 K. 

2. Für a E o, u E IDl, A E K gilt: 

(1) a·UÄ.=au·A. 

Die letztere Forderung besagt, daß die Multiplikation mit a einen 
Operatorhomomorphismus des K-Moduls IDl, d. h. eine lineare Trans
fonnation darstellt. Die lineare Transformation wird durch eine qua
dratische Matrix A = (<X,t) gegeben: 

(2) {a • Ut = ~UjiXJI:• 
a · ~UtAt = ~2;u1 1X1 tA~:. 

So entspricht jedem a aus o eine Matrix A in K. Zufolge der Modul
postulate entsprechen dem Produkt und der Summe zweier Elemente a, b 
von o auch Produkt und Summe der zugehörigen linearen Transfor
mationen und daher auch ihrer Matrices. Also ist die Zuordnung a --+- A 
eine Darstellflug des Ringes o. 

Ist umgekehrt eine Darstellung eines Ringes o durch lineare Trans
formationen eines Linearformenmoduls IDl in bezug auf K gegeben, so 
kann man aus IDl einen Doppelmodul machen, indem man die Pro
dukte a · u (o C" o, u E IDl) durch (2) definiert. Rückwärts schließt man 
dann, daß alle Doppelmoduleigenschaften und die Regel (1) erfüllt 
sind, daß alse IDl ein Darstellungsmodul ist. 

So gehört zu jedem Darstellungsmodul eine Darstellung von o durch 
lineare Transformationen oder nach Wahl einer K-Basis (u1 , •• • , U 11) 

durch M atricei in K, und umgekehrt zu jeder Darstellung ein Darstellungs
modul. 

Geht man von der Basis (u1 , ••• , un) vermöge 

(ui ... u~) = (u1 .•. U 11) P 

zu einer anderen Basis (ui ... , u~) über, so wird dieselbe lineare Trans-
formation durch die Matrix 

A' = p- 1AP 

dargestellt. Den Ringelementen a werden also jetzt neue Matrices A 
zugeordnet; man spricht von einer äquivalenten Darstellung. Da somit 
der Übergang zu einer äquivalenten Darstellung nichts anderes ist als 
der Übergang zu einer anderen Basis für denselben (oder einen dazu 
operatorisomorphen) DarstellungSHl(ldul, so schließt man: Zu isomorphen 
Darstellungsmoduln gehören äquivaleme Darstellungen und umgekehrt. 
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Sind o und K beide hyperkomplex in bezug auf einen kommuta
tiven Körper P im Zentrum von K und verlangt man, daß aus a--+ A 
folgen soll a ~ --+ A ~, so heißt das für den Darstellungsmodul: 

a(!•U(=(!a•U} =aU•(!. 

Die Skalaren e aus P kann man also in einem Produkt an beliebiger 
Stelle schreiben: sie sind mit allen auftretenden Größen vertausch bar. 

Ein System von linearen Transformationen eines Linearfarmen
moduls m, insbesondere eine Darstellung eines Ringes, heißt reduzibel, 
wenn alle Transformationen des Systems einen festen linearen Unterraum 
9l ( :f (0), :f rol) in sich transformieren. 9l heißt dann ein invarianter 
Unterraum. Faßt man, wenn es sich um eine Darstellung eines Ringes o 
handelt, m als Doppelmodul in bezug auf o und K auf, so wird des:. 
invariante Unterraum 9l alle Elemente von o als Linksoperatoren 
gestatten. Daraus folgt: Eine Darstellung eines Ringes ist dann und nw 
dann reduzibel, wenn der zugehörige Darstellungsmodul einen (Doppel-) 
Untermodul 9l besitzt. 

Es sei nunKein Körper. Um zu untersuchen, wie die Matrices einer 
reduziblen Darstellung aussehen, gehen wir aus von einer K-Basis 
für 9l und ergänzen sie zu einer K-Basis für m (vgl. § 107). Es sei also 

9l = v1K + · · · + v,K, 
m = VI K + ... + v,K + wl K + ... + w,K. 

Die Tatsache, daß eine lineare Transformation den Modul 9l in sich 
transformiert, bedeutet, daß die Transformierten der v sich durch 
die v allein ausdrücken: 

(3) { vj = ~v.e,1 , 
w; = ~v,a;i + 2;w;Tii· 

Setzt man R = (~;1), S = (a,1), T = (r,1), so wird die Transformation 
durch die Matrix 

(4) 

dargestellt. Es folgt: Dann und mtr dann ist ein System von M atrices 
reduzibel, wenn alle Matrices des Systems gleichzeitig durch eine Trans
formation A' = p- 1AP (Wahl einer neuen IJasis) in die Form (4) 
gebracht werden können. 

Aus (3) folgt: 

(5) { 
(v; ... v~) -"-- (v1 ... v,) • R, 

(w~ ... w;) = (w1 .•• w1) • T(mod9l). 

Daraus liest man ab: 
Faßt man bei einer reduziblen Darstellung eines Ringes o den in

varianten Untermodul ~ und den· Faktormodul rolf9l selbst als Darstel-
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lungsmoduln auf, so werden die dadurch vermittelten Darstellungen durch 
die Bestandteile R und T von (4) gegeben. 

Nimmt man fürmeinen maximalen invarianten Untermodul !m1_ 1, 

in diesem wieder einen maximalen invarianten Untermodul !m1_ 2 usw., 
bis man eine Kompositionsreihe 

IDl = IDlz, IDlz-1• ... , IDl0 = (0) 

hat, so sehen die Matrices der Darstellung bei passender Basiswahl 
so aus: 

(

R11 ••••• Ru) 
0 R22 : 

• 0 • • . . . 
0 .... 0 R11 

(6) 

Die Diagonalkästchen RH ergeben Darstellungen, die zu den Komposi
tionsfaktoren IDl,/IDl,_ 1 gehören; da diese Kompositionsfaktoren ein
fache Doppelmoduln (d. h. ohne invariante Untermoduln) sind, so sind 
die zugehörigen Darstellungen irreduzibel. Der Prozeß, der zu (6) führt, 
ist das "Ausreduzieren" einer Darstellung. Nach dem Satz von JoRDAN 

und HöLDER (§ 46) sind die Kompositionsfaktoren bis auf die Reihen
folge und bis auf Operatorisomorphie eindeutig bestimmt; mithin: 
Die irreduziblen Bestandteile RH der ausreduzierten Darstellung (6) sind 
bis auf die Reihenfolge und bis auf äquivalente Darstellungen eindeutig 
bestimmt. 

Fehlen in (3) die a,1 , so heißt das, daß nicht nur (v1 , ••• , v,), sondern 
auch (w1 , ••• , w1) ein invarianter Untermodul ist, also daß IDl eine 
direkte Summe zweierinvarianten Untermoduln m. 0 ist. Die Matrix (4) 
sieht dann so aus: 

A = (~ ~)· 
wo R zu der durch m unq1,T zu der durch 0 vermittelten Darstellung 
gehört. Man sagt dann, die Darstellung a __. A zerfällt in die Dar
stellungen a __. R und a __. T. 

Ist der Doppelmodul IDl vollständig reduzibel im Sinn von § 47, 
d. h. direkte Summe von einfachen Doppelmoduln, so wird die durch IDl 
vermittelte Darstellung gegeben durch die Matrix 

(R11 0) R22 

. ' 

0 R11 

(7) 

wo die einzelnen Kästchen irreduzible Darstellungen ergeben, unter 
denen natürlich auch gleiche vorkommen dürfen. Man nennt eine solche 
Darstellung vollstiindig miuzibel, 
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Beispiele zu den Begriffsbildungen dieses Paragraphen liefert die 
Theorie der einzelnen Matrix im nächsten Paragraphen. 

Aufgaben. 1. Jede (gruppenhomomorphe) Darstellung einer (end
lichen oder unendlichen) Gruppe durch lineare Substitutionen kann zu 
einer (ringhomomorphen) Darstellung des "Gruppenrings" (§ 14, Bei
spiel 3) ergänzt werden, indem man, wenn den Gruppenelementen g; 
die Matrices G, zugeordnet sind, einer Linearkombination ~ g,;.,. die 
Matrix ~ G,;.,. zuordnet. 

2. Ist o ein Ring mit Einselement und ist in einer Darstellung von 
o dem Einselement die Einheitsmatrix zugeordnet, so bedeutet das für 
den Darstellungsmodul, daß das Einselement Einheitsoperator ist. Man 
zeige mit Hilfe eines Satzes aus § 106, daß jede Darstellung von o 
zerfällt in eine solche, in der dem Einselement die Einheitsmatrix ent
spricht, und eine solche, in der jedem Element die Nullmatrix zu
geordnet ist : 

A = (~ ~). 
3· Eine Darstellung ist dann und nur dann vollständig reduzibel, 

wenn zu jedem invarianten Unterraum m ein anderer ebensolcher D 
gefunden werden kann, der zusammen mit m den Raum ID1 aufspannt: 

m = m + o. 
4. Ist (ui ... u~) = {u1 •.• un) P ein Homomorphismus des Dar

stellungsmoduls in sich, so ist die Matrix P mit allen Matrices der 
Darstellung vertauschbar: 

AP =PA, 
und umgekehrt. 

§ 111. Normalformen für eine Matrix in einem kommutativen Körper. 

Es sei !m = (u1 , ••• , un) ein Linearformenmodul in bezug auf den 
kommutativen Körper K und 

u"-+ vk = ,2; U;IX;~; 1 

eine lineare Transformation von !m in sich. Wir wollen durch Ein
führung einer neuen Basis 

(ui ... u~) = {u1 ••• un) P 

(wo also P eine invertierbare Matrix in K ist) die Matrix A = (1Xu) auf 
eine möglichst einfache Normalform 

A' = p- 1AP 

bringen. Man bemerke den Unterschied gegenüber der Fragestellung 

1 Da K kommutativ ist, so ist es ganz einerlei, ob wir die Koeffizienten rechts 
oder links schreiben. 
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von § 108, wo es sich um zwei neue Basen (v') und (u') handelte und 
A' = B- 1AC gesetzt wurde. Es wird jetzt also die Transformations
möglichkeit eingeschränkt; dementsprechend muß auch von K mehr 
vorausgesetzt werden, nämlich, daß K ein Körper ist. 

Wir fassen nun die Potenzen der Matrix A als eine meromorphe 
Darstellung der Potenzen einer Unbestimmten x auf und erweitern 
diese Darstellung zu einer Darstellung des Polynombereichs K[x], indem 
wir dem Polynom 

die Matrix 
I (x) = ~ <X.x• 

/(A) = ~<X.A• 
entsprechen lassen. Die Darstellung ist homomorph, weil die Potenzen 
von A untereinander und mit den Koeffizienten <X. vertauschbar sind. 

Zu dieser Darstellung gehört der Darstellungsmodul !JJl, wenn das 
Produkt eines Polynoms aus K[x] mit einem u E !JJl definiert wird 
durch 

(~<X.x")u = ~<X,.A•u. ' 

Der Darstellungsmodul !JJl ist ein Doppelmodul in bezug auf K[x] 
und K; aber da die Größen aus K mit allen anderen und untereinander 
vertauschbar sind, können wir sie auch links von den Elementen von !JJl 
schreiben: 

UA=AU, 

also !JJl als K[x)-Modul schlechthin auffassen. 
Da der Polynombereich K[x] euklidisch ist, so ist der Hauptsatz 

von § 109 anwendbar1 : der Modul !JJl ist direkte Summe von zykli
schen K[x]-Moduln (w1), ••• , (w,), deren annullierende Ideale ent
weder Null sind oder von je einem Polynom aus K[x] erzeugt werden. 
Der Fall des Nullideals ist aber ausgt>schlossen. Denn für jedes w = w. 
können unter den Größen w, xw, x 2w, . . . höchstens n linear unab
hängige vorkommen; es gibt also ein Polynom ~<X.x• =!= 0 mit der 
Eigenschaft 

Jedes w = w. hat also ein annullierendes Polynom niedrigsten Grades 

/.(x) = f(x) = xk + <X.~:-txk-l + · · · + <Xo, 

und es ist 
/.~t=O(/.). 

Die Größen w, xw, ... , xk -l w sind linear unabhängig in bezug auf K 
und können daher als K-Basis für den zyklischen K[x]-Modul (w) 
= (w, xw, x 2w, .. . ) benutzt werden. Man hat: 

1 Das ergibt sich auch aus dem kurzen direkten Beweis arn Schluß von § 109. 
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Aw = xw, 

Axw = x1w, 

Mithin wird die Transformation A des Moduls (w, xw, ... ) in sich 
in den neuen Basiselementen durch die Matrix 

0 ..... 0 - ~X0 

1 0 .... 0 - (Xl 

01. 
( 1) A~= 

0 .... : 1 - IXJ:-1 

dargestellt. Diese Matrices nennt man Begleitmatrices; zu jedem "'• 
gehört eine Begleitmatrix A,. von diesem Typ. Da Wl die direkte Summe 
der (w,.) ist, so erhält man für die Matrix A die erste Normalform: 

(2) 

wo die Kästchen A,. die Begleitmatrices vom Typus (1) sind. 
Aus dem Eindeutigkeitssatz von § 109 folgt, daß die Polynome/. (x), 

also auch die Begleitmatrices A •• durch den Modul Wl eindeutig be
stimmt sind. 

Die Kästchen A. kann man noch weiter ,.ausreduzieren", indem 
man die zyklischen Moduln (w~) als direkte Summen von solchen 
zyklischen Untermoduln darstellt, deren annullierende Polynome Po
tenzen von Primpolynomen sind. Die Gestalt (2) bleibt erhalten, nur 
gehören die Begleitmatrices (1) jetzt zu Primpolynompotenzen (p(x))!!. 
(Zweite Normalform.) Auch jetzt sind die Begleitmatrices, bis auf ihre 
Reihenfolge in (2), eindeutig bestimmt. Die Polynome (p(x))l! heißen 
bisweilen Elementarteiler der Matrix A. Das Wort hat hier also eine 
andere Bedeutung als in § 108. Die Beziehung zwischen den beiden 
Begriffen wird sich in § 112 herausstellen. 

Mit Hilfe von Kompositionsreihen der zyklischen Moduln (w~) kann 
man die eben aufgestellte Normalform noch weiter ausreduzieren. Wir 
wollen das hier nur für den Fall ausführen, daß die auftretenden Prim
polynome p (x) linear sind, was insbesondere für algebraisch-abgeschlos
sene Körper K stets der Fall ist. Es sei also 

p(x) = x- i.. 

f(x) == (x- Ä)~. 
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Als Basiselemente benutzen wir 

es wird 

oder 

(3) 

v1 = (x- .1.)11-1w, 

v2 = (x - .1.)11-2w, 

(x- Ä)v1 = 0, 

(x- Ä)vl' = v~'_ 1 

{Av1 = xv1 = Äv1 , 

A v~' = xv~' = A.x1, + v~'_ 1 • 

Mithin erhält das "Kästchen" A1 die "ausreduzierte" Gestalt 

Ä 1 0 .... 0 
0 A. 1 . 

. 1 
0 ...... 0 A. 

und ebenso wird, da zu jedem w. ein .1.. gehört, 

- (A.~_ .1 ... ·. ~) 
A.- . . .. 

1 
0 A.~ 

Diese Kästchen hat man wieder in (2) einzusetzen, um die dritte Nor

malform zu erhalten. Die "charakteristischen Wurzeln" 1 -1.. und die 
Grade e. der Kästchen sind wiederum eindeutig bestimmt. 

Alle Vektoren v", die zur selben Wurzel Ä gehören, erzeugen einen 
Modul 18., der von einer Potenz von x - Ä annulliert wird (§ 109); 
dieser Modul heißt (in der Vektorsprache) der zur Wurzel Ä gehörige 

Teilraum. Der ganze Modul IDl ist die direkte Summe dieser Teilräume. 
In ihnen gibt es weiter die in § 109 erwähnte Reihe von Unterräumen, 
die von (x- Ä)", (x - .1.)"-1, ... , 1 annulliert werden. Die von x - Ä 

annullierten Vektoren w, für die also 

Aw=Äw 

ist, heißen auch Eigenvektoren der Matrix A zum Eigenwert -1.. 
Der Typus der Matrix A wird bisweilen durch ein Schema folgender 

Art angegeben: Kommt eine charakteristische Wurzel, etwa .1.1, in 
verschiedenen Kästchen der Grade (!, a, ... , T vor, so schreibt man 

1 Der Name erklärt sich im nächsten Paragraphen. 
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e, a, ... , T in einer runden Klammer und vereinigt dann alle zu ver
schiedenen i.~ gehörigen runden Klammern in einer eckigen Klammer. 
So bedeutet das Schema [(2 1) 1] den Typus 

Der vollständig reduzible Fall (vgl. § 110}. in dem die Normalform (2) 
eine Diagonalform 

(
l, l, ... 

0
) 

0 Än 

(4) 

wird, tritt ein, wenn alleegleich 1 sind, d. h. wenn die Polynome lp(x), 
aus denen die (p(x)}e durch Primfaktorzerlegung gewonnen werden, 
frei von mehrfachen Faktoren sind. Wegen 

reicht dazu hin, daß der höchste Elementarteiler l,(x) keine mehr
fachen Faktoren hat. 

Methoden zur wirklichen Bestimmung der charakteristischen Wur
zeln und Herstellung der Normalformen findet man im nächsten Para
graphen. 

Aufgaben. 1. Der höchste Elementarteiler l,(x) kann charakteri
siert werden als das Polynom I (x) niedrigsten Grades mit der Eigen
schaft I (x) IDl = 0 oder I (A) = 0. 

2. Man bestimme für eine beliebige Matrix A in der zweiten oder 
dritten Normalform die Gesamtheit der mit A vertauschbaren Matrices. 
[Vgl. § 110, Aufg. 4.] 

§ 112. Elementarteiler und charakteristische Funktion. 

Bei der Transformation 
A' = P- 1 AP 

geht die Matrix xE - A in 

P- 1(xE- A) P = xP- 1EP- p-l AP 

= xE- A' 

über. Wir wollen die Elementarteiler der Matrix xE- A in K[x] im 
Sinne von § 108 bestimmen. Da sie gegenüber vorderer und hinterer 
Multiplikation mit beliebigen invertierbaren Matrices invariant sind, 
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können wir sie auch für xE - A 1 bestimmen, wo A 1 die erste Normal
form aus§ 111 ist. Nach (1), (2) § 111 besteht xE- A' aus Kästchen 
von der Gestalt 

X 0 
-1 X 

o:-
0 flo 

·' • ,X fJA-2 
0 ... 0 -1 X+ fJA-1 

Zur Bestimmung der Elementarteiler haben wir diese Matrix auf 
Diagonalform zu bringen. Addiert man die mit x, x2, ..• , xA- 1 multi
plizierte zweite bis h-te Zeile zur ersten, so kommt: 

0 0 
-1 X 

0 . 

0 /(x) 
{Jl 

• • X ß1a-2 
0 . . . 0 -1 X + fJ1a -1 

Bringt man nun durch Vertauschung von Zeilen die erste ganz herunter, 
so stehen unter der Hauptdiagonale lauter Nullen. Es ist sehr leicht, 
durch Addition von Vielfachen früherstehender Spalten zu späteren 
alles, was oberhalb der Hauptdiagonale steht, zum Verschwinden zu 
bringen. Es bleibt also 

-1 0 
-1 

-1 
0 f(x) 

Reiht man nun alle diese Kästchen aneinander und vertauscht noch 
Zeilen und Spalten, bis alle -1 in der Hauptdiagonale zuerst kommen, 
so erhält man die gesuchte Diagonalform 

-1 0 
-1 

0 f,(x) 
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Mithin sind. die Polynome f ~ (x) zusammen mit einigen Einsen die 
Elementarteiler von xE - A. Die Primpolynompotenzen, in die sie 
zerfallen, sind die Elementarteiler der Matrix A im Sinne von § 111. 

Das charakteristische Polynom (die charakteristische Funktion) von A 
T 

x(x) = [] /.(x) 
1 

annulliert den Modul 9R, weil schon der Faktor /,(x) es tut; man hat 
somit 

( 1) x(A) = o. 
Das charakteristische Polynom ist der höchste Determinantenteiler 
von xE - A, also bis auf eine Konstante gleich der Determinante 
I xE - AI· Die Konstante ergibt sich sofort gleich Eins; mithin ist 

(2) x(x) = lxE- AI· 
Die charakteristische Gleichung (1) für die Matrix A läßt sich auch 

direkt rechnerisch aus (2) ableiten. Es ist nämlich 

und die Elimination aller u aus diesem Gleichungssystem ergibt (da X 

und seine Potenzen mit den tX;J: vertauschbar sind): 

- Ol:nl - tXn2 • • ·.X- Ol:nn 

oder 
lxE- Alui = o; 

d. h. X (x) = I xE - AI annulliert alle tti, also den ganzen Modul 9R, 
q. e. d. 

Die Koeffizienten der charakteristischen Funktion X (x) von A sind 
nach dem Vorigen Invarianten bei der Transformation A.,... p-l AP. 
Die wichtigsten sind der erste und der letzte: 

die Spur von A: der Koeffizient von -xn-t: 

S.(A) = 2:cx"; 
die Norm von A: der Koeffizient von ( -1tx0 : 

N(A) = 1.11. 
Die Wurzeln der charakteristischen Funktion sind die charakte

ristischen Wurzeln J.., die im vorigen Paragraphen schon [als Wurzeln 
der Polynome f~ (x)] eingeführt wurden. Das liefert zugleich ein brauch
bares Mittel zur Bestimmung dieser J.. und zur Herstellung der Normal-
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formen des vorigen Paragraphen: Man bestimme zunächst die Ä.~ als 
Wurzeln von 

X (x) = I xE - AI , 
sodann die v1 aus den linearen Gleichungen [vgl. (3) § 111] 

A v1 = Ä.~v1 • 

Im Fall der mehrfachen Wurzeln (e > 1) sind die weiteren v1 , ••. , ve 
aus (3) § 111 meist leicht zu finden; möglicherweise hat man dabei 
die zum selben Ä.~ gehörigen v1 noch durch passende Linearkombina
tionen zu ersetzen. 

Die Gleichung X (Ä.) = 0, deren Wurzeln die Ä., sind, tritt in vielen 
Anwendungen immer wieder auf und wird wegen ihres Auftretens in 
der Theorie der säkularen Störungen auch Säkulargleichung genannt. 

Aufgaben. 1. Man bestimme die Normalformen der Matrices 

(
1 1 1) 
0 1 1 , 

0 0 1 

. (0 1 1) 
0 0 1 , 

0 0 1 
(

0 0 1) (1 1 0) 001. 010· 

0 0 1 0 1 1 

2. Man gebe eine Klassifikation der projektiven Abbildungen einer 
projektiven Ebene auf sich: 

( ~i) (~1) ~~ = A ~2 , 

~3 ~3 

und bestimme die Lage der invarianten Punkte und Geraden dieser 
Abbildungen. 

§ 118. Quadratische und Hermitesche Formen. 

Es sei K ein kommutativer Körper der Charakteristik =!= 2. Um die 
Werte, die eine quadratische Form 

f(xl, .. . , x,.) = ~~ßo,x,xk (ß,k = ßJ:;) 
l j; 

annimmt, für spezielle Werte X;= c, aus K zu studieren, fassen wir 
die c1 , ••• , c,. als Komponenten eines Vektors u auf und setzen 

f(u, u) = f(cl, · · ., c,.) = JE~ß,J:cick. 
Wir bilden, wenn v = (d1 , .•• , d,.) ein zweiter Vektor ist, den Ausdruck 

/(u + Ä.v, u + Ä.v) = ~~ß,kcick + 2Ä.~~ ß,J:c;dJ: + Ä.2 ~~ß;J;d;dJ: 
= f(u, u) + 2Ä./(u, v) + Ä. 2 f(v, v), 

wobei also 

gesetzt ist. Die Bilinearform f(u, v) ist offenbar invariant (d. h. unab
hängig von der Wahl der Basisvektoren) mit der Form /(u, u) verbunden 
und heißt die Polarform von I (u, u). 
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Bezieht man die Vektoren u- des Raumes Rn auf eine neue Basis 
(ui, ... , u~), wo die ui mit den alten Basisvektoren u1 , ••• , tln durch 
die lineare Transformation P verbunden sind: 

uj = ~u,n,J, 

so werden, wie wir wissen, die Komponenten c, eines Vektors transfor
miert nach der Regel 
(1) c1 =1:n,1cj, 
und die quadratische Form I wird daher übergeführt in 

I= ~~ß,"c,c" = ~~~Iß,"n,1n" 1 cjcj 
mit den Koeffizienten 

ßi, = ~Iß,~:n,Jnl:l· 
Diese Gleichung kann in Matrixform geschrieben werden, wenn man 

die Matrices A = (ß1 ~:) und A 1 = (ßi~:) einführt und außerdem zu der 
Matrix P = (n,") die gespiegelte Matrix pT bildet. Dann wird 

A' = PTAP. 

Wie man sieht, wird die Koeffizientenmatrix einer quadratischen 
Form ganz anders transformiert als die Matrix einer linearen Transfor
mation, deren Ausdruck auf einer neuen Basis ja durch A 1 = P-I A P 
gegeben wird. 

Um eine gegebene quadratische Form I durch Transformation 
auf eine möglichst einfache Gestalt zu bringen, wählen wir einen Vektor v1 

so, daß l(v1 , v1) =l= 0 ist, was immer geht, wenn I nicht identisch Null 
ist. Dann bestimmt die Gleichung l(v1 , u) = 0 einen Unterraum Rn- I 

des Vektorraums R", der v1 nicht enthält. Wählen wir nun in diesem 
Unterraum, wenn möglich, einen Vektor v2 , so daß l(v2 , v2) =l= 0 ist, so 
bestimmt die Gleichung l(v2 , u) = 0 zusammen mit der vorigen einen 
Unterraum Rn- I in Rn- I, der v2 nicht enthält. So fährt man fort, bis 
man zu einem Unterraum Rn-r gelangt, so daß l(u, u) = 0 für alle u 
in R"_' und daher1 auch l(u, v) = 0 für u und v in Rn-r· Es kanri 
r = n sein; dann ist Rn-r der Nullraum. Andernfalls wählen wir in 
R,._, beliebig die Basisvektoren v,+t• ... , v". Dann ist 

l(v,, v") = 0 

l(v,, v,) = r..=t= 0 

l(v,, v,) = 0 

(i =l= k)' 
(i = 1, ... , r), 

(i = r + 1, ... , n). 

Bezieht man jeden Vektor v auf die neuen Basisvektoren v1 , ••• , v": 

so wird 

(2) 

1 An dieser Stelle wird die Voraussetzung: Charakteristik t 2 benutzt. 

v. d. Waerden, Modeme Algebra Il, 2. Aufl. 9 
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Die Form f ist also, wie man sagt, auf eine Summe von Quadraten 
transformiert. 

Die Vektoren w von R,._, haben die Eigenschaft 

f(w, u) = 0 für jedes u 

und sind dadurch gekennzeichnet. Der Raum Rn-rund dessen Dimen
sion n- r sind also invariant mit der Form f verbunden. Die Anzahl r 
der Quadrate in (2) ist also auch invariant: sie heißt der Rang der 
Form f. 

Wir nehmen nun an, der Körper K sei angeordnet(§ 66). Die Anzahl 
der negativen,.., in (2) möge der Trägheitsindex von f heißen. Wir zeigen, 
daß auch dieser Trägheitsindex invariant ist (Trägheitsgesetz von SYL
VESTER). 

Gesetzt, dieselbe Form f habe, auf andere Basisvektoren v' bezogen, 
die Darstellung , 

I= 2:d'2,..,; 
1 

es seienetwar1 , ••• ,,..Apositiv,,..,H 1 , ••• ,,..,negativ;ebensorJ., ... ,,..~ 
positiv und ri+1 , ••• , i,. negativ. Wäre nun etwa k > h, so würden 
die linearen Gleichungen 

dl = 0, .... , dA = 0, di+l = 0, ... , d~ = 0 

einen Raum von mehr als n- r Dimensionen definieren. Für einen 
r 

Vektor u dieses Raumes wäre f (u, u) = ;t 4r, ~ 0, andererseits 
i A+l 

f(u, u) = ~d,~,.., ~ 0, mithin f(u, u) = 0 und alle d, und d' = 0, mit-
1 

hin läge u in Rn-r· Also wäre ein Raum von mehr als n- r Dimensionen 
in einem von n- r Dimensionen enthalten, was nicht geht. 

Sind alle ,.., in (2) positiv, so heißt die Form f im Fall r = n positiv
definit, im Fall r < n semidefinit. Die positiv-definiten Formen sind 
dadurch gekennzeichnet, daß sie für jeden Vektor u =I= 0 einen positiven 
Wert annehmen; die semidefiniten dadurch, daß ihr Wert nicht immer 
positiv, wohl aber stets~ 0 ist. 

Eine positiv-definite Form läßt sich, wie aus (2) unmittelbar folgt, 
nach Adjunktion der Größen yy~ zum Körper K in die "Einheitsform" 

E(u, u) = 2;ct: 
transformieren. 

Zu den quadratischen Formen analog sind die Hermiteschen Formen. 
Um zu diesen zu kommen, adjungieren wir zum angeordneten Körper K 
eine Quadratwurzel 8 aus einer n~gativen Größe tx von K, z. B. 8 = f- 1 . 
Wir werden gelegentlich die Größeh aus K, zum Unterschied von denen 
aus K (8), "reell" nennen, weil bei den Anwendungen meist K der Körper 
der reellen Zahlen und () = f - 1 ist. 
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Zu jeder Größe c = a + bO ist konjugiert c = a- bO. Das Produkt 
cc = a2 - b2 8• ist stets reell und ~0. mit dem Gleichheitszeichen nur 
für c = 0. 

Unter einer Hermiteschen Form verstehen wir nun den Ausdruck 

Der Wert der Form H für einen beliebigen Vektor u ist stets reell. 
Bilden wir, wie zu Anfang dieses Paragraphen, 

H(u + Äv, u + Äv) = 2E:fhuc,c1 + Ä~~huc,d., + Ä~~hud,c1 
+ u~~h,1ii,d1 , 

so finden wir als Koeffizienten von Ä die Polarform 

H(u, v) = ~2;huc,d.,. 
Es ist 

H(v, u) = H(u, v). 

Bei Einführung einerneuen Basis nach Formel (1) wird die Matrix H 
einer HERMITEschen Form folgendermaßen transformiert: 

H' = PtAP, 

Wo pt = PT die konjugierte gespiegelte Matrix bedeutet. 
Unsere früheren Betrachtungen über die Darstellung der qua

dratischen Formen als Quadratsummen gelten ungeändert für HERMITE
sche Formen. Man findet als Normalform 

(3) 
r 

H (u, u) = ~c,ci'Y• 
1 

(y, reell). 

Die Form H heißt wieder positiv-definit, wenn ihre Werte H (u, u) 
stets positiv sind außer für u = 0, oder wenn r = n ist und y1 , ••• , 'Yn 
alle positiv sind. Nach Adjunktion der Quadratwurzeln aus diesen y, 
läßt sich jede positiv-definite Form in die Einheitsform 

E(u, u) = ~c,c, 
transformieren. 

Die nun folgenden Erörterungen gelten gleichmäßig für HERMITE
sche und quadratische Formen. Wir werden sie für HERMITEsche 
Formen aussprechen; man braucht dann nur alle vorkommenden Größen 
in K zu wählen und alle Querstriche wegzulassen, um die entsprechenden 
Sätze über quadratische Formen zu erhalten. 

Wir wählen eine bestimmte, vorzugsweise positiv-definite HERMITE
sche Form G(u, u) vom Rang n als Grundform und bezeichnen ihre 
Koeffizientenmatrix (gu) mit G. Ist speziell G (u, u) die Einheitsform, 
so ist G die Einheitsmatrix E. Zwei Vektoren u, v heißen senkrecht, 
wenn G(u, v) = 0 ist. Dann ist auch G(v, u) = 0. Die zu einem Vektor 
u :f 0 senkrechten Vektoren v bilden einen linearen Unterraum: den 

9. 



132 XV. Lineare Algebra. 

zu u senkrechten Raum. Ist G positiv-definit, so ist stets G (u, u) + 0, 
mithin gehört u selbst nicht zum senkrechten Raum Rn_ 1 • Ein System 
von n untereinander senkrechten Basisvektoren v1 , ••. , v", wie es bei 
der Herstellung der Normalform (3) für G (u, u) benutzt wurde, heißt 
ein vollständiges Orthogonalsystem von Vektoren. Das Orthogonalsystem 
heißt normiert, wenn G (v1, v1) = 1 ist. 

Diejenigen linearen Transformationen A , welche die Eigenschaft 

G (Au, v) = G (u, A v) (für alle u und v) 

besitzen, heißen H ermitesch symmetrisch oder einfach symmetrisch. Die 
Bedingung dafür lautet, ausgeschrieben: 

2:~~g"a,;t:1 c1 = ~~~g1 ~;c1 aklc1 
oder 

oder 
AtG =GA. 

Ist speziell G die Einheitsform, so lautet die Symmetriebedingung 
einfach 

At= A oder iiu =ab, 

was die Bezeichnung "symmetrisch" erklärt. 
Diejenigen linearen Transformationen U, welche die Grundform 

G (u, u) invariant lassen: 

G(Au, Au)= G(u, u) oder AtGA = G, 

heißen unitär oder im reellen Fall orthogonal. Offenbar ist dann auch 
G (Au, A v) = G (u, v). Ist speziell G = E, was man ja im positiv
definiten Fall immer annehmen kann, so lautet die Bedingung: 

At A = E oder At = A - 1 oder A At = E. 

Ausgeschrieben, erhält man die "Orthogonalitätsbedingungen" 

~- <5 {0 für k + l 
"'-auail = kl = 1 für k = l 

oder die damit gleichwertigen 

2:a,"äJk = <5iJ· 

Eine reelle orthogonale Transformation mit der Determinant~ 1 heißt 
eine Drehung. 

Wenn eine symmetrische oder unitäre Transformation A einen von 
Null verschiedenen Vektor u in ein Vielfaches von sich selbst transformiert: 

(4) Au=Ä.u, 

d. h. wenn A den durch u erzeugten Strahl invariant läßt, so läßt A auch 

den zu u senkrechten Rn_ 1 invariant. 
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Beweis: Wenn v zu Rn-l gehört, also G(u, v) = 0 ist, so ist für 
symmetrische A : 

G(u, Av) = G(Au, v) = G(.'.u, v) = ).G(u, v) = 0 

und für unitäre A: 

G(u, Av) = G(AA - 1u, Av) = G(A - 1u, v) = G()."· 1u, v) =A - 1 G(u, v) = 0. 

Ein Vektor u =I= 0 mit der Eigenschaft (4) heißt ein Eigenvektor der 
Transformation A; ). heißt der zugehörige Eigenwert. 

Wie wir schon im § 112 sahen, werden die Eigenwerte aus der "Säku
largleichung" 

(5) 
;. -- 1Xn - lX12 • • • 1

1 

X(.'.) = -1X21 ;. - 1X22 • • • , = 0 

und die zugehörigen Eigenvektoren aus den mit (4) gleichbedeutenden 
linearen Gleichungen 
(6) ~ lX;kck = Äc; 

gefunden. 
Setzen wir nun voraus, daß der Körper K reell-abgeschlossen (etwa 

der Körper der reellm Zahlen) und daher K (0) algebraisch-abgeschlossen 
ist (vgl. § 70), so hat die Säkulargleichung (5) immer eine Wurzel .'.1 

in K (0), zu der auch ein Eigenvektor e1 gehört. Der zu e1 senkrechte Rn_ 1 

wird durch A in sich transformiert, und Aistin Rn_ 1 wieder symmetrisch 
oder unitär, wenn A in Rn symmetrisch oder unitär war. Mithin gibt 
es nach demselben Schluß in Rn_ 1 wieder einen Eigenvektor e2 , dessen 
senkrechter Raum Rn_ 2 innerhalb Rn_ 1 wieder invariant ist, usw. So 
findet man schließlich ein vollständiges System von n linear unabhängigen, 
untereinander senkrechten Eigenvektoren e1 , ••• , en: 

A e~ = Ä~e~. 
Die Matrix A erhält, auf die neue Basis (e1 , ••• , en) bezogen, die Dia
gonalform: 

(
Äl 0) 

-1 ;.2 
A 1 = P AP = . . . . 

0 ).n 

(7) 

Normieren wir die e~ durch die Bedingung G (e~, e~) = 1 , was bei 
reell-abgeschlossenem K immer möglich ist, da die Quadratwurzel aus 
der positiven Größe G (e~, e~) stets in K vorhanden ist, so wird G, auf 
die e~ als Basis bezogen, gleich der EinheitsformE. Ist nun die Matrix 
A symmetrisch, so muß A 1 auch symmetrisch sein, mithin mit A1t 
identisch, und daraus folgt 

).~ = 1.. oder Ä~ E K . 
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Das charakteristische Polynom der Matrix A oder A1 ist 

" X (x) = ll (x - Än) • 
1 

mithin: Die Säkulargleichung X (Ä) = 0 einer symmetrischen Matrix A 
hat lauter reelle Wurzeln. 

Sind außerdem die Matrices A und G reell, so sind auch die Eigen
vektoren e,., als Lösungen der reellen Gleichungen (6), reell, mithin läßt 
sich eine reelle symmetrische Matrix A in reeller Weise in die Diagonal
form (7) transformieren .. 

Wir sind bei unserem Beweis dieses Satzes von der Existenz der 
Wurzeln)." in K (O) ausgegangen und haben erst hinterher bewiesen, daß 
die ).,. reell sein müssen. Man kann den Satz im Fall des Körpers der 
reellen Zahlen auch im Reellen beweisen; vgl. etwa R. CouRANT und 
D. HILBERT, Methoden der mathematischen Physik, Band I, § 3, 1924. 

Mit der symmetrischen Transformation A ist eine HERMITEsche Form 

H(u, u) = G(u, Au)= G(Au, u) 

invariant verknüpft, deren Matrix offenbar 

H=GA 

lautet, und durch die die Matrix A auch umgekehrt bestimmt wird: 

A = G- 1H. 

Mit der Diagonaltransformation von A und G ist zugleich auch die 
von H =GA geleistet; die transformierte Form lautet 

Damit ist bewiesen: H(u, u) = 2'c" c"Ä". 

] edes Paar von Hermiteschen Formen G, H, von denen eine, etwa G, 
positiv-definit ist, läßt sich gleichzeitig durch eine einzige Transformation 
auf die Gestalt { G (u u) = "Yc c 

' ."",. " " 
H(u, u) = 2'c"c,.Ä" 

bringen. Die;., sind die charakteristischen Wurzeln der Matrix A = G- 1H 
oder, was dasselbe ist, die Wurzeln der Säkulargleichung 

JÄgJI;- hjl;l = o. 
Insbesondere: ] edes Paar von reellen quadratischen Formen, von denen 

die eine positiv-definit ist, läßt sich in reeller Weise gleichzeitig auf 
Quadratsummen transformieren: 

G(u, u) = 2'C... 
H(u, u) = 2'c;;.,.. 

Für eine allgemeine Behandlung der Klassifikation der Paare quadratischer 
Formen siehe L. E. DICKSON: Modern algebraic Theories, Chicago 1926 (auch 
deutsch von E. BoDEWIG, Leipzig 1929). 
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Aufgaben. 1. Wenn r Vektoren v1 , •.. , v, einen R, erzeugen, so 
bilden die zu ihnen senkrechten Vektoren einen Rn-r• und der ganze 
Raum Rn ist die direkte Summe R, + Rn-r· 

2. Wenn eine symmetrische oder unitäre Transformation A den Raum 
R, invariant läßt, so läßt sie auch den dazu senkrechten Rn-r invariant. 

3. Jedes System von symmetrischen oder unitären Transformationen 
ist vollständig reduzibel. 

4. :Qie Determinante D einer unitären Transformation hat den Be
trag 1, d. h. es ist D l5 = 1. Die Determinante einer reellen orthogonalen 
Transformation ist ±1. 

5. Die unitären und ebenso die reellen orthogonalen Transformationen 
eines Vektorraumes in sich bilden je eine Gruppe. 

Sechzehntes Kapitel. 

Theorie der hyperkomplexen Größen. 
§ 114. Systeme hyperkomplexer Größen. 

Unter einem hyperkomplexen System (oder, wie man neuerdings auch 
sagt, einer Algebra) über dem kommutativen Körper P verstehen wir 
nach§ 14 einen Ring, der zugleich endlicher Linearformenmodul in bezug 
auf P ist: 

0 = bl p + ' ' ' + bTI p, 

und dessen Elemente mit den Elementen von P vertauschbar sind. 
Die Elemente von o haben also die Gestalt 

Sind die b; linear unabhängig in bezug auf P, so ist die Zahl n der Rang 
des Systems. Durch Angabe der Basiselemente und ihrer Multipli
kationstafel ist bei gegebenem P das hyperkomplexe System o völlig 
bestimmt. Wenn über die Wahl von P kein Zweifel besteht, kann man 
daher kurz o = (b1 , ... , bn) schreiben. Die Multiplikationstafel ist der 
einzigen Bedingung unterworfen, daß für die Basiselemente das Asso
ziativgesetz gelten soll: 

b;,(bl,b,.) = (b;_b,.) b •• 

Beispiele von hyperkomplexen Systemen sind, außer den in § 14 
schon angegebenen: 

a) Der volleMatrizenring über P, vom Rang n 2 , dessen Basiselemente 
c0 , (vgl. § 106, Aufg. 4) den Rechenregeln 

C;; c~c 1 = 0 für f =F k 
genügen. 
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b) Alle Schiefkörper endlichen Ranges über P, die P im Zentrum 
enthalten. Der Rang ist der Körpergrad. Z. B. fallen darunter die 
im 5. Kapitel untersuchten endlichen kommutativen Erweiterungs
körper. 

c) Der Quaternionenring o = ( 1 , i, k, l) vom Rang 4. der durch die 
folgenden Rechenregeln definiert wird : 

f2 = k2 = [2 = -1, 

fk = -kf = l, 

kl = -lk = f, 

lf=-il=k. 

(In§ 14 warPspeziell der Körper der reellen oder der rationalen Zahlen. 
Diese Einschränkung wird jetzt fallen gelassen.) 

d) Der Restklassenring nach einem nulldimensionalen Ideal a in 
einem Polynombereich P[x1 , ... , x"] (oder allgemeiner in einer Ordnung 
eines Funktionenkörpers) ist ein (kommutatives) hyperkomplexes 
System über P. Der Rang heißt der Grad des Ideals a. 

e) Der Restklassenring nach einer rationalen Primzahl p in einer 
Ordnung eines Zahlkörpers ist ein kommutatives hyperkomplexes 
System über P = Cf(p), wobei C wie immer den Ring der ganzen ratio
nalen Zahlen bedeutet. Der Rang ist gleich dem Grad des Zahlkörpers. 

Aufgaben. 1. Ein hyperkomplexes System ohne Nullteiler ist ein 
Körper. [Man vergleiche für a =F 0 den Rang des Systems a o mit dem 
des ganzen Systems o.] 

2. Wenn es in einem hyperkomplexen System o einen Nichtnullteiler 
a gibt, so sind die Gleichungen xa = b und ax = b lösbar; es gibt dann 
ein Einselement, und jeder Nichtnullteiler besitzt in o ein Inverses. 

3. Der Quaternionenring ist dann und nur dann nullteilerfrei (also 
ein Körper), wenn der Grundkörper P die Eigenschaft hat, daß eine 
Summe von 4 Quadraten in ihm nur dann verschwindet, wenn alle 
4 Glieder verschwinden. 

4. Ein algebraisch-abgeschlossener Körper besitzt keine hyper
komplexe echte Erweiterung ohne Nullteiler. 

5. Ist Pein (kommutativer)· Körper, dessen Charakteristik von 2 ver
schieden ist, so gibt es nur die folgenden drei Typen von hyperkom
plexen Systemen vom Range 2 mit Einselement (alle kommutativ): 

a) (1, c), wo c2 in P liegt und dort kein Quadrat ist. Das System 
ist ein kommutativer Körper über P. 

b) (1, c), wo c• das Quadrat eines von Null verschiedenen Elementes 
i' von P ist. Das System ist die direkte Summezweier Körper (c - y)P 
= P1 und (c + y) P = P1 , diebeideisomorph zu P sind und sich gegen
seitig annullieren: P1 P2 = (0). 

c) (1, c), wo c2 = 0 ist ("System der dualen Zahlen"). 
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6. Der Restklassenring eines hyperkomplexen Systems mit Eins
element nach einem zweiseitigen Ideal ist wieder ein hyperkomplexes 
System zum seihen Grundkörper ("difference algebra"). 

Produkte von hyperkomplexen Systemen. Es seien 
o1 = (b1 , ••• , b,.) und o1 = (c1 , ••• , cm) zwei hyperkomplexe Systeme 
über dem Grundkörper p. Unter dem Produkt 01 X Oa versteht man 
das System 

wo die b~ mit den cl' vertauschbar sein sollen, also die Multiplikation 
durch 

definiert wird. 
Elemente des Produktsystems sind also die Summen 

~~"'Al' bAc,.. 

Dafür kann man auch schreiben entweder 

wo die b~ beliebige Elemente von o1 sind, oder 

2;'b1c)., 

wo die cA beliebige Elemente von o1 sind. Die erste dieser beiden Schreib
arten zeigt, daß die Produktbildung von der Wahl der Basis von o1 un
abhängig ist; die zweite zeigt die Unabhängigkeit von der Basis von 02 • 

Leicht einzusehen sind die Gleichungen 

01 X 01 = 02 X 01, 

01 X (08 X 0 3) = (01 X 0 2) X 0 3 • 

Beachtenswert ist das Produkt aus einem System o und einem 
Körper endlichen GradesA über P; die Elemente dieses Produkts lassen 
sich nämlich, wenn o = (b1 , •• • , b,.) ist, in der Form 

l 1 b1 + · · · + l,.b,. = b1Ä1 + · · · + b,.l,. (l, E A) 

schreiben, d. h. das Produkt A X o ist ein hyperkomplexes System mit 
denselben Basiselementen wie o, aber mit A statt P als Grundkörper. 
Man bezeichnet dieses SystemA X o auch mit o.~. Dasselbe Symbol O..t 

wird' im Sinne der letzten Auffassung auch im Falle unendlicher Er
weiterungskörper A von P benutzt. Schließlich werden wir gelegentlich 
auch dann, wenn A ein hyperkomplexes System über P ist, das Sym
bol O..t als gleichbedeutend mit A X o verwenden. 

Bei einer solchen Erweiterung des Grundkörpers können wesent
liche Eigenschaften des Systems o verlorengehen; z. B. bleibt der 
Quaternionenkörper (1, j, k, l) bei Erweiterung des rationalen Zahl-
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körpers r zu F(i) kein Körper, sondern es kommen Nullteiler hinein: 

j 1 + 1 = j 2 - i 2 = (i - i) (i + i) = 0. 

und das System der Quaternionen über F(i) wird 
Matrixsystem mit den Basiselementen 

Cu = (~ ~), C11 = (~ ~), C21 = (~ ~), 
vermöge folgender Zuordnung: 

1 ~( ~ 

i~( ~ 
k~( 0 

-1 

- ( 0 t~ 

i 

~) = Cu + Czz, 

~) = i(cu- Czz), 
-~ 

~) = Cu - Cu, 

;) = i(c12 + c21). 

isomorph einem 

Bemerkenswerte Produktrelationen gelten für die vollen Matrixringe. 
Wir bezeichnen mit Sr das System aller Matrices r. Grades mit Koeffi
zienten aus S. Dann ist 

(1) Sr~ e X Pr 

(2) Pr X P, ~:s Pra· 

Formel (1) ergibt sich sofort aus der Darstellung aller Elemente 
von Sr in der Form :Ic,1"'J = ~c11 (e",1) mit H;1 ES, wo die c,1 mit 
den "'J vertauschbar sind und e die Einheitsmatrix r-ten Grades ist. 
Die e" bilden einen Unterring eS ~ S, und die c,1 erzeugen einen 
Unterring ~Pr. 

Formel (2) ergibt sich so: Wird Pr von den r 2 Größen c'i: und P, 
von den s1 Größen cj', erzeugt, so wird Pr x P, von den r 2s2 Größen 

c,J, tl = ci t cj'z 
erzeugt, die den Rechnungsregeln 

{
0, wenn k =l= m oder l =l= n 

c,J,i:l • CmA,pf = l 
cil,pr• wenn "= m, l = n 

genügen. Numeriert man die rs möglichen Indexpaare ij mit einem 
Index tx, der von 1 bis rs läuft, und ebenso die kl mit einem Index p, 
so gehen diese Rechnungsregeln über in 

c,.p. erd = { 0 
c,.~ 

und man erkennt die Isomorphie zu 

für p =l= ", 

für ß = ", 

P". 
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Aus (1) und (2) folgt 

(3) @5, X P, ~ @5 X P, X P 1 ~ @5 X P" ~ @5". 

§ 116. Hyperkomplexe Systeme als Gruppen mit Operatoren. 
Verallgemeinerung. 

Ein hyperkomplexes System o, als abelsche Gruppe gegenüber 
der Addition betrachtet, gestattet zweierlei Operatorenbereiche: 

Erstens den Körper P. Bei diesem Operatorenbereich sind zulässige 
Untergruppen alle linearen Scharen, d. h. Untermengen von o, die mit a 
(bei jedem). aus P) auch Äa, mit a und b auch a-b enthalten. Jede 
lineare Schar hat einen Rang ~n. wo n der Rang von o selbst ist(§ 33). 

Zweitens das System o selbst, dessen Elemente man je nach Be
lieben als Links- oder Rechtsoperatoren auffassen kann. Zulässige 
Untergruppen sind dabei die Linksideale, Rechtsideale und zweiseitigen 
Ideale. 

Wir verabreden nun ein für allemal, bei der Betrachtung von (Links-, 
Rechts- oder zweiseitigen) Idealen in hyperkomplexen Systemen stets 
den Körper P als Operatorenbereich mit in Betracht zu ziehen. Das 
heißt: als zulässige Linksideale werden nur diejenigen Untergruppen 
betrachtet, die neben a nicht nur jedes ra (r in o), sondern auch jedes 
Äa(Ä in P) enthalten, und entsprechend für Rechtsideale. Zulässige 
Ideale sind also immer zugleich lineare Scharen. Ebenso: als operator
isomorph gelten zwei Linksideale nur dann, wenn eine Isomorphie 
existiert, die, wenn sie a in ä überführt, auch jedes'ra in rä und jedes Äa 
in Äi überführt1• Ebenso: ein Linksideal heißt einfach oder minimal, 
wenn es keine zulässigen Linksideale außer sich selbst und dem Null
ideal umfaßt. 

Mit dieser Einschränkung des Idealbegriffs ist für die Ideale eines 
hyperkomplexen Systems die "Maximal- und M inimalbedingung" erfüllt: 

Jede nicht leere Menge von (Rechts-, Links- oder zweiseitigen) Idealen 
enthält (mindestens) ein maximales Ideal, d. h. ein solches, das von keinem 
anderen Ideal der Menge umfaßt wird, und ein minimales, das kein anderes 
Ideal der Menge umfaßt. 

Denn nach der Verabredung ist jedes Ideal zugleich eine lineare 
Schar, und in jeder nicht leeren Menge von linearen Scharen vom Range 
~ n gibt es eine Schar größten und eine kleinsten Ranges. 

Um die Hauptsätze der hyperkomplexen Algebra unter möglichst 
allgemeinen Voraussetzungen zu entwickeln, werden wir im Verlauf 
dieses Kapitels gar nicht mehr von hyperkomplexen Systemen reden, 
sondern von irgend einem Ring o ausgehen, der nur die eben formulierte 
Maximal- und Minimalbedingung, etwa für Linksideale, erfüllen soll. 

1 Man beachte den Unterschied zur Ringisomorphie, wobei ra nicht in ra, 
sondern in ia übergeführt wird, wenn r und a beide dem betrachteten Unterring 
angehören. 
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Gelegentlich werden wir sogar nur die Maximal- oder nur die Minimal
bedingung voraussetzen 1• Zum Ring o kann evtl. (aber nicht not
wendig) noch ein Operatorenbereich D gegeben sein (der die Rolle des 
früheren P übernimmt), dessen Operatoren ).,p, ... die Eigenschaften 

J.(a + b) = ).a + ).b, 
).(ab)= (J.a)b = a().b) 

haben sollen. Ist ein solcher Operatorenbereich vorhanden, so wird der 
Idealbegriff wie oben eingeschränkt durch die Forderung, daß jedes 
Ideal neben a auch ).a ().in D) enthalten soll. Wenn wir das ausdrücklich 
hervorheben wollen, so reden wir von zulässigen Rechts- b:Zw. Links
idealen. Nur für sie wird die Maximal- bzw. Minimalbedingung gestellt. 

Durch die Heranziehung beliebiger Ringe, die nur die Maximal
und Minimalbedingung erfüllen, ist tatsächlich das Feld der Unter
suchung sehr erweitert; denn es gibt vielerlei Ringe, welche diesen 
Bedingungen genügen, ohne hyperkomplexe Systeme zu sein. Z. B. er
füllen alle endlichen Ringe (insbesondere die Restklassenringe nach den 
vom Nullideal verschiedenen Idealen einer Ordnung in einem Zahl
körper und noch spezieller die Restklassenringe nach einer ganzen Zahl 
im Ring C) offenbar die Maximal- und Minimalbedingung. Welche 
kommutativen Ringe sonst dieser Bedingung genügen, darüber siehe 
die nachstehenden Aufgaben 3, 4 und 5. Indessen bleiben die hyper
komplexen Systeme doch das Hauptziel der Untersuchung. 

Es sei noch erwälint, daß die Minimalbedingung viel einschränkender 
ist als die Maximalbedingung. In der Tat sahen wir im§ 84 schon, daß. 
es ausgedehnte Klassen von Ringen mit Nullteilern und ohne Nullteiler 
gibt, für welche die Maximalbedingung gilt (die meisten interessanten 
Ringe fallen darunter), während die Minimalbedingung z. B. für Ringe 
ohne Nullteiler, wie wir nachher sehen werden, nur dann gilt, wenn sie 
Körper sind. 

Es muß untersucht werden, welche von den idealtheoretischen 
Begriffsbildungen: Summe, Produkt usw., für nicht kommutative Ringe 
mit Operatorenbereichen oder ohne Operatorenbereiche ihren Sinn be
halten. Zunächst ist klar, daß (wie ja allgemein bei Gruppen mit Opera
toren) der Durchschnitt an b und die Summe (a, b) zweier zulässiger 
Rechts- bzw. Linksideale a und b stets wieder zulässige Rechts- bzw. 
Linksideale sind. Ein Produkt a • b (die Menge aller Summen ~ab, 
a E a, b E b) ist, wie man unmittelbar sieht, ein zulässiges Rechtsideal, 
sobald der zweite Faktor ein zulässiges Rechtsideal ist, und ein zulässiges 
Linksideal, sobald der erste Faktor ein zulässiges Linksideal ist. Der 
andere Faktor kann eine ganz beliebige Menge oder auch ein einzelnes 
Element von o sein; z. B. ist Pt, die Gesamtheit aller Produkte pa ( a E t), 
ein Rechtsideal, sobald t eines ist. 

1 Die Maximalbedingung ist nach § 84 gleichwertig mit dem Teilerkettensatz. 
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Es gelten wie immer die Assoziativ- und Distributivg<'sctze für 
Moduln und speziell für Ideale in einem Ring o: 

a·bc=ab·c, 

a(b, c) =(ab, ac), 

(b, c) a = (ba, ca). 

In diesen Formeln kann a sogar eine beliebige Menge oder auch ein 
einzelnes Element sein. 

Ist in einem Ring o die Minimalbedingung etwa für Linksideale 
erfüllt und o nicht der Nullring, so gibt es in der Menge aller vom Null
ideal verschiedenen Linksideale auch minimale Ideale; diese bezeichnEn 
wir als minimale Linksideale schlechthin. Sie sind dadurch charakteri
siert, daß sie keine vom Nullideal verschiedenen echten Unterideale 
besitzen, und können daher auch als einfache Linksideale bezeichnet 
werden. 

Ist ein (einseitiges oder zweiseitiges) Ideal a in o direkte Summe von 
einseitigen bzw. zweiseitigen Idealen: 

und ist n > 1 und jed~s a" 'f (0), so heißt das Ideal a (einseitig bzw. 
zweiseitig) direkt zerlegbar. Ist eine solche Zerlegung unmöglich, so 
heißt a direkt unzerlegbar. 

Um zu zeigen, wie einschneidend die Minimalbedingung ist, beweisen 
wir die folgenden Sätze: 

Ist o ein Ring mit Minimalbedingung für Linksideale, a ein Element 
von o und ist a kein rechter Nullteiler in o, so ist in o die Gleichung xa = b 
für jedes b lösbar. 

Beweis: In der Menge der Linksideale oa"(p. = 1, 2, ... ) muß es 
ein minimales geben, etwa oam. Da oam+t s;; oam gilt, aber oam+t c oam 
ausgeschlossen ist, muß oam+t = oam sein; mithin muß sich jedes Pro
dukt bam auch in der Gestalt cam+t schreiben lassen: 

Daraus folgt, da man durch m Faktoren a rechts und links kürzen kann: 

b = ca; 

mithilt ist die Gleichung xa = b lösbar. 
Genau ebenso: Ist o ein Ri.ng mit Minimalbedingung für Rechts

ideale und ist a kein linker Nullteiler, so ist ax = b lösbar. 
Aus beiden Sätzen zusammen folgt: 
Ist o ein Ring ohne Nullteiler mit Minimalbedingung für Rechts- und 

Linksideale, so ist o ein Körper. 



142 XVI. Theorie der hyperkomplexen Größen. 

Aufgaben: 1. Für einen Ring mit Einselement ist die oben erklärte 
Einschränkung des Idealbegriffs durch Hinzunahme von P oder D als 
Operatorenbereich unwesentlich: Jedes Ideal gestattet die Multiplikation 
mit p oder n. 

2. Notwendig und hinreichend für die Gültigkeit der Maximal- und 
Minimalbedingung für die Linksideale eines Bereichs o ist die Existenz 
einer Kompositionsreihe für diese Linksideale. 

3. In einem kommutativen Ring mit Minimalbedingung ist der 
Restklassenring nach einem Primideal stets ein Körper und daher 
jedes Primideal teilerlos. 

4. Jeder direkt unzerlegbare kommutative Ring mit Minimalbedin
gung ist primär (d. h. das Nullideal ist primär); jeder primäre kommu
tative Ring ist direkt unzerlegbar. 

5. Damit im Restklassenring ofa eines Ideals a im kommutativen 
Ring mit Einselement o, für den die Maximalbedingung (der Teiler
kettensatz) vorausgesetzt wird, die Minimalbedingung gilt, ist notwen
dig und hinreichend, daß jeder Primidealteiler ~ von a ein teilerloses 
Ideal in o ist. [Für "notwendig" benutze man Aufgabe 3; für "hin
reichend" stelle man nach§ 89 und§ 90 den Ring ofa als direkte Summe 
von primären Ringen dar.) 

§ 116. Nilp,otente Ideale. 

Ein Element a eines Ringes o heißt nilpotent, wenn eine Potenz 
I#= 0 ist. Ein (Links- oder Rechts-) Ideal a heißt nilpotent, wenn 
eine Potenz cfl gleich dem Nullideal (0) ist. Es gelten nun die folgen
den Sätze: 

1. Die Summe (l1 , l1) zweiernilpotenten Linksideale ist ein nilpotentes 
Linksideal. 

Beweis: Es sei l~ = r;' = (0). Man untersuche das Ideal (l1, l1)n+m-l 
Ausgerechnet, besteht dieses Linksideal aus einer Summe, deren einzelne 
Glieder Produkte von n + m - 1 Faktoren l1 oder l1 sind. In einem 
solchen Produkt tritt jedenfalls rl mindestens n-mal oder r. mindestens 
m-mal als Faktor auf. Ist etwa das erstere der Fall, so hat das betreffende 
Glied die Form 

... rl ... rl ... rl ...• 

wo an Stelle der Punkte evtl. Faktoren l1 stehen können und 
wo (1 mindestens n-mal vorkommt. Da nun o 11 Si l1 ist, so folgt: 
... rl ... rl ... rl ... s r~ ... = (o). 

(ll, r.)n+m-1 = (0). 

2. Jedes nilpotente Linksideal (bzw. Rechtsideal) ist in einem nilpotenten 
zweiseitigen Ideal enthalten. 
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Beweis: Es sei l ein nilpotentes Linksideal: (!! = (0). Dann ist 
auch lo nilpotent: 

(lo)!! = l(ol)e-lo ~ u~-Jo = l11 o = (0). 

Das von ( erzeugte Rechtsideal (l, lo) ist demnach Summe zweier nil
potenten Linksideale, mithin selbst nilpotentes Linksideal, also nil
potentes zweiseitiges Ideal. 

Verstehen wir unter einer Wurzelgrößewein solches Element von o, 
das ein nilpotentes zweiseitiges Ideal erzeugt, so gilt: 

3. Alle Elemente eines nilpotenten Links- oder Rechtsideals sind 
W urzelgrößen. 

Beweis: Ist w im nilpotenten Linksideal l enthalten, so ist w nach 2. 
auch in einem nilpotenten zweiseitigen Ideal enthalten, also ist das von 
w erzeugte zweiseitige Ideal auch nilpotent. 

Nach 3. hätten wir die Wurzelgrößen auch als solche definieren 
können, die ein nilpotentes Links- oder Rechtsideal erzeugen. 

4. Die Gesamtheit aller Wurzelgrößen ist ein zweiseitiges Ideal, das 
alle nilpotenten Rechts- und Linksideale umfaßt. 

Beweis: Sind w1 und w2 Wurzelgrößen und ttJ1 , ttJ 2 die von ihnen 
erzeugten zweiseitigen Ideale, so ist w1 - w2 im Ideal (1U1 , ttJ8) enthalten, 
das nach 1. nilpotent ist; also ist w1 - w2 wieder Wurzelgröße. Ebenso 
ist jedes Vielfache cw1 oder wi c wegen seiner Zugehörigkeit zu ttJ1 

Wurzelgröße. Also ist die Gesamtheit der Wurzelgrößen ein zweiseitiges 
Ideal. Die übrigen Behauptungen folgen aus 3. 

Die Gesamtheit aller Wurzelgrößen heißt das Radikal von o. 
Definition. Ein Ring ohne Radikal ist ein Ring, dessen Radikal 

das Nullideal ist, oder auch ein Ring, in dem das Nullideal das einzige 
nilpotente Ideal ist. 

In einem "Ring mit Radikal" gibt es also ein nilpotentes Links
oder Rechtsideal und daher nach 2. auch ein nilpotentes zweiseitiges 
Ideal a =!= (0). Wie leicht zu sehen, gibt es dann auch ein zweiseitiges 
Ideal c =!= (0) mit c2 = (0). Ist nämlich(! die kleinste Zahl mit der Eigen
schaft a" = (0), so genügt es, c = ae-l zu setzen. 

Gilt in o die Maximalbedingung für Linksideale, so gibt es ein maxi
males nilpotentes Linksideal l. Dieses muß alle Wurzelgrößen w um
fassen, denn sonst gäbe es ein umfassenderes nilpotentes Linksideal (o w, l). 
Also ist l gleich dem Radikal, und es folgt, daß das Radikal selbst nil
potent ist. 

Hieraus folgt weiter: 
Der Restklassenring eines Ringes o, der die Maximalbedingung erfüllt, 

nach seinem Radikal lU ist stets ein Ring ohne Radikal. 

Beweis: Ein Linksideal in ojttJ kann stets als Restklassengruppe 
l/ttJ angenommen werden, wo l ein Linksideal in o ist. Ist nun l/ttJ nil-
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potent, etwa 
(I/tu)!! = (0), 

so ist jedes Produkt von (! Restklassen aus I (mod tu) gleich Null, mithin 
jedes Produkt von (! Elementen aus I in tu enthalten: 

I!! ~ tu' 

IU 0 ~ (0)' 
reo = W't ~ wo = (o) ; 

also ist r nilpotent und daher 

I~ tu, 

I/tu = (0). 

Ein Ring ohne Radikal mit Minimalbedingung für Linksideale heißt 
auch halbeinfach. Der Name ist so zu erklären: Die Halbeinfachheit 
verlangt, wenn außu der Minimalbedingung noch die Existenz des 
Einselements als gegeben angenommen wird, etwas weniger als die Ein
fachheit, welche besagt, daß es überhaupt kein zweiseitiges Ideal in o 
außer (0) und o selbst gibt. Nimmt man nämlich die Existenz eines 
Einselements in o an, so ist o selbst sicher nicht nilpotent: also kann 
das Radikal eines einfachen Systems mit Einselement nur das Null
ideal sein. 

Aufgaben. 1. Von den hyperkomplexen Systemen aus § 114, 
Aufgabe 5 sind die ersten beiden halbeinfach; im letzten dagegen ist 
die lineare Schar (c) das Radikal. 

2. Das hyperkomplexe System vom Range 3 mit der Multiplikations-
tafel 

I e1 ea u 

el el 0 u 

ea 0 el 0 

u 0 u 0 

besitzt ein Radikal; welches? Der Restklassenring nach dem Radikal 
ist direkte Summe zweier Körper. 

3. Das System aller Matrices n-ten Grades in einem Körper K ist 
einfach. 

4. Für kommutative Ringe ist eine Wurzelgröße nichts anderes als 
ein nilpotentes Element. Daraus ist abzuleiten: Der Restklassenring 
Cj(m) nach einer ganzen rationalen Zahlmist dann und nur dann ohne 
Radikal, wenn m keinen Primfaktor zum Quadrat enthält. 

5. Dasselbe für den Restklassenring nach einem Ideal in der Haupt
ordnung eines Zahlkörpers. 

6. Das Radikal eines kommutativen primären Ringes ist das zum 
Nullideal gehörige PrimideaL 
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7. Ist (O) = [q1 , ••• , q,] eine Zerlegung des Nullideals eines kom
mutativen Ringes o in Primärkomponenten und sind +'I, ... , ,V, die 
zugehörigen Primideale, so ist [-VI, ... , ,V,] das Radikal. 

§ 117. Die volle Reduzibilität der Ringe ohne Radikal. 
Alle in diesem Paragraphen zu verwendenden gruppentheoretischen 

Termini (direkte Summe, operatorisomorph usw.) beziehen sich auf den 
Ring o und dessen Linksideale, als abelsche Gruppen mit o (und evtl. 
noch P oder D; vgl. § 115) als festem (Links-) Multiplikatorenbereich. 

Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis des folgenden Hauptsatzes 
über die halbeinfachen Ringe: 

Ein Ring o ohne Radikal mit Minimalbedingung für Linksideale 
besitzt ein Einselement und ist direkte Summe von einfachen Linksidealen. 
Umgekehrt: Ein Ring mit Einselement, der direkte Summe von einfachen 
Linksidealen ist, ist ein Ring· ohne Radikal mit Minimalbedingung für 
Linksideak. 

Die zum Beweis nötigen Hilfssätze sind auch an sich von Interesse. 
Hilfssa tz 1. Ist I ein Linksideal, a ein Element von o, so wird l 

auf Ia operatorhomomorph abgebildet durch die Zuordnung 

Beweis 1 : (x+y)a=xa+ya, 

(rx) · a = r · (xa), 

(h) · a = ). · (xa). 

HUfssatz 2. Ein minimales (=einfaches) Linksideal l wird durch 
einen Operatorhomomorphismus entweder auf das Nullideal abgebildet, 
oder der Homomorphismus ist ein Isomorphismus. 

Beweis: Die Gesamtheit der Elemente a von l, denen die Null zu
geordnet wird, ist ein Linksideal Sl, also entweder = (0) oder = l. 
Im ersten Fall ist die Zuordnung isomorph. 

Definition. Ein Element e von o heißt idempotent, wenn e2 = e 
(und daher auch e8 = e usw.) ist. 

Das Nullelement und das (etwaige) Einselement sind also stets idem
potent. 

Hilfssatz 3· Ein minimales Linksideal l ist entweder nilpotent, und 
zwar ist dann schon I2 = (0), oder I enthält ein idempotentes Element e 
und wird von diesem erzeugt: 

e2 = e in l, I= oe. 

Beweis: Gesetzt, es sei I2 t (0). Dann gibt es in I ein a mit Ia t (0). 
Die Zuordnung x--+ xa ist nach Hilfssatz 1 ein Homomorphismus und 

1 Der Beweis gilt auch, wenn a nicht in o. sondern in einen'! o-Modul ge
wählt wird. 

v d. Waorden, Modeme Algebra II, 2. Auf!. 10 
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nach Hilfssatz 2 sogar ein Isomorphismus; sie führt I in Ia über, und 
man hat 

!a + (0), !a ~I. 
mithin 

Ia =I. 

Jedes Element von I ist demnach in der Gestalt xa(x in l) darstell
bar, insbesondere auch a selbst: 

a = ea (e in l). 

Daraus folgt erstens e '+ 0, zweitens ea = e2 a; also ergeben e und ell 
beim Isomorphismus x-+ xa dasselbe Element ea, sind also selbst 
einander gleich: 

e2 = e. 

Das Ideal oe ist nicht Null (denn es enthält das Element es = e) und 
ist in I enthalten, ist also gleich I. Dainit ist alles bewiesen. 

Hilfssatz 4. Ist e idempotent und r =Oe, so ist 0 dire~te Summe 
von I und einem anderen Linksideal l': 

O=l+l'. 
Weiter ist für alle x in 

xe = x, 
für alle x' in I' 

x'e = 0. 

Beweis: Für jedes a aus o setzen wir a = ae + (a- ae) (links
seitige Zerlegung von PEIRCE). Die Elemente ae bilden das Linksideal 
o e = I. Die Elemente a - a e bilden auch ein Linksideal I'; denn es ist 

(a - ae) - (b - be) = (a - b) - (a - b) e, 

r(a- ae) = ra- (ra)e, 

J.(a- ae) =Äa- (J.a)e. 

Die a- ae werden von e annulliert: 

(a- ae)e = ae- ae 2 = 0, 

während die ae bei Multiplikation mit e sich reproduzieren: 

(ae) e = ae2 = ae. 

Das einzige Element, das bei Multiplikation mit e sowohl annulliert 
als auch reproduziert wird, ist die Null. Also haben I und I' nur die 
Null gemein; d. h. die Summe o =I+ I' ist direkt. 

Wir können nun den ersten Teil des Hauptsatzes beweisen: 
Satz 1. Ein Ring ohne Radikal mit Minimalbedingung für Links

ideale ist direkte Summe von einfachen Linksidealen. 
Beweis: Für den Nullring ist der Satz klar. Es sei also o vom 

Nullring verschieden, und I1 sei ein von Null verschiedenes minimales 
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LinksideaL Nach Hilfssatz 3 und 4 ist 

o = I1 + l'. 
Ist l' nicht Null, so suchen wir in I' ein vom Nullideal verschiedenes 
minimales Linksideal 12 ; dann ist nach Hilfssatz 3 und 4 

o = 12 +I*, 

und wenn man sich bei dieser Summendarstellung der Elemente von o 
insbesondere auf die Elemente von I' beschränkt, so folgt: 

I'= I2 + 1". 

0 = 11 + 12 + 1". 

Nun sucht man im Falle I" + (0) wieder in 1" ein minimales Linksideal 
13 t (0) und findet durch dieselben Schlüsse: 

o = 11 + 12 + 13 + 1'", 

usw. Die Reihe o ::::> 1' ::::> 1" ::::> 1"' ::::> • • • muß nach der Minimalbedingung 
ein minimales Linksideal enthalten. N~nnen wir dieses 1" und setzen 
die Zerlegung bis zu r,. fort, so erhalten wir: 

0 = 11 + 12 + • · • + 1n , 

womit Satz 1 bewiesen ist. 
Laut Konstruktion wird jedes der Ideale l; von einem idempotenten 

Element erzeugt: 

Weiter ist, da 1' von e1 annulliert wird: 

e1e1 = 0, e3 e1 = 0, ene1 ~ 0; 

ebenso, da 1" von e1 annulliert wird: 

e3 e1 = 0, e,.e2 = 0; 
usw.; allgemein 

e.,e, = 0 für k > i. 

Um nun unter den angegebenen Voraussetzungen die Existenz der 
Eins zu beweisen, verfahren wir so: 

Wir bilden 

Dann ist 

also 

el el2 = ei + el e2 - ei e2 = cl .. 

e2e12 = e2 e1 + e~ - e2 e1 e2 = e2 , 

(e1 + e2 - e1 e2)e12 = e1 + e2 - e1c2 , 

e~2=en. 
10* 
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Das Element e11 ist also idempotent und in 11 + 111 enthalten. Unter 
seinen LMksvielfachen xe12 kommt aber nach der eben ausgeführten 
Rechnung sowohl e1 wie e11 , also jede Größe aus 11 + 111 vor. Daher ist 

11 + 12 = oe12 • 

Weiter ist 
eke12 = 0 für k > 2. 

Wir können also fortfahren und setzen 

eas = ea +es- e1zes; 

dann finden wir in derselben Weise: 

oe123 = oe12 + 13 = 11 + I2+ I3 • 

So weitergehend, erhalten wir schließlich ein idempotentes Element 
e = e12.. ... mit der Eigenschaft 

o e = I1 + · · · + I,. = o . 

Nach Hilfssatz 4 ist e ein Rechtseinselement für o = oe. Um zu zeigen, 
daß e auch ein Linkseinselement ist, nehmen wir eine rechtsseitige 
PEIRCEsche Zerlegung (Hilfssatz 4 mit Vertauschung von Rechts und 
Links) vor. Es wird 

also 

o = eo + r, 
er= (0), 

r = re (weil e Rechtseinselement), 

r2 = rer = (0), 

mithin, da o ein Ring ohne Radikal ist, 

r = (0), 

o = eo. 

Also ist e ein Linkseinselement (Hilfssatz 4 mit Vertauschung von 
Rechts und Links). 

Damit ist der erste Teil des Hauptsatzes beUJiesen. 
Zur Umkehrung benötigen wir 
Hilfssatz' 5. Ist ein Ring o mit Einselement direkte Summe von 

n Linksidealen : 
o = I1 +···+I,., 

und besteht insbesondere für die Eins die Darstellung 

1 = e1 + · · · + e,., 
so ist I,= oe,, 

e! = e,, 
e,ek=O für itk. 
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Beweis: Für jedes a aus 11 gilt 

a = a · 1 = ae1 + ae1 + · · · + ae", 
andererseits 

a = a + 0 + · · · + 0, 

also wegen der direkten Summe 

ae1 =a, ae2 =0, .. ,, ae"=O. 

Wendet man dies insbesondere auf a = e1 an, so folgt 

ei = e1 , e1e8 =0, ... , e1 e" = 0. 

Ebenso beweist man, da kein Index vor den anderen ausgezeichnet ist, 

4 = e,, 

e,ei: = 0 für i t k. 

Weiter zeigt die Gleichung ae1 = a, daß jedes a aus 11 in der Gestalt ae1 

geschrieben werden kann; daraus folgt 

11 = oe1 

und ebenso allgemein 
(q. e. d.) . . 

Zur Umkehrung des Hauptsatzes bemerken wir das Folgende. 
Wenn ein Ring o direkte Summe von n einfachen Linksidealen ist 

oder, wie man sagt, linksseitig voll reduzibel ist, so folgt zunächst rein 
gruppentheoretisch die Existenz einer Kompositionsreihe (aus Links
idealen) von der Länge n (§ 47}. · Also besitzt auch jedes Linksideal 
eine Kompositionsreihe, deren Länge höchstens n ist. Es gibt also in 
jeder nicht leeren Menge von Linksidealen ein Ideal kleinster Länge, 
mithin ein minimales LinksideaL Die Minimalbedingung ist also eine 
Folge der vollständigen Reduzibilität. (Ebenso könnte man das Erfüllt
sein der Maximalbedingung beweisen.} Weiter folgt rein gruppen
theoretisch, daß jedes Linksideal direkter Summand ist (§ 47). 

Nimmt man nun noch die Existenz eines Einselementes an, so ist 
ganz leicht nachzuweisen, daß man es mit einem Ring ohne Radikal 
zu tun hat. Hat man nämlich ein nilpotentes Linksideal I, etwa mit 
re = (0}, so hat man 

o = 1 +I'; 

nach Hilfssatz 5 gibt es also in 1 ein erzeugendes Element e1 mit ei = e1 . 

Es ist dann auch ef = e1 • Andererseits ist ef = 0 wegen der Nilpotenz 
von l; also folgt e1 = 0 und I = (0). Somit ist das einzige nilpotente 
Linksideal das Nullideal. 

Damit ist auch der zweite Teil des Hauptsatzes bewiesen. 
Aufgaben. 1. Jeder Ring ohne Nullteiler mit Minimalbedingung 

für Linksideale ist ein Körper. 
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2. Man zerlege den Ring ~:Dit Radikal von § H6, Aufg. 2 in direkt 
unzerlegbare Links- bzw. Rechtsideale und verifiziere, daß diese nicht 
einfach sind. 

3. Das System aller Matrices n-ten Grades in einem Körper K ist 
(links- und rechtsseitig) vollständig reduzibel. 

4. Man beweise die folgende Umkehrung des Hilfssatzes 5: 
Ist in einem Ring o mit Einselement 

1 = e1 + · · · + e", 

t~=e;, e;e~;=O für i:-i k, 
so ist tl = o e1 + .. · + o e" 

eine 7..erlegung von o in Linksideale und ebenso 

o = e1 o + · · · + e11 o 
eine Zerlegung von o in Rechtsideale. 

§ 118. Zweiseitige Zerlegungen und Zentrumszerlegung. 

In § 117 haben wir die direkten Summenzerlegungen eines Ringes o 
in Linksideale unter gewissen Voraussetzungen untersucht; jetzt wollen 
wir sehen, was sich über die Zerlegungen in zweiseitige Ideale 

(1) 

sagen läßt. 
Zunächst ist unmittelbar zu sehen, daß bei einer Zerlegung (1) die 

Summanden a, sich gegenseitig annullieren müssen: 

a,a~;= {0) für i' k; 

denn a,aJ: ist sowohl in a, als in O~; enthalten. 
Die Ideale a, können auch als Ringe betrachtet werden. Die Zer

legung {1) ist also eine Darstellung von o als Summe von Ringen, die 
sich gegenseitig annullieren. 

Ist umgekehrt eine solche Darstellung von o als Summe von sich 
gegen~itig annullierenden Ringen a, gegeben, so sind diese Ringe not
wendig zweiseitige Ideale in o; denn es ist 

tln; = {a1, .... a11). n, 

= (nlai, ...• anni) = n~ Si 0; 

und ebenso 

Weiter zeigt sich: jedes (einseitige oder zwezseitige) Ideal im Ring a, ist 
zugleich ein (ebensolches) Ideal in o. Denn ist l etwa ein Linksideal in a1 , 

so ist 
ol = (a1 , •••• 1111) l = (a1 l, ... , a"l) 

:c-= n1 1 s;: I. 
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Sind insbesondere die Ideale o, zweiseitig einfach, so sind sie nach 
diesem Satz auch als Ringe zweiseitig einfach. Für "zweiseitig einfache 
Ringe" sagt man meist kurz einfache Ringe: das sind also solche Ringe, 
die keine zweiseitigen Ideale außer sich selbst und dem Einheitsideal 
besitz~n. 

Ist ein Ring o mit Einselement darstellbar als direkte Summe von direkt 
unzerlegbaren, vom Nullideal verschiedenen zweiseitigen Idealen: 

o = o1 + · · · + a,., 
so sind die I deale o, eindeutig bestimmt. 

Beweis: Hat man eine zweite Zerlegung 

o=c1 +···+c"., 
so ist c1 = oc1 = (o1 c1 , o2 c1 , ..• , o,.c1). 

Die Summe rechts ist direkt wegen 

Da aber c1 direkt unzerlegbar ist, müssen alle Produkte rechts = (0) 
sein mit Ausnahme eines einzigen, etwa außer 01 c1 • Dann ist also 

C1 = 01 C1 Si 01. 

Ebenso zeigt man, daß umgekehrt o1 in einem r, enthalten ist, also 

daraus folgt i = 1 und c1 = o1 • So ist jedes c, einem o, gleich. 
Bei einseitigen Summenzerlegungen besteht, wie wir sehen werden, 

diese Eindeutigkeit nicht mehr. 
Bei kommutativen Ringen fällt der Unterschied zwischen einseitigen 

und zweiseitigen Idealen fort. Aus dem Hauptsatze von § 117 in Ver
bindung mit HUfssatz 5 folgt daher schon eine Darstellung eines jeden 
halbeinfachen kommutativen Ringes o als Summe von einfachen Ringen 
mit Einselement, die sich gegenseitig annullieren. Aber jeder einfache 
k9mmutative Ring mit Einselement ist ein Körper, da die Vielfachen ax 
eines Elements a =!= 0 ein vom Nullideal verschiedenes Ideal, also den 
ganzen Ring ausmachen. Also (Satz von DEDEKIND): 

] eder kommutative Ring ohne Radikal mit Minimalbedingung ist eine 
direkte Summe von kommutativen Körpern, die sich gegenseiti~ annullieren. 

Für kommutative Ringe 0 mit Radikal und mit Einselement findet man eine 
ähnliche Summenzerlegung, nämlich als direkte Summe von primären Ringen, 
indem man unter Voraussetzung der Maximal- und Minimalbedingung das Null
ideal nach § 90 in einartige Primärideale zerlegt (vgl. § 115, Aufgabe 3) und dar
aus nach § 89, Schluß, eine Summendarstellung für o herleitet. 

Unter dem Zentrum eines Ringes o verstehen wir die Gesamtheit 
der Elemente a von o, die mit allen Elementen von o vertauschbar 
sind: ax = xa für allt> x. 
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Das Zentrum ist ein Unterring; denn aus ax = xa und bx = xb 
folgt 

(a- b)x = ax- bx = xa- xb = x(a- b) 
und 

ab· x = axb = x · ab. 

Wenn o noch einen Operatorenbereich im Sinne von § 115 besitzt, 
so ist das Zentrum 8 auch ein zulässiger Unterring; denn ist a irgendein 
Element des Zentrums, so folgt für alle Operatoren A und alle x 

(Aa)x = A(ax) = A(xa) = x · Aa, 

wonach auch Aa dem Zentrum angehört. 
Das Zentrum ist natürlich kommutativ. Das etwaige Einselement 

eines Ringes gehört stets dem Zentrum an. 
Ist o ein Ring ohne Radikal, so ist auch 8 ein Ring ohne Radikal. 
Beweis: Gesetzt, das Radikal von 8 sei vom Nullideal verschieden, 

so gäbe es im Ring 8 ein Ideal e =F (0) mit eil = (0). e erzeugt in o ein 
Linksideal b = (e, o e), und da e mit o vertauschbar ist, so ist 

bll = (e, oe)ll =(eil, coe, oell, oeoc) 

= (eil, oe 2 , o11 e11) = (0); 

also gäbe es in o ein nilpotentes Ideal b =F (0), was der Voraussetzung 
widerspricht. 

Ist o direkte Summe von zweiseitigen Idealen: 

(1) o = a1 + · · · + a,., 
so ist das Zentrum 8 von o direkte Summe der Zentren 8, der Ringe a,: 

8 = 8t + ... + 8,.. 
Beweis: Zunächst sind die Zentren 3, der Ringe a, in 8 enthalten. 

Denn wenn a, zu 3, gehört, so ist für ein beliebiges 

X= x1 + • • • + x,. 
aus o: 

alle Produkte a,x" und x"a, mit i =F k sind ja Null. 
Sodann gestattet jedes Element a von 8 nach (1) eine Zerlegung: 

a = a1 + · · · + a,. (a1 E a1) 

und für beliebige x, aus a, ist 

mithin ist jedes a, in 3, enthalten. 8 ist also die Summe der 3,, die sich 
natürlich gegenseitig annullieren. Aus 0 = a1 + · · · + a,. (a, E 8,) folgt 
a, = 0, da die Summe (1) direkt ist; die Summe der 81 ist also ebenfalls 
direkt. 
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Aufgaben. 1. Ist .8 = .81 +···+.Sn eine Zerlegung des Zentrums 
.8 eines Ringes o mit Einselement und setzt man 

a, = og,, 
so sind die a, zweiseitige Ideale in o, und es ist 

0 = al + ... +an, 
während g, = a, n .8 das Zentrum des Ringes a, ist. 

2. Sind die a. in (1) direkt unzerlegbar, so gilt dasselbe von den .ß •. 
3. Das Zentrum .8 eines hyperkomplexen Systems o ist wieder ein 

hyperkomplexes System; ist o ein System ohne Radikal, so ist .8 eine 
direkte Summe von Körpern. 

4. Ist o = a1 + · · · + a" eine zweiseitige Zerlegung eines Ringes 
mit Einselement, so ist jedes minimale Linksideal von o in einem der a. 
enthalten. 

5. Das Zentrum des Gruppenringes einer Gruppe@ besteht aus den-
jenigen Summen "'A. a 

~ "", 
in denen alle Elemente a. aus einer Klasse konjugierter Elemente von 
@ denselben Koeffizienten A., haben. Es gibt in o so viele linear unab
hängige Zentrumselemente, wie es in @ Klassen gibt. 

§ 119. Der Endomorphismenring eines vollständig reduziblen Moduls. 

Im § 117 haben wir gesehen, daß ein halbeinfacher Ring o, als 
o-Linksmodul betrachtet, vollständig reduzibel ist. Wir wollen nun 
den Endomorphismenring dieses vollständig reduziblen Moduls be
stimmen. 

Das Problem der Struktur des Endomorphismenrings eines voll 
reduziblen Moduls [ll ist auch an sich und anderer Anwendungen 
wegen von Wichtigkeit. Wir wollen darum das Problem ganz allgemein 
lösen und zunächst davon absehen, daß in dem speziellen Falle, von 
dem wir ausgegangen sind, der Modul !IR ein Ring mit sich selbst als 
Multiplikatorenbereich ist. 

Es sei also !IR ein vollständig reduzibler Modul mit irgend einem 
Multiplikatorenbereich. Unter einem Endomorphismus von !IR ver
stehen wir nach § 10 einen Operatorhomomorphismus von !IR in sich, 
Nach § 43 bilden diese Endomorphismen stets einen Ring; es han
delt sich nun um die Struktur dieses Endomorphismenringes. 

Ist der untersuchte Modul IDl speziell ein Linearformenmodul in bezug aut 
einen Körper K (dessen Elemente als Rechtsoperatoren geschrieben werden) und 
besitzt IDl außerdem noch gewisse Linksoperatoren A , B, ... , welche der Be
dingung Am·" = A · m" genügen und daher lineare Transformationen des Linear
formenmoduls induzieren (vgl. § 106), so sind die Endomorphismen dieses Doppel
moduls IDl wieder lineare Transformationen @, welche mit den Transformationen 
A , B, ... vertauschbar sind: 

@(Am)= A(@m). 
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Unsere Untersuchung wird also als Spezialfall die Bestimmung der mit einem voll
st:Andig reduziblen System von linearen Transformationen vertauschbaren linearen 
Transformationen enthalten (vgl. Aufg. 1 nachstehend). 

Zunäcllst betrachten wir die homomorphen Abbildungen eines ein
fachen Moduls rol1 • Der Untermodul derjenigen Elemente, die dabei 
auf Null abgebildet werden, ist entweder gleich dem ganzen rol1 oder 
besteht nur aus de:m Nullelement Im letzteren Fall ist die Abbildung 
ein 1-Isomorphismus. Bei jedem Homomot'phismus wird also der ein
faehe Modul rol1 entweder auf Null abgebildet, oder die Abbildung ist ein 
1-/ somorphismus. 

Wird rol1 in sich abgebildet und ist die Abbildung nicht der Null
operator (der rol1 auf Null abbildet), so ist sie i-isomorph und führt rol1 

in einen von Null verschiedenen Untermodul, d. h. in rol1 selbst über. 
Ein solcher 1-Automorphismus besitzt immer einen inversen Auto
morphismus. Also hat im Endomorphismem:ing von rol1 jedes von 
Null verschiedene Element ein Inverses, d. h. der Endomorphismenring 
eines einfachen Moduls ist ein Schiefkörper. 

In derselben Weise ergibt sich: Wenn IDl1 homomorph in einen 
anderen einfachen Modul IDl1 abgebildet wird und die Abbildung nicht der 
Nulloperator ist, so muß sie ein 1-lsomorphismus und daher IDl1 ~ rol1 sein. 

Wir können nun die Endomorphismen von IDl = IDl1 + · · · + IDl,, 
wo die ~einfach sind, bestimmen. Zunächst bemerken wir: Wenn 
ein Element m in seine Komponenten zerlegt wird: 

(1) m = m1 + ... + m,, 

so ist jede der Zuordnungen m __. m" ein Homomorphismus. Wir be
zeichnen diesen mit H". An Stelle von (1) kann man jetzt schreiben: 

(2) m =IH"m. 
V 

Um nun einen belieb1gen Endomorphismus 8 zu kennen, genügt es, 
seine Auswirkung auf die Komponenten m, = H" m zu kennen; denn 
es ist 

(3) 8m=I8m, .. 
• 

Die Elemente 8m,. zerlegen wir nun in Komponenten: 

(4) 8m" = IH1, Bm •. 
I' 

Der Operator H/iJ, angewandt auf die Elemente m" von IDl,., ergibt 
einen Homomorphismus, der rol" in IDll' abbildet. Wir bezeichnen diesen 
Homomorphismus mit 81'"' Die r 2 Homomorphismen 81'" lassen sich 
in einer quadratischen Matrix anordnen. Ist IDl" nicht isomorph zu IDll', 
so ist 8 1," notwendig der Nulloperator. Für (4) schreiben wir jetzt: 

(5) 8m,. = I81'"m •. 
I' 
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In (3) eingesetzt, ergibt dies: 

(6) 8m = ~2:8~<~m. = ~~8~<~H.m oder 

(7) 

Da man aus (6) oder (7) umgekehrt (5) zurückgewinnen kann, indem 
man m zum~ spezialisiert, und da durch (5) die Homomorphismen 8~<• 
eindeutig bestimmt sind, so folgt, daß jeder Endamorphismus 8 ein
deutig in der Gestalt (7) darstellbar ist, und daß die 8~''' darin be
liebig wählbar sind. 

Ist 1J ein zweiter Endamorphismus: 

1J = ~~1}pvHv, 
I' ~ 

so berechnen sich Summe und Produkt von 1J und 8 folgendermaßen: 

r1 + e = 2:2:(TJ, .. + 8/<,.)H •• 
/< V 

1J8 = Y~1J..t~<H~<~2:,8~<··H,. 
~ I' 1-4' .. 

=, Y~1J..t 1,2:8~<~H. • T,, ,. 
= "5"~(2:1J"~'8~'~)H~ . 

.,.. t' ,, 

Es ist also fedem 8 eine Matrix (81,.) zugeordnet, und derSumme unddem 
Produkt sind Summe und Produkt der zugeordneten M atrices zugeordnet. 
Die Matrixelemente 81'" sind Null, wenn die Indices p. und V zu nicht 
isomorphen Moduln !Ul~' und !Ul~ gehören; sie sind beliebige H omomorphis
men von !Ul~ in !Ul~<, wenn !Ul~' und !Ul. isomorph sind. 

Teilen wir nun die Moduln !m..t in Klassen isomorpher ein und nume
rieren sie so, daß z. B. !Ul1 , ... , !m11 untereinander isomorph sind, ferner 
mll+l' ... ' !)Jlll+k untereinander isomorph sind usw., so "zerfallen" die 
Matrices (8~'~) offenbar in quadratische "Kästchen" von h, k, ... Zeilen 
und Spalten so, daß außerhalb der "Kästchen" lauter Nullen stehen: 

811 ... 8u o ... 
. . 

8111· .. 8u 

0 ... 8TI+l,h+l ... 8h+l,h+t 

811+t,h+l ... 8h+k,h+k 

.J 
• Für p. =f p.' ist nämlich H 1, €J 1,· ,. = o, weil jedes Element von !Dl~<' durch 

Hp annulliert wird. Für p. = p.' dagegen ist H 1, e,~,·,. = Bp~· weil jedes Element 
von IDll' durch H 11 reproduziert wird. 
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Schreibt man in das erste Kästchen beliebige Elemente, in alle wei
teren überall Null, so erbalt man einen Matrizenring m-1 , der ein Unter
ring des ursprünglichen Matrizenringes m ist; schreibt man ebenso über
all außer i~ zweiten Kästchen Null, so erhält man einen Ring m-1 S 2t, 
usw. Es ist klar, daß jedes Element von m eindeutig als Summe von 
Elementen aus m-1 , m-2 , ••• darstellbar ist und daß die Elemente von 
\111 , m-1 , ••• sich gegenseitig annullieren. Das heißt also: Der Ring m ist 
direkte Summe der sich gegenseitig annullierenden Ringe m-1 , m-2 , .•. 

Um die Struktur von m zu kennen, haben wir also nur noch die 
eines einzelnen m,t> z. B. die von 2l1 , zu untersuchen. Den Elementen 
von m-1 sind die h-reihigen Matrices 

( ~l~· .. ~lh) 
e/11 ... e"" 

des ersten "Kästchens" zugeordnet. 
8 11 ist ein Element des Endomorphismenkörpers K1 von rol1 • Die 

übrigen Elemente e ,..~ gehören diesem Schiefkörper nicht an, sondern 
stellen Homomorphismen von rol~ in rol,.. dar. Wir können sie jedoch 
eindeutig auf die Elemente von K1 abbilden, indem wir h feste 1-lso-

morphismen r r 
1> ... , 11 

wählen, welche rol1 , ..• , rol11 auf rol1 abbilden. Für T1 wählen wir 
dabei den identischen Automorphismus. Ordnen wir nun jedem e,..~ 

das entsprechende Element 

(8) 8',..~=r,..e,..~r; 1 

zu, das zu K1 gehört (denn F;1 bildet rol1 auf rol~ ab, 8,..~ bildet rol~ in 
m,.. ab, und r,.. bildet rol,.. wieder auf roll ab), so ist offensichtlich einer 
Summe 'YJ,.." + 8,..~ wieder die Summe 'YJ~" + 8;.~ und einem sinnvollen 
Produkt 'Y/A,..e,..~ * wieder das Produkt 

rJJ.,.. &,..~ = r).rJ;.,..T,; 1 r,.. e,..~r; 1 = rJ.(rJJ.,.. e,..~) T;1 

zugeordnet. In dieser Weise entspricht also jeder Matrix (8,..") ein
eindeutig eine Matrix (8',..~) mit Elementen aus K1 , und den durch 

{ a,..~ = 1},..~ + e,..~' 
:rl).p = IrJ).,.. e,.." 

definierten Summen- und Produktmatrizen werden wieder Summen
und Produktmatrix zugeordnet. Jedes Element von K1 läßt sich offen
bar bei festen p, V und festen r,..' r~ in der Gestalte~~ im Sinne von (8) 

• Ein Produkt f'J).I" 8""·~ hat nämlich nur dann einen Sinn, wenn p' = p ist; 
denn e,.,~ bildet !Dl. auf !IR,..· ab, und f/).,.. muß daher !Dl,..· auf irgend etv.·as abbilden, 
wenn das Produkt einen Sinn haben soll. 
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schreiben. Somit ist ~1 isonuwph dem Ring aller h-reihigen Matrices 
mit Elementen aus dem Schiefkörper K1 , dem Automorphismenkörper des 
einfachen Moduls rol1 • 

Aufgaben. 1. Ist ein vollständig reduzibles System von Matrices 

Al 
Al 

A= 

gegeben, wo die Matrices A1 im ersten Kästchenhuntereinander äqui
valente irreduzible Systeme durchlaufen, ebenso die A 2 im zweiten 
Kästchen k äquivalente Systeme, die aber zum System der A1 nicht 
äquivalent sind, usw., so haben die mit dem System vertauschbaren 
Matrices die Gestalt 

Tu ... Tu 

Tu ... Tu 
T= 

\ 
wo die Tu im ersten Kästchen mit dem System der A1 vertauschbar 
sind, die im zweiten Kästchen mit dem System der A 8 , usw. Die Ma
trices T11 , die mit dem irreduziblen System der A1 vertauschbar sind, 
bilden einen Schiefkörper von endlichem Grad über dem Grundkörper K. 

2. Ist der Grundkörper K algebraisch-abgeschlossen, so sind die 
Matrices T11 von Aufg. 1, die mit einem irreduziblen Matrixsystem 
vertauschbar sind, nur die Vielfachen ).E der Einheitsmatrix E. 

§ 120. Struktur der vollständig reduziblen Ringe mit Einselement. 

Es sei o ein halbeinfacher Ring oder, was nach § 117 dasselbe ist, 
ein linksseitig vollständig reduzibler Ring mit Einselement. Als Modul, 
mit o selbst als Linksmultiplikatorenbereich, ist o direkte Summe von 
einfachen Moduln (Linksidealen): 

o = 11 + 12 + . . . + I,. 
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Wir bilden nun den Endomorphismenring dieses Moduls. Ist r ein 
Operatorendomorphismus, der das Einselement in das Element c über
führt: 

F1 = c, 

so führt rein beliebiges Element a über in 

Fa= F(a · 1} = a · F1 = ac. 

Andererseits: Wenn man c beliebig wählt und jedes a von o in ac über
führt, so ist die Zuordnung ein Operatorendomorphismus wegen 

(a + b) c = ac + bc, 

ab·c=.a·bc. 

In dieser Weise ist eineindeutig jedem Element c ein Endamorphis
mus r zugeordnet. Der Summe c + d entspricht wieder die Summe 
r +LI; dem Produkt cd aber entspricht das umgekehrte Produkt LI r, 
denn es ist 

a · cd = ac · d =LI (ac) =LI Fa. 

Zwei Ringe o und o', die so aufeinander eineindeutig abgebildet 
sind, daß d~r Summe a + b die Summe a' + b', dem Produkt a · b 
aber das umgekehrte Produkt b' · a' zugeordnet ist, nennen wir invers
isomot'ph oder kurz invers zueinander. Wir sehen also: Der Ring o ist 
zu seinem Endomorphismenring invers-isomorph. 

Andererseits ist nach § 119 der Endomorphismenring eines vollstän
dig reduziblen Moduls isomorph einer direkten Summe von sich gegen
seitig annullierenden Matrizenringen, deren Matrixelemente jeweilseinem 
Schiefkörper (dem Endomorphismenkörper eines einfachen Moduls) 
entnommen werden. 

Der Ring o ist also invers-isomorph einer direkten Summe von 
Matrizenringen, die sich gegenseitig annullieren. 

Zu jedem Ring kann man bis auf Ringisomorphie eindeutig einen 
inversen Ring konstruieren, indem man jedem Ringelementa ein neues 
Symbol a' zuordnet und Summe und Produkt durch a' + b' = (a + b}' 
und a' • b' = (b • a)' definiert. Der inverse Ring eines Schiefkörpers ist 
offenbar wieder ein Schiefkörper. Zu einem Matrizenring in einem 
Schiefkörper K konstruiert man den inversen Ring, indem man von K 
zum inversen Schiefkörper K' und außerdem von jeder Matrix (a1,..) zur 
gespiegelten Matrix (a~ 1) übergeht. - Schließlich ist der inverse Ring 
einer direkten Summe von Ringen die direkte Summe der inversen 
Ringe der Summanden. Mithin: 

Der Ring o ist eine direkte Summe von Ringen a", von denen jeder iso
morph einem vollen Matrizenring in bezug auf einen Schiefkörper K !~l ist 
und die sich gegenseitig annullieren. Es gibt so viele a,, als es nicht iso
morphe Linksideale l,. in der direkten Summenzerlegung gibt. 
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Damit ist die Struktur der halbeinfachen Ringe vollständig auf
geklärt. 

Wenn die a,. sich gegenseitig annullieren, so sind sie Ideale in o. Ist 
also der Rin~ o zweiseitig einfach, so kann es nur ein a. = a1 geben: 
Ein linksseitig vollreduzibler, zweiseitig einfacher Ring mit Einselement 
ist isomorph einem vollen Matrizenring in bezug auf einen Schiefkörper. 
Alle minimalen Linksideale sind operatorisomorph. 

Umgekehrt gilt: 
Der Ring o der Matrices n-ten Grades in bezugauf einen Schiefkörper 

K ist (zweiseitig) einfach und linksseitig vollständig reduzibel, und der 
Endomorphismenring der minimalen Linksideale von o ist invers-isomorph 
zu K. 

Beweis: Es seien c11 , ••• , c1,.; •• • ; c,. 1 , •• • , c,.,. die Basiselemente 
des Matrizenringes (§ 114, a). Ferner sei a ein zweiseitiges Ideal 
~ (0) und 

ein von 0 verschiedenes Element von a. Einer der Koeffizienten 'Yo: muß 
von 0 verschieden sein; es sei etwa y13 + 0. Dann gehört zu n auch 
(für alle Ä und p) das Element 

rrfcaaes,. = 'Yil YrucA2cuca,. 
1:1 

d. h. a enthält alle Basiselemente von o. Mithin ist a = o. Also ist o 
ein einfacher Ring mit Einselement. 

Der K-Modul l = (c11 , Czt, ... , c,. 1) ist, wie man leicht einsieht, ein 
minimales Linksideal in o. Zunächst nämlich ist das Produkt eines be
liebigen Basiselementes cu von o mit einem beliebigen Basiselement c11 

von l entweder gleich 0 oder gleich eil, also stets wieder ein Element 
von I. Daß l minimal ist, ergibt·sich daraus, daß ein beliebiges Ele
ment IX ~ 0 von r stets das ganze Ideal l erzeugt. Ist nämlich 

a = 2:1X.~:C,~: 1 

und ist etwa tX2 ~ 0, so gehört zu den Linksvielfachen von a auch 

(j = 1, .... n). 

Genau so sieht man, daß allgemein r" = (c1", c21', ... , c,.") ein ein
faches Linksideal in o ist. Da o = 11 + l2 + ... + l,. ist, ist o links
seitig vollständig reduzibel. 

Bestimmen wir schließlich den Endomorphismenkörper von l. Ein 
Operatorendomorphismus, der etwa c11 in 

( 1) 
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überführt, muß jedes x · c11 in x • a überführen, insbesondere also 
c~1 ( = c11) in ~ c11 a = ..::.,. IXkCn ck 1 = ~X1 c11 • 

Das muß wieder das Element a sein. In (1) fehlen also alle Glieder 
außer ~X1 c11 , und der Automorphismus führt x • Cu in x • ~X1 Cu = xc11 • ~X1 
über. Der Endamorphismus besteht also darin, daß die Elemente von 
1 (die ja sämtlich die Gestalt xc11 haben) einfach von rechts mit ~X1 
multipliziert werden. Die Elemente ~X1 des Schiefkörpers sind auf die 
zugehörigen Automorphismen invers-isomorph bezogen; also ist der 
Automorphismenkörper der minimalen Linksideale invers-isomorph zu K. 

In derselben Weise kann man natürlich auch beweisen, daß der 
volle Matrixring über einem Schiefkörper K auch rechtsseitig vollredu
zibel ist. Der Automorphismenkörper der minimalen Rechtsideale wird 
direkt isomorph zu K. In Verbindung mit den Sätzen von § 118 folgt 
weiter, daß eine direkte Summe von sich gegenseitig annullierenden 
Matrixringen auch (links und rechts) vollständig reduzibel ist. Die 
Begriffe: 

a) Ring ohne Radikal mit Minimalbedingung für Links- (oder Rechts-) 
Ideale; 

b) linksseitig oder rechtsseitig vollständig reduzibler Ring mit Eins
element; 

c) direkte Summe von zweiseitig einfachen Idealen, deren jedes ring
isomorph einem vollen Matrixring über einem Schiefkörper ist; 

sind also völlig gleichbedeutend. 
Den Ring der Matrices n:ten Grades im Schiefkörper K bezeichnen 

wir fortan mit K,., die Einheitsmatrix mit E. Wir behaupten: Ist Z 
das Zentrum von K, so ist Z • E das Zentrum von K,.. 

Beweis: Wenn eine Matrix 

a = ((X&k) = ~ IX0kcH, 

zum Zentrum von K,. gehört, so muß sie insbesondere mit c1 1' vertausch-
bar sein; das ergibt : · 

Cl!' • ~' IXik Cak = ~' (Xik Cak • Cl!' , 
t.1 t;t 
J:(XI'kcu = I(XuCi~' · 

k ' 

Vergleich der Koeffizienten links und rechts ergibt: 

(XI'k = 0 für fl t k, 

Daher wird 

(

(Xu 0) 
(Xll 

a = · . . = (Xn • E = (X • E. 

0 (Xll 
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Damit weiter a = cx · E mit jedem ß · E vertauschbar sei, muß cx zum 
Zentrum von K gehören, q. e. d. 

Bringt man dieses Resultat in Zusammenhang mit den Resultaten 
von § 118 und beachtet, daß die Zentren zweier invers-isomorpher 
Ringe offenbar im gewöhnlichen Sinne isomorph sind, so ergibt sich: 

Das Zentrum eines halbeinfachen Ringes o ist eine direkte Summe von 

Körpern, die in den einzelnen zweiseitigen Komponenten von o enthalten 

sind und in deren Matrizendarstellungen durch Z · E dargestellt werden, 
wo Z das Zentrum des SchiefktJrpers K ist. 

Aufgaben. 1. Ein halbeinfaches hyperkomplexes System o über 
einem algebraisch-abgeschlossenen Körper Q ist direkte Summe von 
Matrizenringen in Q. 

2. Der Quaternionenring (1, f, k, l) über einem Körper P der Cha
rakteristik =I= 2 ist stets zweiseitig einfach und daher stets entweder ein 
Körper oder isomorph dem Ring aller zweireihigen Matrices in P. 

§ 121. Das Verhalten der halbeinfachen hyperkomplexen Systeme 
bei Erweiterung des Grundkörpers. 

Es sei 6 ein halbeinfaches System über dem Grundkörper P. Wir 
wollen untersuchen, wie sich 6 bei Erweiterung des Grundkörpers zu 
einem Erweiterungskörper A verhält, welche Eigenschaften von 6 da
bei erhalten bleiben und welche verlorengehen können. Die Unter
suchung verläuft so: Zunächst wird 6 als kommutativer Körper, dann 
als Schiefkörper, dann als einfaches Sys~em und schließlich als halb
einfaches System angenommen, wobei immer der nächstkompliziertere 
Fall auf den vorangehenden zurückgeführt wird. Die unter 2 zu be
weisenden Sätze haben insofern eine allgemeinere Bedeutung, als A 
in ihnen nicht kommutativ zu sein braucht. 

1. Ist 6 ein separabler endlicher Erweiterungskörper von P, so hat 6.11 
kein Radikal, wie auch der Körper A gewählt wird; ist dagegen 6 insepa
rabel, so hat 6 A bei passender Wahl von A ein Radikal. 

Beweis. Ist 6 separabel, {) ein primitives Element von 6 (§ 40) 
und 9' (z) das irreduzible Polynom, dessen Nullstelle {) ist, so ist, wenn 
n den Grad von 9' (z) bedeutet, nach § 32 

6 = P({)) = P + P{) + · · · + p{)n-l ~ P[z)/(qJ(z)) 

und daher nach Erweiterung des Grundkörpers 

6.~~=A+A{)+ ··· +A{)n-t~A[z]f(IP(z)). 

Da nun !p(Z) auch inA[z] keinen mehrfachen Faktor hat, so gibt es kein 
Polynom f (z) , von dem eine Potenz = 0 ( 9' (z)) wäre, ohne daß f (z) 
selbst = 0 ( 9' (z)) ist, d. h. es gibt in A [ z] j 9' (z) kein nilpotentes Element 
außer der Null. 6.11 ist somit ein (kommutativer) Ring ohne Radikal, 
also nach § 118 (Satz von DEDEKIND) eine direkte Summe von Kör-

v. d. Waerden, Moderne Algebra ll, 2. Aufl. 11 



162 XVI. Theorie der hyperkomplexen GrOßen. 

pern. Eine nähere Untersuchung, etwa nach § 89, Schluß, ergibt leicht, 
daß diese Körper den irreduziblen Faktoren 'P~ (z) entsprechen, in die 
'P(z) in A[z] zerfällt, und zwar so, daß jeder von ihnen einem Rest
klassenkörper A[z]/(fP.(Z)) isomorph ist. Uns genügt es aber, daß @;.1 

kein Radikal hat. 
Ist dagegen 6 inseparabel und {} ein inseparables Element von 6, 

so hat 6 den Unterkörper P ({}), und 6..1 hat den Unterring A ({}), 
der sich wie oben als isomorph zu A[z]f('P(z)) ergibt. Bei passender 
Wahl von A hat .qJ{z) mehrfache Wurzeln in A, und es gibt in A[z] 
ein Polynom f (z), das selbst nicht durch 'P (z) teilbar ist, von dem aber 
eine Potenz durch 'P (z) teilbar ist. Es gibt somit ein nichtverschwinden
des nilpotentes Element in A[z] f ('P (z)). also auch eines in A ({}), und 
die"ses erzeugt ein nilpotentes Ideal in 6..1, weil nämlich in einem kom
mutativen Ring jedes nilpotente Element ein nilpotentes Ideal erzeugt. 
Damit ist der Satz bewiesen. 

Da die Rollen von 6 und r vertauschbar sind, kann man den 
ersten Teil des Satzes auch so formulieren: Ist von den Körpern 6 
und F mindestens einer endlich und separabel über P, so ist 6 X F 
halbeinfach. Da 6 X F außerdem kommutativ ist, so folgt nach § 118: 
@; X F ist direkte Summe von Körpern. 

2. Gehen wir jetzt zu dem Falle über, daß 6 ein Schiefkörper K ist I 
Dieser Fall läßt sich auf den kommutativen reduzieren auf Grund des 
folgenden Reduktionssatzes: 

Ist K ein Schiefkörper über P mit Zentrum Z 2 P, ist weiter A ein 
hyperkomplexes System über P (in den Anwendungen meistens ein end
licher Erweiterungskörper oder Schiefkörper über P) und setzt man 
! = K X A und .8 = Z X A, so wird jedes zweiseitige Ideal a in st von 
einem zweiseitigen Ideal von .8 erzeugt. 

Der Reduktionssatz wird wohl am besten verständlich, wenn er 
noch mehr verallgemeinert als M odt,lsatz ausgesprochen wird: 

K sei ein Schiefkörper, der gewisse Automorphismen a gestattet. 
[Tl sei ein K-Modul endlichen Ranges: 

IDl = z1 K.+ · · · + zqK. 

Die Automorphismen a von K induzieren auch Automorphismen von IDl 
vermöge folgender Definition: 

a (z1 " 1 + · · · + Zq"q) = z1 (a"1) + · · · + Zq (a"q). 

Nun wird behauptet: Jeder Untermodul a von IDl, der die Automorphismen 
a gestattet, besitzt eine K-Basis, deren Elemente bei den Automorphismen 
einzeln in sich übergehen. 

Beweis. Ist (u1 , •• • , u,) eine K-Basis für a, so kann man diese 
nach § 28 durch Hinzunahme einiger z,, etwa von z,+ 1 , ••• , zq, zu 
einer K-Basis für 9Jl ergänzen. Jedes Element von 9Jl ist dann modulo a 
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kongruent einer Linearform in z,+ 1 , •.• , ziJ mit Koeffizienten aus K. 
Insbesondere ist für i = 1 , 2, ... , r 

z, = ,i' Zt Yt> (mod a) . 
k=r+l 

Setzt man 
q 

l, = z,- _2;ztYt&• 
t~r+l 

so sind die z, linear unabhängige Elemente von a. Jede lineare Relation 
zwischen den z, hätte nämlich dieselbe Relation zwischen z1 , ..• , z, 
zur Folge; diese sind aber linear unabhängig. Daher bilden 11 , ••. , I, 
eine K-Basisfür a. Übt man nunmehr auf l, einen der Automorphismen 
a aus, so erhält man 

( 1) 

Dieses al, muß wieder zu a gehören, also einer Linearkombination der 
ursprünglichen t, gleich sein : 

(2) 

Vergleich von (1) und (2) lehrt, daß alle 1X1 = 0 sein müssen, mit Aus
nahme von IXJ = 1. Daher ist al, = z,, wie behauptet. 

Um nun aus dem Modulsatz den Reduktionssatz zu gewinnen, 
braucht man nur für die im Modulsatz genannten Automorphismen 
die inneren Automorphismen "-+ {J"{J- 1 von K zu nehmen. Die Trans
formation mit (J wirkt auf eine Summe z1 " 1 + · · · + z,", in der Tat 
in der angegebenen Weise: sie läßt die z, ungeändert und führt die "• 
in {J",p- 1 über. Ein zweiseitiges Ideal a in K x A ist auch zweiseitiger 
K-Modul und gestattet daher die Automorphismen a -+ (Ja p- 1 • Also 
hat a eine Basis, bestehend aus solchen Elementen l:z, "•· die bei 
der Transformation mit {J einzeln in sich übergehen, d. h. deren Koeffi
zienten "'dem Zentrum Z von K angehören. Diese Basiselemente ge
hören daher zu .S = Z X A, womit der Reduktionssatz bewiesen ist. 

Zusatz. Der Reduktionssatz gilt auch dann noch, wenn an Stelle 
von A ein unendlicher Erweiterungskörper oder Schiefkörper D ge
nommen wird, vorausgesetzt, daß K endlichen Rang über P hat. Ist 
nämlich a ein zweiseitiges Ideal von St = K X Q, so hat a wie St nur 
endlichen Rang über Q, also eine endliche D-Basis (a1 , ••. , a,). Dir 
Basiselemente, ausgedrückt in der Form ~ro,";, enthalten insgesamt 
nur endlich viele ro,, welche einen endlichen Untermodul A von D 
erzeugen. Auf das Produkt !m = K xA und dessen Untermodul an ID1 
kann man dann den Modulsatz anwenden und findet so eine Modul
basis für an· !m, also eine Idealbasis für n, die bei den innere11 
Automorphismen von K invariant ist, also zu Z x D gehört. 

tt• 



164 XVI. Theorie der hyperkomplexen Größen. 

Aus dem Reduktionssatz folgt unmittelbar: Wenn Z X A zerfällt in 
einfache zweiseihge Ideale, so zerfällt K X A in genau ebenso viele einfache 
zweiseitige Ideale, welche von den zuerst genannten Idealen erzeugt werden. 
Wenn also Z x A halbeinfach ist, ist K x A es auch. Wir wissen schon, 
daß dieses zumindest dann der Fall ist, wenn Z und A beide kommuta
tive Körper und mindestens einer von beiden endlich und separabel 
über P ist. 

Ein einfaches hyperkomplexes System 6 oder speziell ein endlicher 
Erweiterungskörper K von P heißt normal über dem Grundkörper P, 
wenn das Zentrum Z = P ist. Das ist in der Tat der normale Fall, 
auf den man jeden anderen zurückführen kann, indem man Z eben als 
Grundkörper wählt. In diesem Fall zerfällt Z x A = A überhaupt nicht, 
und man erhält als wichtigsten Spezialfall: 

Ist K ein normaler Schiefkörper über P und A ein einfaches hyper
komplexes System oder ein beliebiger Schiefkörper über P, so ist K X A 
wieder einfach. 

3. Gehen wir jetzt von den Schiefkörpern zu den einfachen Systemen 
mit Einselement, also zu den vollen Matrixringen 6 = K, über! Man 
hat, wenn A ein beliebiger Schiefkörper über P ist, 

6A =@) X A ~ K, X A ~ K X P, X A ~ K X A X P, = KA X P,. 

6A ist also voller Matrizenring r-ten Grades über KA. Wenn das 
Zentrum Z von K separabel oder wenn A kommutativ, separabel und 
endlich über P ist, so ist KA halbeinfach und zerfällt daher in volle 
(Ma:trizenringe, etwa so: 

(3) KA ~ K~· + K;,. + · · · ~ K' X P,. + K" X P, .. + · · · 
(4) 6.1~(K'x P,-+K"x P, .. + ···) x P, 

~ K' X P,· X P, + K" X P, .. X P, + 
~ K' X P,,. + K" X P" .. + · · · ~ K;.,.. + K;!,. .. + · · · 

Mithin ist 6A wieder ein Ring ohne Radikal, der in genau so viele 
Matrizenringe zerfällt wie KA, nur daß die Grade der M atrices sich alle 
mit r multiplizieren. Durch diesen Satz sind die einfachen Systeme 
6 auf die Schiefkörper K zurückgeführt. 

Ist insbesondere 6 normal über P, also Z = P, so wird 6A ~ K~'r" 
wieder ein einfaches System. Falls außerdem A kommutativ ist, so 
zeigt man leicht, daß das Zentrum von 6 X A gleich Z X A = P X A = A, 
mithin 6 x A normal über A ist. Also: Ein normales einfaches System 
6 bleibt normal und einfach bei beliebiger kommutativer Erweiterung des 
Grundkörpers. 

4. Die vorangehenden Sätze geben einen vollständigen Überblick 
über das Verhalten der einfachen hyperkomplexen Systeme bei Er
weiterung des Grundkörpers. Die halbeinfachen Systeme können aber 



§ 121. Erweiterung des Grundkörpers. 165 

auf die einfachen zurückgeführt werden, da sie direkte Summen von 
einfachen Systemen sind. Ist nämlich 

6 = 6' + 6" + ... 
ein halbeinfaches System, direkte Summe der einfachen Systeme 6', 
6", ... , so ergibt sich unmittelbar. 

6., = 6A + 6:1 + 
Insbesondere folgt: Ein halbeinfaches hyperkomplexes System bleibt 

halbeinfach bei jeder endlichen separablen Erweiterung des Grundkörpers. 
Sind die Zentren der einfachen Systeme 6', 6", ... , in die das halb
einfache System zerfällt, alle separabel über P, so bleibt die Halbeinfachheil 
sogar bei jeder beliebigen Erweiterung des Grundkörpers erhalten. 

5. Wir haben gesehen, daß das Verhalten eines einfachen hyper
komplexen Systems bei Erweiterung des Grundkörpers ganz von dem 
Verhalten des dem einfachen System zugrunde liegenden Schiefkörpers 
abhängt. Wir untersuchen daher das Verhalten der normalen Schicf
körper etwas näher. 

Ein normaler Schiefkörper bleibt nach dem unter 3 bewiesenen bei 
jeder Erweiterung des Grundkörpers normal und einfach. Er braucht 
aber kein Schiefkörper zu bleiben, sondern er kann in einen Matrizen
ring über einem Schiefkörper übergehen. Wir sagen in diesem Fall, 
daß die Erweiterung des Grundkörpers eine Zerfällung des Schief
körpers (nämlich eine Zerfällung in einfache Linksideale) bewirkt. 

Wir zeigen nun: Ist K :f Pein normaler Schiefkörper, so gibt es immer 
solche Körpererweiterungen, die eine Zerfällung des Schiefkörpers be
wirken. 

Es sei nämlich {J ein Element von K, welches nicht zu P gehört. 
{J ist Nullstelle eines irreduziblen Polynoms IP(x) aus P[x]. In einem 
geeignet gewählten Körper A wird das Polynom IP (x) zerlegbar; man 
kann z. B. A ts! P ({J) wählen, damit f (x) in A einen Linearfaktor ab
spaltet. Nach dem früher bewiesenen ist A x P ({J) ~ A [ x) / ( qJ(x)) ; also 
hat A X P ({J) Nullteiler, also enthält auch der umfassendere Ring 
A X K Nullteiler. Demnach ist dieser Ring kein Schiefkörper mehr; 
er kann somit nur ein Matrizenring K;. mit r' > 1 sein. 

Vergleicht man in K X A = K;. links und rechts die Rangzahlen 
in bezug auf A, so folgt, wenn das Symbol (K: P) den Rang von K über P 
bedeutet: 

(K : P) = r' 2 • (K' : A) 

Der Rang von K' über A ist also jedenfalls kleiner als der von K 
über P. Ist K' :f A, so kann man durch eine weitere Erweiterung des 
Körpers A auch den Schiefkörper K' zerfällen. K;. geht dann über in 
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einen Matrizenring vom Grade r' r". So fortfahrend, muß man einmal 
zu einem Ende kommen, denn die Rangzahlen der Schietkörper werden 
immer kleiner. Man gelangt also schließlich zu einer vollständigen 
Zerfällung, wobei der Schiefkörper K zu einem Matrizenring über A 
geworden ist : 

Ein Körper .t1, der dieses leistet, heißt ein Zerfällungskörper des 
Schiefkörpers K. Der obige Beweis lehrt, daß es stets Zerfällungskörper 
endlichen Grades über P gibt. Die obige Rangrelation wird jetzt 

(K: P) = m2 • 

Der Rang eines Schiefkörpers K über sein Zentrum P ist demnach 
stets eine Quadratzahl m2 • Die Zahl m, der Grad der Matrices nach der 
vollständigen Zerfällung, heißt der Grad (oder auch der Index) des 
Schiefkörpers K. Der Grad ist also nicht, wie bei kommutativen Kör
pern, dasselbe wie der Rang. 

Ein Zerfällungskörper von K ist gleichzeitig auch Zerfällungskörper 
aller vollen Matrixringe K, und umgekehrt; denn K X A und K, x A 
sind nach den obigen Betrachtungen volle Matrixringe über ein und 
demselben Schiefkörper K', und nur wenn dieser gleich A ausfällt, ist 
A Zerfällungskörper. 

Allgemeiner nennt man A einen Zerfällungskörper des beliebigen 
hyperkomplexen Systems 6, wenn 6 X A halbeinfach und direkte 
Summe von vollen Matrixringen über A ist, oder auch noch allgemeiner, 
wenn 6 ein Radikal c hat und der Restklassenring nach c direkte Summe 
von vollen Matrixringen über A ist. Allerdings kann man beim Vor
handensein eines Radikals nicht gut mehr von einer Zerfällung reden, 
da das System 6 x A dann nicht mehr vollständig reduzibel ist. 

Aufgaben. 1. Ein Produkt von zwei Schiefkörpern über P ist halb
einfach, wenn der eine Schiefkörper endlichen Rang über P hat, während 
das Zentrum des anderen endlich und separabel über P ist. 

2. Ein Produkt von zwei einfachen Systemen über P, von denen 
eines normal über P ist, ist einfach. Sind beide normal, so auch das 
Produkt. 

J. Ein algebraisch abgeschlossener Körper D über P ist Zerfällungs
körper aller Schiefkörper endlichen Ranges über P. 
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Siebzehntes Kapitel. 

Darstellungstheorie der Gruppen und 
hyperkomplexen Systeme. 

§ 122. Problemstellung. 
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Es sei ® eine Gruppe. Unter einer Darstellung von ® durch lineare 
Transformationen im Körper K verstehen wir einen Gruppenhomo
morphismus, durch den jedem Gruppenelement a eine lineare Trans
formation A mit Koeffizienten aus K zugeordnet wird. Die Darstellung 
heißt treu oder untreu, je nachdem sie isomorph ist oder nicht. 

Ebenso verstehen wir unter einer Darstellung eines Ringes o durch 
lineare Transformationen in K einen Ringhomomorphismus a - A 
(wobei also nicht nur dem Produkt das Produkt, sondern auch der 
Summe die Summe entspricht). Ist schließlich der Ring o ein hyper
komplexes System über einem Körper P, so verlangen wir von einer Dar
stellung außerdem, daß der Grundkörper P im Zentrum des Darstellungs
körpers K enthalten ist, und daß der Ringhomomorphismus außerdem 
ein Operatorhomomorphismus in bezug auf P ist, d. h. daß aus a- A 
folgt ae- A e für alle Elemente e von P. Für den Darstellungsmodul IDl, 
der nach § 110 die Darstellung vermittelt, heißt das: 

ae • m = am • e für m E IDl . 
Wir beschränken uns im folgenden meist, was die Darstellungen der 

Gruppen betrifft, auf endliche Gruppen ® = {a1 , a2 , ••• , a11} und, was 
die Ringe betrifft, auf die hyperkomplexen Systeme. Das Problem ist, 
alle Darstellungen zu finden und (wenn möglich) in irreduzible Bestand
teile zu zerspalten. Wir bemerken nur, daß das Darstellungsproblem 
für Gruppen sofort auf das für hyperkomplexe Systeme zurückzuführen 
ist, indem man aus der Gruppe ® den "Gruppenring" 

o = a1 K + · · · + a11 K 
bildet, dessen Basiselemente die Elemente von ® sind. Ist a,- A, die 
Darstellung der Gruppe, so ist 

~a•"•-~A;"; 
eine Darstellung des Systems o, sofern wenigstens der Darstellungs
körper K als kommutativ vorausgesetzt wird. Der Summe entspricht 
nämlich offensichtlich die Summe, und dem Produkt 

(2; a, "') (~ a., l~:) = 2: a, a., "' l~: 
entspricht die Matrix 

~~A,A""'l" = (~A;";) (2;A.,l"), 

während dem Produkt (~ a;";) · e wieder offensichtlich (~ A,",) . e 
entspricht. Umgekehrt ordnet jede Darstellung des Gruppenringes o 
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im Körper K insbesondere den Basiselementen a1 , ••• , ah gewisse lineare 
Transformationen zu, die in ihrer Gesamtheit eine Darstellung der 
Gruppe QS ergeben. Mithin: 

] ede Darstellung einer endlichen Gruppe QS in einem kommutativen 
Körper K wird durch eine Darstellung des Gruppenringes o = a1 K + ... 
+ ahK vermittelt. 

Von den Darstellungen hyperkomplexer Systeme suchen wir haupt
sächlich die, bei denen der Darstellungskörper K mit dem Grundkörper P 
zusammenfällt. Der allgemeine Fall kann (wenigstens bei kommuta
tivem K) darauf zurückgeführt werden, indem man den Grundkörper P 
zu K erweitert, also das hyperkomplexe System o zu oK erweitert (§ 121). 
Sind in der ursprünglichen Darstellung den Basiselementen b1 , ••• , bn 

von o die Matrices B 1 , ••• , Bn von K zugeordnet, so kann man einem 
Element~ b1x1 (x1 E K) von oK die Matrix ;E B1x1 zuordnen und dadurch 
die Darstellung von o zu einer Darstellung von oK erweitern. Mithin 
wird fede Darstellung von o in einem kommutativen Körper K durch eine 

Darstellung von oK vermittelt. 
Eine weitere Einschränkung der Problemstellung ergibt sich, wenn 

wir voraussetzen, daß der Ring o ein Einselement besitzt. Dann können 
wir immer annehmen, daß dieses Einselement 1 auch Einheitsoperator 
für den Darstellungsmodul ist, d. h. daß ihm in der Darstellung die 
Einheitsmatrix zugeordnet ist. Andernfalls nämlich wird nach § 106 
der Darstellungsmodul eine direkte Summe M0 + M 1 , worin M0 von o 
annulliert wird, während für M 1 die 1 Einheitsoperator ist. Die Dar
stellung zerfällt mithin vollständig in zwei Bestandteile, deren erster 
aus lauter Nullmatrices besteht, also uninteressant ist, und deren zweiter 
eine Darstellung liefert, bei der das Einselement Einheitsoperator ist. 

Eine besonders wichtige Darstellung eines hyperkomplexen Systems o 
ist die sog. reguläre Darstellung, die man erhält, indem man o selbst 
als Darstellungsmodul (o-Links- und P-Rechtsmodul) auffaßt. Die 
Untermoduln sind die Linksideale, und die ausreduzierte Form der 
Darstellung wird durch eine Kompositionsreihe der Linksideale ver
mittelt. Die reguläre Darstellung ist vollständig reduzibel, wenn der 
Ring o selbst vollständig reduzibel ist. 

Bei allen Betrachtungen dieses Kapitels muß man den in § 110 

erklärten Zusammenhang zwischen Darstellungen und Darstellungs
moduln stets gut im Auge behalten; nur so wird man die Beweise ver
stehen können. 

§ 123. Darstellung hyperkomplexer Systeme. 

Die Darstellungstheorie der hyperkomplexen Systeme beruht auf 
folgenden beiden Sätzen: 

Satz 1. Es sei o ein (linksseitig) vollreduzibler Ring mit Einselement 
und M ein endlicher o-(Links-) Modul. Der Untermodul M0 , der von o 
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annulliert wird, sei Null oder vollständig reduzibel. Dann ist m vollständig 
reduzibel, und die irreduziblen Bestandteile werden entweder von o annulliert 
oder sind isomorph minimalen Linksidealen von o. Dasselbe gilt, wenn für 
ID1 und o ein Rechtsmultiplikatorenbereich Q mit den üblichen Eigenschaften 

am·e=a·me=ae·m für aEo, mEID'l, eED 

hinzugegeben ist. 
Beweis: Daß man sich auf den Fall beschränken kann, wo das Eins

element von o Einheitsoperator ist, sahen wir schon. Ist nun 

(1) 

(2) 

0 = 11 + 12 + · · · + I,, 
m = (ml, ... , m,) = (oml, ... , om,), 

so folgt durch Einsetzen von (1) in (2): 

(3) ID'l = ( ... , I,m.,, ... ). 

Diejenigen unter den Moduln I,m.,, die vom Nullmodul verschieden sind, 
sind isomorph den zugehörigen ·t, (vgl. § 117, Hilfssatz 1 und 2), also 
ebenfalls minimale o-Moduln. Jeder von ihnen hat also entweder mit 
der Summe der vorangehenden nur die Null gemein oder ist ganz 
darin enthalten. Läßt man aus der Summe (3) diejenigen l,m.,, die in 
der Summe der vorangehenden schon enthalten sind, weg, so wird die 
Summe also direkt. 

Bei der Anwendung auf die Darstellungstheorie der hyperkomplexen 
Systeme ist natürlich D der Koeffizientenkörper P und zugleich der 
Darstellungskörper, und ID1 ein DarstellungsmoduL Da jeder Darstel
lungsmodul endlich in bezug auf P, also, wenn o ein Einselement e 
besitzt, auch endlich in bezug auf eP ~ o istl, so ergibt sich die voll
ständige Reduzibilität aller Darstellungen eines halbeinfachen hyper
komplexen Systems. 

Die Linksideale 11 , ••. , l, von o kann man erhalten, indem man 
zunächst o zweiseitig zerlegt: 

o = a1 + · · · + o,, 
und dann die einfachen Ringe a~ weiter in Linksideale aufspaltet. Die 
in einem a~ enthaltenen l, werden von jedem a,. mit p, + v annulliert. 
Folglich werden in der durch li vermittelten Darstellung alle al' mit 
Ausnahme des einzigen Ideals a~ durch Null dargestellt. Das Ideal a,. 
besitzt bis auf Äquivalenz nur eine einzige irreduzible Darstellung; 
denn alle minimalen Linksideale von a~ sind operatorisomorph. Weiter 
ist die Darstellung von a. sicher treu, da a~ zweiseitig einfach ist. Die 
Darstellungen selbst werden wir nachher explizite aufstellen. 

Die Umkehrung des Satzes 1 ist trivial: Wenn jeder endliche o-Modul 
vollständig reduzibel ist, so ist auch o selbst vollständig reduzibel; 

1 und da der von o annullierte Modul !Ul0 als endlicher P-Modul automatisch 
vollreduzibel ist. 
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denn o ist ein endlicher o-Modul mit der Basis 1. Man hat also den 
Satz: 

Ist o ein hyperkomplexes System mit Einselement und sind alle Dar
stellungen des Systems o vollständig reduzibel, so ist o selbst vollständig 
reduzibel. 

Während Satz 1 eine vollständige Übersicht über alle Darstellungen 
eines Systems ohne Radikal gibt, wird sich Satz 2 auf die irreduziblen 
Darstellungen eines Systems mit Radikal beziehen. Was für Matrix
elemente bei einer reduziblen Darstellung außerhalb der irreduziblen 
Diagonalkästchen noch vorkommen können, darüber wird nichts aus
gesagt. 

Satz 2. Ist o ein Ring mit Maximal- und Minimalbedingung für 
Linksideale und c das Radikal von o, so wird jeder irreduzible o-Modul IDl 
entweder von o annulliert, oder er wird einem einfachen Unsideal aus 
dem Ring ohne Radikal ojc isomorph. Dasselbe gilt auch bei Anwesenheit 
eines Multiplikatorenbereichs D wie i"' Satz 1. 

Beweis: Es muß d.J.n = (0) sein, da sonst ciDl = IDl, also 

IDl = ciDl = c2 IDl = .. · = (0) 

folgen würde. Daher kann man IDl als ojc-Modul auffassen; denn alle 
Elemente einer Restklasse nach cergeben bei Multiplikation mit einem 
Element von IDl dasselbe Produkt. Als Ring ohne Radikal besitzt ojc 
ein Einselement und ist vollständig reduzibel. Nunmehr folgt unsere 
Behauptung aus Satz 1. 

Als Spezialfall des Satzes 2 ergibt sich, daß die einfachen Kompo
sitionsfaktoren von o schon in der Kompositionsreihe von ojc (oder von 
o nach c) vorkommen. 

Auf die Darstellungen angewandt, bedeutet Satz 2, daß alle irredu
ziblen Darstellungen eines hyperkomplexen Systems o schon ~n der regulären 
Darstellung (und sogar in der regulären Darstellung von ojc) enthalten 
sind. Wiederum werden alle zweiseitig einfachen Komponenten von ojc 
durch Null dargestellt, bis auf höchstens eine einzige, dietreudargestellt 
wird. Eine irreduzible Darstellung eines ganz beliebigen hyperkomplexen 
Systems ist also dem Wesen nach stets nur eine Darstellung eines ein
fachen Systems (wenn es nicht gar die Nulldarstellung ist, was wegen 
der Irreduzibilität nur bei Darstellungen ersten Grades vorkommen 
kann). 

Die in Satz 1 und Satz 2 auftretenden irreduziblen Darstelltingen 
werden durch die Linksideale einfacher Ringe vermittelt. Wir wollen 
nun für einfache hyperkomplexe Systeme diese irreduziblen Darstellun
gen explizite aufstellen. 

Ein einfaches hyperkomplexes System o mit Einselement ist nach 
§ 120 stets einem vollen Matrizenring über einem Schiefkörper L1 Iso-

morph, daher A + A -t + A l1 = CuLJ C12LJ .. • CnnlJ. 
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Ein minimales Linksideal ( wird durch 

l = Cn L1 + C21 L1 + · · · + cn 1 L1 

gegeben. Der Grundkörper P, in dem auch die Darstellung stattfinden 
soll, ist in L1 enthalten, und L1 hat einen endlichen Rang über P. Der 
Rang von o ist nämlich offenbar das n 2-fache des Ranges von L1. 

Wir betrachten zunächst den Fall L1 = P. Dieser Fall muß z. B. 
immer dann eintreten, wenn P algebraisch-abgeschlossen ist. Die Basis 
(c11 , c21 , ..• , cn 1) von ( kann dann zur expliziten Aufstellung der Matrices 

n 
der Darstellung dienen. Ist a = 2: c0 , IX;1: ein Element von o, so ist 

i,l:= 1 
n n 

acu = l:c;~;CuiX;A: = :fcHIXik; 
i=l i=l 

mithin ist in der durch ( vermittelten Darstellung dem Element a die Matrix 
(1X,~;) zugeordnet. Die Isomorphie von o zum vollen Matrixring der 
Matrices (IX;~;) ist also gerade diejenige irreduzible Darstellung, die durch 
ein minimales Linksideal (vermittelt wird. Das ist auch nicht zu ver
wundern, da wir ja bewiesen haben, daß es bis auf Äquivalenz nur eine 
irreduzible Darstellung geben kann. 

Beachtenswert ist, daß in dem untersuchten Fall L1 = P die dar
stellenden Matrices stets den vollen Matrizenring n-ten Grades bilden. 
Man kann das auch so ausdrücken, daß unter den darstellenden Matrices 
genau n 2 linear unabhängige vorkommen. 

Ist nun zweitens A ein echter Oberkörper von P: 

A = ;,1 P + . . . + A., P, 

so bilden wir zunächst die reguläre Darstellung von A in P, wobei jedem 
ß aus A die durch 

definierte Matrix B zugeordnet wird. Sodann bilden wir, wenn o ein
fach ist, 
(4) [ = cnA + · · · + c,. 1A 

= (cu.A.I P + · · · + cu.A.,P) -+- · · · + (c"I.A.J P + · · · + Cn 1?.,P). 

Wenn wir mit Hilfe dieser Basis ein Element ß · C;1: von o darstellen, 
so erhalten wir: 

0 ... 0 ... 0 

0 ... 0 ... 0 

wo die Nullen r-reihige Nullmatrices darstellen und die Matrix B die 
k-te Stelle in der i-ten Matriceszeile rinnimmt. Daraus folgt durch 
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Summation: 

(Au .. · Atn) 
. ~tXikCik- : : , ,,t":t 

Anl · · · Ann 

(5) 

wo die A,k wieder die Matrices sind, die den ,xik in der regulären Dar
stellung von A entsprechen. 

Aus der Gestalt der irreduziblen, durch I vermittelten Darstellung 
läßt sich auch entnehmen, in welcher Weise diese zerfallen kann bei 
einer Erweiterung des Grundkörpers P zu einem kommutativen Er
weiterungskörper Q. Bei dieser Erweiterung gehe L1 über in ein System 
L1n = L1 X Q und das Linksideal I = c11 L1 + · · · + cn 1 L1 in 

In= CuL1n + ... + cnlL1n. 

Wenn nun L1n reduzibel wird, also ein echtes Linksideal I' besitzt, so 
besitzt In auch ein echtes Unterideal 

,2' = Cu I' + ... + cn I I'. 

Ebenso: Wenn L1n in irreduzible Linksideale I' zerfällt, so zerfällt In 
in ebenso viele irreduzible Linksideale .2'. Die Reduzibilität oder der 
Zerfall der durch I vermittelten irreduziblen Darstellung von @:) bei Er
weiterung von P zu Q wird also vollständig bestimmt durch die Reduzibilität 
bzw. den Zerfall des Systems L1n in Linksideale. 

Ist L1 :j= P, so kann man nach § 121 den Körper Q immer so wählen, 
daß L1n Nullteiler enthält, also kein Körper mehr ist, also mindestens 
ein echtes Unterideal enthält. Dann wird also die durch I vermittelte, 
in P irreduzible Darstellung in Q reduzibel. Im Fall L1 = P dagegen ist 
die durch I vermittelte Darstellung absolut irreduzibel, d. h. sie bleibt 
irreduzibel bei jeder Erweiterung des Grundkörpers. Somit ist L1 = P 
die notwendige und hinreichende Bedingung für absolute Irreduzibilität 
der in P irreduziblen Darstellung. 

Wir kommen auf die Zerfällung einer irreduziblen Darstellung bei 
Erweiterung des Grundkörpers in § 130 ausführlich zurück. 

Ist das darzustellende System o nicht einfach, sondern nur halbein
fach, mithin eine direkte Summe von einfachen Ringen a1 + · · · + a,, 
und das Linksideal I, das eine irreduzible Darstellung vermittelt, 
etwa ein Linksideal in a,., so hat man, um die durch I vermittelte Dar
stellung zu finden, zunächst a als Summe a1 + · · · + a, zu schreiben, 
aus dieser Darstellung die Komponente a,. herauszugreifen und zu 
diesem a,. nach Formel (5) die zugehörige Matrix zu bilden. Die übrigen 
Komponenten a1 , ••• , a,._ 1 , a,.+l, ... , a, annullieren nämlich das 
Ideal I und werden daher durch Null dargestellt. 

Sind a1 , ... , a, etwa volle Matrizenringe der Grade n1 , ... , n, 
über den Schiefkörpern L1 1 , ... , L1,, ist weiter r." der Rang von L1,. 
und ~ .. die durch ein Linksideal von o,. vermittelte irreduzible Dar-
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stellung, so ist der Rang h von o gleich der Summe der Rangzahlen 
von a1 , ••. , a,, also 

(6) 
' ~2 h = ~n.r., 

1 

weiter ist der Grad der Darstellung ~. nach (4) oder (5) gleich 

(7) 

Schließlich zerfällt a. in n. äquivalente Linksideale 1,., also enthält die -
durch o = a1 + .. · +•a, vermittelte - reguläre Darstellung die Dar
stellung ~ .. genau n,. mal als Bestandteil. 

Sind insbesondere alle ~ .. absolut irreduzibel, so werden alle r,. = 1; 
damit vereinfachen sich (6) und (7) zu 

• 
h = 2' n; ; g. = n,.. 

1 

Aufgaben. 1. Man bestimme alle irreduziblen Darstellungen des 
in § 116, Aufg. 2 genannten hyperkomplexen Systems. 

2. Man bestimme alle irreduziblen Darstellungen des Quaternionen
systems: a) im rationalen Zahlkörper F; b) im Körper F(i); c) im 
Körper F ("y2); d) im Primkörper der Charakteristik 2. 

3. Ist P algebraisch-abgeschlossen und o ein System mit Radikal, 
so enthält die reguläre Darstellung eine jede irreduzible Darstellung 
mindestens so oft, wie der Grad der Darstellung beträgt. Der Rang 
von o ist größer als die Summe der Quadrate der Grade der Darstellungen. 
[Diese ist nämlich gleich dem Rang von ofc.] 

4. Entsprechen den Basiselementen a1 , ••. , a,. eines hyper
komplexen Systems o in einer Darstellung die Matrices A 1 , ••• , A,. 
und bildet man mit Hilfe der Unbestimmten x1 , ••• , x,. (die dem 
Grundkörper !J adjungiert werden) das ,.allgemeine Element" 
x1 a1 + ... + x,.a11 und dessen Darstellung A., = x1 A 1 + · · · + x,.A,., 
so ist die Determinante der Matrix A., eine Funktion von x1 , ••• , x,., 
welche 

a) irreduzibel ist für eine absolut irreduzible Darstellung, 
b) gleich ist für zwei äquivalente irreduzible Darstellungen, un

gleich aber für zwei inäquivalente, 
c) in irreduzible Faktoren zerfällt, die den irreduziblen Bestandteilen 

der Darstellung entsprechen. 
[Man wähle die cu. zusammen mit einer Basis des Radikals, als 

neue Basiselemente und transformiere A., entsprechend.] 

§ 124. Die Darstellungen des Zentrums. 

Das Zentrum eines hyperkomplexen Systems o muß bei einer irredu
ziblen Darstellung durch solche Matrices abgebildet werden, die mit 
allen Matrices der Darstellung vertauschbar sind. Ist der Grundkörper 
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algebraisch-abgeschlossen, also der Ring der darstellenden Matrices 
ein voller Matrizenring, so besteht dessen Zentrum nur aus den Viel
fachen der Einheitsmatrix: .?.En; das Zentrum von o wird also durch 
Matrices von der Form .?.En dargestellt. Dasselbe gilt überhaupt für 
absolut irreduzible Darstellungen, da mau bei diesen zum algebraisch
abgeschlossenen Grundkörper übergehen kann, ohne die Irreduzibilität 
zu zerstören. Also: Bei einer absolut irreduziblen Darstellung eines hyper
komplexen Systems o werden die Zentrumselemente durch Vielfache der 
Einheitsmatrix dargestellt. • 

Ist das System o selbst kommutativ, also sein eigenes Zentrum, so 
haben alle darstellenden Matrices einer absolut irreduziblen Darstellung 
die Form .?.En. Aus der Irreduzibilität folgt dann, daß die Darstellungen 
vom ersten Grad sein müssen. Also: Die absolut irreduziblen Darstellungen 
eines kommutativen hyperkomplexen Systems sind vom ersten Grade. 

Eine Darstellung ersten Grades von o ist eine homomorphe Ab
bildung von o im Darstellungskörper K. Ist K kommutativ, so sind zwei 
äquivalente Darstellungen ersten Grades überhaupt gleich; denn wenn A 
eine Matrix der Darstellung, ;. ein Element von K ist, so ist 

;.- 1A.I. = A. 

Daraus folgt: Die Anzahl der inäquivalenten Darstellungen ersten Grades 
eines kommutativen hyperkomplexen Systems o im kommutativen Körper K 
ist gleich der Anzahl der verschiedenen Homomorphismen von o in K. 

Kehren wir zu den nicht kommutativen Systemen zurück und setzen 
o als System ohne Radikal voraus. Dann ist o direkte Summe von 
einfachen Systemen : o = a1 + .. · + a,, 

und das Zentrum .8 von o ist Summe von genau so vielen Körpern: 

.8 = .81 + · · · + .8, (.8~ Zentrum von a~). 

Die Anzahl der inäquivalenten irreduziblen Darstellungen von o und 
ebenso von .8 ist gleich der Anzahl s der zweiseitigen Komponenten 
von o oder ,S; denn jede solche Darstellung il. von o wird durch ein 
Linksideal von a~ vermittelt, und jede solche Darstellung i): von .8 
wird durch ein g,. vermittelt. Daher gibt es genate so viele inäquivalente 
irreduzible Darstellungen von o wie von .8, und jeder irreduziblen Dar
stellung i),. von o, bei der alle a1 , •.. , a, mit Ausnahme von a~ durch Null 
dargestellt werden, kann eine Darstellung i): von .8 zugeordnet werden, 
bei der alle ,81 , ••• , ,8, mit Ausnahme von .8~ durch Null dargestellt werden. 

Ist insbesondere der Grundkörper P Zerfällungskörper von o, also 
o Summe von vollen Matrixringen über P, so sind die Körper ,8,. vom 
Rang 1 und isomorph zu P; somit wird in diesem Fall die Anzahl s 
der irreduziblen Darstellungen von o gleich dem Rang des Zentrums .8. 
Daraus, daß die g,. P-Moduln vom Rang 1 sind, folgt von neuem, daß 
die irreduziblen Darstellungen von .8 vom ersten Grade sind. 
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Die Beziehungen zwischen den irreduziblen Darstellungen ~~ von o 
und den irreduziblen Darstellungen (ersten Grades) von .8 sind in diesem 
Falle ganz einfach. Bei der Darstellung~~ wird nämlich jedes Zentrums
element a durch eine Matrix von der Form IXEn~ dargestellt, wo En~ di<> 
Einheitsmatrix n~-ten Grades bedeutet. Zu jedem a gehört so (bei 
gegebenem v) ein bestimmtes IX, und wir können schreiben: 

IX= e~(a). 

Die Funktion e~ vermittelt einen Homomorphismus des Zentrums, 
d. h. es ist 

e~(a + b) = e~(a) + e~(b)' 
e~ (ab) = e~ (a) e~ (b)' 

e~(al.) = e~(a)l.. 

Bei diesem Homomorphismus werden alle ß1 , •.• , .8. mit Ausnahme 
von .8~ durch Null dargestellt; d. h. der Homomorphismus e~ ist genau 
die früher mit ~~bezeichnete Darstellung ersten Grades des Zentrums. 

Die Darstellung e~ ist bekannt, sobald eine P-Basis für den Modul .8. 
bekannt ist, und als solche kann man das Einselement e~ des Körpers ß,. 
wählen. Schreibt man jedes Element a von .8 in der Form 

( 1) 

so wird 

• 
a = J:e.l.,., 

v=l 

ae~ = e!J.~ =e~l..; 

mithin wird I..En~ die darstellende Matrix: 

e~(a) = 1.~. 
Für (1) können wir jetzt auch schreiben: 

• 
(2) a = l:e~ e.(a); 

in Worten: Die Entwicklungskoelfizienten e~ (a) eines Zentrumselementes a 
nach den idempotenten Elementen e. des Zentrums e~geben zugleich die 
Homomorphismen oder Darstellungen ersten Grades des Zentrums. 

Aufgaben. 1. Die Anzahl der Darstellungen ersten Grades eines 
kommutativen hyperkomplexen Systems o im algebraisch-abgeschlosse
nen Erweiterungskörpern von p ist gleich dem Rang von On/C, wo c 
das Radikal von On ist. 

2. Ist K ein kommutativer Körper über P, so ist die Anzahl der Dar
stellungen ersten Grades von K in !) gleich dem reduzierten Körpergrad 
von K über P. Es ist c = (0) dann und nur dann, wenn K separabel 
über P ist. 

3· Der Grad der irreduziblen Darstellung ~~ von .S ist gleich dem 
Rang von .S. über P. In der Darstellung ~~ von .8 ist die Darstellung ~; 
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genau n,.t,.-mal enthalten, wobei sich n,. und t,. folgendermaßen bestim
men: a,. ist ein voller Matrizenring n,.-ten Grades mit Matrixelementen 
aus einem Schiefkörper K,., und t,. ist der Rang von K,. in bezug auf 
dessen Zentrum ß,.. 

§ 125. Spuren und Charaktere. 

Unter der Spur des Elements a in der Darstellung ~. geschrieben 

sll (a) oder kurz s (a)' 

verstehen wir die Spur S (A) der darstellenden Matrix A von a in der 
Darstellung~- Die Spur Sll, für feste~ als Funktion des Elements a 
betrachtet, heißt auch die Spur der Darstellung ~. 

Auf Grund der Relation 
S(P- 1 AP) = S(A) 

haben äquivalente Darstellungen dieselben Spuren. 
Die Spuren sind lineare Funktionen, d. h. es ist 

S(a + b) = S(a) + S(b), 

S(al) = S(a)l.. 

Die Spuren der absolut irreduziblen Darstellungen (oder, was das
selbe ist, die Spuren der irreduziblen Darstellungen im algebraisch
abgeschlossenen Körper D) heißen Charaktere1• Der Charakter eines 
Elements a in der "-ten irreduziblen Darstellung {},. wird mit 

x,.(a) 

bezeichnet. Der Index " wird, wenn von einer festen Darstellung die 
Rede ist, gelegentlich auch weggelassen. 

Bei einer absolut irreduziblen Darstellung ~ .. vom Grad n,. werden 
die Zentrumselemente z nach § 124 durch Diagonalmatrices En,. • 8,. (z) 
dargestellt, wo 8,. ein Homomorphismus des Zentrums im Körper D 
ist. Die Spur der Matrix En,. • 8,. (z) ist 

(1) x.(z)=n,.·8,.(z). 

Insbesondere wird das Einselement von o durch die Einheitsmatrix En,. 
dargestellt, deren Spur gleich n,. ist: 

x .. (1) = n,.. 

Wir setzen im folgenden voraus, daß die Grade n,. der absolut 
irreduziblen Darstellungen nicht durch die Charakteristik des Körpers Q 

1 Die meisten neueren Autoren benutzen das Wort Charaktere auch für redu
zible Darstellungen und reden dann von ,.zusammengesetzten Charakteren". Diese 
Bezeichnung ist hier vermieden, weil sie im Spezialfall der abelschen Gruppen 
nicht die von alters her übliche Bedeutung des Wortes ,.Charakter" (vgl. § 126) 
ergibt, und weil außerdem das Wort ,.Spur" (der Darstellung) ebenso deutlich das 
Gemeinte bezeichnet. 



teilbar sind. Dann 

(2) 

§ 125. Spuren und Charaktere. 

kann man (1) durch ny dividieren 

@y(z) = XY(z) • 
n, 
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und erhält: 

In dieser Weise drücken sich die Homomorphismen des Zentrums durch 
d~e Charaktere aus. 

Satz. Eine vollständig reduzible Darstellung eines hyperkomplexen 
Systems o im Körper D der Charakteristik 0 ist bis auf Aquivalenz durch 
die Spuren der darstellenden M atrices allein schon eindeutig bestimmt. 

Beweis: Ist c das Radikal von o, so ist jede vollständig reduzible 
Darstellung von o zugleich eine solche von ojc. Nach Annahme sind 
die Spuren der Matrices, welche die Elemente von ojc darstellen, bekannt. 
Es sei 

ojc = 01 + · · · + an; 

die Einselemente von a1 , ... , a,. seien e1 , ... , en. Dann wird in der 
irreduziblen Darstellung ~y das Element e. durch die ny-reihige Ein
heitsmatrix dargestellt; mithin ist die zugehörige Spur 

S,. (e,.) = n,., 
dagegen 

S,.(e,u) = 0 für f-l ~ 'V. 

Nun ist eine vollständig reduzible Darstellung bekannt, sobald man 
weiß, wie oft jede irreduzible Darstellung ~. in ihr vorkommt. Kommt 
die Darstellung ~y etwa q.-mal vor, so besteht die Darstellung aus 
q1 Kästchen ~1 , q2 Kästchen ~2 usw. Die Spur von e,. in dieser Dar
stellung ist dann 
(3) S(e,.) = q,.n,.. 

Aus (3) kann man die q,. berechnen, sobald alle Spuren S (ey) bekannt 
sind. Damit ist der Satz bewiesen. 

Bemerkung: Die Spuren aller Elemente von o sind bekannt, sobald 
die Spuren der Basiselemente von o bekannt sind. Man braucht also 
z. B., wenn oder Gruppenring einer endlichen Gruppe ist, nur die Spuren 
der Gruppenelemente zu kennen, und die Darstellung ist schon bestimmt. 
Also: 

Eine vollständig reduzible Darstellung einer endlichen Gruppe ist durch 
die Spuren der Gruppenelemente bis auf Aquivale.nz vollständig bestimmt. 

Sind a1 , ••• , a,. die Basiselemente eines Systems o und zy(a,) ihre 
Spuren bei den irreduziblen Darstellungen, so hat man für eine beliebige 
Darstellung: 

• 
(4) S (a,) = 1: q,.xy (a;). 

•=1 

Durch diese Gleichungen sind nach dem obigen Satz die Zahlen q,. ein
deutig bestimmt. Die Gleichungen (4) ergeben eine rechnerische Me-

v. d. Waerden, Modeme Algebra II, 2. Aufl. 12 
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thode, durch alleinige Berechnung der Spuren eine gegebene, vollreduzible 
Darstellung in irreduzible Bestandteile zu zerlegen. Allerdings müssen 
die Charaktere der irreduziblen Bestandteile vorher bekannt sein. 

Aufgaben. 1. Bei einer nicht vollreduziblen Darstellung sind zwar 
nicht die Darstellungen selbst, aber doch die in ihnen vorkommenden 
irreduziblen Diagonalkästchen (Kompositionsfaktoren des Darstellungs
moduls} durch die Spuren allein eindeutig bestimmt. 

2. Eine vollständig reduzible Darstellung einer unendlichen Gruppe 
ist durch die Spuren allein bis auf Äquivalenz eindeutig bestimmt. 
[Liegen irgend zwei Darstellungen von endlichem Grade mit gleichen 
Spuren vor, so kann man sie zu einer Darstellung aneinanderreihen und 
das System der darstellenden Matrices zu einem Ring erweitern. Dieser 
Ring ist dann hyperkomplex, und man hat zwei Darstellungen eines 
hyperkomplexen Systems vor sich.] 

§ 126. Darstellung abelscher Gruppen. 

Ein schönes und einfaches Beispiel für die Darstellungstheorie bilden 
die endlichen abelschen Gruppen. 

Die Gruppe CM von der Ordnung h sei ein direktes Produkt von 
zyklischen Gruppen der Ordnungen h1 , ••• , h,, so daß jedes Element a 
von CM eindeutig in der Gestalt 

a = c~·c~· . .. c~· (0 ~ Ä1 < h1 , 0 ~ Ä1 < h1 , .... , 0 ~ Är < h,) 

darstellbar ist. Wir suchen die irreduziblen Darstellungen tler Gruppe 
in einem algebraisch-abgeschlossenen Körper D, dessen Charakteristik 
Null ist oder wenigstens nicht in h = h1 h8 ••• h, aufgeht. 

Zunächst sind<lie irreduziblen Darstellungen linear (d. h. vom Grad 1}. 
Es handelt sich also darum, jedem Gruppenelement a eine Zahl x(a) 
aus D zuzuordnen, derart, daß die Hornamorphiebedingung 

(1) x(ab) = x(a)x(b) 

erfüllt ist. Eine solche Funktion X heißt ein Charakter der Gruppe. 
(Diese Definition ist mit der in § 125 gegebenen allgemeineren in Ein
klang, da die Spur der Matrix (X) gleich x ist.) 

Wir schließen die Nulldarstellung 

x(a) = 0 für alle a 

von vomherein aus. Dann muß aber X(1) = 1 sein. Weiter ist 

x(c~ ... c::-) = x(cl)i.• ... x(c,)Ar, 

x(c,.)"" = x(c!") = X(1) = 1; 

mithin ist x(c,.) eine h,.-te Einheitswurzel C", und die Darstellung hat 
die Gestalt 

(2) x(c1• ..• ~·) = c~ ... c::-. 
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Umgekehrt stellt die Gleichung (2) bei beliebiger Wahl der Einheits
wurzeln C1 , ••• , C, stets einen Homomorphismus der Gruppe Q} dar. Für 
jede Einheitswurzel C .. stehen h,. Werte zur Verfügung; im ganzen gibt 
es also 

verschiedene Charaktere, die ebenso viele inäquivalente Darstellungen 
ersten Grades vermitteln. 

Wählt man alle C,. = 1, so erhält man den "H auptcharakter" Xo: 

Xo(a) = 1. 

Man kann hier sehr schön im einzelnen verfolgen, wie alle Darstellun
gen durch Ausreduzieren der regulären Darstellung (vgl. § 123) ent
stehen. Nehmen wir zunächst eine einzige zyklische Gruppe Q} mit 
erzeugendem Element c; tft = 1. Dann wird die reguläre Darstellung 
von c gegeben durch die lineare Transformation 

c · c1 = cA+ 1 , im Vektorraum (1, c, c2 , .•• , ch- 1). 

Um die Darstellung auszureduzieren, führt man die neuen Basiselcmentl' 

(3) 

ein (vgl. die LAGRANGEschen Resolventen in §55), wo C die k k-ten Ein
heitswurzeln durchläuft. Daß diese tatsächlich eine Basis bilden, folgt 
daraus, daß die c1 umgekehrt durch die (C, c) ausdrückbar sind. Multi
pli?:iert man nämlich (3) mit e-r und summiert über alle c' so kommt: 

(4) ~x-'(C, c) = kc'. 

Weiter ist, wie man leicht nachrechnet, 

(5) c • (C, c) = c- 1 • (C. c); 

mithin definiert jedes einzelne Basiselement (C, c) schon einen invari
anten Unterraum: die Darstellung ist vollständig reduzibel, und die dar
stellende Matrix für c in einem einzelnen Unterraum heißt 

(C(c)} = (C- 1). 

C- 1 durchläuft, wie C, alle k-ten Einheitswurzeln. 
Bei einem direkten Produkt zyklischer Gruppen führt man an Stl'lle 

der Produkte c:•c;• . .. tf,.• die neuen Basiselemente 

(Cl, ... , C,; C1 , ••• , c,) = (C1 , c1) (C2 , c2) •.. (C,, c,) 

ein und findet als vollständig reduzierte Form der Darstellung: 

c,.. (Cl, ... , C,; Cx, 0 0 ., c,) = C~ 1 (Cl. 0. 0' C,; Cl, 0 0 o, c,), 

mithin als irreduzible Darstellungen: 

X (c,.) = C_.~1, 

X (ct• t;• . o o c:.•) = Ci1' C:;A, 0 0 • C;:;,, 0 

12* 
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Man sieht also: 
Der mit Hilfe ti11.~s algebraisch-abgeschlossenen Körpers gebildete 

G;ufpmring • ti11.er' fibelsehen Gruppe ist vollständig reduzibel und direkte 
Swmme •'I!Ofli.IJ tKörpern ,8., die von den neuen Basisvektoren (C1 , ... , C,; 
•1 ,·.~.,·c~) erzeugt u•erden, alles unter der Voraussetzung, daß die Charak
teristik des Körpers nicht in der Gruppenordnung h aufgeht. 

Die (C1 , ... , C,; c1 , ... , c,) müssen also bis auf einen Faktor idt>m
potent sein. In der Tat ergibt sich leicht 

(C., c,.) 2 = h.(C., c,.), 
mithin 

(C1 , ••• , C,: c1 , ••• , c,) 2 = h(C1 , ••• , C,; c1 , •• •• c,) 

oder auch: das Element 

1 
-h (C1 , ••• , C,; C1 , ••• , c,,) 

ist idempotent (und Einselement des Körpers ,8,.). 
Aus dem eben Bewiesenen folgt nach § 123, Satz 1, daß fede Dar

stellung der Gruppe ~ vollständig reduzibel ist. 
Zwischen den Charakteren besteht eine Reihe von Relationen, die 

man folgendermaßen findet: Zunächst ist das Produkt zweier Charak
tere wit>der t>in Charakter: 

(6) X (a) X' (a) = x" (a), 

und eoenso ist das Inverse eines Charakters ein Charakter. Somit bilden 
die Charaktere eine Gruppe .\). 

Ist C. eine primitive h.-te Einheitswurzel, so erzeugt der Charakter 

X (c1• ... c~·) = C!• 
eine zyklische Untergruppe .\).der Ordnung h. in der Gruppe .\). Man 
sieht leicht ein, daß die ganze Gruppe .\)das direkte Produkt der Unter
gruppen .\). ist. Somit ist die Gruppe .\) genau so wie ~ ein direktes 
Produkt zyklischer Gruppen der Ordnungen hr • ... , h,; mithin ist die 
Gruppe .\) der Charaktere isomorph zur gegebenen Gruppe ~. 

Die durch die Gleichungen (1), (6) ausgedrückte Reziprozität zwischen 
den Gruppen ~, .\) ist umkehrbar. Die Zahl X (a) hängt nämlich vom 
Charakter X und vom Gruppenelement a ab und läßt sich bei festem a 
als Funktion des Charakters X auffassen; nach (6) ist diese Funktion 
ein Homomorphismus der Charakterengruppe .\). Die Anzahl dieser 
Homomorphismen. ist wieder h; also werden alle Homomorphismen der 
Gruppe .\) durch die Gruppe ~ gegeben. 

Aus (2) folgt durch Summation über alle A.1 , ••• , ),, : 

~X (a) = (2; C}•) (~ C~) ... (~ C~·) = {h, wenn alle C. = 1 sind, 
a 0 sonst. 
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!Daher hat man: 

'(7) 2: (a) = {h für X = Xo• 
" X 0 für X =F Xo. 

Ebenso gilt die reziproke Beziehung 

(8) 

(9) 

{h für 
~x(a) = o für 

Setzt man in (8) a = a' a", so folgt: 

2' X (a') X (a") = {h für 
x 0 für 

Ebenso wieder reziprok: 

'( 1 O) 2' x' (a) x" (a) = {h 
tJ 0 

für 

für 

a = 1, 

a -1 1. 

a' = a"- 1, 

a' =F a"- 1• 

x' = x"- 1• 

x' t x"- 1• 
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Der Charakter x- 1 heißt zu x konjugiert und wird mit x bezeichnet. 
(Im Fall der Zahlkörper ist C- 1 konjugiert-komplex zu C, also x- 1 

konjugiert-komplex zu x.) Da offenbar x (a- 1) =--= x (a) ist, so kann man 
statt (9) und (10) schreiben: 

( 11) 

(12) 

"""'X (a') X (a") = 
,, _ {h für a' = a", 

x 0 für a' + a", 

{h für x' = x", I x' (a) X" (a) = 
" o für x' + x". 

Jede dieser beiden Gleichungen besagt, daß die Matrix der h2 Zahlen X (a) 
(wo X Zeilen-, a Spaltenindex ist) invers zur gespiegelten Matrix der 

Zahlen ! x(a) (X Zeilen-, a Spaltenindex) ist. Man nennt (11) die Ortho

go~~alitätsrelation der Charaktere. 
Die Charaktere abelscher Gruppen finden häufig Anwendung in 

der Zahlentheorie. Es sei n eine natürliche Zahl. Für ~ nehme man 
die multiplikative Gruppe derjenigen Restklassen mod n, die durch die 
zu n teilerfremden natürlichen Zahlen <n repräsentiert werden. (h wird 
also die EULERsche Funktion 9'(n).) Unter einem Restcharakter x(m) 
einer zu n teilerfremden Zahl m modt~lo n versteht man dann einen 
Charakter der Restklasse von m in der Restklassengruppe. Weiter 
setzt man X (m) = 0, sobald die ganze Zahl m zu n nicht teilerfremd ist. 
Auf Grund dieser Verabredung kann man die Summation in (7) oder (10) 
über ein volles Restsystem modulo n erstrecken, während (1), (6), (8) 
und (9) für alle Zahlen a, b bzw. a', a" gelten. 

Aufgabe~ 1. Man tchreibe alle Charaktere der Zahlen 1 bis 11 
modulo 12 hin ; ebenso modulo 11. 

Für Verallgemeinerungen der Charakterentheorie auf unendliche 
abelsche Gruppen sei auf die schönen Arbeiten von PoNTRJAGIN, 
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ALEXANDER und VAN KAliiPEN in Ann. of Math. Bd . .35 und )6 (1934/.35) 
verwiesen. 

§ 127. Darstellungen endlicher Gruppen. 

Wir haben in § 122 die Frage der Darstellungen einer endlichen 
Gruppe & auf dieselbe Frage für den Gruppenring o = (a1 , •.• , a11) 

zurückgeführt. Die Auftindung aller Darstellungen wird nach Satz 1 
des § 12.3 geleistet sein, sobald wir bewiesen haben, daß dieser Gruppen
ring vollständig reduzibel ist. Dazu genügt es, den folgenden Satz von 
MAS~HKE zu beweisen: 

] ede Darstellung einer endlichen Gruppe & in einem Körper P, dessen 
Charakteristik nicht in der Gruppenordnung h aufgeht. ist vollständig 
reduzibel. 

Beweis: Der Darstellungsmodul ID? sei reduzibel, und es sei 9l ein 
minimaler (oder irreduzibler) Untermodul. Wir werden zeigen, daß 
9.R sich als direkte Summe 9l + iQ" darstellen läßt, wo !n" wieder ein 
Darstellungsmodul ist. 

Als Vektorraum zerfällt 9.R nach dem· Schema !n + !n'; dabei ist 
aber 9l1 noch nicht notwendig gegenüber o invariant, also noch nicht 
notwendig ein Darstellungsmodul. Ist y ein Element von' 9l1 und a eins 
von & , so ist ay eindeutig darstellbar als Summe eines Elementes von 
9l und eines Elementes yl von iQ'. mithin 

ay = Y1 (mod !n). 

Das Element y' ist bei festem a durch y eindeutig bestimmt und hängt 
von y linear ab: aus ay = Y1 und az = z' folgt a (y + z) = Y1 + z' 
und ayA. = y' A. für A. E P. Wir können also schreiben 

y' = A 1 y; A 1 y = ay(mod!n), 

wo A 1 ein linearer Operator (d. h. eine lineare Transformation) in 9l1 

ist 1 und noch von .z abhängt. Und zwar bilden die Operatoren A 1 eine 
Darstellung der Gruppe & ; denn aus a __. A 1 und b __. B 1 folgt ab __. A 'BI. 

Wir setzen nun * ,2a-1 A 1 y = Qy = y"; 
a 

dann hängt auch y" linear von y ab, und somit bilden die y" einen 
linearen Unterraum !n" = Q9l1

• Weiter folgt modulo iQ: 

y" = ~-~a- 1 ay = y. 
a 

Jedes Element von 9R ist also modulo 9l nicltt nur kongruent einem 

1 Stellt man alle linearen Transformationen durch Matrices dar, wie in § 110, 

Formel (4), so ist A' gerade die rechts unten stehende, dort mit T bezeichnete 
Matrix. 
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Element y von 9l', sondern auch einem eindeutig bestimmten Element 
y" von 9l"; d. h. es besteht die direkte Summendarstellung 

!m=9l+9l". 

Schließlich ist für jedes Element b von <M 

by" = ~ l:ba- 1 A',, 
II 

= ~ 2 (ab- 1)- 1 (A'B'- 1)B'y 
II 

=QB'yEQ9l'=9l"; 

mithin wird 9l" durch die Operatoren b von ~ in sich transformiert, 
d. h. 9l" ist ein DarstellungsmoduL 

Ist auch 9l" noch reduzibel, so kann man 9l" in derselben Weise 
behandeln, indem man einen minimalen Untermodul abspaltet, usw. 
So findet man schließlich die vollständige Zerfällung des Moduls IDl 
und damit der Darstellung. 

Will man alle Darstellungen einer Gruppe aufstellen, so genügt es 
nach dem eben bewiesenen Satz, die irreduziblen zu finden, und diese 
findet man mitHilfe der minimalenLinksideale des Gruppenringes (oder, 
was dasselbe ist, durch Ausreduzieren der regulären Darstellung). In 
einer reduziblen Darstellung kann jede irreduzible beliebig oft wieder
holt vorkommen. 

Die Anzahl der absolut irreduziblen Darstellungen ist nach § 124 
gleich dem Rang des Zentrums, und das Zentrum des Gruppenringes 
besteht, wie man mühelos sieht, aus allen denjenigen Summen 

(1) l; a;.e1 (aJ. E <M, (];, E P), 
). 

in denen konjugierte Gruppenelemente dieselben Koeffizienten haben. 
Die zu einem Element a konjugierten Elemente bilden je eine "Klasse". 
Ist k11 die Summe der Elemente dieser Klasse, so ist (1) eine Summe 
aus solchen Summen k11 mit Koeffizienten aus P. Mithin gilt der Satz: 
Das Zentrttm des Gruppenrings wird von den Klassensummen k11 erzeugt. 
Der Rang des Zentrums ist also gleich der Klassenanzahl, und daraus 
folgt: 

DieAnzahl der inäquivalenten, absolut irreduz_tblen Darstellungen einer 
Gruppe ist gleich der Anzahl der Klassen konjugierter Ete~te. 

Für die Grade n1 , •.. , n, der irreduziblen Darstellungen besteht die 
Relation 

nf + n~ + · ·· · + n; -= ft, 
denn der Gruppenring vom Rang k ist direkte Summe von Matrizen
ringen der Rangzahlen n~, n.~, ... , n~. 
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Eine stets vorhandene Darstellung ersten Grades ist die "identische 
Darstellung", die jedem Gruppenelement das Element 1 zuordnet. 

Soll es noch weitere Darstellungen ersten Grades geben, so muß ein 
echter Normalteiler mit abelscher Faktorgruppe vorhanden sein; denn 
die Transformationen der Darstellungen ersten Grades sind miteinander 
vertauschbar und bilden eine zur Gruppe homomorphe abelsche Gruppe. 
Ist umgekehrt ein echter Normalteiler mit abelscher Faktorgruppe 
vorhanden, so ergeben die Charaktere dieser abelschen Gruppe schon 
Darstellungen ersten Grades. Alle übrigen Darstellungen sind von 
höherem Grade. 

Beispiele. 1. Die symmetrische Gruppe 6 3 • Klassenanzahl 3; 
also 3 Darstellungen. Die alternierende Gruppe hat 2 Nebenklassen 
fi'0 , fi'1 : die der geraden und der ungeraden Substitutionen. Die 2 Charak
tere dieser Zweiergruppe : 

X(fi'o) = 1, 

bestimmen die Darstellungen ersten Grades. Wegen 

nr + ni + ni = 6 

muß die dritte Darstellung den Grad 2 haben. Nimmt man drei Vektoren 
e1 , e1 , e8 in einer Ebene, deren Summe Null ist, so ergeben die Permu
tationen dieser drei Vektoren einetreue Darstellung dieser Permutations
gruppe; die Darstellung erweist sich leicht als irreduzibel. Nimmt man 
e1 und e2 als Grundvektoren, so lautet die Darstellung: 

{(1 2)e1 = e2 , {(1 3)e1 = -e1 - e2 , {(2 3)e1 =- e1 , 

(1 2)e2 = e1 , (1 3)e2 =- e2 , (2 3)e2 = -e1 - e2 , 

{ (1 2 3)e1 = e2, {(1 3 2)e1 =- e1 - e2, 
(1 2 3)e2 = --e1 - e2 , (1 3 2)e2 = e1 • 

2. Die Qttaternionengruppe 0 8 : 

j'='1, k2=j2, 

Klassenanzahl 5; also 5 Darstellungen. Der Normalteiler { 1, j 2} hat als 
Faktorgruppe die KLEINsehe Vierergruppe, deren 4 Charaktere 4lineare 
Darstellungen ergeben. Die übrigbleibende Darstellung muß wegen 

nr + n~ + ni + nr + n~ = 8 

den Grad 2 haben. Ordnet man den Gruppenelementen 1, j, j 2 , j 3 , k, 
jk, j1k, j8 k die Quaternionen 1, j, -1, -j, k, l, -k, -l zu, so er
hält man eine homomorphe Abbildung des Gruppenringes o auf den 
Quaternionenkörper; also muß der Quaternionenkörper unter den zwei
seitigen Kompositionsfaktoren von o vorkommen. Damit ist schon die 
Zerlegung von o im rationalen Grundkörper F gefunden: Es ist 

o = a1 + a2 + a,1 + a, + a6 • 
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WO a1 , a2 , a3 , a, isomorph ZU F sind und 0 0 isomorph dem Quaternionen
körper ist. Geht man zum algebraisch-abgeschlossenen Grundkörper 
über (es genügt in diesem Fall die Adjunktion von i = -y=-1), so 
zerfällt der Quaternionenkörper, und man erhält die Matrixdarstellung 

j-+G -~)· k-(-~ ~)· [_.(~ ~)· 
3. Die alternierende Gruppe 2!, kann nach genau derselben Methode 

wie die symmetrische @53 behandelt werden, was dem Leser überlassen 
bleiben möge. Man findet 4 Darstellungen der Grade 1, 1, 1, 3. 

4. Die symmetrische Gruppe 6,. Klassenanzahl 5; also 5 Darstellun
gen. Die KLEINsehe Vierergruppe {1, (1 2) (3 4), (1 3) (2 4), (1 4) (2 3)} 
hat eine zu @53 isomorphe Faktorgruppe, von der wir schon 3 irreduzible 
Darstellungen der Grade 1, 1, 2 kennen; diese ergeben auch Dar
stellungen der Grade 1, 1, 2 von 6,. Werden diese Gradzahlen mit 
n1 , n1 , n 3 bezeichnet, so folgt aus 

ni + ni + n; + n~ + n1, = 24 , 

daß nr + nT, = 18 

sein muß, und das trifft nur für n4 = 3, n6 =- 3 zu. Führt man 4 Vek
toren e1 , e2 , e3 , e, mit der Summe Null ein, so ergeben die Permutationen 
dieser 4 Vektoren eine treue Darstellung dritten Grades von @54 • Wählt 
man e1 , e2 , e3 als Grundvektoren, so lautet die Darstellung: 

1
(1 2)e1 = e2 , 1(1 3)e1 = e3 , 1(1 4)e1 = -c1 - c2 - c3 , 

(1 2)e2 = e1 , (1 3)e2 = e2 , (1 4)e2 = e2 , 

(1 '2)e 8 =-~e3 , {1 3)e3 =e1 , (1 4)e3 = C3 , 

1
(1 2 3)e1 = e2 , 

(1 2 3)e2 = e3 , usw. 

(1 2 3)e3 = C1 , 

Da die Darstellung treu ist, kann sie sich nicht auf die Darstellungen 
ersten und zweiten Grades reduzieren; mithin ist sie irreduzibel. Multi
pliziert man die darstellenden Matrices der ungeraden Substitutionen 
mit -1, so erhält man eine andere, ebenfalls treue und daher wieder 
irreduzible Darstellung dritten Grades, die sicher mit der vorigen nicht 
äquivalent ist, da die Spuren verschieden sind. Damit haben wir alle 
Darstellungen gefunden. 

Aufgaben. 1. Das Element: s = ~a des Gruppenringes o genügt 
den Gleichungen aE<!l 

bs = s für b E @. 

Welches Linksideal wird von s erzeugt? Welche Darstellung gehört zu 
diesem Ideal? Welches idempotente Element ist in diesem Ideal ent
halten? 
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2. Ist die Anzahl h der Gruppenelemente durch die Charakteristik 
des Körpers teilbar, so ist das in Aufgabe 1 genannte Ideal nilpotent. 
Daraus ist abzuleiten, daß die Bedingung, daß die Charakteristik nicht 
in h aufgeht, für den Satz von MASCHKE auch notwendig ist. 

§ 128. Gruppencharaktere. 
Die Kroneckersehe Produkttransformation. 

Es seien zwei lineare Transformationen A 1 , A 11 gegeben, die eine im 
Vektorraum (u1 , ••• , u,.), die andere im Vektorraum (v1 , •.• , vm), 
wobei die u und v als Unbestimmte aufgeiaßt werden. Es sei also etwa 

A1 U~; = ~UiiX:,, 
' 

A/1 ~ " 
Vz = ~ VJCXJl' 

; 

Wenn man nun auf u und v gleichzeitig diese Transformationen an 
wendet, so transformieren sich die Produkte u~; v1 folgendermaßen 1 : 

(1) 

Die so entstehende Transformation A im Vektorraum der n · m linear 
unabhängigen Größen u"v, heißt die Kroneckersehe Produkttransformation 
und wird mit A 1 X A 11 bezeichnet. Die Matrixelemente von A sind 
nach (1) die Produkte 1Xi~;cxj1 . Die Spur von A ist 

~ 2; cxji IXJ; = 2; IXii • "2:, IXj; = S (A 1) • S (A ") ; 
i ; i ; 

mithin: Die Spur der Produkttransformation A 1 X A" ist das 'Produkt 
der Spuren der Transformationen A 1 und A". 

Übt man auf die u nacheinander zwei Transformationen B 1, A 1 und 
auf die v nacheinander zwei Transformationen B 11 , A 11 aus, so erleiden 
die Produkte u"v1 nacheinander die Transformationen BI x B 11 und 
Al X A 11 ; d. h. es ist 

(2) (AI X A 11) • (B 1 X B 11) = A, BI X A "B". 

Bilden die Matrices A 1 , B', ... eine Darstellung ~~ einer Gruppe & 
und die Matrices A 11 , B 11 , ••• eine andere Darstellung ~~~ derselben 
Gruppe, so folgt aus (2), daß die Produkttransformationen A = A 1 X A", 
B = B 1 X B 11 , • • • wieder eine Darstellung bilden. Diese Produkt
darstellung der Darstellungen ~~, ~~~ wird mit ~~ X ~~~ bezeichnet. 

Schreibt man noch ~~ + ~" für eine reduzible Darstellung, die in 
~~ und ~~~ vollständig zerfällt, und betrachtet dabei äquivalente Dar
stellungen als nicht verschieden, so verifiziert man leicht fürdie Summen 

1 Die Unbestimmten werden als miteinander und mit den Koeffizienten ver
tauschbar angenommen. 
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und Produkte von Darstellungen alle üblichen Rechnungsregeln: 

~+~=~+~ ~X~=~X~ 

il' + (il" +il"') = (il' + il") + il"', 1)' X (il" X il"') = (il' X il") X il"', 

'l)' X (il" + il"') = ;t' X il" + il' X il"', (il" + il"') X il' = il" X il' + il"' X ':t'. 

Ist insbesondere @ eine endliche Gruppe, so daß jede Darstellung 
vollständig in irreduzible Darstellungen il~ zerfällt, so hat man: 

wo die c~ 11 ganze Zahlen ~ 0 sind. Daher kann man die Darstellungen 
il~ als Erzeugende eines kommutativen hyperkomplexen Systems ~ 
deuten. 

Für die Spuren folgt aus (3): 

S;.(a) · S1,(a) = 2,'c}: 1,S~(a). 
~ 

Falls die Darstellungen absolut irreduzibel sind, die Spuren also Cha
raktere werden, kann man dafür auch schreiben: 

(4) X.t(a) · X11 (a) = ,l'c~ 1,X,.(a) (erste Charakterenrelation). 
~ 

Die Charaktere als Klassenfunktionen. 

Sind a und a' konjugierte Gruppenelemente: 

a' = bab- 1 , 

so folgt für die darstellenden Ma trices: 

A' = BAB- 1 • 

Somit haben A und A' dieselbe Spur; d. h. es ist 

S(bab- 1) = S(a), 
insbesondere 

Rechnen wir wieder alle zu a konjugierten Gruppenelemente zu 
einer Klasse Sf4 , so hat also jeder einzelne Charakter für alle Elemente 
einer Klasse denselben Wert. 

Ist ha die Anzahl der Elemente der Klasse Sfa und ist ka die Summe 
der Elemente dieser Klasse (im Gruppenring o), so ist der Charakter 
von k". die Summe aus den Charakteren der Elemente der Klasse, also 

X(ka) = ha· x(a). 

Wie wir in § 127 sahen, erzeugen die Größen k". das Zentrum .3 des 
Gruppenringes o. Nach§ 12S sind die Homomorphismen e" von .3 mit 
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den Charakteren Xv durch die Relationcn1 

eV (z) = ~V ( Z) 
nv 

verbunden, wo nv = Xv (1) der Grad der absolut irreduziblen Darstel
lung ~ .. ist; insbesondere ist 

(5) 8,. (ka) = Xv (k.) = ~ Xv (a) . 
nv n. 

Das Produktkakbist eine Summe von Gruppenelementen, die wieder 
zu .8 gehört und sich daher ganzzahlig durch die Klassensummen ka 
ausdrückt: 

(6) 

Die Homomorphieeigenschaft der ev spricht sich nun in der Gleichung 

(7) 

aus, die sich mit Hilfe von (5) in 

(8) hah6z,.(a)z,.(b) = n,.l:t,bhcXv(c) (zweite Charakterenrelation) 

umschreiben läßt. 
In den Summen (6), (7) und (8) durchläuft c je ein Repräsentanten

system aller Klassen. Läßt man c alle Gruppenelemente durchlaufen, 
so ist in (8) auf der rechten Seite der Faktor h. wegzulassen. Da die Bv 
die einzigen Homomorphismen von .8 sind, so sind die Charaktere Xv die 
einzigen Lösungen der Gleichung (8). 

Genau so, wie (7) in Verbindung mit (6) ausdrückt, daß e,. (ka) bei 
festem v ein Homomorphismus des Zentrums .8 ist, so bedeutet (4) in 
Verbindung mit (3), daß x,.(a) bei festem a, als Funktion von :tl,. be
trachtet, ein Homomorphismus des Ringes (l im Körper !J ist: dem 
Produkt zweier Darstellungen entspricht das Produkt der Charaktere, 
der Summe die Summe. Die beiden kommutativen Ringe .8, (l sind also 
zueinander reziprok: jedes Basiselement ka von .8 bestimmt einen Homo
morphismus z,. (a) von (l, und jedes Basiselement :tl,. von (l bestimmt 
einen Homomorphismus 8,.(ka) von .ß. Zwischen den 8,. und den x .. 
besteht dabei die einfache Relation (5). Die Anzahl der so gefundenen 
Homomorphismen von (l ist gleich der Anzahl der Klassen, also gleich 
dem Range von ~· Daraus folgt, daß (l ein System ohne Radikal ist, 
denn wenn (l ein Radikal c hätte, so wäre die Anzahl der möglichen 
Homomorphismen oder Darstellungen ersten Grades von (l nur gleich 
dem Rang von (l/c. Zugleich ergibt sich, daß die Xv(a) die sämtlichen 
Homomorphismen von (l in !J ergeben. 

1 Wir setzen wieder voraus, daß weder die Gruppenordnung h noch die Grade nv 
der Darstellungen durch die Charakteristik des Körpers teilbar sind. 
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Die konjugierten Charaktere. 

Zu jeder Darstellung a .-. A gibt es eine "konjugierte (oder kontra
grediente) Darstellung" a -• A' -I, wo A' die gespiegelte Matrix zu A ist. 
Bei dieser Zuordnung ist nämlich 

ab.-. (AB)'- 1 = (B' A')- 1 = A'- 1 B'- 1 • 

Die Konjugierte zur konjugierten Darstellung ist wieder die ursprüng
liche. Ist die Darstellung a .-. A reduzibel, so ist es auch die konjugierte, 
und umgekehrt. Die Konjugierte einer irreduziblen Darstellung ist also 
wieder irreduzibel. 

Geht man von A zu einer äquivalenten Darstellung P- 1AP über, 
so geht die konjugierte Darstellung über in 

(P- 1AP)'- 1 = P'A'- 1 P'-- 1 , 

also ebenfalls in eine äquivalente. 
Bezeichnet man mit ~~· die zu ~. konjugierte irreduzible Dar

stellung und ist ~~(a) = A, so ist 

'l) •. (a- 1) = A', 

und da die Spur von A' gleich der von A ist, so folgt 

x~·(a- 1) = x.(a). 

Man bezeichnet den zu x. "konjugierten" Charakter x ... auch mit i~. 
Jeder Charakter ist eitle Summe von Einheitswurzeln. Denn jedes 

Element a von <M erzeugt eine zyklische Untergruppe~. deren Ordnung 
m ein Teiler von h ist, und jede irreduzible Darstellung ~. von <M ergibt 
eine Darstellung von li; diese zerfällt nach § 126 vollständig in Dar
stellungen ersten Grades, deren Matrixelemente m-te Einheitswurzeln 
sind. Die Spur der darstellenden Matrix ist. die Summe der Diagonal
elemente, also eine Summe von m-ten Einhcitswurzeln, etwa 

(9) 

wo C eine primitive m-te Einheitswurzel ist. 
Die gespiegelte Matrix A' ist, wenn A in der eben angegebenen 

Diagonalform geschrieben wird, gleich A selbst, und A' -I entsteht 
durch Ersetzung von C durch C- 1 • Also ist 

i(a) = c-... + c-·· + ... + c-.... 
Im Fall der Zahlkörper ist z konjugiert-komplex zu X. 

Die Ersetzung von C durch C- 1 ist ein Automorphismus des Körpers 
der m-ten Einheitswurzeln, und dieser Automorphismus fUhrt X in i 
über. In analoger Weise erhält man natürlich aus jedem Charakter i 
durch einen beliebigen Körperautomorphismus wieder einen algebraisch 
konjugierten Charakter x•, zu dem auch eine algebraisch konjugierte 
Darstellung gehört, da jeder Isomorphismus des Körpers der Charaktere 
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sich zu einem Isomorphismus des Körpers der Darstellung fortsetzen 
läßt. x• ist zu X konjugiert im weiteren, körpertheoretischen Sinn. 

Die weiteren Charakterenrelationen. 

Ist S (c) die Spur des Gmppenelementes c in der regulären Darstellung, 
so ist 

S(c) = ~n .. x.(c), 
" 

da die reguläre Darstellung ja die irreduzible Darstellung ~.. genau 
n"-mal enthält. Die Spur S (c) läßt sich aber auch direkt ausrechnen: 
Die Gruppenelemente al, ... , a,. bilden eine Basis des Vektorraumes o 
der regulären Darstellung, und es ist 

ca, = a". 

Glieder mit i = k kommen nur dann vor, wenn c 'gleich dem Eins
element 1 der Gruppe ist; in diesem Fall ist jedes i gleich dem zugehöri
gen k. Es ist also 

S(1) = h; S (c) = 0 für c 9= 1 , 
mithin 

(10} {
h für c = 1, 

.;n .. x,. (c) = 0 für c 9= 1. 

Summiert man nun (8) über alle v und berücksichtigt dabei (10), 
so ergibt sich 

(H) h11h11~x .. (a)x .. (b} = g! 6 • h. 
" 

Die Zahl g! 6 gibt an, wie oft es vorkommt, daß ein Produkt a' b', wo a' 
zur Klasse ! 11 und b' zur Klasse ! 11 gehört, gleich 1 ist. Die Zahl ist also 
Null, wenn ! 11 und ! 11 keine zwei zueinander inversen Elemente ent
halten. Wenn aber ein solches Paar vorhanden, etwa b = a- 1 ist, so 
gibt es zu jedem Element a' = cac- 1 von ! 11 ein dazu inverses Element 
b' = a'- 1 = cbc- 1 von ! 6 , und man erhält: 

g!b = hll = h". 

Mithin wird (H) nach Division durch h11 zu 

""' {h für ! 6 = ! 11 -1, 
(12) h.~x"(a}x"(b) = 0 für !" 9= 111 _ 1 

(dritte Charakteren

relation). 

Als Spezialfall a = 1 erhält man hieraus (10} zurück. 
Nun möge a1 , .•• , a. ein Repräsentantensystem aller Klassen sein. 

Setzt man 
x.,, = x .. (a,.)' 

h,.- h,. -1 
'IJ"" = h X• (a,.) = h X• (a,. ) ' 
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so besagt die Relation (12), daß die Matrices :=: = (X.u~) und Y = (1J.u~) 
zueinander invers sind: 

(13) Y :=: = E oder Y = :=:- 1 • 

Aus (13) folgt: 
=:Y=E 

oder ausgeschrieben 

(14) 1 ""' - {1 h ~ hllx~(a) x,,(a) = 0 
st. 

für v = ,u, 

für v i fl· 

Dabei durchläuft a ein Repräsentantensystem aller Klassen. Läßt man a 
alle Gruppenelemente durchlaufen, so muß man die Faktoren h11 weg
lassen. Hieraus ergibt sich die Orthogonalität der Charaktere: 

_ {h für v = 11, (vierte Charaktcren-
(H) afj.u(a)x~(a)= 0 für Vi=fl. relation). 

Ist speziell 11 = 0, d. h. ist X.u der Charakter Xo der identischen DClr
stellung, so ergibt sich aus ( 15) 

,..., {h für v = 0, 
(i 6) .-;-x~(a) = o für v =!= o. 

Die Relation (15) kann man zur Bestimmung der Koeffizienten c}: 1, 

in (4) benutzen, indem man (4) mit X>< (a) multipliziert und über alle a 
summiert. Das ergibt: 

~ z .. (a) Xl (a) X.u (a) =- hc)..u. 
a 

Ersetzt man " durch "', wo 'l),.., die zu 'l),. konjugierte Darstellung ist, 
so ergibt sich: 

~x .. (a)xi(a)x ... (a) = hc).~. 
II 

Daraus folgt: Der Koe/linent c).~, der angibt, wie oft die zu '1),. konjugierte 
Darstellung im Produkt '1)1 X :llu enthalten ist, ist in den Indices Ä., Jl. " 

symmetrisch. · 
Man kann die Tatsache, daß die Matrices :=:und Y zueinander invers 

sind, zur Berechnung der idempotenten Zentrumselemente e1 , ... , e, 
benutzen, welche die zweiseitig einfachen Ideale in o erzeugen. Nach 
§ 124 hat man nämlich für die Basiselemente k11 des Zentrums .8 die 
Ausdrücke 

{17) ka = ~e~ 8~ (ka) = ~e~ =· X• (a). 
~ • y 

Indem man mit Z.u (a) mul.tipliziert und über alle Klassen Sl'a summiert, 
ergibt sich 

oder 
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Satz. Die Grade der irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe 
im Körper aller algebraischen Zahlen sind Teiler der Gruppenordnung. 

Beweis: Läßt man in (7) das Elementbein Repräsentantensystem 
aller Klassen durchlaufen und betrachtet auf der linken Seite 8,. (k11) 

als bekannt, so erhält man ein homogenes lineares Gleichungssystem 
für die 8,. (k.), aus dem sic'h durch Elimination dieser Größen die 
Relation 

!dge .. (k .. )- g:,b; = o 

(a wird festgehalten, b und c sind Zeilen- bzw. Spaltenindex) mit 

15• = , {
1 für b = c 

6 0 für b + c 

ergibt. Daher ist 8,.(k .. ) als Wurzel einer Gleichung mit ganzen ratio
nalen Koeffizienten und dem höchsten Koeffizienten 1 eine ganze alge
braische Zahl. In derselben Weise folgt aus (4), daß die Charaktere 
z,.(a) ganze algebraische Zaluen sind, was man auch aus (9) ersehen kann. 
Nun läßt sich die erste Hälfte von (14) folgendermaßen schreiben: 

';; ~ e. (k .. ) _l,, (a) = 1 für p == l' 

oder 

Links steht eine ganze algebraische Zahl; also ist h jn,. ganz und zugleich 
rational, mithin ganz-rational, q. e. d. 

Literatur. Eine von der Theorie der hyperkomplexen Zahlen unabhängige 
Begründung der Darstellungstheorie endlicher Gruppen findet man bei I. SCHUR, 
Neue Begründung der Theorie der Gruppencharaktere. Sitzungsber. Berlin 1905, 
S. 406. D1e Verallgemeinerung dieser Theorie auf unendliche Gruppen gab J. v. 
NEUMANN: Almost periodic furictions in groups. Trans. Am er. Math. Soc. Bd. 36 
(1934). Für weitere Literatur siehe B. L. v. n. WAERDEN: Gruppen von linearen 
Transformationen. Ergebn. Math. IV 2, Berlin 1935. 

Aufgaben. 1. Man stelle eine Charakterentabelle der symmetrischen 
Gruppen von 3 und 4 Elementen auf und berechne die idempotenten 
Zentrumselemente des Gruppenringes. 

2. Man zeige, daß die Relation (8) auch folgendermaßen geschrieben 
werden kann: 

hz .. (a)z .. (b) = n .. ~z .. (adbd- 1). 
d 

3. Die Produktdarstellung il, x il~ enthält dann und nur dann 
die identische Darstellung, und zwar genau einmal, wenn die Dar
stellungen il, und il1, zueinander konjugiert sind. 

4. Im Körper der komplexen Zahlen ist die zu einer Darstellung 
konjugiert-komplexe Darstellung äquivalent zur konjugierten. 
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§ 129. Die Darstellungen der symmetrischen Gruppen1• 

Wir betrachten die Gruppe \SK der Permutationen von n Ziffern 1, 2, .... n 
und suchen ihre absolut irreduziblen Darstellungen etwa im Körper [} aller alge
braischen Zahlen. Es wird sich übrigens zeigen, daß diese Darstellungen rational 
sind, d. h. im Körper r der rationalen Zahlen stattfinden. 

\Vir gehen vom Gruppenring o = s1 [} + · · · + sK 1[} aus und betrachten 
dessen Linksideale. Jedes solche Linksideal ist direkte Summe von minimalen 
Linksidealen; diese liefern uns die irreduziblen Darstellungen. Da jedes Linksideal 
von einem idempotenten Element erzeugt wird, so suchen wir zunächst idempotente 
Elemente auf. 

Wir schreiben die Ziffern 1 , 2, ... , n in irgendeiner Anordnung in h Zeilen 
(h beliebig) untereinander, so daß in der v-ten Zeile cx. Ziffern stehen und die 
Bedingungen 

erfüllt sind. Wir schreiben die ersten Elemente der h Zeilen alle untereinander, 
ebenso die zweiten, usw., etwa wie in dem folgenden Schema, in welchem die 
Punkte Ziffern darstellen: 

n = 7. 

Eine solche Anordnung der Ziffern 1 , 2, .... n nennen wir ein Schema :E"'. 
Der Index tx bezeichnet die Ziffernfolge (tx1 , cx 2 , ... , -xA) • Die möglichen Indices tx 
werden angeordnet durch die Verabredung: Es soll tx > ß sein, wenn die erste 
nichtverschwindende Differenz cx. - ß, positiv ist. Z. B. ist bei n = 5 

(5) > (4. 1) > (3.2) > (3. 1, 1) > (2, 2, 1) > (2, 1, 1, 1) > (1, 1, 1, 1, 1). 

Ist ein Schema :EOJ gegeben, so bezeichnen wir rnit p alle diejenigen Permutationen, 
welche nur die Ziffern innerhalb der Zeilen des Schemas vertauschen, diese Zeilen 
selbst aber invariant lassen, mit q dagegen diejenigen Permutationen, die nur die 
Ziffern innerhalb der Spalten des Schemas vertauschen. Für jedes feste q verstehen 
wir unter a1 die Zahl + 1 oder - 1 , je nachdem q eine gerade oder eine ungerade 
Permutation ist. Ist s irgendeine Permutation, so bezeichnen wir mit s:EOJ das 
Schema, in das :EOJ durch die Permutation s übergeht. Man sieht leicht: Wenn q 
die Spalten von :EOJ invariant läßt, so läßt sqs- 1 die Spalten von s:EOJ invariant, 
und umgekehrt. Schließlich setzen wir (im Gruppenring o) für jedes feste :E:x 

S"'=~P· 
p 

AOJ=l:qa,. 
q 

Man verifiziert leicht die Regeln: 

(2) 

(3) 

ps"' = s(J(p = s(J(. 

A(J(qa, = qA(J(a, = A(J(. 

Aus (2) und (3) folgt leicht, daß SI!J und AI!J bis auf einen Faktor fOJ idempotent 
sind. Die weiteren algebraischen Eigenschaften der SOJ und A OJ fließen aus folgen
dem kombinatorischen Hilfssatz: 

1 Die gegenüber der FROBBNiusschen Theorie (Sitzungsber. Berlin 1903, S. 328) 
vereinfachten Beweise in diesem Paragraphen verdanke ich einer mündlichen Mit
teilung von Herrn J. VON N:a:UMANN. 

v. d. Waerden, Moderne Al1ebra Il, 2. Aull. 13 



194 XVII. Darstellungstheorie. der Gruppen und hyper.komplexen Systeme. 

Es s~ns I., und :Ef! zwei Schemata von del' obigen A l't; es sei cx ~ fJ. Wenn dann 
in :E., nil'gends zwei Zitfel'n in eine!' Zeile VOI'kommen, die in :Ep in eine!' Spalte 
stehen, so .ist cx = p, und das Schema :E., geht dul'ch eine Pe!'mutation von del' Gestalt 
pq in das Schema :Ep übel': 

pq:E"'=:Ep· 

(Die Bezeichnungen p und q beziehen sich auf :E"'; d. h. p läßt die Zeilen und q die 
Spalten von :E"' invariant.) 

Beweis: Aus cx ~ ß folgt cx1 ~ ß1 • In der ersten Zeile von :E"' stehen cx1 

Ziffern. Wenn dieselben Ziffern in :Ep alle in verschiedenen Spalten stehen sollen, 
so muß :Ep mindestens cx1 Spalten haben, woraus cx1 ~ {11 und somit cx1 = ß1 folgt. 
Durch eine Permutation q;, die die Spalten von :Ep invariant läßt, lassen sich diese 
Ziffern alle in die erste Zeile von :Ep bringen. 

Aus cx > p folgt nunmehr cx1 ::=: ß1 • In der zweiten Zeile von :E"' stehen 
cx1 Ziffern. Wenn diese in q; :Ep alle in verschiedenen Spalten stehen sollen, so muß 
q; :Ep, abgesehen von der ersten Zeile, die ja schon besetzt ist, noch mindestens 
cx. Spalten haben. Daraus folgt cx1 ::;:::;; ß1 , somit cx1 = {11 • Durch eine Permutation 
q~ , die die Spalten von q; :Ep und auch die erste Zeile invariant läßt, lassen sich die 
genannten Ziffern alle in die zweite Zeile von :Ep bringen. 

So weiter schließend, erhält man ein Schema q' :Ep = ~ ... qjqi:Ep. dessen 
Zeilen mit denen von :E"' übereinstimmen. Man kann also :E"' durch eine Per
mutation p in q' :Ep überführen: 

q':Ep = p:E"'. 

Die Permutation q' = q~ ... q!qi läßt die Spalten von :Ep und daher auch die 
von q' :Ep = p I"' invariant. Bei passendem q ist also 

q' = pq-1p-1 
und daher 

(4) 

pq-1p-1:Ep =PE"'. 

:EfJ = pq:E"'. 

Aus dem kombinatorischen Hilfssatz folgt zunächst 

ApS.,=O für cx>ß. 

q.e.d. 

Denn nach dem Hilfssatz muß es im Falle cx > ß ein Ziffernpaar geben, das 
in I"' in einer Zeile und in :Ep in einer Spalte steht. Ist t die Transposition, die 
dieses Ziffernpaar vertauscht, so ist nach (2) und (3) 

ApS"' = Aptt- 1 S"' = -ApS"', 
woraus (4) folgt. 

Ebenso beweist man 
S"'Ap=O für cx>ß. 

Aber auch alle Transformierten von Ap werden von S"' annulliert: 

S.,sAps-1 = 0 für cx > ß; 

denn sAps-1 ist wieder ein Ap, nur zum permutierten Schema s:Ep. Aus diesem 
Ergebnis folgt durch Multiplikation mit s{J und Summation über alle s aus Ql 

S"'(l;sD)Ap = (0) 
oder 
(5) S"'oAp = (o) (cx > fJ) . 

Die Lin:Qideale oAp mit {J < cx werden also durch S., annulliert; oder auch: Sa 
wird in der durch oAp vermittelten Darstellung durch Null dargestellt. Dagegen 
ist S"'A"' =!= 0, da der Koeffizient des Einselements im Produkt S"'A"' nicht ver-
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schwindet. s .. wird also in der durch oA"' vermittelten Darstellung nicht durch 
Null dargestellt; somit enthält diese Darstellung mindestens einen irreduziblen 
Bestandteil, der sicher noch in keinem oAp mit ß < <X vorkommt. Diesen irredu
ziblen Bestandteil wollen wir jetzt näher bestimmen. 

Das Element S .. A~ = '1:1:pqa, hat nach (2) und (3) die Eigenschaft 
p q 

ps .. A .. qa, = S,.A".. 

Wir beweisen nun, daß S,.A,. bis auf einen Faktor das einzige Element mit dieser 
Eigenschaft ist; d. h. wir beweisen: Wenn ein Element a von C' die Eir:rnsrhn/1 

(6) paqa, = a 

füt' alle p und q besitzt, muß a die Gestalt (S".A ".) ·). habC11. 
Beweis: Wir setzen 

( 7) a = l:sy, . 
Einsetzen von (7) in (6) ergibt: 

(8) 

Auf der linken Seite kommt nur ein Glied mit pq vor, nämlich pqy •• ; auf der 
rechten Seite auch nur eins, nämlich das Glied mit s ~- 1. VcrglC'ich ocr 
Koeffizienten ergibt: 

Wir greifen nun ein s heraus, welches nicht die Gestalt pq hat. Dann ist s E" 
von allen pq:E,. verschie-den, und nach dem kombinatorischen Hilfssatz gibt es 
zwei Ziffern i, k, die in J;,. in einer Zeile, in s:E,. in einer Spalte stehen. Ist t die 
Transposition dieser Ziffern: t = (f k), so vertauscht t' = s- 1 ts nur die Ziffern 
s- 1 j und s- 1k, die in s- 1s:E,. = :E,. in einer Spalte stehen. Daher ist t eirte Per
mutation p und t' eine Permutation q, und in (8) können wir p =' t und q ~ t' 
setzen ; dann wird für unser spezielles s 

psq = tss- 1 ts = s, 

a, = -1; 

also ergibt die Vergleichung der Glieder mit s links und rechts in (8): 

y. = -y.. y, = 0. 

In (7) kommen also nur die Glieder mit s = pq,y, = O",y1 vor, und es wird 

a = 1:PqG,Yl = (S,. A,.) y,, q. e. d. 
p,q 

Aus dem eben Bewiesenen folgt sofort, daß für jedes Element b von o das 
Element S,.bA,. die Gestalt (S,.A,.)). hat; denn für jedes p und jedt>s q ist 

pS,.bA,.qa, = S"bA ,, . 
Es ist also 

S,.oA,. S, (S"A")!}. 

Setzen wir S,.A"' = I"', so folgt 

(9) 1 01 0I 01 ~S,.oA 01 SI .. !}. 

Wir behaupten nun, daß oJ"' ein minimales Linksideal ist. Ist nämlich [ ein 
Unterideal von oi ... so folgt aus (9): 

I,.ISi; I,.!J, 
also, da I,.[} ein eingliedriger, also minimaler !}-Modul ist, entweder 

101 1 = 1 01 [} oder 1"1 = (o). 

13* 
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Im ersten Falle folgt ol"' = ol .. n 5;: o I .. l,S; l, mithin l = oi"'. Im zweiten Falle 
folgt (1 5;: o I"' I = (0), mithin, da es kein nilpotentes Ideal außer (0) gibt, I = (o). 

Die minimalen Linksideale o I"' und o I p sind für Ot > fJ nicht operatorisomorph. 
Nach (5) ist nämlich für Ot > fJ 

S" oifl = S" OSf1Af1 5;: s .. oAp = (0): 

also für jl'des a' aus oi11: 
S"a' = o. 

Wäre nun oi"f:Ji!Oiß. so milßte auch fl\r jedes a aus oi"' 

S.,.a = 0 

sein; aber das trifft für a =I"'= 5 01 .4 01 nicht zu, da S!A"' = f"'S"'A"' =I= o. 
Jedes Linksideal oi"' vermittelt eine irreduzible Darstellung ~ ... und diese 

Darstellungen sind nach dem eben Bemerkten für verschiedene Ot inä.quivalent. 
Die Anzahl der so gefundenen Darstellungen ~ .. ist gleich der Anzahl der 

Lösungen von (1) 1• Diese Anzahl gibt aber zugleich die Anzahl der Klassen kon
jugierter Permutationen an; denn jede solche Klasse besteht aus allen Elementen, 
die in Zyklen bestimmter Längen Ot1 , Ot1 , .•. , Oth zerfallen, und diese Längen 
können wieder den Bedingungen (1) gemäß angeordnet werden. Da aber die An
zahl alle, inll.quivalenten irreduziblen Darstellungen durch die Anzahl der Klassen 
konjugierter Permutationen gegeben ist, so zeigt sich, daß die Dafstellungen ~ .. 
bis auf Aquivalenz alle i"eduziblen Darstellungen der symmeirischen Gfuppe @S" 
ersch6pfen. 

Die minimalen Linksideale oi"' sind im vorangehenden rational bestimmt 
worden. Hieraus folgt die RationaZitat der irreduziblen Dafstellungen (sowie der 
Charaktere). 

Fllr die explizite Berechnung der Charaktere und Grade der Darstellungen 
sei auf die Abhandlungen von FROBENms', WEYLa und SCHUR' verwiesen. 

§ 180. Halbgruppen von linearen Transformationen und ihr 
Verhalten bei Erweiterung des Grundkörpers. 

Wir gehen aus von einem Grundkörper P und betrachten Systeme 
von linearen Transformationen (oder Matrices), deren Matrixelemente 
entweder zu P selbst oder zu einem kommutativen Erweiterungs
körper A von P gehören. Ein solches System heißt eine Halbgruppe, 
wenn es zu je zwei Matrices auch deren Produkt enthält. Die lineare 
Hülle eines Systems von Matrices in bezug auf P besteht aus allen 
Linearkombinationen von Matrices des Systems mit Koeffizienten aus P. 
Wir betrachten im folgenden nur solche Systeme, die nur endlich viele 
linear unabhängige Matrices in bezug auf P enthalten, deren lineare 
Hülle also endlichen Rang über P hat. Das ist immer dann der Fall, 
wenn A ein endlicher Erweiterungskörper von P ist. Die lineare Hülle 
einer Halbgruppe ist unter jener Voraussetzung ein hyperkomplexes 
System über P. 

1 Zu jeder Lösung von (1) gehören zwar noch verschiedene Schemata, die sich 
nur durch die Anoidnung der Ziffern unterscheiden und verschiedene p .. ergeben 
können; es genügt aber, zu jedem Ot ein einziges P:. zu wählen. 

1 FROBENIUS: Sitzungsber. Berlin 1900, S. 516. 
I WEYL, H.: Math.Z.23 (1925) 8.271. 
' SCHUR, I.: Sitzungsber. Berlin 1927, S. 58. 
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Wir betrachten im folgenden nur solche Eigenschaften \-On Halb
gruppen linearer Transformationen, die bei Übergang zur linearen Hülle 
erhalten bleiben. Solche Eigenschaften sind: Irreduzibilität, vollständige 
Reduzibilität, Zerfall in äquivalente oder inäquivalente Bestandteile 
(immer in bezug aufA). Durch Übergang zur linearen Hülle 6 können 
alle derartigen Eigenschaften als Eigenschaften des hyperkomplexen 
Systems 6, genauer als Eigenschaften einer bestimmten treuen Dar
stellung ~ von 6 aufgefaßt werden. Die Hauptfrage, die uns hier 
interessiert, lautet: Wie zerfällt eine irreduzible Darstellung ~ bei Er-
weiterung des Körpers A, insbesondere bei der Erweiterung von P zu A? 

Wir nehmen immer an, daß die Darstellung ~ die Nulldarstellung 
nicht als Bestandteil enthält. 

Folgende zwei Sätze sind für die Theorie grundlegend: 
1. Ist die Darstellung ~ vollständig reduzibel, so ist das System 6 halb

einfach. 
2. Ist d•e Darstellung lJ irreduzibel oder zerfällt sie in äquivalente 

irreduzible Bestandteile, so ist 6 einfach. 
Beweis von 1. Ist c das Radikal von 6, so werden die Elemente 

von c nach § 123, Satz 2 in jeder irreduziblen Darstellung durch Null 
dargestellt. Da ~ eine treue Darstellung ist, folgt c = 0. 

Beweis von 2. Das System 6 ist jedenfalls halbeinfach, also direkte 
Summe von vollen Matrixringen: 6 = a1 + · · · + a,. Nach § 121 
werden in einer irreduziblen Darstellung alle al' bis auf ein a,. durch Null 
dargestellt. Daran ändert sich auch nichts, wenn die Darstellung einige 
Male wiederholt wird. Wenn die Darstellung treu ist, kann es demnach 
nur ein a1 geben; d. h. 6 ist ein voller Matrixring, also ein einfaches 
System. 

Aus den Sätzen 1. und 2. folgen unmittelbar ein Satz von BURNSIDE 
und dessen von FROBENIUS und ScHUR gefundene Verallgemeinerung, 
die in den älteren Begründungen der Darstellungstheorie eine fundamen
tale Rolle spielten: 

Satz von BURNSink.. In einer absolut irreduziblen Halbgruppe von 
Matrices n-ten Grades gibt es genau n 2 linear unabhängige Matrices. 

Verallgemeinerung. Wenn eine Halbgruppe von Matrices im KörperA 
in absolut irreduzible Bestandteile zerfällt, unter denen s inäquit•alente 
von den Graden n1 , ••• , n, vorkommen, so enthält die Halbgruppe genau 

ni + ni + · · · + n; 
linear unabhängige Matrices (in bezug auf A, oder, falls die Matrix
elemente alle schon in P l•egen, in bezug a14f P). 

Beweis der Verallgemeinerung. Die lineare Hülle der gegebenen 
Halbgruppe, gebildet in bezug auf A, ist Summe von s vollen Matrix
ringen der Grade n1 , n2 , ••• , n, üb<'r A und hat daher ckn Rang 
n~ + nf + · · · + n;. 
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In Körpern der Charakteristik Null gilt weiter der Spurensatz: 
W M~n zwei H tdbgruppen sich eineindeutig und produkttreu aufeinander 

beziehen lassen (oder noch allgemeiner, wenn sie sich beide als Darstellungen 
einer einzigen abstrakten Halbgruppe auflassen lassen) und wenn dabei 
die Spt~Ten entsprechender Matrices gleich sind, so sind die beiden Halb
gruppen (bzw. die beiden Darstellungen) äquivalent. 

Beweis: Indem man entsprechende Matrices A und B der beiden 
Halbgruppen aneinanderreiht: 

(1) (: ;) 

erhält man eine neue vollständige reduzible Halbgruppe g, deren lineare 
Hülle ein hyperkomplexes System S ist. Die Elemente von S sind 
Linearkombinationen der Matrices (1) und zerfallen daher in derselben 
Weise in zwei Bestandteile, die jede für sich je eine Darstellung von S 
ergeben. Die Spuren dieser beiden Darstellungen sind bestimmte 
Linearkombinationen der Spuren der ursprünglichen Matrices A und B 
und stimmen daher für die beiden Darstellungen überein. Also (§ 125) 
sind die beiden Darstellungen von S äquivalent. Daraus folgt die 
Behauptung. 

Ist.1 = P, so lassen sich nach § 123 die Sätze 1 und 2 ohne weiteres 
umkehren. Ist aber A eine echte Erweiterung von P, so muß man sich 
etwas vorsichtiger ausdrücken: 

1 a. Ist S halbeinfach undA separabel über P, so ist 1'ede Darstellung il 
von S in A vollständig reduzibel. 

2a. Ist S einfach und normal i4ber P, so zerfällt jede Darstellung von S 
in A in lauter äquivalente irreduzible Bestandteile. 

Beweis: Nach § 122 wird jede Darstellung von S in A durch eine 
Darstellung von Sx A vermittelt. Ist nun S halbeinfach undA separabel 
über P, so ist nach § 121 auch S X A halbeinfach und daher jede Dar
stellung 'Von S X A in A vollständig reduzibel. Ist S normal und ein
fach über P, so ist S X A ebenfalls einfach, wieder nach § 121, also 
zerfällt jede Darstellung von S x A in A in äquivalente irreduzible 
Bestandteile. Damit sind beide Behauptungen bewiesen. 

Wir nennen eine Halbgruppe normal über P, wenn die lineare Hülle 
normal, also das Zentrum der linearen Hülle gleich dem Grundkörper P 
·ist. Bei einer absolut irreduziblen Halbgruppe, wo alle Zentrumselemente 
die Gestalt ).I haben (Ä inA), bedeutet die Voraussetzung der Normalität 
.einfach, daß alle diese Ä schon in P liegen sollen. 

Wenn man noch 1. und 2. berücksichtigt, kann man 1 a und 2a 
auch so formulieren: 

1 b. Eine vollständig reduzible Halbgruppe linearer Transformationen 
in P bleibt vollständig reduzibel bei jeder separablen Erweiterung des Grund
körpers P. 
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2b. Eine normale irreduzible Halbgruppe linearer Transformationen 
in P bleibt. irreduzibel oder zerfällt in lauter äquivalente irreduzible Bestand
teile bei jeder Erweiter1mg des Grundkörpers. 

Genau so wie 1 b kann man übrigens beweisen: 
1 c. Eine vollständig reduzible Halbgruppe bleibt vollständig reduzibel 

bei jeder Erweiterung des Grundkörpers, falls das Zentrum der linearen 
Hülle direkte Summe von separablen Körpern über P ist. In diesem Fall 
nennt man die Halbgruppe auch absolut vollständig reduzibel. 

Wir betrachten im folgenden nur noch normale irreduzible Halb
gruppen, also Darstellungen von normalen einfachen hyperkomplexen 
Systemen. Wir gehen aus von der (einzigen) irreduziblen Darstellung ~P 
von 6 im Grundkörper P. Nach § 121 gibt es mindestens einen Zer
fällungskörper D derart, daß 6 0 voller Matrixring über D wird. Die irre
duzible Darstellung ~n von 6 in D wird vermittelt durch die Darstellung 
von 6 0 als vollem Matrixring über D. ~n ist nach § 123 absolut 
irreduzibel. ~P wird in D vollständig reduzibel, und die irreduziblen 
Bestandteile können nur äquivalent ~n sein. Wenn die Darstellung ~n 
etwa m-mal in der Zerlegung von ~P vorkommt, so nennt man die Zahl m 
den Index von ~n in bezugauf P, oder auch den Index des Systems 6 
über P. 

Die hyperkomplexe Bedeutung des Index wird durch folgende Be
trachtung klar. Das System 6 sei voller Matrixring über einem Körper LI. 
Dann haben wir in § 123 gesehen, daß die Anzahl der irreduziblen 
Bestandteile, in welche die irreduzible Darstellung ~P von 6 bei Ober
gang von P zu D zerfällt, gleich der Anzahl der irreduziblen Linksideale 
ist, in die das System Lln zerfällt. Diese Anzahl aber haben wir in § 121 
den Grad des Schiefkörpers LI genannt. Mithin: 

Der Index m der absolut irreduziblen Darstellung ~ n von 6 in bezug 
auf P ist gleich dem Grade des zu 6 gehörigen Schiefkörpers über P. 

Wenn 6 voller Matri.xring q-ten Grades über LI ist, so ist 6 0 voller 
Matrixring q-ten Grades über Lln. also voller Matrixring mq-ten Grades 
über D. Der Grad n der absolut irreduziblen Darstellung ~n ist daher 

n= qd. 

Somit gilt: Der Index der Darstellung ~n in bezug auf P ist ein Teiler 
des Grades n derselben Darstellung. 

Jede Darstellung von 6 in P zerfällt in einige zu Silp äquivalente 
irreduzible Bestandteile, welche ihrerseits in D in je m zu ~n äqui
val('nte Darstellungen zerfallen. Also ist die Anzahl der absolut irredu
ziblen Bestandteile ~.a. die in einer in P rationalen Darstellung enthalten 
sind, teilbar durch den Index von ~n· 

Eine solche rationale Darstellung kann man, wenn Q ein endlicher 
Erweiterungskörper von P ist, folgendermaßen erhalten: Man ersetze 
in der Darstellung ~n überall die_ Elemente von D (die Matrixelemente 
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der Darstellung) durch die ihnen in der regulären Darstellung von D 
zugeordneten Matrices. So erhält man aus der Darstellung iln vom 
Grade n eine Darstellung in P vom Grade gn, wog der Körpergrad (D: P) 
ist. Die Anzahl der absolut irreduziblen Bestandteile iln vom Grade n, 
in welche diese Darstellung in !J zerfällt, ist folglich gleich g. Nach 
dem zuletzt formulierten Satz ist g durch m teilbar; also folgt: Der 
Rang (D: P) eines jeden Zerfällungskörpers D endlichen Ranges ist stets 
durch den Index m oder, was dasselbe ist, durch den Grad des zerfällten 
Schiefkörpers teilbar. 

Wir werden diesen Satz später, im Rahmen einer näheren Charakteri
sierung der Zerfällungskörper, noch einmal beweisen. 

§ 181. Anwendungen der Darstellungstheorie auf die Theorie 
der Schiefkörper. 

Wir bemerkten schon im § 122, daß jede Darstellung eines hyper
komplexen Systems S in einem kommutativen Körper K, der den 
Grundkörper P umfaßt, durch eine Darstellung des erweiterten Systems 
SK vermittelt wird. In der Sprache der Darstellungsmoduln heißt dies, 
daß jeder Modul, der @5 als Links- und K als Rechtsmultiplikatoren
bereich besitzt, auch als SK-Linksmodul aufgefaßt werden kann. Der 
Beweis kam darauf hinaus, daß man, wenn @5 = a1P + ... + a.P 
und daher SK = a1 K + · · · + a.K gesetzt wird, für die Elemente m 
des Moduls die Linksmultiplikation mit einem Element von SK erklärt 
durch 

(a1 " 1 + · · · + a•"•)m = a1 m"1 + · · · + a.m"•· 

Die Verifikation der Rechnungsregeln für den SK-Modul bietet keinerlei 
Schwierigkeiten; nur wird beim Beweis des Assoziativgesetzes 

(bc)m = b(cm) 

wesentlich die Kommutativität benutzt: Ist etwa b = a1 " 1 , c = a2 " 1 

(es genügt offenbar, diesen Spezialfall zu betrachten), so folgt das 
Assoziativgesetz aus den Relationen 

(a1"1." aa"ll)m = (a1a2"1"a)m = (ala2)m("l"2)' 

a1 " 1 (a1" 1 • m) = a1 " 1 (a2m"1) = a1 (a1m"2) " 1 = (a1 a2) m ("2" 1). 

Die beiden Ausdrücke sind in der Tat einander gleich, weil " 1 "• = "a"1 

ist. 
Man kann aber auch dann, wenn K nicht kommutativ ist, die Situation 

retten durch Einführung des Begriffs des inversen Ringes (bzw. Schief
körpers) nach § 120. Wir bezeichnen den inversen Ring zu fR allgemein 
mit m·. und bemerken vorher, daß, wenn m hyperkomplex über dem 
kommutativen Körper P ist, fR' ebenfalls als hyperkomplexes System 
über P aufgefaßt werden kann. 
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] eder Modul, der E als Links- und K als Rechtsmultiplikatorenbereich 

besitzt, wo 6 und K hyperkomplexe Systeme über demselben Grundkörper P 
6indl, kann als ( 6 x K')-Linksmodul 2 [oder als ( 6' X K)-Rechtsmodul] 

aufgejaßt werden. 
Beweis wie oben: Es sei 6 = a1 P + · · · + a,. P und daher 6 X K' 

= a1 K' + · · · + a,.K'; dann definieren wir 

{1) (a1 "~ + · · · + a,.~)m = a1 m"1 + · · · + a,.m"n· 

Alle Rechnungsregeln sind jetzt leicht zu verifizieren. Das Assoziativ
gesetz (bc)m = b(cm) folgt aus 

(a1 "~ • a2";)m = (a1 a2"~";)m = (a1a2)m("2 " 1), 

a1 "~ {a2 "; • m) = a1 "~ (a2m"2) = a1 {a2m"2)"i = {a1 a2)m("2 " 1). 

In derselben Weise kann man umgekehrt einen ( 6 x K')-Links
modul auch als einen 6-Links- und i<"-Rechtsmodul auffassen, vermöge 
der Definition m" = "'m. Es handelt sich im Grunde offenbar nur 
darum, daß die Modulisomorphismen, die durch Multiplikation der 
Modulelemente mit den Elementen von K' hervorgerufen werden, statt 
links auch rechts geschrieben werden können, nur daß dann die Reihen
folge der Multiplikationen sich umkehrt: m wird mit " 1 " 2 von rechts 
multipliziert, indem man zuerst mit " 1 , dann mit " 2 von rechts multi
pliziert, dagegen mit~"; von links, indem man erst mit "2• dann mit "1 
von links multipliziert. Isomorphe ( 6 x K')-Moduln ergeben auch iso
morphe 6-Links- und K-Rechtsmoduln, und umgekehrt. 

Diese Tatsachen gestatten mannigfache Anwendungen, insbesondere 
auf den Fall, daß K und 6 beide einfache hyperkomplexe Systeme3 

oder speziell Schiefkörper endlichen Ranges über P sind. Wir nehmen 
an, daß eines der beiden Systeme, 6 oder K, normal über P ist, d. h. 
daß P das Zentrum von 6 oder K ist. Dann habrn wir in§ 121 bewiesen, 
daß das Produkt 6 X K' wieder ein einfaches System ist. Daraus folgt 
nach § 123, daß alle irreduziblen ( 6 x K')-Linksmoduln zueinander und 
zu den minimalen Linksidealen von 6 x K' isomorph sind. Also sind 
auch alle irreduziblen ( 6 Links-, K Rechts)-Doppelmoduln zueinander 
isomorph. 

Ist K ein Schiefkörper, so sind diese Doppelmoduln Darstellungs
moduln im Sinne von § 110, und die Isomorphie aller Darstellungs
moduln bedeutet die Aquivalenz aller irreduziblen Darstellungen von 6 
in K. Und zwar handelt es sich hier, da 6 einfach ist, nur um treue 
Darstellungen, also um Isomorphismen 6 ~ E, wo E ein System von 

1 K darf auch ein beliebiger Erweiterungsring von P sein, der P in seinem 
Zentrum enthält. 

2 Das soll heißen, daß die Operatoren aus 6 x K' links von den Modul
elementen geschrieben werden sollen. 

1 Unter einem .,einfachen System" wird im folgenden immer ein einfaches 
hyperkomplexes System mit Einselement verstanden. 
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Matrices r-ten Grades über K, also ein Unterring des vollen Matrix
ringes K, ist. Je zwei solche Darstellungen@)~ E1 und@) es! .E1 sind 
nun nach dem Bewiesenen äquivalent, d. h. es gibt eine nichtsinguläre 
Matrix Q in K,, so daß, wenn a1 und a1 Darstellungen desselben Elementes 
von @) in E1 und E1 sind, die Relation 

(2) 0'1 = Qa2Q-t 

gilt. Daraus folgt nahezu unmittelbar der erste Hauptsatz der 
Schiefkörpertheorie: 

Sind .E1 und 1:1 zwei zuemander isomorphe, einfache Teilsysteme des 
normalen einfachen hyperkomplexen Systems K,, so wird jeder Isomorphis
mus zwischen E1 und .E1 , der die Elemente des Grundkörpers P invariant 
läßt, durch einen inneren Automorphismus von K, gemäß (2) vermittelt. 

Je zwei solche isomorphe Systeme E1 und E2 kann man nämlich 
immer als Darstellungen eines einzigen Systems @) auffassen. Sind diese 
Darstellungen reduzibel, so zerfallen sie in gleich viele irreduzible, weil 
ihre Grade übereinstimmen (diese sind nämlich beide gleich r). Da 
die irreduziblen Darstellungen äquivalent sind, sind die zerfallenden 
es auch. 

Als Spezialfall ergibt sich, daß jeder Automorphismus von K,, der die 
Elemente von P invariant läßt, ein innerer ist. 

Bisher haben wir uns mit Isomorphismen zwischen zwei Doppel
moduln befaßt; jetzt untersuchen wir die Endomorphismen eines Dar
stellungsmoduls. Die beiden Darstellungen@) es! E1 und @) ~ E1 fallen 
jetzt in einer Darstellung@)~ J: zusammen. Die Endomorphismen des 
Darstellungsmoduls sind nach einer Bemerkung in § 119 (kleine Typen) 
solche linearen Transformationen des Moduls in sich, die mit allen 
Transformationen der Darstellung vertauschbar sind. Ist also Q die 
Matrix einer solchen linearen Transformation, so gilt 

(3) aQ = Qa, 

d. h. Q ist mit allen Elementen von .E vertauschbar. Da sich nun 
der Darstellungsmodul in eindeutiger Weise als (@) X K1)-Linksmodul 
darstellen läßt, so entsprechen den Endomorphismen des Darstellungs
moduls auch eineindeutig Endomorphismen drs (@) X K1)-Linksmoduls, 
wobei der Summe zweier Endomorphismen wieder die Summe, dem 
Produkt das Produkt und dem e-fachen das e-fache entspricht (ein P). 
Falls die Darstellung irreduzibel ist, ist der (@) X K1)-Linksmodul eben
fallsirreduzibel und isomorph einem minimalen Linksideal I von@) X K1

• 

Der Endomorphismenring L1 1 eines solchen Linksideals ist aber nach 
§ 120 invers-isomorph zum Schiefkörper L1 , in dem sich der Ring @) X K 1 

als voller Matrixring L1, darstellen läßt. Ist der Darstellungsmodul 
~ber reduzibel, so zerfällt er in s zueinander isomorphe Darstellungs
moduln, und der Endomorphismenring ist nach § 119 isomorph einem 
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vollen Matrixring LI~ über LI'. Damit haben wir den zweiten Hauptsatz 
gewonnen: 

Wenn 6 X K' isomorph dem vollen Matrixring t-ten Grades Ll1 und 
wenn E ein zu 6 isomorpher Teilring von K, ist, so bilden die mit allen 
Elementen von E vertauschbaren Elemente von K, einen Teilring T in K,, 
der isomorph einem vollen Matrixring LI~ ist, wobei LI' invers-isomorph 
zu LI und wobei s die Anzahl der irreduziblen Bestandteile ist, in welche 
die r-reihigen M atrices des Systems E zerfallen. 

Wir bezeichnen mit (Wl: K) allgemein den Rang eines Moduls IDl 
in bezug auf einen Körper K. Die einzige irreduzible Dar$tellung von 6 
in K sei vom Grade g; dann ist g der Rang des Darstellungsmoduls über K, 
oder, wac;; dasselbe ist, gleich dem Rang eines irreduziblen ( 6 X K')
Linksmoduls über K'. Als solchen kann man ein minimales Linksideal I 
von 6 X K' wählen. Es gelten dann die folgenden Rangrelationen 

(4) (.1:: P) = (6: P) = (6 X K': K') = t • (l: K') = tg 

( 5) g (K' : P) = (I : K') (K' : P) = (I : P) = (l : LI) (LI : P) = t (LI : P) . 

Multipliziert man (4) mit (LI: P) und (5) mit g und vergleicht, so 
ergibt sich 
(6) (.1:: P) (LI: P) = g2 (K: P). 

Da die reduzible Darstellung e; -+- .1: vom Grade r die irreduzible 
Darstellung vom Grade g nach Voraussetzung smal enthält, so ist 

r = sg. 

Multipliziert mdn also (6) mit s2, so kommt 

(.1:: P) s2 (LI : P) = rll (K : P) 

oder, da s2 (LI: P) der Rang des zu T isomorphen Matrixringes LI, und 
ebenso r 2 (K: P) der Rang von K, ist: 

(7) (.1:: P) (T : P) = (K, : P) 

Der zweite Hauptsatz läßt sich einfacher formulieren, wenn man 
von .1: statt von 6 ausgeht und statt 6 X K' das isomorphe System 
.1: X K' betrachtet. Man hat dann: 

Zweiter Hauptsatz der Schiefkörpertheorie. K sei ein Schief
körper endlichen Ranges über P, . und 1: sei ein einfaches System, das im 
vollen Matrixring K, enthalten ist und in s irreduzible Bestandteile zer
fällt. Das Produktsystem .1: x K' sei einfach, also isomorph einem vollen 
Matrixring Ll1• Dann bilden die mit allen Elementen von 1: vertausch
baren Elemente von K, einen einfachen RingT, isomorph einem vollen 
Matrixring LI;, wobei LI' invers-isomorph zu LI ist. Im Spezialfall s = 1 
wird T selbst invers-isomorph zu LI. 

Mit Hilfe der Rangrelation (7) beweisen wir folgenden Ver
tauschungssatz: 
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I sei ein P umfassender einfacher Unterring des vollen Matrixringes K,, 
dessen Zentrum P ist. T sei die Gesamtheit der Elemente von K,, die mit 
allen Elementen von I vertauschbar sind. Dann ist umgekehrt I die Ge
samtheit der Elemente von K,, die mit allen Elementen von T vertauschbar 
sind. 

Beweis: Die Gesamtheit I* der mit allen Elementen von T ver
tauschbaren Elemente umfaßt jedenfalls I, und nach (7) ist 

also 

wie behauptet. 

(I: P) (T :P) = (T :P) (I*: P) = (K,: P) 

(I: P) = (I* : P) 

I*=I 

Jetzt sei r = 1, und I sei ein maximaler kommutativer Unterkörper 
von K. Die Gesamtheit der Elemente von K, die mit allen Elementen 
von I vertauschbar sind, ist I selbst. Denn wenn{) mit allen Elementen 
von I vertauschbar ist, so ist I (fJ) kommutativ und nullteilerfrei, 
also ein Körper, und da I maximal sein sollte, muß {) schon in I 
enthalten sein. Somit ist T = I, und aus (7) wird 

(I: P)2 = (K : P) . 

Damit ist von neuem bewiesen, daß der Rang von K über P eine 
Quadratzahl m• ist. Die Zahl m nannten wir in § 121 den Grad des 
Schiefkörpers K. Wir haben also: 

Der Grad (I: P) eines maximalen kommutativen Unterkörpers von K 
ist gleich dem Grad des normalen Schiefkörkers K. 

Aus dem Hauptsatz folgt weiter, daß I x K' voller Matrixring 
über LI' ist, wobei LI' isomorph zu T =I ist. Der Körper LI' umfaßt 
aber I, da I im Zentrum von I x K' liegt. Also ist L1' =I, d. h. K2-
ist voller Matrixring über I. Also: 

Die maximalen kommutativen Unterkörper von K sind gleichzeitig 
Zerfällungskörper von K. 

Weitere Anwendungen des zweiten Hauptsatzes werden wir im 
nächsten Paragraphen kennenlernen. 

Wir wollen jetzt einige Anwendungen dieser Sätze auf spezielle 
Schiefkörperfragen behandeln. 

1. Bestimmung aller nicht kommutativen Schiefkörper endlichen Grades 
über dem Körper der reellen Zahlen als Grundkörper. 

Ist P der Körper der reellen Zahlen, K der gesuchte Schiefkörper 
vom Index m, Z das Zentrum von K und I ein maximaler kommutativer 
Unterkörper, so ist 

P ~ Z ~ I c K; (I: Z) = m; (K : Z) = m2 • 

Da K nicht kommutativ ist, muß m > 1 sein. Für die Körper Z und I 
kommen nur P und P (i), der Körper der komplexrn Zahlen, in Betracht; 
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denn andere kommutative endliche Erweiterungen hat P nicht. Wegen 
m > 1 ist 1: =F Z; also muß 

1: = p (i), Z = P, m=2 

sein. Der gesuchte Körper K kann also nur den Grad m2 = 4 haben. 
Der Isomorphismus von P (i), der i in -i überführt, muß nach 

dem ersten Hauptsatz der Schiefkörpertheorie durch eine Transformation 
mit einem Element k von K vermittelt werden, d. h. es muß ein k 
geben mit der Eigenschaft 

(7) kik-l = -i. 

Da k nicht in 1: = P (i) enthalten ist, muß 1: (k) = K sein; also ist 
K = P{i, k). Aus (7) folgt: 

k 2ik- 2 = i; 

d. h. k 2 ist mit i vertauschbar. Da k 2 auch mit k vertauschbar ist, so 
liegt k 2 im Zentrum: k2 = a E P. 

Wäre a:?.:: 0, so wäre a = b2, 

k2 - b2 = (k - b) (k + b) = 0, 

k - b = 0 oder k + b = 0, 

also k E P, was nicht geht. Also muß a < 0 sein: a = -b 2 (b =F 0}. 
Durch Multiplikation von k mit dem reellen Faktor b- 1 erreicht man, 
daß k2 = -1 wird, ohne daß die bisherigen Eigenschaften von k ver
lorengehen. Für • und k gelten also die Relationen 

ki = -ik, 

i 2 = k2 = -1. 

Diese charakterisieren aber den Quaternionenkörper. Also ist der 
Quaternionenkörper der einzig mögliche nicht kommutative Schiefkörper von 
endlichem Grade über dem Körper der reellen Zahlen als Grundkörper. 

2. Bestimmung aller endlichen Schiefkörper (Schiefkörper mit endlich 
vielen Elementen). 

IstKein endlicher Schiefkörper, Z sein Zentrum, m2 der Rang von K 
über Z, so ist jedes Element von K in einem maximalen kommutativen 
Unterkörper 1: vom Grade m über Z enthalten. Nun sind alle kom
mutativen Erweiterungen m-ten Grades E eines Galoisfeldes Z von 
P"' Elementen untereinander äquivalent (sie entstehen nämlich durch 
Adjunktion aller Wurzeln der Gleichung x' = x, q = p"m; vgl. § 37). 
Diese Körper gehen also alle durch Transformation mit Elementen " 
von K aus einem unter ihnen, E0 , hervor: 

1: = K1:0K- 1• 

Läßt man das Nullelement von K weg, so wird K zu einer Gruppe ~, 
1:0 zu einer Untergruppe~. E zu einer konjugierten Untergruppe"~"-', 
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und diese konjugierten Untergruppen füllen zusammen die ganze 
Gruppe QJ aus (denn jedes Element von K ist in einem 1: enthalten). 
Nun gilt aber der folgende gruppentheoretische 

Hilfssa tz. Eine echte Untergruppe f) einer endlichen Gruppe & kann 
unmöglich mit ihren Konjugierten sf)s- 1 die ganze Gruppe & ausfüllen. 

Beweis: Es seien n und N die Ordnungen von f) und &, und f 
sei der Index von f), so daß also N = f · n ist. Wenn s und s' zur seihen 
Nebenklasse sf) gehören, also etwa s' = sh(h E A) ist, so folgt: 

s'f)s'- 1 = shf)h·- 1s- 1 = sf)s-· 1 • 

Es gibt also höchstens so viele verschiedene sf)s- 1 , als es Nebenklassen 
gibt, d. h. höchstens f. Wenn diese sf)s- 1 (zu denen auch f) gehört) 
zusammen die Gruppe & ausfüllten, so müßten sie elementefremd sein; 
denn sonst würden sie nicht die erforderlichen N = i · n Elemente 
aufbringen. Da aber je zwei verschiedene sf)s- 1 das Einselement 
gemein haben, so sind sie niemals elementefremd, und wir haben einen 
Widerspruch. 

Für unseren Fall folgt aus dem Hilfssatz, daß f) unmöglich eine 
echte Untergruppe von & sein kann, daß also f) = & und somit K = 1:0 

ist. Folglich ist K kommutativ. Damit ist bewiesen: 
Jeder Schiefkörper mit endlich vielen Elementen ist kommutativ; also 

ein Galoisfeld. 
Füt einen anderen, elementaren Beweis dieses von MACLAGAN

WEDDERBURN herrührenden Satzes siehe E. Wirr: Abh. Math. Sem. 
Harnburg Bd. 8 (1931) S. 413. 

Aufgaben: 1. Ist unter den Voraussetzungen des Vertauschungs
satzes 1: normal über P, so ist K, = 1: X T (MACLAGAN -WEDDERBURN). 
[Das Produkt .ET ist jedenfalls eine Darstellung des direkten Produktes 
1: X T. Ist das letztere einfach, so ist die Darstellung treu. Man ver
gleiche·nun den Rang dieses Produktes mit dem von K.] 

2. Man bestimme alle Körper vom Index 2 über dem rationalen 
Zahlkörper r als Zentrum ("verallgemeinerte Quatemionenkörper"). 

§ 188. Die Brauersehen Algebrenklassen. Charakterisierung der 
Zerfällungskörper. 

In diesem und dem folgenden Paragraphen beschäftigen wir uns 
ausschließlich mit normalen Schiefkörpern K und normalen einfachen 
Algebren Kr über dem festen Grundkörper P. 

Setzt man im zweiten Hauptsatz des vorigen Paragraphen speziell 
1: = K, r = 1, so wird T das Zentrum von K, also T = P. Mithin 
wird 1: x K' voller Matrixring über P. Also: 

Ist K ein Schiefkörper von endlichem Rang über seinem Zentrum P, und 
ist K' der inverse Schiefkörper, so ist K x K' voller Matrixring über P. 



§ 132. Algebrenklasaen. Charakterisierung der Zerfä.llungskörper. 207 

Zum Beispiel ist das direkte Produkt des Quaternionenkörpers mit 
sich selbst der volle Matrixring P,. 

Wir teilen nun die einfachen normalen hyperkomplexen Systeme 
über P in Klassen ein, indem wir zu einer Klasse (K) alle die Systeme K, 
rechnen, die isomorph vollen Matrixringen über demselben Schief-
körper K sind. . 

Sind K und A solche Schiefkörper, so ist K X A wieder normal 
und einfach (§ 121), also 

(1) K X A = Ll1 • 

Aus (1) folgt 

K, X A,= K X P, X A X P,=LitX P"=LI X PI X P"=LI X Pt"=LI,,,. 

somit gehören alle Produkte K, X A, von Systemen der Klassen (K) 
und (A) zu einer Klasse (LI). Diese wird als Produkt der Klassen (K) 
und (A) bezeichnet. Da weiter 

KxA~AxK, 

K X (A X F) = (K X A) X F, 

so ist die Produktbildung kommutativ und assoziativ. Es gibt auch 
eine Einsklasse: die Klasse (P) des Grundkörpers. Schließlich gibt es 
nach dem zuletzt bewiesenen Satz zu jeder Klasse (K) eine inverse 
Klasse, nämlich die Klasse (K') des zu K invers-isomorphen Systems K'. 
Also: Die Klassen von normalen einfachen hyperkomplexen Systemen 
über P bilden eine abelsche Gruppe. Diese heißt die Brauersehe Algebren
klassengruppe. 

Eine Untergruppe der BRAUERsehen Gruppe bilden immer die
jenigen Algebrenklassen, die einen gegebenen kommutativen Körper 1: 
über P als Zerfällungskörper besitzen. Ein Zerfällungskörper von K ist 
nämlich nach § 121 zugleich Zerfällungskörper der ganzen Klasse (K), 
sowie auch Zerfällungskörper der inversen Klasse (K'), weil K' invers
isomorph zu K und daher auch K' x 1: invers-isomorph zu K X 1: 
ist. Besitzen weiter K und A beide den Zerfällungskörper 1:, ist also 

so folgt daraus K X 1:~1:,, A X 1:~1:1 , 

(K X A) X 1:~ K X 1:1 ~ K X 1: X P1 ~1:, X P1 ~1: X P, x P1 ~1:, 1 , 

mithin ist dann 1: auch Zerfällungskörper des Produktes K x A und 
damit der ganzen Produktklasse (K x A). 

Wir wollen nun die Frage, welche endlichen Erweiterungskörper 6 
von P Zerfällungskörper eines gegebenen Schiefkörpers K (oder, was 
dasselbe ist, seines inversen Schiefkörpers K') sein können, mit Hilfe 
des zweiten Hauptsatzes von § 131 näher untersuchen. Durch diesen 
Hauptsatz wird nämlich die Frage nach der Struktur von 6 x K' 
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zurückgeführt auf die Frage nach dem RingT der mit allen Elementen 
von E vertauschbaren Matrices aus K,, wo E eine Darstellung von 6 
durch Matrices aus K, ist. Es gibt unter diesen Darstellungen eine 
einzige irreduzible; diese legen wir der Betrachtung zugrunde. Im 
Hauptsatz ist dann s = 1 zu setzen ; der Ring T wird also ein Schief
körper. Da E kommutativ, also mit sich selbst vertauschbar ist, ist 
T ;a.E, und zwar ist .E im Zentrum von T enthalten. 

Unser Problem ist nun, zu untersuchen, unter welcher Bedingung 
T = E ausfällt. Dann nämlich ist nach dem zweiten Hauptsatz 6 X K' 
isomorph einem vollen Matrixring über T' ~ T = .E ~ 6, also 6 Zer
fällungskörper von K '. 

Ist T = E, so bedeutet das, daß die mit .E elementweise vertausch
baren Elemente von K, alle schon zu .E gehören. E ist dann also 
maximaler kommutativer Unterkörper, sogar maximaler kommutativer 
Unterring von K,. Ist dagegen T :::> E, so gibt es in T Elemente T, die 
nicht zu E gehören, aber doch mit .E vertauschbar sind. Ein solches T 

ergibt, zu E adjungiert, einen kommutativen Körper .E(-r), der ein 
echter Erweiterungskörper von .E ist. Die Eigenschaft T = .E ist 
demnach gleichbedeutend mit der Eigenschaft, daß E maximaler 
kommutativer Unterkörper von K, ist. 

Damit haben wir die folgende Charakterisierung der Zerfällungs
körper gefunden: 

Zerfällungskörper des normalen Schiefkörpers K über P sind diejenigen 
kommutativen Körper 6 über P, deren irreduzible Darstellung durch 
Matrices über K einen maximalen kommutativen Unterkörper (und dann 
zugleich einen maximalen kommutativen Unterring) des Matrixringes K, 
ergibt. 

Es gibt natürlich für jedes r maximale kommutative Unterkörper 
in K,; aber diese brauchen nicht immer irreduzibel zu sein. Ist E ein 
solcher maximaler kommutativer Unterkörper und zerfallen die Matrices 
von E in s äquivalente irreduzible Bestandteile vom Grade g, so defi
niert jeder dieser irreduziblen Bestandteile eine Darstellung .1:1 vom 
Grade g von E. Da .E ein Körper war, ist E1 ein zu E isomorpher 
Körper. E1 ist nun maximaler kommutativer Unterkörper von K9 ; 

denn wenn man E1 zu einem größeren Unterkörper erweitern könnte, 
so könnte man dasselbe mit allen äquivalenten irreduziblen Bestand
teilen machen, und man hätte dann eine Erweiterung von .E inner
halb K,. Also ist .1:1 Zerfällungskörper, und da E ~ .1:1 , ist auch E 
Zerfällungskörper. Somit hat man ohne Rücksicht auf Irreduzibilität 
den Satz: 

Jeder maximale kommutative Unterkörper eines vollen Matrixringes K, 
ist Zerfällungskörper von K, und umgekehrt kann jeder Zerfällungskörper 
als ein solcher maximaler Unterkörper (sogar irreduzibel) dargestellt 
werden. 
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Aus Gleichung (6), § 131 folgt im Fall der irreduziblen Darstellung 
für den Grad eines Zerfällungskörpers (wegen 1: = T) 

(2) (1:: P) 2 = r 2 (K : P). 

Setzt man nach § 121 (K:P) = m2, wo m der sog. Grad von K ist, 
so folgt aus (2) 

(3) { 
(1:: P)2 = rzmz, 

(l::P) =rm. 

Dasselbe hätte man auch direkt aus Gleichung (4), § 131 erhalten 
können: die dortige Zahl t, der Grad des Matrixringes 6 X K ', ist 
nämlich genau unser m, und g, der Grad der irreduziblen Darstellung 
von 6 in K, ist gleich r. Aus (3) folgt nunmehr: 

Der Rang eines Zerfällungskörpers von K ist ein V ielfac~es des Grades m 
von K. Die maximalen kommutativen Teilkörper von K, und nur diese, 
sind Zerfällungskörper vom kleinstmöglichen Range m. 

Wir beweisen schließlich den Satz: 
Jeder normale Schiefkörper K besitzt mindestens einen separablen Zer

fällungskörper. 
Zum Beweis brauchen wir den H ilfssatz: In einem Körper der 

Charakteristik p hat jede P'-reihige Matrix A , die einer Gleichung der 
Gestalt 
(4) AP' = CI (I = Einheitsmatrix) 

genügt, ein charakteristisches Polynom (vgl. § 112) der Gestalt 

X(X) = xP'- ß 
und daher, falls P' > 1 ist, die Spur Null. 

Beweis des Hilfssatzes. Wir können die p•-te Wurzel aus C dem Grund
körper adjungieren, also C = 'YJP' annehmen. Faßt man die Matrix A 
als Matrix einer linearen Transformation eines Vektorraumes auf, so 
gilt für jeden Vektor v 

0 = (AP'- C) V= (AP' -'YJP') V= (A - 'YJ)P'v. 

Die Elementarteiler f,. (x) der Matrix A sind nun auf Grund ihrer Defini
tion (§ 11 1) Teiler von (x - 'YJ)P•, also Potenzen von (x - 'YJ). Das 
charakteristische Polynom x(x) ist Produkt der Elementarteiler, also 
ebenfalls eine Potenz von (x - 'YJ). Da X (x) ein Polynom vom Grade P' 
ist, so folgt 

X(X) =(X- 1])pf = xP'- 1Jpf = xP'- ß. 
Beweis der Existenz separabler Zerfällungskörper. 
Z sei ein maximaler separabler Unterkörper von K und LI das System 

der mit allen Elementen von Z vertauschbaren Elemente von K. Das 
System der mit allen Elementen von LI vertauschbaren Elemente von K 
ist wieder Z; d. h. LI ist normal über Z. (Dasselbe folgt übrigens auch 

v. d. Waerden, Modeme Algebra II. 2. Aufl. 14 
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direkt aus dem zweiten Hauptsatz von § 131, denn mit 6 x K' = L1~ 
ist auch L1' normal.) 

Ist nun {} ein Element von L1, das nicht zu Z gehört, so ist z ({}) 
inseparabel, und zwar vom reduzierten Grad Eins, da sonst z ({}) noch 
einen separablen Unterkörper :::> Z enthalten würde. {} genügt also 
einer irreduziblen Gleichung der Gestalt 

(5) DP·=c. CinZ. 

Dasselbe gilt (mit pe = 1) auch dann, wenn {} selber in z liegt. 
Ist 1: ein maximaler kommutativer Unterkörper von L1, so hat 1: 

ebenfalls den reduzierten Grad Eins, also einen Körpergrad (=Rang) p'. 
1: ist Zerfällungskörper von L1, d. h. L1 X 1: ist voller Matrixring 
über 1:, und zwar vom Grade p1. In dieser Matrixdarstellung haben 
alle Elemente. von L1 nach dem Hilfssatz die Spur Null, falls p' > 1; 
denn aus (5) folgt, wenn A die darstellende Matrix von{} ist, die Matrix
gleichung (4). Alle Matrices von L1 X 1: sind Linearkombinationen 
der Matrices von L1 mit Koeffizienten aus .E, dem Grundkörper des 
Matrixringes. Alle diese Matrices haben also für p1 > 1 die Spur Null. 
Dem widerspricht aber die Tatsache, daß es sich um den vollen Matrix
ring handelt. Somit bleibt p1 = 1 , Z = 1: als einzige Möglichkeit 
übrig. Z ist nun selber maximaler kommutativer Unterkörper von K, 
also Zerfällungskörper. 

§ 188. Verschränkte Produkte; Faktorensysteme. 

Es sei wieder K ein Schiefkörper endlichen Ranges über dem Zen
trum P. Wir wollen· die Struktur von K oder, sofern das nicht direkt 
gelingt, die eines passenden vollen Matrixringes K, explizit beschreiben. 
Zu dem Zweck nehmen wir einen separablen Zerfällungskörper her und 
erweitern ihn zu einem separablen galoisschen Zerfällungskörper I. 
Dieser läßt sich nach§ 132 irreduzibel darstellen als maximaler kommuta
tiver Unterkörper eines passenden zu K gehörigen vollen Matrixringes K,. 
Wir nehmen. also I c K, an und wissen dann nach§ 132, daß jedes mit 
allen Elementen von 1: vertauschbare Element von K, selber zu 1: 
gehört. 

Die GALOissche Gruppe von I (§ 50) besteht aus den Automorphis
men S, T, . . . von 1:, die alle Elemente des Grundkörpers P fest 
lassen. Das Produkt der AutomorphismenSund T (zuerst S, dann T) 
werde diesmal mit ST bezeichnet; ist also ps das durch Ausübung des 
Automorphismus S auf das Körperelement p entstehende Körper
element, so soll psT = (ps)T sein. Die Ordnung der GALOisschen Gruppe 
ist nach § 50 gleich dem Körpergrad n = (K: P). 

Nach dem ersten Hauptsatz der Schiefkörpertheorie lassen sich die 
Automorphismen S dfirch innere Automorphismen von K, erzeugen. Es 
gibt also zu jedemSein in vertierbares Element u8 in K,, so daß für alle P 
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aus 1: gilt 

oder 

(1) 

Das Element u;}.u8 uT ist nach (1) mit allen Elementen von 1: ver
tauschbar, also selber ein Element von 1:. Setzt man also 

so ergibt sich die Multiplikationsregel 

(2) 

D "I 11 b". a as,T em nverses Ur u; u 8 T esltzt, 1st «s,T =l= 0. 
Aus den Relationen (1) folgt, daß die n Elemente u8 in bezugauf 1: 

linear unabhängig sind. Wäre nämlich ein u8 linear abhängig von ge
wissen anderen linear unabhängigen uT, so wäre 

(3) 

Multiplizieren wir diese Relation einerseits von links mit ß unter 
Berücksichtigung der Vertauschungsregel (1), andererseits von rechts 
mit ps, so kommt 

usß8 = 2,uTßTYT = 2,uTyTß8 , 
T '1' 

also durch Vergleich der Koeffizienten 

(4) 

Mindestens ein YT müßte =l= 0 sein, da sonst nach (3) u8 = 0 sein 
würde. Also könnte man den Faktor YT in (4) kürzen: 

ßT = ps. 
Dieses sollte nun für alle ß gelten, also würde T = S folgen. Der Wider
spruch beweist, daß die u8 linear unabhängig waren. 

Nach § 131 ist 

(K,: P) = (1:: P)l = nl, also (K,: 1:) = n. 

Also bilden die n linear unabhängigen u8 eine I-Basis für K,. 
Wir fassen zusammen : 
Es gibt n, den Elementen der Galaissehen Gruppe zugeordnete inver

tierbare Elemente u8 in K,, die eine 1:-Basis für K, bilden und für die 
die Rechenregeln 

(1) ßus = usß8 , 

(2) 
gelten. 

14* 
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Durch diese Rechenregeln ist die Struktur der Algebra K, vollständig 
bestimmt, sobald die n2 von Null verschiedenen Konstanten a8 ,T im 
Körper E bekannt sind. Sie bilden das Noethersche Faktorensystem der 
Algebra K, für den Zerfällungskörper E. 

Auf Grund des Assoziativgesetzes 

müssen die Konstanten a8 ,T den Assoziativrelationen 

(5) as,TBaT,B = asT,Baf.T 
genügen. 

Sind umgekehrt."; beliebige von Null verschiedene Konstanten a8 T 

in E gegeben, die den Bedingungen (5) genügen, so kann man ein~n 
Linearformenmodul 

bilden und auf Grund der Rechenregeln (1), (2) diesen Modul zu einer 
Algebra über P machen. Man beweist ohne Mühe, daß alle Rechnungs
regeln für Algebren erfüllt sind. Die so definierte Algebra heißt nach 
E. NOETHER das versohränkte Produkt des KörpersEmit seiner GALOIS
schen Gruppe zum Faktorensystem as,T· 

Das verschränkte Produkt ist eine einfache Algebra. Wäre nämlich b 
ein vom Nullideal verschiedenes zweiseitiges Ideal, so müßte irgendeine 
geeignete Linearkombination Eu8 y8 modulo b kongruent Null werden, 
anders ausgedrückt: die u8 wären linear abhängig modulo b. Man be
weist aber, genau so wie oben die lineare Unabhängigkeit der u8 auf 
Grund von (1) bewiesen wurde, auch die lineare Unabhängigkeit der 
u8 modulo b, sofern b nicht das Einheitsideal ist. Somit ist die Algebra 
einfach. 

Es gibt auch ein Einselement, nämlich e = u1 aj11• Also ist unsere 
Algebra ein voller Matrixring K, über einem Schiefkörper K. 

Wenn ein Element c = Eu8 y8 mit allen Elementen fJ von E ver
tauschbar ist, 

{Je= c{J, 
so folgt 

((JS- fJ)"'s = 0, 

also "'s = 0 außer für S = 1. Mithin gehört c = u1 ')11 = ea11 y1 zu E. 
Folglich ist E ein maximaler kommutativer Unterkörper von K,. 

Dieselbe Rechnung zeigt, dai K, normal über P ist. Denn wenn c 
dem Zentrum von K, angehören soll, so muß c erstens nach dem eben 
Bewiesenen zu E gehören, zweitens aber auch mit allen u8 vertauschbar 
sein, also alle Automorphismen der GALOISschen Gruppe von E ge
statten. Daraus folgt aber nach § 50, daß c zum Grundkörper P gehört. 
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Wir fassen zusammen: 
Je n 2 von Null verschiedene Größen as,T aus dem Normalkörper E, 

die die Relation (5) erfüllen, bilden das Faktorensystem einer durch die 
Relationen (1), (2) definiert~n normalen einfachen Algebra K, mit dem 
maximalen kommutativen Unterkörper E. 

In einer gegebenen einfachen normalen Algebra K, mit dem maximalen 
kommutativen Unterkörper E sind die u8 noch nicht eindeutig be
stimmt. Ist v8 ein Element, das wie u8 durch Transformation den Auto
morphismus S von E erzeugt: 

Vs 1 ßvs = ß8 • 

so wird u; 1 v8 mit allen Elementen von E vertauschbar, also gleich 
einem Element c8 von E: 

Vs = uscs. 
Es folgt 

Mithin wird das zu den v8 gehörige Faktorensystem bs,T durch 

(6} 

gegeben. Das Faktorensystem bs,T ist von dem ursprünglichen as,T 
als nicht wesentlich verschieden zu betrachten und definiert dieselbe 
Algebra K,. Man nennt es zu a8 ,T assoziiert. 

Bisher sind wir immer von einem galoisschen Zerfällungskörper 
ausgegangen. Man kann aber nach R. BRAUER auch in bezug auf einen 
nicht galoisschen Zerfällungskörper einer einfachen Algebra K, ein 
Faktorensystem definieren. 

Es sei L1 ein endlicher separabler Zerfällungskörper, der nicht galoissch 
zu sein braucht. Es sei (} = (}1 ein primitives Element von L1, also 
L1 = P ((}), und es seien (}"' (lX = 1, 2, ... , n) die konjugierten Größen 
zu (} in einem passenden galoisschen Erweiterungskörper I. 

Es gibt bis auf Äquivalenz nur eine absolut irreduzible Darstellung 
von K, durch Matrices in ..:1. Es sei a --+ A diese Darstellung, und es 
seien a--+ A .. die Darstellungen, die aus der ersten entstehen, indem 
auf die Matrixelemente der Darstellung die Körperisomorphismen 
(}--+ (}"' ausgeübt werden. Da diese Darstellungen alle untereinander 
äquivalent sind (es gibt ja auch in E bis auf Äquivalenz nur eine ir
reduzible Darstellung), so gibt es Matrices P"'p' die die Darstellung A"' 
in A p transformieren : 

A"' = P .. pApP~1· 

Die MatrixP .. p kann im Körper P((}"'' {}p) angenommen werden, denn 
schon in diesem Körper sind die beiden Darstellungen äquivalent. Man 
kann die P .. p weiter so wählen, daß jeder Isomorphismus von P ({}"', Op), 
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der {}a., {}p in ein konjugiertes Paar {}r• {}d überführt, auch Pa.p in Pyd 
überführt. Man braucht zu dem Zweck nur aus jeder Klasse von kon
jugierten Paaren ein Paar cx, ß auszuwählen, dazu ein Pa.pZU bestimmen 
und die übrigen Prd durch die betreffenden Isomorphismen aus Pa.fl 
abzuleiten. 

Man hat nun 

Aa. = Pa.pApP~~ = Pa.pPprArPß;P~1 = Pa.pPp 7 P;;;Aa.Pa.rPß:P~1· 

Daher ist die Matrix Pa.pPpyP~: mit allen Matrices Aa. einer absolut 
irreduziblen Darstellung vertauschbar, also ist sie ein Vielfaches der 
Einheitsmatrix: 

(7) { Pa.pPpyP~~ = Ca.pyl 
Pa.pPpy = CctpyPcty. 

Durch (7) ist das Brauersehe Faktorensystem c«Pr definiert. Es hat 
folgende Eigenschaften : 

a) ca.flr gehört dem Körper P({}a., {}p. {}r) an; 

b) c«Pr c«rd = c"'pd Cpyd; 

c) c:Pr = c"'. P' r', wenn S ein Isomorphismus des Körpers 
P({}"'' {}11 , {}r) ist, der {}"'' {}p, {}r in {}"'.' {}P'• {}r. überführt. 

Die Eigenschaft a) folgt unmittelbar aus der Definition der c"'p, .• 
die Eigenschaft b) aus dem Assoziativgesetz für die Matrices P«P• und 
die Eigenschaft c) aus dem Verhalten der P «fl bei den Isomorphis
men S. 

Ersetzt man P"'p durch k"'pP«P• wobei die von Null verschiedenen 
Körperelemente ka.p dieselben Konjugiertheitsbedingungen zu erfüllen 
haben wie die P«P• so geht das System der c«/Jr in ein assoziiertes Fak
torensystem 

(8) 

über. Ersetzt man andererseits die Darstellung a-+ A durch eine 
äquivalente Darstellung a-+ QAQ- 1, so sind die P"' durch Q"'P "'Q~ 1 

zu ersetzen; man rechnet sofort nach, daß das Faktorensystem c«P;· 
sich dabei nicht ändert. Das Faktorensystem ist also bis auf Assoziiert
heit eindeutig durch Kr und LI allein bestimmt. 

Man könnte die ganze Theorie allein auf die NoETHERschen oder 
auch allein auf die BRAUERsehen Faktorensysteme aufbauen. Einfacher 
und übersichtlicher werden die Beweise aber, wenn man beide Arten 
von Faktorensystemen nebeneinander benutzt und ihre Gleichwertigkeit 
beweist. Einige Eigenschaften lassen sich nämlich leichter für die 
NoETHERSchen, andere wiederum leichter für die BRAUERsehen Faktoren-
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systeme beweisen. Wir fangen mit den grundlegenden Eigenschaften 
der BRAUERsehen Faktorensysteme an. 

Ist K, ein voller Matrixring über dem Grundkörper P, also K, = P,, 
so kann man alle P afJ = I wählen. Alle cafJr werden dann gleich Eins, 
und es folgt: Das Faktorensystem einer schon im Grundkörper zerfallenden 
Algebra ist assoziiert zum Einheitssystem Capy = 1. 

Wir suchen nun das Faktorensystem zu einem direkten Produkt 
K, X A8 • Ist a--+ A die irreduzible Darstellung von K, im Körper LI 
und b--+ B die von A8 im gleichen Körper, so erhält man eine Darstellung 
des Produktsystems K, x A8 , indem man ab durch das KRONECKERsehe 
Produkt A x B (vgl. § 128) darstellt. Daß diese Darstellung absolut 
irreduzibel ist, sieht man leicht, indem man ihren Grad berechnet. Hat 
nämlich die absolut irreduzible Darstellung von K, den Grad n und die 
von A, den Grad m, so hat K, (z. B. nach dem BuRNSIDEschen Satz) 
den Rang n 2 UI)d A, den Rang m2, also K, x A, den Rang n 2m 2, während 
der Grad der Produktdarstellung mn beträgt, also mit dem Grad der 
absolut irreduziblen Darstellung von K, x A, übereinstimmt. 

Wir können nun das Faktorensystem der Produktdarstellung be
rechnen. Aus A"' = P;~ApPafJ und•B"' = Q;~Bp Q .. p folgt 

Aa X Bp = (Pap X Qap)- 1 (Ap X Bp) (Pap X Qap), 

also sind P afJ X Qap die Transformationsmatrices der Produktdarstel
lung. Ebenso folgt aus 

PrxpPfJr = CapyPrxy und QapQpy = drxpyQrxy 

(Prxp X Qap) (Ppy X Qpy) = Crxpydrxpy(P"'Y X Qrxy}. 

Also ist crxfJr d,.py ein Faktorensystem der Produktalgebra K, X A,. 
Wenden wir dieses Ergebnis zunächst auf den Fall K x P, = K, an, 

so folgt, da die d,.fJr in diesem Fall gleich Eins sind, daß der Matrix
ring K, dasselbe Faktorensystem hat wie der Schiefkörper K. Somit ent
spricht jeder BRAUERsehen Algebrenklasse ein einziges Faktorensystem, 
abgesehen von assoziierten. 

Zusammenfassend haben wir: Jedem Element der Brauersehen Alge
brenklassengruppe mit dem Zerfällungskörper LI ist ein bis auf assoziierte 
Systeme eindeutig bestimmtes Faktorensystem c"'ßr zugeordnet, und zwar 
dem Einselement das Einssystem und dem Produktzweier Gruppenelemente 
das Produkt der F aktorensysteme. 

Wir untersuchen nun, wie das BRAUERsehe Faktorensystem einer 
Algebra sich bei einer Erweiterung des Zerfällungskörpers verhält. Es 
sei also LI' = P (1?') ein endlicher Erweiterungskörper von LI = P (1?). 
Jeder Isomorphismus 1?'--+ ,?:. des Körpers LI' induziert auch einen 
Isomorphismus 1?--+ 1?"' des Körpers LI; jeder Nummer cx.' ist also eine 
Nummer cx. zugeordnet. Die vorgelegte Darstellung a --+ A von K, in LI 
kann beim Übergang zu LI' ungeändert gelassen werden. Die konjugierten 
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Darstellungen A,. bleiben dann auch ungeändert, d. h. es ist A~, = A,., 
wenn der Nummer cx.' die Nummer cx. zugeordnet ist. Für die Trans
formationsmatrices P <>fJ lautet die Regel entsprechend: es ist ~· fJ'=P <>fJ, 

wenn den Nummern cx.', ß' die Nummern cx., ß zugeordnet sind. Für 
das Faktorensystem findet man schließlich dieselbe einfache Regel: 
Es ist c~'fJ'r' = c,.fJr• wenn den Nummern cx.', ß',y' die Nummern cx., ß, y 
zugeordnet sind, also wenn die Isomorphismen {)' ....... {)~,, {)' ....... {)'p,, {) ....... {);, 
des Körpers LI' die Isomorphismen {) ....... {),., {) ....... {)fJ, {) ....... {)r des Körpers LI 
induzieren. 

Auf Grund dieser Regel kann man stets von einem beliebigen separab
len Zerfällungskörper L1 zu einem umfassenden galoisschen Körper J: 
übergehen. Die Isomorphismen {) ....... {)" von J: sind dann die Ele
mente 5, T, ... der GALOisschen Gruppe: {)" = ()S, {)fJ = {)T usw. So
mit kann man in diesem Fall die Elemente 5, T, R als Indices statt 
der bisher benutzten cx.,ß,y benutzen und cs,T,R statt c«,fJ,r schreiben. 
Die Regel c) heißt in dieser neuen Bezeichnung so: 

(9) C~,T,R = CsQ,TQ,RQ • 

Nunmehr kann der Anschluß an die NoETHERSchen Faktoren
systeme hergestellt werden. Wir wollen für das eingangs definierte ver
schränkte Produkt K, das BRAUERSehe Faktorensystem berechnen und 
zeigen, daß es mit dem NoETHERschen bis auf die Bezeichnung identisch 
ist. 

Eine irreduzible Darstellung von K, in 1: erhalten wir, indem wir K, 
selbst als Darstellungsmodul auffassen. Die Basiselemente von K, als 
E-Rechtsmodul sind genau die u8 • Die darstellende Matrix eines 
Elementes a = u8 ß (es genügt, sich auf diese Elemente zu beschränken, 
denn alle anderen sind Summen von solchen) wird erhalten, indem man 
dieses Element mit allen Basiselementen Up multipliziert und die Pro
dukte nach den Up entwickelt: 

(usß) Up = usupßT = Uspas,TP· 

Die darstellende Matrix A hat also in der Spalte T und Zeile 5T das 
Element a8, T ßT und sonst überall in jener Spalte Null. Die konjugierte 
Matrix AR hat somit in der Spalte T und Zeile 5T das Element 

(as,TßT)R = a~,TßTR. 

Wir suchen nun die Matrix P1,R zu bestimmen, die A in AR trans
formiert: 

(10) 

Wir nehmen für P 1 R die Matrix, die in der Spalte Y und Zeile YR 
das Element aY,R h~t und sonst überall in jener Spalte Null. Die Rela
tion (10) ist dann erfüllt, denn auf der linken Seite steht in der Spalte T 
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und Zeile STR das Element as,TRpTRaT,R• auf der rechten Seite aber 
a8T,Ra~,TpTR, was wegen (5) dasselbe ist. Damit ist P1,R gefunden. 
Die übrigen Ps,T erhält man (nach der bei der Definition der P"p 
getroffenen Vereinbarung) durch Ausübung der Automorphismen S 
auf P1,R: 

Pf.R = Ps,Rs· 

Die Relation Ps,T PT,R = cs,T,R Ps,R braucht nur fürden FallS= 1 
aufgestellt zu werden, da man durch Ausübung des Isomorphismus S 
immer den Index 1 in S verwandeln kann; vgl. (9). Wir haben es dem
nach nur mit 

oder 

zu tun. Die linke Seite hat in der SpalteS und Zeile STR das Element 

die rechte Seite aber das Element c1 ,Rl,TRas,TR· Also hatmanzusetzen 

(H) CJ,R,TR = aT,R · 

Auf Grund der Formel (11) ist das NoETHERsche Faktorensystem a8 ,T 

bekannt, sobald das BRAUERsehe es ist. Durch das NoETHERsche 
Faktorensystem ist aber die Struktur der Algebra K, festgelegt. Also 
folgt: 

Durch den Zerfällungskörper ..1 und das Faktorensystem c,.py ist eine 
Brauersehe Algebrenklasse eindeutig bestimmt. 

Auf Grund der früheren Überlegungen über das Faktorensystem 
der Produktalgebren hatten wir einen Homomorphismus der Gruppe 
der BRAUERSehen Algebrenklassen mit gegebenem Zerfällungskörper ..1 
zu der Gruppe ihrer Klassen assoziierter Faktorensysteme gefunden. 
Dieser Homomorphismus wird nun auf Grund der bewiesenen Ein
deutigkeit zu einem Isomorphismus. 

Man rechnet ·leicht nach, daß die Relationen (5) eine Folge der 
für die c<X/lr vorausgesetzten Eigenschaften a), b), c) sind. Also gehört 
zu jedem System von Körperelementen c,.ilr mit den Eigenschaften a), b), c) 
eine Algebrenklasse, repräsentiert durch ein verschränktes Produkt mit dem 
durch (11) definierten Faktorensystem as,T· 

Auf Grund von ( 11) übertragen sich die Grundeigenschaften der 
BRAUERSehen Faktorensysteme auf die NoETHERschen. Insbesondere 
ergibt sich auch hier ein Isomorphismus der Gruppe der Algebrenklassen 
mit festem (galoisschen) Zerfällungskörper zu der Gruppe der Klassen 
ihrer assoziierten (NOETHERschen) Faktorensysteme. Wir heben speziell 
hervor: 
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Das verschränkte Produkt K, ist dann und nur dann voller Matrixring 
über dem Grundkörper P, wenn sein Faktorensystem as,T zum Einssystem 
assoziiert ist : 

ci er 
as,T= --. 

Csr 

Aufgaben. 1. Bei einer· Erweiterung des Grundkörpers P zu einem 
Erweiterungskörper A geht der Schiefkörper K in die einfache Algebra K.,1 

über. Zu beweisen, daß das BRAUERsehe Faktorensystem dabei in 
folgender Weise "verkürzt" wird: Man bette die Körper LI und A in 
einen gemeinsamen Oberkörper ein und suche von den zu{} konjugierten 
Größen {}"'diejenigen aus, die auch noch in bezugauf den neuen Grund
körper A zu {}1 konjugiert sind. Die zu drei von diesen{},. gehörigen c,.fJr 

werden beibehalten, alle übrigen weggelassen. In der Sprache der 
NoETHERschen Faktorensysteme heißt das, daß nur diejenigen as,T 
beibehalten werden, bei denen Sund Teinerbestimmten Untergruppe 
(welcher?) der GALOISschen Gruppe angehören. 

2. Mit Hilfe von Aufgabe 1 beantworte man die Frage: Welche 
Unterkörper von 1: sind Zerfällungskörper einer Algebra mit dem Fak
torensystem a8 T? 

Um bei vorgegebenen Körpern P und 1: (oder LI) alle von 1: (bzw. 
von LI) zerfällten Algebrenklassen aufzustellen, hat man nach dem 
vorigen alle möglichen Faktorensysteme as,T (bzw. c,.py) aufzustellen 
und sie in Klassen untereinander assoziierter aufzuteilen. Im all
gemeinen ist das ein sehr schwieriges Problem. Es vereinfacht sich aber 
sehr, wenn 1: ein zyklischer Körper ist. In diesem Falle sind alle 
Elemente T der GALOISschen Gruppe Potenzen eines einzigen Elementes 
S, und man kann die zugehörigen uT auch als Potenzen eines einzigen u8 

(mit Exponenten 0, 1, ... , n -1) wählen. Setzt man u~ = a, so ist a 
mit allen Elementen von 1: vertauschbar, also selber ein Element des 
Körpers 1:, und es gilt 

u:~u~~=u~+i, wenn i+f<n, 

u~u~~ = au~~+J·-n, wenn i + f ~ n. 

Somit ist das ganze Faktorensystem und damit auch die Algebra Kr 
durch Angabe eines' einzigen Elementes a bestimmt. 

a ist aber nicht beliebig wählbar. u~ = a ist nämlich mit u8 ver
tauschbar, also muß aB = a sein. Nach § 50 folgt daraus, weil a alle 
Automorphismen der GALOISschen Gruppe gestattet, daß a zu P gehört. 
Ist das aber der Fall, so ist auch das Assoziativgesetz 

(u~ui8) u~ = u~(u~u~) 
immer erfüllt. Mithin hat a keine weitere Bedingung zu erfüllen als 
zu P zu gehören und von Null verschieden zu sein. 
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Das durch a, E und S definierte verschränkte Produkt heißt eine 
zyklische Algebra und wird nach HASSE mit (a, E, S) bezeichnet. 

Statt u8 schreiben wir fortan kürzer u. Ersetzt man u durch v=uc, 
so ist u 1 durch (uc) 2 = u 2~c. ebenso u 3 durch (uc) 3 = u3cS'~c zu er
setzen usw., schließlich un = a durch 

uncsn-l eS•-• ... eS c = a. N (c), 

wobei die Norm in E zu bilden ist. Da nun die Ersetzung von u durch u c 
die einzige Freiheit ist, die man nach Wahl von E und S noch hat, 
so folgt: 

Zwei zyklische Algebren (a, E, S) und (b, E, S) sind dann und nur 
dann isomorph, wenn a sich von b nur um eine Norm als Faktor unter
scheidet. Insbesondere ist (a, E, S) dann und nur dann voller Matrixring 
über P, wenn a Norm eines Elementes von E ist. 

Aufgaben. 3. Man bestimme von neuem alle Schiefkörper endlichen 
Ranges über dem Körper der reellen Zahlen. 

4. I sei ein GALOis-Feld und Pein Unterkörper von E. Man zeige, 
daß jedes Element von P Norm eines Elementes von Eist und leite 
daraus einen neuen Beweis für den WEDDERBURNschen Satz über die 
endlichen Schiefkörper (§ 131) ab. 
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- über den reellen Zahlen 204. 



224 Sachverzeichnis. 

Schnittpunkt, einfacher 65. 
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