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Vorwort.

Die Berechnung größerer Hängebrücken ergibt bekanntlich nur dann ein ausreichend
wirklichkeitsgetreues Kräftespiel und eine wirtschaftliche Bemessung, wenn - in Abweichung
von den allgemeinen Regeln der Baustatik, aber in Übereinstimmung mit der Behandlung
von Stabilitätsaufgaben - die Systemverformungen in den Gleichgewichtsbedingungen be
rücksichtigt werden (Theorie H. Ordnung oder Verformungstheorie) . Um die mathematischen
Schwierigkeiten und die Rechenarbeit zu beschränken, werden von den Systemverformungen
nur die lotrechten Verschiebungen des Versteifungsträgers infolge Biegebeanspruchung und die
(bei starren Hängern) gleichgroßen der Hängegurte in das Kräftespiel einbezogen. Die Ein
flüsse der anderen Verformungen, wie z. B. der waagerechten Verschiebungen des Hänge
gurtes, bleiben also bei der üblichen Theorie H . Ordnung unbeachtet. Im Zusammenhang
mit dem Bau und dem Entwurf neuerer Hängebrücken größerer Abmessungen war es nun
geboten, die Auswirkungen der übrigen Systemverformungen auf das Kräftespiel umfassend
zu untersuchen. Diesen Zweck verfolgt der erste Teil der vorliegenden Arbeit. Die Neben
einflüsse sind getrennt untersucht, um einerseits die Ungenauigkeit der Berechnung nach
der üblichen Theorie 11. Ordnung festzustellen und andererseits die Wege zu deren Ver
besserung zu zeigen, falls überhaupt die Verminderung des Baustoffaufwandes diese zusätz
liche umfangreiche Rechenarbeit rechtfertigt.

Der zweite Teil beschäftigt sich mit den H ängebrückenmodellen. Es werden zunächst
die Ähnlichkeitsregeln der statischen Modelle näher behandelt. Auf Grund der abgeleiteten
Modellregeln und der theoretischen Untersuchungen im ersten Teil wird das bisher übliche
Hängebrückenmodell erörtert, um seine Leistungsfähigkeit und die Versuchsergebnisse richtig
beurteilen zu können. Es bestätigt sich auch hier, daß die theoretische Lösung der Aufgabe
für den Bau des Modelles und die Durchführung der Versuche richtungsgebend sowie für
die Auswertung der Versuchsergebnisse unentbehrlich ist. Der Modellversuch dient mithin
nur als ein der Berechnung untergeordnetes Hilfsmittel, vermag aber die Theorie nicht zu
ersetzen. Im Anschluß an diese Betrachtung wird das "vereinfachte Hängebrücken-Modell"
(DRP.a.) behandelt, das wesentlich einfacher herzustellen und anzuwenden ist als das übliche
Hängebrückenmodell und diesen an Leistungsfähigkeit nicht nur nicht nachsteht, sondern
für die Ermittlung beschränkter Einflußlinien sogar besser geeignet ist. Ein solches einfaches
Modell empfiehlt sich für den Gebrauch in den statischen Büros zur Erleichterung oder Kon
trolle der Berechnung, insbesondere dann, wenn beim Vorentwurf einer Hängebrücke Bau
art und Systemabmessungen zum Vergleich variiert werden.

Die mitgeteilten Abhandlungen sind Antworten auf Fragen, die die Praxis in neuerer
Zeit gestellt hat. Ein Teil der vorliegenden Untersuchungen entstand im Rahmen der lau
fenden Arbeiten für den Herrn Generalinspektor für das deutsche Straßenwesen, Brücken
amt Hamburg, wofür auch die behandelten Modelle hergestellt worden sind und das "verein
fachte Hängebrücken-Modell" entwickelt wurde. Wir hoffen daher, mit der vorliegenden
Arbeit zur Klärung aktueller theoretischer Einzelfragen und damit zur praktischen För
derung des Hängebrückenbaues beigetragen zu haben.

Dar m s t a d t , Oktober 1941.

K. Klöppel und K. H. Lie.
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Er s t er T eil:

Untersuchung über die in der üblichen 'fheorie H. Ordnung
vernachlässigten Einflüsse.

I. Die übliche Theorie Il. Ordnung und ihre vereinfachenden Annahmen.

(1)

,
I
I

-I

Abb. 1.

Wir wollen zun ächst kurz einen Überblick über die übliche Theorie II. Ordnung der im
Boden verankerten Hängebrücken und ihre vereinfachenden Annahmen geben und dann die
Auswirkung der gemac hten Annahmen getrennt untersuchen. Der üblichen Theorie II. Ord 
nung liegen die folgenden Annahmen
zugrunde

1. Die ständige Last g der Brücke
wird allein von Hängegurten autgenom- I

men. Das ist keine notwendige Annahme,
aber die Hängebrücken werden so mon 
tiert . Trifft dies für einen Teil von g
nicht zu , so wird dieser Teil der ständigen Last zur Verkehrslast p zugezählt. Diese Annahme
bedarf also keiner weiteren Erörterung.

2. Der Hängegurt nimmt unter der Belas tung von g die F orm einer qua drat ischen Parabel
an . Diese Vora ussetzung ist streng gena u, wenn die ständige Last gleichmä ßig über die
horizontale Strecke verteilt ist. Dies ist aber in Wirklichkeit nicht ganz der Fall.

3. Die Längenänderungen der H änger infolge der Temperaturänderung und der Be
anspruchung durch die Verkehrslast werden vernachlässigt.

4. Die infolge der unterschiedlichen horizontalen Verschiebung des Hängegurtes und des
Trägers ent st andene Schrägstellung der Hänger wird nicht berücksichtigt.

5. Die H ängegurte sind auf den waagerechten Sat tellagern der starren P ylonen rei
bungslos gelagert.

Das sind zunächst die fünf Voraussetzungen , die der Theorie II. Ordnung zugrunde liegen.
Aus der Annahme 2 ergibt sich die horizontale Komponente der Kabelzugkraft Hg infolge
der ständigen Last g bei Montagetemperatur zu (Abb. 1)

H /" (1 1
2

g=- g Y =8[ '

H /" (I l
1;g1 = - g1 Y, = 8fl .

Aus den Annahmen 4 und 5 folgt , daß Hg und die Änderung der horizontalen Kom
ponente der Kabelzugkraft infolge der Verkehrslast und der Temperaturänderung Hp in allen
Öffnungen gleich sind. Es besteht somit aus GI. (1) die Beziehung zwischen den Krüm
mungsradien

worin

und

~ = ~ = (Il
!!I g ,

12

(} = - 1/y" = SI

" 1;
(}1 = -I/y 1 = 8f l

(2)

(3)

1 Auf die Vereinfachung, daß man das räumliche Tragwerk als ebene Systeme beha ndelt, wollen wir in
d ieser Arbeit nicht eingehen .

For schungshefte Stahlbau . Heft 6.



2 Untersuchung über die in der üblichen Theorie H. Ordnung vernachlässigten Einflüsse.

bezeichnen. Schließlich erhält man aus den Annahmen 3 und 4, daß die Durchsenkungen
der übereinander liegenden Punkte des Hängegurtes 'YJk und des Trägers 'YJb gleich sind, also
l7k = l7b = 17· Unter einer weiteren Voraussetzung,

6. daß die Verformung des Trägers infolge der Schubbeanspruchung vernachlässigt wird,
was in Anbetracht der im Vergleich zu dem einfachen Vollwandträger kleineren Schub
beanspruchung des Versteifungsträgers bei diesem erst recht verantwortet werden kann,
erhält man den auf den Träger wirkenden Anteil der Verkehrslast zu

(lfJ 17")" = Pb'

Addiert man hierzu die vom Hängegurt aufgenommene Last
- (Hg+ Hp)(Y" +1]")=g+ P-Pb,

so ergibt sich unter Beachtung der GI. (1) und mit der Bezeichnung H = Hg + Hp die erste
Grundgleichung der üblichen Theorie H. Ordnung zu

(EJl7")"=p+y"Hp+Hl7". (4)

Die Gleichung für die Seitenöffnungen erhält man unmittelbar, indem man alle Größen
in vorhergehender Gleichung außer Hund E mit dem Index 1 versieht. Falls der Verstei-

y fungsträger in den Seitenöffnungen nicht am Kabel aufgehängt ist, so
X...-l~ gilt hierfür die einfachere Gleichung

1 I 9' dy (E J 'Y)")" = P (4)'~ I dS _ 1'/ 1 •

lt~~,.~ L Die zweite Grundgleichung ist die Bestimmungsgleichung für u;
-Jg~, i ~ die im folgenden abgeleitet wird. Abb. 2 stellt die waagerechten und

~~-..l, r lotrechten Verschiebungen ~ und 17 eines Elementes des Kabels dar. Es
I 'r bestehen folgende Beziehungen

--i I--
~+d~ ds2 =dx2+ dy2

Abb.2. (ds+ L1 dS)2 = (dx + d~)2+ (dy + dl7)2 .

Subtrahiert man die erste GI. von der zweiten, so ergibt sich

2dsL1 ds + L1 ds2 =2dxd~+d~2+ 2dydl7 +drl . (5)

Macht man eine weitere vereinfachende Annahme,
7. daß die drei quadratischen Glieder in dieser GI. im Vergleich zu den übrigen als kleine

Größen höherer Ordnung angesehen und vernachlässigt werden, so ergibt sich der Ausdruck
ds dy

d~ = dxL1 dS-dxdl7. (6)

Die Längenänderung des Elementes ds infolge der Änderung der Längskraft im Hänge
gurt und die Temperaturschwankung t lautet

L1ds=E~;kds±lXttds, (7)

worin die Kraft
S H _ H g

p cos(lp+ LI lp) cOSlp

beträgt. Nun treffen wir wiederum eine vereinfachende Annahme,
8. daß cos (q; + L1q;) näherungsweise gleich cos q; gesetzt wird, so daß

S = Hp
p cos e

(8)

(8)'

(9)x

~z=Jd~.
I

Aus der Bedingung, daß die beiden Verankerungen I und II des Hängegurtes unverschieb-

und

ist. Die Einführung dieser GI. in GI. (7) und diese in GI. (6) liefert dann

d~ - Hpdx iXttdx 'd
- EkFkCoS3tp ± COS2lp - Y "l



Die übli che Theorie 11. Ordnung und ihre verein fachenden Annahmen. 3

(10)

( 11a)

(11 b)

y'/lp

Abb. 3.

p

p

a)

lieh sind , folgt die zweite Grundgleichung
I

tt , E:n±lXttLt+ I y" J1}dx = O,
o

worin sich das letzt e Glied, das sich üb er alle am Kabel aufgehä ngten Träger erst reckt; durch
I I

Teilintegrat ion von f y' d1} ergibt, weil y' f d1} bei unnachgiebigen Auflagern des Trägers
o 0

ste ts gleich Null ist. Ferner bedeuten die Abkürzungen
1l

L - J FZdx
• - F k COs3 rp

I
II

L=J~t cos291 '
I

worin F'k einen beliebigen Vergleichsquerschnitt bezeichnet.
Nachdem wir die beiden Grundgleichungen abgeleitet und

dabei die vereinfachenden Annahmen aufgezählt haben , soll
noch kurz gezeigt werden, wie man mit den beiden Glei
chungen weiter vorgeht, weil wir später dies als bekannt voraus-
set zen müssen.

Wir betrachten zunächst die Gleichung (4) der Biegelinie
des Versteifungsträgers . Diese GI. kann man auch erhalten,
wenn man sich das Kabel beseitigt denkt, und den freien Versteifungsträger durch die Quer
last p+ y" Hp und gleichzeiti g durch eine Zugkraft H = Hg+Hp belastet denkt, die jeweils
mit dem Hebelarm 1} am Versteifungsträger angreift 1. Die Belastung eines solchen Trägers
kann man ohne weiteres in versc hiedene Teilzustände zerlegen, wenn dabei H konstant
bleibt. Es gilt z. B. in Abb. 3

und in Abb. 4

n«= 1Jb +1}c

Ma=Mb + Mc
Qa = Qb+ Qc

(12a)

(12b)

tlfp
A

Abb.4.

p

x

1}a = 1}b+ 1}c+1}d
Ma =Mb+Mc+Md
Qa=Qb+Qc+Qd'

Aus der Bestimmungsgleichung (10) für Hp ersehen wir ferner , daß

festen Größen des Systems nur noch von dem unbekannten Ausdruck

Hp außer von den
!

f r]d x , welcher den
o

Einfluß der Verkehrslast umfaßt, abhängig ist. Das Integral stellt eine anschauliche Größe
dar, nämlich die Fläche der Biegelinie des Versteifungs- a)

trägers F~. Diesen Wert kann man aber ohne weiteres !!. j[ f..l!-. y'lfp i
auch am gedacht en Träger bestimmen: Damit läßt sich a
die Hängebrücke hinsichtlich der stat ischen Unter - lL 0) If
suchung vollkommen a uf einen dem Versteifungsträger . A'---'--~Ilr-"-----r-----:zs:c.-

h d c) M, (Pj If
entsprec en en "st ellvert ret enden" Träger zurückführen. !LA~-"')kIlHE-:------Kl-t--,:c.-

Auf die praktische Berechnung solcher Träger, die d]
sich t abellarisch weitgehend erfassen läß t 2, wollen wir !LE..~--T"-----""l!""-~A...!L
hier nicht eingehen und möchten auf das einschläg ige
Schrift t um 2-4 verweisen .

1 Zu beachten ist, daß y" H und H nur auf den am Kabel aufgehängte n Teil des Versteifungsträgers wirken,
weil für die nicht aufgehängten Teile die Gleichung (4)' gilt.

2 K. H . Lie, Praktische Berechnung von Hängebr ücken na ch der Theorie H. Ordnung. Diss. T. H. Darm
stadt, 1940. Auszug im Stahlbau, 1941, Heft 14/15 und 16/1 8 (im folgenden mit L zitiert) .

3 F. S t ü s s i: Zur Berechnung der verankerten H ängebrücken. Abh. 1. V. B. H. , Bd.4, Zürich 1936.
4 Durchgehende Balken mit beliebig vielen Öffnungen, bei Beanspruchun g durch längs- und querwirkende

Kräfte . Eisenbau, 1919, Seite 93.

1*



4 Untersuchung über die in der üblichen Theorie II. Ordnung vernachlässigten Einflüsse.

An dieser Stelle möge nur noch der Begriff der " beschränkten Einflußlinie" kurz erl äutert
werden. In der Theorie I. Ordnung oder der Näherungstheorie der Hängebrücke gelangt
man durch die Vernachlässigung der Systemverformungen im Kräftespiel zu der GI.

(EJrj")" =p+ y" u ;

Demnach gilt auch hier der stellvertretende Träger nach Abb. 3 oder 4 mit dem Unterschied,
daß in diesem Fall H =0 ist. Es lassen sich bekanntlich in der Theorie I. Ordnung die Ein
flußlinien für die Formänderungs- und Schnittgrößen des Versteifungsträgers aus zwei Teilen,
nämlich aus der Linie des von Kabel losgelösten Trägers plus der mit einem Faktor multi
plizierten Hp =Linie, zusammensetzen. Dementsprechend kann man in der Theorie II. Ord
nung auch so vorgehen, nur muß man jeweils noch den Axialzug H berücksichtigen. Hieraus
folgt, daß die Einflußlinie auch nur bei jenem Verkehrslastzustand p einen streng richtigen
Wert liefert, wo H p+ Hg =H gerade so groß ist wie das vorher zugrundegelegte. Die Gültig
keit dieser Einflußlinie ist also beschränkt, und sie wird deshalb als "b e s c h r ä n k teE in 
f I u ß li nie" bezeichnet. Da die Einflußlinie nicht für jeden Lastzustand p gültig ist ,

konstruiert man im allgemeinen unter Zugrundelegung von Hf =Hg, H II =Hg+ ~ max Hp

oder HIlI = Hg +max Hp zwei oder drei beschränkte Einflußlinien für die gesuchte Größe
und für die Größe Hp . Aus der Auswertung der Einflußlinien wird dann durch Interpolation
die gesuchte Größe ermittelt. Soll nur die ungünstigste Laststellung festgestellt werden, so
genügt es im allgemeinen, die beschränkte Einflußlinien mit H = Hg zu konstruieren (s.später).

Die Berechnung des stellvertretenden Trägers setzt Hp und H = Hg + Hp als bekannt
voraus. Zur Bestimmung von Hp dient GI. (10). Sie läßt sich für einzelne Hängebrücken
systerne in eine für den praktischen Gebrauch zweckmäßigere Gleichung weiter entwickeln L .

Man multipliziere zunächst die GI. mit (2, um y" von ]/'1 zu entfernen, und mit H um die
Ausdrücke der H-fachen Biegefläche> HF'1 (p) und HF'1 (y" Hp) unmittelbar anwenden zu
können, weil in den Gln. von E; die Größe H überall im Nenner auftritt . Dann wird der
Ausdruck HFl) (y" Hp) des betreffenden Trägers berechnet, in GI. (10) eingesetzt und diese
nach Hp aufgelöst. Es ergibt sich z. B. die Bestimmungsgleichung für die dreifeldrige sym
metrische Hängebrücke mit einfeldrigen Versteifungsträgern von öffnungsweise konstantem
J zu (vg1. Abb . 1)

H
_ kAHF'1(pFFß2CXttEJeLt

p r": 2 4 f X' EJ
3" fl + 3" ft ltAt-8i ß~ + ß2 JirF" «i.

k k

und für das gleiche System mit durchlaufendem Versteifungsträger
stantem J zu

lK
kAHFl)(p) -2q;(~t +~2) =f ß2cx tt E J eLt

2 4 f X' XX' EJ .
3fl + 3"ft ltAt-8 T-pj-4f - ep - +ß2 EkF1eL

Darin sind Al und (2 nach GIn. (2) und (3) und

ß2=~
l·

a=-ß
2

k =1- :tgcx
cx

K' = k + A2 2lt J 1 k
" 1 lJ I

K=k+l:k1

K' - k + A !l k- 1 l 1

tp=H('ti+,tk+rw (Abb.5)

ß"'" ßI 1= ~ga+C;:-2--l'
-Lg!x] t

(13)

von öffnungsweise kon-

(14)

(15)



Die Biegefläche Ftj (p) und die Summe der
Biegewinkel [1 + [ 2 gehen aus Abb. 5 hervor. Diese
Größen sind für verschiedene Lastfälle berechnet
u~d zusammengest ellt worden L .

Damit hab en wir die übliche Theorie 11. Ord
nung kurz durchstreift und wollen in folgenden
Abschnitten die erwähnten verschiedenen Annahmen
nacheinander untersuchen.

Die Auswirkung der Schrägstellung der Hän ger (Annahme 4).
a)

lJ AI, lJ Mz.J!...
711-~ 1 l fJ t Erd H

I .!!!fJ!) I

b) EJ

HcC>~ic~hH
cj M,=1

5

1:00

Abb.6.

\ -
, lfJ" t

J;,'<{] - 5kl

Wl f /\ _ _ e "l

'!'ofdf/JO'r s. Idy,
I' <,JI! rp, -Lttp, r-- I

~ L -
1( \ S, <, 7lkZ'~k2, \ ..... 1

I {s, fdSI,....~J1f
\ ...........
\ y, '::::'J:Jlz rdtJ;
I IL, z , ...........
I \ hz ~

\11' \ Y,
I \ 2

1

11. Die Auswirkung der Schrägstellung der Hänger (Annahme 4).
Die Hänger der Hängebrücke, di~ unter der Wirkung der ständigen Last g in der durch

den Hängegurt und den Versteifungsträger gelegten Ebene lotrecht sein mögen, stellen sich
infolge der Verkehrslast auf der Brücke schräg ein , weil sich die übereinanderliegenden Punkte
des Hängegurtes und des Versteifungsträgers in der waagerechten Längsrichtung unterschied
lich verschieben. Dadurch ent stehen die in der Längsachse der Brücke gerichteten waage
rechten Komponenten der Hängerkräfte, die am H ängegurt und am Versteifungsträger ent
gegengesetzt angreifen . Der Einfluß dieser waagerechten Kräfte soll im folgenden unter
sucht werden .

Die Aufgabe wurde bisher noch nicht
einwandfrei gelöst. Es besteht hierüber
zwar schon eine Arbeit 1, aber in der ange
stellten Berechnung, die auf dem Verfahren I

der Differenzengleichungen aufgebaut ist,
wurde die am Versteifungsträger angreifende
horizontale Komponente der Hängerkräfte
nicht erfaßt. Ferner empfiehlt sich eine
Zuschärfung der in dieser Abhandlung ge
zeigten Berechnung der horizontalen Kab el
kraftkomponente. Außerdem soll der Ein
fluß der Trägerhöhe und der Höhenlage der
Häng erb efestigung am Träger auf das zu 
sätzliche Kräftespiel infolge der Schräg 
steIlung der Hänger untersucht werden.
Grundsätzlich wird das Differenzenglei
chungssystem vermieden, da deren praktische Anwendung nur bei verhältnismäßig wenig
St üt zweit enabschnit ten möglich ist, womit aber eine nicht unbeachtliche Einbuße der
Berechnungsgenauigkeit bei Brücken mit größerer Spannweite und entsprechend vielen
Hängern verbunden sein wird.

Abb . 6 stelle einen Teil einer Hängebrücke im unverformten und verformten Zustand dar.
Der Versteifungsträger von der H öhe d möge der einfac hen Berechnung wegen im unbelasteten
Zustand waagerecht und an der Oberkante an den H ängern aufgehängt sein. Es bietet je-

1 F. S. t ü s s i und E. A m s t ü t z: Verbesserte Formä nderungst heorie verankert er Hängebrücken und Stab
bogen . Schweiz. Bauzt g., Bd. 116 (194.0) , S. 1.

R. 1. A tk i n son und R. V. Southwell haben in der Arbeit " On t he problem of stiffened suspension
bridges, and it s t rea tment by relaxat ion metbods" , J. In st. civ. Eng. 1939, S. 289-312, die horizont alen Verschie
bungen des K abels in den Ansätzen berücksicbtigt und erhielten in der ersten Grundgleichung (4) statt H n" den
Ausdruck H (r( ' + y" n und für Hp die folgende Gleichung :

II

H L J( 2 Ho ) , 'd 0p-- - cos 1fJ - -~- Y . I} X = .
EkFZ s, »,

I

Die Gleichung unterscheidet sich von GI. (10) nur durch den Kl ammerausdruck unter dem Integral, der in der
üblichen Theorie II. Ordnung gleich 1 ist . Im übrigen setze n die Verfasser das H über die ganze Kabellänge kon
sta nt voraus. Das Kräftespiel wird infolgedessen für die Beurteilung der vorliegenden Einzelfrage noch nicht
genügend genau erfaßt.
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doch grundsätzlich keine Schwierigkeit, die Anfangsneigung der Trägerachse und die Auf
hängepunkte unterhalb der Trägeroberkante zu berücksichtigen.

Wir betrachten zunächst das Gleichgewicht des Hängegurtes im verformten Zustand.
Dabei wollen wir im folgenden die Annahme gelten lassen, daß die Durchbiegungen des
Hängegurtes und des Trägers einander gleich sind, also

'YJkn ='YJbn ='YJn·
Als Beispiel nehmen wir den Punkt 2'. Aus EH = 0 folgt

S2cos (Cf!2 + ,1Cf!2) - SI COS (Cf!1 + ,1Cf!1) + W2= 0
oder H2-H1 + W2 =O .

Entsprechend erhält man am Punkt I'

H1-Ho+ W1 = 0 .
Die Einführung dieser Gleichung in die vorgehende liefert dann die allgemeine Beziehung

n

n; =Ho- .2 Wi ,
i =1

(16)

worin Ho gleich der horizontalen Komponente des Kabel- oder Kettenzuges in der li n k e n
Verankerung ist. Mit der Bezeichnung

(19)

(17)

(I8c)

(I8a)

"
,1Hn= - .2 Wi

1

läßt sich die GI. (16) auch in der Form
Hn=Ho+,1Hn

schreiben . Dementsprechend gilt
H pn=Hpo+,1 u; (I8b)

wenn H pn = H n- Hg und H po = Ho- Hg die Änderungen der H -Kraft in der Strecke n
und im li n k e n Rückhaltekabel infolge der Verkehrslast und der Temperaturänderung be
zeichnen.

Der Hängegurt möge nach der üblichen Theorie II. Ordnung überall die Kräfte H p und H
aufweisen . Durch die Berücksichtigung der Schrägstellung der Hänger m ögen diese Kräfte
im 1i n k e n Rückhaltekabel um ,1 Hp zugenommen haben. Wir erhalten somit

H po=Hp+,1H1,

Ho=H+,1Hp.

Die zweite Gleichgewichtsbedingung E V = 0 liefert
V2=H1tg (Cf!1 + ,1Cf!I) - H2tg (Cf!2 + ,1Cf!z)·

Die Einführung der vorhin abgeleiteten Ausdrücke für H1 und H2 ergibt

V2= - (Ho+ ,1 H1}[tg (Cf!2 + L1 Cf!2) - tg (Cf!1 + ,1Cf!I)] + W2tg(Cf!2 + ,1Cf!2)'
Es ist

Mit den Abkürzungen

Y2- Yl =,1 Yl'
LI Yl '
- e- = Yt>

I
I

(20)

geht diese GI. in
Y; + 1]; " I ' "

tg (Cf!1 + ,1 Cf!I) = 1 + ~kl =(Y, +'YJ ,) (I -~k1+ ~kl - + ..)
über. Unter Vernachlässigung der Kleinheit höherer Ordnung ergibt sich

tg (Cf!1 + ,1Cf!I) = y~ + 'YJ: - Y; ~A:l .
Schreibt man den entsprechenden Ausdruck für den Winkel Cf!2 + ,1Cf!2 und bildet die Differenz,
so erhält man mit den Abkürzungen

, r
Y2-Y' " 11- e- = Y2 =Y ,

'YJ ~ -17: 11
- --e- = 'YJ 2 (21)
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(22)

(23)'

tg (!P2 + LI !P2) - tg (!PI + LI !PI) =e(y" + 'I') ~) - e y" ~k2 ,
wobei die Größe - ey; ~~2 wegen ihrer Kleinheit vernachlässigt wurde.

Die Einführung dieser GI. und des entsprechenden Ausdrucks für tg (!P2 + LI !P2) sowie der
GI. (18c) in die GI. (19) liefert dann mit dem Index n statt 2 den allgemeinen Ausdruck

Vn= -eH (y" + '1')::) -eLl Hn-dy" +'I')~)+ eH y" ~~Il + Wn(y:,+ '1'):,)-eLl Hp(Y" + '1')',;) , (23)
wenn man die kleinen Größen höherer Ordnung e(LI Hp+ LI Hn-l) y" ~~k und - Wny~ ~~n

vernachlässigt. In dieser Gleichung ist das erste Glied auf der rechten Seite identisch mit
dem Ausdruck für Vn in der üblichen Theorie Ir. Ordnung, während die übrigen Summanden
die Verbesserung von Vn durch die Berücksichtigung der Schrägstellung der Hänger dar
stellen. Wir wollen das erste Glied mit VI> das zweite bis zum Vorletzten zusammen mit VII
und das letzte mit VIII bezeichnen, also

V = VI+ VII + Vlll
VIn= -eH(y" +'I')~)

VIIn=eH y" ~~n -eLl Hn-l (y" + '1')::) + Wn(y;, + '1');')
Vllln= - eLI Hp(y" +1]::) .

Es sei an dieser Stelle bemerkt, daß hier die positive V-Kraft am Hängegurt nach unten
und am Träger nach oben gerichtet ist.

Die Zerlegung der Käfte H; in H+LlHn+LlH p nach Gln. (18a) bis (18c) und V in
VI + VII + Vlll nach GI. (23)' bezweckt, die Schnitt- und Formänderungsgrößen unter Be
rücksichtigung der Schrägstellung der Hänger so zu ermitteln, daß zu der Lösung nach der
üblichen Theorie H. Ordnung (H, VI) noch zwei Korrekturglieder hinzukommen. Dabei ist
wichtig, die Berechnung so zu gestalten, daß man das erste Korrekturglied infolge der Be
lastungen VII und W (siehe anschließend) aus der ersten Lösung (H, VI) und das zweite
infolge LI Hp (H, Vlll ) aus der zweiten (H, VII, W) ermitteln kann. Dadurch wird die Lösung
wesentlich einfacher und übersichtlicher. .

Wie aus Abb. 6 ersichtlich ist, besteht zwischen V2 und W2 die Beziehung

W - ~k2- ~b2 V
2 - h

2
2 •

die Gleichung

Ganz allgemein gilt

(26)

(24)

(24)'

tON
..--.---l-{rt1}e-----. I

Abb.7.

Aus}; M =0 um Punkt B

W _~kn- ~bn V
n- --Y;n- n·

In diese Gleichung können wir aus GI. (23) für V~ näherungsweise
Vn,...", -e(H +LlHn_1+ ,1 Hp) (y " +1]'~)

einsetzen. Damit erhalten wir

W ( " " ) (H AHA H ) !;kn-~bn
n =e y + 1]1/ + LJ p+ LJ n-l - h---::- '

Nun wollen wir das Gleichgewicht des Versteifungsträgers betrachten. Das Biegemoment
im Punkt 2 oder ganz allgemein im Punkt n lautet

Mn=-E J n1]:: = Mn(G+ P)+ Mn(V)+ Mn(W). (25)
Das Biegemoment Mn (V) in GI. (25) können wir gemäß GI. (23)' in Mn (VI), Mn (VII) und
Mn (Vm) zerlegen. Der erste Teil ergibt sich aus GI. (23)' zu

Mn(VI) =-HYn-H1]n.
Der zweite und dritte Teil lassen sich berechnen, wenn
man Vll und V lll (LI u, siehe später) nach GI. (23)' er
mittelt hat.

Das Biegemoment des einfachen Balkens M~ (W) ist
davon abhängig, ob das feste Lager auf der linken oder
rechten Seite liegt.

Fall a). Das feste Lager liegt auf der linken Seite (Abb. 7).
folgt
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Mit

(27)

ergibt sich hieraus

(28)

(30)

(33a)

(33b)

(33c)

(32a)

(32b)

(32c)

Damit erhält m an das Biegemoment im Querschnitt rechts und links von n

"
Jl~T( W) = n A lO e -. Hb ( ~ -1]n,) - .!; W. ( ~ + 1]n - lJi)

M~I(W) =M~T(W) + W,, -1,

Für die Zahlenrechnung ,kann man den Mittelwert aus diesen beiden Momenten nehmen,
weil in Wirklichkeit die Hänger doch ziemlich dicht nebeneinander angeordnet sind , so daß
kein merklicher Momentensprung auft ritt . Somi t erhalten wir

1I H

M~(W) = n Awe-- -Hb({ - -r1n) + w" : - ( ~ +1]n)27 W.+ 27 W.1]i ' (29)
" ., 1 1

Fall b). Das feste L ager liegt auf der rechten Seite . In diesem Fall bleibt Aw ungeändert,
während das Moment sich zu

d (' d \ " "
J1~(W) = n Awe+ Wn"4 - 2" +1],,)27 wi + I Wi1]i

1 1

ergibt. Nach GI. (29) und (30) werden die in bezug auf der Trägermitte symmet risch liegen
den Querschnitte wegen der Wirkung des festen Lagers selbst ' bei spiegelgleichen jeweils
maßgebenden Belastungen - in Abweichung von der üblichen Theorie H . Ordnung - ver-'
schieden große max Mn aufweisen, d . h . di e m a x M - Li ni e de s Tl' ä g er s ver
I ä u f t ni e h t m e h I' S Y m me t I' i s chi n b e zu g auf die BI' ü c k e n mit t e .
Praktisch ist diejenige von den beiden Gleichungen (29) und (30) von Bedeutung, die größere
Schnitt- oder Formänderungsgrößen liefert. Es sei z. B. das größte positive Moment im linken

Viertelspunkt des Trägers max Mv gesucht, Hb und W wie in Abb. 7 positiv und 1]v > :
(siehe später das Beispiel) . In 'diesem Fall wird GI. (29) einen weniger günst igen Einfluß
auf max Mv liefern als GI. (30).

Wir kommen nun auf GI. (25) zurück und set zen darin die GI. (26) ein. Es ergibt sich
dann unter Beachtung dessen, daß die ständige Last G von H ängegurt allein aufgenommen
wird, also M,,(G)- ·HuYn=O ist ,

-- E J ,,1]:: = M~ (P) - H py,,-H 1],,+ M~ (VII) +M~ (W) +M~ (VIII)' (31)

Die beiden erst en und die beiden vorletzten Glieder sowie den letzten Summanden in
dieser GI. wollen wir zusammenfassen und

ML=M~(P)-HpYn

M~I/I= M~ (VII) +M~ ( W)

M~IIn= M~(VIII)

bezeichnen . Damit läßt si~h die GI. (31) in drei Teile zerlegen

-EJn 1]~1I = M~n -HrjI /l

- - E J n 1];[n = M~ In- H 1] II /l

- E J nrj~II" = M1IIn- H rjIIUI'
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(36)

Die GI. (33 a) ist dieselbe wie in der üblichen Theorie H. Ordnung, während die Gln .
(33b) und (33c) die Korrektur infolge der Schrägstellung der Hänger darstellt. Auf die Lösung
dieser GIn. werden wir später zurückkommen. !t (n rr}

Im folgenden sollen ~b ' ~k und Ll Hp berechnet werden. Abb . 8 -'-1-'--'--+---

stellt die Verschiebungen eines Trägerteiles dar. Unter Vernach- I----e---'>-i

lässigung der geringen Krümmung des Trägers gilt ~~--tlA

- Ll ~bn=e(l-cosTn) . fn:#::'
Beim kleinen Biegewinkel ist ~1-:L1~bn

1 1 t 2 _ 1 1 (LI 11n)2 Abb.8.
COS Tn """ - - g 'l'n- - - ----L.:- . :

2 2 e .

Die Einführung dieses Ausdruckes in die obige Gleichung liefert dann

Ll ~bn= -- ; (Ll
e

17nr (34)

und die Verschiebung des Punktes n ergibt sich für Fall a) der Trägerlagerung zu
n- ]

~ --- '\' Ll ~ .
~blt - ..:.... 'iibl '

o
Den Ausdruck für zl ~k und ~k erhält man unmittelbar aus GI. (9), wenn man darin H pn

nach GIn. (18b) und (18c) und die Differenzen statt der Differentiale sowie die Summe statt
des Integrals schreibt. Man erhält also

Ll I: _ Hp + zl Hp+ zlHn , "'tt _ Ll t
'iikn- e -r- - -e n« gcpn

Ek FkCOS3 cpn - cos2 CP!!
11-1

;kn=2: Ll ~ki , (37)
[

worin sich die Summe von der linken Verankerung I bis zum Punkt n - 1 erstreckt. Aus
diesen beiden Gln. läßt sich dann die Bestimmungsgleichung für die Zugkraft im Hängegurt
wie die GI. (10) anschreiben

L 1 II FZ LlHn e "
(Hp+LlHp) - -- +-- ~ + tY. ttLt+ Z y F'l=O . (:~8)E FO EFo ........ F cos3cp-

k k kk [ k 11

In dieser Gleichung können wir die Biegefläche F'l den GIn. (33a), (33b) und (33c) ent
sprechend in drei Teile

(39)

schreiben. Weiter möge
II FO

LlL(LlHn) = .,'._ _,\, k e s u; (40)
E F0""L.,. F· cos3 cp

k k I k n

bezeichnen. Damit geht GI. (38) iIi

(H p+ Ll Hp)E
L

0 ± iXtt Lt+ Zy" F'll+Zy" F'lII+Zy" F'llll + Ll L(Ll Hn)=O
kFk

über. Zieht man von dieser GI. die für die übliche Theorie H. Ordnung gültige Gleichung

n, L nO ± "'tt Lt+Zy"s.,= 0 (10)
EkJ! k

ab , so erhält man die Bestimmungfgleichung für den Zuwachs der H-Kraft im linken Rück
haltekabel infolge der Schrägstellung der Hänger zu

Ll u,EfFk +Zy"F'llI +Zy" F'lII[+ Ll L (Ll Hn)= o. (38)'

Die Biegeflaäche F'llII ist hervorgerufen durch die Vollast Vm=Ll Hp (y" +rJ") nach GI.
(23)', wobei wir das negative Vorzeichen weggelassen haben, damit + Vm am Träger nach
unten gerichtet wird. Zur Bestimmung von Ll Hp dürfen wir das zweite Glied rJ" in der
Klammer vernachlässigen. Damit lautet F'llII=F'l (y" Ll Hp). Die GI. (38)' für Ll H-f!
sieht dann genau wie GI. (10) für Hp in der üblichen Theorie H. Ordnung aus, wenn man



10 Untersuchung über die in der üblichen The orie H . Ordnung vern achlässigt en Einflüsse.

in GI. (10) die Biegefläche Fl1I=Fl1l (y" Hp) + Fl1l (p) schreibt und im vorliegenden Fall
Fl1II als Fl1I (p) und LI L (LI Hn ) als ()i,tt Lt . auffa ßt. Man kann somit aus GI. (38)' die Be 
stimmungsgleichung für LI Hp genau so weiter entwicke ln wie diejenige fü r Hp in der üb
lichen Theorie II. Ordnung aus GI. (10). Also

LI H
p

= D 'iF l1II - ; cIJL (IJ Hn) H , (41)

worin nach GI. (2) J.j = (!c: (! i und N den Nenner der Bestimmungsgleichung für Hp, z. B.
der GI. (13) oder (14) bedeuten . Der F aktor H kommt daher, weil der Nenner N in der H
fachen Größe angegeben ist. Damit ist die Aufgabe erledigt.

Die Durchbiegung und das Biegemoment des Versteifungsträgers erhalte n wir den GIn .
(33a) bis (33c) entsprec hend zu

(42)rj=rj/ + rjll+ tl u t
M=MI+ M[[+ M m .

Darin sind rjI und MI die Lösungen nach der üblichen Theorie
beiden letzten Glieder

I
J

II. Ordnung, während die

(43)LI rj = rjTI +nin
LI M=MlI+ M m

den Einfluß der Schrägstellung der H änger darst ellen .
E s soll nun im Zusammenhang mit dem Rechnungsgang die Lösung der GIn. (33a) , (33b)

und.(33c) erläut ert werden. Wir haben diese GIn. an Hand des ein feldrigen Versteifungs 
trägers abge leit et . Beim durchlaufenden Versteifungst rä ger stellen sie somit das Kräfte
spiel im Grundsystem dar. Man muß dann weiter die K ontinuit ät sbedingungen berück
sicht igen . Die drei Gleichungen (33a) bis (33c) sind von demselb en Typ. Ihre MO-Linien
bere chnen sich nach GIn . (32a) , (32b) und (32c) , in denen der zweit e Differenitalquotient von
M~ prakti sch meistens konst ant ist , so daß bei öffnungsweise konstantem J des Verstei
fungsträ gers die GI. (33 a ) verhältnismäßig leicht gelöst werden kann". Dagegen sind M~I

und der zweit e Teil von M~[l , nämlich -LI H prjn, keine Kurve des zweiten oder ersten
Grades , so daß man sich zur Lösung von GIn . (33 b) und (33 c) der Annäherungsmethode
oder Differenzenrechnung l ) bedienen muß.

Bei der Durchführung der Berechnung beginnt man mit der GI. (33 a ), d. h. man berechnet
zunächst die Brücke nach der üblichen Theorie II. Ordnung. Hieraus erhält man Hp und
H = H p+ Hg sowie MI und rjl' Dann werden ~b nach GI. (35) und ~k nach GI. (37) ermit t elt,
wobei zunächst näherungsweise rj=rjI und LlHp+LlHn=O gesetzt werden. Damit las sen
sich W und LIn; gleichzeitig nach GIn. (24)' und (17), VII nach GI. (23)' und weiter M o (W)
sowie MO(VII) bere chnen . Bei der Ermittlung von W nach GI. (24)' nimmt 'man zunächst
LI H p = O. Mit der hieraus gewonnenen Biegefläche F l1Il und LI L (LI H,,) nach GI. (40) kann
man dann LI Hp nach GI. (41) ermit teln . Schließlich wird die GI. (33 c) gelöst, wobei man
die Lösung für die erste Teillast LI HpY" unmittelbar aus der Teillösung von GI. (33 a ) für
die Last HpY" erhalten kann.

Die im vorstehenden geschilderte Berechnung kann ve rbessert werden , indem man ~b und
~k unter Zugrundelegung eines neuen Wertes für rj und unter Berücksi cht igung von LI Hp
und LIHn ermit telt und damit die Kräfte W und VII genauer berechnet. Man hat dann
lediglich die Lösung der GIn. (33 b) und (33 c) zu wiederholen , wä hrend die Lösung der
GI. (33 a) unverändert bleibt. Die neue Lösung der GI. (33 c) für den verbesserten Wert LIH~
kann man ohne weiteres durch Multiplikation der Lösung im ersten Rechnungsgang mit dem
Faktor LI H~: LI HpermitteIn. Praktisch ist a lso nur die Wiederholung der Lösung der GI. (33 b)
erforderlich .

Zahlenb ei spiel 1.

Es soll im folgenden die Hängebrücke nach Abb. 9 untersucht werden. Der Berechnung
mögen die aus der beschränkten Einflußlinie entnommene ungünstigste Belastung (mit einer

1) Siehe Fußnote 3, S. 3.
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o?
, : l, -MfOo-1

:r;~

Abb.9.

"';""---'-- l- lSo. OOm

Ek = 1550 t fcm2

p=15 t fm.

gleichzeitigen Temperaturänderung t = + 25° C) für das positive Biegemoment im Viertels
punkt der Mittelöffnung (Punkt 3) und die folgenden- Daten zugrundeliegen :

Versteifungsträger J 1= J = 1l,Om4 E = 2100 t fcm2

H öhe der Träger d1 = d = 8,Om
K abel Fk=0,67m2

Last je Tragwand fJ1 = fJ = 26 tfm

Wir werden für diesen Lastfall auch die
Durchsenkung nv (1]3) des Trägers im Vier
t elspunkt ausrechnen , um die Einflüsse der
verschiedenen Anna hmen auf 1)v festzustel
len. Dieser Lastfall ist allerdings nicht der
für 1]v maßgebende, weicht aber von diesem
nicht viel ab.

Es wurde zunächst die Berechnung nach
der üblichen Theorie H. Ordnung, d. h. die Lösung der GI. (33 a ) allein, durchgeführt . Die
für das vorliegende Syste m gültige Bestimmungsgleichung (13) lautet nach Einsetzen der
Zahlenwerte der Systemabmessungen und (! = 808,2 m, L = 1473,4 m, Lt=1423,8 m, sowie
t=+ 25°C, C(t= 0,000012

H _ H F'7 (p) - ß2 •797,4' 108

»r:47333,6-0,!l280 tzK~ + ß2'264.8,4'1 ~~ '

und nach GI. (15) K~=k +O,706 i;
Mit einem Näherungswert Hp =3645 t und H =Hg+Hp = 21013+ 3645 = 24658 t er 

gaben sich nach GI. (15)
ß:=ß2= 1,067 ' 10-4 ß= I, 033 ' 10-2, (wegen J =J1)

C( = 3,874, k =0,742,
C(1= 1,369, k1 =0,358,
K~= 0,742 + 0,706 ' 0,358 =0,995

und die für die Ermittlung der Biegefläche erforderlichen Zahlenwerte
a 303 C' .- ß= _ . 1,033 ' 10-2 = 1,565, -:::.tn 1,565 =2,287,
2 2

!!- ß__ 447 . 1 033.10-2 =2309 tr f 2309 5 0812 2 ' ." \!.o , . =, ,

[of 3,847 = 24,05l.

Nach der Formelzusammenst ellung L lautet die H-fache Biegefläche infolge p in der Mittel
öffnung

a2 2 (a Gin : ß·[of : ß')
H·F'7(p) =~-(3l-2a)- ~ - - . = 15 922. 104 •

12 ß2 2 ßlEo j IX

Damit ergeben sich der Zähler und der Nenner der Bestimmungsgleichung zu
Z = 15072,0 '104

N = 41505,6

und hieraus

Hp = 3631,3 t , genommen H p = 3632 t.
Eine weitere Verbesserung dieses Wertes ist nicht nötig, da sich die Größe ßfür das neue

H p kaum geändert hat. Wir haben also H p=3632 t, H =24645 t. Damit kann man die
Momente und die Durchbiegungen bestimmen .

Nach GI. (12 a ) set zen sich die Momente und die Durchbiegungen des Versteifungsträgers
in der Mittelöffnung aus zwei Teilen zusammen, der eine Teil infolge der La st p und der andere
Teil infolge der Last y" H p. In den Seitenöffnungen ist p=O und man braucht Mund 1]
nur für die Last y" H p zu ermitteln. Nach der Formelzusammenstellung v gilt für die Mittel-



belastete Strecke

ganze Öffnung

unbelastete Strecke
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öffnung

J.l1 ( )=k(l - 3 in ßx ' + <10! bß 6inß x)
I/; P {J2 6in 2 lX

J11/;(p)=k<1o!~ß=2 Gin ß x '
ß2 6m 2 lX

MI/; ( "H )= 1/" H,p ( 1 _ 6 in ßx + 6 in ßX')
Y P ß2 . 6 in 2 lX .

und für die Seitenöffnungen

M = M ( "H ) = y;'H p (1 -- 6 inß l x + 6inßl x') .
I/; I/; Y P ß 9 rc=. ' " •i . ~m _ lXI

Für die Ermittlung der Durchbiegung gilt ganz allgemein die Beziehung

M~-Mx
171/; = H

worin J.l1 da s vorstehende berechnete Moment und J.l10 das Biegemoment des einfe ldrigen
Trägers nach Abb. 3 ohne den Axialzug H bedeutet. In der Mittelöffnung set zt sich die
Durchbiegung aus zwei Teilen zusammen

( )
Mo (p) - M (p)

YJ P = H

17Üi" Hp)= M o (Y:'H1!~ M (y "H p) ,

worin im vorliegenden Fall Mo (y"Hp ) = - Hp' y ist. In den Seitenöffnungen hat man
wegen p=O

-HpYI-M (y;' Hp)
17= H

Zusammenstellung 1 enthält den Auszug der Zahlenrechnungen für die Mittelöffnung. Daraus
entnehmen wir das Moment und die Durchbiegung des Trägers im Viertelspunkt der Mittel
öffnung

Mv= M 3 = 63645 tm
17=1]3=4,696 m .

Nun kann man an die Lösung der GI. (33 b) herangehen. Zunächst werden ~b nach GIn.
(34) und (35) sowie ~k nach GIn. (36) und (37) berechnet. Es ergeben sich dann aus GI.
(24)', (17) und (23)' die Kräfte W, L1 n, und VII' Damit wird M~I= Mo (W) + M' ( Vu)
ermittelt. Darauf wird die GI. (33 b) nach dem Ann äherungsverfahren- gelöst. Der Rech-

Zusamm enstellung 1: Auszn~ au s den

Erg ebnisse aus der übli chen Theorie H . Ordnung GI. (33a) Ermittlung von 1II~[ und
:

Punkt Jl (p) 7J(p) M (y" H p} 7J(y" Hp) J1[ 'I [ ~b ~k W LJ H VII

tm mm tm mm tm mm mm mm t t t

I

Cl 0 0 0 0 0 0 0 + 354 (-8,1) ,...,0

1 62647 5467 -20010 - 3 105 42637 2362 - 45 - 541 16,6 - 16,6 22,4
2 91663 9921 - 30 479 - 5886 61 184 4035 - 67 -1045 57,0 - 73,6 21,1
:l 99570 12854 -35925 - 8 158 63645 4696 - 71 - 1176 107,7 - 181,3 15,8
4 89773 14128 -38697 - 9826 51 076 4302 - 72 -1069 191,5 - 372,8 10,7
5 58301 13932 -39992 -10842 18309 3090 - 84 - 904 372,0 - 744,8 - 1,7
6 30544 12730 -40371 -11183 - 9827 1 647 -100 - 818 641,0 -1385,8 - 47,6

7 15 996 10992 -23996 150 -118 - 839 270,0 -1655,8 -109,9
8 8353 8974

,.c; ,.c;
- 30 344 852 -126 - 913 108,0 -1763,8 -125,4'" '" -rn rn

9 4313 6 810 ] .;:: - 31 612 -1348 -128 - 967 56,1 - 1819,9 -133,0.,
10 2 135 4570 '" '" - 28 344 - 1 316 -128 - 922 29,8 -1849,7 -140,3S §
11 878 2293 S ~

-19132 - 812 - 130 - 719 14,3 - 1864,0 - 149,3
C2 0 0

;.,
(I . - 135 - 354 (4,3) -1864,0! ta ta

I
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nungsgang war folgender: Man ermittelt zunächst die Biegelinie 'f}~I für M~I und dann die
Biegelinie H'f}~I für das Biegemoment H· 'f}~ll wobei H zunächst beliebig gewählt werden
kann. Im vorliegenden Beispiel wurde der bequemen Zahlenrechnu ng wegen zunächst
H = 10 000 t genommen. Aus 'f}~l und H'f}~I erhält man

() 0 ao 0
'f}Illl = 'f}Il -1-;: II.'f}Il .

Darin bedeutet bo = 1 - --ao und die Größe ~: wird nach bestimmten Regeln gewählt. Die

Lösung der GI. (33 b) läßt sich dann in

'f}II= ao 'f}~I + al bo 'f}h'l
angeben, worin al dieselbe Bedeutung wie ao hat. Es wurden in der Mittelöffnung für
H = 10000t

~!- = 1 60
b '1

a= H a'
71' + 7/

~~ - 0406b
o

- , ,

gewählt. Daraus ergeben sich nach der Formel

a' jb'

für H = 24 645 t die Multiplikatoren :
ao = 0,1414, al bo = 0,338.

Die Durchbiegungen und Momente der GI. (33 b) lauten somit

'f}II = 0,1414' 'f}~I + 0,338 'f}~I,l
und

MJI= M~I-H'f}II=M;I -24645 nu -
Hierauf wurde die Biegefläche F'f}II ermittelt. In der Mittelöffnung laut et sie z. B.

F 'f}II = 0,1414 F'f};I+ 0,338 F 'f}~I ,l ,

worin F'f}° die Biegefläche der 'f}n-Linie bedeutet. Wir erhielten F'f}f[ für die Mittel- und Sei
tenöffnungen zu + 1090,4 m2 und + 61,9 m". Weiter wurden LI L (LI Hn ) nach GI. (40) be 
rechnet. Es ergab sich

. II
1 I s n ;«LI L (LI H ) = _ . -- = - 0 1348 m.

n EkFk I cos3
tpn '

Zahlenrechnungen für die Mittelörrnung.

Lösung der GI. (33 b) Lösung der GI. (33c) Die Verbesserung

M~I '1~I H'I~I '1~I.l
TJlII MIII d TJ = '1JI dM=MII:

'1II MJI (d H u") \(d H 'I") (dH u" ) I (dH 'I") + TJIII + MIIIp pI P pI

tm mm mm mm mm tm mm mm tm tm mm tm

- 7 4CO 0 0 0 0 -7460 0 0 0 0 0 -7460
5622 3590 9835 -403 371 -3522 - 640 -37 - 4 126 - 825 - 306 -8473

18676 7086 19065 -654 781 - 572 - 1214 -75 - 6 286 -1 140 -508 - 7998
30956 10268 27106 - 719 1209 1159 -1682 -90 -7409 -1250 -563 -7500
42963 12928 33425 -643 1611 3258 -2026 - 90 -7980 - 959 -505 -5681
52271 14868 37579 -386 1973 3644 -2236 -75 -8247 - 434 -338 - 5037
61621 15925 39244 - 8 2249 6192 -2306 - 52 -8326 + 90 - 109 -2080

69200 15944 38246 416 2395 10 173 .d -22 .d + 449 + 137 + 2375
71254 14808 34584 767 2353 13262 o 0 o

+ 644 + 327 + 5926'" .s
66171 12488 28452 936 2083 14833 'e

+ 15
...

+ 636 + 416 + 8060~ ~

'" '"52971 90 73 20239 856 1573 14203 8 + 22 8 + 434 + 381 + 8351
30989 4786 10517 516 852 9 989 ~ + 15 8

+ 232 + 227 + 6195>.
0 0 0 0 0 r:t1 0 r:t1 0 0 0
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Damit kann LI E ; nach GI. (41) ermit t elt werden. Für den vorliegenden Fall

ec = el = e= Z2f8f= 808,2 m
Al = A= I
N = 41505,6

erha lten wir
A H _ 1090,4 + 61,9 + 808, 2 ' 0, 1348 _

LI p - 41505,6 246 45 - 749 t.

Nun kann ma n die GI. (33 c) lösen. Ein Teil der Lösung für die Last LI HpY" ergab sich
unmittelbar aus der Lösung von GI. (33 a ) für die Teillast y" Hp, indem diese mit LI Hp: Hp
= 0,20617 multi pliziert wurde. Der zweit e Teil der Lösung für M~Il = - LI Hp17 = - LI Hp171
wur de wieder mit dem vorhin erläuterten Annäherungsverfahren ermit telt . Die Addit ion
der Lösungen von GIn. (33 a ), (33 b) und 33 c) liefert dann die endgült igen Werte des ersten
Rechnungsganges. Wir erhalten die Abweichungen des Momentes und der Durchsenkung
im Viertelspunkt zu

LI Ma= MIl + M lIl = - 7500 tm= - 1I ,7%
Lll7a = l7Il + 17m = - 563 mm = - 12,0 %.

Die Wiederholung der Berechnung mit neuem 17 und unter Berücksichtigung von LI Hp und
LI HlI liefert

und
Diese

LI Ma = - 5042 tm= - 7,9%
Lll7a =-364mm= -7,8 %.

Ergebnisse können wir als die endgültigen Werte ansehen.

ill. Der Einfluß der Pylonenelastizität bei Hängebrücken mit und ohne
Versteüungskabel.

Wie am Anfang des Abschnittes I bet ont wurde, führen die Annahmen 4 und 5 zu der
wesentlichen Vereinfachung, daß die H-Kräfte in allen Öffnungen gleich sind. Nac hdem die
Annahme 4 unt ersucht wurde, wollen wir in diesem Abschnitt die Annahme 5 der waage
rechten reibungslosen Lagerung des H ängegurtes auf den starren Pylonen erörtern. Hierzu
sollen zunächst zwei Auflagerungsarten des Hängegurtes auf den Pylonen unterschieden
werden .

1. Die bewegliche Auflagerung. Die Bauart, daß der Hängegurt auf Sat telrollen
lagern ruht, kommt nur bei den in der neueren Zeit seltener ausg eführten , massiven Pylonen in
Frage. Vernachlässigt man in diesem Fall die rollende Reibung, so ist die Annahme 5 theore
tisch erfüllt. Dies wollen wir jetzt aber nicht mehr gelte n lassen . Zur Berücksichtigung der
Lagerreibung unterscheide man die zwei F älle, ob die für den betreffenden Lastfall mögliche
Reibungskraft R größer oder kleiner ist als die Differenz der H-Kräfte W der beiden angren
zenden Öffnungen, die sich ergibt, wenn man sich den H ängegurt am P ylonenkopf fest ver
bunden denkt . Im ersten F all (R > W) wirkt das Auflager wie -ein festes (siehe unt en) . Im
zweit en F all ist W = R bekannt und man braucht nur diese Differenz der H-Kräfte in der
Berechnung nach der übli chen Theorie H . Ordnung zu berücksichtigen. Hierauf brauchen
wir nicht näher einzugehen.

2. Die feste Auflagerung. Die meisten Hängebrücken haben pendelnde oder einge
spannt e Pylonen aus Stahl, an deren Kopf der Hängegurt fest verbunden ist. Auch in diesem
F all sind die H-Kräfte in den verschiedenen Öffnungen verschieden. Der Unterschied hängt
von der noch näher zu definierenden Pylonenelastizität ab .

Ein weiterer Umstand, der außerhalb der Annahmen 4 und 5 liegt, aber auch unter 
schiedliche H -Kräft e hervorruft , ist das bei wenigen Brücken angeordnete, systemverst eifende
Zusatzkabel - im folgenden kurz "Verst eifungskabel" genannt -, das sich am Pylonenkopf
mit dem Hängegurt verbindet. Im folgenden wird auch dieses System untersucht, da es sich
t heoretisc h ebenso behandeln läßt, wie die häufiger vorkommenden H ängebrücken ohne
Versteifungskabel.

Die Berücksichtigung der Pylonenelastizität und des Versteifungskabels erschwert die
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Berechnung. Dan a und Rap p 1 haben zunächst ein Näherungsverfahren zur Ermittlung
der horizontalen Verschiebungen der Pylonen und der Durchsenkungen des Trägers unter
Berücksichtigung der Pylonenbewegung bei der Vollast in einer oder mehreren Öffnungen
angegeben. Das Verfahren gilt für Systeme mit und ohne Versteifungskabel. Für Hänge
brücken über drei Öffnungen mit einfeldrigen Versteifungsträgern ohne Versteifungskabel
haben K r i v 0 s li ein 2 und P i g e a u d 3 die Berechnung unter Berücksichtigung der Wir
kung von eingespannten Pylonen durchgeführt. Ku e s te r 4 hat das System mit Verstei
fungskabeln behandelt. Sein Verfahren, das er in einer anderen Schrift angegeben hat,
haben die Verfasser jedoch nicht kennenlernen können. Im folgenden wollen wir die Ver
formungstheorie der Hängebrücke mit und ohne Versteifungskabel unter Berücksichtigung
von Verschiebungen der Pendel- oder Einspannpylonen ganz allgemein entwickeln, wobei das
System mit einfeldrigen Versteifungsträgern und dasjenige mit Durchlaufträgern getrennt
behandelt werden.

A. Hängebrücken mit einfeldrigen Versteifungsträgern.
1. Systeme mit Versteifungskabeln.

Bei der Ableitung des Verfahrens werden wir im folgenden zunächst die Hängebrücke mit
Versteifungskabeln behandeln. Daraus lassen sich dann die Formeln für das System ohne
Versteifungskabel ganz leicht an- J;; n
geben. Abb. 10 stellt eine H änge
brücke mit Versteifungskabeln über
r-Öffnungen dar. Die Pylonen sind
unten am Fuß entweder gelenkig
gelagert oder eingespannt. Wir :"-l.-.-1

wollen zunächst zeigen, daß die Ge- Abb. 10.
lenklagerung und die Einspannung
in unseren weiteren Untersuchungen auf gleicher Basis behandelt werden können. Abb. 11 a
veranschaulieht die bei der unbelasteten Brücke an der lotrechten Pylone n angreifenden
Kräfte und Abb . 11b sowie 11d die Kräfte und die Verschiebung der Pylone infolge der Be
lastung p und der Temperaturänderung t.

A. A.

F!,-1
I
I
I
I
I
I
I
I
I

J-n~, ,
n n'

Abb.lla. Abb.ll b. Abb.llc. Abb.lld.

Aus der Gleichgewichtsbedingung .2H =0 im Punkt n' und n und unter Einführung
der positiven W·Kraft in die Gleichung folgt sowohl für die Einspannpylone (Abb. 11b)

1 Modified Dane method. G. E. Beg g s, R. E. D a v i sund H. E. D a v i s : Test on structural Models
of proposed San Francisco-Oakland Suspension bridge, Univ. California, 1933, Seite 151.

2 G. G. Kr i v 0 s h ein: La theorie exacte des Ponts suspendus a trois travees. Bericht über die 11. Inter
nationale Tagung für Brücken. und Hochbau, Wien 1930. Oder vom gleichen Verfasser: Simplified calculation
of statically indererminate bridges Prag, 1930, S.278.

3 M- Pi g e a ud: Calcul des ponts suspendus. Annales des Ponts et Ohausaees, Paris 1939, S. 306 u.421.
4 E. Ku e s t er: Hängebrücken von vielen Spannweiten mit Versteifungskabeln. Abh. der LV.B .H .

Bd.4 (1936) Seite 367.
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als auch für die Pendelpylone (Abb. 11 d):

Wn+ Hn+! +H~+l -Hn -H;,=O

H(n-';-1 )U+ HCn+1)o- Hnrl - H:/O = 0 .
Die Subt raktion der beiden GIn. liefert

Wn+ H(n+1)p-Hnp+ H(n+l)p-H:,p= 0 ,

worin Hnp und H~p die Änderung .~er horizont alen K om ponente der Zugkräfte im H än ge
gurt und im Versteifungskabel der Offnung n infolge p und t bedeut en sollen , die im folgenden
wegen der einfachen Schre ibwe ise mit X" und X;, bezeichnet werden,

also lf'n+Xnl-l - X n+X;,+l - X;'=O . (44)

Die Kraft Wn berechnet sich bei der Ein s p an n p y Ion e nach
W _ _ ~n

n - . En ' (45)

worin en nach Abb. 11c die Verschiebung der P ylone n infolge der Kraft 1 bedeutet, die wir
als "P ylonenelas t izität" bezeichnen wollen . Das negative Vorzeichen auf der rechten Seite der
GI. kommt daher, weil die von der P ylone auf den Punkt n' des Hängegurtes und des Ver
st eifungskabels wirkende Kraft Wn der Verschiebung ~n entgegengerichtet ist. E s sei an
dieser St elle bemerkt , daß JYn , wie es aus GI. (44) ers icht lich ist , nur die Differenz der Hp'
Kräfte zweier angrenze nden Offnungen darstellt . P raktisch läßt es sich aber bei der Montage
der Brücke auch kaum ermöglichen , daß Hu in allen Offnungen gleich gro ß ist. Dies spielt für
un sere weitere Betrachtung jedoch keine Ro lle, weil bei der Ableitung der GI. (44) durch die
Subtrakt ion der Gleichgewicht sbe dingungen }; H = 0 im Punkt n' und n die Differenz der
Kräft e H(nl-l)Uund Hng , kurz Wng genannt, wegfällt. Bei der Bemessung der P ylone muß
man natürlich sowohl Wn als auch Wng berücksichtigen .

Betracht et man die Pylone n als einen Stab mit dem E-Modul E p und dem konstant en
Trägheitsmoment " np, so läßt sich ihre Elastizit ät en nach Abb. ] I c in

en= 11, ,. (tgy,. _ 1)
An Yn . (46 a)

angeben, wenn das üb er die ganze Höhe gleichmäßig ver teilte Gewicht g der P ylone annähernd

durch die Last ~n an der P ylonenspitze ersetzt wird. Mit

A~=Vn + V~ + Vn+I+V~+1 (46 b)
beträgt also in der vorstehenden GI.

(46 c)

Ferner bedeutet

Yn = s;VE:;np . (46 d)

Für verschiedene y findet man den Klammerausdruck in GI. (46 a ) in einer Tabelle- zus am 
mengestellt. An Stelle der GI. (46 a) genügt für die praktische Berechnung auch die N äherungs
formel

1
en = '~e~, (47 a)

1--
Pk

worin P" die Eulersche Knicklast der P ylone und e~ die Verschiebung des P ylonenkopfes
nach Abb. 11c bei An = .0 bedeuten. Beim konstanten Jnp der P ylone hat man

o ' h~ n 2 EpJnp n 2 h,.
1311 = 3E

p
J np , Pk = 4hk =12 E~' (47b)

Bei der Pe n d e l p y Ion e erhalten wir aus Abb. (11 d) die von der Pylone auf den
Hängegurt und das Versteifungskabel wirkende Kraft Wn zu

W = An~n +Gn ~n
n b» 2 hn '

I Stahlbau-Kalender 1942, S. 120.
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worin Gn das Eigengewicht der Pylone n bedeutet , das in hn/2 angreifen möge. Diese GI. läßt
sich auch in der Form der GI. (45) schreiben, wenn wir die ged achte Elastizität Sn der Pendel
py lone einführen :

hn
Sn= - An ' (4R)

worin An die Abkürzung nach GI. (46 c) bedeutet.
Man ersieht, daß der Unterschied zwischen der P endel- und Einspannpylone nur in der

Elastizität S liegt. Die Elastizität der Pendelpylone nach GI. (48) ist im Gegensatz zu der der
Einspannpylone deshalb negativ, weil hier zur Aufrechte rhalt ung des Gleichgewichtes der
Pylone die Kraft I - umgekehrt wie im Abb . II c - entgegengesetzt zur Verschiebung ~

wirken muß. Wesentlich ist, daß nicht nur bei der eingespannten Pylone , sondern auch bei
der gelenkig gelagerten verschieden große H~Kräfte in den Hängegurten der angrenzenden
Öffnungen auftreten können, was im übrigen auch das Kräftepolygon an der Auflagerstelle
der Hängegurte ausweisen würde . .

Nachdem wir gezeigt haben, daß die Einspann- und Pendelpylone stat isch in derselben
Weise behandelt werden können , soll die seit liche Verschiebung der Pylone ~n berechnet wer
den . Diese ergibt sich durch die Einführung der GI. (45) in GI. (44) zu

~n=En [(Xll +1-Xn)+ (X~ .Lt - X ;.)]
(49)oder abgekürzt

~" =E,,LI [X+ X'] " .

Nun wollen wir die Kräfte X und X ' berechnen. Für den Hängegurt in der Öffnung n
gilt nach GI. (10)

X n E LF'~1 ± lXt l L tn + y~ F'7
fl

(p) + y~ F'7
fl

(X y") = LI L , (50)
k kn

worin F'7" (p) und F'7n (Xy") die Biegefläche infolge der Teillasten p und Xy" des dem Ver
st eifungst räger der Öffnung n entsprechenden Ersatzträgers bedeut en , der außer durch die
Querl ast noch durch den achsialen Zug

Hn = Hng+ H"p= Hng + X"

beansprucht ist. Da der Träger einfeldrig ist, braucht man zur Ermittlung der Biegefläche
F'7

tl
nur die Querlasten p und X"y:: sowie den Achsialzug Hn, also p und X n, in dieser Öff

nung zu kennen. Mit anderen Worten : F'7" ist unmit telbar nur von p und X n abhängig. Darin
besteht ein wesentlicher Unterschied zwischen dem einfeldrigen und dem durchlaufenden
Versteifungsträger ; denn beim Durchlaufträger wird F'7nnoch durch p, X y" und H in den
anderen Öffnungen beeinflußt. Deshalb wollen wir die beiden Systeme getrennt behandeln.

Da beim Ersatz träger die lineare Abh än gigkeit zwischen der F ormänderung und der Quer 
last. besteht, können wir

F'7
11

(X"y:,/)=X"F'7 /1 ( y~ ) (51)

schreiben . Führt man diesen Ausdruck in GI. (50) ein, so ergibt sich unter Beachtung der
GI. (3)

oder

wenn darin bedeuten:
(52)

(53 a)

und

(53 b)

(53 c)
Forsc hungsnetto s tah tba u , Heft o. 2
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Die Biegefläche in GI. (53 a) ergibt sich nach der Formel L zu

1F (1) 1(1;: Znkn)
- 1J

JL
- ==.- 92 - 2 2 ,en e« u; Le" eil ßI<

worin ß~ und k« die Bezeichnungen nach GI. (15) bedeuten. Die c5n p -Wert e für verschiedene
Lastfälle sind berechnet und zusammengeste llt worden L .

Zur Ableitung der GI. für das Verst eifungskab el wollen wir zwei Fälle unt erscheiden.
F all a : Das Versteifungskabel sei mit der Vorspannung s: = H;lO waagerecht gespannt,

was prakt isch natürlich nicht ausführbar ist. In diesem F all hab en wir

, z" - -
X" -E' F' ± IXt t ln= Ll ln

k k n

oder

X~ c5~ ± c5 ~t = L1 l~ ,
...__.._- _._ "- - -- - -

wenn wir die Bezeichnungen einführen :
(54)

(55 a)

(57)

(59)

c5,;t = IXttln. (56 a)

Fa l l b : Das Versteifungskabel vom Gewicht g;' t im ist mit dem Anfangspfeil j', frei an
den Pylonen gehängt. Da die Kurve sehr flach ist, kann man die Kettenkurve gleich der
Parabel setzen. Die Zugkraft bei der unbelastet en Brücke beträgt also

'/"H ' _ . y-:....,i
,,0- «t;

-
Infolge der Temperaturänderung und der Pylonenverschiebungen ändern sich l« um

Ain und j,; um Aj,; . Dab ei ergibt sich die Zugkraft zu

H' x, = y~ (i-" j-_~ln)~ y~i;' (· _ ,1 /~)
,,0 + n 8 (f ' I Af') 8 f' 1 f ' .u T LJ n . n '. n .

Die Subt rakt ion der GI. (57) von dieser GI. liefert

X~'= - ;~f1 LJj,; . (58)

Es gilt nun andererseits auch GI. (50), die im vorliegenden F all die Beziehung liefert 1

, L~ L ' 16 t; f' -
X" ~F' ±IXtt nt - 3'=-LJ Jn= LJ l" .

Ek ktl Zn

Führt man den Ausdruck für LJj~ aus GI. (58) in (59) ein , so ergibt sich mit den Bezeich
nungen

L ' ,
c5 ' __tl_ + ~~ (ln) 3
,,- EkFkn 3y~ Z" (55 b)

und c5 ;,t = IXttL;'t (56 b)
ebenfa lls die Bedingungsgleichung (54).

Wir haben bisher die Verformung und das Gleichgewicht der Pylone, des Hängegurte s
und des Verste ifungskabels untersucht und dabei drei grundlegende Gln. abgeleit et, nämlich
die Gln. (49), (52) und (54). Diese GIn. enthalten vier Unbekannte :

X"' X~ , LJ in und ~n .
Es fehlt nun noch die viert e GI. Diese ergibt sich aus der geometrischen Bedingung

LJ l«= ~n -~n-l . (60)

Die Einführung der GI. (49) in diese GI. liefert somit

E,,(Xn+ 1+ X~+I ) - (En+E"_ I)(Xn+ X ;') + E"_l (Xn-1+X~_l ) = LJ ln . (61)

1) In den GIn. (58) und (59) hät te ma n die Glieder mit ,11:. von höheren Potenzen ohne weite res berück 
sicht igen könn en. Dies führt jedoch zum nicht linearen Gleichungssystem für X~ und Xn, wovon wir hier Abstand
nehmen wollen.
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Aus den drei Gln. (52), (54) und (61) lassen sich dann durch Eliminieren die Gln . für X n, X;'
und Llln aufstellen. Wir erhalten zunächst durch das Gleichsetzen der beiden ersten GIn.
die Beziehung zwischen Xn und X~ zu

X' - X 15" _ _ äl/~,=f~~t~~;,t
11 - n 0:' 15;,

Setzen wir diesen Ausdruck für X :, und denjenigen für Llln aus Gl. (52) in GI. (61) ein , so er
gibt sich mit

01/
fln=?

(JI/

Zn = ~np=f ~nt ± ~~t
die Gleichung für X n

. Z~

Sn-1 (1+ fl11-1) X n_1 - (~" + (1+ fln) (Sn_1 + sn)) X n+ sn(l + fln+1) X" +l = -;v- S"_1 - -
n-l

Zn , Zn +1
- (~np =f ~lIt) -7 (Sn-1 -r Sn)+,,- Sn .

"'11 "1/+1
oder abgekürzt :

(63)

(64)

(65)

(65 a)

(öij a)'

(61 a)'

anX n-1+ bnXn+ CnX n+'1 = Bn , (65)

Wir erhalten somit dreigliedrige Gln. zur Bestimmung von X. Es läßt sich für jede Öff
nung eine solche GI. aufstellen, so daß die r unbekannten Größen X aus l' Gln . berechnet
werden können. Die erste und die letzte GI. enthalten nur zwei Unbekannte. Das Gleichungs
system läßt sich allerdings nicht unmittelbar lösen, weil man bei der Ermittlung der Bei
werte a, b, und C sowie des Belastungsgliedes B die Größen H = H(J + X schon kennen muß.
Die Lösung kann also .nur versuchsweise ermittelt werden, indem man mit den angenommenen
X-Werten die Größen a, b, c und B berechnet und dafür das Gleichungssystem löst. Hierbei
wählt man .zweckmäßigerweise zunächst für alle Öffnungen da sselbe X, nämlich Hp aus der
üblichen Theorie II. Ordnung. Ergeben sich große Abweichungen zwischen der Annahme
und dem Lösungsergebnis, so ist der Rechnungsgang zu wiederholen, was meist unterbleiben
kann. Mit dem bekannten X = Hp lassen sich dann X' nach GI. (62), ~ nach GI. (49) sowie
die Schnitt- und Formänderungsgrößen- ohne weiteres berechnen.

Nachdem wir die Aufgabe in einer ganz allgemeinen Form gelöst haben, wollen wir im fol
genden die einzelnen Sonderfälle durchsprechen.

So n der fall (a). Die Elastizitäten S der Pylonen sind nahezu gleich und die Veranke
rung ist unnachgiebig: Sn = S, So= Sr = 0 .

In diesem Fall kann man die GI. (61) für die Innenöffnungen in der Form

Llln=sLl2(X+X')n (61a)
und für die Endöffnungen

Lll1=sLl(X+X'h

Lllr = SLl (X + X')r--l

schreiben. Dementsprechend lautet die GI. für X in den Innenöffnungen

SLl2 [X (1 +fl)]n-~"Xn= uj2 ( ~' t- (~np =f ~nt)
und in den Endöffnungen

Z '
SLl [X (1 + fl)]1 - ~1 Xl = SLl (67)1 - (~1P =f ~lt)

' z
eLl[X (l + fl)Jr-1 + ~r X r = Szl h,) r- 1+ (~rl' =f ~rt) ,

S 0 n der fall b: Die Pylonen sind sehr nachgiebig, so daß man näherungsweise S = 00

setzen kann. Das bedeutet statisch, daß in GI. (44) die Kraft Waus GI. (45) gleich Null ge
setzt wird. Im vorliegenden Fall kommt statt GIn. (49) und (61) folgende Beziehung aus
GI. (44)

X n + 1 + X ;'+1 = X n+ X~ = . . , . = y
2*

(66)
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zur Geltung. Durch Kombinieren dieser GIn. mit GI. (62) erhalten wir unter Benutzung der
Bezeichnungen nach Gln. (63) und (64) den Ausdruck

Zn
Xn(l +.un)- - y = ö ~ . (67)

Man kann für r Öffnungen r solche Gleichungen anschreiben. Es sind jedoch r + 1 Unbe
kannte zu berechnen, nämlich Xl bis X r und Y . Die (r + l)te GI. liefert die geometrische
Bedingung

r _

.2L11 =0 ,
1

(68)

weil die beiden Verankerungspunkte 0 und r sich nicht verschieben. Diese Bedingung ent
spricht der GI. (60) im allgemeinen Fall , die wir hier jedoch nicht mehr haben benutzen kön
nen. Führt man GI. (52) in diese GI. ein , so ergibt sich

r r

.2 XIIOn= .2 (Onl'=f Olld ·
1 1

(69)

Diese GI. und GI. (67) bilden ein Gleichungssystem , aus dem Xl bis Xr und Y berechnet wer 
den können. Man kann indessen das Gleichungssystem (67) vereinfachen, indem man Y durch
die Differenzenbildung eliminiert. Es ergibt sich

Zn ZII-1
X n(l +.un) -Xn- 1(1 +.un- -1) = T - "6'-' (70)

-n It- !

Man kann r - 1 solche GIn. für n = 2 bis r aufstellen. Aus diesem Gleichungssystem und der
GI. (69) lassen sich dann Xl bis X, ermitteln.

2. Systeme ohne Versteifungskabel.
Wir haben bisher Hängebrücken mit Versteifungskabeln behandelt. Die Gln. für Systeme

ohne Versteifungskabellassen sich nun sehr einfach anschreiben . Es fallen nämlich in den im
vorhergehenden Abschnitt abgeleiteten Gln. alle mit Strich versehenen Größen V' , X ' , 0;,
fort. Wir erhalten dann statt Gln. (49) und (61)

~n = Bn(Xn c1 -Xn) (71)

Bn Xn+! - (Bn+Bn_1)XII + 13,,_1X n- 1= L11" . (72)

Die Verbindung dieser GI. mit GI. (52) liefert dann an Stelle der GI. (65) das folgende Glei
chungssystem

13,,-1X n- 1-- (On+ Bn-1 + Bn )X n + c" X ,,+l = - - (0"1' =1= Ollt) . (73)
Diese GI. kann man auch unmittelbar aus GI. (65) erhalt en , wenn man darin 0' = 00 und hier
für mich GI. (63) .u = 0 einsetzt. Bemerkenswert ist es, daß hier ebenfalls ein dreigliedriges
Gleichungssystem vorliegt. Nun wollen wir auch kurz die Sonderfälle beim vorstehenden
System besprechen.

Sond erfall a : Bn=C"+l = . . =13, BO= Br=O.
Hierfür erhal ten wir aus GI. (65 a ) oder GI. (73) das Gleichungssystem für die Innen

öffnungen

(73 a)

1 (73 a )'
J.

Für die Endöffnungen gilt:

BL1 [XJI - 01Xl = - (011' =1= 0lt)
13 L1 [XJr-1 + s,s, = (Or p=f Ort) .

Sonderfall b : 13" = BII -L1 = . . . = 00 , 130=13;= 0.
Man erkennt aus GI. (66), daß in diesem F all X = Hp in allen Öffnungen gleich groß ist.

Die GI. (69) geht somit in die Hp-Gleichung (10) der üblichen Theorie 11. Ordnung über.
Wir erkennen aus den vorangehenden Ableitungen , daß die Bestimmungsgleichung für Hp
in der üblichen Verformungstheorie die einfachste unter allen ist.

Es sei nun noch darauf hingewiesen, daß die in diesem und vorhergehendem Abschnitt
abgeleiteten Gln. für X bei symmet rischeri Systemen natürlich durch Ausnutzung der Sym-
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metrie vereinfacht werden. Hierauf wollen wir jedoch an dieser Stelle nicht eingehen. Es
soll später am Beispiel gezeigt werden.

X1Y; xnY;
c} JJ!!!!! I !! 'lW '!! i '.!..!.LXi!! I !!!lL!1l.L.!.! , ! ! '!l!i! I I! I !! I II

A

Mn(p}

t~

Mn-I (Xy"J Mn (XY/ ~-1 (Xy")

t~f =ftf 7),f '
Abb.12a-d.

B. Hängebrücken mit durchlaufendem Versteifungsträger.
Wir wollen im folgenden das System über r-Öffnungen behandeln, dessen Versteifungs

träger über alle Öffnungen durchläuft und über die ganze Trägerlänge am Hängegurt auf
gehängt ist. Die Schnitt- und Formänderungsgrößen eines solchen Versteifungsträgers in-
folge der Belastung p lassen sich in den in It, It, /ln-l /ln_1 /In P /In /Ir p . /Ir

Abb . (12 a) bis (12 d) veranschaulichten vier a) ~ ~ ~ - -~ f rrmm ~

Teilen zerlegen. Dementsprechend kann man 0 1 Tl.f!-l,,---lf r-t r

die Biegefläche F'1 aus vier Teilen zusam
mengesetzt denken. Die in Abb. (12a) und
(12c) dargestellten beiden Teile sind gleich b) ~;:=----'~F---=RiF--~~=----=lRFf:'--=R

denjenigen des entsprechenden einfeldrigen
Versteifungsträgers. Dies haben wir schon
im Absohnitf A berechnet. Es brauchen
also nur zusätzlich die Biegeflächen infolge
der Stützmomente M (p) nach Abb . (12b)
und M (X y") nach Abb. (12d) ermittelt Mdx!I)
zu werden. Diese ergeben sich für die Öff- tLJ~-=--=*Fi_Rflf..==----'~t=--=rliF'---=M=----'==2
nung n zu L ~ ;;.;X-

1" kll

F'1,,(Mp)= 2H;;-[Mn-1(p)+ Mn(p)] (74)

P'1n[M(XY")]=~;:l [Mn_1(Xy") + Mn(Xy")] , (75)

worin k die Abkürzung nach GI. (15) bedeutet.
Die Momente M (p) lassen sich ohne weiteres aus den Elastizitätsgleichungen berechnen,

wenn p bekannt ist und die achsialen Zugkräfte E; = Hnu + Xn zunächst näherungsweise
angenommen sind. Hierfür gilt das beim einfeldrigen Versteifungsträger Gesagte. Wir wollen
hierauf nicht eingehen und möchten sie weiterhin kurz mit M (p) bezeichnen. Für die Be
rechnung der Momente M (X y") nimmt man zunächst die gleichen Werte H; wie oben an.
Das Ergebnis läßt sich in der folgenden Form angeben :

r
Mn(X y") = ßn1 X1+ . .. + ßnnXn + . .. + ßnr Xr=2 ßniXi .

i=l

Dieser Ausdruck kann aber auch folgendermaßen geschrieben werden:

Mn(X y") = X n.2 ßn.~i. .
i=l n

(76)

Bezeichnen wir

s; ( 7)°ni= x- , 7
n

das aus den angenommenen X-Werten ermittelt wird (im ersten Rechnungsgang wird Xl ~ X
2

= X" angenommen und hierfür ist G = I), und
r

2 ßni 0ni = 1nn ,
; = 1

(78)

so läßt sich die vorhergehende GI. in

Mn(Xy")=Xntnn (79)
schreiben. Die Einführung dieses Ausdruckes in GI. (75) liefert dann

F'1n [M(X y")] = {';: (mn+mn-10n,n-1)Xn, (80)

Nun kommen wir zurück zur Grundgleichung (50) für den Hängegurt. Wir haben
seinerzeit aus dieser GI. die GI. ,(52) mit den Bezeichnungen nach Gin. (53 a) bis (53 c) ab-
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geleitet. Dabei waren F YJn (.Mp ) und FYJn [.M (X y")] nicht berücksichtigt, weil der Versteifungs
träger einfeldrig ist. Für das vorliegende System mit durchlaufendem Versteifungsträger
kann nun die GI. (52) ebenso gut gelten, wenn wir in GIn. (53 a) und (53 b) 'die Biegefläche
infolge der Stützenmomente hinzufügen. Wir erhalten also für den vorstehenden Fall

Ln 1 lC ( ' 1 )' Zn kn J
On = E~, Fi" + en FYJn en - 2 H

n
(mn+'JnU- I on, "-1)

1 [ Zn kn Ibnp = en FYJn (p) + 2H" Mn- I (p) + Mn(p) . (53 b)'

Der Ausdruck GI. (53 c) bleibt unverändert, weil er vom Versteifungsträger unabhängig ist.
Da die Kontinuität des Versteifungsträgers nur einen unmittelbaren Einfluß auf die Be

dingungsgleichung für den Hängegurt, also nicht für die Pylonen und die Versteifungskabel,
ausübt, bleiben somit alle im vorhergehenden Abschnitt abgeleiteten GIn. erhalten. Der
Unterschied zwischen dem einfeldrigen und durchfaufenden Versteifungsträger besteht also
nur in GIn. (53 a.) und (53 a)' sowie (53 b) und (53 b)'. Damit hab'en wir das vorliegende System
erledigt.

Z a h 1e n bei s pie I 2.
Wir wollen die im Beispiel I behandelte Brücke mit derselben Belastung für die nachstehen-

den drei Fälle untersuchen:
1. Versteifungskabel nicht vorhanden, Pylonen gelenkig gelagert,
2. Versteifungskabel nicht vorhanden, Pylonen eingespannt gelagert,
3. Versteifungskabel vorhanden, Pylonen eingespannt gelagert. Die Höhe der beiden Py

lonen sei in drei Fällen gleich h = 160 m.
Wir bezeichnen im folgenden die drei Öffnungen von links nach rechts I, 2 und 3. Es sind

dann
LI = L3 = 321,4 m L'/.= 830,7 m
L l t = L3t= 310,0 m L 2t = 803,8 m.

Hieraus folgt nach GI. (53 c) sowie GI. (53 a) und (53 d) mit e = 808,2 m :

104 0It = 930 m , 104 02t = 2411 m ,

104 01 = 0,310 + ~l (23693 - 4,0486 :p),
1 ' k2 )104 O2 = 0,800 + H

2
(538240 - 1l,4822 ß§ .

Da das vorliegende System (mit und ohne Versteifungskabel) symmetrisch ist und die
Elastizität der beiden Pylonen, wie wir später sehen werden, ohne weiteres gleichgesetzt wer
dex kann, sind die Hp-Kräfte in den beiden Endöffnungen. d. h. Xl und X 3 , bei einer beliebigen
lotrechten Belastung in der Mittelöffnung einander gleich. Infolgedessen brauchen wir 03 nicht
anzuschreiben.

1. Versteifungskabel nicht vorhanden. Pylonen gelenkig gelagert.
Aus der Berechnung nach der üblichen Theorie II. Ordnung (siehe Beispiel I) erhielten wir

die Kraft
H =24645 t

und die Neigungen des Kabels links und rechts an der Pylone I und zu 2

tg gJIl = tg 'P2T = 0,484 ,
tg'PIT= 0,491 und tg'P2l= 0,451.

Hieraus ergeben sich die Auflagerdrücke Al und Azoben auf der Pylone 1 und 2 zu

Al = H (tg 'PIl + tg 'PIT) = 24030 t ,

A;'; = H (tg 'P2l + tg 'Pzr) = 23044 t .
Da der Einfluß der Pylonenelastizität an sich sehr klein ist (siehe später), können wir ruhig

Al = Az= A 0 = 24 000 t
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setzen. Das Gewicht der Pylone aus Stahl wird zu G = 4000 t geschätzt. Damit ergibt sich
nach GI. (46 c) und (48)

G
A. = A. 0 + - = 26 000 t

2

h 160
Cl = c 2 = C = - A = - 26000 = - 61,50' 10-4 mit .

NachGln. (73 a)' und (73 a) lautet das Gleichungssystem für X im vorliegenden Fall wegen
<5IP = 0 und Xl = Xa folgendermaßen:

- - (8 + <51) Xl + 8 X 2 = <5lt
28 Xl - (2 8 + 02) X2 = - 02P + 02t .

Bezeichnen

so lautet die Lösung
X e (j2P - E <5 2t - U2 (jl t BI

1 = -~U2 --=-~-- = N

X _ UI (j2P - UI (j2t - 2 e (jlt _ B2

2 - N - N '

Um <51, <52 und <52P ermitteln zu können, nehmen wir zunächst die aus der üblichen Theorie
II. Ordnung gewonnenen Werte

Xl = X2 = 3632 t und Hl = H2 = 24 645 t (Hg} = HU2 = 21 013 t)
an. Hierfür betragen nach Beispiel I

ßI = ß~ = 1,067' 10-4

/er = 0,358 k2 = 0,742

HF'1 (p) = 15 922 . 104•

Die Einführung dieser Zahlenwerte in die vorhin angeschriebenen Gln. für <5, und <52 sowie in
GI. (53 b) liefert

104 <51 = 0,720, 1040
2 = 19,400

und

Damit erhalten wir

al = (8 + 01) = - 60,780 . 10-4

a2 = (2 C + 02) = - 103 ,600 . 10-4

und schließlich
N = a l a2 - 2 8 2 = - 12,677 . 10-6

BI = 8 <52P - 8 02t - a2 0lt = - 46712,4' 10-6

B2 = al 02P - al 02t - 2 8 0lt = - 45 973 ,8 . 10-6

BI
Xl = N = 3685 t > 3632, L1 Hp! = + 53 t (+ 1,46 %)

B2X 2 = N = 3627 t > 3632, L1 HP2 = - 5 t (-0,14 %) .

Da das Ergebnis vom Ausgangswert wenig abweicht, können wir auf die Verbesserung des
Ergebnisses verzichten. Die Änderungen von Mv und 1}v infolge der kleinen Änderung von
HP2 , nämlich L1 Hp 2, kann man ohne weiteres nach

L1 Mv = LIH p 2 u, in, y")
Hp

A t1 H p 2 (H ")
LJ 1}v = ~ 1}v pY

p

berechnen, worin Mt. (Hp y") und 1}v (Hp y") das Moment und die Durchbiegung im Viertels
punkt für die Teillast Hp y" nach der üblichen Theorie II. Ordnung bedeuten (siehe Zusam-



24 Untersuchung über die in der übli chen Th eorie 11. Ordnung vernachlässigten Einflüsse.

menstellung 1 des 1. Beispiels) . E s ergab sich dann

LI Mv = - 0,14 % (- 35 925) = 50 t m (+ 0,08 %)

LI rjv = - 0,14 % (- 8,158) = 0,011 m (+ 0,24 %).

Die waagere chte Verschiebung des P ylonenkopfes nach der Mittelöffnung beträgt nach der
üblichen Theorie H . Ordnung im Beispiel 1

~ = 0,354 m

und in diesem Fall

~ = e (X2 - - Xl) = - 61,50 . 10-4 ( - 58)
= 0,357 m > 0,354 m. LI ~ = + 3 mm (+ 0,85 %).

2. Versteifungskabel nicht vorhanden. Pylonen eingespannt gelagert.
Der vorliegende F all unterscheidet sich vom vorangehenden nur in der Elastizität der

Pylone e. Die Pylonen mögen

Ep = 2100 t /cm2 Jp = 50 m-

aufweisen . Die Auflagerkraft für die Sattellager der beiden Pylonen wollen wir hier auch zu
Al = A2 = A = 26 000 t nehmen. Damit ergibt sich nach Gin ; (47 b) und (47 a )

h3

eO = = 13,00 . 10-4 mit
3Ep J p

n 2 h
PI.: = 12~ = 101 230 t

und
1

e = A e O = 17,50' 1O-4 m/t .
I- 

Pt

Nehmen wir zunächst wieder X l = X 2 = 3632 t an, so bleiben die im 1. F all berechneten
Werte bl , b2 und b2P ungeändert, während sich nunmehr

al = e + bl = 18,22 . 10-4

a2 = 2 e + 152 = 54,40 . 10-4

ergeben . Damit erhalten wir
N = al a2 -- 2 e2 = 3,7867' 10-6

BI = e b2P - e b 2t - a2 bIt = 13060,4' 10-6

B 2 = al b2P - a l b 2t - 2 e bIt = 13799,0' 10-6

Xl = i = 3449 t < 3632 t , LI Hn = -- 183 t (- 5,04 % ),

X2 = i = 3644 t > 3632 t , LI Hp2 = + 12 t (+ 0,33 %) .

Für lrIv und rjv in der Mittelöffnung ist LI Hp2 maßgebend. Da dies sehr klein ist , können wir
von einer Wiederholung der Berechnung unter Zugrundelegung von neuen X- Werten absehen .
Die Änderungen von M; und rjv infolge LI HP2 lassen sich wie im 1.F all berechnen. E s erga b sich

LI Mv = - 0,33 %' 35 925 = - 119 t m (- 0,19 %)
.1 rjv = - 0,33 % . 8,158 = -- · 0,027 m (- 0,58 % ).

Die Pylonenverschiebung ergibt sich aus

- W = X 2 - Xl = 195 t

zu

~ = - e W = 0,342 m < 0,354 m ; LI ~ = - 12 mm (- 3,39 %) .

3. Versteifungskabel vorhanden. Pylonen eingespannt gelagert.
Das ' Versteifungskabel in allen drei Öffnungen möge

E' , F' r, d /k = 1550 t jcm 2
, k = 20 = 335 cm- un g' = 0,27 t m
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aufweisen. Es soll frei durchgehängt sein mit dem Pfeil

f: = f: = 2,25 m, f: = 18,0 m .
H ierfür betragen nach Gl, (57) die H;,-Kraft des Versteüungskabels in allen Öffnungen
H;'= 1055 t und L: = 328,0 m i; = 307,7 m

L~ = 753,5 m L:t = 752 ,3 m.
Nach GIn. (55 b) und (56 b)

1/ 128 (1")313; =E'F'/ + -3,~ = 7,281'10-4

k k g'l

.l:/ L; 1::8 (li)3 -4
U 2 = EicFic + 3Y ~ = 36,353 . 10

l3 ;t = iXtt L;t= 923 . 10-4 m (t = + 25° C)

l3:t = iXtt L:t = 2257 . 10-4 m .
Die Pylonen mögen dieselbe Elastizität wie im 2. Fall aufweisen, also 8 = 17,50' 10-4 m jt.

Da aus den am Anfang erläuterten Gründen der Symmetrie Xl = X 3 und X, = X ;' und
ferner 13}p = 0 sind, lautet das Gleichungssystem für X nach GIn. (65 a)' und (65 a)

[Z2 ZI'J 'e [X2 (1 + fl2) - Xl (1 + ,ul)]~ 131 Xl = 8 15; -'- 15; -t- 1311

[
2Z 1 2Z2]

'8 [2 Xl (1 + fll) - 2 X 2 (1 + fl2)] - 132 X 2 = 8 ~ - 15~ - (132P - c)2t ) .

Darin sind nach GIn. (63) und (64)
()1

,ul = ö; Zl = - I3lt + 13;/

152 /

,u2 = ö; Z2 = 132p -- b2t + b2t .

Bezeichnen Wir
E c

VI = Y = 2,403 5 ' ''2 = ---y = 0,4814
I ~

al = 8 -t- (1 + VI) 131 = 17,50 ' 10-4 + 3,4035 t5~

a2 = 8 + V2 132 = 17,50' 10-4 + 0,4814132
bl = 2 8 + 2 VI 151 = 35,00 . 10-4 + 4,8070 131

b2 = 2 8 + (1 + 2 V2) 132 = 35,00 . 10-4 + 1,9628 b2
Cl = I3lt + VI (t5lt - l3i.t) - v2 (132t - l3~t) + v2132P = 872 . 10-4 + 0,4814 t52P
C2 = 132t - 2 VI (l3lt - l3{t) + 2 v2 (132t- l3~t) - (1 + 2 v2) 132p = 2527 . 10-4 - 1,9628 132p ,

so läßt sich das obige GIeichungssystem in

- al Xl + a2 X2 = Cl
bl Xl - b2 X 2 = C2

anschreiben. Die Lösung lautet dann

X _ BI
1- N

wenn zur Abkürzung
N =alb2 -~bI

BI = - b2 Cl - a2 C2
B2 = - al C2 - bl Cl

bezeichnen. Wir nehmen zunächst wieder Xl = X 2 = 3632 t an und setzen die im
berechneten Werte 13}> 132 und 132P in die obigen GIn. ein. Es ergibt sich dann

104 al = 19,95 104 a2 = 26,84
104 bl = 38,46 104 b2 = 73,08

104 Cl = 39 351 104 C2 = - 154 365 .

Damit erhalten wir
106 N = 4,2565
106 BI = 12674
106 B2 = 15 661

1. Fall
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übli che Fall 1 Fall 2 Fall 3
Theorie

Ir. Ordnung Ll % Ll % Ll %
I Ll % 1I

Hp! t
I

3632 1,46 -5,04 -18,15 ! - 13,11
H p2 t 3632 - 0,14 0,33 1,21 ; 0,88

M v tm 63645 0,08 -0,19 - 0,75 : - 0,56
TJv rnrn 4696 0,24 -0,58 - 2,24 - 1,66
~ rnrn 354 0,85 - 3,39 -12,42 , - 9,03

Hieraus ergeben sich die Kräfte im Hängegurt
BI

Xl = N = 2978 t ,

B2X2 = N = 3679 t

und nac h GI. (62) die Kräfte in Versteifungskabeln
, 151 -t51t + t5;t

X t =Xl-y - 15' =296t ,
1 1

x, = X ~ _ °2P -t52t + t5; t = _ 231 t
2 2 15; 15; .

Die waagerechte Kraft W und die seitliche Versch iebung der Pylone sind

- W = (X 2 + X ;) - (Xi + X~) = 174 t
~ = - e W = 17,5' 10-4 • 174 = 0,305 m .

Das vorstehende Ergebnis wurde unter Benutzung des angenäherte n Ausgangswertes Xl = X2

= 3632 t gewonnen. Um zu zeigen , daß die Berechnung gegen gewisse Fehler der angenom
menen Werte X unempfindlich ist, wurden unt er Zugrundelegung der neuen X-Werte bl,
<52 und <52P ermittelt. Es ergaben sich (die Werte im ersten Rechnungsgang sind zum Vergleich
in der Klammer angeführt) :

104 <51 = 0,725 (0,720)
104 <52 . 19,370 (19,400)

10 4 <52P = 79 799 (79 933) .
Damit erhalten wir die verbesserten Werte , die als endgültig angesehen werden können,

Xl = 2973 t < 3632, LI Hpl = - - 659 t (-18,15 %),
X2 = 3676t > 3632, j Hp2 = + 44t (+ 1,21%),
X~ = 297t, X: = - 232 t , - W = 174 t ,
~ = 0,310 m < 0,354, L1 i = - 44 mm (- 12,42 %).

Unter Zugrundelegung von Hp2 = 3676 t , H2 = 24 689 t wurden M v und 'YJv neu berec hnet.
Sie ergaben sich zu

M; = 63158 tm < 63645,
Yjv = 4,591 m < 4,696 m ,

L1 M; = - 487 tm (- 0,75 %)
L1 'YJv = -105 mm (- 2,24 %).

Wenn man L1 M v und L1 'YJv näherungs
Zu sa m m e n s t e 11 u ng der R e ch 11 u 11 gs e rg e b ni s s e. weise wie im 1. und 2. Fall ermit te lt ,

so betragen sie - 0,68 % und - . 2,1l %.
Die Übereinstimmung mit den vor
stehenden genauen Werten ist also
ganz gut.

Die nebenstehenden Rechnungs
ergebnisse lassen sich wie folgt zusam
menfassen :

1. Sowohl bei der Einspann- als
auch bei der Pendelpylone sind die

H-Krä ft e in den versc hiedenen Öffnungen unterschiedlich, Bei der Einspannpylone ist die
H-Kraft in der Öffnung , nach der sich der Pylonenkopf verschiebt, größer als in der be
nachbarten Öffnung. Bei der Pendelpylone tritt der umgekehrte Fall ein. Der Unte rschied
der H-Kräft e zweier benachbarter Öffnungen ist bei der Einspannpylone größer.

2. Die H-Kraft in der belasteten Öffnung aus der Berechnung unter Berücksichtigung der
P ylonenelast izität ist bei der Einspannpylone etwas größer und bei der Pendelpylone etwas
kleiner als die H-Kraft aus der üblichen Theorie H . Ordnung. Der Unterschied ist gering,
so daß er keine Bedeutung hat. In der unbelast et en Öffnung tritt der umgekehrte Fall ein ,
und zwar ist hier der Unterschied ziemlich groß. In der Berechnung derjenigen Schnitt- oder
Form änderungsgr ößen . für die die Belastung in den Nachbaröffnungen maßgebend ist, wird

1) Abweichung zwischen Fall 2 und 3. Sie stellt die Wirkung der Versteifungskabel dar.
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also die Einsp annpylone einen günstigen und die P endelpylone einen ungünstigen Einfluß
ausüben, und zwar ist dieser im erst en Fall größer als im zweiten F all. Solche Größen kom
men aber bei Hängebrücken kaum in Bet racht , es sei denn, daß man z. B. zur Bemessung der
Träger unter Berücksichtigung der Dauerb eanspruchung sowohl max M als auch min M
der Querschnitte braucht.

3. Die Wirkung des Versteifungskabels mit F~ = 2
10

Fk ist sehr gering. Es kann nur ein

ziemlich dickes Versteifungskabel einen nennenswerten Einfluß ausüben. Ob ein solches
Versteifungskabel wirtschaftlich ist, bleibt da hingestellt .

Die Berechnung zeigt ferner, daß das Versteifungskabel um so wirksamer ist, je kleiner
/5' wird, d. h . wie es aus GI. (55 b) ersicht lich ist, je flacher es gespannt (fkleiner) wird. Den
Grenzfall stellt das theoretisch waagerecht gespannte Versteifungskabel dar .

:'=f~=~=
"'l

Abb. 13a .Abb , 13.

IV. Die Auswirkung der Längenänderungen der lIänger (Annahme 3).
Die L ängenänderungen der H änger infolge der Temperaturschwankung und der Bean

spruc hung durch die Verkehrslast hat H. B ö r n e r 1 auf ihre Auswirkung auf Hp und die Än
derung der Schnittgrößen des Trägers infolge des geänderte n Hp untersucht, wobei also die
Differenz der Durchsenkungen des H änge
gurtes und des Trägers nicht im Kräfte
spiel erfaßt wurde. H . Ne u kir c h 2 be
rücksicht igte in seiner Arbeit über H änge
brücken mit einfeld rigen Versteifungs
t rägern auch diesen Nebeneinfluß, ohne
jedoch seine Größe zu erörtern. F . S t ü s
s i 3 hat die Aufgabe mit Hilfe der Diffe
renzenrechnung auf dem Wege der Nach
rechnung behandelt , indem er aus der für
die starren Hänger durchgeführte n Berechnung die Längenänderungen der Hänger ermit t elte
und sie nacht räglich berücksichtigte. Die Größenordn ung des Einflusses der H ängernach
giebigkeit hat A. H er t w i g 4 erörtert. Die Verfasser haben in einer früheren Arb eit." ein
allgemeines Verfahren entwickelt, da s die Längenänderungen der Hänger auf einfache
Weise in der Berechnung zu berücksichtigen gestattet und für Hängebrücken mit ein
feldrigen und durchlaufenden Versteifungsträgern von konstantem und veränderlichem Träg
heitsmoment anwendbar ist. Im folgenden wird das Verfahren gezeigt.

Die Differentialgleichungen des Kabels und des Versteifungsträgers lauten (Abb . 13 und
13 a) :

- - (Hg + Hp) (y + 'Y)k)" = (jk + Pk (81)

(E J 1]~' ) " = gb + Pb . (82)

Die Addition beider Gleichungen liefert unt er Beachtung gk + gb = g, Pk + Pb = P fol
gende Gleichung :

(E J 'Y)~ ) " = P + g + (Hg + Hp) (y + 1]k )" .
Unt er der Annahme I , daß die ständige Last g vom K abel allein aufgenommen wird,

und daß dabei der Versteifungsträger spannungslos ist , also 'Y)b = 0 wird, geht diese Gleichung
mit H f} + Hp = H in

(83)(E J 1]~ ) " = P + -HpY" + H 17~ - H LI h"
über, worin LI h = 'Y)b - n»die Längenänderung des H ängers bedeutet.

1 H. B ö r n e r : Beit rag zur Berechnung von H ängebrücken mit Berücksichtigung der Formänderungen.
Dissertati on Dar mstadt . 1931.

2 H . Ne u kir c h : Berechnung der Hängebrücke bei Berücksicht igung der Verformung des Kab els. lng. 
Archiv, Band VII, 1936, Seite 140.

3 Siehe Fußnot e 3, S. 3.
4 A. Hertwi g: E influß der nachgiebigen Hän gestangen auf die Berechnung der H ängebrücke. Stahlbau,

1941, H . 19/20.
5 K. K I ö P p e I und K . H. Li e: Berechnung von Hängebrücken nach der Th eorie H. Ordnung unter Be.

rücksichti gung der Nachgiebigkeit der H änger . Stahlbau, 1941, Heft 19/20.
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Mit den Bezeichnungen

hx; = Länge der Hänger ,
e = Abstand der Hänger,

Eh= E-Modul der Hänger,
Fh = Querschnitt der Hänger,

e
e = Eh F h Dehnungszahl der H änger (84)

haben wir

LI h = ;hP;h. i ; ± (Xt t hx; = e Pk i ; ± (Xt t hx; . (85)

Aus GI. (81) ergibt sich, da darin gk = g = - Hg y" ist ,

Pk = - Hp y" - H rj~. (86)
Hierin kann man zunächst belanglos rjk= rjb set zen . Die Einführung dieses Ausdruckes in

GI. (85) liefert

und

Mit (s. Abb. 13)

LI h = - e hx; (Hp y" + H rj~') ± (Xt t hx;

LI h" = - (s n, y" i ; + e H hx; rj~ ) " ± (Xt t h';

(87)

(88)

h1-h2 2u
h = h --- ' x- y-- ' xx; 1 l . l

h" ";0 = - y
(89)

geht obige Gleichung unter Berücksichtigung dessen, daß e Hp y" eine von x unabhängige
Größe ist, in

LI h" = e n , (y")2 - (s H hx; rj'; )" =j= (Xt t y" (88)'
über. Setzt man diesen Ausdruck für LI h" in GI. (83) ein , so erhält man nach einer einfachen
Umformung

rEJ (1- c~~x) rj~'] " = P + n, y" ( I -eHy" ± :: (Xt t ) + H rjb'
L . p

oder

(92)

(90)

(91 a)

(91 b)

(E J rj~)" = P + "u, y" + H rj~' ,
wenn man die Abkürzungen einführt :

J = J flx;
c H2

flx; = 1 - OE J' hx;

"H H" = 1 - e y :1:: H (Xt t
p

GI. (90) stellt nichts anderes dar als einen Träger, der das gedachte Trägheitsmoment j
aufweist und durch die Querlasten P und" Hp y" sowie die axiale Zugkraft H belastet ist.
Wenn der Berechnung ohnehin ein verä nderl iches Trägheitsmoment J zugrunde liegt, so
erfordert die Lösung der GI. (90) gegenüber der üblichen Differentialgleichung der Hänge
brücke, die LI h = 0 voraussetzt, keine nennenswerte Mehrarbeit , unabhängig davon , ob der
Versteifungsträger einfeldrig oder durchlaufend ist.

Die nächste Aufgabe ist nun die Ermittlung von Hp. Die allgemeine Bestimmungsgleichung
für Hp lautet nach GI. (10) :

Hp' ELF O ± (Xt t Lt + .2y".F (17k) = 0 ,
k k

worin F (rjk) die Verschiebungsfläche des Kabels bedeutet. Diese ist nun nicht mehr gleich
der Biegefläche F (rjb) des Versteifungsträgers, sondern

F (rjk) = F (17b) - F (LI h) , (93)

worin F (LI h) die Änderung der zwischen Kabel und Versteifungsträger begrenzten Fläche
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F (h) der Hängewand bezeichnen soll. Sie ergibt sich aus GI. (87) zu

F (LI h) = - Jeh", (u, y" + H 'Yj;) d x±JIXt t h", d z
oder mit

zu

29

/

. H
F (LI h) = - 2; e y" tt, F (h) +. ;J".i . M",d x ± IXt t2;F (h).

In dieser Gleichung kann man das zweite Glied gegenüber dem ersten und letzten ohne
weiteres vernachläss igen. Eine zahlenmäßi ge Verfolgung an dem im Schluß mitgeteilten Bei-

spiel zeigt z. B. , daß die Vorzahl ~~ des IntegralsJh", J.ll p d x nur et wa ein Zehntel vom Bei

wert e y" des Ausdrucks Hp F (h) beträgt, und daß außerdem auch das Integral im Vergleich
zu Hp F (h) sehr klein ist, weil ja das Biegemoment zum Teil positiv und zum Teil negativ
ausfällt. Die Vernächlässigung des zweiten Gliedes in der obigen Gleichung ist identisch mit
dem Verzicht auf den zweiten Summa nden in GI. (86), und dies bedeutet stat isch, daß die
Kab ellast Pk als gleichmä ßig verteilt betrachtet wird. Daß man bei der Bestimmung von
Hp nach der Theorie H. Ordnung von der ungleichmäßigen Verteilung der Last Pk absehen
kann, wird später noch gezeigt. Auß erdem handelt es sich im vorliegendenFalle nur um die
Berechnung von F (LI h), die an sich nur ein kleines Korrekturglied für Hp darstellt. E s sei
aber erwähnt, daß das Integral sich auch ohne weit eres numerisch auswerten läßt, wenn man
für den Fall der starren Hänger das Biegemoment Mx berechnet hat un d darin einsetzt. Wir
wollen jedoch hiervon Abstand nehmen und erhalten somit für Hängebrücken üb er mehrere
Öffnungen

F (LI h) = - e H; 2; y" F (h) ± IX t t 2; F (h) .

Mit den Bezeichnungen nach GI. (3) und A.i = (Je : (Ji geht obiger Ausdruck in
E

F (LI h) = _ . u, 2; ).F (h) ± IXt t 2; F (h)' (94)
ee

über , worin sich die Summe üb er alle Öffnungen erstreckt .
.Die Biegefläche F (1 }b) des Trägers set zt sich nach GI. (90) aus zwei Teilen zusammen ,

der eine Teil F 'Yjb (p) infolge der Last P und der andere F 'Yjb (v y" Hp) infolge der Last v s" ti;
Dieser läßt sich auch schreiben

F 'Yjb (v y" Hp) = - u, F 'Yjb (!_.), (95)
e,

worin die Biegefläche F 'YJb (;) des Ersatzträgers infolge der Vollast (;) = - v y" . 1, d. h .

Hp = 1, bedeutet.
Führt man GI. (94) und (95) in GI. (93) und diese wieder in GI. (92) ein , so ergibt sich die

Bestimmungsgleichurig für Hp zu

H
_ L;},F 1Jb (p) =f IX t t eeLt =F IX t tL;}. F (h )

p - L ee E ( V) . (96)
E F

" + - L;}.2F (h) + L; }. F 1Jb -
~ k ~ e

In der Gleichung erstreckt sich die Summe über alle amKabel aufgehängtenTrägerteile. Beim
durchlaufenden Versteifungsträger ist im Summenausdruck von F YJb auch die Biegefläche
infolge der Stützenmomente zu berücksichtigen.

Mit GI. (90) und (96) ist die Aufgabe ganz allgemein formuliert und auch gelöst. E s muß
noch einiges zur praktischen Rechnung gesagt werden. Die Bestimmung von H, nach GI. (96)
und die Lösung der GI. (90) sowie die Ermittlung von .uund v nach GI. (91 a) und (91 b) set zen
H als bekannt voraus . Da zz und v nur sehr wenig von 1,0 (etwa 1%un d weniger ) ab weichen ,
so genügt zu ihrer Ermittlung ein Näherungswert von H. Zur Berechnung von Hpund der
Größen des Ersatzträgers kann man zwei oder drei Werte von Hp + Hg = H annehmen.
Daraus lassen sich dann das richtige Hp und die richtigen Schnitt- und Formänderungsgrößen
des Ersatzträgers durch Interpolation bestimmen. Es muß noch betont werden, daß nur die
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Formänderungsgrößen (Durchbiegung 'YJI>' Biegewinkel TI> und die K rümmungsradien Fb) des
Ersatzträgers denjenigen des Versteifungsträgers gleich sind. Denn es befriedigen Gl. (83)
für den Versteifungsträger nur die L ösungen 'YJI> , TI> = 'YJi und Tb = I/Tl;' aus Gl. (90) des Er
sat zträgers , während die Momente und Querkräfte im Versteifungsträger jl'l = - E J Tl~ ;

Q = (- E J 'YJ~ )' zu denen im Ersatzträger ill = --. EJ Tl~, Q= (- E j 'YJ~ )' sich wie
J : .f = .u ver halten , also

(97)

(98)

(99)
2.';.11 F fll> (p) =t ß~ C< t tE Je ee L t

. Je l.E lJ ß~ E Je -AJl-8· _ .- ;.2. __ . k + - - - . /1e L
, le ß~ leJe I ' s, F'k

M Q
l.vl= -- , Q = .

I' . /1 '

Die im vorste henden dargelegte st renge Berücksichtigung der Längenänderungen VOll

Hängern ist nur dann zu empfehlen, wenn man, wie bereits erwähnt, der Berechnung ohnehin
ein veränderliches J des Trägers zugrunde legt. Im F alle des öffnungsweise konstanten Träg
heitsmomentes läßt sich nun die Längenänderung der Hänger näh erungsweise auf folgendem
einfachen Weg erfassen .

Wie bereits erwähnt, weichen fl und 11 nur wenig von 1,0 ab , und zu ihrer Ermittlung ge-

nügt durchaus ein Näherungswert von H. Nehmen wir hierfür H = Hg + ~ .max Hp, so

sind dies für alle Lastzustände Festwerte. Set zen wir ferner in Gl. (91 a) für ltx die mittlere
Länge km der H änger in der betreffenden Öffnung, was praktisch ohne weiteres zulässig ist.
dann wird auch das Ersatz t rägheitsmoment

- ( ell2
)J = .1 flm = J 1 - EJ . ltm (!H)'

öffnungsweise kon st ant . GI. (90) stellt somit einen einfeldrigen oder durc hlaufenden stell
vertret enden Träger mit öffnungsweise konst antem Trägheit smoment dar, der durch die
Querlast en p und 11 y" Hp sowie die Axialzugkraft H belastet ist . Solche Träger lassen sich
mit Hilfe der in der Arbeit L angegebenen Form eln leicht berechnen. I m folgenden wollen
wir die Hp-Gleichung für den vorliegenden F all in eine für den praktischen Gebrauch ge
eignete Form entwickeln.

Hierzu multiplizieren wir GI. (92) mit (le und H = E"Je ß~, um y" von F tt zu entfernen
und um die Formeln" für H-fache Biegefläche unmittelbar anwenden zu können. Die Ein
führung der GI. (93) und (94) liefert dann

n, ß~ . EEJFeO' (le L ± ß~ IX t tE Je (le L t - ~ I. HF Tll> (11 y" Hp) - ~ I. H F 'YJI> (p) +
k k _

+ u, ß~ . e ~eJe Z 1.2 F (h) ± IXtt L: I. F (h) = 0 .

Rechnet man den AusdruckL

~ I. H F 'YJI> (11 y" Hp) = 11 u , ~ I. HF YJI> (y")

weiter aus, setzt ihn in Gl. (98) ein und löst diese nach Hp auf, so ergibt sich mit de~ Bezeich
nungen nach GI. (15) die Bestimmungsgleichung für H ängebrücken über mehrere Offnungen
mit einfeldr igen Trägern zu

1
Hp = v ' -:)

;.E

(100 c)

Darin bedeuten die Abkürzungen L und L, die als Ersatzlängen angesehen werden können,

L- = L .E k F k e "F (h)+ Eh Fh ..:::..- /12 ' (100 a )

-L - L + ~ ! (h) (lOOb)
t - t ..:::..- /1 '

und die Hängewandfläche berechnet sich na ch Abb. 13 zu

F h h} + 112 1 2 f 1 fI, l
()= 2 -3' - 2"
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Für das dreifeldrige symmet rische System mit durc hlaufenden Versteifungsträgern lautet
die Gleichung (vg1. GI. (14) und Abb. 1)

1 K - -
1: i. H FTjb(p) - - • - (111 -i- (2) =+= ß2 /XL t E J !.! L ,

1 2 qJ

Hp = --; ' 2 4 I' X ' XX' J E J _ (101)
3". f l + -3 . i·ti'l l1 -- 8· 't ßl" - 4 f . -q;- + ß L I' Bk F;~ . (! L

Bei dem gleichen System mit einfeldrigen Verste ifungsträgern fallen in der vorstehenden
Gleichung die Glieder

1 K XK'- -- ([ + [ ) und 4 f -
2 'I' 1 2 . 'I)

fort (vgl. GI. 13).
Das vorstehend ent wickelte Verfahren zeigt, wie man durch die Einführung der Ersatz-

trägheitsmomente 1 = fl J und eines Multiplikators 'JI der Teillast y" Hp die Nachgiebigkeit
der Hänger bei der Berechnung von H ängebrücken nach der Theorie 11. Ordnung erfaßt.
In bezug auf die Formänderungen ist der Versteifungsbalken dem stellvertret enden Träger
mit dem Ersatzträgheit smoment J, der durch die Querlasten p und 'JI y" Hp sowie die Axial
zugkraft H = H~ + Hp belastet ist , vollkommen gleich, w~hrend die Schnittgrö ßen des Ver
steifungst rägers zu denen des Ersatzträgers sich wie J zu J verha lten.

Dieses Gedankenmo dell kann man weiterhin auch zur Untersuchung des Einflusses der
Trägerverformung infolge der Schubbeanspruchung (Annahme 6) anwenden 1. Bezeichne G
den Schubelast izitätsmodul, F den Stegblechquerschnitt des Versteifungsträgers, den man
über die Trägerlänge konst ant annehmen darf , so lautet unter der Annah me der gleichmä ßigen
Verteilung der Schubspannung über den Stegquerschnitt die GI. der Biegelinie des Trägers

j l[ M N
'r/, = - E J + GF

oder

E J ). "(E J r/, )" = - M" + \lfF M"

Mit - M" = P + Hp s" + H r/' geht diese GI. in

[E J (1+ G~') 1]"]" = p + u, y" + H 1]"-lt~ (p + s , y")]" (102)

über. Das letzte Glied auf der rechten Seite der GI. verschwindet bei konstantem P und y"
(quadratische Parabel) sowie J , was man auch bei veränderlichemJ näherungsweise annehmen
kann. Damit ergibt sich im vorliegenden F all auch GI. (90), wenn man darin 'JI= 1 und das
Ersatzträgheitsmoment

einsetzt.

J-J (l+ ~)- GF (103)

Z a h I e n bei s pie I 3.
Die im Beispiel 1 beh andelte Brücke soll im folgenden untersucht werden 2. Das Hänge

seil möge Fh = 80,0 cm-, E h = 1600 t jcm 2 und den Abstand e = 10,0 m aufweisen. Damit
ergibt sich nach GI. (84) die Dehnungszahl der Hänger zu

e
e = EhFh = 0,78' 10-4 mjt.

Die Hängewandfläche der Seiten- und Mittelöffnung beträgt nach der Einführung der Zahlen
werte in GI. (100 c)

FI (lt) = 10 140 m2, F (lt) = 23260 m2•

1 Diesen Weg hat F. W a ns l eb e n in einer unveröffentli chten Zuschrif t für die Zeitschrif t " Der Stahlbau"
vom 9. X. 1941 eingeschlagen.

2 Das gleiche System mit durchlaufendem Versteifungsträger wurde in der unter Fußnot e 5, S. 27 ange
gebenen Arbeit untersucht.
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Damit erh ält man nach GI. (100 a ) und (100 b)

L = 1473,4 + 54,0 = 1527,4 m

L; = 1423,9 + 53,9 = 1477,8 m.

Als die mit tlere Länge der Hänger nehmen wir für die Seitenöffnung das h in der Feldmitte
und für die Mittelöffnung das h im Viertelspunkt . also

hm l = 34,65 m , km = 23.75 m .

Da im vorliegenden F all sich die Untersuchung nu r auf einen Lastfall beschränkt und der
Näh erungswert von Hp und H aus der üblichen Th eorie II. Ordnung im Beispiel I schon be
kannt ist,können wir zur Ermittlung der Beiwerteu und v nach GI. (91a) und (91 b) Hp=3632t

und H = 24645 t aus Beispiel I nehmen. Es ergab sich
c H2

,ul = I - E J
1
kml = 0,9929

e H2
,u = I - E J hm = 0,9951

--
.J1= ,ulJl = 10,922 m", .J = ,u J = 10,946 m "

Cl:t = 0,000012t = +25° r.,
und mit

1
v = 1,0044. - = 0,9956.

v

Die Einführung der bekannten Zahlenwerte in GI. (100), worin die Glieder '2 ; (~l + ~2) und

4f KK' bei einfeldrigen Trägern gleich Null sind, liefert die Bestimmungsgleichung für Hp
ep

(vgI. die Hp-GI. im Beispiel I)

H 6
HFTJ (p) - P 823,5 . 108

p = 0,995 K'~---

47333,6 - 0,9280 p: +p 2720,3 . 104

worin nach GI. (15) für Äl = I (wegen gl = g)

K' = k + 2 11!t k = k + 0,705 k1o l J 1

erhielten wir

beträgt. Damit kann man die Berechnung wie in der üblichen Theorie H. Ordnung durch
führen (siehe die erste T eillösung im Beispiel I). Für die angenommenen Werte Hp = 3632 t ,
H = 24645 t haben wir nach GI. (15)

H
ß2 = -= = 1,0722' 10- 4 , ß= 1,0355' 10-2 ,

E J

ß" = . H_ = 10741') . 10-4 ßt = 1,0366' 10-2 •
I E J

1
' ,

Cl: = 3,8831. k = 0,742 ,

!Xl = 1,3735. kt = 0,360, K~ = 0,996 .

Für die Belastungslänge a = 303 mund b = l - a = 447 m beträgt

!:.ß= I 5687 Sin .!!.- ß = 2 2960
2' 2'
b b
2 ß = 2,3143 [of '2 ß = 5,1083

[of Cl: = 24,298 .

Damit ergibt sich die H-fache Biegefläche HPTJ (p) nach derselben Formel wie im Beispiel I zu

HPTJ (p) = 15932,1 . lOt .

Ferner ist ß2 • 823,5 . 108 = 883,0 . 104. Wir erhalten somit den Nenner und den Zähler in

der Hp -GI. zu N = 41 629,6 und Z = 15049,1 . 104 .
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Hieraus folgt
15 049,1 . 104

Hp = 0,9956 4162~ = 3599,1 t ,

aufgerundet Hp = 3600 t . (Es wird deshalb aufgerundet, weil der Ausgangswert 3632 t et was
zu groß ist.) Von einer Verbesserung dieses Wertes können wir absehen. Damit können das
Biegemoment Mv und die Durchbiegung 17v des stellvertretenden Trägers mit dem Ersatz
trägheitsmoment J berechnet werden. Nac h den bereit s im Beispiel 1 benutzten Formeln er
gibt sich für Hp = 3600 t und H = 24 613 t

Mv (p) = 99083 t m, Mv (v y" Hp) = - 35655 t m,
Mv = M (p) +Mv (vy" Hp) = 63428 tm .

Das Moment im Schnitt x = 1/4 des gewöhnlichen einfeldrigen Balkens (H = 0) mit der Be
lastung p und v y" Hp ist unabhängig von J des Trägers und beträgt

M~ = M~ (p) - v Yv Hp = 416370 - 235933 = 180437 tm.
Damit ergibt sich die Durchbiegung des Ersatzträgers zu

- M~ -Jiv
'YJv = II 4,754m .

Die Durchsenkung des Versteifungsträgers ist gleich dem vorstehendem Wert, also

'YJv = 4,754 m > 4,696
LI 'YJv = + 0,058 m ( + 1,24 %),

während das Biegemoment des Versteifungst rägers nach GI. (97)
Mv

Mv = - = 63 740 tm > 63 645 t m
f.l

L1 M; = + 95 t m (+ 0,15 %)
beträgt .

Im Anschluß an dieses Beispiel sei auch der Einfluß der Schubverformung des Trägers kurz
verfolgt . Der Verst eifungsträger möge einen doppelwandigen Querschnitt mit den Steg
blechen 8000· 25 mm'' aufweisen, also

F = 2· 800 · 2,5 = 4000 cm".
Mit G = 810 t /cm2, H = 24 645 t beträgt der Multiplikator des Ersatzträgheitsmomentes
nach GI. (103)

H
11 - 1 +- = 1 0076
r: - G F '

f.l ist also um 0,76 % größer als eins.
Das Moment Mvdes Ersatzträgers mit J = f.l J wird

f.l Mv > u ; » Mv,
.worin Mv das Moment des Trägers mit J na ch der üblichen Theorie H. Ordnung (1. Teillösung
im Beispiel 1) bedeutet. Da das Moment un ter Berücksichtigung der Schubverformung
M;, = Mv/f.l ist, wird M~ < Mv, und zwar Mv : M~ < f.l .

Der Einfluß der Schubverformung ist also umgekehrt wie derj enige der Längenänderungen
von Hängern. Größenordnungsmä ßig sind sie beide aber ziemlich gleich .

v. Die Ungenauigkeiten in der IIp -Gleichung und ihre Auswirkung
(Annahmen 7, 8 und 2).

Die Ungenauigkeit oder vielmehr die Genauigkeit der Hp-GI. in der üblichen Theorie
II. Ordnung wurde schon verschiedentlich er örtert -:"). Im folgenden wollen wir sie zu
sammenfassend untersuchen .

1 F. H ar tmann : Zur Theorie und Ausführung der Hängebrücken. Zeit schr. des österr . Ingenieur. und Archi
tektenvereins 1934, S.293.

2 A. A. J akkula: Th e theory of the suspension brid ge. Abh, der LV.B.H. Bd.4 (1936) S.333.
Siehe ferner Fußnoten (1) und auf S.27 und (3) auf S. 3.
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A. Der Einfluß der Annahme (7).
Bei der Ableitung der Bestimmungsgleichung (10) für Hp in der üblichen Theorie II. Ord

nung wur den die drei quadratischen Glieder in GI. (5) L1 ds2, M2 und d1)2 im Vergleich zu
den anderen als kleine Größen höherer Ordnung angesehen und vernachlässigt. Diese Ver
nac hlässigung ·bedeut et statisch, daß man die von den H ängern auf den Hängegurt über
t ragenen Kräft e gleichmäßig verteilt annimmt 1). Unter den drei quadratischen Gliedern
ist L1 ds2 'tatsächlich vernachlässigbar, während d ~2 und in erster Linie d1J2 an Bedeutung
gewinnen können. Setzt man in GI. (5) L1 ds2 = 0 und für d ~2 den Näherungswert aus GI. (6)
d ~2 = (y'd 1J )2ein , so ergibt sich

1 1
d ~ = sec tp L1 d s - y' d 1J - 2'1J' d YJ - 2- s" 1J' d 1] . (104)

In dieser GI. stellen das vorlet zt e und das letzte Glied auf der rechten Seite die Verbesserung
infolge der Berücksichtigung von d 1J2 und d ~2 dar. Nehmen wir im letzten Glied statt y'2
einen Mittelwert y;: der betreffenden Öffnung,so läßt sich aus GI. (104) die folgende Hp-Glei
chung wie GI. (10) ableiten:

I I

H L L '\"" r d , -, 1 + Y',;. fM 'YJ d
p E

k
'FZ + !Xt t t +..:::;.. y . 1J x - ~ 2E J x = 0 ,

o 0

worin 1]" = - ~: eingesetzt wurde. Wird hieraus die Bestimmungsgleichung für Hp wie

in der übli chen Theorie H vOrdnung P) weiter entwickelt, so erhält man statt GI. (13)
und (14)

die nachste hende Gleichung
I

u, + L1 H1) = ~ +17 (l + ;',;.~ ß~ ee f M 1J d x' ,
o

worin

(106)

ß
2 H
e = E J e ' (107)

bedeuten . Hieraus erkennt man, daß die Berücksichtigung der Glieder d1J2 und d ~2 sich in

L1 u, = ~~;e .2 (1 + y',;.)J M1J dx' (108)
o

ausdrückt. Darin erst reckt sich die Summe über alle .am Hängegurt aufgehängten Öffnungen.

Zur Ermittlung von L1 Hp kann man für ß~, N, Mund 1J ohne weiteres die Werte aus der
üblichen Theorie11.Ordnung nehmen. Das Integral läßt sich numerisch auswerten . Die Schnitt
und Formänderungsgrößen des Versteifungsträgers infolge der Zusatzbelastung L1 Hpy"
können unmittelbar aus der bereits gefundenen Lösung für die Teillast y" Hp in der üb 
lichen Theorie H. Ordnung ermitte lt werden, wenn man den Einfluß der Änderung von
H (H' = H + L1 Hp) vernachlässigt, was auch zulässig ist. '

Das Rechnungsergebnis kann man selbstverständlich noch verbessern, indem man unter
Zugrundelegurig von H~ = Hp + L1 Hpdie Berechnung nach der Theorie 11. Ordnung wieder
holt und daraus L1 H~ ermittelt usw. Eine solche Verbesserung ist jedoch unnötig.

Z a h I e n bei s pie 1 4.

Es soll wieder die in vorangehenden Beispielen berechnete Brücke nach Abb. 9 untersucht
werden . ' Aus den Momenten und Durchbiegungen nach der üblichen Theori e H. Ordnung

1 Selbstverständlich betrifft diese vereinfachende Annahme nur die Bestimmung von Hp und nicht die Berech
nung der Schnit t- und Formänderungsgrößen des Versteifungst rägers. Ihr Einfluß auf die Schnit t - und Formände
rungsgrößen des Trägers kommt also nur mittelbarzum Ausdruck und ist infolgedessen auch recht klein.
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(der ersten Teillösung im Beispiel 1) erhalten wir durch numerische Integration
l

in der Mittelöffnung J M'YJ d x' = 6394 . 104

o
l

in der Seitenöffnung ( M'YJ d x ' = 216· 104 •
ö

Für y~ nehmen wir in der Mittelöffnung y' bei X = l/4 und in den Seitenöffnungen y; bei
Xl = ll/2, also

, 2f 0 232 y'm2 = 0,054Ym= -l-=' ,

r 87,0 ' 2

Yml = 265,0 = 0,328 , Yl/tl = 0,108 .

Mit den weiteren Zahlenwerten aus Beispiel 1

ß~ = ß2 = 1,067 . 10-4 , (2c = 808 ,2, N = 41 505,6

ergibt sich nach GI. (108)
1,067 . 808,2

L1 Hp = 2 .415056 (1,054·6394 + 2· 1,108' 216) = + 75 t ,,
und

LIn; 75
n-= 3632 = 2,06 % .

p

Das Biegemoment und die Durchbiegung im Viertelspunkt der Mittelöffnung (Punkt 3) in -
folge L1 Hp betragen .

L1 Mv = LlHH
p

Mv (y" Hp) = - 2,06 % . 35925 = - 740 tm (- 1,16 %)
I'

H
L1 'YJv = T 'YJv (y" Hp) = - 2,06 % . 8158 = -168 mm (- 3,58%).

p

Die genaue Berechnung mit, Hp = 3632 + 75 = 3707 t und H = 21 013 + 3707 = 24720 t
liefert die Verbesserung von M~ und 'YJv zu - 1,52 % und - 3,66 % .

B. Einfluß der Annahme (8).
Es soll noch der Einfluß der Annahme (8) oder der Ungenauigkeit der GI. (8)' erörtert

werden. In GI. (8) können wir
- .1

l/cos (gJ + L1 gJ) = y1 + (y' + 'YJ/)2 = 1 + 2" y/2 + y' 'YJ'

oder
= l/cos gJ + y' 'YJ'

setzen. Damit ergibt sich I

S Hp H I I

p= -+ Y'YJ·cos e

Infolgedessen haben wir in GI. (9) statt des - y' d'YJ den Ausdruck - fly' d'YJ , worin

H a ",

fl = 1 - E", F" cos2tp = 1 - Ek costp (110)

bezeichnet. Nehmen wir an, daß das veränderliche fl durch einen Mittelwert ersetzt wird, so
ergibt sich die Bestimmungsgleichung für Hp statt GI. (10) zu

l

u, E LF O ± IXt t Lt +.2,u y" J'YJ d X = 0 .
k k 0

Nun wollen wir sehen, um wieviel fl von eins abweichen kann, d. h . welchen Wert der Aus
druck a,,/Ek cos gJ erreichen kann. Hierzu brauchen wir nur den ungünstigeren Fall, nämlich
das gegenüber der Kette höher beanspruchte Kabel, zu betrachten. Unter Zugrundelegung
einer der zulässigen Grenze entsprechenden Spannung ak = 5,0 t/cm2, eines besonders niedrig

1 Vgl. Grüning: Der Eisenbau, Berlin, 1929.
3*
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angenommenen E -Moduls vom K ab el Ek = 1550 t /cm 2 und eines mittleren Wertes cos ep = 0,9
ergibt sich

Gk 5
-_.~ - - °36 o~Ek cos e - 1550 · 0,9 -, 0 •

Das ist der höchste Wert, um den fl von eins überhaupt abweichen kann. Das Gleichset zen
von fl = 1 hat zur Fo lge, daß Hpet was grö ßer und daraus M und 'YJ des Trägers etwas kleiner
berechnet werden. Die Abweichungen liegen aber au ch in der Größenordnung von 0,36 %.

C. Die Ungenauigkeit der Annahme (2).
Wir wollen im folgenden untersuchen , wie weit die Voraussetzung (2), daß die Kabelkurve

unter der ständigen Last 9 eine quadratische Parabel ist, von der Wirklichkeit abweicht. ·
. Das Kabel möge das Gewicht gk t im gleichmäßig üb er seine Länge und der übrige Teil des

Brückenüberbautes das Gewicht gb t im gleichmäßig über die horizontale Strecke aufweisen .
Legen wir ein gewöhnliches Koordinatensystem (+ y nach oben, + x nach rechts) durch den
Scheitel des Kab els, z. B. in der Mittelöffnung in Abb. 1, so lautet die GI. der K abelkurve

Hg y" = gk secep + gb' (112)

worin ep den Tangentenwinkel des Kabelelementes ds bedeutet.
Mit

1
sec ep = 1/1 + y'2 = 1 +2 s"

und
y' = z

geh t die GI. in

über. Die Lösung für z lautet

z = Jf2 (gk + gb) tg (~X_ · I/ gk (gk + gb)) + Cl '
gk Hg 2

Durch nochm alige Integration dieser GI. ergibt sich 1 dann

y = 2 Hg ln sec (_X_·1/ikTiik+g;)) + c x + C . (113)gk Hg · 2 1 2

Die K onstanten Cl und C2 lassen sich aus den Randbedingungen bestimmen. Z. B. für die
Mittelöffnung in Abb. 1 erha lt en wir Ci '= °und Cl = °aus den Bedingungen: y = °für
x = °und y (- x) = y ( + x). Hierfür lautet also die Lösung :

y = -2i!~ ln sec ( tl;; \/ Yk (gk
2
+ gb.)) . (114)

F ür Kette mit angepa ßtem Querschnitt Fk = F'k sec ep ist ~/k = g'k sec ep. Die Lösung der
Kettenkurve erhä lt man unmittelbar aus der vorstehenden Gl., indem man g'k statt gk einset zt
und überall die Zahl 2 wegstreicht . Diesen Fall hat A. R i t te l' 2 bereit s vor 1899 behandelt.

Wir wollen im folgenden das Hg und die Ordinate der K ab elkurve im Viertelspunkt des
beha ndelten Beispieles nach der vorstehenden GI. ausrechnen .

gk = 0,67 . 7,8 = 0,52 t im
gb = 26,0 - 0,52 = 20,8 t im
gk : gb = 1 : 4 .

Dieses Verhältnis entspricht etwa den Gewichten der meisten H ängebrücken. Setzen wir die

Werte von gk und gb sowie y = f = 87,0 m für x = ~ = 375,0 m in GI. (114) ein, so ergibt

sich die GI. für Hg zu
226,2

e- II; _ cos 3083,25 = °
Hg

1 S. a , A. F uhr m an n: Bauwissenschaftli che Anwendungen der Integralrechnung. Teil IV, S. 229. Berlin ,
1903.

2 A. R i t t e r : Lehrbuch der Ingenieur-Mechanik , Leipzig 1899, S. 360.
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und hieraus Hg = 21089 t . Dieser Wert ist um 56 t (0,27 %) größer als derjenige aus der
parabolischen Kabelkurve mit demselben Pfeil. Die Gleichung der Kabelkurve lautet nach
Einführung der Zahlenwerte :

y = 8111,17 Zn sec (x' 3,8987' 10- 4) •

Für x = Z/4 ergibt sich aus dieser GI. Yv = 21,693 m und daraus der Durchhang des Kabels
im Viertelspunkt

f - Yv = 87,0 - 21,693 = 65,307 m.

Unter der Annahme der quadratischen Parabel hat man : f = 65,250 m. Die Abweichung

beträgt also 0,057 moder 0,09 %.
Aus den vorstehenden Rechnungsergebnissen ersieht man, daß die Annahme einer quadra

tischen Parabel für die Kabelkurve unter der ständigen Last f! = f!k + f!b ohne weiteres zu-
lässig ist. .

Zusammenfassung des ersten Teiles.
Wir haben in den vorangehenden Abschnitten die Wege gezeigt, wie man die verschiedenen

vereinfachenden Annahmen in der üblichen Theorie H. Ordnung im einzelnen untersucht.
An einer großen Hängebrücke über drei Öffnungen mit f! : p = 1,73 wurden die Einflüsse
aller Annahmen zahlenmäßig verfolgt. Die in Prozenten ausgedrückten Ergebnisse können
zwar bei Hängebrücken mit anderen Systemabmessungen und Belastungen etwas schwanken,
aber an ihrer Größenordnung wird sich nicht viel ändern. Unter allen diesen Nebeneinflüssen
nimmt die Schrägstellung der Hänger die erste Stelle ein. Sie vermindert das Biegemoment
Mv und die Durchbiegung 1]v im Viertelspunkt der Mittelöffnung etwa um 8%. An zweiter
Stelle steht die Vernachlässigung der quadratischen Glieder d 1]2 und d';2 bei der Ableitung der
Hp-Gleichung. Ihr Einfluß auf M v und 1]v beträgt etwa - 1,5 %und - 3,5 %. Dann kommen
die Pylonenelastizität, die Längenänderungen der Hänger und die anderen Nebeneinflüsse.

Es muß betont werden, daß wir die Einflüsse jeweils für sich untersucht haben und ihre
Zusammenwirkung nicht gleich der Summe aus den einzelnenWirkungen setzen dürfen. Sie ist
nämlich kleiner als diese , weil die Nebeneinflüsse infolge der gleichzeitigen Berücksichtigung
aller .Systemverformungen sich grundsätzlich gegenseitig vermindern müssen 1 . Ferner sei
darauf hingewiesen, daß sich diese Nebeneinflüsse nicht bei allen Belastungsfällen und nicht
an jeder Stelle des Versteifungsträgers auf die Schnitt- und Formänderungsgrößen so günstig
auswirken. Vor allem ist dies für die Schrägstellung der Hänger der Fall. Ihr Einfluß erreicht
die obere Grenze bei halbseitiger Belastung in der Hauptöffnung ; er ist also auf die maß
gebenden Schnitt- und Formänderungsgrößen über bestimmte Strecken beschränkt, und zwar
bei einfeldrigen Versteifungsträgern vor allem auf Mund 1] in der Gegend des Viertelspunktes
der Mittelöffnung und beim Durchlaufträger auch auf das St ützenmoment. Die im Beispiel 1
festgestellten Abweichungen LI M v, und LI 1]v infolge der Schrägstellung der Hänger stellen
somit die obere Grenze ihres Einflusses dar, der sich über eine gewisse Strecke links und
rechts vom Viertelspunkt erstreckt. Anders ist der Einfluß der Ungenauigkeit in der IIp 

Gleichung infolge der Vernachlässigung der quadratischen Glieder drj2 und d';2 . Er nimmt
etwa mit Hp zu und wird also bei der Vollast in der Hauptöffnung die obere Grenze erreichen.
Wir sehen also, daß schon bezüglich der Belastung Gegenläufigkeit zwischen den beiden letzt
genannten Einflüssen besteht.

Über die Pylonenelastizität haben wir uns am Ende des Abschnittes III bereits zur Ge
nüge geäußert. Die Einflüsse der Längenänderungen der Hänger und der Schubverformung des

1 Wird z. B. ein Biegemoment M infolge der Schrägstellung der Hänger um <X % und infolge der quadratischen
Glieder d 1)2 und d ~2 um ß%vermindert, so erhalte n wir bei der Berücksichtigung der beiden Nebeneinflüsse

M = M(l-<x) (1- ß) > M(l-<x-ß).

Die beiden Abminderungszahlen <X und ßverringern sich also gegenseitig.
Für Systeme, deren Schnitt- und Formänderungsgrößen durch Berücksichtigung der Nebeneinflüsse größer

werden, erhält man dagegen
M = M (1 + <X) (1 + ß) > M (1 + <X + ß).

Die beiden Korrekturglieder <X Mund ßM vergrößern sich also gegenseitig.
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Versteifungsträgers sind gering. Außerdem heben sich sie zum Teil auf. Die Annahme, daß
die Kabelkurve gleich der quadratischen Parabel ist, ist praktisch ohne weiteres zulässig.
Die beiden Kurven weisen keine nennenswerten Abweichungen auf.

Es sei erwähnt, daß die mitgeteilten Verfahren zur Untersuchung der Nebeneinflüsse auch
für Hängebrücken mit besonderen Stützbedingungen des Versteifungsträgers 1 anwendbar
sind. Die Größenordnung der einzelnen Nebeneinflüsse bei solchen Systemen dürfte nicht
viel von der in den vorangehenden Beispielen festgestellten abweichen.

Wir haben aus den theoretischen Untersuchungen gesehen, in welcher Größenordnung die
Ungenauigkeit der üblichen Theorie H. Ordnung liegt. Diese Abweichungen können zwar
in einzelnen Fällen, z. TI. bei Hängebrücken mit vorgeschriebener zulässiger Durchsenkung
des Trägers, an Bedeutung gewinnen, so daß die Berechnung unter Berücksichtigung der
Nebeneinflüsse durchgeführt werden muß, aber im allgemeinen genügt durchaus die übliche
Theorie Ir. Ordnung. Denn man muß auch bedenken, daß man sich heute bei der Be
messung des Trägers, z. TI. bei der Berechnung der Stoßverbindungen des Trägers oder bei
der Festlegung der zulässigen Beanspruchung unter Berücksichtigung der Dauerfestigkeit
bei Hängebrücken für Eisenbahnverkehr usw, noch mit grober Näherung begnügen muß .
Im übrigen würden bei Anwendung der Fachwerkträger als Versteifungsträger wohl auch
die Neben- und Zusatzspannungen in der üblichen Weise vernachlässigt werden.

1 K. Klöppel und K. H. Lie: Hängebrücken mit besonderen St ützbedingungen. Stahlbau 1940 H. 21/22,
1941 H.6/7.



Zweiter Teil :

Statische l\lodellversuche.

I. Allgemeine Grundlagen.
Die statischen Modellversuche haben seit jeher dem Ingenieur zur Bestätigung der Theorien

guteDienste geleistet. In Sonderfällen,wo man über keine genügend genauenTheorien verfügt,
wurden sie aber auch dazu verwendet, um die Lösung des Problems auf experimentellem
Wege zu gewinnen. Als beste Beispiele für diese beiden grundverschiedenen Anwendungen
der Versuche und ihre Erfolge brauchen wir nur die bekannten Knickversuche von Kar
man und Te t m a je r anzuführen. In der neueren Zeit wurden viele statischen -Messungen
an Modellen durchgeführt, die man den Bauwerken ähnlich nachbildete. Es sind aber
im einschlägigen Schrifttum 1 die Modellregeln ent weder nur kurz oder ganz allgemein
behandelt, ohne daß auf die grundlegende Frage eingegangen wird, wann und welche An
forderungen man an das Modell zu stellen hat und welche Bedingungen dann beim Bau des
Modells eingehalten werden müssen. Im folgenden wollen wir diese Frage näher auseinander
setzen und daran anschließend einige Konstruktionen und Versuchsergebnisse an Hänge
brückenmodellen mitteilen.

Die Tragewerke unterteilt man bekanntlich in zwei Hauptgruppen. Bei der einen Gruppe
sind die Systemverformungen verhältnismäßig klein und werden im Kräftespiel vernach
lässigt, so daß das Superpositionsgesetz gilt. Zu der anderen Gruppe gehören solche Systeme,
bei denen entweder die Gliederung je nach der Belastung sich ändert oder die Systemverfor
mung im Kräftespiel einbezogen wird, so daß das Superpositionsgesetz fällt 2 . Für die beiden
Systemarten gilt das Modellgesetz gleichwohl, d. h. die Gültigkeit des statischen Ähnlichkeit,,
gesetzes ist unabhängig vom Superpositionsgesetz. Man hat allerdings bei der ersten System
gruppe eventuell eine Freiheit mehr für die Wahl des Maßstabes der Systemverformungen,
da ihre Einflüsse im Kräftespiel ja vernachlässigt werden können.

Im folgenden wollen wir zunächst kurz die in der Statik vorkommenden Größen aufzählen
und dann die Modellregeln ableiten.

In der Baustatik hat man es mit nur drei Einheiten : der Kraft, der Länge und der Tempe
ratur, sowie mit der dimensionslosen Zahl, dem Winkel, zu tun, während die Zeit keine Rolle
spielt. Aus ihnen bilden sich die weiteren, uns praktisch interessierenden Größen von ge
mischten Dimensionen, z. B. das Biege- und Torsionsmoment und die Spannungen. Was
die Länge betrifft, so ist es für unsere folgenden Betrachtungen zweckmäßig , sie in System
achse, Formänderungen und Querschnittsabmessungen zu unterteilen; ebenso ist es mit dem
Winkel. Übersichtshalber seien im nachstehenden diese Größen mit ihren Bezeichnungen ,
Dimensionen und Einheiten zusammengestellt:

1 Siehe z, B. M. W eb e r : Ähnlichkeitsmechanik oder Theorie der Modelle. Hütte Bd. I und die unter Fuß
note 1 S.15 angegebene Arbeit, sowie H. Web e r : Übcr Modellgesetze und Ähnlichkeit sbedingungen für voll
kommene und erweiter te Ähnlichkeit bei statischen Elastiait ätsproblemen. Diss. T. H . Berlin 1940. Diese Arbeit
ist uns nach dem Abschluß des Manuskriptes für die vorliegende Arbeit bekannt geworden.

2 Bei solchen Betrachtungen ist auch zu beachten, auf welche Kräftegruppe sich die Superposition bezieht;
z. B. sind beim Balken mit Axii lkraft Hund Querlast P die Schnitt- und Formänderungsgrößen des Balkens
lineare Funktionen der Querlast P aber nichtlineare Funktionen der Axialkraft H. Infolgedessen gilt hier das
Superpositionsgesetz nur für P und nicht für H.
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1. Kraft P, Q, N, H (t oder kg)
2. Länge (m oder cm )

a ) Systemachse l, S

b) Formänderungen 15, 1]

c) Querschnit t sabmessungen b, d, h:
3. Temperatur t OC
4. Winkel (Bogenmaß oder Grad )

a ) Syst emachse cp
b) Formänderungen LI cp, f}.

5. Biegemoment Mb und Torsionsmoment MT (tm oder kg cm).
6. Spannungen (J, 1" (kgjcm 2) .

Zur Ableitung der Modellregeln t eilen wir zweckmäßig das Tragglied oder Tragwerk nach
seiner Beanspruchungsart in folgende drei Gruppen ein :

A. Tragglied oder Tragwerk, das nur auf achsialen Zug beansprucht wird. Das sind z. B.
das Drahtseil , das Kabel, die Kette und der Zugstab. Sie sind durch drei Größen ge
kennzeichnet , nämlich die Querschnittfläche F , den Elastizitätsmodul E und die lineare
W ärmeau sdehnungszahl e..

B . Tragglied oder Tragwerk, das nur auf achsialen Druck beansprucht wird, der Druck
stab. Er ist gekennzeichnet durch IXt, E, F und außerdem noch durch das Trägheits
moment J und eventuell die Querschnittsform f).

C. Tragglied oder Tragwerk , das durch achsiale Kräft e,Querkräfte, Biegemoment und Tor
sionsmoment beansprucht wird . Das ist die allgemeine Beanspruchungsart (6 Größen),
der die meisten Tragglieder und Tragwerke ausgesetzt sind. Hierbei unterscheidet man
wiederum das Linientragwerk (St abwerk) und das Fl ächentragwerk (Konti nuum) . Die
charakteristischen Größen für das Linient ragglied sind außer IXt, E, F , J , noch der
Schubmodul G, der Torsionswiderst and J T und die Quershnittsform f) , wodurc h auch
die für die Querkraftbeanspruc hung maßgebende, von der Querschnit t sform abhängige
Zahl Je ausgedrückt werden soll.

Na chdem wir -das Tragglied in drei Gruppen eingete ilt hab en , sollen anschließend die Mo
dellregeln für die einzelnen Traggliedsarten abgeleite t und näher erörte rt werden. Dab ei wol
len wir vereinba ren, daß die bisher eingeführten Bezeichnungen für das Modell einen Index 1
erhalten sollen, während die für das wirkli che Tragglied ind exfrei bleiben. Weiter mögen die
Bezeichnungen der grundlegenden Maßstäbe vorausgeschickt werden.

Kraft P : PI = k = n2k'
Länge (Systemachse) l : II = n (201)
"Temperatur t " : t;' = c.

Zur Ableitung der einzelnen Maßst äbe oder ihrer gegenseitigen Beziehungen werden wir im
nachst ehenden jeweils von der Grundgleichung ausgehen , die das Tragglied beherrscht.

A. Modellregeln für das Tragglied, das nur auf achsial en Zug beansprucht wird:
Seile, Zugstäbe.

Wir betrachten ein elast isches, an beiden E nden befesti gtes Seil, z. B . das K abel der Hänge
brüc ke, das anfangs infolge irgend einer Belastung, z. B. des Eigengewichtes, den Durchhang
Y = f (x) und die Seilkraft S aufweist und durch Hinzutreten der Belastungen P die Form
Y + 1] und die Kraft S + LI S annimmt. · Die Gleichung, der dieses elastische Seil gehorcht,
haben wir bereits im 1. Abschnitt des erste n Teiles abgeleitet, GI. (10). Sie lautet bei nach 
giebigen Befestigungen an den Enden

n, ELF± IXt t t, +Jy" 1] d x = LI l .

Die entsprechende GI. für das Modell erhä lt man, wenn alle Größen in dieser GI. mit dem In
dex 1 versehen werden. Verg leicht man die GI. für das Modell mit derj enigen für die Haupt
ausführung, die durch Einführung der Beziehungen nach GI. (201) folgende Form

n LI J. Y; '
k Hp1 E F ± IXt ct1 «t; + --;;- n 1]1 nd Xl = n LI II
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annimmt, so erhält man die Bedingungen
~_ kHp 1

EIFI - E F (202)

lXII tl = IXI ctl ,

d. h. die D e h nun g des Seiles muß am Modell und in der Hauptausführung gleich groß sein.
Hieraus ergeben sich folgende Maßstäbe:

E F E F
FI = E;T = E; k' n2 (203)

t IX I,
c = - = - . (204)

tl IX I

Aus den obigen Gleichungen erkennt man, daß erstens die Spannungen nur im Falle der
gleichen E-Moduli EI = E in natura am Modell wiedergegeben werden können, und daß
anderseits sich der Maßstab c für die Temperatur nicht frei wählen läßt, sondern durch lXII: IXI
vorgegeben ist.

(205)
E J E J

J I = E; kn2 = JE; k'n4 •

so er hält man die Beziehung

B. Modellregeln für den Druckstab.
Für Stäbe dieser Art , bei denen es sich nur um Spannungsprobleme im elastischen Bereich

handelt, gelten auch die GI. (203) und (204). Im folgenden wollen wir auf den Druckstab ein
gehen , der einer Knickgefahr ausgeset zt ist.

Für das Knicken des Stabes (Abb . 14) im elast ischen Formänderungsbereich gilt die
linearisierte Differentialgleichung des unendlich wenig ausgebogenen Stabes p

1 p. Y
-e =-ET

oder mit den Bezeichnungen nach GI. (201)
1 k PI . n Yl

- - = - -~;-=--:
n !?l E J

Verbindet man diese GI. mit der GI. für das Modell
1 PI YI-e: = - EI J I '

Wenn man dabei auch die GI. (203) gelten läßt, was an sich nicht notwendig ist, so verhalten
sich die Knickspannungen ak zu akl wie E zu EI' Wird die Anforderung der gleichen Knick
spa nnungen gestellt, so muß die Bedingung

F
FI = T (206)

eingehalt en werden. Es ergibt sich dann das Schlankheitsverhältnis

Ä : ÄI = VE : [ n, . (207)

Beim Knicken des in Abb. 14 skizzier te n Stabes im plastischen Formänderungsbereich
hat man die Differentialgleichung

P'Ye= - E'J '

worin E' den ideellen E-Modul bedeutet. Da E' sowohl von der Spannung-Dehnungslinie des
Werkstoffes als auch - st reng genommen - von der Querschnittsform des Stabes ab
hängig ist, muß das Modell aus dem selben Werkst off hergestellt werden wie die Haupt
ausführung, und seine Querschnittsform muß auch die st renge geometrische Ähnlichkeit
einhalten , also

(208)
(209)
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Aus GI. (209) folgt dann der Maßstab für die Kraft in diesem Fall
P : PI = k = n2 , k' = 1. (201)'

Die Bedingungen (208), 209) und (201)' gelten übrigens auch für alle Tragglieder, sofern
sie bis in den plastischen Formänderungsbereich beansprucht werden. Bei Zugstäben und
Seilen fällt jedoch die Bedingung (209) fort.

Wir haben bisher Modellregeln für solche Tragglieder abgeleitet, für die das Superpositions
gesetz nicht gilt. Hieraus erkennt man, daß wie bereits erwähnt, die Ähnlichkeitsbetrachtung
vom Superpositionsgesetz unabhängig ist. Es muß allerdings betont werden, daß wir in die
sem Fall für die Formänderungen (Verschiebungen) unbedingt denselben Maßstab n wie für
die Systemachse nehmen müssen. Dies ist nicht erforderlich, wenn die Formänderungen nicht
im Kräftespiel berücksichtigt werden. Das wollen wir im folgenden Abschnitt zeigen .

(211)

(212)

(214)

(213 c)

(213 b)

(213 a)

(213 d)

Abb.15.

c. Modellregeln für das Tragglied mit ganz allgemeinen Beanspruchungen:
Achsialkraft, Querkraft, Biege- und Torsionsmoment.

1. Linientragglied.

Für einen räumlichen durch P und M belasteten Stab gilt (Abb. 15)- - f MoMo (MPMP fNN j' QQ2Pt) +2ML1/p = EJ ":'. - GJ p ds+ EF d s+ y.GFds . (210)

Dabei können die Größen mit und ohne Querstrich zu zwei verschiedenen Zuständen
oder zu ein und demselben Zustand gehören. Ferner sollen .das erste und das letzte Integral

p evt1. zwei solche Integrale darstellen, die sich jeweils auf die beiden
Querschnittshauptachsen beziehen. .

Es seien für die Kraft P und die Systemachse s die Maßstäbe k
und n gewählt. Es ist dann klar, daß für das Drehmoment (Biege
und Torsionsmoment) der Maßstab

M : MI = kn

gilt. Weiter wollen wir den Maßstab für die Formänderungsgrößen
<5 : <51 = mn

L1 'P : L1 'PI = m
wählen, d. h. am Modell werden die Verschiebungen m· n-fach und die Winkeländerungen
m-facher kleiner als in der Hauptausführung 1. Setzen wir die Maßstäbe für P, s, M , <5 und
L1 'P in GI. (210) ein und stellen eine entsprechende Gleichung für das Modell auf, indem alle
Größen in GI. (210) mit dem Index 1 versehen werden, so liefert ein Vergleich der beiden
Gleichungen folgende Beziehungen:

E m E m
J1 = E; kn2 J = E; k'n4 J

G m G m
J p1 = a; kn2 J'1.'= a; k'n4 J p

E m E m
F1 = E;-k--F = EI k' n2 F

E GI
y.1 =G'~"

1

Sollten am Modell alle Einflüsse berücksichtigt werden, so folgt aus GI. (213 a) bis (213 c),
daß die Querschnittsform geometrisch ähnlich

(91 f'J (9

und
E m G m
Ey=oy=1

1 1
(215)

1 Im allgemeinen kommt m < 1 in Frage, weil man die Formänderungen am Modell vergrößert haben will.
Es sei jedoch daran erinnert, daß die Verformungen nur dann vernachlässigt werden, solange sie im Vergleich zu
den Systemabmessungen klein sind.
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(217)

sein müssen. Weiter folgt aus GI. (213 d) und der obigen Gleichung, daß der Werkstoff des
Modells und der Hauptausführung dieselbe Querdehnungszahl

ftl = ft (216)

haben muß.
Bei .e ben e n Tragwerken (Stabwerk und Fachwerk) kommen praktisch nur das Biege

moment Mb und die Normkraft N in Frage, so daß man nur die GI. (213 a) und (213 c) zu er
füllen braucht. Hierfür wollen wir im folgenden auch den Maßstab für die Temperatur ab
leiten. Es gilt wie GI. (210)

r - .d t J-z P-;) +Z M LI er =. Mb (Xt T ds + N (Xt t ds ,

worin LI t der Temperaturunterschied zwischen der Ober- und Unterkante des Trägers und h
die Trägerhöhe bedeuten. Setzt man die Maßstäbe nach GI. (201), (211) und (212) in obige
Gleichung ein und stellt eine entsprechende Gleichung für das Modell auf, indem man die
Größen in GI. (217) mit Index 1 schreibt, so ergeben sich aus diesen beiden Gleichungen fol
gende Beziehungen

t {Xt l
C = - = m - (218 a)

t1 IXt

I .d t m h IXt ., ( b)o = -=- _ . _ - 218
.d t1 n h1 IXt .

Obige Gleichungen zeigen, daß c' und c miteinander übereinstimmen, wenn die Trägerhöhe ~
am Modell auch im Maßstab n die wirkliche Trägerhöhe h nachahmt. Diese Bedingung muß
ohnehin erfüllt werden, wenn der Träger durch Mund N beansprucht wird. Man hat also
c' = c, Daß c sich nicht frei wählen läßt, geht aus GI. (218 a) auch klar hervor.

Wir haben die GI. (213 a) bis (216) unter Zugrundelegurig der Wahl der Maßstäbe k für
die Kraft, n die Systemachse und die Querschnittsabmessungen, sowie m den Formänderungs
winkel aufgestellt. (Es sei bemerkt, daß durch Bedingung (215) an sich nur einer von den bei
den Maßstäben mund k' frei gewählt werden kann). Aus diesen Bedingungen folgt, daß die
Spannungen am Modell im Verhältnis

(219)

wiedergegeben werden. Diese Beziehung gilt auch für die Spannungen infolge der Temperatur
änderungen.

Sollte die Bedingung a1 = o erfüllt werden, so muß m E : E1 = 1 sein. Hieraus folgt nach
GI. (215), daß dann auch k' = 1 sein muß. Mit anderen Worten: der Kräftemaßstab muß in
diesem Fall P : P1 = k = n2 gewählt werden.

2. Flächentragwerk.
Wir betrachten eine Platte in der x y-Ebene, die in der Mittelebene durch die Normalkraft

No;, Nil und die Schubkraft No;lI je Längeneinheit und senkrecht zur Mittelebene durch die
Last p je Flächeneinheit belastet ist. Hierfür gilt

q
[7 [7 W = 75 ' (220)

worin bedeuten

E' h3

D=12

E,=_E_
I_p.2

(220 a)

(220 b)

(220 c)

(220 d)
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(223)

(225)

(224)

(226)

w die Durchbiegung und h die Dicke der Platte. Für das Modell gilt entsprechend
ql

J7 J7 W 1 = D
I

Setzt man die Maßstäbe kund n in GI. (220) ein, so ergibt sich
1717 W I ql k---na- = D -;2 .

Ein Vergleich dieser Gleichung mit derjenigen für das Modell liefert dann
D D

D1 = -,;;; = k'n3 • (221)

Durch die Einführung der GI. (220 c) in GI. (221) erhält man die Plattendicke am Modell

h" /TE
hl = -;-} k' EI' (222)

Dabei wurde angenommen, daß die Querdehnungszahl des Modellwerkstoffes ebenso gleich fl
ist und infolgedessen auch E' : ß: = E : EI wird. Das wollen wir im folgenden stets voraus
setzen.

Wenn die Bedingung (222) erfüllt ist, so sind die Durchsenkungen w und die Krümmungs
radien (1x, (1v der Plattenmittelfläche am Modell auch in n-fach verkleinert wiedergegeben, also

w : w1 = n , 1
(1 : (11 = n. J

Anders sind aber die Dehnungen der Mittelfläche infolge der Kräfte je Längeneinheit
N x, Ny, z. B.

d x
Lldx= Eh (Nx-flNy).

Mit dx= ndx1 und N = ~Nl = k' nNl geht obige Gleichung in
n

Lldx=k'n2 ;x~ (N Xl -fl N yl)
I

über. Dividiert man diese Gleichung durch die Gleichung für die Dehnung am Modell
dXILI d Xl = E h (NXl - fl N Xl) ,

I I

so erhält man unter Berücksichtigung der GI. (222) das Verhältnis

L1 dx _ 'l"/'(k' ~)2L1dx
I

- n . E '

Die GI. (223) und (225) sind also nicht gleich. Solange man sich am Modell nur für die Durch
biegung interessiert und auch nur diese mißt, spielt die Unübereinstimmbarkeit dieser beiden
Gleichungen keine Rolle. Anders ist es bei der Spannungsmessung. Z. B. die Normalspan
nungen ax infolge der Biegung sind in der Plattenmittelfläche gleich Null und an der Ober
fläche, wo man mißt, gleich

E'h( 1 1 )ax = ±- - + fl- .
2 12.c I2v

Setzen wir in der Gleichung (1 = n (11 und vergleichen wir sie mit der Gleichung für das Modell
(alle Größen in GI. (226) mit Index 1), so erhalten wir unter Beachtung der GI. (222) die Be
ziehung für Biegespannungen

~ = :V' Ik' (!.-)2 (227)
ab! EI

Dagegen verhalten sich die Normalspannungen infolge der Normalkräfte z. B.
s, N X 1

ax : aXl = - h- : - h - .
I

Die Einführung des Maßstabes für N X liefert das Verhältnis für Spannungen infolge N

a~ =1"/k'2(~). (228)
aN l EI
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(230)

(229)

1
J

a
a; =E;'

d. h. man muß in diesem Fall auch die Plattendicke geometrisch ähnlich nachbilden und die
Spannungen inHauptausführung und am Modell verhalt en sich dann wie die E-Modulli. Es
sei darauf hingewiesen , daß bei Beanspruchungen der Platte im plastischen Formänderungs
bereich dann auch GI. (208) und (201)' zur Geltung kommen. Die GI. (208) besagt, daß das
Modell aus demselben Werkstoff hergestellt werden muß, wie die Hauptausführung.

Wenn die Platte nur auf Biegungbeansprucht ist, so kommen nur GI. (222) und (227) in Be
tracht. Wenn a ber sowohl die Biegung als auch die Normalkräfte vorliegen, dann müssen
GI. (227) und (228) gleich sein . Daraus folgt, daß

k' = ;
1

gewählt werden muß. Es ergeben sich dann aus GI. (222), (227) und (228) die Beziehungen
für eine sowohl a uf Biegung als auch durch Normalkräft e beanspruchte Platte

h
h1 = -

n

E

n. Die Hängebrückenmodelle.

A. Das bisherige Hängebrückenmodell.

Versuche an Hängebrückenmodellen , die dem Ttagwerk entsprechend aus Kabeln, Hän
gern, Versteifungsträgern und P ylonen bestehen , wurden zuerst in Amerika und dann neuer
dings auch in Deutschland durchgef ührt '. Man hat sie herangezogen, um beim Vorentwerfe n
der Brücken das statische Verhalten der verschie denen Entwürfe zu vergleichen, oder um das
Verhalten der Brücken während der Montage zu untersuchen. Die Modellregeln für ein solches
Modell erhält man ohne weiteres aus den im vorangehenden Abschnitt abgeleiteten Glei
chungen . Zunächst ist es klar, daß hier der Maßstab für den Formänderungswinkel nach
GI. (212) m = 1 sein muß , weil bei H ängebrücken die Formänderungen für das Kräftespiel
von unvernachlässigbarer Bedeutung ist. E s gilt dann für die Hänger und die Kabel , deren
Biegesteifigkeit vernachlässigt werden möge, die Maßstabregel des Zugstabes

s, r.
Fkl= -E -k' 2 '

kl n

Für die Pylonen, die entweder nur auf Druck (Pendelpylone) oder auf Biegung und Druck
(Einspannpylone) beansprucht sind, und für die Versteifungsträger, deren Schubverformung
nicht am Modell nachgebildet wird, haben wir

E J
J1 = E; v w

Das sind die beiden Gleichungen, die beim Bau eines solchen stat ischen Modells der Hänge
brücke eingehalten werden müssen. Hat man z. B. den Verkleinerungsmaßstab für die
Syst emabmessungen n und für die Kraft k = k'n 2 und die Werkstoffe des Modells (also ET..~,

EI) gewählt, so lassen sich die Querschnittsabmessungen der Tragteile am Modell ohne
weiteres aus den vorstehenden Gleichungen ermit t eln. Ebenso ergibt sich der Maßstab für
das Biegemoment im Träger zu

M : 111I = k n = k' n3
•

Abb . 16 und 17 stellen ein solches Modell nebst den Konstruktionseinheiten dar, das
eine Hängebrücke üb er drei Öffnungen 270 + 750 + 270 m nachbildet. Die gewählten Maß 
stäbe betragen n = 150 und k = 519400 oder k' = 23,084. Für die Wahl des Beiwertes k'
war der maßgebende Grund die Anpassung von Fk1 des Modellkabels an das im Handel er
hältliche Drahtprofil, das im vorliegenden Modell noch keine nennenswerte Biegesteifigkeit

I Siehe Fußnote 1, 8.15 und u. a. 8. O. Asplund: Modell för sök över hängbroar nud lutande hängare:
Teknisk Tidskrift 1940. 8 .23 und Mai e r · L ei b n i t z : Grundsä tz liches über Modellmcssungen der Formände
rungen und Spannungen von verankerten Hängebrücken. Bautechn, 1941, H.46/47 usw.
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aufweisen soll. Es wurde Silberstahldraht von 0,15 mm
Durchmesser als Modellkabel genommen, das unter Berück
sichtigung seines höheren E-Moduls dem Kabel im Bauwerk
von Fk = 1,15 m2 entspricht. Die Hänger mit etwa
Fh = 110 cm- wurden mit einem Klavierdraht von 0,2 mm
Durchmesser (EI > E) nachgebildet und der durchlaufende

Abb. 17. Bestimmung des Kabelzuges durch Messung der
Pfeiländerung des Bügels .

Abb.18.

IhoJ tim.

k-265---_ - - - 750 -----IT
Abb. 19. Größtmomentenlinie.

Versteifungsträger von Ja; = 19 m 4 mit einem Vierkantstahl
aus St 37 von der Höhe h = 14mm und der Breite b= 7mm.
Die steinerne Pylone mit J etwa 25 000 m 4 um die eigene
Querschnittshauptachse senkrecht zur Längsrichtung der
Brücke wurde am Modell unter der Annahme EI = 10 E
durch zwei Stahlrohre von 51 mm Durchmesser und der
Wanddicke s = 2,5 mm dargestellt.
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Ein ähnliches Modell (Abb. 18) für die im ersten Teil dieser Arbeit als Beispiel unter
suchte Brücke mit Versteifungsträgern von J = II m 4 wurde im Maßstab n = 250 und
k = 500000 gebaut. Das Modellkabel besteht aus einem Silberdraht von 1,1 mm Durchmesser
mit dem aus Versuchen festgestellten E-Modul Ek1 = 2190 t fcm 2 und der Träger aus einem
Vierkantstahl 8 )(8 mm- aus St 37. Die den Gewichten g = 26 tfm und p = 15 tim ent
sprechenden Belastungen am Modell betragen 130 gfcm und 75 gfcm. An diesem und dem
erstgenannten Modell wurden seit zwei Jahren Versuche durchgeführt. Abb. 19 stellt die aus
den Messungen am zweiten Modell gewonnene Kurve der dem absoluten Wert nach größten
Momente des Trägers dar. Die Kurve aus den Versuchen ist den Rechnungswerten nach der
üblichen Theorie H . Ordnung gegenübergestellt; Man erkennt, daß der Versuch etwas kleinere
Werte ergibt als die übliche Theorie 11. Ordnung. Daß die Theorie ungünstigere Ergebnisse
liefert als der Versuch, ist im statischen Versuchswesen meistens der Fall, sei der Versuch
am Bauwerk selbst oder am Modell durchgeführt. Die kleinen Abweichungen im vorliegenden
Fall sind zum Teil auf die Ungenauigkeit der Modellausführung und der Messung zur ückzu
führen und erklären sich zudem auch aus den Ergebnissen der theoretischen Untersuchungen
im ersten Teil dieser Arbeit. Im großen und ganzen stellten wir am Modell eine recht befrie 
digende Bestätigung der Theorie fest. Man muß sich darüber klar sein, daß die Abweichungen
zwischen Rechnungswert und Versuchsergebnis bei den einfacheren und häufiger ange
wandten Tragkonstruktionen im Stahlbau unter Berücksichtigung der im allgemeinen ver
nachlässigte Neben- und Zusatzspannungen nicht unwesentlich größer sind als im vorliegen
den Fall.

Im Versuchswesen hat sich die theoretische Lösung der Aufgabe seit jeher als unentbehr
lich und richtunggebend erwiesen. Ebenso ist es hier mit den Modellversuchen der Hänge
brücken. Die theoretische Untersuchung im ersten Teil zeigt z. B., daß die Höhe d und die
Längsneigung des Trägers , sowie die Lage seiner Lagerungs- und Aufhängepunkte auch am
Modell nachgebildet werden müßten, wenn die Wirkung der Schrägstellung von Hängern
berücksichtigt werden soll. Weiter erkennen wir z. B. aus der theoretischen Untersuchung,
daß die Wirkung der Temperaturänderung nur durch Erzeugung einer entsprechenden Tem
peraturschwankung im Modellraum nachgeahmt werden kann, nicht etwa durch das Anspan
nen oder das Nachlassen des Kabels. Denn bei einem Temperaturwechsel ändert sich nicht
nur die Länge des Kabels, sondern auch die Länge der Hänger. Obwohl die Herstellung einer
Temperaturschwankung von 50° C bis 60° C im Modellraum praktisch möglich ist, wird man
der erheblichen Umstände wegen und in Anbetracht der leichtmöglichen Berechenbarkeit
dieses Einflusses doch auf solche Versuche verzichten. Ferner folgt z. B. aus der abgeleiteten
Modellregel. daß der Trägerquerschnitt dann geometrisch ähnlich nachgebildet werden muß ,
wenn der Einfluß der Schubverformung des Trägers auch erfaßt werden soll. Dies würde je
doch die an sich schon umständliche Herstellung eines solchen Modells bedeutend erschweren,
so daß man praktisch von der Einhaltung dieser Bedingung Abstand nehmen muß. Aus diesen
Betrachtungen erkennen wir schon die Notwendigkeit der theoretischen Untersuchungen und
die Grenze der Leistungsfähigkeit der Modellversuche, die außerdem im wesentlichen durch
die bei der Herstellung des Modells praktisch unvermeidbare Toleranz und die Ungenauig
keit der Versuchsdurchführung und -auswertung beschränkt ist.

Während die Untersuchung der Einzeleinflüsse auf Grund der mitgeteilten Wege, die mit
Zahlenbeispielen untermauert sind, jede beliebige Zuschärfung und die Trennung der Einzel
einflüsse zahlenmäßig gestattet, kann das übliche Hängebrückenmodell nur größenordnungs
mäßig richtige Werte liefern. Die Frage, ob die Berechnung nach der Theorie 11. Ordnung
- also ohne die hier untersuchten Nebeneinflüsse - oder die Meßwerte Anspruch auf größere
Wirklichkeitstreue ergeben können, kann man damit gar nicht beantworten. Denn wir müssen
uns immer wieder vergegenwärtigen, daß trotz peinlichster Arbeit die unvermeidbaren Tole
ranzen und Messungsgenauigkeiten von nahezu gleicher Größenordnung wie die meisten
Nebeneinflüsse sein können. Es sei hier beispielsweise daran erinnert, daß der Einfluß der
Schrägstellung der Hänger von der Höhe und Lagerungsart des Versteifungsträgers abhängig
ist. Es wäre aber gar nicht möglich , diese Nachahmung bei der- Projektierung der Brücke so
weitgehend zu berücksichtigen. Selbst nach Ausführung der Brücke würde eine vollkommene
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mechanische Ähnlichkeit des Modells nicht erreichbar sein, wie die Betrachtung des Einflusses
der Schubverformungen zeigte. Dagegen können natürlich solche H ängebrückenmodelle dazu
dienen, um den Nachweis zu erbringen, daß die Theorie H. Ordnung. der Wirklichkeit viel
mehr entspricht als die Theorie 1. Ordnung, denn die Unterschiede der Ergebnisse beider
Theorien, z. B. in der Durchbiegung, sind groß genug, um dieses qualitative Urteil zu ermög
lichen. Nebeneinflüsse muß man dagegen re c h n e r i s eh untersuchen, und erfreulicher
weise sind dazu die Grundlagen vorhanden.

Wenn das übliche H ängebrückenmodell danach für die Nachprüfung der Rechnungs
ergebnisse der Theorie H. Ordnung geeignet ist, ohne daß man über Abweichungen der Meß
werte von den Rechnungswerten zu stolpern braucht, könnte die Frage aufgeworfen werden,
ob es nicht zweckmäßig ist, an Stelle der umfangreichen Rechnung nach der Theorie H. Ord
nung solche Modelle heranzuziehen und nach ihren experiment ellen Ergebnissen die Brücke zu
bauen. Hierzu ist zu sagen, daß - wie die Durchrechnung vieler Hängebrückenbeispiele ge
lehrt hat - in der Gesamtheit gesehen der Zeitaufwand für die Ermittlung der Schnitt- und
Formänderungsgrößen der Brücke im endgültigen Zustand auf rechnerischem Wege gar nicht
größer ist als auf experimentellem, denn die Herstellung eines derartigen Modelles ist sehr
umständlich und zeitraubend. Auch zur Untersuchung des statischen Verhaltens verschiedener
Entwürfe beim Projektieren einer Brücke kommt, man mit der Berechnung schneller zum
Ziele, weil man an einem solchen Modell die Tragwerksabmessungen, z. B. die Stützweiten l,
die Kabelpfeile f und die Trägheitsmomente J des Trägers usw. nicht leicht und schnell
ändern kann, so daß praktisch für diesen Zweck mehrere Modelle gebaut werden müssen. Es
unterliegt ferner auch keinem Zweifel, daß der Ingenieur die Berechnung, die es ihm erlaubt,
das Kräftespiel zu beherrschen und in seinem funktionalen Zusammenhang zu übersehen,
einer rein experimentellen Untersuchung stets vorziehen wird. Er wird die Modellmessungen
höchstens zur Bestätigung der ausreichenden Zuverlässigkeit seiner Berechnung verwenden,
sofern hierzu überhaupt eine Notwendigkeit vorliegt. Diese wäre im übrigen vielmehr ge
geben bei Tragwerken, die wir tagtäglich bauen, und bei denen die Vernachlässigungen
in der statischen Berechnung gegenüber einer sauberen Hängebrückenberechnung nach
der Theorie H. Ordnung viel größer sein können. Man denke z. B. an die Nebenspannungen
in Fachwerken, die Vernachlässigung der Eigenspannungen in geschweißten Konstruktionen
usw.

Wir haben in der Zusammenfassung des ersten Teiles dieser Arbeit erörtert, daß die
Theorie H . Ordnung für die Berechnungsgenauigkeit einer Hängebrücke im allgemeinen völlig
ausreicht; sofern Einzeleinflüsse interessieren, sind sie nur re c h n e r i s c h zu untersuchen.
Ferner wurde festgestellt, daß es keinen Vorteil bietet, ein Hängebrückenmodell, wie es anfangs
in Amerika und neuerdings auch in Deutschland angewandt wurde, an Stelle der Berechnung
zu verwenden. Wollte man denZeitaufwand für dieBerechnung nach der Theorie H . Ordnung,
der natürlich immerhin recht erheblich ist, mit experimentellen Mitteln verringern, so mußte
man bestrebt sein, insbesondere die beschränkten Einflußlinien schnellstens messen zu können.
Hierzu eignet sich nun das bisher übliche Hängebrückenmodell sehr viel weniger als das so
genannte "vereinfachte H ängebrüekenmodell" , dessen Genauigkeit, wie nachstehende Zahlen
beispiele lehren, für die Theorie 11. Ordnung vollkommen ausreicht. Der Zeitgewinn wird vor
allem bei der Berechnung vonVorentwürfen einerH ängebrücke von besonderer Bedeutung sein,
weil es dann im allgemeinen notwendig ist, die Bauwerksabmessungen zu variieren. Gerade
diese Anpassungsfähigkeit an veränderte Bauwerksverhältnisse weist auf die Überlegenheit des
vereinfachten Hängebrückenmodells hin, das überdies auch leicht und schnell hergestellt
werden kann. Selbstverständlich soll dieses vereinfachte Hängebrückenmodell keinesfalls nur
der Veranschaulichung dienen. Seine Anwendung ist überhaupt nur dem zu empfehlen , der
eine Hängebrückenberechnung nach der Theorie H . Ordnung routiniert durchführen kann.
Dieses vereinfachte Hängebrückenmodell soll also nicht die Theorie ersetzen, sondern es stellt
vielmehr eine Durchdringung der Theorie mit Hilfe eines Gedankenmodells zwecks Zeit
gewinn dar.

Unter völlig anderen Gesichtspunkten ist die Verwendung des üblichen Hängebrücken
modells zur Untersuchung der Montagezustände zu betrachten, weil es in diesem Fall in sehr
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viel kürzerer Zeit als die Berechnung und mit hierfür ausreichender Genauigkeit Klarheit über
die einzelnen Montagezustände (die Verformungen und die statischen Größen) vermittelt, die
überdies manchmal auch rechnerisch sehr schwer zu erfassen sind.

B. Das vereinfachte Hängebrückenmodell (DRP. a.),
Wie wir im 1. Abschnitt des ersten Teiles dargelegt haben, läßt sich die Berechnung der

Hängebrücke nach der Theorie II. Ordnung vollkommen auf diejenige des dem Versteifungs
träger entsprechenden "stellvertretenden" Trägers zurückführen, der durch die Querlasten 1)
und y" Hp sowie den Axialzug H belastet ist. Danach kann man also auch das statische Ver
halten einer Hängebrücke am Modell ihres stellvertretenden Trägers veranschaulichen und
untersuchen. Auf diesem Gedanken beruht das vereinfachte Hängebrückenmodell, das also
aus einem dem Versteifungsträger nachgebildeten und entsprechend gelagerten Stab be
steht. An einem solchen Modell kann man sowohl die Schnitt- und Formänderungsgrößen
für beliebige Belastungen als auch ihre beschränkten Einflußlinien leicht ermitteln. Wir
wollen im folgenden zunächst die theoretischen Grundlagen hierfür näher erläutern und dann
auf die Konstruktionen des Modells sowie die Durchführung und das Ergebnis der Versuche
eingehen.

(232)

(231)

.\., tim .t2 tim
111111!!!l!!!!!!!!!! !!!!!!!!!!!!!!!! !!!!!!!!!!!!!!! !!!1111111111111111

1. Theoretische Grundlagen für die Anwendung des vereinfachten Hängebrückenmodelles.

a) E r mit t I u n gun dAn wen dun g der be s ehr ä n k t e n Ein f I u ß I i nie n.
Wir fangen mit der b e s ehr ä n k t e n Ein f 1u ß 1i nie für Hp an und gehen von

GI. (10) aus. Da die beschränkte Einflußlinie nur für die Verkehrslast p entwickelt wird, lassen
wir das Temperaturglied in der Gleichung zunächst außer Acht. Um die Gleichung der Hp 

Linie in einer für ihre Ermittlung auf dem experimentellen Wege zweckmäßige Form zu ent
wickeln, multiplizieren wir GI. (10) mit (!e nach GI. (3), um y" von der Biegefläche zu entfernen,
und zerlegen diese gemäß GI. (4) in zwei Teile. Mit Ai = (!el (!i lautet sie also

li

.2).if1'Jd x =.2).iF7J' (p) +.2).iF7J'(y" Hp),
o t \

worin sich die Summe über alle Versteifungsträger erstreckt. Den zweiten Summanden auf
der rechten Seite dieser Gleichung kann man in der Form

.2~F7J; (y" Hp) = - Hp_
1

.2).i F7J ' (A)
t (Je \

schreiben, weil bei der Ermittlung der beschränkten Einflußlinien eine bestimmte Größe
des Axialzuges H angenommen wird und dieser dann unverändert bleibt, so daß zwischen 17
und der Querlast y" Hp die lineare Proportionali
tät besteht. Der Summenausdruck auf der rechten
Seite der GI. (232) stellt die )'-fache Biegefläche des
stellvertretenden Trägers infolge der Vollasten ).1'

).2' ... dar (Abb. 20).
Der erste Summenausdruck in GI. (231) be

deutet für die Einflußlinie die A-fache Biege
fläche infolge der wandernden Einzellast Pm = 1an einer beliebigen Stelle m. Mit 1'Jxm = Durch
biegung im Punkt x infolge Pm = 1t wird also

u
.2ÄiF7Ji (Pm = 1) =.2).iJ1'Jx~dx . (233)

o
Berechnen wir nun die Durchbiegung 1'Jm des Punktes m infolge der VollastenAl' ... ). (Abb.20),
so ergibt sie sich mit 1'Jmx = Durchbiegung im Punkt m infolge einer Kraft 1t an der Stelle
x zu

li ~

1'Jm ().) = .2 J 1'Jmx ().id z) = .2 ).i J 1'Jmx d z , (234)
o 0

Da beim Träger mit Querlasten und konstantem Axialzug der Maxwellsehe Satz von der Ge
genseitigkeit der Formänderungen auch Gültigkeit besitzt, also 1'Jxm = 1'Jmx ist, so folgt aus den

Forschungshefte Stahlbau. Heft 5. 4
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vorstehenden Gleichungen, daß die A-fache Biegefläche infolge einer Einzellast 1timPunkt 111

zahlenmäßig gleich ist der Durchbiegung des Punktes m infolge der Vollaste n.Z t /m . Dieser
Satz, der in der unter Fußnote 2 auf S. 3 angegebenen Arbeit zuerst abgeleitet wurde, leistet
für die Ermittlung der Hp-Linie sowohl auf rechnerischem als auch auf experimentellem
Wege gute Dienste.

Führt man nun die GI. (234) und (232) in GI. (I m ein. so ergibt sich die GI. der beschränk
ten Einflußlinie für Hp zu

(235)

Abb.21.

c)

b)

H = 11m (i.)
l' L ee I

E· VI' +~ .L;Ji Pt] . (A)
" k .l.' k ec t

Zur Ermittlung der Hp-Linie braucht man also das vereinfachte Modell nur mit den Voll
lasten A zu belasten und hierfür die Biegelinie auszumessen. Diese Biegelinie ist schon ver
hältnisgleich der Hp-Linie, weil sie den Zähler der GI. (235) darstellt, Aus ihr läßt sich auch
der Summenausdruck im Nenner leicht ausrechnen.

Die b e s c h r ä n k t e n Ein f I u ß I i ni e n 'f Ü I' di e S c h n i t t - und F 0 I' m 
ä n d er u n g s g I' Ö ß e n d e s V er s t e i fun g s t I' ä ger s set zen sich den beiden

a) Querlasten p und y"H; na ch GI. (4) entsprechend
~==---"":::::;~~=-------:7""'=~-==~- aus zwei Teilen zusammen, z. B. die Mm - Linie desiI If durchlaufenden Versteifungsträgers einer Hänge-

brü cke über drei Öffnungen in Abb. 21 c. Der erst e
Teil entspricht der Teilbelastung p und ist gleich der
Einflußlinie für das Moment 1l'1~ des stellvertrete nden.
Trägers mit dem Axialzug H (Abb. 21a). Den zwei

ten Teil erh ält man, indem man das M;'; infolge der
Vollasten y" Hp berechnet. Es wird sich zu f-lJIm Hp
ergeben . Das bedeutet, daß der zweite Teil der
beschränkten Einflußlinie gleich ist der Hp-Linie
multipliziert mit dem Beiwert f-ljJfm (Abb . 21b).

der beiden Linien stellt dann die gesuchte Einflußlinie darDie algebraische Summe
(Abb. 21 c).

Der Beiwert p läßt sich auf zwei verschiedenen Wegen bestimmen . Der eine Weg ist der ,
daß man die erste Teileinflußlinie mit den Vollasten y~' = - 1/ ei t /m in den Öffnungen i
auswertet . Der andere besteht darin, daß man die gesuchte Größe, z. B. M"Ham Modell mißt .
Bei der Ermittlung der Hp-Linie wurde ja das Modell mit den Vollasten Ai = ee/ei t /m be-

l
lastet. Mißt man in diesem Lastfall die gesuchte Größe aus und multipliziert sie mit - -- ' ,

er
so ist das gleich dem Beiwert f-l. Wird die gesuchte Größe aus Spannungsmessung ermit t elt,
so muß man allerdings darauf achten , daß nur die Biegespannung infolge der Querlasten Ai
zu nehmen ist, während die Axialzugspannung infolge H ausgeschaltet werden muß. Die auf
beiden Wegen ermit telten Multiplikatoren f-l können sich gegenseitig kontrollieren.

Bei der Ermittlung der beschränkten Einflußlinie für andere Größen, die Querkraft, die
Durchbiegung und den Biegewinkel, geht man auf dieselbe Weise vor. Man braucht also prak
tis ch jeweils lediglich die Einflußlinie derselben Größe des stellvertret enden Trägers, d . i. die
erste Teileinflußlinie, zu kennen. Diese Linien lassen sich nun aber ganz einfach am Modell
ermit t eln . Denn es gilt bekanntlich der Satz :

Die Einflußlinie irgendeiner st atischen Größe X(M , Q einschließlich Auflagerreaktionen) in
einem Tragwerk ist gleich der Biegelinie desselben, die dadurch entsteht, daß man die Wir
kung der Größe X . im Tragsystem ausschaltet und an der Stelle eine Formänderung von
der Größe eins in der entgegengeset zt en Richtung von + X erzeugt.

Demnach braucht man am Modell zur Herstellung der Einflußlinie für das Biege
moment Mm nur ein Gele~k im Punkt m einzuba uen und einen Drehwinkel cpm = 1 in der
Richtung von - Mm anzubringen . Für die Einflußlinie der Querkraft Qm ist entsprechend
im Punkt m eine starre Führung senkrecht zur Stabachse anzuordnen, womit man die Quer
schnit t e links urid rechts von m in der Richtung von - Qm gegenseitig um den Betrag 0m = ]



Das vereinfachte Hän gebr ücken modell . 51

(238)

verschieben kann, ohne sie dabei gegenseitig zu drehen. Die Einflußlinien der Formänderungs
größen im Punkt m, der Durchbiegung 1]m oder des Biegewinkels T , lassen sich noch einfacher
bestimmen ; denn sie sind ja gleich der Biegelinie infolge Pm = 1 oder Mm = 1.

E s soll nun noch die Ermittlung der b e s c h r ä n k t e n Ein f 1u ß l i nie n für
die Zug k r a f t d e s H ä n ger s Zman der Stelle m erläutert werden. In der Berechnung
der Hängebrücke denkt man sich die Hänger so dicht nebeneinander angeordnet , daß die am
Hängegurt angreifenden lotrechten Kräfte Zu + zp + Zt als st et ig verteilt angesehen werden ,
was praktisch auch ohne weiteres zulässig ist. Die Einflußlinie für zp (im folgenden kurz mit Z

bezeichnet) können wir auf zwei verschiedenen Wegen ermit teln . Der erste besteht darin,
daß man die Differenz zweier Einflußlinien für die Querkräfte des Trägers im Schnit t mund
m + LI x bildet und durch LI x dividiert. Denn es gilt

LI Qm
-~ = Pm - Zm ' (236)

Der zweite Weg geht von der Gleichgewichtsbetrachtung am Hängegurt aus:
" I"I H"- Zm = Y m J.p + 1]m •

Setzt man darin y~ = - l/em und 1]~ = - M~/E J-:n ein, so wird
(l m H

em Zm = Hp + EJ
m

Mm · (237 a)

Die beschränkte Einflußlinie für die st et ig verteilte Zugkraft der Hänger ~m läßt sich also
aus der Hp - und Mm-Linie unmittelbar errechnen. In dieser Gleichung ist H gleich der Axial
zugkraft zu set zen, die der beschränkten Einflußlinie für Hp und Mm zugrunde liegt. GI. (237 a )
entsprechend berechnet sich das Zmt infolge der Temperaturänderung zu (Ht und Mmt siehe
später)

(l m H
!!m zmt = H t + EJ

m
M mt . (237b)

Ist der Abstand der H änger gleich e, so beträgt unter der Annahme, daß innerhalb der kurzen
Strecke von m - el2 bis m + ef2 die Kraft Zm konstant ist, die Zugkraft des Hängers Zm = ezlIl •

Aus den vorangehenden Ausführungen ersieht man, daß alle beschränkten Einflußlinien
der Hängebrücken ganz anschaulich am vereinfachten Modell ermittelt werden können. Dies
ist am bisherigen Hängebrückenmodell nicht ohne weiteres möglich. Man kann hier die Ein
flußlinien praktisch nur punktweise bestimmen , indem man eine Last am Modell wandern läßt
und die gesuchte Größe jeweils mißt. Dabei muß die gewollte Zugkraft H im Kabel durch
Vorlast erzeugt werden und die beiden Enden des Kabels müssen durch Gegengewicht haltend
versehieblieh gelagert sein , damit das H des Kabels unverändert bleibt. Abgesehen von seiner
Umständlichkeit ist dieser Weg praktisch schon aus dem Grunde ungeeignet, weil die durch die
wandernde Einzellast - deren Größe durch die Tragfähigkeit der Hänger beschränkt ist - her
vorgerufene gesuchte Größe zu klein ist und infolgedessen nicht ausreichend genau gemessen
werden kann. Hinsichtlich der Ermittlung der beschränkten Einflußlinien ist also das ver
einfachte Modell dem bisherigen komplizierteren sogar überlegen. Dieser Vorteil des verein
fachten Modells erlangt um so mehr Bedeutung, als für den Statiker die Einflußlinien das
wichtigste Rüstzeug und die anschaulichste Erläuterung des statischen Verhaltens des Bau
werkes bedeutet.

Nun soll kurz erläutert werden, wie man die gesucht e Größe, z. B. 1I1.m , aus den beschränk
ten Einflußlinien berechnet.", Angenommen, daß man drei Mm-Linien für den Axialzug HI>
HIl und HIlI mit der jeweils maßgebenden Belastung p ausgewertet hat, ebenso die drei H p 

Linien für Hf> HIl und HIlI mit der jeweils gleichen Belastung p. Weiter habe man für die drei
Zustände H, und Mmt infolge der Temperaturänderung t berechnet

H _ =f /X t t L t
t - N

(239)

1 H . Neu kir c h: Berechnung der Hängebrücke bei Berücksichtigung der Verformung des K abel s. lng.
Arch.1936, H.7, S.140-155.

4*



52 Statische Modellversuche.

x Auswerlllng der fit!/luß//nien

o gesucIJte Werte

Ifg f 1f1 maxIfp
k---Ifp .1

Abb.22.

b) Ermittlung der Schnitt- und Formänderung sgrößen des
Ver s t e i fun g s t r ä ge r s für ge g e ben e Bel ast u n g p.

Die gesuchte Größe setzt sich sich stets aus zwei Teilen zusammen, dem einen infolge der
Last P und dem anderen infolge der Last y" Hp. Der erste Teil läßt sich unmittelbar am Mo
dell messen, weil die Last P ihrer Größe und Lage nach bekannt ist. Der zweite Teil infolge
der Vollasten y" Hpist, wie bereits im vorangehendenUnterabschnitt a) erläutert wurde, gleich
fl Hp und der Multiplikator fl kann aus Messungen bestimmt werden. Um den zweiten Teil
der gesuchten Größe zu ermitteln, braucht also nur die Hp-Linie für die gegebene Belastung p
ausgewertet zu werden. Hat man auf diese Weise zwei oder drei Werte der gesuchten Größe
für zwei oder drei Axialzugkräfte Hg, H I !> HIlI gewonnen, dann kann der richtige Wert, wie
im vorangehenden Unterabschnitt beschrieben, durch Interpolation bestimmt werden.

2. Konstruktion des Modelles und Durchführung der Versuche.

a) Maßstäbe.
Wir haben am Modell nur die Biegesteifigkeit des Trägers nachzubilden. Da in diesem Fall

die Durchbiegungen eine große Rolle spielen und infolgedessen auch im Maßstab I : n, wie die
Stützweiten wiedergegeben werden müssen, gilt

EI .
JI = E; k'n4 J. (240)

Das ist die einzige Bedingungsgleichung. Es steht uns eigentlich frei, die Maßstäbe n und
k = k' n2 für die Stützweiten des Trägers und die Kräfte zu wählen. Praktisch wird man
jedoch den Maßstab n und einen geeigneten Träger mit EI und J I I festlegen, und zwar mit
Rücksicht darauf, daß sich ein geeigneter Kräftemaßstab k'n2aus der vorstehenden Gleichung
ergibt. Die Schnitt- und Formänderungsgrößen des stellvertretenden Trägers sind dem Axial
zug H nicht linear proportional. Deshalb muß der Axialzug am Modell

H
HI = k' n2 (241)

betragen. Für die Querlasten Pt und p tim gelten zwar auch die Beziehung (241) und
p

PI = k'n ' (242)

aber die Gewichte am Modell brauchen nicht unbedingt gleich PI und PI zu sein. Man kann
nämlich m PI und m PI nehmen. Die hierfür gewonnenen Meßwerte dividiert durch m sind

1 Zur Ermittlung von J1 des Modellträgers müssen seine Querschnittsabmessungen , insbesondere die Höhe
genau gemessen werden. Es könnte sich ein erheblicher Fehler von J 1 ergeben, wenn man hierfür die Sollgrößen
des gewählten Profiles einset zt.
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dann gleich denjenigen für die Belastung PI und PI> weil zwischen den Querlasten und den
Schnitt- und Formänderungsgrößen des stellvertretenden Trägers, wie bereits wiederholt er
wähnt, die -lineare Beziehung besteht.

An dieser Stelle wollen wir auf die Anpassungsfähigkeit des Modells hinweisen. Zunächst
ist das Modell unabhängig vom Hängegurt der Brücke. Man kann also die Pfeilef, den Werk
stoff und Querschnitt Ek> F/c des Hängegurtes beliebig variieren, ohne das Modell zu ändern.
Die einmal gewonnenen Meßwerte können auch immer verwendet werden . Es ändern sich nur
die Zahlenwerte im Nenner der GI. (235) und evtI. auch H(J' Die Größen 'Yjm (A) und2;'Ai F'Yji (J,.)
müssen nur dann neu ermittelt werden, wenn nach ,GI. (2) Ai = gc : gi , d . h . das Verhältnis
der ständigen Lasten in den verschiedenen Öffnungen, geändert ist. Will man die Stützweite
der Brücke variieren, so brauchen nur die Auflager des Trägers am Modell verschoben zu wer
den . Wenn man Träger von verschiedenen Steifigkeiten J untersuchen will, deren Verlauf
J = f (x) affin ist , d. h . zwischen Jr = fr (x) und J II = [n (x) die Beziehung

Jr : JlI = !I (x) :flI (x) = v (243)

besteht, so kann man ein und denselben Träger immer benutzen. Es braucht nur der Kräfte
maßstab abgeändert zu werden. Bezeichnen kr und kll die Kräftemaßstäbe für Jr und JrI>
80 gilt

kr Jr
. k

lI
= ' J

Il
= v. (244)

Für den neuen Kräftemaßstab braucht man auch nicht die Messungen zu wiederholen. Die
Meßwerte für den Lastzustand H, und pr am Träger von Jr sind ja gleich denjenigen am
Träger von J[[ für den Lastfall Hn und PrI> und zwar ist

Hr : Hll = Pr : PlI = v .
Man braucht also der Änderung des Trägheitsmomentes von Jr zu JIl nur durch einen Mul 
tiplikator v bei der Auswertung der Versuchsergebnisse Rechnung zu tragen. Aus der vorher
gehenden Ausführung geht hervor, daß man an ein und demselben Modell alle Variationen der
Systemabmessungen leicht untersuchen kann. Das Modell ist also sehr anpassungsfähig.

..

Abb.23.

b) Konstruktion des Modelles.
Beim Bau des Modelles muß man vor allem darauf achten, daß der Axialzug H nur an

denjenigen Trägerteilen angebracht wird, die im Bauwerk am Hängegurt aufgehängt sind,
weil für die nicht aufgehängten Teile die GI. (4)' gilt. Ferner muß die Kraft H unabhängig
von der Querbelastung und dem Formänderungsangriff des Trägers sein. Um dies zu ermög
lichen, lagere man den Träger nur an einer Stelle fest und über den übrigen Auflagern mög
lichst reibungslos beweglich und erzeuge die Axialzugkraft H durch ein entsprechendes Ge-

gengewicht G. Ein wei
terer Punkt, der auch
Beachtung verdient, ist
der, daß die Auflager
punkte des Trägers mög
lichst auf einer waage
rechten Geraden liegen
sollen. Schwaohe Krüm
mungen der Träger
achse innerhalb der Öff
nungen spielen dagegen
keine Rolle.

Abb. 23 bis 27 stel
len das vereinfachte Modell nebst den Konstruktionseinzelheiten für die im ersten Teil dieser
Arbeit als Beispiel untersuchte Brücke mit durchlaufendem Versteifungsträger von J = 11 m 4

über drei Öffnungen 265 +750 +265 dar (s. a. Abb. 18). Der Maßstab für die Länge beträgt
n = 500. Der Träger besteht aus einem Flachstahl aus St 37, dessen Querschnittsabmessungen
nach Profilbezeichnung 10 X3 mm'' und nach der genauen Messung 9,98 X 2,97 mm- be-
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tragen. Das Trägheitsmoment J1 ergibt sich zu 1 21,78 mm-. Damit erhalten wir den Kräfte
maßstab nach GI. (240) zu k = 2,02 106 •

Der Träger ist am linken Auflager fest und an den übrigen beweglich auf Rollen (Abb.24)
gelagert. Der Axialzug wird durch das Gegengewicht. G erzeugt. Damit das Gewicht nicht zu

Abb.24. Abb.25.

Träger

Abb. 27. Konstruktion der Querschnitts
führung.

Träger

Abb. 26, Konstruktion des Gelenkes. A zur Erzeugung
des Winkels. B zur Stützung der Winkelschenkel beim

Messen von a mit der Mikrometerschraube.

schwer und unhandlich wird, ist zwischen Hund G eine 4,85 fache Übersetzung eingeschaltet
(Abb. 25). Wie später gezeigt wird, werden die beschränkten Einflußlinien für HI = Hu
= 12013 t und Hn = max H = 32350 t ermittelt. Hierfür betragen die Gegengewichte am
Modell GI = 2,145 kg und Gn = 3,302 kg .

Abb . 26 und 27 zeigen die Ausbildung des Gelenkes und der Führung senkrecht zur Trä-
t-a....., gerachse zur Erzeugung der Einflußlinien für das
I' Biegemoment und die Querkraft .

c) Durchführung der Versuche.
Bei der Durchführung der Versuche empfiehlt es sich stets, daß man zur Bestimmung der

Durchbiegungen oder anderer Größen des Trägers infolge der Last p oder der Drehung rpzu 
nächst kleine Vorbelastung Po oder CP 0 und dann Po + P oder cp 0 + cp am Träger anbringt und
die Differenz der gesuchten Größen mißt. Um die Meßgenauigkeit zu steigern, belaste man den
Träger möglichst stark. Dabei ist allerdings zu beachten, daß der Träger an keiner Stelle über
die Elastizitätsgrenze beansprucht werden darf. Zur Messung der Durchbiegungen kann man
entweder Maßstäbe auf den Träger stellen und sie mit Nivellier-Instrument ablesen oder zur
Erzielung größerer Genauigkeit Meßuhren benutzen (Abb. 23).

3. Versuchsergebnisse.
Im folgenden sollen einige am vorhin erläuterten Modell gewonnenen beschränkten Ein

flußlinien und ihre Auswertung mitgeteilt werden. Dem Versuchsergebnis wird jeweils der

1 Für den Nennquerschnitt lOX3 mm" beträgt J1 = 22,50 mm- . Das ist um rund 4% größer als das wirk
liche J 1•
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Rechnungswert nach der üblichen Theorie II. Ordnung gegenübergestellt , um die Zuverlässig
keit des Modelles zu überprüfen .

a) Die be s c h r ä n k te n Ein fl u ß li nie n für Hp (Abb .28).

Tafel 2. Hp ' Li nie in d e I' }!i t tel ö f f nun g (H = 32 3W 0 .

0,5

1,593

1,65
1,581

0,4

1,57
1,504

1,505

0,3

1,30
1,245

1,248

0,2

0,89
0,853 i

0,848

0,1

0,375

0,4.0
0,383

~~lIJür110
I

Abb , 28. Beschränkte Einflußlinien für Hp.

°

°°

X : l~1 °
111 (PI) I cm ..
Hp . . . . .
Hp au s der Be

rechnung ..

Es wurden , wie erwähnt, die beschränkten Einflußlinien für die Axialzugkräfte Hf = Hy

= 21 013 t und Hll '""'"' max H = 32350 t ermittelt. Hierzu wird der Träger mit Vollast
PI = 14,32 glcm über die ganze Länge (A in
drei Öffnungengleich eins, weil ggleich ist) IS

belastet, d. h . je 15 cm ein Gewicht von
215 g. Die gemessenen Durchbiegungen
in der Mittelöffnung sind in der ersten
Zeile der nachstehenden Tafel 2 wieder
gegeben. Sie entsprechen den Werten für eine Belastung in der natürlichen Größe von P= PI
kin = 5,785 t im. Die Meßwerte dividiert durch diese Zahl und multipliziert mit n = 500 stellen
dann die Durchbiegungen
für p = A= 1 t im, den Zäh 
ler in GI. (235), dar. Die tt;
Linie ist also gleich der ge
messenen Biegelinie multi
pliziert mit 500/5 ,785 N,
worin N der Nenner in GI.
(235) bedeutet und dessen
zweiter Summand,dieBiege
fläche , aus der gemessenen Biegelinie unter Berücksichtigung der Maßstäbe leicht ermittelt
werden kann.

TafeI3.rlm·Lini e in d er Mitt el öffnung (11[ = Hg}.

~~5

fiil,O

Abb. 29. Beschränkte Einflußlinen für die Durchbiegung 11 m.

I I Ix i l = ° 0,1 0,2
I

0,3 0,4 0,5

rJI (PI) I mm ° 3,5 8,1 13,0 16,7 18,5
rJ(P = 1 t}mm ° 0,948 2,191 3,516 4,517 5,004

Hpmm . ° ""'-0,951 -2,135 -3,122 -3,786 -3,985
rJm mm/ t . ° ""'-0,003 0,056 0,394 0,731 1,019

m aus der Be-
rechnung . ° 0,009 0,090 0,368 0,780 1,039

b)Die beschränkten Einflußlinien für die Durchbiegung in der
Mit ted e I' Mit tel ö ff nun g 1Jm (Abb. 29).

Der Träger wird in der Mitte mit einer Last P = 915 g belastet. Aus den hierfür ge
messenen Durchbiegungen 1JI (PI) (Tafel 3) ergeben sich unter Berücksichtigung der Maß-
stäbe n und k diejenigen in natürlicher Tl
Größe für P = 1 t. Diese Biegelinie ist m
gleich der ersten Teileinflußlinie, deren
gesamte Fläche über drei Öffnungen
multipliziert mit y" t im den Beiwert fl
liefert. Die zweite Teileinflußlinie ist
also gleich der fl-fachen Hp-Linie . Die
gesuchte 1Jm-Linie ergibt sich durch Addition der beiden Teileinflußlinien. In Tafel 3 sind die
Ordinaten in mm für die Belastung P in tangegeben.

Es wurden die beiden
beschränkten Einflußlinien
für Hz= H~ = 21013t und
Hu = 32350 t mit einer Be
lastung p = 15 tim und
einer Temperaturänderung
t = + 25° C ausgewertet. fl
Die Zahlenwerte betragen
z, B. im ersten Fall:

I Mittelwert aus zwei Messungen.
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nach GI. (238)
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'~+ Ifürllr
1 Iljurllll

Abb. 30. Beschränkte Einflußlinien für da s Biegemoment Me.

Tafe l 4. Be s c h rä n k te E i n f 1u ß li n i e f Ü r M I! b ei
x = 0,75 l (HI = Hg = 21013 t) .

x ; l 0,2 0,4 0,6 0,75 0,11

IjOr ~
llfür 111

Ab b. 31. Beschränkte Einflußlinien für die
Querkraft Qvo

1 11(CP = 1) = ~ 111 (cp ) aus zwei Messungen.
cP

e) Die be schr änkt enEinflußlini en
für die H ängerzugkraft in der

Mit tel ö f f nun g bei x = 0,25 l .
Abb . 32 stellt die nach GI. (237 a ) berechneten

e-fachen beschränkten Einflußlinien für die als
stetig verteilt angesehene Hängerzugkraft Zv tim im
Viertelspunkt der Mittelöffnung dar. Aus der Ab?
erkennt man, daß für max ' Zv die Vollast maß
gebend ist, die gerade auch max H = HII liefert.
Die Auswertung der beschränkten Einflußlinie Il
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1,0

~o

ergibt also unmittelbar max z". Die positive Fläche der Linie II beträgt 843 m-. Hieraus
ergibt sich für die Vollast p = 15 t im zp = 15,643 tim. Die Hängerzugkraft infolge der
Temperaturänderung Zt berechnet sich nach GI. (237 b). Darin ist M"t = PM" H, und bei
Hmax hat man flM" t".J - 6 und H, = 387 t . Somit ergibt sich

, _ _ 387 ( _ 6· 808,3 . 32350.)
-t - 808,3 I 21 . 11 . 10 6

= 0 ,1 54 t im .
Der Grenz wmt von Zv infolge p und t beträgt
also z, = 15 ,6 43 + 0,1 54......, 15 ,80 t im. Mit dem
Hängerabstand e = 10 m ergibt sich die Zugkraft Abb.32. o-faohe beschränkte Einflußlinien für die
im Hänger Z = 158 t . - Hängerzugkraft z" t im.

Zusammenfassung des zweiten Teiles.

Im zweiten Teil der vorliegenden Arbeit haben wir im I. Abschnitt die verschiedenen
Modellregeln abgeleitet und erörtert . Daran anschließend wurden die bisherigen Hänge
brückenmodelle besprochen und die Versuchsergebnisse an solchen Modellen mitgeteilt. Zum
Schluß zeigten wir das vereinfachte H ängebrückenmodell, seine Anwendung und Anpassungs
fähigkeit. Der Vergleich zwischen den Rechnungswerten aus der Theorie 11. Ordnung und
den Ergebnissen des Versuches an dem vereinfacht en und deshalb leicht sowie schnell her 
st ellbaren Modell bestätigt dessen Zuverlässigkeit und Leistungsfähigkeit. Dabei ist zu be
achten , daß diese Modellversuche absichtlich ohne besonders große Sorgfalt durchgeführt
wurden, damit die Anwendbarkeit dieses Modelles praktischen Wert gewinnt, d . h . mit
einfachen Mittel'n und erträglichem Zeitaufwand möglich ist.

(Eingegangen am 10. Dezember 1941.)



Zuschrift zum 3. Forschungsheft aus dem Gebiet
des Stahlbaues.

Zur Berechnung stählerner Brücken mit gekrümmten, auf konzen
trischen Kreisen liegenden Hauptträgern.

Von Prof. Dr. J . Wa n k e, Prag ,
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In der dankenswerten Zusamm enstellung der st rengen und genäherten
Berechnungsmöglichkeiten für konzentrisch gekrümmte Brücken ist im Teil A
II 1 leicht die Möglichkeit gegeben , daß Vorzeichenfehler bei der Berechnung
von Einflußlinien ents tehen . Die F ormel 28 gibt die Gleichung für Momente
am äußeren und inneren Haupt- Momentenzustandslinie Momenleneir!flußlinie
träger infolge einer Last 1 im Last am äußeren Träger f ür Punkte des äußerenTrrlgea
Punkt i des äußeren Haupt-~P . . .
t r ägers . Sie ist jedoch nicht ~ll + _---- a ~ a
etwa die Einflußlinie für das M:'a. " 1+-- '1:'~
Moment im Punkt i des äuße
ren H auptträgers, sondern be- ""'---=;;;':::.~m;;=:::::::======
schreibt die Einflußlinienäste M::
auf dem äußeren Hauptträger
für Momente im Punkt i ein 
mal des äußeren Hauptträgers
und einmal des inneren Haupt
trägers. Der Unterschied liegt
nur im Vorzeichen. Das gleiche
gilt für die übrigen Formeln
des Teiles All 1. Die zusam
mengeklammerten Teile sind
st ets dieÄst e auf einem Haupt- die linien sind über den abgewickelten Tragern gezeichnet
träger von zwei verschiedenen
Einflußlinien radial gegenüberliegender Punkte ; sie sind jedoch nicht eine
vollständige Einflußlinie.

Mir erscheint auch im Hinblick auf die 2-, 3- und 4-begriffigen vorkom 
menden Zeiger, deren Stellungswert nur schwer erkennbar ist, und ebenso
mit Rücksicht auf die gewählte doppelte Bedeutung von a und i eine kurze
Klarstellung von Seiten des Verfassers erwünscht. Dr. T h r a n .

Erwiderung.

Wie aus GI. (6) hervorgeht, äußert sich der Einfluß der Hauptträger
krümmung stets darin, daß der innere Träger ent las tet, der äußere zusätzlich
belast et wird . Bei Beachtung dieses Umstandes kann nach meiner Ansicht
ein Vorzeichenfehler bei den Einflußwerten nicht gemacht werden. Um a ber
jeder Möglichkeit einer Fehldeutung der Ausdrücke M~ in (28) und M~i in (29)
- nur bei diesen könnte eine Vorzeichenverwechslung eint reten -- vor
zubeugen, trage ich gern den in bester Absicht vorgebrachten Bedenken des
Herrn Dr. Thran Rechnung, indem ich den Textteil nach (28) ergänze:

In den Ausdrücken (28), deren Bedeutung als Momente sowohl aus dem
vorhergehenden Text als auch aus der vorstehenden Zuschrift klar ist , sind i'
und m vertauschbar, Mr:,.a bzw. M:;: kann somit auch gedeutet werden, für
Punkte m ~ i , als linker Ast der Einflußlinie über dem äußern Träger für
da s Moment im Punkte i des äußern bzw . innern Trägers. Demnach bezeichnet
bei den Einflußwerten (28) und (29) ff . der 1. obere Zeiger den Träger , auf
dem der Momentenbezugspunkt i liegt, der 2. den Träger, über dem in den
Punkten m die Einflußwerte aufzut ragen sind. W a n k e .




