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О ПОЛУУПОРЯДОЧЕННЫХ ПРОСТРАНСТВАХ1 

Результаты исследований автора по теории полуупорядоченных 
пространств. Первая часть посвящена теории линейных полуупорядоченных 
пространств. Такое пространство представляет многообразие, во многом 
сходное с множеством вещественных чисел. Вторая часть посвящена 
применениям этой теории в функциональном анализе. В третьей части 
рассматриваются полуупорядоченные пространства общего вида и уста
навливается связь их теории с некоторыми вопросами топологии и 
теории множеств. 

ВВЕДЕНИЕ 

Полуупорядоченным (или частично упорядоченным) множеством 
называется такое множество элементов Y = fy\ , в котором для некото
рых пар элементов определено отношение уг<у2. Обычно предполагается, 
что в таком многообразии существует наименьший элемент из следующих 
за данными двумя sup {ух, у2) и наибольший из предшествующих обоим 
inf (уъ у2). Такого рода многообразия впервые рассматривались Дедекин-
дом и С. Шатуновским2. 

Приведем следующий простой пример, указанный еще Дедекиндом. 
Рассмотрим множество целых положительных чисел {и}- Будем писать 
п1>пг-> если п± делится на п2 без остатка, и пх<п2, если пх делит п% 
{пх Ф п2). В этом случае sup (ггх, п2) есть наименьшее кратное этих чисел, 
a inf (ra1? п2)—их общий наибольший делитель. 

За последние годы интерес к теории полуупорядоченных многообра
зий чрезвычайно возрос, и появилось большое число работ, в которых 
рассматриваются эти многообразия и их применения к вопросам абстракт
ной алгебры, топологии и аксиоматики геометрии. Достаточно назвать 
работы К. Menger, G. Birkhoff, А. Маркова, М. Stone, О. Ore, П. С. Алек
сандрова, A. Tuecker, F. Klein-Barmen и др. 

В течение последнего года мною был получен ряд результатов в этой 
области, изложению которых и посвящена настоящая статья. 

1 Доложено на сессии Группы математики Академии Наук СССР 23 марта 1936 г. 
2 См. литературу в конце статьи. 
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Основными новыми моментами моих исследований являются следую
щие: 

1) введение понятия предела в полуупорядоченных многообразиях; 
2) рассмотрение линейных полуупорядоченных пространств, которые 

обладают многими свойствами множества вещественных чисел; 
3) рассмотрение*ряда частных пространств, элементами которых служат 

функции или последовательности; 
4) применение полуупорядоченных пространств в теории линейных 

операций; 
5) применение полуупорядоченных пространств к некоторым вопросам 

метрической теории функций; 
6) изучение полуупорядоченных пространств как объектов топологии 

и дескриптивной теории функций. 

I. ОБЩАЯ ТЕОРИЯ ПРОСТРАНСТВ 

§ 1. Полуупорядоченные пространства. Аксиомы 

Пусть Y = { у } есть линейное многообразие, т. е. для элементов Y 
определена сумма у± + у2 и произведение элемента на вещественное 
число \у. Будем называть У линейным полуупорядоченным простран
ством (S5), если для некоторых элементов у £ Y определено отноше
ние уг > 0, причем выполнены следующие аксиомы I—V: 

А к с и о м а I. Если у>0, то исключено, что у — О. 
А к с и о м а II. Если уг^>0 и у2^>0, то yi + y2^>0. 
А к с и о м а III. Каково бы ни было у, существует у± такое, что 

Уг^>0 и ух — у^>0. 
А к с и о м а IV. Если А > 0 и у^>0, то А?/^>0. 
Мы будем еще писать: у<^0, если —У^>0, Ух^>Уъ если Уг— 2/г^>0; 

2 / ^ 0 , если у^>0 или |/ = 0 и т, д. 
Все правила действий над неравенствами будут соблюдены, за исклю

чением того, конечно, что может не иметь места ни одно из соотношений: 

Уг>Уъ Уг<Уъ Уг^Уг-
Множество ECZY будем называть ограниченным сверху, если суще

ствует у0 (верхняя граница Е) такое, что у<:у0 Для всех у€Е. Вве
дем теперь аксиому V. 

А к с и о м а V. Всякое множество Е, ограниченное сверху, имеет 
точную верхнюю границу, т. е. существует такой элемент supl?, который 
есть верхняя граница Е и такой, что всякий другой элемент, превос
ходящий все элементы множества Е, превосходит также и sup E. 

Отсюда легко вывести, что если Е ограничено снизу, то существует 
точная нижняя граница iniE. Если множество не ограничено сверху 
(или снизу), то будем писать: 

sup Е = + °° (inf Е = — оо). 
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И з аксиомы I I I следует , что всякое конечное множество ограничено , 
а потому всегда существует sup (уг, у 2 , ..., уп) и inf (г/1? ?/2, ..., у п ) . Полезно 
ввести в рассмотрение еще следующие элементы: 

(у)+ = sup (0, у)' (у)_ = (— у)+ = — inf (0, у); 
\У\ = (У)+ + ( » ) - = sup (у, — у), 

здесь (у)+—положительная часть у, ( у ) _ — о т р и ц а т е л ь н а я часть у, п р и этом 
у = ( у ) + — (у)_ ; | у |—абсолютргая величина у \ \ у \ обладает всеми свойствами 
абсолютной величины, например : 

l2/i + 2 / 2 | < l y i ! + \y*\-
Введем теперь понятие о пределе . 
П о л о ж и м : 

Km у п = inf [ sup (уп, 2/7г+1,...)]; l i m y n = sup [inf (y l 5 j / 2 , . . . ) ] . 
n->oo n n-*oo n 

В случае, если lim^n = \\myn = г/0, то будем говорить, что суще
ствует предел последовательности { уп } , и записывать так: 

Km уп = у0 и л и у п —»у 0 . 

Однако п р и этих аксиомах можно доказать л и ш ь немногие свойства 
предела , например : 

1) если у п —*у, у'п—*у', то: (уп + у'п)—+У + у ' , 
s u p ( y m J / n ) — > s u p ( y , у'); \уп\—>\у\] 

2) если An—>А, у п — > у , то Лпуп—>Лу; 
3) если l i m \уп — у т \ = 0, то существует такое у , что l i m y n = ?/. 

n, т-*оо п->оо 

Чтобы установить дальнейшие свойства предела, мы введем еще одну 
аксиому. 

§ 2 . Регулярцые пространства 
Пространство У будем называть регулярным (S0), если в нем выпол

нена еще следующая аксиома: 
Аксиома VI. Пусть Еп—последовательность таких множеств, что су

ществует предел lim [sup En] = Уоч конечный или бесконечный. Тогда Суще
го-* оо 

ствуют всегда конечные подмножества ЕпС1Еп т акие , что lim[su$ Е'п]=у0; 
п->оо 

если ж е д л я всех п sup En •= + " о о , то существует такое Е'п, что 
sup (sup En) — -f- оо. 

п 

Из этой аксиомы имеется весьма большое число следствий, я у к а ж у 
т о л ь к о некоторые из них: 

4) если уп—>0, то существуют Ап—• <» такие , что \пуп—>0; 
5) если Уп~^У, то существует у0 такое, что \уп—у\<^1Уо ПРИ 

n^>Ne, каково бы ни было £^>0; 
6) каково бы ни было множество Е, существует такое исчислимое 

множество £ ' , что sup£ ' = supE, inf E' — inf E\ 
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7) если Km уп = у и lim у^ = уп<> то имеется такая последователь-
n-*oo fe-»-oo 

ность кп, что lim у^п) = У'-, 

8) если последовательность уп такова, что при всяких Ап—»0 будет 
Лпуп—>0, то она ограничена; 

со со 

9) если ряд 2 I Уп | сходится, то сходится и ряд 2 ?/п; 
7 1 = 1 7 1 = 1 

СО 

10) если ряд 2 2Уп сходится, то можно указать множители Ап—• оо 
71 = 1 

СО 

и такие, что сходится ряд 2-A n j / n . 
71 = 1 

§ 3. Топологическая сходимость 
Наряду с рассмотренным в § 2 определением сходимости уп—>у 

введем другое, связанное с ним. Будем писать уп-~*у(*) [«последователь
ность 2/п(*)-еходится к г/»], если из всякой частичной последовательности 
ущ можно выбрать такую подпоследовательность уПкш, что lim уПкт = у. 

г->оо 

Для отличия прежде определенную сходимость будем называть иногда 
(о)-сходимостью и писать уп—>у (о). 

К (*)-сходимости можно притти и иначе. Если мы для любого мно
жества Ed Y определим замыкание его Е как сумму множества Е и его 
предельных точек, т. е. точек вида г/ = Нтг/ п , Уп^Е, то множество Y 

71->СО 

сможем, рассматривать как топологическое пространство. При этом 

(Е) = Е благодаря следствию 7 аксиомы VI. В пространстве Y будут 
определены благодаря этому: замкнутые множества, открытые множества, 
окрестности. Раз в Y будут определены окрестности, то через них может 
быть определено новое понятие сходимости—топологическая сходимость: 
уп—>y (t). Можно показать, что эта сходимость совпадает с определен
ной выше (*)-сходимостью, т. е. что уп—>y(t) равносильно тому, что 
Уп—+У{*)-

§ 4. Нормируемые пространства 

Линейное множество У называется н о р м и р о в а н н ы м п р о с т р а н 
с т в о м (Banach), если каждому его элементу у отвечает не отрица
тельное вещественное число \\у\\, причем выполнены условия: 1) | | г / | |=(} 
тогда и только тогда, когда у = 0, 2) || А у\\ = | А | • || у ||, 3) \\yi + у2\1,< 
< II 01 | | + II У2 II-

Предположим теперь, что Y есть одновременно нормированное про
странство и линейное полуупорядоченное пространство (55) и притом 
такое, что выполнены условия: 

1 ) II Ух I I < I I У* 1|> если \Уг К \УгЬ 
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2) ||2/п||—*0> если т/п—>О убывая, 
3) \\уп\\—>00i если уп—»- + схэ возрастаЯс 

Тогда можно показать, что в Y будет выполнена и аксиома VI 
и что Y есть полное пространство по отношению к сходимости по норме, 
т. е. пространство типа В. Наконец, топологическая сходимость в Y 
совпадает со сходимостью по норме, т. е. уп—>fy{t) эквивалентно тому, 
что \\уп—у\\—>0. Такое пространство мы будем называть п р о с т р а н 
с т в о м т и п а В2. Заметим, что если в таком пространстве ввести еще 
норму группы элементов х, полагая 

I! У» Уъ, —, Уп || = || sup (| уг |, ..., | уп |) ||, 
то условие (о)-сходимости последовательности элементов уп к элементу 
у состоит в том, что 

lim\\yn — y, . . . ,Ут—2/ | | = 0. 
п, т-»оо 

§ 5. Частные виды пространства 

А. К о н е ч н о - м е р н о е к о о р д и н а т н о е п р о с т р а н с т в о . Рас
смотрим пространство E(fe) ? элементы которого определены веществен
ными числами—координатами (или составляющими) 

2/ = (2/ (1 ) ,2/ (2 ) ,-,2/№)). 
Сложение и умножение на вещественное число определяются обычным 
образом (как для векторов). Далее будем считать элемент положитель
ным £/^>0, если все координаты не отрицательны ?/̂ ) > 0 и хотя бы 
одна из них не нуль. Тогда RW представляет полуупорядоченное про
странство; как легко проверить, все аксиомы I—VI здесь соблюдены. 
В частности, в данном случае sup (г/1? у2) обозначает элемент, все коорди
наты которого равны максимумам соответственных координат элементов 
У\ и Уъ-> IУI будет элемент, координаты которого равны абсолютным 
величинам координат элемента у: 

\у\ = (\уЫ\,...,\У(к)\)-
Сходимость последовательности элементов уп—у у совпадает здесь 

с (#)-сходимостью и состоит в том, что все координаты точки уп стре
мятся к соответственным координатам точки у. 

\imyf=tp (£ = 1,2,..., A). 
п->оо 

Пространство это есть пространство типа В2 , достаточно принять 
i_ 

за 112/Ц число: || у || == [| yWf + ... +\У{к)\V]W(Р > 4 любое). При ft=l В<» 
есть пространство действительных чисел. 

1 Пространства, в которых определена норма группы элементов, были изучены 
в последнее время молодым ленинградским математиком Б. 3. Вулихом (см. лите
ратуру). 
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В. Б е с к о н е ч н о - м е р н о е к о о р д и н а т н о е п р о с т р а н с т в о 
{ п р о с т р а н с т в о п о с л е д о в а т е л ь н о с т е й ) . Рассмотрим простран
ство 1р(р^1), элементами которого служат бесконечные последователь
ности вещественных чисел 

оо 

такого рода, что ряд J?.\y(i)\p сходится. Будем считать г/^>0, если 
г = 1 

все у^ > О и хоть одно из них не нуль. № представляет тогда регу
лярное полуупорядоченное пространство. Сходимость элементов в нем 
обозначает, что сходятся все их координаты и притом все они огра
ничены координатами некоторого одного элемента. Точнее говоря, уп—>у 
означает, что у&>—>yW (i-— 1,2, ...) и существует такой элемент у0 = 

= (y(o1\y<b2\--)i что \у$\<уМ ( л = 1 , 2 , ...) при всех i. 

Если положим || у || y(i) \P то № будет представлять про

странство типа В2 , (*)-сходимость в нем следовательно представляет 
сходимость по такой норме. 

Укажем еще на пространство s всех последовательностей Q/(1),2/(2\ . . . ) ; 
оно также будет удовлетворять всем аксиомам I—VI, но уже не будет 
пространством типа В2. В нем (о)-сходимость и (*)-сходимость совпа
дают и состоят в сходимости всех координат. 

С. П р Ъ с т р а н с т в а , с о с т а в л е н н ы е и з и з м е р и м ы х ф у н к 
ц и й . Рассмотрим произвольное множество ф = { ср }, составленное из 
измеримых [функций ф (£), определенных в промежутке (а, й), и такое, 
что удовлетворены условия: 

1) если фх€Ф, ф2£Ф?
 т о фг + фг^Ф; 

2) если | ф(*)| < | cpi(OI и ф1^Ф? т о фбФ. 
Если считать ф > О, когда ф (t) ^ 0 почти везде и ф (t) > 0 на сово
купности положительной меры, то множество Ф представляет полу упо
рядоченное пространство, удовлетворяющее аксиомам I—V; аксиомы 
I—IV проверяются без труда; проверка того, что выполнена и аксиома V, 
требует специального рассуждения. 

Сходимость в пространстве Ф состоит в следующем. Последователь
ность "элементов фп сходится к ф: ф^—>ф означает^что функции фп {t)—• 
—>ф(£) почти везде и притом все они ограничены одной функцией из 
семейства Ф. В частности, пространство S всех почти везде конечных 
измеримых функций представляет такое множество. В этом случае будет 
выполнена и аксиома VI. (^ходимость в S есть сходимость почти везде; 
(*)-сходимость здесь—сходимость по мере. Множество всех ограниченных 
измеримых функций также может быть принято за семейство Г, но здесь 
аксиома VI не удовлетворена. Наконец, множество Lv всех функций, сумми
руемых со степенью р{р^ 1), также может быть принято за семейство Ф. 
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Это есть пространство типа В2, если принять || ср || = < \ \<${t)\p dt\p. 

Сходимость в нем состоит в сходимости последовательности почти 
везде и ограниченности ее одной функцией, суммируемой в степени р. 
Топологическая сходимость здесь есть сходимость в среднем с пока
зателем />. 

Укажем один пример применения общей теории полуупорядоченных 
пространств. На основании следствия 5 из аксиомы VI заключаем, при
меняя его к пространству 5, что если последовательность измеримых 
функций ф п ( 0 " ^ ф ( 0 почти везде, то имеется такая измеримая почти 
везде конечная функция ф0(0? ч т о |фп(0 — ф(01< £ фо(0 п Р и n^N^. 
Если через Ет обозначить совокупность точек, где |cp0(£)|<Af, то ясно, 
что на Е' сходимость (fn(t) к <$(t) будет равномерной. Это дает сразу 
известную теорему Егорова о последовательности измеримых функций. 

D. П р о с т р а н с т в о ф у н к ц и й о г р а н и ч е н н о й в а р и а ц и и . 
Рассмотрим пространство 7 = { ф } , составленное из функций ограни
ченной вариации ф(£)? определенных в промежутке (а, Ъ). Сложение и 
умножение на константу определяем как обычно. Будем считать ф > О, 
если ф ( а ) ^ 0 , функция ф(£) не убывает: Дф(£)>0 и, наконец, ф(£) не 
равна нулю тождественно. Тогда V будет полуупорядоченным простран
ством. Проверим аксиому V. 

Пусть EdV есть некоторое множество, ограниченное сверху эле
ментом ф0. Рассмотрим следующую функцию 

п 
ф* (0 = sup ф (а) + ,sup 2 № (*i+i) — Фг {U)l 

ф£Е a«=f 1 <. . .<f n + 1 = b г=0 

где во втором случае supremum взят относительно всех способов раз
биения промежутка (a, b) на части и всех способов выбора функций 
ф17 ф2, . . . ,ф п из Е. Функция ф*(0 будет функция ограниченной ва
риации; далее легко видеть, что ф* ̂  ф для ф6# и ф* <; ф0. Это и по
казывает, что supE = ф*. В данном случае, как легко убедиться, | ф | есть 

t 
вариация ф(£)? точнее это есть функция | ф(а) |-f-Var ф(£); ф+ есть та-

а 
ким образом положительная вариация. 

ъ 
Если ввести | |ф | | , положив || ф || = | ф(а) | + Var ф(0, то V можно 

а 
рассматривать как пространство типа В2. 

Рассмотрим в частности подмножество А абсолютно непрерывных 
функций ф(£), удовлетворяющих условию ф(а)=^0. Это множество 
изоморфно пространству суммируемых функций. Действительно, если 

t 

96L1 , то ей можно соотнести ф(г) = \ y(t)dt, тогда ф£Л. Из 
а 

ИМЕН, Серия математич., № 1. 7 
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этого изоморфизма следует, что для того, чтобы последовательность аб
солютно непрерывных функций фп(£) сходилась к ф(£) так, чтобы про
изводные их ty'n(t) (о)-сходились к ф ' ( 0 в пространстве L1, необходимо 
и достаточно, чтобы функции фп (о)-сходились в пространстве А. От
сюда нетрудно получить, что даже если фп — функции ограниченной 
вариации, но они (о)-сходятся в пространстве V, то фп(0 будут (о)-схо-
диться к ф' (t) в пространстве L1 . Таким образом получаются весьма 
общие условия для возможности дифференцирования почти везде после
довательности функций ограниченной вариации. 

II. ЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАЦИИ 

§ 6. Основные классы лицейных операций 

Пусть X и Y два регулярных линейных полуупорядоченных про
странства. Будем рассматривать операции, переводящие одно простран
ство в другое у = U (х). При этом мы будем всегда предполагать, что 
эти операции аддитивны и однородны, т. е. U (х± + х2) = U (x^) -j- U (х2) 
и U(\x) = XU(x). Для того чтобы операция была линейной, нужно 
еще предположить, что она непрерывна. Однако, в виду существования 
различных возможных способов определения сходимости в простран
ствах I и F , имеются три вида линейных операций: 

I. С и л ь н о - н е п р е р ы в н о й будем называть операцию в том слу
чае, если хп-ъ~х {t) влечет за собой U (хп) ->- U (х) (о). В таком случае 
будем говорить еще, что операция принадлежит классу #? . 

I I . (В)-непр ер ы в н ой операцией будем называть такую операцию, 
что Хп-^-х (t) влечет U (хп)->- U (x) (t). Класс таких операций обозна
чим Н\. 

I I I . Р е г у л я р н о й операцией будем называть такую операцию, 
что при хп-ъ-х (о) будет U (хп) ->- U (х) (о). Класс этих операций обоз
начим ,HQ. 

В некоторых случаях мы не имеем трех различных классов, например, 
если в пространстве Y (о)-сходимость и (^-сходимость совпадают, то 
совпадают все классы Щ = Н\ = Щ. Если пространства X и Y типа В2 

и в X выполнено условие: \\хг + х2\\ = || хг || + ||^211 П Р И xi и %г^^-> т о 

классы Щ и Щ совпадают. Вообще же будет: ЩаШаЩ-
Перейдем теперь к рассмотрению некоторых свойств этих операций. 

При этом будем предполагать, что X и Y пространства типа Bg1. 
I. С и л ь н о - н е п р е р ы в н ы е о п е р а ц и и . Легко установить, что 

значения такой операции на сфере | | я | | = 1 ограничены. Введем эле
мент пространства У, равный supremum'y значений U (х) на этой сфере, 
который уместно обозначить \U\: 

U ; = sup U (х). 
IMI=i 

Это условие может быть заменено различными другими более слабыми. 
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Тогда для всякого х имеем неравенство | U (х) | <; s U \ • |] х\\. 
Наоборот, конечность нормы U (х) достаточна для того, чтобы операция 
U была сильно-непрерывной. 

Для сильно-непрерывных операций можно установить весьма важную 
теорему о продолжимости операций. Именно, если такая операция опре
делена на некотором линейном подмножестве пространства X, то она 
может быть распространена на все пространство с сохранением нормы. 
Эта теорема для случая функционалов была установлена раньше и при
надлежит Hahn'y и Banach'y. Она играет чрезвычайно важную роль 
в теории линейных операций Banach'a. Благодаря тому что она спра
ведлива для сильно-непрерывных операций, значительная часть теории 
Banach'a допускает широкое обобщение: всюду вместо функционалов, 
можно ввести произвольные сильно-непрерывные операции. 

П. (В)-н е п р е р ы в ны е о п е р а ц и и . Этот класс операций был 
подробно изучен в книге Banach'a x. Такая операция характеризуется 
тем, что она имеет конечную численную норму. Именно, если положить 

| | t / | f ( =s U p | |C/ ( : r ) | | , 

то || U ||t представляет всегда конечное число и при любом х будем иметь: 
\\U(x)\\^\\U\ft\\x\\. 

III. Р е г у л я р н ы е о п е р а ц и и . Операцию у = U (х) назовем поло
жительной U > О, если при # > О будет U (х) > 0, и притом U (х) Ф 0. 
Если U2 — С/ х^0, будем писать, что f/2^C/x . Можно доказать, что 
всякая положительная операция, а также всякая операция, которая не 
превосходит некоторой положительной, принадлежит классу Щ, т. е. 
регулярна. Наоборот, всякая регулярная операция будет положитель
ной или ее превосходит некоторая положительная операция. Для уста
новления этого достаточно рассмотреть операцию £/х(х), определенную 
при х > 0 так: 

U1{x)= sup \U{x')\. 
\х'\<1 

На основании этих соображений можно установить, что регулярные 
операции, переводящие пространство X в У, образуют сами линейное 
полуупорядоченное пространство, аксиомы I—V будут выполнены всегда, 
аксиома же VI—при известных условиях. Поэтому всякая регулярная 
операция минимальным образом представляется как разность двух по
ложительных U = (U)+ — (£/)_ и для нее существует операция | U \ * 
Полезно иногда вводить норму операции [/:j|t/| |g; в качестве нее мы 
возьмем норму прежнего вида для операции | t / | , т. е. || U ||8 = || | U \ \\\. 
Для положительной операции обе нормы || U \\°0 и \\U \\\ совпадают. 

1 Два других класса операций Я? и Я» с другой точки зрения, чем в могих ра
ботах, рассматривались Б. 3. Вулихом. 
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Класс регулярных операций, если его определять как класс опера
ций мажорируемых положительными, является, в некотором смысле, 
наиболее простым и естественным для рассмотрения классов операций, 
переводящих пространство X в У. Именно для определения этого класса 
операций не требуется даже существования понятия предела в множе
стве X: достаточно, чтобы в нем выполнялись аксиомы I—IV и аксиома 
V лишь для множества Е, состоящего из конечного числа элементов. 

В следующих параграфах мы рассмотрим частные виды линейных 
операций, именно операции, переводящие некоторые классические про
странства в произвольное пространство типа В2. Этим операциям удается 
дать аналитическое выражение в форме рядов или в интегральной 
форме. В последнем случае приходится вводить некоторые классы абс
трактных функций и определять для них понятие интеграла. Заметим, 
что интегрирование функций с значениями в пространстве Banach'a 
рассматривалось Graves, Bochner, G. Birkhoff и др., а в диссертации 
И. М. Гельфанда оно было использовано для построения общих видов 
некоторых операций. 

§ 7. Частные виды сильно-непрерывных операций. Некоторые классы 
абстрактных функций 

Пусть X = i?(fe). Общий вид операции, переводящей пространство X 
в У, будет: 

y = U (х) = уххЫ + у2х^ + . . . + укх№, 
где х^\ х&\ . . . , х^ — координаты точки х, а уъ у2, . . . , yk — некото
рые постоянные элементы У. При этом норма операции, различная в за
висимости от способа нормирования X, есть следующий элемент У: 

! U \ = sup (У1ж<1> + у2х<Я + ...+ ук%Ы). 

Здесь | |#| | = (|ж(1)|р + . . . + |# ( Л >| Р )Р. В том случае, когда У есть про
странство вещественных чисел, то, как легко проверить, \U\ = 

1 
= [\Уг \q + • • • + \Vk \q]qi гДе Я— сопряженный показатель; q = —ZTT-
Поэтому мы этот элемент || U || обозначим mq (уъ у2,..., yk), — он в даль
нейшем будет играть важную роль, заменяя для элементов уг, у2,..., yk 

i. 

среднее (|?/i|g + • • • + \yk\q)q, которое непосредственно, конечно, состав
лено быть не могло. Этим же обозначением mq(y11 у2, . . . , уп) мы будем 
пользоваться для краткости также при у\ вещественных. 

Будем рассматривать бесконечные последовательности у±1 у2, . . -; от
носительно такой последовательности будем говорить, что она принадле
жит классу lq, если растущие с увеличением к элементы mq {у1: у2,..., yk) 
имеют конечный предел: 

lim mq (уи у2, . . . , yk) = mq (г/19 у2, . . .) < + °°-
h -*oo 
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Тогда, если точка х = (х^\ х{2\ . . .) принадлежит пространству 1р 

ряд ^ | х^ \р сходится j , а последовательность уг, у2, . . . принадлежит 
г 

• о о 

классу № ( q = —^-т- ) , то ряд ^ х& yi сходится и представляет сильно-
^ Р ' г = 1 

непрерывную операцию, переводящую 1Р в Y. При различных \yi\ это 
дает общий вид такой операции. 

Будем рассматривать теперь абстрактные функции y = F(t), опреде
ленные в промежутке (а, 6), значения которых принадлежат простран
ству У. Естественным образом можно определить классы: непрерывных, 
абсолютно-непрерывных функций (А), функций ограниченной вариа
ции (V), функций, удовлетворяющих условию Липшица. Большинство 
свойств вещественных функций сохраняется; например, функция огра
ниченной вариации есть разность двух монотонных—она имеет исчисли
мое множество скачков. 

Однако даже функция, удовлетворяющая условию Липшица, может 
быть нигде не дифференцируема. 

Понятие суммируемой функции, хотя и может быть введено, но ока
зывается не вполне удобным, поэтому мы вместо них будем пользоваться 
абсолютно-непрерывными функциями. Также вместо функций, суммируе
мых в степени р, мы введем некоторый класс абсолютно-непрерывных 
функций. Здесь исходным будет служить установленный Riesz'oM факт, 
что функция F (t) служит неопределенным интегралом некоторой функ
ции класса LP в том и только в том случае, когда при всех разбиениях 
остаются ограниченными суммы: 

Исходя отсюда, введем следующее определение: будем говорить, что 
функция F принадлежит классу А , если конечен 

AFM-Fjto)] \F(tn)-F(tn-i)\\ 
s u p m J S-L ' * " ' £^L ) = ATe(F), 

V (h-tQ) e (*»-««) q J 
где supremum взят относительно всех способов разбиения промежутка 
на части. 

Пусть теперь g(t) есть некоторая вещественная функция, суммируе
мая со степенью р. Обозначим через G(t) ее неопределенный интеграл. 
Тогда, если у — F (t) принадлежит классу Aq, то можно показать, что 
существует интеграл типа Hellinger'a: 

dG(t)dF(t) = l i m ' y AF(i , )-AG(i , ) ^ I dt л/.-^п ^ Д*/ 

Мы будем иногда этот интеграл обозначать и так: I g(t)dF(t), разумея 
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V 

под этим то же самое. Тогда \ x(t)dF'(t) представляет сильно-непре-
а 

рывную операцию, переводящую пространство LP в У, и дает при раз
личных jF£4gBce такие операции. Нормой этой операции служит 
элемент Mq (F). 

Абсолютно-непрерывные функции класса А2 в теории абстрактных 
функций играют ту же роль, что вещественные функции, суммируемые 
с квадратом г. 

Рассмотрим для них в частности вопрос о разложении по ортого
нальным функциям. Пусть {ф 0 (0} полная ортогональная и нормиро
ванная система вещественных функций класса L2 в промежутке (а, Ь). 
Пусть F (t) абстрактная функция класса А2. Коэффициентами Фурье ее 

ъ 
назовем элементы уп= \ ф п (0 dF (t). 

а 
Тогда можно доказать, что ряд 

y i < M 0 + 2fe?2 (*) + •• • 
сходится в среднем к F(t), точнее говоря, 

lim M2 [F (t) — Г {уг с?! (*) + • • • + Уп фп (0) dt] = 0. 
n->oo J 

а 

При этом элементы уи у2, . . . образуют последовательность класса 
Z2 и будет 

Щ(Уп У г, - . • ) = M2{F). 
Далее, какова бы ни была последовательность элементов уъ у2, . . . 

класса Z2, можно указать функцию F класса А2, для которой коэффи
циенты Фурье равны уг, у2, . . . . 

Наконец, если g(t) вещественная функция класса L2, a F А2 и сц— 
коэффициенты Фурье g{t), a yi — коэффициенты Фурье F (t), то имеет 
место равенство Парсеваля: 

Ь со 

I g{t)dF{t) = ^anyn. 

Таким образом все основные теоремы теории ортогональных функций 
остаются верными и для абстрактных функций. Таким же образом мо
гут быть распространены, повидимому, теория почти-периодических 
функций Бора и Безиковича и теория интегральных уравнений Шмидта. 

1 Правильнее было бы сказать, что эту роль играют «идеальные» функции 
F' (i) — производные функций класса А2, не определенные в отдельных точках 
и для которых может быть указано лишь их среднее значение в любом интервале 
(а, 3), равное ~-^ [F (3) -F (а)]. 
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§ 8. Частные виды (В)-непрерывных операций 
Для этих операций можно повторить с соответственными измене

ниями большую часть того, что было сказано о сильно-непрерывных 
операциях в § 7. Операция (В)-непрерывная, переводящая пространство 
R(fe) в У, может быть дана также в форме у = U {х) = х^у1 - ) - . . . + х^уи, 
только норма операции в данном случае будет: 

11#1Г« = Рв(У1> Уъ •••> Ук) = sup \\^)y1 + ...+^yh\\. 
11*11=1 

Далее можно рассматривать бесконечные последовательности г/х, 
?/2, ... , для которых рй{угу2, ...) = limpg (yx, г/а, ... ,yk) конечно. Тогда, 

k ~>оо 
если х = (х^\ х&\ ...) точка из lq, а ух, у2,... последовательность ука-

оо 

занного вида, то ряд 2 ^ ( i ) ^ будет (г)-сходиться. Такой ряд дает 
г = 1 

(В)-непрерывную операцию, и при различных последовательностях 
г/х, у2, ... мы можем получить таким образом все (В)-непрерывные 
операции, переводящие !р в У . 

Основные классы функций здесь вводятся также с помощью нормы, 
например функция удовлетворяет условию Липшица, если \\F(t2)— 
— F (h) II ^ & • 1*2— *iU ГДе ^ — постоянная. Опять будем говорить, что 
функция принадлежит классу АФ) 5 если для нее числа 

л / F(tl)~FU0) F(tn)-F(t^i)\ 
pq , ^ , . . . , ^ \ 

^ {h-t0f [tn-tn_xf J 
ограничены в совокупности. Обозначим их верхнюю границу через М\В). 
Попрежнему, если g(t)—функция, суммируемая с степенью р, может 

ъ 
быть определен интеграл I g(t)dF(t). При различных F£Aq этот инте-

а 

грал дает общую форму (В)-непрерывной операции, переводящей про
странство LP в У. 

Сказанное в § 7 об ортогональных разложениях справедливо и здесь. 
Например, если последовательность yv y2, ... такова, что р2 (2/i? 2/2? •• 
конечно, то существует функция F класса А(

2
В), для которой yv ?/2,... 

коэффициенты Фурье. 
Укажем некоторые возможные приложения рассмотренных здесь 

абстрактных интегралов. Пусть U есть В-непрерывная операция, пере
водящая пространство Y в другое пространство Z: z = U{y). Тогда, 
если F (t)—функция класса А<в>, то нетрудно показать, что функция 
U [F (t)] будет функцией того же класса с значениями в Z. Нетрудно 
показать далее, что если g(t) функция класса 2>, то операцию U можно 
применить под знаком интеграла: 

ь ь 
U^g(t)dF(t)=iijg(t)dU(F(t)). 

а а 
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В частности, пусть Y есть пространство, элементы которого суть 
функции. Тогда переход от данной функции к ее неопределенному ин
тегралу, к определенному интегралу, к производной, к трансформиро
ванной по Лапласу и т. д. представляет В-непрерывные (более того, 
регулярные) операции; поэтому ясно, что из последней общей теоремы 
могут быть получены многочисленные теоремы о возможности диффе
ренцирования и интегрирования по параметру и многие другие полез
ные следствия. 

Мы не будем говорить подробно об аналогичных построениях для 
регулярных операций. Скажем только, что здесь может быть повто
рено дословно все сказанное о (В)-непрерывных. Нужно только вместо 
у поставить где следует | у | . Например общий вид регулярной опе-

оо 

рации, переводящей Р в У, дается и здесь рядом "V^(i)2/i; только пэ-
г = 1 

следовательность уг, г/2, ... должна быть такой, что pg(|?/i | , I2/2I? •••) 
конечно. 

§ 9. Об одном классе функциональных уравнений 
Теория полуупорядоченных пространств может быть многообразно 

использована в теории функциональных уравнений. Здесь я рассмотрю 
лишь один весьма простой класс функциональных уравнений, именно 
уравнения, для которых применим метод последовательных прибли
жений. 

Пусть Y полуупорядоченное пространство и f(y) регулярная опе
рация, переводящая Y в себя. Рассмотрим уравнение г/ = / (г/) —|— г/0-
Мажорантным для него назовем такое уравнение у = /* (у) -f- г/*, что 
| / | < ; / * и \Уо\^У*0- Тогда можем утверждать, что если мажорантное 
уравнение имеет положительное решение у* ^ 0, то данное уравне
ние имеет решение, и притом такое, что \у\^у*- Действительно, 
определим рекурентно у*п и уп, полагая у*п = f (yn-i) + у*0; Уп = 
= }{Уп-1) + Уо-

Легко видеть, что у*п возрастают и ^ < ? / * . Далее ясно, что \уп\<:У*п-
Поэтому ряд у0 + (у± — у0) + (у2 — уг) + ... =у сходится. Легко видеть, 
что у и есть решение уравнения у = / (у) + у0- Далее, если положить 
у* = limy*, то будет \у\<:У*, и можно утверждать, что у есть един-

п -> оо 

ственное решение данного уравнения, удовлетворяющее этому условию. 
Наконец, заметим, что такого же рода теорема может быть высказана 
и также просто доказана для случая, когда / нелинейная операция. 

Применение этих простых теорем дает сразу требуемый результат 
в ряде вопросов анализа, в которых применяется обычно метод после
довательных приближений. Укажем только: уравнения Вольтерра, аль
тернирующий метод Шварца, некоторые теоремы о нелинейных инте
гральных уравнениях, теорему существования в аналитической теории 
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дифференциальных уравнений, ряд теорем о бесконечных системах 
уравнений. 

По поводу бесконечных систем заметим, что тут могут быть полу
чены теоремы Pellet, Б . М. Кояловича, Р . О. Кузьмина и автора. Эти 
общие теоремы дают иногда более полный результат, чем непосредствен
ное применение метода. 

III. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ 

§ 10. Полуупорядоченные пространства общего вида. Верхний и нижний 
предел 

Мы рассмотрим здесь случай, когда пространство Y не является ли
нейным. Будем предполагать, что для некоторых пар различных элемен
тов пространства Y = { у } определено отношение уг < уг. Предполагаем 
следующие аксиомы: 

1° если у1<у% и у2 < у3, то ух < у3\ 
2° для всяких уг, у2 найдутся у3 и г/4 такие, что у3 < уг, у2 < уА; 
3° для всякого ограниченного сверху множества существует supi?, 

для ограниченного снизу infi?; 
4° аксиома регулярности, в том же виде, как аксиома VI в § 2. 
Последняя аксиома нужна не всегда. В ряде случаев, наоборот, 

нужны и некоторые дополнительные аксиомы. 
Понятие предела может быть определено, как в § 1. Можно ввести 

понятие о (*)-сходимости, которая совпадает здесь с топологической 
сходимостью. Далее, если пространство одновременно метрическое, то 
при некоторых простых условиях сходимость по расстоянию будет сов
падать с (*)-сходимостью. 

В пространстве У можно ввести понятие предела еще двумя дру
гими способами. Именно, если совпадают для всех последовательностей 
пг, п2, ... пределы lim?/n/c, то их общее значение назовем верхним пре-

h-> со 
делом и будем обозначать (h) Km yn. Если при любых последователь-

п ->• оо 
ностях совпадают наименьшие пределы ИтуП/;, то их общее значение 

k -> оо 
назовем нижним пределом (b)limyn. Введение таких пределов может 

h -* оо 

превратить данное множество, вообще говоря, в другое топологическое 
пространство. Можно установить некоторые общие теоремы о таким 
образом топологизированных полуупорядоченных пространствах, на чем 
я здесь не останавливаюсь. Укажу только два интересных примера та
ких пространств. 

Рассмотрим, во-первых, множество замкнутых подмножеств проме
жутка (а, Ъ). Если ввести полуупорядочение, полагая Fx < JF2 (если мно
жество FidF^ в узком смысле), то g— { F } представляет множество, 
удовлетворяющее аксиомам 1°—3°. Если в множестве F ввести верхний 
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предел (h)limFn, то, как легко установить, он совпадает с топологиче-
h -> оо 

ским пределом последовательности замкнутых множеств, который был 
изучен HausdorffoM. 

В качестве второго примера рассмотрим множество полунепрерывных 
сверху функций, определенных в промежутке (а, Ь). Если ввести полу
упорядочение, считая фх > ф2, при условии, что функция ф ^ О ^ Ф г Ю 
при всех t и хотя бы при одном t ф х (0 > ф2(0> т о Ф = { ф } будет 
представлять пространство, удовлетворяющее аксиомам 1° — 3°. Если 
в Ф ввести верхний предел (Д)Ктф п , то получим пространство, по 

п —• оо 

своим свойствам весьма похожее на пространство замкнутых множеств 
Hausdorff'a. 

Заметим, наконец, еще, что в виду того что положительные элементы 
линейного полуупорядоченного пространства аналогичны положительным 
числам, они могут быть употреблены вместо последних при нормирова
нии или метризации пространств, т. е. можно рассматривать, например, 
метрические пространства, в которых расстояние р (#1? х2) есть элемент 
некоторого полуупорядоченного линейного пространства У. Такое рас
смотрение может оказаться полезным благодаря тому, что некоторые 
сходимости, которые не могут быть представлены с помощью известных 
в функциональном анализе сходимостей, даже основанных на привле
чении полуупорядоченных пространств, могут быть иногда получены 
как сходимости по такому обобщенному расстоянию. 

В качестве примера рассмотрим множество непрерывных функций x(t). 
Для сходимости последовательности потребуем сходимость везде, при до
полнительном условии, что функции равномерно непрерывны. Если за ||#|| 
принять элемент пространства V монотонных функций w (S) == sup I x (t') — 

— x(t)\: то сходимость по такой норме, т. е. то, что \\хп — # | | - » - 0 B V ; 

и будет интересующая нас сходимость. Аналогичного рода пространство 
можно построить для абсолютно-непрерывных функций. 

§ 11. Дополнение полуупорядоченного пространства. Декартово 
произведение 

Мы предполагали в предыдущем параграфе, что для пространства 
выполнены три аксиомы. Однако, если известно, что выполнены лишь 
аксиомы 1° и 2°, то выполнения аксиомы 3° можно добиться путем до
полнения множества У новыми элементами. Для "установления этого 
достаточно в У рассмотреть пары классов (А, В) типа Дедекиндовых 
(А состоит из всех элементов меньших, чем все элементы из В, и на
оборот, В состоит из всех элементов больших, чем все элементы из А). 
Тогда если пара классов не определяется никаким элементом из У, 
то можно считать, что ей соответствует новый элемент. Такое дополне
ние является в некотором смысле минимальным, т. е. пространство, 
полученное таким способом, будет по отношению ко всякому иному 
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дополненному пространству представлять своеобразную фактор-группу. 
Можно, далее, установить, что пространство может быть дополнено таким 
образом, что оно превратится в линейное и будут соблюдены аксиомы 
I — V (§ 1). Можно при этом добиться того, что для пары элементов 
ух и у2> для которой inf (уг, у2) = 0, будет у± + у2^ sup (ух, у2) (предпо
лагаем, что у > 0 для всех у £ У , т. е. 0 наименьший элемент). 

Если имеется некоторое множество полуупорядоченных пространств 
(линейных или нет) {У^} (££Е),то можно построить их Декартово произ
ведение У = $Ys, составляя его из точек у = {у^} {y^^Y^). При этом счи-

таем уг ^> г/2, если у\ > у\ для всех ^ Е и при некотором £: у\ > у\. Легко 
установить, что если Y% удовлетворяют аксиомам 1° — 3° § 10 (или I—V 
§ 1), то и Г удовлетворяет тем же аксиомам. То же самое можно ут
верждать, если брать Декартово произведение с точностью до нуль
множеств. Именно некоторые подмножества S считаются нуль-множе
ствами. Две точки у±= {у\} и у2 = \у\\ будем считать за одну, если 
у\ — г/|, кроме нуль-множества значений £. 

В таком случае опять можно доказать (при известных предположе
ниях), что пространство удовлетворяет аксиомам 1° — 3° (или I — V ) . 
Из этих теорем можно получить, что множество всех функций, множе
ство измеримых функций, множество функций, удовлетворяющих усло
вию Бэра, если считать разнящиеся на совокупности первой категории 
за одинаковые,—представляют собой полуупорядоченные линейные про
странства. 

Все пространства, составленные из функций, будут полуупорядочен
ными. Естественно поставить обратный вопрос: не может ли быть любое 
линейное полуупорядоченное пространство координизировано, т. е. не 
будет ли оно изоморфно множеству функций, определенных на некото
рой . совокупности? В такой форме этот вопрос был мне предложен 
А. Н. Колмогоровым. Этот вопрос решается так. Пусть дано линейное 
полуупорядоченное множество У = { у } (аксиомы I — IV и V для ко
нечного множества). Рассмотрим множество Т = { / } положительных 
линейных функционалов, определенных на У. Тогда каждому элементу 
y£Y будет отвечать следующая функция, определенная в Т: фу (/) — f(y). 

Множество У будет изоморфно с множеством функций {сру } = Ф. 
Точнее говоря, изоморфизм будет по отношению к линейным операциям 
и знаку > , однако для операций supremum и infimum изоморфизма 
уже не будет, т. е. элементу sup (г/15 у2) не будет отвечать функция, 
равная sup (фу^/), фу2(/))- При этом в некоторых случаях изоморфизма 
в отношении этих операций невозможно добиться ни при каком другом 
построении множества функций Ф. 
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§ 12. Применения к дескриптивной теории функций 
Теория непрерывных функций и функций классификации Бэра может 

. быть построена для случая, когда область значений есть любое тополо
гическое пространство (Kuratowski). Теорию полунепрерывных функций 
и классов Young'а нельзя, конечно, провести в таких общих предполо
жениях. Однако теорию полунепрерывных функций можно построить 
в случае, когда область значений есть полуупорядоченное пространство 
(аксиомы 1° — 4° § 10). Тогда при некоторых дополнительных усло
виях могут быть установлены все основные факты теории полунепре
рывных функций, вплоть до теоремы Бэра о том, что всякая полунепре
рывная функция есть предел монотонной последовательности непрерывных. 

Более интересным представляется другой путь использования полу
упорядоченных пространств. Именно с помощью этих пространств можно 
дать некоторое абстрактное построение дескриптивной теории, включаю
щее в себя основные факты классификации функций, классификации 
множеств, а также возможных других аналогичных построений. 

Пусть Y есть некоторое полуупорядоченное пространство (аксиомы 
1° — 3° § 10). Пусть KCZY есть некоторое исходное подмножество Y. 
Его удобно предположить инвариантным относительно операций sup (г/17 у2) 
и inf (г/1? у2). Рассмотрим элементы из Y вида у = limyn; уп^К. Это бу
дет первый класс над К, т. е. Кг. Таким же образом могут быть по
строены классы Ка—«классы Бэра». Далее, если N есть любое множе
ство последовательностей, можно рассмотреть класс элементов, которые 
можно представить в форме: 

у = sup [inf (ущ , уПл, . . . ) ] . 
(гц , Щ, . . . ) £ J V 

Обозначим этот класс HN(K). Это будет класс, аналогичный классу мно
жеств, которые строятся с помощью bs операции Hausdorffa. В част
ности, тут могут быть получены абстрактные классы Young'а, аналити
ческие множества, проективные множества — над К. 
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L. KANTOKOVITCH. SUR LES ESPACES SEMIORDONNES 
RESUME 

Le present article contient les resultats d'une serie de recherches de Гаи-
teur sur la theorie des espaces semiordonnes. La pluspart de ces resultats 
a ete enoncee dans les notes de l 'auteur [14—21]. 

On appelle espace semiordonne lineaire une multiplicate lineaire Y ==£ telle 
que pour certains couples de ses elements la relation «plus grand > » est defi-
nie et verifie les conditions habituelles. On suppose d'ailleurs que chaque 
ensemble Ecz Y borne superieurement admet une borne superieure exacte sup E. 
Dans un espace pareil on introduit la notion de limite au moyen des notions 
del imite superieure etinferieure. Si Ton introduit encore une condition comp-
lementairedu «regularite» de l'espace, on voit que presque tous les theoremes 
sur les limites ayant lieu pour les nombres reels subsistent dans le cas con
sidere. La difference essentielle consiste en ce que pour ces espaces on a non 
seulement la convergence ordinaire, mais encore une notion plus generale 
de convergence (*)—la convergence topologique. 

On peut extraire de chaque suite convergente (*) une suite partielle qui 
converge au sens ordinaire. D'ailleurs si l'espace est norme et quelques con
ditions complementaires sont verifiees, la convergence (*) coincide avec la 
convergence en norme. Gomme exemples d'espaces de cette nature on peut 
indiquer celui de l'espace des fonctions mesurables, l'espace des suites infi-
nies, l'espace des fonctions a variation bornee. Dans le premier cas la conver
gence ordinaire est la convergence presque partout, la convergence (*) est la 
convergence en mesure. 

La seconde partie de l 'article est consacree a la theorie des operations 
dans les espaces semiordonnes. On considere les operations lineaires?/=£/(#) 
qui transforment l'espace semiordonne X en un autre espace de meme na
ture Y. La continuite de l 'opera t ionpeute t re definie de differentes manieres. 
Si la relation xn-^x(t) entraine toujours u(xn)~^u(x) (o) nous dirons que 
l 'operation U appartient a la classe #? . On definit d 'une maniere analogue 
les autres classes, d'ailleurs Щ = Щ ZD#° ZD#t-

On peut considerer ensuite des fonctions abstraites d'une variable reelle 
y(t), dont les valeurs appartiennent a un espace semicontinu. Pour ces fon
ctions plusieurs theoremes sur les fonctions a valeurs reelles restent valables. 
En particulier, on peut a l 'a ide de ces fonctions obtenir sous forme d'integrales 
abstraites les formes generates des operations de classes differentes transfor-
mant des espaces fonctionnels determines en un espace semiordonne arbitraire. 

Dans la troisieme partie on considere des espaces semiordonnes qu'on ne 
suppose plus lineaires. On considere les diverses definitions possibles de li
mite dans un pareil espace, la possibilite de completer l 'espace, d 'y intro
duce des coordonnees. On etablit les relations entre la theorie des espaces 
pareils et certaines questions de la theorie des fonctions descriptive. 


