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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage. 
Von jeher hat die Mathematik machtige Antriebe aus den engen ~e­

ziehungen gewonnen, welche zwischen den Problemen und Methoden 
der Analysis und den anschaulichen Vorstellungen der Physik bestehen. 
Erst die letzten Jahrzehnte brachten eine Lockerung dieses Zusammen­
hanges, indem sich die mathematische Forschung vieIfach von ihren an­
schaulichen Ausgangspunkten abloste und insbesondere in der Analysis 
manchmal allzu ausschlieBlich urn Verfeinerung ihrer Methoden und 
Zuspitzung ihrer Begriffe bemiihte. So kommt es, daB viele Vertreter 
der Analysis das BewuBtsein der Zusammengehorigkeit ihrer Wissen­
schaft niit der Physik und anderen Gebieten verloren haben, wahrend 
auf der anderen Seite oft den Physikern das Verstandnis fiir die Pro­
bleme und Methoden der Mathematiker, ja sogar fiir deren ganze 
Interessensphare und Sprache abhanden gekommen ist. Ohne Zweifel 
liegt in dieser Tendenz eine Bedrohung fiir die Wissenschaft iiberhaupt; 
der Strom der wissenschaftlichen Entwicklung ist in Gefahr, sich 
weiter und weiter zu verasteln, zu versickern und auszutrocknen. SolI 
er diesem Geschick entgehen, so mussen wir einen guten Teil unserer 
Krafte darauf richten, Getrenntes wieder zu vereinigen, indem wir unter 
zusammenfassenden Gesichtspunkten die inneren Zusammenhange der 
mannigfaltigen Tatsachen klarlegen. Nur so wird dem Lernenden eine 
wirkliche Beherrschung des Stoffes ermoglicht und dem Forscher der 
Boden fiir eine organische Weiterentwicklung bereitet. 

Diesem Ziele solI fiir das Gebiet der mathematischen Physik das 
vorliegende Buch dienen. Es entwickeIt mathematische Methoden, die 
im AnsehluB an klassische physikalische Fragestellungen des 18. und 
19. Jahrhunderts ausgebildet worden sind und sucht die gewonnenen 
Ergebnisse zu einheitlichen mathemaiischen Theorien auszugestalten. 
Vollstandigkeit erstreben wir nieht, hoffen aber doch, durch unsere 
Darstellung den Zugang zu einem wichtigen und an den schOnsten 
Zusammenhangen reichen Gebiete zu erleichtern. Abgesehen Von dem 
rein Methodischen enthaIt der vorliegende Band viele Einze1heiten, 
die auch dem Kenner neu sein diirften. 

Fur den vorliegenden Band muB ich die Verantwortung allein 
ubernehmen, da Anlage und Einzelausfiihrungen zurn groBten Tei1 
in meiner Hand lagen. Auch habe ich mir die Freiheit genommen, aD 



VI Vorwort zur zweiten Auflage. 

zahlreiehen Ste1len des Buches groBere Abschnitte aus eigenen Abhand­
lungen mit geringen Veriinderungen abzudrucken. Wenn ieh trotzdem 
darauf bestanden habe, daB auch nach au.Ben hin die Autorschaft meines 
hochverehrten Lehrers, .:Kollegen und Freundes HILBERT mit zum Aus­
druck kommt, so geschieht dies nieht nur im Hinblick auf das vielfach 
benutzte Material aus Hilbertschen Abhandlungen und Vorlesungen; 
vor alleq;l. wiinsche ich vielmehr damit zu betonen, daB die hier ver­
tretenen wissenschaftlichen und padagogischen Bestrebungen Kinder 
der mathematischen Geistesrichtung sind, welche ffir immer mit HILBERTS 
Namen verbunden bleiben wird. 

Gottingen, am 11. Februar 1924. 

R. COURANT. 

Vorwort zur zweiten Auflage. 
In der zweiten Auflage ist die Anordnung des Stoffes im groBen 

beibehalteri worden. Jedoeh enthaIt die zweite Auflage gegeniiber der 
ersten in sehr vielen Einzelheiten Vereinfachungen und Erweiterungen. 
welche den inzwisehen erzielten Fortschritten Rechnung tragen und 
zum Teil in dieser Form bisher nieht veroffentlieht sind. 

Ohne die selbstlose Mitarbeit meiner jiingeren Gottinger Freunde 
ware die vorliegende Neugestaltung des Buehes kaum mOglieh gewesen. 
In erster Linie muB ieh dabei neben KURT FRIEDRICHS, der schon 
Helfer bei der ersten Auflage gewesen ist, FR. RELLICH und R. LONE­
BURG nennen. Ihnen verdankt diese Neuauflage saehlieh viel mehr 
als durch Hinweise an einzelnen Ste1len aUSgedriickt werden kann. 
Aber auch den Herren FENCHEL, WEBER und WEGNER habe ich fUr 
ihre auBerordentlich wertvolle Hilfe bei der kritischen Durehsicht 
des Manuskripts und der Korrektur herzlichen pank zu sagen. 

Ober die Einzelheiten des' behandelten Stoffes unterrichtet das 
ausfiihrliche Inhaltsverzeiehnis. Ffir die Anordnung waren methodische, 
Richt stoffliche Gesichtspunkte maBgebend. Jedes Kapitel bildet in 
gewissem Grade eine selbstiindige Einheit und kann' daher im wesent­
lichen auch ohne Kenntnis der iibrigen gelesen werden. Ein aus­
fiihrliches Register erleiehtert die Orientierung. Die Literatur­
angaben, insbesondere die jedem Kapitel beigegebenen Literatur­
verzeichnisse, machen keinerlei Anspruch. auf systematische VoU­
stlndigkeit. 
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Das Erscheinen dieser zweiten Auflage legt mir mit verdoppelter 
Starke die Verpflichtung auf, den zweiten Band, mit dem zusammen 
dieser vorliegende erst ein abgeschlossenes Ganzes bilden wird, in Druck 
zu geben. Die VerzOgerung, welche die Fertigstellung dieses zweiten 
Bandes erfahren hat, ist begriindet durch meinen Wunsch, zunachst 
noch eine Reihe von dorthin gehOrigen Fragen vl>llig zu kliiren. Ich 
hoffe, das Ergebnis in kurzer Frist vorlegen und damit die Verzl>gerung 
des Erscheinens rechtfertigen zu kl>nnen. 

Gl>ttingen, im Oktober 1930. 

R. COURANT. 
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Erstes Kapi tel. 

Die Algebra der linearen Transformationen 
und quadratischen Formen. 

Zahlreiche Fragen der mathematischen Analysis, die uns in diesem 
Bande beschiiftigen werden, sind durch Analogie und innere Verwandt­
schaft aufs engste mit der Theorie der linearen Transformationen und 
quadratischen Formen verkniipft; wir wollen daher dieses Gebiet ein­
leitend in aIler Kiirze unter den hier fUr uns wichtigen Gesichtspunkten 
durchmustern, indem wir beim Leser eine gewisse Vertrautheit mit den 
beriihrten Fragen voraussetzen. 

§ 1. Lineare Gleichungen und lineare Transformationen. 
1. Vektoren. Um die bekannten Tatsachen der Theorie der line­

aren Gleichungen kurz aussprechen zu konnen, ist es zweckmaBig, die 
einfachsten Bezeichnungen der Vektorrechnung heranzuziehen l . 'Ein 
System von n reellen Zahlen Xl' ••. , X. nennen wir einen n-dimensio­
nalen Vektor oder einen Vektor im Raume von n Dimensionen und be­
zeichnen es kurz durch den entsprechenden deutschen Buchstaben ~. 
Die Zahlen Xi (i = 1 , ... , n) heiBen die Komponenten des Vektors ~. 
Verschwinden aIle Komponenten, so sprechen wir vom Vektor Null 
oder vom NuUvektor. Fiir n = 2 oder n = 3 ist die einfachste geo­
metrische Deutung eines Vektors bekanntlich die als "OrtsV'ektor", 
der vom Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems zum 
Punkte mit den rechtwinkligen Koordinaten Xi fiihrt. Fiir n> 3 ver­
sagt zwar die geometrische Anschauung; trotzdem bleibt eine geometri­
sche Sprechweise der Natur der Sache angemessen. 

Sind zwei be1iebige reelle Zahlen lund p- gegeben, so verstehen 
wir unter dem Vektor l~ + p-~ = a denjenigen, dessen Komponenten z, 
sich linear aus den Komponenten Xi' :>'i von ~ und ~ gemaB der Be­
ziehung z, = lxi + P-:>'i zusammensetzen. Hiermit ist insbesondere die 
Summe und die Differenz zweier Vektoren definiert. 

A1s "inneres Produkt" (~~) der Vektoren ~ und ~ bezeichnen wir 
die Zahl 
(1) (~~) = X1:>'1 + ... + XII :>'II = :>'IXl + ... + :>'IIXII = (~~). 

1 Dabei handelt es sich ffir uns nur um eine kurze Bezeichnungsweise. nicht 
aber um eine Darlegung der eigentiichen Vektoranalysis bzw. ihrer Verallgemeine­
rungen auf n Dimensionen. in welcher die Frage nach gewissen Invarianten den 
Kernpunkt der Untersuchung bild(lt. 

Courant-HUbert. Mathematische Physik I. :z. Auf!. 
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Gelegentlich benutzen wir fiir das innere Produkt (~~) auch die 
Bezeichnung Komponente des V ektors ~ in bezug auf ~ oder umge­
kehrt. 

Verschwindet das innere Produkt (~~), so nennen wir ~ und ~ 
senkrecht oder orthogonal zueinander; fiir n = 2 und n = 3 besitzt 
diese Ausdrucksweise unmittelbar anschauliche Bedeutung. Eine be­
sondere Rolle spielt das innere Produkt N ~ = (g) = ~2 eines Vektors 
mit sich selbst, welches wir als Norm des Vektors bezeichnen. Die 
positiv gerechnete Quadratwurzel aus ~2 nennen wir den Betrag oder 
die Lange des V ektors ~ und schreiben dafiir I ~ I = it- . Ein Vektor 
von der Lange 1 hellit ein normierter Vektor oder ein Einheitsvektor. 

Fiir das innere Produkt (ao) von zwei Vektoren a = (aI' ... , an) 
und 0 = (bl , •.• , bn) besteht folgende Ungleichheitsbeziehung: 

(ao)ll < a202 

oder ohne Benutzung von Vektoren: 

wQbei das Gleichheitszeichen dann und nur dann eintritt. wenn die 
ai den bi proportional sind, also eine Beziehung Aa + f'o = 0 besteht. 

Der Beweis dieser "Schwarzschen U ngleichung" 1 folgt aus der Be­
merkung, daB die quadratische Gleichung 

fiir die Unbekannte ~ niemals zwei verschiedene reelle Wurzeln haben 
kann, sondem, auBer im Falle der Proportionalitat der ai und bi, nicht­
reelle Wurzeln besitzen muB; die Schwarzsche Ungleichung ist die 
dieser Tatsache entsprechende Relation fUr die Diskriminante der 
quadratischen Gleichung. - Ein anderer Beweis der Schwarzschen Un­
gleichung ergibt sich unmittelbar aus der Identitat: 

i~ a~ ~ ~ - (tl ai~ir = ii~ ~ (ajbl; - al;bj)2. 

Vektoren ~l' ••• , ~m hellien voneinander linear unabhangig, wenn 
es unm6glich ist, Zahlen AI' ... , Am, die nicht alle Null sind, derart 
zu finden, daB die Vektorgleichung 

Al~l + ... + lm~m = 0 

besteht, d. h. daB die Komponenten des linker Hand stehender, Vektors 
samtlich verschwinden. Andemfalls nennen wir die Vektoren linear ab­
hiingig. 

1 Diese Beziehung wird llbrigens schon vor SCHWARZ von CAUCHY benutzt. 
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1m n-dimensionalen Raume bilden die n Vektoren el , ell' ... , elu 
deren Komponenten der Reihe nach durch die GraBen der Horizontal­
reihen des Schemas 

1 0 0 

o 1 0 

001 

gegeben sind, ein System von n linear unabhiingigen Vektoren. Denn 
bestiinde eine Beziehung 11 el + l.e. + ... + In en = 0, . so wiirde 
durch Multiplikation mit ell, wegen e~ = 1, (ell ek) = 0 (h =!= k), sofort 
III = 0 folgen. Wiihrend es also gewiB Systeme von n linear unab­
hiingigen Vektoren gibt, muB zwischen n + 1 Vektoren ul ,·· •• , Un+l 

stets mindestens eine lineare Gleichung mit nicht lauter verschwinden­
den Koeffizienten: 

,u1U1 + ... + ,u1l+lUII+l = 0 

bestehen, da n homogene lineare Gleichungen 
n+l 
I. uu,u, = 0 
,=1 

(k=1, ... ,n) 

fUr die n + 1 Unbekannten ,ul' ••• , ,ull+l stets eine nicht triviale L~sung 
haben. (Vgl. Nr. 3.) 

2. Orthogonale Vektorensysteme. Vollstindigkeit. Die obigen 
"Koordinatenvektof'en" e. bilden ein spezielles System "orthogonaler Ein­
heitsvektoren". Wir verstehen unter einem Einheitsvektor wie oben 
einen solchen vom Betrage 1 undo unter einem System von n ortho­
gonalen Einheitsvektoren el , ell' ... , en allgemein ein solches, das den 
Relationen: 

e~ = 1, (h =!= k) 

fur h, k = 1 , 2, ... , n genugt. Genau wie oben erkennt man, daB die 
n Vektoren el , ell' ... , ell voneinander linear unabhiingig sind. 

1st ~ ein beliebiger Vektor, so muB wegen der Abhangigkeit von 
n + 1 Vektoren mit nicht samtlich verschwindenden Konstanten C eine 
Beziehung 

geIten, wobei Co wegen der Unabhiingigkeit der ei nicht Null sein kann, 
mithin gleich 1 genommen werden darf. Jeder Vektor ~ HiBt sich dem­
nach durch ein System von Olthogonalen Einheitsvektoren in der Form 

(2) 

darstellen. Die Werte der Koeffizienten Ci' die "Komponenten von ~ in 
bezug aUf das System der el , .•. , en", finden wir aus (2) durch Multi­
plikation mit den ei zu 
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Aus einem beliebigen System von m linear unabhangigen Vektoren 
"I' ... , "m konnen wir durch den folgenden Orthogonalisierungsproze/3 
ein System von m orthogonalen Einheitsvektoren e1, ... , em gewinnen. 

Wir setzen e1 = "JI"II. Sodann wahlen wir zwei nicht gleichzeitig ver­
schwindende Zahlen e~, e~ so, daB ~ e1 + e;"2 orthogonal zu ev also 
~ + e~("lleJ = 0 wird. Wegen der linearen Unabhangigkeit von "I 
und "., also auch von el und ". ist der Vektor e~ e1 + e~ "2 von Null 
verschieden; durch Division mit seinem Betrag erhalten wir den zu el 

orthogonalen Einheitsvektor ell' Weiter bestimmen wir drei nicht zu­
gleich verschwindende Zahlen e~, e~, e; so, daB c';e1 + e;r2 + e;03 
orthogonal zu el und ell' also e~' + e;{"3et) = 0 und e; + e;{"3eJ = 0 
wird. Der Vektor c'; e1 + C; e2 + e; "3 ist wieder von Null verschieden 
und kann also normiert werden, wodurch wir es erhalten. Durch Fort­
setzung dieses Verfahrens gelangen wir zu dem gewiinschten Ortho­
gonalsystem. 

FUr m < n sprechen ·wir von einem unvollstandigen, fUr m = n 
von einem voUstiindigen orthogonalen System. Bezeichnen wir die Kom­
ponenten eines Vektors, in bezug auf el , •.• , em wieder mit el , ••• , em' 
SO foIgt aus der selbstverstandlichen Beziehung 

(, - el el - ... - em em)2 ~ 0 , 

indem wir das Quadrat des Vektors auf der linken Seite nach auch hier 
giiltigen Regeln der Algebra ausrechnen, 

m m 

,. - 2, ")' e,~ + ~ 4 = "', - 2l: e: + l: 4;;::: 0 
r.:1 ,=1 

oder 

wobei m :=;; n und e, = (, ei) ist. FUr m = n gilt das Gleichheitszeichen: 

(4) 

Die letzten beiden Re1ationen, welche den vektorie11en Ausdruck 
des pythagoreischen ;Lehrsatzes enthalten und fUr n < 3 unmittelbar 
anschauliche Bedeutung haben, p£1egt man als die Besselsehe Un­
gleiehung und die VoUstiindigkeitsrelation zu bezeichnen. In der Tat be­
sagt die Gleichung (4), wenn sie fUr jeden Vektor besteht, daB das 
gegebene Ortbogonalsystem vollstandig ist. Denn (4) konnte nicht fiir 
einen auf allen Vektoren e l' ••• , em orthogonalen normierten Vektor 
gelten, und einen solchen miiBte es geben, wenn m < n ware. 

Man kanLl. iibrigens die Vollstandigkeitsrelation in die allgemeinere 
Form 

m 

(5) (u') = l: eie~ 
i=1 

setzen, die leicht aus der Orthogonalitat der e folgt. 
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AIle diese algebraischen Beziehungen sind vorwiegend formaler N atur. 
Sie gewinnen eine tiefere Bedeutung dadurch, daB sie sieh, ohne trivial 
zu sein, in formal ganz ahnlicher Weise bei transcendenten Problemen 
der Analysis wiederfinden. 

3. Lineare Transformationen, Matrizen. Durch ein System von n 
linearen Gleiehungen 

allxl + aU x2 + ... + a1"x" = Yl' 

(6) 

a"lXl + a,,2x2 + ... + a""x" = y" 

mit gegebenen Koeffizienten aik wird jedem Wertsystem Xl' X2 , ••• , X" 

ein Wertsystem Yv Ya, .. " y" eindeutig zugeordnet. Wir nennen diese 
Zuordnung eine lineare Trans/ormation des Wertsystems Xv x2, ... , X" 
in das Wertsystem Yl' Y2' ... , y", oder kurz des Vektors ~ in den Vektor t). 
Der lineare Charakter der Transformation kommt darin zur Geltung, 
daB dem Vektor Al~l + 12~2 der Vektor Alt)l + AI\t)a entspricht. 

Das wichtigste bei linearen Transformationen auftretende Problem 
ist das ihrer Umkehrurlg, mit anderen Worten: die Frage nach der 
Auflosung eines linearen Gleichungssystems. Die Antwort gibt der 
folgende Hauptsatz aus der Theorie der linearen Gleiehungen, dessen 
Beweis wir als bekannt voraussetzen diirfen: 

Das Gleichungssystem 

allxl + a12 x2 + ... + al"x" = Yl' 
a21 xl + a22 x2 + ... -+- a2"x" = Y2' 

kurz 
" (7) 1: aikXk = Y. (i = 1, ... , n) . 

k=1 
besitzt bei gegebenen aik entweder /ur ieden willkurlich gegebenen Vektor t) 
eine und nur eine Losung.~, insbesondere die Ltisung ~ = 0 /ur t) 1= 0; 
oder aber die homogenen Gleichungen, welche aus (7) /ur t) = 0 entstehen, 
weisen eine positive Anzahl e "nichttrivialer", d. h. vom Nullvektor ver­
schiedener, voneinander linear unabhiingiger L6sungen ~l' ••• , ~o au/, 
die wir als normiert annehmen dur/en. In diesem Fall hat auch das 
"transponierte" Gleichungssystem 

" (8) 1: a:k~ = 0 (i = 1, ... , n) , 
k=l 

wobei aik = ati gesetzt ist, genau e linear unabhiingige, nichttriviale Lo­
sungen ~~ , .. " ~~. Fur dieienigen Vektoren und nur tur solche, welche den 
e Relationen (t) 6~) = 0, ... , (t) ~;) = 0 genugen, also zu ~, ... , ~~ 
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orthogonal sind, ist dann auch das unhomogene Gleichungssystem (7) 
los bar, wobei diese Losung nur bis aut eine beliebige additiv hinzutretende 
Losung des homogenen Gleichungssystems bestimmt ist. 

Bei dieser Formulierung des Hauptsatzes ist die Bezugnahme auf 
die Determinantentheorie vermieden. Man braucht die Determinanten 
lediglich hinterher, urn die Losung des Gleichungssystems durch ex­
plizite Ausdriicke darzustellen, wie wir es sogleich tun werden. 

Das Wesentliche an einer solchen linearen Transformation wird durch 
das Koeffizientenschema oder die "Matrix" der Gleichungen (7): 

C 
au ''') (9) A = (aH') = ~21. a22 a2n 

ani an2 ann 
mit der Determinante 

a1l al2 al n 

A = laikl = 
a21 a22 a2n 

ani an 2 an,. 

gegeben. Gelegentlich ist es zweckmaBig, die Transformation selbst 
oder, wie man auch abkiirzend sagt, den Tensor oderOperator mit einem 
besonderen Buchstaben ~ zu bezeichnen. Die Elemente aik der Matrix A 
heiBen die Komponenten des Tensors. Wir konnen die lineare Trans­
formation (7) als "Multiplikation" des Tensors ~ mit dem Vektor ! 
auffassen und symbolisch in der Gestalt 

schreiben. 
Viele Tatsachen der "linearen Algebra" lassen sich besonders pragnant 

ausdriicken, wenn man sie als Aussagen iiber Matrizen formuliert und 
sich dabei einiger als M atrizenkalkiil bezeichneter einfacher Definitionen 
und Regeln bedient. Wir gelangen zunachst zum Begriff der Matrizen­
multiplikation, indem wir den durch die obigen Gleichungen (7) zu 
transformierenden Vektor ! seinerseits als Produkt eines zweiten Ten­
sors m der Komponenten bik mit einem Vektor tv auffassen; es moge 
also! und tv durch das lineare Gleichungssystem 

(i = 1, ... , n) 

mit der Matrix B = (bik) zusammenhiingen, dann geht auch t) aus tv 
durch Multiplikation mit einem Tensor Q; hervor. Die Matrix C von Q; 
entsteht aus A und B nach den Regeln der "Matrizenmultiplikation"; 

C=AB, 
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d. h. das Element Cik ist das innere Produkt der ~ien Zeile von A und 
der kten Spalte von B: 

(10) (i, k = 1, ... , n). 

Den Tensor oder die Transformation (£ nennen wir daher das innere 
Produkt oder kurz das Produkt der Tensoren oder Transformationen m 
lInu j8. Indem wir von jetzt ab die Tensoren stets durch die mit ihnen 
aquivalenten Matrizen ersetzen, erkennen wir, daB fur die Produkt­
bildung der Matrizen das assoziative Gesetz 

(AB)C = A(BC) 

besteht, so daB das Produkt AlAI'" Ali einer beliebigen Anzahl von 
Matrizen in fester Reihenfolge einen wohldefinierten Sinn erhalt. Fur 
Al = A2 = ... = Ali = A schreiben wir dieses Produkt als h-te Potenz 
Ali der Matrix A. Dagegen ist wohl zu beachten, daB das kommutative 
Gesetz der Multiplikation im allgemeinen nicht gilt, so daB man zwischen 
einer vorderen und einer hinteren Multiplikation von A mit B zu unter­
scheiden hat, wobei AB im allgemeinen von BA verschieden ist. SchlieB­
lich definieren wir als die Matrix AA + ftB diejenige, deren Komponen­
ten Aao, + ftbi/c sind; als Matrix Null sinngemaB diejenige, deren Kom­
ponenten samtlich verschwinden 1. Dbrigens erkennt man unmittelbar 
das Bestehen des distributiven GesetzeS: 

(A + B) C = A C + Be. 

Fur viele Zwecke ist es notig, die "Einheitsmatrix" 

(1 0 ... O~.) 
E - ( ) _ 0 1 .. . 

- eik -

o 0 ... 

einzufiihren. Sie hat die Eigenschaft, daB fiir jede beliebige Matrix A 
die Gleichung: 

AE=EA=A 

besteht. Der Einheitsmatrix entspricht die identische Transformation, 
welche durch die Gleichungen: 

(i= 1, ... , n) 

gegeben wird. Die nullte Potenz jeder Matrix A setzen wir definitions­
gemiiB gleich der Einheitsmatrix: 

AO=E. 

1 Beim Rechnen mit Matrizen ist es notig zu beachten, daB aus einer Matrix­
gleichung A B = (0) keineswegs das Verschwinden eines der beiden Faktoren 

A oder B folgt, wie man an dem Beispiel A = (1 0). B = (0 0) sieht ° ° ° 1 . 
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Mit der Definition der Potenz A Ii einer Matrix konnen wir auch 
Polynome definieren, deren Argument eine Matrix ist. 1st niimlich 

f(x) = ao + atx + ... + amxm 

ein Polynom """ten Grades in der Variabeln x, so werden wir durch 
die Gleichung 

die Matrix I(A) als ganze rationale Funktion der Matrix A definieren. 
Die Definition eirter Matrix als Funktion I(A) von A kann man auch 
gelegentlich auf Fane ausdehnen, wo eine Darstellung durch ein Polynom 
nicht mehr moglich ist. So z. B. wird man eine Matrix eA durch die 
Gleichung 

00 

AI A8 2 A" B=e4=E+A+-! +-+ ... = -2 3! .. ! ,,-0 
definieren. Eine solche Reihe ist dabei so zu verstehen, daB wir erst 
nur die Summe der ersten N Glieder zu nehmen und dann zu unter­
suchen haben, ob jedes der n2 Elemente der so entstehenden Matrix 
bei wachsendem N konvergiert; die aus den nl Grenzwerten gebildete 
Matrix gilt in diesem Falle als Wert der Reihe. In unserem speziellen 
FaIle der Matrix e" findet, wie sich weiter unten zeigen wird, stets 
Konvergenz statt. 

Zu einer besonders wichtigen Relation zwischen Matrizen gelangt man. 
wenn man ffir die Funktion I(A) eine "geometrische Reihe" wahlt. Sei 

Sm = E + A + All + ... + Am. 
Multiplizieren wir diese Definitionsgleichung fiir Sm mit A, so gelangen 
wir zu- der Gleichung: 

SmA + E = Sm + Am+!, 
aus welcher 

Sm(E - A) = E - Am+l 

foigt. Wenn nun bei wachsendem In die Matrix S", einem bestimmten 
Limes S zustrebt, Am.+ 1 mithin gegen Null strebt, so erhalten wir fur 
diese durch die unendliche geometrische Reihe 

00 

S=E+A +A2+ ... =~A"=/(A) 
,,=0 

definierte Matrix S die Relation: 

S{E -A) = E. 

Die Frage, wann eine unendliche geometrische oder, wie JIlan sie 
gelegentlich nennt, Neumannsche Reihe von Matrizen konvergiert, 
werden wir im nachsten Paragraphen erortern. 

Mit Polynomen von Matrizen kann man ganz ahnlich operieren 
wie mit gewohnlichen Polynomen in x. Beispielsweise folgt aus einer 
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Identitiit zwischen zwei Polynomen in x die entsprechende Identitiit fUr 
eine beliebige Matrix A. So entspricht etwa der Identitiit 

x3 + 2X2 + 3x + 4 = (X2 + 1) (x + 2) + (2x + 2) 

die ffir jede Matrix A giiltige Relation 

AS + 2A2 + 3A + 4E = (A2 + E) (A + 2E) + (2A + 2E), 

ebenso der Produktzerlegung 

l(x)=aO+alx+ ... +amxm 

= am (x - Xl) (x - x2) ••• (x - xm) 

- WO Xl' X.' ... , Xm die Nullstellen des Polynomes I(x} sind - die 
Matrizengleichung: 

I(A) = aoE + alA + ... + amAm 
= am(A - xlE)(A - x2E) •.. (A - Xm E} , 

giiltig ffir jede Matrix A. 

Man pflegt jeder Matrix A mit den Komponenten au: andere Ma­
trizen zuzuordnen, wobei man fiir die Matrizene1emente auch komplexe 
Werte zuliiBt. 1st iiu die konjugiert komplexe Zahl zu Il(t, dann nennen 
wir A = (tiit) die koniugierte Matrix; femer nennen wir die Matrix 
A' = (akJ, die aus A durch Vertauschung von entsprechenden Zeilen 
und Spalten entsteht, die zuA transponierteMatrix; schlieBlich A* = A' 
= (ati) die begleitende Matrix; diese letzte entsteht also durch 'Ober­
gang zu konjugiert komplexen GroBen und Vertauschung von Zeilen 
und Spalten. 

Es gilt stets die unmittelbar zu verifizierende Gleichung 

(AB)'= B'A'. 

Eine Matrix, fiir we1che A = A' ist, heiSt symmetrisch; eine reel1e Matrix, 
fur welche 

AA'=E 

ist, heiSt orthogonal, und schlieBlich heiSt allgemein eine komplexe 
Matrix unitar, wenn 

AA*=E 
ist. 

Die Umkehrung der linearen Transformation (7) ist, wie die Deter­
minantentheorie lehrt, dann und nur dann bei beliebigen Yi moglich, 
wenn die Determinante A = I aul nicht verschwindet. In diesem Fall 
ist die AuflOsung eindeutig bestimmt und wird dUI'ch ein entsprechendes 
Gleichungssystem 

(11) (i = 1, ... , n) 
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bewirkt. Dabei ist bekanntlich 

(12) 

wenn A", die zum Element a", gehOrige Unterdeterminante von A 
bedeutet. Die Matrix .A = (ai") heIDt die zur Matrix A ,eziproke oder 
tnfJerse M at,ix und ist dadurch ausgezeichnet, daB 

AA=AA=E 

ist. Wir schreiben A -1 statt der eindeutig bestimmten Matrix A; 
die Determinante von A -1 hat den Wert A -1. In der Sprache des 
Matrizenkalkiils konnen wir also die Auflosung eines Gleichungssystems 
mit der Matrix A bei nicht verschwindender Determinante durch eine 
Matrix B = A -1 charakterisieren, we1che den Beziehungen: 

AB=BA =E 
geniigt. 

4. Bilinearformen, quadratische und Hermitesche Formen. Zur 
iibersichtlichen Zusammenfassung der linearen Gleichungen (7) kOnnen 
wir die mit dem Gleichungssystem iiquivalente, zur Matrix A gehOrige 
Bilinea,torm beniitzen. Diese Bilinearform 

(13)· 

entsteht, indem wir die auf der linken Seite der Gleichungen l7) steben­
den Linearformen in Xl' " " X" mit unbestimmten GrOBen~, ... , u" 
multiplizieren und addieren; dadurch erhalten wir an Stelle des 
Gleichungssystems (7) die eine in den u identische Gleichung: 
(14) A(u, x) = E(u, y) , 

" wobei E(u, y) = IU'Yi die Bilinearform der Einheitsmatrix oder die 
\=1 

bilineare Einheitstarm ist. Unter dem symboliscben Produkt zweier 
Bilinea,tormen A (u, x) und B(u, x) mit den Matrizen A und B versteht 
man die Bilinearform C(u, x) mit der Matrix C = AB; die Potenz 
AA(u, x) bezeichnet man auch' a1s die hie iterierte Fo,m. Die ",eziproke 
Bilineartarm" A -1(U, x) mit der Matrix A -1 kann nach den Siitzen der 
Determinantentheorie in die Gestalt 
(15) A-l(U,X)=_A(~~) 

gebracht werden, wobei 

o ~ u" 

A(u, x) = 
• 

gesetzt ist. 
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Ein besonderes Interesse bieten die symmetrischen Unearen Trans­
lormationen, we1che durch die Bedingung aki = an gekennzeichnet 
sind. Zu ihrer Untersuchung geniigt die Betrachtung der quadratischen 
Form 

fl 

A (x, x) = ~ail:X,Xk 
i,k=l 

we1che aus der Bilinearform entsteht, wenn man Ui = Xi annimmt. 
Denn man erhlUt aus einer quadratischen Form A (x, x) eine sym­
metrische Bilinearform 

fl fl 

~anu'xi:=~ ~u,oA(x,-!l= A(x+u,x+u)-A(x,x)-A'(u,u), 
~ ... , 2~' ox 2 

i, i:=1 i=l I 

die man als die zur quadratischen Form A (x, x) gehOrige Polarform be­
zeichnet. 

fl 

1st A(u, x) = 'Y~kUiXi: eine be1iebige nichtsymmetrische Bilinear­
i,~1 

form (mit reellenKoeffizienten), so sind jedenfallsAA'(u, x) und A'A(u,x) 
symmetrische Bilinearformen; es ist namlich 

bzw. 

Man kann daher auch die quadratischen Formen bilden: 

bzw. 

A' A (x, x) = t:j;{~l ~k Xi: r 
Diese quadratischen Formen haben - a1s Summen von Quadraten -

die Eigenschaft, nur nichtnegative Werte anzunehmen. Quadratische 
Formen dieser Art heiBen positi'IJ definite quadratische Formen. 

Eine fiir viele Zwecke wichtige Verallgemeinerung der quadratischen 
Formen bilden die Hermiteschen Formen. Es sind dies Bilinearformen 

fl 

A(u, x) . 'YanU,Xb ,,=1 
bei welchen die Koeffizienten aii: komplexe Werte haben dUrfen und 
der Relation 
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unterworfen sind. Eine Hermitesche Form nimmt also reelle Werte 
an, wenn die Variable "i konjugiert komplex zu Xi gewiihlt wird. Man 
pflegt dann die Hermitesche Form in der Gestalt 

zu schreiben. 
Einer beliebigen Bilinearform 

mit komplexen Koeffizienten entsprechen wiederum Hermitesche 
Formen: 

_ "I " 12 AA * (x, X) = AA'(x, X) = 2' I tZiJ;X' 
i=I ,=1 

und ebenso 

_ " I " 12 A*A(x,X) = A'A(x,x) = 2' YaUxJ; . 
\=1 t=1 

Wenn man in einer Bilinearform 

" A(x,y) = Yaux'Yi 
i,-==1 

die Variablen zwei Transformationen 

und 

mit den Matrizen C und B unterwirft, so wird 

" 
= 2'Pil'i'YJl. 

;,1=1 

Es entsteht also aus A eine transformierte Bilinearform mit der Matrix 

(PiZ) = C'AB, 

deren Determinante nach dem Determinantenmultiplikationssatz gleich 
A 8 r ist. Liegt speziell eine quadratische Form 

mit der symmetrischen Matrix K = (kpq) und der Determinante 
K = Ikpql vor, so ist C = B zu setzen, und bei der Transformation 
der Variabeln X entsteht die symmetrische Matrix C'KC mit der 
Determinante K r2. 
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5. Orthogonale und unitare Transformationen. Wir stellen uns 
nun die Aufgabe, lineare Transformationen £ 

II 

(16) Xp =1;lpqYq= Lp(Y) (p=1, ... , n) 
1[=1 

mit der Matrix L = (lpq) und der Determinante A = Ilplli aufzustellen, 
welche "orthogonal" sind, d. h. die quadratische Einheitsform 

II 

E (x, x) = 1; x~ 
p=1 

in sich iiberfiihren, also identisch in den yp die Relation 

(17) 

erfiillen. 

E(x, x) = E(y, y) 

Die Forderung (17) liefert durch Anwendung un serer Transforma­
tionsregeln auf die quadratische Form A (x, x) = E(x, x) a1s not­
wendige und hinreichende Bedingung flir die Orthogonalitat der Trans­
formation £ die Gleichungen 

(18) L'EL=L'L=LL'=E; L'=L-l; 

es stimmt also die transponierte Matrix einer orthogonalen Transforma­
tion mit deren reziproker Matrix iiberein, so daB die Gleichungen (16) 
aufgelost werden durch das gleichfalls orthogonale System 

II 

(19) YP = 1: llJpxq = L~(x). 
1J=1 

Wir sehen also, daB die orthogonalen Transformationen durch die 
schon auf S. 9 definierten orthogonalen Matrizen geliefert werden. Aus­
fiihrlich geschrieben lauten die Bedingungen ffir die Orthogonalitat: 

II II 

(20) 1: l!p = 1, 1: l"pl"l[ = 0 (q =1= P) 
,,=1 ,,=1 

bzw. 
II " (21) Ll;" = 1, ~ lpylq" = 0 (q =1= p) . 

,,=1 ,,=1 

Durch Dbergangzu denDeterminanten ersieht man zunachst aus (18), 
daB A2 = 1, also die Determinante einer orthogonalen Transformation 
gleich + 1 oder -1 ist; weiter, daB die. Detetminante einer beliebigen 
quadratischen Form invariant gegen orthogonale Transformationen ist. 

Die aus (18) flir die Matrizen A, B und L zweier beliebiger Bilinear­
formen und einer orthogonalen Transformation folgende Relation 
L'(AB)L = (L'AL)(L'BL) lehrt, daB man ein symbolisches Produkt 
quadratischer Formen durch orthogonale Transformation jedes einzelnen 
Faktors orthogonal transformieren kann. Hieraus ergibt sich ins­
besondere, daB die Orthogonaltransformierten zweier reziproker Formen 
wieder reziprok sind. 
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Die Verallgemeinerung der letzten Betrachtungen auf Hermitesche 
Formen 

fiihrt auf die unitiiren Transformationen. Dnter einer unitaren Trans­
formation 

verstehen wir eine solche Transformation (mit komplexen Koeffizienten 
lpq), welche die Hermitesche Einheitsform: 

fl n 

~lxpl2 = ~ xpxp 
,,-1 p=1 

wieder in die Einheitsform iiberfiihrt, fiir welche also 

wird. Genau wie oben gewinnt man als notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir den unitiiren Charakter der Transformation mit der 
Matrix L die Matrixgleichung: 

LL*=L*L=E, 
wobei L* = L' die begleitende Matrix zu List. L muB also nach S. 9 
eine unitiire Matrix sein. Ausfiihrlich geschrieben lauten die Unitaritiits­
bedingungen: 

n n 

(22) 2' Il",,12 = 1 , 2'l""I"q = 0 (q + P) 
,,~1 ,,=1 

bzw. 
n fl 

(23) ~llp,,12 = 1, 2'l""lq" = 0 (q + P)· 
,,=1 ,,=1 

Die Determinante einer unitiiren Transformation besitzt den ab­
soluten Betrag 1, wie man ebp.nfalls aus der Gleichung LL*=E sofort 
erkennt. 

§ 2. Lineare Transiormationen mit linearem Parameter. 
Bei vielen Problemen tritt das Gleichungssystem der linearen Trans­

formation in der folgenden Form auf: 

(24) (i = 1, ... , n), 

wobei l ein (auch komplexer Werte fiihiger) Parameter ist. Die zu­
gehOrige Bilinearform lautet E(u, x) - l T(u, x), wobei T(u, x) die 
Matrix T = (tik) besitzt. Die AuflOsung dieses Gleichungssystems ist 
gemiiB dem vorigen Paragraphen aquivalent mit dem Aufsuchen der 
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reziproken Bilinearform R (u, y; 1) mit der Matrix R, fiir die die Glei­
chung (E - 11) R = E besteht. Wir wissen, daB diese reziproke Matrix 
stets dann und nur dann existiert, wenn die Determinante IE - 1 TI 
von Null verschieden ist. Da diese Determinante eine ganze rationale­
Funktion in 1 von hOchstens ntem Grade ist, so kann es nur endlich viele­
Werte 1, namlich die Nullstellen 1i dieser ganzen rationalen Funktion, 
geben, fiir welche die reziproke Form R nicht existiert. Diese Werte~, 
die "Eigenwerte" von T in bezug auf die Matrix E, bilden das so­
genannte Spektrum der Matrix T. (Man bezeichnet auch oft die Ge­
samtheit der Werte x,=1j1i' fiir die keine Reziproke von xE - T 
existiert, als Spektrum.) 

Die Gleichungen (24) legen durch ihren besonderen Bau den Ge­
danken nahe, ihre Auflasung durch fortgesetzte Approximation zu ver­
suchen, indem Man in der Gleichung 

fiir die GraBen x" wieder 

einsetzt und so forWihrt. Am iibersichtlichsten gestaltet sich dieses. 
Verfahren an Hand der Relation R = E + 1 TR, aus welcher wir der 
Reihe nach erhalten: 

R = E + 1 T R = E + 1 T + 12 T2R 

= E + 1 T + 12 T2 + 13 ya R = .... 
Falls das Verfahren konvergiert, gelangen wir so zu einem Ausdruck 
fiir R durch eine unendliche Reihe: 

R = E + 1 T + 12 T2 + 13 ya + ... , 
welche - ihre Konvergenz vorausgesetzt - tatsachlich die reziproke 
Matrix von E - }, T darstellt. Urn dies einzusehen, brauchen wir die 
Reihe nur mit E - 1 T zu multiplizieren und dabei zu beachten, daB. 
sich unsere symbolische Multiplikation im Falle der Konvergenz glied­
weise ausfiihren laBt. Es ist unmittelbar klar, daB die Darstellung 

R = (E -IT)-l = E + 1T + 12T2 + ... 
formal vollstandig mit der gewahnlichen geometrischen Reihe iiber­
einstimmen muB. (Vgl. hierzu die Ausfiihrungen auf S. 8, wo wir ledig­
lich A = 1 T zu setzen haben, urn zu einer formalen 'Obereinstimmung 
zu gelangen.) 

Stellen wir unser urspriingliches Gleichungssystem statt durch 
Matrizen durch die zu ihnen gehOrigen Bilinearformen in der Gestalt_ 

E(u, x) -IT(u, x) = E(u, y) 
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dar, so konnen wir die Auflosung sofort in der dazu vollig symmetrischen 
Gestalt: 

E(u, y) + IT(u, y; 1) = E(u, x) 

schreiben, wenn wir 
T(u, y; 1) = T + 11'2 + 12P + ... =R(u, y; )')).-E(U, y) 

setzen. Man nennt die Form T die Resolvente von T. 
Die Konvergenz der obigen "Neumannschen Reihen" ffir R bzw. T 

bei hinreichend kleinem III ist leicht zu beweisen. 
Bedeutet Meine obere Schranke fiir die Absolutbetrage der Zahlen 

til:, so ergeben sieh ffir die Absolutbetriige der Koeffizienten der Formen 
T2, Ta, ... , T" sofort die Schranken nM2, n2M3, ... , n"-IM". Wir 
erhalten also in 

(M + lnM2 + 12 n2M3 + ... ) (lull + ... + lunl)(IYlI + ... + IYnj) 
eine Majorante der Neumannschen Reihe. Diese Majorante ist aber 

ffir 111 < n ~ sieher konvergent. Bei hinreichend kleinen Werten von 11! 
konvergiert also auch die Neumannsche Reihe und stellt wirklieh die 
Resolvente von T(u, x) darl • 

Nebenbei bemerkt zeigt unsere eben durchgefiihrte Abschiitzung, 
00 

daB wir in jede bestiindig konvergente Potenzreihe t(x) = ~cpxP fUr x 
,,=0 

1 Die Konvergenz der bier aufgestellten Majorante wird offenbar bei zu­
nehmendem n immer schlechter. Es sei jedoch darauf bingewiesen, daB man 
durch eine kleine Verfeinerung leicht eine von n unabhll.ngige und daher 
auch bei den Verallgemeinerungen auf unendlich viel Variable brauchbare 
Abschll.tzung der Konvergenzgrenze finden kann. Wir bezeichnen die Elemente 

der Matrix T" mit 4"l und setzen f I '~IX I = zp' 1st dann Meine Schranke fiir 
IX-I 

sltmtliche n GroBen zp' dann wird, wie wir durch vollstll.ndige Induktion zeigen 

wollen, i I t~pi I < MY; es ist also dann erst recht 
,=1 

It~I<M" 
fiir p, q = 1, 2, ... , n und jedes ". Hieraus erkennt man ohne weiteres, daB 

unsere Neumannsche Reihe fiir 1).1 < ~ konvergiert. Wir haben damit eine 

Scbranke gewonnen, in welcher die Anzahl n nicht mehr explizit vorkommt. 
Urn nun die obige Ungleichung ffir ein beliebiges " zu beweisen, nehmen wir 

sie fiir den Index v - 1 als bewiesen an. Es wird dann: 

2: Itl") 1 =2: l2:tll!t~-I)I<2: f It(1!llt~-l)1 
q=l pq q=l ",-1 P q q=l ",=1 P q 

= 1X~11 t~1! I Ct 1 t~;-1) I) < M"-1 . "'~11 t~l! 1 ~ M" . 
Da die Ungleichung fiir v = 1 feststeht, ist sie damit fUr jeden beliebigen Index" 
bewiesen. 
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eine beliebige Matrix A einsetzen diirfen und dadurch eine neue Matrix 
00 

f (A) = I tv A" erhalten. Speziell existiert also stets die Matrix eA. 
,,=0 

Wahrend der gewonnene Ausdruck fiir R bzw. T nur fiir hinreichend 
kleine 111 konvergiert, erhalten wir durch die Formel (15) des vorigen 
Paragraphen einen Ausdruck fiir die reziproke Form oder Matrix 
R = (E - 1 n -1, der auch auBerhalb des Konvergenzbereichs einen 
Sinn behaJ.t. Identifizieren wir namlich die Form E - 1 T mit der 
Form A(u, x), so erhalten wir fUr die reziproke Form sofort den Aus­
druck: R ( . 1) __ A (11, y~ 

U, y, - A(J..) 

und fiir die Resolvente T den Ausdruck: 

T( ") A(u,y;J..) 1 E ( ) 
u, y, A = - J..A(J..) - T u, y , 

wobei 
0 U1 Un 

LI(u,y;l) = Yl 1 -'Atll -ltln 

Yn -ltnl 1 -Atnn 
und 

1 -llll - ltu -Atln 

LI (1) = -lt21 1 -At22 -At2n 

-ltnl -Atn2 1-ltnn 

ganze rationale Funktionen (n - wen bzw. nten Grades von 1 sind. Die 
Nullstellen des Polynoms LI (1) bilden also das oben definierte Spektrum 
der Form T, d. h. die Gesamtheit derjenigen Werte von 1, fiir welche 
die Form E -IT keine Reziproke besitzt. 

Durch die Formel 
T + lT2 + 12ya + '" = _ A(u, y;J..) - ~E(u y) 

J..A (J..) l ' 

wird die links stehende ihrer Natur nach noch nicht unmittelbar zu 
iibersehende und nicht fiir alle Werte von 1 konvergierende Reihe ana­
lytisch in die ganze l-Ebene fortgesetzt. Die reziproke Form R, ebenso 
wie die Resolvente T, ist eine rationale Funktion von 1, deren Pole 
durch das Spektrum der Form T gebildet werden. 

Entwickeln wir die Determinanten LI (u, y; 1) und LI (1) entsprechend 
den Regeln der Determinantentheorie nach Potenzen von 1, so erhalten 
wir die Ausdriicke 

LI(u,y;l) = Ll1(u,y) -lLl2 (u,y) + 12L1s(u,y) - ... 

+ (-1)n- 1ln-lLln(u, y), 

LI(l) = 1 -lLll + 12L12 - '" + (-1)n1nLln' 
Courant.Hilbert, Mathematiscbe Physik I. 2. AufL 2 
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wobei 

und 

o 

Lfh (u, y) = ~ YIlt 

tpA P1 tph PI tpA PA 

gesetzt ist. Summiert wird hierbei uber aIle ganzzahligen PI' Pa, ... , Ph 
von 1 bis n mit PI < Pa < ... < h. 

Vie1fach ist es vorteilhaft, statt des Parameters 1 den reziproken 
Wert" = 1/1 einzufiihren. Man betrachtet dann zweckmaBigerweise die 
Form "E - T, mit der Determinante 

" - tll -tn 
-tn ,,- tu 

-tn1 -tns " - tnn 

einer ganzen rationalen Funktion nten Grades von ", deren Null­
stel1en "I' ... , "n die reziproken Werte der Nullstel1en von Lf (1) , d. h. 
der Eigenwerte von T sind. Fiir die reziproke Form (" E - T) -I, 

weIche fiir aIle von "1> ••• , "n verschiedenen Werte von" existiert, 
ergibt sich die bei hinreichend gro.6en Werten von I" I giiltige N eu­
mannsche Entwicklung: 

("E-T)-l= E + T + ya + .... 
X x. x3 

Aus dieser Entwicklung konnen wir eine bemerkenswerte Folgerung 
ziehen. Da die linke Seite nach dem Vorangehenden eine rationale 
Funktion von" mit dem Nenner !p(") ist, so mu.6 !p(")(,,E - T)-1 eine 
Form sein, die ganz und rational in" wird, deren Entwicklung nach " 
also keine negativen Potenzen mehr enthalten darf. Multiplizieren wir 
demgemaB die obige Gleicliung mit !p(") = "n + c1"n-1 + ... + Cn. 

so mu.6 rechts ein Ausdruck entstehen, in weIchem aIle Koeffizienten 
negativer Potenzen von" verschwinden. Der Koeffizient von ,,-1 ist 
nun, wie man sofort erkennt, gerade der AUsdruck T" + Cl T" -1 + ... + en, 
und wir gelangen also zu dem folgenden von CAYLEY herriihrenden 
Satz: 1st !p(x) die Determinante von xE - T, so gilt fur die Matrix T 
die Relation: • 

!p(T) = o. 

Eine andere wichtige Tatsache uber das in den charakteristischen 
Zahlen Xl' •• " "n geschriebene Spektrum druckt der folgende Satz aus: 
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Sind Xl' ••• , Xn die zu einer Matrix T gehOrigen charakteristischen 
Zahlen und ist g (x) irgendeine ganze rationale Funktion von x, so gehOren 
zu der Matrix g(T) die charakteristischen Zahlen g(XI) , g(xa) , ... , g(xn). 

Zum Beweise gehen wir von der in T identisch bestehenden Relation: 
n 

IxE - TI = 9'(x) = n (x - xv) 
v=1 

aus. Unser Ziel ist die Relation: 
n 

I"E - g(T)1 = IT (x - g(x .. ». 
,.=1 

Es sei zunachst h (x) eine beliebige ganze rationale Funktion vom Grade 
r, die mit Hille ihrer N ullstellen Xl' . . ., x, in der Form: 

, 
h(x) = a Il(x - xe) 

e=l 
dargestellt sein moge. Fiir eine beliebige Matrix T gilt dann die Identitat: 

, 
h(T) = a II (T - xe E) . 

e=l 
Durch' 'Obergang zu den Determinanten entsteht: 

r r 

Ih(T)1 = an IlIT - xeEI = (-1)n, an JllxeE - TI 
e=l e=l 

= (-1)nran t19'(Xe) = (-1)n'an !1(tJ(XI! - xv») 

= (-1)n, (-1)nr an U(!1 (X,. - Xe») = Uh(X,.). 

Setzen wir nunmehr fUr h(T) die Funktion xE - g(T), so erhalten wir 
unmittelbar die gesuchte Gleichung 

n 
Ix E - g(T) I = IT (x - g(x,.». 

,.=1 

§ 3. Die Hauptachsentransformation der quadratischen und 
Hermiteschen Formen. 

Ein besonders wichtiges Kapitel der Algebra ist die Theorie der 
n 

linearen Transformation einer quadratischen Form K(x, x) = 1: kpqxpxq 
in die Gestalt: p. q=l 

n 
K (x, x) = 1: xp n ' 

p=l 

d. h. also in eine Gestalt, bei welcher die verschiedenen Variabeln 
voneinander getrennt lediglich als Quadrate auftreten. Vor allem 

2· 
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interessiert uns das Problem, die Transformation der quadratischen 
Form K (x, x) in diese Gestalt durch eine orthogonale Transformation 

n 

xp = 1: IpgYq = Lpty) 
q=1 

zu bewerkstelligen. Dieses Problem, auf welches man in der Geometrie, 
der Mechanik und der Schwingungstheorie haufig geftihrt wird, heiBt 
das Hauptachsenproblem, die fragliche lineare Transformation die Haupt­
achsentransformation. 

1. Die Durchfiihrung der Hauptachsentransformation auf Grund 
eines Maximumprinzips. Jetzt wollen wir uns davon iiberzeugen, daB 
fUr eine vorgelegte quadratische Form K (x, x) stets eine Hauptachsen­
transformation m6glich ist. Dabei sttitzen wir uns auf die Tatsache. 
daB eine stetige Funktion von mehreren auf einen beschrankten abge­
schlossenen Bereich eingeschrankten Variablen in diesem Bereich 
einen groBten Wert annimmt. (Satz von WEIERSTRASZ.) 1 

DemgemaB gibt es einen Einheitsvektor 11 mit den Komponenten 
lu, ... , lIn derart, daB K(x, x) ftir Xl = 111' ... , xn = lIn den groB­
ten unter der Nebenbedingung 

n 
(25) ~x;,=1 

p=1 

moglichen Wert "I erhalt. Geometrisch wird durch den Vektor II em 
Punkt auf der "Einheitskugel" (25) bestimmt, der zugleich auf einer 
Flache aus der Schar der Zentralflachen zweiten Grades K (x, x) = konst. 
liegt, welche die Einheitskugel beriihrt. 

Ferner existiert ein zu II orthogonaler Einheitsvektor I2 mit den 
Komponenten In' ... , 12n derart, daB K(x, x) ftir Xl = 121' ••• , Xn = lan 
den groBten Wert "2 annimmt, der bei Hinzuftigung der Bedingung 

(26) 

zu (25) moglich ist. Auch hier ist einleuchtend, daB sich ftir das Schnitt­
gebilde der Einheitskugel mit der zu 11 orthogonalen "Ebene" (26) das-

1 Man kann die Hauptachsentransformation sehr leicht auch direkt aIge­
braisch durchfilhren, indem man nach einer orthogonalen Matrix L fragt, so 
daB L' KL =D eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen "1' .... 

"" ... , " .. wird. Aus K L = LD ergeben sich fUr die TransformationsgroBen I , 
die Gleichungen f 

~ kpf 'f' = Ip, ",. 
f 

aus welchen sich zunll.chst die '" als Wurzeln der sp!l.ter aufgestellten Glei­
chung (30) und sodann auf Grund einfacher algebraischer Dberlegungen ein 
orthogonales System von nB GraBen If I ergibt. - Der oben im Text durch­
gefiihrte Weg hat gegeniiber dem aIgebraischen den filr uns sp!l.ter wichtigen 
Vorzug, auf groJ3ere Klassen transzendenter Probleme ilbertragbar zu sein. 
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selbe Problem losen liiBt, das durch II fur die ganze Einheitskugel er­
ledigt wird. 

Weiter gibt es einen solchen zu IJ und III orthogonalen Einheits­
vektor la mit den Komponenten Xl = 1al' ... , xn = 1a-n, daB K (X, X) in 
seinem Endpunkt den groBten unter den Nebenbedingungen (25), (26) und 

(27) 

moglichen Wert "a annimmt. Indem wit; so fortfahren, gelangen wir 
zu einem System von n zueinander orthogonalen Vektoren IJ' ... , 
Ill' ... , In, die wir als "Hauptachsenvektoren" oder "Eigenvektoren" 
bezeichnen und deren Komponenten 1qp wegen (21) eine orthogonale 
Transformation 
(28) 

n 
xp = 1:1gpYq 

q=l 
(p = 1, ... , n) 

definieren, welche, wie wir behaupten, unsere Aufgabe lost. 
Da die Gleichungen (28) aufgelost werden durch 

(29) (p = 1, ... , n). 

so ist die Gleichung t = Ip gleichbedeutend mit Yp = 1, Yq = 0 fur 
q =l= p. Insbesondere wird also das Maximum "1 angenommen fur 
Yl = 1, YII = 0, "', Yn = 0, so daB in der transformierten Form 

der erste Koeffizient Cll = "1 wird. Es ist dann die Form 
n 

H(y, y) = 1: hpqYpYq = C(y, y) - "1 (y~ + ... + y!) 
I/,q-l 

positiver Werte nicht fiihig. Denn zufolge der Maximumseigenschaft 
n n 

gilt dies jedenfalls unter der Bedingung I x; = 1: y~ = 1, also gewiB, 
y 1/=1 1/=1 

wenn wir y, durch YiY~ ersetzen; dann aber folgt allgemein H (y, y) < 0 

durch Multiplikation mit 1: y~. Kame nun Yl noch in H(y, y) vor, 
ware etwa hu = hn von Null verschieden, so wiirde sich fur 

Yl = 1, 
der Wert 

Ys = e, Ya = ... = Yn = 0 

2h12E + hn E2 = E(2hu + huE) 

von H(y, y) ergeben, der durch geeignete Wahl von E wieder positiv 
gemacht werden konnte. 

Damit ist gezeigt, daB K(x, x) nach der Transformatitm die Gestalt 

C (y, y) = "1 yf + Cl (y, y) 
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besitzt, worin C1 (y, y) eine quadratische Form der n - 1 Variablen 
Y2' ... , Yn bedeutet. Bei der Nebenbedingung Yl = 0 wird also die 
transformierte Form gleich C1 (y, Y), und wir konnen nunmehr genau so 
weiterschlieBen, daB C1(y, y) die Gestalt X2Y~ + C2(y, y) hat, wobei 
C2 (y, y) nur noch von den n - 2 Variablen Y3' ... , y" abhangt, usw. 

Damit ist die Moglichkeit einer Hauptachsentransformation 

vollstandig dargetan. Man hiitte iibrigens beim Beweise ebenso gut von 
einem entsprechenden Minimumproblem ausgehen, d. h. das Minimum 
von K(x, x) bei der Nebenbedingung E(x, x) = 1 suchen konnen und 
ware dann in umgekehrter Reihenfolge zu den GroBen Xl' •.. , Xn ge­
langt. Auch konnte man K(x, x) konstant halten und die Maxima bzw. 
Minima von E(x, x) suchen. Dann wiirde man die reziproken GroBen Ai 
zu den Xi erhalten. 

2. Charakteristische Zahlen und Eigenwerte. Wir wollen zeigen, 
daB die in Nr. 1 als sukzessive Maxima definierten Werte Xi mit den 
auf S. 18 eingefiihrten charakteristischen Zahlen identisch sind. 

Die Gleichung 

cp (x) = (x - Xl) (X - x2) ..• (X - X,,) = 0 

fUr die charakteristischen Zahlen kann man in der Gestalt 

o 
o 

o o 

o 
o =0 

schreiben. Diese Determinante ist aber gleich der Determinante der 
quadratischen Form .. .. 

" 2 ~ 2 x.:::.. YP - .:::.. xpYP' 
p=l p=l 

die durch eine orthogonale Transformation aus der Form 
.. 

X 1: x;, - K(x, x) 
p=l 

hervorgeht. Daher gilt identisch in X 

X - Xl 0 0 X - ku - k12 - kIn 
0 X - X2 0 - k21 X - k22 - k2n 

0 0 X - X" - k"l - k"2 X - k.. .. 
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die charakteristischen Zahlen sind also die Wurzeln der algebraischen 
Gleichung 

ku - " k12 kIn 

(30) k21 k22 -" k211 =0 

knl kn2 knn -" 
fur die Unbekannte " und damit auch der Gleichung q; (,,) = O. 

Unsere Beweisfi.ihrung zeigt von selbst, daB die Gleichung (30) stets 
lauter reelle Wurzeln hat, wenn kpq beliebige reelle, den Bedingungen 
kpq = kqp genugende GroBen sind l . Erwiihnt sei noch, daB die Ab­
solutbetriige der Eigenwerte, d. h. der reziproken Werte der charakte­
ristischen Zahlen, geometrisch die Quadrate der Hauptachsenliingen der 
Zentralfliiche zweiten Grades K (x, x) = 1 bedeuten. 1st ubrigens min­
destens eine charakteristische Zahl Null, so heiBt die Form "ausgeartet"; 
sie kann als Form von weniger als 'n Variablen dargestellt werden. 
Wegen der Invarianz der Determinante (vgl. S. 13) ist dies dann und 
nur dann der. Fall, wenn x = I kpq I = Xl X 2 ••• "n verschwindet. Fur 
den positiv definiten Charakter von K (x, x) ist die Bedingung xp > 0, 
p = 1, 2, ... , n notwendig und hinreichend. 

1st fur die Form K(x, x) die Hauptachsendarstellung 
11 

K (x, x) = 1: xPY; 
p=l 

gegeben, so kann man fur die rechtsstehende quadratische Form un­
mittelbar die iterierten Formen bilden und erhiilt unter Beachtung des 
fruher uber die orthogonale Transformation eines Produktes Gesagten 

n 11 

K2 (x, x). = 2: ";' y;, , K3(X, x) = 1: x~ y;" 
p=l p=l 

Hieraus erkennt man, daB die hte iterierte Form Kh(X, x) die hten Po­
tenzen der charakteristischen Zahlen bzw. der Eigenwerte von K (x, x) 
als charakteristische Zahlen bzw. Eigenwerte besitzt, was ubrigens aus 
dem Satz auf S. 19 unmittelbar folgt; ferner sieht man, daB fur gera­
des h die Form Kh (x, x) positiv definit wird. 

3. Verallgemeinerung auf Hermitesche Formen. Auch fur Her­
mitesche Formen liiBt sich in genau derselben Weise eine Haupt­
achsentransformation durchfuhren. Eine Hermitesche Form 

1 Wegen ihres Auftretens beim Problem der sakularen Planetenstorungen 
p£legt man die Gleichung (30) als Sakulargleichung zu bezeichnen. Fur einen 
direkten Beweis des obigen Realitatssatzes vgl. z. B. die entsprechende Be­
trachtung Kap. 3, § 4, 2. 
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mit der Matrix H = H' kann durch eine unWire Transformation L: 

stets in die Gestalt 
n n 

H(x, x) = 2: xPYPYP = 1: xplYpl2 
p=l p=l 

transformiert werden, wobei die Koeffizienten xp samtlich reell sind. 
Die charakteristischen Zahlen Xm erscheinen wiederum als die Maxima 
der Hermiteschen Form H(x, x) unter der Nebenbedingung: 

n 
Vix 12 = 1 
..:.. I P 

p=l 
und 

n 
2: lip Xp = 0 (i = 1, ... , m - 1) . 
p=l 

4. Tragheitsgesetz der quadratischen Formen, Verziehtet man auf 
die Forderung der Orthogonalitat der gesuchten linearen Transforma­
tionen, so kann man eine quadratische Form auf mannigfache Weise 
in eine Gestalt verwandeln, bei der nur Quadrate auftreten; z. B. fiihrt 
nach Ausubung der obigen orthogonalen Transformation jede weitere 
.Ahnlichkeitstransformation, bei der also jede Variable nur durch einen 
Proportionalitatsfaktor verandert wird, wiederum zu einem solchen 
Ausdruck. Insbesondere laBt sich also erreichen, daB die (reellen) Koeffi­
zienten der Form alle den Wert + 1 oder -1 haben. Dabei gilt nun 
der folgende als Tragheitsgesetz der quadratischenFormen bezeichnete Satz: 

Die Anzahl der positiven und der negativen Koe//izienten, die bei 
einer umkehrbaren reellen Trans/ormation einer quadratischen Form in 
einen aus rein en Quadraten bestehenden A usdruck au/treten, hangt von 
der speziellen Art dieser Trans/ormation nicht abo 

Beweis: Die positiven und negativen Koeffizienten konnen, wie 
erwahnt, gleich + 1 bzw. -1 gemacht werden. Ware nun die quadra­
tische Form K(x, x) durch zwei verschiedene reelle Transformationen in 
yi + ... + Y; - Y;+l -'" - y~ und in zi + ... +z! - z!+1 - ... - ~ 
mit r < s ubergefiihrt, so wtirde wegen 

YI + ... + Y; + Z;+l + ... + Z;, = Y,'+1 + ... + Y;, + zi + ... + z; 
aus dem Gleichungssystem Yl = ... = Yr = z'+1 = ... = Zn = 0 auch 
das Verschwinden der ubrigen Yj folgen. Da das Gleiehungssystem 
weniger als n Gleichungen enthalt, ist es sieher durch einen von Null 
verschiedenen Vektor ! zu befriedigen; ein solcher kann aber nieht die 
n homogenen Gleiehungen ~ = 0 mit nicht verschwindender Deter­
minante erfullen. 

5. Darstellung der Resolvellte einer Form. Auch die Resolvente 
der quadratischen Form K (x, x) HiBt sich nach den Entwic).dungen 
dieses Paragraphen leicht in eine ubersichtliche Form bringen, wenn 
wir sie gemaB § 2 durch die symbolische Gleichung 

K( ·l)_[E(x,x)-J.K(x,X)]-l_E(x,x) x,x, - J. 
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definieren. Wir denken uns K(x, x) durch Hauptachsentransformation 
in die Gestalt 

n 2 

K(x, x) = ~ ~: 
p=l 

n 2 

gebracht; die Resolvente von ~ ~; muB dann mit der von K (x, x) 
p=l 

iibereinstimmen, da [E (x, x) - AK(x, x)] -1 durch die Transformation in 

[E(Y, y) - A 2 ~;]-1 
p=l 

iibergeht. Nun gilt 

f[ (t Y; - At, ~;r1 -E(y, Y)] = f [(~ lp ~ 1 ~t1 - E(y, y)] 

= -} [~lp~l y; -E(y,y)] =} [~lp~ 1 ~-~~] = 2 lp:l· 
p=l 

Transformieren wir hierin wieder auf die Variablen xP' so erhalten wir 
mit der Bezeichnung (19) die Resolvente K (x, x; A) von K (x, x) in der 
Gestalt 

n 

K(x, x; A) =.2 [;:~)r 
p=l 

(31) 

oder, wenn wir zur Bilinearform zuriickgehen, 
n 

K( 02) = ~ L~(u) L~(x) 
u,X, ~ 1 -l . 

p=l p 

(32) 

Aus dieser Darstellung sehen wir iibrigens, daB das Residuum der ratio­
nalen Funktion K (u, x; A) von 2 im Punkte 2 = Ap gleich -L~(u) L~(x) 
ist, wenn man Ap =1= Aq fiir p =1= q voraussetzt. 

6. Losung des zu einer Form gehorigen linearen Gleichungs­
systems. Zum SchluB wpllen wir noch fiir das zur quadratischenForm 

gehOrige Gleichungssystem 
n 

(33) xp-l1:kpqxq=YP (p=1, •.. ,n) 
q=l 

die Losung mit Hilfe der Eigenvektoren darstellen. 
Wenden wir auf die Variablen Xi und Yi die Hauptachsentrans-

ormation 
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an, wobei also K (x, x) iII 

iibergeht, so geht unser Gleichungssystem (33) iiber in 

(H) Up - ),1ep Up = Vp (p = 1, ... , n), 

mit der Losung 
Vp Vp Ap 

up = A = --;. = Aft-J. Vp. 1 - xp 1 _ __ " 
lp 

(35) 

In den ursprunglichen Variablen erhalten wir die gleichbedeutende 
Auflosungsformel 

(36) 

wo die Losung nach den Hauptachsenvektoren 11' ... , In der Form 
n 

K (x, x) entwickelt erscheint. Dabei ist (~lp) = ~ Ipq Yq gesetzt. 
q=l 

Der Hauptachsenvektor Ip selbst gibt die normierte Losung der 
homogenen Gleichungen 

n 
Xq - Ap 1: kqr Xr 

r=l 

oder 
(q= 1, ... , n). 

Sind fur q of P alle 1eq von 1ep = -1- verschieden, so gibt es nur eine 
normierte Losung P 

U q = 0 (q of P) 
oder 

~ = lp. 

Fallen mehrere charakteristische Zahlen zusammen, so sind die Haupt­
achsenV'ektoren nicht eindeutig bestimmt. 

§ 4. Die Minimum-Maximum-Eigenschaft der Eigenwerte. 

1. Kennzeichnung der charakteristischen Zahlen durch ein 
Minimum-Maximumproblem. Oben haben wir die charakteristischen 
Zahlen durch eine Reihe von Maximumproblemen eingefiihrt, bei denen 
jedes die Losung der vorangehenden voraussetzte. Jetzt zeigen wir, wie 
man, wenn die Eigenwerte nach abnehmender GroBe geordnet sind, 
unmittelbar die hte charakteristische Zahl als Losung eines etwas 
anderen Problems kennzeichnen kann, bei welchem eine Bezugnahme 
auf die Losung vorangehender Probleme vermieden wird. 
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Es soil die Form 
n 

K(x, x) = 1: kpqxpxq 
p,q=l 

zum Maximum gemacht werden, wenn auBer der Forderung 
n 

(25) 1:~= 1 
p=l 

noch h - 1 weitere Gleiehungen 

(37) 
n 
1:()(,~pxp=O (v=1, ... ,h-1;h<n) 
p=l 

vorgeschrieben sind; sodann soil diesem Maximum, welches eine Funk­
tion der Parameter ()('''P ist, durch geeignete Wahl der tX~p ein moglichst 
kleiner Wert erteilt werden. 

Die Hauptachsentransformation fiihrt K (x, x) fiber in 

die Bedingung (25) in 

(38) 
n 

1:n= 1 
p=l 

und die Gleichungen (37) in 
n 

(39) ~ fJ~pyp = 0, 
p=1 

wobei die fJ"p neue Parameter sind. Wahlen wir 

Yh+1 = ... = Yn = 0, 

so ergeben sieh aus (39) bei beliebigen fJ~p jedesmal h - 1 homogene 
Gleichungen fUr die h Unbekannten Y1' ... , Yh, welche sieher durch 
ein mit (38) vertragliches Wertsystem befriedigt werde,n konnen. Ffir 
diese Werte wird 

K(x, x) = "lYt + ... + "hn > "h (Yt + ... + Y~) = "h' 

Das zunachst gesuchte Maximum ist also ffir kein System der fJ~p kleiner 
als "h' Es wird aber gerade gleieh "h, wenn ffir (37) die Gleiehungen 

Y1 = ... = Yh-1 = 0, 

genommen werden. So ergibt sieh: 
Die hte charakteristische Zahl "11 der quadratischen Form K(x, x) ist 

der kleinste Wert, welchen das Maximum von K (x, x) annehmen kann, 
wenn au/3er der Bedingung 

n 
~~=1 
p=l 

noch h - 1 beliebige lineare homogene Gleichungen zwischen den xp vor­
geschrieben sind. 
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2. Anwendungen. Auf Grund dieser independenten M inimum-M axi­
mum-Eigenschaft der charakteristischen Zahlen Hillt sieh besonders leicht 
iibersehen, in welcher Weise sie sieh verandern, wenn den Variablen i 
unabhangige "Bindungen" 

n 
(40) ~ r.pxp = 0 (s = 1, .. . ,J) 

'p=l 

auferlegt werden, so daB sich K(x, x) auf eine quadratische Form 
K (x, x) von n - i unabhangigen Variablen reduziert. Die hte charak­
teristische Zah! ;eA entsteht durch dasselbe Minimum-Maximum-Pro­
blem wie "A, wobei jedoch durch (40) die Gesamtheit der zur Konkurrenz 
zugelassenen Wertsysteme Xl' "', Xn verengert ist. Daher iibertrifft 
das einzelne Maximum und somit auch die charakteristische Zahl bei 
K (x, x) sieher nieht die entsprechende GroBe bei K(x, x). 

Ferner ist "I+A das kleinste Maximum, das K(x, x) besitzen kann, 
wenn auBer (25) noch h + i - 1 lineare homogene Bedingungen ffir die xp 

vorgeschrieben sind, und daher sieher nieht groBer als ;eA, fUr welches i 
dieser Bedingungen durch die festen Gleiehungen (4O) gegeben sind. 

Es gilt also "h :::: ;eA 2: "Hi; oder in Worten: 
Geht eine quadratische Form K (x, x) von n Veranderlichen durch i 

Zineare homogene Bindungen in eine quadratische Form K (x, x) von 
n - i Veriinderlichen uber, so sind die charakteristischen Zahlen 
Xl' ... , Xn-i von K (x, x) nicht groper als die entsprechenden Zahlen 
der Reihe "1' ... , "n-I und nicht kleiner als die entsprechenden Zahlen der 
Reihe "1+1' ••. , "n 1. 

Nehmen wir speziell i = 1 und wahlen als eine lineare Bindung die 
Bedingung Xn = 0, so geht eine quadratische Form K iiber in ihren 
(n - 1)ten "Abschnitt", und wir erhalten den Satz: 

Die hi. ckarakteristische Zahl des (n - 1)UII Abschnitts ist h{}chstens 
gleich der hUll charakteristiscken Zahl und mindestens gleich der (h + 1)UII 
charakteristischen Zahl der ursprunglichen Form. 

Wenden wir unseren Satz auf den (n - 1)ten Abschnitt der quadra­
tischen Form an, so erhalten wir einen entsprechenden Satz ffir die 
charakteristischen Zahlen des (n - 2)ten Abschnitts usw. Allgemein 
erkennen wir, daB die charakteristischen Zahlen zweier aufeinander­
folgender Abschnitte einer quadratischen Form sich in der angegebenen 
Weise voneinander'trennen. 

Ebenso ergibt sich: Addiert man zu K (x, x) eine nirgends negative 
Form, so sind die charakteristischen Zahlen der Summe nicht kleiner als 
die entsprechenden von K (x, x). 

1 Zur Erlauterung der hier entwickelten Betrachtungen diene folgende Be­
merkung: Schneidet man ein dreiachsiges Ellipsoid mit einer Ebene durch seinen 
Mittelpunkt, so liegt die groBe Achse der Schnittellipse zwischen der groBen und 
der mittleren Achse des Ellipsoids und die kleine Achse der Ellipse zwischen der 
mittleren und der kleinen Achse des Ellipsoids. 
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Anstatt ein Minimum-Maximum-Problem zur Kennzeichnung der 
charakteristischen Zahlen zu benutzen, konnen wir ebensogut ein 
Maximum-Minimum-Problem zum Ausgangspunkt nehmen. Man er­
halt dann wiederum die ~h' nur in umgekehrter Reihenfolge. 

Es kann dem Leser iiberlassen bleiben, die Formulierung und den 
Beweis fiir die Minimum-Maximum-Eigenschaft der charakteristischen 
Zahlen bzw. Eigenwerte bei den Hermiteschen Formen aufzustellen. 

§ 5. Erganzungen und Au£gaben zum ersten Kapitel. 
1. Lineare Unabhangigkeit und Gramsche Determinante. Die 

Frage der linearen Abhangigkeit von m gegebenen Vektoren 01 , ••. , Om 
laBt sich formal sehr einfach folgendermaBen en~scheiden, ohne daB 
man in der iiblichen Weise den Rang der Matrix der Komponenten 
explizit festzustellen braucht. Wir betrachten die quadratische Form 

711 

G (x, x) = (Xl 01 + ... + XmOm)2 i.f;.~O, 0,:) X,Xk' 

Sicherlich ist G(X, x) > 0, und die Vektoren 0, sind dann und nur dann 
linear abhangig, wenn es ein Wertsystem der Variablen Xl' ••• , x'" 
gibt, welches der Bedingung 

711 

(25') ~~=1 
t=l 

geniigt und fiir welches G(x, x) = 0 wird. Damit also lineare Abhangig­
keit besteht, muB das Minimum der Form G(x, x) unter der Neben­
bedingung (25') den Wert Null haben. Dieses Minimum ist aber die 
kleinste charakteristische Zahl der quadratischen Form G(x, x), d. h. die 
kleinste Wurzel der Gleichung 

oi - " ("1 02) ("1 "711) 

(41) =0. 

,,:, -" 
Das bedeutet: 
Notwendig und hinreichend fur die lineare Abhangigkeit der Vektoren 

01 , ••• , Om ist das Verschwinden der "Gramschen Determinante" 

,,~ ("1 "2) 

(42) r = ("2 "1) O~ 

(Om OJ (Om 01) O~n 

Entwicke1t man die Gleichung (41), welcher die samtlich nicht­
negativen charakteristischen Zahlen "1' ... , "711 von G(x, x) geniigen, 
nach Potenzen von '" so ist das von" freie Glied gleich r, und der 
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Koeffizient von "m ist gleich (_1)m. Nach einem bekannten algebra­
ischen Satz gilt also 

(43) r = "1 '" "m' 

M ithin ist die Gramsche Determinante eines beliebigen Systems von 
m Vektoren niemals negativ. Die Beziehung 

(44) r = I (lJi lJk) I > 0 (i, k= 1, ... , m), 

in welcher das Gleichheitszeichen nur fiir linear abhangige Vektoren 
lJ1, "', lJm auf tritt, ist die Verallgemeinerung der Schwarzschen Un­
gleichung (vgl. S. 2) 

2 9 I b~ lJ1 lJ2 - (bl b2)2 = 
(b2 b1) 

Der Wert der Gramschen Determinante oder auch die kleinste 
charakteristische Zahl "m der Form G(x, x) stellt ein Mali tur die 
lineare Unabhiingigkeit der Vektoren bv ... , tlm dar. Je kleiner diese 
Zahl ist, desto "flacher" wird das von tll' •.. , lJ m aufgespannte m-di­
mensionale Gebilde; ist dieses Unabhiingigkeitsmali gleich Null, so klappt 
das Gebilde in ein hOchstens (m - 1)-dimensionales zusammen. Dbrigens 
kann man der Gramschen Determinante auch sehr leicht eine geo­
metrische Bedeutung beilegen. Sie ist gleich dem Quadrat des m !-fachen 
Volumens des m-dimensionalen geometrischen Gebildes, das von den 
m Vektoren b], ... , tlm aufgespannt wird - also z. B. fiir m = 2 gleich 
dem Quadrat des doppelten FHi.cheninhaIts des aus lJv tl2 konstruierten 
Dreiecks. 

Natiirlich muB das Gramsche Kriterium fiir lineare Abhangig­
keit mit dem gewohnlichen aquivaJent sein, welches besagt, daB die 
Vektoren dann und nur dann linear abhangig sind, wenn aIle m-spaltigen 
aus dem rechteckigen Schema der Komponenten 

(

VU V12 

Vu V22 

'Vml Vm 2 

herausgeschnittenen Determinanten verschwinden. In der Tat ist nach 
einem bekannten Satze der Determinan.teptheorie 

VIa, VIa, Vlam 2 

(45) r=~ V2s, V2a. V2am 

Vms, Vms, Vmam 

wobei die Summation iiber aIle ganzzahligen SI' S2' ••• , Sm von 1 bis n 
mit Sl < S2 < ... < Sm liiuft. 
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2. Determinantenabschatzung von Hadamard. Fiir jede Deter-
minante 

mit reellen Elementen aile gilt die Abschatzung 

(46) 
n n 

A2<:IJ Ia~k' 
i=l k=l 

Beweis: Wir lassen die Elemente aik variieren, wobei jedoch die 
Quadratsummen 

n 
" 2 2 (. 1 \ ~ aik = Ci ~ = , ... , n, 
k=l 

festgehalten werden mogen. 1st Ainax der groBte Wert, den die Funk­
tion A 2 der Elemente a,k unter diesen n Bedingungen annehmen kann 
- daB ein solches Maximum fur eine gewisse Determinante Amax an­
genommen werden muB, folgt unmittelbar aus dem auf S. 20 angefiihrten 
Satz Von WEIERSTRASZ -, so mussen die Elemente von Amax in jeder 
Zeile den zugehorigen Unterdeterminanten proportional sein. Deml 
es ist fur irgendein fest gewahltes h 

A = ahlAhl + ... + ahnAhn, 

also nach der Schwarzschen Ungleiehung auf S.2 
n n n 

A2 <:Z'aikZ'A~k = C~Z'A~k; 
"'=1 "'=1 "'=1 

sind dabei die au nicht proportional den Au, so besitzt A 2 sieher nieht 
seinen Maximalwert, weil dann das Ungleichheitszeiehen gilt, wiihrend 
durch Abanderung der n GroBen ahk (k = 1 , 2, ... , n) unter Fest­
haltung von ci und der Au das Determinantenquadrat der rechten Seite 
gleich gemacht werden kann. 

Multiplizieren wir nun Amax nach dem Multiplikationssatz der 
Determinanten mit sich selbst, so erhalten wir, da die inner en Pro­
dukte verschiedener Zeilen infolge der eben bewiesenen Proportio­
nalitat nach elementaren Determinantensatzen verschwinden, 

n 
Ainu = 11 q. 

i=l 

Fur die ursprungliche Determinante A gilt daher sicher 
n n n 

A 2 <: 11 c'f = 11 2,' ah . 
i=l i=lk-1 

Geometrisch besagt die Hadamardsche Determinantenungleiehung 
einfach, daB das Volumen eines aus n Vektoren im Raume Von n Di-
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mensionen mit gegebenen Normen konstruierten Parallelflachs am 
groBten ist, wenn di~ Vektoren aufeinander senkrecht stehen. 

Die Hadamardsche Abschatzung gilt auch fur komplexe flit, wenn 
in ihr fur A 'bzw. flit die absoluten Betrage eingesetzt werden. 

3. Simultane Transformation zweier quadratischer Formen in 
kanonische Gestalt. Die Hauptach~ntransformation ist ein Sonderfall 
des allgemeineren, auf sie zUrUckfiihrbaren, aber ebenso einfach auch 
direkt zu behandelnden Problems, zwei gegebene quadratische Formen 

.. 
K(x, x) = ~ kpgxpxg, 

p,g-1 

von denen die eine, etwa H (x, x) , positiv definit ist, durch eine lineare 
Transformation 

(p = 1, ... , n) 

gleichzeitig in reinquadratische Ausdrucke 
n n 

K (x, x) = ~ "'II":' H (x, x) = ~ 1/'11": 
'11=1 '11=1 

zu transformieren. Dabei konnen no~h die Koeffizienten 1/'11 der posi­
tiven Form H gleich + 1 gemacht werden. Die Quotienten !!2. = e. 
nennen wir die charakteristischen Zahlen, die Zahlen .:!. = A" di~Eigen. 
werte der Form K (x, x) in bezug auf H (x, x) . f}p 

Man fiihre die Transformationstheorie direkt durch und beweise 
insbesondere die folgende Minimum-Maximum-Eigenschaft der charak­
teristischen Zahlen: 

Fur th:>'" ~ en ist eA der kleinste Wert, den das Maximum von 
~~:: :~ unter den N ebenbedingungen 

(,. = 1, .. ,' h - 1) 

annehmen kann, wenn dieses Maximum als Funktion der Parameter Q:"p 
aufgefapt wird. 

Zur Aufste11ung der gesuchten simultanen Transformation kann 

man zunachst das Maximum von ~~:: :~ unter der Nebenbedingung 
H(x, x) = 1 aufsuchen, das fUr xp = 11'11 (p = 1, .. "n) angenommen 
werden moge. Sodann fugt man als weitere Nebenbedingung 

hinzu usw. Die charakteristischen Zahlen ep ergeben sich als Wurzeln 
der Gleichung 
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kll - ehll k12 - e h12 kin - ehln 

k21 - e h21 kU-e h9,2 k2n - e h2n =0. 

knl - ehnl kn2 - ehn2 knn - ehnn 

Diese Gleichung kann man auch als Bedingung fiir die Losbarkeit 
des homogenen Gleichungssystems 

n 

1: (kiJ - ehii) xi = 0 
;=1 

erhalten. Die zueinander orthogonalen Losungssysteme Xi selbst fiir 
die einzelnen charakteristischen Zahlen ergeben nach geeigneter Nor­
mierung die Komponenten der "Eigenvektoren", also die Koeffizienten 
der gesuchten simultanen Transformation. 

4. Bilinearformen und quadratische Formen von unendlich vielen 
Variablen. Unsere Theorien lassen sich auch aufrechterhalten, wenn 
man die Anzahl der auftretenden Variablen iiber aile Grenzen wachsen 
l.ii.Bt und dabei erstens iiber die Koeffizienten der Bilinearformen oder 
quadratischen Formen z. B. die Voraussetzung macht, daB die Summe 
ihrer Quadrate konvergiert, und zweitens die Konvergenz auch von 
der Quadratsumme der auftretenden Variablen voraussetzt. Diese 
Theorie der Formen von unendlich vielen Variablen, die von HILBERT 

entwickelt worden ist, laJ3t sich dann direkt auf zahlreiche Probleme 
der Analysis anwenden. Wir werden jedoch bei diesen Problemen 
rascher zum Ziele gelangen, wenn wir in einer mehr unmittelbaren, 
der direkten algebraischen Vektor- und Tensorrechnung entsprechenden 
Weise vorgehen. 

5. Unendlich kleine lineare Transformationen. Als unendlich 
kleine lineare Transformation bezeichnen wir eine soIehe mit der Matrix 

A = E + (eIXik) = (: + :;::. 1+ :::: :::)' 

eiXnl elXn! • • '. '1 ~ e~n~ • 

wobei e eine infinitesimale GroBe erster Ordnung bezeichnet. d. h. 
eine solche, deren h6here Potenzen man fUr den gerade vorliegen­
den Zweck gegeniiber niederen vernachHissigen dad. Das Produkt 
zweier soIeher unendlich kleiner Transformationen mit den Matrizen 
A=E +(elXik), B =E+(ePik) hat die Matrix C=AB=E +(eIXH:+ePik). 
Daraus folgt: Unendlich kleine lineare Transformationen sind vertauschbar. 

Ferner: 
Die zur Matrix A =E + (e IX",) reziproke Matrix ist A-I =E - (e lXu), 

und die Determinante der Matrix A = E + (e lXik) istgleich 

1 + e(lXll + iXu + ... + (tnn) . 
Courant-Hilbert. Mathematische Physik I. 2. Aufl. 3 
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Soll die unendlieh kleine Transformation orthogonal sein, so ergibt 
sieh aus A I A = E. wobei A I die transponierte Matrix ist, die Relation 
"'u: + "'1:, = 0; d. h., ~ gilt weiter: 

N otwendig und hinreichend fur die Orthogonalitat einer unendlich 
kleinen Transformation ist die Bedingung, dafJ ihre um E verminderte 
Matrix schiefsymmetrisch ist. 

Eine allgemeine unendlich kleine Transformation C = E + (e "u) 
kann mit Hille der GroBen 

"'u: = 1 ("u: - r1:') , 
Pu: = 1 (ru + "1:,) 

dargestellt werden als Produkt einer orthogonalen Transformation mit 
der Matrix A = E + ('e "'i1:) und einer symmetrischen mit der Matrix 
B = E + (e Pu) . 

Eine symmetrische, nieht notwendig unendlich kleine Transfor­
mation Yi = ~ SUXI: mit der Matrix S = (su) bedeutet geometrisch 

I: 
eine Dehnung in n zueinander senkrechten Richtungen. Denn fiihren 
wir durch eine Hauptachsentransformation der quadratischen Form 
S(x, x) neue Variable Ui bzw. v, ein, so daB 

wird, so lauten die Gleichungen 

was die analytische Darstellung einer auf die Hauptdilatationsachsen 
bezogenen "ungleichmaBigen" Dehnung ist. Das VerhaItnis der Volum­
zunahme zum Ausgangsvolumen, die "raumliche Dilatation", wird 
offenbar durch die Differenz Xl'" X" - 1 gegeben, wofiir wir 
auch Isu:/- 1 schreiben konnen. 1st insbesondere die Transformation 
unendlich klein, also (su:) = E + (e Pu), so wird 

Xl ... X" - 1 = e(jJll + ... + P",,) . 
Da eine orthogol).ale Transformation eine Drehung bedeutet, konnen 

wir zusammenfassend sagen: 
Eine unendlich kleine Transformation mit der Matrix E + (e"u) 

kann als Produkt einer Drehung und einer Dehnung dargesteUt werden; 
" die riiumZiche Diiatation betriigt e I rH' 

i=1 
6. Variierte Systeme. Fiir die Theorie der kleinen Schwingungen 

ist es wichtig, festzustellen, wie sich die Eigenwerte und EigenV'ektoren 

" einer quadratischen Form K (x. x) = ~ bux,xl: ii.ndern, wenn man 
i,1'=l . . 

sowohl die Einheitsform E (x, x). als auch K (x, x) variiert, d. h. die 
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Formen E(x, x) + e A (x, x) bzw. K (x, x) + e 8 (x, x) gleichzeitig in die 
kanonische Gestalt trans£ormiert (vgl. Nr. 3), wobei 

n 
A (x, x) = 1: lXikXiXb 

1 

und e ein Parameter ist. Set zen wir 

n n 
K (x, x) + e 8 (x, x) = 2: b:kXiXb 

1 
E(x, x) + eA(x,x) = 1: a: k Xi Xk , 

1 

so lauten die Gleichungen zur Bestimmung der Komponenten der 
Eigenvektoren (vgl. S. 33) 

(i=1, ... ,n), 

wobei sich e' aus der entsprechenden Determinantengleichung be­
stimmen laBt und n reell wird. Beieichnet man die charakteristischen 
Zahlen von K (x, x) unter der Annahme, daB sie alle voneinander ver­
schieden sind, mit 121> 122' ••• , en, die entsprechenden Werte des vari­
ierten Systems mit ei, e~, ... , e~, so kann man die Ausgangsform 
K (x, x) als eine Summe von Quadraten annehmen: 

K(x, x) = el~ + e2xi + ... + enx~. 
Die GroBen ei sind als einfache Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
in der Umgebung von e = 0 eindeutige analytische Funktionen von e, 
und dasselbe gilt dann auch fiir die Komponenten X1.k der variierten, 
zu den charakteristischen Zahlen 121. gehOrigen Eigenvektoren. Man 
kann also die GroBen ei bzw. xl." als Potenzreihen in e ansetzen, deren 
absolute Glieder natiirlich e. bzw. die Komponenten Xu der urspriing­
lichen Eigenvektoren sind. Urn sukzessive auch die Koeffizienten von 
e, e2 , • " zu berechnen, hat man mit diesem Ansatz in die Gleichungen 

n 
1: (b: k - e~ a~k) ~k = 0 (i, h=1, 2, ... , n) 
k=1 

einzugehen, in welchen auBerdem bile = ~ik + e {Jik, aile = eik + e lXi,., 

mit ~ii = e., ~ik = 0 (i '* k), eii = 1, eik = 0 (i '* k) zu setzen ist. 
Aus diesen Gleichungen erhalt man eine unendliche Folge neuer Glei­
chungen, indem man nach Potenzen von e ordnet und dann die Koeffi­
zienten dieser Potenzen gleich Null setzt. Damit vollig aquivalent, 
jedoch etwas bequemer ist £olgende GroBenordnungsbetrachtung, in 
der e als infinitesimale GroBe aufge£aBt wird. Betrachtet man namlich 
von den eben genannten Gleichungen die Gleichung £iir i = h, so sind in 
ihr alle Summanden bis auf GraBen zweiter Ordnung in e Nun: 

, i!h + E {JAb + {J 12k = 1 + = eh - e eh IXhh e hh· 
E "'hi 

3* 
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Die Betrachtung der Gleichungen mit i "'" h, in denen alle Glieder bis 
auf zwei von selbst unendlich klein von der zweiten Ordnung sind, 
liefert wegen ~ ~ = 1 

Xhk = 1 , ~i = -e IX/ToeTo - PiA 
eTo-e/ 

bis auf unendlich kleine GroBen zweiter Ordnung in E. 

Vnter Benutzung dieser Werte fiir die Komponenten der Eigen­
vektoren lassen sich die Eigenwerte sehr leicht bis auf GroBen dritter 
Ordnung in E berechnen. Man betrachte wieder die Gleichung fiir die 
Komponenten des hten Eigenvektors, die sich fiir i = h ergibt: 

" ~1 (b~l:- el.ahk) ~k = o. 

Vernachlassigt man links die GroBen dritter Ordnung in E und sondert 
das Glied mit h = k ab, so entsteht 

b' rl a' - ~'E(b' £I' a' ) lXue. - Pu _ E'I. ~'(lXueTo - PU)I. 
"" - ""k "" - ..,;:;. k1; - ""k hk ~ - ell - -..,;:;. eA - e.. ' 

k k 

fiir eh folgt dann 
, + p 'I. fR ) + '1.2' (IXUeTo - Pu)· e. = eA - EeAIXU E AA - E IXU\l-'U - eAIXU E • eTo- eJ: 

k 

Dabei bedeutet der Strich am Summenzeichen, daB iiber alle k von 
1 bis n mit Ausnahme des Wertes k = h zu summieren ist. 

7. Die Auferlegung einer Bindung 

rlxl + ... + r"xn = 0 

und die dadurch zustande kommende Verringerung der Variablenzabl 

" der quadratischen Form K(x, x) = 2: kplJxpxg kann man sich durch 
p,lJ~l 

einen kontinuierlichen ProzeB erzeugt denken, indem man die quadra-
tische Form K(x, x) + t(rlXl + ... + r"xn)1I betrachtet, wobei t ein 
positiver Parameter ist. Wachst t tiber alle Grenzen, so nimmt auch 
jede charakteristische Zahl monoton zu. Insbesondere wachst die groBte 
charakteristische Zabl tiber alle Grenzen, wlihrend die anderen in die 
charakteristischen Zablen der aus K(x, x) durch Elimination einer Ver­
anderlichen vermoge der Relation rlXl + ... + r"x" = 0 entstehenden 
quadratischen Formen tibergehen. 

8. Elementarteiler einer Matrix oder einer Bilinearform. Es 
sei m ein Tensor, A = (an) die zugehOrige Matrix. Dann zerfli.llt das 
Polynom 

IxE - AI = 

x-au -au 
- ~l X - as!! 

x - an" 
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nach gewissen, hier nicht naher anzugebenden Regeln in ein Produkt 
von "Elementarteilern" 

(" - r1)e" . .. , 

wobei unter denZahlen r 1 , r2, ... , rll auch gleiche vorkommenkonnen. 
Zu jedem Elementarteiler (" - r7 )e" gehOrt ein System von C7 Vektoren 
n"), f~7), ... , f!") derart, daB die Gleichungen gelten 

7 

mfi7 ) = r7f~), mf~) = r7f~) + ff), ... , mf~:) = r"f~:) + ft) -1' 
Dabei sind die n Vektoren 

f(l) f(l) . f(2) f(2) . f(II) f(II) 
l'···'e1 ' 1'···'8s' ... , 1'···'eA 

linear unabhangig. Fiihrt man sie als neue Variable x~J, " ., x~ ein, 
so verwandelt sich A in die Matrix 

in der AI' A 2 , ••• , All selbst Matrizen sind, gegebenenfalls einreihige, 
und zwar hat A7 die Gestalt einer Matrix von der Ordnung c7: 

(
r" 0 0 ... 0 0) 
1 r" 0 ... 0 0 

A7 = 0 1 r" 0 0 . 

o 0 0 1 r" 
9. Spektrum einer unitaren Matrix. Wir wollen zeigen, daB das 

Spektrum einer unWi.ren Matrix auf dem Einheitskreis liegt. 
Zum Beweise beachten wir, daB die Elemente einer unWi.ren Matrix 

dem Betrage nach alle hOchstens gleich 1 sein konnen und daB daher 
die Betrage der Koeffizienten der cha.rakteristischen Gleichungen aller 
unitaren Matrizen nten Grades unterhalb einer von der speziellen 
Matrix unabhangigen Schranke liegen. Da der erste und letzte Koeffi­
zient der charakteristischen Gleichung absolut genommen 1 ist, so ist 
damit fUr die absoluten Betrage der charakteristischen Zahlen eine 
positive von der Ma.trix unabhangige obere und untere Schranke ge­
geben. Andererseits sind alle Potenzen Am einer unitaren Matrix A 
wieder unitar und ihre charakteristischen Zahlen die mten Potenzen 
der charakteristischen Zahlen von A. Diese Potenzen und ihre Rezi­
proken konnen aber nur dann absolut genommen unterhalb einer von m 
unabhangigen Schranke bleiben, wenn der Betrag von It gleich 1 ist. 

Eine andere, auch auf unendliche Matrizen iibertragbare Beweis­
methode ergibt sich aus der Diskussion des Konvergenzverhaltens der 
Neumannschen Reihe fiir (E _lA)-l. 
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Die Reihe 
(E-1A)-1=E+1A +12A2+13A3+ ... 

konvergiert namlich fur eine unitare Matrix gewiB, solange III < 1 ist; 
denn die Elemente der Matrizen Am sind aIle absolut genommen 
hOchstens 1, und wir haben somit fur die Elemente auf der rechten 
Seite die geometrische Reihe aIs Majorante. Es konnen mithin keine 
Nullstellen von IE-1A I im Innern des Einheitskreises liegen. Wegen 
A A' = E ist andererseits 

(E-1A)-1=-fA'(E+fA'+ 1. A'2+ ... ), 

und die geometrische Reihe auf der rechten Seite konvergiert fur 

I{I < 1, da auch A' eine unitare Matrix ist. Mithin kann keine Null­

stelle von IE -1 A I auBerhalb des Einheitskreises liegen. Also liegen 
diese Nullstellen im Einklang mit unserer Behauptung auf dem Ein­
heitskreise. 
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Zweites Kap i tel. 

Das Problem der Reihenentwicklung 
willkurlicher Funktionen. 

Viele der im vorigen Kapitel behandelten Zusammenhiinge finden 
eine weitgehende Analogie, wenn man statt der Vektoren im n-dimen­
sionalen Raume Funktionen von einer oder mehreren Veranderlichen 
betrachtet, die in einem vorgegebenen Grundgebiet G definiert sind. So 
kann man zu der Tatsache, daB sich im Raume von n Dimensionen 
jeder Vektor linear durch n unabhiingige, sonst aber beliebig gewahlte 
Vektoren ausdriicken laBt, das Problem in Parallele setzen, eine mehr 
oder weniger willkiirlich angenommene Funktion im Grundgebiete G 
als lineare Kombination aus vorgegebenen Funktionen darzustellen. (Die 
Menge dieser vorgegebenen Funktionen muB, wie sich im folgenden 
als selbstverstandlich erweisen wird, unendlich sein.) Wir sprechen 
dann von dem Problem der Reihenentwicklung der willkurlich angenom­
menen Funktion nach dem vorgeschriebenen Funktionensystem. 1m vor­
liegenden Kapitel solI diese bei den Aufgaben der mathematischen 
Physik in der mannigfachsten Form auftretende Fragestellung unter 
allgemeinen Gesichtspunkten behandelt werden. 

Wir beschranken uns dabei grundsatzlich auf stuckweise stetige 
Funktionen, d. h. solche Funktionen, fiir welche es eine Zerlegung von 
Gin endlich viele Teilgebiete gibt, derart, daB die Funktion im Inneren 
eines jeden Von ihnen stetig ist und bei beliebiger Anniiherung an den 
Rand jedes Teilgebietes von innen her sich bestimmten, endlichen 
Randwerten nahert. Der bequemeren Schreibweise wegen set zen wir 
zunachst voraus, daB wir es mit Funktionen nur einer Veranderlichen x 
zu tun haben, deren Grundgebiet G eine im Endlichen gelegene Strecke 
der x-Achse ist. Handelt es sich um Funktionen Von mehreren, etwa 
Von zwei Variablen x und y, so wollen wir vom Grundgebiet G voraus­
setzen, daB es von endlich vielen KurvenbOgen mit stetig sich drehen­
cler Tangente begrenzt ist. Wenn wir die Randpunkte zum Grund­
gebiet hinzurechnen wollen, so werden wir von einem "abgeschlossenen 
Gebiet" sprechen, falls nicht schon durch den Zusammenhang ein MiB­
verstandnis ausgeschlossen ist. 

Ferner werden wir Ofter von den betrachteten Funktionen voraus­
setzen, daB sie stiickweise glatt sind, d. h. stiickweise stetig sind und 
stiickweise stetige erste Ableitungen haben. Falls nicht besonders das 
Gegenteil hervorgehoben ist, setzen wir voraus, daB unsere Funktionen 
reelle Werte besitzen. 
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§ 1. Orthogonale Funktionensysteme. 
1. Definitionen. Unter dem inneren Produkt (f, g) oder auch (I g) 

zweier Funktionen 1 (x) und g(x) wollen wir das uber das endliehe Grund­
gebiet genommene IntegraP 

(1) (f,g) = jlgdx 

verstehen. Es· genugt der Schwarzschen Ungleichung 

(2) (I, g)2 < (I, I) (g, g) , 

die ebenso wie bei Vektoren entweder aus dem positiv definiten Cha­
rakter der quadratischen Funktion j(lf + g)2dx der Veranderliehen 1 
oder aber unmittelbar aus der Identitat 

(I, g)2 = (I, I) (g, g) - ! j j (I(x) g(~) - 1m g(X))2 dx d~ 

folgt; das Gleichheitszeiehen tritt dann und nur dann ein, wenn 1 und 
g proportional sind. Zwei Funktionen I(x) und g(x), fur welche das 
innere Produkt verschwindet, also (f, .g) = 0 ist, sollen orthogonal heiBen. 
Das innere Produkt einer Funktion 1 (x) mit sich selbst bezeichnen wir 
auch als Norm dieser Funktion und schreiben: 

N I = (I, f) = j 12 dx ; 
eine Funktion mit der Norm 1 nennen wir normiert. Ein System von 
normierten Funktionen f/Jl (x), f/J2 (x), ... , in dem je zwei verschiedene 
Funktionen zueinander orthogonal sind, bezeichnen wir als normiertes 
Orthogonalsystem und die dafur charakteristischen Relationen 

(f/J., f/J,..) = ev ,.. (evv = 1, ev ,.. = 0 fur f.I, 9= v) 
als Orth(}gonalitiitsrelationen. 

Ein Beispiel eines normierten orthogonalen Funktionensystems fur 
das Intervall 0 <x< 2n oder allgemeiner fur jedes Intervall von der 
Lange 2n bildeI1 die Funktionen 

1 COSX cos2x sinx sin2x 
~' y~' y~' ... ; l'~' ~' 

Es empfiehlt sieh, fur komplexwertige Funktionen einer reellen 
Variablen eine Erweiterung des Orthogonalitatsbegriffes vorzunehmen. 
Wir bezeichnen zwei komplexwertige Funktionen 1 (x) und g (x) als ortho­
gonal, wenn die Relationen 

(I, g) = (1, g) = 0 

bestehen, wobei mit 1 bzw. gin ublicherWeise die zu f bzw. g konjugiert 
komplexe Funktion bezeiehnet ist. Die Funktion t(x) heiBt normiert, 
wenn N f = Ji f 12 d X = 1 ist. Das einfachste Beispiel eines komplexen 

1 Die Integrationsgrenzen lassen wir in Zukunft fort, wenn ein MiBverstandnis 
ausgeschlossen ist. 
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Orthogonalsystems bieten fiir das Intervall -n <: x <: n die Ex­
ponentialfunktionen 

1 eiz e2iz 

~' yin' Y2n' 
wie unmittelbar aus den "Orthogonalitiitsrelationen" 

(4) 
2,. 

~fei("'-~)Zdx = e,..~ 
2n 

o 
au erkennen ist. 

(eH '= 1, e,..~ = 0 flir J1 * v) 

Als linear abhiingig bezeichnen wir r F unktionen f l' . . ., f" wenn 
r 

sie identisch in x einer homogenen linearen Relation ~ Cdi = 0 mit 
i=l 

koostanten. nicht slimtlich verschwindenden Koeffizienten Ci (i =1, ... , r) 
cenOgen. Andernfalls nennen wir sie linear unabhiingig. Es ist eine 
wichtige Tatsache, daB die Funktionen eines Orthogonalsystems stets 
linear unabhangig sind. Denn es wiirde aus einer Beziehung 

c1 fPI + ca fPa + ... + cn fPn = 0 
durch Multiplikation mit fP~ und Integration sofort folgen: C~ = O. 

2. Orthogonalisierung von Funktionen. Aus einem vorgelegten un­
endlichen System Von Funktionen VI' V2 ' ••• , von denen fiir jedes be­
liebige r je r belie big herausgegriffene Funktionen linear unabhangig sind, 
kann man durch einen "OrthogonalisierungsprozeB" ein normiertes ortho­
gonales Funktionensystem 9'.1' fPa, '" gewinnen, indem man fP,. a1s geeig­
nete lineare Kombination von VI' ••• , V,. wahlt. Man setzt zunachst 
fPI = ,/ Vl • Sodann bestimmt man irgend zwei nicht gleichzeitigverschwin-yNVl 
dende Zahlen CI und Ca derart, daB die Funktion fP2= CI fPI + ca"a ortao­
gonal auf fPI steht, daB also die Gleichung CI +ca(fPlva) =0 erfiillt m. Die 
Funktion fPs kann wegen der linearen Unabhangigkeit von 111 und "'1 
oder, was auf dasselbe. hinauskommt, von fPI und Va nicht identisch ver-

I schwinden. Somit erhalten wir in fPa = ,~ eine normierte, zu fPl 
yNIP: 

orthogonale Funktion: Weiter bilden wir eine Funktion 

fP~ = ci fPI + c: fPa + c: Va ' 
indem wir drei nicht siimtlich verschwindende Zahlen ci, c:, c: gemiiB 
den beiden homogenen linearen Gleichungen 

(fP~fPI) = ci + c: (fPl va) = 0, (~fPa) = c~ + c; (fPa vs) = 0 
ermitteln. Wegen der linearen Unabhangigkeit von VI' Va, Va bzw. 
fPI' fPa, Va kann die Funktion 9J~ nicht identisch verschwinden, und daher I • 

liefert 9Ja = .~ eine normierte, zu fPl und fPa orthogonale Funktion. ,N IP' 
Indem wir dieses Verfahren unbegrenzt fortsetzen, bekommen wir das 



42 II. Das Problem der Reihenentwicklung willkftrlicher Funktionen. 

gewiinschte orthogonale Funktionensystem durch die Rekursions­
formel 

tp~+l 
'Pn+l = VN' ; 

tpn+l 

" 'P~+1 = Vn+1 - 2; tph(tph Vn+1). 
h=1 

Wenn wir spater von Orthogonalisierung sprechen werden, ist, wofern 
nieht ausdrucklich etwas anderes bemerkt wlrd, immer das eben ge­
schilderte Verfahren gemeint, welches also zugleich mit der Ortho­
gonalisierung die Normierung liefert. 

3. Besselsche Ungleichung. Vollstandigkeitsrelation. Approxi­
mation im Mittel. 1st 'PI' tp2' ... ein normiertes Orthogonalsystem 
und t irgendeine Funktion, so nennen wir die Zahlen 

(5) c" = (ltp,.) (v=·1, 2, ... ) 

die Entwicklungskoellizienten oder Komponenten von t in bezug auf das 
gegebent' Orthogonalsystem 1. 

Aus der unmittelbar einleuchtenden Beziehung 

(6) 

folgt durch Ausfuhrung des Quadrats und gliedweise Integration 

/ "/ " "" o < f2dx - 2~C" ttp"dx +,~c! = Nt - 2,,~C; +,,~c;, 

also, da rechts eine feste, von n unabhangige Zahl steht, 
00 

(8) ~c!<Nt. 
,,=1 

Diese fundamentale Ungleiehung, die "Besselsche Ungleichung" , be­
steht fur jedes beliebige normierte Orthogonalsystem. Sie lehrt die 
Konvergenz der aus nicht negativen Gliedern bestehenden Reihe der 
Quadrate der Entwieklungskoeffizienten auf der linken Seite der Be­
ziehung (8). 

Fur komplexwertige Funktionensysteme gilt die entsprechende Be­
ziehung 
(8') 

00 _ 

~ Ic,,12 s; Nt = (I, t), 
,,=1 

wenn wir unter c" den Entwieklungskoeffizienten Cv = (I, (ji,,) verstehcn. 
Sie folgt ahnlich wie bei reellen Funktionen aus der Ungleiehung 

JIf(X) - ~C"tp"rdX = Nt - ~lc"12 > o. 

1 In Anlehnung an die Theorie der Fourierschen Reihen gebraucht man 
zuweilen auch den Ausdruck "Fouriersche Koeffizienten". 
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Der Integralausdruck in (6) ergibt sich ganz ungezwungen, wenn man 
sich die Aufgabe stellt, die gegebeneFunktion I bei lestem n durch ein lineares 

11 

Aggregat ~ /,vrpv mit konstanten Koellizienten /'1' im Sinne der Methode 
1'=1 

der kleinsten Quadrate so zu approximieren, dafJ das "mittlere Fehler-
quadrat" M = f (t - ~ /,,, <P1')2 dx moglichst klein wird. Durch eine 
einfache Umformung des Integrals gewinnt man namlich die Identitat 

aus der unmitte1bar hervorgeht, daB das Minimum von M fur /'1' = C1' an­
genommen wird. 

Wenn es moglich ist, fUr jede stuckweise stetige Funktion 1 das 

kleinste mittlere Fehlerquadrat f (I - ~ C1'<PvY dx durch passende 

Wahl von n unter eine beliebig kleine positive Zahl herunterzudrucken, 
n 

d. h. jede soIche Funktion durch ein lineares Aggregat ~ c" rp1' mit hin-
,,=1 

reichend vielen Gliedern im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate 
oder, wie wir es auch nennen wollen, "im Mittel" beliebig genau zu ap­
proximieren, so bezeichnen wir das Funktionensystem <PI' 9"2' ... als 
ein "vollstiindiges orthogonales Funktionensystem" und die alsdann nach 
den obigen AusfUhrungen fUr die Entwicklungskoeffizienten Cv = (f <p,,) 
jeder Funktion 1 geltende Beziehung 

00 

(9) ~c; = NI 
,·=-1 

als die "Vollstiindigkeitsrelation". Allgemeiner kann man diese in der 
Form 

00 

(9') ~ c"d" = (/' g) mit 
1'=1 

schreiben, weIche sich ergibt, wenn wir die Formel (9) auf die Funktion 
1 + g anwenden: 

00 00 

N(f + g) = Nt + Ng + 2(t,g) = ~(c" + d,,)2 = ~(c; + d; + 2c"d,,) , 
,,=1 ,,=1 

und nachher die entsprechenden Gleichungen fUr 1 und g subtrahieren. 
Fur die Vollstandigkeit eines Funktionensystems <PI' <P2' ... ist 

es ubrigens hinreichend, wenn die Vollstandigkeitsrelation (9) fUr aIle 
stetigen Funktionen f erfiillt ist. Jede stiickweise stetige Funktion g 
kann namlich durch eine stetige Funktion 1 derart approximiert werden, 
daB das Integral f (f - g)2 dx beliebig klein ausfallt. Eine soIche 
Funktion t bekommt man z. B., wenn man sich die Funktion g durch 
eine Kurve dargestellt denkt, an allen Sprungstellen von g je einen 
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links und rechts in dem beliebig klein wahlbaren Abstande t5 von der 
Sprungstelle gelegenen Punkt der KurV'e durch ein Geradenstiick ver­
bindet und in diesem Intervall die Kurve durch das Geradenstiick er­
setztl. Sind also aI' ~, ... die Entwicklungskoeffizienten der Funk­
tion g und cI , ca' ••• die der Funktion I, so folgt daraus, daB das Integral 

f(/- ~c~p . .yax durch geeignete Wahl von n beliebig klein gemacht 

werden kann, dieselbe Tatsache mit Hille der Schwarzschen Ungleichung 
fiir das Integral 

M'= f(g -~c~p~rax = f[(g -I) + (/- ~C~97~)rax. 
Es ist namlich 

M'= N(g - f) + N(/- ~C~p~) + 2(g -1,1- ~C~<Pv), 
also 

M' ~ N (g - I) + N (I -11 C~ Pv) + 2 -y N (g - f) N (f - ~ Cp p~) . 
Nun ist aber 

M = f(g - ~avp~rax ~ M', 

da die Entwicklungskoeffizienten a~ ffir g das kleinste mittlere Fehler­
quadrat liefem; somit ist die Vollstandigkeitsrelation auch £iir g be­
wiesen. 

Wohl zu beachten ist, daB wir aus der Vollstandigkeit des Funk­
tionensystems PI' Ps, ... , d. h. aus der Gleichung 

lim f(1 - f c~ 97~)a ax = 0 
n-+oo ~=l 

00 

keineswegs auf die Gleichung I = ~ C~ 97~, also auf die Entwickelbarkeit 
~-1 

von I in eine nach den Funktionen 97~ fortschreitende Reihe, schlieBen 
diirfen. Die Entwickelbarkeit steht allerdings dann von vornherein lest, 

00 

wenn die Reihe ~ c~ P~ gZeichmiifJig konvergiert und wir daher den 
~=1 

Grenzubergang zur Grenzlunktion unter dem Integralzeichen vornehmen 
durlen. Die Vollstandigkeit des vorgelegten Systems PI' Ps, ... ist 
dabei selbstverstandlich eine unerlaBliche Voraussetzung, weil z. B. £iir 
eine aus einem vollstandigen System herausgenommene Funktion alle 

1 Bedeutet nllmlich etwa M die obere Grenze von Ig(x) lund q die Anzahl 
der Sprungstellen von g(x) im Integrationsintervall, so Ill.Bt sich in 

/(/ - g)2 dx :::; 8M2 ~q 
die rechte Seite durch passende Wahl des Abstandes ~ beliebig verkleinern. 
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Komponenten nach dem iibrigbleibenden unvollstandigen System ver­
schwinden. Aber auch fUr ein vollstandiges System fIJI' flJ2, ••• er­
fordert die Frage nach der Entwickelbarkeit einer Funktion t eine ge­
nauere Untersuchung, wie wir sie spater (Kap. V u. VI) noch ver­
schiedentlich durchfiihren werden. 

Den Inhalt der obigen Limesgleichung kennzeichnen wir auch durch 
n 

die Ausdrucksweise: die Funktion 1: CyfIJy konvergiert im Mittel gegen 
die Funktion I. ,.=1 

Ferner fiihren wir den Satz an, da/3 eine stikkweise stetige Funktion 
durch ihre Entwicklungskoellizienten nach einem vorgegebenen vollstan­
digen orthogonalen System eindeutig testgelegt ist, in dem Sinne, da/3 
zwei stuckweise stetige Funktionen miteinander identisch sind, wenn sie 
dieselben Entwicklungskoellizienten haben. Denn die Differenz zweier 
solcher Funktionen mit gleichen Koeffizienten hat die Koeffizienten 
Null und also nach der Vollstandigkeitsrelation die Norm Null; sie ver­
schwindet also selbst identisch. Es ist somit eine Funktion durch ihre 
Entwicklung nach einem vollstandigen Orthogonalsystem auch dann 
eindeutig charakterisiert, wenn diese Entwicklung nicht im' gewohn­
lichen Sinne, sondern nur im Mittel konvergiert. Fiir die Durchfiihrung 
vieler Betrachtungen genugt diese mittlere Konvergenz. 

Der Begriff der Vollstandigkeit eines Funktionensystems behiUt 
auch dann einen Sinn, wenn das System nicht orthogonal und nor­
miert ist. Wir 'nennen namlich allgemein ein System von Funktionett 
tlann vollstiindig, wenn sich iede stiickweise stetige Funktion durch ein 
lineares Aggregat dieser Funktionen hinsichtlich der mittleren F ehler­
quadrate beliebig genau approximieren la/3t. Die Vollstandigkeit eines 
solchen Systems iibertragt sick. auf das durch Orthogonalisierung aus 
ihm hervorgehende Orthogonalsystem. 

4. Orthogonale und unitare Transformationen in unendlich 
vielen Veranderlichen. Die orthogonalen normierten Funktionen­
systeme zeigen viele Analogien zu den orthogonalen Systemen von nor­
mierten Vektoren im n-dimensionalen Raume; die Komponenten 
c,. = (ffIJ,.) der Funktion 1 kann man geradezu als rechtwinklige Koor­
dinaten der Funktion 1 in einem ,durch die "Koordinatenfunktionen" 
fIJI' flJ2' ••• festgelegten "Koordinatensystem im Raume von unendlich 
vielen Dimensionen" ansehen. 

1st 'IJ11' 'IJ12, ••• ein zweites orthogonales normiertes Funktionen­
system, in welchem d,. = (f, 'IJ1,,) die Komponenten von t sind, und sind 
beide Systeme vollstandig, so Hefert die Vollstandigkeitsrelation (9'), 
angewandt auf die Funktionen t und fIJi in bezug auf das System 'IJ11, 
'IJ11, ••• , sofort das unendliche Gleichungssystem 

(10) (i=1,2, ... ). 
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Entsprechend erhalten wir das inverse Gleichungssystem 
00 

(10') di=~aleiCle' alei=("I'ifllle) (i=1,2, •.• ). 

Die Koeffizienten genugen den Bedingungen 

00 {Offiri+i, 
(11) k~ aileajk = (fIlifllj) = 1 fur i = i; 

00 {Ofuri+i, 
(11') l1. akialej = ("I'i"l'j) = 1 fur i = i, 
welche die genane Verallgemeinerung der friiheren Orthogonalitats­
relationen im n-dimensionalen Raume (Kap. I, § 1) auf den Raum von 
unendlich vielen Dimensionen darsteilen. Wir nennen daher eine solche 
Transformation (10), welche die Bedingungen (11), (11') erfuilt, eine 
orthogonale Trans/ormation von unendlich vielen Variablen. 

In analoger Weise wird der Dbergang zwischen den Koeffizienten 
zweier komplexer Orthogonalsysteme durch eine unitiire Trans/ormation 
von unendlich vielen Varia bIen vermittelt. 

5. Giiltigkeit der Ergebnisse bei mehreren unabhingigen Ver­
inderlichen. Erweiterung der Voraussetzungen. Aile unsere Begriffe 
und Dbedegungen bleiben unverandert erhalten, wenn wir statt der 
Funktionen einer einzigen Veranderlichen x solche von mehreren Varia­
bIen, etwa von x nnd y, betrachten, wobei die Variablen in einem 
fest gegebenen, ganz im Endlichen liegenden Gebiete G laufen, dessen 
Inhaltselement wir mit dG bezeichnen. Wir erkliiren fur zwei Funk­
tionen / (x, y) und g (x, y) in diesem Gebiet G das innere Produkt (I, g) 

durch (I, g) = j/gdG und brauchen sodann an den Bezeichnungen 
G 

und Beweisen dieses Paragraphen nichts Wesentliches zu verandern. 
Ferner bleiben alle Begriffe' und Tatsachen auch dann bestehen, 

wenn man das Grundgebiet als unendlich annimmt und von allen vor­
kommenden Funktionen voraussetzt, daB sie samt ihren Quadraten 
uber das ganze Grundgebiet integrierbar sind. 

Endlich sei hervQ1'gehoben, daB unsere Begriffsbildungen giiltig 
bleiben, wenn die Funktion / im Grundgebiet Unendlichkeitssteilen 
derart besitzt, daB ihr Quadrat uber das Grundgebiet integrierbar ist. 

6. Erzeugung vollstindiger Funktionensysteme in mehreren 
V~riabeln. Kennt man voilstandige Funktionensysteme von einer 
Variabeln, so kann man auf Grund des folgenden Satzes vollstandige 
Systeme von zwei und mehr Variabeln konstruieren: 

1st fill (s) , fils (s) , 

ein im Intervall a < s < b voilstandiges orthogonales normiertes Funk­
tionensystem und ist fiir jedes i = 1, 2, ... und das Intervall c < t ~ rl 

"I'H (t) , 1J12 i (t) , 
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ein ebenso1ches Funktionensystem, dann bilden die Funktionen 

Wik(S, t) = 97i(S) 'Pki(t) 

em vollstandiges orthogonales Funktionensystem in s und t fiir das 
Rechteck a < s < b, c < t < d. SpezieU ist das Funktionensystem 
97((s) 97h (t) im Quadrat a <s < b, a:s;, t < b orthogonal und vollstandig. 
1st namlich I (s, t) eine in diesem Rechteck stetige Funktion von s 
und t, so besteht die Vollstandigkeitsrelation 

11 f2(s, t) ds dt -~':1 (f11(s, t) Wik(S, t) ds dtY. 

Zum Beweise gehen wir von der Beziehung 1 f2(s, t) ds = ~ ~(t) 
aus, mit g, (t) = f I (s, t) 97i (s) ds, we1che die Vollstandigkeit des Funk­
tionensystems der 97, ausdriickt. Da die Reihe rechts gleichmaBig kon­
vergiertl, diirfen wir gliedweise nach t integrieren und erhalten: 

11/2(s, t) dsdt = ~1 ~(t) dt. 

Hier wenden wir rechts auf das i te Glied die Vollstandigkeitsrelation 
in bezug auf das Funktionensystem der V'kj,(t) (k = 1, 2, ... ) an und 
bekommen dann unmittelbar die oben behauptete Vollstandigkeits­
relation. 

§ 2. Das Haufungsprinzip fiir Funktionen. 
1. Konvergenz im Funktionenraum. Die Analogie zwischen 

Funktionen und Vektoren in einem n-dimensionalen Raume erleidet 
vielfach eine Unterbrechung, wenn man zur Betrachtung von unend­
lichen Funktionenmengen bzw. Vektorenmengen iibergeht. Bei Vek· 
torenmengen lehren die elementarsten Tatsachen der Analysis (Weier­
straBscher Haufungsstellensatz, Konvergenzdefinition) unmittelbar, daB 
sich aus jeder unendlichen Menge von Vektoren b mit beschranktem 

1 Dies folgt aus dem Satze von DINI: Wenn eine in einem abgeschlossenen 
00 

Gebiete G konvergente Reihe positiveI' stetiger Funktionen 1: I" (t) eine stetige 
'1'=1 

Funktion S (t) darstelIt, so konvergiert sie gleichmaBig. In alIer Kiirze sei der Be­
n 

weis skizziert. Wir setzen S,,(t) = 1: I" (e), s(e) = s,,(t) + R,,(t). WlI.re die Be-
'1'=1 

hauptung falsch, so gabe es eine positive Zahl IX, eine ins Unendliche wachsende 
Nummernfolge nI , nt, na, .•• und zugehorige Werte tl , t2 , e3 , ••• in G, so daB 
Ra; (ei ) ::> IX, also S"I (tl ) < S(e;) - IX ist. Wir konnen dabei annehmen, daB die Werte 'i 
gegen einen Grenzwert taus G konvergieren. Nun sei N eine fest gewll.hlte Nummer; 
dann ist fiir ni::> N auch Sa;(ej )::> SN(tj ), also SN(ti) < S(t;) - IX. Hier lassen 
wir i iiber aIle Grenzen wachsen und erhalten wegen der Stetigkeitsvoraussetzungen 
S N (t) < S (t) - IX, was sicherlich bei hinreichend groBem N unmoglich ist. 
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absoluten Betrage I tJl oder beschrankter Norm tJ2 = NtJ eine kon­
vergente Tei1£olge auswiililen laBt, daB ferner aus der Gtiltigkeit der Rela­
tion limN (tJn - tJm) = 0 ftir eine Folge von Vektoren tJ1 , tJ2, tJa, ... die 

n-.oo 
m-.oo 

Existenz eines Grenzvektors tJ = lim tJn folgt und daB schlieBlich aus 

limNtJn = 0 sich limtJn = 0 ergibt. 1m Raume von unendlich vielen 
n-.oo n-.oo 

Dimensionen hOren diese Tatsachen auf, giiltig zu sein. Man kann z. B. 
nicht aus jeder unendlichen Menge stetiger Funktionen I (x) mit be­
schrankter Norm N I eine gegen eine stetige Funktion konvergente 
Teilfolge herausgreifen, und man kann auch nicht aus der Relation 
limN In = 0 ftir eine Folge stetiger Funktionen die Beziehung lim In = 0 

schlieBen. Nehmen wir etwa ftir das Grundgebiet -1 < x <+1 die 
Funktionen 

In(x) = 1 - n2 x2 

In{x) = 0 ftir 

Jede Teilmenge dieser Funktionenmenge konvergiert gegen die ffir 
s = 0 unstetige Funktion 

I (x) = 0 ftir x =F 0, 

I (x) = 1 ftir x = 0 , 

und es ist trotzdem limNln = O. 
n-.oo 

Die Durchfiihrung unserer· Analogie zwischen Vektoren und Funk-
tionen doch zu ermoglichen, d. h. das WeierstraBsche Haufungsstellen­
prinzip und die obenerwiilinten Konvergenzsatze ffir den "Funktionen­
raum" zu retten, ist eine Aufgabe, welche bei vielen Untersuchungen, vor 
allem bei der Fiihrung von Konvergenz- und Existenzbeweisen, un­
erlaBlich ist. Zu ihrer Losung bieten sich zwei Wege dar. Einmal HiBt 
sich das gewiinschte Ziel durch Erweiterung des Funktionenbereichs 
und gleichzeitige Erweiterung des Integral- und des Konvergenzbegriffes 
erreichen. Diesen Weg, der auf der Theorie von LEBESGUE beruht, 
wollen wir als ffir die Zwecke dieses Buches ungeeignet nicht beschreiten I, 

vielmehr einen zweiten Weg einschlagen, welcher darauf beruht, daB 
wir den zugrunde gelegten Funktionenbereich verengem, um die Gtil­
tigkeit des Konvergenzprinzipes zu erzwingen. Diese Verengerung 
besteht darin, daB wir von del' Gesamtheit der Funktionen unseres 
Funktionenbereiches nicht nur die Stetigkeit, sondem ftir den ganzen 
Funktionenbereich die gleickgradige Stetigkeit verlangen. Es moge sich 
etwa urn Funktionen der einen unabhangigen Variablen x handeln. 
Dann besagt die Forderung der gleichgradigen Stetigkeit, daB es zu jedem 

1 Siehe jedoch § to, Nr. t 1. 



§ 2. Das Haufungsprinzip fUr Funktionen. 49 

posltlven c eine nur von c, nicht aber von dem Individuum f(x) der 
Funktionenmenge abhiingige positive Zahl b = 15 (f) derart geben solI, 
daB aus I Xl - x2 1 < b (c) die Relation I f (Xl) - f (X2) I < c folgt, wenn Xl 
und X2 dem Bereiche der unabhangigen Variablen angehoren. Beispiels­
weise bilden im Interval! a ~ X:::;; b aile Funktionen f (x), fiir welche 

b 

jf'2(X) dx<M gilt, unter Meine feste Konstante verstanden, eine 
a 
gleichgradig stetige Runktionenmenge. Es gilt namlich fUr zwei 
Werte Xl und X2 des obigen Intervalles 

x, 

f (x2) - f (Xl) =.1 f' (x) dx , 
x, 

also zufolge der Schwarzschen Ungleichung 
X, 

!f(x2) - f(x l )12 ~ IX2 - Xl Iff'2 (x) dx ~ IX2 - XII M. 
x, 

2 

Aus dieser Ungleichung erkennen wir, da13 fiir 15 (c) = j~ die Bedin-

gungen der gleiehgradigen Stetigkeit erfiillt sind. Fur solche Funk­
tionenmengen gilt dann das Haujungsstellenprinzip: Aus jeder im 
Grundgebiete G gleichmafJig beschrankten und gleichgradig. stetigen Funk­
tionenmenge lafJt sich eine in G gleichmafJig konvergente Teilfolge 
ql (x), q2 (x), q3 (x), . " auswiihlen, die gegen eine stetige Grenzjunktion 
konvergierfl. Dieser Satz sagt fiir unsere Mengen stetiger Funk­
tionen etwas Ahnliches aus wie der Weierstra13sehe Haufungsstellen­
satz fiir besehrankte Punktmengen und erfUllt damit die obige Forde­
rung. 

Zum Beweise betraehten wir eine abzahlbare Menge von Punkten 
Xl' X2 , ••• , die im Intervall iiberall dieht liegen, etwa die Menge, 
die sieh dureh fortgesetzte Halbierung des Intervalls und der neU 
entstehenden Teilintervalle ergibt. In der Menge der Funktions­
werte im Punkte Xl gibt es naeh dem Weierstra13sehen Haufungs­
stellensatz eine konvergente Teilfolge; es la13t sieh also aus der 
Menge aller vorgelegten Funktionen eine Folge von unendlich vielen 
Funktionen a l (x), a2 (x), ... derart auswahlen, daB die zugehOrigen 
Funktionswerte im Punkte Xl eine konvergente Folge bilden. Aus 
dieser Folge kann in derselben Weise eine Teilfolge bdx) , b2 (x), ... 
ausgesondert werden, fUr welche die Funktionswerte aueh im Punkte X2 

eine konvergente Folge darstellen, usw. Nunmehr fassen wir die "Dia­
gonalfolge" al (x) = ql (x), b2 (x) = q2 (x), ... aller so erhaltenen Funk-

1 Es geniigt iibrigens, die gleichmaBige Beschranktheit der Funktionenfolge 
in einem einzigen Punkt von G vorauszusetzen; daraus folgt wegen der gleich­
gradigen Stetigkeit bereits die gleichmaBige Beschranktheit fiir das ganze Gebiet G. 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Auf!. 4 
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tionenfolgen ins Auge und behaupten, daB sie die Eigenschaft der 
gleichmaBigen Konvergenz im ganzen Intervall besitzt. 

Urn dies zu zeigen, teil~n wir nach Vorgabe einer beliebig kleinen 
positiven Zahl e das Intervall a <X < b durch eine geniigend groBe, 
feste Anzahl M von Punkten Xl' X2 , ••• , XM der eben betrachteten Punkt­
menge Xl' XI' ... so fein ein, daB zu jedem Punkte X des Intervalls 
ein Punkt Xli mit h < M existiert, fiir den I X - xlii < () (e) ist, wobei 
() (e) die in der Voraussetzung angegebene Bedeutung hat. Sodann 
nehmen wir die von e abhiingige Zabl N = N (e) SO groB, daB fiir 
m > N, n > N im Punkte XII (h = 1, 2, ... , M) 

Iqm(xlI) - qn(XlI) 1< e 

gilt. Der gleichgradigen Stetigkeit wegen ist nun fur ein geeignetes 
h<M 

Iqm(x) - qm(XII) 1< e, 

Iqn{x) - qn(XlI) 1< e, 

also fur m>N, n>N 
Iqm(x) - qn(x) 1< 3e, 

womit die gleichmaBige Konvergenz der Funktionenfolge q1 (x) , 
q. (x), ... fiir alle x;des Intervalls a < X <b erwiesen ist. Die Stetig­
keit der Grenzfunktion q (x) ist dann eine unmittelbare Folge aus der 
GleiehmaBigkeit der Konvergenz. Nebenbei sei bemerkt, daB durch 
dieselbe Betrachtung folgt, dafJ iede konvergente Teillolge auch gleic.r,-
mafJig konvergiert. • 

Eine Menge gleiehgradig stetiger Funktionen besitzt folgende weiteren 
Eigenschaften: GehOrt die Funktionenlolge 11 (X), 1'1. (x), 13 (X), ... einer 
solchen Menge an und gilt limNln = 0, so ist im Sinne gleichmiifJiger 

no+oo 

Konvergenz lim In = o. 1st lernerN In beschrankt und gilt limN (In -1m) = 0, 
n-+oo 

so gibt es eine stetige Funktion I (X) derart, dafJ im Sinne gleichmafJiger 
Konvergenz I (x) = lim In (X) ist. 

n-+oo 

Urn den ersten Teil dieser Behauptung zu beweisen, nehmen wir 
an, es sei fiir die Stelle X = Xo nicht lim/n (xo) = 0; dann gibt es be .. 

• n-+oo 

liebig groBe Werte von n, so daB I;(xo) > 2tx2 ist, unter 2txl eine 
positive Schranke verstanden. Wegen der Gleiehgradigkeit der Stetig­
keit der Funktionen In (X) gibt es dann ein festes, den Punkt Xo ent­
haItendes Intervall der Breite (), so daB in diesem Intervall fiir die oben 
genannten Werte von n die Ungleiehung I; > tx2 besteht. Also wird 
auch Nln> dtxS , im Gegensatz zu unserer Voraussetzung. Ganz iihn­
lich laBt sieh, was der Leser selbst durchfiihren mag, der zweite Teil 
der Behauptung beweisen. 
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Eine andere Eigenschaft, die einer gleichgradig stetigen Funktionen­
menge mit beschrankten Normen zukommt, ist die folgende, welche wir 
als Glattheit1 der Menge bezeichnen wollen. Es sei r eine positive ganze 
Zakl, und es seien C1, C.' ••• , Cr irgendwelcke Zahlen, deren Betrlige unter­
halb einer lesten Sckranke, etwa 1, Uegen; dann gibt es eine nur von der 
positiven Zakl e abhiingige und zugleich mit e gegen Null strebende Zakl 
c) (e), so da/1 aus der Relation N (cd1 + ... + cr Ir) < e die Relation 

Icd1 + ca/a + ... + cr/,1 < c) 

lolgt, wenn 11' la, ... , Ir irgendwelcke r Funktionen der Menge sind. 
Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem oben Bewiesenen, 

wenn man beachtet, daB der Bereich unserer Funktionen auch dann 
noch die Eigenschaft der gleichgradigen Stetigkeit seiner Individuen 
behaIt, wenn man ibn durch Hinzufiigung alIer linearen Kombinationen 
cd1 + ca/a + ... + c,l, bei festem r und beschrankten Werten von le,1 
erweitert. 

Die Voraussetzung der Glattheit der Funktionenfolge 11' 12' ... 
kann man auch in die Form kleiden: Die Funktionenfolge 11' I., ... solI 
die Eigenschaft aufweisen, daB sich aus jeder ihrer Teilfolgen eine 
gleichmaBig konvergente Teilfolge auswahlen laBt. 

Aus dem HaufungsstelIenprinzip laBt sich ohne weiteres der folgende, 
etwas allgemeinere Satz entnehmen: Es sei 

Pll (x) , Pu (x), ... , Ptr (x) , 
Pu (x) , P22 (x) , ... , P2r{X) , 

eine Folge von Gruppen G1, Ga, ... von ie r Funktionen, die im Intervall 
a <: x <: b aUe gleiekgradig stetig und gleiekmli/1ig besekriinkt sind. Dann 
lassen sick Gruppen P""J:(x} {i = 1, 2, ... , limn, = 00, k = 1, ... , r} 

i .. oo 

von Funktionen so herausheben, da/1 die Funktionen p"" J:{x) mit waeksen­
dem i gleickmii/1ig gegen'r stetige Funktionen P1 (x), ... , Pr {x} konvergieren. 

In der Tat konnen wir die gewiinschte Konvergenz zunachst fiir die 
erste Spalte durch geeignete Auswahl erzie1en; aus der so gewonnenen 
'Folge von Gruppen von Funktionen sondern wir dann eine Teilfolge so 
aus, daB die Konvergenz auch in der zweiten Spalte statthat, und wieder­
holen dieses Verfahren noch (r - 2) mal. 

§ 3. UnabhangigkeitsmaB und Dimensionenzahl. 
1. UnabhlngigkeitsmaB. Fiir die lineare Abhiingigkeit ode~ Un­

abhangigkeit von r 'Funktionen 11' ... , Ir konnen wir analog zu den 
friiheren Entwicklungen bei den Vektoren des n-dimensionalen Raumes 

1 Dieser auf Funktionenmengen beziigliche Begriff ist nicht mit dem S. 39 
eingeftlhrten einer .. glatten Funktion" zu verwechseln. 

4· 
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leicht ein einfaches Kriterium herleiten. Dazu bilden wir die quadra­
tische Form in r reellen Veranderlichen tl , •.• , t, , 
(12) K(t, t} = N(tdl + ... + t,I,} = f (till + ... + t,I,}2 dx i,f;}dk) titk 

und nennen ihre kleinste, sieher nieht negative charakteristische Zabl m, 
d. h. das Minimum von K(t, t) bei Variation der ti unter der Neben-,. 
bedingung ~ ~ = 1, das "Unabhiingigkeitsmaf3" der Funktionen 

i=l 

11' ... , I,· Linear abhangig sind die Funktionen 11' ... , I,offenbar 
dann und nur dann, wenn das UnabhangigkeitsmaB m den Wert Null 
hat; im FaIle linearer Unabhangigkeit hingegen gibt die GroBe von m 
eine Vorstellung von der Art der linearen Unabhangigkeit. Gleich­
bedeutend mit dem Verschwinden des UnabhangigkeitsmaBes mist das 
Verschwinden der Gramschen Determinante 

(13) 
(11/1) 

r(fl, .. ·,I,)= . 
(I, fl) (I, I,) 

des Funktionensystems 11' ..• , I,. Diese Tatsache ergibt sich daraus, 
daB die Gramsche Determinante das Produkt der samtlichen, durch­
weg niehtnegativen charakteristischen Zahlen von K (t., t) ist. Hier­
nach gilt namlich m' <: r <: mM,-I, wenn M die groBte chanlkteristi­
sche Zahl von K (t, t) bedeutet. Wegen des positiv definiten Charakters 
von K (t, t) ist ubrigens r ~ 0 *. A uch das Verschwinden der Gramschen 
Determinante stellt also eine hinreichende und notwendige Bedingung fur 
lineare Abhiingigkeit der Funktionen fl' ... , I,. dar. ,. 

Bildet man eine lineare Kombination I = ~ ud, von r linear un-
i=1 

abhangigen Funktionen fl' ... , fr' welche zudem normiert ist, so kann 
kein Koeffizient Ui absolut genommen oberhalb der lediglich von dem 
UnabhangigkeitsmaB m von 11"'" I, abhangigen Schranke 1/-ym liegen. 
Denn zufolge der Definition von mist fur 

u· f( r)2 Nt 1 
Vi .= 1-: - offenbar .1: Viii dx = -.- = -. - > m, 

V;~ ur .=1 j~ ul ~ ul 
r 

also ~ u~ <: ~ . Wenn man also ein System von r Funktionen mit einem 
i=1 

oberhalb der positiven Schranke fL liegenden Unabhiingigkeitsmaf3 ortho­
gonalisiert, d. h. seine Funktionen durch geeignete normierte lineare Kom­
binationen aus ihnen ersetzt, so kOnnen dabei niemals Absolutwerte der 
Koellizienten oberhalb der Schranke 1/Y""/L aultreten. 

• Diese Ungleichung stellt eine Verallgemeinerung der Schwarzschen Un­
gieichung dar. In der Tat geht sie fiir n = 2 in diese iiber. 
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2. Asymptotische Dimensionenzahl einer Funktionenfolge. Sind 

in einer Folge von normierten Funktionen 11> 12' ... oder allgemeiner 
von Funktionen mit beschrankter Norm immer je r + 1 Funktionen 
linear voneinander abhangig, so daB sich jede Funktion als lineare 
Verbindung t1g1 + ... + t,g, von r, aber nicht weniger als r Grund­
funktionen gl' ... , g, mit konstanten Koeffizienten t1 , ••• , t, darstellen 
laBt und demnach die ganze Funktionenfolge der "linearen Schar" 
t1 gl + ... + t, g, angehort, so sagen wir in Anlehnung an die geometrische 
Sprechweise, die Funktionenfolge habe genau die Dimensionenzahl r. 

Besitzt die Funktionenfolge 11' 12' : .. keine endliche Dimensionen­
zahl, so konnen zwei FaIle eintreten. Entweder gibt es fur jede noch so 
groBe positive ganze Zahl s Gruppen von je s Funktionen I"", ... , I"" 
der Folge mit beliebig groBen Indices nl, ... , n, derart, daB das Un­
abhangigkeitsmaB dieser Funktionen oberhalb einer festen, d. h. nicht 
von den ni (sondern hochstens von s) abhangigen positiven Schranke 
liegt. Dann schreiben wir der Funktionenfolge die asymptotische Dimen­
sionenzahl 00 zu1• Oder aber es konvergiert bei genugend groBem s 
das UnabhangigkeitsmaB von I"", ... , I"" gegen Null, wenn samtliche 
Zahlen n1 , ••• , n, irgendwie uber aIle Grenzen wachsen. In diesem 
FaIle nennen wir die kleinste ganze Zahl r, fur die bei s> r das Un­
abhangigkeitsmaB gegen Null strebt, die asymptotische Dimensionen­
zahl der Folge. Insbesondere ist r = 0, wenn Nln mit wachsendem n 
gegen Null konvergiert. Bei einer Folge mit der asymptotischen Di­
mensionenzahl r sind mithin nach Weglassung von hinreichend vielen 
Anfangsfunktionen je r + 1 Funktionen "beinahe" linear abhangig. 

Die innere Bedeutung der eingefuhrten, durch die geometrische 
Analogie zu Folgen von Vektoren im n-dimensionalen Raume nahe­
gelegten Begriffsbildungen besteht darin, daB eine Funktionenfolge der 
asymptotischen Dimensionenzahl r als Grenzgebilde eine lineare Funk­
tionenschar aus r Grundfunktionen definiert. Dies gilt allgemein aller­
dings erst dann, wenn man unter Heranziehung des Lebesgueschen 
IntegraIbegriffs und der zugehOrigen Theorie den zugrunde gelegten 
Funktionenbereich erweitert. Da wir jedoch hier auf unserem elemen­
taren Standpunkte verharren wollen, so mussen wir zum Beweise der 
eben ausgesprochenen Behauptung noch gemaB § 2 gewisse einschran­
kende Voraussetzungen machen, und zwar wollen wir einfach voraus­
setzen, daB die Funktionenfolge glatt ist (vgl. S. 51). 

Dann gilt der Satz: 1st 11' 12' ... eine glatte Funktionenlolge mit 
der asymptotischen Dimensionenzahl r, so gibt es r voneinander linear 
fmabhiingige, also orthogonal und l1prmiert wiihlbare Funktionen gl' ... , gr 
derart, da/3 liir hinreichend grofJes n sich iede der Funktionen In von einer 
Funktion der linearen Schar tl gl + ... + trg, um weniger als eine be-

l Das einfachste Beispiel ist eille Folge orthogonaler normierter Funktionen, 
bei der ffir jede Funktionengruppe das Unabh!!.ngigkeitsmaJ3 den Wert 1 hat. 
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Liebig klein angenommene GrOpe 8 unterscheidet, wlihrend keine lineare 
Schar mit weniger als r Grundlunktionen von derselben Eigenschalt existiert. 

Wir konnen diese lineare Grenzschar auch folgendermaBen charak­
terisieren: Sind G1, G2 , ••• , Gm, ... Gruppen von je r Funktionen 
I , ... , 1m. der Folge, deren UnabhangigkeitsmaB oberhalb einerfesten 
;;sitiven Schranke p, liegt und deren Indices m, (i = 1, ... , r) mit zu­
nehmendem m iiber aIle Grenzen wachsen, so konvergieren die durch 
die Funktionen von Gm als Grundfunktionen definierten linearen Funk­
tionenscharen Sm mit wachsendem m gleichmaBig gegen eine durch r 
linear unabhangige Funktionen gl' ... , gr definierte Grenzschar T in 
dem Sinne, daB bei hinreichend groBem m jede normierte Funktion 
von Sm sich von einer Funktion von T beliebig wenig unterscheidet. 

Um den naheliegenden Beweis dieser Tatsachen bequem formulieren 
zu konnen, sagen wir, eine Funktion I habe von einer linearen Funk­
tionenschar Seine Distanz kleiner als die positive GroBe d, wenn 
sich I von einer geeigneten Funktion aus S absolut genommen iiberall 
um weniger als d unterscheidet. Entsprechend schreiben wir zwei 
linearen Funktionenscharen S l1nd S* eine Distanz kleiner als d zu, 
wenn jede normierte Funktion der einen Schar von einer geeigneten 
so1chen der anderen Schar absolut genommen um weniger als d a'b­
weicht. 

Nun ergibt sich sofort, daB bei geniigend groBem m und n die Funk­
tion I .. von der Schar Sm eine beliebig kleine Distanz hat. Denn das 
UnabhlingigkeitsmaB von I .. , 1m" ... , 1m. ist bei hinreichend groBem 
m und n sicher beliebig klein; wegen der Glattheit der auftretenden 

r 
Funktionen gibt es also r + 1 Zahlen uo, u1' ... , Ur mit 1: u~ = 1 , 

i-O 
fiir die IUo/ .. + Utlm. + ... + urlm.1 beliebig klein wird. Hierin kann 
bei zunehmendem m und n die Zahl Uo absolut genommen nicht beliebig 
klein werden, well sonst entgegen der Voraussetzung das Unabhiingig­
keitsmaB von 1m" •.. , Imr beliebig klein wiirde. Also konnen wir, in-

dem wir uo/n + u1/m, + ... + urlmr durch Uo dividieren und U, = - t, 
, Uo 

setzen, den SchluB ziehen, daB sich bei hinreichend groBen m und n die 
Funktion In von einer geeigneten Funktion t1/m, + ... + trim. der linearen 
Schar Sm beliebig wenig unterscheidet. Daher haben fiir hinreichend 
groBes m und n auch die beiden linearen Funktionenscharen Sm und Sn eine 
beliebig kleine Distanz. Nunmehr sei 8'eine spater als geniigend klein fest-

00 

zulegende Zahl und 81 ,82 , ••• eine Folge positiver Zahlen mit 1: 8t = 8. 
i=1 

Ferner sei m; eine positive ganze Zahl derart, daB fiir n > m; und 
m > mi die Distanz Von Sn und Sm kleiner als 8i ist. Wir gehen von 
irgendwelchen r normierten Funktionen hu, ... , "htr der Schar Sm, aus 
und bestimmen, was nach Voraussetzung mOglich ist, in Sm. (m. > m.) 
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die normierten Funktionen h21' ... , h2r derart, daB I h2i - hli I < £1 

(i = 1, ... , r) wird. Ebenso ermitteln wir in Sm. (ms > m2) normierte 
Funktionen hSI' ... , ha, so, daB lha£ - hsil < £2 wird, usw. Wegen 
I hp£ - h gi I < £p + ... + £g-l (p <q) konvergiert bei festem i = 1, ., ., 
r die Funktionenfolge hni (i = 1, ... , r) gleichmaBig gegen eine Grenz­
funktion g" und es ist I g, - hli I < £ • Wird £ hinreichend klein ge­
wahlt, so werden zugleich mit hi I , ... , hI r auch die Funktionen gl' ... , g, 
ein von Null verschiedenes UnabhangigkeitsmaB haben, also linear un­
abhiingig sein. Die Funktionen gl' ... , g, erfiillen offenbar aIle gestellten 
Anforderungen. 

§ 4. Der WeierstraBscheApproximationssatz. Vollstandigkeit 
der Potenzen und der trigonometrischen Funktionen. 
1. Der WeierstraBsche Approximationssatz. Das elementarste Bei­

spiel eines vollstandigen Funktionensystems wird durch die Potenzen 

1, X, x2, xli, 

gegeben. Sie bilden fUr jedes abgeschlossene Intervall a < x :S b ein 
vollstandiges Funktionensystem; es gilt sogar der folgende Approxi­
mationssatz von WeierstrafJl: Jede im IntervaU a:s x < b stetige Funk­
non kann in diesem I ntervaU gleichmiifJig durch Polynome approximierl 
werden. 

Dieser Satz besagt mehr als die Vollstandigkeit, namlich die Mog­
lichkeit nicht nur einer mittleren, sondern sogar einer gleichmaBigen 
Konvergenz. 

Zum Beweise nehmen wir an, daB das InterVall a <x< b ganz im 
Inneren des Intervalls 0 < x < 1 gelegen ist, so daB also zwei die Un­
gleichungen 0 < eX < a < b < fJ < 1 befriedigende Zahlen eX und fJ ge­
funden werden konnen, und denken uns die im Intervall a < x < b 
stetige Funktion t (x) irgendwie stetig bis an die Grenzen des Intervalls 
eX < X < fJ fortgesetzt. 

Zunachst betrachten wir das Integral 
I 

In=!(1-v2)n dv . 
o 

Wie man sogleich erkennt, konyergiert J n mit wachsendem n gegen 
Null. 1st <5 eine feste Zahl des Intervalls 0 < <5 < 1 und 

I 

J: = ! (1 - v2)n dv, 

" 
1 WEIERSTRASZ, K.: Dber die analytische DarsteHbarkeit sogenannter will­

korlicher Funktionen reeHer Argumente. Sitzungsber. Akad. Berlin, 188S. 
S.633-639, S. 789-805, sowie auch Werke Bd.3. S. 1-37. Berlin 1903. 
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so behaupten wir, daB 
1· r: Im--=O 
.-"00 I .. 

ist, daB also, wie ohne weiteres plausibel erscheint, bei hinreichend 
groBem n das Integral von 0 bis ~ fUr den Wert des ganzen Integrals 
von 0 bis 1 ausschlaggebend ist. In der Tat gilt fUr n > 1 

1 
. I 

1.>j(1-v)ndv= n+ I' 
o 

1 

I! = 1(1 - v2)ndv < (1 - ~2}n (1 -~) < (1 - ()2)", 
d 

-j~ < (n + 1) (1 - ~2)n, lim 1:_ = O. 
n .... oo In 

Nunmehr bilden wir unter der Voraussetzung a <: x:::; b die Aus­
driicke {I 

jf(u) [1 - (u - X)2]" du 

Pn(X) = " (n = 1, 2, ... ). 

Sie sind offenbar Polynome in x vom Grade 2n, deren Koeffizienten 
Quotienten bestimmter Integrale sind, und leisten, wie wir zeigen 
wollen, die geforderte Approximation. 

Fiir den Zahler erhalten wir durch die Substitution u = v + ~ 
{I {I-z -0 d {I-z 

1!(U)[1- (u - x)2]ndu = 1!(V+X)(1 - v2)ndv= 1 + 1 + f =I1 + 12 +I3 , 

" ,,-z ,,-:/) -d Ii 

worin die positive Zahl <5 des Intervalls 0 < <5 < 1 noch geeignet fest­
gelegt werden wird. 12 laBt sich umformen zu 

d d 

12 = 1 (x) 1 (1 - v2)n dv + 1 U(v + x) - I(x)) (1 - v2)n dv 
-d -d 

d 

= 2/(x) Un - I!) + (U(v + x) - I(x)] (1 - v2)ndv . 
. -"0 

Wegen der gleichmaBigen Stetigkeit von ! (x) im Intervall at < X < {J 
kann zu beliebig klein vorgegebenem e > 0 ein nur von e abhiingiges 
d = <5 (e) des Intervalls 0 < <5 < 1 derart ermittelt werden, daB fiir 
Ivl < <5 und a <x< b die Beziehung I/(v + x) - !(x) I <e besteht; 
dann folgt 

I J U(v + x)-/(x)] (1-V2)n dv ! s e /(1-V2)n dV < e/(1- v2)ndv = 2el.· 
-d I -.I -1 
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1st ferner M das Maximum von II (x) I fUr lX < X < P, so bekommen wir 
-~ 

[Ill < M ((1 - v2)ndv = MJ~, 
_°1 

1 

113 <MJ(1-v2)ndv=MJ~, 
o 

insgesamt also, da der Nenner in Pn(x) gleich 2Jn ist, 

J* IPn(x) -/(x)1 < 2M]~ + e. 

Durch passende Wahl von n kann wegen lim JJ!- = 0 die rechte Seite 
n--+oo 1t 

kleiner als 2e gemacht werden; es wird also wirklich t(x) durch die 
Polynome Pn (x) in a < x ~ b gleichmiiBig approximiert. 

2. Ausdehnung des Ergebnisses auf Funktionen von mehreren 
Veranderlichen. Ebenso zeigt man, daB eine fUr ai ~ Xi ::; bi 

(i = 1, 2, ... , m; 0 < ai < hi < 1) stetige Funktion t von m Veriinder­
lichen Xl' ••• , Xm durch die Polynome 

gleichmiiBig approximiert wird, wobei 0 < lXi < ai < bi < (Ji < 1 gilt. 
3. Gleichzeitige Approximation der Ableitungen. Durch eine 

kleine Verschiirfung unserer Dberlegungen erhalten wir das folgende all­
gemeine Resultat: Eine in einem abgeschlossenen Bereich ai < Xi ~ hi 
mit ihren Ableitungen bis zur kten Ordnung stetige Funktion t(x1 , •.• , xm) 
liiBt sich derart durch Polynome P(Xl' ... , xm) gleichmiiBig approxi­
mieren, daB auch die Ableitungen von ; bis zur kten Ordnung durch 
die entsprechenden Ableitungen der Polynome gleichmiiBig approximiert 
werden. 

Zum Beweise set zen wir wieder 0 < ai < bi < 1 voraus und denken 
uns die Funktion t tiber das Definitionsgebiet mit stetigen Ableitungen 
bis zur kten Ordnung derartig in einen groBeren Rechtecksbereich 
lXi ,s:: Xi ~ Pi (0 < lXi < ai"< hi < (Ji < 1) fortgesetzt, daB auf dem 
Rande des groBeren Gebietes die Funktion mit ihren Ableitungen bis 
zur (k - 1)ten Ordnung verschwindet. Dann liefern die in der vorigen 
Nummer definierten Polynome Pn(x1 , ••• , xm) die gewiinschte Appro­
ximation. Man tiberzeugt sich davon sehr einfach, indem man unter 
dem Integralzeichen nach Xi differenziert, diese Differentiation durch die 
damit gleichwertig~ Differentiation nach Ui ersetzt und dann das Integral 
unter Benutzung der Randbedingung durch Produktintegration umformt. 

4. Vollstandigkeit der trigonometrischen Funktionen. Aus Nr. 1 
folgt die wichtige Tatsache, daB das normierte Orthogonalsystem def 
trigonometrischen Funktionen 
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cosx cos2x 

I~' y; , y; , ... , 
(14) sin x sin2x 

y; , y; , 

fUr das Intervall -n < X <n ein vollstandiges Funktionensystem bildet. 
Es gilt auch hier der weitergehende Satz: J ede im I ntervall - n < x < n 
stetige Funktion I (x); lur welche 1(-n) = I (n) gilt, lapt sich gleich­
mapig durch trigonometrische Polynome 

n 

~o + L: (tX"cosvx + p"sinvx) 
1 

approximieren, wobei die (x,. und p" Konstante sind. 
Zum Beweise schreiben wir {} statt x und betrachten eine ~, 1]-Ebene 

mit den Polarkoordinaten e und {} (~= e cos{) und 1] = e sin{}). Die 
Funktion 

p(~, 1]) = el({}) 

ist sodann in der ganzen ~, 1]-Ebene stetig und stimmt auf dem Kreise 
~2 + 1]2 = 1 mit der gegebenen Funktion I ({}) iiberein. Nach dem 
WeierstraBschen Approximationssatze laBt sie sich in einem den Kreis 
~2 + 1]2 = 1 enthaltenden Quadrat gleichmaBig durch Polynome in ~ 
und" approximieren. Setzen wir nachtraglich e = 1, so erkennen wir, 
daB t ({}) gleichmaBig durch Polynome in cos/} und sin {} approximiert 
werden kann. Nach bekannten Formeln der Trigonometrie laBt sich 
aber jedes solche Polynom auch in der angegebenen Gestalt 

schreiben. 

n 

~o + ~ ((X"cosvx + p"sinvx) 
1 

Eine stetige Funktion I (x), die nicht der Periodizitatsbedingung 
1(- n) = I (n) geniigt, laBt sich derart durch eine diese Bedingung er-

:;r; 

fiillende stetige Funktion g (x) ersetzen, daB daslntegral! (f(x) - g(X))2 dx 
-:;r; 

beliebig klein ausfallt. Daraus folgt die Moglichkeit der mittleren Appro­
ximation durch trigonometrische Polynome fiir jede stetige Funktion und 
daher die Vollstandigkeit der trigonometrischen Funktionen. 

§ 5. Die Fouriersche Reihe. 
1. Beweis des Hauptsatzes. Nach den allgemeinen Betrachtungen 

von § 1 wird wegen der Orthogonalitat der trigonometrischen Funk­
tionen die beste mittlere Approximation yom Grade n durch das 
sogenannte Fouriersche Polynom 
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n 

sn(x) = ~o + ~ (aycosvx + bysinvx) 
1 

59 

geliefert, wobei 
n 

ay = ! jt(x) cosvxdx, 
-7C 

n 

(15) by= !jt(x)Sinvxdx, (v=1, 2, ... , n) 
-n; 

-n; 

gesetzt ist. 
Mit Hille der Beziehung COsvx + isinvx = eiY~ kann man iibrigens 

dieses Polynom auch in die iibersichtlichere Gestalt 

,,=-n 

v>o ) 2/Xo=ao ' v<o , 
n 

sn{x) = 1: /Xyei"z 

n; 

(15;) /X .. = 2~ j I (t) e- ivt dt (v=o, ±1, ±2, ... ) 
-n; 

bringen. . 
Von vomherein ist nicht sicher, ob die fUr die mittlere 

Approximation glinstigsten Polynome auch eine gleichmaBige Approxi­
mation Hefem, d. h. ob die unendliche Reihe limsn(x) gleichmaBig 

n-+oo 

konvergiert und die Funktion t (x) darstellt. Diese Frage ist Gegenstand 
der Theorie der Fourierschen Reihen. 

Urn uns bequem ausdriicken zu k6nnen, denken wir uns die Funktion 
I(x) zunachst nur im Intervall -;n; < x <;n; definiert und dann liber 
dieses Grundgebiet hinaus durch die Funktionalgleichung I (x +2;n;) = I (x) 
periodisch fortgesetzt; femer nehmen wir an jeder Sprungstelle ~ von 
I(x) das arithmetische Mittel der "Grenzwerte von rechts und von links" 
1(~+O)=lim/(~+h) bzw. 1(~-O)=limt(~-h)(h>O), setzen 

h-+O h-+O 

also I(~) = Ht(~ + 0) + I(~ - 0)). 
Es gilt dann folgender Satz: J ede im I ntervall -7l < X <7l sti.ick­

weise glatte und mit der Periode 2;n; periodische Funktion laftt sich in 
cine Fouriersche Reihe entwickeln, d. h. die Fourierschen Polynome 

n 

sn(x) = ~o + .2 (aycosvx + b,.sinvx) 
.. =1 

konvergieren mit wachsendem n gegen t (x). Dariiber h~naus werden 
wir beweisen: Die Konvergenz der Fourierschen Reihe ist gleichmiiftig 
in jedem abgeschlossenen Intervall, in welchem die Funktion stelig ist. 
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Wir fwen den Beweis zunachst unter der Voraussetzung, daB die 
Funktion t (x) stetig ist, daB also Unstetigkeiten nur in der Ableitung 
I'{x) auftreten. Bezeichnet man mit eX,. und fJy die Entwicklungs­
koeffizienten von I'(x), so ist 

+n +n 

eX,. = !j((x)cos"xdx= :jt(x)sin"xdx= "b,., 
-n -n 

+n +n 

fJ,. = ! j f(x) sin"xdx = -: jt(x) cos"xdx = -"a,., 
-n -n 

~o = O. 

Da I'{x) stiickweise stetig ist, gilt die Vollstandigkeitsrelation 
+n 00 00 

! j (2 (x) dx = ~ (eX~ + fJ!) = ~,,2 (a~ + b!) . 
-n ,.=1 ,.=1 

Nun ist 
m m L: (a,.cos"x + b,.sin"x) 2 ! ("a,.cos"x + "b,.sin"x) 

"=fl V=fl 

Daraus folgt aber sofort die absolute und gleichmaBige Konvergenz 
der unendlichen Reihe 

00 

lim sn{x) = a; + L: (a,. cos"x + b,. sin"x), 
n--+ 00 ,.=1 

die mithin wegen der Vollstandigkeit der trigonometrischen Funktionen 
die Funktion t{x) darstellt. 

Urn die Giiltigkeit der Fourierschen Reihenentwicklung aucli fiir 
unstetige, stiickweise glatte Funktionen nachzuweisen, behandeln wir 
zunachst eine speziellt; solche Funktion, die durch 

hex) = -~ - ~ 
2 2 

fUr 

h(O) = 0, 

hex + 2n) = hex) 

definiert ist und an den Stellen x = ±2kn (k = 0, 1, ... ) den Sprung n 
aufweist. Ihre Fourierschen Koeffizienten sind 

a,.=O, 1 b,.=­,. (,,= 1,2, ... ). 
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00 

. () ~ sin v x b . UmdiedanachzuvermutendeGle1chung h x = ~-v-zu ewe1sen, 
~=1 

bilden wir zunachst die iiberall stetige stiickweise glatte Funktion 

g(x) = h(x) (1 - cosx) = 2h(x) sin2 -i. 
00 

Die Fouriersche Reihe 1: /1"sinvx dieser Funktion konvergiert nach den 
~=1 00 

obigen Uberlegungen gleichmaBig, und es ist g (x) = 1: /1vsin v x. Da-
bei hangen die /1" mit den by durch die Gleichungen 1'=1 

/1,,=by-~(b"-l+b"+l) (1'=2, ... ), 

(31 = b1 - ib2 
n n 

zusammen. Set zen wir 1: b"sinvx = sn(x) und 1:(3" sinl'x = on(x), so 
wird 1'=1 1'=1 

(1 - cosx) sn(x) = on(x) - ~ sin(n + 1)x + bnt sinnx. 

Mit wachsendem n konvergieren die bn gegen Null, und die Summe 
an (x) konvergiert gleichmaBig gegen g (x) . Daraus folgt, daB auch 
(1 - cos x) sn(x) gleichmaBig im Intervall - 7C < X <n gegen g (x) und 
daher sn(x) selbst in jedem den Punkt x = 0 ausschlieBenden abge­
schlossenen Teilintervall gleichmaBig gegen hex) konvergiert. 

In dem auszuschlieBenden Punkte x = 0 verschwinden samtliche 
Partialsummen Sn (x), so daB auch lim Sn (x) = 0 gilt. Der Wert der 
Reihe ist also auch in der Sprungstelle gleich dem Wert der Funktion 
h (x), namlich gleich dem arithmetischen Mittel aus den beiderseitigen 

n n 
Grenzwerten - 2 und + 2 . 

Ebenso wie die Funktion h (x) fUr x = 0 den Sprung n macht, liefert 
h (x - ~) eine Funktion, die fUr x = ~ denselben Sprung aufweist und 
sonst im Grundgebiet stetig ist. 1st nun f (x) eine stiickweise stetige 
Funktion, welche an den Stellen x = ~i (i = 1, ... , r) des Intervalls 
o :::; x < 2n die Spriinge S (~i) = f (~i + 0) - f (~i - 0) besitzt und sonst 
stetig ist, so wird 

r 

F( ) ~ s(~;) ( x = f (x) - ~ - h x - ~i) 
~ n 
i=1 

eine iiberall stetige Funktion, die o££enbar iiberdies zugleich mit f (x) 
eine stiickweise stetige erste Ableitung hat. Also ist F (x) in 
eine absolut und gleichmaBig konvergente Fouriersche Reihe entwickel-

r 

bar; da auch die Funktion L: ~ ~i) h(x - ~i) in eine Fouriersche Reihe 
i=1 

entwickelt werden kann, deren Konvergenz in jedem die Sprungstellen 
ausschlieBenden abgeschlossenen Intervall gleichmaBig ist, so ist damit 
der zu Beginn des Paragraph en aufgestellte Satz vollstandig bewiesen. 
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2. Mehrfache Fouriersche Reihen. Auch fiir mehrdimensionale 
wiir£elartige Gebiete kann man mit Hille der trigonometrischen 
Funktionen Orthogonalsysteme bilden. Wir beschranken uns, urn etwas 
Bestimmtes vor Augen zu haben, auf den "ebenen" Fall von zwei 
Variablen, bemerken aber, daB alles genau ebenso fiir beliebig viele 
Variable giiltig bleibt. 

Fiir das Quadrat 0 <s< 2n, 0 <t S; 2n bilden die Funktionen 

cosf's cosvt 
sinf'scosvt 

(p,=o, 1, .... ; v=O, 1, ... ), 

(f'=1, 2, ... ; v=O, 1, ... ), 

cosf'ssinvt (p,=0, 1, ... ; v=1, 2, ... ), 

sinf'ssinvt (p,= 1,2, ... ; v= 1,2, ... ) 

ein orthogonales System. Die Entwicklungsformeln schreiben sieh am 
einfachsten, wenn man die komplexe Schreibweise benutzt. 1st F (s, t) 
in eine gleichmaBig konvergente doppelte Fouriersche Reihe entwickel­
bar, so gilt 

2,. 2,. 

F(s, t) = i i a,.,."e'(I'H"tl, a,.,. .. = 4~tfdS f dtF(s, t) e-iC,.,..+"tl. 
I'r::::a-OO "--00 0 0 

Die Vollstandigkeit des Funktionensystems und damit die Voll­
standigkeitsrelation 

ergibt sieh auf Grund unseres allgemeinen Satzes tiber die Gewinnung 
vollstandiger Systeme von mehreren Variablen aus solchen von einer 
Variablen (vgl. S.46). 

Ferner ergibt sieh, ebenso wie in Nr. 1, die absolute und gleichmaBige 

Konvergenz der Fourierschen Reihe von F(s, t), wenn O'Js~t.!l existiert 
und st,iickweise stetig ist. 

3. Die GroBenordnung der Fourierschen Entwicklungskoeffi-
co 

zienten. Wenn die iQ. eine Fouriersche Reihe ~ tx"ei "(& = !(x) ent-
.,=-00 

wickelte perioaische Funktion mit ihren Ableitungen bis zur (h - 1)ten 
Ordnung stetig ist und eine stiickweise stetige hte Ableitung besitzt, 
dann gilt fiir v > 1 

2itx,,/ =« + b! S;~, 
wobei c eine Konstante bedeutet. Man sieht hieraus, daB die Koeffi­
zienten der Reihe urn so scharfer gegen 0 streben, je glatter die 
Funktion verlauft. 

Das angegebene Resultat erhaIt man unmittelbar, indem man auf 
die Koeffizientendarstellung (15') h-mal Teilintegration anwendet. 
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4. Streckung des Grundgebietes. 1st die Funktion f (x) periodisch 
mit der Periode 2l, so gestattet sie die Entwicklung 

00 

I(x) = ~o + ~(a,.cosvjx + b"sinv j-x) 
... =1 

mit 
21 21 

a,. = f jf(t) COSy jtdt, b" = f jf(t)sinvjtdt, 
o o 

die wir auch in der Gestalt 

21 • " 
1 f -,,.-t 

IX" = 2i f (t) e I dt 
00 n 
~ i,,-a; 

f (x) = ~ IX .. e I , 

.... =-00 o 
schreiben konnen. 

5. Einige Beispiele. Hinsichtlich einfacher Beispiele zur Theorie 
der If ourierschen Reihe sei auf die elementaren Lehrbiicher verwiesen 1. 

Wir wollen hier die Fouriersche Entwicklung lediglich dazu verwenden, 
um die Funktionalgleichung der Thetafunktion und eine allgemeine 
Formel von POISSON abzuleiten. 

Die Funktionalgleichung der Thetafunktion 
00 

1)(x) = 1: r"'f"a; (x> 0) 
f'= -00 

lautet 

Zum Beweise setzen wir 
00 

9'(y) = ~ r n (f'+lIj'a;; 
f'= -00 

offenbar ist 9' (y) eine periodische Funktion von y mit der Periode 1, 
die alle Ableitungen nach y besitzt und sich demnach in die 
F ouriersche Reihe 

00 

9' (y) = 1: IX,. e2:r:i"l1 
"=-00 

mit 
1 1 00 

IX,. = J 9'(t) r 2ni"tdt = J ~ rn(/Htj'a;-hi"tdt 
o 0 f'=-oo 

entwickeln lliBt. Da fur alle x· > 0 Summation und Integration ver­
tauscht werden durfen, ergibt sich fur den Koeffizienten IX,.: 

1 Zum Beispiel R. COURANT: Vorlesungen fiber Differential- und Integral­
rechnung Bd. 1, 2. Auf I., S. 362-368. Berlin 1930. 
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00 1 00 ,u+l 

(X1' =:f: Ie-n(f'+t)2x-2:<i"(IHtldt =:f: je-nt'x-2ni1'tdt 
,u= -00 0 ILc:. ~OO ,n 

;);V' 

00 ~-r:V2 00 (i1')' - x J -'--J -"X t+-- e = e- nt'x-2nil'tdt = e x e' x dt =y% ' 
-00 -00 

00 

weil Ie-z'dz langs einer ParallelenSt = : zur reellen Achse denselben 
-00 

Wert V; wie auf dieser selbst hat. (Denn wendet man auf die Funk­

tion e- z' und das Rechteck mit den Ecken - T, + T, + T + i ~, x 
v 

- T + i-den Cauchyschen Lehrsatz an und lal3t sodann Tins Dn-x 
endliche wachsen, so konvergieren die Integrale. auf den vertikalen 
Strecken gegen 0, da der Integrand gleichmal3ig gegen 0 strebt und die 
Lange des Integrationsweges konstant gleich vlx ist.) Wir bekommen also 

<p(y) = ~.i; e -7lf e2ni1'Y 
V,X v=-oo 

und hieraus fUr y = ° 
~(x) = 2e--;rI .. x=_/~ .i;e-:r;' = !~~(:). 

,..=-00 } 1'=-00 } 

Die hier in einem speziellen FaIle durchgefiihrte Heranziehung der 
Fourierschen Entwicklung zur Umformung unendlicher Reihen ist 
nur ein Beispiel fUr ein Verfahren, das sich in neuester Zeit fUr die 
Behandlung gewisser in der hoheren Arithmetik vorkommender analy­
tischer Funktionen als sehr fruchtbringend erwiesen hat. 

Die soeben benutzte Dbedegung fiihrt zu einer allgemeinen und 
sehr wichtigen Transformationsformel fiir unendliche Reihen; der 

00 

Poissonschen Summations/ormel. Es sei l7 cp (2nn) eine unendliche 
n=-oo 

Reihe, in der cp (x) eine solche stetige und stetig differenzierbare Funk-
tion von x bedeutet, dal3 gleichmal3ig fUr alle taus dem Intervall 

00 00 

o ~~ t < 2 n die Reihen l7 cp (2 n n + t) und l7 cp' (2 n n + t) absolut 
n= - CX) n=-oo 

konvergieren. Dann ist die zweite Reihe die Ableitung der ersten 
nach t, und diese kann daher im In tervall 0 :::; t < 2 n in eine konvergen te 
Fouriersche Reihe entwickelt werden. Es gilt also die Entwicklung 

00 ~ 2n 

.L: cp(2nn + t) = ;}; 1: ei1't/ e- iY<:f: <P (2nn + T) dT 
n= -00 v= -00 0 n=-oo 

00 00 2" 

= -! ~ ei1't ~ (cp(2nn + T) e- iH dT. 
2n~ ~. 

')'= -00 n= -00 0 
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Die innere Summe HiBt sich so umformen: 
ex> 2", 00 2"'(11+1) 00 L f cp(2nn +.) e- iVT d. = 1: f cp(.) e- iVT d. = f cp{.) e-il'< d., 

11= - 00 0 11= - 00 2"'11 -00 

und es entsteht 
00 00 00 1: cp(2nn + t) = 21:n; 1: ei~tf cp{.) e- ivr d-r. 

n=-oo 1'= -00 - 00 

Setzt man hier t = 0, dann folgt schlieBlich 
00 00 00 1: cp(2nn) = 21:n; 1: f cp(r) e-i~·d., 

11=-00 11'=-00-00 

und dies ist die Poissonsche Formel. Fiir ihre Giiltigkeit ist offen­
bar nur erforderlich, . daB aIle vorkommenden IntegraIe existieren, 

00 

2' cp (2n n + t) gleichmaBig in t flir 0 < t < 2n konvergiert und eine 
fI,== -00 

in eine Fouriersche Reihe entwickelbare Funktion darstellt. 

§ 6. Das Fouriersche Integral. 
1. Beweis des Hauptsatzes. Es liegt nahe, in der Fourierschen Reihe 

einer im Intervall -1 < x < 1 gegebenen Funktion I (x) 
I. . '" 

1 f -,~-t 
~~ = 2J I (t) e I dt 

1'=-00 -I 

den Grenziibergang 1 ~ 00 zu versuchen, urn sich von dem Zwange der 
periodischen Fortsetzung von I (x) zu befreien und eine DarsteIlung 
einer fiir aIle reellen x definierten, nichtperiodischen Funktion zu ge­
winnen. Wir wollen dabei die Voraussetzung aufrechterhalten, daB t (x) 
in jedem endlichen Intervall stiickweise glatt und an den Sprung­
stellen gleich dem arithmetischen Mittel der beiden Grenzwerte von 
rechts und von links ist, und die weitere Voraussetzung hinzufiigen, daB 

00 

das Integral f II (x) I dx existiert. 
-00 

Set zen wir nil = ~, so entsteht 
00 I 

I(x) = 21:n; 1: ~ fl(t)e-i7l6(t-zldt, 
~= -00 -I 

woraus wir durch den Grenziibergang 1-+ 00, d. h. a -+ 0, die Formel 
00 00 

(16) t(x) = 21:n;fdu ft(t)e-iU(t-Z)dt 
-00 -00 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. AnfL 
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als plausibel entnehmen; fiir ree1le Funktionen I(x) konnen wir sie 
auch in der Gestalt 

00 00 

(17) I(x) = ! Idu II(t) cosu(t - x)dt 
o -00 

schreiben. 
Den strengen Beweis fUr die Giiltigkeit dieser "Fourierschen Integral­

lormel" fiihren wir am besten nicht durch Rechtfertigung des Grenz­
iiberganges, sondern durch unmittelbare Bestatigung der Gleichungen 
(16) bzw. (17). 

{>en Ausgangspunkt bildet die von DIRICHLET herriihrende, ffir jede 
stiickweise glatte Funktion ge1tende Integralformel 

/.I 

. 1 f sinvt 1 lim- I(x + t)-t-dt = -2 [f(x + 0) + I(x - 0)] = f(x) *, 
1)-+00 3C 

-/.I 

in der a eine beliebige positive Zahl bedeutet. Aus ihr folgt 
/.I I) " /.I 

nf(x) = lim (I(x + t)dtfcosutdu = lim fdu (I(x + t)cosutdt 
"-+00)' ,,-+00 ) I 

-II 0 0 -/.I 

00 /.I 

= fdU fl(x + t)cosutdt. 
o -II 

Wir behaupten, daB im inneren Integral die Integration von 
- 00 bis + 00 erstreckt werden dad. 1st namlich A > a, so wird 

"A ,,/.I "-II "A -/.I t> A" 

ff-ff=ff+ff=ff+f[ 
o -A 0 -/.I 0 -A 0 /.I -A 0 II 0 

00 

also, da nach Voraussetzung jl/(x) Idx = C existiert, 
-00 

"A "/.I -/.I A 

II - 1 1 < I I(x + t) si~vt dt + II(x + t) Si~vt dt 
o -A 0-11 -A /.I 

00 if C ~/i I/(x+t)ldt=/i' 
-00 

• Fiir den Beweis die!ler Integralformel, die iibrigens gew/)hnlich auch als 
Grundlage der Theorie der Fourierschen Reihen verwendet wird, vgl. Lehrbiicher 
der Differential- und Integralrechnung, etwa R. COURANT: Vorlesungen iiber 
Differential- und Integralrechnung, 2. Aufl., S. 373. Berlin 1930. 
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LaBt man hierin A bei festern v ins Unendliche wachsen, so folgt 
t) 00 t! a 

f f - f f 
o -00 0 -a 

wO\1ach der Grenziibergang v ~ 00 zu 
II 00 

liII} f f - nt(x) 
11~00 

0-00 

fiihrt. Durch passende Wahl von a kann die rechte Seite beliebig· klein 
gemacht werden, womit die Behauptung und damit die gewiinschte 
Formel (17) bewiesen ist. 

00 

Da It (t) cos u (t - x) dt eine gerade Funktion von u ist, laBt sich die 
-00 

obige Gleichung auch in die Form 
00 00 

nt(x) = ~fduft(t)cosu(t-X)dt 
-00 -00 

00 

bringen; andererseits ist It(t) sin u(t - x) dt eine ungerade Funktion 
von u, also -00 

00 00 

0= ~fduft(t)sinu(t-x)dt, 
-00 -00 

falls das Integral konvergiertl. Durch Subtraktion der beiden letzten 
Gleichungen erhiilt man als giiltig fUr Stetigkeitsstellen 

00 00 

ni(x) = ~ f du ft(t)e-iU(t-X)dt, 
-00 -00 

d. h. die Formel (16). 
2. Ausdehnung des Resultates auf mehr Variable. Durch wieder­

holte Anwendung der Formel (16) entstehen analoge Formeln fur stuck­
weise glatte stetige Funktionen in mehreren Variablen bzw. fiir stiick­
weise stetige Funktionen, giiltig an den Stetigkeitsstellen, z. B. 

4n2 F(x1, x2) = f f f f F(tv t2) e-i[u,(t,-x,l+u,(t.-x.)]dt1 du 1 dt2 du2 

unter der Voraussetzung der Existenz von 

1 Dies ist der Fall fiir soIche Werte von x, fur die I(x) stetig ist. An 
Unstetigkeitsstellen dagegen divergiert das Integral, wie man leicht an dem 
Beispiel der Funktion 

l(x)=1 fur Ixl::::1, I(x)=o fur Ixl>1 
erkennt. 

5* 
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00 00 

-00 -00 

und allgemein fur n Variable 

(2n)n F (Xl' ... , xn) 
00 00 f ... f F (~, ... , tn) e -i[u. (t,. -2;1:+ .. '. + Un (tn- 20ft)] dtl dUl dt2 dU2 ••• dtn dUn 

-00 -00 

unter analogen Voraussetzungen. 
Die Integration ist dabei in der durch die Differentiale angegebenen 

Reihenfolge vorzunehmen. 
3. Reziprozitatsformeln. Das Fouriersche Integraltheorem (16) 

nimmt eine besonders elegante Gestalt an, wenn man 
00 

g(u) = Y:3IJt(t)e- iut dt 
-00 

setzt. Dann besagt es namlich, daB sieh die Gleiehungen 
00 

g(u) = y:n!t(t)e-iutdt, 
-00 

00 

t(t) = y:n!g(U)eiutdu 
-00 

gegenseitig bedingen. Man hat in diesen Gleiehungen, wenn man die 
linken Seiten als bekannt annimmt, ein Paar von sogenannten tntegral­
gleiehungen vor sieh, von denen jede die Auflosung der andereu liefert 
und die vollstiindige Reziprozitat zeigen. Es entsprechen ihnen die 
reellen Gleieh11ngen fUr gerade bzw. ungerade Funktionen 

bzw.. 

00 

g(u) =~!t(t)cosutdt. 
o 

00 

t(t) = ~!g(u)cOsutdu, 
o 

00 

g(u) = V~!t(t)sinutdt. 
o 

00 

I(t) = ~fg(u)sinutdu. 
o 
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Analoge Formeln bestehen fUr Funktionen von mehreren Variablen: 

f( x) - 1 f fg(1: l:)ei(;lX'+"'+;nXn)dl: dl: Xl' ••• , n - (yZ;t ... "1' ••. , '>n '>1 • •• '>n , 

§ 7. Beispiele fur das Fouriersche Integral. 
1. Die Fouriersche Integralforrnel 

00 00 

(17) t(x) = ! jdu./t(t) cosu(t - x} dt 
o -00 

00 00 00 00 

= !jcosuxdujt(t)cosutdt+ :jsinuxdujf(t)Sinutdt 
o -00 0-00 

vereinfacht sieh, wenn t (x) eine gerade Funktion ist, zu 
00 00 

f (x) = ~ j cosux du j f (t) cosut dt , 
o 0 

wenn t (x) ungerade ist, hingegen zu 
00 00 

j(x) = ~Isinuxdu It(t)Sinutdt. 
o 0 

2. Del" Dirichletsche diskontinuierliche Faktor. Es sei j (x) ge­
rade und 

I(x) = 1 fUr 0<x<1, 

f(x) =t fi.ir x = 1, 

I(x) = 0 fi.ir .x>1. 
Dann erhalt man 

00 1 00 

I(x) = - cosuxdu cosutdt = -- ---- du. 2 ( . j 2 jSinuCOsux 
n.. n u 

o 0 0 

Den rechtsstehenden Ausdruck nennt man den "Dirichletschen dis­
kontinuierlichen Faktor"; er kann bei vielen Problemen mit groJ3em 
Nutzen angewandt werden. 

3. Wahlen wir fi.ir x > 0 
I(x) = e-/3x (fJ> 0), 

so ergibt sich entweder 
00 00 00 

2 r j 2 jflCOSUX I(x) = -j cosuxdu e-/3tcosutdt = - -pz--z du 
n n +u 
000 
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oder co co co 

I (x) = !!sinuxdu!e-Ptsinutat= !!;~~:~au, 
000 

je nachdem wir I (x) fiir negative Werte von x als gerade oder ungerade 
Funktion fortzusetzen wiinschen; im zweiten FaIle haben wir 1(0) = 0 
zu setzen. Das Integral 

foo cosux _ :If e-PI2l1 
P'+ul au - 2" -p­

o 
(P> 0) 

wird auch als Laplacesches Integral bezeichnet. 

4. Ein besonders interessantes Beispiel liefert die Funktion 
g;t 

Wegen 
I(x) = e -"2. 

_.00 t' u' V!fe -"2cosutat = 8-"2 
o 

stimmen hier niimlich die beiden sich gegenseitig auflosenden Integral­
gleichungen 

co 00 t' u' 

g(u) = ~f I(t)cosutdt = l'r.! fe -"2 cosutdt = e -"2, 
o • 0 

vollig uberein. 

§ 8. Die Polynome von Legendre. 
1. Erzeugung durch Orthogonalisierung'der Potenzen 1, x, x2, ••• 

Ein in mancher Beziehung noch einfacheres Beispiel eines vollstandigen 
orthogonalen Funktionensystems als die trigonometrischen Funktionen 
erhalten wir, wenn wir die Potenzen 1, x, X2, ••• fiir ein gegebenes 
Grundgebiet G, z. B. die Strecke -1 < x:::;; + 1, nach dem Verfahren 
von § 1 orthogonalisieren. Dabei entsteht eine Folge von orthogonalen, 
normierten Polynomen, die eindeutig bestimmt sind, wenn wir z. B. noch 
verlangen, daB der Koeffizient der hOchsten Potenz von x positiv 
werden soIl. 

Wir behaupten, daB sie bis auf konstante Faktoren mit den Poly-
nomen 

1 tl" (Xl - i)" 
P,,(x) = 2"ftl dx" (n = 1, 2, ... ) 



§ 8. Die Polynome von Legendre. 71 

iibereinstimmen, welclie als Legendresche Polynome1 bezeichnet werden. 
Da der OrthogonalisierungsprozeB zeigt, daB es bis auf konstante Fak­
toren nur ein System von orthogonalen Polynomen gibt, bei denen 
jeder Grad vertreten ist, braucht nur bewiesen zu werden, daB Pn (x) 
ein Polynom nten Grades ist und das System der Pn(x) die Ortho­
gonalitatseigenschaft besitzt. Nun ist offenbar P n (x) wirklich ein 
Polynom nten Grades; man erhalt 

n 
P (x) = _1_ ~(_1)n-,,(n) (21')! x2,,-n 

n 2"n!~ I' (21'-n)! 
,,=0 

n :2 1 • 3 • 5 ... (21' - 1) 2 - (-1)n-" x "-n 
- ( - )' (2 - ) '2n -". • ,,=0 n 1'. ,. n. 

Hierin sind die Glieder mit negativen Potenzen von x wegzulassen. Das 
erste Glied heiBt danach fiir gerade n 

(_1)~1'3'5 ... (n-1) 
2·4·6 .. ·n ' 

fiir ungerade n 
n-l 

(-1) 2 
1·3·5 .. ·n X . 

2·4·6 .. · (n - 1) , 
z. B. ist 

P1(x) = x, 
3 1 P (x) = -x2 --

II 2 2 ' 

5 3 
Pa(x) ="2 XS - "2 x , 

35 15 2 3 
P4 (x)=gx4-"4 x + g' 

Fiir den Beweis, daB die Pn(x) ein Orthogonalsystem bilden, werde 
zur Abkiirzung (X2 - 1)n = un{x) gesetzt; dann gilt fur jede ganze 
nichtnegative Zahl m < n 

1 1 

j p (x)xmdx = _1_ju(nl(x)xmdX = 0 n 2"n! n , 
~1 -1 

wie man bestatigt, wenn man durch wiederholte Teilintegration all­
mahlich xm beseitigt und dabei beachtet, daB alle Ableitungen von 
un(x) bis zur (n - 1)ten an den Grenzen des Integrationsintervalls ver­
schwinden. Daral1s folgt aber, daB al1ch 

1 

f Pn(x) Pm (x) dx = 0 (m<n) 
-1 

1 LEGENDRE, A. M.: Recherches sur I'attraction des spheroides homogenes. 
Mem. math. phys., pres. a. l'Acad. sc. par divers sav., Bd. 10, S. 411-434. 1785. 
- Recherches sur Ia figure des planetes. Mem. math. phys., tires des reg. de 
l'Acad. sc., S.370-389. 1784 (1787). 
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ist, daB also wirklich zwei verschiedene der Polynome zueinander ortho­
gonal sind. Zur Normierung berechnen wir durch fortgesetzte Teil-

1 

integration f [uC;:J (X)]2 dx: 
-1 

1 1 1 

f uC;:JuC;:J dx = - f u~:-lJU~'+1Jdx = f Ur;:-2J U;:+2 dx = .' .. 
-1 -1 -1 

1 1 

= {-1)nf unu;;nJ dx = (2n)!f (1 - x)n(1 + x)ndx; 

da 
-1 -1 

1 1 

{ (1 - x)n (1 + x)ndx = -n-f(1 - x)n-l (1 + x)n+ldx = ... 
n + 1 . 

-1 -1 

1 
_ n(n - 1) ... 1 f( + )2nd _ (n!)! 22n+1 
- (n + 1)(n + 2) ... 2n 1 x x - (2n)! (2n + 1) 

-1 

ist, wird also 
1 
" 2 J p~ (x) dx = 211 + 1 ' 

-1 

und die gesuchten normierten Polynome erhalten die Gestalt 

'2 + 1 'P~ (x) = V -;- P~ (x) 

l /21' + 1 1 dV(x! - 1)" = /-------
2 2"1'! dxV 

('1'=0,1,2, ... ). 

Die Legendreschen Polynome Pn{x) ha en die Eigenschaft, daB 

Pn(1) = 1 

ist, wie man sofort erkennt, indem man die nte Ableitung des Ausdruckes 
(x - i)n(x + it nach der bekannten Leibnizschen Produktregel bildet 
und x = 1 setzt. 

2. Die erzeugende Funktion. Von Wichtigkeit sind die Legendre­
schen Polynome namentlich fiir die Potentialtheorie, in der sie als Ent­
wickhlngskoeffizien ten einer ; ,erzeugendenF unktion" auftreten. Entwickelt 
man namlich den reziproken Abstand zweier in den Entfernungen 1 
und u < 1 vom Nullpunkte gelegenen Punkte, deren Radienvektoren 
den Winkel arccos x einschlieBen, also die GroBe 1 !f1- 2ux + u2, nach 
Potenzen von u, so findet man nach dem binomischen Lehrsatz 

00 

(18) V . 1 . = L;Qn(X) un, 
1 - 2 u x + u 2 n=O 

wobei Qn(X) ein Polynom von x vom nten Grade ist. Wir zeigen, daB 
diese Polynome Qn(x) mit den oben definierten Legendreschen Poly-
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nomen identisch sind, indem wir nachweisen, daB die Qn(x) denselben 
Orthogonalitatsrelationen geniigen wie die P,,{x). Aus der Definitions­
gleichung folgt nii.mlich sofort 

00 

y 1 _ Y 1 = ~Q"(X)Qm(X) unvtn . 
1 - 2xu + u2 1 - 2xv + v2 ",m=O 

Integriert man die linke Seite nach x von -1 bis + 1 , so ergibt sich nach 
elementarer Rechnung 

11 1+YUV_~ 2 nn 
,;- og ,; -..::.. 2+iu v , 
r u v 1 - Y u V ,,=0 n 

und daher, indem man die rechte Seite oben gliedweise integriert, 

+1 1 0 fiir n 01= m, 
!Qn(X)Qm(x)dx = _2_ fiir n = m. 

-1 2n + 1 

Ebenso erhii.lt man Q" (1) = 1, indem man in der Gleichung (18) x = 1 
setzt. Damit ist die Identitat der Q" (x) mit den P" (x) bewiesen. 

3. Weitere Eigenschaften. Rekursionsformel. Durch Diffe­
rentiation der erzeugenden Funktion nach u erhii.lt man unmittelbar 
ffir drei aufeinanderfolgende Legendresche Polynome die Rekursions­
formel: 
(19) (n + 1)P"+l (x) - x(2n + 1) Pn(x) + nPn-dx) = O. 

Differentialgleichung. Das nte Legendresche Polynom 

( ) _ 1 an ( 2 )n 
YX- 2"'-a"x-1 n. x 

geniigt der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 

(20) (x2 -1)y"+2xy'-n(n+1)y=0 
oder 
t20') [(X2 - 1)yl' - n(n + 1)y = O. 

Dies erkennt man durch (n + i}-malige Differentiation der Gleichung 
(xII-i) u'= 2nxu, wobeiman u= (x ll-1)n undim Ergebnis u(n) =2nn!y 
zu setzen hatl. 

Minimumeigenschaft. Multipliziert man das Legendresche 
Polynom Pta (x) mit dem reziproken Koeffizienten C von x", so daB 
also der Koeffizient von x" in dem Polynom CPn(x) den Wert 1 be­
sitzt, so ergeben sich Polynome, die durch folgende Minimumeigenschaft 
ausgezeichnet sind. Unter allen Polynomen nten Grades mit reellen Koeffi-

1 Aus dieser Differentialgleichung geht z. B. hervor. daB aIle Nullstellen 
von P" (x), die zufolge der Definition wegen des Rolleschen Satzes samtlich 
reell sind und dem Intervall - 1 < x l:::: 1 angeharen. verschieden sind. weil in 
einer mehrfachen Nullstelle vermoge der Differentialgleichung die zweite und 
alle hoheren Ableitungen von P .. (x) verschwinden miiBten. 
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zienten und hOchstem Koeffizienten 1 besitzen sie den kleinsten 
mittleren Abstand von Null. Der Beweis dieser Tatsache ergibt sich 
einfach aus der 'Oberlegung, daB man in dem Integral f (x" + a"_lx"-l 
+ ... + ao)2dx den Integranden dUTCh eine lineare Kombination 
(CP,,(x) + C,,_l P"-l (x) + ... + co)· darstellen kann. Das Integral ist 

,,-1 
. 2CB ~ c! 

also glelch dem Ausdruck 2n + 1 + 2 ..:;.; 2" + l' der sein Minimum 
,,=1 

fiir Co = C1 = ... = C,,_l = 0 annimmt. 

§ 9. Beispiele anderer Orthogonalsysteme. 
1. Verallgemeinerung der zu den Legendreschen Polynomen 

fiihrenden Fragestellung. Das Problem, von dem wir bei der Ein­
fiihrung der Legendreschen Polynome ausgingen, HiBt sich folgender­
maBen verallgemeinern: 

1m Intervall a <x 5: b sei eine nichtnegative "Be1egungsfunktion" 
p(xfgegeben; es sollen die Funktionensysteme untersucht werden, die 
durch Orthogonalisierung der Funktionen yp (x), x-yp (x), x'l1p (x), ..• 
fiir das Iiltervall a < x < b entstehen. 

Natiirlich sind auch diese Funktionen, ebenso wie die Potenzen 1, X, 

X2, ••• , linear unabhangig. Offenbar werden im orthogonalisierten System 
die Faktoren von yp (x) Polynome Qo (x) , Ql (x), ... vom Grade 0, 1, . , '. 
die durch geeignete Nebenbedingungen eindeutig festgelegt werden 
kOnnen und als "die zur BelegUng p (x) gehlJrigen orthogonalen Polynome" 
bezeichnet werdenl • 

Beispielsweise ergeben sich 
fiir a = -1, b = 1 und p (x) = f 

die Legen<!reschen Polynome P,. (x) , 

ffir a = -1, b = 1 und P (x) = _1_ 
Y1-~1 

die Tschebyscheltschen Polynome 
1 

T,.(x) = 2"-1 cos (n arccos x) , 

1 Die Polynome Qo(x), ~;1t(x), •.• besitzen, multipliziert mit einem geeig­
neten Faktor C, eine II.hnliche Minimumeigenschaft wie die Legendreschen Poly­
nome, nllmlich die, unter allen Polynomen mit reellen Koeffizienten und hOchstem 
Koeffizienten 1 das Integral 

/P(x)(x" + a .. _1 x .. - 1 + ... + ao)1 dx 
zum Minimum zu machen. Auch hier Ia.Bt sich der Integrand durch die Polynome 
Q" (x) darstellen, etwa in der Form 

(CQ .. (x) + c .. _ 1Q,,_1(X) + ... + CO)B, 

so daB wegen der Orthogonalitllt der Funktionen y P(x) Q .. (x) fi1r das Integral sich ,,-1 
IOfortderWert CI+ ~,: ergibt. DasMinimumwird also ftlr Co =ct = "'= C"-1-0 
angenommen. ,.=0 
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ffir a = -1, b = 1 und p (x) = i 1 - X2 

die Polynome 
Q ( ) _ sin [(n + 1) arccou] 

nX - , it _x2 

fur a = 0, b = 1 und P(x) = (1 - x)P (1 + x)qp > -1, q> -1) 

die ] acobischen oder hypergeometrischen Polynome, 

fur a = - 00, b = 00 und P(x) = e- zI 

die Hermiteschen Polynome, 

ffir a = 0, b = 00 und P(x) = e- Z 

die Laguerreschen Polynome. 
Die Tschebyscheffschen, Jacobischen, Hermiteschen und Laguerre­

schen Polynome wollen wir etwas eingehender betrachten. 
2. Die. Tschebyscheffschen Polynome 1• Die Tschebyscheffschen 

Polynome 
To (x) = 1, 

bilden wegen 

t 
Tn(x) = 2"-1 cos (narccosx) * 

1 2~ 

(n>1) 

2 f Tn (x) T m{x) Yt~x2 dx = 2"+~-9f cosniJ cosmiJdiJ = 0 fUr n =F" 
-1 0 

offenbar ein Orthogonalsystem von Polynomen zur Belegung 

p (x) = Y i B ffir das Intervall -1 ~ x ~ + 1. Sie sind dadurch aus-
i-x 

gezeichnet, daB bei ihnen die Abweichung von Null, d. h. das Maximum 
des absoluten Betrages, im Intervall -1 ~ x < + 1 den kleinsten 
Wert annimmt, der bei einem Polynom nten Grades mit reellen Koeffi­
zienten und hOchstem Koeffizienten 1, wie es die T .. (x} sind, uber­
haupt moglich ist. Setzen wir namlich zur Abkurzung arccos x = iJ 
und x,.=cosk:IE (k=O, 1, •.• ,n), so ist fur 

. n 

allgemein 

iJ = 0, 

1 
Tn(x) == 2"-1' 

:IE 

n' 
-1 

2"-1' 

2:IE 
-
n , 

2"-1 , 

.. , :n: 

(_1)" , 2,.-1 , 

1 TSCHEBYSCHEFF. P. L.: Sur les questions de minima. qui se rattachent a 
1a representation approximative des fonctions. Mem. Acad. sc. petersb .• Serle 6. 
Bd.7. S.199-291. 1859. - CEuvres. Bd.1. S.271-378. insb. S.295-301. 
St. Petersburg 1899. 

* Zufolge der bekannten Formel 

cosn!') = cos"!') - (~) cos,,-2t'hin2 !,) + (:) cos"-'!') sin'!') - ... 

aind diese Ausdrlicke Polynome in /It. 
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An diesen Stellen wird fiir Tn (x) die groBte Abweichung von Null erreicht. 
Wiirde nun ein Polynom Rn{x) = xn + a1xn- 1 + ... + an mit ree11en 
Koeffizienten im Intervall -1 < x < + 1 weniger von Null abweichen 
als Tn (x), so miiBte 

Tn{xo) - Rn{xo} > 0, Tn{x1} - Rn{Xl) < 0, Tn{X2) - Rn(X2) > 0, ... 

sein. Die ganze rationale Funktion Tn{x) -'Rn{x) h1i.tte also im Inter­
vall -1 < x < + 1 mindestens n Wurzeln; dies ist aber ausgeschlossen, 
da sie hOchstens den Grad n - 1 besitzt. 

Normierte Polynome erhiilt man aus den Tn{x) durch Division mit 

VI 
2 dx ;-:n;-f Tn (x) Vi _ x2 = V 22 .. - 1 ' 

-1 

Die Tschebyscheffschen Polynome treten auch als Entwicklungs­
koeffizienten der erzeugenden Funktion 

00 

(21) 
1-t2 ~ 

1p{X, t) = 1 _ 2tx + t2 = ..::;. Tn(x)(2W 
n=O 

auf; drei aufeinanderfolgende unter ihnen sind fUr n > 2 durch die Re­
lation 
(22) 

verkniipft, wahrend sie selbst der homogenen linearen Differential­
gleichung zweiter Ordnung 

(23) (1 - X2)y" - xy' + n2y = ° 
geniigen. Fiir n < 2 gelten Rekursionsformeln von etwas anderer 
Form: 

T2 - xTl + iTo = - i, 
TI-xTo = 0. 

3. Die Jacobischen Polynome I. Die Jacobischen Polynome 
Gn(p, q, x) entstehen fUr a = 0, b = 1 und die Bel~gungsfunktion 

P(x) = x9(1 - x)P-q mit q> -1, P - q> -1. 

Sie lassen sich auch aus der hypergeometrischen Reihe 

(24) F(CI., P. r. x) = 1 + ~.Ix + /X(/X + 1) fJ(fJ + 1) x2 + ... 
1 r 1 ·2 r (r + 1) 

gewinnen, wenn man in dieser P dUrch die negative ganze Zahl -n. 
CI. durch P + n und r durch q ersetzt, und geniigen daher der hyper­
geometrischen Differentialgleichung 

1 JACOBI, C. G. J.: Untersuchungen fiber die Differentialgleichung der hyper­
geometrischen Reihe. Jouro. f. d. reine u. angew. Math. Ed. 56, S. 149-165. 1859. 
- Werke Ed. 6, S. 184-202. Berlin 1891. 
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(25) x{1 - x) y" + [y - (iX + fJ + 1) x] y' - iXfJy = ° 
oder speziell 

(25') x{1 - x) G~(x) + [q - (P + 1)x] G~(x) + (p + n) nGn(x) = 0, 

fUr welche sie die einzigen ganzen rationalen Losungen darstellen. Die 
ersten unter ihnen lauten 

Go(p,q,x) = 1, 

G1 (P, q, x) = 1 - (~)P ;~x, 

G (p x) = 1 _ (2) P +-.3 x + (2) (P + 2) (P + 3) x2 
2 ,q, 1 q 2 q(q+1) , 

G (P x) = 1 _ (3) P + 3 x + (3) (P + 3) (P + 4) x2 
3 , q, 1 q 2 q (q + 1) 

_ (3) (P + 3) (P + 4) (P + 5) x3 . 
3 q (q + 1) (q + 2) , 

allgemein gestatten sie die Darstellung 
X' -2 (1 - x)q-p dn 

Gn{P,q,x) = q(q+~q+n-1) dxn[~+n-l(1-x)p+n-q]. 

Aus ihr erschlieBt man, daB sie auch vermoge einer erzeugenden Funktion 
durch die Beziehung 

(1 - X),- q (1 + x)q-p (t - 1 + Y1 - 2tx + t2)q-1 {t + 1 - Y1 - 2tx +~p-q 
tP- 1 V1 - 2tx + t2 

= t (q + : - 1) Gn(p, q, 1 ; X) tn 
n=O 

definiert werden konnen. Flir P = q = 1 erhalt man die Legendre­
schen Polynome 

(26) Pn{x) = Gn(1, 1, 1 ;~~) = F(n + 1, -n, 1, 1 ~ X), 

wiihrend sich fUr p = 0, q =·t im wesentlichen die Tschebyscheffschen 
Polynome ergeben 

(27) Tn{X)=2n1_1Gn(0, ~,I~X)=2.1_1F(n, -n, ,~, 1~X). 

4. Die Hermiteschen Polynome1• Die Hermiteschen Polynome 
Hn (x) , fUr welche a = -00, b = 00 und P(x) = e- x' ist, definiert man 
zwec~maBig mit Hilfe einer erzeugenden FUnktion, indem man 

00 

(28) 1jJ{x, t) = e- t'+2tx = eX' e-(t-x)' = ~ H~;x) tn 
n=O 

1 HERMITE, CR.: Sur un nouveau developpement en serie de fonctions. C. R. 
Acad. sc. Paris Bd. 58, S. 93-100, S.266-273. - CEuvres, Ed. 2, S.293-312. 
Paris 1908. - Sur quelques developpements en serie de fonctions de plusieurs 
variables. lb. Bd. 60, S. 370-377. S. 432-440, S. 461-466, S. 512-518. 1865. -
lb. S.319-346. 
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setzt, woraus man sofort 

(29) H (x) = (O"1jJ(X,t)) = (_1)ncz,dn e- z' 

n at" t=O dx" 

entnimmt; es ist also das nte Hermitesche Polynom Hn(x) der mit 
dem Faktor (-1)nez' multiplizierte nte Differentialquotient der Funk-

tion e- x'. Aus a1jJ~:, t) = 2t'IjJ(x, t) ergibt sich 

(30) H~(x) = 2nHn_dx) (n > 1), 

aus iJ1jJ~~, t) + 2(t _ x) 'IjJ(x, t) = 0 

(31) (n > 1) 

und durch Kombination der beiden letzten Formeln 

(32) H~(x) - 2xH~(x) + 2nHn(x) = 0 (n ~ 0), 

als lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung £iir die 
Hn (x). Die ersten Hermiteschen Polynome lauten 

Ho(x) = 1, HI(x) = 2x, 
H2 (x) = 4x2 - 2, Ha(x) = 8x3 - 12x, 
H,(x) =, 16x4 - 48x2 + 12. 

Fur das allgemeine Hermitesche Polynom Hn (x) erhalt man: 

Hn(x) = (2x)n _ n(n1 ~ 1) (2x)n-2 + n(n - 1) (n2~ 2) (n - 3) (2x)n-4 _ .•• 

Das letzte Glied ist 

fur gerade n, 

11-1 
+ (-1)-2- n! 2x 

(n ~ 1)! fur ungerade n. 

Die Orthogonalitatseigenschaft der Hermiteschen Polynome erschlieBt 
manl aus 

j Hm (x) Hn (x) r'" dx = (-1)n j Hm (x) d~:~%' dx 
-00 -00 

fiir n> m durch wiederholte Teilintegration unter Beachtung der 
Formel (30) und der Tatsache, daB £iir unendlich groBe Werte von x2 

alle Ableitungen von e- x' verschwinden: 

1 Ebenso leicht lassen sich die Orthogonalitatsrelationen auch mit Hilfe der 
erzeugenden Funktion nachweisen. 
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!Hm (x) HII(x) e-x'dx = (_1)11-1 2m !Hm-dX ) d~~~e_-lz' dx = ... 
-00 -00 

-00 

zur Normierung kann man ffir n = m ebenso 
00 00 

j H!(x)e-x'dx = 2l1n!j Ho(x)e-X'dx = 2I1n!-V;;: 
-00 -00 

berechnen; die Funktionen des normierten Orthogonalsystems sind dann 
z· . -"2 

( ) _ H,,(x)e_ 
f{Jp x - ,--= 

Y2Vv!Yn 
(v=o, 1, 2, ... ). 

5. Die Laguerreschen Polynome 1. Das Laguerresche Polynom 
Ln(x) (a = 0, b = +00, p(x) = e-'') tritt als Faktor von e- X in der 
nten Ableitung der Funktion xlle- X auf: 

d" 
LII(x) = ~ dx" (xllr"') 

II 

= ~(-1)~(k)n(n -1) ... (k + 1)xk 
~=o 

II 

= ~(-1)II-~(k)n(n -1) ... (n - k + 1)xll-~ 
~=o 

n 

= ~ (-1)1I-~ [n(n - 1) .. ~~n - k + 1)]2 XII-I: 
~=o 

= (-1)II(XII _ ~; xll-1 + n2(n2~ 1)2 XIl-2 _ ... + (-1)lIn!); 
man erhaIt beispielsweise 

Lo(x) = 1, 

L2 (x) = x2 - 4x + 2, L3(X) = -x3 + 9X2 -18x + 6, 
L4(X) = x4 - 16x3 + 72X2 - 96x + 24. 

Da 

00 

j e-zdx 
1 LAGUERRE, E.: Sur l'integrale -x-. Bull. Soc. math. France Bd. 7. 

fl) 

S. 72-81. 1879. - ffiuvres Bd. 1, S.428-437. Paris 1898. 



80 II. Das Problem der Reihenentwicklung willkiirlicher Funktionen. 

ist, besitzen auch die Laguerreschen Polynome eine einfache erzeugende 

Funktion, 

xl 

namlich "P(x, t) = ~~. Die Beziehung 
1 - t 

(1 - t)20tp~~, t) = (1 - t - x) "P (x, t) 

liefert die Rekursionsformel 

(33) (n>1). 
Otp(X,t) 

Zusammen mit der aus (1 - t) ~---ax = - t"P(x, t) entspringenden 
Relation 

(34) L~(x) - nL~_l(x) = -nL,,_dx) 

fiihrt sie zu der Formel 

(35) 

und zu der homogenen linearen Djfferentialgleichung zweiter Ordnung 

(36) xy" + (1 - x)y' + ny = ° 
ftir das Laguerresche Polynom L,,(x). 

Die Orthogonalitatseigenschaft 
00 

f rX L,,(x) Lm (x)dx = 0 (n > IN) 
o 

erkennt man aus der Gleichung 

Je-xx'< L,,(x)dx = f x'< :; .. (x"rX)dx = -kJx'<-l :;:~1 (x"e-X)dx 
o 0 0 

00 f d,,-k 
= (-1)kk! dx .. - k (x"e-X)dx = 0 fiir n> k, 

o 
wahrend man zur Normierung das Integral 

00 00 00 

f rX L;(x) dx = f (-1)" x" :; .. (x"e- X) dx = n!f x"e-xdx = (n!)2 
o 0 0 

auszurechnen hat; die Funktionen 

(v=o, 1, ... ) 

liefem dann das normierte Orthogonalsystem1. 

1 Auch hier kann man die Orthogonalitatsrelationen der Funktionen rp" leicht 
mit Hilfe der erzeugenden Funktion gewinnen. 
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6. Vollstandigkeit der Laguerreschen und Hermiteschen Poly­
nome. Fur die Laguerreschen und Hermiteschen Funktionen b~darf 
die Vollstandigkeitseigenschaft einer besonderen Betrachtung, da bisher 
die VoIlstandigkeit von Polynomen usw. nur fUr endliche Intervalle be­
wiesen wurde. Wir bezeichnen sinngemaB ein Funktionensystem im 
Intervall 0 < x :::::;; 00 als vollstandig, wenn jede stuckweise stetige 

00 

Funktion t (x), fUr welche das Integral f /2 (x) dx existiert, im Mittel be­
o 

liebig gut durch lineare Verbindungen dieser Funktionen approximiert 
werden kann. 

Urn die Vollstandigkeit der Laguerreschen Orthogonalfunktionen zu 
zeigen 1, multiplizieren wir die Identitat 

tx 00 

'IjJ (x, t) = 1 ~ t e - H = l: !n! Ln (x) 
o 

x 
beiderseits mit e -"2 und gewinnen so eine entsprechende Identitat fUr 
die Laguerreschen Orthogonalfunktionen 

namlich 

x 
( ) - 2 Ln(x) 

CPtl X = e -,-, n. 

1 1+1 00 

g (x, t) = 1 ~ t e - 21-t x = 2 ttl qJn (x) . 
o 

Die unendliche Reihe ~tnCPn(X) konvergiert nun fUr ltl < l' auch 
im Mittel gegen die erzeugende Funktion g (x, t) . Dies folgt sofort 
durch Umformung des Integrals 

J(g(X' t) - i ttlCPn(x))2dX = 1 ~ t2 - f t2n 
o 0 0 

unter Benutzung der Relationen 
00 

f g2 (x, t) dx = 1 ~ tI ' 
o 
00 

fg (x, t) CPn (x) dx = tn. 
o 

Da der Ausdruck eX = 1 ! ~: aIle Werte zwischen 0 und 00 annimmt, 

wenn t von -1 bis + 1 lauft, so lassen sich aIle Funktionen e- exx mit 
0< IX < 00 durch die Laguerreschen Orthogonalfunktionen im Inter-

1 1m AnschluB an eine personliche Mitteilung von Herrn J. V. NEUMANN. 

Courant·HUbert, Mathematische Physik I. 2. Auf). 6 
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vall 0:::; x < 00 im Mittel beliebig gut approximieren. Nun sei die 
Funktion t (x) im Intervall 0 < x < 00 stiickweise stetig und quadra­
tisch' integrierbar. Set zen wir ~ = e- x , so geht t (x) in eine im Intervall 
o <~< 1 stiickweise stetige Funktion von ~ fiber, die in diesem Inter­
vall nach dem WeierstraBschen Satze durch Polynome 

a1 ~ + a2 ~2 + ... + an ~ 

gleichmaBig approximiert werden kann. Daraus ergibt sich die Mog­
lichkeit, t (x) durch Ausdrficke der Form 

a1 e-:t + a2 e- 2X + ... + ane- nx 

im Intervall 0 <x < 00 gleichmaBig anzun1ihern, und daher nach 
unserm obigen Resultat die Moglichkeit der mittleren Approximation 
von t(x) durch Laguerresche Orthogonalfunktionen. Gleichbedeutend 
mit dieser Tatsache ist das Bestehen der Vollstandigkeitsrelation 

00 

i c; = ft2 (x) dx, 
v=O 0 

00 

wobei mit Cv die Entwicklungskoeffizienten Cv = f t (x) f{Jv (x) dx be-
zeichnet sind. 0 

In genau entsprechender Weise zeigt man die Vollstandigkeit der 
Hermiteschen Orthogonalfunktionen. 

§ 10. Erganzungen und Aufgaben zum zweiten Kapitel. 

1. Die Hurwitzsche Losung des isoperimetrischen Problems. 
Als "isoperimetrisches Problem" bezeichnet man die Aufgabe, unter 
allen einfachen, geschlossenen, ebenen Kurven von gegebenem Umfang 
diejenige zu ermitteln, welche den groBten Flacheninhalt umschlieBt. 
Bekanntlich liefert der Kreis die Losung; zum Beweise gehen wir unter 
Beschrankung auf stiickweise glatte Kurven mit A. HTJRWITZ1 so vor. 

Es sei 
x=x(s), y = y(s), 

die Parameterdarstellung einer geschlossenen stetigen, stiickweise glatten 
Kurve yom Umfang Lund Flacheninhalt F mit der Bogenlange s als 
Parameter. Wir fiihren an Stelle von s die dazu proportion ale GroBe 

t = ~s als Parameter ein, die von 0 bis 2;rj; liiuft, wenn s zwischen 

o und L variiert, und bezeichnen die Fourierschen Konstanten von 
d . b d d d" . dx dy . x un y mIt av , y un cv , p; leJemgen von -d ,- ergeben sich dann t dt 

zu vbv , -yay, vdv , -vcv ' Wegen 

1 HURWITZ, A.: Quelques applications geometriques des series de Fourier. 
Ann. Rc. Norm. Serie 3, Bd. 19, S. 357-408, insb. S.392-397. 
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(dX)2 (dY)2 = (~)2 

de + de 231' 

gewinnt man aus der Vollstandigkeitsrelation (9) bzw. (91 

2(2:r = ~-il(::r + (::r} itt = :f,/2(a~ + b! + c! +~), 
o "~1 

2"" 00 

F 1 f dy " -;- = -;- XTtitt = .:::.. v (a" it" - b"c,,). 
o ,,~1 

Aus den beiden letzten F ormeln folgt 
00 

£2 - 4:nF = 2:n21;[(va" - d,,)2 + (vb" + C,,)2 + (v2 -1) (c! +~)] ~ O. 
,,=1 

Gleichheit kann offenbar nur dann eintreten, wenn 

bl + c1 = 0, ~ - d] = 0, a" = b" = c" = it" = 0 fUr v = 2, 3 •..• 
ist, wenn also 

x = iao + al cost + bisint, 

y = ibo - bi cost + ~sint 
und die Kurve demnach ein Kreis ist. Mithin besteht ffir alle geschlos­
senen, stetigen, stiickweise glatten ebenen Kurven zwischen Umfang L 
und Flacheninhalt F die "isoperimetrische Ungleichheit" 

(37) £2 - 4:nF >- 0, 

und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn die Kurve 
ein Kreis ist. Damit ist die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises 
bewiesen. 

2, Reziprozitatsformeln. Man beweise die Aquivalenz der beiden 
Formelnl 

wobei 

1 

I(t) = jg(u)cot:n(t - u)itu, 
o 

1 

-g(u) = II(t)cot:n(u - t)dt, 
o 

1 

jg(u)du = 0, 
o 

g(u) = g(u + 1), 

1 

jl(t)dt= 0, 
o 

t(t) = t(t + 1) 

1 Vgl. HILBBRT, D.: Integralgleichungen. S.75. 

6· 
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vorausgesetzt ist und bei den Integralen der "Cauchysche Hauptwert" 
zu nehmen ist, einmal mit Hilfe der Theorie der Fourierschen Reihen, 
dann mittels des Cauchyschen Integralsatzes. 

3. Fouriersches Integral und mittlere Konvergenz. Man kann 
die Theorie des Fourierschen Integrals ausgehend von der mittleren 
Konvergenz und der Voilstandigkeit in ahnlicher Weise entwickeln 
wie die Theorie der Fourierschen Reihe. 

Es sei die reelle oder komplexwertige Funktion I (x) in jedem end­
lichen Intervall stiickweise stetig, und es existieren die Integrale 

00 00 

JII (x) I dx und JII (x)\2 dx. 
-00 -00 

Wir versuchen die Funktion I (x) durch Integrale der Form 
T 

Jcp (t) eizt dt 
-T 

im Sinne mittlerer Konvergenz moglichst gut zu approximieren, d. h. 
das Integral + 00 1 1(.) -:~(t)ej .. at ·a. 

-00 

bei festem T moglichst klein zu machen. Es zeigt sich auf Grund der 
nicht schwer zu beweisenden Umformung 

+00 11 
T 12 00 T 

I I (x) -j cp(t) eizt dt I dx ~£l/(X) 12 dx + 2~1' cp(x) - g(x) 12 dx 

-00 
T 

- 2njlg(x)12 dx, 
-T 

wobei 

-00 

gesetzt ist, daB unser Integral seinen kleinsten Wert fiir 

cp (t) = g(t) 

annimmt. 
relation 

Ferner ergibt sich im Limes T _ oc die Vollstandigkeits-

00 00 

jlg(x) 12 dx = 2~jl/(x) 12 dx. 
-00 -00 

Der Beweis dieser Tatsache sowie der 'Obergang zur eigentlichen 
Aussage des Fourierschen Integraltheorems soil hier jedoch nicht 
durchgefiihrt werden. 
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4. Spektrale Zerlegung durch Fouriersche Reihe und Fourier­
sches Integral. Die Fouriersche Reihe und das Fouriersche Integral 
treten uberall da auf, wo es sieh darum handelt, einen gegebenen Vor­
gang oder Funktionsverlauf als Superposition periodischer Vorgange 
oder Funktionsverlaufe darzustellen oder, wie man sagt, spektral zu 
zerlegen. 1st t(x) die im Interval! - t < x < t vorgelegte Funktion, 

00 iltvx 2 £x"e~l-ihre Fouriersche Reihe, so sagt man, manhabe die Funktion 
)'= -00 

in periodische Funktionen von den "diskreten Frequenzen" 7 {-v = 0, 1, ... } 
1 i""z 

mit den "Amplituden" I £x" I = ;J t (x) e --1- dx zerlegt. Betrachtet 
-1 

man hingegen das unendliche Gebiet - 00 < x < 00, so sprieht man 
von Zerlegung von t (x) in ein kontinuierliches SPektrum, wobei zur Fre-

00 

quenz u die Spektraldichte g(u) = jt(x) e-iuzdx gehOrt. 
-00 

Ein fUr die Physik prinzipiel! interessantes BeispieP ist die Funktion 

t(x) = eirox fiir Ixl <l, 

t(x) = 0 fiir Ixl > t, 
welche einem endlieh abbrechenden sinusformigen Wellenzuge aus 

n = ~ Wellen entspricht. Ihre Spektraldiehte wird durch 
:n; 

1 

g(u) =!ei<ro-U)XdX = ~sin(w - u) 1 
w-u 

-1 

gegeben. Ais Funktion von u betrachtet, hat Ig(u) I fur u = OJ ein 
Maximum, das um so mehr ausgepragt ist, je groBer die Anzahl n der 
Wellenzuge wird. Bei groBem n wird die Spektraldichte in allen auBer­
halb des beliebig kleinen Intervalls OJ - ~ < u < OJ + ~ liegenden 
Punkten u vergleichsweise beliebig klein werden. 

5. Dichte Funktionensysteme. Nach H. MUNTZ definieren wir 
ein Funktionensystem als dieht, wenn es die Eigenschaft hat, daB jede 
Funktion t (x), die sieh im Mittel mit Hilfe' endlich vieler Funktionen 
dieses Funktionensystems beliebig genau approximieren laBt, in der­
selben Art auch durch Funktionen einer beliebig herausgegriffenen un­
endlichen Teilmenge des urspriinglichen Funktionensystems approxi­
miert werden kann. Die sehr merkwurdige Tatsache, daB es nieht­
triviale Beispiele solcher Systeme gibt - ein trivialer Fall liegt z. B. 
vor, wenn alle Funktionen einander gleich sind -, kann man sich nach 

1 Dieses Beispiel illustriert die Tatsache, daB einem endlich abbrechenden 
sinusformigen Wellenzuge in der Optik niemals eine scharfe Spektrallinie, sondem 
ein Spektrum endlicher Breite entspricht, das um so schmaler und intensiver wird, 
je langer der Wellenzug ist. 
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SZEGl)1 am einfachsten auf Grund des folgenden Satzes klarmachen: 
Sind 11 , 1., ... , ln, ... positive Zahlen, die mit wachsendem n gegen 
00 streben, so bilden die Funktionen 

1 1 
X+ll' X+)"2' .•• , x+)",,' 

in iedem endlichen positiven Intervall ein vollstiindiges Funktionensystem. 
Aus diesem Satz folgt aber auch die Dichtigkeit unseres Systems, 

denn jede Teilfolge der ln besitzt die in der Voraussetzung geforderten 
Eigenschaften. 

Nach dem WeierstraBschen Approximationssatze geniigt es, zu 

zeigen, daB jede Potenz xm gleichmaBig durch die Funktionen -iT 
approximiert werden kann. Die rationale Funktion x + '" 

m lplp+l ... 19 
X (x + lp) (x + lp+1) ... (x + l,) 

konvergiert nun mit wac}:lsendem p fUr jedes q > P gegen xm, und zwar 
gleichmaBig in jedem endlichen positiven Intervall. Wahlen wir stets 
q - p > m, so laBt sich die betrachtete rationale Funktion, da, wie 
wir annehmen konnen, aIle ln voneinander verschieden sind, durch 
Partialbruchzerlegung auf die folgende Form bringen: 

~+~~+ ... +~, 
x+J.p X+}'P+l x+l, 

wobei die Ap, Ap+1' ••• , Aq Konstante sind. Das ist aber eine lineare 
Verbindung der Funktionen des zu untersuchenden Systems. 

Weitere Beispiele von dichten Funktionensystemen sind von 
H. MUNTZ2 angegeben worden. 

6. Ein Satz von H. Miintz tiber die Vollstandigkeit von Potenzen. 
H. MUNTZs hat folgenden interessanten Satz angegeben: Die unend­
liche Folge der Potenzen 1, x\ x\ ... mit wachsenden positiven Ex­
ponenten ist im Intervall 0 < x .::;; 1 dann und nur dann vollstandig, 

00 

wenn L 1/1., divergiert. 
,,=1 

7. Der Fejersche Summationssatz. Aus dem WeierstraBschen 
Approximationssatze zogen wir die Folgerung, daB jede stetige peri­
odische Funktion dUrch trigonometrische Polynome gleichmaBig approxi­
miert werden kann. Wir konnen solche Approximationspolynome in 
einfacher Weise auf Grund des folgenden von FEJER4 entdeckten Satzes 

1 SZEGO, G.: 'Ober dichte Funktionenfamilien, Berichte der sil.chs. Akad. d. 
Wiss. zu Leipzig. Bd. 78. 1926. 

2 MUNTZ, H.: Dichte Funktionensysteme. Math. Zeitschrift Bd. 21. 1924. 
3 MUNTZ, H.: 'Ober den Approximationssatz von Weierstrass. Festschrift 

H. A. SCHWARZ 1914, S.303. - SZASZ, 0.: 'Ober die Approximation stetiger 
Funktionen durch lineare Aggregate von Potenzen. Math. Ann. Bd. 77. 1926. 

, FEJER, L.: Untersuchungen fiber Fouriersche Reihen. Math. Ann. Bd. 58. 
t904. 
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gewinnen: 1st I (x) eine stetige periodische Funktion und sind s" (x) die 
Abschnitte ~7trer Fourierreihe, so konvergiert die Folge der arithmetischen 
Mittel 

:n; 

'" ( . nt)2 sm-
S (x) = sdx) + s.(x) + ... + s,,(x) = ~j t(x + t) __ 2 dt 

" n nn 2. t sm-
2 

-:n; 

gleichma/3ig gegen I (x) . 
Ein analoger Satz besteht ffir das Fouriersche Integral: Es sei 

00 

I(x) in jedem endlichen Teilgebiet stetig, und es existiere JI/(x) I dx; 
setzen wir - 00 

und 

00 

g (x) = ~fl(~) e- iz ; d~ 
2n 

-00 

T 

sp(x) = f g(t) eizt dt, 
-T 

SO konvergiert die Folge der arithmetischen Mittel 

in jedem endlichen Teilgebiet gleichmaBig gegen j(x). Insbesondere 
ist die Konvergenz im ganzen Intervall - 00 < x < 00 gleichm1i.l3ig, 
wenn dort j (x) gleichmiiBig stetig ist. 

8. Die Mellinschen Umkehrfonneln 1• Satz 1. Es sei s = a + ti 
eine komplexe Variable. 1m Streifen '" < a < p sei die Funktion I(s) 

00 

regular und daselbst J II (0 + ti) I d t konvergent; ferner strebe in jedem 
-00 

schmaleren Streifen '" + <l < a < p - <l (<l > 0 beliebig fest) die Funk­
tion /(s) mit zunehmendem Absolutbetrag der Ordinate t gleichmaBig 
gegen Null. Setzt man dann ffir reelle positive x und festes a 

a+ooi 

(38) g(x)=2~if x-'/(s)ds, 
a-ooi 

1 MELLIN, H.: 'Ober den Zusammenhang zwischen den linearen Differential­
und Differenzengleichungen. Acta math. Bd.25, s. 139-164, insb. S.156-162-
1902. - FuJIWARA, M.: 'Ober Abelsche erzeugende Funktionen und Darstell­
barkeitsbedingungen von Funktionen durch Dirichletsche Reihen. Tohoku math. 
J. Bd. 17, S. 363-383. insb. S.379-383. 1920. - HAMBURGER. H.: 'Ober die 
Riemannsche Funktionalgleichung der C-Funktion. (Erste Mitteilung.) Math. 
Ztschr. Bd. 10. S.240-254. insb. S.242-247. 1921. 
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so ist im Streifen <X < a < p 
00 

(39) I(s) = J %,-lg(X) dx. 
o 

Beweis. Zufolge der Voraussetzung der gleichmiiBigen Konvergenz 
von I (s) gegen Null fUr IX + c5 <: a <p - c5 und I tl-+ 00 dar! in (38) 
die Integrationsgerade verschoben werden; es hiingt also g (x) nicht 
von a abo Wiihlt man demnach zwei Abszissen 01 und 02' die der Be­
dingung <X < 01 < a < 02 < P geniigen, so ist 

00 1 ~+ooi 

j %,-1 g(x) dx = f %,-1 dx 2:i j x-B'I (SI) dSI 
o 0 11,-ooi 

';:" 1 l1'j+OOi 
+ J %,-1 dx 2ni x-B'/(S2) dS2 = II + 12' 

1 11,-ooi 

In den Integralen darf die Reihenfolge der Integrationen vertauscht 
werden, da nach den Abschiitzungen 

00 1 

1111 < 2~ jl/(ol + til I dtj x-1+(a-I1,) dx, 
-00 0 

00 00 

iI21 < 2~jl/(02 + ti)ldtjX-1+(a-al )dx 
-00 1 

absolute Konvergenz vorhanden ist. Dadurch entsteht 

Die rechts stehende Differenz ist nach der Cauchyschen Integralformel 
gerade gleich 1 (s). Denn die Integrale tiber horizontale Strecken zwischen 
den beiden Geraden s = 01 und s = 02 verschwinden fUr It 1-+ 00 wegen 
I(s) -+ O. 

Satz 2. Fiir x> 0 sei g(x) sttickweise glatt, und fUr <X < a < p 
00 

sei J xl1 - 1 g(x) dx absolut konvergent. Dann ergibt sich aus (39) die 
o 

Umkehrung (38). 
Beweis. Setzt man x = eU , so wird 

a+ex>i 00 00 

_1_. jx-S/(s)ds,= ~je-U(I1+ti)dtjeV(I1+ti)g(eV)dv 
2nz 2nz 

a-ooi -00-00 

00 00 

= e2-nuil1 j dt j eit(v-u) eVI1 g(ev ) dv. 
-00 -00 
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Nach dem Fourierschen Integraltheorem (16) hat der letzte Ausdruck 
den Wert e-uaeuag(eU) = g(x) , womit alles bewiesen ist. 

Beispiele zur Mellinschen Integraltransformation. 
a) Es sei 

00 

1
1 fur O<x<1, 

g(x) = I " x = 1 , 

o " x>1. 

Da das Integral f ~-1 g(x)dx fur 0> 0 absolut konvergiert, folgt aus 
o 

00 

I(s) = f xB- 1 g(x) dx = f (0) 0) 
o 

umgekehrt 
a+ooi 

1 fX-' g(x) = -2' -ds 
.n" S 

(0) 0) . 
a-<Xli 

Diese F ormel ist von Bedeutung fur die Theorie der Dirichletschen Reihen. 
b) Aus 

erhalt man 

00 

r(s) = f xB- 1 e- Z dx 
o 

a+ooi 

e-:t: = _1_. fx-. r(s) ds 
2n' 

a-ooi 

c) Die Formel 
00 

r(s) c (s) = (e:'~ 11 dx 
;) 

wobei C (s) die Riemannsche Zetafunktion bedeutet, liefert 
a+ooi 

1 1 f -z-1 = -2 . x- 8 r(s) C(s) ds e - nz 

d) Die Umkehrung zu' 
a-ooi 

-~ (S) J~ ~ roo (}(X) - 1 :n 2 r 2" C(s) = X8 - 1..:;.; fr:r;v'x dx =. XS- 1 2 dx 
o .=1 0 

lautet 
1 <1f+OOi -!!.. ( S) 

#(X) = 1 + -;n X-':n 2 r "2 C(s) ds 
a-ooi 

(0) 0) 

(0) 0). 

(0)1), 

(0->1). 

(0) 1) 

(0)1). 

Die Mellinsche Integraltransformation ist ein wichtiges Hilfsmittel 
der analytischen Zahlentheorie und tritt auch sonst in der Analysis 
oft auf. 
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9. Das Gibbssche Phanomen. Zeiehnet man fiir eine stuckweise 
glatte Funktion t (x) die durch die Partialsummen ihrer Fourierschen 
Reihe gelieferten wellenlinienartig verlaufenden Approximationskurven 
auf, so zeigt sieh, daB diese sieh zwar in jedem die Sprungstellen von 
t (x) ausschlieBenden Intervall, in dem die Fouriersche Reihe gleieh­
maBig konvergiert, mehr und mehr an die Kurve fiir t (x) anschmiegen, 
daB aber in der unmittelbaren Umgebung der Sprungstellen, wo die 
Konvergenz nieht mehr gleiehmaBig ist, Wellen vorhanden sind, welche 
der Sprungstelle naher und naher rucken und immer schmaIer werden, 
fur welche jedoch die Abweiehung von der Kurve fur t (x) nieht nach 
Null konvergiert. Diese Erscheinung nennt man das Gibbssche Phii­
nomen l • Urn es genauer zu untersuchen, 'kann man sieh nach den Aus­
fiihrungen von § 5 auf die spezielle Fouriersche Reihe 

00 

n-x= ~sinvx 
2 ~ v (0< x<2n) 

'1'=1 

beschranken. Mit Hilfe der Formel 
n Z 

( ) = ~ sinvx = _ ,x +j" sin(n + W dt 
Sn x ~ v 2 2sinit 

'1'=1 0 

laBt sieh der Rest dieser Reihe in die Gestalt 
00 Z 

r (x) = "",' sinvx = ~ -j' sin(~ + W dt 
.. ~ v 2 2sm!t 

v=n+l 0 

oder (n+!)z 
1l !Sint rn(x) = 2 - -t- dt + Qn(x) 

o 
bringen, wobei zur Abkiirzung 

z f . t 2sm 2 -t 
en(x) = . t sin(n + !)tdt 

2tsm-
2 

o 
geschrieben ist. Die Approximation wird, wie man durch Differentiation 
leicht erkennt, am schlechtesten in den Punkten 

2kn 
Xk = 2n + 1 (k = 1, 2, ... , n), 

in denen der Rest ein Maximum oder Minimum yom Betrage 
kn: 

rn(xk) = ~ - f s~x dx + en (2!k; 1) 
o 

1 Diese Tatsache wurde von GIBBS urspriinglich auf rein empirischem Wege 
gefunden. GIBBS, J. W.: Fourier's series. Nature Bd. 59, S.200, S. 606. 1898/99. 
- Papers Bd.2, S.258-260, London, New York und Bombay 1906. 
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erreicht. Mit wachsendem n strebt en(~) ffir festes k nach Null. 
2n + 1 

Es nahert sich also der Rest r n (Xk) , d. h. die Abwerchung der 

Approximationskurve von der Kurve n; x in dem immer naher an 

die Sprungstelle heranrtickenden Punkte Xk' dem Werte 
kn 

. n f sinx hmrn(xk) = -2 - --dx. 
n-+oo X o 

Beispie1sweise wird lim rn(xl ) FtI - 0,2811, d. h. die Approximations-

kurve schHigt tiber die darzustellende Kurve urn etwa 9% der Sprung­
hOhe hinaus l . 

Ausdrftcklich sei noch darauf hingewiesen, daB bei Approximation 
durch Fejersche Mittel die Gibbssche Erscheinung nicht auftritt. 

10. Ein Satz iiber die Gramsche Determinante. 1st G' ein Teil­
gebiet des Grundgebietes G, sind fPI' fP2' •.. , fPn stiickweise stetige 
Funktionen in G und ist r ihre Gramsche Determinante ffir G, r'die 
ffir G', so ist 

r':::;;: r. 
Der Beweis folgt unmittelbar aus der Maximum-Minimum-Eigen­

schaft der Eigenwerte. Es ist nfunlich r das Produkt der charakteristi­
schen Zahlen der quadratischen Form 

K (t, t) = I (tl fPI + ." + tn fPn)2 dG , 
G 

r' das entsprechende Produkt ffir 

K'(t, t) = l(t! fPI + ... + tnfPn)2dG, 
G' 

und es ist offenbar 
K'(t, t) < K(t, t), 

also auch jede charakteristische Zahl von K' (t, t) nicht groBer als die 
entsprechende bei K (t, t) . 

Einen anderen Beweis kann man der folgenden Darstellung der 
Gramschen Determinante enthehmen, wobei wir der Ktirze halber eine 
einzige unabhiingige Veranderliche x im Grundgebiet 0 < x <1 vor­
aussetzen: 

1 BOCHER, M.: Introduction to the theory of Fourier's series. Annals of math. 
Serle 2, Bd. 7, S.81-152, insb. S. 123-132.1906. - RUNGE, C.: Theorie und 
Praxis der Reihen, S.170-182. Leipzig 1904. FUr Verallgemeinerungen der 
Gibbsschen Erscheinung auf andere Orthogonalsysteme und insbesondere solche 
von mehreren Variablen vgl. WEYL, H.: Die Gibbssche Erscheinung in der Theorie 
der Kugelfunktionen. Rend. Circ. mat. Palermo Bd.29, S.308-323. 1910. -
'Ober die Gibbssche Erscheinung und verwandte Konvergenzphll.nomene. lb. 
Ed. 30, S. 377-407. 1910. 
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I 
f" 

r= J CfJiCfJ"dx 
0 

1 1 1 CfJl (Xl) CfJl (X2) CfJl (Xn) 2 

~ ;,fj-.} CfJ2 (Xl) CfJ2 (X2) CfJ2 (Xn) dX1 dX2 •.. dxn, 

CfJn (Xl) CfJn (X2) CfJn (Xn) o 0 0 

eine Darstellung, welche der Formel (45) aus Kap. I genau entsprieht1. 

11. Anwendung des Lebesgueschen Integralbegriffes. Viele 
der Tatsaehen und Zusammenhange dieses Kapitels gewinnen wesent­
lieh an Abrundung, wenn man statt des elementaren Riemannsehen 
Integralbegriffes den von LEBESGUE formulierten zugrunde legt. Dazu 
hat man den vorliegenden Funktionenbereieh zu dem aller im Lebesgue­
schen Sinne integrierbaren oder, wie man sagt, "summablen" Funktionen 
zu erweitem und die Grundtatsaehen der Lebesgueschen Theorie anzu­
wenden. Die Lebesguesehe Theorie geht aus yom Begriffe des MaBes 
einer Punktmenge we, die in einem endlichen Intervall liegen m6ge. 
Man denke sieh samtliehe Punkte von we irgendwie in eine abzahl­
bare Menge von Intervallen eingebettet, wobei diese Intervalle einander 
teilweise uberdeeken durfen. Es sei m die untere Grenze der Gesamt­
Hinge solcher Intervalle; es sei femer m' die entsprechende untere Grenze 
fUr die Punkte cler Komplementarmenge 9]1', d. h. cler Menge aller Punkte 
des gegebenen Intervalls, die nieht zu we gehoren. Falls m + m' gleieh 
der Lange des Intervalls ist, heiJ3t die Menge we mefJbar und m ihr MafJ. 
Nach dieser Definition hat jede abzahlbare Menge das MaJ3 Null (ist 
eine "Nullmenge"). 1st nun I (x) eine im Intervall G (a < X <b) de­
finierte besehrankte Funktion, deren Funktionswerte einem Intervall I 
angehOren, so teilen wir I in Teilintervalle II, /2, ... , In ein; existiert 
fUr jedes TeiIintervall 1j das MaB· mj der Punktmenge von G, in 
welcher I(x) Werte aus /j annimmt, so heiBt I(x) in G mefJbar. 

n 
Dann konvergiert die Summe J:,mj Ij , in der Ij ein Wert von I aus Jj 

i=l 
bedeutet, gegen einen bestimmten, von der speziellen Wahl des 
Grenziiberganges unabhangigen Grenzwert, sobald nur die Langen der 
Teilintervalle /j gleiehmaJ3ig gegen Null streben. Dieser Grenzwert 
heiJ3t das (Lebesguesche) Integral der Funktion I (x) und wird ebenso 
wie das gewohnliehe Riemannsche Integral geschrieben, dessen natur­
gemaBe Verallgemeinerung er ist. Fiir eine nur in einer Nullmenge von 
Null verschiedene Funktion ist das Integral stets Null. Wir konnen 
uns also in einer beliebigen Nullmenge, z. B. allen rationalen Punkten, 

1 Vgl. KNESER, A.: Zur Theorie der Determinanten. Festschr. H. A. SCHWARZ, 

S.177-191. Berlin 1914, sowie KOWALEWSKI, G.: Determinanten. 
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den Funktionswert beliebig abgeandert denken, ohne den Wert des 
Integrals zu beeinflussen; dies zeigt, daB wir den Bereich der integrier­
baren Funktionen mit der neuen Definition wesentlich erweitert haben. 
Eine im Lebesgueschen Sinne integrierbare Funktion bezeichnet man 
als summabel. 

Der Lebesguesche Integralbegriff laBt sich auch auf Funktionen aus­
dehnen, die in dem betrachteten Gebiet nicht beschrankt sind. Hierzu 
erstrecke man die Integration zunachst auf diejenigen Teilgebiete, in 
denen I I (x) I < N ist, und lasse sodann N fiber aIle Grenzen wachsen. 
Wenn dabei der Grenzwert des Integrals existiert, so heiBt er das 
Lebesguesche Integral fiber das Gesamtgebiet. 

Ffir unsere Theorien sind folgende Konsequenzen von Wichtigkeit, 
die man auf der neugewonnenen Basis ziehen kann: 

a) Lebesguesche Konvergenzsatze. 1st eine Folge 11 (x), 
I II (x), ... von im Intervall a ... b summablen Funktionen gegeben und 
konvergieren ffir jedes x des Intervalls die Funktionen In(x) bei zu­
nehmendem n gegen eine Funktion F (x), so kann auch dann, wenn die 
Konvergenz nicht gleichmaBig ist, auf die Gleichung 

lim fln(x)dx = fF(x)dx 
n-+oo 

geschlossen werden, sofern samtliche Funktionen In (x) absolut unter­
halb einer festen, von n unabhangigen Schranke liegen. 

Es geniigt iibrigens sogar, wenn die Ungleichung 

lin (x) I < tp (x) 

besteht, wobei tp (x) eine feste, von n unabhangige summable Funk­
tion ist. 

Diese Satze gestatten in vielen Fallen ungleichmaBiger Konver­
genz, gliedweise Integration unendlicher Reihen zu rechtfertigen. 

b) Mittlere Konvergenz. Die Funktionenfolge 11 (x), 12(x}, ... 
bestehe aus Funktionen, die samt ihren Quadraten summabel seien, 
und es sei lim f(fn - Im)2dx = o. Man sagt dann, die Funktionen-

m-+oo 

folge In(x) konvergiert im Mittel. Es gilt der Satz: Aus jeder derartigen 
Funktionenfolge laBt sich eine Teilfolge 1m herausgreifen, die bis auf 
eine Menge yom MaBe Null gegen eine summable Funktion f(x) kon­
vergiert. 

c) Satz von Fischer-RieBl. Dieser Satz kann in zwei aquiva­
lenten Fassungen ausgesprochen werden. 

1 RIESZ, F.: Sur les systemes orthogonaux de fonctions. C. R. Acad. BC. 

Paris Bd. 144, S. 615-619. 1907. - "Ober orthogonale Funktionensysteme. Nachr. 
Ges. GOttingen (math.-phys. K1.), S.116-122. 1907. - FISCHER, E.: Sur la con­
vergence en moyenne. C. R. Acad. sc. Paris. Bd.144, S.1022-1024. 1907. 
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Fassung von FISCHER. Die Funktionen 11 (x), I. (x), ... seien mit 
ihren Quadraten summabel, und es sei o lim f (In - Im)2dx = O. Dann 

n~oo 

m~oo 

gibt es eine mit ihrem Quadrat summable Funktion I (x), so daB 
lim f (In - 1)2dx = 0 gilt. 
n~oo 

Fassung von RIESZ. 1st WI (x), W2 (x), Ws (x), ... ein beliebiges vor­
gegebenes orthogonales Funktionensystem und sind aI' a2 , a3 , ••• 

00 

beliebige reelle Zahlen, fur welche 1: a; konvergiert, so gibt es eine 
,.=1 

summable Funktion I (x) mit summablem Quadrat, ffir welche a,. = (I, W,.) 
ist. Durch diesen Satz werden die Zusammenhiinge von § 1 als um­
kehrbar festgestellt, sobald man nur den Fup.ktionenbereich und den In­
tegralbegriff in unserem Sinne erweitert. 

d) Vollstiindigkeit und Abgeschlossenheit von Funktio­
nensystemen. Man nennt ein Funktionensystem abgeschlossen, wenn 
es keine zu allen Funktionen des Systems orthogonale normierte Funk­
tion gibt; dabei wollen wir ein fur allemal die Summierbarkeit der 
auftretenden Funktionen und ihrer Quadrate voraussetzen. Es gilt 
nun der Satz: ]edes abgeschlossene Funktionensystem ist vollstiindig 
und umgekehrt. In der Tat, ist etwa I (x) , abgesehen von einer 
Nullmenge, nicht gleich Null und orthogonal auf allen Funktionen 
des orthogonal angenommenen Systems w, (x), W2 (x), ... , so ist 

00 

o = ~(/, W,.)2 < !t2dx; also ist das Funktionensystem nicht voll-
,,=1 

standig. 1st umgekehrt das Funktionensystem unvollstandig, so gibt 
00 

es eine Funktion t (x), so daB ! t 2dx - ~ a; > 0 flir a,. = (I, w,,) 
n ,,=1 

ist; die Funktionen In = I -: ~a,.w,. konvergieren dann nach dem Satze 
,,=1 

von FISCHER-RIESZ (Fassung von FISCHER) im Sinne mittlerer Kon-
vergenz gegen eine Funktion q; (x), die auf allen w" orthogonal ist. 
Somit kann das System nicht abgeschlossen sein. 
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Drittes Kapitel. 

Theorie der linearen Integralgleichungen. 
§ 1. Vorbereitende Betrachtungen. 

1. Bezeichnungen und Grundbegriffe. Es sei K(s, t) eine im Ge­
biete a::::::':: s < b, a ~ t < b definierte und dort stetige Funktion der 
beiden Varia bIen s und t, und es sei J. ein Parameter; femer seien 
t (s) und <P (s) zwei im Intervalle a:S s ;? b stetige Funktionen der 
Variablen s, weIche durch die Funktionalgleichung 

(1) t(s) = <p(s) - ljK(s, t) <p(t) dt 

vcrkntipft sind. (Wir wollen ein fUr allemal daran festhalten, daB 
Integrale ohne weitere Bezeichnung des Integrationsgebietes immer 
tiber das oben gekennzeichnete "Grundgebiet" der Variablen zu 
erstrecken sind.) Durch die Funktionalgleichung (1), weIche wir eine 
lineare I ntegralgleichung zweiter Art mit dem Ke;n K (s, t) nennen 
wollen, wird jeder stetigen Funktion cp (s) eine andere t (s) zuge­
ordnet, und zwar in linearer Weise, so daB einer linearen Kom­
bination ci 'PI + C2'P2 die entsprechende Kombination cdl + c2f2 zu­
gehort. Wir werden uns hier vorzugsweise mit der A uflosung der 
Integralgleichung beschiiftigen, d. h. mit der Frage nach der Bestim­
mung von 'P (s), wenn j (s) gegeben ist. Dabei setzen wir, sofem nicht 
ausdriicklich das Gegenteil gesagt ist, voraus, daB aIle vorkommenden 
GroBen reell sind. 

Wenn die Funktion j(s) identisch verschwindet, so sprechen wir 
von einer homogenen Integralgleichung; falls diese, auGer der trivialen 
Losung 'P = 0 noch eine andere Losung 'P besitzt, kann man diese 
nichttriviale Losung mit einem beliebigen konstanten Faktor mul­
tiplizieren und also auch normiert annehmen. Mit verschiedenen 
Losungen <Pl' 'P2' ... der homogenen Gleichung sind zugleich aIle linearen 
Kombinationen ci 'Pi + c2<Pz + . .. Losungen. Mehrere voneingnder 
linear unabhiingige soIche Losungen diirfen wir daher und wollen wir 
nns stets als normiert und orthogonal zueinander vorsteIlen, da wir sie 
sonst vorher dem im Kapitel II § 1 beschriebenen Orthogonalisierungs­
verfahren unterwerfen konnen, ohne daB sie aufhoren, Losungen zu 
sein. Einen Wert J., fUr welchen die homogene Integralgleichung 
von Null verschiedene Losungen besitzt, nennen wir einen Eigenwert 
des Kernes, zugehorige, als zueinander orthogonal anzunehmende 
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Lasungen 'PI> 'Pz, ... Nullosungen oder Eigenlunktionen des Kernes- ffir 
den Eigenwert l. Ihre Anzahl ist beschrankt. Denn nach der Bessel­
schen Ungleiehung (Kap. II, § 1), angewandt auf den Kern K(s, t) und 
die orthogonalen und normierten Funktionen 'PI' 'P2, ... , ffh, gilt 

h h 
l2fK(s, t)2dt > lZ.~[J K(s, t) 'Pi(t) dtt =.~'Pi(S)2. 

~=l ~=l 

also nach Integration tiber s 

l2 f f K(s, t)2dsdt > h, 

womit fUr heine Schranke gewonnen ist. Wir kannen sagen: ] eder 
Eigenwert besitzt eine endliche Viellachheit (d. h. Anzahl von linear un­
abhangigen Lasungen). 

Unsere Integralgleiehung stellt sieh, wie sieh in § 6 zeigen wird, 
als sinngemaBe Verallgemeinerung des Problems der linearen Algebra 
dar, welches wir in Kap. I, § 2 behandelt haben. Ihre Bedeutung fiir 
die mathematische Analysis besteht unter anderem darin, daB viele 
sonst getrennte Betrachtungen durch sie unter einen einheitlichen Ge­
siehtspunkt gebracht werden. 

2. QuellenmaBig dargestellte Funktionen. Das ftir die Integral­
gleiehung (1) typische Glied wird durch ein Integral der Form 

(2) g(s) = fK(s, t) h(t) dt 

gegeben. Wir sagen, daB eine durch (2) gegebene Funktion g ver­
mage der Funktion h und des Kernes K quellenmii/Jig dargestellt ist. 

Wenn h(t) stiickweise stetig ist, so ist g(s) gewiB stetig; es gilt 
aber noch mehr, 1st namlich f h (t) 2 d t < M, wo Meine feste Schranke 
bedeutet, so sind die durch (2) ausgedriickten Funktionen in ihrer 
Gesamtheit gleichgradig stetig, d. h. es gibt unabhangig von der 
speziellen Funktion h(t) zu jedem positiven E eine positive Zahl <leE) 
derart, daB aus 11J1 < <l die Beziehung Ig(s + 1J) - g(s) I < E folgt. 
(Vgl. Kap. II, § 2.) In der Tat wird infolge der Schwarzschen Un­
gleiehung 

[g(s + 1J)"':' g(S)]2 5 M f[K(s + 1J, t) - K(s, t)]2dt, 

woraus sieh wegen der gleiehmaBigen Stetigkeit des Kernes sofort die 
Behauptung ergibt; denn es besteht unabhangig von t die Ungleichung 

I K (s + 1J. t) - K (s, t) I < a 

mit beliebig kleinem a, sobald nur 1J hinreiehend klein ist. 
Ferner gilt bei gegebenem h(t), wenn gleiehmaBig 

lim Kn(s, t) = K(s, t) 
n-+oo 

ist, die Relation 
g(s) = lim fKn(s, t) h(t) dt 

n-+oo 

Courant.Hilbert. Mathematische Pbysik I. 2. Auf!. 7 
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im Sinne gleichmaBiger Konvergenz in s, da man den Grenziibergang 
unter dem Integralzeichen ausfiihren kann. Also folgt nunmehr, daB 
aIle Funktionen der Form 

g(s) = jK(s, t)h(t) dt 

fiir aIle betrachteten Funktionen h (I) gleichgradig stetig sind, sobald 
j h2dt :s; M bleibt. Ebenso sind aIle diese Funktionen gleichmaBig 
beschrankt, d. h. sie liegen aIle absolut genommen unterhalb einer 
gemeinsamen Schranke. Dies folgt sofort vermoge der Schwarzschen 
Ungleichung: 

gn(s)2 ~ MI[Kn(s, t)]2dt bzw. g(S)2 ~ M ICKes, t)]2dt. 

3. Ausgeartete Kerne. Einen Kern, welcher sich als eine end­
lkhe Summe von Produkten je einer Funktion von s mit einer Funktion 
von t darstellen Hi13t: 

nennen wir einen ausgearteten Kern. Dabei konnen wir annehmen, daB 
die Funktionen <Xi(s) und die Funktionen Pi(t) je voneinander linear un­
abhangig sind, weil wir sonst eine dieser Funktionen durch die anderen 
linear ausdl,'iicken und so zu einer Darstellung von A (s, t) als Summ(' 
von weniger als p Produkten der obigen Gestalt gelangen konnten. 
Der Satz von del,' Moglichkeit del,' gleichmaBigen Approximation einer 
stetigen Funktion K (s, t) durch Polynome (vgl. Rap. II, § 4) lehrt uns, 
daB wir den Kern K (s, t) durch einen ausgearteten Kern gleichmaBig 
beliebig genau approximieren konnen; denn jedes Polynom in s und t 
stellt offenbar einen ausgearteten Kern dar. 

Ein ausgearteter Kern A (s, t) laBt sich folgendermaBen noch in eine 
andere, oft bequeme Gestalt umformen. Wir denken uns die Zp Funk­
tionen von s: !Xl (s), cX2 (s), ... , cXp (s); PI (s), P2 (s), ... , Pp (s) durch ein 
System von normierten orthogonalen Funktionen WI (s), W2 (s), ... , Wq (s) 
linear ausgedriickt, was wir stets durch Orthogonalisieren der gegebenen 
Funktionen erreichen konnen. Dann erscheint A (s, t) in Form einer 
Doppelsumme 

(4) 

Die Produkte Wi (s) Wj (t) bilden ein System von q2 Funktionen von s 
und t im Quadrat a < s < b, a:::; t < b, welche ebenfalIs aIle zuein­
ander orthogonal, also linear unabhiingig sind. 1st A (s, t) symmetrisch, 

d. h. gilt identisch A (s, t) = A (t, s), so ist i(c'l - Cji) W;{S) Wj (t) = 0, 
i,;=l 

was wegen der linearen Unabhiingigkeit der Produkte Wj (s) Wj (t) be­
deutet cij = cji • 
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Ein symmetrischer Kern .K (s, t) laBt sich immer durch symme­
trische ausgeartete Kerne A (s, t) gleichmaBig approximieren. Urn das 
einzusehen, braucht man nur A (s, t) notigenfalls durch die Funktion 
t[ A (s, t) + A (t, s)] zu ersetzen, welche zugleich mit A (s, t) den sym­
metrischen Kern K (s, t) gleichmaBig approximiert. 

§ 2. Die Fredholmschen Sitze fiir ausgeartete Kerne. 
Die Hauptsatze der allgemeinen Theorie der Integralgleichungen, 

welche zuerst von FREDHOLMl bewiesen worden sind, entsprechen vollig 
den Hauptsatzen aus der Theorie der linearen Gleichungen und lassen 
sich folgendermaBen aussprechen: 

Die 1ntegralgleichung 

(1) I(s) = 91(s) - l/K(s,t)91(t)dt 

besitzt bei lestem 1 entweder lur jede beliebige stetige Funktion I (s) eine 
und nur eine stetige Liisung 91 (s), insbesondere die Liisung 91 = 0 lur 
t = 0; oder aber die zugehiJrige homogene Gteichung 

(5) 1J'(s) =l/K(s,t)1J'(t)dt 
iJesitzt eine positive endliche Anzahl r voneinander linear unabhiingiger 
Losungen 1J'1' 1J'2 •... , 1J',. 1m ersten Faile hat auch die zu (1) gehiirige 
"transponierte" I ntegralgleichung 
(6) ,g(s) = tp(s) -lfK(t, s) tp(t) dt 

stets eine eindeutig bestimmte Liisung; im zweiten F alle hat die trans­
ponierte homogene Gleichung 

(7) Xes) = l/K(t, s) x(t) dt 
ebenlalls r voneinander linear unabhiingige Liisungen Xl' XI' ... , Xr, 
und die unhomogene 1ntegralgleichung (1) ist dann und nur dann liisbar, 
wenn die gegebene Funktion I(s) den r Bedingungen 

(8) (I, Xi) = /I(s) x,es) ds = 0 (i = 1, 2, ... , r) 

genugt. Die Liisung von (1) ist in diesem Falle nur bis auf eine willkur­
liche additive lineare Kombination ci 'PI + ... + C,1J'r bestimmt; sie kann 
durch die Forderungen 

(91,1J'i) = / 91(s) 1J'i(S) ds = 0 (i = 1, 2, ... , r) 

eindeutig lestgelegt werden. 
Wir wollen diese Satze zunachst fiir den Fall beweisen, daB der 

Kern K (s, t) = A (s, t) ausgeartet ist und durch die Gleichung (3) dar .. 
gestellt wird. In diesem Fall reduziert sich die Theorie unserer Integral­
gleichung fast unmittelbar auf die eines linearen Gleichungssystems 

1 FREDHOLM, I.: Sur une classe d'equations fonctionnelles. Acta math. Bd. 27, 
S.365-39O. 1903. 

7* 
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von p Gleichungen mit p Unbekannten. Sehreiben wir namlieh die 
Integralgleiehung in der Form 

(9) I(s) = 9'(s) -l!lXi(S)( fJi(t) cp(t) dt, 
i=1 . 

setzen Xi = (fJi, cp), multiplizieren sodann (9) mit fJj(s) und integrieren 
naeh s. so erhalten wir fUr die GroBen Xi das Gleichungssystem 

(10) U·=1,2, ... ,p), 

wobei Ij = (fJj, I) und Cji = (fJj, cx,i) gesetzt ist. Besitzt dieses Gleichungs­
system eine und nur eine Losung Xl' X2 , ••• , Xp' so ist die 

p 

Funktion cp(s) = I(s) + 12'xilXi(s) sieher eine Losung der Integral-
i=1 

gleiehung, wie man unmiUelbar bestatigt, wenn man diese Funktion 
in die Integralgleichung eintragt und die Gleiehungen (10) beriieksiehtigt. 
1st Yl' Y2' .•. , Yp die alsdann ebenfalls vorhandene Losung des trans­
ponierten Systems 

( 11) 

so ist cp(s) = g(s) + l2'YifJi(S) eine Losung der transponierten Inte­
i 

gralgleichung (6). 1st dagegen Xl' X2 , ••• , Xp eine nichttriviale Losung 
des homogenen Gleichungssystems 

(12) (j = 1, 2, ... , P), 
p 

so erhalten wir in "I'(s) = 12'xilX,(s) eine nichttriviale Losung der ho­
i=1 

mogenen Integralgleiehung (5). Zwei linear unabhangige Losungen 
Xl' x2 , ••• , Xp und x~, X;, ... , x~ der homogenen Gleiehungen (12) er­

p 

geben offenbar zwei linear unabhangige Losungen "I'(s) = 12,'xilX,(s) und 
~ i=1 

"I"(s) = 11:x~lXi(s) und umgekehrt. 
i=l 

Das Vorhandensein von r linear unabhangigen Losungen "1'1' "1'2' ... , "1'. 
von (5) und somit von r unabhangigen Losungssystemen von (12) ist 
aber gleichbedeutend mit dem Vorhandensein von ebenso vielen linear 
unabhangigen Losungen Yll, ~112' ... , Yip (l = 1, 2, ... , r) des trans­
ponierten Gleichungssystems 

(13) gj=Yj-l1;cijYi (i=1,2, ... ,P) 
i=1 

fUr gj = 0 und somit von r linear unabhangigen Losungen 

xds), X2 (s), ... , x. (s) 
der transponierten homogenen Integralgleiehung (7), wobei 
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(14) XI(S) = 12YIJ{1J(S) 
i=1 

ist. Nun lehren die Satze der Gleichungstheorie, daB im FaIle r = 0 die 
Gleichungen (10), also auch (13) und (6), stets eindeutig 16sbar sind, 
daB aber im Falle r> 0 zur Losbarkeit der unhomogenen Gleichung (10) 
und damit der Integralgleichung (5) fUr die Ij die Bedingungen 

(15) }:IJYli = 0 (1 = 1,2, ...• r) 
i=1 

hinreichend und notwendig sind. Vermoge der Definition von Yli und 
Ij gehen diese Bedingungen sofort uber in 

(16) (f, Xl) = 0 (1 = 1, 2, ... , r) . 

Damit sind die Fredholmschen Satze fUr unseren Fall vollstandig 
bewiesen. 

§ 3. Die Fredholmschen Satze fUr einen beliebigen Kern. 
Urn auf Grund der letzten Ergebnisse die Integralgleichung mit 

einem beliebigen Kern K (s, t) behandeln zu konnen, benutzen wir den 
Konvergenzsatz aus § 2 des vorigen Kapitels. 

Wir denken uns K (s, t) gleichmaBig durch eine Folge Al (s, t), 
A2 (s, t), ... , An (s, t), ... von ausgearteten Kernen approximiert und 
betrachten zugleich mit der Integralgleichung (1) die approximierenden 
Integralgleich ungen 

(17) l(s)=cp(s)-ljAn(s,t)tp(t)dt. 
Dann sind (bei fest em 1) zwei Falle moglich. 

F all I: Die Gleichung (17) besitzt bei jedem I (s) fUr unendlich viele n 
(wir dur£en dann ubrigens unter Weglassung nicht passender Approxi­
mationsgleichungen und Umnumerierung sogar annehmen: fiir alle n) 
eine Losung en(s) , und fUr diese bleibt (en, en) = c~ < M, unter M 
eine von n unabhangige Schranke verstanden. 

Fall II: Die obige Annahme trifft nicht zu. Dann ist fUr ein 
passendes I (s) entweder 

a) zwar fur unendlich viele n (wir konnen annehmen: fUr aIle n) 
eine Losung en(s) vorhanden; es gilt jedoch (en, en)=c~~oo, oder 

n-+oo 

b) es existiert eine solche Losung uberhaupt nur fur endlich viele n 
(wir durfen wieder annehmen: fUr gar kein n), und es besitzt daher 
- auf Grund der fur ausgeartete Kerne gti.1tigen Fredholmschen 
Satze - die homogene Integralgleichung 

(18) b = tp(s) -lj An(s, t) tp(t) dt 
eine normierte Losung ones) fUr aIle n. 

1m FaIle I werden die Funktionen en(s) - /(s) quellenmaBig durch 
die Kerne An (s, t) dargestellt; dabei sind die dargestellten Funktionen 
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nach § 1 gleichmaBig beschrankt und gleichgradig stetig, und die Funk­
tionen en (s) definieren daher nach unserem Konvergenzprinzip als Limes 
einer gleichmaBig konvergenten Teilfolge eine stetige Grenzfunktion 
lP (s). Indem wir erlaubterweise den Grenzubergang in der Integral­
gleichung (17) direkt vornehmen, erkennen wir fUr diese Grenzfunk­
tion lP(s) das Bestehen der Integralgleichung (1); diese Integralgleichung 
ist also im Falle I fur jedes I(s) auflasbar. 

1m FaIle IIa) dividieren wir die Integralgleichung (17) fUr lP = en 
durch Col und setzen g~ = an' so daB die Gleichung 

Cn 

1(5) = an(s) - ljA 1I (s, t) an(t) dt 
Cn 

gilt; im FaIle IIb) beachten wir das Bestehen der Gleichung (18) fur 
cp = an. Beide Male ist jedenfalls an normiert; somit sind wiederum 

die quellenmaBig dargestellten Funktionen an(s) - I~S)_ bzw. an(s) gleich-.. 
gradig stetig und gleichmaBig beschrankt, definieren mithin als gleich-
maBigen Limes einer Teilfolge eine Grenzfunktion 'IjJ (s), welche not­
wendigerweise der homogenen Integralgleichung 

(5) 'IjJ(s)=lJK(s,t)'IjJ(t)dt 

genugt und normiert ist. 1m Falle II besitzt also die homogene Integral­
gleichung nichttriviale Lasungen, die wir gemaB Aier Festsetzung auf 
s. 96f. als Nullasungen oder Eigenfunktionen bezeichnen. 

Urn hieraus die in § 2 formulierten Fredholmschen Satze abzuleiten, 
erinnern wir uns an die Bemerkung in § 1, daB es zu jedem Wert von 1 
nur eine endliche Anzahl r von linear unabhangigen Nullasungen geben 
kann. Fur r = 0 kann offenbar der obige Fall II nicht eintreten, da er 
stets zu einer normierten Lasung von (5) fiihrt; also befinden wir uns 
im Falle I, d. h. fUr jede linke Seite I(s) besitzt die Integralgleichung (1) 
eine Lasung; diese Lasung ist eindeutig bestimmt, weil eine nicht ver­
schwindende Differenz zweier Lasungen eine nichttriviale Lasung von 
(5) entgegen der Voraussetzung ergeben wurde. Damit ist der erste 
Fredholmsche Satz bewiesen. 

Es sei zweitens r> 0 und 'ljJl, ••. , 'ljJr zueinander orthogonale nor­
mierte Lasungen von (5); dann gilt wegen An ~ K * fiir die Funktionen 

~ .. ,i(S) = 'ljJi(S) - AJ An(s, t) 'IjJ;(t) dt 

(i = 1, 2, ... , r; n = 1, 2, 3, ... ) 

die Relation ~n,i(S) =~ 0 bei n -+ 00 • 

* Wir benutzen gelegentlich das Zeichen -+ als Abkiirzung fiir Konvergenz. 
SOU analog die GleichmaBigkeit des Grenziiberganges zum Ausdruck gebracht 
werden. so bedienen wir uns des Doppelpfeiles =~ . 
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Setzen wir nun 
r 

A~(s,t) = An(s,t) + 1 ~t5n,i(S)1jJi(t), 
i=1 

so sind die A~(s, t) ausgeartete Kerne, weIehe den Kern K (s, t) gleich­
maBig approximieren. Diese Kerne A~(s, t) besitzen, wie man sofort 
sieht, samtlich die r Funktionen 1jJi(S) zu Nullosungen. 

Mehr linear unabhiingige NUllosungen konnen bei hinreichend 
groBem n nicht auftreten; denn ware 1jJ.+l,n(S) eine Folge soIeher Null­
losungen, die wir als normiert und auf 1jJl' 1jJ2' ... , 1jJ, orthogonal an­
nehmen durfen, so wurden wir auf Grund unseres Konvergenzprinzipes 
eine auf 1jJl' 1P2' ... , 1jJ. orthogonale, also von diesen Funktionen linear 
unabhangige Nullosung von (5) erhalten, entgegen der Voraussetzung, 
daB r die genaue Anzahl der linear unabhiingigen Nullosungen sein 
sollte. 

Zufolge der Gliltigkeit der Fredholmsehen Satze flir ausgeartete 
Kerne besitzen aueh die homogenen transponierten Integralgleichungen 

(19) X(s) =lfA~(t,s)X(t)dt 

flir hinreichend groBe n ebenfalls genau r linear unabhiingige, 
normiert und zueinander orthogonal wahlbare NUllosungen Xi,n(S) 
(i = 1, 2, ... , r). Da die ausgearteten Kerne A~(t, s) gleichmaBig gegen 
den Kern K (t, s) konvergieren, so erhalten wir aueh fiir diesen r zu­
einander orthogonale Nullosungen Xl (s), X2 (s), ... , indem wir auf Grund 
un seres Konvergenzprinzips den Grenziibergang mit Hilfe der gleieh­
gradig stetigen und gleichmaBig besehrankten Funktionen Xi,n(S) vor­
nehmen. Mehr als r unabhangige Losungen kann die transponierte 
Integralgleiehung 
(20) X(s) = lfK(t, s)x(t) dt 

jedoeh nieht haben, da sonst ruckwarts auch die Existenz von mehr 
als r Losungen von (5) folgen wurde. 

Endlich beaehten wir, daB flir die Losbarkeit der Integralgleichung 
(1) im FaIle r> 0 sicherlich die Bedingungen 

(21) (I, Xi) = fl(s) Xi(S) ds = 0 (i = 1, 2, ... , r) 

notwendig sind, wie man unmittelbar einsieht, wenn man (1) mit Xi(S) 
multipliziert, integriert und dann reehts unter Beaehtung von (20) die 
Integrationsfolge umkehrt. Urn die Bedingungen (21) als hinreichend zu 
erkennen, besehranken wir uns - sofern dies notig ist - auf soIehe 
Indizes n, fiir weIehe lim X',n (s) = Xi (s) (i = 1, 2, ... , r) gilt, und bilden 

n~oo 

mit den wegen (21) mit waehsendem n gegen Null konvergierenden 
r 

Zahien fi,n = (f, Xi,n) die Funktionen In(s) = 1 (s) -1; Ei,nX',n (s) • 
i=1 



104 III. Theorie der linearen Integralgleichungen. 

Es ist (/'" Xi,n) = 0 (i = 1,2, ... , r). Also besitzt die Integralgleichung 

(22) In (s) = q; (s) - ). f A~ (s, t) q; (t) dt 

wegen der Giiltigkeit der Fredholmschen Satze fUr ausgeartete Kerne 
sieher eine zu "PI (s), "P2 (s), ... , "P, (s) orthogonale Losung en (s). Mit 
diesen Losungen en(s) miissen wir uns im FaHe I befinden, weil sie 
andernfalls zu einer auf "PI (s) , "P2 (s), ... , "PA s) orthogonalen Losung von 
(5) fiihren wiirden, was nach Voraussetzung unmoglich ist. Also konnen 
wir auf Grund des Konvergenzprinzips wieder den Grenziibergang in 
der Integralgleiehung ausfiinren und wegen In(s) =~ I(s) auf die Los­
barkeit von (1) schlieBen. Hiermit sind die samtlichen Fredholmschen 
Satze fiir unseren Kern K (s, t) bewiesen. 

Ob es iiberhaupt FaHe gibt, in denen die homogene Gleichung 
nichttriviale Losungen besitzt, ist eine Frage, die fUr symmetrische 
Kerne im folgenden beantwortet wird. 

§ 4. Die symmetrischen Kerne und ihre Eigenwerte. 
Entsprechend den Verhaltnissen bei den bilinearen Formen in 

Kap. list auch bei den Integralgleiehungen der Fall einer weiter­
gehenden Behandlung zuganglich, daB der Kern K (s, t) symmetrisch 
ist, d. h. der Relation 

~) K~~=K~~ 

geniigt. Die Integralgleichung wird dann mit ihrer transponierten 
identisch. Bei einer derartigen symmetrischen Integralgleichung werden 
wir uns vor aHem die Frage stellen, fUr welche Werte des Parameters A. 
die homogene Integralgleichung (5) eine nicht triviale (normierte) Losung 
besitzt. Diese Parameterwerte 1 = 1, und die zugehorigen Funktionen 
heiBen, wie schon erwahnt, die Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen des 
Kernes K (s, t). Analog zu den Entwicklungen von Rap. I, § 3 wollen 
wir nun den Satz beweisen: ] eder symmetrische, nicht identisch ver­
schwindende stetige Kern besitzt Eigenwerte und Eigenfunktionen; diese 
sind dann und nur dann in unendUcher, und zwar abziihlbarer Anzahl 
vorhanden, wenn der Kern nicht ausgeartet ist. - Alle Eigenwerte eines 
reellen symmetrischen Kernes sind selbst reell. 

1. Existenz eines Eigenwertes bei einem symmetrischen Kern. 
Wir beweisen zunachst die Existenz eines Eigenwertes. Zu diesem 
Zwecke betrachten wir die "quadratische Integralform" 

(24) ] (q;, q;) = f f K (s, t) q;(s} q; (t) ds dt, 

welche hier die Stelle der quadratischen Form von Rap. I vertritt; 
cp bedeutet dabei irgendeine im Grundgebiet stetige oder stiickweise 
stetige Funktion. Wegen der Schwarzschen Ungleichung haben wir 

] (q;, cp}2 < (q;, tp)2 f f K2 (s, t) ds dt. 
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Also ist ] (rp, rp) selbst absolut genommen beschrankt, wenn wir for­
dern, daB 
(25) (rp, rp) = 1 

ist. Die Integralform ist dann und nur dann fUr aile zugelassenen 
Funktionen rp Null, wenn der -Kern selbst identisch verschwindet. 
Fiihren wir namlich die "bilineare Integrallorm" 

(26) J (rp, 1jJ) = J (1jJ, rp) = f f K (s, t) rp (s) 1jJ (t) ds dt 

ein und beachten wir, daB die Umformung 

(27) J (rp + 1jJ, rp + 1jJ) = J (rp, rp) + 2J (rp,1jJ) + J (1jJ,1fJ) 

gilt, so folgt zunachst aus dem identischen Verschwinden der quadrati­
schen auch das der bilinearen Integralform. Setzen wir nun in (26) 
spezie~ 1jJ (t) = f K (s, t) rp (s) ds, so ergibt sieh f (j K (s, t) rp(s)ds)2 dt = 0, 
also J K (s, t) rp (s) ds = J bei beliebigem rp (s); wenn wir rp (s) fiir ein 
bestimmtes t-gleich K(s, t) wahlen, erhalten wir die gewiinschte identische 
Gleiehung K (s, t) = o. 

Hat ein Kern die Eigenschaft, daB J (rp,fP) nur positive bzw. nur 
negative Werte annehmen kann (wenn nieht rp = 0 ist) , so heiSt er 
positiv bzw. negativ delinit. AndernfaIls heiBt er indelinit. 

Unter der Voraussetzung, daB J positiver Werte fabig ist, stellen wir 
uns das Maximumproblem, eine normierte Funktion rp (s) zu finden, fUr 
welche J (q;, rp) einen moglichst groBen Wert annimmt. Wegen der Be­
schranktheit der Werte von] (rp, rp) gibt es sieher eine obere Grenze 
"1 = 1/l1 fiir die Werte der Integralform J(rp, rp); gezeigt werden solI, 
daB diese positive obere Grenze fUr eine geeignete Funktion rp (s) wirk­
lich erreicht wird. Dazu denken wir uns den Kern K (s, t) durch aus­
geartete symmetrische Kerne 

der am SchluB von § 1 beschriebenen Gestalt gleiehmaBig approximiert. 
Das dem obigen entsprechende Maximumproblem fiir die Integralformen 
J,. (rp , p) = f f An(s, t) rp(s) rp(t)dsdt unter der Nebenbedingung (25) er­
weist sieh als gleiehbedeutend mit dem entsprechenden Problem fUr 
eine quadratische Form von qn Veranderliehen. Setzen wir namlich 

so wird 
(rp, Wi) = x, (i = 1,2, ... , qn), 

(28) 

eine quadratische Form in Xl' X\I' ••• , xg", welche zu einem Maximum 
zu mach en ist, wabrend die Nebenbedingung (25) besteht. Nun ist 
nach der Besselschen Ungleichung in Kap. II, § 1, 3, wenn wir sie 
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auf IP (s) und das orthogonale Funktionensystem WI (s), 002 (s), ... , 
(l)q" (s) anwenden, q" 

(IP, qJ) ~ ~ x7 ; 
i=1 

die Variablen in der Form (28) sind also sicherlich der Bedingung 
q,. 

~ ~ < 1 unterworfen, und daher wird das Maximum der Form ange-
i=l q" 
nommen, wenn ~ x~ = 1 ist, da man sonst durch Multiplikation mit 

i=1 
einem geeigneten Faktor den Wert von In (qJ, qJ) vergroBern konnte. 
Wir sehen also, daB wir genau die Fragestellung der Hauptachsen­
transformation aus Kap. I, § 3 vor uns haben. Das Maximum der Form 
wird danach angenommen fUr ein Wertsystem Xl' X2 , ••• , Xq,., fUr 
welches tiberdies die Gleichungen 

(29) 

bestehen. Dabei wird der Proportionalitatsfaktor "In gerade gleich 
I,,(qJ, qJ). Dies bestiitigt man, wenn man (29) mit Xi rn:ultipliziert, tiber i 

q" 
summiert und berticksichtigt, daB dann die rechte Seite wegen 1: ~ = 1 

i=l 

gleich "In wird, wiihrend die linke Seite die Form In(qJ, q;) ergibt. 
Verstehen wir unter Xl' X2' ••. , Xq" von jetzt ab dieses Wertsystem 
und set zen 

IPn (s) = Xl WI (s) + X2 (1)2 (S) + ... + Xq" W q,. (S) , 

wobei wegen der Orthogonalitat der Wp und wegen 1: X; = 1 die Re­
lation N q;" = 1 gilt, so besagen die Gleichungen (29) das Bestehen der 
Relation 

(30) 

und umgekehrt. Denn aus (29) folgt (30), indem wir mit Wi (s) mul­
tiplizieren, summieren und Xi';"" (q;n, Wi) beachten, aus (30) aber folgt (29) 
durch Multiplikation mit Wi (s) und Integration. Die Funktion q;" (s) 
ist also eine Eigenfunktion von A" (s, t), welche zum Eigenwerte 
!-lIn = 1/"1" gehort: 
(31) q;n(s) = !-lIn! An(s, t) qJ,,(t) dt. 

Nunmehr lassen wir n unbegrenzt zunehmen. Dabei muB "In gegen 
eine Zahl "1' die entsprechende positive obere Grenze von J[ q; , IP ] 
konvergieren; denn aus der Relation 

IK(s, t) - An(s, t) I < f: 

folgt wegen der Schwarzschen Ungleichung, wenn (qJ, qJ) < 1 ist und 
a und b die Integrationsgrenzen sind, 

[J (q;, q;) - I" (q;, q;)]2 s: f:2 (b - a)2. 
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Also stimmt bei hinreichend groBem n der Wertevorrat von In (rp , rp) 
mit dem von J (rp, rp) beliebig genau uberein, und dasselbe muB daher 
fUr die oberen Grenzen dieser beiden Wertevorrate gelten. Es existiert 
mithin auch lim "In = "1' SO daB die "In aIle unterhalb einer festen 

n .... oo 
Schranke liegen und wegen (31) nach § 1 die Funktionen rpn (s) fUr 
aIle n gleichmaBig beschrankt und gleichgradig stetig sind. Nach 
unserem Konvergenzsatz konnen wir also eine Teilfolge rpn" rpn., ... 
auswahlen, welche gleichmaBig gegen eine Grenzfunktion "PI (s) kon­
vergiert. In der Gleichung (30): In(rpn, rpn) = "In und (rpn' rpn) = 1 aus­
gefuhrt ergibt dieser Grenzubergang die Relationen 

(32) "1 "P1(S) = jK(s, t) "Pl(t) dt, ("Pl,"Pl) = 1, 

(33) J("Pl,"Pl) ="1· 
Die Funktion "PI (s) lost also das Maximumproblem fUr die Form J (rp, rp); 
sie ist eine Eigenfunktion des Kernes K (s, t). Hieraus folgt sofort, 
daB "1 nicht Null sein kann; denn J(rp, rp) kann ja positive Werte an­
nehmen. Fur jede beliebige Funktion "P gilt daher die Beziehung 

(34) J ("P, 'P) < "1 ("P, "P) , 

wie man durch Normierung sofort erkennt. 
2. Die Gesamtheit der Eigenfunktionen und Eigenwerte. Urn die 

weiteren Eigenwerte und Eigenfunktionen zu erhalten, verfahren wir 
folgendermaBen: 

Wir stellen das Problem, das Integral J (11',11') zum Maximum zu 
machen, wobei wir jetzt auBer der Nebenbedingung (f{!, rp) = 1 die 
weitere Nebenbedingung 

stellen. Dabei setzen wir voraus, daB unter diesen beiden Neben­
bedingungen J (rp , rp) noch positiver Werte fwig ist. Da durch die zweite 
N ebenbedingung der Wertevorrat der Integralform gegenuber dem Werte­
vorrat beim ersten Maximumproblem eingeschrankt ist, so kann das 
Maximum "2 = 1/#2 nicht groBer sein als das fruhere Maximum "1' d. h. 
es gilt "2::::; "1 und #1 < #2' Die Existenz der Losung dieses Maximum­
problems konnen wir genau nach der fUr den ersten Eigenwert ange­
wandten Methode durch Zuruckfuhrung auf eine quadratische Form und 
Grenzubergang beweisen. Bequemer ist aber die£olgende, unmittelbare 
Zuruckfiihrung auf die Bestimmung des ersten Eigenwertes eines anderen 
Kernes. 

Wir bilden die Funktion 
(35) K(l)(S, t) = K(s, t) _ 'Pl(S)'Pl(t) 

Itl 
und fassen sie wiederum als symmetrischen Kern auf. Nach dem eben 
erzielten Ergebnis konnen wir fUr sie das Maximumproblem 

(36) J(l) (11', rp) = ffK (l) (s, t) f{! (s) f{! (t) ds dt = Max. = "2 = ~ 
• p, 
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unter der Bedingung (qJ, qJ) = 1 durch eine Funktion "PI (s) lOsen, welche 
der homogenen Integralgleichung 

(37) "Ps (s) = fts (K(1) (s, t) "Ps (t) dt 

genugt. Dabei setzen wir voraus, daB auch J(I) (qJ, qJ) noch positiver 
Werte fahig ist, so daB ~2 > 0 wird. Wir schreiben die Gleichung (37) 
in der Form 

"Ps (s) = fL? f K (s, t) "fa (t) d t - fta 'P~~5) ("Pa, "PI) , 

multiplizieren mit "PI (s) und integrieren nach s, kehren in dem iterierten 
Integral die Integrationsfolge urn und beachten ("PI' "Pt) = 1; dann 
steht auf der rechten Seite Null, und es ergibt sich 

(38) ("PI' "Pa) = 0, 

d. h. die Eigenfunktion "Pa (s) ist orthogonal auf der Eigenfunktion 
"Pt (s). Daher ist auch 

(39) jK(s, t) "Pa(t) dt = jK(l)(S, t) "Ps(t) dt 

und demnach "P2 (s) auch Eigenfunktion von K (s, t) und fta der zu­
gehOrige Eigenwert: 

(40) 

Da wir wegen der Beziehting ("Pa' "Pt) = 0 den Wert ~a auch als 
Maximum der Integralform JI(qJ, qJ) unter derNebenbedingung 
(qJ, "PI) = 0 kennzeichnen konnen und in diesem Falle II (qJ, qJ) = I (qJ, qJ) 
gilt, so lost die Funktion "P2 auch das zu Beginn dieser Nummer ge­
stellte Maximumproblem. 

In derselben Weise konnen wir weitergehen, indem wir jetzt den Kern 

(41) K(2)(S, t) = K(1)(s, t) - 'P2(5)'P2(t) = K(s, t) _ 'Pt(S)V'I(t) _ P~~_1jI2(t) 
1'2 1'1 1'2 

bilden und das Maximum der Integral£orm 

(42) J (2) (qJ, qJ) = j j K(2) (s, t) qJ (s) q; (t) ds dt 

suchen, vorausgesetzt, daB diese noch positiver Werte fahig ist. Es 
ergeben sich dann genau wie oben als Losung eine normierte Funktion 
1jJa (s) und ein Maximalwert ~s = 1/ fta, fur welche die homogene Inte­
gralgleichung "Ps(s) = ftajK(s, t) "Ps(t) dt besteht und fUr welche die 
Orthogonalitatsrelationen ("Pa, "Pt) = 0, ("Ps, "Ps) = 0 gelten. Wir konnten 
diese Losung ebenso durch das Problem erhalten, die ursprungliche Inte­
gralform durch eine zu "PI und "Ps orthogonale normierte Funktion zum 
Maximum zu machen. Ebenso wie oben folgt ft2 <: ft3 . 

So fahren wir fort, und zwar unbegrenzt, wenn die dabei entstehen­
den Kerne K(t), K(2)' K(3) , ••• noch stets zu Integralformen AnlaB geben, 
die positiver Werte fahig sind; tritt aber in der entstehenden Reihe 
ein erster Kern 
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(43) K(m){s,t) = K(s,t) _ tpl(S~:dt) _ ... _ tp .. (S~: .. (t) 

auf, fUr welchen stets ](m)(qJ, qJ)::::;; 0 ist, so brechell wir das Verfahren 
mit der Eigenfunktion 1J'm(s) und dem Eigenwert Pm abo 

Ais Resultat halten wir fest: Der kleinste positive Eigenwert PI 
des Kernes K(s,t) ist der reziproke Wert des Maximums "lJ welches 
die Integralform](qJ,qJ) unterder Nebenbedingung (qJ,qJ) = 1 annimmt. 
Dieses Maximum wird erreicht fiir die erste Eigenfunktion qJ = 1J'1 von 
K (s, t). Die wachsend geordneten positiven Eigenwerte PA (h = 2, 3, ... ) 
werden dann rekursiv definiert als die reziproken Werte der Maxima "A, 
welche ](qJ, qJ) unter den Nebenbedingungen 

(qJ, qJ) = 1, (qJ,1J',,) = 0 (" = 1,2, .... , h - 1) 

annimmt. Dieses Maximum "A wird erreicht fiir qJ = 1J'A, die hte Eigen­
funktion. 

Die Reihe der positiven Eigenwerte bricht ab, sobald in der FoIge 
der aufgestellten Maximumprobleme ein solches auf tritt, bei welchem 
] (qJ, qJ) positiver Werte nicht mehr fabig ist. 

Ebenso wie die positiven Eigenwerte und zugeMrigen Eigenfunk­
tionen konnen wir nun auch eine Reihe von negativen Eigenwerten und 
zugehOrigen Eigenfunktionen: P -I, P - 2, ••. ; 1J' -I (s), 1J' - .(s), ... er­
halten, falls die Integralform ] (qJ, qJ) negativer Werte fabig ist. Wir 
brauchen dazu nur die den oben gestellten Maximumproblemen ent­
sprechenden Minimumprobleme zu betrachten. So gelangen wir zu einer 
unendlichen oder abbrechenden Folge von negativen, nie zunehmenden 
Eigenwerten: 

(44) 

und zugehorigen zueinander orthogonalen Eigenfunktionen 1J' -1 (s) , 
1J' -. (s), .... 

Die Eigenfunktionen 1J'A (s) (h > 0) sind orthogonal zu den Eigen­
funktionen 1J' -k (s) (k > 0); wir konnen dies aus den beiden Gleichungen 

"A 1J'A (s) = f K (s, t) 1J'A (t) dt, 

"-k1J'-k(S) = fK(s, t) 1J'-k(t) dt 
schlieBen, indem wir die erste mit 1J' -k (s), die zweite mit 1J'A (s) multi­
plizieren, sodann beide voneinander abziehen und integrieren; unter 
Beachtung von K (s, t) = K (t, s) erhalten wir 

("A - "-k) (1J'A,1J' -k) = 0, 

was wegen "A + "-1; die behauptete Orthogonalitat bedeutet. 
Durch Fortsetzung dieses Verfahrens kommt man· zu einer 'Folge 

von eventuell abwechselnd positiven und negativen Eigenwerten. Wir 
ordnen sie nun nach steigendem absoluten Betrage und bezeichnen sie in 
dieser Reihenfolge mit A,I' la, A,a, . . .; es wird dann I A,II < Ils I < Ilsl < ...• 
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Mit CPI (s), CPs (s), . •. bezeichnen wir nunmehr die zugehOrigen Eigen­
funktionen; sie bilden ein normiertes, orthogonales Funktionensystem. 

Besitzt der Kern K (s, t) nur endlich viele Eigenwerte 11 , ••• , l,., 
so muB er ausgeartet sein und die Form haben 

(45) 

• 
Denn dann muB der Kern K (s, t) - 2 9'. (S~ 9'. (t) = K (s, t) nach den 

i-I j 

Oberlegungen auf S.105 identisch verschwinden, da das Maximum 
und das Minimum der zugehOrigen Integralform 

/(cp,cp) = J JK(s, t) cp(s) cp(t)dsdt 

beide gleich Null sind. Also: 4in Kern, der nur endlich viele Eigenwerte 
una Eigenlunktionen besitzt, ist a·usgeartet. Umgekehrt besitzt ein aus­
gearteter Kern nur endUch viele Eigenwerte una Eigenlunktionen. Denn 
wir haben oben erkannt, daB das Problem der Eigenwerte eines soIehen 
Kernes aquivalent dem Eigenwertproblem einer quadratischen Form 
ist, bei dem ja nur endlich viele Eigenwerte auftreten. 

Wir nennen nach § 1 einen Eigenwert ~ mehrlach, und zwar r-Iach, 
wenn die Anzahl der linear unabhiingigen - und zueinander orthogonal 
wiihlbaren - Eigenfunktionen r, aber nicht mehr betriigt. Jeder Eigen­
wert kann nur eine endliche Vielfachheit r haben; diesen schon im 
§ 1 bewiesenen Satz konnen wir mit einer wichtigen Verfeinerung auch 
folgendermaBen gewinnen: Wir wenden in bezug auf das orthogonale 
Funktionensystem CPI' CPs. CP3' ••• die Besselsche Relation aus Kap. II, 
§ 1 an, indem wir schreiben 

(46) 

oder 

(47) 

Dies enthiilt einmal die Tatsache, da.B die aus lauter positiven 
Gliedern bestehende Reihe 

(48) 

konvergiert, und zWar gleichmaBig nach dem Satz von DINI (vgl. 
S. 47); zweitens folgt, wenn wir die Beziehung nochmals nach s 
integrieren, wegen (CPi, CPi) = 1 

00 

(49) iiK(S, t)2dsdt ~ ~ ; •. 
i=l I 



§ 4. Die symmetrischen Kerne und ihre Eigenwerte. 1 t t 

Somit erkennen wir, daB die Summe der reziproken Quadrate der Eigen­
werte konvergiert; die Eigenwerte k6nnen also im Endlichen gewiB keine 
Haufungsstelle besitzen, sie mussen, wenn sie in unendlicher Anzahl 
vorhanden sind, absolut genommen uber alle Grenzen wachsen, und es 
k6nnen nur endlich viele einander gleich sein. 

Hieraus wollen wir schlieBen, daB wir in den oben durch Extre­
mumsprobleme sukzessive definierten Eigenwerten ~ und Eigenfunk­
tionen f{Ji die Gesamtheit der reellen Eigenwerte und Eigenfunktionen 
vor uns hab~n. (DaB keine komplexen Eigenwerte auftreten k6nnen, 
wird weiter unten gezeigt.) Ware X eine von den f{J, linear unabhangige 
Eigenfunktion zu dem - etwa als positiv angenommenen - Eigen­
wert (J, so muB zufolge der obigen SchluBweise X orthogonal auf allen 
Eigenfunktionen stehen, welche zu Eigenwerten Ai =i= (J gehOren; ist 
jedoch (J = fth einer der oben definierten Eigenwerte und tritt dieser 
Eigenwert fth genau r-fach auf, ist also etwa fth-l < fth = fth+1 = ... 

= fth+r-l < fth+r, so k6nnten wir, da nach Voraussetzung X linear 
unabhangig von den Eigenfunktionen 'ljJh, 'ljJh+l, ... , 'ljJh+r-l ist, 
X durch eine zu diesen Eigenfunktionen orthogonale Kombination 
X + Co 'ljJh + .. , + Cr-1'IjJh+r-1 = i ersetzen, die jedenfalls auch als Eigen­
funktion zum Eigenwert fth gehOrt. Die Funktion X, die wir nunmehr 
wieder einfach mit X bezeichnen, ist also in jedem der beiden be­
trachteten FaIle orthogonal zu samtlichen Eigenfunktionen 'ljJi; daher 
muB fUr jedes n, fur welches lin+! existiert, zufolge der Minimum­
eigenschaft der Eigenwerte die Beziehung 

J(X, X) =ffK(s, t) Xes) x(t) ds dt = ~ (X, X) <_1_ 
(J fln+l 

bestehen. Gibt es nun unendlich viele positive Eigenwerte ftn, so 
folgt wegen limftn = 00, daB (X, X) = 0, also X identisch Null sein 
muB. Gibt es aber nur endlich viele, namlich n positive Eigenwerte, 
so kann I (X, X) unter den Nebenbedingungen (X, 'ljJi) = 0 (i = 1, .. " n) 
positiver Werte nicht mehr fahig sein, und es folgt wiederum (X, X) = 0, 
alsox=O. 

Da diese SchluBweise auch fur negative (J unverandert gilt, folgt, 
daB jede zu allen 'IjJ, orthogonale Eigenfunktion des Kernes identisch 
verschwinden muB, womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Wir schlieBen an un sere Ergebnisse noch einige spater zu verwendende 
Bemerkungen an: 

Verstehen wir unter 1)1(S), 1)2(S), •.. ; ~l(S), ~2(S), ... zwei Folgen 
von stetigen (oder stuckweise stetigen) Funktionen, deren Normen 
unterhalb einer festen Schranke M liegen, so gilt fUr den Kern 

n 

KIn) (s, t) = K(s, t) - L: rpj(S~rpj(t) die Relation 
i=1 ; 

(SO) lim lIn) (1)n, en) = lim J J KIn) (s, t) "In (s) en (I) ds dt = 0 
tl~OO n .... oo 
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gleichmaBig in dem Sinne, daB die Kleinheit der linken Seite auBer 
von M nur von der Wahl von n abhangt. 

In der Tat ist infolge der Maximumeigenschaft der Eigenwerte und 
Eigenfunktionen 

IJ(n) (~n + Cn, 'YIn + C,J I <-,). 1 ,N(t1n + Cn) ~ -,/--,- 4M *, 
,,+1 "+1 

IJ(n) (7]n, 'YIn) I < -I). 1 ,M, IJ(n) (Cn, Cn)l ~ -I). 1 ,M, 
,,+1 ,,+1 

woraus sich wegen 11nl- 00 und 

J~(7] + C, 'YI + C) = J~('YI' 'YI) + 2J~('YI' C) + J~(C, C) 
sofort die Behauptung ergibt. 

Weiter bemerken wir: EinKern ist dann und nur dann positiv definit, 
wenn alle seine Eigenwerte positiv sind. Dann und nur dann besitzt 
namlich die Integralform J(q;, q;) bei normiertem q; ein positives Mini­
mum und ist somit uberhaupt negativer Werte nicht fahig. 

SchlieBlich: Aile Eigenwerte eines reellen symmetrischen Kernes sind 
reell. Der Beweis dieser Behauptung wird sieh zwar in § 5 ganz von 
selbst ergeben; wir wollen ibn aber doch hier auf eine andere, 
direkte Weise fuhren. Der Satz besagt mit anderen Worten, daB es keine 
komplexe Zahl 1 = P + iq mit zugehOriger komplexer Funktion 
q; (s) = tp (s) + iX (s) von s gibt (wobei tp und X reelle, nieht beide iden­
tisch verschwindende Funktionen sind), so daB q; (s) = 1 f K (s, t) q; (t) dt 
ist. Mit den konjugierten GraBen 1, p muBte dann namlich auch 
ip (s) = ). f K (s, t) 'ijJ (t) dt gelten. Dann aber ergibt sieh wie oben 

0= (1-1) f q;(s) ip(s)ds = 2iq f (tp2 + x2)ds; , 
d. h. q = 0 und damit die Realitat von 1. 

3. Die Maximum-Minimum-Eigenschaft der Eigenwerte. Genau 
wie bei den quadratischen Formen in Kap. I konnen wir auch hier auf 
Grund einer Maximum-Minimum-Eigenschaft eine direkte Definition 
des Eigen~ertes In und der zugehOrigen Eigenfunktion geben, d. h. 
eine Definition, die nieht auf die vorangehenden Eigenwerte und Eigen­
funktionen zurUckgreift. 

Wir betrachten etwa die positiven Eigenwerte ftn des Kernes K (s, t) 
und nehmen an, daB es mindestens n gebe. Dann stellen wir das Problem, 
J(q;, q;) zum Maximum zu machen, wenn q;(s) auBer der Bedingung 
(q;, q;) = 1 noch den n - 1 Bedingungen 

(51) (q;, 'Vi) = 0 (i = 1, 2, ... , n - 1) 

genugt, wo VI' "2' ... , "n~1 irgendwelche gegebene stetige Funktionen 
sind. Wir lassen es dahingestellt, ob die jedenfalls vorhandene obere 
Grenze von J(IP, q;) wirklieh fur eine der zugelassenen Funktionen an-

• DaB N ('1 .. + C,,) = ('1 ... '1..) + (C •• C.) + 2 ('1 •• C.) ::::;; 4M ist. folgt un­
mittelbar mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung. 
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genommen wird. Jedenfalls ist diese obere Grenze irgendwie von der 
Wahl der Funktionen VI' 112 , •.. , Vn -1 abhiingig; wir bezeichnen sie 
deshalb mit "n{vI , V2 ' ••• , Vn_I} oder kurz "n{Vi}' Speziell ftir V, = 'IJli 
wird nach unseren obigen Satzen "n{Vi} = "n' und diese obere Grenze 
wird angenommen fiir g; = 'IJln (s). Wir behaupten nun, daJ3 ftir jedes 
Funktionensystem VI' V2 , ..• , 1In-I gilt 

"n {Vi} 2;. "n 0 

Zum Beweise bilden wir durch lineare Rombination der Eigenfunktionen 
'IJlI' 'IJl2' ... , 'IJln eine Funktion g;(s) = CI'IJlI(S) +. 0 0 + cn'lJln(s). Indem 
wir g;(s) den Bedingungen (g; , g;) = 1 und (51) unterwerfen, verlangen wir 

n n 
4C~ = 1, ~:Ci('IJli' Vk) = 0 (h=1,2,ooo,n-1). 
t=l i=l 

Dieses aus n - 1 homogenen linearen Gleichungen fiir die n Unbe­
kannten Ci und einer Normierungsbedingung bestehende Gleichungs­
system k6nnen wir stets befriedigen. Set zen wir die so konstruierte 
Funktion g;(s) in ](g;, g;) ein, so folgt 

n 
](g;, g;) = ~cicd('IJli' 'IJl/t), 

i,k=l 

also wegen J('IJli, 'IJl,) = -.!.-, ]('Pi' 'IJl/t) = 0 fiir it k 
!Ii 
n () n n 

](g;, g;) = 2 :.~ = ~ C~"i?; "n 2 ci = "no 
i=l i=l i=I 

Das Maximum von ](g;, g;) ist erst recht mindestens gleich "n' und 
wir erhalten das Resultat: Der nte positive Eigenwert von K (s, t) ist der 
kleinste Wert, welchen das Maximwm oder die obere Crenze von ](g;, g;) 
annehmen kann, wenn die Funktion g; (s) auf3er der Bedingung (g;, g;) = 1 
noch n -1 Bedingungen der Form (51) unterworfen ist und dieses Maxi­
mum in seiner Abhiingigkeit von den Funktionen VI' V2, ... , Vn-I be­
trachtet wird. Das Minimum dieses Maximums wird 'angenommen lur 
VI = 'IJll" 0', Vn-I = 'IJln-I und g; = 'IJlno 

Ganz entsprechend werden die negativen Eigenwerte und die zu­
gehOrigen Eigenfunktionen 'IJl -n (n > 0) durch das Maximum des Mini­
mums von ](g;, g;) bei den entsprechenden Bedingungen definiert. 

Aus den Maximum-Minimum-Eigenschaften der Eigenwerte folgt 
unmittelbar der Satz: Addiert man zu einem Kern K (s ,') einen positiv 
definiten Kern K+ (s, t) bzw. einen negativ definiten Kern K- (s, t), so ist 
ieder positive und negative Eigenwert des Kernes K + K+ bzw. K + K­
nicht kleiner bzw. nicht gro(Jer als der entsprechendeEigenwert des Kernes K *. 
Der Beweis ergibt sich durch dieselbe Dberlegung wie in Rap. I, § 4. 

* Vgl. WEYL, H.: Das asymptotische Verteilungsgesetz der Eigenwerte 
linearer partieller Differentialgleichungen (mit einer Anwendung auf die Theorie 
der Hohlraumstrahlung). Math. Ann. Bd. 71, S.441-479. 1912. 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. AufI. 8 
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§ 5. Der Entwicklungssatz und seine Anwendungen. 
1. Der Entwicklungssatz. Wenn wir wUBten, daB der Kern, ent­

sprechend der Hauptachsentransformation einer quadratischen Form l , 

eine Reihenentwicklung 00 

(52) K(s, t) = 4 11'; (trpdt) 
,-1 

zulaBt, wobei die Reihe rechts in jeder der Variablen gleichmaBig 
konvergiert, so ware damit fUr jede Funktion g(s) der Form 

g(s) = fK(s,~h(t)dt, 
wobei h (t) irgendeine stetige oder stUckweise stetige Funktion ist, die 
Reihenentwicklung 

00 

(53) g(s) = ~giCPi(S), 
i=1 

bewiesen. Der Umstand, daB wir die Relation (52) nicht ailgemein 
beweisen kOnnen, notigt uns beim Beweise der ailgemeinen Giiltigkeit 
der Entwicklung fUr g(s) zu einem kleinen Umweg. Esseien h, = (h, CPt) 
die Entwicklungskoeffizienten von h in bezug auf das Orthogonalsystem 
CPl' CP2' • ", g(s) eine nach (53) durch h(s) "quellenmaBig darge­
~te1Ite" stetige Funktion und 

gi = (g, CPi) = ~:-
die Entwicklungskoeffizienten von g. Wegen der Besselschen Un-

00 

gleichung konvergiert die Reihe ~h~. GemaB Gleichung (47) und (49) 
;=1 00 

in § 4,2 konvergiert die Summe T(s) = 2:11'/1:)2 gleichmaBig und ist 
;=1 ; 

gleichmiiBig in s beschrankt. Nach der Schwarzschen Ungleichung 
ist nun 

[h"i:(~2 + ... + h .. t(S)r < (h~ + ... + h':n) (rp"l~s)~ + ... + !lY)~)' 
Da de'r Rest h! + ... + h~ beliebig klein ist, sobald nur n hinreichend 

groB geworden ist, und da rp"l~S)1 + ... + rpi~S)a unterhalb einer von s 
,. m 

unabhangigen Schranke bleibt, konvergiert die Reihe 

absolut und gleichmiiBig. Ihre Summe 
n 

r (s) = lim ~g,cp,(s) = lim rn (s) 
n .. oo \-1 ... "" 

1 Vgl. Kap. I, § 3. 
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ist eine stetige Funktion von s. Wir haben zu zeigen, daB Y (s) mit g (s) 
identisch ist. Zu diesem Zwecke bilden wir 

n (* 
K(n) (s, t) = K (s, t) _ ~ 9'i(S~~i t) , 

i=l 

g (s) - Yn (s) = f K(n) (s, t) h (t) dt, 

multiplizieren diese Gleichung mit einer willkurlichen stetigen Funk­
tion w(s) von s und integrieren nach s. Wegen der Relation (50) aus 
§ 4, 2 wird fur wachsendes n in der Relation 

! w(s) (g(s) - Yn(s)) ds = ! f K(n) (s, t) h(t) w(s) ds dt 

die rechte Seite gegen Null konvergieren, so daB wir wegen Yn (s) =~ Y (s) 

! w(s) (g(s) - y(s)) ds = 0 

erhalten. Diese Gleichung solI fUr eine willkurliche Funktion w (s) be­
stehen, also auch fUr w (s) = g (s) - Y (s) . Aus der Stetigkeit von 
g (s) - Y (s) folgt aber, daB die Gleichung (g - y, g - y) = 0 nur dann 
bestehen kann, wenn g (s) - Y (s) identisch Null ist, wie wir beweisen 
wollten. Damit haben wir den fundamentalen Entwicklungssatz er­
halten: 

] ede durch Vermittlung einer stuckweise stetigen F unktion h (t) in der 
Form (53) quellenmiifJig darstellbare stetige Funktion g(s) ist nach den 
Eigen/unktionen von K (s, t) in eine gleichmiifJig und absolut konvergente 
Reihe entwickelbar. 

2. Auflosung der inhomogenen linearen Integralgleichung. Als 
Anwendung dieses Satzes leiten wir die Formel fUr die Auflosung der 
inhomogenen Integralgleichung 

(1) !(s)=rp(s)-l!K(s,t)rp(t)dt 
abo Dabei setzen wir zunachst voraus, daB der Parameterwert l mit 
keinem der Eigenwerte li identisch sei. Nehmen wir an, die stetige 
Funktion rp (s) mit den Entwicklungskoeffizienten (rp, rpi) lOste die In­
tegralgleichung, so muBte die Funktion rp (s) - ! (s) = g (s) sich nach dem 
Entwicklungssatze, angewandt fur h (t) = lrp (t), in eine gleichmaBig 
und absolut konvergente Reihe 

00 

(54) g (s) = rp (s) - ! (s) = 1: C,rpi (s) = l! K(s, t) rp (t) dt 
i=l 

entwickeln lassen, wobei Ci = (g, rpi) ist. Andererseits muB zufolge (54) 

Ci = (g, rpi) = l f! K(s,t) rp,(s) rp(t) dsdt 
l l l = T(rpi,rp) = ,-(rp,,/) + "-I.' (rp;,g) 
; 11.; I 

* Wir bezeichnen so von nun ab diese frtiher (S. 111) mit Kfn) bezeichnete 
Funktion. 
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sein, woraus 
.l. 

(55) Ci = Ii )'i -.l. 
folgt. Wir wiirden also flir cP die Reihenentwicklung 

00 

(56) cP (s) = I (s) + 1 ~ r;~ ;. CPi (s) 
i=1 

erhalten, welche die Losung von (1) darstellen muB. DaB dies wirklich 
so ist, erkennt man folgentlermaBen: Die Reihe konvergiert ab­
solut und gleichmaf3ig, wie man genau nach dem obigen Muster beweist. 
Man braucht nur zu beachten, daB flir hinreichend groBe i bei be-

liebigem 1 jedenfalls I Ai - 11 > ~J gilt, so daB wir, abgesehen von 
2 00 

Anfangsgliedern, in der Reihe 21 AI ~ lLJll~(S)j eine Majorante er-
i=l 

halten, deren gleichmaBige Konvergenz oben bewiesen ist. Setzt man 
dann die Reihe (56) in (1) flir cp(s) ein, so bestatigt man unmittelbar, 
daB die Gleichung (1) erfiillt ist. 

Diese Auflosung versagt in Obereinstimmung mit der Theorie von 
§ 3 nur dann, wenn A = Ai ein Eigenwert ist; sie bleibt in diesem FaIle 
noch giiltig, wenn f (s) die Bedingungen Ii = (f, CPi) = 0 flir die zu 1, 
gehorigen Eigenfunktionen CPi erfiillt. 

Da nach den Sat zen von § 3 die Integralgleichung (1) fiir gewisse 
Funktionen t (s) keine Lasung haben darf, wenn ). ein Eigenwert ist, 
so kann es also auBer unseren Werten Ai keine weiteren Eigenwerte des 
Kernes geben. Unsere Behauptung, daB -aIle Eigenwerte eines sym­
metrischen reellen Kernes reeIl sind, ist damit unabhangig von den 
Ausfiihrungen auf S. 112 selbstverstandlich gemacht. 

3. Die Bilinearformel fur die' iterierten .Kerne. Eine weitere An­
wendung des Entwicklungssatzes mach en wir, indem wir h (0) = K (0, t) 
setzen. Dann erhalten wir fiir den "iterierten Kern" 

K(2)(S, t) = jK(s, 0) K(o, t) do 

die Entwicklung K(2) (s, t) = 2 P~:s}.r K (0, t) CPi (0) do 

oder 
(57) 

'i=1 
00 

K(2) (s, t) = .2 <pi(S~.rdt) . 
i=1 

Ebenso ergeben sich fiir die weiteren iterierten Kerne 

K(3) (s, t) = j K(2) (s, 0) K(a, t) do 

= j jK(s, PI) K(OI' O2) K(02' t) dOl d02, 

K(n)(s,t) = jK(n-])(s, 0) K(o,t) do 
= j ... jK(s,0])K(0],02) ... K(on_], t) do] ... don_] 
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die Entwicklungen 
00 

(58) K(n)(s, t) = L: !p;(S)A.~i(t) 
i=l ' 

(n=2, 3, ... ), 

welche alle absolut und gleichmaBig in s und in t und, wie sich in Nr. 4 
ergeben wird, auch gleichmaBig in beiden Variablen konvergieren. 

Wegen (57) gilt jedenfalls die Gleichung 

K(~) (s s) = ~!Pi (~)_2 
, ..:::.. A.~ , 

i=l • 

lim (K(2) (s, s) - 2 !Pii:)2) = O. 
n~oo i=l t 

also 

Das heiBt aber, es ist 

(59) .Ii:: f [KI'. I) - ~ .'(';;'(t1rdt ~ o. 

00 

oder: die Reihe L;({J,(S)/;{t) konvergiert im Mittel gegen K(s,t). 
i=l I 
00 

Falls die Reihe .4({Ji(S~~i(t) bei festem s gleichmaBig in t konvergiert, 
.=1 

also bei festem seine stetige Funktion L (s, t) von t darstellt, muB daher 
K = L sein. Denn dann konnen wir in (59) den Grenzubergang unter 
dem Integralzeichen ausfUhren und erhalten j[K(s, t) - L(s, t)J 2 dt = O. 
woraus K - L = 0 folgt. 

4. Der Mercersche Satzl. Es liegt in der Natur der Sache, daB 
man die Gilltigkeit der Formel (58) als Ersatz fUr die Gleichung (52) 
betrachten muB, da man (58) erst von n = 2 ab allgemein beweisen 
kann. Dagegen k6nnen wir fUr einen wichtigen Sonderfall folgenden 
Satz aussprechen: Wenn K (s, t) ein definiter, stetiger, symmetrischer Kern 
ist oder nur endlich viele Eigenwerte von einem der beiden Vorzeichen hat, 
dann gilt die Entwicklung (52), und zwar konvergiert sie absolut und gleich­
mafJig. 

Zum Beweise nehmen wir zunachst an, K (s, t) sei positiv definit, 
also alle Eigenwerte ~ positiv. Ferner schicken wir die Bemerkung 
voraus, daB fur jeden positiv definiten stetigen Kern H (s, t) die Be­
ziehung H (s, s) ;;::: 0 gilt. Ware namlich H (so, so) < O. so gabe es eine 
Umgebung der Stelle s = so, t = so' etwa Is - Sol <: e, It - Sol < e, 
so daB in diesem Gebiete uberall H (s, t) < 0 ware. Dann definieren 

1 MERCER, T.: Functions of positive and negative type and their connection 
with the theory of integral equations. Trans. London Phil. Soc. (A) Bd. 209, 
S.415-446. 1909. 
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wir die Funktion <p(s) durch <p(s) = 1 fUr Is - sol::::;; E, dagegen 
tp (s) = 0 auBerhalb dieses Intervalles. FUr diese Funktion gilt sicherlich 

f f H(s, t) <p(s) tp(t) dsdt < 0 

entgegen der Voraussetzung, daB H positiv definit ist. Wenden wir das 

" Resultat auf den positiv definiten Kern H = K (s, t) - 2 .9'1(5! 9'1(t) 

an, so erhalten wir i=1 1 

" 1 
K (s, s) - 2 9"i~ > 0 • 

i=1 1 

Daher konvergiert die aus lauter positiven Gliedern bestehende Reihe 
00 4 9'fL5)2 fUr jeden Wert von s. Wegen der Relation 

,·1 
(9'" (5) 9'. (t) + ... + 9' .. (5) 9' .. (t»)2 
y~ rr. Yl: rr.: 

:::;;; (9',,(5)2 + ... + 9' .. (5)1)(9',,(t)1 + ... + 9' .. W) 
.t" .t...t" .t .. 

00 

(Schwarzsche Ungleichung) konvergiert also auch die Reihe 2 9'1(5! 9'1(t) 
i=1 1 

absolut, und zwar bei festern s gleichrna.6ig in t und bei festern , 
00 

gleichmaBig in s; die Funktion 1: 'P'(S~~,(t) ist also bei festern s stetig 
(-1 

in t und umgekehrt. Sie ist also dem Obigen zufolge gleich dem 
Kern K. 

SchlieBlich Uberzeugen wir uns noch davon, daB diese Reihe auch 
in beiden Variablen zugleich gleichmaBig konvergiert; hierzu genUgt 
es nach den obenstehenden Abschatzungen, die GleichmaBigkeit der 

00 

Konvergenz der Reihe 2 9'ly)1 nachzuweisen. Nach dern eben Be-
00 i-1 I 

wiesenen ist aber 2 9'115).' = K (s, s), und K (s, s) ist eine stetige Funk-
i-1 1 

tion. Nun gilt der Satzl: Wenn eine Reihe von positiven, stetigen Funk­
tionen einer Variablen gegen eine stetige Funktion konvergiert, so kon­
V'ergiert die Reihe in dem betreffenden Intervall gleichmaBig. Die An­
wendung dieses Satzes liefert tinmittelbar das behauptete Resultat. 

Das Auftreten endlich vieler negativer Eigenwerte kann an der 
Konvergenz der Reihe (52) niehts andern, da der Kern nach Abtrennung 

der zu negativen Eigenwerten geharigen Terme 'PI(5~~j(t) positiv definit 

wird. Somit ist unser Konvergenztheorem in vollern Umfange bewiesen. 

1 Vgl. 5.47. Anm. 
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§ 6. Die Neumannsche Reihe und der reziproke Kern. 
Die oben dargelegte Theorie der Integralgleichungen liefert uns 

zugleich eine Auflosungsmethode, indem sie uns einen Weg weist, die 
Losungen wirklich mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. (S. auch 
§ 8.) Sie gibt jedoch die Losungen nicht in einer eleganten ge­
schlossenen Form, wie sie bei der Gleichungstheorie in Kap. I gewonnen 
wurde. Zu einer solchen expliziten Auflosung konnen wir aber auch 
hier ganz analog wie in Kap. I gelangen. Wir schreiben die Integral­
gleichung (1), indem wir rechts fur rp (t) wieder den Ausdruck aus (1) 
einsetzen und so fortfahren, mit Hilfe der iterierten Kerne in der Gestalt 

rp (s) = I (s) + 1 j K (s, t) I(t) dt + 12 j K(2) (s, t) rp (t) dt 

= I (s) + 1 j K (s, t) I (t) dt + 12 j K(2) (s, t) I (t) dt + 13 jK(3) (s, t) rp (t) dt 

= ................. . 
und erkennen hieraus ebenso wie in Kap. I, daB die Losung durch die 
unendliche Reihe 

(60) rp(s) = I(s) 4- 1 jK (s, t) I(t) dt + 12 j K(2)(S, t) I(t) dt + ... 
gegeben wird, falls diese Reihe gleichmaBig konvergiert. Setzen wir etwas 
weitergehend die gleichmaBige Konvergenz des Ausdrucks 

(61) K(s, t) = K(s, t) + 1K(2)(s, t) + 12K(3)(s, t) + ... 
voraus, so stellt sich die Losung der Integralgleichung 

(1) I(s) =rp(s) -ljK(s,t)rp(t)dt 

durch die "reziproke Integralgleichung" 

(62) rp(s)=/(s)+ljK(s,t)/(t)dt 

dar. Wir nennen darum die Funktion K(s, t) = K(s, t; 1) auch den 
reziproken oder losenden Kern oder die Resolvente. 

Die Reihe (60) oder (61) bezeichnen wir als die Neumannsche Reihe. 
Sie konvergiert jedenfalls fUr hinreichend kleine Werte von Ill, z. B. fUr 

1 III < p;l' wo Meine obere Schranke fur den Betrag von K (s, t) ist. Der 

losende Kern ist also fUr hinreichend kleine III eine analytische Funk­
tion von 1. Wie man durch Einsetzen sofort einsieht, genugt er den 
folgenden Relationen: 

I K(s, t; 1) = K(s, t) + 1 j K(s, 0) K (0, t; 1) do, 
(63) K(s,t;l) =K(s,t)+ljK(a,t)K(s,o;l)do, 

K (s, t; 1) - K (s, t; 1, = (1 - 1') j K (s, 0; 1) K (0, t; 1') do. 

Ist der Kern K (s, t) symmetrisch, so konnen wir dem losenden 
Kern sehr leicht eine h5chst bemerkenswerte Form geben, welche die 
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Art der analytischen Abhangigkeit der Funktion K von 1 in Evidenz 
setzt. Indem wir fUr die symmetrischen Kerne K(2) (s, t), K(3) (s, t), ... 
die Entwicklungen (58) beachten, erhalten wir namlich durch Sum­
mation der in (61) auftretenden geometrischen Reihen sofort 

(64) 

Hierbei konvergiert, wie eine 'Oberlegung ganz analog zu der in § 5, 1 
und § 5, 2 durchgefUhrten zeigt, die Reihe rechts fUr jeden Wert 1, der 
kein Eigenwert ist, und zwar gleichmiiBig in s und't. 

Die zunachst nur unter Voraussetzung der Konvergenz der Neu­
mannschen Reihe (61) bewiesene Relation (64) gibt die analytische 
Fortsetzung der Resolvente K(s, t; 1) in die ganze komplexe 1-Ebene. 
wobei die Eigenwerte 1. samtlich als einfache Pole erscheinen. Wir 
haben somit in (64) die Partialbruchzerlegung der Resolvente und 
k6nnen unser Ergebnis so aussprechen: Die Resolvente eines symme­
trischen Kernes ist eine' meromorphe Funktion von 1, die in den Eigen­
llIerten der lntegralgleichung einfache Pole besitzt. Ihre Residuen im 
Pole 1, liefern die zu diesem Werte gehOrigen Eigenfunktionen. Aus 
der Neumannschen Reihe und der Darstellung (64) folgt, daB der Kon­
vergenzradius der Neumannschen Reihe gleich dem Betrag des absolut 
kleinsten Eigenwertes ist. 

Nach den Satzen der allgemeinen Funktionentheorie muB sich die 
Resolvente K (s, t; 1) als meromorphe Funktion in Form eines Quotienten 
zweier ganzer transzendenter Funktionen schreiben lassen, und man 
nmB erwarten, daB diese ganzen transzendenten Funktionen sich durch 
soIehe iiberall konvergierende Potenzreihen ausdriicken lassen, deren 
Koeffizienten mit Hille des gegebenen Kernes direkt, gebildet werden 
konnen. 1m algebraischen Falle haben wir eine soIehe Darstellung in 
den Formeln aus Kap. I, § 2 vor uns. Die Vermutung liegt nahe, daB 
sich hier ganz analoge Formeln aufstellen lassen. Ferner diirfen wir 
erwarten, daB diese Formeln keineswegs auf den Fall symmetrischer 
Kerne beschrankt bleiben, sondern auch fiir beliebige stetige unsymmetri­
sche Kerne gelten. SoIehe Beziehungen sind nun tatsachlich von FRED­
HOLM aufgestellt und zum Ausgangspunkt der Theorie gemacht worden. 
Wir wollen im nachsten Paragraphen zeigen, wie sich diese Fredholm­
schen Formeln naturgemaB herleiten lassen, indem wir wieder den Kern 
durch ausgeartete Kerne AfI(s, t) gleichmaBig approximieren und dann 
den Grenziibergang n _00 vollziehen1• 

1 Diese Methode ist zuerst von E. GOURSAT angewandt worden in der Arbeit: 
Sur un cas elementaire de l'equation de Fredholm. Bull. Soc. math. France 
Bd. 35. S. 163-173. 1907. Vgl. auch LEBESGUE. H.: Surla methode de M. Gour­
sat pour la 'resolution de l'equation de Fredholm. lb. Bd.36. S.3-19. 1909. 
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§ 7. Die Fredholmschen Formeln. 
Da wir spater keinen Gebrauch von den Fredholmschen Formeln 

mach en werden, so wollen wir in den folgenden Ableitungen einige 
Determinantenzwischenrechnungen dem Leser tiberlassen1. 

Wir benutzen wesentlich die Entwicklungen und Bezeichnungen von 
n 

Kap. I, § 2. Fur einen ausgearteten Kern K(s, t) = A (s, t) = ~ o;p(s) (Jp(t) 
p=l 

geht die Integralgleichung I(s) = rp(s) -). jK(s, t) rp(t)dt in 
n 

(65) rp (s) = 1 (s) + ). ~ xpo;p (s) = 1 (s) + lE (x, o;(s)) 
p=l 

uber, wenn, wie fruher, Xp = (rp, {Jp) gesetzt wird. In den alten Be­
zeichnungen Yp = (f, {Jp), kpq = (o;q' {Jp) erhalten wir dann fUr die xp 
das Gleichungssystem 

(66) 

Dessen Losung wird gegeben durch 

E() A(y, u; l) 
x, ~t = - ----;:r(1)- , 

wonach (1) aufgelOst wird durch 

(67) ffJ (s) = f (s) + ).E (x, 0; (s)) = f (s) - ). A (YJ~i~); ;.) ; 

dabei ist 

(68) 

mit 

(69) 

{ A (y, u; A) = LlI(y, u) - Ll2(y, u) l + ... + (-1),,-1 A,,(y, u) In-l, 
Ll(l) = 1 - All + ... + (-1)"'Ll",l'" 

0 uPl up, upl• 

Ah(y, tt) = 1: YPl kp,P, kp1P, kp,Ph 

YP, kp,P, kp,p, kp,Ph , . 
YPh kphP, kphP, kPhPh 

kp,P, kp,P, kP1Ph 

Ah= 1: kp,P, kp,p, ... kr,PI' 

kPhP1 kphP, ... kPhPh 

wobei die Indi2les PI' P2' ... , Ph unabhangig von 1 bis n laufen und 
PI < P2 < ... < Ph ist. 

1 1m iihrigen vgl. man KOWALEWSKI, G.: Einfiihrung in die Determinanten­
theorie. Leipzig 1909. 
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Offenbar kann die Determinantensumme A,b, !X(s)) auch in der 
Gestalt f A,. [,8 (t), !X (s)] f(t)dt geschrieben werden, so da13 die Auf­
lOsung (67) der Integralgleichung die Form 

(62') !p(s) = f(s) + A fK (s, t; A) f(t) dt 
mit der Resolvente 
(70) K( t.).) = _A(P(t),oOI(s);J.) =_D(s,t;)') 

s, , A(J.) D(J.) 

erhiilt. 
Man kann in den Formeln (69), statt, wie angegeben, tiber die 

Kombinationen der Indizes 1, 2, ... , n "zur hte~ Klasse" zu sum· 
mieren, nach Division durch h! die Sum me tiber aIle Variationen, 
offenbar auch mit Wiederholung, bilden. Nach dieser Bemerkung er­
geben sich auf Grund einfacher Determinantensatze unter Beachtung 
der Definition von kpq die Formeln 

D(s,t;).) = A(,8(t),!X(S);A) 

1 1 = Do(s, t) - u- Dl (s, t)A + 2! V2 (S, t)l2 - ... 
(_1)"-1 + (n _1)!V1I - 1 (s, t) An-I, (71) 1 

V()') = A ().) 
1 1. (- 1)" n = 1 - --VI). + -D2A" - ... + --V). 1! 2! n! 11 

mit den Abktirzungen 

A (SI' t) A (SI' SI) ... A (s1> S,.) 1 1 A (s, t) A (s, SI) ... A (s, S,.) 

D,.(s, t) = ... ds1 ds2 ••• ds,.. . . . . . . . . . . 

(72) 
A (SII> t) A (S,., SI) ... A (SIl' Sh) 

A (S2' SI) A (S2,S2) .. , A(S2' Sh) 11 A(SI,SI) A(SI,S2) ... A(Sl,Sh) 

Dh = ... .......... ds1 ds2 ••• dSh 

A (Sh' SI) A (Sh' S2) ... A (Sk' Sh) 

ftir h = 1, ... , n und Do(s,t) = A (s,t). 
Damit sind die ganzen rationalen Funktionen D (s, t;).) und D (A) 

von). explizit durch den Kern ausgedrtickt. Die Darstellungen (71) 
kannen formal auch als unendliche Reihen fortgesetzt werden, da, wie 

n 
man leicht sieht, ftir den ausgearteten Kern A (s, t) =1: ()(,p (s) (1p (t) die 

p-l 
nach (72) gebildeten GraBen D,. ftir h > n und die D,. (s, t) flir 
h > n - 1 samtlich verschwinden. 

Wird nun der beliebige stetige Kern K (s, t) durch eine Folge aus­
gearteter Kerne gleichmaBig approximiert, so konvergieren die zu-
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gehOrigen Ausdrticke (72) gegen die entsprechenden Determinanten des 
Kernes K (s, t). Die unendlichen Reihen 

(73) 1 1. 1 I D (s, t; 1) = Do (s, t) - -; Dt (s, t) 1 + ... , 
D(l) = 1 -0 Dl1 + 2! D212 - "', 

wobei in den Ausdrticken (72) A durch K zu ersetzen ist, stellen fUr 
den nicht ausgearteten Kern K (s, t) ganze transzendente Funktionen 
dar. Urn dies einzusehen, brauchen wir nur zu zeigen, daB sie ftir jeden 
Wert von 1 konvergieren. 1st fUr alle s, t stets I K (s, t) I ::::;;: M, so wird 
nach der Determinantenabschiitzung von HADAMARD (vgl. Kap. I, 
§ 5, 2): I D,,(s, t) I-5:V(h + 1)"+1 M"+t (b - a)", 

I D"I <yfih M"(b - a)". 
Da nun die Reihen 

iV(" + 1)"+1 M"+ 1 (b _ a)" ,t~ , 
11=0 h. 

fiir jeden Wert von 1 konvergieren1 und Majoranten ffir die Reihen 
der absoluten Betriige der obigen Reihen (73) sind, so ist die Behauptung 
erwiesen; aus ihr folgt, daB ffir jeden Wert von 1 im Sinne gleich­
maBiger Konvergenz 

limDn(s, tj 1) = D(s, tj J.), limD,,(l) = D(l) 
,,-."" 

gilt, wobei sich die GraBen mit dem Index n auf den nUn approximie­
renden ausgearteten Kern An (s, t), die ohne Index auf K (s, t)· beziehen. 
Also wird auch, solange wir uns nicht in einer NuUstelle 1 = Ai von D (1) 
befinden, die Resolvente des Kernes K (s, t) : 

1 
Do(s, t) - ITD1(S, e),t + ... . 

(74) K (s, tj 1) = - 1 1 = hmKn(s, tj 1), 
1 - IT DlA. + 2! Da,tl - ••• ,,-."" 

und wir erhalten mit ihr fUr den. beliebigen Kern K (s, t) die Auf-
lasungsformel 

(75) 9'(s).= I(s) + 1jK(s, t; 1) I(t) dt. 

Die obigen Formeln nennt man nach ihrem Entdecker die Fred­
Iwlmschen Formeln. Es besteht offenbar die Beziehung 

(76) DlI = jD,,_ds, s) ds. 

1 Es gilt nll.mlich -.!. < e~ , da in der Entwicklung von e'" das Glied :. 
h! hp If! 

vorkommt. Daher ist die "to Wurzel aus dem Koeffizienten von ,t. in der Reihe 

rechts kleiner a1s M (b - /I) e und konvergiert also fur h -+ 00 gegen O. und 
hi 

dasselbe gilt auch fur die erste der obigen Reihen. 
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Ferner erwahnen wir, daBl 

(77) D'(l) =-jD(s,s;l)ds 

und fUr die mte Ableitung allgemein 

und 

(80) 

setzen. 

K (SI' tl ) ... K (s1' tm) K (Sl' 0 1) ... K (SI' Oh) 1f K(S2' tl ) .~.K(S2' tm) K(S2' 0 1) ... K(S2' (1h) 

=... K(sm, tl) ... K(sm' tm) K(sm' 0l) .. ·K(sm, Oh) dol.d02 ... doll 
K(01' tl ) ••• K{OlJ tm) K(Ol' 0 1) •.. K(Ol' 011) 

. . . . , . . . . . . 

Wir fiigen noch hinzu, daB man die Nullosungen fiir die Nullstellen 
1 = 1i von D (1) im FaIle einfacher Pole erhaIt, indem man an diesen 
Stellen die Residuen der Resolvente K (s, t; l) bildet. Der Beweis hierfiir 
ist aus unseren Formeln leicht zu fUhren 2. 

§ 8. Neubegriindung der Theorie. 
Wir begniigten uns bei der Begriindung der allgemeinen Theorie 

der Integralgleichungen mit der durch das Konvergenzprinzip aus 
Kap. II, § 2 gegebenen GewiBheit, daB aus der Schar der Losungen 
der approximierenden Integralgleichungen eine gleichmaBig gegen eine 
Losung der Integralgleichung konvergierende Folge herausgegriffen 
werden kann. Die gleichfalls schon in Kap. II eingefUhrten Begriffe des 
UnabhangigkeitsmaBes und der asymptotischen Dimensionenzahl einer 
Funktionenfolge bieten jedoch die Moglichkeit, die Integralgleichungs­
theorie auf einem etwas anderen Wege zu begriinden und dabei die ge­
samte Mannigfaltigkeit der Losungen der approximierenden Gleichungen 
hinsichtlich ihrer Konvergenzeigenschaften mit wachsender Approxi-

1 Vgl. FREDHOLM, I.: a. a. O. 
2 Fiir die weiteren Einzelheiten iiber den formalen Apparat der Fredholm­

schen Theorie vgl. z. B. KOWALEWSKI, G.: Einfiihrung in die Determinanten­
theorie. Leipzig 1909. 
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mation vollstandig zu iibersehen; da sich dabei auch sonst neue be­
merkenswerte Gesichtspunkte und Resultate ergeben, so sollen die 
betreffenden Entwicklungen hier einen Platz finden. 

1. Ein Hilfssatz. Die Anwendung der in Kap. II, §), erlauterten 
Begriffe in der Integralgleichungstheorie beruht auf folgendem Hilfs­
satz: Es sei "PI (s), "P2 (s), ... eine Folge von Funktionen, deren Norm 
unterhalb einer festen Schranke M bleibt und lur welche im Sinne der 
gleichmii{3igen Konvergenz die Relation 

(81) "Pn (s) - 1 f K (s, t) "Pn (t) dt -. 0 

gilt. Dann bilden die Funktionen "Pn (s) eine glatte Funktionenfolge von 
endlicher asymptotischer Dimensionenzahl r. 

Zum Beweise beachten wir, daB die Relation (81) auch dann be­
stehen bleibt, wenn wir die Funktionen "Pn (s) durch irgendwelche Funk­
tionen Xn (s) ersetzen, wobei Xn (s) = xI"Pn, + ... + Xp "Pnp eine mit ab­
solut beschrankt bleibenden Koeffizienten Xl' X2, ••• , xp gebildete lineare 
Kombination aus irgendeiner Anzahl p von solchen Funktionen 

"Pn" "Pn" ... , "Pnp 
der Folge "Pn ist derart, daB die Indices n, mit n zugleich ins Un end­
liche wachsen. Gibt es nun unter den Funktionen "Pn(s) Gruppen von 
je r mit beliebig groBen Indices n, so daB das UnabhiingigkeitsmaB 
dieser Gruppen oberhalb einer festen Schranke IX bleibt, ist mit anderen 
Wort en die Dimensionenzahl der Folge mindestens gleich r, so k6nnen 
wir diese Gruppen jede in sich orthogonalisieren, wobei nach Kap. II, 
§ 3, 1, die auftretenden Koeffizienten unterhalb der Schranke 1/ y~ bleiben. 
So erhalten wir Gruppen von je r zueinander orthogonalen normierten 
Funktionen wn,ds) (i=1, 2, ... , r; n=1, 2, 3, ... ), fur weIche 
gleichmaBig in s die Limesgleichung 

(82) lim (wn,ds) - 1 f K (s, t) wn,;(t) dt) = 0 
n-+oo 

besteht. Die gewohnte SchluBweise mit der Besselschen Ungleichung 1 

liefert fUr jedes n 

ff K (s, t)2 ds dt 2\~f[fK (s, t) W",i(t) dt 12 d S 

und infolge von (82) daher 

f JK(S,t)2dsdt2 ;2' 
Damit haben wir eine Schranke fUr die Dimensionenzahl der Folgc er­
halten und diese Zahl als endlich erwiesen. DaB die Folge glatt ist, er­
gibt sich unmittelbar aus der gleichmaBig angenahert quellenmal3igen 
Darstellung (82). Erstens ist namlich, wenn wir unter En cine mit wach-

1 Vgl. § -1-, 2 dieses Kapitels, S. 110. 
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sendem n gegen Null strebende Zahl bezeichnen, wegen der Schwarz­
schen Ungleichung 

"I'n (S)2 < M l,2 j K (s, t)2 dt + En' 

was die gleichmaBige Beschranktheit der "1',. (s) bedeutet. Zweitens 
folgt ebenso aus j (x1"1'n, + ... + xp"l'np)2ds < E die Relation 

(x1"1'n, + .. ' + xp "I',.p) 2 < el2 j K (s, t)2 dt + En' 

womit die Funktionenfolge als glatt erwiesen ist. 
2. Die Eigenfunktionen eines symmetrischen Kernes. Wir wenden 

den bewiesenen Hilfssatz zunachst an, um die Eigenfunktionen eines 
symmetrischen Kernes K (s, t) zu erhalten, der durch die ausgearteten 
symmetrischen Kerne An (s, t) gleichmaBig approximiert werde. Es 
seien wie fruher fl~l), fl~')' ... die positiven, fl(~)l' fl(~)2' ... die negativen 
Eigenwerte von An (s, t), und "I'~1l (s), "I'~) (s), . " bZW'''I'(~)l (s), "I'(~)2 (s), ... 
die zugehOrigen Eigenfunktionen. Mehrfache Eigenwerte sind dabei 
entsprechend mehrfach angefiihrt. Ferner seien wieder I,.(rp, rp) 
= j j A,.(s, t) rp (s) rp (t) ds dt und I(rp, rp) = j j K (s, t) rp (s) rp (t)ds dt die zu 
den Kernen A,. (s, t) bzw. K (s, t) gehOrigen Integralformen, und es sei, 
wie wir voraussetzen durfen, I (rp, rp) positiver Werte fahig. Es ist 
,,~I) = 1/flr) das Maximum von I,.(rp, rp) fur eine normierte Funktion; 
"1 = 1/fll sei die obere Grenze von I (rp, rp) unter derselben Normierungs­
bedingung. Da die Werte von I (rp, rp) und In (rp, rp) sich bei hinreichend 
groBem n urn weniger als eine feste beliebig kleine Zahl unterscheiden, 
muB lim ,ai') = fll sein. Es foIgt also aus "I'(t (s) - flr) j An (s, t) "I'r) (t) d t = 0 

,. .... 00 

wegen An(s, t) ~ K(s, t) die Beziehung 

(83) "I'ift)(s) - flljK(s, t) "I'i")(t) dt =~ o. 
Mithin bilden die Funktionen "I'r) gem~iB unserem Hilfssatz eine glatte 
Folge von endlicher, offenbar positiver Dimensionenzahl r - das Ver­
schwinden von r wiirde mit der Normierung der Funktionen "I'in)(s) -1m 
Widerspruche stehen - und definieren daher nach Kap. II, § 3, eine 
lineare Funktionenschar mit den normierten orthogonalen Kompo­
nenten "I'l,l(S), ... , "I'l,r(S) , welche notwendig Losungen der homogenen 
Integralgleichung 

"I'l,i(S) = flljK(s, t) "I'l,dt) dt (i = 1, 2, ... , r), 

also zum Eigenwert fll gehOrige Eigenfunktionen vonK(s, t) sind. 
Genau so erhalt man die ubrigen Eigenwerte und Eigenfunktionen 

des Kernes K (s, t). Es ist namlich z. B. "i~)= 1/flC:) das durch geeignete 
Wahl der VI (s), V2 (s), ... , Vh_l (s) zu erreichende Minimum des Maxi­
mums von I,.(rp, rp) unter der Nebenbedingung (rp, rp) = 1 und den 
weiteren Nebenbedingungen (rp,Vi) =0 (i= 1,2 .... , h-1). 

Definieren wir wieder "h = 1/ flh als die entsprechende untere Grenze 
der oberen Grenze von I (rp, rp), so ist wegen der Nachbarschaft des 



§ 8. Neubegriinduug cler Theorie. 127 

Wertevorrats von In (ep, ep) zu dem von 1 (ep, ep) wiederum lim #~IJ = .u". 
Hieraus schlieBen wir auf die Relation n-+ 00 

1JJ\~J (s) - #11 f K (s, t) 1f~J (t) dt =~ ° , 
wonach die weiteren Folgerungen wie oben verlaufen. Urn die negativen 
Eigenwerte und zugehorigen Eigenfunktionen zu bekommen, haben wir 
die entsprechenden Minimum- bzw. Maximum-Minimum-Probleme zu 
betrachten. Treten nur endlich viele Eigenwerte des einen oder anderen 
Vorzeichens auf, so ist bei ihrer Aufsuchung an der betreffenden Stelle 
abzubrechen, was keiner weiteren Ausfiihrungen bedarf .. 

3. Unsymmetrische Kerne. Auch im FaIle der unsymmetrischen 
Integralgleichung (1) liefert die jetzige Methode gegenuber der fruheren 
grundsatzlich eine Vereinfachung und Vertiefung. Es genugt hier ein 
kurzer Hinweis unter Benutzung der alten Bezeichnungen. 1m FaIle I 
mogen die en und Cn so beschaffen sein, daB fUr aIle n die Norm c~ 
unterhalb der Schranke M bleibt. Dann bleibt auch die Norm der 
Differenz en - em = en, m unterhalb einer Schranke, namlich 4 M. Ferner 
ist gleichmaBig in s 

lim [en,m(s)-l(K(s,t)Cn,m(t)dt]=O, 
n,m~oo " 

und daher besitzt nach unserem Hilfssatz jede Teilfolge der Doppel­
folge en,m, bei welcher zugleich n und m uber aIle Grenzen wachsen, eine 
beschrankte asymptotische Dimensionenzahl r, wobei die Schranke fur' 
nur vom Kern K (s, t) und von l abhangt. Somit definiert auch unsere 
Doppel£olge Cn,m eine lineare Grenzschar (vgl. Kap. II, § 3) mit einer 
cndlichen Anzahl r orthogonaler Komponenten "PI (s), "P2 (s), ... , "Pr (5), 
cs sei denn, daB die asymptotische Dimensionenzahl jeder Teilfolge 
gleich Null, d. h. Cn,m =~ 0 ist. 1m letzteren Falle r = 0 konvergieren 
einfach die en (5) gleichmaBig gegen eine Losung der Integralgleichung 

I(s) = ep(s) -l JK(s, t) ep(t) dt. 
1m Falle r> 0 sind die "Pi(S) Losungen der homogenen Gleichung. Wir 
ersetzen en durch eine Funktion 

1]n(s) = en(s) + Xl 1fl(S) + ... + Xr1fr(s), 
welche orthogonal zu "P1 (s), "P2 (s), ... , 1fr (s) ist. Fur diese. Funktionen 

gilt sicherlich [1]n (s) - l J K(s, t) 1]n (t) dt]- I(s) -~ O. 

Wir konnen dann auf die Differenzen 1]n -1]111 = Cn, m wieder wie oben 
unseren Hilfssatz anwenden und leicht schlieBen, daB die Dimensionen­
zahl jeder Teilfolge dieser Folge Null sein muB, daB also die 1]n (s) gleich­
maBig gegen eine zu den "P, (s) orthogonale Losung der Integralgleichung 
konvergieren. 

1m Falle II erhalten wir ebenfalls auf Grund unseres Hilfssatzes als 
Grenzgebilde der Funktionenfolge an (s) = en (s)jcn eine !ineare Funk­
tionenschar von Losungen der homogenen Integralgleichung. 
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Auf diese Art ergibt sich nach unserer zweiten Methode ein ge­
nauerer Einblick in die Natur der hier waltenden Konvergenzverhrut­
nisse. Wir sehen daher, daB wir in der Tat mit beliebiger Genauigkeit 
zu einer Lasung der unhomogenen bzw. der homogenen Integralgleichung 
gelangen, wenn wir eine approximierende Integralgleichung mit dem 
Kerne An (s, t) betrachten. 

4. Stetige Abhangigkeit der Eigenwerte und Eigenfunktionen 
vom Kern. Hinsichtlich der Frage, inwieweit sich die Lasungen eines 
Integralgleichungsproblems mit dem Kern stetig andern, beschranken 
wir uns auf das Eigenwertproblem bei einem symmetrischen Kerne 
K (s, t). Der Kern K (s, t) mage der gleichmaI3ige Limes anderer sym­
metrischer Kerne Kn(s,t) (n= 1,2,3, ... ) sein. Wenn wir Funk­
tionen q; (s) betrachten, welche der Bedingung (q;, q;) ::; M geniigen, 
so unterscheiden sich die Werte der zu den Kernen gehOrigen Inte­
gralformen ]n(q;, q;) und ](q;, q;) bei hinreichend groBem n urn be­
lie big wenig. Daher gilt dies auch fiir die Minima oder Maxima dieser 
Formen unter den Nebenbedingungen (q;, q;) = 1, (q;, Vi) = 0, und 
ebenso fiir die Maxima der Minima oder Minima der Maxima. Mit an­
deren Worten: Der hie positive und der Me negative Eigenwert iindern sich 
stetig mit dem Kern. Hinsichtlich der Eigenfunktionen kannen wir mit 
Riicksicht auf das bei ihnen willkiirliche Vorzeichen und das Auftreten 
mehrfacher Eigenwerte eine regelrechte Stetigkeit nicht erwarten. Dafiir 
tritt hier folgendes Verhalten ein: Es sei Ah ein r-tacher Eigenwert des 
Kernes K (s, t); es sei also 

Ah = liml%') = liml}~~l = ... = limA}~r_l' 
1'£-+00 n"'OO n ...... oo 

dagegen gelte diese Relation nicht tur A}~~l und A}~,,, Dann konvergiertl 
mit wachsendem n die lineare Schar aus den Eigenfunktionen 'If'Y:) (s), 
'If'~n~l (s), ... , 'If')~r-l (s) des Kernes Kn(s, t) tur n ---.... 00 gleichmiifJig gegen 
die lineare Schar der Eigenfunktionen von K (s, t) tur den Eigenwert Ah' 

Diesen Satz, welcher ein vollstandiger Ausdruck der fraglichen Stetig­
keitseigenschaften der Eigenfunktionen ist, beweist man auf Grund 
unseres Hilfssatzes fast unmittelbar aus der Bemerkung, daB fiir die 
Folge der Eigenfunktionen 'If'~"~k(S) (0:::;;: k < r) die Limesgleichung 

['If'i."h(s} -Ah!K(s, t) 1j)~~dt) dt] ~ 0 

besteht und daB diese Folge gewiB die asymptotische Dimensionen­
zahl r besitzt. 

§ 9. Erweiterung der Giiltigkeitsgrenzen der Theorie. 
Die Entwicklungen der Paragraph en 1 bis 6 und 8 kannen nach zwei 

Richtungen wesentlich verallgemeinert werden. 

1 Zum Begriff der Konvergenz linearer Scharen vgl. Kap. II, § 3, 2. 
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Zunachst bleiben alle Dberlegungen gilltig, wenn wir Integral­
gleichungen fur Funktionen mehrerer, etwa m, unabhiingiger Verander­
licher betrachten. Wir verstehen etwa unter I(s) und <p(s) stetige Funk­
tionen der auf ein bestimmtes endliches Gebiet G beschrankten Variablen 
Sl' S2' ... , Sm' unter K(s, t) eine stetige Funktion der -Variablen Sl' 
S2' .. " sm und t1 , t2 , ••• , tm, die beide ebenfalls im Gebiete G laufen; 
schlieBlich bezeichnen wir mit ds das Inhaltselement dSl dS2 ... dSm 
von G, setzen entsprechend dt = dt1 dt2 ... dtm und verstehen unter 
allen betrachteten Integralen ein fur allemal Integrale uber das Int"e­
grationsgebiet G. Dann stellt die Integralgleichung 

I(s) = <p(s) -lfK(s, t) <p(t)dt 

eine Integralgleichung mit dem von 2 m Variablen abhiingigen Kern 
K (s, t) fUr die Funktion <p (s) von m Variablen dar, und unsere ganze 
Theorie bleibt Wort fur Wort in Kraft. 

Ferner kann auch die bisher gemachte Voraussetzung der Stetigkeit 
des Kernes erheblich gemildert werden, ohne daB an den erzielten Er­
gebnissen etwas geandert wird. Ohne auf eine m6glichst weitgehende 
Verallgemeinerung Wert zu legen, wollen wir hier nur die fUr die An­
wendungen wesentlichen Fiille herv.orheben, indem wir zunachst wieder 
einen Kern K(s, t) in zwei Variablen s und t betrachten. Mit unwesent­
lichen Modifikationen gelten unsere fruheren Dberlegungen, abgesehen 
von den Dberlegungen zum Mercerschen Satz (§ 5, 4), auch fUr soIche 
Kerne, die nur stiickweise stetig in dem friiher definierten Sinne sind, 
weil sich ja jede soIche Funktion im Mittel mit beliebiger Genauigkeit 
durch eine stetige approximieren liiBt, wie wir im vorigen Kapitel ge­
sehen haben. Wir durfen aber auch Unendlichkeitsstellen des Kernes 
zulassen. Dabei mach en wir die Voraussetzung, daB qie Integrale 

j jK(s, t)2dsdt, jK(s, t)2ds, jK(s, t)2dt 

einen Sinn haben und daB die beiden letzten als Funktionen von 
bzw. s unterhalb einer festen Schranke bleiben. Diese Voraussetzung 
ist z. B. in dem fiir die Anwendungen wesentlichen Falle erfiillt, 
daB der Kern fUr s = t' von niedrigerer als l ter Ordnung unendlich 
wird, d. h., daB K(s,t) die Form K(s,t) = H(s,t) Is - tl-IX mit 0 < IX < l 
hat, wobei H (s, t) eine durchweg stetige Funktion ist. Fiir einen soIchen 
Kern gelten die friiher entwickelten Satze. Denn er laBt sich durch 
stetige ausgeartete Kerne An (s, t) jedenfalls SO approximieren, daB 
f[K(s,t) -An(s,t)]2dt gleichmaBig in s, f[A n(s+1],t) -An(s,t)]2dt 
gleichmaBig in s und n beliebig klein ausfiillt, wenn 11] I hinreichend 
klein genommen wird. Mehr ist aber zur Durchfiihrung unserer Dber­
legungen nicht n6tig. Ebenso bleiben fiir den Fall zweier unabhiingiger 
Variablen die friiheren Satze giiltig, wenn der Kern fUr Sl = tl , S2 = t2 
von niedrigerer als erster Ordnung unendlich wird, weil dann das In­
tegral jjK(SI' sz,t1 , tZ)Zds1dsz durch diese Singularitaten nicht beein-

Courant-HUbert, Mathematische Physik I. 2. Auf!. 9 
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triichtigt wird. Bei drei unabhiingigen Variablen diirfen wir ebenso 
beliebige Singuiaritiiten von niedrigerer als t ter Ordnung fiir K zu­
lassen und allgemein bei n Variablen Singularitiiten von niedrigerer 
Ordnung als n12. 

Es ist nicht schwer, worauf hier nur hingewiesen werden solI, den 
Giiltigkeitsbereich unserer Resultate so weit auszudehnen, daB nur Doch 
die oben formulierten Voraussetzungen fiir die Integrale tiber K2 (s, t) 
gefordert werden mtissen, wiihrend man im tibrigen auf die Stetigkeit 
des Kernes usw. ganz verzichten kann. 

§ 10. Erginzungen und Aufgaben zum dritten Kapitel. 
1. Beispiele. 
a) Der Kern 

00 

~ sinn:sinnt 1 I I' S + t . s - tl ~ = 2" og sm-2-: sm-2-
tI-I 

(0 =:;;: s, t =:;;: n) 

hat die Eigenwerte An = 2nln und die Eigenfunktionen sinnt. 
b) Man zeige, daB der symmetrische Kern 

1 1 - hi 

2n 1- 2hcos(s - t) + hI 
(0 < s,t < 2n) 

fiir I h 1< 1 die Funktionen 1, sin ns, cos ns als Eigenfunktionen mit 
den Eigenwerten 1, 1/htl, 1/h" besitzt. 

c) Fiir den symmetrischen Kern definiert durch 
, 00 

K(s, t) = ~ /;t'f-·' dTf-·' dT (s < t) 
-00 t 

" sind die Hermiteschen OrthogonalfunktioIum e2 d~: e-s' Eigenfunk-

tionen mit den Eigenwerten All = 2n + 2, und 
d) ftir den symmetrischen Kern definiert durch 

00 Htfe-. 
K(s,t) = e 2 -T-dT. (0::;;; s < t) 

t 

, ,A I 
die Laguerreschen Orthogonalfunktionen e -"2 iJ~: ~ ~-: 11-0 Eigenfunk-

tionen mit den Eigenwerten All = n + 1 •. 
2. Singulire Integralgleichungen. Die Giiltigkeit der allgemeinen 

Theorie kann aufhoren, wenn der Kern zu hohe Singularitaten aufweist, 
oder wenn er bei unendlich ausgedehntem Grundgebiet nicht - wie die 

* VgI. NEUMANN, R.: Die Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach den 
Hermiteschen und Laguerreschen Orthogonalfunktionen usw. Diss. Breslau 1912. 
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soeben in Nr. 1 betrachteten Kerne - von hinreichend hoher Ordnung 
im Unendlichen verschwindet. 

Wir geben einige Beispiele von Integralgleichungen mit unendlich 
vielfachen Eigenwerten. 

Aus der Integralformel 
00 

f . (/~ -at t) _ 1/-;; -a8 S 
sm st V 2 e + a2 + t2 dt - V 2 e + a2 + S2 

o 

folgt, da sie identisch in a gilt, daB fUr das Grundgebiet 0 < s, t < 00 

der Kern sin s t den unendlich vielfachen Eigenwert A = 1 hat. 
Die Hermiteschen Orthogonalfunktionen (vgl. Nr. 1, c) sind Eigenfunk-

. i-A 
tionen des Kerns eut mit den Eigenwerten 1~' Jeder der vier Werte 

. r2n 

± 1~' ± ,~ ist also unendlich vielfacher Eigenwert dieses Kerns. 
r2n r2n 
Beispiel einer Integralgleichung 1 mit unendlich vielen Eigenwerten 

in einem endlichen Intervall: Die Gleichung 
00 

<p(s) = A/e- 18 - tl cp(t)dt 
-00 

hat die Losungen e"'i8 mit den Eigenwerten A =1 ~ .x2
• Jedes). > ~ 

ist also Eigenwert. 
3. Methode von E. Schmidt zur Herleitung der Satze von Fred­

holm2• Wir bringen, indem wir ). = 1 annehmen, den Kern K (s, t) in 
n 

die Form K(s, t) = 1: /Xv(s) (J,,(t) + k(s, t), wobei f fk(s, t)2dsdt < 1 
,,=1 

ist, also die Neumannsche Reihe des Kerns k fUr ). = 1 konvergiert 
(vgl. § 6) und somit nach § 6 die zum Kern k (s, t) gehOrige Resol­
vente" (s, t) lie£ert. Indem wir die Integralgleichung (1) in der Form 

11(s) = <p(s) -fk(s,t) <p(t)dt 
schreiben, wobei 

n 

11 (s) = I(s) +1: X"/X,, (S), 
,,=1 

gesetzt ist, haben wir daher umgekehrt 

<p(s) = I(s) + ~ xv/X,,(s) + f" (s, t) [/(t) + ~x"tX,,(t) J dt, 

1 Verwandte Integralgleichungen sind behandeltbeiE. HOPF: Vberlineare Inte­
gralgleichungen mit positivem Kern, Sitzungsber. Akad. Berlin (phys.-math. Kl.), 
S.233-275, 1928, und in den dort zitierten Arbeiten von U. WEGNER, H. H. HARDY 
und E. C. TITCHMARSH. 

2 SCHMIDT, E.: Zur Theorie der linearen und nicht linearen Integralgleichungen. 
Zweite Abhandlung: Auflosung der allgemeinen linearen Integralgleichung. 
Math. Ann. Bd.64, S.161-174. 1907. 

9* 
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oder n 

12 (s) = I(s) + f" (s,t)! (t)dt = <P (s) - f[~ oX .. (s),8,. (t) + r,.(s),8,.(t)] <p(t) dt 

mit 
r,.(s) = j" (s, T) oX,.(t) dT. 

Damit ist die gegebene Integraigleichung auf eine solche mit aus­
geartetem Kerne zuriickgefiihrt. 

4. Methode von Rnskog zur Auflosung symmetrischer Integral­
gleichungen l • Wir betrachten einen positiv definiten Kern K(s, t), 
dessen erster Eigenwert groBer als 1 ist, bei dem also fiir jedes <p die 
Relation j <p (S)I ds - j j K(s, ~ <p (s) <p (t) ds dt > 0 gilt. Die Integral­
gleichung (1) schreiben wir - unter der Annahme 1..= 1 - in der ab­
gekiirzten Form I(s) = ](<p), indem wir ](<p) = <p(s) - jK(s, t)<p(~dt 
setzen. Ferner konstruieren wir unS irgendein "in bezug auf den Kern 
polares vollstandiges Funktionensystem" VI (s), '02 (s), ... , welches den 
Beziehungen j vd('OI:) ds = ~il: (~" = 1, ~iI: = 0 fiir i 9= k) geniigt und 
aus einem vollstandigen Funktionensystem <PI' <P2' . .. durch ein 
Verfahren entsteht, das dem in Kap. II, § 1 geschilderten Orthogonali­
sierungsprozeB analog ist. Setzen wir a,. = j<p](v,,)ds = jv,.tds, so 

00 

ergibt sich sofort <p (s) =2; a,. v,. (s), vorausgesetzt, daB diese Reihe 
"=1 

gleichmaBig konvergiert. Fiir die Funktionen V,. gilt iibrigens die "Voll-
00 

standigkeitsrelation" f <p(s)J[<p(s)]ds =~ a!, wie auch immer die 
,,=1 

stiickweise stetige Funktion <p (s) gewahlt wird. 
5. Methode von Kellogg zur Bestimmung von Rigenfunktionen". 

Wir bestimmen, ausgehend von einer willkiirlichen normierten Funktion 
<Po (s), die Funktionen <p" (s) und die Zahlen I.." durch die Relationen 
<P,,+I(S) = 1..,,+ljK(s, t)<p,.(t)dt, N<p,.=1. Der Grenziibergang laBt 
sich durchfiihren und Hefert einen Eigenwert und die zugehOrige Eigen­
funktion des Kerns bzw. seines iterierten Kerns. 

Man bringe diesen Ansatz in Zusammenhang mit dem Begriff der 
asymptotischen Dimensionen~ahl und fiihre die Betrachtung auf diesem 
Wege durch .. 

6. Symbolische Funktionen eines Kernes und ihre Eigenwerte. 
Fiir die durch den Kern einer Integralgleichung definierten Operationen 
gelten analoge Beziehungen wie die im Kap. I fiir Matrizen entwickelten. 

n 
Wir betrachten insbesondere eine ganze rationale Funktion t (u) =1: a,. u", 

,,=1 
die fiir u = 0 verschwindet, und ersetzen darin die Potenzen von u 

1 ENSKOG, D.: Kinetische Theorie der Vorgll.nge in ma.aig verdunnten Gas.en. 
Dissertation. Uppsala 1917. 

2 KELLOGG, O. D.: On the existence and closure of sets of characteristic func­
tions. Math. Ann. Bd.86, S.14-17. 1922. 
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durch die entsprechenden iterierten Kerne des symmetrischen Kernes 
K (s, t). Wir erhalten so den Kern 

n 
H (s, t) = I[K] = ~ avK(v) (s, t). 

,,=1 . 
Es gilt nun der Satz: Die Eigenfunktionen ({J, von H sind identisch 

mit den Eigenfunktionen von K, und die entsprechenden charakteristi­
schen Zahlen 'YJi von H hangen mit den charakteristischen Zahlen Xi 
von K dUTCh die Gleichung 

'YJi = I(Xi) 

zusammen. In der Tat bestatigt man sofort, daB die zum Eigenwert 
~ = 1/x, gehOrige Eigenfunktion ({Ji von K (s, t) auch Eigenfunktion yon 
H (s, t) mit der charakteristischen Zahl 'YJi = I (Xi) ist. DaB H keine 
anderen charakteristischen Zahlen und Eigenfunktionen besitzt, er­
kennt man leicht, indem man zeigt, daB 

II H(s, t)2 ds dt =i~ I(Xi)2 

gilt. 
7. Beispiel eines unsymmetrischen Kerns ohne Nullosungen. Der 

00 

~ sinvs sin (v + 1)t. . 
Kern K (s, t) = ~ v2 besltzt fUr das Geblet 0 < s, t < 2n 

,,=1 

keine Nullosungen; denn wir erhalten ftir die iterierten Kerne die Aus-

drticke K(n) (s, t) = nn -1 ~ I ( sin v ;~sin t + n) t )2' und daher konvergiert 
.t::::.; v v+1 ... v+n-1 

v 

die Neumannsche Reihe ftir alle Werte von 2. Dasselbe Resultat ge­
winnt man durch Feststellung der Tatsache, daB die zu K gehorige 
Funktion D(2) kOnstant istl. 

8. Volterrasche Integralgleichungen l • Wenn K(s, t) = 0 ftir s < t 
ist, so kann man die Integralgleichung in der Form 

B 

I(s) = ((J(s) -21 K(s, t) ({J(t) dt· 
a 

schreiben. Solche Typen von Integralgleichungen sind besonders von 
VOLTERRA behandelt worden. Man zeige, daB die zugehorige Resol­
vente eine ganze transzendente Funktion von 2 ist, daB also die Volter­
rasche Integralgleichung ftir jedes 2 eine und nur eine Losung und daher 
ftir kein 2 eine Nullosung besitzt. 

1 Ahnliche Kerne finden sich bei GOURSAT: Cours d'analyse (vgl. Literatur­
verzeichnis) . 

2 VOLTERRA, V.: Le~ons sur les equations integrales et les equations integro­
differentielles. Kap. II. Paris 1913. 
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9. Abelsche Integralgleichung 1. Schon ABEL hat eine spezielle, 
fiir viele Anwendungen wichtige Volterrasche Integra1gleichung auf­
gestellt, urn das folgende Problem zu 15sen: Ein materie11er Punkt m 
bewege sich unter dem EinfluB der Schwere auf einer glatten, in einer 
Vertikalebene liegenden Kurve. Die Zeit t, die er braucht, urn aus 
einer H5he x langs der 0 Kurve zu deren tiefstem Punkt zu ge1angen, sei 
eine gegebene Funktion I von x; wie lautet die Gleichung der Kurve? 
Die Aufgabe fiihrt zu der Integralgleichung 

:J) 

f(x) =f lP{t) dt 
Y2g{x -01) 

o 
Nehmen wir an, daB I(x) eine fUr x = 0 verschwindende stetig differen­
~ierbare Funktion ist, so wird die Abelsche Integralgleichung durch 

11: 

91(x) = y'2gff{l)dt 
;r Yx-t 

o 
gel5st, wobei g die Erdbeschleunigung ist und die Gleichung der Kurve 
sich ergibt aIs ., 

Y = J i-;-I 91-::-":2 (;:C-t) -'1 I dt. 
o 

Allgemeiner betrachtet man die Gleichung 
:J) 

I(x) =jlP{S)dS 
{s - x)'" 

II 

die bei stetig differenzierbarem I (x) durch 
:J) 

(x) = ainu I(a) + ainlU j f(s)· ds 
91 ;r (x - a)I-", ;r (s - x)I-", 

II 

gel5st wird. 

(0 < IX < 1), 

10. Die zu einem unsymmetrischen Kerne gehorigen adjungierten 
Orthogonalsysteme B. ZU einem unsymmetrischen Keme K (s, t) bilden 
wir die beiden symmetrischen Keme K'(s,t)=/K(s,o)K(t,o)do und 
K" (s, t) = / K (0, s) K (0, t) do. Es gibt eine Folge von Funktionen­
paaren 91,,(s) , "I',,(s) (" = 1, 2, ... ) und zugeMrige Werte A", so daB 

91,,(s) = A,. / K(s, t) "I',,(t) dt, "I',,(s) = A,. / K(t, s) 91 .. (t) dt, 
91,,(s) = A!/ K' (s, t) 91,,(t) dt, "1' .. (s) = A~ / K"(s, t) "1' .. (t) dt 

1 ABEL: Solution de quelques problemes a l'aide d'inUgrales dMinies. Werke 
(Christiania 1881) I. S. 11-27. - BOCUER: In~gral Equations. S. 8. Cambridge 
University Press. 1909. 

S SCHMIDT, E.: Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen. 
I. Teil: Entwicklung willktirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener. 
Math. Ann. Bd. 63. S.433-476. 1907. 
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gilt. Jede in der Form f K(s, t)h(t)dt darstelibare Funktion erlaubt 
eine absolut und gleichma.Big konvergente Entwicklung nach dem Ortho­
gonalsystem der tp" und ebenso jede Funktion der Form fK(t, s)h(t)dt 
eine Entwicklung nach dem Orthogonalsystem der 1p.. Es gilt 

00 

K (s, t) = .2 tp"(S~.(t) ,falls die Reihe rechts in jeder Variablen gleich-
.=1 

ma.Big konvergiert. Der Kern Kist durch die Werte A" und die beiden, 
an sich voneinander unabhangigen Orthogonalsysteme eindeutig fest­
gelegt. 

11. Integralgleichungen erster Art. Beispiele von Integral­
gleichungen erster Art der Form 
(84) t (s) = r K (s, t) tp (t) dt 

sind uns mehrfach begegnet. Z. B. wurde die Entwickelbarkeit nach 
den Eigenfunktionen eines Kernes von der Auflosbarkeit einer Integral­
gleiGhung erster Art abhiingig gemacht. Ferner sind soIehe Beispiele 
durch das Fouriersche Integral und die Mellinsche Integraltrans­
formation (Kap. II, § 10, 8) gegeben. Die Schwierigkeit der Theorie der 
Integralgleichungen erster Art beruht darauf, daB bei stetigem Kern 
K (s, t) die Mannigfaltigkeit alier stiickweise stetigen Funktionen l{i (s) 
in eine Teilmannigfaltigkeit transformiert wird, da jedenfalls aile so 
entstehenden Funktionen t (s) stetig sind. 1st K (s, t) differenzierbar, 
so wird jede stiickweise stetige Funktion, ja jede bloB integrierbare 
Funktion tp (s) in eine differenzierbare transformiert. Die Integral­
gleichung kann also nicht ailgemein fUr stetiges t (s) durch eine stetige 
Funktion tp li:isbar sein. Erst in dem MaBe, wie der Kern von einem 
regularen Verhalten abweicht, konnen wir eine Auflosbarkeit von (84) 
fUr ailgemeinere Funktionenklassen t (s) erhoffen. Mar betrachte die 
friiheren und kunftigen Beispiele unter diesem Gesichtspunkte, wobei 
das Unendlichwerden des Grundgebietes als mit einer Singularita.t 
des Kernes a.quivalent anzusehen ist. 

Rein formal kann man bei symmetrischem Kern, wenn x" = (f, tp,.) 
die Entwicklungskoeffizienten von t nach dem Eigenfunktionen­
system tpl, tp2' ... des Kernes sind, eine Losung in der Form 

00 

tp(s) = ~ A"X"tp" (s) ansetzen. Falls diese Reihe gleichma.Big konver-
,,=1 

giert, was wegen des Anwachsens der A" im aligemeinen Einschriinkungen 
fur /(s) bedeutet, so stellt sie tatsiichlich die Losung von (84) dar. 

1m ailgemeinen Faile liefert ein Satz von PICARD l notwendige und 
hinreichende Bedingungen fUr die Auflosbarkeit einer Integralgleichung 
erster Art / (s) = f K (s, t) tp (t) dt bei einem beliebigen (auch einem 

1 PICARD. E.: Sur un tMoreme general relatif aux equations integrales de 
premiere espece et sur quelques problemes de physique matMmatique. Rend. 
Cire. mat. Palermo Bd.29. S.79-97. 1910. 
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unsymmetrischen) Kern durch eine samt ihrem Quadrat im Lebes­
gueschen Sinne integrierbare Funktion 9' (s) . Sind 9'i, "Pi, Ai die 
Paare der zu K(s, t) nach Nr. 10 gehOrenden adjungierten Funktionen 
bzw. die zugehorigen Eigenwerte. so ist fUr die Losbarkeit der obigen 
IntegraIgleichung notwendig und hinreichend, daB die Reihe 

konvergiert. 
~ A;(j f(s) 9?i(S) dS)2 

12. Die Methode der unendlich vielen Variablen. 1st WI (s) , 
w2(s) • ... irgendein vollstandiges Orthogonalsystem fUr das Grundgebiet 
und setzt man Xi = (9? Wi)' fi = (I, Wi), kpq = f f K(s, t) wp(s) wq(t) ds dt, 
so ftihrt die IntegraIgleichung (1) sofort auf das Gleichungssystem 

00 

fi=Xi-A~kijXj (i= 1.2,3, ... ) 
;=1 

von unendlich vielen linearen Gleichungen ffir die unendlich vielen Un-
00 00 00 

bekannten Xl' X 2 , X 3 , • • •• Dabei ist ~ X; und ~ r: sowie ~ k~f kon-
i=1 i=1 i, ;=1 

vergent, wie aus der Besselschen Ungleichung folgt. Die Auf16sungs­
theorie dieses Gleichungssystems liefert uns dann die Satze tiber die 
IntegraIgleichung (1). 

13. Minimumeigenschaften der Eigenfunktionen. Man kann 
die Eigenfunktionen 9'v 9?2' • . • eines symmetrischen Kernes oder die 
zu einem unsymmetrischen Kerne gehOrigen beiden Orthogonalsysteme 
9?i(S), "Pi(S) und die entsprechenden Eigenwerte 1i durch folgendes 
Minimumproblem erhalten: Der Kern K (s, t) soIl durch einen aus-

n 
~ q>j(s) 'Pj(t) . . B 

gearteten Kern An(s. t) = ~ ~- so approXlmlert werden, da 
~=1 

f f(K - An)2dsdt moglichst klein wird. Man beweise, daB die L6sung 
durch lP, = 9?i. 'Pi = "Pi, Ai = Ai gegeben wird. 

14. Polare Integralgleichungen. Auch fUr die Kerne yon der 
Form K (s, t) = A (s) 5 (s, t), wo 5 (s ,t) symmetrisch ist, A (s) abel' bis 
auf endlich viele Sprtinge stetig, lassen sich ahnliche Ergebnisse herleiten 
wie fUr den Fall eines symmetrischen K'ernes. Am eingehendsten ist 
bisher der Fall untersucht worden, daB 5 (s, t) ein definiter Kern ist, also 
etwa lauter positive Eigenwerte besitzt. In diesem FaIle, den HILBERTI 

und GARBE2 behandeln, heiBt die IntegraIgleichung polar oder von der 
dritten Art. Dabei hat die Resolvente, wie fUr symmetrische Kerne, 
lauter reelle und einfache Pole, und fUr die zugehOrigen Residuen, 
welche die "polaren Eigenfunktionen" liefern, gilt ein analoger Ent­
wicklungssatz wie der von HILBERT fUr symmetrische Kerne auf-

1 HILBERT, D.: Integralgleichungen, Kap. IS, wo fur die polare Integral­
gleichung eine etwas andere Gestalt zugrunde gelegt wird. 

2 GARBE, E.: Zur Theorie der Integralgleichung dritter Art. Math. Ann. 
Bel. 76, S·527-547. 1915. 
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gestellte. Verschwindet insbesondere der iterierte. Kern K(2) (s, t) nicht 
identisch, so gibt es stets wenigstens einen Eigenwert. Obrigens gilt 
der Satz, daB die Resolvente nur reelle und einfache Pole hat, auch 
dann, wenn S (s, t) nur als positiv vorausgesetzt wird; ferner der weitere 
Satz, daB es wenigstens einen Eigenwert gibt, wenn S (s, t) positiv ist 
und K(2) (s, t) nicht identisch verschwindetl. 

15. Symmetrisierbare Kerne 2. Die Kerne, fUr die die Resolvente 
nur reelle und einfache Pole hat, lassen sich sehr einfach direkt cha­
rakterisieren. Damit ein Kern K (s, t) diese Eigenschaft aufweist, ist 
notwendig, daB es einen Kern S (s, t) derart gibt, daB die Kerne 
f S (s, f) K (f,t) dT, f K (s, f) S (T,t) dT symmetrisch sind. Solche Kerne 
K (s, t) nennt man symmetrisierbar. Stellt umgekehrt fUr einen ge­
eigneten positiv definiten symmetrischen Kern S (s, t) wenigstens eines 
der obigen Integrale einen symmetrischen Kern dar, so sind samt­
liche Pole der Resolvente von K (s, t) reell und einfach. 

16. Bestimmung des losenden Kernes durch Funktionalglei­
chungen. Man beweise, daB die Resolvente von K (s, t) durch die 
Gleichungen (63) eindeutig bestimmt ist. 

17. Die Stetigkeit der definiten Kerne. Man beweise, daB ein 
fUr 0 < s, t < 1 stiickweise stetiger definiter symmetrischer Kern 
K (s, t) , der in allen Punkten s = t stetig ist und stetige Eigenfunktionen 
besitzt, iiberhaupt tiberall fUr 0 < s, t;;:; 1 stetig ist. 

18. Satz von Hammerstein. Bei einem im Grundgebiete 0:;;;: s, t < 1 
stetigen Kern K (s, t), der. im ganzen Gebiet 0 < s, t S 1 eine gleich­
maBig beschrankte Ableitung hat, besteht die Bilinearformel schon fUr 
den Kern selbst und nicht erst fUr den iterierten Kern K(2) (s, t). Die 
Voraussetzung der beschrankten Differenzierbarkeit laBt sich noch 
durch wesentlich allgemeinere ersetzen3 • 

Literatur zum dritten Kapitel. 
Vor aHem sei auf den Artikel der Enzyklopadie der math. Wissenschaften', 

Bd. 2, von E. HELLINGER und O. TOEPLITZ verwiesen, der eine zusammenfassende 
Darstellung der Theorie der Integralgleichungen enthalt und auf die Zusammen­
hange dieser Theorie mit anderen Teilen der Analysis ausfiihrlich eingeht. Ferner 
sei auf das iibersichtliche Referat von H. HAHN, Bericht iiber die Theorie der 
linearen Integralgleichungen, Jahresber. d. deutsch. Math.-Ver. Bd.20, S.69-117, 
1911, hingewiesen. 

1 MARTY, J.: Sur une equation integrale. C: R. Acad. sc. Paris Bd. 150, 
S. 515 - 518. 1910. - Developpements suivant certaines solutions singulieres. lb. 
S.603-606. - Existence de solutions singulieres pour certaines equations de 
Fredholm. lb. S. 1031-1033. 

2 MARTY, J.: Valeurs singulieres d'une equation de Fredholm. C. R. Acad. 
sc. Paris, Bd.150, S.1499-1502. 1910. 

3 HAMMERSTEIN, A.: Uber die Entwicklung des Kernes linearer Integral­
gleichungen und Eigenfunktionen. Sitzungsber. Akad. Berlin (phys.-math. Kl.) 
S. 181-184. 1923. 
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Viertes Kapitel. 

Die Grundtatsachen der Variations­
rechnung. 

Fast alle Fragen der mathematischen Physik, auf welche wir die 
Theorien der vorangegangenen Kapitel anwenden wollen, stehen in mehr 
oder weniger engen Beziehungen zur Variationsrechnung. Wir wollen 
in diesem Kapitel die Grundtatsachen dieser zentralen Disziplin der 
Analysis entwickeln, um aus ihnen in naturgemaBer Weise die 
Differentialgleichungen der mathematischen Physik und Ansatze fUr 
die Methoden zu ihrer Losung zu erhalten. In spateren Kapiteln des 
zweiten Bandes solI dann die hier dargelegte Theorie erganzt und 
vertieft werden. 

§ 1. Die Problemste11ung der Variationsrechnung. 

1. Maxima und Minima von Funktionen. Die Variationsrechnung 
nimmt ihren Ausgang von einer Verallgemeinerung der elementaren 
Theorie der Maxima und Minima. Zum besseren Verstandnis des Wesens 
dieser Verallgemeinerung wollen wir zunachst einen Blick auf die 
wohlbekannte elementare Theorie werfen. In ihr handelt es sich stets 
darum, fur eine vorgegebene stetige Funktion t(x, y, ... ) der in einem 
vorgegebenen abgeschlossenen Gebiete G laufenden Variablen x, y, ... 
eine soIehe Stelle xo, Yo, ... im Gebiete G zu finden, an welcher die 
Funktion t(x, y, ... ) ein Maximum oder Minimum, einen "Extrem­
wert", gegenuber allen der Stelle xo, Yo, ..• in G hinreichend nahe 
benachbarten Stellen annimmt. DaB diese Aufgabe stets eine Losung 
haben muS, lehrt der schon im ersten Kapitel benutzte, unmittelbar aus 
dem Begriffe der Stetigkeit folgende Satz von WEIERSTRASZ: J ede in 
einem abgeschlossenen Gebiete der Variablen stetige Funktion besitzt im 
Innern oder aut dem Rande des Gebietes ein Maximum und ein Minimum. 
1st die Funktion t{x,,,, ... ) in G differenzierbar und wird das Extremum 
im Inneren angenommen, so mussen an der betreffenden Stelle not­
wendig die Ableitungen von t(x, y, ... ) nach jeder Variablen ver­
schwinden oder, anders ausgedrUckt, es muS das Differential df Null 
sein. Diese notwendige Bedingung ist aber keineswegs hinreichend, wie 
das Auftretcm von Wendepunkten oder Sattelpunkten zeigt; Beispiele 
hiefiir sind f(x) = x 8 bei Xo = 0; f(x, y) = xy bei Xo = 0, Yo = o. 
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Allgemein nennen wir Punkte, in denen die Ableitungen der Funktion 
samtlich verschwinden, so daB d f = b gilt, stationiire Punkte. 

Sind die Variablen nicht unabhangig, sondern Bedingungsgleichun­
gen gl(X, y, ... ) = 0, g2(X, y, ... ) = 0, ... , gil (x, y, ... ) = 0 unter­
worfen, so kann man sieh zur Aufstellung der notwendigen Bedingungen 
fiir ein Extremum oder fiir den stationaren Charakter einer Stelle der 
Multiplikatorenmethode von Lagrange bedienen. Diese Methode be­
steht in folgender Vorschrift: Urn eine im Innern des Gebietes der 
Variablen liegende Stelle (xo, Yo, •.. ) zu finden, fiir welche f (x, y, ... ) 
ein Maximum oder Minimum annimmt oder allgemeiner stationaren 
Charakter hat, bilde man mit h + 1 neuen Parametern, den "Multipli­
katoren" Ao, AI' ... , All die Funktion F=Aof+Algl + A2 g2+··· + All gil 
und bestimme sodann die GroBen xo, Yo, • .. und die VerhaItnisse 
der GroBen Ao, AI' ... , All aus den Gleichungen 

I ~: = 0, ~: = 0, ... , 
(1) of of 

all =gl=O, ... , -alA = gil =.0, 
deren Anzahl mit der Anzahl der Unbekannten iibereinstimmt. Diese 
Gleichungen stellen die gesuchten Bedingungen fiir das stationare Ver­
halten von f (x, y, ... ) bzw. fiir das Extremum von f bei den gegebenen 
Bindungen dar. 

Sobald nieht Ao = 0 ist, diirfen und wollen wir wegen der Homo­
genitat von F in den A.. die GroBe 10 = 1 setzen. Die Lagrangesche 
Methode ist niehts als eine besonders elegante Umgehung der lastigen, 
zur Unsymmetrie zwingenden Forderung, mit Hille der Nebenbedin­
gungen h der Variablen aus der Funktion f(x, y, ... ) zu eliminieren. 

Wir betrachten einige typische Beispiele, die trotz ihrem elementaren 
Charakter als Mittel zur Orientierung niitzlich sind. 

a) Unter allen Dreiecken mit gegebener Grundlinie und gegebenem 
Umfang hat das gleichschenklige den gr6/Jten Inhalt; bei gegebener Grund­
Unie und gegebenem Inhalt hat das gleichschenklige den kleinsten Umfang. 
Schon bei diesem einfachen Beispiel, das sich ohne jede Rechnung durch 
Betrachtung der Ellipsen mit der gegebenen Grundlinie als Verbindungs­
strecke der Brennpunkte unmittelbar durchschauen laBt, erkennen wir 
eine eigentiimliche Reziprozitiit, die uns spater (§ 11,2, S. 219) noch be­
gegnen wird. 

b) Brechung und Reflexion des Lichtes. Das sogenannte 
Fermatsche Prinzip der kurzesten Lichtzeit besagt, daB ein Lichtstrahl 
auf seiner wirklichen Bahn zwischen zwei Punkten eine kiirzere Zeit 
braucht, als er auf jeder anderen denkbaren den vorliegenden Be­
dingungen geniigenden ("virtuellen") Bahn brauchen wiirde. Hieraus 
ergibt sich die Geradlinigkeit der Lichtausbreitung in einem homogenen 
Medium unmittelbar. Wird von dem Lichtstrahl verlangt, daB er eine 
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gegebene Kurve (Spiegel) treffen, aber nicht durchschneiden soli, so 
miissen, wie sich aus der Bedingung fUr den Differentialquotienten sehr 
leicht ergibt, die beiden die Bahn bildenden geradlinigen Strecken sich 
auf der Kurve so treffen, daB sie mit der Kurventangente gleiche Winkel 
bilden (Re/lexionsgesetz). Trennt dagegen die vorgegebene Kurve zwei 
Gebiete, in denen verschiedene Lichtgeschwindigkeiten Cl , C2 herrschen, 
und soli der Lichtstrahl von dem einen Gebiet ins andere fiihren, so 
muB er aus zwei geradlinigen Stiicken bestehen, welche dem bekannten 
Brechungsgesetz sin <Xl : sin <X2 = cl : c2 geniigen, wobei <Xl und <X2 die 
Winkel der beiden Strecken mit der Kurvennormale im Durchschnitts­
punkte von Bahn und Kurve sind. 

c) Ein Problem von Steiner. Zu drei Punkten AI' A2, Aa, die 
em spitzwinkliges Dreieck bilden, soli ein vierter Punkt P so gefunden 
werden, daB die Summe der Entfemungen PAl + P A2 + P A3 m6g­
lichst klein wird. Denken wir uns mit der Strecke P A3 urn A3 den 
Kreis geschlagen, so muB P auf diesem Kreise so liegen, daB die Summe 
PAl + PA 2 m6glichst klein ist, d. h., nach b) miissen die Geraden 
PAl und PA2 'mit dem Radius PAl gleiche Winkel bilden. Da 
dasselbe bei Vertauschung der Indices 1, 2, 3 gilt, so miissen aIle drei 
Winkel AlPA 2 , A2PA3, AaPAl einander gleich, d. h. gleich 21/:/3 sein, 
womit die Aufgabe gel6st ist. 

d) Isoperimetrisches Problem fiir Polygone. Unter alien 
sich nicht iiberschlagenden Polygonen gegebener gerader Seitenzahl 2n 
und gegebenen Umfanges 2l solI dasjenige mit gr6Btem Inhalt gefunden 
werden. Das gesuchte Polygon II(A 1 , A2, A3, ... , A2n) ist das regu­
lare 2n-Eck. Urn dies zu beweisen, iiberzeugen wir uns zunachst davon, 
daB II konvex ist. Gabe es namlich eine Stiitzgerade, welche zwei 
Ecken, z. B. AI' A3 enthalt derart, daB keine der beiden sie ver­
bindenden Kantenziige ganz auf diese Gerade falIt, so spiegeln wir 
einen dieser Kantenziige, z. B. A 1 A 2 A 3 , an der Stiitzgeraden und 
gelangen so zu dem Kantenzug AIA;A3' der mit dem iibrigen 
Kantenzug ein Polygon des gegebenen Umfanges, aber von gr6Berem 
Inhalt liefem wiirde. Wir k6nnen uns also von vornherein auf die 
Betrachtung konvexer Polygone beschranken. Zweitens zeigen wir, 
daB das Polygon lauter gleiche Seiten besitzt. Waren zwei auf­
einanderfolgende Seiten AlA2' A2A3 nicht gleich lang, so k6nn­
ten wir nach a) die Ecke A2 so durch eine Ecke A2 ersetzen, daB 
AIA~ + A3A2 = AIA2 + A3A2 ist und der Flacheninhalt des Drei­
ecks AIA2A3 gr6Ber als der des Dreiecks AIA2A3 wird, also auch 
der des neuen Polygons gr6Ber als der von II im Gegensatz zur 
Voraussetzung, daB II das maximale Polygon ist. Urn endlich zu 
zeigen, daB II einem Kreise eingeschrieben ist, zerlegen wir II durch 
eine zwei gegeniiberliegende Ecken AI' An+l verbindende Diagonale d 
in zwei umfangsgleiche Polygone III, II2 ; diese miissen auch inhalts-
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gleich sein; denn ware III groBer als lIs, so konnten wir das Spiegel­
bild II{ von III an der Diagonale d zu III hinzufligen und so zu einem 
Polygon II* = III + II{ gelangen, das den Unifang 21, aber einen 
groBeren Inhalt als II batte. Wir zeigen nun, daB ffir jede Ecke All der 
Winkel Al AllAn+! ein rechter sein muB. Ware es dieser Winkel flir die 
Ecke All von III nicht, so zerlegen wir III in das Dreieck AIAIIAn+1 und 
zwei Polygone HI' Ha, die an die SeitenAIA II und An+lAII anschlieBen, 
und betrachten sodann ein rechtwinkliges Dreieck A~AhA~+l' dessen 
Katheten A~Ah' A~+lAh bzw. gleich AIAh' An+!Ah sind. Fiigen wir 
die Polygone HI' H2 an diese Katheten an, so erhalten wir ein Polygon 
II;, das wir an A;'A~+l spiegeln und durch Hinzufiigung des Spiegel­
bildes zu einem geschlossenen Polygon II* erganzen. Dieses neue Po­
lygon besitzt den Umfang 21; da .aber das rechtwinklige Dreieck 
AiAhA~+l einen groBeren Inhalt besitzt als das nichtrechtwinklige 
AIAhAn+l' so hat auch ll* einen groBeren Inhalt als II, was gegen die 
Voraussetzung ist. ·Damit ist der Nachweis fiir die Extremumseigen­
schaft des regularen Polygons erbracht1. Genau dieselbe Losung er­
gibt sich fiir die reziproke Aufgabe, bei gegebenem Inhalt den Umfang 
moglichst klein zu machen. 

Die hier dargelegte, auf einer klassischen Idee von STEINER be­
ruhende Behandlung ist ein Beispiel dafiir, daB in konkreten Fii.llen 
eine anschauliche geometrische Methode rascher und iiberzeugender zurn 
Ziele fiihren kann als die Anwendung eines allgemeinen analytischen 
Verfahrens. 

e) Andere Beispiele. Maximum eines Minimums .. Andere 
typische Beispiele, wo es sich nicht mehr urn reine Maxima oder Minima 
handelt, sind uns schon mehrfach begegnet. Es sei .hingewiesen auf die 
Definition der Eigenwerte einer quadratischen Form als Maxima eines 
Minimums oder auf die Po1ynome von Tschebyschell (s. S. 75). 

2. Funktionenfunktionen. Die VariatiQnsrechnung nimmt ihren 
Ausgang ebenfalls von Extremumsproblemen bzw. der Frage nach 
stationaren Werten.· Der fundamentale Unterschied ist aber der, daB 
es sich nun nicht" mehr urn Extrema von Funktionen einer endlichen 
Zahl unabhiingiger Variableil handelt, sondern urn Extrema von so,. 
genarinten Funktionenlunktionen 2. Unter einer Funktionenfunktion 
versteht man eine GroBe oder a,uch eine Funktiori, die nicht von einer 
gewissen Anzahl von unabhangigen, in gewissen Grenzen willkiirlichen 

1 Es sei no<;hmals ausdriicklich, darauf hingewiesen, daB die Existenz des 
Extremums "nach dem WeierstraBschen Satze von vornherein feststeht. Le~ 
man nlimlich eine Ecke des Polygons:in den Nullpunkt, so sind die Koerdinaten 
der ubrigen Ecken durch die Forderung des gegebenen Umfangs auf einen ab­
geschlossenen Bereich beschrlinkt, und der Fllicheninhalt- hlingt stetig von 
ihnen abo 

2 In der franzosischen Literatur ist die Bezeichnung "fonction de Hgn'" 
oder "fonctionnelle" gebriluchliCh. 
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Variablen, sondern von dem Verlaufe einer oder mehrerer in gewissen 
Grenzen willkiirlicher, die Stelle der unabhangigen Variablen vertreten­
der Funktionen abhangt. Das einfachste Beispiel bietet die Lange L 
einer Kurve y = y(x) zwischen den Werten x = xo, x = Xl; diese Lange 

x, 

wird gegeben durch das Integral L = IV1- +y'2 dx; die Zabl L hangt 
x. 

also vom Verlaufe der "Argumenttunktion" y(x) ab, die als. beliebige 
stetige Funktion mit stiickweise stetiger Ableitung gewahlt werden 
kann. Solche Funktionenfunktionen treten iiberall in der Analysis und 
in den Anwendungen auf, und viele der wichtigsten Fragen der Ana­
lysis beziehen sich mehr oder weniger auf solche funktionale Abhangig­
keiten. 

Ein anderes Beispiel ist der Flacheninhalt einer Flache z = z (x, y) , 
welche iiber einem Gebiete G der x, y-Ebene liegt. Er wird gegeben 
durch das Integral 

IfY1 +z~+z~dxdy 
G 

und ist eine Funktionenfunktion der Argurnentfunktion z (x, y) . 
Weitere Beispiele fiir Funktionenfunktionen haben wir schon im 

vorigen Kapitel kennengelernt. So ist bei festern K (x, y) die Funktion 

g (;) = j K (x, y) h (y) dy 
eine Funktionenfunktion von h (x), und die Integralform 

j jK(x,y) q;(x) q;(y) dxdy 

eine Funktionenfunktion von qJ (x) . In diesem Kapitel werden uns 
hauptsachlich solche Funktionenfunktionen beschiiftigen, die durch 
Integrale iiber bekannte Ausd~iicke in der Argumentfunktion, deren 
Ableitungen und den unabhangigen Variablen gegeben sind, wie oben 
die Bogenlange einer Kurve. 

Ebenso wie bei Funktionen von endlich viel Variablen fiir diese 
ein Definitionsbereich vorliegen muB, so. muB auch fqr die Argument­
funktionen der Funktione~funktionen der Bereich der zugelassenen 
Funktionen definiert werden, beispielsweise durch die Forderung der 
Stetigkeit der Funktion und der ~tiickweisen Stetigkeit der ersten Ab­
leitung (vgl. auch nachste Nummer). 

Wenn eine Funktionenfunktion sich auch nicht als Funktion von 
endlich vielen Variablen auffassen laBt, so kann man sie doch als Funk­
tion von unendlich vielen Variablen ansehen. Man denke sich etwa die 
Argumentfunktionen in Potenzreihen oder Fouriersche Reihen ent­
wickelt; dann sind die Entwicklungskoeffizienten die betreffenden 
unendlich vielen Variablen. Natiirlich muB der Bereich dieser Variablen 
Einschrankungen unterworfen werden, die sich jeweils aus den Be­
dingungen ergeben, welchen die Argumentfunktionen Zu geniigen haben. 



144 IV. Die Grundtatsachen der Variationsrechnung. 

3. Die typischen Probleme der Variationsrechnung. In der Varia­
tionsrechnung handelt es sich darum, Maxima oder Minima oder auch 
allgemeiner nur station are Werte l von Funktionenfunktionen aufzu­
suchen, indem man diejenigen einem vorgegebenen Funktionenbereich 
angehi:irigen Argumentfunktionen aufsucht, ftir welche das betre£fende 
Extremum oder der stationare Wert angenommen wird. Analog wie 
es beim gewohnlichen Minimumproblem oder Maximumproblem der 
Differentialrechnung immer zunachst nicht auf das absolute Minimum 
oder Maximum ankommt, sondern nur auf das Extremum relativ zu 
einer gewissen Umgebung der Extremumstelle, werden wir auch hier 
das Extremum relativ zu einer gewissen Nachbarschaft der das Ex­
tremum liefernden Argumentfunktion aufzusuchen haben. Wir mtissen 
hierzu den Begriff der Nachbarschalt einer Funktion I(x, y, ... ) defi­
nieren. 1st heine positive GroBe, so sagen wir, die Funktion 11 (x, y, ... ) 
liege in der Nachbarschaft, genauer in der Nachbarschaft (h) der 
Funktion I (x, y, ... ), wenn fUr den betrachteten Definitionsbereich 
I I - III < h ist 2• 

N unmehr formulieren wir das Grundproblem der Variationsrechnung 
dahin, daB innerhalb eines gewissen Funktionenbereiches der Argument­
funktion oder der Argumentfunktionen einer vorgegebenen Funktionen­
funktion eine extremale Funktion gesucht werden soIl, welche die Funk­
tionenfunktion zu einem Extremum macht, verglichen mit allen einer 
binreichend kleinen Nachbarschaft (h) angehi:irigen Argumentfunktionen 
des Bereiches. Die Argumentfunktionen konnen ganz unabha.ngig 
wiihlbar sein, sie konnen aber auch vorgeschriebenen funktionalen Be­
dingungsgleichungen unterworfen werden. Treten in der zum Ex­
tremum zu machenden Funktionenfunktion noch variable Parameter 
x, y, . .. auf, ist sie also keine Zahl, sondern selbst eine Funktion 
dieser Parameter, so mtissen diese veranderlichen Parameter cler 
Extremumsforderung gemaB mitbestimmt werden. Wir erlautern die 
Problemstellung an einer Reihe einfacher Beispiele: 

a) Geodatische Linien. Auf einer Flache solI die ktirzeste ihr 
angehi:irige Verbindungslinie zweier Punkte bestimmt werden. 1st 
die Flache durch die Parameterdarstellung x = x(u, v), y = y(u, v), 
z = z( u, v) der rechtwinkligen Koordinaten x, y, z gegeben und wird 
in der tiblichenWeise e = x~ + y~ + z~, I = Xu Xv + Yu Yv + ZuZv, 

1 Was wir unter einem stationaren Wert einer Funktionenfunktion zu ver­
stehen haben, wird spater prazisiert werden (§ 3, 1). 

2 Fiir gewisse Untersuchungen ist es zweckmaJ3ig, den Begriff der Nachbar­
schaft stufenweise zu verfeinern. Wir sagen dann, die Funktion 11 (x, y, ... ) 
liege in der Nachbarschaft erster Ordnung (h) von I(x, y, ... } wenn auJ3er 
1/-/1 1<h auch noch die Beziehungen 1/%-/lzl<h, Ily-/lul<h, ... 
bestehen. Allgemein sprechen wir von Nachbarschaft nter Ordnung (h) von 
/(x, y, ... J. wenn diese Ungleichungen auBer fur 11 selbst auch noch fur alle 
Ableitungen von /1 bis zur einschlieBlich nten Ordnung gelten. 
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g = x; + y; + z; gesetzt, SO ist die Lange einer durch die Glei­
chung v = v(u) definierten Flachenkurve zwischen den Werten Uo, U1 

II, 

durch das Integral L = f ye + 2/v' + gv'2du gegeben. Es handelt 
Uo II, 

sich also urn die Bestimmung der Extrema von f-Ye-+-2-/V-'-+-gv'Bdu. 
Uo 

b) Lichtstrahl, Brachistochrone. Nach dem ciben (5. 140) for-
mulierten Fermatschen Prinzip wird die Bahn des Lichtes in einem 
unhomogenen zweidirnensionalen Medium mit der Lichtgeschwindigkeit 
qJ(x, y) durch das Variationsproblem 

z, 

T =jY1 +y'l dx = Minimum 
tp(x,y) 

"" . 
charakterisiert. Hier wie beim vorigen Problem sind zum Vergleiche 
solche stetig gekriirnmte Kurven zugelassen, welche die fest gegebenen 
Endpunkte der Bahn miteinander verbinden. - Ganz analog wie das 
Problem des Lichtstrahies formuliert sich das Problem der Brachisto­
chrone, mit dem im Jahre 1696 JAKOB BERNOULLI den AnstoB zur 
Entwicklung der Variationsrechnung gab. Es soIlen zwei Punkte 
A (xo, 0), B (Xl' Y1) durch eine Kurve miteinander verbunden werden, 
auf der ein der Schwere in Richtung der y-Achse unterworfener, reibungs­
los gleitender Massenpunkt moglichst rasch von A nach B gelangt. Die 
Anfangsgeschwindigkeit des Punktes sei Null. Nach der FallhOhe y hat 
der Punkt bekanntlich die Geschwindigkeit -Y2 gy , wobei g die Schwere­
beschleunigung ist. Hieraus ergibt sich als Fallzeit das Integral 

(2) 
z, 

j't/1 +y'8 T= -2--dx, gy 

welches also zum Minimum zu machen ist. Zulassige Vergleichsfunk­
tionen sind hierbei alle positiven mit den beiden ersten Ableitungen 
stetigen Funktionen y (x), fUr die y (xo) = 0, y (Xl) = Yl ist. 

c) MinimaieRotationsfHiche. Die Kurvey=y(x) >Omogeumdie 
x-Achse rotieren. Die erzeugte, von den Ebenen X = xo, x = Xl begrenzte 

~ 

Rotationsflache besitzt dann den FiacheninhaIt F = 2.n J y¥i + ",2dx . 
Zo 

Die Kurve y = y (x), die die kleinste RotationsfIache liefert, wird dem-
nach charakterisiert durch das Variationsproblem 

z, 

f YYi + ",2 dx = Minimum. 

d) Isoperimetrische Probleme. In der urspriinglichen geo­
metrischen Form besagt das Problem: Man solI eine geschlossene Kurve 

Courant-HUbert, Mathematische Physik I. 2. Auf!. 10 
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von gegebenem Umfang und groBtem Inhalt finden. Indem wir die 
Kurve als konvex annehmen und durch die x-Achse in zwei inhalts­
und umfangsgleiche Teile zedegt denken (vgl. 1 d), gelangen wir zu fol­
gendem Problem: Es solI das Integral 

~ f y(x) dx 
o 

durch geeignete Wahl von ~ und y(x) zu einem Maximum gemacht 
werden, wabrend 

E' f Vi + y'2dx = 1 
o 

gegeben ist, und im iibrigen y (x) irgendeine im Interva1le 0 < x < ~ 
stetige und mit stiickweise stetiger erster Ableitung versehene Funktion 
bedeutet, fiir die y (0) = y (E) = 0 ist. 

Ein ganz analoges Problem konnen wir formulieren, wenn wir die 
obere Grenze ~ als fest annehmen. 

Wir konnen dieses Problem, das man auch das spezie11e isoperime­
trische Problem nennt, auf ein gewohnliches Variationsproblem 

x 

zuriickfiihren, indem wir die Bogenlinge s = f l'1+y'2 dx als un­
o 

abhangige Variable einfiihren, die im Intervalle 0 < s <.: lliiuft. Wegen 
ds 2 = dx2 + dy2 geht hierdurch die Aufgabe iiber in die folgende: 

I 

Es solI f y Vii - ( :~ r ds zum Maximum gemacht werden, wenn y (s) 
o 

eine stetige, stiickweise mit stetiger Ableitung versehene Funktion 
von s ist. Nach Bestimmung von y(s) findet man dann 

und hat damit die gesuchte Kurve in Parameterdarste11ung. (Vgl. auch 
die Hurwitzsche Losung des isoperimetrischen Problems Kap. II, 
§ 10, i.) 

Allgemein bezeichnet man solche Probleme, bei denen ein Integral­
ausdruck zum Extremum gemacht werden solI, wabrend ein anderer 
einen gegebenen Wert besitzt, als isoperimetrische Probleme. Ein Bei­
spiel dafiir ist das Problem der Kettenlinie: Die Lage eines homogenen 
schweren Fadens von gegebener Lange mit festen Endpunkten unter 
dem EinfluB der in Richtung der negativen y-Achse wirkenden Schwere 
zu bestimmen. Da die Gleichgewichtslage durch die Forderung gekenn-
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zeichnet ist, daB der Schwerpunkt inoglichst tief liegen 5011, so ge­
langen wir zu folgendem Variationsproblem: Es solI 

moglichst klein sein, wahrend 

Xo 

einen gegebenen Wert besitzt und die Randwerte y(xo) = Yo, y(x1) = Yl 
ebenfalls gegeben sind. 

Ein weiteres Problem ist 
Xl I (y'') 2 dx = Min. 

Xo 

mit der Nebenbedingung 

hierbei solI die Funktion Y (x) an den Endpunkten des Intervalls ver­
schwinden und iiberalI mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung 
stetig sein. 

Oder (vgl. S. 152): Es ,!ioll eine mit den Ableitungen erster Ordnung 
im Gebiete G stetige Funktion u von x, y bestimmt werden, welche der 

Bedingung II u 2 dx dy = 1 geniigt und fiir die 
G 

(4) II (u~ + u;) dx dy + lou2 ds 
G I' 

moglichst klein wird (r bedeutet den Rand des Gebietes G, (1 eine feste 
Funktion der Bogenlange s von F). Auch das Minimumproblem des 
vorigen Kapitels, welches die Eigenfunktionen eines symmetrischen 
Kerns definierte, ist ein solches isoperimetrisches Problem. 

Bei allen genannten Problemen muB natiirlich der Bereich der zu­
gelassenen Vergleichsfunktionen stets hinsichtlich der Stetigkeits­
eigenschaften so festgelegt sein, daB die auftretenden Funktionenfunk­
tionen einen Sinn behalten. 

4. Die charakteristischen Schwierigkeiten der Variationsrechnung. 
Wiihrend in der Theorie der gewohnlichen Maxima und Minima der 
grundlegende Satz von WEIERSTRASZ uns ein fUr aIlemal der Losbarkeit 
der Aufgabe versichert, besteht in der Variationsrechnung die eigen­
tiimliche Schwierigkeit, daB Probleme, die sich sinnvoll formulieren 
lassen, dennoch unter Umstanden keine Losung zu besitzen brauchen -
eben weil es im allgemeinen nicht moglich ist, den Bereich der zu-

to* 
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lassigen Vergleichsfunktionen als abgeschlossenen Bereich so zu wahlen, 
daB in ihm ein HaufungssteUenprinzip gilt. Ein einfaches geome­
trisches Beispiel ist das folgende: Zwei Punkte auf der x-Achse sollen 
durch eine stetig gekriimmte, moglichst kurze Linie verbunden werden, 
welche in ihren Endpunkten auf der x-Achse senkrecht steht. Dieses 
Problem besitzt keine Losung. Denn die Lange einer solchen Linie ist 
immer groBer als die der geradlinigen Verbindungsstrecke, kann aber 
der Lange der Verbindungsstrecke beliebig angenahert werden. Hier 
existiert also zwar eine untere Grenze, aber kein Minimum, das von 
einer zulassigen Kurve angenommen wird. 

Ein weiteres Beispiel fur ein nicht losbares Variationsproblem ist 
das folgende: Es soU 

(5) 
1 f x4y'2 dx 

-1 

zum Minimum gemacht werden durch eine stetige Funktion y(x) mit 
stuckweise stenger Ableitung, £fir welche y (-1) = -1, Y (1) = 1 gilt. 
Man kann unschwer sehen, daB durch geeignete Funktionen (namlich 
y = -1 ffir x < -e, y = 1 ffir x> e, y = x: e fUr I xl s e) das In­
tegral beliebig klein gemacht werden kann, wahrend es ffir keine 
zulassige Funktion verschwindet. 

Wir sehen also, daft in der Variationsrechnung die Existenz der 
Losung eines gegebenen Extremumproblems immer nock eines besonderen 
Beweises bedarf. Fur viele mit der Variationsrechnung zusammen­
hangende Fragen bedeutet dies, wie wir spater erkennen werden, eine 
wesentliche Schwierigkeit. 1m vorliegenden Kapitel jedoch wird es sich 
vorzugsweise urn die Aufstellung lediglich notwendiger Bedingungen fur 
das Eintreten eines Extremums handeln, wobei die Frage, ob ein Ex­
tremum nach Erfiillung dieser Bedingungen wirklich vorhanden ist, 
offen bleiben kann. 

Bevor wir an die Aufstellung dieser notwendigen Bedingungen in 
Form von Differentialgleichungen gehen, wollen wir iril nachsten Para­
graphen einige Oberlegungen uber Ansiitze zur direkten Losung del 
Variationsprobleme anstellen. 

§ 2. Ansatze zur direkten Losung1• 

Die meisten Methoden, die auf eine direkte und vollstandige LOsung 
von Variationsproblemen abzielen, beruhen darauf, daB man zunachst 
ein geeignet zu wahlendes gewohnliches Extremumproblem lost, in dem 
es sich urn die Bestimmung von n Parametem handelt, und sodann 
den Grenzubergang n -+ 00 vollzieht. 

1 Ausfiihrlich werden wir die direkten Methoden der Variationsrechnung 
erst im zweiten Bande behandeln. 
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1. Isoperimetrisches Problem. Als Beispiel betrachten wir das 
isoperimetrische Problem aus § 1, 3d, eine geschlossene KurV'e K mit 
dem Umfang 2l und maximalem Inhalt zu finden, wobei die Kurve 
stiickweise glatt, d. h. bis auf endlich viele Ecken mit stetiger Tan­
gente versehen sein soll. Nehmen wir an, die Kurve K sei die Losung, 
dann konnen wir schlieBen, daB K ein Kreis ist. Denn zunaehst ergibt 
sich genau so wie in § 1, 1 d, daB K konvex ist und daB jede Sehne 
AB, die K in zwei umfangsgleiche Teile zerlegt, auch eine Zerlegung 
in flaehengleiche Teile definiert; zweitens muB fiir jeden Punkt P 
der Kurve K der Winkel APB ein reehter sein, da man sonst dureh 
die Konstruktion V'on § 1, 1 d, sofort eine Kurve K' mit demselben 
Umfang, aber groBerem Inhalt bekommen konnte. Da diese Oberlegung 
aber auf der gemiiB § 1, 4, beweisbediirftigen Voraussetzung beruht, daB 
das Problem iiberhaupt eine Losung besitzt, so wollen wir zur Losung 
einen anderen Weg einschlagen, welcher gleichzeitig den- notigen Exi­
stenzbeweis fUr die Losung mitliefert. Wir betraehten die Menge ailer 
Inhaltszahlen von zulassigen Kurven. Da diese Zahlen jedenfalls unter­
halb der Schranke l2n liegen (die KurV'e muB in einem Kreise Yom 
Radius l Platz haben), so besitzt naeh den elementaren Grundregeln 
der Analysis die Zahlenmenge eine obere Grenze M, oberhalb deren 
keine Zahl der Menge liegt, in deren Naehbarsehaft (e) aber bei beliebig 
kleinem e noeh solche Zahlen V'orhanden sind. Mit anderen Worten, 
es gibt eine "Maximalfolge" von zulassigen Kurven K 1 , K 2 , K a, •.• 
derart, daB der FlaeheninhaIt Fn V'on Kn mit wachsendem n gegen M 
konvergiert. Nun konnen wir jede KurV'e Kn durch ein Polygon lIn 
mit hinreichend groBer Seitenanzahl beliebig genau so approximieren, 
daB Inhalt und Umfang des Polygons sich V'on dem der KurV'e beliebig 
wenig unterseheiden. Da wir das Polygon noeh, ohne seinen approxi­
mierenden Charakter zu verandern, ahnlieh zu sich selbst so dilatieren 
diirfen, daB sein Umfang genau gleich 21 wird, konnen wir also von der 
Maximalfolge K 1 , K 2 , ••• zu einer aus Polygonen 1I~ bestehenden 
Maximalfolge iibergehen. Die Seitenzahl dieser Polygone diirfen wir 
als gerade annehmen, da ein (2m - ,)-Eek als 2m-Eck mit zwei in eine 
Gerade fallenden aufeinanderfolgenden Seiten aufgefaBt werden kann. 
Nun wissen wir naeh § 1, 1 d, daB von allen 2 m-Eeken mit dem Um­
fang 2 l das regulare den groBten Inhalt hat. Also miissen wir erst 
reeht eine Maximalfolge unseres Problems erhalten, wenn wir die Po­
lygone II',. durch die entspreehenden regulii.ren Polygone ersetzen. 
Diese aber konV'ergieren mit waehsender Seitenzahl gegen den Kreis 
vom Umfang 2 I, und da die Inhalte der Polygone gegen M konvergieren, 
besitzt der Kreis den Inhalt M und lost wirklieh das Variationsproblem. 

2. Das Ritzsche Verfahren. Minimalfolgen. Den Oberlegungen 
im vorigen Beispiel liegt ein allgemeiner Gedanke zugrunde. Wir be­
trachten irgendein Variationsproblem der Form D[IP] = Min., wobei 
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D ['P] ein Integral uber einen gegebenen Ausdruck aus der Funktion 'P 
und ihren Ableitungen bis zur kten Ordnung bedeutet und das Inte­
grationsgebiet sowie der Bereich der zum Vergleich zugelassenen Funk­
tionen 'P vorgegeben ist. Ob es sich urn einfache oder mehrfache Integrale 
handelt und ob in dem Integrale hOhere als erste Ableitungen von 'P 
vorkommen, ist dabei gleichgiiltig. Wir setzen V'oraus, daB der Werte­
vorrat des Integrals D['P] fur die zulassigen Argumentfunktionen 'P 
eine untere Grenze d besitzt (ob ein von einer Funktion 'P = u wirklich 
erreichtes Minimum, bleibt eben eine offene Frage); dann gibt es Folgen 
von zulassigen Funktionen 'PI' 'Ps, 'Pa, ... derart, daB limD['PJ = d 

n .... oo 

ist, wahrend ffir jede zulassige Funktion 'P die Beziehung D['P] > d 
gilt. Solche Funktionenfolgen nennen wir Minimal/olgen des Variations­
problems. Eine direkte Losung des Variationsproblems wird immer 
darau/ kinauslau/en, daft man sick Minimal/olgen konstruiert und aus 
diesen durch einen Grenzubergang die Liisung zu gewinnen sucht. 

Das Verfahren, welches W. RITZI in diesem Sinne im Hinblick auf 
die numerische Gewinnung der Losung mit groBem Erfolg angewandt 
hat, besteht in fC)lgendem: Man gehe aus von einem festen, fur den 
Integrationsbereich definierten vollstandigen Funktionensystem WI' 
lOa, lOa, ••• , welches die Eigenschaft hata, daB alle linearen Kombina­
tionen 'Pn = ClWl + cawa + ... + cnwn von endlich vielen der Funk­
tionen zulassige Vergleichsfunktionen sind und daB sich fur jede zu­
lassige Vergleichsfunktion 'P eine geeignete solche Kombination 'Pn an­
geben liiBt, ffir welche sich D['P] von D['PJ um beliebig wenig unter­
scheidet. Dann muB es notwendig auch Minimalfolgen 'PI' 'Ps, 'P3' ..• 
geben, beidenen 'Pn einelineare Kombination ClWI + cllws + ... + CnWn 
von WI' lOll, ••• , Wn ist. Erst recht mussen wir also zu einer Minimal­
folge gelangen, wenn wir ffir jedes n die Funktion 'Pn , d. h. die Para­
meter cl , ... , cn durch die Forderung bestimmen, daB D['PJ = dn ein 
Minimum sein solI. Diese Forderung stellt ein gewohnliches Minimum­
problem ffir D['PJ als Funktion der n Parameter cI , clI ' ... , cn dar 
und laBt sich nach dem WeierstraBschen Satze immer erfiillen, wofern 
nur - was vorausgesetzt werden solI - D['PJ eine stetige Funktion 
der Parameter cl , c2, ... , cn ist. Zur Bestimmung der Werte Ci erhalten 

wir, allgemein gesprochen, die n Gleichungen a~lq>J = 0 (i = 1, 
VC; 

2, ... , n). Von der so gewonnenen Minimalfolge erwartet man nun, 
daB sie gegen die gesuchte Losung konvergiert. Leider aber liegt, wie wir 
in Nr. 4 sehen werden, die Sathe nicht so einfach, so daB wir allgemein 

1 RITZ. W.: 'Ober eine neue Methode zur LOsung gewisser Variations­
probleme der mathematischen Physik. J. f. reine u. angew. Math. Bd.135. 
S.1-61. 1909. - Gesammelte Werke S. 192--250. Paris 1911. 

2 Die Existenz solcher Funktionen wird im zweiten Bande nil.her diskutiert 
werden. 
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nur aussagen konnen: Die gewonnenen Werte D[rp.J = dn konvergieren 
gegen die gesuchte untere Grenze bzw. das Minimum. Ob die Minimal­
folge selbst gegen die Losung konvergiert, das muB Gegenstand be­
sonderer Untersuchungen bleiben. Auf diese Frage kommen wir 
spater bei verschiedenen Gelegenheiten zuriick. 

Die Brauchbarkeit des Verfahrens zur numerischen Rechnung kann 
unter Umstanden auch dann noch bestehen bleiben, wenn die Kon­
vergenz des Verfahrens nieht bewiesen ist. Welch en Erfolg die Methode 
im einzelnen FaIle hat, wird von der mehr oder weniger glucklichen 
Wahl der Koordinatentunktionen Wi abhangen, die der Rechner dem indi­
viduellen Problem angepaBt treffen muB. Zur ersten Erlauterung des 
Verfahrens betrachte der Leser die Beispiele unter Nr.3. 

3. Weitere direkte Methoden. - Differenzenverfahren. - Un­
endlich viele Veranderliche. Auf eine andere Art kann man in vielen 
FaIlen Zu Minimalfolgen gelangen, wenn man den Bereieh der zu­
lassigen Funktionen erweitert, indem man z. B. statt stetig differenzier­
barer stetige mit nur stiickweise stetigen Ableitungen versehene Ver­
gleiehsfunktionen in Betracht zieht. Wir beschranken uns dabei hier 
auf das Problem des Minimums eines einfachen Integrals der Form 

3:, 

D[y] = jF(x, y, y')dx. 1st y = rpl (x) , y = rp2(X), ... eine Minimal-
3:0 

folge, so konnen wir, wenn wir wie immer die erforderlichen Stetig­
keitsvoraussetzungen fiir F (x, y, y') machen, sieher die durch y = rpn (x) 
dargestellte Kurve durch einen Polygonzug y = Pn (x) so genau 
approximieren, daB das Integral D[rp.J sieh Von D[p.J beliebig wenig 
unterscheidet. Man kann also auch Minimalfolgen herstellen, die aus 
stiickweise linear en Funktionen bestehen, wobei dann der Unterschied 
zwischen Differentialquotient und Differenzenquotient der Funktion 
in jedem Teilintervall fortfallt. Teilt man z. B. das Integrations­
intervall durch m Teilpunkte in gleiehe Teile der Lange LI x ein und 
beschrankt sieh auf Funktionen, die in jedem TeilintervaIllinear sind, 
so geht das Variationsproblem wieder in das gewohnliche Minimum­
problem 

fiir die Funktionswerte Y1' Y2' •.. , Ym+1 in den Teilpunkten iiber. In­
dem wir die so zu gewinnenden Funktionen fiir m = 1,2,3, ... bilden, 
erhalten wir wiederum eine Minimalfolge1• 

1 Die hier geschilderte Methode ist im wesentlichen diejenige, vermoge deren 
EULER in seinem Werke "Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive 
proprietate gaudentes" (Lausanne 1744) die "Eulerschen Differentialgleichungen" 
gewann. 
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Der Leser moge sich davon iiberzeugen, daB man dieses Verfahren 
dem Ritzschen Verfahren subsumieren kann, indem man geeignete 
stiickweise lineare Koordinatenfunktionen einfiihrt. 

Ob und wann dieses Verfahren gegen die Losung des Minimum­
problems konvergiert, werden wir im zweiten Bande sehen. 

Ganz iihnlich wird man vorgehen konnen, wenn der Integrand 
hOhere Ableitungen enthaIt, etwa noch die zweite. Man wird dann in 
dem approximierenden Problem den zweiten Differentialquotienten 

durch den zweiten Differenzenquotienten )11+9 - 2)1i+l +)li ersetzen 
(LJx)! • 

Man kann un sere Variationsprobleme auch unter dem Gesichtspunkte 
der Theorie von Funktionen unendlich vieler Veriinderlichen betrachten. 
Ais ein Beispiel konnen wir die in Kap. II (S. 82f.) durchgefiihrte Hur­
witzsche Losung des isoperimetrischen Problems ansehen, wo die 
Fourierschen Koeffizienten als die fraglichen Variablen auftraten und 
wo der analytische Ausdruck die Losung evident niachte. Auch das 
Verfahren von RITZ gestattet diese Auffassung, wenn wir uns die ge­
suchte Funktion z. B. in eine unendliche Reihe CI(OI + C2 (02 + ... ent­
wickelt denken diirfen und das Verfahren als eine Methode der suk­
zessiven Bestimmung der unendlich vielen Koeffizienten cI , c2 , ca' ... 
ansehen, wobei natiirlich die notigen Konvergenzuntersuchqngen nach­
zuholen waren. 

Diese allgemeinen Erorterungen mogen durch einige Beispiele er­
lautert werden. 

a) (Vgl. S. 147.) Es 5011 das iiber das Rechteck R: 0 <: X:S a, 
o :S y <: b erstreckte Integral 

(6) D[rp] =!!(rp; + rp;)dxdy 
R 

zum Minimum gemacht werden, wenn zum Vergleich alle in R stetigen, 
stiickweise glatten I und am Rande verschwindenden Funktionen zu­
gelassen werden, welche der Nebenbedingung 

(7) H[rp] =Jfrp2dxdy= 1 
R 

geniigen. 
Wir denken uns die Funktion rp In eine Fouriersche Reihe 

00 

rp = .2 cmn sin m : x sin n ~ y entwickelt, was nach Kap. II sicherlich 
m,ft=l 

moglich ist; dann handelt es sich urn die Bestimm ung der unendlich 
vielen Parameter Cmn durch die Minimumforderung. Da die Funk­
tionen rp., und rpy noch stiickweise stetig sind, diirfen wir die Voll­
standigkeitsrelation der trigonometrischen Funktionen auch auf diese 

1 Siehe die Definition am Anfang von Kap. II. 
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Funktionen mit den Entwicklungskoeffizienten : mCm,,, ; nCmfl an­

wenden und erhalten fiir die beiden Integrale die Ausdriicke 

(8) 

in den unendlich vie1en Parametem Cmfl . Wegen der Bedingung H = 1 
ist nun evident, daB die Losung des Problems gegeben wird durch 

cmfl = 0 mit Ausnahme des Koeffizienten ell' der gleich V* wird. 

Somit wird unser Variationsproblem durch die Funktion 
2 . nx . ny 

u=-sm-sm-fib a b 

ge15st, und der Wert des Minimums ist 

d = 312 (:. + :.), 
eine Tatsache, die sich fiir jede stiickweise glatte, am Rande des 
Rechtecks verschwindende Funktion gJ in der Beziehung 

(9) D[gJ] ~nll(:. + ~.)H[gJ] 
ausspricht; denn diese Gleichung ist aquivalent mit der Gleichung 
D[tp] >d fUr die normierte Funktion tp = gJ: y'H[gJ]. 

b) Dirichletsches Problem 1 filr den Kreis. Es soU d.as iiber 
den Kreis K: Xl + yl:::; 1 der x, y-Ebene erstreckte Integral 

D[ep] =ff(gJ~ + q},)dxdy 
K 

zum Minimum gemacht werden, wenn zum Vergleich alle in K glatten 
Funktionen zugelassen sind, die am Rande vorgeschriebene Randwerte 
annehmen. Wir fOOren Polarkoordinaten r, -0 im Kreise ein, wodurch 
das Integral in 2,. 1 

D[gJ] = / /(ep; + ~ gJ~)rdrd# 
o 0 

iibergeht; die vorgeschriebenen Randwerte mogen durch eine Fourier-
00 

sche Reihe 1(#) = ~ + .2 (an cosn# + bn sinn#) definiert sein, und 
,.-1 

diese Randfunktion moge eine glatte Ableitung haben, was nach Kap. II, 
§ 5, 3 die Beschranktheit der GroBen nil I an I, nil I bfl I nach sich zieht. 
Wir denken uns die Funktion ep in der Form geschrieben 

00 

ep = lIo(r) + .2'U,.(r) cosn# + gfl(r) sinn#], 
fI-,1 

1 Diese Personalbezeichnung hat sich seit RIEMANN eingebflrgert. entspricht 
aber keineswegs den historischen Tatsachen. 
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wobei die Koeffizienten In('), gn(') der Bedingung In(1) = an' gn(1) = bn 
genugen mussen, und konnen dann wieder aus der Vollstandigkeits­
relation fur die trigonometrischen Funktionen auf die Gleichung 

1 00 1 

D[q:>] = n f fo(,)2,dr + n ~.r(r..(')2 + :: In (,)2) ,d, 
o n=lO 

00 1 

+ n ~I(g',.(')2 + :: gn(r)2),d, 
n=10 

schlieBen. Urn also das ursprungliche Minimumproblem zu lOsen, werden 
wir die ganze Serie der Minimumprobleme 

1 1 

I(/~2+ :: rn),d,= Min., I((,.2+ ;: tn),dr=Min. (n=0,1,2, ... ) 
o 0 

behandeln, wobei In wie g~ eine glatte Funktion ist, die fur, = 1 den 
Wert an bzw. bn hat. Fur diese Minimumprobleme erfiillen auf Grund 
des WeierstraBschen Approximationssatzes sicherlich die Funktionen 
1, " ,2, ,3, ... die beim Ritzschen Verfahren gestellten Bedingungen. 
Setzen wir fur In oder gn ein Polynom Cn,o + Cn,l' + ... + Cn,m,m vom 
Grade m:> n mit cn,o + Cn,l + ... + cn,m = an bzw. = bn an, so er­
geben sich, wie der Leser leicht selbst feststellen wird, als Losungen 
unabhangig von m die Funktionen In = a,.,n, gn = bn,n. Alle Funktionen 
der so entstehenden Minimalfolge werden also einander gleich, was un­
mittelbar diese Funktionen als Losung des Minimumproblems kenn­
zeichnet. 

Anstatt das Ritzsche Verfahren anzuwenden, kann man aber die 
Losung In oder gn des Variationsproblems auch ganz direkt folgender-

1 

maBen erhalten. Fiir n = 0 haben wir zunachst !1'o2,d, zum Minimum 
o 

zu machen, was offenbar durch 1'0 = 0, 10 = konst. = ao erreicht wird. 
Fur n> 0 muB In(O) = gn(O) = 0 sein; sonst wurde der .zweite Tell 
des Integrals unendlich werden, da In differenzierbar ist, sich also in 
der Form In (0) + , hn (,) mit einer stetigen Funktion hn darstellen laBt. 
Wir schreiben nun das eine Integral in der Form 

1 1 1 

f(/~ - : Int ,dr + 2n Jln/~d' = f(r.. - : Int ,d, + n{;,(1) , 
000 

worin In(1) ='a,. bereits festgelegt ist, und erkennen unmittelbar, daB 
wir dann einen minimalen Wert, und zwar den Wert nfn (1) = na; 

erhalten, wenn wir f'n - ; In = 0 setzen, was In = cn,n und wegen der 

Bedingung In (1) = an genau In (,) = an,n ergibt. Entsprechendes er-
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gibt sich fur g" (r). Die Lasung unseres ursprunglichen Minimum­
problems lautet also 

00 

(10) u(r,D) = ~o + l:r"(a"cosniJ + bnsinnD), 
n=1 

00 

und der Minimumwert ist n2'n(a! + b~) . 
n=1 

Ausdriicklich sei noch darauf hingewiesen, daB das hier gelOste 
Minimumproblem seinen Sinn verlieren kann, sobald ffir die Randfunk­
tion allgemeinere Voraussetzungen zugelassen werden, z. B. nur Stetig­
keit gefordert wird. Nehmen wir etwa die durch die gleichmiiBig kon-

00 

vergente Reihe e (&) = tp (1, iJ) = 2: ~2 cos (n! iJ) definierte stetige 
n=1 

00 00 

Randfunktion, so wiirde die Summe:n 2: m2a~, =:n 2: ~4 (n!)2 unend-
m=1 n~1 

lich werden; es gibt dann, wie man leicht zeigen kann, fiberhaupt keine 
zuliissige Vergleichsfunktion rp mit endlichem D[tp]. 

c) Es sei g(x, y) eine im Rechteck R: 0 < x :S a, 0 <y< b 
glatte Funktion. Wir suchen eine mit ihren ersten Ableitungen im 
Rechteck stetige und am Rande verschwindende Funktion tp, welche 
das Integral 

(11) J[tp] = f f (tp; + tp~ - 2tpg) dx dy 
R 

zum Minimum macht. Setzen wir im Innern von R 
00 

g(x,y) = ~am"sinmn: sinn n: 
m,n=1 

wobei Cm" zu bestimmende Parameter sind, so geht das Variations­
problem wegen der Vollstandigkeitsrelation der trigonometrischen Funk­
tionen fiber in daS Problem, die GraBen Cm" so zu bestimmen, daB 

maglichst klein wird. Hieraus erkennen wir unmittelbar, daB das Mini­
mum geliefert wird durch 

00 

(12) a.... () 1 ~ a.... . nx. ny 
2m n n m n a Cm ,,= (2 2)' U x,,, =. I I s1nm-smn-b--· 

n (i2 + b2 m,n=1 (i2 + bl 

Diese Funktion erffillt in der Tat alle gestellten Bedingungen, da die 
Reihe ebenso wie die durch gliedweise Differentiation entstehenden 



IV. Die Grundtatsachen derVariationsrechnung. 

Reihen gleichmaBig konvergiert, indem die absolut konvergenten 

Reihen ~ I a .... I ~ ~! .... I ~ .!!J~ .... I MaJ' oranten darstellen. 
~~ ~'~~ ~'~~ ~ as + b2 as + b'.l' (i2 + b2 

Wir werden spater (S. 165) sehen, daB die Funktion u der Differential­
gleichung Uzz + uY7I = g(x, y) geniigt, ebenso wie insbesondere die 
Funktion u(x, y) des Beispiels a) und auch u(r, iJ) aus b) . 

4. Prinzipielles iiber die direkten Methoden der Variationsrech­
nung. Die Hauptschwierigkeit bei der Durchfiihrung wie bei der 
strengen Rechtfertigung direkter Methoden in der Variationsrechnung 
liegt darin, daB Minimalfolgen eines Problems keineswegs gegen eine 
Grenzfunktion zu konvergieren brauchen, auch wenn die Existenz 
einer Losung an sich feststeht. Man kann also nicht erwarten, durch 
Betrachtung von Minimalfolgen in allen Fallen wirklich unmittelbar zur 
Losung zu gelangen. 

Ein einfaches Beispiel bietet das Variationsproblem der Minimal­
flachen, wobei das Integral 

ff11 + z! + Z;dxdy 
() 

zum Minimum gemacht werden solI und zum Vergleich alle quadrier­
baren Flachen zugelassen sind, die durch eine gegebene iiber dem 
Rand.e yon G liegende Raumkurve laufen. Nehmen wir als diese Raum­
kurve speziell eine Kurve der x, y-Ebene, z. B. einen Kreis yom Flachen­
inhalt 1, so wird das Minimum sicherlich durch die Funktion z = 0, 
d. h. durch die x, y-Ebene selbst geliefert. Eine Minimalfolge ist jede 
Folge yon Flachen durch die Kreisperipherie, deren Flacheninhalte 
gegen 1 konvergieren. Nun konnen wir sofort zulassige Vergleichs­
flachen angeben, deren Inhalt beliebig nahe an 1 liegt und fiir welche 
z (x, y) an einzelnen StelIen sich von Null um beliebig viel unterscheidet. 
Wir denk~n uns etwa auf die x, y-Ebene einen beliebig hohen, aber 
hinreichend schmalen, geraden Kegel aufgesetzt, so daB sein Flachen­
inhalt unter einer gegebenen Schranke bleibt. Ais Vergleichsflache 
nehmen wir die aus diesem Kegel und im iibrigen aus der x, y-Ebene 
bestehende Flache. Eine Minimalfolge aus solchen Flachen konvergiert 
nicht gegen die Losung. Man kann sogar, wie leicht ersichtlich, Minimal­
folgen herstellen, bei denen die Divergenzpunkte auf der Kreisflache 
iiberalI dicht verteilt sind. 

Ein weiteres Beispiel bietet die Diricbletsche Aufgabe, das In-

tegral D[tp] = ff(tp; + tp~)dxdy zu einem Minimum zu machen, wenn 
G 

zum Vergleiche aIle in G stetigen und stiickweise glatten Funktionen zu­
gelassen sind, die am Rande verschwinden. Offenbar ist tp = 0 die ein­
deutig bestimmte Losung des Problems, da jede andere zulassige 
Fllnktion einen positiven, diese aber einen verschwindenden Integral-
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wert liefert. Indem wir Polarkoordinaten r. {} urn einen beliebigen 
inneren Punkt P von G einfiihren, setzen wir das Integral in die Form 

f f ( q;~ + :2 IP~) r d r d{}. Wir betrachten einen ganz in G liegenden Kreis 
G 

r S a mit dem Radius a < 1 urn P und setzen IP = 0 auBerhalb dieses 

Kreises, IP = -1 1 log~ in dem Kreisring zwischen r = a und r = all. 
oga a 

schlieBlich IP = -1 1 loga = 1 in dem Kreise r ~ all. Die Funktion IP oga 
ist nach Definition eine zuHissige Vergleichsfunktion. Das Integral 

a 
. d I' h 2.11: f 1 2.11: L .. d W . WIr g elC -(1 )2 2 r dr = -1-' assen Wlr Jetzt en ert a erne oga r oga 

a' 
Folge ai' a2 , as •... von gegen Null strebenden GroBen durchlaufen und 
betrachten alle zugehOrigen Funktionen IPl. IPt., IPa •... , so konvergiert 
D[IPn] gegen Null; diese Funktionen bilden also eine Minirnalfolge des 
Problems. Aber im Punkte P haben alle Funktionen den Wert 1; sie 
konvergieren daher nicht gegen die Losung IP = 0 des Problems. 

1 

Bei dem Variationsproblem (y/2 dx = Min., wobei y(x) eine stetige, 
Ii 

stiickweise glatte, an den Endpunkten,V'erschwindende Funktion von x 
sein solI, miissen zwar, wie man leicht sieht, die Minimalfolgen stets 
gegen die Funktion " = 0 konvergieren; aber die Ableitungen der die 
Minimalfolge bildenden Funktionen brauchen dies keineswegs zu tun, 
wie das Beispiel der Funktionenfolge Yn = X fiir x < en, Yn = 2en - x 
fiir en <:: x <:: 2en, Yn = 0 fiir y> 2en, lim en = 0 zeigt. 

n .... oo 

Wir werden im zweiten Bande sehen, wie in vielen Fillen solche 
Schwierigkeiten iiberwunden werden konnen und wie in der Tat die 
direkten Methoden der Variationsrechnung zu den machtigsten Hilfs­
mitteln der Analysis gehOren. Weniger radi:Kal in das Wesen des 
Minimumproblems eingreifend, aber dafiir allgemeiner und formal 
leichter zu handhaben sind die indirekten Methoden, welche wesentlich 
in der Zuriickfiihrung des Variationsproblems auf Differentialgleichungs­
probleme bestehen und seit EULER und LAGRANGE bis in die neuere 
Zeit hinein vorzugsweise ausgebildet worden sind. Ihnen gelten die 
nachsten Ausfiihrungen. 

§ 3. Die Eulerschen Gleichungen der Variationsrechnung. 
Die zuerst von EULER abgeleiteten Differentialgleichungen eines 

Variationsproblems stellen lediglich notwendige, keineswegs immer bin­
reichende Bedingungen dar, welche von einer Funktion erfiillt sein 
miissen, damit sie das Extremum eines vorgelegten Integrals liefert. 
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Wir erhalten diese Differentialgleichungen, indem wir das Variations­
problem auf ein Problem der Differentialrechnung zuriickfiihren. Ein 
fiir allemal schicken wir voraus, daB wir alle auftretenden Funktionen 
und ihre explizit auftretenden Ableitungen als stetig voraussetzen, wo­
fern nicht ausdtiicklich etwas anderes festgesetzt wird. 

1. Das einfachste Problem der Variationsrechnung. Es moge sich 
zunachst um das einfachste Problem der Variationsrechnung handeln, 
namlich um die Bestimmung des Minimums des Integrals 

"'. 
(13) J[y] = j F(x, y, y) dx, 

"'0 
wobei xo, Xl' Y (xo) , y (Xl) gegebene Werte sein sollen: Von der Funktion F 
setzen wir zweimalige stetige Differenzierbarkeit nach ihren drei Ar­
gumenten X, y, y' voraus. Von den Funktionen y(x) wollen wir die 
Stetigkeit der zweiten Ableitung y" voraussetzen. Wir nehmen an, 
y = y(x) = t(x) sei die gesuchte Extremalfunktion, welche das Minimum 
liefert, und zwar moge das Minimum angenommen werden im Ver­
gleich mit einer hinreichend klein en Nachbarschaft (h) zur Funktion 
y = t (x) • Wir betrachten eine im Intervall Xo < X <Xl definierte 
Funktion fJ (x), welche stetige zweite Ableitungen besitzt, am Rande 
verschwindet, sonst aber willkiirlich gewahlt sein kann, und bilden 
mit einem Parameter e die Funktion y = y + e 1J (x) = y + d y. Die 
GroBe dy = efJ (x) nennt man die Variation der Funktion y = f(x). Wenn 
der Parameter e einen hinreichend kleinen Betrag besitzt, so liegen 
aIle variierten Funktionen yin einer beliebig klein gewahlten Nachbar­
schaft der Extremale y = t (x). Also muB das Integral flY] = frY + e 1J], 
das wir als Funktion cj)(e) Von e auffassen konnen, fUr e = 0 ein Minimum 
relativ zu allen absolut genommen hinreichend kleinen Werten von e 
besitzen, und es muB daher q')1(0) = 0 sein. Indem wir erlaubterweise 

"'. 
die Differentiation von q')(e) = jF(x, y + e1J, y' + e1J')dx unter dem 

"'0 
Integralzeichen vornehmen, erhalten wir als notwendige Bedingung die 
Gleichung 

"" 
cp'(0) = J(Fy1J + Fy,fJ')dx = 0, 

welche fiir jede unter den obigen Einschrankungen willkiirlich gewahlte 
Funktion 1J (x) geUen muB. Wir formen den zweiten Tell des Integrals 
unter Beachtung der Bedingungen 1J (xo) = 'fJ (Xl) = 0 durch Tell­
integration um und erhalten so die fiir jede unserer Funktionen 1J be­
stehende Gleichung 

"" f fJ (Fy - :x Fy,)dx = O. 

"" 
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Diese Gleichung liefert sofort die gesuchte Differentialgleichung auf 
Grund des folgenden "Fundamentallemmas der Variationsrechnung": 
Wenn fiir alle am Rande verschwindenden und mit den beiden ersten 

Xl 

Ableitungen stetigen Funktionen 'I} (x) die Beziehung j'l} (x) fP (x) dx = 0 
Xo 

besteht, wobei fP (x) eine stetige Funktion von x ist, so ist identisch 
fP (x) = o. Diesen Satz, der genau ebenso auch fiir mehrfache Integrale 
gilt, beweist man sehr einfach indirekt. Ware fP (x) an der Stelle x = ~ 
von Null verschieden, etwa positiv, so gabe es auch eine Umgebung G: 
~o < x < ~l der Stelle ~, in der fP (x) positiv ist, etwa groBer als () > O. 
Wir setzen 1) (x) = (x - ~O)4 (x - ~1)4 in G und 'I} (x) = 0 auBerhalb 

x, 

dieses Intervalls; dann ist sicherlich j'l}fPdx > 0 irn Gegensatz zur 
Xo 

Voraussetzung. Die Behauptung fP = 0 bleibt bestehen, wenn wir der 
Funktion 'I} die Beschrankung auferlegen, daB ihre Ableitungen bis zur 
kten stetig sein sollen; wir setzen dann einfach 'I} = (x - ~O)2l(X - ~1)21 
mit 21> k. Aus dem Fundamentallemma folgt unmittelbar, daB die 

Funktion ~ Fy' - Fy, die wir abkiirzend mit -[F]y bezeichnen, in x 
dx 

identisch verschwinden muB, d. h. daB die Funktion y (x) der Differential­
gleichung 
(14) 

oder ausgeschrieben 

(14') y"Fy'y' + y'Fy'y + Fy'x - Fy = 0 

geniigt. Dies ist die fundamentale Eulersche Di//erentialgleickung, deren 
Form in der Analysis und den Anwendungen irnmer wiederkehrt. Ikr Be­
steken ist eine notwendige Bedingung fur das Vorliegen eines Extremums. Es 
handelt sich um eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, in deren all­
gemeiner Lasung zwei willkiirliche Konstanten vorkommen, genau so viele, 
wie wir im allgemeinen zur Befriedigung der Randbedingungen brauchen. 
Wir nennen jede Lasung der Eulerschen Differentialgleichung eine Extre­
male des Minimumproblems. Den Differentialausdruck [F]y bezeichnen 
wir als Variationsableitung Von F nach y. Sie spielt hier dieselbe Rolle 
wie der Differentialquotient beirn Problem der gewahnlichen Minima. 

Wenn wir, wie dies in der Theorie der Differentialgleichungen iiblich 
ist, die Eulersche Differentialgleichung nach der hOchsten Ableitung 
auf16sen wollen, so miissen wir 

Fy'y' of 0 

voraussetzen. Man bezeichnet diese Ungleichung als Legendrescke Be­
dingung; sie spielt eine groBe Rolle, wenn es sich um die Entscheidung 
handelt, ob eine Extremale wirklich ein Extremum liefert (vgl. auch 
§ 6, S. 184ff.). 
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Das Wesentliche bei den obigen Obedegungen war die Einbettung 
derExtremale y(x) in eine Funktionenschar y(x;e)=y(x)+ell(X) mit 
dem Scharparameter e. DaB dieser Parameter linear auf tritt, ist un­
erheblich. Man kann und wird vielfach die Einbettung durch eine 
allgemeinere Funktionenschar y(x,e) vornehmen; dann bleiben die 
obigen Obedegungen bestehen, wenn man 

'fJ (x) ~ :e y (x, e) 1'=0 
setzt. 

Wir erwiihnen ferner einen mit Nutzen zu verwendenden Sprach­
gebrauch. Ebenso wie man die Funktion e'fJ = ~y als Variation von 
y(x) bezeichnet, nennt man, auch wenn 'fJ am Rande nicht zu ver­
schwinden braucht, den Ausdruck 

~ ~ 

~I = egY(O) = e j('fJFy + 'fJ'Fy) dx = e j(Fy - ddx Fy.)'fJ dx+ 

(15) :q :q 
11', 

+ eFy'fJ 111'=11"_ eFy'fJ 1:1:=:1:0 = f [F]y~ydx + Fy'~y I:: 

die Variation oder genauer die erste Variation des Integrals I, allnlich wie 
man den mit unbestimmtem Parameter e gebildeten Ausdruck el'(x) =4/ 
aJs Differential der Funktion f(x) bezeichnet. Notwendige Bedingung fiW 
etn Minimum ist also das Verschwinden der ersten Variation. 

Allgemein nennen wir Funktionen oder geometrisch gesprochen 
Kurven, fur welche ~ I versehwindet, d. h. die Extremalen, auch stationiire 
Funktionen bzw. Kurven, indem wir damit, iihnlich wie beim ent­
sprechenden Problem der Differentialrechnung, die Moglichkeit anders­
artiger Verhiiltnisse als wirklicher Extrema zurn Ausdruck bringen. -
In der Tat gibt es viele FaIle, in denen das Interesse in erster Linie 
auf das Verschwinden der Variation und nicht auf die Frage eines 
Extremums gerichtet ist. Auch Probleme dieser Art, bei denen es 
sich also nur urn die Frage nach stationaren Werten handelt, nennen 
wir Variationsprobleme. 

Die von uns friiher (vgl. S. 145, 146) angefiihrten Beispiele lie£ern 
folgende Variationsableitungen: 

a) F = ye + 2/v' + gv'2, ~ 1+ gv' _ e. + 2/.v'+ g.V'8 = 0; 
dUye+2Iv'+gv'2 2Ye+21v'+gv'2 

Y1 + y'2 . 
b) F= <p(x,y) = V'(x,y)f1+y2, tpy'=(V'Y-V'lI'y)(1+y'2); 

c) F = yf1 + y'2, yy'= 1 + y2 (Sonderfallvonb); 

d) F = Y Vi _)1'2, yy' = )1'2 - 1. 

Die Integration dieser Differentialgleichungen wird uns in § 4 
beschllltigen. 
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2. Mehrere gesuchte Funktionen. Ganz ahnlich wie beim ein­
fachsten Problem liegen die VerhaItnisse, wenn es sich darum handelt, 
mehrere Funktionen y(x), z(x), ... von x so zu bestimmen, daB das 
Integral 

Zt 

(16) ]= jF(x,y,z, ... , y', z', .. . )dx 
z. 

ein Extremum wird (oder einen stationaren Wert erhaIt), wobei wieder 
die Funktionswerte an den Randpunkten gegeben sein mogen. Indem 
wir auch hier willkiirliche - am Rande verschwindende - Funktionen 
fJ (x), C (x), . .. einfiihren und annehmen, daB das Funktionensystem 
y = y (x) = I (x), z = z (x) = g (x), . . . ein Extremum liefert, schlieBen 
wir genau wie oben, daB die Funktion 

z, 

4)(El' Ea, •.. ) = j F(x, Y + EI17, z + Ea C, .•. , y' + E1 rl, z' + E. C', ... ) dx 
x. 

der Variablen E1' Ea, ••• fUr El = 0, Ea = 0, ... ein Extremum haben 

muB. Es wird also (~:)o = 0, (~:.)o = 0, ... sein loder, wie wir 

auch schreiben konnen, 

z, 

= j«(FII1J + FII'1J') El + (Fze + Fz'C')ez + ... ) dx = O. 
z. 

Wir nennen diesen Ausdruck die erste Variation von] und konnen 
ibn ahnlich wie oben in die Gestalt bringen 

(17) 

a:'l 2'1 2:1 

()] = E1 FII'1J I + EsF"el + El J 1](FII - d~FII')dx 
x. Xo x. 

11:, 

+ Eafe(Fz - ddx Fz,) dx + "', 
Xo 

wobei die Randglieder in unserem FaIle wegfaIlen. Da ()] = 0 sein 
muB, wenn eine der Funktionen 1], e, . .. willkiirlich gewahlt, die 
andern Null sind, so folgt nach der obigen SchluBweise, daB gleichzeitig 
die folgenden Eulerschen Differentialgleichungen bestehen: 

1 Die angehl1ngte Null bedeutet, daB man in dem betreffenden Ausdruck 
81 = 81 = ... = 0 zu setzen hat. 

Courant-Hilbert, Matbematische Physik I. 2. Autl. tt 
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(18) 

d 
-[F], = d~F" - F, 

= F""y" + F"z't' + ... + F",y' + F"zz + ... 
+ F"z - F, = 0, 

d 
-[.F]z = d~Fz' = Fz 

= Fz'''y'' + Fut' + ... + F",y' + Fz',t + .,. 
+F"z-F,=O, 

Wir erhalten also hier als notwendige Bedingung ffir das Extremum 
oder den stationaren Charakter der "Raumkurve" y = f (x) , z = g (x) , ... 
das Bestehen des Systems (i8) von ebensoviel Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, wie es unbekannte Funktionen y, z, . . . gibt. 

AIle oben £fir das einfachste Problem angestellten Oberlegungen 
bleiben bestehen. Neu tritt bier lediglich die Tatsache hinzu, daB 
das Verschwinden der ersten Variation sich a1s notwendige Bedingung 
nicht nur £fir ein Extremum erweist, sondem z. B. auch ffir den 
Fall, daB das Integral ein Minimum wird gegeniiber Variation en der 
Funktion y (x), dagegen ein Maximum gegeniiber Variationen der Funk­
tion z(x}. 

Auch hier nennen wir ide Losungskurve des Differentialgleichungs­
systems eine Extremale. 

Das einfachste Beispiel ffir die Eulerschen Gleichungen (i8) liefert 
die Aufgabe der Bestimmung der kUrzesten Linien im gewohnlichen eukli­
dischen oder auch im nichteuklidischen Raume mit dem Linienelement 

ds2 = gudx2 + gudy2 + gudza + 2gu dxdy + 2g13 dxdz + 2gu dydz. 

Hier wird 

F = ygll + 2glll y' + 2g13 t + guy'a + 2gssy't + gut2, 

und wir erhalten ffir die "geodiitischen Linien" dieses Raumes die 
beiden Differentia1gleic~ungen 

~(ClI + guy' + CUz') __ 1_(~Cll + 2 OCn , + ... ) = 0 
d~ F 2F oy oy Y , 

~(CU + guY' + Caa.t\ _ _ 1_(OCll + 2 OCn y' + ... ) = 0 
d ~ F -, 2 F 0 Z 0 Z ' 

welche im euklidischen Falle mit 

in 
ds2 = dx2 + dy2 + dz2, 

~ y' -0 
d~ Y1+y'I+z'1 - , 

F = Vi + y'2 + i2 

~ z' =0 
dx Jl1 + y'l + z'1 

iibergehen und durch alle Geraden des Raumes befriedigt werden. 
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Die Ausbreitung des Licktes in einem dreidimensionalen Medium mit 
der Lichtgeschwindigkeit qJ (x, y, z) wird durch das Variationsproblem 

2:tr:--:---;-;;-:----;-;; 

T _fYi +y'9+ r 2 d - M· - x- In. 
q:>(x, )I,z) 

gekennzeichnet. Indem wir allgemeiner die Licbtgeschwindigkeit noch 
von der Richtung des Lichtstrahles abhangig denken und demgemaB 
durch einen Ausdruck qJ (x, y, z, :v', Z/) darstellen, konnen wir das 
Problem der Bestimmung der Lichtstrahlen, d. h. das Problem der 
geometrischen Optik, als vollig aquivalent mit unserer Aufgabe be-

trachten, wobei einfach F = Y: + y'9~r;) zu setzen ~st. 
q:> x,)I,z, , 

3. Auftreten hoherer Ableitungen. Wenn es sich um ein Variations­
problem fur das Integral 

:/;, 

(19) ] = J F(x, y, y', y", ... , yen») dx 
:z;, 

handelt, wo F eine gegebene Funktion der Argumente x, y, y', ... , yIn) 
ist und zum Vergleich alle Funktionen mit stetigen Ableitungen bis 
zur 2nten Ordnung zugelassen werden, bei denen am Rande die Funk­
tionswerte und die Werte der Ableitungen bis zur (n - 1)ten Ordnung 
gegeben sind, so konnen wir die Eulersche Differentialgleichung ganz 
analog aufstellen. Verstehen wir wieder unter rJ (x) eine willkurliche, 
mit ihren Ableitungen bis zur (2n)ten Ordnung stetige Funktion, welche 
nur in den Randpunkten x = XO' x = Xl den Bedingungen rJ (x) = 0, 
1J'(X) = 0, ... , 1J(n-l) (x) =0 unterworfen ist, so erhalten wir genau 

wie oben ffir die erste Variation dJ = 8 :eJ[Y + 81]]!.=0 den Ausdruck 
:/;, 

~J = 8 J [F, 1J + Fy' 1J' + ... + Fy(") 1J(n)] dx, 
:z;, 

und hier konnen wir wiederum durch fortgesetzte Teilintegration unter 
dem Integral alle Ableitungen der Funktion 1J fortschaffen, so daB ~J 
in die Gestalt ubergeht 

2:t 

(20) ~J = 8 f 1J [Fy- d~ F,' + :;a F,,, - ... + (-1)1' :X" FyI"J] dx. 

Wir erhalten daher nach dem obigen Lemma als notwendige Bedingung 
fUr das Extremum die Differentialgleichung 2nter Ordnung 

d ~ ~ 
(21) [FJ, = Fy- dx F" + dx2Fy" - ... + (-1)1' dx" Flfn) = 0, 

die wir wiederum als Eulersche Gleichung bezeichnen. Die im all­
gemeinen Integral von (21) vorhandenen 2n Integrationskonstanten 
konnen wir uns durch die 2n Randbedingungen festgelegt denken. 

H* 
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Ganz entsprechend lauten die Systeme von Eulerschen Gleichungen, 
die wir erhalten, wenn es sich urn die Bestimmung mehrerer Funk­
tionen y, Z, •• , aus einem Variationsproblem 

Xl 

IF (x, y, Z, ••• , y', z', ... , y", i', ... ) dx = Min. 
X, 

handelt. 
4. Mehrere unabhangige Variable. Das Variationsproblem der Be­

stimmung der Extrema von mehrfachen Integralen fiihrt zu einer oder 
mehreren partiellen Differentialgleichungen ffir die gesuchten Funk­
tionen, so wie die bisher behandelten Aufgaben zu gewohnlichen Diffe­
rentialgleichungen fuhrten. Wir betrachten etwa die Aufgabe, das uber 
ein gegebenes Gebiet G erstreckte Doppelintegral 

(22) ] = ffF (x, y, u, uz, uy) dx dy 
G 

durch eine mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung versehene 
Funktion u zum Extremum zu machen, wobei die Randwerte der Funk­
tion vorgegeben sein mogen. Wiederum verstehen wir unter 'I} (x, y) 
eine willkurliche FUI1ktion, der wir spater die Randbedingung 'I} = 0 
auferlegen wollen, und erhalten als notwendige Bedingung fur das 
Extremum das Verschwinden der ersten Variation 

{}] = e(:e q>(e)).~o = e(:s][u + e'l}]t~o 
oder, anders ausgedriickt, die Gleichung 

(23) {}] = eJf(Fu'l} + Fuz'l}z + Fug'l}y) dxdy = 0, 
G 

die wir nun ebtmfalls durch Teilintegration umformen. Wir setzen -
wie ublich - voraus, da.f3 die Randkurve r von G cine stuckweise 
stetig sich andernde Tangente besitzt. Dann ist nach dem Gau.f3schen 
Integralsatz1 

jj('I}zFuz+'I}yFuy) dxdy=j'l} (Fuzdy-Fugdx)- j !'I}(a:Fuz+ ~Fug) dxdy. 
G l' G 

Wir erhalten also 

{}] = eJ'f'¥l{F - -~F - -~-F }dxdy 
'1 u ax Uz ay u. 

G 

+ eJ fJ(Fuzdy - Fuydx) 
l' 

= If (ju[FJudxdy + I (ju(Fuzdy - Fu.dx) = 0 
G l' 

1 Siehe etwa R. COURANT: Vorlesungen iiber Differential- und Integralre<;:h­
nung Bd. II, S. 246. 
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und, wenn wir entsprechend der Voraussetzung fester Randwerte von 
U am Rande 'YJ = 0 fordern, 

(24) ~J=8ff'YJ{Fu-~~Fuz- a~Fuy}dXdy=O. 
G 

Die Gleichung ~ J = 0 muB bei willkiirlichem, stetig differenzierbarem 1} 

bestehen. Da das Lemma aus Nr. 1 genau so fur mehrfache Integrale 
gilt und bewiesen wird wie fur einfache, schlieBen wir unmittelbar auf 
das Bestehen der Eulerschen Differentialgleichung 

a a 
(25) -[F]u = ax Fuz + ay Fuu - Fu = 0 

oder ausgeschrieben 

Fuzuzuzz + 2Fuzuvuz// + Fuuu"ulIl/ + Fuzuuz + Fuguu// 
+ Fuzz + FUgll-Fu = O. 

Aus der Mannigfaltigkeit aller Losungen dieser Gleichung muB nun 
ein Individuum gemliB der gestellten Randbedingung bestimmt werden 
(Randwertaufgabe) . 

Entsprechend erhalten wir ein System von so1chen Differential­
gleichungen, wenn mehrere unbekannte Funktionen zu bestimmen sind, 
und eine Differentialgleichung 2nter Ordnung 

a a 
[F]u =Fu -axFuz- ayFuy 

(26) 
as as as 

+ ax. Fuzz +.2 axoy Fuzu + oyBFugl/ + ... 
aro + (-1)" ay .. Fuu ... g = 0, 

wenn die Funktion F die Ableitungen UZ , uII ' ... , UIIII ... 11 bis zur nten 

Ordnung enthlilt. 
Ais B~ispiel betrachten wir F = i (u; + u~) (vgl. S. 153). Hier ist 

die Eulersche Gleichung die "Potentialgleichung" 
Au = Un + UIIII = O. 

Die Funktion F = HAu)2 = iu!z + UnUlI1I + !~II Hefert die 
Eulersche Gleichung 

AAu = Unn + 2Unllll + UIIIIIIII = 0; 

diese1be Eulersche Gleichung erhalten wir fur den Integranden 
(Au)2 - C(UnUIIII - U!II) bei konstantem c. 

Das Problem der M inimalflachen, d. h. der Integrand F = t'1+ ~ + z:, 
fuhrt auf die Eulersche Differentialgleichung 

Zn (1 + z;) - 2zz11 Zz Zy + ZIIII (1 + ~) = O. 
5. Identisches Verschwinden des Eulerschen Differentialaus­

druckes. - Divergenzausdriicke. Es kann der Fall eintreten, daB 
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der Eulersche Differentialausdruck zu einem Integranden F (x, y, y', ... ) 
identisch flir jede eingesetzte zuHi.ssige Argumentfunktion verschwindet. 
Da man zulassige Argumentfunktionen konstruieren kann, flir welche 
an einer beliebigen Stelle x die GraBen y, y', ... vorgeschriebene Werte 
annehmen, so ist das hinsiehtlieh der Argumentfunktion y identische 
Verschwinden des Eulerschen Ausdruckes [F]y damit gleiehbedeutend, 
daB dieser Ausdruck identisch verschwindet, wenn man in ihm 
x, y, y', ... als unabhangige Parameter ansieht. Genau das Ent­
sprechende gilt flir das identische Verschwinden des Eulerschen Diffe­
rentialausdruckes, wenn die Argumentfunktion von mehreren un­
abhangigen Veranderlichen abhangt. 

Der einfachste Fall ist der des Integranden F (x, y, y') . Das 
identische Verschwinden des Eulerschen Differentialausdruckes 
Fy -Fy'x -Fy'yY' - Fy'y'Y" zieht zunachst nach sieh, daB Fy'y' = 0 
ist, F also die Gestalt F = A (x, y) + y' B (x', y) hat. Die Eulersche 
Differentialgleiehung geht danach in die Integrabilitatsbedingung 

aA oB 
ay--a:X=O 

iiber, und es wird das Integral 
II: II: 

.r Fdx = I(A + By') dx = .r (Adx + Bdy) 
::to :e. 

von der Integrationskurve tatsachlich unabhangig nach einem be­
kannten Satz der Integralrechnung1 • FaBt man die obere Grenze x als 
Variable auf, so geht das Integral in eine Funktion G(x, y) der oberen 
Grenze iiber, und es wird 

F(x,y,y') = d~G(x,y), 
eine Beziehung, die, wie man sofort erkennt, nicht nur notwendig, 
sondern auch hinreiehend fiir das identische Verschwinden des Euler­
schen Differentialausdruckes von Fist. 

}Jmlich liegen die Verhaltnisse beieinemIntegrandenF(x ,y ,y', ... ,y(n»). 
Es gilt: Notwendig und hinreiehend fiir das identische Verschwinden 
des Eulerschen Differentialausdruckes [F]y ist die Darstellbarkeit von 
Fin der Form 

F= dG 
dx' 

wobei G (x, y, y', ... , y(n - 1») nur noch Ableitungen von y bis zur 
(n - wen Ordnung enthalt. 

DaB diese Bedingung hinreiehend ist, kann man entweder unmittel­
bar durch Rechnung bestatigen oder aus der Tatsache schlieBen, daB 

1 Wie .wir sogleich sehen werden, ergibt sich diese Unabhangigkeit auch 
direkt aus dem identischen Verschwinden des Eulerschen Ausdruckes. 
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<Ill 

das Integral f F dx nur von den Werten der Funktion y und ihrer 
<Ilo 

Ableitungen bis zur (n - 1)ten Ordnung an den Endpunkten abhangt 
und somit bei beliebiger diese Randwerte festlassender Variation 
der Funktion im Innem sich nicht andert, was das identische Ver­
schwinden der ersten Variation und somit des Eulerschen Ausdruckes 
zur Folge hat. 

Urn die Bedingung als notwendig zu erkennen, betrachten wir eine 
Funktionenschar y(x, IX) mit dem Parameter IX und mit festen, d. h. 
von IX unabhangigen Randwerten von y, y', ... , y(n-l). Bezeichnen wir 
das Integral fUr die Argumentfunktion y (x, ~) mit] (IX), so wird nach 
den Formeln fUr die erste Variation 

<Ill 

oj ( ay 
-a = [F]"a- dx , 
IX" IX 

<Ilo 

also nach Voraussetzung :~ :;::: O. Das Integral] hangt also nicht von 

IX ab und ist somit lediglich eine Funktion der Koordinaten Xo und Xl 

und der Werte von y und den n - 1 ersten Ableitungen an den End­
punkten. Denken wir uns den Anfangspunkt festgehalten und die 
obere Grenze Xl variabel, so erhalten wir also eine Gleichung der Form 

<Ill 

i F ( I (n»)d G( , (n-l») x, y, y , ... , y x = x, y, y, ... , y , 
<IlO 

aus welcher durch Differentiation nach der oberen Grenze die Be­
hauptung folgt. 

Bei Integralen mit Argumentfunktionen von mehreren Verander­
lichen liegen die Verh1i1tnisse ganz analog, wenn der Integrand 
F(x, y, U, U<ll' uy) nur Ableitungen erster Ordnung enth1i1t. Man ge­
langt dann, ahnlich wie oben, zu folgendem Satz: Notwendig und hin­
reichend dalur, dap der Eulersche Ausdruck [FJu identisch in der Argument­
lunktion u verschwindet, ist die Darstellbarkeit von F in der Gestalt 

F=A<Il+By, 

wo A und B Funktionen von x, y und u sind. Einen Ausdruck dieser 
Form nennen wir einen Divergenzausdruck. 

Ein Divergenzausdruck lapt sich auch durch die Forderung charakte-

risieren, dap das Doppelintegral f f F dxdy seinen Wert nicht andert, wenn 
G 

wir die Funktion u so variieren, dap eine Abiinderung nur in einem inneren 
T eilgebiet von G' aultritt. 

Nach dem GauBschen Integralsatz Wird 

jjFdxdy = j(Ady - Bdx), 
G r 
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wobei das Integral rechts ein im positiven Sinne urn die Kurve r zu 
erstreckendes Kurvenintegral ist. 

Etwas komplizierter k6nnen die Verhaltnisse liegen, wenn der In­
tegrand F partielle Ableitungen yon hOherer als erster Ordnung enthalt. 
Es bleibt dann zwar auch noch der Satz bestehen, daB notwendig und 
hinreichend fiir das identische Verschwinden des Eulerschen Ausdruckes 
die Darstellbarkeit von F in der Form 

F = Ax + By 

ist, d. h., daB Fein Divergenzausdruck ist; es ist jedoch im angemeincn 
nicht m6glich, llierbei A und B so zu wahlen, daB die Ordnung der 
hOchsten in ihnen auftretenden Ableitungen niedriger als bei Fist. 

Das einfachste Beispiel eines Divergenzausdruckes zweiter Ordnung 
ist der Ausdruck F = Uxx Uyy - U;y. Es besteht die Beziehung 

F = (UXuyy)z - (uxUXY)Y = - (uyUXy)x + (1tyttxx)y 

= -i [(u; )Y/l - 2 (UXUII)XII + (u;)xx] . 

Ein wei teres Beispiel wird durch die Identitat: 

ttzzUyy - u;v a [ UUUy ] a [ UZyUy ] 

(1 + u! + u~)~ = oy (u! + 1)]11 + u! + u; - 0% (u; + 1) V1 +ui + u~ 
geliefert. Der Ausdrhck 

uuuvv - u!y 
(1 + u;+ u~)} 

ist bekanntlich die mit. (1 + u; + u~)t multiplizierte GauBsche Kriim­
mung der Flache z = u(x, y), und der Divergenzcharakter dieses Aus­
druckes kommt in der bekannten Tatsache zur Geltung, daB das In­
tegral der Kriimmung iiber ein Flachenstiick, die Totalkriimmung dieses 
Flachenstiickes, nur von den Randstreifen des Flachenstiickes abhangt. 

Eine weitere unmittelbare Folgerung aus un serer Einsicht ist der 
folgende Satz: Wenn die I ntegranden zweier Variationsprobleme sick nur 
additiv durck einen Divergenzausdruck untersckeiden, so sind die 
Eulerscken Gleickungen und damit die Extremalensckaren der beiden 
Variationsprobleme miteinander identisck. (V gl. S. 181, Anm. 1.) 

6. Homogene Form der Eulerschen Differentialgleichungen. Bei 
geometrischen Problemen, wo es sich urn die Bestimmung von Kurven 
oder Flachen durch Minimumforderungen handelt, ist es der Natur 
der Aufgabe angemessener, wenn man keine der Koordinaten als un­
abhangige Variable auszeichnet, sondern zu einer Parameterdarstellung 
x = x(t) , Y = y(t) der Kurve bzw. x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) 
der Flache usw. iibergeht, wobei t bzw. u und v die unabhangigen Para­
meter sind und yon den Funktionen x, y, z vorausgesetzt wird, daB 
nicht gleichzeitig die Gleichungen 

i = Y = 0 bzw. XuYv - X.Yu = YuZv - y.Zu = ZuXv - Z.Xu = 0 
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bestehen. Dabei ist durch Punkte die Differentiation nach t bezeichnet. 
Wir betrachten zunachst das einfachste Variationsproblem, welches 
die Form hat 

:Ill ft 

(27) ] = J F (x,y, ~~)dx = J ~ (x,y, x,y) dt = Min., 
:Ilo to 

wobei 
~=xF(x,y, ~) 

gesetzt ist. Diese Funktion ~ ist "homogen" vom Grade 1 in den Ab­
leitungen i, y; sie geniigt fiir alle k der Homogenitatsrelation 

(28) ~(x,y, kx, ky) = k~(x,y, x,y) 

und der daraus durch Differentiation nach k fiir k = 1 folgenden 
Gleichung 

(29) x~~ + Y~iI = ~ . 

1st umgekehrt ~ irgendeine homogene1 Funktion ersten Grades in 
i und y, geniigt also ~ der Gleichung (28), so bestimmt das Variations­
problem f~dt=Min. eine von der Wahl des Parameters unabhangige 
Kurve. Denn wenn durch die Parametertransformation t = t(r) mit 
dtJdr > 0 das Intervall to <: t <: tl in das Intervall ro <: r <: rl iibergeht, 
so wird mit Riicksicht auf (28) 

j~(x, y, ~~ , ~~) dr = j~(x, y, x ~!, y ~~) dr 
TO TO 

'rt tl 

= J ~(x, y, x, y) ~! dr = J ~(x, y, x, y) dt. 
T. to 

Das Variationsproblem ist also gegenuber einer den Durchlaufungssinn 
nicht andernden Parametertransformation invariant, die Extremalenkurven 
hiingen von der Wahl des Parameters nicht abo 

Zu dem homogen gemachten Problem gehoren nunmehr zwei Euler­
sche Differentialgleichungen 

(30) ~z - B:~ = 0 , ~l' - ~ti = 0, 

die zusammen mit der Relation (29) im wesentlichen mit der urspriing­
lichen Differentialgleichung (14) aquivalent sein miissen, also nicht un­
abhangig voneinander sein konnen. Diese Abhangigkeit erhalten wir, 

1 Bei den geometrischen Beispielen ist haufig die Funktion ~ nur positiv­
homogen, nicht aber im vollen Sinne homogen. In diesem Falle miiBte n1l.mlich eine 
Kurve, im entgegengesetzten Sinne durchlaufen, den entgegengesetzten Integralwert 
ergeben, w1l.hrend z. B. die Bogenl1l.nge, definiert durch f Y.t2 + y2dt mit positiver 
Quadratwurzel, unabh1l.ngig von dem Durchlaufungssinn immer denselben Wert hat. 
Auch fiir solche nur positiv-homogenen Integranden gelten unsere obigen 
tl'berlegungen ungel!.ndert. 
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indem wir aus (29) durch weitere Differentiation die folgenden Identi­
Hiten her lei ten: 

~% = x~%;; + Y~%Y' ~y = X~y;; + y~yy; 
X~:i:i+Y~;;y=O, X~;;y+Y~yil=O; 

ct .•• ct· .• ct .. - y'2 . -x'y' . x'2 '0%%' 'O%y . '01111 -. .• 

Den gemeinsamen Wert 
lj.... ljzv lj;v 
~=--.-. =~ y xy x 

pflegt man mit ~l zu bezeichnen. 
Aus den obigen Identitaten ergibt sich 

~% -~:i = i~zx + Y~Zy - ~;;zx - ~;;yY - ~xiX - ~x1iY 
- ymZY - ~iy + (xy - yx) ~l]' 

~y- ~1i = -xmzli - ~xy + (iy - YX)~l]' 
so daB die beiden Gleichungen (30) durch die Identitat 

(31) 

verbunden sind und z. B. durch die eine 

(32) 

ersetzt werden konnen. 
Ganz analog liegt die Sache, wenn es sich urn die Bestimmung 

mehrerer Funktionen einer Variablen handelt. Hier geht das Vari­
~ 

ationsproblem I F(x, y, z, y', z') dx = Min. fiber in das Problem 
tl :t'o 

I~(x,y,z,i,y,z)dt=Min., mit ij=iF(x,y,z,y/x,i/x), und die 
t. 
Funktion ij ist jetzt homogen vom Grade 1 in den Variablen x, y, Z. 

Der Vorteil, den die homogene Darstellung gewahrt, ist nicht nur 
der formale der Symmetrie. Z. B. entziehen sich Kurven, auf denen x 
nicht monoton anwachst - etwa geschlossene Kurven. -, der Dar­
stellung in der Gestalt y = y (x), so daB sie in nichthomogener Dar­
stellung nicht ohne wei teres' zu behandeln sind. 

Bei mehrdimensionalen Variationsproblemen gestaltet sich die homo­
gene Darstellung folgendermaBen. Werden in dem Integral 

II F(x, y, z, z%, Zy) dxdy 

die Variablen x, y und die Funktion z als Funktionen zweier Parameter 
u, v angesetzt, so daB die Funktionaldeterminante von x und y nach 
u nnd v 

d(X, y) 
o(u, v) = xuyv - xvyu 
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von Null verschieden ist, so wird 

und das Integral erhaIt die Gestalt 

z"X. - z.x" 
%11=-----, 

XNY. - x.y" 

ff F(x, y, %, %s, %11) dxdy 

(33) -jfF( - iJ(y, z) . iJ(x, y) _ iJ(z,~. ~(X'J1.)\ iJ(x, y) dte dv 
- x, y, %, iJ(u, v)' o(u, v)' o(u, v) . o(u, v) o(u, v) 

If ( B(y, z) B(z, x) (l(x, y») 
= ~ x, y, %, o(u:v)' B(u:v)' B(u,v) dudv. 

Hierbei ist der Integrand ~ homogen yom ersten Grade in den letzten 
drei Argumenten. Die oben im Falle einfacher Integrale abgeleiteten 
Relationen, insbesondere die Abhangigkeit (31) und die symmetrische 
Gestalt (32) der Differentialgleichung lassen sieh sinngemaJ3 auf den Fall 
mehrerer Veranderlicher iibertragen. Da wir jedoch spater keinen 
Gebrauch davon zu machen haben, verweisen wir lediglich auf die 
Literatur1• 

7. Variationsprobleme mit Erweiterung der Zulassungsbedin­
gungen. Sitze von du Bois-Reymond und Haar. Wir haben bisher 
fiir die bei der Variation zuHissigen Vergleichsfunktionen die Forderung 
stetiger Ableitungen bis zur hochsten in der Eulerschen Differential­
gleichung vorkommenden Ordnung erhoben. Yom Standpunkt des 
Variationsproblems aus erscheinen diese Forderungen unnatiirlich scharf; 
z. B. hat das Variationsproblem mit dem Integranden F(x, y, y') schon 
dann einen Sinn, wenn lediglich stiickweise Stetigkeit der ersten Ab­
leitung gefordert wird nnd iiber die zweiten Ableitungen keinerlei Vor­
aussetzungen gemacht werden. Es ware nun a priori denkbar, daB bei 
einer solchen Lockerung der Zulassungsbedingungen sich eine andere 
Losung ergeben konnte, we1che gar nieht mehr der Eulerschen Diffe­
rentialgleichung geniigt. 

Betrachten wir zunachst ein eigentliches Minimumproblem und nehmen 
an, daB die Funktion y (x) mit stetiger erster und zweiter Ableitung ein 
Minimum liefert gegeniiber ebenso1chen Vergleichsfunktionen. Dann lielerl 
die Funktion y(x) auch noch ein Minimum gegenuber solc'hen Vergleichs­
lunktionen y*, lur welche nur Stetigkeit der ersten Ableitung vorausgesetzt 
wird. Denn nach dem WeierstraBschen Approximationssatz konnen wir 
die Ableihing y.' durch ein Polynom P' (x) und die Funktion y* durch 
das Polynom p (x), das obendrein noch die Randbedingungen p (xo) = Yo, 

1 Vgl. BOLZA, 0.: Vorlesungen fiber Variationsrechnung, S. 666-671. Leipzig 
1909. - KOBB, G.: Sur les maxima et minima des integrales doubles. Acta Math. 
Bel. 16, S.65-140. 1892/93. 
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P (Xl) = Yl erfiillt, mit beliebiger Genauigkeit ersetzen 1; es wird sich 
also auch IrJ] beliebig wenig von I[Y·] unterscheiden. Da aber p (x) 
eine zulassige Vergleichsfunktion mit stetigen zweiten Ableltungen ist, 
ist IrJ] > I[Y]; also ist auch I[Y·] > I[Y]· 

Wenn wir von vornherein das Minimumproblem - oder allgemein 
das Problem eines stationaren Wertes - schon unter den erweiterten 
Zulassungsbedingungen stellen und also von der Losung nur wissen, daB 
die erste Ableitung stiickweise stetig ist, so bleibt die Frage, ob diese 
Funktion von selbst noch Ableitungen hOherer Ordnung besitzt und 
der Eulerschen Differentialgleichung geniigt. Diese Frage wird in posi­
tivem Sinne durch den folgenden Satz von DU BOIS-REYMOND beant­
wortet: Wenn bei einem Variationsproblem mit dem Integranden F (x, Y, Y') 
- den wir als zweimal stetig differenzierbar nack seinen Argumenten voraus­
gesetzt haben - die erste Variation versckwindet fur eine stetige mit stuck­
weise stetigen ersten Ableitungen versekene, am Rande versckwindende 
F unktion Y (x) gegenuber allen Variationen mit denselben Stetigkeitseigen­
schaften, dann genugt die Funktion Y (x) der Eulerscken Differentialglei­
chung und besitzt stetige Ableitungen zweiter Ordnung, falls fur sie F'lII =1= 0 
ist. Das Versckwinden der ersten Variation zieht also von selbst die Exi­
stenz und Stetigkeit der zweiten Ableitung und das Besteken der Eulerschen 
Differentialgleickung nack sick. 

Dem Beweise schicken wir einen einfachen Hilfssatz voraus: Wenn q;(x) 
eine im Integrationsintervall stuckweise'l. stetige Funktion ist und wenn die 
Gleichung 

:1:, f q;(x) 1J (x) dx = 0 
:1:0 

besteM fur beliebige stiickweise stetige Funktionen 1J (x) , welche der Be­
dingung 

<1:, 

J 1J(x) dx = 0 
:1:0 

1 Man bilde nllmlich nach dem Approximationssatz von WEIERSTRASZ, unter e 
eine willkiirlich vorgegebene positive GroBe verstanden, ein Polynom q'(x), das 
sich ffir Xo ~ x ~ Xl von der Funktion Y·'(x) um weniger als e12(x1 - xo) unter­
scheidet. Dann nimmt das Polynom 

:t 

q(x) = Yo + f q'(t) de 
"'0 

den vorgeschriebenen Anfangswert Yo an und unterscheidet sich im ganzen Inter­
valle von y. (x) hochstens um el2. Um ein Polynom zu erhalten, das auch den 
vorgeschriebenen Endwert ,." erreicht, braucht man nur die lineare Funktion 

I (x) = "1 - q (Xl) (x -'- :1:0) hinzuzuffigen und bestatigt leicht, daB P (x) = q (x) + I (x) 
x1 -XO 

alle im Texte genannten Eigenschaften besitzt. 
• Vgl. Kap. II, S. 39. 
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genugen, dann ist 'P (x) eine Konstante. Zum Beweise beach ten wir, daB 
fiir ein konstantes 'P sieher die obige Relation erfiillt ist. Wir bestimmen 

x, 

nun eine Konstante e so, daB f ('P - e) dx = 0 ist; dann besteht zu-
::to Xl 

gleich mit der vorausgesetzten Gleiehung f'P fJ dx = 0 auch die 
~ ~ 

Gleichung f ('P - e) fJ dx = O. Nunmehr diirfen wir aber fJ = 'P - e 
~ ~ 

setzen und gewinnen die Gleiehung f ('P - e)2dx = 0, aus welcher die 
Behauptung unmittelbar folgt. x. 

Auf genau dieselbe Weise folgt iibrigens der allgemeinere Satz: Wenn 
x, 

'P (x) eine stuekweise stetige Funktion ist, welehe der Bedingung f 'PfJ dx = 0 
x. 

genugt lur alle stuekweise stetigen Funktionen, welehe den Bedingungen 

Xl Xl Xl 

f fJ dx = 0, f x fJ dx = 0, "', f xn fJ dx = 0 
~ ~ ~ 

genugen, so ist 'P ein Polynom nten Grades: 'P = eo + el x + ... + en xn. 
Zum Beweise des du Bois-Reymondschen Satzes bemerken wir, daB 

genau wie friiher mit einer willkiirlichen, am Rande verschwindenden, 
stetigen und mit stiickweise stetiger Ableitung versehenen Funktion 
'(x) die Gleichung besteht: 

x, 

J (FII C + FII,C') dx = o. C(xo) = C(xl ) = o. 
x. x 

Wir setzen zur Abkiirzung FII = A', FII, = B, J Flldx = A und er-
halt en, wenn wir partiell integrieren: ~ 

Xl Xl 

J (A" + B C') dx = f C' (B - A) dx = o. 
x. x. 

Nunmehr diirfen wir die Funktion C' = fJ stiickweise stetig. im 
iibrigen willkiirlich wahlen, wenn wir durch Erfiillung der Bedingung 

x, 

ffJ dx = C(xl ) - C(xo) = 0 den Randbedingungen fiir C geniigen. Die 
x. 
Anwendung unseres obigen Hilfssatzes ergibt dann sofort: 

x 

(34) B -A =FII, - JFlldx = e, 
x. 

wo c nicht Von x abhangt. Diese Gleichung tritt zunachst an Stelle 
der Eulerschen Differentialgleichung. Wegen der Differenzierbarkeit 
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z 

von I F"dx folgt aber nunmehr die Differenzierbarkeit der linken Seite 
z" 

und damit die Eulersche Gleichung 

d 
(34a) dx F,,' - F" = o. 

1st nun F zweimal stetig nach seinen Argumenten differenzierbar, ist 
femer die Legendresche Voraussetzung F,,',,' =F 0 erfiillt, so folgt, daB 
die stiickweise stetige Funktion y' sogar stetig ist und eine stetige 
Ableitung besitzt. Zunachst laBt sich namlich y' wegen Fy'y' =t= 0 als 
stetige, stetig differenzierbare Funktion qJ (x, y, Fy') ausdriicken. Da 
nun F y' wegen (34) eine stetige Funktion von x ist, gilt dasselbe auch 
von y'. Somit sind auch die Argumente y und F y' von qJ stetig 
differenzierbar, und es gilt dasselbe von y'. 

Durch Anwendung des verallgemeinerten obigen Hilfssatzes laBt 
sich das du Bois-Reymondsche Resultat unmittelbar auf einen Inte­
granden F(x, y, y', ... , y(n)) ausdehnen; die nahere Durchfiihrung kann 
dem Leser iiberlassen bleiben. 

Bei Variationsproblemen mit mehr unabhiingigen Veranderlichen 
liegen die Verhaltnisse etwas komplizierter. Es gilt hier, wenn man bei 
einem Problem mit dem Integranden F (x, y, u, uz , uy) den Bereich der 
Vergleichsfunktionen durch Zulassung aller stetigen Funktionen mit 
stiickweise stetigen ersten Ableitungen erweitert, nicht mehr der Satz, 
daB das Verschwinden der ersten Variation von selbst das Bestehen der 
Eulerschen Differentialgleichung und die Existenz und Stetigkeit der 
zweiten Ableitungen nach sich zieht. Aber auch bei mehreren Dimen­
sionen gibt es ein Analogon des du Bois-Reymondschen Satzes, es gilt 
namlich der folgende Satz von HAAR: Das Verschwinden der ersten Va­
riation des Integrals uber F (x, y, u, uz , uy) bei stetigem u und stUckweise 
stetigen Ableitungen uz, uy ist gleichbedeutend mit der Gleichung 

(35) II Fudxdy = l(Fuzdy - FUr/dx} , 
B R 

wobei das Integral links uber irgendeinen eintach zusammenhiingenden 
von stuckweise glatten Kurven begrenzten Teilbereich B von G und das 
KurvenintegraZ rechts in positivem Sinne um den Rand R von B zu er­
strecken ist. In dem speziellen Fall, wo F von u nicht explizite ab­
hangt, driickt also der Satz von HAAR das Verschwinden des rechts 
stehenden Integrals ffir eine . geschlossene Kurve R aus, was gleich­
bedeutend mit der Existenz einer Funktion (/J (x, y) in jedem ein­
fach zusammenhiingenden TeilgeJ:>iet von Gist, ffir welche das System 
von Differentialgleichungen 

F"" = -4). 
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besteht. Die obige Integralrelation bzw. dieses System von Differential­
gleichungen erster Ordnung tritt also hier an Stelle der Eulerschen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

Zum Beweise des Satzes von HAAR genugt es, die Integralrelation 
fUr den Spezialfall zu beweisen, daB B ein Quadrat ist. Sie gilt dann 
ohne weiteres auch fiir ein Gebiet, das aus endlich vielen Quadraten 
besteht, woraus man in bekannter Weise den Satz fur ein beliebiges 
Gebiet erhiilt. Wir betrachten also ein achsenparalleles Quadrat: 
XO<x<x1 , YOSY:::;;:Yl' Das Verschwinden der ersten Variation fur 
dieses Quadrat B druckt sich durch die Gleichung: 

jj(Fu' + F uz ':» + Fu,',1) dxdy = 0 
B 

aus, wenn am Rande des Quadrates 'verschwindet. Wir spezialisieren 
nun die Variation, (x, y), indem wir setzen '(x, y) = v (x) w (Y), wo v (x) 
fiir x=xo, Xl und wry) fUr Y=Yo, Yl verschwindet. So erhalten wir die 
Gleichung: 11, "" 

j f CFu vw + Fuzv'w + Fu,vw') dxdy = 0, 
11. a;, 

aus der wir nunmehr durch zweimalige Anwendung des du Bois-Rey­
mondschen Satzes das gewiinschte Resultat folgendermaBen erhalten. 
Mit den Abkiirzungen: 

Fuz = A,l (x, y), Fu, = B:»(x, y), Fu = C:l:II(X, y); 
11 x :» 

fFu",dy = A (x, y) , fFu,dx = B(x,y), f Fu dx = CI/(x, y); 
:110 Y. 

y:» 
f fFudxdY = C(x,y), 

Yo:l1o 

ergibt sich durch partielle Integration 

oder 

y, I :», I j dy j (-C,Iv' W + A,Iv'w - Bv'wl dx = 0 
11. a;, 

:», j'l' I jdxv' j(-Cyw+A,Iw-Bw')dy =0. 
a;, Yo 

Da v' die Ableitung einer willkiirlichen am Rande verschwindenden 
Funktion war, so ist nach dem obigen Hilfssatz 

y, 

f(-CI/w +Ayw - Bw')dy = c, 
y. 

wo c nieht von x abhangt, oder nach partieller Integration 
II. 

fcC -A - B)w'dy = c. 
11. 
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Indem man in diescr Gleichung einmal x = Xl' dann X = Xo setzt und 
beide so entstandenen Gleichungen voneinander abzieht, entsteht, indem 
wir noch C - A - B = D setzen, 

'" f [D(XI' y) - D(xo' y)] w'dy = O. 
110 

NochmaHge Anwendung des du Bois-Reymondschen Satzes liefert 

D(XI' YI) - D(xo, YI) = D(Xl' Yo) - D(xo, Yo), 

d. h. die zu beweisende Gleichung 
11,1:, 

(35') f f Fudxdy = f(Fuzdy - Fug dx) , 
lIoXo 

wobei das zweite Integral fiber den Rand des Quadrates zu erstrecken ist. 
8. Andere Variationsprobleme und ihre Funktionalgleichungen. 

Die bisher betrachteten Variationsprobleme bezogen sich auf Funk­
tionenfunktionen, welche durch Integration eines gegebenen Differential­
ausdruckes in der Argumentfunktion entstehen. Vielfach jedoch ist 
man veranlaBt, auch andersartige und allgemeinere Typen von Funk­
tionenfunktionen dem Variationsproblem zugrunde zu legen. Einige 
Beispiele mogen zeigen, wie man ganz nach dem oben angegebenen 
Muster dabei zu anderen Funktionalgleichungen gelangt, welche die 
Rolle der Eulerschen Differentialgleichungen fibernehmen. 

a) Es soli der Ausdruck 

J [ ip] = f f K (s, t) ip (s) ip (t) d s d t + f ip (s) 2 d s - 2 f ip (s) 1 (s) d s 

stationar gemacht werden, wobei K (s, t) eine gegebene stetige sym­
metrische Funktion von s und t, I(s) eine gegebene stetige Funktion 
von s und ip (s) eine stetige Argumentfunktion bedeutet. Alie Integra-
1iionen sind fiber ein gegebenes Intervali a < s < b, a < t :S: b zu er­
strecken. Ersetzt man ip durch ip + eC und betrachtet J[ip + eC] = €P(e) 
als Funktion von e, so erhalt man nach einfacher' Umformung 

bJ ~ '~:l=o ~ 2,jn~ ~ K(s, ')'1*) as + <p(~ - f(~la .. 
Die Forderung c5 J = 0 Hefert also als Eulersche Gleichung die Integral­
gleichung 

b 

f K(s, f) ip(s) ds + cp(t) -/(t) = o. 
a 

Man wird in diesen Zusammenhang ,leicht die Variationsprobleme ein­
ordnen, mit deren Hille wir in Rap. III die Integralgleichungen mit 
symmetrischem Rem K (5, t) behandelt hawn. 
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b) Es solI der Ausdruck 
00 

][tp] = J [p(%) q! (%)2 + 29'(% + 1) 9'(% - 1) - 9'2(%) - 29'(%) 1(%)] d% 
-00 

stationar gemacht werden, wobei die Argumentfunktion im ganzen In­
tervall - 00 < % < + 00 stetig und mit stuckweise stetigen Ableitungen 
versehen sein soIl. Das Verfahren zur Bildung der ersten Variation er­
gibt nach leichter Umformung 

lJ] = £ :,)[9' + eC] 18=0 
+00 

= 2£ J C(%) [(pq!), + 9'(% + 2) + 9'(% - 2) - 9'(%) -/(%)] d%, 
-00 

und die Eulersche Funktionalgleichung, welche das Verschwinden der 
ersteIi Variation bei willkiirlichem C ausdruckt, lautei' 

(P9'')' - 9'(% + 2).-,(% - 2) + 9'(%) + 1(%) = O. 

Sie ist also hier keine Differentialgleichung, sondem eine Differential­
Differenzengleichung. 

§ 4. Bemerkungen und Beispiele zur Integration der 
Eulerschen Differentialgleichung. 

Einen systematischen Ansatz zur Integrationstheorie der Eulerschen 
Gleichungen werden wir in Bd. II durch die Theorie von HAMILTON­

JACOBI gewinnen. Rier sol1en lediglich einige Bemerkungen Platz 
finden, die uns die Integration der oben angefiihrten einfachsten 
Beispiele ermoglichen. Wir beschranken uns dabei auf das Problem 

:I), 

jF(%, y, y')d% = Min. 
:I). 

EnthaIt die F:unktion F die Ableitung y' gar riieht, so reduziert 
sich die Eulersche Gleichung auf F" = 0, eine implizite Definitions­
gleichung ffir die Funktion y(%). Zu beachten ist, daB in diesem Faile 
die Randwerte nicht mehr willkfirlich vorgeschrieben werden' durfen, 
wenn das Problem immer eine LOsung haben solI. 

EnthaIt die Funktion F die abhangige Variable y nicht, so folgt 

sofort d~ FII• = 0, also Ft/ = konst. = c, und hieraus y' = ciJ(%, c), also 

y = r 9' (%, c) d%; die Integration der Eulerschen Gleichung ist also durch 
eine' Quadratur m5glich. 

Enthalt die Funktion F die unabhangige Variable % nicht, so ge­
lingt die Integration ebenfaIls durch eine Quadratur. Dann ist namlich 

(y'F". - F)' = y"F". + y'F,. - F".y" - F"y' = y'(F~. - F,,) = 0, 
Courant.Hllbert. Mathematilche Physik I. 2. AuIL 12 
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mithin folgt aus der Eulerschen Gleichung sofort 

F(y,y') - y'F,/(y,y') = c, 

woraus sich y' als Funktion cp (y, c) von y und c berechnet und 

f dy . d 
X= -(-) WIr. 

qJ y, C 

Man kann dieses Resultat, wenigstens in formaler Hinsicht, auch 
durch Zuriickfiihrung auf den vorigen Fall erhalten, indem man be­
achtet, daB die Extremalkurve auch dann noch die erste Variation 
des Integrals zum Verschwinden bringt, wenn, man y als unabhangige 
und x als abhangige Variable ansieht. Bezeichnet man die Ablei­
tung nach y durch einen Punkt, so erhalt man das Variationsproblem, 
jF(y, 1/x) x dy zum Extremum zu machen, in dem nunmehr die ab­
hangige Variable nicht vorkommt. 

Von unseren Beispielen S. 160 lassen sich die folgenden nach den 
hier gemachten Bemerkungen integrieren: 

1 1/1+y'2 
Beispiel b) mit 1jJ = 6' d. h. F = r -y-; 

, -1 1 Y F , - F = ---- = konst. = --. 
II ¥;"(1 + y'2) C 

c2 1/ c2 - y t 
Setzt man y = 2 (1 - cos t), so wird y' = V-·-y- = ctg 2 ' 

x = f~; = ftg ~ ~~ dt = c2 fsin2 ~ dt = '1 +; (t - sint). 

Die Brachistochronen sind also die Zykloiden, die ein Punkt auf dem 
Umfang eines Kreises mit dem Radius c2/2 beschreibt, wenn dieser auf 
der x-Achse rolIt. 

c) F = yy'1 + y'2; -y 1 
y'FII, - F = Yi + yl2 = - c' 

1 Y = - Q:O] (c x + c1). c 

Die Rotationsflache, die zwei gegebene Kreise ver1}indet, muB durch 
Drehung einer Kettenlinie urn ihre Achse entstehen, wenn sie moglichst 
klein en Flacheninhalt haben solI. 

. . -y 1 
d) F=yy'i-y2; yFII -F=Yi"::'j;2=-C' 

y = ~sin(cs + cJ. c 

Die andere Koordinate x wird 

x = f y'i - y2 ds = f sin(cs + c1) ds = - ; cos(cs + c1) + c2 ; 

die Losung des isoperimetrischen Problems kann also nur em 
Kreis sein. 
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§ 5. Randbedingungen. 

In den vorangehenden Db~rlegungen sind wir stets von der Vor­
aussetzung ausgegangen, daB am Rande des Integrationsbereiches die 
zu bestimmenden Funktionen vorgeschriebene Werte annehmen. Bei 
zahlreichen Fragen bestehen jedoch fiir die Randwerte von vorn­
herein gar keine oder andersartige Bedingungen. Wenn bei der 
Bestimmung von Funktionen in einem festen Grundgebiet diesen keine 
Randbedingungen auferlegt sind, so sprechen wir von freien Riindern. 
Neben solchen freien Randern kommen bei geometrischen Problemen, 
d. h. bei der Bestimmung von Kurven oder Flii.chen solche Aufgaben 
vor, wo die gesuchte Kurve auf vorgeschriebenen Kurven oder Flachen 
beginnen oder endigen oder wo der Rand de~ gesuchten FHi.chenstiickes 
auf einer gegebenen Flache liegen soIl. Hier wiirde also das Integrations­
gebiet der unabhiingigen Variablen beim Variationsproblem nicht fest 
gegeben sein, sondern mit bestimmt werden miissen. AIle diese Fragen 
lassen sich durch eine leichte Verallgemeinerung der friiheren Ergebnisse 
behandeln, weBn man den Ausdruck fUr die erste Variation d] des 
Integrals] den erweiterten Voraussetzungen anpaBt, insbesondere in 
ihm die Variation der Funktionen am Rande nicht von vornherein 
gleich Null setzt. 

1. Natiirliche Randbedingungen bei freien Randern. Bei dem ein-:t, 
fachsten Variationsproblem des Integra1es ] = r F(x, y, y')dx, wo fUr 

" :to 
die Argumentfunktion y(x) am Rande X=Xo, X=X1 keine Bedingungen. 
gestellt sind, erhalten wir unmittelbar 'die notwendigen Bedingungen 
fUr den stationaren Charakter aus dem Verschwinden der ersten Variation 

lJ] = Fy,lJy 1:t1+ jCFJII dydx 
2:. :t. 

[vgl. S. 160, (15)]. Zunachst ist selbstverstandlich, daB die Eulersche 
Gleichung [FJy = 0 erfiillt sein muB. Denn gewiB besteht der stationare 
Charakter von] erst recht, wenn zum Vergleich nur die engere Klasse 
derjenigen Funktionen herangezogen wird,. die am Rande mit der be­
treffenden Extremale Ubereinstimmen, fUr welche also dort by = 0 ist. 
In der Gleichung b] = 0 haben wir also nur noch den auf den Rand 
bezuglichen Bestandteil zu berUcksichtigen. Wegen der Willkur von ~y 
am Rande ergibt sich somit als notwendige Bedingung die "natiirliche 
Randbedingung' , 

F 11' = 0 fUr x = Xo und x = Xl' 

Entsprechend erhalten wir aus den Ausdrucken fUr die erste Va­
riation (vgl. S. 161, 164, 165) als notwendige Bedingung fUr den statio­
naren Charakter der Integrale 

12* 
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X, 

(36) f F(x, y, z, ... , y', z', ... ) dx, 

(37) 

(38) 

X. 

f f F(x, y, u, UX , uy) dx dy, 
G 

f f F(x, y, u, U X , ulI ' V, Vx , VII' ... ) dx dy, 
G 

auBer den Eulerschen Differentialgleichungen die naturlichen Rand­
bedingungen 

F y' = 0 und F z' = 0 fUr x = Xo und x = Xl , 

dy dx 
Fuzds - FUNds = 0; 

dy dx dy dx 
Fuzds - Fuuds = 0, Fvxds - FVNds = 0, ... 

fur den Rand r mit der BogenHinge s. 
Von besonderer Bedeutung wird der Begriff der naturlichen Rand­

bedingungen dadurch, daB er ohne wei teres auf allgemeinere Typen 
von Variationsproblemen anwendbar ist, insbesondere auf solche, in 
denen die Randwerte explizite auftreten. Wichtige Beispiele werden 
durch folgende Ausdrucke gegeben: 

X, 

(39) J=!F(x,y,y')dx-cp(Yo)+1fJ(Yt), Yo=y(O), Yl=y(1). 

oder 

(40) 

x. 

J = !! F(x, y, u, UX , uy ) dxdy + ItP(s, u, us) ds 
() l' 

Die Variation wird dann 

(41) 

bzw. 
(42) 

mit 
(43) 

I bJ = FFJllbYdX + ['1P'(Yl) + FII,(X1 , y(x1), y'(x1))] bY1 

x. _ [cp'(Yo) + FII,(xo,y(xo), y'(xo))]byo 

b] = ff[F]ubudxdy + f(Fu x :: - Fu.~~ + [tP]u) buds 
() l' 

Die zugehOrigen naturlichen Randbedingungen sind: 

FII, + cp'(Y)\x. = 0, FII, + 1fJ'(y)\z. = ° *; 
dy dx d 

Fuz ds - FUN ds + tPu - ds tPu. = O. 

* Durch die Bezeichnung 1"0 deuten wir an, dall in dem vorherstehcndeo 
Ausdruck x = Xo zu setzen ist. 
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In dem Sonderfall 

(44) J = f{(u;, + u;) dx dy + Iau2 ds 
(j l' 

bei stetiger Randfunktion a (s) lautet der Ausdruck flir die Variation 

(45) bJ = -2 jJ(Uzz + uyll) budxdy + 2 I(~~ + au) buds, 
G r 

wobei (J/o n die Differentiation nach der auBeren Normalen auf r be­
deutet. Fur das etwas allgemeinere Integral 

(44') ] = I I(p(U~ + u;) - qu2) dxdy + Ipau2 ds, 
(j r 

in dem p (x, y) eine nebst ihren ersten Ablcitungen in G stetige, q (x, y) 
eine in G stetige und a(s) eine auf r stetige Funktion bedeutet, wird 
in ahnlicher Weise 

(45') bJ= -2JJ((PU:t)x+(puY)II+qu)budXdY+2Jp(~: +au)buds. 
G l' 

Setzen wir in (39) und (41) speziell 

q;(y) = l(y - a)2, V'(y) = l(y - b)2, 

so lauten die naturlichen Randbedingungen 
1 1 

21 Fy' Ix. + Yo - a = 0, 21 Fy' IXI + Yl - b = O. 

Der Grenziibergang 1 - 00 ergibt die Bedingung der festen Randwerte 

Yo = a, Yl = b, 
so dafJ das einjachste Variationsproblem mit jesten Endpunkten der Ex­
tremalen als Grenz/all eines Problems mit /reien Riindern erscheint. 

Allgemein haben wir in der Hinzufugung von Randgliedern bzw. Rand­
integralen1 ein Mittel, unter Aujrcchterhaltung der Eulerschen Difjerential­
gleichung die naturlichen Randbedingungen weitgehend zu beein/lussen. 

2. Geometrische Probleme. Transversalitat. Zur Behandlung der 
geometrischen Probleme, bei denen z. B. die Endpunkte der ge­
suchten Kurve auf gegebenen Kurven oder Flachen beweglich sind 2, 

1 Anstatt soIche Randintegrale hinzuzufiigen, kann man auch unter dem 
Integral iiber das Grundgebiet Divergenzausdriicke addieren. (Vgl. S. 168 und 
218, Anm. 1.) 

2 Die soeben behandelten "freien" Rander ordnen sich natiirlich hier als 
Spezialfall unter. So laBt sich z. B. die Aufgabe: 

x, 
jF(x, y,y')dx = Min., 

:c, 

wobei die Werte y (xo) und y (Xl) belie big sein diirfen, auch so aussprechen: Es 
soil eine Kurve gefunden werden, deren beide Endpunkte auf den vertikalen Ge­
raden X = Xo bzw. x = x, liegen nnd die dem Integral einen mOglichst kleinen 
Wert erteilt. 



182 IV. Die Grundtatsachen der Variationsrechnung. 

wo also der Rand des Integrationsgebietes, allgemein zu reden, nicht 
fest gegeben ist, eignet sich am best en die Parameterdarstellung. 
Wir leiten hier die Randbedingungen fiir das Eintreten eines 
Extremums ab, wenn die zu bestimmende Kurve y (x) in der Ebene 
auf einer gegebenen Kurve T (x, y) = 0 beginnen soIl, wiihrend der 
Endpunkt fest ist. Indem wi. in dem zum Extremum zu machenden 

x. 

Integrale J = J F (x, y, y') dx, wo die untere Grenze Xo noch frei ist, eine 
x. 

Parameterdarstellung x = x (t), Y = Y (t) durch den zwischen festen 
Grenzen to <: t <: t1 laufenden Parameter t einfiihren - wodurch die Un­
bequemlichkeit des veranderlichen Integrationsbereiches beseitigt ist-, 

t. 

erhalten wir J=j'iJ(X,y,X,Y)dt, 'iJ=XF(X,y, t) mit der An-
t. 

fangsbedingung T (x (to), y (to)) = 0 und vorgegebenen Werten von 
x (t1) und y (t1)' Wir fiihren zwei fiir t = t1 verschwindende, sonst 
willkiirliche Funktionen ~ (t), 1) (t) und zwei Parameter f,1' f,2 ein, welche 
der Bedingung 

lJI(f,1,1'2) = T[x(tol + f1Wol, y(tol + f 21)(tol] = 0 

geniigen, und formulieren die Extremaleigenschaft unserer Kurve dahin, 
daB die Funktion 

t. 

lP(f1' f,2) = J'iJ(x + f1~' y + f 21), x + f1i, Y + f 2n) dt 
t. 

fiir f1 = 0, f2 = 0 stationar ist, wenn f,v f2 der Bedingung lJI(f1' f,2) = 0 
geniigen. Die Theorie der gewohnlichen Extrema lehrt die Existenz von 
zwei nicht gleichzeitig verschwindenden Konstanten lo, l derart, daB 

:- (llJl + lolP) I = 0, } (H' + lolP) I = 0 
VEl £1=0 VB2 £1=0 

£1=0 £,=0 

gilt. Wir diirfen die Konstante lo gleich 1 nehmen, da sonst ~f = 0 , 

~~ = 0 fiir t = to sein miiBte, was wir ausschlieBen wollen. Da die 

Funktionen x (t), Y (t) der Eulerschen Differentialgleichung geniigen 
miissen, erhalten wir auf Grund unserer Ausdriicke fiir die erste Variation 
das Bestehen der Gleichungen 

an der Stelle t = to, woraus durch Elimination von l die Transver­
salitiitsbedingung 
(46) 'iJx T1I - 'iJri T., = 0 

folgt. Eine entsprechende Bedingung muB natiirlich auch am End­
punkt gelten, wenn auch dieser auf einer Kurve variabel ist. 
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Die Transversalitiitsbedingung ist eine wechselseitige Beziehung 

zwischen der Richtung der zu bestimmenden Extremalen und der 
Richtung der Ausgangskurve. Sie ist linear in Til: und T1/' bestimmt 
also bei vorgegebener Extremalenrichtung die Richtung der Ausgangs­
kurve eindeutig aus der der Extremalen. (Das Umgekehrte braucht aber 
nicht stattzufinden.) Zu ieder vorgegebenen Ausgangskurve kann man 
eine einparametrige Schar von transversalen Extremalen konstruieren, 
indem man durch ieden Punkt der Kurve eine in trans'Qersaler Richtung 
ausgehende Losungskurve der Eulerschen Dil/erentialgZeichung zieht. 

Indem wir wieder zur unhomogenen Darstellung y = t (x) der Kurve 
zuriickkehren, erhalten wir wegen 

(47) ~z =F- ~ F",=F-y'F"" ~1i =F1I' x 

die Transversalitiitsbedingung in der Form 

(48) (F - 'IF",) T,,- F",TIZ = 0 

oder, wenn die Ausgangskurve in der Gestalt y=g(x) gegeben ist, 

F + (g' - y') F", = O. 

Dabei moB betont werden, daB die letzte Formulierung versagt, sobald 
die Ausgangskurve an der betrachteten Stelle eine zur y-Achse parallele 
Tangente hat; in diesem FaIle tritt, wie man aus (48) abliest, die natiir­
liche Randbedingung F 1/' = 0 in Kraft. 

Ganz iihnlich liegen die Verhiiltnisse bei der Bestimmung einer 
Raumkurve y = y (x), z = z (x), welche auf einer gegebenen Flache 
T(x, y, z) = 0 anfangen, durch einen gegebenen Endpunkt Xl' Y1' Zl 

11:, 

gehen und ein Integral] = f F (x, y, z, y' , z') dx stationar machen solI. 
11:, 

Genau wie oben erhalten wir, wenn wir Parameterdarstellung einfiihren 

und F(x,y,z: t, !)x=~(x,y,z,i,y,z) setzen, als Transversali­

tatsbedingung die beiden Gleichungen 

(49) Ts:T,,:T,=~,":~y:~; 

oder in unhomogener Schreibweise die Bedingungen 

(50) Ts: T,,: T, = (F - 'IF", - iF,,): F",: F". 

Auch diese Bedingungen ordnen jedem Punkt der Ausgangsflache T = 0 
eine oder mehrere transversale Richtungen zu, der Flache also eine 
zweiparametrige Extremalenschar. Dagegen geh6rt zu jeder Ex­
tremalenrichtung. genau eine transversale Fliichenrichtung. 

Selbstverstandlich gelten am Endpunkt der Kurve dieselben Trans­
versalitiitsbedingungen, wenn auch der Endpunkt auf einer Fliiche 
beweglich ist. 
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1m FaIle der geodatischen Linien auf einer FI1tche oder der- klirzesten 
Linien im Raume decken sieh die Begriffe transversal und orthogonal. 
Flir F = 111 + y'2 + Z'2 z. B. lautet die Transversalitatsbedingung 
T z : Ty: T z = 1 : y': z'. Flir F = ye + 2fy' + gy'2 erhalten wir 

T z : Til = (e + fy'): (f + gy'); 

dies ist aber die Bedingung fiir senkrechtes Schneiden. 
Ziehen wir also auf einer Plache von einem Punkte P aus das Buschel 

der geodatischen Linien, so wird dieses Buschel von den orthogonalen 
Traiektorien transversal geschnitten. Die Lange der geodatischen Linie 
110m Punkte P bis zum Schnittpunkte Q mit einer solchen Traiektorie ist 
in ieder Lage als Funktion des Punktes Q stationar. Daraus tolgt, dafJ 
diese Lange konstant ist und dafJ die Traiektorien, die sogenannten geo­
datischen Kreise, geschlossene Linien sind. 

Der Zusammenhang zwischen Extremalen und Transversalen wird 
uns spater im zweiten Bande noch naher beschaftigen. Hier sei 
vorlaufig darauf hingewiesen, daB im FaIle der Lichtausbreitung die 
Transversalen niehts anderes sind als die Wellenfronten der in den Strahlen 
(Extremalen) sich ausbreitenden Lichtwelle. Dabei verstehen wir unter 
einer TransV'ersalen immer eine zu einer Extremalenschar uberall trans­
versale Kurve bzw. Flache. Wenn Transversalitat und OrthogonaliIM 
Verschiedenes bedeuten, so heif3t dies, daf3 Wellennormale und StrahleJt­
richtung nicht zusammentallen. 

§ 6. Die zweite Variation und die Legendresche Bedingung. 
Wir haben in der Eulerschen Differentialgleichung lediglich ein 

notwendiges Kriterium fur das Bestehen eines Extremums erkannt. 
Es zeigt sich in der Tat, daB die betre£fende den Randbedingungen 
genugende Extremale nur dann ein wirkliches Extremum liefem kann, 
wenn sie noch gewisse andere notwendige Bedingungen in Gestalt von 
Ungleichungen befriedigt, und die Aufstellung dieser Ungleichungen 
sowie ihre Verscharfung zu hinreichenden Bedingungen bildet ein 
wichtiges Kapitel der klassischen Variationsrechnung. Wir verschieben 
diese Betrachtungen auf den zweiten Band, wollen jedoch schon hier 
einen ersten Schritt tun, namlich fur das einfachste Problem das 
folgende Kriterium von LEGENDRE herleiten: z, 

Wenn die Extremale q; = u(x) das Integral J[q;] = jF(x, q;, q;') dx 

"'" zum Minimum macht gegenuber stetigen mit stuckweise stetiger crstcr 
Ableitung versehenen Vergleichsfunktionen q;(x), dann muB langs der 
Extremalen notwendig die Bedingung 

F'I"'I"{x, u, u') > 0 
bestehen. 
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Zum Beweise entwickeln wir den Ausdruck 
Xl 

J[tp] = j F(x, tp, tp,)dx 
X. 

nach dem Taylorschen Lehrsatz: 
e2 

J[tp + E1]] = J[tp] + EJ1[tp, 1]] + 2 J2Fp, 1]]. 

Dabei ist 
Xl 

J1[tp,1]] = j(F'1'1] + F'1"1]') dx, 
X, 

:1:1 

J 2[ip, TJ] =/ (F'1''P 1]2 + 2 F,P'P' 1] 1]' + F'P' '1" 1]'2) dx, 
X. 

wo der Strich fiber den Ausdrficken F'P'P' F'P'P' , F'1" '1" bedeutet, daB darin 
ffir die Argumente statt tpund tp' die Ausdrficke cP = tp + (!1]', cp' = tp' + (!1]' 

zu setzen' sind; (! ist dabei ein Zwischen wert zwischen 0 und E. Da 
I fUr die Stelle tp =u stationar ist, verschwindet 11 [u ,,1]] , und not­
wendige Bedingung fUr ein Minimum ist offenbar Jz[cp, 1]] > 0 fiir be­
liebige Wahl von 1]. 

Lassen wir in J2[CP, 1]] den Parameter E gegen Null streben, dann 
geht J 2 in das Integral 

Xl 

J2[tp, 1]] = j(F'P'1'fJ2 + 2F'P'P'1]fJ' + F'P''P'fJ'2) dx 
X. 

fiber, und es folgt als notwendige Bedingung fUr die Extremale u 

Jz[u, 1]] 2:: 0 
oder, wenn wir 

die "zweite Variation" von J, einfiihren, 

~zJ>O . 

Aus dieser Integralbedingung gewinnen wir durch Ausnutzung der 
Willkiir von 1] die oben genannte fUr jede Stelle x des Intervalles fiir 
ein Minimum geltende notwendige Differentialbedingung von LEGENDRE. 
Urn das einzusehen, wahlen wir fUr 1] eine spezielle stiickweise lineare 
Funktion, die nur in der Umgebung einer Stell~ x = IX von Null ver­
schieden ist, namlich 

fur 

fUr 

fUr aIle fibrigen x. 
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Das Integral J2[U,1)J reduziert sich dann auf das Intervall 
IX - 0 ~:; x ~ IX + 0, und es ist dort 1)'2 = 1/0. Lassen wir 0 gegen 
Null streben, so streben die beiden ersten Bestandteile des Integrals 
gegen Null, wahrend der Grenzwert des letzten Bestandteiles 2F 'P' 'P' 

an der Stelle x =.x ist. Somit ergibt sich durch diesen Grenzubergang 
unsere obige Behauptung. 

1m FaIle mehrerer gesuchter Funktionen cp, VJ, ... besteht die ent­
sprechende Legendresche Bedingung in der Forderung, daB die quadra­
tische Form mit der Koeffizientenmatrix 

negativer Werte nicht fahig ist. 
Statt unserer Legendreschen Bedingung, in welcher das Zeichen > 

steht, wird haufig die scharfere Legendresche Bedingung 

Fp'p' > 0 

eine Rolle spielen. 1st diese Bedingung nicht nur erfiillt, wenn wir fur cp 
die Extremale u einsetzen, sondern gilt diese Ungleichung fiir beliebige 
Werte von x und u aus einem gegebenen Bereich und vollig beliebige 
Werte yon u', so sprechen wir yon der starken Legendreschen Be­
dingung. 

1st auBer ihr die noch starker einschrankende Voraussetzung 

F p' rp' F rprp - F;rp' > 0 

fiir alle u und x eines vorgegebenen Bereiches und beliebige u' erfullt, 
dann ist die quadratische Form unter dem Integranden in J2 positiv­
definit, und somit liefert eine in dem betreffenden Gebiet verlaufende 
Extremale sicherlich ein Minimum. Dieses einfachste, aber sehr rohe 
hinreichende Kriterium werden wir im zweiten Band durch feinere 
ersetzen. 

§ 7. Variationsprobleme mit Nebenbedingungen. 
Wahrend bei den bisher behandelten Problemen die Argument­

funktionen, abgesehen von etwa gestellten Randbedingungen, frei wahl­
bar waren und sodann die Losung des Variationsproblemsdurch die 
Eulerschen Differentialgleichungen mit den gegebenen oder den natur­
lichen Randbedingungen festzulegen war, werden in den nunmehr zu 
betrachtenden Aufgaben die Argumentfunktionen auBer den Rand­
bedingungen noch N ebenbedingungen anderer Art unterworfen sein, 
die sich auf den gesamten Verlauf der Argumentfunktion beziehen 
und durch welche die Eulersche Differentialgleichung selbst eine wesent­
liche Modifikation erleidet. 
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1. Isoperimetrische Probleme. Der einfachste Typus solcher Auf­
gaben wird durch das allgemeine isoperimetrische Problem dargestellt, 
welches wir, wie in § 1 ,3d, allgemein so formulieren: Es solI das Integral 

<t, 

] = f F(x, y, y') dx stationar gemacht werden, wahrend die Funktion y 
<to 

auBer den Randbedingungen noch einer Nebenbedingung 

"" 
(51 ) K = j G(x, y, y') dx = c 

"'0 
mit konstantem c unterworfen ist. 

Zur Losung dieses Problems schlagen wir folgenden Weg ein: Wir 
nehmen etwa an, die Randwerte y(xo) = Yo, y(x1) = Y1 seien gegeben 
und y = y (x) sei die gesuchte Extremale. Wir betrachten die folgende 
Schar von Nachbarkurven: y + c5y = y (x) + 1011] (x) + 102 C (x), wobei 
101 und 102 Parameter sind und 1] (x) und C (x) den Bedingungen 
1] (xo) = 1] (Xl) = C (xo) = C (Xl) = ° gentigende, sonst aber willktirliche 
Funktionen bedeuten. Nunmehr folgt, daB die Funktion 

<t, 

([>(101,102) = jF(x,y + 1011] + e2C,y' + 1011]' + e2C')dx 
<to 

stationar sein moB flir 101 = 102 = ° im Vergleich mit allen, absolut ge­
nommen, hinreichend kleinen Werten 101 und 102 , fur we1che 

"" 
jG(x, y + 101 1] + e2 C, y' + 1011]' + e2 C') dx = c 

<to 

wird. Nach den in § 1 zitierten Satzen tiber gewohnliche Maxima und 
Minima muB es also zwei nicht zugleich verschwindende Konstante 20 
und 2 geben, derart, daB 

"" 
0:1 [20 f F(x, y + 1011] + e2C, y' + 101 1]' + e2C') dx 

"'0 
~ i 

+ 2jG(x,y + 101 1] + e2 C,y'+ 101 1]' + e2 C')dx] i _ = 0, lel - 0 
Xo IEt=O 

<t, 

0:2 [20 f F(x, y + 101 1] + e2 C, y' + B1 1]' + f 2 C') dx 
"'0 

wird. 
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Es ist also :1:, 

jp'o[F]" + 1 [G],,} 1] dx = 0, 
:1:. 

:1:, 

j {Ao[F]" + A [G],,} ,dx = o. 

Aus der ersten Gleichung kann man schlieBen, daB das Verhaltnis der 
Konstanten Ao und 1 nicht von' abhiingt. Dann £olgt aus der zweiten 
wegen der Willkur von C die Gleichung Ao[F]y + 1[G]" = o. Wenn 
nicht lo = 0 ist, d. h. wenn nicht 

(52) (G",)' - G" = 0 * 
ist, dann darf Ao = 1 gesetzt werden, und es gilt 

(53) ~ o(F + J.G) _ o(F + J.G) = O. 
dx oy' oy 

Wir haben also das Resultat:" Abgesehen von dem Ausnahmefall, daIJ 
Gleichung (52) besteht, erhalten wir die Eulersche Gleichung unseres 
Variationsproblems, indem wir mit einem geeigneten Parameter 1 defJ 
Integranden F* = F + ;. G bilden und die Variation dieses I ntegrande" 
ohne Berucksichtigung der Nebenbedingung gleich Null setzen. 

1m allgemeinen Integral der Differentialgleichung (53) tritt auBer 
den beiden Integrationskonstanten der Parameter l auf. "Diese drei 
Parameter sind aus" den Randbedingungen und der Gleichung K = c 
zu bestimmen. 

Das ein£achste Beispiel bietet das gewohnliche isoperimetrische 
Problem, wobei F =11 + y'2 und G = y ist. Man findet so£ort 

d 0 (,/-- ) 0 (,/-- , 
dx oy' r1 +y'2+.1.y -a:y r1+y'2+.1.y) =0 

oder d y' ---- - l 
dx Y1 + y'2 - , 

W0raus sich als Extremalen Kreise ergeben. 
Ein weiteres Beispiel ist die Bestimmung der Gleichgewichtslage eines 

schweren, homogenen, in seinen Endpunkten au£gehangten F adens. 
Hier wird F = YV1 + y'2 und G = Vi +72; wir erhalten, indem wir 
uns an die Integration der Eulerschen Differentialgleichung im FaIle 
F z = 0 erinnern (vgl. S. 178), 

F* - y' Ft- = (y + .1.) (-V 1 + y'2 _ Y y'2 ) = -;/ + J. = c , 
1+y'2 r1 +y'2 

y + .1. = c ~oi ( : . + c1) ; 

die gesuchte Kurve ist also eine Kettenlinie. 

* Wie man leicht sieht, ist diese Gleichung immer dann erflillt, wenn es 
nur eine einzige Funktion gibt, die der gestellten Nebenbedingung genligt. 
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Zur Erliiuterung des Ausnahmefalles betrachten wir etwa die Neben-
1 

bedingung J tl+ y'2dx = 1, wiihrend y(O) = 0, y(1) = 0 ist. Hier 
o 

gibt es offenbar nur die einzige vergleichsfiihige Kurve y = 0, welche 
auch wirklich der Differentialgleichung (52) genugt. Was auch immer 
F sei, die Losung kann keine andere als y = 0 sein 1. 

2. Endliche Bedingungsgleichungen. Der niichst einfache Typus 
von Variationsproblemen mit Nebenbedingungen ist: Ein Integral 

2), 

] = J F(x, y, z, y', z')dx station'iir zu machen, wiihrend die zu be-
llo 

stimmenden Funktionen y (x), Z (x) auBer an die Randbedingungen 
y(x.,) =Yo' y(x1) =Yl' z(xo)=zo, z(X1)=ZI noch an eine Nebenbedingung 
der Form 
(54) G(x, y, z) = 0 

geknupft sind. Geometrisch gesprochen solI eine auf einer gegebenen 
Fliiche gelegene Raumkurve y (x), z (x) durch die Extremumforderung 
festgelegt werden 2 • 

Zur Aufstellung der notwendigen Bedingungen fur die Funktionen 
y(x). z(x) ~st der naturgemaBe Weg, die Gleichung G = 0 nach einer 
der Funktionen, etwa z (x), aufzulosen und so das Problem auf das der 
Bestimmung einer unabhiingigen Funktion y(x) zuriickzufiihren. Diese 
Auflosung z = g (x, y) ist nach elementaren Siitzen der Analysis sieher 

moglich, wenn fur die betreffende Extremale ~ * 0 gilt. Wir konnen 

z' als Funktion von x, y und y' ansehen und also aus F (x, y, z, y', z') 
eliminieren, indem wir die Relation Gz + y' G" + z'G. = 0 oder 

z' = i~ y' + ~! beachten. Dann wird 

F(x, y, z, y', z') = F (x, y, g(x, y), y', ~! + y' ;;), 

und y muB der Eulerschen Differentialgleichung 

ddx (F", + F r, ~n -[F" + Fa ~! + F" (0~2Zy + y' ~y;) 1 = 0 

genugen, welche nach einfacher Umformung die Gestalt 

(F~' - F,,) + (F~, - Fz) ~! = 0 

annimmt. Da andererseits auch 
og 

G" + G. oy = 0 

1 Ober den Ausnahmefall vgl. CARATHEODORY, C.: Ober die diskontinuier­
lichen Losungen in der Variationsrechnung. Dissertation GOttingen 1904, S. 45ff. 

Z Man beachte, daB in der geometrischen Darstellung die Koordinate x be­
vorzugt ist, so daB nicht aIle auf der Flll.che G = 0 liegenden Kurven gleich­
berechtigt erscheinen. 
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ist, so muB die Proportion 

(F~' - Fy) :. (F~, - Fz) = Gy : G. 

bestehen. Also ist entweder langs der Extremalen identisch Gy = G. = 0 
(was der oben gemachten Voraussetzung widerspricht), oder es gibt 
einen Proportionalitatsfaktor 1 = 1 (x), fur den 

(55) F~,-Fy+lGy=O, F~,-Fz+lGz=O 

wird. Setzen wir F* = F + lG, so kann man das Resultat in der Form 
der auf F* bezuglichen Eulerschen Gleichungen schreiben 

-[F*]y = F:: - F: = 0 ~ -[F*]z = F:" - F: = o. 
Notwendige Bedingungen fiir das Extremum sind also diese Gleichungen, 

es sei denn, dafJ fiir die Extremale gleichzeitig die beiden Gleichungen 

Gy = 0, Gz = 0 

bestehen, aus denen wegen der Relation Gx + y'Gy + z'G. = 0 die dritte 
Gx = 0 folgt. 

Die Faktoren A, die wir hier und im vorigen Beispiel eingeflihrt 
haben, nennt man auch hier wie bei den analogen Oberlegungen der 
Differentialrechnung Eulersche oder Lagrangesche Multiplikatoren. Bei 
beiden Aufgabentypen liegt formal die Sachlage gleichartig, indem namlich 
mit dem Multiplikator 1 der Ausdruck F + lG = F* gebildet und die 
Eulerschen Gleichungen fiir diesen Ausdruck aufgesteUt werden. Der 
Unterschied ist nur der, dafJ im ersten Falle 1 eine Konstante, im zweiten 
F alle 1 eine Funktion 1 (x) von x ist. Die Eulerschen Gleichungen zu­
sammen mit der Nebenbedingung und den Randbedingungen ergeben ge­
rade die richtige Anzahl der Bedingungen zur Festlegung der Extremalen. 

Das einfachste Beispiel fUr den zuletzt behandelten Fall von Neben­
bedingungen liefert die Bestimmung der geodatischen Linien auf einer 
gegebenen Plache G(x, y, z) = O. Hier ist F = "Vi + y'2 + Z'2, und wir 
erhalten zur Bestimmung der geodatischen Linien, wenn wir diese in 
Parameterdarstellung x = x(t), Y = y(t), z = z(t) gegeben denken, 

did Y d z ----.- .----.---:- = G ·G ·G 
dtYiB+y2+Z2'dtJ"i2+y2+Z2'dtJ"i2+y2+Z2 x' y' z 

oder d i 
dty- -lGx = 0, i2+y2+Z2 

~ y -lG = 0 
dlYi:! + y2+ Z2 y , 

d Z 
- -lG = 0 
dtYiB+y2+ Z' • , 

drei Gleichungen, die zusammen mit der vierten G = 0 die geodatischen 
Linien und den Multiplikator 1 (x) bestimmen. Diese Darstellung der 
geodatischen Linien hat Vor der frliheren den Vorzug, die geometrischen 
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Haupteigenschaften der Linien unmittelbarer hervortreten zu lassen, 
namlich z. B. die Tatsache, daB die Schmiegungsebene der geodatischen 
Linie durch die Flach.ennormale geht. Der Beweis kann dem Leser tiber­
lassen bleiben. 

3. Differentialgleichungen als Nebenbedingungen. Wahrend bei 
dem eben behandelten Problemtypus der Multiplikator ). eigentlich nur 
einen formal eleganten Kunstgriff bedeutete, wird er auch fUr das Wesen 
der Sache unentbehrlich, wenn man allgemeinere Nebenbedingungen 
der Form 
(56) G(x, y, z, y', z') = 0 

heranzieht, wobei der Ausdruck G (x, y, z, y', z') nicht durch Diffe­
rentiation eines Ausdrucks H (x, y, z) nach x entsteht, d. h. ein nicht 
integra bier Differentialausdruck ist. Man nennt solche Nebenbedingungen 
auch "nichtholonome" Bedingungen. Ein einfaches Beispiel einer sol­
chen Bedingung ist y' - z = o. Ware diese Bedingung holonom, d. h. 
aquivalent mit einer endlichen Bedingung H (x, y, z) = konst., so 
konnten die Werte von x, y und z nicht tiberall unabhangig voneinander 
gewahlt werden, wahrend man doch aber offensichtlich zu jedem vor­
gegebenen Wert system x, y, z noch das y' gemaB der Bedingung y' - z = 0 
wahlen kann. Nichtholonome Bedingungen treten in der Mechanik 
dann auf, wenn in die Bedingungsgleichungen auBer den Ortskoordinaten 
noch die Richtungen der Bewegung eingehen, z. B. bei der Bewegung 
eines Schiffes, eines Schlittschuhes oder beim Rollen einer Kugel. 

Die fruher behandelten Probleme mit Nebenbedingungen lassen sich 
als SpezialHi.11e unseres jetzigen allgemeinen Problems auffassen. Fur 
das Problem unter 2. ist dies selbstverstandlich. Aber auch das eigent­
liche isoperimetrische Problem konnen wir einordnen. Die Speziali­
sierung besteht hier darin, daB in F die GroBen z, z' gar nicht auftreten, 
wahrend die Nebenbedingung die Form z' - G (x, y, y') = 0 hat. Rand­
bedingungen sind 

y (xo) = Yo, y (Xl) = Y1' Z (xo) = 0, z (Xl) = c . 
Auch der Fall des gewohnlichen Minimumproblems mit hOhe­

ren Ableitungen unter dem Integralzeichen ist ein Spezialfall des 
hier betrachteten Problems. Z. B. ist das Problem des Extremums 

x, 

von f F (x, y, y', y") dx aquivalent mit dem des Extremums von 
Xl ::to f F (x, y, y' , z') dx unter der N ebenbedingung z - y' = o. 

x. 
In allen diesen Fallen erhalten wir, wie man leicht sieht, die not­

wendigen Bedingungen einheitlich durch die folgende Regel: Wenn nicht 
durch die Liisung die zum Ausdruck G gehOrigen Eulerschen Gleichungen 
erfullt sind, mup es einen M ultiplikator ;. (x) geben, so dap die zum A us­
druck F* = F + ). G gehiirigen Eulerschen Gleichungen erfullt sind. 
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Diese Multiplikatorregel gilt auch lur das allgemeine oben lormu­
lierte Problem. Wir wollen aber hier auf die Durchfiihrung des Beweises 
verzichten, indem wir den Leser auf die Literatur verweisen l • 

Endlich sei betont, daB aIle unsere Obedegungen und Resultate 
auch dann gtiltig bleiben, wenn die Anzahl der unbekannten Funktionen 
und die Anzahl der Nebenbedingungen groBer ist. Wenn es sich urn die 
Bestimmung von Funktionen mehrerer unabhangiger Variabler handelt, 
bleiben die Resultate zweifellos ebenfalls besteben, doch ist der Be­
weis im Falle von Differentialgleichungen als Nebenbedingungen noch 
nicht allgemein gelungen. 

§ 8. Der invariante Charakter der Eulerschen 
Differentialgleichungen. 

1. Der Eulersche Ausdruck als Gradient im Funktionenraume. -
Invarianz des Eulerschen Ausdruckes. Der stationare Charakter 
einer Funktion I (Xl' ... , X,,) an einer bestimmten Stelle ist gleich· 
bedeutend mit dem Bestehen der Gleichung 

gradl = 0, 
wobei gradl den Gradienten der Funktion I, d. h. den Vektor mit den 
Komponenten lx" ... , Ix" im n-dimensionalen Raume bezeichnet. Dieser 
Gradientenvektor hat folgende charakteristische Eigenschaft: Sind die 
n Variablen Xl' ••. , X" samtlich irgendwie differenzierbar von einem 
Parameter t abhangig, so geht l(x1' ... , x,,) in eine Funktion von t 
tiber, und es wird 

(57) 
. " f (t) = J:. Xi/Xi = b grad I , 

i=l 

wobei der Punkt die Differentiation nach t und b den "Verschiebungs­
vektor" mit den Komponenten xl bezeichnet; die Anderung der Funktion 
ist also das innere Produkt von Verschiebungsvektor des Argument­
punktes und Gradientenvektor. 

Man kann nun den Eulerschen Differentialausdruck, dessen Ver­
schwinden den stationaren Charakter einer Funktionenfunktion kenn­
zeichnet, ganz analog als Gradienten im Funktionenraum auffassen. 

1m Falle eines Integrales 
x, 

][u] = J F(x, cp, cp') dx 

z. B. denken wiT nns die Argumentfunktion u auBer von der unab­
hangigen Veranderlichen x noch von einem Parameter t abhiingig. Es 
wird dann j[cp] = ] (t) eine Funktion von t, und nach den Regeln ftir 

1 Vgl. HILBERT. D.: Zur Variationsrechnung. Math. Ann. Bd. 62. S. 351- 370. 
1906. - In qen auf S. 233 genannten Lehrbfichern von BoLZA und HADAIIAIID 

findt't man gieichfalls eine ausffihrliche Darstellung. 
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die erste Variation ergibt sich, wenn wir am Rande des Intervalles 
die Werte von u unabhangig von dem Werte des Parameters t festhalten, 

"', 
j(t) = !i>(x) [F]<pdx, 

wobei der Punkt wieder Differentiation nach t bedeutet. Diese Formel 
steht in volliger Analogie zu der obigen Formel (57) ftir die Funktion 
l(x1 , ••• , xn). Wir drucken diese Analogie dadurch aus, daB wir den 
Ausdruck [F]<p als Gradienten von ][9'] im Funktionenraume bezeichnen. 

Ganz allgemein wird man als Gradienten einer Funktionenlunktion ][9'] 
stets einen Ausdruck G[lp] in 9' bezeichnen, wenn beiErsetzungvonu durch 
eine noch von einem weiteren Parameter t abhiingige Funktionenschar eine 
Darstellung der Form "', 

:eJ[9'J = IcpG[9'Jdx 

besteht. 
So ist z. B. unter der Voraussetzung K (x, y) = K (y, x) der 

1 

Ausdruck 2 ! K (x, y) 9' (y) dy der Gradient der Funktionenfunktion 
11 0 11K (x, y) qJ (x) 9' (y) dx dy. 

Der bekannten Invarianteneigenschaft eines Funktionsgradienten 
bei Transformation der unabhangigen Veranderlichen entspricht ein 
analoges invariantes oder besser kovariantes Verhalten der Eulerschen 
Differentialausdrucke, wenn die im Integral vorkommenden Funktionen 
auf neue unabhangige Veranderliche transformiert werden. Diese In­
varianteneigenschaften wollen wir durch einfache Transformations­
gleichungen formulieren. 

FUhren wir dazu im einfachsten Falle statt x die Veranderliche E 
ein und setzen wir ( d Y ) 

F(x, y, y') = F x(~), y, :: = 4>(E, y, ~~), 

"'1 ;, 
so daB IF dx = lIP ~; d~ wird, so ist 

"'" E. 

"" "'0 0=0 

(58) 
E, 

= :81 IP(E. y + 81]. ~~ + 8 ~~) ~; d~ 
L _0 

E. 

= I[IP ~;t1jdE~ 
Eo 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Auf!. 13 
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also wegen der Willkiir bei der Wahl von fj (Willkiir bis auf das Ver­
schwinden an den Enden) 

(59) d~ [ dX] 
[F]II = dx tPdf II' 

1m Faile zweier unabhangiger Veranderlichen wird ebenso: 

F(x,)I, u,uz,ulI) = F(x(E, fj), y(t fj), u, udz + u'1fjz, u;EII + U'1fjll) 
= tP(E, fj, u, u,' u'1); 

ffFdXdy= fftP~~;:~ldEdfj, 
G G 

f f[F]" , dx dy = f f[ tP :~;: ~lL' de df}, 
G G 

(60) [F] - e(~, fJ) [tP e(x, y)] 
" - e(x,JI) e(~, fJ) ". 

Ganz analog transformiert sich der Eulersche Ausdruck fiir mehr als 
zwei unabhangige Veranderliche. 

Die in unseren Formeln ausgedriickte Invarianzeigenschaft erlaubt 
uns bei der Transformation unserer DifferentialausdrUcke auf neue un­
abhangige Veranderliche - abgesehen von formaler Dbersichtlichkeit 
- eine erhebliche Erspamis an Rechenarbeit, da wir auf die Durch­
fiihrung der Transformation der zweiten Ableitungen verzichten diirfen. 

2. Transformation von Au. Polarkoordinaten'. Wir betrachten 
als wichtigstes Beispiel den Integranden u! + u~ + u~ . Durch die 
Transformation x=x(EI, Ea, Ea), y=y(EI' EI' Ea), z=z(EI' Ea, ~3) mage 
das Quadrat des Linienelementes dxs + dy2 + dza in den Ausdruck 
~ dZ, dZ, "b h db" t ex ex + ey ey + ez ez 
t,1gil: s-i S-i U erge en; a el IS gil: = e~l e~l: e~~ e~l: e~l eEl:' 
und die Determinante a dieser GraBen ist das Quadrat der Funktional­
determin~"\te von x, y, z nach EI' Ea, Ea. Man errechnet leicht 

worin die GraBen gii definiert sind durch 

gii _ ~ eEl: + e~l eEl: + eEl eEl: 
- ex ex ey ey ez ez 

und den Gleichungen geniigen 

Daher erhalten wir 

~ il_{O fiir k=ld, 
f"g'ig - 1 fiir k = t. 

(61) Au = ,~ 2 :; (fi 2giiUi) 
fa i j i 

(ui = :;.), 

als allgemeine Formel fiir die Transformation von A u auf krumm­
linige Koordinaten EI' Es, Ea· 1st speziell gu = g18 = gu = 0, d. h. 
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ist das neue Koordinatensystem auch rechtwinklig, indern sich die 
Koordinatenflachen ~l = konst., ~2 = konst., ~a = konst. senkrecht 
schneiden, so wird einfach 

(62) Au= 1 _{~(Ulvg2Zg33)+~(U21/g11g33)+~(U31(i;lg2Z)}. 
ygllgzzg33 a~l gll a~2 g22 a~3 V g33 

Nehmen wir be~spielsweise Polarkoordinaten r, q;, {}: 
x = r cosq; sin {} , y = r sinq; sin {} , z = r cos{} , 

ds2 = dr2 + r2 sin2 {}dq;2 + r2d{}2, 
so ergibt sich nach kurzer Rechnung 

(63) Au = r2s!no- {:r (r2 ur sin'l?) + a°!p (s:o-) + aOo (uDsin'l?)}. 

Bei nur zwei unabhangigen Veranderlichen ~'fJ gelten selbstver­
standlich die entsprechenden Formeln. Namlich, wenn 

ds2 = e d~2 + 2/ d~ dfJ + g dfJ2 
ist, so erhalten wir die invariante Gestalt des Differentialausdruckes 

(64) A _ 1 {~(gU~ - IUfJ) + ~ (eufJ - IUI;)} 
U -- yeg _ 12 a~ yeg _ 12 01J yeg_ /2 . 

Speziell in Polarkoordinaten wird 

(65) ds2=dr2+r2dq;2, AU=~{:r(rUr)+aaq>(u:)}. 
3. Elliptische Koordinaten 1• Ein weiteres sehr wichtiges Beispiel 

bieten die elliptischen Koordinaten. Sie werden definiert als die drei 
Wurzeln (!, a, 'l' der Gleichung dritten Grades in s 

Xl y2 22 
(66) -- + -- + -- = 1 , s - el S - e2 S - e3 
wo bei e1 , es, ea gege bene reelle Zahlen sind. Sie sind reell fUr reelle x, y, z 
und geniigen, wenn e1 > es > ea ist, den Ungleichungen 

Q ~ e1 >a>es>'l'>ea • 

Die Flachen Q = konst., a = konst., 'l = konst. sind Ellipsoide, ein­
schalige Hyperboloide bzw. zweischalige Hyperboloide. Die recht­
winkligen Koordinaten driicken sich durch die eIliptischen folgender­
maBen aus: I 2 - (e - ell (0 - ell (r - ell 2 _ (e - ell (0 - ell (-r - ell 
(67) X - (el - ezl (el - e3l -, y - (e2 - eal (e2 - ell j 

ZS = (e - ea) (0 - e3l ('&' - eal 
_____ (ea - ell (ea - ez) 

1 Vgl. JACOBI, C. G. J.: Vorlesungen fiber Dynamik (gehalten in Konigsberg 
im Wintersemester 1842/43, herausgegeben von A. CLEBSCH, Berlin 1866, abge­
druckt als Supplementband in den Gesammelten Werken, Berlin :1884), 26. Vor­
lesung, wo man die Einzelheiten der Rechnung nachsehen moge. Ausdrilcklich 
sei darau£ hingewiesen, daB die folgenden Betrachtungen sich unmittelbar auf 
mehr als 3 Dimensionen verallgemeinern lassen. 

13* 
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und das Linienelement wird 

(68) !
4dS2=. (Q-O)(e-l) de2+ (o-I)(o-e) dot 

~-~0-~~-~ 0-~0-~0-~ 

+ (f - e) (T - 0) d I 
(I - el) (T - ea) (T - ea) f. 

Diese Form legt nahe, als neue Variable 
(J 1I • 

t -f~ t -J~ t -J~ 1- flW' 2- fiW' a- flW 
mit t(A) = 4 (1 - e1) (1 - e2) (1 - ea) 

einzufiihren. 1st e1 + e2 + ea = 0, was durch die Substitution 
s = s' + t (e1 + e2 + es) zu erreichen ist, und setzt man 00 als untere 
Grenze an die Integrale, so wird einfach 

wobei (p die WeierstraBsche f-Funktion1 bedeutet, ferner wird 

ds2 = (Q - 0) (e - T) dt'f. + (0 - t) (0 - e) dti + (t - e) (t - 0) dt: 

und nach (62) fiir eine Funktion T der Koordinaten ti: 

(69) I J T ~ {.- ')(; ~. )(.~d a~ (, -0: ~~ + ~~t~') ~~,+ aa~ (; ~ e~ ~~l 
(e-O)(e-Trot~ + (O-'l) (o-e) at: (T-e)(t-O) at: 

Die Einfiihrung der Integrale t, bringt noch den besonderen Vorteil 
mit sieh, daB die rechtwinkligen Koordinaten eindeutige Funktionen 
der ti werden; in den Ausdriicken 

(70) 

V p(tl) - el V p(tJ - el V 13 (t8) - e1 
X -- '--'-~-~==="-====--- ~Vel-e3 ' 

V p(tl) - e, V 13 (tz) - e, Y 13 (t3) - e. Y= , 
yez-ea~ 

V p(tl) - ea V 13 (ta) - es y p(ta) - ea 
Z= yea - el yea - ea 

hangen bekanntlich die Wurzeln im Zahler nach Festsetzung des Vor­
zeichens eindeutig Von t1 , t2 , ta abo DurchHi.uft der Punkt x, y, z emen 
Oktanten, so durchlauft jede der GroBen e, 0, l' das ihr zugewiesene 
Intervall, und wenn eine von ihnen einen der Endwerte annimmt, so 
rUckt der Punkt x, y, z in die Teile der Grenzebenen des Oktanten, die 
in Abb. 1 angegeben sind. Die Ebenen sind darin nach auBen durch 

1 Vgl. HURWITZ-COURANT: Vorlesungen fiber allgemeine Funktionentheorie 
und elliptische Funktionen. 3. Ann. Berlin 1929. S.161-171. 
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ein Ellipsoid!! = !!l > e1 abgeschnitten; die sie zerlegenden Kurven sind 
Teile der 

"F okalellipse" 

und der 

( ~ ~ ) "Fokalhyperbel" y = 0, -- + -- = 1. 
ez - e1 ez - ea 

Bedeuten nun 00 die reelle und 00' 

die rein imaginare Periode der Inte­
grale t" d. h. ist 

00 e, 

00 = 2f~ 00' = 2f~ 
V/(),) , y/(),) , 

6, -00 

so kann man tl von 0 bis ~ , ta von ; 
• ro + ro' OJ + ro' • ro' • Abb. t. Konfokale FIIchen zwelter Ordnung. blS --2-' ts von -2- blS 2 van-

ieren lassen und erMlt die Punkte des Oktanten. Verdoppelt man die 
Strecke ffir jedes ti , so durchlauft der Punkt den ganzen Raum. Soll 
eine eindeutige Funktion der t, auch im ~aume eindeutig sein, so muB 
sie bei allen Substitutionen der t. ungeandert bleiben, die x, y und z in 
sich iiberfi.ihren, z. B. wenn man tl und ta durch oo-tl und oo-t" ersetzt. 

Setzen wir tl = U, ts = -~ + iv, ta = ~ + w, p(tl ) = I(u) , 
p(ta) = g(v), P(t3) = h(w), so konnen wir u, v und w reell nehmen. 
Dann wird 

(71) I dS2 = [feu) - g(v)] [/(u) - hew)] duS 

+ [/(u) - g(v)] [g(v) - hew)] dv2 

+ [/(u) - hew)] [g(v) - hew)] dw2, 

und hierin sind bei reellen u, v, walle Koeffizienten nicht negativ, da 
I(u) > el ::::: g(v) > ez > hew) > es ist, wwrend bei der syminetrischen 
Gestalt in tl , ts' ts zu beriicksichtigen war, daB dt" rein imaginar ist und 
daher mit dem negativen Wert des Koeffizienten von dt~ der definite 
Charakter von ds 2 gewahrt wurde. 

Von den Ausartungen der eUiptischen Koordinaten erwwnen wir 
hier (auBer den Polarkoordinaten, die auch als eine Ausartung auf­
gefaBt werden konnen) nur die rotationselliptischen und -parabolischen. 
LaBt man zwei der GroBen ei' etwa e1 und es, zusammenfallen, so erhalt 
man 
(72) 

x2 + y2 Z2 --+--=1. s - e1 s - ea 

Die beiden Wurzeln s = AI' S = As dieser Gleichung sind zusammen 
mit dem durch 

x = rcoscp, y = rsincp, r2 = X2 + yS 
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definierten Winkel ep die neuen Koordinaten. Hier ist 

(74) 

mit 
(75) 

(76) 

2 ~-~~-~ 2 ~-~~-~ r = ,z = , 
ea - el el - ea 

ds2 = r2dep2 + i'l - 12 d1i + 1s - 11 d1~ 
4 (AI - el) (11 - ea) 4 (1s - el) (1s - ca) 

= r2dep2 + (AI - A2) (dti - d~) 

LaBt man hier noch einen Scheitel der Ellipsoide ins Unendliche 
riicken, so erMlt man durch einen Grenziibergang1 die rotationspara­
bolischen Koordinaten als Wurzeln 11 , A2 der Gleichung 

(77) 

wobei sich r und z folgenc.ermaBen ausdriicken 

(78) 

Als Koordinaten eines Raumpunktes dienen bier AI' As und 9" . Das 
Linienelement wird 

(74) 

mit 
(79) 

ds2 = r2dq;2 + 11 - 12 dli + 1. - 11 d1~ 
4 (AI - el ) 4 (1. - el ) 

Aj 

ti =/ d1 =Y~ - e1 , 
Y4(1 - el ) 

und der Differentialausdruck A T hat die Gestalt 

(76) 1 a2 T 1 [ a ( a T) a ( aT)] AT = 1'2 alP2 + r(1l _ 12) atl r atl - at~ r at2 • 

LaBt man in den ohigen Ausdriicken des Linienelements die Glieder 
weg, in denen ep auftritt, so hat man ohne weiteres die Formeln fiir 
elliptische bzw. parabolische Koordinaten in der r, z-Ebene. Fiir A T 
erMlt man in heiden Fallen gemaB Formel (64) 

1 (iJ2 T as T) 
AT= 11 - As at~ - at: ' 

1 Selbstverstll.ndlich lassen sich diese Koordinaten auch ohne Berufung auf 
das Vorangehende ganz einfach definieren, indem man von dem System (77) kon­
fokaler Rotationsparaboloidl' ausgeht. 
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wobei der Zusammenhang zwischen ~ und t, durch die Formel 
1, 

t· -1 dl 
,-:- Y4(l - ell (l - ea) 

bzw. durch 

gegeben wird. 

§ 9. Transformation von Variationsproblemen in die 
kanonische und involutorische Gestalt. 

Die Multiplikatormethode von LAGRANGE fiihrt zu verschiedenen, 
ffir theoretische und praktische Zweck~ gleich wichtigen Transformatio­
nen eines Variationsproblems. 

Durch diese Transformationen konnen wir einem Problem andere 
aquivalente gegenfiberstellen, derart, daB bei aquivalenten Problemen 
gleicbzeitig stationares Verhalten eintritt. Dabei gelangen wir einmal 
zu gewissen formalen durch ihren symmetrischen und iibersichtlichen 
Charakter wichtigen Umgestaltungen des Variationsproblemes; dariiber 
hinaus aber werden wir in einer groBen Klasse von Fallen einem 
Minimumproblem mit dem Minimumwert d ein aquivalentes Maximum­
problem mit demselben Wert dais Maximum zuordnen konnen und 
so unmittelbar eine Handhabe fUr das praktische Problem der 
numerischen Eingrenzung von d gewinnen 1. 

1. Transformation bcH gewohnlichen Minimumpl;'oblemen mit 
Nebenbedingungen. Wir schicken zum besseren Verstandnis einige 
Bemerkungen fiber gewohnliche Minimumprobleme bei endlich vielen 
unabhlingigen Veranderlichen voraus und stellen an die Spitze unserer 
Umformungen das folgende von selbst einleuchtende Prinzip: Wenn 
eine Funktion j (Xl' ... , Xn) unter gewissen N ebenbedingungen an der 
Stelle X, = ~, (i = 1, ... , n) einen stationaren Wert hat und wenn von 
den Zahlen ~, eine Relation r(~l"'" ~n) =0 erjullt ist, so bleibt j an 
der Stelle Xi = ~i auch dann stationar, wenn man zu den N ebenbedingungen 
von vornherein noch die weitere Bedingung r (Xl' ... , XII) = 0 hinzulugt. 

Wir gehen nun zunachst aus Von dem Problem 
I: j (x, y) soU stationar gemacht werden unter der N ebenbedingung 

g (x, y) = 0; dabei sollen die ublichen Stetigkeits- und Differenzierbar­
keitsbedingungen erfullt sein, und es soU fur die stationare Stelle 
g; + g~ =1= 0 sein. Die Multiplikatorregel sagt dann: man ersetze unser 
Problem I durch das aquivalente Problem 

I Auf diesen praktischen Gesichtspunkt konnen wir erst in Band II 
systematisch eingehen. Es sei hier jedoch auf die Arbeit von E. TREFFTZ 

"Ein Gegenstiick zum Ritzschen Verfahren", Verhdl. d. 2. Int. Kongr. fiir 
Technische Mechanik, Ziirich 1927, S. 131, verwiesen, wo zuerst auf die an­
gedeutete Art eine soIche Eingrenzung vorgenommen wurde. 
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II: F(x, y; l) = I(x, y) + ).g(x, y) ist als Funktion der drei Argu­
mente x, y, l stationiir zu machen. 

Die Bedingungsgleichung dF = 0 ist dann gleichbedeutend mit 
den drei Gleichungen Iz + l gz = 0, I,I + l gil = 0, g = o. Nimmt man 
dieses Problem II zum Ausgangspunkt, so gelangt man nach unserem 
allgemeinen Prinzip sofort zum Problem I, indem man die fUr die 
Losung von II von selbst erfiillte Bedingung g = 0 ausdriicklich 
hinzufiigt. 

Man kann aber auch aus Problem II ein neues aquivalentes Problem 
- aquivalent heiBt, daB der stationare Charakter an derselben Stelle 
eintritt - herleiten, indem man die beiden anderen fiir die Losung Von 
II erfiillten Gleichungen als Nebenbedingungen hinzufiigt. So gelangt 
man zu dem Problem 

III: F (x, y; l) = I + l g stationiir zu machen unter der N eben­
bedingung Iz + 19z = 0, I,I + 19,1 = o. 

Setzen wir voraus, daB sich aus den beiden letzten Gleichungen 
in der Umgebung der stationaren Stelle x und y als Funktionen von A 
berechnen lassen, so entsteht durch Einsetzung dieser Werte die Funktion 
F (x, y; l) = 1jJ (l), und wir erhalten das neue, wiederum mit dem 
Vorangehenden aquivalente Problem 

IV: 1jJ(l) soU stationiir gemacht werden. 

Wir wollen nun unsere Aussagen verscharfen, indem wir bel unseren 
Funktionen tiber den nur stationaren Charakter hinaus nach dem Ein­
treten eines Minimums oder Maximums fragen. Nehmen wir zunachst 
an, bei Problem I, das wir dann mit I' bezeichnen, besitze I an der 
Stelle %, Y ein wirkliches Minimum I (x, y) = d. Dann betrachten wir 
das Problem 

II': F (x, y; l) = I + 19 = Min. bei lestgehalttJnem l und nebmen 
an, es existiere hier, wenn l in einer gewissen Umgebung des durch die 
Lagrangesche Multiplikatorregel definierten Wertes A = i beliebig ge­
wahlt wird, ein wirkliches Minimum, das wir mit d;. = 1jJ (l) bezeichnen 
und das durch die Gleichungen I~ + 19z = 0, I,I + 19,1 = 0 charakterisiert 
ist. Dann ist sicherlich 

d;.<d. 

Denn das Problem I' mit dem Minimum d entsteht aus dem Problem II' 
mit dem Minimumwert d;., wenn man zu diesem die den Vergleichungs­
bereich einschrankende Bedingung g = 0 hinzufugt. Machen wir die 
weitere Voraussetzung, daB fur jedes l in der Umgebung von l = I 
durch die Gleichungen tz + 19z = 0 und III + ).gll = 0 eindeu tig 
s und y als Funktionen von 1 bestimmt sind, so wird df. = d, also ist 

d ,-::: Max.d).. 
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d. h. d ist das Maximum des Minimums V'(A) von F = I + Ag, wobei 
das Minimum bei festem A und dann das Maximum hinsichtlich 1 zu 
nehmen ist. Wir konnen also auch unter unserer Voraussetzung d 
charakterisieren durch das Problem 

III': F(x, y; A) = I + Ag = Max. = d unter der Nebenbedingung 
fa: + Aga: = 0,1,1 + 19,1 = o. 

Zur geometrischen Erlauterung unserer Maximum-Minimumbetrach­
tung diene das Problem: I = (x + 1)2 + y2 = Min. unter der Neben­
bedingung g = 2x = o. Geometrisch: Auf der vertikalen Parabel, 
welche durch Schnitt des Paraboloids z = (x + 1)2 + y2 im x, y, z­
Raum mit der Ebene x = 0 entsteht, ist der tiefste Punkt, der Scheitel­
punkt, zu suchen. Man findet sofort fiir den betreffenden kleinsten 
Wert von z = (x + 1)2 + y2 die Zahl d = 1. Betrachten wir nun bei 
einem festen A das Paraboloid z = I+).g = (x + 1 + 1)2 + y2 - Zl-12, 
so erkennen wir, daB dieses Paraboloid stets unsere obige Parabel ent­
halt und daB der Scheitel dieses Paraboloids tiefer liegt als der Scheitel 
der Parabel. Indem wir 1 variieren, bewegen wir den Scheitel des 
Paraboloids. Er wird dabei hOchstens in den Scheitel der festen Parabel 
riicken, aber ibn nie iibersteigen konnen. Der Parabelscheitel ist also 
der hochste unter den tiefsten Punkten unserer Paraboloide. 

2. Die involutorische Transformation der einfachsten Variations­
probleme. Ahnliche lJberlegungen fiihren zur UmgestaItung von Varia­
tionsproblemen. 

Die Grundlage hierzu liefert analog zu Nr.1 das folgende allgemeine 
Prinzip: Wenn eine Funktionenlunktion ][u, v, ... J unter gegebenen Stetig­
keits- und Nebenbedingungen lur ein gewisses Funktionensystem u, v, ... 
stationiir wird und wenn dieses Funktionensystem einer oder mehreren 
Relationen genugt, so bleibtJ auch dann noch lur dieses Funktionensystem 
stationiir, wenn man von vornherein eine oder mekrere' der betreffenden 
Relationen zu den N ebenbedingungen des Problems kinzulugt. 

Wir wollen Relationen, die sich durch Nullsetzen der Variation er­
geben (also Eulersche Gleichungen und natiirliche Randbedingungen), 
als naturlicke Bedingungen und von vornherein festgesetzte Neben­
oder Randbedingungen als Zwangsbedingungen bezeichnen. Dann 
folgt aus unserem Prinzip: Fugt man bei einem Variationsproblem eine 
oder mekrere zugehOrige naturUcke Bedingungen ausdrucklick als Zwangs­
bedingungen kinzu, so bleibt lur das neue Problem der stationiire Charakter 
des betrackteten Ausdrucks erkalten. 

Wir behandeln zunachst den einfachsten Problemtypus 
a:l 

I: ] = J F(x, u, u')dx = stationarer Wert unter den ublichen Stetig­
:r. 

keitsbedingungen, den Randbedingungen 

(80) u(xo) - Uo = 0, u(x1) - u1 = 0 
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u'twI der N ebenbedingung 

(81) 
du , 
dx - u = O. 

Wir fassen also dabei das Variationsproblem Von vornherein als ein 
solches ffir zwei Funktionen u, u' mit der Differentialgleichungsneben­
bedingung (81) auf. Die Multiplikatorregel zeigt, daB die Losungen von 
I zugleich Losungen des folgenden Problems sind: 

:1:, 

II: H[u,u',.l; ,uO,,ul] = I[F + 1(:: -u')]dX 

stationar zu machen, wobei u (x), u'(X) , 1 (x) und die Parameter ,uo und,ul 
zu bestimmen sind und es sick um ein Ireies Problem, d. k. ein Problem 
okne Randbedingungen oder Nebenbedingungen kandelt. Die Variations­
gleichungen, d. h. die Eulerschen Differentialgleichungen und die 
natiirlichEm Randbedingungen des Problems lauten hier: 

(82) Fu,-l=O, 

(83) 
d)' 

Fu - dx = 0, 

(84) du _ u' = 0 
dx 

fiir das Innere des Intervalls und 

(85) 

(86) 

l(xo) +,uo = 0, 

u (xo) - Uo = 0 , 

2(x1) + ,ul = 0; 

u(x1) - U 1 = 0, 

wie man ohne weiteres durch Nullsetzen der ersten Variation findet. 
Selbstverstandlich entsteht durch Elimination von 1, ,uo, ,ul die Euler­
sche Differentialgleichung fiir u (x) . 

Wenden wir unser allgemeines Prinzip auf das Problem II an, indem 

wir die B~dingungen :: - u' = 0, u (xo) - Uo = 0, u (Xl) - u1 = 0 als 

Zwangsbedingungen hinzufiigen, so .gelangen wir wieder zu Problem I 
zuriick. Nehmen wir dagegen die Gleichungen (82), (83), (85), die den 
natiirlichen Bedingungen von Problem I entsprechen, soentsteht eine 
Transformation, die erst in neuerer Zeit durch FRIEDRICHS entdeckt wurde 
und die fiir die Anwendungen wichtig istl. Das in dieser Weise ent­
stehende Problem III liiBt sich als ein Problem vom selben Typus wie 
Problem I darstellen, indem wir aus dem Integral H die Ableitung du/dx 

1 FRIEDRICHS, K.: "Ein Verfahren der Variationsrechnung, ... ". Nachrichten 
der Ges. d. Wiss. zu G6ttingen 1929. S. 13-20. 
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durch Produktintegration herausschaffen und sodann durch die Glei­
chungen 
(87) Fu'=P. Fu=P', pu'+P'u-F='l' 
neue Argumentfunktionen p, p' und den neuen Integranden '1'(x, p, Pi} 
einfiihren. 

Damit diese "Legendresche" Transformation einen Sinn hat, miissen 
wir verlangen, daB sieh aus den beiden ersten Gleiehungen u und u' 
als Funktionen von p, pi und x ausdriicken und dann in die linke 
Seite der letzten Gleiehung einsetzen lassen. Dies ist sieher der Fall, 
wenn die Voraussetzung 

(88) Fu'u·Fuu - (Fuu,)2 =1= 0 

erfiillt ist fiir alle Wertsysteme x, u, u' des zugrunde gelegten Be­
reiehes. Man erhiilt so das zu I aquivalente Problem I 

:I), 

IV: - f 'l'(x, p, Pi) dx + p (Xl) u1 - P (xo) Uo 
Zo 

stationiir zu machen unter der N ebenbedingung 

dp -P'-O dx -, 

ohne dafJ Randbedingungen gesteUt sind. 
Die natiirlichen Bedingungen des Problems IV lauten 

d - 'l'., - 'l'. = 0 dx P P 

fiir das Innere und 

'l'p. /z. - Uo = 0 , 'l'p. /z, - U 1 = 0 

fiir den Rand. Auf Grund unserer allgemeinen Herleitung miissen sie 
mit den Zwangsbedingungen des Problems I identisch sein. In der 
Tat bestatigt man dies so fort aus der Umkehrung 

'l'p' = U, '1'1' = u', up' + u' P .,.- 'l' = F 
. der Legendreschen Transformation (87). 

Vermoge derselben Formeln erkennt man, daB die Friedriehssche 
Transformation, angewandt auf das freie Problem IV, wieder zum Aus­
gangsproblem I zuriickfiihrt. Diese Trans/ormation hat also involu­
torischen Charakter, und es gehen bei ihr die naturlichen Bedingungen 
des einen Problems in die Zwangsbedingungen des anderen uber. 

Eine b~sondere Betrach tung erfordert der ausgeartete SpeziaHall, 
wo der Integrand F des Variationsproblems nieht explizit oder hochstens 
linear von u abhangt, also die Gestalt hat: 

F(x, u, u') = g(x, u') + u/(x). 

1 Dieses lliBt sich als Analogon zu Problem IV von Nr. t auffassen. 
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Die vorhin betrachtete Legendresche Transformation ist dann nieht 
mehr fiir beliebig vorgegebenes p und P' umkehrbar. Es ergibt sieh 
aber sofort durch die sinngemaBe Anwendung unseres Transformations­
prinzips, daB mit dem urspriinglichen Variationsproblem I das folgende 
aquivalent ist: 

or. -f tP (P) dx + P (Xl) U1 - P (xo) Uo = stat. 
a;, • 

unter der Nebenbedingung dP/dx = I (X). Hierbei hangen p und tP (P) mit 
den Ausdriicken des ursprunglichen Problems durch die Transformation 

p = gu', -tP(P) = g(u') - u'p 

zusammen, und es ist angenommen, daB sich aus der Gleiehung gu' = P 
umgekehrt u' durch p ausdriicken laBt. Das neue Problem weist gegen­
iiber dem urspriinglichen eine prinzipielle Vereinfachung auf. Die Neben­
bedingung namlich liefert durch Quadratur die gesuchte Funktion p (x) 
bis auf einen additiven Pru:ameter. Das Variationsproblem geht also 
in diesem ausgearteten Fall in ein gewOhnliches Extremumproblem zur 
Bestimmung eines Parameters uber. 

Entsprechend zu Nr.1 erheben wir die Frage, wie durch unsere 
Transformationen, bei denen es uns ja zunachst lediglich auf stationare 
Werte ankam, das Minimum- oder Maximumverhalten unserer Ausdriicke 
beeinfluBt wird. 

Die Wiederholung der Oberlegungen aus Nr.1 fiihrt zu folgendem 
Resultat: Wenn beim ursprunglichen Problem I (das wir dann als l' 
bezeichnen) ein M inimumwert d vorliegt, so wird beim involutorisch ent­
sprechenden Problem IV (das wir dann als IV' bezeichnen) derselbe 
Wert d als M aximumwert auftreten. 

Wie in Nr. 1 gilt diese Behauptung nur unter einschrlinkenden Be­
dingungen; und zwar verlangen wir, daB bei willkiirlich gegebenem, 
stiickweise stetig differenzierbarem ..t (x) der Ausdruck H, der bei 
Problem II auf S. 202 zugrunde gelegt wurde, ein noch von 1 ab­
Mngiges Minimum d), besitzt, wenn wir von vornherein 1 (Xl) + ftl = 0, 
1 (xo) + fto . 0 voraussetzen1• Es entsteht so, wenn wir die Ableitung 
von u durch Produktintegration herausschaffen, Problem II': 

:Il, 

H = f [F + 1(:: - u')] dx -fto(u(xo) - uo) + ft1(U(X1) - u1) 

a;, 

or.. 
= f [F - ~! u - 1u'] dx -1 (xo) Uo + 1 (Xl) "1 

1 Ohne Voraussetzung dieser bei der Losung ja von selbst erfl1l1ten Gleichun, 
wl1rde bei beliebigen l. p. ein Minimum sicherlich nicht vorliegen konnen. 
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zum Minimum zu mach en bei festem A (x). Die zugehOrigen Losungs­
funktionen u und u' dieses Problems geniigen dann den Gleichungen 

d)' 
(89) Fu' - A = 0, Fu - dx = o. 

Wir machen nun weiter entsprechend zu Nr. 1 die Voraussetzung, 
daB diese Gleichungen (89) bei beliebigem A und d).jdx die Funktionen 
u und u' eindeutig bestimmen. 

Da das Problem I' mit dem Minimumwert d aus unserem jetzigen 
Problem II' durch HinzufUgung der verscharfenden Nebenbedingungen 

~: - u' = 0, u(Xo) - Uo = 0, U(Xl) - u1 = 0 entsteht, so ist gewiB 

d>d1 · 

Andererseits sind fUr die Losung von Problem I' die Gleichungen (89) 
mit A = I = FIl, erfiillt, und es ist auf Grund der Eindeutigkeits­
voraussetzung dr = d. 

Es ergibt sich somit 
d = Max. dl. 

Das Problem, d1 zum Maximum zu machen, ist aber gerade das 
Problem IV', und dp.raus folgt unsere Behauptung. 

Ein hinreichendes Kriterium dafiir, daB unsere Voraussetzungen er­
flint sind, ist das Bestehen der Gleichungen 

(90) FU'Il,Fuu - (Fuu,)2 > 0, Fu'''' > 0 

fUr aIle u, x des betrachteten Bereiches und beliebiges u'. Wir sahen 
schon auf S. 186, daB dann tatsachlich eine Losung der Eulerschen 
Gleichung bei I' auch ein Minimum liefert. Ebenso aber folgt aus 
diesen Ungleichungen auch die Existenz des Minimums d1 von II'; denn 
die Gleichungen (89) zusammen mit den Ungleichungen (90) drucken 
aus, daB der Integrand in H schon fUr sich an jeder Stelle x einen 
Minimumwert fUr die fraglichen GroBen u und u' besitzt; urn so mehr 
gilt dies dann fur H. . 

Zum SchluB sei darauf hingewiesen, daB wir den oben gekennzeich­
neten Vbergang vom Minimumproblem zum Maximumproblem bei der 
Friedrichsschen Transformation unter der Voraussetzung (90) ganz di­
rekt folgendermaBen beweisen konnen, wobei auch diese Transformation 
selbst von neuem gewonnen wird. Die Taylorsche Entwicklung liefert 
mit Rucksicht auf die Ungleichungen (90) sofort die Ungleichung 

F(u, u') - F(v, v') - (u - v)Fv - (u' - v')Fv' > 0, 

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn u = v, 
u' = v' ist. Schreiben wir den obigen Ausdruck in der Gestalt 

F(u, u') - [F(v, v') - vFv - v' Fv'] - uF" - u'F", 
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und denken uns V und v' vermoge der Legendreschen Transformation 

P = F." p' = F., 'l'(x, p, P') = 'liP' + v'P - F 

durch GroBen 'P und p' ersetzt, dann besteht ftir beliebige u, u' , P, P' 
die Ungleiehung 

F (x, ~t, u') + 'l'(x, p, P') - up' - u' P >- 0, 

wobei das Gleiehheitszeiehen dann und nur dann auf tritt, wenn P und 
P' den Funktionen v = u, v' = u' entsprechen. Integrieren wir diese 
Ungleiehung zwischen den Grenzen Xo und Xl' wobei wir u, u', p, pi 
als Funktionen von X betrachten, die wir den Zwangsbedingungen 

u (xo) - Uo = 0, 
du _ u' = 0 dp - P' = 0 
dx ' dx ' 

unterwerfen, so erkennen wir, daB die Hnke Seite sieher nieht negativ 
sein kann; andererseits wjrd sie dann und nur dann Null, wenn fUr u 
die Losung des Problems I' und fUr P die Losung des Problems IV' ein­
gesetzt wird. Das Problem 

z, 

j[F + '1' - up'- u'PJdx 
2:0 

z. z, 

= IF dx + fIJI dx + UoP (Xo) - "tP (Xl) = Min. 
2:0 2:0 

unter den eben angegebenen Zwangsbedingungen besitzt also diese 
Losung und den Minimumwert N uil. Diese Aussage ist gleiehbedeu­
tend mit der obigen Aussage tiber das VerhaItnis der beiden Probleme 
I' und IV'. 

3. Die Transformation des Variationsproblems in die kano­
nische Gestalt. Unter das in Nr. 2 allgemein formulierte Prinzip 
ordnet sich eine andere seit langem bekannte und wichtige Transfor­
mation unter, die Transformation in die kanonische Gestalt. An die 
Stelle der Eulerschen OOferentia1gleichung zweiter Ordnung tritt dabei 
ein System von Differentialgleiehungen erster Ordnung. Diese Trans­
formation, die kein genaues Analogon in Nr.1 hat, entsteht' wenn 
man zu Problem II die Gleiehungen (82) und (86) als Zwangsbedin­
gungen hinzunimmt. So ergibt sich zunachst das Problem 

z. 
II a: f [F(x, u, u') + F",(:: - u')] dx 

2:0 

stationar zu machen unter den Randbedingungen u(xo)=uo, u(xJ=ul , 

wobei u und u' als zwei unabhangige Argumentfunktionen anzu­
sehen sind. 
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Fiihren wir statt u' eine neue Argumentfunktion 1 

P=Fu" 

und statt des Integranden F (x, u, u') den neuen Integranden 

4>(x, u, P) =. pu' - F(x, u, u') 

ein wir machen hierzu ausdrucklich die Voraussetzung 

Fu'u' of 0, 

so daB sich aus p = F u' umgekehrt u' als Funktion von p, u und x be­
stimmen laBt -, so ergibt sich das aquivalente Problem 

X, 

lIb: f [p ~: - 4> (x, u, P) 1 dx = stationarer Wert 

unter den Randbedingungen u (xo) = uo, U (Xl) = u1 • Hierbei hiingen 
die in den aquivalenten Problemen I und II b auftretenden GraBen 
durch die Legendresche Transformation 

Fu' = p, pu' - F = 4> 

zusammen, deren Umkehrung, wie man leicht sieht, durch die Gleichungen 

4>p = u', pu'-tP=F 
gegeben wird. 

Wir nennen diese Gestalt des Variationsproblems die kanonische 
Gestalt. Die Bildung der Variationsgleichungen nach p und u ergibt die 
kanonischen Ditferentialgleichungen des Variationsproblems: 

dp du 
dx + rJJ" = 0, dx - rJJp = o. 

Ganz entsprechend kannen wir auch ein Variationsproblem fiir n ge­
suchte Funktionen ul (x), ... , Un (x) der unabhiingigen Veranderlichen x 
in die kanonische Gestalt iiberfiihren. 

Hinsichtlich des Extremumverhaltens sei, ohne auf die Kriterien im 
einzelnen einzugehen, erwahnt: Wenn beim Problem I ein Minimum­
wert d vorliegt, so wird beim kanonischen Problem d ein Maximum­
Minimum werden, indem zunachst bei festgehaltenem p ein Minimum 
durch Variation von u zu suchen ist und dann durch Variation von p 
dieser noch von p abhangige Minimumwert zum Maximum d gemacht 
werden solI. 

4. Verallgemeinerungen. Es bedarf keiner besonderen Aus­
fiihrung, daB und wie sich unsere Transformationstheorie verallgemeinern 
liiBt sowohl fUr den Fall des Auftretens von mehr gesuchten Funktionen 
und von h6heren Ableitungen als auch fUr den Fall, daB die Argument­
funktionen von mehr unabhangigen Veranderlichen abhangen. Wir be­
gnugen uns mit der Behan<i.llng eines besonders einfachen - dem 

1 P ist also gleich dem bei II auftretenden Multiplikator . 
• 
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ausgcarteten Fall von Nr. 2 entsprechenden - Beispiels bei zwei unab­
hiingigen Veranderlichen, namlich der Transformation des klassischen 
Dirichletschen Varia tionsproblemes : 

I ! f I[(~:t + (!;YJ dxdy = Min., 
G 

wobei u eine im Gebiet G stiickweise stetig differenzierbare Funktion 
mit fest vorgegebenen Randwerten u = 1 (s) ist. Der Rand r von G 
mage dabei eine stiickweise stetig gekrtimmte Kurve mit der Bogen­
lange s sein. 

Ersetzen wir in unserem Problem die beiden partiellen Ableitungen 
durch die Buchstaben p und q und fiigen dafiir die Nebenbedingungen 

~: - p = 0, :; - q = 0 hinzu, so liefert die Multiplikatorregel sofort 

als aquivalentes Problem: 

II fl[! (P2 + q2) + l(~; - p) + ,u(~; - q)]dxdy 
G 

- Ie (s)[u - I(s)]ds = stat. 
r 

Dabei sind l (x, y), ,u (x, y) und e (s) Multiplikatoren. Indem wir das 
Doppelintegral dieses Problems durch partielle Integration umformen, 
erhalten wir fiir das Problem II die Gestalt: 

ff[~(P2 + q2) - u(:: + !;) -lp -Ilq] dxdy 
G 

+ ffu(l !: +,u :~ - e(s)) + e(s) I(S)] ds = stat. 
r 

Dabei bedeutet iJ/iJn Differentiation nach der auBeren Normalen, und 
mit einem Querstrich sind wie auch sonst die Randwerte bezeichnet. 
Indem wir von den Eulerschen Gleichungen bzw. den natiirlichen 
Randbedingungen dieses Problems die folgenden ausdriicklich als 
Nebenbedingung hinzufiigen: 

P-).=O, q-,u=o; 
ax ay 

).an +,u8n -e=O, 

erhalten wir das aquivalente Problem: 

III -IJJ(P2 + q2)dxdy + Je(s)/(s) ds = stat. 
G r 

unter den Nebenbedingungen 

( ) - ax - ay e s - p an - q an = 0 
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am Rande und 

im Innern. Die Friedrichssche Transformation ist damit ausgefiihrt. 
Wir gelangen zu einer Vereinfachung, indem wir die eine Neben­

bedingung durch Einfiihrung einer Funktion v (x, y) befriedigen Ver­
moge der Gleichungen 

Es wird dann 

iJv 
p = iJy , 

av 
q = - iJx • 

iJx ay iJv 
p an + q an = as ' 

wobei rechts die Differentiation der Randwerte in Richtung der positiven 
Tangente von r zu nehmen ist, und unser Problem geht iiber in Problem 

IV 

j iJV + a;!(s)ds = stat. 
r 

Das Randintegral rechts konnen wir iibrigens leicht durch parti~lle In­
tegration in die Form 

-j vf'(s) ds 

setzen. Dieses neue Problem hat hinsichtlich des Integranden denselben 
Typus wie das Problem I. Wahrend die· Losung des Problemes I eine 

der Potentialgleichung Au = ~x~ + :y~ = 0 geniigende Funktion mit 

den Randwerten I(s) definiert, liefert dieses zweite Problem ebenfalls 
eine Potentialfunktion v, die sich vermoge der natiirlichen Rand­
bedingungen als die zu u konjugierte Potentialfunktion erweist. 

Die weitere Tatsache, daB einem Minimum bei Problem I ein 
gleich groBes Maximum bei Problem IV entspricht, erkennen wir am 
besten daraus, daB durch Subtraktion der Integralausdriicke von I 
und IV und eine leichte Umformung der Ausdruck: 

ff[( OU - ~)2 + (iJU + ~)2] dx d 
ax oy iJy ax y 

G 

entsteht. Problem I und Problem IV zusammen sind aquivalent mit dem 
Problem, dieses letzte Integral unter der einzigen Randbedingung 
Ii = I(s) zum Minimum zu machen. Das Minimum hat den Wert Null 
und wird angenommen, wenn u die Losung der be'treffenden Ra.ndwert­
aufgabe der Potentialtheorie und v die dazu konjugierte, den Differential-
1 . h au av au av . d P . If k· . g elC ungen ax = ay' oy = - ax genilgen e otenha un hon 1st. 

Courant·Hilbert. Mathematische Physik I. 2. Aua. 14 
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§ 10. Variationsrechnung und Differentialgleichungen der 
mathematischen Physik. 

1. Allgemeines. Bei der Aufstellung und Behandlung der meisten 
Differentialgleichungen der mathematischen Physik erweist sich die 
Variationsrechnung als zuverlassiger Fuhrer. Handelt es sich urn Pro­
bleme des - stabilen - Gleichgewichts, so kann man das Variations­
prinzip vom Minimum der potentiellen Energie zum Ausgangspunkt 
nehmen, wabrend die Gesetze der Bewegungsvorgange ihre einfachsten 
Formulierungen an Hand des" Variationsprinzipes von Hamilton" finden. 
Wir wollen in diesem Paragraphen, ausgehend von diesen beiden Prin­
zipien, die wichtigsten typischen Differentialgleichungsprobleme der 
mathematischen Physik formulieren. 

Betrachten wir zunachst den Fall eines Systems von endlich vielen 
- etwa n - Freiheitsgraden. Die Lage des Systemes mage durch die 
Werte der n Parameter Ql' Qz, ... , q,. charakterisiert sein, deren Be­
stimmung als Funktionen der Zeit t unser Ziel ist. Wir denken uns das 
System in seinen mechanischen Eigenschaften festgelegt durch seine 
kinetische Energie T(izl> ... , iz,., ql> ... , q,., t), welche eine Funktion der 
n Geschwindigkeiten iIi' der n Koordinaten q, und der Zeit t ist, und 
zwar eine quadratische Form in den Geschwindigkeiten: 

n 
T = 1: Pik(ql' ... , q .. , t) qiqk, 

i,1:=1 

und zweitens durch seine potentielle Energie U (ql' ... , q,., t), welche 
wir als eine Funktion von ql' qz, ... , q,. und t annehmen. Das Hamilton­
sche Prinzip besagt nun: Zwischen zwei Zeitmomenten to und tl verliiuft 
die Bewegung so, dap die Funktionen q. (t) das Integral: 

I, 

J=j(T-U)dt 
to 

stationiir machen, verglichen mit solchen benachbarten Funktionen qi (t) , 
fur welche qi (to) = q. (to) und qi(t1) = qi (tl) ist. Oder: Die wirkliche Be­
wegung macht das Integral J stationiir gegenuber allen benachbarten vir­
tuellen Bewegungen, die im selben Zeitintervall von der Ausgangslage des 
Systems zur Endlage fuhren. 

Nach § 3 ergeben sich aus dem Hamiltonschen Prinzip sofort die 
allgemeinen Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 

(91) d aT a 
-~. --(T-U)=o 
dt aql aql (i=1, 2, ... , n). 

Den 'Obergang von den Bewegungsgleichungen zu den Bedingungen 
des Gleichgewichtes erhalten wir unter der Voraussetzung, daB T und 
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U von t nicht explizit abbangen, indem wir in (91) die Ableitungen 
nach der Zeit gleich Null setzen. Es ergibt sich 

au 
(92) Bqj = O. 

D. h.: Ein mechap.isches System mit der potentiellen Energie 
U (Ql' •.. , qn) ist fur ein Wert system der Koordinaten Ql' ... , qn dann 
und nur dann im Gleichgewicht, wenn dort die potentielle Energie 
einen stationaren Wert hat. 

Fiir die Stabilitat des Gleichgewichtes ist dariiber hinaus notwendig 
und hinreichend, daB an der betreffenden Stelle U ein Minimum besitzt. 

Diese Tatsache kann man unter Heranziehung der Bewegungs­
gleichungen beweisen; wir ziehen es aber vor, sie bei Gleichgewichts­
problemen als unabhangiges Postulat an die Spitze zu stellen. 

Einen besonders einfachen Charakter nimmt eine Bewegung an, 
wenn sie sich in der Nahe einer stabilen Gleichgewichtslage eines Systems 
abspie1t. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wollen wir annehmen, 
daB die betrachtete Gleichgewichtslage durch das Verschwinden samt­
licher Koordinaten q, gekennzeichnet ist. Beschranken wir uns dann 
weiter auf solche der Gleichgewichtslage benachbarte Bewegungs­
zustande, bei welchen wir hahere Potenzen der Koordinaten und ihrer 
zeitlichen Ableitungen gegen niedere vernachlassigen durfen, so kannen 
wir - unter der Voraussetzung, daB t in T und U nicht explizit 
vorkommt - T als positiv-definite quadratiscbe Form in den qj mit 
konstanten Koeffizienten a", ansehen: 

n 
T ",' .. = ~ ail.q,qj: 

i, j:=l 

und ebenso U als positiv definite quadratische Form in den q, mit kon­
stanten Koeffizienten bij:: 

Die Bewegungsgleichungen gehen also uber in die linearen Differential­
gleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 

n n 

J: aij:qj: + ~ b",qj: = 0, 
k=l k-l 

we1che die "kleinen Schwingungen" um eine stabile Gleichgewichtslage 
beherrschen und im nachsten Kapitel diskutiert werden sollen. 

Ganz analog werden wir nun auch bei Systemen der Kontinuums­
mechanik, deren Lage nicht mehr durch endlich viele Koordinaten be­
stimmt ist, vom Hamiltonschen Prinzip bzw. dem Prinzip des Minimums 
der potentiellen Energie ausgehen. Nur sind bier eben potentielle und 
kinetische Energie nicbt mehr Funktionen von endlich vielen Ver­
anderlichen und deren Ableitungen, sondern werden ihrerseits wieder 

14* 
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durch Integrale tiber die von dem System eingenommenen Raume, 
Flachen oder Linien dargestellt. 

2. Schwingende Saite (Seil) und schwingender Stab. Das ein­
fachste Beispielliefert die homogene schwingende Saite (oder das Seil), 
welche in ihrer - einem stabilen Gleichgewicht entsprechenden -
Ruhelage die Strecke 0 ~ x:::: l der x-Achse einnimmt, unter dem Ein­
fluB einer konstanten Spannung f.t steht und kleine transversale Schwin­
gungen urn die Ruhelage ausfiihren kann. Bezeichnen wir mit u (x, t) 
die senkrecht zur x-Achse gemessene Entfernung eines Punktes der 
Saite aus seiner Ruhelage, so handelt es sich urn die Bestimmung der 
Funktion u (x, t) . Die vorausgesetzte "Kleinheit" der Bewegung 
bringen wir dadurch zum Ausdruck, daB wir hahere Potenzen der Funk­
tion u und ihrer Ableitungen gegentiber niederen Potenzim vernach­
lassigen. Wir nehmen flirs erste an, die Saite sei an ihren Endpunkten 
befestigt, d. h. es sei u (0, t) = u (I, t) = o. Die kinetische Energie der 

l 

Saite wird durch das Integral ! feu; dx = T gegeben, wenn e die 
o 

Massendichte der Saite bezeichnet. Die potentielle Energie U wird 
proportional der LangenvergroBerung gegentiber der Lange im Ruhe­
zustand zu setzen sein, wobei der Proportionalitatsfaktor gleich der 

l 

Spannung f.t ist. Nun ist die Anderung der Lange f -Vi + u~ dx -I 
o 

der Saite bei Vernachlassigung der Glieder hOherer Ordnung gleich 
l 

if U;' dx, und daher erhalten wir fiir die potentielle Energie den Ausdruck 
o 

l 

U = ~f f.tu!dx. 
o 

Das Hamiltonsche Prinzip vedangt jetzt, das Doppelintegral 

t. t, l 

j(T - U)dt =~f f (Qu; - JLU~) dxdt 
t. t. 0 

stationar zu machen, wobei zum Vergleich aile stetigen mit sttickweise 
stetigen ersten Ableitungen versehenen Funktionen u (x, t) zugelassen 
sind, welche ftir x = 0 und x = I verschwinden und fiir t = to und t = tl 
mit den der tatsachlichen Bewegung entsprechenden Funktionen 
u(x, to) bzw. u(x, t1) iibereinstimmen. Somit ergibt sich aus den ail­
gemeinen Prinzipien der Variationsrechnung bei konstantem e und [t 

sofort die partielle Differentialgleichung der schwingenden Saite 

(93) 
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Wirkt eine auBere Kraft t (x, t) auf die Saite, so tritt zu dem Aus-
1 

druck der potentiellen Energie noch das Zusatzglied f t (x, t) U dx, so 
daB wir jetzt als Differentialgleichung 0 

(94) (lUtt - ftUn + t (x, t) = 0 

gewinnen. 
Das stabile Gleichgewicht einer Saite unter dem EinfluB einer 

auBeren Kraft wird nach dem Minimumprinzip durch das Minimum des 
1 

Integrals f (~ u; + tu) dx gegeben, wobei naturgemaB die auBere 
o 

Kraft t(x) von der Zeit unabhiingig vorausgesetzt ist; es folgt die auch 
als Spezialfall. aus der Bewegungsgleichung sich ergebende Eulersche 
Gleichung 

/-tUn - t(x) =- o. 

Urn die entsprechenden Gleichungen ffir die Zustande eines trans­
versal beweglichen Stabes aufzustellen, gehen wir aus von der Definition 
des Stabes als eines eindimensionalen, in der Ruhelage geradlinigen Kon­
tinuums, dessen potentielle Energie bei Deformation proportional dem 
fiber die StabIange erstreckten Integral des Quadrates der Krfimmung ist. 
Setzen wir wieder voraus, daB wir ht>here Potenzen der Deformations­
funktion U (x, t) und ihrer Ableitungen gegen niedrigere Potenzen ver­
nachlassigen diirfen, so erhaIten wir ffir die potentielle Energie der 

1 

Deformation einen Ausdruck der Form -i-f u;x dx, wahrend die kine-
o 

tische Energie denselben Ausdruck wie bei der Saite behiiIt. Als Diffe-
rentialgleichung der Bewegung ergibt sich nach dem Hamiltonschen 
Prinzip, falls wir noch allgemein das Auftreten einer auBeren Kraft t (x, t) 
voraussetzen: 

QUtt + ft u:un + f(x, t) = 0, 

wahrend ffir das Gleichgewicht unter dem EinfluB einer iiuBeren Kraft 
f(x) die Bedingung 

besteht. 
Entscheidend fUr die Lt>sung unserer Variationsprobleme ist die 

Frage, weIche Randbedingungen bzw. sonstigen Zwangsbedingungen 
vorgeschrieben sind. Anstatt .feste Randbedingungen V'orzuschreiben, 
wie z. B. U (0) = U (I) = 0 bei der Saite, oder U (0) = Uz (0) = U (1) = uz(l) = 0 
beim eingespannten Stab, kOnnen wir auch die Rander freilassen. wobei 
sich nach den Methoden von § 5 bei der Saite die naturlichen Rand­
bedingungen 
(95) u~(O. t) = u~(l, t) = 0 
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bzw. beim Stab 

(96) uzz(O, t) == uzz(l, t) = 0, uz:rz (0, t) = Uzzz (l, t) = 0 

ergeben. 
Sind die Endpunkte der Saite nicht absolut fest, sondern durch elasti­

sche Krafte festgehalten, so tritt zu den Ausdriicken fiir die potentielle 

Energie von den Endpunkten her noch je ein Term hl ~ u 2 (0, t) bzw. 

h2 ~ u2 (l, t). Diese Terme andern die Bewegungsgleichung (94) nicht, 

wohl aber ergeben sich jetzt wie in § 5 die natiirlichen Randbedingungen 

uz(l, t) = -h2u(l, t) . 

1m iibrigen sei auf den Anhang dieses Kapitels verwiesen, wo in 
N r. 15 die Diskussion allgemeinerer Randbedingungen usw. fiir den 
Fall des Stabes naher durchgefiihrt wird. 

3. Membran und Platte. Prinzipiell nicht anders liegen die Ver­
haltnisse bei der ebenen Membran und Platte. Unter einer Membran 
verstehen wir einen flachenhaften, in der Ruhelage ebenen elastischen 
Karper, dessen potentielle Energie sich proportional der Anderung des 
Flacheninhaltes andert, wobei wir den Proportionalitatsfaktor als 
Spannung bezeichnen. In der Ruhelage mage die Membran ein Stiick 
G der x, y-Ebene bedecken; mit u(x, y) sei die Deformation senkrecht 
zur Ruheebene bezeichnet, und diese Deformation sei wieder klein in dem 
Sinne, daB hahere Potenzen von u, uz , uy gegeniiber niederen vernach-

Hissigt werden diirfen. Dann wird der Ausdruck f f fU; + u; + 1 dx dy 

fiir den Flacheninhalt durch f f (1 + u: ~ U;) dxd; zu ersetzen sein, und 
G 

als gesuchte potentielle Energie ergibt sich bis auf einen konstanten 
Faktor das Doppelintegral 

(97) tff(u;, + 1J~)dxdy. 
G 

Wir behandeln zunachst das Gleichgewichtsproblem der M embran. 
Setzen wir voraus, daB die Durchbiegung u (x, y) der Membran am Rande r 
des Gebietes G vorgeschriebene Werte it = u (s) besitzt - s bedeutet die 
Bogenlange Von r - und daB auf die Membran keinerlei auBere Krafte 
wirken, so wird die Gleichgewichtslage durch folgendesVariationsproblem 
charakterisiert: Die der Gleichgewichtslage entsprechende Durch­
biegung u (x, y) ist diejenige· Funktion, fiir welche das Integral 

ff(u! +u;)dxdy einen maglichst kleinen Wert erMlt, wenn zur Kon­
G 

kurrenz aIle im abgeschlossenen Bereich G stetigen Funktionen u mit 
den vorgeschriebenen Randwerten u (s) zugelassen sind, welche im 
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Innern stetige erste und stiickweise stetige zweite Ableitungen1 be­
sitzen. Die Eulersche Differentialgleichung lautet 

Au = Uzx + ullll = o. 
Das Problem des Gleichgewichts ist also aquivalent mit dem durch 
diese Differentialgleichung und die vorgeschriebene Randbedingung ge­
gebenen Randwertproblem dieser partiellen Diflerentialgleichung (der 
Potentialgleichung) . 

Nehmen wir etwas allgemeiner an, daB auf die Membran eine auBere 
Kraft wirkt, deren FHichendichte im Innern durch eine Funktion 
f (x, y) gegeben wird, daB ferner der Rand der Membran frei beweglich 
ist und einer auBeren Kraft von der Liniendichte p (s) unterliegt, endlich, 
daB der Rand durch elastische Krafte an seine Ruhelage gebunden ist, 
wobei die Starke der elastischen Bindung durch einen Elastizitats­
modul der Dichte a (s) charakterisiert wird. Dann wird die potentielle 
Energie einer Membran mit der Durchbiegung u (x, y) durch den Ausdruck 

ff[~ (u;+u;) +fu]dxdy+ f[p(s)u+ ~a(s)u2]ds 
G r 

gegeben. Wiederum erhalten wir die Gleichgewichtslage, indem wir dieses 
Integral durch eine Funktion u (x, y) zum Minimum machen, wobei fiir 
die Zulassung zur Konkurrenz keinerlei Randbedingungen, sondern 
lediglich die oben formulierten Stetigkeitsbedingungen zu stellen sind. 
Die Eulersche Differentialgleichung (Gleichgewichtsbedingung im Innern) 
lautet, wenn wir f1- = 1 nehmen, 

L1u = f(x, y), 

und als natiirliche Randbedingung ergibt sich 
au an + au+p(s) =0. 

Beide Forderungen zusammen stellen wiederum eine Randwertauf­
gabe dar. 

Wir gelangen iibrigens von diesem allgemeinen Fall zu dem der 
Differentialgleichung L1 u = f mit den Randwerten u = 0 zuriick, in­
dem wir p = 0 setzen und 0 iiber alle Grenzen wachsen lassen. 

1st a = 0, so kann unser Gleichgewichtsproblem im allgemeinen 
keine Lasung besitzen. Physikalisch ist von vornherein plausibel, 
daB bei beliebigen auBeren Kraften eine vallig frei iiber dem Gebiet 
bewegliche Membran keine stabile Gleichgewichtslage haben wird, daB 
vielmehr hierfiir von vornherein ein Gleichgewicht der auBeren Krafte 
Voraussetzung sein muB. In der Tat ergibt sich dies Resultat auch 

1 Es wird iibrigens fiir die spatere Behandlung dieses Problems von Wichtig­
keit sein, daB wir die Stetigkeitsvoraussetzung iiber die zweiten Ableitungen 
aufgeben diirfen, ohne daB die LOsung des Problems sich andert. 
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sofort aus dem Variationsprinzip: Damit unser Energieausdtuck im 
FaIle a = 0 uberhaupt eine untere Grenze besitzt, ist notwendig, daB 
die Gleichung 

(98) !!Idxdy +! pds = 0 
G r 

besteht. Man erkennt dies, indem man in den Energieausdruck fur die 
Durchbiegung u einen konstanten Wert c einsetzt. Der Energieausdruck 
wird dann das c-fache der linken Seite von Gleichung (98) und konnte 
durch Wahl eines absolut genommen hinreichend groBen Wertes von c 
beliebig groB negativ gemacht werden, wenn diese linke Seite nicht 
verschwindet. Stellen wir aber diese Bedingung (98), so wird die Losung 
des Variations- oder Gleichgewichtsproblems wiederum nicht eindeutig 
bestimmt sein, da wir zu ihr eine beliebige Konstante additiv hinzu­
fugen konnen, ohne an dem Wert des Energieausdruckes und damit auch 
an seinem Minimum etwas zu andern. Urn die Losung eindeutig zu 
machen, werden wir also noch eine weitere Bedingung hinzufiigen. Man 
wahlt hierzu gewohnlich die Bedingupg 

I!udXdy = 0, 
G 

we1che besagt, daB man den Schwerpunkt der Membran in der Ruhe­
lage festhiilt. 

Zu den Gleichungen der Bewegung einer Membran gelangen wir 
mit Hille des Hamiltonschen Prinzipes, indem wir fUr die kinetische 
Energie den Ausdruck 

~ T=:il~h~ 
G 

zugrunde legen. Das Hamiltonsche Prinzip verlangt dann, weJ1n eine 
auBere Kraft mit der Dichte I (x, y, t) auf die Membranflache und eine 
Randkraft mit der Liniendichte P(s,t) am Rande wirkt, und wenn am 
Rande weiter eine e1astische Bindung a (s) vorliegt, den Ausdruck 

~ ~ 111[; ui- ~ (u~+u;) -/(X,y,t)U]dxdydt- ~fIau2dsdt 
to G t, to r 

+ I pudt 
to 

stationar zu machen. Die Eulersche Differentialgleichung des Problems 
lautet: 

p..:1u - (lUtt - I (x, y, ~ = 0, 

und die natiirlichen Randbedingungen werden 
au 

(100) on + au + p (s) = o. 
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Handelt es sich um eine eingespannte Membran, bei welcher die 
Werte am Rande als Funktionen der Bogenlange vorgegeben sind, so 
tritt an Stelle der Bedingung (100) die Bedingung der Vorgabe dieser 
Randwerte. 

Wahrend beim Gleichgewichtsproblem durch das Minimumprinzip 
sofort ein Randwertproblem einer Differentialgleichung in der Form 
geliefert wird, wie es tatsachlich auf tritt, und hier das Variationsproblem, 
~e wir spater sehen werden, den. Kern des Problems sachgemaB trifft, 
liegt die Bedeutung des Hamiltonschen Prinzips fiir den Bewegungs­
V'organg vor allem in der einfachen formalen Aufstellung der Differential­
gleichung. Um ihre Losung festzulegen, braucht man, abgesehen von den 
sich ergebenden oder von vomherein gestellten raurnlichen Randbedin­
gungen, aber noch andere, auf die Zeitvariable beziigliche Bedingungen. 
Nach dem Hamiltonschen Prinzip erscheinen die zur Konkurrenz zu­
geiassenen Funktionen fiir zwei feste Zeitmomente to und t1 vorgeschrie­
ben. Bei den Bewegungsproblemen der mathematischen Physik sind 
jedoch im allgemeinen nicht von vomherein zeitliche Bedingungen 
dieser Art vorgegeben. Vielmehr wird im allgemeinen, abgesehen von 
den Randbedingungen, der Anfangszustand gegeben sein; d. h. fiir die 
Funktionen u (x. y, t) und ut(x, y, t} werden die Werte zur Zeit t = 0 vor­
geschrieben sein. Wir werden also fiir das Bewegungsproblem ein ge­
mischtes Anfangs- und Randwertproblem zu behandeln haben. 

Ganz analog liegen die Verhiiltnisse bei der Platte. 
Unter einer PIa tte verstehen wir einen flachenhaften, in der Ruhe­

lage ebenen elastischen Korper, dessen potentielle Energie bei einer 
Deformation durch ein Integral iiber eine quadratische Form der 
Hauptkriimmungen der bei der Biegung entstehenden Flache gegeben 
wird. Bezeichnen wir die Hauptkriimmungsradien <Jer deformierten 
Platte mit (>1' (>2' so wird die potentielle Energie ein Ausdruck der 

Form A(~ +~) + 2B , worin A und B Materialkonstanten sind; 
!.ll !.lz !.l1!.l2 

wegen der vorausgesetzten Kleinheit von u, uZ ' ••• kann man setzen 
221 - + - = Llu = Uu + u,,'" - = uzzU",,-U~Y. 
!.ll !.l2 !.l'!?2' 

Die gesuchte potentielle Energie der Verbiegung ist also gegeben durch 
einen Ausdruck der Form 

(101) U1 = j j[(LlU)2 - 2,(1 - ft} (UU u/l1I - u~lI)]dxdy 
G 

bis auf einen Materialfaktor, den wir gleich 1 setzen. 
Zu ihr treten noch die Energien der Flachenkrafte, Randkrafte und 

unter Umstanden auch vorgegebener Biegungsmomente am Rande: 

U.=jffudxdy + jP(S}Uds + jm{s}~:ds, 
G r r 
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wobei die Dichte der FHi.chenkrafte bzw. Randkrafte bzw. normal zur 
Randkurve wirkenden Biegungsmomente durch f (x,y) , P (s), m (s) 
gegeben ist. 

Das Gleichgewicht ist wieder dadurch charakterisiert, daB Ul + U2 

durch eine geeignete zulassige Funktion u(x, y) zum Minimum ge­
macht wird, wobei als Konkurrenzbedingung Stetigkeit der Ab­
leitungen von u bis zur vierten Ordnung .vorausgesetzt wird. (Tat­
sachlich kann man, ohne die L6sung des Problems zu beeinflussen, 
diese Bedingungen stark mildern.) Urn die Eulerschen Gleichungen 
bzw. die natiirlichen Randbedingungen fUr unser Minimumproblem zu 
formulieren, haben wir nach § 5 die Variation CJ U = b Ul + ~ U2 zu 
bilden und gleich Null zu setzen. Es ergibt sich 

bUl = !!(t1t1ubu)dXdY- !Mb::ds-!Pbuds, 
G r r 

wobei 

M(u) = -p..t1u - (1 -'p..) (u"" x;. + 2ux•yx"y" + UyyYn) , 
a a 

P(u) = an Llu + (1 - p..) as (uxx X" X, + U"y(x"y, + x,y,,) + Uyy y"Y8) 

gesetzt ist. (Dabei sind x,,, y" bzw. x,, y, die Richtungscosinus der 
auBeren Normalen bzw. des Tangentenvektors.) Aus b U = 0 erhalt 
man als Gleichgewichtsbedingung einmal die Eulersche Differential­
gleichung 

LlLlu+f=o, 

andererseits, da am Rande keinerlei Bedingungen gestellt waren, die 
natiirlichen Randbedingungen 

P(u) + P = 0, M(u) + m = 0. 

1st die Platte am Rande eingespannt, d. h. haben am Rande u 
und iJu/iJn die vorgeschriebenen Werte Null, so fallen diese natiirlichen 

Bedingungen weg und sind durch die Bedingungen u = 0, :: = ° zu 

ersetzen, wiihrend der gestiitzten Platte, d. h. der Platte, bei welcher 
zwar der Rand, nicht aber dort die Tangentialebene festgehalten ist, 
die Randbedingungen 

(102) u = 0, p..t1u - (1 - p..) (x;,u:r:r + y;,uyy + 2x"y"u",,) = ° 
zugehoren 1. 

Zur Formulierung der Differentialgleichung fUr die Bewegung der 
Platte (Differentialgleichung der schwingenden Platte) gelangen wir 

1 Es ist bei den Variationsproblemen der Platte bemerkenswert, daB der Aus­
druck Uu ugy - u;v als Divergenzausdruck zwar auf die Eulersche Differential­
gleichung keipen EinfluB hat, aber fiir die Gestalt der natiirlichen Randbedingungen 
entscheidend ist. 
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wiederum nach dem Hamiltonschen Prinzip, indem wir fur die kine­
tische Energie den Ausdruck (99) heranziehen. Es ergeben sich so die 
Bedingungsgleichungen 

/lLlLlu + (JUtt = ° 
bzw. allgemeiner 

/lLlLlu + (JUtt + I(x, y, t) = ° 
mit den jeweils entsprechenden Randbedingungen wie oben bei der im 
Gleichgewicht befindlichen Platte. Diese Randbedingungen mussen zur 
Charakterisierung eines wirklichen Vorganges noch charakterisiert 
werden durch Anfangsbedingungen, welche den Anfangszustand, d. h. 
die Funktionen u(x,y,O) und ut(x,y,O) festlegen. 

§ 11. Erganzungen und Aufgaben zum vierten Kapitel. 
1. Variationsproblem zu gegebener Differentialgleichung. Zu 

einer gegebenen gewohnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
y" = I (x, y, y') 1aBt sich stets eine Funktion F (x, y, y:) finden, so daB 
[FJy = ° nach y" aufgelost mit der Differentialgleichung identisch ist. 
Vgl. BOLZA, 0.: Vorlesungen uber Variationsrechnung, S.37-39. 

2. Reziprozitat bei isoperimetrischen Problemen. Die Exhe-
Xl 

malen des Problems] = f F(x,y,y')dx = Extr. unter der Bedingung 
Xl :to 

K = f G(x,y,y')dx = konst. sind dieselben wie die des Problems 
Xo 

K = Extr., ] = konst., abgesehen von dem singularen Fall (§ 7, 1). 
3. Kreisformige Lichtstrahlen. 1st die Geschwindigkeit des Lichtes 

proportional zu y, so sind die Lichtstrahlen Kreise urn Punkte der 
x-Achse als Mittelpunkte. 

4. Das Problem der Dido, mit einer Kurve von gegebener Lange 
ein moglichst groBes Gebiet zu umspannen, werde dahin abgeandeit, 
daB das Land nicht uberall gleich wertvoll ist, sondern etwa die Frucht­
barkeit eine Funktion (J (x, y) des Ortes ist. Es handelt sich also darum, 

dem Integral f f (Jdxdy, erstreckt uber das umspannte Gebiet, einen 
G 

moglichst groBen Wert zu erteilen. Man stelle die Differentialgleichung 
der Extremalen auf. 

5. Beispiel eines raumlichen Problems. Die Kugel ist diejenige 
geschlossene Flache, die unter allen Flachen, welche das gleiche Volumen 
einschlieBen, den kleinsten Flacheninhalt hat. (Literaturangaben bei 
BLASCHKE, W.: Kreis und Kugel. Leipzig 1916.) 

Fragt man nach der Flache mit kleinstem Inhalt, die bei ge­
gebener Randkurve mit einer gegebenen, von derselben Randkurve 
begrenzten Flache ein gegebenes Volumen begrenzt, so ergeben sich 
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als Extremalen die Flachen konstanter mittlerer Kriimmung. LaBt man 
die Nebenbedingung beziiglich des Volumens fortfallen, SO kommt man 
auf die schon in § 3, 4 aufgestellte Differentialgleichung der Minimal­
llachen 

(1 + Z:) Zu - 2zzz,zz, + (1 + z;) z" = 0, 

die das Verschwinden der mittleren Kriimmung anzeigt. 
6. Das isoperimetrische Problem auf einer krummen Fliche hat 

als Losungen die Kurven konstanter geodatischer Kriimmung. (Vgl. 
BLASCHKE, W.: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie und geometri­
sche Grundlagen von Einsteins Relativitatstheorie, Bd. 1, 3. Aufl., 
S.154-155. Berlin 1930.) 

7. Die Indikatrix und ihre Anwendungen 1• Bei dem Problem, das 
t. 

Integral J ~(x, y, X, y)dt zum Extremum zu machen (~ ist positiv­
e. 

homogen erster Ordnung in x,y), betrachten wir bei festen x,y die Kurve 

~(x, y,~, fj) = 1 

in der ~,fj-Ebene. Sie heiSt Eichkurve oder Indikatrix. An ihr lassen 
sich viele wichtige Beziehungen geometrisch deuten. Ganz entsprechend 
ist beim raumlichen Problem ~(x,y,z,~,fj,C) = 1 die Gleichung der 
Eichflache im E, fj, C-Raum. 

Die Richtung (15x, by) ist transversalzu (x,';), wenn~zbx+~riby= 0 
ist. Nun ist aber die Gleichung der Tangente an die Eichkurve im Punkt 

(:' ~): (~ - :) ~~ + (fj - i) ~y = 0 
oder 

Also ist die transversale Richtung die der Tangente an die Eichkurve 
im Treffpunkt mit der Halbgeraden, die vom Nullpunkt nach dem 
Punkt x,y fiihrt. Fragen wir z. B., bei welchen Problemen Transversa­
litat senkrechtes Schneiden bedeutet, so sehen wir, daB die Eichkurve 
die Geraden durch den Nullpunkt senkrecht schneiden, d. h. daB sie 
ein Kreis um den NUllpunkt sein muB. Wegen der Homogenitat folgt 
daraus ~(x,y,i,y) = cp(x,y) -Vi?' + Y2. SolI die Beziehung zwischen Ex­
tremalen- und Transversalenrichtung symmetrisch sein, so muB, wenn 
man zur Tangente in einem Punkt P der Eichkurve die Parallele durch 
den Nullpunkt 0 zieht, die Tangente in ihrem Schnittpunkt mit der 
Eichkurve parallel zu OP sein. 

Besonders lehrreich ist die Betrachtung an der Eichkurve bei der 
Behandlung der gebrochenen Extremalen, d. h. solcher Losungskurven 
eines Extremumproblems, welche im Punkt xo, Yo einen Knick haben. 

1 Vgl. CARATHtODORY, C.: 'Ober die starken Maxima und Minima bei einfachen 
Integralen. Math. Ann. Bet. 62, S. 449- 503. 1906. 
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Wir fragen, wann eine Kurve, die den Punkt (xo, Yo) mit (x, y) ver­
bindet und hier in der Richtung (x- ,y-) eintrifft, dann in der Rich­
tung (x+, y+) weitergeht und in (X2'Y2) endigt, ein Extremum liefem 
kann. Auf den Stucken, wo die Kurve eine stetig veranderliche 
Tangente hat, muB sie wie immer den Eulerschen Gleichungen ge­
nugen. Urn die Verhaltnisse an der Knickstelle zu untersuchen, denken 
wir die Extremale als Glied einer Schar ebenfalls gebrochener Kurven 

x(t) + e~(t), y(t) + efJ (t) 

mit stetig differenzierbaren, an den Enden verschwindenden Funk­
tionen ~ und fJ und bilden die erste Variation, d. h. differenzieren nach 
e und setzen e = O. Tun wir dies fur die beiden Bogen einzeln, so 
bleiben nur die dem Knickpunkt zukommenden Randglieder stehen; 
die auBeren Randglieder verschwinden, da wir die Endpunkte festhalten, 
die Integrale wegen der Extremaleneigenschaft der Bogen. Es bleibt also 

~(tlH5;(Xl'Yl·xl, 5'1) + fJ(tl ) try (xl' Yl' Xl, Yl) 
~ (tl ) tr; (xl' Yl' xi, yt) - fJ (tl) try (Xl' Yl' xt, )it) = 0, 

und da ~ (tl) und fJ (tl) willkfulich sind, so folgt die "W eierstrafJ-Erd­
mannsche Eckenbedingung" 

d. h. die Tangenten in den Treffpunkten der Vektoren (xl' Yl) und 
(xt, yn mit der Eichkurve fallen zusammen. Die beiden Rich­
tungen der Kurve im Knickpunkt sind die der Strahlen Yom Ur­
sprung nach den BerUhrungspunkten einer Doppeltangente der Eich­
kurve. 

8. Variation bei veranderlichem Gebiet. Wenn bei einem In-
x, 

tegral J = f F (x, u, u') dx nicht nur die Funktion u (x), sondem auch die 
x. 

Integrationsgrenzen Xo und Xl mit einem Parameter e variabel sind, so 
erhalt man fUr die erste Variation des Integrals zu dem ublichen Aus­
druck noch einen von der Variation des Gebietes herrUhrenden Zusatz­
ausdruck, und zwar ergibt sich: 

x, 

(103) oJ = f {[FJu ou + (Fu' ou)'} dx + (F ox);!, 
x, 

wobei 

.i (OU(X; F.)) uU = e -~-'-oe ,=0 ' 
.i _ (a Xl (e)) 
uXl - e!l • 

ue .=0 
() _ (oxo(e)) 

Xo - e oe £=0 

gesetzt wurde und [FJu die Eulersche Ableitung von F bedeutet. 
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Eine ahnliche Formel gilt fUr zwei (und natiirlich auch fUr mehr) 
Dimensionen, wenn der Integrationsbereich G mit einem Parameter e 
veranderlich ist. Urn die Variation des Integrals 

J= !!F(x,y,u,ux,uy)dxdy 
G 

zu bilden, denken wir den vom Parameter e abhangigen Bereich G*, 
in welchem wir die laufenden Koordinaten mit x* und y* bezeichnen, 
durch eine - als umkehrbar eindeutig und stetig differenzierbar 
vorausgesetzte - Transformation 

(104) { 
x* = X(x,y; e), 

y* = Y(x, y; e) 

auf den urspriinglichen Bereich G mit den Koordina,ten x, y abgebildet, 
so daB ftir e = 0 die identische Transformation entsteht. In G* ordnen 
wir der Stelle x*, y* einen neuen Funktionswert u* = u* (x*, y*; e) zu, 
den wir in seiner Abhangigkeit von den alten Veranderlichen mit 

(104a) u* = U(x, y; e) 

bezeichnen. Es gilt also die Relation 

u*(X, Y; e) == U(x, y; e). 

In die Flachenschar u* (x*, y* ; e) - deren einzelne Individuen durch 
die Gleichungen (104), (104a) bei festern e in Pararneterdarstellung 
mit x und y als Pararnetern gegeben sind - ist un sere Ausgangs­
funktion u (x; y) ftir e = 0 eingebettet. 

Nunrnehr bilden wir das Integral 

J (e) = !! F[x*, y*, u*(x*, y*; e), u:. (x*, y*; e) u:. (x*, y*; e)] dx* dy* 
G(E) 

und transforrnieren es durch Einftihrung von x, y als unabhangigen 
VeranderIichen auf das feste Gebiet G: 

J(e) = ff F[X, Y, u* (X, Y; e), u:. (X, Y; e), u;. (X, Y; e)] °O(~: ~) dx dy. 
G 

Dann haben wir die Variation durch Differentiation nach e fUr e = 0 
zu bilden. Zur bequemen Ausdrucksweise ftihren wir die Bezeich-
nungen ein: 

tJ x = e ( o~x ) , 
vE E=O 

tJy = e (O~Y) , 
vE E=O 

tJu = e (0 U(x, Y; E)) = e(OU*(X, Y; E)) , 
OE E=O OE .=0 

.i _ (Ou~.(x, y'; e)) uUx-e -----oe E=O' 

.i _ (Ouy-(X, y; e)) uUy - e ~ • 
ve E=O 
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Dann wird 

dJ = II [Fsdx + F,Idy + F".~u + Fuzdus + F"y~UII + F(~x)s 
G + F(~y),1] dx dy. 

Diesem Integral konnen wir eine andere Form geben, wenn wir 
an Stelle der obigen Variationen der verschiedenen Funktionen u* 
die Variationen bei festgehaltener Argumentenstelle heranziehen, 
namIich - a 

<5u = e (11 u* (x, Yj e)) , 
uS .=0 

wobei wir x, y statt der \1Ilabhangigen Veranderlichen x*, y* ge­
schrieben haben und wobei die Variation (fu auf der Stelle mit der 
Variation ~u bei Verriickung des Argumentes durch die Beziehung 

(105) du = ~u + us~x + u,l~y 
zusammenhangt. Entsprechend gilt 

~us = (~u)s + uu~x + uZII~y, 
~UII = (JU),1 + U,lZ~X + u,l,l~y. 

Durch Einffihrung dieser Ausdriicke in dJ gewinnt man 

dJ = IIUF]"Ju + (F"zJu)z + (F"u Ju),1 + (Fdx)z+ (FdY),1}dxdy 
G 

oder If - f( ax ay) -~J= [F]"dudxdy+ F"z on +F". on ~uds 
G r 

+ f F(dx ;: +!5y ~:)dS, 
r 

wenn n die auBere Normale und s die Bogenlange des Randes r von 
Gist. (Die Herleitung dieser letzten Forme! ist fibrigens auch direkt 
auf anschaulichem Wege leicht durchfiihrbar, indem man die Variation 
von ] zerspaltet in einen bei festgehaltenem Gebief entstehenden Be­
standteil und in einen AlHldruck, der von der Variation des Gebietes 
herriihrt; dabei stellt man die Gebietsvariation dar durch Verschiebung 
der Randpunkte in der Normalenrichtung urn einen zu e proportionalen 
vom Randpunkt abhangigen Verschiebungsvektor n.) 

9. Die Sitze von E. Noether fiber invariante Variationsprobleme. 
Integrale in der Punktmechanik1• Durch die von dem kontinuier­
lichen Parameter IX abhangende Transformation 

I x* = x* (x, y, Uj a.), 

(106) y* = y* (x, y, Uj IX), 

u* = U*(x, y, Uj a.) 
1 NOETHER, E.: Invariante Variationsprobleme. Nachr. Ges. GOttingen (math.­

phys. Kl.), S.235-257. 1918. 
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werde jeder Flache u = u (x, y) eine von IX abhangende Schar von FHichen 
u* = u* (x*, y*; IX) zugeordnet, deren Parameterdarstellung (mit x, y als 
Parametern) durch 

x* = X*(x, y, u(x, y); IX) = X(x, y; IX)., 
y* = Y*(x, y, u(x, y); IX) = Y(x, y; IX) , 
u* = U*(x, y, u(x, y); IX) = U(x, y; IX) 

gegeben ist. Dem Werte Null des Parameters IX entspreche die iden­
tische Transformation. 

Wir machen nun die Voraussetzung, das Integral 

] = f f F(x, y, u, uz, ull) dxdy 
G 

mage sich bei Anwendung der Tran~formation (106) nicht andern, d. h. 
es sei £iii" jedes Gebiet G 

]* = frF(x*,y*,u*,u:*,~t:*)dx*dy* = ffFdxdy, 
G* G 

worin G* das Gebiet ist, das der Punkt x*,y* durchlauft, wenn X,}, 

das Gebiet G durchlauft. Dann ist offenbar 

. (0]*) . IJ] = IX ,,- = 0, 
,u.x ,,=0 

und man erhalt auf Grund der vorigen N ummer 

! 0 = If{ [FJu;)u + 0: (Fux du) + o~ (Fu}u) 
(107) GOO} 

+ (J~ (Fh) + oy (FlJy) dxdy. 

Dabei ist genau wie frillier gesetzt: 

!IJX - IX ('OX*) _ IX (~X) 
- O.x ",=0 - O.x ",=0' 

(108) 
lJy = IX (OY*) = IX (0 Y) , 

o.x ,,=0 O.x <>=0 

und eben so ist unter Beachtung von (105): 

- (OU) (109) lJu = IX!I - (Uz + Uuuz)oc=o (h - (UII + UUull),,=o lJy. u.x ,,=0 

Da Gleichung (107) nach Voraussetzung ftir jedes Gebiet G gilt, muG 
der Integrand der rechten Seite verschwinden, d. h. es ist 

- 0 - 0-
[FJu lJu + 0- (Fux lJu + FlJx) + :I (FUglJu + FlJy) = O • 

• t' uy 

Entsprechende Formeln erhalt man bei mehr abhangigen Ver­

anderlichen. Bleibt z.B. das Integral] = f f F(x,y,u, v,ux , vX,uy,vy)dxdy 
G 

bei den kontinuierlichen Transformationen 
x* = X (x, y, u, v; IX), y* = Y(x, y, u, v; IX), 
u* = U(x, y, u, v; IX), v* = V(x, y, u, v; IX) 
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ungeandert, so ergibt sich 
- - 0 - -

[F]u <5u + [F]v <5v + ox (F"z <5u + F'I!z<5v + F <5 x) 
o - -+ oy (F"u<5u + Fv),<5v + F<5y) = o. 

(109a) 

ist. 
Die 'Obertragung auf eine oder mehr a1s zwei unabhiingige Variable 

oder gesuchte Funktionen liegt auf der Hanc:l. Bei einer unabhiingigen 
Variablen erhiilt man durch Integration ffir die Extremalen ein erstes 
Integral 

F",<5u + F",<5v + F <5x = ~. konst., 

worin die Ausdriicke <5u, <5v, <5x nach (108) bzw. (109a) entsprechenden. 
Formeln als Funktionen von x bekannt sind. 

x, 

Man bestatigt dies an dem Beispiel jF(u,u')dx = Min. Da der In-
x. 

tegrand x nicht explizite enthiilt, bleibt er invariant gegeniiber der 
kontinuierlichen Transformation 

x* = x +~, u* = u; 

man erhalt also ffir die Extremalen das Integral F - u' Fu' = konst. 
- ein Resultat, das wir bereits in § 4 abgeleitet haben. 

Kennt man eine mehrere Parameter enthaltende Schar von Trans­
formation en, die das Integral J ungeandert lassen, so erhalt man ebenso 
viele linear unabhangige Kombinationen der Eulerschen Ausdriicke 
in Divergenzgestalt bzw. eben so viele linear unabhangige erste Integrale. 

Diese Tatsachen werden erlautert durch die Integrate der Punkt­
mechanik. Die Bahnkurv~n der Punkte eines freien Massensystems 
werden gegeben durch die Extremalen des Problems 

t, 

<5J = b j(T - U)dt = 0, 
to 

worin T = t 1: m (X2 + y2 + Z2) ist und die potentielle Energie nur 
von der gegenseitigen Lage der Massenpunkte abhangt, d. h. sich bei 
Lagenanderung des gesamten Systems nicht andert. 

Dieses Integral gestattet z. B. die kontinuierliche Transformation 
t* = t, x* = x + ~, y* = y, z* = z 

(also M = by = bz = 0; ~x = ~) 
Covant·HBbert, Mathematische Pbyslk I. 2. Auf!. is 
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oder 
t* = t, x* = X cos IX + ysinIX, y* = -x sin IX + ycOSIX, z* = z 

(also !5t=!5z=O; !5X=IXY, !5y=-IXx). 

Daraus folgt nach dem Obigen 

Ti = ~mx = konst., 

yTi - xT" = ~m(yx - xy) = konst.; 

das ist mit den durch Vertauschung der x, y, z entstehenden Integralen 
zusammen der SchwerfJunkt- bzw. der Fliichensatz. 

}Jmlich ergibt sich das Energieintegral, falls T und U die Zeit nicht 
t, 

explizit enthalten, aus der Bemerkung, daB das Integral j{T - U)dt 
die Transformation t' = t + IX, !5t = IX gestattet. to 

Niiheres siehe bei BESSEL-HAGEN, E.: 'Ober die Erhaltungssatze der 
Elektrodynamik, Math. Ann. Bd.84, 5.258-276. 1921-

Bleibt das Integral ] ungeindert bei Transformationen, die eine 
willkiirliche Funktion p der unabhangigen Variablen und ihre Ab­
leitungen bis zur ktflll Ordnung enthalten: 

x*=X(x,y,u,v,P(x,y), a: P(x,y), ... , a~~P(x,y)), 
.......................... , 

so erhiilt man eine identisch verschwindende Linearkombination der 
Eulerschen Ausdriicke und ihrer totalen Ableitungen bis zur kten Ord­
nung, d. h. die Eulerschen Gleichungen sind nicht unabhangig von­
einander. 

Das einfachste Beispiel ist die homogene Form der einfachen In 
tegrale t. 

] = !'iJ(x,y, x,Y)dt. 
to 

Das Integral andert sich nicht, wenn man t, x (t), Y (t), x (t), Y (t) er­

setzt durch t(T), X(t(T)), y(t(T)), dXd~(T»), dYd~(T»). DemgemaB sind 

die Eulerschen Auschiicke [ffiz, [ffill verbunden durch die Beziehung 

xm]z + y['iJJ1I = O. 

[Vgl. Formel (31) auf S. 170.J 
Betreffs genauerer Angaben, Verallgemeinerungen und Anwendungen 

in der Mechanik, Elektrodynamik und Relativitatstheorie vergleiche man 
den obengenannten Aufsatz von E. NOETHER und die dort angegebenen 
Arbeiten. 

10. Transversalitat bei mehrfachen Integralen. 5011 das Integral 

!jF(x, y, z, xu,Yu, Zu,Xv, Yv, zv) dudv 
G 
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zum Minimum werden unter der Bedingung, daB der Rand der FHi.che 
[x(u,v), y(u,v), z(u,v)] auf einer gegebenen Flache cr(x,y,z) = 0 liegt, 
so findet man durch formale Obertragung des bei Kurven angewandten 
Verfahrens die Randbedingung 

Fxu Fxv crx 
Fyu Fyv cry =0; 

Fzu Fzv crz 

doch ist die Notwendigkeit dieser Bedingung bisher noch nicht be­
wiesen worden. (Vgl. BOLZA, 0.: Vorlesungen tiber Variationsrechnung, 
S.670.) 

11. Eulersche Differentialausdriicke auf krummen Fl8,chen. 1st 
p=p(~,rl), q=q(~,'YJ), r=r(~,1]) die Parameterdarstellung einer 
krummen Flache im p,q,r-Raume, ds2=ed~2+2Id~d'YJ+gd1]2 das 
Linienelement auf der Flache, so wird der Ausdruck 

2 2/ + 2 Q[ _ get; - U;U'l eu'l 
u,u]- . eg-f2 

unabhangig von der Wahl der Parameter. Der zu dem Oberflachen-
integral . 

jjQ[u, u] yeg _/2d~d'YJ 
G 

geh6rige Eulersche Differentialausdruck ist 

Llu = ~ [gU; - /U'l] + ~ [- /u; + eu'1] , 
o~ ye g - f2 o'Yj yeg - /2 

und Llu 
---yeg - /2 

ist von der Parameterwahl unabhangig. 
12. Das Thomsonsche Prinzip der Elektrostatik. In einem Kon­

densator, d. h. in dem Zwischengebiet G zweier geschlossener Flachen 
r1 , r 2 im·Raum, seien u, v, w die Komponenten der elektrischen Feld­
starke. Die Bedingung der Quellenfreiheit 

(110) Ux + Vy + Wz = 0 

sei erfiillt und femer die Ladung Q bzw. -Q auf den beiden Ober­
flachen r1 und r2 vorgeschrieben: 

(111) I [p~tXn + VYn + wZn) do = Q, 

j j(uxn + VYn + wZn) do = -Q. 
r, 

(Zu den Bezeichnungen s. S. 218.) 

15* 
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Dann verlangt das elektrostatische Gleichgewieht, daB die Feld­
energie (bis auf einen Materialfaktor): 

Ijj(U2 + v2 + w2)dxdydz 
G 

einen mOglichst kleinen Wert besitzt. Naeh der Lagrangeschen Multi­
plikatorenmethode ergibt sieh, wenn l(x,y,z) und PI' PI die Multi­
plikatoten von (110) und (111) sind, als Eulersehe Gleichung 

(112) u=lz, v=ly, w=l, 
und als natiirliche Randbedingung 

(113) { 1 = ILl = konst. auf ~l , 

1 = PI = konst. auf 12 . 
D. h. der Feldvektor mit den Komponenten u, v, wist der Gradient 
eines Potentials 1, das auf den Oberfliiehen konstant ist und das der 
Potentialgleiehung .11 = Q geniigt. Ohne Anwendung der Multiplika­
torenmethode kann man dies Ergebnis aueh gewinnen, indem man die 
Nebenbedingung dadurch eliminiert, daB man den Vektor (u, v, w) als 
Rotation eines anderen Vektors darstelIt. 

13. Gleichgewiehtsprobleme beim elastisehen Korper. - Prinzip 
von Castigliano. Zur Formulierung der Gleichgewiehtsbedingungen 
beim dreidimensionalen elastisehen Korper stelIen wir einige Defi­
nitionen und Grundtatsachen der klassischen Elastizitatstheorie zu­
sammen, ohne auf die physikalische Bedeutung genau einzugehen. 

Der betrachtete Korper moge in der Ruhelage ein stiiekweise glatt 
begrenztes Gebiet G des (x,y,z)-Raumes ausfiillen. Aus dieser Ruhelage 
werde der Korper durch irgendwelche Krafte in eine neue Gleichgewiehts­
lage gebracht, wobei jeder Punkt (x,y,z) eine Versehiebung mit den 
Komponenten u, v, w erleidet. Dureh die Definitionsgleichungen 

!Ell=UZ, E12 = HUll + vz). E13 =I(u.+wz), 

(114) En = l(vz + ull), En = VII' En = I (v. + wll), 

E31 = Hwz + u.) , ES! = HWII + va) , E3S = w. 
fiihrt man die DeformationsgroBen und die Dilatation 

E = Ell + En + ES8 

ein. Die bei der Deformation entstehenden elastisehen Krafte werden 
durch ·das System der neun Spannungskamponenten 

511 518 513 
5u 521 513 
581 532 588 

cbarakterisiert, welche auch Funktionen des . Ortes sind und der Sym­
metriebedingung 511 = 5u , Su = 58~' 531 = S18 geniigen. 
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Die Spannungen und Deformationen hangen zusammen durch das 
Hookesche Gesetz: 

1
511 = a Ell + bE, 512 = aEu, 

(US) 5u = aE21' 522 = aEu + bE, 

513 = a8u , 

5u = aEu, 

531 =aEs1 , 5ss =aE32 , 533 = aE33 + bE, 

wobei a und b Materialkonstanten sind. 
An dem Punkt (x,y,z) des KOrpers mage eine Volumkraft angreifen, 

deren Dichte die Komponenten Pi> Ps, Ps besitzt. An der Oberfla.che' 
mage im Pun~te x, y, z eine Kraft angreifen, deren Flachendichte die 
Komponenten PI' PI' Pa besitzt. Dann lauten die Gleichgewichts­
bedingungen im Innern: 

a S11 + a SI1 + a S81 + P = 0 ax ay az 1 , 

(116) asu + as .. + asS! + p. = 0 ax oy GZ 2 , 

aS13 + aS18 + aS88 + p = 0 ax ay az 3 , 

wahrend auf der Oberflache 

(117) 

gilt. 

I 511X" + 51ll y" + 5Sl z" - PI = 0, 

5u x" + 5111l y" + 532 Z" - p. = 0, 
S13 X" + SzaY" + Sa3%" - Pa = 0 

Das Problem besteht nun darin, den Spannungs- und Verschiebungs­
zustand zu bestimmen, wenn gegeben sind im Innern die Volumkrafte 
PI' PI' Pa, auf einem Teil r l des Randes die Oberflachenkrafte PI' PI' Pa 
und auf einem anderen Teil r" die Verschiebungen l . Auf r l soll also 

(118) u= u, v = v, W=W 
sein. 

Der Gleichgewichtszustand wird wiederum charakterisiert durch das 
Prinzip vom Minimum der potentiellen Enetgie: 

I: U[u, v, w] == I jjj[E115u + 2 EU512 + EU5U + 2E23593 + 8335S3 

G + 2 E31 531] dx dy dz 

- jjj(PIU + Psv + Paw) dxdydz - jj<PIU + P.v + P3W) do. 
G ~ 

Dabei sind alsArgumentfunktionen fiir die Variation die Verschiebungen 
u, v, w anzusehen, die auf r. die vorgeschriebenen Werte annehmen. 

1 Es konnten auch an der Oberflache die Normalverschiebung und die 
Tangentialkraft oder die Tangentialverschiebung und die Normalkraft vorgegeben 
sein. Selbstversta.ndlich kann auch r1 oder r. mit der ganzen Oberflllche zu­
sammenfallen. 
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Die Spannungen S sind nach (115) durch die Deformationen £ und 
diese nach (114) durch die Verschiebungen ausgedriickt zu denken. 

Durch Variation ergebeI). sich ohne Schwierigkeit die Gleichgewichts­
bedingungen (116) in G und (117) auf r1 • 

Man kann das Glcichgewicht anstatt durch das Prinzip Yom Minimum 
der potentiellen Energie auch durch das Minimum der Formanderungs­
arbeit charakterisieren. Dieses sogenannte Castiglianosche Prinzip und 
seine .Aquivalenz mit dem vorigen ergibt sich am einfachsten als An­
wendung der Friedrichsschen Transformation. Zu diesem Zweck versieht 
man die urspriinglichen Zwangsbedingungen (114) und (118) mit Multipli­
katoren, und fiigt sie integriert zum Ausdrucke U hinzu. Die Hookeschen 
Gleichungen (115) werden dabei nur als Definitionsgleichungen fiir S 
aufgefaBt und bleiben unberiihrt. Wir bestimmen dann nach dem 
friiheren Schema die Multiplikatoren aus den sich ergebenden Variations­
gleichungen und ge1angen schlieBlich zu folgendem, mit dem urspriing­
lichen aquivalenten Variationsproblem 

II: ! jjj[£n 5 11 +2£12512+£22522+2£23523+£33533+2£31 531)dxdydz 
G 

- jjrP114 + P2V + PaW) do = Min. 
r. 

Hier ist zu variieren nach den Spannungen 5 unter den Neben­
bedingungen (116) und (117) auf r l • Die Deformationen £ sind nach 
(115) und die "Reaktionskrafte" p auf r 2 nach (117) durch die Span­
nungen ausgedriickt zu denken. 

Die Variationsgleichungen des Problems sind die sog. "Kompati­
bilitatsbedingungen", die wir nicht explizite hinschreiben. Infolge 
der allgemeinen Theorie sind sie aquivalent mit der Tatsache, daB 
es "Verschiebungen" u, v, w gibt, die mit den Spannungen durch 
(114) und (115) zusammenhangen und auf r2 die Werte 14, ii, w an­
nehmen. 

Die Bedeutung der vorangehenden Betrachtung liegt theoretisch in 
der Dualitat der Variationsprobleme. In der Mechanik hat das Casti­
glianosche Prinzip eine besondere Bedeutung dadurch, daB es in spe­
ziellen Fillen eine einfachere.praktische Behandlung erm6glicht als das 
Prinzip von der potentiellen Energie. Das gilt Z. B. fUr das entsprechende 
Prinzip der Balkenbiegungstheorie, <las sich auf ein gewohnliches 
Minimumproblen reduziert. 

14. Das Prinzip von Castigliano in der Balkentheorie. Die Ab­
leitung des Castiglianoschen Prinzips in der Balkenbiegungslehre aus 
dem Prinzip von der potentiellen Ener~ie verfolgen wir an einem 
typischen Beispiel. Betrachten wir einen Balken, der am linken Ende 
x = -l eingespannt, in der Mitte x = 0 gestiitzt und am rechten Ende 
x = l durch eine Kraft PI und ein Moment MI belastet wird. 'Oberdies 
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trage er die Last q (x) auf der Uingeneinheit. 1st u (x) die vertikale 
Durchbiegung, so ist 

+1 

U = f[i(u") 2 - qu] dx - PI u(l) + MI u'(l) 
-I 

die potentieile Energie. 1m Gleichgewicht ist sie ein Minimum, wenn 
aile stetigen mit stetigen ersten und stuckweise stetigen zweiten Ab­
leitungen versehenen Funktionen u (x) zugelassen sind, die den Be­
dingungen 
(119) u(-l)=O, u'(-l) =0, u(O)=O 

geniigen. Die natfulichen Gleichungen fUr die Losung formulieren wir 
nach EinfUhrung von M(x) = -u"(x) (des Biegemomentes bis auf 
einen Materialfaktor). Sie lauten: 1m Inneren der beiden Teilstrecken 
ist M (x) mit ersten und zweiten Ableitungen stetig, und es gilt: 

MI/(x) - q(x) = 0, 

M(-O) - M(+O) = 0, 

M(l) - MI 
(120) 

=0, 

M'(l) - PI = 0. 

Zum Castiglianoschen Prinzip gelangt man dann qurch folgende Trans­
formation des obigen Variationsproblems: 1. Man ersetzt u" (x) in U 
durch -M(x). 2. Man versieht die Gleichung M (x) + u" (x) = 0 und 
die Gleichungen (120) mit Multiplikatoren und addiert die linken Seiten 
zu U. 3. Aus den durch Variation nach u und M entstehenden Glei­
chungen druckt man die Multiplikatoren durch M aus und setzt sie ein. 
Das Negative des so entstehenden Ausdruckes, die "Formiinderungs­
arbeit" : 

+l 

tfM2(X)dx 
-I 

ist dann zum Minimum zu machen unter Zulassung alier Funktionen 
M (x), die in jeder der Teilstrecken zweimal stetig differenzierbar sind 
und den Nebenbedingungen (119) geniigen. 

Aus diesen Nebenbedingungen liiBt sich die Funktion M (x) bis auf 
eine Integrationskonstante bestimmen (etwa eine der Auflagerkriifte 
oder das Einspannmoment), und das Variationsproblem reduziert sich 
auf ein gewohnliches Minimumproblem zur Bestimmung dieser Kon­
stanten. 

Es ist klar, wie die Transformation bei anders belasteten und ge­
lagerten Balken aussehen wird; offenbar hat das Castiglianosche Prinzip 
nur Sinn, wenn mehr als zwei Auflager- oder Einspannbedingungen ge­
stellt sind, d. h. im "statisch unbestimmten Faile"; denn sonst liiBt 
sich M(x) ailein schon aus den natiirlichen Bedingungen berechnen. 
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15. Das Variationsproblem der Knickung. Wird ein Stab an 
beiden Enden durch eine Kraft Pinder Liingsrichtung gedriickt, so 
befindet er sich im stabilen oder labilen Gleichgewicht, d. h. nach einer 
kleinen seitlichen Ausbiegung kehrt er in die Gleichgewichtslage zuriick, 
oder er "knickt" aus, je nachdem P unterhalb oder oberhalb eines Wertes 
Po, der "Knickkraft", liegt. 1m ersten Fall besitzt der ungeknickte 
Stab ein Minimum der potentiellen Energie gegenuber kleinen Ausbie­
gungen, im zweiten nicht. 

Hat der Stab in der Gleichgewichtslage die Lange 1 und ist 
"(x) (0 < x <l) die sehliche Ausbiegung, so ist die dabei zusatzlich ent­
stehende potentielle Energie - bis auf einen Materialfaktor -

I I 

U = J(u'1)2dx - pI(u')2dx. 
o 0 

Der erste Term ist die 'Biegungsenergie, der zweite die potentielle Energie 
der VerHingerung (wie beim Seil). 

Fiir genugend kleine Werte von pt hat das Minimum von U bei 
der Randbedingung u(o) = u(l) = 0 den Wert Null. Fiir geniigend 
groBe P kann U negativ werden; man braucht namIich bei beliebiger 
zulassiger Funktion " nur 

I 

f(u'/)ld~ 

P>-,-O"--I-­
JlU/)ld~ 

° 
zu wahlen. Die Knickkraft Po, der groBte Wert von P, bei dem das 
Minimum von U noch Null ist, lii.Btsich offenbar erkliiren als das Mini-
mum von 

I 

j(u')ldx 

° 
unter der Randbedingung "(0) = u(l) = 0; oder, was gleichwertig ist, 
als das Minimum von 

unter der Nebenbedingung 

I 

t Z. B. wenn 'p < 1/11 ist. Denn wegen f u' dx = 0 gibt es eine Stelle xo• 
7iTO u' (xo) = 0 ist; dann ist ° 

,. 
u'(~) = j u"d~, 

Zo 

I 

(u')' ;;;; I j (u")2d~ , 
° 

I I 

j(u')ld~ ;;;; II j (u'')'d~. 
II 0 
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bei u (0) = u (I) = o. Man sagt, Po = A. ist der erste Eigenwert der 
Differentialgleichung 

u"" + A. u" = 0 

mit den Randbedingungen u(O) = u(l) = 0, u"(O) = u"(l) = O. Solche 
Eigenwertprobleme und ihre Behandlung durch die Variationsrechnung 
werden in den nachsten beiden Kapiteln erortert. 
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ZERMELO, E. und HAHN, H.: Weiterentwicklung der Variationsrechnung in den 
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HELLINGER, E.: Die allgemeinen Ansa.tze der Mechanik der Kontinua. Bd. 4 D, 

Artikel 30, S.601-694. Abgeschlossen 1913. 
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Funftes Kapitel. 

Die Schwingungs- und Eigenwertprobleme 
der mathematischen Physik. 

In Kap. IV, § 10, haben uns die Variationsprinzipien der Physik zu 
typischen Randwert- bzw. Anfangswertproblemen fur Gleichgewichts­
und Bewegungsvorgange kontinuierlich ausgebreiteter physikalischer 
Systeme gefiihrt. Die im einzelnen dort aufgesteliten Probleme tragen 
samtlich linearen Charakter. In den Rahmen systematischer Vollstandig­
keit werden wir die Behandlung dieser Probleme erst spater in Band II 
bei der allgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichung~n ein­
ordnen. Jedoch wollen wir in diesem und im nachsten Kapitel eine 
Reihe der wichtigsten Zuge aus der Theorie linearer Differentialgleichungs­
probleme darstellen, insbesondere soweit sie sich auf Schwingungsvor­
gange beziehen. Dabei wird die Methode der Eigenfunktionen im Mittel­
punkt der Betrachtung stehen. 

§ 1. Vorbemerkungen iiber lineare Differentialgleichungen. 

Wir schicken einige allgemeine Bemerkungen tiber lineare Probleme 
voraus. 

1. Allgemeines. - Das Superpositionsprinzip.. Allgemein ver­
stehen wir unter einem Unearen homogenen Diflerentialausdruck oder 
Differentialoperator eine der Funktion u zugeordnete Funktion 

L[u] = Au + Bux + ... + CUxx + ... 
d. h. eine lineare homogene Kombination der Funktion u und ihrer 
Ableitungen bis zu einer gegebenen Ordnung - der Ordnung des Dilte­
rentialausdruckes -, wobei die Koeffizienten gegebene Funktionen der 
unabhangigen Veranderlichen sind. Die grundlegende, fUr einen solchen 
Differentiaioperator geltende Beziehung wird durch die Gleichung 

(1) L[C1U1 + C2U2] = c1L[u1] + c2 L[u2] 

gegeben, wo c1 , c2 beliebige Konstanten sind. Eine Gleichung der Form 

L[u] = I(x,y, ... ), 

wo I eine gegebene Funktion der unabhangigen Veranderlichen ist, 
stellt die allgemeinste lineare Differentialgleichung dar. 1st f == 0, so 
heiBt die Differentialgleichung homogen, andernfalls unhomogen. 
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Lineare homogene Differentialoperatoren sind nur ein spezielles. 
allerdings im folgenden fast ausschlieBlich behandeltes Beispiel linearer 
homogener Funktionaloperatoren. Ein anderer solcher Operator wird 
z. B. gegeben durch den uns von den Integra1gleichungen her bekannten 
Integralausdruck 

J J K (x. y; ~.1J) u(~, 1J) d~ d1J 
G 

oder durch den Operator 
2'" 

8[u] = h~3rf{U(X + hcosiJ, y + hsiniJ) - u(x, y)}d-D 
o 

oder durch den Differenzenoperator 

1 
h2 {u(x + h.y) + u(x - h.y) + u(x,y + h) + u(x.y - h) - 4u(x,y)}. 

Die beiden letzten gehen. wie man leicht bestatigt, im Limes fUr h ~ 0 
in den Differentialoperator Lf u iiber. vorausgesetzt. daB u stetige Ab­
leitungen bis zur zweiten Ordnung besitzt. Die Bedingung. daB eine 
lineare Kombination solcher linearen Operatoren einer bekannten Funk­
tion gleich ist, liefert eine lineare Funktiona1gleichung. wofiir auBer 
den Differentialgleichungen auch Integralgleichungen oder Differenzen­
gleichungen Beispiele sind. Dabei wird die obige Gleichung (1) all­
gemein fiir den linearen homogenen Charakter eines Operators L[u] 
kennzeichnend sein. 

Die Losungen einer homogenen Differentialgleichung - und all­
gemein einer homogenen Funktionalgleichung - besitzen die fundamen­
tale Superpositwnseigenscha/t: Wenn ~. Uz zwei Losungen sind, so ist 
fiir willkiirliche Werte der Konstanten CI • Cz auch CIUI + CIIUZ eine 
Losung. Allgemeiner kann man beliebig viele partikuHire Losungen~. 
uz, ••• mit Konstanten ci • clI • •.• zu einer neuen Losung ci ul + cauB + ... 

00 

kombinieren. Eine konvergente Reihe 1: Cn Un' die aus einer unend-
n=l 

lichen Folge von Losungen uI , UB, ••• zusammengesetzt ist, stellt gewiB 
dann eine Losung dar, wenn sich die Differentialoperation L[u] glied­
weise auf die Summe anwenden laBt. 

Kennt man eine Losung u(x,y •... ;~) der Funktiona1g1eichung 
L[u] =0. welche noch von einem willkiirlichen Parameter ~ abhangt, 
so kann man sich neue Losungen in folgender Form verschaffen: 

v = fw(~) u(x. y •... ;!X) d!X. 

wobei w (!X) eine willkiirliche Funktion ist. das Integrationsgebiet will­
kiirlich gewahlt werden kann und nur die Einschrankung zu machen 
ist, daB das Integral existiert und die Ausfiihrung des Prozesses L unter 
dem Integral gestattet ist. was fiir Differentialoperatoren jedenfalls bei 
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stiickweise stetigem w(/X.) und endlich bleibendem Integrationsgebiet 
zutrifft. 

Beherrscht man die homogene Gleichung vollstandig, so braucht 
man zur Beherrschung der unhomogenen nur die Kenntnis einer 
einzigen Losung; denn man erhiilt aIle Losungen der unhomogenen 
Gleichung durch Addition einer speziellen zu allen Losungen der homo­
genen. 

2. Homogene und un homo gene Probleme. Randbedingungen. 
Die Probleme, mit denen wir e~ zu tun haben, bestehen darin, daB 
erstens eine lineare Differentialgleichung, zweitens aber auch weitere 
Bedingungen, namlich Randbedingungen oder Anfangsbedingungen, 
zu erfiillen sind (vgl. Kap. IV, § 10). Wir sagen, daB das Problem 
homogenen Charakter besitzt, wenn mit einer Losung u auch c u 
bei beliebigem, konstantem c gleichzeitig eine Losung ist. AuBer 
der Differentialgleichung selbst muB hierfiir auch die Randbedingung 
homogen sein. Solche homogene Randbedingungen bestehen vorzugs­
weise in Bedingungsgleichungen zwischen den Werten, welche die ge­
suchte Funktion u und ihre Ableitungen Uz , •.. auf dem Rande r des 
betrachteten Gebietes G annehmen. Die einfachste solche Bedingung 
ist u = 0, oder auch aulon = 0, unter olon wie sonst Differentiation 
in Richtung der auBeren Normalen verstanden. 

Liegen fiir u lineare unhomogene Randbedingungen vor, etwa 
indem (nicht iiberall verschwindende) Randwerte u = 1 vorgegeben 
sind, so konnen wir folgendermaBen zu einem aquivalenten Problem 
mit homogenen Randbedingungen gelangen. Wir nehmen an, es 
handle sich um die homogene Gleichung L[u] = 0 und es lassen sich 
die Randwerte 1 stetig so ins Innere von G fortsetzen, daB L[f] = g 
eine in G stetige Ft1;nktion des Ortes wird; dann erhalten wir fUr 
v = 1- u sofort die Differentialgleichung L[v] = g mit der homo­
genen Randbedingung v = O. 1st umgekehrt eine unhomogene Glei­
chung mit homogenen Randbedingungen vorgelegt und ist eine spe­
zielle Losung der unhomogenen Gleichung bekannt, so erhiilt man 
durch Subtraktion ein Problem mit homogener Gleichung und un­
homogenen Randbedingungen. Allgemein konnen wir sagen: Eine 
homogene Dil/erentialgleichung mit unhomogenen Randbedingungen ist 
aquivalent einer unhomogenen Dil/erentialgleichung mit Iwmogenen Rand­
bedingungen. 

3. Formale Beziehungen. Adjungierte Differentialausdriicke. 
Greensche Formeln. Wir wollen kurz einige formale, auf lineare Diffe­
rentialausdriicke beziigliche Zusammenhange erortern und zusammen­
stellen. Dabei werden wir vorzugsweise solche Differentialausdriicke 
betrachten, welche wie in Kap. IV, § 10 aus einem Variationsproblem 
mit homogenem quadratischem Integranden hervorgehen, sogenannte 
sick selbst adiungierte Dil/erentialausdrikke. 
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a) Eine unabhangige Veranderliche. Zu dem quadratischen 
Ausdruck 

Q[u,u] = au'2 + 2bu'u + du2, 

wo a, b, d gegebene Funktionen von x sind und u (x) die Argument­
funktion bedeutet, gehOrt der symmetrische Bilinearausdruck: 

Q[u,v] = au'v' + b(u'v + v'u) + duv, 
so daB 

Q[u + v, u + v] = Q[u, u] + 2Q[u, v] + Q[v, v] 
wird. 

Integriert man den Ausdruck Q[u, v] iiber ein Intervall xo' .. Xl' 

so kann man durch Produktintegration die Ableitungen von v vertreiben 
und erhalt die "Greensche Formel" 

::1:1 Xl z, 

(2) 1 Q[u, v]dx = - IvL[u]dx + (au' + bu) v 
2', :1', 

wobei der Differentialausdruck 

L[u] = (au')' + (b' - d)u 

bis auf den Faktor -2 mit dem Eulerschen Differentialausdruck zum 
Integranden Q[u,u] iibereinstimmt. Wegen der Symmetrie von Q[u,v] 
ergibt sich ebenso 

(2a) j:;nu, v] dx = ~ J~L[V] dx + (av' + bv) u 1:1" 

~ ~ ~ 

und aus (2) und (2a) die symmetrische Greensche Formel 

:1', 1:1" l(vL[u]-uL[v])dx=a(u'v-v'u) . 
~ ~ 

(2b) 

Geht man statt von einem symmetrischen Bilinearausdruck Q[u, v] 
von einem beliebigen Bilinearausdruck 

B[u, v] = au'v' + bu'v + cuv' + duv 

aus, so ergeben sich durch das entsprechende Verfahren der Produkt­
integration Formeln der Gestalt 

~ ~ ~ 1 B[u, v] dx = -I vL[u]dx + (au' + cu)v 

(3) 
2', I~ = - f uM[v]dx + (av' + bv)u , 

Zt Zt 

~ Zt Zt 

~ ~ 

j(VL[u] - uM[v])dx = [a (u'v - v'u) + (c - b)uv] . (4) 
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Der Differentialausdruck 

M[v] = (av')' + (bv)' - cv' - dv 
wird dem Differentialausdruck 

L[u] = (au')' - bu' + (cu)' - du 
umkehrbar eindeutig zugeordnet durch die Forderung, daB sich das 
Integral auf der linken Seite von (4) allein durch die Funktionswerte 
und ihre Ableitungen am Rande ausdrucken laBt. Diese beiden Aus­
drucke heiBen zueinander adiungiert. 1st identisch L[u] = M[u], so 
heiBt der Differentialausdruck L[u] sick selbst adiungiert; er laBt sich 
wie oben aus einem quadratischen Ausdruck Q[u, u] ableiten. 

Geht man von dem Differentialausdruck 

pU" + ru' + qu 
aus, so findet man fur den adjungierten Ausdruck sofort 

(pv)" - (rv), + qv, 
und man erkennt somit als notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, daB ein Differentialausdruck sich selbst adjungiert ist, das Be­
stehen der Relation 

p' = r. 
Vermoge der Relationen a = p, b' - d = q kann man dann zu 

(pu')' + qu einen zugehOrigen quadratischen Ausdruck Q[u,u] auf 
mannigfache Weise konstruieren. 

Durch Multiplikation mit einem geeigneten, nicht verschwindenden 
Faktor e (x) kann man einen beliebigen linearen Differentialausdruck 
pU" + ru' + qu III einen sich selbst adjungierten verwandeln; man 
hat nur f'-P' -dx 

e(x) = e P 

zu setzen. Ebensogut kann man den Differentialausdruck pU" + ru' + qu 
zu einem sich selbst adjungierten machen, indem man statt x eine neue 
unabhangige Variable einfiihrt, namlich 

x'= fe- r /dxdx, 
oder statt u die neue abhangige Variable 

f '-P' --dx 
V = ue P • 

b) Mehrere una bhangige Veranderliche. Bei linearen par­
tiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ergeben sich ganz ana­
loge Umformungen. Ihr Prinzip wird klar an dem wichtigsten Beispiel 
des quadratischen Integranden 

mit der Polarform 
Q[u, u] = P(u; + u;) + qu2 

Q[u,v] = P(uxvx + UyVy) + quv. 
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Integriert man Q [u, v] iiber einen Bereich G mit stiickweise glattem 
Rand r, so ergibt sich durch Produktintegration die Greensche Formel 

(5) jjQ[u,v]dxdy= - jjVL[u]dxdy+/pv::ds 
G G r 

mit 

vorausgesetzt, daB im abgeschlossenen Bereich G die Funktion v stetig 
ist und stiickweise stetige erste Ableitungen besitzt, wahrend bei u 
Stetigkeit der ersten und stiickweise Stetigkeit der zweitep Ableitungen 
gefordert wird. Mit s wird dabei die BogenHinge, mit %n die Dif­
ferentiation nach der auBeren Normalen bezeichnet. 

Geniigt v denselben Bedingungen wie u, so diirfen wir in der F ormel 
u mit v vertauschen und erhalten durch Subtraktion beider Formeln 
die symmetrische Greensche Formel 

(Sa) jj(VL[U]-UL[v])dXdy= jp(v::-U:~)dS. 
G r 

Unser - selbstadjungierter1 - Differentialausdruck L[u] geht fiir 
p = 1, q = 0 in den Potentialausdruck LI u, die Formeln (5) und (5 a) 
in die bekannten Greenschen Formeln der Potentialtheorie iiber. 

4. Lineare Funktionalgleichungen als Grenzfa.lle und Analoga 
von Systemen linearer Gleichungen. Man kann aile Differential­
gleichungen als Grenzfalle von Differenzengleichungen auffassen, in­
dem man die Differentialquotienten durch entsprechende Differenzen­
quotienten ersetzt, wobei der Zuwachs der unabhangigen Verander­
lichen, die sogenannte Maschenweite, den Wert h haben soil und die 
Funktionswerte von u lediglich in den Punkten x, y, ... eines Gitters 
betrachtet werden, dessen Koordinaten ganzzahlige Vielfache von h 
sind. Die Differentialgleichung geht dann iiber in. ein System von 
linearen Gleichungen fUr die Funktionswerte von u in diesen Gitter­
punkten. In ahnlicher Weise kann man auch Integralgleichungen und 
andere Funktionalgleichungen durch Systeme linearer Gleichungen er­
setzen. Wir werden im zweiten Bande diesen Gedanken zum Ausgangs­
punkt einer ausfUhrlichen Behandlung von Differentialgleichungen 
wahlen, begniigen uns aber hier damit, die Analogie zwischen Differen­
tialgleichungen und Differenzengleichungen als heuristisches Prinzip zu 
benutzen, indem wir die Vermutung an die Spitze steilen, daB die 
Probleme fUr lineare Differentialgleichungen ein ganz analoges Verhal­
ten zeigen wie die entsprechenden Probleme fUr lineare Gleichungen, 
aus denen die Differentialgleichungsprobleme durch Grenziibergang 

1 Genau wie bei gewohnlichen linearen Differentialgleichungen kann man 
auch einem partiellen Differentialausdruck L[u] einen adjungierten M[v] zu­
ordnen durch die ·Forderung. daB der Ausdruck vL[u] - uM[v] ein Divergenz­
.. sdruck wird. 
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herv'orgehen. Diese Vermutung wird sich unter sehr allgemeinen Vor­
aussetzungen bestatigen. 

Insbesondere besteht bei unseren linearen Differentialgleichungs­
problemen die Alternative: Wenn ein zu einem homogenen Differential­
ausdruck gehOriges homogenes Problem als einzige Lesung u =0 be­
sitzt, so besitzt das unhomogene Problem stets eine und nur eine 
L6sung. Besitzt dagegen das homogene Problem eine nichttriviale Le­
sung, so wird das unhomogene nur unter einschrankenden linearen Be­
dingungen und dann mehrdeutig 16sbar sein. Wie in Kap. I wird eine 
besondere Rolle der Fall spielen, daB in dem homogenen Differential­
ausdruck ein Parameter llinear auftritt. Uns interessieren gerade die­
jenigen Werte von l, die Eigenwerte unseres Problems, fur welche das 
homogene Problem eine nichttriviale Lasung, eine Eigentunktion, besitzt. 

Bei den linearen Differentialgleichungsproblemen der Kontinuum­
physik, die uns im folgenden bescMftigen werden, entspricht der Er­
setzung durch Differenzengleichungen die Ersetzung des Kontinuums 
durch ein System von endlich vielen Freiheitsgraden. 

§ 2. Systeme von endlich vielen Freiheitsgraden. 

Wir betrachten, wie in Kap. IV, § 10, ein System von n Freiheits­
graden mit den allgemeinen Koordinaten ql' ... , qn; dessen kinetische 
bzw. potentielle Energie durch quadratische Formen 

mit konstanten Koeffizienten au, bhk gegeben sind. 
Die Form T ist ihrer Natur nach positiv-definit. Von U setzen wirposi­

tive Definitheit voraus und wissen dann, daB fur ql = q2 = ... = qn = 0 
stabiles Gleichgewicht eintritt. Setzt man fur einige der Koordinaten qh 
von Null verschiedene Werte fest oder unterwirft die qh sonstigen un­
homogenen Zwangsbedingungen, so wird sich ein neuer Gleichgewichts­
zustand einstellen, welcher von der ursprunglichen Ruhelage qh = ° ver­
schieden ist. (Diese letzte Fragestellung, bei endlich vielen Freiheits­
graden ohne spezifisches mathematisches Interesse, fuhrt durch Grenz­
iibergang n ~ 00 zu den typiscben Randwertproblemen der partiellen 
Differen tialgleichungen.) 

1. Hauptschwingungen. Normalkoordinaten. Allgemeine Theorie 
des Bewegungsvorganges. Das allgemeine Bewegungsproblem unseres 
Systems wird durch die Differentialgleichungen 

(6) 
n 

2: (auqk + bUqk) = Ph(t) 
k=l 

(au = akA , bu = bkA) 

(h = 1, 2, ''', n) 
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formuliert, wobei die Funktionen Ph (t) die KomponenteIi der gegebenen 
auBeren Kraft darstellen und eine solche Losung qh (t) dieses Differential­
gleichungssystems gesucht ist, bei welcher die Funktionswerte qh (0) und 
qh (O)(h = 1, 2, ... , n) (Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit) vor­
gegeben sind. Sind die auBeren Krafte Ph(t) gleich Null, so sprechen 
wir von einer freien Bewegung oder freien Schwingung des Systems. 

Die vollstiindige Beherrschung des Bewegungsvorganges ergibt sich 
leicht mit Hille der Theorie der quadratischen Formen, wie sie in Kap. I 
entwickelt wurde. Wir betrachten die beiden positiv, definiten quadra­
tischen Formen 

und bringen sie durch eine lineare Transformation 
n n 

(7) Xh = 2: ThI:~b ~h = 1; ihl:x~ 
k=l k=l 

der Variablen Xl' XII' ••• , xn in die Gestalt 

was wegen des definiten Charakters von U und T mit positiven Werten 
AI' 111 , ••• , 1n moglich ist. Indem wir entsprechend gemaB (7) in den 
Gleichungen (6) statt der Koordinaten q1' ... , qn neue, die sogenannten 
N ormalkoordinaten "11' .•. , "In durch die Gleichungen 

(7 a) 

einfiihren, wird 
n 
~ °2 T =.::.. 'Y},,, 

h=1 

und die Bewegungsgleichungen transformieren sich in die Gestalt 

~la + 1h'Y}la = Nla(t), 
wobei 

Nh(t) = 1; Pl(t) 'lIla 
I 

die "Normalkoordinaten" der auBeren Kraft sind. In diesen Differential­
gleichungen sind aIle als Funktion der Zeit t gesuchten Koordinaten 'Y}la 
voneinander getrennt. 

1m iibrigen ist es vielfach zweckmiiBig, dem Begriff der Normal­
koordinaten eine etwas weitere Fassung ,zu geben, indem man darunter 
solche Koordinaten versteht, bei welchen die Energien die Form 

n 
T = c1;,iL 

h=1 

haben, wobei dann 1la = 1t/c = v~ ist. 
Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Auf!. 16 
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Bei dem freien Problem gilt NII(t) = 0, und wir erhalten die Losung 
sofort in der Form 

(8) 
fill = YII cos PII (t - tpll) ("11 = ff,J 

(h = 1,2, ... , n). 

Hierin sind die all, bll oder die YII, tpll willkiirliche Integrationskonstanten. 
Wir nennen diejenige freie Bewegung, bei welcher alle Normalkoordi­
naten auBer der h ten Null sind, wahrend die Bewegung der h ten Normal­
koordinate durch die Gleichung fill = Yll COS"II (t - tpll) gegeben wird. 
die h" Hauptschwingung oder Eigenschwingung des Systems mit der 
Amplitude Yll und der Phase tpll' Wenn wir schlechthin von der hteD 

Hauptschwingung sprechen, meinen wir die Funktion fill = COS"II t, 
nehmen also fur die Amplitude den Wert 1 und fur die Phase den Wert o. 
Die Zahlen "i hellien die Eigenschwingungszahlen oder Eigenlrequenzen 
oder mit einem der Akustik entnommenen Ausdruck die TonhOhen des 
Systems. In den urspriinglichen Koordinaten q" ausgedruckt, erhalten 
wir die hte Hauptschwingung vermoge der Transformationsforme1n 
(7a), indem wir in diesen fiir fill den Wert COS"lIt, fur alle anderen fI den 
Wert 0 einsetzen. 

J ede freie Bewegung des Systems ist eine Superposition verschiedener 
Eigenschwingungen mit verschiedenen Phasen und Amplituden. In den 
2n Integrationskonstanten a I , ••• , an, bI , •••• bn haben wir genau SO 

viele willkiirliche Parameter zur Verfugung, wie notig sind, urn die 
Losung einem willkiirlich vorgegebenen Anfangszustand, d. h. vor­
gegebenen Anfangswerten und Anfangsgeschwindigkeiten der Koordi­
naten anzupassen. 

Urn formal die Losung dieses A-nfangswertproblems darzustellen, 
denken wir uns die GroBen qI' ... , qn zu einem n-dimensionalen Vektor q 
zusammengefaBt. Bezeichnen wir mit e, den Vektor mit den Kom­
ponenten 't1\, 't2', ••. , 'tni (i = 1,2, ... , n), so ergibt sich nach (7a) 
und (8) tI 

q(t) = ~ eiy,cos",(t - tp,). 
i=I 

Diese Darstellung fur die allgemeine freie Bewegung fiihrt dann so­
fort, indem wir den gegebenen Anfangszustand durch die Vektoren q(O) 
und q(O) charakterisieren, zu den Gleichungen 

(~ ~1 I q(O) = ~e,y,cos(",tp,), 

4(0) =11 etY,,,, sin ("itp,). 

Nehmen wir der Einfachheit halber an, daB die Form G schon die 
tI 

Einheitsform G = I. x: ist, so bilden die "EigenfJektoren" e, ein voll-
1=1 • 
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standiges orthogonales Vektorensystem (vgl. Kap. I, § 1), und man er­
balt aus (9) durch Multiplikation mit e" die Relationen 

eli q (0) = y" cos (v" 9'11), 

e,,4(0) = v"y"sin(v"IP,,), 
mit deren Hille die Amplituden y" und die Phasen 9''' ohne weiteres 
bestimmbar sind. 

Wir ftigen hier die Bemerkung ein, daB die Eigenschwingungen als 
solche Bewegungen des Systems definiert werden konnen, bei denen 
die gegenseitigen Verhaltnisse der Koordinaten q" von der Zeit un­
abbangig sind, bei denen also q" die Form q" = vlcg(t) mit zeitlich kon­
stantem v" hat. Man gelangt durch diesen Ansatz sofort von den 
Gleichungen (6) mit Pi = 0 zu den Gleichungen 

n 
l; b'kVk 

k=l g (t) 
n - - g(t) • 
l; alkVk 

k=l 

Indem man beachtet, daB hier rechts eine von i und t unabbangige 
Konstante steht, die' wir A nennen. ergibt sich sofort ffir die quadra­
tischen Formen G und F das durch die Gleichungen 

n 
~ (bu - A. a'k) Vk = 0 (i = 1, 2, ... , n) 

k=l 

formulierte Eigenwertproblem, womit der AnschluB an die obige auf 
der Transformation beruhende Betrachtung gewonnen ist. 

Um nunmehr noch das Problem der erzwungenen Bewegung, bei dem 
die auBeren Krafte P" (t) nicht samtlich verschwinden. zu erledigen, ge­
ntigt es, ffir die allgemeinen Differentialgleichungen n" + A" 1]" = N,,(t) 
eine einzige Losung anzugeben. 

Diejenige L6sung, ffir we1che "1,,(0) = 0 und 1),,(0) = 0 ist, lautetl 
t 

(10) T],,(t) = ~f N,,{'r) sin -yI;.(t - '/:) d'/:, 
o 

und die allgemeine erzwungene Bewegung entsteht dann durch Super­
position dieiier speziellen mit der allgemeinsten freien Bewegung. 

1st die auBere Kraft N" (t) rein periodisch mit einer Frequenz co". 
etwa N" (t) = IX" cosco" (t - <5), so zeigt die Formel (10), solange co: =1= 1" 
ist, daB die Bewegung der Koordinate 1]" durch Superposition einer 
reinen Schwingung der Frequenz mIl und einer Eigenschwingung der 
Frequenz yT,; entsteht. 1st jedoch rof = All oder tritt, wie man sagt, 

1 Diese Uisung kann man sich so entstanden denken, daB man die konti­
nuierlich wirkende auBere Kraft in diskontinuierliche im Zeitabstande J t wir­
kende StoBe aufiOst und dann den Grenzubergang At -+ 0 ausfUhrt. 

16· 
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Resonanz ein, so folgt die erzwungene Bewegung von nh nicht mehr dem 
Rhythmus der Anregung Nit (t), sondern es wird, wie aus Formel (10) 
leicht folgt, t ' • 

(t) £XA ' ( -") £Xh SlnwhU , nh = -2 SlllWh t - u + --2- SlllWht, 
wh 2Wh 

und es bleibt Inh I mit wachsendem t nicht beschrankt. 
2. Allgemeine Eigenschaften der schwingenden Systeme. Oi-dnet 

man die Quadrate AI' , , " An der Schwingungszahlen nach wachsender 
GroBe: AI::; A2 < ". < An' so laBt sich Ap nach Kap. I, § 4 definieren 
als das Maximum, welches das Minimum der quadratischen Form 

n 
F = ~ bh/txhxk annehmen kann, wenn die Variablen erst ens der Neben-

h,k=l n 
bedingung G = ~ ahk Xh Xk = 1 und zweitens ooch p - 1 weiteren 

h,k=l 
Nebenbedingungen der Form 

n 
(11) ~(X,hjXh=O (i=1,2, ••• ,p-1) 

h=l 

mit beliebig gewahlten (X,hj unterworfen werden. Daraus ergeben sich 
sofort einige allgemeine Satze tiber diese Schwingungszahlen bzw. die 
ihnen entsprechenden TonhOhen, die schon im Kap.l, § 4 ohne Erorterung 
ihrer physikalischen Bedeutung ausgesprochen und bewiesen wurden: 

Satz I: Der pte Oberton eines schwingenden Systems ist der hOchste 
unter den Grundtonen aller Systeme, welche a.us dem gegebenen durch Aul­
erlegung von p irgendwie gewiihlten Bindungen der Form (11) entstehen. 

Satz II: Geht ein System S durch Aulerlegung von r Zwangsbedin­
gungen der Form (11) in ein "r-Jach gebundenes" System S' uber, so sind 
die Schwingungszahlen "i, ... , l'~-r des gebundenen Systems nicht kleiner 
als die entsprechenden Schwingungszahlen 1'1' ... , 1'n _ r des Jreien Systems, 
aber auch nicht grofJer als die Schwingungszahlen 1'r+l' ••. , 1'n des jreien 
Systems, d. h., es gelten die Beziehungen 

Ap ~ l~ < lpH bzw. vp ~ 1'~ < 1'pH ' (P = 1, 2, ... , n - r) 

Satz III: Bei VergrofJerung der Tragheit faUt der Grundton und 
ieder Oberton oder nimmt wenigstens nicht zu. 

Dabei verstehen wir unter einer VergroBerung der Tragheit den 
'Obergang zu einem System mit einer solchen kinetischen Energie T', 
daB T' - T nie negativ ist; die potentielle Energie solI dabei unver­
andert bleiben. 

Satz IV: Bei einer Versteifung des Systems steigt der Grundton und 
ieder Oberton oder nimmt iedenfalls nicht abo 

Dabei bezeichnen wir als Versteifung den "Obergang zu einem 
System mit gleicher kinetischer Energie, dessen potentielle Energie 
jedoch um eine nicht negative Form vermehrt ist. 

Es bedarf kaum einer besonderen Erwahnung, daB sich Grundton 
und ObertOne im entgegengesetzten Sinne andern wie nach Satz II 
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bis IV, wenn wir Zwangsbedingungen aufheben, Massen vermindern 
oder das System lockern, d. h. zu einem System 5' iibergehen, dem­
gegeniiber 5 als versteift erscheint. 

§ 3. Die schwingende Saite. 
Wir haben gesehen, daB man bei endlich vielen Freiheitsgraden die 

Gesamtheit der Bewegungen beherrscht, wenn man speziell die syn­
chronen Schwingungen kennt. Dasselbe gilt nun auch bei kontinuier­
lichen schwingungsfahigen Systemen. Wir werden bei ihnen so1che freie 
Schwingungen aufsuchen, bei denen die Elongation u sich als Produkt 
eines nur von der Zeit abhangigen Faktors g (t) mit einem nur vom 
Ort abhangigen Faktor v(x), dem sogenannten Gestaltsfaktor oder der 
5chwingungsjorm, darstellen laBt (stehende 5chwingungen). Einen be­
liebigen Schwingungsvorgang kann man dann durch Superposition von 
solchen synchronen Schwingungen darstellen. 

Diese Zusammenhange werden wir an einer Reihe wichtiger Bei­
spiele entwickeln. 

1. Freie Bewegungen der homogenen Saite. Wir betrachten zu­
nachst das einfachste Beispiel, die Differentialgleichung 

(12) 

der eingespannten homogenen Saite mit den Randbedingungen 
" (o,t) = u(]1,t) = 0 (vgl. Rap. IV, § 10, S.212). Die Zeiteinheit denken 
wir uns der einfacheren Schreibweise wegen so gewii.hlt, daB ft = 1 wird. 
Wir fragen nun gemiiB unserem allgemeinen Programm nach solchen 
der Gleichung (12) geniigenden Funktionen, welche sich in einen nur 
von der Zeit und einen nur vom Crt abhangigen Faktor zerSPalten, 
also in der Gestalt u = v (x) g(t) darstellen lassen. Die Differential­
gleichung (12) HiBt sich dann in die Gestalt 

V" (x) g(t) 

v (x) g(t) 

setzen, woraus sich ergibt, daB beide Seiten gleich ein und derselben 
Konstanten. -A sein miissen, da die eine Seite nicht von x, die andere 
nicht von t abhangt. Aus der Randbedingung v (0) g(t) = v (n)g(t) = 0 
folgt v(O) =v(n) =0. 

Die FunktiQn v (x) ist also gemaB del' Differentialgleichung 

(13) v"+ AV = 0 
und den Randbedingungen 
(13a) v(O) = v(n) = 0 

zu bestimmen. Diese Forderungen konnen nicht fur beliebige Werte 
der Konstanten A erfullt werden. Vielmehr ergibt sich aus der Gestalt 
C1 e l'~ z + Cz e-l' - }.z der allgemeinen Losung der Differentialgleichung (13), 
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daB die Randbedingungen dann und nur dann erfiiIlbar sind, wenn 
A = nil das Quadrat einer ganzen Zahl n ist. Die zugehOrigen Losungen 
lauten v" = sinnx; die Zahlen 1, 211, 32, ••• , und die Funktionen sinx, 
sin2x, ... nennen wir die Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen des durch 
die Differentialgleichung (13) und die Randbedingungen (13a) defi­
nierten "E igenwertproblems" . 

Fiir g(t) ergibt sich allgemein g = acosnt + bsinnt mit will­
kiirlichen Konstanten a, b. Somit haben wir fUr jedes positive 
ganzzahlige n eine Losung der Differentialgleichung (12) in der Form 
sinnx(a"cosnt + b"sinnt); die so dargestellten sinusformigen oder har­
monischen Bewegungen heiBen die Eigenschwingungen der Saite; die 
Zahlen n = v" sind die zugehOrigen Eigenfrequenzen. Allgemeinere Lo­
sungen konnen wir in der Gestalt 

u = 1; sinnx (a" cosnt + btl sinnt) 
" 

ansetzen, wobei die Summe entweder endlich viele Glieder oder auch 
unendlich viele Glieder besitzen darf; in dem letzten FaIle ist aller­
dings ausdriicklich vorauszusetzen, daB die Reihe gleichmaBig kon­
vergiert und sich nach jeder der beiden Variablen zweimal gliedweise 
differenzieren laBt. 

Es entsteht die Frage, ob wir durch geeignete Wahl der Koeffi­
zienten a,,, btl die Losung einem willkiirlich durch die Funktionen 
u (x, 0) = q;>(x), U t (x, 0) = tp (x) vorgegebenen Anfangszustand anpassen 
konnen, so daB also 

00 00 

q;> (x) = ~ a" sinn x, 1jJ (x) = 1; n b" sinn x 
,,=1 ,,=1 

wird. Nun besagt der Entwicklungssatz der Theorie der Fourierschen 
Reihen, daB die obigen Reihenentwicklungen durch geeignete Be­
stimmung der Konstanten aft, btl moglich sind. Die mit den so be­
stimmten Koeffizienten gebildete Reihe stellt dann in der Tat die ge­
wiinschte Losung darl. 

Ganz analoge Resultate erhalten wir, wenn die Saite anderen Rand­
bedingungen unterworfen ist. 1st z. B. der Anfangspunkt fest, d. h. 
u (0, t) = 0, und der Endpunkt gemaB der Gleichung u.: = - hu (h> 0) 
elastisch an seine Ruhelage gebundenll, so ergibt sich durch den Ansatz 

1 Dabei setzen wir die Funktionen fP. tp. cp'. fP". tp' als stiickweise glatt 
voraus; man kann diese weitgehenden Voraussetzungen allerdings vermeiden. 
wenn man auf die Entwicklung der Funktionen und ihrer Ableitungen ver­
zichtet und sich darauf beschrli.nkt. sie lediglich durch ihre Fourierschen Kooffi­
zienten zu charakterisieren. 

2 Vgl. Kap. IV. § 10. S. 214. wo diese Randbedingung aus dem Auftreten 
eines zusatzlichen Randgliedes in der potentiellen Energie abgeleitet wurde. 
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u (x, t) = v (x) g (t) fUr v (x) das Eigenwertproblem: Es sollen Konstanten 
A = 1'2 bestimmt werden, so daB die Differentialgleichung v" + A v = 0 
bei den Randbedingungen v (0) = 0, v' (.n) + h v (.n) = 0 eine nicht iden­
tisch verschwindende Lasung v besitzt. Die erste Randbedingung zeigt, 
daB v die Form sinyx besitzen muB, und die zweite Randbedingung 
liefert fur l' die transzendente Gleichung h sin y.n = -1' cos Y.n. Man 
erMIt, falls h =1= 0 ist, die Wurzeln dieser Gleichung graphisch, indem 
man die aufeinanderfolgenden Aste der Kurve z = tgy.n in der z, 1'-Ebene 

mit der Geraden z = - ~ l' zum Schnitt bringt. Es ergibt sich also wieder 

eine Folge von Eigenwerten AI' A2 , ••• mit zugeharigen Eigenfunktionen 
sinYl x, sin 1'2 x, ... undEigenschwingungen (acosYl t+ bsinYl t) sinY! x, .... 
Ubrigens erMlt man unmittelbar fur die nte Eigtmfrequenz Yn die 

"asymptotische" Relation lim 2 = 1. n n-+oo 

1st speziell das Ende der Saite "frei", d. h. ist h = 0, also U x = 0, 
so wird Yn = n - t, und es ergibt sich 

Vn = sin(n - t)x. 

Ais Lasung von (12) werden wir wieder eine Reihe der Form 

u (x, t) = 2.' sin "n X (an cos Yn t + bn sin l'n t) 
n 

ansetzen kannen und erwarten, daB wir durch geeignete Wahl der Kon­
stant en an' bn diese Lasung einem willkiirlichen Anfangszustand an­
passen kannen. Zur Bestatigung dieser Vermutung werden wir die 
Frage der Entwickelbarkeit einer willkurlichen Funktion w (x) fur das 
Intervall 0 <x<.n nach den Funktionen sinYnx, den Eigenfunktionen 
der Differentialgleichung (12), mit den Randbedingungen 

(14) v(O) = 0, hv(.n) = -v'(n) 

zu untersuchen haben, was in § 14 durchgefiihrt werden soIl. Schon hier 
aber sei auf die Orthogonalitiitseigenschaft der Funktionen vn = sinYnx 
hingewiesen; es ist namlich 

n 

(15) I Vn Vm dx = 0 fur Yn =f= ym, 
o 

wie man unmittelbar bestatigt, indem man die Gleichung v~ + Y~ vn = 0 
mit Vm, die Gleichung v~ + y!.vm = 0 mit vn multipliziert, sodann die 
Differenz bildet und integriert. Es ergibt sich 

n " 

(Y~ - Y!.) fvnvmdx + fddx (v~vm - v:..vn) dx = 0, 
o 0 

woraus wegen (14) die Orthogonalitatseigenschaft ·folgt. 
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2. Erzwungene Bewegungen. Die Bewegung der Saite bei £esten 
Endpunkten unter dem EinfluB einer beliebigen auBeren Kraft Q (x, t) 
ergibt sich aus der unhomogenen Differentialgleichung 

(16) Uzz = Utt - Q(x, t). 

Wir denken uns, um dieses Problem zu behandeln, die Funktion Q(x,t) 
zur Zeit t nach den Eigenfunktionen sinnx entwickelt: 

'" 00 

Q(x, ~ = ~ Qn(t) sinnx, 
11=1 

Qn (t) = ~ f Q (x, t) sinnx dx 
o 

und ebenso die gesuchte Losung in der Form 

'" 00 

u(x, t) = ~ qn(t) sinnx, 
n=l 

qn(t) = ~fU(X,t)sinnxdx 
o 

angesetzt. Der Differentialgleichung (16) such en wir nun zu genugen, 
indem wir die unendliche Folge von gewahnlichen Differentialgleichungen 

(17) 

auf16sen, was (vgl. S. 243) durch die Funktionen 

t 

(17a) qn(t) = ! f sinn(t - t') Q .. (t') dt' + an cosnt + bn sinnt 
o 

mit willkiirlichen Konstanten an, bn erfolgt. Die Konstanten an, b,. 
mussen den gegebenen Anfangsbedingungen gemaB bestimmt werden, 
so daB - die Konvergenz der Reihe und ihre gliedweise Differenzier­
barkeit vorausgesetzt - die Summe 1.' qll(t)sinnx die gewunschte La-

n 
sung der Gleicbung (16) darstellt. - Ein anderer Weg zur Behandlung 
der inhomogenen Gleichung wird in § 5, 2 und § 14, 1 in allgemeinerem 
Zusammenhang entwickelt werden. 

Man kann bei den erzwungenen Bewegungen die Benutzung des 
Entwicklungssatzes v~rmeiden. Wir betrachten dazu die GraBen Qn(t) 
und qn(t) als die durch die obigen Gleichungen definierten Fourierschen 
Koeffizienten von Q (x, t) und u (x, t) - die Existenz dieser Lasung ist 
dabei vorausgesetzt - und fassen als Aufgabe die Bestimmung der 
GraBen qn(t) durch die GraBen Qm(t) auf. Indem wir die Gleichung (16) 
mit sinnx multiplizieren und dann uber das Grundgebiet integrieren, 
erhalten wir nach Umformung der linken Seite durch Produktintegration 
sofort (17) un,d gewinnen somit wieder Formel (17a). Wegen der Voll­
standigkeit des orthogonalen Funktionensystems sinnx ist die Funk­
tion U (x, t) durch die so gewonnenen Entwicklungskoeffizienten eindeutig 
charakterisiert, 
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Yon besonderem Interesse ist wie in § 2 wieder der Fall, daB Qn(t) 
rein periodisch ist: 

Qn(t) = acoswt + bsinwt. 

Dann wird, wenn w 2 '*' n2 ist, qn(t) sich additiv zusammensetzen aus 
einer rein periodischen Funktion der Frequenz (t) und solchen der 
Frequenz n, wahrend qn(t) im Falle der Resonanz w2 = n2 nicht be­
schra.nkt bleibt. (Vgl. S. 244.) 

Die Yerhiiltnisse bei der homogenen schwingenden Saite sind typisch 
fur allgemeinere kontinuierliche schwingende Systeme, welche den 
Gegenstand der weiteren Untersuchungen dieses Kapitels bilden. 
Wesentlich ist die Aufsuchung der Eigenschwingungen und deren Voll­
standigkeit bzw. der Entwicklungssatz. 1m Gegensatz zu dem Fall 
der homogenen Saite werden wir uns bei diesen Satzen jedoch nicht 
auf eine vorliegende Theorie wie die der Fourierschen Reihen berufen 
kannen. Wir werden ihre Beweise - urn den Gedankengang nicht zu 
unterbrechen - in § 14 nachholen. 

3. Die allgemeine unhomogene Saite und das Sturm-Liouvillesche 
Eigenwertproblem. Wir betrachten nunmehr den allgemeinen Fall 
der unhomogenen Saite 

(PUz)z = (lUtt. 

in der p (x) den Elastizitatsmodul, multipliziert mit dem Querschnitt, 
und e (x) die Masse bezogen auf die Langeneinheit bezeichnet. Die 
Aufgabe ist, Losungen dieser Gleichung zu suchen, die gewissen ho­
mogenen Randbedingungen geniigen. Man versucht eine Losung in 
der Form U = v (x) g (t) zu finden und gelangt mit diesem Ansatz un­
mittelbar zu der Gleichung 

(pv')': v (l = g: g , 

welche nur dann erfiillt sein kann, wenn jede der beiden Seiten gleich 
einer und derselben Konstanten -2 ist. Fur die Funktion v (x) ergibt 
sich dann die Differentialgleichung 

(18) (pv')' + 2(lv = 0, 

wiihrend g der Differentialgleichung g + 19 = 0 geniigen muB. Setzen 
wir l =,,2 - daB negative Werte von l nicht in Betracht kommen, 
wird sich bald von selbst ergeben -, so wird also U die Form haben 

U = v (x)(acosvt + bsinvt) , 
wiihrend die Funktion v (x) aus der Differentialgleichung (18) gema.B 
den Randbedingungen zu bestimmen ist. Wie im Spezialfall der ho­
mogenen Saite entsteht das Eigenwertproblem, diejenigen "Eigenwerte" l 
der Differentialgleichung (18) zu bestimmen, fur welche es eine den Rand­
bedingungen genugende, nicht identisch verschwindende L6sung gibt. Diese 
Lasung heiBt die zum Eigenwert l gehOrige Eigenfunktion; sie ist nur 
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bis auf einen willkurlichen konstanten Faktor bestimmt. Als Rand­
bedingungen fUr Anfangs- bzw. Endpunkt kommen vor allem in Frage 
je eine der folgenden Typen I: 

1. v(O) = 0 und v(n} = 0 

2. hov(o) = t/(O} und -hlv(n} = v'(n} 

3. v'(O} = 0 und v'(n) = 0 

oder die Bedingung 

(eingespannte Saite). 

(elastisch befestigtes Ende). 

(freies Ende). 

4. v(O} = v(n} und P(O)v'(O} = p(n}v'(n}, 

welche im Falle p (0) = p (n) als Periodizitatsbedingung aufgefaBt werden 
kann. 

Wir betonen, daB gemaB der physikalischen Natur unseres Problems 
die Funktionen p und (! fur 0:::;; x <n positiv sind, und mach en aus­
drucklich diese Voraussetzung; femer mussen ho, hI positiv sein, wenn 
die Ruhelage eine stabile Gleichgewichtslage sein so112. 

Das so formulierte Problem heiBt nach seinen erst en und erfolg­
reichsten Bearbeitem das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem. Es 
laBt sich noch etwas vera11gemeinem, wenn man statt (18) die Diffe­
rentialgleichung 
(19) (pv')' - qv + l(!v = 0 

betrachtet, wobei q eine gegebene stetige Funktion ist. Es ist fur manche 
Betrachtungen von Bedeutung, daB man die Differentialgleichung (18) 
bzw. (19) durch Transformation der unabhangigen bzw. abhangigen 
Veranderlichen auf einfache Normalformen bringen kann. Z. B. erhalt 
man durch die Transformation z = vYe die Form 

(20) :x (P* z') - (q* - 1) z = 0, 

wobei 
P* = .k. e ' 

*_ 1 d ( d 1) q 
q - - yi! dx P dx Yi!, + ~ 

ist. Ebenso kann man fur q = 0 die Differentialgleichung in die Form 

z" + 1az = 0, a = (!p 

transformieren, indem man statt x eine neue Variable ~ = r pdt) einfiihrt 
und dann wieder ~ durch x ersetzt. ~ x 

Eine andere wichtige Transformation der Differentialgleichung (19) 
wird gegeben durch 

(20 a} u = Yf;ev, 

1 DaB gerade diese Typen ausgezeichnet sind. laBt sich am einfachsten aus 
den Gesichtspunkten der Variationsrechnung begriinden (vgl. Kap. IV und VI). 

a Vgl. Kap. IV. § 10. 2. 
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Dabei geht (19) tiber in 

(19a) u" - ru + 1u = O. 

wobei r eine stetige Funktion bedeutetl. 
Den Eigenfunktionen v und den - positiven - Eigenwerten 1 der 

Di£ferentialgleichung (19) entsprechen Eigenschwingungen der Saite mit 
der Frequenz " = -VI, dargestellt durch die Funktionen 

v (x) (a,. COS'J1t + b,. sin "t) • 

Wiederum liefern die Eigenfunktionen unserer Sturm-Liouvilleschen 
Probleme Systeme orthogonaler Funktionen, und zwar ergibt sich diese 
Eigenschaft ohne Kenntnis der speziellen Eigenschaften der Funktionen 
allein aus der Differentialgleichung. Sind namlich An, 1m zwei verschie­
dene Eigenwerte, Vn , vm zugehorige Eigenfunktionen, so erhalt man wie 
oben in Nr. 1 

,. " 
(In -1m) f (!vnvmdx + f ddx (P[V~Vm - VnV~]) dx = 0, 

o 0 

und hier ist der zweite Ausdruck wegen des homogenen Charakters der 
Randbedingungen gleich Null, so daB tatsachlich fUr die Funktionen 
f"iv, die Orthogonalitatsbeziehung 

" f (!flnflmdx = 0 
o 

besteht. Diese Funktionen konnen und wollen wir als normiert an­
nehmen. Wir werden im § 14 zeigen: Die Eigenwerte l der Ditferential­
gleiehung (19) bei gegebenen Randbedingungen bilden naeh der Gro{3e ge­
ordnet eine abzahlbare Folge AI' ).2' 23 , ... und das zugehOrige System der 
Eigenf~tnktionen liefert ein vollstandiges orthogonales Funktionensystem. 
Ferner: Jede den Randbedingungen des Eigenwertproblems genugende 
stetigeFunktion f(x) mit stuekweise stetigen ersten undzweitenAbleitungen 
ist in eine absolut und gleiehma{3ig konvergente Reihe 

00 

f =~envn' 
n=1 

nach den Eigenfunktionen entwiekelbar. Dieser Entwieklungssatz ermog­
lieht die A npassung der Losung 

00 

u(x,t) = .l'vn(x)(ancos"nt + bnsin"nt) 
n=1 

an einen vorgegebenen Anfangszustand. 

f' q ti-
l Es ist ,,= 7 + e mit I = y P e· 
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Die Eigenwerte A. des Sturm-Liouvilleschen Problems sind, aus­
genommen die des Problems mit Periodizitatsbedingungen l , samtlich 
einfaeh, d. h. es kann zu einem Eigenwert A. nicht zwei voneinander 
linear unabhangige Eigenfunktionen v, v* geben; gabe es namlich zwei 
solche, so wiirde in der Form ev + e*v* jede Losung von (19) enthalten 
sein; jede solche Losung miiBte dann denselben vorgegebenen ho­
mogenen Randbedingungen geniigen, was mit der Tatsache im Wider­
spruch steht, daB man z. B. eine Losung mit willkurlich vorgegebenem 
v(o) und v' (0) finden kann, wahrend die Randbedingungen 1. 2. 3. 
eine Beziehung zwischen v (0) und v' (0) enthalten. 

Die Eigenwerte A. = 'V 2 sind fur q > 0, ho ~ 0, hI > 0 samtlich 
positiv. Es ist namlich 

n n n :r 

A = A f ev2dx = - f [(pv'), v - qv2] dx = f(PV'2 + qv2) dx - pv'v I 

o 0 0 0 

und hier ist die rechte Seite auf Grund der Randbedingungen 1. bis 
4. positiv. Der positive Charakter der Eigenwerte ist wesentlieh dafur, 
dafJ aUe Eigenfunktionen Sehwingungsvorgangen entspreehen. Sobald ein 
Eigenwert negativ wird, tritt an Stelle der betretfenden Eigensehwingung 
ein aperiodiseher Verlauf, was, wie wir spater sehen werden, aueh bei 
negativem q nur endlieh oft vorkommen kann2. 

Was endlich die erzwungenen Bewegungen der Saite betrifft, so kann 
man entweder so vorgehen wie in Nr. 2 bei der homogenen Saite. In 
dem speziellen Fall jedoch, wo in der unhomogenen Differentialgleichung 
(pux)x = eUtt - Q (x, t) die erregende Kraft periodisch Von der Forni 
Q{x,t) = cp(x)eiwt ist, wendet man gewohnlich das folgende Verfahren 
an3 : man setzt die Losung u in der Form u = v(x)eiwt an und erhalt 
sofort fur v (x) die zu (18) gehOrige unhomogene Gleichung 

(pv')' + AeV = - <p(x) (A = co2). 

Urn die Entwicklungskoeffizienten 

'" 
Yn = f evvn dx 

o 

der Losung v (x) zu bestimmen, multiplizieren wir unsere Differential­
gleichung mit vn(x), integrieren uber das Grundgebiet, formen das erste 
Glied mit Produktintegration urn und beriicksichtigen die Differential­
gleich ung fur Vn; dann ergibt sich sofort Y n (2 - An) = en' also 

c~ "n = -,-- mit 
J. -A" 

1 Bei diesen ist ;, = n 2 fiir n = 1. 2. 3, ... ein zweifacher Eigenwert von 
y" + AY = 0 mit den beiden Eigenfunktiollen sin nx und cos nx . 

2 Vgl. Kap. VI. § 2. 
3 Vgl. hierzu das algebraische Analogon in Kap. I. § 3. 6. 
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Diese Behandlungsmethode verliert ihren Sinn im Falle der Re­
sonanz, d. h. wenn die erregende Frequenz 1"1 = OJ mit einer der Eigen­
frequenzen -yr;. = lOti ubereinstimmt und der betreffende Koeffizient ctl 
von Null verschieden ist. 

Den Fall einer beliebigen erregenden Kraft Q (x, t) fuhrt man auf 
den behandelten Spezialfall zurUck, indem man mit Hille einer Fourier­
schen Reihe oder eines Fourierschen Integrals die Kraft Q (x, t) als 
Funktion von t spektral zerlegt (V'gl. Kap. II, § 5 und 6). 

§ 4. Der schwingende Stab. 
Bei der Differentialgleichung 

a'u asu 
ox'+ ott =0 

der Transversalschwingungen eines homogenen Stabes - wir beschranken 
uns hier der Kurze halber auf den homogenen Stab, da der unhomogene 
uns keine weiteren neuen Gesichtspunkte gegenuber den in § 3 ent­
wickelten lehren wiirde - handelt es sich wiederum um die Bestimmung 
der Eigenschwingungen, welche wir durch den Ansatz u = v (x)g(t) 
erhalten. Es ergibt sich wie frillier 

VIV g 
--=-=-A., 

v g d.h. 

(21) VIV -AV = 0, 

wobei die Konstante A. so zu bestimmen ist, daB der Stab an semen 
Endpunkten den vorgeschriebenen Randbedingungen genugt. Wir 
nehmen die Lange des Stabes wieder gleich 1'{, als Ruhelage des Stabes 
das Intervall 0 < x ::;;::n; und unterscheiden verschiedene Arten von 
Randbedingungen (vgl. Kap. IV, § 10): 

1. v"(x) = v"'(x) = 0 fur x=O und x =:n; (freies Ende). 

2. v(x) = v"(x) =0 fiir x=O und x = :n; (gestiitztes Ende). 

3. v(x) = v'(x) =0 fur x=o und x = :n; (eingespanntes Ende). 

4. v'(x) = v'"(X) = 0 fur x = 0 und x = 1'{. 

5. v(O) = v (:n;) , v'(O) = v'(:n;) , } 
und (Periodizitat). 

v"(O) = v"(:n;) , v"'(O) = v"'(:n;) 

Fiir aIle diese Fane lassen sich die Eigenfunktionen und Eigenwerte 
explizit angeben, da man das allgemeine Integral der ersten Differential­
gleichung (21) kennt, na.mlich, wenn 1 + 01 ist und VI = " gesetzt wird: 

1 DaB l:> 0 ist. beweist maIl analog wie in § 3. 
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v = C1 COSVX + c2 sinvx + caevx + c4e- vx 

oder 
V = ~l COSVX + ~2 sin vx + ~a <!rofvx + ~4 6invx . 

Fiir 1 = 0 artet die allgemeine Losung aus in ein Polynom dritten 
Grades v = ~l + ~2X + ~ax2 + ~4X3. 

Die vier homogenen Randbedingungen, denen der Stab unterworfen 
4 

ist, ergeben nun vier homogene Gleichungen der Form 2:aik ~k = 0 
k=l 

(i = 1,2,3,4) fiir die vier GroBen ~l' ~2' ~a, ~4' welche das Ver­
schwinden der Determinante \ au\ fordern, d. h. eine gewisse trans­
zendente Gleichung fiir die Eigenwerte 1. Jede Wurzel dieser Glei­
chung liefert eine oder mehrere als normiert wahlbare Eigenfunktionen. 
Speziell erhalten wir fiir den beiderseits jreien Stab als transzendente 
Gleichung fiir v die Beziehung: 

<!rof Vll COSVll = 1; 

die zugehorigen, noch nicht normierten Eigenfunktionen sind, ab­
gesehen von der zum zweifachen Eigenwert 1 = 0 gehOrigen Funk­
tion ~l + ~2X, 

v = (sinvn - 6inv;rr) (cosvx + <!rofvx) 

- (cosvn - <!rofvn) (sinvx + 6tnvx) . 

Die Losung fiir den beiderseits eingespannten Stab erhalten wir aus 
der obigen Losung (abgesehen von der zu 1 = 0 gehOrigen Eigen­
funktion) fiir den freien Stab durch zweimalige Differentiation, da die 
so entstehende Funktion erstens der Differentialgleichung, zweitens 
den Randbedingungen des eingespannten Stabes geniigt; und zwar 
erhalt man so jede Eigenfunktion des eingespannten Stabes, da man 
von einer solchen durch zweimalige unbestimmte Integration bei ge­
eigneter Wahl der Integrationskonstanten zu einer Eigenfunktion des 
freien Stabes gelangt. Die Eigenwerte sind die Losungen derselben 
transzendenten Gleichung wie vorhin; die Eigenfunktionen werden ge­
geben durch den Ausdruck 

v = (sinvll - 6tnvn) (-cosvx + <!rofvx) 
-(COSVll- <!rofvn) (-sinvx + 6tnvx). 

Beim Stabproblem ist im Gegensatz zu dem der schwingenden 
Saite das Auftreten mehrfacher Eigenwerte keineswegs ausgeschlossen. 
Z. B. besitzt das Problem des beiderseits freien Stabes fiir den Eigenwert 
Null die beiden voneinander unabhangigen normierten Eigenfunktionen 

1 r-' 
V = -= und v = x 1/ ). Beim 'Obergang zum eingespannten Stab 

yon r on3 

durch zweimalige Differentiation gehen diese beiden Eigenfunktionen 
und der zugehorige Eigenwert 1 = 0 verloren. 

In allen Fallen bilden die Eigenfunktionen der Differentialgleichung 
(21) ein orthogonales Funktionensystem, wie wir wiederum nach der 
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alten Methode schlieBen. Sind namlich l,., 1m zwei verschiedene Eigen­
werte und sind VII. Vm zugehOrige Eigenfunktionen, so folgt durch zwei­
malige Teilintegration 

n n 

(1m - ).II)/vllvmdx = (VIIV:;': - VmV~' - tl,.v~ + v:"v~1 , 
o 0 

und hier ist die rechte Seite wegen der homogenen Randbedingungen 
Null. Die Vollstandigkeit des Eigen/unktionensystems und die Ent­
wickelbarkeit wiUkurlicher Funktionen mit stetigen ersten und zweiten und 
stuckweise stetigen dritten und vierten Ableitungen gilt auch hier, wie 
sich aus den spateren Ausfiihrungen (§ 14) ergeben wird. 

1m iibrigen verlauft die Theorie der Transversalbewegungen des 
Stabes ganz ~nalog der Theorie der Saite und braucht hier nicht weiter 
ausgefiihrt zu werden. 

§ 5. Die schwingende Membran. 
1. Das allgemeine Eigenwertproblem der homogenen Membran. 

Die Differentialgleichung Au = Utt der schwingenden homogeneI. 
Membran fiihrt ebenso wie in den bisher erorterten Fiillen zu einem 
Eigenwertproblem, nur daB hier die Differentialgleichung, fiir welche 
das Eigenwertproblem sich ergibt, eine partielle Differentialgleichung 
wird. Die ~embran moge das Gebiet G der x, y-Ebene mit der Be­
randung r bedecken; die iibrigen Voraussetzungen und Bezeichnungen 
bleiben ebenfalls dieselben wie in Kap. IV, § 10, Nr. 3. Als Randbe­
dingung nehmen wir zunachst die einfachste, namlich u = 0, d. h. wir be­
trachten die eingespannte M embran. Der Ansatz u (x, y, t) = V (x, y) g (t) 
liefert sofort fUr die Funktionen v (x, y), g (t) die Beziehung 

Llv =.t =-1 
v g , 

aus der folgt, daB A. eine Konstante sein muB, die wir gleich ,,1 

setzen. Die Funktion v(x,y) ergibt sich wie oben aus dem Eigenwert­
problem, den Parameter 1 als "Eigenwert" so zu bestimmen, daB es 
eine zugehOrige, in G mit ihren Ableitungen stetige Funktion v (x, y) gibt, 
welche der Differentialgleichung 

(22) Av+1v=0 

geniigt, am Rande V'erschwindet und normiert gew1i.hlt werden kann. 
Die Eigenwerte 1 miissen positive Zahlen sein, wie das schon durch 
die Schreibweise 1 =,,2 ausgedriickt ist. In der Tat folgt dt:rch An­
wendung der Greenschen Formel (vgl. § 1) auf die mit v multiplizierte 
Gleichung (22) 

ff(v; + v;) dxdy = - ff vAvdxdy = 1 ff v2 dxdy. 
G G G 



256 V. Die Schwingungs- und Eigenwertprobleme der mathematischen Physik. 

woraus sich das positive Vorzeichen von l ergibt. Danach wird die 

allgemeine Losung der Differentialgleichung g = -1 = -v2 die Ge­
g 

stalt g = acosvt+bsinvt haben, also eine periodische Funktion der 
Zeit sein. Die Losung 

u(x, y, t) = V (x, y) (a cosvt + b sinvt) 

der Schwingungsgleichung entspricht dann einer Eigenschwingung mit 
der Frequenz v = iI. 

Die Existenz der Eigenschwingungen, genauer die Existenz einer 
unendlichen abziihlbaren Folge von Eigenwerten 11 , ).2' la, ... und 
zugehOrigen Eigenfunktionen vdx, y), v2 (x, y), vs(x, y), ... , werden wir 
in § 14 nachweisen, ebenso die zugehOrigen Entwicklungssiitze bzw. 
Vollstiindigkeitssiitze. Schon hier sei aber auf die Orthogonalitiitseigen­
schalt der Eigenfunktionen hingewiesen, die sich in dem Satze aus­
spricht: Zwei zu verschiedenen Eigenwerten li und 11: gehOrige Eigen­
funktionen Vi, VI: sind zueinander orthogonal, d. h., es gilt 

IlviVl:dxdy = O. 
G 

Der Beweis erfolgt nach dem uns schon gelaufigen Muster, indem wir 
mit Hille der Greenschen Formel und der Randbedingung u = 0 schlieBen 

(Ai - ll:) II ViVl:dxdy = - II (VI: A v, - v,Avl:) dxdy = O. 
G G 

Die Bewegung einer frei schwingenden eingespannten Membran 
bei willkiirlich vorgegebenen Anfangsbedingungen u(x,y,O) = I(x,y), 
u,(x,y,o) = g(x,y) laBt sich wie friiher durch Entwicklung nach den 
Eigenfunktionen darstellen, namlich in der Form 

00 

(23) u(x, y, t) = ~vn (x, y) (an COSJ'nt + bn sin vnt) , 
n=1 

wobei die Koeffizienten an, bn durch die Anfangsbedingungen als 

an = j jl(x, y) Vn (x, y) dx dy, bn = ,.:jjg (x, y) Vn (x, y) dxdy 
G G 

festgelegt sind. Hierbei ist stillschweigend vorausgesetzt, daB die 
Reihe (23) konvergiert und sich hinreichend oft gliedweise differen­
zieren laBt. 

Ganz analog wie bei der eingespannten Membran liegen die Ver­
hli.ltnisse, wenn entsprechend einer elastischen Bindung der Membran 

• am Rande cine Randbedingung der Form ~: = -ou gegeben ist, wobei 

o cine positive, im allgemeinen mit dem Orte am Rande veranderliche 
GroBe bedeutet. Das Eigenwertproblem formuliert sich genau wie oben; 
ebenso ergibt sich die Losung des Anfangswertproblems auf Grund 
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des Entwicklungssatzes. Die Eigenwerte 1 sind auch hier positive 
Zahlen. Multiplizieren wir namlich die Differentialgleichung (22) mit v 
und integrieren uber G, so ergibt sich mit Rucksicht auf die Greensche 

Formel aus § 1 und die Randbedingung av + ~: = 0 sofort 

1 = 1JJ v2 dxdy = JJ(v! + v:)dxdy + J av2 ds. 
G G r 

Die Zahlen 'JI = if sind die Frequenzen der entsprechenden Eigen­
schwingungen. Die zu verschiedenen Eigenwerten ~, 1k gehOrigen 
Eigenfunktionen sind zueinander orthogonal. 

Von Interesse ist der Grenzfall a = 0 der Ireien Membran, der 
durch geeignete Vorrichtungen auch physikalisch realisiert werden 
kann. W1ihrend bei allen anderen Randbedingungen jeder Eigenwert 
positiv ist, gibt es hier den Eigenwert 1 = 0 mit der zugehOrigen Eigen­
funktion v (x, y) = konst. 

2. Erzwungene Bewegungen. Auch die der Differentialgleichung 

(24) Au = u" - Q(x, y, t) 

geniigenden erzwtingenen Bewegungen der Membran lassen sich ganz 
nach dem Muster von § 3, 2 behandeln. Entweder entwiekelt man die 
auBere Kraft Q(x,y,t) und eben so die gesuchte Funktion u in eine 

00 00 

Reihe Q (x, y, t) = ~ qn (t) Vn (x, y) bzw. u = ~ Un (t) Vn (x, y) nach den 
n=l n=l 

Eigenfunktionen vn(x, y) der frei schwingenden Membran und bestimint 
dann die Koeffizienten Un (t) aus den Differentialgleichungen 

Un + 1n Un = qn ; 

oder man entwickelt, indem man eine periodische auBere Kraft an­
nimmt, diese in eine Fouriersche Reihe; dann braucht man die Glei­
chung (24) nur fUr den Fall einer rein periodischen Kraft 9'(x,y)eirot 

durch eine Funktion v(x,y)eirot zu lasen. Fur die Funktion v (x, y) er­
gibt sieh sofort die Differentialgleichung 

(25) Av+lv=9'(x,y) (1=w2), 

deren Losung wir z. B. erhalten, indem wir v (x, y) in eine Eigenfunk-
00 

tionenreihe v = ~ Yn Vn entwickeln; die Koeffizienten dieser Reihe be-
n=l 

stimmen sieh, wenn wir en = ff 9'vn dxdy setzen, analog wie auf S.252 
zu G 

C" 
Yn= .l.-.l. • 

3. Knotenlinien. Ebenso wie bei einer Saite oder einem Stabe 
diejenigen Punkte ein besonderes Interesse darbieten, an welchen eine 

Courant· Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Auf!. 17 
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Eigenfunktion Vn verschwindet, die "Knotenpunkte" der zugehOrigen 
Eigenschwingung Vneipnt, spielen bei den Eigenschwingunge~. der ~em­
bran Knotenlinien eine Rolle, d. h. Kurven v" (x, y) = O. Langs dleser 
Knotenlinien bleibt die Membran bei AusfUhrung der Eigenschwingungen 
stets in Ruhe. Wir k6nnen hier nicht allgemein auf die Frage der Kno­
tenlinien eingehen, kommen aber an Hand von Beispielen darauf zu­
ruck (vgl. auch Kap. VI, § 6). 

4. Rechteckige Membran. Entsprechend der Tatsache, daB das 
Eigenwertproblem der Membran von der willkurlichen Wahl des Ge­
bietes abhangt, steckt in dem allgemeinen Problem noch eine groBe 
Fulle von Einzelfragen, von denen wir hier einige besonders heraus­
greifen. Wir betrachten zunachst eine rechteckige Membran, welche 
das Gebiet G(O::;;: x::;;: a, 0 <y< b) bedeckt. Fur die Randbedingun­
gen u:lt:: 0 oder Bu/on = 0 lassen sich die Eigenwerte und Eigen­
funktionen sofort angeben. 1m ersten Falle sind die Eigenwerte die 
Zahlen 1 =,-,;2 (n2 + m2) (n, m = 1, 2, 3, ... ), die zugehOrigen, ubrigens a2 b2 

nicht normierten, Eigenfunktionen die Produkte sin n:x sin m;y. 1m 

zweiten Falle sind die Eigenwerte die Zahlen 1 = ,-,;2 (:: + ~:) 
(n, m = 0, 1,2, ... ), und die zugehOrigen Eigenfunktionen werden 
d h mnx nny b h" h 1 . E' t' urc cos -a- cos -b gege en; ler 1st auc = 0 em 1genwer, Wle 
schon frUher hervorgehoben wurde. (Es ist bemerkenswert, daB wir 
die Eigenfunktionen der eingespannten Membran aus denen der freien 
durch Differentiation nach x und y erhalten.) 

DaB wir auf diese Art alle Eigenfunktionen des Problems erhalten 
haben, geht aus der Tatsache unmittelbar hervor, daB z. B. die Funk-
tionen sin n:x sin m~y fUr das Gebiet G ein vollstandiges orthogonales 
Funktionensystem bilden, so daB eine weitere auf den angegebenen 
orthogonale Eigenfunktion nicht existieren kann. Jede andere Eigen­
funktion muBte namlich, falls ihr Eigenwert mit keinem der obigen 1 
ubereinstimmt, orthogonal auf allen obigen Sinusprodukten sein; 
stimmt ihr Eigenwert mit einem der obigen 1 uberei~ und bangt sie 
nicht linear von den zu diesem Eigenwert geh6rigen Sinusprodukten 
ab, so bleibt nach Subtraktion einer geeigneten Linearkombination 
dieser Sinusprodukte eine zu diesen und wie vorher auch zu den an­
deren Sinusprodukten orthogonale, also identisch verschwindende Funk­
tion ubrig. 

Die Entwicklungssatze usw. reduzieren sich hier einfach auf die aus 
Kap. II bekannten Tatsachen uber Fouriersche Reihen in zwei Variabeln. 

Das Beispiel des Rechteckes zeigt uns, daB bei der Membran sehr 
wohl mehrlache Eigenwerte auftreten konnen. Dies tritt immer dann 
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ein, wenn das Seitep.verhaltnis a : b rational ist, weil dann die Gleichung 
m2 n 2 m/2 n'2 - + - = - + - stets nichttriviale Losungen in ganzen Zahlen 
a2 b2 a2 b2 

besitzt. Z. B. ist beim Quadrat a = b =:7l eine solche Losung m' = n, 
n' = m, . wozu bei der Randbedingung u = 0 die Eigenfunktionen 
sinmx sinny und sinnx sinmy gehOren. Die Frage nach der Vielfach­
heit eines Eigenwertes kommt dann auf das zahlentheoretische Pro­
blem hinaus, wie oft sich eine Zahl ,,2 als Summe ,,2 = n 2 + m2 von 
zwei Quadraten darstellen laBtl. 

Abb. 2. Knotenlinien der quadratiscben Membran. 

Die Knotenlinien fUr die Eigenfunktionen sinnx sinmy sind ein­
fach Parallelen zu den Koordinatenachsen. Bei mehrfachen Eigenwerten 
konnen aber noch ganz andere Knotenlinien auftreten, z. B. die Null­
stellen der Funktion a sinmx sinny + fJ sinnx sinmy beim Quadrat. 
Die vorstehenden Abbildungen 2 geben einige charakteristische Bei­
spiele dafUr. Dabei ist zur Abkiirzung U mn = sinmx sinny gesetzt. 

1 Vgl. hierzu DIRICHLET-DEDEKIND: Vorlesungen iiber Zahlentheorie, 4. Aufl., 
§ 68, S. 164-166. Braunschweig 1894. 

2 Sie sind zum Teil dem im Literaturverzeichnis genannten Buch von 
POCKELS entnommen. 

17· 
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5. Kreisformige Membran. Besselsche Funktionen. Die kreis­
formige Membran, deren Radius wir, notigenfalls nach einer Anderung 
des Ma13stabes, als 1 annehmen konnen, gestattet ebenfalls eine expli­
zite Behandlung. Die Differentialgleichung ihres Eigenwertproblems 
nimmt in Polarkoordinaten nach Kap. IV, § 8, 2 die Gestalt an 

1 1 
(26) v,r+-v,+2v{}f}+).v=0. r r 

Wenn wir wieder den Fall der eingespannten Membran betrachten, so 
haben wir die Randbedingung v{1, {}) = O. Es liegt nahe, die Losung 
der Differentialgleichung (26) durch den Ansatz v (r, {}) = f (r)h ((J) zu 
versuchen, welcher sofort die Beziehung 

r2 (I"(r) + ~- /'(r) + ;,/(r)) h" (fJ) 
---'-~~/(r)~--- - h(U) = c = konst. 

liefert. Da die Funktion v {r, {}), also auch h (b) eine periodische Funk­
tion von {} mit der Periode 2n sein mu13 - sonst ware v keine ein­
deutige Funktion des Ortes -, so folgt fiir c ein Wert c = n2 , wobei 
n eine beliebige nichtnegative ganze Zahl ist. Man erhiilt 

h ({}) = a cosn{} + b sin nIt 

sowie fiir f (r) = y die Differentialgleichung 

(27) r2y" + ry' + (r2l- n2)y = 0, 

und es handelt sieh darum, Eigenwerte A zu finden, fUr welche es eine 
bei r = 0 stetige Lasung dieser Differentialgleichung gibt, die oben­
drein noch der Randbedingung f (1) = 0 geniigt. Dureh die Trans­
formation r fI = (! (l of 0) oder kr = e, wenn wir J,. = k2 setzen, geht 
die Gleichung (27) in 

(28) 

iiber. Die Losungen dieser "Besselschen Differentialgleichung", die so­
genannten Besselschen Funktionen, spielen in der Analysis und mathe­
matischen Physik eine besonders wichtige Rolle und werden uns spater 
im Kap. VII noch ausfiihrlicher beschaftigen. Hier sei nur hervor-

00 

gehoben, daB wir durch den Potenzreihenansatz y (Q) = 2: am em aus 
(28) die Losung m=O 

y (e) = fn(e) = 2=:! {1 - 2 (2:
2+ 2) + 2.4 (2n +[i:)(2n + 4) - + ... } 

erhalten, welche man die Besselsche Funktion nter Ordnung nennt. Die 
Reihe (29) konvergiert auf Grund der einfachsten Kriterien fiir jeden 
Wert Von e, d. h. die Besselschen Funktionen fn(Q) sind ganze trans­
zendente Funktionen. Speziell gilt die Reihenentwicklung 

[i2 !!4 [i6 

fo(e) = 1 - 22 + 2242 - 224262 + - '" . 
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Wir mer ken ferner die Relation 

(29) 

an, die sich aus der Reihenentwicklung sofort ergibt. 
Die Losungen von (27) erhalten wir nunmehr in der Form 

(30) Yn = In(kr) (k2 = A) , 

wobei die Konstante k durch die Randbedingung Yn (1) = 0 zu be­
stimmen ist, d. h. durch die Bedingung In (k) = O. Die Eigenwerte 
1 = k 2 von (27) sind also die Quadrate der Nullstellen der Besselschen 
Funktionen. Was die Existenz dieser Nullstellen anbetrifft, so werden 
wir spater zeigen, daB tatsachlich jede der Funktionen In unendlich 
viele reelle Nullstellen besitzt, die wir kn,m (m = 1,2,3, ... ) nennen 
wollen. Mit dieser Bezeichnung schreiben sich die Eigenfunktionen in 
der Gestalt 

In(kn,mr) (lXcosni}· + fJsinn{}). 

Dabei sind die Konstanten IX, fJ noch beliebig, was uns zeigt, 'daB, 
abgesehen Von den zu n = 0 gehorigen Eigenfunktionen, alle Eigen­
werte mindestens zweifach sind, indem die linear unabhangigen Eigen­
funktionen In cosnf} , In sinnf} zu ihnen gehOren. Die Knotenlinien 
dieser Eigenlunktionen sind Kreise e = konst. bzw. Radien f} = konst. 
Die Eigenschwingungen werden dargestellt durch 

u = In(kn,mr) (excosnf} + fJsinn{}) (acoskn.mt + bsinkn.mt). 

Wenn wir die allgemeinere Randbedingung ~; = -au mit kon­

stantem a zugrunde legen, so bleibt fast alles in unseren obigen Dber­
legungen bestehen. Nur die Randbedingung, aus der die Eigenwerte 
zu bestimmen sind, lautet dann etwas anders, namlich 

kI~(k) = -aIn(k). 

Unsere Funktionen In (kn, m r) sind die einzigen Eigenfunktionen der 
Membran. Man kann den Beweis z. B. fOOren, indem man von der 
Bemerkung ausgeht, daB jede Eigenfunktion v eine mit stetigen Ab­
leitungen bis zur zweiten Ordnung versehene Funktion von f} :.nit der 
Periode 2:n ist, sich also in eine Fouriersche Reihe 

00 

v (r, {)) = ~ In (r) ein'~ 
n= -00 

entwickeln laBt. Geht man mit dieser Reihe in die Differentialgleichung 
(26) hinein, so ergibt sich sofort, daB jedes einzelne Glied In(r) ein,'} der 
Differentialgleichung geniigt. 

Aus dem allgemeinen Entwicklungssatz folgt, daB man eine am 
Rande verschwindende und sonst im Kreise mit ihren Ableitungen bis 
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zur zweiten Ordnung stetige Funktion w (r, #) in eine absolut und gleich­
maBig konvergente Reihe der Form 

00 

w(r,#) = ~anmJn(kn.mr) cosn(1} - 1}n.m) 
n,m=O 

entwickeln kann, worin z. B. fiir den Fall, daB w nicht von {} abhiingt, 
die Entwickelbarkeit einer willkurlichen, mit Ableitungen bis zur zweiten 
Ordnung stetigen und fur r = 1 verschwindenden Funktion von r im 
Intervalle 0 <r< 1 in eine Reihe nach den Bessetschen Funktionen 
Jo(ko,mr) enthalten ist. 

Aus der allg:emeinen Orthogonalitatsrelati<?n fiir die Eigenfunk­
tionen der Membrangleichung folgt fiir die Besselschen Funktionen 
bzw. fiir die Funktionen (30) durch Integration nach # sofort die Ortho­
gonalitatsrelation 

1 

f r ]n(kll"r) ]n(kn,J r) dr = 0 
o 

(i =f i) , 

die man auch direkt nach dem schon after angewandten Verfahren 
aus der Differentialgleichung (27) ableiten kann. Man erkennt iibrigens 
unmittelbar, daB die Orthogonalitat auch bei der a11gemeineren Rand­
bedingung k]~(k) = -a]n(k) bestehen bleibt. 

Zur Normierung dieser Funktionen ] n (kll• m r) bedienen wir uns 
zweckmaBigerweise der Relation 

1 

(31) 2/ ?,.(kr) rdr = J~(k), 
o 

die man folgendermaBen beweist: Wir multiplizieren die Differential­
gleichung fiir ]n(kr) = y namlich: 

(ry')' + (rk - :I)y = 0 

mit ry' und integrieren von 0 bis r. Nach einigen Umformungen ver­
mitte1s partieller Integration' ergibt sich 

, 
2k / ry2dr = (ry')2 + (r2 k2 - n2) y., 

o 

woraus fiir r = 1 wegen y(1) = ]n(k) = 0 die Gleichung (31) folgt. 
Es sind also fiir die Gleichung (27) die Funktionen 

Y2 
J~(k ...... ) ]n(kn,m r) 

die normierten Eigenjunktionen. Naheres iiber die Besselschen Funk­
tionen mage der Leser in Kap. VII und weiterhin in Spezialwerken 
nachsehen. 
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6. Die unhomogene Membran. Die verallgemeinerte Differential­
gleichung der unhomogenen Membran 

pAu + pzuz + p"u,,- qu = e (x, y) Uti, 

wobei p und e uberail in G positiV' sind, fUhrt auf ein Eigenwertproblem, 
welches dem ailgemeinen Sturm-LiouV'illeschen V'on § 3 analog ist, 
namlich auf das Problem, diejenigen Werte von l zu bestimmen, fur 
welche die Differentialgleichung 

L[v] + lev = pAv + pzvz + p"v" - qv + lev = 0 

eine normierte, den vorgegebenen homogenen Randbedingungen ge­
nugende Losung besitzt. Mit Hilfe der Greenschen Formel 

f f (viL[v1] - vIL[Vi])dxdy = f P (Vi ~~ '- Vl ::1) ds = 0 
G r 

[Seite 239 Formel (Sa)] ergibt sich wie oben fUr Eigenfunktionen Vi, Vii 

die zu verschiedenen Eigenwerten ~,lj gehoren, die Relation 

11 ev,vjdxdy = o. 
G 

Wir woilen die Eigenfunktionen im ailgemeinen so festlegen, daB die 
Funktionen fi v, ein normiertes orthogonales Funktionensystem bilden, 
d. h. wir wollen 

IJev~dXdy = 1 
G 

setzen. Die Existenz der Eigenwerte und der Vollstiindigkeits- bzw. der 
Entwicklungssatz, welcher die Entwickelbarkeit einex: den Randbedin­
gungen genugenden und mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ord-

00 

nung versehenen Funktion I (x, y) in eine Reihe I = ~ Cn Vn (x, y) mit 
,,=1 

Cn =11 e Iv"dxdy besagt, wird in § 14 dieses Kapitels in allgemeinem 
G 

Zusammenhange behandelt werden. 

§ 6. Die schwingende Platte. 
1. Allgemeines. Bei der Differentialgleichung 

AAu+utt=O 

der homogenen schwingenden Platte konnen wir uns kurz fassen, 
indem wir nur das prinzipiell gegenuber den frUheren Entwicklungen 
neu Hinzukommende erwiihnen. Das Eigenwertproblem, welches sich 
wieder durch den Ansatz u = V (x, y) g (t) ergibt, lautet 

(32) AAv -lv = 0 
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mit l = v2 , g(t) = iX-e±ivt oder get) = acosd + bsinvt. Als Rand­
bedingungen kommen z. B. in Betracht 

u=O, 
au 
an = 0, d. h. v = 0, 

(eingespannte Platte). Die Orthogonalitiit zweier zu verschiedenen Eigen­
werten gehOriger Eigenfunktionen wird nach demselben Muster bewiesen 
wie friiher, wobei die Greensche Formel (§ 1) benutzt wird. Der 
einzige prinzipielle Unterschied ist, daB hier zwei homogene Rand­
bedingungen zur Charakterisierung des Eigenwertproblems gehoren, 
entsprechend der Tatsache, daB wir es hier mit einer partiellen Diffe­
rentialgleichung vierter Ordnung zu tun haben. 

2. Kreisformige Begrenzung. Die analytischen Schwierigkeiten des 
Problems sind naturgemaB wesentlich groBer als bei der Membran. 
Z. B. gelingt es nicht, den Fall rechteckiger Begrenzung mit ex­
plizit bekannten Funktionen zu behandeln. Die einzige Begrenzung, 
fUr welche eine solche explizite Behandlung gelingt, ist der Kreis. 
Hier werden wir wieder auf Besselsche Funktionen gefUhrt, wenn wir 
Polarkoordinaten r, {} einfUhren. \Vir konnen mit l = k4 die Differential­
'gleichung in die ohne weiteres verstandliche symbolische Gestalt 

(L1 L1 - k4) V = 0 
oder 

(L1 - k2) (L1 + k2) v = 0 

setzen, wobei der Operator L1 die Bedeutung 
02 10102 

L1 = or2 + r or + 7 0{)2 

hat. Denkt man sich v in eine Fouriersche Reihe entwickelt: 
00 

v = ~ Yn(r)ein~, 
n:::::: -00 

so muB jedes Glied der Reihe fiir sich der Differentialgleichung geniigen 
und daher Yn eine Losung yon 

( d2 1 d n 2 ) ( d2 1 d n2 ) 
dr2 + r dr - r2 - k2 -dr2 + r dr - rf + k2 Y = 0 

sein. \Vir konnen sofort zwei yoneinander unabhangige, fUr r = 0 
regulare Losungen dieser Differentialgleichung angeben, namlich In(kr) 
und In (ikr) mit i = Y - 1, und haben also in der Funktion 

v(r, 1']) = In (kr) (a1cosnl'] + b1sinn#) + fn(ikr) (a 2 cosn# + b2 sinn#) 

eine Losung von (32). Urn den Randbedingungen v(1, {}) = 0, 
vr(1, {}) = 0 zu geniigen, haben wir zu set zen 

In(k)a1 + In (ik)a2 = 0, In(k)b1 + In(ik)b2=0, 

f~(k)al + iI~(ik)a2 = 0, I~(k)bl + if~(ik)b2 = 0, 
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woraus sich fur die Eigenfrequenz k die transzendente Gleichung 

J~(k) iJ~(i k) 
JnCkj i-;(ik) 

ergibt; in ihr tritt, wie die Reihenentwicklungen von Seite 260 zeigen, 
die imaginare Einheit i nicht mehr wirklich auf. 1m einzelnen sei hier 
wieder auf die Literatur verwiesen. 

§ 7. Allgemeines iiber die Methode der Eigenfunktionen. 

Es ist nutzlich, nach der Betrachtung der obigen Beispiele den Kern 
der Methode hervorzuheben. 

1. Die Methode bei Schwingungs- und Gleichgewichtsproblemen. 
Die behandelten Probleme hatten folgenden Typus: Es sei G ein Be­
reich der unabhangigen Raumvariablen x, ... , und ZW\l.r je nach der 
Anzahl der unabhangigen Veranderlichen entweder ein Intervall der 
x-Achse oder ein stuckweise glatt begrenztes Gebiet der x, y-Ebene 
oder des x,y,z-Raumes. Der Zustand eines den Bereich G ausfullenden 
Kontinuums werde durch eine Funktion U (x, ... ; t) charakterisiert, 
deren identisches Verschwinden einer stabilen Gleichgewichtslage ent­
spricht. L[uJ sei ein in G definierter, sich selbst adjungierter linearer 
Differentialausdruck hinsichtlich der Raumvariabeln x, ... , entsprungen 
durch Variation der zu dem System gehorigen potentiellen Energie, und 
e (x, ... ) eine die Massendichte darstellende gegebene Ortsfunktion, 
Q (x, ... ; t) die gegebene auBere Kraft. Dann wird eine Lasung der 
Differen tialgleich ung 
(33) L[u] = (lUtt - Q 
gesucht, welche vorgegebenen homogenen die Zeit nicht enthaltenden 
Randbedingungen auf dem Rande r von G genugt und zu einem vor­
gegebenen, durch 

u(x, ... ; 0) = rp (x, ... ), ut(x, ... ; 0) = lj.!(x, •.. ) 

definierten Anfangszustand gehort. Bei allen vorkommenden Funktionen 
wird Stetigkeit der Ableitungen bis zu jeder vorkommenden Ordnung 
vorausgesetzt. 

Der Fall des Gleichgewichts ordnet sich ein, wenn wir annehmen, 
daB alle vorkommenden Funktionen von t unabhangig sind und keine 
Anfangsbedingungen gestellt werden. Wir erhalten dann statt des ge­
mischten Anfangs-Randwertproblems der Schwingungen ein Rand­
wertproblem des Gleichgewichts. 

Unter den freien Bewegungen, d. h. den L6sungen der homogenen 
Differentialgleichung 
(33 a) L[u] = (lUtt, 

welche den vorgelegten homogenen Randbedingungen genugen, zeichnet 
man die Eigenschwingungen durch die Forderung des Synchronismus: 
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u = v (x, .. . )g(t) aus. Jede solche Eigenschwingung gehOrt zu einem 
konstanten Werte A, einem Eigenwert, derart, daB g + Ag = 0, also 

g (t) = a cos fI. t + b sin fI. t 
und 
(34) L[v] + AeV =0 

ist, wobei v die oben fiir u gestellten Randbedingungen erfiillen muB. 
Das charakteristische Problem - Eigenwertproblem - besteht nun 
darin, Werte des Parameters 1 - Eigenwerte - zu bestimmen, derart, 
daB die homogene Differentialgleichung (34) unter den vorgegebenen 
Randbedingungen nicht identisch verschwindende L6sungen besitzt 
(Eigenfunktionen). Die Schwingung, welche der urspriinglichen Glei­
chung (33a) geniigt, hat dann die Darstellung 

u = (a cos yI t + b sin yI t) v (x , ... ) . 

Bei endlichem Grundgebiet G besteht im allgemeinen der folgende 
Sachverhalt-: Die Eigenwerte A bilden eine abziihlbare unendliche F olge 
AI' 12 , • •• Es gibt ein System von entsprechenden Eigenfunktionen Vl. 

V2' ..• , welches vollstiindig im Sinne von Rap. II, § 1 ist und den Ortho­
gonalitatsrelationen 1 

J eViVk dr = ° (i =f k), 
G 

geniigt. Ober die VollsUindigkeit hinaus gilt sogar der Entwicklungs­
satz: Jede Funktion w mit stetigem L[w], welche den vorgegebenen 
homogenen Randbedingungen geniigt, laI3t sich in eine absolut und 
gleichmaBig konvergente Reihe 

00 

w = 2: c~v", 
'>'=1 

nach den Eigenfunktionen entwickeln. 
Man erhalt auf Grund dieser Tatsachen - die jeweils eines be­

sonderen Beweises bediirfen (s. § 14) - eine unendliche Folge von 
Eigenschwingungen (ay cos Y A" t + b. sin y A" t) Vy (x, ... ), aus denen wir 
durch Superposition die Losung des Anfangswertproblems von (33a) 
durch geeignete Wahl der Ronstanten a" und by erhalten. Und zwar 
haben wir 

zu setzen. 

1 Mit f f d7: bezeichnen wir das Integral der Funktion f (x, ... ) iiber den 
G 

Bereich G. 
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Bei der unhomogenen Gleichung (33) unter den homogenen Rand­
bedingungen - nach § 1, 2 bedeutet die Voraussetzung homogener 
Randbedingungen'bei einer unhomogenen Gleichung keine Beschrankung 
der Allgemeinheit - gewinnt man die Losung u (x, ... ; t), indem man 
ihre Entwicklungskoeffizienten rv (t) in bezug auf die vv bestimmt. 
Zu diesem Zwecke multiplizieit man die Differentialgleichung (33) mit 
'Uv, integriert uber G, formt die linke Seite mit Hilfe der Greenschen 
Formel (Sa), § 1, unter Benutzung der Randbedingungen urn, benutzt 
die Eigenwertgleichung fUr Vv und erhiilt 

Yv + }'v/'v = -Qv(t) , 

wobei Qv(t) der gegebene Entwicklungskoeffizient von Q (x, ... ; t) in 
bezug auf die Vv ist. Eine spezielle Losung un serer Differentialgleichung 
fur rv ist t 

)'v = /~ fsin vI" (t - r) Qv (r) dr. 
}lv o 

Die mit diesen Entwicklungskoeffizienten gebildete Funktion wird eine 
partikuliire Losung von (33), und jede andere Losung gewinnt man 
durch Addition einer Losung von (33a), so daB das vorliegende Anfangs­
wertproblem auf das der homogenen Gleichung (33 a) zUrUckgefuhrt ist. 

Auch das Gleichgewichtsproblem, d. h. das Randwertproblem der 
Differen tialgleich ung 

L[u] = -Q(x, ... ) 

bei homogenen Randbedingungen kann man mit Hilfe der Eigenfunk­
tionen behandeln. Wir erhalten wie oben fur die konstanten Entwick­
lungskoeffizienten 1'", der gesuchten Losung u in bezug auf die Vv die 
Gleichung Av/'v = -Qv; also 

rv=-f(eQvv dL 
v. 
G 

Nach dem Entwicklungssatz wird also die Losung durch 
,00 

u = - ~'~:feQvvdr 
v=! G 

gegeben. Durften wir hier Summation und Integration vertauschen, so 
wurden wir zu einer Funktion 

00 

K( . I: ) = ~vv(x, ... }vv(~, ... } 
x, ... ,~, ... ~ J.v 

v=! 

gelangen, mit deren Hille sich die Losung des Randwertproblemes in 
der Gestalt 

u(x, ... ) = - f Q(~, ... )K(x, ... ;~, ... ) dT 
G 
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schreiben laBt, wobei die Integration nach den Variablen ~, ... auszu­
fiihren ist. Diese Funktion K, die "Greensche Funktion" von L[u], 
werden wir in § 14 ganz anders charakterisieren und zum Ausgangs­
punkt einer eingehenderen, den formalen Rahmen iibersteigenden Be­
trachtung machen. 

2. Wirmeleitung und Eigenwertprobleme. In ganz lihnlicher 
Weise fiihrt die Theorie der Wlirmeleitung auf Eigenwertprobleme. 
'Die Differentialgleichung der Warmeleitung in homogenen isotropen 
Korpern lautet bei passender Wahl der Zeit- und Langeneinheit 

L[u]=ut, 

wobei u die Temperatur als Funktion des Ortes x, y, z und der Zeit t 
bedeutet. Die Ausstrahlung eines homogenen Korpers G mit der Ober­
flache r in ein unendliches Medium konstanter Temperatur Null wird 
an der Oberflache r durch eine Randbedingung der Form 

ou 
on + au = 0 

charakterisiert, wobei a eine positive Materialkonstante ist; d. h. das 
Temperaturgefiille nach dem Innern des Korpers ist dem Temperatu,· 
sprung nach aupen proportional. Es handelt sich darum, eine Losung 
der Wlirmeleitungsgleichung unter diesen Randbedingungen zu finden, 
welche zur Zeit t = 0 in einen vorgegebenen Anfangszustand cp(x, y, z) 
iibergeht. 

Wir machen fur u den Ansatz u = v (x, y, z) g (t) und erhalten sofort 
die Gleichung 

L[v] _ if _ 1 
-----A. 

V g 

Es ergibt sich also fur v das Eigenwertproblem: L [v] + A v = 0 in G und 

:: + av = 0 an der Oberflliche r; die zu einem Eigenwert A und der 
Eigenfunktion v gehOrige Losung der Differentialgleichung hat die Form 

u = ave-At. 

Der Entwicklungssatz fiir die Eigenfunktionen gibt dann wie friiher die 
Maglichkeit,' die Losung einem vorgegebenen Anfangszustand anzu-· 
passen, so daB u(x,y,z;O} gleich einer willkiirlich vorgegebenen mit 
ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung in G stetigen und der 
Randbedingung genugenden Funktion cp (x,y,z) wird. 1st namlich 
VI' Vz, •.. bzw. AI' Az, ... das vollstandige System der normierten 
Eigenfunktionen und Eigenwerte, so wird die gesuchte Losung durch 
die Formel 

00 

u (x, y, z; t) =1: Cn Vn (x, y, z) rA.nt 
n=1 

gegeben, wobei CII = f f f cp VII dx dy dz ist. 
G 
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Es sei kurz bemerkt, daB wegen des positiven Charakters der 
Eigenwerte l die Losung u(x, y, z; t) mit wachsendem t asymptotisch 
gegen Null strebt, wie physikalisch auch ohne weiteres plausibel ist. 

Betrachten wir statt der homogenen Warmeleitungsgleichung die 
inhomogene Gleichung 

L[u] = u, - Q(x, y, z), 

wo die gegebene Funktion Q von der Zeit nicht abhangen solI, und 
stellen dieselben homogenen Randbedingungen wie oben, so erhalt man 
nach unserer allgemeinen Methode eine Losung u(x, y, z; t), welche fiir 
t -+ 00 in die Losung des entsprechenden Randwertproblems der Gleichung 

L[u] = -Q(x,y,z) 
iibergeht. 

3. Sonstiges Auftreten von Eigenwertproblemen. Auch sonst fiihren 
zahlreiche Fragen der Analysis auf Eigenwertprobleme, d. h. auf eine 
lineare Differentialgleichung (oder auch andere Funktionalgleichung) fiir 
eine Funktion u, in welcher linear ein Parameter l auf tritt, der als 
"Eigenwert" so zu bestimmen ist, daB ein homogenes Randwertproblem 
auBer der trivialen Losung u = 0 noch eine nichttriviale Losung besitzt. 
Diese Fragestellung bietet sich oft dar, wenn eine der unabhangigen Ver­
anderlichen von u in dem Problem ausgezeichnet ist. Man versucht 
dann, Losungen zu finden, die sich als Produkt einer Funktion dieser 
einen Variablen und einer Funktion der iibrigen darstellen lassen, urn 
ffir diese letzte Funktion zu einem Eigenwertproblem zu gelangen. 
Wir werden in den nachsten Paragraphen noch eine Reihe solcher 
Probleme erortern, welche aus ganz verschiedenen Quellen entspringen. 

§ 8. Schwingungen dreidimensionaler Kontinua. 
Bei Schwingungsproblemen dreidimensionaler Kontinua, z. B. in der 

Akustik, der Elastizitatstheorie oder der Elektrodynamik, die die Be­
handlung der Gleichung 

,Au = Utt 

erfordern, wobei ,Au der Potentialausdruck in drei Variabeln ist, wird 
man auf ein Eigenwertproblem der Form 

,Au + AU -=- 0 

mit entsprechenden homogenen Randbedingungen gefiihrt. 
Es tritt nun oft der Fall ein,· daB die spezielle Gestalt des Grund­

gebietes eine weitere Zerspaltung der Losungen dieses Eigenwertproblems 
erlaubt und dadurch zu Eigenwertproblemen mit einer geringeren An­
zahl von unabhangigen Veranderlichen fiihrt. 

Ein Beispiel gibt das zylindrische Gebiet, das iiber dem Gebiet G 
der x-,y-Ebene errichtet ist und von den Ebenen z = 0, z = 1t begrenzt 
werden moge. Als Randbedingung nehmen wir etwa u = O. Wir konnen 



270 V. Die Schwingungs- und Eigenwertprobleme der mathematischen Physik. 

dieses Problem durch den Ansatz u = I (z)'lJ"(x,y) sofort auf das ent­
sprechende fur das ebene Gebiet G zUrUckfiihren; wir ·erhalten niimlich 

1" Av - T = v + 1 = k = konst. , 

/=sin(kz 

mit k = 12, 22, 32, ... ; fiir v bleibt die Gleichung A v + (1 - n2) v = O. 
deren Eigenwerte sich von denen des ebenen Gebietes G nur durch den 
Summanden -nil unterscheiden und deren Eigenfunktionen mit denen 
des ebenen Gebietes G identisch sind. 

DaB wir so unter den gegebenen Randbedingungen wieder aIle Eigen­
funktionen des Zylinders erhalten, folgt in der mehrfach durchgefiihrten 
Weise aus ihrer Vollstiindigkeit. 

Nehmen wir speziell einen Zylinder, der uber einem Rechteck er­
richtet ist, d. h. ein rechtwinkliges Parallelepiped, z. B. den Wurfel 
O<x, y, z <n, so erhalten wir auf diese Weise als beinahe selbstver­
stiindliche Losung des Eigenwertproblems die Eigenwerte 12 + m2 + n2 

(1, m, n = 1,2,3, ... ) und die Eigenfunktionen sin1xsinmy sinnz. 
Wir betrachten als weiteres Beispiel die Schwingungsgleichung lur 

das Gebiet einer Kugel x2 + y2 + Z2 < 1 mit dem Radius 1. Fiihren 
wir Polarkoordinaten r, {}, ffJ ein, so geht die Schwingungsgleichung 
uber in (vgl. Kap. IV, § 8, 2) 

Au + lu = ~ [~ (r2 u,sin{}) +!-( ~'1'-,,) + -a~ (u~sinO)] + lu = 0; 
l' SID" 01' O<p SID" " 

wir versuchen, ihr durch den Ansatz u = Y ({), ffJ) I (r) zu geniigen, wo 
Y nur von ffJ und {}, I nur von r abhangt. Es ergibt sich sofort 

(1'1f)'+).rl = __ 1_. _[~(~'1')+~(Y sint?)] =k I Ysm{} arp ,sm{} a{} {; , 
wobei k eine Konstante sein muB. Diese Konstante kann nicht will­
kiirlich sein; sie muB so gewahlt werden, daB die Differentialgleichung 

A*Y + kY = Si!{} [aarp(s~'1'{}) + aa{} (Y {; sin{})] + kY = 0 

eine auf der ganzen Kugelfliiche stetige Losung, d. h. eine in ffJ mit 
der Periode 2 n periodische und fiir {} = 0 und {} = n noch reguliire 
(bei Annaherung an diese Punkte mit einem von ffJ unabhangigen Grenz­
wert versehene) Losung besitzt. In Kap. VII, § 5 werden wir sehen, 
daB dieser Forderung nur fiir die Werte k=n(n+ 1)(n = 0, 1,2, ... ) 
genugt werden kann, und zwar durch die Kugellunktionen Y" (t?, ffJ) 
(vgl. auch § 9). Fur I(r) ergibt sich die Differentialgleichung 

(r21'), - n (n + 1) I + 1 r2/ = 0, 

welche als im Nullpunkt reguliire Losungen die Funktionen S,,(fJ.r) 
J"H(YI1') b' (l . = Yr eSltzt vg. § 5 und § 10). Der Parameter lIst nunmehr aus 
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der Randbedingung zu bestimmen, z. B. bei der Randbedingting U = 0 
durch die Gleichung In+lVI) = 0, und wir haben, wenn wir mit An,l' 
An,2' ... die Wurzeln dieser Gleichung bezeichnen, Losungen unseres 
Randwertproblems in der Form u= Yn(&,q)SnCVAn,hr). DaB wir so 
ein vollstandiges orthogonales Funktionensystem und daher aIle Eigen­
funktionen und'Eigenwerte unserer Differentialgleichung erhalten, wer­
den wir spater in Kap. VII, § 5 beweisen. 

§ 9. Randwertproblem der Potentialtheorie und 
Eigenfunktionen. 

Das Randwertproblem der Potentialtheorie verlangt die Bestimmung 
einer Funktion u, welche im Innern ~ines Bereichs G der Differential­
gleichung LJ u = ° genugt und am Rande yorgeschriebene Werte an­
nimmt. Dies Problem HiBt sich nach § 1, 2 zuruckfiihren auf die Losung 
der unhomogenen Gleichung LJ u = t bei den Randwerten u = 0. Man 
kann die Losung dieser Aufgabe nach der Methode yon § 7 stets 
durch Entwicklung nach Eigenfunktionen von 

LJV+AV=O 
aufsuchen. 

Bei geeigneten speziellen Bereichen G jedoch kann man in anderer. 
einfacherer Weise durch einen ZerspaltungsprozeB und Zuruckfubrung 
auf Eigenfunktionen eines Differentialausdruckes mit weniger unab­
hangigen Veranderlichen zum Ziele gelangen, wie wir an einigen wich­
tigen Beispielen sehen wollen. 

1. Kreis, Kugel, Kugelschale. Wir betrachten zunachst den Fall 
von zwei unabhangigen Veranderlichen x, y und nehmen fUr G den 
Kreis vom Radius 1 urn den Nullpunkt. Transformieren wir den Aus­
druck ;1 u auf Polarkoordinaten r, cp, so haben wir die Randwertauf­
gabe von 

r(rUr)r + u"'''' = ° 
bei vorgegebenen Randwerten u(1,cp) = t(cp) zu losen, wobei f(cp) eine 
mit der Periode 2 n periodische stetige und mit stuckweise stetiger 
erster Ableitung versehene Funktion ist. Die Aufsuchung von Lo­
sungen der hornogenen Gleichung - ohne Berucksichtigung der Rand­
bedingung -, fUr welche eine Zerspaltung in der Form u = v(r)w(cp) 
rnoglich ist, fUhrt in der ublichen Weise sofort auf ein Eigenwertproblern 

W"+AW=O, 
wobei als Randbedingungen die Periodizitatsbedingungen W (0) = W (2.71) , 
w'(O) = w'(2.71) zu stellen sind. Dieses einfache Eigenwertproblem 
hat die Eigenwerte A = n 2 (n ganzzahlig) und die zugehorigen Eigen­
funktionen w = ancosnqJ + bnsinncp. Fur den Faktor v(r) ergibt 
sich die Differentialgleichung r (rv')' - n2 v = 0, fUr welche 'iI =,. 
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und v = 1'-" linear unabhangige Losungen sind. Wir -erhalten also 
partikulare, im Einheitskreis regulare Losungen der urspriinglichen 
Differentialgleichung in der Form 

(a"cosncp + b"sinncp)r" 

mit willkiirlichen Koeffizienten an und b". Diese LQsungen konnen 
auch charakterisiert werden als die in x und y ganzen rationalen und 
yom nten Grade homogenen Losungen der Differentialgleichung LI u = o. 

Durch den SuperpositionsprozeB: 
00 

u = ~r"(a"cosncp + b"sinncp) 
o 

kann man auf Grund der Theorie der Fourierschen Reihe die gewiinschte 
Losung des Randwertproblems erhalten, indem man die Koeffizienten 
a, b aus der Reihenentwicklung der vorgeschriebenen Randwerte ent­
nimmt. (Vgl. Kap. IV, § 2, S. 153.) 

Ganz iihnlich liegen die Verhaltnisse in drei Dimensionen, falls fiir 
G die Einheitskugel x2 + y2 + Z2 ~ 1 gewiihlt wird. An Stelle der tri­
gonometrischen Funktionen treten hier die Laplaceschen Kugellunk­
tionen. Wir erhalten namlich durch Transformation der Differential­
gleichung auf Polarkoordinaten 1', {}, cp (vgl. S. 195 und 270) die Gleichung 

(r2 u,),+ .1B{}U<p<P+ .1{}(u6sinO)6=O, sm sm 

welche durch den Zerspaltungsansatz u = vCr) Y(D-, cp) auf die DiHe­
rentia1g1eichung 

(35) (1'2 V')' - 1 v = 0 

fiir v fiihrt, deren allgemeine Losung 

v = clr"" + csr"" 
lautet, wobei cl und c2 willkiirliche Konstanten sind und IXl , 1X2 Wurzeln 
der quadratischen Gleichungen 

1X(1X+1)=1 
bedeuten. 

Fur Y erhalten wir das schon in § 8 aufgestellte Eigenwertproblem 
der Differentialgleichung 

(36) LI*Y + 1 Y = .1 {} [-'!-{}Y<p<p + (Y 6 sin 0)6] + 1 Y = 0 sm sm 

wobei der Eigenwert 1 so bestimmt werden solI, daB die Differential­
gleichung eine nicht identisch verschwindende und auf der ganzen 
Kugel zweimal stetig differenzierbare Losung besitzt. 

Urn das Verhalten der Funktionen Y, das wir an den Polen der 
Kugel, d. h. bei D- = 0 und {} = n verlangen wollen, zu erklaren, 
geben wir uns Rechenschaft davon, daB der Ausdruck LI gegen 
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Drehungen des Koordinatensystems invariant ist, und erkennen so, 
daB auch der Ausdruck Ll* auf der Kugel, d. h. der aus Ll fur, = 1 
hervorgehende Ausdruck, bei Einfiihrung anders orientierter Polar­
koordinaten, d. h. eines anderen Systems von Langen- und Breiten­
kreisen, invariant bleiben muB und daB die Besonderheit der Diffe­
rentialgleichung (36) fiir {j = 0 und {} =]1, nur in der Unsymmetrie 
des Koordinatensystems begriindet liegt. Ihfolgedessen verlangen wir, 
daB bei Drehung des Koordinatensystems die Pole der Kugel ihre 
Ausnahmestellung ftir die Funktion Y verlieren, d. h. daB Y als 
Ortsfunktion auf der Kugel tiberall denselben Stetigkeitsbedingungen 
gentigt. 

Zur Bestimmung von Eigenwerten ). und zugehorigen Eigenfunk­
tionen Y gelangt man am einfachsten, wenn man analog zu § 8 nach 
den in x, y, z ganzen rationalen und vom nten Grade homogenen Losungen 
u = Vn von Llu = 0 fragt. Wir werden spater (Kap. VII, § 5) sehen, 
daB es genau 2n + 1 linear unabhangige solche Potentiale nten Grades 
gibt. Indem wir sie nach Einfiihrung der Polarkoordinaten in der Form 
VII = rnyn({}, cp) schreiben, erkennen wir, daB wir in Y n Losungen der 
Differentialgleichung (36) vor uns haben. Der zu den 2n + 1 Funk­
tionen Y n ({), g;) gehOrige Eigenwert berechnet sich zu 

A = n(n + 1). 

DaB wir in den so definierten Funktionen YII die Gesamtheit der 
Eigenfunktionen unseres Problems vor uns haben, wird sich in Kap.VII, 
§ 5 zeigen. 

Ferner wird sich die Vollstandigkeitseigenschaft bzw. der Entwick­
lungssatz wie bei den Sturm-Liouvilleschen Funktionen ergeben. In­
folgedessen konnen wir durch Superposition von Losungen: u = 1: r" Y II 
eine vorgeschriebenen Werten auf der Kugeloberflache angepaBte Losung 
von Ll u = 0 finden. 

Man erkennt leicht, daB zugleich mit der .funktion u = r" Y II die 
im Nullpunkt singulare Funktion u = ,-(11+1) Yn eine Losung von 
Ll u = 0 ist. Man kann infolgedessen durch Superposition von Losungen 
der Gestalt r" Y II und r - (II + 1) Y II ~ine Losung von L1 u = 0 finden, die 
auf zwei konzentrischen Kugelober£lachen vorgeschriebene Werte be­
sitzt und in der zwischenliegenden Schale regular ist. 

Fragen wir speziell nach solchen Kugelfunktionen, welche nur von 
der Poldistanz {j., nicht aber von der Lange cp abhangen, indem wir 
also Y,p = 0 setzen, so gelangen wir zur Differentialgleichung 

-,~{) (Y-osin'!?)-o + AY = 0, sm 

welche durch die Transformation x = cos'!? in die Differentialgleichung 
der Legendreschen Polynome tibergeht [vgl. (20) Kap. II]. Die Legendre­
schen PolynoJl1e Pn (cos'!?) sind also spezielle Kugelfunktionen. 

Courmt.HiIbert, Mathematische Physik 1. 2. Autl. 18 
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Zu einer Verallgemeinerung der Kugelfunktionen gelangen wir, 
wenn wir ein beliebiges Gebiet G auf der Kugeloberflache betrachten 
nnd die Differentialgleichung 

(36) L1*Y + lY = 0 

durch eine in G regulare Funktion Y(O, q;) zu integrieren suchen, welche 
am Rande von G homogenen R;3.ndbedingungen genugt, z. B. verschwin­
det. Die zu diesem Gebiet gehOrigen Eigenfunktionen Y l' Y 2' .•. heiBen 
allgemein Kugelflachenfunktioneni • Aus den obigen Rechnungen folgt, 
daB die Funktion r" Y(O, q;) = u (x, y, z) eine im Kegel mit der Grund­
flache in G nnd der Spitze im Kugelmittelpnnkt, hOchstens abgesehen 
vom Nullpunkt, stetige, der Differentialgleichung ,1 u = 0 genugende 
Funktion ist, wenn zwischen IX. nnd l die Gleichung 

IX. (IX. + 1) = l 
besteht. 

Die Differentialgleichung ,1* Y + lY = 0 fur die Kugelfunktionen 
ist ein spezieller Fall der allgemeinen Differentialgleichung 

( ay oY oY OY) 
A* Y + J.. Y = 1 ~ e ay - fax + ~ g ax - f By + J.. Y = O. 

Veg-f2 oy Yeg-ft ox Veg-fa, 

welche zu einer beliebigen krummen Flache mit dem Linienelement 
ds2 = edx2 + 2/dxdy + gdy2 gehOrt nnd deren invarianter Charakter 
im Kap. IV § 8, 2 erwahnt worden ist. Wir konnen diese Differential­
gleichung auffassen als die Schwingungsgleichung einer "krummen 
Membran", welche auf unserer Flache liegt. Fur die Kugelflache geht 
sie bei Einfuhrung von Polarkoordinaten in die Gleichung (36) iiber. 

2. Zylindrisches Gebiet. Ein weiteres Beispiel bietet ein Zylinder, 
der uber dem Gebiet G der x, y-Ebene erricbtet und von den Ebenen 
z = 0, z = n begrenzt ist. Wir denken uns die Randwerte auf dem 
Mantel als identisch Null gegeben, auf den ebenen StirnfHi.chen als beliebige 
zweimal stetig differenzierbare Funktion~, die an ihren Randern r 
verschwinden. Nun machen wir fur die Losung von L1u = 0 den An­
satz u = / (z) v (x, y) nnd erhalten sofort analog zu fruher ffir / und v 

die Differentialgleichungen j = - ~v = A, in welch en l so bestimmt 

werden muB, daB dazu eine Eigenfunktion v(x,y) existiert, welche auf 
r verschwindet. 1st VI' v2 , • •• das volle System der Eigenfunktionen 
mit den Eigenwerten AI, A2 , ••• , so lehrt der Entwicklungssatz, daB 

00 

wir durch eine Reihe der Form.2' (an eVX;;z + bn e- VJ:;;z) vn (x, y) fUr z = 0 
n=1 

nnd z = n die vorgegebenen Randwerte auf den Stirnflachen darstellen 

1 Vgl. THOMSON, W. und TAIT, P. G.: Treatise on Natural Philosophy, Bd. 1. 
S.171-218. Cambridge 1886. 
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konnen. Wir haben also in dieser Reihe die Losung unseres Randwert­
problems, falls diese Reihe gleichmaBig konvergiert und dasselbe auch 
noch gilt, nachdem wir sie ein- und zweimal nach beliebigen der 
Variablen x, y, z differenziert haben. 

3. Das Lamesche Problem. Der im wesentlichen allgemeinste 
Fall, in welch em man die Randwertaufgabe der Potentialtheorie durch 
einen ZerspaltungsprozeB auf das Problem der Auffindung von Funk­
tionen einer einzigen Variablen zuriickfiihren kann, die ihrerseits durch 
ein Eigenwertproblem charakterisiert werden, ist der eines kon/okalen 
Recht/laches. Wir verstehen darunter ein Gebiet, welches begrenzt wird 
von je zwei Stiicken zweier Ellipsoide, zweier einschaliger und zweier 
zweischaliger Hyperboloide, die samtlich ein und derselben konfokalen 
Schar 

angehOren (vgl. Rap. IV, § 8, 3). Fast alle sonst explizit behandelten 
Falle der Randwertautgabe lassen sick. als Spezial/aUe oder Grenz/aUe dieses 
"Lameschen" Problems aU/lassen. Fiihren wir in den Bezeichnungen 
von Rap. IV elliptische Roordinaten (! = / (u), 0 = g (v), i = h (w) ein, 
so geht die Potentialgleichung L1 T = 0 iiber in 

L1 T = [g(v) - h(w)) T"" + [f(u) - h(w)]Tvv + [f(u) - g(v)] Tww = 0 
[g(v) - h(w)) [t(u) - h(w)] [f(u) - g(v)J . 

Wir versuchen nun, dieser Gleichung zu geniigen, indem wir den Ansatz 

T = U(u) V(v) W(w) 

roachen; wir konnen dann der Differentialgleichung L1 T = 0 geniigen, 
wenn wir mit zwei beliebigen ~onstanten l, f-l die drei gewohnlichen 
Differentialgleichungen 

(37) U" + [2/(u) + f-lJ U = 0, 

(38) 

(39) 

V" - [lg(v) + Il] V = 0, 

w" + [Ah (w) + f-lJ W ,= 0 

befriedigen. Dabei liegen die Variablen u, v, win verschiedenen Inter­
vallen, welche durch die Bedingungen 

festgelegt sind, den en Bedingungen 

entsprechen. Unser Rechtflach ist dabei gegeben durch Bedingungen 
der Form (!2 <:: (! < (!1 ~ O2 <:: 0 <:: 01 <:: i2 :=;; i ::::::; il • 

Wenn wir statt u, v, w die Roordinaten (!, 0, i benutzen und ohne 
Unterscheidung die unabhangige Variable mit s, die abhiingige mit Y 

1S* 
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bezeichnen, so konnen wir die Gleichungen (37), (38), (39) in der gemein­
samen Form schreiben 

wobei 

gesetzt ist. Die Losungen dieser Gleichung, der sogenannten Lame­
schen Gleichung, sind Funktionen, welche von der Wahl der Konstan­
ten 1, p abhangen und sich im allgemeinen nicht auf die elementaren 
transzendenten Funktionen zuriickfiihren lassen. Sie fiihren den Namen 
Lamesche Funktionen und sind Gegenstand vieler Untersuchungen ge­
worden, wenngleich man bisher noch verhaltnismaBig wenig Mittel zu 
ihrer numerischen Beherrschung entwickelt hat. Wir begniigen uns 
hier mit der Aufstellung des zugehOrigen Eigenwertproblems. Offen­
bar kann man die Randwertaufgabe der Potentialtheorie fiir ein kon­
fokales Rechtflach lOsen, wenn man sie fiir den speziellen Fall beherrscht, 
daB die vorgegebenen Randwerte auf fiinf von den sechs Seitenflachen 
Null sind. Die Losung des allgemeinen Randwertproblems stellt sich 
dann als Summe von sechs solchen speziellen Losungen dar. Es moge 
nun z. B. 'l = 'l2 diejenige Seitenflache sein, ffir welche nicht der Rand­
wert Null vorgeschrieben ist. Dann sehen wir uns veranlaBt, nach solchen 
Losungen U, V, W der Lameschen Gleichungen (37), (38), (39) zu fragen, 
rur we1che die Bedingungen U(u l ) = U(U2) = V(vl ) = V(v2) = W(wl ) = 0 
bestehen, wahrend fiir W(w~ keine Bedingung gestelit wird. Das Produkt 

T = U (u) V(v) W(w) 

wird dann eine Losung von Ll T = 0 sein, die ffir (1 = (1., (1 = (11' (J = (J., 

(J = (Jl' 'l = 1"1 verschwindet. Nun kann, wie sich herausstellen wird, 
den angegebenen Bedingungen nicht bei beliebiger Wahl der Konstan­
ten A, p geniigt werden. Wir stellen vielmehr das. Problem, diese Kon­
stanten so zu wahlen, daB den Forderungen durch geeignete Lamesche 
Funktionen U, V geniigt werden kann; es gibt dann auch immer eine 
zugehOrige Funktion W. Damit haben wir ein neuartiges Eigenwert­
problem, ein sogenanntes zweiparametriges Eigenwertproblem, vor uns, bei 
dem es sich urn die Bestimmung von Paaren zusammengehoriger Eigen­
werte A, p handelt, fiir welche die Differentialgleichung (37) eine fiir 
u = ul und u = Us sowie die Differentialgleichung (38) eine fiir v = VI 

und fiir v = Va verschwindende Losung besitzt. 
Auch bei diesem Eigenwertproblem bestehen ahnliche Verhalt­

nisse wie beim gewohnlichen einparametrigen Problem, namIich die 
folgenden: Es gibt unendlich viele Paare von Eigenwerten Ai' Pi und zu­
gehOrige L6sungen Ui' Vi des Eigenwertproblems. Jde in dem Rechteck 
Us ~ u < u l , V2 ~ V::::; VI mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung 
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stetige, am Rande des Rechtecks verschwindende Funktion von u, v ist in 
eine absolut und gleichmiifJig konvergente Reihe der Form 

00 

~ CiUi(U) Vi (v) 
i=1 

entwickelbar, wobei rechts uber alle zu Eigenwertpaaren gehO"igen Lame­
schen Produkte Ui (u) Vi (v) zu summieren ist. Diese Lameschen Pro­
dukte er/Ullen im ubrigen die Orthogonalitiitsbedingung 

Ul "'I f f [/(u) - g(v)] Ui(u) Vdv) Uk(u) Vk(v) dv du = 0, 
lit Il, 

sobald sie zu verschiedenen Eigenwertpaaren gehOren. 
Zur Losung unserer Randwertaufgabe ordnen wir den Funktionen 

Ui,Vi Funktionen Wi(w) zu, die der Gleichung (39) mit l = Ai' ft = fti 

geniigen und die fUr w = WI verschwinden. (DaB es ,eine solche Lo­
sung gibt, ist nach den allgemeinen Existenzsatzen der Differential­
gleichungstheorie gesichert.) Die Funktionen Wi(w) verschwinden fUr 
w = W2 nicht; denn sonst ware T = UVW eine nicht verschwindende 
Losung von LlT = 0 mit den Randwerten Null, was auf Grund elemen­
tarer Tatsachen der Potentialtheorie unmoglich ist (vgl. Bd. II). 

Die auf w = w2 vorgegebenen Randwerte konnen wir dann in der 
Form 00 

1: ai W(w2) U(u) V(v) 
i=1 

entwickeln, und die Reihe 
00 

1: ai U(u) V(v) W(w) 
i=l 

liefert die gewiinschte Losung der Randwertaufgabe der Potential­
theorie fiir unser Rechtflach. Hierbei miissen wir allerdings beachten, 
daB den vorgegebenen Oberflachenwerten von T in Anbetracht der 
obigen Formulierung des Entwicklungssatzes noch die Beschrankung 
auferlegt werden muB, auf allen Kanten des Rechtflaches zu verschwin­
den. In der Tat aber ist diese Beschriinkung nicht notig, worauf wir 
jedoch hier nicht eingehen wollen. 

Wir wollen noch zeigen, daB unser zweiparametriges Eigenwertpro­
blem sich in naturgemaBer Weise auf ein einparametriges der uns gelau­
figen Gestalt zuriickfiihren laBt, allerdings auf das einer partiellen Diffe­
rentialgleichung. Bilden wir namlich die Funktion Z (u, v) = U (u) V (v), 
wobei U (u) der Differentialgleichung (37) und V (v) der Differential­
gleichung (38) geniigt, so erhalten wir aus diesen beiden Gleichungen, 
wenn wir die erste mit V, die zweite mit U multiplizieren und dann 
addieren, die partielle Differentialgleichung 

(40) Z"" + Z"" + l[f(u) - g(v)] Z = 0 
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fUr die Funktion Z (u, v). Der Eigenwert A = Ai und die zugehOrige 
Eigenfunktion Z, = U, (u) Vi (v) lOsen das Eigenwertproblem dieser 
Differentialgleichung fUr das Rechteck G: Us < u < u 1, V2 -::;:: V <VI bei 
der Randbedingung Z = 0; (Wir batten ubrigens diese Differential­
gleichung auch aus AT = 0 durch den Ansatz T = Z (u, v) W (w) er­
halten Mnnen.) Die Differentialgleichung (40) hat die Form A Z + ),eZ = 0, 
wobei die Funktion e = f (u) - g (v) im ganzen Rechteck G positiv 
ist; wir haben daher hier ein Eigenwertproblem mit dem einen Para­
meter ), ganz im friiheren Sinne vor uns, fUr welches die Fragen der 
Existenz der Eigenfunktionen und des Entwicklungssatzes sich vo11-
kommen in das uns gelaufige Schema einordnen. Indem wir die Be­
antwortung dieser Fragen vorwegnehmen 1, konnen wir also die Existenz 
unendlich v'ieler Eigenwerte ),1' A2, ••• und zugehOriger am Rande 
verschwindender Eigenfunktionen ZI' Z2' ... fur das Rechteck G be­
haupten, nach welchen man willkurliche Fuhktionen im oben gekenn­
zeichneten Rahmen entwickeln kann. Alles, was zu zeigen bleibt, 

. ist, daB wirklich samtliche Eigenfunktionen Zi Lamesche Produkte 
U(u) V(v) oder hOchstens Summen endlich vieler zum selben Eigen­
wert ), geMriger Lamescher Produkte sind. 

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir das vollstandige System der 
Eigenwerte und Eigenfunktionen von (40) mit AI' ),s, ... bzw. Zl' Z2' ... 
1st All ein Eigenwert, so betrachten wir nunmehr das Eigenwertproblem 
der gewohnlichen Differentialgleichung 

d'X 
duB + [Allf(u) + ,u] X = 0 

ebenfalls fUr die Randbedingung X '= 0 bei u = ul und u = u2 • Wir 
bezeichnen die zugehorigen unendlich vielen Eigenwerte und nor­
mierten Eigenfunktionen mit /11' ,u2' ... bzw. Xl' X s, ... Nach diesen 
konnen wir eine fUr u = u1 und u = u2 verschwindende, im Intervalle 
Us ~ u ::=;;; u1 mit den Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetige, 
sonst willkurliche Funktion entwickeln. Insbesondere gilt diese Ent­
wickelbarkeit fur die noch von v als Parameter abbangende Funktion 
Z (u, v); wir schreiben die Entwicklung in der Form 

00 

Z (u, v) = 1:' Yn(v) Xn(u), 
n=1 

wobei 
'" 

Yn(v) = f Z(u, v) Xn(u) du 

'" 
gesetzt ist. Differenzieren wir Yn zweimal nach v und formen wir 
durch partielle Integration urn, so ergibt sich 

1 Siehe §§ 14 und 15. 



§ 9. Randwertproblem der Potentialtheorie und Eigenfunktionen. 279 

'" 
'" 

= I(-Z",,-lh[f(U) - g(v)]Z)X"du 
Ua 

'" 
= f Z( - ~~" -lh[f(U) - g(v)]X,,)du 

'" 

d. h. die Funktion Y" ist Eigenfunktion der Differentialgleichung (38) 
fur das Gebiet '112 < V <VI und die gegebene Randbedingung; mit 
anderen Worten, das Wertepaar lh' ft" mit den zugehorigen Funktionen 
X,,(u) , Y,,(v) ist eine Losung unseres zweiparametrigen Eigenwertpro­
blems - sofern nicht die betreffende Funktion Y,,(v) identisch ver­
schwindet. Nun ist aber den Ausgangsbetrachtungen zufolge das Pro­
dukt X"Y" eine zum Eigenwert lh gehOrige Eigenfunktion von (40), 
und jeder Eigenwert dieser Differentialgleichung kann zufolge der all­
gemeinen (erst im nii.chsten Kapitel zu begrundenden) Theorie nur 
eine endliche Vielfachheit haben. Somit kann unter den Funktionen 
X"Y" der beiden Variablen u und V nur eine endliche Anzahl k linear 
unabhangiger vorkommen. AuBerdem diirfen wir annehmen, daB keine 
der Funktionen X" und Y" identisch verschwindet; denn sonst konnen 
wir das betreffende Glied einfach weglass~n. Zwischen je k +.1 Pro­
dukten X" Y" besteht dann eine lineare Beziehung 

k+l 
2' c.X.."Y n,.= O. 
,,=1 

Erteilen wir hierin den Variablen V einen Wert, fUr den alle Y n,. 
von Null verschieden sind, so erhalten wir eine lineare Gleichung 
zwischen den Xn,.. Da aber zu verschiedenen Eigenwerten ft gehOrige 
Eigenfunktionen linear unabhangig sind, konnen in der Darstellung 
Z = 2' X" Y" uberhaupt nur endlich viele Glieder auftreten, wie wir 
zeigen wollten. 

Nun konnen wir eine mit den obengenannten Beschrankungen will­
kurliche Funktion nach den Eigenfunktionen Z, entwickeln und erhalten 
damit das Ergebnis: J ede im Rechteck Us < u < u1 , '/Iz < '/I S '/11 mit 
ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetige, am Rande ver­
schwindende Funktion laBt sich in eine Reihe Lamescher Produkte ent­
wicke1n. 
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§ 10. Probleme yom Sturm-Liouvilleschen Typus. -
Singulire Randpunkte. 

Bei den Zerspaltungsprozessen, we1che auf Eigenwertprobleme fuhren, 
ergeben sich haufig Eigenwertdifferentialgleichungen vom Sturm-Liou­
villeschen Typus, d. h. von der Form 

(pu')' - qu + leu = 0, 

jedoch gegenuber den im § 3 oehandelten Fallen mit dem wesentlichen 
Unterschiede, daB in Endpunkten des Grundgebietes Singularitaten der 
Differentialgleichung auftreten, z. B. Verschwinden von p (0). Fur diese 
singularen Stellen ergeben sich dabei aus der Natur der Aufgabe Be­
dingungen, wie Stetigkeit oder Endlichbleiben der Losung oder Unend­
lichwerden von nicht hOherer als einer vorgeschriebenen Ordnung, und 
iibern~hmen dort die Rolle der homogenen Randbedingung. 

1. Besselsche Funktionen. Ein Beispielliefert die schon in § 5, 5 
behandelte Besselsche Differentialgleichung 

a 
(41), (xu')' - !!.... u + lxu = 0, x 
die sich bei den verschiedensten Fragen der mathematischen Physik 
ergibt. Bei ihr ist nicht mehr die in § 3,3 gemachte Voraussetzung 
erfiillt, daB p > 0 im ganzen Grundgebiet 0 < x <1 ist, vielmehr gilt 
p (0) = o. Die Stelle x = 0 ist im Sinne der allgemeinen Theorie der 
linearen Differentialgleichungen ein singuliirer Punkt der Besselsche" 
Diflerentialgleichung, und es stellt eine besondere Randbedingung tur die 
LlJsung dar, wenn wir Endlichbleiben in diesem Punkte verlangen. Die 
Randbedingungen un seres Sturm-Liouvilleschen Problems lauten hier: 
Endlichbleiben fUr x = 0 und z. B. Verschwinden fUr x = 1. Die Eigen­
funktionen sind Besselsche Funktionen I,. (ifx), wobei l = l,.,m als 
Wurzel einer transzendenten Gleichung durch die Randbedingung bei 
x = 1 zu bestimmen ist. 

Wenn wir statt der Besselschen Funktionen u = J,.({fx) die zu­
gehOrigen Orthogonalfunktionen z = fil,.(flx) betrachten wollen, so 
konnen wir sie durch.die Differentialgleichung 

i ' nl - * (42) - -.- z + lz = 0 x 
charakterisieren, welche sich ohne weiteres aus der Besselschen ergibt. 
(Es handelt sich hier urn ein Beispiel zu der auf S. 250 allgemein aus-

gefiihrten Transformation.) Fur die Funktion C = !... = fA (~~1 ergibt 
sich die Differentialgleichung ;r y X 

(43) (X2 C')' - (n2 - i-) C + lx2C = O. 

2. Legendresche Funktionen beliebiger Ordnung. Ein Problem 
iihnlicher Art bietet die Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung 
(44) [(1 - x2)u']' + lu = 0 
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mit den Randbedingungen: u bleibt endlich fUr x = +1 und x = -1, 
die beiden singuHiren Stellen der Differentialgleiehung. Das Grund­
gebiet ist -1 < x <+1. Aus Kap. II, § 8 wissen wir, daB die Werte 
1 = n(n + 1) Eigenwerte und die Legendreschen Funktionen Pn(x) 
Eigenfunktionen sind. 

Wir konnen leieht zeigen, daB die Legendreschen Polynome di8 einzigen 
Liisungen dieses Eigenwertproblems sind. Den l3eweis entnimmt man z. B. 
ohne weiteres aus der schon aus Kap. II, § 8 bekannten Tatsache, daB die 
Legendreschen Funktionen ein vollstandiges orthogonales Funktionen­
system bilden. Unabhiingig davon geben wir den folgenden direkten Be­
weis. Wir beachten, daB zugleieh mit u = f (x) auch die Funktion f (-x) 
der obigen Differentialgleiehung genugt und daB also dasselbe von den 
Funktionen f (x) + t (-x) und t (x) - f (-x) gilt, von denen die eine 
gerade, die andere ungerade ist und wenigstens eine nieht identisch ver­
schwindet, da u als nieht identisch Null vorausgesetzt war. Wir brauchen 
also nur zu zeigen, daB jedegeradeund jede ungeradeLosunguvon (44), 
welche fUr -1 < x <1 stetig ist, ein Legendresches Polynom ist und 
dabei 1 eine Zahl der Form n(n + 1) sein muB. Setzen wir u in Form 

00 

einer Potenzreihe an: u = 1: a~x~, so liefert (44) sofort die Rekursions-
formel ~=O 

(45) 
(11- 1) (,. - 2) -;., 

a. = 11(11 _ 1) av -2' 

1st u gerade, so sind aIle a" mit ungeradem v Null; ist u ungerade, so gilt 
dasselbe fUr a~ mit geradem v. Aus (45) folgt im FaIle v - 2 h > 0 sofort 

(46) a.= ~ [1- {1I-1/'(1I-2J [1- (1I-3/'(1I-4l]'" [1- (1I-2h+~)(1I-2h)] kab 

wenn k = v - 2h gesetzt wird. Unsere Reihe fUr u bricht dann und 
nur dann ab, wenn 1 die Form n(n+1) hat; u stellt dann, wie man 
sofort sieht, das nte Legendresche Polynom dar. Fur aIle anderen 
Werte von 1 erhalten wir eine unendliche Potenzreihe, die nach ele­
mentaren Regeln fUr I x I < 1 konvergiert. Wir wahlen k fest und so 
groB, daB alle Faktoren des obigen Produktes positiv sind (ak darf als 
positiv angenommen werden). Da bei wachsendem 11 das mit eckigen 
Klammern geschriebene Produkt rechts in (46) nach bekannten Sat zen 

gegen einen positiven Grenzwert strebt, so gilt fUr v > k sieher a. > ~, 
II 

v 
wo c eine positive Konstante ist. Daher wird 1: an xn absolut genommen 

n=k 
beliebig groB, wenn I x I hinreiehend nahe an 1 liegt und v genugend 
groB gewiihlt wird. Hieraus aber folgt, daB lim I u (x) I = 00 wird, daB 
also l kein Eigenwert sein kann 1. $-+±1 

1 Vgl. zur obigen "Oberlegung, die iibrigens eng mit dem Raabeschen bzw. 
GauJ3schen Konvergenzkriterium zusammenhangt, KNESER, A.: Zur Theorie der 
Legendreschen Polynome. T6hoku math. Journ. Ed. 5. S.1-7. 1914. 
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Aus der Differentialgleichung der Legendreschen Polynome konnen 
wir durch einen Gedanken von weiter tragender Aligemeinheit leicht 
andere Klassen von orthogonalen Eigenfunktionssystemen ableiten. 
Wenn wir namlich die Gleichung (44) nach x differenzieren, so erhalten 
wir eine Differentialgleichung fiir die Funktion u' (x), und genau wie 
oben folgt, daB nur fiir l = n(n+1) eine an beiden Endpunkten des 
Intervalles regulare Losung, namlich P~ (x), existiert. Die so fiir 
P~ (x) entstehende Gleichung ist noch nicht sich selbst adjungiert. 
Wir machen sie zu einer sich se1bst adjungierten, indem wir die Funk­
tion P~ (x) -Vi ~ x2 = Zn als Unbekannte einfiihren. Dann lautet die 
neue Gleichung J Z 

[(1 - x2) z]' - -1 -2 + lz = 0; -x 

die zugehOrigen Eigenwerte sind l = n (n + 1) (n = 1, 2, 3, ... ) mit 
den Eigenfunktionen 

Zn = -y 1 - X2 Pn (x) . 

Die Funktionen Zn = Pn, 1 (x) heiBen zugeordnete Legendresche Funktionen 
erster Ordnung. (Die Funktionen Pn (x) = Pn,o (x) werden wir gelegent­
lich als Legendresche Funktionen nullter Ordnung bezeichnen.) Die 
Legendreschen Funktionen Pn,l geniigen der Orthogonalitatsre1ation 

1 r Pn,l Pm,l dx = 0 
-'1 

fiir n=!=m. 

Ebenso erhalten wir allgemein durch h-malige Differentiation von (44) 
fiir die Funktion --11 dA 

f1 - X2 dx. Pn(x} = Pn,II(X) 

die Duferentialgleichung 
hHz 

(47) [(1 - x2)1)'_ 1 _ Xl + lz = 0 

mit den Eigenwerten l = n(n+1) (n = h, h+1, ... ) und den zuge­
hOrigen Eigenfunktionen Pn, 11 (x) , we1che ebenfalls zueinander orthogonal 
sind und Legendresche Funktionen hter Ordnung heiBen. Ihre Normierung 
geschieht mit Hilfe der leicht zu bestatigenden Gleichung 

1 

fp1 dx - _2_ (n + h)_~ 
n,lI - 2n + 1 (n - h)! • 

-1 

DaB wir hiermit alle Eigenwerte und Eigenfunktionen von (47) er­
halt en, zeigt man ebenso wie bei den Legendreschen Polynomen. 

3. Jacobische und Tschebyscheffsche Polynome. Eine Verall­
gemeinerung der Legendreschen Polynome bilden die J acobischen Po­
lynome aus Kap. II, § 9, deren Differentialgleichung wir in der folgenden 
ebenfalls Sturm-Liouvilleschen Form schreiben konnen: 

[(1 - x)P(1 + x)QX(1 - x}u']' + l(1 - x)P(1 + x)qu = O. 
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Zum nten Jacobischen Polynom gehOrt der Eigenwert ;. = n(p+n) bei 
den Randbedingungen: Endlichbleiben fur x = ± 1 . DaB es andere 
Losungen dieses Eigenwertproblems als die Jacobischen Polynome nicht 
gibt, folgt ebenso wie oben auf beiden Wegen. 

Ein weiteres Beispiel bieten die Tschebyscheffschen Polynome, welche 
zu der Sturm-Liouvilleschen Differentialgleichung 

(it=- x2u'), + _A -u = 0 Vi - x2 

gehOren, ebenfalls unter den Randbedingungen der Regularitat bei 
x = ±1. Der zum Tschebyscheffschen Polynom Tn (x) gehOrige Eigen­
wert ist ;. = n2, und ebenso wie oben sind damit aIle Eigenwerte und 
Eigenfunktionen erschOpft. 

4. Hermitesche und Laguerresche Polynome. Almlich sind die 
Polynome u = Hn (x) von HERMITE bzw. die zugehOrigen Hernt,iteschen 

x' 
Orthogonalfunktionen v = Hne -"2 als die Losungen der folgenden Eigen-
wertprobleme (vgl. Kap. II, § 9, 4) charakterisiert: 

(48) 
bzw. 
(49) v" + (1 - X2) V + ;. v = 0 

mit den Eigenwerten ;. = 0, 2, 4, 6, . " Das Grundgebiet ist die ganze 
Gerade -00 < x < +00, und die Randbedingung zu (48) verlangt, 
daB die Eigenfunktion u fUr x = ±oo nur wie eine endliche Potenz 
von x unendlich werden darf. DaB auBer diesen Polynomen das Her­
mitesche Eigenwertproblem keine anderen Losungen besitzt, kann man 
folgendermaBen zeigen: Wir schreiben die Differentialgleichung (48) 
in der Form utI - 2xu' +;'u = 0 und setzen fUr u eine Potenzreihe 

00 

u = ~anxn an. Wie oben bei der Differentialgleichung (44) konnen wir 
11=0 

annehmen, daB u eine gerade oder eine ungerade Funktion ist, daB also 
in der Potenzreihe nur gerade oder nur ungerade Potenzen von x Vor­
kommen. Die Differentialgleichung liefert fUr die nicht verschwinden-

den Koeffizienten die Rekursionsformel an+2 = ( 2n) ( A )' woraus 
an n+i n+2 

zunachst folgt, daB unsere Reihe entweder abbricht - wenn namlich 
;. = 2n eine gerade ganze nichtnegative Zahl ist - und dann eben das 
Hermitesche Polynom Hn liefert oder daB sie unendlich viele nicht 
verschwindende Koeffizienten hat und fUr aIle Werte von x konvergiert. 
Sobald 2n -1 positiv ist, haben aIle auftretenden Koeffizienten an das­
selbe Vorzeichen. Da nun im zweiten FaIle Glieder anxn mit beliebig 
groBem n auftreten, welche jede gegebene Potenz von x bei hinreichend 
groBem x uberwiegen, so kann u keine Eigenfunktion unseres Problems 
sein. Hiermit sind die Hermiteschen Polynome als die einzigen Lo­
sungen des Eigenwertproblems nachgewiesen. 
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Die Laguerreschen Polynome wollen wir im Hinblick auf eine spatere 
Anwendung (S. 295) etwas eingehender behandeln. Hier ist das Grund­
gebiet die positive reelle Achse 0 < x < 00, und die Eigenwertgleichung, 
welcher die Laguerreschen Polynome u = Ln(x) fiir den Eigenwert 
A = n (n ganzzahlig positiv) geniigen, lautet nach Rap. II, § 9 

(50) xu" + (1 - x) u' + AU = 0 

oder in selbstadjungierter Form 

(xe-xu,), + Ae-xu = 0, 

wobei wir als Randbedingungen fordern: Endlichbleiben fiir x = 0 und 
Unendlichwerden nicht hoher als eine positive Potenz von x fiir x ...... 00. 

Fiir die zugehOrigen Orthogonaifunktionen 
:Ii 

v = Wn = e 2Ln 

findet man die Sturm-Liouvillesche Eigenwertgleichung 

(xv')' + (i - ~) v + ,tv = 0, 

wobei Regularitiit fUr x = 0 als Randbedingung verlangt wird. Endlich 
merken wir an, daB die spater (S. 295) auftretenden Funktionen 

-t w = Sn = X Wn 

der selbstadjungierten Eigenwertgleichung 

( 2 ')' x 2 - 2x - 1 + l 0 
X W - 4 W "XW = 

geniigen, wobei Verschwinden fiir x = 0 verlangt wird. Die entsprechen­
den Eigenwerte sind stets die positiven ganzen Zahlen A = n. 

Wie bei den Legendreschen Funktionen in Nr. 2 gelangen wir auch 
hier durch Differentiationsprozesse und Multiplikation mit geeigneten 
Faktoren zu Laguerreschen Funktionen hOherer Ordnung, die ahnlichen 
Differentialgleichungen geniigen. Zunachst folgt aus (50) durch m-malige 
Differentiation, daB die Funktionen 

dm 
u = L;;'(x) = dx'" Ln(x) 

die Differentialgleichung 

(51) xu" + (m + 1 - x) u' + {A - m) u = 0 

befriedigen, welche in folgender selbstadjungierter Gestalt geschrieben 
werden kann: 

(xm+1 e-xu')' + xme-"(). - m) u = O. 

Die zugehOrigen Orthogonalfunktionen 
m x 

V = W";; = X 2 e 2 L";; 
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befriedigen die Sturm-Liouvillesche Eigenwertgleichung 

() ( " (1 - m % m2) , 51a xv) + ~2--4- 4% V+IIV=O, 

und die Funktionen 
W = 5'" = x -! a/n 

n n 
die Eigenwertgleichung 

( 2')' x2+2(m-1)x+m2-1 +' 0 x W - 4 W IIXW= 

fUr die entsprechenden Eigenwerte 1 = n, wo n eine ganze Zahl > mist 
und die Randbedingungen sich nach dem Obigen von selbst verstehen. 

Urn zu zeigen, daB unsere Differentialgleichungen keine anderen 
Eigenwerte und Eigenfunktionen haben, gehen wir mit einem Potenz-

00 

reihenansatz U= L a"x" in (51) ein und finden sofort fur die Koeffi­
o 

zienten durch Rekursion 

ao (m - J.) .•. (m - 1 + v-i) 
a" = -;t (m + 1) ... (m + v) 

Wir erkennen, daB bei beliebig gegebenem 1 die Koeffizienten dieser 
Reihe von einem bestimmten y ab ein festes Vorzeichen haben und 
daB die Reihe fUr aIle Werte von x konvergiert, also wirklich eine fur 
0::::;: x < 00 reguUire Losung von (51) darstellt. Fur ganzzahliges posi­
tives A = n mit n> m bricht die Reihe ab, stellt also ein Polynom dar. 
Fur jedes andere l gewinnen wir leicht eine Abschatzung der Form 

JavJ > -+r, V.v 

wo c eine geeignete Konstante und r ebenfalls ein geeigneter positiv 
ganzzahliger Exponent ist. Hieraus aber folgt, daB unsere Losung fUr 
x ->- 00 gegen Unendlich strebt, und zwar mindestens so stark wie c/xr• 

Somit kann sie keine Eigenfunktion un seres Problems sein, und der 
Beweis ist gefiihrt. 

§ 11. Uber das asymptotische Verhalten der Losungen 
Sturm-Liouvillescher Differentialgleichungen. 

Die spezielle Gestalt der Sturm-Liouvilleschen Differentialgleichungen 
gestattet unter allgemeinen Voraussetzungen uber die Koeffizienten 
Aussagen tiber das Verhalten samtlicher Losungen abzuleiten, sei es 
bei wachsendem Parameter, sei es bei unendlich anwachsender unab­
hiingiger Veranderlicher. 

1. Beschranktheit bei unendlich anwachsender unabhangiger 
Variabler. Denken wir uns die Differentialgleichung gemaB S.251, 
Formel (19a) in die Gestalt uti + !1(x)u = 0 gesetzt und set zen wir 
voraus, daB !1 (x) fUr x ->- 00 einen positiven Grenzwert hat, den wir 
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ohne Beschrankung der Allgemeinheit g~eich 1 annehmen durfen, so 
konnen wir mit ft = 1 + e unserer Betrachtung die Differentialgleichung 

(52) u"+ u + eu = 0 

zugrunde legen. Wir wollen die Annahme e ~ 0 durch die scharfere 
Annahme 
(53) lel<-~, le'I<; 
ersetzen, wo <X eine positive Konstante ist. Unter dieser Voraussetzung 
behaupten wir, daB jede Losung der Differentialgleichung (52) fur 
x ~ 00 beschdinkt ist - ein Verhalten, das man erwarten kann, weil 
die fiir groBe x benachbarte Differentialgleichung u" + u= 0 'nur 
beschrankte Losungen besitzt. 

Zum Beweise multiplizieren wir (52) mit u', integrieren von einer 
nachher passend zu fixierenden positiven Zahl a bis x und erhalten 

I
x Ix x x x 

(54) U'2 + u21 = -2 feuu' dx = -eu2 + fe' u2 dx. 
la a a a a 

Man folgert hieraus sofort 
x 

u2 (x) <: U'2 (x) + u2 (x) :<:=; C (a) + I e (x) I u2 (x) + fl (II u2 dx , 
a 

wobei C (a) ein nur von der unteren Grenze a abhangiger Ausdruck ist. 
Verstehen wir unter M = M(x) den groBten Wert der Funktion u(~) im 
Intervall a <: ~ <: x, der etwa an der Stelle ~ angenommen werde, so 
folgt aus dieser Ungleichung und (53) 

M2 <: C(a) + M;IX + M2<x(: _ ;) 

und somit 
M2(1 - :) <: C(a). 

Wahlen wir nun a > 2 <x, so ergibt sich fur M2 unmittelbar die von 
x unabhangige Schranke 2 C (a), und unsere Behauptung ist bewiesen. 

2. Verschi:i.rfung des Resultates. (Besselsche Funktionen.) Wenn 
wir bei der Differentialgleichimg u" + u + eu = 0 die gegen Nr. 1 
verscharfte Voraussetzung machen, daB e (x) VOn hoherer als erster 
Ordnung im Unendlichen verschwindet, daB z. B.l 

(55) 

wird, so zieht die verschiirfte Dbereinstimmung der Differentialgleichung 
mit u" + u = 0 nicht nur die Beschranktheit der Losungen, sondern 

1 Wir benutzen hier die ubliche Bezeichnungsweise, nach der unter O(l(x») 
eine Funktion g(x) verstanden wird, fUr die der Quotient Ig(x)//(x) I bei wach­
sendem Argument beschrankt bleibt. 
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ihre asymptotische D'bereinstimmung mit den trigonometrischen Funk­
tionen nach sich. 

Set zen wir 
u = cx sin (x + <5) , u' = cx cos (x + <5) , 

wo cx (x) und b (x) zu bestimmende Funktionen von x mit den Ablei­
tungen cx' und b' sind (cx kann iibrigens nirgends verschwinden, weil 
sonst u und u' an einer Stelle gleichzeitig und daher wegen der Diffe­
rentialgleichung (52) u identisch verschwinden wiirde), so konnen wir 
u" und u' auf zweierlei Weise berechnen. Wir erhalten 

u"= IX,'cos(x + b) - cx W+ 1) sin (x + b) = -(1 + /?) cxsin(x + b), 

IX' 

tg (x + <5) = IX (<5' -=-e) ; 
u' = cx cos (x + b) = cx' sin (x + <5) + IX, W + 1) cos (x + <5) , 

(56) 

(57) 

IX <5' 
tg (x + b) = - -ix' , 

<5' 
tg2 (x + b) = - ~ _ e ' 

1/ = /? sin2 (x + b) , 

IX' -<5' . 
-;x = tg(x +-~ = /? sm(x + <5) cos (x + <5). 

Hiernach haben cx und ~ fUr x -->- 00 je einen bestimmten Grenz­
(1 

wert. Es ist namlich ~(x) = ~(fJ) - Ib'(~)d~; lassen wir fJ iiber alle 
x 

Grenzen wachsen, so konvergiert wegen (55) und (56) das Integral 
rechts, da fler Integrand wie 1/x2 verschwindet. Also existiert 
lim b (fJ) = boo, und die obige Darstellung zeigt au/3erdem, daB 
(1-+00 

IX' d . ist. Entsprechend ergibt sich aus der Formel (57) fiir - = - logcx dIe 
IX dx Beziehung 

cx (x) = cxoo (1 + 0 C)) , 
in der iibrigens CXoo of 0 ist. Damit haben wir fUr jede Losung u un serer 
Differentialgleichung die asymptotische Darstellung 

u = cx sin (x + b) = cx"" sin (x + boo) + 0(-1). 
Dieses Resultat findet obne weiteres Anwendung auf die Differential­

gleicbung 
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deren Losungen nach S. 280 mit den Losungen Ym (x) der Besselschen 
Differentialgleichung durch die Gleichungen 

u = Ym fX 
zusammenhangen. 

Fiir diese Losungen Ym (x) der Besselschen Differentialgleichung 
gelten also stets asymptotische Formeln der Gestalt 

Ym (x) = V~ sin (x + c)",,) + 0 (xi} ) . 
Die Werte eX"" und C)"" fiir die Besselsche Funktion ] m (x) werden 
wir spater in Kap. VII, § 6, 2 durch andere Betrachtungen bestimmen; 
es wird sich ergeben 

eX"" = l/~ , c)"" = _ ~n - ; . 

3. Beschranktheit bei wachsendem Parameter. Mit abnlichen 
Obedegungen wie in Nr.1 konnen wir den Satz beweisen: Die Liisungen 
der Sturm-LiouviUeschen Gleichung (mit stetigem r) 
(58) u" - ru + lu = 0 

/ur das IntervaU 0 ~ x <1 mit der Normierungsbedingung 
1 

fU2 dX=1 
o 

und den Randbedingungen u(O) = u(1) = 0 bleiben, absolut genommen, 
unterhalb einer von A und x unabhiingigen Schranke. 

Zurn Beweise rnultipliziert man wieder die Differentialgleichul)g mit 
u', integriert von 0 bis x und erhaIt 

rl: 

(59) U'2(X) + lu2(x) - 2 f ruu' dx = U'2(O) + lu2(O). 
o 

Urn die rechte Seite auszuwerten, integrieren wir diese Gleichung 
zwischen den Grenzen 0 und 1 und erhalten 

liE 

(60) U'2~O) + lu2(O) = f U'2 dx + 1- 2 f d~ f ruu' dx. 
000 

Setzen wir diesen Wert in (59) ein und sch1i.tzen die auftretenden Inte­
grale nach der Schwarzschen Ungleichung ab, so ergibt sich 

(61) lu2 < u'2 + lu2:::; 1 + lU'2 dx + C1 V! u'2dx V f~2 d~ , 
000 

wo C1 eine positive, nicht von. x und nicht von 1 abhangige Konstante 
bedeutet. Aus der Gleichung 

1 1 f u'2dx + f ru2 dx = 1, 
o 0 
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die wir in bekannter Weise nach Multiplikation von (58) mit u aus 
der Greenschen Umformung erhalten, ergibt sich 

1 1 

lu'2 dx <l + Cal u2dx 
o 0 

und somit durch Einsetzen in (61) 

lu2 (x) < 2l + C3 -VI + C" 
wo C2 , Ca, C, wieder von x und ;. unabhiingige positive Zahlen sind. 
Mithin ist Ca C4 

u2 (x) < 2 + yX + T' 

womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
Es sei schlieBlich bemerkt, daB unser Resultat und unser Beweis­

prinzip auch dann bestehen bleibt, wenn die Losungen unserer Diffe­
rentialgleichungen nicht mehr durch Randbedingungen eingeschrankt 
werden. Ausdriicklich aber weisen wir darauf hin, daB bei mehr un­
abhiingigen Veranderlichen ein analoges Resultat nicht mehr gilt!. 

4. Asymptotische Darstellung der Losungen. Dber die Be­
schranktheit hinaus beweisen wir zunachst den folgenden Satz: Zu 
jeder im Intervall 0 <x< 1 normierten Losung von u" - ru + lu = 0 
mit ;. > 0 gibt es eine Losung v von v" + 1 v = 0, so daB 

u=v+O(;X) 

ist. Diese Formel gibt also ffir groBe Werte von A eine asymptotische 
Darstellung der Losungen u durch die trigonometrischen Funktionen v. 
Zum Beweise betrachten wir diejenige Losung von v" + AV = 0, ffir 
welche u(O) = v(O), u'(O) = v'(O) wird; dann geniigt u - v = w der 
Gleichung 

w"+ lw = ru. 

Multiplizieren wir diese mit 2w' und integrieren von 0 bis x, so erhalten 
wir wegen w(o) = w'(O) = 0 x 

(62) w'2(x)+Aw2(x)=2lruw'dx. 
o 

Verstehen wir unter M den groBten Wert von I w (x) I, unter M' den 
groBten Wert von I w'(x) I, im Intervall 0 <x< 1, so folgt aus (62) 
durch Anwendung der Schwarzschen Ungleichung auf die rechte Seite 
mit Riicksicht auf 1 > 0 die Ungleichung 

M'2<M'C, 
~ Ein einfaches Gegenbeispiel liefern die normierten Eigenfunktionen 

Vi 
foTko.",)Jo(ko.",r) - vgl. S. 262 - der Differentialgleichung Au + Au = O. die 

auf dem Rande des Einheitskreises verschwinden. (Vgl. W. STERNBERG: nber 
die asymptotische Integration partieller Differentialgleichungen II. Math. Ann. 
Bd. 86, insbesondere S. 292-295). 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Auf!. 19 
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wo C eine positive, nicht von A. und x abhangige Konstante ist; also 
folgt wegen (62) 

und somit 

wie behauptet wurde. 

C 
Ms.yr' 

5. Asymptotische Darstellung der Sturm-Liouvilleschen Eigen­
funktionen. Fur den Fall, daB es sich nicht urn beliebige Losungen der 
Differentialgleichung (pu')' - qu + A.U = 0, sondem um Eigenfunk­
tionen, etwa fiir das Intervall 0 < x :::; n mit den Randbedingungen 
u(O) = u(n) =0, handelt, wollen wir das Problem der asymptotischen 
Darstellung ein wenig anders stellen. Dazu denken wir uns zunachst 
die Differentialgleichung durch die auf S. 250 angegebene Transforma .. 
tion (20a) in die Gestalt 

(63) z'- rz + A.Z = 0 

gesetzt, wo die neue unabhangige Veranderliche tim Intervall 0 ~ t < l 
liuft und r eine in diesem Intervall stetige Funktion bedeutet. Wir 
wollen nun die nte , zurn Eigenwert A.n gehOrige Eigenfunktion z,. von 
(63) vergleichen mit der entsprechenden nten Eigenfunktion der Diffe­
rentialgleichung v" + 1 v = o. 

Als bequemes Hilfsmittel benutzen wir die Tatsache, daB durch die 
Darstellung - einer "Volterraschen I ntegralgleichung" fur z -

t 
(64) z(t) = aSiniIt + l-rfr(t) z(t) sin iI (t - or) dt 

o 

mit beliebigem (konstanten) a diejenigen Losungen von (63) gegeben 
werden, die, fii~ t. = 0 verschwinden, wie man ohne weiteres aus S. 243, 
Formel (10) entnunmt, wenn man dort fiir N, die Funktion rz einsetzt. 

Da z(t) nach Nr. 3 fiir alle A. beschrankt bleibt, folgt aus (64) sofort 
die Beschranktheit V't>n a *. Daraus ergibtsich fiir a aus (64) und der 

I 

Normierungsbedingung f ,Bdt = 1 die genaue Abs41atzung 
o 

a= 1/2 +0(_1) r I .yr 
und die daraus foIgende 

z(t) - V~siniIt = 0 (ir)' 
• Die Beschrll.nktheit von z(t) 11l..Bt sich ftbrigens auch aus der Integral­

darstellung (64) leicht direkt nachweisen. 
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Da der nte Eigenwert An der Differentialgleichung mit wachsendem n 
ins Unendliche strebt (vgl. Kap. VI, § 2,2), so erhalten wir hieraus fiir 
die nte Eigenfunktion Zn (t) sofort die asymptotische Darstellung 

i"2 ',11 1 
Zn(t) = V Ism f Ant + rAn 0 (1) . 

Nun gilt fi.ir An die asymptotische Abschatzung (vgl. Kap. VI, § 2, 3) 
.112 

An = n2 ]2 + 0 (1) . 

Es ist somit fAn = nj +o(!) und daher 

sin l' An t = sinn j t + 0 (!) . 
Danach ergibt sich fi.ir die normierten Eigenfunktionen der Differential· 
gleichung z" - rz + lz = 0 die asymptotische Darstellung 

(65) 

Entsprechend findet man nach Differentiation der Integralgleichung (64) 
die Forme! 

(66) 

Fur die ursprungliche Differentialgleichung druckt sich das Resultat in 
den Beziehungen aus: 

:I> 

sin (';l!vj dX) 
un(x) = cn ;_ + 0(:), 

Pe 
(67) 

wobei der Normierungsfaktor Cn festgelegt ist durch 

und worin 
1< 

1 = jVjdX 
o 

ist. Entsprechend wird 

(68) 
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In genau derselben Weise erhalt man bei den allgemeineren homo­
genen Randbedingungen die asymptotischen Ausdrucke fur die Eigen­
funktionen und deren Ableitungen. Es ergeben sich die Ausdrucke 

(69) zn(t) = y'ycosnjt + 0(;) 
bzw. 

nnv'2 n (70) z:.(t) = -T ysinnyt + 0 (1), 

die allgemein gelten, solange in der Randbedingung z'(O) - hz(O) = 0 
der Koeffizient h endlich bleibt. 

Aus unserer Volterraschen Integralgleichung (64) konnen wir nebenbei 
bemerkt sogar zu sehr viel genaueren Darste11ungen der Eigenfunktionen 
bzw. ihrer Ableitungen gelangen, entsprechend dem schon in Kap. III her­
vorgehobenen Umstand, daB die Neumannsche Reihe einer solchen Vol­
terraschen Integralgleichung bestandig konvergiertl. Ohne auf die all­
gemeine Theorie zuriickgreifen zu mussen, erhalten wir unmittelbar, 
indem wir in (64) fUr ~ den Wert 1 nehmen'lind damit auf die Nor­
mierung verzichten, sodann unter dem Integralzeichen rechts ffir Z (1) 
wieder den durch die Integralgleichung gegebenen Wert einsetzen und 
dies Verfahren wiederholen, mit der Abkfirzung vet) = sinilt die 
Formel 

t 

z(t) = vet) + lr!dT1v('r1)T(T1)Sinfi (t - T1) 

o 
t Tl 

+ 1 {:lT1!dTsV(TS) r(T1)r(Ts) sin fi (t - T1) sinyT (T1 - TS) 

o 0 

t Tl TI 

(7i) + y~ JdT1JdTsJdT3 V (T3) r(T1) r(T.} r(Ta) sin VI (t - T1) 

000 

sin VI (T1 - T2) sin VI (T2 - T3) 
+ ... 

t 1',,_1 

+ y~ JdT1 .. IdTnZ(Tn} r(T1) •.• r(Tn) sin VI (t - T1) ••• 

o 0 

Wir sehen also, daB wir die nach fa1lenden Potenzen von vi fortschreitende 
Reihe ins Unendliche fortsetzen konnen und so eine ffir alle A. > 0 kon­
vergente, nach fallenden Potenzen von fi. fortschreitende Reihe ffir 

1 Vgl. LIOUVILLE, J.: Journ. de math. pun's et appl. Bd.1. 2 (1836/37) (siehe 
Literaturve~zeichnis), wo die Volterrasche Integralgleicbung und die Neumannscbe 
Reihe vorkommen. 



§ 12. Eigenwertprobleme mit kontinuierlichem Spektrum. 293 

z (t, l) erhalten. Brechen wir die Reih'e mit dem nten Gliede ab, so wird 
der Fehler von geringerer GroBenordnung als (1/fit. Die Reihe zeigt also 
ein asymptotisches Verhalten. 

§ 12. Eigenwertprobleme mit kontinuierlichem Spektrum. 
Die Eigenwerte der bisher behandelten Probleme bilden eine ab­

ziihlbare, ins Unendliche wachsende Zablenfolge. Wenn die Koeffi­
zienten der Differentialgleichung in den Randpunkten des Grundgebietes 
singular sind, vor allem aber, wenn das Grundgebiet sich ins Unendliche 
erstreckt, kann das Spektrum, d. h. die Gesamtheit der Eigenwerte, 
jedoch ein ganz anderes Verhalten zeigen. Insbesondere konnen Spektren 
auftreten, we1che aIle Zahlen eines l-Intervalles enthalten, sogenannte 
kontinuierliche Spektren. Mit den zugeh6rigen Eigenfunktionen wird 
dann der Entwicklungssatz, in eine Integraldarstellung Fourierscher Art 
iibergehen. 

1. Die trigonometrischen Funktionen. Das einfachste so1che 
Problem wird geliefert von der Eigenwertgleichung 

u" + lu = 0 

fUr das Intervall - 00 < x < 00 und der "Randbedingung": u bleibt 
im UnendHchen beschrankt. Offenbar ist jede nichtnegative Zabl l 
Eigenwert mit den Eigenfunktionen sin fi x , cos yI x. Da:s spezielle 
Fouriersche Integraltheorem von Kap. II, § 6 ersetzt fiir dieses Eigen­
wertproblem den Entwicklungssatz. 

Man kann sich das Zustandekommen des kontinuierlichen Spek­
trums ebenso wie die Entstehung des Fourierschen Integrals aus dem 
Entwicklnngssatz verstandlich machen, indem man von einem Eigen­
wertproblern fiir ein endliches Intervall ausgeht und dann den Grenz­
iibergang zurn unendlichen Intervall durchfiihrt. 

2. Die Besselschen Funktionen. Almlich liegen die Verhaltnisse 
bei dem Eigenwertproblern der Besselschen Differentialgleichung 

(xu')' + (lx - :2) u = 0 

fiir das Intervall 0:::: x < 00 und die Randbedingung des Endlich­
bleibens fiir x = 0 und x -+ 00. AIle Besselschen Funktionen u = J n (VI x) 
fiir ). > 0 sind Eigenfunktionen. Wir haben also ein kontinuierliches 
Spektrum aus allen nichtnegativen Werten von). vor uns. 

Auch hier wird der Entwicklungssatz durch ein Integraltheorem 
fUr die Darstellung e1ner willkiirlichen Funktion I (x) abgelost, bei 
we1chem als Integrationsgebiet das Spektrurn, d. h. das Kontinuurn 
der positiven Zahlen auftritt. Diese Integraldarstellung lautet 

00 00 

I(x) = /tln(tx)g(t)dt. g(t) = f~ln(~t)/(~)d~. 
o o 
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Fur ihre Gultigkeit sind hinreichend die Bedingungen, daB die Funk~ 
tion t (x) fUr x >0 stiickweise glatt ist, daB das Integral 

00 

Ixlt(x)ldx 
o 

existiert und daB f (0) = 0 ist. Einen Beweis fUr dieses Integraltheorem 
werden wir erst spater in Rap. VII, § 2 geben. 

3. Das Eigenwertproblem der Sehwingungsgleiehung fur die 
unendliche Ebene. Das Eigenwertproblem der Differentialgleichung 

Llu + }.u = 0 

fUr die ganze x,y-Ebene bei der Randbedingung des Beschranktbleibens 
im Unendlichen laBt sieh sofort auf zwei verschiedene Arten losen. 
Einmal konnen wir als Eigenfunktionen die samtliehen Prodilkte der 
trigonometrischen Funktionen u = sin £x (x .,- ~) sin fJ (y - 1)) ansehen, 
wobei ~, 1) und £x, fJ beliebig sind und als Eigenwert die ZahIA = £X2 + fJI 

erscheint. Eigenwert ist also wiederum jeder niehtnegative Wert l, 
und zu jedem solchen Eigenwert gehort offenbar noch ein Rontinuum 
von Eigenfunktionen. Die zugehOrige Integraldarstellung ist niehts 
anderes als das Fouriersche Integraltheorem fiir die Ebene (vgl. 
Kap. II, § 6). 

Einen anderen Typus von Eigenfunktionen erhalten wir nach Ein­
fiihrung von Polarkoordinaten r, ({I in der Gestalt 

u = In (y); r) sin n ({I , u = I nCr); r) cos n ({I 

bei beliebigem ganzzahligen n und beliebigem niehtnegativen A. Das 
Spektrum bleibt selbstverstandlich aueh hier das Rontinuum der nicht­
negativen Zahlen A > 0, wahrend zu jedem Eigenwert A > 0 nur eine 
abzahlbare Anzahl von Eigenfunktionen gehort, entspreehend dem 
ganzzahligen Charakter von n. Die Darstellu~g einer willkurliehen 
Funktion erfolgt hier dureh Fouriersehe Reihenentwicklung hinsieht­
lieh n und durch Integraldarstellung jedes Roeffizienten hinsiehtlieh r 
gemaB der vorigen Nummer. (Vgl. Rap. VII, § 2.) 

Diese letzteren Eigenfunktionen sind iibrigens als Linearkombina­
tionen von Sinusprodukten mit demselben Wert von A = £X2 + {J2 an­
zusehen. Es ist namlieh 2:r 

In (v!Xrkn'I = .L- i)~ /'eint eixlXcost+ ;y(Lilltdt. 
2:n . 

(Vgl. Rap. VII, § 2.) 
o 

4. Das Sehrodingersehe Eigenwertproblem. (V gl. aueh Rap. VI, 
§ 5.) 1m Zusammenhange mit der physikalischen Theorie der Quanten 
ist in neuerer Zeit SCHRODINGER 1 auf einen Typus von Eigenwert­
problemen gefUhrt worden, des sen Spektrum eine ganz andere Struktur 

1 SCHRODINGER, E.: Abhandlungen zur Wellenmechanik. Leipzig 1927. 
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als die vorher behandelten zeigt, namlich aus einem kontinuierlichen 
und einem diskreten Tei! besteht, wobei das diskrete Spektrum nicht 
ins Unendliche reicht, sondern einen Haufungspunkt Un Endlichen be­
sitzt. Beim einfachsten Schrodingerschen Problem handelt es sich urn 
die Eigenwertgleichung 

(72) 
c Ju+-u+1u=0 
r 

im Raume, wobei c eine gegebene positive Konstante bedeutet, r, 1}, cp 
Polarkoordinaten sind und von den Eigenfunktionen u Stetigkeit im 
Nullpunkt und Endlichbleiben fUr r --+ 00 verlangt wird. Multipliziert 
man die Differentialgleichung mit einer Kugelfunktion Y n (1}, cp} und 
integriert iiber die Einheitskugel, so erbalt man fiil;" die Funktion 

v(r) = f f u(r, 1}, cp) Yn (1}, cp) sintJd1}dcp 

in der iiblichen Weise die Differentialgleichung 

(73) 2 ( c n (n + 1)) v" + -vr + 1 + - - --2-- V = 0, r r r 

und aus den Eigenfunktionen v dieser Gleichung bei denselben Rand­
bedingungen wie oben fiir r = ° und r --+ 00 erhalt man durch die 
Produktbildung u = vYn Eigenfunktionen von (72). 

Fiihren wir in naheliegender Weise hier statt 1 als neuen Parameter 
die GroBe c 

1 = 2Y-1' 
und statt r die Veranderliche 

z = 2y-1r 
ein, so erhalten wir die Differentialgleichung 

2 (1 I n (n + 1)) 
vzz + -Zvz + -4 + z - --Z-2- V = 0, 

welche wir in § 10 Formel (51 a) aufgestellt haben. Aus den dort an­
gestellten Betrachtungen folgt, daB bei reellem 1, d. h. negativem 1, 
die Bedingung der Stetigkeit im Nullpunkt und des Endlichbleibens fUr 
r --+ 00 nur fiir ganzzahlige Werte 1 > n erfiillt werden kann und daB die 
Losungen durch die Ableitungen der Laguerreschen Polynome in der 
Gestalt z 

v = zn e -2 L12n+11 (z) 
l+n 

gegeben werden. Fiir die urspriingliche Differentialgleichung ergeben 
sich also die Werte 

und nur diese als negative Eigenwerte mit den zugehOrigen Eigenfunk­
tionen 
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Dabei kann n bei gegebenem ganzzahligen l alle ganzen Zahlen von 
Obis I - 1 durchlaufen, und Y" reprasentiert jeweils 2n + 1 linear un­
abMngige Kugelfunktionen. Das so gefundene diskrete Spektrum be­
steht aus unendlich vielen Zahlen mit dem Haufungspunkt Null. 

Wir behaupten weiter, daB die SchrOdingersche Gleichung (72) 
ieden positiven Wert A. zum Eigenwert hat, d. h. das Kontinuum der 
nichtnegativen Zahlen als kontinuierliches Spektrum besitzt. 

Zum Beweise fiihren wir an Stelle von v in (73) die Funktion 
w = rv ein; dann erhalten wir die Differentialgleichung 

w" + (A. + ~ - '!Jnrt 1)) w = 0, 

weIehe den in § 11, Nr. 1 behandelten Typus besitzt. Ihre Losungen w 
bleiben also ftir jedes positive A. beschrankt, und die Losungen v = wlr 
streben gegen Null bei unendlich anwachsendem r. Um nun. zu er­
kennen, daB jeder positive Wert von A. Eigenwert ist, haben wir also 
nur die Existenz einer im N ullpunkt regularen und ftir alle r existie­
rend en Losung v nachzuweisen. Diese Tatsache kann man aus der all­
gemeinen Theorie der linearen Differentialgleichungen entnehmen. Man 
erhalt aber eine soIehe Losung auch unmittelbar nach dem schon 
mehrfach angewandten Verfahren in Gestalt einer bestandig konvergen­
ten Potenzreihe, am zweckmaBigsten, indem man die Differentialglei­
chung durch Einfiihrung von z = r-"ei}''I,v in eine soIehe Differential­
gleichung fliT z verwandelt, bei welcher der Potenzreihenansatz zu 
einer zweigliedrigen Rekursionsformel fiihrt. 

§ 13. Storungsrechnung. 
Wenn die Eigenwerte A." und zugehorigen normierten und orthogo­

nalen Eigenfunktionen Un der linearen selbstadjungierten Differential­
gleichung 
(74) L (Un) + An Un = 0 

fliT vorgegebenes Gebiet 1 und vorgegebene Randbedingungen bekannt 
sind, so kann man durch ein ftir die Anwendungen wichtiges Naherungs­
verfahren, die sogenannte Storungsrechnung, die Eigenwerte und Eigen­
funktionen eines zu einer "benachbarten" oder "gestorten" Differential­
gleichung 
(75) L(un) - erUn + lnun = 0 

gehorigen Eigenwertproblems berechnen; dabei soIlen Randbedingungen 
und Gebiet dieselben bleiben. Es bedeutet r eine gegebene, in dem 
Grundgebiet stetige Funktion und e einen Parameter;· Un und In sind 

1 Die Anzahl der Dimensionen des Gebietes ist dabei beliebig. Integrationen 
sind immer iiber das ganze Gebiet zu erstrecken; das Gebietselement wird da­
bei mit dg bezeichnet. 
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die Eigenfunktionen und Eigenwerte des neuen Problems. Wir setzen 
ftir das folgende voraus, daB sich sowohl die neuen Eigenwerte als 
auch die neuen Eigenfunktionen nach Potenzen des Storungspara­
meters E entwickeln lassen, wobei wir auf den Beweis ffir die Moglich­
keit einer solchen Entwicklung hier verzichten. 

1. Einfache Eigenwerte. Wir setzen zunachst voraus, daB d.as 
ursprungliche ungestorte Problem nur einfache Eigenwerte besitzt, und 
machen entsprechend unserer Voraussetzung den Ansatz 

(76) 

(77) i,. = An + Ef'n + E2 Vn + ... 
Dann ergeben sich durch Einsetzen in (75) sofort die Differential­
gleichung (74) und weiter die Differentialgleichungen 

(78) L(vn} + Anvn = run - f'nUn' 

(79) L(wn} + AnWn = rVn - f'nvn - "nUn, 

aus denen wir nacheinander die Storungen verschiedener Ordnung, d. h. 
die GroBen" f'n' "n' .•. bzw. "n' Wn, •• , berechnen konnen. 

Wir fiihren zu diesem Zwecke a1s zu bestirnmende GroBen die E~t-
wicklungskoeffizienten 

anJ = fvnuJdg 

der Funktion Vn nach den Eigenfunktionen uJ ein und erhalten, indem 
wir die Gleichung (78) mit Uz multiplizieren, tiber d.as Grundgebiet 
integrieren und links den ersten Term mit Hille der Greenschen Formel 
unter Berticksichtigung der Randbedingungen - etwa verschwindende 
Randwerte - umformen: 

anl(An - AI) = dnl - f'n"nl, 

wobei "nl = 0 ftir n =1= Z und "nn = 1 "ist und zur Abkfirzung 

dnl = frunu,dg 

gesetzt ist. Es ergibt sich also als Resultat fUr 1 = n 
(SO) f'n = dnn 

und fUr H= n dill 
a", = All -A,' 

Der Wert ann ergibt sich aus der Normierungsforderung f U! dg = 1, 
die fUnvndg=O und damit ann=O liefert. Es ist also, wenn wir v. 
nach den uJ entwickeln konnen, 

~I dill 
vn = ~ A _ A uJ 

1=1 II "J 

(81) 

wobei der Strich am Surnmenzeichen die Fortlassung des Gliedes mit 
i = n verlangt. 
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Nach dieser Bestimmung der erst en Naherung ergibt sich die zweite 
00 

Wn= 1: bnjUj 
1=1 

analog mit Hilfe der Gleichung (79), aus welcher wie oben 
ex> 

(82) bnl(An-AI) = ~ anjdjl - flnanl- 'Vnbnl 
i=1 

folgt. Setzt man n = l, so erhalt man das zweite Storungsglied ftir den 
Eigenwert, namlich ex> 

'Vn= ~ anjdjn , 
wahrend sich ftir lof n i=1 

(83) bnz = ~":':Tli' anjdjZ - flnanzj 
.. I j=1 

ergibt. Zur Bestimmung von bnn hat man wieder die Normierungs­
bedingung fu~dg = 1 heranzuziehen und in ihr den Faktor von e2 

gleich Null zu setzen. Es folgt leicht 
ex> 

(84) bnn=-t~a~j, 
j=1 

womit die zweite Naherung vollig bestimmt ist. 
In genau derselben Art lassen sich sukzessive die weiteren Naherungen 

finden. 
2. Mehrfache Eigenwerte. Eine weitere Diskussion wird im 

Falle des Auftretens mehrfacher Eigenwerte oder, wie man auch 
sagt, im FaIle der "Ausartung" notig. Es genugt zum Verstandnis 
der Betrachtung, wenn wir voraussetzen, daB der erste Eigenwert von 
(74) iX-fach ist, daB also Al = ... = A", = list, wahrend aIle Eigen­
werte An mit n> iX einfach sind. Die Komplikation, die sich jetzt 
einstellt, beruht darauf, daB iin FaIle eines mehrfachen Eigenwertes die 
Eigenfunktionen nur bis auf eine orthogonale Substitution bestimmt 
sind und daB bei einer Storung eine stetige Fortsetzung der einzelnen 
Eigenfunktionen erst nach geeigneter Wahl eines Systems von Eigen­
funktionen zum mehrfachen Eigenwert erwartet werden kann (vgl. 
auch Kap. III, § 8, 4). Dementsprechend denken wir uns zunachst die 
iX zum Eigenwert l gehOrigen Eigenfunktionen durch eine noch fest­
zulegende orthogonale Transformation 

IX 

* - ,",' (1 ) u,,-.o;;.,l'njUj n= ,2, ... ,iX 
j=1 

in ein anderes System solcher Eigenfunktionen ubergefiihrt und machen 
den Ansatz un= u: + evn+ e2wn+ ... , 
wobei nunmehr sowohl die l'nj als auch die Funktionen Vn, Wn, . .. zu be­
stimmen sind. Fur n> iX ist hierin u! = Un zu setzen, und es andert 
sich nichts gegen die Betrachtungen von Nr. 1, so daB wir uns hier 
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auf die Fiille n = 1 , 2, ... , (X, beschranken durfen. Es ergeben sich 
fur vn bzw. wn auf Grund unseres Ansatzes und der Differentialglei­
chung (75) die Gleichungen 

(85) 

(86) 

~ ~ 

L(vn) + AnVn = J;rYnjUj - finJ;r"lnjUj, 
i=1 i=1 

.(X 

L(wn) + AnWn = rVn - finvn - vnJ; "InjUj. 
j=1 

Multiplizieren wir (85) mit Uz und verfahren wie in Nr. 1, so ergibt sich 
mit den Bezeichnungen aus Nr. 1 

(87) 
~ 

anz(An - Az) = 1: (djl - findjz) "Ini' 
j=1 

also speziell fur 1 = 1, 2, . . ., (X,: 

(X 

0=1:, {djz - findjz} "Inj (1, n = 1, 2, .,., (X,). 

j=1 

Aus diesen (X,2 Gleichungen bestimmen sich nach den Methoden von 
Kap. I, § 2 bis auf die Reihenfolge die GroBen fil' ... , fi()f. als Wurzeln 
der charakteristischen Determinantengleichung I djl - findjzl = 0 ein­
deutig. Der Einfachheit halber setz~n wir voraus, daB diese Wurzeln 
alle voneinander verschieden sind, d. h. daB die Form 1: djl Xj XI lau-

i,1 
ter verschiedene Eigenwerte besitzt. Dann ist auch die orthogonale 
Matrix (Ynj) eindeutig bestimmt. Wir ersetzen nunmehr zur Bequemlich-

~ 

keit der Schreibweise die Eigenfunktionen u: = 2: "Inj Uj wieder durch 
i=1 

das Zeichen Un; die Matrix (dnl) ist also eine Diagonalmatrix mit den 
Elementen 

und den ubrigen Elementen Null. Die Gleichungen (87) ergeben dann 
fur 1 > (X, sofort 

(88) 

Aus der Normierungsbedingung folgt wie in Nr.1 ann = 0, wahrend 
wir zur Bestimmung der GraBen anI (I, n = 1, 2, ... , (x', n::f 1) die Glei­
chungen (86) fur die zweite Naherung heranziehen mussen, die fUr 
1, n = 1,2, ... , (X, in 

ex> 

0= 1: anjdjl - finanl- vndnl 
i=1 

oder unter Beruoksichtigung der Tatsache, daB (djl) {i, 1 = 1, 2, .. " (X,) 

eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen fin ist, in 
ex> 

0= 1: anjdjl + anlfil- finanl- vndnl 
;="'+1 
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iibergehen. Fiir 1 = n ergibt dies 

(89) 
00 

"n= 1:anjdjn, 
i=<>+1 

worin die Koeffizienten anj nach (88) bereits bestimmt sind. Fur n =f= 1 
erhalten wir 

00 

1 L:" anl= --- anjdjl • 
P.,.-P., 

i=<>+1 

Zusammenfassend lautet das Ergebnis: Man wahle zum IX-fachen 
Eigenwert 11 = .l ein so1ches System normierter orthogonaler Eigen­
funktionen u1 , ••• , U IX ' daB die Matrix dnl = f runujdx Diagonal­
matrix mit den Elementen dnn wird. Dann wird die Storung erster 
Ordnung des Eigenwertes gegeben durch 

/1n= dnn 

und die Eigenfunktionen durch 

mit 

und 

00 

Vn= 1;anjuj 
i=1 

sobald mindestens ein Index 1 oder n groBer als IX ist, und 

sobald beide Indices lund n voneinander verschieden und nicht groBer 
als IX sind. 

Genau entsprechend ergeben sich die Storungsglieder zweiter und 
hOherer Ordnung, von denen iibrigens nach (89) die Storung zweiter 
Ordnung des n-ten Eigenwertes 

wird. 
S. Ein Beispiel zur Storungstheorie1• Wir betrachten das Pro­

blem einer in x = 0 und x = n eingespannten, frei schwingenden Saite 
mit dem konstanten Elastizitatskoeffizienten p = 1 und einer Massen­
dichte (! (x), die sich fiir alie x aus dem Intervall 0 < x ::;:; n wenig 
von einem konstanten Wert (!o unterscheidet, also die Form hat 

1 V gl. RAYLEIGH, J. W. 5., The Theory of sound, 2. Aufl .. Bd. I, S. 11 5-118. 
London 1894. 
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e (X) = eo + e a (x), wo a(x) eine gegebene Funktion und e einen "Storungs­
parameter" bedeutet. Das zugehOrige Eigenwertproblem lautet nach § 3 : 

(90) 
Ffir f = 0 erMlt man das ungest6rte Problem u~ + l,. eo Un = 0 mit 

d L" 1 n2 1. er osung An = -, Un = yTe: smnx. 
eo :n; 

"2 eo 

Um die erste Naherung des gestarten Problems (90) zu erhalten, 
haben wir - da die Eigenwerte alle einfach sind - lediglich in den 
Formeln (80) bzw. (81) von Nr. 1 

und n l 
r(x) = -l,.a(x) = --a(x) 

eo 
zu setzen 1. Man erMlt so ffir die Starung erster Ordnung Pn der Eigen­
werte: n 

nl 2f ftn = - --. - a (x) sin2nx dx 
Ii :n; 

o 
bzw. der Eigenfunktionen vn: 

(91) 

mit n 

(92) 2 n l 1 r ( ) . .. d an} = - -:11--1 - a X Slnnxsm1x x 
:n; 1 - n eo •. (i + n); 

o 

Urn diese Resultate auf ein Beispiel anzuwenden, berechnen wir 
mit RAYLEIGH die Verschiebung dx des ersten Knotenpunktes, der 
n = 2 entspricht und auf einer homogenen Saite in der Mitte liegt. 

Da wir die Entwickelbarkeit von Un nach Potenzen von e ange­
nommen haben, so k6nnen wir dx in der Form dx = e'l + e2(: .. ) 
schreiben. Zur Bestimmung von 'l ergibt sich die Gleichung 

0= u2(i+ e'l + ... ) = ulI(i +e'l + ... ) + evlI(i+ e'l + ... ) + e2( ... ) 
= U2 (i) + e ['luz(i) + v2(i)] + ell ( ••• ). 

1 In Nr. 1 hatten wir allerdings vorausgesetzt. daB in dem Storungsglied 
er(x) die Funktion r(~) nicht von B 'abhll.ngt, wlthrend in dem entsprecbenden 
Storungsglied von (90) die Funktion I .. a(~) noch von B abhll.ngt; da wir uns 
aber im folgenden nur fll.r die Storungen erster Ordnung interessieren, darf, 
wie man leicht sieht, r (x) = - )." a (x) gesetzt werden, wo l" nicht mehr von 11 

abhll.ngt. 
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Setzt man in dieser Gleichung den Koeffizienten von E gleich Null und 
berucksichtigt man (91) und U2 (x) = konst. sin2x, so erhalt man 

V2(-~) 
r = ---) = a21 - a23 + a25 - + ., .. 

'(:Tl U2 "2 
Wird z. B. die Inhomogenitat dadurch bewirkt, daB im Punkte x = n/4 
eine kleine Masse eou angebracht wird, so erhalt man fUr r durch einen 
leicht auszuftihrenden Grenzubergang aus (92) 

§ 14. Die Greensche Funktion (EinfluBfunktion) und die 
Zuriickfiihrung von Differentialgleichungsproblemen auf 

Integralgleich ungen. 
Wir erweitern nunmehr den Kreis unserer Betrachtungen durch 

einen prinzipiellen Schritt, indem wir als Ausgangspunkt nicht ein 
Schwingungs- oder Eigenwertproblem, sondern eine Randwertaufgabe 
nehmen und unabhangig von allem Vorangehenden fur die Darstellung 
der Losungen solcher Randwertaufgaben die Methode der Greenschen 
Funktion oder EinfluBfunktion entwickeln. Dabei ergibt sich ganz von 
selbst die Zuriickfuhrung unserer Eigenwertdifferentialgleichungen auf 
symmetrische Integralgleichungen und damit ein Weg zur Erledigung 
der bisher noch offengebliebenen Frage nach der Existenz der Eigen­
funktionen bzw. nach dem Vollstandigkeits- und Entwicklungssatz. 

1. Die Greensche Funktion und das Randwertproblem fur ge­
wohnliche Differentialgleichungen. Wir betrachten zunachst einen 
linearen homogenen, sich selbst adjungierten Differentialausdruck 
zweiter Ordnung L[u] = PU" + P' u' - qu 

fur die Funktion u(x) im Grundgebiete G: Xo < x ~ Xl' worin p, p' 
und q stetige Funktionen von X sind und p> 0 ist; die zugehOrige un­
homogene Differentialgleichung lautet 
(93) L[u] = -9?(X) , 



§ 14. Greensche Funktion und Differentialgleichungsprobleme. 303 

wobei rp (x) eine in G stuckweise stetige Funktion bedeutet. Es handelt 
sich urn das Randwertproblem, eine L5sung u=t(x) der Gleichung (93) 
zu finden, welche am Rande von G gegebenen homogenen Rand­
bedingungen genugt, z. B. der Randbedingung u = 0 *; zu seiner Dis­
kussion liegt folgender Gedanke nahe: Wir deuten die Differential­
gleichung (93) gemaB den fruheren Uberlegungen als die Gleichgewichts­
bedingung einer Saite unter dem EinfluB einer uber die Saite verteil­
ten zeitlich konstanten Kraft, deren Dichte durch rp (x) gegeben ist. 
Machen wir nun einen Grenzubergang von der kontinuierlich ver­
teilten Kraft rp(x) zu einer "Einzelkratt", d. h. einer nur in einem ein­
zigen Punkte x = ~ mit der Intensitat 1 oder auch einer anderen In­
tensitat angreifenden Kraft, und ist K (x, $) die Elongation der Saite 
unter dem EinfluB der Ein~elkraft mit der Intensitat 1, wobei stets die 
der Saite auferlegten Randbedingungen gewahrt bleiben sollen, so wird 
man die Wirkung der kontinuierlich verteilten Kraft rp (x) als Superposition 
der Wirkungen kontinuierlich verteilter Einzelkrafte auffassen k5nnen, 
deren Dichte an der Stelle ~ gleich rp(~) ist; man kann also erwarten, 
daB die gesuchte L5sung in der Form 

:1:, 

(94) u(x) = f K(x,~) rp(~) d~ 
:1:. 

erscheint. Die Funktion K (x, ~), welche wir als Einflupfunktion oder 
als Greensche Funktio.n des Differentialausdruckes L[u] bezeichnen, 
muB ihrer Definition nach fur jeden Wert des Parameters ~ den vor­
gegebenen Randbedingungen bei x = Xo und x = Xl genugen; daraus 
folgt unmittelbar, daB die in der Gleichung (94) durch den Kern K (x,;) 
mit der Quellendichte rp (x) quellenmaBig dargestellte Funktion u (x) eben­
falls diesen Randbedingungen genugt. 

Die EinfluBfunktion K (x,~) muB uberall auBer an der Stelle x = ~ 
der Differentialgleichung 

L[K] = 0 

genugen, da sie ja der Kraft Null fur x of $ entspricht. An der Stelle 
x = ~ muB die Funktion K (x, $) eine Singularitat aufweisen, auf welche 
wir durch folgende Plausibilitatsbetrachtung gefiihrt werden: Wir 
denken uns die Einze1kraft entstanden durch Grenzi,ibergang aus einer 
Kraft cp. (x), die fUr I x - ~ I > e in G Null ist und deren Gesamtintensitat 
durch die Gleichung 

~+e f rpe(x) dx = 1 
~-. 

* Es sei nochmals daran erinnert, daB man auf dieses Problem die Rand­
wertaufgabe der homogenen Differentialgleichung bei unhomogenen Randbe­
dingungen zurftckffthren kann. (Vgl. § t, 2.) 
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gegeben wird. Die zugehOrige Elongation der Saite werde mit K. (x.~) 
bezeichnet; sie genugt also derGleichung L[K,] = (PK~)' - qK. = -q;. (x). 
Wir integrieren diese Gleichung zwischen den Grenzen ~ - b und ~ + b, 
wobei b > e ganz beliebig so gewiihlt werden darf, daB das Integrations­
intervall noch ins Grundgebiet G fallt, und erhalten 

,;+d 

f(d~ (p ~~.) - qK.)dx = -1. 
,;-d 

Machen wir nun zunachst den Grenzubergang e -+ 0 und nehmen an, 
daB dabei K. gegen eine stetige und abgesehen von x = ~ stetig diffe­
renzierbare Funktion K (x,~) konvergiert, so ergibt sich, indem wir nun­
mehr auch b gegen Null streben lassen, fUr K (x,~) sofort die Beziehung 

1m =--~ 1. dK(x,~) IX=Hd 1 

d+O dx x=,;-d P(~) , 

welche die Singularitat der Greenschen Funktion charakterisiert. 
Diese heuristische Obedegung kehren wir nunmehr urn und mach en 

sie so zu einer strengen mathematischen Theorie. Wir definieren von 
vornherein als Greenscke Funktion des Differentialausdruckes L [u] bei 
gegebenen homogenen Randbedingungen eine Funktion K (x,~) von ~ 
und ~, welche folgende Bedingungen befriedigt: 

1. K (x, ~) ist bei festem ~ eine stetige Funktion von x und erfullt 
die vorgegebenen homogenen Randbedingungen. 

2. Die Ableitungen erster und zweiter Ordnung von K nach x sind, 
abgesehen von der Stelle x = ~, uberall in G stetig; an der Stelle x = ~ 
mach~ die erste Ableitung einen Sprung, gegeben durch 

dK(x, E) [x=,;+O = __ 1_. 
(95) dx x=,;-o P(~) 

3. AuBer an der Stelle x = ~ genugt K als Funktion von x uberall 
in G der Differentialgleichung L [K] = O. 

Eine stetige Funktion, welche die Bedingungen 2, 3, aber nicht 
notwendig die homogenen Randbedingungen erfUllt, nennt man, neben­
bei bemerkt, "Grundlosung" der Differentialgleichung L [u] = O. 

In der Tat leistet nun die so definierte Greensche Funktion das 
Gewunschte. Es bestehen namlich die folgenden, nach dem Obigen 
plausiblen Zusammenhange. Wenn q; (x) eine stetige oder stiickweise stetige 
Funktion von x ist, so geniigt die Funktion 

x, 

(96) u(x) = JK(x,~) q; m d~ 
der Dillerentialgleickung 
(97) L[u] = -q;(x) 
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und den Randbedingungen. Geniigt umgekehrt die F unktion u (x) der 
Differentialgleichung (97) und den Randbedingungen, so wird sie durch 
(96) dargestellt. Zum Beweise der ersten Behauptung brauchen wir 
nur die elementaren Regeln tiber Differentiation eines Integrals nach 
einem Parameter anzuwenden. Danach erhalten wir unter Bertick­
sichtigung von (95) der Reihe nach die folgenden Gleichungen: 

x, 

u'(x) = I K'(x,~) q; (~) d~; 
z. 

z x, 

u"(x) = I K"(x, ~) g; m d~ + I K"(x, $) g; m d~ 
x. x 

+ K'(x,x - O)g;(x) - K'(x,x + o)g;(x) 
x, 

= I K" (x, ~) g; (~) d ~ + (K'(x + 0, x) - K'(x - 0, x)) g;(x) 
x. 

x, 

= I K"(x,~) g; (~) d~ - ;~;; ; 
x. 

also x, 

pu"+ P'u'- qu = I(pK"+ p'K'- qK)g;(~)d~ - g;(x), 
x. 

womit wegen L[KJ = 0 der gewtinschte Nachweis erbracht ist. 
Zum Nachweis der Umkehrung benutzen wir wieder die Greensche 

Formel § 1, (2b), setzen darin v = K und wenden sie auf die beiden 
Integrationsgebiete Xo <: x <: ~ und $ <: x <: Xl an. Aus der Sprung­
relation und den Randbedingungen folgt dann unmittelbar die Formel (96) 
mit Vertauschung von x und ~. 

In genau derselben Weise erhalten wir allgemeiner, wenn u 
nicht den gegebenen homogenen Randbedingungen wie K - etwa 
u (xo) = u (Xl) = 0 - unterworfen wird, fUr u die Darstellung 

Xl Xl 

u(x)=IK(x,~)g;(~)d~+PK'u , 
Xo Xo 

worin fUr g; = 0 die Darstellung der Losung der Randwertaufgabe fUr 
die homogene Differentialgleichung L[u] = 0 durch die Randwerte ent­
halten ist. 

Die Greensche Funktion eines sick selbst adjungierten Differentialaus­
druckes ist symmetrisch in Parameter und Argument, d. h. es gilt 

K(x,~) = K(~, x). 

Der Beweis folgt fast unmittelbar aus der Greenschen Formel § 1, (2b), 
wenn wir dort v = K (x,1J), u = K (x,~) einsetzen und das Integra­
tionsgebiet aus den drei getrennt zu behandelnden Stlicken xo~x<:~. 

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Auf!. 20 
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~ < X < 'YJ, 1J < X <Xl zusammensetzen; die Beriicksichtigung der 
Sprungrelation (95) an den Stellen X = ~ und X = 'YJ und der Rand­
bedingungen ergibt dann die Behauptung. Die Symmetrie der Greenschen 
Funktion ist in vielen Fallen der pragnante Ausdruck einer in der Physik 
hiiufig vorkommenden Reziprozitat: Wenn die Kraft 1, an der Stelle ~ 
angebracht, die Wirkung K (x, ~) an der Stelle x hervorbringt, so bringt die 
Kraft 1, an der Stelle x angreifend, in ~ dieselbe Wirkung hervor. 

2. Die Konstruktion der Greenschen Funktion und die Greensche 
Funktion im erweiterten Sinne. Zur Konstruktion einer Greenschen 
Funktion fiir L[u] bei den vorgeschriebenen Randbedingungen ver­
fahren wir folgendermaBen. Wir betrachten eine Losung Uo (x) der 
Differentialgleichung L[u] = 0, die fiir x = Xo der vorgegebenen Rand­
bedingung geniigt, etwa verschwindet, dann ist couo(x) die allgemeinste 
solche Losung; ebenso sei c1 u1 (x) die Schar der Losungen von L [u] = 0, 
welche der Randbedingung fiit x = Xl geniigen. Nun sind zwei FaIle 
moglich. Entweder die beiden Scharen sind voneinander verschieden -
was als der allgemeine Fall zu gelten hat -, oder sie fallen zusammen. 
1m ersten FaIle sind die Funktionen uo, U1 linear voneinander unab­
hangig, d. h. es ist einem bekannten Satze zufolge uou; - ufJu1 + 0 *; 
und es kann eine Kurve der ersten Schar eine der zweiten Schar nie im 
Grundgebiete beriihren (da sich in dem Beriihrungspunkt sofort ein 
Widerspruch zu dieser Gleichung ergeben wiirde). Wir konnen also 
die beiden Konstanten CO' C1 so wahlen, daB der Schnittpunkt zu 
einer vorgegebenen Abszisse x = ~ im Intervalle G gehort und der 

Sprung der Ableitung dort genau den Wert - P~;) besitzt; auf diese 

Art erhalten wir die Greensche Funktion explizit durch die Formeln 

womit die gewiinschte Konstruktion geleistet ist. 
1m zweiten Falle unterscheiaen sich Uo und u1 nur durch einen kon­

stanten Faktor; jede Losung der einen Schar gehort auch der anderen 
an. In diesem Faile geniigt also die Funktion Uo (x) nicht nur der 
Anfangs-, sondern auch der Endbedingung; die Differentialgleichung 
L[u] = 0 besitzt also die den Randbedingungen geniigende, nicht iden­
tisch verschwindende Losung uo(x) , was wir auch so ausdriicken konnen: 
A. = 0 ist ein Eigenwert von L[u] + A.u = O. Es versagt somit die obige 
Konstruktion, es existiert keine Greensche Funktion. 

* Es ist nlimlich A = U o u~ - u~ U 1 = c/P mit konstantem c, wie man leicht be­
sta.tigt, indem man flir die linke Seite aus der gegebenen Differentialgleichung 
die Differentialgleichung p,d' + Ap' = 0 herleitet. 
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Unsere Betrachtungen lehren uns - da nach Nr. 1 mit der Kon­
struktion der Greenschen Funktion die eindeutige Losbarkeit der ho­
mogenen Randwertaufgabe ftir die Differentialgleichung L [u] = -q? (x) 
gesichert ist - daB die folgende Alternative besteht: Entweder besitzt 
bei den vorgegebenen homogenen Randbedingungen die Dilferentialgleichung 
L[u] = -cp(x) lur fede gegebene rechte Seite cp eine eindeutig bestimmte 
Losung u (x), oder die homogene Gleichung L [u] = 0 besitzt eine nicht iden­
tisch verschwindende Losung. 

Weiter wird sich ergeben: 1m zweiten Falle ist lur die Losbarkeit 
des Problemes lur L [u] = -cp (x) notwendig 1md hinreichend, da/3 mit den 
Losungm Uo (x) der homogenen Gleichung L [uo] = 0 lur die rechte Seite 
cp (x) die Orthogonalitiitsbeziehung 

X\ f cp(x) uo(x) dx = 0 
x, 

erlullt ist. 
DaB die Bedingung notwendig ist, ergibt sich sofort, wenn man die 

Differentialgleichung L[u] + cp(x) = 0 mit der Funktion uo(x) multi­
pliziert, tiber das Gebiet G integriert und die Greensche Formel unter 
Berticksichtigung der Randbedingungen anwendet. DaB die Bedingung 
auch hinreicht, folgt, wenn wir an Stelle der Greenschen Funktion eine 
Greensche Funktion im erweiterten Sinne einfiihren. Auch zu ihr ftihrt 
eine einfache, der physikalischen Anschauung entspringende heuri­
stische trberlegung. Wir erinnern daran (vgl. S. 253), daB ein Eigen­
wert lund eine zugehorige normierte Eigenfunktion u die Bedeutung 
besitzt, daB unsere Saite unter dem EinfluB einer auBeren Kraft der 

Xl 

Form -V' (x) eH'lt unstabil wird (Resonanz), falls nicht IV' (x) u (x) dx = 0 
x. 

ist. Ftir den hier vorliegenden Falll =0 bedeutet das Instabilitat unter 
dem EinfluB einer zeitlich konstanten auBeren Kraft; insbesondere 
wird unter dem EinfluB einer Einzelkraft mit beliebigem Angriffs­
punkt die Saite sich nicht in eine Gleichgewichtslage einstellen. Wollen 
wir eine solche Einzelkraft auf d<l;s System wirken lassen, ohne daB 
das System sich beliebig weit aus seiner Ruhelage entfernt, so mtissen 
wir es zuerst durch eine fest gegebene zeitlich konstante Gegenkraft 
sttitzen. Diese Gegenkraft konnen wir beliebig wahlen, nur nicht ge­
rade orthogonal zu der Eigenfunktion Uo (x), wei! sie dann gegentiber der 
Erregung der Eigenfrequenz Null unwirksam ware. Am bequemsten neh­
men wir die Gegenkraft in der symmetrischen Form V' (x) = - Uo (x) uo(~) 
an; dann wird die EinfluBfunktion K (x, ~ einer im Punkte x = ~ an­
greifenden Einzelkraft auBer den Randbedingungen noch, abgesehen 
vom Punkte x = ~, der Differentialgleichung 

L[K] == uo(x) uoW 
20· 



308 v. Die Schwingungs- und Eigenwertprobleme der mathematischen Physik. 

geniigen und bei X = ~ die Sprungbedingung (95) befriedigen miissen. 
Die Losung dieses Problems ist nur bis auf eine willkiirliche additive 
Funktion c(~)uo(x) bestimmt; wir beseitigen diese Unbestimmtheit 
durch die Forderung 

z, 

J K(x, ~)uo(x} dx = 0 
z. 

und nennen die so definierte Funktion K (x,~) die Greensche Funktion 
im erweiterten Sinne zum Differentialausdruck L[u]. Durch Benutzung 
der Voraussetzung, daB L[u] ein sich selbst adjungierter Differential­
ausdruck ist, ergibt sich genau wie S. 305 die Symmetrieeigensckaft 

K(x,~) = K(~, x) 

der Greenschen Funktion im erweiterten Sinne. 
Der Leser mag sich diese Oberlegungen an dem einfachsten Bei­

spiele der beiderseits freien homogenen Saite veranschaulichen (vgl. 
auch § is, 1). Hier ist Uo = konst. Eigenfunktion fiir 1 = 0, und wir 
werden als Gegenkraft langs der Saite iibera11 dieselbe konstante Kraft 
nehmen. 

Die Konstr~ktion der Greenschen Funktion im erweiterten Sinne ver­
lauft wieder genau so wie oben die der gewohnlichen Greenschen Funktion. 
Es bedarf dazu nur des Nachweises folgenderTatsache: Wenn L[uJ=O 
eine den Randbedingungen gentigende nicht identisch verschwindende 
Losung Uo besitzt, so kann L[v] = uo(E) uo(x) keine solcheLosung besitzen. 
In der Tat wiirde aus der letzten Gleichung durch Multiplikation mit 
uo(x) und Integration tiber das Grundgebiet unter Berticksichtigung der 

2:1 z. 
Randbedingungen folgen uo(~)Juo(x)ldx = I v (x) L[uoJ dx = 0, was mit 

:rl 2:. z. 
der Voraussetzung J uo(x) lI dx =1= 0 im Widerspruch steht. 

z, 

Die Greensche Funktion im erweiterten Sinne leistet genau die­
selben Dienste wie friiher die gewohnliche Greensche Funktion. Wir 
brauchen nur zu beach ten , daB die Losung w (x) einer Differential­
gleichung L[w] = -111 (x) nur bis auf eine beliebige additive Funktion 

z, 

cuo (x) bestimmUst und daher durch die Forderung Iwuo dx = 0 fest-
z, 

gelegt werden kann. Nunmehr sprechen wir den Satz aus: Besteht 
zwischen einer zu uo(x) orthogonalen und den Randbedingungen genugen­
den Funktion w(x) mit stetiger erster und stuckweise stetiger zweiter Ab­
leitung und der stuckweise stetigen Funktion l11(x) die Relation 

L[wJ = -111 (x) , 
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so besteht auch die Relation 
x, 

(98) w(x) =IK(x'~)IP(~)d~. 
Xo 

Umgekehrt folgt aus der letzten Relation, falls IP (x) zu Uo (x) ortho­
gonal ist, die vorangehende. - Diese Umkehrung enthalt den zweiten 
Teil des oben (S. 307) ausgesprochenen Satzes. -

Der Beweis wird genau so gefillirt wie der entsprechende bei der 
gew6hnlichen Greenschen Funktion, wobei nur weiter zu beachten ist, 
daB jede Funktion w (x) der Form (98) auf Uo (x) orthogonal sein muS, 
weil die Greensche Funktion K (x,~) es ist. 

Bei unseren Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist l = 0 jeden­
falls ein einfacher Eigenwert, wie wir frillier schon erkannten. 1m Hin­
blick auf allgemeinere Fane sei jedoch hier kurz angegeben, daB man 
im FaIle eines mehrfachen Eigenwertes l = 0 in der einfachsten sym­
metrischen Art die Konstruktion der erweiterten Greemchen Funktion 
erreicht, indem man die Gegenkraft in der Form 

1J' (x) = -uo (x) Uo (~) - u1 (x) u1 W - ... 
wiihlt, worauf dann aIle Betrachtungen wie fmher verlaufen. Dabei 
bedeuten uo, u1 , . .• die zum Eigenwert l = 0 gehOrigen normierten 
orthogonalen Eigenfunktionen. 

3. Aquivalenz von Differentialgleichungs- und Integralgleichungs­
problem. Mit Hilfe der Greenschen Funktion gelangen wir nun zu 
einer Beherrschung der frtiher diskutierten Eigenwertprobleme, indem 
wir von der Differentialgleichung zu einer Integralgleichung tibergehen:. 
Wir betrachten eine von einem Parameter l abhiingige lineare Schar 
von Differen tialgleich ungen 

(99) L[u] + leu = 1J'(x) (e (x) > 0), 

wo 1J' (x) eine sttickweise stetige, e (x) eine positive stetige Funktion 
ist und u den vorgegebenen Randbedingungen, etwa u = 0, gentigen 
soIl. Mit Hille der Greenschen Funktion von L[u], deren Existenz bei 
den gegebenen Randbedingungen wir hier voraussetzen, erhalten wir 
aus der Formel (94) fiir IP (x) = leu - 1J' nun sofort die mit (99) voll­
sUindig aquivalente Gleichung 

X, 

(100) u(x) = l f K(x,~) em u(~) d~ + g (x) , 

wobei "'. 
g(x) = - f K(x,~) 1J'(~) d~ 

eine gegebene stetige Funktion von x ist. Die Bestimmung einer 
Losung u von (99) bei den vorgegebenen Randbedingungen ist also 
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aquivalent mit der Auflosung der Integralgleichung (100). Der homo­
genen Gleichung 
(101) L[u] + leu = 0 

entspricht die homogene Integralgleichung 
:1:, 

14(X) = ljK(x,;)e(;)u(;)d; 
:1:. 

oder, wenn wir 
u(x) i e (x) = z(x) 

als neue unbekannte Funktion einfiihren, die Integralgleichung mit 
Ye (x) multiplizieren und K (x, ~) = K (x, ~) i e (x) e (~) setzen, 

:1:, 

(102) z(x) = ;. j K (x, ~) z(;) d~ . 

Der Kern K (x, ~) unserer Integralgleichung (102) ist symmetrisch, da 
L[u] sich selbst adjungiert ist1; wir konnen aIle entsprechenden Satze 
aus Kap. III anwenden und erhalten aus ihnen sofort die folgenden '­
zum Teil allerdings schon aus Nr. 2 ersichtlichen - Resultate fur die 
Differentialgleichung (99): 

Zwischen dem Randwertproblem der unhomogenen Differential­
gleichung (99) und dem Randwertproblem der homogenen Differential­
gleichung (101) bei den vorgegebenen homogenen Randbedingungen 
besteht die Alternative: Bei einem test gfmJlihJten Wert von 4 besitzt ent­
weder die komogene Dilferentialgleichung (101) nur die identisch verschwin­
dende Losung - ,,4 ist kein Eigenwert von (101)" -; dann besitzt die 
unkomogene Gleichung (99) bei beliebig gewlihltem tp (x) eine und nur 
eine Losung. Oder fur einen Wert 1 = ~ besitzt die komogene Gleichung 
(101) eine nicht identisch verschwindende LiJsung Ui - "li ist ein Eigen­
wert von (101) mit der zugeMrigenEigenfunktion u/' -; dann ist fur die 
Losbarkeit der unhomogenen Differentialgleichung (99) mit 1 = ~ das 
Bestehen der Relation 

mit allen zum Eigenwerl ~ geMrigen Eigenfunktionen u, notwendig und 
hinreichend. 

Ferner: Es gibt eine Folge von Eigenwerten 11 , 12 , .•• - mit In --. 00-

und zugehOrige Eigenfunktionen u1 , u2 , ••• , welche ein del. Orlhogo­
nalitlitsrelationen 

:1:, 

(i =1= k) , J eu~ dx = 1 
:1:. z., 

-~--

1 Auf dieser Folgerung und ihren weiteren Konsequenzen beruht die Be­
deutung dieser fiber L[u] gemachten Voraussetzung. 
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genugendes unendliches Funktionensystem hilden. J ede mit Hille der 
Greenschen Funktion K (x,~) durch eine stuckweise stetige Funktion <p (;) 
queUenmii/3ig in der Form 

x, 

w(x) = fK(x'~)<P(~)d~ 
x. 

darsteUbare Funktion w (x) la/3t sich in eine absolut und gleichmii/3ig kon­
vergente Reihe 

00 

w(x) = ~ cnun(x) , 
n=l 

nach den Eigenlunktionen entwicke/n. 
Wir Mnnen die Gesamtheit der nach diesem Satz entwickelbaren 

Funktionen noch anders und einfacher charakteJ;'isieren. Infolge der 
Grundeigenschaft der Greenschen Funktion folgt namlich aus (94) die 
Gleichung L[w] = -<p(x); umgekehrt, wenn wir irgendeine den Rand­
bedingungen genugende und mit stetiger erster sowie stuckweise stetiger 
zweiter Ableitung versehene Funktion w (x) betrachten, konnen wir 
durch die Gleichung L [w ] = -<p (x) zu ihr eine Quellenverteilung <p (x) 
hinzukonstruieren. Wir erhalten also das Resultat: J ede den Rand­
bedingungen genugende, mit stetiger ersterund stuckweise stetiger zweitel' 
A bleitung versehene F unktion w (x) la/3t sich in eine absolut und gleich-

00 

ma/3ig konvergente Reihe w (x) = ZCn Un (x) entwickeln. 
n=l 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar, da/3 die Eigenjunktionen ein voll-
stiindiges orthogonales Funktionensystem bilden. Denn jede in G stetige 
Funktion laBt sich im Mittel beliebig genau d~rch eine stetige, den 
Randbedingungen genugende Funktion mit stetiger erster und zweiter 
Ableitung approximieren, also dem eben genannten Entwicklungssatz 

m 
zufolge auch durch ein endliches Aggregat der Form 1: en Un (x) . 

n=I 
Zu einer Versehiirlung des Entwieklungssatzes fiihrt uns die schon 

frtiber gemachte Bemerkung, daB aIle Eigenwerte positiv sindl, daB 
also in der Sprache der Integralgleichungstheorie der Kern K (x, ;) de­
finit ist. Da auBerdem K (x, ;) eine stetige Funktion von x und ; ist, 
so konnen wir den Mercerschen Satz aus Kap. III, § 5, 4 anwenden 
und schlieBen, daB die Reihenentwicklung des Kernes 

00 

bzw. K (x;;) = 2' Un (x) Un(~) 
n~l An 

absolut und gleichmaBig konvergiert. Diese Formel, welche Greensche 
Funktion und Eigenfunktionen explizit verknupft und kurz die bi­
lineare Relation genannt wird, stellt bei konstantem ~ eine Reihen-

1 Vgl. S.252. 
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entwicklung einer stetigen Funktion mit stiickweise stetiger erster Ab­
leitung dar. Indem wir eine lineare Kombination 

bilden, erhalten wir eine stetige Funktion, deren erste Ableitung an vor­

gegebenen Stellen ~1' ~2" .. vorgegebene Spriinge - p ~:l)' - p ~;2)' ... 
macht und die sich in eine absolut und gleichmaBig konvergente Eigen­
funktionenreihe entwickeln laBt. Da wir von jeder Funktion mit stiick­
weise stetigen ersten und zweiten Ableitungen eine solche spezielle 
Funktion S abziehen kannen, daB die Differenz den Bedingungen des 
obigen Entwicklungssatzes geniigt, so erhalten wir unmittelbar das 
Resultat: Fur die Gultigkeit des Entwicklungssatzes reicht es hin, wenn 
die erste und zweit~ Ableitung der stetigen Funktion w (x) stuckweise 
stetig sind. 

Wir haben bisher in dieser Nummer die Voraussetzung gemacht, 
daB es eine Greensche Funktion zu L [u] gibt, d. h. nach Nr. 2, daB 
1 = 0 kein Eigenwert un serer Differentialgleichung L [u] + A(}U = 0 ist; 
trifft diese Voraussetzung nicht zu, so brauchen wir lediglich die ge­
wahnliche Greensche Funktion durch die Greensche Funktion im er­
weiterten Sinne zu ersetzen, und es bleiben sodann aIle weiteren Dber­
legungen, die sich auf die Zuriickfiihrung des Eigenwertproblems von 
(101) auf ein Integralgleichungsproblem beziehen, unverandert gultig. 
Fiir den Entwicklungssatz kommt als weitere Bedingung immer noch 
die Orthogonalitat auf der zu A = 0 gehOrigen Eigenfunktion Uo (x) hinzu. 
Diese Bedingung aber verschwindet aus der endgiiltigen Formulierung 
des Entwicklungssatzes vollstandig, wenn wir die zum Eigenwert A = 0 
geharigen Eigenfunktionen mitzahlen. Wir werden iibrigens spater 
(Kap. VI, § 1) bei einer anderen Behandlungsmethode des Eigenwert­
problems auf Grund der Variationsrechnung ganz deutlich sehen, daB 
tatsachlich das Auftreten eines Eigenwertes Null keinerlei Besonder­
heit bedeutet. 

Zum SchluB sei noch die Entwicklung der Lasung fUr die inhomo­
gene Gleichung (99) nach den Eigenfunktionen gegeben. Entsprechend 
unserem friiheren, in § 3,3 gegebenen Schema, das jetzt durch den Ent­
wicklungssatz gerechtfertigt ist, oder auch direkt aus dem Integral­
gleichungssatz aus Kap. III, Formel (56) erhalten wir die Lasung 

00 

u(x) = L Ynun(x) mit Yn = ;.~. J. ' 
n=l "ft 

x. 

cn = jun(x)tp(X)dx. 
x, 

Sie setzt die Tatsache in Evidenz, daB die Losbarkeit der Gleichung (99), 
falls l = A, ein Eigenwert ist, zur Bedingung das Bestehen der Ortho-
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:1:, 

gonalitatsrelation f tp Ui dx = 0 hat. Physikalisch gesprochen: 1st die 
Xo 

iiufJere Kraft in Resonanz mit einer Eigenschwingung, so gibt es dann 
und nur dann einen stationiiren Zustand, wenn diese Kraft an dem rein 
in der betretfenden Eigenschwingung sick bewegenden System keine Ar­
beit leistet. 

4. Gewohnliche Differentialgleichungen hOherer Ordnung. Bei 
gewohnlichen Differentialgleichungen hOherer Ordnung treten keine 
wesentlich neuen Gesichtspunkte auf. Wir konnen uns daher auf die 
kurze Betrachtung eines typischen Beispieles beschranken, namlich der 
Differentialgleichung uIV -lu = 0 bzw. uIV -1 (!U = 0 des homogenen 
bzw. unhomogenen Stabes (vgl. § 4). Wir verstehen wiederum unter 
der EinfluBfunktion oder Greenschen Funktion K (x,~) die Elongation des 
Stabes unter dem EinfluB einer im Punkte x = ~ angreifenden Einzel­
kraft im Gleichgewichte bei den vorgegebenen homogenen Rand­
bedingungen. Genau wie oben erhalten wir fur diese Funktion die fol­
genden charakteristischen Bedingungen: 

1. Die Funktion K (x,~) ist fiir jeden Parameterwert ~ mit ihren 
beiden ersten Ableitungen stetig und genugt den vorgegebenen homo­
genen Randbedingungen. 

2. Fur jeden von x = ~ verschiedenen Wert ist auch die dritte und 
vierte Ableitung nach x stetig. Fur x = ~ gilt dagegen die Sprung­
bedingung 

lim [KfII(~ + e,~) - KfII(~ - e, m = -1 . 

3. AuGer fur x = ~ ist uberall die Differentialgleichung 

KIV(X,~) = 0 

befriedigt. 
Die charakteristische Haupteigenschaft der Greenschen Funktion 

druckt sich in folgendem Zusammenhange aus: Wenn zwischen einer 
stetigen, den Randbedingungen genugenden Funktion u (x) mit stetigen 
Ableitungen erster, zweiter, dritter und stuckweise stetiger Ableitung 
vierter Ordnung einerseits und einer stuckweise stetigen Funktion rp (x) 
andererseits die Relation 

L[uJ = uIV = -rp(x) 

besteht, so besteht auch die Relation 
x, 

u(x) = f K (x, ~)rpm d~ 
Xo 

und umgekehrt. 
Das Eigenwertproblem der Differentialgleichung 

uIV - leu = 0, 
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der zugehOrige Entwicklungssatz, die Theorie der unhomogenen Glei­
chung 

ulV -leu = -tp(x) 

usw. erledigen sieh hier genau wie die entsprechenden Fragen in Nr. 3 
durch Zuriickfiihrung auf eine Integralgleiehung mit dem symmetri­
schen Kern K (x, ,) = K (x, ,)ie(x) e~) . Das Resultat ist die Existenz 
eines unendlichen Systems von Eigenwerten ll' ls, ... und zugeMrigen 
Eigentunktionen u1 , us' ... , so dafJ die Funktionen fi Ui ein voUstandiges 
orthogonales Funktionensystem bilden und sich iede den Randbedingungen 
genugende, mit stetigen Ableitungen bis zur dritten und stuckweis§ stetigen 
Ableitungen vierter Ordnung versehene Funktion w (x) nach ihnen in 
eine absolut und gleichmafJig konvergent~ Reihe entwickeln lafJt. Weiter 
lehrt der M ercersche Satzl das Bestehen der bilinearen Relation 

00 

K (x,~) = L:u .. (x~.: .. m , 
11=1 

.us welcher sich ergibt,.dafJ wir die Gultigkeit des Entwicklungssatzes ohne 
weiteres auch aut solche Funktionen ausdehnen kOnnen, deren dritte Ab­
leitung nur noch stuckweise stetig ist. 

Die Frage der Existenz und Konstruktion der Greenschen Funktion 
bzw. der Greenschen Funktion im erweiterten Sinne bietet hier keine 
neuen Schwierigkeiten; sie wird im nachsten Paragraph en an Hand von 
Beispielen erHiutert werden. 

5. Partielle Differentialgleichungen. Genau dieselben Gedanken 
wie bei gewohnlichen Differentialgleiehungen fiihren auch bei partiellen 
zur Greenschen Funktion und zur Anwendung der Integralgleichungs­
methode. Wir betrachten als Beispiel die partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

Llv = -1P(x, y) 

in der x, y-Ebene fiir ein Gebiet G bei einer homogenen Randbedingung, 
z. B. v = 0, welche die Gestalt einer eingespannten, unter dem EinfluB 
einer zeitlieh konstanten Kraft der Diehte IP (x,y) im Gleichgewicht 
befindliehen Membran charakterisiert. Die Losung dieser Gleiehung 
k6nnen wir wiederum mit Hi1fe einer Greenschen Funktion K (x,y; ','fJ) 
erhalten, welche den EinfluB einer im Punkte ~, 1J 'angreifenden Einzel­
kraft darstellt. Diese Funktibn muB iiberall auBer im Punkte x = ~ , 
y = 'fJ mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig sein und 
der Differentialgleiehung LI K - 0 geniigen, ferner die gegebene homo­
gene Randbedingung befriedigen und schlieBlich im Quellpunkt x = ~, 
y = 'fJ eine die Einzelkratt charakterisierende Singularitat besitzen. Die 
Natur dieser Singularitat ergibt sieh, indem man den Quellpunkt mit 

1 Vgl. Kap. III, § 5, 4; der definite Charakter des Kernes folgt hier ebenso 
wie beim Problem der schwingenden Saite (vgl. S.311). 
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einem Kreise k vom Radius e umgibt, eine auBere Kraft der Dichte 
f/J. (x,y) annimmt, welche auBerhalb k gleich Null ist und fUr welche 

(( f/J.(x, y)dx dy = 1 gilt, und die Greensche Funktion K (x,y; ;,1]) als 
'k 
Grenzwert fiir verschwindendes e derjenigen L6sung K.(x, y; ~,1]) von 
LI K = -f/J. auffaBt, welche der gegebenen Randbedingung geniigt. 
Indem man die Gleichung LI K = -f/J. iiber den Kreis vom Radius ~ > e 
mit der Peripherie " integriert und die Greensche Formel (5 a) auf S. 239 
anwendet, erhalt man 

" 
unter r = y(x-- ~)2+ (y --=rj)2 den Abstand des Punktes x,y vom 
Punkte;,1], unter s die Bogenlange auf" verstanden. Wir werden da­
her unsere zu charakterisierende Greensche Funktion der Forderung 

J :r K(x, y;;, 1]) ds =-1 

" 
zu unterwerfen haben .. Dieser Forderung geniigen wir, indem wir ver­
langen, daB K in der Umgebung des Quellpunktes die Gestalt hat 

1 
K(x, y;~, 1]) = - -2 logr + y(x, y;;, 1]), 

:n: 

wobei y (x,y; ~,1]) mit seinen Ableitungen erster und zweiter Ordnung 
beziiglich x und y stetig ist (und, da logr fUr r of 0 der Potentialgleichung 
geniigt, selbst eine regulare Potentialiunktion ist). 

Wir kehren nun diese heuristische Betrachtung urn, indem wir eine 
Greensche Funktion K durch folgende Forderungen definieren: 

1. Die Funktion K(x,y;~, 1]) ist, abgesehen vom Quellpunkte 
x = ~, y = 'Y}, mit ihren Ableitungen erster und zweiter Ordnung stetig. 
Sie hat die Form 

1 
K (x, y;~. 'Y}) = - 2:n: logr + y(x, y;~, 1]) , 

wo y (x, y; ~. 1]) mit den Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetig ist. 
2. K geniigt den vorgegebenen homogenen Randbedingungen. 
3. Dberall, auBer im Quellpunkt. ist die Differentialgleichung 

LI K = 0 erfiillt. 
Die so definierte Greensche Funktion geniigt der Symmetriebedingung 

K(x,y;;,1]) = K(;,'Y};x,y). 

Der Beweis dieses Symmetriegesetzes, welches wieder genau die­
selbe physikalische Reziprozitiit ausdriickt, die wir friiher hervorgehoben 
haben, ergibt sich auch hier fast unmittelbar aus der Greenschen Formel. 
Wirwenden diese Formel fiir die Funktionen K(x,y; ~. 'Y}) und K(x,y; e, 1]') 
auf ein Gebiet an, welches aus G entsteht. indem man urn die Punkte 
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~, 'fJ bzw. f, 'fJ' je einen Kreis k bzw. k' vom Radius E ausschneidet; 
fUhrt man dann unter Berticksichtigung der Singularitatseigenschaft der 
Greenschen Funktion den Grenztibergang E-+-O aus, so erbalt man 
unmittelbar - das Randintegral tiber den Rand r von G verschwindet 
wegen der Randbedingung - die Symmetrieformel in der Gestalt 
K W, 'fJ'; ~, 'fJ} = K (~, 'fJ; r, 'fJ') . 

Die Grundeigenschaft der Greenschen Funktion druckt sick kier wie­
derum in folgendem Zusammenhange aus: 1st u(x,y) irgendeine den. 
homogenen Randbedingungen - etwa u = 0 - genugende, in G stetige 
fend mit stetigen ersten und stiickweise stetigen zweiten Ableitungen ver­
sekene Funktion und gilt 

L [u] = Au = -tp(x, y), 
so bestekt die Relation 

u(x, y) = 11K (x, y; t 'fJ)tp(~, 'fJ) d~ d1}. 
G 

1st andererseits tp(x,y) irgendeine mit ihren Ableitungen"erster Ordnung 
in G stetige Funktion, so genugt die in G stetige Funktion 

u(x,y) = II K(x, y;~, 'fJ)tp(~, 'fJ) d~d'fJ 
G 

der Randbedingung, besitzt stetige ersie und zweite Ableitungen und genugt 
der Dilferentialgleickung 

Au = -tp(x, y). 

Man beachte, daB im zweiten Tell ftir die Funktion tp (x,y) eine 
scharfere Differenzierbarkeitsvoraussetzung gemacht wird !lis im ersten 
Tell, was bei gewohnlichenDifferentialgleichungen nicht notwendig war. 

Der erste Teil des Satzes folgt wieder fast unmittelbar aus der 
Greenschen Formel (Sa) S. 239. Wir wenden diese fUr v = K (x,y;~, 'fJ) 
auf das Gebiet G - k an, welches aus G entsteht, wenn man urn den 
Punkt x, y einen kleinen Kreis k vom Radius E mit der Peripherie " aus­
schneidet; da im Integrationsgebiet A K = 0 ist und das Randintegral 
tiber den Rand r verschwindet, so bleibt 

f(u~~ - K ~:)ds = f f K tp(~, 'fJ) d~d'l. 
x G-k 

Beim Grenztibergang E-+-O strebt f u ~~ ds gegen u, f K ~: ds gegenNull, 
x x 

woraus sich das gewiinschte Resultat 

u = rrKtpd~d'fJ 
·G" 

ergibt. Der zweite Teil des Satzes wird am einfachsten mit Hille eines 
von RIEMANN eingefUhrten Kunstgriffes bewiesen, wobei die Voraus-
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gesetzte Stetigkeit der ersten Ableitungen von IP(x,y) benutzt wird1• 

Wir zerlegen die Funktion u(x, y) = r(K(x, y; ~,'I}) IP (~,'I})d~d'l} in 
'd 

zwei Summanden, welche der Zerlegung K = - 2~ logr + r (x, y; ~, 'I}) 
der Greenschen Funktion entsprechen, namlich u = 1jJ + X, mit 

2n1jJ(x,y) = - IIIP(~,'I})1ogrd~d'l}, 
G 

X(x,y) = Ilr(x,y; ~,'I})IP(~,'I})d~d'l}. 
G 

Da die Funktion r (x, y; ~,'I}) uberall mit ihren Ableitungen bis zur 
zweiten Ordnung stetig ist, so k6nnen wir LI X durch Differentiation 
unter dem Integralzeichen bilden und erhalten wegen LI r = 0 sofort 
auch LI X = O. Wir brauchen also, urn LI u zu berechnen, nur Ll1jJ zu 
bilden. Die erste Ableitung 1jJx kOnnen wir noch durch Differentiation 
unter dem Integralzeichen erhalten. Bei Einfuhrung von Polar-

koordinaten r, {} nimmt das Integral II IP (~, 'I}) logr d ~ d'l} die Gestalt 
G 

flIPrlogrdrd{} an; differenzieren wir vor Einfiihrung der Polarkoor­
G 

dinaten nach x, so erhalt das Integral die Gestalt II IP cos{} dr df} , 
G 

wobei der Integrand stetig bleibt. Wir erhalten, wenn wir zur Ab-
kiirzung fti.r den Augenblick - logy = 5 (x, y;~, 'I}) setzen, 

2.1l 

1jJx = f f SxIPd~d17· 
G 

Hier beachten wir nun die Tatsache, daB Sx = -S~ ist, so daB wir 
auch schreiben konnen 

1jJx = - II S~IPd~d1'}, 
G 

und diese Formel erlaubt uns, durch Teilintegration die Ableitung S~ 
herauszuschaffen, so daB wir dann noch einmal unter dem Integral 
differenzieren k6nnen. Wir erhalten 

1jJx= -ISIPd'l} + IISIP;d~d1'} 
und weiter 

l' G 

1jJxx = -ISxIP d'l} + 11 SxIP.d~d1J =f S~IPd1J - If S~IP~d~d1J. 
r G l' G 

1 Tatsachlich geniigt die bloJ3e Stetigkeit von cp nicht, urn einen SchluJ3 auf 
die Existenz stetiger zweiter Ableitungen zu erlauben; die irn Text gernachte 
Voraussetzung ist allerdings sch:l.rfer als notig. 
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Ebenso ergibt sich 

1jJyy = - r 5"q;d~ - r( 5,}q;,}d~dfj 
r "</ 

und somit 

Wenn wir nun rechts das Doppelintegral nicht uber das ganze 
Gebiet G erstrecken, sondern tiber ein Gebiet GEl welches aus G durch 
Ausschneiden eines kleinen Kreises k mit dem Radius E und der Peri­
pherie x um (x, y) entsteht, so k6nnen wir schreiben 

'as rf .J 1jJ = J a q; ds -lim (5;q;; + 5'1q;1}) d~ d17 . 
n ...... 0 J r Gs 

Hier formen wir rechts das Doppelintegral nach der Greenschen Formel 
um und erhalten, da in G tiberail .J 5 = 0 ist, 

Das rechts ubrigbleibende Randintegral tiber" geht aber fUr e ->- 0 
in - q; (x, y) tiber, wie wir schon fruher sahen, und somit ist das Be­
stehen der "Poissonschen Gleichung" .J t = -q; bewiesen. 

Ftir die Potentialgleichung in drei Dimensionen .J u = - q; (x, y, z) 
und fUr das zugehorige Eigenwertproblem der Gleichung 

L1u+2u=O 

erhalten wir wortlich entsprechende Resultate. Nur tritt hier eine andere 
Singularitat fur die Greensche Funktion auf, namlich die Singularitat 

1 Y(J 1 • derart, daB die Greensche Funktion 
4:rr 4:r (X-$)2+(Y-'1)2+(Z-C)2 

K(x. y. z; ~. fj. C) die Form K(x. y, z; ~. fj, C) = _1_ + r(x. y. z; ~. '7. C) 
4:rY 

besitzen muB. wobei r (x. y. z; ~. fj. C) mit den Ableitungen erster und 
zwei ter Ordn ung stetig ist. Die F unktion 1/4 3l r selbst ist eine Grundlosung 
der Ditterentialgleichung L1u = 0 (vgl. S. 304 und 326). 

Die Frage nach der Existenz der Greenschen Funktion ist im Faile 
partieller Differentialgleichungen keineswegs mehr so leicht zu er­
ortern wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen. Wir werden den 
allgemeinen Existenzbeweis erst spater im Zusammenhang mit den 
direkten Methoden der Variationsrechnung erbringen und mussen uns 
hier darauf beschranken. entweder die Existenz der Greenschen Funk­
tion zu postulieren oder aber uns mit denjenigen Fallen zu begntigen. 
in den en uns wie im nachsten Paragraph en die explizite Aufstellung 
der Greenschen Funktion gelingt. Hat man aber erst einmal die Green­
sche Funktion. so verlaufen die weiteren Dberlegungen durchaus parallel 
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mit denen bei gewohnlichen Differentialgleichungen. Wir betrachten 
hier - mit e > 0 - das Eigenwertproblem fiir die Differentialgleichung 

(104) L1v+le(x,y)v=O 

bei den gegebenen homogenen Randbedingungen. Zufolge der Grund­
eigenschaft der Greenschen Funktion folgt aus (104) sofort die homogene 
Integralgleichung 

V (x, y) = 1 j jK(x, y; ;, 'f))e(;, 'f))v(;, 'f))d; d'1. 
G 

Betrachten wir also den symmetrischen Kern 

K = q'e(x, y) e(;, '1), 
so geniigt die Funktion 

u(x,y) = Ve(x,y)v(x,y) 

der symmetrischen homogenen Integralgleichung 

(105) u(x, y) = 1 j j K(x, y; ;,1')) u(;, 'f)) d; d'f), 
() 

und wegen der Umkehrbarkeit der Beziehungen ist also das Eiglnwert­
problem der Differentialgleichung (104) mit dem der symmetrischen 
Integralgleichung (105) vollstandig aquivalent. Diese Integralgleichung 
gestattet die Anwendung· der Theorie Von Kap. III, da der Kern zwar 
an einer Stelle des Integrationsgebietes unendlich wird, aber doch nur 

so, daB das Integral f J K (x, y; ~, 1'))2 d~ d1') existiert und eine stetige 
G 

Funktion der Variablen x, y ist. Es folgt also die Existenz der Eigen-
werte AI' A2' ... und eines zugehOrigen Systems von Eigenfunktionen 
VI' v2 , • •• bzw. ul , u2 , ••• , wobei wir die Funktionen Un als normiert 
annehmen konnen. 

1st w (x,y) irgendeine Funktion mit stetigen ersten und zweiten 
Ableitungen, welche der Randbedingung genugt, so laBt sie sich nach 
unserem Satze uber die Greensche Funktion quellenmaBig in der Form 

w(x, y) = f j K(x, y; ;,17) h(;,YJ) d; dYJ 
G 

durch die Funktion h = -L1w darstellen. Wir erhalten also das Re­
sultat: Jede mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung versehene, 
den Randbedingungen geniigende Funktion w (x, y) lapt sick in eine absolut 

und gleichmapig konvergente Reihe w = fCn vn(x, y), Cn = !J e wvn dx dy 
n=l G 

nach den Eigenfunktionen entwickeln. Die normierten Eigenfunktionen 
Ye Vn bilden also ein vollstandiges orthogonales Funktionensystem. 

Zum Unterschied gegenuber gewohnlichen Differentialgleichungen 
muB hier hervorgehoben werden, daB wegen des Unendlichwerdens der 
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Greenschen Funktion der Mercersche Satz nicht angewandt werden 
kann, so daB wir trotz des positiv definiten Charakters des Kernes 
nicht auf das Bestehen der Gleichung 

ex> 

K(x,y; ~,1J) = 2 Vn(X, ytn(;, '1) 

n=1 

schlieBen konnen. Unsere allgemeine Theorie beweist lediglich die 
weniger besagende Relation 

~~JJ(K -t,Vft(X'Yl:n(;''l)rdXdY = O. 

G 

Die Betrachtungen bei der allgemeinen sich selbst adjungierten 
Differentialgleichung 

pAv + Psvs + PI/vI/ - qv + lev = 0 

verlaufen durchaus parallel den eben durchgefUhrten, so daB wir uns 
damit begniigen konnen, festzustellen, daB auch die Ergebnisse wort­
lich dieselben bleiben. Der einzige hervorzuhebende Unterschied ist, 
daB jetzt die Greensche Funktion die Form haben muB 

K( . 1:) a(x,y;;,'l)l + ( . I: ) x,y, <;,f} = - 21fp (;, '1) ogr r X,y, <;,1] , 

wobei " (x, y; ~, 'fJ) in der Umgebung des Quellpunktes mit den Ablei­
tungen bis zur zweiten Ordnung stetig ist (aber im allgemeinen nicht 
mehr der Differentialgleichung genugen wird) und a eine passend zu 
bestimmende mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung ver­
sehene Funktion bezeichnet, fur we1che identisch a (t 1]; ~, 'fJ) = 1 gilt. 

Bei partiellen Ditterentialgleichungen hOherer Ordnung ist ebenfalls 
der einzige wesentIiche Unterschied die andere Form der zur Green­
schen Funktion gehOrigen Singularitiit. Betrachten wir etwa - in zwei 
unabhiingigen Variablen - die Differentialgleichung der Platte 

AAv = -9'(x, y), 

so werden wir die Greensche Funktion auBer durch die Randbedingungen 
und durch die Forderung AA K = 0 dadurch festzulegen haben, daB 
wir ihr die Gestalt vorschreiben 

1 
K = - 81f r210gr + r(x, Y; ~, f}), 

wobei " (x, y; ~, 1]) eine mit ihren Ableitungen bis zur vierten Ordnung 
stetige Funktion ist. DaB die angegebene Singularitiit tatsiichlich die 
richtige ist, d. h. einer Einzelkraft entspricht, wird der Leser leicht 
selbst bestiitigen. 1m ubrigen sei betont, daB die Funktion r210gr 
selbst eine "Grundlosung" von L1 A v = 0 ist. 



§ 15. Beispiele fiir Greensche Funktionen. 321 

In diesern Faile lehrt uns der 'Obergang zur Integralgleichung wieder 
die Existenz der Eigenwerte und eines zugekOrigen voUstandigen Orthogonal­
systems von Eigenfunktionen, nack denen sick iede den Randbeding-ungen 
genugende, mit stetigen Ableitungen bis zur vierten Ordnung versehene 
Funktion im Grundgebiet G in eine absolut und gleickmtipig konvergente 
Reike entwickeln Zapt. 

§ 15. Beispiele fiir Greensche Funktionen. 
1. Gewohnliche Differentialgleichungen. Urn die Theorien des 

vorigen Paragraphen an Beispielen zu erlautem, betrachten wir die 
wichtigsten der frillier behandelten Differentialgleichungen. 

Die Greensche Funktion des Ausdruckes 

L[u] = u' 
bei den Randbedingungen u(o) = u(1) = 0 ist fUr das Intervail (0,1) 

K (x, ~) = { (1 - ~) x flir x ~ ~ , 
(1-x)~ flir x>;. 

Bei den Randbedingungen u(O) = 0, u'(1) = 0 wird die Greensche 
Funktion 

{
X flir x<~, 

K (x, ~) = ~ f" > ~ 
!> ur X=!>. 

Fiir das Intervail -1 < x <+1 und die Randbedingungen 

u(-1) = u(1) = 0 
ergibt sich 

K (x, ~) = - H I x - ~ I + x ~ - 1}, 

was man auch durch Transformation aus dem ersten Beispiel er­
halten kann. Fiir das Intervall 0 < x ::;;: 1 bei den Randbedingungen 
u(o) = -u(1}, u'(O) = -u'(1) dagegen gilt 

K (x, ~) = -! I x - ~ I + i. 
Die Greensche Funktion des zur Besselschen Funktion nullter Ord­

nung Jo(x) gehOrigen Differentialausdruckes 

L[u] = xu' + u' 

fiir das Intervail 0 <x::;;: 1 und die Randbedingungen "u(1) =0, u(O) 

K (x, ~) = - og!> ur x < !> , 
endlich" lautet { I ~ f" t 

-logx flir x"2~, 

was man ailes auf Grund der ailgerneinen Regeln des vorigen Para­
graphen leicht ableitet und bestatigt. Die zu den Randbedingungen 
"u(1) = 0, u(O) endlich" gehOrige Greensche Funktion des Differential­
ausdruckes 

L[u] = (xu')' _ n2 U, 
x 

Courant-Hilbert, Mathematische Pbysik I. 2. Auf!, 21 
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der der Besselschen Funktion ] n (x) zugeordnet ist [vgl. (28)], lautet 

bzw. 

K(x,~) = ,~ [(it - (x~)n] 

K(x,~) = ! [(ff - (x~)n] 

(x:;:;: ~) 

(x> ~). 

Als weiteres Beispiel betrachten wir den Differentialausdruck 

L[u] = ((1 - X2)U'), - 1 ~2X2 u, 

der fUr h = 0, I , 2, ... zu den Legendreschen K ugelfunktionen nullter, 
erster usw. Ordnung gehOrt. Das zugehOrige Intervall sei -1 ~ x:;:;: + 1, 
die Randbedingungen: Endlichbleiben an beiden Endpunkten. Man 
kann sofort eine bei x = -1 endlich bleibende J.,osung von L[u] =0 

h 

angeben, namlich c1 C ~ :)2', ebenso eine fUr x = +1 endlich bleibende 
h ' 

Losung c2 G ~ :)2. Aus diesen setzt sich nach den Regeln von § 14, 2 

die Greenscbe Funktion folgendermaBen zusammen: 
h 

K ( t) = ~ (~ + x 1 - ~)2 
x,~ 2h 1-x1+~ (x:;:;: ~) 

h 

K( 1:)=~(1+~1-X)-2 x,., 2h 1-~1 +x 
bzw. 

Nur fiir h = 0 versagt dieses Verfahren, und muB es auch nach unserer 
allgemeinen Theorie, da fiir h = 0 die Gleichung L[u] = 0 die durchweg 
regulare, beiden Randbedingungen geniigende normierte Losung u = 1 JY2 
besitzt. Hier also muB eine Greensche Funktion im erweiterten Sinne 
aufgestellt werden, welche der Differentialgleichung 

L[u] = ~ 
geniigt. Wir finden sehr leicht fiir diese Funktion den Ausdruck 

{-t IOg[(1 - x)(1 + m + C fUr x:;:;:;' 
K (x,~) = 

-tlog[(1 + x)(1 - m + c fiir x>~, 

wobei c = log 2 - t ist. 
Ais wei teres einfaches Beispiel fur das Auftreten einer Greenschen 

Funktion im erweiterten Sinne sei der Differentialausdruck 

L[u] = u" 

betrachtet fiir das Intervall -1 < x < +1 und die Randbedingungen 
der Periodizitat u (-1) = u (1), u' (-1) = u' (1). Da bier 1JY2 eine regu­
Hire, beiden Randbedingungen geniigende Losung von L[u] = 0 ist (es 
handelt sich physikalisch urn die beiderseits freie Saite), so miissen wir 
eine Greensche Funktion im erweiterten Sinne aus der Differential-
gleichung u" = ! 
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konstruieren. Wir erhalten leicht 

K(x,;) = -{-Ix -;1 + t(x - ;)2 +h-· 
Mit allen diesen Greenschen ·Funktionen als Kernen konnen wir nun 

die entsprechenden Integralgleichungen bilden, doch ist es nicht notig, 
diese explizit hinzuschreiben. Dagegen wollen wir, die folgenden zu 
unseren Beispielen gehorigen Bilinearformeln betrachten: 

mit 

00 

~_ ~ sinn;!:x sinn1r~ 
.n2 .::;.; n2 

n=l 

= { (1 - ;) x 
(1 - x); 

~ ~ sin(n +!) .nxsin(n +!) .n~ = { X 
.n2 .::;.; (n + !)2 ; 

n=O 
00 

K(x ;) = ~ (n + !) PK(x) PnW 
, .::;.; n(n+1) 

n=l 

(x<;) , 
(x>;) , 

(x <;), 
(x >;), 

K(x,~)={-tlog[(1-X)(1+m+lOg2-t fur x<~, 
-{-log[(1 + x)(1 - m + 10g2 -.~ fUr x>;. 

Besonders hervorheben wollen wir schlieBlich noch die Greensehen 
Funktionen und Integralgleichungen, welche zu den Polynomen bzw. 
den Orthogonaliunktionen von HERMITE und LAGUERRE gehoren. 

Die Differentialgleichung (49) der Hermiteschen Orthogonalfunk­
tionen: 

UtI + (1 - x2) U + AU = 0 

besitzt fUr die Randbedingungen der Regularitat im Unendlichen 
1 = 0 als Eigenwert. Urn die Notwendigkeit der Konstruktion einer 
erweiterten Greenschen Funktion zu vermeiden, betraehten wir den 
Wert ;. = -2, welcher sieher kein Eigenwert ist (vgl. S. 283), und 
konstruieren demgemaB die Greensche Funktion zum Differential­
ausdruck 

L [u] = u" - (1 + X2) U 

bei der Randbedingung des Verschwindens fur x = ±oo. Urn die all­
gemeine Losung der Differentialgleichung L[u] = 0 zu erhalten, gehen 

x' 

wir von der Bemerkung aus, daB u (x) = e2 eine Losung von L [u] = 0 
x' 

ist. Wir setzen die allgemeine Losung in der Form u = we2 an und er­
halten fur w sofort die Differentialgleichung 

w"+ 2w'x = 0, 

die auBer der selbstverstandlichen Losung w = konst. noch die Losungen 

21* 
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besitzt. Somit ergibt sich: z' z 

U = c1e2 (e-z'dx. 
c. 

Die fiir x = +00 bzw. x = -00 verschwindenden partikularen Lo­
sungen ergeben sich hieraus als 

z. 00 z. z 

ae2Je-z'dx bzw. be2 j e-z' dx . 
z -00 

Aus ihnen erhalten wir fUr die Greensche Funktion sofort den Aus­
druck1 z'+ eo II: 00 

~ e-2-fe-t' dtfe-t' dt flir 

K(x,~) == -00 ~ 

z'+ eo E 00 

y~ e-2-f e-t' dt f e-t' dt fur 

-00 II: 

Der Faktor1/'(;; kommt dabei durch die Normierung des Sprunges 
auf Grund der Integralformel 

00 

/;frt'dt = 1 
-00 

zustande. 
Die Differentialgleichung L [u] + lu = 0 bzw. die Integralglei-

00 

chung u(x) = ljK(x,E)u(E)dE besitzt die Eigenwerte 1 = 2n + 2 
-00 

(n = 0, i. 2, ... ) und die Eigenfunktionen 
11:' 

Die Laguerreschen Orthogonalfunktionen e 2 Ln (x) geniigen der 
Differen tialgleichul:1g 

" , (1 X) , xu + u + -2- - 4 u + AU = 0 

flir die Eigenwerte l = n (n = 0,1,2, ... ). Wir betrachten die Dif­
ferentialgleichung flir den speziellen Wert 1 = -1 und definieren 

L[u] = xu"+ u'- (j + ~)u. 
II: 

Die Differentialgleichung L[u] = 0 hat die spezielle Losung e2 . Wir 
setzen die allgemeine Losung in der Form an 

II: 

u= wei 

1 Vgl. NBUMANN. R.: Die Entwicklung willkiirlicher Funktionen usw. Diss. 
Breslau 1912. 
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und erhalten dann fiir w ganz ahnlich wie oben 
a; 

j e- t 
W = c1 ~t~ dt, 

c. 

so daB die beiden partikularen Lasungen, die fiir x = 0 regular sind 
bzw. fiir x = + 00 verschwinden, durch die Ausdriicke 

a; 00 

bzw. be? Ie;! dt 
a; 

gegeben werden. Aus ihnen setzt sich die Greensche Funktion fiir die 
in § 10, 4 aufgestellten Randbedingungen wie folgt zusammen: 

fiir 

K(x,~) = 

fUr 

Der Differentialausdruck 
L[u] = ti' 

fiir das Intervall - 00 < x < 00 mit den Randbedingungen des End­
lichbleibens besitzt keine Greensche Funktion, entsprechend der Tat­
sache, daB die homogene Gleichung u" = 0 die im Unendlichen reguliire 
Lasung u = konst. hat. Dagegen gehOrt zu dem Differentialausdruck 

L[u] = u"- u 
die Greensche Funktion 

und die mit ihr gebildete singuliire Integralgleichung 
00 

r(x) = ~ re-Ia;-;Ir(~)d~ 
2. 
-00 

besitzt als Streckenspektrum alle Werte .( = 1 + 52::> 1 mit den Eigen-
f kt· cossx sinsx ( 1 § ) D· b·l· R I· . d h· un lOnen y';:; , y';:; vg. 12. le 1 meare e atIon Wlr ler 

repriisentiert durch die Integralformel 
00 00 

~J'cossx coss'; + sinsx sins'; ds = ~.1.-fcOSS(X ~ ~) ds = ~ e-1x-;I. 
:1l 1 + S2 Jr 1 + S2 2 

o 0 

Ais Beispiel einer Greenschen Funktion zu einem Differential­
ausdruck vierter Ordnung betrachten wir die zu L[u] = ulV fiir das 
Intervall 0 <: x <: 1 gehOrige Greensche Funktion bei den Randbedin-
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gungen U(O} = U(1} = U'(O} = u(1} = 0 
Stab}. Man erhaIt ohne Schwierigkeiten 

K(x, E) = XI(;; 1)8 (2xE + x - H) 

und entsprechend fur x > E. 

(beiderseits eingespannter 

fur x<E 

2. Greensche Funktion von Au fur Kreis und Kugel. Die einfach­
sten und interessantesten Beispiele Greenscher Funktionen ffir partielle 
Difierentialgleichungen liefert der Potentialausdruck L1 u ffir ebene oder 
raumliche Gebiete. Ffir einige Gebiete gelingt es, die Greenschen Funk­
tionen explizit durch bekannte transzendente Funktionen auszudrucken. 

Dabei ist es zweckmaBig, sich die anschauliche Bedeutung der 
schon fruher eingefuhrten Singularitatenfunktionen fur die Potential­
gleichung vor Augen zu halten, wobei wir wegen einer ausfuhr­
licheren Behandlung auf die systematische Darstellung der Potential­
theorie in Band II verweisen. Betrachten wir den Raum von drei 
D·· . d' F k' 1 1 ImenslOnen, so 1st Ie un bon - = ,?II::=~;==;===;:;;:=:;===;::;;: 

, r (x - ;)8 + (y - '1). + (z - C)I 

das Newtonscke Potential einer imQueUpunkte E, 1], e konzentrierten Masse 
der Grof3e 1, d. h. wir erhalten durch Differentiation nach irgendeiner Ko­
ordinate x, y, z die negativen Komponenten des Kraftfeldes, welches nach 
dem Newtonschen Anziehungsgesetz die Masse 1 im Quellpunkt um sick 
kerum verbreitet. Haben wir in einem Raumstuck G eine stetige Massen­
verteilung mit der Dichte e (x, y, z), so stellt sich ihr Potential durch 
ein Integral der Form 

u(x. y, z) = J J J e(~, 1],e} y(x _ ~)I + (y ~ '1)8 + (z _ C)I d~df}dC 
dar, wobei das Integrationsgebiet eben dieses Raumstuck ist. Dieses 
Potential der Massenbelegung e genugt auBerhalb G der Gleichung 
L1 u = 0, in G - sofern e differenzierbar ist - der Gleichung 
Llu = -4ne, wie wir oben sahen. 

Haben wir im Raumstuck G eine Verteilung diskreter Massen­
punkte, so erhalten wi,r das zugehorige Potential durch entsprechende 
Sum mat ion uber die einzelnen Massenpunkte. 

1m Falle zweier unabhangiger Variabler x, y liegen die VerhaItnisse 
ahnlicb. Hier tritt die Funktion log 1/r an die Stelle von 1/r, und wir 
sprechen daher von einem logarithmischen Potential. 

Wir betrachten die einfachste Randbedingung, namlich u = 0, und 
stellen zunachst die Greensche Funktion fUr Kreis und Kugel auf. Zu 
beiden fiihrt uns die elementargeometrische Tatsache, daB der Kreis 
bzw. die Kugel der geometrische Ort fUr alle Punkte ist, deren Abstande 
von zwei Punkten PI' P2 ein konstantes VerhaItnis haben; genauer, 
wenn PI: (~, f}) bzw. (;, tl, e) irgendein Punkt im Innern des Kreises 
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x2 + y2 = 1 bzw. der Kugel x2 + y2 + Z2 = 1 ist und der Punkt P z 
. d K d' t ; 'I b ; 'I 

mIt en oor ma en ~2 + '12' ;2 + '12 zw. ~2 + '12 + C2' ;2 + 1}2 + C2' 
C sein Spiegelpunkt ist (also notwendig auBerhalb liegt), wenn ;2 + 1}2 + C. 

ferner ' 1 , '2 die Entfernungen des beliebigen Punktes P: (x, y) bzw. 
(x,y,z) von PI und P z bedeuten, so ist das Verhaltnis ' 1 : '2 konstant, 
wenn sich der Punkt P auf der Kreisperipherie bzw. der Kugelober­
fHi.che bewegt, und zwar ist der Wert dieses Verhaltnisses gleich f~2+ 1]2 

bzw. y~2 + 1]2 + ,2. Nun beachten wir, daB die Funktionen - ;nlogrl. 

- ~10gr2 bzw. die Funktionen _1_. _1_ Losungen von Llu = 0 sind 
2n 4nrl 4nr2 

und daB - ~logri bzw. -~ gerade die richtige ffir eine Grundlosung 
2n 4nrl 

vorgeschriebene Singularitat im Punkte PI besitzt. Somit haben wir 
in den Funktionen 

1 r 1 ---
K (x 'Y' ~ ')')) = - --log-!- + -log'/~ + ')')2 ',' "/ 2n r 2 2n r ./ 

bzw. 

K(x, y, z; ~,1], ') = 41n (r~ - r2 ]1;2: 1}2 + C2) 

gerade die zu der Randbedingung u = 0 gehOrigen Greenschen Funk­
tionen fUr Kreis und Kugel; denn diese Funktionen verschwinden auf 
der Oberflache. 

3, Greensche Funktion und konforme Abbildung. 1m Falle 
von zwei unabhangigen Variablen kann man sich ganz allgemein die 
funktionentheoretische Tatsache zunutze machen, daB die Greensche 
Funktion die konforme Abbildung des Gebietes G auf den Einheits­
kreis HeIert. Es sei ,= I(x + iy) eine analytische Funktion, welche 
das Gebiet G so auf den Einheitskreis der ,-Ebene konform abbildet, 
daB der Punkt ~,1] aus G in den Nullpunkt des Einheitskreises uber-

geht; dann ist - _i_log II (x + iy)1 die gesuchte Greensche Funktion 
2n 

von G. Wir besitzen daher die Greensche Funktion fur alle solche 
Gebiete, welche wir konform auf einen Kreis abbilden konnen. DaB 
dies alle stiickweise glatt berandeten einfach zusammenhangenden Ge­
biete sind, ist einer der wichtigsten Satze der Funktionentheorie1. 

4. Die Greensche Funktion der Potentialgleichung fur eine Kugel­
oberflache. Ein einfaches Beispiel fUr das Auftreten einer Greenschen 
Funktion im erweiterten Sinne Hefert uns die Differentialgleichung 
L1 * u = 0 (s. § 8 und § 9,1) mit der Bedingung der Regularitat auf der ganzen 
Kugelflache auBer im Quellpunkt. Da die Funktion u = 1/Y4n dieser Be­
dingung genugt, so muB man eine Greensche Funktion im erweiterten 
Sinne konstruieren, welche der Differentialgleichung LI*u=1/4n geniigt. 

1 Vgl. HURWITZ-COURANT: Funktionentheorie, 3. Auf!. (Berlin 1929), S. 389 
bis 423, insbesondere S. 390-398. 
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Man erhalt diese Funktion sehr leicht, indem man von der Invarianz­
eigenschaft des Ausdruckes A*u gegenuber beliebigen Drehungen der 
Kugel Gebrauch macht. Legen wir den Quellpunkt PI der Greenschen 
Funktion zunachst in den Nordpol {} = 0, so sehen wir sofort, daB 
wir die Differentialgleichung A*u = 1/4,n durch die nur von der Koor-

dinate {} abhangige Funktion - ~ log (2 sin~) befriedigen konnen. 
2n 2 

Wegen der Drehungsinvarianz ist also, wenn wir mit e({}, q;; {iI' q;l) den 
spharischen Abstand zweier Punkte P: ({), q;) und PI: WI' q;I) der 
Kugeloberflache bezeichnen, 

K({}, q;; 191' q;l) = - 21nlog (2 sin.;) 

eine nur fUr P = PI nichtregulare Losung von A*u = 1/4,n. Da diese 
Funktion auBerdem fUr P = PI genau die richtige Singularitat auf­
weist, so stellt sie die gesuchte Greensche Funktion dar. Nimmt man sie 
als Kern einer Integralgleichung 

-2,nY(00, q;) = 1 Jflog(2 sin%) Y(OoI' q;1) d{}1 dq;I' 
G 

so gehOren also zu ihr die (2n + 1)-fachen Eigenwerte 1 = n (n + 1) und 
die entsprechenden Eigenfunktionen Y = Yn ({}, q;) und keine anderen. 

5. Die Greensche Funktion der Gleichung Au == 0 fiir ein Recht-

£lach 1. Die Begrenzungsebenen des Rechtflachs seien x = ± i ' 
y = ± %, z = ± -i. Dann. konstruiert man zur Herstellung der zur 

Randbedingung u = 0 gehorigen Greenschen Funktion mit den oben 
festgesetzten Eigenschaften in naturlicher Verallgemeinerung des bei 
der Kugel (§ 15, 2) benutzten Verfahrens das zum Ausgangsrechtflach 
gehOrige Gitter mit den Eckpunkten «(k+!)a, (m+!)b, (n+!)c) 
(k, m, n = 0, ±1, ±2, ... ) und spiegelt den Punkt (~,'f},C) wiederholt 
an den Gitterebenen. Dadurch ergibt sich ein System von Punkten 
(ka+(-1)k~, mb+(-1)m'f}, nc+(-1tC). Wir denken uns in 
jedem dieser Punkte je eine Masseneinheit konzentriert, und zwar eine 
positive oder negative, je nachdem, ob k + m + n gerade oder ungerade 
ist. Man wird dann vermuten, daB das Potential einer solchen Massen­
vertellung in den Gitterebenen gleich Null ist, well dort die Beitrage 
der einzelnen Masseneinheiten sich wegheben. So kommt man auf den 
folgenden Ansatz fUr K *: 

00 00 00 

(106) K=~ ~ ~ ~ (_1)k+",+" 

4n k= -00 m= -00 n= -00 YN(k, m, n; g, '1/,~; x, y, z) 

1 Die Konvergenzbetrachtungen und die Durchfiihrung der Rechnungen dieser 
Nummer verdanken wir Herrn A. OSTROWSKI. 

• VgI. B. RIEMANN und K. HATTENDORF: Schwere, Elektrizitat und Magne­
tismus, S.84-88. Hannover 1880. 
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mit 
N(k, m,n;~, 'fj,C; x, y, z) = [ka + (_1)k~ - X]2 + [mb + (-1)m?] - y]2 

+ [nc + (_1)11 C - Z]2. 

Hier muB allerdings, da die Konvergenz hOchstens bedingt sein kann, 
die Summationsfolge noch genauer diskutiert werden. Wir bezeichnen zu 
diesem Zwecke allgemein den Ausdruck 9' (k + 1) - 9' (k), wo 9'(k) eine 
beliebige Funktion von kist, mit Ak 9' (k). Dann konnen wir im Ausdruck 
ffir K bei festem k und m die innere Summe nach n unter Weglassung 
des Faktors (_1)k+m so schreiben: 

N'(k,m)=~A1I~ =-~A1I 1 , 
~ N(k,m,n) ~ YN(k,m,n) 

11= ±1, ±3. ... 11=0, ±2, ±4, ... 

da lim N(k, m, n) = 00 ist. Dieselbe Transformation wendet man auf 
[11400 

die Summen nach m und k an und erhalt, da lim N'(k, m) = 0 ist, wie 
sogleich bewiesen werden wird, Iml400 

N"(k) =~ AmN'(k,m) = -~ AmN'(k,m) , 
m=±1,±3,... m=O,±2,±4, .•• 

ferner 
K = --.!... ~ A N"(k) = - --.!... ~ A N"(k) 4n ~ k 4n ~ k , 

k=±1,±3,... k=O,±2,±4, ... 

da auch lim N"(k) = 0 gilt. Zusammenfassend erhaIten wir die Trans-
11:1400 

formation 
(107) K-±...!..- ~~~A A A =1= 

- 4n~~~ k m 1I YN (k,m,n) , 
I: m fi 

wo jeder der drei Summationsindizes entweder fiber aIle geraden oder 
fiber aIle ungeraden ganzen Zahlen V'on -00 bis +00 Hiuft und vor der 
ganzen Summe das Vorzeichen + oder - steht, je nachdem, ob die 
Summation eine gerade oder ungerade Anzahl von Malen fiber aIle ge­
raden ganzen Zahlen lauft. 

Zum Nachweis aIler unserer Behauptungen genfigt der Beweis der 
absoluten KonV'ergenz der letzten Summe. Dieser Beweis folgt unmittel­
bar aus der Abschatzung ihres allgemeinen Gliedes: . 

I IAAA 1 I 
. k m 1I YN (k, m, n) 

(108) < (d11 k I + c1)(d. I m I + c.)(dal n I + ca) < c 
(Yks + m8 + nS)? (kS + m8 + nl)S 

iiir X2 + y2 + Z2 < h, ~2 + 'fj~ + C2 < h, k2 + m2 + n2 > c, (h), 
d1 = d1(h) , ... , Cs = cs(h), c = c(h). 

Diese Abschatzung ergibt sich durch dreimalige Anwendung des Mitte1-
wertsatzes der Differentialrechnung und aus der Ungleichung zwischen 
dem arithmetischen und geometrischen Mittel. . 
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Zugleich ergibt sich auch die GleichmaBigkeit der Konvergenz 
in x,,,, z, ;, "I, ~; wenn nur Uber k, m, n mit k2 + m2 + n2> c,(h) 
surnrniert wird, so daB N{k,m,n) fUr kein Tripel dieser k, m, n ver­
schwindet. 

Dieselbe Oberlegung ergibt die absolute und in x, ", z, ;, 7], C 
gleichmaBige Konvergenz alIer durch gliedweise Differentiation ge-. 
blldeten partiellen Ableitungen der Summe (107) fUr x2 + ,,2 + Z2 < h, 
;2 + "12 + ~I < h, k2 + m2 + n2 > c, (h) . 

Nunrnehr folgt ohne Schwierigkeit, daB (107) die gesuchte Greensche 
Funktion ist; natUrlich haben (106) und (107) nur so lange Bedeutung, 
als kein N(k,m,n) verschwindet. DaB die Forderungen 1 und 3 (§ 14, 5) 
erfiillt sind, bedarf keines Beweises. FUr die Forderung 2 etwa in der 
Ebene x = a/2 benutzen wir die Darstellung 

K =...!.- ~ LlkN"(k). 
4n ""-' 

k=±1,±3, ... 

Da fUr x = a/2 die endlichen Surnrnen ~ LlkN"{k) verschwinden, well 
k=±l, ±3, ... , ±(l+l) 

sich die einzelnen Glieder paarweise .wegheben, ergibt sich K = o. 
Ebenso zeigt man, daB die Forderung 2 in den anderen Ebenen de's 
Gitters erfiillt ist. 

Die Summe (106) hat bereits RIEMANN durch ein Integral Uber ge­
wisse Thetaprodukte dargestellt. Diese Riemannsche Darstellung HiBt 
sich folgendermaBen ableiten. Wir gehen von der Gleichung 

00 2J 1 y; e-"Idt=ys (s >0) 
o 

aus und setzen in ihr fUr s den Ausdruck N(k,m,n;x,,,,z; ;. 1'j, C) ein. 
Dann ergibt sich 00 

K = 2n1y; 2: 2: ~ L1"L1mLl" f e- Nt' dt. 
k m n 0 

Konnten wir hier die Summation mit der Integration vertauschen, so 
wUrde folgen 00 00 

(109) K = ~r=J ~ ~ ~ A"LlmLl"e-Nt'dt = ~Jltf2/3dt, 
2n,n ""-'''''-'''''-' 2nyn o k m n 0 

wo die drei Faktoren unter dem Integralzeichen gegeben sind durch 
00 

/1 = ~ (-i)" e-t"[ka +(-l)k E-Z]', 
"--00 

fn=-OO 

00 

la =~{-1)n e-t'[nc+(-l)"C-z]" 
fl. -00 
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und sich durch die Thetafunktion 

00 

#00 (z, 1) = #0 (z, 1) = ~ ei """ e2i""z 
"=-00 

ausdriicken lassen. 
Es handelt sich vor aHem darum, die Formel (109) zu beweisen, 

und dabei macht der Punkt t = 0 die Hauptschwierigkeit, da die drei 
Reihen in der Nahe des Wertes t = 0 nicht gleichmaBig konvergieren. 
Wir beweisen zunachst, daB man die Summation nach k mit der Inte­
gration vertauschen kann: 

Die Vertauschbarkeit der Summation mit der Integration von 1 bis 00 

ist leicht einzusehen. In der Tat gilt fUr den Rest der Summe 11 fUr 
t> 1, P > P(~,x) > 2 die Abschatzung 

und das Integral hieriiber von 1 bis 00 konvergiert mit gegen 00 wach­
sendem p gegen Null. Andererseits bleiben 12' la auf der Strecke von 1 
bis 00 offenbar gleichma6ig beschrankt. 

Urn die Vertauschbarkeit der Summation mit der Integration von 
obis 1 nachzuweisen, wird es nach einem bekannten Satz geniigen, die 
Beschranktheit der Partialsummen des Integranden zu zeigen. Nun ist 

00 00 

aber jede der beiden Summen ~ und ~, in welche sich 11 zerlegen la6t, 
k=O 1:=1 

eine alternierende Reihe, deren GHeder von einem bestimmten k an 
monoton abnehmen, und zwar hangt dieses k nur von ~ und x, nicht 
von tab. Daher ist .cler Wert jeder Partialsumme der beiden Summen 
fUr alle t> 0 zwischen festen Grenzen enthalten. Andererseits gilt Ent­
sprechendes auch fUr die Partialsummen von 12 und la, so daB auch 
12 und fa selbst fUr t> 0 gleichmaBig beschrankt sind. Damit wird cler 
genannte Satz anwendbar, und die Gleichung (110) ist bewiesen. Eine 
genau analoge Dberlegung beweist auch die Vertauschbarkeit der Sum­
mationen nach m und n mit der Int~ration in den einzelnen Gliedern 
au1 der rechten Seite von (109), so daB nunmehr die ganze Relation (109) 
bewiesen ist. 
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Wir stellen nun K durch die Funktion {}oo dar. Es ist 

I - -t'(x-~)'{} (_ 2at2i(x -~) 4a2t2i) 
1 - e 00 :If ':If 

_ -t'(xH)'{} (_ 2at2i(x + g) 4a2t2i\ 
e 00 :If ':If "}' 

I = e-t'(Y-7J)'{} (_ 2bt2i(y - '1) 4b2t2~\ 
2 00 :If ':If "} 

_ -t'(Y+7J)'{} (_ 2bt2i(y + fJ) 4bZt2i) 
e 00 :If ':If' 

I - -t'(z-I;)'{} (_ 2ctli (z - ~) 4C2t2i) 
3 - e 00 :If ':If 

-e-t'(zH)'{}oo ( _ 2ct2i ~ + ~), 4C:t2Z). 

Auf die einzelnen Faktoren wenden wir die Transformationsformel fur 
die Thetafunktion an: 

- ni z. 1 (Z 1 ) 
{}OO(Z,T) = e T ,/ ' {}oo -, --

,-u' t t 

mit dem Hauptwert ffir die Wurzel. Set zen wir noch 
", 

- 4a't' qz= e 

so ergibt sich 

( 111) = y;- "'gk'( kn(x - g) kn(x + ~)) 
at ~ '" cos a - cos a 

k=1 

2Y;- ~ k' • knx . kn~ = (it ~qxsmasma' 
k=1 

Analoge Ausdrucke ergeben sich fur 12' 13, und wir erhalten fur K: 

00 00 00 00 nl (kl m' ftl) 
K 4 f 1 ~~:2' k:lfx . kn~ • n:lf/; -4t' aa-+lJi+cs d = -b- 3" SIn-sm- "'SIn-e t. act a a C 

o 1=1 m=1 n=1 

Hier fiihren wir 1jt2 = T als neue Integrationsvariable ein und erhalten 
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Diese Forme! ist ein voUwertiger Ersatz ffir die Entwicklung der Green­
schen Funktion nach den Eigenfunktionen: 

. knx . kn~ . nne 

K(x,y,z;~,l1.C) = ab~nlii i sm~:m3 "~:m-c-, 
i=1 m=1 n=1 al + bI + c. 

die man formal erhalt, wenn man Summation und Integration ver­
tauscht, deren Konvergenz aber noch nicht bewiesen ist. 

A1s der einfachste Ausdruck ffir K folgt aus (109) fUr f = 1lt2: 

[1?oo( - Z ;/' :;:) -1?oo( _ Z ~/, :;:)]}df. 
6. Die Greensche Funktion von Au fiir das Innere eines Rechtecks. 

Das Rechteck R sei achsenparallel, mit einer Ecke im Ursprung und den 
anderen Ecken (a,O), (a,b), (a,b). Der Quellpunkt sei (E,1J)' der Auf­
punkt (x, y). 1st K (x, y; ~,1J) die zur Randbedingung u = a gehOrige 
Greensche Funktion, so muG K als Funktion von x und y ini Innern 
von Reine Losung von LI u = a sein, auf dem Rande verschwinden 

und nur im Punkte (~, 1/) singular werden wie - .!.log r, wo 
2n 

r = l' (x -~) s + (y -'1) II ist. Es liegt nun nahe, ahnlich wie im Falle 
eines Rechtflaches, das zum Rechteck R gehorige Gitter zu konstruie­
ren, den Punkt (t'1) an den Gittergeraden wiederholt zu spiegeln und 
jeden der so entstehenden Punkte als QueUe oder Senke von der In­
tensitat 1 aufzufassen, je nachdem, ob er aus (E, fJ) durch eine gerade 
oder ungerade Anzahl von Spiegelungen an den Gittergeraden entsteht. 

Urn das Potential X der so entstehenden Massenbelegung zu bilden, 
konnten wir ahnlich wie vorhin durch Summation einer unendlichen 
Reihe vorgehen. Es ist jedoch bequemer, unter Heranziehung der Funk­
tionentheorie die zugehorige analytische Funktion q; (x + iy) = X + i Y 
zu bilden, deren reeUer Teil X ist. Dann muG 

t(x + iy) = e2n (X+iY) = e2n<p(,Hill) 

in (E,1J) und den durch Spiegelungen daraus hervorgehenden Punkten 
einfache NullsteUen bzw. Pole haben. Man setze nun je vier Rechtecke 
unseres Gitters zu Rechtecken eines neuen Gitters zusammen. Dann 
besitzt t(x+iy) in jedem Rechteck des neuen Gitters zwei einfache 
Nullstellen und zwei einfache Pole, die symmetrisch in bezug auf den 
Nullpunkt verteilt und bzw. mod{2a, 2b) kongruent sind: 

Nullstellen: (~,1J), (-E.-'Y}). 

Pole: (-E,1J), (E, -'Y}). 
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Die einfachste analytische Funktion dieser Art ist die elliptische 
Funktion, die im Periodenrechteck mit den Ecken (a, b), (- a, b), 
(a, - b), (- a, - b) die obigen Nullstellen und Pole hat und sich durch 
die zugehOrige a-Funktion wie folgt darstellen laBt: 

I( } = o(z - ; - iTJ) o(z + ; + iTJ) 
z o(z - ; + iTJ) o(z + ; - iTJ) , 

:~)=Zn'[(1- 2ZW)e2z(JJ+~~:], w=ka+lbi (k=O, ±1, ... ) 
co (l = 0, ±1, ... ) 

ist 1, Setzt man in den Ausdruck von 1 (z) diese Darstellung ein und 
El1i 

mnltipliziert faktorenweise, so ergibt sich, wenn e-;,;l = 1 ftir w = 0 
gesetzt wird, 

I(z}= n [(Z+£-2W)(Z-~-2W)/;~]. 
co=ka+lbi (z + ~ - 2w)(z - ~ - 2w) 

(~=;+iTJ, 

'=;-iTJ; 
k=O. ±1. .... 
J = O. ±1 •.... ) 

Hier haben wir nur noch zu verifizieren, daB die Randbedingung er­
fii11t ist, d. h. daB 1 (z) auf dem Rande von R den absoluten Betrag 1 
hat. Fiir z = x = 9t (z) hat der Faktor mit w = 0 bereits den abso­
luten Betrag 1, und die den tibrigen w entsprechenden Faktoren lassen 
sich paarweise entsprechend den konjugiert komplexen w so zusammen­
fassen, daB der Zahler des einen Paares konjugiert komplex zum Nenner 
des anderen ist. Fur z = x + ib multiplizieren wir zunachst nach l 
und dann nach k. 1m Produkt nach l konnen wir den Exponential-

;'1i 

faktor e -;,;I weglassen, da die Summe 2 ~2 tiber l bei festem k absolut 

konvergiert und einen reellen Wert hat. Die tibrigbleibenden Faktoren 
fassen wir paarweise so zusammen, daB, wenn dem einen Faktor 
w=ka+lbi zugeordnet ist, dem zweiten w=ka-(l-1}bi ent­
spricht. Dann sieht man sofort, daB das Produkt eines solchen Paares 
den absoluten Betrag 1 hat. Ftir z = iy aber multiplizieren wir zuerst 
nach lund fassen fUr I k I> {> je zwei solche Teilprodukte zusammen, 
die den Werten ±k entsprechen. Dann konnen wir wiederum von dem 

.Exponentialfaktor absehen, da 2 ~2 tiber l absolut konvergiert und 

einen reellen Wert hat. Die tibrigen Faktoren fassen wir dann paarweise 
so zusammen, daB dem einen Faktor w = ka + lbi, dem anderen 
w = - ka + lbi entspricht. Dann besitzt jedes solche Produkt den 
absoluten Betrag 1. Endlich wird der Fall z = a + iy erledigt, indem 
man Faktoren zusammenfaBt, die w =ka+lbiund w= -(k-1}a+lbi 
entsprechen, und dann nach l multipliziert. So ergibt sich fiir die ge­
suchte Greensche Funktion die Darstellung 

1 Der Strich am Produktzeichen 1I bedeutet hier. daB w = 0 auszulassen ist. 
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K (x, y; ~, fJ) = - ~ ffi (log o(z - /;, Wt' wz) o(z + /;, Wt' WZ)) 
2n o(z - /;, Wt ' wz) o(z + /;, Wt, (2) 

(z=x+iy, '=~+ifJ, t=~-ifJ, w1=a, wI=ib). 

Diese soeben konstruierte Greensche Funktion konnen wir nach 

den Eigenfunktionen ,~ sink !!...xsinm nb yin eine, von einer Umgebung 
yab a 

des Queilpunktes abgesehen, absolut und gleichmaBig konvergente Reihe 
entwickeln, da die Theorie der Fourierschen Reihen die Entwickelbarkeit 
einer nur mit einer logarithmischen Unstetigkeit behafteten Funktion 
lehrt. Diese Reihenentwicklung lautet 

4 ~ ~sink : xsinm ; ysink : ~sinm; '1 

K(x, y;~, fJ) = abns ~ ~ ma kl 
m=l k=l b2 + as 

und ist ein Beispiel fUr die Giiltig!,:eit der ailgemein nicht bewiesenen 
Bilinearformel. 

7. Die Greensche Funktion fiir einen Kreisring. Wir nehmen die 
beiden begrenzenden Kreise so an, daB ihr Mittelpunkt im Ursprung 
liegt, das Produkt ihrer Radien gleich 1 ist (was durch eine geeignete 
Wahl der Langeneinheit zu erreichen ist), und bezeichnen demgemaB 

den Radius des inneren Kreises kl mit qt, den Radius des auBeren Kreises 
kl mit q-t, wobei q ein echter Bruch ist. 1st dann c der Queilpunkt, 
den wir vorlaufig als positiv-reell annehmen, z = x + iy der Aufpunkt, 
beide innerhalb des Kreisringes R, so reduziert sich unsere Aufgabe auf 
das folgende funktionentheoretische Problem: Es ist eine analytische 
Funktion t (z) zu bestimmen, die in c eine einfache Nullstelle hat, sonst 
in R regular ist und auf dem Rande von R den absoluten Betrag 1 
hat. Aus t (z) wird dann die gesuchte Greensche Funktion mit dem 
Quellpunkt c und dem Aufpunkt z nach der Formel zu erhalten sein: 

1 
K (x, y;~, fJ) = - 2n ffi log/(z) . 

Wir versuchen nun, die gesuchte Funktion I (z) tiber die beiden 
Kreise hinaus fortzusetzen, urn so hinreichend viele funktionentheore­
tische Daten zu ihrer Konstruktion zu finden. Zu dem Zwecke ordnen 
wir jedem Punkt z in R einen Punkt Zl innerhalb kl durch die Glei­
chung ZZI = q zu. Rtickt Z gegen die Peripherie von kv so ist dasselbe 
auch mit Zl der Fall, und zwar rUckt dann offenbar Zl gegen den kon­
jugiert komplexen Punkt. Nun ist aber t (z) wegen der Symmetrie der 
Annahmen als eine reelle Funktion anzusehen, d. h. eine solche, die in 
reeilen Punkten reeile Werte und allgemeiner in konjugiert komplexen 

Punkten konjugiert komplexe Werte annimmt. Daher strebt I(z) 1(;') 
gegen den reeilen positiven Wert II (zo) 12, wenn Z gegen einen Punkt Zo 
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der Peripherie des Kreises kl ruckt. Andererseits ist aber t (z) auf 
kl vom absoluten Betrag 1. Daher gilt fUr t (z) auf kl die Gleichung 

(112) t (z) t (;) = 1 , 

und diese Gleichung gilt dann identisch fUr alle z. Ebenso liefert die 
Spiegelung an k2 die zweite Funktionalgleichung 

(113) t(z)tC\) = 1. 

Da t (z) in c eine einfache Nullstelle hat, folgt durch sukzessive An­
wendung dieset Relationen, daB t (z) in 

c, q±4c, 

einfache Nullstellen und in den Punkten 

q±1c-1, q±3c-1, q±5c-1, 

einfache Pole hat, also in den Nullstellen und Polen mit der Funktion 

ubereinstimmt. Fur diese Funktion F (z) gelten aber folgende Funk­
tionalgleichungen vom Typus (112) und (113): 

F(z)F(!L)=1, F(z)F(~)=~, z \qz qc 
Wle man durch eine einfache Rechnung bestatigt. Daher kann man 
die Konstanten a, b so bestimmen, daB at F(z) den Funktional­
gleichungen (112), (113) genugt und auf k1 , k2 den absoluten Betrag 1 
hat, da a, b reelle Konstanten werden. Man erhalt die Werte 

a = ± ,Ie q! , b __ ~ _ log c 
r - 2 logq' 

Wir walllen fur a das negative Vorzeichen und erhalten 

~ _IOgC(/- l/c) Jj(1_q21'~)(1_q2V~) 
t (z) = q4 Z logq 1 !. - V ~ __ 1'-_l~ ________ _ 

C z ll(1-q21'-lcz)(1-q2V-lc\) 
Dieser Ausdruck laBt sich durch die Thetafunktionen 

00 

t?1 (z) = -iC qi (einz - e- inz) n (1 - q2v e2inz) (1 - q2v e - 2inz) , 
1'=1 

00 

t?~(z) = C Jl(1- q2v-le2i3tz) (1- q21'-l e -2i:rz) 
1'=1 
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mit 00 

C=ll(1- q2.) 
.=1 

ausdriicken. Setzt man z = ;'1,"'0, C = ;":tEIX, so folgt 

_ 2i,,1X 801 (v - /X) 
I (z) = iz logq 8oo(v + /X) , 
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und der Realteil von log /(z) verschwindet auf kl' k. natiirlich auch fiir 
komplexe c innerhalb R, so daB unsere Aufgabe wirklich gelost ist. 

§ 16. Erganzungen zum fiinften Kapitel. 
1. Beispiele zur schwingenden Saite. a) G e z u p ft e Sa i t e. Wir 

wollen fur den Fall der gezupften Saite die Losung durch Superposition 
von synchronen Schwingungen darstellen. Zur Zeit t = 0 sei der Saite 
an der Stelle x = b eine Elongation h erteilt, welche linear bis in die 
beiden Endpunkte fortzusetzen ist; die Anfangsgeschwindigkeit sei 
Null. Dann hat die Entwicklung der Elongation u(x,t) die Gestalt 

00 

u(x.t) =,2'allsinnxcosnt, 
11=0 

wobei " 
all = ~ f u(x, 0) sinnx dx 

o 

~2:(!: .mn.d.+ i=::.mn.d.) 
2h . b 

- n1b(.n _ b) smn 
ist; es gilt also 00 

2h ~sinnbsinn~ 
u(x, t) = b(.n _ b) """ nl COS'IJt. 

'11=1 

b) Impulsanregung. Analog kann der Fall behandelt werden, in 
dem die Saite aus ihrer Gleichgewichtslage durch einen Impuls an 
der Stelle x = b aus der Ruhelage in Schwingung versetzt wird. Man 
erMlt 00 

u(x, t) = ,2'bll sinnxsinnt, 
11=1 

" 
nbll = ~fU,(x,O)SinnXdx. 

o 

Hier muB nun ein Grenzubergang vollzogen werden, indem die An­
regungsstrecke sich auf den Punkt x = b zusammenzieht, doch so, daB 

n; 

das Integral J u, (x, 0) dx = 1C U konstant bleibt. Man erM1t in der 
Grenze: 0 

Courant·Hilbert. Matbematische Pbysik I. 2. AufL 22 
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b = 2U sinnb 
n 3ln' 

00 

~ sinnxsinnb . u(x, t) = 2U smnt. nn 
n~1 

c) Erzwungene Bewegungen. Die allgemeine Losung der 
Differentialgleichung der erzwungenen Schwingung 

Utt - uxx = f(x) cosnt 

mit periodischer auBerer Kraft lautet 

'" 
00 jf(x)sin"xdx 00 

U = - ~ cosnt ~sinvx 0 I B + ~sinvx(a,. sinvt + b,. cosvt). 
31 ~ n -v ~ 

v~l v~l 

Setzt man '" 
~ !f(x)sinvxdx = C,., 

o 

so erhalt man bei den Anfangsbedingungen u(x,O) = 0, ut(x,O) = ° 
fiir das zugehOrige Integral 

00 

u(x, t) = - ~sinvx-~-z{cosnt - cosvt). 
~ n-" 
,.-1 

Hier iiberwiegt im allgemeinen das Glied 

-c,. . ) 
-8 --2 smvx(cosnt - cosvt , 
n -" 

sobald n sich dem Werte v nwert. Man iibersieht das Verhalten dieses 
Gliedes am besten, wenn man es in der Form darstellt 

2c,.. . n +" . n -" -.--2 smvx sm -2- t sm -2- t; 
n -" 

diesen Ausdruck kann man als Darstellung einer Schwingung sin n ~ " t 

mit variabler Amplitude sin n - " t auffassen. Die Schwingung wird 
2 

wiederholt abwechselnd starker und schwacher, man hat die Erscheinung 
der "Schwebungen". In der Grenze, fur n ~ v, erhalt das betreffende 
Glied die Gestalt 

c,.. . t t -smvxsmv .-
" 2 ' 

die Amplitude wachst also mit der Zeit ins Unendliche. 
2. Schwingungen des frei herabhangenden Seils und Besselsche 

Funktionen. Ein homogenes Sell von der Lange und vom Gewichte 1 
hange langs der der Richtung der Schwere entgegengesetzten x-Achse, 
und zwar am Punkte x = 1, so daB das freie Ende im Punkte x = 0 
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liegt. 1st dann u die Verruckung senkrecht zur x-Achse, so ergibt siehl 
fur u die Differentialgleichung 

a2u a ( aU) at2 = ax x ax . 
Der Ansatz 

u = q(t) cp(x) 
fiihrt zur Zerlegung q (xq/)' -=-A-=-q rp 

und der Nebenbedingung: cp(1) =0, cp(O) bleibt endlich. 
Daraus erhalt man 

cp(x) = cloCtfiX), 
wobei la(x) die Besselsche Funktion von der Ordnung 0 bedeutet und 
wobei sich aus der Forderung lo(2v)=O eine Folge von Eigenfrequen­
zen v = fi bestimmt. 

3. Weitere Beispiele fur explizit losbare FaUe der Schwingungs­
gleichung. - Funktionen von Mathieu. 

a) Rreissektor. Die Schwingungsgleichung LI U + AU = 0 fur 
einen in Polarkoordinaten dargestellten Kreissektor 0 <: r <: 1, 
0:::;:;; {} <: x wird wieder durch den Ansatz U = t(r)g({) gelost. Es er­
gibt sich nach dem Muster von § 9, als System der Eigenfunktionen 

. nn8 (,/- ) Un = SIn ----;x- Ita'" r A-n,m r , 
" 

wobei als Randbedingung U = 0 genommen ist, ] nll die Besselsche 

'" Funktion des Index nn bedeutet (vgl. Rap. VII) und die Eigenwerte 
IX . 

An.m aus der transzendenten Gleichung I ~ (YA-n,m) = 0 bestimmt werden 
mussen. a 

b) Ellipse. Die Losung des Eigenwertproblems fiir die Ellipse 
ergibt sich durch Einfiihrung elliptischer Roordinaten (s. Rap. IV, 
§ 8, 3). Es wird 

1 (oaT iJ2D 
AT + AT = Al _ A2 at~ - atf) + A-T = 0, 

und der Ansatz T = U (tl) V(ta) fwt auf die Gleichung 
U" V" 
U - V = - A- (II - As) , 

die dann und nur dann erfiillt wird, wenn U und V Losungen der Diffe­
rentialgleichungen 

U" = - (UI + p,) U, V" = - (U2 + p,) V 
oder 

diU + ..!..(_1_ + _1_)dU _ -HI +t.t U 
dA~ 2 Al - e1 Al - e2 dAI - (AI - e1) (AI - e2) 

nnd entsprechend ffir V sind. 

1 Vgl. KNESER, A.: Integralgleichungen, S.39-43. 

22* 
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Setzen wir 

so sind u und v reell; es ergeben sich Gleichungen der Form 

~~ = -(A' ~oru + .u') U, 

().' cosv + p') V. 

Die Losungen dieser Differentialgleichungen, die ja durch die Substi­
tution u = iv ineinander ubergehen, heiBen Funktionen des elliptischen 
~ylinders oder Mathieusche Funktionen1• 

c) Zyklisches Viereck und Zyklidensechsflach. AIle be­
handelten speziellen Bereiche, ffir welche wir die Schwingungsgleichung 
und die Potentialgleichung durch Zerspaltung losen konnten, sind Spe­
zialfalle oder Grenzfalle eines Viereckes oder Sechsflaches aus einem 
konfokalen System von zyklischen Kurven oder Zykliden (vgl. § 9,3). 

4. Parameter in den Randbedingungen 2. Wir erwahnen noch 
kurz, wie man gewisse Randwertprobleme mit Parametern in den Rand­
bedingungen auf Integralgleichungen zuruckfiihren kann. Es sei etwa 
die Differentialgleichung j u = 0 vorgelegt mit folgender Randbedingung 
auf der regularen Randkurve r eines ganz im Endlichen liegenden ein­
fach zusammenhangenden Gebietes G: 

au an + AU + h(s) = 0, 

wo n die auBere Normale, A der Parameter, h(s) eine gegebene Funk­
tion der Bogenlange s auf r bedeutet. Man benutze diejenige Greensche 
Funktion K (x,y;~, 1J) des Gebietes G, deren Normalableitungen auf dem 
Rande verschwinden. Dann ergibt die Greensche Formel: 

U(~,1}) = j[AU(X,y) + h(s)]K(x,y;~,1J)ds, 
r 

wo der Punkt x, y die Kurve r durchlauft. Unter Benutzung der Para­
meterdarstellung x = a (s), y= b (s) fur rlie£ern die Werte von K (x, y; ~,1J) 
eine symmetrische Funktion K(s, a) von zwei Variablen s, a: 

Setzt man noch 
K (s, a) = K (a(s), b(s); a(a), b(a)) • 

u(a(s), b(s)) = «p(s) , 

J K(s, a)h(s) ds = t(a) , 
r 

1 Vgl. WHITTAKER, E. T. und G. N. WATSON: A course of modern Analysis. 
3. Aufl., S.404-428. Cambridge 1920. 

2 Vgl. HILBERT, D.: Integralgleichungen, S.77-81. 
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so erhiilt die obige Relation fUr u die Gestalt 

I(a) = lP(a) -l f K(s, a) lP(s) ds. 
r 
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Da die Bestimmung von u aus IP (s) nur die Losung der ersten Rand­
wertaufgabe erfordert, haben wir nur diese Integralgleichung zu unter­
suchen, deren Kern nur fiir a = s logarithmisch unendlich wird, so daB 
die allgemeine Theorie auf di~sen Kern ohne weiteres anwendbar wird. 

Analoge Betrachtungen gelten fiir die allgemeine sich selbst ad­
jungierte Differentialgleichung zweiter Ordnung vom elliptischen Typus. 

5. Greensche Tensoren fur Differentialgleichungssysteme. Der Ge­
danke, welcher der Einfiihrung der Greenschen Funktion zugrunde 
liegt, HiBt sich fast ohne Modifikation auf Probleme ausdehnen, bei 
denen es sich urn Systeme von Differentialgleichungen handelt, z. B. 
urn die Bestimmung eines Vektor~ U: (ul , u2 , us) aus einer Differential­
gleichung L[u] = - f, 'wobei f: (/1,/2' Ia) ein gegebener Vektor ist. 
Unter einem zu V'orgegebenen homogenen Randbedingungen, z. B. U = 0 
gehOrigen Greenschen Tensor ® der Differentialgleichung L[u] = -f 
verstehen wir eine Matrix (Ku K12 K13) 

®(x, y, z; ~,'Yj, C) = K21 K22 K23 
K31 K32 K33 

von der Eigenschaft, daB die Differentialgleichung L[u] = -f mit 
der Formel 

u(x, y, z) = f f f ® (x, y, z; ~,'Yj, C) f(~, 'Yj, C) d~ d'Yj dC 

aquivalent ist und daB jeder in dieser Form dargestellte Vektor 'u die 
Randbedingungen befriedigt. Dabei verstehen wir unter ®f den Vektor, 
der durch die iibliche Multiplikation der Matrix ® mit dem Vektor f 
entsteht, d. h. den Vektor mit den Komponenten 

Ku/l + K12/2 + Kula, K21/l + K22/2 + Kula, K31/l + Kaz/2 + Kula· 
Jede Kolonne des Greenschen Tensors stellt einen Vektor ~ dar, der, 

abgesehen vom Quellpunkte x = ~, Y = TJ, z = C, mit seinen Ableitungen 
stetig ist und der DifferentiaIgleichung L[fJ = 0 und den Randbedin­
gungen geniigt. Die Art seiner Singularitat im Quellpunkte entnimmt 
man leicht seiner ebenso wie im FaIle einer' einzelnen Differential­
gleichung bestehenden Bedeutung als EinfluBfunktion einer im Quell­
punkte x = ~., Y = 'Yj, z = C angreifenden Einzelkraft. Der Greensche 
Tensor geniigt den Symmetriebedingungen 

Kii(x, y, z; ~,'Yj, C) = Kii(~' 'Yj, C; x, y, z). 

K'k(X, y, z; ~,'Yj, C) = Kl;'(~, 'Yj, C; x, y, z) , 

sobald, wie wir voraussetzen wollen, der Differentialausdruck L[u] sich 
selbst adjungiert ist, d. h. sich durch Variation eines quadratischen 
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Differentialausdruckes im Vektor U und seiner ersten Ableitung ergibt. 
Mit Hille des Greenschen Tensors erledigt sich das Eigenwertproblem 
usw. fiir die Differentialgleichung L[u] + AU = 0 ganz analog wie im 
gew6hnliohen Falle1. 

6. Analytische Fortsetzung der LOsungen der Gleichung 
Au + l u == 0 • 1st eine Losung von LI u + AU = 0 in einem abgeschlos­
senen Gebiete G mit geradlinigem Begrenzungsstiick 1 nebst ihren Ab­
leitungen bis zur zweiten Ordnung stetig und verschwindet auf l die 
Funktion u bzw. die normale Ableitung ou/ on, so setzen wir die Funktion u 
in das aus G durch Spiegelung an 1 entstehende Gebiet G' fort, indem 
wir spiegelbildlich entsprechenden Punkten entgegengesetzt gleiche 
bzw. gleiche Werte von u zuweisen. Dann ist die Gesamtfunktion im 
Gesamtgebiet G + G' eine mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ord­
nung stetige Losung von Au + AU = 0 t. Almliche Satze gelten fiir die 
Plattengleichung AAu + AU = O. Man kann die Voraussetzung des 
Satzes ahnlich wie beim Spiegelungsprinzip in der Funktionentheorie 
noch weiter mildern, woz~ der Leser die Hillsmittel an spateren Stellen 
dieses Buches findet. 

7. Ein Satz fiber die Knotenlinien der Losungen von Au + lu == O. 
Schneiden sich im Innern eines Gebietes der (x,y)-Ebene, in welchem II 

reguliir· ist, mehrere Aste der Kurve u = 0, so bilden in diesem Schnitt­
punkt die samtlichen dort zusammentrelfenden Knotenlinien ein gleich­
winkUges Strahlensystem miteinander. Man beweise diesen Satz, indem 
man die Funktion u an der betreffenden Stelle in eine Potenzreihe 
entwickelt. 

8. Beispiel fiir einen Eigenwert unendlich hoher Ordnung. Wir 
betrachten ein beliebiges ebenes Gebiet G, z. B. einen Kreis, und fUr 
diesen die Eigenwertaufgabe von LlLlu-lu=O mit den Randbedin-

gungen Au = 0, a: Au = o. Wir er~alten leicht unendlich viele Eigen­

werte l" und Eigenfunktionen u" dieses Problems, indem wir beach ten, 
d.al3 die Funktionen Au" = v" Eigenfunktionen der eingespannten Platte 
sein miissen, sofem nicht etwa Au" identisch Null ist. So gelangen wir 
zu Eigenwerten, die mit denen der eingespannten Platte iiberein­
stimmen und zu denen noch Null als Eigenwert von unendlicher 
Vielfachheit hinzutritt. Fiir l = 0 geniigt namlich jede der unend­
lich vielen linear voneinander unabhangigen, in G regularen Poten­
tialfunktionen der Gleichung LI Au + l u = 0 bei den vorgegebenen 
Randbedingungen. 

1 Vgl. HILBERT, D.: Integralgleichungen. S.206-212. 
t VgI. COURANT. R.: Beweis des Satzes usw. Math. Zeitschrift Bd. 1. 

S. 321-328. 1918. 
II Es ist nicht schwer zu sehen. daLl jede mit ihrer Ableitung stetige LOsung II 

eine regulilre l!Jlalytische Funktion von :¥ und 'Y ist (vgl. auch Bd. II). 
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9. Grenzen fiir die Giiltigkeit der Entwicklungssatze. Fur unsere 

Entwicklungssatze nach den Eigenfunktionen der Differentialgleichung 

L[u] + leu = 0 

hatten wir als Voraussetzung hnmer e > 0 zugrunde gelegt. DaB diese 
Voraussetzung wesentlich ist, zeigt folgendes Beispiel: Es sei in der 
Differentialgleichung y" + le y = 0 fur ein beliebiges Teilintervall des 
Grundgebietes e = O. Dann muB jede Eigenfunktion in diesem Tell­
intervalliinear sein; mithin kann der Entwicklungssatz nicht fiir "will­
kiirliche" Funktionen geIten. 

Literatur zum fiinften Kapitel. 
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- Le~ons sur les methodes de Sturm. Paris 1917. 
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Sechstes Kapitel. 

Anwendung der Variationsrechnung 
auf die Eigenwertprobleme. 

Schon im vorigen Kapitel haben wir auf den engen Zusammenhang 
zwischen dem Eigenwertproblem einer Differential/:!leichung und dem 
einer quadratischen ,Form hingewiesen. Die Eigenwertprobleme unserer 
Differentialgleichungen sind geradezu aquivalent mit dem Problem der 
Hauptachsentransformation einer quadratischen Form, allerdings einer 

n 

von unendlich vielenVariablen. Bedeutetnamlichz.B. U = ~fp(~;rdX, 
n 0 

T = ~ feu2 dx die potentielle bzw. die kinetische Energie eines 
o 

eindimensionalen Kontinuums, so brauchen wir nur den Ansatz 
00 

U = 1: I .. (t) sin vx zu machen, p und e in eine Fouriersche Reihe ent-
1'=1 

wickelt zu denken und die beiden Ausdrucke U und T fur potentielle 
und kinetische Energie als quadratische Formen der unendlich vielen 
Variablen (Koordinaten) Iv bzw. iv zu betrachten. Wenn es gelingt, 
eine orthogonale Substitution 

00 • 00 

Iv = 1)v", q", bzw. I" = L,tvp,r}", (v = 1,2, ... ) 
",=1 ",=1 

dieser Variablen in neue q", bzw. q", so zu bestimmen, daB dabei die 
Formen U und T in die Gestalt 

00 

U =L,l"q; 
,,=1 

iibergehen, so werden die Zahlen A.. gerade die Eigenwerte unseres 
Schwingungsproblems. Da nun die Eigenwerte einer quadratischen Form 
durch einfache Extremaleigenschaften charakterisiert sind, so liegt es 
nahe, diese Charakterisierung auch hier in Betracht zu ziehen, wo es 
sich nicht mehr urn endlich viele Variable handelt. Anstatt aber die 
Grenzubergange und Konvergenzuntersuchungen durchzufiihren, die zu 
einer strengen Begrundung dieser heuristischen Gedanken erforderlich 
waren, ziehen wir es vor, ohne einen Dbergang zu einer Darstellung 
durch unendlich viele Koordinaten mit Hille der allgemeinen Methoden 
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der Variationsrechnung die fraglichen Extremumseigenschaften direkt 
zu formulieren und auszunutzen. 

Dabei treten an Stelle der beiden quadratischen Formen U und T 
zwei homogene quadratische Funktionalausdriicke. Wir werden auf 
diese Weise nicht nur zu einer neuen einfachen Behandlungsweise 
der Eigenwertprobleme des vorigen Kapitels und wichtiger Verall­
gemeinerungen gefiihrt, sondern gewinnen dariiber hinaus insbesondere 
bei mehreren unabhangigen Veranderlichen wesentliche Einsichten in 
das Verhalten der Eigenwerte und Eigenfunktionen. 

§ 1. Die Extremumseigenschaften der Eigenwerte. 
1. Die klassischen Extremumseigenschaften. Wir betrachten das 

Eigenwertproblem einer sich selbst adjungierten partiellen Differential­
gleichung zweiter Ordnung 

(1) L[u] + leu = (PU1J~ + (puy}y - qu + AeU = 0, (P> 0, e> O) 

wobei wir zwei unabhangige Veranderliche x, y annehmen und das 
Grundgebiet G von einer oder mehreren stetigen Kurven r mit stiick­
weise stetiger Tangente begrenzt denken. Die Randbedingung mage 

die Form u = 0 oder die allgemeinere Form ~: + au = 0 haben, wo­

bei a eine stiickweise stetige Funktion des Ortes aufdem Rande r 
sei und %n Differentiation nach der auBeren Normalen bedeute. Flir 
die mit diesen Eigenwertproblemen aquivalenten Variationsprobleme 
sind die folgenden quadratischen Funktionalausdrlicke maJ3gebend: 

(2) ~[ep] = D[ep] + f paep2 ds 

mit 
(2a) 

und 
(3) 

r 

D[ep] = ffp(ep; + ep;)dxdy + flqep2 dX dy 
G G 

H[cp] = ffecp2dxdy 
G 

und die hierzu gehOrigen Polarausdrlicke 

~[cp,V'] = D[r, 11'] + fpaepV'ds, 
r 

D[ep, 11'] = jf P{CPzV'z + epyV'y} dx dy + f f qepV' dx dy , 
G G 

H[ep, 11'] = IfeepV'dxdy. 
G 

Mit ihnen gelten die Relationen 

SD[ep + 11'] = ~[ep] + 2~[ep, 11'] + ~[V'J, 
H[cp + 11'] = H[ep] + 2H[ep, 11'] + H[V']. 
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Von den Argumentfunktionen g; verlangen wir Stetigkeit in G mit 
EinschluB des Randes r und sttickweise Stetigkeit der ersten Ab­
leitungen. 

Wir gewinnen nun die Eigenwerte 1v und die zugehorigen Eigen­
funktionen Uv der Differentialgleichung (1) auf Grund der folgenden 
Minimumeigenschaften: U nter allen zuliissigen F unktionen ist dieienige, 
welche den Ausdruck ~[g;] bei der Nebenbedingung H[g;] = 1 zum Mini­
mum macht, eine Eigenfunktion u1 der Diflerentialgleichung (1) bei der 

naturlichen Randbedingung ~: + ag; = 0; der Minimumwert von ~ ist 

der zugeMrige Eigenwert. Stellen wir bei dem jreien Minimumproblem 
au/3er der N ormierungsbedingung 
(3a) H[tp] = 1 

noch die weitere N ebenbedingung 

H[g?,uJ=O, 

so ergibt sich als L6sung wiederum eine Eigenfunktion Uz von (1) bei der­
selben Randbedingung, und der Minimumwert ~[uzJ = 12 ist der zuge­
hOrige Eigenwert. Allgemein wird sukzessive durch das Minimumproblem: 
il[g?] = Minimum unter der Normierungsbedingung H[g;] = 1 und den 
N ebenbedingungen 

(i = 1,2, ... , n - 1) 

cine Eigenfunktion Un von (1) bei der Randbedingung ~: + ag; = 0 

definiert, und der zugeMrige Eigenwerl An ist gleich dem Minimum­
werle ~[uJ. 

Statt ~ unter der Normierungsbedingung H[g;] = 1 zum Minimum 
zu machen, kann man unter Verzicht auf diese Bedingung das Minimum 
des Quotienten ~[g;]/H[g;]'aufsuchen, wobei dann die Losungsfunktion 
nur bis auf einen beliebigen Proportionalitatsfaktor bestimmt ist. 

1m FaIle der Randbedingung u = 0 sind an Stelle der obigen hin­
sichtlich des Randes freien Variationsprobleme wortlich dieselben Auf­
gaben zu stellen mit dem Unterschiede, daB zu den Zulassungs­
bedingungen noch die Randbedingung g; = 0 hinzugefi.igt wird. Es 
falIt dann in ~[g;] von selbst der vom Rande herriihrende Bestand-
teil Jpag;2ds fort. 

r 
DaB unsere Minimumprobleme tatsachlich Losungen mit stetigen 

zweiten Ableitungen besitzen, bedarf eines besonderen Beweises. Wir 
werden diesen Nachweis im zweiten Bande im Rahmen der direkten 
Methoden der VaIiationsrechnung nachholen und wollen an dieser Stelle 
die Losbarkeit der betreffenden Minimumprobleme postulieren. 

Wir haben zunachst zu zeigen, daB die Losungen der Variations­
probleme auch Eigenfunktionen unseres Differentialgleichungsproblems 
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sind, und sodann, daB wir mit ihnen all e Eigenfunktionen des Diffe­
rentialgleichungsproblems erhalten. Die zweite Behauptung werden wir 
in § 3 dadurch beweisen, daB wir die Vollstandigkeit des aus dem 
Variationsproblem gewonnenen Funktionensystems u1 , u., ... fest­
stellen. Urn die erste Behauptung einzusehen, kOnnten wir uns auf 
die allgemeine Multiplikatorregel des Kap. IV, § 7 stiitzen. Wir wollen 
jedoch den Nachweis unabhangig hiervon fiihren. 

Wir betrachten zunachst das erste der Variationsprobleme und 
diirfen seine Losung U1 von V'ornherein normiert, d. h. der Bedingung 
H[ uJ = 1 geniigend annehmen. 1st nun C eine dense1ben Bedingungen 
wie qJ geniigende, im iibrigen willkiirliche Funktion, e eine willkiirliche 
Konstante, so muB fiir jeden Wert dieser Konstanten e und u = u1' 

1 = 11 
~[u + eC] > 1H[u + eC] 

sein oder, was mit Riicksicht auf ~[u] ='lH[u] auf dasselbe heraus­
kommt, 

2e{~[u,C]-lH[U,C]+; (~[C]-lH[C])}>O 

ge1ten. Diese Ungleichung kann nur dann fiir einen beliebigen Wert 
von e bestehen, wenn die Gleichung 

(4) ~[u, C] - 1H[u,C] = 0 

gilt, d. h. wenn die erste Variation des Ausdruckes ~ -lH verschwindet. 
Formen wir nun den Ausdruck '!I[u, C] gemaB der Greenschen Formel 

~[u, CJ = - jjCL[u]dXdy + jpoCuds 
G r 

(vgl. Kap. V, § 1) urn, so ergibt sich wegen der Willkiir der Funktion C 
unmittelbar die Gleichung (1) fiir u = U1 und 1 = 11 , Bei dem zweiten 
Minimumproblem, bei welchem noch die Nebenbedingung H[qJ,uJ = 0 
hinzugefiigt ist, konnen wir zunachst die Giiltigkeit der Gleichung (4) 
fiir u = Us und 1 = 11ll nur unter der Voraussetzung 

(5) 

fiir die Funktion C schlieBen. 1st nun 1J eine beliebige stetige und mit 
stiickweise stetigen Ableitungen erster und zweiter Ordnung versehene 
Funktion, SO bestimmen wir die Zahl t derart, daB die Funktion 
C = 1J + tUI der Bedingung (5) geniigt, d. h. wir setzen t = -H[ul .1J]. 
Weiter beachten wir, daB wir in der Gleichung (4) fiir C speziell auch 
die Funktion u. einsetzen diirfen und daB sich daher wegen der Be­
dingungsgleichung 
(6) H[us' u1] = 0 
sofort 
(7) ~[ua' uJ = 0 
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ergibt. Setzen wir nun in die Gleichung (4) unsere Funktion C = 1J + tUl 

ein, so folgt mit U = Uz, l = Az 

:!l[u,1J] -lH[u, 1J] + t(;tl[u, ul ] - AH[u, ul ]) = 0 

oder mit Riicksicht auf die Gleichungen (6) und (7) 

(4 a) ;tl[u,1J] -AH[u, 1J] = 0, 

d. h. die Gleichung (4) gilt auch fiir willkiirliche Funktionen 1J oder C 
ohne Riicksicht auf die Nebenbedingung (5). Hieraus aber folgt un­
mittelbar wie oben die Giiltigkeit der Gleichung (1) fiir u = uz, A = Az. 
Indem wir ebenso fortfahren, erkennen wir, daB allgemein fiir die 
Losungen Ui bzw. die Minimumwerte Ai das Bestehen unserer Eigen­
wertgleichung (4a) folgt; fiir die gemaB (3a) normierten Losungen 
unserer Probleme bestehen die Relationen 

(8) { ;tl[Ui] =~, 
H[ud = 1, 

~[Ui' Uk] = 0, } 
H[Ui, UkJ = O. 

(i =i= k) 

Die so gewonnenen Eigenwerte geniigen jedenfalls der Beziehung 

(9) An_l<An: 

denn beim nten Eigenwert unseres Minimumproblems ist der Bereich 
der konkurrenzfahigen Funktionen qy gegeniiber dem (n _1)ten ein­
geschrankt. Es kann also das Minimum An nicht kleiner als das Voran­
gehende An-l sein. 

Durch unsere Variationsprobleme haben wir eine unendliche Folge 
von Eigenwerten und Eigenfunktionen des zugehOrigen Differential­
gleichungsproblems erhalten. DaB die so durch Variationsprobleme 
definierten Eigenwerte und Eigenfunktionen auch wirklich das gesamte 
zu unserem Eigenwertproblem fUr die Differentialgleichung gehOrige 
System darstellen, wird sich in § 3, 1 aus der Vollstandigkeit ergeben. 

2. Erganzungen und Verallgemeinerungen 1. Es braucht kaumhervor­
gehoben zu werden, daB wir in genau entsprechender Weise auch die an­
deren Eigen~ertprobleme des vorigen Kapitels in die Variationsrechnung 
einordnen konnen. Es ist ganz gleichgiiltig, ob es sich urn mehrfache Inte­
grale oder einfache handelt und ob die zugehOrigen Eulerschen Differen­
tialgleichungen von zweiter oder haherer Ordnung werden. Z. B. gehart 
das Eigenwertproblem der Sturm-Liouvilleschen Differentialgleichung 

(pu'l' - qu + leu = 0 

mit den Randbedingungen u'(O) - hlu(O) = 0, u'(n) + hzu(n) = 0 zu 
einem Variationsproblem der Form 

:r 

:!l[qy] = j(pcp'2 + qqy2) dx + hlP (0) qy (0)2 + hzp(n) qy (n)2 = Min. 
o 

1 Vgl. R. COURANT: ,;Ober die Anwendung der Variationsrechnung .... " 
Acta math. 49. 
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ohne Randbedingungen; durch spezielle Wahl von hl und· hz erhalt 
man beliebige der betrachteten homogenen Randbeding'tmgen, wenn 
man noch unendlichen hl und hz als Grenzfall die Randbedingungen 
u(O) = 0 und u(;rr) = 0 entsprechen laBt. 

Auch bei den singularen Grenzfallen der Sturm-Liouvilleschen Diffe­
rentialgleichungen lassen sich die Eigenwerte und Eigenfunktionen 
durch entsprechende Variationsprobleme charakterisieren. Es genugt, 
die Formulierung fur die Legendreschen Polynome und die Besselschen 
Funktionen zu geben. Man erhalt die Legendreschen Polynome, indem 
man das freie Problem mit 

+1 +1 

~[ep] = j(1 - X2)ep/Zdx, H[ep] = j epzdx 
-1 -1 

betrachtet. Die nullte Besselsche Funktion Jo(xyI) entspringt aus dem 
fur x = 0 freien Problem mit 

1 1 

~[<p] = jxep/zdx, H[ep] = jxep2 dx 
o 0 

und die Besselschen Funktionen m ter Ordnung mit m::2: 1 aus dem 
Problem mit 1 1 

~[ep] = f(Xep/2 + ~2 q:>2)dx, H[ep] = fXq:>2~X 
o 0 

unter der Randbedingung q:> (0) = O. 
Fiir selbstadjungierte Differentialgleichungen hOherer Ordnung und 

hoherer Dimensionen, z. B. die Differentialgleichung der schwingenden 
Platte 
(10) ALlu-AU=O, 

ergeben sich ganz analoge Resultate. Es ist hierbei, etwa wenn wir die 
eingespannte Platte betrachten (vgl. Kap. IV, § 10), 

~[ep] = D[ep] = jj(Llep)Zdxdy, H[ep] = If ep2 dxdy 
G G 

und orp 
ep = an = 0 

auf dem Rande r von G zu setzen, und es bleiben mit diesen Bezeich­
nungen alle lJberlegungen und Formeln von Nr. 1 wortlich bestehen. 

Aber noch andere in Kap. V nicht. ausdrucklich behandelte Typen 
von Eigenwertproblemen fugen sich ganz zwanglos in das hier gegebene 
Schema. Erinnern wir uns daran, daB! H[q:>] der kinetischen Energie 
unseres Kontinuums mit der Massendichte e entspricht, wahrend 
! 'l)[ep] die potentielle Energie darstellt, so liegt es nahe, neben der konti­
nuierlich uber das Gebiet G verbreiteten Massenverteilung noch konzen­
trierte Massenbestandteile anzunehmen, z. B. im Falle eines eindimensio-
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nalen Bereiches G punktformige Massen. Eine solche Annahme fiihrt 
dazu, statt des Ausdrucks H den Ausdruck 

h 
(11) Nrp] = J erp2 dx + :1: bvrp(xv)2 

G 1'=1 

zu betrachten, wobei die Stellen Xl'" ., Xh gegebene Stellen des Be­
reiches G bezeichnen und die bv gegebene Konstanten sind. Ein solcher 
Ansatz entspricht der Annahme, daB in den Punkten Xl' ... , Xh Massen 
der GroBe bv konzentriert sind, die wir iibrigens durchweg als nicht 
negativ annehmen wollen. Ganz entsprechend liegt es nahe, auch 
allgemeinere Ausdriicke 

h 
(12) :l)[rp] =-J pq/2 dx + J qrp2dx + :1: av rp (xv)2 

G G 1'=1 

zu betrachten. Fiir solche "belastete Probleme" ergeben sich mit genau 
denselben Bezeichnungen und Lrberlegungen aus Nr. 1 Eigenwerte und 
Eigenfunktionen. Diese Eigenfunktionen geniigen der Differential­
gleichung 
(13) L[u] + leu = (pu')' - qu + leu = 0, 

abgesehen von den Stellen Xl' ..• , Xh' An diesen Stellen treten fiir die 
Ableitungen ganz von selbst natiirliche Randbedingungen bzw. Sprung­
bedingungen' auf, die sich ohne weiteres durch Bildung der ersten 
Variation ergeben. Die mit Ye mu1tipliz~erten Eigenfunktionen unserer 
Probleme sind nicht mehr zueinander orthogonal, vielmehr lauten die 
entsprechenden Bedingungen 1 

(14) Je u, Uj dx + 1: bv Ui (Xv) Uj (Xv) = ~r h {o f" 
G 1'=1 1 fur 

Ein weiteres Beispiel liefem die Ausdriicke 

(15) :l)[rp] = J P rp'2dx + J qrp2 dx 
G (} 

und 

i + j, 
i = j. 

(15 a) ~[rp] = fe rp2dx + J J k(x, y) rp(x) rp (y) dx dy, 
G GG 

wo k (x, y) eine gegebene symmetrische Funktion von X und y ist 
und wir der Einfachheit halber voraussetzen wollen, daB Nrp] negativer 
Werte nicht fiihig sei. Statt der Eigenwertdifferentialgleichung erhalten 
wir durch das Verfahren aus Nr. 1 die Integrodifferentialgleichung 

(16) (pu')' - qu + l(QU + f k(x,y) u(y) dy) = ° 
G 

1 H. KNESER hat hierzu die Bezeichnung .. belastete Orthogonalitl!.t" vor­
geschlagen. 
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etwa bei der Randbedingung U = 0. Die Orthogonalitatsrelationen 
lauten fiir die Eigenfunktionen dieses Problems ausgeschrieben 1 

!Ui(X)Uj(x)dx+jjk(x,Y)Ui(X)Uj (Y)dXdY ={01 ff~r ~ oF~, 
ur ~ = 1. 

G GG 

3. Eigenwertprobleme fur Bereiche mit getrennten Bestandteilen. 
Folgende allgemeine Bemerkung, die fiir aile Eigenwertprobleme gilt. 
welche auf Differentialgleichungen fiihren, wird spater fiir uns wichtig sein: 

Besteht unser Gebiet G aus mehreren voneinander getrennten Gebieten 
G', Gil, ... , welche ihrerseits keine gemeinsamen inneren Punkte, wohl 
aber gemeinsame Randpunkte haben dur/en, so besteht die Gesamtheit der 
Eigenwerte und Eigen/unktionen aus den entsprechenden Eigenwerten una 
Eigenjunktionen der Teilgebiete G', Gil, ... zusammengenommen, wobei 
iede dieser Eigenjunktionen nur in einem der Teilgebiete als von Null ver­
schieden zu nehmen und in den ubrigen identisch Null zu setzen ist. 

Physikalisch bedeutet dies die selbstverstandliche Tatsache, daB 
bei einem Schwingungsvorgang, der mehrere voneinander getrennte 
Gebilde erfaBt. diese Gebilde unabhangig voneinander schwingen. 

Zum mathematischen Beweis unserer Behauptung kann man entweder 
von der Definition der Eigenfunktionen durch das Differentialgleichungs­
problem ausgehen. Man braucht dann lediglich zu beachten, daB die oben 
fur je einen Teilbereich G', Gil • ... definierten und auBerhalb identisch 
verschwindenden Eigenfunktionen sowie line are Kombinationen aus sol­
chen zurn selben Eigenwert gehorigen Funktionen auoh Eigenfunktionen 
von G sind und daB umgekehrt jede Eigenfunktion von G fUr mindestens 
einen der Teilbereiche nicht identisch verschwindende Eigenfunktion sein 
muB. - Man kann aber auch ohne Schwierigkeit auf Grund der Definition 
der Eigenwerte durch unsere Variationsprobleme schrittweise die Eigen­
werte des Gesamtgebietes mit denen der Teilgebiete identifizieren. 

4. Die Maximum-Minimum-Eigenschaft der Eigenwerte. Ebenso 
wie in Kap. I bei den quadratischen Formen konnen wir die hier ge, 
gebene rekurrente Definition des nten Eigenwertes und der zugehorigen 
Eigenfunktion durch eine independente Definition ersetzen, bei der man 
zur Charakterisierung des nten Eigemyertes und der nten Eigenfunktion 
die Kenntnis der Vor lOgehenden nicht vorauszusetzen braucht. 

Wir betrachten irgendeines der bisher untersuchten Variations­
probleme, wobei wir die Bezeichnungen aus Nr. 1 beibehalten, und 
modifizieren das Problem dadurch, daB wir den Funktionen g; statt 

1 Man kann sie. wenn man auBer den Eigenfunktionen Uj (x) die Funktionen 
Vi (x) = Uj (x) + j k (x, y) Ui (y) dy einfuhrt, auch als "BiOl'thogonalittitsl'elationen" 

o 
zwischen dem Funktionensystem u. und dem Funktionensystem Vi auffassen, 

d. h. in der Form f _ {O fur i oF i 
u,vJdx- f'" . 

1 ur, = 1 
fi 

schreiben. 
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der Bedingungen H[cp, uJ = 0 (i = 1, 2, ... , n - 1) die n - 1 ver­
anderten Bedingungen 

H[cp, vJ = 0 (i = 1, 2, ... , n - 1) 

auferlegen, wobei VI' v2 , ••• , V,,_l irgendwie gewahlte in G stuckweise 
stetige Funktionen sind. Ob und wann das so entstehende Variations­
problem eine Losung besitzt, bleibe dahingestellt. Jedenfalls aber 
werden die Integrale D[ep] oder allgemeiner die Ausdrucke 'l)[cp] unter 
den gestellten Bedingungen eine untere Grenze besitzen, welche von den 
Funktionen VI' V2 , ••• , V,,_l abhangig ist und mit d{VI' VI' ... , V"-I} 

bezeichnet werden solI. Wir behaupten, daB wir die Eigenfunktionen 
u" und Eigenwerte 1", die sukzessive durch Variationsprobleme definiert 
waren, nach dieser Modifikation des Problems durch folgenden Satz 
charakterisieren konnen: 

Es seien n - 1 in G stuckweise stetige Funktionen VI' Vs, ... V,,-1 

gegeben, und es sei d{vl , ••• , Vn -1} das Minimum bzw. die untere Grenze 
aller Werte, welche der Ausdruck 'l)[cp]:H[cp] annehmen kann, wenn cp 
irgendeine in G stetige und mit stuckweise stetigen Ableitungen versehene 
Funktion ist, welche den Bedingungen 
(17) H[cp,v,] = 0 (i = 1,2, ... , n -1) 

genugt. Dann ist 1" gleich dem gropten Wert, den diese untere Grenze d 
annehmen kann, wenn fur VI' Va, ••. , Vn-l alle zuliissigen Funktionen­
systeme in Betracht gezogen werden. Dieses Maximum-Minimum wird 
erreicht liir u = u" und VI = U1 ' Vs = U a,···, Vn - 1 = Un_I' 

1m Faile der Randbedingung U = 0 ist unser Variationsproblem 
nicht als freies Problem zu betrachten, sondern durch die Zwangsbedingung 
cp = 0 auf r zu verschiirfen. 

Zum Beweise dieses Satzes bemerken wir zunachst, daB fur Vi = Ui 

(1<:i<:n-1) tatsachlich nach Definition d{v1 , •.• ,Vn _ 1}=An ist. 
Zweitens wollen wir zeigen, daB bei beliebiger Wahl von Vv ... , 

Vn-1 jedenfalls d{vI' ... , VII-I} <: A" ist. Hierzu brauchen wir nur eine 
spezielle, den Bedingungen H [cp, Vi] = 0 (i = 1, 2; ... , n - 1) genugende 
Funktion cp zu bestimmen, fUr welche 'l)[cp] <: An gilt. Wir erreichen 
dies durch eine passende lineare Kombination der ersten n Eigen-

" funktionen ep = ~ C,Ui mit Konstanten cl , ... , c". Dabei ergeben die 
i=1 

n - 1 Relationen (17) n - 1 lineare homogene Bedingungen fur die 
n 

nGroBencl , .. ·, cn' sind also stets erfullbar ; die Gleichung H[cp] = L c~ = 1 
i=1 

liefert lediglich die Normierung des noch unbestimmten Proportionali-
n 

tatsfaktors. Nunmehr folgt aus 'l) [epJ = LCiCk 'l) CUi' Uk] sofort wegen 
i,k-1 

~[Ui' Uk] = 0 (i =l= k) und ~[Ui] = 10 [vgl. (8)J 
" 'D[ep] = ~ crlo 

i=1 
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und somit wegen 
(i = 1, ... , n) 

Also ist erst reeht das Minimum d{vv ... , Vn-1} nicht groBer als ln' 
und somit tatsachlich In der groBte Wert, den dieses Minimum annehmen 
kann. 

§ 2. Allgemeine F olgerungen 
aus den Extremumseigenschaften der Eigenwerte. 

1. Allgemeine Sitze. Die Fruehtbarkeit der Resultate des voran­
gehenden Paragraphen beruht darauf, daB man die Maximum-Minimum­
Eigensehaft mit gewissen einfachen Prinzipien der Variationsrechnung 
in Zusammenhang bringen kann. Das erste dieser Prinzipien besagt, 
dap durch Verschiirtung der Bedingungen in einem M inimumproblem der 
Wert des Minimums niche verkleinert wird und dap umgekehrt bei MiZde­
rung der Bedingungen das Minimum laUt oder jedenlaUs nicht wachst. 
Das zweite Prinzip lautet: Wenn fur denselben Bereich konkurrenzlahiger 
Funktionen rp zwei Minimumprobleme vorliegen und lur jede Funktion rp 
des Konkurrenzbereiches der zum Minimum zu machende Ausdruck beim 
ersten Problem niche kleiner als beim zweiten ist, so ist auch das M ini­
mum beim ersten niche kleiner als beim zweiten. 

Die Anwendung unserer Prinzipien fUr den Vergleich von Eigen­
werten bei verschiedenen Problemen wiirde bei der klassischen Minimum­
definition der Eigenwerte auf die Sehwierigkeit stoBen, daB die Kon­
kurrenzbereiche infolge der Nebenbedingungen nieht ubereinstimmen. 
Bei der Maximum-Minimum-Definition jedoeh ist eine solche "Ober­
einstimmung vorhanden und daher die Anwendung unserer Prinzipien 
moglieh. 

Fiir die Schwingungsvorgange der Physik konnen wir aus dem 
ersten Prinzip unmittelbar eine bedeutsame Folgerung ziehen. Wir 
betrachten. irgendein sehwingungsfahiges System, dessen Eigensehwin­
gungen durch ein Eigenwertproblem der hier behandelten Art charakteri­
siert werden. Dann beachhm wir, daB irgendwelche Zwangsbedingungen, 
unter denen das System seine Sehwingungen auszufiihren genotigt wird, 
sich mathematiseh als Nebenbedingungen fUr die in dem Variations­
problem auftretenden Konkurrenzfunktionen rp auBern. Werden in 
dem Maximum-Minimum-Problem die Bedingungen fur rp verscharft, 
so wird jedesmal bei festgehaltenem System der Ftinktionen VI' V2' .•• , 

"n-l die untere Grenze d{Vl' v2 ' ••• , vn_1} vergroBert oder jedenfalls 
nicht verkleinert; -mithin gilt dasselbe fur das Maximum dieser unteren 
Grenzen, den nten Eigenwert. Entsprechend wird der Wert des Maximum~ 
Minimums, d. h. der nte Eigenwert, verkleinert oder jedenfalls nicht ver­
groBert, wenn die Bedingungen fiir die Funktionen rp gemildert werden. 

Courant·Habert, Matbematische Physik 1. 2. AufL 23 
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Physikalisch besagt dies: 
Satz 1: Wird ein schwingungsliihiges System gezwungen, unter 

Zwangsbedingungen zu schwingen, so iindern sich der Grundton und ieder 
Oberton nie anders als in steigendem Sinne. Werden umgekehrt Bedin­
gungen, unter denen ein System schwingt, aulgehoben, so lindern sich der 
Grundton und ieder Oberron nie anders als in abnehmendem Sinne. 

Beispielsweise miissen sich bei einer eingespannten schwingenden ela­
stischen M embran der Grundton und samtliehe Obertone in dem ange­
gebenen waehsenden Sinne andern, wenn die Membran auBer am Rande 
noeh sonst an Linien- oder Flaehenstiicken festgehalten wird. Dagegen 
werden sich der Grundton und alle Obertone bei einer Membran in fallen­
dem Sinne andem, wenn sie einen RiB erhalt, oder bei einer schwingenden 
Platte, wenn das Material einen "Sprung" bekommt. 1m letzteren Falle 
werden namIich ffir die Konkurrenzfunktionen qJ bzw. ffir deren Ab­
leitungen an der Stelle des Risses oder Sprunges die' Bedingungen der 
Stetigkeit aufgehoben. 

Mathematisch ergibt sieh aus unserem Prinzip eine Reihe von wieh­
t:gen aUgemeinen Siitzen uber die Eigenwertverteilung bei den betrach­
teten Randwertaufgaben. Der erste Satz bezieht sich auf die Rand­
bedingung u = 0 und vergleieht die Eigenwertverteilung eines Ge­
bietes mit der von Teilgebieten. Der zweite Satz leistet <las Entspre­
ehende fUr die Randbedingung oU/on = O. Die weiteren Satze beziehen 
sich auf die allgemeineren Randbedingungen und vergleiehen die Spek­
tren1 der Differentialgleichung fUr verschiedene Formen dieser Rand­
bedingungen. 

Satz 2: Es seien G', Gil, Gill, ... endlich viele Teilgebiete des Ge­
bietes G, welche keine gemeinsamen inneren Punkte haben. Dann ist die 
Anzahl A (4) der unterhalb einer Grenze 4 gelegenen Eigenwerte der Dille­
rentialgleichung L[u] + 4eU = 0 litr das Gebiet G bei der Randbedingung 
u = 0 mindestens so grop wie die gesamte Anzahl der unter derselben Grenze 
A gelegenen Eigenwerte der Teilgebiete G(i) bei derselben Randbedingung. 

Dieser Satz laJ3t sich aueh so ausspreehen: Bei der Randbedingung 
u = 0 ist der nte Eigenwert ~ des Gebietes G kiichstens gleich der nteft 

Zahl .l! aus der Gesamtmenge der nach steigender GrlJpe geordneten, in 
ihrer richtigen Vielfachheit geziihlten Eigenwerte der Teilgebiete G(i). 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus folgender "Oberlegung. Legt 
man in dem Maximum-Minimum-Problem, welches den Eigenwert A.. 
definiert, den Funktionen qJ die neue Bedingung auf, an . allen Randem 
der Teilgebiete G(i) und in dem ganzen, zu keinem der G(i) gehOrigen 
Teile von G zu verschwinden, so wird einerseits dem oben formulierten 
Grundprinzip zufolge der Wert des Maximum-Minimums nicht Ver­
kleinert. Andererseits ist das neu entstehende Maximum-Minimum­
Problem gerade dasjenige, welches den nten Eigenwert des aus den 

1 Unter Spektrum verstehen wir wie friiher die Gesamtheit der Eigenwerte. 
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getrennten Gebieten G', G", ... bestehenden Gebietes definiert, d. h. 
der neue Wert des Maximum-Minimums ist gleich A:. und somit gilt 
An ::::= A!, wie behauptet wurde. 

Insbesondere ergibt sich aus dem bewiesenen Satze eine wichtige 
Eigenschaft der zur Randbedingung u = 0 gehCirigen Eigenwerte An' 
die man zweckmiiBig als die Eigenschaft der Monotonie bezeichnen 
kann. 

Sat z 3: Der zur Randbedingung u = 0 gehOrige nte Eigenwert eines 
Gebietes Gist nie groper als der zur selben Randbedingung gehOrige nle 

Eigenwert eines Teilgebietes 1• 

Der in Satz 2 ausgesprochenen Tatsache steht fur die Randbedingung 
ou/on = 0 eine entsprechende gegenuber. 

Satz 4: Es seien G', G", G"', . .. eine endliche Anzahl von Teil­
gebieten, welche das Gebiet G luckenlos ausfullen und keine inneren Punkte 
gemeinsam haben. Dann ist die Anzahl B (,,) der unterhalb einer Grenze " 
gelegenen, zur Randbedingung ou/an = 0 gehOrigen Eigenwerte der Dif­
ferentialgleichung L[u] + AeU = 0 jur das Gebiet G kleiner oder hOchstens 
gleich der gesamten Anzahl der zur selben Randbedingung gehOrigen, unter 
derselben Grenze'" gelegenen Eigenwerte der Differentialgleichung fur die 
Teilgebiete G(il. 

Man kann diesen Satz auch folgendermaBen aussprechen: Es sei 
": die nle der nach wachsender Grope geordneten Zahlen aus der Gesamt­
menge der zu den Teilgebieten G(i) und der Randbedingung au/on = 0 
geh6rigen Eigenwerte, wobei jeder mit der richtigen Vielfachheit zu ziihlen 
ist, dann ist der nle Eigenwert "n des Gebietes G fur dieselbe Randbedingung 
groper oder gleich der Zahl ":' 

Auch hier folgt der Beweis fast unmittelbar durch Anwendung des 
ersten unserer allgemeinen Prinzipien auf das Maximum-Minimum-Pro­
blem, welches del;). nten Eigenwert "n Von G charakterisiert. Denn wenn wir 
in diesem Problem den zur Konkurrenz zuzulassenden Funktionen qJ ge­
statten, auf den in G verlaufenden Randlinien der Gebiete Oil derart 
unstetig zu sein, daB sie beim Dberschreiten dieser Linien endliche 
Sprunge machen, so wird durch diese Milderung der Bedingungen der 
Wert des Maximum-Minimums verkleinert oder jedenfalls nicht ver­
groBert. Andererseits definiert das modifizierte Maximum-Minimum­
Problem nach § 1, S. 352 gerade den nten zur naturlichen Randbedingung 
a u/ on = 0 gehorigen Eigenwert des Gebietes, welches aus den getrennten 
Gebieten Oil besteht, d. h. den Wert ":' Hiermit ist die Relation 
"n > ": bewiesen. 

Die nachfolgenden Siitze geben AufschluB uber das gegenseitige Ver­
hiiltnis der Spektren der Differentialgleichung bei den verschiedenen 
Arten der vorkommenden Randbedingungen. 

1 Er ist sogar stets kleiner. wenn es sich urn ein echtes Teilgebiet handelt, 
wie man mittels der SchluBweise von § 6 leicht feststellen kann. 

23* 
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Sa tz 5: Es sei In der nle zur Randbedingung u = 0 gekOrige Eigenwert 
der Differentialgleichung L[u] + leu = 0 fur das Gebiet G, I'n der nle Eigen-

wert lur die Randbedingung ~~ + OU = 0 oder allgemeiner :: + oU = 0 

aUf einem Teile F' des Randes r, ft = 0 auf dem ubrigen Teile F" des 
Randes. Dann ist stets 

I'n<ln· 

Dies ergibt sieh folgendermaBen. Wenn wir in dem Maximum-Mini­
mum-Problem, welches ohne Auferlegung von Randbedingungen den nten 

Eigenwert I'n von Gals das Maximum des Minimums von '1>[9'1] charak­
terisiert, der Funktion 9'1 die weitere Bedingung auferlegen, auf dem 
Rande r von G zu verschwinden, so wird sieher der Wert des einzelnen 
Minimums und somit auch des Maximum-Minimums vergroBert oder 
nicht verkleinert. Andererseits ist dieser neue Maximum-Minimum-Wert 
offenbar mit In identisch, da infolge der auferlegten Bedingung jetzt 
'1>[9'1] = D[tp] wird. Es gilt also I'n < In, wie behauptet wurde. 

Bei den Anwendungen des Satzes 5 miissen wir beachten, daB die 
Anzahlen der betreffenden Eigenwerte unterhalb einer gegebenen Grenze 
in der umgekehrten GroBenbeziehung stehen wie die Eigenwerte selbst. 

Zusa tz zu Sa tz 5: Die Aussage von Satz 5 bleibt bestehen, wenn 

man die Randbedingung ~: + 0 u = 0 nicht uberall, sondern nur auf einem 
T eile des Randes r durch die Bedingung u = 0 ersetzt. 

Der Beweis verlauft genau so wie der des Satzes 5 selbst. 

Satz 6: Wenn in der Randbedingung ~ +O'u=O aut r die Funk­
tion 0' entweder an ieder Stelle vergrofJert oder verkleinert wird, so kann 
sich ieder einzelne Eigenwert nur im selben Sinne iindern. 

Au.ch diese sehr bemerkenswerte Tatsache ist eine unmittelbare Folge 
der Maximum-Minimum-Eigenschaft auf Grund des zweiten der oben­
genannten Prinzipien. Denn der Ausdruck '1>[9'1] andert sich bei gleich­
sinniger Anderung der Funktion 0' flir jedes tp im selben Sinne wie 0', 

also auch seine untere Grenze bei gegebenen Vi und damit das Maximum 
dieser unteren Grenze. 

Wir erkennen aus den Sat zen 5 und 6, daB die Eigenwerte ffir die 
verschiedenen Randbedingungen in charakteristischen Beziehungen zu­
einander stehen. Andert man die Funktion 0' an jeder Stelle monoton 
von 0 bis 00, so wachst jeder einzelne Eigenwert I' monoton von dem 
Werte, den er bei der Randbedingung ou/on= 0 hat, bis zu dem Werte, 
den er bei der Randbedingung u = 0 erhaIt; mit anderen Worten besagt 
der Satz, daB unter den betrachteten Randbedingungen u = 0 die scharfste 
und, wenn 0 nichtnegativ wird, au/on = 0 die mildeste ist. DaB tat­
sachlich der Grenzwert des EigenwertesP-n bei ins Unendliche wachsen­
dem 0' gleich In ist, beweist man am besten, indem man auf die Natur 
der Eigenfunktionen naher eingeht. Da dies erst spater geschehen solI, 
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verzichten wir darauf, an dieser Stelle den Beweis auszufiihren. (Vgl. 
Bd. II.) 

Wir werden in Nr.6 erkennen, dafl dieses Wachstum stetig vor sick 
geht. Weiter wird die Untersuchung der asymptotiscben Eigenwert­
verteilung zeigen, daB trotz des gekennzeichneten Verhaltens der 
Eigenwerte das asymptotische Verhalten des nten Eigenwertes unab­
hangig von der Randbedingung bleibt, daB sich also das Wachstum des 
Eigenwertes bei Wachsen der Funktion a nur in einem im Vergleich 
mit der GroBe des Eigenwertes bei hinreichend groBem n beliebig ge­
ringen Spielraum vollzieht. 

Die in Satz 5 und 6 formulierten Tatsachen haben samtlich eine 

einfache pkysikaliscke Bedeutung. Die Randbedingung.~ + au=Oent­
spricht einem mit elastischen Kraften gehaltenen Rande, wobei die 
GroBe der festhaltenden Kraft durch die Funktion a bestimmt ist. (Vgl. 
S.246). Unsere Satze besagen namlich, daB bei wachsender Intensitat 
dieser elastischen Bindung jede Eigenfrequenz wachst. Die Bedingung 
u = 0 stellt den Fall dar, wo diese Kraft unendlich groB geworden ist, 
d. h. der Rand absolut festgehalten wird. 

SchlieBlich gestattet uns die Maximum-Minimum-Eigenschaft des 
nten Eigenwertes mit Hilfe des zweiten zu Beginn des Paragraphen 
aufgestellten Prinzipes, ohne Schwierigkeiten die Abhangigkeit der 
Eigenwerte Von den Koeffizienten der Differentialgleichung und dem 
Gebiet G zu untersuchen. 

Satz 7: Wenn in der Di//erentialgleickung L[u] + leu = 0 der 
Koe//izient e an 1'eder Stelle im selben Sinne verandert wird, so anderl 
sick bei jeder Randbedingung der nle Eigenwerl im entgegengesetzten Sinne; 
wird der Kae//izient P oder q uberaU gleichsinnig verandert, so andert sick 
jeder Eigenwert imselben Sinne. (1m FaIle der Randbedingung ~~ + au = 0 
ist hierbei a ~ 0 vorauszusetzen.) n 

In der Tat, es werde zunachst p uberall gleichsinnig verandeit. 
Dann andert sich fur jede konkurrenzfahige Funktion cp der Wert des 
Ausdruckes )D[cp] monoton im selben Sinne, mithin auch die untere 
Grenze dieser'Werte bei festen v" also auch das Maximum dieser unteren 
Grenzen, der nte Eigenwert. Wird e monoton verandert, etwa in e'> (!, 
so wird fur eine beliebige konkurrenzfahige Funktion cp 

)D[cp]:j f ecp2 dx dz s.)D[cp]:j fe' cp2 dx dz. 
G G 

Man erkennt also, daB die untere Grenze der linken Seite bei festgebal­
tenen Funktionen Vi nicht kleiner bzw. nicht groBer wird als die untere 
Grenze der rechten Seite, wobei aber bei der Bildung der unteren 
Grenze dieses letzten Quotienten in den Nebenbedingungen an Stelle 
der Funktionen Vi entsprechend der Verwandlung von e in e' die Funk-
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tionen vi=v,!1, zu treten haben. Da das System der Funktionen Vi zu-e 
gleich mit dem der Funktionen v; den ganzen Bereich der zuHi.ssigen 
Funktionensysteme erschOpft, so folgt ebenso wie oben, daB die Maxima 
der betrachteten unteren Grenzen in der umgekehrten GroBenbeziehung 
zueinander stehen wie die Funktionen e und e'. 

2. Das unendliche Anwachsen der Eigenwerte. Wir wollen zeigen: 
bei unseren Variations-Eigenwertproblemen wachsen die Eigenwerte An un­
beschrankt; insbesondere hat also jeder Eigenwert nur endliche Vielfach­
heit, und es konnen nur endlieh viele Eigenwerte negativ sein. Die wich­
tigste aus dem unendliehen Anwachsen der Eigenwerte sieh ergebende 
Folgerung ist, wie wir in § 3,1 sehen werden, die Vollstandigkeitseigen­
schaft unseres Eigenfunktionensystems und daher seine ldentitat mit 
dem entsprechenden Eigenfunktionensystem !fer Differentialgleichung. 

Zum Beweise - bei dem wir von der Voraussetzung q> 0 keinen 
Gebrauch machen - bezeichnen wir mit PM, qM, (!M die groBten 
mit pm, qm, em die kleinsten Werte der Funktionen p, q, (! in G und 
betrachten z1.lllachst den Fall der Randbedingung u = O. Ersetzen wir 
in i) und Hdie Funktionen p, q, e durch die Konstanten Pm' qm' eM 
bzw. durch die Konstanten PM' qM' em' so entstehen neue Eigenwert­
probleme mit den Eigenwerten A~ bzw. A~, und es gilt nach Satz 7 
2~ < An ~ A~. Nun erkennen wir sOlort, daB die Eigenwerte A~ ins Un­
endliche anwachsen. 1m Falle einer unabhangigen VeranderIichen z. B. 
konnen wir das zugehorige Differentialgleichungseigenwertproblem ex­
plizite durch trigonometrische Funktionen 16sen, wobei als Eigenwerte 

die Zahlen Pm v2 + qm, 'I' = 1, 2, ... auftreten; da un sere aus dem Varia-
eM 

tionsproblem entspringenden Eigenwerte A~ sieher in dieser Zahlenfolge 
enthalten sind, so folgt sofort unsere Behauptung A,. --+ 00. 

Nehmen wir die oben genannte hieraus zu ziehende Folgerung vor­
weg, wonach die aus dem Variationsproblem entspringenden Eigenwerte 
nieht nur eine Teilmenge der Gesamtheit der Eigenwerte der Differen­
tialgleichung bilden, sondern mit ihr ubereinstimmen, d. h. in unserem 
Falle, daB 

A" = PMn'1. ± qM 
n em 

ist, so erkennen wir, daB der Quotient Anln2 bei wachsendem n zwischen 
endlichen positiven Grenzen bleibt. 

Urn bei mehr Dimensionen fur beliebiges Gebiet G die Eigenwerte A~ 
abzuschatzen, vergleichen wir sie mit den Eigenwerten A~ fUr ein ganz 
in G liegendes Quadrat, die ihrerseits wiederum ganz unter den Eigen­
werten der entsprechenden Differentialgleichung enthalten sind. Von 
diesen wissen wir aus Kap. V, § 14, daB sie mit wachsendem n gegen 
unendlich streben, und somit folgt dasselbe auch fur An' da wegen 
Satz 3 und 7 A~ < ~ < An ist. 
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Wir verzichten auf die Fortfiihrung dieser Betrachtungen bei anderen 
Randbedingungen, zumal bald die genauere asymptotische Abschatzung 
der Eigenwerte das unendliche Anwachsen von selbst zeigen wird. Da­
gegen sei kurz eine ganz andere - indirekte - Beweismethode fiir 
diese Tatsache angegeben, welche keinerlei Kenntnis von Losungen 
der Variationsprobleme in speziellen Fanen voraussetzt und daher 
prinzipiell vorzuziehen ist 1. 

1m Falle einer unabhangigen Variabeln nehmen wir an, unser Pro­
blem besaBe unendlich viele Eigenwerte 11 , 12 , ••• absolut genommen 
unterhalb einer positiven Schranke; dann folgt mit Riicksicht auf die 
Beschranktheit von 

x, x, 

1n = ! (pU~2 + qu;) dx + hI un (Xl)2 + h2 Un (X2)2 und !eu;dx 
x, 

sofort die Beschranktheit von 
x, 

und ! u~dx, 
wenn die Konstanten h1 und h2 nichtnegativ sind - von dieser Voraus­
setzung kann man sich aber leicht auf Grund der Bemerkungen in Nr. 5 
befreien. 

N unmehr stiitzen wir uns auf folgenden Hilfssatz: Wenn fiir eine 

Menge von Funktionen g; (x) die Integrale f g;'2 dx und f g;i dx beschrankt 
G G 

sind, so sind die Funktionen g; (x) gleichgradig stetig und gleichmaBig 
beschrankt. (Vgl. Kap. II, S. 49.) Mithin la8t sich auf Grund des 
Haufungsstellenprinzips (Kap. II, § 2) eine gleichma8ig konvergente 
Teilfolge aus den Eigenfunktionen un herausgreifen. Bezeichnen wir 
diese Teilfolge wieder mit Un, so wird sicherlich lim H [un - Urn] = 0 ; 

n,m-+oo 

andererseits aber ist wegen der Orthogonalitatseigenschaft der Un fUr 
n=fm 

Mit der Aufzeigung dieses Widerspruches ist unser Satz bewiesen. 
1m Falle von mehr, z. B. zwei Veranderlichen verfahrt man genau 

so auf Grund des folgenden Hilfssatzes, dessen Beweis wir hier unter­
driicken 2. 

Wenn fur eine Menge von Funktionen g; (x, y) im Gebiete G gleichzeitig 
die A usdrucke 

r r (q;~ + g;~) dx dy 
'(i 

und 11 g;2dxdy 
G 

1 Diese Methode rtihrt von FR. RELLICH her: "Ein Satz tiber mittlere Kon­
vergenz". Gott. Nachr. (math.-pbys. K1.) 1930. 

2 Siehe RELLICH: 1. c. 
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beschriinkt bleiben, so kann man aus den Funktionen rp eine T eillolge rpn 
auswiihlen, lur welche 

lim f f (rpn - rpm) 2 dx dy = 0 
",m-+-oo G 

gilt. 
S. Asymptotisches Verhalten der Eigenwerte beim Sturm-Liou­

villeschen Problem. Bei dem Sturm-Liouvilleschen Problem er­
laubt die Maximum-Minimum-Eigenschaft in einfacher Weise nieht 
nur die Bestimmung der Gro/3enordnung des nten Eigenwertes, sondern 
geradezu seine asymptotische Berechnung. Wir transformieren die Diffe­
rentialgleichung (py')' - qy + ley = 0 durch die S. 250 angegebene 
Transformation auf die Gestalt 

(18) i'- rz + lz = 0 

fur das Gebiet 0::;:: t < I, wobei r (t) eine stetige Funktion ist und aus 
den ursprunglichen homogenen Randbedingungen analoge neue ent­
stehen. Wir betrachten hier zunachst den Fall y(o) = y(.1l) = 0, also 
z(O) = z(l) = O. Das· Maximum-Minimum-Problem liefert uns die Eigen­
werte - wir nehmen in dieser Nummer die spater (§ 3, 1) zu beweisende 
Tatsache vorweg, daB die aus dem Variationsproblem entspringenden 
Eigenfunktionen und Eigenwerte mit den zur Differentialgleichung ge­
hOrigen ubereinstimmen - als Maxima der Minima eines Ausdruckes 

I 

j(Z'2 + rz2) dx. 
o 

Lassen wir hierin das Glied r Z2 weg, betrachten also den Integralausdruck 

I 

ji 2 dx, 
o 

so unterscheidet er sieh, sobald z der Bedingung 

I 

jz2dx = 1 
o 

genugt, von dem obigen Ausdruck um nicht mehr als die endliche feste 
Schranke rM (Maximum des Betrages von r). Also sind die Maximinima 
des erst en Ausdruckes, d. h. die gesuchten Eigenwerte, von denen des 
zweiten um nicht mehr als·rM verschieden. Die Maximinima des zweiten 

Integrals sind aber die Eigenwerte f1n = n2 ;' von z" + IH = 0 fUr das 

Intervall (0, l), und so ergibt sich wegen limf1n = 00 unmittelbar die 
asymptotische Formel n .... oo 

(19) An = f1n + 0(1), 
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wo, wie fruher (S. 286), 0 (1) eine Zahl bedeutet, die bei wachsendem n 
beschrankt bleibt. Wenn wir auf unsere alten Bezeiehnungen zuriick-
gehen, so folgt 

(19a) lim ~B = -;(f;/idX)2. 
n-+oo /l.n " r p 

o 

Genau dieselbe Absckiitzung lii/lt sick bei beliebigen anderen Rand­
bedingungen herleiten, wenn man beachtet, daB das asymptotische Ver­
halten der Eigenwerte bei der Differentialgleichung z" + flZ = 0 von 
der Randbedingung unabhangig ist. (V gl. auch § 4.) 

4. SinguUire Differentialgleichungen. Unsere asymptotische Ab­
schatzung laBt sich leicht auf Falle ubertragen, wo die Differential­
gleiehung Singularitaten aufweist. Wir begnugen uns mit der Behand­
lung der Besselschen Differentialgleiehung: 

xu"+ u'+ (XA - :B)U = 0, 

deren Losungen die Besselschen Funktionen 1m (xfi.) sind, wobei fUr l 
z. B. bei der Randbedingung: Endliehkeit im Nullpunkt und u (1) = 0 die 
QuadrateAm n der Nullstellen von 1m als Eigenwerte auftreten (vgl. S. 280). 
1m FaIle m;'1 ist es zweckmaBig, die Funktionen v=fx lm(xfi) mit 
der Eigenwertgleichung 

v" + (A - 4m2 
- 1) V = 0 

4xB 

zu betrachten und ihre Eigenwerte anstatt wie in § 1 Nr.2 durch das 
Maximum-Minimum des Quotienten D[ep] :H[tp] mit 

1 1 

D[ep] =/(ep'Z + 4':~-; 1epz)dx, H[ep] = fep2dx 
o 0 

zu charakterisieren, wobei als Randbedingung ep (0) = ep (1) = 0 gestellt 
1 

wird. Wegen m > 1 ist sieher D[ep] > f ep'2 dx, also An > n2 n2 • 

o 
Andererseits erhalten wir eine Abschatzung von An nath oben, indem 
wir die Zulassungsbedingung dadurch verscharfen, daB wir ffir ein 
sogleieh passend zu bestimmendes Intervall 0 < x <e die Bedin­
gung ep (x) = 0 stellen und uberdies in D [ep] den zweiten Be-

l 

t dt 'l d h di K t 4m2 - if C. " 5 an el urc eons ante m 2 dx = - ma]onSleren. Es 4e2 T e2 
o 

. • ~~ C 
erglbt slch dann sofort An <::: -( -- + -. Lassen wir nunmehr emit 

1 - e)2 e2 

: geeignet gegen Null streben, setzen wir z. B. e = y~, so falgt 

lim !" 2 <::: 1; also ergibt sich die asymptotische Formel 
11-+ 00 n " 

Ii l,. 
m -2-'= 1 

n-+oo n :r 
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ffir die Nullstellen YAm,n von J m in Ubereinstimmung mit den Formeln 
ffir die regularen Probleme. Genau dieselbe Beziehung findet man auch 
fUr die anderen in Frage kommenden Randbedingungen, z. B. die 
Randbedingung u'(1) = o. 

Unser Resultat dehnt sich sofort auf die Nullstellen der nuIlten Bessel­
schen Funktion aus, wenn wir die Relation J~(x) = -Jdx) beachten 
(vgl. S. 261). Es ergibt sich aus ihr, daB die Eigenwerte des Bessel­
schen Problems bei der Randbedingung u (1) = 0 mit den en fUr m = 1 
bei der Randbedingung u'(1) =0 identisch sind (vom ersten Eigenwert 
Null abgesehen). Hieraus folgt sofort die GiiItigkeit der asymptotischen 
Forme! fUr m = 0 t. 

5. Weitere Bemerkungen iiber das Anwachsen der Eigenwerte.­
Auftreten negativer Eigenwerte. Wenn in den Variationsproblemen 
aus Nr. 5 die Funktion a bzw. die Zahlen hI' h2 nicht negativ sind -
wie wir bisher voraussetzten - und dasse!be von q giltl, so ist von 
vornherein klar, daB kein Eigenwert negativ sein kann. Nun zeigt die 
Betrachtung von Nr. 2: 1st die Funktion q nicht durchweg positiv, so 
kiinnen hiichstens endlich viele negative Eigenwerte auftreten. Dasselbe gilt 
abeT auch, wenn die Funktion a oder die Konstanten hI' h2 negative Werte 
annehmen kiinnen. Diese Tatsache folgt sofort daraus, daB' auch in 
diesem FaIle die Eigenwerte mit wachsendem n gegen Unendlich streben. 

Urn dies einzusehen, betrachten wir der Kiirze halber den Fall eines 
eindimensionalen Problems mit dem Grundgebiet 0 s;: x ~ n und schiitzen 
die vom Rande herriihrenden negativen Bestandteile folgendermaBen 
ab: Es ist I ~ I 

Iy(o) - Y(~)I = [y1dxl' 

wenn ~ eine Stelle im Intervall 0 <x< t bedeutet und iiber den Wert 
von t mit der Einschrankung 0 < t < n noch verfiigt werden soll. 
Also gilt zufolge der Schwarzschen Ungleichung: 

;-,,--
IY(O) -yem <tty ly/2 dx 

und somit, wenn Pm das Minimum von p bedeutet, 

ly(o)1 < lye~)1 + hEV jP?,2 dX • 

n 

Wenn nun die Bedingung !ey2 dx= 1 besteht, so gibt es einen Zwischen­
o 

wert ~, so daB y(~)2 <f- ist, w6 em das Minimum von e bezeichnet. 
Also ist !!Ift - V n 

ly(O)I::;;./ + "'_pt Jpy/2dx. 
r t !!.. r .. 0 

t Einen anderen Beweis fUr m = 0 vgl. in § 7, 10. 
1 Pie Funktion p wird ebenso wie !! stets als nichtnegati'O' vorausgesetzt. 
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Nunmehr verfiigen wir fiber t gemaB der Forderung 

1 ylC - = jpy' 2 dx, 
t 0 

sobald das Integral unter der Wurzel oberhalb der festen Schranke 1/n2 

liegt; dann wird t in das Intervall 0 ~ x ~ n fallen. Sonst setzen wir 
t = n. So ergibt sich V n 

y(0)2:::;C jpy' 2 dx+c1 , 

o 
wobei c und C1 von Y (x) unabbangige Konstanten sind. Hieraus ergibt 
sich sofort ffir jede zulassige Funktion y, da auch ffir y (n) eine analoge 
Abscbatzung besteht, die Giiltigkeit der wichtigen Beziehung 

Ihl y(0)2 + h2 y(nPI < C1 Yl [Py'2 dX [+ C2, 

wobei Cl , C2 geeignete Konstanten sind. Ferner ist sieher 
1< 

f qy2 dx < C3 • 

o 
Wir erhalten also schlieBlich 

'1:![YF;:~ fpy'2 dx - C, V fP Y'2dX - C5 > ~ !p y/2 dX - C6 • 

000 
:r 

Da nun die Eigenwerte, die zum Integral J Py'2 dx gehoren, ins Un-
o 

endliche anwachsen, gilt dasselbe auch von den zu '1:![y] gehorigen 
Eigenwerten. Mithin kann es auch hier nur endlich viele negative Eigen­
werte geben. 

Ganz analog gilt fUr zweidimensionale Probleme eine Abschatzung 
der Form 
(20) if pacp2ds I:::;; Cl 11 D[cp] 1 + C2 ' 

und aus dieser Abschatzung ergeben sich dieselben Folgerungen fiber 
den wesentlich positiven Charakter der Eigenwerte1. SchlieBlich sei 
darauf hingewiesen, daB sich mit ganz analogen Dberlegungen auch 
ffir die allgemeinen Eigenwertprobleme von § 1, Nr. 2 das unendliche 
Anwachsen der Eigenwerte ergibt 2. 

6. Stetigkeitseigenschaften der Eigenwerte. Wenn zunachst die 
Funktion e in e' geandert wird und dabei 0 < (1 - e) e < e' < (1 + e) e 

1 Vgl. COURANT, R.: 'Ober die Eigenwerte bei den Differentialgleichungen 
der mathematischen Physik. Math. Zeitschr. Bd. 7, S. 1- 57. 1920; insbesondere 
S.13-17-

2 Vgl. COURANT, R.: 'Ober die Anwendung der Variationsrechnung ... 
Acta math. 49. 
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ist, unter e eine positive Zahl verstanden, so muB nach Satz 7 der 
nte Eigenwert der Differentialgleiehung fur die Funktion r/ zwischen den 
nten Eigenwerten liegen, die wir erhalten, wenn wir in der Differential­
gleiehung (! durch (l (1 - e) bzw. (l (1 + e) ersetzen. Das aber ist 
offenbar der nte Eigenweri der ursprunglichen Differentialgleiehung, 
multipliziert mit den Faktoren (1 - e)-1 bzw. (1 + e)-1. Wenn e 
hinreiehend klein genommen wird, so liegen diese beiden Zahlen beliebig 
nahe beieinander; damit ist bewiesen, dafJ der nte Eigenwert sick stetig 
mit der Funktion (l andert. 

Ebenso hangt der nte Eigenwert stetig von q abo Es folgt namlich 
aus der Relation (! > (lm, wo (lm eine positive Konstante ist, 

1 = jj(lq;2dxdy>emJJq;2dxdy. 
G G 

Somit ist fur alle zulassigen Funktionen q; das Integral j j q;2 dx dy 
G 

beschrankt. Daraus ergibt sieh, daB bei hinreiehend kleiner Anderung 
der Funktion q sieh der Ausdruck :l)[q;] beliebig wenig andert, und zwar 
gleiehmaBig fur alle zulassigen Funktionen q;. Also gilt dasselbe fur das 
Maximum-Minimum von :l)[q;]. 

In ahnlicher Weise erkennt man die Stetigkeit der Eigenwerte in ihrer 
Abhangigkeit von der in der Randbedingung auftretenden Funktion (1. 

Wir durfen wiederum von vornherein in dem Variationsproblem voraus­
setzen, daB die Ausdriicke :l)[rp] unterhalb einer festen Schranke liegen1• 

Dann liegt auch nach der Abschatzung (20) das Randintegral (q;2 ds 
r 

und daher auch jP(fip2ds unterhalb einer festen Schranke. Andern wir 
r 

also in dem Randin tegral r P (f rp2 d s die F unktion (1 urn hinreichend 
r 

wenig ab, so andert sich auch dieses Randintegral urn gleiehmaBig be­
liebig wenig, somit gilt dasselbe fUr:l)[q;] und daher auch fUr das Maxi­
mum-Minimum von :l)[q;]. 

Ganz entsprechend ergibt sich die stetige Abhangigkeit von p. 
Zusammenfassend erhalten wir das Resultat: 
Satz 8: Der nte Eigenwert der Differentialgleickung L[u] + l(lu = 0 

andert sick fur alle betrackteten Randbedingungen stetig mit den Koeffi­
zienten der Differentialgleickung. 

1 Etwa unterhalb des zur Randbedingung u= 0 gehorigen nten Eigenwertes eines 
beliebigen im Innern von G liegenden Quadrates. Denn den Satzen 3 und 5 zufolge 
ist der nte Eigenwert von G bei der urspriinglichen Randbedingung sicher hochstens 
gleich dem eines solchen Quadrates bei der Randbedingung u = o. Die Fest­
setzung dieser oberen Schranke fiir ~ ['P] kann also an der Losung des Maximum­
Minimum-Problems nichts lI.ndern. 
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Satz 9: Der ntt Eigenwert andert sich stetig mit der in der Rand­

beclingung ~ + au = 0 auftretenden Funktion a. 

Wir untersuchen schlieBlich die Stetigkeitseigenschaften des nit" 
Eigenwertes als Funktion des Gebietes G und wollen dabei zeigen, daB 
der nte Eigenwert eines Gebietes G' den nten Eigenwert des Gebietes G 
bei entsprechenden Randbedingungen beliebig genau approximiert, wenn 
das Gebiet G durch das Gebiet G' hinreichend genau approximiert wird. 
Dabei miissen wir jedoch den Begritt der Approximation eines Gebietes G 
durch ein anderes 'G' genugend scharl lassen. Sobald in den Randbedin­
gungen normale Ableitungen auftreten, werden wir uns nicht mehr, wie 
es in der analysis situs ublich ist, damit begnugen konnen, daB sich 
die Rander von G' und G punktweise approximieren, wir werden viel­
mehr verlangen mussen, daB auch die N ormalen des Randes von G' die 
des Randes von G approximieren. In der Tat kann man zeigen, daB bei 
d~r milderen Auffassung der Approximation der nte Eigenwert nicht 
eine stetige Funktion des Gebietes zu sein brauchtl. 

Analytisch konnen wir die Approximation des Gebietes G durch das 
Gebiet G' im schiirferen Sinne folgendermaBen kennzeichnen. 

Das Gebiet G gehe mit EinschluB des Randes punktweise in das 
Gebiet G' mit EinschluB des Randes uber durch Transformations­
gleichungen der Form 

(21) y=y+h(x,y), 

1 Ais einfachstes Beispiel fur dieses Vorkommnis diene folgendes: Es sei 
L[q;>] = A q;>, e = 1. G sei ein Quadrat von der Seite 1. AuBerhalb G, zu G parallel 
orientiert und der Mitte einer der Seiten von G gegenuber werde ein zweites 
Quadrat G8 von der Seitenlll.nge e im Abstande e angebracht und sodann sein 
Inneres mit dem von G durch einen schmalen. senkrecht aufstltzenden Steg S 
verbunden, welcher von zwei im Abstand 'fJ parallelen Geraden der LlI.nge B 
begrenzt wird. Das Gebiet G' mage aus den beiden Quadraten G und G8 sowie 
dem Stege S bestehen. Der erste Eigenwert von G' bei der Randbedingung 
au/an = 0 ist Null, die zugehOrige Eigenfunktion ist u1 = konst. Wenn nun zu 
jedem e die Breite 'fJ des Streifens S hinreichend klein gewll.hlt wird, so kann auch 
der zweite Eigenwert von G' beliebig klein gemacht werden. Betrachten wir nll.m­
lich eine Funktion q;> in G', welche in G. gleich -1/8. in G gleich einer Konstanten c 
ist und in S linear von c nach -1/e abfll.llt. Die Konstante c sei so bestimmt, daB 
das fiber G' erstreckte Integral von q;> verschwindet. Wenn e hinreichend klein 
ist, wird sich c von 0 beliebig wenig unterscheiden. Das Integral D[tp] uber G' 
wird also von der GroBenordnung 'fJ/e3. Wenn daher'fJ z. B. gleich s' gewll.hlt wird, 
so ist dieses Integral beliebig klein, wahrend das Integral von q;>2 uber G' sich 
beliebig wenig von 1 unterscheidet. Daher iilt der klassischen Minimaleigenschaft 
der Eigenwerte und Eigenfunktione,?- zufolge erst recht der zweite Eigenwert von 
G' belie big klein. UBt man e gegen Null konvergieren, so konvergiert der zweite 
Eigenwert von G'iicherlich gegen Null. wenn 'fJ/e3 gegen Null konvergiert. Der 
zweite Eigenwert von Gist jedoch positiv; also ist er nicht der Grenzwert des 
zweiten E!genwertes von G', obwohl der Rand von G' gegen den von G kon­
vergiert. 
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wobei die Funktionen g, k im ganzen Gebiet stetig und mit stuckweise 
stetigen erst en Ableitungen versehen sind und wobei diese Funktionen 
ebenso wie ihre ersten Ableitungen absolut genommen unterhalb einer 
hinreichend kleinen positiven Schranke e liegen. Wenn dies der Fall ist, 
so sagen wir, dap das Gebiet G durck das Gebiet G' mit der Genauigkeit e 
approximiert wird. 

Konvergiert e gegen Null und andert sich G' entsprechend, so sagen 
wir, daB G' stetig in G ubergeht. Nunmehr gilt, wie wir zeigen wollen, 
der folgende Satz: 

Satz 10: Der nte Eigenwert der Dilferentialgleickung L[u] + leu = 0 
bei irgendeiner der betrackteten Randbedingungen andert sick stetig, wenn 
das Gebiet G in dem gekennzeickneten Sinne stetig deformiert wird. 

Zum Beweise betrachten wir eine Folge von Gebieten G', fur welche 
die oben eingefuhrte Zahl e gegen Null konvergiert. Wir losen die Glei­
chungen (21) nach x und y auf, setzen 

(fJ(x, y) = (fJ'(x', y), P (x, y) = P'(x', y') usw., o (x(s), y(s)) = r (s) 

und transformieren die belden Integrale, aus denen sich i)[(fJ] zusammen­
setzt, in ein Integral uber das Gebiet G' und eines uber seinen Rand r'. 

Dabei entsteht ein Eigenwertvariationsproblem fur das Gebiet G 
mit Koeffizienten, die sich vom urspriinglichen beliebig wenig unter­
scheiden. Danach ist die stetige Abhangigkeit mit analogen Methoden 
zu beweisen, die zu Satz 8 und 9 fuhrten. Wir wollen jedoch den Ge­
dankengang noch einmal im einzelnen durchfiihren. 

Das Integral D[(fJ] geht fiber in das Integral 

(22) f f (p'[«(fJ~'( 1 + g",) + cp;,h",)2+ (cp~,gll + (fJ~,(1 + k,))2] +rf cp'2)M- 1dx' di, 
G' 

wobei zur Abkiirzung fUr die bei hinreichend kleinem e beliebig wenig 
von 1 verschiedene Funktionaldeterminante 

M == (1 + Bg) (1 + Bh) _ Bg Bh 
Bx By By Bx 

gesetzt ist. Fiir das Randintegral ergibt sich 

Ipocp2 ds = I p'r(s)cp'2 :;,ds'. 
r l" 

Hierbei bedeutet ds' das Linienelement des Randes r' von G'. 
Setzen wir allgemein 

D'[1jJ] = I I(p(1jJ; + 1jJ:) + q1jJ2) dxdy. i)'[1jJ] = D'[1jJ] + I pJ(s)1jJ2 ds', 
G' l" 

so unterscheidet sich der Integrand in (22) von dem in D'[cp1 durch 
den Faktor M- 1, den von 1 beliebig wenig verschiedenen Faktor p:p' 
und additive Glieder, in denen cp~~, (fJ~~, Cp~" Cp~, und cp,2 mit Faktoren 
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multipliziert erscheinen, die mit e gegen Null konvergieren. Mit Hilfe 
der Ungleichung 

21f f q;~' q;~' dx' dy' I ~ f f (q;~ + q;~) dx'dy' 
G' G' 

ergibt sich die Beziehung 

D[q;] = (1 + b) D'[q;'] , 

worin b hier wie im folgenden eine - wenn auch nicht immer dieselbe -
mit e gegen Null strebende GroBe bezeichnet. Nun unterscheidet sich 
ds/ds bei hinreichend kleinem e beliebig wenig von 1; daher wird 

f p'1:{S)q/2 :~ds' = (1 + b) f Pi (s) q;'2ds' 
1" 1" 

und im ganzen 
:l)[q;] = (1 + b) :l)'[q;1. 

Wir haben ferner die Nebenbedingungen (3a), (17) von § 1 fiir die 
Funktionen q; zu transformieren und erhalten 

ff eq;2 dxdy = ff e'M-lql2 dx' dy' = 1, 
G G' 

ff eq;vidxdy = f fe' M-lq;'v,dx' dy' = 0 (i = 1,2, ... , n - 1). 
G G' 

Multiplizieren wir die Funktionen q;' und Vi mit - bei kleinem e von 1 
beliebig wenig verschiedenen - konstanten Faktoren, so daB fiir die 
neuen entstehenden Funktionen q;" und vi die Relationen 

ff eql'2dx' dy' = 1 , 
G' 

ff eq;"v~dx' dy' = 0 (i=1,2, ... ,n-1) 
G' 

gelten, so wird erstens 
:l)[q;] = (1 + b) :l)'[qI']; 

zweitens geniigt die Funktion q;" den Bedingungen des Ma'Ximum­
Minimum-Problems, welches den nten Eigenwert von G' charakterisiert, 
wobei die Funktionen vi die Rolle der Funktionen Vi in G spielen. 
Da nun der Bereich samtlicher zulassiger Funktionensysteme vi zu­
gleich mit dem der Funktionensysteme Vi durchlaufen wird, so folgt, 
daB auch das Maximum-Minimum der linken Seite sich von dem der 
rechten nur urn einen - mit gegen Null konvergierendem e - gegen 1 
konvergierenden Faktor unterscheiden kann. Damit ist aber Satz 10 
bewiesen. Wir erkennen g1eichzeitig aus der obigen Entwicklung, daB 
dieser Satz sich· fo1gendermaBen prazisieren 13oBt: 
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Zusatz zu Satz 10: Wenn ein Gebiet G' in ein Gebiet G durch die 

Transformation (21) ubergeht und dabei 1 ~! 1 < Il, I ~~ 1 < e, 1 ~! 1 < e, 

1 ~~ 1 < e ist, unter E eine beliebig kleine positive Zahl verstanden, so gibt 

es eine nur von e abhiingige, mit e zugleich gegen Null konvergierende 
Zahl 'YJ derart, dap die ntm Eigenwerte /-Ln, ~ der Gebiete G und G' fur 
irgendwelche der betrachteten Randbedingungen und iedes n der Beziehung 

I:: =1/ <17 
genugen. 

Fur die Randbedingung u = 0, bei welcher keinerlei normale Ab­
leitung auf tritt, gilt naturgemaB der Stetigkeitssatz in weiterem Um­
fange: 

Satz 11: Der n,e Eigenwert der Dilferentialgleichung L[u] + leu = 0 
fur die Randbedingung u = 0 ist auch dann noch eine stetige Funktion 
des Gebietes G, wenn bei der stetigen Deformation des Gebietes die Stetig­
keit der Veriinderung der Normalen nicht mehr gefordert wird. 

Man kann namlich die Rander zweier Gebiete G und G', welche hin­
reichend benachbart sind, ohne daB in benachbarten entsprechenden 
Randpunkten auch die Normalen benachbarte Richtungen besitzen 
mussen, stets zwischen die Rander zweier im engeren Sinne hinreichend 
benachbarter Gebiete B und B' einschlieBen. Da nun der nte Eigenwert 
fUr die Randbedingung u = 0 nach Satz 3 eine monotone Funktion 
des Gebietes ist, so liegen die' nten Eigenwerte von G und G' zwischen 
denen von B und B', welche nach Satz 10 ihrerseits benachbart sind. 
Damit ist Satz 11 bewiesen. 

Die letzten Betrachtungen liefern uns, wenn wir nicht den Grenz­
ubergang e -+ 0 ausfiihren, das folgende allgemeinere ResuItat: 

Gehen zwei Gebiete G und G' auseinander durch eine Punkttransfor­
mation der. obigen Art hervor, /141' welche der absolute Betrag der Funktional­
determinante zwischen endlichen positiven Grenzen bleibt, und bedeutet 
A.n bzw. l~ den n,en Eigenwert des Gebietes G bzw. G', so liegt der Quotient 
A.nl l~ fur hinreichend grope n zwischen positiven, von n unabhiingigen 
Schranken. 

§ 3. Der Vollstandigkeitssatz und der Entwicklungssatz. 
1. Die Vollstindigkeit der Eigenfunktionen. Bei den in § 1 und 2 

betrachteten VariationsproblemeI,l fUr den Quotienten i)[tp]:~[tp] hatte 
sich fur die Eigenwerte die Beziehung 

lim An = 00 

ergeben. Wesentlich hierfiir war der positiv-definite Charakter von 
~[9?]' der sich darin ausspricht, daB ~[tp] nur positiver Werte fahig ist 
und nur zugleich mit dem Integranden cp verschwindet. Wir wollen 
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nunmehr gestiitzt auf die obige Limesbeziehung den Vollstandigkeits­
satz in folgender Form beweisen: 

Das System der zum Quotienten ~[cp] :SJ[cp] gehorigen Eigenjunktionen 
ist voUstiindig, und zwar in dem Sinne, dafJ fur jede stetige Funktion f 
und jede noch so kleine positive GrofJe e eine lineare Kombination von end­
lich vielen Eigenfunktionen 

iX1U1 + iX 2U2 + ... + iXnUn = Wn 

gebildet werden kann, fur welche 

SJ[f - Wn] < e 
wird. Die beste Approximation, d. h. der kleinste Wert von SJ[f - wJ 
wird bei den Fourierschen Entwicklungskoeffizienten 

!Xi = Ci = SJ[f,uil 
erreicht; mit ihnen gilt die VoUstiindigkeitsrelation 

(23) 

Wir bemerken zunachst: DaB die in bezug auf SJ giinstigste mittlere 
Approximation von f durch eine Kombination der erst en n Eigen­
funktionen, d. h. der kleinste Wert von SJ[f - Wn], erreicht wird fiir 
!Xi = ci = SJ[f, ui ] (also durch Koeffizienten, die unabhangig von n 
sind), ergibt sich in genau derselben Weise wie bei beliebigen Orthogonal­
funktionen unter Beruckskhtigung der Relationen (8) aus § 1. Aus 
der Beziehung 

00 

folgt nun unrnittelbar die Konvergenz der unendlichen Reihe 1: ~ 
00 i=l 

und genauer die Besselsche Ungleichung 1: ~ < SJ[f]. 
i=l 

Urn zu beweisen, daB nicht nur diese Ungleicqung, sondern die 
Vollstandigkeitsgleichung (23) gilt, nehrnen wir zunachst an, daB die 
Funktion f den beirn zugehOrigen Variationsproblern geforderten Zu­
lassungsbedingungen geniigt. Dann besitzt die Funktion 

die OrthogonaliUitseigenschaften 

SJ[en, ud = 0 (i = 1, ... , n) 

und also nach § 1 (7) auch die Orthogonalitatseigenschaften 

(24) ;l)[en, Ui] = 0 (i = 1, ... , n). 

Wegen der ersten von ihnen und wegen der Minirnurneigenschaft 
von An+l gilt 
(25) An+l SJ [en] < ~[en] . 

Courant.Hilbert, Mathematische Physik 1. 2. Aull. 24 
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Andererseits bleibt ';3)[enJ beschrankt. Denn es ist 

:l)[f] = ';3) [± CiUij' + 2:l)[iciUi, Qnl + :l)[en] , 
t=1 t=1 

also wegen der obigen Relationen (24) 

[ 
n 1 

~[fJ = ';3) ~ CiUiJ + ';3)[en] . 

Nun ist ';3)[~ CiUi] =i~ liC~ und bleibt also, da nur endlich viele 

Eigenwerte negativ sein konnen, bei wachsendem n oberhalb emer 
fest en Schranke; somit ist ';3)[eJ nach oben beschrankt. 

Wegen der Relation (25) und des unendlichen Anwachsens von 
An+! gilt also fUr n ··+-eXl n 

~[tJ - LC; = ~[enJ - 0, 
i=1 

womit die Vollstandigkeitsrelation und mit ihr die Vollstandigkeit (23) 
bewiesen ist. 

Geniigt die stetige Funktion f nicht den Zulassungsbedingungen des 
Problems, so kann man sie sicherlich durch eine diesen Bedingungen 
geniigende Funktion f* so approximieren, daB Nf - f*] < F/4 wird, 

n 
sodann f* durch eine Funktion f! = ~ ci Ui' so daB ~ [f* - f!] < e/4 
wird. Dann ist mit Riicksicht auf i=1 

~[f - f~] = ~[f -1*] + ~[f* -/~] + 2~[f - /*,1* -/~] 

und auf die Schwarzsche Ungleichung gewiB ~[f -I:J < e und wegen 
der Minimumeigenschaft von en erst recht ~ [eJ < e, womit die Voll­
standigkeitseigenschaft auch fUr nur stetige Funktionen 1 bewiesen ist. 

Aus der so bewiesenen Vollstandigkeitseigenschaft der Losungen 
unserer Variationsprobleme ergibt sich nun, daB wir in ihnen wirklich 
die Gesamtheit der Eigenfunktionen unseres entsprechenden Differen­
tialgleichungsproblemes gewonnen haben (vgl. die in Rap. V ofter, 
z. B. S. 259, angewandte SchluBweise). 

Dbrigens folgert man leicht aus der Vollstandigkeitsrelation (23) die 
fUr ein Paar von Funktionen fund g giiltige allgemeinere Vollstandig­
keitsrelation 

n 
(23 a) ~[f,g] =L~[f,ud~[g,u.J. 

i=l 

2. Der Entwicklungssatz. Es bereitet im Falle einer unabhiingigen 
Variablen keine Schwierigkeit, in Erweiterung des Vollstandigkeits­
satzes die Satze iiber die Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach 
Eigenfunktionen von unserem jetzigen Standpunkte aus zu beweisen 
und zwat unter wesentlich verringerten Voraulssetzungen gegenuber 
Rap. V. Wir wollen zeigen: J ede den Zulassungsbedingungen eines 
Eigenwertvariationsproblems genugende Funktion 1 (x) lafJt sick it'. eine 
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00 

absolld und gleichmiifJig konvergente Riihe 1:cn Un nach den Eigenfunk-
tionen entwickeln. n=l 

Wegen der VollsUindigkeit des orthogor..alen Funktionensystems 
00 ;r 

'Vi!un genugt es, zu zeigen, daB die Reihe 1: cn un mit cn = f (2 fUn dx 
n=1 0 

gleichmaBig konvergiert (vgl. Rap. II, S. 44). Zum Beweise betrachten 
n 

wir wieder die Funktion e,. = f- 2: Cp u •. Es ist, wie wir oben S.370 
sahen, p=l 

n 
1:' [(2n] = 1) [f] - 1: c! A •• 

v=l 

Fur genugend groBe n, etwa n ~ N ist An+l > 0, also :!l[(2n] > 0; mit-
00 

hin konvergiert die Reihe 2: c; Av , da ihre Glieder fUr v> N nicht 
v=1 

negativ sind. Nun wird zufolge der Schwarzschen Ungleichung 

Wir wissen nun aus Rap. V, § 11, 3, daB I Un (x) 1< C bleibt, wobei C eine 
von n unabhangige Ronstante ist. Da Anln2 nach § 2,2 und 3 zwischen 

00 k 

endlichen Schranken bleibt, und da ~ ~ konvergiert, so wird ~ u~ (xl 
~n ~ ~ 
n=1 n=h 

bei hinreichend groBem h und k gleichmaBig fUr aIle x beliebig klein 
k 

und somit ebenfalls 1: I cnun (x) I; das heiBt aber, die obige Reihe kon­
n=h 

vergiert absolut und gleichmaBig, womit der behauptete Entwicklungs-
satz bewiesen ist. 

Unsere Dberlegungen und Resultate behalten ihre Giiltigkeit auch 
fUr den Fall von Singularitaten, wie bei den Legendreschen und Bessel­
schen Eigenfunktionen. ]edoch gilt unser Beweis fur den Entwick­
lungssatz hier nur, wenn wir eine - beliebig kleine - Umgebung der 
singuHiren Stellen ausschlieBen, da wir fUr eine solche Umgebung die 
Beschranktheit der normierten Eigenfunktionen nicht bewiesen haben. 

3. Verscharfung des Entwicklungssatzes. Die asymptotischen 
Ausdrucke, die wir in Rap. V, § 11, 5 fUr die Sturm-Liouvilleschen 
Eigenfunktionen gefunden haben, erlauben uns, in einfachster \Veise 
den bewiesenen Entwicklungssatz wesentlich zu verallgemeinern, und 
zwar den Satz zu beweisen, dafJ jede im Grundgebiete stuckweise stetige 
Funktion mit quadratisch integrierbarer erster Ableitung1 sich in eine 

1 Wir meinen mit quadratischer Integrierbarkeit der Ableitung, daB das 
Integral iiber das Quadrat der Ableitung fiir jedes der endlich vielen Intervalle 
des Grundgebietes endlich bleibt, fiir welche die Funktion stetig ist. 

24* 
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Reilte nach den Eigenfunktionen entwickeln lapt, welche in allen von 
Sprungstellen der Funktion freien abgeschlossenen Teilgebieten absolut 
und gleichmapig konvergiert und in den Sprungstellen wie die Fourier­
sche Reihe das arithmetische Mittel des rechten und linken Grenzwertes 
darstellt. (Man beachte, daB dieser Satz von den zu entwickelnden 
Funktionen nicht die Erfullung der Randbedingungen verlangt.) 

Wir denken uns zunachst wie in § 2, 3 die Differentialgleichung auf 
die Form 
(18) i'-rz+lz=O 

fur die Funktion z (t) im Intervall 0 s t < 1 gebracht. Sodann be­
trachten wir die Reihe 

worin zn die nte Eigenfunktion der obigen Differentialgleichung, etwa 
fur die Randbedingung z = 0, bedeutet. 

Die Anwendung der asymptotischen Formeln (70) und (71) aus Kap. V 
sowie der Formel (19) ergibt 

00 sinn~tcosn~T 00 

G (t, 1) = ; :2 tnt +:2 1I'n (t, t) , 
n=1 n=1 

wobei 1Jl .. (t, t} =O(1/n2) ist, so daB sich G(t, '1) nur additiv urn eine ab-
501ut und gleichmaBig konvergente Reihe unterscheidet von 

00 sinn~tcosn~T 
G*(t, '1) ==;2 I n I 

n=1 

00 

= ~2 : (sinn-j (t + '1) + sinn-j(t - t)). 
n=1 

Von dieser Reihe wissen wir aber aus Kap. II, § 5, 1: Bei 
festem 1 (0 < 1 < l) konvergiert sie absolut und gleichmaBig fUr 
alle t eines abgeschlossenen Intervalles, welches den Bedingungen 
It + 'l I > e, It - t I > emit e > 0 genugt, was wegen 'l > 0, t > 0 
besagt, daB das Intervall den Punkt t = t nicht enthalten darf. 
Wahrend also die Reihe fiir t =f 'l eine stetige Funktion darstellt, be­
sitzt ihre Summe fUr t = t einen endlichen Sprung und ist dort, wie­
derum nach Kap. II, § 5 gleich dem arithmetischen Mittel der beider­
seitigen Grenzwerte. 

Wenn wir bei einer willkurlichen Funktion, die den obengenannten 
Bedingungen genugt, durch Addition einer geeigneten Summe 

I aiG (t, Ti) 
• 
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die Unstetigkeiten beseitigen und, wenn notig, die Randbedingung er­
fUllen, so erhalten wir eine Fun~tion, welche die Voraussetzungen 
des bereits in Nr. 2 bewiesenen allgemeinen Entwicklungssatzes er­
fiillt und somit in eine gleichmaBig konvergente Reihe nach den Eigen­
funktionen entwickelt werden kann. Die hinzugefugte Summe aber ist 
nach den soeben erhaltenen Ergebnissen darstellbar durch eine Reihe 
nach Eigeniunktionen, wClche die in dem obigen Satz behaupteten 
Eigenschaften besitzt. Damit ist der oben ausgesprochene Satz zu­
nachst fUr die Entwicklung nach den Eigenfunktionen der Differential­
gleichung (18) bewiesen. Transformieren wir die Variablen z, t wieder 
zuriick in j', x und demgemiiB die Differentialgleichung in die allgemeine 
Sturm-Liouvillesche Gestalt, so erhalten wir unmittelbar den Ent­
wicklungssatz auch fiir die Eigenfunktionen j'n (x) der ursprunglichen 
Differentialgleichung, da diese aus den Eigenfunktionen Zn bis auf 
konstante Faktoren durch Multiplikation mit derselben nirgends ver­
schwindenden Funktion entstehen. 

§ 4. Die asymptotische Verteilung der Eigenwerte. 
Unsere in § 2 gewonnenen Resultate und Methoden gestatten uns, 

auch bei mehreren unabhangigen Variablen miihelos das asymptotische 
Verhalten des nten Eigenwertes beiwachsendem n zu verfolgen, was 
wir bei einer unabhangigen Variabeln schon in § 2,2 und 3 taten. Das 
hervorstechende und fiir prinzipielle physikalische Fragen wichtige Er­
gebnis dieser Untersuchungen wird sein, dap fur Ditferentialgleichungen 
mit konstanten Koetfizienten das asymptoti~che Verhalten der Eigenwerte 
nicht von der Gestalt, sondern lediglich von der Grope des Grundgebietes 
abhiingt. 

1. Die Differentialgleichung Au + AU = 0 fUr ein Rechteck. Wir 
gehen von der Bemerkung aus, daB wir fiir ein Rechteck mit den Seiten­
langen a und b nach Kap. V, § 5,4 die Eigenfunktionen.und Eigenwerte 
von Llu + lu = 0 explizite angeben konnen, und zwar bei der Rand­
bedingung u = 0 durch die Ausdrucke - bis auf einen Normierungs­
faktor - . hex . mny 

Slll--Slll--
a b' (1, m = 1, 2, 3, ... ), 

bei der Randbedingung Gu/on = 0 durch die Ausdrucke 

lnx mny cos-cos--
a b' (1, m=O, 1, 2, 3, ... ). 

Bezeichnet man die Anzahl der unterhalb einer Grenze l gelegenen 
Eigenwerte im ersten Falle mit A (l), im zweiten Falle mit B (l), so sind 
diese Anzahlen identisch mit den Anzahlen der ganzzahligen Losungen 
der Ungleichung 
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wobei im ersten FaIle 1 > 0, m> 0, im zweiten 1 >0, m > 0 vor­
geschrieben ist. Fur die gesuchten Anzahlen A (1) und B (1) lassen 
sich nun einfache asymptotische A usdriicke bei groBem 1 angeben. 
Die Anzahl A (1) z. B. ist genau gleich der Anzahl der Gitterpunkte 

im positiven Quadranten der Ellipse !~ + Yb: = ~. Bei hinreichend a n 

groBem 1 wird der Quotient aus dem FHi.cheninhalt dieses Ellipsen­
quadranten und der Anzahl der in ihm liegenden Gitterpunkte be­
liebig nahe an 1 liegen. Ordnet man namlich jedem Gitterpunkt das 
rechts oben von ihm gelegene Gitterquadrat zu, so enthaJ.t der von 
diesen Quadraten gebildete Bereich den Ellipsenquadranten; laBt· man 
dagegen die vom Ellipsenbogen durchschnittenen Quadrate weg - ihre 
Anzahl sei R (1) -, so ist der ubrigbleibende Bereich im Ellipsen­
quadra)1ten enthalten. Wir haben also die Ungleichung zwischen den 
Flacheninhalten 

A (1) - R (1) ~ 1 :~ < A (1) • 

Der in zwei aufeinanderfolgenden Randquadraten eines Quadranten 
enthaltene Ellipsenbogen hat aber bei hinreichend groBem 1 mindestens 
die Lange 1; daher ist R (1) - 1 hOchstens gleich der doppelten Lange 
der Viertelellipse, und diese wachst nur proportional mit VI. SO ergibt 
sich die gesuchte asymptotische Formel lim AJ.{l) = a b oder 

.. -+00' 4n 

A(l)""l :~. 
Genauer konnen wir schreiben 

. ab .f1 
A (1) = 4n 1 + -oc vl , 

wobei c eine von 1 unabhlingige Konstante, 1-0 1 < 1 ist. Diese Darstellung 
gilt fiir beide betrachteten Randbedi.lgungen, d. h. auch fur B (A), da 
die Anzahl der Gitterpunkte auf den gradlinigen Randstucken des 

Ellipsenquadranten asymptotisch gleich a + b fi. ist. Denken wir uns 
, n 

die Eigenwerte nach wachsender GroBe in eine Reihe A1' 12 , 13 , ••• 

geordnet, so konnen wir hieraus asymptotisch den nUn Eigenwert berech­
nen, indem wir A (In) = n bzw. B (In) = n setzen. Es ergibt sich 

4n 4n 
In'''' abA(An) "" ab n 

oder 
lim l" = 4n . 

n-+oo n ab 

2. Die Differentialgleichung Au + lu = 0 bei Gebieten, welche 
aus endlich vielen Quadraten oder Wiirfeln bestehen. Wir betrachten 
nunmehr die Differentialgleichung Au + AU = 0 fiir ein Gebiet G, das 
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sich in endlich viele, etwa h, kongruente Quadrat~ - bzw. im Falle 
von drei unabhangigen Variablen Wiirfel - der SeitenHinge a zerlegen 
liiBt. Wir werden solche Gebiete als "Quadratgebiete" bzw. "Wiirfel­
gebiete" bezeichnen. Der Fliicheninhalt bzw. das Volumen von Gist 
dann I = ha2 bzw. V = ha3• 

1m folgenden werden wir mit dem Buchstaben {} stets eine zwischen 
---1 und +1 liegende Zahl, mit dem Buchstaben coder C eine positive 
Konstante bezeichnen und uns die Freiheit gestatten, gelegentIich, wenn 
ein MiBverstiindnis ausgeschlossen erscheint, die Unterscheidung ver­
schiedener solcher Werte {} bzw. coder C durch Indices usw. fortzu­
lassen. 

Es sei nun A (1) bzw. B (l) die Anzahl der unterhalb einer Grenze l 
gelegenen Eigenwerte der Differentialgleichung Au + lu = 0 fUr das 
Gebiet G - wir betrachten zuniichst den Fall von zwei unabhangigen 
Veranderlichen -- und die Randbedingung u = 0 bzw. au/an = o. 
Bezeichnen wir mit AQl (l), AQ2 (1), ... , AQh (1) die entsprechenden An­
zahlen fUr die Teilquadrate bei der Randbedingung u = 0, mit BQl (l), 
B QJ (1), ... , BQh (1) diese Anzahlen bei der Randbedingung Bu/on = 0, 
so gilt nach Nr.1 

(26) 
a2 --

AQ(l) = 4n 1 + {}car l , 

und es besagt Satz 5 in Verbindung mit Satz 2 und 4 (vgl. § 2) 

AQl (1) + ... + AQh(l) < A (1) ~ BQl Cl) + ... + BQh(l). 

Da aber diese Anzahlen AQi (l), BQ• (1) iibereinstimmend durch die 
Gleichungen (26~ gegeben werden, so schlieBen wir 

A (1) = In l + {}carI. 

Mit anderen Worten, es gilt folgender Satz: 
Sa tz 12: Die Anzahl A(l) der unterhalb einer Grenze 1 gelegenen Eigen­

werte der Dilferentialgleichung J u + 1 u = 0 lur ein Quadratgebiet vom 
Fliicheninhalt fist bei allen oben betrachteten Randbedingungen asym­
ptotisch gleich 

d. h. es gilt 

(27) 

t 
4n 1, 

limA(l) = -~. 
).~OO f J, 4n 

Genauer besteht lur aIle hinreichend gro/3en 1 die Beziehung 

(28) 1
4nA (l) _ 1 I £ 

fl <yr' 
worin C eine von ;, unabhiingige Konstante bedeutet. 
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Bezeichnet man mit en den nten zu einer der betrachteten Rand­
bedingungen gehOrigen Eigenwert, so ist die Aussage dieses Satzes bzw. 
der Gleichung (28) aquivalent mit der Gleichung 

(29) 

wo wieder -1 <: {} S 1 und C eine von n unabhangige Konstante bedeutet. 
Man braucht, urn dies einzusehen, in (28) nur A (en) = n zu setzen. 

Die Giiltigkeit des Satzes 12 bleibt bestehen, auch wenn etwa in der 

Randbedingung ~: + au = 0 die Funktion a negative Werte annehmen 

kann. Wir sthlieBen dies wiederum mit Hilfe der Uberlegung aus § 2, 5. 
Vorab bemerken wir, daB nach Satz 5 der nte Eigenwert J.ln bei der 

betrachteten Randbedingung ~: + au = 0 jedenfalls nicht groBer sein 

kann als der nte Eigenwert An bei der Randbedingung u = O. Wir 
diirfen also von vornherein voraussetzen, daB der Ausdruck 

~[ep] = D[ep] + f paep2 ds, 
r 

dessen Maximum-Minimum ja J.ln ist, die Grenze An fUr keine der zur 
Konkurrenz in dem Variationsproblem zugelassenen Funktionen ep iiber­
steigt; die Losung des Maximum-Minimumproblems wird dadurch nicht 
geandert. 

Nun ist nach § 2, 5 

I j pa<p2 ds 1< cIYID[<p]: + c2' 

wobei cI , c2 numerische Konstante bedeuten; es wird also 

D[<p] - cIfID[<p]I- c2 < :!)[<p] < D[<p] + ci yjD[<p] I + c2. 

Aus der Annahme 'Il[<p] <: An folgt 

D[<p] - cIYID[<p]I- C2 < An, 
und hieraus wiederum ergibt sich, daB D[<p] mit n nicht starker wachsen 
kann als An' d. h. daB eine Relation der Form 

D[<p] < caAn 
gelten muB, unter Ca wiederum eine Konstante verstanden. Mithin 
wird, da ja die Beziehung (29) fUr en = An gilt, unter den iiber f{J ge­
machten Voraussetzungen 

D[<p] - c4 -yn <: 'Il[<p] ;;;;; D[<p] + C4 fn, 
und diese Beziehung gilt fUr die unteren Grenzen der Ausdriicke 'Il[<p] 
und D[ep] bei gegebenen Funktionen VI' V2 , •.• , Vn - 1 , mithin auch fiir 
die Maxima dieser unteren Grenzen. Dieses Maximum ist iiir D[(p] der 
nte zur Randbedingung au/on = 0 gehorige Eigenwert, fUr den die Be-
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ziehung (29) schon bewiesen ist. Daher folgt sie nun unmittelbar auch 
Hir das Maximum der unteren Grenze von '!J[<p], den betrachteten 

nten Eigenwert f1n bei der Randbedingung ~u + au = 0, und diese 
on 

Beziehung ist mit der Aussage von Satz 12 gleichbedeutend. 
Wenn statt zweier unabhangiger Variablen drei vorliegen, so andern 

sich in der vorangehenden Betrachtung nur die Ausdriicke AQ (A), BQ (A) 
fiir die Anzahlen der unterhalb einet" Grenze A. gelegenen Eigenwerte 
bei den Randbedingungen u = ° bzw. Gu/on = 0, und zwar wird 

Somit erhalten wir jetzt das Resultat: 
Satz 13:' Die Anzahl A (A) der unterhalb einer Grenze A gelegenen 

Eigenwerte der Differentialgleichung L1 u + AU = ° fur ein aus endlich 
vielen kongruenten Wurfeln bestehendes Polyeder vom Rauminhalt V ist 

bei allen betrachteten Randbedingungen asymptotisch gleich 6:2 A~, d. h. 
es gilt 

(27a) lim A (l) __ 1_ 
).-+00 V;.! - 6n2 ' 

Genauer besteht bei hinreichend grofJem A. die Formel 

(28a) 1

6n2A (J.) _ I C~ 
V;.! 1 < yr' 

wobei C eine von A unabhiingige Konstante ist 1• 

3. Ausdehnung des Resultates auf die allgemeine Differential. 
gleichung L[u] + A.(lu = O. Urn die gewonnenen Satze iiber die asym­
ptotische Eigenwertverteilung auf die allgemeine sich selbst adjun­
gierte Differentialgleichung (1) zu iibertragen, denken wir uns die 
Quadrateinteilung bzw. Wiirfeleinteilung des Gebietes G durch mehr­
fach fortgesetzte Halbierung der SeitenIange a so verfeinert, daB in 
jedem der entstehenden Elementargebiete die Differenz zwischen dem 
graBten und kleinsten Wert der Funktionen p bzw. (! unterhalb einer 
vorgegebenen hinreichend kleinen positiven Zahl e bleibt. Wir beach ten 
ferner, dafJ die Funktion q auf die asymptotische Eigenwertverteilung 
uberhaupt keinen EinflufJ ausuben kann, da der Ausdruck '!J[<p] und mit 
ihm sein Maximum-Minimum sich bei Streichung der Funktion q nur 
urn einen beschrankten Betrag andert, namlich urn weniger als qM/ (!m; 

qM und (!m haben dabei entsprechende Bedeutung wie friiher. Wir 
nehmen demgemaB in den folgenden Entwicklungen q = 0 an. 

1 Eine scharfere allgemeine Abgchatzung des bei der asymptotischen Ab­
schatzung von A (l) gemachten Fehlers ist allgemein nicht moglich, da beim 
Quadrat bzw. beim Wiirfel die angegebene GroBenordnung des Fehlers wirklich 
erreicht wird. 
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Die weitere Betraehtung werde fiir den Fall eines ebenen Quadrat­
gebietes G durehgefiihrt. Die Anzahl der Quadrate, aus denen G be­
steht, sei wiederum h, ihre Seitenlange a; mit A I (l) werde die Anzahl 
der unterhalb einer Grenze l gelegenen Eigenwerte der Differential­
gleiehung L [u] + leu = 0 fiir das Gebiet G bezeiehnet, wobei als 
Randbedingung irgendeine der betraehteten genommen werden kann, 

die Bedingung :: + (1u = 0 jedoeh zunaehst unter der einsehranken­

den Voraussetzung (1 >0. Die Teilquadrate bezeiehnen wir mit Qt, 
Q2' ... , Qh, die zugehOrigen Anzahlen der unterhalb einer Grenze l 
gelegenen Eigenwerte der Differentialgleiehung fiir die Randbedingung 
u = 0 mit AQl (1), ... , AQh (1), fUr die Randbedingung au/on = 0 mit 
BQl (1), ... , BQh (l). Naeh Satz 2, 4 und 5 ist wieder 

(30) AQI (l) + ... + AQh (1) ~ A' (1) S BQ'l (1) + ... + BQh (i.) . 

Nun folgt aus Satz 7 unter Beriieksiehtigung von (23) 

,lJ e(i) 
AQi (l) 2 ;J AQi (1), BQi (1) S ~) BQi (1) , 

PM Pm 
wenn mit p~~), e!J) die Maxima, mit p~), e~) die Minima der betreffenden 
Funktionen in dem Quadrate Qi bezeiehnet werden und AQi (1) , BQi (1) 
wie in der vorigen Nummer die dureh die Gleiehungen (26) gegebenen 
Anzahlen der entspreehenden Eigenwerte fiir die Differentialgleiehung 
Au + l u = 0 bedeuten. Denn ersetzt man in der Differentialgleichung 
(1) p durch pCf), e durch !!~/, so wird nach Satz 7 jeder der Eigenwerte 
vergroBert oder jedenfalls nicht verkleinert, ihre Anzahl unterhalb einer 
Grenze 1 also verkleinert oder nicht vergroBert. Andererseits geht dabei 

(il 

die Differentialgleichung (1) in die Differentialgleiehung' Au + 1 e: u = 0 

"b d E' di' p<;j 1 . 1" t E' t dPMDiff u er, eren 1genwerte emIt (/) mu tIp IZler en 1genwer e er e-
em 

rentialgleiehung Au + lu = 0 sind. Das Entspreehende gilt, wenn 
p dureh p~), e dureh e'1l ersetzt wird. 

Ferner ist, da e und p stetige Funktionen sind, 

If ~., e,i)' ~ eli) f dx dy = a2 ~ ;) + () = a2 ~ ~) + ll, 
G i=l PM i=t Pm 

wobei die Zahlen I () I, Icr I beliebig klein werden, wenn nur die anfang­
liehe Quadrateinteilung hinreiehend fein, d. h. a hinreiehend klein 
gewahlt ist. Somit ergibt sich dureh Anwendung von (30) ganz ebenso 
wie in Nr.2 

A(l) = :',JffdXdY + ld"+ fJc(f., 
G 

wo aueh I ()"I beliebig klein ist, und dies ist niehts anderes als folgende 
Aussage iiber die asymptotische Eigenwertverteilung: 
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Sa tz 14: Die Anzahl A(l) der zur Differentialgleichung L[u] + leu = 0 
gehOrigen, unterhalb einer Grenze l gelegenen Eigenwerte eines Quadrat­
gebietes Gist fur iede der betrachteten Randbedingungen asymptotisch gleich 

4)"n.r.r~dXdY, d. h. es gilt 

(31) lim A()") = ~fffdXdY. 
) • .-+00;' 4n p 

G 

Die urspriingliche Voraussetzung 0 >0 erkennt man hier genau so 
wie in Nr. 2 als iiberfliissig. 

Dieselben 'Oberlegungen fiir den Raum durchgefiihrt ergeben folgen­
des Resultat: 

Satz 15: Die Anzahl der zur Ditterentialgleichung L[u] + leu = 0 
gehOrigen, unterhalb einer Grenze l gelegenen Eigenwerte eines Wurfel­
gebietes Gist fur alle hier betrachteten Randbedingungen asymptotisch gleich 

6~2 l~ j/I(%)~ dx dy dz, 
G 

d. h. es gilt die Relation 

(32) }~n;,., AS) = 6~2fff(%)~dXdydz. 
G 

Zum SchluB sei noch darauf hingewiesen, daB die 'Oberlegungen der 
beiden letzten Nummern sich genau ebenso fiir einen allgemeineren 
Bereich durchfiihren lassen, der aus endlich vielen beliebigen Rechtecken 
bzw. Quadern zusammengesetzt ist. 

4. Die Gesetze der asymptotischen Eigenwertverteilung fur einen 
beliebigen Bereich. Urn die asymptotischen Spektralgesetze der vor­
angehenden Nummern auf beliebige Bereiche zu erweitern, mussen 
wir diese Bereiche durch Quadrate bzw. Kuben von innen heraus aus­
schopfen. Dabei werden wir neue 'Oberlegungen lediglich anzustellen 
haben, urn den EinfluB des bei jeder Approximation iibrigbleibenden 
Randstreifens abzuschatzen. 

Zunachst setzen wir voraus, daB G ein ebener Bereich sei, dessen 
Rand iiberall stetig gekriimmt ist, und betrachten ferner nur die Diffe­
rentialgleichung Au + lu = O. 

Wir schicken eine Reihe von Bemerkungen voraus, welche sich auf 
die zu dieser Differentialgleichung lInd zur Randbedingung au/an = 0 
gehOrigen Eigenwerte bzw. deren Anzahl unterhalb einer gegebenen 
Grenze fiir gewisse einfache Gebiete beziehen. 

Es sei zunachst G ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck mit der 
Kathete a. Jede Eigenfunktion des Dreiecks ist auch Eigenfunktion des 
durch Spiegelung an der Hypotenuse entstehenden Quadrates fiir die­
selbe Randbedingung au/an = o. Denn man erkennt ohne weiteres, daB 
sich die Eigenfunktion in das gespiegelte Dreieck fortsetzen laBt, indem 
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man spiegelbildlich zur Hypotenuse gelegenen Punkten denselben Funk­
tionswert zuweist; dabei wird die Randbedingung ou/on = 0 auf dem 
ganzen Rande des Quadrates erfiillt. Der nte Eigenwert des Dreieeks ist 
also zugleieh Eigenwert des Quadrates; mithin ist der nte Eigenwert des 
Quadrates sieher nieht groJ3er als der des Dreieeks, oder die Anzahl der 
unterhalb einer Grenze gelegenen Eigenwerte fiir das Dreieck bei der Rand­
bedingung Gu/on = 0 ist hOchstens gleich der entsprechenden Anzahl fur 
das Quadrat, d. h. der durch Formel (26) angegebenen Zah!. 

Zweitens sei G ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck mit den Kathe­
ten a und b, wobei b < a vorausgesetzt werde. Die Kathete a falIe 
in die x-Aehse, die Kathete b in die y-Achse. Wir verwandeln durch 

die Transformation ~ = x, 11 = : y das Dreieck G in ein rechtwinklig­

gleiehsehenkliges Dreieek G' mit der Kathete a. Hierbei geht der Aus­
druck D[ip] iiber in 

ff [(0 fP)2 a2 (OCf')2] b 
D[ip] = o~ + b2 01/ a d~ d1J 

G' 

und die Nebenbedingung H[ip] = 1 in 

J J ip2 ~ d~ d1J = 1, 
G' 

wlihrend die anderen Nebenbedingungen H[ip, Vi] = 0 aus § 1, 4 bei der 
Transformation ihre Gestalt tiberhaupt nicht andern. Wir konnen also 
unter Weglassung des unwesentliehen in beiden Integralen auftretenden 
konstanten Faktors b/a den nteI) Eigenwert "n des Dreiecks Gals das 
Maximum-Minimum des tiber G' erstreckten Integrals 

charakterisieren, wobei im iibrigen das Maximum-Minimum ganz im 
iiblichen Sinne zu verstehen ist. Da nun sieherlieh wegen alb > 1 

jI[(~rr + :: (::y] d~ d1J > f f[(~rr + (~:Y] d~ d1J 
G' G' 

gilt, so ist auch das Maximum-Minimum der linken Seite mindestens 
gleich dem der reehten Seite, d. h. dem nten Eigenwert fiir das reeht­
winklige gleichsehenklige Dreieek Gi , also erst recht groJ3er als der nte 

Eigenwert eines Quadrates der Seite a. M ithin ist bei der Randbedingung 
iJu/on = 0 die Anzahl der unterhalb einer Grenze gelegenen Eigenwerte 
eines rechtwinkligr:n Dreiecks, dessen Katheten hOchstens gleich a sind, sicher 
nicht gro!Jer als die entsprechende Anzahl der Eigenwerte fiir das Quadrat 
der Seite a und also erst recht nicht griJ!Jer als die entsprechende Anzahl 
lur iedes gro!Jere Quadrat. 
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Ebenso ist die Anzahl der Eigenwerfe tiir ein beliebiges Rechteck 
unterhalb einer Grenze sieher nicht gr6Ber als die entsprechende Anzahl 
fUr ein Quadrat, dessen Seite mindestens gleich der gr6Beren Recht­
ecksseite ist. 

Aus diesen Tatsachen in Verbindung mit Satz 4 erba1t man ohne 
weiteres die M6gliehkeit, die Anzahl der Eigenwerte unterhalb einer 
gegebenen Grenze nach oben abzuschatzen, wenn das betrachtete Gebiet 
aus einer endlichen Anzahl von 
Rechtecken und rechtwinkligen 
Dreiecken zusammengesetzt ist. 

Diese Ergebnisse wenden wir an, 
urn den EinfluB des Randsireifens, 
der bei einer Ausschi:ipfung von G 
durch Quadrate ubrigbleibt, auf die 
Eigenwertverteilung zu beurteilen. 
Hierzu muG zuerst dieser Rand­
streifen definiert werden. Wir neh-

/ 

/ 
( 
\ 

/'" 1\ 
I 

f 
l) 

Abb.3. 

men an, es sei, n6tigenfalls durch mehrmalige Halbierung der Seiten­
lange, die Quadrateinteilung der Ebene so rein geworden, daB bei jedem 
in einem der Quadrate liegenden Randstucke von G die Normale sich 
urn weniger als einen vorgegebenen kleinen Winkelr; dreht, uber dessen 
Kleinheit wir uns die Verfugung vorbehalten. Wir konnen dann, wie 
in der Abb.3, den Rand r durch eine Anzahl r aneinander anschlie­
Bender Elementargebiete E1' E2 , ••. , E, folgender Art 
begleiten: Jedes Gebiet E wird entweder begrenzt 
von zwei zueinander senkrechten Geraden AB, AC 
der Quadrateinteilung, deren Lange zwischen a und 
3a liegt, und einem Stuck BC des Randes (Abb.4), 
oder es ist begrenzt von einer Seite AB der Quadrat­
einteilung, zwei dazu senkrechten Strecken AC, BD 
mit Langen zwischen a und 3 a und einem Stuck 
CD des Randes (Abb. 5). Aus r solchen Gebieten 

8 ' A set zen wir einen Randstrei£en S zusammen, so 
d B h A Abb.4. 

a nac btrennung dieses Streifens von G ein 
Quadratgebiet, bestehend aus h Quadraten Q1' Q2' ... , Qh' ubrig­
bleibtl. Die Anzahl r ist offenbar kleiner als eine von a unabbangige, 

1 Davon, wie diese Konstruktion durchzufiihren ist, wird sich der Leser 
selbst Rechenschaft geben konnen. Man beginne damit, die Randkurve in end­
lich viele Bogen von drei Arten einzuteilen. Auf den Bogen der ersten Art bilde 
die Tangente mit der x-Achse. auf denen der zweiten Art mit der y-Achse Winkel 
von hochstens 30 0; auf denen der dritten Art bilde sie mit keiner der Achsen 
Winkel von weniger als 20°. Die Endpunkte der Bogen erster bzw. zweiter Art 
soilen rationale Abszissen bzw. Ordinaten haben. Eine hinreichend enge Quadrat­
einteilung, auf deren Seiten diese Endpunkte liegen, ermoglicht die im Text 
geschilderte Konstruktion. 

c 
c 
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wesentlich von der Lange des Randes abhangende Konstante C divi­
diert durch a. 

Urn die Anzahl BB(l) der unterhalb einer Grenze 1 gelegenen, zur 
Differentialgleichung LI u + lu = 0 und der Randbedingung ou/on = 0 
gehorigen Eigenwerte eines der Gebiete E nach oben abzuschahen, 
haben wir wieder fUr den nten Eigenwert eine untere Grenze aufzusuchen. 
Zu diesem Zwecke ziehen wir durch einen beliebigen Punkt des krumm­
linigen Randstuckes von E die Tangente. Diese begrenzt zusammen mit 

C' - OJ den geradlinigen Randstucken von E ein Gebiet Yom 
C~J...r---;;;;;;;;;.!"'O Typus AB'C' (Abb.4), d. h. bei hinreichend kleinem 17 

ein rechtwinkliges Dreieck mit Katheten kleiner als 4a 

A 

oder ein Trapez yom Typus ABC'D', bei dem ebenfalls 
die Seiten AC', BD' kleiner als 4a sind (Abb. 5), je 
nachdem, welchem Typus das Gebiet E angehOrt. Die 
Gebiete AB'C' bzw. ABC'D' wollen wir mit E' be-

Abb.5. 
8 zeichnen. Nun kann man das Gebiet E stets in das 

Gebiet E' durch eine Transformation von der Form (21) 
uberfuhren, wie sie in § 2 betrachtet wurde. Bei Gebieten des erst en 
Typus sei etwa A der Pol eines Polarkoordinatensystems mit den 
Koordinaten {}, (!, und (! = f ({}) sei die Gleichung der krummen Linie 
BC, (! = g(tJ) die Gleichung der Geraden B'C'. Dann wird durch die 
Gleichungen 

{}' = {}, , g(U) 
(! = (! 1(8) 

die Transformation des krummlinigen Dreiecks E auf das geradlinige E' 
vermittelt. 1m Falle des zweiten Typus AB CD liege AB in der x-Achse, 
y = g (x) sei die Gleichung der Geraden C'D' und y = f (x) die Gleichung 
der krummen Linie CD. Dann betrachten wir die Transformation 

x'= x, 
, g(x) 

Y = Y I(x)' 

Wenn wir voraussetzen, daB die zugrunde gelegte Strecke a hinreichend 
klein, also auch die totale Drehung der Tangente an dem Kurvenbogen 
CB bzw. CD hinreichend klein genommen wird, so haben offenbar die 
hier betrachteten Transformationen genau die Gestalt (21), und die 
dort mit e bezeichnete GroBe wird beliebig klein. Nach dem Zusatz 
zu Satz 10 unterscheiden sich dann aber die entsprechenden nten Eigen­
werte fUr die Gebiete E und E' nur urn einen fur alle n gleichmaBig 
wenig von 1 verschiedenen Faktor. Mithin gilt dasselbe auch fUr die 
entsprechenden Anzahlen BE (2) und BE' (2) der unterhalb einer Grenze l 
gelegenen, zur Randbedingung Gu/on = 0 gehOrigen Eigenwerte. 

Da nun das Gebiet E' entweder ein rechtwinkliges Dreieck mit Seiten 
kleiner als 4a ist oder sich aus einem solchen Dreieck und einem Recht­
eck mit Seiten kleiner als 3 a zusammensetzt, so folgt,sobald nur a 
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hinreichend klein genommen ist, jedenfalls fur die Anzahl BE ().) von 
einem gewissen 1 ab 
(33) BE ().) <c1a2l + c2afi, 
wo c1 , C2 geeignet zu wiihlende numerische Konstanten bedeuten. 

Nunmehr sind wir in der Lage, fur das Gebiet G die asymptotischen 
Eigenwertgesetze zu beweisen. Es sei also A (l) wieder die Anzahl der 
unterhalb einer Grenze 1 gelegenen Eigenwerte unserer Differential­
gleichung Au + lu = 0 fur das Gebiet G und irgendeine der betrach­
teten Randbedingungen, wobei wir wieder zuerst gegebenenfalls die 
Voraussetzung 0 >0 machen. Eine Quadrateinteilung der Ebene 
durch Quadrate mit der Seitenliinge a fuhre zu einer Zerlegung des Ge­
bietes G in h Quadrate Ql' Q2' ... , Qh und r Randgebiete E1 , E 2 , ••• , E,. 
Wie friiher bezeichnen wir die Anzahlen der zu den Quadraten ge­
hOrigen unterhalb lliegenden Eigenwerte mit Ai(l) bzw. Bi(l), je nach­
dem die Randbedingung u = 0 oder au/on = 0 gestellt ist. Mit AEj(l) 
bzw. BEj(l) werden die entsprechenden Zahlen fur die Gebiete Ei be­
zeichnet [von den letzteren brauchen wir jedoch nur die Zahlen B Ej (In. 

GemaB den Gleichungen (26) ist 
~ - ~ -

Ai(l) = 4.1/ + a {)1 cd')., B,(l) = 4nl + a {}2C2 VA, 
und nach (33) gilt -

BEi(l) = {)s (csla2 + ac4YA) , 
wobei, wie stets, mit {)v {}2' •.• Zahlen zwischen -1 und +1, mit c1 , c2 , ••• 

irgendwelche von a, i und A unabhiingige Konstanten bezeichnet werden. 
Nach den Siitzen 5, 2 und 4 ist 

Al(l) + A2(l) + ... + Ah(l) < A(l) < Bl(l) + ... + Bh(l) 

+ BE,(l) + ... + BE,(l); 
ferner ist jedenfalls 

. haS ,{l (haS ()l Cl ha) 
Al(l) + ... + Ah(4) = 4n l + #l cl ha Vl ~ l 4n + YI ' 
Bl(l) + ... + Bh(l) + BE,(l) + ... + BE,(l) 

has - ,/-
= 4n A + {)2 c2 ha V 1 + {)sra21cs + {)srac,V 1 

= 1 [(~:s + {)scsra~) + (ha{)2c2 + ra{}sc4 ) y~]. 
Da nun ar < CIi , also a2r bei hinreichend kleinem a beliebig klein ist, 
da ferner bei hinreichend kleinem a fur jedes noch so kleine d gilt 

Iha2 - II <!5, 

so fQlgt aus diesen Ungleichungen unmittelbar das asymptotische Gesetz 

1• 4.11 A()') 
un ).' =1-

...... "" T 
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Denn wir haben die GroBe a frei zur Verfiigung und konnen, etwa indem 
wir ein festes hinreichend kleines a wahlen, die Faktoren von 1 in den 
obigen Ungleichungen fUr hinreichend groBe 1 beliebig nahe an den 
Wert f/4n bringen. 

Auch wenn wir die Voraussetzung a ~ 0 fallen lassen, erhalten wir 
nunmehr dasselbe asymptotische Gesetz mittels derselben Schliisse, 
wie sie an analoger Stelle in Nr. 2 ausgefiihrt wurden. Zusammen­
fassend ergibt sich also das Resultat: 

Satz 16: Bei allen betrachteten Randbedingungen ist die Anzahl A(.l.) 
der unterhalb einer Grenze .l. gelegenen Eigenwerte der Differentialgleichung 
L1u + .l. u = 0 fur das Gebiet G asymptotisch gleich' .l.f/4n, d. h. es gilt 

1. 43fA(A) 
1m At = 1, 

).-+00 
(34) 

wobei f den Fliicheninhalt des Gebietes bedeutet. 
Beim Beweise hatten wir' zunachst angenommen, daB der Rand r 

von G keine Ecken besitzt. Die 'Oberlegungen sowie das Resultat bleiben 
jedoch im wesentlichen unverandert, wenn Ecken in endlicher Anzahl 
zugelassen werde,n. 

Ebenso bleiben die vorangehenden Dberlegungen giiltig, wenn statt 
der Differentialgleichung LI u + ), u = 0 die allgemeinere Differential­
gleichung L[uJ + .l.gu = 0 zugrunde gelegt wird. Es ergibt sich genau 
in derselben Weise wie i!1 Nr. 3 als Resultat 

Sa tz 17: Die Anzahl A (1) der zur Differentialgleichung L[u] + l(}u = 0 
gehorigen, unterhalb einer Grenze l gelegenen Eigenwerte des Gebietes G 
ist fur iede der betrackteten Randbedingungen asymptotisch gleich 

4~ f f~dxdy, d. h. es gilt 

G r A (A) - ~ffR..d d 1m , - 4 P x y. 
).-+00 A 3f 

G 

A.hnliche Dberlegungen, wie sie hier fUr die Ebene durchgefiihrt sind, 
ergeben fUr das Eigenwertproblem im Raume die folgenden Resultate: 

Satz 18: Die Anzahl A (l) der zur Differentialgleichung L1u + }.u = 0 
gehorigen, unterhalb einer Grenze l gelegenen Eigenwerte eines riiumlichen 
Gebietes G mit dem Volumen V ist fur alle betrachteten Randbedingungen 

asymptotisch gleich 6A: 2 V, d. h. es gilt 

(35) 1· A (J.) _ 1 
Im-'--6~' 

).-+00 A' V 3f 

Sat z 19: Die entsprechende A nzahl fur iiie allgemeinere Differential-
s • 

gleichung . L [u ] + A. g u = 0 ist asymptotisch gleich 6A;2 f f f (~r d x d y d z , 
d. h. es gdt 3 G 

. A (l) 1 (ff(e)2 (36) 11m ---:-c = 6n2 -p dx dy dz. 
).-+00 I. " 

G 
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Dabei ist vorausgesetzt, daB G von endlich vielen Fl1i.chenstiicken 
mit stetiger Kriimmung begrenzt wird, welche sich gegenseitig nicht 
beriihren, wohl aber Ecken und, Kanten bilden duden. 

5. Die Gesetze der asymptotischen Eigenwertverteilung fur die 
DHferentialgleichung .du + I..U == 0 in verscharfter Form. Unsere 
Theorie gibt uns die Moglichkeit, die in den obigen Satzen ausgesproche­
nen asymptotischen Eigenwertgesetze noch weiter zu priizisieren, d. h. 
eine Abschiitzung tur den Fehler zu finden, den wir machen, wenn wir den 
Ausdruck A (1) durch den gefundenen asymptotischen Wert ersetzen. 
Wir wollen die Untersuchung fiir die Differentialgleichung Au + 1u = 0 
durchfiihren. 

Zu diesem Zwecke brauchen wir nur die bei der Exhaustion des 
Gebietes G durch Elementarquadrate bzw. -wiirfel gegebenen Moglich­
keiten besser auszunutzen, indem wir diese Gebiete nicht zahlreicher und 
kleiner als notig annehmen. Es sei G zunachst ein ebenes Gebiet. Wir 
bauen es folgendermaBen auf: Zuerst wird eine Quadrateinteilung der 
Ebene etwa mit der Seitenlange 1 zugrunde gelegt. Es mogen hiervon die 
ho Quadrate Q~, Q~, ... , Qt ganz ins Innere von G fallen. Sodann werden 
samtliche Quadrate in vier kongruente Quadrate von der Seitenlange 1 
zerlegt. Von diesen Quadraten mogen h1 Quadrate QL Q~, ... , Qt ins 
Innere von G, aber nicht ins Innere eines der Quadrate Q~ fallen. Nun­
mehr wird die Quadrateinteilung wiederum durch Halbierung der Seiten­
linge vedeinert, und man gelangt zuh2 neuen Quadraten Q~, <?:, ... , Qt 
mit der Seitenlange 1/22, welche im Innern von G liegen, aber keinem der 
friiheren Quadrate f/1 oder Q} angehOren, usw. Nach t Schritten gelangt 
man zu hI Quadraten Qi, Q~, ... , Q~t der Seitenlange 1/21• GemaB den 
Vorschriften der vorigen Nummer iichten wir es so ein, daB der Ex­
haustionsrest aus r Elementargebieten E1 , E2 , ••• , Er der dort defi­
nierten Art besteht, wobei die dort mit a bezeichnete Zahl gleich 1/2t 

zu setzen ist. 
Fiir die Zahlen hi und r gelten bei unseren Voraussetzungen uber 

den Rand die Beziehungen 
(37) hi, < 2i c, r < 21c, 

wobei c eine von i und t unabhangige, wesentlich durch die Lange des 
Randes bedingte Konstante istl. 

Wir bezeichnen wieder die Anzahlen der unterhalb einer Grenze 1 
gelegenen Eigenwerte fiir die Gebiete Q~, Em mit A~ (l), A E .. (l), wenn 
die Randbedingung u=O, mit B~(l), BE .. (l), wenn die Randbedingung 
iJu/iJn = 0 zugrunde gelegt ist. Jedenfalls gilt nach Satz 2, 4, 5, wenn 

die Funktion a im FaIle der Randbedingung ~ + au = 0 nicht­
negativ ist, 

1 Diese Ungieichheiten driicken aus, daB der Gesamtumfang der Quadrate 
g' bzw. gt die GroBenordnung des Umfanges von G nicht iibersteigt. 

Courant·Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Auf!. 25 
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I A (1) s: (B~ + Si + ... + ~.) + .. , + ('Bi + B§ + ... + BL) 

(38) + (BEl + BE, + ... + BET)' 
A(J.) >- (A~ + A~ + ... + A~.) -\- ... + (Ai + A~ + ... + Ai,) . 

Nun ist die rechte Seite der ersten dieser Ungleichungen zufolge den 
Gleichungen (26) und der Gleichung (33) der vorigen Nummer gleich 

41n (ho +~! + ~~ + ... + :;, + r;~)J. 

+ {}lC2 (ho + !~l +~; + ... + ~: +~) VI: 
also folgt, da 

ist, mit Rucksicht auf (37), daB diese rechte Seite die Gestalt hat 

41Jj + ca;,c3)J. + {}4 C4(t + 2)VI. 

Somit ergibt sich fUr diesen Ausdruck schlieBlich die bei hinreichend 
groBem t gultige Ungleichung 

(39) (~+ ... + B?,.) + ... + (BEl + ... + BEJ </./ + C (~i + ttX), 

in welcher, wie immer, mit dem Buchstaben C eine von J. und t unab­
biingige Konstante gemeint ist. 

Wahlen wir nun die Zahl t, welche noch verfUgbar ist, so, daB die 
beiden Summanden in der Klammer annahernd gleich werden, namlich t 

etwa gleich der groBten in ~ :~;~ enthaltenen ganzen Zahl, so folgt 

aus (38) und (39) fUr genugend groBe J. 

(40) A (J.) < 4fn J. + C VI log J. . 

Genau dieselbe Gestalt ergibt sich fUr die untere Schrankedes Aus­
druckes A (l) mit negativem C. 

Diese Uberlegungen gelten zunachst nur, wenn die gegebenenfalls in 
der Randbedingung auftretende Funktion (J nirgends negativ wird, weil 
nur dann die erste Ungleichung (38) gesichert ist. Doch zeigt genau 
dieselbe Uberlegung wie in Nr. 2 auf Grund der Ungleichung (20) aus 
§ 2, 5, daB auch bei Verzicht auf die einschrankende Bedingung die 
Grenzen in der obigen Form bestehen bleiben. Wir erhalten also all­
gemein das scharfere asymptotische Gesetz: 

Sat z 20: Fur alle betrachteten Randbedingungen wachst die Dijjerenz 

A(2) -,L1 
4n 

mit wachsendem 1 sicher nicht starker an als der Ausdruck 

-yIlogJ. . 
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Diese1ben "Oberlegungen, fur den Raum durchgefiihrt, ergeben 
Sa tz 21: Fur aUe betrachteten Randbedingungen strebt bei dem Problem 

fur ein raumliches Gebiet vom Volumen V die Diflerenz 

A(l) - ~XJ 
6n2 

mit wachsendem l nicht starker gegen Unendlich als der Ausdruck 

1l0gl. 

§ 5. Eigenwertprobleme vom Schrodingerschen Typus. 
Wir haben in Kap.V, § 12 im AnschluB an SCHRODINGER ein Eigen­

wertproblem fur ein unendliches Grundgebiet betrachtet und die Eigen­
tumlichkeiten des betreffenden Spektrums studiert. Wir wollen nun 
andeuten, wie man ihre Behandlung in die Variationsrechnung ein­
ordnen kann.; allerdings ergibt sich dabei noch keineswegs eine befrie­
digende Beherrschung der Probleme. Wir werden aber nicht nur im 
Schr6dingerschen Fall, sondern bei einem umfassenderen Typus von 
Eigenwertproblemen ffir den unendlichen Raum, die einem Produkt­
ansatz nicht mehr zuganglich sind, erkennen, daB das Spektrum eine 
Folge von abziihlbar unendlich vielen wachsenden negativen Eigen­
werten enthaIt. 

Die Eigenwertgleichung sei 

(41) Au+Vu+lu=O, 
wobei fur u (x, y, z) die Forderung des Endlichbleibens im Unendlichen 
gestellt wird. Der Koeffizient V(x,y,z) - die negative potentielle 
Energie - solI iiberall im Raume positiv sein und im Unendlichen ver­
schwinden gemaB den fUr genugend groBe r giiltigen Ungleichungen 

(42) 
A B -<V<-
r"'= =,fl' 

wobei A und B positive Konstanten sind und fur die Exponenten 

O<{i<(x'<2 

ge1ten soIl. V darf ferner im Nullpunkt 1 unendlich werden, und zwar 
hOchstens wie C frY mit 0 < " < 2. Dabei bedeutet r den Abstand des 
Punktes x, y, z vom Nullpunkt. 

Bezeichnen wir mit J ... dg die Integration uber den ganzen x, y, z­
Raum, so lautet das zum Eigenwert· 1" und der Eigenfunktion UII 

fiihrende Variationsproblem in der gewohnten Schreibweise folgender­
maBen: 
(43) ][9'] = J(r4 + q{ + 9'~ - V9'2) dg = Max. Min. 

1 Auch auf den Fall. daB V an endlich vielen Stellen singulllr wird wie oben 
im Nullpunkt. Ui.Bt sich die folgende 'Oberlegung unschwer llbertragen. 

25· 



388 VI. Anwendung der Variationsrechnung auf die Eigenwertprobleme. 

unter den Nebenbedingungen 

{ 
jcp2dg = 1, 

(44) 
jcpv"dg = 0 (v = 1, ... , n - 1). 

Dabei solI cp (x, y, z) mit den ersten Ableitungen stetig und iiber den 
ganzen Raum quadratisch integrierbar sein, und ferner 5011 j V cp2d g 
existieren; mit VI' .•. ' vn - l sind wiederum stiickweise stetige Funk­
tionen bezeichnet. 

Wir beweisen zunachst, daB unser Variationsproblem einen Sinn 
hat, d. h. daB unser Integral J[cp] unter den· gegebenen Bedingungen 
nach unten beschrankt ist. Wir brauchen hierzu nur die aus den Voraus­
setzungen tiber V unmittelbar folgende Tatsacne zu benutzen, daB 
iiberall 

V<aa+ b -, 
gilt, wobei bei hinreichend groB positiv gewahlter Konstanten b die posi­
tive Konstante a beliebig klein positiv gewahlt werden kann. Es ist 
somit 

(45) 

Nun verwenden wir die Integralungleichung 

(46) f :2 ~2dg < 4 f (cp~. + cp~ + cp;) dg , 

die wir folgendermaBen beweisen: Setzen wir 1p = cp r;, so wird 

2 + 2 + 2 _ .!. ( ~ + .. 2 + 2) __ I + _1_ 2 CPx CPII ({I: - , rx 'f'y 1p; ,21p1pr 4,3 1p , 

also ist f 9 9 2 f 1 1 f 1 (<r.c + qr;, + cp:) dg > - 2 ,a (1p2),dg +"4 fi 1p2 dg . 

Das erste Glied rechts laBt sich explizite ausintegrieren und liefert, 
weil jcp2 dg nach Voraussetzung existiert, den Wert NuIP. Es bleibt 
somit die behauptete Ungleichung stehen. Mit ihrer Hilfe folgt aus (45) 

J[cp] > (1 - 4a) j«({I; + cp; + If;) dg - b, 

und wenn - was erlaubt ist - a < i gewahlt wird, 

J[cp] > -b, 

womit die Beschranktheit von J[1f] und damit der Eigenwerte von (41) 
nach unten bewiesen ist. 

I Es muB namlich eine Folge von Werten R1 • Ra • ...• Rn • ... geben. so daB 

die Integrale ;" f q-2do - erstreckt uber die Oberflachen der Kugeln mit dem 

Radius RIO - mit unendlich anwachsendem RIO gegen Null streben. Man integriere 
zunachst liber diese Kugeln und gehe dann zum unendlichen Gebiet liber. 
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Urn jetzt die Eigenwerte nach oben abzuschatzen. verscharfen wir 
in unserem Variationsproblem die Zulassungsbedingungen durch die 
Zusatzforderung, daB ({J auBerhalb einer Kugel KR urn den Nullpunkt 
mit dem Radius R identisch verschwinden solI. Der nte Eigenwert 
'Vn (R) des so entstehenden Problems fiir die Kugel KR geniigt nach 
unseren allgemeinen Prinzipien sieher der Beziehung 'V .. (R) > l .. ; er 
laBt sieh andererseits leieht durch die Eigenwerte fC .. (R) der Differential­
gleichung Au + fCU = 0 fiir die Kugel K R mit verschwindenden Rand­
wert en abschiitzen. Es ist namlich wegen der Voraussetzung (42) 

V > ;'" in KR (£iir geniigend groBe R) und 

J(cp;, + <p~ + /f'; - V({J2) dg<J(ql;, + <p; + <p;)dg - ;'" J <p2dg. 
KR KR KR 

Somit folgt sofort 'V .. (R) < fCn(R) - ;"'. 

Nun ist aber fCn(R) = ~2 fC .. (1), wo fCn(1} die Eigenwerte der Einheits­

kugel sind. Wir erhalten schlieBlieh 

ln~~~!) - ;"'. 

Fur genugend groBes R wird bei gegebenem n wegen IX < 2 die rechte 
Seite sicher negativ. 

Damit ist pewiesen, daB unsere Variationsprobleme eine Folge 
monoton nicht abnehmender negativer Eigenwerte liefern. 

Urn nachzuweisen, daB diese Eigenwerte mit wachsendem n gegen 
Null streben, schiitzt man sie (vgl. dagegen nachste Seite) durch die 
schon als explizite bekannt vorausgesetzten Eigenwerte Xn des speziellen 
SchrOdingerschen Problemes fur V = Cly ab, £iir welche die Relation 
Xn --+ 0 aus Kap. V, § 12, 4 als bekannt angesehen wird. Man beachte zu 

dem Zweck nur, daB eine Ungleichung V < ~ + ~ + k gilt, wo bei 

hinreichend groB gewahltem b die positiven Konstanten a und k be­
liebig klein gewiihlt werden durfen. Damit wird nach unseren Prin­
zipien unter Verwendung von (45) 9£fenbar 

An > (1 - 4a)x .. - k 

mit c = 1.!!. 4a' Daraus folgt dann, daB mit wachsendem n der Eigen­

wert An einmal den Wert - 2k iibersteigt und somit gegen Null konver­
giert, da k beliebig klein genommen werden darf. 

Das Auftreten eines kontinuierlichen Spektrums positiver Eigenwerte 
kann man sich plausibel machen, indem man das Eigenwertproblem 
fur das unendliche Gebiet als Grenzfall von Eigenwertproblemen £iir 
endliche Gebiete, etwa die Kugeln KR bei wachsendem Radius R, 
betrachtet. Zwar nimmt der nte Eigenwert 'Vn(R) bei wachsendem R 
monoton ab und strebt, wie sich zeigen laBt, gegen den nten Eigenwert in 
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des unendlichen Gebietes. Aber doch ist jede positive Zahl Haufungswert 
von Eigenwerten v" (R); denn es gibt bei endliehem Gebiete beliebig 
groBe positive Eigenwerte v" (R), und wenn wir n mit R geeignet wachsen 
lassen, so konnen wir uns jeder positiven Zahl nahem. 

Die Tatsache, daB sich die Eigenwerte bei Null hiiufen, kann man 
auch ahnlich wie beim Beweis des unendlichen Anwachsens der Eigen­
werte beim endlichen Gebiet folgendermaBen beweisen, ohne die ex­
plizite Kenntnis der Losungen eines speziellen Problems zu benutzen. 

Auf Grund der Annahme, daB die Eigenwerte unterhalb einer festen 
negativen Schranke bleiben, konnen wir namlich eine Folge von Funk­
tionen fP1, fP2, ... fP'" . . . konstruieren, fur welche erstens die Integrale 
D[fP] = j (fP; + fP; + fP;) dg und H[fP] = j fP2dg unterhalb einer festen 
Schranke bleiben, und fur die zweitens das Integral F[fP] = jVfP2dg 
oberhalb einer festen positiven Schranke bleibt, wahrend die Ortho­
gonalitatsrelation F[fP", fP,u] = 0 besteht. Infolge der ersten dieser 
Eigenschaften kann man dann nach einem Hilfssatz, auf den wir so­
gleieh zuruckkommen werden, aus den Funktionen fP" eine Teilfolge fPn 
auswahlen, derart, daB F[fPn - fPm] -jo 0 gilt. Hieraus wiirde aber 

11,tn-+OO 

wegen F [fP", fP,n] = 0 die Beziehung F [fPn] + F [fPm] -jo 0 folgen, was im 
Widerspruch zu den zweiten der obigen Eigenschaften steht. 

Die Folge der Funktionen fP~ konstruieren wir nun folgendermaBen: 
Wir gehen aus von dem obigen Variationsproblem (43), welches den ersten 
Eigenwert ).1 liefert. Wir konnen sieher eine Funktion fP1 finden, fUr 
welche 

J[/f\] = D [fP1] - F[fPIJ < ).1 + 8 (8 >0) 
gilt, wahrend 

H[fP1] = 1 

ist. Wir gehen dann uber zu dem Variationsproblem (43), (44), welches 
den zweiten Eigenwert ).2 liefert und erhalten (nach der Maximum-Mini­
mum-Eigenschaft) als Minimum einen Wert, der sicher nieht gr6Ber ist 
als ).2 wenn wir als Nebenbedingung die Gleiehung 

j VfP!P1 dg = F[fP,fP1] = 0 

stellen. Wir k6nnen also sieher eine Funktion fP2 finden, fur welche 

D[fPs] - F[fPJ < 12 + 8 

gilt, wahrend 

ist. In dieser Weise fortfahrend erhalten wir eine Funktionsfolge 
fPl, fPs, .. " fP~, . . . fur welche 

D[fP .. ] - F[fP .. ] ::0:;; 1" + 8, 

H[fPr] = 1, F[fP,u,fP,.] = 0 (p. = 1, ... , v-i) 
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gilt. Blieben nun die Zahlen 1" unterhalb der Schranke -2£, so ware 
bei geniigend kleinem £ gewiB fUr alle unsere Funktionen 
(47) D[lP .. ] - F[lP,,] :::; :-£. 
Aus dieser Ungleichung folgern wir zunachst, daB D[lP,,] beschrankt 
bleibt; denn es ist nach Ungleichung (45), (46) 

F[lP] < 4aD[lP] + bH[lP] 
und also (1 - 4a)D[lP] ;:::;;: b. 

Andererseits ergibt sich aus unserer Ungleichung (47) sofort, daB 
F[lP] > £ ist. Unsere Funktionen lP" besitzen also in der Tat die ge­
wiinschten Eigenschaften. 

Es bleibt noch der Beweis des erwahnten Hilfssatzes: 1st eine 
Folge von Funktionen lP" vorgelegt, fiir welche D[lP] und H['P] be­
schrankt sind, dann gibt es in ihr eine Teilfolge lPn, so daB 

F['Pn - !Pm] -+ 0 
gilt. n,m-+oo 

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des friiher (§ 2, 2) erwahnten 
Hilfssatzes von RELLICH, auf Grund dessen sich das unendliche An­
wachsen der Eigenwerte beim endlichen Gebiet nachweisen lieB. Wir 
beschranken uns auf den Fall, wo die Funktion V im Nullpunkt regular 
ist; (wenn V im Nullpunkte von geringerer als der zweiten Potenz 
singular wird, so kann man durch ahnliche Abschatzungen wie im fol­
genden zum Ziele kommen). 

Zum Beweise schlieBen wir nun das Unendliche durch eine FoIge 
von Kugeln K. mit den Radien R, aus. Auf Grund des oben erwahn­
ten friiheren Hilfssatzes konnen wir eine Teilfolge lPn der Funktionen 'P" 
finden, fiir welche F [lPn - lPm] gegen Null strebt, sobald das Integral nur 
iiber das Innere der Kugel Kl erstreckt wird. Aus dieser Folge konnen 
wir wieder eine Teilfolge auswahlen, derait daB das iiber die Kugel K2 
erstreckte Integral F [lPn - 'Pm] gegen Null strebt. Wir fahren so fort 
und bilden in iiblicher Weise die Diagonalfolge, die wir wieder mit 'P" 
bezeichnen. Wir wissen, daB fiir sie das Integral F['Pn - 'Pm] gegen 
Null strebt, wenn es fiber eine beliebige der Kugeln K, erstreckt wird. 
Urn zu zeigen, daB dasselbe der Fall ist, wenn wir das Integral iiber 
den ganzen Raum erstrecken, haben wir nur zu zeigen, daB das Integral, 
iiber das AuBere der Kugel K, erstreckt, unterhalb einer von n und 
m unabhangigen Schranke bleibt, die mit unendlich anwachsendem R 
gegen Null strebt. Zu dem Zweck brauchen wir nur zu beachten, daB 

ffir geniigend groBe R und r > R die Abschatzung V ~ ~;:::;;: !p vor­

ausgesetzt war (42), so daB also ffir die iiber das AuBere der Kugel mit 
dem Radius R erstreckten Integrale 

B 4B 
F['Pn - 'Pm];:::;;: RP H[lPn - 'Pm];:::;;: RP 

gilt. Damit ist unsere Behauptung bewiesen. 
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§ 6. Die Knoten der Eigenfunktionen. 
Wiihrend wir in den vorangehenden Paragraphen iiber das Verhalten 

der Eigenwerte prazise Aussagen von groBer Allgemeinheit mach en 
konnten, bietet das Studium der allgemeinen Eigenschaften von Eigen­
funktionen wesentlich groBere Schwierigkeiten und ist noch lange nicht 
so weit gefordert wie das der Eigenwerte, was bei der Mannigfaltigkeit 
der durch ·Eigenwertprobleme definierten Funktionenklassen nic,ht 
wundemehmen kann. 'Einige spezielle dieser Funktionen werden wir 
im nachsten Kapitel niiher studieren, wiihrend wir uns im vorliegen­
den Paragraphen mit allgemeineren Untersuchungen iiber die Eigen­
funktionen befassen. 

Ein besonderes Interesse bieten diejenigen Stellen des Gnmd­
gebietes G dar, in welchen eine Eigenfunktion verschwindet. Je nach­
dem, ob wir es mit Problemen in einer, zwei, drei usw. Dimensionen 
zu tun haben, sprechen wir von Knotenpunkten, Knotenlinien, Knoten­
tlachen usw. Allgemein gebrauchen wir das Wort Knoten1. 

Wir schicken die Bemerkung voraus, deren Beweis sich unmittelbar 
aus dem unten folgenden Satz ergibt, da/3 die erste Eigentunktion eines 
Eigenwertproblems keine Knoten im Innern des Grundgebietes besitzen 
kann. Sie muB also iiberall dasselbe Vorzeichen haben, und jede andere 
Eigentunktion, die auf ihr orthogonal steht, mu/3 daher Knoten besitzen. 

Danach lassen sich tiber die Lage bzw. Dichte der Knoten einige 
allgemeine Aussagen machen. Betrachten wir z. B. die Differential­
gleichung Lf u + A. u = 0 bei der Randbedingung u = o. 1st G' ein 
Gebiet, welches ganz in G liegt und k~ine Punkte von Knoten von Un 

enthalt, SO betrachten wir das kleinste von Knoten der Funktion Un 

begrenzte und G' enthaltende Teilgebiet Gil von G. Flir dieses Gebiet Gil 
muB die Funktion Un die erste Eigenfunktion, A~ der kleinste Eigen­
wert sein. Andererseits ist nach unserem allgemeinen Satz 3 der erste 
Eigenwert von Gil nicht groBer als der erste ~igenwert r von G', und 
mithin ist r > A". 1st z. B. G' ein Kreis vom Radius a, so ist 7' = t 2 , 

wo t die kleinste Wurzel der Gleichung ]o(at) = 0 ist. Es wird also 
7' = k'fJ.1/a2 , wenn wir in Obereinstimmung mit Kap. V, § 5, 5 mit kO•1 

die erste Nullstel1e der nullten Besselschen Funktion bezeichnen. Mithin 

erhalten wir a2 < ki'l, eine Beziehnng, welche iiber die Dichtigkeit des 
• 

Netzes der Knotenlinien so viel aussagt, wie man im allgemeinen 
erwarten kann. Berlicksichtigt man die asymptotische Beziehung 

A" "'" 4:IE; aus § 4, so erkennt man, daB bei hinreichend groBem n 

jeder Kreis, dessen Flacheninhalt groBer als k'f"t!/4n ist. Knotenlinien 

1 DaB Knoten bei unseren Differentialgleichungen stiickweise glatte Kurven 
bzw. Flachen bilden und das Grundgebiet in stiickweise glatt berandete Teil­
gebiete zerlegen. sei hier postuliert. 
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der nten Eigenfunktion enthalten muB. Nehmen wir statt eines Kreises 
I 

ein Quadrat der Seitenliinge a, so ergibt sich entsprechend a2 < 2 ~ . 
~ ft 

Ganz analoge Aussagen wird der Leser bei anderen Problemen mit einer 
oder mehreren Variablen selbst ableiten konnen. 

Ferner kann man iiber die Knoten einer Eigenfunktion den fol­
genden allgemeinev Satz beweisen: Ordnet man die Eigenfunktionen 
einer sich selbst adjungierten Differentialgleichung zweiter Ordnung 
L[u] + AeU = O(e > 0) fur ein Gebiet G bei beliebigen homogenen Rand­
bedingungen nach wachsenden Eigenwerten, so teilt die nte Eigenfunktion 
Un durch ihre NuUsteUen das Gebiet in nicht mehr als n Teilgebiete. 
Dabei werden uber die Anzahl der unabhiingigen Veriinderlichen keinerlei 
V oraussetzungen gemacht i . 

Der Einfachheit halber beziehen wir uns beim Beweise auf ein 
Gebiet G der x,y-Ebene bei der Randbedingung u = O. Es sei An der 
nte Eigenwert, also das Maximum-Minimum des zugehorigen Integrals 
D[IP] unter der vorgeschriebenen Randbedingung und den Neben­
bedingungen 

(48) !!eIP2dxdy = 1, 
G 

(49) !!elPvidxdy = 0 
G 

(i = 1, 2, ... , n - 1). 

Wir nehmen an, daB die zugehorige Eigenfunktion Un durch ihre 
Nullstellen das Gebiet Gin mehr als nTeilgebiete GI , G2 , ••• , Gn, Gn+ 1 , ••• 

zerlege und definieren n Funktionen WI' w2 , .•. , W n , von denen Wi in 
Gi mit un bis auf einen NormierungsfaktQr iibereinstimmt und auBerhalb 
G, verschwindet, wahrend 

!!ew;dxdy = 1 
G 

wird. F iir eine lineare Kombination IP = ci Wi + ... + Cn wn , die selbst 
der Normif'rungsbedingung 

!!eIP2dxdy = ci + ... + c~ = 1 
G 

geniigt, erkennt man durch Produktintegration sofort das Bestehen der 
Gleichung 

indem man beachtet, daB Wi der Gleichung L [Wi] + An e Wi = 0 geniigt. 
Da man nun offenbar bei beliebig gegebenen Funktionen Vi stets die Koeffi­
zienten ci so bestimmen kann, daB auBer (48) auch die Bedingungen (49) 

1 Vgl. COURANT, R.: Ein allgemeiner Satz zur Theorie der Eigenfunktionen 
selbstadjungierter Differentialausdriicke. Nachr. Ges. Gottingen (math.-phys. Kl.) 
1923, Sitzung yom 13. Juli. 
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von rp erfOOt werden, so kann der nte Eigenwert A.~ des Gebietes 
G' = GI + G2 + ... + Gn fur dieselbe Differentialgleichung und die 
Randbedingung u = 0 nielJ.t groBer als 1n sein; er ist genau gleieh In, 
well er nach Satz 2, § 2, 1 auch nicht kleiner als A.n werden kann. Daraus 
folgt aber wieder nach Satz 3, daB flir jedes Teilgebiet G" von G, welches 
seIber G' in sieh enthalt, der nte Eigenwert genau gleieh In wird. Die 
fUr eine beliebige Anzahl m derartiger Gebiete G', G", G"', ... , G(m), von 
denen jedes das vorangehende entha1t, auf diese Weise erhaltenen 
Eigenfunktionen u~, u~), ... , u~n) bilden, wenn wir sie jeweils auBer­
halb des entsprechenden Intervalls in Gals identisch Null fortsetzen, 
ein System von m linear unabhangigen l Funktionen, die aIle in G der 
Differentialgleichung L[u~1 + 1neu~) = 0 genligen. Eine lineare Kom­
bination 

mit nicht durchweg verschwindenden Koeffizienten 1i kann dann so be­
stimmt werden, daB die m - 1 Bedingungen 

!!erpv,dxdy = 0 (i = 1, 2, ... , m - 1) 
G 

erfOOt sind, und da rp wegen der !inearen Unabhangigkeit der u~!) nicht 
identisch verschwinden kann, laBt sich gleiehzeitig durch Multiplikation 
mit einem geeigneten Faktor die Normierung (48) erreichen. Dann muO 
aber wegen der Maximum-Minimum-Eigenschaft der mten Eigenfunktion 

werden. Andererseits erhalt man durch Ausrechnung mit Hilfe der 
Produktintegration 

Wegen lim In = 00 wird aber flir hinreichend groBe m sieher 1m > 1n; 

also ergibt sich ein Widerspruch, der die Unmoglichkeit unserer obigen 
Annahme von mehr als n Gebieten GI , G2 , ••• beweist. DaB der Beweis 
unseres Satzes auch bei einer anderen Anzahl von Variablen genau ent­
sprechend verlauft, bedarf kaum der Hervorhebungs. 

1 DaJ3 diese Funktionen linear unabhll.ngig sind, sieht man unmittelbar, 
wenn man ber1icksichtigt, daJ3 u~) in keinem Teilgebiet von G(A) identisch Null 
sein kann. Diese bei gewOhnlichen Differentialgleichungen aus dem Eindeutig­
keitssatze folgende Tatsache ist bei partiellen eine Folge des elliptischen Cha­
rakters, worau£ wir spater in Bd. 2 noch zur1ickkommen werden. 

S Der hier bewiesene Satz laJ3t sich folgendermaJ3en verallgemeinern: Jede 
Linearkombination der ersten n Eigenfunktionen teilt durch ihre Knoten das 
Gebiet in nicht mehr als n Teilgebiete. VgI. die demnachst erscheinende GOt· 
tinger Dissertation von H. HERMANN. 
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Der so bewiesene allgemeine Satz HiBt fiir den speziellen Fall des 
Sturm-Liouvillesehen Eigenwertproblems (py')' - qy + Aey = 0 eine 
bemerkenswerte Prazisierung zu. Hier teilt namlieh die nte Eigen­
funktion das Grundgebiet aueh in nieht weniger als n Teile, so daB 
also der Satz gilt: Die nte Eigenfunktion bei einem Sturm-LiouviUeschen 
Problem teilt durch ihre Knotenpunkte das Grundgebiet in genau n Teile. 
Der Beweis wird gewohnlieh dureh eine Kontinuitatsbetraehtung ge­
fuhrt, die hier kurz wiedergegeben sei. Wir besehranken uns der Kurze 
halber auf die Differentialgleichung y"+ Aey = o. Mit y(x, A) be­
zeichnen wir eine von dem Parameter A stetig abhangende, fur x = 0 
versehwindende Losung dieser Differentialgleichung. Es ergibt sich 50-

fort die Identitat 
II: 

y(x, AI) y'(x, A) - y(x, A) y'(x, AI) = (AI -A) !ey(x, Ajy(X, AI) dx. 
o 

1st nun x = ~ eine positive Nullstelle von y (x, A), so folgt 
,; 

y(~, J.l)Y'(~' A) = (AI -A) !ey(x, A) Y(X,A1) dx. 
o 

Es sei nun Al > A und so nahe bei J., daB das Integral reehts positiv 
bleibt. Dann mussen y (~, AI) und y'(~, l) dasselbe Vorzeiehen haben. 
Nehmen wir an, daB bei x = ~ die Funktion y(x, l) von negative~ 
zu positiven Werten iibergeht, daB also y'($, l) positiv ist - y' (~, l) 
kann nieht zugleieh mit y (~, 1) verschwinden -, so ist auch y (~, lJ 
positiv. Da y (x, 11) sich von y (x, 1) bei hinreichend: kleinem A] - A 
beliebig wenig unterscheidet, also in der Nahe von x = ~ Von nega­
tiven Werten zu positiven ubergehen muB, so liegt eine Nullstelle von 
y (x, AI) links von ~, und wir konnen 1 sagen: Rei stetiger Vergro!3erung 
von A rucken die NuUsteUen der Funktion y (x, J.) siimtlich nach links. 
Fur die erste Eigenfunktion gibt es im Innern des Grundgebietes keine 
N ullstelle, sondern nur in den beiden Enden. Wachst 1 vom ersten 
Eigenwert bis zum zweiten Eigenwert, so ruckt dabei die zweite Null­
stelle von rechts in das Innere des Intervalls, und zwar so lange, bis 
der Endpunkt des Intervalls zu einer dritten Nullstelle der Funktion 
wird usw., wodurch der behauptete Satz evident wird 2• 

1 DaB bei VergroBerung von A nicht mehr Nullstellen zwischen 0 und ~ ent­
stehen und daB keine verlorengehen konnen, folgt daraus, daB nie zugleich y 
und y' an derselben Stelle verschwinden konnen. 

sEine andere, die Kontinuitatsmethode vermeidende Wendung erhlllt unser 
Beweis, wenn wir von dem folgenden, nicht auf eine unabhltngige Verltnderliche 
beschrltnkten Satze ausgehen: Verschwindet eine in einem abgeschlossenen Be­
reiche B zweimal stetig differenzierbare Losung u von L [u] + A e u = 0 am 
Rande r von B, ohne im Innern das Zeichen zu wechseln, und ist v eine LOsung 
von L[v] + f.tev=O mit f.t >l, so mua v in B das Vorzeichen wechseln. (Dabei 
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Die hier bewiesene Tatsache beruht im Gegensatz zu dem obigen 
allgemeinen Resultate ganz wesentlich auf dem Umstande, daB man 
es mit einer gewohnlichen Differentialgleichung zu tun hat. Bei Eigen­
wertproblemen partieller Differentialgleichungen kann es vorkommen, 
daB noch beliebig groBe Werte von n existieren, ffir we1che die Knoten 
der Eigenfunktion Un das ganze Grundgebiet in nur zwei Teile teilen. 
Beispiele hierfiir 1 liefert in einfachster Weise die Differentialgleichung 
Au + AU = 0 fiir em Quadrat: 0 <x S n, 0 S Y < n. Man erkennt 

Abb.6. Abb.7. 

hier leicht, daB die zu den Eigenwerten A = 4r2 + 1 gehi:irigen Eigen­
funktionen sin2rx cosy + fL cos2rx siny, wenn fL eine geniigend nahe 
an 1 gelegene positive Konstante ist, nur eine einzige Knotenlinie be-

ist selbstverstandlich ausgeschlossen, daB u oder v in B ident;isch verschwindet.) 
Der Beweis folgt sofort, indem wir mit Hilfe der Greenschen Formel - etwa 
unter der Annahme zweier unabhangiger Veranderlicher - schlieBen: 

II(VL[U] - uL[v]) dx dy = (f' - A) II euv dx dy = Iv ~: ds" 

B B r 
wobei a/an Differentiation nach der l!.uBeren Normalen von r bedeiItet. Ohne 
Beschrl!.nkung der Allgemeinheit diirfen wir annehmen, daB U und v in B posi­
tive Werte besitzen; da auf r sicherlich au/an < 0 ist, so wird dann der Aus­
druck rechts in unserer Gleichung nicht positiv, wiihrend der mittlere Ausdruck 
positiv sein miiBte, falls v in B nicht das Vorzeichen wechselte. 

Wenden wir dieses Resultat auf das Sturm-Liouvillesche Problem mit ver­
schwindenden Randwerten an, so erkennen' wir, daB von zwei Eigenfunktionen 
diejenige mit groBerer Nullstellenzahl zum groBeren Eigenwert gehoren muB; 
denn ein Intervall zwischen zwei geeigneten Nullstellen der Eigenfunktion mit 
weniger Nullstellen muS als echtes Teilintervall ein solches zwischen zwei Null­
stellen der anderen Eigenfunktion enthalten. Da die erste Eigenfunktion keine 
Nullstelle im Innern hat und die nte nicht mehr als n - 1 besitzen kann, so muB 
sie demnach genau (n -1) mal im Grundgebiet verschwinden, wie behauptet wurde. 

1 Vgl. STERN, A.: Bemerkungen iiber asymptotisches Verhalten von Eigen­
werten und Eigenfunktionen. Diss. Gottingen t 925. 



§ 7. Erganzungen und Aufgaben zum sechsten Kapitel. 397 

sitzen. Wie diese Knotenlinie durch Auflosung eines Systems von 
Linien entsteht, veranschaulichen die Abb. 6 und 7 im Faile r = 12. 

§ 7. Erginzungen und Aufgaben zum sechsten Kapitel. 
1. Ableitung der Minimumeigenschaften der Eigenwerte aus ihrer 

Vollstandigkeit. Wir haben in diesem Kapitel aus der Vollstandigkeit 
der durch das Variationsproblem definierten Eigenfunktionen deren 
I~entitat mit der Gesamtheit der Losungen der 'entsprechenden Diffe­
rentialgleichung bewiesen. Umgekehrt kommt es vor, z. B. im Falle 
der trigonometrischen und der Legendreschen Funktionen, daB man 
fiir das Eigenwertproblem einer Differentialgleichung ein voilstandiges 
Funktionensystem als Losungen kennt. Dann kann man die Identitat 
dieses Funktionensystems mit dem durch die Extremumseigenschaften 
definierten folgendermaBen direkt beweisen: Es handle sich urn die 
Differentialgleichung 

L[u]+Aeu=o 

fiir das zweidimensionale Gebiet G und die Randbedingung U = o. 
Die Eigenfunktionen des Differentialgleichungsproblems seien U1, U2, ••• , 

die zugehOrigen Eigenwe.rte AI' A2 , ••• Wir zeigen zunachst, daB fiir 
alle in G mit ihrer ersten Ableitung stetigen und mit einer stiickweise 
stetigen zweiten Ableitung versehenen Funktionen rp, die auf dem 
Rande r verschwinden und den Bedingungen 

(50) !!erp2dxdy = 1, 
G 

(51) (i = 1, 2, ... , n - 1) 

geniigen, das Integral 
D [ rp] :::: l,. 

wird. Aus der Greenschen Formel folgt namlich wegen der Rand­
bedingung rp = 0: 

D[rp] = -jjrpL[rp]dxdy, 
G 

und die Voilstandigkeitsrelation [vgl. Formel (23a), S.370], angewandt 
fiir die Funktionen rp und L [rp]/e, ergibt weiter 

D[rp] = - i y,jjuiL[rp]dxdy 
t=1 G 

(52) 

mit 
y, = jjerpu,dxdy. 

G 

Aus (52) folgt nach der Greenschen Formel unter Beriicksichtigung von 
L[u.] = -l,eu,: 

00 

(53) D[rp] = I~n. 
\=1 
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Da nun nach (51) 
ri = 0 fur i = 1, 2, ... , n - 1 

und nach (50) wegen der VoIlstlindigkeitsrelation 
00 

~rl= 1 
i=l 

ist, so folgt unmittelbar, wenn die ~ nach wachsender GroBe geordnet 
sind: 

Man erhalt ferner, wie schon friiher gezeigt, durch einfache Ausrechnung 

D[un] = An' 

SO daB die Minimaleigenschaft der nten Eigenfunktion gegenuber den oben 
bezeichneten Funktionen q; bereits bewiesen ist. DaB sie auch fur solche 
Funktionen q; besteht, von denen nur Stetigkeit und Existenz einer 
stuckweise stetigen ersten Ableitung vorausgesetzt wird, folgt aus dem 
Umstande, daB man eine solche Funktion mit ihrer Ableitung stets 
durch Funktionen der oben gekennzeichneten Klasse derart approxi­
mieren kann, daB sich die zugehOrigen Integrale D[q;] beliebig wenig 
unterscheiden. (Vgl. hierzu die Oberlegungen in Kap. IV, § 3, 7.) 

2. Charakterisierung der ersten Eigenfunktion durch ihre Null­
stellenfreiheit. Auf S. 392 wurde die erste Eigenfunktion durch ihre 
Nullstellenfreiheit charakterisiert. FUr diese Tatsache sei hier ein 
anderer Beweis gegeben, der auf einer - auch sonst in der Variations­
rechnung benutzten - von JACOBI herriihrenden Methode beruht. 
( Methode der multiplikativen Variation.) 

Wir 1<:onnen uns dabei auf den Fall der Gleichung 

Au-qu+lu=O 

beschranken. Wir haben dann zu beweisen: Gibt es eine Losung u dieser 
Gleichung, welche am Rande r eines Gebietes G verschwindet, aber 
nirgends im Innern, so ist 

~[q;] = f f(q;~ + q;= + qq(2) dx dy 2: 1 Jf q;2dx dy 
G G 

fUr aIle zulassigen Funktionen q;, wobei das Gleichheitszeichen nur fUr 
q; = konst. u gilt. Zum Beweise denken wir uns jede solche Funktion q; 
in der Form 

q;=1Ju 

dargesteIlt. Das ist moglich, well u in G nicht verschwindet. Es wird 
dann 

~[q;]= ff[u2(1J;'+ 1J=) +2uu",1J1J",+2uull1J1JII+ (u;,+ u=) 1J2 + qu21J2]dx dy. 
G 
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Set zen wir 2171Jx = (1J2)x, 21J 1Jy = (1J2)y und wenden wir Produktintegra­
tion an, so ergibt sieh, da die auftretenden Randintegrale verschwinden, 

~[IPJ = jj[U2(1J; + 1J~) - UAU1J2 + qu21J2]dxdy. 
G 

Verwenden wir die Differentialgleichung fiir u, so ergibt sieh 

~[IP] = jj[U2(1J~ + 1J;) + AU21J2]dxdy > Ajju21J2 dx dY = AjjlP2dxd y, 
G G G 

wobei das Gleiehheitszeiehen nur fiir 1Jx = 1Jy = 0, d. h. fiir 1) = const. 
steht, w. z. b. w. 

3. Andere Minimumeigenschaften der Eigenwerte. Man beweise 
folgenden Satz: Das Problem, den Integralausdruck 

D[vl' ... , vn] = ~[VI] + ... + ~[vn] 
zum Minimum zu machen, wobei zur Konkurrenz aIle Systeme von n 
zueinander orthogo:J.alen, normierten, im Grundgebiet mit stiickweise 
stetigen Ableitungen versehenen Funktionen zugelassen werden, wird 
gelDst durch die Funktionen Vi = Ui oder irgendein durch orthogonale 
Transformation aus diesen Funktionen entstehendes Funktionensystem. 
Dabei sind die Funktionen U1 , ••• , Un die erst en n Eigenfunktionen des 
Gebietes. Der Minimalwert ist gleich der Summe der ersten n Eigen­
werte Al + ... + An' 

Man beweise ferner folgenden Satz: Sind V}J v~, ... , Vn - 1 stetige 
Funktionen in G und bedeutet d{VI' V2, ... , Vn-l} die untere Grenze 
des Integralausdruckes ~[IP]' wobei IP auBer den iiblichen Stetigkeits­
bedingungen noch der einzigen Nebenbedingung 

jjeIP2dxdy - J!(ljelPvidXdy)2= 1 
G ,-1 G 

unterworfen wird, so ist der nte Eigenwert An gleich dem Maximum. 
von d{v l , V2 , ..• , vn_I }, welches fiir VI = u1 , •.• , vn - 1 = Un-l; cP = Un 
angenommen wird. 

Diese Formulierung ist deShalb bemerkenswert, weil sie nur die 
eine quadratische Nebenbedingung braucht und auf die linearen ver­
ziehten kann. Allerdings muB man dafiir eine etwas kompliziertere 
aus dem iiblichen Rahmen der isoperimetrischen Probleme heraus­
fallende Gestalt der Nebenbedingung in Kauf nehmen. 

Die Dbertragung dieser Formulierung auf das entsprechende ele­
mentare Problem bei quadratischen Formen solI dem Leser als Aufgabe 
iiberlassen bleiben. 

Andere, fiir manche Anwendungtm niitzliehe Formulierungen des 
Eigenwertproblems geben wir an Hand des Beispiels der Differential­
gleichung L1 U + AU = 0 bei der Randbedingung U = 0: 

H[IP] = fJIP2dxdy = Min. Max. 
G 
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unter den Nebenbedingungen 

D[!pJ = jj(!P; + !p~)dxdy = 1, 
G 

(i = 1, ... , n - 1), 

wobei der Sinn der Minimum-Maximum-Problemstellung sich unmittel­
bar ergibt. 

Aquivalent ist ferner das Problem, unter denselben Nebenbedingun­
gen den Ausdruck 

f f (11 !p)2 dx dy 

zum Maximum-Minimum zu machen, wobei nunmehr von den Ver­
gleichsfunktionen !P Stetigkeit der erst en und stuckweise Stetigkeit der 
zweiten Ableitungen verlangt werden muB. 

4. Asymptotische Eigenwertverteilung bei der schwingenden 
Platte. Fur die Differentialgleichung 11 11 u - l u = 0 der schwingenden 
Platte gilt bei den Randbedingungen u = 0 und bu/Bn = 0 (einge­
spannte Platte) die asymptotische Abschiitzung 

A(2) = /n VI, 
" (4nn)2 
An "" ,-I - . 

woraus folgt 

Dabei ist wie fruher A (2) die Anzahl der Eigenwerte unterhalb der 
Schranke 1, ferner 1n der nte Eigenwert und t der Flacheninhalt der 
Platte. Wir konnen also auch sagen: Der nte Eigenwert der eingespann­
ten Platte ist mit wachsendem n asymptotisch gleich dem Quadrate des 
nten Eigenwertes der eingespannten Membran. Insbesondere hangt er 
wiederum nur von der GroBe, nicht von der Gestalt der Platte abo Ana­
loges gilt in drei Dimenslonen1. 

5. Man leite die Gesetze der asymptotischen Eigenwertverteilung 
fur die Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung (vgl. die Resultate von 
§ 2, 3) sowie fur gewohnliche Differentialgleichungen vierter Ordnung 
nach der Methode von § 4, 3 abo 

6. Man stelle die Gesetze der asymptotischen Eigenwertverteilung 
auf fUr elliptische sich selbst adjungierte Differentialgleichungen, die 
aus einem beliebigen definiten quadratischen Variationsproblem ent­
springen. 

7. Man fiihre die Behandlung zweiparametriger Eigenwertprobleme 
(siehe das Lamesche Problem aus Kap. V, § 9,3) mit Methoden der 
Variationsrechnung durch. 

8. Parameter in den Randbedingungen. Die Eigenwertprobleme, 
bei denen, wie in Kap. V, § 16, 4 der Parameter in der Randbedingung 

1 Vgl. COURANT, R.: "Ober die Schwingungen eingespannter Platten. Math. 
Zeitschr. Ed. 15, S.195-200. 1922. 
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auf tritt, lassen sich yom Standpunkte der Variationsrechnung aus 
ebenfalls leicht beherrschen. 1m Falle der Differentialgleichung LJ u = 0 
und der Randbedingung au/on = AU handelt es sich darum, ein Integral 

f f (lP~ + lP;) dx dy 

zum Minimum zu machen, wahrend fiir das Randintegral von lP 2 eine 
Beziehung 

besteht und auBerdem noch geeignete lineare N ebenbedingungen gesteilt 
werden. Der Leser moge diesen Ansatz weiter verfolgen. 

1m Faile, daB G der Einheitskreis ist, werden die Losungen dieses 
Problems durch die Potentialfunktionen ynCosn {}, yflsinn-& gegeben; 
die Eigenwerte sind An = n2• 

1m allgemeinen Faile zeigt sich durch Anwendung der Methoden 
dieses Kapitels leicht, daB An die Ordnung n 2 besitzt, und es folgt daher 
aus § 3, Nr. 1 die Vollstandigkeit der Eigenfunktionen in bezug auf den 

Ausdruck ~[lP] = f lP2ds, d. h. die Randwerte der Eigenfunktionen 
r 

bilden ein vollstandiges System von Funktionen in s, woraus sich 
wiederum schlieBen Hi.Bt, daB jede in G regulare Potentialfunktion im 
Mittel durch unsere Eigenfunktionen approximiert werden kann. 

9. Eigenwertprobleme fur geschlossene Flachen. Das Eigenwert­
problem der Laplaceschen Kugelfunktionen stellt das einfachste Bei­
spiel ffir ein Problem auf einer geschlossenen FHiche dar, wobei Regu­
laritat auf der ganzen Flache an Stelle der Randbedingungen tritt. 
Die Theorie dieser Eigenwertprobleme kniipft sich genau nach der im 
Kap. VI entwickelten Methode an ein Minimumproblem bzw. Maximum­
Minimum-Problem fiir einen Quotienten ~: ~ an, wo ~ ein quadratischer 
mit den Ableitungen von lP gebildeter Ausdruck und NlP] ein positiv­
definiter quadratischer Ausdruck ohne Ableitungen, gebildet fUr die 
geschlossene Flache als Integrationsgebiet, ist. Die Theorie dieser 
·Eigenwertprobleme HiBt sich auch auf andere quadrati'sche Differen­
tialausdriicke auf geschlossenen Flachen iibertragen. 

10. Eigenwertabschatzungen beim Auftreten von singularen 
Punkten. Wir haben in § 2, 4 das Auftreten singularer Punkte an 
dem Beispiel der Besselschen Eigenwertprobleme behandelt, wobei der 
Fall der Besselschen Funktionen nullter Ordnung eine Sonderbetrachtung 
mit Benutzung spezieller Eigenschaften der Besselschen Funktionen 
notig machte. Hier solI gezeigt werden, wie man durch einen methodisch 
allgemeinen auch sonst anwendbaren Gedanken jene Sonderbetrachtung 
vermeiden kann. Es handelt sich urn das zu den Ausdrticken 

1 

D[ip] = f xq/2 dx, 
o 

Courant-Hilbert, Mathem.tische Physik I. 2. Auf!. 26 
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gehOrige Eigenwertproblem ohne Randbedingung fiir den Punkt x = 0 
und etwa mit der Randbedingung cp(1) = o. Nach Einfiihrung von 
fX cp als gesuchte Funktion gewinnt man fiir den nten Eigenwert 1,. 
unseres Problemes leicht die Abschiitzung An < n2]1.2, fiir die Anzahl 

1 ,r A(A) der unterhalb A gelegenen Eigenwerte also A(A) > ;; rt,. 

Zur Abschiitzung von 1,. nach unten, also von A (A) nach oben -
diese Abschiitzung ist hier unsere spezifische Aufgabe - wahlen wir 
eine beliebig kleine positive ZaW e zwischen 0 und 1 und beachten, daB 
A (A) < Bl (1) + B2 (A) gilt, wo B1 , B2 die Anzahlen der unterhalb A ge­
legenen Eigenwerte fiir die Ausdriicke 

, • 1 1 

DI = / xcp'2dx, HI = / Xcp2 dx bzw. D2 = / xcp'2dx, H2 =/ xcp2dx 
o 0 E E 

sind, wobei die Stetigkeit der Funktion cp an der Stelle x = e aufge­
hoben ist, so daB beide Male det Punkt x = e als freier Endpunkt auf­
tritt. Fiir B2 (A) ergibt sich nach den iiblichen Methoden dieses Kapitels 

die asymptotische Beziehung B~l) -+ : (1 - e), und es bleibt als Auf­

gabe die Abschiitzung von Bl (A), die wir folgendermaBen erreichen: 
E 

Wir majorisieren HI durch Ht =e / cp2 dx und minorisieren Dl durch 
• 0 

Dt = J x (1 - ;) cp'2 dx. Es wird nun in unmittelbar verstandlicher 
o 

Bezeichnung Bl (),) < Bt (),). Andererseits konnen wir die Eigenfunk­
tionen und Eigenwerte des neu entstandenen Eigenwertproblemes 
explizite angeben, indem wir das Intervall 0 < x <e durch die Trans-

formation x = (1 +~) ~ auf das Intervall -·1 < ~ s 1 transformieren. 

Als Eigenfunktionen ergeben sich die Legendreschen Polynome in ~ 

nnd als Eigenwerte die ZaWen n (ne:---.!l. Somit wird nunmehr Bl (),) 

sBt(A)Se(1 +d)-yI, wo jedenfalls d mit wachsendem A gegen Null 
strebt. Wir erhalten nunmehr, da wir e beliebig klein wahlen konnten, 
durch Zusammenfassung unserer Ergebnisse fast unmittelbar die asym­
ptotische Abschatzung 

11. Minimumsatze ftir Membran und Platte. Unter allen ein­
gespannten Membranen oder Platten von gegebenem Umfang oder 
Flacheninhalt, gegebener konstanter Dichte und Elastizitat haben die 
kreisformigen den tiefsten Grundton. (Zum Beweis vgl. fiir den Fall 
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gegebenen Umfanges die erste unten zitierte Arbeit, ffir den Fall ge­
gebenen Flacheninhalts die Arbeiten von FABERl und E. KRAHN2.) 

12. Minimumprobleme bei variabler Massenverteilung. Man be­
weise folgende Satze, welche interessante Beispiele zur Variations­
rechnung darstellen: 

Der Grundton einer eingespannten Saite gegebener gleichmaI3iger 
Spannung, auf welcher eine gegebene Gesamtmasse verteilt ist, wird 
moglichst tief, wenn die Gesamtmasse im Mittelpunkt konzentriert ist. 

Man beweise die analogen Resultate ffir eine Membran und eine Platte. 
13. Knotenpunkte beim Sturm-Liouvilleschen Problem und Maxi­

mum-Minimum-Prinzip. Der Satz aus § 6, daB die nte Eigenfunktion 
eines Sturm-Liouvilleschen Problems das Grundgebiet durch ihre Null­
stellen in n Teile teilt, ergibt sich auch auf Grund der folgenden Be­
trachtungen 3. Halt man bei einer schwingungsfiihigen Saite n - 1 be­
liebig gewiihlte innere Punkte fest, so ist der Grundton des entstehenden 
aus n unabhangigen Saiten bestehenden Systems identisch mit dem 
tiefsten unter den Grundtonen der Teilsysteme. (Vgl. § 1,3.) Die 
Grundschwingung des zerlegten Systems wird dann gegeben durch 
die Grundschwingung des betreffenden Teilsystems und Ruhelage der 
Clbrigen Teilsysteme. Der Grundton des zerlegten Systems wird nun 
bei Abanderung der vorgeschriebenen Knotenpunkte moglichst hoch, 
wenn die entstehenden n Teilsysteme samtlich dense1ben Grundton 
haben. Denn hatten zwei benachbarte Teilsysteme verschiedene Grund­
tone, so konnte man durch Verriickung des beiden gemeinsamen Knotens 
den Grundton des einen erhohen, den des anderen erniedrigen, bis beide 
Tone gleich hoch sind. In dem betrachteten Exttremfalle kann nun die 
Grundschwingung des zerlegten Systems durch eine stetig differenzier­
bare Funktion reprasentiert werden, welche eine zu der betreffenden 
Schwingungszahl gehorige in jenen n - 1 Punkten verschwindende 
Eigenfunktion des urspriinglichen Gesamtsystems darstellt. Also: H iilt 
man eine Saite in n -1 Punkten lest und sucht durch geeignete Wahl dieser 
Punkte den Grundton des zerlegten Systems moglichst hock zu macken, so 
ergiht sick als Losung eine Eigenlunktion des ursprunglichen Systems mil 
n -1 inneren Nullstellen. Nennen wir die gewonnenen Eigenwerte 1-'", 
die zugehorigen Eigenfunktionen vl'I' so ist jedenfalls 1-'1'1+1 :> 1-'1'1, weil es 
sicherlich ein durch zwei passende benachbarte Nullstellen von v" defi­
niertes Intervall gibt, welches als echtes Teilintervall dasjenige zwischen 
zwei Nullstellen von VI'I+1 enthalt und weil einer Verkleinerung des Inter­
valls eine ErhOhung des Grundtons entspricht. (Vgl. S. 396, Anm.) 

1 FABER, G.: Beweis, daB unter allen homogenen Membranen von gleicher 
Flache ... Bayr. Akad. 1923. 

a KRAHN, E.: tJber eine von Rayleigh formulierte Minimaleigenschaft des 
Kreises. Math. Ann. 94. 

8 Vgl. HOHENEMSER: Ingenieurarchiv 1930, 3. Heft, wo ahnliche Betrach· 
tungeD aufgestellt werden. 

26* 
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Indem wir wie friiher mit 1,; die Gesamtheit der wachsend geord­
neten Eigenwerte der Saite bezeichnen, erkennen wir, daB jedenfa1ls 
/-tn > An gilt, da ja die /-ttl unter den An enthalten sein mussen. Andrer­
seits ist die Festhaltung eines vorgeschriebenen Knotenpunktes lediglich 
ein Spezialfall bzw. Grenzfall einer linearen Nebenbedingung, wie wir 
sie in § 1,4 fur unsere die Eigenwerte l,. definierenden Variations­
probleme betrachtet haben. Das Maximum des Minimums bei Be­
schrankung auf solche spezielle Nebenbedingungen, d. h. die Zahl /-tn, 
kann also nicht groBer sein als das Maximum des Minimums, wenn 
beliebige lineare Nebenbedingungen zugelassen werden, d. h. als l,.. 
Somit ist /-tn < An und daher mit Rucksicht auf das obige Resultat 
/-tn = An. Der Nullstellensatz uber die Sturm-Liouvilleschen Eigenfunk­
tionen ist damit bewiesen. 

Literatur zum sechsten Kapitel. 
COURANT, R.: Beweis des Satzes, daB von allen homogenen Membranen gegebenen 

Umfanges und gegebener Spannung die kreisfOrmige den tiefsten Grundton 
besitzt. Math. Zeitschr. Bd. 1, S. 321-328. 1918. - 'Ober die Eigenwerte bei 
den Differentialgleichungen der mathematischen Physik. lb. Bd. 7, S. 1 - 57. 
1920. - 'Ober die SChwingungen eingespannter Platten. lb. Bd. 15, S.195 
bis 200. 1922. - Ein allgemeiner Satz zur Theorie der Eigenfunktionen selbst­
adjungierter Differentialausdriicke. Nachr. Ges. GOttingen (math.-phys. Kl.) 
1923, Sitzungvom 13. Juli. - 'Ober die Anwendung derVariationsrechnung ••• 
Acta math. 49. • 

KNESER, A.: lntegralgleichungen; vgl. Literatur zu Kap. III. 
LIOUVILLE, J.: Memoire sur Ie d6veloppement des fonctions ou parties de foncticma 

en series dont les divers termes sont assujetis a. satisfaire a. une m8me equation 
differentielle du second ordre contenant un parametre variable. J. math. pures 
et appl. 5er.1, Bd. f, S.253-265. 1836. - lb. Bd. 2, 5.16-35,418-436. 1837. 

WEYL, H.: Das asymptotische Verteilungsgesetz der Eigenwerte linearer partieller 
Differentialgleichungen (mit einer Anwendung auf die Theorie der Hohlraum­
strahlung). Math. Ann. Bd. 71, S. 441-479. 1912. - 'Ober die Abhangigkeit der 
Eigenschwingungen einer Membran von deren Begrenzung. J. f. d. reine u. 
angew. Math. Bd. 141, S. 1-H. 1912. - "Ober das Spektrum der Hohlraum­
strahlung. lb. S.163-181. - "Ober die Randwertaufgabe der Strablungstheorie 
und asymptotische Spektralgesetze. lb. Bd. 143, S.177-202. 1913. 

RICHARDSON, R. G. D.: Das Jacobische Kriterium der Variationsrechnung und 
die Oszillationseigenschaften linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
Erste Mitteilung Math. Ann. 68, S. 279, Zweite Mitteilung Math. Ann. 71, 
S. 214. - 'Ober die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir daa 
Bestehen eines Kleinschen Oszillationstheorems. Math. Ann. 73, S. 289. 

Es sei hier die Gelegenheit benutzt, darauf hinzuweisen, daB Herr 
RICHARDSON in einem leider nicht verOffentlichten Manuskript, welches kurz 
vor dem Kriege als Entwurf einer Abhandlung der Redaktion der Mathe­
matischen Annalen vorgelegen hat, das Eigenwertproblem elliptischer Diffe­
rentialgleichungen behandeite und auf anderen Wegen Resultate erzielte, die 
mit denen des vorliegenden Kapitels weitgehende Beriihrungspunkte aufweisen; 
insbesondere gilt das fiir das Verhalten der Eigenwerte beim Anwachsen des 
Gebietes bzw. der Koeffizienten in der Randbedingung und ihre Abhangigkeit 
von den Koeffizienten der Differentialgleichung, ebenso wie fllr die Slltze iiber 
die Nullstellen der Eigenfunktionen. 



Sie b en tes Kapi tel. 

SpezieUe durch Eigenwertprobleme 
dermierte ·Funktionen. 

§ 1. Vorbemerkungen iiber lineare Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 

Wir wollen in diesem Kapite1 auf einige der schon friiher definierten 
Funktionenklassen naher eingehen, namIich auf die Besselschen Funk­
tionen, die Legendreschen Funktionen und die allgemeinen Laplace­
schen Kugelfunktionen. Dabei werden wir uns auf einen etwas all­
gemeineren Standpunkt stellen als in den vorangehenden Kapiteln. Wir 
wollen niimlich die unabhangige Variable beliebige komplexe Werte 
durchlaufen lassen und demgemaB unsere Funktionen als Funktionen 
einer komplexen Variablen mit Hilfe der Methoden der Funktionen­
theorie untersuchen. Auch werden wir nicht nur die oben genannten 
Funktionen, sondem die Gesamtheit der Losungen der betreffenden 
Differentialgleichungen, denen diese Funktionen genfigen,. ins Auge 
fassen. Wir wollen als bekannt voraussetzen, daB jede soIehe lineare 
Differentialgleichung auch bei komplexer unabhangiger Variabler 
z = x + iy zwei linear unabhangige Losungen besitzt, aus denen sich 
die allgemeinste mit konstanten Koeffizienten linear zusammensetzen 
laBt, und daB alle Losungen, abgesehen von festen durch die Koeffi­
zienten gegebenen singularen Punkten, regulare analytische Funktionen 
von z sind. Durch soIehe lineare Differentialgleichungen werden zahl­
reiche neue und wichtige Funktionenklassen definiert, die sich nicht 
unmittelbar auf die elementaren Funktionen reduzieren lassen, aber 
vielfach durch Integrale fiber elementare Funktionen ausgedrfickt wer­
den konnen. 

Urn Losungen einer linearen Differentialgleichung 

L[u] + pu = 0 

in Form einer Integraldarstellung zu erhalten, bedient man sich zweck· 
maBigerweise in vielen Fiillen der MetJwde der Integraltranstormation, 
die wir hier erst allgemein schildem. Man fiihrt statt der unbekannten 
Funktion u (z) eine neue unbekannte Funktion v (C) der komplexen 
Variablen C = ~ + iT} durch eine Gleichung 

(1) u(z) = J K (z, C) v (C) dt 
o 



406 VIl. Spezielle durch Eigenwertprobleme definierte Funktionen. 

ein, wobei der Transformationskern K (z, C), der in jeder der komplexen 
Variablen analytisch sein soil, und der Integrationsweg C jeweils ge­
eignet zu bestimmen sind. Die Differentialgleichung geht alsdann iiber in 

I(L[K] + pK)v(C) dC = 0, 
o 

wobei sich der DifferentiationsprozeB L auf die Variable z bezieht und 
die Vertauschbarkeit des Prozesses L mit der Integration vorausgesetzt 
wird. 

Verfiigt man nun iiber K, indem man L[K] durch einen nur in bezug 
auf die Variable C gebildeten Differentialausdruck A [K] ersetzt, also 
K (z, C) der partieilen Differentialgleichung 

L[K] = A[K] 

unterwirft, und vertreibt sodann durch Produktintegration, deren An­
wendung wir wieder als erlaubt voraussetzen, die Ableitungen von K, 
so geht unser obiges Integral iiber in 

I K(z, C)(B[v] + pv)dC; 
o 

dabei ist B[v]~der zu A [v] adjungierte Differentialausdruck (vgl. Kap.V. 
§ 1). Zu diesem Integral tritt noch ein Randbestandteil, den wir durch 
geeignete Wahl des Integrationsweges zum Verschwinden bringen konnen. 
Falls die partieile Differentialgleichung, ffir deren Wahl man weitgehen­
den Spielraum hat, und die transformierte Differentialgleichung 

B[v] + pv = 0 

in einfacher Weise explizite gelost werden konnen, und zwar derart, daB 
die obigen Voraussetzungen zutreffen, so erhalt man durch diese Me­
thode die Losung u (z) in der angegebenen Integralform. 

In der Analysis treten solche Integraltransformationen in ver­
schiedener Gestalt auf. Fiir den Kern 

K (z, C) = ezl; bzw. eizl; 

z. B. erhalten wir die Transformation von Laplace, ffir 

K(z, C) = (z - C)'" 

die Transformation von Euler. 

§ 2. Die Besselschen Funktionen. 
Wir betrachten zunachst die Besselsche Differentialgleichung 

(2) z2 11' + z1l + zBu - lBU = 0 

und verlangen, ihre samtlichen Losungen aufzufinden und zu unter­
suchen, wobei sowohl z als auch der Parameter 1 als komplexe GroBen 
angesehen werden soilen. 
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1. Durchfiihrung der Integraltransformation. Wir versuchen 
die Integration von (2) durch die Transformation (1) zu leisten. Durch 
Einsetzen in die Differentialgleichung folgt 

r (Z2 Kzz + zKz + Z2 K - 12 K) V (C) dC = o. 
d 

Wir unterwerfen nun K der Differentialgleichung 

Z2 Kzz + zKz + Z2 K + KI;I; = 0, 

fUr welche die Funktion 
K(z, C) = e±izsinl; 

eine in der ganzen z- und C-Ebene eindeutige und reguHi.re Losung ist. 
Unsere Differentialgleichung (2) geht uber in 

j(Kcc + 12K) V (C) dC = 0 -.J[·noo ,K+ ioo 
c 

oder, wie man durch Produktintegration er­
kennt, in o ! K(z,C} {v" +12v}dC + !aOc{Kvl 

- Ki;V}dC = o. 
c c 
Da die transformierte Differentialgleichung -ioo -ioo 
,,"+12v =0 <;lie Losungen e±ill; besitzt, Abb.8. Abb.9. 

bleibt als Aufgabe nur, den Integrationsweg 
geeignet zu bestimmen. Dazu beachten wir, daB auf den senkrechten 
Abschnitten der in Abb. 8 und 9 mit Ll und L2 bezeichneten Wege der 
Realteil von - iz sin C fUr m (z) > 0 negativ ist und mit wachsendem 
I ci exponentiellnegativ unendlich wird. Setzen wir dannK(z, C) =e-izs1nl;, 

so strebt auf Ll und L2 der Zusatzanteil K v' - Kl;v beiderseits gegen 
Null, und wir erhalten in den Integralen 

I Hi (z) = - ! ! e-izslnl;+iA.1; dC , 
Ll 

HI(z) = - ! !e-iZ slnl;+il. I; dC 
L. 

zwei Losungen der Differentialgleichung (2), die sog. Hankelschen Funk­
tionen. Man uberzeugt sich leicht, daB diese Integrale fur m (z) > 0 
konvergieren und die zu ihrer Herleitung erforderlichen Voraussetzungen 
erfiillen. 

2. Die Hankelschen Funktionen. Die Hankelschen Funktionen 
Hi (z) und In (z) sind durch die Integrale (3) nur ffir die rechte Halb­
ebene m (z) > 0 definiert. Wir konnen sie jedoch folgendermaBen 
leicht analytisch fortsetzen. 
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Setzen wir bei festem z = x + i Y zur Abkiirzung 

!W = -izsinC + ilC, 

so wird 
C = ~ + i1J , l = a + ib , 

at! (C) = y sin~ ~oi1J + x cos~ 6in1J - b~ - a1J ' 

3!(C) = -xsin~~oi1J + ycos~6in1J + a~ - b1J. 

Wahlen wir sodann fiir die senkrechten Teile, z. B. des Weges L1 , 

statt der Abszissen 0 und -n die Abszissen ~o und -n - ~o, so bleibt 
das uber diesen Weg L~ erstreckte Integral f ef(l;) dC fiir solche z kon-
vergent, fur welche L: 

ysin~o - xcos~o < 0 

gilt, welche also in der einen durch die Gerade 

ysin~o - xcos~o = 0 

begrenzten Halbebene liegen. In dem Teile dieser Halbebene, der auch 
noch in der Halbebene x > 0 liegt, k6nnen beide Integrationswege 
verwendet werden und ergeben, wie man aus dem Cauchyschen Inte­
gralsatze erkennt, dasselbe Resultat. In dem anderen Teile aber gibt 
uns das uber den neuen Weg erstreckte Integral die analytische Fort­
setzung der Funktion Hi (z). Lassen wir nun ~o in geeigneter Weise eine 
unbeschrankte Folge positiver und ebenso eine solche Folge negativer 
Werte durchlaufen, so entsteht nach und nach das gesamte analytische 
Gebilde der Funktion Hi (z), namlich eine Riemannsche Flache, die im 
Nullpunkt einen Verzweigungspunkt mit von l abhangiger Ordnung 
besitzt. 

Fiir ~o = - ~ verschwindet der wagerechte Bestandteil des Inte-

grationsweges, und wir erhalten fUr Hi (z) das Integral 

-00 

welches die Funktion in der oberen Halbebene 3 z > 0 darstellt. Lassen 
wir z in dem Sektor 

d<argz<n- d 

ins Unendliche wachsen, so strebt der Integrand auf dem ganzen Inte­
grationswege gegen Null; wegen der gleiehmaBigen KonV'ergenz des 
Integrals in jedem Teilgebiet 3z > (! > 0 daher auch die Funktion Hi (z) . 
In analoger Weise ergibt sieh, daB die Funktion HI (z) gegen Null strebt, 
wenn z in dem Sektor 

n + d < argz < 2n - d 
ins Unendliche wachst. 
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Wir haben also das Ergebnis: 
Die Hankelsche Funktion Hi(z) strebt gegen Null, wenn die Variable z 

in einem Sektor ~ < arg z < n -!5 der oberen Halbebene ins Unendliche 
geht. Die Hankelsche Funktion .m (z) strebt gegen Null, wenn z in einem 
Sektor n + ~::::;: argz<2n- ~ der unterenHalbebene ins Unendliche gehtl. 

Aus dem Verhalten der Hankelschen Funktionen im Unendlichen 
erkennen wir leicht, daB keine der Funktionen Hi (z) und .m (z) identisch 
verschwindet und dafJ beide tur jedes 1 voneinander linear unabhiingig sind. 

Zum Beweise zeigen wir, daB die Funktion Hi (z) auf der positiven 
imaginaren Achse und die Funktion m (z) auf der negativen imagina­
ren Achse mit I z I iiber a11e Grenzen wachst. 

Um eine Darste11ung von Hi (z) zu erhalten, die auf der positiven 
imaginaren Achse konvergiert, nehmen wir fur die Abszissen der senk­
rechten Teile des Integrationsweges L; die Werte -~o bzw. n + ~o, wobei 

:If 
~o eine beliebige Zabl im Interva11 0 < ~o < "2 sein so11. Da die tiber diese 

Teile erstreckten Integrale f ef(Clde mit wachsendem y gegen Null kon­
vergieren, konnen wir uns auf die Untersuchung des Restbestandteils 

-~. f e1Is1n~-bS+iae d~, 
n+e. 

also - wie man durch Ausfiihrung der Substitution ~ = ~' +!!. 
leicht erkennt - des Integrales 2 

!!.+~. 
2 f @:ofb~eVCOB~ cosa ~ d~ 
o 

beschranken. Man sieht aber im Faile la I ~ 1 direkt, im Faile lal > 1 
durch etwas genauere Abschatzungen 8, daB dieses Integral mit y _ 00 

iiber alle Grenzen wachst. . 

1 Diese Aussage gilt nur von dem betrachteten Ausgangszweig der Funktion 
Hl<z) bzw. Hl(z); die fibrigen Zweige stellen sich als lineare Kombinationen 
der Ausgangszweige dar, die das beschriebene Verhalten nicht zeigen. 

n 
I Man wllhle zunachst ;0 so, daB 2" +;0 ein ganzzahliges Vielfaches von n/2a 

wird. Dann ist das zu untersuchende Integral 
n n 

7~ofb;e1JCOBe cosa;d;=~Jcos;12 (-WQ:of ~(;+ ~ ~}1JCOB~(~Hi)ld;. 
o 0 ~O 

Hier iiberwiegt bei wachsendem y mehr und mehr das erste Glied der Summe, 

da der Exponent cos.!; um wenigstens 1 - cos.!!..... groBer ist als irgendeinel' 

der folgenden Expone:ten cos.! (; + ~~). Dies~: Glied wllchst aber mit y 
Ober aIle Grenzen. a 2 
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Eine ana10ge Betrachtung HiBt sich fur die Funktion Hi (z) und die 
negative imaginare Achse durchfuhren. 

Aus der hiermit bewiesenen linearen Unabhangigkeit der Funk­
tionen HI (z) und IIi (z) fo1gt, daB wir mit den Hanke1schen Funktionen 
bereits die Gesamtheit der Losungen der Besse1schen Differentialg1ei­
chung beherrschen. Denn jede Losung 1aBt sich durch eine lineare 
Kombination 

darstellen. 
Wir fugen noch die Bemerkung hinzu, daB durch das Verhalten 

im Unendlichen und die Dillerentialgleichung (2) die Hankelschen 
Funktionen Hl (z) und IIi (z) bis auf einen von z freien Faktor ein­
deutig festgelegt sind. Gabe es namlich zwei voneinander linear unab­
hangige Losungen der Besse1schen Differentia1g1eichung, welche die 
genannte Eigenschaft etwa fur die obere Ha1bebene haben, so muBte 
jede Losung sie besitzen, also z. B. auch IIi (z). Dies steht aber irn Wider­
spruch zu der soeben bewiesenen Tatsache, daB I IIi (z) I auf der positiven 
imaginaren Achse uber alle Grenzen wachst. 

Endlich betrachten wir die Hankelschen Funktionen bei festern 
z :f 0 in ihrer Abhiingigkeit vom Parameter 1. Da der Integrand in (3) 
analytisch von 1 abhangt und die Integra1e in jedem endlichen 1-Gebiet 
gleichrnaBig konvergieren, so folgt, daB die Hankelschen Funktionen 
analytische Funktionen, und zwar ganze transzendente Funktionen von 1 
sind. -

3. Die Besselschen und Neumannschen Funktionen. Von physi­
kalischem Interesse sind die Losungen der Differentialg1eichung (2), 
die fur reelle lund z reel1 sind. Urn zu ihnen zu gelangen, setzen wir 

(4) 

dabei ist 
(5) 

{Hl(Z) = J;.(z) + iN),(z), 
m(z) = J),(z) - iNI.(z); 

die sog. Besselsche Funktion vorn Index 1 und 

(5') N;,(z) = ;i (Hi(z) - H~(z») 

die entsprechende Neumannsche Funktion. Da die Substitutionsdeter­
rninante 

.-

2 2 i 
1 2 

2i - 2i 

von Null verschieden ist, so sind auch die Funktionen ];. (z) und N). (z) 
/1"r aile i. linear unabhiingig. 
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Fur reelle z und reelle 1 sind die Hankelschen Funktionen H1(z) und 
m (z) koniugiert komplex zueinander. Ersetzen wir nlimlich in der Dar­
stellung 

H1(z) = - ! f eiz 81n~-iJ.~ dC, 
L1 

wo 1.1 das Spiegelbild von Ll an der reellen Achse ist, C durch -C. so 
folgt 

Hi (z) = ! f e- i.z sln~+i).~ de, 
-L1 

und da - Ll gleich dem im negativen Sinne durchlaufenen Wege La 
ist, so wird 

HHz) = - ! fe-izsin~+i).~dC = Hl(z). 
1;. 

Fiir reelle 1 und z ist also];. (z) der Realteil und N;. (z) der Imaginlir­
teil der Hankelschen Funktion H1(z) und daher J;.(z) und N;.(z) reell. 

Eine Funktion H"..;.(:) (v = 1, 2) ist eine Losung der Besselschen 
Differentialgleiehung fur den gleiehen Wert von ;., wie llJ. (z), da in der 
Differentialgleichung nur ;"2 auftritt. Die Funktionen llJ. (z) und Ir..;. (z) 
konnen indessen nieht linear unabhlingig sein, da sie nach Nr. 2 im Un­
endliehen dasselbe Verhalten zeigen. 

In der Tat ergibt sieh, wenn man in der Darstellung 

H1 J. (z) = - ..!..friZ sln~-iJ.~ dC 
- n 

L, 

die neue Integrationsvariable -c - 'TC einfiihrt, sofort die Beziehung 

(6) H~). (z) = eiJ.n Hi (z) 

und durch eine entsprechende Rechnung 

(6') IP_J. (z) = rib HHz) . 

Fur die Besselschen und Neumannschen Funktionen mit negativem 
Index erhlilt man 

eUn Hi(z) + e-iJ.n H~(z) 
J-J.(z)=-- . 2 ' 

(7') 
i·J.n Hl(z) - e-iJ.n H~(z) 

N_).(z) = 2i -; 

sie sind im Gegensatz zu den Hankelschen Funktionen von den Funk­
tionen ];. (z) bzw. N;.{z) nicht fUr jedes llinear abhlingig, sondern nur 
dann, wenn die Substitutionsdeterminante 

- =-smA'TC 1 I etA'" e- i ;' .. Ii. 
4 1 1 2 
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verschwindet, d. h. nur wenn A eine ganze rationale Zahl n ist. In diesem 
Falle ist 
(8) 

(8') 

I-n(z) = (-1)nIn(z), 
N _n(z) = (-1)"Nn(z). 

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung (2) konnen wir 
daher, wenn A keine ganze Zahl ist, in der Form 

c1h(z) + c2 I _J.(z) 
darstelien. 1m Falle 1 = n dagegen verwendet man die Summe 

-Jt~ioo .%~ioo cdn(z) + c2 Nn(z) , 

doch werden wir spater sehen, daB auch in diesem 
l Falle Nn (z) in einfacher Weise aus In (z) und I -n (z) 

berechnet werden kann (vgl. Nr.9). 
4. Integraldarstellungen der Besselschen Funk-

o tionen. Addieren wir die Integrale (3) fUr Hi (z) 
-Jl" .% und m (z), so heben sich die auf der imaginaren 

Abb. to. Achse verlaufenden Integrationswege auf; wir er-
halten also in der rechten Halbebene ffiz> 0 fur IA (z) die Darstellung 

(9) h (z) = - ~fe-iZSine+i!.e dC, 
2.71," . 

L 

wobei L der in Abb. 10 gekennzeichnete Kurvenzug ist. 
1st l speziell eine ganze Zahl, so fallen wegen der Periodizitat des 

Integranden auch die Integrale uber die senkrechten Abschnitte des 
Weges L fort; es ergibt sich 

n 

(10) In(z) = 2~feizsine-inedC 
-n 

oder, da der Realteil des Integranden gerade und der Imaginarteil 
ungerade ist, n 

(10') In(z) = ! f cos (z sinC - nC) dC . 
o 

Durch diese Integrale ist In(z) fur jedes z definiert. Wir erkennen, 
daB die Besselschen Funktionen mit ganzzahligem Index in der ganzen 
Ebene regular und eindeutig und daher ganze Funktionen sind. . 

Die Darstellung (10) lehrt ferner, daB In (z) der nte Fourierkoeffizient 
in der Fourierentwicklung von 

00 

(11) eizsinC = LIn(z) eine 
-00 

nach C ist. Wir konnen diese Entwicklung auch als Definition der Funk­
tion In(z) fur ganzzahliges n dUrch eine erzeugende Funktion eizslne 
betrachten. 
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Fur reelle Z und C folgen aus (11) die Relationen 
00 

cos(zsinC) = ~ln(z) cosnC, 
-00 

00 

sin(zsinC) = "21n(z) sinnC, 
-00 

die jedoch auch fUr kornplexe z und C bestehen bleiben. 
Beachten wir noch, daB 

1-n(z) = (-1)n1n(z) 
gilt, so erhalten wir 

00 

(12) 
cos(zsinC) =lo(z) + 2'1;12n(z)cos2nC, 

1 

00 

2'1;12n-l (z) sin{2n -1)C 
1 

1t: 
und speziell fur C = "2 

cosz = lo(z) - 212(z) + 214(z) - + "', -00 

413 

i 

sinz = 211 (z) - 21s(z) + - .... =~=~_t-_tt' 
Fuhren wir in (9) die Integrations- -ex> :z 

variable r = e-il; ein, so folgt 

(13) h(z) = 2~i (ef(l;-t)(),-ldC Abb. It. 

i 
wobei fiir L der in Abb. 11 gekennzeichnete Schleifenweg zu nehrnen ist. Er 
verHiuft an den beiden Ufem der negativen reellen Achse bis zurn Punkte 
C = -1 und urnkreist sodann den Nullpunkt langs des Einheitskreises1. 

Fur ganzzahliges A. = n heben sich die Integrale uber die geradlinigen 
Teile auf, und es wird 
(14) 1n(z) =_1 .ffief(l;-t)C-n-ldC. 

21t:z ':l' 

1 n (z) ist also der nte Koeffizient der Laurententwicklung 

(15) 
-00 

Auch diese Entwicklung hiitten wir zur Definition der ] n (z) fur ganzes n 
heranziehen konnen. 

1 Zu dieser Darstellung waren wir auf Grund der in § 1 geschilderten Methode 
direkt gelangt, wenn wir den Transformationskern der Differentialgleichung 

z2K,,+zK.+Z2K - Z:(Z:K,)!; = 0 

unterworfen hatten, die durch die Funktion K = J- (1;- t) gelost wird. Die trans­
formierte Differentialgleichung ist sodann [z:(z:v),], - ,(2v = 0 und besitzt die 
Losungen v = Z;±),-l. 
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Fuhren wir in (13) die Transformation C = 2v/z aus - zunachst 
unter der Annahme eines reeIlen z > 0 -, so entsteht mit demselben 
Integrationsweg: 

(16) h. (z) = _1_. (!.-)A{e"-H-r"-l v- (A+l) dv. 
2.;u 2. 

L 

Da aber das Integral rechts fur aIle Werte von z konvergiert, so 
werden durch (16) die Besselschen Funktionen fur aIle z dargesteIlt. 
Insbesondere erkennen wir, daB der Quotient fA (z)/zA lur iedes 1 eine ganze 
Funktion von z ist. 

5. Eine andere Integraldarstellung der Hankelschen und Bessel­
schen Funktionen. Wir wollen uns jetzt einer anderen Integraldarstel­
lung der Besselschen Funktionen zuwenden, die wir erhalten, wenn wir 
die Differentialgleichung flir f J. (z) / zA ansetzen und auf sie die Laplacesche 
Transformation anwenden. - Es liegt namlich nahe, zu vermuten, daB 
wir so zu einfachen Ergebnissen gelangen werden, da h.(z)/zA eine ein­
deutige Funktion von z ist. - Zu diesem Zweck fiihren wir in 

"+ 1 I ( J.2) U zU + 1 - Z2 u = 0 

die neue Veranderliche v (z) ein durch 

u -:- vzA , 

wodurch wir erhalten 
(17) zv" + (2A + 1) v' + zv = O. 

Der Ansatz 

w(z) = f K(z, C) v(C) dC, K = ez: 
a 

liefert 

f (zKzz + (21 + 1') Kz + zK) v (C) dC = 0 
a 

oder, da im spezieIlen FaIle der Laplaceschen Transformation 

Kz=CK, 
K~=zK, 

also zKzz = C2K~ gilt, 

j{(1 + C2)K~+ (21 + 1)CK}v(C)dC 
a 

= -jK(z,C){(1+C2)v' -(21-1)Cv}dC+/ :~ (Kv(1 + C2))dC=O. 
a a 

Die Differentialgleichung ist also gelOst, wenn wir v (0 und C so be­
stimmen, daB 

(1 + ca) v'(C) - (21- 1) ~vm = 0 
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gilt und ez'v(~}(1 + ~2) an den Enden von C gleiche Werte annimmt; 
es ergibt sich 

oder 

Also wird 

V'(~) 2). - 1 
V(~)=1+~B~ 

v (C) = c(1 + CS)I.-t. 

w{z) = c! eZ'(1 + ~2)).-1 d~ 
o 

oder, indem wir i~ als neue Integrationsvariable einfiihren, i(-1)1.- 1 

in die Konstante ziehen und den Integrationsweg wieder mit C~ be-
zeichnen: 

w(z) = c!eiZC(C2_W-ldC. 
o 

Urn einen zulassigen Integrationsweg zu finden, konstruieren wir 
uns zunachst die Riemannsche Flache des Integranden, indem wir die 
beiden Punkte ~ = +1 und C = -1 durch einen Verzwei­
gungsschnitt verbinden und langs diesem unendlich viele 
Blatter aneinander heften. Insbesondere konnen wir den 
Verzweigungsschnitt langs zweier von den Punkten +1 
und -1 ausgehender Halbstrahlen ins Unendliche fUhren. 
Verstehen wir dann unter C1 und C2 zwei im Hauptblatt 
der Riemannschen Flache verlaufende Wege, die je einen 
der beiden Halbstrahlen umschlief3en - ohne dabei einen -1 

Abb.12. 

+1 

der Punkte +1 oder -1 zu treffen - (vgl. Abb. 12, wo 
die Halbstrahlen parallel zur imaginaren Achse verlaufen), so konver­
giert das Integral w (z) fiber einen dieser Wege fUr solche z, ffir welche 
langs des Strahles ~(iz~) gegen -00 geht; zugleich strebt dann der 
Ausdruck 

Kv (,2 - 1) = (,2 - 1)h! eizC 

an beiden Enden des Integrationsweges gegen Null, d. h. w (z) ist eine 
Losung von (17). SchlieBt der Strahl mit der ~-Achse die Richtung lX 

ein, so ist dies der Fall, wenn 
y COslX + x sinlX > 0 

gilt, wenn also z=x+iy in der einen durch die Gerade y COSlX+X sinlX=O 
begrenzten Halbebene liegt. Wir konnen aber genau wie in Nr. 2.die 
Integrale analytisch fortsetzen, indem wir lX eine unbegrenzte Folge 
positiver wie eine Folge negativer Werte in geeigneter Weise durch­
laufen lassen. Wahlen wir insbesondere ffir beide Wege lX = n/2 wie in 
Abb. 12, so konvergieren beide Integrale in der rechten Halbebene 
~(z) > O. Drehen wir den Weg C1 bis in die Lage der positiven reellen 
Achse, so konvergiert das entsprechende Integral in der oberen Halb­
ebene und strebt gegen Null, wenn z in dem Sektor 

~:S argz ~ n - ~ (0 < ~ < ~) 
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unbegrenzt wiichst. Nach der Bemerkung von Nr. 2 muB das Integral 
also bis auf einen von z unabhiingigen Faktor mit Hi (z)/i identisch sein. 

Wir finden 

und analog 

Hl(z) = a1zl! eizQC2 - 1)l-l dC 
c, 

Hl(z) = a2zl (eiZ~ (~ - 1)l-t dC . 
c~ 

Die Koeffizienten a1 und tlz, die nur von 1 abhiingen k6nnen, sind 
entgegengesetzt gleich. Dies folgt - zunachst ffir reelle 1 - aus der 
Bemerkung von Nr.), daB die Hankelschen Funktionen ffir reelle 1 
und z konjugiert komplex zueinander sind. Denn aus 

~ 
~ 

Abb.13. 

HHz) = -as zlj eiz~ (C2 - 1)"-1 dC 
-c, 

ergibt sich wegen - [2 = C1 t sofort 

H~ (z) = - a2 Hi (z) 
at 

und daraus as (1) = -a1 (1) . 
Da nun nach Nr.2 die Hankelschen Funktionen und, wie sofort er­

kennbar ist, auch die Integrale J eizqCZ - 1)l-t dC analytisch von A 
abhiingen, so sind die Koeffizienten a1 (1) und a2 (1) analytische Funk­
tionen von 1, d. h. die Relation al = -az = c gilt allgemein. 

Addieren wir die beiden Integraldarstellungen ffir die Hankelschen 
Funktionen, so k6nnen wir den entstehenden Integrationsweg zu dem 
Achterweg 2{ der Abb. 13 deformieren, welcher +1 im positiven und 
-1 im negativen Sinne umkreist. Wir erhalten eine Darstellung der 
Besselschen Funktionen 

h (z) = C zl. f eizl; (C2 - 1)I.-t dC, 
!)( 

welche, da der Integrationsweg im Endlichen verliiuft, ffir 1 =l= n + t 
(n = 0, ±1, ... ) in der ganzen z-Ebene giiltig ist. 

Zur Bestimmung der Konstanten c vergleichen wir mit der Integral­
darstellung (16) und fin<ien ffir z = ° die Relation 

c j(CZ -1)A- t dC = ~l 2~ijevv-I.-1dv. 
~ L 

Das Integral links besitzt, wie aus den Db~rlegungen der nachsten 
N ummer hervorgehen wird, den Wert 

f (C2 - 1)1.-, d, = 2ni r(l + ~~(t _ J.) . 
~ 

t C1 und Ca verlaufen hier, urn die Konvergenz auf der positiven reellen 
Achse sicherzustellen, parallel zur irnaginaren Achse (vgl. Abb. 12). 
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Urn das Integral rechts zu bestimmen, betrachten wir das Integral 

_1_.jefl vt- 1dv 
2'f$ 

L 

speziell fiir reelle positive Werte von t. Denn da dieses eine analytische 
Funktion von t darstellt, so genfigt es, die ZUrUckfiihrung auf bekannte 
analytische Funktionen fUr solche t zu 

leisten.. -00 ===~:;::===~o)O 
Unter der Voraussetzung t > 0 

konnen wir den Einheitskreis auf den 
Abb.14. 

Nullpunkt zusammenziehen; denn da der Exponent t - 1 > -1 ist, 
ist das Integral in den Nullpunkt hinein konvergent. Nach dem 
Cauchyschen Satze andert sich der Wert des Integrals nicht, wenn 
wir statt fiber L von - 00 bis 0 unterhalb der reellen Achse und dann 
von 0 bis - 00 oberhalb der reellen Achse integrieren (vgl. Abb. 14): 

o -00 

1 f 1 • 1 f .--. e"vt-1dv = --. Jetlvt- 1 dv + -;- e"vt-1dv 
2n. 2n. 2n. (ffir t > 0). 

L -00 0 
unterhalb oberhalb 

der reellen Achse 

Setzen wir v = - W, so wird das· erste Integral 
o 00 

_1_. jwt-le-It-llnie-ID( -dw) = _1_. !wt-le-lt-llnie-lDdw 
2n' 2n, ' 

00 0 

das zweite 00 

-..!.-fwt- 1 elt - 1)ni e-ID(-dw) 
2n' ' 

o 
also die Summe 

00 

-1-.fwt-le-lD(etni - e-tnt"'ldw 2n. J , 
o 

und da fl.:rr;j, - e-t:rr;i = 2 i sinnt und definitionsgemaB 
00 

!wt -: 1 e- lD dw = r(t) 
o 

ist, so hat die Integralsumme den Wert 

sinnt T(t). 
n 

Aus dem Erganzungssatze der Gammafunktion 

r(t) r(1- t) = ~t 
SIDn 

ergibt sich sinnt r(t) = _i_ 
n r(1 - t) . 

Courant-Hilbert. Matbematiscbe Physik I. 2. AufL 27 
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Es gilt also: 1 f t-l vd _ ~1~ 2ni v e v - r(1 _ t) . 
L 

Fur unsere Konstante c finden wir somit den Wert 

1 1 F(t - J.) 
c = 2;t 2l F(t) 

und erhalten schlieBlich ffir ] l (z) die Darsteilung 

(18) J;.(z) = F(t-;---=~ (~)}. (eiZ :; (C2 - 1)l-! dC. 2nzrm ,2 • 
~ 

Diese Darsteilung gilt fur aile 1 auBer A. = n + !, wo n eine ganze ratio­
nale Zahl > 0 ist. 

Fur die Hankelschen Funktionen ergeben sich entsprechende F ormeln: 

Hl (z) = ~ r(t - ).) (~)lJeizqC2 - 1)l-! dC 
l 'ni rm 2 ' 

(18') C1 

1st m (1) > - i, so kann man aus (18) die sehr gebrauchliche Dar­
steilung ableiten: 

+1 

(19) J;.(z) = r(t)r~J.+t) (~rJeiZ!:(1 - C2)l-!dC. 
-1 

Setzt man C = sin T, so ergibt sich fur m (A.) > - t: 
:c 

+2 

(20) J;.(z) = rmr~J.+t) (~YJcOS(ZSill1:)(COST)2)'dr. 
n 

2 

6. Potenzreihenentwicklung der Besselschen Funktionen. Man 
gelangt zu einer Potenzreihenentwicklung der in der ganzen z-Ebene 
eindeutigen und regularen Funktion J;.(z)/zA auf elementarem Wege, in­
dem man wie in Kap. V in die Differentialgleichung (2) mit dem Ansatz 

00 

u(z) = zJ.1: ayzV 

o 

eingeht und die Koeffizienten a. sukzessive bestimmt. lpI Rahmen 
unseres Gedankenganges wollen wir jedoch die Potenzreihenentwick­
lungen aus den Integraldarstellungen gewinnen. 

Wir gehen von der Integraldarstellung (18) aus und entwickeln die 
Funktion eiz !: in ihre Potenzreihe; wir setzen dabei voraus - urn (18) 
verwenden zu konnen -, daB 1 von einer Zahl n + t verschieden ist 
(n = 0, ± 1, ± 2, ... ). Da diese Reihe gleichmaBig in jedem endlichen 
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~-Gebiet konvergiert, so k6nnen wir die Integration gliedweise aus­
fiihren und erhalten 

00 

h(z) = r(!.-).) (~)" ~ z" i fl jr.(C2 -1)l-idC. 
2nzr(!) 2 ..:::;;.; n! 

n=O ~ 

Bei der Bestimmung der Integrale J t;n (C2 - 1)"-1 dC beaehten wir, 
~ 

daB wir es mit analytischen Funktionen von 1 zu tun haben und daB 
es daher genugt, diese Funktionen fur alle 1 mit au > 0 zu ermitteln. 
In diesem Falle k6nnen wir namlich den Integrationsweg auf die beider­
seits durchlaufene Strecke -1 < C < 1 zusammenziehen. 

Der Wert des Integranden ist 

oberhalb der reellen Achse: e"i(,t-il t;n(1 - C2)1.-1 , 

unterhalb der reellen Achse: e- ni (l.- ll C"(1 - C2)J.-i, 

und daher 
1 f C"(C2 - 1)1.-1 dC = -2i sinn(l- t) f C"(1 - C2)1.-1 dC. 

~ -1 

Das Integral reehts verschwindet fur ungerade Werte von n; ffir 
gerade Werte ergibt sich 

1 f C2f1(C2 - 1),t-1 dC = 4i sinn (1 + t) f C2"(1 - C2)I.-l dC. 
~ 0 

Durch die Transformation ,2 = u geht dies uber in 

1 J C2f1(C2 - W-id~ = 2i sinn (1 + t) J u"-! (1 - u)"-l du. 
~ 0 

Das Integral rechts ist ein Eulersches Integral erster Gattung. Aus der 
bekannten Beziehung 

1 

B(P q) = jxP- 1 (1 _ X)Q-1 dx = r(p)r(q) , r~+~ 
o 

folgt 

f C2"(C2":"" 1)1.-1 dC = 2i sinn (1 + t)B(n + -t, 1 + t) 
~ 

_ 2" (7 + 1) r(n + !)r(l + !) 
- zsmn A 2 1'(l+1) . 

Nun ist aber 

r(x)r(1 - x) = sin: x , also r(l + ~)sinn(l+ ~) = 1'(t"'-2)' 

Daher wird 

j C2"(C2 _ 1).t-!dC = 2ni I'(n + t) 
1'(t - l) I'(n + l + 1) 

~ 
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und speziell fUr n = 0 

/("2 ).l-i d" _. rm 
.. - 1 .. - 2n$ r(J. + 1) r(l _ ;.)' 

~ 

Tragen wir die gefundenen Werte nun in un sere Reihe fiir J;.(z) 
ein, so ergibt sich 00 

oder wegen 

(21) 

1 (Z)1~(-1)" 2n r(n+!) 
h(z) = rm 2" ..::. (2n)!' z F(n + F+-Ti 

n=O 

(Z).l ~ (-1)" (Z)2n 1 
J'!{z) = 2" ..:;;.; 1i! 2" r(n + i. + 1)' 

n=O 

Die Koeffizienten 1jr(n + l + 1) verschwinden nie, falls l keine ganze 
rationale Zahl ist. 1st 1 jedoch eine solche, so ist 

1 0 fUr n+l+1<O, 
r(n + J. + 1) = 

fUr n + 1 + 1 > O. 

Die obige Voraussetzung l =F n + i erweist sich, da die Reihe (21) 
auch fUr die Werte 1 =·n + i gleichmaBig konvergiert und, wie wir 
bereits sahen, J.l (z) analytisch von 1 abhiingt, als unn6tig fUr die 
Giiltigkeit der Entwicklung (21). 

Da die Reihe in (21) bestandig konvergiert, so folgt, da/3 JA (z)/zl' 
eine ganze transzendente Funktion, wenn nicht etwa ein Polynom bzw. 
eine Konstante ist. Dies letztere ist aber unmoglich,'weil r(n + 1 + 1) 
mit endlich vielen im Falle eines negativen ganzen rational en l auf­
tretenden Ausnahmen eine endliche Zahl ist, so daB auch der Koeffi­
zient von z211 nicht verschwindet; also besitzt die Reihe fUr h (z)jz.l in 
jedem Fall unendlich viele nicht verschwindende Glieder. 

Aus der Reihenentwicklung (21) ist unmittelbar ersichtlich, daB 
h (z) fUr reelle lund z reell ist, da die Gammafunktion fUr reelle Argu­
mente reelle Werte hat. 

7. Relationen zwischen den Besselschen Funktionen. Nachdem 
wir fiir die Besselschen Funktionen die Potenzreihenentwicklung und 
Integraldarstellungen abgeleitet haben, wollen wir aus der Integraldar­
stellung einige allgemeine Eigenschaften der Besselschen Funktionen 
entwickeln. Es ist (vgl. S. 414) 

(16) J.l(z) = _1_. (!..).lfV-{.l+1)/-:: dv 
2nz 2 . ' 

L 

wobei L den Integrationsweg von Abb. 11, S.413 bedeutet, somit 
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Wir differenzieren nach Z2, und zwar auf der rechten Seite formal 
unter dem Integralzeichen, was, wie wir sogleich zeigen werden, er­
laubt ist: 

Die Differentiation unter dem Integralzeichen ist gestattet, weil auf 
dem Integrationsweg L die Ungleichung I v I >1 gilt und somit fur 
I Z I <h die Funktion 

gleichmaBig beschrankt, die rechte Seite also ein gleichmaBig konver­
gentes Integral uber eine analytische Funktion von 1:2 ist. 

Multiplizieren wir die letzte Gleichung beiderseits mit IH, so steht 
rechts wieder eine Besselsche Funktion, und·wir erhalten: 

(22) dk ];.(Z)_( 1)k j )'H(Z) 
d (Z2)k z;:- - -"2 ---z;::tk, 

oder anders geschrieben: 

(_d_)k ];. (z) = (-1)k j)'H (z) . 
zdz z). z~+k 

Speziell gilt fur k = 1 : 

(23) 
d h(z) h+1 (z) 

dz z;:- - -z-). -

d. h. die Rekursionsformel 

(24) 
d];. (z) ;. 
([Z" = z h (z) - h+1 (z) , 

die fur l = 0 die spezielle Gestalt 

]1 (z) = - d~oz(Z) 
annimmt. 

Wir untersuchen noch besonders die FaIle l = -!, l = i. Nach 
(21) ist 

(z)-i ~ (-1)" (Z)2n 
J-i(Z)="2 ":;:"nlr(n+i)"2 ' 

n=O 
und da 

r(n + t) = (n - t) (n - t) ... t . tr(t) 

ist, wird 
= (n - t) (n- t) ... ~ . t y; 

~
oo _ 

2 :-1 -1 " 2 ] -i (Z) = - ~ (--) Z2n = l/-coSZ. 
nz":;:" (2n)l V nz 

n=O 
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Benutzen wir die obenstehende Differentiationsformel (23) fiir 1 = - !: 

so folgt 

d. h. 

(25) 

d J _ t (z) J! (z) 
di ---:;=r = - z-t ' 

d 1/2 1/2 . J,(z) 
dir;cosz=-V;smz=- z-t' 

It (z) = 1/ 2 sinz. V nz 

Durch Division ergibt sich 
J -t(z) 
h(z) = ctgz. 

Die Besselschen Funktionen fiir 1 = - i, 1 = i driicken sich also 
einfach durch trigonometrische Funktionen aus. 

Aus 
J ( ) - Hl(z) + H1(z) 

.LZ - 2 ' 

Hl(z)ei).n + m(.t)e-ib 
J-;,(z) = 2 

folgt fiir 1 = i: 
J ( ) - Hi(z) + Hi(z) 

i z - 2 ' 

oder 
-'J () - Hi(z) - Hi(z) 

~ -i z - 2 • 

Durch Addition ergibt sich 

(26) Hl(z) = Ii (z) - iJ -t (z) = V· 2 (sinz - i cosz) = -'- i 1 (2 eiz 
nZ V~ 

und durch Subtraktion 

(26') Hi(z) = It (z) + iJ -t (z) = 1/ 2 (sinz + i cosz) = i 1/ 2 e- iz • r nz r nz 

Diese Entwicklungen beleuchten die schon erwabnte Tatsache, daB 
die Besselschen, Neumannschen und Hankelschen Funktionen in ahnlicher 
Beziehung zueinander stehen wie die Sinus-, Cosinus- und Exponential­
funktion. Auch bei den Siitzen iiber die Verteilung der Nullstellen, die wir 
spiiter ableiten, werden wir diese Analogie wieder bemerken (vgl. Nr. 8). 

Wir hatten auf S. 421 die Relation 

(22) 

abgeleitet. Wenden wir sie fiir 1 = ! an: 

~V/2 sinz = ( __ ~)k hH(z) 
d(Z2)k n z 2 zkH' 
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so folgt 

d. h. jede Besselsche Funktion J Hi (z) Hi.Bt sich ausdriicken als rationale 
Funktion von trigonometrischen Funktionen und von z, multipliziert 
mit yz. 

Zu einer anderen Rekursionsformel gelangen wir, indem wir in der 
Relation 

unter dem Integralzeichen differenzieren. Es ergibt sich 

J; (z) ~ .:,11 ,H'-B , -, d, -1'Hc- tl ('-' d, I' 
(27) J~(z) = !{h.-dz) - h.+1 (z)}. 
Subtrahieren wir hiervon 

so folgt 
(28) 

J';. (z) = 4 h. (z) - h.+ dz), 

Diese Relation k6nnen wir auch folgendermaBen schreiben: 

J1- 1 (z) 2). 1 2). 1 
];.(z) =-Z-- ];.(z) =&-2).+2 1 

J1+1 (z) -z- - 2). +4 _ . 
z 

So ist JJ.-1 (z)/Jdz) durch einen unendlichen Kettenbruch dargestellt; 
seine Konvergenz k6nnen wir hier jedoch nicht untersuchen. Wenn wir 
iiberall mit z heraufmultiplizieren, nimmt der Kettenbruch die Gestalt an: 

(29) z IJ._1(z) = 2).-~ Z2 

IJ.(z) 2).+2-2).+4_. 

FUr ;. = ! ergibt sich 

(30) 
1- (z) Z2 

Z I ~Z) = zctgz = 1 - 3 _ Z2 
t 5 - . 

Dies ist ein unendlicher Kettenbruch fiir ctgz, der schon im 18. Jahr­
hundert bekannt war und mit dessen Hille LAMBERT! die Irrationalitat 
von :n bewiesen hat, indem er z = :n/4 setzte. 

1 LAMBERT, J. R.: Memoire sur quelques proprit\tes remarquables des quan­
tites transcendentes circulaires et logarithmiques. Rist. Acad. Berlin Jg. 1761, 
S. 265 - 322. insb. S 269. 1768. 
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Fur Besselsche Funktionen mit ganzzahligem Index n gilt das 
folgende Additionstheorem: 

00 

(31) J,.(a + b) = ~ J~(a)Jn-v(b). 
t'= -00 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar durch Betrachtung der er­
zeugenden Funktion ei(a+b) sin ( = eiasin~. eibsinC. Hiernach ist 

woraus die Behauptung folgt. 
Speziell fur n = 0 besteht eine etwas allgemeinere Relation: 

(32) Jo(ya2 + b2 + 2abcos.x) = Jo(a)Jo(b) + 2i:J,,(a)J_,,(b)cosY(X. 
1 

Zum Beweise benutzen wir die Integraldarstellung (10) und schreiben 
das Produkt J,,(a) J _~(b) als Doppelintegral 

n n 

_1_ fdr fdr ei(asin~\+bsin~.)-i"(Cl-~') 
431:2 ;'1 "2 • 

-n -;n; 

Dieses liiBt sich aber nach einigen Umformungen auf die Gestalt 
n 

21n f Jo (Va2 + b2 + 2ab cos.x) e- i "'" d.x 

bringen, womit die Rel(!tion (32) bewiesen ist. 
Endlich erwahnen wir noch, daB sich eine gewissen Voraussetzungen 

unterworfene Funktion I (r) mit Hilfe der Besselschen Funktionen in 
ahnlicher Weise darstellen liiBt wie mit Hilfe der Exponentialf,unktionen 
gemaB dem Fourierschen Integraltheorem (vgl. Kap. II, § 6 und Kap. V, 
§ 12). Es sei I (r) stetig und stuckweise glatt, und es existiere 

00 

(rl/(r) I dr'. 
o 

Dann gilt lur iede ganze Zahl n und r > 0 die Formel 
00 00 

/(r) = I sdsltl(t)J,.(st)Jn(sr) dt. 
o 0 

Zu dieser Formel fiihrt die folgende Oberlegung: Wir set zen 

x = rcos{), y = rsin-& 

und betrachten die Funktion 

g(x,y) =/(r)einD 
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die unter den obigen Voraussetzungen iiber I (r) sieher stetig und -
abgesehen von der Umgebung des Nullpunktes - mit stiickweise 
stetigen Ableitungen versehen ist. Wenden wir auf diese Funktion 
g (x, y) das Fouriersche IntegraItheorem fiir zwei Dimensionen an (vgl. 
Kap. II, § 6, 2) und vertauschen die Integrationsfolge der beiden inneren 
Integrale, was einer genaueren Rechtfertigung bedarf, so folgt 

00 00 00 00 

g(x, y) = 4~ f f e'(U+l1l1) du dv f f g(~, 1]) e-'(U,Hl1'1) d~ d'Y} . 
-00-00 -00-00 

Fiihren wir auch fiir die Integrationsvariablen ~,1]; u, v Polarkoordi­
naten ein: 

so ergibt sich 

,= scos~, 
1]=ssin~, 

u = tcosP, 
v=tsinp, 

00 noon 

I{r) eifl {} = 4~B f tdt f eirt C08 (p-{}) dp f sl(s) ds f e'fllX e-iltcos(IX-Pl d~. 
o -n O-n 

Durch die Substitution 

P -{}= ~ +', 
(J(,-p=~'-~ 

2 

geht di~ser Ausdruck bei Beachtung d.er Periodizit1i.t der Exponential­
funktionen iiber in 

00 noon 

I(r) eifl{} = ~:: ftdt J rirt sinP'+ifl/l' dp' J s I (s) ds J e-i.tSinl¥'HfllX' d(J(,' , 
o -n O-n 

womit durcb Ausfiihrung der Integrationen nach ~' und pi mit Hilfe 
der Formel (10) die behauptete Relation 

00 00 

I{r) = jtlfl(rt) dtjs/(s)l,,(st) ds 
o 0 

unmittelbar folgt. 
Anstatt die Vertauschung der Integrationsfolge zu rechtfertigen, 

konnen wir den Beweis der IntegraIformel (33) auch in der folgenden 
dem Beweise des Fourierschen Integraltheorems (Kap. II, § 6) nach­
gebildeten Weise fiihren. Wir benutzen die fUr jede stiickweise glatte 
im Nullpunkte verschwindende Funktion I(r) geltende Relation: 

(34) 

/I 

I(r) = lim j s /(s) P,,(s, r) ds, 
11-'00 0 
1) 

Pf/(s,r) = jtl,,(st)l,,(rt)dt. 
o 
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wobei a eine beliebige positive Zahl a> r> 0 bedeutet. Diese Relation 
entspricht genau demDirichletschen Integral von Kap. II und wirdauch in 
ahnlicherWeise bewiesen. Wir zeigen, daB unter derVoraussetzung der 

00 

Existenz des Integrals f r I/(r) 1 dr die Integration nach s bis ins Un-
o 

endliche ausgedehnt werden kann. Denn aus der fUr r =!= s giiltigen 
Identitiit 

(35) Pv(r,s) = 2~----dsfn(vr)fn+1(vs) - rfn(vs)fn+1(vr)}, s - r 

die man ohne weiteres aus der Relation (36) der nachsten Nummer 
erMlt, ",enn man die Rekursionsformel (24) beriicksichtigt, folgt, daB 
PI) (r, s) bei festem r =!= 0 mit wachsendem s gleichmiiBig in v gegen Null 
strebt (z. B. bei Beachtung der asymptotischen Entwicklungen der 
Besselschen Funktionen fUr groBe Argumente, vgl. Kap. V, § 11, 2 oder 
Kap. VII, § 6, 2). Daher wird auch das Integral 

b 

.r s I(s) PI) (r, s) ds 
a 

fUr hinreichend groBes a gleichmiiBig in v und b beliebig klein, woraus 
die Behauptung, d. h. die Relation (33) folgt. 

8. Die Nullstellen der Besselschen Funktionen. Zum SchluB 
wollen wir noch einige Siitze iiber die Nullstellen der Besselschen Funk­
tionen ableiten1• 

Die Besselsche Funktion h. (z) geniigt der Differentialgleichung 

Jf(z) + ! J~(z) + (1- ~)h.(z) = o. 
Setzen wir 

z = ~lt, ~l = konst. =!= 0 , 
so folgt: 

J'{(~lt) + ~:t J~(~lt) + (1- ~~:ii)h.(~lt) = O. 
Ebenso gilt fiir 

z = ~2t, ~2 = konst. =!= 0: 
" . 1, 1).2 ) 

J;. (~2t) + ~2tJ;.(~2t) + \1 - ~~t2 Jd~2t) = O. 
Aus diesen Gleichungen leiten wir eine neue ab, indem wir die erste 

mit ~~tJ;.{~2t), die zweite mit -~~th.(~lt) multiplizieren und beide 
addieren. Dann ergibt sich 

t(~ur(~lt)h.(~2t) - ~ur(~2t)h.(~lt») 

+ (~lJ';.(~lt)h.(~2t) ---- ~2J~(~2t)h.(~lt») 

+ (~ - ~) t];.(~lt) h (~2t) = o. 
1 Vgl. hierzu die verwandten Ausfiihrungen in Kap. VI, § 2, 4. 
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Die ersten zwei Summanden sind zusammen gleich der Ableitung der 
Funktion 

nach t; durch Integration der letzten Gleichung von 0 bis t folgt daher 

I t(~tfJ.(Elt)h.(~"t) - E2JJ.(~"t)~J.(~lt)) 

(36) + (~ _ ~~) f t J;. (~l t) J;. (~st) dt = o. 
o 

Es gilt also, wenn wir von 0 bis 1 integrieren, I (Etf';.(~l) J;.(E,,) - EsJ';.(E,,) J:(El)) 

(37) + (~i - E~) f t J;.(~l t)]J. (~2t) dt = o. 
o 

Aus dieser Gleichung kannen wir Schlusse auf die Verteilung der 
Nullstellen von ];.(z) ziehen. (Vgl. hierzu Kap. VI, § 6.) 

Es sei E eine von Null verschiedene Nullstelle von];. (z). Wir setzen '1 = ~, ~s =~, \vo ~ den konjugiert komplexen Wert von ~ bezeichnen 
mage. ~1 und Es fallen also nur fur reelle ~ zusammen. 

Es sei l reell, so daB also];. (z) fiir reelle z reelle Werte besitzt. 
Die Koeffizienten der Potenzreihe (21) sind reell; verschwindet da­
her ];'W, so ist auch J;'(~) = O. Wir haben also in Gleichung (37) 
h(~J = ];.(~,.) = 0 zu setzen; die groBe Klammer verschwindet da­
bei, und der zweite Summand geht iiber in 

1 

(~s - f2) ft I J;.(~t) 12dt = O. 
o 

Wir haben ~ =F 0 vorausgesetzt. Da die Besselsche Funktion nicht iden-
1 

tisch verschwindet, ist ft I];. (~t) I"dt =F 0, alsoE2-~s= (~-~) (~+e) =0, 
o 

d.h. 
oder 

Somit ist ~ reell oder rein imaginar. Fiir ree11e l hat also die Bes­
selsche Funktion J J. (z) nur reelle oder rein imaginare Nullste11en. 

Um zu untersuchen, wie es sich mit den rein imaginaren Nullstellen 
der Besselschen Funktionen verhiilt, gehen wir von der Potenzreihen­
entwicklung 

00 

];. (z) =..!. ~ (- 1)" (!.-)2" 1 
Z). 2J. ..:;;.; n! 2 F(n + i. + 1) 

n=O 

aus. Indem wir z = ai, a reell =l= 0 einsetzen, wird 
00 

];.(z) 1 ~ (a)Bft 1 
zr-=2.l.":;;'; "2 n!I'(n+A+1)' 

n-O 
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Da l reell ist, ist n + l + 1 fiir aIle n mit endlich vielen Ausnahmen 
positiv, und da die r-Funktion fiir positive Argumente positive Werte 
hat, sind alle Koeffizienten der Potenzreihe bis auf endlich viele am An­
fang der Reihe positiv. Fur groBe 1 a 1 uberwiegen die hOheren Potenzen, 

und da fUr a :f 0 stets (%yn> ° ist, wird ]~~z) > ° fiir aIle hinreichend 

groBen 1 a I. Nur auf einem endlichen Stuck der imaginaren Achse 
konnen also Nullstellen der Funktion h(z)/I auftreten; als ganze tran­
szendente Funktion kann daher I;, (z)/z' nur endlich viele rein imaginare 
NuIlsteIlen haben. Fur l> - 1 hat h(z)/I keine rein imaginaren 
N ullsteIlen; denn dann ist fUr aIle n: 

n+l+1>O, 

r(n + l + 1) > 0; 

alle Koeffizienten der Reihe sind also positiv und daher der Wert der 
Reihe selbst positiv. Speziell fUr l = 0, 1, 2, ... gibt es keine rein 
imaginaren Nullstellen. 

Wir haben also das Resultat: Fur reelle l hat h (z) bis auf endlich 
viele rein imaginiire nur reeUe NuUstellen; fur reelle l > - 1 hat h (z) 
nur reeUe NullsteUen. 

DaB fiir jedes reelle ganzzahlige positive l die Funktion h (z) un­
endlich viele reelle NuIlsteIlen bat, ist schon durch die Betrachtungen 
des vorigen Kapitels erwiesen, da die Nullstellen von In(z) das System 
der Eigenwerte einer Differentialgleichung liefem. 

Wir wollen schlieBlich noch einiges uber die Lage der reellen Null­
stellen der Besselschen Funktionen aussagen. 

Setzen wir bei reellem l 

],!(z) 
----z;:- = v , 

so gilt nach 5.414 
(17) zv"+(21+1)v'+zv=0. 

1st nun ~ eine positive Nullstelle von v', so geht die Differential­
gleichung fur z = ~ uber in 

~v"m + ~v(~) = 0, 
also in 

'0"(;) + v(~) = 0. 

Hieraus folgt, daB im Punkte ~ nicht auch die zweite Ableitung 
v" (~) verschwinden kann. Denn dann ware v (~) = 0, woraus in Ver­
bindung mit V'W =0 das identische Verschwinden der Losung v(z) von 
(17) folgen wiirde. Wir schlieBen daher, daB v(~) und V"W entgegen­
gesetztes Vorzeichen haben. 

Es seien nun ~l und ~2 (> ~l) zwei aufeinanderfolgende positive 
Nullstellen von v' (z), es sei also v' (z) :f ° fUr ~l < z < ~2' N ach dem 
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Rolleschen Satz liegt dann zwischen ~1 und '. eine ungerade Anzahl von 
Nullstellen von v"; folglich haben V"(~l) und v"(~.), und daher auch 
V(~I) und v(~.) entgegengesetzte Vorzeichen. Zwischen ~1 und~. miissen 
also eine ungerade Anzahl Nullstellen von v liegen, somit mindestens 
eine. Andererseits kann nach dem Rolleschen Satz nur eine Nullstelle 
von v dort liegen, da zwischen zwei aufeinanderfolgenden Nullstellen 
von v eine ungerade Anzahl von Nullstellen von v' liegt und v' zwischen 
~1 und ~. nach Voraussetzung keine Nullstelle hat. Demnach hat v 
genau eine Nullstelle zwischen ~1 und ~., d. h. zwischen zwei aufeinander­
folgenden positiven Nullstellen von v' liegt eine und nur eine Null­
stelle von v. Die positiven Nullstellen von v und v' trennen sick gegen­
seitig; dasselbe gilt fur die negativen Nullstellen. 

Wir hatteI1 in Nr. 7, S.421 die Relation abgeleitet 

d h (z) h+ 1 (z) 
(23) dz ----zr- = - zt 

d. h. , h+1 (z) 
V = - z1 

Da die Nullstellen von v und v' sich gegenseitig trennen, da femer 
h (z) , h+1 (z) 

V = -z1-' V = - -'--z'-o1-

ist und daher aJle positiven und negativen Nullstellen von v und Vi 

Nullstellen von h. (z) und ]"+1 (z) sind, so folgt weiter: Die Nullstellen 
von h (z) und h+l (z) trennen sick gegenseitig. 

Fiir A. = -1, A. = 1 hatten wir z. B. gefunden: 

J -l(z) = 1/ 2 cosz, r.1U h(z) = 112 sinz. V;:r 
Die Nullstellen dieser Funktionen sind 

n ±~ Sn ±"2' 2' ±""2' ... , 
bzw. 0, ±n, ±2n, ... , ±nn 1 ... ; 

sie trennen sich also in der Tat gegenseitig. 
Auch in dieser Beziehung zeigen die Besselschen Funktionen eine 

Verwandtschaft mit den trigonometrischen. 
9. Die Neumannschen Funktionen. Wenn 1 keine ganze Zahl ist, 

so lassen sich die Relationen 

(5) h(z) = l(Hi(z) + m(z»), 

(7) J -J.(z) = l(eu"'Hi(z) + e-u"'m(z») 

nach HI (z) und m (z) auflosen. Wir erhalten 

(38) Hi (z) = -~ (]" (z)e-u ", - J -.I (z») , 
J SlllAn 

(38') m(z) = -. _.1_ (J;. (z)eiJ.:r - ] -J.(z» 
t sml3f 



430 VII. SpezieUe durch Eigenwertprobleme definierte Funktionen. 

und somit 
(39) N ( ) - ~ (H1( ) _ ffi( ») _ J;. (z) cos).n - J _ .. (z) 

.. z - 2i .. z .. z - sin).n . 

Diese Darste1lung der Neumannschen Funktion durch ].. und J _;. 
versagt jedoch, wenn A eine ganze Zahl ist. Denn als Funktion von 1 
betrachtet, besitzt alsdann sowohl der Zahler ]"cosAn - J _ .. als auch 
der Nenner sinAn eine einfache Nullstelle. Da aber Zahler und Nenner 
ffir z =1= 0 reguliire analytische Funktionen von;' sind, diirfen wir beide 
differenzieren, urn den Wert der Funktion fiir ganze rationale l zu er­
mitteIn. Aus dem Quotienten 

a I .. (z) cos).n _ J (z) n sin).n _ a J -dz) a). 1 v). 
n cos).n 

ergibt sich durch Grenzubergang, daB fur ganzes rationales l 

(40) N .. (z) -,! (v~~?) - (-1)lVJat(Z») 
ist. 

Man iiberzeugt sich leicht direkt, daB der erhaltene Ausdruck fiir 
ganze rationale ;. eine Losung der Differentialgleichung vorste1lt. 
Differenzieren wir namIich die Besselsche Differentialgleichung 

fi2 J;. (z) + ~ dJ;. (z) + (1 _ ~) J (z) = 0 
dz2 Z dz Z2,i , 

die eine Identitat in l darstellt, nach l, so folgt 

~ i) J;. ft~ + ~ !-..- a J;. (z) + (i _ ~~_) a h. (z) = 2J. h (z) 
dz2 iJ). z dz aJ. z2 a). Z2 • 

Ffir -l' gilt ebenso 

~ VJ-l(Z) + ~ ~ aJ-;.(z) + (1- ).2)~l- .. .tZl = 2').] ,i(z). 
dz2 a). z dz v). z2 aJ. Z2-

Multiplizieren wir die zweite Gleichung mit (-1)" und subtrahieren 
sie von der ersten, so foIgt ffir ganze rationale ;. aus der Beziehung 
J,.(z) = (_ill] _ .. (z), daB die rechte Seite der resultierenden Gleichung 
verschwindet; wir erhalten also als weitere Losung der Besselschen 
Differentialgleichung ffir ganzzahlige ;. die Funktion 

aIt?) - (_i)l.oJ a~(Z) = nN .. (z) (A ganz). 

Die soeben abgeleiteten Beziehungen zwischen der Neumannschen 
Funktion N..(z) und den Funktionen J,.(z) und ] _ .. (z) gestatten uns, 
aus den Darstellungen der Besselschen Funktionen entsprechende fiir 
N;. (z) zu finden. So erMlt man z. B. ami der Integraldarstellung (9) 
fiir A =f n 
(41) N .. (z) = - .1 je-iZslnC{eilC cosnA- e-i;"}dC 

nSillnl 
L 



und ffir l = n 
(42) 

(42') 
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Nn(z) = - ~! jCe-iZSIn~ cosU dC 
L 

Nn(z) = :2jCe-izsIn~sinUdC 
L 

(n gerade), 

(n ungerade). 

Verwenden wir die Integralformel (20) aus Nr. 5, so ergibt sich z. B. 
ffir No (z) wegen 2 (a h) 

No(z) = --; 7JJ: '\=0 

n 

(43) nNo(z) = (2C + log2)]o(z) + ~ jcOS(zcosC) 10g(zsin2C) dC, 
o 

wo C die bekannte Eulersche Konstante ist. 
Ebenso lassen sich Reihene;ntwicklungen ffir N,\ (z) aus denen von 

h (z) und ] -dz) gewinnen. Wir wollen die Betrachtung naher durch­
fiihren ffir den Fall, daB l eine ganze Zahl ist. Es gilt 

(21) (Z),\ ~ (-1)" (Z)2n 1 
]). (z) = "2 £. -----nI"2 r(n + J. + 1) 

n-O 

und, da wir unter dem Summenzeichen nach l di£ferenzieren dUrfen: 

(44) 

ah (z) 
oJ. 

tal at (z) = -log~] _). (z) - (~t'\i' (~~)" (~yn(:t r~t»)t-n-'\+l. 
n=O 

Wir bestimmen zunachst die Werte der Differentialquotienten :1 I'~t) 
ffir positive ganze Zahlen t. Es gilt die Funktionalgleichung 

ret + 1) = tr(t) fur t =F 0, -1, -2, .... 

Durch logarithmische Differentiation ergibt sich 

1"(t + 1) = ~ + 1"(1) 
r(1 + 1) 1 r(l) 

und durch k-malige Wiederholung 

1"(I+k+1) __ 1_ 1 1 r'(I) 
r(t + k + 1) - t + k + 1 + k _ 1 + ... + T + r(l) (k = 0, 1,2, ... ). 

Es ist d 1 1"(t) 1 r'(t) 
Iii r(t) = - J'2(t) = ~ r(t) r(t) . 

Setzen wir t = 1, k = n -1, so ergibt die obige Formel: 
1"(n + 1) _ 1 1 1"(1) 1 1 • 
r(n + 1) - n + n -1 + ... + 1 + 1'(1) = n + n -1 + ... + 1 - C 
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fiir n = 1, 2, 3, .... Mit dem Wert T'(t)jF(t) fiir die positiven ganzen 

Zahlen kennen wir den gesuchten Wert der Ableitung :t r~t) in diesen 
Punkten: (~ _1_) _ C. 

dt r(t) t=1 - , 

:t r~t) = - (t ~ i)! {t ~ 1 + t ~ 2 + ... + 1 - C} fur t = 2, 3, .... 

Urn femer den Wert der Ableitung fur negative ganze Werte t zu 
bestimmen, lasen wir die Gleichung 

r'(t + k + 1) 1 1 1 r'(t) 
r(t + k + 1) = t + k + t + k - 1 + ... + T + r(t) 

nach ~gi auf. Dann erhalten wir nach Multiplikation mit - r~t) : 
1 r'(t) 1 {iii 1} 1 r'(t + k + t) 

- r(t) r(t) = r(t) t + t + 1 + ... + t + k - 1 + t + k - r(t) F(t + k + t) • 
Lassen wir t gegen - k (k = 0,1,2, ... ) konvergieren, so konvergiert 

die linke, also auch die rechte Seite gegen die Ableitung (:t r~t»)t=-t' 
Nun strebt fiir t -+ -k der Ausdruck r~t) gegen Null, also bleibt, da 

. 1 1 t r'(t+k+t) 
die Summe T + t + 1 + ... + t + k _ 1 und ebenfalls F(t + k + t) 

endlich bleibt, rechts nur das Glied r~t) t ! k' Erweitem wir mit 

t(t + 1) ... (t + k - 1), so wird wegen der Funktionalgleichung der 
Gammafunktion der Nenner gleich r(t + k + 1) und konvergiert fiir 
t -+ - k gegen r (1) = 1; da der Zahler gegen (_1)k k! strebt, ergibt 
sich somit 

(:t r~t»)t~-k = (-1)kk!. 

Setzt man den Wert der Ableitung :t r~t) in den ganzen ratio­

nalen Zahlen in die Reihen (44) ein, so folgt fUr l = 1, 2, ... : 

nN).(z) = fJ];.(z) _ (_1)l fJJ -l(Z) 
fJ J.. fJ J.. 

(45) (Z)l1{1 t } - - - -+--+· .. +1 2 ;.! J.. J.. - 1 

(Z)). ~(-1)n(~r{ 1 1 1 1 } 
- "2 ~ n!{n+J..)! n+J..+ n+J..-1 + ... +1+;+ n-1 +···+1 

'71=1 

und fUr l = 0: 00 

nNo(z) - 2Jo(z) log- + C - 2 --2 - - + _. + ... + 1 . _ (Z ) ~(-1)"(Z)2n{1 1 } 
2 {nIl 2 n n - 1 

71=1 
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Aus den letzten Entwicklungen gewinnen wir einen 'Oberblick uber 
die Singularitiiten, die bei den Losungen der Besselschen Differential_ 
gleichung auftreten konnen. 

Abgesehen vom Punkte z = 00, der fur aile nicht identisch ver­
schwindenden Losungen wesentlich singular ist, ist der Nullpunkt die 
einzige Stelle, wo die Losungen der Besselschen Differentialgleichung 
sich singular verhalten konnen. 

1st l keine ganze rationale Zahl, so ist die allgemeine Losung mit 
Hilfe der Funktionen h. (z) und ] -l (z) darstellbar und kann daher im 
Nullpunkte nur Singularitaten der Form t bzw. z-l aufweisen. 

1st l = n ganz rational, so konnen die Losungen im Nullpunkte 
auBer einem Pol der Ordnung n nur noch eine logarithmische Singu­
laritat der Form i'logz besitzen. Denn jede Losung laSt sich durch 
eine lineare Kombination der Funktionen J" (z) und N" (z) ausdrucken, 
und diese haben keine andere SinguIaritat. 

Die Besselschen Funktionen J" (z) mit ganzzahligem Index n sind 
insbesondere die Losungen, die auch im NuUpunkte regular bleiben. 

§ 3. Die Kugelfunktionen von Legendre. 
Wir haben an friiheren Stellen dieses Buches1 die Legendreschen 

Kugelfunktionen und die aus ihnen durch Differentiation entstehenden 
hOheren Kugelfunktionen als Funktionen einer reellen Veranderlichen 
untersucht und viele ihrer Eigenschaften abgeleitet. Hier wollen wir 
nun, indem wir zu komplexen Variablen z = x + iy iibergehen, Integral­
darstellungen fiir diese Funktionen entwickeln und zugleich die ubrigen 
Losungen der Legendreschen Differentialgleichung aufsuchen; dabei wird 
sich von selbst die Moglichkeit ergeben, den Parameter n in der Legendre­
schen Funktion P,,(z) von seiner Beschrankung auf ganzzahlige positive 
Werte zu befreien 2. 

1. Das SchUif1ische Integral. Aus der Darstellung (Kap. II, § 8, S. 70) 

P,,(z) = 2"~1 rJ,~ (Z2 - 1)" 

des n ten Legendreschen Polynoms ergibt sich sofort nach der Integral­
formel von CAUCHY fiir beliebige komplexe Werte Von z 

i f (ct'-i)" 
(46) P,,(z) = 2ni 2"(C _ Z),,+1 dC, 

a 
wobei der Integrationsweg C in der Ebene der komplexen Variablen 
C = ~ + "i 'YJ im positiven Sinne urn den Punkt C = z herumlii.uft. Dieser 
Ausdruck, der von SCHLAFLI herriihrt, gestattet wichtige FoIgerungen 

1 In Kap. II, § 8 und in Kap. V, § 10, 2. 
I Vgl. zu diesem Paragraphen insbesolldere WHITTAKER, E. T. und WATSON. 

G. N.: A course of modem Analysis, 3. Aufl., S.302-336. Cambridge 1920. 
Courant-Hilbert, Mathematische Physik 1. 2. AufL 28 
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und Verallgemeinerungen. Zunachst bemerken wir, daB wir direkt an 
der Integraldarstellung (46) das Bestehen der Legendreschen Differential­
gleichung 

d dP' 
il.;((1- Z2) d/) + n(n + 1)P" = 0 

verifizieren konnen. Die Differentiation unter dem Integralzeichen 
liefert namlich flir die linke Seite der Differentialgleichung den Ausdruck 

;n~2! f(~~-Z)!):3 ((n + 2) (1 - Z2) - 2z(C - z) + n(C - Z)2) dC 
c 

n + 1 f (C2 - 1)" ) = 21ri2" (C _ Z),,+8 (2(n + 1) C(C - z) - (n + 2) (C2 - 1) dC 
c 

n + 1 f d ((C2 - 1)"+1) = 2ni2" df (C _ Z)..-:t2 d~, 
c 

welcher wegen der Geschlossenheit des Integrationsweges und der Ein­

deutigkeit von ([; ~ :)~":21 als Funktion von ~ verschwinden muB. Wir 

konnen nun diese direkte Verifikation benutzen, urn die Definition 
von P,,(z) fUr beliebige, nicht mehr ganzzahlig positive Werte von n zu 
verallgemeinern. Denn offenbar muB das SchHiflische Integral (46) rur 
einen beliebigen Wert von n stets dann eine Losung der Legendreschen 
Differentialgleichung darstellen, wenn beim Durchlaufen des Inte-

grationsweges der Ausdruek ~~ ~ ;1::.1 zu seinem Ausgangswert zuriiek­

kehrt, also z. B. dann, wenn der Integrationsweg auf der Riemannschen 
Flache des Integranden geschlossen ist. Nur wird dann die Funktion 
P" (z) im allgemeinen nieht mehr eine ganze rationale Funktion, sogar 
nieht einmal mehr eine eindeutige analytische Funktion von z sein. Einen 
solchen Weg erhalten wir folgendermaBen: Wir schneiden die C-Ebene 
langs der reellen Achse von -1 bis - 00 und langs eines beliebigen Weges 
vom Punkte 1 bis zum Punkte z auf, ebenso die z-Ebene und wahlen 
fUr C eine geschlossene Kurve, welche die Punkte C = z und C = +1 
in positivem Sinne umkreist, dagegen den Punkt C = -1 ausschlieBt. 
Die so definierte, in der aufgeschnittenen z-Ebene eindeutige Funktion 

1 f (C2 - 1)" 
(47) P,,(z) = 2ni 2"(C _ z),,+1 dC 

c 

nennen wir ebenfalls Legendresche Kugelfunktion des Index v. Sie 
geniigt der Legendreschen Differentialgleichung 
(48) ((1 - Z2)u')'+ v(v + 1)U = 0 

und liiBt sich chatakterisieren als dasjenige eindeutig bestimmte ihrer 
Integrale, welches fUr z = 1 endlich bleibt und den Wert 

P .. (1) = 1 
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besitztl. Dieses Verhalten entnimmt man unmittelbar der Integral­
darstellung, wenn man in ihr z gegen 1 konvergieren HiBt. Da die obige 
Differentialgleichung bei Ersetzung von ')I durch - ')I - 1 in sich tiber­
gebt, so folgt sofort die Identitiit 

Pp(z) = P -p-dz) , 

deren rechnerische Bestiitigung nicht auf der Hand liegt. 
Die Funktion Pp (z) gentigt, wie der Leser leicht an der Darstellung 

bestiitigen wird, den Rekursionsformeln 

P~+1(z) - zP~(z) = (')I + 1)Pp(z) , 

('JI + 1) Pp+1 (z) - z(2')1 + 1) Pp(z) + ')IPp-dz) = 0, 
(49) 

von denen die zweite ftir ganzzahliges ')I schon in Kap. II, § 8, 3 ab­
geleitet wurde. 

2. Die Integraldarstellungen von Laplace. 1st der Realteil von z 
positiv und z t 1, wie wir nun voraussetzen wollen, so konnen wir fiir C 
den Kreis mit dem Radius 1 yz2 - 11 urn den Punkt z wiihlen, da, wie man 
aus der fUr ?Hz> 0, z t 1 gtiltigen Ungleichung \z -1\2 < \z + i\\z -1\ 
sieht, dieser Kreis die oben verlangten Eigenschaften besitzt. Setzen wir, 
urn die reelle Integrationsvariable fP einzufiihren, ,= z + I Z2 - iii e''I' • 
I fP I < 1l, so erhalten wir aus dem Schliiflischen Integral sofort die 
erste, auch ftir z = 1 gtiltige Integraldarstellung von LAPLACE 

'" 
(50) Pp(z) = ~f(z + yz2 1 cosrp)"drp, 

o 

wobei die mehrdeutige Funktion (z + yz2 - 1 cosfP)p so festzulegen ist, 
daB sie ftir rp =1l/2 gleich zP wird, unter z" den "Hauptwert" von z" ver­
standen, insbesondere bei positivem z und reellem ')I ein reeller Wert. 

Die Formel P". = P -,,-1 liefert unmittelbar die zweite Laplacesche 
Darstellung 

(51) 
'" 

Pp(z) = ~f dtp 
:n; (z + (z2 - 1 costp),,+1 . 

o 

Es sei bemerkt, daB die erste Darstellung im Falle ')I <-1 und die 
zweite im Falle ')I:> 0 ftir solche z unbrauchbar wird, fUr welche der 
Ausdruck z + -VZ2 - 1 cosfP auf dem Integrationsweg verschwindet. 
Mindestens eine von ihnen ist also ftir die ganze z-Ebene giiltig. 

3. Die Legendreschen Funktionen zweiter Art. Die Differential­
gleichung (48) muG noch ein zweites, von Pp(z) linear unabhiingiges 
Integral besitzen. Wir konnen es aus dem Schlaflischen Integralleicht 
entnehmen, wenn wir statt des oben benutzten Integrationsweges einen 

1 In der Tat wird das zweite Integral Qp, das wir- in Nr.3 aufstellen werden. 
und daher jedes von PI' unabhli.ngige Integral bei z = 1 logarithmisch unendlich. 

28· 
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anderen brauchbaren Weg aufsuchen. Ein soIcher Weg wird durch 
den achtformigen Weg m: von Abb. 13, S. 416 angegeben, sob aid dieser 
Integrationsweg den Punkt z auBerhalb laBt. Die durch das Integral 

1 f 1 (~2'_ 1)7 
(52) Qv(z) = 4i sinv.1l 27 (z _ ,y+l dC 

m 

definierte analytische Funktion Qp (z) geniigt wieder der Legendreschen 
Differentialgleichung. Sie heiBt Legendresche Funktion zweiter Art und 
ist in der langs der reellen Achse von -1 nach -00 aufgeschnittenen 
z-Ebene regular und eindeutig. Wir setzen in dieser Darstellung zu­
nachst ausdriicklich voraus, daB v keine ganze Zahl sei, da sonst der zur 
Normierung gewahlte Faktor 1jsinv.71 unendlich werden wiirde. Falls der 
Realteil von v + 1 positiv ist und z nicht auf der Strecke -1 < C ~ 1 
gelegen ist, konnen wir nach Zusammenziehung des Integrationsweges 
schreiben (vgl. die Rechnung auf S. 419) 

1 

(53) Q (z) - -1-f (1 - ~2)7 dC 
v - 27+1 (z _ ~)7+1 • 

-1 

Diese Formel ist jetzt auch fUr ganzzahliges v brauchbar. 
Man entnimmt der Darstellung (52) leicht, daB Q7 bei z = 1 und 

z = -1 logarithmisch unendlich wird, indem man beachtet, daB der 
Integrationsweg m: stets die Verbindungslinien des Punktes z mit den 
Punkten +1 und -1 passieren muB. Fiir negative Werte von v oder 
soIche mit negativem Realteil kann man Q7 durch die Gleichung 

Q.(z) = Q-p-dz) 
definieren. 

Auch fiir die Funktionen Q7 (z) gilt eine den Laplaceschen Inte­
gralen fiir Pp (z) analoge Integraldarstellung. Man setze in dem obigen 
Integral (53), zunachst fiir reelles z> 1 , 

C = e'P y'.Z+1 - vz=-:t . 
e'P V z + 1 + Y z - 1 ' 

dann erhiilt man nach einiger Zwischenrecbnung 
00 

(54) f d 
Q7 (z) = (z + l' Z2 _ : [of 11')7+1 (v> -1), 

o 

wobei die Bestimmung des an sich mebrdeutigen Integranden ebenso wie 
oben getroffen wird. Die Giiltigkeit dieser Formel erstreckt sich nun 
ohne weiteres auch auf beliebige Werte von z in der zwischen -1 und +1 
aufgeschnittenen z-Ebene, abgesehen - im FaIle v >0 - von solchen z, 
fiir welche der Nenner auf dem Integrationswege verschwindet, wie der 
funktionentheoretisch vorgebildete Leser sofort der Tatsache entnehmen 
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wird, daB der Integrand in diesem Gebiete eine eindeutige regulare 
Funktion von z ist. 

Aus der Gleichung Qy = Q -y-l erhalten wir ubrigens unmittelbar 
die zweite Integralformel 

00 

(55) Q" (z) = j (z + yz2 1 ~of <p)" dIP (Y < 0) , 
o 

wobei wir im FaIle y < -1 wieder die obige Voraussetzung uber z 
machen mussen. 

4. Zugeordnete Kugelfunktionen. (Legendresche Funktionen 
hoherer Ordnung.) Fur die Kugelfunktionen hOherer Ordnung, die wir 
durch die Gleichungen 

l/--h dA 
P",h(Z) = f1- Z2 dzA P,,(z), 

l~h dA 
Q",h(Z) = r1- Z2 dz~ Q,,(z) 

definieren (vgl. Kap. V, § 10, 2, S. 282), erhalten wir durch Differentiation 
der Schliiflischen Integraldarstellung (47) und darauffolgende Anwendung 
der Substitution C = z + Iz2 - iii e'ip aus Nr. 2 ebenfalls Integral­
formeln, von denen die folgende explizit hingeschrieben sei: 

'" 
P",h (z) = (_1)h (v + 1)(v +:) ... (v + II) f (z + yz2 1 cos<p)" cosh<p d<p. 

o 

Aus ihr erkennen wir z. B. unmittelbar, daB aIle Kugelfunktionen P",k (z) 
mit h > 0 fUr z = 1 verschwinden. 

§ 4. Anwendung der Methode der Integraltransformation auf 
die Legendreschen, Tschebyscheffschen, Hermiteschen und 

Laguerreschen Differentialgleichungen. 

Wir konnen die Theorie der Legendreschen Differentialgleichung 
ebenso wie die der in Kap. II behandelten Orthogonalfunktionen auch 
mit der Methode der in § 1 gekennzeichneten Integraltransformation 
entwickeln, wie im folgenden kurz skizziert werden solI. 

1. Legendresche Funktionen. In der Legendreschen Differen­
tialgleichung 
(56) L[u] = (1- Z2) u"- 2zu' = -l(l + 1) u 

werden wir durch die Transformation 

u(z) = jK(Z, C) fJ(C) dC 
o 

auf die Bedingung 

j{(1- Z2) Kzz - 2zK, + 1(1 + 1) K}fJ(C) dC = 0 
o 
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geftihrt. Unterwerfen wir den Transformationskern der Differential­
gleichung 
(57) (1 - Z2) Kzz - 2zKz + C (C K)C(; = 0, 

i 
von der die Funktion K = ,/ J- J-2 eine Losung ist, und formen das 

r i - 2z .+., 
durch Eintragung von -C(CK)~~ fUr L[KJ entstehende Integral durch 
partielle Integration urn, so ergibt sich fUr v (C) die Differentialgleichung 

C(vC)"-l(l+ 1)v=O, 

o • 

Abb.15. Abb.16. 

die die Losungen v==;: CJ. und v = C-A,-l besitzt. Wir werden so auf 
die Integrale 

(58) 
1 f ';-).-1 

QJ. (z) = 4i sin.nl . Vi _ 2z ~ + ~2 dt; 
O. 

gefiihrt, wobei unter C1 und C2 die in Abb. 15 u. 16 gekennzeichneten 
auf der Riemannschen Flache des Integranden verlaufenden Kurven 
zu verstehen sind. 

Durch die Transformation 

C = z + rz2 1 cosq; 

und eine geeignete nachtragliche Deformation des Integrationsweges 
erhalten wir sofort die Laplaceschen Integrale 

(51) 

(54) 

n 

PA,(z) = : j(z + fZ2- 1 cosq;)-J.- 1 dq; '. 
o 

00 

QJ.(z) = J (z + yz2 - 1 ~of q;)-J.-1 dq; 
o 

Der hier gewahlte Kern 
i K(z,1;) = , Vt - 2z~ + ,2 

(l > -1). 
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ebenso wie jeder andere, der die Differentialgleichung (57) erfiillt, ist 
eine erzeugende Funktion der Legendreschen Differentialgleichung. 
Denn der Koeffizient un (z) der Reihenentwicklung 

00 

K (z, C) = l:Un (z) en 
o 

eines solchen Kernes ist ein Integral der obigen Form 

1 t1\ K(z, C) 
Un (Z) = 2 ni ';!' ---yn+l d C 

und daher infolge der Geschlossenheit des Integrationsweges eine 
Lasung der Differentialgleichung (56) fiir 1 = n. 

2. Die Tschebyscheffschen Funktionen. 1m FaIle der Tscheby­
scheffschen Differentialgleichung 

(59) L[u] = (1 - Z2) uti - zu' = -12u 

wahlen wir fiir K eine Lasung der Differentialgleichung 

(60) (1 - Z2) Kzz - zKz + C(CK,), = 0, 

also z.B. K(z, C) = 1 -t C2' underhalten so Lasungen vonderGestalt 

( _ _ 1_/
1 

- 21Z _ ~2 r-l-l t:;:\c, 
P l z) -2ni 1-2Z~+~2" dC, \J 

~ 0 • GCa (61) 
Q ( ) 1 f 1 - ~2 r-l-1dr 

;. Z = 2:ni 1 - 2zC + C2 " ... 

o. 
Dabei sind C1 und Cz zwei geschlossene Abb. 17. 

Kurven, die auf der Riemannschen Flache des Integranden die Null­
stellen des Nenners 

umkreisen 
Durch 

iibrigens 

(62) 

'1 = Z + ¥Z2 1; Cz = z - ¥Z2 - 1 

(vgl. Abb. 17). 
Anwendung des Cauchyschen Integralsatzes ergibt sich 

p;.(z) = (z + ¥Z2 1Y, 
Q .. (z) = (z - yz2 -1Y. 

Die Summe 

T;.(z) = 2~ (p;.(z) + Ql(Z)) = (z + (zC1)l t (z - (zC1)" , 

welche auch durch das Integral 

T()_~_1_1 1_~2 ,.-J.-1dr 
.. Z - 2). 2 ni 1 - 2z ~ + ~ .. .. 

o 

dargestellt wird, wobei jetzt C die heiden Punkte C1 und C2 zugleich 
umkreist, geht ffir 1 = n in das nte Tschebyscheffsche Polynom iiber. 
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3. Die Hermiteschen Funktionen. Bei der Hermiteschen 
Differen tialgleichung 
(63) L[u] = u"- 2zu' = -21u 

unterwerfen wir K der Gleichung 

(64) Ku - 2zK, + UK, = 0, 

die durch die Funktion e2 ,'-'" gelost wird. Nehmen wir fiir C eine 
der in Abb. 18 mit Cl und Cz bezeichneten Kurven, so ergeben sich die 
Losungen 

E ~ ,t; .. i 
Ce (65) 

Abb.18. 

Ihre halbe Summe 

d. h. das Integral 

wobei unter C der Schleifenweg von Abb. 20 zu verstehen ist, geht fiir 
.1 = n in das Hermitesche Polynom Hn (z) iiber. 

1st m (l) < 0, so konnen wir den Integrationsweg in den Nullpunkt 
hineinfiihren und erhalten - abgesehen von Faktoren, die von z nieht 
abhangen - als Losungen die Integrale 

(66) 

und 

(67) 
-00 

4. Die Laguerreschen Funktionen. Entsprechend setzen wir in 
der Laguerreschen Differentialgleichung 

(68) L[u] = zu" + (1 - z) u' = -AU 

fiir K (z, C) die partielle Differentialgleiehung an: 

(69) zKzz +(1-z)K,+CK,=O 

und gelangen zu Integralen der Form 

(70) f e1- '!!: C--A-ldC. 
c 
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Bei der Wahl des Integrationsweges C ist zu beachten, daB der Inte­
grand im Punkte' = 1 eine wesentlich singuHire Stelle besitzt. Nehmen 
wir fiir C insbesondere den in Abb. 19 angegebenen 
Kurvenzug, so stellt das Integral 

(71) 
1 e-I-I; f zl; 

L;,(z)=2ni 1-C ,-A-Id, 
c Abb.19. 

Losungen dar, die im Falle 1 = n im wesentlichen mit den Laguerreschen 
Polynomen identisch sind. 

Durch die Transformation 

gewinnt (71) die Gestalt 

(72) L),(z) = 2~i f :::: (1 + u)Adu, 
c 

wobei jetzt unter C der Schleifenweg von Abb. 20 zu verstehen ist. 
Wir bemerken noch, daB ebenso wie im Falle der Legendreschen 

Differentialgleichung auch bei den iibrigen hier behandelten jede Losung 
der zugehOrigen partiellen Differentialgleichung C5 
als erzeugende Funktion einer Schar von Losungen '0 tir C 
der vorgelegten Differentialgleichung angesehen 
werden kann. Insbesondere definieren die ver- Abb.20. 

wendeten speziellen Keme durch ihre Potenzreihenentwicklung die 
Tschebyscheffschen, Hermiteschen und Laguerreschen Polynome. 

§ 5. Die Kugelfunktionen von Laplace. 
Wir haben die Laplaceschen Kugelfunktionen Yn{t?, f{J) in Kap. V, 

§ 8, S.270 eingefiihrt als die zu den Eigenwerten 1 = n(n + 1) ge­
hOrigen, iiberall reguHiren Eigenfunktionen der Differentialgleichung 

(73) L1*Y + lY = ~ Y",,,, + ~ (sint?Y*)* + lY = 0 Sill v Sill v . 

auf der Kugel. Die Funktionen r"Yn = Un sind dann ganze rationale 
Funktionen der rechtwinkligen Koordinaten x, y, z, die der Differential­
gleichung LI U = 0 geniigen und homogen yom Grade n sind. Umge­
kehrt liefert jede ganze rationale homogene Losung Un nten Grades 
der Differentialgleichung L1 U = 0, wenn man sie durch rn dividiert, 
eine Laplacesche Kugelfunktion. Da eine ganze rationale homogene 

Funktion nten Grades (n + 1);n + 2) Koeffizienten besitzt und da 

durch die Bedingung L1 Un == 0 (n -; 1}n lineare homogene Relationen 

zwischen den Koeffizienten festgelegt werden - denn L1 Un ist eine 
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homogene Funktion (n- 2)teo Grades-, so konnen die Un hOchstens 

(n + 1) (n + 2) _ (n - 1) n = 2n + 1 unabhangige Koeffizienten besitzen; 
2 2 

es muB also mindestens 2n + 1 linear unabhangige Kugelfunktionen 
nter Ordnung geben. 

Wir werden in diesem Paragraphen zeigen, daB die genannten Be­
dingungen voneinander unabhangig sind, so daB es also genau 2n + 1 
linear unabhangige Kugelfunktionen nter Ordnung gibt. Ferner wollen 
wir zeigen, daB wir in diesen Funktionen Yn wirklich alle Eigenfunk­
tionen, in den Werten 1 = n(n + 1) also alle Eigenwerte unseres 
Eigenwertproblems vor uns haben; endlich wollen wir diese Funktionen 
explizit durch die uns aus § 3 und Kap. V, § 10, 2, S. 282 bekannten 
Legendreschen Funktionen hOherer Ordnung ausdrficken. Wir beginnen 
mit dem letzten Punkte. 

1. Aufstellung von 2n + 1 Kugelfunktionen n ter Ordnung. Zu 
speziellen Kugelfunktionen gelangen wir wieder durch den oft an­
gewandten Ansatz Y(t9-, cp) = P(cp)q(t9-). Gehen wir mit ihm in die 
Differentialgleichung (73) fiir 1 = n(n + 1) ein nnd bezeichnen die 
Differentiation nach cp mit einem Strich, die nach t9- mit einem Punkt, 
so geht (73) fiber in 

P"(q;) (sinDq)'sinD (+ 1) . 2t9-
P(q;) = - q - n n sm = -e, 

wobei e eine Konstante sein muB. Wir erhalten also ffir q die Gleichung 

(sint9-q)' + (n (n + 1) sinfJ - Si!U.) q = ° 
und mfissen den Parameter e in ihr so bestimmen, daB eine ffir fJ = ° 
und fJ = n regulare Losung existiert. Durch die Substitution z = cost9-
geht diese Gleichung, wenn wir von nun an die Differentiation nach z 
mit einem Strich bezeichnen, sofort fiber in 

((1 - Z2)q')' + (n(n + 1) - 1 ~ Z2)q = ° 
mit der Randbedingung der Regularitat ffir Z= +1 undz= -1; dieses 
Problem ist uns aus Kap. V, § 10, 2, S. 282 in etwas anderer Gestalt bekannt. 
Wir kennen namlich die Losungen e=h2 und q=Pn ,,(z), wobei Pn ,,(:) 

t dll ' 

die Legendreschen Funktionen hter Ordnung Pn,,, = V1 - z~ dz1' Pn (z) 

sind; h kann hier die Werte 0, 1, 2, ... , n annehmen. Da p sich aus 
P"(cp) + h2p (cp) = ° als a" coshcp + b" sinhcp bestimmt, so ergibt sich 
aus Y = pq nunmehr sofort als Losung von (73) 

Y(fJ, cp) = (a"coshcp + b"sinhcp) Pn, " (cos t'J) , 

so daB wir in der Funktion 
n 

(74) Yn = a;o Pn(COS1~) + ~ (an,,,coshcp + bn,,, sin h cp) Pn,,, (cos#) 
"=1 
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eine von 2n + 1 willkiirlichen linearen Parametem abhangige Kugel­
funktion nter Dimension vor uns haben, die wir bald als die all­
gemeinste mogliche erkennen werden. Die Funktionen coshq;P",A (cos (}) , 
sinhq; P n,A (cos#) sind alle voneinander linear unabhangig, wei! sie 
paarweise orthogonal zueinander sind. Wir wollen sie die symmetrischen 
Kugelfunktionen n"' Ordnung nennen. 

2. Vollstandigkeit des gewonnenen Funktionensystems. DaB 
wir in den 2n + 1 Funktionen coShq;P",A(COS#), sinhq;P",A(COS#) 
ein vollstandiges orthogonales Funktionensystem auf der Kugelober­
flache gewonnen haben, folgt unmittelbar aus einigen unserer fruher 
bewiesenen Satze. Denn einmal bilden die Funktionen sinhq;, coshq; 
ein vollstandiges Funktionensystem in q;, andererseits sind die Funk­
tionen P",A (z) fiir jedes h ein vollstandiges Funktionensystem in z, 
weil das System aller Eigenfunktionen eines Eigenwertproblems immer 
vollstandig ist (vgl. Kap. VI, § 3, 1). Nun brauchen wir uns nur des 
Satzes aus Kap. II, § 1, 6 zu erinnem, welcher eine allgemeine Vor­
schrift zur Bildung vollstandiger Funktionensysteme in zwei Variablen 
aus solchen in nur je einer Variablen enthaIt, urn die Vollstandigkeit 
unserer Funktionen zu erkennen. 

Eine unmittelbare Folge dieses Ergebnisses ist, daB die Differential­
gleichung (73) keine anderen Eigenfunktionen als die angegebenen und 
also auch keine anderen Eigenwerte a1s die Werte n(n + 1) besitzen 
kann, womit alle oben aufgeworfenen Fragen ihre Antwort gefunden 
haben. Es ist bemerkenswert, daB auf diese Art fiir die algebraische 
Tatsache, daB es genau 2n + 1 linear unabhangige Funktionen YII 

gibt, ein transzendenter Beweis geliefert ist. 
Natiirlich laBt sich die genannte algebraische Tatsache auch leicht 

direkt algebraisch beweisen. Betrachten wir irgendeine homogene 
ganze rationale Funktion nten . Grades 1.4 =~ ar.,xry't (r + s + t = n) 
von x, y, z, so ist jeder Koeffizient art! bis auf einen Zahlenfaktor als ein 
nter Differentialquotient in der Form 8"1.4/8 xr 8y' 8 zI darstellbar. Das Be­
stehen der Differentialgleichung uzz = - 1.41/1/ - Uzz erlaubt uns nun, aus 
jedem Differentialquotienten 8m 1.4/ 8 x/Yo 8 yP 8 zY, in welchem nach der Vari­
ablen x mehr als einmal differenziert ist, die hOheren als ersten Diffe-

. . h 'b B' a3u a3u a3u rentIatIonen nac x zu vertre1 en; z. . 1St ax. Gy = - By3 - GZlay' 

Also sind alle Koeffizienten von u bei der Bedingung LI u = 0 lineare 
Kombinationen der 2n + 1 Koeffizienten ao,o,,,, ao,l,II-1' ..• ao,,,,o, 
41,O,ft-l, ... , al,,,-I,O, die ihrerseits willkiirlich gewahlt werden 
durfen. 

8. Der Entwicklungssatz. Unsere friiheren Satze (vgl. z. B. Kap.V. 
§ 14, 5) lehren uns nunmehr, da wir in den Funktionen (74) aIle Eigen­
funktionen unseres Problems besitzen, daB jede auf der Kugel mit ihren 
Ableitungen bis zur zweiten Ordnung stetige Funktion g(lJ, q;) sich in 
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eine absolut und gleichmiiJ3ig konV'ergente Reihe nach den Kugelfunk­
tionen entwickeln HiBt: 

g(1}, cp) = ;Jan, 0 Pn (cos'l?) + g (an,hcoshcp + bn,h sin h cp) Pn,h(COS'l?) ], 

wobei die Koeffizienten an,o, an,h, bn,h sich mit Rucksicht auf die For­
meln Kap. V, § 10, 2, S.282 aus den Relationen 

:<:n; 

an,o = 2n4! 1 f j g('I?, cp) Pn (cos'!?) sin 'I? d'l? dcp , 
-",0 

"'''' 
2n + 1 (n- h}!jj . (75) an,h = 2n (n + k)! g(1}, cp) Pn,h(COS1}) coshcp sm 1} d1} dcp, 

-",0 

"'''' 2n + t (n- k}!j·j .. bn .. h = 2n (n + k)! g(1}, cp) Pn, h (cost}) smhcp smt} dt} dcp 
-:n; 0 

bestimmen. Die Ausdehnung dieses Re!\ultates auf allgemeinere Funk­
tionen g (1}, cp) braucht uns hier nicht zu beschaftigen. 

4. Das Poissonsche Integral. GemiiB unseren fruheren Ansiitzen 
konnen wir jetzt die Losung der Randwertaufgabe der Potentialtheorie 
fur eine Kugel yom Radius 1 mit den Randwerten g (t}, cp) in·der folgenden 
Form explizit hinschreiben: 

u n~(t lan,oPn (cos1}) +h~ (an,h coshcp + bn.h sinhcp) Pn.h(cOS'l?)]. 

Wegen der GleichmiiBigkeit der Konvergenz fiir r < ro < 1 konnen wir 
unter Einfiihrung der Integraldarstellungen (75) Summation und Inte­
gration vertauschen. Sodann HiBt sich die Summation in geschlossener 
Form ausfuhren; man nimmt hierzu am bequemsten vorerst 1} = 0, 
cp = 0 an und beachtet zum SchluB, daB wegen der Willkiirlichkeit der 
Wahl des Nordpols auf der Kugel das Resultat fur einen beliebigen 
Kugelpunkt {}, cp gelten muB. 

Wegen Pn (1) = 1, Pn,h (1) = 0 (h = 1, 2, ... , n) erhalten wir 
:n; :< 

4.nu(r, 0,0) = f fL~(2n+ 1),nPn(COS1})}g({},cp)Sin{}dDdcp, 
-'" 0 

und hier liiJ3t sich die Summe in geschlossener Form ausfuhren, wenn 
00 

man die aus der Definitionsgleichung ~hn Pn(Z) = ~1- 2hz + h2)-l 
n=O 

vermoge der Rekursionsformel (49) sofort ableitbare Relation 
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benutzt. Indem wir nach Ausfiihrung der Summation wieder den Pol der 
Kugel verlegt denken, schreiben wir gleich allgemein das Resultat in der 
Form 

Dieses sogenannte Poissonsche Integral driickt die Potential­
funktion im Inneren durch ihre Randwerte aus; es enthalt keinerlei 
explizite Bezugnahme auf die Kugelfunktionen mehr. 1m zweiten Band 
werden wir auf dieses Integral und seine Bedeutung im Rahmen der 
Potentialtheorie ausfiihrlich zuriickkommen. 

5. Die Maxwell-Sylvestersche Darstellung der Kugelfunktionen. 
Eine ganz andere, an die physikalische Bedeutung des Potentials an­
kniipfende Darstellung der Kugelfunktionen hat MAXWELL gegebenl. 
In diesem Abschnitt wollen wir die Kugelfunktionen im AnschluB an 
den Maxwellschen Grundgedanken und an eine erganzende Bemerkung 
Von SYLVESTER untersuchen und so zu einer neuen Entwicklung ihrer 
Theorie gelangen. 

Wir gehen von dem Grundpotential 1lr = 1/yx2 + y2 + Z2 aus, das 
einer im Nullpunkt konzentrierten Masse von der GroBe Eins ent­
spricht, und beachten, daB jeder Differentialquotient v = a"uliJ XIX a yfJ a z'I 
(n = IX + P + y) einer Potentialfunktion u wieder der Potentialgleichung 
LI v = 0 geniigt. Denn durch Differentiation erhaIt man aus LI u = 0 

a au 
o = ax LI u = LI ax 

usw. Daher ist auch, unter a, b, c Konstante verstanden, die Funktion 

a.! a.! a.! 
r r r 

a ax + b oy + cTz 

eine Potentialfunktion. Wir schreiben sie unter Verwendung der sym­
bolischen Linearform 

a a a 
L = a ax + bay + ca-Z-

auch in der Gestalt L';' oder auch in der folgenden: 

a _1_ 
r 

IX -----a;- , 

wobei IX = Va2 + b2 + c2 ist und a/o", die Differentiation nach der­
jenigen Richtung '" bedeutet, deren Richtungskosinus zu a, b, c pro-

1 A Treatise on Electricity and Magnetism, Bd. 1, 2. Auf!., S. 179-214. 
Oxford 1881. 
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portional sind1• Dieses Potential entspricht, physikalisch gesprochen. 
einem Dipol vom Moment IX und der Richtung '1'. Allgemeiner erhalten 
w1r III 

(77) 

ein Potential, welches einem "Multipol" mit den Achsen '1'1' '1'2' ... , 'l'n 

entspricht. Dabei bedeuten die L, Linearformen in den Operatoren 
0/0 x, {J/iJy, {J/iJ z, und ihre Koeffizienten a,:, bi , ci definieren die Achsen­
richtungen 'l'i' Man erkennt sofort, daB das Potential u die Gestalt hat 

(78) u = Un (x,y,z)r- 2n - 1 , 

wobei Un eine ganze rationale homogene Funktion nten Grades in x, y, z 
ist. Die,Funktion Un geniigt selbst der Potentialgleichung L1 Un = 0, wie 
man aus folgendem allgemeinen Satz erkennt: Zugleich mit u (x, y, z) 

ist stets auch --.!..U(~"Y2'!2) eine Losung der Potentialgleichung2. r r r r 
Die so gewonnenen Funktionen Un (x, y, z) sind daher fUr r = 1 nach 
unseren friiheren Definitionen (Kap. V, § 9, 1, S. 273) Kugelfunktionen 
nter Ordnung. 

Da jede der n in (77) vorkommenden Achsenrichtungen durch 
zwei Parameter festgelegt wird und auBerdem in dem Potential u noch 
ein beliebiger konstanter Faktor vorkommt, so haben wir im ganzen 
2n + 1 willkiirliche Konstanten. Wir konnen daher vermuten, daB in 
der obigen Form (77) tatsachlich samtliche Kugelfunktionen nter Ordnung 
darstellbar sein werden. Den strengen Nachweis dieser Tatsache wollen 
wir erbringen, indem wir zunachst die 2n + 1 linear unabhangigen 
symmetrischen Kugelfunktionen Pn,h(cos{})sinhcp, Pn,h(cos{})coshcp 
durch Potentiale von Multipolen darstellen. Daraus folgt dann un­
mittelbar, daB jede Kugelfunktion nter Ordnung durch eine Summe von 
Multipolpotentialen geliefert wird. Endlich werden wir nachweisen, daB 
jede Summe von mehreren solchen gleich dem Potential eines einzigen 
Multipols ist, den wir durch eine einfache geometrische Konstruktion 
gewinnen k6nnen. 
. Die 2n + 1 symmetrischen Kugelfunktionen aus Nr.1 erhaIten 
wir leicht, indem wir symmetrische MuItipole betrachten. Es seien 
n Achsen mit den Richtungen '1'1' '1'2' ••• , 'l'n in der x, y-Ebene derart 
symmetrisch angeordnet, daB je zwei aufeinanderfolgende den Winkel 
2n/n miteinander bilden. Set zen wir 

o"~ 
(79) -;;----;;--_r-,, _ _ U - U r- 2n - 1 

01', 01'9'" 01'" - n - n 

1 Will man fur die a, b, c auch komplexe Werte zulassen, so muB man natur­
Iich bei deri Wertetripeln, fur die a2+ b2+ c2= 0 ist, die notige Vorsicht anwenden. 

2 Der. Beweis dieses Satzes ergibt sich unmittelbar aus der auf Polarkoordi­
naten transformierten Gestalt der Potentialgleichung. (VgJ. Kap. IV, § 8, 2, S. 195.) 
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und beachten, daB die linke Seite gegenuber Drehungen der Kugel 
urn die z-Achse durch den Winkel 2n/n invariant ist, so erkennen wir 
unmittelbar, daB die sieher nieht identisch verschwindende1 Kugel­
funktion n ter Ordnung 

unrn+1 = Unr- n = Y n (~, qJ) 

als Funktion von qJ die Periode 2n/n besitzt. Da jede KugeIfunktion 
nter Ordnung nach Nr. 3 die Darstellung 

gestattet, 

(SO) 

n 
1: (an,,. coshqJ + bn.,. sinhqJ) Pn,,. (cosfJ) 
,.=0 

so ergibt sich hieraus, daB Yn(fJ, qJ) die Form 

{ 
Yn(~,qJ) = [an.ncosnqJ + bn•n sinnqJ]Pn•n (cosf}) 

= 01: cosn (qJ - qJo) Pn•n (cosfJ) 

haben muB. Ein additives Glied an. 0 Pn•o (cosfJ) kann wegen Pn,o(1) = 1 
und Pn,n(1) = 0 nicht auftreten, da un auf der z-Achse und daher 
Y n (fJ, qJ) fUr {f = 0 verschwindet. lndem wir ferner die Willkur bei 
der Wahl einer der Achsen 'Vi bedenken, erkennen wir, daB tatsachlich 
jede der Kugelfunktionen von der Form (80) in der Gestalt (79) (mit 
r = 1) darstellbar ist. Auf die Bestimmung der Proportionalitatsfak­
toren 01: k6nnen wir hier verzichten. 

Urn nun auch fur die ubrigen Kugelfunktionen nter Ordnung eine 
Darstellung durch Multipole zu gewinnen, merken wir an, daB sich 
das Potential Un wegen (80) in der Form 

Un = I (x, y) g(;)r-n-1 

mit I (x, y) = OI:cosn(qJ- qJo), 1(0,0) = 0 zerlegen laBt. Hierin ersetzen 
wir n durch h und differenzieren dann (n - h) mal nach z. Die ent­
stehende Potentialfunktion un," hat wieder die Gestalt 

un," = I (x, y) g(;) r- n- 1 , 

und hieraus schlieBen wir, daB die Kugelfunktion nter Ordnung 

Yn(f}' qJ) = un,,.rn+1 

die Form OI:cosh(qJ - qJo) w(~) habim muB. Daher muB sie nach Nr. 1 
notwendig die Gestalt 

(S1) konst.cosh(qJ - qJo)Pn,h(COS~) 

besitzen. DaB man umgekehrt jede Funktion dieser Schar durch unseren 
ProzeB erhalt, folgt wieder unmittelbar aus der Willkur bei der Wahl 
der einen Achse. 

1 DaB kein Multipolpotential identisch verschwinden kann, wird auf S. 449 
be\Yiesen werden. 
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Da sich nach Nr. 2 jede Kugelfunktion nter Ordnung als eine Summe 
aus 2n + 1 Kugelfunktionen der Gestalt (81) darstellen laBt, folgt 
unmittelbar, daB wir jede Kugelfunktion nter Ordnung erhalten. indem 
wir Summen von Multipolpotentialen 

(82) 

bilden. DaB umgekehrt jede solche Summe eine Kugelfunktion nter 

Ordnung liefert, ist nach S. 441 selbstverstandlich. Es wird sogar, wenn 
wir die Koeffizienten aikl aIle m6glichen Werte durchlaufen lassen, 
jede einzelne Kugelfunktion unendlich oft dargestellt, wie wir sogleich 
naher ausffthren wollen. 

Zunachst beweisen wir noch, daB jede Summe der obigen Gestalt 
das Potential eines einzigen Multipols mit geeigneten Achsen ist. Wir 
bedienen uns dabei einer symbolischen Schreibweise, indem wir das 
homogene Polynom nten Grades 

H(~, 1], C) = 2: aikdLr/CI 
Hk+/=n 

betrachten und dann unser Potential in der Form H~ schreiben, wobei 
r 

die Unbestimmten ~,1]" in H durch die Differentiationssymbole 
iJ/iJ x, iJ/iJy, iJ/iJz zu ersetzen sind. Da bei dieser Bedeutung von ~, 1], C die 
Funktion (~2 + 1]2 + '2)~ identisch Null ist, so ist gewiB H~ = HI-~' 

r r r 

sobald die Differenz H - HI als Polynom der Unbestimmten ~,1), C 
in der Form Q . (~2 + 1]2 + '2) darstellbar ist, wobei Q ein homogenes 
Polynom (n - 2)ten Grades in ~,1], , bedeutet. 

Jetzt stutzen wir uns auf einen einfachen von SYLVESTER 1 be­
nutzten algebraischen Satz: Zu J'edem homogenen Polynom ntm Grades 
H(~, 1], C) kann man n Linearformen L1 , L2 , • : ., Ln und ein Polynom 
(n - 2)ten Grades Q (~, 1]. ') derart bestimmen, dafJ eine Beziehung der 
Gestalt 

besteht. Falls H reell ist, so sind die Linearformen LI , L2 , ••• , Ln durch 
die Forderung der Realitiit ihrer Koetfizienten bis auf konstante Faktoren 
eindeutig bestimmt. Den Beweis dieses Satzes und die gleichzeitige geo­
metrische Kennzeichnung der Formen Li verschieben wir, urn den 
Gedankengang nicht zu unterbrechen, an den SchluB des Abschnittes. 
Aus dem Sylvesterschen Satze folgt unsere Behauptung bezuglich der 
Darstellung des Potentials (82) durch einen einzigen Multipol ohne 

1 Vgl. SYLVESTER, J. J.: Note on spherical harmonics. Phil. Mag. Bd.l, 
S. 291-307 u. 400. 1876. Papers Bd.3, S.37-51. Cambridge 1909. 
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weiteres. Denn verstehen wir unter 'P, die auf der Ebene Li = 0 senk­
rechte Achsenrichtung, so erhalten wir 

a".! 
u - H.! - C .,,-....-_1'_ 

- l' - 0"1 a"2 ... a"" ' 
womit die gewiinschte Darstellung geleistet ist. 

Damit haben wir die wesentIichen Tatsachen unserer Theorie ge­
wonnen. Wir konnen unseren Obedegungen eine etwas andere Wendung 
geben, die eine Berufung auf die Ergebnisse der Nr.1, 2 vermeidet 
und den rein algebraischen Charakter unserer Satze schiirfer betont, 
dafiir allerdings den Zusammenhang mit den expliziten Darstellungen 
lockert. Zu diesem Zwecke gehen wir von der Bemerkung aus, daB 

zwei Funktionen H.! und HI.! dann und nur dann miteinander 
l' l' 

identisch sind, wenn die Differenz H* (~, 1j, C) = H (~, 1j, C) - HI (~, 1j, C)' 
durch ~I + 1j' + ~. tellbar ist. Der erste Tell dec Behauptung ist, wie 
schon hervorgehoben wurde, selbstverstandlich. Um den zweiten Tei! zu 

beweisen, miissen wir zeigen, daB aus einer Relation H*.! = 0 die Teil-
l' 

barkeit des homogenen PolynomsH*(~, 1j,~) durch ~2 + 1j2 + CD folgtl. 
Nun ist nach dem Sylvesterschen Satze 

(83) H* = C Lt L: ... L! + Q* . (~2 + 1j'l. + ~) , 
wo Lr, L:, ... , L: Linearformen bedeuten, die im Falle eines reellen H* 
reell angenommen werden konnen. Falls eine der Linearformen Lt 
identisch verschwindet, ist unsere Behauptung selbstverstandlich. 
Wenn aber keine der Linearformen identisch verschwindet, so wird 

H*.! - C L* T* L*.! 1'- 1"--2'" "I' 

a-.! 
l' 

=Ca*a* a*' "1 "2'" "11 

und das Multipolpotential at¥ der rechten Seite kann wegen der Singu­
laritat im Nullpunkte nur dann im ganzen Raume verschwinden, wenn 
C = 0 ist; denn andernfalls ware bei passendem m mit 0 s m < n 

a-.! 
a f' a = tim =1= 0, aav. = 0, und daher miiBte tim auf jeder Par-

"1'" ".. " .. +1 

alleIen zur Achse 'Pm+! konstante Werte haben, was der Singularitat im 
Nullpunkt widerspricbt. Somit haben wir 

H* (~, 1j, C) = Q* (~, 1j, C) • (e2 + 1j2 + C2), 

wie wir behaupteten. 

1 Vgl. die auf S.451, Fuflnote 2 zitierte Arbeit von A. OSTROWSKI. 

Courant:HDbert, Kathematllche Phytlk I. 2. Auf!. 29 
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Nun konnen wir, wie leicht ersichtlich, jede homogene Funktion 
nten Grades H (~, 'Yj, C) auf eine und nur eine Weise in die Gestalt set zen : 
(84) H (~. 'Yj. C) = Gn (1}, C) + ~Gn-l (1}. C) + (;2 + 1)2 + C2) • Q (;, 1}. C). 
Hierbei bedeutet Gn eine homogene Funktion nten Grades in 1}, C allein. 
Gn - 1 eine homogene Funktion (n - wen Grades und Q eine homogene 
Funktion (n - 2)ten Grades. Die Differenz zweier Funktionen nten Gra­
des H(~. 'Yj, C) und H(~, 'Yj, C) ist dann und nur dann durch ;2+1}2+C· 
teilbar, wenn fur die zugehOrigen Funktionen Gn, Gn_1 , Gn, ~-l identisch 

Gn = Gn, Gn- 1 = Gn_1 

gilt. Nach dem eben bewiesenen Hilfssatz haben wir daher mit Ruck­
sicht auf die 2n + 1 in den Funktionen Gn und Gn _ 1 verfugbaren 

Koeffizienten in der Gestalt H ~ wirklich genau 2n + 1 linear unab­

hangige Potentiale. Somit erhalten wir tatsachlich jede Kugelfunktion 
nten Grades durch eine Summe von Potentialen von Multipolen. Um 
allerdings uber diese reine Existenzbetrachtung hinaus die Darstellung 
der Kugelfunktionen in dieser Gestalt wirklich zu gewinnen, wird man 
in irgendeiner Form auf Dberlegungen analog zu den oben durch­
gefuhrten zuruckgreifen mussen. 

Zum Schlusse bleibt der Beweis des Sylvesterschen Satzes nach­
zutragen. Wir fiihren ibn durch eine einfache Betrachtung ans dem 
Gedankenkreise der algebraischen Geometrie. Der Kegel n ten Grades 
H (~, r;, C) = 0 im ~,r;, C-Raum schneidet nach dem Bezoutschen 
Theorem den absoluten Kegel ;1 + r;2 + C· = 0 in genau 2n Kanten, 
wobei die mehrfachen Schnitte gegebenenfalls richtig zu bewerten sind. 
Wir verbinden diese 2n Kanten durch n Ebenen mit den Gleichungen 

Li (;, 1}, C) = ai; + bi 1} + ciC = 0 (i = 1, 2, ... , n) 
derart, daB jede Ebene zwei der Kanten enthaIt und daB jede Kante 
dabei einmal berucksichtigt wird. Mehrfache Kanten kommen dabei 
entsprechend ihrer Vielfachheit vorl. Wir betrachten nun das zwei 
Parameter A. und ft enthaltende Buschel Von Kegeln nter Ordnung 

lH + P,Ll L2 ... Ln = 0 . 
1 Um den Sinn dieser Vorschrift zu prll.zisieren, ohne auf die schwierigen 

allgemeinen algebraischen Eliminationstheorien Bezug zu nehmen, verfahren wir 
wie folgt. Wir uniformisieren das Gebilde ;2 + '1]2 + ;2 = 0, indem wir etwa 

1 - t2 2t 
(*) ; = 1 + t2 ' '1] = 1 + t2' C = i = F1 
setzen. Eine homogene Funktion nten Grades H (;, '1],;) geht dann vermoge (*) in eine 
rationale Funktion (2n)ten Grades H* (t) iiber, deren Nullstellen die gemeinsamen 
Kanten der Kegel H(~, '1], C) = Ound ~2+ '1]2+ ;2= ° festlegen. Wirwollensagen, eine 
gemeinsame Kante dieser Kegel zll.hle k-fach, wenn fiir sie H* (t) als Funktion von t 
~ine genau k-fache Nullstelle hat. Die Linearformen L 1 , L 2 , ••• , L .. sind nun so 
zu wahlen, daB jede k-fache Schnittkante des Kegels H = 0 mit dem absoluten 
Kegel auch k-fache Schnittkante des Ebenenaggregates Ll L2 ... L,. = 0 ist. DaB 
sich diese Vorschrift in jedem Falle realisieren lll.Bt, ist leicht einzusehen. 



§ 6. Asymptotische Entwicklungen. 451 

J eder Kegel dieses Biischels schneidet den absoluten Kegel in den 
2n angegebenen festen Kanten. Nunmehr greifen wir eine beliebige 
unter den von den angegebenen verschiedenen Kanten des absoluten 
Kegels heraus und bestimmen das ParameterverhaJ.tnis ).: p so, daB 
der Kegel nten Grades IH + pLl L2 ••• Ln = 0 auch noch durch diese 
Kante hindurchgeht, was sicherlich moglich ist und fur 1: p einen 
von Null und Unendlich verschiedenen Wert Hefert. Dieser neue 
Kegel nten Grades hat dann mit einem Kegel zweiten Grades mehr 
als 2n Schnittkanten gemeinsam, was nur moglich ist, wenn er den 
Kegel zweiten Grades vollstandig enthalt. Dies aber ist dann und nur 
dann der Fall, wenn die linke Seite der Gleichung den Ausdruck 
~I + 1J2 + Cli als Faktor enthaltl, wenn also 

IH + pLl L2 ... Ln =--= Q . (~2 + 112 + '2) 

ist. Damit ist der Sylvestersche Satz bewiesen2• Zugleich ist eine 
einfache geometrische Deutung fur die Achsen des zu einer Kugel­
funktion gehOrigen Multipols gegeben. 

Hinsichtlich der Realitatsverhaltnisse muB man beachten, daB bei 
reellem H zwar alle Schnittkanten imaginar sein mussen, daB sie aber 
paarweise konjugiert komplex sind, so daB es genau eine Moglichkeit 
gibt, sie auf n reellen Ebenen unterzubringen. 

§ 6. Asymptotische Entwicklungen. 
Fur viele Zwecke ist es wichtig, asymptotische Ausdrucke unserer 

Funktionen bei groBen Werten der in ihnen auftretenden Argumente 
oder Parameter zu kennen. Schon im vorigen Kapitel haben wir das 
asymptotische Verhalten der Sturm-Liouvilleschen und der Besselschen 
Funktionen unter Beschrankung auf das reelle Gebiet der auftretenden 
Variablen betrachtet. Wir wollen in diesem Paragraphen Methoden zur 
Auffindung asymptotischer Darstellungen kennenlernen; die wesentlich 
auf der Benutzung komplexer Variablen und komplexer Integrale beruhen. 

1 Der erste Teil der Behauptung ist selbstverstandlich; der zweite laBt sich 
am einfachsten beweisen, indem man die vorgelegte Form gemaB (84) in die Gestalt 

Gn(1],~) + ~G .. -t(1],d + (~+ 1]8 + C2)Q(~,1],C) 
setzt. 1st jetzt 1], C irgendein Wertepaar, fur das 1]2 + C2 * 0 ausfallt, so gelten 
gleichzeitig die beiden Gleichungen 

und 
o = G .. (1], C) + Y _(1]2 +C8) G .. _ 1 (1], C) 

0= G .. (1], C) - y_(1]2 + C2)G"_ 1 (1], C), 
aus denen man sofort schlieBt 

G .. (1], C) = G .. _ 1 (1], C) = o. 
G,. und G .. _ t verschwinden also fur aile Wertepaare 1],1; mit 1]2 + 1;2 =l= 0, somit 
offenbar identisch in '1 und C. 

2 Dieser algebraische Satz ist von SYLVESTER a. a. O. ohne Beweis benutzt worden. 
Von A. OSTROWSKI wurde auf die Notwendigkeit hingewiesen, fUr ihn einen Beweis 
nachzuholen. Vgl. OSTROWSKI, A.: Mathematische Miszellen I. Die Maxwellsche 
Erzeugung der Kugelfunktionen. Jahresber. deutsch. Math. Ver. Bd. 33. 1924. 

29* 
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1. Die Stirlingsche Formel. Wir betrachten als erstes Beispiel von 
asymptotischen Entwicklungen die Stirlingsche Formel, bei deren Her­
leitung das im folgenden mehrfach zu verwendende Beweisprinzip 
bereits hervortritt, ohne daB allerdings komplexe Integrationen benutzt 
werden. Es ist fur s > 0 

00 

F(s + 1) = ft"e-tdt 
o 

00' 

= SS+1frs e- 8T dr 
o 

00 

= SB+1 e-Sj'e- 8 (1-1-IOgr) dr 
o 

00 

= ss+1 rSfe-8f(T) dr 
o 

(t = sr) 

(/(r) = 1 - 1 - logr) . 

Hier hat derlntegrand'den Wert 1 fur r = 1; uberall sonst strebt er,mit 
wachsendem s gegen Null. 'Wir k6nnen daher erwarten, daB fur unser 
Integral im wesentlichen nur die unmittelbare Umgebung von r = 1 
Beitrage liefert, sobald s hinreichend groB ist. DemgemijB ersetzen wir 
das Integral durch das von 1 - t bis 1 + e (0 < e < i) erstreckte 
und schatzen zunachst die durch Vernachlassigung der Integrale Von 
Obis 1 - e und von 1 + E bis 00 begangenen Fehler abo Es ist fUr 
1 < r ::::1 1 1 

r-1-log1 = je: -1)du ~ j(1-1t)du = ~ (r-1)2 ::::::}(1-1)2 
r r 

und fur 1 < r :::: 4 r T 

r - 1 - logr = f( 1 - ~) du:> -} j(1l - 1) du = i (1 - 1)2. 
1 1 

In den Integralen 1-_ 4 

fe- 8f (') dT, fe-Bf(T) dr 
o 1+_ 

ersetzen wir den Integranden durch seinen gr6Bten Wert, der an den 
Stellen 1 =f e angenommen wird, und diesen wieder durch die obere 

8 • 

Schranke e -8-. So erhalten wir 
1-_ 4 IE' f + f :::: 4e -8. 
o 1 +_ 

FUr 1 =_': 4 gilt aber T - 1 - logr ~ :~ - log1 > ;; daher ist fUr s > 4 
00 00 BT 8£1 

fe-B(T-l -logr) dT <fe -4 dT < e-' < e -8. 

~ ~ 
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Wahlen wir jetzt e = 5 -', so ist dernnach 
1+, 

&'5- 8 - 1 r{s + 1) = IrBf(t)dr + O(e-ls!) t. 
1-, 

453 

Urn nun noch das auf der rechten Seite stehende Integral angenahert 
zu berechnen, stutzen wir uns auf die Beziehung 

(r - 1)2 
t{r) = -2 - + (r - 1)3 V' ('r) , 

wo V' (t) eine im Intervalle t < t ::;;:; f regulare Funktion ist, deren 
Betrag dort eine endliche Schranke M nicht uberschreitet. Aus dieser 
Beziehung folgern wir fiir 1 - e <. l' <. 1 + e 

s(t-l)' ,(t-l)' 
e --2 - e- Ms - t :s: e-sf(t) <. e --2- eMs-l-

und weiter _ 8 (t -I)' 
e -sf(r) = e ~ (1 + O(s-i») . 

Hieraus ergibt sich 

d. h. 
(85) 
also 
(86) 

l"!"t: -1;< 8U' 1 rsf(t) dT 7= (1 + O(s-i») j e --2 du 

1 -. -, ,-­
+.11 ~ r 2 

-= (1 + O(S- i») V/~ fe-v, dv 
rs -'V-2 

= v~n (1 + O(s-i») (1 + o(e -';')) 
= r: (1 + O(s-i») • 

l'(s + 1) = sB+ i e-'i2;; (1 + O(S-i») , 

r(s + 1)'(Xl Y27tss'e- 8 • 

2. Asymptotisehe Berechnung der Hankelsehen und Bessel­
sehen Funktionen fur groBe Argumente. In ahnlicher Weise 
konnen wir die Hankelsche Funktion Hi (z) innerhalb eines Winkels 

- ~ + ,,< arg z < ~ - d fur groBe I zl asymptotisch berechnen, indern 

wir von dern Integral 

Hl(Z) = r(t --: l) (t~lfeiZ'(T2 _ 1)A-i d1' 
A lUr(t) 

ausgehen (vgl. § 2, 5), bei dem der Integrationsweg der von Abb.12 rechts 

ist, w~~ei -~ < argz < ~ sein muB und log(1'I-1) fur T> 1 reell an­

t Hier hat die Bezeichnung 0 (g (s» dieselbe Bedeutung wie in Kap. V, § 11. 
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genommen wird. Ohne den Wert des Integrals zu andern, konnen wir 
die Sehnitte in der r-Ebene und den urn den einen Von ihnen herum-

gelegten Integrationsweg in die Riehtung % - arg z drehen. Fuhren 
wir dann die Substitution 

aus, so ist die u-Ebene durch zwei von 0 bzw. von 2iz an wageredlt 
naeh reehts laufende Sehnitte aufgesehlitzt, und der neue Integrations­
weg umgibt den langs der positiven reellen Aehse laufenden Sehnitt, 
indem er in der oberen Halbebene von reehts nach links, in der unteren 
von links nach rechts lauft. Verstehen wir unter u).-! denjenigen in 
der aufgesehnittenen Ebene eindeutigen Zweig, der auf dem unteren 

Ufer der positiven reellen Achse positiv ist, und unter (1 + {~-r -t den 

Zweig, der fur u = 0 den Wert 1 annimmt, so wird 

l'(t - l) i(Z+ ~";.-~)f (' iU)).-i H1{z) = ----=_ e 2 4 e-uu"-! 1 + -- du . 
.7I'Y2.71'Z 2z 

1st nun m(~ - i} > -1, so konnen wir die'Sehleife urn u = 0 zu­
sammenziehen und also das Schleifenintegral ersetzen durch das langs 
dem unteren Ufer der positiv reellen Achse von 0 nach 00 erstreckte 
Integral, vermindert urn das langs dem oberen Ufer von 00 naeh 0 
erstreckte. Das Ietztere ist aber das e- 2"W+il-fache des ersteren. 
Daher konnen wir naeh leichten Umformungen mit Benutzung der 
Erganzungsformel der Gammafunktion schreiben 

00 

(87) 
.( J.,.. "')1 

Hl(Z) = (~)! ~~ 2 -4" e- U uJ.-l(1 + _~~);'-l du. 
J. .7I'Z r(l + t) 2z 

o 

Den letzten Faktor drucken wir durch die Taylorsche Formel mit dem 
Cauchyschen Restglied aus: 

(88) 1 

+p(l;t)(-;:r 1(1- t)P-l(1 + t;:r- i - p dt 
o 

und bemerken, daB wir ffir den Rest dabei eine brauchbare Abschatzung 
erhalten. 

Fur positive u ist namlich 
I tui i " I ( tUi)" 11 + 2z I > sm b , I arg 1 + 2i : < IT , 

1(1 + t;:Y-I-P I < en 13()·) I (sinb)))W-!-p) = Ap, 
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wo Ap von z und t unabhangig ist. Indem wir (88) in (87) einsetzen und 
gliedweise integrieren, erhalten wir 

1 (2 )iAZ-~-~)[~()._I) ( 1)( i)" ] (89) HJ.(z) = nz r(). + I) ~ v r A + v +"2 2i + Rp , 

und es ist 

IR"I ,;; A, p(';; !)(;.)' IiI - ')'-' "{-' Iu'-I+'I "Ul_ 
Rp = O(lzl-p). 

Auf dieselbe Weise, namlich durch die Substitution r + 1 = iu/z, er-

halten wir _+_ J.n _..:!.) p-l 

(90) H!(z) ~(:t rl': il' [~(' -; i)r(l +. + i)( - ;S +5.]-
Sp = O(lzl-p). 

Daraus ergibt sich 
h(z) = !(H1(z) + Hl(z)) 

(91) = ___ 1 ___ (~)4 ~()._~)r(),+v±ll{r(-1)i cos(z- A; -~) j+O(IZI-P-t) 
r(l+i) nz ~ v (2Z)" "+1. ( An n) . • 

,,=0 l(-1) 2 sm z----
2 4 

wobei Von den heiden Ausdriicken zwischen den geschweiften Klammem 
der obere sich auf gerades, der untere auf ungerades v bezieht. 

Das erste Glied der Entwicklung liefert 

(92) h(z) = Vn~ cos(z - l; -~) + 0(1 z I-f), 
womit die Grenzwerte aus Kap. y, § 11, 2, festgelegt sind, als 

~oo = V ~ , <500 = - l; - ~. 
8. Sattelpunktmethode. In sehr V'ielen Fallen kann eine aligemeinere, 

als Sattelpunktmethode bezeichnete ,Methode zur asymptotischen Aus­
wertung von Integralen verwendet werden. Liegt ein Integral 

J ezt«)dr 
c 

iiber einen Integrationsweg C vor, auf dem der Realteil von Iff) nach den 
Enden zu beiderseits gegen - 00 strebt, so werden bei groBen positiven 
Werten Von z die weit entfemten Bestandteile des Integrationsweges, 
d. h. die Teile mit groBem negativen Realteil ffi/(r), einen urn so ge­
ringeren Beitrag liefem, je groBer z ist. Wir versuchen nun, durch 
Deformation des Integrationsweges in der komplexen Zahlenebene zu 
erreichen, daB der fUr den Wert des Integrales bei groBem z entschei-
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dende Teil des Weges sich moglichst eng auf einen Punkt zusammen­
zieht. Wir werden also einen Integrationsweg zu wahlen haben, ftir den 
9i 1 (~) von einem Hochstwert beiderseits moglichst rasch abfallt. Setzen 
wir ~ = u + iv und denken uns den Realteil 9i1 (1) als Flache tiber der 
u, v-Ebene aufgetragen - die Flache ist tiberall negativ gekrtimmt -, 
so erreicht man dieses Ziel, wenn es gelingt, den Weg tiber einen Sattel­
punkt oder PaB so zu ftihren, daB er nach beiden Seiten des Sattel­
punktes moglichst steil zu groBen negativen Werten von 9i 1 (~) abfallt. 
Bei groBen positiven Werten von z wird sodann nur noch die unmittel­
bare Umgebung des Sattelpunktes eine Rolle spielen .. 

Die Kurven schnellsten Falles sind durch die orthogonalen Trajek­
torien der Niveaukurven 9i/(~) = konst., also durch die Kurven 
3/(1) = konst. gegeben. In einem Sattelpunkt verschwinden die langs 
der Kurve 3/(1) = konst. genommenen Ableitungen der Funktionen 
9i1 (~) und 31 (~) und daher auch die Ableitung 1'(.,,) der Funktion 1(1:) 
selbst. Wir werden die Sattelpunkte also unter den Wurzeln der Gleichung 

f'(~)=0 
zu such en haben. 

Die Ableitung der Stirlingschen Formel ordnet sich diesem Ver­
fahren unter, indem dort die reelle Achse gerade der richtige Weg war, 
der von dem Sattelpunkt ~ = 1 moglichst steil abfallt. 

4. Anwendung der Sattelpunktmethode zur Berechnung der 
Hankelschen und Besselschen Funktionen bei groBem Parameter 
und groBem Argument. Wir wollen nach diesem Verfahren in aller 
Kiirze die Funktion [vgl. Formel (3) S.407] 

H1(al) = - ~f d-HaslD<+h)dr 

L, 

bei reellem a und groBem positiven ,l. asymptotisch auswerten und zer­
legen den Faktor von l im Exponenten in Real- und Imaginiirteil: 

- iasin1' + i~ = 1(1') = acosu6inv - v + i(u·- asinu@:ofv). 
Die Sattelpunkte sind die Wurzeln der Gleichung acos~ = 1; durch sie 
haben wir die Kurven u - asinu@:ofv = konst. zu legen und zu sehen, 
ob sie sich zu geeigneten Integrationswegen zusammensetzen lassen. 

1. 1st a < 1, etwa a = [0110.: (a> 0), so haben wir Sattelpunkte 

in l' = ± ai und die Kurven u - asinu@:ofv = 0 - asino@:of.:x = o. 
Diese bestehen aus der imaginiiren Achse u = 0 und je einem Zweig 
durch l' = ± ai, der sich nach oben bzw. unten den Geraden u = ± 1'£ 

anniihert. Dies zeigt Abb. 21, in der die Richtung wachsenden Realteils 
von 1(1') durch Pieile angegeben ist. Die aus den Kurven 3(/) = 0 
zusammengesetzte ausgezogene Kurve liefert, von unten nach oben 
durchlaufen, offenbar H1; denn sie laBt sich in Ll deformieren bis auf 
einen Tei1, der beliebig weit oben beginnt und innerhalb eines Streifens 
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- n ~ .,::; - n + e liegt und daher einen beliebig kleinen Beitrag zum 
Integral liefert. Der Realteil von - iasin T+ il hat seinen HOchstwert 
IX - ~ IX bei T = - cd. \Vir ersetzen wie~er (vgl. S. 452) den Weg Ll 
durch das geradlinige Stuck L' von (-IX-e)i bis (.-IX+B)i mit 
e = 1-f. Zerlegen wir den ubrigen Integrations- I I /I 

weg in zwei beiderseits anschlie13ende endliche und I I i I 
zwei ins Unendliche fiihrende Teile, so zeigt eine I 1.1 : 
Abschatzung, die der in Nr.1 vorgenommenen, I't",)t, 
durchaus entspricht, da13 ; I 

(-<l.-e)\ - .. Hoo , J elf(~) al + feAf(~) aT = el<III-XgIII) 0 (e-c,A,s) -xr------ 'L-----1x 
-,00 (-III+.)i " 

. " /' -' -~t.~ 1,1 
lSt, worin Cl ebenso wie im folgenden c.' Ca usw. ~"' 
eine positive, von 1 (also auch von B) unabhangige J 

, r \ ' Konstante bezeicbnet. Auf den beiden endlichen I I , 
, I \ , Strecken ist. namlich der Betrag des Integranden I',' \', 

hOchstens gleich den Werten, die er in den Punkten 
(-IX ± B) i hat; und fiir diese Werte gilt die ange- Abb.2t. 

gebene Abschatzung. Auf den unendlichen Stucken findet man leicht 
eine Schranke fiir den Betrag des Integranden von der Gestalt e-cA(HC'). 
worln s die BogenIange des Integrationsweges und c und c' positive, von 
, und 1 unabhangige Konstanten sind. Daraus folgt fiir die Beitrage 
dieser Teile zum gesamten Integral eine Abschiitzung O(e-c,A). Auf 
dem Wegstiick L' selbst ist aber 

1/(1:) - (IX - %glX + !(,(-lXi)(1: + lXi)2) 1 <C2 B3, 

/"( -lXi) = %glX, 
A( :tg :tg (Hllli)') 

eAt(.) = e 111- 111+ 111-2 - (1 + 00. -i»), 
also 
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2. 1st a > 1, etwa a = _1_ (0 < (X < .n'2)' so haben wir die Sattel­
COS IX 

punkte r = ± (X und die KurV'en 

u - asinu~ofv = ±(IX - a sin IX), '~ofv = 1I.:F (01. - tgIX) 
a Slnu ' 

die in Abb. 22 wiedergegeben sind. Der ausgezogene Weg liefert Hi {x}. 
Ersetzen wir ibn in der Nahe des Sattelpunktes durch ein unter dem 

I III ! I Winkel - 3l / 4 gegen die reelle Achse 
: j:l II geneigtes geradliniges Stiick und 
I ,1\ '1 
I /1 . ! I 
: i : \. I: 
: ./: \ II 
I - / I '.0:./ I -xr ---.,.---)(----lX 
I' I /' I I I · \ I 1'1 
I,' I, \ I 
I, I / '\ I 
'I , i .1 
I, " II :! I! jI 
'I II ,I 
I, I' I, 
II II II 

Abb.22. 

I 
I 
I 
I 

3Xt I 
-(XfEe -,,- I 

I (X I 
-Jtf---- - -------,...--10 

I ' IX! I 
I ' -(X-ee -,,- I 
I I 
I I 
I , 
I I 
! I 

Abb,23. 

Verbindungsstiicke V'on beschrankter Lange, auf denen 3f{r) keine 
ani 

groBeren Werte annimmt als in den Punkten r = -IX ± ee' (vgl. 
Abb. 2}), und set zen wir wieder e = l-f, so erhalten wir genau wie vorher 

3ni 

ani 

_0<+.;' 
= eU(tllO<_O<lje--:-itllo«<+a<l' dT{1 + 00- 1) 

ani 
-4-

-(X-Be 

3ni {--

(94) Hi {al} = -e TV'.1iA.~« e i )'(tll o<-o<l(1 + OO,-!). 
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3. 1st a = 1, so verschwindet in dem Sattelpunkt 1 = 0 auch noch 
f" (r). Die Kurve 3/(1) = u - sinu~oiv = 3/(0) = 0 hat daher drei 

, I Zweige durch 1 = 0 (V'gl. Abb. 24), von denen 
i I einer die imaginare Achse ist. Wir ersetzen 
. I wieder den gekrtimmten Teil des Weges Ll (in 

. ! I Abb. 24 ausgezogen) dicht bei 
! /1 : 1 = 0 durch ein urn 5 n/6 gegen 

: 10/ I die reelle Achse geneigtes gerad-
-Jtr ----,- <---+~ liniges StUck der Lange € = 1-* 

: j/ \ i und bekommen ftir aIle 1 des Inte­
Ii\. II grationsweges zwischen - € i und 
I . \ 5ni 
I I . I 
I • \ I ee 6 -Ei 

if \1 1/(1) - i~315cl~. 
Abb.24. Ferner iSt 

5 ni 

<8 6 

j elt(r)dr = jeJ.t(l)d1 + o (e-C,J.E') , 
L, -ei 

ani 5",i 

fE' 6 fee ;.6iT• 

eAt(T)d1 = e-6 d1(1 + OO.-i»), 
- ei - Ei 

5 ni 5 ",i "{i 
u 6 '8 6 -ei "l"6 
f .lirl f f 3 '6( 5",! )( 

e 6 d 1 = - = V T e 6 + i. e- u· du; 
-d 0 0 0 

Abb.25. 

bei der letzten Umformung ist im ersten Integral 1 = 1!f e5 ;i U, 

V· 6 VT , 
im zweiten 1 = - T iu gesetzt. Die rechte Seite der letzten Gleichung 
wird gleich (Xl 

V ~ V:i + i) fe,-u, dU(1 + O(e-c,.I,!»). 

o 

wenn €3 A. tiber einer positiven Schranke 'bleibt, Nun ist aber 
00 00 

f e-u'du = ! f e-tt-fdt = trw; 
o 0 

also haben wir schlieBlich 

(95) Hi (A.) = - {'t r( ~) VP + i) V~- (1 + O(A. -1») • 
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Asymptotische Formeln fUr fA (al) erhilt man in den FiiJlen a;;::: 1 
aus den bier abgeleiteten fUr Hi (aA) und den ganz entsprechend zu 
findenden 

(96) m (a1) = i V 2 e'-(D<-iOD<' (1 + O(l-i)) 
JrA ~g« 

(a < 1), 

(96') Sn'l/2 Hi(al)=-e--, V~e-i.t(tgD<-D<'(1+0(1-i» (a>1), 

(96") Iij(l) = _f~r(~)(e-5:i - i)V~ (1 + 0(1- 1» (a = 1) 

I \yo I durch Kombination nach der Formel 

I !. I It(x) = 1 (Hi (x) + Hi(x)). 

l In I Nur im Falle a < 1 ergibt sich als Hauptglied Null. 
I 0 I In diesem Falle konnen wir auch fUr fA den in 

-xl ____ ~---+ Abb. 26 ausgezogenen Integrationsweg wii.hlen und r ~ I erhalt~n nach derselben Methode 

I t'-tx;.: It (al) = _2 __ e'-(i:aD<-D<) (1 + O(). -1)) . 
I /"', I Y2nl~g« 
I· . I 
I ; t '. I 5. Allgemeine Bemerkungen iiber die Sattel-
i! 0 \: punktmethode. Wir haben die Sattelpunktmethode 
I I I I nur zur Ableitung von asymptotischen Formeln be-

Abb.26. 
nutzt, welche die ersten Glieder von asymptotischen 

Reihen darste1len, die sich nach dem anfangs angedeuteten Prinzip er­
geben. Beziiglich dieser Reihen sei auf die ausfiihrliche Darste1lung bei 
WATSON, G. N.: A treatise on the theory of Bessel Functions, Cam­
bridge 1922, und die Originalabhandlungen verwiesen, insbt"SOndere auf 
DEBYE, P.: Math. Ann. Bd.67, S.535-558, 1909. 

Es ist bei der Anwendung der Sattelpunktmethode iibrigens nicht 
notwendig, den Integrationsweg genau in der beschriebenen Art zu 
legen, sondem es geniigt, wenn er schlieBlich, d. h. fiir groBe Werte des 
Parameters, nach dem entwickelt wird, dieser Lage hinreichend nahe­
kommt. Auf diese Weise gewinnt FABER, G.: Sitzungsber: Akad. 
Miinchen (math.-ph~. Kl.) 1922, S.285-304, eine Anzahl asympto­
tischer Reihen, z. B. fUr die Hermiteschen und Laguerreschen Polynome. 

6. Methode von Darboux. Eine andere Methode zur Herleitung 
asymptotischer Forme1ri riihrt von DARBOux herl. Die zu behandelnden 
GraBen a,. seien als Koeffizienten einer Potenzreihe, also durch eine erzeu-

00 

gende Funktion K (C) =;£ a,.l;" gegeben. Kennt man die SingulariUiten 
,,=0 

dieser Funktion auf dem Konvergenzkreis - er sei 1'1 = 1, ,= ei<p -

1 DARBOUX. G.: M6moire sur l'approximation des fonctions de tres-grands 
nombres, et sur une c1asse 6tendue de d6veloppements en sene. J oum. math. 
pures et appl. Serle 3. Bd. 4.· S. 5-56 u. S.377-416. 1878. - Vgl. auch 
HAAR. A.: 'Ober asymptotische Entwicklungen. Math. Ann. 96. 
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IX> 

und kann man durch Subtraktion bekannter Funktionen I" (C) =~ IX""C" 
,,=0 

bewirken, daB der Rest K -I" bei Anniiherung an den Konvergenzkreis 
gleichmli.Big gegen eine n mal stetig differenzierbare Funktion von rp 
konvergiert, so sind die Koeffizienten a .. - IX" .. der Potenzreihe 

00 

K(C)-/,,(C) = ~ (a .. - IX",,) C" 
.. =0 

die Fourierschen Koeffizienten einer nmal stetig differenzierbaren (d. h. 
fiir n = 0 einer stetigen) Funktion von rp und erfiillen daher nach 
Kap. II, § 5, 3 die Bedingung 

lim'JI"-lla" -IX" .. I = 0; 

die Werte IX" .. geben also fiir groBe 'JI eine urn so bessere Anniiherung 
an a .. , je groBer n gewiihlt wird. 

7. Anwendung der DarbouUthen Methode zur asymptotischen 
Entwicklung der Legendreschen Polynome. Dies wenden wir an auf 
die Legendreschen Polynome P,,(x), die durch die erzeugende Funktion 

00 

(97) K(z,~) = 'I 1 = 2 p .. (z)C" 
1 - 2ZC + ~ .. -0 

gegeben sind. Es sei zunli.chst -1 < z < 1, z = cosrp, 0 < rp < n. 
Dann ist 1-2:," +CI= (C _e",i) (C - e-",i); der KonV'ergenzkreis hat 
den Radius {, und auf ibm liegen die singulii.ren Punkte ~ = eX"". Urn 
die Reihenentwicklungen von K nacb Potenzen V'on C - eX"" aufzustellen, 
setzen wir fest, daB ",+n 

-YC - ex",i = eH - 2-Y1 Ce'f",i 

sein solI, wo die Quadratwurzel rechts den durch die Binomialreihe dar­
gestellten Zweig bedeutetl. Dann wird 

K (z, C) = 1 . (C - e'P i + (e'P'-e-",i»)-i 
YC - e"" 

_ ani 00 ( • ) __ e_' _ __ 1 _ -I C - e"" ... 
-Y2sin lf,I"_e",i 2(,,) e",i_e-",i 

f~ ".0 

1 1St also a eine positive Zahl, so soli fUr l; = e'Pi - a die Wurzel YC:":' e",i 
positiv imaginll.r, dagegen fur C = e-'Pi - a die Wurzel 'Ie - e-'I'i negativ imagina.r 
genommen werden. Die Festsetzung des Textes steht in Einklang mit der bei 
Formel (97) zu erhebenden Forderung, daB fUr C = 0 die Wurzel Vi - 2ZC + ~ 
dt'n Wert + 1 erhlUt. 
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so erhalten wir 
P ,,(Z) = Pn" (Z) + 0 (.u -n) 

gleichmaBig in jedem Intervall - 1 + e ~ Z < 1 - e (0 < e < 1). Be­
riicksichtigt man, daB Pn+1,,, - Pn" = o (.u-n-l) ist, so folgt 

P,,(z) = Pn,,(z) + 0(1'-"-1). 

Das erste Glied dieser asymptotischen Entwicklung ist umgeformt 
2 . 1 . 3 ... (2ft - 1) (S n ( 1)) (1 ) 

(99) P,..(z) = V2sinq:> 2.4 ... 2ft cos ""4 + I' + '2 q; + 0 -;; . 

1st z nicht reell zwischen - 1 und + 1, so hat von den singularen Stellen 
Cl und C2 wegen ClC, = 1 die eine, etwa Cl, einen Betrag I'll < 1, die 
andere einen Betrag 1'2\ > 1. Auf dem Konvergenzkreis I C I = I Cilliegt 
nur die singulare Stelle CI' und wir haben daher nur diese Singularitat 
zu beriicksichtigen. Formen wir daher die ersten n Glieder der Ent­
wicklung von K (z, C) nach Potenzen von 1; - 1;1 in eine Potenzreihe 
nach 1; urn, so erhalten wir in den Koeffizienten asymptotische Aus­
driicke fiir PI< (z), mit dem Unterschied jedoch, daB jetzt nur noch 

l1;ll"(P" - PIt,,) = 0(1'-"-1) 
gilt. 
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graltransformation 439-440. 

- Polynome 74,75,282-283,440,441. 

Umkehrformeln von Mellin 87-89. 
UnabMngigkeitsmaB 30, 52. 
unendlich kleine lineare Transformation 

33-34. 
- viele Variable 33, 45-46, 136, 1St 

bis 156. 
unendliches Anwachsen der Eigenwerte 

111, 247, 358. 
Unitare Matrix 9. 
- Transformation 14. 
Unitaritll.tsbedingungen 14. 
Unhomogene Integralgleichungen 115, 

116, 127, 128. 
Membran 263. 
Randbedingungen 236. 
Saite 249-253. 

Variation, erste 160, 179-184. 
-, zweite 184. 
- bei verll.nderlichem Gebiet 221. 
Variationsableitung 159. 
Vektoren 1-2. 
Versteifung 244. 
Vielfachheit eines Eigenwerts 97, 110. 
vollstandiges orthogonales System von 

Vektoren 4. 
von Funktionen 43. 
von Funktionen in mehreren Varia­
bIen 96. 

Vollstll.ndigkeitsrelation 4, 43. 
Vollstandigkeit 

der Eigenfunktionen einer Differen­
tialgleichung 311, 314, 319, 368. 



SachverzeichniB. 

VoUstilndigkeit der Hermitescl1en Poly­
nome 81. 

- der Laplaceschen Kugelfunktionen 
443. 
der Laguerreschen Polynome 81. 
der Legendreschen Polynome 70. 
der Sturm-Liouvilleschen Eigen­
funktionen 3ft. 
der trigonometrischen Funktionen 
57. 58. 
der Potenzen 55- 57. 

Volterrasche Integralgleichung 133. 292. 

WArmeleitung 268-269. 
WeierstraBsche Eckenbedingung 221. 
WeierstraB scher Approximationssatz 

55-57. 
- Satz 1lber die Extrema stetiger Funk­

tionen 20, 139. 
WeUenfront 184. 
WeUennormale 184. 

Zylinderfunktionen s. Besselsche F., 
Hankelsche F., Mathieusche F .• 
Neumannsche F. 

Druckfehlerberichtigung. 

Auf S. 222, 5. Formelzeile von unten hei13t es unter den Integralen G. 
atatt G(e). 

In der letzten Formelz£'ile heiSt es auf den rechten Sei~en der Gleichungen 
X, Y statt x. y. 
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