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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

Von jeher hat die Mathematik michtige Antriebe aus den engen Be-
ziechungen gewonnen, welche zwischen den Problemen und Methoden
der Analysis und den anschaulichen Vorstellungen der Physik bestehen.
Erst die letzten Jahrzehnte brachten eine Lockerung dieses Zusammen-
hanges, indem sich die mathematische Forschung vielfach von ihren an-
schaulichen Ausgangspunkten abloste und insbesondere in der Analysis
manchmal allzu ausschlieSlich um Verfeinerung ihrer Methoden und
Zuspitzung ihrer Begriffe bemiihte. So kommt es, daB viele Vertreter
der Analysis das BewuBtsein der Zusammengehorigkeit ihrer Wissen-
schaft mit der Physik und anderen Gebieten verloren haben, wihrend
auf der anderen Seite oft den Physikern das Verstdndnis fiir die Pro-
bleme und Methoden der Mathematiker, ja sogar fiir deren ganze
Interessensphire und Sprache abhanden gekommen ist. Ohne Zweifel
liegt in dieser Tendenz eine Bedrohung fiir die Wissenschaft iiberhaupt;
der Strom der wissenschaftlichen Entwicklung ist in Gefahr, sich
weiter und weiter zu veristeln, zu versickern und auszutrocknen. Soll
er diesem Geschick entgehen, so miissen wir einen guten Teil unserer
Krifte darauf richten, Getrenntes wieder zu vereinigen, indem wir unter
zusammenfassenden Gesichtspunkten die inneren Zusammenhinge der
mannigfaltigen Tatsachen klarlegen. Nur so wird dem Lernenden eine
wirkliche Beherrschung des Stoffes erméglicht und dem Forscher der
Boden fiir eine organische Weiterentwicklung bereitet.

Diesem Ziele soll fiir das Gebiet der mathematischen Physik das
vorliegende Buch dienen. Es entwickelt mathematische Methoden, die
im Anschlu8 an klassische physikalische Fragestellungen des 18. und
19. Jahrhunderts ausgebildet worden sind und sucht die gewonnenen
Ergebnisse zu einheitlichen mathematischen Theorien auszugestalten.
Vollstindigkeit erstreben wir nicht, hoffen aber doch, durch unsere
Darstellung den Zugang zu einem wichtigen und an den schénsten
Zusammenhingen reichen Gebiete zu erleichtern. Abgesehen von dem
rein Methodischen enthdlt der vorliegende Band viele Einzelheiten,
die auch dem Kenner neu sein diirften.

Fir den vorliegenden Band muB ich die Verantwortung allein
ibernehmen, da Anlage und Einzelausfithrungen zum gréBten Teil
in meiner Hand lagen. Auch habe ich mir die Freiheit genommen, an



Vi Vorwort zur zweiten Auflage.

zahlreichen Stellen des Buches groBere Abschnitte aus eigenen Abhand-
lungen mit geringen Verdnderungen abzudrucken. Wenn ich trotzdem
darauf bestanden habe, daB auch nach auBen hin die Autorschaft meines
hochverehrten Lehrers, Kollegen und Freundes HILBERT mit zum Aus-
druck kommt, so geschieht dies nicht nur im Hinblick auf das vielfach
benutzte Material aus Hilbertschen Abhandlungen und Vorlesungen;
vor allemp wiinsche ich vielmehr damit zu betonen, daB die hier ver-
tretenen wissenschaftlichen und p&dagogischen Bestrebungen Kinder
der mathematischen Geistesrichtung sind, welche fiir immer mit HILBERTs
Namen verbunden bleiben wird.

Gottingen, am 141. Februar 1924.

R. COURANT.

Vorwort zur zweiten Auflage.

In der zweiten Auflage ist die Anordnung des Stoffes im groBen
beibehaltenn worden. Jedoch enthilt die zweite Auflage gegeniiber der
ersten in sehr vielen Einzelheiten Vereinfachungen und Erweiterungen,
welche den inzwischen erzielten Fortschritten Rechnung tragen und
zum Teil in dieser Form bisher nicht verdffentlicht sind.

Ohne die selbstlose Mitarbeit meiner jiingeren Gottinger Freunde
wire die vorliegende Neugestaltung des Buches kaum moglich gewesen.
In erster Linie muB ich dabei neben Kurr FRIEDRICHS, der schon
Helfer bei der ersten Auflage gewesen ist, FR. RELLICH und R. LUNE-
BURG nennen. lhnen verdankt diese Neuauflage sachlich viel mehr
als durch Hinweise an einzelnen Stellen ausgedriickt werden kann.
Aber auch den Herren FENCHEL, WEBER und WEGNER habe ich fiir
ihre auBerordentlich wertvolle Hilfe bei der kritischen Durchsicht
des Manuskripts und der Korrektur herzlichen Dank zu sagen.

Uber die Einzelheiten des' behandelten Stoffes unterrichtet das
ausfiihrliche Inhaltsverzeichnis. Fiir die Anordnung waren methodische,
nicht stoffliche Gesichtspunkte maBgebend. Jedes Kapitel bildet in
gewissem Grade eine selbstindige Einheit und kann'daher im wesent-
lichen auch ohne Kenntnis der iibrigen gelesen werden. Ein aus-
fiihrliches Register erleichtert die Orientierung. Die Literatur-
angaben, insbesondere die jedem Kapitel beigegebenen Literatur-
verzeichnisse, machen keinerlei Anspruch auf systematische Voll-
standigkeit.



Vorwort zur zweiten Auflage. VII

Das Erscheinen dieser zweiten Auflage legt mir mit verdoppelter
Stirke die Verpflichtung auf, den zweiten Band, mit dem zusammen
dieser vorliegende erst ein abgeschlossenes Ganzes bilden wird, in Druck
zu geben. Die Verzdgerung, welche die Fertigstellung dieses zweiten
Bandes erfahren hat, ist begriindet durch meinen Wunsch, zunichst
noch eine Reihe von dorthin gehdrigen Fragen vollig zu kliren. Ich
hoffe, das Ergebnis in kurzer Frist vorlegen und damit die Verzégerung
des Erscheinens rechtfertigen zu konnen.

Gottingen, im Oktober 1930.

R. COURANT.,



Inhaltsverzeichnis.

Erstes Kapitel.

Die Algebra der linearen Transformationen und
quadratischen Formen.

§ 1. Lineare Gleichungen und lineare Transformationen . . . . . . . . .

LES
§3.

§4.

$ S.

§1.

82

1. Vektoren S. 1. — 2. Orthogonale Vektorensysteme. Vollstandigkeit
S. 3. — 3. Lineare Transformationen, lylatrizen S. 5. — 4. Bilinearformen,
quadratische und hermitesche Formen S.10. — 5. Orthogonale und
unitire Transformationen S. 13.

Lineare Transformationen mit linearem Parameter. . . . . . . . . .
Die Hauptachsentransformation der quadratischen und Hermiteschen
Formen. . . . . . . . . . ¢ o v e e e e e e e e

1. Die Durchfithrung der Hauptachsentransformation auf Grund eines
Maximumprinzips S.20. — 2. Charakteristische Zahlen und Eigenwerte
S. 22. — 3. Verallgemeinerung auf Hermitesche Formen S. 23. — 4. Trag-
heitsgesetz der quadratischen Formen S.24. — 5. Darstellung der Re-
solvente einer Form S.24. — 6. Losung des zu einer Form gehorigen
linearen Gleichungssystems S. 25.

Die Miniinum-Maximum-Eigenschaft der Eigenwerte . . . . . . . . .

1. Kennzeichnung der charakteristischen Zahlen durch ein Minimum-
Maximumproblem S.26. — 2. Afwendungen S. 28.

Ergéinzungen und Aufgaben zum ersten Kapitel. . . . . . . . . ..
1. Lineare Unabhingigkeit und Gramsche Determinante S. 29. — 2. De-
terminantenabschitzung von Hadamard S. 31. — 3. Simultane Trans-

formation zweier quadratischer Formen in kanonische Gestalt S. 32. —
4. Bilinearformen und quadratische Formen von unendlich vielen Va-
riablen S. 33. — 5. Unendlich kleine lineare Transformationen S. 33. —
6. Variierte Systeme S. 34. — 7. Die Auferlegung einer Bindung S. 36.
— 8. Elementarteiler einer Matrix oder einer Bilinearform S.36. —
9. Spektrum einer unitiren Matrix S. 37. — Literatur zum ersten Kapitel
S. 38.
Zweites Kapitel.

Das Problem der Reihenentwicklung willkiirlicher
Funktionen.

Orthogonale Funktionensysteme . . . . . . . . . . .. ... ...
1. Definitionen S. 40. — 2. Orthogonalisierung von Funktionen S. 41.
— 3. Besselsche Ungleichung. Vollstandigkeitsrelation. Approximation
im Mittel S. 42. — 4. Orthogonale und unitire Transformationen in un-
endlich vielen Veranderlichen S. 45. — 5. Giiltigkeit der Ergebnisse bei
mehreren unabh#ngigen Verinderlichen. Erweiterung der Voraus-
setzungen S. 46. — 6. Erzeugung vollstindiger Funktionensysteme in
mehreren Variabeln S. 46.
Das Haufungsprinzip fiir Funktionen. . . . . . . . . . . . . . ..
1. Konvergenz im Funktionenraum S. 47.

14

19

26

29

40



§3.

§4.

§ 5.

§ 10.

§ 2.
§3.
§4.

§5.

. Vorbereitende Betrachtungen

Inhaltsverzeichnmis.

UnabhingigkeitsmaB und Dimensionenzahl. . . . . . . . . . ...
1. UnabhingigkeitsmaB8 S. 51. — 2. Asymptotische Dimensionenzahl
einer Funktionenfolge S. 53.
Der WeierstraBsche Approximationssatz. Vollstindigkeit der Potenzen
und der trigonometrischen Funktionen. . . . . . . . . . . . . ..
1. Der Weierstrasche Approximationssatz S. 55. — 2. Ausdehnung
des Ergebnisses auf Funktionen von mehreren Veranderlichen S. 57. —
3. Gleichzeitige Approximation der Ableitungen S. 57. — 4. Vollstandig-
keit der trigonometrischen Funktionen S. 57.
Die Fouriersche Reihe . . . . . . . . . . . . .. ... .. ...
1. Beweis des Hauptsatzes S. 58. — 2. Mehrfache Fouriersche Reihen
S. 62. — 3. Die Gr6Benordnung der Fourierschen Entwicklungskoeffi-
zienten S.62. — 4. Streckung des Grundgebietes S. 63. — 5. Einige
Beispiele S. 63.

. Das Fouriersche Integral. . . . . . . . . . . . . ... ... ..

1. Beweis des Hauptsatzes S. 65. — 2. Ausdehnung des Resultates
auf mehr Variable S. 67. — 3. Reziprozititsformeln S. 68.

. Beispiele fiir das Fouriersche Integral . . . . . . . . . . . . ...
. Die Polynome von Legendre . . . . . . . . . .. . .. ... ..

1. Erzeugung durch Orthogonalisierung der Potenzen 1, #, 42 S. 70. —
2. Die erzeugende Funktion S. 72. — 3. Weitere Elgenschaften S. 73.

. Beispiele anderer Orthogonalsysteme. . . . . . . . . ... . . . ..

1. Verallgemeinerung der zu den Legendreschen Polynomen fithrenden
Fragestellung S. 74. — 2. Die Tschebyscheffschen Polynome S. 75. —
3. Die Jacobischen Polynome S. 76. — 4. Die Hermiteschen Polynome
S. 77. — 5. Die Laguerreschen Polynome S. 79. — 6. Vollstindigkeit der
Laguerreschen und Hermiteschen Polynome S. 81.

Ergidnzungen und Aufgaben zum zweiten Kapitel. . . . . . . . . .

1. Die Hurwitzsche Losung des isoperimetrischen Problems S. 82. —
2. Reziprozitatsformeln S. 83. — 3. Fouriersches Integral und mittlere
Konvergenz S. 84. — 4. Spektrale Zerlegung durch Fouriersche Reihe
und Fouriersches Integral S. 85. — 5. Dichte Funktionensysteme S. 85.
— 6. Ein Satz von H. MtNTz tiber die Vollstindigkeit von Potenzen
S. 86. — 7. Der Fejérsche Summationssatz S. 86. — 8. Die Mellinschen
Umkehrformeln S. 87. — 9. Das Gibbssche Phinomen S. 90. — 10. Ein
Satz tiber die Gramsche Determinante S.91. — 11. Anwendung des
Lebesgueschen Integralbegriffes S.92. — Literatur zum zweiten Ka-
pitel S. 94.

Drittes Kapitel.
Theorie der linearen Integralgleichungen.

1. Bezeichnungen und Grundbegriffe S.96. — 2. QuellenmiBig dar-
gestellte Funktionen S.97. — 3. Ausgeartete Kerne S. 98.
Die Fredholmschen Sitze fiir ausgeartete Kerne . . . . . . . . . .
Die Fredholmschen Sitze fiir einen beliebigen Kern
Die symmetrischen Kerne und ihre Eigenwerte . . . . . . . . . .
1. Existenz eines Eigenwertes bei einem symmetrischen Kern S. 104.
— 2. Die Gesamtheit der Eigenfunktionen und Eigenwerte S. 107. —
3. Die Maximum-Minimum-Eigenschaft der Eigenwerte S. 112.
Der Entwicklungssatz und seine Anwendungen. . . . . . . . . . .
1. Der Entwicklungssatz S.114. — 2. Auflésung der inhomogenen
linearen Integralgleichung S.115. — 3. Die Bilinearformel fir die
iterierten Kerne S. 116. — 4. Der Mercersche Satz S. 117.

55

58

65

70

74

82

96

101
104

114



X

§6.

§7.
§8.

§ 9
§ 10,

§a.

§3.

§4.

§ 5.

§6.

Inhaltsverzeichnis.

Die Neumannsche Reihe und der reziproke Kern. . . . . . . . . .
Die Fredholmschen Formeln . . . . . . . . ... .. ... ...
Neubegriindung der Theorie . . . . . . . . . . ... ... ...
1. Ein Hilfssatz S. 125. — 2. Die Eigenfunktionen eines symmetrischen
Kernes S, 126. — 3. Unsymmetrische Kerne S. 127. — 4. Stetige Ab-
hingigkeit der Eigenwerte und Eigenfunktionen vom Kern S. 128.
Erweiterung der Giiltigkeitsgrenzen der Theorie. . . . . . . . . . .
Erginzungen und Aufgaben zum dritten Kapitel . . . . . . . . . .
1. Beispiele S. 130. — 2. Singulare Integralgleichungen S. 130. — 3. Me-
thode von E. ScHMIDT zur Herleitung der Sitze von FREDHOLM S, 131.
— 4. Methode von ENskoG zur Auflésung symmetrischer Integral-

gleichungen S. 132. — 5. Methode von KELLOGG zur Bestimmung von
Eigenfunktionen S. 132. — 6. Symbolische Funktionen eines Kerns und
ihre Eigenwerte S.132. — 7. Beispiel eines unsymmetrischen Kerns

ohne Nulldsungen S. 133. — 8. Volterrasche Integralgleichungen S. 133.
— 9. Abelsche Integralgleichung S. 134. — 10. Die zu einem unsymme-
trischen Kerne gehérigen adjungierten Orthogonalsysteme S. 134. —
11. Integralgleichungen erster Art S. 135. — 12. Die Methode der un-
endlich vielen Variablen S. 136. — 13. Minimumeigenschaften der Eigen-
funktionen S. 136. — 14. Polare Integralgleichungen S. 136. — 15. Sym-
metrisierbare Kerne S. 137. — 16. Bestimmung des lésenden Kernes
durch Funktionalgleichungen S. 137. — 17. Die Stetigkeit der definiten
Kerne S. 137. — 18. Satz von HAMMERSTEIN S. 137. — Literatur zum
dritten Kapitel S. 137.

Viertes Kapitel
Die Grundtatsachen der Variationsrechnung.

. Die Problemstellung der Variationsrechnung . . . . . . . . . . . .

1. Maxima und Minima von Funktionen S.139. — 2. Funktionen-
funktionen S. 142. — 3. Die typischen Probleme der Variationsrechnung
S. 144. — 4. Die charakteristischen Schwierigkeiten der Variations-
rechnung S. 147.

Ansitze zur direkten Lésung . . . . . . . . . . . .. ... ...

1. Isoperimetrisches Problem S. 149. — 2. Das Ritzsche Verfahren.
Minimalfolgen S.149. — 3. Weitere direkte Methoden. Differenzen-
verfahren. Unendlich viele Veranderliche S. 151. — 4. Prinzipielles iber
die direkten Methoden der Variationsrechnung S. 156.

Die Eulerschen Gleichungen der Variationsrechnung . . . . . . . .

1. Das einfachste Problem der Variationsrechnung S. 158. — 2. Mehrere
gesuchte Funktionen S. 161. — 3. Auftreten hoherer Ableitungen S. 163.
— 4. Mehrere unabhingige Variable S.164. — 5. Identisches Ver-
schwinden des Eulerschen Differentialausdruckes. Divergenzausdriicke
S.165. — 6. Homogene Form der Eulerschen Differentialgleichungen
S.168. — 7. Variationsprobleme mit Erweiterung der Zulassungs-
bedingungen. Sitze von pu Bois-REYMOND und HaAR S. 171. — 8. An-
dere Variationsprobleme und ihre Funktionalgleichungen S. 176.
Bemerkungen und Beispiele zur Integration der Eulerschen Differential-
gleichung. . . . . . . . . . ... s
Randbedingungen . . . . . . . . . . . . . . ... 0.

1. Natiirliche Randbedingungen bei freien Riandern S. 179. — 2. Geo-
metrische Probleme. Transversalitit S. 181.

Die zweite Variation und die Legendresche Bedingung . . . . . . .

128
130

139

148

157

177
179



Inhaltsverzeichnis.

§ 7. Variationsprobleme mit Nebenbedingungen . . . . . . . . . . . . .

§8.

89

.

§ 10.

§1.

§ 2.

§3.

1. Isoperimetrische Probleme S.187. — 2. Endliche Bedingungs-
gleichungen S. 189. — 3. Differentialgleichungen als Nebenbedingungen
S. 191.

Der invariante Charakter der Eulerschen Differentialgleichungen .
1. Der Eulersche Ausdruck als Gradient im Funktionenraume. Invarianz

des Eulerschen Ausdruckes S.192. — 2. Transformationen von 4 %. Polar-

koordinaten S.194. — 3. Elliptische Koordinaten S. 195.

Transformation von Variationsprobiemen in die kanonische und involu-
torische Gestalt . . . . . . . . . . . ... ... L. L.
1. Transformation bei gewohnlichen Minimumproblemen mit Neben-
bedingungen S. 199. — 2. Die involutorische Transformation der ein-
fachsten Variationsprobleme S.201. — 3. Die Transformation des
Variationsproblems in die kanonische Gestalt S.206. — 4. Verall-
gemeinerungen S. 207.
Variationsrechnung und Differentialgleichungen der mathematischen
Physik . . . . . . . ..o
1. Allgemeines S.210. — 2. Schwingende Salte (Seil) und schwin-
gender Stab S.212. — 3. Membran und Platte S. 214.

. Ergdnzungen und Aufgaben zum vierten Kapitel . . . . . . . . . .

1. Variationsproblem zu gegebener leferentlalglelchung S.219. —
2. Reziprozitit bei isoperimetrischen Problemen S.219. — 3. Kreis-
formige Lichtstrahlen S.219. — 4. Das Problem der Dido S.219. —
5. Beispiel eines raumlichen Problems S. 219. — 6. Das isoperimetrische
Problem auf einer krummen Flache S. 220. — 7. Die Indikatrix und ihre
Anwendungen S. 220. — 8. Variation bei verinderlichem Gebiet S. 221.
— 9. Die Satze von E. NOETHER iiber invariante Variationsprobleme.
Integrale in der Punktmechanik S. 223. — 10. Transversalitit bei mehr-
fachen Integralen S.226. — 11. Eulersche Differentialausdriicke auf
krummen Fliachen S. 227. — 12. Das Thomsonsche Prinzip der Elektro-
statik S.227. — 13. Gleichgewichtsprobleme beim elastischen Kérper.
Prinzip von Castigliano S.228. — 14. Das Prinzip von Castigliano in
der Balkentheorie S.230. — 15. Das Variationsproblem der Knickung
S.232. — Literatur zum vierten Kapitel S. 233.

Finftes Kapitel

Die Schwingungs- und Eigenwertprobleme der
mathematischen Physik.

Vorbemerkungen iiber lineare Differentialgleichungen . .

1, Allgemeines. Das Superpositionsprinzip S. 234. — 2. Homogene und
unhomogene Probleme. Randbedingungen S.236. — 3. Formale Be-
ziehungen. Adjungierte Differentialausdriicke. Greensche Formeln S. 236.
4. Lineare Funktionalgleichungen als Grenzfille und Analoga von
Systemen linearer Gleichungen S. 239.

Systeme von endlich vielen Freiheitsgraden . . . . . . . . . . . .

1. Hauptschwingungen. Normalkoordinaten. Allgemeine Theorie des
Bewegungsvorganges S. 240. — 2. Allgemeine Eigenschaften der schwin-
genden Systeme S. 244.

Die schwingende Saite. . . . . . . . . . . ... .. ......
1. Freie Bewegungen der homogenen Saite S.245. — 2. Erzwungene
Bewegungen S.248. — 3. Die allgemeine unhomogene Saite und das

Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem S. 249.

. 192

. 199

210

219

. 234

240

245



XII

§ 4.
§5.

§6

§7.

§8.
§9.

§ 10.

%1k

§12.

§13.

§ 14.

§ 15.

Inhaltsverzeichnis.

Der schwingende Stab. . . . . . . . . . . . . ... ... ...
Die schwingende Membran . . . . . . . . . ... ... .. ...
1. Das allgemeine Eigenwertproblem der homogenen Membran S. 255.
— 2. Erzwungene Bewegungen S.257. — 3. Knotenlinien S.257. —
4. Rechteckige Membran S. 258. — 5. Kreisférmige Membran. Besselsche
Funktionen S.260. — 6. Die unhomogene Membran S. 263.

Die schwingende Platte . . . . . . . . . . . . ... .. ....
1. Aligemeines S. 263. — 2. Kreisférmige Begrenzung S. 264.

Allgemeines iiber die Methode der Eigenfunktionen . . . . . . . . .
1. Die Methode bei Schwingungs- und Gleichgewichtsproblemen S. 265.

263

265

— 2. Warmeleitung und Eigenwertprobleme S. 268. — 3. Sonstiges Auf-

treten von Eigenwertproblemen S. 269.
Schwingungen dreidimensionaler Kontinua. . . . . . . . . . . . .

Randwertproblem der Potentialtheorie und Eigenfunktionen . . . . .
1. Kreis, Kugel, Kugelschale S. 271. — 2. Zylindrisches Gebiet S. 274.
— 3. Das Lamésche Problem 275.

Probleme vom Sturm-Liouvilleschen Typus. Singuldre Randpunkte .

1. Besselsche Funktionen S.280. — 2. Legendresche Funktionen
beliebiger Ordnung S.280. — 3. Jacobische und Tschebyscheffsche
Polynome S 282. — 4. Hermitesche und Laguerresche Polynome S. 283.

Uber das asymptotische Verhalten der Losungen Sturm-Liouvillescher
Differentialgleichungen. . . . . . . . . . . . . ...
1. Beschrinktheit bei unendlich anwachsender unabhingiger Va-
riabler S.285. — 2. Verschiarfung des Resultates (Besselsche Funk-
tionen) S.286. — 3. Beschrianktheit bei wachsendem Parameter S. 288.
— 4. Asymptotische Darstellung der Lésungen S. 289. — 5. Asympto-
tische Darstellung der Sturm-Liouvilleschen Eigenfunktionen S. 290.

Eigenwertprobleme mit kontinuierlichem Spektrum . . . . . . . . .

1. Die trigonometrischen Funktionen S.293. — 2. Die Besselschen
Funktionen S.293. — 3. Das Eigenwertproblem der Schwingungs-
gleichung fiir die unendliche Ebene S.294. — 4. Das Schrédingersche
Eigenwertproblem S. 294.

Stérungsrechnung . . . . . . . . . . .. .00 L0
1. Einfache Eigenwerte S. 297. — 2. Mehrfache Eigenwerte S. 298. —
3. Ein Beispiel zur Stoérungstheorie S. 300.

Die Greensche Funktion (EinfluBfunktion) und die Zuriickfithrung von
Differentialgleichungsproblemen auf Integralgleichungen . . . . . . .
1. Die Greensche Funktion und das Randwertproblem fiir gew6hnliche
Differentialgleichungen S. 302. — 2. Die Konstruktion der Greenschen
Funktion und die Greensche Funktion im erweiterten Sinne S. 306. —
3. Aquivalenz von Differentialgleichungs- und Integralgleichungs-
problem S.309. — 4. Gewohnliche Differentialgleichungen héherer
Ordnung S. 313. — 5. Partielle Differentialgleichungen S. 314.

Beispiele fiir Greensche Funktionen . . . . . . . . . . . . .. ..

1. Gewohnliche Differentialgleichungen §S.321. — 2. Greensche
Funktion von 4« fiir Kreis und Kugel S. 326. — 3. Greensche Funktion
und konforme Abbildung S. 327. — 4. Die Greensche Funktion der
Potentialgleichung fiir eine Kugeloberfliche S. 327. — 5. Die Greensche
Funktion der Gleichung du = 0 fiir ein Rechtflach S. 328. — 6. Die
Greensche Funktion von A% fiir das Innere eines Rechtecks S. 333. —
7. Die Greensche Funktion fiir einen Kreisring S. 335.

269
271

. 280

285

296

302

321



Inhaltsverzeichnis. XIII

8 16. Ergidnzungen zum fiinften Kapitel . . . . . . . . . . .. .. ..

§1

§2

.

.

§3.

§ 4.

§5.

§6

§7.

1. Beispiele zur schwingenden Saite S. 337. — 2. Schwingungen des frei
herabhingenden Seils und Besselsche Funktionen S. 338. — 3. Weitere
Beispiele fiir explizit 16sbare Falle der Schwingungsgleichung. Funk-
tionen von MATHIEU S. 339. — 4. Parameter in den Randbedingungen
S. 340. — 5. Greensche Tensoren fiir Differentialgleichungssysteme
S. 341. — 6. Analytische Fortsetzung der Losungen der Gleichung
Au + Au =0 S.342. — 7. Ein Satz fiber die Knotenlinien der
Losungen von Au 4 Au = 0 S. 342. — 8. Beispiel fiir einen Eigenwert
unendlich ‘hoher Ordnung S. 342. — 9. Grenzen fir die Giiltigkeit
der Entwicklungssitze. S.343. — Literatur zum fiinften Kapitel S. 343.

Sechstes Kapitel,

Anwendung der Variationsrechnung auf die
Eigenwertprobleme.

Die Extremumseigenschaften der Eigenwerte . . . . . . . . . . . .
1. Die klassischen Extremumseigenschaften S. 345. — 2. Ergénzungen
und Verallgemeinerungen S. 348. — 3. Eigenwertprobleme ffir Bereiche
mit getrennten Bestandteilen S.351. — 4. Die Maximum-Minimum-
Eigenschaft der Eigenwerte S. 351.
Allgemeine Folgerungen aus den Extremumseigenschaften der Eigenwerte
1. Allgemeine Sitze S. 353. — 2. Das unendliche Anwachsen der Eigen-
werte S. 358. — 3. Asymptotisches Verhalten der Eigenwerte beim Sturm-
Liouvilleschen Problem S. 360. — 4. Singulire Differentialgleichungen
S. 364. — 5. Weitere Bemerkungen iiber das Anwachsen der Eigenwerte.
Auftreten negativer Eigenwerte S. 362. — 6. Stetigkeitseigenschaften der
Eigenwerte S. 363.
Der Vollstindigkeitssatz und der Entwicklungssatz. . . . . . . . . .,
1. Die Vollstandigkeit der Eigenfunktionen S. 368. — 2. Der Ent-
wicklungssatz S. 370. — 3. Verscharfung des Entwicklungssatzes S. 371.
Die asymptotische Verteilung der Eigenwerte . . . . . . . . . . . .
1. Die Differentialgleichung A% + Au = 0 fir ein Rechteck S. 373. —
2. Die Differentialgleichung 4d# + Au = 0 bei Gebieten, welche aus
endlich vielen Quadraten oder Wiirfeln bestehen S. 374. — 3. Ausdehnung
des Resultates auf die allgemeine Differentialgleichung L[u] + Aou = 0
S.377. — 4. Die Gesetze der asymptotischen Eigenwertverteilung fir
einen beliebigen Bereich S. 379. — 5. Die Gesetze der asymptotischen
Eigenwertverteilung fiir die Differentialgleichung du + Au =0 in
verschirfter Form S. 385.
Eigenwertprobleme vom Schrédingerschen Typus. . . . . . . . . . .
Die Knoten der Eigenfunktionen. . . . . . . . . . . . . . . ...
Erginzungen und Aufgaben zum sechsten Kapitel. . . . . . . . . .
1. Ableitung der Minimumeigenschaften der Eigenwerte aus ihrer Voll-
stindigkeit S. 397. — 2. Charakterisierung der ersten Eigenfunktion
durch ihre Nullstellenfreiheit S. 398. — 3. Andere Minimumeigenschaften
der Eigenwerte S. 399. — 4. Asymptotische Eigenwertverteilung bei der
schwingenden Platte S. 400. — 5. bis 7. Aufgaben S. 400. — 8. Parameter
in den Randbedingungen S. 400. — 9. Eigenwertprobleme fiir geschlossene
Flachen S. 401. — 10. Eigenwertabschitzungen beim Auftreten von singu-
lairen Punkten S.401. — 11. Minimumsitze fir Membran und Platte
S.402. — 12. Minimumprobleme bei variabler Massenverteilung S. 403. —
13. Knotenpunkte beim Sturm-Liouvilleschen Problem und Maximum-
Minimum-Prinzip S.403. — Literatur zum sechsten Kapitel S. 404.

Seite
337

345

353

373

387
392
397



X1v Inhaltsverzeichnis.

Siebentes Kapitel.
Spezielle durch Eigenwertprobleme definierte Funktionen.

Seite

§ 1. Vorbemerkungen iiber lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung . 405

§ 2.

§3

§4.

§5.

§ 6.

Die Besselschen Funktionen. . . . . . . . . . . ... ... ...

1. Durchfithrung der Integraltransformation S.407. — 2. Die Hankel-
schen Funktionen S.407. — 3. Die Besselschen und Neumannschen
Funktionen S.410. — 4. Integraldarstellungen der Besselschen Funk-
tionen S. 412. — 5. Eine andere Integraldarstellung der Hankelschen und
Besselschen Funktionen S. 414. — 6. Potenzreihenentwicklung der Bessel-
schen Funktionen S.448. — 7. Relationen zwischen den Besselschen
Funktionen S.420. — 8. Die Nullstellen der Besselschen Funktionen
S. 426. — 9. Die Neumannschen Funktionen S. 429.

Die Kugelfunktionen von Legendre . . . . . . . . . .. .. ...

1. Das Schlaflische Integral S. 433. — 2. Die Integraldarstellungen von
Laplace S. 435. — 3. Die-Legendreschen Funktionen zweiter Art S. 435.
— 4. Zugeordnete Kugelfunktionen (Legendresche Funktionen h&herer
Ordnung) S. 437.

Anwendung der Methode der Integraltransformation auf die Legendreschen,
Tschebyscheffschen, Hermiteschen und Laguerreschen Differentialglei-

1. Legendresche Funktionen S.437. — 2. Die Tschebyscheffschen
Funktionen S. 439. — 3. Die Hermiteschen Funktionen S. 440. — 4. Die
Laguerreschen Funktionen S. 440.

Die Kugelfunktionen von Laplace . . . . . . . . .. .. ... ..

1. Aufstellung von 27+ 1 Kugelfunktionen nter Ordnung S. 442, —
2. Vollstindigkeit des gewonnenen Funktionensystems S. 443. — 3. Der
Entwicklungssatz S.443. — 4. Das Poissonsche Integral S.444. —
5. Die Maxwell-Sylvestersche Darstellung der Kugelfunktionen S. 445.
Asymptotische Entwicklungen . . . . . . . . . . . .. .. .. ..

1. Die Stirlingsche Formel S. 452. — 2. Asymptotische Berechnung der
Hankelschen und Besselschen Funktionen fiir groBe Argumente S. 453.
— 3. Sattelpunktmethode S. 455. — 4. Anwendung der Sattelpunkt-
methode zur Berechnung der Hankelschen und Besselschen Funktionen
bei groBem Parameter und groBem Argument S.456. — 5. Allgemeine
Bemerkungen iiber die Sattelpunktmethode S.460. — 6. Methode von
DARBOUX S.460. — 7. Anwendung der Darbouxschen Methode zur asymp-
totischen Entwicklung der Legendreschen Polynome S. 461.

406

433

437

441

451

Sachverzeichnis . . . v v v v ¢ ¢« ¢ o ¢ o o ¢ o v o o o o o o+ o 463



S.
8.

m wmwww L n nw m

w

Berichtigungen Band I

82, Streiche den letzten Satz von §9.

93, Z.9 v. o.: statt ,,| f(z) | < N*“ lies ,,—M < f(z) < N*‘; ersetze ,,N*‘ (nach
sodann) durch ,,M und N.*

. 110, nach Formel (48), lies , konvergiert absolut;‘ statt , konvergiert ---

Dini (vgl. S. 47);¢.
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Erstes Kapitel.

Die Algebra der linearen Transformationen
und quadratischen Formen.

Zahlreiche Fragen der mathematischen Analysis, die uns in diesem
Bande beschiftigen werden, sind durch Analogie und innere Verwandt-
schaft aufs engste mit der Theorie der linearen Transformationen und
quadratischen Formen verkniipft; wir wollen daher dieses Gebiet ein-
leitend in aller Kiirze unter den hier fiir uns wichtigen Gesichtspunkten
durchmustern, indem wir beim Leser eine gewisse Vertrautheit mit den
beriihrten Fragen voraussetzen.

§ 1. Lineare Gleichungen und lineare Transformationen.

1. Vektoren. Um die bekannten Tatsachen der Theorie der line-
aren Gleichungen kurz aussprechen zu konnen, ist es zweckmiBig, die
einfachsten Bezeichnungen der Vektorrechnung heranzuziehen!. "Ein
System von # reellen Zahlen %, ..., %, nennen wir einen n-dimensso-
nalen Vektor oder einen Vektor im Raume von # Dimensionen und be-
zeichnen es kurz durch den entsprechenden deutschen Buchstaben g.
Die Zahlen x; (:=1,...,n) heiBen die Komponenten des Vektors .
Verschwinden alle Komponenten, so sprechen wir vom Vektor Null
oder vom Nullvektor. Fiir n = 2 oder » =3 ist die einfachste geo-
metrische Deutung eines Vektors bekanntlich die als ,,Ortsvektor®,
der vom Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems zum
Punkte mit den rechtwinkligen Koordinaten x; fithrt. Fiir » > 3 ver-
sagt zwar die geometrische Anschauung; trotzdem bleibt eine geometri-
sche Sprechweise der Natur der Sache angemessen.

Sind zwei beliebige reelle Zahlen 4 und ¢ gegeben, so verstehen
wir unter dem Vektor A + uf) = 3 denjenigen, dessen Komponenten z;
sich linear aus den Komponenten x;, y; von ¢ und ) gemiB der Be-
ziehung z; = Ax; + uy; zusammensetzen. Hiermit ist insbesondere die
Summe und die Differenz zweier Vektoren definiert.

Als ,,inneres Produki’* (rf)) der Vektoren ¢ und §) bezeichnen wir
die Zahl

(1) (21)) =%V ot XY = V1% e T YRy = (DZ)

1 Dabei handelt es sich fiir uns nur um eine kurze Bezeichnungsweise, nicht
aber um eine Darlegung der eigentlichen Vektoranalysis bzw. ihrer Verallgemeine-
rungen auf # Dimensionen, in welcher die Frage nach gewissen Invarianten den
Kernpunkt der Untersuchung bildet.

C ‘Hilbert, Math ische Physik I. 2. Aufl. 1




2 L Die Algebra der linearen Transformationen und quadratischen Formen.

Gelegentlich benutzen wir fiir das innere Produkt (rf) auch die
Bezeichnung Komponente des Vektors ) in bezug auf r oder umge-
kehrt.

Verschwindet das innere Produkt (r})), so nennen wir ¢ und Y
senkrecht oder orthogomal zueinander; fir # =2 und # = 3 besitzt
diese Ausdrucksweise unmittelbar anschauliche Bedeutung. Eine be-
sondere Rolle spielt das innere Produkt Ng = (rz) = 22 eines Vektors
mit sich selbst, welches wir als Norm des Vektors bezeichnen. Die
positiv gerechnete Quadratwurzel aus g2 nennen wir den Betrag oder
die Linge des Vektors ¢ und schreiben dafiir |f|=z2. Ein Vektor
von der Linge 1 heiBt ein normierter Vektor oder ein Einhesisvekior.

Fir das innere Produkt (ab) von zwei Vektoren a = (q, ..., 4,)
und b = (b,, ..., b,) besteht folgende Ungleichheitsbeziehung:

(ab)® =< a2h?

oder ohne Benutzung von Vektoren:

(Zon=(Z) (2.

1=1

wabei das Gleichheitszeichen dann und nur dann eintritt, wenn die
a; den b; proportional sind, also eine Beziehung 1a + ub =0 besteht.
Der Beweis dieser ,,Schwarzschen Ungleichung'‘! folgt aus der Be-
merkung, daB die quadratische Gleichung
n n n n
2 (@x +b)2 =22 > ai + 2% 3 ab, + Db =0
i=1 =1 1=1 1=1
fiir die Unbekannte x niemals zwei verschiedene reelle Wurzeln haben
kann, sondern, auBler im Falle der Proportionalitit der a; und b;, nicht-
reelle Wurzeln besitzen muB; die Schwarzsche Ungleichung ist die
dieser Tatsache entsprechende Relation fiir die Diskriminante der
quadratischen Gleichung. — Ein anderer Beweis der Schwarzschen Un-
gleichung ergibt sich unmittelbar aus der Identitit:

n n n 2 n n
Za?Zb? _(Z aibs'> = %2 z (ajbb —_ akbj)z.
=1 =1 =1 - j=1%k=1

Vektoren §,, ..., £, heiBen voneinander linear unabhingig, wenn
es unméglich ist, Zahlen 4,, ..., 4,, die nicht alle Null sind, derart
zu finden, daB die Vektorgleichung

llgl + e 4 }"'mgm =0

besteht, d. h. daB die Komponenten des linker Hand stehender: Vektors
simtlich verschwinden. Andernfalls nennen wir die Vektoren lsnear ab-
hangg.

1 Diese Beziehung wird tibrigens schon vor SCHWARzZ von CAucCHY benutzt.



§ 1. Lineare Gleichungen und lineare Transformationen. 3

Im #m-dimensionalen Raume bilden die # Vektoren e,, e,, ..., ¢,
deren Komponenten der Reihe nach durch die GroBen der Horizontal-
reihen des Schemas

eee O

01

00 ... 1
gegeben sind, ein System von # linear unabhéngigen Vektoren. Denn
bestinde eine Beziehung 4,e, + A.ey + o+ +4,e, = 0, so wiirde
durch Multiplikation mit e,, wegen ¢ = 1, (e, e) = 0 (b + ), sofort
M= 0 folgen. Wihrend es also gewil Systeme von # linear unab-
hingigen Vektoren gibt, muB zwischen # -+ 1 Vektoren u,,". .., u,,,
stets mindestens eine lineare Gleichung mit nicht lauter verschwinden-
den Koeffizienten:

My + .- + MUy = 0

bestehen, da # homogene lineare Gleichungen
n+l

Zl'u,-k,u.-=0 (=1, ..., n)
i=

fiir die # 4+ 1 Unbekannten pu,, . . ., 4, stets eine nicht triviale Lésung
haben. (Vgl. Nr. 3.)

2. Orthogonale Vektorensysteme. Vollstindigkeit. Die obigen
,,Joordinatenvektoren' ¢; bilden ein spezielles System ,,orthogonaler Ein-
hettsvektoren’. Wir verstehen unter einem Einheitsvektor wie oben
einen solchen vom Betrage 1 und unter einem System von # ortho-

gonalen Einheitsvektoren e,, e,, ..., ¢, allgemein ein solches, das den
Relationen: .

ep =1, (e;,ek) =0 (h F k)
fir A,k =1,2,...,n geniigt. Genau wie oben erkennt man, daB die

n Vektoren e, e,, ..., ¢, voneinander linear unabhingig sind.

Ist ¢ ein beliebiger Vektor, so muB wegen der Abhingigkeit von
#n + 1 Vektoren mit nicht simtlich verschwindenden Konstanten ¢ eine
Beziehung

Col — €183 — +++ — Cpey =10

gelten, wobei ¢, wegen der Unabhingigkeit der e; nicht Null sein kann,
mithin gleich 1 genommen werden darf. Jeder Vektor ¢ 148t sich dem-
nach durch ein System von orthogonalen Einheitsvektoren in der Form

(2) g=cle1+ eor + Cpey
darstellen. Die Werte der Koeffizienten c;, die ,,Komponenten von ¢ in
bezug auf das System der e,, ..., e,, finden wir aus (2) durch Multi-

plikation mit den e; zu

.= (tey) .
1*
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Aus einem beliebigen System von m linear unabhingigen Vektoren
by, ..., b,, konnen wir durch den folgenden Orthogonalisierungsprozef
ein System von m orthogonalen Einheitsvektoren ey, ..., e, gewinnen.

Wir setzen e, = ,/|9, | . Sodann wahlen wir zwei nicht gleichzeitig ver-
schwindende Zahlen ¢, ¢; so, daB cje, 4 ¢;b, orthogonal zu e,, also
¢y + ¢;(bge;) = 0 wird. Wegen der linearen Unabhanglgkelt von b,
und b,, also auch von e, und b, ist der Vektor cje, + ¢;b, von Null
verschieden; durch Division mit seinem Betrag erhalten wir den zu e,
orthogonalen Einheitsvektor e,. Weiter bestimmen wir drei nicht zu-
gleich verschwindende Zahlen c;’, ¢y, c; so, daB c{’e1 + cye, + c5 by
orthogonal zu e, und e,, also ¢ + ¢;(v;e,) =0 und ¢; + ¢ (vze,) = 0
wird. Der Vektor ¢e, + ¢ e, + ¢y b, ist wieder von Null verschieden
und kann also normiert werden, wodurch wir eg erhalten. Durch Fort-
setzung dieses Verfahrens gelangen wir zu dem gewiinschten Ortho-
gonalsystem.

Fiir m < sprechen wir von einem unvollstindigen, fir m = »
von einem vollstindigen orthogonalen System. Bezeichnen wir die Kom-
ponenten eines Vektors ¢ in bezug auf ey, ..., e, wieder mit ¢, ..., ¢
so folgt aus der selbstverstindlichen Beziehung

(E—crey— - —cpen)t=0,
indem wir das Quadrat des Vektors auf der linken Seite nach auch hier
giiltigen Regeln der Algebra ausrechnen,

Po2ggaat2a=¢—22d+24=0

m?»

oder "
(3) =24,
&
wobei m < n und ¢; = (re;) ist. Fir m = #» gilt das Gleichheitszeichen:
m
4 e=2d.

=1

Die letzten beiden Relationen, welche den vektoriellen Ausdruck
des pythagoreischen Lehrsatzes enthalten und fiir # <3 unmittelbar
anschauliche Bedeutung haben, pflegt man als die Besselsche Un-
gleichung und die Vollstindigkeitsrelation zu bezeichnen. In der Tat be-
sagt die Gleichung (4), wenn sie fiir jeden Vektor besteht, daB das
gegebene Orthogonalsystem vollstindig ist. Denn (4) kénnte nicht fiir
einen auf allen Vektoren e,, ..., e, orthogonalen normierten Vektor
gelten, und einen solchen miiBte es geben, wenn m < » wire.

Man kann iibrigens die Vollstindigkeitsrelation in die allgemeinere
Form

) 2) = Z i}
setzen, die leicht aus der Orthogonalitit der e folgt.
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Alle diese algebraischen Beziehungen sind vorwiegend formaler Natur.
Sie gewinnen eine tiefere Bedeutung dadurch, daB sie sich, ohne trivial
zu sein, in formal ganz dhnlicher Weise bei transcendenten Problemen
der Analysis wiederfinden.

8. Lineare Transformationen, Matrizen. Durch ein System von #
linearen Gleichungen

@y1% + A%y + oo+ Ak =1,
(6) Bg1% + Gga%p + + o+ B2n¥n =Y,

Ap1 %1+ ApgXg + <+ + GpnXpn = Y

mit gegebenen Koeffizienten 4;; wird jedem Wertsystem x;, %,, . . ., %,
ein Wertsystem y,, ¥4, . . ., ¥, eindeutig zugeordnet. Wir nennen diese
Zuordnung eine lineare Transformation des Wertsystems x,, %5, . . ., %,
in das Wertsystem y,, ¥s, . . ., ¥,,, oder kurz des Vektors g in den Vektor §).
Der lineare Charakter der Transformation kommt darin zur Geltung,
daB dem Vektor 4,1, + 4,1, der Vektor 4,1, + 4,1, entspricht.

Das wichtigste bei linearen Transformationen auftretende Problem
ist das ihrer Umkehrung, mit anderen Worten: die Frage nach der
Auflosung eines linearen Gleichungssystems. Die Antwort gibt der
folgende Hauptsatz aus der Theorie der linearen Gleichungen, dessen
Beweis wir als bekannt voraussetzen diirfen:

Das Gleichungssystem

a11% + A%, + e + AnXn = Y1
Ag1% + Aga%y + -++ 4 AanZp = Y3,

An1% + ApoXg + o0 + App Xy = Yp,
kurz

n
?) 2ann =9, G=1,....n).
=1

besiizt bei gegebenen ay; entweder fiir jeden willkiirlich gegebenen Vekior 1)
eine und nur esne Losung 1, insbesondere die Losung t = O fiir Hl= 0;
oder aber die homogenen Gleichungen, welche aus (7) fir Y) = O entstehen,
weisen eine positive Anzahl o ,michttrivialer’, d. h. vom Nullvektor ver-
schiedener, voneinander linear wnabhingiger Liosungen ¢y, ..., T, auf,
die wir als normiert annehmen diirfen. In diesem Fall hat auch das
wiransponierte’* Gleichungssystem

n
(8) > @ =0 G=1,...,m),
k=1

wobes ajy, = ar; gesetzt ist, genaw © linear unabhingige, nichitriviale Li-
sungen g{ s+« +» 8o Fir diejenigen Vektoren und nur fiir solche, welche den
@ Relationen (hz;) =0, ..., (9z,) = O gentigen, also zu |, ..., I,
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orthogonal sind, ist damw auch das unhomogene Gleichungssystem (7)
losbar, wobes diese Losung nur bis auf eine beliebige additiv hinzutretende
Losung des homogenen Gleichungssystems bestimmi st.

Bei dieser Formulierung des Hauptsatzes ist die Bezugnahme auf
die Determinantentheorie vermieden. Man braucht die Determinanten
lediglich hinterher, um die Losung des Gleichungssystems durch ex-
plizite Ausdriicke darzustellen, wie wir es sogleich tun werden.

DasWesentliche an einer solchen linearen Transformation wird durch
das Koeffizientenschema oder die ,,Matrix** der Gleichungen (7):

Ay Ay .- Gy

a a . a
_ _| %1 G2 ... Qgn

9) 4= (az)= ~
Apy Gpg -+ . Gpn

mit der Determinante
Ay Qg .-+ Qg
\ Agy @y ... Qgp
A = Iaikl ==

An1 GBnz - - Qugn

gegeben. Gelegentlich ist es zweckmiBig, die Transformation selbst
oder, wie man auch abkiirzend sagt, den Tensor oder Operator mit einem
besonderen Buchstaben U zu bezeichnen. Die Elemente a;; der Matrix 4
heiBen die Komponenten des Tensors. Wir konnen die lineare Trans-
formation (7) als ,,Multiplikation des Tensors U mit dem Vektor p
auffassen und symbolisch in der Gestalt

Ar=1y
schreiben.

Viele Tatsachen der ,,linearen Algebra‘ lassen sich besonders pragnant
ausdriicken, wenn man sie als Aussagen iiber Matrizen formuliert und
sich dabei einiger als Matrizenkalkiil bezeichneter einfacher Definitionen
und Regeln bedient. Wir gelangen zunichst zum Begriff der Matrizen-
multiplikation, indem wir den durch die obigen Gleichungen (7) zu
transformierenden Vektor g seinerseits als Produkt eines zweiten Ten-
sors B der Komponenten b;;, mit einem Vektor 1 auffassen; es moge
also ¢ und v durch das lineare Gleichungssystem

n
Zbikwk=x; (1=1,,n)
k=1

mit der Matrix B = (b;;) zusammenhingen, dann geht auch p aus
durch Multiplikation mit einem Tensor € hervor. Die Matrix C von €
entsteht aus A und B nach den Regeln der ,,Matrizenmultiplikation .

C=AB,
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d. h. das Element ¢;;, ist das innere Produkt der 4*® Zeile von 4 und
der k" Spalte von B:
(10) C“,=. laijbjk (1«, k=1, ...,n).
i=

Den Tensor oder die Transformation € nennen wir daher das innere
Produkt oder kurz das Produkt der Tensoren oder Transformationen U
und B. Indem wir von jetzt ab die Tensoren stets durch die mit ihnen
dquivalenten Matrizen ersetzen, erkennen wir, daB fiir die Produkt-
bildung der Matrizen das assoziative Gesetz

(AB)C = A(BC)

besteht, so daB das Produkt 4,4, --- A4, einer beliebigen Anzahl von
Matrizen in fester Reihenfolge einen wohldefinierten Sinn erhilt. Fiir
4, =A,=... = A, = A schreiben wir dieses Produkt als A-te Potenz
A" der Matrix A. Dagegen ist wohl zu beachten, daB das kommutative
Gesetz der Multiplikation im allgemeinen #icht gilt , so daB man zwischen
einer vorderen und einer hinteren Multiplikation von A mit B zu unter-
scheiden hat, wobei 4B im allgemeinen von BA verschieden ist. SchlieB-
lich definieren wir als die Matrix 44 + #B diejenige, deren Komponen-
ten 4a;; + mbii sind; als Matrix Null sinngemiB diejenige, deren Kom-
ponenten simtlich verschwinden!. Ubrigens erkennt man unmittelbar
das Bestehen des distributiven Gesetzes:

(4 + B)C = AC + BC.

S

Fiir viele Zwecke ist es nétig, die ,,Einhestsmatriz'

1 0 ... 0

1 ...
E= (o) = 0
O 0 ... 1

einzufithren. Sie hat die Eigenschaft, daB fiir jede beliebige Matrix 4
die Gleichung:

AE=EA=A
besteht. Der Einheitsmatrix entspricht die identische Transformation,
welche durch die Gleichungen:

%=1 (t=1,...,n)
gegeben wird. Die nullte Potenz jeder Matrix A setzen wir definitions-
gemiB gleich der Einheitsmatrix:

A°=E.

1 Beim Rechnen mit Matrizen ist es nétig zu beachten, daB aus einer Matrix-
gleichung 4 B = (0) keineswegs das Verschwinden eines der beiden Faktoren

A oder B folgt, wie man an dem Beispiel 4 = ((1) g), B = (g (1)) sieht.
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Mit der Definition der Potenz A* einer Matrix kénnen wir auch

Polynome definieren, deren Argument eine Matrix ist. Ist nadmlich
@) =ay+ax+ -« + apa™
ein Polynom m-ten Grades in der Variabeln x, so werden wir durch
die Gleichung
fA) =ayE+a, A+ - - + apA™

die Matrix f(4) als ganze rationale Funktion der Matrix A definieren.
Die Definition eier Matrix als Funktion f(4) von 4 kann man auch
gelegentlich auf Fille ausdehnen, wo eine Darstellung durch ein Polynom
nicht mehr méglich ist. So z. B. wird man eine Matrix ¢* durch die
Gleichung -
=S4

»!

2 3
r=0

definieren. Eine solche Reihe ist dabei so zu verstehen, daB wir erst
nur die Summe der ersten N Glieder zu nehmen und dann zu unter-
suchen haben, ob jedes der #2 Elemente der so entstehenden Matrix
bei wachsendem N konvergiert; die aus den #n? Grenzwerten gebildete
Matrix gilt in diesem Falle als Wert der Reihe. In unserem speziellen
Falle der Matrix ¢ findet, wie sich weiter unten zeigen wird, stets
Konvergenz statt.

Zu einer besonders wichtigen Relation zwischen Matrizen gelangt man,
wenn man fiir die Funktion f(4) eine ,,geometrische Reihe'* wahlt. Sei

Sp=E+ A+ A2+ ... + A™,

Multiplizieren wir diese Definitionsgleichung fiir S,, mit 4, so gelangen
wir zu der Gleichung:

SnA +E =S, + A"},
aus welcher

Su(E — A) = E — Am+1
folgt. Wenn nun bei wachsendem m die Matrix S,, einem bestimmten
Limes S zustrebt, A™*! mithin gegen Null strebt, so erhalten wir fiir
diese durch die unendliche geometrische Reihe

S=E+A+ A2+ ... =3 47 = (4)
r=0
definierte Matrix S die Relation:
S(E—A)=E.

Die Frage, wann eine unendliche geometrische oder, wie man sie
gelegentlich nennt, Newmannsche Reihe von Matrizen konvergiert,
werden wir im nédchsten Paragraphen erértern.

Mit Polynomen von Matrizen kann man ganz &hnlich operieren
wie mit gewohnlichen Polynomen in x. Beispielsweise folgt aus einer
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Identitit zwischen zwei Polynomen in x die entsprechende Identitit fiir
eine beliebige Matrix 4. So entspricht etwa der Identitit

B2+ 3x+4=(+1)(x+2)+ (2x+ 2)
die fiir jede Matrix 4 giiltige Relation
A% 4242 + 34 + 4E = (42 + E) (4 + 2E) + (24 + 2E),
ebenso der Produktzerlegung
fX)=ag+ax+ - 4 apa™
=ap(x — 2) (£ — %) -+ (* — #m)
— WO %, %3, ..., %, die Nullstellen des Polynomes f(x) sind — die
Matrizengleichung:

f(A) =aE+ a4+ --- + a,A™
= ap(4d — %, E) (A — %,E)--- (A — 2, E),
giiltig fir jede Matrix 4.

Man pflegt jeder Matrix A mit den Komponenten a;; andere Ma-
trizen zuzuordnen, wobei man fiir die Matrizenelemente auch komplexe
Werte zuldBt. Ist 4, die konjugiert komplexe Zahl zu 4;;, dann nennen
wir A = (a;;) die komjugierte Matrix; ferner nennen wir die Matrix
A’ = (a;;), die aus A durch Vertauschung von entsprechenden Zeilen
und Spalten entsteht, die zu A transponierte Matrix ; schlieBlich 4* = A4’
= (@;) die begleitende Matrix; diese letzte entsteht also durch Uber-
gang zu konjugiert komplexen Gré8en und Vertauschung von Zeilen
und Spalten.

Es gilt stets die unmittelbar zu verifizierende Gleichung

(AB)'=B'A’.

Eine Matrix, fiir welche A = A4’ ist, heiBit symmeirisch; eine reelle Matrix,

fiir welche
AA'=E

ist, heiBt orthogomal, und schlieBlich heiBt allgemein eine komplexe
Matrix umitdr, wenn

AA*=FE
ist.

Die Umkehrung der linearen Transformation (7) ist, wie die Deter-
minantentheorie lehrt, dann und nur dann bei beliebigen y; moglich,
wenn die Determinante A = | a;;| nicht verschwindet. In diesem Fall
ist die Aufldsung eindeutig bestimmt und wird durch ein entsprechendes
Gleichungssystem

n

(11) %= 2, &Yk (t=1,...,m)
=1
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bewirkt. Dabei ist bekanntlich

. _A
(12) iy =,

wenn A;; die zum Element a;; gehoérige Unterdeterminante von A

bedeutet. Die Matrix 4 = (a;;) heiBt die zur Matrix A4 reziproke oder
snverse Matrix und ist dadurch ausgezeichnet, daB

AA=AA=E
ist. Wir schreiben 4~! statt der eindeutig bestimmten Matrix A4;
die Determinante von A-! hat den Wert A~1. In der Sprache des
Matrizenkalkiils kénnen wir also die Aufldsung eines Gleichungssystems

mit der Matrix A bei nicht verschwindender Determinante durch eine
Matrix B = A~! charakterisieren, welche den Beziehungen:

AB=BA =E
geniigt.

4. Bilinearformen, quadratische und Hermitesche Formen. Zur
iibersichtlichen Zusammenfassung der linearen Gleichungen (7) kdnnen
wir die mit dem Gleichungssystem #quivalente, zur Matrix A gehérige
Bilinearform beniitzen. Diese Bilinearform

n
(13): A (u, %) i,é{‘ik“ixk
entsteht, indem wir die auf der linken Seite der Gleichungen (7) stehen-
den Linearformen in x,, .. ., #, mit unbestimmten GréBen u,, .. ., %,

multiplizieren und addieren; dadurch erhalten wir an Stelle des
Gleichungssystems (7) die eine in den # identische Gleichung:

(14) A, x) = E(w,y),
wobei E(u, y) =Z”'u,-y,; die Bilinearform der Einheitsmatrix oder die
i=1
bilineare Einheitsform ist. Unter dem symbolischen Produkt zweier
Bilinearformen A(u, x) und B(4,x) mit den Matrizen A und B versteht
man die Bilinearform C(4,x) mit der Matrix C = AB; die Potenz
AMu, x) bezeichnet man auch als die 4* sterierte Form. Die ,reziproke
Bilinearform* A~1(u, x) mit der Matrix A - kann nach den Sitzen der
Determinantentheorie in die Gestalt
(15) A-Y(u, x) =——A(t;" al
gebracht werden, wobei
0 % ... U,
n
A, z) = | %1 o0 Ban ) —gAikxi“h
b T i, k=1

Xn Gni ... Gpy
gesetzt ist.
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Ein besonderes Interesse bieten die symmetrischen linearen Trans-
formationen, welche durch die Bedingung a;; = a;, gekennzeichnet
sind. Zu ihrer Untersuchung geniigt die Betrachtung der quadratischen
Form

n
n
A(x,x) = Z,aikxixk (@i = @i1)
i E=1
welche aus der Bilinearform entsteht, wenn man w%; = x; annimmt.

Denn man erhdlt aus einer quadratischen Form A(x, x) eine sym-
metrische Bilinearform

0A(x, « Ax+u,x+u — A(x, %) — A(u,u)
sty = 22 I ( )~ 4(.1) ,
i, k=1

die man als die zur quadratischen Form A (x, x) gehorige Polarform be-
zeichnet.

Ist A(u, x) Za,ku,xk eine beliebige nichtsymmetrische Bilinear-

form (mit reellen Koefhz1enten) so sind jedenfalls A4’ (w, x) und A’A(u, %)
symmetrische Bilinearformen; es ist nidmlich

AA (u, %) == Z({Z, A %; Za;k“;

bzw.

A’A(u, x) = 2 (;,aikxkzatkuk)

=1

Man kann daher auch die quadratischen Formen bilden:

AA (x, %) = Z(?a ,,x,-)z

¥=1
bzw.

A’A(x, %) =i=2n1 (kZ:,’la, ;, xk)z.

Diese quadratischen Formen haben — als Summen von Quadraten —
die Eigenschaft, nur nichtnegative Werte anzunehmen. Quadratische
Formen dieser Art heilen positiv definite quadratische Formen.

Eine fiir viele Zwecke wichtige Verallgemeinerung der quadratischen
Formen bilden die Hermiteschen Formen. Es sind dies Bilinearformen

n
A (u, x) =2aik'uixk »
i, k=1

bei welchen die Koeffizienten a;, komplexe Werte haben diirfen und
der Relation

Aip = Qy;
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unterworfen sind. Eine Hermitesche Form nimmt also reelle Werte
an, wenn die Variable #; konjugiert komplex zu x; gewdhlt wird. Man
pflegt dann die Hermitesche Form in der Gestalt

” n
H(x, %) =;aikxixk =;ah'xixk
i, F=1 i, F=1

zu schreiben.
Einer beliebigen Bilinearform

7
Au,x) = ;aik“ixk
i, k=1

mit komplexen Koeffizienten entsprechen wiederum Hermitesche
Formen:

AA*(x,

und ebenso
2

a,,,x;, .

A*A(x,7) = LAz, 7) =ﬁ

Wenn man in einer Bilinearform
n
Alx,y) =D a;x;
( y) i,él ik X Vi

die Variablen zwei Transformationen

n n
= d = S'p.
% ;1 Cix un ¥s 1§1 5k Mk

mit den Matrizen C und B unterwirft, so wird

Alx,y) = ;lﬂzkxﬁyk = Zau:cubncj n

1, 5, k, =
n "
=2 bnlm, D=2 txCisbu.
ji=1 i, F=1
Es entsteht also aus 4 eine transformierte Bilinearform mit der Matrix

(ps)) = C'AB,

deren Determinante nach dem Determinantenmultiplikationssatz gleich
ABT ist. Liegt speziell eine quadratische Form

K(x kaqxpxq
2,9=1
mit der symmetrischen Matrix K = (k,,) und der Determinante
=|k,,| vor, so ist C = B zu setzen, und bei der Transformation
der Variabeln x entsteht die symmetrische Matrix C’KC mit der
Determinante K[2,
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5. Orthogonale und unitire Transformationen. Wir stellen uns
nun die Aufgabe, lineare Transformationen £

(16) o= 2 yate = L) (b=1, ... )

mit der Matrix L = (},,) und der Determinante A =|J,,| aufzustellen,
welche ,,orthogonal” sind, d. h. die gquadratische Einheitsform

n
=2%
=1
in sich iberfithren, also identisch in den y, die Relation

{17) E(x,x)=E(y,9)
erfiillen.

Die Forderung (17) liefert durch Anwendung unserer Transforma-
tionsregeln auf die quadratische Form A(x, x) = E(x, x) als not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Orthogonalitdt der Trans-
formation & die Gleichungen

(18) LEL=LL=LL =E; L'=L"1
es stimmt also die transponierte Matrix einer orthogonalen Transforma-

tion mit deren reziproker Matrix iiberein, so daB die Gleichungen (16)
aufgelost werden durch das gleichfalls orthogonale System

”n
(19) Yp = 21 bip%g = Ly().
q:

Wir sehen also, daB die orthogonalen Transformationen durch die
schon auf S. 9 definierten orthogonalen Matrizen geliefert werden. Aus-
fithrlich geschrieben lauten die Bedingungen fiir die Orthogonalitit:

(20) Sr,=1, Shyhe= (g +2)
bzw. ” .
(21) %F =1, 241 pY qv_ (‘Z#P)

Durch Ubergang zu den Determinanten ersieht man zunéchst aus (18),
daB A2 =1, also die Determinante einer orthogonalen Transformation
gleich 41 oder —1 ist; weiter, daB die Detefminante einer beliebigen
quadratischen Form invariant gegen orthogonale Transformationen ist.

Die aus (18) fiir die Matrizen 4, B und L zweier beliebiger Bilinear-
formen und einer orthogonalen Transformation folgende Relation
L'(AB)L = (L'AL)(L'BL) lehrt, daB man ein symbolisches Produkt
quadratischer Formen durch orthogonale Transformation jedes einzelnen
Faktors orthogonal transformieren kann. Hieraus ergibt sich ins-
besondere, daB die Orthogonaltransformierten zweier reziproker Formen
wieder reziprok sind.
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Die Verallgemeinerung der letzten Betrachtungen auf Hermitesche
Formen
— ”‘ —
H(x,%) = 2 hyg%p %,
»,q=1
fithrt auf die wnitdren Transformationen. Unter einer unitiren Trans-
formation

DV
%y =2 lpa¥y
¢=1

verstehen wir eine solche Transformation (mit komplexen Koeffizienten
ly,), welche die Hermitesche Einheitsform:

n n _
2%l =2 %%
p=1 =1
wieder in die Einheitsform iiberfithrt, fiir welche also
n n
2: ENS =Z |p[2
p=1 p=1

wird. Genau wie oben gewinnt man als notwendige und hinreichende
Bedingung fiir den unitiren Charakter der Transformation mit der
Matrix L die Matrixgleichung:

Li*=IL*L=E,
wobei L* = L' die begleitende Matrix zu L ist. L muB also nach S. 9
eine unitire Matrix sein. Ausfiihrlich geschrieben lauten die Unitaritdts-
bedingungen:

(22) “ﬁ;ilvplg =1, élvrzva =0 (¢+2)
bzw.
(23) %Ilwlz =1, ,§1l’”i¢' =0 (¢ + 1’) .

Die Determinante einer unitiren Transformation besitzt den ab-
soluten Betrag 1, wie man ebenfalls aus der Gleichung LL*=E sofort
erkennt.

§ 2. Lineare Transformationen mit linearem Parameter.

Bei vielen Problemen tritt das Gleichungssystem der linearen Trans-
formation in der folgenden Form auf:

n
(24) x,-—ltzltgkx,,=y,- (t‘—’ 1, ...,n),

wobei 1 ein (auch komplexer Werte fihiger) Parameter ist. Die zu-
gehorige Bilinearform lautet E(w, x) — AT (w, x), wobei T(u,x) die
Matrix T= (¢;;) besitzt. Die Aufldsung dieses Gleichungssystems ist
gemiB dem vorigen Paragraphen &dquivalent mit dem Aufsuchen der
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reziproken Bilinearform R (%, y; 1) mit der Matrix R, fiir die die Glei-
chung (E — AT) R = E besteht. Wir wissen, daB diese reziproke Matrix
stets dann und nur dann existiert, wenn die Determinante |E — AT
von Null verschieden ist. Da diese Determinante eine ganze rationale
Funktion in 1 von hochstens #%*® Grade ist, so kann es nur endlich viele
Werte 1, ndmlich die Nullstellen A; dieser ganzen rationalen Funktion,
geben, fiir welche die reziproke Form R nicht existiert. Diese Werte 4;,
die ,,Eigenwerte” von T in bezug auf die Matrix E, bilden das so-
genannte Spektrum der Matrix T. (Man bezeichnet auch oft die Ge-
samtheit der Werte x;=1/4;, fiir die keine Reziproke von xE — T~
existiert, als Spektrum.)

Die Gleichungen (24) legen durch ihren besonderen Bau den Ge-
danken nahe, ihre Auflésung durch fortgesetzte Approximation zu ver-
suchen, indem man in der Gleichung

n
%=y + 1b§tikxk
fiir die GroBlen x; wieder

n
Y + 3}_2: by %

einsetzt und so fortfdhrt. Am iibersichtlichsten gestaltet sich dieses.
Verfahren an Hand der Relation R = E 4 A TR, aus welcher wir der
Reihe nach erhalten:

R=E+ATR=E+iT + 2*T2R
=E+ AT+ 2T+ BT3R = ...,

Falls das Verfahren konvergiert, gelangen wir so zu einem Ausdruck
fir R durch eine unendliche Reihe:

R=E+4+ AT 422724 BT3 + ...,

welche — ihre Konvergenz vorausgesetzt — tatsichlich die reziproke
Matrix von E — . T darstellt. Um dies einzusehen, brauchen wir die
Reihe nur mit E — 1T zu multiplizieren und dabei zu beachten, daB.
sich unsere symbolische Multiplikation im Falle der Konvergenz glied-
weise ausfithren 1aBt. Es ist unmittelbar klar, daB die Darstellung

R=(E—AT)'=E+ AT + 22T% + ...

formal vollstindig mit der gewdhnlichen geometrischen Reihe iiber-
einstimmen muB. (Vgl. hierzu die Ausfithrungen auf S. 8, wo wir ledig-
lich A = AT zu setzen haben, um zu einer formalen Ubereinstimmung
zu gelangen.)

Stellen wir unser urspriingliches Gleichungssystem statt durch
Matrizen durch die zu ihnen gehérigen Bilinearformen in der Gestalt.

E(M, x) - lT(“’ x) = E(u’ y)
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dar, so konnen wir die Auflésung sofort in der dazu voéllig symmetrischen

Gestalt:
E(w,y)+4T(u,y; 1) = E(u, x)

schreiben, wenn wir

T, y;4)= T+ AT2 4 2T 4 ... ~ R0 =l 9)

setzen. Man nennt die Form T die Resolvente von T.

Die Konvergenz der obigen ,,Newmannschen Rethen* fiir R bzw. T
bei hinreichend kleinem |4| ist leicht zu beweisen.

Bedeutet M eine obere Schranke fiir die Absolutbetrige der Zahlen
t;:, so ergeben sich fiir die Absolutbetriage der Koeffizienten der Formen
T2, T3, ..., T* sofort die Schranken nM?2, n2M3, ..., n*~1M* Wir
erhalten also in

(M + AnM? + Ba2 M+ ) (f] + -+ [t]) (o] + -+ + [9a])
eine Majorante der Neumannschen Reihe. Diese Majorante ist aber
fir [A]< nLM sicher konvergent. Bei hinreichend kleinen Werten von |4!

konvergiert also auch die Neumannsche Reihe und stellt wirklich die
Resolvente von T(u, x) dar!.

Nebenbei bemerkt zeigt unsere eben durchgefiihrte Abschéitzung,

daB wir in jede bestindig konvergente Potenzreihe f(x) Zc x¥ fir »

1 Die Konvergenz der hier aufgestellten Majorante wird offenbar bei zu-
nehmendem # immer schlechter. Es sei jedoch darauf hingewiesen, daB man
durch eine kleine Verfeinerung leicht eine von # unabhingige und daher
auch bei den Verallgemeinerungen auf unendlich viel Variable brauchbare
Abschitzung der Konvergenzgrenze finden kann. Wir bezeichnen die Elemente

der Matrix 7* mit 7} und setzen Z‘ a| =#,. Ist dann M eine Schranke fiir
samtliche » GréBen z,, dann wu'd w1e wir durch vollstindige Induktion zeigen
wollen, ilt},”)l = M?; es ist also dann erst recht

EAERS
fir p, ¢ =1,2,...,7 und jedes ». Hiera.us erkennt man ohne weiteres, daf
unsere Neumannsche Reihe fiir ]1] < = M konvergiert. Wir haben damit eine

Schranke gewonnen, in welcher die Anzahl # nicht mehr explizit vorkommt.
Um nun die obige Ungleichung fir ein beliebiges » zu beweisen, nehmen wir
sie fiir den Index » — 1 als bewiesen an. Es wird dann:

Zlal-3 | Sme|=2 20

=1a=1

(v—1)
tag

A oAl E OIS

Da die Ungleichung fir » = 1 feststeht, ist sie damit fiir jeden beliebigen Index y
bewiesen.
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eine beliebige Matrix A einsetzen diirfen und dadurch eine neue Matrix

f(4) =S’c,A” erhalten. Speziell existiert also stets die Matrix e4.
=0

Wihrend der gewonnene Ausdruck fiir R bzw. T nur fiir hinreichend
kleine |4| konvergiert, erhalten wir durch die Formel (15) des vorigen
Paragraphen einen Ausdruck fiir die reziproke Form oder Matrix
R = (E — AT)"%, der auch auBerhalb des Konvergenzbereichs einen
Sinn behilt. Identifizieren wir namlich die Form E — AT mit der
Form A(u, x), so erhalten wir fiir die reziproke Form sofort den Aus-

druck: A 2
R(u, y; 3) =— (':,’(%’#)
und fiir die Resolvente T den Ausdruck:
A(u, y; A 1
wobei
0 %, ce Uy,
A(u,y;l) — Y1 1 _.ltll e _ltln
Va —Apyy . A — Ay,
und ‘
1 — Ay, e T —Atip
A) = Ay A — Ay ... —Alyy,
— Al —Atye ... A=Ay,

ganze rationale Funktionen (n — 1) bzw. n'® Grades von 4 sind. Die
Nullstellen des Polynoms 4 (4) bilden also das oben definierte Spektrum
der Form T, d. h. die Gesamtheit derjenigen Werte von i, fiir welche
die Form E — AT keine Reziproke besitzt.

Durch die Formel

T+ AT 4 BT0 4+ vvv = — A 239

1

—TAn 7 E(u,y)
wird die links stehende ihrer Natur nach noch nicht unmittelbar zu
iibersehende und nicht fiir alle Werte von 1 konvergierende Reihe ana-
lytisch in die ganze A-Ebene fortgesetzt. Die reziproke Form R, ebenso
wie die Resolvente T, ist eine rationale Funktion von 4, deren Pole
durch das Spektrum der Form T gebildet werden.

Entwickeln wir die Determinanten 4 (#, y; 1) und 4(4) entsprechend
den Regeln der Determinantentheorie nach Potenzen von 4, so erhalten
wir die Ausdriicke

A, y; 8) = Ay (u,y) — Ady(u, y) + A245(u,y) — -+
+ (_1)1:—11»—1[1”(“, y),
A4 =1 — 14, + 224, — .. + (_1)»1»A’”

Courant-Hilbert, Mathematische Physik 1. 2. Aufl. 2
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wobei 0wy ... Uy
dy(w, ) =2 Yo. tom - lom
Yor  toam Uon o
und
tl’ﬂh tpll’a R tp,m.
Ak —_ E tp.p; tplpl et tp:m
tl’llpl t?h?: A t?h?h

gesetzt ist. Summiert wird hierbei iiber alle ganzzahligen 9y, ps, . . ., 3
von 1 bis # mit p; < pp <+ ¢+ < Py

Vielfach ist es vorteilhaft, statt des Parameters 4 den reziproken
Wert x =1/1 einzufithren. Man betrachtet dann zweckmiBigerweise die
Form »E — T, mit der Determinante

% — 1y —by ... —tip
—t ® — 1 RN —1,
21 22 2 | = g (x),
U1 —lng .. A=y,

einer ganzen rationalen Funktion #'" Grades von %, deren Null-
stellen x,, ..., %, die reziproken Werte der Nullstellen von 4(1), d. h.
der Eigenwerte von T sind. Fir die reziproke Form (xE — T)71,
welche fiir alle von x,, ..., x, verschiedenen Werte von x existiert,
ergibt sich die bei hinreichend groBen Werten von |x| giiltige Neu-
mannsche Entwicklung:

WE-m =24 T T,

Aus dieser Entwicklung konnen wir eine bemerkenswerte Folgerung
ziehen. Da die linke Seite nach dem Vorangehenden eine rationale
Funktion von x mit dem Nenner ¢ (x) ist, so muB ¢ (x) (xE — T) ! eine
Form sein, die ganz und rational in » wird, deren Entwicklung nach x
also keine negativen Potenzen mehr enthalten darf. Multiplizieren wir
demgemiB die obige Gleichung mit ¢(x) = *" 4+ ¢, 14 ..+,
so muB rechts ein Ausdruck entstehen, in welchem alle Koeffizienten
negativer Potenzen von » verschwinden. Der Koeffizient von »-! ist
nun, wie man sofort erkennt, gerade der Ausdruck 7% +¢, 7" "1 4.+ +¢y,
und wir gelangen also zu dem folgenden von CAYLEY herriithrenden
Satz: Ist (x) die Determinante von xE — T, so gilt fir die Matrix T
die Relation: o(T) = 0.

Eine andere wichtige Tatsache iiber das in den charakieristischen
Zahlen x,, . . ., x, geschriebene Spektrum driickt der folgende Satz aus:
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Sind x%y, ..., n, die zu einer Matrix T gehovigen charakteristischen
Zahlen und ist g (x) irgendeine ganze rationale Funktion von %, so gehdren
zu der Matrix g (T) die charakteristischen Zahlen g (xy), g(xg), .- ., g(%) -

Zum Beweise gehen wir von der in T identisch bestehenden Relation:

IKE—T|=¢(%)=]=?(%—%7)

aus. Unser Ziel ist die Relation:
n
(2E —g(T)| = [ ] (¢ — g(s)) .
r=1

Es sei zunichst % (x) eine beliebige ganze rationale Funktion vom Grade
7, die mit Hilfe ihrer Nullstellen %, . .., %, in der Form:

h(x)=a]r7(x—xe)

dargestellt sein moge. Fiir eine beliebige Matrix T gilt dann die Identitdt:

h(T_aH —%,E

Durch Ubergang zu den Determinanten entsteht:

T)|=a []|T~2E| = (~19" & [ [ |%,E —T|
— (=t [T wta) = (~tya [T ([Tt~ %)
— (—tpr (—tprar [T (1"[<xv - xe>) ~ I

r=1 \p=1

Setzen wir nunmehr fiir 4(7T) die Funktion xE — g(T), so erhalten wir
unmittelbar die gesuchte Gleichung

E — g(T)| =]:;[(n — o).

§ 3. Die Hauptachsentransformation der quadratischen und
Hermiteschen Formen.

Ein besonders wichtiges Kapitel der Algebra ist die Theorie der

linearen Transformation einer quadratischen Form K(x, x) Z,k,, o %p %,

in die Gestalt: P, =1

K (x, %) =§1x,, va,

d. h. also in eine Gestalt, bei welcher die verschiedenen Variabeln
voneinander getrennt lediglich als Quadrate auftreten. Vor allem

2%
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interessiert uns das Problem, die Transformation der quadratischen
Form K (x, x) in diese Gestalt durch eine orthogonale Transformation

%p =£lpqu = L,[y)

zu bewerkstelligen. Dieses Problem, auf welches man in der Geometrie,
der Mechanik und der Schwingungstheorie hiufig gefithrt wird, heiBt
das Hauptachsenproblem, die fragliche lineare Transformation die Haupt-
achsentransformation.

1. Die Durchfiihrung der Hauptachsentransformation auf Grund
eines Maximumprinzips. Jetzt wollen wir uns davon iiberzeugen, da
fir eine vorgelegte quadratische Form K (x, %) stets eine Hauptachsen-
transformation maglich ist. Dabei stiitzen wir uns auf die Tatsache,
daB eine stetige Funktion von mehreren auf einen beschrinkten abge-
schlossenen Bereich eingeschrinkten Variablen in diesem Bereich
einen groBten Wert annimmt. (Safz von WEIERSTRASZ.)?

DemgemiB gibt es einen Einheitsvektor I; mit den Komponenten

lyys - .-y by, derart, daB K(x,x) fir », =1, ..., %, = I,, den gréB-
ten unter der Nebenbedingung
n
(25) > ay =1
p=1

moglichen Wert x, erhilt. Geometrisch wird durch den Vektor I, ein
Punkt auf der , Einheitskugel” (25) bestimmt, der zugleich auf einer
Fléche aus der Schar der Zentralflichen zweiten Grades K (x, ¥) = konst.
liegt, welche die Einheitskugel beriihrt.

Ferner existiert ein zu [; orthogonaler Einheitsvektor I, mit den

Komponenten l,y, ..., l,, derart, daB K(x, x) fiir %, = lyy, ..., %, = I,
den groBten Wert x, annimmt, der bei Hinzufiigung der Bedingung
n
(26) 2yt =0
p=1

zu (25) méglich ist. Auch hier ist einleuchtend, da8 sich fiir das Schnitt-
gebilde der Einheitskugel mit der zu I, orthogonalen ,,Ebene‘ (26) das-

! Man kann die Hauptachsentransformation sehr leicht auch direkt alge-
braisch durchfthren, indem man nach einer orthogonalen Matrix L fragt, so
daB L’KL =D eine Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen Hys eees
%45 ooos %y Wird. Aus KL = LD ergeben sich fiir die Transformationsgréfen by
die Gleichungen

;kn los = bps %0,

aus welchen sich zunichst die x; als Wurzeln der spater aufgestellten Glei-
chung (30) und sodann auf Grund einfacher algebraischer Uberlegungen ein
orthogonales System von %2 GroSen l,, ergibt. — Der oben im Text durch-
gefiihrte Weg hat gegeniiber dem algebraischen den fiir uns spater wichtigen
Vorzug, auf groBere Klassen transzendenter Probleme tibertragbar zu sein.
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selbe Problem losen 148t, das durch [; fiir die ganze Einheitskugel er-

ledigt wird.
Weiter gibt es einen solchen zu I; und I, orthogonalen Einheits-
vektor [; mit den Komponenten %, =134, . . ., %, = lg,, daB K (x, x) in

seinem Endpunkt den gréBten unter den Nebenbedingungen (25), (26) und
(27) 5 lsz:o =0
p—

moglichen Wert »; annimmt. Indem wir so fortfahren, gelangen wir
zu einem System von 7 zueinander orthogonalen Vektoren [, ...,
lgy - .., In, die wir als ,,Hauptachsenvektoren* oder , Eigenvekioren‘
bezeichnen und deren Komponenten /,, wegen (21) eine orthogonale
Transformation

(28) x,,=q§1l“,yq (P=1,---, ”)

definieren, welche, wie wir behaupten, unsere Aufgabe lost.
Da die Gleichungen (28) aufgelost werden durch

(29) yp=§lwxq p=1,...,m).

so ist die Gleichung g = I, gleichbedeutend mit y, =1, y, =0 fir
g + p. Insbesondere wird also das Maximum »x, angenommen fiir
yy=1, ¥g=0, ..., ¥, =0, so daB in der transformierten Form

C,y) = ZCMypyq K (x, %)
der erste Koeffizient ¢;; = %, wird. Es ist dann die Form

H(y Zhrqyryq— C,y) —x W3+ -+ + )

2, 9=1

positiver Werte nicht fihig. Denn zufolge der Maximumseigenschaft

gilt dies ]edenfalls unter der Bedingung 2, Xy = Z'yp = 1, also gewiB,

wenn wir y; durch —== ersetzen; dann aber folgt allgemeln H(y,y)=0

durch Multiplikation mlt 2 %%. Kime nun y, noch in H(y, y) vor,
wire etwa k3= hy, von Null verschieden, so wiirde sich fiir

n=1, Ye=01¢, Y=+ =Yn=20

2hyge + hyye? = e(2hyg + hgqe)

von H(y,y) ergeben, der durch geeignete Wahl von ¢ wieder positiv
gemacht werden kénnte.
Damit ist gezeigt, daB K(x, x) nach der Transformation die Gestalt

C(,9) =951+ Ci(5,9)

der Wert
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besitzt, worin C,(y,y) eine quadratische Form der # — 1 Variablen
Y2, - .., ¥n bedeutet. Bei der Nebenbedingung y, =0 wird also die
transformierte Form gleich C, (y, y), und wir kénnen nunmehr genau so
weiterschlieBen, daB C,(y,y) die Gestalt x,93 + Cy(y,y) hat, wobei
C,(y, ) nur noch von den n — 2 Variablen y3, ..., y, abhingt, usw.
Damit ist die Moglichkeit einer Hauptachsentransformation

n n n
2 R xp 2y = 2"?3'5’ p;lxizp;yﬁ

P, q—l

vollstindig dargetan. Man hitte iibrigens beim Beweise ebenso gut von
einem entsprechenden Minimumproblem ausgehen, d.h. das Minimum
von K(x, x) bei der Nebenbedingung E(x, ) =1 suchen konnen und
wire dann in umgekehrter Reihenfolge zu den Grofen x,, ..., », ge-
langt. Auch kénnte man K(x, x) konstant halten und die Maxima bzw.
Minima von E(x, x) suchen. Dann wiirde man die reziproken GroBen 4;
zu den x; erhalten.

2. Charakteristische Zahlen und Eigenwerte. Wir wollen zeigen,
daf die in Nr. 1 als sukzessive Maxima definierten Werte #»; mit den
auf S. 18 eingefiihrten charakteristischen Zahlen identisch sind.

Die Gleichung

@) = (¢ — x;) (2 — %) -+ (¢ —2) = 0

fiir die charakteristischen Zahlen kann man in der Gestalt
x — %, 0 .. 0o !
0 K— Xy ... 0
0 0 R

schreiben. Diese Determinante ist aber gleich der Determinante der
quadratischen Form

%2 Yp —pél"r Y

p=1

die durch eine orthogonale Transformation aus der Form
1%
3~
p=1
hervorgeht. Daher gilt identisch in »

n— %y 0 « e 0 x—kll —kIZ"‘ —kln

0 H—Hy ... 0 —kyy x—kyy ... — bk,

0 0 cee K — 2y, '_'knl —ng...x—kn"
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die charakteristischen Zahlen sind also die Wurzeln der algebraischen
Gleichung

kll -_—¥X k12 e kln
(30) kyq Rog — 2% ... Ry -0
Bt Eus o hy—n

fiir die Unbekannte » und damit auch der Gleichung @ (x) = 0.

Unsere Beweisfithrung zeigt von selbst, da8 die Gleichung (30) stets
lauter reelle Wurzeln hat, wenn k,, beliebige reelle, den Bedingungen
k,, = k,, geniigende GroBen sind!. Erwihnt sei noch, daB die Ab-
solutbetrige der Eigenwerte, d. h. der reziproken Werte der charakte-
ristischen Zahlen, geometrisch die Quadrate der Hauptachsenlingen der
Zentralfliche zweiten Grades K (x, x) = 1 bedeuten. Ist iibrigens min-
destens eine charakteristische Zahl Null, so heiBt die Form ,,ausgeariet*;
sie kann als Form von weniger als » Variablen dargestellt werden.
Wegen der Invarianz der Determinante (vgl. S. 13) ist dies dann und
nur dann der. Fall, wenn » = Ikp q, = %, %, ... %, verschwindet. Fir
den positiv definiten Charakter von K (x, #) ist die Bedingung x, > 0,
p=1,2, ..., n notwendig und hinreichend.

Ist fiir die Form K(x, #) die Hauptachsendarstellung

n
K(x, x) = Zi’x,,yf,
=

gegeben, so kann man fiir die rechtsstehende quadratische Form un-
mittelbar die iterierten Formen bilden und erhilt unter Beachtung des
frither iiber die orthogonale Transformation eines Produktes Gesagten

l’!‘ n—ﬁ
K2(x, x).= lef, Ve, K3(x, %) = leg ¥,
p= =

Hieraus erkennt man, daf8 die 4' iterierte Form K"(x, x) die A'*® Po-
tenzen der charakteristischen Zahlen bzw. der Eigenwerte von K (x, %)
als charakteristische Zahlen bzw. Eigenwerte besitzt, was iibrigens aus
dem Satz auf S.19 unmittelbar folgt; ferner sieht man, daB fiir gera-
des & die Form K"(x, x) positiv definit wird.

3. Verallgemeinerung auf Hermitesche Formen. Auch fiir Her-
mitesche Formen 1iBt sich in genau derselben Weise eine Haupt-
achsentransformation durchfithren. Eine Hermitesche Form

n
H (x, %) ‘_;thmxr’?q

) 4=

1 Wegen ihres Auftretens beim Problem der sikularen Planetenstoérungen
pflegt man die Gleichung (30) als Sikulargleichung zu bezeichnen. Fur einen
direkten Beweis des obigen Realititssatzes vgl. z. B. die entsprechende Be-
trachtung Kap. 3, §4, 2.
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mit der Matrix H = H’ kann durch eine unitire Transformation L:

n
Xp = Z lypYq
stets in die Gestalt =1

n n
H(x, %) =2:1"p3’pyp =Z;"p1yplz
p= p=

transformiert werden, wobei die Koeffizienten x, sdmtlich reell sind.
Die charakteristischen Zahlen x,, erscheinen wiederum als die Maxima
der Hermiteschen Form H(x, ¥) unter der Nebenbedingung:

n n

2lxP=1  und  P,%=0 (=1,...,m—1).

= p=1

4. Tragheitsgesetz der quadratischen Formen, Verzichtet man auf
die Forderung der Orthogonalitit der gesuchten linearen Transforma-
tionen, so kann man eine quadratische Form auf mannigfache Weise
in eine Gestalt verwandeln, bei der nur Quadrate auftreten; z. B. fithrt
nach Ausiibung der obigen orthogonalen Transformation jede weitere
Ahnlichkeitstransformation, bei der also jede Variable nur durch einen
Proportionalitatsfaktor verdndert wird, wiederum zu einem solchen
Ausdruck. Insbesondere 1d8t sich also erreichen, daB die (reellen) Koeffi-
zienten der Form alle den Wert 41 oder —1 haben. Dabei gilt nun
der folgende als Trigheitsgesetz der quadratischen Formen bezeichnete Satz:

Die Anzahl der positiven und der negativen Koeffizienten, die bei
einer umkehrbaren rveellen Transformation einer quadratischen Form in
esnen aus reinen Quadraten bestehenden Ausdruck auftreten, hingt von
der speziellen Art dieser Transformation nicht ab.

Beweis: Die positiven und negativen Koeffizienten kénnen, wie
erwdhnt, gleich 41 bzw. —1 gemacht werden. Wire nun die quadra-
tische Form K(x, ) durch zwei verschiedene reelle Transformationen in
N4t yr—ya—r—ypundin d+. o +g5 -5, — -7
mit 7 < s iibergefithrt, so wiirde wegen

At +yitaat - Fa=ya+-tntd+-+4
aus dem Gleichungssystem y, = ... =y, =z, =--- =12, =0 auch
das Verschwinden der iibrigen y; folgen. Da das Gleichungssystem
weniger als # Gleichungen enthalt, ist es sicher durch einen von Null
verschiedenen Vektor ¢ zu befriedigen; ein solcher kann aber nicht die
»n homogenen Gleichungen {) =0 mit nicht verschwindender Deter-
minante erfiillen.

5. Darstellung der Resolvente einer Form. Auch die Resolvente
der quadratischen Form K(x, x) 1aBt sich nach den Entwicklungen
dieses Paragraphen leicht in eine iibersichtliche Form bringen, wenn
wir sie gemiB § 2 durch die symbolische Gleichung

K(x, x;2) = E&:2) = lK(xl, #)]-1— E(x, %)
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definieren. Wir denken uns K(x, ¥) durch Hauptachsentransformation
in die Gestalt
LA
Vs
A,
p=1

K(x, x) =

n 2
gebracht; die Resolvente von E % muB dann mit der von K(x, %)
(4

iibereinstimmen, da [E (x, x) — }.J—K(x, %)]~! durch die Transformation in

[E(y, 9-1> —f—]

iibergeht. Nun gilt
S -138) -] =S - ro)
)11‘[21—13’?’“1”:(3’3’] [21—1”’ 23"2] ”1—1

Transformieren wir hierin wieder auf die Variablen %,, SO erhalten wir

mit der Bezeichnung (19) die Resolvente K (x, x; 4) von K (x, x) in der
Gestalt

n L’ 2
61) K20 = >
=1
oder, wenn wir zur Bilinearform zuriickgehen,
n
Ly Ly
(32) Kl 53 = D /(1 Ll
p=1

Aus dieser Darstellung sehen wir iibrigens, daB das Residuum der ratio-
nalen Funktion K (%, #; 4) von 1 im Punkte 4 = 1, gleich — L}, (u) L} (x)
ist, wenn man Ay ¥ 4, fiir p =+ ¢ voraussetzt.

6. Losung des zu einer Form gehorigen linearen Gleichungs-
systems. Zum Schlu wollen wir noch fiir das zur quadratischen Form

K(x, %) = Z kpqxpxq
?, ¢=1
gehorige Gleichungssystem
n
(33) x,,—).glkpqxq=yp p=1,...,n

die Losung mit Hilfe der Eigenvektoren darstellen.

Wenden wir auf die Variablen x; und y; die Hauptachsentrans-
ormation

n n
n

2y =2 lyp g, Yp =2, byp Uy
g=1 ¢=1
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an, wobei also K (x, %) in

i' 2L
¢=1
iibergeht, so geht unser Gleichungssystem (33) iiber in
(34) Uy — Arythy = U, p=1,..., 1),
mit der Losung
(35) Up =7 _%;,,,3D = ) v,,}' = ,1,’11;, U

4

In den urspriinglichen Variablen erhalten wir die gleichbedeutende
Auflésungsformel

p=11——
wo die Losung nach den Hauptachsenvektoren I, ..., I, der Form
n
K (%, x) entwickelt erscheint. Dabei ist (y1,) =>'7,,y, gesetzt.
g=1

Der Hauptachsenvektor [, selbst gibt die normierte Losung der
homogenen Gleichungen

n
Xy — /I,,Zl'kq,x,
r=

Ug — ApHgthy =0 (g=1, ..., m).

oder

Sind fiir ¢ + p alle x, von x, = }_i verschieden, so gibt es nur eine
normierte Losung
U =1, U =0 (g% )

=5

Fallen mehrere charakteristische Zahlen zusammen, so sind die Haupt-
achsenvektoren nicht eindeutig bestimmt.

oder

§ 4. Die Minimum-Maximum-Eigenschaft der Eigenwerte.

1. Kennzeichnung der charakteristischen Zahlen durch ein
Minimum-Maximumproblem. Oben haben wir die charakteristischen
Zahlen durch eine Reihe von Maximumproblemen eingefiihrt, bei denen
jedes die Losung der vorangehenden voraussetzte. Jetzt zeigen wir, wie
man, wenn die Eigenwerte nach abnehmender GroBe geordnet sind,
unmittelbar die A% charakteristische Zahl als Losung eines etwas
anderen Problems kennzeichnen kann, bei welchem eine Bezugnahme
auf die Losung vorangehender Probleme vermieden wird.
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Es soll die Form
n
K(x, x) = Zlk,,qxp %,

D, q=
zum Maximum gemacht werden, wenn auBer der Forderung
n
(25) 2t =1
»=1

noch 4 — 1 weitere Gleichungen
n
(37) Zoc,,,,x,,:o (v=']’.“,h_1;h§n)
p=1

vorgeschrieben sind; sodann soll diesem Maximum, welches eine Funk-
tion der Parameter «,, ist, durch geeignete Wahl der &,, ein moglichst
kleiner Wert erteilt werden.

Die Hauptachsentransformation fithrt K (», x) iiber in

v
IV

%pYp (¢, =),

die Bedingung (25) in

(38) 2% =1
und die Gleichungen (37) in

(39) ;‘ Brnyp =0,

wobei die ,, neue Parameter sind. Wihlen wir

yh+l="' =yn=0,

so ergeben sich aus (39) bei beliebigen f,, jedesmal 4 — 1 homogene
Gleichungen fiir die # Unbekannten y,, ..., ¥, welche sicher durch
ein mit (38) vertrédgliches Wertsystem befriedigt werden koénnen. Fir
diese Werte wird

Kxx)=mi+ - +mpiz=wuOi+ - +95) =u.

Das zunichst gesuchte Maximum ist also fiir kein System der g, , kleiner
als %;. Es wird aber gerade gleich x;, wenn fiir (37) die Gleichungen
Y=+ = Y1 =0,

genommen werden. So ergibt sich:
Die 1 charakteristische Zahl x, der quadratischen Form K(x, x) ist

der kleinste Wert, welchen das Maximum von K (%, x) annehmen kann,
wenn aufer der Bedingung

n
D=1
=1

noch h — 1 beliebige lineare homogene Gleichungen zwischen den x, vor-
geschrieben sind.
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2. Anwendungen. Auf Grund dieser independenten Minimum-M axi-
mum-Eigenschaft der charakteristischen Zahlen 138t sich besonders leicht
iibersehen, in welcher Weise sie sich verindern, wenn den Variablen 4
unabhingige ,,Bindungen’

n
(40) Zi?’apxp=0 (3=1,..., ])
=

auferlegt werden, so daB sich K(x, ) auf eine quadratische Form
K (%, x) von n — { unabhingigen Variablen reduziert. Die h'® charak-
teristische Zahl %; entsteht durch dasselbe Minimum-Maximum-Pro-
blem wie %z, wobei jedoch durch (40) die Gesamtheit der zur Konkurrenz
zugelassenen Wertsysteme «,, ..., %, verengert ist. Daher {iibertrifft
das einzelne Maximum und somit auch die charakteristische Zahl bei

K (x, x) sicher nicht die entsprechende GrofBe bei K(x, x).

Ferner ist x;,, das kleinste Maximum, das K(x, ) besitzen kann,
wenn auBer (25) noch % 4-j — 1 lineare homogene Bedingungen fiir die x,
vorgeschrieben sind, und daher sicher nicht groBer als %, fiir welches §
dieser Bedingungen durch die festen Gleichungen (40) gegeben sind.

Es gilt also x; = %, = #,,,; oder in Worten:

Geht eine quadratische Form K (x, x) von n Verinderlichen durch |
lineare homogene Bindungen in eine quadratische Form K (x,x) von
n — 1 Verinderlichen diber, so sind die charakieristischen Zahlen
Ky ooy Hp_j VOR K (%, %) nicht grofer als die entsprechenden Zahlen
der Rethe x,, . . ., u,_; und wicht kleiner als die entsprechenden Zahlen der
Rethe »jpy, ..., #,1.

Nehmen wir speziell { = 1 und wihlen als eine lineare Bindung die
Bedingung x, = 0, so geht eine quadratische Form K iiber in ihren
(n — 1)t ,,Abschnitt, und wir erhalten den Satz:

Die W* charakieristische Zahl des (n — 1)*" Abschnitts ist héchstens
gleich der W™ charakteristischen Zahl und mindestens gleich der (b -+ 1)
charakteristischen Zahl der urspriinglichen Form.

Wenden wir unseren Satz auf den (» — 1)*® Abschnitt der quadra-
tischen Form an, so erhalten wir einen entsprechenden Satz fiir die
charakteristischen Zahlen des (# — 2)** Abschnitts usw. Allgemein
erkennen wir, daB die charakteristischen Zahlen zweier aufeinander-
folgender Abschnitte einer quadratischen Form sich in der angegebenen
Weise voneinander trennen.

Ebenso ergibt sich: Addiert man z2u K (x, x) eine nirgends negative
Form, so sind die charakteristischen Zahlen der Summe wicht kleiner als
die entsprechenden von K (x, x).

1 Zur Erlauterung der hier entwickelten Betrachtungen diene folgende Be-
merkung: Schneidet man ein dreiachsiges Ellipsoid mit einer Ebene durch seinen
Mittelpunkt, so liegt die groBe Achse der Schnittellipse zwischen der gro8en und

der mittleren Achse des Ellipsoids und die kleine Achse der Ellipse zwischen der
mittleren und der kleinen Achse des Ellipsoids.
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Anstatt ein Minimum-Maximum-Problem zur Kennzeichnung der
charakteristischen Zahlen zu benutzen, koénnen wir ebensogut ein
Maximum-Minimum-Problem zum Ausgangspunkt nehmen. Man er-
hilt dann wiederum die ;, nur in umgekehrter Reihenfolge.

Es kann dem Leser iiberlassen bleiben, die Formulierung und den
Beweis fiir die Minimum-Maximum-Eigenschaft der charakteristischen
Zahlen bzw. Eigenwerte bei den Hermiteschen Formen aufzustellen.

§ 5. Ergianzungen und Aufgaben zum ersten Kapitel.

1. Lineare Unabhingigkeit und Gramsche Determinante. Die
Frage der linearen Abhingigkeit von m gegebenen Vektoren v,, . . ., dm
148t sich formal sehr einfach folgendermaBen entscheiden, ohne da8
man in der iiblichen Weise den Rang der Matrix der Komponenten
explizit festzustellen braucht. Wir betrachten die quadratische Form

G(xr x) = (xlbl + - "l'xmbm)2 =k2,:1(bibk)xixk-

i”

Sicherlich ist G(x, ¥) = 0, und die Vektoren b; sind danr und nur dann

linear abhingig, wenn es ein Wertsystem der Variablen x,, ..., %,
gibt, welches der Bedingung

m
25) =1

=1

geniigt und fiir welches G(x, ) = 0 wird. Damit also lineare Abhingig-
keit besteht, muB das Minimum der Form G(x, x) unter der Neben-
bedingung (25) den Wert Null haben. Dieses Minimum ist aber die
kleinste charakteristische Zahl der quadratischen Form G(x, %), d. h. die
kleinste Wurzel der Gleichung
bi—% (0102) ... (by0m)
(41) (0gby) W3—2x ... (Dgbm) |_ 0.
(omby)  (Ombs) ... bR —x
Das bedeutet:
Notwendig und hinreichend fiir die lineare Abhingigkeit der Vektoren

vy, ..., 0, ist das Verschwinden der ,,Gramschen Determinante'*
b} (0yby) ... (by0n)
(42) e (be0y) B3 ... (0g0m)
(bm®y) (Ombg) ... 0
Entwickelt man die Gleichung (41), welcher die simtlich nicht-
negativen charakteristischen Zahlen x,, ..., x, vonG(x, x) geniigen,

nach Potenzen von x, so ist das von x freie Glied gleich I, und der
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Koeffizient von »™ ist gleich (—1)™. Nach einem bekannten algebra-
ischen Satz gilt also

(43) M =15 - %y

Mithin ist die Gramsche Determinante eines beliebigen Systems von
m Vektoren niemals negativ. Die Beziehung

(44) M= (0| =0 ¢, k=1,...,m),

in welcher das Gleichheitszeichen nur fiir linear abhingige Vektoren
vy, ..., b, auftritt, ist die Verallgemeinerung der Schwarzschen Un-
gleichung (vgl. S. 2)

b (0,0y)
(by0,) 0

Der Wert der Gramschen Determinante oder auch die kleinste
charakteristische Zahl x, der Form G(x, x) stellt ein Mag fir die
lineare Unabhingigkeit der Vektoren vy, ..., b, dar. Je kleiner diese
Zahl ist, desto ,,flacher wird das von v, ..., b, aufgespannte m-di-
mensionale Gebilde; ist dieses Unabhdngigkeitsmaf gleich Null, so klappt
das Gebilde in ein hochstens (m — 1)-dimensionales zusammen. Ubrigens
kann man der Gramschen Determinante auch sehr leicht eine geo-
metrische Bedeutung beilegen. Sie ist gleich dem Quadrat des m!-fachen
Volumens des m-dimensionalen geometrischen Gebildes, das von den
m Vektoren v,, . . ., v, aufgespannt wird — also z. B. fiir m = 2 gleich
dem Quadrat des doppelten Flicheninhalts des aus b,, 9, konstruierten
Dreiecks.

Natiirlich muB das Gramsche Kriterium fiir lineare Abhingig-
keit mit dem gewdhnlichen dquivalent sein, welches besagt, daB die
Vektoren dann und nur dann linear abhingig sind, wenn alle m-spaltigen
aus dem rechteckigen Schema der Komponenten

0305 — (by0,)2 = =0.

Vi1 Y1z .- Uin
Upy Upg .. Ugp
»'Uml ‘Um2 DRI vmn

herausgeschnittenen Determinanten verschwinden. In der Tat ist nach
einem bekannten Satze der Determinantentheorie

Vie, Vig -+ Vign |
(45) M= 2' U2s,  V2gy - .- Ugg,
Ums, Umsy -+ VUmsn

wobei die Summation iiber alle ganzzahligen s, s,, ..., s, von 1 bis #
mit 5, <sp <-+- <5, lduft.
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2. Determinantenabschiatzung von Hadamard. Fiir jede Deter-
minante

1 By ... G1n
A= laikl — Ayy Ay ... Qg
An1 Gnz .- - Gpp
mit reellen Elementen 4;; gilt die Abschitzung
n n
(46) AA<II Za,.
i=1k=1

Beweis: Wir lassen die Elemente a;; variieren, wobei jedoch die
Quadratsummen

festgehalten werden mogen. Ist A%, der groBte Wert, den die Funk-
tion A2 der Elemente a;; unter diesen # Bedingungen annehmen kann
— daB ein solches Maximum fiir eine gewisse Determinante A,,, an-
genommen werden muB, folgt unmittelbar aus dem auf S. 20 angefiihrten
Satz von WEIERSTRASZ —, so miissen die Elemente von Ap,; in jeder
Zeile den zugehérigen Unterdeterminanten proportional sein. Denn’
es ist fiir irgendein fest gewihltes &

A =andp+ - + appAin,

also nach der Schwarzschen Ungleichung auf S. 2

n n n

2 2 _. 2 2 .

Az ékzahkszhk“‘cth'Ahk:
=1 k=1 =1

sind dabei die ay,, nicht proportional den A,;, so besitzt 42 sicher nicht
seinen Maximalwert, weil dann das Ungleichheitszeichen gilt, wihrend
durch Abédnderung der # GroBen ay, (R=1,2,...,n) unter Fest-
haltung von ¢} und der 4, das Determinantenquadrat der rechten Seite
gleich gemacht werden kann.

Multiplizieren wir nun A,,, nach dem Multiplikationssatz der
Determinanten mit sich selbst, so erhalten wir, da die inneren Pro-
dukte verschiedener Zeilen infolge der eben bewiesenen Proportio-
nalitit nach elementaren Determinantensitzen verschwinden,

n
A2 s =iI=I1 G.
Fir die urspriingliche Determinante 4 gilt daher sicher
n n n
i=1 t=1k=1

Geometrisch besagt die Hadamardsche Determinantenungleichung
einfach, daB das Volumen eines aus # Vektoren im Raume von # Di-
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mensionen mit gegebenen Normen konstruierten Parallelflachs am
groBten ist, wenn die Vektoren aufeinander senkrecht stehen.

Die Hadamardsche Abschitzung gilt auch fiir komplexe a;;z, wenn
in ihr fiir A'bzw. a;; die absoluten Betrige eingesetzt werden.

3. Simultane Transformation zweier quadratischer Formen in
kanonische Gestalt. Die Hauptachsentransformation ist ein Sonderfall
des allgemeineren, auf sie zuriickfithrbaren, aber ebenso einfach auch
direkt zu behandelnden Problems, zwei gegebene quadratische Formen

%) = 2 kpgipy, Hx 2 Fpg%p %y,

»,q=1 p,9=1

von denen die eine, etwa H (x, x), positiv definit ist, durch eine lineare
Transformation

n
xp:qgilpq% =1....n)

gleichzeitig in reinquadratische Ausdriicke
n 7n
K(x, %) = Z:Ix,,y;’,, H(x, %) = Z;n,yf,
p= p=

zu transformieren. Dabei konnen noch die Koeffizienten 7, der posi-
tiven Form H gleich +1 gemacht werden. Die Quotlenten P %

nennen wir die charakteristischen Zahlen, die Zahlen — = A, die Elgen-
werte der Form K(x, x) in bezug auf H(x, x). &

Man fithre die Transformationstheorie direkt durch und beweise
insbesondere die folgende Minimum-Maximum-Eigenschaft der charak-
teristischen Zahlen:

Fiir 0, =+ -+ = 0n ist on der kleinste Wert, den das Maximum von

g g :,; unter den Nebenbedingungen

”
D Oypky =0 v=1,...,b—1)
=1

annehmen kann, wenn dieses Maximum als Funktion der Parameter %,y
aufgefaft wird.
Zur Aufstellung der gesuchten simultanen Transformation kann

man zunidchst das Maximum von H:x x; unter der Nebenbedingung
H(x, x) =1 aufsuchen, das fiir x, =1, (p =1, ..., n) angenommen

werden moge. Sodann filgt man als weitere Nebenbedingung
) kpqlqu =0
?sﬂ“

hinzu usw. Die charakteristischen Zahlen @, ergeben sich als Wurzeln
der Gleichung



§ 5. Erganzungen und Aufgaben zum ersten Kapitel. 33

kyy—ohyy Rip—0kyy .. Rin— 0k,
kyy —ohyy Ry —0has ... Ran— 0hga =0.
kpy — thl knz - th2 R thm

Diese Gleichung kann man auch als Bedingung fiir die Losbarkeit
des homogenen Gleichungssystems

n
,-21 (kij — @ hij) =0
erhalten. Die zueinander orthogonalen Losungssysteme x; selbst fiir
die einzelnen charakteristischen Zahlen ergeben nach geeigneter Nor-
mierung die Komponenten der ,,Eigenvektoren”, also die Koeffizienten
der gesuchten simultanen Transformation.

4. Bilinearformen und quadratische Formen von unendlich vielen
Variablen. Unsere Theorien lassen sich auch aufrechterhalten, wenn
man die Anzahl der auftretenden Variablen iiber alle Grenzen wachsen
14Bt und dabei erstens iiber die Koeffizienten der Bilinearformen oder
quadratischen Formen z. B. die Voraussetzung macht, daB die Summe
ihrer Quadrate konvergiert, und zweitens die Konvergenz auch von
der Quadratsumme der auftretenden Variablen voraussetzt. Diese
Theorie der Formen von unendlich vielen Variablen, die von HILBERT
entwickelt worden ist, 148t sich dann direkt auf zahlreiche Probleme
der Analysis anwenden. Wir werden jedoch bei diesen Problemen
rascher zum Ziele gelangen, wenn wir in einer mehr unmittelbaren,
der direkten algebraischen Vektor- und Tensorrechnung entsprechenden
Weise vorgehen.

5. Unendlich kleine lineare Transformationen. Als unendlich
kleine lineare Transformation bezeichnen wir eine solche mit der Matrix

14 60y, EQyg ... EXyp
0 1+ ¢eo o
A =E+(8a'.k) _ 21 22 2n R
0y, E0pg ... 140y,

wobei ¢ eine infinitesimale GroBe erster Ordnung bezeichnet, d. h.
eine solche, deren hohere Potenzen man fiir den gerade vorliegen-
den Zweck gegeniiber niederen vernachlissigen darf. Das Produkt
zweier solcher unendlich kleiner Transformationen mit den Matrizen
A=E +(eo;), B=E+(¢f;;) hat die Matrix C=AB=FE + (¢ a;; +¢b;z)-
Daraus folgt: Unendlich kleine lineare Transformationen sind vertauschbar.

Ferner:

Die zur Matrix A=E + (e ;;) reziproke Matrix ist A~'<E — (e ;3),
und die Determinante der Matrix A =E + (¢ ;) ist gleich

1+ e(0gg + Kog+ oo+ + Xpy) -

Cpunnt-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Aufl. 3
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Soll die unendlich kleine Transformation orthogonal sein, so ergibt
sich aus A’4 =E, wobei A’ die transponierte Matrix ist, die Relation
0 + 6z = 0; d.h,, es gilt weiter:

Notwendig wnd hinreichend fir die Orthogonalitdt einer umendlich
kleinen Transformation ist die Bedingung, daf thre um E verminderte
Matrix schiefsymmetrisch ist.

Eine allgemeine unendlich kleine Transformation C = E + (ey;)
kann mit Hilfe der GroB8en

i = ¥ (vix — 7e) »

Bix = ¥(vix + 713)
dargestellt werden als Produkt einer orthogonalen Transformation mit
der Matrix 4 =F 4 (go;;) und einer symmetrischen mit der Matrix
B=E + (efq).

Eine symmetrische, nicht notwendig unendlich kleine Transfor-
mation ¥; =2 S;z% mit der Matrix S = (siz) bedeutet geometrisch
3

eine Dehnung in # zueinander senkrechten Richtungen. Denn fithren
wir durch eine Hauptachsentransformation der quadratischen Form
S(x, x) neue Variable %; bzw. v; ein, so daB

n n 9
Zsikxixk =2 niU;
i, k=1 i=1

wird, so lauten die Gleichungen
Uy = % U;,

was die analytische Darstellung einer auf die Hauptdilatationsachsen
bezogenen ,,ungleichmiBigen* Dehnung ist. Das Verhiltnis der Volum-
zunahme zum Ausgangsvolumen, die ,riumliche Dilatation®, wird
offenbar durch die Differenz x,...x, — 1 gegeben, wofiir wir
auch |s;;| —1 schreiben koénnen. Ist insbesondere die Transformation
unendlich klein, also (s;;) =E + (¢ ), so wird

%y ooty — A =By + v+ Bun) -

Da eine orthogonale Transformation eine Drehung bedeutet, kénnen
wir zusammenfassend sagen:

Eine unendlich kleine Tramsformation mit der Matrix E + (ey;y)
kann als Produkt einer Drehung und eimer Dehmung dargestellt werden;

die raumliche Dilatation betrigt 82 Vii-

6. Variierte Systeme. Fiir d1e Theorle der kleinen Schwingungen
ist es wichtig, festzustellen, wie sich die Eigenwerte und Eigenvektoren

n
einer quadratischen Form K(x,x) = > b;,%;%, andern, wenn man

%, k=1

sowohl die Einheitsform E(x, x) als auch K (x, x) variiert, d.h. die
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Formen E(x, x) +eA(x, x) bzw. K(x, x) + ¢B(x, x) gleichzeitig in die
kanonische Gestalt transformiert (vgl. Nr. 3), wobei

n n
A(x, %) =Z‘xikxixk: B(x, %) z%ﬂikxixk
1
und ¢ ein Parameter ist. Setzen wir
K(x,x) + ¢B(x, x Zb,kx,x,,, E(x,x) + ¢A(x, %) Za,,xlxk,

so lauten die Gleichungen zur Bestimmung der Komponenten der
Eigenvektoren (vgl. S. 33)

Z(b o'a)x, =0 t=1,..., 1),

wobel sich @' aus der entsprechenden Determinantengleichung be-
stimmen 148t und # reell wird. Bezeichnet man die charakteristischen
Zahlen von K (x, x) unter der Annahme, daB sie alle voneinander ver-
schieden sind, mit ¢,, 0,, ..., s, die entsprechenden Werte des vari-
ierten Systems mit g7, @3, ..., 0, so kann man die Ausgangsform
K (x, x) als eine Summe von Quadraten annehmen:

K(x,x)=91xf—|-gzx§+ Y

Die GroBen o] sind als einfache Wurzeln einer algebraischen Gleichung
in der Umgebung von ¢=0 eindeutige analytische Funktionen von ¢,
und dasselbe gilt dann auch fiir die Komponenten %}, der variierten,
zu den charakteristischen Zahlen g) gehorigen Eigenvektoren. Man
kann also die GréBen g; bzw. %}, als Potenzreihen in € ansetzen, deren
absolute Glieder natiirlich ¢; bzw. die Komponenten x4z der urspriing-
lichen Eigenvektoren sind. Um sukzessive auch die Koeffizienten von
€, €2, ... zu berechnen, hat man mit diesem Ansatz in die Gleichungen

Na

; > (Vi — 03 a5) %4 =0 (¢, h=1,2,...,n)

I
it

einzugehen, in welchen auBerdem b = 6;; + ¢fiz, aix = e + e 0z
mit 6;;=0; 0 =0 (+k), ¢, =1, =0 (1 +£k) zu setzen ist.
Aus diesen Gleichungen erhilt man eine unendliche Folge neuer Glei-
chungen, indem man nach Potenzen von ¢ ordnet und dann die Koeffi-
zienten dieser Potenzen gleich Null setzt. Damit véllig dquivalent,
jedoch etwas bequemer ist folgende GréBenordnungsbetrachtung, in
der ¢ als infinitesimale GroBe aufgefaBt wird. Betrachtet man nimlich
von den eben genannten Gleichungen die Gleichung fiir ¢ = %, so sind in
ihr alle Summanden bis auf GréBen zweiter Ordnung in ¢ Null:

on + £ Baun

1 T ey, — Oh T ECn%nn T+ £fan.

on =

3'
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Die Betrachtung der Gleichungen mit 4 # %, in denen alle Glieder bis
auf zwei von selbst unendlich klein von der zweiten Ordnung sind,
liefert wegen D #7 =1 ;

’ XinOn — Pir

=

bis auf unendlich kleine GroBen zweiter Ordnung in e.

Unter Benutzung dieser Werte fiir die Komponenten der Eigen-
vektoren lassen sich die Eigenwerte sehr leicht bis auf GroBen dritter
Ordnung in ¢ berechnen. Man betrachte wieder die Gleichung fiir die

Komponenten des A'**® Eigenvektors, die sich fiir 1 = 4 ergibt:

Z(bhk 0h @) %1 = 0.

Vernachlissigt man links die GroBen dritter Ordnung in ¢ und sondert
das Glied mit 4 = % ab, so entsteht
’ 2
o= 2 e (b, — 0} @) 222 Xk @n — Pra ﬂu 822 (ceaen — Bra)® ;

on — Qk p Qn — Qk
fiir o} folgt dann
0 = 0n — €0n0nn t+ &Pnn — & Onn(Ban — 0nona) + €

P
Dabei bedeutet der Strich am Summenzeichen, daB iiber alle 2 von
1 bis #» mit Ausnahme des Wertes 2 = A zu summieren ist.
7. Die Auferlegung einer Bindung
%+ o Pa¥ =0

und die dadurch zustande kommende Verringerung der Variablenzahl

(“u Or — ﬂu)'
- @

der quadratischen Form K(x, x) 2, kpo%p%, kann man sich durch
P, q—l
einen kontinuierlichen ProzeB erzeugt denken, indem man die quadra-

tische Form K(x, x) + #(y1%; + -+ + 7n%s)? betrachtet, wobei ¢ ein
positiver Parameter ist. Wichst ¢ iiber alle Grenzen, so nimmt auch
jede charakteristische Zahl monoton zu. Insbesondere wichst die groBte
charakteristische Zahl iiber alle Grenzen, wihrend die anderen in die
charakteristischen Zahlen der aus K(x, ) durch Elimination einer Ver-
inderlichen vermége der Relation 7,%; + -+ + ¥p%, = O entstehenden
quadratischen Formen iibergehen.

8. Elementarteiler einer Matrix oder einer Bilinearform. Es
sei Y ein Tensor, 4 = (4:) die zugehorige Matrix. Dann zerfillt das
Polynom

X~y —@yp ... —a,

|xE — A| = Ty Xy e Tl

—a&p1 ~— Ane e H—Qpy
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nach gewissen, hier nicht niher anzugebenden Regeln in ein Produkt
von ,,Elementarteilern

(e —m)s,  (e—r) ..., (x— )

wobei unter den Zahlen 7,, 7,, . . ., 75 auch gleiche vorkommen kénnen.
Zu jedem Elementarteiler (¥ — 7,)% gehort ein System von e, Vektoren
i 187, ..., f2) derart, daB die Gleichungen gelten

mf(ﬂ =7, (11'), 2”(21') — nf‘”’ + f(V) s, mfg:) — 7yf,(:) + f(t')
Dabei sind die # Vektoren

(1) 1), @) @), . (h) (h)

i, f( fis o e - fils oo o
linear unabhanglg Fithrt man sie als neue Variable x?, ..., %% ein,
so verwandelt sich 4 in die Matrix

4, 0 ... 0 O

0 4, ... 0 0

0 0 ... 0 4,

in der 4,, 4,, ..., As selbst Matrizen sind, gegebenenfalls einreihige,
und zwar hat A, die Gestalt einer Matrix von der Ordnung ¢,:
7 0 0 ... 0 O
1 0 ... 00
=101 7 ... 00

000 ... 11

9. Spektrum einer unitiren Matrix. Wir wollen zeigen, daB das
Spektrum einer unitiren Matrix auf dem Einheitskreis liegt.

Zum Beweise beachten wir, daB die Elemente einer unitiren Matrix
dem Betrage nach alle hiochstens gleich 1 sein konnen und daB daher
die Betrdge der Koeffizienten der charakteristischen Gleichungen aller
unitiren Matrizen %' Grades unterhalb einer von der speziellen
Matrix unabhingigen Schranke liegen. Da der erste und letzte Koeffi-
zient der charakteristischen Gleichung absolut genommen 1 ist, so ist
damit fiir die absoluten Betrdge der charakteristischen Zahlen eine
positive von der Matrix unabhingige obere und untere Schranke ge-
geben. Andererseits sind alle Potenzen A™ einer unitdren Matrix A
wieder unitds und ihre charakteristischen Zahlen die m'" Potenzen
der charakteristischen Zahlen von 4. Diese Potenzen und ihre Rezi-
proken konnen aber nur dann absolut genommen unterhalb einer von
unabhingigen Schranke bleiben, wenn der Betrag von A; gleich 1 ist.

Eine andere, auch auf unendliche Matrizen iibertragbare Beweis-
methode ergibt sich aus der Diskussion des Konvergenzverhaltens der
Neumannschen Reihe fiir (E—14)"!
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Die Reihe
(E—AA)"'=E 4+ A4 + 124% + 34% + ...

konvergiert namlich fiir eine unitire Matrix gewiB, solange | 4| <1 ist;
denn die Elemente der Matrizen A™ sind alle absolut genommen
héchstens 1, und wir haben somit fiir die Elemente auf der rechten
Seite die geometrische Reihe als Majorante. Es kénnen mithin keine
Nullstellen von |E—AA4| im Innern des Einheitskreises liegen. Wegen
AA’=E ist andererseits

E—14)t = —JA(E+ LA+ A2+ ),
und die geometrische Reihe auf der rechten Seite konvergiert fiir

% <1, da auch A’ eine unitire Matrix ist. Mithin kann keine Null-

stelle von |E — 14| auBerhalb des Einheitskreises liegen. Also liegen
diese Nullstellen im Einklang mit unserer Behauptung auf dem Ein-
heitskreise.
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Zweites Kapitel.

Das Problem der Reihenentwicklung
willkiirlicher Funktionen.

Viele der im vorigen Kapitel behandelten Zusammenhinge finden
eine weitgehende Analogie, wenn man statt der Vektoren im #n-dimen-
sionalen Raume Funktionen von einer oder mehreren Verdnderlichen
betrachtet, die in einem vorgegebenen Grundgebiet G definiert sind. So
kann man zu der Tatsache, daB sich im Raume von # Dimensionen
jeder Vektor linear durch # unabhingige, sonst aber beliebig gewihlte
Vektoren ausdriicken 148t, das Problem in Parallele setzen, eine mehr
oder weniger willkiirlich angenommene Funktion im Grundgebiete G
als lineare Kombination aus vorgegebenen Funktionen darzustellen. (Die
Menge dieser vorgegebenen Funktionen muB, wie sich im folgenden
als selbstverstindlich erweisen wird, unendlich sein.) Wir sprechen
dann von dem Problem der Rethenentwicklung der willkiirlich angenom-
menen Funktion nach dem vorgeschriebenen Funktionensystem. Im vor-
liegenden Kapitel soll diese bei den Aufgaben der mathematischen
Physik in der mannigfachsten Form auftretende Fragestellung unter
allgemeinen Gesichtspunkten behandelt werden.

Wir beschrinken uns dabei grundsitzlich auf stickweise stetige
Funktionen, d. h. solche Funktionen, fiir welche es eine Zerlegung von
G in endlich viele Teilgebiete gibt, derart, daB die Funktion im Inneren
eines jeden von ihnen stetig ist und bei beliebiger Anndherung an den
Rand jedes Teilgebietes von innen her sich bestimmten, endlichen
Randwerten nihert. Der bequemeren Schreibweise wegen setzen wir
zunichst voraus, daB wir es mit Funktionen nur einer Verinderlichen x
zu tun haben, deren Grundgebiet G eine im Endlichen gelegene Strecke
der x-Achse ist. Handelt es sich um Funktionen von mehreren, etwa
von zwei Variablen x und y, so wollen wir vom Grundgebiet G voraus-
setzen, daB es von endlich vielen Kurvenbdgen mit stetig sich drehen-
der Tangente begrenzt ist. Wenn wir die Randpunkte zum Grund-
gebiet hinzurechnen wollen, so werden wir von einem ,,abgeschlossenen
Gebiet* sprechen, falls nicht schon durch den Zusammenhang ein Mig-
verstindnis ausgeschlossen ist.

Ferner werden wir 6fter von den betrachteten Funktionen voraus-
setzen, daB sie stiickweise glatt sind, d. h. stiickweise stetig sind und
stiickweise stetige erste Ableitungen haben. Falls nicht besonders das
Gegenteil hervorgehoben ist, setzen wir voraus, da unsere Funktionen
reelle Werte besitzen.
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§ 1. Orthogonale Funktionensysteme.

1. Definitionen. Unter dem inneren Produkt (f, g) oder auch (fg)
zweier Funktionen f(x) und g (x) wollen wir das iiber das endliche Grund-
gebiet genommene Integrall

(1 () = [fgdx
verstehen. Es. geniigt der Schwarzschen Ungleichung
(2) (rher=(kg,

die ebenso wie bei Vektoren entweder aus dem positiv definiten Cha-
rakter der quadratischen Funktion f (Af + g)%dx der Verdnderlichen 1
oder aber unmittelbar aus der Identitit

(f.er= (N —3[[(xgd — HE)gx)2dxdt

folgt; das Gleichheitszeichen tritt dann und nur dann ein, wenn f und
¢ proportional sind. Zwei Funktionen f(x) und g(x), fiir welche das
innere Produkt verschwindet, also (f, g) =0 ist, sollen orthogonal heiBen.
Das innere Produkt einer Funktion f(x) mit sich selbst bezeichnen wir
auch als Norm dieser Funktion und schreiben:

() Ni=(f)=[fdx;
eine Funktion mit der Norm 1 nennen wir normierf. Ein System von
normierten Funktionen ¢, (x), ®,(x), ..., in dem je zwei verschiedene

Funktionen zueinander orthogonal sind, bezeichnen wir als normiertes
Orthogonalsystem und die dafiir charakteristischen Relationen

(Prs 0 =€ (65y=1, €, =0 fiir p %)
als Orthogonalititsrelationen.
Ein Beispiel eines normierten orthogonalen Funktionensystems fiir
das Intervall 0 = x < 2z oder allgemeiner fiir jedes Intervall von der
Linge 2n bildenn die Funktionen

1 cosy  cos2x . sinx  sin2x
Vz—n ) ]/J_z ’ ’/; y vy V—; ) }/—'7—‘ »
Es empfiehlt sich, fiir komplexwertige Funktionen einer reellen
Variablen eine Erweiterung des Orthogonalitdtsbegriffes vorzunehmen.

Wir bezeichnen zwei komplexwertige Funktionen f(x) und g (x) als ortho-
gonal, wenn die Relationen

(8 =(f.g) =0

bestehen, wobei mit f bzw. g in iiblicher Weise die zu f bzw. g konjugiert
komplexe Funktion bezeichnet ist. Die Funktion f(x) heiBt normiert,
wenn Nf = f |f2 dx =1 ist. Das einfachste Beispiel eines komplexen

1 Die Integrationsgrenzen lassen wir in Zukunft fort, wenn ein MiBverstiandnis
ausgeschlossen ist.



§ 1. Orthogonale Funktionensysteme. 41

Orthogonalsystems bieten fiir das Intervall —z<x<as die Ex-

ponentialfunktionen
1 ez eliz

}/—7—.7! » }/2——’-‘ ’ }/2'_:'——; y e sy
wie unmittelbar aus den ,,Orthogonalititsrelationen’’

2n
(4) Ei;/ei(y—v)zdx=e,“ (877'21’ 6,“,=0 fiir H*‘l’)
0

zu erkennen ist.
Als lincar abhingig bezeichnen wir r Funktionen f,, ..., f,» wenn

r
sie identisch in x einer homogenen linearen Relation > ¢;f; = 0 mit
i=1
konstanten, nicht simtlich verschwindenden Koeffizienten ¢; (i =1, ..., 7)
genugen. Andernfalls nennen wir sie linear unabhingig. Es ist eine
wichtige Tatsache, daB die Funktionen eines Orthogonalsystems stets
linear unabhingig sind. Denn es wiirde aus einer Beziehung

GP1+ G+ -+ =0
durch Multiplikation mit ¢, und Integration sofort folgen: ¢, = 0.

2. Orthogonalisierung von Funktionen. Aus einem vorgelegten un-
endlichen System von Funktionen Y1, ¥y, ..., von denen fiir jedes be-
liebige 7 je 7 beliebig herausgegriffene Funktionen linear unabhéngig sind,
kann man durch einen »OrthogonalisierungsprozeB** ein normiertes ortho-
gonales Funktionensystem ¢,, ¢,, ... gewinnen, indem man @, als geeig-

nete lineare Kombination von »,, ..., v, wahlt. Man setzt zunichst
Q= V_I\ETIT - Sodann bestimmt man irgend zwei nicht gleichzeitig verschwin-
1

dende Zahlen ¢, und c, derart, da8 die Funktion ¥o=¢, 9, + ¢, ortho-
gonal auf ¢, steht, daB also die Gleichung ¢, + ¢, (,v,) = 0 erfiillt ist. Die
Funktion ¢; kann wegen der linearen Unabhingigkeit von v, und v
oder, was auf dasselbe hinauskommt, von ¢, und v, nicht identisch ver-

schwinden. Somit erhalten wir in @, =-%2_ eine normierte, zu ¢
2= e 1

2
orthogonale Funktion: Weiter bilden wir eine Funktion
¥ =clo;+ ey + vy,
indem wir drei nicht simtlich verschwindende Zahlen ¢}, ¢, ¢; gemiB
den beiden homogenen linearen Gleichungen
(Pop) =cf + el pma) =0, (@hopy) = cf + e} () = 0
ermitteln. Wegen der linearen Unabhingigkeit von v;, v,, v; bzw.

1, P32, v3 kann die Funktion ¢4 nicht identisch verschwinden, und daher
?5 )

liefert @, = - eine normierte, zu @, und @, orthogonale Funktion.

P3
Indem wir dieses Verfahren unbegrenzt fortsetzen, bekommen wir das
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gewiinschte orthogonale Funktionensystem durch die Rekursions-
formel
(P:|+l ’ '”1
(pﬂ+1 = VNR:; ¢n+1 = vn+1 -—_’él(ph((phvﬂ-i-l) N

Wenn wir spiter von Orthogonalisierung sprechen werden, ist, wofern
nicht ausdriicklich etwas anderes bemerkt wird, immer das eben ge-
schilderte Verfahren gemeint, welches also zugleich mit der Ortho-
gonalisierung die Normierung liefert.

3. Besselsche Ungleichung. Vollstindigkeitsrelation. Approxi-

mation im Mittel. Ist ¢,, @,, ... ein normiertes Orthogonalsystem
und f irgendeine Funktion, so nennen wir die Zahlen
(5) ¢, = (o) =1, 2,..)

die Entwicklungskoeffizienten oder Komponenten von f in bezug auf das
gegebene Orthogonalsystem?.
Aus der unmittelbar einleuchtenden Beziehung

©) [I’= pops n)ax=0

folgt durch Ausfithrung des Quadrats und gliedweise Integration

n n
ngfzd""Zﬁcvff¢vdx+ﬁcf=Nf—2203+203,
r=1 r=1 el y=1

) "¢t = Nf,

v=1
also, da rechts eine feste, von # unabhingige Zahl steht,
(®) ¥ ? = NY.

r=1

Diese fundamentale Ungleichung, die ,,Besselsche Ungleichung, be-
steht fiir jedes beliebige normierte Orthogonalsystem. Sie lehrt die
Konvergenz der aus nicht negativen Gliedern bestehenden Reihe der
Quadrate der Entwicklungskoeffizienten auf der linken Seite der Be-
ziehung (8).

Fiir komplexwertige Funktionensysteme gilt die entsprechende Be-
ziehung

(8) 2 e, f = Nf = (1,7),

wenn wir unter ¢, den Entwicklungskoeffizienten ¢, = (f, g,) verstehen.
Sie folgt dhnlich wie bei reellen Funktionen aus der Ungleichung

e =Zem

1 In Anlehnung an die Theorie der Fourierschen Reihen gebraucht man
zuweilen auch den Ausdruck ,,Fouriersche Koeffizienten‘ .

2 n
dx=Nf—-lc,2=0.
r=1
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Der Integralausdruck in (6) ergibt sich ganz ungezwungen, wenn man
sich die Aufgabe stellt, die gegebene Funktion f bet festem n durch ein lineares

n
Aggregat Dy, @, mit konstanten Koeffizienten y, im Sinme der Methode
r=1

der kleinsten Quadrate so zu approximieren, daf das ,mittlere Fehler-
quadrat* M = [(f — D y,p,)tdx moglichst klein wird. Durch eine
einfache Umformung des Integrals gewinnt man ndmlich die Identitit

M=f(f—$7~%)2dx:ffzdx +$(7’~— ¢)? ~$Cf:

aus der unmittelbar hervorgeht, da8 das Minimum von M fiir y,=c¢, an-
genommen wird.
Wenn es moglich ist, fiir jede stiickweise stetige Funktion f das

n 2
kleinste mittlere Fehlerquadrat / (f - tpv) dx durch passende
r=1
Wahl von # unter eine beliebig kleine positive Zahl herunterzudriicken,

n
d. h. jede solche Funktion durch ein lineares Aggregat > ¢, ¢, mit hin-
r=1
reichend vielen Gliedern im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate
oder, wie wir es auch nennen wollen, ,,im Miitel“ beliebig genau zu ap-
proximieren, so bezeichnen wir das Funktionensystem @, ¢,, ... als
ein , vollstindiges orthogonales Funktionensystem'* und die alsdann nach
den obigen Ausfithrungen fiir die Entwicklungskoeffizienten ¢, = (f¢,)
jeder Funktion f geltende Beziehung

9) Sl ¢

als die ,,Vollstindigkeitsrelation“. Allgemeiner kann man diese in der
Form

(9) g od=(he) mit o =(g), d=(gp)

< o

= Nf

schreiben, welche sich ergibt, wenn wir die Formel (9) auf die Funktion
f + g anwenden:

N(f+g) =N+ Ng + 2(f,g)=g;(cv+dv)2=§;(63 +dt20,d),

und nachher die entsprechenden Gleichungen fiir f und g subtrahieren.

Fiir die Vollstindigkeit eines Funktionensystems @,, @,, ... ist
es iibrigens hinreichend, wenn die Vollstindigkeitsrelation (9) fiir alle
stetigen Funktionen f erfiillt ist. Jede stiickweise stetige Funktion g
kann némlich durch eine stetige Funktion f derart approximiert werden,
daB das Integral f (f — g)2dx beliebig klein ausfillt. Eine solche
Funktion f bekommt man z. B., wenn man sich die Funktion g durch
eine Kurve dargestellt denkt, an allen Sprungstellen von g je einen
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links und rechts in dem beliebig klein wihlbaren Abstande é von der

Sprungstelle gelegenen Punkt der Kurve durch ein Geradenstiick ver-

bindet und in diesem Intervall die Kurve durch das Geradenstiick er-

setztl. Sind also a,, a4y, ... die Entwicklungskoeffizienten der Funk-

tion gund ¢,, ¢, . . . die der Funktion /, so folgt daraus, daB das Integral
n

/ (/ -, tpy)zdx durch geeignete Wahl von # beliebig klein gemacht

r=1
werden kann, dieselbe Tatsache mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung
fir das Integral

M'=/(g —Z”ch%)zdx =f[(g -+ (f —élcv %)rdx.

v=1

Es ist namlich
M’=N(g—f)+N(f—é”lcv%)+2<g—/,f—v_§”lcv¢v),
also
WsNg—N+N(f - Zop) + 2 NE= NG~ Sap).

Nun ist aber

n 2
M =f( —-2“,,?,) dx - M’,
v=1
da die Entwicklungskoeffizienten a, fiir g das kleinste mittlere Fehler-
quadrat liefern; somit ist die Vollstindigkeitsrelation auch fiir g be-
wiesen.
Wohl zu beachten ist, daB wir aus der Vollstindigkeit des Funk-

tionensystems ¢;, @,, ..., d. h. aus der Gleichung
» 2
lim (f — Zc,«p,) dx =0
n—> oo r=1

keineswegs auf die Gleichung f = > ¢, @,, also auf die Entwickelbarkeit
v=1

von f in eine nach den Funktionen ¢, fortschreitende Reihe, schlieBen
diirfen. Die Entwickelbarkeit steht allerdings dann vom vornherein fest,

wenn die Reihe D ¢, @, gleichmifig komvergiert wnd wir daher den
=1

Grenziibergang zur Grenzfumktion unter dem Integralzeichen vornehmen
diirfen. Die Vollstindigkeit des vorgelegten Systems ¢,, @,, ... ist
dabei selbstverstandlich eine unerliBliche Voraussetzung, weil z. B. fiir
eine aus einem vollstindigen System herausgenommene Funktion alle

1 Bedeutet nidmlich etwa M die obere Grenze von |g(#)| und ¢ die Anzahl
der Sprungstellen von g(#) im Integrationsintervall, so 148t sich in

St —erdx < 8M28q
die rechte Seite durch passende Wahl des Abstandes 8 beliebig verkleinern.



§ 1. Orthogonale Funktionensysteme. 45

Komponenten nach dem iibrigbleibenden unvollstindigen System ver-
schwinden. Aber auch fiir ein vollstindiges System ¢,, @,, ... er-
fordert die Frage nach der Entwickelbarkeit einer Funktion f eine ge-
nauere Untersuchung, wie wir sie spiter (Kap.V u. VI) noch ver-
schiedentlich durchfithren werden.

Den Inhalt der obigen Limesgleichung kennzeichnen wir auch durch

die Ausdrucksweise: die Funktion Zc, @, konvergiert im Mittel gegen
die Funktion f.

Ferner fithren wir den Satz an, daf eine stiickweise stetige Funktion
durch ihre Entwicklungskoeffizienten nach einem vorgegebenen vollstan-
digen orthogonalen System eindeutig festgelegt ist, in dem Sinme, daf
zwer stlickwetse stetige Funktionen miteinander identisch sind, wenn ste
dieselben Entwicklungskoeffizienten haben. Denn die Differenz zweier
solcher Funktionen mit gleichen Koeffizienten hat die Koeffizienten
Null und also nach der Vollstindigkeitsrelation die Norm Null; sie ver-
schwindet also selbst identisch. Es ist somit eine Funktion durch ihre
Entwicklung nach einem vollstindigen Orthogonalsystem auch dann
eindeutig charakterisiert, wenn diese Entwicklung nicht im gewhn-
lichen Sinne, sondern nur im Mittel konvergiert. Fiir die Durchfithrung
vieler Betrachtungen gentigt diese mittlere Konvergenz.

Der Begriff der Vollstindigkeit eines Funktionensystems behalt
auch dann einen Sinn, wenn das System nicht orthogonal und nor-
miert ist. Wir nennen nimlich allgemein ein System von Funktiones
dann vollstindig, wenn sich jede stiickweise stetige Funktion durch ein
lineares Aggregat dieser Funktionen hinsichtlich der mittleren Fehler-
quadrate beliebig genawn approximieren lift. Die Vollstindigkeit eines
solchen Systems iibertragt sich auf das durch Orthogonalisierung aus
ihm hervorgehende Orthogonalsystem.

4. Orthogonale und unitire Transformationen in unendlich
vielen Verdnderlichen. Die orthogonalen normierten Funktionen-
systeme zeigen viele Analogien zu den orthogonalen Systemen von nor-
mierten Vektoren im #-dimensionalen Raume; die Komponenten
¢, = (fe,) der Funktion f kann man geradezu als rechtwinklige Koor-
dinaten der Funktion f in einem -durch die ,,Koordinatenfunktionen*
®1, @g, ... festgelegten , Koordinatensystem im Raume von unendlich
vielen Dimenstonen'* ansehen.

Ist v,, ¥,, ... ein zweites orthogonales normiertes Funktionen-
system, in welchem d, = (f, ¥,) die Komponenten von f sind, und sind
beide Systeme vollstindig, so liefert die Vollstindigkeitsrelation (9"),
angewandt auf die Funktionen f und ¢; in bezug auf das System ¥,,
Y3, ..., sofort das unendliche Gleichungssystem

(10) G =.Zl““dh as = (Piyi) (t=1,2,....
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Entsprechend erhalten wir das inverse Gleichungssystem

(10) di:};;“kick» ag = (Yi ) (t=1,2,..).
Die Koeffizienten geniigen den Bedingungen
0 fiir {14,
(11) Zatkajk"" (‘Pt%) {1 fur 121;
, S 0 fiirj+71,
(11 ) ; A Ap; = wt‘y)f) {1 fiir 7= 1:’

welche die genaue Verallgemeinerung der fritheren Orthogonalitits-
relationen im #-dimensionalen Raume (Kap. I, § 1) auf den Raum von
unendlich vielen Dimensionen darstellen. Wir nennen daher eine solche
Transformation (10), welche die Bedingungen (11), (11') erfiillt, eine
orthogonale Transformation von unendlich vielen Variablen.

In analoger Weise wird der Ubergang zwischen den Koeffizienten
zweier komplexer Orthogonalsysteme durch eine unitdre Transformation
von unendlich vielen Variablen vermittelt.

5. Giiltigkeit der Ergebnisse bei mehreren unabhingigen Ver-
dnderlichen. Erweiterung der Voraussetzungen. Alle unsere Begriffe
und Uberlegungen bleiben unverindert erhalten, wenn wir statt der
Funktionen einer einzigen Veridnderlichen x solche von mehreren Varia-
blen, etwa von x und y, betrachten, wobei die Variablen in einem
fest gegebenen, ganz im Endlichen liegenden Gebiete G laufen, dessen
Inhaltselement wir mit 4G bezeichnen. Wir erkldren fiir zwei Funk-
tionen f(x, ¥) und g(», ) in diesem Gebiet G das innere Produkt (f, g)
durch (f,g) = / fgdG und brauchen sodann an den Bezeichnungen

¢
und Beweisen dieses Paragraphen nichts Wesentliches zu verindern.

Ferner bleiben alle Begriffe und Tatsachen auch dann bestehen,
wenn man das Grundgebiet als unendlich annimmt und von allen vor-
kommenden Funktionen voraussetzt, daBl sie samt ihren Quadraten
iiber das ganze Grundgebiet integrierbar sind.

Endlich sei hervargehoben, daB unsere Begriffsbildungen giiltig
bleiben, wenn die Funktion / im Grundgebiet Unendlichkeitsstellen
derart besitzt, daB ihr Quadrat iiber das Grundgebiet integrierbar ist.

8. Erzeugung vollstandxger Funktionensysteme in mehreren
Variabeln. Kennt man vollstindige Funktionensysteme von einer
Variabeln, so kann man auf Grund des folgenden Satzes vollstindige
Systeme von zwei und mehr Variabeln konstruieren:

Ist @(8),  @als),

ein im Intervall 2 < s < b vollstindiges orthogonales normiertes Funk-
tionensystem und ist fiir jedes 1=1, 2, ... und das Intervall c<¢<d

1), wei(d)
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ein ebensolches Funktionensystem, dann bilden die Funktionen
wik (8, 1) = @i(s) was(0)

ein vollstindiges orthogonales Funktionensystem in s und ¢ fiir das
Rechteck a<<s=b, c=t=d. Speziell ist das Funktionensystem
@;(s) pa(f) im Quadrat a <s=<b, a <¢=<b orthogonal und vollstindig.
Ist namlich f(s,?) eine in diesem Rechteck stetige Funktion von s
und ¢, so besteht die Vollstindigkeitsrelation

[[P6snasas - : ([, 0ux(s. 0 dsas)’

N
Zum Beweise gehen wir von der Beziehung f Pls,t)ds =2 g(t)
&1

aus, mit g(f) = f f(s, 9) @i(s) ds, welche die Vollstandigkeit des Funk-
tionensystems der @; ausdriickt. Da die Reihe rechts gleichmaBig kon-
vergiert!, diirfen wir gliedweise nach ¢ integrieren und erhalten:

[[Psnsar=3 [emar.

Hier wenden wir rechts auf das i* Glied die Vollstindigkeitsrelation
in bezug auf das Funktionensystem der () (¢ =1, 2, ...) an und
bekommen dann unmittelbar die oben behauptete Vollstindigkeits-
relation.

§ 2. Das Haufungsprinzip fiir Funktionen.

1. Konvergenz im Funktionenraum. Die Analogie zwischen
Funktionen und Vektoren in einem #-dimensionalen Raume erleidet
vielfach eine Unterbrechung, wenn man zur Betrachtung von unend-
lichen Funktionenmengen bzw. Vektorenmengen iibergeht. Bei Vek-
torenmengen lehren die elementarsten Tatsachen der Analysis (Weier-
straBscher Haufungsstellensatz, Konvergenzdefinition) unmittelbar, daB
sich aus jeder unendlichen Menge von Vektoren b mit beschrinktem

1 Dies folgt aus dem Safze von DinNi: Wenn eine in einem abgeschlossenen

o]

Gebiete G konvergente Reihe positiver stetiger Funktionen ), f,(f) eine stetige
v=1

Funktion S(f) darstellt, so konvergiert sie gleichmaBig. In aller Kiirze sei der Be-

. <. . n
weis skizziert. Wir setzen S,(f) =2 f,(f), S() =S, (}) + R,(f). Ware die Be-
r=1

hauptung falsch, so gibe es eine positive Zahl «, eine ins Unendliche wachsende
Nummernfolge #,, #,, ny, . .. und zugehorige Werte ¢, f,, 4, ... in G, so daB
Ry, () = &, also Sy, () = S(¢;) — & ist. Wir konnen dabei annehmen, da8 die Werte #;
gegen einen Grenzwert ¢ aus G konvergieren. Nun sei N eine fest gewahlte Nummer;
dann ist fur #,== N auch Sa;(4) = Sx (), also Sx(t;) = S(t;) — «. Hier lassen
wir 7 {iber alle Grenzen wachsen und erhalten wegen der Stetigkeitsvoraussetzungen
Sw(#) = S(#) — &, was sicherlich bei hinreichend groBem N unméglich ist.
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absoluten Betrage |b| oder beschrinkter Norm b2 = Np eine kon-
vergente Teilfolge auswihlen 148t, daB ferner aus der Giiltigkeit der Rela-

tion lim N (v, —b,,) =0 fiir eine Folge von Vektoren v, v,,v5,... die
n >0
m—>» o0

Existenz eines Grenzvektors b =limyp, folgt und daB schlieBlich aus

n->»oo

limNyp, =0 sich limb, = 0 ergibt. Im Raume von unendlich vielen
n->co n->o00

Dimensionen héren diese Tatsachen auf, giiltig zu sein. Man kann z. B.
nicht aus jeder unendlichen Menge stetiger Funktionen f(x) mit be-
schrinkter Norm Nf eine gegen eine stetige Funktion konvergente
Teilfolge herausgreifen, und man kann auch nicht aus der Relation

limN{, =0 fiir eine Folge stetiger Funktionen die Beziehung limf, =0
n->o00 n>o0

schlieBen. Nehmen wir etwa fiir das Grundgebiet —1 < x < +1 die
Funktionen ’
fal®) =1—mn222 fir 2<

fa®) =0 fir #2=-—.

Jede Teilmenge dieser Funktionenmenge konvergiert gegen die fiir
x = 0 unstetige Funktion

fx)=0 fir x=+o0,
fx)=1 fir x=0,

und es ist trotzdem limN/f, = 0.
n—>oo

Die Durchfithrung unserer- Analogie zwischen Vektoren und Funk-
tionen doch zu ermoglichen, d. h. das WeierstraBsche Hiufungsstellen-
prinzip und die obenerwihnten Konvergenzsitze fiir den ,,Funktionen-
raum’‘ zu retten, ist eine Aufgabe, welche bei vielen Untersuchungen, vor
allem bei der Fithrung von Konvergenz- und Existenzbeweisen, un-
erlaBlich ist. Zu ihrer Losung bieten sich zwei Wege dar. Einmal 148t
sich das gewiinschte Ziel durch Erweiterung des Funktionenbereichs
und gleichzeitige Erweiterung des Integral- und des Konvergenzbegriffes
erreichen. Diesen Weg, der auf der Theorie von LEBESGUE beruht,
wollen wir als fiir die Zwecke dieses Buches ungeeignet nicht beschreiten?,
vielmehr einen zweiten Weg einschlagen, welcher darauf beruht, daB
wir den zugrunde gelegten Funktionenbereich verengern, um die Giil-
tigkeit des Konvergenzprinzipes zu erzwingen. Diese Verengerung
besteht darin, daB wir von der Gesamtheit der Funktionen unseres
Funktionenbereiches nicht nur die Stetigkeit, sondern fiir den ganzen
Funktionenbereich die gleichgradige Stetigkeit verlangen. Es moge sich
etwa um Funktionen der einen unabhingigen Variablen x handeln.
Dann besagt die Forderung der gleichgradigen Stetigkeit, daB es zu jedem

1 Siehe jedoch § 10, Nr. 11.
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positiven ¢ eine nur von ¢, nicht aber von dem Individuum f(x) der
Funktionenmenge abhingige positive Zahl § = §(¢) derart geben soll,
daB aus |x%; — %,| < 8(¢) die Relation |f(¥,) — f(x,)| <& folgt, wenn x,
und %, dem Bereiche der unabhéngigen Variablen angehéren. Beispiels-

weise bilden im Intervall ¢ <<x < b alle Funktionen f(x), fiir welche
b

/ﬁf’z(x) dx =M gilt, unter M eine feste Konstante verstanden, eine

a
gleichgradig stetige Funktionenmenge. Es gilt ndmlich fiir zwei
Werte %, und x, des obigen Intervalles
T2
fle) — fm) = [{'(v) dx,
£
also zufolge der Schwarzschen Ungleichung

1) = F)|? = |3 — 2 [ 12(0) dx = |7y — 2, M.

Aus dieser Ungleichung erkennen wir, daB fiir §(c) = 7?; die Bedin-

gungen der gleichgradigen Stetigkeit erfiillt sind. Fiir solche Funk-
tionenmengen gilt dann das Haufungsstellenprinzip: Aus jeder im
Grundgebiete G gleichmafig beschrinkten und gleichgradig stetigen Funk-
tionenmenge lat sich eine in G gleichmifig konvergente Teilfolge
91 (%), 92(%), g3(%), ... auswihlen, die gegen eine stetige Gremzfumktion
konvergiers1, Dleser Satz sagt fir unsere Mengen stetiger Funk-
tionen etwas Ahnliches aus wie der WeierstraBsche Héufungsstellen-
satz fiir beschrinkte Punktmengen und erfiillt damit die obige Forde-
rung.

Zum Beweise betrachten wir eine abzihlbare Menge von Punkten
Xy, %3, ..., die im Intervall iiberall dicht liegen, etwa die Menge,
die sich durch fortgesetzte Halbierung des Intervalls und der neu
entstehenden Teilintervalle ergibt. In der Menge der Funktions-
werte im Punkte %, gibt es nach dem WeierstraBschen Hiufungs-
stellensatz eine konvergente Teilfolge; es 1Bt sich also aus der
Menge aller vorgelegten Funktionen eine Folge von unendlich vielen
Funktionen a,(¥), a,(x), ... derart auswihlen, daB die zugehorigen
Funktionswerte im Punkte %, eine konvergente Folge bilden. Aus
dieser Folge kann in derselben Weise eine Teilfolge b (%), by (%), .
ausgesondert werden, fiir welche die Funktionswerte auch im Punkte Xy
eine konvergente Folge darstellen, usw. Nunmehr fassen wir die ,,Dia-
gonalfolge a, (%) = q,(x), by(x) = g,(x), ... aller so erhaltenen Funk—

1 Es geniigt iibrigens, die gleichmaBige Beschrinktheit der Funktionenfolge
in einem einzigen Punkt von G vorauszusetzen; daraus folgt wegen der gleich-
gradigen Stetigkeit bereits die gleichmaBige Beschranktheit fiir das ganze Gebiet G.

Courant-Hilbert, Mathematische Physik 1. 2. Aufl. 4
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tionenfolgen ins Auge und behaupten, daB sie die Eigenschaft der
gleichméBigen Konvergenz im ganzen Intervall besitzt.

Um dies zu zeigen, teilen wir nach Vorgabe einer beliebig kleinen
positiven Zahl ¢ das Intervall ¢ << x =< b durch eine geniigend groBe,
feste Anzahl M von Punkten x,, %,, . . ., %3 der eben betrachteten Punkt-
menge %,, %,, ... so fein ein, daB zu jedem Punkte x des Intervalls
ein Punkt x, mit 5 < M existiert, fiir den |x — xa|=< () ist, wobei
8(e) die in der Voraussetzung angegebene Bedeutung hat. Sodann
nehmen wir die von ¢ abhingige Zahl N = N(e) so groB, daB fiir
m> N, n> N im Punkte x, (h=1,2,..., M)

|gm (%8) — gn ()| < &

gilt. Der gleichgradigen Stetigkeit wegen ist nun fiir ein geeignetes
h=M
|9m (%) — gm ()| < &,

1gn (%) — gn(m) | < e,
also fir m > N, n > N
Mm(x) - Qn(x)l < 3¢,

womit die gleichmiBige Konvergenz der Funktionenfolge ¢,(x),
gs(%), . .. fir alle x-des Intervalls a < x << b erwiesen ist. Die Stetig-
keit der Grenzfunktion g¢(x) ist dann eine unmittelbare Folge aus der
GleichmiBigkeit der Konvergenz. Nebenbei sei bemerkt, daB durch
dieselbe Betrachtung folgt, daB jede konvergente Teilfolge auch gleich-
maifig komvergiert. )

Eine Menge gleichgradig stetiger Funktionen besitzt folgende weiteren
Eigenschaften: Gehort die Funktionenfolge f,(x), fo(x), f5(%), ... einer

solchen Menge an und gilt imNf, =0, so ist im Sinne gleichmapiger
n=~» oo

Konvergenzlimf,=0. Ist fernerN f, beschrinkt und giltlim N (f, —f,.) =0,

n->»o00 7> oo
m->» oo

so gibt es eine stetige Funktion f(x) derart, daB im Sinne gleichmdifiger

Konvergenz f(x) = limf, (x) ist.
n—>»oo
Um den ersten Teil dieser Behauptung zu beweisen, nehmen wir

an, es sei fir die Stelle x = x, nicht limf, (x,) = 0; dann gibt es be-~

fn->»oo

liebig groBe Werte von n‘, so daB fZ(x,) > 2a2 ist, unter 2a2 eine
positive Schranke verstanden. Wegen der Gleichgradigkeit der Stetig-
keit der Funktionen f,(x) gibt es dann ein festes, den Punkt x, ent-
haltendes Intervall der Breite §, so daB in diesem Intervall fiir die oben
genannten Werte von #n die Ungleichung f2 > &2 besteht. Also wird
auch Nf, > a2, im Gegensatz zu unserer Voraussetzung. Ganz dhn-
lich 148t sich, was der Leser selbst durchfithren mag, der zweite Teil
der Behauptung beweisen.
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Eine andere Eigenschaft, die einer gleichgradig stetigen Funktionen-
menge mit beschrinkten Normen zukommt, ist die folgende, welche wir
als Glattheit! der Menge bezeichnen wollen. Es ser r eine positive ganze
Zahl, und es seien cy, C, . . ., ¢, trgendwelche Zahlen, deren Betrige unter-
halb einer festen Schranke, etwa 1, liegen; dann gibt es eine nur von der
positiven Zahl ¢ abhingige und zugleich mit ¢ gegen Null strebende Zahl
6(e), so dap aus der Relation N (c,f, + + -+ + ¢, f,) < ¢ die Relation

leafy +cafa+ - +af] < 6

folgt, wenn f,, fa, .. ., [, 1rgendwelche v Funktionen der Menge sind.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem oben Bewiesenen,
wenn man beachtet, daB der Bereich unserer Funktionen auch dann
noch die Eigenschaft der gleichgradigen Stetigkeit seiner Individuen
behilt, wenn man ihn durch Hinzufiigung aller linearen Kombinationen
cify +cofa+ -+ - +¢,f, bei festem 7 und beschrinkten Werten von g
erweitert.

Die Voraussetzung der Glattheit der Funktionenfolge f,, fs, ..
kann man auch in die Form kleiden: Die Funktionenfolge f,, fs, - .. soll
die Eigenschaft aufweisen, daB sich aus jeder ihrer Teilfolgen eine
gleichmiBig konvergente Teilfolge auswihlen 148t.

Aus dem Hiaufungsstellenprinzip 148t sich ohne weiteres der folgende,
etwas allgemeinere Satz entnehmen: Es ses

p11(%),  Pralx), ..., Pi(x),
Pa1(®),  Pa2(%), cees Par(),

eine Folge von Gruppen Gy, G,, . . . von je r Funktionen, die im Intervall
a=x=0b alle gleichgradig stetig und gleichmifig beschrinkt sind. Dann
lassen sich Gruppen p,, x(¥) G =1,2, ..., limn=00, k=1, ...,7)
1> 00
von Funktionen so herausheben, daf die Funktionen p,, ;(x) mit wachsen-
dem 1 gleichmafig gegen r stetige Funktionen p, (%), . . ., p,(x) konvergieren.
In der Tat konnen wir die gewiinschte Konvergenz zunichst fiir die
erste Spalte durch geeignete Auswahl erzielen; aus der so gewonnenen
"Folge von Gruppen von Funktionen sondern wir dann eine Teilfolge so
aus, daB die Konvergenz auch in der zweiten Spalte statthat, und wieder-
holen dieses Verfahren noch (» — 2)mal.

§ 3. UnabhingigkeitsmaB und Dimensionenzahl.

1. UnabhingigkeitsmaB. Firr die lineare Abhingigkeit oder Un-
abhingigkeit von 7 Funktionen f,, ..., f, kénnen wir analog zu den
fritheren Entwicklungen bei den Vektoren des #-dimensionalen Raumes

1 Dieser auf Funktionenmengen beziigliche Begriff ist nicht mit dem S. 39
eingefithrten einer ,,glatten Funktion” zu verwechseln.

4*
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leicht ein einfaches Kriterium herleiten. Dazu bilden wir die quadra-
tische Form in 7 reellen Veranderlichen 4, ..., ¢,
"'Y
(12) K(, t) = N(tlfl + e+ 41 :/(tlfl +oo b ) dx =k2,l(fsz) tity
=
und nennen ihre kleinste, sicher nicht negative charakteristische Zahl m,
d. h. das Minimum von K (¢, #) bei Variation der ¢; unter der Neben-

r
bedingung D # =1, das ,Unabhingigkeitsmaf der Funktionen
i=1

fi» -+, f,- Linear abhingig sind die Funktionen f,, ..., f, offenbar
dann und nur dann, wenn das UnabhéingigkeitsmaB m den Wert Null
hat; im Falle linearer Unabhingigkeit hingegen gibt die Grofe von m
eine Vorstellung von der Art der linearen Unabhingigkeit. Gleich-
bedeutend mit dem Verschwinden des UnabhingigkeitsmaBes m ist das
Verschwinden der Gramschen Determinante

(flfl) A (flfr) I
(13) Ty cen )=+ - - - - .
(’rfl) < (frfr) !

des Funktionensystems f;, ..., f,. Diese Tatsache ergibt sich daraus,
daB die Gramsche Determinante das Produkt der simtlichen, durch-
weg nichtnegativen charakteristischen Zahlen von K{(¢,?) ist. Hier-
nach gilt niamlich m" < =mM"*, wenn M die groBte charakteristi-
sche Zahl von K (¢, f) bedeutet. Wegen des positiv definiten Charakters
von K (¢, t) ist iibrigens [ = 0*. Auwuch das Verschwinden der Gramschen
Determinante stellt also eine hinveichende und notwendige Bedingung fiir
lineare Abhingigkeit der Funktionen f, ..., [, dar.
r

Bildet man eine lineare Kombination f = > u;f; von 7 linear un-
i=1
abhingigen Funktionen f,, .. ., f,, welche zudem normiert ist, so kann
kein Koeffizient #; absolut genommen oberhalb der lediglich von dem
UnabhingigkeitsmaB » von f,, ..., f, abhdngigen Schranke 1,/]/m liegen.
Denn zufolge der Definition von m ist fiir

r

\2
i NT N
v, = I,:u;_’::‘ offenbar /(Z vifl') dx =, = r1 m,
V » 7 NM=1 > ut > ui
: t=1 t=1

v

r
1 . . L
also DX u? = w7 - Wenn man also esn System von v Funktionen mit einem
i=1
oberhalb der positiven Schranke u liegenden Unabhingigkestsmaf ortho-
gonalistert, d. h. seine Funktionen durch geeignete normierte lineare Kom-

binationen aus thnen ersetzt, so kimmen dabei niemals Absolutwerte der
Koeffizienten oberhalb der Schranke 1/]/,: auftreten.

* Diese Ungleichung stellt eine Verallgemeinerung der Schwarzschen Un-
gleichung dar. In der Tat geht sie fir » = 2 in diese iiber.
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2. Asymptotische Dimensionenzahl einer Funktionenfolge. Sind
in einer Folge von normierten Funktionen f,, f,, . .. oder allgemeiner
von Funktionen mit beschriankter Norm immer je » + 1 Funktionen
linear voneinander abhingig, so daB sich jede Funktion als lineare
Verbindung ¢,g; + --- + £,g von 7, aber nicht weniger als # Grund-
funktionen g, . . ., g mit konstanten Koeffizienten ¢,, .. ., ¢, darstellen
1aB8t und demnach die ganze Funktionenfolge der ,[linearen Schar'
g +-- -+t g angehort, so sagen wir in Anlehnung an die geometrische
Sprechweise, die Funktionenfolge habe genau die Dimensionenzahl r.

Besitzt die Funktionenfolge f,, f,, . . . keine endliche Dimensionen-
zahl, so koénnen zwei Fille eintreten. Entweder gibt es fiir jede noch so
groBe positive ganze Zahl s Gruppen von je s Funktionen £, , ..., f,,
der Folge mit beliebig groBen Indices n,, ..., n, derart, da das Un-
abhingigkeitsmal dieser Funktionen oberhalb einer festen, d. h. nicht
von den #; (sondern hochstens von s) abhingigen positiven Schranke
liegt. Dann schreiben wir der Funktionenfolge die asymptotische Dimen-
sionenzahl oo zu!. Oder aber es konvergiert bei geniigend groSem s
das Unabhéngigkeitsmal von f,, ..., f,, gegen Null, wenn simtliche
Zahlen n,, ..., n, irgendwie iiber alle Grenzen wachsen. In diesem
Falle nennen wir die kleinste ganze Zahl 7, fiir die bei s > » das Un-
abhingigkeitsmaB gegen Null strebt, die asymptotische Dimensionen-
zahl der Folge. Insbesondere ist 7 = 0, wenn Nf, mit wachsendem #
gegen Null konvergiert. Bei einer Folge mit der asymptotischen Di-
mensionenzahl 7 sind mithin nach Weglassung von hinreichend vielen
Anfangsfunktionen je 7 + 1 Funktionen ,beinahe’ linear abh&ngig.

Die innere Bedeutung der eingefithrten, durch die geometrische
Analogie zu Folgen von Vektoren im #-dimensionalen Raume nahe-
gelegten Begriffsbildungen besteht darin, da8 eine Funktionenfolge der
asymptotischen Dimensionenzahl 7 als Grenzgebilde eine lineare Funk-
tionenschar aus » Grundfunktionen definiert. Dies gilt allgemein aller-
dings erst dann, wenn man unter Heranziehung des Lebesgueschen
Integralbegriffs und der zugehorigen Theorie den zugrunde gelegten
Funktionenbereich erweitert. Da wir jedoch hier auf unserem elemen-
taren Standpunkte verharren wollen, so miissen wir zum Beweise der
eben ausgesprochenen Behauptung noch gemill § 2 gewisse einschrin-
kende Voraussetzungen machen, und zwar wollen wir einfach voraus-
setzen, daB die Funktionenfolge glatt ist (vgl. S. 51).

Dann gilt der Satz: Ist f,, f,, ... eine glatte Funktionenfolge mit
der asymptotischen Dimensionenzahl v, so gibt es r voneinander linear
unabhingige, also orthogonal und normiert wihibare Funktionen g, . . ., g,
derart, daf fiir hinveichend grofies n sich jede dev Funktionen f, von einer
Funktion der linearen Schar t,g, + - - - + t,g, wm weniger als eine be-

1 Das einfachste Beispiel ist eine Folge orthogonaler normierter Funktionen,
bei der fiir jede Funktionengruppe das UnabhingigkeitsmaB den Wert 1 hat.
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liebig klein angemommene Grofe e unterscheidet, wihrend keine lineare
Schar mit weniger als v Grundfunktionen von derselben Eigenschaft existiert.
Wir kénnen diese lineare Grenzschar auch folgendermaBen charak-
terisieren: Sind G,, G,, ..., G,, ... Gruppen von je r Funktionen
fmys + + +» Im, der Folge, deren UnabhingigkeitsmaB oberhalb einer festen
positiven Schranke u liegt und deren Indices m;(t =1, .. ., #) mit zu-
nehmendem m iiber alle Grenzen wachsen, so konvergieren die durch
die Funktionen von G,, als Grundfunktionen definierten linearen Funk-
tionenscharen S,, mit wachsendem s gleichmiBig gegen eine durch »
linear unabhingige Funktionen g,, ..., g, definierte Grenzschar T in
dem Sinne, daB bei hinreichend groBem m jede normierte Funktion
von S, sich von einer Funktion von T beliebig wenig unterscheidet.
Um den naheliegenden Beweis dieser Tatsachen bequem formulieren
zu koénnen, sagen wir, eine Funktion f habe von einer linearen Funk-
tionenschar S eine Distanz kleiner als die positive GroBe d, wenn
sich f von einer geeigneten Funktion aus S absolut genommen iiberall
um weniger als 4 unterscheidet. Entsprechend schreiben wir zwei
linearen Funktionenscharen S und S* eine Distanz kleiner als d zu,
wenn jede normierte Funktion der einen Schar von einer geeigneten
solchen der anderen Schar absolut genommen um weniger als d ab-
weicht. _
Nun ergibt sich sofort, daB bei gentigend groBem  und # die Funk-
tion f, von der Schar S, eine beliebig kleine Distanz hat. Denn das
UnabhéngigkeitsmaB von f,, f,,, ..., fn, ist bei hinreichend groBem
m und n sicher beliebig klein; wegen der Glattheit der auftretenden

Funktionen gibt es also 7 + 1 Zahlen u,, u,, ..., u, mit > =1,
) i=0

fur die |ugfy + yfp + - + %,[m,| beliebig klein wird. Hierin kann

bel- zunehmendem # und # die Zahl u, absolut genommen nicht beliebig

klgln werden, weil sonst entgegen der Voraussetzung das Unabhingig-

keitsmaB von f,, , ..., {,, beliebig klein wiirde. Also kénnen wir, in-

dem wir wof, + tyf, + - - - +4,f,, durch u, dividieren und % =—1

setzen, den SchluB ziehen, daB sich bei hinreichend gfoBen m und # die
Funktion £, von einer geeigneten Funktion ¢, fm,+++* + tyfm, der linearen
Schar S,, beliebig wenig unterscheidet. Daher haben fiir hinreichend
gro.Bes mund nauch die beiden linearen Funktionenscharen S, und S, eine
beliebig kleine Distanz. Nunmehr sei geine spater als geniigend klein fest-

zulegende Zahl und ¢,, ¢,, . . . eine Folge positiver Zahlen mit > & = e.
. . s i=1
Ferner se} m; elne positive ganze Zahl derart, daB fiir #» = m; und
m = m; die Distanz von S, und S,, kleiner als & ist. Wir gehen von
irgendwelchen 7 normierten Funktionen My, ..., by, der Schar S, aus

und bestimmen, was nach Voraussetzung méglich ist, in S, (Mg > m,y)
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die normierten Funktionen ks, ..., h,, derart, daB |hy; — by;| < &
(=1, ...,7) wird. Ebenso ermitteln wir in S,, (s > m,) normierte
Funktionen Ay, ..., ks, so, daB |hy; — hy;| < e, wird, usw. Wegen

| hpi — hyi| <& + -+ + g, (p <g) konvergiert bei festem s =1, ...,
7 die Funktionenfolge 4,; (: =1, ..., 7) gleichmiBig gegen eine Grenz-
funktion g;, und es ist |g; — %;;| <e. Wird ¢ hinreichend klein ge-

wihlt, so werden zugleich mit 4,4, . . ., h;, auch die Funktionenpg,, . . ., g
ein von Null verschiedenes Unabhingigkeitsmaf3 haben, also linear un-
abhingig sein. Die Funktionen g, . . ., g, erfiillen offenbar alle gestellten
Anforderungen.

§ 4. Der WeierstraBsche Approximationssatz. Vollstindigkeit
der Potenzen und der trigonometrischen Funktionen.

1. Der Weierstrasche Approximationssatz. Das elementarste Bei-
spiel eines vollstindigen Funktionensystems wird durch die Potenzen

1, %, #% 18

gegeben. Sie bilden fiir jedes abgeschlossene Intervall a<x=<1b ein
vollstindiges Funktionensystem; es gilt sogar der folgende Approxi-
mationssatz von Weierstraf: Jede tm Intervall a < x < b stetige Funk-
ton kann in diesem Intervall gleichmdfig durch Polynome approximiert
werden.

Dieser Satz besagt mehr als die Vollstindigkeit, namlich die Mog-
lichkeit nicht nur einer mittleren, sondern sogar einer gleichmaBigen
Konvergenz.

Zum Beweise nehmen wir an, daB das Intervall a < x =< b ganz im
Inneren des Intervalls 0 < x < 1 gelegen ist, so daB also zwei die Un-
gleichungen 0 < & < a < b < § <1 befriedigende Zahlen « und g ge-
funden werden konnen, und denken uns die im Intervall a <x=<b
stetige Funktion f(x) irgendwie stetig bis an die Grenzen des Intervalls
o =< x = 8 fortgesetzt.

Zunichst betrachten wir das Integral

1
Jan={1—v))%dv.
[t
Wie man sogleich erkennt, konvergiert J, mit wachsendem » gegen
Null. Ist ¢ eine feste Zahl des Intervalls 0 << § <1 und

1
Ji=[{ =) dv,
/

1 WEeiersTrasz, K.: Uber die analytische Darstellbarkeit sogenannter will-
kitrlicher Funktionen reeller Argumente. Sitzungsber. Akad. Berlin, 1885,
S. 633639, S. 789—805, sowie auch Werke Bd. 3, S. 1—37, Berlin 1903.
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so behaupten wir, daB

Jx

lim 2* =0

n->oo n
ist, daB also, wie ohne weiteres plausibel erscheint, bei hinreichend
groBem 7 das Integral von 0 bis ¢ fiir den Wert des ganzen Integrals
von 0 bis 1 ausschlaggebend ist. In der Tat gilt fiir n =1

1._
n+1’

1
]n>j(1 — )" dy =
0

1
Jx =f(1 —do < (1 — )" (1 — o) < (1 — )",

é

Nunmehr bilden wir unter der Voraussetzung 4 = x == b die Aus-
driicke P
[Hw) [t = (w — 27 du

Ppy(x) ==

1
[ —utydu
~1

Sie sind offenbar Polynome in x vom Grade 2#, deren Koeffizienten
Quotienten bestimmter Integrale sind, und leisten, wie wir zeigen
wollen, die geforderte Approximation.

Fiir den Zihler erhalten wir durch die Substitution # =v + %
I3 g-z -3 & p-z
[ten— (v — P du=[f(o+) (1 — v“)"dv=f+f+f:Il+Iz+I;,,
& -z a~-x -8 6
worin die positive Zahl § des Intervalls 0 << § <1 noch geeignet fest-
gelegt werden wird. I, 14Bt sich umformen zu

é é
L= ()1 — o) dv+ [[o + 2) — &I (1 - o) dv
=8 =8

)
=2/() Ja — J2) + [0 + 2) — F0)] (1 — 9" dv.
)

Wegen der gleichméBigen Stetigkeit von f(x) im Intervall a = x =g
kann zu beliebig klein vorgegebenem ¢ > 0 ein nur von ¢ abhiingiges
8 = d0(¢) des Intervalls 0 << § << 1 derart ermittelt werden, daB fiir
|[v|=6 und a=x="b die Beziehung |f(v + x) — f(x)| =& besteht;
dann folgt

2 |9 1

/[f(v + %) —f®)](1 —v)"dv| < s] (1—v¥)dv < s/ (1—v¥)"dv=2¢],.

-9 |- -1
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Ist ferner M das Maximum von |f(x)| fiir « =< x = 8, so bekommen wir
- 1
IIII<M/(1 —v)rdy=MJ¥,  |L|<M[(—o)dv=M]},
1 8

insgesamt also, da der Nenner in P,(x) gleich 2], ist,

| P, (%) —f(x)[<zM§"f+g.
I

Durch passende Wah!l von # kann wegen lim I =0 die rechte Seite
n-»oco J "

kleiner als 2¢ gemacht werden; es wird also wirklich f(x) durch die
Polynome P, (x) in a < x < b gleichmiBig approximiert.

2. Ausdehnung des Ergebnisses auf Funktionen von mehreren
Verdnderlichen. Ebenso zeigt man, daB eine fir a;,=ax <¥
(t=1,2,...,m; 0<a; <b; < 1) stetige Funktion f von m Verdnder-
lichen %, ..., %, durch die Polynome

B Bm
/ ff(ul’ e um) [1 _(ul";‘fl)z:l'l [1_(um—xm)2]ndu1 te d“n

Po(xy, ooy %) =" e -
[ f(l — u?)" du}

-1

gleichmiaBig approximiert wird, wobel 0 < &; <a; <b; < <1 gilt.

3. Gleichzeitige Approximation der Ableitungen. Durch eine
kleine Verschirfung unserer Uberlegungen erhalten wir das folgende all-
gemeine Resultat: Eine in einem abgeschlossenen Bereich a; = x;=b;
mit ihren Ableitungen bis zur &' Ordnung stetige Funktion f(x,, ..., %,,)
4Bt sich derart durch Polynome P(x,, ..., x,) gleichmiBig approxi-
mieren, daB auch die Ableitungen von f bis zur &*® Ordnung durch
die entsprechenden Ableitungen der Polynome gleichmaBig approximiert
werden.

Zum Beweise setzen wir wieder 0 < a; << b; << 1 voraus und denken
uns die Funktion f iiber das Definitionsgebiet mit stetigen Ableitungen
bis zur %*® Ordnung derartig in einen groBeren Rechtecksbereich
a=%=p0 (0<oa; <a<b<p;<1) fortgesetzt, daB auf dem
Rande des groBeren Gebietes die Funktion mit ihren Ableitungen bis
zur (k — 1)**® Ordnung verschwindet. Dann liefern die in der vorigen
Nummer definierten Polynome P, (x,, ..., x,) die gewiinschte Appro-
ximation. Man iiberzeugt sich davon sehr einfach, indem man unter
dem Integralzeichen nach x; differenziert, diese Differentiation durch die
damit gleichwertige Differentiation nach #; ersetzt und dann das Integral
unter Benutzung der Randbedingung durch Produktintegration umformt.

4. Vollstindigkeit der trigonometrischen Funktionen. Aus Nr.1
folgt die wichtige Tatsache, daB das normierte Orthogonalsystem der
trigonometrischen Funktionen
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1 cos¥ Cos2% .

N R T
(14) siny sin2x
I

fiir das Intervall —z < x << 7 ein vollstindiges Funktionensystem bildet.
Es gilt auch hier der weitergehende Satz: Jede im Intervall —n<x<n
stetige Funktion f(x), fir welche f(—n) = f(n) gilt, lapt sich gleich-
mdfig durch trigonometrische Polynome

n
% +2 (6, cosvx + B, sinvz)
1

approximieren, wobes die «, und f, Konstante sind.
Zum Beweise schreiben wir ¢} statt x und betrachten eine &, y-Ebene
mit den Polarkoordinaten g und ¢ (£ = gcos# und 7 = gsind). Die

Funktion
@ (& 1) = o/ (9)

ist sodann in der ganzen &, 5-Ebene stetig und stimmt auf dem Kreise
&% 4+ 2 =1 mit der gegebenen Funktion f(9) iiberein. Nach dem
WeierstraBschen Approximationssatze liBt sie sich in einem den Kreis
&% + 5® =1 enthaltenden Quadrat gleichmiBig durch Polynome in
und 4 approximieren. Setzen wir nachtriglich ¢ = 1, so erkennen wir,
daB f(9) gleichmiBig durch Polynome in cos® und sind approximiert
werden kann. Nach bekannten Formeln der Trigonometrie 148t sich
aber jedes solche Polynom auch in der angegebenen Gestalt

n
% + E (oty cosvx + B, sinvx)
1

schreiben.
Eine stetige Funktion f(x), die nicht der Periodizititsbedingung
f(—a) = f(n) geniigt, 148t sich derart durch eine diese Bedingung er-

fiillende stetige Funktion g (x) ersetzen, daB dasIntegral f (f(x) — g(x))2dx

beliebig klein ausfallt. Daraus folgt die Moglichkeit d;r mittleren Appro-
ximation durch trigonometrische Polynome fiir jede stetige Funktion und
daher die Vollstindigkeit der trigonometrischen Funktionen.

§ 5. Die Fouriersche Reihe.

1. Bew.eis des Hauptsatzes. Nach den allgemeinen Betrachtungen
von § 1 wird wegen der Orthogonalitit der trigonometrischen Funk-

tionen die beste mittlere Approximation vom Grade » durch das
sogenannte Fouriersche Polynom
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Sp(%) = 12‘1 + 2 (@, cosyx + b, sinvx)
1

geliefert, wobei

[ Ed
a, = ;’—ff(x) cosvxdx,

(15) b, =-;-/f(x) sinvxdx, (v=1,2,..., %)

1
4= f flx)dx
| “n
gesetzt ist.
Mit Hilfe der Beziehung cosvx 4 4sinvx = ¢!*# kann man iibrigens
dieses Polynom auch in die iibersichtlichere Gestalt

no 26,=a,—1b,, >0 )

() = 2, &, €7 ; 20,=a,|,

n() v=z_',. (2a,=a-,—|—1b_,,, <0 o o,

(150 = [fe-inat (=0, £1, +2, ...)

bringen. _
Von vornherein ist nicht sicher, ob die fiir die mittlere
Approximation giinstigsten Polynome auch eine gleichmiBige Approxi-

mation liefern, d. h. ob die unendliche Reijhe lims,(x) gleichmaBig
n-—>oco

konvergiert und die Funktion f(x) darstellt. Diese Frage ist Gegenstand
der Theorie der Fourierschen Reihen.

Um uns bequem ausdriicken zu kénnen, denken wir uns die Funktion
f(x) zundchst nur im Intervall —z < x <& definiert und dann iber
dieses Grundgebiet hinaus durch die Funktionalgleichung f (x +27) =/ (x)
periodisch fortgesetzt; ferner nehmen wir an jeder Sprungstelle & von
(%) das arithmetische Mittel der ,,Grenzwerte von rechts und von links**

f(€+0) =’}in(1)f(£+h) bzw. f(£—0) = }‘im/(E — k) (h> 0), setzen
> >0
also f(§) = 4[/(¢ 4+ 0) + /(¢ — 0)].

Es gilt dann folgender Satz: [Jede im Intervall —n<x<m stiick-
weise glatte und mit der Periode 27 periodische Funktion lipt sich in
esne Fouriersche Rethe entwickeln, d.h. die Fourierschen Polynome

n
Sp (%) = % +2 (@, cosvx + b, sinvx)
y=1

konvergieren mit wachsendem # gegen f(x). Dariiber hinaus werden
wir beweisen: Die Konmvergenz der Fourierschen Reihe ist gleichmifig
n jedem abgeschlossenen Intervall, in welchem die Funktion stetig ist.
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Wir fithren den Beweis zunédchst unter der Voraussetzung, daB die
Funktion f(x) stetig ist, daB also Unstetigkeiten nur in der Ableitung
f'(x) auftreten. Bezeichnet man mit «, und g, die Entwicklungs-
koeffizienten von f'(x), so ist

+7 +
= -;—/f’(x) cosvxdx = %ff(x) sinvxdx = »b,,

tx +7
1 , . _ v " _
= ;ff (x) sinvxdx = —n/f(x) cosvxdx =—va,,

-7
%o =0.

Da f'(x) stiickweise stetig ist, gilt die Vollstindigkeitsrelation

+7 o oo
1 , 9
Llrwar= Do+ = D@ +8).
-z v=1 r=1
Nun ist
m
2 (@, cosvx + b, sinvx) | = —1—(1' a,cosvx -+ v b, sinvx)

= sz(a +b2]/ l/ //'2dxl/

Daraus folgt aber sofort die absolute und gleichméBige Konvergenz
der unendlichen Reihe

nli)rilosn(x) = %" + g (@, cosvx + b, sinvx),
die mithin wegen der Vollstindigkeit der trigonometrischen Funktionen
die Funktion f(x) darstellt.

Um die Giiltigkeit der Fourierschen Reihenentwicklung auch fiir
unstetige, stiickweise glatte Funktionen nachzuweisen, behandeln wir
zunichst eine spezielle solche Funktion, die durch

h(x) = -7—% fir  0<x<2w,

h(0) =0,
h(x + 2n) = h(x)
definiert ist und an den Stellen x = 427 (k = 0,1, ...) den Sprung =

aufweist. Thre Fourierschen Koeffizienten sind

4=0, a=0, b=- (r=12..).



§ 5. Die Fouriersche Reihe, 61
o0

Um die danach zu vermutende Gleichung % (x) = 2
v=1

bilden wir zunichst die iiberall stetige stiickweise glatte Funktion

sinvy
v

zu beweisen,

g(x) = h(x) (1 — cosx) = 2h(x) sin? ;i

Die Fouriersche Reihe >’ f,sinyx dieser Funktion konvergiert nach den

v=1 ©
obigen Uberlegungen gleichmaBig, und es ist g(¥) = > f,sinyx. Da-
bei hingen die g, mit den b, durch die Gleichungen = *=!

ﬂv=bv'_'%(b’v—l+bv+1) ("’:2, '-')r
fr=10b—1b,
n n
zusammen. Setzen wir >'b,sinyx = s, (x) und X', sinyx = ¢, (%), so
wird v=1 v=1

(1 — cosx) s, (%) = 0, (x) —A%“ sin(n + 1)x + g)ﬁ%’f‘—sinmc.

Mit wachsendem » konvergieren die b, gegen Null, und diec Summe
o, (x) konvergiert gleichmifBig gegen g(x). Daraus folgt, daB auch
(1 — cos %) s,(x) gleichmaBig im Intervall — 7 = x == gegen g(x) und
daher s,(x) selbst in jedem den Punkt x = 0 ausschlieBenden abge-
schlossenen Teilintervall gleichmiBig gegen % (x) konvergiert.

In dem auszuschlieBenden Punkte x = 0 verschwinden simtliche
Partialsummen s,(x), so daB auch lims,(x) = 0 gilt. Der Wert der
Reihe ist also auch in der Sprungstelle gleich dem Wert der Funktion
h(x), nimlich gleich dem arithmetischen Mittel aus den beiderseitigen

T T
Grenzwerten — 5 und + 5

Ebenso wie die Funktion % (x) fiir x = 0 den Sprung 7 macht, liefert
h(x — &) eine Funktion, die fiir ¥ = ¢ denselben Sprung aufweist und
sonst im Grundgebiet stetig ist. Ist nun f(x) eine stiickweise stetige
Funktion, welche an den Stellen x=¢; ({ =1, ..., 7) des Intervalls
0 = x << 27 die Spriinge s(£;) = f(§; + 0) — /(& — 0) besitzt und sonst
stetig ist, so wird

&
Fi) =) — > S a —g)
=1
eine iiberall stetige Funktion, die offenbar iiberdies zugleich mit f(x)
eine stiickweise stetige erste Ableitung hat. Also ist F(x) in

eine absolut und gleichmiBig konvergente Fouriersche Reihe entwickel-

-,

r
bar; da auch die FunktionZ i(?fi h{x — &) in eine Fouriersche Reihe
i=1
entwickelt werden kann, deren Konvergenz in jedem die Sprungstellen
ausschlieBenden abgeschlossenen Intervall gleichmaBig ist, so ist damit

der zu Beginn des Paragraphen aufgestellte Satz vollstindig bewiesen.
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2. Mehrfache Fouriersche Reihen. Auch fiir mehrdimensionale
wiirfelartige Gebiete kann man mit Hilfe der trigonometrischen
Funktionen Orthogonalsysteme bilden. Wir beschrianken uns, um etwas
Bestimmtes vor Augen zu haben, auf den ,,ebenen® Fall von zwei
Variablen, bemerken aber, daB alles genau ebenso fiir beliebig viele
Variable giiltig bleibt.

Fir das Quadrat 0<s=<2x, 0<¢=2x bilden die Funktionen

cosus cosvt (w=0,1,-...;v=0,1,...),
sinus cosvt r=1,2,..;v=0,1,...,
cosus sinvt w=0,1,..5v=1,2,..),
sin s sinvy¢ r=1,2,..;v=1,2,..)

ein orthogonales System. Die Entwicklungsformeln schreiben sich am
einfachsten, wenn man die komplexe Schreibweise benutzt. Ist F (s, ?)
in eine gleichmiBig konvergente doppelte Fouriersche Reihe entwickel-
bar, so gilt

2x 2n

SEER S 1 I

F(S, t) =”=Z~°° v=2-'°°a”vgl(lu+7t) , Ayy = m/ds/th(s, t) e—tlnstrt)
0 90

Die Vollstindigkeit des Funktionensystems und damit die Voll-

stindigkeitsrelation
2x 2x

S Jewlt=[ [IFsopasas
Hy ¥=—00 0 0
ergibt sich auf Grund unseres allgemeinen Satzes iiber die Gewinnung
vollstindiger Systeme von mehreren Variablen aus solchen von einer
Variablen (vgl. S. 46).

Ferner ergibt sich, ebenso wie in Nr. 1, die absolute und gleichmaBige

Konvergenz der Fourierschen Reihe von F (s, #), wenn %I%;ti) existiert

und stiickweise stetig ist.
3. Die GréBenordnung der Fourierschen Entwicklungskoeffi-

o0
zienten. Wenn die in eine Fouriersche Reihe > a,¢”% = f(x) ent-

Y= =00
wickelte periodische Funktion mit ihren Ableitungen bis zur (b — 1)'*"
Ordnung stetig ist und eine stiickweise stetige A'® Ableitung besitzt,
dann gilt fiir v =1

2|la| =V + B <55,

wobei ¢ eine Konstante bedeutet. Man sieht hieraus, daB die Koeffi-
zienten der Reihe um so schirfer gegen 0 streben, je glatter die
Funktion verlduft.

Das angegebene Resultat erhilt man unmittelbar, indem man auf
die Koeffizientendarstellung (15’) 4-mal Teilintegration anwendet.
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4. Streckung des Grundgebietes. Ist die Funktion f(x) periodisch
mit der Periode 2/, so gestattet sie die Entwicklung

{(x) = 2 + _El (avcosv 7%+ b, siny 7 x)
mit

21 21
a,= ¢ [1OcosvTeat,  b=7[i(sinv 7 tat,
0 0

die wir auch in der Gestalt
et L1 %l . :tt
= 2‘ T =1 T
() = ) , &, = 2ljf(t)e dt

y=-o0 0
schreiben kénnen.

5. Einige Beispiele. Hinsichtlich einfacher Beispiele zur Theorie
der Fourierschen Reihe sei auf die elementaren Lehrbiicher verwiesen?.
Wir wollen hier die Fouriersche Entwicklung lediglich dazu verwenden,
um die Funktionalgleichung der Thetafunktion und eine allgemeine
Formel von PoissoN abzuleiten.

Die Funktionalgleichung der Thetafunktion

9 (%) =§' e~z (x>0)
lautet *
9 (x) = Vi? 9 (i)

Zum Beweise setzen wir

ply) =3 emntetars;
p=—0o0
offenbar ist ¢ (y) eine periodische Funktion von y mit der Periode 1,
die alle Ableitungen nach y besitzt und sich demnach in die
Fouriersche Reihe
P(y) =2 &, 27y

y=—00
mit
1 1
a, zf‘p(t) ety = [ 3 gmniuttrz-gmiviy
0 0 #=7

entwickeln 148t. Da fiir alle x>0 Summation und Integration ver-
tauscht werden diirfen, ergibt sich fiir den Koeffizienten «,:

1 Zum Beispiel R. COURANT: Vorlesungen iiber Differential- und Integral-
rechnung Bd. 1, 2. Aufl., S. 362—368. Berlin 1930.
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oo nu+l

0o 1
&y = E [e—n(/l+t)21-2:tii'(/t+t)dt — E fe— nt’z—Znivtdt
! 0

f1=-00 p= 00 L
- . ) _ar
art (t-i-“,)’ z
. S [ —az(t+—
= | g-ntz-2nivtd} — ¢ 1[@ z dt:er —
oo -0 Vx

weil ] ¢~#dz lings einer Parallelen §¢ = 17 zur reellen Achse denselben

-0

Wert ]/i; wie auf dieser selbst hat. (Denn wendet man auf die Funk-
tion ¢~% und das Rechteck mit den Ecken — T, + T, + T—}—z’—:—,
— T+ z% den Cauchyschen Lehrsatz an und 1dBt sodann T ins Un-

endliche wachsen, so konvergieren die Integrale.auf den vertikalen
Strecken gegen 0, da der Integrand gleichmaBig gegen 0 strebt und die
Liange des Integrationsweges konstant gleich y/x ist.) Wir bekommen also

P o
po) == Do = iy

und hieraus fiir y =0

I (x) = Ze*“”'” = 28‘7 = i,ﬂ(i)

H= =00 Vx VY= -00 V# u
Die hier in einem speziellen Falle durchgefithrte Heranziehung der
Fourierschen Entwicklung zur Umformung unendlicher Reihen ist
nur ein Beispiel fiir ein Verfahren, das sich in neuester Zeit fiir die
Behandlung gewisser in der hoheren Arithmetik vorkommender analy-

tischer Funktionen als sehr fruchtbringend erwiesen hat.
Die soeben benutzte Uberlegung fiihrt zu einer allgemeinen und
sehr wichtigen Transformationsformel fiir unendliche Reihen; der

oo
Poissonschen Summationsformel. Es sei > ¢(2an) eine unendliche
= —-00

Reihe, in der ¢ (x) eine solche stetige und stetig differenzierbare Funk-
tion von x bedeutet, daB gleichmaBig fiir alle { aus dem Intervall

0:=t<2n die Reihen Yg(2an -+ und D'¢'(2an 4 ¢ absolut
n=-oo n= —oo

konvergieren. Dann ist die zweite Reihe die Ableitung der ersten

nach ¢, und diese kann daher im Intervall 0 = ¢ < 2 in eine konvergente

Fouriersche Reihe entwickelt werden. Es gilt also die Entwicklung

Z(p(Znn + 1) = 51; 26“‘76"“’2(“271% + 7)dr
n=-00 y=~00 6 n=-oo

2n

— ,2% E‘QMS ./q;(znn +1)e 7 dr.
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Die innere Summe 148t sich so umformen:

27 o 27(n+l) o0
2 [rantneiian=27 [g@)etrdi=[p@eirdr,
n=-c00 n=-o00 2an _%
und es entsteht
2(}7(27[% + t) = 2~1J:[ Zei”t (]7('[) e~ividy.
n=-0o0 y=-00 ~00

Setzt man hier £ = 0, dann folgt schlieBlich

o] 1 oo o0 )
Z(p(?.nn) =5 2 f(p(r) e~ dt,
n=-o0 V=-00 - 00
und dies ist die Poissonsche Formel. Fir ihre Giiltigkeit ist offen-
bar nur erforderlich, daB alle vorkommenden Integrale existieren,

2 ¢(2an + f) gleichmiBig in ¢ fiir 0=¢ <27 konvergiert und eine

n=-o0

in eine Fouriersche Reihe entwickelbare Funktion darstellt.

§ 6. Das Fouriersche Integral,

1. Beweis des Hauptsatzes. Es liegt nahe, in der Fourierschen Reihe
einer im Intervall —/<<x<C/ gegebenen Funktion f(x)

oo T L T
iy — —-iv—t
10 =we 1", =i ar
-1

y=~00

den Grenziibergang [ — oo zu versuchen, um sich von dem Zwange der
periodischen Fortsetzung von f(x) zu befreien und eine Darstellung
einer fir alle reellen x definierten, nichtperiodischen Funktion zu ge-
winnen. Wir wollen dabei die Voraussetzung aufrechterhalten, daB f(x)
in jedem endlichen Intervall stiickweise glatt und an den Sprung-
stellen gleich dem arithmetischen Mittel der beiden Grenzwerte von
rechts und von links ist, und die weitere Voraussetzung hinzufiigen, da3

das Integral f |f(x)| dx existiert.

Setzen wir z/l = §, so entsteht

0 l
10 =5, D'o[Heirumay,

y=-00 =]

woraus wir durch den Grenziibergang !+ o0, d. h. § > 0, die Formel

(16) (%) = ;;/duff(t)e'f““'x’dt

—-00 -0

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Aufl. 5
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als plausibel entnehmen; fiir reelle Funktionen f(x¥) konnen wir sie
auch in der Gestalt

(17) f(®) = %/du /f(t) cosu(t — x)dt
0 -o ,

schreiben.

Den strengen Beweis fiir die Giiltigkeit dieser ,,Fourierschen Integral-
formel* fithren wir am besten nicht durch Rechtfertigung des Grenz-
iiberganges, sondern durch unmittelbare Bestdtigung der Gleichungen
(16) bzw. (17).

Den Ausgangspunkt bildet die von DIRICHLET herriihrende, fiir jede
stiickweise glatte Funktion geltende Integralformel

sinv t

—[f( o+ )88 2= L+ 0) + fx — 0] = 10 %

P> 00

in der « eine beheblge positive Zahl bedeutet. Aus ihr folgt

nf(x) = lim f(x + t)dtfcosutdu = lim du/j(x + t)cosutdt
v—)oo-a ¢ v—)oo ‘

=/du f(x + t)cosutdt.
0 -a

Wir behaupten, daB im inneren Integral die Integration von
— 00 bis 4+ oo erstreckt werden darf. Ist nidmlich 4 > a, so wird

v A v 4 v -a v A -a v 4 v
[[=J]=][+[]=]]+]]
-2 0-4 0 a -40 a6

also, da nach Voraussetzung / |f(¥)|dx = C existiert,

v a .
sinvt
dt

g /f(x 1 4) Si‘:”’dt +
—'A

-a A
g%( flf(x+t)|dt+/lf(x+t)\dt>
-4

_S%f Fx+9lde= <.

* Fir den Beweis dieser Integralformel, die fibrigens gewdhnlich auch als
Grundlage der Theorie der Fourierschen Reihen verwendet wird, vgl. Lehrbiicher
der Differential- und Integralrechnung, etwa R.CoUraNT: Vorlesungen iiber
Differential- und Integralrechnung, 2. Aufl., S. 373. Berlin 1930.
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LiBt man hierin A bei festem v ins Unendliche wachsen, so folgt

= < )
a
wopach der Grenziibergang v — oo zu
v o© C
liy [ [ —att)| =%
P> 00 0 —o0

fithrt. Durch passende Wahl von « kann die rechte Seite beliebig klein
gemacht werden, womit die Behauptung und damit die gewiinschte
Formel (17) bewiesen ist.

Da f f(¢) cos u (¢ — %) dt eine gerade Funktion von # ist, 148t sich die

- 00

obige Gleichung auch in die Form

- %fdu[/(t) cosu(t — x)di
bringen; andererseits ist f f() sinu(t — x)dt eine ungerade Funktion
von #, also

0= —;—fdu/f(i) sinu(t — x)dt
falls das Integral konvergiert!. Durch Subtraktion der beiden letzten
Gleichungen erhilt man als giiltig fiir Stetigkeitsstellen

%) = —;-fduj f(f)e-ivt-n4dz,
d. h. die Formel (16).

2. Ausdehnung des Resultates auf mehr Variable. Durch wieder-
holte Anwendung der Formel (16) entstehen analoge Formeln fir stiick-
weise glatte stetige Fumktionen in mehreren Variablen bzw. fir stiick-
weise stetige Funktionen, giiltig an den Stetigkeitsstellen, z. B.

4m2F (%), %) = [[[[ F(t,, t,) e-itut-z w2y, gy, dt, du,

unter der Voraussetzung der Existenz von

1 Dies ist der Fall fiir solche Werte von #, fir die f(x) stetig ist. An
Unstetigkeitsstellen dagegen divergiert das Integral, wie man leicht an dem
Beispiel der Funktion

fx)=1 fiar |x|<1, [f(#)=0 fur |x|>1
erkennt.

S'
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f!F(tl, %,) | dt, und le(xl,tz)[dtz,

und allgemein fiir # Variable
(27)" F (%q, ..., %n)

—/ fF e ) € i tun = o) Gt du Aty A .. . Ay Aty

-00 =00

unter analogen Voraussetzungen.
Die Integration ist dabei in der durch die Differentiale angegebenen
Reihenfolge vorzunehmen.

3. Reziprozititsformeln. Das Fouriersche Integraltheorem (16)
nimmt eine besonders elegante Gestalt an, wenn man

— V—;_; f F(i)e-intdt

setzt. Dann besagt es nimlich, daB sich die Gleichungen

Vzn[f (t)e-*utdt,

10 =75 f gl et du

gegenseitig bedingen. Man hat in diesen Gleichungen, wenn man die
linken Seiten als bekannt annimmt, ein Paar von sogenannten Integral-
gleichungen vor sich, von denen jede die Auflssung der anderen liefert
und die vollstindige Reziprozitit zeigen. Es entsprechen ihnen die
reellen Gleichungen fiir gerade bzw. ungerade Funktionen

u) = 'zo; at,

g(u) V”Of (t) cosutdt
0-)2( an,

] V“O/g(u)cosut u

- ) =V/2 1 st

ZW, g () Vﬂoff(t)smutdt
1@ =V§/g(u) sinutdu.

0
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Analoge Formeln bestehen fiir Funktionen von mehreren Variablen:

L C7P f /g £, ..., E)dGat g A,

g(Ep ey n (]/217!) f /f xl, vee, e iEm+- ~~+§n$n)dx1 . dxn_

§ 7. Beispiele fiir das Fouriersche Integral.

1. Die Fouriersche Integralformel

oo

(17) flx) = —jdu/ (t) cosu(t — x) dt

= %/cosuxdu//(t) cosutds + —:;fsinuxdu/f(t) sinut dt
0 - oo 0 -0
vereinfacht sich, wenn f(x) eine gerade Funktion ist, zu
flx) = %fcosux du[f(t) cosutdt,
0 0
wenn f(x) ungerade ist, hingegen zu
fx) = %[sinux duff(t) sinutdt .
0 0

2. Der Dirichletsche diskontinuierliche Faktor. Es sei [(x) ge-
rade und

fx) =1 fir 0o=x<1,
flx) =% fir x=1,
fx)=0 fir .x>1.

Dann erhilt man

1 o0
i) =2 [cosuﬁcdu/cosutdt = if@y_mwxdu
T e p

Den rechtsstehenden Ausdruck nennt man den , Dirichletschen dis-
kontinuierlichen Faktor; er kann bei vielen Problemen mit groBem
Nutzen angewandt werden.
3. Wihlen wir fiir ¥ > 0
f(x) = ¢ F® (/3> 0),
so ergibt sich entweder

(e o] o0 e o]

o
f(x) = %j COSdeu/g"ﬂt cosutdt — 2 [Beosuz
0 0

ﬂ”-l—uz
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oder

oo

f(x) *fSlnuxduf -Btginutdt = = ‘2251—1:1::: du

je nachdem wir f(x) fiir negative Werte von x als gerade oder ungerade
Funktion fortzusetzen wiinschen; im zweiten Falle haben wir f(0) =0
zu setzen. Das Integral

(o]

e~ Bl
[ PR e (8> 0)
0

wird auch als Laplacesches Integral bezeichnet.
4. Ein besonders interessantes Beispiel liefert die Funktion
2

f)=e 2.

ui
V fe 2cosutdt—a 2

stimmen hier ndmlich die beiden sich gegenseitig auflésenden Integral-
gleichungen

(=] u‘
g(u)=l/%ff(t)cosutdt /e 2cosutdt—e 2,
6
2 r 2 [ -2
f(t)=l/;fg(“)c°3utdu=l/;fe 2cosutdu =e¢ 2
0 0

vollig iiberein.

Wegen

§ 8. Die Polynome von Legendre,

1. Erzeugung durch Orthogonalisierung der Potenzen 1, x, x2,...
Ein in mancher Beziehung noch einfacheres Beispiel eines vollstindigen
orthogonalen Funktionensystems als die trigonometrischen Funktionen
erhalten wir, wenn wir die Potenzen 1, %, %2, ... fiir ein gegebenes
Grundgebiet G, z. B. die Strecke —1 =< ¥ < 41, nach dem Verfahren
von § 1 orthogonalisieren. Dabei entsteht eine Folge von orthogonalen,
normierten Polynomen, die eindeutig bestimmt sind, wenn wir z. B. noch
verlangen, daB der Koeffizient der hochsten Potenz von x positiv
werden soll.

Wir behaupten, daB sie bis auf konstante Faktoren mit den Poly-
nomen
1 arE—-)
2"n! ax®

Po(")=1» Pn(x)= (‘n=1,2,...)
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iibereinstimmen, welclie als Legendresche Polynome! bezeichnet werden.
Da der OrthogonalisierungsprozeB zeigt, daB es bis auf konstante Fak-
toren nur ern System von orthogonalen Polynomen gibt, bei denen
jeder Grad vertreten ist, braucht nur bewiesen zu werden, da88 P, (x)
ein Polynom #'® Grades ist und das System der P,(x) die Ortho-
gonalititseigenschaft besitzt. Nun ist offenbar P,(x) wirklich ein
Polynom #** Grades; man erhilt

P,(x) = 2"n'2( (")%_)szv—n

_2 — < (2v—1) A2v-n
n—v) (27—%)!2’“7 '

Hierin sind die Glieder mit negativen Potenzen von x wegzulassen. Das
erste Glied heiit danach fiir gerade

n
g l-3:5-(m—1)
(=1) 2:4:6.-n °
fir ungerade »
Nz $3.5..
(=) * 25 oy’
z. B. ist
1
P, (x) = x, Pz(x)——-%xz——-z«,

1 3
P =2w—3x, P=2w—Tw4 3.

Fiir den Beweis, daB die P,(x) ein Orthogonalsystem bilden, werde
zur Abkiirzung (x2 — 1)" = u,(x) gesetzt; dann gilt fiir jede ganze
nichtnegative Zahl m < #

1

> [u‘,i“(x)x"‘dx =0,
_‘1

1
fP,,(x)x”‘dx:
-1

wie man bestﬁtigt wenn man durch wiederholte Teilintegration all-
mihlich 4™ beseitigt und dabei beachtet, daB alle Ableitungen von

#,(x) bis zur (n — 1)*® an den Grenzen des Integrationsintervalls ver-
schwinden. Daraus folgt aber, daB auch

1
fP,,(x) Pn(x)dx =0 (m < n)
-1

1 LEGENDRE, A, M.: Recherches sur l'attraction des sphéroides homogénes.
Mém. math. phys., prés. & I’Acad. sc. par divers sav., Bd. 10, S. 411—434. 1785.
— Recherches sur la figure des planétes. Mém. math. phys., tirés des reg. de
I'Acad. sc., S. 370—389. 1784 (1787).
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ist, daB also wirklich zwei verschiedene der Polynome zueinander ortho-
gonal sind. Zur Normierung berechnen wir durch fortgesetzte Teil-

1
integration [ [ul? (x))2dx:
-1
1

1 1
fu(,:u wPdx = __fu;;zq) ur zfuzz—‘z) Uy = ..
-1 ~1 ~1
1 1
= (—1)"funu;f">dx = (2n)![(1 — 2 (1 + )dax;
-1

-1

da
1

[ttt b i m o
-1 '
1 ,
— 1)1 ) | .
O -I-ni(;i(n +)2) 2nf(1 + x)rdx = '(”#_ 2nt1
-1

n
n+1

1
/(1 — (1 + A)dx =

ist, wird also

und die gesuchten normierten Polynome erhalten die Gestalt

!

2 1
o) =)/ 2 Py
_ |2 1 ey _
“l“sz i r=0,1,2,...).

Die Legendreschen Polynome P,(x) ha en die Eigenschaft, daBl
P, n(l) =1
ist, wie man sofort erkennt, indem man die #'® Ableitung des Ausdruckes
(¥ — 1)"(* + 1)" nach der bekannten Leibnizschen Produktregel bildet
und x =1 setzt.

2. Die erzeugende Funktion. Von Wichtigkeit sind die Legendre-
schen Polynome namentlich fiir die Potentialtheorie, in der sie als Ent-
wicklungskoeffizienten einer ,,erzeugenden Funktion'  auftreten. Entwickelt
man ndmlich den reziproken Abstand zweier in den Entfernungen 1
und # <1 vom Nullpunkte gelegenen Punkte, deren Radienvektoren

Potenzen von #, so findet man nach dem binomischen Lehrsatz

1 ~ .
(18) eI ~1§Qn(x)u ,

wobei Q,(x) ein Polynom von x vom #'® Grade ist. Wir zeigen, daB
diese Polynome Q,(x) mit den oben definierten Legendreschen Poly-
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nomen identisch sind, indem wir nachweisen, daB die Q,(x) denselben
Orthogonalititsrelationen geniigen wie die P,(x). Aus der Definitions-
gleichung folgt namlich sofort

1 ; v + 2 Z”MZ“:OQn (%) O (2) w™ 0™ .

V1= 2xu+u® Y1 — 2%

Integriert man die linke Seite nach x von —1 bis 41, so ergibt sich nach
elementarer Rechnung

V_ (o]
1_10g1+ “o — E 2 u" ",
n=0

Yuv 1—Yuv 2n +1

und daher, indem man die rechte Seite oben gliedweise integriert,

+1 0 fir #» 4+ m,
[oOumax =] 2
-1 2n +1

Ebenso erhilt man Q, (1) =1, indem man in der Gleichung (18) x =1
setzt. Damit ist die Identitat der Q,(x) mit den P, (x) bewiesen.

3. Weitere Eigenschaften. Rekursionsformel. Durch Diffe-
rentiation der erzeugenden Funktion nach # erhdlt man unmittelbar
fiir drei aufeinanderfolgende Legendresche Polynome die Rekursions-
formel:

Differentialgleichung. Das #' Legendresche Polynom

1 a .
Y& =5 g B — 1)

geniigt der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung

(20) #2—1)y"+ 22y —n(r+1)y=0
oder
(20) [0 —1)yT —n@n +1)y=0.

Dies erkennt man durch (# -+ 1)-malige Differentiation der Gleichung
(#2—1) #'= 2nxu, wobei man % = (¥*— 1)" und im Ergebnis 4™ =2"n!y
zu setzen hatl.

Minimumeigenschaft. Multipliziert man das Legendresche
Polynom P, (x) mit dem reziproken Koeffizienten C von 2", so daB
also der Koeffizient von %" in dem Polynom CP,(x) den Wert 1 be-
sitzt, so ergeben sich Polynome, die durch folgende Minimumeigenschaft
ausgezeichnet sind. Unter allen Polynomen #** Grades mit reellen Koeffi-

1 Aus dieser Differentialgleichung geht z. B. hervor, daB alle Nullstellen
von P,(x), die zufolge der Definition wegen des Rolleschen Satzes samtlich
reell sind und dem Intervall —1 < ¥ & 1 angehoren, verschieden sind, weil in
einer mehrfachen Nullstelle vermége der Differentialgleichung die zweite und
alle héheren Ableitungen von P,(¥) verschwinden miiBten.
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zienten und hochstem Koeffizienten 1 besitzen sie den kleinsten
mittleren Abstand von Null. Der Beweis dieser Tatsache ergibt sich
einfach aus der Uberlegung, daB man in dem Integral f (*" +a,_ 2"t
4+ -+ 4 ag)?dx den Integranden durch eine lineare Kombination
(CPu(%) + ¢y P, _1(%) 4 - - - 4 ¢,)? darstellen kann. Das Integral ist

also gleich dem Ausdruck

2C?
2n + 1

fiir ¢g=¢, =+++=¢,_; =0 annimmt.

n-1
c, . ..
E _— M
+2 1 eyl der sein Minimum
poey

§ 9. Beispiele anderer Orthogonalsysteme.

1. Verallgemeinerung der zu den Legendreschen Polynomen
filhrenden Fragestellung. Das Problem, von dem wir bei der Ein-
filhrung der Legendreschen Polynome ausglngen 148t sich folgender-
maBen verallgemeinern:

Im Intervall @ < x < b sei eine nichtnegative ,,Belegungsfunktion
1 (%) ‘gegeben; es sollen die Funktionensysteme untersucht werden, die
durch Orthogonalisierung der Funktionen J/ (x), xVp (x), x2Yp (%),
fiir das Intervall 2 < x < b entstehen.

Natiirlich sind auch diese Funktionen, ebenso wie die Potenzen 1, x,
42, ..., linear unabhingig. Offenbar werden im orthogonalisierten System
die Faktoren von J$ (¥) Polynome Qy(x), Q; (%), . . . vom Grade 0, 1, ...,
die durch geeignete Nebenbedingungen eindeutig festgelegt werden
konnen und als ,,die zur Belegung P (x) gehirigen orthogonalen Polynome*
bezeichnet werden?.

Beispielsweise ergeben sich

fir a=—1, b=1 und p(x)=1
die Legendreschen Polynome P, (x),

fira=—1, b=1 und p(x) =

V_ 2
die T'schebyscheffschen Pobynome
T,(x) = cos( arccosx) ,
1 Die Polynome Q,(#), Q,(%), ... besitzen, multipliziert mit einem geeig-

neten Faktor C, eine #hnliche Minimumeigenschaft wie die Legendreschen Poly-
nome, namlich die, unter allen Polynomen mit reellen Koeffizienten und héchstem
Koeffizienten 1 das Integral

SPE) (3" + a2 ot oag)Pdx
zum Minimum zu machen. Auch hier 148t sich der Integrand durch die Polynome
Q,(») darstellen, etwa in der Form

(CQn(x) + Gn—lgn-l(x) + e + 00)23
so daB wegen der Orthogonalitit der Funktionen W Q,(») fiur das Integral sich

n-1
sofort der Wert C24 3 ¢? ergibt. Das Minimum wird also fir ¢y=¢y=+**=0Cs_, =0
angenommen. v=0
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fira=—1, b=1 und p(x) =1 — 22

die Polynome __sin [(n + 1) arccos #]

On(%) = g ,
fira=0,b=1und p(x) =1 — 2P (1 +2)1(p>—1, ¢>—1)

die Jacobischen oder hypergeometrischen Polynome,

fira= —o0, b=oco und p(x) = e %
die Hermiteschen Polynome,

fira =0, b=o00 und p(x) =e*
die Laguerreschen Polynome.

Die Tschebyscheffschen, Jacobischen, Hermiteschen und Laguerre-
schen Polynome wollen wir etwas eingehender betrachten.

2. Die, Tschebyscheffschen Polynome!. Die Tschebyscheffschen
Polynome

Tox) =1, Tulx)=

bilden wegen

/T (%) T (

offenbar em Orthogonalsystem von Polynomen zur Belegung

p(x) = V_—
gezeichnet, daB bei ihnen die Abweichung von Null, d. h. das Maximum
des absoluten Betrages, im Intervall —1 <<x= +1 den kleinsten
Wert annimmt, der bei einem Polynom #'® Grades mit reellen Koeffi-
zienten und hochstem Koeffizienten 1, wie es die T,(x) sind, iiber-
haupt moglich ist. Setzen wir ndmlich zur Abkiirzung arccosx = ¢

2: - cos (n arccosx) ¥ (n=1)

2
= Sim= 2[cosm? cosmPdd = 0 fiir nEm

fiir das Intervall —1 = x =< +1. Sie sind dadurch aus-

und xk=cosk7:—t (¢=0,1,...,m), so ist fir
9=0, .
n n
1 —1 1 (—1)*
Tn(x)=Fx Zn-io n=1r c -1
allgemein (— 1)t
Tﬂ(xk) - 2»—1

! TscHEBYSCHEFF, P. L.: Sur les questions de minima, qui se rattachent &
la représentation approximative des fonctions. Mém. Acad. sc. Pétersb., Serie 6,
Bd. 7, S.199—291. 1859. — (Euvres, Bd.1, S.271—378, insb. S.295—301.
St. Petersburg 1899.

* Zufolge der bekannten Formel

cosnd = cos®P — (;) cos®~ 2% sin?d 4 (Z) cos"~ 4P sintd — ..

sind diese Ausdriicke Polynome in .
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An diesen Stellen wird fiir T, (x) die gro8te Abweichung von Null erreicht.
Wiirde nun ein Polynom R,(x) = 2" + a;2"" + . . . 4 a, mit reellen
Koeffizienten im Intervall —1 <X x << 41 weniger von Null abweichen
als T,(x), so miiite

Ta(%0) — Ral%0) =0, Ta(®) — Ru(x) =0, Tu(re) — Ra(xe) 20,

sein. Die ganze rationale Funktion T,(x) —YR,(x) hitte also im Inter-
vall —1 =< x = 41 mindestens » Wurzeln; dies ist aber ausgeschlossen,
da sie hochstens den Grad #» — 1 besitzt.

Normierte Polynome erhilt man aus den T,(x) durch Division mit

T
‘/ ng 1— 22 ‘/2‘1! !

Die Tschebyscheffschen Polynome treten auch als Entwicklungs-
koeffizienten der erzeugenden Funktion

1 -
(21) Y = o = 2 To(

auf; drei aufeinanderfolgende unter ihnen sind fiir » = 2 durch die Re-
lation

(22) Tos1(¥) = 2T (¥) + 4 Tui(0) = 0

verkniipft, wihrend sie selbst der homogenen linearen Differential-
gleichung zweiter Ordnung

(23) (1 —x0)y ' —xy +ny=0

geniigen. Fiir # < 2 gelten Rekursionsformeln von etwas anderer
Form:

Ty—xTy+4T,=—1%
T, —xT, = 0.
3. Die Jacobischen Polynome!. Die Jacobischen Polynome
G,(?, g, x) entstehen fiir 2 = 0, b =1 und die Belegungsfunktion
P(¥) =21 —x)P~¢ mit ¢>—1, p—qg>—1.
Sie lassen sich auch aus der hypergeometrischen Reihe

Pl Bipn) — g & By BB BE+Y) o

(24) @By, W) =1+ Sad+ =5 o Pt

gewinnen, wenn man in dieser § durch die negative ganze Zahl —#,
o durch p + # und yp durch ¢ ersetzt, und geniigen daher der hyper-
geometrischen Differentialgleichung

1 Jacosi, C. G. J.: Untersuchungen iiber die Differentialgleichung der hyper-
geometrischen Reihe. Journ. f. d. reine u. angew. Math. Bd. 56, S. 149—165. 1859.
— Werke Bd. 6, S. 184—202. Berlin 1891.
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(25) 2(1—2)y"+ [y — (@ + B+ 1)2]y —afy=0

oder speziell

(25) #(1 —2)G(x) + [g — (p + 1)) G,(%) + (b + n) nGa(x) =0,
fiir welche sie die einzigen ganzen rationalen Losungen darstellen. Die
ersten unter ihnen lauten

Go(p,q,%) =1,

Gy(p. g, %) =1— (:)P—_qux
it == (e () 2
Galpy g0 =1 = (}) 24304 (2L DL LY o
_( >(¢>+3)(P+4)(P+5)x3;
3 qlg+1)g+2) ’

allgemein gestatten sie die Darstellung
. x-e(1 — x)ie dan
Calp, 9, %) = glg+1) - (g+n—1) da
Aus ihr erschlieft man, daB sie auch vermdge einer erzeugenden Funktion
durch die Beziehung

=214+ 2) -1+ V1202 + B+ 1 -1 — 202 + 8) "

-1yl — 2tx + £
— N g+mn—1 - n
_2( n )Gn(P,Q; 2 )t
n=0

definiert werden kénnen. Fiir ¢ = ¢ = 1 erhilt man die Legendre-
schen Polynome

(26) P,,(x)=G”(1,1,‘—;~’f)=F(n+1,—n,1,"”),

2

wiahrend sich fiir = 0, ¢ ="} im wesentlichen die Tschebyscheffschen
Polynome ergeben
1 1—2x 1 1 1—x
CH T = 360, 5. 57) = = F s =, 5, 157,
4. Die Hermiteschen Polynome!. Die Hermiteschen Polynome
H,(x), fiir welche a = —o00, b = oo und p(x) = ¢~ ist, definiert man
zweckmiBig mit Hilfe einer erzeugenden Funktion, indem man

[n-1 (1 — ).

o0
(28) W(x, t) = g UH2T = o' p-(-2)" = E _H,,('x)_ "
P n!

1 HeErMmiITE, CH.: Sur un nouveau développement en série de fonctions. C. R.
Acad. sc. Paris Bd. 58, S.93—100, S. 266—273. — Euvres, Bd. 2, S.293—312.
Paris 1908. — Sur quelques développements en série de fonctions de plusieurs
variables. Ib. Bd. 60, S. 370—377, S. 432—440, S. 461—466, S. 512—518. 1865. —
Ib. S. 319—346.
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setzt, woraus man sofort

2 d”e_"‘:2

(29) By = (T500) = (—re s

entnimmt; es ist also das #' Hermitesche Polynom H,(r) der mit
dem Faktor (—1)"¢*' multiplizierte »' Differentialquotient der Funk-

tion e=*'. Aus awg;’ ) _ 2ty (x, t) ergibt sich

(30) H, (%) = 2nH, 1 (%) (n=1),

aus 61#5;:’ ) +2@¢—2)yx.)=0

(31) Hypy (%) — 22%Hy (%) + 2nH,_1(x) = 0 (n=1)
und durch Kombination der beiden letzten Formeln
(32) HY(3) — 25Hy(2) + 2nHy(2) = 0 (n=0),

als lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die
H,(x). Die ersten Hermiteschen Polynome lauten

Hy(x) =1, H,y(x) = 2z,
Hy(x) = 44* — 2, Hy(x) = 8x* — 12x,
H,(x) == 16x* — 482% 4 12.

Fiir das allgemeine Hermitesche Polynom H,, (x) erhélt man:

Hy(x) = (2o — 222 -2 . 2020022023 (e

Das letzte Glied ist

2 n
T 2
3)!

8l n!

+(—1) 2 2 fiir ungerade .
=)
Die Orthogonalititseigenschaft der Hermiteschen Polynome erschlieBt
man! aus

fiir gerade n,

me,,,(x) H,(x)e-*dx = (— 1)”]°Hm(x) d—;%z’ dx

fir »> m durch wiederholte Teilintegration unter Beachtung der
Formel (30) und der Tatsache, daB fiir unendlich groBe Werte von %2
alle Ableitungen von e¢~* verschwinden:

1 Ebenso leicht lassen sich die Orthogonalitatsrelationen auch mit Hilfe der
erzeugenden Funktion nachweisen.
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foo -2t n-1 0 ar-te=* —
Ho () Hy(x)e~*dx = (=) 2m [Hy_y (0) 0 d

= (=t 2mml [Hon) 525 dx = 0;

dxﬂ mn

zur Normierung kann man fiir #» = m ebenso

fH},(x)e""dx = 2"n!fH0(x)e—"'dx =2*u!Vn

berechnen ; die Funktionen des normierten Orthogonalsystems sind dann

22

‘ 2

o) =2

VZvv!Vn

5. Die Laguerreschen Polynome!. Das Laguerresche Polynom

Lu(x) (@ =0, b= 400, p(x) = %) tritt als Faktor von ¢~ in der
n'® Ableitung der Funktion x"¢-* auf:

L,(x) =

(r¥=0,1,2,....

2w
=Z”7(-—1)"(Z)n(n —1) e (k4 1)
k=0

=2”7('—'1)"—k(2)n(n —1) .- (n —k4+ 1)xn—k
k=0

=Z",v(_1).._k [m(n—1) - (n = k1)

k=0 Bt
man erhilt belsplelswelse

Lo(x) = Ll(x) =—x+1,
Ly(x) = 2 — 45 4 2, Ly(x) = —2%4- 942 — 182 + 6,

Ly(x) = 2* — 164% 4+ 722 — 96x + 24.
D

a
Shie-SE o= Z 5 3
(—1)kx* t* e -t

B (-t T 1 —¢
k=0

-

(=<}
! LAGUERRE, E.: Sur l'intégrale f ¢ xdx

. Bull. Soc. math. France Bd. 7,
z
S.72—81. 1879. — Buvres Bd. 1, S. 428—437. Paris 1898.
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ist, besitzen auch die Laguerreschen Polynome eine einfache erzeugende

xt

Funktion, nimlich y(x, #) =e1;T_—Z . Die Beziehung

(1 —t)2‘9"’(” Dt —t— D)y, b
liefert die Rekursionsformel
(33) Lyyi(x) —(2n4+1—2x)L,(x) +n2L,_((x) =0 (n=1).
Zusammen mit der aus (1 — ) - aW(x d = — iy, #) entspringenden
Relation
(34) Ln(®) —nLyy(d) = —nLy_1(4) (n=1)
fithrt sie zu der Formel
(35) %Ly (8) = nLo(x) — n2L,_y(x) (n=1)
und zu der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung
(36) '+ (1 —2)y +ny=0

fiir das Laguerresche Polynom L,(x).
Die Orthogonalititseigenschaft
]oe"‘L,,(x)Lm(x)dx= 0 (n > m)
erkennt man aus der g}leichung
ﬁ Tt L, (x)dx = f %

0

1
1d”

ne=%) dy = —k/xk — (e~?)dx

=kt —1) f 2 L e d =
0

o0

-k
=(-1)kk|/d  (me-f)dx =0 fir n>k,
0
wihrend man zur Normierung das Integral

oo o0 [s0)

e *L2(x)dx = [ (—1)"a" dx,,(x" e f)dx=mn![x"e%dx = (n!)
i s /

auszurechnen hat; die Funktionen
z

e—ELy(x)

v!

@y (x) =
liefern dann das normierte Orthogonalsystem!.

1 Auch hier kann man die Orthogonalititsrelationen der Funktionen @, leicht
mit Hilfe der erzeugenden Funktion gewinnen.
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8. Vollstindigkeit der Laguerreschen und Hermiteschen Poly-
nome. Fir die Laguerreschen und Hermiteschen Funktionen bedarf
die Vollstindigkeitseigenschaft einer besonderen Betrachtung, da bisher
die Vollstindigkeit von Poiynomen usw. nur fiir endliche Intervalle be-
wiesen wurde. Wir bezeichnen sinngemiB ein Funktionensystem im
Intervall 0 <x =oo als vollstindig, wenn jede stiickweise stetige

Funktion f(x), fiir welche das Integral f 72(x)dx existiert, im Mittel be-
0

liebig gut durch lineare Verbindungen dieser Funktionen approximiert
werden kann. ‘

Um die Vollstindigkeit der Laguerreschen Orthogonalfunktionen zu
zeigen?!, multiplizieren wir die Identitﬁt

v = f;—

z

beiderseits mit ¢ % und gewinnen so eine entsprechende Identitit fiir
die Laguerreschen Orthogonalfunktionen

z
pn(x) =¢ 2 =75

namlich

Die unendliche Reihe > #"@,(x) konvergiert nun fiir |¢| < 1° auch
im Mittel gegen die erzeugende Funktion g(x,?). Dies folgt sofort
durch Umformung des Integrals

ad N 2
/(g(x, 1) —Zt"(p,,(x)> dr =" 1 7 ZN:W
0 0 0

unter Benutzung der Relationen

1
2 —
Ofg (x,t)dx————i_’,,

fg(x, t) @n(x) dx = t*,
0

Da der Ausdruck « —% :ﬁ: alle Werte zwischen 0 und oo annimmt,

wenn ¢ von —1 bis 41 lduft, so lassen sich alle Funktionen e~ *% mit
0 < & < oo durch die Laguerreschen Orthogonalfunktionen im Inter-

1 Im AnschluB an eine persénliche Mitteilung von Herrn J. v. NEUMANN.
Courant-Hilbert, Mathematische Physik 1. 2. Aufl. 6
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vall 0 < x < oo im Mittel beliebig gut approximieren. Nun sei die
Funktion f(x) im Intervall 0 =< x < oo stiickweise stetig und quadra-
tisch integrierbar. Setzen wir & = ¢~%, so geht f(x) in eine im Intervall
0 = £ =1 stiickweise stetige Funktion von ¢ iiber, die in diesem Inter-
vall nach dem WeierstraBBschen Satze durch Polynome

a &+ a8+ oo a8t

gleichmiBig approximiert werden kann. Daraus ergibt sich die Mog-
lichkeit, f(x) durch Ausdriicke der Form

a e+ a,e” 4+ ... +a,e”""

im Intervall 0< x << oo gleichmiBig anzunihern, und daher nach
unserm obigen Resultat die Moglichkeit der mittleren Approximation
von f(x¥) durch Laguerresche Orthogonalfunktionen. Gleichbedeutend
mit dieser Tatsache ist das Bestehen der Vollstindigkeitsrelation

o0

¢ =[F)dx,
|

Vg

I

r=0
wobei mit ¢, die Entwicklungskoeffizienten ¢, = f fx) @, (x)dx be-
zeichnet sind. 0

In genau entsprechender Weise zeigt man die Vollstindigkeit der
Hermiteschen Orthogonalfunktionen.

§ 10. Ergdnzungen und Aufgaben zum zweiten Kapitel.

1. Die Hurwitzsche Lésung des isoperimetrischen Problems.
Als ,,isoperimetrisches Problem'* bezeichnet man die Aufgabe, unter
allen einfachen, geschlossenen, ebenen Kurven von gegebenem Umfang
diejenige zu ermitteln, welche den groBten Flicheninhalt umschlieBt.
Bekanntlich liefert der Kreis die Losung; zum Beweise gehen wir unter
Beschrankung auf stiickweise glatte Kurven mit A. Hurwirz! so vor.

Es sei

x=%(s), y=y(s), 0==s=1L

die Parameterdarstellung einer geschlossenen stetigen, stiickweise glatten
Kurve vom Umfang L und Flicheninhalt F mit der Bogenlinge s als

Parameter. Wir fithren an Stelle von s die dazu proportionale Gro8e

2mws

t= T als Parameter ein, die von 0 bis 2z liuft, wenn s zwischen

0 und L variiert, und bezeichnen die Fourierschen Konstanten von

% und y mit a,, b, und ¢,, d,; diejenigen von ax day ergeben sich dann

dat’ dt
zu vb,, —va,, vd,, —vc,. Wegen

1 Hurwitz, A.: Quelques applications géométriques des séries de Fourier.
Ann. Ec. Norm. Serie 3, Bd. 19, S. 357408, insb. S. 392—397.
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ax\z | (dy\® _ ax\2, (dy\e (L\2
(@f+@f= (@@= 6
2n
1 dy dx
0

gewinnt man aus der Vollstindigkeitsrelation (9) bzw. (9")

27

i Gy @ Jre e ava,
?;E = %ﬁ;%dt = S"(a”d” —b,c,).
0 v=1

Aus den beiden letzten Formeln folgt
I — 4aF =202 S((ra, — d)2 + @by + ¢,)2 + (2 — 1) (2 + &) = 0.
r=1

Gleichheit kann offenbar nur dann eintreten, wenn
b+¢ =0, ¢4—dy=0, a,=b,=c¢,=d,=0 fir v=2,3,..,
ist, wenn also

x = }a, + a,cost 4 b sint,

y = 4 by, — b,cost + a,sin’

und die Kurve demnach ein Kreis ist. Mithin besteht fiir alle geschlos-
senen, stetigen, stiickweise glatten ebenen Kurven zwischen Umfang L
und Flicheninhalt F die ,,isoperimetrische Ungleichheit‘

(37) L* —4nF =0,

und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn die Kurve
ein Kreis ist. Damit ist die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises
bewiesen.

2. Reziprozititsformeln. Man beweise die Aquivalenz der beiden

Formeln! .

1) =fg(u) cota(t — u)du,

—g(u) =/‘f(t) cotm(u — t)dt,
wobei ’

1
ﬁwmu=m ﬁ@m:o,
0 0
gu) =g(u+1), 1@y =1f@E+1)

1 Vgl. HiLBERT, D.: Integralgleichungen. S. 75.
6*
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vorausgesetzt ist und bei den Integralen der ,,Cauchysche Hauptwert*
zu nehmen ist, einmal mit Hilfe der Theorie der Fourierschen Reihen,
dann mittels des Cauchyschen Integralsatzes.

8. Fouriersches Integral und mittlere Konvergenz. Man kann
die Theorie des Fourierschen Integrals ausgehend von der mittleren
Konvergenz und der Vollstindigkeit in &#hnlicher Weise entwickeln
wie die Theorie der Fourierschen Reihe.

" Es sei die reelle oder komplexwertige Funktion /(x) in jedem end-
lichen Intervall stiickweise stetig, und es existieren die Integrale

[lf(x)ux und [|f (#)dx.
Wir versuchen die Funktion f(x) durch Integrale der Form
T
/(p (t) it dt
-T

im Sinne mittlerer Konvergenz moglichst gut zu approximieren, d. h.
das Integral +oo

/.

-0

T 2
(%) —_[¢ () eizt dt| dx

-T

bei festem T moglichst klein zu machen. Es zeigt sich auf Grund der
nicht schwer zu beweisenden Umformung

Vit T 2 oo T
flf(x) ——j:p(t)ei“dt! dx =f|f(x)|2dx+2nf|<p(x)—g(x)|2dx
-7 i -0 -
—00 P T
——anlg(x) [2dx,
wobei o

gl = 55 [H§) e-ietas

gesetzt ist, daB unser Integral seinen kleinsten Wert fiir
p(t) =gt

annimmt. Ferner ergibt sich im Limes T— oo die Vollstindigkeits-
relation

Jle@pax =L [11) pax.

Der Beweis dieser Tatsache sowie der Ubergang zur eigentlichen
Aussage des Fourierschen Integraltheorems soll hier jedoch nicht
durchgefiihrt werden.
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4. Spektrale Zerlegung durch Fouriersche Reihe und Fourier-
sches Integral. Die Fouriersche Reihe und das Fouriersche Integral
treten iiberall da auf, wo es sich darum handelt, einen gegebenen Vor-
gang oder Funktionsverlauf als Superposition periodischer Vorginge
oder Funktionsverliufe darzustellen oder, wie man sagt, spektral zu
zerlegen. Ist f(x) die im Intervall —/<x <! vorgelegte Funktion,

st iave

E o,e ¢ ihre Fouriersche Reihe, so sagt man, man habe die Funktion
Y= - 00
in periodische Funktionenvonden ,,diskreten Frequenzen‘ ’i; (v=0,1,...)

inve

l
;—lf/(x)e_ ! dx
-1

man hingegen das unendliche Gebiet —o0 < x << o0, so spricht man
von Zerlegung von f (%) in ein kontinuierliches Spektrum, wobei zur Fre-

mit den , Amplituden’ |&,| = zerlegt. Betrachtet

quenz » die Spektraldichte g(u) = [ f(x) e “*dx gehort.

Ein fiir die Physik prinzipiell interessantes Beispiel® ist die Funktion
f(x) = e fir |x]| <I,
fx)=0 fir |x|>1,

welche einem endlich abbrechenden sinusformigen Wellenzuge aus

n= i;i Wellen entspricht. Ihre Spektraldichte wird durch
l

g(u) Z/ei(w—u)xdx — _2,_51_1(1»(&_._7)1
-1
gegeben. Als Funktion von # betrachtet, hat |g(#)| fir u = ein
Maximum, das um so mehr ausgeprigt ist, je groBer die Anzahl # der
Wellenziige wird. Bei groBem # wird die Spektraldichte in allen auBer-
halb des beliebig kleinen Intervalls w — 6 == < w 4 & liegenden
Punkten # vergleichsweise beliebig klein werden.

5. Dichte Funktionensysteme. Nach H. MtNTz definieren wir
ein Funktionensystem als dicht, wenn es die Eigenschaft hat, daB jede
Funktion f(x), die sich im Mittel mit Hilfe endlich vieler Funktionen
dieses Funktionensystems beliebig genau approximieren 1i8t, in der-
selben Art auch durch Funktionen einer beliebig herausgegriffenen un-
endlichen Teilmenge des urspriinglichen Funktionensystems approxi-
miert werden kann. Die sehr merkwiirdige Tatsache, daB es nicht-
triviale Beispiele solcher Systeme gibt — ein trivialer Fall liegt z. B.
vor, wenn alle Funktionen einander gleich sind —, kann man sich nach

1 Dijeses Beispiel illustriert die Tatsache, daB einem endlich abbrechenden
sinusférmigen Wellenzuge in der Optik niemals eine scharfe Spektrallinie, sondern
ein Spektrum endlicher Breite entspricht, das um so schmaler und intensiver wird,
je langer der Wellenzug ist.
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SzeGO! am einfachsten auf Grund des folgenden Satzes klarmachen:

Sind Ay, Agy - s Ay, ... positive Zahlen, die mit wachsendem n gegen
oo streben, so bilden die Funktionen
1 1 1

in jedem endlichen positiven Intervall ein vollstindiges Funktionensystem.
Aus diesem Satz folgt aber auch die Dichtigkeit unseres Systems,
denn jede Teilfolge der 4, besitzt die in der Voraussetzung geforderten
Eigenschaften.
Nach dem WeierstraBschen Approximationssatze geniigt es, zu

zeigen, daB jede Potenz x™ gleichmiBig durch die Funktionen 1
.. . . . x+2,
approximiert werden kann. Die rationale Funktion
’2'17 1p+1 U lq
(*+2,) (¥ + Apyq) - (¥ + 1)
konvergiert nun mit wachsendem 9 fiir jedes ¢ = p gegen 2™, und zwar
gleichmiBig in jedem endlichen positiven Intervall. Wahlen wir stets
g —p=m, so liBt sich die betrachtete rationale Funktion, da, wie
wir annehmen kénnen, alle 4, voneinander verschieden sind, durch
Partialbruchzerlegung auf die folgende Form bringen:

xm

4, Apsr 4,
x+/1,,+x+}.,,+,+ +x+lq’
wobei die 4,, 4,,4, ..., 4, Konstante sind. Das ist aber eine lineare

Verbindung der Funktionen des zu untersuchenden Systems.

Weitere Beispiele von dichten Funktionensystemen sind von
H. MtNTZ? angegeben worden.

6. Ein Satz von H. Miintz iiber die Vollstindigkeit von Potenzen.
H. MUnT1Zz® hat folgenden interessanten Satz angegeben: Die unend-
liche Folge der Potenzen 1, x%, %, ... mit wachsenden positiven Ex-
ponenten ist im Intervall 0= x =1 dann und nur dann vollstindig,

wenn > '1/4, divergiert.
y=1

7. Der Fejérsche Summationssatz. Aus dem WeierstraBschen
Approximationssatze zogen wir die Folgerung, daB jede stetige peri-
odische Funktion durch trigonometrische Polynome gleichmi8ig approxi-
miert werden kann. Wir kénnen solche Approximationspolynome in
einfacher Weise auf Grund des folgenden von FEJ£R* entdeckten Satzes

1 SzEG6, G.: Uber dichte Funktionenfamilien, Berichte der sichs. Akad. d.
Wiss. zu Leipzig. Bd. 78. 1926.

2 MtnTz, H.: Dichte Funktionensysteme. Math. Zeitschrift Bd. 21. 1924.

3 Muntz, H.: Uber den Approximationssatz von Weierstrass. Festschrift
H. A. ScHWARZ 1914, S. 303. — Szisz, O.: Uber die Approximation stetiger
Funktionen durch lineare Aggregate von Potenzen. Math. Ann. Bd. 77. 1926.

4 FEjJ£R, L.: Untersuchungen iiber Fouriersche Reihen. Math. Ann. Bd. 58.
1904.
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gewinnen: Ist f(x) eine stetige periodische Funktion und sind s,(x) die
Abschuitte ihrer Fourierrethe, so konvergiert die Folge der arithmetischen
Mittel

dt

S, (x) = sy (%) + Sz(x)n-i- e E s ) _ nin flx + 9

gleichmifig gegen f(x).
Ein analoger Satz besteht fiir das Fouriersche Integral: Es sei

f(x) in jedem endlichen Teilgebiet stetig, und es existiere f |f(x) | dx;
setzen wir -0

8(x) = o [1(&) ei=sat
und -~

T
sp(x) = [ g(t) et dt,
=

so konvergiert die Folge der arithmetischen Mittel

d - . Tt\2
Sz(®) = f st®dT = = / fe + t)(s‘“ ?) dt
t

0

in jedem endlichen Teilgebiet gleichmiBig gegen f(x). Insbesondere
ist die Konvergenz im ganzen Intervall —oo < x << oo gleichmiBig,
wenn dort f(x) gleichmiBig stetig ist.

8. Die Mellinschen Umkehrformelnl. Satz 1. Essei s =¢ -+ ¢4
eine komplexe Variable. Im Streifen & << ¢ << sei die Funktion f(s)

regulir und daselbst f |/ (o + t1)| dt konvergent; ferner strebe in jedem

schmaleren Streifen o + 6 <o = f — 6 (8 > 0 beliebig fest) die Funk-
tion f(s) mit zunehmendem Absolutbetrag der Ordinate ¢ gleichmiBig
gegen Null. Setzt man dann fiir reelle positive x und festes ¢

o+oof
(38) glx) = 5—:}-1 x=%f(s)ds,

0—-00%

1 MerLiN, H.: Uber den Zusammenhang zwischen den linearen Differential-
und Differenzengleichungen. Acta math. Bd. 25, S. 139—164, insb. S. 156—162.
1902. — Fujiwara, M.: Uber Abelsche erzeugende Funktionen und Darstell-
barkeitsbedingungen von Funktionen durch Dirichletsche Reihen. Téhoku math.
J. Bd. 17, S. 363—383, insb. S. 379—383. 1920. — HAMBURGER, H.: Uber die
Riemannsche Funktionalgleichung der {-Funktion. (Erste Mitteilung.) Math.
Ztschr. Bd. 10, S.240—254, insb. S.242—247. 1921.
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so ist im Streifen « <o < g
(o]
(39) f(5) = [#1g(x) dx
0

Beweis. Zufolge der Voraussetzung der gleichmiBigen Konvergenz
von f(s) gegen Null fir & +d=o0=p — 6 und |¢| > oo darf in (38)
die Integrationsgerade verschoben werden; es hingt also g(x) nicht
von ¢ ab. Wahlt man demnach zwei Abszissen o, und ¢,, die der Be-
dingung & < 0; <o <oy < f geniigen, so ist

0,4+ 007
ff ! @dx-—jkaldx-~/' ~5if(s,) ds,
0y+001
+jx8 ldx——/ xof(s)dsy = Ty + Io.
—oof
In den Integralen darf die Relhenfolge der Integrationen vertauscht
werden, da nach den Abschitzungen

il = 5 f How+ ti)ldt/ w1 o dy,

i]zl = 2nf|f(02—[—tz ]dt/x 1+(o=00)

absolute Konvergenz vorhanden ist. Dadurch entsteht

e s
1 b S2 S S O AV
/xs dx—zm s2—sd 271 _sl—,sdsl'
-0t 0y —00%

Die rechts stehende Differenz ist nach der Cauchyschen Integralformel
gerade gleich /(s). Denn die Integrale {iber horizontale Strecken zwischen
den beiden Geraden s =6, und s = ¢, verschwinden fiir |¢|—>oco wegen
f(s) > o. |

Satz 2. Fir x> 0 sei g(x) stiickweise glatt, und fir &« <o <<pg

[=9)

sei / x°"1g(x) dx absolut konvergent. Dann ergibt sich aus (39) die

0
Umbkehrung (38).
Beweis. Setzt man x = &%, so wird

g+o0i oo
1 1
- (o+t7) (6+t1)
z,n sf() 2:}’1 g-ulo @dt]eva 1g(ev) v

o-001% - 00

ei“”'“’e””g(e”) dv.
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Nach dem Fourierschen Integraltheorem (16) hat der letzte Ausdruck
den Wert e~ %% ¢“® g(¢*) = g(x), womit alles bewiesen ist.
Beispiele zur Mellinschen Integraltransformation.
a) Es sei
1 fir 0 <2<,
g(x)—_‘ % n o x=1,
0o, x>1.

Da das Integral f x°~"lg(x)dx fiir 0> 0 absolut konvergiert, folgt aus
0

1) = [#1gmax =1 (0>0)
0
umgekehrt )
o+001
1 x*
gW) =57 | 5 ds (6>0).
0—-00%

Diese Formel ist von Bedeuitung fiir die Theorie der Dirichletschen Reihen.
b) Aus

F(s):fx"le'”dx (6> 0)
0
erhdlt man srooi
-z 1 -8
e :m/x I(s)ds (6> 0).
G-007
c) Die Formel
I = [ F—sdx (6>1),
0

wobei {(s) die Riemannsche Zetafunktion bedeutet, liefert

c+001
1 1 ~
P s EARACIICEE (0 > 1).
. o001
d) Die Umkehrung zu
n—EF(%)C(s) =/ﬂxs'126“”‘”dx=/x3‘1—'ﬂ%:idx (6>1)
0 v=1 0
lautet .
G+001 8
1 .z
B =1+ [xa 2TI(3)e(0)ds (0> 1).
g~00%

Die Mellinsche Integraltransformation ist ein wichtiges Hilfsmittel
der analytischen Zahlentheorie und tritt auch sonst in der Analysis
oft auf.
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9. Das Gibbssche Phinomen. Zeichnet man fiir eine stiickweise
glatte Funktion f(x) die durch die Partialsummen ihrer Fourierschen
Reihe gelieferten wellenlinienartig verlaufenden Approximationskurven
auf, so zeigt sich, daB diese sich zwar in jedem die Sprungstellen von
f(x) ausschlieBenden -Intervall, in dem die Fouriersche Reihe gleich-
méBig konvergiert, mehr und mehr an die Kurve fiir /(x) anschmiegen,
daB aber in der unmittelbaren Umgebung der Sprungstellen, wo die
Konvergenz nicht mehr gleichmiBig ist, Wellen vorhanden sind, welche
der Sprungstelle ndher und naher riicken und immer schmiler werden,
fiir welche jedoch die Abweichung von der Kurve fiir f(x) nicht nach
Null konvergiert. Diese Erscheinung nennt man das Gibbssche Phd-
nomenl. Um es genauer zu untersuchen, kann man sich nach den Aus-
fiithrungen von §5 auf die spezielle Fouriersche Reihe

T—x sinvy
s =2 0<#<27)
beschrinken. Mit Hilfe der Formel
n
_ smvx sin (» 4 ;)t
sn(r) = 2 Z 4 / St
laBt sich der Rest dieser Reihe in die Gesta.lt
o0 T
_ N\sinvy _ a “sin(n + )¢
) = ) 5= 5 — [ 4
v=n+1 0
oder n+dHz
ra®) = --[ﬂdwro,, ®)
bringen, wobei zur Abkiirzung
2sin % —t
On (%) = —5—sin(n + §)tdt
2tsin—2—

0
geschrieben ist. Die Approximation wird, wie man durch Differentiation
leicht erkennt, am schlechtesten in den Punkten

X, = 2kn
2n +1

in denen der Rest ein Maximum oder Minimum vom Betrage

kn
i 2k
r”(xk) = % _[Slilx dx + On (2__”)
0

k=1,2,...,n),

n+1

! Diese Tatsache wurde von GiBBs urspriinglich auf rein empirischem Wege
gefunden. GiBss, J. W.: Fourier’s series. Nature Bd. 59, S. 200, S. 606. 1898/99.
— Papers Bd. 2, S.258—260, London, New York und Bombay 1906.
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erreicht. Mit wachsendem # strebt 9"(2:’:‘1) fiir festes 2 nach Null.
Es ndhert sich also der Rest 7,(x;), d. h. die Abweichung der
Approximationskurve von der Kurve ’Lg—f in dem immer ndher an

die Sprungstelle heranriickenden Punkte x;, dem Werte

kn
lim, (%) = 5 — f 07 4
n->o0 s
Beispielsweise wird lim 7, (%) & — 0,2811, d. h. die Approximations-
7 -» 00

kurve schldgt iiber die darzustellende Kurve um etwa 9% der Sprung-
hohe hinaus?.

Ausdriicklich sei noch darauf hingewiesen, daBB bei Approximation
durch Fejérsche Mittel die Gibbssche Erscheinung nicht auftritt.

10. Ein Satz iiber die Gramsche Determinante. Ist G’ ein Teil-
gebiet des Grundgebietes G, sind ¢, @,, . .., @, stiickweise stetige
Funktionen in G und ist [ ihre Gramsche Determinante fiir G, I’ die
fir G/, so ist

M<r.

Der Beweis folgt unmittelbar aus der Maximum-Minimum-Eigen-
schaft der Eigenwerte. Es ist namlich I das Produkt der charakteristi-
schen Zahlen der quadratischen Form

K@) =[(p+ - + galdC,
G

" das entsprechende Produkt fiir
K'(t,) = [lagy + - + taga)?dG,
&

und es ist offenbar

K'(¢,8) = K(¢,1),

also auch jede charakteristische Zahl von K'(¢, #) nicht groBer als die
entsprechende bei K (¢, ).

Einen anderen Beweis kann man der folgenden Darstellung der
Gramschen Determinante enthehmen, wobel wir der Kiirze halber eine
einzige unabhingige Verinderliche » im Grundgebiet 0 <x =<1 vor-
aussetzen:

1 BOCHER, M.: Introduction to the theory of Fourier’s series. Annals of math.
Serie 2, Bd. 7, S. 81—152, insb. S. 123—132. 1906. — RUNGE, C.: Theorie und
Praxis der Reihen, S.170—182. Leipzig 1904. Fiir Verallgemeinerungen der
Gibbsschen Erscheinung auf andere Orthogonalsysteme und insbesondere solche
von mehreren Variablen vgl. WeyL, H.: Die Gibbssche Erscheinung in der Theorie
der Kugelfunktionen. Rend. Circ. mat. Palermo Bd. 29, S. 308—323. 1910. —
Uber die Gibbssche Erscheinung und verwandte Konvergenzphinomene. Ib.
Bd. 30, S. 377—407. 1910.
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M= : [wmdxf
2) gl P
0 (pn(xl Pn xz) s (Pn(xn)

eine Darstellung, welche der Formel (45) aus Kap. I genau entspricht?.

11. Anwendung des Lebesgueschen Integralbegriffes. Viele
der Tatsachen und Zusammenhinge dieses Kapitels gewinnen wesent-
lich an Abrundung, wenn man statt des elementaren Riemannschen
Integralbegriffes den von LEBESGUE formulierten zugrunde legt. Dazu
hat man den vorliegenden Funktionenbereich zu dem aller im Lebesgue-
schen Sinne integrierbaren oder, wie man sagt, ,,summablen'’ Funktionen
zu erweitern und die Grundtatsachen der Lebesgueschen Theorie anzu-
wenden. Die Lebesguesche Theorie geht aus vom Begriffe des MaBes
einer Punktmenge M, die in einem endlichen Intervall liegen maoge.
Man denke sich simtliche Punkte von I irgendwie in eine abzihl-
bare Menge von Intervallen eingebettet, wobei diese Intervalle einander
teilweise itberdecken diirfen. Es sei m die untere Grenze der Gesamt-
linge solcher Intervalle; es sei ferner m' die entsprechende untere Grenze
fiir die Punkte der Komplementarmenge ¢, d.h. der Menge aller Punkte
des gegebenen Intervalls, die nicht zu I gehoren. Falls m + m’ gleich
der Linge des Intervalls ist, heit die Menge I mefbar und m ihr Ma§p.
Nach dieser Definition hat jede abzihlbare Menge das MaB8 Null (ist
eine ,,Nullmenge). Ist nun f(x) eine im Intervall G (a = x=10) de-
finierte beschrinkte Funktion, deren Funktionswerte einem Intervall J
angehoren, so teilen wir J in Teilintervalle J;, J,, ..., J, ein; existiert
fir jedes Teilintervall J; das MaB-m; der Punktmenge von G, in
welcher f(x) Werte aus [J; annimmt, so heiBt f(x) in G mefbar.

n
Dann konvergiert die Summe D'm;f;, in der f; ein Wert von f aus I;
=1

bedeutet, gegen einen bestimmten, von der speziellen Wahl des
Grenziiberganges unabhingigen Grenzwert, sobald nur die Lingen der
Teilintervalle J; gleichmiBig gegen Null streben. Dieser Grenzwert
heiBt das (Lebesguesche) Integral der Funktion f(x) und wird ebenso
wie das gewohnliche Riemannsche Integral geschrieben, dessen natur-
gemiBe Verallgemeinerung er ist. Fiir eine nur in einer Nullmenge von
Null verschiedene Funktion ist das Integral stets Null. Wir kénnen
uns also in einer beliebigen Nullmenge, z. B. allen rationalen Punkten,

1 Vgl. KNESER, A.: Zur Theorie der Determinanten. Festschr. H. A. SCHWARz,
S.177—191. Berlin 1914, sowie KowaALEWSKI, G.: Determinanten.
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den Funktionswert beliebig abgedndert denken, ohne den Wert des
Integrals zu beeinflussen; dies zeigt, daBl wir den Bereich der integrier-
baren Funktionen mit der neuen Definition wesentlich erweitert haben.
Eine im Lebesgueschen Sinne integrierbare Funktion bezeichnet man
als summabel.

Der Lebesguesche Integralbegriff 148t sich auch auf Funktionen aus-
dehnen, die in dem betrachteten Gebiet nicht beschrinkt sind. Hierzu
erstrecke man die Integration zunichst auf diejenigen Teilgebiete, in
denen |f(x)| < N ist, und lasse sodann N iiber alle Grenzen wachsen.
Wenn dabei der Grenzwert des Integrals existiert, so heiBt er das
Lebesguesche Integral iiber das Gesamtgebiet.

Fir unsere Theorien sind folgende Konsequenzen von Wichtigkeit,
die man auf der neugewonnenen Basis ziehen kann:

a) Lebesguesche Konvergenzsitze. Ist eine Folge f,(x),
fa(%), . .. von im Intervall 4 . .. b summablen Funktionen gegeben und
konvergieren fiir jedes x des Intervalls die Funktionen f,(x) bei zu-
nehmendem # gegen eine Funktion F (x), so kann auch dann, wenn die
Konvergenz nicht gleichmiaBig ist, auf die Gleichung

lim ff,.(x)dx =fF(x)dx

geschlossen werden, sofern sidmtliche Funktionen f,(x) absolut unter-
halb einer festen, von # unabhingigen Schranke liegen.
Es geniigt iibrigens sogar, wenn die Ungleichung

[fa(#)| < @ (x)

besteht, wobei @ (x) eine feste, von # unabhingige summable Funk-
tion ist.

Diese Sdtze gestatten in vielen Fillen ungleichmiBiger Konver-
genz, gliedweise Integration unendlicher Reihen zu rechtfertigen.

b) Mittlere Konvergenz. Die Funktionenfolge f, (%), f,(¥), ...
bestehe aus Funktionen, die samt ihren Quadraten summabel seien,

und es sei lim f (fa — fm)?dx = 0. Man sagt dann, die Funktionen-

n—>» o0
m—» o0

folge fn (%) komvergiert im Mittel. Es gilt der Satz: Aus jeder derartigen
Funktionenfolge 148t sich eine Teilfolge f,, herausgreifen, die bis auf
eine Menge vom MaBe Null gegen eine summable Funktion f(x) kon-
vergiert.

¢) Satz von Fischer-RieB! Dieser Satz kann in zwei dquiva-
lenten Fassungen ausgesprochen werden.

1 Riesz, F.: Sur les systémes orthogonaux de fonctions. C. R. Acad. sc.
Paris Bd. 144, S. 615—619. 1907. — Uber orthogonale Funktionensysteme. Nachr.
Ges. Gottingen (math.-phys. K1), S. 116—122. 1907. — FISCHER, E.: Sur la con-
vergence en moyenne. C. R. Acad. sc. Paris. Bd. 144, S. 1022—1024. 1907.
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Fassung von FiscHEr. Die Funktionen f, (%), fg(), ... seien mit
ihren Quadraten summabel, und es sei .lim f (fo — fm)*dx = 0. Dann
n-» oo
m > oo

gibt es eine mit ihrem Quadrat summable Funktion f(r), so daB
lim [(f, — /)*dx = 0 gilt.
n—->» oo

Fassung von Rigsz. Ist w, (%), wy(*), ws(x), . .. ein beliebiges vor-
gegebenes orthogonales Funktionensystem und sind a,, a,, a3, ...

o0

beliebige reelle Zahlen, fir welche > a2 konvergiert, so gibt es eine

r=1
summable Funktion f(x) mit summablem Quadrat, fiir welche a, = (f, w,)
ist. Durch diesen Satz werden die Zusammenhinge von §1 als um-
kehrbar festgestellt, sobald man nur den Funktionenbereich und den In-
tegralbegriff in unserem Sinne erweitert.

d) Vollstindigkeit und Abgeschlossenheit von Funktio-
nensystemen. Man nennt ein Funktionensystem abgeschlossen, wenn
es keine zu allen Funktionen des Systems orthogonale normierte Funk-
tion gibt; dabei wollen wir ein fir allemal die Summierbarkeit der
auftretenden Funktionen und ihrer Quadrate voraussetzen. Es gilt
nun der Satz: Jedes abgeschlossene Funktionensystem ist vollstindig
und umgekehrt. In der Tat, ist etwa f(x), abgesehen von einer
Nullmenge, nicht gleich Null und orthogonal auf allen Funktionen
des orthogonal angenommenen Systems cwy(¥), wq(%¥), ..., so ist

0 =§:(f, w,)* < [f*dx; also ist das Funktionensystem nicht voll-
stan:i=1§ Ist umgekehrt das Funktionensystem unvollstindig, so gibt
es eine Funktion f(x), so “daB [f2dx —yga‘:’, >0 fir a,=(f, »,)
ist; die Funktionen f, = f f;a, w, konvergieren dann nach dem Satze

von FiscHErR-RIEsz (Fassung von FiscHER) im Sinne mittlerer Kon-
vergenz gegen eine Funktion ¢(x), die auf allen w, orthogonal ist.
Somit kann das System nicht abgeschlossen sein.
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Drittes Kapitel.
Theorie der linearen Integralgleichungen.

§ 1. Vorbereitende Betrachtungen.

1. Bezeichnungen und Grundbegriffe. Es sei K (s, ¢) eine im Ge-
biete a <s=5b, a<1?{=<> definierte und dort stetige Funktion der
beiden Variablen s und ¢, und es sei A ein Parameter; ferner seien
f(s) und @(s) zwei im Intervalle a<s=1b stetige Funktionen der
Variablen s, welche durch die Funktionalgleichung

(1) 1) = @(s) — A[K (s, 1) p(t) at

verkniipft sind. (Wir wollen ein fiir allemal daran festhalten, daB
Integrale ohne weitere Bezeichnung des Integrationsgebietes immer
itber das oben gekennzeichnete ,,Grundgebiet’ der Variablen zu
erstrecken sind.) Durch die Funktionalgleichung (1), welche wir eine
lineare Integralgleichung zweiter Art mit dem Kern K(s,?) nennen
wollen, wird jeder stetigen Funktion ¢(s) eine andere f(s) zuge-
ordnet, und zwar in linearer Weise, so daB einer linearen Kom-
bination ¢;®; + c,, die entsprechende Kombination c,f, -} ¢,f, zu-
gehért. Wir werden uns hier vorzugsweise mit der Auflésung der
Integralgleichung beschéftigen, d. h. mit der Frage nach der Bestim-
mung von @ (s), wenn f(s) gegeben ist. Dabei setzen wir, sofern nicht
ausdriicklich das Gegenteil gesagt ist, voraus, daB alle vorkommenden
GréBen reell sind.

Wenn die Funktion f(s) identisch verschwindet, so sprechen wir
von einer homogenen Initegralgleichung; falls diese auBer der trivialen
Losung @ = 0 noch eine andere Losung ¢ besitzt, kann man diese
nichttriviale Losung mit einem beliebigen konstanten Faktor mul-
tiplizieren und also auch normiert annehmen. Mit verschiedenen
Losungen @;, @,, . . . der homogenen Gleichung sind zugleich alle linearen
Kombinationen c¢;@, + c,@, + --- Losungen. Mehrere voneingnder
linear unabhingige solche Losungen diirfen wir daher und wollen wir
uns stets als normiert und orthogonal zueinander vorstellen, da wir sie
sonst vorher dem im Kapitel IT § 1 beschriebenen Orthogonalisierungs-
verfahren unterwerfen konnen, ohne daB sie aufhéren, Loésungen zu
sein. Einen Wert 1, fir welchen die homogene Integralgleichung
von Null verschiedene Ldsungen besitzt, nennen wir einen Eigenwert
des Kernes, zugehorige, als zueinander orthogonal anzunehmende



§ 1. Vorbereitende Betrachtungen. 97

Losungen @,, @, . . . Nullosungen oder Eigenfunktionen des Kernes fiir
den Eigenwert 4. Ihre Anzahl ist beschrinkt. Denn nach der Bessel-
schen Ungleichung (Kap. II, § 1), angewandt auf den Kern K(s, #) und
die orthogonalen und normierten Funktionen @,, @,, ..., ¢, gilt

12/K(s,t)2dtg/12 [stttpt () aff = qu,(s

also nach Integration iiber s
2 [[K(s, t)2dsdt=h,

womit fiir 4 eine Schranke gewonnen ist. Wir konnen sagen: Jeder
Eigenwert besitzt eine endliche Vielfachheit (d. h. Anzahl von linear un-
abhingigen Losungen).

Unsere Integralgleichung stellt sich, wie sich in § 6 zeigen wird,
als sinngemiBe Verallgemeinerung des Problems der linearen Algebra
dar, welches wir in Kap. I, § 2 behandelt haben. Ihre Bedeutung fiir
die mathematische Analysis besteht unter anderem darin, daB viele
sonst getrennte Betrachtungen durch sie unter einen einheitlichen Ge-
sichtspunkt gebracht werden.

2. QuellenmiBig dargestellte Funktionen. Das fiir die Integral-
gleichung (1) typische Glied wird durch ein Integral der Form

(2) g(s) = [K(s,2) h(t) dt

gegeben. Wir sagen, daB eine durch (2) gegebene Funktion g ver-
moge der Funktion % und des Kernes K quellenmdfig dargestellt ist.

Wenn k(f) stiickweise stetig ist, so ist g(s) gewil stetig; es gilt
aber noch mehr. Ist ndmlich [ h(t)2dt < M, wo M eine feste Schranke
bedeutet, so sind die durch (2) ausgedriickten Funktionen in ihrer
Gesamtheit gleichgradig stetig, d.h. es gibt unabhingig von der
speziellen Funktion 4(f) zu jedem positiven ¢ eine positive Zahl & (e)
derart, daB aus || <<d die Beziehung |g(s + 1) — g(s)| < e folgt.
(Vgl. Kap.II, § 2.) In der Tat wird infolge der Schwarzschen Un-
gleichung

[g(s +7) —g(s)F = M[[K(s + n.?) — K (s, §]2at,

woraus sich wegen der gleichmaBigen Stetigkeit des Kernes sofort die
Behauptung ergibt; denn es besteht unabhingig von ¢ die Ungleichung

|K(s+75.,8) — K(s,8)| <o
mit beliebig kleinem ¢, sobald nur # hinreichend klein ist.
Ferner gilt bei gegebenem Z%(f), wenn gleichmiBig
lim K, (s, ?) = K(s, )

n->»oo

ist, die Relation .
g(s) = lim [K,,(s, D) h(t)de
n->»oo

Courant-Hilbert, Mathematische Physik 1. 2. Aufl. 7
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im Sinne gleichmiBiger Konvergenz in s, da man den Grenziibergang
unter dem Integralzeichen ausfilhren kann. Also folgt nunmehr, daB
alle Funktionen der Form

s) :fK,,(s,t)h(t)dt, g(s) = fK(s ) ht)dt

fir alle betrachteten Funktionen A(f) gleichgradig stetig sind, sobald
f h®dt << M bleibt. Ebenso sind alle diese Funktionen gleichmiBig
beschrinkt, d. h. sie liegen alle absolut genommen unterhalb einer
gemeinsamen Schranke. Dies folgt sofort vermége der Schwarzschen
Ungleichung:

ga(s) = Mj'[K,,(s, H)2dt  bzw. g(s)? < M[[K(s,?)]?dt.

8. Ausgeartete Kerne. Einen Kern, welcher sich als eine end-
liche Summe von Produkten je einer Funktion von s mit einer Funktion
von ¢ darstellen 14Bt:

3) (5,1 =§,

nennen wir einen ausgearteten Kern. Dabei konnen wir annehmen, daB
die Funktionen «;(s) und die Funktionen g;(¢) je voneinander linear un-
abhingig sind, weil wir sonst eine dieser Funktionen durch die anderen
linear ausdriicken und so zu einer Darstellung von A (s, #) als Summe
von weniger als p Produkten der obigen Gestalt gelangen kénnten.
Der Satz von der Moglichkeit der gleichmiBigen Approximation einer
stetigen Funktion K (s, #) durch Polynome (vgl. Kap. II, § 4) lehrt uns,
daB wir den Kern K (s, #) durch einen ausgearteten Kern gleichmiBig
beliebig genau approximieren koénnen; denn jedes Polynom in s und ¢
stellt offenbar einen ausgearteten Kern dar.

Ein ausgearteter Kern A (s, #) 148t sich folgendermaBen noch in eine
andere, oft bequeme Gestalt umformen. Wir denken uns die 2p Funk-
tionen von s: &;(s), &s(s), - - -, &y(s); B1(s), Ba(s), - .., B,(s) durch ein
System von normierten orthogonalen Funktionen w; (s), w,(s), . . ., w,(s)
linear ausgedriickt, was wir stets durch Orthogonalisieren der gegebenen
Funktionen erreichen konnen. Dann erscheint A4 (s, #) in Form einer
Doppelsumme

(4) Afs,f) =

dol

Cij wi(s) w;(2) -
1,7=1
Die Produkte w;(s) w;(#) bilden ein System von ¢% Funktionen von s
und ¢ im Quadrat a=s=0b, a=<t=b, welche ebenfalls alle zuein-
ander orthogonal, also linear unabhingig sind. Ist A (s, f) symmetrisch,
d. b. gilt identisch A (s, §) = A(t, s), so ist ﬁ(c,, &) wi(s)w, () = 0,
1’)7—.

was wegen der linearen Unabhingigkeit der Produkte e, (s) w; (f) be-
deutet ¢;; = ¢,
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Ein symmetrischer Kern K(s,?) 1aBt sich immer durch symme-
trische ausgeartete Kerne 4 (s, ) gleichmiBig approximieren. Um das
einzusehen, braucht man nur A4 (s, f) notigenfalls durch die Funktion
3[A (s, f) + A(¢, s)] zu ersetzen, welche zugleich mit A (s, f) den sym-
metrischen Kern K (s, #) gleichméBig approximiert.

§ 2. Die Fredholmschen Sitze fiir ausgeartete Kerne.

Die Hauptsitze der allgemeinen Theorie der Integralgleichungen,
welche zuerst von FREDHOLM? bewiesen worden sind, entsprechen vollig
den Hauptsitzen aus der Theorie der linearen Gleichungen und lassen
sich folgendermaBen aussprechen:

Die Integralgleichung

(1) 1) =@(s) — A[K(s, ) p(t) dt
besitzt bei festem A entweder fiir jede beliebige stetige Funktion f(s) eine

und nur eine stetige Losung @(s), insbesondere die Losung @ = 0 fiir
f=0; oder aber die zugehirige homogene Gleichung

(5) p(s) = A[K(s, ) p(i) dt

besitzt eine positive endliche Anzahl v voneinander linear unabhingiger
Losungen vy, ¥y, ..., Wr. Im ersten Falle hat auch die zu (1) gehorige
iransponierte' Integralgleichung

() g(s) = @(s) — 1K (t,5) p() dt
stets eine eindeutig bestimmte Lisung, im zweiten Falle hat die trans-
ponierte homogene Gleichung

(?) 2(s) = A[K(t,5) 2 (8) dt

ebenfalls v voneinander linear unabhingige Losungen yy, Xa, ..., ¥r»
und die unhomogene Integralgleichung (1) ist dann und nur dann losbar,
wenn die gegebene Funktion f(s) den v Bedingungen

(8) G =[O s)ds=0  (=1,2,...,7)
geniigt. Die Losung von (1) ist tn diesem Falle nur bis auf eine willkiir-

liche additive lineare Kombination ¢,y + « - - -+ ¢y, bestimmt; sie kann
durch die Forderungen

(9. vi) = [@(s) pi(s)d (=12 ...,7)
eindeutig festgelegt werden.

Wir wollen diese Sdtze zunidchst fiir den Fall beweisen, daB3 der
Kern K (s, i) = A(s, t) ausgeartet ist und durch die Gleichung (3) dar-
gestellt wird. In diesem Fall reduziert sich die Theorie unserer Integral-
gleichung fast unmittelbar auf die eines linearen Gleichungssystems

1 FREDHOLM, I.: Sur une classe d’équations fonctionnelles. Acta math. Bd. 27,
S. 365—390. 1903.

7*



100 II1. Theorie der linearen Integralgleichungen.

von p Gleichungen mit $ Unbekannten. Schreiben wir namlich die
Integralgleichung in der Form

) 1) = gls) — zéai(s)f Bt (i) dt,

setzen x; = (B;, ), multiplizieren sodann (9) mit f;(s) und integrieren
nach s, so erhalten wir fiir die GréBen x; das Gleichungssystem

(10 b=n—iZem (=12,
1=

wobei f; = (8;, f) und ¢;; = (8;, &,) gesetzt ist. Besitzt dieses Gleichungs-

system eine und nur eine Losung %, %p, ..., %,, so ist die

D
Funktion ¢(s) = f(s) + 42 %;x(s) sicher eine Losung der Integral-
i=1

gleichung, wie man unmittelbar bestétigt, wenn man diese Funktion
in die Integralgleichung eintrigt und die Gleichungen (10) beriicksichtigt.
Ist ¥,, 9, ..., 9, die alsdann ebenfalls vorhandene Losung des trans-
ponierten Systems

(11) & =9 —A20i%,
1
so ist @(s) = g(s) + 42)9;Bi(s) eine Losung der transponierten Inte-

1
gralgleichung (6). Ist dagegen x,, %,, ..., %, eine nichttriviale Losung
des homogenen Gleichungssystems

P,
(12) 0=xj""12,10j.'xi (]=1, 2, ...,17),
=

so erhalten wir in y(s) = }.ﬁxiai(s) eine nichttriviale Lésung der ho-
i=1

mogenen Integralgleichung (5). Zwei linear unabhingige Losungen
%y, %y, ..., %, und %, %, ..., %, der homogenen Gleichungen (12) er-

D
geben offenbar zwei linear unabhingige Losungen y(s) = 1> %, a4 (s) und
i=1
Y'(s) = }.Zﬂ,'x;(x,-(s) und umgekehrt,
i=1

Das Vorhandensein von 7 linear unabhéngigen Losungen y,, ¥,, ..., ¥,
von (5) und somit von 7 unabhingigen Lsungssystemen von (12) ist
aber gleichbedeutend mit dem Vorhandensein von ebenso vielen linear

unabhéngigen Losungen vy, 59, .., %, ¢ =1,2,...,7) des trans-
ponierten Gleichungssystems
(13) gj=yf~lé;cijyi (1.:‘1} 2’ D) ﬁ)

fir g; = 0 und somit von 7 linear unabhingigen L&sungen

XI(S): 12(8), RO Zr(s)
der transponierten homogenen Integralgleichung (7), wobei
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(14) () = zﬁ YisB5 )

ist. Nun lehren die Sitze der Gleichungstheorie, daB im Falle » = 0 die
Gleichungen (10), also auch (13) und (6), stets eindeutig lésbar sind,
daB aber im Falle » > 0 zur Losbarkeit der unhomogenen Gleichung (10)
und damit der Integralgleichung (5) fiir die f; die Bedingungen

(15) é:ijljzo l=1,2,...,7

hinreichend und notwendig sind. - Vermége der Definition von y;; und
1; gehen diese Bedingungen sofort iiber in

(16) (,w)=o0 t=1,2,...,7.
Damit sind die Fredholmschen Sitze firr unseren Fall vollstindig
bewiesen.

§ 3. Die Fredholmschen Sitze fiir einen beliebigen Kern.

Um auf Grund der letzten Ergebnisse die Integralgleichung mit
einem beliebigen Kern K (s, #) behandeln zu kénnen, benutzen wir den
Konvergenzsatz aus § 2 des vorigen Kapitels.

Wir denken uns K(s,?) gleichmiBig durch eine Folge 4,(s,?),
Ay(s,?), ..., A,(s,?), ... von ausgearteten Kernen approximiert und
betrachten zugleich mit der Integralgleichung (1) die approximierenden
Integralgleichungen

(17) ) = @(s) =4[ Aals, &) @ (1) a2
Dann sind (bei festem 1) zwei Fille moglich.

Fall I: Die Gleichung (17) besitzt bei jedem f(s) fiir unendlich viele »
(wir diirfen dann iibrigens unter Weglassung nicht passender Approxi-
mationsgleichungen und Umnumerierung sogar annehmen: fiir alle #)
eine Losung g,(s), und fiir diese bleibt (g,, g,) = ¢4 = M, unter M
eine von 7 unabhingige Schranke verstanden.

Fall II: Die obige Annahme trifft nicht zu. Dann ist fiir ein
passendes f(s) entweder

a) zwar fir unendlich viele # (wir kénnen annehmen: fiir alle #)
eine Losung g,(s) vorhanden; es gilt jedoch (g,, o,) = ¢} —> o0, oder

n->»oco
b) es existiert eine solche Lésung iiberhaupt nur fiir endlich viele #
(wir diirfen wieder annehmen: fiir gar kein #), und es besitzt daher
— auf Grund der fir ausgeartete Kerne giiltigen Fredholmschen
Sdtze — die homogene Integralgleichung

(18) 0=g(s) — A 4u(s, 1) @ () dt
eine normierte Losung o,(s) fiir alle #.

Im Falle I werden die Funktionen g,(s) — f(s) quellenmiBig durch
die Kerne 4,(s, ¢) dargestellt; dabei sind die dargestellten Funktionen
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nach § 1 gleichmiBig beschrinkt und gleichgradig stetig, und die Funk-
tionen g, (s) definieren daher nach unserem Konvergenzprinzip als Limes
einer gleichmiBig konvergenten Teilfolge eine stetige Grenzfunktion
@(s). Indem wir erlaubterweise den Grenziibergang in der Integral-
gleichung (17) direkt vornehmen, erkennen wir fiir diese Grenzfunk-
tion @ (s) das Bestehen der Integralgleichung (1); diese Integralgleichung
ist also im Falle I fiir jedes f(s) auflosbar.

Im Falle ITa) dividieren wir die Integralgleichung (17) fir ¢ = o

durch ¢, und setzen _@1.____ o,, so daB die Gleichung

‘S_’_ ,,(s)——lfA 5, 1) ou (1) dt

gilt; im Falle IIb) beachten wir das Bestehen der Gleichung (18) fiir
¢ = 0,. Beide Male ist jedenfalls o, normiert; somit sind wiederum

f()

die quellenmiBig dargestellten Funktionen o,(s) — bzw. o,(s) gleich-

gradig stetig und gleichmiBig beschrankt, defimeren mithin als gleich-
miBigen Limes einer Teilfolge eine Grenzfunktion % (s), welche not-
wendigerweise der homogenen Integralgleichung

(5) w(s) = A[K(s, ) w(t) dt

geniigt und normiert ist. Im Falle II besitzt also die homogene Integral-
gleichung nichttriviale Losungen, die wir gemill der Festsetzung auf
S. 961. als Nullssungen oder Eigenfunktionen bezeichnen.

Um hieraus die in § 2 formulierten Fredholmschen Sitze abzuleiten,
erinnern wir uns an die Bemerkung in § 1, daB es zu jedem Wert von 4
nur eine endliche Anzahl # von linear unabhingigen Nulldsungen geben
kann. Fiir » = 0 kann offenbar der obige Fall II nicht eintreten, da er
stets zu einer normierten Losung von (5) fithrt; also befinden wir uns
im Falle I, d. h. fiir jede linke Seite f(s) besitzt die Integralgleichung (1)
eine Losung; diese Losung ist eindeutig bestimmt, weil eine nicht ver-
schwindende Differenz zweier Losungen eine nichttriviale Losung von
(5) entgegen der Voraussetzung ergeben wiirde. Damit ist der erste
Fredholmsche Satz bewiesen.

Es sei zweitens >0 und vy, ..., ¥, zueinander orthogonale nor-
mierte Losungen von (5); dann gilt wegen 4, » K * fir die Funktionen

6 () % —A/A Stll"c()dt
t=1,2,...,7; n=1,2,3,...)
die Relation ¢, ;(s) =>0 bei # —»oco.
* Wir benutzen gelegentlich das Zeichen — als Abkiirzung fiir Konvergenz.

Soll analog die GleichmiBigkeit des Grenziiberganges zum Ausdruck gebracht
werden, so bedienen wir uns des Doppelpfeiles = .



§ 3. Die Fredholmschen Sitze fiir einen beliebigen Kern. 103

Setzen wir nun
r
, 1
Au(s,?) = Aqa(s,?) + 7 2 , 61%%'(3) vi(h)
T=1

so sind die Aj(s, {) ausgeartete Kerne, welche den Kern K (s, #) gleich-
miBig approximieren. Diese Kerne Aj(s, ) besitzen, wie man sofort
sieht, samtlich die » Funktionen ,(s) zu Nullosungen.

Mehr linear unabhingige Nullosungen koénnen bei hinreichend
groBem #» nicht auftreten; denn wire v, ,, ,(s) eine Folge solcher Null-
l6sungen, die wir als normiert und auf y,, v,, ..., y, orthogonal an-
nehmen diirfen, so wiirden wir auf Grund unseres Konvergenzprinzipes
eine auf vy, ¥, . . ., , orthogonale, also von diesen Funktionen linear
unabhingige Nullssung von (5) erhalten, entgegen der Voraussetzung,
daB 7 die genaue Anzahl der linear unabhingigen Nulldsungen sein
sollte.

Zufolge der Giiltigkeit der Fredholmschen Sitze fiir ausgeartete
Kerne besitzen auch die homogenen transponierten Integralgleichungen

(19) 2(s) = A[ 4, (2,9) x(¢) at

fir hinreichend groBe # ebenfalls genau 7 linear unabhingige,
normiert und zueinander orthogonal wihlbare Nulldsungen y; ,(s)
(1=1,2,...,7). Da die ausgearteten Kerne 4, (¢, s) gleichmiBig gegen
den Kern K (¢, s) konvergieren, so erhalten wir auch fiir diesen » zu-
einander orthogonale Nulldsungen y,(s), x»(s), - - ., indem wir auf Grund
unseres Konvergenzprinzips den Grenziibergang mit Hilfe der gleich-
gradig stetigen und gleichmaBig beschrinkten Funktionen y; ,(s) vor-
nehmen. Mehr als » unabhingige Losungen kann die transponierte
Integralgleichung

(20) 2(s) = lfK(t,s)x(t) dt

jedoch nicht haben, da sonst riickwirts auch die Existenz von mehr
als » Losungen von (5) folgen wiirde.

Endlich beachten wir, daB fiir die Losbarkeit der Integralgleichung
(1) im Falle > 0 sicherlich die Bedingungen

(21) o) =[f) mls)ds=0  (E=1,2,...,7)

notwendig sind, wie man unmittelbar einsieht, wenn man (1) mit 4, (s)

multipliziert, integriert und dann rechts unter Beachtung von (20) die

Integrationsfolge umkehrt. Um die Bedingungen (21) als hinreichend zu

erkennen, beschrinken wir uns — sofern dies nétig ist — auf solche

Indizes #, fiir welche limy; ,(s) = x;(s) ¢ =1, 2, .. ., 7) gilt, und bilden
n->oo

mit den wegen (21) mit wachsendem 7 gegen Null konvergierenden

r
Zahlen ¢, = (f, y;,) die Funktionen f,(s) =/(s) — > & nzin(S) -
i=1
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Es ist (f,, 2:5) =0 (: =1, 2,...,7). Also besitzt die Integralgleichung
(22) fals) = @(s) — 4[4, (s,2) ¢ (1) dt

wegen der Giiltigkeit der Fredholmschen Sitze fiir ausgeartete Kerne
sicher eine zu ¥, (s), ¥,(s), ..., ¥,(s) orthogonale Losung g,(s). Mit
diesen Losungen @,(s) milssen wir uns im Falle I befinden, weil sie
andernfalls zu einer auf ¥;(s), ¥, (s), . . ., ¥,(s) orthogonalen Losung von
(5) fithren wiirden, was nach Voraussetzung unmoglich ist. Also kénnen
wir auf Grund des Konvergenzprinzips wieder den Grenziibergang in
der Integralgleichung ausfiihren und wegen f,(s) => f(s) auf die Los-
barkeit von (1) schlieBen. Hiermit sind die simtlichen Fredholmschen
Sitze fiir unseren Kern K(s, ) bewiesen.

Ob es iberhaupt Fille gibt, in denen die homogene Gleichung
nichttriviale Losungen besitzt, ist eine Frage, die fiir symmetrische
Kerne im folgenden beantwortet wird.

§ 4. Die symmetrischen Kerne und ihre Eigenwerte.

Entsprechend den Verhiltnissen bei den bilinearen Formen in
Kap. I ist auch bei den Integralgleichungen der Fall einer weiter-
gehenden Behandlung zugénglich, daB der Kern K(s, #) symmetrisch
ist, d. h. der Relation

(23) K(s,)) = K(t, )

geniigt. Die Integralgleichung wird dann mit ihrer transponierten
identisch. Bei einer derartigen symmetrischen Integralgleichung werden
wir uns vor allem die Frage stellen, fiir welche Werte des Parameters 4
die homogene Integralgleichung (5) eine nicht triviale (normierte) Losung
besitzt. Diese Parameterwerte A = 4, und die zugehorigen Funktionen
heiBen, wie schon erwihnt, die Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen des
Kernes K (s, ). Analog zu den Entwicklungen von Kap. I, § 3 wollen
wir nun den Satz beweisen: Jeder symmetrische, nicht identisch ver-
schwindende stetige Kern besitat Eigenwerte und Eigenfunktionen, diese
sind dann und nur dann in unendlicher, und zwar abzihlbarer Anzahl
vorhanden, wenn der Kern nicht ausgeartet ist. — Alle Eigenwerte eines
reellen symmetrischen Kernes sind selbst reell.

1. Existenz eines Eigenwertes bei einem symmetrischen Kern.
Wir beweisen zunichst die Existenz eines Eigenwertes. Zu diesem
Zwecke betrachten wir die ,,quadratische Integralform'

(24) Jg.@)=[[K(st)pls) p(t)dsdt,

welche hier die Stelle der quadratischen Form von Kap. I vertritt;
@ bedeutet dabei irgendeine im Grundgebiet stetige oder stiickweise
stetige Funktion. Wegen der Schwarzschen Ungleichung haben wir

T (@ @2 =< (@, 9)2[ [K2(s, 8) ds dt.
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Also ist ] (@, @) selbst absolut genommen beschrinkt, wenn wir for-
dern, daB3

(25) (pp) =1

ist. Die Integralform ist dann und nur dann fir alle zugelassenen
Funktionen ¢ Null, wenn der Kern selbst identisch verschwindet.
Fithren wir nimlich die ,,bilineare Integralform'

(26) Jip.w) =T @) =[[K(s,) p(s) p(t) dsdt
ein und beachten wir, daB die Umformung

(27) Jo+wvo+v) =] +2]@y)+ ]y w

gilt, so folgt zunichst aus dem identischen Verschwinden der quadrati-
schen auch das der bilinearen Integralform. Setzen wir nun in (26)
speziell v (¢) fK (s, t)@p(s)ds, so ergibt smhf fK(s Y p(s)ds)2dt =0,
also jK s, )@ (s)ds = O bei beliebigem ¢(s); wenn wir @(s) fiir ein
bestimmtes t’gleich K(s, ¥) wihlen, erhalten wir die gewiinschte identische
Gleichung K (s, t) = 0.

Hat ein Kern die Eigenschaft, daB J(®,®) nur positive bzw. nur
negative Werte annehmen kann (wenn nicht ¢ =0 ist), so heilit er
positiv bzw. negativ definit. Andernfalls heiBt er indefinit.

Unter der Voraussetzung, da8 J positiver Werte fihig ist, stellen wir
uns das Maximumproblem, eine normierte Funktion @(s) zu finden, fiir
welche J (@, @) einen moglichst groBen Wert annimmt. Wegen der Be-
schriinktheit der Werte von J (@, ¢) gibt es sicher eine obere Grenze
%, = 1/4; fiir die Werte der Integralform [ (@, ¢); gezeigt werden soll,
daB diese positive obere Grenze fiir eine geeignete Funktion ¢ (s) wirk-
lich erreicht wird. Dazu denken wir uns den Kern K (s, #) durch aus-
geartete symmetrische Kerne

Q_
An (S, t) =2, c(ink) w; (S) Wy (t) ’ c(‘n} = C;cn:
i, k=

der am Schlufl von § 1 beschriebenen Gestalt gleichméBig approximiert.
Das dem obigen entsprechende Maximumproblem fiir die Integralformen
Jn(®, 9) f f A,(s, 1) @(s) ¢ () dsd¢ unter der Nebenbedingung (25) er-
weist sich als glelchbedeutend mit dem entsprechenden Problem fiir
eine quadratische Form von g, Verdnderlichen. Setzen wir nimlich

. ((p’w!)=xi (i=1)2!"‘;qn))
so wird

(28) Tulp. @) = ﬁc;"z i
i, k=1

eine quadratische Form in %, ,, .. ., %,,, Welche zu einem Maximum
zu machen ist, wihrend die Nebenbedingung (25) besteht. Nun ist
nach der Besselschen Ungleichung in Kap. II, § 1, 3, wenn wir sie
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auf @(s) und das orthogonale Funktionensystem w,(s), w,(s), ...,
@y, (s) anwenden,
%5

[\

(p )=

%

I
fui

die Variablen in der Form (28) sind also sicherlich der Bedingung

In

>'#}=<1 unterworfen, und daher wird das Maximum der Form ange-

1=1 an

nommen, wenn » #; =1 ist, da man sonst durch Multiplikation mit
=1

einem geeigneten Faktor den Wert von J,(p, ¢) vergroBern kénnte.

Wir sehen also, daB wir genau die Fragestellung der Hauptachsen-

transformation aus Kap. I, § 3 vor uns haben. Das Maximum der Form

wird danach angenommen fiir ein Wertsystem #x;,, #,, ..., %, fir

welches iiberdies die Gleichungen

In

(29) kz,lc(irf{)-xk:”lnxi t=1,2,..., q)

bestehen. -Dabei wird der Proportionalititsfaktor x,, gerade gleich
Ja(®, ). Dies bestdtigt man, wenn man (29) mit x; multipliziert, iiber ¢

In
summiert und beriicksichtigt, daBl dann die rechte Seite wegen Z x=1
=1

gleich x;, wird, wahrend die linke Seite die Form J,(@, ) ergibt.
Verstehen wir unter x,, %,, ..., %, von jetzt ab dieses Wertsystem
und setzen

Pn(S) = % 01 (5) + Xy Wy (s) + -+ + %y, g, ($),
wobei wegen der Orthogonalitiat der w, und wegen > 2 =1 die Re-
lation N¢, = 1 gilt, so besagen die Gleichungen (29) das Bestehen der
Relation

(0) Pa(s) = 5= [ Au(s, 1) a0 dt

und umgekehrt. Denn aus (29) folgt (30), indem wir mit w,(s) mul-
tiplizieren, summieren und x; = (@, ®;) beachten, aus (30) aber folgt (29)
durch Multiplikation mit w;(s) und Integration. Die Funktion @, (s)
ist also eine Eigenfunktion von A4,(s,?), welche zum Eigenwerte
Min = 1/x;, gehort:

(31) @n(8) = i [ Au(s, ?) alt) d2.

Nunmehr lassen wir # unbegrenzt zunehmen. Dabei muB x,, gegen
eine Zahl x,, die entsprechende positive obere Grenze von [[g, @]
konvergieren; denn aus der Relation

|K(s,8) — Au(s,8)| <&

folgt wegen der Schwarzschen Ungleichung, wenn (p, ¢) =<1 ist und
a und b die Integrationsgrenzen sind,

[J (@, @) — Julp, @) <e2(b — a)?.

qan
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Also stimmt bei hinreichend groBem # der Wertevorrat von [, (¢, ¢)
mit dem von J(p, ¢) beliebig genau iiberein, und dasselbe muB daher
fiir die oberen Grenzen dieser beiden Wertevorrite gelten. Es existiert

mithin auch lim s, = %,;, so daB die #x,, alle unterhalb einer festen
n > oo

Schranke liegen und wegen (31) nach §1 die Funktionen ¢,(s) fiir
alle # gleichmiBig beschrinkt und gleichgradig stetig sind. Nach
unserem Konvergenzsatz kénnen wir also eine Teilfolge @, , ®,,, ...
auswihlen, welche gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion v, (s) kon-
vergiert. In der Gleichung (30): J,(®,, ¥.) = %, und (p,, ¢,) =1 aus-
gefithrt ergibt dieser Grenziibergang die Relationen

(32) % Yy (s) = fK(s’ 1)y, () dt, (w1, 91) =1,

(33) T py) = ;.

Die Funktion v, (s) 16st also das Maximumproblem fiir die Form J (@, ¢);
sie ist eine Eigenfunktion des Kernes K(s,?). Hieraus folgt sofort,
daB »; nicht Null sein kann; denn J(p,¢) kann ja positive Werte an-
nehmen. Fir jede beliebige Funktion v gilt daher die Beziehung

(34) Jwy)=xp,v),
wie man durch Normierung sofort erkennt.

2. Die Gesamtheit der Eigenfunktionen und Eigenwerte. Um die
weiteren Eigenwerte und Eigenfunktionen zu erhalten, verfahren wir
folgendermaBen:

Wir stellen das Problem, das Integral J (@, ¢) zum Maximum zu
machen, wobei wir jetzt auBer der Nebenbedingung (@, ) =1 die
weitere Nebenbedingung

((P; 1/’1) =0
stellen. Dabei setzen wir voraus, daB unter diesen beiden Neben-
bedingungen J(¢, @) noch positiver Werte fihig ist. Da durch die zweite
Nebenbedingung der Wertevorrat der Integralform gegeniiber dem Werte-
vorrat beim ersten Maximumproblem eingeschrinkt ist, so kann das
Maximum »x, = 1/#, nicht groBer sein als das frithere Maximum »,, d. h.
es gilt %, < %, und u, < p,. Die Existenz der Losung dieses Maximum-
problems kénnen wir genau nach der fiir den ersten Eigenwert ange-
wandten Methode durch Zuriickfithrung auf eine quadratische Form und
Grenziibergang beweisen. Bequemer ist aber die folgende, unmittelbare
Zuriickfithrung auf die Bestimmung des ersten Eigenwertes eines anderen
Kernes.
Wir bilden die Funktion

(35) Kg)(s,8) = K(s, t) — %_(S,)‘M
1

und fassen sie wiederum als symmetrischen Kern auf. Nach dem eben
erzielten Ergebnis kénnen wir fiir sie das Maximumproblem
66)  Joo) =[[Ko)e0) pO)dsdt = Max. = vy = ©
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unter der Bedingung (¢, ¢) = 1 durch eine Funktion v, (s) 16sen, welche
der homogenen Integralgleichung

(37) Yy (s) = pa [ Ky (s, 8) , () dt

geniigt. Dabei setzen wir voraus, daB auch [ (@, ) noch positiver
Werte fihig ist, so daB x, > 0 wird. Wir schreiben die Gleichung (37)
in der Form

Y,(s) = I‘z/K(s’ )y (t)dt — :uzw;l—(:) (e, v1),

multiplizieren mit ¥, (s) und integrieren nach s, kehren in dem iterierten
Integral die Integrationsfolge um und beachten (y,,w;)=1; dann
steht auf der rechten Seite Null, und es ergibt sich

(38) (1,90 =0,
d.h. die Eigenfunktion %,(s) ist orthogonal auf der Eigenfunktion
W, (s). Daher ist auch

(39) JK (s, 8) wy () dt = [Ky (s, 8) w, (¢) dt

und demnach ¥,(s) auch Eigenfunktion von K(s,?) und u, der zu-
gehorige Eigenwert:

(40) Va(s) = g [K (s, 1) wy (t) dt.

Da wir wegen der Beziehung (¥, v;) = 0 den Wert %, auch als
Maximum der Integralform J;(p,9) unter der Nebenbedingung
(@, w1) =0 kennzeichnen kénnen und in diesem Falle [, (@, ¢)=] (@, @)
gilt, so 16st die Funktion v, auch das zu Beginn dieser Nummer ge-
stellte Maximumproblem.

In derselben Weise konnen wir weitergehen, indem wir jetzt den Kern

(41) K(g)(s, t) — K(l)(s, t) _ Yo (s) w2 (?) — K(S, t) _ w1(8)p(2) . Tz(”‘l’z(t)

Ug # H2
bilden und das Maximum der Integralform
(42) Jo(@.9) = [[Ke(s) o) p() dsdt

suchen, vorausgesetzt, daBl diese noch positiver Werte fahig ist. Es
ergeben sich dann genau wie oben als Losung eine normierte Funktion
Y,(s) und ein Maximalwert »; = 1/u,, fiir welche die homogene Inte-
gralgleichung w,(s) = ug f K (s, Y)w;(t)dt besteht und firr welche die
Orthogonalititsrelationen (Y3, ¥,) = 0, (Y3, ¥y) =0 gelten. Wir kénnten
diese Losung ebenso durch das Problem erhalten, die urspriingliche Inte-
gralform durch eine zu ¥, und ¥, orthogonale normierte Funktion zum
Maximum zu machen. Ebenso wie oben folgt p, =< .

So fahren wir fort, und zwar unbegrenzt, wenn die dabei entstehen-
den Kerne K(;), K3, K(3), . . . noch stets zu Integralformen Anla8 geben,
die positiver Werte fihig sind; tritt aber in der entstehenden Reihe
ein erster Kern
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e _ Wl(s)wl(t) — e — 1[1.(5) Wm(t)
@) Kmlst =K1 — 2200 Yalt ¥al)

auf, fiir welchen stets J(¢, @) =0 ist, so brechen wir das Verfahren
mit der Eigenfunktion ,,(s) und dem Eigenwert p,, ab.

Als Resultat halten wir fest: Der kleinste positive Eigenwert u,
des Kernes K (s,?) ist der reziproke Wert des Maximums #;, welches
die Integralform J(g, ¢) unter der Nebenbedingung (¢, ®) = 1 annimmt.
Dieses Maximum wird erreicht fiir die erste Eigenfunktion ¢ = v, von
K (s,1). Die wachsend geordneten positiven Eigenwerte us (¢ =2,3,...)
werden dann rekursiv definiert als die reziproken Werte der Maxima x,
welche [ (@, ) unter den Nebenbedingungen

(o) =1, (pw)=0 (=12,....,h—1)

annimmt. Dieses Maximum 2, wird erreicht fiir ¢ = y3, die 4" Eigen-
funktion.

Die Reihe der positiven Eigenwerte bricht ab, sobald in der Folge
der aufgestellten Maximumprobleme ein solches auftritt, bei welchem
J (@, @) positiver Werte nicht mehr fihig ist.

Ebenso wie die positiven Eigenwerte und zugehorigen Eigenfunk-
tionen kénnen wir nun auch eine Reihe von negativen Eigenwerten und
zugehorigen Eigenfunktionen: p_y, p_g, ...; Y_1(s), w_s(s), ... er-
halten, falls die Integralform ] (@, ¢) negativer Werte fihig ist. Wir
brauchen dazu nur die den oben gestellten Maximumproblemen ent-
sprechenden Minimumprobleme zu betrachten. So gelangen wir zu einer
unendlichen oder abbrechenden Folge von negativen, nie zunehmenden
Eigenwerten:

(44) By =p_g=p 3=--,
und zugehorigen zueinander orthogonalen Eigenfunktionen %_y(s),
Y_qo (S) y e

Die Eigenfunktionen wy(s) (k> 0) sind orthogonal zu den Eigen-
funktionen y_x(s) (2 > 0); wir kénnen dies aus den beiden Gleichungen

xnpa(s) = [K (s, ) wu () dt,
”-kw-k(s) =fK(S, t) '([J_k(t) dt
schlieBen, indem wir die erste mit ¥_z(s), die zweite mit y;(s) multi-

plizieren, sodann beide voneinander abziehen und integrieren; unter
Beachtung von K(s, ) = K (¢, s) erhalten wir

(en — %_3) (W, w-2) =0,
was wegen »x; + x_; die behauptete Orthogonalitit bedeutet.

Durch Fortsetzung dieses Verfahrens kommt man. zu einer Folge
von eventuell abwechselnd positiven und negativen Eigenwerten. Wir
ordnen sie nun nach steigendem absoluten Betrage und bezeichnen siein
dieser Reihenfolge mit 4,, 45, 43, . . .; eswird dann |4, | < |4, | < |45|=<---.
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Mit @;(s), @,(s), ... bezeichnen wir nunmehr die zugehérigen Eigen-
funktionen; sie bilden ein normiertes, orthogonales Funktionensystem.

Besitzt der Kern K(s, #) nur endlich viele Eigenwerte 4,, ..., ,,
so muf} er ausgeartet sein und die Form haben

(45) K(S t 2 qJ‘(S) ‘Pi(t) .

=1

%
Denn dann mufl der Kern K(s, ?) — '7‘—(8)1?“—(9— = K (s, ) nach den
=1 *
Uberlegungen auf S. 105 identisch verschwinden, da das Maximum

und das Minimum der zugehorigen Integralform
J@.9)=[[K(s.) p(s) p(t)dsdt

beide gleich Null sind. Also: Ein Kern, der nur endlich viele Eigenwerte
und Eigenfunktionen besitzt, ist ausgeartet. Umgekehrt besitzt ein aus-
gearteter Kern nur endlich viele Eigenwerte und Eigenfunktionen. Denn
wir haben oben erkannt, daf das Problem der Eigenwerte eines solchen
Kernes dquivalent dem Eigenwertproblem einer quadratischen Form
ist, bei dem ja nur endlich viele Eigenwerte auftreten.

Wir nennen nach § 1 einen Eigenwert A; mehrfach, und zwar r-fach,
wenn die Anzahl der linear unabhingigen — und zueinander orthogonal
wihlbaren — Eigenfunktionen 7, aber nicht mehr betrigt. Jeder Eigen-
wert kann nur eine endliche Vielfachheit » haben; diesen schon im
§ 1 bewiesenen Satz konnen wir mit einer wichtigen Verfeinerung auch
folgendermaBen gewinnen: Wir wenden in bezug auf das orthogonale
Funktionensystem @,, @,, @3, ... die Besselsche Relation aus Kap. II,
§1 an, indem wir schreiben

(46) [K(s,opat = Sl( [K(s,§) gu(t)dt)?
oder
(47) Jx6 t)zdt>2 LAY

Dies enthdlt einmal die Tatsache, daB die aus lauter positiven
Gliedern bestehende Reihe

(48) T(s) = NE20s

2
i=1 ‘

konvergiert, und zwar gleichmiBig nach dem Satz von Dinr (vgl.
S. 47); zweitens folgt, wenn wir die Beziehung nochmals nach s
integrieren, wegen (@i, ®;) =1

(49) f f K(s, {)2dsdt 2—5%: .
=1
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Somit erkennen wir, daB die Summe der rezvproken Quadrate der Eigen-
werte konvergiert; die Eigenwerte konnen also im Endlichen gewiB keine
Haufungsstelle besitzen, sie miissen, wenn sie in unendlicher Anzahl
vorhanden sind, absolut genommen f{iber alle Grenzen wachsen, und es
konnen nur endlich viele einander gleich sein.

Hieraus wollen wir schlieBen, daB wir in den oben durch Extre-
mumsprobleme sukzessive definierten Eigenwerten A; und Eigenfunk-
tionen ¢; die Gesamtheit der reellen Eigenwerte und Eigenfunktionen
vor uns haben. (DaB keine komplexen Eigenwerte auftreten konnen,
wird weiter unten gezeigt.) Ware x eine von den ¢; linear unabhingige
Eigenfunktion zu dem — etwa als positiv angenommenen — Eigen-
wert ¢, so muB zufolge der obigen SchluBweise y orthogonal auf allen
Eigenfunktionen stehen, welche zu Eigenwerten 4; # ¢ gehéren; ist
jedoch ¢ = u; einer der oben definierten Eigenwerte und tritt dieser
Eigenwert u, genau r-fach auf, ist also etwa pa_1 < pp = gy = ---
= Mpyr-1 << Up4r, SO konnten wir, da nach Voraussetzung x linear
unabhédngig von den Eigenfunktionen Wi, ¥pyy, .., Yryro1 ist,
2 durch eine zu diesen Eigenfunktionen orthogonale Kombination
2+ coWnt -+ oy Whyr-y = 2 ersetzen, die jedenfalls auch als Eigen-
funktion zum Eigenwert u; gehért. Die Funktion y, die wir nunmehr
wieder einfach mit ) bezeichnen, ist also in jedem der beiden be-
trachteten Fille orthogonal zu simtlichen Eigenfunktionen vy;; daher
mufB fir jedes #, fir welches t,, existiert, zufolge der Minimum-
eigenschaft der Eigenwerte die Beziehung

T2 = [[K60 26 2z dsdt =L ¢ p) =

bestehen. Gibt es nun unendlich viele positive Eigenwerte u,, so
folgt wegen limp, = oo, daB (y,x) =0, also x identisch Null sein
muB. Gibt es aber nur endlich viele, namlich # positive Eigenwerte,
so kann J(y, x) unter den Nebenbedingungen (y,y;)) =00 =1, ..., n)
positiver Werte nicht mehr fihig sein, und es folgt wiederum (x, y) =0,
also y = 0.

Da diese SchluBweise auch fiir negative ¢ unverindert gilt, folgt,
daf jede zu allen v; orthogonale Eigenfunktion des Kernes identisch
verschwinden muf}, womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Wir schlieBen an unsere Ergebnisse noch einige spéter zu verwendende
Bemerkungen an:

Verstehen wir unter 1, (s), 7a(s), « . .; £;(s), a(s), . . . zwei Folgen
von stetigen (oder stiickweise stetigen) Funktionen, deren Normen
unterhalb einer festen Schranke M liegen, so gilt fiir den Kern

n
Ky (s, 8) = K(s, 8) —2—%(8—)1‘%& die Relation

=1

1
Pt

(50) tm Jiw (74, {a) = lim J [ Kin (s, ) ma(s) Calt) dsdt = 0
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gleichmiBig in dem Sinne, daB die Kleinheit der linken Seite aufBler
von M nur von der Wahl von # abhingt.

In der Tat ist infolge der Maximumeigenschaft der Eigenwerte und
Eigenfunktionen

|](ﬂ)(7’n+Cn:nn+Cn)|-—— “‘ N (1),,+C,,)§ -4 M *,

1 u+1!
l](ﬂ)(nﬂ’ 7]”)‘§T)._—TM’ |]En)(Cn) Cn)'é i}'

woraus sich wegen |4,|— o0 und

Jan + 8o+ 0 =Tul, n) +2J00n, 8) + ]n(C {)

sofort die Behauptung ergibt.

Weiter bemerken wir: Ein Kern ist dann und nur dann positiv definit,
wenn alle seine Eigenwerte positiv sind. Dann und nur dann besitzt
nidmlich die Integralform f(@, ¢) bei normiertem ¢ ein positives Mini-
mum und ist somit iiberhaupt negativer Werte nicht fihig.

SchlieBlich: Alle Eigenwerte eines reellen symmetrischen Kernes sind
reell. Der Beweis dieser Behauptung wird sich zwar in § 5§ ganz von
selbst ergeben; wir wollen ihn aber doch hier auf eine andere,
direkte Weise fithren. Der Satz besagt mit anderen Worten, daB es keine
komplexe Zahl i =4 4 7¢ mit zugehoriger komplexer Funktion
@(s) =y (s) + ¢x(s) von s gibt (wobei ¥ und yx reelle nicht beide iden-
tisch verschwindende Funktionen sind), so daB @(s) =1 / K(s,t)yp(t)dt
ist. Mit den konjugierten GréBen 1, @ miiSte dann namhch auch

@) =1 f K(s,f)p(f)dt gelten. Dann aber ergibt sich wie oben

0=0A—1 [p)p(s)ds =2ig [ (v* + 22)ds;
d. h. ¢ =0 und damit die Realitit von 4.

3. Die Maximum-Minimum-Eigenschaft der Eigenwerte. Genau
wie bei den quadratischen Formen in Kap. I kénnen wir auch hier auf
Grund einer Maximum-Minimum-Eigenschaft eine direkte Definition
des Elgenwertes 4, und der zugehérigen Eigenfunktion geben, d.h.
eine Definition, die nicht auf die vorangehenden Eigenwerte und Eigen-
funktionen zuriickgreift.

Wir betrachten etwa die positiven Eigenwerte u, des Kernes K (s, #)
und nehmen an, dal es mindestens # gebe. Dann stellen wir das Problem,
J(®, ) zum Maximum zu machen, wenn @(s) auBer der Bedingung
(#, ) =1 noch den » — 1 Bedingungen

(51) (@, 0) =0 G=1,2,...,0—1)
geniigt, wo v;, v,, ..., vs-1 irgendwelche gegebene stetige Funktionen

sind. Wir lassen es dahingestellt, ob die jedenfalls vorhandene obere
Grenze von J (¢, @) wirklich fiir eine der zugelassenen Funktionen an-

* DaB Ny, + ) = (s ) + Cu» &a) + 2 (9,0 &) =4 M ist, folgt un-
mittelbar mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung.

M,

n+l|
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genommen wird. Jedenfalls ist diese obere Grenze irgendwie von der
Wahl der Funktionen v, v,, ..., v,_; abhingig; wir bezeichnen sie
deshalb mit x,{v;, v, . . ., v,_y} oder kurz x,{v;}. Speziell fiir v;=y;
wird nach unseren obigen Satzen x,{v;} = x,, und diese obere Grenze
wird angenommen fiir ¢ = w,(s). Wir behaupten nun, daB fiir jedes
Funktionensystem v, v,, . . ., v,_; gilt
PRUN =

Zum Beweise bilden wir durch lineare Kombination der Eigenfunktionen
Yy, ¥y, ..., Yo eine Funktion @(s) = ¢, y,(s) 4+ -+ + ca¥n(s). Indem
wir @(s) den Bedingungen (¢, ¢) = 1 und (51) unterwerfen, verlangen wir

n n
D=1, iy, v) =0 h=1,2,...,0n—1).
i=1 =1

Dieses aus # — 1 homogenen linearen Gleichungen fiir die #» Unbe-
kannten ¢; und einer Normierungsbedingung bestehende Gleichungs-
system konnen wir stets befriedigen. Setzen wir die so konstruierte
Funktion ¢(s) in J(@, ) ein, so folgt

J(p, ®) iéfick](% i),

also wegen J(y;. y) = ‘[':':r J(wi, ) =0 fir ¢+ &

n C? n . _ n .
Jp, 9) —-;—’Z —gc,-xi = xngci = %y,

Das Maximum von J(@, @) ist erst recht mindestens gleich #,, und
wir erhalten das Resultat: Der n* positive Eigenwert von K (s, 1) ist der
kleinste Wert, welchen das Maximum oder die obere Grenze von J(@, @)
annehmen kann, wenn die Funktion @ (s) aufer der Bedingung (¢, @) =1
noch w — 1 Bedingungen der Form (51) unterworfen ist und dieses Maxi-
mum in seiner Abhingigkeit von den Funktionen vy, vy, ..., Un_1 be-
trachtet wird. Das Minimum dieses Maximums wird angenommen fiir
V=Y, ..., Un-1 = Yp_1 und @ = Yn.

Ganz entsprechend werden die negativen Eigenwerte und die zu-
gehorigen Eigenfunktionen ¥ _,(# > 0) durch das Maximum des Mini-
mums von J(p, ) bei den entsprechenden Bedingungen definiert.

Aus den Maximum-Minimum-Eigenschaften der Eigenwerte folgt
unmittelbar der Satz: Addiert man zu einem Kern K (s,%) einen positiv
definiten Kern K* (s, t) bzw. einen negativ definiten Kern K~ (s, 1), so ist
jeder positive und negative Eigenwert des Kernes K + K+ bzw. K + K~
wicht kleiner bzw. nicht gréfer als der entsprechende Eigenwert des Kernes K *.,
Der Beweis ergibt sich durch dieselbe Uberlegung wie in Kap. I, § 4.

* Vgl. WevL, H.: Das asymptotische Verteilungsgesetz der Eigenwerte
linearer partieller Differentialgleichungen (mit einer Anwendung auf die Theorie
der Hohlraumstrahlung). Math. Ann. Bd. 71, S. 441—479. 1912.

Courant-Hilbert, Mathematische Physik 1. 2. Aufl. 8
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§ 5. Der Entwicklungssatz und seine Anwendungen.

1. Der Entwicklungssatz. Wenn wir wiiBten, daB der Kern, ent-
sprechend der Hauptachsentransformation einer quadratischen Form?,
eine Reihenentwicklung

)‘Pt ()
(52) K(s, S s
zuldBt, wobei die Reihe rechts in jeder der Variablen gleichmaBig
konvergiert, so wire damit fiir jede Funktion g(s) der Form
g(s) = [K(s, ) h(t)at,
wobei 4(t) irgendeine stetige oder stiickweise stetige Funktion ist, die
Reihenentwicklung

(53) g0 =2anl), &= (Eo)=0p)

bewiesen. Der Umstand, daB wir die Relation (52) nicht allgemein
beweisen konnen, nétigt uns beim Beweise der allgemeinen Giiltigkeit
der Entwicklung fiir g(s) zu einem kleinen Umweg. Esseien &; = (k, @)
die Entwicklungskoeffizienten von 4 in bezug auf das Orthogonalsystem
@1, P2, ..., g(5) eine nach (53) durch #Z(s) ,quellenmiBig darge-
stellte”* stetige Funktion und

h
6= (9=
die Entwicklungskoeffizienten von g. Wegen der Besselschen Un-

gleichung konvergiert die Reihe Zh2 GemaB Gleichung (47) und (49)

=1

in § 4, 2 konvergiert die Summe 7'(s) = Ms) leichmiBig und ist
g g
=1

gleichmiBig in s beschrinkt. Nach der Schwarzschen Ungleichung
ist nun

h,.q;:(ﬂ 4o h-‘i:(s)] (h2 4+ e 4 h:n) (‘Pa(s) 4o 4! (Pm (5) ) .

Da der Rest &2 4+« + i, beheblg klein ist, sobald nur # hmrelchend
2

groB geworden ist, und da ¥ (s) R q’—')‘.f‘i)— unterhalb einer von s

unabhingigen Schranke blelbt konvergiert die Reihe

Zgl%(s "21 ®i(s)

=1 i=1

absolut und gleichméBig. Ihre Summe
n
?(s) = lim > gigi(s) = lim y,(s)
n>00 t=] >0

1 Vgl. Kap. 1, § 3.
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ist eine stetige Funktion von s. Wir haben zu zeigen, daB y(s) mit g(s)
identisch ist. Zu diesem Zwecke bilden wir

K(n) (s t S t Z(pi(s) (P,(t ,

g(s) — 7als) fK(n>sth()dt,
multiplizieren diese Gleichung mit einer willkiirlichen stetigen Funk-
tion w(s) von s und integrieren nach s. Wegen der Relation (50) aus
§ 4, 2 wird fiir wachsendes # in der Relation
Jw(s) (€(s) — yu(9) ds = [ [Kpy(s, 8) h(t) wis) ds dt
die rechte Seite gegen Null konvergieren, so daB wir wegen 7, (s) => y (s)
[w(s) (gs) — y(s)) ds =0

erhalten. Diese Gleichung soll fiir eine willkiirliche Funktion w(s) be-
stehen, also auch fir w(s) =g(s) — 7(s). Aus der Stetigkeit von
g(s) — 7(s) folgt aber, daB8 die Gleichung (g — 7, g — ¥) = 0 nur dann
bestehen kann, wenn g(s) — y(s) identisch Null ist; wie wir beweisen
wollten. Damit haben wir den fundamentalen Entwicklungssatz er-
halten:

Jede durch Vermittlung einer stiickweise stetigen Funktion h(f) in der
Form (53) quellenmifig darstellbare stetige Funktion g(s) ist nach den
Eigenfunktionen von K (s, 1) in einc gleichmifig und absolut konvergente
Reihe entwickelbar.

2. Auflésung der inhomogenen linearen Integralgleichung. Als
Anwendung dieses Satzes leiten wir die Formel fiir die Auflésung der
inhomogenen Integralgleichung

(1) 1(s) = o(s) — A[K(s,2) @ (t) ds

ab. Dabei setzen wir zunichst voraus, daB der Parameterwert 4 mit
keinem der Eigenwerte 1; identisch sei. Nehmen wir an, die stetige
Funktion @ (s) mit den Entwicklungskoeffizienten (@, ;) 16ste die In-
tegralgleichung, so miiBite die Funktion ¢ (s) — f(s) = g(s) sich nach dem
Entwicklungssatze, angewandt fiir %(f) = Ag(#), in eine gleichmiBig
und absolut konvergente Reihe

69 86)=pl) = 1) = Sepils) = 1[Ks, ) 9 ()
entwickeln lassen, wobei ¢; = (g, @;) ist. Andererseits mu8 zufolge (54)
= (g,«p,. =1[[K s, ) @i(s) () ds dt

7 (P ) = (% )+ *,f—._(% g)

* Wir bezeichnen so von nun ab diese frither (S. 111) mit K/, bezeichnete
Funktion.

8¢
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sein, woraus

A
(55) =l (fi = (@i 1)
folgt. Wir wiirden also fiir ¢ die Reihenentwicklung
(56) pls) = 16) + 1 2 L 9l
i=1

erhalten, welche die Losung von (1) darstellen muB. DafB dies wirklich
so ist, erkennt man folgendermaBen: Die Reihe konvergiert ab-
solut und gleichmiBig, wie man genau nach dem obigen Muster beweist.
Man braucht nur zu beachten, daB fiir hinreichend groBe ¢ bei be-

liebigem 1 jedenfalls |1; — 4| > = “"l gllt so daB wir, abgesehen von

Anfangsgliedern, in der Reihe HIZWI%EJ eine Majorante er-
halten, deren gleichmaBige Konvergenz oben bewiesen ist. Setzt man
dann die Reihe (56) in (1) fiir @ (s) ein, so bestdtigt man unmittelbar,
daB die Gleichung (1) erfiillt ist.

Diese Auflésung versagt in Ubereinstimmung mit der Theorie von
§ 3 nur dann, wenn A = }; ein Eigenwert ist; sie bleibt in diesem Falle
noch giiltig, wenn f(s) die Bedingungen f; = (f, ;) =0 fiir die zu 4;
gehorigen Eigenfunktionen ¢; erfiillt.

Da nach den Sitzen von § 3 die Integralgleichung (1) firr gewisse
Funktionen f(s) keine Lésung haben darf, wenn A ein Eigenwert ist,
so kann es also auBer unseren Werten ; keine weiteren Eigenwerte des
Kernes geben. Unsere Behauptung, daB -alle Eigenwerte eines sym-
metrischen reellen Kernes reell sind, ist damit unabhingig von den
Ausfithrungen auf S. 112 selbstverstindlich gemacht.

3. Die Bilinearformel fiir die iterierten Kerne. Eine weitere An-
wendung des Entwicklungssatzes machen wir, indem wir 4 (o) = K (g, ?)
setzen. Dann erhalten wir fiir den ,,sterierten Kern''

K®(s, 1) -—-_[K s, 6) K(o fdo

die Entwicklung K®(s, #) —2""(5) [K (0,1 gilo) do

oder ‘p(s ®
(57) 2 i «;v. )

Ebenso ergeben sich fiir die weiteren iterierten Kerne
KO®(s,t) = [K® (s, 0) K(o,{) do
—ijs ol 61,02) K(a,, )duldo2,

K(")(s t) [K(” ’)(s a) K(o t)do
f ]K (s,0)) K(01,02) -+ K(0p_1,8)doy -+ d0y_y
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die Entwicklungen

(58) K®(s, ) 2"’"5 ?ilt) m=2,3,..),

welche alle absolut und gleichméiBig in s und in ¢ und, wie sich in Nr. 4
ergeben wird, auch gleichmiaBig in beiden Variablen konvergieren.
Wegen (57) gilt jedenfalls die Gleichung

KO (s,s) = S 2L

A2
i=1
also n R
lim [ KO)(s,5) — > Z65) o,
n>oo =1

Das heiBt aber, es ist

(59) lim /‘{ (s, 9) 2(’" }dt_o

n-—>» oo

oder: die Reihe qu‘ 210 konvergiert im Mittel gegen K(s,?).
=1

Falls die Reihe 2?—‘(%%—(‘) bei festem s gleichmiBig in ¢ konvergiert,
i=1 t

also bei festem s eine stetige Funktion L (s, #) von ¢ darstellt, muB daher

K = L sein. Denn dann kénnen wir in (59) den Grenzubergang unter

dem Integralzeichen ausfithren und erhalten f [K(s,t)—L(s, t)]2dt=

woraus K — L = 0 folgt.

4. Der Mercersche Satz!. Es liegt in der Natur der Sache, daB
man die Giiltigkeit der Formel (58) als Ersatz fiir die Gleichung (52)
betrachten muB, da man (58) erst von # = 2 ab allgemein beweisen
kann. Dagegen konnen wir fiir einen wichtigen Sonderfall folgenden
Satz aussprechen: Wenn K (s, t) ein definiter, stetiger, symmetrischer Kern
ist oder nur endlich viele Eigenwerte von einem der beiden Vorzeichen hat,
dann gilt dic Entwicklung (52), und zwar konvergiert sie absolut und gleich-
mapig.

Zum Beweise nehmen wir zunichst an, K(s, ?) sei positiv definit,
also alle Eigenwerte 1; positiv. Ferner schicken wir die Bemerkung
voraus, daB fiir jeden positiv definiten stetigen Kern H(s, #) die Be-
ziehung H (s, s) = 0 gilt. Wire namlich H (s,, s,) < 0, so gibe es eine
Umgebung der Stelle s =s,, ¢ = s, etwa [s — Sol =¢, |t —sol=e,
so daB in diesem Gebiete iiberall H (s, ) << 0 wire. Dann definieren

1 MERCER, T.: Functions of positive and negative type and their connection
with the theory of integral equations. Trans. London Phil. Soc. (A) Bd. 209,
S. 415—446. 1909.



118 I11. Theorie der linearen Integralgleichungen.

wir die Funktion ¢(s) durch ¢@(s) =1 fiir |s —so|<e¢, dagegen

@ (s) =0 auBerhalb dieses Intervalles. Fiir diese Funktion gilt sicherlich
ffH(s, Hes)p)dsdt <0

entgegen der Voraussetzung, daf H positiv definit ist. Wenden wir das

Resultat auf den positiv definiten Kern H = K (s, f) — ‘?1(5) #(0)

an, so erhalten wir i=1
n
2
K(s,s) —2—?—‘;2— =0.
i=1 '

Daher konvergiert die aus lauter positiven Gliedern bestehende Reihe

had 2
Z ———q)‘l(s) fir jeden Wert von s. Wegen der Relation
i=1

(%.(S) oalt) 4ot (0] «p...(t))z

Vi Vi 7. Vi.
é(?’a(:)z_’_ _+¢_~(_sﬁ)(2’a?_)z+...+9’m_w)

(Schwarzsche Ungleichung) konvergiert also auch die Reihe 2 i (s) vilf)
i=1
absolut, und zwar bei festem s glelchmaBlg in ¢ und bei festem ¢

gleichmiBig in s; die Funktlonz %(S) q"(t) ist also bei festem s stetig
i=1
in ¢ und umgekehrt. Sie ist also dem Obigen zufclge gleich dem
Kern K.
SchlieBlich iiberzeugen wir uns noch davon, daB diese Reihe auch
in beiden Variablen zugleich gleichmiBig konvergiert; hierzu geniigt
es nach den obenstehenden Abschitzungen, die GleichmiBigkeit der

Konvergenz der Reihe 2 L nachzuweisen. Nach dem eben Be-
t=1
wiesenen ist aber Z’ it _ K(s,s), und K (s,s) ist eine stetige Funk-
i=]

tion. Nun gilt der Satz?: Wenn eine Reihe von positiven, stetigen Funk-

tionen einer Variablen gegen eine stetige Funktion konvergiert, so kon-

vergiert die Reihe in dem betreffenden Intervall gleichmiBig. Die An-

wendung dieses Satzes liefert unmittelbar das behauptete Resultat.
Das Auftreten endlich vieler negativer Eigenwerte kann an der

Konvergenz der Reihe (52) nichts 4ndern, da der Kern nach Abtrennung

der zu negativen Eigenwerten gehorigen Terme ————%( $) #u(f)

positiv definit
wird. Somit ist unser Konvergenztheorem in vollem Umfange bewiesen.

1 Vgl. S.47, Anm.
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§ 6. Die Neumannsche Reihe und der reziproke Kern.

Die oben dargelegte Theorie der Integralgleichungen liefert uns
zugleich eine Auflosungsmethode, indem sie uns einen Weg weist, die
Losungen wirklich mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. (S. auch
§8.) Sie gibt jedoch die Losungen nicht in einer eleganten ge-
schlossenen Form, wie sie bei der Gleichungstheorie in Kap. I gewonnen
wurde. Zu einer solchen expliziten Auflésung kénnen wir aber auch
hier ganz analog wie in Kap. I gelangen. Wir schreiben die Integral-
gleichung (1), indem wir rechts fiir ¢ (f) wieder den Ausdruck aus (1)
einsetzen und so fortfahren, mit Hilfe der iterierten Kerne in der Gestalt

p(s) =1(s) + ).[K(s, t) f(¢) dt + lsz@)(s, Hep(t)dt
= f(s) + 2 [K (s, ) {()) d¢ + 22 [K®)(s,8) f () dt + 43 [KO)(s,8) p (£) dt

und erkennen hieraus ebenso wie in Kap. I, da8 die Lésung durch die
unendliche Reihe

(60)  @(s) = 1) + A [K (s, 0) f() At + 12 [KO(5, ) f(§) dt + - -

gegeben wird, falls diese Reihe gleichmiBig konvergiert. Setzen wir etwas
weitergehend die gleichmiBige Konvergenz des Ausdrucks

(61) K(s,9) = K(s,8) + AK®(s,t) + 22KO(s,8) + ...
voraus, so stellt sich die Losung der Integralgleichung

(1) fs) =) —A[K(s,9) p(t) at

durch die ,reziproke Integralgleichung*

(62) p(s) = 1(s) + A [K(s, 1) f () at

dar. Wir nennen darum die Funktion K(s, #) = K(s, £; 4) auch den
reziproken oder losenden Kern oder die Resolvente.

Die Reihe (60) oder (61) bezeichnen wir als die Newmannsche Rethe.
Sie konvergiert jedenfalls fiir hinreichend kleine Werte von 4|, z. B. fiir
|4] < Jli{[ , Wo M eine obere Schranke fiir den Betrag von K (s, f) ist. Der

16sende Kern ist also fiir hinreichend kleine |1| eine analytische Funk-
tion von A. Wie man durch Einsetzen sofort einsieht, geniigt er den
folgenden Relationen: :

K(s, ; 4) = K(s,t) + 4 [K(5,0)K(0.; 3) do,
(63) K(s,t; 4) =K(s,9) + 1[K(o,8)K(s,0; 4) do,
K(s,2;2) —K(s, 4, 4) = A — ) [K(s,0; ) K(o,t; ¥) do.

Ist der Kern K(s,?) symmetrisch, so kénnen wir dem ldsenden
Kern sehr leicht eine hochst bemerkenswerte Form geben, welche die
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Art der analytischen Abhingigkeit der Funktion K von 1 in Evidenz
setzt. Indem wir fiir die symmetrischen Kerne K® (s, ), K® s, ),

die Entwicklungen (58) beachten, erhalten wir ndmlich durch Sum-
mation der in (61) auftretenden geometrischen Reihen sofort

(64) K(s, ;1) = K (s, 1) +,12 f::;i)f;;t))

Hierbei konvergiert, wie eine Uberlegung ganz analog zu der in § 5, 1
und §5, 2 durchgefiihrten zeigt, die Reihe rechts fiir jeden Wert 4, der
kein Eigenwert ist, und zwar gleichmiBig in s und {.

Die zunidchst nur unter Voraussetzung der Konvergenz der Neu-
mannschen Reihe (61) bewiesene Relation (64) gibt die analytische
Fortsetzung der Resolvente K (s, #; 1) in die ganze komplexe 1-Ebene,
wobei die Eigenwerte 1; simtlich als einfache Pole erscheinen. Wir
haben somit in (64) die Partialbruchzerlegung der Resolvente und
kénnen unser Ergebnis so aussprechen: Die Resolvente eines symme-
trischen Kernes ist eine meromorphe Funktion von A, die in den Eigen-
werten der Integralgleichung einfache Pole besitzt. Thre Residuen im
Pole i; liefern die zu diesem Werte gehorigen Eigenfunktionen. Aus
der Neumannschen Reihe und der Darstellung (64) folgt, daB der Kon-
vergenzradius der Neumannschen Reihe glelch dem Betrag des absolut
kleinsten Eigenwertes ist.

Nach den Sitzen der allgemeinen Funktionentheorie muB sich die
Resolvente K (s, ¢; ) als meromorphe Funktion in Form eines Quotienten
zweier ganzer transzendenter Funktionen schreiben lassen, und man
muB erwarten, daB diese ganzen transzendenten Funktionen sich durch
solche iiberall konvergierende Potenzreihen ausdriicken lassen, deren
Koeffizienten mit Hilfe des gegebenen Kernes direkt gebildet werden
konnen. Im algebraischen Falle haben wir eine solche Darstellung in
den Formeln aus Kap. I, § 2 vor uns. Die Vermutung liegt nahe, daB
sich hier ganz analoge Formeln aufstellen lassen. Ferner diirfen wir
erwarten, da diese Formeln keineswegs auf den Fall symmetrischer
Kerne beschrankt bleiben, sondern auch fiir beliebige stetige unsymmetri-
sche Kerne gelten. Solche Beziehungen sind nun tatsichlich von FRED-
HOLM aufgestellt und zum Ausgangspunkt der Theorie gemacht worden.
Wir wollen im ndchsten Paragraphen zeigen, wie sich diese Fredholm-
schen Formeln naturgemiB herleiten lassen, indem wir wieder den Kern
durch ausgeartete Kerne 4,(s, #) gleichmiBig approximieren und dann
den Grenziibergang # ->oo vollziehenl.

1 Diese Methode ist zuerst von E. GOURsAT angewandt worden in der Arbeit:
Sur un cas élémentaire de I'équation de Fredholm. Bull. Soc. math. France
Bd. 35, S. 163—173. 1907. Vgl. auch LEBESGUE, H.: Sur la méthode de M. Gour-
sat pour la Tésolution de I'équation de Fredholm. Ib. Bd. 36, S.3—19. 1909.
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§ 7. Die Fredholmschen Formeln.

Da wir spiter keinen Gebrauch von den Fredholmschen Formeln
machen werden, so wollen wir in den folgenden Ableitungen einige
Determinantenzwischenrechnungen dem Leser iiberlassen.

Wir benutzen wesentlich die Entwicklungen und Bezeichnungen von

Kap. I, § 2. Fiir einen ausgearteten Kern K(s, ) = A(s, §) = Z op(8) Bp(?)

geht die Integralgleichung f(s) = —1 f K(s, t) p(f)dt m
(65) pls) = +1pr0‘p = (s) + 4E (%, a(5)
iiber, wenn, wie friiher, ¥, = (@, 8,) gesetzt wird. In den alten Be-

zeichnungen y, = (f, 8,), kpq = (&,, f,) erhalten wir dann fiir die x,
das Gleichungssystem

n
(66) Yp = %p — }'Zlkqu-
q=
Dessen Losung wird gegeben durch
Ay, uid)
E(x,u) =— 3

wonach (1) aufgelgst wird durch
©) @) =16) + AE (s ale) = /) — 1 TLF;
dabei ist

(68) { Ay, 133) = Ay(y, 1) — Ay, 1) A+ -+ (=11 dyly, u) 221,
ANy =1 —4 21+ --- 4+ (—1)"4, 2"
mit
0 ul’x Upy e ul’h
Yo Bop, Fop - Fo
Ah (y' 'lt) :2 Ypa kPlIh k?ﬂ’: M szPh ’
(69) Yo Rowme Foupe oo+ Rpams !
kl’ﬂh kplpa A kpll’h
Ah ZZ kpipl k?zp: e k?al’h ,
kl’hl’l kﬂh?s c e kl'hph
wobei die Indizes p;, p,, ..., P, unabhingig von 1 bis # laufen und

P1<ﬁg<'°'<ﬁhist.

1 Im ibrigen vgl. man KowarLewski, G.: Einfithrung in die Determinanten-
theorie. Leipzig 1909.
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Offenbar kann die Determinantensumme A,(y, a(s)) auch in der
Gestalt f MA[B(), a(s)]f()dt geschriecben werden, so daBl die Auf-
lsung (67) der Integralgleichung die Form

(62) @ (s) = f(s) + 2[K(s, 25 2) (¢) dt

mit der Resolvente
_ 4@, xs);8) _ _ D(s,¢;4)

(70) K(s, ¢;4) = 10 D)
erhilt.

Man kann in den Formeln (69), statt, wie angegeben, iiber die
Kombinationen der Indizes 1, 2, ..., # ,zur A%*® Klasse”“ zu sum-

mieren, nach Division durch 4! die Summe iiber alle Variationen,
offenbar auch mit Wiederholung, bilden. Nach dieser Bemerkung er-
geben sich auf Grund einfacher Determinantensitze unter Beachtung
der Definition von %,, die Formeln

D(s,t; 1) = 4(B(#), a(s); 4)
= Dyfs, §) — i Dyls, 0 A + 53 Dyls 42 — -

(1) + D, i,
D) = 4(3)
1 1 o (— 1)” n
=1'—‘1'*!D11+2—!D21“—“‘+ 7! Du'l

mit den Abkiirzungen

A(s,t) A(s,sy) ... A(s,sp)

Dy (s, ¥) =// til(sf' t). /%(sl.’ sl.) A(sl,s,,) ds;ds, ...dsy,
A(sa,t) Alsn,sy) - A(sh, Sh)
A(sy,81) A(sy,8) -0 A(sy, )

> f f AR N P
A(sp, 5;) A(sk, Sg) ... A(sy, )

fir A =1,...,n und Dy(s,?) = A(s,?).

Damit sind die ganzen rationalen Funktionen D(s, ¢; 1) und D(4)
von A explizit durch den Kern ausgedriickt. Die Darstellungen (71)
kénnen formal auch als unendliche Reihen fortgesetzt werden, da, wie

(72)

man leicht sieht, fiir den ausgearteten Kern 4 (s, ?) =Z”: o, (8) Bp (8) dic
=1

nach (72) gebildeten GroSen D, fir A># und z’die Dy(s,t) fir
h > n — 1 simtlich verschwinden.

Wird nun der beliebige stetige Kern K (s, #) durch eine Folge aus-
gearteter Kerne gleichmiBig approximiert, so konvergieren die zu-
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gehorigen Ausdriicke (72) gegen die entsprechenden Determinanten des
Kernes K (s, #). Die unendlichen Reihen

D(5,t;4) = Dy(s, ) — 1 Dy(s,) A+ -+,

(73)
D) =1~ DA+ 5 D2t — oon,

wobei in den Ausdriicken (72) 4 durch K zu ersetzen ist, stellen fiir
den nicht ausgearteten Kern K(s, #) ganze transzendente Funktionen
dar. Um dies einzusehen, brauchen wir nur zu zeigen, da8 sie fiir jeden
Wert von 1 konvergieren. Ist fiir alle s, ¢ stets | K (s, )| < M, so wird
nach der Determinantenabschitzung von Hapamarp (vgl. Kap. I,

¥5.2): | Dals, 8) | = (b 17 MA+1 (b — a)?,
| Dy | < VW MP (b — a)™.
Da nun die Reihen
oo B oo
SYGF MG — a1+ SR — ap L
=] : A=l :
fiir jeden Wert von 1 konvergieren! und Majoranten fiir die Reihen
der absoluten Betrige der obigen Reihen (73) sind, so ist die Behauptung
erwiesen; aus ihr folgt, daB fiir jeden Wert von 4 im Sinne gleich-
miBiger Konvergenz
limD, (s, t; 4) = D(s, ¢; 1), limD,(4) = D(4)
n—->oo n->oo
gilt, wobei sich die GréBen mit dem Index » auf den #'® approximie-
renden ausgearteten Kern 4, (s, ), die ohne Index auf K (s, #) beziehen.
Also wird auch, solange wir uns nicht in einer Nullstelle 4 = 1; von D (1)
befinden, die Resolvente des Kernes K(s, #):

Dols, 1) — %Dl(s, DA+ -

74) K(s, t;4) =— = limK, (s, £; 1),

1 1
=7 Dud 4 5 Dyl — e w0

und wir erhalten mit ihr fiir den .beliebigen Kern K(s, ) die Auf-
16sungsformel

(75) (s) = f(s) + AfK(s. ;) (9 dt.
Die obigen Formeln nennt man nach ihrem Entdecker die Fred-
holmschen Formeln. Es besteht offenbar die Beziehung

(76) Dy = [Dy_y(s, 5) ds.

A A
%, da in der Entwicklung von ¢* das Glied %
vorkommt. Daher ist die A'®* Wurzel aus dem Koeffizienten von A* in der Reihe
rechts kleiner als ﬂl{_—i_g)_e und konvergiert also fir k— 00 gegen 0, und

1 Es gilt namlich -}% <

dasselbe gilt auch fir die erste der obigen Reihen,
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Ferner erwihnen wir, daB!
(77) D'(d) =—[D(s,s; A ds

und fiir die m' Ableitung allgemein

1082, ooy S
(78) D<m>(l>—(—1)mf /(H

gilt, wenn wir

l)dsldsz...dsm

S, S0, .00, S = ) $1,Sgs + s Sm
p(% % (=4
79) (tl, A ) Z h! (tl, by, e t,,,)
und
D 81,83 <oy Sm
"t by, e, bm
K (s}, 1)) ... K(sy, tw) K(sy,0)) ... K (s, o)
(50) K (s, 2)) 2. K (S5, ) K (S5, 0,) ... K (55, 04)
K(smt)... K(Sp, tw) K (S, 01) ... K (S, 03) |d 0y do,...d oy,
K(al,tl)...K(ol,t ) K (03,0, ...K(0y, 03)
K(O’h, ) K(Oh, ) (0},, 01)...K(G;,, O'h)
setzen.

Wir fiigen noch hinzu, daB man die Nullésungen fiir die Nullstellen
A =1, von D () im Falle einfacher Pole erhilt, indem man an diesen
Stellen die Residuen der Resolvente K (s, ¢; 4) bildet. Der Beweis hierfiir
ist aus unseren Formeln leicht zu fithren?2.

§ 8. Neubegriindung der Theorie.

Wir begniigten uns bei der Begriindung der allgemeinen Theorie
der Integralgleichungen mit der durch das Konvergenzprinzip aus
Kap. IT, § 2 gegebenen GewiBheit, daB aus der Schar der Losungen
der approximierenden Integralgleichungen eine gleichmiBig gegen eine
Losung der Integralgleichung konvergierende Folge herausgegriffen
werden kann. Die gleichfalls schon in Kap. II eingefiihrten Begriffe des
UnabhéngigkeitsmaBes und der asymptotischen Dimensionenzahl einer
Funktionenfolge bieten jedoch die Moglichkeit, die Integralgleichungs-
theorie auf einem etwas anderen Wege zu begriinden und dabei die ge-
samte Mannigfaltigkeit der Losungen der approximierenden Gleichungen
hinsichtlich ihrer Konvergenzeigenschaften mit wachsender Approxi-

1 Vgl. FrepHoLM, L.: a. a. O.

? Fir die weiteren Einzelheiten iiber den formalen Apparat der Fredholm-
schen Theorie vgl. z. B. KowaLEwskI, G.: Einfithrung in die Determinanten-
theorie. Leipzig 1909.
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mation vollstindig zu iibersehen; da sich dabei auch sonst neue be-
merkenswerte Gesichtspunkte und Resultate ergeben, so sollen die
betreffenden Entwicklungen hier einen Platz finden.

1. Ein Hilfssatz. Die Anwendung der in Kap. II, §3, erliuterten
Begriffe in der Integralgleichungstheorie beruht auf folgendem Hilfs-
satz: Es sei p,(s), y,(s), ... eine Folge von Funktionen, deren Norm
unterhalb einer festen Schranke M bleibt und fiir welche im Sinne der
gleichmifigen Konvergenz die Relation

(81) Yn(s)— A [K (s, 8) pat) dt=—>0

gilt. Dann bilden die Funktionen ,(s) eine glatle Funktionenfolge von
endlicher asymptotischer Dimensionenzahl 7.

Zum Beweise beachten wir, daB3 die Relation (81) auch dann be-
stehen bleibt, wenn wir die Funktionen v, (s) durch irgendwelche Funk-
tionen g, (s) ersetzen, wobei xn(s) = #,%¥n, + +++ + %p¥n, eine mit ab-
solut beschrinkt bleibenden Koeffizienten x,, ,, . . ., , gebildete lineare
Kombination aus irgendeiner Anzahl $ von solchen Funktionen

Yuos Yags -+ o5 Yy

der Folge v, ist derart, daB die Indices #; mit »# zugleich ins Unend-
liche wachsen. Gibt es nun unter den Funktionen ¥,(s) Gruppen von
je r mit beliebig groBen Indices #, so daB das Unabhingigkeitsmafl
dieser Gruppen oberhalb einer festen Schranke « bleibt, ist mit anderen
Worten die Dimensionenzahl der Folge mindestens gleich #, so kénnen
wir diese Gruppen jede in sich orthogonalisieren, wobei nach Kap. II,
§3, 1, dieauftretenden Koeffizienten unterhalb der Schranke 1/} bleiben.
So erhalten wir Gruppen von je r zueinander orthogonalen normierten

Funktionen w, ;(s) (t=1,2,..., 7; n=1,2,3,...), fir welche
gleichmiBig in s die Limesgleichung
(82) lim (wp,i(s) — 4 [K (s, 1) @y, ;(t) dt) = 0

n-»oo

besteht. Die gewohnte SchluBweise mit der Besselschen Ungleichung?
liefert fiir jedes =

r
J[K s zasar=>
i=1
und infolge von (82) daher
[[K (s, t2dsdt=;.

fK (5, 2) 4 (8) dt]z ds

Damit haben wir eine Schranke fiir die Dimensionenzahl der Folge er-
halten und diese Zahl als endlich erwiesen. Daf} die Folge glatt ist, er-
gibt sich unmittelbar aus der gleichmiBig angendhert quellenmiBigen
Darstellung (82). Erstens ist ndmlich, wenn wir unter ¢, eine mit wach-

1 Vgl. § 4, 2 dieses Kapitels, S. 110.
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sendem 7 gegen Null strebende Zahl bezeichnen, wegen der Schwarz-
schen Ungleichung
Y (s)2£M12fK (s, 2)2dt 4 &,

was die gleichmaBige Beschrinktheit der wy,(s) bedeutet. Zweitens
folgt ebenso aus f (*19n, 4« + - 4 %pp,,)%ds < e die Relation

(Ewm + -+ xpw,.,,)2§e/12[K(s, 02dt +¢,,

womit die Funktionenfolge als glatt erwiesen ist.

2. Die Eigenfunktionen eines symmetrischen Kernes. Wir wenden
den bewiesenen Hilfssatz zunichst an, um die Eigenfunktionen eines
symmetrischen Kernes K (s, #) zu erhalten, der durch die ausgearteten
symmetrischen Kerne A4, (s, #) gleichmiBig approximiert werde. Es
seien wie frither u{", pg’, ... die posmven u™, u™s, ... dienegativen
Eigenwerte von 4,,(s, 7), und Wi (s), ¥o'( . bzw. p” (), PP (s), ...
die zugehorigen Eigenfunktlonen Mehrfache Elgenwerte sind dabei
entsprechend mehrfach angefithrt. Ferner seien wieder J[,(g, ¢)
=[[A4,(5,%) @(s) p()dsdt und J(p, )= [ [K(s,2) @ (s) @ () ds dt die zu
den Kernen 4, (s, #) bzw. K (s, #) gehorigen Integralformen, und es sei,
wie wir voraussetzen diirfen, (@, ¢) positiver Werte fihig. Es ist

%" = 1/u” das Maximum von ], (p, ¢) fiir eine normierte Funktion;
ul =1/, sei die obere Grenze von ] (p, @) unter derselben Normierungs-
bedingung. Da die Werte von ] (@, ¢) und Jx (g, @) sich bei hinreichend
groBem 7z um weniger als eine feste beheblg kleine Zahl unterschelden

muB lim 4 = p, sein. Es folgt also aus 9" (s) — u" [ A, (s, ) ¥ () dt =
n->oo

wegen A4,(s, ) = K (s, t) die Beziehung

(83) W) — i [K (s, ) 90 () dt = 0.

Mithin bilden die Funktlonen ¥ gemiB unserem Hilfssatz eine glatte
Folge von endlicher, offenbar positiver Dimensionenzahl r — das Ver-
schwinden von 7 wiirde mit der Normierung der Funktionen {(s) im
Widerspruche stehen — und definieren daher nach Kap. II, § 3, eine
lineare Funktionenschar mit den normierten orthogonalen Kompo-
nenten ¥y,1(s), . . ., ¥1,-(s), welche notwendig Losungen der homogenen
Integralgleichung

vils) = m [K(s, ) pre®dt (=1,2,...,7),

also zum Eigenwert u, gehonge Eigenfunktionen von K (s, #) sind.
Genau so erhilt man die iibrigen Eigenwerte und Eigenfunktionen
des Kernes K (s,#). Es ist namlich z.B. #j"=1/uj’ das durch geeignete
Wahl der v,(s), 9,(), - .., v4_4(s) zu erreichende Minimum des Maxi-
mums von J,(@, ¢) unter der Nebenbedingung (@, @) =1 und den
weiteren Nebenbedingungen (p,v) =0 (6 =1, 2, ..., b —1).
Definieren wir wieder x,=1/ps als die entsprechende untere Grenze
der oberen Grenze von J(p, ¢), so ist wegen der Nachbarschaft des
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Wertevorrats von [, (¢, ¢) zu dem von [ (¢, ¢) wiederum lim x4 = g, .
Hieraus schlieBen wir auf die Relation n>o
wo(s) — (K (s, ) v () dt = 0,

wonach die weiteren Folgerungen wie oben verlaufen. Um die negativen
Eigenwerte und zugehorigen Eigenfunktionen zu bekommen, haben wir
die entsprechenden Minimum- bzw. Maximum-Minimum-Probleme zu
betrachten. Treten nur endlich viele Eigenwerte des einen oder anderen
Vorzeichens auf, so ist bei ihrer Aufsuchung an der betreffenden Stelle
abzubrechen, was keiner weiteren Ausfithrungen bedarf.

3. Unsymmetrische Kerne. Auch im Falle der unsymmetrischen
Integralgleichung (1) liefert die jetzige Methode gegeniiber der friiheren
grundsitzlich eine Vereinfachung und Vertiefung. Es geniigt hier ein
kurzer Hinweis unter Benutzung der alten Bezeichnungen. Im Falle I
mogen die g, und ¢, so beschaffen sein, daB fiir alle # die Norm ¢}
unterhalb der Schranke M bleibt. Dann bleibt auch die Norm der
Differenz @y — 0m = {n,m unterhalb einer Schranke, nimlich 4 M. Ferner
ist gleichmaBig in s

im [, () = A[K(s.) &a,m() df] = 0,
n, m->o0

und daher besitzt nach unserem Hilfssatz jede Teilfolge der Doppel-
folge {n,m, bei welcher zugleich # und m iiber alle Grenzen wachsen, eine
beschrankte asymptotische Dimensionenzahl 7, wobei die Schranke fiir »
nur vom Kern K(s, #) und von 4 abhingt. Somit definiert auch unsere
Doppelfolge &n,m eine lineare Grenzschar (vgl. Kap. II, § 3) mit einer
endlichen Anzahl 7 orthogonaler Komponenten %, (s), ¥,(s), - . ., ¥ (s),
es sei denn, daB die asymptotische Dimensionenzahl jeder Teilfolge
gleich Null, d. h. {u,m = 0 ist. Im letzteren Falle » =0 konvergieren
einfach die g, (s) gleichmiBig gegen eine Losung der Integralgleichung

1) =o(s) —A[K(s,9) p(t) dt.
Im Falle » > 0 sind die ;(s) Losungen der homogenen Gleichung. Wir
ersetzen @, durch eine Funktion

() = €als) + 2 91(8) + -+ + %v1(s),
welche orthogonal zu v, (s), ¥,(s), ..., ¥, (s) ist. Fir diese. Funktionen

gilt sicherlich ["7% (s) — AfK(S, £) 1 (6) dt] — f(s) =o0.

Wir kénnen dann auf die Differenzen 7, —#%u=1{_,,» wieder wie oben
unseren Hilfssatz anwenden und leicht schlieBen, daB die Dimensionen-
zahl jeder Teilfolge dieser Folge Null sein mu8, daB also die 7, (s) gleich-
méBig gegen eine zu den y; (s) orthogonale Losung der Integralgleichung
konvergieren.

Im Falle II erhalten wir ebenfalls auf Grund unseres Hilfssatzes als
Grenzgebilde der Funktionenfolge a,(s) = 0« (s)/c, eine lineare Funk-
tionenschar von Losungen der homogenen Integralgleichung.
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Auf diese Art ergibt sich nach unserer zweiten Methode ein ge-
nauerer Einblick in die Natur der hier waltenden Konvergenzverhilt-
nisse. Wir sehen daher, daB wir in der Tat mit beliebiger Genauigkeit
zu einer Losung der unhomogenen bzw. der homogenen Integralgleichung
gelangen, wenn wir eine approximierende Integralgleichung mit dem
Kerne 4, (s, #) betrachten.

4, Stetige Abhingigkeit der Eigenwerte und Eigenfunktionen
vom Kern. Hinsichtlich der Frage, inwieweit sich die Lésungen eines
Integralgleichungsproblems mit dem Kern stetig dndern, beschrinken
wir uns auf das Eigenwertproblem bei einem symmetrischen Kerne
K(s,t). Der Kern K (s, ) moge der gleichmiBige Limes anderer sym-
metrischer Kerne K,(s,?) (n =1, 2, 3, ...) sein. Wenn wir Funk-
tionen ¢(s) betrachten, welche der Bedingung (¢,¢)=< M geniigen,
so unterscheiden sich die Werte der zu den Kernen gehérigen Inte-
gralformen [, (¢, ®) und J(p,®) bei hinreichend groBem #» um be-
liebig wenig. Daher gilt dies auch fiir die Minima oder Maxima dieser
Formen unter den Nebenbedingungen (¢, @) =1, (¢,v) =0, und
ebenso fiir die Maxima der Minima oder Minima der Maxima. Mit an-
deren Worten: Der h* positive und der h* negative Eigenwert dndern sich
stetig mit dem Kern. Hinsichtlich der Eigenfunktionen kénnen wir mit
Riicksicht auf das bei ihnen willkiirliche Vorzeichen und das Auftreten
mehrfacher Eigenwerte eine regelrechte Stetigkeit nicht erwarten. Dafiir
tritt hier folgendes Verhalten ein: Es sei 1, ein r-facher Eigenwert des
Kernes K (s, 1), es sei also

A= lm2P = limAp, = ... = lima®, ,,
n—>»oo fn->o00 n->oo

dagegen gelte diese Relation nicht fir 2>, und A),.. Dann komvergiers
mit wachsendem n die lineare Schar aus den Eigenfunktionen 3 (s),
Wi (8), ..., win,_1(s) des Kernes K,(s, 8) fiir n — oo gleichmifiig gegen
die lineare Schar der Eigenfunktionen von K(s,1) fiir den Eigenwert 1.

Diesen Satz, welcher ein vollstindiger Ausdruck der fraglichen Stetig-
keitseigenschaften der Eigenfunktionen ist, beweist man auf Grund
unseres Hilfssatzes fast unmittelbar aus der Bemerkung, daB fiir die

Folge der Eigenfunktionen ", (s) (0 < %k <7) die Limesgleichung
[t ) — 2n [ K (s, )y () df] = 0

besteht und daB diese Folge gewiB die asymptotische Dimensionen-
zahl 7 besitzt.

§ 9. Erweiterung der Giiltigkeitsgrenzen der Theorie.

Die Entwicklungen der Paragraphen 1 bis 6 und 8 kénnen nach zwei
Richtungen wesentlich verallgemeinert werden.

1 Zum Begriff der Konvergenz linearer Scharen vgl. Kap. II, § 3, 2.
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Zunichst bleiben alle Uberlegungen giiltig, wenn wir Integral-
gleichungen fiir Funktionen mehrerer, etwa m, unabhingiger Verinder-
licher betrachten. Wir verstehen etwa unter f(s) und ¢(s) stetige Funk-
tionen der auf ein bestimmtes endliches Gebiet G beschriankten Variablen
S1, Sg, ..., Sy, unter K(s, ?) eine stetige Funktion der -Variablen s,,
Sg, ++, Sy und ¢y, &, ..., £, die beide ebenfalls im Gebiete G laufen;
schlieBlich bezeichnen wir mit ds das Inhaltselement ds, ds, ... ds,
von G, setzen entsprechend d¢ = dt, dt,...dt, und verstehen unter
allen betrachteten Integralen ein fiir allemal Integrale iiber das Inte-
grationsgebiet G. Dann stellt die Integralgleichung

1) = @) — /K (s, 1) (1) dt
eine Integralgleichung mit dem von 2m Variablen abhingigen Kern
K (s, t) fir die Funktion ¢(s) von m Variablen dar, und unsere ganze
Theorie bleibt Wort fiir Wort in Kraft,

Ferner kann auch die bisher gemachte Voraussetzung der Stetigkeit
des Kernes erheblich gemildert werden, ohne daB an den erzielten Er-
gebnissen etwas gedndert wird. Ohne auf eine méglichst weitgehende
Verallgemeinerung Wert zu legen, wollen wir hier nur die fiir die An-
wendungen wesentlichen Fille herviorheben, indem wir zunichst wieder
einen Kern K (s, #) in zwei Variablen s und ¢ betrachten. Mit unwesent-
lichen Modifikationen gelten unsere fritheren Uberlegungen, abgesehen
von den Uberlegungen zum Mercerschen Satz (§ 5, 4), auch fiir solche
Kerne, die nur stiickweise stetig in dem frither definierten Sinne sind,
weil sich ja jede solche Funktion im Mittel mit beliebiger Genauigkeit
durch eine stetige approximieren liBt, wie wir im vorigen Kapitel ge-
sehen haben. Wir diirfen aber auch Unendlichkeitsstellen des Kernes
zulassen. Dabei machen wir die Voraussetzung, daB die Integrale

[[K(s tpasdt,  [K(s t2ds,  [K(s, t2de

einen Sinn haben und daB die beiden letzten als Funktionen von ¢
bzw. s unterhalb einer festen Schranke bleiben. Diese Voraussetzung
ist z. B. in dem fir die Anwendungen wesentlichen Falle erfiillt,
daB der Kern fiir s =# von niedrigerer als 4*" Ordnung unendlich
wird, d.h., daB K(s,?) die Form K(s,#) = H(s,#) |s—¢|~* mit 0 < & < }
hat, wobei H (s, £) eine durchweg stetige Funktion ist. Fiir einen solchen
Kern gelten die frither entwickelten Sitze. Denn er 1Bt sich durch
stetige ausgeartete Kerne A,(s,?) jedenfalls so approximieren, daB
JIK (s, t) — An(s, )]2dt gleichmaBig in s, [[Aa(s + 0,8 — An(s, £)]2dt
gleichmiBig in s und # beliebig klein ausfillt, wenn |%| hinreichend
klein genommen wird. Mehr ist aber zur Durchfithrung unserer Uber-
legungen nicht nétig. Ebenso bleiben fiir den Fall zweier unabhingiger
Variablen die fritheren Sitze giiltig, wenn der Kern fiir s, = £,, s, = ¢,
von niedrigerer als erster Ordnung unendlich wird, weil dann das In-
tegral f f K(sy, 85, t,, 13)%ds, ds, durch diese Singularititen nicht beein-
Courant-Hilbert, Mathematische Physik 1. 2. Aufl. 9
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trichtigt wird. Bei drei unabhéngigen Variablen diirfen wir ebenso
beliebige Singularititen von niedrigerer als $** Ordnung fir K zu-
lassen und allgemein bei # Variablen Singularititen von niedrigerer
Ordnung als #/2.

Es ist nicht schwer, worauf hier nur hingewiesen werden soll, den
Giiltigkeitsbereich unserer Resultate so weit auszudehnen, da8 nur noch
die oben formulierten Voraussetzungen fiir die Integrale iiber K2(s, ¢)
gefordert werden miissen, wihrend man im iibrigen auf die Stetigkeit
des Kernes usw. ganz verzichten kann.

§ 10. Ergdnzungen und Aufgaben zum dritten Kapitel.
1. Beispiele.

a) Der Kern
>}
i inn? t —t
Ew———log sin®F*:sin ST 0<st=<n)
" n 2 2
n=

hat die Eigenwerte 1, = 2#/x und die Eigenfunktionen sin#?.
b) Man zeige, daB der symmetrische Kern

4 1w
27 1 — 2hcos(s — ) + h®

fir |A| <1 die Funktionen 1, sin#s, coszs als Eigenfunktionen mit
den Eigenwerten 1, 1/h", 1/h" besitzt.
c) Fir den symmetrischen Kern definiert durch

g+
K(s, ) ——e 2 /;: "dt/e"'dt (s=1)

sind die Hermiteschen Orthogonalfunktionen e2

0=st=2a)

dar P
7 ¢ © Eigenfunk-
tionen mit den Eigenwerten A, = 2# + 2, und

d) fiir den symmetrischen Kern definiert durch

oo

L.
— 2
K(s,t) = e / —dr o=ss=<1i
t

_L

8
die Laguerreschen Orthogonalfunktionen ¢ 2 6_6_ :; Eigenfunk-

—h
— & |n

tionen mit den Eigenwerten 1, = »n + 1 *.

2. Singuldre Integralgleichungen. Die Giiltigkeit der allgemeinen
Theorie kann aufhéren, wenn der Kern zu hohe Singularititen aufweist,
oder wenn er bei unendlich ausgedehntem Grundgebiet nicht — wie die

¥ Vgl. NeuMaNN, R.: Die Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach den
Hermiteschen und Laguerreschen Orthogonalfunktionen usw. Diss. Breslau 1912.
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soeben in Nr. 1 betrachteten Kerne — von hinreichend hoher Ordnung
im Unendlichen verschwindet.

Wir geben einige Beispiele von Integralgleichungen mit unendlich
vielfachen Eigenwerten.

Aus der Integralformel

-at —_ z -as s
fsmst(l/ze +a2+t2) t—Vze -{—ag_F52
0

folgt, da sie identisch in 4 gilt, daB fiir das Grundgebiet 0 <s,¢ < 00
der Kern sins? den unendlich vielfachen Eigenwert 1 = 1 hat.
Die Hermiteschen Orthogonalfunktionen (vgl Nr. 1, ¢) sind Eigenfunk-

mit den Eigenwerten V- Jeder der vier Werte

ist

tlonen des Kerns

+ = ﬁ; +7== },—- ist also unendlich vielfacher Eigenwert dieses Kerns.

Beispiel einer Integralgleichung! mit unendlich vielen Eigenwerten
in einem endlichen Intervall: Die Gleichung

5) =}./e’f“‘|(p(t)dt

. 2
hat die Losungen e 2“ . Jedes A > %
ist also Eigenwert.

3. Methode von E. Schmidt zur Herleitung der Sitze von Fred-

holm? Wir bringen, indem wir 4 =1 annehmen, den Kern K (s, #) in
die Form K({s,?) Zoc,,(s ) B (2) + (s, ), wobei /jk(s,t)“‘dsdt<1

ist, also die Neumannsche Reihe des Kerns % fiir 4 =1 konvergiert
(vgl. § 6) und somit nach §6 die zum Kern k(s, #) gehérige Resol-
vente x (s, f) liefert. Indem wir die Integralgleichung (1) in der Form

h(s) =) — [kis,) p(t) a2

schreiben, wobei

RO =) + 250 (6), 5= (p5)

r=1

gesetzt ist, haben wir daher umgekehrt

P) = 1) + 3 mas) + [x6,0]10 + 3 m 0]

r=1 r=1

1 Verwandte Integralgleichungen sind behandelt bei E. Hopr: Uber lineare Inte-
gralgleichungen mit positivem Kern, Sitzungsber. Akad. Berlin (phys.-math. KI.),
S.233—275, 1928, und in den dort zitierten Arbeiten von U. WEGNER, H. H. HARDY
und E. C. TITCHMARSH.

2 ScumiIDT, E.: Zur Theorie der linearen und nicht linearen Integralgleichungen.
Zweite Abhandlung: Auflésung der allgemeinen linearen Integralgleichung.
Math. Ann. Bd. 64, S. 161—174. 1907.

9#
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oder
16) =10+ [+(5.010dt = 9 = [| S0 98,0+ 10810 o)

mit 7,(8) = [%(s, ) &, (2) d.

Damit ist die gegebene Integraigleichung auf eine solche mit aus-
geartetem Kerne zuriickgefiihrt.

4. Methode von Enskog zur Auflosung symmetrischer Integral-
gleichungen!., Wir betrachten einen positiv definiten Kern K (s, ¢),
dessen erster Eigenwert groBler als 1 ist, bei dem also fiir jedes ¢ die
Relation [@(s)2ds — [ [K(s,§) @(s) @ () dsdt >0 gilt. Die Integral-
gleichung (1) schreiben wir — unter der Annahme 4=1 — in der ab-
gekiirzten Form f(s) = J(¢), indem wir J(¢) = @(s) — f K(s, )@ () dt
setzen. Ferner konstruieren wir uns irgendein ,,in bezug auf den Kern
polares vollstindiges Funktionensystem‘ v, (s), v5(s), ..., welches den
Beziehungen f v; J(v)ds = & (6;; =1, 8 = 0 fir ¢ + k) genligt und
aus einem vollstindigen Funktionensystem ¢;, @,, ... durch ein
Verfahren entsteht, das dem in Kap. II, § 1 geschilderten Orthogonali-
sierungsprozef3 analog ist. Setzen wir a, = f o] (v,)ds = f v,fds, so

ergibt sich sofort ¢(s Za v,(s), vorausgesetzt, daB diese Reihe
=1
gleichmaBig konverglert Fur die Funktionen v, gilt iibrigens die ,, Voll-

standigkeitsrelation‘ f @ (s) J[p(s)ds =Z a,, wie auch immer die
r=1

stilckweise stetige Funktion ¢ (s) gewihlt wird.

5. Methode von Kellogg zur Bestimmung von Eigenfunktionen®.
Wir bestimmen, ausgehend von einer willkiirlichen normierten Funktion
@,o(s), die Funktionen @, (s) und die Zahlen 1, durch die Relationen
Coi1(S) = Ay f K(s,t)p,(f)dt, No,=1. Der Grenziibergang liBt
sich durchfithren und liefert einen Eigenwert und die zugehérige Eigen-
funktion des Kerns bzw. seines iterierten Kerns.

Man bringe diesen Ansatz in Zusammenhang mit dem Begriff der
asymptotischen Dimensionenzahl und fithre die Betrachtung auf diesem
Wege durch.

6. Symbolische Funktionen eines Kernes und ihre Eigenwerte.
Fiir die durch den Kern einer Integralgleichung definierten Operationen
gelten analoge Beziehungen wie die im Kap. I fiir Matrizen entwickelten.

n
Wir betrachten insbesondere eine ganze rationale Funktion /()= a,’,

die fiir 4 =0 verschwindet, und ersetzen darin die Potenzen von

1 ENskoG, D.: Kinetische Theorie der Vorginge in maBig verdiinnten Gasen.

Dissertation. Uppsala 1917.
2 KELLOGG, O. D.: On the existence and closure of sets of characteristic func-

tions. Math. Ann. Bd. 86, S. 14—17. 1922.
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durch die entsprechenden iterierten Kerne des symmetrischen Kernes
K (s, #). Wir erhalten so den Kern

H{(s,t) = f[K] =i‘a,K(’) (s, 7).
v=1

Es gilt nun der Satz: Die Eigenfunktionen ¢; von H sind identisch
mit den Eigenfunktionen von K, und die entsprechenden charakteristi-
schen Zahlen #; von H hingen mit den charakteristischen Zahlen x;
von K durch die Gleichung

i = f ()

zusammen. In der Tat bestitigt man sofort, daB die zum Eigenwert
A;=1/x; gehorige Eigenfunktion ¢; von K (s, ) auch Eigenfunktion von
H(s,?) mit der charakteristischen Zahl #; = f(x;) ist. DaB H keine
anderen charakteristischen Zahlen und Eigenfunktionen besitzt, er-
kennt man leicht, indem man zeigt, da

[[HGs prasas = fxe

t=1
gilt.
7. Beispiel eines unsymmetrischen Kerns ohne Nullésungen. Der
Rad . . 1 t . .
Kern K (s, t) :2 EILSH;—(ZLL besitzt fiir das Gebiet 0 <s, 1 =2=n
v=1

keine Nullssungen; denn wir erhalten fiir die iterierten Kerne die Aus-

.. m -1 sinyssin (v 4+ n)¢ :
driiccke K" (s, ) = a" ZVZ(H_1)2‘..(7+n_1)2,unddaher konvergiert
die Neumannsche Reihe fiir alle Werte von i. Dasselbe Resultat ge-
winnt man durch Feststellung der Tatsache, dafl die zu K gehorige
Funktion D (1) kénstant ist?.

8. Volterrasche Integralgleichungen2 Wenn K (s, #) = 0 fir s <{¢
ist, so kann man die Integralgleichung in der Form

f6)= () —2[K(s.) p () dt°

schreiben. Solche Typen von Integralgleichungen sind besonders von
VOLTERRA behandelt worden. Man zeige, daB die zugehorige Resol-
vente eine ganze transzendente Funktion von ] ist, daB3 also die Volter-
rasche Integralgleichung fiir jedes 4 eine und nur eine Losung und daher
fiir kein 4 eine Nulldsung besitzt.

1 Ahnliche Kerne finden sich bei Goursar: Cours d’analyse (vgl. Literatur-
verzeichnis).

2 VoLTERRA, V.: Legons sur les équations intégrales et les équations intégro-
différentielles. Kap. II. Paris 1913.
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9. Abelsche Integralgleichung!. Schon ABEL hat eine spezielle,
fiir viele Anwendungen wichtige Volterrasche Integralgleichung auf-
gestellt, um das folgende Problem zu lésen: Ein materieller Punkt m
bewege sich unter dem EinfluB der Schwere auf einer glatten, in einer
Vertikalebene liegenden Kurve. Die Zeit ¢, die er braucht, um aus
einer Hohe x lings der Kurve zu deren tiefstem Punkt zu gelangen, sei
eine gegebene Funktion f von x; wie lautet die Gleichung der Kurve?
Die Aufgabe fithrt zu der Integralgleichung

pr)dr

M=) Vage—n

Nehmen wir an, daB f(x) eine fiir ¥ = 0 verschwindende stetig differen-
zierbare Funktion ist, so wird die Abelsche Integralgleichung durch

o) = y— i at

V¥ —¢
o

gelost, wobei g die Erdbeschleunigung ist und die Gleichung der Kurve
sich ergibt als

y=[VT* @ —1]d¢.

Allgemeiner betrachtet man die Gleichung

o = [0

5 —ms o<a<1),
a
die bei stetig differenzierbarem f(x) durch
sinaz  f(a) smom f(s\ds
PO =Gt f(s—x)l z
gelost wird.

10. Die zu einem unsymmetrischen Kerne gehérigen adjungierten
Orthogonalsysteme 2. Zu einem unsymmetrischen Kerne K (s, £) bilden
wir die beiden symmetnschen Kerne K'(s, ?) f K (s, o) K(t, 6)do und
K”(s, ?) / K(o,s) K(o,?)do. Es gibt eine Folge von Funktionen-
paaren ¢,(s), y,(s) (» =1, 2,...) und zugehorige Werte 4,, so daB

P = b K )p,00d,  v() =4 [K(9) g0 dt,
e () =R[K' () q0dt, () = 2 [K"(s )y, () dt

1 AsEL: Solution de quelques problémes & l'aide d’intégrales définies. Werke
(Christiania 1881) I, S. 11—27. — BOCHER: Integral Equations, S. 8, Cambridge
University Press, 1909.

? Scamipr, E.: Zur Theorie der linearen und nichtlinearen Integralgleichungen.
I. Teil: Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener.
Math. Ann. Bd. 63, S. 433—476. 1907.
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gilt. Jede in der Form f K (s, ) h(f)d¢ darstellbare Funktion erlaubt
eine absolut und gleichmiBig konvergente Entwicklung nach dem Ortho-
gonalsystem der ¢, und ebenso jede Funktion der Form f K, s)h(t)dt
eine Entwicklung nach dem Orthogonalsystem der w,. Es gilt

K(s,t) = 2 %;—:l’—'(—t) ,falls die Reihe rechts in jeder Variablen gleich-
v=1

miBig konvergiert. Der Kern K ist durch die Werte 1, und die beiden,
an sich voneinander unabhangigen Orthogonalsysteme eindeutig fest-
gelegt.

11. Integralgleichungen erster Art. Beispiele von Integral-
gleichungen erster Art der Form
(84) H(s) = [K(s,?) p(t) d¢
sind uns mehrfach begegnet. Z.B. wurde die Entwickelbarkeit nach
den Eigenfunktionen eines Kernes von der Auflosbarkeit einer Integral-
gleichung erster Art abhingig gemacht. Ferner sind solche Beispiele
durch das Fouriersche Integral und die Mellinsche Integraltrans-
formation (Kap. II, § 10, 8) gegeben. Die Schwierigkeit der Theorie der
Integralgleichungen erster Art beruht darauf, daB bei stetigem Kern
K (s, ?) die Mannigfaltigkeit aller stiickweise stetigen Funktionen ¢ (s)
in eine Teilmannigfaltigkeit transformiert wird, da jedenfalls alle so
entstehenden Funktionen f(s) stetig sind. Ist K(s,?) differenzierbar,
so wird jede stiickweise stetige Funktion, ja jede bloB integrierbare
Funktion ¢@(s) in eine differenzierbare transformiert. Die Integral-
gleichung kann also nicht allgemein fiir stetiges f(s) durch eine stetige
Funktion ¢ losbar sein. Erst in dem MaBe, wie der Kern von einem
reguliren Verhalten abweicht, kénnen wir eine Auflosbarkeit von (84)
fiirr allgemeinere Funktionenklassen f(s) erhoffen. Mar betrachte die
fritheren und kiinftigen Beispiele unter diesem Gesichtspunkte, wobei
das Unendlichwerden des Grundgebietes als mit einer Singularitdt
des Kernes dquivalent anzusehen ist.

Rein formal kann man bei symmetrischem Kern, wenn %, = (f, ¢»)
die Entwicklungskoeffizienten von f nach dem Eigenfunktionen-
system @, @,, ... des Kernes sind, eine Losung in der Form

@(s) = DA, %, ¢, (s) ansetzen. Falls diese Reihe gleichmiBig konver-
r=1

giert, was wegen des Anwachsens der 4, im allgemeinen Einschrankungen
fiir f(s) bedeutet, so stellt sie tatsichlich die Losung von (84) dar.
Im allgemeinen Falle liefert ein Satz von PicArD! notwendige und
hinreichende Bedingungen fiif die Auflosbarkeit einer Integralgleichung
erster Art f(s) = f K(s,?) @(f)dt bei einem beliebigen (auch einem

1 Prcarp, E.: Sur un théoréme général relatif aux équations intégrales de
premiére espéce et sur quelques problémes de physique mathématique. Rend.
Circ. mat. Palermo Bd. 29, S. 79—97. 1910.
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unsymmetrischen) Kern durch eine samt ihrem Quadrat im Lebes-
gueschen Sinne integrierbare Funktion ¢(s). Sind ¢;, vw;, 4; die
Paare der zu K(s, #) nach Nr. 10 gehorenden adjungierten Funktionen
bzw. die zugehorigen Eigenwerte, so ist fiir die Losbarkeit der obigen
Integralgleichung notwendig und hinreichend, daB die Reihe

, 2ZE([1s) pils) ds)?
konvergiert.

12. Die Methode der unendlich vielen Variablen. Ist w,(s),
Wy(s), . . . irgendein vollstindiges Orthogonalsystem fiir das Grundgebiet
und setzt man x; = (@, @), f; = (f, @), kpqg = ]fK(s, 1) wy(s) w,(2) ds dt,
so fithrt die Integralgleichung (1) sofort auf das Gleichungssystem

f,-=x.-——121k,-,xj (1:‘:1,2, 3,...)
’=
von unendlich vielen linearen Gleichungen fiir die unendlich vielen Un-

bekannten x,, %,, %3, . .. . Dabei ist Z'lx? und Zlﬁ sowie Z {e?f kon-

1= 1= %)=
vergent, wie aus der Besselschen Ungleichung folgt. Die Aufldsungs-
theorie dieses Gleichungssystems liefert uns dann die Sitze iiber die
Integralgleichung (1).

18. Minimumeigenschaften der Eigenfunktionen. Man kann
die Eigenfunktionen ¢,, @,, ... eines symmetrischen Kernes oder die
zu einem unsymmetrischen Kerne gehérigen beiden Orthogonalsysteme
®i(s), ¥i(s) und die entsprechenden Eigenwerte 4; durch folgendes

Minimumproblem erhalten: Der Kern K(s,?) soll durch einen aus-
n

gearteten Kern A,(s, {) = LAVRAU) so approximiert werden, daB
n A, PP

i=1
f f (K — A,)?dsdt moglichst klein wird. Man beweise, daB die 1.6sung
durch @; = ¢;, ¥; = y;, \; = 4; gegeben wird.

14. Polare Integralgleichungen. Auch fiir die Kerne von der
Form K(s, ) = A(s) S(s, #), wo S(s, ) symmetrisch ist, 4(s) aber bis
auf endlich viele Spriinge stetig, lassen sich dhnliche Ergebnisse herleiten
wie fiir den Fall eines symmetrischen Kernes. Am eingehendsten ist
bisher der Fall untersucht worden, daB S(s,?) ein definiter Kern ist, also
etwa lauter positive Eigenwerte besitzt. In diesem Falle, den HILBERT?
und GARBE? behandeln, heifit die Integralgleichung polar oder von der
dritten Art. Dabei hat die Resolvente, wie fiir symmetrische Kerne,
lauter reelle und einfache Pole, und fiir die zugehorigen Residuen,
welche die ,,polaren Eigenfunktionen* liefern, gilt ein analoger Ent-
wicklungssatz wie der von HILBERT fiir symmetrische Kerne auf-

1 HiLBerT, D.: Integralgleichungen, Kap. 15, wo fur die polare Integral-
gleichung eine etwas andere Gestalt zugrunde gelegt wird.

2 GARBE, E.: Zur Theorie der Integralgleichung dritter Art. Math. Ann.
Bd. 76, S. 527—547. 1915.
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gestellte. Verschwindet insbesondere der iterierte Kern K® (s,#) nicht
identisch, so gibt es stets wenigstens einen Eigenwert. Ubrigens gilt
der Satz, daB die Resolvente nur reelle und einfache Pole hat, auch
dann, wenn S (s, ) nur als positiv vorausgesetzt wird; ferner der weitere
Satz, daB es wenigstens einen Eigenwert gibt, wenn S(s, ¢) positiv ist
und K@ (s,#) nicht identisch verschwindet?.

15. Symmetrisierbare Kerne2 Die Kerne, fiir die die Resolvente
nur reelle und einfache Pole hat, lassen sich sehr einfach direkt cha-
rakterisieren. Damit ein Kern K(s,#) diese Eigenschaft aufweist, ist
notwendig, daB es einen Kern S(s,#) derart gibt, daB die Kerne
[S(s,7) K(z,t)dv, [K(s,7) S(z,)dv symmetrisch sind. Solche Kerne
K(s,t) nennt man symmetrisierbar. Stellt umgekehrt fiir einen ge-
eigneten positiv definiten symmetrischen Kern S(s,?) wenigsténs eines
der obigen Integrale einen symmetrischen Kern dar, so sind simt-
liche Pole der Resolvente von K(s, #) reell und einfach.

16. Bestimmung des lésenden Kernes durch Funktionalglei-
chungen. Man beweise, dal die Resolvente von K(s,?) durch die
Gleichungen (63) eindeutig bestimmt ist.

17. Die Stetigkeit der definiten Kerne. Man beweise, daB ein
fir 0=s,f<1 stiickweise stetiger definiter symmetrischer Kern
K (s, t), der in allen Punkten s == { stetig ist und stetige Eigenfunktionen
besitzt, tiberhaupt iiberall fiir 0 <s, =<1 stetig ist. ‘

18. Satz von Hammerstein. Bei einem im Grundgebiete 0 <'s, <1
stetigen Kern K (s, #), der.im ganzen Gebiet 0 =<s, £ =<1 eine gleich-
méBig beschrinkte Ableitung hat, besteht die Bilinearformel schon fiir
den Kern selbst und nicht erst fiir den iterierten Kern K® s, f). Die
Voraussetzung der beschriankten Differenzierbarkeit 148t sich noch
durch wesentlich allgemeinere ersetzen3.

Literatur zum dritten Kapitel.

Vor allem sei auf den Artikel der Enzyklopidie der math. Wissenschaften,
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S. 181—184. 1923.
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Viertes Kapitel.

Die Grundtatsachen der Variations-
rechnung.

Fast alle Fragen der mathematischen Physik, auf welche wir die
Theorien der vorangegangenen Kapitel anwenden wollen, stehen in mehr
oder weniger engen Beziehungen zur Variationsrechnung. Wir wollen
in diesem Kapitel die Grundtatsachen dieser zentralen Disziplin der
Analysis entwickeln, um aus ihnen in naturgemiBler Weise die
Differentialgleichungen der mathematischen Physik und Ansitze fiir
die Methoden zu ihrer Losung zu erhalten. In spiteren Kapiteln des
zweiten Bandes soll dann die hier dargelegte Theorie erginzt und
vertieft werden.

§ 1. Die Probleinstellung der Variationsrechnung.

1. Maxima und Minima von Funktionen. Die Variationsrechnung
nimmt ihren Ausgang von einer Verallgemeinerung der elementaren
Theorie der Maxima und Minima. Zum besseren Verstindnis des Wesens
dieser Verallgemeinerung wollen wir zunichst einen Blick auf die
wohlbekannte elementare Theorie werfen. In ihr handelt es sich stets
darum, fiir eine vorgegebene stetige Funktion f(x, y, . ..) der in einem
vorgegebenen abgeschlossenen Gebiete G laufenden Variablen %, v, ...

eine solche Stelle %, ¥,, ... im Gebiete G zu finden, an welcher die
Funktion f(x, y, ...) ein Maximum oder Minimum, einen ,Extrem-
wert*, gegeniiber allen der Stelle x,, y,, ... in G hinreichend nahe

benachbarten Stellen annimmt. DaB diese Aufgabe stets eine Losung
haben muB, lehrt der schon im ersten Kapitel benutzte, unmittelbar aus
dem Begriffe der Stetigkeit folgende Satz von WEIERSTRASZ: Jede in
einem abgeschlossenen Gebiete der Variablen stetige Funktion besitzt im
Innern oder auf dem Rande des Gebietes evn Maximum und ein Mintmum.
Ist die Funktion f(x, ¥, ...) in G differenzierbar und wird das Extremum
im Inneren angenommen, so miissen an der betreffenden Stelle not-
wendig die Ableitungen von f(x,y,...) nach jeder Variablen ver-
schwinden oder, anders ausgedriickt, es muB das Differential df Null
sein. Diese notwendige Bedingung ist aber keineswegs hinreichend, wie
das Auftreten von Wendepunkten oder Sattelpunkten zeigt; Beispiele
hiefiir sind f(x) = x® bei %, =0; f(*,y) = xy bei %, =0, y,=0.
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Aligemein nennen wir Punkte, in denen die Ableitungen der Funktion
samtlich verschwinden, so daB df=0 gilt, stationire Punkte.

Sind die Variablen nicht unabhingig, sondern Bedingungsgleichun-
gen g;(*,9,...)=0, g(x,9,...)=0, ..., &*, 9, ...) =0 unter-
worfen, so kann man sich zur Aufstellung der notwendigen Bedingungen
fiir ein Extremum oder fiir den stationdren Charakter einer Stelle der
Multiplikatorenmethode von Lagrange bedienen. Diese Methode be-
steht in folgender Vorschrift: Um eine im Innern des Gebietes der
Variablen liegende Stelle (%, ¥, ...) zu finden, fiir welche f(x,y,...)
ein Maximum oder Minimum annimmt oder allgemeiner stationiren
Charakter hat, bilde man mit # 4 1 neuen Parametern, den ,,Multipli-
katoren* 1y, 4y, . . ., A, die Funktion F= 4/ + 4,8, + 4a 82 ++++ + 4nta
und bestimme sodann die GréBen x4, ¥, ... und die Verhiltnisse
der GréBen Ay, 4, ..., 4 aus den Gleichungen
oF oF
7 = 0, a—y =0, «u.,

S S

(1)

deren Anzahl mit der Anzahl der Unbekannten iibereinstimmt. Diese
Gleichungen stellen die gesuchten Bedingungen fiir das stationire Ver-
halten von f(x, y, . . .) bzw. fiir das Extremum von f bei den gegebenen
Bindungen dar.

Sobald nicht 4, = 0 ist, diirfen und wollen wir wegen der Homo-
genitdt von F in den A; die GroéBe 2, = 1 setzen. Die Lagrangesche
Methode ist nichts als eine besonders elegante Umgehung der listigen,
zur Unsymmetrie zwingenden Forderung, mit Hilfe der Nebenbedin-
gungen % der Variablen aus der Funktion f(x,y,...) zu eliminieren.

Wir betrachten einige typische Beispiele, die trotz ihrem elementaren
Charakter als Mittel zur Orientierung niitzlich sind.

a) Unter allen Dreiecken mit gegebener Grundlinie und gegebemem
Umfang hat das gleichschenklige den groften Inhalt; bei gegebener Grund-
linie und gegebenem Inhalt hat das gleichschenklige den Fleinsten Umfang.
Schon bei diesem einfachen Beispiel, das sich ohne jede Rechnung durch
Betrachtung der Ellipsen mit der gegebenen Grundlinie als Verbindungs-
strecke der Brennpunkte unmittelbar durchschauen 14B8t, erkennen wir
eine eigentiimliche Reziprozitit, die uns spiter (§11, 2, S. 219) noch be-
gegnen wird.,

b) Brechung und Reflexion des Lichtes. Das sogenannte
Fermatsche Prinzip der kiirzesten Lichizeit besagt, daB ein Lichtstrahl
auf seiner wirklichen Bahn zwischen zwei Punkten eine kiirzere Zeit
braucht, als er auf jeder anderen denkbaren den vorliegenden Be-
dingungen geniigenden (,,virtuellen*) Bahn brauchen wiirde. Hieraus
ergibt sich die Geradlinigkeit der Lichtausbreitung in einem homogenen
Medium unmittelbar. Wird von dem Lichtstrahl verlangt, daB er eine
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gegebene Kurve (Spiegel) treffen, aber nicht durchschneiden soll, so
miissen, wie sich aus der Bedingung fiir den Differentialquotienten sehr
leicht ergibt, die beiden die Bahn bildenden geradlinigen Strecken sich
auf der Kurve so treffen, daB sie mit der Kurventangente gleiche Winkel
bilden (Reflexionsgesetz). Trennt dagegen die vorgegebene Kurve zwei
Gebiete, in denen verschiedene Lichtgeschwindigkeiten c,, ¢, herrschen,
und soll der Lichtstrahl von dem einen Gebiet ins andere fithren, so
muB er aus zwei geradlinigen Stiicken bestehen, welche dem bekannten
Brechungsgesetz sino, : sin®, == ¢, : ¢, geniigen, wobei &, und &, die
Winkel der beiden Strecken mit der Kurvennormale im Durchschnitts-
punkte von Bahn und Kurve sind.

c) Ein Problem von Steiner. Zu drei Punkten 4,, 4,, 4,, die
ein spitzwinkliges Dreieck bilden, soll ein vierter Punkt P so gefunden
werden, daB die Summe der Entfernungen PA, + PA, + P4, mog-
lichst klein wird. Denken wir uns mit der Strecke PA; um A, den
Kreis geschlagen, so mufl P auf diesem Kreise so liegen, da die Summe
PA, + PA, moglichst klein ist, d.h., nach b) miissen die Geraden
PA, und PA,; mit dem Radius P4, gleiche Winkel bilden. Da
dasselbe bei Vertauschung der Indices 1, 2, 3 gilt, so miissen alle drei
Winkel 4,P4,, A,PA;, A;PA, einander gleich, d. h. gleich 27/3 sein,
womit die Aufgabe geldst ist.

d) Isoperimetrisches Problem fiir Polygone. Unter allen
sich nicht iiberschlagenden Polygonen gegebener gerader Seitenzahl 21
und gegebenen Umfanges 2/ soll dasjenige mit groftem Inhalt gefunden
werden. Das gesuchte Polygon IT(4,, 4,, 45, ..., 4,,) ist das regu-
lire 2n-Eck. Um dies zu beweisen, iiberzeugen wir uns zunichst davon,
daB IT konvex ist. Gibe es nidmlich eine Stiitzgerade, welche zwei
Ecken, z. B. 4,, A; enthilt derart, daB keine der beiden sie ver-
bindenden Kantenziige ganz auf diese Gerade fillt, so spiegeln wir
einen dieser Kantenziige, z. B. 4,4,4,, an der Stiitzgeraden und
gelangen so zu dem Kantenzug A4,4;A4,, der mit dem iibrigen
Kantenzug ein Polygon des gegebenen Umfanges, aber von gréBerem
Inhalt liefern wiirde. Wir kénnen uns also von vornherein auf die
Betrachtung konvexer Polygone beschrinken. Zweitens zeigen wir,
daB das Polygon lauter gleiche Seiten besitzt. Wiren zwei auf-
einanderfolgende Seiten A4,4,, A,A4; nicht gleich lang, so konn-
ten wir nach a) die Ecke 4, so durch eine Ecke A} ersetzen, daB
A A3 + A4 = A A, + AzA, ist und der Flicheninhalt des Drei-
ecks A,A;A; groBer als der des Dreiecks A4,4,44 wird, also auch
der des neuen Polygons groBer als der von IT im Gegensatz zur
Voraussetzung, daB I7 das maximale Polygon ist. Um endlich zu
zeigen, daB IT einem Kreise eingeschrieben ist, zerlegen wir IT durch
eine zwei gegeniiberliegende Ecken 4,, 4,,, verbindende Diagonale d
in zwei umfangsgleiche Polygone IT,, II,; diese miissen auch inhalts-
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gleich sein; denn wire [1, groBer als IT,, so konnten wir das Spiegel-
bild II{ von II, an der Diagonale d zu IT, hinzufiigen und so zu einem
Polygon IT* = II, + II{ gelangen, das den Umfang 2/, aber einen
groBeren Inhalt als IT hitte. Wir zeigen nun, daB fiir jede Ecke Aj der
Winkel 4,4;4, ., ein rechter sein muB. Wire es dieser Winkel fiir die
Ecke 4; von [T, nicht, so zerlegen wir I, in das Dreieck 4,4,4, +pund
zwei Polygone H,, H,, die an die Seiten 4, A, und A, ; A3 anschlieBen,
und betrachten sodann ein rechtwinkliges Dreieck A} A4;4,,,, dessen
Katheten A414;, A},,4, bzw. gleich 4,4,, A4,,,4, sind. Figen wir
die Polygone H,, H, an diese Katheten an, so erhalten wir ein Polygon
I}, das wir an A} A}, spiegeln und durch Hinzufiigung des Spiegel-
bildes zu einem geschlossenen Polygon IT* erginzen. Dieses neue Po-
lygon besitzt den Umfang 2J; da aber das rechtwinklige Dreieck
Aj{AyAy 4, einen groBeren Inhalt besitzt als das nichtrechtwinklige
A,434,,1, so hat auch IT* einen groBeren Inhalt als I7, was gegen die
Voraussetzung ist. Damit ist der Nachweis fiir die Extremumseigen-
schaft des reguliren Polygons erbracht!. Genau dieselbe Losung er-
gibt sich fiir die reziproke Aufgabe, bei gegebenem Inhalt den Umfang
moglichst klein zu machen.

Die hier dargelegte, auf einer klassischen Idee von STEINER be-
ruhende Behandlung ist ein Beispiel dafiir, daB in konkreten Fillen
eine anschauliche geometrische Methode rascher und iiberzeugender zum
Ziele filhren kann als die Anwendung eines allgemeinen analytischen
Verfahrens.

e) Andere Beispiele. Maximum eines Minimums. .Andere
typische Beispiele, wo es sich nicht mehr um reine Maxima oder Minima
handelt, sind uns schon mehrfach begegnet. Es sei ‘hingewiesen auf die
Definition der Eigenwerte einer quadratischen Form als Maxima eines
Minimums oder auf die Polynome von Tschebyscheff (s- S. 75).

2. Funktionenfunktionen. Die Variationsrechnung nimmt ihren
Ausgang ebenfalls von Extremumsproblemen bzw. der Frage nach
stationdren Werten.  Der fundamentale Unterschied ist aber der, da8
es sich nun nicht mehr um Extrema von Funktionen einer endlichen
Zah] unabhingiger Variablen handelt, sondern um Extrema von so-
genannten Funktionenfunktionen®. Unter einer Funktionenfunktion
versteht man eine GréBe oder auch eine Funktion, die nicht von einer
gewissen Anzahl von unabhingigen, in gewissen Grenzen willkiirlichen

1 Es sei nochmals ausdriicklich darauf hingewiesen, daB die Existenz des
Extremums ‘nach dem WeierstraBschen Satze von vornherein feststeht. Legt
man nimlich eine Ecke des Polygons:in den Nullpunkt, so sind die Koardinaten
der iibrigen Ecken durch die Forderung des gegebenen Umfangs auf einen ab-
geschlossenen Bereich beschrinkt, und der Flicheninhalt hangt stetig von
ihnen ab.

? In der franzésischen Literatur ist die Bezeichnung ,,fonction de ligne*
oder ,,fonctionnelle* gebraduchlich,
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Variablen, sondern von dem Verlaufe einer oder mehrerer in gewissen

Grenzen willkiirlicher, die Stelle der unabhingigen Variablen vertreten-

der Funktionen abhiingt. Das einfachste Beispiel bietet die Linge L

einer Kurve y = y(x) zwischen den Werten x = x,, x = %, ; diese Lange
x,

wird gegeben durch das Integral L = j ]/"1w+ y'2 dx; die Zahl L hangt

%
also vom Verlaufe der ,,Argumentfunktion’ y(x) ab, die als beliebige
stetige Funktion mit stiickweise stetiger Ableitung gewihlt werden
kann. Solche Funktionenfunktionen treten iiberall in der Analysis und
in den Anwendungen auf, und viele der wichtigsten Fragen der Ana-
lysis beziehen sich mehr oder weniger auf solche funktionale Abhingig-
keiten.

Ein anderes Beispiel ist der Flicheninhalt einer Fliche z = z(x, ),
welche iiber einem Gebiete G der x, y-Ebene liegt. Er wird gegeben

durch das Integral
f/w + 2z + Zydxdy
¢
und ist eine Funktionenfunktion der Argumentfunktion z(x, y).
Weitere Beispiele fiir Funktionenfunktionen haben wir schon im
vorigen Kapitel kennengelernt. So ist bei festem K (¢, y) die Funktion

¢(®) = [K(x,9) h(y) dy

eine Funktionenfunktion von %(x), und die Integralform

[[K(%,9) @) ¢(y) dxdy

eine Funktionenfunktion von ¢(x). In diesem Kapitel werden uns
hauptsidchlich solche Funktionenfunktionen beschéftigen, die durch
Integrale iiber bekannte Ausdriicke in der Argumentfunktion, deren
Ableitungen und den unabhingigen Variablen gegeben sind, wie oben
die Bogenlinge einer Kurve.

Ebenso wie bei Funktionen von endlich viel Variablen fiir diese
ein Definitionsbereich vorliegen muB}, so muB auch fiir die Argument-
funktionen der Funktionenfunktionen der Bereich der zugelassenen
Funktionen definiert werden, beispielsweise durch die Forderung der
Stetigkeit der Funktion und der stiickweisen Stetigkeit der ersten Ab-
leitung (vgl. auch nichste Nummer).

Wenn eine Funktionenfunktion sich auch nicht als Funktion von
endlich vielen Variablen auffassen liBt, so kann man sie doch als Funk-
tion von unendlich vielen Variablen ansehen. Man denke sich etwa die
Argumentfunktionen in Potenzreihen oder Fouriersche Reihen ent-
wickelt; dann sind die Entwicklungskoeffizienten die betreffenden
unendlich vielen Variablen. Natiirlich muB der Bereich dieser Variablen
Einschrinkungen unterworfen werden, die sich jeweils aus den Be-
dingungen ergeben, welchen die Argumentfunktionen zu geniigen haben.
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3. Die typischen Probleme der Variationsrechnung. In der Varia-
tionsrechnung handelt es sich darum, Maxima oder Minima oder auch
allgemeiner nur stationire Werte! von Funktionenfunktionen aufzu-
suchen, indem man diejenigen einem vorgegebenen Funktionenbereich
angehdrigen Argumentfunktionen aufsucht, fiir welche das betreffende
Extremum oder der stationire Wert angenommen wird. Analog wie
es beim gewohnlichen Minimumproblem oder Maximumproblem der
Differentialrechnung immer zunichst nicht auf das absolute Minimum
oder Maximum ankommt, sondern nur auf das Extremum relativ zu
einer gewissen Umgebung der Extremumstelle, werden wir auch hier
das Extremum relativ zu einer gewissen Nachbarschaft der das Ex-
tremum liefernden Argumentfunktion aufzusuchen haben. Wir miissen
hierzu den Begriff der Nachbarschaft einer Funktion f(x,y,...) defi-
nieren. Ist % eine positive GroBe, so sagen wir, die Funktion f, (x, y, . . .)
liege in der Nachbarschaft, genauer in der Nachbarschaft (k) der
Funktion f(x,y, ...), wenn fiir den betrachteten Definitionsbereich
|t = hl<hist

Nunmehr formulieren wir das Grundproblem der Variationsrechnung
dahin, daB innerhalb eines gewissen Funktionenbereiches der Argument-
funktion oder der Argumentfunktionen einer vorgegebenen Funktionen-
funktion eine extremale Funktion gesucht werden soll, welche die Funk-
tionenfunktion zu einem Extremum mfacht, verglichen mit allen einer
hinreichend kleinen Nachbarschaft (k) angehérigen Argumentfunktionen
des Bereiches. Die Argumentfunktionen koénnen ganz unabhingig
wihlbar sein, sie konnen aber auch vorgeschriebenen funktionalen Be-
dingungsgleichungen unterworfen werden. Treten in der zum Ex-
tremum zu machenden Funktionenfunktion noch variable Parameter
%x,v,... auf, ist sie alsp keine Zahl, sondern selbst eine Funktion
dieser Parameter, so miissen diese verinderlichen Parameter der
Extremumsforderung gemaB mitbestimmt werden. Wir erliutern die
Problemstellung an einer Reihe einfacher Beispiele:

a) Geoddtische Linien. Auf einer Fliche soll die kiirzeste ihr
angehorige Verbindungslinie zweier Punkte bestimmt werden. Ist
die Fliche durch die Parameterdarstellung x = x(u,v), y = y (4, v),
z = z(u, v) der rechtwinkligen Koordinaten x, y, z gegeben und wird
in der iblichen Weise e =12 4+ 92 + 22, f= 2, %, + Yu VYo + 2u 2,

1 Was wir unter einem stationiren Wert einer Funktionenfunktion zu ver-
stehen haben, wird spiter prazisiert werden (§ 3, 1).

? Far gewisse Untersuchungen ist es zweckmiBig, den Begriff der Nachbar-
schaft stufenweise zu verfeinern. Wir sagen dann, die Funktion f[(x Yy, . .0)
liege in der Nachbarschaft erster Ordnung (k) von f(x, ¥, ...) wenn auBer
|f— h|<h auch noch die Beziehungen [fo= bl <h, [fy,—Fy|l<h, ...
bestehen. Allgemein sprechen wir von Nachbarschaft snter Ordnung (k) von
f(#, ¥, ...), wenn diese Ungleichungen auBer fiir /, selbst auch noch fiir alle
Ableitungen von f, bis zur einschlieBlich nten Ordnung gelten,
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g =x2 492+ 22 gesetzt, so ist die Linge einer durch die Glei-
chung v = v(%) definierten Flichenkurve zwischen den Werten #,, %,

durch das Integral L = / ]/e +2fv' 4 gv'idu gegeben Es handelt
sich also um die Bestnnmung der Extrema von f }/g 2/ + gvrs du.

b) Lichtstrahl, Brachistochrone. Nach dem oben (S. 140) for-
mulierten Fermatschen Prinzip wird die Bahn des Lichtes in einem
unhomogenen zweidimensionalen Medium mit der Lichtgeschwindigkeit
@(x,y) durch das Variationsproblem

/] 1+ 7y — Minimum

(%, )

charakterisiert. Hier wie beim vorigen Problem sind zum Vergleiche
solche stetig gekriimmte Kurven zugelassen, welche die fest gegebenen
Endpunkte der Bahn miteinander verbinden. — Ganz analog wie das
Problem des Lichtstrahles formuliert sich das Problem der Brachisto-
chrone, mit dem im Jahre 1696 JaAkoB BERNOULLI den Ansto8 zur
Entwicklung der Variationsrechnung gab. Es sollen zwei Punkte
A (%, 0), B(x,,%,) durch eine Kurve miteinander verbunden werden,
auf der ein der Schwere in Richtung der y-Achse unterworfener, reibungs-
los gleitender Massenpunkt méglichst rasch von 4 nach B gelangt. Die
Anfangsgeschwindigkeit des Punktes sei Null. Nach der Fallhohe y hat
der Punkt bekanntlich die Geschwindigkeit }2gy, wobei g die Schwere-
beschleunigung ist. Hieraus ergibt sich als Fallzeit das Integral

Zy
1+y2
2 T = / }/ % ax,
Zo

welches also zum Minimum zu machen ist. Zuldssige Vergleichsfunk-
tionen sind hierbei alle positiven mit den beiden ersten Ableitungen
stetigen Funktionen y(x), fiir die y(x,) =0, ¥ (%,) =y, ist.

c)MinimaleRotationsfliche. Die Kurvey = y(x) = 0 mége um die
x-Achse rotieren. Die erzeugte, von den Ebenen x = x,, x = %, begrenzte

%1
Rotationsfliche besitzt dann den Flicheninhalt F = 2= / yy1+vy2dx.

Ty
Die Kurve y = y(x), die die kleinste Rotationsfliche liefert, wird dem-
nach charakterisiert durch das Variationsproblem

2
nyi + y'2 dx = Minimum.

d) Isoperimetrische Probleme. In der urspriinglichen geo-
metrischen Form besagt das Problem: Man soll eine geschlossene Kurve

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Aufl. 10
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von gegebenem Umfang und gréBtem Inhalt finden. Indem wir die
Kurve als konvex annehmen und durch die x-Achse in zwei inhalts-
und umfangsgleiche Teile zerlegt denken (vgl. 1d), gelangen wir zu fol-
gendem Problem: Es soll das Integral

g
fy(x) ax
]

durch geeignete Wahl von & und y(x) zu einem Maximum gemacht
werden, wihrend

E-
f]/l +y2dx =1

0

gegeben ist, und im iibrigen y(x) irgendeine im Intervalle 0 <x <§
stetige und mit stiickweise stetiger erster Ableitung versehene Funktion
bedeutet, fiir die y(0) = y(§) = 0 ist.

Ein ganz analoges Problem koénnen wir formulieren, wenn wir die
obere Grenze £ als fest annehmen.

Wir konnen dieses Problem, das man auch das spezielle isoperime-
trische Problem nennt, auf ein gewdhnliches Variationsproblem

z
zuriickfithren, indem wir die Bogenlinge s = f V1 +9'2dx als un-

0
abhingige Variable einfithren, die im Intervalle 0 = s =2 [ lduft. Wegen
ds? = dx® + dy? geht hierdurch die Aufgabe iiber in die folgende:
!
ay

—_—
Es soll / yV1 — (Ti?)z ds zum Maximum gemacht werden, wenn y(s)
0

eine stetige, stiickweise mit stetiger Ableitung versehene Funktion
von s ist. Nach Bestimmung von y(s) findet man dann

(3) %(s) =fV1 — (%)zds

und hat damit die gesuchte Kurve in Parameterdarstellung. (Vgl. auch
die Hurwitzsche Losung des isoperimetrischen Problems Kap. II,
§10,1.)

Allgemein bezeichnet man solche Probleme, bei denen ein Integral-
ausdruck zum Extremum gemacht werden soll, wihrend ein anderer
einen gegebenen Wert besitzt, als isoperimetrische Probleme. Ein Bei-
spiel dafiir ist das Problem der Kettenlinie: Die Lage eines homogenen
schweren Fadens von gegebener Linge mit festen Endpunkten unter
dem EinfluB der in Richtung der negativen y-Achse wirkenden Schwere
zu bestimmen. Da die Gleichgewichtslage durch die Forderung gekenn-
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zeichnet ist, daB der Schwerpunkt mdglichst tief liegen soll, so ge-
langen wir zu folgendem Variationsproblem: Es soll

Ty
fyv1+y’7"'dx

moéglichst klein sein, wihrend

2
l= / Y1+ y2dx
einen gegebenen Wert besitzt und die Randwerte y (x,) = v, ¥ (%)) = ¥,
ebenfalls gegeben sind.
Ein weiteres Problem ist
f ()2 d% = Min.
Zo
mit der Nebenbedingung
zy
jyz dx =1;
Ty
hierbei soll die Funktion y(x) an den Endpunkten des Intervalls ver-
schwinden und iiberall mit ihren Ableitungen bis zur zweiten Ordnung
stetig sein.
Oder (vgl. S.152): Es soll eine mit den Ableitungen erster Ordnung
im Gebiete G stetige Funktion # von %, ¥ bestimmt werden, welche der

Bedingung f f u®dxdy = 1 geniigt und fiir die
(e
(4) [j (wy + uy) dx dy —}—fouzds
G r

moglichst klein wird (I” bedeutet den Rand des Gebietes G, ¢ eine feste
Funktion der Bogenlinge s von I'). Auch das Minimumproblem des
vorigen Kapitels, welches die Eigenfunktionen eines symmetrischen
Kerns definierte, ist ein solches isoperimetrisches Problem.

Bei allen genannten Problemen muB natiirlich der Bereich der zu-
gelassenen Vergleichsfunktionen stets hinsichtlich der Stetigkeits-
eigenschaften so festgelegt sein, daB die auftretenden Funktionenfunk-
tionen einen Sinn behalten.

4. Die charakteristischen Schwierigkeiten der Variationsrechnung.
Wiahrend in der Theorie der gewdhnlichen Maxima und Minima der
grundlegende Satz von WEIERSTRASZ uns ein fiir allemal der Losbarkeit
der Aufgabe versichert, besteht in der Variationsrechnung die eigen-
tiimliche Schwierigkeit, daB Probleme, die sich sinnvoll formulieren
lassen, dennoch unter Umstéinden keine Lésung zu besitzen brauchen —
eben weil es im allgemeinen nicht moglich ist, den Bereich der zu-

10*
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lassigen Vergleichsfunktionen als abgeschlossenen Bereich so zu wahlen,
daB in ihm ein Héufungsstellenprinzip gilt. Ein einfaches geome-
trisches Beispiel ist das folgende: Zwei Punkte auf der x-Achse sollen
durch eine stetig gekriimmte, moglichst kurze Linie verbunden werden,
welche in ihren Endpunkten auf der x-Achse senkrecht steht. Dieses
Problem besitzt keine Losung. Denn die Linge einer solchen Linie ist
immer groBer als die der geradlinigen Verbindungsstrecke, kann aber
der Linge der Verbindungsstrecke beliebig angenihert werden. Hier
existiert also zwar eine untere Grenze, aber kein Minimum, das von
einer zulissigen Kurve angenommen wird.

Ein weiteres Beispiel fiir ein nicht losbares Variationsproblem ist
das folgende: Es soll

1
(5) fx"y'2 dx
-1

zum Minimum gemacht werden durch eine stetige Funktion y(x) mit
stiickweise stetiger Ableitung, fiir welche y(—1) = —1, y(1) =1 gilt.
Man kann unschwer sehen, daB durch geeignete Funktionen (nimlich
y=—1fir x <—¢, y=1 fiir x>¢, y=x:¢ fiir |x| =< ¢) das In-
tegral beliebig klein gemacht werden kann, wihrend es fiir keine
zuldssige Funktion verschwindet.

Wir sehen also, daf in der Variationsrechwung die Existenz der
Losung eines gegebenen Extremumproblems tmmer noch eines besonderen
Beweises bedarf. Fiir viele mit der Variationsrechnung zusammen-
hingende Fragen bedeutet dies, wie wir spiter erkennen werden, eine
wesentliche Schwierigkeit. Im vorliegenden Kapitel jedoch wird es sich
vorzugsweise um die Aufstellung lediglich notwendiger Bedingungen fiir
das Eintreten eines Extremums handeln, wobei die Frage, ob ein Ex-
tremum nach Erfilllung dieser Bedingungen wirklich vorhanden ist,
offen bleiben kann.

Bevor wir an die Aufstellung dieser notwendigen Bedingungen in
Form von Differentialgleichungen gehen, wollen wir ith nichsten Para-
graphen einige Uberlegungen iiber Ansitze zur direkten Losung der
Variationsprobleme anstellen.

§ 2. Ansidtze zur direkten Losung?.

Die meisten Methoden, die auf eine direkte und vollstindige Losung
von Variationsproblemen abzielen, beruhen darauf, daB man zunichst
ein geeignet zu wihlendes gewdhnliches Extremumproblem 1dst, in dem
es sich um die Bestimmung von # Parametern handelt, und sodann
den Grenziibergang # — oo vollzieht.

1 Ausfithrlich werden wir die direkten Methoden der Variationsrechnung
erst im zweiten Bande behandeln.
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1. Isoperimetrisches Problem. Als Beispiel betrachten wir das
isoperimetrische Problem aus § 1, 3d, eine geschlossene Kurve K mit
dem Umfang 2/ und maximalem Inhalt zu finden, wobei die Kurve
stiickweise glatt, d.h. bis auf endlich viele Ecken mit stetiger Tan-
gente versehen sein soll. Nehmen wir an, die Kurve K sei die Losung,
dann konnen wir schlieBen, daB K ein Kreis ist. Denn zunichst ergibt
sich genau so wie in § 1, 1d, daB K konvex ist und daB jede Sehne
AB, die K in zwei umfangsgleiche Teile zerlegt, auch eine Zerlegung
in flichengleiche Teile definiert; zweitens muB fiir jeden Punkt P
der Kurve K der Winkel APB ein rechter sein, da man sonst durch
die Konstruktion von §1, 1d, sofort eine Kurve K’ mit demselben
Umfang, aber groBerem Inhalt bekommen konnte. Da diese Uberlegung
aber auf der gemiB § 1, 4, beweisbediirftigen Voraussetzung beruht, da
das Problem iiberhaupt eine Losung besitzt, so wollen wir zur Lsung
einen anderen Weg einschlagen, welcher gleichzeitig den nétigen Exi-
stenzbeweis fiir die Losung mitliefert. Wir betrachten die Menge aller
Inhaltszahlen von zulissigen Kurven. Da diese Zahlen jedenfalls unter-
halb der Schranke /2z liegen (die Kurve muB in einem Kreise vom
Radius / Platz haben), so besitzt nach den elementaren Grundregeln
der Analysis die Zahlenmenge eine obere Grenze M, oberhalb deren
keine Zahl der Menge liegt, in deren Nachbarschaft () aber bei beliebig
kleinem ¢ noch solche Zahlen vorhanden sind. Mit anderen Worten,
es gibt eine ,,Maximalfolge' von zulissigen Kurven K,, K,, Kj, ...
derart, daB der Fliacheninhalt F, von K, mit wachsendem # gegen M
konvergiert. Nun konnen wir jede Kurve K, durch ein Polygon IT,
mit hinreichend groBer Seitenanzahl beliebig genau so approximieren,
daB Inhalt und Umfang des Polygons sich von dem der Kurve beliebig
wenig unterscheiden. Da wir das Polygon noch, ohne seinen approxi-
mierenden Charakter zu veridndern, dhnlich zu sich selbst so dilatieren
diirfen, daB sein Umfang genau gleich 2 / wird, konnen wir also von der
Maximalfolge K,, K,, ... zu einer aus Polygonen I7, bestehenden
Maximalfolge iibergehen. Die Seitenzahl dieser Polygone diirfen wir
als gerade annehmen, da ein (2m — 1)-Eck als 2m-Eck mit zwei in eine
Gerade fallenden aufeinanderfolgenden Seiten aufgefaBt werden kann.
Nun wissen wir nach §1, 1d, daB von allen 2m-Ecken mit dem Um-
fang 217 das regulire den groBten Inhalt hat. Also miissen wir erst
recht eine Maximalfolge unseres Problems erhalten, wenn wir die Po-
lygone II, durch die entsprechenden reguliren Polygone ersetzen.
Diese aber konvergieren mit wachsender Seitenzahl gegen den Kreis
vom Umfang 2/, und da die Inhalte der Polygone gegen M konvergieren,
besitzt der Kreis den Inhalt M und 16st wirklich das Variationsproblem.

2. Das Ritzsche Verfahren. Minimalfolgen. Den Uberlegungen
im vorigen Beispiel liegt ein allgemeiner Gedanke zugrunde. Wir be-
trachten irgendein Variationsproblem der Form D[] = Min., wobei
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D[9] ein Integral iiber einen gegebenen Ausdruck aus der Funktion ¢
und ihren Ableitungen bis zur A'*"* Ordnung bedeutet und das Inte-
grationsgebiet sowie der Bereich der zum Vergleich zugelassenen Funk-
tionen @ vorgegeben ist. Ob es sich um einfache oder mehrfache Integrale
handelt und ob in dem Integrale hohere als erste Ableitungen von ¢
vorkommen, ist dabei gleichgiiltig. Wir setzen voraus, daB der Werte-
vorrat des Integrals D{¢] firr die zuldssigen Argumentfunktionen ¢
eine untere Grenze d besitzt (ob ein von einer Funktion ¢ = # wirklich
erreichtes Minimum, bleibt eben eine offene Frage); dann gibt es Folgen
von zulissigen Funktionen ¢,, @,, @5, ... derart, daB limD[p,] =d

n->oo .
ist, wihrend fiir jede zulissige Funktion ¢ die Beziehung D[¢]=d
gilt. Solche Funktionenfolgen nennen wir Minimalfolgen des Variations-
problems. Eine direkte Lisung des Variationsproblems wird immer
darauf hinauslaufen, daf man sich Minimalfolgen konstruiert und aus
diesen durch einen Gremzibergang die Losung zu gewinmen suchi.

Das Verfahren, welches W. Ritz! in diesem Sinne im Hinblick auf
die numerische Gewinnung der Losung mit groBem Erfolg angewandt
hat, besteht in folgendem: Man gehe aus von einem festen, fiir den
Integrationsbereich definierten vollstindigen Funktionensystem w,,
Wy, g, - - ., welches die Eigenschaft hat?, daB alle linearen Kombina-
tionen @, = ¢;w; + cwy + + + + + ¢, w, von endlich vielen der Funk-
tionen zuldssige Vergleichsfunktionen sind und daB sich fir jede zu-
lassige Vergleichsfunktion ¢ eine geeignete solche Kombination ¢, an-
geben 1aBt, fiir welche sich D[¢] von D[¢@,] um beliebig wenig unter-
scheidet. Dann muB es notwendig auch Minimalfolgen ¢,, @,, @, ...
geben, bei denen @, eine lineare Kombination ¢;w; 4 cywy + + -+ + ¢, 0,
von wy, wy, - .., , ist. Erst recht miissen wir also zu einer Minimal-
folge gelangen, wenn wir fiir jedes # die Funktion ¢,, d. h. die Para-
meter ¢,, ..., ¢, durch die Forderung bestimmen, daBl D[p,] = 4, ein
Minimum sein soll. Diese Forderung stellt ein gewShnliches Minimum-
problem fiir D[g,] als Funktion der # Parameter ¢,,c,,...,¢, dar
und 148t sich nach dem WeierstraBschen Satze immer erfiillen, wofern
nur — was vorausgesetzt werden soll — D[g,] eine stetige Funktion
der Parameter ¢, ¢,, . . ., ¢, ist. Zur Bestimmung der Werte ¢; erhalten

wir, allgemein gesprochen, die # Gleichungen a—Da—Eq’—"J =0@=1,

2,..., m). Von der so gewonnenen Minimalfolge erwartet man nun,
daB sie gegen die gesuchte Losung konvergiert. Leider aber liegt, wie wir
in Nr. 4 sehen werden, die Sache nicht so einfach, so daB wir allgemein

L Ritz, W.: Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Variations-
probleme der mathematischen Physik. J. f. reine u. angew. Math. Bd. 135,
S.1—61. 1909. — Gesammelte Werke S. 192—250. Paris 1911.

2 Die Existenz solcher Funktionen wird im zweiten Bande naher diskutiert
werden.
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nur aussagen kénnen: Die gewonnenen Werte D[@,] =d,, konvergieren
gegen die gesuchte untere Grenze bzw. das Minimum. Ob die Minimal-
folge selbst gegen die Losung konvergiert, das muB Gegenstand be-
sonderer Untersuchungen bleiben. Auf diese Frage kommen wir
spiter bei verschiedenen Gelegenheiten zuriick.

Die Brauchbarkeit des Verfahrens zur numerischen Rechnung kann
unter Umstinden auch dann noch bestehen bleiben, wenn die Kon-
vergenz des Verfahrens nicht bewiesen ist. Welchen Erfolg die Methode
im einzelnen Falle hat, wird von der mehr oder weniger gliicklichen
Wahl der Koordinatenfunktionen w; abhingen, die der Rechner dem indi-
viduellen Problem angepaBt treffen muB. Zur ersten Erliuterung des
Verfahrens betrachte der Leser die Beispiele unter Nr. 3.

3. Weitere direkte Methoden. — Differenzenverfahren. — Un-
endlich viele Veridnderliche. Auf eine andere Art kann man in vielen
Fillen zu Minimalfolgen gelangen, wenn man den Bereich der zu-
lassigen Funktionen erweitert, indem man z. B. statt stetig differenzier-
barer stetige mit nur stiickweise stetigen Ableitungen versehene Ver-
gleichsfunktionen in Betracht zieht. Wir beschranken uns dabei hier
auf das Problem des Minimums eines einfachen Integrals der Form

zy
Dy =fF(x,y,y’)dx- Ist y = @1(x), ¥ = P,(%), ... eine Minimal-
Zo

folge, so koénnen wir, wenn wir wie immer die erforderlichen Stetig-
keitsvoraussetzungen fiir F (x, v, ¥') machen, sicher die durch y = @n (%)
dargestellte Kurve durch einen Polygonzug y = p,(x) so genau
approximieren, da das Integral D[e,] sich von D[p,] beliebig wenig
unterscheidet. Man kann also auch Minimalfolgen herstellen, die aus
stitckweise linearen Funktionen bestehen, wobei dann der Unterschied
zwischen Differentialquotient und Differenzenquotient der Funktion
in jedem Teilintervall fortfillt. Teilt man z. B. das Integrations-
intervall durch m Teilpunkte in gleiche Teile der Linge Ax ein und
beschriankt sich auf Funktionen, die in jedem Teilintervall linear sind,
so geht das Variationsproblem wieder in das gewéhnliche Minimum-

problem
m
Z;F(x yi, 2L ;i’f) Ax = Min.
=

fir die Funktionswerte ¥;, ¥;, . .., Y4y in den Teilpunkten iiber. In-
dem wir die so zu gewinnenden Funktionen fiir m = 1, 2, 3, . . . bilden,
erhalten wir wiederum eine Minimalfolge?.

1 Die hier geschilderte Methode ist im wesentlichen diejenige, vermége deren
EULER in seinem Werke ,,Methodus inveniendi lineas curvas maximi minimive
proprietate gaudentes‘ (Lausanne 1744) die ,,Eulerschen Differentialgleichungen*
gewann.
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Der Leser moge sich davon iiberzeugen, daB man dieses Verfahren
dem Ritzschen Verfahren subsumieren kann, indem man geeignete
stiickweise lineare Koordinatenfunktionen einfiihrt.

Ob und wann dieses Verfahren gegen die Losung des Minimum-
problems konvergiert, werden wir im zweiten Bande sehen.

Ganz dhnlich wird man vorgehen konnen, wenn der Integrand
hohere Ableitungen enthilt, etwa noch die zweite. Man wird dann in
dem approximierenden Problem den zweiten Differentialquotienten
Yivs— 2%i411+ ¥

(4

Man kann unsere Variationsprobleme auch unter dem Gesichtspunkte
der Theorie von Funktionen unendlich vieler Verinderlichen betrachten.
Als ein Beispiel konnen wir die in Kap. II (S. 82f.) durchgefiihrte Hur-
witzsche Losung des isoperimetrischen Problems ansehen, wo die
Fourierschen Koeffizienten als die fraglichen Variablen auftraten und
wo der analytische Ausdruck die Lésung evident machte. Auch das
Verfahren von Ritz gestattet diese Auffassung, wenn wir uns die ge-
suchte Funktion z. B. in eine unendliche Reihe ¢,w; + ¢y, + - - - ent-
wickelt denken diirfen und das Verfahren als eine Methode der suk-
zessiven Bestimmung der unendlich vielen Koeffizienten ¢, c,, ¢;, . ..
ansehen, wobei natiirlich die nétigen Konvergenzuntersuchungen nach-
zuholen wiren.

Diese allgemeinen Erérterungen mogen durch einige Beispiele er-
Jautert werden.

a) (Vgl. S. 147.) Es soll das iiber das Rechteck R: 0=x=<a,
0 =y = b erstreckte Integral

(©) Digl = [[ (g% + ¢} dxdy
R

durch den zweiten Differenzenquotienten ersetzen.

zum Minimum gemacht werden, wenn zum Vergleich alle in R stetigen,
stiickweise glatten! und am Rande verschwindenden Funktionen zu-
gelassen werden, welche der Nebenbedingung

) Hig] = [[g*dzdy =1
B
geniigen.
Wir denken uns die Funktion ¢ in eine Fouriersche Reihe
Q= 2 Conp SID M —Z- % sinn —;i y entwickelt, was nach Kap. II sicherlich
m, n=1

moglich ist; dann handelt es sich um die Bestimmung der unendlich
vielen Parameter c,, durch die Minimumforderung. Da die Funk-
tionen ¢, und @, noch stiickweise stetig sind, diirfen wir die Voll-
standigkeitsrelation der trigonometrischen Funktionen auch auf diese

1 Siehe die Definition am Anfang von Kap. II.
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Funktionen mit den Entwicklungskoeffizienten %mc,,,,,, -Z—nc,,,,, an-

wenden und erhalten fiir die beiden Integrale die Ausdriicke

ab m? n? b~
(®) D=m® D+ %) H=F D,
m,n=1 m,n=1
in den unendlich vielen Parametern c,,,. Wegen der Bedingung H =1

ist nun evident, daB die Losung des Problems gegeben wird durch

Cpmp = 0 mit Ausnahme des Koeffizienten ¢;,, der gleich I/:—b wird.
Somit wird unser Variationsproblem durch die Funktion
u =2 sin™ sin %Y
Vab a b

gelost, und der Wert des Minimums ist
1 1
d == n2 (? + —bi) ’
eine Tatsache, die sich fiir jede stiickweise glatte, am Rande des
Rechtecks verschwindende Funktion ¢ in der Beziehung

©) Dig] = 72 (55 + ) Hig)

ausspricht; denn diese Gleichung ist dquivalent mit der Gleichung
D[y]=d fiir die normierte Funktion v = ¢: JH[p)].

b) Dirichletsches Problem! fiir den Kreis. Es soll das iiber
den Kreis K: x? + y2<1 der «, y-Ebene erstreckte Integral

Dlg) =[[ (g% + oA dxdy
K

zum Minimum gemacht werden, wenn zum Vergleich alle in K glatten
Funktionen zugelassen sind, die am Rande vorgeschriebene Randwerte
annehmen. Wir fithren Polarkoordinaten 7, ¢ im Kreise ein, wodurch

das Integral in ox 1

1
Dig] =ff(¢2 + 7¢$)rdrd0
00
iibergeht; die vorgeschriebenen Randwerte mogen durch eine Fourier-
sche Reihe f(#) = %" + Z(a,, cosnd + by sinn¥) definiert sein, und
n=1

diese Randfunktion moge eine glatte Ableitung haben, was nach Kap. II,
§ 5, 3 die Beschrinktheit der GroBen #2 |, |, #2 | b, | nach sich zieht.
Wir denken uns die Funktion ¢ in der Form geschrieben

@ =3olr) + ﬁ:lm(r) cosnd + gy () sinnd,

1 Diese Personalbezeichnung hat sich seit RIEMANN eingebiirgert, entspricht
aber keineswegs den historischen Tatsachen.
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wobei die Koeffizienten f,(7), g,(r) der Bedingung f,(1) = a,, g,(1) = b,
geniigen miissen, und konnen dann wieder aus der Vollstindigkeits-
relation fiir die trigonometrischen Funktionen auf die Gleichung

Dlg) == /lﬂ,(rmr 1> (2 + 55 fatr) rar
0

n=10

s D f{er + 2 s )rar

n=10

schlieBen. Um also das urspriingliche Minimumproblem zu lésen, werden
wir die ganze Serie der Minimumprobleme
: n? . : n? .

f(f;? + r—zﬁ,)rdr=Mm., f(gjf + -rz—gf,)rdr = Min. (n=0,1,2,...)
0 0
behandeln, wobei f, wie g, eine glatte Funktion ist, die fiir » = 1 den
Wert a, bzw. b, hat. Fiir diese Minimumprobleme erfiillen auf Grund
des WeierstraBschen Approximationssatzes sicherlich die Funktionen
1, r, 7% 7%, ... die beim Ritzschen Verfahren gestellten Bedingungen.
Setzen wir fiir f, oder g, ein Polynom ¢, o + ¢, 17 + + ++ + ¢, ,?" vom
Grade m=n mit ¢,o+ ¢, + -+ + ¢, = @, bzw. = b, an, so er-
geben sich, wie der Leser leicht selbst feststellen wird, als Lésungen
unabhingig von m die Funktionen f, = a,7", g, = b,7". Alle Funktionen
der so entstehenden Minimalfolge werden also einander gleich, was un-
mittelbar diese Funktionen als Lésung des Minimumproblems kenn-
zeichnet.

Anstatt das Ritzsche Verfahren anzuwenden, kann man aber die
Losung f, oder g. des Variationsproblems auch ganz direkt folgender-

1
maBen erhalten. Fiir » = 0 haben wir zunichst f fo?rdr zum Minimum
0

zu machen, was offenbar durch f; = 0, f, = konst. = a, erreicht wird.
Fir » > 0 muB £,(0) = g,(0) = 0 sein; sonst wiirde der zweite Teil
des Integrals unendlich werden, da f. differenzierbar ist, sich also in
der Form f,(0) + A, (r) mit einer stetigen Funktion 4, darstellen 148t.
Wir schreiben nun das eine Integral in der Form
1 1 1

[(t= 5 taf rar+2n [tutiar = [(t— 2 1f rar + nata),

0 0 0
worin f, (1) ='as bereits festgelegt ist, und erkennen unmittelbar, daB
wir dann einen minimalen Wert, und zwar den Wert nf(1) = na?
erhalten, wenn wir f, — % f» =0 setzen, was f, = ¢,7" und wegen der

Bedingung f,(1) = a, genau f,(r) = a,7" ergibt. Entsprechendes er-
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gibt sich fir g,(r). Die Losung unseres urspriinglichen Minimum-
problems lautet also

(10) u(r,9) =2 +Zr" a, cosn + b, sinnd),

n=1

und der Minimumwert ist @ >n (a2 + 52) .
n=1
Ausdriicklich sei noch darauf hingewiesen, daB das hier geloste
Minimumproblem seinen Sinn verlieren kann, sobald fiir die Randfunk-
tion allgemeinere Voraussetzungen zugelassen werden, z. B. nur Stetig-

keit gefordert wird. Nehmen wir etwa die durch die gleichmiBig kon-

(e o]

vergente Reihe o (9) = ¢ (1,9) =2;:Ecos (n! 9) definierte stetige

n=1
o] oo
. ; . 1
Randfunktion, so wiirde die Summe z E mial, =n E 4 (n!)? unend-
m=1 n=1

lich werden; es gibt dann, wie man leicht zeigen kann, iiberhaupt keine
zuldssige Vergleichsfunktion ¢ mit endlichem D[¢].

c) Es sei g(x,y) eine im Rechteck R: 0=x<a, 0=v=0
glatte Funktion. Wir suchen eine mit ihren ersten Ableitungen im
Rechteck stetige und am Rande verschwindende Funktion ¢, welche
das Integral

(11) J19) = [[(#: + ¢} — 298) dxdy
R
zum Minimum macht. Setzen wir im Innern von R
. X . . X . 7
g(x,y)22761,,,,,smm’%smn’ibZ und q)=20m,,smm—a~smn1b2,
m, n=1 m, n=1

wobei cmn zu bestimmende Parameter sind, so geht das Variations-
problem wegen der Vollstindigkeitsrelation der trigonometrischen Funk-
tionen iiber in das Problem, die GréBen cm, so zu bestimmen, daf3

o0 2 2 [=~]
4 m 3
E][(P] = n? E ("&E“*‘ﬁ)cﬁm_z 2 AmnCmn
m,n=1 m,n=1

moglichst klein wird. Hieraus erkennen wir unmittelbar, da8 das Mini-
mum geliefert wird durch

— Am _ zy
(12) cmu= 7"—3— , %, y) = n2 E m2 sinm” 7 sinn =
a? + bz m,n=1 b

Diese Funktion erfiillt in der Tat alle gestellten Bedingungen, da die
Reihe ebenso wie die durch gliedweise Differentiation entstehenden
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Reihen gleichmidBig konvergiert, indem die absolut konvergenten

Reihen E ]za,,,,.l 7 zla’”"lz , 12'5——"'"‘2 Majoranten darstellen.
m n men m n
@t Z T ar bt

Wir werden spiter (S. 165) sehen, daf die Funktion # der Differential-
gleichung #.. + %,y = g(x,y) geniigt, ebenso wie insbesondere die
Funktion #(x, ) des Beispiels a) und auch #(r, ¢) aus b) .

4. Prinzipielles iiber die direkten Methoden der Variationsrech-
nung. Die Hauptschwierigkeit bei der Durchfithrung wie bei der
strengen Rechtfertigung direkter Methoden in der Variationsrechnung
liegt darin, daB Minimalfolgen eines Problems keineswegs gegen eine
Grenzfunktion zu konvergieren brauchen, auch wenn die Existenz
einer Losung an sich feststeht. Man kann also nicht erwarten, durch
Betrachtung von Minimalfolgen in allen Fallen wirklich unmittelbar zur
Losung zu gelangen.

Ein einfaches Beispiel bietet das Variationsproblem der Minimal-
flichen, wobei das Integral

[+ 2+ Zaxay
d

zum Minimum gemacht werden soll und zum Vergleich alle quadrier-
baren Flichen zugelassen sind, die durch eine gegebene iiber dem
Rande von G liegende Raumkurve laufen. Nehmen wir als diese Raum-
kurve speziell eine Kurve der x, y-Ebene, z. B. einen Kreis vom Flichen-
inhalt 1, so wird das Minimum sicherlich durch die Funktion z = 0,
d. h. durch die x, y-Ebene selbst geliefert. Eine Minimalfolge ist jede
Folge von Flichen durch die Kreisperipherie, deren Flidcheninhalte
gegen 1 konvergieren. Nun koénnen wir sofort zuldssige Vergleichs-
flichen angeben, deren Inhalt beliebig nahe an 1 liegt und fiir welche
z(x, %) an einzelnen Stellen sich von Null um beliebig viel unterscheidet.
Wir denken uns etwa auf die x, y-Ebene einen beliebig hohen, aber
hinreichend schmalen, geraden Kegel aufgesetzt, so daB sein Flichen-
inhalt unter einer gegebenen Schranke bleibt. Als Vergleichsfliche
nehmen wir die aus diesem Kegel und im {ibrigen aus der x, y-Ebene
bestehende Flidche. Eine Minimalfolge aus solchen Flichen konvergiert
nicht gegen die Losung. Man kann sogar, wie leicht ersichtlich, Minimal-
folgen herstellen, bei denen die Divergenzpunkte auf der Kreisfliche
iberall dicht verteilt sind.

Ein weiteres Beispiel bietet die Dirichletsche Aufgabe, das In-

tegral D(¢] = [ f (92 + ¢2)dxdy zu einem Minimum zu machen, wenn
@

zum Vergleiche alle in G stetigen und stiickweise glatten Funktionen zu-

gelassen sind, die am Rande verschwinden. Offenbar ist ¢ =0 die ein-

deutig bestimmte Losung des Problems, da jede andere zulissige

Funktion einen positiven, diese aber einen verschwindenden Integral-
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wert liefert. Indem wir Polarkoordinaten 7, ¥ um einen beliebigen
inneren Punkt P von G einfithren, setzen wir das Integral in die Form

f f(;pg + 5 qpf,) rdrd®. Wir betrachten einen ganz in G liegenden Kreis
[4]

* =< a mit dem Radius ¢ << 1 um P und setzen ¢ = 0 auBerhalb dieses
1

Kreises, ¢ = logalOg?E in dem Kreisring zwischen 7 = a und 7 = a?,
schlieBlich ¢ = Tz?jg_d loga = 1 in dem Kreise 7 < a2 Die Funktion ¢
ist nach Definition eine zulissige Vergleichsfunktion. Das Integral
a
wird gleich 2% / 1 ydr=—2" . Lassenwir jetzt den Wert a eine
(loga)? J »* loga
aZ
Folge a,, a,, a5, . . . von gegen Null strebenden GréBen durchlaufen und
betrachten alle zugehorigen Funktionen @,, @,, @,, . . ., so konvergiert

D(@,] gegen Null; diese Funktionen bilden also eine Minimalfolge des
Problems. Aber im Punkte P haben alle Funktionen den Wert 1; sie
konvergieren daher nicht gegen die Losung ¢ = 0 des Problems.

1

Bei dem Variationsproblem / y'2dx = Min., wobei y(x) eine stetige,
6

stiickweise glatte, an den Endpunkten verschwindende Funktion von x
sein soll, miissen zwar, wie man leicht sieht, die Minimalfolgen stets
gegen die Funktion y = 0 konvergieren; aber die Ableitungen der die
Minimalfolge bildenden Funktionen brauchen dies keineswegs zu tun,
wie das Beispiel der Funktionenfolge y, = x fir x <e,, v, = 2¢, — %
fir ¢, =x=2¢,, y,=0 fir y> 2¢,, lime¢, =0 zeigt.

n->» oo

Wir werden im zweiten Bande sghen, wie in vielen Fillen solche
Schwierigkeiten iiberwunden werden kénnen und wie in der Tat die
direkten Methoden der Variationsrechnung zu den michtigsten Hilfs-
mitteln der Analysis gehoren. Weniger radikal in das Wesen des
Minimumproblems eingreifend, aber dafiir allgemeiner und formal
leichter zu handhaben sind die indirekten Methoden, welche wesentlich
in der Zuriickfithrung des Variationsproblems auf Differentialgleichungs-
probleme bestehen und seit EULER und LAGRANGE bis in die neuere
Zeit hinein vorzugsweise ausgebildet worden sind. Ihnen gelten die
nichsten Ausfithrungen.

§ 3. Die Eulerschen Gleichungen der Variationsrechnung.

Die zuerst von EULER abgeleiteten Differentialgleichungen eines
Variationsproblems stellen lediglich notwendige, keineswegs immer hin-
reichende Bedingungen dar, welche von einer Funktion erfiillt sein
miissen, damit sie das Extremum eines vorgelegten Integrals liefert.
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Wir erhalten diese Differentialgleichungen, indem wir das Variations-
problem auf ein Problem der Differentialrechnung zuriickfithren. Ein
fiir allemal schicken wir voraus, daBl wir alle auftretenden Funktionen
und ihre explizit auftretenden Ableitungen als stetig voraussetzen, wo-
fern nicht ausdriicklich etwas anderes festgesetzt wird.

1. Das einfachste Problem der Variationsrechnung. Es mdge sich
zunichst um das einfachste Problem der Variationsrechnung handeln,
ndmlich um die Bestimmung des Minimums des Integrals

(13) T = [Flxy,y)dz,

wobei x4, %y, ¥ (%,), ¥ (%,) gegebene Werte sein sollen: Von der Funktion F
setzen wir zweimalige stetige Differenzierbarkeit nach ihren drei Ar-
gumenten x, y, ¥" voraus. Von den Funktionen y(x) wollen wir die
Stetigkeit der zweiten Ableitung 9'’ voraussetzen. Wir nehmen an,
y = y(x) = f(x) sei die gesuchte Extremalfunktion, welche das Minimum
liefert, und zwar moge das Minimum angenommen werden im Ver-
gleich mit einer hinreichend kleinen Nachbarschaft () zur Funktion
y =f(x). Wir betrachten eine im Intervall x,=x =, definierte
Funktion 7(x), welche stetige zweite Ableitungen besitzt, am Rande
verschwindet, sonst aber willkiirlich gewdhlt sein kann, und bilden
mit einem Parameter ¢ die Funktion y =y + ey (x) =y + dy. Die
Gr6Be 6y = g7 (x) nennt man die Variation der Funktion y = f(x). Wenn
der Parameter ¢ einen hinreichend kieinen Betrag besitzt, so liegen
alle variierten Funktionen ¥ in einer beliebig klein gewihlten Nachbar-
schaft der Extremale y = f(x). Also muB das Integral J[y] = J[y + 7],
das wir als Funktion @(e) von ¢ auffassen konnen, fiir ¢ = 0 ein Minimum
relativ zu allen absolut genommen hinreichend kleinen Werten von &
besitzen, und es muB3 daher @'(0) = 0 sein. Indem wir erlaubterweise

die Differentiation von @(¢) = /F (%, +¢€n,y + en’)dx unter dem
Zo

Integralzeichen vornehmen, erhalten wir als notwendige Bedingung die
Gleichung

z
@(0) = [(Fyn + Fy)dz =0,

welche fiir jede unter den obigen Einschrinkungen willkiirlich gewéhlte
Funktion # (x) gelten muB. Wir formen den zweiten Teil des Integrals
unter Beachtung der Bedingungen #(x,) = 7(x,) =0 durch Teil-
integration um und erhalten so die fiir jede unserer Funktionen % be-
stehende Gleichung ‘

Z,

d
fn (F,, — E;Fy,)dx =0.

Zo
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Diese Gleichung liefert sofort die gesuchte Differentialgleichung auf
Grund des folgenden , Fundamentallemmas der Variationsrechnung':
Wenn fiir alle am Rande verschwindenden und mit den beiden ersten

Ableitungen stetigen Funktionen 7 (x) die Beziehung f nx)@x)dx =0

besteht, wobei @ (x) eine stetige Funktion von x 1st so ist identisch
@ (x) = 0. Diesen Satz, der genau ebenso auch fiir mehrfache Integrale
gilt, beweist man sehr einfach indirekt. Wire ¢ (x) an der Stelle x = ¢
von Null verschieden, etwa positiv, so gibe es auch eine Umgebung G:
£y < x < &, der Stelle &, in der @ (x) positiv ist, etwa gréBer als § > 0.
Wir setzen #(x) = (x — &)*(¥ — &)* in G und 7(x) = 0 auBerhalb

dieses Intervalls; dann ist sicherlich f nedx >0 im Gegensatz zur

Voraussetzung. Die Behauptung ¢ = 0 bleibt bestehen, wenn wir der
Funktion # die Beschrinkung auferlegen, da8 ihre Ableitungen bis zur
k'™ stetig sein sollen; wir setzen dann einfach 7 = (¥ — £)%(x — &)%
mit 27> k. Aus dem Fundamentallemma folgt unmittelbar, da8 die

Funktion % F, — F,, die wir abkiirzend mit —[F], bezeichnen, in &

identisch verschwinden muB, d. h. daB die Funktion ¥ (x) der Differential-

leich
gleichung J

(14) —Fly=g;Fy —F,=0
oder ausgeschrieben
(14) Y'Fyy +YFyy+ Fyy— Fy=0

geniigt. Dies ist die fundamentale Eulersche Differentialgleichung, deren
Form in der Analysis und den Anwendungen immer wiederkehrt. Ihr Be-
stehen ist eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremums. Es
handelt sich um eine Differentialgleichung zweiter Ordnung, in deren all-
gemeiner Losung zwei willkiirliche Konstanten vorkommen, genau soviele,
wie wir im allgemeinen zur Befriedigung der Randbedingungen brauchen.
Wir nennen jede Losung der Eulerschen Differentialgleichung eine Extre-
male des Minimumproblems. Den Differentialausdruck [F], bezeichnen
wir als Variationsableitung von F nach y. Sie spielt hier dieselbe Rolle
wie der Differentialquotient beim Problem der gewshnlichen Minima.

Wenn wir, wie dies in der Theorie der Differentialgleichungen iiblich
ist, die Eulersche Differentialgleichung nach der héchsten Ableitung
auflésen wollen, so miissen wir

F vy 0

voraussetzen. Man bezeichnet diese Ungleichung als Legendresche Be-
dingung; sie spielt eine groBe Rolle, wenn es sich um die Entscheidung
handelt, ob eine Extremale wirklich ein Extremum liefert (vgl. auch
§6, S. 184f1f.).
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Das Wesentliche bei den obigen Uberlegungen war die Einbettung
der Extremale y(x) in eine Funktionenschar y(x;e) =y (x) + &7 (x) mit
dem Scharparameter £é. DaB dieser Parameter linear auftritt, ist un-
erheblich. Man kann und wird vielfach die Einbettung durch eine
allgemeinere Funktionenschar y(x,¢) vornehmen; dann bleiben die
obigen Uberlegungen bestehen, wenn man

nw =2 ye|
setzt.

Wir erwihnen ferner einen mit Nutzen zu verwendenden Sprach-
gebrauch. Ebenso wie man die Funktion ¢y = dy als Variation von
y(x) bezeichnet, nennt man, auch wenn % am Rande nicht zu ver-
schwinden braucht, den Ausdruck

z, z,

, d \
8] = e ®(0) =e](qF,,+nF,,.)dx =s](F,,—— LF)nax+
(15) Zo o Zo
+ eFyy ‘x=wl — eFyy x=xo=f[F]y6ydx + Fy oy

Z

1
o

die Variation oder genauer die erste Variation des Integrals J, dhnlich wie
man den mit unbestimmtem Parameter ¢ gebildeten Ausdruck ef'(x) =df
als Differential der Funktion f(x) bezeichnet. Notwendige Bedingung fiir
ein Minimum ist also das Verschwinden der ersten Variation.

Allgemein nennen wir Funktionen oder geometrisch gesprochen
Kurven, fiir welche d J verschwindet, d. h. die Extremalen, auch stationdre
Funktionen bzw. Kurven, indem wir damit, dhnlich wie beim ent-
sprechenden Problem der Differentialrechnung, die Moglichkeit anders-
artiger Verhiltnisse als wirklicher Extrema zum Ausdruck bringen. —
In der Tat gibt es viele Fille, in denen das Interesse in erster Linie
auf das Verschwinden der Variation und nicht auf die Frage eines
Extremums gerichtet ist. Auch Probleme dieser Art, bei denen es
sich also nur um die Frage nach stationiren Werten handelt, nennen
wir Variationsprobleme.

Die von uns frither (vgl. S. 145, 146) angefiihrten Beispiele liefern
folgende Variationsableitungen:

I e ey - S f+egv e+ 2fv+gvE

a) F ]/e +2fv+gv'?, iy e R e

»

1+—2' — % ,7” , ,
b) F=];;,’y/)=w(x,y)l/1+y2, wy'= vy —v:5) (1 +5%);
) F=yy1+y72, yy”=1+ 9’2 (Sonderfall von b);
d F=yy1—y?, yy' =y ~—1.

Die Integration dieser Differentialgleichungen wird uns in § 4
beschiftigen.



§ 3. Die Eulerschen Gleichungen der Variationsrechnung. 161

2. Mehrere gesuchte Funktionen. Ganz #hnlich wie beim ein-
fachsten Problem liegen die Verhiltnisse, wenn es sich darum handelt,

mehrere Funktionen y(x), z(x), ... von % so zu bestimmen, daB das
Integral

zy
(16) J=[Fwyz ... 9,7, .. )ax

Zo

ein Extremum wird (oder einen stationdren Wert erhalt), wobei wieder
die Funktionswerte an den Randpunkten gegeben sein mégen. Indem
wir auch hier willkiirliche — am Rande verschwindende — Funktionen
7(x), (%), ... einfilhren und annehmen, daB das Funktionensystem
y=19(x =f@x), 2=2(x) =g(x), ... ein Extremum liefert, schlieBen
wir genau wie oben, daB die Funktion

D(e,, &, - ) =/F(x,y +enztel, .., YVteay,f+ el .. )dx

z,

der Variablen ¢, &, ... filr & =0, &, = 0, ... ein Extremum haben
muBl. Es wird also a_q>) =0, 92\ _ 0, ... sein! oder, wie wir
861 0 682 0

auch schreiben konnen,
0P X
6] = 81(55—1')0_'_ 82(0_82—)0_'_

2
= (Fyn+ Fyn)ey + (F,L + Fpl) ey + ---)dx = 0.

z

Wir nennen diesen Ausdruck die erste Variation von J und kénnen
ihn dhnlich wie oben in die Gestalt bringen

z

5]=31Fy”7|+82Fz'C a
Zo

1—|— slfln(Fy — E}F”') dx

o Zo

(17)

+szf;'(F,—(%Fz,)dx+m,

wobei die Randglieder in unserem Falle wegfallen. Da 6] = 0 sein
muB, wenn eine der Funktionen #,{,... willkiirlich gewihlt, die
andern Null sind, so folgt nach der obigen SchluBweise, daB gleichzeitig
die folgenden Eulerschen Differentialgleichungen bestehen:

1 Die angehingte Null bedeutet, daB man in dem betreffenden Ausdruck
& = & = -+ = 0 zu setzen hat.

Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2, Aufl. 11
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a
~[Fl, = - F, — F,
=Fpyy' + Fpp?"+ -+ + Fyyy'+ Fp, 4 + ---
+Fy’z—Fy=0:
d
'_[F]z=E;Fz’=Fz

= z’y'y”'*’Fz’z’z”"}‘ +Fz’yy,+Fz'z2/+
+F,—F,=0,

(18)

Wir erhalten also hier als notwendige Bedingung fiir das Extremum
oder den stationiren Charakter der ,,Raumkurve” y = f(x),z = g(#), ...
das Bestehen des Systems (18) von ebensoviel Differentialgleichungen
zweiter Ordnung, wie es unbekannte Funktionen y, z, ... gibt.

Alle oben fiir das einfachste Problem angestellten Uberlegungen
bleiben bestehen. Neu tritt hier lediglich die Tatsache hinzu, daB
das Verschwinden der ersten Variation sich als notwendige Bedingung
nicht nur fiir ein Extremum erweist, sondern z. B. auch fiir den
Fall, daB das Integral ein Minimum wird gegeniiber Variationen der
Funktion y (x), dagegen ein Maximum gegeniiber Variationen der Funk-
tion z(x).

Auch hier nennen wir jede Losungskurve des Differentialgleichungs-
systems eine Exitremale.

Das einfachste Beispiel fiir die Eulerschen Gleichungen (18) liefert
die Aufgabe der Bestimmung der kiirzesten Linien tm gewohnlichen eukli-
dischen oder auch im wichtewklidischen Raume mit dem Linienelement

As?=g,,dx% + goodV? + g33d7% + 2g,,dxdy + 2g,,dxdz + 2g,,dydz.
Hier wird
F= Vgu +2815Y + 28197 + 820V 2+ 2823V 7 + £3572,

und wir erhalten fiir die ,geoddtischen Linien” dieses Raumes die
beiden Differentialgleichungen

igu’l'gzay"l'gzs/) 1 (0g11 3313 , .
dx( i3 —Z_F( t25, Y+ )— :
ig18+g28y,+g382, 1 agu aglz ’ -
dx( F )—2F( T2%, y+"')_0’

welche im euklidischen Falle mit

ds? =dx? 4+ dy? + d=2, F=Y14+y2 4272

4 ¥ a z -

¥ Y14yt 73 ' ax Y14y 74 7%
iibergehen und durch alle Geraden des Raumes befriedigt werden.
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Die Ausbreitung des Lichies in einem dreidimensionalen Medium mit
der Lichtgeschwindigkeit (p(x y, 2) wird durch das Variationsproblem

/]1+y’ +z’2dx——M1n

(#,9,2)

gekennzeichnet. Indem wir allgemeiner die Lichtgeschwindigkeit noch
von der Richtung des Lichtstrahles abhingig denken und demgemif
durch einen Ausdruck @(x,v,z,9’,2') darstellen, konnen wir das
Problem der Bestimmung der Lichtstrahlen, d. h. das Problem der
geometrischen Optik, als vollig dquivalent mit unserer Aufgabe be-

T A
trachten, wobei einfach F = Vity?+ 2
o(x9.2,9,7)

3. Auftreten hoherer Ableitungen. Wenn es sich um ein Variations-
problem fiir das Integral

(19) I=fF(x, 99,9 ., y™)dx
Zo

zu setzen ist.

handelt, wo F eine gegebene Funktion der Argumente %, v, 5y, ..., y®
ist und zum Vergleich alle Funktionen mit stetigen Ableitungen bis
zur 2#%" Ordnung zugelassen werden, bei denen am Rande die Funk-
tionswerte und die Werte der Ableitungen bis zur (# — 1)*® Ordnung
gegeben sind, so konnen wir die Eulersche Differentialgleichung ganz
analog aufstellen. Verstehen wir wieder unter 7 (x) eine willkiirliche,
mit ihren Ableitungen bis zur (2%)%® Ordnung stetige Funktion, welche
nur in den Randpunkten x = x,, ¥ = x; den Bedingungen 7 (x) = 0,
7'(%) =0, ..., 7® Y (x) =0 unterworfen ist, so erhaiten wir genau

wie oben fiir die erste Variation ¢ J = sd% Jly +eénll.—o den Ausdruck
&y
= sf[Fyn + Fyn'+ -+ + Fymy™dzx,
o

und hier konnen wir wiederum durch fortgesetzte Teilintegration unter
dem Integral alle Ableitungen der Funktion # fortschaffen, so daB 6]
in die Gestalt ﬁbergeht

dn
(20) (5]—8/1][ — Ryt TPy — o () Py d.

Wir erhalten daher nach dem obigen Lemma als notwendige Bedingung
fir das Extremum die Differentialgleichung 2#'** Ordnung

d L@ . dn
(21) [Fly=F,— = Fy+ o Fyp— oot (— ) Fyw =0,
die wir wiederum als Eulersche Gleichung bezeichnen. Die im all-
gemeinen Integral von (21) vorhandenen 2# Integrationskonstanten
konnen wir uns durch die 2# Randbedingungen festgelegt denken.

11*



164 1V. Die Grundtatsachen der Variationsrechnung.

Ganz entsprechend lauten die Systeme von Eulerschen Gleichungen,
die wir erhalten, wenn es sich um die Bestimmung mehrerer Funk-
tionen ¥, z, ... aus einem Variationsproblem

'y
jF(x,y,z,...,y',z/, e,y 2, ..) dx = Min.
Zy :

handelt.

4. Mehrere unabhingige Variable. Das Variationsproblem der Be-
stimmung der Extrema von mehrfachen Integralen fiihrt zu einer oder
mehreren partiellen Differentialgleichungen fiir die gesuchten Funk-
tionen, so wie die bisher behandelten Aufgaben zu gewéhnlichen Diffe-
rentialgleichungen fithrten. Wir betrachten etwa die Aufgabe, das iiber
ein gegebenes Gebiet G erstreckte Doppelintegral

(22) J =[/'F(x, Y, U, Uy, ) Adx dy
¢

durch eine mit stetigen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung versehene
Funktion # zum Extremum zu machen, wobei die Randwerte der Funk-
tion vorgegeben sein mogen. Wiederum verstehen wir unter #(x, y)
eine willkiirliche Funktion, der wir spater die Randbedingung # =0
auferlegen wollen, und erhalten als notwendige Bedingung fiir das
Extremum das Verschwinden der ersten Variation

d a
0] = S(EE Q(e))£=0 = 8(178 Ju + sn])
oder, anders ausgedriickt, die Gleichung
(23) 8] = ¢[[(Fun + Furn + Fuyn)) dzdy =0,
¢

=0

die wir nun ebenfalls durch Teilintegration umformen. Wir setzen —
wie iiblich — voraus, daB die Randkurve I” von G eine stiickweise
stetig sich d4ndernde Tangente besitzt. Dann ist nach dem GauBschen
Integralsatz?

J[uFuctn ) dxdy=[1Fudy=Fo, )= | [ 55 Fut 5Fu) dxdy.
é I [}

Wir erhalten also

: , .
8] = sj/n{Fu . - -afy—F,,,}dxdy
G

+&[n(Fudy — Fy,d)
)

- / [ SulFludxdy + [du(Fu,dy — Fy,dz) =0
G I

1 Siehe etwa R. CouranT: Vorlesungen iiber Differential- und Integralrech-
nung Bd. II, S. 246.
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und, wenn wir entsprechend der Voraussetzung fester Randwerte von
» am Rande 7 = 0 fordern,

.0 0
(24) 6]=s//q{Fu——g;Fux—WFu,}dxdy=0.
4]

Die Gleichung 6 J = 0 muB bei willkiirlichem, stetig differenzierbarem 7
bestehen. Da das L.emma aus Nr. 1 genau so fiir mehrfache Integrale
gilt und bewiesen wird wie fiir einfache, schlieBen wir unmittelbar auf
das Bestehen der Eulerschen Differentialgleichung

d 0
(25) _[F]u=’a;Fuz+g}"Fuy—'Fu=o
oder ausgeschrieben
Fuzuz Uy + 2Fuzuy Ugy + Fu,uy”yy + Fypu by + Fuyu Uy
+Fuzz+Fu,y“‘Fu=0-

Aus der Mannigfaltigkeit aller Losungen dieser Gleichung muf nun
ein Individuum gemiB der gestellten Randbedingung bestimmt werden
(Randwertaufgabe).

Entsprechend erhalten wir ein System von solchen Differential-

gleichungen, wenn mehrere unbekannte Funktionen zu bestimmen sind,
und eine Differentialgleichung 2#'* Ordnung

] 0
[F]u=Fu_‘¢97Fu '_a_y‘Fuy
é* 02 02
(26) +WF“ZZ+2;9}—(WFuZV+a—J/2FWyy+
61;
+ ('—1)”—671711”...,, = O;
wenn die Funktion F die Ableitungen u,, u,, ..., #,, , bis zur nten

Ordnung enthalt.

Als Beispiel betrachten wir F = § (u} + u;) (vgl. S. 153). Hier ist
die Eulersche Gleichung die ,,Potentialgleichung*

Au = thyy + Uy = 0.

Die Funktion F = }(4u)?=}uj, + w,,u,, + $u, liefert die

Eulersche Gleichung
Adu = Uppzz T+ zuzxyy + Uyyyy = 0;

dieselbe Eulersche Gleichung erhalten wir fir den Integranden
(4u)® — c(u,,u,, — uy,) bei konstantem c.

Das Problem der Minimalflichen, d.h. der Integrand F = y1 ++ 22 + z2,
fithrt auf die Eulersche Differentialgleichung

Zeo (1 + 20) — 22,y 2,2, + 2,y (1 +22) = 0.
5. Identisches Verschwinden des Eulerschen Differentialaus-
druckes. — Divergenzausdriicke. Es kann der Fall eintreten, daB
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der Eulersche Differentialausdruck zu einem Integranden F (x,y,9’, ...)
identisch fiir jede eingesetzte zulissige Argumentfunktion verschwindet.
Da man zulissige Argumentfunktionen konstruieren kann, fiir welche
an einer beliebigen Stelle x die Groflen y, v, ... vorgeschriebene Werte
annehmen, so ist das hinsichtlich der Argumentfunktion y identische
Verschwinden des Eulerschen Ausdruckes [F], damit gleichbedeutend,
daB dieser Ausdruck identisch verschwindet, wenn man in ihm
%,v,9’,... als unabhingige Parameter ansieht. Genau das Ent-
sprechende gilt fiir das identische Verschwinden des Eulerschen Diffe-
rentialausdruckes, wenn die Argumentfunktion von mehreren un-
abhingigen Veridnderlichen abhangt.

Der einfachste Fall ist der des Integranden F(x,y,9'). Das
identische Verschwinden des Eulerschen Differentialausdruckes
F,—F,,—F,y —F,,y" zieht zunichst nach sich, daB F,, =0
ist, F also die Gestalt F = A(x,y) + v'B(x,y) hat. Die Eulersche
Differentialgleichung geht danach in die Integrabilititsbedingung

04 0B
by T 0x
iiber, und es wird das Integral

x x
[Fdx = [(4 + By)dx =[(Adx + Bdy)
%o Zo
von der Integrationskurve tatsichlich unabhingig nach einem be-
kannten Satz der Integralrechnung!. FaBt man die obere Grenze x als
Variable auf, so geht das Integral in eine Funktion G(x, ¥) der oberen
Grenze iiber, und es wird

n_ 4
F(xyy) =476y,

eine Beziehung, die, wie man sofort erkennt, nicht nur notwendig,
sondern auch hinreichend fiir das identische Verschwinden des Euler-
schen Differentialausdruckes von F ist.

Ahnlich liegen die Verhiltnissebeieinem Integranden F(x,y,y’, ...,y™).
Es gilt: Notwendig und hinreichend fiir das identische Verschwinden
des Eulerschen Differentialausdruckes [F], ist die Darstellbarkeit von

F in der Form
aG
F - —d—x— 3
wobei G(x,y,%,...,9® V) nur noch Ableitungen von y bis zur
(n — 1)*" Ordnung enthalt.
DaB diese Bedingung hinreichend ist, kann man entweder unmittel-

bar durch Rechnung bestitigen oder aus der Tatsache schlieBen, da8

1 Wie wir sogleich sehen werden, ergibt sich diese Unabhangigkeit auch
direkt aus dem identischen Verschwinden des Eulerschen Ausdruckes.
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das Integral f Fdx nur von den Werten der Funktion y und ihrer

Ableitungen blS zur (n — 1)*® Ordnung an den Endpunkten abhéngt
und somit bei beliebiger diese Randwerte festlassender Variation
der Funktion im Innern sich nicht dndert, was das identische Ver-
schwinden der ersten Variation und somit des Eulerschen Ausdruckes
zur Folge hat.

Um die Bedingung als notwendig zu erkennen, betrachten wir eine
Funktionenschar y(¥, &) mit dem Parameter x und mit festen, d. h.
von a unabhingigen Randwerten von y, %, ..., y®" 1. Bezeichnen wir
das Integral fiir die Argumentfunktion y(x, oc) mit J (oc) so wird nach
den Formeln fiir die erste Variation

[ (7,24,

also nach Voraussetzung —3—% = 0. Das Integral J hingt also nicht von

o ab und ist somit lediglich eine Funktion der Koordinaten %, und x,
und der Werte von y und den # — 1 ersten Ableitungen an den End-
punkten. Denken wir uns den Anfangspunkt festgehalten und die
obere Grenze #, variabel, so erhalten wir also eine Gleichung der Form
z1

fF(x, %Yo, Y dx = G(x, 9,9, ..., y®"D),

Zo
aus welcher durch Differentiation nach der oberen Grenze die Be-
hauptung folgt.

Bei Integralen mit Argumentfunktionen von mehreren Verdnder-
lichen liegen die Verhiltnisse ganz analog, wenn der Integrand
F(x,y,u,u,, w,) nur Ableitungen erster Ordnung enthilt. Man ge-
langt dann, dhnlich wie oben, zu folgendem Satz: Notwendig und hin-
reschend dafiir, daf der Eulersche Ausdruck [F), identisch in der Argument-
funktion u verschwindet, ist die Darstellbarkeit von F in der Gestalt

F=4,+8B,,
wo A und B Funktionen von x, y und u sind. Einen Ausdruck dieser

Form nennen wir einen Divergenzausdruck.
Ein Divergenzausdruck lift sich auch durch die Forderung charakie-

risieren, daf das Doppelintegral / f Fdxdy seinen Wert wicht dndert, wenn
¢
wir die Funktion u so variieren, daf eine Abinderung nur in einem inneren

Teilgebiet von G auftritt.
Nach dem GauBschen Integralsatz wird

ijdxdy =f(Ady — Bds),
q r
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wobei das Integral rechts ein im positiven Sinne um die Kurve I" zu
erstreckendes Kurvenintegral ist.

Etwas komplizierter konnen die Verhiltnisse liegen, wenn der In-
tegrand F partielle Ableitungen von hoéherer als erster Ordnung enthalt.
Es bleibt dann zwar auch noch der Satz bestehen, da notwendig und
hinreichend fiir das identische Verschwinden des Eulerschen Ausdruckes
die Darstellbarkeit von F in der Form

F=4,+ B,
ist, d. h., daB F ein Divergenzausdruck ist; es ist jedoch im allgemeinen
nicht méglich, hierbei 4 und B so zu wihlen, daB8 die Ordnung der
hochsten in ihnen auftretenden Ableitungen niedriger als bei F ist.
Das einfachste Beispiel eines Divergenzausdruckes zweiter Ordnung
ist der Ausdruck F = u,,%,, — #;,. Es besteht die Beziehung
F= (“x“yy)z - (uzuzy)y = '—(“y“zy)x + (uy”zx)y

= —'% [(“3 )yv —2 (ux“y)zy + (ug)m] .
Ein weiteres Beispiel wird durch die Identitit:

UpsUyy —Uzy O Uy Uy ] ] { Uyt
(1 + u2 + ud)? Oy (w2 + 1)V + 2 + w3 Ox u2+1)}/1+u’+u,,
geliefert. Der Ausdruck
UssUyy — Uzy
(1 + u+ u)?

ist bekanntlich die mit (1 4 ul 4+ «2)} multiplizierte GauBsche Kriim-
mung der Fliche z = u(x ), und der Divergenzcharakter dieses Aus-
druckes kommt in der bekannten Tatsache zur Geltung, daB das In-
tegral der Kriimmung iiber ein Flichenstiick, die Totalkriimmung dieses
Flichenstiickes, nur von den Randstreifen des Flichenstiickes abhingt.

Eine weitere unmittelbare Folgerung aus unserer Einsicht ist der
folgende Satz: Wenn die Integranden zweier Variationsprobleme sich nur
additiv durch einen Divergenzausdruck wunterscheiden, so sind die
Eulerschen Gleichungen und damit die Extremalenscharen der beiden
Variationsprobleme miteinander identisch. (Vgl. S. 181, Anm. 1.)

6. Homogene Form der Eulerschen Differentialgleichungen. Bei
geometrischen Problemen, wo es sich um die Bestimmung von Kurven
oder Flichen durch Minimumforderungen handelt, ist es der Natur
der Aufgabe angemessener, wenn man keine der Koordinaten als un-
abhéngige Variable auszeichnet, sondern zu einer Parameterdarstellung
x=x(),y=7y() der Kurvebzw. x = x(u,v),y = y(u,v), z = z(u, v)
der Flache usw. iibergeht, wobei ¢ bzw. # und v die unabhingigen Para-
meter sind und von den Funktionen «x, ¥, z vorausgesetzt wird, daB
nicht gleichzeitig die Gleichungen

x=y=0 bzw. 2,9, — %y, = Yulp = YoZu = ZyXy — 2%y, = 0
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bestehen. Dabei ist durch Punkte die Differentiation nach # bezeichnet.
Wir betrachten zunichst das einfachste Variationsproblem, welches
die Form hat

z1 t
d .. .
(27) ]=fF(x,y,z%)dx =f%(x,y,x,y)dt=Mln,
Zo to

wobei ) 5

F==xF (x, ¥, 7)
gesetzt ist. Diese Funktion § ist ,,homogen* vom Grade 1 in den Ab-
leitungen %, y; sie geniigt fiir alle # der Homogenititsrelation

(28) %(x:y’kx’ky) = k%(x!y:x»y)
und der daraus durch Differentiation nach % fir 2 =1 folgenden
Gleichung

(29) £+ 9T =

Ist umgekehrt ¢ irgendeine homogene! Funktion ersten Grades in
% und y, geniigt also § der Gleichung (28), so bestimmt das Variations-
problem f & dt=DMin. eine von der Wahl des Parameters unabhingige
Kurve. Denn wenn durch die Parametertransformation ¢=1£(r) mit
dt/dr >0 das Intervall ¢, <¢{=¢, in das Intervall 1,=< 7 <1, iibergeht,
so wird mit Riicksicht auf (28)

[ dx dy 3 cdt . dt

f%(x,y, d—;:-,d—i’)d‘t =f%(x, y,xa,ya;)dt

To

T, t,
. . dt . .
= [§le 29) 3 dr = [§lny. 5 9)at.
Ty to

Das Variationsproblem ist also gegeniiber einer denm Durchlaufungssinn
nicht dndernden Parametertransformation invariant, die Extremalenkurven
hingen von der Wahl des Parameters nicht ab.

Zu dem homogen gemachten Problem gehéren nunmehr zwei Euler-
sche Differentialgleichungen

(30) 8 —F:=0, Jy—Fi=0,

die zusammen mit der Relation (29) im wesentlichen mit der urspriing-
lichen Differentialgleichung (14) dquivalent sein miissen, also nicht un-
abhingig voneinander sein konnen. Diese Abhingigkeit erhalten wir,

1 Bei den geometrischen Beispielen ist haufig die Funktion & nur positiv-
homogen, nicht aber im vollen Sinne homogen. In diesem Falle miiBte nimlich eine
Kurve, im entgegengesetzten Sinne durchlaufen, den entgegengesetzten Integralwert
ergeben, wihrend z. B. die Bogenlinge, definiert durch f V&% + 524t mit positiver
Quadratwurzel, unabhingig von dem Durchlaufungssinn immer denselbenWert hat.
Auch fiir solche nur positiv-homogenen Integranden gelten unsere obigen
Uberlegungen ungesndert.
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indem wir aus (29) durch weitere Differentiation die folgenden Identi-
titen herleiten:

Fe=4Fes + ¥Tesr Ty = FFva + YTvis
28+ V23 =0, 28iy+ Ty = 0;
Fas: iyt oy = 92 —49 : 4%
Den gemeinsamen Wert

B % B

5,8 2‘(,}', ;'VZ
pflegt man mit ¥, zu bezeichnen.
Aus den obigen Identititen ergibt sich

¥ — o= #er + 9 Fos — Fiw ¥ — Find — ii & — Fia
= J[Toi — Fay + (3 — y2) Fl,
Ty — T = —5[Fes — Fou + (7 — 9D T,
so daB die beiden Gleichungen (30) durch die Identitit

(31) B(Fe—F) + 9@ — Fa) =0
verbunden sind und z. B. durch die eine
(32) %zﬁ - %iy + (xj’ - y’;) %1 =0

ersetzt werden kénnen.
Ganz analog liegt die Sache, wenn es sich um die Bestimmung
mehrerer Funktionen einer Variablen handelt. Hier geht das Vari-

ationsproblem f F(x,y,2,9',2)dx = Min. iiber in das Problem
t
f%(x Y,2,%,9, 2)dt = Min.,, mit § =4£F(x,y,z, y/%, z/x), und die
o
Funktion § ist jetzt homogen vom Grade 1 in den Variablen %, ¥, 2.
Der Vorteil, den die homogene Darstellung gewahrt, ist nicht nur
der formale der Symmetrie. Z. B. entziehen sich Kurven, auf denen %
nicht monoton anwichst — etwa geschlossene Kurven —, der Dar-
stellung in der Gestalt y = y(x), so daB sie in nichthomogener Dar-
stellung nicht ohne weiteres zu behandeln sind.
Bei mehrdimensionalen Variationsproblemen gestaltet sich die homo-
gene Darstellung folgendermaBen. Werden in dem Integral

ffF(x, Y, 2,%,2,)dxdy

die Variablen %, ¥ und die Funktion z als Funktionen zweier Parameter
#, v angesetzt, so daB die Funktionaldeterminante von x und ¥ nach
% und v

IEY) _ 0

a(u U) uyv vy u
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von Null verschieden ist, so wird

- 2uYv — 2V
XuVo — Xy Vu ’

und das Integral erhalt die Gestalt

f[F(x, Y, 2, 2, 2)dxdy

' 0(,2) 0%, 9) _ 0(z%)  d(x9)) 909
=ij(x, &= O(u,v) 0(u,v)’ - O(%, v) "~ O(u, v)) d(u, v) dudv

d(y,2) d(z,2) Od(x,9)
=[[8(25.= 500 5 Sy Ao

zux,,: 29Xy

Z,
z xuyv_xvyu,

2y =

(33)

Hierbei ist der Integrand § homogen vom ersten Grade in den letzten
drei Argumenten. Die oben im Falle einfacher Integrale abgeleiteten
Relationen, insbesondere die Abhingigkeit (31) und die symmetrische
Gestalt (32) der Differentialgleichung lassen sich sinngemiB auf den Fall
mehrerer Verdnderlicher iibertragen. Da wir jedoch spiter keinen
Gebrauch davon zu machen haben, verweisen wir lediglich auf die
Literatur?.

7. Variationsprobleme mit Erweiterung der Zulassungsbedin-
gungen. Sdtze von du Bois-Reymond und Haar. Wir haben bisher
fiir die bei der Variation zulissigen Vergleichsfunktionen die Forderung
stetiger Ableitungen bis zur héchsten in der Eulerschen Differential-
gleichung vorkommenden Ordnung erhoben. Vom Standpunkt des
Variationsproblems aus erscheinen diese Forderungen unnatiirlich scharf;
z. B. hat das Variationsproblem mit dem Integranden F(x, y, y’) schon
dann einen Sinn, wenn lediglich stiickweise Stetigkeit der ersten Ab-
leitung gefordert wird und iiber die zweiten Ableitungen keinerlei Vor-
aussetzungen gemacht werden. Es wire nun a priori denkbar, daB bei
einer solchen Lockerung der Zulassungsbedingungen sich eine andere
Losung ergeben konnte, welche gar nicht mehr der Eulerschen Diffe-
rentialgleichung geniigt.

Betrachten wir zunichst ein eigentliches Minimumproblem und nehmen
an, daB die Funktion y (x) mit stetiger erster und zweiter Ableitung ein
Minimum liefert gegeniiber ebensolchen Vergleichsfunktionen. Dann liefert
die Funktion y(x) auch noch ein Minimum gegeniiber solchen Vergleichs-
Junktionen y*, fiir welche nur Stetigkeit der ersten Ablestung vorausgesetzt
wird. Denn nach dem WeierstraBschen Approximationssatz kénnen wir
die Ableitung y*' durch ein Polynom #’(x) und die Funktion y* durch
das Polynom p (x), das obendrein noch die Randbedingungen # (x,) = ¥,,

1 Vgl. Borza, O.: Vorlesungen iber Variationsrechnung, S. 666—671. Leipzig
1909. — KoBB, G.: Sur les maxima et minima des intégrales doubles. Acta Math.
Bd. 16, S. 65—140. 1892/93.
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p(x,) =y, erfilllt, mit beliebiger Genauigkeit ersetzen?!; es wird sich
also auch J[p] beliebig wenig von [J[y*] unterscheiden. Da aber p(x)
eine zulissige Vergleichsfunktion mit stetigen zweiten Ableitungen ist,
ist J[p] = J[y); alsoist auch J[y*]= J[y].

Wenn wir von vornherein das Minimumproblem — oder allgemein
das Problem eines stationiren Wertes — schon unter den erweiterten
Zulassungsbedingungen stellen und also von der Losung nur wissen, daf3
die erste Ableitung stiickweise stetig ist, so bleibt die Frage, ob diese
Funktion von selbst noch Ableitungen héherer Ordnung besitzt und
der Eulerschen Differentialgleichung geniigt. Diese Frage wird in posi-
tivem Sinne durch den folgenden Satz von DU Bois-REYMOND beant-
wortet : Wenn bei esnem Variationsproblem mit dem Integranden F (x,v,y’)
— den wir als zweimal stetig differenzierbar nach seinen Argumenten voraus-
gesetzt haben — die erste Variation verschwindet fiir eine stetige mat stiick-
weise stetigen ersten Ableitungen verseheme, am Rande verschwindende
Funktion vy (x) gegeniiber allen Variationen mit denselben Stetigkeitseigen-
schaften, dann gewiigt die Funktion vy (x) der Eulerschen Differentialglei-
chung und besitzt stetige Ablestungen zweiter Ordnung, falls fiir sie Fy,,. %0
ist. Das Verschwinden der ersten Variation zieht also von selbst die Exi-
stenz und Stetigkeit der zweiten Ableitung und das Bestehen der Eulerschen
Differentialgleichung nach sich.

Dem Beweise schicken wir einen einfachen Hilfssatz voraus: Wenn ¢(x)
eine im Integrationsintervall stiickweise® stetige Funktion ist und wenn die
Gleichung

[opwn@@az=o
Zy

besteht fiir beliebige stiickweise stetige Funktionen 7(x), welche der Be-
dingung

ﬁ;(x)dx=0

1 Man bilde nimlich nach dem Approximationssatz von WEIERSTRASZ, unter &
eine willkiirlich vorgegebene positive GroBe verstanden, ein Polynom ¢/(¥), das
sich fiir #y=<#x<=#, von der Funktion y*/(¥) um weniger als ¢/2(¥, — %,) unter-
scheidet. Dann nimmt das Polynom

4(x) =y + [0y dt
zo

den vorgeschriebenen Anfangswert y, an und unterscheidet sich im ganzen Inter-
valle von y*(#) hochstens um 2. Um ein Polynom zu erhalten, das auch den
vorgeschriebenen Endwert y, erreicht, braucht man nur die lineare Funktion
Ix) = ﬁx—"—%”l_) (¥ - #,) hinzuzufiigen und bestitigt leicht, daB p () = ¢ () + (%)
1= %0
alle im Texte genannten Eigenschaften besitzt.
2 Vgl. Kap. II, S. 39.
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gentigen, dann ist @ (x) eine Konstante. Zum Beweise beachten wir, daB
fiir ein konstantes g sicher die obige Relation erfiillt ist. Wir bestimmen

Ly
nun eine Konstante ¢ so, daB3 f (p — ¢)dx =0 ist; dann besteht zu-
Zo X

gleich mit der vorausgesetzten Gleichung f @pndx =0 auch die
Z z,
Gleichung f (p —c)ndx = 0. Nunmehr diirfen wir aber n =¢ —¢
To [23
setzen und gewinnen die Gleichung f (p — ¢)2dx = 0, aus welcher die
Behauptung unmittelbar folgt. %o
Auf genau dieselbe Weise folgt iibrigens der allgemeinere Satz: Wenn

Ty

@ (%) eine stiickweise stetige Funktion ist, welche der Bedingung f endx =0

z,
gentigt fiir alle stiickweise stetigen Funktionen, welche den Bedingungen

, z, z
ndx =0, [xndx=0, ..., [¥"ndx =0
R
geniigen, so ist @ ein Polynom n'" Grades: @ = ¢y + €% + -+ + + ¢, 2™
Zum Beweise des du Bois-Reymondschen Satzes bemerken wir, daB
genau wie frither mit einer willkiirlichen, am Rande verschwindenden,

stetigen und mit stiickweise stetiger Ableitung versehenen Funktion
{(x) die Gleichung besteht:

[(F 4+ Fypl)dx=0, C(t) =C(x)=0.

Wir setzen zur Abkiirzung F,= A’, F,, = B, ] F,dx=A und er-
halten, wenn wir partiell 1ntegr1eren

/l(A'C+BC')dx=flC'(B——A)dx=O.

Zo

Nunmehr diirffen wir die Funktion (" =7 stiickweise stetig, im
iibrigen willkiirlich wihlen, wenn wir durch Erfillung der Bedingung

Ty

jndx = (%)) — {(%¢) = 0 den Randbedingungen fiir { geniigen. Die
Xy
Anwendung unseres obigen Hilfssatzes ergibt dann sofort:

z
(34) B—A4=Fy,—[Fydzx=c,

Zo

wo ¢ nicht von x abhingt. Diese Gleichung tritt zunichst an Stelle
der Eulerschen Differentialgleichung. Wegen der Differenzierbarkeit
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z
von / F,dx folgt aber nunmehr die Differenzierbarkeit der linken Seite

Zo
und damit die Eulersche Gleichung

d
(343) E;Fy' —_ Fy =(.

Ist nun F zweimal stetig nach seinen Argumenten differenzierbar, ist
ferner die Legendresche Voraussetzung Fy, + 0 erfiillt, so folgt, daB
die stiickweise stetige Funktion ) sogar stetig ist und eine stetige
Ableitung besitzt. Zunichst 14Bt sich ndmlich y* wegen F,,. = 0 als
stetige, stetig differenzierbare Funktion ¢@(x,y, F,/) ausdriicken. Da
nun F, wegen (34) eine stetige Funktion von x ist, gilt dasselbe auch
von y. Somit sind auch die Argumente y und F,, von ¢ stetig
differenzierbar, und es gilt dasselbe von ¢'.

Durch Anwendung des verallgemeinerten obigen Hilfssatzes liBt
sich das du Bois-Reymondsche Resultat unmittelbar auf einen Inte-
granden F (x,y, v, ..., y™) ausdehnen; die nidhere Durchfithrung kann
dem Leser iiberlassen bleiben.

Bel Variationsproblemen mit mehr unabhingigen Verinderlichen
liegen die Verhiltnisse etwas komplizierter. Es gilt hier, wenn man bei
einem Problem mit dem Integranden F(x, y, , #,, ,) den Bereich der
Vergleichsfunktionen durch Zulassung aller stetigen Funktionen mit
stiickweise stetigen ersten Ableitungen erweitert, nicht mehr der Satz,
daB das Verschwinden der ersten Variation von selbst das Bestehen der
Eulerschen Differentialgleichung und die Existenz und Stetigkeit der
zweiten Ableitungen nach sich zieht. Aber auch bei mehreren Dimen-
sionen gibt es ein Analogon des du Bois-Reymondschen Satzes, es gilt
niamlich der folgende Satz von HAAR: Das Verschwinden der ersten Va-
riation des Integrals diber F (x,y, u, 4y, w,) bei stetigem u und stiickweise
stetigen Ableitungen w,, w, ist gleichbedeutend mit der Gleichung

(35) [[Fuizay =[(F,dy —Fy a9,
B R

wobei das Integral links diber irgendeinen einfach ausammenhingenden
von stiickweise glatten Kurven begrenzien Teilbereich B von G und das
Kurvenintegral rechts in positivem Sinne um den Rand R von B zu er-
strecken ist. In dem speziellen Fall, wo F von # nicht explizite ab-
héngt, driickt also der Satz von HAAR das Verschwinden des rechts
stehenden Integrals fiir eine geschlossene Kurve R aus, was gleich-
bedeutend mit der Existenz einer Funktion @(x,y) in jedem ein-
fach zusammenhingenden Teilgebiet von G ist, fiir welche das System
von Differentialgleichungen

F,, = 9,; F,=—-9®,
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besteht. Die obige Integralrelation bzw. dieses System von Differential-
gleichungen erster Ordnung tritt also hier an Stelle der Eulerschen
Differentialgleichung zweiter Ordnung.

Zum Beweise des Satzes von HAAR geniigt es, die Integralrelation
fir den Spezialfall zu beweisen, daB B ein Quadrat ist. Sie gilt dann
ohne weiteres auch fiir ein Gebiet, das aus endlich vielen Quadraten
besteht, woraus man in bekannter Weise den Satz fiir ein beliebiges
Gebiet erhdlt. Wir betrachten also ein achsenparalleles Quadrat:
Xg =X =%, Vo=y=7Y,. Das Verschwinden der ersten Variation fiir
dieses Quadrat B driickt sich durch die Gleichung:

[f(F“C + Fy.lp+ Fy,l))dxdy =0
B

aus, wenn am Rande des Quadrates { verschwindet. Wir spezialisieren
nun die Variation { (x, y), indem wir setzen { (¥, y) = v(x)®» (y), wo v (%)
fiir x=1x,, x, und w(y) fir y=y,, ¥, verschwindet. So erhalten wir die
Gleichung: 4,2,

f/(Fuvw + F,vw+ F,vw)dxdy =0,

Yo %o
aus der wir nunmehr durch zweimalige Anwendung des du Bois-Rey-
mondschen Satzes das gewiinschte Resultat folgendermaBen erhalten.
Mit den Abkiirzungen:

Fo,=4,(x9), F., = B;(,9), Fy=Cyylx,y);

¢4

fFuxdy Ax,v), fF,,,dx—Bxy fF dx = Cy(x,9);

[fFudxdy =C(x),
Yo %o
ergibt sich durch partielle Integration

Y Zy
fdy[ f(—C,v’w + 4,v'w — Bv'w') dx| =
%
oder

£23 %
[dxu" [(=¢,w + 4,0 —Bw’)dy]: 0.
Zo Yo

Da v die Ableitung einer willkiirlichen am Rande verschwindenden
Funktion war, so ist nach dem obigen Hilfssatz

h
/(——C,,w +A4,w — Bw)dy =c,
Yo
wo ¢ nicht von x abhingt, oder nach partieller Integration

%
f(C—-A —B)wdy =c.

Vo



176 IV. Die Grundtatsachen der Variationsrechnung.

Indem man in dieser Gleichung einmal x = x;, dann x = %, setzt und
beide so entstandenen Gleichungen voneinander abzieht, entsteht, indem
wir noch C — A — B = D setzen,
%
D, 9) — Dlxy, y)1wdy =0
Yo

Nochmalige Anwendung des du Bois-Reymondschen Satzes liefert

D(%;, y1) — D (%9, y1) = D (%1, y0) — D (%, %),
d. h. die zu beweisende Gleichung
T
(35) | [Fudzay =[(F..dy - Foydz),
Yo Zo

wobei das zweite Integral iiber den Rand des Quadrates zu erstrecken ist.

8. Andere Variationsprobleme und ihre Funktionalgleichungen.
Die bisher betrachteten Variationsprobleme bezogen sich auf Funk-
tionenfunktionen, welche durch Integration eines gegebenen Differential-
ausdruckes in der Argumentfunktion entstehen. Vielfach jedoch ist
man veranlaBt, auch andersartige und allgemeinere Typen von Funk-
tionenfunktionen dem Variationsproblem zugrunde zu legen. Einige
Beispiele mogen zeigen, wie man ganz nach dem oben angegebenen
Muster dabei zu anderen Funktionalgleichungen gelangt, welche die

Rolle der Eulerschen Differentialgleichungen iibernehmen.
a) Es soll der Ausdruck

Jigl=[[K(s,) p(s) p(t)dsdt + [@(s)2ds — 2[g(s) f(s) ds

stationir gemacht werden, wobei K (s, #) eine gegebene stetige sym-
metrische Funktion von s und £, f(s) eine gegebene stetige Funktion
von s und g (s) eine stetige Argumentfunktion bedeutet. Alle Integra-
tionen sind iiber ein gegebenes Intervall a<s=b, a<?{<b zu er-
strecken. Ersetzt man ¢ durch ¢ + ¢ und betrachtet J[p + ¢{] = @ (¢)
als Funktion von ¢, so erhilt man nach einfacher Umformung

ad

6]—_:87; .

b b
0=ZEfC(t)UK(SJW(S)dS+<P(¢) — /@) |as.

Die Forderung §J = 0 liefert also als Eulersche Gleichung die Integral-

gleichung
b

JEs 096 ds + o) — 1) =o.

a
Man wird in diesen Zusammenhang leicht die Variationsprobleme ein-
ordnen, mit deren Hilfe wir in Kap. III die Integralgleichungen mit
symmetrischem Kern K(s, ) behandelt haben.
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b) Es soll der Ausdruck
Jigl =6 ¢ (0 + 200 + 1) plx — 1) — ¢2(x) — 20 () {(W)] dx

stationdr gemacht werden, wobei die Argumentfunktion im ganzen In-
tervall — oo < x < + oo stetig und mit stiickweise stetigen Ableitungen
versehen sein soll. Das Verfahren zur Bildung der ersten Variation er-
gibt nach leichter Umformung

8] =egJlp+ell|,_,

+00
= 2€f¢(x) [(6¢) + @(x + 2) + @(x — 2) — @(x) — f(x)] dx,

und die Eulersche Funktionalgleichung, welche das Verschwinden der
ersten Variation bei willkiirlichem ¢ ausdriickt, lautet'

(9) —p(x+2) —@(x —2) + @(x) + f(x) = 0.

Sie ist also hier keine Differentialgleichung, sondern eine Differential-
Differenzengleichung.

§ 4. Bemerkungen und Beispiele zur Integration der
Eulerschen Differentialgleichung.

Einen systematischen Ansatz zur Integrationstheorie der Eulerschen
Gleichungen werden wir in Bd. II durch die Theorie von HAMILTON-
JacoBr gewinnen. Hier sollen lediglich einige Bemerkungen Platz
finden, die uns die Integration der oben angefiihrten einfachsten
Beispiele ermoglichen. Wir beschrinken uns dabei auf das Problem

Z
fF(x, y,y)dx = Min.
Zo

Enthidlt die Funktion F die Ableitung y" gar nicht, so reduziert
sich die Eulersche Gleichung auf F, = 0, eine implizite Definitions-
gleichung fiir die Funktion y(x). Zu beachten ist, daB in diesem Falle
die Randwerte nicht mehr willkiirlich vorgeschrieben werden diirfen,
wenn das Problem immer eine Lésung haben soll.

Enthilt die Funktion F die abhingige Variable y nicht, so folgt

sofort % F, =0, also F,, = konst. = ¢, und hieraus ¥’ = ¢(x, ¢), also
y = / @ (x, ¢)dx; die Integration der Eulerschen Gleichung ist also durch
eine Quadratur méglich.
Enthilt die Funktion F die unabhingige Variable x nicht, so ge-
lingt die Integration ebenfalls durch eine Quadratur. Dann ist nimlich
(Fy — F) =y'Fy +yFy —Fyy’' — Fyy =y (F)y — F)) = 0,

Courant-Hilbert, Mathematische Physik 1. 2. Aufl. 12
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mithin folgt aus der Eulerschen Gleichung sofort
F(y,y) —yEy(,y) =¢

woraus sich 9’ als Funktion @(y,c¢) von ¥ und ¢ berechnet und

x = / %Y wird.
? (.0

Man kann dieses Resultat, wenigstens in formaler Hinsicht, auch
durch Zuriickfithrung auf den vorigen Fall erhalten, indem man be-
achtet, daB die Extremalkurve auch dann noch die erste Variation
des Integrals zum Verschwinden bringt, wenn man y als unabhéngige
und x als abhingige Variable ansieht. Bezeichnet man die Ablei-
tung nach y durch einen Punkt, so erhilt man das Variationsproblem,
f F(y,1/%) # dy zum Extremum zu machen, in dem nunmehr die ab-
hingige Variable nicht vorkommt.

Von unseren Beispielen S. 160 lassen sich die folgenden nach den
hier gemachten Bemerkungen integrieren:

.. . 1
Beispiel b) mit y = —,
piel b) 7

4 -1 1

yF —F=:=konst.=—.

v Yyt + y®) ¢

c? . , t—y 4
Setzt man y = ~(1 — cost), so wird ¥ =V—y—~ =ctg,

dy t dy s gt c? .
x——/ /t > ar dt—czfsmzidt=cl—l—?(t—smt).

Die Brachistochronen sind also die Zykloiden, die ein Punkt auf dem
Umfang eines Kreises mit dem Radius c?/2 beschreibt, wenn dieser auf
der x-Achse rollt.

o  F=y1+y7% Fy—F=—2_—_1,
) V1 +y y Nz .

y = ?(Soi(cx—l—cl).

Die Rotationsfliche, die zwei gegebene Kreise verbindet, muB durch
Drehung einer Kettenlinie um ihre Achse entstehen, wenn sie moglichst
kleinen Fldcheninhalt haben soll.

_ 1

y = 17sin(cs + cl) .
Die andere Koordinate x wird
% =/]/1 — y2ds =fsin(cs +¢)ds= — :—cos(cs + ¢;) + ¢y

die Losung des isoperimetrischen Problems kann also nur ein
Kreis sein.
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§ 5. Randbedingungen.

In den vorangehenden Uberlegungen sind wir stets von der Vor-
aussetzung ausgegangen, dal am Rande des Integrationsbereiches die
zu bestimmenden Funktionen vorgeschriebene Werte annehmen. Bei
zahlreichen Fragen bestehen jedoch fir die Randwerte von vorn-
herein gar keine oder andersartige Bedingungen. Wenn ber der
Bestimmung von Funktionen in einem festen Grumdgebiet diesen keine
Randbedingungen auferlegt sind, so sprechen wir von freien Rindern.
Neben solchen freien Rindern kommen bei geometrischen Problemen,
d. h. bei der Bestimmung von Kurven oder Flichen solche Aufgaben
vor, wo die gesuchte Kurve auf vorgeschriebenen Kurven oder Flichen
beginnen oder endigen oder wo der Rand des gesuchten Flichenstiickes
auf einer gegebenen Fliche liegen soll. Hier wiirde also das Integrations-
gebiet der unabhingigen Variablen beim Variationsproblem nicht fest
gegeben sein, sondern mit bestimmt werden miissen. Alle diese Fragen
lassen sich durch eine leichte Verallgemeinerung der fritheren Ergebnisse
behandeln, wenn man den Ausdruck fir die erste Variation 8] des
Integrals J den erweiterten Voraussetzungen anpaBt, insbesondere in
ihm die Variation der Funktionen am Rande nicht von vornherein
gleich Null setzt.

1. Natiirliche Randbedingungen bei freien Réndern. Bei dem ein-

2%
fachsten Variationsproblem des Integrales J = [ F(x,y,y)dx, wo fiir

Zo

die Argumentfunktion y(x) am Rande x =x,, x =, keine Bedingungen
gestellt sind, erhalten wir unmittelbar die notwendigen Bedingungen
fiir den stationiren Charakter aus dem Verschwinden der ersten Variation

z, ,

0] = F, by +f[F]y dydx

Zo %o
[vgl. S. 160, (15)]. Zunachst ist selbstverstindlich, daB die Eulersche
Gleichung [F], =0 erfiillt sein muB. Denn gewi besteht der stationire
Charakter von J erst recht, wenn zum Vergleich nur die engere Klasse
derjenigen Funktionen herangezogen wird, die am Rande mit der be-
treffenden Extremale iibereinstimmen, fiir welche also dort ¢y = 0 ist.
In der Gleichung §7 = 0 haben wir also nur noch den auf den Rand
beziiglichen Bestandteil zu beriicksichtigen. Wegen der Willkiir von ¢y
am Rande ergibt sich somit als notwendige Bedingung die ,,natiirliche
Randbedingung*‘

Fy,=0 fir x=2%, und x=uzx,.

Entsprechend erhalten wir aus den Ausdriicken fiir die erste Va-
riation (vgl. S. 161, 164, 165) als notwendige Bedingung fiir den statio-
néiren Charakter der Integrale

12%
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2%

(36) fF(x, V2 oon¥, 2, .. )dx,

(37) f/F(x,y, u, Uy, ) dx dy,
G

(38) ffF(xr y) U, Uy, uy, v, Uy, 'Uy, . .)dxdy
¢

auBler den Eulerschen Differentia.lg]éichungen die natiirlichen Rand-
bedingungen
F,=0 und F,=0 fir =% und x=ux,

F, dy—F 1{—0;

*ds YWgs
d ax d dx
Fuza%—Fuy—d?=0, F”‘d—g—F”'Tﬁzo”"

fiir den Rand I" mit der Bogenlinge s.

Von besonderer Bedeutung wird der Begriff der natiirlichen Rand-
bedingungen dadurch, daB er ohne weiteres auf allgemeinere Typen
von Variationsproblemen anwendbar ist, insbesondere auf solche, in
denen die Randwerte explizite auftreten. Wichtige Beispiele werden
durch folgende Ausdriicke gegeben:

69)  J=[Fmyy)dr—ob) +v0). %=y0, n=y0),

oder N
(40) J =[fF(x, Y, U, Uy, wy) Axdy + [(D(s, u, Us) dS (u,: %)
¢ r

Die Variation wird dann
z,

(41) 7 =./ (Flydydx + [¥/(y) + Fy (%1, y(%), ¥(%)] 0%,

" — [ (yo) + Fy (%0, y(x0), ¥(%))1 89
bzw. p
y

@) o] = [[Fuoudrdy + [(Fu52— Fu 3t + (L) ouds
¢ I

mit

a
(43) [P, = P, — 75 P,,.
Die zugehdrigen natiirlichen Randbedingungen sind:
Fy + ¢z =0, Fy+9' ()| =0%;
dy ax a
Fuza;_Fuvz+ ¢u_3;¢uc=0’

* Durch die Bezeichnung |, deuten wir an, daB in dem vorherstehenden
Ausdruck x = x, zu setzen ist.
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In dem Sonderfall )
(44) J=[[6& + w)axdy + [ourds
¢ r

bei stetiger Randfunktion o(s) lautet der Ausdruck fiir die Variation

45) o = -—2[/(%,-}— Uyy)Oudxdy + 2](3: + rm)éuds,
¢ r

wobei d/dn die Differentiation nach der duBleren Normalen auf I" be-
deutet. Fiir das etwas allgemeinere Integral

(44)) ]=f[(?(ui+u§)~—qu2)dxdy —}—fprmzds,
¢ r

in dem $(x, y) eine nebst ihren ersten Ableitungen in G stetige, ¢(x, y)
eine in G stetige und o(s) eine auf I stetige Funktion bedeutet, wird
in dhnlicher Weise

45) o] = ——Z/f((puz),+(j>uy),,+qu)6udxdy+pr(g—s—{—au)éuds.
é I

Setzen wir in (39) und (41) speziell

e =1y —ap,  pO) =Ily—0?
so lauten die natirlichen Randbedingungen

1 1
§7Fy’|¢0+y0—a=0’ ile!l’lx.‘i"yl'“b:O'
Der Grenziibergang ! - oo ergibt die Bedingung der festen Randwerte

Yo= @, ¥ ="b,

so daB das einfachste Variationsproblem mit festen Endpunkten der Ex-
tremalen als Grenzfall eines Problems mit freien Rindern erscheint.

Allgemein haben wiv in der Hinzufiigung von Randgliedern bzw. Rand-
integralent ein Mittel, unter Aufrechterhaltung der Eulerschen Differential-
gleichung die natiirlichen Randbedingungen weitgehend zu beeinflussen.

2. Geometrische Probleme. Transversalitdt. Zur Behandlung der
geometrischen Probleme, bei denen z. B. die Endpunkte der ge-
suchten Kurve auf gegebenen Kurven oder Flichen beweglich sind?,

1 Anstatt solche Randintegrale hinzuzufiigen, kann man auch unter dem
Integral ilber das Grundgebiet Divergenzausdriicke addieren. (Vgl. S. 168 und
218, Anm. 1.)

2 Die soeben behandelten ,,freien‘‘ Rinder ordnen sich natiirlich hier als
Spezialfall unter. So 148t sich z. B. die Aufgabe:

EA
JSF(% 9,9)dx = Min,
@o

wobei die Werte y(x,) und y(x;) beliebig sein diirfen, auch so aussprechen: Es
soll eine Kurve gefunden werden, deren beide Endpunkte auf den vertikalen Ge-
raden x = 3, bzw. x = #; liegen und die dem Integral einen méglichst kleinen
Wert erteilt.



182 IV. Die Grundtatsachen der Variationsrechnung.

wo also der Rand des Integrationsgebietes, allgemein zu reden, nicht
fest gegeben ist, eignet sich am besten die Parameterdarstellung.
Wir leiten hier die Randbedingungen fir das Eintreten eines
Extremums ab, wenn die zu bestimmende Kurve y(x) in der Ebene
auf einer gegebenen Kurve T (x,y) = 0 beginnen soll, wéhrend der

Endpunkt fest ist. Indem wir in dem zum Extremum zu machenden
Z

Integrale | = f F(x,y,y)dx, wo die untere Grenze x, noch frei ist, eine

Zo
Parameterdarstellung x = x(f), y = y(f) durch den zwischen festen
Grenzen ¢, < ¢ < ¢, laufenden Parameter ¢ einfithren — wodurch die Un-
bequemlichkeit des veré‘mderlichen Integrationsbereiches beseitigt ist —,

erhalten wir J = j%}x y,%,9)dt, %:a'cF(x,y,l) mit der An-

fangsbedingung T(x (to), ¥(t)) = 0 und vorgegebenen Werten von
%(¢,) und y(4). Wir fithren zwei fir ¢ =¢ verschwindende, sonst
willkiirliche Funktionen & (Z), 7 (¢) und zwei Parameter ¢,, &, ein, welche
der Bedingung

T(El; 82) = T[x(to) + & g(to) ’ y(to) + 82"7“0)] =0

geniigen, und formulieren die Extremaleigenschaft unserer Kurve dahin,
daB die Funktion

t
D(ey, &) :f%(x +aE v+ en, &+ 68,y + en) di
to

fiir &, = 0, &, = O stationdr ist, wenn ¢&,, &, der Bedingung ¥(e,, &) = 0
geniigen. Die Theorie der gewshnlichen Extrema lehrt die Existenz von
zwei nicht gleichzeitig verschwindenden Konstanten 4,, 4 derart, da8l

] a
—a;(l&”+lo¢)t=0=0, 6—8(1T+10¢)£=0=0

&3=0 &3=0

gilt. Wir diirfen die Konstante 4, gleich 1 nehmen, da sonst a =0,

(3% =0 fiir £ = ¢, sein miiBte, was wir ausschlieBen wollen. Da die

Funktionen x(f), y(f) der Eulerschen Differentialgleichung geniigen
miissen, erhalten wir auf Grund unserer Ausdriicke fiir die erste Variation
das Bestehen der Gleichungen

AT, —F) =0, (T, —F)=0
an der Stelle ¢ = #,, woraus durch Elimination von 4 die Transver-
salititsbedingung
(46) Fely—T=0

folgt. Eine entsprechende Bedingung muB natiirlich auch am End-
punkt gelten, wenn auch dieser auf einer Kurve variabel ist.
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Die Transversalititsbedingung ist eine wechselseitige Beziehung
zwischen der Richtung der zu bestimmenden Extremalen und der
Richtung der Ausgangskurve. Sie ist linear in T, und T,, bestimmt
also bei vorgegebener Extremalenrichtung die Richtung der Ausgangs-
kurve eindeutig aus der der Extremalen. (Das Umgekehrte braucht aber
nicht stattzufinden.) Zu jeder vorgegebenen Ausgangskurve kann man
eine eimparametrige Schar von tramsversalen Extremalen Fkonstruieren,
indem man durch jeden Punkt der Kurve eine wn transversaler Richtung
ausgehende Losungskurve der Eulerschen Differentialgleichung zieht.

Indem wir wieder zur unhomogenen Darstellung y = f(x) der Kurve
zuriickkehren, erhalten wir wegen

(47) %z =F—%Fy'=F_.y’Fy,, %1}=Fy’

die Transversalititsbedingung in der Form

(48) F—9yF,)T,—F,T,=0

oder, wenn die Ausgangskurve in der Gestalt y =g(x) gegeben ist,
F+(—y)F,=0.

Dabei muB betont werden, daB die letzte Formulierung versagt, sobald
die Ausgangskurve an der betrachteten Stelle eine zur y-Achse parallele
Tangente hat; in diesem Falle tritt, wie man aus (48) abliest, die natiir-
liche Randbedingung F,, = 0 in Kraft.

Ganz #hnlich liegen die Verhiltnisse bei der Bestimmung einer
Raumkurve y = ¥(x), z = z(x), welche auf einer gegebenen Fliche
T(x,y, 2) = 0 anfangen, durch einen gegebenen Endpunkt x,, ¥, 2

Zy
gehen und ein Integral J = f F(x,y,2,9', 2')dx stationdr machen soll.

Zo
Genau wie oben erhalten wir, wenn wir Parameterdarstellung einfithren
und F(x, ¥, 2, xl, %)x =% (x,9,2, %,9,2 setzen, als Transversali-
titsbedingung die beiden Gleichungen

(49) T,:Ty:T,=$::%5:5:
oder in unhomogener Schreibweise die Bedingungen
(50) T,:T,:T,=(F —yF, —2ZF,):F,:F,.

Auch diese Bedingungen ordnen jedem Punkt der Ausgangsfliche T = 0
eine oder mehrere transversale Richtungen zu, der Fliche also eine
zweiparametrige Extremalenschar. Dagegen gehort zu jeder Ex-
tremalenrichtung genau eine transversale Flichenrichtung.

Selbstverstindlich gelten am Endpunkt der Kurve dieselben Trans-
versalititsbedingungen, wenn auch der Endpunkt auf einer Fliche
beweglich ist.
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Im Falle der geoditischen Linien auf einer Fldche oder der kiirzesten
Linien im Raume decken sich die Begriffe transversal und orthogonal.
Fir F =71+ 92+2? 2z B. lautet die Transversalititsbedingung
T,:T,:T,=1:y":2. Fir F= y'e +2/y'+ gy'® erhalten wir

T,:Ty=(e+1y):(f+8¥);

dies ist aber die Bedingung fiir senkrechtes Schneiden.

Ziehen wir also auf einer Fliche von esnem Punkte P aus das Biischel
der geoditischen Linien, so wird dieses Biischel von den orthogonalen
Trajektorien transversal geschmitten. Die Linge der geoditischen Linie
vom Punkie P bis zum Schwittpunkte Q mit einer solchen Trajektorie ist
wn jeder Lage als Funktion des Punkies Q stationdr. Daraus folgt, daf
diese Linge konstant ist und daf die Trajektorien, die sogenannten geo-
ditischen Kreise, geschlossene Linien sind.

Der Zusammenhang zwischen Extremalen und Transversalen wird
uns spiter im zweiten Bande noch néher beschiftigen. Hier sei
vorlaufig darauf hingewiesen, dal im Falle der Lichtausbreitung die
Transversalen nichts anderes sind als die Wellenfronten der in den Strahlen
(Extremalen) sich ausbrestenden Lichtwelle. Dabei verstehen wir unter
einer Transversalen immer eine zu einer Extremalenschar iiberall trans-
versale Kurve bzw. Fliche. Wenn Transversalitit und Orthogonalitdé
Verschiedenes bedeuten, so heift dies, daf Wellennormale und Strahlen-
richtung nicht zusammenfallen.

§ 6. Die zweite Variation und die Legendresche Bedingung.

Wir haben in der Eulerschen Differentialgleichung lediglich ein
notwendiges Kriterium fiir das Bestehen eines Extremums erkannt.
Es zeigt sich in der Tat, daB die betreffende den Randbedingungen
geniigende Extremale nur dann ein wirkliches Extremum liefern kann,
wenn sie noch gewisse andere notwendige Bedingungen in Gestalt von
Ungleichungen befriedigt, und die Aufstellung dieser Ungleichungen
sowie ihre Verschirfung zu hinreichenden Bedingungen bildet ein
wichtiges Kapitel der klassischen Variationsrechnung. Wir verschieben
diese Betrachtungen auf den zweiten Band, wollen jedoch schon hier
einen ersten Schritt tun, nidmlich fiir das einfachste Problem das
folgende Kriterium von LEGENDRE herleiten: 7

Wenn die Extremale ¢ = u(x) das Integral Jlp] = [F(x, ¢, ¢) dx

Zo
zum Minimum macht gegeniiber stetigen mit stiickweise stetiger erster
Ableitung versehenen Vergleichsfunktionen ¢(x), dann muB lings der
Extremalen notwendig die Bedingung

Foo(x,u,4)=0
bestehen.
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Zum Beweise entwickeln wir den Ausdruck

Jlo] =fF(x,<P,<P’)dx

nach dem Taylorschen Lehrsatz:

Jlp +enl=J{el + ¢ Jilp.n] + 5;]2[773» 7).
Dabei ist N

Iilpon) = [(Fypn + Fpr) s,

Z

Jalo,n] =,f(F<p<p'72 + 2Fppny + F«p’w"?,z) dx,
Zo
wo der Strich iiber den Ausdriicken F,,,, F,,, F,, bedeutet, daB darin
fiir die Argumente statt ¢ und ¢’ die Ausdriicke @ =@ + 0%, ¢'=¢" + o7’
zu setzen sind; o ist dabei ein Zwischenwert zwischen 0 und &. Da
J fiir die Stelle @ =u stationdr ist, verschwindet J,[«#,%], und not-
wendige Bedingung fiir ein Minimum ist offenbar J,[®, %] = 0 fiir be-
liebige Wahl von 7.
Lassen wir in J,[@, ] den Parameter ¢ gegen Null streben, dann
geht J, in das Integral
2%
Jalo. 1] =](F¢¢’72 +2Fppnn + Fpon'?)dx
Zo

iiber, und es folgt als notwendige Bedingung fiir die Extremale u
Jalw,n]1=0

8] =% Jlu ),

die ,,zweite Variation von J, einfithren,
#2J=o0.

oder, wenn wir

Aus dieser Integralbedingung gewinnen wir durch Ausnutzung der
Willkiir von # die oben genannte fiir jede Stelle x des Intervalles fiir
ein Minimum geltende notwendige Differentialbedingung von LEGENDRE.
Um das einzusehen, wihlen wir fiir % eine spezielle stiickweise lineare
Funktion, die nur in der Umgebung einer Stelle ¥ = & von Null ver-
schieden ist, nimlich

=VYo(1 +2=%) fir a —o=x=a,
n [

77=]/o_(1 _3;) fir a=sx<a+o0,

=0 fiir alle iibrigen x.
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Das Integral [J,[#,7] reduziert sich dann auf das Intervall
6o —0o=x=oa-+o, und es ist dort #'2=1/g. Lassen wir ¢ gegen
Null streben, so streben die beiden ersten Bestandteile des Integrals
gegen Null, wahrend der Grenzwert des letzten Bestandteiles 2F,,,
an der Stelle x =« ist. Somit ergibt sich durch diesen Grenziibergang
unsere obige Behauptung.

Im Falle mehrerer gesuchter Funktionen ¢, vy, ... besteht die ent-
sprechende Legendresche Bedingung in der Forderung, daB die quadra-
tische Form mit der Koeffizientenmatrix

Fow Foy
Fpoy Fuoy

negativer Werte nicht fihig ist.
Statt unserer Legendreschen Bedingung, in welcher das Zeichen =
steht, wird héufig die schirfere Legendresche Bedingung

Fog>0
eine Rolle spielen. Ist diese Bedingung nicht nur erfiillt, wenn wir fiir ¢
die Extremale # einsetzen, sondern gilt diese Ungleichung fiir beliebige
Werte von x und # aus einem gegebenen Bereich und véllig beliebige
Werte von #', so sprechen wir von der starken Legendreschen Be-
dingung.
Ist auBer ihr die noch stirker einschrinkende Voraussetzung

sz’vz'Fvw_Fz =0

e =
fiir alle #» und x eines vorgegebenen Bereiches und beliebige % erfiillt,
dann ist die quadratische Form unter dem Integranden in J, positiv-
definit, und somit liefert eine in dem betreffenden Gebiet verlaufende
Extremale sicherlich ein Minimum. Dieses einfachste, aber sehr rohe
hinreichende Kriterium werden wir im zweiten Band durch feinere
ersetzen.

§ 7. Variationsprobleme mit Nebenbedingungen.

Wihrend bei den bisher behandelten Problemen die Argument-
funktionen, abgesehen von etwa gestellten Randbedingungen, frei wihl-
bar waren und sodann die Lésung des Variationsproblems ‘durch die
Eulerschen Differentialgleichungen mit den gegebenen oder den natiir-
lichen Randbedingungen festzulegen war, werden in den nunmehr zu
betrachtenden Aufgaben die Argumentfunktionen auBer den Rand-
bedingungen noch Nebenbedingungen anderer Art unterworfen sein,
die sich auf den gesamten Verlauf der Argumentfunktion beziehen
und durch welche die Eulersche Differentialgleichung selbst eine wesent-
liche Modifikation erleidet.
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1. Isoperimetrische Probleme. Der einfachste Typus solcher Auf-
gaben wird durch das allgemeine isoperimetrische Problem dargestellt,

welches wir, wie in §1, 3 d, allgemein so formulieren: Es soll das Integral

J jF (¥,9,9') dx stationdr gemacht werden, wihrend die Funktion y

auBer den Randbedingungen noch einer Nebenbedingung

(51) K~—~flG(x,y,y’)dx=c

Zy

mit konstantem ¢ unterworfen ist.

Zur Losung dieses Problems schlagen wir folgenden Weg ein: Wir
nehmen etwa an, die Randwerte y(x) = y,, ¥ (%;) = ¥, seien gegeben
und y = y(x) sei die gesuchte Extremale. Wir betrachten die folgende
Schar von Nachbarkurven: y + dy = y(x) + &7 (x) + & (x), wobei
e und g Parameter sind und #%(x) und {(x) den Bedingungen
7 (%g) = 5 (%)) = L (%) = { (%) = O geniigende, sonst aber willkiirliche
Funktionen bedeuten. Nunmehr folgt, da8 die Funktion

Ty
Doy &) = [Flr,y + en + &L,y + a7 + &) dx
stationir sein muB fiir ¢; =&, =0 im Vergleich mit allen, absolut ge-
nommen, hinreichend kleinen Werten ¢, und &,, fiir welche

/G(x, yteantealy+eany+eal)d=c

Lo

wird. Nach den in § 1 zitierten Sidtzen iiber gew6hnliche Maxima und
Minima muB es also zwei nicht zugleich verschwindende Konstante 1,
und A geben, derart, daB

(%[AO/F(x’y + &M + Esz y,—}‘ 8177’+ 524'/) dx

+4[Glry + e+ eolsy + &7 + 8al) d

r
|
££,=0:0’
|eg3=10
a0, [ S
a—a—é[lofF(x,y%-sm + &l y 4+ ey +&l)dx
+1[G(x,y+8177+32§,y’+3117’+ szC’)dx] €1=0=0
::'.. &a=0
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Es ist also o1
[l Fly + 2IGY}ndx = o,

Zy

J{halF + 2G)} tdx = 0.

Zo
Aus der ersten Gleichung kann man schlieBen, daB das Verhiltnis der
Konstanten 2, und 1 nicht von { abhingt. Dann folgt aus der zweiten
wegen der Willkir von ¢ die Gleichung 1,[F], 4 A[G],=0. Wenn
nicht 1, = 0 ist, d. h. wenn nicht
(52) Gy) —G,=0%
ist, dann darf 1, = 1 gesetzt werden, und es gilt
(53) d O(F+1G) O(F+4G) _

3 dx ~ 8y dy -

Wir haben also das Resultat: Abgesehen von dem Ausnahmefall, dap
Gleichung (52) besteht, erhalten wir die Eulersche Gleichung unseres
Variationsproblems, indem wir mit einem geeigneten Parameter ) dem
Integranden F* =F + LG bilden und die Variation dieses Integranden
ohne Beriicksichtigung der Nebenbedingung gleich Null setzen.

Im allgemeinen Integral der Differentialgleichung (53) tritt aufler
den beiden Integrationskonstanten der Parameter 1 auf. Diese drei
Parameter sind aus'den Randbedingungen und der Gleichung K = ¢
zu bestimmen.

Das einfachste Beispiel bietet das gewéhnliche isoperimetrische
Problem, wobei F =]/1 + 9’2 und G =y ist. Man findet sofort

d 0 (—— 0 (T \
7z oy M+ 72+ 29) — - (T F 2+ 2y) =0
oder d y/
@ iy
woraus sich als Extremalen Kreise ergeben.

Ein weiteres Beispiel ist die Bestimmung der Gleichgewichtslage eines
schweren, homogenen, in seinen Endpunkten aufgehingten Fadens.
Hier wird F = y}1 + y'2 und G =71 + 9’2 ; wir erhalten, indem wir
. uns an die Integration der Eulerschen Differentialgleichung im Falle
F, =0 erinnern (vgl. S. 178),

| N i
F*—yFh=(y+ 1) (Y1 + 2 — 2 ‘)=—y+ —c,
YR =+ (7 - ) = 2

y + 1= o6of (£ + cy);

die gesuchte Kurve ist also eine Kettenlinie.

0.

2

* Wie man leicht sieht, ist diese Gleichung immer dann erfiillf, wenn es
nur eine einzige Funktion gibt, die der gestellten Nebenbedingung geniigt.
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Zur Erlduterung des Ausnahmefalles betrachten wir etwa die Neben-
1
bedingung f}/1 +y'%dx =1, wihrend y(0) =0, y(1) = 0 ist. Hier

0
gibt es offenbar nur die einzige vergleichsfihige Kurve y =0, welche
auch wirklich der Differentialgleichung (52) geniigt. Was auch immer
F sei, die Losung kann keine andere als y = 0 seinl.

2. Endliche Bedingungsgleichungen. Der nichst einfache Typus
von Variationsproblemen mit Nebenbedingungen ist: Ein Integral

J = / F(x,y,2,9',2)dx stationir zu machen, wihrend die zu be-

stimzr;lenden Funktionen y(x), z(x) auBer an die Randbedingungen
¥ (%) =90, ¥ (%1) =91, 2 (%) =2y, 2(%,) =2, noch an eine Nebenbedingung
der Form

(54) G(x,y,2)=0

gekniipft sind. Geometrisch gesprochen soll eine auf einer gegebenen
Fliche gelegene Raumkurve y(x), z(x) durch die Extremumforderung
festgelegt werden?.

Zur Aufstellung der notwendigen Bedingungen fiir die Funktionen
y(x), z(x) ist der naturgemidBe Weg, die Gleichung G = 0 nach einer
der Funktionen, etwa z(x), aufzuldsen und so das Problem auf das der
Bestimmung einer unabhéngigen Funktion y (x) zuriickzufithren. Diese
Auflésung z = g(x, y) ist nach elementaren Sitzen der Analysis sicher

moglich, wenn fiir die betreffende Extremale %%4: 0 gilt. Wir kénnen

Z' als Funktion von x, ¥ und 9’ ansehen und also aus F(x, y, z, y’, )
eliminieren indem wir die Relation G, + y'G, 4 2'G, =0 oder

y' + ag beachten. Dann wird

F(ny,5,9) = F (55,09, 9, 55 +v 55,

und y muB der Eulerschen leferentlalglelchung
O s e

geniigen, welche nach einfacher Umformung die Gestalt

(Fy —F,) + (Fy — F) % =

annimmt. Da andererseits auch
24
Gy + G,e—y =0

z_ay

! Uber den Ausnahmefall vgl. CaraTHEODORY, C.: Uber die diskontinuier-
lichen Losungen in der Variationsrechnung. Dissertation Géttingen 1904, S. 45ff.

2 Man beachte, daB in der geometrischen Darstellung die Koordinate x» be-
vorzugt ist, so daB nicht alle auf der Flache G = 0 liegenden Kurven gleich-
berechtigt erscheinen.
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ist, so muB die Proportion
(F;'_Fy)(F;"‘Fz) ‘:GV:Gz
bestehen. Also ist entweder lings der Extremalen identisch G, = G, = 0

(was der oben gemachten Voraussetzung widerspricht), oder es gibt
einen Proportionalititsfaktor A = 1(x), fiir den

(55) Fjy—F,+iG,=0, Fy—F,+1G,=0

wird. Setzen wir F* = F + 1G, so kann man das Resultat in der Form
der auf F* beziglichen Eulerschen Gleichungen schreiben

—[F¥),=F¥ —Ff=0, —[F¥,=F¥—Ff=0.

Notwendige Bedingungen fiir das Extremum sind also diese Gleichungen,
es sei demn, daf fir die Extremale gleichzeitig die beiden Gleichungen

G,=0, G,=0

bestehen, aus denen wegen der Relation G, 4 y'G, + 2'G, = 0 die dritie
G, =0 folgt.

Die Faktoren 1, die wir hier und im vorigen Beispiel eingefiihrt
haben, nennt man auch hier wie bei den analogen Uberlegungen der
Differentialrechnung Ewulersche oder Lagrangesche Multiplikatoren. Beu
beiden Aufgabentypen liegt formal die Sachlage gleichartig, indem nimlich
mit dem Multiplikator A der Ausdruck F + AG = F* gebildet und die
Eulerschen Gleichungen fiir diesen Ausdruck aufgestellt werden. Der
Unterschied ist nur der, daf im ersten Falle ) eine Konstante, im zweiten
Falle A eine Funktion A(x) von x ist. Die Eulerschen Gleichungen zu-
sammen mit der Nebenbedingung und den Randbedingungen ergeben ge-
rade die richtige Anzahl der Bedingungen zur Festlegung der Extremalen.

Das einfachste Beispiel fiir den zuletzt behandelten Fall von Neben-
bedingungen liefert die Bestimmung der geoddtischen Linien auf einer
gegebenen Fliche G(x,y,2) = 0. Hier ist F =1 + ¥'2 4 22, und wir
erhalten zur Bestimmung der geoditischen Linien, wenn wir diese in
Parameterdarstellung x = x(f), y = y(f), z=z(f) gegeben denken,

YL S NS N AN S— R AT
Wyptprp djprpre djprpra
oder %ﬁ%ﬁ‘lg:o,

G A=,

e R

drei Gleichungen, die zusammen mit der vierten G = 0 die geoddtischen
Linien und den Multiplikator A(x) bestimmen. Diese Darstellung der
geoditischen Linien hat vor der friitheren den Vorzug, die geometrischen
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Haupteigenschaften der Linien unmittelbarer hervortreten zu lassen,
namlich z. B. die Tatsache, dal die Schmiegungsebene der geoditischen
Linie durch die Flichennormale geht. Der Beweis kann dem Leser iiber-
lassen bleiben.

3. Differentialgleichungen als Nebenbedingungen. Wihrend bei
dem eben behandelten Problemtypus der Multiplikator A eigentlich nur
einen formal eleganten Kunstgriff bedeutete, wird er auch fiir das Wesen
der Sache unentbehrlich, wenn man allgemeinere Nebenbedingungen
der Form '

(56) Glx,y,2,y,7)=0

heranzieht, wobei der Ausdruck G(x,y, z,y’, 2’) nicht durch Diffe-
rentiation eines Ausdrucks H (x, y, 2) nach x entsteht, d. h. ein nicht
integrabler Differentialausdruck ist. Man nennt solche Nebenbedingungen
auch ,,michtholonome'* Bedingungen. Ein einfaches Beispiel einer sol-
chen Bedingung ist y' — 2 = 0. Wire diese Bedingung holonom, d. h.
dquivalent mit einer endlichen Bedingung H(x, y, 2) = konst., so
konnten die Werte von #, y und z nicht iiberall unabhingig voneinander
gewdhlt werden, wihrend man doch aber offensichtlich zu jedem vor-
gegebenen Wertsystem #, y, 2 noch das 9’ gemiB der Bedingung y'—z=0
wihlen kann. Nichtholonome Bedingungen treten in der Mechanik
dann auf, wenn in die Bedingungsgleichungen auBer den Ortskoordinaten
noch die Richtungen der Bewegung eingehen, z. B. bei der Bewegung
eines Schiffes, eines Schlittschuhes oder beim Rollen einer Kugel.

Die frither behandelten Probleme mit Nebenbedingungen lassen sich
als Spezialfille unseres jetzigen allgemeinen Problems auffassen. Fiir
das Problem unter 2. ist dies selbstverstidndlich. Aber auch das eigent-
liche isoperimetrische Problem koénnen wir einordnen. Die Speziali-
sierung besteht hier darin, daB in F die GroB8en z, 2’ gar nicht auftreten,
wihrend die Nebenbedingung die Form 2’ — G (x, v, ¥') =0 hat. Rand-
bedingungen sind

y(®) = Yo, y@) =31, z2(m)=0, z(x)=c.

Auch der Fall des gewohnlichen Minimumproblems mit hdohe-
ren Ableitungen unter dem Integralzeichen ist ein Spezialfall des
hier betrachteten Problems. Z. B. ist das Problem des Extremums

z,
von f F(x,v,y',9")dx 4quivalent mit dem des Extremums von
Ty 2o
/ F(x,y,y",2")dx unter der Nebenbedingung z — 3’ = 0.

Zo
In allen diesen Fillen erhalten wir, wie man leicht sieht, die not-

wendigen Bedingungen einheitlich durch die folgende Regel: Wenn nicht
durch die Losung die zum Ausdruck G gehorigen Eulerschen Gleichungen
erflllt sind, muf es einen Multiplikator A (x) geben, so daf die zum Aus-
druck F* = F 4+ 1G gehirigen Eulerschen Gleichungen erfillt sind.
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Diese Multiplikatorregel gilt auch fiir das allgemeine oben formu-
lierte Problem. Wir wollen aber hier auf die Durchfithrung des Beweises
verzichten, indem wir den Leser auf die Literatur verweisen!,

Endlich sei betont, daB alle unsere Uberlegungen und Resultate
auch dann giiltig bleiben, wenn die Anzahl der unbekannten Funktionen
und die Anzahl der Nebenbedingungen groBer ist. Wenn es sich um die
Bestimmung von Funktionen mehrerer unabhingiger Variabler handelt,
bleiben die Resultate zweifellos ebenfalls bestehen, doch ist der Be-
weis im Falle von Differentialgleichungen als Nebenbedingungen noch
nicht allgemein gelungen.

§ 8. Der invariante Charakter der Eulerschen
Differentialgleichungen.

1. Der Eulersche Ausdruck als Gradient im Funktionenraume. —
Invarianz des Eulerschen Ausdruckes. Der stationire Charakter
einer Funktion f(x,,..., %) an einer bestimmten Stelle ist gleich-
bedeutend mit dem Bestehen der Gleichung

gradf =0,
wobei gradf den Gradienten der Funktion f, d. h. den Vektor mit den
Komponenten f,, . . ., f,, im #-dimensionalen Raume bezeichnet. Dieser
Gradientenvektor hat folgende charakteristische Eigenschaft: Sind die
n Variablen %, ..., x, simtlich irgendwie differenzierbar von einem
Parameter ¢ abhingig, so geht f(x,, ..., %x) in eine Funktion von ¢
iiber, und es wird

(57) i) = fo — bgradf,

wobei der Punkt die Differentiation nach ¢ und v den ,,Verschiebungs-
vektor'* mit den Komponenten #; bezeichnet ; die Anderung der Funktion
ist also das innere Produkt von Verschiebungsvektor des Argument-
punktes und Gradientenvektor.

Man kann nun den Eulerschen Differentialausdruck, dessen Ver-
schwinden den stationiren Charakter einer Funktionenfunktion kenn-
zeichnet, ganz analog als Gradienten im Funktionenraum auffassen.

Im Falle eines Integrales

] = [F(x,¢,¢)dx

z. B. denken wir uns die Argumentfunktion # auBer von der unab-
hédngigen Verdnderlichen x noch von einem Parameter ¢ abhingig. Es
wird dann J[¢] = J(f) eine Funktion von ¢, und nach den Regeln fiir

1 Vgl. HiLBERT, D.: Zur Variationsrechnung, Math. Ann. Bd. 62, S. 351—370.

1906. — In den auf S. 233 genannten Lehrbichern von Borza und HADAMARD
findet man gleichfalls eine ausfiihrliche Darstellung.
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die erste Variation ergibt sich, wenn wir am Rande des Intervalles
die Werte von % unabhingig von dem Werte des Parameters ¢ festhalten,

7 = [0 (Pl az,

wobei der Punkt wieder Differentiation nach ¢ bedeutet. Diese Formel
steht in volliger Analogie zu der obigen Formel (57) fiir die Funktion
f(#y, ..., %,). Wir driicken diese Analogie dadurch aus, daB wir den
Ausdruck [F),, als Gradienten von J[¢] im Funktionenraume bezeichnen.
Ganz allgemein wird man als Gradienten einer F: unktionenfunktion J [@]
stets einen Ausdruck G[@) in @ bezeichnen, wenn bei Ersetzung von w durch
etne noch von einem weiteren Parameter t abhingige Funktionenschar eine
Darstellung der Form

17191 = [$Glplax

besteht.
So ist z B. unter der Voraussetzung K(x,y) = K(y, ) der

Ausdruck 2 j K(x,y)¢(y)dy der Gradient der Funktionenfunktion
[fK (%, y)t,v @(y)dxdy.

Der bekannten Invarianteneigenschaft eines Funktionsgradienten
bei Transformation der unabhingigen Veridnderlichen entspricht ein
analoges invariantes oder besser kovariantes Verhalten der Eulerschen
Differentialausdriicke, wenn die im Integral vorkommenden Funktionen
auf neue unabhingige Verinderliche transformiert werden. Diese In-
varianteneigenschaften wollen wir durch einfache Transformations-
gleichungen formulieren.

Fithren wir dazu im einfachsten Falle statt x die Verinderliche &

ein und setzen wir ay
dE dy
F(r,3,9) = F 28,5, 5 | =969, 5),

daE

so daB dex-—fd? d& wird, so ist

f[F]yn dx = (%fF(x,y teny +en)da

=0
(58) asf¢(e,y+ en, % + e 57) GE d
e=0

Courant-Hilbert, Mathematische Physik 1. 2. Aufl. 13
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also wegen der Willkiir bei der Wahl von # (Willkiir bis auf das Ver-
schwinden an den Enden)

dE
(59) Fl, = 2 |55,
Im Falle zweier unabhingiger Verinderlichen wird ebenso:

F(x, yy u; ux, uy) = F(x(é; 77): }’(5, ’7): u: uﬁ&z + ur] ﬂz; uf;y + uﬂ ﬂy)
= ¢(§: n, U, ’ME, uﬂ) ’

f/Fdxdy =ff¢ gg N ieay,

[fireasay—[[[o32] ciein

_ (e, 1) [ g 0(%:9)
(60) (Flu = 563) [@ (&, n)]u‘

Ganz analog transformiert sich der Eulersche Ausdruck fiir mehr als
zwei unabhingige Verinderliche.

Die in unseren Formeln ausgedriickte Invarianzeigenschaft erlaubt
uns bei der Transformation unserer Differentialausdriicke auf neue un-
abhingige Verinderliche — abgesehen von formaler Ubersichtlichkeit
— eine erhebliche Ersparnis an Rechenarbeit, da wir auf die Durch-
fithrung der Transformation der zweiten Ableitungen verzichten diirfén.

2. Transformation von Au. Polarkoordinaten. Wir betrachten
als wichtigstes Beispiel den Integranden # + u; + #2. Durch die
Transformation x =x(51’ 52: 53): y "—‘y(él’ 52: 63): Z=Z(§1, 52: 53) mége
das Quadrat des Linienelementes dx% 4 dy? - dz2 in den Ausdruck

ox Ox dy 8y 0z 0z
Z’g,,,d&,d.f,, iibergehen; dabei ist g = OF 5, + = %6 o5, T 95 05,

und die Determinante a dieser GroBen ist das Quadrat der Funktional-
determinante von «, y, z nach &, &, £&5. Man errechnet leicht

ui + u: + “3 Zzgikuiuk (ui = ﬂ—),
ik 05{

worin die GroBen g definiert sind durch

08 08 | 05 0& | 0& 0k
k— i}
gt = 0% 6’x+6’y 6y+¢9z 0z
und den Gleichungen geniigen

0 fir k%1,
Y A
g { fir k—1.

Daher erhalten wir
-1 N0 ik
(61) Au = V;Za&(ﬁkzgz u,,)

als allgemeine Formel fiir die Transformation von A# auf krumm-
linige Koordinaten &, §;, &. Ist speziell g,3=g;5 =83 =0, d. h.
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ist das neue Koordinatensystem auch rechtwinklig, indem sich die
Koordinatenflichen &, = konst., £, = konst., &; = konst. senkrecht
schneiden, so wird einfach

1 4 822833 0 ( /g_u—g;) 0 ( gu?zz)
Au=t L0 () /0r2802) | O (o] /Bu1Bs) | C (o] /Bribas)t
(62) Au Vé’ugzzéa{a‘fl(ull/ 811 +a§2 u']/ 822 +6§3 usl/ 833

Nehmen wir beispielsweise Polarkoordinaten v, @, 9:

% = rcosgsind, y = rsingsind, 2z =rcos?,
ds? = dr® 4 rtsin2ddg? + r2d 92,
so ergibt sich nach kurzer Rechnung

1 0 . d [ u 4} .
(63) Adu =m{é7(r2u, sin®) + 5‘;(5{%) + 35 (u,,sm#)}.
Bei nur zwei unabhingigen Verdnderlichen &, gelten selbstver-
stindlich die entsprechenden Formeln. Namlich, wenn
ds? =ed& + 2fd&dn + gdn?
ist, so erhalten wir die invariante Gestalt des Differentialausdruckes
0 (gu:z— fu 0 (euy — fug
A == ! {—— (g € ___7, 5 (_’7__:_ }.
o4 vl ) an e =r)
Speziell in Polarkoordinaten wird
1(0 é
(65) ds? =drt + r2d¢?, Adu = 7{5 (ru,) + %(u,—"’)}

3. Elliptische Koordinaten!. Ein weiteres sehr wichtiges Beispiel
bieten die elliptischen Koordinaten. Sie werden definiert als die drei
Wurzeln ¢, o, T der Gleichung dritten Grades in s

xﬂ y2 22
(66) + + =1,

S—€& < S—e& S—e

wobei e, ¢,, ¢; gegebene reelle Zahlen sind. Sie sind reell fiir reelle x, ¥, z
und geniigen, wenn e; > ¢, > ¢, ist, den Ungleichungen
0z 20, =T=¢4,

Die Flichen ¢ = konst., ¢ = konst., 7 = konst. sind Ellipsoide, ein-
schalige Hyperboloide bzw. zweischalige Hyperboloide. Die recht-
winkligen Koordinaten driicken sich durch die elliptischen folgender-
malen aus:
2_(9—01)("—31)(’—31) 2__(9—"2)(0"32)(""32)
xe = , ye = s
(67) (1 — &) (1 — €3) (2 — &3) (62 — €1)
(@ —¢5) (0 — ¢5) (v — &)
(es — 1) (5 — &3)
1 Vgl. Jacosi, C. G. J.: Vorlesungen iiber Dynamik (gehalten in Ko6nigsberg
im Wintersemester 184243, herausgegeben von A.CLEBscH, Berlin 1866, abge-
druckt als Supplementband in den Gesammelten ‘Werken, Berlin 1884), 26. Vor-
lesung, wo man die Einzelheiten der Rechnung nachsehen mége. Ausdriicklich
sei darauf hingewiesen, daB die folgenden Betrachtungen sich unmittelbar auf
mehr als 3 Dimensionen verallgemeinern lassen.

2=

13*
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und das Linienelement wird
(e—o0){e—1) (6—17)(6—0) 2
P A I T AR = s T rera L
+ (r—0)(r~0)

(v — 1) (v — &) (v — &)

4 dsz —_
(68)

dr.

Diese Form legt nahe, als neue Variable

o T

a1 _fa, _fan

v=[r =i i
mit /) = 4 (L — ) (L — &) (A — &)

einzufihren. Ist ¢, + ¢, + 6, =0, was durch die Substitution
s=s"+ %(e + €, + ¢;) zu erreichen ist, und setzt man oo als untere
Grenze an die Integrale, so wird einfach

e=pt), o=p(b), T=p(ts),
wobei g die WeierstraBsche g-Funktion! bedeutet, ferner wird
dst= (o — o) (e — 1) dti+ (6 — 1) (6 — @) 4 + (r — @) (t — 0) df
und nach (62) fiir eine Funktion T der Koordinaten ¢;:

el e () aﬂ"at e o)
1 AT 1 1 AT

m—@@—ﬂw'+w—ﬂw—mm'*v—mu—@mv

Die Einfithrung der Integrale #; bringt noch den besonderen Vorteil
mit sich, daB die rechtwinkligen Koordinaten eindeutige Funktionen
der #; werden; in den Ausdriicken

o VP(tx) — & Vp(tx) — & VP(ta) —&

X ==
}/51 —és)e; — ey
Vo) — el plty) — egVp(ts) — eg
70 = — ,
t70) Y Yoy —esVes — &

Vo) — eV pts) — esVP(ta) — €3

Ves — e Ves — ey

hingen bekanntlich die Wurzeln im Zahler nach Festsetzung des Vor-
zeichens eindeutig von 4, f,, #; ab. Durchliuft der Punkt x, y, z einen
Oktanten, so durchliuft jede der GroBen g, ¢, v das ihr zugewiesene
Intervall, und wenn eine von ihnen einen der Endwerte annimmt, so
riickt der Punkt %, y, z in die Teile der Grenzebenen des Oktanten, die
in Abb. 1 angegeben sind. Die Ebenen sind darin nach auBen durch

2 =

1 Vgl. Hurwitz-COURANT: Vorlesungen iber allgemeine Funktionentheorie
und elliptische Funktionen. 3. Aufl. Berlin 1929. S. 161—171.
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ein Ellipsoid ¢ = ¢, > ¢, abgeschnitten; die sie zerlegenden Kurven sind
Teile der

3 y2 22
,,Fokalellipse (x =0, P + = 1)
1~ C2

und der

2
., Fokalhyperbel (y =0, e-z—éz——l +2 = 1)].

Bedeuten nun @ die reelle und o’
die rein imaginire Periode der Inte-
grale ¢, d. h. ist

_, f_ﬂ_ _ /
ok Tk

so kann man £, von 0 bls ) By von =

2

o+ o o+ o o’ 1. h i x
bis ——2_ , t3 blS 7 vari- Abb. 1. Konfokale Flichen zweiter Ordnung.

ieren lassen und erhilt die Punkte des Oktanten. Verdoppelt man die
Strecke fiir jedes #;, so durchlduft der Punkt den ganzen Raum. Soll
eine eindeutige Funktion der #; auch im Raume eindeutig sein, so muB
sie bei allen Substitutionen der #; ungeindert bleiben, die x, y und z in
sich iiberfijthren, z. B. wenn man #; und £, durch w—¢, und w—*?, ersetzt.

4
Setzen wir ¢ = u, 2:-2-{—1'7), t3=m7+wy p(t)=1(w),

P (%) =g(v), p(t) = k(w), so kénnen wir », v und w reell nehmen.
Dann wird

ds® = [f(u) — g(v)] [/ («) — h(w)]du?
(71) + [f(w) — g@)][g(v) — h(w)]dv?

+ [f(u) — h(w)] [g(v) — h(w)] dw?,

und hierin sind bei reellen #, v, w alle Koeffizienten nicht negativ, da
f(u) = e, = g(v) = e, = h(w) = ¢ ist, wihrend bei der symietrischen
Gestalt in ¢, #,, ¢; zu beriicksichtigen war, daB @, rein imaginir ist und
daher mit dem negativen Wert des Koeffizienten von d#2 der definite
Charakter von ds? gewahrt wurde.

Von den Awsartungen der elliptischen Koordinaten erwihnen wir
hier (auBer den Polarkoordinaten, die auch als eine Ausartung auf-
gefaBt werden konnen) nur die rotationselliptischen und -parabolischen.
LaBt man zwei der GréBen ¢;, etwa e, und e,, zusammenfallen, so erhilt
man

(72) 22 + y2 22

s—e s —eg

=1.

Die beiden Wurzeln s = 1,, s = 1, dieser Gleichung sind zusammen
mit dem durch
Xx=rcosp, y=rsing, 7*=2x2-+)?
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definierten Winkel ¢ die neuen Koordinaten. Hier ist

— (A, — &) (A, _Ll) (A, — €3) (A — &5)

(73) P A= e
i =pdgt 4=l gpi  h=h g
42y — €1) (A — €3) V1 40, —¢) (A2 — &3) 2
(74) = rdg? + (b — 1) (@6 — dB)
mit i
75 Rl R prese e ——
75) fV4(z—e1)<A—e3>

Daraus ergibt sich

00 AT =+ e ) — aalr )

LiBt man hier noch einen Scheitel der Ellipsoide ins Unendliche
riicken, so erhdlt man durch einen Grenziibergang! die rofationspara-
bolischen Koordinaten als Wurzeln 1,, 1, der Gleichung

(77) M—2:/.-}—3—-—(:1=0,
s—e

wobei sich 7 und z folgencermaBen ausdriicken

(78) r=—(1—e)(y —¢), 22=2e;, — A — A,.

Als Koordinaten eines Raumpunktes dienen hier 4;, 4, und ¢@. Das
Linienelement wird

-1 9 Ay — 14
dst = r2dg? +4(/1 Lk + s i
(74) =r2de® + (4, — 4,) (@5 — af))

mit A i

7 t; = —__:::?_ = '/l:,' — &,
79) ' fVm—el) !
und der Differentialausdruck 47 hat die Gestalt

1 6*T 1 0 (0T 0 (0T
(76) AT = 7~ 5?’2 T (A — ) [6t1( atl) 3t; (r E)J )

LaBt man in den obigen Ausdriicken des Linienelements die Glieder
weg, in denen @ auftritt, so hat man ohne weiteres die Formeln fiir
elliptische bzw. parabolische Koordinaten in der 7, z-Ebene. Fiir AT
erhdlt man in beiden Fillen gemiB Formel (64)

1 2T 02T
AT= 2 (G — 5w

1 Selbstverstindlich lassen sich diese Koordinaten auch ohne Berufung auf
das Vorangehende ganz einfach definieren, indem man von dem System (77) kon-
fokaler Rotationsparaboloide ausgeht.
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wobei der Zusammenhang zwischen A; und #; durch die Formel
A
ai
ti = e —————
S VAR =) (2 — eg)
bzw. durch

t,': Hi—-el

gegeben wird.

§ 9. Transformation von Variationsproblemen in die
kanonische und involutorische Gestalt.

Die Multiplikatormethode von LAGRANGE fithrt zu verschiedenen,
fiir theoretische und praktische Zwecke gleich wichtigen Transformatio-
nen eines Variationsproblems.

Durch diese Transformationen kénnen wir einem Problem andere
aquivalente gegeniiberstellen, derart, daB bei dquivalenten Problemen
gleichzeitig stationires Verhalten eintritt. Dabei gelangen wir einmal
zu gewissen formalen durch ihren symmetrischen und {ibersichtlichen
Charakter wichtigen Umgestaltungen des Variationsproblemes; dariiber
hinaus aber werden wir in einer groBen Klasse von Fillen einem
Minimumproblem mit dem Minimumwert 4 ein dquivalentes Maximum-
problem mit demselben Wert 4 als Maximum zuordnen kénnen und
so unmittelbar eine Handhabe fiir das praktische Problem der
numerischen Eingrenzung von 4 gewinnen 1,

1. Transformation béi gewohnlichen Minimumproblemen mit
Nebenbedingungen. Wir schicken zum besseren Verstindnis einige
Bemerkungen iiber gewohnliche Minimumprobleme bei endlich vielen
unabhingigen Verinderlichen voraus und stellen an die Spitze unserer
Umformungen das folgende von selbst einleuchtende Prinzip: Wenn
eine Funktion [(x,, ..., xn) unier gewissen Nebenbedingungen an der
Stelle x; =& (i=1, ..., n) einen stationdren Wert hat und wenn von
den Zahlen &; eine Relation v(&y, ..., &) =0 erfiillt ist, so bleibt { an
der Stelle x; = & auch dann stationdr, wenn man zu den Nebenbedingungen
von vornherein moch die weitere Bedingung v(xy, . . ., xp) = 0 hinzufigt.

Wir gehen nun zunichst aus von dem Problem

I: f(x,9) soll stationir gemacht werden unter der Nebenbedingung
g(x,y) = 0; dabes sollen die iblichen Stetigkeits- und Differenzierbar-
keitsbedingungen erfillt sein, und es soll fir die stationdre Stelle
gz—}-gf, + 0 setn. Die Multiplikatorregel sagt dann: man ersetze unser
Problem I durch das dquivalente Problem

1 Auf diesen praktischen Gesichtspunkt koénnen wir erst in Band II
systematisch eingehen. Es sei hier jedoch auf die Arbeit von E. TREFFTZ
,Ein Gegenstiick zum Ritzschen Verfahren, Verhdl. d. 2. Int. Kongr. fiir
Technische Mechanik, Ziirich 1927, S. 131, verwiesen, wo zuerst auf die an-
gedeutete Art eine solche Eingrenzung vorgenommen wurde.
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II: F(x,y; A) = f(x,y) + Ag(x, ) ist als Funktion der dres Argu-
mente x, y, A stationdr zu machen.

Die Bedingungsgleichung dF = 0 ist dann gleichbedeutend mit
den drei Gleichungen f,+4 g, =0, f,+4g,=0, g =0. Nimmt man
dieses Problem II zum Ausgangspunkt, so gelangt man nach unserem
allgemeinen Prinzip sofort zum Problem I, indem man die fiir die
Losung von II von selbst erfiillte Bedingung g = 0 ausdriicklich
hinzufiigt.

Man kann aber auch aus Problem II ein neues dquivalentes Problem
— #quivalent heiBt, daB der stationire Charakter an derselben Stelle
eintritt — herleiten, indem man die beiden anderen fiir die Losung von
II erfiillten Gleichungen als Nebenbedingungen hinzufiigt. So gelangt
man zu dem Problem

III: F(x,y; ) =f-+ Ag stationir zu machen unter der Neben-
bedingung f + A8: =0, fy + Agy = 0.

Setzen wir voraus, daB sich aus den beiden letzten Gleichungen
in der Umgebung der stationiren Stelle # und y als Funktionen von }
berechnen lassen, so entsteht durch Einsetzung dieser Werte die Funktion
F(x,y;4) =v(1), und wir erhalten das neue, wiederum mit dem
Vorangehenden iquivalente Problem

IV: yw(4) soll stationdr gemacht werden.

Wir wollen nun unsere Aussagen verschirfen, indem wir bei unseren
Funktionen iiber den nur stationiren Charakter hinaus nach dem Ein-
treten eines Minimums oder Maximums fragen. Nehmen wir zunichst
an, bei Problem I, das wir dann mit I’ bezeichnen, besitze f an der
Stelle X, y ein wirkliches Minimum f(%, ¥) = 4. Dann bettachten wir
das Problem

II': F(x,y; 1) = [+ Ag = Min. bei festgehalienem A und nehmen
an, es existiere hier, wenn 4 in einer gewissen Umgebung des durch die
Lagrangesche Multiplikatorregel definierten Wertes 4 = 1 beliebig ge-
wihlt wird, ein wirkliches Minimum, das wir mit d; = ¥ (4) bezeichnen
und das durch die Gleichungen f, +1g, =0, f, + 1g, = 0 charakterisiert
ist. Dann ist sicherlich

di=d.

Denn das Problem I’ mit dem Minimum d entsteht aus dem Problem II’
mit dem Minimumwert 4;, wenn man zu diesem die den Vergleichungs-
bereich einschrinkende Bedingung g = 0 hinzufiigt. Machen wir die
weitere Voraussetzung, daB fiir jedes 1 in der Umgebung von 1 =1
durch die Gleichungen f,+1g,=0 und f,+ ig,=0 eindeutig
% und y als Funktionen von A bestimmt sind, so wird d; = d, also ist

d = Max.d,,
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d.h. 4 ist das Maximum des Minimums (1) von F = f + 1g, wobei
das Minimum bei festem 4 und dann das Maximum hinsichtlich 1 zu
nehmen ist. Wir kénnen also auch unter unserer Voraussetzung d
charakterisieren durch das Problem

III': F(x,y;4) =f+4 Ag = Max. = d wuniter der Nebenbedingung
/z+lgz=0: fy+lgy=0

Zur geometrischen Erlduterung unserer Maximum-Minimumbetrach-
tung diene das Problem: f = (x 4 1)2 4- y2 = Min. unter der Neben-
bedingung g = 2x = 0. Geometrisch: Auf der vertikalen Parabel,
welche durch Schnitt des Paraboloids z = (¥ + 1)2 4+ y% im %, y, 2-
Raum mit der Ebene ¥ = 0 entsteht, ist der tiefste Punkt, der Scheitel-
punkt, zu suchen. Man findet sofort fiir den betreffenden kleinsten
Wert von z = (x + 1)% + 2 die Zahl d = 1. Betrachten wir nun bei
einem festen A das Paraboloidz = f+lg=(x+1+1)24+y2—21— 4%
so erkennen wir, daB dieses Paraboloid stets unsere obige Parabel ent-
hilt und daB der Scheitel dieses Paraboloids tiefer liegt als der Scheitel
der Parabel. Indem wir 1 variieren, bewegen wir den Scheitel des
Paraboloids. Er wird dabei hochstens in den Scheitel der festen Parabel
riicken, aber ihn nie iibersteigen kénnen. Der Parabelscheitel ist also
der hochste unter den tiefsten Punkten unserer Paraboloide.

2. Die involutorische Transformation der einfachsten Variations-
probleme. Ahnliche Uberlegungen fithren zur Umgestaltung von Varia-
tionsproblemen.

Die Grundlage hierzu liefert analog zu Nr. 1 das folgende allgemeine
Prinzip: Wenn eine Funktionenfunktion J[u, v, ...] unter gegebenen Stetig-
keits- und Nebenbedingungen fiir ein gewisses Funktionensystem u, v, ...
stationdy wird und wemn dieses Funktionensysiem einer oder mehreren
Relationen geniigt, so bleibt | auch dann noch fiir dieses Funktionensystem
stationdr, wenn man von vornkerein eine oder mehrere der betreffenden
Relationen zu den Nebenbedingungen des Problems hinzufiigt.

Wir wollen Relationen, die sich durch Nullsetzen der Variation er-
geben (also Eulersche Gleichungen und natiirliche Randbedingungen),
als natirliche Bedingungen und von vornherein festgesetzte Neben-
oder Randbedingungen als Zwangsbedingungen bezeichnen. Dann
folgt aus unserem Prinzip: Fiigt man bei einem Variationsproblem eine
oder mehrere zugehorige natiirliche Bedingungen ausdriicklich als Zwangs-
bedingungen hinzu, so bleibt fir das neue Problem der stationire Charakter
des betrachteten Ausdrucks erhalten.

Wir behandeln zunichst den einfachsten Problemtypus

Zy

I.J= j F(x,u, w)dx = stationdrer Wert unter den wblichen Stetig-
Zo
keitsbedingungen, den Randbedingungen

(80) u(%) — 1, =0, u(xy) —u =0
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und der Nebenbedingung
(81) —— i =

Wir fassen also dabei das Variationsproblem von vornherein als ein
solches fiir zwei Funktionen #, »' mit der Differentialgleichungsneben-
bedingung (81) auf. Die Multiplikatorregel zeigt, daB die Losungen von
I zugleich Losungen des folgenden Problems sind:

zy

I Hiu, w.A; o, ] —_—ﬂF + 1(3_;‘ - u)] dx

Zo

— o (n(x) — t4g) + puy ((x;) — 04y)

stationdr zu machen, wobei u (x), u'(x), A (x) und die Parameter py und @,
zu bestimmen sind und es sich um ein freies Problem, d. h. ein Problem
ohne Randbedingungen oder Ncbenbedingungen handelt. Die Variations-
gleichungen, d. h. die Eulerschen Differentialgleichungen und die
natiirlichen Randbedingungen des Problems lauten hier:

(82) Fy—A=0,

(83) F,—%_o,

(84) % —u =0

fir das Innere des Intervalls und

(85) Ax) + o =10,  A(x) +mp=0;
(86) u(xy) — 4y =0, u(xy) — 4, =0,

wie man ohne weiteres durch Nullsetzen der ersten Variation findet.
Selbstverstindlich entsteht durch Elimination von 1, g,, #, die Euler-
sche Differentialgleichung fiir »(x).

Wenden wir unser allgemeines Prinzip auf das Problem II an, indem

S . du

wir die Bedingungen a7 — W =0, u(x) —uy=0, u(x)—u =0 als
Zwangsbedingungen hinzufiigen, so gelangen wir wieder zu Problem I
zuriick. Nehmen wir dagegen die Gleichungen (82), (83), (85), die den
natiirlichen Bedingungen von Problem I entsprechen, so entsteht eine
Transformation, die erst in neuerer Zeit durch FRIEDRICHS entdeckt wurde
und die fiir die Anwendungen wichtig ist!. Das in dieser Weise ent-
stehende Problem III 148t sich als ein Problem vom selben Typus wie
Problem I darstellen, indem wir aus dem Integral H die Ableitung du/d x

1 FrIEDRICHS, K.: ,,Ein Verfahren der Variationsrechnung, . ... Nachrichten
der Ges. d. Wiss. zu Gottingen 1929. S. 13—20.
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durch Produktintegration herausschaffen und sodann durch die Glei-
chungen
(87) Fp=p, F,=¢, pi+pu—F=V
neue Argumentfunktionen p, ¢’ und den neuen Integranden ¥(x, $, p')
einfithren.

Damit diese ,,Legendresche* Transformation einen Sinn hat, miissen
wir verlangen, daB sich aus den beiden ersten Gleichungen % und '
als Funktionen von $, p’ und x ausdriicken und dann in die linke

Seite der letzten Gleichung einsetzen lassen. Dies ist sicher der Fall,
wenn die Voraussetzung

(88) Fu’u’Fuu - (Fuu’)2 4: 0

erfillt ist fiir alle Wertsysteme %, %, #’ des zugrunde gelegten Be-
reiches. Man erhilt so das zu I 4dquivalente Problem!

IV: — [P b, 8) dx + ) my — plx) 4o

2
stationdr au machen unter der Nebenbedingung

ap ’
iz~ P =0

ohne daf Randbedingungen gestellt sind.
Die natiirlichen Bedingungen des Problems IV lauten
d
¥ Yy —¥ =0
fir das Innere und
Vplo—thg=0, ¥ply—mum=0
fiir den Rand. Auf Grund unserer allgemeinen Herleitung miissen sie

mit den Zwangsbedingungen des Problems I identisch sein. In der
Tat bestdtigt man dies sofort aus der Umkehrung

Yp=u, V=4, up+up—-¥Y=F
-der Legendreschen Transformation (87).

Vermdge derselben Formeln erkennt man, daB die Friedrichssche
Transformation, angewandt auf das freie Problem IV, wieder zum Aus-
gangsproblem I zuriickfiihrt. Diese Transformation hat also involu-
torischen Charakter, und es gehen bei thr die natiirlichen Bedingungen
des einen Problems in die Zwangsbedingungen des anderen iiber.

Eine besondere Betrachtung erfordert der ausgeartete Spezialfall,

wo der Integrand F des Variationsproblems nicht explizit oder héchstens
linear von # abhingt, also die Gestalt hat:

F(x, u, M’) = g(x: u’) + ui(x) .

1 Dieses 148t sich als Analogon zu Problem IV von Nr. 1 auffassen.
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Die vorhin betrachtete Legendresche Transformation ist dann nicht
mehr fiir beliebig vorgegebenes p und ' umkehrbar. Es ergibt sich
aber sofort durch die sinngemiBe Anwendung unseres Transformations-
prinzips, daB mit dem urspriinglichen Variationsproblem I das folgende
dquivalent ist:

— [ BB dx + plr) wy — (x) o = stat.

unter der Nebenbedingung dp/dx = (x). Hierbei hingen $ und & (p) mit
den Ausdriicken des urspriinglichen Problems durch die Transformation
p=gs, —PB)=gW)—up
zusammen, und es ist angenommen, daB sich aus der Gleichung g,, = p
umgekehrt %' durch p ausdriicken 14Bt. Das neue Problem weist gegen-
iiber dem urspriinglichen eine prinzipielle Vereinfachung auf. Die Neben-
bedingung ndmlich liefert durch Quadratur die gesuchte Funktion # (x)
bis auf einen additiven Parameter. Das Variationsproblem geht also

in diesem ausgearteten Fall in ein gewdhnliches Extremumproblem zur
Bestimmung eines Parameters iber.

Entsprechend zu Nr.1 erheben wir die Frage, wie durch unsere
Transformationen, bei denen es uns ja zunéchst lediglich auf stationire
Werte ankam, das Minimum- oder Maximumverhalten unserer Ausdriicke
beeinfluBBt wird.

Die Wiederholung der Uberlegungen aus Nr. 1 fiihrt zu folgendem
Resultat: Wenn beim urspriinglichen Problem I (das wir dann als I'
bezeichnen) ein Minimumwert d vorliegt, so wird beim involutorisch en-
sprechenden Problem IV (das wir dann als IV' bezeichnen) derselbe
Wert d als Maximumwert aufireten.

Wie in Nr. 1 gilt diese Behauptung nur unter einschrinkenden Be-
dingungen; und zwar verlangen wir, daB bei willkiirlich gegebenem,
stiickweise stetig differenzierbarem 4(x) der Ausdruck H, der bei
Problem II auf S.202 zugrunde gelegt wurde, ein noch von 1 ab-
héngiges Minimum 4, besitzt, wenn wir von vornherein 4 (x,) + u, =0,
A(%g) 4 po = 0 voraussetzen!. Es entsteht so, wenn wir die Ableitung
von % durch Produktintegration herausschaffen, Problem II':

H zfl[F + 1(3—; - “,)] dx —po(ulxg) — thg) + iy (%) — 1)
Zo

=fl[F _— g%u — Zu'} ax  —A(%) uy + A(xy) 4w,
o

1 Ohne Voraussetzung dieser bei der Lésung ja von selbst erfiillten Gleichung
wiirde bei beliebigen 1, x4 ein Minimum sicherlich nicht vorliegen kénnen.
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zum Minimum zu machen bei festem 4(x). Die zugehorigen Losungs-
funktionen # und #’' dieses Problems geniigen dann den Gleichungen
al
(89) Fu»——l=0, F"_d_x=0

Wir machen nun weiter entsprechend zu Nr. 1 die Voraussetzung,
daB diese Gleichungen (89) bei beliebigem 1 und di/dx die Funktionen
u und %' eindeutig bestimmen. ‘

Da das Problem I’ mit dem Minimumwert 4 aus unserem jetzigen

Problem II' durch Hinzufiigung der verschirfenden Nebenbedingungen
du

I, — % =0, u(x) —uy=0, u(x;) —u, =0 entsteht, so ist gewiB
d=d;.

Andererseits sind fiir die Losung von Problem I’ die Gleichungen (89)
mit 1 =1=F, erfiillt, und es ist auf Grund der Eindeutigkeits-
voraussetzung dy = d.

Es ergibt sich somit
d = Max. d;_ .

Das Problem, d; zum Maximum zu machen, ist aber gerade das
Problem IV’, und daraus folgt unsere Behauptung.

Ein hinreichendes Kriterium dafiir, daB unsere Voraussetzungen er-
fillt sind, ist das Bestehen der Gleichungen

(90) Fu’u'Fuu - (Fuu’)2 >0 ’ Fu’u’ >0

fir alle #, x des betrachteten Bereiches und beliebiges #’. Wir sahen
schon auf S.186, daB dann tatsichlich eine Lésung der Eulerschen
Gleichung bei I’ auch ein Minimum liefert. Ebenso aber folgt aus
diesen Ungleichungen auch die Existenz des Minimums &, von I1’; denn
die Gleichungen (89) zusammen mit den Ungleichungen (90) driicken
aus, daB der Integrand in H schon fiir sich an jeder Stelle x einen
Minimumwert fiir die fraglichen GréBen # und %’ besitzt; um so mehr
gilt dies dann fiir H. .

Zum SchluB sei darauf hingewiesen, daB wir den oben gekennzeich-
neten Ubergang vom Minimumproblem zum Maximumproblem bei der
Friedrichsschen Transformation unter der Voraussetzung (90) ganz di-
rekt folgendermaBen beweisen kénnen, wobei auch diese Transformation
selbst von neuem gewonnen wird. Die Taylorsche Entwicklung liefert
mit Riicksicht auf die Ungleichungen (90) sofort die Ungleichung

Fu,v)—F(v,v)— (u—v)F,— W —v)F,=0,

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann gilt, wenn % = v,
%' = v’ ist. Schreiben wir den obigen Ausdruck in der Gestalt

Fu,v)—[F(,v)—vF,—vF,] —uF, — u'F,
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und denken uns v und v’ vermdge der Legendreschen Transformation
p=Fy, p=F,, ¥xpp)=vp+vp—F

durch GroBen p und p’ ersetzt, dann besteht fiir beliebige u, ', p, 9’
die Ungleichung

Fx,u,o) + P(x,9,9)—up —u'p=0,

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann auftritt, wenn  und
¢’ den Funktionen v =, v’ = ' entsprechen. Integrieren wir diese
Ungleichung zwischen den Grenzen x, und x;, wobei wir u, %', p, p’
als Funktionen von x betrachten, die wir den Zwangsbedingungen

du_ ,

(%) — =20,
M —w=0, L_p=o, )~ 4
X

ax u(x) — ;=0

unterwerfen, so erkennen wir, daB die linke Seite sicher nicht negativ
sein kann; andererseits wird sie dann und nur dann Null, wenn fiir »
die Losung des Problems I’ und fiir 4 die Losung des Problems IV ein-
gesetzt wird. Das Problem

/EF 4+ ¥ —up—u'pldx

,
= [Fdx —j—f&”dx + o9 (%) — 1,9 (%) = Min.
Z %

unter den eben angegebenen Zwangsbedingungen besitzt also diese
Losung und den Minimumwert Null. Diese Aussage ist gleichbedeu-
tend mit der obigen Aussage iiber das Verhiltnis der beiden Probleme
I’ und IV".

8. Die Transformation des Variationsproblems in die kano-
nische Gestalt, Unter das in Nr. 2 allgemein formulierte Prinzip
ordnet sich eine andere seit langem bekannte und wichtige Transfor-
mation unter, die Transformation in die kanonische Gestalt. An die
Stelle der Eulerschen Differentialgleichung zweiter Ordnung tritt dabei
ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung. Diese Trans-
formation, die kein genaues Analogon in Nr.4 hat, entsteht, wenn
man zu Problem II die Gleichungen (82) und (86) als Zwangsbedin-
gungen hinzunimmt. So ergibt sich zunichst das Problem

2
Ia: / [F(x, w, %) + Fyr (%‘ - u)] dx
o
stationdr zu machen unter den Randbedingungen  (x,) = 1,, % (%)) =1#%,,

wobei # und #' als zwei unabhingige Argumentfunktionen anzu-
sehen sind.
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Fithren wir statt «’ eine neue Argumentfunktion?!
p=Fy,
und statt des Integranden F(x, #, u’) den neuen Integranden
D(x, u,p) =pu — F(x,u, )

ein — wir machen hierzu ausdriicklich die Voraussetzung

F u'u 0 ’
so daB sich aus p = F,, umgekehrt #' als Funktion von $, % und x be-
stimmen 148t —, so ergibt sich das dquivalente Problem

Zy
IIb: / [15 % — D(x,u,p)| dx = stationdrer Wert
Ty
unter den Randbedingungen # (%) = u,, #(x;) = #,. Hierbei hingen
die in den &quivalenten Problemen I und IIb auftretenden GroBSen
durch die Legendresche Transformation

Fy=2p, pW —F =&
zusammen, deren Umkehrung, wie man leicht sieht, durch die Gleichungen
D, =1, W —D=F
gegeben wird.
Wir nennen diese Gestalt des Variationsproblems die kanonische
Gestalt. Die Bildung der Variationsgleichungen nach p und # ergibt die
kanonischen Differentialgleichungen des Variationsproblems:

ap . du o
E;+¢u—0, E—¢p—-0.

Ganz entsprechend konnen wir auch ein Variationsproblem fiir # ge-
suchte Funktionen u, (x), . . ., % (%) der unabhingigen Verinderlichen x»
in die kanonische Gestalt iiberfithren.

Hinsichtlich des Extremumverhaltens sei, ohne auf die Kriterien im
einzelnen einzugehen, erwihnt: Wenn beim Problem I ein Minimum-
wert d vorliegt, so wird beim kanonischen Problem d ein Maximum-
Minimum werden, indem zunichst bei festgehaltenem $ ein Minimum
durch Variation von # zu suchen ist und dann durch Variation von p
dieser noch von p abhingige Minimumwert zum Maximum 4 gemacht
werden soll.

4. Verallgemeinerungen. Es bedarf keiner besonderen Aus-
fithrung, daB und wie sich unsere Transformationstheorie verallgemeinern
148t sowohl fiir den Fall des Auftretens von mehr gesuchten Funktionen
und von hoheren Ableitungen als auch fiir den Fall, daB die Argument-
funktionen von mehr unabhingigen Verinderlichen abhingen. Wir be-
gniigen uns mit der Behanciang eines besonders einfachen — dem

1 p ist also gleich dem bei II auftretenden Multiplikator.
[
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ausgearteten Fall von Nr. 2 entsprechenden — Beispiels bei zwei unab-
hingigen Verdnderlichen, nimlich der Transformation des klassischen
Dirichletschen Variationsproblemes:

S

wobei # eine im Gebiet G stiickweise stetig differenzierbare Funktion
mit fest vorgegebenen Randwerten % = f(s) ist. Der Rand I" von G
moge dabei eine stiickweise stetig gekriimmte Kurve mit der Bogen-
linge s sein.

Ersetzen wir in unserem Problem die beiden partiellen Ableitungen

durch die Buchstaben p und ¢ und fiigen dafiir die Nebenbedingungen
ou o
= -
als dquivalentes Problem:

[+ e+ (G p) + u(3 — )| dsay
Q

p=0, % — ¢ =0 hinzu, so liefert die Multiplikatorregel sofort

— [ols)ti — fe)1ds = stat.
r

Dabei sind 4(x,¥), u(x,y) und o(s) Multiplikatoren. Indem wir das
Doppelintegral dieses Problems durch partielle Integration umformen,
erhalten wir fiir das Problem II die Gestalt:

f,[[‘;‘(m 4 ¢?) — u(g—i + ——g;) —Ap— ;uq] dxdy
G

+[[’7(’136_z + #%% - 0(8)) + Q(S)/(S)J ds = stat.
r

Dabei bedeutet d/0n Differentiation nach der dufleren Normalen, und
mit einem Querstrich sind wie auch sonst die Randwerte bezeichnet.
Indem wir von den Eulerschen Gleichungen bzw. den natiirlichen
Randbedingungen dieses Problems die folgenden ausdriicklich als
Nebenbedingung hinzufiigen:

di ou __ ox dy _
% Tay =0 Ay +rg, —0=0,
erhalten wir das dquivalente Problem:

I —3[[(* + ) dxdy + [o(5) (5) ds = stat.
G r

unter den Nebenbedingungen

- Ox -0
9(3)‘195;;—9‘3%=0
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am Rande und op + 99 _

im Innern. Die Friedrichssche Transformation ist damit ausgefiihrt.
Wir gelangen zu einer Vereinfachung, indem wir die eine Neben-
bedingung durch Einfithrung einer Funktion v(x, y) befriedigen ver-
moge der Gleichungen
p— dv _ O
T8y’ ox "
Es wird dann
oy v

ox
Pyt 98, = a5
wobei rechts die Differentiation der Randwerte in Richtung der positiven
Tangente von I" zu nehmen ist, und unser Problem geht iiber in Problem

v T e
+Pfg—:—/(s) ds = stat.

Das Randintegral rechts kénnen wir iibrigens leicht durch partiglle In-
tegration in die Form

-—I[vf’(s) ds

setzen. Dieses neue Problem hat hinsichtlich des Integranden denselben
Typus wie das Problem I. Wihrend die Losung des Problemes I eine

der Potentialgleichung Adu = (%—; + g;—i; = 0 geniigende Funktion mit

den Randwerten f(s) definiert, liefert dieses zweite Problem ebenfalls
eine Potentialfunktion v, die sich vermoége der natiirlichen Rand-
bedingungen als die zu # konjugierte Potentialfunktion erweist.

Die weitere Tatsache, daB einem Minimum bei Problem I ein
gleich groBes Maximum bei Problem IV entspricht, erkennen wir am
besten daraus, da8 durch Subtraktion der Integralausdriicke von I
und IV und eine leichte Umformung der Ausdruck:

du  Ov\2 ou , Ov\2
G -5+ (G + 5] axer
¢
entsteht. Problem I und Problem IV zusammen sind dquivalent mit dem
Problem, dieses letzte Integral unter der einzigen Randbedingung
% = f(s) zum Minimum zu machen. Das Minimum hat den Wert Null

und wird angenommen, wenn # die Losung der betreffenden Randwert-

aufgabe der Potentialtheorie und v die dazu konjugierte, den Differential-

. 0 é 4 ] . L
gleichungen ;91;- = % ) ?9?7 = — c% geniigende Potentialfunktion ist.

Courant-Hilbert, Mathematische Physik 1. 2. Aufl. 14
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§ 10. Variationsrechnung und Differentialgleichungen der
mathematischen Physik.

1. Allgemeines. Bei der Aufstellung und Behandlung der meisten
Differentialgleichungen der mathematischen Physik erweist sich die
Variationsrechnung als zuverldssiger Fithrer. Handelt es sich um Pro-
bleme des — stabilen — Gleichgewichts, so kann man das Variations-
prinzip vom Minimum der potentiellen Emergie zum Ausgangspunkt
nehmen, wihrend die Gesetze der Bewegungsvorginge ihre einfachsten
Formulierungen an Hand des ,, Variationsprinzipes von Hamilton* finden.
Wir wollen in diesem Paragraphen, ausgehend von diesen beiden Prin-
zipien, die wichtigsten typischen Differentialgleichungsprobleme der
mathematischen Physik formulieren.

Betrachten wir zunichst den Fall eines Systems von endlich vielen
— etwa # — Freiheitsgraden. Die Lage des Systemes moge durch die
Werte der # Parameter ¢, ¢,, - . ., ¢, charakterisiert sein, deren Be-
stimmung als Funktionen der Zeit £ unser Ziel ist. Wir denken uns das
System in seinen mechanischen Eigenschaften festgelegt durch seine
kinetische Energie T(qy, - .-, Gu» qu - - -» qn 1), Welche eine Funktion der
n Geschwindigkeiten ¢;, der » Koordinaten g; und der Zeit ¢ ist, und
zwar eine quadratische Form in den Geschwindigkeiten:

n

T=2 Pirlgy - ) G
1, k=1

und zweitens durch seine potentielle Energie Uy, . . ., 4,, %), welche

wir als eine Funktion von ¢, ¢,, . . ., g, und f annehmen. Das Hamilton-

sche Prinzip besagt nun: Zwischen zwei Zeitmomenten ty und t, verliuft

die Bewegung so, daf die Funktionen q;(t) das Integral:

|
]=[(T—U)dt
to

stationdr machen, verglichen mit solchen benachbarten Funktionen g; (),
fiir welche §; (L)) = q;(ty) und G;(t) = ¢;(t,) ist. Oder: Die wirkliche Be-
wegung macht das Integral | stationdr gegemtiber allen benachbarten vir-
tuellen Bewegungen, die im selben Zeitintervall von der Ausgangslage des
Systems zur Endlage fiihren.

Nach §3 ergeben sich aus dem Hamiltonschen Prinzip sofort die
allgemeinen Lagrangeschen Bewegungsgleichungen

d 0T 0 .

(91) d—t'a—q"‘—a?‘(T—U)-_—”O (’l='1,2,...,n).

Den Ubergang von den Bewegungsgleichungen zu den Bedingungen
des Gleichgewichtes erhalten wir unter der Voraussetzung, daB T und
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U von ¢ nicht explizit abhingen, indem wir in (91) die Ableitungen
nach der Zeit gleich Null setzen. Es ergibt sich

oUu
(92) b =0

D. h.: Ein mechanisches System mit der potentiellen Energie
U(qy, - - -, g,) ist fiir ein Wertsystem der Koordinaten ¢y, . . ., g, dann
und nur dann im Gleichgewicht, wenn dort die potentielle Energie
einen stationdren Wert hat.

Fir die Stabilitdt des Gleichgewichtes ist dariiber hinaus notwendig
und hinreichend, daB an der betreffenden Stelle U ein Minimum besitzt.

Diese Tatsache kann man unter Heranziehung der Bewegungs-
gleichungen beweisen; wir ziehen es aber vor, sie bei Gleichgewichts-
problemen als unabhingiges Postulat an die Spitze zu stellen.

Einen besonders einfachen Charakter nimmt eine Bewegung an,
wenn sie sich in der Nihe einer stabilen Gleichgewichtslage eines Systems
abspielt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wollen wir annehmen,
daB die betrachtete Gleichgewichtslage durch das Verschwinden simt-
licher Koordinaten ¢; gekennzeichnet ist. Beschrinken wir uns dann
weiter auf solche der Gleichgewichtslage benachbarte Bewegungs-
zustinde, bei welchen wir héhere Potenzen der Koordinaten und ihrer
zeitlichen Ableitungen gegen niedere vernachlissigen diirfen, so kénnen
wir — unter der Voraussetzung, daB ¢ in T und U nicht explizit
vorkommt — T als positiv-definite quadratische Form in den ¢; mit
konstanten Koeffizienten 4;; ansehen:

n
T= Z Ak 9: O
i, =1

und ebenso U als positiv definite quadratische Form in den ¢; mit kon-
stanten Koeffizienten b;;:

U=2bitqiq-
1, k=1

Die Bewegungsgleichungen gehen also iiber in die linearen Differential-
gleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

n n
2%k de + 2 binge =0,
k=1 k=1

welche die ,,kleinen Schwingungen* um eine stabile Gleichgewichtslage
beherrschen und im nichsten Kapitel diskutiert werden sollen.

Ganz analog werden wir nun auch bei Systemen der Kontinuums-
mechanik, deren Lage nicht mehr durch endlich viele Koordinaten be-
stimmt ist, vom Hamiltonschen Prinzip bzw. dem Prinzip des Minimums
der potentiellen Energie ausgehen. Nur sind hier eben potentielle und
kinetische Energie nicht mehr Funktionen von endlich vielen Ver-
anderlichen und deren Ableitungen, sondern werden ihrerseits wieder

14*
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durch Integrale iiber die von dem System eingenommenen Réume,
Flichen oder Linien dargestellt.

2. Schwingende Saite (Seil) und schwingender Stab. Das ein-
fachste Beispiel liefert die homogene schwingende Saite (oder das Seil),
welche in ihrer — einem stabilen Gleichgewicht entsprechenden —
Ruhelage die Strecke 0 <<x = ! der x-Achse einnimmt, unter dem Ein-
fluB einer konstanten Spannung g steht und kleine transversale Schwin-
gungen um die Rubelage ausfithren kann. Bezeichnen wir mit u(x, ¢)
die senkrecht zur x-Achse gemessene Entfernung eines Punktes der
Saite aus seiner Ruhelage, so handelt es sich um die Bestimmung der
Funktion #(x,¢). Die vorausgesetzte ,Kleinheit’“ der Bewegung
bringen wir dadurch zum Ausdruck, daB wir hohere Potenzen der Funk-
tion % und ihrer Ableitungen gegeniiber niederen Potenzen vernach-
lassigen. Wir nehmen fiirs erste an, die Saite sei an ihren Endpunkten
befestigt, d.h. es sei #(0,#) = #(l, #) = 0. Die kinetische Energie der

l

Saite wird durch das Integral % f ou;dx =T gegeben, wenn ¢ die
0

Massendichte der Saite bezeichnet. Die potentielle Energie U wird
proportional der Lingenvergro8erung gegeniiber der Linge im Ruhe-
zustand zu setzen sein, wobei der Proportionalititsfaktor gleich der

!

Spannung u ist. Nun ist die Anderung der Linge f }/1—:1-72,dx —1
6

der Saite bei Vernachlissigung der Glieder hoherer Ordnung gleich

1
1 / w2 dx, und daher erhalten wir fiir die potentielle Energie den Ausdruck
¢ 1
_1 3
U= 2 f puldx.
0

Das Hamiltonsche Prinzip verlangt jetzt, das Doppelintegral

f(T —U)dt =% ffl(guf— pot) dx dt
to 0

to

stationar zu machen, wobei zum Vergleich alle stetigen mit stiickweise
stetigen ersten Ableitungen versehenen Funktionen #(x,#) zugelassen
sind, welche fiir x = 0 und x = I verschwinden und fiir ¢ = ¢, und ¢ = ¢,
mit den der tatsichlichen Bewegung entsprechenden Funktionen
%(x, %) bzw. u(x,¢,) ibereinstimmen. Somit ergibt sich aus den all-
gemeinen Prinzipien der Variationsrechnung bei konstantem ¢ und «
sofort die partielle Differentialgleichung der schwingender Saite

(93) QU — Phye =0,
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Wirkt eine duBere Kraft f(x, ¢) auf die Saite, so tritt zu dem Aus-

druck der potentiellen Energie noch das Zusatzglied / fx, yudx, so
daB wir jetzt als Differentialgleichung

(94) QU — Plys + f(x; 1)=0
gewinnen.

Das stabile Gleichgewicht einer Saite unter dem EinfluB einer
duBeren Kraft wird nach dem Minimumprinzip durch das Minimum des

Integrals / ( u + fu) dx gegeben, wobei naturgemif die &duBere
0

Kraft f(x) von der Zeit unabhéngig vorausgesetzt ist; es folgt die auch
als Spezialfall aus der Bewegungsgleichung sich ergebende Eulersche
Gleichung

Wiz — [(x) = 0.

Um die entsprechenden Gleichungen fiirr die Zustinde eines ‘rans-
versal beweglichen Stabes aufzustellen, gehen wir aus von der Definition
des Stabes als eines eindimensionalen, in der Ruhelage geradlinigen Kon-
tinuums, dessen potentielle Energie bei Deformation proportional dem
iiber die Stablinge erstreckten Integral des Quadrates der Kriimmung ist,
Setzen wir wieder voraus, daB wir héhere Potenzen der Deformations~
funktion % (x, /) und ihrer Ableitungen gegen niedrigere Potenzen ver-

nachldssigen diirfen, so erhalten wir fiir die potentielle Energie der
!

Deformation einen Ausdruck der Form !‘2_ u.,dx, wihrend die kine-

0
tische Energie denselben Ausdruck wie bei der Saite behilt. Als Diffe-
rentialgleichung der Bewegung ergibt sich nach dem Hamiltonschen
Prinzip, falls wir noch allgemein das Auftreten einer ZuBeren Kraft f(x, ?)
voraussetzen:

QUg + U Uszzs + fxt) =0,
wihrend fiir das Gleichgewicht unter dem EinfluB8 einer duBeren Kraft
f(x) die Bedingung

MUgzzs + ) =0

besteht.

Entscheidend fiir die Losung unserer Variationsprobleme ist die
Frage, welche Randbedingungen bzw. sonstigen Zwangsbedingungen
vorgeschrieben sind. Anstatt feste Randbedingungen vorzuschreiben,
wie z.B. #(0) =% (!) =0 bei der Saite, oder #(0) =u. (0) =% () =u.(}) =0
beim eingespannten Stab, kénnen wir auch die Rander freilassen, wobei
sich nach den Methoden von §§ bei der Saite die natiirlichen Rand-
bedingungen
(95) %:(0,8) = uy(l,8) =0
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bzw. beim Stab
(96) un(O, t) == 'ua:z(l: t) =0, uz::v(o; t) = ua::m(l» t) =0

ergeben.
Sind die Endpunkte der Saite nicht absolut fest, sondern durch elasti-
sche Krifte festgehalten, so tritt zu den Ausdriicken fiir die potentielle

Energie von den Endpunkten her noch je ein Term hl% u%(0, ?) bzw.
hz% u2(l, ). Diese Terme 4dndern die Bewegungsgleichung (94) nicht,

wohl aber ergeben sich jetzt wie in § § die natiirlichen Randbedingungen
%0, ) = hyu(0, 1), g (l, ) = —hyu(l,t).

Im iibrigen sei auf den Anhang dieses Kapitels verwiesen, wo in
Nr. 15 die Diskussion allgemeinerer Randbedingungen usw. firr den
Fall des Stabes ndher durchgefithrt wird.

8. Membran und Platte. Prinzipiell nicht anders liegen die Ver-
hiltnisse bei der ebenen Membran und Platte. Unter einer Membran
verstehen wir einen flichenhaften, in der Ruhelage ebenen elastischen
Kérper, dessen potentielle Energie sich proportional der Anderung des
Flacheninhaltes #ndert, wobei wir den Proportionalititsfaktor als
Spannung bezeichnen. In der Ruhelage moge die Membran ein Stiick
G der x, y-Ebene bedecken; mit #(x, y) sei die Deformation senkrecht
zur Ruheebene bezeichnet, und diese Deformation sei wieder klein in dem
Sinne, daB hohere Potenzen von %, u,, #, gegeniiber niederen vernach-

lassigt werden diirfen. Dann wird der Ausdruck f f Vi + 4 +1dxdy

ul + ul ¢ .
) ’) dxdy zu ersetzen sein, und

fiir den Flicheninhalt durch / f (1 +
@

als gesuchte potentielle Energie ergibt sich bis auf einen konstanten
Faktor das Doppelintegral

(97) 3 / ] (2 + ) dxdy.
¢

Wir behandeln zunichst das Gleichgewichisproblem der Membran.
Setzen wir voraus, daB die Durchbiegung # (x,y) der Membran am Rande I
des Gebietes G vorgeschriebene Werte % = % (s) besitzt — s bedeutet die
Bogenlinge von I" — und daB auf die Membran keinerlei duBere Krifte
wirken, so wird die Gleichgewichtslage durch folgendesVariationsproblem
charakterisiert: Die der Gleichgewichtslage entsprechende Durch-
biegung u(x,y) ist diejenige Funktion, fiir welche das Integral

(42 +ul)dxdy einen moglichst kleinen Wert erhilt, wenn zur Kon-

kurrenz alle im abgeschlossenen Bereich G stetigen Funktionen # mit
den vorgeschriebenen Randwerten u(s) zugelassen sind, welche im
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Innern stetige erste und stiickweise stetige zweite Ableitungen! be-
sitzen. Die Eulersche Differentialgleichung lautet

An =ty + tyy = 0.

Das Problem des Gleichgewichts ist also dquivalent mit dem durch
diese Differentialgleichung und die vorgeschriebene Randbedingung ge-
gebenen Randwertproblem dieser partiellen Differentialgleichung (der
Potentialgleichung).

Nehmen wir etwas allgemeiner an, daB auf die Membran eine duBere
Kraft wirkt, deren Flichendichte im Innern durch eine Funktion
f(x,v) gegeben wird, daB ferner der Rand der Membran frei beweglich
ist und einer 4uBeren Kraft von der Liniendichte $ (s) unterliegt, endlich,
daB der Rand durch elastische Krifte an seine Ruhelage gebunden ist,
wobei die Stirke der elastischen Bindung durch einen Elastizitats-
modul der Dichte ¢(s) charakterisiert wird. Dann wird die potentielle
Energie einer Membran mit der Durchbiegung # (¥,y) durch den Ausdruck

[[[5 0t 41 avay + [lporwt5owe|as
¢ r

gegeben. Wiederum erhalten wir die Gleichgewichtslage, indem wir dieses
Integral durch eine Funktion % (¥,y) zum Minimum machen, wobei fiir
die Zulassung zur Konkurrenz keinerlei Randbedingungen, sondern
lediglich die oben formulierten Stetigkeitsbedingungen zu stellen sind.
Die Eulersche Differentialgleichung (Gleichgewichtsbedingung im Innern)
lautet, wenn wir x4 = 1 nehmen,

du={(x1y),
und als natiirliche Randbedingung ergibt sich

—g—:—+ ou+p(s) =0.

Beide Forderungen zusammen stellen wiederum eine Randwertauf-
gabe dar.

Wir gelangen iibrigens von diesem allgemeinen Fall zu dem der
Differentialgleichung A% = f mit den Randwerten # = 0 zuriick, in-
dem wir p = 0 setzen und ¢ iber alle Grenzen wachsen lassen.

Ist 6 =0, so kann unser Gleichgewichtsproblem im allgemeinen
keine Losung besitzen. Physikalisch ist von vornherein plausibel,
daB bei beliebigen duBeren Kriften eine vollig frei iiber dem Gebiet
bewegliche Membran keine stabile Gleichgewichtslage haben wird, da3
vielmehr hierfiir von vornherein ein Gleichgewicht der duBeren Krifte
Voraussetzung sein muB. In der Tat ergibt sich dies Resultat auch

1 Es wird iibrigens fiir die spitere Behandlung dieses Problems von Wichtig-
keit sein, daB wir die Stetigkeitsvoraussetzung tiber die zweiten Ableitungen
aufgeben diirfen, ohne daB8 die Losung des Problems sich &ndert,
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sofort aus dem Variationsprinzip: Damit unser Energieausdruck im
Falle ¢ = 0 iiberhaupt eine untere Grenze besitzt, ist notwendig, daB
die Gleichung

(98) fffdxdy+fpds=o
G r

besteht. Man erkennt dies, indem man in den Energieausdruck fiir die
Durchbiegung # einen konstanten Wert ¢ einsetzt. Der Energieausdruck
wird dann das c-fache der linken Seite von Gleichung (98) und konnte
durch Wahl eines absolut genommen hinreichend groBen Wertes von ¢
beliebig groB negativ gemacht werden, wenn diese linke Seite nicht
verschwindet. Stellen wir aber diese Bedingung (98), so wird die Losung
des Variations- oder Gleichgewichtsproblems wiederum nicht eindeutig
bestimmt sein, da wir zu ihr eine beliebige Konstante additiv hinzu-
fiigen kdnnen, ohne an dem Wert des Energieausdruckes und damit auch
an seinem Minimum etwas zu indern. Um die Losung eindeutig zu
machen, werden wir also noch eine weitere Bedingung hinzufiigen. Man
wihlt hierzu gewthnlich die Bedingung

_G[fudxdy=0,

welche besagt, daB man den Schwerpunkt der Membran in der Ruhe-
lage festhilt.

Zu den Gleichungen der Bewegung einer Membran gelangen wir
mit Hilfe des Hamiltonschen Prinzipes, indem wir fiir die kinetische
Energie den Ausdruck

(99) T=2[[udxay
4]

zugrunde legen. Das Hamiltonsche Prinzip verlangt dann, wenn eine
duBere Kraft mit der Dichte f(x,v,%) auf die Membranfliche und eine
Randkraft mit der Liniendichte p(s,#) am Rande wirkt, und wénn am
Rande weiter eine elastische Bindung o (s) vorliegt, den Ausdruck

t i}
/ff[%u? “%(“i"l-“f,) —f(x,y,t)u} dxdydt — %ffouzdsdt
Hh @ 4 LF
+fpudt
173

stationdr zu machen. Die Eulersche Differentialgleichung des Problems
lautet:
pdu — ouy — f(x,9,8) =0,

und die natiirlichen Randbedingungen werden
(100) % Fou+pls) =0.
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Handelt es sich um eine eingespannte Membran, bei welcher die
Werte am Rande als Funktionen der Bogenlinge vorgegeben sind, so
tritt an Stelle der Bedingung (100) die Bedingung der Vorgabe dieser
Randwerte.

Wihrend beim Gleichgewichtsproblem durch das Minimumprinzip
sofort ein Randwertproblem einer Differentialgleichung in der Form
geliefert wird, wie es tatsdchlich auftritt, und hier das Variationsproblem,
wie wir spiter sehen werden, den Kern des Problems sachgemiB trifft,
liegt die Bedeutung des Hamiltonschen Prinzips fiir den Bewegungs-
vorgang vor allem in der einfachen formalen Aufstellung der Differential-
gleichung. Um ihre Losung festzulegen, braucht man, abgesehen von den
sich ergebenden oder von vornherein gestellten raumlichen Randbedin-
gungen, aber noch andere, auf die Zeitvariable beziigliche Bedingungen.
Nach dem Hamiltonschen Prinzip erscheinen die zur Konkurrenz zu-
gelassenen Funktionen fiir zwei feste Zeitmomente £, und ¢, vorgeschrie-
ben. Bei den Bewegungsproblemen der mathematischen Physik sind
jedoch im allgemeinen nicht von vornherein zeitliche Bedingungen
dieser Art vorgegeben. Vielmehr wird im allgemeinen, abgesehen von
den Randbedingungen, der Anfangszustand gegeben sein; d. h. fiir die
Funktionen #(x,y,f) und u,(x,y,t) werden die Werte zur Zeit ¢ =0 vor-
geschrieben sein. Wir werden also fiir das Bewegungsproblem ein ge-
mischtes Anfangs- und Randwertproblem zu behandeln haben.

Ganz analog liegen die Verhiltnisse bei der Platte.

Unter einer Platte verstehen wir einen flichenhaften, in der Ruhe-
lage ebenen elastischen Korper, dessen potentielle Energie bei einer
Deformation durch ein Integral iiber eine quadratische Form der
Hauptkriimmungen der bei der Biegung entstehenden Fliche gegeben
wird. Bezeichnen wir die Hauptkriimmungsradien der deformierten

Platte mit o,, 0,, so wird die potentielle Energie ein Ausdruck der

1,1 2B
Form A(@? + Zf%) T e
wegen der vorausgesetzten Kleinheit von #, #,, ... kann man setzen

, worin A und B Materialkonstanten sind;

2
= Ug g Uyy — Uy

2, 2
=+ Z=Au=uy + u,, .
Q1 @ e v Y

0102
Die gesuchte potentielle Energie der Verbiegung ist also gegeben durch
einen Ausdruck der Form

(101) Ul 2/[[(Au)2 - 2.(1 - .”') (u’zz“yy - “iy)]dx dy
G

bis auf einen Materialfaktor, den wir gleich 1 setzen.
Zu ihr treten noch die Energien der Flichenkrifte, Randkrifte und
unter Umstdnden auch vorgegebener Biegungsmomente am Rande:

U2=fffudxdy -§-fp(s)uds +/m(s)%$ds,
é r by
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wobei die Dichte der Flichenkrifte bzw. Randkrifte bzw. normal zur
Randkurve wirkenden Biegungsmomente durch f(x,y), #(s), m(s)
gegeben ist.

Das Gleichgewicht ist wieder dadurch charakterisiert, da8 U, + U,
durch eine geeignete zuldssige Funktion #(x,y) zum Minimum ge-
macht wird, wobei als Konkurrenzbedingung Stetigkeit der Ab-
leitungen von # bis zur vierten Ordnung vorausgesetzt wird. (Tat-
sichlich kann man, ohne die Losung des Problems zu beeinflussen,
diese Bedingungen stark mildern.) Um die Eulerschen Gleichungen
bzw. die natiirlichen Randbedingungen fiir unser Minimumproblem zu
formulieren, haben wir nach § 5 die Variation 60U = 6U, + 0 U, zu
bilden und gleich Null zu setzen. Es ergibt sich

)
6U1=f/(AAu6u)dxdy—fMéﬁds—fPéuds,
(&) r r
wobel
M(u) = —pdu — (1 — ) (g % + 205y % Y + Uyy¥2)
) F)
P(u) =%Au + (1 — /"’)'a_s'(uxzxnxs + “zy(xnya + %3 Yn) -+ u,,yy,.y,)

gesetzt ist. (Dabei sind x,,7y, bzw. x,,, die Richtungscosinus der
duBeren Normalen bzw. des Tangentenvektors.) Aus dU = 0 erhilt
man als Gleichgewichtsbedingung einmal die Eulersche Differential-

gleichung
ddu +f=0,

andererseits, da am Rande keinerlei Bedingungen gestellt waren, die
natiirlichen Randbedingungen

Puy4+p=0, Mu)+m=o0.

Ist die Platte am Rande eingespannt, d.h. haben am Rande %
und du/dn die vorgeschriebenen Werte Null, so fallen diese natiirlichen
s g% =0 zu
ersetzen, wiahrend der gestiitzten Platte, d. h. der Platte, bei welcher
zwar der Rand, nicht aber dort die Tangentialebene festgehalten ist,
die Randbedingungen

(102) u =0, pdu — (1 — p) (X% %gq + Vathyy + 2%, Yplhyy) = 0
zugehorenl.

Zur Formulierung der Differentialgleichung fiir die Bewegung der
Platte (Differentialgleichung der schwingenden Platte) gelangen wir

Bedingungen weg und sind durch die Bedingungen % = 0

* Es ist bei den Variationsproblemen der Platte bemerkenswert, da8 der Aus-
druck u,_,u,, — u7, als Divergenzausdruck zwar auf die Eulersche Differential-

gleichung keinen EinfluB hat, aber fiir die Gestalt der natiirlichen Randbedingungen
entscheidend ist.
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wiederum nach dem Hamiltonschen Prinzip, indem wir fiir die kine-
tische Energie den Ausdruck (99) heranziehen. Es ergeben sich so die
Bedingungsgleichungen
uddu + puy =0
bzw. allgemeiner
pddu + ouy + f(x,9,1) =0

mit den jeweils entsprechenden Randbedingungen wie oben bei der im
Gleichgewicht befindlichen Platte. Diese Randbedingungen miissen zur
Charakterisierung eines wirklichen Vorganges noch charakterisiert
werden durch Anfangsbedingungen, welche den Anfangszustand, d. h.
die Funktionen #(x,y,0) und u,(x,y,0) festlegen.

§ 11. Ergidnzungen und Aufgaben zum vierten Kapitel.

1. Variationsproblem zu gegebener Differentialgleichung. Zu
einer gegebenen gewodhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung
y'" = f(x,y,y’) 1aBt sich stets eine Funktion F(x,y,y’) finden, so daB
[F], = 0 nach y" aufgel6st mit der Differentialgleichung identisch ist.
Vgl. Borza, O.: Vorlesungen iiber Variationsrechnung, S.37—39.

2. Reziprozitit bei isoperimetrischen Problemen. Die Extie-

Z;

malen des Problems [ = [ F(x,y,9)dx = Extr. unter der Bedingung

Z

K= / G(x,y,y)dx = konst. sind dieselben wie die des Problems

Zy
K = Extr., J = konst., abgesehen von dem singuldren Fall (§ 7, 1).

3. Kreisférmige Lichtstrahlen. Ist die Geschwindigkeit des Lichtes
proportional zu y, so sind die Lichtstrahlen Kreise um Punkte der
x-Achse als Mittelpunkte.

4. Das Problem der Dido, mit einer Kurve von gegebener Linge
ein moglichst groBes Gebiet zu umspannen, werde dahin abgeindert,
daB das Land nicht iiberall gleich wertvoll ist, sondern etwa die Frucht-
barkeit eine Funktion g (#,y) des Ortes ist. Es handelt sich also darum,

dem Integral f f odxdy, erstreckt iiber das umspannte Gebiet, einen
e

moglichst groBen Wert zu erteilen. Man stelle die Differentialgleichung
der Extremalen auf.

5. Beispiel eines rdumlichen Problems. Die Kugel ist diejenige
geschlossene Fliche, die unter allen Flichen, welche das gleiche Volumen
einschlieBen, den kleinsten Flicheninhalt hat. (Literaturangaben bei
Brascuke, W.: Kreis und Kugel. Leipzig 1916.)

Fragt man nach der Fliche mit kleinstem Inhalt, die bei ge-
gebener Randkurve mit einer gegebenen, von derselben Randkurve
begrenzten Fliche ein gegebenes Volumen begrenzt, so ergeben sich
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als Extremalen die Flichen konstanter mittlerer Kriitmmung. La8t man
die Nebenbedingung beziiglich des Volumens fortfallen, so kommt man
auf die schon in § 3, 4 aufgestellte Differentialgleichung der Minimal-
flichen

(1 + zﬁ) 22z — zzzzyzzy + 0+ Zi) Zyy = 0,

die das Verschwinden der mittleren Kriimmung anzeigt.

6. Das isoperimetrische Problem auf einer krummen Fliche hat
als Losungen die Kurven konstanter geoditischer Kriimmung. (Vgl.
BrascHKE, W.: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie und geometri-
sche Grundlagen von Einsteins Relativitdtstheorie, Bd. 1, 3. Aufl.,
S. 154—155. Berlin 1930.)

7. Die Indikatrix und ihre Anwendungen!. Bei dem Problem, das

4
Integral f X (x,y, %, y)d¢ zum Extremum zu machen (§ ist positiv-

t
homogen erster Ordnung in %, %), betrachten wir bei festen x,y die Kurve

&y, 87 =1
in der &, n-Ebene. Sie heiBt Eichkurve oder Indikatrix. An ihr lassen
sich viele wichtige Beziehungen geometrisch deuten. Ganz entsprechend
ist beim ridumlichen Problem (,y,2 &,9,{) =1 die Gleichung der
Eichfliche im £,7,{-Raum.
Die Richtung (0, 8y) ist transversal zu (x,y), wennJ; 6% +§; 6y = 0
ist. Nun ist aber die Gleichung der Tangente an die Eichkurve im Punkt

(g%) (5—%)%5+(n—-%)%g=0
oder E% 0 = 1.

Also ist die transversale Richtung die der Tangente an die Eichkurve
im Treffpunkt mit der Halbgeraden, die vom Nullpunkt nach dem
Punkt x,y fithrt. Fragen wir z. B., bei welchen Problemen Transversa-
litit senkrechtes Schneiden bedeutet, so sehen wir, daB die Eichkurve
die Geraden durch den Nullpunkt senkrecht schneiden, d.h. da8 sie
ein Kreis um den Nullpunkt sein muB. Wegen der Homogenitit folgt
daraus §(x,9,x,9) = @(x,9) ]m— y2. Soll die Beziehung zwischen Ex-
tremalen- und Transversalenrichtung symmetrisch sein, so muB, wenn
man zur Tangente in einem Punkt P der Eichkurve die Parallele durch
den Nullpunkt O zieht, die Tangente in ihrem Schnittpunkt mit der
Eichkurve parallel zu OP sein.

Besonders lehrreich ist die Betrachtung an der Eichkurve bei der
Behandlung der gebrochenen Extremalen, d.h. solcher Loésungskurven
eines Extremumproblems, welche im Punkt x,, y, einen Knick haben.

1 Vgl. CARATHEODORY, C.: Uber die starken Maxima und Minima bei einfachen
Integralen. Math. Ann. Bd. 62, S. 449—503. 1906.
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Wir fragen, wann eine Kurve, die den Punkt (xy, y,) mit (x,y) ver-
bindet und hier in der Richtung (x~,y~) eintrifft, dann in der Rich-
tung (%%, y*) weitergeht und in (%,,y,) endigt, ein Extremum liefern
kann. Auf den Stiicken, wo die Kurve eine stetig veridnderliche
Tangente hat, muB sie wie immer den Eulerschen Gleichungen ge-
niigen. Um die Verhiltnisse an der Knickstelle zu untersuchen, denken
wir die Extremale als Glied einer Schar ebenfalls gebrochener Kurven

x(t) +e&@),  y(@) +en()

mit stetig differenzierbaren, an den Enden verschwindenden Funk-
tionen £ und 5 und bilden die erste Variation, d.h. differenzieren nach
e und setzen ¢ = 0. Tun wir dies fiir die beiden Bégen einzeln, so
bleiben nur die dem Knickpunkt zukommenden Randglieder stehen;
die duBeren Randglieder verschwinden, da wir die Endpunkte festhalten,
die Integrale wegen der Extremaleneigenschaft der Bégen. Es bleibt also

&(ty) Ts (%1, v %1, 1) + 0 (ty) e (%1, Y1 %1, 91)
— &) Fi &y y0 75 97) — n(8) B, (% 91, 27, 91) = 0,

und da £(4) und 9 (¢) willkirlich sind, so folgt die ,,WeierstraB-Erd-
mannsche Eckenbedingung*

T (0 Yo 20 91) = Fa 6y, yp 47, 97)
%1} (%1, V1, X V) = %g} (%4, ¥, zF, 91) s

d.h. die Tangenten in den Treffpunkten der Vektoren (xj,y;) und
(#f,97) mit der Eichkurve fallen zusammen. Die beiden Rich-
tungen der Kurve im Knickpunkt sind die der Strahlen vom Ur-
sprung nach den Berithrungspunkten einer Doppeltangente der Eich-
kurve.

8. Variation bei verdnderlichem Gebiet. Wenn bei einem In-

z,

tegral | = / F(x,u,4")dx nicht nur die Funktion % (x), sondern auch die
Zo

Integrationsgrenzen x, und x, mit einem Parameter ¢ variabel sind, so

erhdlt man fiir die erste Variation des Integrals zu dem iiblichen Aus-

druck noch einen von der Variation des Gebietes herrithrenden Zusatz-

ausdruck, und zwar ergibt sich:

(103) 8] = [{[Fludu + (Fu $u)}dx + (Fox)z,
wobei "
_ (Ou(x;¢) N CERG) _ [9x(e)
ou = 6( de )€=0’ 6x1—8( 818 )B=0, 6x0_8( 606 )e::o

gesetzt wurde und [F], die Eulersche Ableitung von F bedeutet.
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Eine ihnliche Formel gilt fiir zwei (und natiirlich auch fiir mehr)
Dimensionen, wenn der Integrationsbereich G mit einem Parameter ¢
veridnderlich ist. Um die Variation des Integrals

jszF(x,y,u,uz,uy) dxdy
¢

zu bilden, denken wir den vom Parameter ¢ abhingigen Bereich G¥*,
in welchem wir die laufenden Koordinaten mit x* und y* bezeichnen,

durch eine — als umkehrbar eindeutig und stetig differenzierbar
vorausgesetzte — Transformation

x* = X(x,9; ¢,
(104) 5 ¢

y**=Y(xy;e

auf den urspriinglichen Bereich G mit den Koordinaten «x, y abgebildet,
so daB fiir ¢ = 0 die identische Transformation entsteht. In G* ordnen
wir der Stelle x*, y* einen neuen Funktionswert u* = u* (x*, y*;¢) zu,
den wir in seiner Abhingigkeit von den alten Verinderlichen mit

(104a) u*=U(x,y; ¢
bezeichnen. Es gilt also die Relation
u*(X,Y;e) = Ulx,y;¢).

In die Flichenschar u* (x*, y*; ¢) — deren einzelne Individuen durch
die Gleichungen (104), (104a) bei festem ¢ in Parameterdarstellung
mit x und y als Parametern gegeben sind — ist unsere Ausgangs-
funktion % (x;y) fiir ¢ = 0 eingebettet.

Nunmehr bilden wir das Integral

T(0) = [[E %, %, (%, y%; ), i (5%, 9% ©) s (%, % )] ds* dy®
G(e)

und transformieren es durch Einfiilhrung von x, ¥ als unabhingigen
Verinderlichen auf das feste Gebiet G:

7 =]fF[X,Y, W (X,Y;e), ub (X, Yse), u (X, Y; 9195 gy gy
[

6(%,)

Dann haben wir die Variation durch Differentiation nach ¢ fiir e =0
zu bilden. Zur bequemen Ausdrucksweise filhren wir die Bezeich-
nungen ein:

D¢ Y
ox = S(W)€=O’ 6y = 8(?)5:0 )

Su=—¢ (3 Ux,y; s))6=0 _ s(au*(g{;Y; 8))€=0 ,
)

_ [Our(x,y;5¢)
du, = 8(—_68 );:o .
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Dann wird
a]=/[[F,6x + F,8y + F,0u + F,, du, + F,, 0u, + F(32),
G + F(0y),]dx dy.

Diesem Integral kénnen wir eine andere Form geben, wenn wir
an Stelle der obigen Variationen der verschiedenen Funktionen u*
die Variationen bei festgehaltener Argumentenstelle heranziehen,
nidmlich _ P

— % .
on = s((%u (%, 9; 8))s=0,
wobei wir x,y statt der unabhingigen Verinderlichen x*, y* ge-

schrieben haben und wobei die Variation d# auf der Stelle mit der
Variation d% bei Verriickung des Argumentes durch die Beziehung

(105) Ou = du + u, 6x + 4y 0y
zusammenhéngt. Entsprechend gilt
Sty = () + Uy, 0% + 1,8,
Ou, = (d—u)y + 4y 0% + u,,0y.

Durch Einfithrung dieser Ausdriicke in 6] gewinnt man

8] = [[{(F1u8u + (Fu,8u), + (F.,8u), + (Fo), + (F8y),}dxdy
(&)
oder o7~ [[tFLdudxdy + [(Fu &2 + P, ) buds
@ r
—I—/F(éxg—: + 6y3—3;)ds,
r

wenn # die duBere Normale und s die Bogenlinge des Randes I" von
G ist. (Die Herleitung dieser letzten Formel ist iibrigens auch direkt
auf anschaulichem Wege leicht durchfiihrbar, indem man die Variation
von [ zerspaltet in einen bei festgehaltenem Gebiet entstehenden Be-
standteil und in einen Auedruck, der von der Variation des Gebietes
herriihrt; dabei stellt man die Gebietsvariation dar durch Verschiebung
der Randpunkte in der Normalenrichtung um einen zu & proportionalen
vom Randpunkt abhingigen Verschiebungsvektor #.)

9. Die Sdtze von E. Noether iiber invariante Variationsprobleme.
Integrale in der Punktmechanik!. Durch die von dem kontinuier-
lichen Parameter & abhingende Transformation

¥ = X*(x,y,u;0a),
(106) y* = Y*(x,9,u4; 0),
w* = U*(x,y,u; &)

! NOETHER, E.: Invariante Variationsprobleme. Nachr. Ges. Gottingen (math.-
phys. Kl.), S.235—257. 1918.
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werde jeder Fliche u = u (x,y) eine von « abhidngende Schar von Fliachen
w* = u*(x*, y*; &) zugeordnet, deren Parameterdarstellung (mit x, y als
Parametern) durch

2* = X*x, 9, ux9);a) =X(x,y;5),

y* =Yy, ux5);0) = Y(xy;a),

u* =U*x,y,ux,y);a) =Ulx,y; &)
gegeben ist. Dem Werte Null des Parameters & entspreche die iden-
tische Transformation.

Wir machen nun die Voraussetzung, das Integral

J =f[F(x, Y, U, Uy, ) A dY
@

moge sich bei Anwendung der Transformation (106) nicht idndern, d. h.
es sei fir jedes Gebiet G

J* ZI/F(J‘*, y¥, u*, uk,, uk) dx* dy* _—.f/Fdxdy,
G* (o]

worin G* das Gebiet ist, das der Punkt x* y* durchliuft, wenn x,y
das Gebiet G durchliuft. Dann ist offenbar

o7 =a(SF) _ =0,

und man erhdlt auf Grund der vorlgen Nummer

/ / {[Fluf’“ + o3 (Fudu)+ % (Fu,bu)

(107)
(Fax) (Fay)}dxdy.
Dabei ist genau wie frither gesetzt:
0 X* X

6x=a(6a) = (6o¢)
(108) oY+ %)

dy = “(604) = oc(gg o’
und ebenso ist unter Beachtung von (105):

ouU

(109) du = zx( aa) — (Uy + Upthy)amo % — (U, + Uythy)amo 8y .

Da Gleichung (107) nach Voraussetzung fiir jedes Gebiet G gilt, muB
der Integrand der rechten Seite verschwinden, d. h. es ist

[Flou + 2 (Fu,bu+ Fox)+ ;;_ (F.,0u+Fdy) =0.

Entsprechende Formeln erhdlt man bei mehr abhingigen Ver-
dnderlichen. Bleibt z. B. das Integral | = f f F(x,y,u,0,%,,0,,%,,v,)dxdy
[

» Pz
bei den kontinuierlichen Transformationen

=Xy 4,v;a), v =Y,y uv;),
u*=U(x, y,u,v; &), v*=V(x,y,4,v;a)
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ungeindert, so ergibt sich
[Flu 8w + (Fl, 80 + = (Fu, 64 + F,,3v + Fé2)
+ ;% (Fuy 34 + Fy, 80 + Fd3) = 0.
wobei jetzt
du=ua (;9—)m=0~ (U, + Usthy + Uy0,)amo 8%
— (Uy + Uyny + Uy 0y)ao 6y,
dv=a (5;)“=0"" (Vo4 Vathy + Vy05) a0 02
= (Vy + Vuty + Vyvy)azo 8y

(109a)

ist.

Die Ubertragung auf eine oder mehr als zwei unabhingige Variable
oder gesuchte Funktionen liegt auf der Hand. Bei einer unabhingigen
Variablen erhilt man durch Integration fiir die Extremalen ein erstes
Integral

F,0u + Fydv -+ Fdx = & - konst.,
worin die Ausdriicke du, v, dx nach (108) bzw. (109a) entsprechenden.

Formeln als Funktionen von x bekannt sind.
Z;

Man bestitigt dies an dem Beispiel f F(u,u')dx = Min. Da der In-

Ty
tegrand x nicht explizite enthilt, bleibt er invariant gegeniiber der
kontinuierlichen Transformation

»*=x+4 o, u* = u;

man erhilt also fiir die Extremalen das Integral F — #'F,, = konst.
— ein Resultat, das wir bereits in § 4 abgeleitet haben.

Kennt man eine mehrere Parameter enthaltende Schar von Trans-
formationen, die das Integral J ungeindert lassen, so erhilt man ebenso
viele linear unabhingige Kombinationen der Eulerschen Ausdriicke
in Divergenzgestalt bzw. ebenso viele linear unabhingige erste Integrale.

Diese Tatsachen werden erliutert durch die Infegrale der Punkt-
mechantk. Die Bahnkurven der Punkte eines freien Massensystems
werden gegeben durch die Extremalen des Problems

4
a]_-:a/(T— U)dt =0,
to

worin T = $ D> 'm (%% + 92 + 2% ist und die potentielle Energie nur
von der gegenseitigen Lage der Massenpunkte abhidngt, d. h. sich bei
Lageninderung des gesamten Systems nicht #ndert.
Dieses Integral gestattet z. B. die kontinuierliche Transformation
t* =1, ¥*=x+ «x, Yk =9, 2* =z
(also 02=0y=90z=0; 0x = &)
Courant-Hilbert, Mathematische Physik 1. 2. Aufl. 15
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oder
t*=1¢, x*=xcosx + ysin®, y*= —gxsina 4 ycosx, z*¥=z:

(also 0t =4dz2=0; x=uay, 0y =—ax).
Daraus folgt nach dem Obigen
T; =2 'm% = konst.,
yT; — xTy='m(y% — x9) = konst.;

das ist mit den durch Vertauschung der «, y, z entstehenden Integralen
zusammen der Schwerpunki- bzw. der Flichensatz.
Ahnlich ergibt sich das Energieintegral, falls T und U die Zeit nicht

ty

explizit enthalten, aus der Bemerkung, daB das Integral f (T — U)at
die Transformation ¢’ =1¢ + &, 8¢ = & gestattet. &

Nibheres siehe bei BEsseL-HAGEN, E.: Uber die Erhaltungssitze der
Elektrodynamik, Math. Ann. Bd. 84, S. 258—276. 1921.

Bleibt das Integral J ungeindert bei Transformationen, die eine
willkiirliche Funktion p der unabhingigen Variablen und ihre Ab-
leitungen bis zur %*" Ordnung enthalten:

=X (5,3, 00(5), W) - e (53),

so erhidlt man eine identisch verschwindende Linearkombination der
Eulerschen Ausdriicke und ihrer totalen Ableitungen bis zur &*® Ord-
nung, d.h. die Eulerschen Gleichungen sind nicht unabhingig von-
einander.

Das einfachste Beispiel ist die homogene Form der einfachen In

tegrale 4
J=[§(xy.49)a.
fo

Das Integral dndert sich nicht, wenn man ¢, x(), y(f), (), y(f) er-

setzt durch £(z), %(¢()), ¥(¢()), d”yl(’))’ dy gz(t))'

die Eulerschen Ausdriicke [§],, [J], verbunden durch die Beziehung
#le + 91l = 0.
[Vgl. Formel (31) auf S.170.]
Betreffs genauerer Angaben, Verallgemeinerungen und Anwendungen
in der Mechanik, Elektrodynamik und Relativititstheorie vergleiche man
den obengenannten Aufsatz von E. NOETHER und die dort angegebenen

Arbeiten.
10. Transversalitit bei mehrfachen Integralen. Soll das Integral

f/F(x) y: z} xu) yu: Z“, xv: yv! zv) du dv
G

DemgemiB sind
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zum Minimum werden unter der Bedingung, da8 der Rand der Fliche
[%(u,v), y(u,v), 2(n,v)] auf einer gegebenen Fliche ¢(x,y,2) = 0 liegt,
so findet man durch formale Ubertragung des bei Kurven angewandten
Verfahrens die Randbedingung

qu sz q)x I
F, F, ¢,/=0;
F.. F, ¢

doch ist die Notwendigkeit dieser Bedingung bisher noch nicht be-
wiesen worden. (Vgl. Borza, O.: Vorlesungen iiber Variationsrechnung,
S. 670.)

11. Eulersche Differentialausdriicke auf krummen Flachen. Ist
p=2p&mn), g=q¢&mn), r=r(&n) die Parameterdarstellung einer
krummen Fliche im p,q,7-Raume, ds? =ed&2 + 2fd&dn + gdn? das
Linienelement auf der Fliche, so wird der Ausdruck

_gui—2fuzu, 4+ euy
Q[u,u]— . eg___fz

unabhéngig von der Wahl der Parameter. Der zu dem Oberflichen-
integral

[[otw, iryeg — Fagay

¢

gehorige Eulersche Differentialausdruck ist

dum L]y 8 [ht o)
Veg — eg—f

ok don
und Au
Veg —f°
ist von der Parameterwahl unabhingig.
12. Das Thomsonsche Prinzip der Elektrostatik. In einem Kon-
densator, d. h. in dem Zwischengebiet G zweier geschlossener Flichen

I}, I'; im Raum, seien #, v, w die Komponenten der elektrischen Feld-
stirke. Die Bedingung der Quellenfreiheit

(110) uz+vy+wz:0

sei erfiillt und ferner die Ladung Q bzw. —Q auf den beiden Ober-
flichen I} und I, vorgeschrieben:

ff(ux,, + vy, +wz,)do=Q,
T,

) //(ux,,+vy,,—|—wz,,)do=—@.

(Zu den Bezeichnungen s. S. 218.)
15*
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Dann verlangt das elektrostatische Gleichgewicht, daB die Feld-
energie (bis auf einen Materialfaktor):

(w2 + 12+ w?)dxdydz
lf

einen moglichst kleinen Wert besitzt. Nach der Lagrangeschen Multi-
plikatorenmethode ergibt sich, wenn A(x,y,2) und u,, w, die Multi-
plikatoren von (110) und (111) sind, als Eulersche Gleichung

(112) u=1, v =14, w =4,
und als natiirliche Randbedingung

A= p, = konst. auf I,

(113) A= p, =konst. auf I.

D. h. der Feldvektor mit den Komponenten %, v, w ist der Gradient
eines Potentials 1, das auf den Oberflichen konstant ist und das der
Potentialgleichung 41 = Q geniigt. Ohne Anwendung der Multiplika-
torenmethode kann man dies Ergebnis auch gewinnen, indem man die
Nebenbedingung dadurch eliminiert, daB man den Vektor (u, v, ») als
Rotation eines anderen Vektors darstellt.

13. Gleichgewichtsprobleme beim elastischen Korper. — Prinzip
von Castigliano. Zur Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen
beim dreidimensionalen elastischen Korper stellen wir einige Defi-
nitionen und Grundtatsachen der klassischen Elastizititstheorie zu-
sammen, ohne auf die physikalische Bedeutung genau einzugehen.

Der betrachtete Korper mége in der Ruhelage ein stiickweise glatt
begrenztes Gebiet G des (x,y,2)-Raumes ausfiillen. Aus dieser Ruhelage
werde der Korper durch irgendwelche Krifte in eine neue Gleichgewichts-
lage gebracht, wobei jeder Punkt (x,y,2) eine Verschiebung mit den
Komponenten #, v, w erleidet. Durch die Definitionsgleichungen

&y = Uy, &2 = %(“y + ), &y = §(u, + wy),
(114) | e23 = 3 (v +u), Ea2 = Uy, &3 =3%(v; + w,),
&gy = 3 (w, + u,), &30 = } (@, + v;), &3 =W, '

fithrt man die DeformationsgréBen und die Dilatation

£=14&1 T &+ &3

ein. Die bei der Deformation entstehenden elastischen Krifte werden
durch das System der neun Spannungskomponenten

Sl 1 512 513
52 1 522 52 3
SSI SS 2 533

charakterisiert, welche auch Funktionen des Ortes sind und der Sym-
metriebeding‘mg Sl’ = 531’ Sza = Ss’s, 531 = 513 genﬁgen.
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Die Spannungen und Deformationen hingen zusammen durch das
Hookesche Gesetz:

Siy = ag, + be, Sip=a&, Si3 = sy,
(115) | Sgy = aeyy, Sas = agyy + be, Sps = atys,
Ss1 = asy,, Sgp = @y, Sgs = aegs + be,

wobei 2 und b Materialkonstanten sind.

An dem Punkt (x,,2) des Kérpers moge eine Volumkraft angreifen,
deren Dichte die Komponenten P;, P,, P, besitzt. An der Oberfliche"
moge im Punkte ¥, y, z eine Kraft angreifen, deren Flichendichte die
Komponenten $,, p,, p; besitzt. Dann lauten die Gleichgewichts-
bedingungen im Innern:
0511

0Sy, 0S5,

Ox + dy + 0z + P =0,
0S;, 0S,, 0S;s L
0S5 05,4 0S;3 _

ox + ay + oz + P3 - 0’

wihrend auf der Oberfliche

S11% + Sg1¥n + Ss12a — £, =0,
(117) S12%n + Saa¥n + Szoa — p3 =0,
S1a%n + Sa3¥n + S332n — p3 =0

gilt.

Das Problem besteht nun darin, den Spannungs- und Verschiebungs-
zustand zu bestimmen, wenn gegeben sind im Innern die Volumkrifte
Py, P,, Py, auf einem Teil I des Randes die Oberflichenkrifte py, p,, p5
und auf einem anderen Teil I, die Verschiebungen®. Auf I, soll also

(118) u=1u, v=1, w=1w
sein.

Der Gleichgewichtszustand wird wiederum charakterisiert durch das
Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie:

I: Ulw,v,w]= %fff[fusu + 263515 + 25,5 + 2853593 + £33 533
¢ + 263, S3,]dxdydz

“[[f(Pﬂ‘-l-ng-I— P,w)dxdydz _[f(plu+pzv+P3W)d0.
¢ T

Dabei sind als Argumentfunktionen fiir die Variation die Verschiebungen
%, v, w anzusehen, die auf I', die vorgeschriebenen Werte annehmen.

! Es konnten auch an der Oberfliche die Normalverschiebung und die
Tangentialkraft oder die Tangentialverschiebung und die Normalkraft vorgegeben
sein. Selbstverstandlich kann auch I oder I' mit der ganzen Oberfliche zu-
sammenfallen.
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Die Spannungen S sind nach (115) durch die Deformationen ¢ und
diese nach (114) durch die Verschiebungen ausgedriickt zu denken.

Durch Variation ergeben sich ohne Schwierigkeit die Gleichgewichts-
bedingungen (116) in G und (117) auf I3.

Man kann das Gleichgewicht anstatt durch das Prinzip vom Minimum
der potentiellen Energie auch durch das Minimum der Forminderungs-
arbeit charakterisieren. Dieses sogenannte Castiglianosche Prinzip und
seine Aquivalenz mit dem vorigen ergibt sich am einfachsten als An-
wendung der Friedrichsschen Transformation. Zu diesem Zweck versieht
man die urspriinglichen Zwangsbedingungen (114) und (1418) mit Multipli-
katoren und fiigt sie integriert zum Ausdrucke U hinzu. Die Hookeschen
Gleichungen (115) werden dabei nur als Definitionsgleichungen fir S
aufgefaBt und bleiben unberithrt. Wir bestimmen dann nach dem
fritheren Schema die Multiplikatoren aus den sich ergebenden Variations-
gleichungen und gelangen schlieBlich zu folgendem, mit dem urspriing-
lichen dquivalenten Variationsproblem

II: %ff/[eusu-!-z612512+822522+2823523+833533+2831ssl]dxdydz
é
“f/(ﬁ).ﬁ + pyv + p;w)do = Min.
I,

Hier ist zu variieren nach den Spannungen S unter den Neben-
bedingungen (116) und (117) auf I,. Die Deformationen ¢ sind nach
(115) und die ,,Reaktionskrifte” $ auf I'y nach (117) durch die Span-
nungen ausgedriickt zu denken.

Die Variationsgleichungen des Problems sind die sog. ,,Kompati-
bilitidtsbedingungen®’, die wir nicht explizite hinschreiben. Infolge
der allgemeinen Theorie sind sie dquivalent mit der Tatsache, daB
es ,,Verschiebungen“ #, v, w gibt, die mit den Spannungen durch
(114) und (115) zusammenhingen und auf I, die Werte #, v, w an-
nehmen.

Die Bedeutung der vorangehenden Betrachtung liegt theoretisch in
der Dualitit der Variationsprobleme. In der Mechanik hat das Casti-
glianosche Prinzip eine besondere Bedeutung dadurch, daB es in spe-
ziellen Fillen eine einfachere praktische Behandlung erméglicht als das
Prinzip von der potentiellen Energie. Das gilt z. B. fiir das entsprechende
Prinzip der Balkenbiegungstheorie, das sich auf ein gewdhnliches
Minimumproblém reduziert.

14. Das Prinzip von Castigliano in der Balkentheorie. Die Ab-
leitung des Castiglianoschen Prinzips in der Balkenbiegungslehre aus
dem Prinzip von der potentiellen Energie verfolgen wir an einem
typischen Beispiel. Betrachten wir einen Balken, der am linken Ende
x = —I eingespannt, in der Mitte x = 0 gestiitzt und am rechten Ende
% =1 durch eine Kraft P, und ein Moment M, belastet wird. Uberdies
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trage er die Last g(x) auf der Langeneinheit. Ist #(x) die vertikale
Durchbiegung, so ist

+1
U= [y — quldx — Pyu() + My ()
-1

die potentielle Energie. Im Gleichgewicht ist sie ein Minimum, wenn
alle stetigen mit stetigen ersten und stiickweise stetigen zweiten Ab-
leitungen versehenen Funktionen #(x) zugelassen sind, die den Be-
dingungen

(119) u(—1l) =0, w(=1)=0, #(0) =0

geniigen. Die natiirlichen Gleichungen fiir die Losung formulieren wir
nach Einfihrung von M (x) = —u''(x) (des Biegemomentes bis auf
einen Materialfaktor). Sie lauten: Im Inneren der beiden Teilstrecken
ist M (x) mit ersten und zweiten Ableitungen stetig, und es gilt:

M’'(x) —q(x =0,
M(—0) — M(+0)=0,
(120) M@l —-M, =o,
M@ —-P,  =o0.

Zum Castiglianoschen Prinzip gelangt man dann durch folgende Trans-
formation des obigen Variationsproblems: 1. Man ersetzt #''(x) in U
durch —M (x). 2. Man versieht die Gleichung M (x) 4+ %' (x) = 0 und
die Gleichungen (120) mit Multiplikatoren und addiert die linken Seiten
zu U. 3. Aus den durch Variation nach # und M entstehenden Glei-
chungen driickt man die Multiplikatoren durch M aus und setzt sie ein.
Das Negative des so entstehenden Ausdruckes, die ,,Forminderungs-
arbeit:

+1
%/Mz(x) ax
-1

ist dann zum Minimurh zu machen unter Zulassung aller Funktionen
M (%), die in jeder der Teilstrecken zweimal stetig differenzierbar sind
und den Nebenbedingungen (119) geniigen.

Aus diesen Nebenbedingungen 148t sich die Funktion M (x) bis auf
eine Integrationskonstante bestimmen (etwa eine der Auflagerkrifte
oder das Einspannmoment), und das Variationsproblem reduziert sich
auf ein gewdhnliches Minimumproblem zur Bestimmung dieser Kon-
stanten.

Es ist klar, wie die Transformation bei anders belasteten und ge-
lagerten Balken aussehen wird ; offenbar hat das Castiglianosche Prinzip
nur Sinn, wenn mehr als zwei Auflager- oder Einspannbedingungen ge-
stellt sind, d. h. im ,,statisch unbestimmten Falle’; denn sonst liBt
sich M(x) allein schon aus den natiirlichen Bedingungen berechnen.
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15. Das Variationsproblem der Knickung. Wird ein Stab an
beiden Enden durch eine Kraft P in der Lingsrichtung gedriickt, so
befindet er sich im stabilen oder labilen Gleichgewicht, d. h. nach einer
kleinen seitlichen Ausbiegung kehrt er in die Gleichgewichtslage zuriick,
oder er , knickt* aus, je nachdem P unterhalb oder oberhalb eines Wertes
P,, der , Knickkraft”, liegt. Im ersten Fall besitzt der ungeknickte
Stab ein Minimum der potentiellen Energie gegeniiber kleinen Ausbie-
gungen, im zweiten nicht.

Hat der Stab in der Gleichgewichtslage die Linge 1 und ist
u(x) (0=x =) die seiiliche Ausbiegung, so ist die dabei zusitzlich ent-
stehende potentielle Energie — bis auf einen Materialfaktor —

U =fl(u")2dx — P.[l(u’)zdx.
0 0

Der erste Term ist die Biegungsenergie, der zweite die potentielle Energie
der Verlingerung (wie beim Seil).

Fiir geniigend kleine Werte von P! hat das Minimum von U bei
der Randbedingung #(0) = #(l) =0 den Wert Null. Fiir geniigend
groBe P kann U negativ werden; man braucht namlich bei beliebiger
zulissiger Funktion # nur .

[wyax
P>
f w)tdx
0
zu wihlen. Die Knickkraft P,, der gréBte Wert von P, bei dem das
Minimum von U noch Null ist, 148t sich offenbar erkliren als das Mini-
mum von .
[wrax
°+_
1
[whrax
0
unter der Randbedingung #(0) = (/) = 0; oder, was gleichwertig ist,

als das Minimum von .
f (w")2dx
0

unter der Nebenbedingung
!
f (w)2dx =1
0

t Z.B. wenn 'P < 1//* ist. Denn wegen f wdx = 0 gibt es eine Stelle z,,
wo (%) = 0 ist; dann ist

w(x) =fu”dx, (W) = lf(u”)adx, f(u’)”dx = l‘f(u”)’dx.
z [ 0 [
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bei #(0) = u(l) = 0. Man sagt, Py=1 ist der erste Eigenwert der
Differentialgleichung
um/ + l u” =0

mit den Randbedingungen % (0) = u(}) = 0, %”/(0) = #"'(!) = 0. Solche
Eigenwertprobleme und ihre Behandlung durch die Variationsrechnung
werden in den nichsten beiden Kapiteln erortert.
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Fiinftes Kapitel.

Die Schwingungs- und Eigenwertprobleme
der mathematischen Physik.

In Kap. IV, § 10, haben uns die Variationsprinzipien der Physik zu
typischen Randwert- bzw. Anfangswertproblemen fiir Gleichgewichts-
und Bewegungsvorginge kontinuierlich ausgebreiteter physikalischer
Systeme gefiihrt. Die im einzelnen dort aufgestellten Probleme tragen
samtlich linearen Charakter. In den Rahmen systematischer Vollstindig-
keit werden wir die Behandlung dieser Probleme erst spiter in Band II
bei der allgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichungen ein-
ordnen. Jedoch wollen wir in diesem und im nichsten Kapitel eine
Reihe der wichtigsten Ziige aus der Theorie linearer Differentialgleichungs-
probleme darstellen, insbesondere soweit sie sich auf Schwingungsvor-
ginge beziehen. Dabei wird die Methode der Eigenfunktionen im Mittel-
punkt der Betrachtung stehen.

§ 1. Vorbemerkungen iiber lineare Differentialgleichungen.

Wir schicken einige allgemeine Bemerkungen iiber lineare Probleme
voraus.

1. Allgemeines. — Das Superpositionsprinzip.. Allgemein ver-
stehen wir unter einem lnearen homogenen Differentialausdruck oder
Differentialoperator eine der Funktion # zugeordnete Funktion

L[u]=Au’+Bu'z+ ter +Cuzz+

d. h. eine lineare homogene Kombination der Funktion # und ihrer
Ableitungen bis zu einer gegebenen Ordnung — der Ordnung des Diffe-
rentialausdruckes —, wobei die Koeffizienten gegebene Funktionen der
unabhingigen Verinderlichen sind. Die grundlegende, fiir einen solchen
Differentialoperator geltende Beziehung wird durch die Gleichung

(1) Llcywy + cyup) = ¢ Luy] + ¢y L[,]
gegeben, wo ¢, ¢, beliebige Konstanten sind. Eine Gleichung der Form
Llu] = f(x:y: "') ’

wo f eine gegebene Funktion der unabhingigen Verinderlichen ist,
stellt die allgemeinste lineare Differentialgleichung dar. Ist /=0, so
heiBt die Differentialgleichung homogen, andernfalls unhomogen.
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Lineare homogene Differentialoperatoren sind nur ein spezielles,
allerdings im folgenden fast ausschlieBlich behandeltes Beispiel linearer
homogener Funktionaloperatoren. Ein anderer solcher Operator wird
z. B. gegeben durch den uns von den Integralgleichungen her bekannten
Integralausdruck

ffK (,y; &) u(& n) dEdy
¢
oder durch den Operator
2n
O[u] = h%t/{u(x + hcosd,y + hsind) — u(x, y)}dd
0

oder durch den Differenzenoperator

,%{u(x + ) +ulx—hy)+ulx,y+h)+uxy—h) —4u(x,y)}.

Die beiden letzten gehen, wie man leicht bestitigt, im Limes fiir #— 0
in den Differentialoperator 4% {iiber, vorausgesetzt, daB u stetige Ab-
leitungen bis zur zweiten Ordnung besitzt. Die Bedingung, daB eine
lineare Kombination solcher linearen Operatoren einer bekannten Funk-
tion gleich ist, liefert eine lineare Funktionalgleichung, wofiir auBer
den Differentialgleichungen auch Integralgleichungen oder Differenzen-
gleichungen Beispiele sind. Dabei wird die obige Gleichung (1) all-
gemein fiir den linearen homogenen Charakter eines Operators L{u]
kennzeichnend sein.

Die Losungen einer homogenen Differentialgleichung — und all-
gemein einer homogenen Funktionalgleichung — besitzen die fundamen-
tale Superpositionseigenschaft: Wenn u,, u, zwei Lsungen sind, so ist
fir willkiirliche Werte der Konstanten c¢,, ¢, auch ¢,u, + c,u, eine
Losung. Allgemeiner kann man beliebig viele partikulire Losungen %,,
#,, . . . mit Konstanten ¢,, ¢,, . . . zu einer neuen Losung ¢, %, + oty + - -

kombinieren. Eine konvergente Reihe >'¢,u,, die aus einer unend-
n=1

lichen Folge von Losungen #,, #,, . . . zusammengesetzt ist, stellt gewi3
dann eine Losung dar, wenn sich die Differentialoperation L[#] glied-
weise auf die Summe anwenden liBt.

Kennt man eine Losung #(x,y,...; &) der Funktionalgleichung
L[u] =0, welche noch von einem willkiirlichen Parameter « abhingt,
so kann man sich neue Losungen in folgender Form verschaffen:

vsz(oc)u(x,y,...;oc)da,

wobei w(x) eine willkiirliche Funktion ist, das Integrationsgebiet will-
kiirlich gewihlt werden kann und nur die Einschrinkung zu machen
ist, daB das Integral existiert und die Ausfithrung des Prozesses L unter
dem Integral gestattet ist, was fiir Differentialoperatoren jedenfalls bei
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stiickweise stetigem w(x) und endlich bleibendem Integrationsgebiet
zutrifft.

Beherrscht man die homogene Gleichung vollstindig, so braucht
man zur Beherrschung der unhomogenen nur die Kenntnis einer
einzigen Losung; denn man erhdlt alle Losungen der unhomogenen
Gleichung durch Addition einer speziellen zu allen Losungen der homo-
genen.

2. Homogene und unhomogene Probleme. Randbedingungen.
Die Probleme, mit denen wir es zu tun haben, bestehen darin, daB
erstens eine lineare Differentialgleichung, zweitens aber auch weitere
Bedingungen, nimlich Randbedingungen oder Anfangsbedingungen,
zu erfiillen sind (vgl. Kap. IV, §10). Wir sagen, daB das Problem
homogenen Charakter besitzt, wenn mit einer Lésung # auch cu
bei beliebigem, konstantem c¢ gleichzeitig eine Losung ist. AuBer
der Differentialgleichung selbst muf hierfiir auch die Randbedingung
homogen sein. Solche homogene Randbedingungen bestehen vorzugs-
weise in Bedingungsgleichungen zwischen den Werten, welche die ge-
suchte Funktion # und ihre Ableitungen #,, ... auf dem Rande I” des
betrachteten Gebietes G annehmen. Die einfachste solche Bedingung
ist # = 0, oder auch d%/0n = 0, unter 0/0n wie sonst Differentiation
in Richtung der &uBeren Normalen verstanden.

Liegen fiir # lineare unhomogene Randbedingungen vor, etwa
indem (nicht iiberall verschwindende) Randwerte % = f vorgegeben
sind, so konnen wir folgendermaBen zu einem #quivalenten Problem
mit homogenen Randbedingungen gelangen. Wir nehmen an, es
handle sich um die homogene Gleichung L[%] =0 und es lassen sich
die Randwerte f stetig so ins Innere von G fortsetzen, daB L[f] = g
eine in G stetige Funktion des Ortes wird; dann erhalten wir fiir
v=f—u sofort die Differentialgleichung L[v) =g mit der homo-
genen Randbedingung v = 0. Ist umgekehrt eine unhomogene Glei-
chung mit homogenen Randbedingungen vorgelegt und ist eine spe-
zielle Losung der unhomogenen Gleichung bekannt, so erhilt man
durch Subtraktion ein Problem mit homogener Gleichung und un-
homogenen Randbedingungen. Allgemein kénnen wir sagen: Eine
homogene Differentialgleichung mit unhomogenen Randbedingungen ist
dquivalent einer unhomogenen Differentialgleichung mit homogenen Rand-
bedingungen. :

3. Formale Beziehungen. Adjungierte Differentialausdriicke.
Greensche Formeln. Wir wollen kurz einige formale, auf lineare Diffe-
rentialausdriicke beziigliche Zusammenhénge erértern und zusammen-
stellen. Dabei werden wir vorzugsweise solche Differentialausdriicke
betrachten, welche wie in Kap. IV, § 10 aus einem Variationsproblem
mit homogenem quadratischem Integranden hervorgehen, sogenannte
sich selbst adjumgierte Differentialausdriicke.
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a) Eine unabhingige Verdnderliche. Zu dem quadratischen

Ausdruck
Qu,u]l =au 4 2bu' u + du?,

wo a, b, d gegebene Funktionen von #x sind und #%(x) die Argument-
funktion bedeutet, gehort der symmetrische Bilinearausdruck:

Qu,v]=aw'v +b(wv+ v'u) + duv,
so daB
Q[u + v, u + v] = Q[u, 4] + 2Q[u,v] + Q[v, v]
wird.
Integriert man den Ausdruck Q[w,v] iber ein Intervall x,... %,
so kann man durch Produktintegration die Ableitungen von v vertreiben
und erhilt die ,,Greensche Formel*

Ty

o

(2) fQ[u,v]dx: ——f;L[u]dx—i—(au’—i—bu)v

wobei der Differentialausdruck
Lu]l = (aw) + (b’ — d)u

bis auf den Faktor —2 mit dem Eulerschen Differentialausdruck zum
Integranden Q[u,4)] iibereinstimmt. Wegen der Symmetrie von Q[«,v]
ergibt sich ebenso

1

(2a) f‘Q[u, v]dx = —f;L[v] dx + (av' + bo)u

Zo

und aus (2) und (2a) die symmetrische Greensche Formel

(2b) [OL — uLi) dx = ao — vn)|

Zo

Zo

Geht man statt von einem symmetrischen Bilinearausdruck Q[,v]
von einem beliebigen Bilinearausdruck:

Blu,v] = aw'v' + bo'v 4+ cuv’ + duv
aus, so ergeben sich durch das entsprechende Verfahren der Produkt-
integration Formeln der Gestalt

2,

/B[u, v]dx = —va[u]dx + (av' + cu)v
Zo £

%o
%1

()

’

Zy

= — [;M[v]dx + (av" + bv)u

o

(4) fl(vL[u] —uMv])dx = [a(W'v — v'u) + (c — b)uv]

Ze

£

r's
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Der Differentialausdruck

M[v] = (av’) + (bv) —cv' — dv
wird dem Differentialausdruck

L{u) = (au) — b’ + (cu) — du
umkehrbar eindeutig zugeordnet durch die Forderung, daB sich das
Integral auf der linken Seite von (4) allein durch die Funktionswerte
und ihre Ableitungen am Rande ausdriicken liBt. Diese beiden Aus-
driicke heiBen zueinander adjumgiert. Ist identisch L[u] = M[u], so
heiBt der Differentialausdruck L[u] sick selbst adjungiert; er 1Bt sich
wie oben aus einem quadratischen Ausdruck Q[u,] ableiten.

Geht man von dem Differentialausdruck

pu”’ + ru’ + qu
aus, so findet man fiir den adjungierten Ausdruck sofort

(pv)” — (rv) + qv,
und man erkennt somit als notwendige und hinreichende Bedingung
dafiir, daB ein Differentialausdruck sich selbst adjungiert ist, das Be-
stehen der Relation 5=

Vermoge der Relationen 4 = p, b’ — d = ¢ kann man dann zu
(pw')’ + qu einen zugehorigen quadratischen Ausdruck Q[u,u] auf
mannigfache Weise konstruieren.

Durch Multiplikation mit einem geeigneten, nicht verschwindenden
Faktor ¢(x) kann man einen beliebigen linearen Differentialausdruck
pu'’ 4+ r4’ 4 qu in einen sich selbst adjungierten verwandeln; man
hat nur v —p

ex) = ef »
zu setzen. Ebensogut kann man den Differentialausdruck pu' 474’ 4 qu
zu einem sich selbst adjungierten machen, indem man statt x eine neue
unabhingige Variable einfiihrt, nimlich

x’\=fe_/’__§£“dx,

oder statt # die neue abhingige Variable

dz

[!—p dx
v=1ue 4

b) Mehrere unabhingige Verdnderliche. Bei linearen par-
tiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung ergeben sich ganz ana-
loge Umformungen. Ihr Prinzip wird klar an dem wichtigsten Beispiel
des quadratischen Integranden

Qlu, u] = p (4} + uj) + que
mit der Polarform

Q[u,v] = p(uyv, + uyvy) + quv.
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Integriert man Q[u,v] iiber einen Bereich G mit stiickweise glattem
Rand I, so ergibt sich durch Produktintegration die Greensche Formel

(5) /f@[u,v]dxdy = ——f/vL(u]dxdy +f;bvg—:ds
¢ @ r

mit Llu] = (pus), + (puy)y — qu,
vorausgesetzt, daf im abgeschlossenen Bereich G die Funktion v stetig
ist und stiickweise stetige erste Ableitungen besitzt, wihrend bei »
Stetigkeit der ersten und stiickweise Stetigkeit der zweiten Ableitungen
gefordert wird. Mit s wird dabei die Bogenlinge, mit 0/0n die Dif-
ferentiation nach der duBeren Normalen bezeichnet.

Geniigt v denselben Bedingungen wie %, so diirfen wir in der Formel
% mit v vertauschen und erhalten durch Subtraktion beider Formeln
die symmetrische Greensche Formel

(5a) ff(vL[u]—uL[v])dxdy=fp(vz—Z—ug—;)ds.
G r

Unser — selbstadjungierter! — Differentialausdruck L[«] geht fiir
$ =1, ¢=0 in den Potentialausdruck 4#, die Formeln (5) und (5a)
in die bekannten Greenschen Formeln der Potentialtheorie iiber.

4. Lineare Funktionalgleichungen als Grenzfille und Analoga
von Systemen linearer Gleichungen., Man kann alle Differential-
gleichungen als Grenzfille von Differenzengleichungen auffassen, in-
dem man die Differentialquotienten durch entsprechende Differenzen-
quotienten ersetzt, wobei der Zuwachs der unabhingigen Verdnder-
lichen, die sogenannte Maschenweite, den Wert % haben soll und die
Funktionswerte von # lediglich in den Punkten %, v, . . . eines Gitters
betrachtet werden, dessen Koordinaten ganzzahlige Vielfache von %
sind. Die Differentialgleichung geht dann iiber in. ein System von
linearen Gleichungen fiir die Funktionswerte von # in diesen Gitter-
punkten. In dhnlicher Weise kann man auch Integralgleichungen und
andere Funktionalgleichungen durch Systeme linearer Gleichungen er-
setzen. Wir werden im zweiten Bande diesen Gedanken zum Ausgangs-
punkt einer ausfithrlichen Behandlung von Differentialgleichungen
wihlen, begniigen uns aber hier damit, die Analogie zwischen Differen-
tialgleichungen und Differenzengleichungen als heuristisches Prinzip zu
benutzen, indem wir die Vermutung an die Spitze stellen, daB die
Probleme fiir lineare Differentialgleichungen ein ganz analoges Verhal-
ten zeigen wie die entsprechenden Probleme fiir lineare Gleichungen,
aus denen die Differentialgleichungsprobleme durch Grenziibergang

! Genau wie bei gewdhnlichen linearen Differentialgleichungen kann man
auch einem partiellen Differentialausdruck L[] einen adjungierten M[v] zu-
ordnen durch die Forderung, daB8 der Ausdruck vL[u] — «M[v] ein Divergenz-
susdruck wird.
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hervorgehen. Diese Vermutung wird sich unter sehr allgemeinen Vor-
aussetzungen bestitigen.

Insbesondere besteht bei unseren linearen Differentialgleichungs-
problemen die Alternative: Wenn ein zu einem homogenen Differential-
ausdruck gehériges homogenes Problem als einzige Losung % = 0 be-
sitzt, so besitzt das unhomogene Problem stets eine und nur eine
Losung. Besitzt dagegen das homogene Problem eine nichttriviale Lo-
sung, so wird dasunhomogene nur unter einschrinkenden linearen Be-
dingungen und dann mehrdeutig lésbar sein. Wie in Kap. I wird eine
besondere Rolle der Fall spielen, daB in dem homogenen Differential-
ausdruck ein Parameter 4 linear auftritt. Uns interessieren gerade die-
jenigen Werte von 4, die Eigenwerte unseres Problems, fiir welche das
homogene Problem eine nichttriviale Losung, eine Eigenfunktion, besitzt.

Bei den linearen Differentialgleichungsproblemen der Kontinuum-
physik, die uns im folgenden beschiftigen werden, entspricht der Er-
setzung durch Differenzengleichungen die Ersetzung des Kontinuums
durch ein System von endlich vielen Freiheitsgraden.

§ 2. Systeme von endlich vielen Freiheitsgraden.

Wir betrachten, wie in Kap. IV, § 10, ein System von # Freiheits-
graden mit den allgemeinen Koordinaten ¢, ..., ¢,; dessen kinetische
bzw. potentielle Energie durch quadratische Formen

n n
T=2 apingss U= buqnqs
aE=1 Py

3

mit konstanten Koeffizienten a,;, by, gegeben sind.

Die Form T ist ihrer Natur nach positiv-definit. Von U setzen wir posi-
tive Definitheit voraus und wissen dann, daB fir g, =¢,=- -+ =¢,=0
stabiles Gleichgewicht eintritt. Setzt man fiir einige der Koordinaten g
von Null verschiedene Werte fest oder unterwirft die g; sonstigen un-
homogenen Zwangsbedingungen, so wird sich ein neuer Gleichgewichts-
zustand einstellen, welcher von der urspriinglichen Ruhelage ¢, = 0 ver-
schieden ist. (Diese letzte Fragestellung, bei endlich vielen Freiheits-
graden ohne spezifisches mathematisches Interesse, fithrt durch Grenz-
iibergang # — oo zu den typischen Randwertproblemen der partiellen
Differentialgleichungen.)

1. Hauptschwingungen. Normalkoordinaten. Allgemeine Theorie
des Bewegungsvorganges. Das allgemeine Bewegungsproblem unseres
Systems wird durch die Differentialgleichungen

(6) kz(ahkék + barqe) = Pa(?) h=1,2,...,n)

(e = @en, bpx = bra)
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formuliert, wobei die Funktionen P, (f) die Komponenten der gegebenen
duBeren Kraft darstellen und eine solche Lésung g, (#) dieses Differential-
gleichungssystems gesucht ist, bei welcher die Funktionswerte ¢, (0) und
g, (0)(h=1,2,...,n) (Anfangslage und Anfangsgeschwindigkeit) vor-
gegeben sind. Sind die duBeren Krifte P,(#) gleich Null, so sprechen
wir von einer freien Bewegumng oder freien Schwingung des Systems.
Die vollstindige Beherrschung des Bewegungsvorganges ergibt sich
leicht mit Hilfe der Theorie der quadratischen Formen, wie sie in Kap. I
entwickelt wurde. Wir betrachten die beiden positiv, definiten quadra-
tischen Formen n n
G=2ahkx;,xk, Fr;lzlbhkx,,x,,

und bringen sie durch eine lineare Transformation

n n
(7) Xn =k2,11hl:§k» & =kzl“7hkxk

der Variablen x,, #,, ..., %, in die Gestalt
n n

G=28&, F=2iE,
A=1 p=1

was wegen des definiten Charakters von U und T mit positiven Werten
Ay Ay, ..., A, moglich ist. Indem wir entsprechend gemiB (7) in den
Gleichungen (6) statt der Koordinaten ¢, ..., ¢, neue, die sogenannten
Normalkoordinaten n,, . .., n, durch die Gleichungen

n n
(7a) qn =kz;1hk’7k» ;; x 9k

einfithren, wird

und die Bewegungsgleichungen transformieren sich in die Gestalt
M+ s = N3 (9),
Ni(2) =; Py(t) 1

die,,Normalkoordinaten‘‘ der duBeren Kraft sind. In diesen Differential-
gleichungen sind alle als Funktion der Zelt ¢t gesuchten Koordinaten 7,
voneinander getrennt.

Im iibrigen ist es vielfach zweckmiBig, dem Begriff der Normal-
koordinaten eine etwas weitere Fassung zu geben, indem man darunter
solche Koordinaten versteht, bei welchen die Energien die Form

n n
T=cX, U=2in
k=1 h=1

haben, wobei dann 4, = 1}/c = »} ist.
Courant-Hilbert, Mathematische Physik I. 2. Aufl. 16

wobei
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Bei dem freien Problem gilt N,(f) = 0, und wir erhalten die Losung
sofort in der Form

®) Nn = Yacos vy (t — qy) (”h = }/}'—h)
= apcosvyt + by sinvyt h=1,2,...,m).

Hierin sind die @, b, oder die y;, g, willkiirliche Integrationskonstanten.
Wir nennen diejenige freie Bewegung, bei welcher alle Normalkoordi-
naten auBer der A*" Null sind, wihrend die Bewegung der 4*® Normal-
koordinate durch die Gleichung 7, = y; cos, (¢ — ¢;) gegeben wird,
die % Hauptschwingung oder Eigenschwingung des Systems mit der
Amplitude y, und der Phase @,. Wenn wir schlechthin von der A'®
Hauptschwingung sprechen, meinen wir die Funktion g, = cosy,?,
nehmen also fiir die Amplitude den Wert 1 und fiir die Phase den Wert 0.
Die Zahlen »; heiBen die Eigenschwingungszahlen oder Eigenfrequenzen
oder mit einem der Akustik entnommenen Ausdruck die Tonhdhen des
Systems. In den urspriinglichen Koordinaten g, ausgedriickt, erhalten
wir die 4* Hauptschwingung vermége der Transformationsformeln
(7a), indem wir in diesen fiir 9, den Wert cos»; ¢, fiir alle anderen 7 den
Wert 0 einsetzen.

Jede freie Bewegung des Systems ist eine Superposition verschiedener
Eigenschwingungen mit verschiedenen Phasen und Amplituden. In den
2n Integrationskonstanten a,,...,a,, b,,..., b, haben wir genau so
viele willkiirliche Parameter zur Verfiigung, wie nétig sind, um die
Losung einem willkiirlich vorgegebenen Anfangszustand, d. h. vor-
gegebenen Anfangswerten und Anfangsgeschwindigkeiten der Koordi-
naten anzupassen.

Um formal die Losung dieses Anfangswertproblems darzustellen,
denken wir uns die Gré8en ¢, ..., ¢, zu einem xn-dimensionalen Vektor q
zusammengefaBt. Bezeichnen wir mit e; den Vektor mit den Kom-
ponenten ty;, 14, ..., T ((=1,2,...,n), so ergibt sich nach (7a)
und (8) n
q(?) =i21 e;yicos¥;(t — @) .

Diese Darstellung fiir die allgemeine freie Bewegung fithrt dann so-
fort, indem wir den gegebenen Anfangszustand durch die Vektoren g(0)
und ¢(0) charakterisieren, zu den Gleichungen

n
q(0) = 2> esyicos (v ) ,
=1
© -
q(0) = ZZ e;yivisin (v; ;) .
t=
Nehmen wir der Einfachheit halber an, daB die Form G schon die

n
Einheitsform G =fo ist, so bilden die ,,Eigenvektoren e; ein voll-
=1 ’
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stindiges orthogonales Vektorensystem (vgl. Kap.I, § 1), und man er-
hilt aus (9) durch Multiplikation mit e, die Relationen

enq(0) = yxcos (vaqs),

esq(0) = vayssin (v qy),
mit deren Hilfe die Amplituden ¥, und die Phasen ¢, ohne weiteres
bestimmbar sind.

Wir fiigen hier die Bemerkung ein, daB die Eigenschwingungen als
solche Bewegungen des Systems definiert werden kénnen, bei denen
die gegenseitigen Verhiltnisse der Koordinaten ¢, von der Zeit un-
abhdngig sind, bei denen also g, die Form g, = v,g(f) mit zeitlich kon-
stantem vy hat. Man gelangt durch diesen Ansatz sofort von den
Gleichungen (6) mit P; = 0 zu den Gleichungen

n
Z b,z s
k=1 _

n
Zaikvk
k=1

Indem man beachtet, daB hier rechts eine von 7 und ¢ unabhingige
Konstante steht, die wir 1 nennen, ergibt sich sofort fiir die quadra-
tischen Formen G und F das durch die Gleichungen

n
D (bix — Aap) v =0 t=1,2...,m)
E=1

formulierte Eigenwertproblem, womit der AnschluB an die obige auf
der Transformation beruhende Betrachtung gewonnen ist.

Um nunmehr noch das Problem der erzwungenen Bewegung, bei dem
die &uBeren Krifte P, (f) nicht simtlich verschwinden, zu erledigen, ge-
niigt es, fiir die allgemeinen Differentialgleichungen I+ damn = Ni(9)
eine einzige Losung anzugeben.

Diejenige Losung, fiir welche #,(0) = 0 und 7x(0) = 0 ist, lautet?

(10) () = 7;_:/Nh(t) siny7,(t — 7) dz,
0

und die allgemeine erzwungene Bewegung entsteht dann durch Super-
position dieser speziellen mit der allgemeinsten freien Bewegung.

Ist die duBere Kraft N, (f) rein periodisch mit einer Frequenz w,,
etwa N, () = &y coswy, (£ — ), so zeigt die Formel (10), solange w} # 1,
ist, daB die Bewegung der Koordinate 7y durch Superposition einer
reinen Schwingung der Frequenz w, und einer Eigenschwingung der
Frequenz J/, entsteht. Ist jedoch wj =143 oder tritt, wie man sagt,

! Diese Losung kann man sich so entstanden denken, daB man die konti-

nuierlich wirkende #4uBere Kraft in diskontinuierliche im Zeitabstande A¢ wir-
kende St6Be auflést und dann den Grenziibergang A¢— 0 ausfiihrt.

16*



244 V. Die Schwingungs- und Eigenwertprobleme der mathematischen Physik.

Resonanz ein, so folgt die erzwungene Bewegung von 1, nicht mehr dem
Rhythmus der Anregung N, (t), sondern es wird, wie aus Formel (10)
leicht folgt,

a,, sin w,,(?

) = "= smw,, (t—9d) + ——— sinwy?,
h

und es bleibt || mit wachsendem ¢ nicht beschrinkt.

2. Allgemeine Eigenschaften der schwingenden Systeme. Ordnet
man die Quadrate 4,, ..., 4, der Schwingungszahlen nach wachsender
GroBe: 4, =1,=--- =<1,, so laBt sich 1, nach Kap. I, §4 definieren
als das Maximum, welches das Minimum der quadratischen Form

n
F = ' by %, % annehmen kann, wenn die Variablen erstens der Neben-
=

bedingung G —2 ap %3 % =1 und zweitens noch p — 1 weiteren

Nebenbedmgungen der Form
(11) hlahjthO (1=1,2,,p—-1)
mit beliebig gewahlten «,; unterworfen werden. Daraus ergeben sich
sofort einige allgemeine Sitze iiber diese Schwingungszahlen bzw. die
ihnen entsprechenden Tonhohen, die schon im Kap. 1, §4 ohne Erorterung
ihrer physikalischen Bedeutung ausgesprochen und bewiesen wurden:
Satz I: Der p* Oberion eines schwingenden Systems tist der hichste
unter den Grundionen aller Systeme, welche aus dem gegebenen durch Auf-
erlegung von p wgendww gewdihlten Bindungen der Form (11) entstehen.
Satz II: Geht ein System S durch Auferlegung von v Zwangsbedin-
gungen der Form (11) in ein ,,r-fach gebundenes'* System S’ tiber, so sind
die Schwingungszahlen v\, . . ., v,_, des gebundenen Systems wicht kleiner
als die entsprechenden Schwingungszahlen vy, . . ., v, _, des freien Systems,
aber auch wicht grofer als die Schwingungszahlen v,,,, . . ., v, des freien
Systems, d. h., es gelten die Beziehungen

Ay Sy =<lpir baw. vy = Vp=vpy,. =12 ...,m—71)

Satz I11: Bei Vergroferung der Trigheit fillt der Grundion wnd
jeder Oberton oder mimmt wenigstens nicht zu.

Dabei verstehen wir unter einer VergroBerung der Tragheit den
Ubergang zu einem System mit einer solchen kinetischen Energie T,
daB T’ — T nie negativ ist; die potentielle Energie soll dabei unver-
dndert bleiben.

Satz IV: Bei einer Versteifung des Systems steigt der Grundion und
jeder Qberton oder nimmt jedenfalls nicht ab.

Dabei bezeichnen wir als Versteifung den Ubergang zu einem
System mit gleicher kinetischer Energie, dessen potentielle Energie
jedoch um eine nicht negative Form vermehrt ist.

Es bedarf kaum einer besonderen Erwihnung, daB sich Grundton
und Obertone im entgegengesetzten Sinne andern wie nach Satz II

|3
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bis IV, wenn wir Zwangsbedingungen aufheben, Massen vermindern
oder das System lockern, d.h. zu einem System S’ iibergehen, dem-
gegenitber S als versteift erscheint.

§ 3. Die schwingende Saite.

Wir haben gesehen, daB man bei endlich vielen Freiheitsgraden die
Gesamtheit der Bewegungen beherrscht, wenn man speziell die syn-
chronen Schwingungen kennt. Dasselbe gilt nun auch bei kontinuier-
lichen schwingungsfihigen Systemen. Wir werden bei ihnen solche freie
Schwingungen aufsuchen, bei denen die Elongation # sich als Produkt
eines nur von der Zeit abhingigen Faktors g(f) mit einem nur vom
Ort abhingigen Faktor v(x), dem sogenannten Gestaltsfaktor oder der
Schwingungsform, darstellen 148t (stehende Schwingungen). Einen be-
liebigen Schwingungsvorgang kann man dann durch Superposition von
solchen synchronen Schwingungen darstellen.

Diese Zusammenhinge werden wir an einer Reihe wichtiger Bei-
spiele entwickeln,

1. Freie Bewegungen der homogenen Saite. Wir betrachten zu-
nichst das einfachste Beispiel, die Differentialgleichung
(12) Clhyy = QUyy Oder Uy, = Pty (:u = V%)
der eingespannten homogenen Saite mit den Randbedingungen
%(0,7) = u(n,8) = 0 (vgl. Kap. IV, § 10, S. 212). Die Zeiteinheit denken
wir uns der einfacheren Schreibweise wegen so gewahlt, daB u =1 wird.
Wir fragen nun gemiB unserem allgemeinen Programm nach solchen
der Gleichung (12) geniigenden Funktionen, welche sich in einen nur
von der Zeit und einen nur vom Ort abhingigen Faktor zerspalten,
also in der Gestalt #=uv(x)g(f) darstellen lassen. Die Differential-
gleichung (12) 14Bt sich dann in die Gestalt '

v (x) _ £0)
v(r) g
setzen, woraus sich ergibt, daB beide Seiten gleich ein und derselben
Konstanten.—1 sein miissen, da die eine Seite nicht von #x, die andere
nicht von ¢ abhidngt. Aus der Randbedingung v(0)g(f) = v(n)g(f) =0
folgt v(0) =v(n) =0.
Die Funktipn v(x) ist also gemaB der Differentialgleichung

(13) V4 Av=0
und den Randbedingungen
(132) v(0) =v(n) =0

zu bestimmen. Diese Forderungen kénnen nicht fiir beliebige Werte
der Konstanten 1 erfiillt werden. Vielmehr ergibt sich aus der Gestalt
¢ eV-*2 4 ¢, e~V-*z derallgemeinen Losung der Differentialgleichung (13),
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daB die Randbedingungen dann und nur dann erfiillbar sind, wenn
A =n? das Quadrat einer ganzen Zahl » ist. Die zugehorigen Losungen
lauten v, = sinnx; die Zahlen 1, 2%, 32, ..., und die Funktionen sinx,
sin2%, ... nennen wir die Eigenwerte bzw. Eigenfunktionen des durch
die Differentialgleichung (13) und die Randbedingungen (13a) defi-
nierten ,,Eigenwertproblems .

Fiir g(f) ergibt sich allgemein g = acosnt+ bsinnt mit will-
kiirlichen Konstanten a, b. Somit haben wir fiir jedes positive
ganzzahlige 7 eine Losung der Differentialgleichung (12) in der Form
sinnx (a,cosnt + b,sinnt); die so dargestellten sinusférmigen oder har-
monischen Bewegungen heiBen die Eigenschwingungen der Saite; die
Zahlen # = », sind die zugehorigen Eigenfrequenzen. Allgemeinere Lo-
sungen konnen wir in der Gestalt

u = D sinnx (a, cosnt + b, sinnt)
n
ansetzen, wobei die Summe entweder endlich viele Glieder oder auch
unendlich viele Glieder besitzen darf; in dem letzten Falle ist aller-
dings ausdriicklich vorauszusetzen, daB die Reihe gleichmiBig kon-
vergiert und sich nach jeder der beiden Variablen zweimal gliedweise
differenzieren 146t.

Es entsteht die Frage, ob wir durch geeignete Wahl der Koeffi-
zienten a,, b, die Losung einem willkiirlich durch die Funktionen
u (%, 0) = @(x), u,(x,0) =y (x) vorgegebenen Anfangszustand anpassen
kénnen, so daB also

o (%) =Za,,sinnx, (%) =an,, sinn x
n=1 n=1

wird. Nun besagt der Entwicklungssatz der Theorie der Fourierschen
Reihen, daB die obigen Reihenentwicklungen durch geeignete Be-
stimmung der Konstanten a,, b, moglich sind. Die mit den so be-
stimmten Koeffizienten gebildete Reihe stellt dann in der Tat die ge-
wiinschte Losung dar!.

Ganz analoge Resultate erhalten wir, wenn die Saite anderen Rand-
bedingungen unterworfen ist. Ist z. B. der Anfangspunkt fest, d.h.
%(0,#) =0, und der Endpunkt gemiB der Gleichung %, = —hu (h > 0)
elastisch an seine Ruhelage gebunden?, so ergibt sich durch den Ansatz

1 Dabei setzen wir die Funktionen ¢, vy, ¢, ¢”, v’ als stiickweise glatt
voraus; man kann diese weitgehenden Voraussetzungen allerdings vermeiden,
wenn man auf die Entwicklung der Funktionen und ihrer Ableitungen ver-
zichtet und sich darauf beschrinkt, sie lediglich durch ihre Fourierschen Koeffi-
zienten zu charakterisieren.

2 Vgl. Kap. 1V, §10, S. 214, wo diese Randbedingung aus dem Auftreten
eines zusatzlichen Randgliedes in der potentiellen Energie abgeleitet wurde.



§ 3. Die schwingende Saite. 247

u(x,8) =v(x)g(f) fiir v(x) das Eigenwertproblem: Es sollen Konstanten
A =92 bestimmt werden, so daB die Differentialgleichung v+ iv =0
bei den Randbedingungen v(0) = 0, v’ (#) 4 Av (@) = O eine nicht iden-
tisch verschwindende Losung v besitzt. Die erste Randbedingung zeigt,
daB v die Form sinyx besitzen muB, und die zweite Randbedingung
liefert fiir » die transzendente Gleichung Asinvw = —»cosv®. Man
erhilt, falls % + 0 ist, die Wurzeln dieser Gleichung graphisch, indem
man die aufeinanderfolgenden Aste der Kurve z=tgyx in der z,»-Ebene

mit der Geraden 2= — % » zum Schnitt bringt. Es ergibt sich also wieder

eine Folge von Eigenwerten /,, 4,, ... mit zugehorigen Eigenfunktionen
sinv, %, siny,«, ... und Eigenschwingungen (4 cos, t + bsiny, #) sinv, «, .. ..
Ubrigens erhdlt man unmittelbar fiir die st Eigenfrequenz », die
,,asymptotische'* Relation lim % =1.
n->»oo
Ist speziell das Ende der Saite ,,frei”, d. h. ist k=0, also #,=0,
so wird », = # — 4, und es ergibt sich

v, =sin(n — §)x.
Als Losung von (12) werden wir wieder eine Reihe der Form

u(%,t) = D sinv, x(a, cosvyt + by, sinv,?)
n

ansetzen konnen und erwarten, daB wir durch geeignete Wahl der Kon-
stanten a,, b, diese Losung einem willkiirlichen Anfangszustand an-
passen konnen. Zur Bestitigung dieser Vermutung werden wir die
Frage der Ewntwickelbarkeit einer willkiirlichen Funktion w(x) fir das
Intervall 0=<x <7 nach den Funktionen sinvyx, den Eigenfunktionen
der Differentialgleichung (12), mit den Randbedingungen

(14) v(0) =0, hv(n) = —1'(a)

zu untersuchen haben, was in § 14 durchgefiihrt werden soll. Schon hier
aber sei auf die Orthogonalititseigenschaft der Funktionen v, = sinv,x
hingewiesen; es ist nimlich
(15) [v,,vmdx=0 fir v, Fv,,

0
wie man unmittelbar bestatigt, indem man die Gleichung v} + +%v, =0
mit v, die Gleichung v}, + »2,v,, = 0 mit v, multipliziert, sodann die
Differenz bildet und integriert. Es ergibt sich

. o[ LV
(v — v,,,)/v,,vmdx +fcﬁ (VU — Vi v,)dx =0,
0 0

woraus wegen (14) die Orthogonalititseigenschaft folgt.
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2. Erzwungene Bewegungen. Die Bewegung der Saite bei festen
Endpunkten unter dem EinfluB einer beliebigen duBeren Kraft Q(x,?)
ergibt sich aus der unhomogenen Differentialgleichung

(16) Ugy = WUt — Q(x: t) .

Wir denken uns, um dieses Problem zu behandeln, die Funktion Q (x,?)
zur Zeit ¢ nach den Eigenfunktionen sinnx entwickelt:

0w =3 0sinng, Qi) =2 [Qlxsinnrdz
n=1 z Pt
und ebenso die gesuchte Losung in der Form

u(x,8) =D gu(t) sinnx, ¢a(t) = —Z—fu(x, {)sinnxdx
n=1
0

4

angesetzt. Der Differentialgleichung (16) suchen wir nun zu geniigen,
indem wir die unendliche Folge von gewdhnlichen Differentialgleichungen

(17) _”ZQn(t) = én(t) - Qn(t)

auflésen, was (vgl. S. 243) durch die Funktionen

t
(178) ¢.() = ~:Tfsinn(t — 1) Q. () dt + a, cosnt + b,sinn?
]

mit willkiirlichen Konstanten a,, b, erfolgt. Die Konstanten a4,, b,
miissen den gegebenen Anfangsbedingungen gemiB bestimmt werden,
so daB — die Konvergenz der Reihe und ihre gliedweise Differenzier-
barkeit vorausgesetzt — die Summe > ga(f)sinnx die gewiinschte Lo-

n
sung der Gleichung (16) darstellt. — Ein anderer Weg zur Behandlung
der inhomogenen Gleichung wird in § 5, 2 und § 14, 1 in allgemeinerem
Zusammenhang entwickelt werden.

Man kann bei den erzwungenen Bewegungen die Benutzung des
Entwicklungssatzes vermeiden. Wir betrachten dazu die GréBen Q,(#)
und ¢,(f) als die durch die obigen Gleichungen definierten Fourierschen
Koeffizienten von Q(x,?) und u(x,f) — die Existenz dieser Losung ist
dabei vorausgesetzt — und fassen als Aufgabe die Bestimmung der
GroBen g, (f) durch die GroBen Q,, (?) auf. Indem wir die Gleichung (16)
mit sinnx multiplizieren und dann iiber das Grundgebiet integrieren,
erhalten wir nach Umformung der linken Seite durch Produktintegration
sofort (17) und gewinnen somit wieder Formel (17a). Wegen der Voll-
stindigkeit des orthogonalen Funktionensystems sinzx ist die Funk-
tion # (x,£) durch die so gewonnenen Entwicklungskoeffizienten eindeutig
charakterisiert,
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Von besonderem Interesse ist wie in § 2 wieder der Fall, daB Q,(¢)
rein periodisch ist:
Q.(t) = acosw? + bsinwt.
Dann wird, wenn @2 == 2 ist, ¢,(f) sich additiv zusammensetzen aus
einer rein periodischen Funktion der Frequenz « und solchen der
Frequenz #, wihrend ¢,(f) im Falle der Resonanz w? = #? nicht be-
schriankt bleibt. (Vgl. S. 244.)

Die Verhiltnisse bei der homogenen schwingenden Saite sind typisch
fiir allgemeinere kontinuierliche schwingende Systeme, welche den
Gegenstand der weiteren Untersuchungen dieses Kapitels bilden.
Wesentlich ist die Aufsuchung der Eigenschwingungen und deren Voll-
stindigkeit bzw. der Entwicklungssatz. Im Gegensatz zu dem Fall
der homogenen Saite werden wir uns bei diesen Sitzen jedoch nicht
auf eine vorliegende Theorie wie die der Fourierschen Reihen berufen
konnen. Wir werden ihre Beweise — um den Gedankengang nicht zu
unterbrechen — in § 14 nachholen.

8. Die allgemeine unhomogene Saite und das Sturm-Liouvillesche
Eigenwertproblem. Wir betrachten nunmehr den allgemeinen Fall
der unhomogenen Saite

(pths)s = QUst,s
in der p(x) den Elastizititsmodul, multipliziert mit dem Querschnitt,
und o (x) die Masse bezogen auf die Lingeneinheit bezeichnet. Die
Aufgabe ist, Losungen dieser Gleichung zu suchen, die gewissen ho-
mogenen Randbedingungen geniigen. Man versucht eine Losung in
der Form u=v(x)g(f) zu finden und gelangt mit diesem Ansatz un-
mittelbar zu der Gleichung

(v):ve=¢:g,
welche nur dann erfiillt sein kann, wenn jede der beiden Seiten gleich

einer und derselben Konstanten —1 ist. Fiir die Funktion v(x) ergibt
sich dann die Differentialgleichung

(18) #v) + dov=0,

wihrend g der Differentialgleichung g + Ag = 0 geniigen muB. Setzen
wir J = »% — daB negative Werte von 1 nicht in Betracht kommen,
wird sich bald von selbst ergeben —, so wird also # die Form haben

% = v(x) (@ cosvt + bsinvi) ,

wihrend die Funktion v(x) aus der Differentialgleichung (18) gemiB
den Randbedingungen zu bestimmen ist. Wie im Spezialfall der ho-
mogenen Saite entsteht das Eigenwertproblem, diejenigen ,Eigenwerte’ ),
der Differentialgleichung (18) zu bestimmen, fiir welche es eine den Rand-
bedingungen gentigende, nicht identisch verschwindende Losung gibt. Diese
Losung heiBt die zum Eigenwert 1 gehérige Eigenfunktion; sie ist nur
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bis auf einen willkiirlichen konstanten Faktor bestimmt. Als Rand-
bedingungen fiir Anfangs- bzw. Endpunkt kommen vor allem in Frage
je eine der folgenden Typen!:

1. v(0)=0 und v(r) =0 (eingespannte Saite).
2. hyv(0) = ¢ (0) und —h,v(x) = V' () (elastisch befestigtes Ende).
3. ¥(00=0 und V() =0 (freies Ende).

oder die Bedingung
4. v(0) =v(n) und p(0)v'(0) = p(n) ' (n),

welche im Falle p(0) = p () als Periodizititsbedingung aufgefaBt werden
kann.

Wir betonen, daB gemiB der physikalischen Natur unseres Problems
die Funktionen p und p fiir 0 < x < & positiv sind, und machen aus-
driicklich diese Voraussetzung; ferner miissen %,, b, positiv sein, wenn
die Ruhelage eine stabile Gleichgewichtslage sein soll2.

Das so formulierte Problem heiBit nach seinen ersten und erfolg-
reichsten Bearbeitern das Sturm-Liouvillesche Eigenwertproblem. Es
laBt sich noch etwas verallgemeinern, wenn man statt (18) die Diffe-
rentialgleichung
(19) (pv) — qv+dev =0
betrachtet, wobei g eine gegebene stetige Funktion ist. Es ist fiir manche
Betrachtungen von Bedeutung, daB man die Differentialgleichung (18)
bzw. (19) durch Transformation der unabhingigen bzw. abhingigen
Verinderlichen auf einfache Normalformen bringen kann. Z. B. erhilt
man durch die Transformation z = v]@ die Form

(20) L p*) — @ —hz=o,
wobei »
e T"?W(”w@)* .
ist. Ebenso kann man fiir ¢ = 0 die Differentialgleichung in die Form
'+ Adez=0, o=0p
transformieren, indem man statt % eine neue Variable & = [ ) (f,)
und dann wieder & durch x ersetzt.

Eine andere wichtige Transformation der Differentialgleichung (19)
wird gegeben durch

(20a) u=Jpov, tz(/l/%dx, =6/V%dx.

1 DaB gerade diese Typen ausgezeichnet sind, 148t sich am einfachsten aus
den Gesichtspunkten der Variationsrechnung begriinden (vgl. Kap. IV und VI).
? Vgl. Kap. IV, § 10, 2.

einfithrt
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Dabei geht (19) iiber in
(19a) w —rut+Adu=0,

wobei 7 eine stetige Funktion bedeutet?,

Den Eigenfunktionen v und den — positiven — Eigenwerten A der
Differentialgleichung (19) entsprechen Eigenschwingungen der Saite mit
der Frequenz » =71, dargestellt durch die Funktionen

v(x) (a, cosvt -} b, sinvf) .

Wiederum liefern die Eigenfunktionen unserer Sturm-Liouvilleschen
Probleme Systeme orthogonaler Funktionen, und zwar ergibt sich diese
Eigenschaft ohne Kenntnis der speziellen Eigenschaften der Funktionen
allein aus der Differentialgleichung. Sind nidmlich 4,, 4,, zwei verschie-
dene Eigenwerte, v,, v,, zugehorige Eigenfunktionen, so erhilt man wie
oben in Nr. 1

(}“n - 'lm)/gvnvmdx +/Ed; (P[v;tvm - vnv;n]) dx = 0’
0 0

und hier ist der zweite Ausdruck wegen des homogenen Charakters der
Randbedingungen gleich Null, so da8 tatsichlich fiir die Funktionen
]/Q v; die Orthogonalititsbeziehung

T
fgv,,vmdx =0
0

besteht. Diese Funktionen konnen und wollen wir als normiert an-
nehmen. Wiy werden im § 14 zeigen: Die Eigenwerte ), der Differential-
gleichung (19) bei gegebenen Randbedingungen bilden nach der Grife ge-
ordmet eine abzihlbare Folge iy, 24, 15, . . . und das zugehorige System der
Eigenfunktionen liefert ein vollstindiges orthogonales Funktionensystem.
Ferner: Jede den Randbedingungen des Eigenwertproblems gemiigende
stetige Funktion f(x) mit stiickweise stetigen ersten und zweiten Ableitungen
ist in eine absolut und gleichmifig konvergente Reihe

o 7T
f=Xcatn,  ca=[ofvndx
n=1 o

nach den Eigenfunktionen entwickelbar. Dieser Entwicklungssatz ermig-
licht die Anpassung der Lisung

u(x, 1) = D v, (%) (a, cOSV,E + b, siny,1)
n=1
an einen vorgegebenmen Anfangszustand.
fll

! Es ist r=7+_;1_ mit f=}pe.
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Die Eigenwerte 4 des Sturm-Liouvilleschen Problems sind, aus-
genommen die des Problems mit Periodizitdtsbedingungen?, simtlich
einfach, d. h. es kann zu einem Eigenwert A nicht zwei voneinander
linear unabhingige Eigenfunktionen v,v* geben; gibe es ndmlich zwei
solche, so wiirde in der Form cv + c*v* jede L6sung von (19) enthalten
sein; jede solche Losung miiBte dann denselben vorgegebenen ho-
mogenen Randbedingungen geniigen, was mit der Tatsache im Wider-
spruch steht, daB man z. B. eine Losung mit willkiirlich vorgegebenem
(0) und v'(0) finden kann, wihrend die Randbedingungen 1. 2. 3.
eine Beziehung zwischen v(0) und v'(0) enthalten.

Die Eigenwerte A = »? sind fir ¢=0, # =0, =0 simtlich
positiv. Es ist ndmlich

A= lfgvzdx = ——f[(pv’)’v — qut]dx =[(;5v'2 + qu¥)dx — pv'v| ,
0 0 0 0

und hier ist die rechte Seite auf Grund der Randbedingungen 1. bis
4. positiv. Der positive Charakter der Eigenwerte ist wesentlich dafiir,
daf alle Eigenfunktionen Schwingungsvorgingen entsprechen. Sobald ein
Eigenwert negativ wird, tritt an Stelle der betreffenden Eigenschwingung
ein aperiodischer Verlauf, was, wie wir spdter sehem werden, auch bei
negativem q nur endlich oft vorkommen kann?.

Was endlich die erzwungenen Bewegungen der Saite betrifft, so kann
man entweder so vorgehen wie in Nr. 2 bei der homogenen Saite. In
dem speziellen Fall jedoch, wo in der unhomogenen Differentialgleichung
(pu,), = 0w, — Q(x,%) die erregende Kraft periodisch von der Form
Q (x,f) = ¢ (x)e'“? ist, wendet man gewdhnlich das folgende Verfahren
and: man setzt die Losung # in der Form u = v(x)&*? an und erhalt
sofort fiir v(x) die zu (18) gehorige unhomogene Gleichung

(pv) + dov = — (%) 4= w?).
Um die Entwicklungskoeffizienten

n =/vindx
0

der Losung v(x) zu bestimmen, multiplizieren wir unsere Differential-
gleichung mit v,(x), integrieren iiber das Grundgebiet, formen das erste
Glied mit Produktintegration um und beriicksichtigen die Differential-
gleichung fiir v,; dann ergibt sich sofort y, (A — 1,) =¢,, also

7T
[ . A
W=ToI mit ¢, :-‘/ Pv,dx.
0
1 Bei diesen ist A =2 fiir # =1,2,3,... ein zweifacher Eigenwert von
9" + Ay = 0 mit den beiden Eigenfunktionen sin## und cosnyx .

2 Vgl. Kap. VI, § 2.
3 Vgl. hierzu das algebraische Analogon in Kap. I, §3,6.
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Diese Behandlungsmethode verliert ihren Sinn im Falle der Re-
sonanz, d. h. wenn die erregende Frequenz JA = w mit einer der Eigen-
frequenzen Y1, = w, iibereinstimmt und der betreffende Koeffizient c,
von Null verschieden ist.

Den Fall einer beliebigen erregenden Kraft Q(x,f) fithrt man auf
den behandelten Spezialfall zuriick, indem man mit Hilfe einer Fourier-
schen Reihe oder eines Fourierschen Integrals die Kraft Q(x,?) als
Funktion von ¢ spektral zerlegt (vgl. Kap. II, § 5 und 6).

§ 4. Der schwingende Stab.
Bei der Differentialgleichung

otu | Pu
gntga =0

der Transversalschwingungen eines homogenen Stabes — wir beschrinken
uns hier der Kiirze halber auf den homogenen Stab, da der unhomogene
uns keine weiteren neuen Gesichtspunkte gegeniiber den in §3 ent-
wickelten lehren wiirde — handelt es sich wiederum um die Bestimmung
der Eigenschwingungen, welche wir durch den Ansatz u = v(x)g(f)
erhalten. Es ergibt sich wie frither

d.h. Y

(21) W—iv=0, g+4g=0,

wobei die Konstante 4 so zu bestimmen ist, daB der Stab an seinen
Endpunkten den vorgeschriebenen Randbedingungen geniigt. Wir
nehmen die Lange des Stabes wieder gleich #, als Ruhelage des Stabes
das Intervall 0= x <= und unterscheiden verschiedene Arten von
Randbedingungen (vgl. Kap. IV, §10):

1. v"(x) =v"(x) =0 {ir x=0 und x =7z (freies Ende).

2.v(%) =v'(x) =0 fir x=0 und x=n (gestiitztes Ende).
3.v(x) =v'(x) =0 fir x=0 und x= n (eingespanntes Ende).
4. v (x) =v"(x) =0 fir x=0 und x =ax.

5. v(0) =v(n), V(0) = v'(n),

, . und " (Periodizitit).
v"(0) = v"(n), v"(0) = v"(n)

Fiir alle diese Fille lassen sich die Eigenfunktionen und Eigenwerte
explizit angeben, da man das allgemeine Integral der ersten Differential-
gleichung (21) kennt, nimlich, wenn 4 4 0! ist und }/4 = » gesetzt wird:

1 DaB 2= 0 ist, beweist man analog wie in § 3.
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¥ = ¢, COSYX + Cysinvx + c36"% + c,e™"®
oder v =§ cosvx + &, sinvx + & Cojvx + &, Ginvx.
Fir A =0 artet die allgemeine Losung aus in ein Polynom dritten
Grades v = &, + &, + &322 + £,48.
Die vier homogenen Randbedingungen, denen der Stab unterworfen

4
ist, ergeben nun vier homogene Gleichungen der Form Daixé; = 0
£=1

(t=1, 2, %, 4) fir die vier GréBen &, &,, &,, &, welche das Ver-
schwinden der Determinante |ai| fordern, d.h. eine gewisse trans-
zendente Gleichung fiir die Eigenwerte 4. Jede Wurzel dieser Glei-
chung liefert eine oder mehrere als normiert wihlbare Eigenfunktionen.
Speziell erhalten wir fiir den beiderseits freien Stab als transzendente
Gleichung fiir » die Beziehung:

Cofycosvm = 1;

die zugehdrigen, noch nicht normierten Eigenfunktionen sind, ab-
gesehen von der zum zweifachen Eigenwert 4 = 0 gehorigen Funk-
tion & + &,x,
v = (sinyzr — Ginwva) (cosvx + Cojrx)
— (cosvn — @ojvx) (sinvx + Ginvy) .

Die Losung fiir den beiderseits eingespannten Stab erhalten wir aus
der obigen Losung (abgesehen von der zu 1=0 gehorigen Eigen-
funktion) fiir den freien Stab durch zweimalige Differentiation, da die
so entstehende Funktion erstens der Differentialgleichung, zweitens
den Randbedingungen des eingespannten Stabes geniigt; und zwar
erhilt man so jede Eigenfunktion des eingespannten Stabes, da man
von einer solchen durch zweimalige unbestimmte Integration bei ge-
eigneter Wahl der Integrationskonstanten zu einer Eigenfunktion des
freien Stabes gelangt. Die Eigenwerte sind die Lésungen derselben
transzendenten Gleichung wie vorhin; die Eigenfunktionen werden ge-
geben durch den Ausdruck

v = (sinvzw — Ginva) (—cosvx + Cofrx)
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