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АННОТАЦИЯ 
Книга представляет nопытку систематического изложе­

ния статистической физики вместе с термодинамикой, главным 
образом, на основе метода Гиббса -- метода, наиболее общего 
и применимаго ко всем вопросам статистн•1еской физики. Книга 
рассчитана на работников научно-исследовательских инсти­
тутов и на студентов физических отделений университетов 
и педагогических институтов, а также тех втузов, где про­
хсдится теоретическая физика. 

Для чтения книги необходимо знание диференциального 
и интегрального исчислений, основ теоретической механики 

а также общего курса физики. 

К ЧИТАТЕЛЮ 

Издательство nросит присылать Ваши замечания и от­
зывы об этой книге по адресу: Москва, Метростроев­

СI(i!Н ул., д. 1, Государственному издательству технико-тео­
ретической литературы. 



ПРЕДИСЛОВИЕ 

Среди физиков довольно широко распространено заблуждение, что 
статистическая физика является наименее обоснованной областью 
теоретич�ской физики. П;JИ этом обычно ссылаются на то, что неко­
торые выводы статистики доказываются не строго ма·1ематически, 
и забывают, что и все другие области теоретической физики содержат 
столь же нестрогие доказательства,  что, однако, не  рассматривается 
н:ак признак недостаточной обоснованности этих отделов. 

Между тем работами Гиббса статистическая физика, основанная 
Клаузиусом ,  Максвеллом и Больцманом, была превращена в логически 
связную и стройную систему. Гиббс дал общий метод, применимый 
принципиально ко в сем задачам, которые могут быть поставлены перед 
статистической физикой. К сожалению, метод Гиббса не получил должного 
распространения. Основной недоста1 ок большинства имеющихся книг 
по статистической физике и заключается как раз в том , что их авторы, 
вместо то го чтобы положить в основу это r общий метод, nриводят 
его только между прочим. 

Статистика и термодинамика образуют вместе единое целое. Все 
понятия и величины термодинамики наиболее естественно, просто и 
строго вытекают из понятий статистики. И если даже общие положе· 
н11я термодинамики и могут быть формулированы без статистики,  то 
их �риложение к конкретным случаям требует, во всяком случае, 
применения .статистики. 

Мы стремились дать в предлагаемой книге систематическое изло­
жение статистической физики вместе с термодинамикой. В основу 
положен метод Гиббса. Все конкретные задачи статистики исследованы 
с помощью общих методов. При доказательствах мы стремились не 
к математической строгости, которая вообще плохо достижима в теоре­
&ической физике, а главным образом к тому, чтобы подчеркнуть 
взаимную связь различных физических утверждениf;\. 

При изложении  основ статистики :мы намеренно не упоминали так 
называемой эргодической гипотезы. Для обоснования статистики вообще 
не требуется никаких дополнительных гипотез, кроме принцилов меха­
ники . В частности совершенно не нужна и э. годическая Гйпотеза. 
Последнее видно, впрочем, и из самого фаt-та верности стати.:тики : 
сели бы статистика нуждалась для снаего обоснования в дополните.'!ь­
ных гипотезах, т. е. в утверждениях, справедливых не для всевоз­
можных механических объеJ{ТОЕ, она не .1югла бы бытJ. верной во всех 
случаях. 



6 ПРЕДИСЛОВИЕ 
Мы не излагаем в книге разJ'Iичных "теорий жидкостей". Жидкости 

являются телами, у которых основную роль играет взаимодействие 
между молекулами. Это взаимодействие всецело зависит от конкрет­
ного рода жидкости, и нет никакой возможности вывести какие-либо 
количественные соотношf ния, применимые к жидкостям Fообще. Имею­
щиеся формулы такого рода поэтому или оказываются неверными или 
содержат неопределенные и ненаблюдаемые постоянные в количестве, 
достаточном для того, чтобы подвести любую не слишком диl\ую фор­
мулу под экспериментальные результаты. По тем же соображениям 
мы не приводим никаких количестFенных теорий силы1ых растворов. 

Содержание § 41 основано на работе Онсагера 1), § 69-71- на 
работах Ландау 2), § 72- на статhе Вагнера и Шотки 3). 

Настоящее второе издание изменено по сравнению с первым. При 
переработке мы стремились, главным образом, к тому, чтобы по воз­
можности сделать еще более ясным физическую сущность и взаимную 
связь различщ,Iх утверждений. Произведено некоторое перераспреде­
ление материала; в том числе ряд задач, как имеющих самостоятель­
ный интерес, перенесен в текст. В особенности подверглись переработке 
главы III и XI; в последней сделан rяи: добавлений. 

Книга рассчитана как на теоретиков, так и на физиков эксперимен­
таторов и студентов вузов. Для чтения книги необходимо умение 
свободно оrrерировать дисJ'еренциальным и интегральным исчислениями. 
Кроме того, необходимо знание Gснов механики, в особенности уравне­
ний Гамильтона. С основными физическими величинами читате11ь дол­
жен быть знаком в объеме общего курса физики. 

1) L. Оn s а g е r, Phys. Rev. 37, 405, 193!; 38, 2265, !93!. 
'2) L. L а n d а u, Phys. Z. d. Sow. Union, 8, 1 13, 1935; 11. 26, 545, 1937. 
S) С. W а g n е r und W. S с h о t t k у, Z. f. phys. Chemie, В. 11, 163, 1930 
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Л. Ллн дА У 
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!'ЛАВА I 
ВВЕДЕНИЕ 

§ 1. Понятие вероятности 
Уравнения классической механики дают возможность во многих слу�· 

чаях исследовать движение различных механических систем. Составляя 
уравненин движения системы в числе, равном числу степеней свободы, 
и интегрируя_ их (что всегда возможно- по крайней мере принципи� 
аль о), мы можем получить исчерпывающие сведения о движении 
системы. 

Однако, если нам приходится иметь дело с системой, хотя и под­
чиняющейся законам классической механики, но обладающей весьма 
большим числом степеней свободы, то при практическом nрименении 
меторов механики мы сталкиваемся с необходимостью составить и. со� 
ответственно, решить весьма большое число диференциаJiьных уравне­
ний, что представляется практически неосуществимым. Поэтому приме� 
нение методов механики при исследовании макроскопических те.'!, состоя­
щих из огромного числа частиц и, соответственно, имеющих огромное 
число степеней свободы, не имеет смысла. Трудности математической 
техники становятся здесь столь большими, что их уже можно считап, 
не только практическими, но и принципиальными. Следует подчеркнуть, 
что если бы даже и можно было проинтегрировать соответствующие 
уравнения движения, то совершенно невозможно было бы подставить 
в общее решение начальные условия для скоростей и координат всех 
частиц, входяЩих в состав тепа, -хотя бы из-за времени и количества 
бумаги, необходимых для этого. 

На первый взгляд из этого можно было бы заключить, что с увели� 
•1ением числа степеней свободы механи че ской системы должны невообра­
зимо возрастать сложносгь и заnутанность ее свойств и что в поведении 
макроскопического тепа мы практически не сможем найти следов 
какой-либо закономерности. Однако это не так, и мы увидим в дальней­
шем, что при весьма большом числе степеней свободы поведение меха­
нических систем обнаруживает закономерности особого типа, которые 
обусловлены именно этим большим числом степеней свободы. Изучение 
этих закономерностей является задачей специального отдеJiа теоретиче­
ской физики, известного под названием статисmи'tеской физики, или, 
как мы будем говорить для краткости, просто статистики. Большое 
значение этой области теоретиче.:кой физики обуслОВJiено тем, что 
в природе мы постоянно встречае�IСЯ с те.чами, поведение ко·rорых цо 



10 ВВЕДЕНИЕ [ГJI. 1 

указанным причинам не может быть и счерпывающе описано методами 
одной лишь механики и подчиняется статистическим закономерностям. 

В статистической физике оказывается необходимым ввести ряд по­
нятий, с которыми н е  приходится иметь дела в механике; основным из  
этих понятий является понятие вероятности. Выяснением его мы и зай­
мемся раньше всего. 

Рассмотрим некоторую физическую сис•ему·' (тело), находящуюся 
в неизменных внешних условиях. Предположим, что мы производим 
ряд последовательных измерений, в результате которых мы определя ем, 
в каком состоянии сист ема находится в момент измерения. Каждому 
состоянию системы мы можем поставить в соответствие число измерений, 
при которых система оказалась находящейся в этом состоянии. При· уве­
личении числа произведенных измерений отнсшение числа наблюдений. 
обнаруживших, что си:тема находится в пекотором данном состоянии ,  
к общему числу наблюдений стремится, в силу стационарности внешних 
условий, к пекоторому пределу. Этот предел назЫвается вероятностью 
данного состояния системы. 

Если производить измерения через равные и достаточно малые про­
межутки времени, то можно считать, что время, в течение  которого 
система находится в данном состоянии, пропорционально числу измерений, 
обнаруживших это состоян�е. Мы можем поэтому определить вероят· 
ность w А векоторого состояния А рассматриваемой системы как 
предел отношения суммарного времени пребывания си�темы в этом 
состоянии t А ко всему времени Т, когда Т стрсмитсн к бесконечности: 

. tA w А = lнп --т • 
Т�оо (1,1) 

Если имеются два состояния системы А и В с вероятностями, соот­
ветственно,  w А и Wв, то можно найти вероятность обоих состояний 
вместе, т. е. вероятность того, что система находится в одном из этих 
двух состояний.  Очевидно, что время пребывания системы в е>боих этих 
состояниях равно сумме продолжительностей пребывания в каждом  из  
них; отсюда непосредственно вытекает, что вероятность об.оих состояний 
вместе равна сумме  вероятностей w А+ Wв (и аналогично для большего 
числа состояний). Эта простая теорема носит название теоремы сло­
жения вероятностей. 

При111еняя эту теорему ко всем  возможным состояниям системы, мы 
находим, что сумма вероятностей всех состояний должна быть равна 
единице. д�йствительно, система всегда находится в каr<ом-нибудь из 
состояний и общая продолжительность пребывания ее во всех состояниях 
равна просто общему времени, так что соответствующая вероятность 
всегда равна единице. Обозначая суммирование  по всем возможным со-

стояниям посредством �. :мы можем, таким образом, написать равен-А 
ство, известное под названием условия н.ормиров�и: 

v. -� W А - 1.  (1, 2) 



§ 21 . СРЕДНИЕ 1 1  

Со стояние системы определ яется совокупностью значений ряда 
величин. Поэтому вероятность некоторого состояния можно также 
рассматривать как вероятность того, что эти величины имеют соотвеr­
ствующие значения. Мы можем, однако, интересоваться не всеми 
неличинами, определяющими состояние системы, а т олько некот орыми 
из них. Например, пусть состояния характеризуются заданием значений 
двух каких-нибудь величин М и !. и WмL есть вероятность опреде­
:Iенных значений этих двух величин.  В таком случае, ·для того чтобы 
найти вероятность значений только одной  из этих величин, напри­
мер /., надо, согласно теореме сло:::ения вероятностей, просуммиро­
вать вероятности всех состояний с одни м и тем же значением /., 
но со всеми ·возможными значениями величины М. Это выражается 
равенством 

(1,3) 

Все сказанное .относится к с:J:-.-·:ю дискретноr(i) ряда состояний, но 
может быть без труда обобщено н а  случай непрерывного ряда состоя­
ний, который обычно и встречается в прак • ике и который имеет место, 
когда характеризующие систему вели чины пробегают непрерывный ряд 
значений. В этом случае следvет ввести веrоятность dw (А) векоторого 
интервала dA состояний .  Условие нормировки (1,2) напишется при этом 
в виде 

J dw(A)= 1, (1,4) 

где интеграл расnространен по в сем возможным состояниям системы. 
Вероятность dw (А) интервала dA состояний обычно пишут в виде 

р (А) dA, где р (А) есть, та:{им образом, как бы вероят{{ость "единич­
ного" интерnала  состоЯний и может быть назР.ана плотн.остью веро­
яmн.ости. Условие нормировки поэтому может быть также написано 
в виде f p(A)dA= 1. (1,5) 

§ 2. Средние 
Вернемся опять к ряду измерений, производимых над системой, и 

предпо.11ожим, что мы при этои измеrяем значение пекоторой величины М, 
характеризующей состояние системы. Последовательные измегения 
будут ,  вообще говоря, давать рааличные результаты соответств,·нно 
изменению coCTL я ния системы  со временем . Мы назовем средн.и.м зн.а­
чен.ие.Аt вели•;ины М сумму всех значений этой величины, полученных 
при измерениях, деленную на общее число измерений, при неограни­
ченном увеличении последнего. Легко сообразить, что при составлении 
указанной суммы значение iИ,1 величины ,и в состоянии А умножится 
на число измfрений, обнаруживших это состояние, и после разделения 
па общее число измерений и перехода к пределу МА. окюi;ется умно­
женным на вероятцость состояния А. Тан:им образом мы находим, что 
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среднее значение вс;Iичины М равно сумме зна•1ений этой в еличины 
в различных состояниях, умноженных на вероятности этих состояний . 
Обозначая среднее значение величины М через i\tl, мы  можем написать 

M=�MAw_4• (2,1) 

Совершенно анаJюгично в случае непреры вного ряда состонний можно 
написать для среднего значения величины М 

Х{= J iИ(А)d-ш(А). (2,2) 

О тметим здесь две весьм а  простые теоремы, относящиеся к вычи­
слению средних. Если даны две величины М и L, являющиеся функ­
циями с остояния системы,· и мы построим из НИJС посредством сложе­

ния новую вели чину iИ + L, то среднее значение этой величины на 
основании формулы (2, 1) [совершенно аналогично п u случае фор­
му.1Jы (2 ,2 )] равно 

1-!JlИ 
M+t�=�'l"-'л(MA +I�A)=�wAMA +�wALA А А А 

т. е. средн.ее суммы равн.о сумме средн.их. 

(2,3) 

Таким_ же образом, если М есть функция состояния нашей системы, 
а а- пекоторая постоянн<�я величина, то среднее значение величины аМ 
должно быть равно 

или 
аМ= аМ. (2,4 

При изменении состояния системы со временем ве.т1ичина М прини­

мает значения, более или м�нее отличающиеся от ее среднего значения м: 
Мы введем теперь величину, характеризующую в среднем ширину тех 
пределов, между которыми меняется вели чина М вокруг своего среднего 

значения . В качеств� такой характеристики нельзя взять среднее значе-

ние разности М- М, так как величина М отклоняется от  своего сред­
него значения как в ту, так и в другую сторону, и среднее значение 

величины М-М, попеременно то положительной, то отрицательной, ока­
жется, как легко видеть, равным нулю , независимо от того, насколько 
частр величина М ис11ытывала значительные отклонения от своего сред­
него значения. В качестве искомой характеристики �добно взять среднес 

---
значение квадрата этой разности, т. е. (М-М)� Так как ве.'Iичина 
(Л-1-1Й)3 всеrд:J положите.'!i,на, то се среднее з•щчение стремится . 
к нулю лишь в 1ом случае, есаи она саыа стремится к ну .'I ю , другими 
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с:ювами, сл1- М)�= �w А (М А- М)2 О!(ажется малым только тогда, 
А 

когда значительные отклонения М от М обладают малой вероятностью, 

т. е. происходя г р едко . Обозначая откJ10нение Л.1- М через t..M, мы 
будем иметь на основании (2,3) и (2,1) (помня, что М есть постояннан, 
не зависящая от состояния системы) : 

(АМ)2= (М- М)2 = М2- 2ММ +м�= 
= М2-2М"М+М2 = М2- М. 2 

ВсJiичина V(AM)2 называетС51 флуttтуацией в еличины М. . 
(2,5) 

Отношение флуктуации к среднему значению называют относ.итель· 
ной флуктуацией. Чем эта флуктуация меньше, тем более ничтожную 
часть времени система проводит в таких состояниях, в которых откло­
нение величины М от ее среднего значения составляет заметную часть 
�того последнего. 

§ 3. Статистическая независимость 

Будем теперь ра ссматривать не одну систему, а н�(;J<олько и при 
этом будем считать эти системы независимыми друг от друга, т. е. ни· 
как не взаимодействующими друг с другом, в том смысле, что сост ояние, 

в котором находи1 .:я одна из систем, никак не влияет на вероятности 
различных состояний других систем. Такими системами могут быть и 
отдельные независимые части одной сложной системы. 

Пусть А есть некоторое состояние одной системы,  обладающее ве­
роятностью w А '  и пусть В есть некоторое состояние другой системы, 
независимой от первой, обладающее вероятностью Wв· Образуем мы­
сленно с истему, состоящую из обеих систем, и вычислим вероятность 
такого состояния АВ этой системы, при котором nервая ее часть, т. е. 
одна из независимых систем, находится в состоянии  А, в то время как 
другая находится в состояни и В. Если Т есть достаточно большой про­
межуток времени, то в течение этого промежутка первая часть будет 
находиться в общей сложности в состоянии А в течение времени w А Т, 
согласно определению вероятности .  Если взять Т настолько большим, 
что w А Т есть также большой промежутоi< времени, то в течение этого 
промежутка вторая часть будет находиться  в состоянии В в продолжение 
времени wвw А Т. Отсюда с,1едует, что вероятность состояния АВ равна 
произведению 't O  Аwв вероятностей состояний А и В. Это утверждение 
носит название  теоре.лtы. у.мно:нсения вероятностей и непосредственно 

обобщается на большее число независимых систем. 
Наоборот, если вероятность для некоторой сложной системы рас­

падается на произведение  множителей, I<аждый из которых зависит только 

от ве:шчин, описывающих только одну из частей системы, то это значит, 
что эти части независимы н Iшж:дый из множителей пропорционален 
вероятности состояний соответствующей части. 
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В с.'lучае непрерывных рядов состояни й пусть буде'l' dA интервал 
состояний одной из независимых систем, а dB- интервал состояний 
другой системы. Если р (А) dA и р (В) dB- вероятности этих интервалов 
состояний, то вероятно сть одновременного пребывания обеих систем, 

� .. соответственно, в интервалах состояний dA и dB будет р (А) р (В) dA dB. 
Истолковывая dA dB как интервал состояний сложной системы, состоя­
щей из наших обеих систем, мы находим теорему умножения для плот­
ностей вероятности. 

Теорема умножения вероятностей позволяет найти среднее значение 
произведения LM двух функций состояния независимых систем в виде 

LM А; w_4.wBLAMв = � w.4.LA � wвMв=LM, (3,1) 

т. е. среднее произведения .чезависи.иых величин равно произведению. 
средних значений ка�дой из них. 

Найдем теперь флуктуацию суммы двух Н:езависимых величин. Оче-
видно, (d (М +L)]2 = {dM + dL)2 = (dM)2 + 2d.MM + (dL)2. Так как М 
и L- независимые величины, то, соl'ласно предыдущему, dMdL = 
= diИ dL = О, так как dM и dL рав ны нулю, как уже указывалось 
выше, !(ОГда речь шла о флуктуациях. Таким образом 

(3,2) 
п аналогично для большего чисда независимых величин. 

Предположим, что векоторая рассматриваемая нами система разде­
лена на большое число N одинако:rsых независимых частей. Пусть, далее, 
М есть некоторая величина, являющаяся функцией состояния системы, 
и пусть эта величина аддитивна, т. е. ее значение М для всей системы 
равно сумме ее значений Mi (i = 1, 2, • . .  , N) для каждой из  независимых 

N 
частей: М= � Mi; согласн о  (2,3), то Же имеет место и для средних i=l 

N 
значений М= � Mi. Найдем теперь флуктуацию этой величины М. Co­l=l N 
гласно (3,2), можно написать (dM)2 = � (dMi)2. С увеличением числа N 

. �1 1 
независимых чаС'l'ей системы эта сумм а ргстет пропорционально N, т. е. 

абсолютная флуктуа�ия V(AA1)2 пропорциональна VN. Поэтому отно­
сительная флуктуаuия обратно пропорциональна V N, т. е. быстро 
уменьшается с увеличением числа частей N. Другими словами, с увели­
чением числа частей, из которых состоит система, вся"ая физическая 
велиttина, значение которой для всей системы равно сумме значений для 
ее частей , испытывает все .меньшие относительные флуюпуаz{uи, т. е . 
.Jco�em считаться праюпически постоят-той во времени и равной 
своему средн.е.Jtу значению. Этот вывод будет игрять в дальнейшем 
весьма существенную роль. 
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ГЛАВА li 
СТАТИСТИЧЕСКОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ И ЭНТРОПИЯ 

§ 4. Постановка задачи 
Рассмотрим теперь м еханическую сист ему с огромным числом степе­

ней свободы, какой и является всякое реальное· м акроскоппческое тело . . 
Предположим, что система замкнута, т . е . не взаимодействует ни с какими 
другими телами . Выделим мысленно из этой системы некоторую часть, 
весьма малую по сравнению со всей системой; число степеней свободы 
этой ласти не должно быть малым: при достаточно боJiьшом числе степе­
ней свободы в сей системы число степеней свободы в маленькой части 
будет все-гаки очень большим. Выделенная таким образом часть перво­
начальной системы есть опять механическая система, но уже отнюдь 
не замкнутая, а, напротив, испытывающая всевозможные внешние воздей­
ствия  со стороны остальных частей системы. Благодаря огромному числу 
степеней свободы этих остальных частей эти взаимодействия будут 
иметь весьма сложный и запутанный характер. Поэтому и состояние рас­
сматриваемой части системы будет меняться со временем весьма слож­
ным и запутанным образом. 

Точное  решение задачи о поведении этой относительно малой части 
системы (или, как мы ее назовем, подсистемы) возможно только путем 
решения задачи механики для всей большой системы, т. е . путем 
составления и решения всех диф еренциальных уравнений движения при 
данных начальных условиях- задача, как  уже отмечалось в § 1, невы­
полнимая. Но ,  к счастью, именно тот чрезвычайно сложный ход изме­
нения состояния выделенных нами подсистем, который делает непри­
менимыми методы механиrш, дает возможность п одойти к решению 
задачи с другой стороны. 

Действительно, в силу чрезвычайной сложности .и запутанности 
внешних воздействий со стороны остальных частей за  достаточно боль­
шой промежуток времени выделенная нами подсистема по бывает доста­
точно много р аз во всех возможных своих состояниях, так что можно 
ввести в ероятность каждого состояния . Полученные таким путем распре­
деления вероятностей мы назовем статистически.лt распределением. 

Статистическое распределение данной маяой части макроскопиче­
ского тела  не зависит от начального состояния какой-либо другой 
ма,'Iой части того же тела. так как влияние этого начального состоя­
ния будет в течение дост�точно большого nромежутка времени совер­
шенно вытеснено влиянием остальных, гораздо более обширнЫх частей  
макроскопического тела. Оно Не зависит также от  начального состоя· 
ния самой выделенной нами .малой части, поскольку она с течением 
вреllfени проходит через все возмо)l<ные состояния и каждое из  них 
:может быть выбрано в качестве начального. Поэто:ну статистическое 
распределение для ма.'!ЫХ частей системы можно найти, не решая 
задачи механики для этой системы с учетом начальных условий. Нахож­
дение статистического распределения любой относительно малой части 
замкнутой макроскопической системы и является задачей ста1 истики. 
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Если эта задача решена и статистическое распределение данной 
малой части макроскопического тела известно, то мы можем вычис­
лить вероятности ра зJшчных значений любых ве.rшчин, зависяЩих Ot' 
состояния рассматриваемой части. Выводы из стати стики Иl<Iеют 

при этом вероятностный характер, что, конечно, связано с тем, 
что для их получения требуется знать гораздо меньшее количес·rво 
данных, чем в механической задаче. Этим статистика отличается от 
механики (классической), выводы которой имеют впол,не однозначный 
характер. 

Однако, ecJIИ подсистема сама ЯВJiяется макросJ(Оnической систе­
мой, то мы можем применить вывод § 3 о том, что относите_льные 
флуктуации физических величин при ув.еличении размеров системы 
быстро падают. Мы можем, таким образом, высказать весьма важное 
положение: в течение достаточно большо'го промежуттtа времени 
физшtестtие величины всятtой .мattpocttonu•tec�eoй системы являются 
пра�етич.естtи постоянными (равными своим средним значениям), т. е. 
сравнительно редко испытывают значительные отклонения. Другими 
словами, вероятность различных состояний системы и меет резкий макси­
мум для состояний, соответствующих значениям физических величин 
этой системы, равным их средним значениям. (Поэтому мы в дальней­
шем при употреб.'lении средних не будем писать черту над буквой.) 
Вычисляя средние значения тех величин, относительные флуктуации 
которых ма·лы, статистика делает тем самым предсказания, оправдываю­
щиеся с весьма бодьшой 

'
относительной точностью для подавляющей 

части любого, достаточно большого промежутка времени. В этом смысде 
предстtазания статuститtи приобретают пратtтичеr�еu определенный, 
а не вероятностный харатtтер . 

Если замкнутая макроскопическая система находится в таком состоя­
нии, в котором для каждой ее части, являющейся самой по себе макро­
скопической си стемой, физические величины с большой относи тмьноt1 
точностью равны своим средним значениям, то говорят, что рассматри­
ваемая замкнутая система находится в состоянии статистичестtого 
равновесия. Из предыдущего видно, что если замкнутая макроскоnи­
ческая система наблюдаетсн в течение достаточно большого промежу·ша 
времени, то подавлнющую часть этого промежутка она проводит 
в состоянии статистического равновесия. Если в какой-нибудь началь­
ный момент времени замкнутая макроскопическая система не находи"' 
,,ась в состоянии �татистического равновесия (например, была искус­
ственно выведена из такого состояния внешними воздействиями, пос:1е 
чего бы:ы вновь предоставлена самой себе, т. е. вновь стала замкнутой 
системой), то в дальнейшем она обязательно перейдет в состояние 
статистического равновесия. Промежуток времени, в течение которого 
должен обязательно произойти переход к статистическому равновесию, 
носит название вре.мена релш.:сации. Изучение процессов; связанных 
с этим переходом, составлнет предмет тtинети�t:и и не рассматривается 
собственно сmатиститtой, изучающей системы, находящиеся в стати­
стическом равновесии (в этоt1 книге мы будем заниматься только этоn 
последней). 
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§ 5. Теорема Лиувиппя 

Переходя теперь к нахождению и исследованию свойств статистиче­
ского распределения макроскопических систем, мы должны прежде всего 
ввести понятие "фазового пространства", которым нам придется в даль­

нейшем сnлошь и рядом nользоваться. 
Пусть рассматриваемая  �акроскопическая механическая система 

имеет n степеней свободы.  Другими словами, положение точек этой 
системы в nространстве характеризуется n кQординатами, 1<оторые мы. 
будем обозначать буквами qi, l'де индекс i пробегает значения. 1, 2, . . •  , n 
Тогда состояние этой системы в данный момент будет определяться 
значениями в этот же момент n координат q, и соответствующих им 
скоростей qi; и те и другие являются, вообще говоря, функциями от 
времени . В статистике принято пользоваться для. характеристики системы 
ее координатами и импульсами Pt• а не скоростями, так как это дает 
ряд весьма существенных преимуществ. Различные состояния системы 
можно математически представить точками в так называемом фазовом 
пространстве (являющемся , конечно, чисто математическим понятием); 
на координатных осях этого пространства откладываются значении 
координат и импульсов данной системы. При этом каждая система 
должна иметь свое собственное фазовое пространство, число измере­
ний которого равно, очевидно ,  удвоенному числу степеней свободы 
этой системы. Всякаа точка фазового пространства, соответствуя опре­
деленным значениям координат системы qi и ее импульсов р,, изобра· 
жает собой, таким образом, определенное состояние этой системы. 
С течением времени состояние системы будет, вообще говоря, изме­
няться и, соответственно, изображающая состояние системы точка фазо­
вого пространства (мы будем ниже говорить просто "фазовая точка 
системы") будет описывать в нем некоторую линию, называемую 
фазовой линией. . 

Вероятность различных состоаний рассматриваемой системы будет 
теперь функцией от координат и импульсов этой системы. Поскольку 
все координаты и импульсы могут пробегать непрерывный ряд значе­
ний, nостольку, следовательно, и состояния системы образуют непре­
рывный ряд, и мы должны ввести вероятность некоторого интервала 
состояний, т. е. вероятность того, ч то координаты и импульсы системы 
лежат между некоторыми значениями q1, q2, • • • , qn, р1, р2, • • • , Рп и 
значениями q1 +dq1, q2+dq2, • • • , qn+dqn; р1 +dp1, p2+dp2, • • •  , 
Рп+dРп• т. е . в интервале  dq1dq2 • • • dqndp1dp2 • • • dpn. Геометрически 
это можно выразить тем, что мы ищем вероятность нахождения фазо· 
вой точки системы в данном элементе "объема• фазового пространства 

dГ = dq1 dq2 • • • dqn dpl dp2 • • • dPn• 
Следуя § 1, мы будем обозначать эту вероятность как 

dw=p(ql,.. ·• qn; Р1•• • ·•Pn)dГ, 
rде p(q1•· • . , qn; Рн· . . , р71) [мы будем JIИс�!Ь_...J:.Q�аще_цпо ..р.,(р, q) или 
даже, просто, р] есть функция от в�ех коордnмtrt··И ий'!fУ"JiЬсов �стемы и , 

:.1 3пт:. 1363.- .'Jnтцау Il Лпфшш.. · - ' 
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очевидно,  играет роль плотности вероятности для этой системы. Таким 
образом нашей задачей будет нахождение функции р, т. е. функции 
распределения для макроскопических систем, находящихся в состоянии 
статистического равновесия. 

Условие нормировки ( 1 ,5) напишется, очевидно, теперь в виде 

J р (р, q) dГ = 1 , где интеграл распространен по всему фазовому про­
странству. Если мы имеем некоторую физическую величину М (р, q), 
являющуюся функцией координат и импульсов данной системы, то ее 
среднее  значение , согласно (2,2) , будет 

М= f М (р, q) p (p, q) dГ. (5, ] )  

Если мы возьмем в фазовом пространстве какой-нибудь системы 
некоторую область, то каждая точка этоЯ области изображает  неко­
таро,е состояние системы. С течением времени состояние системы 
меняется. Соответственно этому ,будем передвигать каждую точку по 
линии ,  согласно тому, как этого требуют уравнения движения м еха­
ники для данной системы. Таким образом через некоторый промежуток 
времени взятая нами о бласть фазового пространства (совокупность 
точек этой области) перейдет в другую область. Первоначальныя 
"объем" этой области фазового пространства может быть написан как 
J dГ0, где J означает интегрирование по выбранной нами области . 
io io 
Через промежуток времени dt каждая из точек этой области с коорди-
натами q10, q20, . • •  , qnO; р 10, р20, • • • , Рп0 перейдет в другую точку 
с координатами q1 = q10 + q10 dt, . . . ; р 1 = p10 + p10 dt, . . . Объем новой 
области ,  образованной всеми точками, перешедшими сюда из перво-
начальной области, будет J dГ, где dГ = dq1 • • •  dqn dpl "  • •  dp.n и инте-

грал распространен по но�ой  области. Но переход от интеграла J dГ0 
То 

к интегралу J dГ может быть 
.. 
истолкован просто как переход от пере· 

i 
менных q10, • • •  , qno• р10, • • •  , Рп0 к переменным q1, . • • , qn, р1, . • • , Pn и 
согласно известным правилам преобразования кратных интегралов 

f dГ = J д (qt • . . •  , qn; Р!, .  . . , Рп) . dГо, д (qю, · • · ,  qnO; Pto• • • • • Pno l 
i io 

где д (% . · · · q1,; Pt • · · • •  Рп) есть якобиан 1) преобразования. Докажем д (д10• · • · •  qno: Pto• · • · •  Pno! 

д (и, v) 
1) Якобланом называю1 детерминант д t х, )') 

д (и, v) _ 
д (х, у) -

ди ди 
дх ду дv ди 
дх ду 

(1) 
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те перь, 
что полная производмая этого якобиана по времени, т. е .  

d д (qJ , . . · •  qn; Pt• " · • Рп) 
dt д (Qto• • . .  • qno; PlO• • . .  • Рпо) ' 

равна нулю. Отсюда будет следовать, что якобиан всегда равен посто· 
янной, а име нно единице, так как он был равен единице в чачал�зный 
момент времени. При этом м ы будем для краткости доf.аэатет-. .... тва 
сч итать, что имеются только один импульс р и одна координа1 а q; 
доказательство для общего случая сов ерше нно аналогично. 

Действительно, согласно формуле (V) сноски можно написать 

..!!_ д (q, р) = 
д (q, р) + д (q, р) 

dt д (qo, Ро) д (qo. Ро) д (qo, Ро) 
(точки над q и р обозначают проиJводные по времени). 
якобианов можно написать в виде [см . формулы (JII) 
д (q, р) = д (q, р) д , (q, !!)_ = дq д (q, р) и аналогично д (qо. Ро) д (q, Р) д (qо. Ро) дq д (qо. Ро) 
образом 

. d д (q, р) ( др дq ) д (q, р) 
dt д (qo, Ро) = Jji + дfi д (qo. Ро) • 

Первый из этих 
и (IV) сноски] : 

второй. Так им 

Легко, о r_нако, видеть, что стоящая в скобках сумма равна нулю .  
Действительно, р и q должны удовлетворять уравнениям Гами.'lьтона 

ан · ан q = др ,  р = - дq , где Н есть функция Гамильтона для данной системы.  
Поэтому 

дq iJ2H др 
дq 

= дq др = - др J 

и сумма этих производных равна нулю. Таким образом наше утвержде­
ние доказано, и мы получаем замечательную теорему, установленнуЮ 

Он облада ет следующ и м и  о чевидн ым и свойств ами: 
д (и, v) д (v, и) 
д (х, у) = - д (х, у) ' 

д (и, у) = ( ди) . д (х, у) дх 11 
�алее  и м е ю т  место следующие соотношения: 

д (и, v) д (и, v) д (t, s) 
д (х, у) = д (t, s) • д (х, у) ' 

d д (и, v) а (�� , v) д (и. tt;) 
(it д (х, у )  = д (л , у) + д (х, у) ' 

(11) 

(III) 

(IV) 

(V) 
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J dГ == const 
т 
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(5,2) 

(интегрирование  относится, конечно, не к определенной неподвижной 
части фазового пространства, а к той движущейся области, которую 
занимают точки выбранной первоначально области), т. е. всякий объем 
фазового пространства при своем движении соответственно изменению 
состояния системы остается неизменным по величине. 

§ 6. Ро.пь энерrии 
Подсистемы, о которых шла речь в § 4, не являются сами по себе 

замкнутыми. Напротив, они подвергаются непрерывному воздействию 
со стороны прочих частей системы. Но благодаря тому, что эти части, 
малые по сравнению со всей большой макроскопической системой , 
являются все же сами по себе тоже достаточно большими и, следова­
тельно, образуют сами по себе макроскопические тела, мы можем все 
же считать, что в течение не слишком больших промежутков времени 
они ведут себя приблизительно так же, как и замкнутые системы. 
В самом деле, взаимодействие выделенной нами подсистемы с осталь­
ными частями представляет собой поверхностный эффект, т. е. во 
взаимодействии с окружающими частями участвуют преимущественно 
те частицы выделенной подсистемы, которые находятся вблизи поверх­
ности последней .  Наряду с этими взаимодействиями существуют взаи· 
модействия отдельных частиц выделенной подсистемы друг с другом, 
которые являются уже объемным эффектом, так как в нем принимают 
участие все частицы рассматриваемой подсистемы. Поскольку объемные 
эффекты с увеличением размеров растут значительно быстрее поверх­
ностных, то при достаточной величине подсистемы взаимодействие ее 
с окружающими частями будет мало по сравнению с внутренними взаи­
модействиями. Следует, впрочем, заметить, что квазизамкнутыми явля­
ются также и такие части системы, которые невелики сами по себе , но  
взаимодействие которых друг с другом мало (см., например, об идеаль­
ном газе в § 20). 

В этих условиях оказываются практически аддитивными большинст во 
величин, представляющих для нас физический интерес. Действительно, 
поскольку, например, внутренняя энергия выделенной нами части, со­
гласно предыдущему, больше, чем энергия взаимодействия ее с остальными 
частями, то энергия всей системы может приблизительно считаться 
равной сумме энергий ее ча стей .  

Теперь мы можем вернуться к стоящей перед нами задаче о нахож­
дении функции статистического распределения (плотности вероятности ) .  
Разделим некоторый достаточно большой промежуток времени  на боль­
шое количество одинаковых промежутков и обозначим последовательны е 
моменты времени, разделяющие эти промежутки, ч ерез t1 , t2, • • • 
В каждый из этих моментов рассматриваем ая теперь подсистема изоб­
ражена в ее  фазовом nространстве точкой. Совокупность полученных 
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точек расnределится при этом в фазовом пространстве так, что их 
количество в каждой единице объема последнего, т. е. их плотность, 
будет пропорционально значению в этом месте функции распределения 
(плотности вероятности) р (р, q) (при этом тем точнее, чем больше 
весь nромежуток времени  и чем меньше интервалы между двумя после­
довательными моментами времен!Q:_:Мо-Жно nри этом ввести в рассмо­
трение совокупность некоторых одинаковых систем (столько систем , 
сколько мы берем моментов времени t1 , t2, • • • ) , из которых каждая 
находится в данный момент времени в одном из состояний, в которых 
находится наша подсистема  в один из моментов времени t 1 ,  t2, • • •  Дру-. 
гими словами, вместо того чтобы рассматривать состояния одной и той 
же nодсистемы в разкые  моменты времени , можно рассматривать 
одновременно совокуnность одинаковых систем, находящихся ( одновре­
менно) в разных состояния� , фазовые точки которых р асnределены 
в фазовом пространстве сообразно с функцией расnределения р для 
нашей nодсистемы. 

Через некоторый промежуток времени t состояния всех этих одно­
временно рассматриваемых систем измен�тся согласно уравнениям 
механики, и эти но вые состоцния (которые совпадают с состояниями 
нашей исходной подс�стемы в моменты времени t1 + t, t2 + t, . . . ) 
изобразятся в фазовом пространстве точками, которые с тем же правом, 
что и пр'едыдущие, будут распределены с плотностью, пропорциональной 
той же  функции р (р, q). Таким образом статистическое  распределени е 
квазизамкнутых систем является стационарным, - фазовые точки вве­
денной нами совокупности систем (или, что то же, фазовые точки, 
изображаiQщие одну подсистему в разные моменты времени), передви­
гаясь с течением времени, всегда о стаются распределенными по фазовому 
пространству так, что в каждом участке последнего плотность фазовых 
точек постоянна [пропорциональна значению фущщии р (р, q) в этом 
месте] . 

Действительно, выберем из фазовых точек, и зображающих состояния 
рассматриваемых систем, те из них, которые находятся в п екоторой 
области А. Через некоторый промежуток времени все точки области А,  
передвигаясь вдоль траекторий согласно уравнениям механики, перейдут 
в точки другой области в. На основании теоремы Лиувилля объемы 
этих областей равны между собой. Отсюда и следует, что значения 
функции р (р, q) в двух точках, лежащих на одной траектории ,  равны 
друг другу. 

Таким образом мы приходим к весьма  существенному заключению, 
что _фуll�еция распределения (плотность вероятности )  постоянна вдоль 
фазовых линий, с о о т в ет ствующих движению (т. е. изменению состояния) 
рассматриваемой системы. 

Отсюда непосредственно следует, что р может зависеть только от 
так и х величин (функций от координат и импульсов),  которые постоянны 
вдоль траектории, т. е. не меняются при движении.  Это - так назы­
ваемые механические инварианты, шш интегралы движения, являющиеся, 
как известно, первыми интегралами  уравнений движения (система, обла­
дающая n стеnенями свободы, имеет 2n - 1 различных и н вар иантов) . 
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Можно, следовательно, сказать, что функ.ция статистичеа ого . распре. 
деления (nлотность вероятности), являясь функцией механических инва­
риантов, сама есть интеграл движения. 

При этом оказывается возможным еще значительнее сузить число 
тех величин,  от которых может зависеть функция  распределения .  Для 
этого рассмотрим,  как мы уже неоднократно делали, две макроскопи­
ческие части системы, малые по сравнению со всей замкl-!утой системо 1 t . 
Мы видели уже, что та кие две части могут р ассматр иваться как квази­
замкнутые , т .  е. друг с другом почти не взаимодействующие, так что 
они  могу r  считаться независимыми друг от друга. Пусть функции рас­
пределения для этих двух nодсистем будут соответственно р 1 и р2• Ес11и 
мы будем теперь рассматривать совокупность этих двух подсистем как 
одну систему, то функция распределения р12  для этой составной системы 
должна быть на основании теоремы умножения для плотностей в ероят­
ности (§ 3) равна произведению плотностей вероятности для обеих 
составляющих ее систем, т.  е. 

(б, 1 )  

Отсюда следует, что /п р 12 = l n  р1 + l n  р2, т .  е .  логарифм функции рас­
пределения есть величина аддитивная: для сложной системы, состоящей 
из нескольких независимых частей, он равен сумме логарифмов функ­
ций распределения  ДЛЯ каждой ИЗ частей . 

Отсюда вытекает, в свою очередь, что логарифм функции распреде­
ления являетси не только и нтегралом движения , но и аддитивным инте• 
zрало.м движения. 

Таким образом мы пришли к следующему, важнейшему для стати­
стики выводу: поведение системы s статистическом смысле всегда опре­
деляется значениями аддитивных интегралов движения. Из механики 
известно, что таких интегралов существует всего семь - энергия, имnульс 
(3 компоненты) и момент импульса (3 компоненты). Эти семь в еличин 
и заменяют собой то невообразимое множество, которое требовалось бы 
при механическом подходе. 

Рассмо·rрим замкнутую систему. Она находится в каком-то опреде­
ленном состо янии, характеризуемом определенными значениями всех 
интегралов движения . Другими словами, плотность вероятности р равна 
нулю д.'! я  всех точек фазового пространства, кроме точек, соответ­
ств ующих этим постоянным зна чениям .  В этих же последних точках, 
согласно теореме Лиувилля. р = const. Поскольку, однако, значени я 
11еаддитивных интегралов не оJ:<азывают влИЯни-Я на  статистические свой­
ства системы, мы при описании статистических свойств вправе за менить р 
функцией ,  не зави:.:ящей от неаддитивных интегралов, т. е .  считать, 
что р = const для всех то чек фазового пространства, соответствующих 
данным постоянным (система замкнута) значениям энергии, импульса 
и момента, и р = О дJIЯ  в сех прочих точек. Други м и сло в ам иL!I-�QШIТ· 
HOJ;T!> _нахождения замкнутой системы в раз-1 и ч ных об.'rастях фазового 
nростра нс.т в а ,  в которых аддитивные и н т ег р а .1 ы  им еют з ада н но е зна­
. ч е н и е ,  11росто пропорциональна объему dГ этих обл астей . ·  Э rим 
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решается задача  нахождения функции распределения для замкнутой 

системы 1 ) .  
Импульс и момент тела связаны с его движени-ем как целого, посту­

пательным и вращательным. Поэтому мы можем предыдущий результат 

формулировать и таким обр азом: стати.стичестсое состояние тела, !f,а­
ходящегося в заданных внешних условиях и совершающего данное 

движение, зависит только_ от его энергии. _Благодаря этому энерt·и я  
приобретает в ё'Т

"атистике совершенно исключительную роль. Для того 
чтобы совсем исключить из рассмотрения импульс и момент, мы 
в дальнейшем будем рассматривать тело в системе координат, в которой 
оно как целое покоится. 

Если тело не  находится .в состоянии р авновесия, то описание его 
состояния с помощью внешних условий, энергии и движения как целого, 
недостаточно. Мы можем, однако, поступить следующим образом. Раз­
делим тело на такие достаточно малые макроскопические части, которые 
мы можем считать находящимися в равновесии. Тогда состояния этих 
подсистем будут, по предыдущему, вполне определяться их энергией, 
расположением и движением как целого. Такое описание системы тел 
при помоЩи з адания статисти ческих свойств их малых частей мы назовем 
.Аtатсростсопичестси.м описанием в отличие от механического описания (т. е. 
задани я координат и импульсов всех частиц тела), которое может быть 
названо микроскопическим. 

§ 7. Энтропии 
В § 4 подчеркивался тот основной для статистики факт, что все 

физические  величины, свойственные рассматриваемой системе, с большой 
точностью равны в течение подавляющей 
части всякого достаточно большого про- w{u} 
межутка времени своим средним значениям; 
это тем более  справедливо, чем сложнее 

l 
и больше данная макроскопическая си-

111/� 
стема и чем дольше мы  ее  наблюдаем . 
Это значит, что вероятность различных зна-
чений этих величин имеет весьма  острый 
максимум для значений, равных их средним. 
" Острота " этого максимума характеризуется 

o�---=;..,u::;::----u 
в�личиной относительной флуктуации;  ма­
ксимум т ем острее,  чем последняя меньше. 
l<ривая зависимости вероятности ,  вернее, 

Рис. 1 .  

плотности вероятности, от значеf:ия данной физической ве;шчины, 
например энергии ,  имеет поэтому вид, изображенный на рис. 1. На 
этом рисунке ширина максимума, конечно, преувеличена; в действи­
тельности он несравненно острее .  Други ми словами, всякая макроско­
пическая система, в частности, л юбая макроскопическая часть зам к ­
нутой системы, почти все время проводит в пекотором небольтом 

1 )  Такое распределение и ногда называют миllроканон и чес"и.м .  
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участке фазового пространства, - соответствующем Значениям физиче­
ских вели чин, близких к своим средним значениям, - в котором функ­
ция распределения заметно отлична от нуля. Этот у часток (для i-й 
подсистемы) обозначим дГ,; его точное определение будет дано ниже. 

В § 6 было показано, что для замкнутой системы вероятность 
нахождения этой системы в данном объеме фазового пространства 
пропорциональна величине этого самого объема. Следовательно, веро­
ятность данного .ма�рос�опичес�ого состояния системы пропорцио· 
нальна произведению всех соответствующих АГ1, т. е. величине 

АГ = ПАг,. (7, 1 )  
i 

Свяжем теперь АГ, с плотностью вероятности р. В в едем обозначение 

1n р = и. (7,2) 
Согласно § 6, и есть аддитивный интеграл движения данной системы. 
Введем вероятность различных значений велич�;�ны и для данной системы; 
обозначим ее  через w (и) dи, где w (и) есть " плотность вероятности " 
для и. Очевидно, можно написать 

dГ w (и) dи = р dГ= е" du dи. (7,3) 
Здесь dГ есть элемент объема фазового прос транства , содержащий 
все точки, соответствующие з начениям и в данном интервале du . Далее 
w (и) как функция от и имеет такой же вид, как вероятность энергии 
на рис.  1 ; другими словами, имеет весьма острый м аксимум для зна-
чения и, равного его среднему U; w (и) должно, очевидно, удовлетво · 
рять условию нормировки, т. е.  

J w (и) dи = 1 .  

Геометрически это значит, что площадь под кривой w (и) как функцИи 
от и равна единице. 

"Ширину" ди этой кривой определим как ширину. пряиоуго.пьника, 
высота которого равна наибольшему значению w, которое она прини-
м ает при и =  U, т. е . равна w (ii) , а площадь равна единице: 

w (u) Aи = 1 .  (7 ,4) 
Принимая во внимание определение w (и) (7 ,3), мы можем, очевидно, 

написать (7,4) в виде 
- dг -

е" - /}.и = е" АГ = 1 
du • (7,5) 

где дГ есть область фазового пространства, соответствующая интервалу 
ди величины и (в указанном выше смысле). Мы назовем вмичину дГ, 
т.  е. " ширину " статистического р аспределенин, статистичесtси.м вeco.ltt 
состояния. Введенный таким способом статистичесi<Ий в е с  и является 
более точным определением объема  тех участков фазового пространства , 
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0 которых шла речь в нач але этого параграфа . А именно, фигуриро­
вавшие там велич ины D.Гi и являются стати с т и ч е с к и м и  весам и соответ­
ствvющих подсистем. Только что при в едеины е р ассужден ия относились, 

ко 1iечно, к системам,  представляющим собой малые части пекоторой 
замкнутой системы, т .  е . , как мы �;_Qворим, к подсистемам . Мы при 
этом не писали индекса i у D.Г из соображений удобст в а . Логарифм статистического веса D.Г принято называть энп�ропией о 

о =  l n  D.Г. . (7,6) 
В таком виде это определен и е  применимо  к любой малой части зам­
кнутой системы . 

Статистический вес представляет собой, очевидно , величину М} льти ­
пликативную, т. е. для системы, состоящей из 'нескольких систем, он 
равен произведению статистических весов для каждой из  них. Поэ·rому 
энтропия есть величина аддитивная. На основании этого мы можем, 
в частности ,  определить  энт ропию о замкнутой си стем ы  как сумму эн­
тропиИ о, всех ее частей.  К ажда я  из oi есть согласно (7  ,6) лоr ари,Рм 
статистического веса D.Гi эт ой части; поэтому 

о =  � ai = � ln bl', = ln Ы', (7,7) i i 
где .:1Г - участок фазового пространства всей з амкнутой си стемы . 

Из (7,5) и (7 ,6) следует, что о = ln e-u = - u. С другой стороны - ---1 то же самое выражени е ( - и) равно, очевидно, и ln - . Поэтому мы р 
можем написать опр еделение энтр опии i-й подсист ем ы в другом виде, 
а именно 

--1 a, = ln - , Pi (7,8) 
т. е. мы можем определить энтропию подсисте мы как среднее значение 
логарифма ее обратной функции распределения. Пользуясь определе­
нием средних значений , это можно написать и в виде 

ai = J р, l n  Р� dГ,, (7,9) 

где интеграл распрос транен по всему фазовому пространству i-й под· 
системы. Энт ропия всей системы равна 

а =  � f p - ln _!_ dl' . . (7, 1 0) � • Pi ' 

Необходимо сделать здесь еще одно существенное замечание, касаю­
щееся размерности энтропи и . Статистич еский вес, как и всякий объем 
фазового пространства, будуч и произведе нием n и н тервалов импульс а  
и стольких же координат (если n есть число степеней свободы системы) , 
имеет, о чевидно, размерность действия в п-й степени [(эрг. сек.)n] . 
Энтропия же, С .'rедовательно, и м еет размерност ь  логарифма п-й степенн 
де й с т вия .  Это знач ит, что при изменении единиц дей стви я  эн тропи я 
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изменяется  на аддитивную постоянную. Действительно, е сли изменить 
единицу действия в а раз, то статистический вес 6Г изменится  в an раз , 
и в новых единицах будет АГ' = an АГ, т. е .  новое значение энтропии 
будет 

о' = lп АГ' = п ln a + In AГ = п ln a + o. 

Поэтому значение энтропии может бьипь определенно толысо с точ­
ностью до аддитивной постоянной, зависящей от выбранных единиц. 
Величиной, не зависящей от выбора единиц, является, о чевидно, раз­
ность значений энтропии в двух различных состояниях, т .  е .  величина 
изменения энтропии  при изменении состояни�. 

Отметим еще, что квантовая механика показывает, что энтропию 
можно определить как величину безразмерную, и потому она может 
быть определена однозначно, а не с точностью до постоянной. 

§ 8. Закон возрастания энтропии 

Энтропию мы определили как Jюгарифм той области АГ фазового 
пространства, в которой находится система, пребывающая в данном 
макроскопическом состоянии.  Мы видим, что для замкнутой системы АГ 
пропорционально вероятности этого состояния. С другой стороны, 
по самому определению статистического равновесия  макроскопическое 
состояние,  соответствующее статистическому равновесию сисжемы, е ь 
состояние, обладающее наибольшей вероятностью.  Поэтому дlfsf стати­
стического равновесия величина АГ, а следовательно и I n  АГ, макси­
мальна. 

Мы приходим,  так�:�м образом, к весьма важному результату, который 
можно сформулировать следующим образом: энтропия замкнутой 
системы, находящейся в состоянии статистического равновесия, 
.яакси.мальна. 

Если мы наблюдаем замкнутую макроскопическую систему в состоя­
нии, в котором ее  энтропия отлична от максимальной, то в течение  
времени релаксации для  установления состояния равновесия энтропия 
обязательно станет максимальной, в то время как нет никаких оснований 
ожидать, что в те чение та1сого же промежутка вре мени энтропия из' 
максимальной вновь станет отличной от максимальной. Эти сообра·же­
ния наводят на мысль о том, что энтропия не только стремится 
к максимуму, но что это возрастание  происходит всегда монотонно. 
В том, что это действительно так, можно убедиться следующим образом. 

Рассмотрим замкнутую макроскопическую с истему в момент времени t.  
Если м ы  разобьем эту систему на относительно малые части, то каждая 
из них будет иметь свою функцию распределения; функцию распреде­
ления i- й ч асти обозначим ч ерез P·t ·  Энтропия о всей системы в этот 
момент равна [см.  ( 7 , 1 0)) 

о = � ln  1 = ln · 1 
� Р� Прi ' � ' 



§ 8 ] ЗАКОН В О ЗРАСТАН И Я  ЭНТРОПИИ 27 

где суммирование расnространено no всем частям системы. Лоскольку 
части системы квазинезависимы, можно ввести, как мы уже делали 
выше, функцию расnределения р для всей системы, равную nроизведе­
нию всех р,. Тогда 

р = п р,. 
i 

Для того • чтобы получить функцию распределения в более поздний 
момент времени  t', надо применить к р уравнения механики для движе­
ния замкнутой системы; тогда р перейдет в момент t' в некоторую 
функцию р' . 

Для того чтобы получить вероятность в момент t' телько для одной 
i-й ча сти, надо проинтегрировать р' dГ1 dГ2 • • •  по всем фазовым объемам, 
за исключением i-го. Если эту вероятность написать в виде r; dl'i, то 

1 • 
t' б функция расnределения pi для t-й части в момент удет, следова-

тельно, 

r: = f f . . . f f . . .  р' dГ1 dГ2 • • •  dГ,_ 1  dГн 1 . . .  (S,1) 
1 2 i - 1  i+1 

(заметим , что теперь уже р' не  равно nроизведению всех pi1). Энтропия 

в момент вр емени t' есть а' = � ln 1, , где под чертой мы можем Pi 
понимать умножение на р' dГ1 dГ2 • • • и интегрирование по всем дифе­
ренциалам.  

Воспользуемся теnерь неравенством l n  х <: х - 1  2), всегда имеющим 

Пр� 
место при х > О. Подставим сюда вместо х отношение;  i

p' • Это дает 

1 � 1 � P·i 1n1 - � ln-. <: 3:....,- - 1 . 
Р i Pi р 

Если мы помножим обе стороны этого не равенства на р' dГ1 dГ2 • • • и 
nроинтегр �руем по вt:ем диференциалам, то правая часть даст нуль, так 

1 >  При ч ино й это го я вл яется то , что р' н е  с оответст ву ет про и з вслh н о в ы­
бранному состоянИю, как это и мее т мес то дл я р, а соот ветству ет состояни ю, 
как это п о к ажет дскаэательство, мен ь ш ей энтропией.  Это сделается я снее 
nосл е  р а с с м от р ения ри с. 2 (р'  с оответствует точ к е  типа 2, а р - точ ке типа 3) .  

:с 

2) О ч е видно, что J ( � - 1  ) dx ..;;;;: О, так к а к, есл и  х> 1, то подинте rра., ь-
1 

Ная фу ющия вс юду отрицательна , если же О <  х < 1 ,  то х от я п одинтегра л ь­
н а я  Функция и положител ьна,  но в ерх н ий преде л м е н ь ш е  нижнеrо. Инте­г р и р у я ,  н ах о д и м  при ведеи ное нера в енство. 
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как Jn р� dГ dГ . . . = П J р� dГ .  = 1 в силу условий нормировки. Левая - �  1 2  i 2 t . 

-1 � -1 
часть дает In 1 - � ln-, , т. е . 

? i Pi 
ln 1,- - о ' -<: О. ? 

Но как мы видели в § 6, в силу теоремы Лиувилля функция распреде­
ления (плотность вероятности) р не меняется при движении по законам 

1 -г механики; поэтому величина In 1 ,  остается равной величине ln -, р р 
которая есть не что иное, как первоначальная энтропия о. Таким 
образом мы получаем 

о ' :;?> о. (8,2) 
Мы дОI<азали, таким образом, закон возрастания энтропии ( " вто­

рое н ачало термодинамики " ;  первым началом называют закон сохранения 
энергии): если состояние замкнутой системы в некоторый момент 
вре.иени задано макроскопическим образом, то наиболее вероятны.м 
следствием в н.екоторый дру-гой момент времени будет возрастание 
энтропии .  

Этот закон был открыт уже Клаузиусом. Остановимся более  подробно 
на его смысле. Уравнения механики характеризуются симметрией по  
отношению к замен е  времени t на  - t . .  Поэтому, если законы механики 
допускают некоторый процесс ,  сопровождающийся, н апример, возра­
станием энтропии ,  то они же  должliы допускать и прямо противо ­
положный процесс , когда система проходит через те же самые конфи­
гурации в обратном порядке и когда ее  энтропия убывает. Казалось бы,  

. что закон возрастания энтропии как будто уничтожает возможность 
таких обратных процессов .  На самом же деле формулировка ,  которую 
мы привели выше, нисколько н е противоречит симметрии по отношению 
к замене будущего прошедшим, так как в ней говорится только о наи­
более вероятном следствии макроскопически определенного состояния.  

Это становится еще яснее ,  е сли обратить внимание на  то, что при 
доказательстве мы и не  по,1ьзовались тем, что t' > t; таким образом 
о' :> о будет и при t' < t. Иными словами, принцип возрастания энтропии 
означает только то, что если дано некоторое м акроскопически описанное 
состояние (на самом деле соответствующее совокупности весьма многих 
детально микроскопически определенных состояний механической си­
стемы), то из  всех микроскопических состояний, удовлетворяющих дан · 
ному макроскопическому описанию,  подавляющее большинство дает 
в следующие моменты времени возрастание энтропии (или во всяком 
случае ту же самую энтропию). С другой стороны, подавляющее боль­
шинство этих же состояний непосредстренно произошло из состояний 
с большей энтропией .  

Для лучшего уяснения этой симметрии рассмотрим  паходящуюся 
в состоянии полного статистического р авновесия систему, замкнутую 
в течение такого громадного промежутка времени, чтобы эа это время 
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она могла и спытывать (правда, подавляюще редко) флуктуации, т. е.  
nереходить в состояния , в которых ее  энтропия имеет значения, отлич­
ные от максимального (которое она имеет при равновесии). При этом 
флуктуации обнаруживают симмет�ию по отношению к обоим направле­
ниям времени. Рассмотрим некоторое м акроскопически описанное состо­
я ние этой системы, соответствующее значению энтропии, отличному от 
максимального. Из общего числа тех случаев, когда система (испытывая 
флуктуацию) приходит в это заданное макроскопическое состояние, по· 
давляющее большинство прои сходит так, что именно в этом состоянии 
отклонени е  от статистического равновесия является максимальным. Дру­
гими словами, п еред тем как система пришла в это состояние, энтропия 
уменьшалась, а затем сей�ас же начинала увеличиваться, т. е .  энтропия 
возрастает в обе стороны, притом совершенно симметрично. Здесь ясна 
инвариантность по отношению к измене­
нию направления времени .  Будем, напри­
мер, откладывать на диаграмме о, t энтро­
пию системы как функцию от времени 
(рис. 2) . Сказанное выше означает,  что 
если мы наблюдаем значение о' энтропии, 
отличное от максимального значения omax• 
то подавляюще вероятно, что это со-
стояние изобразится точкой типа 1, а не 
типа 2. Другими словами, вероятность 
флуктуации, при  которой энтропия умень­
шится еще больше, подавляюще мала по 
сравнению с вероятностью флуктуации,  

0�------------- t 
Рис.  2. 

при которой наблюдаемое нами значени е  энтропии уже является мини­
мальным. Это связано именно с тем, что состояние тем менее  вероятно, 
чем больше в нем отклонение энтропии от ее равновесного значения 
(состояние 3 на рис .  2 несравненно менее вероятно, чем состояние 1). 

Если рассматривать всю Вселенную как единую замкнутую систему, 
подчиняющуюся статистике, то из статистики следует, что мир как целое 
должен находиться в состоянии статистического равновесия .  Иначе 
говоря, история Вселенной должна была бы быть инвариантной по 
отношению к замене будущего прошедшим, т .  е. наряду с каждым 
физическим процессом в ней должны были бы nроисходить и обратные .  
На деле 'же является несомненным, что наблюдаемая. нами часть Вселен­
ной не находится в статистическом равновесии, и ежедневный опыт 
убеждает нас в том, что оба н аправления времени отнюдь не  экви­
валентны, так что поведение Вселенной противоречит статистике, кото­
рая требует, чтобы Вселенная почти все время. проводила в состоянии 
равновесия, симметричном по отношению к прошедшему и будущему. 

Больцман пытался устранить это противоречие " флуктуационной" 
гипотезой. А именно, он предnоложил, что наблюдаемая нами  часть 
Вселенноя есть н е  что иное, как пекоторая грандиозная флуктуация, 
чем и объясняется тот факт, что мы nо.тrучаем вnечатление о неnод­
чинении Вселенной статистике. То обстоятельство, что нам удалось 
наблюдать такую колоссальную флуктуацию (в объеме, превосходящем 
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1 075 c..us), можно было бы объяснить тем, что как раз осуществле ­
ние  такой флуктуат.аци и и является необходимым усJiовием для суще­
ствовrния наблюдателя (условия ,  благоnр иятствующие биологическому 
развитию организмов , и пр.) . Этот аргумент, однако, ошибочен, так 
как в колосса::ьной м ере б ольш е И  в ероятностью обладала бы такая 
флуктуация, при которой существовал бы, например , лишь наблюдатель 
без приготовленных для него мириадов звезд, и во всяком случа е  для 
возможности наблюдения Вселенной было бы достаточным отклонение 
от равновесия только в объеме около l QББ с.м3 (Солнце - ближайшая 
звезда). 

Проти воречие между действительным поведением Вселенной и требо­

ваниями статистики, как и всякое противоречие между теорией и хорошо 
поставленным экспериментом, указывает на неполную применимасть 
т еории к исследуемому объекту. В данном случае это означает, что 
во Вселtнной существуют процессы, к которым неприменима та меха­
ника, следствием которой является статистика. Находиться в состоянии 
статистиче ского равнов есия обязана лишь замкнутая система , подчиняю­
щаяся стати стике. Но та ч асть Вселенной, которая подчиняется стати­
стике , сама по себе не замкнута ; Вселенная же каJ< целое замкнута, 

но н е  подчиня ется статистике. 
Если система замкнута в течени е  nромежутка времени, небольшого 

по сравнению со временем релаксации длв установления равновесия, то 
мы уже не имеем право утверждать, что энтропия системы должна 
иметь максимальное значение, и закон возрQстания энтропии переходит 
в закон монотонного изменения ее: энтропия из.меняется в течение 
этого про.межутl(а монотонно (точнее - подавляюще вероятно монотон­
ное изменение энтропии  в течение этого промежутка времени) 1). 

Из сказанного можно вывести весьма важное следствие. Если веко­
торая  система находится в течение промежутка времени, небольшого 
по сравнению со временем релаксации, в состоянии изоляции от внеш­
него мира, то, согласно сказанному выше, ее  энтропия в течение этого 
промежутка времени изменя.ется монотонно. То же относится и к другой 
изолированной (замкнутой) системе, и можно утверждать , что направле­
ние времени , в котором увеличива ется энтропия одной системы, совпа· 
дает с тем направлением, в котором увеличивается энтропия и другой 
системы . Это вытекает из того, что можно рассматривать совокупность 
обеих систем как одну систему. Если теперь применить закон монотон­
ного изменения энтропии к этой новой системе, то легко видеть, что 
на правления возрастания энтропии обеих частей не могут быть противо 
положны. В противном случае всегда можно было бы соединить две 
такие системы, чтобы сумма их энтропий не возрастала монотонно. 

Таким образом оба направления времени  не эквивалецтны.  Направле­

ние  времени ,  совпадающее с направлением увеличения энтропии любой 
макроскопической временно замкнутой системы, носит название буду­
щего, а обратное ему направление - прошедшего. Это и ·является физи-

1) Этот р езультат при веден зде сь без доказательства, так как н а м  не уда­
лос ь  ясно показать,  к а к и м  обр азом он с вяз а н  с предыдущими рассужден и я м и .  
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ческим определением nонятия будущего и nрошедшего, в то время 
как оnределение, вытекающее из понятий " еще не произошло"  и "уже 
nроизошло " , основывается на свойствах нашей психологии. Заi<он моно­
тонного изменения энтропии можно теперь высказать в виде закона 
монотонного возрастания ее со временем. 

Таким образом закон возрастания энтропии мы будем формулиро­
вать в следующем виде: энтропия. зам!(нутой системы не убывает со 
временем (увеличивается или остается постоянной). Что касRется возмож­
ного уменьшения энтропии благодаря флуктуациям, то оно настолько 
ничтожно вероятно и незначительно, что не может иметь никакого 
значения .  

Понятия будущего и прошедшего совершенно чужды классической 
механике, для которой оба наnравления времени абсолютно ничем 
неотличимы друг от друга . Они чужды и статистике, если мы приме­
няем ее  к системе, всегда замкнутой, и появпяются тольк::> потому, что 
та часть Вселенной, к которой применимы теории,  не делающие разли­
чия между прошедшим и будущим, не является всегда замкнутой 
системрй. 

Таки'М образом возможны лишь процессы, при которых энтропия 
замкнутой системы увеличивается или, в nредельном случае, остается 
постоянной. Соответственно этим двум возможностям все процессы, 
происходящие в замкнутых системах, принято делить  на  процессы 
необратимые и обратимые . Под первыми из них подразумеваются 
те nроцессы, которые сопровождаются возрастанием энтропии всей 
системы. Мы, очевидно, не можем наблюдать в природе процессов, 
которые являлись бы их nовторениями в обратном порядке , так как 
при этом энтропия должна была бы уменьшиться . Поэтому они и 
называются необратимыми. Напротив, обратимыми называются про­
цессы, при которых :нтропия замкнутой системы остается nостоянной; 
эти процессы могут, очевидно, происходить и в о братном направлении. 
Заметим, что nри обратимом nроцессе энтропия отдельных частей си­
стемы, конечно, не должна быть постоянной. 

ГЛАВА 111 
ТЕРМОДИНАМИ ЧЕСКИЕ ВЕЛИЧИНЫ 

§ 9. Температура 

Все предыдущее уже достаточно цсно nодтверждает то, что макро­
скоnические тела обнаруживают в своем поведении особого рода за­
кономерности - статистические .  Соответственно этому макроскопиче­
ские тела характеризуются целым рядом величин, появляющихся именно 
как результат статистических закономерностей и не имеющих смысла 
дла отдельных частиц (молекул) тела. Такова, например, введенная 
в § 7 энтроnия . Такие в еличины носят название тер.модинамич.е· 
creux. В дальнейшем мы выведем ряд соотношений между различными 
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термодинамическими величинами, которые имеют место независимо 
от того, к каким именно конкретным т елам эти веJiичины относятся. 
Такие соотношения носят название термодинамических соотношений. 

Заметим, что так как закон возрастания энтропии оказывается 
имеющим гораздо более широкую область применения, чем классиче­
ская статистика, основанн ая на  классической механике, то термодина­
мические соотношения, являющиеся следствием этого закона, обладают 
гораздо большей применимостью, чем конкретные результаты класси­
ческой статистики. 

Рассмотрим опять какую-нибудь замкнутую макроскопиче�кую си­
стему. Предположим, что эта система находится в состоянии статисти· 
ческого равновесия; это значит, что ее  энтропия имеет максимальное, 
возможное при данной энергии значение, являющееся функцией этой 
энергии. 

Предположим теперь, что рассматриваемая нами система  представляет 
собой два тела, находящиеся в равновесии друг с другом .  Если энер­
гии этих тел Е1 и Е9, то полная энергия всей системы равна их сумме 
Е = Е1 + Е2, так как энергией взаимодействия макроскопических тел 
можно согласно § 6 пренебречь по сравнению с их собственной энер­
гией .  Энтропия всей системы а, которая, как мы уже знаем ,  есть ве­
личина аддитивная, р авна  сумме энтропий каждого из  тел, т. е .  
а = cr1 (Е.} + а2 (Е2). Необходимое условие максимума энтропи� можно 
написать в виде 

(9, 1 ) 

причем полная энерги11 системы Е остается постоянной (так как си­
стема замкнута), т. е. dE = dE1 + dE2 = О. Отсюда dE1 = � dE2, и 
(9, 1 )  переходит в ( :i1 - :ia) dE1 = О, откуда 

da1 dаз 
dE1 = dE2 . 

Этот, вывод, очевидно, имеет место и для случая любого числа тел, 
н аходящихся в равновесии друг с другом. Чтебы убедиться в этом, 
достаточно применять его к любой п аре из этих тел. 

Таким образом, если система находится в состоянии статистического 
· равновесия, то производпая энтропии  по энергии  для всех ее частей 
одинакова, т .  е .  постоянна вдоль всей системы. Величину, обратную 
производной энтропии а тела по его энергии Е, называют его темпе­
ратурой е 

da 1 
dв = в · (9,2) 

Температуры тел, находящихся в равновесии друг с другом, следова­
тельно, одина1Совы: 

81 = 82 = . • •  
Температура является, очевидно, величиной чисто статистической , 

имеющей смысл искдючительно в приложении к м аi<роскопическим телам.  
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Предположим теперь, что мы имеем два каких-нибудь взаимодей­
ствующих тела, не находящихся в равновесии друг с другом, в то 
время как каждое из них в отдельности находится в состоянии р авно­
в есия.  Оба тела вместе предполагаются замкнутыми. Температуры 81 
и 82 обоих тел при этом неодинаковы и определяются из  соотношений 

da1 _ 1 da2 1 
dE1. - ""ё; '  dE2 = 8;" '  

Через некоторый промежуток в ремени между обоими телами уста­
навливается равновесие (причем их температуры постепенно выравни­
ваются). Их общая энтропия, равная сумме энтропий каждого из них 
(а = а1 + а2), должна при  этом увеличиваться (см. § 8), т. е .  

d d + d dE1 + dE2 
О а = al а2 = --е} - е;- > . 

Поскольку полная энергия Е1 + Е2 сохраняется, то,  как и раньше, 
dE2 = - dE1, и мы получаем 

dE1 ( �1 - �J > О . (9,3) 

Пусть температура второго тела выше температуры первого, т. е . 
1 1 

82 > 81• Тогда --;:;- - о;- >  О, и из (9,3) следует, что и 
""1 "'2 

dE1 > О. 
Другими словами ,  энергия второго тела уменьшается, а энергия пер­
вого увеличивается. Это с войство т емпературы можно сформулировать 
так: энергия переходит от тел с более высокой к телам с более 
низкой температурой. 

Температура имее·r ,  как это следует непосредственно из ее опре­
деления, размерность энергии и потому может измеряться в единицах 
энергии ,  например в эргах. На практике, однако, принято измерять 
температуру в особых условных единицах, называемых градусами. Если Е) 
означает температуру, измеренную в эргах, а Т- ту ж е  температуру, 
измеренную в градусах, то между ними существует соотношение 

8 = kT, (9,4) 
где коэфициент пропорциональности k, Т; е .  число эргов в градусе, 
носчт название постоянной Больц.мана и равен 

· k = 1 ,3 8 · 1 0-16эргfград. 
Вместо энтропии а также обычно пользуются другой в еличиной S, 

определяемой как 
S = ka {9,5) 

н тоже называемой энтропией . Тогда определение температуры (9,2) 
»апишется: в виде 

3 Зат�.  1 363 . -- Лад�!>�· 11 Л и н шнц.  

dS 1 
dв = т · (9, 6) 
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В дальнейшем мы будем пользоваться попеременно энтропией и 
ТеМПературой Cl И Е) ИJПI S И Т, СМОТрЯ ПО ТОМу, ЧТО будет удобней. 

§ 1 О. Ма1tроскопическое движение 
Замкнутая система может совершать равномерное поступательное 

или вращательное движение. Будем рассматривать ее в связанной с нею 
системе координат, т. е .  в системе координат, в которой она по iюится. 
Мы покажем теперь, что если система находится в состоянии стати­
стического равновесия, то в такой системе координат покоя:тся также 
и все части замкнутой системы. Другими словами, в состоянии ста­
тистического равновеси я в потсоящейся кате целое за.�тснутой системе 
нет .ма1Срос1Соnичес1Соzо движения, т. е. движения, кате целого, отдель­
ных частей этой систе.мы. 

Для того чтобы убедиться в этом, рассмотрим какую-нибудь часть 
замкнутой системы (подсистему) и предположи м, что она движется: 
относительно системы как целого со скоростью V. Пусть а (Е) есть 
энтропия рассматриваемой подсистемы в той системе координат, где 
она покоится ; Е есть ее энергия в этой сИстеме, т. е .  Е есть внутрен­
няя энергия подсистемы. Очевидно, что Е = Е поли - Е кии' где Еполп 

есть полная энергия данной подсистемы, а Ехин - кинетическая энергия 
е е  движения как целого. Тогда а =  а (Еполк - Еквu)• Состояние всех 
остальных частей замкнутой системы будем считать заданным. По­
скольку энергия всей замкнутой системы постоянна , а состояние всех 
частей системы, кроме рассматриваемой, считается заданным, то сохра­
няется и полная энергия Еполв данной подсистемы. 

Условия максимальности энтропии всей системы при равновесии 
с ведется теперь к условию максимальности  энтропии  данной подси­
стемы. Одно из  условий этого е сть 

да 
дР = 0, ( 1 0, 1 )  

где р есть ПО Л НЫЙ импульс даННОЙ ПОДСИ СТс МЫ . Но 
да да дЕRИU V р 
дР = дЕ11иu дJ:Г = - в = - М8 ' ( 1 0,2) 

дсr да 1 а так как -д-- = - дЕ = - е , где u есть температура системы, Екив дЕкиu s.. М а дР = V есть скорость движения данноtl подсистемы и - ее 
масса. Таким образом условие ( 1 0, 1 )  дает V = О, что и требовалось 
'доказать. 

Для того, чтобы а, как функция от Р, имел а  именно максимvм, 
д2а • 

а не минимум, необходимо, кроме ус:ювия ( 10 , 1 ), еще чтобы дР'J. < О. 

Ввиду ( 1 0 ,2) это дае т  
д2а 1 Р де 
дР'i = - ме + M€t2 дР < О, 
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но поскольку Р = О, мы получ аем отсюда 
8 > 0. ( 1 0,3)  

таким образом температура всегда положительна. 

§ 11. Адиабатический процесс 

Если тело не подвергается никаким воздействиям, кроме изменения 
внешних условий, в которых оно находится (например,  находится 
в переменнам внешнем поле), то говорят, что тело те плоизолировано . 
Теплоизолированное тело, конечно, отнюдь не является, вообще говоря, 
замкнутым, и его энергия со временем изменяется. 

Заметим, ч то поскольку теплоизолированные тела отличаются от 
замкнутых только зависимостью их функций Гамильтона от времени, 
то для них также имеет место закон возрастания энтропии, при выводе 
которого мы нигде не пользавались невависимостью Е (р, q) от времени. 

Особенно важен случай, когда внешние условия, в которых нахо­
дится тело, меняются очень медленно. Такой процесс носит название  
адиабатического. Покажем, что при аiJиабатическом процессе энтропия 
тела остается неизменной, т. е . он является обратимы�t. 

Будем характеризовать внешние условия какими�либо параметрами. 
Предположим, что мы имеем один такой параметр, который мы oбo­

dS значим буквой Л, Пронаводная энтропии по времени dt будет как-то 
dЛ dЛ зависеть от скорости dt изменения параметра /,. Так как dt мало, то мы 

dS dЛ можем разложить dt в ряд по степеням (jj• Нулевой член этого раз-
dЛ dЛ ложения, не содержащий dt , равен нулю, так как если dt= О, то дол-

dS · 
жно равняться нулю и dt '  поскодьку энтропия з амкнутой системы; на-
ходящейся в статистическом равновесии при постоянных внешних 
условиях, очевидно, не может изменяться .  Но и член nервого порядка, 

dl. б в проnорциональный dt' должен о ращаться в нуль. самом деле, этот 
dЛ член меняет свой знак nри изменении знака dt ,  между тем как, со-

. dS гласно закону возрастания энтропии,  dt всегда положительно. Отсюда 
dS следует, что разложение dt начинается с членов второго порядка , 

т. е. при малых �� · , �� = А (�;у, откуда 

dS dЛ 
dЛ = A di . 

0 dЛ тсюда следует, что когда стремится dt к нулю, обращается в нуль 
н !!§_  dl. , что и доказывает обратимость адиабатического процесса. 



36 ТЕРМОДИНАМ ИЧЕСКИЕ ВЕЛ ИЧИНЫ [гл . ш 
Подчеркнем, что адиабатический nроцесс обратим, но не всякий  

обратимый nроцесс является  ад.иабатическим. При обратимом nроцессе , 
вообще говоря, должна оставаться постоянной только энтропия всей 
замкнутой системы. При адиабатическом же процессе остается nосто­
янной энтропия каждой части  системы .  

Найдем теперь, чему равно изменение энергии тела, совершающего dE адиабатический процесс. Другими словами, определим пронаводную dt .  
По определению Е = Е (р,q,Л), где Е (р,q,Л) есть знергия как функция от 
координат и импульсов данного тела и , кроме того, еще от внешних 
параметров (мы пишем для краткости лишь один такой параметр Л 
и по одному, импульсу р и координате q). Так как операции усредне­
ния по р, q и диференцирования по времени могут, очевидно, произ­
в одиться в любом порядке, т. е .  их перестановка не  влияет на резуль­
тат, то можно написать 

dE dE (р, q, Л) 
dt = dt 

dE (p , q, Л) _ дЕ (р, q, Л) dЛ 
+ 

дЕ dр 
+

дЕ dq 
dt - дЛ dt дp dt дq dt 

( :; не зависит от р и q и может быть вынесено из-под знака среднего) . 
Согласно уравнениям Гамильтона дЕ(�/' Л) = q, дE�qq, Л) = - р, и 
потому всегда тождественно 

дЕ (р, q, Л) • + дЕ (р, q, Л) • _ О  
др р дq q - . 

dE В выражении для dt остается, следовательно, только первый член 

dE дЕ (р, q, Л) dЛ dt = --дт:- (i[ •  ( 1 1 , 1 ) 

С другой стороны, так как  процесс происходит при постоянной энтро­
пии, а энергию Е можно рассматривать как функци� от а и Л, то dE пронаводную dt можно написать также в виде 

dE ( дЕ) dЛ 
({[ = 7fA а dt '  ( 1 1 ,2) 

где буква а под скобками означает, что производпая берется при по­
стоянной энтропии . 

Сравнивая ( 1 1 , 1 ) с ( 1 1 ,2), находим 

дЕ (р, q, i,) _ ( дЕ) 
д"л - дЛ а ·  

В случае наличия нескольких внешних координат Л 1 ,  Л2 , • • •• это 
соотношение и и е е т, оче видно ,  место для любой из них, поскольку n р и  

di · одних и тех же значениях Лi возможны произвольвые значения -i/'· 
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Мы введем для 

ДАВ ЛЕН ИЕ 

производной по i-му параметру обозначение 
дЕ Ср, q, Лt , )..2• · · · ) - ( дЕ ) - - А . 

ал, - д>..i а 
- �· 

3 7  

- Ai, т. е. 

( 1 1 ,3) 

Эта формула дает возможность вычислять чисто термодинамическим 
путем целый ряд средних значений. 

§ 1 2. Давление 

Если тело находится в статистическом равновесии, то можно 
утверждать, что его энтропия при данном значении его энергии (или 
энергия при данной энтропии) зависит только от объема тела, но не 
от его формы. Действительно,  изменение формы тела можно предста­
вить как перестановку отдельных его частей, отчего энтропия и энер­
гия, будучи величинами аддитивными (т . е. · равными для тела сумме 
их значений для его частей) не  изменятся. 

Таким образом макроскопическое  состояние находящегося · в  равно­
весии  тела определяется всего двумя в еличинами, например, его энер­
гией и объемом, и все  остальные величины являются тогда функциями 
этих двух. Вместо энергии и о бъема можно. конечно, пользоваться 
любой другой парой термодинамических величин. 

При этом, конечно, предполагается, что тело не находится в сило­
вом поле ,  так что перемещение частей тела в пространстве не связано 
с изменением его энергии .  

Найдем теперь силу, с которой рассма триваемое нами тело дей­
ствует на  гранИцу его объема. Как известно из механики, с ила, дей­
ствующая на некоторую площадку, равна производной от энергии по 
координатам этой площадки, взятой с обратным знаком.  Поэтому сила ,  
дей ствующая на  некоторый элемент повер�ности стенки d�, равна 

F - - дE (p, q, r) -
дr ' 

. где Е (р, q, r) - энергия  рассматриваемого тела как функция его коор­
динат, импульсов и р�ектора r данного элемента поверхности 1 ). 

Усредняя это рав�нство,  мЫ получим на основании ( 1 1 ,3) 
f = - дE (p, q, r) = - ( дЕ_) =- ( �Е) dV  

дr дr s oV s и r  ' 

где V - объем. Так как изменение объема равно di!J dr, где di!J - эJie­
dV мент поверхности, то dr = d� и потому 

F = - (  �� )
8

d�. 

Отсюда , в частности, видно, ч то средняя сила, действующая на элемент 
поверхности d�, направлена по нормали к последнему и nропорцио-

1)  Производную по ве ктору надо nонимать как вектор, составляю щие к о т о ­
рого равны nроизводн ы м ,  соответ стве н но, no со ста вляющим вектора, по кото• 
ро му производится диферен цирование. 
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нальна е го площади (закон Паскаля). Абсолютная в еличина силы, дей­
ст вующей на единицу nоверхности с rенки, равна, следовательно, 

p = - (g�)s · ( 1 2, 1 )  

Эта в еличина носит название давления. 
Равенства  

(1 2,2) 

могут быть записаны в виде следующего уравнения в nолных диферен­
циалах, которое носит название тер.модина.мического тождества: 

dE = T dS - p d V. ( 1 2 , 3) 

Одним из важнейших свойств давления яв.!Iяется то , что давления 
находящихся в равновесии друг с другом тел равны друг другу. Это 
непосредственно следует из того, что при  равновесии си лы, с которыми 
действуют друг на друга любые два из этих тел (по  поверхности и х  
соприкосновения), должны взаимно уничтожаться, т. е .  быть равнопро­
тивоположными .  Абсолютные величины этих сил, т. е. давления, должны 
быть, с. :едовательно, одинаковыми. 

Рав ,нство давлений при равновеси и можно вывести также и и з  
услою:я максимума энтропии, аналогично тому, как мы доказали в § " 9  
равенство темnератур. Для этого рассмотри�r любые две части н ахо­
дящейся в равновесии замкнутой системы. Для того чтобы энтропия 
всей системы была максимальна, она должна быть макс1iмальной, в част­
ности, и по отношению к процессам, при которых меняются объемы 

- только двух данных частей; сумма этих двух объемов nри этом остается 
nостоянной, так как объем всей замкнутой системы постоянен. Если 
S1 и S11 - энтропии этих двух частей, то необходимым условием 
максимума  является 

дSt d V  -L дS2 d " О 
-дVl 1 ' av; v z = . 

Так как d V1 = - d V2, то ( �t� -��) d V1 = о, откуда 

dE + p  Но из (1 2,3), которое можно написать в виде dS = т -r d V, 
дS р дует, что дV = -т , и мы получаем поэто!lfу 

Pt Р� 
-т-; = r2 · 

еле-

Так как температуры Т1 и Т2 обеих частей при ра вновесии одинаковы, 
то,  следовательно, одинаковы и и х  давленяя, т . е .  
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Следует иметь в виду, что nри установлении равновесия равенство 
давлений устанавливается гораздо быстрее, чем равенство темnератур , 
так что часто встречаются случаи, когда давление  в т еле nостоянно, 
хотя температура и неnостоянна. Дело в том, что непостоянство дав­
ления связано с наличием сил, вызывающих макроскоnическое движе­
ние, выравнивающее давление гораздо быстрее, чем nроисходит вырав­
нивание темnератур, не связанное с макроскоnическим движением. 

Если тело не  находится в состоянии равновесия, с оответствующем 
данным энергии и объему, то его состояние, кроме энергии и объема,  
определяется еще и некоторыми другими  nараметрами, которые м ы  
обозначим nосредством ei. Тогда термодинамическое тождество наnи­
шется, очевидно, ,в виде 

dE = T dS - p d V + � Ei dei, ( 1 2,4) 
i 

где 8i есть некоторые функции состояния системы. 

,ir § 1 3. Работа и количество теnла 

При nроцессах, nроисходящих с телом, оно может получ ать И JI И  

отдавать� эhергию двояким nутем. Есл и т едо теnлоизолировано, то уве­
личение �о энергии ,  связанное с измененИем внешних условий, назы­
ваетс я  проriзведенной над телом работой. Та же величина с обратным 
знаком называется работой , произведенной телом. В общем случае  
нетеnлоизолированного тела, кроме работы, nроизведенной над ним ,  
тело получает (или отдает) энергию и nутем непосредственной nере­
дачи от других тел, не связанной с изменением внешних условий. Эта 
часть изменения энергии носит название полученного (или отданнто)  
телом тепла. Таким образом изменение dE энерги и . тела nри пекото­
ром процессе складывается из работы dR, nроизвеДенной над телом, 
и количества тепла dQ, полученного им: 

dE = dR + dQ. ( 1 3, 1 ) 

Весьма важным случаем работы является работа, связанная с изме­
нением объема тела (изменение объема тeJia можно, конечно, тоже 
рассматривать как изменение внешних условий, в которых  находится 
тело). Предположим, что процесс nроисходит настолько медJiенно, 
что можно считать, что в каждый момент времени тело находится 
в статистическом равно весии, соответствующем данному значению 
энергии и данному объему. 

Тогда, как мы видели,  
dE = T dS - p d V. 

Для того чтобы отделить здесь dR и dQ, nредположим, что т ело 
теплоизолировано. Тогда, как мы виде.тш в § 1 1 ,  при медленно совер­
шающемся (адиабатическом) процессе S = const, и потому dS = О .  
Таким образом работа dR, произведенная над телом, оавна 

dR = - p d V, ( 1 3 ,2) 
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и , следоватеJiьно, количество теnла, получаемого телом 

dQ = T dS. ( 1 3,3) 
Количество теnла dQ (как и работа dR) не представляет с обой 

nолного диференциаJiа от пекоторой величины (в этом смысле обозна­
чения dQ и dR не совсем т очн ы) . Только сумма dQ + dR, т .  е . изме­
нение  энергии dE, есть nолный  диференциал . Поэтому можно говорить 
об энергии Е в данном состоянии ,  но не.1ьзя говорить,  например, о ко­
личестве теnла, которым обладает в данном состоянии тело.  Другими 
словами, энергию тела нельзя делить на теnловую и механическую . 
Такое деление 1_ возможно лишь тогда, когда речь идет о б  изменении 
энергии . Изменение  энергии при nереходе т ела из  одного состояния 
в другое можно разделить на количество т епла, п олуч енное (или  отдан­
ное) телом, и р аботу, произведенную н ад ним (или nроизв еденную им 

сам и м  над другими телами) . Это разделение при этом не определяется 
однозначно начал ьным и конечным состояниями тела, а зависит от ха­
рактера самого nроцесса. Другими словами, кoлurtecrnвo тепла (и ра­
бота) является фун.кцией процесса, происходящего с тело.м, а не 
функцией его состояния. Это особенно наглядно nроявляется в том 
случае, когда с телом происходит круговой процесс , т . е. начинаю­
щийся и кончающийся в одном и том же состоянии . Действительно, 
nри этом изменение энергии равно нулю, в то время как тело можеТ' 
получить (или отдать) некоторое количе ство теплоты (или работы).: 
Математически это выражается тем, что интеграл по 3амкнутому контуру 
от полного диференциала dE равен нулю, а от dQ или dR, не являю­
щихся полными диференциалами, отли чен от нуля . 

Количество тепла, при получении которого темnература тела nовы­
ш а е тся на единицу т емnературы (например на один градус) , носит на­
звание  теплоемкости.  Очевидно, что теплоемкость тел а зав исит от того, 
в каких условиях nроисходит его нагревание. Обычно различают тепло­
емко сть Cv при постоянном объеме и теnлоемкость СР при  постояи­
ном  давлении .  Очевидно, что 

Cv = т (��)v ' 
ер =  т(��)v· 

( 1 3,4) 

( 1 3,5) 

Если тело не находится в состаянии равновесия и с ним nроисходят 
необратимые процессы,  то написа в равенство ( 1 2,4) в виде 

dS dE d V � .,., d;, Т dt = dt + Р, dt - � �:..i Тt '  ( 1 3 ,6) 

мы можем утверждать,  что изменение ei со временем, согласно закону :.. 
возрастания энтропии, 1Jдолжно быть таким,  чтобы приводить к возра-

стан и ю  S, т .  е. -- � Ei t!_d;i :> О. Поэтому, если с телом происходят  ...... t 
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необратимыс процсссы, то 
dS dE dV Т dt > dt + Р iГi 

(знак равенства имеет место для обратимых процессов ). 
Поскольку формула 

имеет м е сто и при 
сать 

dQ = dE - dR = dE - р d V 

наличии необратимых 

dQ dS 
dt <. т dt . 

§ 1 4. Максимапьная 

процессов, 

работа 

мы 

4 1  

( 1 3,7) 

( 1 3 , 8) 
• · о ж е м  напи-

( 1 3,9) 

Всякая работа может быть использована для приведения тела 
в движение (макроскопическое). Как мы видели, состояние ,  в ко­
тором тела движутся друг относ ительно друга, не является равно­
весным.  Поэтому м ы  приходим к весьма важному выводу, что 
в за.икнутой системе, находящейся в равновесии, не .может совер­
шаться работа. 

Работа есть, как уже отмечалось , функция процесса; поэтому при 
переходе из одного состояния в другое произведенная работа зависит 
от того, каким образом этот процесс происходит, и ,  в частности ,  от  того , 
какие посторонние тела и каким образом участвуют в процессе и про­
изведении работы. Поэтому можно поставить вопрос о том, какова 
.макси.Аtальная работа, которую можно получить при переходе системы 
из данного состояния в состояние  равновесия. 

Если систем а, о которой идет речь, теплоизолирована, то легко 
убедиться, что максимальная работа, которая может быть произведена 
над некоторым объектом работы при переходе системы из одного 
состояния в другое, может быть получена тогда,  когда этот переход 
совершается обратимо . 

Пусть энергия системы есть Е0, а энергия в состоянии равновесия 
E (S). Последняя является, в частности , функцией от энтропии S си­
стемы в состоянии равн о в есия.  Энтропия S, а с нею и Е, может иметь 
различные значения, смотря п о  тому, каким образом произошел переход 
в равновесие . Полная произведенная системой работа, т. е. кинетическая 
энергия, есть тогда R = E0 - E (S) .  Диференцируя R по энтропии S 

конечного сос т о ян и я, находи м �� = - Т. Поскольку Т все гда положи­

тельна, это показыв ает, что R уменьшается с увеличением S. Отсюда 
следует, что .Аtакси.мальная patJoma производится системой в толе 
случае, если ее энтропия остается постоянной, т. е. если процесс 
обрати.м . Та же ра бота , взятая с обратным знаком, есть, очевидно, 
.иини.мальная работа, которую должен произвести некоторый источ­
ник работы, для того чтобы система совершила обратный процесс . 

Определим тепер ь макси м а льную работу, которая может быть nро­
извелсна (над некоторым объектом работы) при обмене очень малым 
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количеством теnла между двумя т е л а м и  с температурами Т1 и Т2, остаю­
щимися при этом пр оцес с е постоянными .  Итак, пусть первое тело (пред­
полагается, что т1 > т2) теря ет количество энергии - dE1 = - Т1 dS1 ,  
а второе получает п р и  э т о м  количество энергии  dE2 = Т2 dS2• Для того 
чтобы могла быть совершена максимальная работа, необходимо, чтобы 
проце сс был с оверш ен обратимо, т. е .  чтобы сумма энтропий обоих тел 
осталась постоянной.  Другими словами, должно быть dS1 = - dS2• 
Работа равна тогда, согласно вышесказанному, уменьшению полной 
энергии обоих тел, т. е. 

dRmax = - dE1 - dE2 == - Т1 dS1 - T2 dS2 = - (Tt - T2) dS1• ( 1 4, 1 ) 

Отношение работы, совершенной системой, к максимальной работе, 
которая может совершиться в данных условиях, носит название tсоэфици­
ента использования. Вместо коэфициента и спользования и ногда поль­
зуются коэфициентом полезного действия, который равен отношению со­
в ершенной р аботы к количеству энергии, отданной телом. Максималь­
ный коэфициент полезного действия при переходе энергии от тела 
с большей температурой к телу с меньшей температурой равен 

Tt - т2 согласно ( 1 4, 1 )  --т- , так как более нагретое тело теряет при этом 
' l . 

количество энергии - Т1 dS1 • Легко видеть, что коэфициент полезного 
действия отличается от коэфициента и спользования как раз множите­
лем, равным этому его максимальному значению.  

Для того чтобы осуществить такой обратимый · п ереход энергии, 
необходимо, чтобы вся система находилась все  время в равновесии,  
т. е .  чтобы тела,  между котор ыми происходит непосредственный обмен 
энергией,  были при одинаковой температуре .  Этого можно добиться 
при помощи введения некот.орого тела , совершающего так называемый 
цикл Карно. Этот цикл заключается в том, что тело получает энергию 
при постоянной  т емпературе  Т1 обратимым образом от тела с темпе­
ратурой Т1 , затем адиабатически охлаждается до температуры Т2, затем 
отдает при этой температуре энергию телу с температ:rрой Т2 и ,  на­
конец, адиабатич ески возвращается в первоначальное состояние. При  
расширениях, связанных с этими процессами, введенное так�м способом 
вспомогательное тело совершает работу над посторонними объектами .  
Заметим, ч то  ecJIИ бы п ередача энергии происходила непосредственно 
от более нагретого к менее  нагретому телу (при неизменном объеме), 
то никакой работы вообще н е  было бы произведено. Процесс при 
этом был бы необратимым (энтропия обоих тел увеличилась бы на  

dE (-;; - ;J , если dE - перенесенное количество энергии). 

§ 1 5. Тепловая функдня 
Если при процессе о стаетсн постояннЫI\1 объем тела ,  то, о ч евидно, ' 

dQ = dE. Если же остается постоянным давление, то количес1 во теш1а 
dQ может быть нап исано в виде диференциала 

dQ = d (E + p V) = dW ( 1 5, 1 )  
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пекоторой величины 
( 1 5 ,2) 

которая носит название тепловой фующии тела 1) . Изменение тепловой 
функции при процессах, происходящих при постоянном давлении, рав но ,  
с.riедовательно,  количеству тепла, полученного этим телом. 

Легко найти,  чему р авен полный диференциал тепловой функции.  
Подставляя dE = Т dS - р d V в dW = dE + р d V + У  dp, находим 

d W  = Т dS + V dp. ( 1 5,3) 
Отсюда вытекает, оч евидно, чт:> 

Т= (да�)Р . V= (aa�)s · ( 15 ,4) 

Если те.'!о термически теплоизолировано от среды, т .  е .  о бмен 
теплом dQ = О (напоминаем, что это вовсе не значит, что тело зам­
кнуто), то из  ( 1 5 ,  1 ) следует, что при процессах, происходящих с тепло­
изолированным телом при постоянном давлении ,  

W = const, ( 15,5) 
т . е. сохраняется тепловая функция W. 

Теплоемкость Cv можно на основании тождества dE = Т dS - р d V 
написать в виде 

{ 1 5,6) 

Для теплоемкости СР и меем аналогично из dW = Т dS. + V dp:  

(д W) Ср = дf v ·  ( 15,7) 

Мы видим, таким образом, что при постоянном давлении тепловая 
функция обладает свойствами, аналогичными тем, которые имеет энергия 
при постоянном объеме .  

§ 1 6. Стационарный поток 

Мы рассмотрим теперь процесс, заключ ающийся в том,  что газ или 
жидкость при своем движении переходит от одних постоянных (во вре­
мени) внешних условий к другим, тоже постоянным внешним усло виям. 
Другими словами, мы имеем при этом дело со стационарным nomouo.м 
(газа или жидкости). Такая стационарность означает, в частности,  что 
давление в каждом месте пространства ,  в котором движется поток, 

' о стается в течение nроцесса неизменным. Например, если  какой-нибудь 
газ через отверстие в сосуде переходит в другой сосуд, то такой про­
цесс не будет у довлетвор11ть условиям стационарности, так как, очевидно, 
давления в обоих сосудах будут непрерывно меняться, пока оба эти 

1) Эту величину иногда называют также эю гальпией;  по немецкой терм и ·  
нолоrии - Warmeinhalt ( . теплоrодержание "), 
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давления не  сравняются. Наоборот, можно произвести процесс перехода 
газа из одного сосуда в другой стационарным образом, если этот пере­
ход совершается настолько медленно (например, если отверсти е  между 
сосудами очень мало), что давление  в каждом из сосудов можРо с чи­
тать постоянным или во всяком случае меняющимся весьма медленно. 
Другим примерам такого процесса является стационарное течение газа 
или жидкости по трубе, причем в каждом участке трубы давление 
остается неизменным. 

Кроме предположения о стационарности потока, мы будем также 
считать, что он теплоизолирован. Процесс может быть, однако, при 
этом как обратимым,  так и необратимым, так как предположение 
о теплоизолированности отнюдь не означает, вообще говоря, постоян­
ства энтропии системы, с которой совершается процесс (так как коли­
чество  тепла при необратимых процесс ах не равно Т dS). 

Итак, предположим, что некоторое количество газа (или  жидкости), 
занимавшее первоначально объем V1 и имевшее давление р1, перехо­
дит (теплоизолировано) в объем v2, nричем давление делается рав­
ным р2• Пусть полная энергия газа до перехода была Е1 поли ' а после  
перехода Е2 поли· Мы говорим здесь о полной энергии газа, та�  -как 
включаем в нее также и кинетическую энергию его макроскопического 
движ ения, т .  е. движения как целого, если оно имеет м есто. Напоми­
наем, что под энергией Е системы мы обычно подразумеваем ее энер­
гию за вычетом этой кинетической энергии .  
. Изменение  энергии Е2 поли - Е1 поли будет, о чевидно, равно работе, 
произведенной над газом, для того чтобы выт�снить его из  объема V1 
(эта р абота равна р1 V1), минус та работа, которая производится самим 
газом, для того чтобы занять объЕ:'м V2 при да влении р2 (эта работа 
равна Рз V2). Таким образом Е2 ПОЛll - El пола = pl vl - Р2 v2, или 

( 1 6 , 1 )  

Велич и ну Е � + р V мы можем назвать " полной тепловой функцией " , по •• н 
поскольку тепловая функция есть W = Е + р V, где Е -· энергия тела 
за вычетом его кинетической энергии м акроскопического движения.  
Таким образом мы приходим к результату, что при теплоизолирован­
ных стационарных ttpoцeccax 

Wполк = Еполк + р V = const, ( 1 6,2) 

т.  е. сохраняется полная тепловая фующия. Если v есть скорость 
движения тела как целого, а М - его масса, то, по определению, фор­
му.1у ( 1 6 ,2)  можно написать в вид е  

Mv2 Mv2 
W + -:г  = Е + -2- + р V = const. ( 1 6, 3 ) 

Есл и в теч е н и е  процесса тело не имело макроскопического движения, 
т .  е .  его с�орость v = О, то ( 1 6,3) nревращается в условие сохранения 
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тепловой функции 
W = E + p V = const. ( 1 6,4) 

Такой процесс носит н азвание процесса Джауля- То.J.ссона. 
Для того чтобы осуществить подобный процесс, совершающий его 

газ должен при переходе из начального в конечное положение и спытывать 
большое трение, которое  могло бы уничтожить его скорость, - напри­
м ер, проходить через перегородку с достаточно маленьким отверстием, 
находящуюся на  пути потока.  

Другим частным случаем процессов рассматриваемого типа является 
стационарный обратимый поток. В соединении с условием его тепло­
изолированности это означает, что он является в то же время адиаба­
тическим, т. е. энтропия тела остается при этом постоянной. Необхо­
димым условием для возможности осуществления такого процесса 
является, в противоположность процессам Джауля-Томсона, отсутствие 
какого бы то ни было трения между участвующими в процессе телами. 

Действительно, трение приводит к выравниванию скоростей тру­
щихся тел, т. е. ведет к приближению к состоянию равновесия, 
а nотому процессы, сопровождающиеся трением, всегда необратимы .  
В этом случае общее условие ( 1 6 ,3) можно несколько видоизменить. 
Если обозначать индексами 1 и 2 значения величин (для  пекоторой 
массы М жидкости) в каких-либо двух местах трубы, то условие ( 1 6 ,3) 
можно написать в виде 

Но поскольку энтропия остается при течении  постоянной, то dW = 
= Т dS + V dp превращается в d W  = V dp, и потому изменение тепло­
вой функции 

Р. 
W2 - W1 = f V dp, 

Р1 
где р1 и р2 - давления в двух данных участках потока (мы предпола­
гаем, что никакого внешнего поля нет) .  Если объем жидкости при 
течении можно считать постоянным (вследствие малой сжимаемости 
жидкости), то мы получаем отсюда 

или 

Таким образом при т еплоизолированном течении жидкости остается 
настоянной величина 

Mv2 -2- + р \1 = cons t. (1 6,5) 
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Деля это равенство на М и замечая, что � есть плотность р жидкости 
(так  как V есть объем м ассы М жидкости), мы получаем 

v2 р -2- + Р = const. ( 1 6,6) 

Это соотношение носит назв ание уравнения Бернулли. 

§ 1 7. Свободная энергия и термодинамический потенциал 

В § 1 4  мы рассматривали работу, производимую теплоизолирован· 
ной системой (или производимую над нею). Температура этой системы 
в процессе совершения работы, конечно, меняется. Предположим теперь, 
что система  не  теплоизолирована, а что мы поддерживаем ее при 
постоянной температуре. Для этого, о че видно, необходимо все  время 
сообщать ей (или отнимать от нее) те пло. Подставляя в формулу 
dR = dE - dQ соотношение dQ .<,  TdS, находим 

dR ?? dE - TdS. 

Поскольку процесс происходит при постоянной температуре, то 
dR ?? d (E - TS). ( 1 7 , 1 )  

Минимальная работа, которую необходимо совершить для того, 
чтобы система перешла из  одного состояния в другое, производится, 
если процесс происходит обратимо.  Тогда 

где 
dR = d (Е - !S) = dF, 

F = E - TS. 

( 1 7,2) 

( 1 7 ,3) 

Величина F носит название свободной энергии тела. Таким образом 
работа, производимая над телом при обратимом процессе при по· 
стоянной температуре, равна изменению его свободной энергии. 

Предположим, что над системой не  совершается никакой работы. 
Для этого, в частности, должен, очевидно, оставаться постоянным ее 
объем (разумеется, при  этом предполагается, что система не нахо­
дится в равнов есии; в противном случае состояние системы вполне 
определялось бы заданием Т и V и никакие процессы в ней не про­
исходили бы). Тогда ( 1 7 , 1 )  переходит в 

dF -<, 0. 

Другими словами, подобно тому как в замкнутых системах стремится 
к максимуму энтропия, в системах, имеющих постоянную температуру 
и об'Ое.м, стремится tc мини.муму свободная энергия. В состоянии 
равновесия, следовательно, F имеет наименьшее возможное при данных 
объеме и темперэтуре значение .  

Предположим теперь, что, кроме температуры , поддерживается 
постоянным давление системы. Для этого, очевидно, необходимо изме­
нять е е  объем, Работу, затрачиваемую на изменение  объе м а  для под-
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держания постоянства давления и осуществляемую обычно средой, 
в которую nогружена система, м ы  не должны, конечно, учитывать, 
если мы  интересуемся  работой, произведенной над системой каким-то  
другим источником работы.  Вычитая:, соответственно этому, из ( 17, 1) 
работу -р d V, находим 

dR :;:p. dE- TdS+p dV 
или, поскольку Т и р пос·rоянны, 

dR :;:? d  (E- TS+p V). ( 1 7,4) 

Минимальная работа, которую необходимо затратить в этом случае, 
равна 

dR = dE - TdS+p dV= d(E- TS+pV) = dФ, · (17,5) 

где величина 
( 17,6) 

носит название тер.модинамичесtсоzо потенциала системы. 
Можно поставить вопрос о том, чему равна максимальная работа, 

которую можно совершить (над некоторым "объектом работы " ) при 
переходе системы из одного состояния в другое. Эта работа в случае 
процессов при постоянных Т и V или Т и р получается, очевидно, 
просто изменением знака, соответственно, в ( 1 7  ,2) и (1 7  ,5) 

dRmax = - dF 
(дли постоянных Т и V) и 

dRmax = - dФ 
(для постоянных Т и р). 

( 1 7,7) 

(1 7, 8) 

Аналогично тому, что было сказано о свободной энергии, легко 
з аключаем,  что в систежах, имеющих постоянную температуру и 
давление, стре.Аtится 1С минимуму термодинамичесtсий потенциал. 
В состоянии равновесия, следовательно, Ф имеет наименьшее возможное 
при данных давлении и темп ературе значение.  

Найдем теперь диференциалы определенных такиьr образом величин 
F и Ф. Подставляя dE = TdS-p dV  в dF= dE- TdS-S dT, 
находим 

dF= - S dT-p d V. ( 1 7,9) 

Отсюда следуют, очевидно, р авенства 

S = - (��)v• р = - (��)т · (17 , 1 0) 

Из F = Е - TS и S = - (��)v можно выразить энергию Е через 
свободнуrо энергию в виде 

Е =  F- т(��)v = - т2 :т( � ) .  ( 17 , 1 1) 

Для dФ иыеем dФ = dE- Т dS-S dT + р d V + V dp или, подставляя 
dE = TdS-p d V: 

dФ = - SdT+ Vdp. ( 1 7 , 12) 
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Отсюда в свою очередь получаем соотношения 

S = - (��)
P

, V= (�:)т · ( 1 7, 1 3) 

Из Ф = E- TS + p V находим 

Е = Ф - т(��)Р - р (�;)т . ( 1 7, 1 4) 

Если кроме объема существую r еще и другие парам етры ei, опре ­
деляющие  состояние системы, то термодинамичес1сие тождества ( 1 7 ,9) 
и ( 1 7 , 12) nринимают более общий в ид аналогично ( 1 2,4): 

dF = - S dT- p d V+ � Si dE; , ( 1 7; 1 5) i 
dФ = - S dT+ V dp +  � 8i dEi, ( 1 7, 1 6) i 

где 8i - функции состояния системы.  
Из этих равенств вытекает, между nрочим, следующее . Если зна­

чение параметров е. немного меняется, то как F, так и Ф тоже ме­
няются. При этом изменения oF и оФ равны друг другу, если первое 
рассматривается при nостоянных объеме и температуре, а второе -­
при постоянных давлении и температуре. То же справедливо и отно­
сительно изменений оЕ и o W  энергии и тепловой функции, если первое 
рассматривать при постоянных S и V, а второе - при постоянных S и р. 
Таким образом 

( 1 7, 1 7) 

Выведем две формулы, связывающие количество тепла, получаемое 
при процессе, с соответствующей минимальной работой. Рассмотрю1 
сначала какой-нибудь процесс, при котором объем и температура тела 
остаются постоянными. Мы видели, что в этом случае количество 
тепла Qv равно изменению энергии (§ 1 5). Минимальная же работа R, 
которую нужно произвести для того, чтобы тело совершило этот про-

дF цесс, равна изменению свободной энергии. Так как Е = F - Т д Т ,  то 

Qv= R- т (��)v = - Т2 (а
д
т �)v · ( 1 7, 1 8) 

Если процесс происходит при постоянных давлении и температуре , 
то количество тепла равно �зменению тепловой функции [см. ( 1 5, 1 )] .  
В этом случае минимальная работа равна изменению термодинамиче ­

дФ ского потенциала. Поскольку W = Ф + TS = Ф - Т д Т ,  то 

Qp = R - т (��)Р = - т2( аат j)P . (1 7, 1 9) 

В заключение этого параграфа заметим следующее. При абсолютном 
нуле, т . е. при Т =  О, свободная энергия F равна эн ерги и Е. Поскольку 
в состоянии  равновесия F имеет минимум ,  то при абсолютном нуле ,  
следовательно, при равновеси и имеет минимум энергия. Энергия  Ж Е'  
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состоит и з  кинетической энергии частиц и и з  потенциальной энергии их 
взаимодействия.  Поскольку первая не может быть отрицательной, то при 
минимуме  энергии  она равна нулю, т. е .  при Т = О все атомы покоятся. 
Потенциальная энергия имеет м инимум.  

§ 1 8 . Иреобразование производных от термодинамических величин 

Величины Е, F, W и Ф Часто называют термодинамическими П О •  
тенциалами или характеристи'Jескими функциями  в широком смысле 
(по аналогии с механическим потенциалом), так как их ча стные про­
изводные дают другие термодинамические величины. При этом Е, W, F и Ф 
я вляются потенциалами относительно независимых переменных, соот­
ветственно: S, · V; S, р ;  Т, V; Т, р. Зная какую-нибудь из этих вели­
ч ин, можно определить все остальные термодинамические в еличины как 
функцию от соответствующих двух независимых переменных. 

Наиболее употребительными переменными являются на  практике 
п ары Т, V и Т, р. Поэтому очень часто приходится преобразовывать 
различные производные от термодинамических величин друг по другу 
к другим переменным как зависимым, так и независимым. 

При этом, если желательно перейти к независимым переменным V 
и Т, то ответ выражается через давление р и теплоемкость С,, - оба 
как функции от V, Т. Если же переходят к переменным р и Т, то 
ответ выражается через V и СР как функции от р и т. 

Примеры таких иреобразований при ведены в задачах к этому пара­
графу. Результаты этих задач имеют и самостоятельный практический 
интерес. 

З А д А Ч И  

1 .  Преобразовать производную (��) (независииыми переменными остаются 

V и Т). Т 
Р е ш  е н и е. С огласно ( 1 7,10) 

(дS) д (дf:\ iJ2p (;2р д (дР) (др) 
дv т = - аv дТ) v . - дvдт = - дтаv = - дт дV т = дт v ' 

2. Преобразо вать (�%)т (переменные р, Т). 

Р е ш е н и е . Согласно (17, 1 3) 

( дS ) д2Ф д2Ф (дV) 
др т = - дрдТ = -

·
д Тдр = - дТ Р • 

3. Преобразовать (��)т (переменные V, Т). 

Р е  ш е н и е .  На основании ( 12,3) и результата задачи 1 находим 

(��)т = т (gе)т - р = т (�j)v - р. 

4. Преобразов а ть (�;)т (переменные р, Т). 

З:щ. 1363. - Ландау и ЛпФппщ. 
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Р е ш е н и е. На основ ании (12,3) и результата задачи 2 находим 

(�:)т == Т (�:)т - Р (д
а�)т = - т (�i)Р - р (��)т· 

5. Пр еобразовать (��)т (пер еменные V, Т).  
Р е ш  е н и е. На основании (15,3) и задачи 1 находим 

еа�)т = Т (�t)т + V (:t)T = T (��)V + V (��)т· 
6. Преобр азоватьеа�)т (переменные р, Т). 
Р е ш  е н и е. На основании (15,3) и задачи 2 находим 

(д
а�)т = т(::)т + V = v- т (��Р· 

7. Преобразовать е�)Р (перем енные р, Т). 

Р е ш е н и е. Н а  основании (12,3) и (13,5) находим 

(��)Р = Т (��)Р-Р (��Р = Ср -P(�i)P· 
8. Преобразовать ea�)v (перемен ные V, Т). 
Р е ш е н и е.  На основании ( 15,3) находим 

(д
а�)v = Т (�;)v + v(��)v = Cv + V (?r)v· 

9. П реобразов ать (да�) т (переменные V, Т). 
Р е ш е н и е. 

(дС,") д2S авр (д2р ) av т = т д Vд т = - T'дVдfii = т д Р  v · 

10. Преобразовать (д;;\ (переменные р, Т). 
Р е ш е н и е. 

( де ) дzs д3Ф (a2v) 'i;- т = т др дт = - т др д Т2 = - т  д JJ 'Р. 

{гл. 111 

1 1 . Определить Cp - Cv (переменны е  V, Т). 
Р е ш е н и е. Пользуяс ь свойств а м и  якобианов, прив едеиными в сн�ке н а  

стр. 18  и 19; находим 
д (S, р) (дS) (др) (дS) (др) 

( дS) д (S, p) _ д ( Т, V) _ д't v дV т - дii т (f'f v 
Ср -=  Т дТ 11 = Т  д ( Т, р) - Т д (Т, р) - Т 

(др) 
= 

д ( Т, V) дV т 
. (дS) (др) дV т дТ v  = Cv - T (др ) д V 'Р 
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Пользуясь решение м  задачи 1 ,  получаем отсюда (др)9 

дТ v C11 - Cv = - Т( др ) • 
дV т 

12. Оnределить C11 - Cv (переменные р, Т). 
Р е ш  е н и е. Аналогично задаче 1 1  н аходи м 

д (S, V) (дS) (д V) (дS) (дV) 
(дS) д (S, V) д ( Т, Р) дТ р 7fjj т - дjj т дf р 

С" = Т д Т  V = Т д ( Т, V) = Т д ( Т, V) = Т (д V) 
= 

д (Т, р) др т 

(�)т(�)Р = С11 - Т 
(

дV) др т 
или, пол ьзуясь резу.'rыатом задачи 2, 

(�н; C:11 - Cv = - Т(д� • 
др/т 

13 .  Доказать, что 

(дР \ - � (др ) дV/8 - Cv дV т' 
Р е ш е н и е. Опять, пользуясь свойствам и  якобианов, п ишем 

д (р, S) (дS) 
( др) _ д (р, S) _ д (р, Т) д (р, Т) _ дТ 11 ( др) _ С11 ( др ) aV s - д(V, S) - д (V, S) • д ( V, Т) - (дS) д V т - Cv д V т '  

д (V, Т) д Т v 
1 4. Преобразовать (:�)8 к независимым переменным V, Т. 
Р е ш  е н и е . 

д (Т, S) ( дS) 
( д Т) _ д ( Т, S) _ д(V, Т) _ д V  т 

д V 8 - д ( V, S) - д ( V, S) - - ( дS) ' 
д ( V, Т) д Т  у 

Польэуясь результат о м  зада чи 1 ,  находи м 

4* 

( ат) r (др) д V  8 = - Cv дТ v' 
15. Преобразовать (��)8 к пере менным р, Т. 
Р е ш  е н и  е. 

д ( Т, S) ( дS) 
( д Т) = д (Т, S) _ д (р, Т) _ _  др т . 

др 8  д (р, S) - д (р, S) - (дS) д (р, Т) д Т  11 
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(дТ) Т (д V) Пользуясь ре зульта том задачи 2 и (12 ,8), находим 

др 
8 = Ср дТ 11• 

1 6. Преобра зовать (�;)w к перем енным р, Т. 

Р е ш  е н и  е. 

(дТ) д (Т, W) 
др w = д (р, W) 

д (Т, W) (д W) 
д (р, Т) 7fii т 
д (р, w> = - (д w) • 
д (р, Т) дТ р 

Пользуя с ь  резул ьтатом задачи 6, находим 

(дТ) =
Т (!fr)P - V 

др w Ср 
1 1. П р еобразовать (:�)Е к переменным V, Т. 

Р е  ш е и  и е. 
д ( Т, Е) (дЕ ) (д Т ) _ д (Т, Е) _ д (Т, V) = - д V т 

д V  Е - д ( V, Е) - д ( V, Е) (дЕ ) 
д (Т, V) д Т v 

Пользуясь результатом задачИЗ, находим 

(дТ ) _ Р - т (�)v 
дV Е - Cv 

• 

§ 1 9. Вращающиеси тела 

Если какое-нибудь тело н аходится во внешнем поле, которое изме­
няется со временем,  то это тело, вообще говоря, не  может находиться 
в статистическом равновесии .  

Движущееся как целое тело может всегда быть описано в такой 
системе координат, где оно покоится .  Однако переход от неподвижной 
системы координат к системе координат, движущейся вместе с данным 
телом, как известно из механики, равносилен появлению некоторого 
внешнего поля, действующего на тело. При этом, если движение тела 
неравномерно, то, вообще говоря, это эквивалентное движению поле 
будет тоже переменным. Поэтому статистику нельзя применять (за 
и сключением нескольких случаев, о которых будет ceйthtc сказано) 
к любым движениям системы как цеJюго. 

Исключение с,оставляют случаи равномерного и равномерно уско­
ренного поступательного движения, а также равномерное вращение . 
Действительно, рапирмерное движение, согласно принцилу Галилея, 
вообще н икак н е  отражается на динамических свойствах системы; 
равномерно ускоренное же движение, как известно из механики, экви­
валентно постоянному однородному внешнему полю, направленному 
противоположно ускоренчю с напряженностью, равной этому ускорению. 
К снетеме же, находящейся в постоянном поле, вполне может быть 
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применена статистика. Что касается равномерного вращения, то, как 
известно , оно тоже отражается на с войствах системы только как не­
которое допо.7Jнительное постоянное центробежное и кориолисова 
внешнее поле . 

Рассмотрим некоторое тело, равномерно вращающееся вокруг не­
подвижной оси с угловой скоростью 2. Если, кроме  неподвижной си­
стемы координат,  ввести систему координат, связанную с вращающимся 
телом, то скорость V какой-нибудь частицы тела  в первой из этих 
систем выражается ч ерез ее же  скорость v во второй системе посред­
ством соотношения V = v + [2r] , где r - радиус-вектор данной ч астицы 
во вращающейся системе координат. Кинетическая энергия этой частицы 

mV2 mv2 + т  [Qr)2 равна  -2- :а 2 + mv [2r] -2- • Поэтому функция Лагранжа для 
всего вращающегося тела есть 

L = � � тv2 + � mv [2r] + ;  � m [2r]2 - и, 

где � означает суммирование по всем частицам тела, а и- потен­
ци альная энергия тела (индексы у т, v и r мы для краткости опускаем) .  
Импульс данной частицы 

дL 
р = дv = mv + m [2r] , ( 1 9, 1 ) 

а энергия тела Е' (v, r) во вращающейся системе координат: 

E' (v, r) = � pv - L = � � mv2 - �  � m [2rJ2 + и. (1 9,2) 

< Подетавляя в ( 1 9 ,2) скорости v, выраженные через импульсы р 
!!Сiгласно ( 19 , 1 ), мы находим, пользу11сь известной формулой векторной 
алгебры, 

E' (r,p) = � � � + И - 2 � [rp] = � � � + и- им, ( 1 9,3) 

где М = � [rp] есть полный момент импульса тела. Импульс каждой 
частицы в неподвижной системе координат есть mV; из ( 1 9, 1 ) видно, 
что он  равен импульсу р в системе координат, связанной с т елом. По­
этому энерги11 в неподвижной системе координат есть Е (р, r) = 

= ; � � + и, и ( 1 9,3) дает 

Е'(р, r) = E (p, r) - 2M (p, r) .  ( 1 9,4) 
Отсюда находим, что 

дЕ'��· r) = - М  (р, r) . 

Усредняя это равенство по координатам и 
[принимая во внимание ( 1 1 ,3)] 

импу.1ьсам частиц, находим  

(дЕ' ) дQ s = - М, 

де Е' = Е'(р, r), М =  М (р, r) и S - �нтроп ия  тела.  

( 1 9,5) 



54  РАСП РЕДЕЛЕНИЕ ГИ ББСА [гл .  IV 

Таким образом для вращающихся тел термодинамиче ское тождество 
имеет вид 

dE' = T dS - M d2. 

Усреднение  равенства ( 1 9,4) дает 
Е' = Е - М2. 

Диференцируs,� это и nодставляя ( 1 9,6), находим
. 

dE = T dS + O dM. 

( 1 9,6) 

( 1 9,7)  
Для свободной энергии F = Е - TS можно написать на  основании (1 9,6) 

dF = - SdT- 2 dM. ( 1 9,8) 

Заметим в связи со сказанным еще следующее. Если какое-нибудь 
тело свободно враЩается вокруг пекоторой оси ,  которая не является 
его осью инерции, то, как известно из м еханики, ось вращения будет 
перемещаться. Поэтому и эквивалентное этому вращению п о л е  будет 
переменным, и, следовательно, такое состояние не может быть равно­
весным. Поэтому такое движение  будет неустойчивым и будет стре­
миться перейти во вращение вокруг одной из главных осей инерции. 
При этом легко видеть, чте устойчивым будет вращение вокруг той из 
осей инерции, для которой момент инерции наибольший. В самом деле, 

М дF nодставляя 2 = J (J- момент инерции) в соотношение дМ = 2, 
nолучаем 

(1 9,9) 

где F0 - свободная энергия невращающегося тела. Так как свободная 
энергия стремится к минимуму, а М ввиду закона сохранения момента 
постоянно, то отсюда следует вышеуказанное утверждение. 

ГЛАВА IV 
РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ГИББСА 

§ 20. Распределение Гиббса 

Мы перейдем теперь к нахождению функции статистического распре­
деления для любой макроскопической системы, находящейся в состоянии 
равновесия и являющейся сравнительно малой частью пекоторой боJIЬ· 
шой замкнутой системы. 

В § 6 было показано, что для замкнутой системы функция распре­
деления такова, что она постоянна в точках фазового пространства, 
соответствующих данным значениям адд и т и в н ы х  интегралов движения 
системы (т. е .  энергии, имnульса и момен га импульса; последними дву м я  
мы не будем интере с о в аться),  и равна нулю во всех остальных точках. 
Другими словами, вероятность н ахождения замкнутой системы в не� 
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котором элементе объема ее фазового пространства, удовлетворяющем 
указанному только что условию, пропорциональна этому объему. 

Если мы выделим из замкнутой системы малую часть (или, как мы 
говорим, подсистему), то элемент объема dГ 0 фазового пространства 
всей системы можно разбить на произведение элемента объема dГ 
фазового пространства этой подсистемы (содержащего произведение  
диференциалов е е  импульсов и координат) и элемента объема dГ' фа­
зового пространства всей остальной ч асти замкнутой системы. Таким 
образом элемент фазового объема всей замкнутой системы будет 
dГ0 = dГ dГ'. 

Мы хотим найти теперь вероятность такого состояния всей системы, 
nри котором данная подсистема находится в элементе фазового объема 
dГ (т. е. в некотором .мu�tpoc�tonuчec�to.м состоянии, определяемом зна­
чениями всех координат и импульсов). Микроскопическим же состоянием 
остальной части мы при этом н е  инте ресуемся, т . е .  она может нахо­
диться где угодно в той области дГ' ее фазового пространства, которая 
соответствует макроскопическому состоянию этой части (в смь�сле, 
выясненном в § 7) . Вероятность dw такого состояния всей системы со­
гласно только что сказанному пропорциональна дГ' dГ: 

dw ..._. дГ;' dГ. (20, 1)  

Если энергию всей замкнутой системы обозначить через Е'0, а энер­
гию .., подсистемы как функцию от ее импульсов и координат - че­
рез Е (р, q), то энергия остальной части системы будет Е0 - Е (р, q) , 
так как энергией взаимодействия между данной подсистемой и осталь­
ными можно пренебречь. Согласно определению энтропии (7,6) дГ' 
можно написать в виде дГ' = ео', где а' - энтропия остальной части 
системы, Подставляя это в (20, 1 ), находим 

dw ..._. е�· IEo - E (p,  q)J dГ. (20,2) 

Эта формула пряложима во  всех случаях, - в частности, и тогда, 
когда данная подсистема может иметь энергию, сравнимую по вели­
чине с энергией всей с'Истемы Е0• Однако н аиболее частым и наиболее 
интересным является тот случай, когда энергия подсистемы Е (р, q) 
значительно меньше, чем Е0• В этом случае можно разложить 
а' [Е0 - Е (р, q)] в ряд по степеням Е (р, q) и при этом ограничиться 
только первыми двумя членами. Другими словами, мы можем подставить 
в (20,2) 

а' [Е0 - Е  (р, q)] = а'(Е0) - Е (р, q) d�lJ а'(Е0) . 
d 1 Но dEo а ' (Е0) есть не  что иное, как � , где е - температура си·  

стемы (температуr а  всей системы, т .  е.  всех е е  частей, одинакова, так 
кан: система предполагается находящейся в равновесии). Мы получаем 
тогда из (20,2) 

Е (р, q) 
dw = Ае- -6- dГ, 
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где А - постоянная, не зависящая от р и q. Вводя функцию распреде­
ления (плотность вероятности) р (р, q) так, что dw = р dГ, мы 
лолучаем 

Е (р ,  q)  
р = Ае- -е- (20,3) 

Это - одна из основных формул статистики ; она дает статистическое 
распределение, т .  е. вероятности различных состояний (под состояниями 
здесь , конечно, понимаются не макро- , а микроскопические, т. е . опре­
деляемые заданием в сех координат и импульсов) для любой макросколи­
ческой системы, являющейся относительно малой частью некотороfi 
большой замкнутой системы или которая может быть таковой. Это 
распределение  было открыто Гиббсом в 1 90 1  г . и носит на звание 

распределения Гиббса, или "аноничес"оzо распределения. 
Произведение р dГ есть вероятность того, что им nульсы и коорди­

наты данной системы будут иметь определенные значения. Вероят­
ность же того, что энергия системы будет иметь данное значени е  

dГ dГ (вернее, лежать между Е и Е +  dE), равна w (Е) dE = р 
d

E dE; р 
d

E'  

т .  е. " плотность вероятн JСти " для энергии,  имеет острый максимум, 

равной своему среднему значению. 
В § 6 было выяснено, что логарифм функции распределения должен 

быть аддитивным интегралом движения. Легко в идеть, что распреде­
ление Гиббса (20,3) удовлетворяет этому условию. 

Входящая в (20,3) постоянная А определяется из условия норми­
ровки 

Е (р, q) f p dГ = A f e- -0 - dГ = l ,  (20,4) 

где интеграл распространен по всем возможным значениям координат 
и импульсов. Отсюда мы получаем 

1 
А = ---;Е�(,-::р-, q::;:)- (20,5) 

J е--0

-
dГ 

С nомощью формулы (20,3) можно вычислить среднее значение 
любой физической величины М (р, q), являющейся функцией ко�динат 
и импульсов данноJI системы . А именно среднее -значение М вели­
чины М (р, q) равно 

Е (р, q) 
М = f АМ (р, q) e- -8 - dГ, 

или, если подставить (20,5) 
Е (р,  q) 

JH = 
J М (р, q) е- -0 - dJ' 

Е (р, q) J е- -6- dГ 

( 20,6) 

(20,7) 
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В частности, средняя энергия (которую м ы  уеловились обозначать 
просто через Е) 

E (p, q) f Е (р, q) е- -6- dГ 
Е = E ( p, q) • 

J е- -0- dГ 

В предыдущем предполагалось, что те системы, к которым приме· 
нимо распределение Гиббса, будучи малыми частями некоторых боль· 
ших замкнутых систем (или которые могли бы быть таковыми), сами 
по себе являются- всегда макроскопическими системами .  Это давало 
возможность считать их квазизамкнутыми, т .  е. пренебреч ь  энергией 
взаимодействия с остальными частями. Однако возможны и другие 
случаи, когда эти части не макроскопические  и , тем не менее, могут 
считаться: квазизамкнутыми,  т. е. к ним могут быть применены все 
предыдущие результаты этого параграфа. 

Дей ствительно, это, очевидно, имеет, по определению, место для 
идеальных zазов, под которыми подразумеваются тела, состоящие и з  
отдельных частиц (молекул), взаимодействием между которыми можно 
пр,енебречь. Этому условию будет удовлетворять газ, состоящий из 
молекул, взаимодействие которых друг с другом достаточно быстро 
уменьшается с расстояни ем (т. е. практически всякий газ), если только 
объем, занимаемый газом, настолько велик, что в каждый момент вре­
мени  число пар молекул, находящихся вблизи друг от друга, весьма 
м а,1о по сравнению с общим числом молекул, т .  е .  есл и  газ достаточно 
разрежен. Несмотря на  то, что каждая из этих частиц обладает срав­
нительно небольшим числом степеней свободы, т . е . отнюдь не пред· 
ставляет собой макроскопической системы, все же к ним можно прим е­
нить (20,3), т. е . писать распределение  Гиббса для отдельной частицы 
(можно, конечно, писать распределение и для всего газа в целом, счи­
тая его одной макроскопической системой, которая может являться 
малой частью векоторой замкнутой системы). Если обозначить энер­
гию молекулы газа через е, то это распределение для молекулы будет 
иметь вид 

(20, 8) 

и р d-. есть вероятность нахождения этой частицы в эдементе объема d-. 
ее фазового пространства (d-; есть произведение диференциалов им­
ну.'lьсов и координат, относящихся к данной частице) . 

В каждый момент времени  :молекулы газа распределены в фазовом 
пространстве так, что в каждом элементе объема последнего находится 
некоторое число частиц, причем здесь не имеет значения, каких именно. 
Эти числа будут, вообще говоря, меняться со временем. Однако, если 
газ находится в состоянии  статистического равновесия , то в течение 
всякого достаточно большого промежутка времени (практически всегда) 
ч и сло молекул, находящихся в данном элементе фазового объема 
(т . е ,  обладающих импу.'lьсами и координатами в данных интервалах), 
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будет практически постоянным, а именно равным своему среднему зна· 
чению, если только этот элемент содержит достаточно много частиц. 

Среднее ч и сло молекул в элементе фазового объема d-c мы  будем 
писать как dN = n d-c; n есть средняя " плотность" распределения моле­
кул в фазовом пространстве. Легко сообразить, что это число равно 
произведению вероятности нахождения одной иа молекул в данном 
элементе фазового объема d-c на полное число N молекул в газе, т. е. 

dN = n d-c = Np d-c, (20,9) 

или n = Np [р определяется из (20,8)] . Подставляя выражание для р, 
мы получим 

(20, 1 0) 

где С есть постоянная, опредеJiяемая иа условия, что полное число 
частиц в газе равно N, ·т. е .  

J n d-c = N. (20, 1 1 ) 

Формула (20, 10) носит название распределения Больц.мана и была 
впервые найдена им в 1 877 г .  Еще р аз подчеркиваем, что оно отно­
сится к отдельным молекулам идеального газа, 

Среднее _значение какой-нибудь величины М (р, q),  относящейся 
к одной молекуле газа (например ,  ее _  энергии ,  скорости и т. д.), опре­
деляется, очевидно, так: 

- l f  М =  N М (р, q) n (p, q) d-c. (20, 1 2) 

В заключение этого параграфа отметим еще один весьма существен• 
ный факт.  Под энергией Е (р, q) или 1" в (20,3) и (20, 10) подразу­
мевается полная энергия тела (или молекулы), т.  е. в том числе и 
внутренняя энергия атома. Потенциальная энергия взаимодействия элек-

а тронов с ядром атома имеет вид - r .  где r есть расстояние между 
ядром и электроном. Поэтому при подстановке выражения - д.'IЯ энергии 

а 
в (20 ,3) или (20, 1 0) мы получим там множитель e r8 ,  который обра­
щается в бесконечность при r = О, а вместе с ним обращается в бес­
конечность и плотность вероятности р. Другими словами, электроны 
должны были бы упасть на ядро, чего, однако, в действительности 
не происходит. Отсюда, как, впрочем, и из  многочисленных других 
фактов, следует, что классическая механика к внутриатомным явленияъ1 
неприменима. 

Поэтому классическая статистика должна рассматривать атомы 
просто как материальные точки, совершенно отвлекаясь от их вну­
треннего строения, о котором она н� может ничего сказать. 

З А д А Ч А  

Вывести распределение Гиббса и з условия максимальности энтропии для зам кнутой системы, находя ще йся в стаТ!Iстическом равновесии.  
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Р е ш е н и е. В состоянии статисти ческого равновесия энтропия замкнутой 
системы максимальна, п ричем полная энергия имеет заданное значение. 
Состояние полного равновесия, как и всякое макроскопическое состояние, 
характеризуется определенными средними значениями энергии каждой из 
частей системы (подсистемы) . Позтому условие максимальности энтропии для 
замкнутой системы можно заменить условием максимально сти энтропии каждой 
из· п одсистем при условии, что их средние энергии имеют заданные значения. 
Пусть р (р, q) есть функция распределения для пекоторой подсистемы. Тогда 
ее энтропия [см. (7,9)] есть 

(а) 

Эта велич ина должна иметь м аксимум при дополнительном усповии нормировки 

I р dГ =  1 (Ь) 
и условии, что средняя энергия подсистемы задана 

I рЕ
(р, 

q
) 

dГ =
Е

. 

(с) 

Следуя методу Лагранжа, м ножим вариации интегралов (Ь) и (с) на некоторые 
постоянные 1 + а  и �. складываем с вариацией от (ц) и приравниваем нулю: 

J (1n � + а + �
Е

(р, q)J ор dГ.= О. 

Дпя того чтобы это соотношение удовлетворялось тождественно, надо чтобы 1 ln Р + а + �
Е 

(р, q) = О, откур.а получаем распредепение для данной подсистемы 
в состоянии равновесия в виде 

Р = е" + �Е (р, q), 

1 что, очевидно, тождественно с (20,3), если положить е" = А, � = - 8. 

§ 21.  Распредепение Максвеппа 

Входящаst в распределение Гиббса энергия системы, являющаяся 
функцией от ее координат и импульсов, может быть представлена (для 
систем, подчиняющихся законам классической механики, какие мы только 
и будем рассматривать) как сумма двух частей , называющихся кинети­
ч еской и nотенциальной энергиstми. Из них первая есть квадратичнаst 
функция от имnульсов системы 1), а втораst - функция от ее координат, 
вид которой зависит от за1сона  взаимодействия частиц внутр и  системы 
и внешнего noлst, в котором данная система находитсst. Если эти части, 
т. е .  кинетическую и nотенциальную энергии, обозначить соответственно 
К(р) и U (q), то Е (р, q) = K (p) + V (q) и экспоненциальный множи-

в 
тt=шь в распределении Гиббса разобьетсst на  два множителя: е- е = и к 
= е- 0 е- (1, из которых один зависит только от координат, а дру­
гой - только от импульсов. Элемент фазового nространства dГ также 
может быть nредставлен в виде произведения двух множителей:  

1 )  Предпопагается, что мы пользуемся декартовыми координатами. 
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dГ= dГq dГ11, из которых один содержит только диференциалы координат 
(dГq = dq1 dq2 • • •  dq11) , а другой - только диференциалы импульсов 
(dГ11 = dp1 dp2 • • • dp11) .  Таким образом вероятность фазового объема dГ, 
рзвная dw (р, q) = р (р, q) dГ, может быть написана в виде 

U (q) К(р) 
dw (p, q) = Ае

- -в dГq e--8-dГJJ, 
т. е . разбивается на произведение двух множителей, из которых один 
зависит только от координат, а другой - только от импульсов. Согласно 
теореме умножения вероятностей это означает, что вероятности им­
пульсов (или скоростей) и координат независимы друг от друга в том 
смысле, что определенные значен ия импульсов никак не влияют на 
вероятность тех или иных значений координат, и обратно . Таким 
образом вероятность различных значений импульсов пропорциональна К (р) 
е- -г  dГР, т. е . 

К (р) 
dwP (р) = ае

- -"8 dГ.Р, 
и вероятность для координат 

U (q) 
dwq (q) = be--0-dГq. 

к и 

(2 1 , 1)  

(2 1 ,2) 

Выражения Рр(Р) = ае- �  и pq (q) , Ье- 0  могут, следовательно, интер­
претироваться как плотности в ероятностей для импульсов и координат. 

Так как сумма вероятностей всех возможных значений импульсов 
(и то же самое для координат) должна быть равна единице, то каждая 
из вероятностей dw11 и dwq должнtt. быть нормирована, т. е. их инте­
гралы по всем возможным для данной системы значениям импульсов 
или координат должны быть равны единице. Из этих условий можно 
определить постоянные а и Ь в (2 1 , 1 )  и (2 1 ,2). 

Займемся сначала изучением распределения вероятностей для CI<o· 
ростей, еще раз подчеркнув при этом весьма существенный факт, что 
вид этого распределения нисколько не зависит от рода взаимодействия  
частиц внутри системы или рода внешнего поля и потому распреде­
ление может быть выражено в виде, пригодном для любых систем . 

Кинетическая энергия всей системы равна сумме кинетических энер­
гий каждого из входящих в нее а томов, и вероятность опять разби­
вается на произведение множителей, из которых каждый зависит от 
с коростей только одного  из атомов. Сог:щсно теореме умножения 
в ероятностей , это опять-таки означает, что вероятности импульсов 
(или скоростей) различных ато.Аtав не зависят друz от друга, т. е.  
скорость одного из  них никак н е  влияет на вероятность скоростей 
всех других. Поэтому можно писать распределение вероятностей д:IЯ 
скорости каждого атома отдельно. 

Для атома с массой т кинетическая энергия равна 

К= 2�n (Р� + Р; + р;) = '; (v; + v� + v;), 
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Где Va:, vte V21 (Рх• Ру• р3) суть декартовы составляющие его скорости 
(импульса), и распределение вероятностей им еет вид 

Р� +Р�+Р� 
dw = се- �8-- dpx dPy dp2 = cm3 e-

(так как Рх = mvx и т. д.). Постоянная с определяется из условия, что 
сумма вероятностей всех значений Ра:• Ру, Pz должна  быть равной еди­
нице (условие нормировки) . Так как Ра:• Ру• Ра могут пробегать все 
значения от - оо до + оо, то мы получаем для с условие  

+со +со +со р2 +Р2+Р2 

С f J J е-
а: 2m� z dpa: dpy dPa' = 

-оо - со  - оо  

( +J
co р! )!! 8 

= с е- зтё dp = c (2 m7t8)2 = 1 1). 
- со  

3 
, Отсюда с = (27tmEI)- -2·, и мы получаем окончательно распределение 
вероятностей для скоростей в виде 

3 2 2 2 - m (va: +vy +v21) 
dw = ( 2:8 ) 2 е -

20 dva: d'Vy dv21• (2 1 ,3) 

Это есть так называемое распределение Матtсвелла 2) . С его помощью 
можно вычислять средние значения всяких функций от скорости, 
вероятности различных областе й значений скорости и т.  д. (см. задачи 
в конце параграфа). Заметим кстати, что это выражение опять рас-

nадается на nроизведение трех независимых множителей ( dw11a: = 
' 2 2 2 

V-- mva: у--- mvy Пе 
mvz т - --d d т - -- d d т -- d = 21t8 е 2� va:, w11Y = 

21tflJ е 28 'Vy, w11tl: 21tflJ 
е 28 v2 

dwf)z) , т .  е. вероятности каждой из составляющих скорости т акже не  
зависят друг от  друга. 

Если система состоит из молекул (например , многоатомный газ), 
то, кроме распределения Максвелла для отдельных атомов,  то же рас­
пределение Максвелла  (2 1 ,3) имеет место для поступательного движе­
ния молекул, т. е .  для движения их  центров  инерции. Действительно, 

+ оо  
1) Согл а сно известной формуле J e - ax"dx = у: . И з  условия нормп-

-rо 
ровкн м ожно еще раз убедиться в том,  что тем пература е не может быть отри­
цательна.  Действительно, только в этом случае интеграл сходитс я. 

2J Открыто им в 1 860 r., задолго до открыти я р а с пр еделения Гиббса. 
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из механики известно, что кинетическую энергию молекулы можно 
MV2 написать в виде суммы энергии  поступательного движения -2- (где 

М-полная масса, в данном случае-nолная масса молекулы, а V-ско­
рость центра инерции) и энергии относительного движения  атомов 
в молекуле. Поэтому вероятность для скоростей молекулы можно опять 
разбить на произведени е  вероятности для поступательной скорости и 
вероятности относительных скоростей атомов внутри молекулы.  При 
этом первая будет иметь вид (2 1 ,3), где под т надо будет понимать 
полную массу молекулы, а под va:, v11, 'СJ11 - компоненты скорости 
центра инерции. 

Выражение (2 1,3) написано в декартовых координатах в "простран­
стве скоростей " .  Легко от декартовых координат перейти к сферnче­
ским. Тогда, очевидно, получится 

3 
2 tnv• 

dw = ( 2:e ) е- 2ё" vll sin & d& d'f dV, {2 1 ,4) 

где v - абсолютная величина скорости, а � и (jl - полярные углы, 
определяющие направление скорости. Интегрируя по углам, находим 
отсюда распределение вероятностей для абсолютной величины скорости : 

3 
2 '/111)1 

dw-v = 47t ( 2�8 ) е- 28" v2 dv. (2 1 ,5) 

Иногда удобно пользоваться цилиндрическими координатами в " про-
странстве скоростей_" . Тогда . 

� tn (v2 + v2) 
2 s · r 

dw = ( 2�е ) е - 28 'Vr dvr dv11 d'f, {2 1 ,6) 

где V11 - компонента скорости по оси z, vr - компонента скорости, 
перпендикулярная оси z, и (jl - угол, определяющий направление  этой 
последней . . 

Если исследуемая система представляет собой идеальный газ ,  состоя­
щий из N единаковых молекул, то вместо распределения вероятностей 
для скорости можно написать число молекул газа, имеющих скорости 
в данном интервале (например, между 1.1111, v11, 'l!s и va� + d·vж, v11 + dv11, 
V;; + dv11). Если газ многоатомный, то под скоростью мы будем под­
разумевать скорость центра инерции молекулы, а под координатами ­
координаты центра инерции молекулы. 

Предположим, что газ не находится во внешнем поле. Тогда (20,9) 
и {20, 1 0) дают число молекул, обладающих имnульсами и координатами 
в данных диференциальных интервалах, в виде 

2 + 2 f- 2 Ра� Ру - Pz 
dN = ce- з т е  dpa� dp11'dp2 dx dy dz. 

Если газ многоато мный, то в d'C входят диференциалы всех импульсов 
и коорди нат, а не только относящихся к центрам инерции. Однако по 
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всем остальным можно проинтегрировать, так как мы интересуемся 
расnределением только по имnульсам и координатам центров инерции .  

Входящая в эту формулу постоянная с определяется совершенно 
аналогично тому, как мы находили постоянную в (2 1 ,3). При этом 
нужно иметь в виду, что интегрировать по dx dy dz надо, очевидно, 
по всему объему V, занимаемому г азом, причем интегрирование дает 
просто этот объем, так как в подинтегральную функцию х, у, z н е  
входят. М ы  получим тогда, заменяя 8 на kT: 

!. т (v2 + "'2 + v2) 
N ( т ) з  - а: у ��� 

dN = v 21tk T  е 2kT dva: dv11 dv111 dx dy dz. (21 ,7) 

Это -число молекул, находящихся в элементе объема dx dy dz и имею­
щих скорости (скорости центра инерции) в интервале dva:, dv11 , dve . 

Различные применении этих формул приведены в задачах к этому 
параграфу. 

З А д А Ч И  
1 .  Найти среднее значение квадрата декартовой к о м n оненты скорости. 
Р е ш е н и е. Согвасно оnредеJi е нию с редн их зн ачений и nользуя с ь  (2 1 ,3), 

находи м 1) 
+оо +оо +JO 8 m (v2 + v2 + v2) 

v; = J f J v� ( 2�r)2 ;- а: 2kl z dva: dvy dvz =  �· 
- оо  -оо -оо 

2. Найти среднее значение n-11: стеn ени абсол ютной величины скорости. 
Р е ш е н и е. Пользуясь (21 ,5), находим 

v1J = 47t (_!!!_)� J
oo 

е
- :� vn + 2  dv = 2 _ (-'!!_)- -F Г ( n + 3 ) . 21tk T  f 1t • 2k T 2 о 

00 
1) Встречающиеся в ЭТОЙ и в других задачах интегралы вида r е-ах•хп dx 

о 
вычисляются следующим образом. Подставовка ах2 = у дает 

00 00 tt - 1  f - ах• n d _ _  I _  
J 

-у :Г d = _1_ r (;'l + l ) е х х - n + t  е у � n + t  2 • 
о 2а :Г о 2а_2_ 

в 2 > о  Joo - аа:• 2r d (2r - 1)! ! . г-'lt-
частности,  е с л и  n = r и r , т о  е х х =  21. + 1  V a21. t 1 , гд е 

о 
00 -

(2r - 1)! 1 = 1 · 3 · 5  . . . (2r - 1 ). Если r = O, то J e-ax" dx = �y ; . Если же 
о 

00 · J а • 9r+ 1  rt n = 2r + 1 , то е- ж х- dx = 2а,.�1 • То т же и нтеграл в nр едел ах от - оо 
о 

до + оо р ав ен в nоследнем случ а е  нулю, а в nервых д вух - удвоенному инQ 

т е гралу о т  О до оо, 
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В частности, если п - четное число (n = 2r), то  v2r = (�Y(2r+ 1 }!! Если же 

-- 2 '2 k T  2r+1 
n = 2r + 1 ,  то v21·+ 1 = y;t (-;;;) 2 (r + 1) ! 

3. Найти флуктуацию скорости. 
Р е  ш е н и е. Имеем -- - -2 (v - v)2 = (Av)2 = v2 - v . 

Пользуясь результатом задачи 2 для n = 1 и n = 2, находим 

- k T ( 8 )  
(Av)2 = - 3 - - . 

т 1С 

4. Найти среднюю энергию, средний квадрат энергии и флуктуацию эиер· 
гни молекулы одноатомного идеального газа. 

mv2 
Р е ш  е и и е. Для одноатомного г аза s = 2 ; nоэтому (пользуясь резуль-

татами задачи 2) 

- т - 3 k T  
e - - v2 - __ - 4 - 2 • 

5. Найти расnределение молекул одноатомного газа п о  энергии (т. е. число 
молекул, обладающих энергией между s и s + ds). 

Р е ш е н и е. 

§ 22. Столкновения со стенкой 

Молекулы газа, заключенного в векотором сосуде, сталкиваются, 
вообще говоря, со стенками этого сосуда. Можно поставить вопрос 
о том, ч ему равно число ударов  молекул газа об единицу поверхности 
стенки за единицу времени. Это число легко найти для идеального 
газа с помощью результатов, полученных в предыдущем параграфе. 

Выберем какой-нибудь элемент поверхности стенки сосуда и введем 
с истему координат с осью z, направленной перпендикулярно к этому 
элементу поверхности (который, очевидно, можно теперь написать 
в виде dx dy). Из молекул газа в единицу времени долетят до стенки 
сосуда, т .  е. столкнутся с ней ,  только те, координаты z которых не 
больше, чем компонента их скорости по этой оси (которая, конечно, 
должна к тому же быть направлена к стенке, а не в противоположную 
сторону). Для многоатомных газов под координатами подразумеваются , 
очевидно, координаты центра инерции молекулы. Таким образом из 
в сех молекуJI с данной компонентой скорости '"'z по оси z ,  находя­
щихся в выделенном нами объеме, долетят до стенки в единицу вре­
мени только те, координата z которых меньше или равна vz. 

� Число dn сто,жновений молекул с единицей поверхности стенки 
�- в единицу времени, при которых компоненты скорости лежат между .  
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vx , Vy , Vz и Vx + dvx ,  v11 + dvy , Vz + dvz , получится,  следовательно, 
если проинтегрировать C.t 1 ,7) по координате z от нуля до Vz , а по 
dx dy - по единице поверхности . Мы получим тогда 

3 2 2 2 '2 m (vx + vy + vz) 
d - N (�) - 2k'l' d d d n - V 2т:kТ е Vz Vx Vy Vz. (22 , 1 )  

Из  (22, 1 )  легко наilти полное чис.1о n ударов молекул идеального 
газа об единицу поверхно сти стенки сосуда в единицу времени . Для 
этого проинтегрируем (22, 1 )  по всем скоростям Vz от О до оо и по  . vx и Vy от  - оо до + оо (по  Vz не  надо интегрировать от - оо до О, 
так как при этом молекула летит в сторону, противоположную стенке, 
и ,  следовательно, не столкнется с ней); Тогда мы находим 

n = � V 2��- (22,2) 

Формулу (22, 1 )  можно написать в сферических координатах в " про· 
странстве скоростей " ,  вводя вместо vx, vy, Vz абсолютную_ величину 
с корости v и полярные углы � и !fi, определяющие ее направление . 
Если выбрать полярную ось по оси  z, то Vz = v cos {} и 

3 ? тvз 
d N ( т ) � - 2kT 3 . (\. (\ d(\. d .d n = V 2rtkT е v sш 11 cos u 11 !f1 v. 

З А Д А Ч И 

(22,3) 

1. Найти число ударо в молекул газа об единицу поверхности в един ицу 
времени,  при которых угол между наnравлением скор о сти молекулы и нор· 
малью к поверхности стенки лежит между & я. & + d&. · 

Р е  w е н и е. 
1 

N (2kT)2 . 
dn3 = V mrt 

stn & cos & d&. 

2. Найти число ударов мо,1екул газа об единицу поверхности с тенк и  
в единицу времени, п р и  которых абсол ютная величина скорости лежит между 
v и v + dv. 

Р е  w е н и е. 
.!!. m v• N ( т ) 2  - 2kT з dnv = V 1t 2rtkT е v dv. 

3. Найти полную энергию Еуд молекул одноатомного газа, ударяющихся 
об единицу поверхности стенки в единицу времени. 

Р е  w е н и е.  
Е _ N  .. /2k3 ТS  

Y:J. - V У nl 1t  • 
4. Найти полный импульс  Руз. молекул газа, у дар яющихс я об един ицу по· 

в ерхиости сте н ки в еди ницу времени. 
Р е ш е н и е. 

;, : :" 1: .  1363. - Jiaн,-"a y и ;;Jпфnпщ. 
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§ 23. Столкновения молекул rаза друr с другом 

Найдем теперь число столкновений в единицу времени молекул 
идеального газа не со стенкой сосуда , а друг с другом . Для этого , 
однако, необходимо найти предварительно распределение молекул по 
их  скоростям (скорость есть везде скорость центр а инерции) относи ­
телыю друг друга. При этом мы  выбираем какую-нибудь из молекул 
газа и рассматриваем движение всех остальных молекул относительно 
этой ,  т .  е .  для каждой молекулы мы рассматриваем не ее абсолютную 
скорость v (относительно, например , стенок сосуда, в котором нахо­
дится газ), а е е  скорость v' относительно некоторой другой молекулы . 
Другими словами, вместо того что б ы  иметь дело с отдельными моле­
кулами, мы каждый раз рассматриваем относительное движение пары 
молекул, причем не интересуемся движением их общего центра 
инерции . 

Из механики известно, что энергия относительного движения двух 
!J- V'2 материальных частиц (с массами т1 и т2) равна -2- ,  где iJ- = 

= mxm2 - их " приведеиная масса " ,  а v' - относительная скорость. mx + m2 
Поэтому распределение молекул идеального газа по относитель ­
ным скоростям и 1\ООрдинатам центра инерции имеет такой же 
вид, каJС и распределение по абсолютным скоростям (2 1 , 5) , но только 
вместо т стоит приведеиная масса IL· Так как все молекулы одина-

т ковы, то fJ- = 2 , и мы получаем для числа молекул в единице объема 
со скоростью относительно данной молекулы, лежащей между v' и 

v' + dv', выражение 

dN= � . ; (1t�т)� е- Т:kv; v'2dv'. (23, 1 ) 

Столкновения молекул друг с другом могут сопровожд:,�ться, вообще 
говоря ,  различными процессами :  например, отклонением их (рассея­
нием) на определенный угол, распадом на атомы и т. д. Процессы 

происходящие пр и столкновениях, принято характеризовать их " эффек­
тивными сечениями " .  А именно, эффективным сечением для векоторого 
процесса, происходящего при столкновении данной частицы с другими , 
называется отношение вероятности такого столкновения в единицу вре­
мени к плотности потока частиц (плотностью потока называется коли­
чество соответствующих частиц в единице объема , помноженное на  их 
скорость) . Поэтому число столкновений  (в единицу времени) данной 
частицы с другими, сопр о в о ждающихся некоторым процессом с эффек­

ти вным поперечником а ,  рав но 

( 23,2) 
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З А Д А Ч А  

Найти число столкновений одной молекулы с остальными в единицу вре­
мени.  При этом мол екулы считаются твердыми шар ами с радиусом r. 

Р е ш е 11 и е. Эффективное сечение для стол кновений молекул друг 
с другом будет :rеперь а = "  ('2r)2 = 41tr2 (так так столкновение происходит 
всякий раз, когда молекулы проходят на расстоянии друг от дру г а ,  меньшем 

2r). Подставл я я это в (23, 2), находим 

, 16 2 � r 1t k T  N 
n = r v  т v · 

§ 24. Вращение молекул 

Аналогично тому как мы получили распределение Максве.пла для 
поступательного движения молеn:ул , мы можем рассмотреть и вращение 
молекул.  Если , как это почти всегда и бывает, колебания атомов 
внутри молекул неаначительны, то вращение молекул можно рас­
сматривать как вращение твердого тела . 

Кинетичесi<ая энерги я вращения молекулы с главными моментами 
ин ерции 11, 12, 18 есть 

Jl Q� + J2 Q� + Js Q: 
евр = 2 

где .9 1 , 92, 93 - проекции угловой скорости вращения н а  главные оси 
и нерции; 91 , 92, 98 играют роль скоростей .  Компоненты момента вра­
щения таковы: 

Mt = 1191 , M2 = 12fJ2, Ms = 1sf:ds . 
М1 , М2, М3 играют роль обобщенных импульсов, соответствующих 
скоростям 91 , 92, Q8• 

Поскольку энергия в распределении Гиббса должна быть выражена 
как функция от координат и импульсов, напишем е8Р в виде 

Mi + M� + м; 
евр = 2J1 2J2 2Jз • 

Так как энергия вращения вход ·  r в полную кинетическую энергию 
молекулы в качестве слагаемого, то вероятность для М1, М2, М8 не 
аависит от вероятности для остальных импульсов, и потому можно на­
писать отдельно 

1 ( мi м� м� ) 
dw = Ае- 2k'Г -.т: +  -:т;- +  --:т.- dM1 dM2 dM8• 

Условие нормировки определяет А так: 

так что 

3 1 
А = (2;.kT) - 2  (111213)

- 2 

з t 1 (м� м� м� ) 
dw = (2;.kT)

-
2 (111218} 2 е - 2k 'Г Т. +  -;т; + Т. dM1 dM11 dM3• (24, 1 ) 

.')''· 
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(24,2) 

Если молекула имеет форму nрямой, то имеет смысл говорить 
только о вращении вокруг двух осей, n ерnендикулярных этой nрямой. 
Обозначая момент инерции относительно оси через J, легко выводим 

где 

1 - � J - Jfll 
dw = 2,..k TJ e 2JkT dM1dM2 = '21tk T e  ЗkТ d€21 dQ2, (24,3) 

М2 = Мз + М2 Q2 = gз + g2 . 1 2 '  1 2 
З А д А Ч И  

1. Найти среднее значени е квадрата абсолютной в е л и ч и н ы  угловой ско­
рости вращ�ния молекулы. 

Р е ш  е н н е. Q!= k T (_!_ +_!_+  1_\ . 2 J1 J2 JS) 
2. Найти среднее значение квадрата абсолютной в еличины момента вра­

щения молекулы. 
Р е ш е  в н е. 

§ 25. Вращающиеся тепа 
Для того '!тобы получить распределение Гиббса для вращающегося 

тела, мы должны рассматривать его во вращающейся системе координат , 
в которой оно nокоится. Как было показано в § 1 9, энергия Е' тела 
в такой системе координат равна 

или  

где 

Е' _ � m v2 + U _ � т (Q rj2 
- � 2 � 2 

Е' - Е  ( ) - � m [Q r)2 - о v, r � 2 ' 

не зависит от Q.  
Расnределение Гиббса для вращающегося тела имеет поэтому вид 

в. -� т [Q r]• 
р dГ = Ае- kT dx1 dy1 dz1 • • •  dp1a: dp111 dPta · · • 

Из соотношения p = mv + m [Q r] [см. ( 1 9, 1 )] видно, что dp11tJ = 
= т dv1!1J • • •  , так как при нахождею;и диференциалов импульсов коор­
динаты должны считаться пост9янными.  Поэтому 

в.- � �  
р dГ = Ве

- kT dx1 dy1 dz1 • • • tiv1ж dv111 dv1z . . .  ( 25, 1 ) 
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Распределение Гиббса по координатам и скоростям для вращающегося 
тела отличается от соответствующего  распределения: для невращаю­
щегося тела только дополнительной потенциальной энергией, зави­
сящей только от координат и равной 

-{· � т  [Q r]2. 

Таким образом дл11 статистических свойств тела вращение оказывается 
эквивалентным пекоторому внешнему полю, соответствующему дентро-
бежным силам. КориолисовЫ силы оказываются не влияющими на эти 
свойства 1). 

§ 26 • .  Идеальный газ во внешнем поле 

Выведенная в § 21 формула (2 1 ,7) относилась к идеальному газу, 
не находящемуся во внешнем поле. В случае наличия  последнего 

• 
в о бщей формуле распределения Больцмана n = Се- 8  (20, 1 0) вместо 
в надо писать сумму кинетической энергии  вк, потенциальной энергии 
вв взаимодействия атомов внутри молекулы и, н аконец, потенциальной 
энергии и молекулы во внешнем поле: в = вк + вв + и. При этом в к 
зависит, конечно, только от импульсов, а в в - от относительных ко­
ординат атомов внутри молекулы. Что же касается и, то она может, 
вообще говоря, зависеть от координат всех атомов  молекулы. 

Однако в большом числе случаев можно считать, что и зависит 
только от координат центра инерции молекулы, которые мы обозначим 
ч ерез х, у, z (таково, например, гр авитационное поле). Энергия же вв , 
очевидно, как раз от этих координат не зависит. 

Количество молекул в фазовом объеме d� будет тогда 
•к + •в + и  

dN= Ce
- kT d�. 

Для того чтобы найти распределение молекул только по �оординатам 
центра инерции ,  надо проинтегрировать по всем диференциалам, вхо­
дящим в d't (т. е . по всем импульсам и координатам), за исключением 
dx dy dz. Поскольку от x, y, z зависит только u (x, y, z), то мы при 
ЭТОМ ПОЛуЧИМ и (:С, у, z) 

dN:.ys = n0 e
- --;;т- dxdy dz, (26, 1 )  

где буквой n0 обозначена постоянная , возникшая благодаря интегриро· 
ванию, вместе с первоначальной постоянной е. Формула (26, 1 )  опре­
деляет, следовательно, количество молекул в элементе пространствен­
иого объема dx dy dz газа , находящегося в равновесии во внешнем 
поле. При этом 

n = n0 e 
и (:с, у, z) kT (26,2) 

1) Замети м, что этот результат н� я вляет с я  термодинамическим соотноше· 
ЮiОМ и не имеет места в квантовой статистике.  
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есть, очевидно, nлотность газа в nространстве,  а n0 - nлотность в точ­
ках,  где и (х, у. z) = О. Формула (26 , 1 )  или (26,2) носит н азвание фор­
мулы Больцмана. 

Предположим,  что внешнее nоле таково, что в бесконечности 
и (х, у, z) обращается в нуль или имеет некоторое конечное зн ачение. 
Из (26, 1 )  видно, что в обоих этих случаях плотность молекул в бес-

конечности имеет некоторое конечнQе значение (а именно n0e-:';) . 
Однако конечное количество  газа не  может быть распределено по 
бесконечному объему с неисчезающей нигде пнотностью. Отсюда видно , 
что в таком поле газ не может находиться в равновесии и будет не­
прерывно рассеива ться в пространстве. Другими словами, внешнее 
поле не может собрать газа в конечном объеме. Это относится, 
в ч астности , к земной атмосфере, так как гравитационное поле земли 
на б есконечности равно нулю. Поэтому атмосфера не может находиться 
в статистическом равновесии и непрерывно рассеивается в пространство 
(это  рассеяние настолько ничтожно, что им можно праl(тически со­
вершенно пренебречь). 

З л д л ч и  

1.  Газ находится в однородном nоле тяжести, в бесконечном кону се с вер­
шиной на поверхности земли, уг.тюм 2� при вершине и осью, направлен но й 
вертикально. Найти пл отность n0 газа у вершины конуса (пол ное число частиn N и темп ература Т газа заданы). 

Р е ш  е н и е. Потенциальная  энергия молекулы в поле тяжести есть + mgz 
(ось а вертикальна). Число молекул в объеме dx dy dz есть 

tnga 

dN = Поf! - kT dx dy dz. 

Переходя к uилиндри чески м координата м и интегрируя по объему всего к о ­
нуса, имеем 

откуд а 

2г. оо .ztgc< t!IQfll 
N= J J J n0 e - kT r dr dz drp, 

о о о 

N (mg)s 
по = 2т. tg2 � k T · 

2. Найти плотность газа в цил индр� с радиусом R и длиной l, вращаю­
щемси вокруг своей оси с угловой скоростью Q (всего в цилиндре N молекул). 

Р е ш е н ие. В § 25 было nоказано, что вращение системы к а к  целого т Q2 r2 
эквивалентно в нешнему пол ю с потенциал ьной энергией - -2- (r - рас-

стояни е  до оси вращения). Поэтому плотность газа есть 

Нормировка дает 

t/1 g• r" 
n =  Ае 2kT • 

m !2• r> Nm l21 2kT f1 = ----,(,-,-,m'""!2;;;-•.W--) е 
• �тtk Тl е 2kT- - 1  
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ГЛ А В А  V 
ВЫЧИСЛЕНИЕ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН 

§ 27. Общи е формулы 

Все выведенные в главе III соотношения относились к любым мак­
роскопическим системам, независимо от их конкретных свойств. В этой 
главе мы определим различные термодинамические величины, фигу­
рировавшие в этих соотношениях, для некоторых конкретных физиче­
ских тел. 

Предварительно, однако, необходимо выяснить связь между вхо­
дящей в распределение Гиббса (20,3) постоянной А и термодинами­
ческими величинами.  Для этого подставим {20,3) в определение энтро­

-1 пии а = ln - • Мы получим при этом р 
a = - ln A +  Е (� q) .  

Обозначая среднюю энергию Е (р, q), как мы это всегда делали, просто 
через Е, перепишем это в виде 

Е - 8а ln A = е ; 
F сравнивая это с F = Е - 8а, находим, что ln А = е , где F -свобод-

ная энергия системы, для которой пишется распределение Гиббса. 
Поэтому распределение Гиббса можно написать в виде 

_F-ECp, q) 
р = е е (27 , 1 ) 

Это и есть вид, в котором оно наиболее часто употребляется. 
Условие нормировки напишется теперь в виде 

F- E(p . q) J е е dГ = 1 . (27, 2) 
F 

Пескольку е е не зависит  от координат и импульсов системы, этот мно­
житель можно вынести за знак интеграла и переписать (27, 1 )  в виде 

F Е(р, q) е- в =  Je- liP" dГ. (27,3) 

Отсюда легко определи1ъ свободную энергию F. Логарифмируя, находим 
E (p. q) 

F = - k T ln J е- ---вт- dГ. (2 7, 4) 

В таком виде эта формула может быть применена  для вычисления сво­
бодной энергии любой системы. Заметим, что стоящий под логарифмом 
интеграл называют обычно статистичес!Си.М июпеграло.м системы (по 
немецкой термщюлогии - Zustandsintegral). 
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В тех случаях, когда тело, , к которому применяется (27 ,4), состоит 
из одинаковых молекул, необходимо сделать Oдi:JO весьма существенное 
замечание относительно интегрирования в (27 ,4) [как и в (27,2) и (27,3)] .  

Легко видеть, что если переставить ,  например, какие-нибудь две 
(иrJИ  больше) молекулы тела, то после перестановки в фазовом про­
странстве телу будет соответствовать другая точка, которая получится 
из первоначальной, если заменить значения координат и импульсов 
одной молекулы значениями координат и импульсов другой, и наоборот. 
Однако, так как все молекулы тела одинаковы, то оба эти состояния 
тела будут физически неотличимы друг от друга . Другими  словами, 
одному и тому же физическому состоянию тела соответствует несколько 
различных точек в фазовом пространстве. С другой стороны,  совершенно 
необходимо под интегрированием в (27,2) подразумевать интегрирование 
только по всем физически различным состояниям т ела. Только при этом 
условии  имеет место мультипликативность р-. Поэтому, если интегриро­
вание распространено по всему фазовому пространству (т. е. по всем 
фазоноразличным состояниям), то результат надо разделить на  число 
фазовых точек, соответствующих одному и тому же физическому со­
стоянию .  Это число равно, очевидно, ч испу возможных перестановак 
всех N молекул тела друг с другом,  т .  е. N! 

Разобьем dГ, т. е .  произведение диференциалов всех импульсов и 
координат тела, на  произведение d-;1 d-;2 • • •  d'N• где d-.i есть произве­
дение диференциалов импульсов и всех координат одной молекулы, 
т. е. элемент фазового объема для одной молекулы. 

· Для тел, со стоящих из одинаковых молекул, надо, следовательно, 
написать (27,2) в виде 'F- E(p , q) d'tl d't2 • • •  d'tN Je- е 

N! = 1 . 
Соответственно {27,4) напишется теперь в виде 

1 I -
Е(�..яl_ F = - k T ln N! е kT d-;1 • •  , d-;N. 

(27,5) 

(27,6) 

Если бы тело состояло из частиц различных родов, при.чем число 
ч астиц i-го рода было бы Ni, то эта формула приняла бы в ид 

(27, 7) 

§ 28. Идеальныi rаз 

Мы применим теперь (27,6) к идеальному газу, т .  е.  к системе, 
состоящей из молекул, взаимодействием между которыми можно пре­
небречь. По этой причине энергию идеального газа можно написать 
как сумму энергий вi каждой из N м олекул , т. е. в виде 

N 
Е (р, q) = � ei, (28, 1 )  

i = l  

где � ,  � сть функция о т  координат и имлупьсов i·й. молекулы •. 
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Если nодставить (28, 1 ) в (27, 6), то стоящий там статистический 
интеграл распадается на  произведение статистических интегралов для 
каждой из молекул: 

E (p, q) •t  "N J е- -е- d-:t • . .  dtN = J е- е dtl . . . J е- 8 d-.N. 

Но поскольку все  молекулы одинаковы, то, очевидно , все эти 
интегралы равны друг другу, так как отличаются только обозначениями 
переменных в подинтегральных выражениях (каждый из интегралов 
распространен по всему фазовому пространству молекулы). Поэтому 
можно опустить индекс i у в.;, и d-..;, и написать 

_ Е (р, q) - ....!. N J е 8 d"'t . . . d"CN = (J е 8 d"C) ' 

где в и d't суть энергия и элемент фазового объема  одной из моле­
кул, безразлично какой именно. Теперь (27,6) напишется в в иде 

• 
е е dт. • • (f -

- \ N  F = - k Т ln 
N ! ) = - NkТ ln f е- е d't + kT ln NI _  

Поскольку N есть о чень большое число (число молекул ь г азе), то 
для определения ln  N! можно воспользоваться формулой Стирлинга 1 ). 
Соединяя оба члена в один, мы получаем тогда окончательно 

• 
F = - NkТ ln � f e- liт d't. (28,2) 

Эта формула определяет свободную энергию идеального газа , 
состоящего и:,J  одинаковых молекул. 

В том случае когда никаКОi'О внешнего пол11 нет, энерги11 молекул 
идеального газа, очевидно, не зависит от координат r.го центра инер­
ции, т . е. ero расположения как целого. Поэтому интегрирование 
в (28,2) по этим координатам можно произнести, причем, поскольку 
интегрирование должно быть распространено по всем возможным зна­
чениям этих координат, т .  е. по всему занимаемому газом объему, мы 
получим просто этот объем V. Обозначая посредст вом dt' произведе­
ние диференциалов всех импульсов и всех координат за исключением 
трех координат центра инерции ,  мы получим  из  (28 ,2) 

eV J  - -• 
F = - NkT ln z;r е kT d-;' .  (28,�) 

1) Для . большого числа N можно 

= \п  1 + ln 2 + . . . + l п N интегралом 

п р и ближе н н о  зам ен и т ь сумму ln N! = N J In x dx = N (ln N- l). Фopмyлa In N! = 
о 

N = N ln - ,  справедливая дJIЯ больших чисеп N, называется формупой Стир­
е 

ливrа.  
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Оставшилея здесь интеграл нельзя взять без конкретных предпо­
ложений о свойствах молекулы,  в частности, о зависимости ее энергии  
от координат и импульсов . Существенно, однако, что он предста­
вляет собой функцию только от температуры. Если обозначить 

• 
- kT In J е- kт d-;' как некоторую функцию f(T) от температуры, то 

{28, 3) можно написать в виде 
e V  F = - NkT I n  N + Nf (Т). (28,4) 

Несмотря на наличие  в этой формуле неиавестной функции от темпе­
ратуры, из нее можно все же получить некоторые важные резул!>таты 
о свойствах идеального газа, не находящегося во внешнем поле . 

дF Nk T  
Так, давление газа равно р = - д V  = -v или 

p V = NkT. (28,5) 

Это соотношение шИроко известно как "уравнение состоянаt�" идеаль­
ного газа или уравнение Клапейрона. Его обычно пишут в виде 

где 
p V = RT, (28,6) 

R = Nk; (28, 7) 

R носи.т название газовой постоянной. Для грамм-молекулы газа 
(N= 6,06 · 1 023 - число Авогадро) эта постоянная равна 

R = 8,3 1 3  · 1 07 эргfград, 

если измерять р,  V и Т, соответственно, в барах, кубических санти·  
метрах и градусах. 

Зная F, можно найти также и другие термодинамические величины. 
В частности , термодинамический  потенцИал Ф равен 

Ф = F + p V = - NkТin е; + Nf ( T) + p V. 

Заменяя V через р и Т согласно (28,5) (Ф должно быть выражено 
как функция от р и Т) и вводя новую функцию от температуры 
z (T) =f(T) - k T in k T, получаем 

Ф = NkТ in p + Nz (T). (28,8) 

Энтропия определяется как 
дF e V  , S = - n = Nk ln z:r - Nf (1) 

или как функция от р и Т 

S = - �� = - Nk ln p - Nf.' (Т). 

Наконец, энергия  равна 

Е =  F + TS = Nf(T) - NTf' (Т), 

(28,9) 

(28, 1 0) 

(28, 1 1 )  
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т . е. является фун,кцией только от температуры и не зависит, 
в частности , от объема газа. Тепловая функция 

W = Е +  р V = Nf(T) - NT/' ( Т) +  р V = 

= Nf (Т) - NT/' (Т) + Nk T, (28 , 1 2) 

т. е . также не зависит от объема. 
То же можно сказать и о теплоемкостях Cv и СР, которые , оче· 

видно,  ЯВJiяются также функциями только от температуры. Кроме 
того, пользуясь  (28, 1 1 ) и (28, 1 2), находим 

С11 - Cv = ( ��)11 - ( �:)V = Nk. (28 , 1 3) 

З л д л ч и  

1 .  Найти работу, производимую над идеальным газом , и количество тепла, 
получаемое и м  при изотермическом изменении объема от V1 до V2 (или 
давления от Pt до Р2). 

Р е ш е н и е. Работа R равна изменению свободной энерг и и  и, согласно 
(28,4) : 

Количество тепла 

R = P2 - F1 = NkТln VV:1 = NkT ln.h..
. 

2 Pt 

1 v?. Q = T (S2-St) = NkT n v; · 
Последнее следует, в п р о чем, и н е п о с редств енно из того, что R + Q равно изме­
нению энерги и, которое  равно нулю для идеалького газа при изотермическом 
процесс е .  . 2 .  Найти теплоем кость бесконечного вертикального столба одноатомного 
идеального газа, находя щегося в поле тяжести (полное •шсло частиц N, п ло­
щадь сечения столба А). 

Р е ш  е н и е .  Подставляя в (28,2) для энергии молекулы газа е =  �: + mgz, 
rде z есть высота над поверхностью зем ли, имеем для свободной энергии 
столба газа 

Энергия газа 

а т е п л о е м кос т ь 

F = _ NkТiп eAkT �1tmkT)
"1
• . mg 

дР 5 
E = F- Т д Т  = ?: NkT, 

5 C= ?:Nk. 

3. Найти центр ин ер ции бесконечного столба газа (такого же, как  
в з адаче 2). . дЕ ( , ) Р е ш е н и е. Cor ласно ( 11 ,3) ��q, л. ( ��) = ( ��) , где }. - внеш-я , т  пий nараметр, каким может являться в с я к а я  величина, характеризующая внеш­
ние для данвой системы усло вия. В частности, в к а ч е с т в е  т аков ого  мо жно 
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в данном случае взять ускор ение силы тяжести g, т. е. дЕ� q) = �: . Но та 

часть энергии газа, которая за висит от g, т. е. потенциальная энергия в пол е 
дF тяжести, есть mgNZ, где Z есть высот а центра инерции газа. Поэтому дg = 

дЕ (р, q) = mNZ; п ользуясь резул ьтатом задачи 2, находим 
дg 

Z = -1- дF = k T  
mN д g  mg ·  

4. Два од инаковых ид е альных г а з а  с один аковыми температурами Т и 
числом частиц, N но с разны м и  давлениями р1 и р2 (и объемами V1 и V2) 
находятся в сосудах. Затем сосуды со единяются . Найти изменение э нтро пии . 

Р е ш  е н и е. До соеди Nения  сосудов энтро п и я  обоих газов,  ра вная сумме 
их энтропий, была [согласно (28, 10)) S0 = - Nk lп p1p2 - 2Nx' ( 1). По сле соеди­
нения сосудов т е м пература остается той же (как непосредств енно следует из 
того , что энергия обоих газов сохраняется). Давлени е же определя t:тся из 

1 vt + v2 1 ( 1 1 ) 
соотношения р = 2Nk T  == 2 

Pt 
+ р2 • Энтропия теперь равна 

1 ( 1 1 )  
S = 2Nk 

Jп 2 Pt + Pz - 2Nx' ( Т). 
Таким образом изменени е энтропии 

t.S = Nk 1 n (Pt + Р2)2 . 
4PIP:! 

5. Найти свободную энергию идеального газа,  н аходящегося в цилиндри• 
ческом сосуде с радиу со м R и длиной h, вращающемся вокруг своей оси 
с угловой с коростью Q, 

Р е ш е н и е. Как б ы ло показано в § 25, нал ичие вращения обнаруж ивается 

в поя влении .центробежной энергии " m�2r2 
• По общей формуле (28, 2) ;  на­

ходим 

где F0 - с вободна я энергия не.вращающегося 
Момент вращения газа: 

газа. 

М - - дF' _ _  2Nk T + _N._m_R�2Q= 
- дQ - Q m!J•R• ' 

1 _ е- 2kT 
Энерги я в системе координат, связанной с враща ю щимся телом : 

дF' NmQ2R2 , Е' =  F' - Т 
д 

Т = Е0 - шы•R• т Nk T, 

2 ( 1 - е- 2kT ) 
и эне ргия в п о к о я щ е й с я  с и с т е �1е координат [см. (19, 4)] :  

Е = Е' -f-- M!2 = Ео + 

(Е0 - эн еггия невращаюшеrося газа) . 

., o2R2 , . т.. 
- Nk T nь2•Jll 
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§ 29. Идеальный газ, не находящийся в равновесии 

Все предыдущее относилось к идеальному газу, находящемуся 
в состоянии статистического равновесия и потому описываемому 
распределением Гиббса . Можно поставить вопрос о том, чему равна 
энтропия газа, находящегося в пекотором макроскопическом состоянии, 
которое не  является состоянием равновесия. Это можно сделать, е сли 
определить, чему равен статистический вес такого состояния; тогда 
согласно формуле а = ln llГ (7, 6) его логарифм и будет энтропией 
газа в этом состоянии.  

Всякое состояние идеального газа можно характеризовать следую­
щим образом. Разобьем фазовое пространство отдельной молекулы 
газа (все молекулы предполагаются одинаковыми) на ряд небольтих 
участков ll't1, ll't2,· • • •  (индексы 1 , 2 , . • .  относятся здесь, конечно, не  
к разным молекулам,  а представляют собой номера различных участков 
одного и того же фазового пространства), содержащих все же боль­
шое количество молекул. Тогда состояние газа можно определить 
заданием чисел Ni молекул, находящихся в каждом из участков ll't1 
(если эт.и числа очень велики). При этом полное число молекул N = � Nt· 

Статистический вес lll' состояния, т. е .  распределения молеку.ТJ ,  
характеризующегося определенным набором чисел Ni, есть величина 
фазового объема (в фазовом пространстве всего газа в целом), зани­
маемая газом, находящимся в этом состоянии. Его можно написать 
в в иде llГ = П llГi, где каждое  из llГi есть статистический вес для тех 

i 
молекул, которые находятся в i-м участке ll't1 своего фазового про· 
странства. Поскольку число таких молекул равно Nt, то llГ1 должно 
было бы быть р авным (ll'ti)Ni. Однако (по соображениям, аналогичным 
соображениям § 27) это выражение надо разделить еще на число 
перестаноnок Ni молекул друг с другом, т .  е. на Ni ! ,  так как такие 
перестаковки не меняют состояния газа. Таким образом каждое и з  

(�'t ·)Ni 
lll', равно Ni ! , а статистич е ский вес состояния всего газа, равный 

произведению всех �Гi, е сть 

ll l' = п (д��i • (29, 1 )  
i i· 

Заметим кстати, что статистический метод в применении к идеаль­
ным газам, основывающийся на этом определении статистического 
веса, носит назван�е .метода Больц.мана. 

Зная статистический вес , легко найти энтропию 

а = ln llГ = � (Ni ln ll'ti - ln Nl !) .  
i 

Если воспользоваться формулой Стирлинга, что мы 
лать, так как числа N1 предполагаются достаточно 
формулу можно переписать в виде 

� 1 e A'tt а =  � N; n Ne · · 
i 

имеем право еде ­
большими, то  эту 

(29 ,2) 
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Здесь удобнее  вместо чисел Ni ввести " плотности " пi их распределе­
ния по объемам A't'i, соответственно соотношению N, = пi A't'i, Тогда 
{29,2) напишется в виде 

о = � пi A't'i ln � . � ni 
i 

Поскольку A't'i - небольшие участки и их число весьма велико, можно 
заменить в этой формуле суммирование по различным участкам ин rе ­
грированием по всему фазовому пространству (отдельной мол�кулы): 

о = J п ln � d't', (29 ,3) 

где п есть плотность распределения молекул по фазовому пространству 
(п d't' есть число молекул в элементе фазового объема d't'). Эта фор­
мула определяет энтропию идеального газа, находящегося в любом 
состоянии, определяемом распределением молекул по фазовому про-
странству. " 

В состоянии равновесия энтропия о должна иметь максимальное  
значение (в применении к идеальному газу это положение иногда 
назыnают Н-теоремой Больцмана). Наоборот, из требования, чтобы 
энтропия о (29,3) была максимальна, можно найти распределени е  моле­
кул в состоянии статистического равновесия . Для этого мы должны, 
следовательно, найти та1юе п, при котором интеграл (29,3) имеет 
максимум при дополнительных условиях 

J п d't' = N, (29, 4) 

J пs dt = E, (29 ,5) 

выражающих тот факт, что nолное число  молекул N и полная энер­
гия Е газа заданы. Следуя известному м етоду неопределенных коэфи­
циентов Лагранжа, мы должны nриравнять нулю вариацию интеграла 
(29,3), прибавив к ней nредварительно вариац�и интеграло.в (29,4) и 
(29,5), умноженные на некоторые постоsщные IX и �· Мы получаем 
тогда 

о J п ln � d-;; + QCo J п d-. + �о J пs d-. = 0. 

Производи вариацию, находим отсюда 

J оп ( ln :r - 1 ) d-. + IX J оп d-. + � J s оп 
.
d-;; = О 

(варьируется распредедение п), или 

f (- ln п + QC + �s) on'd-; = о. 
Так как оп произвольно, то для того чтобы интеграл был всегда 
тождественно равен нулю, необходимо, чтобы - in n + IX + �s = О или 

n = е" "'" �". 
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Это е сть, очевидно, не что иное, как известное  нам уже распределе­
• 

ние  Больцмана  n = Се- 0 (20, 1 0), причем постоянные сх и � связаны 
с постоянной С и температурой е в (20, 1 0) посредством С =  е�, 

1 � = - е .  Таким образом распределение Больцмана для газа, находя-
щегося в состоянии статистического равновесия, действительно удо­
влетворяет условию максимальности энтропии в этом состоянии .  Можно 
легко убедиться, что максимальное значение энтропии (29,3), дости­
гаемое ею тогда, когда газ находится в равновесном состоянии ,  опи­
с ываемом распределени ем Больцмана, как . раз совпадает с ее  значе� 
нием, вытекающим из свободной энергии  (28,2), найденной нами 
в § 28, исходя из  распределения Гиббса . 

§ 30. Смесь идеальных газов 

Термодинамические величины S, F, Ф, Е, W являются в еличинами 
аддитивными, т. е. их значение для совокупности нескольких тел 
равно сумме их значений для каждого из них .  Это, однако , имеет 
.место,  как было выяснено еще в главе  1 1 ,  только постольку , поскольку 
эти  тела не взаимодействуют друг с другом, вернее, поскольку этим 
взаимодействием можно пренебречь. Поэтому для смеси каких-либо 
двух (или нескольких) веществ, - например, двух жидкостей - энтро­
пия, вообще говоря, н е  будет равна су.мме энтропий каждого из них. 

Исключение представляет смесь идеальных газов,  так как взаимо­
действием их  молекул можно,  по оnределению, пренебречь. Энтропия, 
н апример, такой смеси равна сумме энтропий каждого из входящих 
в состав смеси газов, как если бы друrих газов не было, а каждый 
из газов имел бы объем, равный объему всей смеси, и ,  сл едовательно, 
давление, р авное парциальному давлению данного газа в смеси. Пар­
циальное давление i-го газа р, выражается через давление р всей 
смеси следующим образом: 

N.tk T. Ni 
(3О l )  Pi = -· ·v = 7{ р, • 

где N - полное число молекул в смеси, а Ni - число молекул i-го 
газа. Тогда согласно (28 , 9) энтропия смеси, например, двух газов равна 

eV e V  ' ' � S = N1k In N; + N2k ln N2 - N/1 (Т) - N2/2 ( Т) , (30,2) 

или согласно (28, 1 0) и (30 , 1)  
s = - N1k ln p1 - N2k In p2 - N;z� (Т) - Nзх; (Т) = 
=-N1 + N 2) k ln р - N1 k In ':J - N2k ln !jJ - N1x:(Т)-N2x; (Т), (30, 3) 

а свободная энергия [согласно (28,4)] 

F = - N1 k T in _Ne V - N2kТ ln Ne V  + N1f1 ( Т)  -t- N2f2 (Т). (30 ,4) 
1 2 
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Аналогично потенциал Ф [согласно (28,8) и (30, 1)] 

Ф = N1 kT ln р1 + N2kT 1n р2 + N1z1 (Т) + N2z2 (Т) = 

= N1 (kT ln p + z1) + N2 (kT ln p + z2) + N1k T 1n 'jJ + N2kТin !jJ . (30 ,5) 

Предположим, что мы и меем два различных газа с числом частиц 
N1 и N2, находящихся в сосудах с объемами V1 и V2, с одинаковыми 
температурами и одинаковыми давлениями. Затем оба сосуда соеди­
няются и газы смешиваются, причем, очевидно, объем смеси делается 
равным V1 + V2, а давление и температура остаются теми же. Энтро­
пия, однако, при этом меняется ; действительно, до смешения энтропия 
обоих газов , равная сумме их энтропий, была 

е Vt + е V2 ' (7) ( ) S0 = N1k ln -N; N2k ln N2 - N/1 - N2/2 Т . 

После смешения энтропия согл асно (30,2) есть 
е е r ' ' 

S = N1k ln N1 ( V1 +  V2) + N2k ln N2 ( V1 + V2) - N/1 - N2/2• 
. V + V V + V.  Изменение энтропи и  AS ::::::: S - S0 = N1 k ln 1 Vt 2 + N2k ln 1 V2 2 или, 

поскольку при одинаковых давлениях и температурах объемы пропор­
циональны числу частиц: N N AS = N1k ln N1 + N2k ln N2 • (30,6) 

Эта величина ,  очевидно, положительна, т. е. энтропия при с.Аtешении 
увелич.ивается (процесс необратим) . 

Если бы оба газа были одинаковы, то энтропия после соединения 
сосудов была бы 

S = (N1 + N2) k ln �� t�: (N1 + N2) /' 
Vt + V V1 V. и, поскольку Nt + N: = N1 = N: (в силу равенства давлений и темпе-

ратур) , изменение энтропии было бы равно нулю. 
Таким образом изменение энтропии при смешивании связано именно 

с различием молекул смешиваемых газов. Это соответствует тому, что 
необходимо затратить некоторую работу, для того чтобы отделить 
обратно .молекулы одного газа от молекул другого. 

§ 31 .  Откло нение газов от идеальности 

Все nредыдущее может быть применено к реально существующим 
в природе газам лишь постольку, поскольку они достаточно разре­
жены. Надо заметить, что практически приближение, деJiаемое, когда 
мы считаем газ идеальным, в очень большом числе случаев является 
вполне достаточным, б .'!агодаря чему, например, на практике очень 
часто пользуются уравнением Клапейрона (28,6), кеторое , строго 
говоря, применимо лишь к идеальным газам, 



§ 3 1 ]  О I КЛ О Н Е Н И Е  ГАЗ О В  О Т  ИДFАЛ Ь Н ОСТИ k i  

Это приближение , однако, может иногда оказаться недостаточным ;  
в этих случаях необходимо учесть отклонение свойств реальных газов  
от свойств идеаJrьных газов. Это можно сделать в том случае, когда 
газ все  же настолько разрежен,  что столкновения молекул сравни­
тельно редки. Одновременное столкновение двух или нескольких пар 
молекул при этом, очевидно, несравненно менее вероятно, чем стол­
кновение ТО.'!Ы{О одной пары. Соответственно этому мы будем счи­
тать, что в газе одновременно сталкивается только по одной паре 
молекул . Мы теперь оnредел им свободную энергию газа в этом при­
ближении . 

Для этого мы  должны опять исходить из общей формулы (27,6). 
Однако энергию надо брать не в виде (28,1 ), а в в иде 

Е (р, q) = � Et + и, (3 1 , 1 )  

где ei - собственная энергия i-й мо.rrекулы, а и - энергия взаимодей­
ствия молекул друг с другом. Тогда (27,6) дает 

t •i + U  

1 f -F = - kT ln Nf  е kT dr:1 • • •  d-cN. (3 1 ,2) 

Рассмотрим nока случая одноатомного газа .  Энергия взаимодей­
ствия и зависит, очевидно, от взаимного расстояния атомов, т. е. от 

' 
их координат. Каждое из dti разобьем на nроизведение d'ti d Vi,  где 
d vi есть произведение диференциалов координат i-го атома ( d vi = 
= dxi dyi dzi) ,  а d< - произведение диференциалов его импульсов. Мы 
можем тогда разбить интеграл в (3 1 ,2) на произведение двух интегра-

и t •t 
d V d V d�' d 1 

- kT - kT лов - по 1 • • • N и •1 • • • -cN , соответственно, от е и е • 
Кроме того, помножим и разделим выражение под знаком лога­

рифма на vN ( V - объем газа). Разбивая логарифм на сумму двух 
логарифмов, получаем тогда 

Е ч  w 
VN f e- W d-r;� . . . d-r;� f е- kT d V1 . . .  d VN 

F = - k T ln - k T ln N • N! V 
Легко убедиться, что первый член есть не что иное, как свободная 
энергия идеального газа (28,3). Обозначая ее через  F1щ, имеем 

lT f е- kT d Vt . . .  d VN 
F = F  - kT ln N • 11,, v 

К подшiтегральному выражению прибавим и вычтем n o· единице.  
Поско.тrьку по каждому и з  d Vi интегрирование распространяется п о  
всему объему V, занимаемо�1у газом, т о  J d V1 • • • d V N = vN. Учиты-

6 8 а 1 : .  J :J6� . - ;r::ш,'Щ)' r1 Лпфшиц. 
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вая это, nолучаем 

Так как мы сч итаем газ все же достаточно разреженным, т .  е. 
объем V достаточно большим, то nервый член, стоящий под лога­
рифмом, мал по сра внению с единицей.  ПQэтому можно восnользо­
ваться тем, ч то ln ( 1 + х) � х, если  х � 1 , и приближенно написать 
вместо предыдущей формулы 

k T  f ( - _!!_ ) F = Fид - vN· е kT _ l  d V1 • • • d VN 1). (3 1 , 3) 

Восnользуемся теперь сделанным нами предположением, что в газе 
в каждый момент сталкивается не больше  одной пары атомов. Взаимо­
действие между атомами не очень мало только тогда , когда соответ­
ствующие два атома н=1ходятся очень близко друг от друга, т. е .  
практически сталкиваются. Поэтому подинтегральное выражение 
в (3 1 ,3) заметно отлично от нулsi только в тех случаях, когда какие• 
нибудь два атома очень близки друг к другу. Согласно сделанному 
предположению, этому условию может удовлетворять одновременно не 
больше одной пары атомов, причем эту пару можно выбрать из N 

N (N - l)  ( атомов 2 сnособами .  Вследстви е  этого интегра.'I в 3 1 ,3) можно 

N (N 1)  f и,. написать в виде 2- (e- "kт _ l) d V1 • • • d VN, где U12 - энергия 
взаимодеИствия двух атомов (каких именно, не имеет значения ввиду 
их одинаковости); U12 зависит уже только от координат каких-либо 
двух атомов. По всем остальным можно, следовательно, проинтегриро-
вать, причем, очевидно,  получается yN-2• Кроме того, можно напи­
сать N2 вместо N(N- 1 ), так как N- очень большое число; подста­
ВJIЯЯ получающееся выражение в (3 1 ,3) вместо стоящего там инте­
грала, имеем 

1) Мы у видим ниже, ч т о  п е р в ы й  член п о д  знаком лог ар ифма в предыду-
N2 щей ф ормуле прс порционален v· Поэтому на nервый в згляд могдо бы п о ка-

зать ся, что для того, ч т о бы етот ч ле н  был lV aл по сравнению с единицей 
(а следов ательно, чтобы все n о следующие ф о р м у л ы  были сnравеДJшвы), необ-

ходи м о, чтобы не тол ь ко г а з  был достаточн о  разрежен ( � м а л о) , но что б ы  

и кол ичество газа был о не о •rень больши � . Но м ы у видим в дальнейшем 
(§ 43), что в с и л у  аддити вности F п о сл едняя дслжна в сегда иметь в ид 
F = Nf ( Т, � ) .  Поэ rому фор:.rулы,  вы веденные для небо.1 ь ш о г о  количества 

газ а ,  а в т о м а т и ч е с к и  справедл и в ы  и дJIЯ Jiю б о го кол и ч е с т в а  газа.  
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где d vl d v2 - произведение диференциалов координат каких-либо 
двух атомов . 

Но U12 есть, очевидно, функция только от взаимного расстояния 
обоих ато мов , т. е .  от разности их координат. Поэтому, если ввести 
вместо координат каждого из атомов координаты их общего центра 
инерции и их относительные координаты, то U12  будет зависеть только 
от вторых (произведение диференциалов которых мы обозначим через 
d V). По координатам общего центра инерции можно, следовательно, 
проинтегрировать, причем это даст опять-таки объем V. Оrюнчательно 
мы получаем k TN2 F = Fид - -w- 1, (3 1 ,4) 

где 1 =  J (е- i�� - 1 ) d V. Отсюда можно найти, например, давление 
газа в в иде 

р = _ дF = NkT _ kTN"!_ 
1 (3 l , б) д V  V 2 V2 ' 

дFвд NkT 
так как - дV  = Рид = ----v- · 

В § 1 7  упоминалось, что изменение свободной энергии 8F и термо­
динамического потен циала аФ при малом изменении внешних условий 
или свойств тела равны друг другу, причем одно берется при  постоян­
ном объеме, а другое  при постоянном давлении [ см. ( 1 7, 1 7)]. Если 
рассматривать отклонение газа от идеальности как . такое изменение, 
то  из (3 1 ,4) можно непосредственно перейти к Ф. Для этого надо 
только в поправочном члене в (3 1 ,4) выраз ить объем через давление, 
причем это можно сделать по формуле Клапейрона, так как вто­
рым членом в (3 1 ,5) можно пренебречь (он дал бы поправку выс· 
шего порядка малости). Мы получаем, таким образом 

Ф = Фвд - Nt 1. (3 1 ,6) 

Отс1ода можно найти объем через давление NkT N V = --- - - 1. р 2 (3 1 ,1) 

Все сказанное относилось к одноатомны�; газам. Легко, однако, . 
в идеть, что те  же формулы остаются в силе и для многоатомных газоЕ. 
В этом случае потенциальная энергия взаимодействия молекул друг 
с другом, зави сящая от их взаимного расположения, есть функция ,  напри· 
мер; от координат их центров инерции и каких-нибудь координат 
(углов), которые определяют ориентацию молекулы в пространстве 
(вращательные координаты). Поэтому в d-.i = d-..; d v" в d V1 должны 
войти диференциалы всех этих координат, а в d< - диференциалы 
остальных координат и всех импульсов. Однако вращательные I<оорди-
наты можно всегда выбрать таким образом, чтобы интеграл J d Vt был 
равен объему газа V. Действительно, интегрирование по координатам 

6'  
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центра инерции дает этот объеr.t V, а интегрирован и е  по углам в сегда 
дае·r некоторую постоя нную, так что углы могут быть в с е гд а  норм и ­
рованы так, чтобы эта постоя нная была равна единице. Поэтому все 
выведенные в этом параграфе ф ормулы сохра няют тот же вид и д.'IЯ 
м н огоат о м н ы х  газов , с той ли шь разницей, что в (3 1 ,4) - (3 1 , 7) d V  
есть теnер ь произведение дцфер енцимов координа т, оnреде.'lяющих 
отн о с и т е ль н о е  р асстояние между дву�tя молекулами, а такж е их о тно­
с ительную ориентацию . 

§ 32. Формула ван-дер-Ваальса 
В газах взаимодей ствие между мол екулами ве сьма с.'!або. По мере 

увеличения этого взаимодействия свойства газа в с е  больше откJi оня ются 
от свойств идеальных газов; газ лереходит постепенно в к о нденсиро­
ванное тел о - жидкост ь .  В последней взаимодействие м ежду молеку­
л ами в е л ико и с войства этого взаимодействия (а лотому и свой ства 
жидкости) ,  т. е . вид потенциальн ой энергии в заимодействия всех моле­
кул друг с другом , к а к функци и  о т  коорди на т всех молекул, весьм а 
зависит от конкр етного рода жидкости. По этой причине невозможн о 
установить н икакие общие формулы , которые количественно описывали 
бы св ойств а ж и д ко с т и .  

Можно, однако, на йти некоторую интерполяционную формулу, 
которая описывал а бы качестве нно переход между ж идко стью и га зом. 

Эта формула должна давать nравильные  результаты в двух предел ьных 
СJiучаях. При больш их о бъем ах и высоких температурах, т. е . для 
разр е же нных газов,  она должна лереходи ть в формулы, сnраведJiивы е  
для и деальных газов. При м а л ы х ж е  объемах и н и з к и х  т е м n ература х , 
когда газ приближа ется к ж идкости, она должна учитывать ограничен­
ность сжимаемости жидкости . Такая формула будет тогда качественно 
описывать поведение газа и в про м е жуто ч ных обл астях . 

Для вывода такой формулы и сследуем более подробно откл он ени е 
от иде альности дл я случая в ысоких температур, когда газ бл изок I< иде­
альн ому. 

Единственное, сделанное в § 3 1  предположени е о лотен циаJiьной 
энергии взаимодействия двух молекул газа друг с другом, т .  е . о виде 

функци и  U12, заклю чало сь в том ,  что эта функция достаточно быстро 
умен ь ша ется с расстоянием. 

Как и н § 3 1 , мы будем рассматривать сначала случай одноатом­
ного газа . По те м ж е  соображениям, как и в § 3 1 ,  все формулы, ко­
торые будут пр и этом вы в еде ны , в равн ой мере _прим енимы и к много­
атомным г а з а м .  

Известно, что функ ци я U12 и м е ет для одноатомных газов в ид, 
изображенн ый на рис.  3, где на оси абсцисс о т л ожен о расстоян ие м ежду 

атом ами . На малых расстояниях U12 ум еньша ется с увели ч ени ем р ас­
стоян и я , что соответствует силам  отталкивания между атомам и ;  начиная 
nримерно с места , где кривая nере сек ает ось а бсцисс, она круто идет 
вверх,  т а к  что U1 2 скоро дел ается чрезвычайно большой, с оответ­
ственпо " не нрон ицаем о с т и " ато мов,  т. е. лраrстиче ской н е возможностн 
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их сближения меньше определенно го расстояния (на  это �t о с н о в а.н п н  
расстояние r0 иногда называют "радиусом " атома). На бот.ших рас­
стояниях U12 мед.1енно увеличивается, асимптотически приближаясь 
к нулю. Увеличение U12  с расстоянием соответствует, очевидно, взаим­
ному притяжению атомов. Точка минимума U12, т. е .  точка , где произ-

водная дlf)2 обращается в нуль, представляет собой точку векоторого 

" устойчивого равновесия " .  При этом абсолютное значение энергии 
в этой точке U0 при высоких температурах, которые  мы будем сейчас 
р ассматривать, значительно меньше, чем k T, 
т .  е .  · U12 

(32 , 1) 
В случае  многоатомного газа энергия взаи­
модействия имеет аналогичный характер, 
хотя, конечно, уже не может быть изобра­
жена в виде кривой рис .  3, так как является 
функцией от большего числа переменных 
(в частности, от вращательных координат). о �;=;� ....... -----�= 

Этих сведений о виде функции u12 доста- Zro 
точно для того, чтобы найти зависимость ин­
теграла J в (3 1 ,4) от температуры. Поскольку 
U12 зависит только от взаимного расстоя-
ния r между атомами, вместо d V можно Рис . з. 
написать в этом интеграле элемент объема, 
соответствующий расстояниям м ежду атомами в интервале dr, т. е. 
4тсr2 dr. Интегрирование  по dr распространяется, конечно, по  всем 
значениям r ,  т. е. от О до оо .  Разбивая область интегрирования на 
две части,  можно написать 

1 - г!� \ 21"о 1 - и IJ ' со ( - г,. \ f \e k'l' - 1 ) d V=  J 4тс \е k'l' - 1 ) r2 dr+ J 4тс \е k'l.' - 1 ) r2 dr. 
о � 

Но при значениях г между О и 2r0 пот енциальная энергия U12 в общем 
очень велика.  Поэтому в первом интеграле можно пренебречь велич и­

и,. 
ной е- k'l'- по сравнению с единицей .  Тогда этот интеграл делается 
равным - 2Ь, где 

(32,2) 

Если рассматривать 1·0 как " радиус " атома ,  то  Ь е сть, очевидно, е го 
учетверенный " объе м "  (для многоатомных газов постоянная Ь не  равна , 
конечно, учетверенному " объему " мол екvлы) . 

Во втором интеграле U12 нигде не становится по абсолютной вми-

чине больше U0 (рис.  3). Поэтому - �� . в  этом интеграле всегда мало 
п о  сравнению с е д и н и це Н ,  так как даже когда U12 = · - U0, в е с  ж�:. 
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J:; � 1 согласно (32 , 1 ). Поэтому можно разложить  д- -{!�· в ряд по 
и[? степеням kT ,  причем ограничиться т олько двумя первыми членами раз-

со 

ложения. Второй интеграл делается тогд а  равнюf - k� J 4;;U12r2 dr. 
2t·0 

Поскольку во всей области интегрирования U12 всегда отрицательна , 
этот интеграл в действительности положителен; мы напиш ем его в виде 
2а k T ' где а - постоянная. 

Таким образом мы нашли, что 

f (e- �; - 1) d V= - 2Ь + :t ·  
Подставляя это в (3 1 ,4), нахо цим свободную энергию газа в виде 

N2 F = F,щ + v (k Tb - a) .  (32,3) 

Подставляя же в (3 1 , 6), находим 

Ф = Ф  +Nр ( ь -.!!- \  
ИД kT) . (32,4) 

Искомую интерnоляционную l}:ормулу, т. е. дающую правильные 
результаты на  концах некотороrо промежутка (в данном случае про: 
межутка значени й  объемов),  можно nолучить из (32,3), которая сама 
по себе этому условию н е  удовлетворяет, так как не учитывает огра­
ниченности сжимаемости газа. Подставим в (32,3) выражение для Fид 
из (28,4) .  Мы получим тогда 

е ( , Nb \ N2a F = Nf(T) - Nk Тln N - Nk T In V - y} - lf ·  (32,5) 

При выводе формулы для свободной энергии газа (3 1 ,4) или (32 ,3) 
мы предполагал и ,  что газ, хотя и недостаточно разрежен . для того, 
чтобы считаться идеальным, однако все ж е  имеет достаточно большой 
объем (в частности, для того чтобы можно было пренебречь одновре­
менным столкновением н ескольких пар молекул), т .  е .  расстояние  
между молекулами в общем значительно больше, чем их размеры. По­
этому о бъем V газа во всяком случае значительно больше , ч ем Nb, 
которое равно согласно (32,2) учетверенному " объему"  молекул газа. 

Nh . 
Поэтому V � 1 , и ,  пользуясь т ем , что при х � 1 приблищенно 

In ( 1 + х) � х, находим 

1n ( V-Nb) = 1n V+ ln (l - �h ) = ln V- � .  
С.'Iедовате.'Iьно , (32 .5)  можно написать в виде 

е N2a F = Nf ( T) - NkТ lп 
N 

( V - Nb) - --v-- · (32 ,6) 



§ 33] ЗАКОН РА В Н О РАС П Р ЕДЕЛЕ Н И Я 87 

В таком виде эта формул а  удовлетворяет  поставленным выше усло· 
виям,  так как при больш их V она переходит в формулу дл я  свободной 
энерги и идеального газа. С другой же стороны ,  она обнаруживает 
невозможность  беспредельного сжатия газа ,  так как при V < Nb аргу­
мент логарифма делается отрицате льным.  

Зная свободную энергию,  можно определить  давление газа . А именно: 

или 

дF Nk T �а 
V = - дV = V-Nb -1/2 ' 
( N2a) Р + \72"  ( V - Nb) = Nk T. (32,7) 

Эта формула носит название уравнения ван-дер-Ваальса. 
Разумеется, формула ван-дер-Ваальса является лишь одной из бес­

численных возможных интерполяционных формул, удовлетворяющих 
поставленным требованиям, и нет никаких физических оснований для 
выбоrа одной из них. Формула ван-дер-Ваальса явr.яется лишь наи­
более простой и потому удобной .  

З л д л ч и  

1. Найти Ср - Cv для н е идеа л ьн ого г а за ,  опи сываемого форму л о й  ван-дер­
В а а л ьса.  ·р е ш е н  и е.  С по:�ющью резу л ьта та задачи 1 1  § 18  и уравнения ван-дер­
Ваальса  н а ходим Nk Ср - Cv = -�2�л-=-т ..;._ __ _ 

1 - _,_v,a_ (V-Nb)2 k T VЗ 
2. Найти изменение температуры с давл ением для неидеального rаза, 

опис ывае мо го термодинамическ и м потенциалом (32,4), n ри п р оцессе Джауля­
Томсона. 

Р е ш  е н и е. Искомое и змене ние опреде ляется п р ои зводн о й  
( �:)w С по­

мощью резул ьтата за д а ч и  16 § 18 и замеч ая ,  что 

. находим 

V = дФ = Nk T + N (ь-..!!:_) 
др р k T  ' 

2Na ( дТ) = kT -Nb 
др w ер 

§ 33. Закон равнораспределени я  

Формула (28,3) определяет свободную энергию идеального газа (не 
находящегося во  внешнем поле), причем при ее  выводе не делалось 
никаких предnоложений о поведении атомов внутри молекулы газа, если 
газ многоатомный. Благодаря этому нельзя было, в частности ,  опреде· 
лить зависимость свободной энергии от температуры. 

Молекула представляет  собой конфигураци ю  атомов, нахо �J;ящихся 
в устойчи вом равновесии, соответствующем минимуму nотенциальной э н е р ги и.  Атомы внутрн молекулы, однако, не неподвижны, а могут 
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двигаться,  ошлоняясь nри атом от положения равновесия. Но для того 
чтобы  молекула была все же устойчивои, надо, чтобы энергия движе­
ния атомов внутри молекулы бы.'!а м ала по сравнению с анергией свя.зи 
молекулы. Поэтоыу атомы внутри молекулы могут совершать лишь м а· 
лые колебания  около положения равновесия .  Потенциальная энергия 
взаимодействия  атомов друг с другом, как известно из теории ма.r1ых 
колебанitй , имеет nри этом вид 

'Ul.. 'JU 

и = ио + � � aik qi qk, 
i=l k=l 

где u0 - потенциальная энергия взаимоде!%ствия атомов , когда все они 
находятся в nоложении равновесия . Второй член есть квадратичная 
функция от координат qi, которые определяют отклонение атомов от 
положения равновесия; число т координат в этой функции равно ч и слу 
колебательных степеней свободы молекулы.  

ЧисJю т можно определить по  числу n атомов в молекуле. А именно, 
такая молекула имеет всего 3n стеnеней свободы . Из н и х  три соответ­
ствуют поступательному двищению молекулы как целого и три - ее  
вращению как целого . Если все атомы расположены по одной прямой 
(в частности, у днуатомной молекулы), то вращательных степеней сво­
боды все го две , что соответствует тому, что прямая н е  может вращаться 
вокруг самой себя. Остальные 3п - 6 (или 3п - 5) степеней свободы 
соответствуют колебаниям атомов внутри молекулы. У одноатомных 
молекул (n = 1 ) колебательных степеней свободы, конечно, совсем не т, 
так как все ее три степени свободы соответствуют поступательному 
движению (т = 0). Для такой мопекулы также и u0 = О. 

Полная энергия молекулы е есть сумма потенциальной энергии и 
и кинетической энергии .  Последняя есть квадратичная функция от всех 
импульсов молекулы, число которых равно числу всех степеней свободы 
(т . е .  постуnательных, вращательных и колебательных) молекулы, т . е .  3n. 
Поэтому энергия г имеет вид: г =  Uo + fп (р, q), где /п (р, q)-неко­
торая квадратичная функция от импульсов и координат молекулы. При 
этом полное число r переменных (т. е .  импульсов и коордпнат) в этой 
функции е сть  r = 6n - 6 (или 6n - 5), а именно , 3n импульсов и Зп - 6 
или 3п - 5 координат. Если же n = 1 ,  т. е. молекула состоит из од­
ного атома, то r = 3, так как координаты вообще не в ходят в выра ­
жение для энергии .  

Подставляя это выражение для энергии в (28 ,3), получим 
!/о 

e Ve- kT J _ fп(p , q) 
F = - NkТlll N е kT d-.. '. 

Для того чтобы определ ить, как зависит интеграл, входящий в з гу 
форму.1у, от те v. пературы, введем 'Вм есто переменвых Р Р  р2 ,  • • •  ; q1 ,  , , ' 
q2, • • • переменвые P t •  р2 , • • • ; ql '  q2 , • • •  , с вязанные с п ервоначальными 
посредСТВОМ C OOTI!OШ C I I J I ! I (/,: = q� v Т, f'i = Jl � -v·т. ПОСJ\0 .1ЬКУ /11 (р , q 1 
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есть квадрати ч ная функ ция от ко орди нат и и м пульсов,  то 

fп (р, q) = Тfп (р ' ,  q') ,  "' 
и п оатому Т в показат еле с ократи тся. Кроме того, подставляя в d-.' 

r 
dpt, = dp : lfт и dqi = dq� lfт, мы n олуч им м н ож итель Т 2  , так как м ы  
делаем замену в сего r переменных (тех, которы е  в ходят в выражение 
дл я  энергии).  Этот м но ж итель можн о выне с т и  з а  знак интеграла.  Ин· 
тегрирование по ко ордината м  qi производи тся п о  той области и х  зна· 
че ний,  которые они могут принимать при кол е б ан и ях атомов внутр и  
молекулы.  Пос кольку, одна ко , п одинтегральна я ф ункция о чень быстро 
уменьшается с увеличение м qi,  то и нтегр ирован и е  можно всегда распр о­
странить на всю о бласть от - оо до + оо ,  как и для всех и м пульсоrз.  
Сдел анная нам и з ам е на переменных н е  изменит тогда пределов, и весь 
интегр ал будет в екоторой постоян ной А, не зави с ящей о т  температуры. 
Мы получ и м, та ким о б разом, 

ил и ,  иначе,  

1t0 1" - l·т т-:; 
F = - Nk T ln e Ve �А -

e V r 
F = - Nk T ln N - Nk T 2 In T + Nи0 + NrJ. T, 

где мы положили ot = - k I n  А. 
( 3 3 , 1 )  

·ар Отсюда м ожно найти с огл асно соотношению,Е = F - Т д Т энергию газа 
r 

Е = Nuo + -2- NkT = Nu0 + Ncv Т, (33,2) 

где Ncv = Cv есть тепло ем кость га з а, а 

(33 ,3) 
есть теплоемкость, отнесенная к одной молекуле .  

Отмет и м, ч т о  теплоемкость Cv не зависит,  таким образом, от т е м ­
пературы . То же самое относится, очевидно, и к СР = Nc11 , т ак как 
согласно (28 , 1 3) 

r + 2  
cp = cv + k =  -2 - k. 

Формулу (33 , 1 )  м ожно поэтому н а п исать в в иде 
e V 

F = Nи0 - Nk T in N - Ncv Т iп  T + r1. TN. 

(33,4) 

(3 3 , 5) 

Прибавляя к этому выражению р V = Nk T, мы по.1учим т ер модинами­
ческий потенциал Ф, пр и чем надо еще замен ить объем V н а  давление 
и темпе;Jатуру ( V = N;� .  Мы по.1учим тогда 

Ф = Nи0 + Nk T 1n p - Nc11T ln  T --1-- � TN, (33,6) 
где вв едена п о с то я н н а я  � = :1. - /.:, ln k. 
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Из (33 ,5) и (33,6) можно найти энтропию, выраженную соответ­
ственно через переменные V, Т и р,  Т: 

и 

дF e V  + S = - д Т = Nk lп z:т + Ncv ln Т 'YjN (33,7) 

дФ S = - д Т = - Nk ln р + NcP ln Т+ �N, (33,8) 

где введены постоянные '11 = - а + cv и � = - � + еР. 
Определим еще тепловую фующию W для идеального газа .  Поль­

эуr сь формулой Клапейрона и соотношением (33,2), н аходим 

W = Е + p V =  NcvT + NkT + Nи0 = NcPT + Nu0• • (33,9) 
ФормуJiа (33,2) показывает,  что , не считая постоян.ной u0 (которая · 

для одноатомных газов равна нулю), энергия молекулы идеального газа 
k T равна 2, помноженному на число переменных, В:J_{Одящих в энергию 

( ЗkТ) Э , в частности, для одноатомного газа 2 .; то можно сqюрмулировать 

так: н.а каждую пере.менн.ую в анергии приходится по равно.1rу 
k T  

( д 
. 

количеству 2 анергии закон равнораспре еления). 

Необходимо, однако, иметь в виду, что этот закон имеет  в действи­
тельности  лишь ограниченное применение, причем это особенно касается 
низких температур (насколько низких, - зависит от конкретного р ода 
газа) . А именно, благодаря т ому, что газ в действительности подчи­
няется квантовой, а н е  классической механике (при'lем отклонения от 
свойств, приписываемых ему классической статистикой, при достаточно 
больших температурах практически незаметны, но велики при  низких 
т емпературах), энергия и тепJiоемкость не всегда равны т ому, что дают 
(33,2) и (33,3), а в действительности м еньше. При  этом дело происхо­
дит так, ка1< будто с уменьшением температуры уменьшается число r, 
причем раньше всего как бы уменьшается число колебательных степе­
ней свободы и затем при гораздо более низких температурах - вра­
щательных. (Это является частным случаем того, что классическая ме­
ханика тем меньше применима к движению, чеы больше его частота). 
Число r теряет при этом смысл ч исла, определяющего количество пе­
ременн:ых в энергии ,  и сохраняет с мысл лишь как некоторое " эффек­
тивное число переменных " , являющееся коэфициентом пропорциональ-

kТ ности между энергией и 2, который может прини мать теперь уже не 
только целые значения. Теnлоемкость становится, таким образом, функ­
цией от температуры, так что и формула (33,5) (а также и все по­
следующие формулы) теряет свой смысл как формула, определяющая 
зависимость свободной энергии от температуры. Лучше, чем в других 
случаях, выведенные н ы ш е  формулы при годны для одноатомных газов 
и несколько хуже для двуатомных; для многоатомных применимо.сть 
их, вообще rоворя, дов ольн о ограничена .  
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В случае прим енимости закона равнораспределения лепю на йти 
в общем виде распределение вероятностей по энергии для молекул 
газа . Введем вместо энергии е энергию е' = е - u0 = fн (р , q). Рас­
смотрим объем  't' фазового пространства, соответствующий состояниям, 
в которых энергия е' меньш е (или равна) некотор ого заданного значе-
ния. Другими словами, определим 't' = J d't', где интеграл берется по  
области fп (р , q) <;: е' .  Вв едем вместо тех  г из  величин Pi• qi, от  ко-

' qi ' Pi торых зависит  энергия  г ,  новые персменные qi = ,1- , р .  = ,r- . Тогда t' в' t у е.' 
условие f11 (р, q) <;: е' перейдет в 

fп (р', q') < 1 ' 

а J dт. перейдет в s' 1•12 J d't''. Интеграл J d't'' н е  зависит, очевидно, 

от  е', так что 't' = const · г' 1·;, . Отсюда 

d't' = const · г 1 1•12-1 de', 
и распределение  вероятностей по энергиям . . 

dw.· = Ae- k 1' e' 1·/, - l dг'. 

Определяя А из условия нормировки, находим 

dw.· = 
1 е k� en·f,-1 de' . 

(kТ)�I� г ( ; ) 
З А д А Ч И  

(33, 1 0) 

1. Найти С1, для одноато м н о г о  идеального га за, энергия молекулы кото­
рого в ыражаетсн ч е р е з  ее  и м п ульс посредством z = ар. 

Р е  щ е н и е. Согласно (28,3) имеем дл я с вободно й энергии 
ар F= -NkТiн е:; J J J е -
k 1' dpx dp11 dPz · 

Заменяя  dpx dp11 dpz и интегрируя, находим 

Отсюда э н е р г и я  

И Т е П .1 О е М I\ О С Т  Ь 

F = -NkT ln Вт: е�kТ)З 

Е = Р - Т дF = 3N kT 
d T  

Ct, = 3Nk. 
2. Н а й т и  с в я з ь  между о бъемом, т е м п е ратурой и да вление м для идеального 

газа, с о верш аю щего адиабатический п р оцесс (в  этой и во всех сл едую щих 
зада чах предпо.� агается ,  что газ подчиняется закон} р а внорасп р ед�д ения).  Р е ш  е п н е .  Поскu.'! ьк 1· нри аднабапi •Iеском процсс с е  остается постоянной 

с - Nk 
энтропия,  и з  (33 ,8) получ а е м : - Nk l n  р + Nср !п Т =  const, и л и  Т Рр = coпst. 
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Польэуя сь (28, 1 3) и в водя в ели ч и ну ·1 = ::.Е.. , наход и м  отсюда 
с , ,  

Tlp1 - ·; =: const. 
С п о м ощью p V = Nk T находим также 

TVI- 1 = coпst, p V'I = �onst . 

[ гл .  v 

3. Два одина ковы х  идеальн ы х  г аза с одина ков ы м и давлениями р и ч и сл о м  
частиц N, н о  с разным и  темп е р атур а м и 71 и Т2, находятся в сосудах с объ­
емами V1 и V2• Затем сосуды соединяются .  Найти и з м е н е н и е  энтропи и . 

Р е ш е н и е. До со един ени я сосудов энтропия обоих газов (ра вная с у м м е  
И Х  энтропий) была [согл а с н о  (33,8)] So = - - 2Nk ln р + Nc1J. 1n т1 т2 + 2CN. После 
соединен и я  сосудо в температуры газо в в ыравн и в аются. Су м ма э нергий обоих 
г азов остается постоян ной. Пользуясь выражением (33,2) для эн е р ги и находим 

Т - Т1 + Т2 - 2 
( Т - темnература nосле выравнивания) . 

П осле со единения сосудов газ  имеет 2N частиn и занимает  объе м V1 + \19 = 
Nk 2Nk T 

-
= - ( Т1 + Т2) . Его дав ление теперь равно 

V 
+ V: = р, т. е. остаетс я т е м  же. р • 1 2 

Энтроnия nри этом равна 

Tt + Т. S = - 2Nk 1n p + 2Ncp l n  2 
2 + 2�N. 

Изменение э нтропии 
( TJ + Т2)2 J.S = S - So = N с Ji ln 4 Т1 Т2 • 

4. Найти ра боту и количество теnла, полу ч а е 1vtые идеальным газом при 
адиабати ческом nроцессе. 

Р е ш  е н и е. Сог.11асно форму.пе dQ = Т  dS имеем Q = О, R = Е2 - Д, 
где Е2 - Е1 - изменепие эн ергии п р и  п роцессе. Согласно (33,2) находим 
R = Ncv ( Т2 - Т1), где Т2 и Т1 - темn е ратур ы газа n о сле и до пр оцесс а; R можно 
выразить через начальный и конечн ый о бъемы V1 и V2, пользуя сь результа­
т ом задачи 2 , а и м енно : V11 - 1  Т1 = V2i - 1  Т2; следовательно, 

[(v , ,- 1 ] [ (v: )·1 - 1 ]  R = Ncv Tt v�) - 1 = Ncv T2 1 - v: . 
5. То же п р и  процесс е , n роис ход ящем при постоянном объеме (иэохорно�1 ) .  
Р е ш  е н и е .  Поскол ьку dR = - р d V, и м е ем 

R = O, Q = Eз - Et = Ncv (Tз - Tt) · 

6. То же nри процессе,  происходящем n ри постоянно м  да вле н ии (изобар· 
ном) . 

Р е ш е н и е. Corлacнo ( l5, 1 ) R = -p ( V2 - V1), Q = W2 - W1 и, п одс та ­
вл я я  (33,9) и (28,5), n олучае м  

R = Nk ( Т1 - Т2),  Q = Ncp ( T2 - Т1) . 

7. Найти работу,  совершаемую над газом , и к од ичество теnл а.  полу ч а емое 
им, при сжатии от объема  V1 до объема V2, согл а сно у р а в нению р \/11 = а (пол и­
тропический nроцесс ) .  

Р е ш  е н и е .  Кол и чество работы 
�·. г, 

R = - r p d l' = - f _ _  а_ d V =  _a_ ( \12t - n - V1t - ") . . \ln ll - 1 
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Поскольку сум м а  количества тепла и .rаботы р а в н а  nолному измене н и ю  

энерги и,  и м е ем Q = E2 - Et - N = Ncv ( T2 - T1) - R . Поскол ь ку T = p V  = Nk а 
= Nk V1 - u ,  име ем 

Q = (с�а + 1 '!_п) (V�.- 1! - v} -u ) . 
8. Н а й т и  работу, производи му ю н ад идеальным газом, и F. о л и ч е с тво тепл а ,  

получае м о е  и м,  когда газ с ов е р ш ает круговой процесс (т. е .  п о с л е  пр оцесса 
в о зв ра ща е т с я  в и сходное состояние), состоящий из двух изохорных и двух 
и зо барных процессов (т. е .  газ переходит из состояния с давлением и о бъемом 
Pt, V1 в с о стояние с Pl• V2, далее в состояние с Р2•  V2, Аалее с р2, V1 и ,  нако­
нец, опять с р1 , VI)·  

Р е ш  е н и е .  Изменен и е  энергии п р и  к руго в о м  п роцесс  е равно нулю , так 
как исходн ое состоя н и е  совп адает с конечным. Поэтому работа и количество 
тепла, получа е м ы е  nри 1 а ком процессе, равны дру г дру гу с с братными зна­
F. а м и  (R = · - Q). Для того чтобы найти R в данн ом случае,  зам е чаем, что п ри 
изохо рных п роцессах работа равна нулю, а п р и  д в ух изобарных,  соответ­
с т в е нно, - р1 ( V2 - Vt) и -р2 ( V1 - V2). Так им о бр азом 

R = ( V2 - V1) (p2 - Pt) ·  
9. То же дл я кругов ого nроце с с а, с остоящего и з  д вух изохорн ых и двух 

и зот е р мическ и х  [пос.11едо вательные состояния газа имеют объем и т е м п е р атуру: 
1) V1 , Т1; 2) V1 , 12; 3) V2, Т2; 4) V�, Т1; 5) V1 ,  Т1 ] . 

Р е ш е н и е. 

v1 R = (Т2- Tt) Nk ln -112 . 
1 0. То же для ц и кл а  из двух изоте р м и ческих и двух ади абати ч еских n ро­

це с с о в  [посл е довател ь н ы е  с о стоя н и я  имеют эю роnию,  т е м п е р атуру и давле­
ние: 1) S1 , Т1, р1; 2) S1, Т2; 3) S21 Т2, р2; 4) S2, Tt; 5) S1, Т1, р1] .  

Р е ш  е н и е .  

Q = ( Т2 - Т1) (S2 - S1) = ( Т2 - Tt) (Nk ln  Pt + Ncp ln  _Т.r2) .  Р2 1 

1 1 .  То же  для цикла из дв ух изобарных и двух изотермических процес­
с ов [последовательные сос 1 0я н и я: 1) р1, Т1; 2) р1, Т2; 3) р�, Т2; 4) Р2• Т1; 
5) Pt • Т1 ] .  

Р е  ш е н и е .  Работа, nроизведенная н а д  газом при изобарных проце ссах, 

равна (с м . задачv 6) Nk ( Т1 - Т.) и Nk ( Т.2 - Т1) ,  а п ри из0 1 ермических NkT2 ln  р2 • • PJ 
п NkT1 1n f!_t . Су ыма их рав н а  р �  

1 2. То же д л я  цикл а из дв ух изобарных и двух адиа ба1 И ч е с ких проце с сов 
[последовате л ь н ы е  состояния газа:  1 ) р1, St, Т1; 2) р1,  S2; 3) Р2, S2, Т2; 4) Р2• St; 
5) Pt • S1, Т1] . 1 -- ·r 

Р е ш е н и е. Т е ы п е р ату ра во второы сос тоянии с с т h  Т2 (;:)1 , а в чет-
1 - j 

в е рто м  Т1 (Р1)-' (их можно н а й ти нз Т1 н Т� с tюм о щt.. ю резу.ч иатов за­Р2 .. 
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дачи 2). Количество тепла ,  полу чаемое газом при адиабатпческ !lх процессах , 
равно нулю, а при изобарн ых (см. задачу 6) 

Таким образом 

[ ' Pq)t -;т ] [ (Р )
1 �Т ] Ncp Т2 \ р; - Т1 и .•.Jc11 Т1 р� - Т2 •  

1 - t 1 - t 
Q = NcpT1 [ (�)1- _:-1] + NcP T2 [ (;:)-.1 - 1 ] . 

1 3 .  То же для цикла из двух изохорных и двух адиабатических процес сов 
[nоследовательные состояния: 1 ) V1, S1, Т1; 2) V1, S2; 3) V2, S2, Т2; 4) V2, S1; 
5) Vt, St, Ttl · 

Р е ш  е н и е. С nомощью результата задачи 4 находим 

[ (V. )' - t] [ (v )·1 - 1] R = Ncv T2 1 - v: + Nc
v,_,

T1 1 - V� . 

14. Опреде лить максимальную работу, которую можно получить при со­
единении сосудов с двумя одинаковыми идеал ь н ы м и  газами, имеющими одина­
ковые температуру Т0 и число частиц N, но разные объ е м ы  V1 и V2 и давле� 
ния Pt и р2• 

Р е ш  е н и е. В § 1 4 было показано, что максимальная работа соверl' ается 
тогда, когда процесс происходит обратимо, т. е . остается постоянной энтропия; 
при атом работа равна разности энергий до и после процесса. До соединения 
сосудов энтропия обоих газов, равная сум м е  их энтропий, была согласно (33,7) 

e2 V1 V2 So = Nk ln N2- + 2Ncv l n Т0 + 2YjN. 

После соединения сосудов м ы  имеем газ, состоя щий из 2N частип, занимаю­
щий объем V1 + V2 при пекоторой температуре Т. Его энтропия 

S - 2Nk ln  
е ( Vt + V2) -1- 2 �'с ln Т + 2�N - 2 N  I V •  v 1 • 

И з  условия S0 = S находим температуру Т: 

Энергия обоих газов до соединения сосудов был11 Е0 = 2Ncv Т0 + 2Ntt0 
(в си.uу (33, 2)] . После соединения Е =  2Nct. Т + 2Nu0 • Поэтому м а к с имал ьная 
работа 

Rmax = Ео - Е =  2Ncv (То - Т) = '( - 1  '( · 1 
[ ( 4 Vt V2 )""Т"] 2 Т. lr 1 ( 4PtP2 )Т"] = 2Ncv To 1 - (V1 + v�p· = Ncv о - tPt + р2)2 

(подстав дяя р1 = 
Nk

V

To �и р2 = !'!._kV._I_q и �Е = 1) . 
1 � Cv 

15. То же, что в предыдущей задаче, если до соедине н ия сосудов газы 
имели  одинаковое дав ление р0 и разные т е мпе рату ры 7i и Т�. 

Р е ш е н и е. Ана логично ре шени ю зад. 1 4  находим 

R • ., = E, - E = N'+ + Т, - 2  ( ''ti:f- ·1 · 



§ 33] ЗАКОН РАВНОРАСШ'lЩЕЛ ЫIИН 
1 6. Газ адиабаТJi'Iес к и  в ы т е к а е т  и з  сосуда (где он и м е е т  дав ление р1 и 

те мпературу Т1) через маленькое отверстие наружу, г де он и м е е т  давление Р�· Определить скорость вытекающей струи газа. 
Р е ш е н и е . Бл агодаря тому что отверстие мало, можно считать поток ста­

цион а рн ым. Так как о н в то же вре мя и т е п л ои зоJшров а н , то к нему применшю 
ус ловие (16,3). По той же прич и н е  можно считать скорость газа внутри сосуда mv2 
равноit нулю. Ус ловие (16,3) дает ср Т1 = 2 + ср Т2, так как теплова я функцпя 

tаза дается формулой (33,9) (v - скорость в ыт е к ания, т - масса �: олекулы). 1 - "( 1 - ( 
�·словие адиабатичпости потока дает (см.  задачу 2) Т1р1-т = Т2Р2

_
'

_
( Т2 - те �:­

пература 1·аза после  вытекания). Из Е>тих обоих уравнений находим 
"( - 1 

v2 = 2c:itTt ( 1 - (�:)-'-] · 
17. По трубе адиабатически течет стационарный поток газа. В м е с те трубы 

с сечением s1 он имее т скорость v1, температуру Т1 и дав ление р1• Оп редс­
Л I!'!'Ь скорость у с ечения s2• 

Р е ш е н и е. Условие ( 1 6,3) для стационарного теплоизолированного потока 
д а е т  аналогично предыдущей задаче 

mv� mv� 
срТ1 + -г = ср Т2 + Т 

(v2, р2, Т2 - скорость,  давление и температура у сечения s�. Ус ловие адиаба­
тич ности дает 1 - j 1 - "( 

TtPI 1 = Т2Р2 "l • 
Число частиц, проходящих в единицу вр е м ени через сечение s2, должно бы rь 
равно числу частиu , проходящих ч е р е з  s1• Приним ая во внимание урав н е ние 
К л а пейрона p V  = NkT, можно записать э то условие в виде 

V181Pl _ V282P2 
т;- - -т:;- · 

Подставляя р2 из третьего уравн ения во второе , а пз второго Т2 - в п е рвое, 
н аходим для определения v2 уравнение 

mv� mvi _ [ (v2s2 )1 ..&.'] 
_? _ _ _  2_ - CpTl l - -- . _ VtSJ 

1 8. Найти уравне ние адиабатического процесса  для газа, подчиняющегося 
закону равнораспреде.11ения, но отклоняющегося о т  идеальности согл ас но фор­
муле ван-дер-Ваальса.  

Р е ш  е н и е .  В форму лу (32,6) м ы  должн ы подстав ит ь т е п е р ь  в м есто 
f ( Т) согласно (33,5) 

/ ( Т) = u0 - cv T l n  Т +  аТ. 
Диференцируя F по Т и приранпивая постоянной, находим 

Tcv ( V  -- Nb) Nl' = const . 
1 9. Найти и з м е не н и е  температуры газа (такого же,  как и в предыду щей 

задаче) при е г о  ра сш ире н ии в пусто ту от объема V1 до объема V2• 
Р е ш е н и с .  При расширении в пустоту остастен постоянной энергия 

газа. Поп ь зуя с ь  выражение м для f ( Т) из предыдущей задачи и подставJIЯЯ  его 
в выр а жение (32,5) для F, находим 

дР Na2 
E = F - T  a т = Ncv T - y + Nu0 • 
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Ее., а r1 11 т� - т е м n ературы rаза  до и I IOCдC расшир,сния, то 113 El = Е2 и м е е м  

т. - Тt =  Na (_!__..!.) . 
- Cv Vз vl 

§ 34. Твердые тела 
Как уже бьшо отмечено, п о  мере у ве л и ч ения вз а имодействия м ежду 

молекулами газ переходит постепенно в конде нс иро в анные тела - жид­
к ости. 

Пр и дал ьней шем у в е л и ч е н и и  вз а имодей ствия м е жду част ица м и  обра ­
зуются твердые тела, под которыми мы понимаем таки е тела , у кото ­

р ы х  amo.ttы совершают лишь .малые 1еолебания 01еоло положения 
равн.овесия. В п риме нении к таки м тел ам статистика может опять 
при в ести к ряду р е з у.'! ьтат о в .  Заметим,  что для того чтобы тело было 
твердым, его температура должна быть достаточно низка (так, чтобы 
k T был о :ма.'! о  п о  ср авнению с потенциальной энергией взаимодействия 
атомов друг с другом). 

Для того чтобы о пределить все т е рмодинам ические величины для 
твердого тела,  надо,  как в сегда,  найти свободную энергию.  При этом 

мы н е  будем определять здесь зависимость своб одной энергии от 
о бъема,  а н а й дем т оJt ько ее зависимость от температуры. 

Дл я этого м ы  должны и сходить• и з общей формулы (2 7,6).  Легко, 
од нако, вид�:ть,  Ч'1 о для случая т в ердого тела л евую часть (27 ,5) надо 
помножить н а  N! , а следовательно, N! не буде т  содержаться в (27 ,6) ,  
к о т о р а я  примет в и д  

Е (р,  q) 
F = - kT In J е - -е- d-.1 d-.2 • • •  (34 , 1 )  

Пр и ч и н а  это го закл ю чается в необходимости учесть т о  с бстоятел ь­
ств о ,  что к а ж.р:ый из N атомов может совершать колеба ния вокруг 
любого из N положений равновесия в т вердом т е л е ;  число возможн ы х  
рас преде л е н и й  атом о в  е сть лп 

Ес;ш твердое т е л о  состоит и з  молекул,  содержа щих разл и ч ные 
а то :.� ы ,  то,  как л егк о  в идеть,  все  же имеет м есто формула (34, 1) .  
Действительно , в этом случае в формуле (27 ,6) вместо лп стояло бы 
произв еден и е  факто р и алов ч и с е л  атомов каждого рода, но и помно­
ж и т ь  на до б ы л о  бы н а  то же самое про изведе н и е .  

Поскольку атомы твердого тела совершают малые колебания 
около положений равновесия,  э нергия тел а,  аналог и ч н о  тому, что м ы  
и м е л и  в предыдущем пар аграфе д л я  эн ергии r.юлекулы газа, будет 
и м еть в ид Е = Nu0 + f11 (р , q), где Nu0 - энергия взаим одействия ато­
мов всего тела друг с друг ом, к о гда все они находятся в положении 
равновесия (N- ч и с.1 о  молекул в теле) , а fн (р, q) - кв адратичная 
фу нкция от импудьсов и координат атомов, являющаяся суммой ки не­
тич е с кой эне рги и и т о й  ч а ст и  потенциальной энерги и, к оторая зави­
с ит от координат (q1, q2, • • •  - координаты, определяющи е  отклонени я  
атом о в  от п о .rюж е н и н  р а в н о в е с и я) . Полное ч исJю переменных в этой 
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функции есть 6Nn - 6 (1t - число атомов в молекуле), так как в нее 
входят все импульсы, число которых равно числу степеней свободы 
всех атомов, т. е .  3Nn, а также все координаты, за исключением 
трех, определяющих поступательное, и трех, определяющих враща­
тельное движения тела как целого (всего 3Nn - 6), т. е. все колеба­
тельные координаты. При этом ввиду колоссальности числа N можно 
иренебречь числом 6 по сравнению с 6Nn, т. е. число переменных 
в энергии считать равным 6Nn. 

Совершенно аналогично тому, что мы нашли в § 33 для молекулы 
идеального газа , можно убедиться, что интеграл в (34, 1 )  равен нско­
торой, не зависящей от температуры, величине а, умноженной на 

Ntt0 
Т.аким образом F = .:.... k T  ln е- kT a TзNn, или 

F = Nи0 - 3Nnk T 1n T + NaT, (34 ,2) 

где посредством Na. обозначено - k In а (эта постоянная должна быть 
пропорциональна N в силу того, что F должна обладать свойством 
аддитивности) ;  u0 и а, вообще говоря, - н екоторые функции от 
объема. дF 

Из (34,2) можно согласно формуле Е =  F - Т д Т найти энергию 

твердого тела :  
E = Nи0 + ЗNnk T, (34,3) 

т. е . и здесь имеет .место аа!(он, равн,ораспределен,ия: на каждую 
k T  ) переменную в Е приходится энергия 2 (не считая постоянной Nи0 • 

Отсюда находим теплоемкость 

C = Nc = 3Nnk (34,4) 

(с - теплоемкость на одну молекулу). 
Строго говоря, это е сть теплоемкость Cv. Однако ниже будет 

показано, что для твердых тел разница между Cv и CJI незначительна, 
и мы  будем nоэтому писать теплоемкость просто как С. Отметим, что 
теплоемкость не зависит от температуры, а также, как видно из 
(34,4), для всех твердых тел, содержащих одинаковое число атомов 
(например, для грамматомов различных элементов) , теплоемкость оди­
накова , независимо от их природы (закон Дюлонга и Пти) . Правдд ,  
это правило в действительности имеет место преимущественно для 
элементов (и то не всех) nри высоких темnературах. При низких тем­
пературах, а также для всех сложных веществ этот закон соблю­
дается очень плохо. 

Подставляя (34,4) в (34 ,2), получим 

(34,5) 
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Энтропия твердого тела имеет вид 
дF S = - ат = Nс In T+ �N. (34,6) 

где � = - at + c· 
Исследуем теnерь несколько более подробно величину а, которnя 

входит в выражение для F. Для этого надо вернуться к исходной 
формуле (34 , 1 ). Подставляя в нее  выражение для энергии, мы находим 

Nu0 fп (.Р, q) 
F = - kТln e- k T J е- kT dt1 • •  , dtN , 

Постараемся теперь определ ить не только зависимость этого инте­
грала от температуры, но и смысл не зависящей от температуры в е л и ­
ч и н ы ,  возникающей nри инт егрировани и .  

Выбирая в качестве координат qi нормальные координаты Qi (соот­
ветствующие им имnульсы обозначим через Рд, мы можем nривести 

1 � 2 + 2 2) энергию , т. е. функцию /11 {р, q), к виду 2 � (Pi mi Qi , где mi -
i 

собственные частоты колебаний . Суммирование расnространено по 
всем собственным колебаниям атомов в твердом тел е ;"" число этих 
ко лебаний , к а к  уже говорилось, есть 3Nn - 6, или, пре небрегая чис­
лом 6, 3Nn. Поэт ому интеграл распадается на произведение 3Nn 
интегралов вида 

Интегрирование м ожно всегда производить в предел ах от - оо до 
+ оо, как было объяснено в § 33. Каждый из этих интеграл ов р авен 
21tkT. Мы получаем, т аким образом, wi Nuo (2 '3Nn 

F = - k T ln e- kT 1tk T) -
li 1/Ji i 

= Nи0 - 3Nnk T ln T- 3Nnk T in 21tk + kT� ln mi. 
i 

Введем обозначение ш ·  для " средней геометричеСI<Ой частоты" коле­
баний . Она о пределяется как величина, логарифм которой равен сред· 
нему значению л огарифма собственных частот колебаний, т. е.  

� ln wi 
ln ; = iЗNn , так как п о л н о е  ч и сло собственных колебаний равно 
3Nn. Вводя это в полученное выше выражение для F и подставл яя 
туда также (34,4), находим 

F = Nu0 - Nc T ln T + NcТ in 2:k ; (34,7) 



§ 34] fВЕРДЫВ ТI!ЛА 99 

ш есть, вообще говоря, как и и0, некоторая функция от объема: 
; = Ш ( V) .  

Из (34,7) можно найти потенциал Ф �ля твердого тела. Для этого 
заметим, что температура Т относительно мала, как указывалось 
в начале этого параграфа. Поэтому второй и третий члены в (34,7) 
можно рассматривать как небольшую поправку к члену Р0 = Nи0• 
Тогда согласно ( 1 7 , 1 7) 

(34 ,8) 

Отсюда объем тела 

(34 ,9) 

причем через V0 (р) обозначен не  зависящий от температуры 
дФ член а/ . Второй член определяет зависимость объема от темпера-

туры. Не зависящий от температуры коэфициент при Т, т.  е .  nели­
с d-; 

чина =- - , есть коэфициент теплового изменения объема тела. Он 
(1) dp -

всегда положителен, так как средняя частота ш с давлением увеличи­
вается (при увеличении давления атомы в твердом теле сближаются, 
амплитуда колебаний атомов при том же значении энергии умень· 
шается; другими словами, увеличивается частота). Таким образом 
твердые тела при увеличении температуры расширяются. 

Определим еще разность cp - cv для твердого тела ,  Согл асно 
результату задачи 1 2 § 1 8 и nользуясь выражением (34,9) для объема, 
находим 

(д 
v)2 ( 1 tlu>)2 - Nc2 =- -

Т Е:.л_ (1) dp c" - cv = - N (д V) = - Т  d V0 ' 
др т dp 

(34 , 1 0) 

Эта разность, будучи  пропорциональна Т, вообще говоря, мала по 
сравнению с с. 

З А Д А Ч А  
Оnреде лить максимальную работу, которую можно nолучить от двух оди­

наковых тв ердых тел (с темnературами Т1 и Т2) при в ыравнивании их т е мпе­
ратур. 

Р е ш е н и е. Реше ние совершенно аналогично р е ш ению задачи 14 § 33. 
Находи ы 
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ГЛАВА VI 

-фЛУКТУАЦИИ И ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ НЕРАВЕНСТВА 

§ 35. Термодинамические неравенства 

Условие максимальности энтропии мы писали до сих пор (например 
в § 9) в в иде 

dS = O. 

Этого условия было достаточно для предыдущих целей .  Однако оно 
не является еще достаточным условием для того, чтобы энтропия имела 
именно максимум. 

Дей ствительно, это  условие является лишь условием экстремума 
вообще, т. е .  как минимума, так и максимума. Для того чтобы опре­
делить условие максимума, надо, как известно, кроме этого ус;ювия, 
учесть еще и диференциал высшего (второго) порядка. 

Энтропия является, вообще говоря, функцией энергии, объема, 
а также полного импульса системы, если она движется, как целое . 
Однако условие максимальности энтропии как функции от импульса 
системы мы разобрали уже в § 1 0, причем был о  показано, что темпе­
ратура всегда положительна . Поэтому мы б у д ем теперь рассматривать 
энтропию как функцию только от энергии и объема. 

Напомним, что некоторые необходимые условия максимальности 
энтропии, а именно равенство нулю первого диференциала энтропии, 
уже нееледовались в § 9 ,  1 0, 1 2 . Мы при этом получили в качестве 
условий равновесия равенство тем ператур и давлений (а также и ско­
ростей) во всех частях системы. Эти условия, однако, еще недостаточны 
для равновесия. Раньше чем перейти к нахождению этих достаточных 
условий, мы введем вместо условия  максимума энтропии для замкнутой 
системы другое условие, более удобное для этой цели . 

Разделим рассматриваемую нами систему, как мы уже неоднократно 
делали, на ряд частей, малых по сравнению со всей системой. По 
отношению к каждой из этих частей остаliьную систе,му можно рас­
сматривать как среду, в которой эта часть находится . 

Покажем, что в равновесии должна при этом иметь минимум 
величина E - T0S + p0 V, 

где Е, S, V - энергия, энтропия и объем рассматриваемой части, а Т0 
и р0 - температура и давление среды, т. е. остальных частей системы. 
Т0 и р0 являются, очевидно, в то же время температурой и давлением 
рассматриваемой части в состоянии равновесия. 

Для этого вычислим минимальную работу, которую должен совер­
шить некоторый источник работы для того, чтобы данное тело переш.'Iо 
из одного состояния в другое. Тело при этом погружено в среду 
с постоянной температурой Т0 и давлением р0• Тело ,  среда и источник  
работы образуют вместе замкнутую систему. Источник работы теплоо 
и золирован как от среды, так и от данного тела. 
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Изменение энергии тела при процессе равно работе и количеству 
тепла, полученным им от среды, вместе с той работой dR, которая 
производится над ним источником работы. Работа и количество тепhа, 
полученные от среды, равны, соответственно, р0 d V0 и - Т0 dS0, где 
индекс нуль показывает, что величина относится к среде. Так как 
объе м  всей си стемы (вместе со средой) должен о ставаться постоянным, 
то dV+dV0=0 (величины без индексов относятся к телу) . Таким 
образом изменение энергии тела 

dE =-p0d V- T0dS0+ dR. 

Минимальная работа будет произведена, если процесс совершается обра­
тимо, т. е. энтропия всей системы остается постоянной: dS + dS0 =О 
(энтропия источника работы постоянна, так как он по предположению 
теплоизолирован). Подставляя dS вместо -dS0, находим для мини­
�альной работы 

dR=d(E- T0S+p0V). (35, 1 ) 

Наоборот, максимальная работа, которую можно получить при пере­
ходе тела из одного состояния в другое, есть 

dRmax=-d(E- T0S+Po V). (35,2) 

Для процессов, при которых Т= Т0, V = ronst или Т= Т0, р = р0, 
получаются вновь формулы § 17. 

Аналогично тому, как в § 17, мы заключаем отсюда, что в равно­
весии величина E-T0S+p0V должна иметь минимум. Это значит, 
что при всяком отклонении от равновесия е е  изменение положи­
тельно, т. е. 

!::.Е- Т0Ь.S+р0!::.. V > О. (35,3) 

В дальнейшем во всех коэфициентах, стоящих при отклонениях термо­
динамических величин от их значения в состоянии равновесия, будут 
подразумеваться Их значения в состоянии равновесия, соответственно 
чему индексы нуль будут всегда опускаться . 

Разлагая !::.Е в ряд (рассматривая Е как функцию от S и V), мы 
получаем 

!::..Е= �� !::..S + �� !::.. V + ; ( �:а !::..S2 + 2 д�
2 :v !::..S!::.. V + �� !::.. v2) 

с точностью до членов второго порядка . Пользуясь формулами 
дЕ дЕ 

дS= Т, д V =- р, 

легко убедиться, что члены первого порядка в !::..Е равны Т !::..S-р!::.. V 
и при подстановке в (35,3) сокращаются. Мы получаем, таким образом, 
условие 

(35,4) 
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Как изв естно, для того чтобы (35,4) имело место при произвольных 
!J.S и А V, необходимы два условия 

д2Е 

дS2 > О, (35,5) 

(35,6) 
д2Е 

Для дSS имеем 
д2Е , ( дТ ) Т 
дSS = дS v = Cv • 

т Поэтому условие  (35,5) приобретает вид с >О и, поскольку Т всегда 
положительна, v 

Cv >О. (35,7) 

Условие 

или 

Переходя к 

(35,6) можно написать в виде 

д [(�)v· (�)J 
д (S, V) 

д(Т,р) <О 
д(S, V) 

' 

персменным Т и V, имеем 

якобиана 

> О, 

д (Т, р) ( др ) ( др ) 
д(Т,р) � дV т Т дV т 
д(S, V) = д(S, V) = (�) - Cv <О. 

д(Т, V) дТ v 

Поскольку согласно (35,7) это равносильно условию 

(;�)т<О, (35,8) 

т. е. yвeлutteн,ue об&е.ма при постоян,ной температуре всегда сопро­
вождается у.меньшен,ие.м давления. 

Условия (35, 7) и (35,8) называются тер.модина.мичес�Сu.ми н,еравен,­
ства.ми. Состояния, в которых эти условия не выполнены, являют.ся 
неустойч и выми и в природе существовать не могут. 

Заметим, что из (35,8) в связи с выведенной в задаче 1 1  § 1 8  фор­
мулой для C11-Cv следует, что всегда 

СР- Cv>O, 
и благодаря (35, 7) отсюда следует, что и 

cfJ >о. 

(35,9) 

(35, 1 0) 
Условия (35, 7) и (35,8), выведенные для Лiобой малой части системы, 

!'!Меют место, конечно, и для всей системы, так 1\аК в равновесии 
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давления всех частей равны друг другу. При этом предполагается, что 
система однородна (а такие системы мы только и рассматриваем nока) . 
Подчеркиваем, однако, что это связано именно с однородностью 
системы. Можно, например, рассмотреть систему, частицы которой 
удерживаются вместе гравитационными силами; та кая система будет, 
очевидно, неоднородна, а именно, будет уплотнена по направлению 
внутрь системы, Для такой системы в целом теплоемкость могла бы 
быть и меньше нуля, т. е .  система может нагреваться по  мере умень­
шения энергии. Заметим, что это не  nротиворечит тому, что тепло­
емкость nоложительна для каждой малой части такой системы, так как 
энергия всей системы в таких условиях не равна сумме энергий ее  
частей, nоскольку существует еще дополнительная энергия гравита­
ционного взаимодействия между этими частями. 

Выведенные нами неравенства являются условиями равновесия. Их 
В!dnолнение, однако, еще недостаточно для того, чтобы равновесие 
было устойчивым. 

Именно, могут существовать такие состояния, nри бесконечно малом 
отклонении  от которых энтропия уменьшается, так что система вслед 
за этим возвращается в исходное состояние, в то время как при пеко­
тором конечном изменении  состояния энтропия может оказаться боль­
шей, чем в исходном состоянии. При таком конечном отклонении 
система не вернется в и сходное состояние, а наоборот, будет стре· 
миться перейти в н екоторое другое состояние  равновесия, соответ­
ствующее максимуму энтропии, большему, чем максимум энтропии  
в первоначальном состоянии. Соответственно этой возможности, среди 
состояний равновесия можно различать так называемые .метастабиль­
ные и стабильные состояния. 

Под первыми подразумеваются именно такие состояния, при доста­
точном отклонении от которых система может не вернуться в исходное 
состояние. Такие состояния являются, конечно, в известном смысле, 
вернее, в известных пределах состояниями устойчивыми. Однако нахо­
дящаяся в таком состоянии  система рано или поздно все равно nерей­
дет в другое, стабильное состояние .  Под последними же подразуме­
ваются такие состояния, что выведенная и з•них система рано или поздно 
вернется обратно в исходное. Очевидно, эти. состояния соответствуют 
макси�уму энтропии, большему всех остальных возможных максимумов. 

ЗАдАЧИ 

1. Найти минимальную работу, которую надо nроизвести над идеальным 
газом, для того чтобы сжать его от давления р1 до давления р2 при постоянной 
температуре, равной температур е  среды ( Т = Т0). 

Р еш е н и е. Согласно (35,1) минимальная ра бота R равн а изменению 
величины E-T0S+p0 V, т. е. R=(E2-EI)-To(S2-Sд+Po( V2- V1), где 
индексы 1 и 2 показывают, что величины относятся к газу до и после сжатия. 
В данном случае энергия Е не меняется (так как темnература постоянна), 
т. е. Е2- Е1 = О. Пользуясь (28,10), находим изменение энтропии при измене ни н 

давления от р1 до р2: S2- S1 = Nk In Pl , а и з (28,5) - и зменение объема: 
Р2 
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V2 - V1 = Nk Т0 (_!_ -__!_). Отсюда находим 
Р2 Р1 

Rmin = NkTo [tn р2 + р0 (_!_-_!_)]· Pt Р2 Pt 

[ГJI, Vl 

2. Определить максимальную работу, которую можно nолучить с nомощью 
идеального газа, nодчиняющегося закону равнораспределения, при охлаждении 
от темnературы Т до температуры среды 70 при постоянном объеме. 

Р е ш е н и е. По общей формуле (35,2) находим 
Rmax=Cv(T-To)+CvToln �· 

3. То же для газа, охлаждающегася от температуры Т до температуры 
среды Т0 и в то же время расширяющеrося так, что его давление меняется 
от р до давления среды р0 (газ подчиняется закону равнорасnредеJJе ния). 

Р еш е н и е. 

Rmax=Cv(T-T0)+NkT01n :о +CpT01n 1 +1Уk (т � -то) · 

4. Определить максимальную работу, которую можно получить с помощью 
твердоrо тела, при охлаждении его от температуры Т до температуры среды Т0 
(при неизменном объеме}. 

Реш е н и е .  

Rmax = С (Т- То)+ СТо ln т; . 

§ 36. Критическая точка 

В § 35 было сказано, что для того чтобы выражение (35,4) было 
положительно, · необходимо осуществление условий (35 ,5) и (35,6). 
Отсюда были получены условия устойчивости состояний 

cv > о и ( ;�)т< о. 
/ 

Возможен случай, когда: в (35,6) вместо знака 
знак равенства, т. е. когда 

д2Е д2Е ( д2Е )2 
дS2 дV2- дS дV =а О, 

неравенства стоит 

(36, 1) 

причем (35,5) выполняется. Другими словами , и в (35,8) стоит знак 
равенства ,  т. е. 

{36,2) 

причем Cv > О. В этом случае в (35,4) може т стоять как знак нера­
венства, так и знак равенства , в зависимости от значений AS и А V, 
т . е, второй диференциал энергии может быть или положительным или 
равным нулю. Вопрос о том, имеет ли Е- T0S + р0 V минимум, тре­
бует в этом случае дальнейшего исследования .  Такие ·точки, в которых 
имеет место (36,1) или (36,2), носят название критических точетс. 

Легко видеть, что в критической точке 

СР= оо. (36,3) 
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Это следует непосредственно из (:�)т =0 и формулы для C11-Cv, 
выведенной в задаче 1 1  § 18. 

Заметим здесь, что случай, когда в (35,5) стоит знак равенства, т. е. 
д2Е 
дS2 =о (36,4) 

и.'IИ, что то же, Cv = оо, невозможен, так как при этом заведомо не  
могло бы  быть удовлетворено условие  (35,6); мы увидим ниже, что д2Е 
невозможен и случай, когда одновременно имеют место дS2 = О 
и (36, 1 ) . . 

Обратимся теперь к отысканию условий равновесия, когда имеет 
место (36, 1 ). При этом, очевидно, надо исследовать именно тот слу­
ч ай, когда левая часть (35,4) равна нулю, т. е. когда 1:1S и 1:1 V 
таковы, что 

(36,5) 

Принимая во внимание (36, 1 ), это уравнение можно преобразовать 
следующим образом: 

�в(�� l1S+ at2:s1:1vy = -о�в-[1:1(��)]' =О 
дS2 дS2 

или, поскольку ( ��)v = Т, <�"[�2 =О. Отсюда следует l1T= О, т. е. 
дS2 

Т = const. Таким образом тот факт, что мы рассматриваем случай, 
когда 1:1S и 1:1 V удовлетворяют (36,5) [причем имеет место (30, 1 )}, 
означает, что мы рассматриваем равновесие при постоянной темпера­
туре системы (температура всех частей системы одинакова). 

В предыдущем параграфе указывалось, что условием равнове сия 
являетоя неравенство (35,3) для любой малой части системы. При 
постоянной температуре это условие  принимает вид 

l1F+p 1:1 V >О. (36, 6) 

Разложим 1:1F в ряд по степеням 1:1 V (так как l1T= �· поскольку Т 
с�итается теперь постоянной) 

А - дF А 1 д2F А 2 1 д3F 1 д4F А 4 иF- д V и V + 2 дV2 и V. + 3! 
д у;� 1:1 V3 + 4Т д V4 и V + ... 

дF Принимая во внимание, что дV =-р, мы видим, что при подста-
новке 1:1F в (36,6) члены первого порядка сокращаются. Кроме того, 

д2F (др) 
дV2 = - дV т' 

Но поскольку мы ищем теперь условие  равновесия в критической 
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точке , то согласно (36,2) этот член также равен нулю. 
из (36,6) мы находим 

Таким образом 

1 азр А З } jj4p 4 
3Г аvз � v + 4! av� tJ. v + . . . > о. (36 ,7) 

Для того чтобы это неравенство было справедлив о  при любом !J. v, 
необходимо, очевидно, чтобы член, пропорциональный !J. VЗ, был равен 

дВF ( д2р) тождественно нулю. Поскольку avs =- дV2 т' мы получаем 

( д!р ) avs т = 0. (36,8) 

Кроме того, необходимо, чтобы при этом член, пропорциональный 
AV4, 
даст д'Р ( дЗр) был всегда положителен, что ввиду равенства дV' =- аvз т 

( дЗр) дV" т< О. (36,9) 

Условия (36,8) и (36,9) определяют условия равновесия в случае, 
когда и.меет .место (36,2), т. е. для критической точки. Состояния, 
где при наличии условия (36,2) не  удовлетворены условия (36,8) и 
(36 ,9), в природе существовать не  могут. 

Критическая точка определяется, таким образом, усJiовиями (36,2), 
(36,8) и (36,9) . Из них первые два представляют собой два уравнения 
с двумя неизвестными (так как из величин V, р, Т и т. д. только две 
могут считаться независимыми). Поэтому эти уравнения определяют 
отдельные точки; другими словами, критические точки изолированы, 
т. е. н е  может быть некоторого непрерывного ряда критических со· 
стоянии. 

Отсюда следует также, что невозможно одновременное осуществле­
ние обоих условий (36 , 1 )  и (36,4). Действительно, условие (36, 1)  влечет 
за собой, как мы видели,  необходимость двух условий (36,2) и (36,8). 
Если при соединить к ним еще одно новое условие ,  то получатся три 
уравнения с двумя неизвестными, которые, вообще. говоря, не  имеют 
общих решений . Вместе со сказанным в начале этого параграфа отно­
сительно невозможности осуществ.11ения (36,3) без (36,1) теперь дока­
зывается невозможность состояний с Cv = оо. 

§ 37. Принцип Ле-Шателье-Брауна 

Рассмотрим не которую систему, находящуюся в среде. Пусть R есть 
минимальная работа, необходимая для того, чтобы перевести систему 
из состояния равновесия в данное . В состоянии равновесия R должно 
иметь минимум (см. например § 14, 17, 35). Пусть у есть пекоторая 
термодинамическая величина, относящаяся к рассматриваемой системе, 
причем такая, что условие  м инимума R по отношению к этой вели­
ч ине, т. е. 

дR 
ду ==О, 
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означает, что система сама по себz находится в статистическом равно­
весии ,  не  находясь при этом обязательно в равновесии со средой. 
Пусть далее х есть другая т ермодинамическая величина, относящаяся 

дR к той же системе, причем такая, что если, кроме 
ду 

= О, имеет место 
также и 

дR 
дх=О, 

то это означает, что система находится в равновесии не только сама 
по себе, но и со средой. 

Введем обозначения 
(��)у= х, (��)�=У. (37 , 1 )  

При полном статистическом равновесии работа R должна иметь 
минимум. Необходимым условием для этого, кроме условий 

Х=О, У= О, (37,2) 
являются условия 

(37,3) 

(37 ,4) 

[nри этом ,  очевидно, (��)а:= ( ��)J. 
Предположим теперь, что в системе нарушается равновесие со сре­

дой , т. е .  изменяется величина х, причем нарушается nервое из усло­
вий  (37,2). Если бы у осталось при этом отклонении от равновес ия 
неизменным, то нарушилось бы и второе из условий (37 ,2), т. е. вну­
треннее равновесие системы. Но внутреннее равновесие вновь.восста­
навливается в системе, т. е. при этом изменJiется величина у так, 
чтобы второе из условий (37,2) восстановилось. Пока внутреннее 
равновесие не успело восстановиться, т.  е, у осталось неизменным, 
изменение величины Х оnределяется производной (�::D . Когда это равно-

весие  установилось, изменение Х оnределяется про:зводной ( д
д
Jr ) 
Х У=О 

(т. е. производпая берется nри постоянной-равной нулю-величине У). 
Сравним эти две производные. Польэуясь свойствами  якобианов, 

приведеиными в nримечании на стр. 18-1 9, :мы находим 
д (Jr, У) ( дJr)2 

( дJr ) д (Jr, У) д (х, у) ( дJr ) ау а: 
дх У=О = д(х, У) _ д(х, У) = дх у- ( дУ) 

• 
д(х,у) dy а: 

В состоянии равновесия знаменатель второго члена в этом выра­
жении положителен согласно (37,3).  Учитывая, кроме того, неравенство 
(37,4), мы видим, что 

-

0 < ( ::)У=О < ( �;)у• (37,5) 
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Эти неравенства составляют содержание так называемого принципа 
Ле-Шателье-Брауна. 

Будем рассматривать изменение величины х как меру некоторого 
внешнего воздействия на с истему; Х будем рассматривать как меру 
изменения свойств системы nод влиянием этого воздействия. Из (37, 5) 
видно, что при восстановлении равновесия в нутри системы nосле внеш­
него воздействия,  выводящего ее из этого равновесия, производпая 
ад-; уменьшается. Это можно сформулировать следующим образом: 
Всякая система, находящаяся в равновесии, при внешнем воздейст­
вии, выводящем ее из этого состояния, стремится перейти в состоя­
ние, при котором результаты этого воздействия ослабляются. 

При этом существенно, что в качестве меры внешнего воздействия 
и его результатов мы взяли именно соответственно х и Х; если х и 
Х nоменять местами, то принциn Брауна-Ле-Шателье nришлось бы 
сформулировать как раз обратным образом. 

Поясним сказанное nримерами. 
Минимальная работа, которая должна быть nроизведена над не­

которой системой с температурой и давлением Т и р, логруженной 
в среду с Т0 и р0, для того чтобы nривести ее в другое состояние, 
согласно (35, 1 ), есть 

dR = dE- Т0 dS + р0 d V. 
Подставляя dE = Т dS- р d V, · nереписываем это в виде 

dR =(T- T0) dS-(p-p0) dV. (37,6) 

Пусть, например, х есть энтропия системы S. Тогда Х = Т- Т0, 
как видно из (37,6). Условие равновесия Х=О дает Т= Т0, т. е. 
равенство температур всех частей системы. Неравенства (37,5) nри­
нимают вид 

(37,7) 

Смысл этих неравенств заключается в следующем. Предположим, 
что энтропия системы увеличивается , т .  е. системе сообщается неко­
торое количество тепла. При этом равновесие внутри системы нару­
шается.  Пока равновесие не успело еще вновь восстановиться, изме-
нение температуры определяется производной ( g;) . Вслед за выве-

У 
дснием системы из равновесия в ней начнутся nроцессы, в едущие 
к его восстановлению, nричем изменение температуры системы во вновь 

установив�емся равновесии опр еделяется производной ( g;)Y=o· Фор­

мула (37,7) nоказывает, что восстановление равновесия происходит 
так, что уменьшается изменение- температуры системы, происшедшее 
nри ОТIСJIОнении от равновесия, т .  е .  как бы ослабляется р езультат 
воздействия (нагревания), выводящего систему из равновесия. 

Пусть теперь х есть объем системы V. Совершенно аналогично 
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будем иметь из (37,6) Х =- (р-р0). В равновесии Х =О, т. е. 
р = Ро· Тогда (37,5) дает 

0 > (;� )У=О> (:t)y. (37,8) 

Предположим, ч то система выводится из равновесия тем, что 
уменьшается е е  объем (nри неиэмеиной ее температуре). При этом 
давление этой части увеличивается. Пока равновесие не успело 
вновь восстановиться, увеличение давления определяется производной 
(:�) . Когда равновесие  вновь восстановится, это увеличение опре· 

у 

(д деляется производной д� )У=о' Формула (37 ,8) показывает, что изме-

нение давления по абсолютной  в еличине при этом уменьшается. Таким 
образом и в этом случае при восстановлении равновесия как бы осла­
бляется результат воздействия,  выводящего систему иэ равновесия.  

Различные примерЪ! применений  принципа Ле-Шателье-Брауна бу­
дут приведены в дальнейшем. 

В заключение  еще заметим, что если  в (37, 7) взять в качестве в е· 
личины у объем системы, то, как мы знаем, условие У_:_ О означает 
р = р 0, т. е. постоянство давлений. Посколвку ( g;)P = � и ( g�)v = 

т 
= С", из (37,7) мы находим уже известный нам результат СР >С"> О. 
Аналогично, если в (37 ,8) взять в качестве у энтропию S, то условие 
У= О означает Т= Т0, т.  е.  постоянство  температуры. Формула (37,8 )  
дает тогда 

(37,9) 

т. е. изотермическая сжимаемость больше адиабатической. 

§ 38. Распределение Гаусса 

Уже много раз подчеркивалось, что для систем с большим числом 
степеней свободы, какими являются макроскоnические т ела, физические 
в еличины практически всегда равн,ы своим средним значениям, лишь 
чрезвычайно р едко и спытывая более или менее значительные отклоне­
ния  от этих значений.  Однако, как ни редко, но  такие отклонения 
могут происходить, и можно поставить вопрос о том, чему равна ве­
роятность того, что какая-либо физическая величина х будет иметь 
значени е, отличное от ее среднего значения х0 на Ь.х = х-х0• На­
помним, что значительность и частоту отклонений от среднего значе­
ния удобно характеризовать флуктуацией данной в еличины х, под 
которой подразумевается V ( А.х)2 . 

Рассмотрим какую-нибудь эамхшутую с истему, и пусть х будет обо­
значать некоторую физическую величину, характеризующую состоание 
этой системы; она может, в частности, относиться лишь к части си -
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стемы (если она относится к целой системе, то это, конечно, не должна 
быть величина, остающаяся постоянной для замкнутой системы по е е  
определению, например энергия) . Нашей задачей является нахождение 
вероятности того, что эта величина будет иметь значение х, отличное 
от ее  среднего значения х0 в состоянии равновесия. Пусть dГ будет 
элемент фазового пространства замкнутой системы, точки которого 
соответствуют значениям величины х между х и x+dx. Мы знаем 
(см. § 6), что вероятность того, что система будет находиться в этом 
элементе объема, т .  е. вероятность значений х в данном интервале dx, 
пропорциональна самому объему dГ: 

dw--dl'. 

Обозначим через дГ статисти ческий вес макроскопического состоя­
ния ,  в котором среднее  значени е рассматриваемой величины равно 
тому ее  значению х, в ероятность которого мы ищем. Можно, оче­
видно, написать тождеств енно 

dГ 
dw ,_f).f .4Г • 

Но дГ =е�, где а есть энтропия системы в рассматриваемом макроско­
пическом состоянии.  Поэтому можно написать 

dГ dw ,._ еа -кг . 
Поскольку область фазового пространства пропорциональна, в' част­

ности, соответствующему интервалу значений величины х, то очевидно, 
dГ dx А что дГ = дх , где L1X- интервал значений х, соответствующий об-

ласти дГ фазового nространства ,  т. е. имеет порядок в еличины флук­
туации величины х. Таким образом 

1 dw,._ea дх dx. 

1 Оба множит еля при dx, т. е. е• и llX, суть функции от х. Однако за-
висимость первого из них от х гораздо более существенна, чем зави­
симость второго, так как она экспоненциальна.  Поэтому можно считать 
dw просто пропорциональной еа, пренебрегая д� . Таким образом 

dw (х) ,_ е• dx. (38,1) 

Энтропия а замкнутой системы должна иметь максимум в состоянии 
статистического равновесия, т. е. когда, в частности , х = х0• Поскольку 
а есть функция также и от х, отсюда следует, что 

Поэтому, еслп разложпть а в ряд по степеням х- х0 =у, то мы по а 
л . 

лучим а= а (х0)- 2 у2 + . , . , где -А есть значение второй произ-
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водной при х = х0 (Л есть, очевидно , nоложительная в елич ина). По­
скольку отклонение величины х, как и всяких физических величин вообще, 
от своего среднего значения, вообще говоря, очень мало,  то в приве­
деином разложении можно ограничиться написанными членами .  Под­
ставляя его в (38,1), мы nолуч им 

- �у• dw (х) =Ае 2 dx 

(так как e'(rco) есть nостоsшная величина). Нормировочный коэфициент 
А оnределяется, как всегда, из условия 

+со >-
f Ae-2Y"dy=1. • 

-оо 

Мы наnисали здесь dy вместо dx, так как у отличается от х только 
на постоянную х0; интегрирование по dy надо, очевидно, произвести 
от - оо д о  + оо, так как х м ожет отклоняться от х0 как в ту, так 
и в другую сторону. При этом, даже если бы у не мог принимать всех 
значений от - оо до + оо , все же интегрировать можно было бы 
в этих пределах, так как подинтегральная функция очень быстро 
уменьшается с увеличением абсолютной величины у и расширение 
области интегрирования не отражается заметно на интеграле. Отсюда 

мы получаем А== y-r. Подставляя это в dw (х), находим 

dw (х) = YI е- �у• dx. (38,2) 

Эта формула определяет, таким  образом, вероятность того, что рас­
с.м.атривае.м.ая величина будет и.м.етъ значение х (вернее, значение, 
лежащее между х и х + dx), отличающееся от ее среднего значения 
х0 на у. Такой вид расnределения вероятностей носит название рас­
пределения Гаусса. Отметим, что все расnределение вероятностей опре­
деляется одной лишь величиной Л. 

Как и надо было ожидать, эта вероятность имеет максимум при 
х = х0, т. е. у= О, быстро уменьшаясь при увеличении у в обе сто· 
роны, nричем тем быстрее,  чем больше Л. 

Другими словами, среднее значение величины х есть в то же время 
и наиболее в ероятное . Заметим, что это имеет место лишь постольку, 
поскольку мы пренебрегл� высшими членами в разложении о по сте­
пеням у. 

Выясним еще смысл величины Л, входящей в (38,2). Для этого най· 
дем флуктуацию (вернее, квадрат флуктуации) величины х, т. е. ;2. Со­
гласно определению средних значений находим 1) 

- +оо ). 
у2 = V 2л1t J у2е -�2 У' dy = � . 

-оо 

1) См. сноску на стр. 63. 
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Таким образом Л =  � • Подставляя это в (38,2), находим распредел е­у2 
ние Гаусса в виде у• 1 - --= dw (х) = .. г _ е зу•dх. 

у 21'".у2 
(38,3) 

Отсюда следует, что действительно, чем меньше флуктуация величины х, 
тем более острый  максимум имеет вероятность при у= О, т. е. тем 
менее вероятны более или менее значительные отклонения от сред­
него значения . 

В заключение  этого параграфа укажем еще следующее. Зная флук­
туацию величины х, можно найти флуктуацию любой функции f (х) от 
этой величины. А именно, поскольку отклонение у, вообще говоря, 
мало, можно написать 

Поэтому 

Ц(х)= (:f) у. 
Х x;=:ro 

(38,4) 

(dd/)2 - постоянная величина и поэтому может быть вынесена из-
х �В=rео 

nод знака среднего. 

§ 39. Распределение Гаусса для нескольких величин 
В предыдущем параграфе мы рассматрива.ш вероятность отклоне­

ния какой-либо одной физической величины от ее среднего значения, 
т. е .  флуктуацию только одной величины. Теперь мы  опреде.r�им веро­
ятность одновременного отклонения нескольких величин ( относящихся 
опять-таки к любой части замкнутой системы или к целой си стеме) от 
своих средних значений . 

Совершенно аналогично тому, как мы нашли соотношение (38,1), 
можно найти вероятность того, что величины х1, х2 • • • , х,", будут 
иметь значения, находящиеся в данных интервалах dx1, dx2, • • • , dxn, 
в виде 

(39,1) 
Имея в виду дальнейшие применении результатов этого параграфа , 

удобнее , однако, пользоваться вместо этой формулы другой, которую 
легко из нее получить. Раньше  всего можно, очевидно, написать вместо 
dw ,._, eadx1 • • •  dx"": 

(39,2) 

где lia есть изменен и е энтропии при отклонении от состояния стати­
стического равновесия (это выражени е ОТJIИчается от предыдущего лишь 
на постоянный множитеJхь) . Для малых флуктуаций, т.  е.  незначи тель­
ных отклонений от  равновесия, эту формулу можно наnисать иначе. 
Пусть кривая на рис. 4 изображает энтропию а всей системы в состоя-
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ни н статистического равновеси н как функцию от энсрги и Е системы. 
отрезок -..:.\а изобр а жает изменение а при ф:Jуiауации. Отрезок же N 
есть тогда, очевидно, минимальная работа (работа при пост<?янной энтро­
nии), необходимая для того, чтобы перевести систему из состояния 

d-. 1 f равновесия в данное. С другой стороны , производп ая dE =-в , где 1 
есть температура системы при равновесии (собственно говоря, следо­
вало бы писать 80, но мы для удобств·а будем здесь писать 8). Из 

рис. 4 видно, следовательно, что ..:.\а=- : ; . и формула (39,2) пере-

ходит в 
R 

dw--e-8 dx1 • • • dxn. (39,3) 

Аналогично тому, как мы это делали в § 38, разложим R в ряд по 
о о о о о о 

степеняму1=х1-х1, у2 = х2 - х2 , • • • ,y11=Xn-Xtt'гдex1,x2, • • • ,xn 
суть средние значения величин х1, х2, • • •  , Xn 

в состоянии равновесия. Поскольку в со­
стоянии равновесия работа R должна иметь ми­
нимум (а именно, равна нулю), значения первых 

производных от R по xl' х�, . . . , xn при 

х1 = х�, . . . равны нулю, и, таким образом; 

разложение : в ряд (до членов второго по- ' 
рядка) имеет вид 

(39,4) 

(5 
1 

о 
Рис. 4. 

Величины J..tk пр едставляют собой значения вторых производных ра-
о 

бОТЫ ПО Х.; И Xk при Х1 = Х1 И Т. д., деЛеННЫХ на  Е) (при ЭТОМ, ОЧе• 

видно, J..ik = Лм)· Поскольку R должна иметь минимум, то квадратич­
ная фо рма J..ilcYiYk должна быть существенно положительной. Подста­
вляя (39,4) в (39,3), находим 

)..ik 
- -.>-YiYk dw = Ае � dx1 dx2 • • • dx,t. 

Мы опустили при этом, как это обычно делается, в показателе знак 
суммирования; в дальнейшем в этом параграфе при дважды повторяю­
щихся индексах всегда будет подразумеваться суммирование. 

· 
Для того чтобы определить постоянную А, надо воспользоваться 

условием нормировки, которое можно написа·rь аналогично тому, как 
мы писали в § 82, в виде 

+оо +оо Ajk 

f f - -;;-YiYk А . . . е � dy1 • • •  dyn = 1. 
-со -оо 

8 3ai�. ��r,:J. -·- dандау n .Лnфщuц. 

(39,5) 
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Для того чтобы найти этот интеграл, поступим следующим образом. 

Произведем над ве;шчинами у1,у2, • • •  ,у11 линейное лреоt"iразование: , 
yi = IJ.ikyk, (39,6) 

которое nревращает квадратную форму Л1,.у1 У �с в сумму I<Вадраrов .v'/. 
Для т ого чтобы было '" 

'J..ikYiYk = У1;1 
или, как можно еще написать, 

лikYiYk = Y�Y�0ik 
(где o,k равно нулю при i f:: k и равно единице при i = k), надо, оче· 

видно , чтобы коэфициенты a.1k преобразования удовлетво ряли соотно­
шениям 

в чем петрудно убеди ться, подставляя (39,6) в ).ikYiYk· 
Далее, известно, что если имеются два детерминанта 1 aik 1 и 1 b-tk 1. 

то детерминант, составленный из сумм aubzk• т. е . 1 aizbzk !, равен произ­
ведению детерминантов· ! aik 1 и 1 bik 1 и аналогично дшr большего числа 
детерминантов .  Так как детерминант joikl = 1 , то из написанного выше 
соотношения между 'J..ik и коэфициентами прео браэования (39,6) сле­
дует, что 

(39,7 ) 
где, как обычно, две вертикальные черты означают детерминант. 

Произво дя nреобразование в интеграле (39,5), находим 
+оо +оо у'� 

А 1 ail• 1 f . · .  J е- 2� dy: ... dy� = 1, 
-оо -оо 

так как якобиан д (у�,··· ,у�) = 1 !Xik 1· Этот интеграл распадается те-
д (yl' · · · •Уп) · 

перь на произведение n интегралов, вычисляя которые, получаем 

А-- 1 · -
1 a.ik 1 t21t)n/2 • 

1 Подставляя на основании (39, 7) 1 aik 1 = V , находим 
1 Лtk 1 А = (2т: Г1112VI лik 1· 

Таким образом мы находим распределение Гаусса для нескольких 
величин в виде 

. - Vl лik 1 - лik;iYk 
dw- nf2 е dx1 dx2 • • • dx11• (21t) 

Вместе dx1 • • •  dxn можно, конечно , писать и dy1 • • • .  d.Уп· 

(39,8) 
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Как и для случая одной величины, наиболее вероятное значение 
"аждой из величин xi есть ее среднее значение х� (причем у,= О), что 
опять-таки связано с тем, что в разложении (39,4) мы ограничились 
членами второго порядка. 

Поскольку х� есть среднее значение величины х1 то, согласно оп­
ределению средних значений, 

>.ik о о � 
J J 

-т<a�i-a�i><a�k-a�k>d о ....:-..:...,:'�k ,.:.. • • • х1е х1 • • • dxn = Xz , (27t)Щ2 
в чем легко убедиться и непосредственным интегрированием, выражая 
предварительно Xz через Yz и интегрируя затем от - оо до + оо. 

Диференцируя это равенство по х� , находим 
· 

__ Aik О О Vl А 1 
J J 

о - т<a�i-жi)(:l'k-lllk) __ !J!__ • • • x1f...ki (xi- xi) е dx1 • • • dxn = 8zk· (27t)nf2 
Но левая часть этого равенства есть не что иное, как среднее значе­
ние от произведения xzXk где 

е ' 
дR дR xk = eлkiYi = -д =-д . (39,9) 
'Yk xk 

Таким образом xiX� = 8ike. Но поскольку xi = х� + Yi и x�Xk = 
о-= x.gXk = О, так как х, =О, написанное равенство равносильно ра-

венству 
(39,10) 

Подставляя сюда (39,9), находим (меняя для удобства индексы) 

AntYV'i = 8т. 
Умножим обе части этого равенства на л;: (т. е. на компоненту тен· 
зора, обратного Лkп) и просуммируем по индексу n: л;: ЛnzYtYi = Л�8т. 

1 -
Но по определению обратного тенаора л;;� Anz = 8kz• так что 8kz YzYi = 
=л;: ani, и ввиду опреде.llения a,k 

-- -1 
Yk)li = Лki. (39,11) 

Наконец, определим еще XiXk. Мы имеем согласно (39,9) и (39,10) 
XiXk = ЛiVfZXk8 = Лiz8zk82, откуда 

xixk = лikes. (39, 12) 
Если флуктуации величин х1 н х2 статистически независимы, то, как 

было показано в § 3, среднее значение произведения флуктуаций этнх 
8еличин равно нулю. (39,11) показывает, что это имеет место, если 
л-:а1 =о. Можно легко показать, что это условие не только необходимо, 

8�' 
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но и достаточно, т. е. •tro, обратно, .если 'л�/= О, то флуктуации 
независимы. . 

В заключение опрепелим еще флуктуацию какой-нибудь функции 
f(xl' .. . , Х11) от величин х1, х2, • • •  , Х1/,' Поскольку отклонения  у1, • • •  , Уп 

дf ' дf от средних значений, вообще говоря, малы, I:J.f = -д . У.;· Здесь под -д . 
х, х., 

о о понимаются значения производных при х1 = Х1, • • • , Xn = xn. Отсюда 

или, подставляя (39,11), 

- дf дj -(!J.!)2 = -- Y.Yk (39, 13) дхi дхk ., 

\!J./)2 = }1._ дf ),-:--1 (39,14) 
дхi дхk ?k 

§ 40. Флуктуации термодинамических величин 

Мы займемся теперь определением флуктуаций термодинамических 
величин, относящихся к некоторой сравнительно малой части большой 
замкнутой системы.  Самую замкнутую систему можно при этом рас� 
сматривать по отношению к этой части как среду, в которой она на­
ходится. Поэтому мы и будем ниже говорить о термодинамических в ели­
чинах, относящихся как к системе, находящейся в среде, так и к любым 
малым ча стям некоторой замкнутой системы. · Всякая такан ч асть (или система в среде) почти всегда находится 
в равновесии с остальными ча стями системы и л и  со средой; при этом, 
очевидно, е е  температура и давление равны температуре и давлению 
всей системы (или среды). Мы должны теперь найти вероятность того, 
что эта малая ч а сть будет находиться в некотором состоян ии, отличном 
от состояния  равновесия, причем, соответственно ,  ее  термодинамические 
величины будут иметь значения, отл ичные от тех значений, которые 
они имеют в состоянии  равновесия .  

В § 39 было nоказано, что для н ебольших флуктуаций можно на-
писать 

(40,1) 
R есть при этом минимальная работа, необходимая для того, чтобы 
переяести рассматриваемую систему (или часть замкнутой системы) иа 
состояния равновесия  со средой (или ос·rальными частями системы) в то 
состояние, вероятность которого мы ищем. 

В ( 40,1) можно подставить выражение для R из (35, 1 ), а именно: 
R = 11Е - Т0 !J.S + p0tJ. V. Здесь tJ.E, !J.S, tJ. V- изменения энерrии, энтро­
пии и объема рассматриваемой малой части nри отклонении от состон­
ния равновесия .  Т0 и р0 -температура и давление всей замкнутой си­
стемы, которые,  очевидно, я вляются в то же время температурой и 
давлением рассматриваемой части в состоянии равновесия. В дальнейшем 
мы будем, каi{ и в §§ 35 и 36, всегда опускать индексЫ нуль у всех 
величин, стоящих в качестве коэфициентов перед отклонениями термо­
динамаческих величин от своих значений в равновесии. Спедует помнить, 
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что в отношении всех этих.коэфициентов всегда подразумевается их 
значение в состоянии равновесия . 

Подставляя выражение для R в (40,1), находим 
D.E-T:J.S+p D.V 

w---e kT (40,2) 

Заметим, что в таком виде эта формула применяма к любым флук­
туациям малых частей системы, т. е. к отклонениям от состояния равно­
весия как небольшим , так и значительным (под значительными флуктуа­
циями здесь подразумеваются т акие , при которых, например , дЕ не мало 
по сравнению с энергией данной малой части , но, конечно , мало по  
сравнению с энергией  всей системы). В применении к малым флуюуа­
циям (какими , вообще говоря, флуктуации и являются) формула (40,2) 
дает следующее. 

Разлагая АЕ в ряд, мы получим, так же как в § 35, 
л л л 1 [д2Е л )2 д2Е л л д2Е ЛV)2] 
LlE-TLlS+pL1V= т дS2(Ll S +2дSдVL1VL1S+ дV2 (Ll . 

Как легко убедиться, это выражение можно написать в виде 

1 
т(АSАТ-Ард V). 

Таким образом мы получаем в ероятность ( 40,2) отклонения системы 
от состояния равновесия в виде 

D.pAV-ATAS 
2kT (40,3) 

Из этой общей формулы можно найти флуктуации различных термоди­
намических величин.  Выберем сначала в качественезависимых персмен­
ных V и Т. Тогда 

AS= ( ��)vAT+( �t )тАV, Ар =(�j)vAT+(��)тAV. 

Пользуясь результатом задачи 1 § 1 8  и формулой Cv = т(�� )v• пер­

вое из этих равенств можно написать в виде AS = �· АТ + ( �j )vA V. 

Подставляя эти выражения в показатель формулы (40,3), мы видим, что 
члены с д V АТ сокращаются и остается 

(др) Cv дV Т 
W _,е- �kТ2 (АТ)•+ 2kT (А V)" • (40,4) 

Это выражение распадается на два множителя, завпс�Jщих, соответ­
ственно, от АТ и д V. Это значит, что вероятности для отююнений 
температуры и объема от своих значений в состоянии равновесия неза­
висимы. Другими словами, флул;туации телrпературы и обое.ма н.еза­
вuсилtы, т. е. 

ATAv'= О. 
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Сравнивая поочередно �<.аждый из двух множителей, на которы е ра с­
падается ( 40,4 ), с общей формулой (38,3) распределения Гаусса , при· 
менимой к любым величинам, относящимся к любой части з амкнутой 
системы или к целой системе, можно найти флуктуации т емпературы и 
объема. Мы находим, таким образом, · 

(A.T)'i=kГl (40 ,6) С1, 
и - kT ( дV) (A. V)2 = -( др ) 

= - kT др т ·  

дV т 
(40,7) 

Заметим, что поскольку (А.Т)2 и (А. V)2 являются, очевидно, величи­
нами существенно положительными, отсюда опять вытекают термоди-
намические неравенства С", > Р и (g� )т < О. 

Выберем теперь в качестве неэависимых переменных в ( 40,3) р и S. 
Тогда 

А. V= ( ��)вА.р+ ( ��)11 A.s, А. Т= ( ��)11 �s+ ( �;)в А.р. 

Но, согласно формуле d W = Т  dS + V dp, имеем 

( 
дV) д2W д (дW) ( д Т) дS 11 = др дs = др дs = др в '  

и поэтому 
А. V= (��)в А.р+ (  �� )в �s. 

Согласно же  формуле Ср = т ( ��)11 имеем �T= f; �s+ ( ��)8 A.p .  
Подставляя А. V и А. Т в ( 40,3), находим 

<::>8 1 
�kT (Ьр)' - 2ka(AS)• w ,._, e  'Р • (40,8) 

Ка к  и ( 40,4), это выражение распадается на множители, зависящие 
соответственно от �р и �S. Другими словами, флуtстуации энтропии 
и давления независим.ы и потому 

A.S А.р = О. 
Сравнивая ( 40,8) с (38,3)� находим флуктуации 

(дS)2 = kCP и 
(др)2 = - (::) = - kT (i�)s· 

др s 

(40,9) 

(40, 10) 

(40. 1 1 ) 

Формула (40,7) определяет флуктуацию объема пекоторой ч асти 
системы, причем эта часть содержит опредепенное число N частиu. 
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Деля обе ч асти н а  N2, находим флуктуацию объема,  приходящегося на 
одну частицу: 

(� �)2 = - k T ( д V) 
(40, 12) N N2 ·др т '  

Эта флуктуация, очевидно, не  м ожет зависе1 ь от того, рассматриваем 
ли мы флуктуацию в постоянном объеме или для постоянного чисщ1 
частиц. Поэтому из (40, 12) можно найти флуктуацию числа частиц, 
находящихся в оnределенном, выделенном из системы объеме. Поскольку 

v 1 nри этом V есть заданная величина, то � N = VA N' и поскольку 
1 v �N е сть м а лая величина, VA N = - N2 t!.N. Подставляя это в (40, 12), 

находим 
( 40, 1 3) 

Заметим, что в критической точке, где (%�)т обращается в нуль, а 
С.Р - в бесконечность (см. § 36), флуктуаци и объема и энтроnии ста­
новятся бесконечными.  

З А д А Ч И  

1 .  Найти флукту ацию энергии (11Е}2 (по.пьзуясь· в качестве независимьtх 
переменных V и Т). 

Р е ш е н и е. Имеем 

Е = ( дЕ) 11V + (дЕ) Н д V т дТ v 

ил и согла сно результату задачи 3 § 18 

Поэтому 
11Е = [ т (:�)v -р] 11 V + Cv t:.T. 

(АЕ)2 = [Т ( :j )v -р т �11 V)2 + С� (11Т)2 

[1 i! K  к а к ,  c o r Ji a c н o  (40,5), A V A T = О] и л и, с о глас н о  (40,6) и (40,7), 

(11Е)2 = - [Т ( :�)v-р Т k Т( �;)т+ CvkT2. 
2. Найти (11 W)2 (пол ьзуяс ь  переыенн ы м и  р и S). 
Р е ш  е н и е. 

(11 W)' = - kTV2 (%�)8 + kT2Cp. 
3. Наllти t:. T  llp (попьзуясь nеременными V и 7). 
Р е ш е н и е. - kТ2( др ) I1 T I1p =  Cv дТ v· 
4. Найти А V Ap (попьзу ясь переменными V, 7). 

Р с ш е н и е,  
-� v fj,p = - k т. 
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5.  На й ти AS А V (п о л ь зу яс ь п е р с м е н н ы м и V, Т). 
Р е ш  е н и е .  

� s  t:.. V = (�j )/�Vj2 = - - ( ::)v( ��)т k T. 

б. Найти AS t:.. T (пол ьзуя с ь  п ерс м е н н ым и V и Т). 
Р е ш  е н и е . 

AS д. Т =  �" (Н)2 = k T. 

7. Найти (AN)2 д л я и деал ьного газа. 
Nk T -

Р е ш  е н и е. Подставляя в (40, 1 3) V = - , н аходи м (ANJ2 = N. р 

§ 41 .  Приближен;ие к состоянию равновесия 

[ гл .  VJ 

Всякая замкнутая система рано или поздно приходит в состояни е 
статистического равновесия. Рассмотрим какую-нибудь систему, еще 
не находящуюся в равновесии .  

Рассмотрим ряд величин х1 • х2, • • • , X,m характеризующих всю 
систему в целом или ее отдельные части (в первом случае это не  должны 
быть величины, остающиеся для замкнутой системы постоянными по ·  ее 
определению, I<ак, например, энергия или объем). Значения  этих величин 
вполне определяют состояние с истемы; эти значения в состоянии равно-
весия м ы  обозначим посредством х� , х� , . . .  , х�, . Если система не на-
ходится в равновесии, то величины х1 ,  х1, . . . , Х1, изменяются со вре-
менем [xi = xi (t)] . Скорость изменения величины х, в каждом состоя-
нии  определяется производной xi, являющейся функцией от значений 
Х1 , • • •  , X n  В ЭТ ОМ С ОСТОЯНИИ: 

Xi = Xi (х1 ,  Х2, • • •  , Хп) • 

В состоянии  равновесия имеем (см. § 39): 
Х1 = О, Х2 = О, . . . , Хп = О , 

где Xi означает пронаводную 
' Xi =  ддR . 

Xi 

э . о ти условия должны удовлетворяться при xi = xi . 

(4 1 , 1 )  

(4 1 ,2) 

( 4 1  ,3) 

Предположим, что система находится в состоянии, близком к равно­
весному. Это значит ,  что каждая из величин xi л и шь мало отJiичается 
от своего знач ения х� в равновесии, т .  е. 

(4 1 ,4)  

г д е  Yt - мал а я  u е mi ч ин а .  Разложим теперь пронаводные Х1 в ряд 

по степеним у;, при чем ограничимся членами первого порядка. Мы п о ­
лучнм равенства вида (4 1 ,5) 
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(по дважды повторяющемуся значку везде подразумевается суммирова­
ние) .  Членов ну.1евого порядка в ра з.'!ожении не может б ыть, так как при 
Vi = О (т. е .  в равновесии) все Х1 должны обратиться в нуль. Коэфи­
циенты 'J.i" предс Т а В Л Я Ю Т  СОбой П р О И З В ОДН Ы е  ОТ Xi (при Х1 = Х� , • • • ) , 

_ дХ; 1 - д2R 1 т .  е . aik - д , 0 - д д . : . 0 • Отсюда видно, что 
xk tX.o=x1 , . . .  Xi xk xl=-.-:v l ,  . . .  

aik = aki ' · ( 4 1,6) 
Аналогично можно разложить в р>rд и каждое из xi, т. е . предста­

вить xi в виде 
(4 1 ,7) 

Члены нулевого порядка и здесь должны обращаться в нуль, так как 
в состоянии равновесия скорости изменения всех xi также должны быть 
равны нулю. Коэфициенты �ik не должны быть, вообще говоря, симме­
тричными относительно индексов i и k. 

Если выразить вели чины у1 из ( 41 ,5) через величины Xi и подста-
вить их в (4 1 ,7) ,  то и Х; окажутся выраженными в виде линейных ком­
бинаций х�,, т. е .  мы получим равенства 

(4 1 ,8) 

Мы докажем теперь, что коэфициенты у1,, симметричны относи­
тельно индеtссов i и k, т .  е . 

lik = lki· ( 4 1 ,9) 

Величины lik мы назовем tcuнemuчectcuмu коэфициентами. 
Для доказательства предnоложим, что система не находится в со­

стоянии  равновесия благодаря тому, что она испытывает флуктуацию. 
Возьмем значение какой-нибудь из величин xi в некоторый момент вре­
мени t и значение другой величины xk в момент времени t + -;:  и усред­
ним произведение xi (t) xk (t + -;:) по времени t (при заданном значе­
нии -;:). Но в § 8 было указано, что флуктуации симметричны по отно­
шению к будущему и прошедшему. Поэтому совершенно безразлично, 
брать ли  при усреднении значения величины xk в момент времени , 
на -;: больший или меньший, чем момент времени , в который мы берем 
значение величины xi. С,'!едовательно, средние значения произведений 
xi (t) xk (t + -;:) и xi (t + 1:) xk (t) должны быть равны друг другу :  

(4 1 , 1 0) 

I lродиференцируем теперь это равенство по -; и затем положим 
: = О. Мы получим тогда 

(4 1 , 11) 

За метим ,  чrо  н р и  диференцировашш по • пронзводная и ме е т  разлн чный 
знак,  смотря по тому, берется .1и ароизводнан в сторону увеличения 

�ип и  уменьшения времени .  При диференцировании равенства (4 1 , 1 0) 
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с обеих сторон надо брать про н аводную в одном и том ж е на п р а вл е н и и . 

Поэтому, например, если написать (4 1 , 1 0) в виде 

xi (t) xk (t + o;) = xi (t) xk (t - -;), 
то при диференцировани и  по "'" надо изменить знак у производной 

с права. 

Подставим теперь в (4 1 , 1 1 )  выражени е (4 1 , 8) для xi: 

XiikzXz = iiZXzxk. 
Но, со гла сно (39, 1 0) ,  xiXz = eaiZ и потому 

ikz8iZ = Tki = iu8z." = iik• 
т. е. (4 1 ,9) доказано. 

Из (4 1 ,9) и (4 1 , 8) следует, что величины xi могут быть пр едста-
влены в виде 

гд е  

. дf х, = - дХt. ' 

1 
f = - 2 тikx,xk . 

(4 1 , 1 2) 

(4 1 , 1 3) 

Тогда производная от р аботы R по  времени запишется в виде 

. дR . . д/ R = дхi х, = X�.xi = - Xi дХi • 
Так к а к  f есть к в адратичная функция от Xi, то no теореме Эйлера 

k = - 2j� (4 1 , 1 4) 

Сов ершенно аналогично можно доказать, что если выразить nроиз­

nодвые no времени от вел и ч ин х. в в иде лине йных функций от Yi 
x, = C,k.Yk• (4 1 , 1 5) 

то коэфициенты cik си мметричны: 

r:ik = l;,ki • 
Очевидно,  ч т о  

дR dR = дхk dxk = Xk dYk = akiYi dyk = Jid (ak,:Yk) = Yi dX, 

(4 1 , 1 6) 

[подставляя ( 4 1 ,5) и п омня, что aik = aki] · Отсюда видно, что 
дR 
дХi = у,. (4 1 , 1 7) 

С ."!pyrofi стор о н ы ,  аналоги чно (4 1 , 1 2) можно н а  основании  (4 1 , 1 6) 
наnисать 

(4 1 , 1 8 ) 
где 
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Поэтому пронаводную R м ожно написать также и n виде · дR · · · дf R = axi Xi= YiXi = -Yt дуi = - 2f. 

Этот результат совпадает с (4 1 , 1 4) ,  так что обе функции f (4 1 , 1 9) и 
(4 1 , 1 3) являются одной и той же функцией, но только выраженной 
через разные переменные .  Поскольку R должно уменьшаться, квадра­
тичная форма f должна быть существенно положительна . 

Формулу (4 1 , 1 4) можно написать также в виде 

Ё - TS +p V = - 2/, (4 1 ,20) 

воспользовавшись для R формулой (35, 1) .  Для замкнутой системы 
Е =  const, V = const и ( 4 1 ,20) переходит в 

. 2/ S = -y ·  (4 1 ,2 1 ) 

При постоянной температуре и постоянном давлении или объеме имеем 
соответственно Ф = - 2/, или F . - 2/. 

§ 42. Диссипативнаи функция 
Из полученных в § 4 1  р езультатов следуют, в частности, весьма 

важные выводы относительно зависимости действующих в системr: сил 
от скоростей ее движущихся частей. Предположим, что эти скорости 
малы. Тогда силы можно разложить в рsщ по степеням скоростей. 
Обозначим координаты движущихся частей системы через Лi, а соот­
ветствующие силы чере� fi. В выражении 

(О) • 
/i =/i + Cikt..в + • · · 

(суммирование по k) первый член представляет собой силу, действую­
щую при i..k = О, т. е. при  адиабатическом движении; согласно § 1 1  
f�0> = - (%�)8• Второй член, очевидно, изображает дополнительные 
силы, возникающие ввиду неполной адиабатичности процесса , 

Напишем уравнение  движения 
..!!_ дК -f -j(O) 

+ 
r : ( < ) 1 )  

dt д�i - , - i �ik лk 4�, 

(К- кинетическая энергия движущихся частей системы) . Поскольку 
энтропия и объем системы, находящейся в данном состоянии, не зависят 
от скоростей, то кинетическая энергия К есть р абота R, которая 
должна быть произведена для того, чтобы обратимо перевести систему 
при  данных л . •  из векоторого исхолного состояния в данное ,  т .  е .  · дК дR придать е й  скорости "•· Поэтому -. = -. , и если рассматривать ско-• дl. i дi.i 
р о ст и  Лi как величины х. (или Yi• что все равно, так как в равновесии 
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. дК все скорости l.i = 0), о которых речь была в ы ше, то -. будут соот-
дi.i 

ветствующими Xi. Уравнения (42, 1 )  делаются тогда аналогичными  раз­
.1ожению (4 1 , 1 5), с тем отличием, что в них имеются еще члены, не 
содержащие �k (чл ен fi0>) . 

Можно, одна ко, убедиться в том, что это последнее обстоятельство 
не существенно, и можно доказать, аналогично ( 4 1 ,  1 6), что C,ik = C,ki ·  
Для этого рассмотрим  флуктуацию, при которой происходит отклоне· 
ние от равновесия при заданных Лi так, что скорости приобретают 
значения i.i. Умножим (42, 1 )  с обеих сторон на какую-нибудь скорость 
л, и усредним по флуктуациям:  

Лz .!!._ дК = л' f(O) + л с i. . 
dt aii 

l i k ik 1 {42,2) 

Среднее (по флуктуации) значение  скорости Лz равно нулю, так как 
вероятность флуктуации пропорциональна , как мы знаем, 

R К 
w ,._, e- e  = е- -е  

и поскольку К - квадратичная по ii функция, то w есть ч етная функ· 
ция от скоростей, и при интегрировании Лzw получается нуль .  Отсюда 
следу ет, что первый член в правой части (42 ,2) исчезает (следует 
помнить, что /io) , которые являются функциями только от координат, 
считаются пр и этом постоянными, так как рассматривается флуктуация 
при заданных 'Л-t).. Дальнейшее доказательство совершенно аналогично 
доказательству (4 1 ,9) или (4 1 , 1 6). 

Мы можем , таким образом, написать уравнениSJ движения (42, 1 )  
в виде 

где 

Функция f называется диссипативной фунл:цией (или функцией рас­
сеяния). Уравнения ( 42,3) являются, следователыю, уравнениями 
.Jеакростсопицескоzо движения для тел, движение которых сопро­
вождается необр атимы.ии процессами,  - дpyul.Atu слова.м.а, для дви­
:нсения, сопровождаюrцеzося трение.м.. 

Ка к следует из формул nредыдущего пар аграфа, 2{ естL> п о rпоще­
ние работы, п рuп сходящс е б.'Iаrодаря трению.  
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ХИМИЧЕСКИЙ ПОТЕНЦИАЛ 
§ 43. Зависимость термодинамических вел и ч и н  от числа частиц 

Введенные в главе IIl термодинамические величины: энергия, энтро­
пия, свободная энергия и т. д. , являются , конечно, функциями от числа 
частиц, т. е .  молекул того т ела, к которому они относятся. Относи­
тельно в ида этих функций можно высказать некоторые общие поло­
жения, не  зависящие от конкретных свой ств тела. Эти свойства свя­
заны со свойством аддитивности большинства термодинамических 
величин. 

Аддитивность энергии и энтропии была подчеркнута еще в § 6 и 7 .  
Поскольку температура и давление для ьахоnящихся в равновесии 

систем постоянны вдоль всей системы, то и величины F, Ф и W 
согл асно их определению также представляют собой величины адди­
ти вные. Другими словами, все  эти величины для сложной системы 
равны сумме эти х  велич ин для е е  макроскопических частей . В част· 
ности ,  если мы увеличим некоторую систему (однородную) в несколько 
раз, то во столы<о же раз должны измениться и все величины Е,, F 
и т. д. . 

Поскольку увеличение системы означает увеличение числа ее частиц, 
то отсюда следует, что для с истем , состоящих и з  одинаковых частиц, 
все эти в еличины должны быть однородными  функциями первого 
nорядка относительн о аддитивных п еременных . В применении к каждой 
из этих термо.цинамических ве ,1ичин  в отдельности это приводит 
к следующим результатам. 

Энергия Е системы является функцией, кроме N, от энтропии S и объема V системы. Обе эти вели чины с ами по себе  также аддитивны. 
Отсюда вытекает, что Е как функция от N, S и V допжна иметь вид 

E=Nt( � , �) . ( 43, 1 )  

что представляет собой наиболее общий вид однородной функции 

первого порядка от N, S и \1, 
Свободная энергия F есть функция от N, Т и V. Поскольку тем­

пература постоянна вдоль всей системы, а объем а ддитивен , то из 
тех же сообр ажений мы можем написать 

F = Nf( � ,  т) . ( 43,2) 
. 

Совершенно ана .1огично для теп.10вой функции  W, которая есть 
функция от N, S и давления р, м ы  получим (помня , что р, как и Т, 
постоянно вдоль системы) 

(43,3) 
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Наконец, для термодинамического потенциала Ф, я вля ющегося 
функциеи  от N, р,  Т, получаем 

Ф = Nj(p, Т) . (43,4) 
Во всех nредыдущих главах чис;rо частиц в системе  предполагалось 

заданным числом, которое не  может изменяться. Теперь мы буде111 
рассматривать это число как nараметр, который может nринимать раз­
личные значения, как и други е  величины, х ар актеризующие систему. 

В таком случае в термодинамическом тождестве, например, для dE, 
надо nрибавить член, пропорциональный dN, т. е. наnисать 

dE = T dS- p d V + tJ. dN, 
где 

u. - ( дЕ) ' - дN S, v · 

Величина '!- носит название химичесtсого потенциала 

ло1·ично, диференциалы F, W и Ф равны теперь :  
dF = -- S dT-p d V + tJ. dN, 

dW =  T dS +  V dp + !J- dN, 
dФ = - S dT +  V dp + !J- dN. 

Из формуJI (43, 7-43,9) следует · 

!J. = (g�)т, v '  !J- = (��)р, т '  !J. = ({�)p, s '  

(43,5) 

(43,6) 

системы. Ана-

(43, 7) 
(43,8)  
(43, 9) 

(43, 1 0) 

т. е. химический потенциал можно nолучить диференцирование м любой 
из величин Е, F, Ф или W no числу частиц, причем, одна1ш,  он будет 
выражен ч ерез различные n еременны е .  

дФ Из (43 , 1 0) и {43 ,4) следует, что !J- = aN =j (p, Т), т. е . 

Ф = N!J. (p, T). (4 3, 1 1 )  

Таким образом химический потеюшал тела, состоящего и з  одинаковых 
частиц, есть н е  что ино�, как термодинамический nотенциал, отнесен­
ный к одной молекуле .  

Ввиду этого можно, например, н аnисать 
d'f = - s dT+ v dp ( 43, 1 2) 

[см. ( 1 7, 1 6)] , где s и v - энтропия и объем, отнесенные к одной 
молеку.11е. 

§ 44. Равновесие систе м в поле 

Рассмотрим систему, находящуюся во внешнем поле. Разпичные 
части системы находятся при этом в различных внешних условиях 
и потому имеют различные свойr.тва. Одним из  условий равновесия 
такой системы является попрежнему постоянство темnературы вдоль 
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вс е й сис т е м ы ;  п л отн ость же и давл ен и е ,  конечно , будут теперь р а з­
л и ' IНЫ в разных местах системы.  

Для того чтобы вывести второе условие равновесия ,  рассмотрим 
nереход молекул из одной части системы в другую, причем состояние  
всех остальных частей не меняется. Общее число частиц N = N 1 + N2 
в двух данных частях остается при этом неизменным. Обозначим эн­
тропию обеих частей через S = S1 + S2• Одним из необходимых условий 
ее максимальности я вляется условие 

as. dN + as2 dN. 
дN1 1 дN; 2 = О. 

Но поскольку dN1 + dN2 = О , это можно nереnисать, как 
( дSt - дS2 ) dN = О или дNL dN2 1 

Из dE = Т dS - р d V + tJ. dN мы видим, что производпая от энтропии 
по ч и слу частиц есть - � . Таким образом м ы находим, что 1r = ';-: . 
Но температура всех частей с истемы в равновесии одинакова, т. е . 
Т1 = 12, так что и !'-t = tJ-2• Таким образом для находяще йся в равно­
весии неоднородной системы, кроме условия постоянств а температуры 
вдоль всей системы, имеет место условие 

tJ. = const, {44 , 1 ) 
т. е. хи.мичес!(uе потенциалы различных частей системы равны друг 
другу. При этом химический потенциал каждой части является функ­
цией от ее тем�ературы и давления, а также от nараметров, характе­
ризующих внешние условия.  Если внешние условия везде одинаковы, 
то из постоянства tJ. и Т автоматич ески следует и постоянство давления 
вдоль всей системы. 

Как уже упоминалось в § 26, во многих спучаях потенциальная 
энергия и молекулы в поле зависит только от ее nоложения как 
целого в пространстве (а не от расположения атомов внутри молекулы).  
В этом случае физически е  свойства тела, находящегося при данных 
·rемпературе и давлении, не будут зависеть от того, в каком месте 
пространства это тело находится; единственное изменение, которое 
происходит с телом при его п ер ем е щении в поле, есть изменение его 
энергии .  Поэтому мы можем написать 

дЕ дЕо 
!J. = 

дN =  дN + и = tJ.о + и, 
где !J.o (р, Т) есть химический потенциал при и = О. Таким образом для 
находящейся во внешнем поле системы должно быть согласно (44, 1) :  

!1- о  (р, Т) + и = const. ( 44,2) 
Это усл овие можно написать в диференциальной форме, продиферен­
цировав его по координатам: 

dtLo + dи = O, 
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или, поскольку нообн1.с fi:J.0 = - s dT -- j - v tlp, а температура n данном 
CJiyчae постоянна вдо л 1, всей системы  (одно н з  уелолиЛ ра вновес ия), т а к :  

v dp + du  = О.  ( 44, 3) 

Для идеаJiьного газа f1o (р, Т) =  k T  l n  р + z ( 7) [см . (28,8)] . ПодставJiян 
это в условие ( 44,2), находим _ 

k T ln p + z ( Т) + и =  const  

ИJIИ,  ввиду rюстоянства 7': 
11 

t - k T . р = c on s · е 

Эта формула, очевидно, совпадает с формулой Больцмана. 

§ 45. Механическое равновесие 

В предыдущем параграфе мы нашли условия статистич еского равно­
весия для системы,  на:ходящейся во внешнем поле . Для такой системы 
могут, однако, существовать и такие состояния, которые не являются 
стати стически равновесными, но при которых в системе все же не проис­
:JЕодит макроскопического движения ее  частей. В таких случаях говорят, 
что система находится в ,Jtеханическо.м равновесии. Мы займемен 
теперь отыска ни ем условий, при которых система может находиться 

· в  таком р авновесии .  
• 

Рассмотрим некоторую часть системы, движущуюся (макроскопически) 
с пекоторой скоростью v. Предположим, далее, что это движение 
совершается обратимо и притом теплоизолированно .  Другими  словами, 
процесс совершается адиабатически, т. е . энтропия р ассматриваемой 
части остается постоянной. При своем движении данная часть си стемы 
переходит от одних стационарных внешних условий к другим. В § 1 6 
было показано, что  при таком движении остается постоянной полная 
тепловая функция Wполн рассматриваемой части системы. При этом 
Wпо:ш = Епо:Iн + р V, где Епо::ш - полная энергия данной части.  Выделяя 

Mv2 
кинетическую энергию -2 - , мы напишем условие Wпо:пr = const в виде 

Mv� W' + -2- = const, ( 45, 1 )  

I'де W' включает в себя пот-енциальную энергию и данной части системы, 
т.  е. W' = W+ и. 

Иа механики известно, что система находится в равновесии (меха· 
ническом) тог.11а, когда е е  потенциальная энергия (т.  е .  ее энергия з а  
вычетом кинетической) имеет экстремум . При этом равновесие устой ·  
чиво,  если потенциальная энергия имеет минимум. Из равенства ( 45 , 1 ) 
видно, что в нашем случае роль потенциальной энергии играет вели­
чина W' . Поэтому мы заключаем, что в состоянии механического равно­
весия W' должно иметь экстремум. Это значит, что должно выполняться 
условие d W' = О  или, написав  W' = W' + и, 

d \V+ dи �= О. (45,2) 
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1 1 р и чем tl W беретси. прн постоянной энтропии ( rак как дви жен 1 1 е  пред· 
полагается адиабатическим). В силу общего соотношения  dW = 
= Т dS + V dp это условие можно написать в виде 

V dp + dи = O  (45,3) 

(так как dS = О). Диференцирование в этом равенстве производится, 
очевидно, по координатам рассматриваемой части системы, т. е . по ее 
различным положениям в nространстве .  

Равенство ( 45,3) ,  которое должно выnолняться для любой частп 
данной системы, представляет собой ус:ювие механического равновесии .  
Оно тождественно с условием (44,3), nолученным в качеств е  ус.'lовия 
статистического равновесия системы, находящейся во внешнем nоле .  
Отличие, однако, заключается в том, что nри статистическом равновесии 
должна быть, кроме того, постоянна вдоль  всей системы темnература, 
что не обязательно для механического равновесия . 

Если внешнего nоля нет,  т. е. и = О, то условие (45,3) nревра­
щается  в dp = О, т. е . р = const. 

УсJювие (45,3), однако, еще недостаточно для того, чтобы равно· 
весие было усгойчивым, так как величина W + и = W' nри этом может 
иметь I<ак минимум, так и максимум. Найдем  теnерь условие устойчи­
вости механического равновесия ,  т. е. условие ,  достаточное для того ,  
чтобы W' имело минимум. В этом случае выведенная из состояния 
равновесия система стремится вновь вернуться в него. 

Для того чтобы найти это условие , рассмотрим две какие-нИбудь 
части исследуемой системы, содержащие одинаковое число частиц. 
Их энтропии  обозначим через S1 и S2, давления в тех местах системы, 
где находятсц рассматриваемые части , - через р1 и р2 и, наконец, 
координаты, оnределяющие их расположение , обозначим условно по­
средством х 1 и х2• Вообще давление р является. здесь в сегда функцией 
от координат, т .  е . в каждом месте системы существует оnределенное 
давл ение .  Если  вся система находится в механическом равновесии, то 
для I<аждой ее части dW' = О  согласно (45,2), причем диференцирование 
производится по координатам данной части при постоионой ее энтропии. 
В частности, это имеет место для рассматриваемых двух частей, т. е. 

d W' [S1, p (х), х] \ro= ro1 = О, dW' [S2, p (х), х] \ ro=:r• = О • .  , ·  
Предnоложим, что первая из этих двух частей адиабат�еtiш nере­

шла в м есто, которое раньше занимала вторая. При этом_",е-1f' координа1:ы 
приобретают значение х2, давление делается равным р2 = р (х2), а энтро­
пия остается  равной S1 • Для того чтобы система находилась в устой­
чивом равновесии, т. е. чтобы для каждой ее  части W' (S1) имело 
минимум, необходимо, чтобы nри таком nереходе W' (S1) увеличивадось, 
при че м при дальнейшем nерсмещении данной части в том же направле­
нии W' (S1) должно продолжать увеличиваться . Последнее означает, что 
dW' [S1, p (x), xJ ix=x  . . должно быть больше нуля. Поскольку · 
d W' [S2, р (х), х] lш=:r� = О, это требование можно записать в виде 

d W' [Sl' р (х), х] lж= :r• = 

= d W' [Sp p (х), х] l x=:r• - d W' [S2, р (х), х] lx=x• > О. 
9 (}r ш .  1 3B:J . - Дr:шдау II ciH<Pllillll,  
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Если обе части выбраны так, что S2 - S1 мало, то в этом  неравенстве  
можно разложить dW' [Sl' р (х), х] l:.r:=:r• в ряд по  степеням S1 - S2 и 
написать 

d [ W' (St > р, х) - W' (S2, р, x)J = (S1 - S2) d ад�' > О. 

Разность S2 - S1 имеет тот же знак, что и диференциал dS энтро­
пии  в месте, определяемом координатами х2, так как при дальнейшем 
передвижении  рассматриваемой части системы энтропия продолжала бы 
изменяться в том же направлении (напоминаем,  что диференциа.'I 
энтропии есть, как и для всех других величин, диференциал по коор­
динатам, т. е .  dS есть разность энтропий двух бесконечно близких 
участков системы, аналогично тому, как S2 - S1 есть разность энтропий 

д W' д W  двух произвольных частей). Кроме того, дS = дS = Т, и поэтому 
написанное выше неравенство эквивалентно неравенству 

- dS (d7)8 > О. (45,4) 

Это условие  должно выполняться для всякой части с истемы, для того 
чтобы последняя находилась в устойчивом равновесии. Диференцирс­
вание производится, как и в предыдущих формулах, по координатам 
данной части ; (d7)8 означает  диференциал температуры как функции 
от S, р и х при постоянной энтропии по координатам. 

Заметим, что неустойчивое механическое равновесие ведет к по­
явлени ю  в системе макроскопического движения ее частей. Это движе­
ние носит название конвекции. Поэтому условие устойчивости механи­
чесi<ОГО равновесия является в то же время условием отсутствия конвек­
ции в системе .  

Придадим условию (45,4) более удобный вид. Для этого заметим, 
что (d1)8 = dT- ( ��).Р dS. Подставляя это в ( 45,4) и деля на dS2, 
находим 

dT- (f!_) dS 

или 
--d-=:-:�=-S�pL- < О ( 45,5) 

(45,6) 

Это условие ,  конечно , всегда выполнено, е сли температура  постоянна u d T  
(
д
Т) Т вдоль всеи системы, т. е. dS = О. Действительно, дS Р = Ср всегда 

положительно, так как всегда С.Р > О (см. § 35). 
В случаях, когда внешнее поле, в котором находится система , таково, 

что его н аличие не изменяет зависимости между различными термоди­
намическими величинами системы, неравенство (45,5) можно nредста­
вить в другом виде. Это всегда  имеет место, когда потенциальная 
энергия каждой частицы зависит только от положения ее центра 
инерции в пространстве. 
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В таком случае мы можем написать 

dT = ( ��)Р ds+ (  �; )8 dp, 

и (45,5) принимает вид ( �:)s :� < О  

или 
dS 
dj) 

( дТ) < О. др s 
(45,7) 

Выражая теперь dS ч ер е з  dT и dp и умножая обе части нерав е н с т в а  

( дТ ) Т на всегда положительную величину дS Р 
= Ср , имеем 

dT ( дТ ) dj} - дj) s 
< О 

(�) 
. 

др s 

Отсюда окончательно получ аем условие отсутствия �tонветщии: 
dT 
djJ 

( дТ ) < 1 . 
др s 

(45 ,8) 

дТ 
т( ��) 

В зав иси мос ти от знака (ар )s = Ср v (см. задачу 15 § 1 8), т. е .  от  

того, расширяется или  сжимается вещество при нагрева н и и ,  эта формул а 
dT дает верхний  или нижний предел для dp • 

dT Определим предельное значение Тz ,  с которого может начаться 
конвекция для идеального газа в поле тяжести. Для этого напишем 
( 45, 8) в виде 

dT  
dz с dp ( дt) < 1 • 
dz т дr 1J 

(45,9) 

где z - высота над поверхностью земли . Потенциальная энергия части 

газа с ма ссой М равна И =  Mgz (g- ускорение с и л ы  тяжести) . По­
этому усл о в и е  ( 45,3) дает 

откуда 

9* 

V dp + Mgdz = O, 

dp Mg . li-z = - v- · 
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1 1J V) Nk далее в с илу уравнен и я  Клапейрона 1 дТ = - . Подставляя все это \ р р . 
в ( 45,9), находим ус .1ов и е  отсутствия конвекци и  в виде 

И .'l!l 

(т - м асса одной мо.'!еку.·1 ы) .  
1 дТ 1 

< !'!g_ 
дz Ср 

(45 , 1 0) 

§ 46. Распределение Гиббса для систем с переменным числом 
частиц 

В выведенном в § 20 распредел е н и и  Гиббса,  как и во всех других 
форм улах пр едыдущих Г Jrав, ч исло частиц в рассматриваемой системе 
м ы  считали заданным п остоянны м числом. В слу ч а е  же,  когд а  ч и сло 
час т и ц  не является постоянным ч ислом, а может принимать разл и ч н ы е  
значения ,  эти формул ы  уже недостаточны.  Мы выведем тепер ь  формулу 
распределения дл я таких систем,  в которы х  число ч астиц может при­
нимать р азличные значени я .  При этом,  I<а к  и раньше, в с е  частицы пред­
полагаются одинаковыми.  

Для этого мы вос пользуемся формулой {20,2), дающей вер оятно сть 
того, что пекоторая часть замкнут ой с и с т е м ы  находится в эл ементе dl' 
своего фазового пространства . Однако энтропию (;1 остальной части 
с истемы надо теперь рассматри вать к а к  функци ю  не  только о т  
эн ергии,  а также и 01· ч исла частиц. А именно, если м ы  ищем вероят­
н о сть dwN для такого состоян и я  данной ч асти с и стемы, п ри котором 
она с одержит N частиц и н а ходится в элементе dl' N фазового про­
странства, то энтро пию а' надо рассматривать как функцию от энергии 
Е0 - Е (р, q) остальных ч астей с истем, а также от N0 - N, т. е. от числа частиц во всей замкнутой с и стеме, н е  считая данной ча сти 
{N0 - число частиц во всей с и ст е м е). За метим, чтр эл емент фазо­
вого пространства рассматриваемой части системы надо писать т еперь 
с инде ксом N, так как фазовое пространство различно (имеет разли чное 
ч и сл о  измерений) пр и различном числе ч астиц. Таки м образом мы 
приходим к формул е 

(46,1) 

Наиболее  важным случаем является тот, когда рассматриваемая ч асть  
замкнутой системы и м е е т  в с е гда энергию, значительно м еньшую энер­
гии Е0 всей систем ы, и ч и сло е е  ч астиц всегда мало по сравнению 
с ч и слом частиц во в сей системе.  В этом случае можно разложить а '  
в ряд п о  степеням Е (р, q) и N, причем ограничиться только членами 
первого п оря rщ а .  Из фор�1у.r1ы (43,5), кот орую м ожно н а п и с ать в виде 

dE р fJ. d� = т + e d V � e dN, 
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с.1едует, что произподная о т  энтропии п о  числу ч а ст и ц  есть деленный 
н а  F1 х и м и ч ески й nот енциа.'r с о б р атным знаком. 

Разложение в ряд энтропии � '  в формуле (46, 1 ) дает, таким обра-
зом, 

�И - Е  (р, q)  
dwN = Ae 0 dГN . 

Вводя вместо nостоянной А новую nостоянную 9, удовлетворяющую 
!� 

равенству А =  е"0 , мы получаем распредел ени е  Гиббса для систем 
с nер сменным числом ч асти ц в виде 

2 -;- 1'-N - Е (р, q) 
dwN = e 8 dГ ( 46, 2) 

Функция расnределения,  или nлотность в ероятности, опр еделя емая и з  
dwN = pN  dГ N' е сть , таки м образом , 

!! + 1'-N - E (p . q) 
(46, 3) 

PN е сть функция от всех импульсов и коорди нат и ч и сла ч астиц рас­
сматриваемой системы, являющейся · сравнительно малой частью веко­
торой замкнутой системы. Условие н ормировки, т .  е .  равенства еди нице 
суммы всех вероятностей, на пи шется теnерь в виде 

!! + !J-N - E ip, q )  
� fpNdl'к= }: f e 0 dГN = l , (46,4) 
N N 

где � означает суммирование по всем возможным ч ислам частиц си­
N 

стемы. Поскольку ее не зависит от N, а также от  импульсов и ко­
ординат, _этот множитель можно вынести как за знак интеграла, так 

!J-N 
и за знак суммы. Множитель е е не зависит от импул ьсов и коорди­

нат, н о  зависит от чи сла частиц. Его можно вынести поэтому только 
за знак интеграла . Таким образом 

g 1'-N Е (р ,  q) 
е�- �е 8 - J е

- -8- dГN = 1 ,  
N 

откуда 

(46 ,5) 

Среднее значен и е от какой-нибудь вели ч и ны Ms (p, q) ,  явлнющейся 
функцией от импульсов, ко ординат, а т а кже от числа частиц N, о пре­
делн етсп ,  очевидно, по формуле 

!.! f'N F ( ]> ,  '1 ) 
�И =  е;� е �  J Ms (fJ, q) с- -��-ril'N . 

N 
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Определим теперь смысл величины Q.  Согласно общему определе­
нию (7 ,8) энтропии мы находим, пользуясь распределением (46 ,3) , 

или 

o = ln 1 = _ P. + !J-N- E[ji;{j) 
P N  е 

Q + p.N = E (p, q) - 8o, 

(46,6) 

где N - среднее число частиц в данной системе.  Но, с другой стороны, 
согласно определеыию свободной энергии, Е (р, q) -8а = Е - 8а = F. 
Сравнивая это с предыдущим, находим для свободной энергии выра-
жени е 

F = Q + p.N. (46,7) 

Отсюда, кстати, видно,�то е!=ЛИ в распределении (46,3) вместо пере· 
мениого N подставить N, то оно превратится в распределение Гиббса 
в форме (27, 1 ). 

Из соотношений  ( 46, 7) и Nor = Ф = F + р V находим, что 
9 = - p V. (46,8) 

Заметим, что в § 43  (в частности,  в термодинамических тождествах) 
под числом частиц N подразумевалось, конечно, среднее ч исло частиц 
в данном состоянии  (точнее, в данном макроскопическом состоянии), 
аналогично тому, как под энергией Е подразумевается средняя энергия .  
В этом параграфе (а также и в следующем) среднее число частиц обо-
значается посредством N; в дальнейшем мы будем в сегда опускать 
черту над N, как мы делали это, например, для средней энергии Е. 

Диференцируя ( 46, 7), находим dF = dQ + р. dN + N dor. Подставляя 
dF из (43,7), получаем 

dQ = - S dT- N dor -р d V. ( 46,9) 
Другими словами, величина g является термодинамическим потен· 

циалом по отношению к Т, !L и V. В частности, 

N=-(��)т, v ·  
(46, 1 0) 

Аналогично изложенному в § 1 7 , легко показать, что при обрати­
м ых процессах при постоянных Т, or, V совершаемая над системой 
работа dR равна изменению dQ потенциала 9. 

Так как система стремится перейти в такое состояние, в котором 
она неспособна производить работу, то, следовательно, потенци ал 9 
стремится к минимуму при процессах с постоянными Т, fL, V, а в рав­
новесии g u.лteem минимум п о  отношению к таким процессам. 

§ 47. Химический потенциал в распределении Больцмана 
Применим теперь формулу ( 46,2) к идеальному газу. Выделим из 

фазового пространства отдельной молекул ы  этого газа некоторый н е -
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большой участок l::."i.. Он должен быть настолько мал, чтобы все его 
точки соответствовали достаточно точно одной и той же энергии е 
молекулы. Число молекул газа, находящихся в этом  участке, не должно 
быть при этом непременно большим. 

Мы будем рассматривать весь газ как некоторую большую замкиу­
тую систему, а совокупность молекул, находящихся в участке 1::.-r, ­
как некоторую часть всей системы. К этой части, т. е . к системе, 
состоящей из молекул, находящихся в !::.t, мы и применим (46, 2). Число 
этих молекул мы обозначим через N; тогда энергия рассматриваемой 
системы будет Nг, так как взаимодействием молекул можно, по опре­
делению, пренебречь. 

Найдем теперь вероятность �N того, что в этой системе будет N 
частиц, т. е. того, что в участке !::.t будет находиться N молекул. 
Для этого мы должны в (4 6 ,2) подставить Ns вместо Е (р, q), а вместо 

(ll't)N dГ N - выражение NГ ·  Последнее совершенно аналогично тому, что 
м ы делали в § 29. Мы получаем тогда 

р. - •  
- 2+ р.:-Nз (lli)N- * (ef)A't)N �N- e -т - е N! 

Вводя обозначение 
... - .  v = efГt::.t ,  (47, 1 )  

,.N 
мы можем переписать это в виде �N = А N! , где буквой А обозна-

s 
чена постоянная е"' .  Эта постоянная определяется из условия норми­
ровки, т. е. из того, что сумма вероятностей всех возможных коли­
честв частиц должна быть равна единице. Суммируя по всем значениям N 

N N 
от нуля до бесконечности, находим А � �! = Ае� = 1 , т. е. А =  e-v. 

о 
Выражение для �N принимает, таким образом, вид 

(47,2) 

Эта формула определяет, сл едовательно,  вероятность того, что в участке 
!::.'t' фазового пространства находится N молекул. Она носит название 
формулы С.молуховасого. Существенно отметить, что она применима 
к а к  к большим, так и к малым N. 

9 
Поскольку А =  efi и, с другой стороны, А =  е- ·•, мы видим, что 

g = - ve 1) или согласно (47, 1 )  
... - 8 9=- ее--в-д ... (47,3) 

1) Потенипал Q зде сь относится к молекулам rаза,  паходящамся в участке 
�-: .  и е г о  н е  сл едует с м е ш и в а т ь  с потенциалом t1 для в с е г о  газа,  о котором 
шпа речь в 1 1редыду щем параграфе. 
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Отсюда мы неnосредственно находим согласно ( 46, 1 0) 
- дО p. - s 
N = - a-- = е  i:) � .. = v, 

Р· 

[пт. v ш  

(47,4) 

чем определяется смысл величины v, которая оказывается равной сред­
нему числу частиц в участке � ... ; формулу ( 4 7,2)  можно, таким обра­
зом, написать в виде 

(47 ,5) 
Возьмем теперь вместо конечного участка �... бесконечно мадый 

элемент фазового объема d-c и обозначим среднее число частиц в этом 
элементе через dN. Тогда (47,4) даст 

!' - 8 
dN= efГ d-c, (47 ,6) 

что, очевидно,  тождественно с распределением Больцмана (20, 1 0) . Мы 
видим, таким образом, что постоянная С в распределении Больцмана 
(20, 1 0) связана с химическим nотенциалом газа nосредством соотно-

"' 
шения C = e ii. 

ГЛАВА VIII 

РАВНОВЕСИЕ ФАЗ 

§ 48. УсJJовие равновесия фаз 

Если у нас имеется пекоторая однородная система, то ее  состояние 
может быть определено заданием каких-либо двух термодинамических 
величин, н апример, объема V и энергии Е. Однако не всем значениям 
величин V и Е соответствуют физически возможные состояния .  Д ей · 
ствительно, мы  знаем из § 35, что во всяком состоянии должны выпоп- i 

няться термодинамические неравенства Cv > О, (g� }l'< О. Оказывается, 
что существуют такие значения вел ичин, например, V и Е, пр и кото­
рых Э Т И  УСЛОВИЯ 11е ВЫПОJIНЯЮТСЯ,  

В таких случаях систем а перестает быть однородной и распадается, 
вообще говоря, на две соприкаса1ощиеся однородные. части, находя­
щисся в разных состояниях. Такие состояния вещества, которые 
.Atozym существовать одновременно в равновесии друг с друzо.лt, при- .. 
че.м они соприкасаются .между собой, называются разли•tны.ми фаза.лtu 
вещества. 

Найдем теперь усповие равновесия двух фаз друг с другом. Раньше 
всего, как и для любых находящихся в равновесии систем, дол ж н ы  
быть равны друг другу те.шшратуры т1 1l т2 обеих фаа:  

Т1 = Т2• (48 . 1 )  
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Да.'!ее долж;JО выполняться услови е  равенства давлений в обеих фазах,: 

Pt = Р2, ( 48 ,2)  
поскольку на  поверхности соприко сновения обеих фаз силы, с кото­
рыми обе фазы действуют друг н а  друга, должны быть равны и про­
т и в о положны. 

Наконеп, должно выполняться выведенное в § 44 условие равенства 

химичесtсих потенциалов обеих фаз: 
!Lt = 1-'-2· (48 ,3) 

Если потенциалы выражены как функции от давлени;I и температуры , 
то, обозначая равные друг другу температуры и давления обеих фаз 
ч ерез р и т. мы получим из ( 48,3) уравнение :1.1 (р, Т) = р.2 (р, Т), 
откуда давление и температура находящихся в равновесии фаз могут 
быть выражены как функции друг от друга. Таким образом две фазы 
могут находиться в равновесии друг с другом н е при любых р и Т; 
наоборот, задание одной из  этих величин вполне определяет вторую. 

Есл и , например, откладывать на осях координат давление и темпе­
ратуру, то точки, в которых возможно равновесие фаз, будут л ежать 
на некоторой кривой (кривой равновесия фаз) . При этом точки, л е ж а ­
щие п о  сторонам этой кривой, будут представлить собой однородные 
состояния тела. При изменении состояниsr тела, при котор о м  точка, 
изображающая это состояние, пересекает кривую равновесия фаз,  
наступает расслоение фаз (при пересечении  кривой), после чего тело 
переходит в другую фазу. Замети м, что при медленном изменении 
состояния тела оно иногда может остаться однородным даже тогда, 
когда уже должно было бы наступить разделение фаз. Такие состояния, 
однако, являются метастабильными, и достаточно, например,  привести 
тело, находящееся в таком состоянии, в соприкосновение с другой 
фазой, для того чтобы немедленно произошло расслоение и nере ход 
в другую фазу. Примерами являются. переохлажденный пар и перегре­
тая жидкость. 

Аналогично условиями равновесия трех фаз одного и того ж е  веще­
ства друг с другом будут равенства 

(4 8,4)  

Если обозначить опять общие давления и температуру трех фаз через 
р и Т, т о  третье условие даст два у р а вн е н и я: р.1 (р , Т) = р.2 (р, Т) =  

= !1-:з (р, Т) с двумя  неизвестными  р, Т, которые имеют в качестве 
решен ий  оnределенные  пары значений р и Т. Н а той же диаграмме 
давления и темпер атуры точки , в которых возможно одновременное 
существовани е  трех фаз, будут изоли р о в ан н ы ми т о ч ка м и ,  являющимиен 
точками nересечения кр и вы х равновесия ка ж n ы х  двух из трех фаз. 
Эти точки носят название тройных fllO'teк. Соприкосновени е  более 
чем трех фаз одного и т о го же вещества,  очевидно, невозможно .  

Вычисш1м еще так называемую теплот у перехода из одн о й  фазы 
в другую, т. е .  ту теплоту, которая пог:IОщается (или выделнстся) nрн 
r r�rcxoдe тел а  и з  одной фазы в лругую. Такой п е р с ход со в ер ш а с Т611 , 
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согласно условиям (4 8 , 1) и (48,2) равновесия фаз, пр и пос rоянных 
температуре и давлении.  В § 1 5  мы видели [см. (1 5, 1 )] ,  что при таких 
процессах количество тепла р авно и зменению тепловой функции. 
Поэтому теплота q перехода, отнесенная на одну молекулу, есть 

(48,5) 

где w1 и w2 - тепловые функции обеих фаз, отнесенные на одну 
молекулу. 

Поскольку !1. (для тел, состоя щих из одного в ещества) есть термо· 
динамический потенциал на одну молекулу, то можно наrrисат1, 
р. = г - Ts + pv (г, s, v - энергия, энтропия и объем, отнесенны е 
к одной молекуле). Поэтому условие fl.t = 1'-2 дает 

(г2 - г1) - T (s2- s1)+ р (v2 - v1) = (we - w1) - T (s2 - sд = О 

., , , ,. 
к!\ 7· в 11'2 

А 1 
1 
1 
1 

(Т и р - температура и да вление обеих фаз), 
откуда 

(48, 6) 

Теплота перехода равна, следовательно, 
разности энтропий о беих фаз, помноженной 
на температуру, при которой совершается 
переход. Теnло q положительно, если при п ере­
ходе из п ервой фазы во вторую тепло погло-0!.-----!:То ___ , " ' _  Т 
щаестся (а при обратном переходе выделяется) .  
Наоборот, q отрицательно, если при этом пе­
реходе тепло выделя ется. Заметим, что ( 48,6) Рис.  5. 
вытекает и неnосредственно из того, что 

q = J Т ds и Т постоянна (эта формула применима здесь, так как 
переход совершается, очевидно, обратимо - обе  фазы во· время пере­
хода остаются в равновесии друг с другом). 

Пусть две kривые  на рис. 5 изображают химические потенциалы 
двух фаз как функцию от температуры (при заданном давлении). Точка 
пересечения об�их к ривых опреде;1яет температуру Т0, . при которой 
(при  данном давлении) о бе фазы могут находиться в равновесии друг 
с другом . При всех остальных темnературах может существовать либо 
одна, либо другая фаза .  Легко видеть, что nри температурах, меньших, 
чем Т0, существует,  т. е. является устойчивой, первая фаза (состояния 
которой изображаются точками на кривой ОА), а при температурах 
выше Т2 - вторая (кривая ОВ). Это следует из  того, что устойчивым 
является то состояние,  в котором tJ. меньше (так как р. стремится 
к минимуму; см. § 1 7). С другой стороны, в точке О пересечения 

д д обеих кривых зна чение nроизводной :� больше, чем значение :т , 
т. е. энтропия пеrво й фазы s1 = - 7'; меньше, чем энтропия второй 

др.1\ s9 = - 7ft · .  Поэтому те п,1 ота перехода q = Т  (s2 - s1) положительна. 

Таким обрааом м ы  п р н х<щи м 1-: выводу, что  ес.лu пр и повышении meJt-
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пературы тело переходит из одной фазы в другую, то при этом 
тепло поzлощается. Тот же результат следует и из принци па Ле·Ша­
телье-Брауна. 

З л д л ч и  

1 . Найти давление насыщенного пара над твердым телом (пар считать 
идеальным газом; как газ, так и твердое тело подчиняются закону равнораспре­
дел ения). 

Р е  ш е н и е.  Подставляя в услов и �  равновес и я  !J-1 = ,...2 выражения для 
химических потенциалов газа и твердого тела и з  (33,6) и (34,5) (ввиду малости 
JJ авления насыщенного пара можно дл я тве рдого тела пренебречь величиной 
р V и заменить Ф на F), находим 

u0, - u,1 ер - с  
p = const · e� T

-
k

-

2. Найти теплоту перехода и з твердого тела в газ (теплоту - возгонки). 
Твердое тело и газ подчиня ются закону равнораспредел ения. 

Р е ш  е н и е. Подставляя в q = w2 - w1 для  тепловых функций rаза и твер­
дого тела выражения (33,9) и (34,3) (поскольку давлен ие мало, для твердого 
тела можно считать w равным Е), находим 

q = Т (с11 - с) + (ио2 - иод· 
З. Найти кол ичество тепла, пог.'!Ощаемое при следующе ;! круговом про­

цессе: т ело с ·температурой Т, находящееся в равновеси и  с другой фазой, 
нагревается на d T  вдоль кривой равновесия обеих фаз; затем оно переходит 
в другую фазу и охлаждается на d T, опять-таки вдоль кривой равновесия. 
Посл е этого оно вновь переходит в первую фазу (первоначальное состояние). 

Р е ш е н и е. Процесс , очевидно, обратим, так как все время имеется  равно­
вес.:ие. Если s1 и s2 - э нтропии обеих фаз, то количества тепла, поглощаемы е  
при последовательных частях данного процесса, б у дут: Т ds1• q + dq, - Т ds2 ,- q 
[q -= T (s2 - s1) есть теплота п �рехода фаз]. Сумма их равна 

dq - T (ds2 - ds1) = dq - Td ( �) = � d T. 

4. Найти энтропию пара, находящегося в равновесии с твердым телом 
(подчиняющимся закону равнораспределения) . 

Р е ш е н и е. Теплота перехода из твердого тела в пар е сть 

q =  Т (sпар - sтв. т >· 
Отсюда 

q 8пар = Т + Sтв . т•  

Энтропия твердого тела sтв. т = с ln Т+ а (см. § 34). Теплота же q была 
определена в зада•1е 2 этого параграфа. Пользуяс J, э т и м  результатом, мы нахо­
д и м  

Sпар = � + с lп Т + coпst, 

где q0 = и02 - и01 - не зав исящая от температуры часть теплоты перехода. 
При низких температурах первый член наиболее  велик, и прибл иженно 

sпар = q; + coпst. 

5. Твердое тело с температурой Т0, имеющее давление, равное давлению 
нас ыщсннщ·о пара при тем п ературс Т0, о хлаждаетс я  адиа бапi•Jески :to те м п е-
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ратуры Т. Определ ить, кака я часть его перейдет при этом в пар (твердое 
т е л о  подч иняется закону равнорасnределения). 

Р е ш  е н и е .  До охлаждения тело им ело энтроnию S1 (Т0) = N81 ( 1�) .  где 
N - ч исло частиц в нем, а 81 - энтропия, отнесенная к одной частице. Пуст,, 
при охлаждении Nv частиц перешло в пар, а N ( 1 - v) осталось в твердом теле. 
Энтропия всей системы будет теперь N (1 - v) 81 ( Т) +  Nv82 ( Т), где s2 - энтропия 
пара, отнесен ная к одной молекуле. Из условия Ns1 (Т0) = N(l - v) s1 ( T) + Nvs2 (T) 
находим v = 

81 � �)) - 81 ((J> . Энтропия твердого те.� а е сть s1 = с ln  Т +  а, а раз-
82 - sl ) 

q н ость 8� - s1 = Т ,  где q - теплота перехода из твердого тела  в пар. Под-

ставляя это, находим 
сТ То v = -q ln т ·  

6. Пар с темnературой Т0, и м еющий давление, при  котором он может 
находиться в равновесии с твердЫ\t теnом той же т�мпературы, адиабатически 
охлаждается яо температуры Т. Оnределить, какая часть его nерейдет при 
этом в твердое тело. 

Р е ш  е н и е. Совершенно аналогично предыдущей задаче находим 

т v = l- То . 

§ 49. Формула Клапейрона-Клаузиуса 
Мы выведем теперь некоторые  формулы, касающиеся равновесия  

каких-либо двух фаз. Для этого мы воспользуемся условием равновесия 
111 = 1-'-2· 

Вовьмем теперь от обеих частей этого равенства nолную производ-
ную по температуре; 111 и 112 я вляются фун кци ями от давления и тем­
nературы (одинаковых для обеих фаз). Необходимо, однако, помнить, 
что эти обе переменвые в данн ом случае не  невависимы, та к как дело 
идет о равновесии двух фаз, которое, как было выяснено в § 48, п р и  
данной температур е  вовможно только при определенном давлении,  т. е .  
давление и температур а  связаны функциональной зависимостью, изобра­
жаемой кривой равновесия фаз . Поэтому при диференцировании  по Т 
мы получаем из tJ-1 = 112: 

др.1 + дf.'-1 dp дf.'-2 1 др.2 dp 
д Т др d T  = д Т Т др d T '  

Пользуясь d11 = - s dT + v dp [см. (43, 1 2)] ,  мы получаем отсюда 

или 

+ dp - + dp 
- s 1  vl d.т - -: s2 v2 ({f 

dp s1 - s2 
(tт = vt - vз '  (4 9, 1 ) 

где sl ' v 1  и s2, v2 - энтропии и объемы о беих фаз. 
В этой форму.'lе разность s1 - s2 удобно выразить через теплоту 

пер с хода п в  одно !! фазы в лру1·ую. Подставляя q = T (s2 - s1), находим 
dp q ( 49 ,2 )  (Jr = T(t•2 - vJ '  
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Эга формула носит название фор.Аtулы Клапейрона-Клаузиуса. Она. 
определяет изменение давлени я находящихся в равновесии  фаз при 
изменении температуры или, другими словами, и зменение давления 
с температурой вдоль кри во й равнов есия фаз. Та же формула ( е сли 

' d T  T (v2- v1) ) написать ее в виде dp = --q�- опреде.'Iяет, очевидно, изменение  
температуры перехода между двумя фазами (например, точки замерза­
ния  или кипения) при изменении  давления. Так к ак объем газа всегда 
больше объема жидкости (с тем же чИслом частиц), а при переходе 
жидкости в пар тепло поглощается, то, следовательно, температура 
кипения при увеличен и и давления всегда повыш ается ( :; положи-

тельно) . Точка же замерзания при увеличении  давления повышается 
или понижается,  смотря по тому, увеличивается или уменьшается 
объем при плавлении . 

Все эти следствия формулы (49,2) находятся в полном согласии 
с принципом Ле-Шателье-Брауна. Рассмотрим, например, жид1юсть, 
находящуюся в равновесии со своим насыщенным паром . Если увели­
чить давление, то согласно принципу Ле-Шателье-Брауна температура 
кипения до.1жна повыситься, вследствие чего часть пара перейдет 
в жидкость. Это, в свою очередь, повлечет з а  собой уменьшение 
давления, т .  е .  система как бы противодействуе'l' выводящему ее и! 
равновесия воздействию .  

Рассмотрим частный случай формулы (49,2), когда одной из фаз 
является газ, который мы будем считать идеальным. Примерам является 
любое твердое или жидкое тело, находящееся в равновесии со своим 
паром, т.  е . твердое или жидкое тело и его насыщенный пар (постольку, 
поскольку пар можно считать идеальным газом) . Формула (49,2) опре ­
деляет тогда изменение давления насыщенного пара с температурой . 

Объем газа всегда значительно больше объема конденсированного 
1 ела (твердого или жидкого), содержащего стоJiько же частиц. Поэтому 
мы м ожем пренебречь в ( 49, 2) объемом v1 по сравнению с объемо111 v2· - d (м ы считаем второй фазой газ), т. 

е .  принять d.f = Т�2 • Объем газа 

можно выразить через его давление  и температуру согласно формуле 
k T  Клапейрона , т .  е.  v2 = Р ;  мы получаем тогда 

ИЩI 

dp qp 
d T = kТ2 ' 

d ln p q 
----;Jr = k Т2 . 

З л д А ч н  

(49,3) 

(49,4) 

1 .  Определить теплоемкость пара вдоль кривой равнов е с ия жидкости н е е  
п ас ы ще н ного п а р а  (т .  е .  теп л о е м кость дл я процес с а, п р и  которо�.� жидкость в с е  
время находится в рав но весии с о  с в о и м  н а с ыще н н ьш nаром). Пар считается 
идеал ьным газом.  
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Р е ш е н и е. И с комая теплое мкость h равна по общему оnреде лению 

ds h = Т dT • 
ds 

где dT - производпая вдоль кривой рав нов есия, т. е.  

ds ( дs )  ( дs )  dp ( dv ) dp h = Т dT = T  дТ Р + Т  др т d Т = ер - Т dT p (J f •  
dp k T  

По.цставляя для dT в ыраже ние (49,3) и v = р , находим 

h = Cp- � ·  

П ри низких температурах h отрицательно, т. е .  если отнимать тепло так, чтобы 
пар все время б ы л  в равновесии с жидко с т ь ю ,  ero те мпература может пов ы­
ш аться. 

2. Определить изменение об:ьема пара с темnературой для nроцесса, при 
котором пар все время находится в равновесии с жидкостью (т. е .  вдол ь  кри­
вой равновесия жидкости и ее пара). d v 

, Р е ш  е н и е .  Надо опреде лить провзводную 
d T вдо л ь  к ривой равнов е с и я :  

dv ( дv ) ( дv ) dp 
dT  = д Т р + др т dT .  

kT  
П одст а в л я я  (49,3) и д л я  объема v = - , находим р 

:; = ; ( k - �) · 

§ 50. Критическая точка 

В § 48 упоминалось, что равновесие двух фаз можно изображать 
в виде кривых, дающих зависимость между давлением и температурой 

находящихся друг с другом в равно-
р весии фаз. Вид этих кривых не подле-

жит, вообще говоря, · н икаким общим 
законам и различен для разных кон­
кретных случаев. В частности, эти 
кривые могут быть как замкну1,:ыми,  
так и незамкнутыми . В последнем 
случае кривая должна, вообще говоря, 
в пекоторой  точке кончиться, как, нa-

lkp Т пример, изображено на рис. 6 . При тем­
пературах, больших, чем температура 

Рпс. 6. Ткр ,  соответствующая этому концу, 
больше не  может существовать различ­

ных фаз, и при .чюбом давлении тело будет всегда однородно (то же 
относится, l{Он ечно, ко всем давлениям, б<тьшим, чем Ркр' - при них 
т акже не могут бодее существовать разные фазы). Такие точ1еи окон­
чания 1еривой рашювесия фаз, в 1шторых как бы и сч езает разл и •ше 
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между обеими фазами, носят название критичестсих. Мы увидим, что 
они являются в то же время критическими точками в том смыс:rе, как 
они были определены в § 36. 

Заметим, что принципиально могли бы существовать и такие слу­
чаи, при которых кривая равновесия оканчивалась бы не по напра­
влению увеличения температуры и давления (как на рис. 6), а по  
направлению и х  уменьшения, т. е . таки е с.'Iучаи ,  при которых дJrя 
температур и давлений ниже определенных их значений не  может 
существовать разных фаз. Подобного рода критические точки ,  однако, 
неизвестны.  

Рассмотрим точки кривой равновесия, лежащие вблизи критической, 
т .  е .  вблизи конца кривой. Выберем в качестве о сновных переменных 
объем и температуру. Поскольку в самом конце кривой разница между 
обеими фазами -вообще исчезает,  в точках, находящихся вблизи конца, 
свойства фаз должны быть почти одинаковыми. В частности , должны 
быть почти одинаковыми объемы этих фаз (отнесенные, конечно, 
к одинаковому числу частиц), т. е . разность А V этих объемов должна 
быть мала . Давления обеих фаз должны быть, как мы уже знаем из 
§ 46,  всегда равны друг другу, т. е. их разность Ар = О. Разложим Ар 
вблизи критической точки  в ряд по степеням А V. Мы получим тогда 

Ap = (%�)7, A V+ � (��2)т(А V)2 + . . . = 0. 

При этом, конечно, коэфици енты при различных стеnенях А V берутся 
с их значениями в критической точке. 

Это, ра венство должно иметь место для бесконечно малого А V. 
Отсюда непосредственно следует, что в критической точке должно во 
веиком случае  быть (:� )т=О. Это услови е, однако, совпадает с усло­

вием (36,2) для критической точки. В том же  § 36 было показано, 
что, для того чтобы состояние, в котором (%�)т= О, было устойчи-

вым, необходимо также, чтобы и ( ��2)т = О. Таким образом точка 

окончания кривой равновесия фаз действительно является критической 
точкой, как она была определена в § 36 .  

Мы займемся т еперь исследованием свойств тeJr, находящихся 
в состояниях, близких к критической точке. Т и V- температура и 
объем тела;  введем обозначения 

T - TRp =t, V- VRP = V, (50, 1 )  

где Т.,.Р и Vxp - температура и объем тела в критической точке (кри­
тичесюrе температура и объем). Мы будем рассматривать свойства 
тела при малых t и v 1 ) . 

1) Не следует сме шивать v в э том па раграфе с о бъе мом r1, о тн е с е н н ы м  
на одну молекулу, которым м ы  пользов а л и с ь  в предшеству ю щих вагаграфах 
п будем пользоваться в нижес.'lсдую щнх вараrрафах. 
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Все термодинамические  велнчины д:ш тела будем рассматривать 
как функции от t и v. В частности, разложим (:�)т в ряд по степе· 

ням t и v, ограничиваясь при этом первыми членами в разложении : 

-(:�)т= At + Bv2• (50,2) 

Члена, про н орционального v, в этом разложении нет, так как коэфи­
циент при  v есть вторая пронаводная от да вления по объему, которая 
в критической точке равна нулю. Что касается  чЛена с произведением 
tv, то он во всяком с.1учае меньше члена At; то же относится к члену, 
nропорциональному t2• Что же касается Bv2, то этот член мы должны 
оставить, так как хотя обе величины t и v и предполагаются малыми, 
но об их относительной величине ничего сказать нельзя, так что член 
Bv2 не обязательно меньше, чем At. 

Поскольку в кри тической точке ( g�з) < О, коэфициент В должен 
быть положительным: 

В > О. (50,3) 
Кроме  того, во  всех точках вблизи критической, представляющих 

собой устойчивые состояния те.ча , должно быть согласно § 35: 

-(:�)т> О. 

В частности, все точки с температурой больше Ткр (т.  е .  t > О) 
должны соответствовать устойчивым состояниям (здесь никогда н е  
происходит разделения н а  фазы). Отсюда видно . что и коэфициент А 
должен быть положителен: 

А > О. (50,4) 
Из (50 ,2) интегрированием находим длs1 давления вблизи критиче­

ской точки выражение 
вvs p = - Atv - -3- +  . . . + f (t), (50,5) 

где f (t) есть функция только от t, которая нас сейчас интересовать 
н е  будет; р как функция от v (при данном t) имеет вид, изображен­
ный на рис.  7 (нижняя кривая) . При ·rемпературе, равной Ткр (т. е . 
t = 0), кри вая зависимости р от v [как видно щшть-таю1  из (50,5)] 
им ела бы вид, изображенный на рис.  7 верхней кривой. В cm.toй кри­
тической точке, т. е. при V = Vкр (v = 0), эта кривая имеет точку 

п ерегиба, так ка к одновременно (��)t = O и (�� )t. О. 
Рассмотрим теп ерь точки, находящиеся  вблизи критической, в н:ото­

ры х  температура меньше критической температуры Т"Р' т. е. t отри­
цательно. В некоторых и з  этих точек (а именно лежащих на кривой 
равновесия фаз) могут существовать одновременно раsличные фазы. 
При этом, юнъ м ы  знаем,  давления р1  и р2 обеих находящихся в рав-
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иовесии  друг с другом фаз равны. Кроме того, должны быть равны 
друг другу химич еские  потенциааы обеих фаз (111 = 112). Это условие 
можно на 11и сать в другом виде, а именно 

2 
f d!�- = 0, 
1 

2 
где J означает интегрирование по пути п ерехода из  состояния, соот-

1 . 
ветствующего одной из  находящихся в равновесии фаз, в состояние , 
соответствующее другой из этих' фаз. Есл и  путь перехода взять таким, 
чтобы он происходил при постоянной температуре, то это равенство 
приобретает вид 

2 
f V dp = O (50,6) 
1 

[см .  (43, 1 2)] .  Подставим еще сюда V =  Vкр + v. 
Так как 

то 

2 

f VRpdp = vкр (р2 - Pt) = о, 
.1 

2 
J v dp = O. 
1 

(50,7) 

р 

----:!а,----- и 
Рис. 7. 

Когда мы рассматриваем состояния, находящиеся вблизи критиче­
ской точки ,  можно воспЬльзоваться для р выражением (50,5). С помощью 
этого выражения легко убедиться ,  что если интеграл (50,7) преобра-
зов ать к не  зависимой переменной v [т.  е. подставить dp = ( ;� )t dv] , 
то подинтегральное выражение  будет нечетной функцией от v. 

Для того чтобы интеграл по  dv от  не четной функции был равен 
нулю, достаточно, очевидно, чтобы объемы v1 и v2 на пределах инте­
грирования, т. е . разности объемов и их значения в критической точке 
обеих находящихся в равновесии  фаз (отнесенные к определенному 
числу частиц), был и равны друг другу по абсо лютной величине, но 
противопо.'lожны по  знаку, т. е. 

'V t  = - 'V2. (50,8) 
Tai{ как в то же  время давления в обеих фазах должны быть одина­
ковы, то  видим, что на кривой рис. 7 точки, соответствующие состоя­
ниям обеих фаз, находящихся в равновесии друг с другом (при данной 
температуре), суть точки А и D. При температуре, равной критиче• 
с 1юй Ткр '  обе эти точки сливаются в одну (точку перегиба). Части 
кри вой над А и под D соответствуют однородным состояниям те�  
.1 а .  При уменьшении давления (при n�стоянной температуре) точка, 

1 0  . 1 :н; . 1 : :r.� .  ·- .1l<1 н;(а�· п :Тпr!>m!П\. 
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изображающая состояние тела , передви гается по ве.рхней части кривой ; 
при давлении, соответствующем точкам А и D, происходит разделение 
на две фазы. При дальнейшем уменьшении давления тело снова одно­
родно, причем точка, изображающая его состояние, движется по кри­
вой за точкой D. При критической температуре (а также при более 
высоких температурах) такого расслоения нчгде не происходит. 

Что касается точек кривой рис .  7, лежащих на  отрезке ВС, то 
они вообще не соответствуют каким бы то ни было  устойчивым состоя-

ниям тела, та� как в них (:�)т положительно. Что касается отрез ­

ков  АВ и CD, то они представляют собой области метастабильных 
состояний, о которых упоминалось в § 48. А именно, при медленном 
изменении состояния,  например, по в ерхней части кривой, тело может,  
оставаясь сднородным, п ерейти в состояния, .'!ежащие на АВ. Эти 
состояния, однако, м етастабильны; достаточно, например, соприкосно­
ве ния с другой фазой, для того чтобы немедленно произошло рас­
слоение. Если речь идет, н апример, о жидкости и газе, то  отрезки 
CD и АВ соответствуют переохлажденному пару и п ерегретой жид­
кости. 

Заметим, что такое же положение вещей качественно имеет м е сто 
и вдали от критической точки (см. следующий параграф) . Кривая 

р, v имеет тогда вид, сходный с кривой рис. 7;  
однако, вообще говоря , она уже несимметрична, 
как вблизи критической точки [так как там уже 
не будет справедливо (50,5); в частности, не с·пра-

u2 в едливо и (50,8)] . 
Из р1 = р2, пользуясь (50,5), мы находим 

Bv� . Вv� Atv1 + т = - Atv1 - -3- ,  
т .  е .  

-----;!0;---_,.....·-'D 
Bv2 At + -f = О, 

Рис. 8. и то же самое ,  конечно, для v2 • Отсюда мы находим 

� r- зАt � r- 3At v1 = - V -в •  v2 = + V ----zг · (50,9) 

Таким образом вблизи критической точки объемы v1 и v2 находящихся 
в равновесии друг с другом фаз пропорциональны корню из - t. 
Это - так называемое правило параболы Мат и аса. Если на  осях коор­
динат откладывать v и Т, то кривая, изображающая объемы обеих 
этих фаз в зависимости от температуры, будет вблизи Т�:р иметь про-
стой максимум (рис. 8).  

Такая же кривая получится, очевидно, если на диаграмме р, v с о е­

динить точки, соответствующие  расслоению фаз ,  на  кривых для разных 
температур (рис . 7). Все точки на диаграммах рис .  7 или рис .  8, 
находящиеся вн е этой кривой , представляют собой состояния т е .'! :l ,  



§ 50] КРИТИЧЕСКАЯ Т О Ч КА 1 47 
в которых оно однородно . Все точки внутри кривой представляют 
собой область разделения на фазы. В каждой из них тело разделяется 
на две фазы, соответствующие , например ,  на рис. 8 точкам пересече­
ния прямой, проведеиной ч е рез данную точку, параллеп ьно оси абсцисс, 
с кривой. Кол 11 чества к аждой из двух фаз, на  которые разделяется 
тело, при этом обратно пропорциональны отрезкам прямой от данной 
точки до точек п ересе чения с соответствующей ветвью кривой .  

1 1 
Определим объемы v1 и v2, соответствующие границам метастабиль-

ных областей, т. е. в точках В и С рис: 7. За этими точками ( :�) t 
делается положительной, а в самих этих точках ( �� )t = О. Пользуясь 
выражением (50,2), находим At + Bv1'J = О, откуда 

v� =- у :t , v; = + v- :t . (50, 1 0) 

Эти объемы, такlfм образом, в V3 раз меньше объемов - v1 и v2 
уравнений (50,9) . 

В заключение определим еще зависимость от температуры  теплоты 
перехода оnной фазы в доугую вблизи критической точки. Поскольку 
температура в обеих нахJдящихся в равновесии фазах Qдинакова , 
а разность объемов вблизи критической точки ма:1а, то яля теплоты 
перехода можно написать 

q = T (S2 - S1) = т(��)т (V2 - V1) = т (�j)v (V2 - V1) (50, 1 1 ) 

[так как (:�)т = - д �2:т = ( �j) v] . Так как вблизи критической 

точки V2 - V1 = v2 -- v1 согласно (50,9) и (50, 1 )  пропорционально 
V Tsp - Т, то и теплота перехода пропорциональна этому же корню. 
Кроме того, если сравнить (50, 1 1 ) с формулой Клапе йрона-Клаузиуса 
(49,2), то мы увидим, что вблизи критической точки 

(:�)v = :�. (50, 1 2) 

dp где lit - производпая вдоль кривой равновесия фаз. 

Определим еще зависимость от температуры теплоемкости еР 
вблизи критической точки для состояний, лежаших на кривой rавно­
весия фаз .  Как мы знаем из § 36, в критической точке СР обращается 
в бесконечность. Чтобы найти закон возрастания ·еР, заметим, что 
согласно задаче 1 1  § 1 8 

т ( др )2 
д Т V 

( !}_р_) • \.д \1' т 
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Вблизи  критической точки (� )� = - At - Bv2, а ·v на I<ривой равно­

весия пропорционально V- t .-ТакйМ- образом СР обращается в беско· 
1 нечность как 7 .  

§ 5 1 .  Газ и жидкость 

В атом параграфе мы рассмотрим равновесие двух фаз, из J{оторых 
одна является газом, а другая представляет собой конденсированное 
вещество .  Эта вторая фаза может быть как жидкостью, так и аморф­
ным твердым телом. Как те, так и другие облада19т общим свойством 
изотропности, т. е . их свойства по всем направлен иям одинаковы 
(в отличие  от крист аллических твердых тел ; об этих телах речь будет 
итти в главе XI). Между жидкостями и аморфными твердыми телами нет 
никакой принципиальной разницы - пос,lедние отличаются от пер вых 
лишь меньшей амплитудой колебаний молекул внутр и  них (как раз 
так и были определены твердые тела в § 34). И лишь кристаллические 
тела , кроме этого свойства, имеют еще и другие, о которых будет 
сказано в главе XI и которые существенно отличают их от жидкостей 
и аморфных тел. 

Но и между жидкостью и газом также нет никакой принципиаль­
ной разницы;  они о пять-таки отличаются лишь меньшей или большей 
ролью взаимодействия между молекулами. Поэтому между ж идкостью 
и газом возможен непрерывный переход . Это значит, что rсривал рав­
новесил для газа и жидкости имеет вид, вроде изображенного н а  
рис .  6 § 50, т .  е .  и.меет конец (критическую точку). Непрерывный 
переход от жидкости к газу (или наоборот) можно осуществить, изме­
няя с остояние газа по пути, огибающему кривую равновесия, т . е . 
проходящему над критической точкой .  Тело будет при этом все время 
оставаться однородным. По этой причине сами понятия жидкости и 
газа являются условными, и н евозможно во всех случа ях точно разгра­
ничить те и другие, т. е . указать, какие состояния являются жидкими, 
а какие газообразными. Имеет смысл говорить о :>!<Идкости и газе 
только тогда, ке�гда они существуют одновременно, сопри касаясь друг 
с другом, т. е. в точках, лежащих на кривой равновесия.  В этих слу­
чаях более  конденсированную фазу называют жидкостью, а менее 
конденсированную - газом. 

Качественно такое поведение жидкостей и газов описывается урав­
нением ван-дер-Ваальса, полученным в § 32 [формула (32,7)] . Для того 
чтобы разобрать с войства  этого ура,внения, нанесем на диаграмме р, V 
кривые зависимости р от V, д аваемые этим уравнением для различных 
температур (изотермические кривые) .  Эти кривые имеют вид, изобра­
женный на рис. 9, где кривые 1 ,  2 ,  3, 4 соответствуют увеличиваю­
щейся темnературе.  Они имеют тот же хар:J,ктер, что и кривые рис. 7, 
дающи е зависимость р от v вб.'!изи критической точки . Рассмотрим, 
например, кривую 1.  При дав,11 ении,  соответствующем точкам А и D, 
наступает разде.1ен и е  н а  две фазы (аналогичнQ. тому, что м ы  имели 
n § 50). Из них бо.1ее конде н с иров анная,  изображаемая точкой А ,  есть 
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жидкость, а менее конденсированная (состояние которой изображается 
точкой D) - газ . Температура, для которой начерчена кривая 1 , и 
является температурой кипения для этого давлениSI (и, наоборот, это 
давление есть давление насыщенного пара длSI этой температуры). 
Точки кривой над А соответствуют жидким состояниям тела, а точки 
правее D - газообразным. Отрезки АВ и CD соответствуют м етаста­
бильным переохлажденной жидкости и перегретому пару. Отрезок же 
ВС вообще не представляет собой устойчивых состояний тела, так 

как н а нем (g�)т положительно. 
р 

Что касается расположения прямой AD, 
определяющей точку перехода из газа в жид­
кость, то оно  определяется условиями равнове­
с ия фаз, которые для этого удобно взять в 
том виде, какой был придан им в § 50 .  А имен­
н о, условие (50,6) в данном случае прини­
мает вид 

f V dp = O (51 , 1 )  
.1BEOD 

(интеграл берется по кривой ABECD). Это 0!;---------V 
значит, что площади АВЕ и ОСЕ должны / 
быть равны, чем и определяется положение 
прямой AD. 

Рис . 9.  

При некоторой температуре Ткр кривая зависимости р от V имеет 
точку переrиба (точка К на  кривой 3 рис. 9). Эта точка будет, оче­
видно, критической точкой . Для температур выше Ткр кривые р , V 
определяют V через р везде ка к одиозна чную 
функцию, причем (;�)т везде отрицатель- р 
н.о (например, кривая 4). При этих темпера-

/( 
турах,  следовательно, нигде не происходит 
разделения на фазы, так что понятия жид· 
кости или газа вообще теряют смысл. 

ltr .  
Если соединить друг с другом кривой т.е 

точки всех изотерм, которые соответствуют 
началу и концу перехода из газа в жидкость 
(вроде точек А и D на рис. 9), то полу- о · 
чится кривая изображенного на рис. 1 0  
вида . Точки слева и справа от нее пред­

Рис . 10.  
--- v 

ставляют собой жидкие и газообразные состояния; заштрихованная об ­
ласть  есть об.1асть ра3Де.'Iения на две фазы: жидкость и газ. Над кри­
тической точкой К это рассJJоение нигде _не происходит. 

Кр ити ч е с кую тем л ературу Т.r;р и соответствующие давления и объем 
Р��.г 1 1  V:кр в J<рнтическоi l  r· о ч ке м о ж н о  ШI Й П! из того же уравненшr 
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ван -дер-Ва;iльса (32, 7) . Для этого напишем его сначаJiа в виде 

NkT 
р = V- Nb 

В критической точке должны быть равны нулю производвые 

( д2р )  и a v2 
т
" Согласно (5 1 ,2) это дает 

и 

kT  + 2Na 
( V-Nb)2 ---vs- = О 

kT  
(V - Nb)3 

ЗNа _ 0  V4 - . 

Из трех уравнений (5 1 ,2) - (5 1 ,4) находим 
8 а 1 а Тхр = 27 -bk '  Ркр = 27 7Ji '  Vкр = 3Nb. 

Введем теперь вместо в еличин Т, р, V величины 

... - т �. , = _!!__ ' о v 
· - г · · =т· кр Ркр &р 

[гл. vш 

(51 ,2) 

(:�) т 

(5 1 ,3) 

(5 1 ,4) 

(5 1 ,5) 

(5 1 ,6) 

Они называются приведенными температурой, давлением и объемом. 
В критической точке все три  равны ед11нице. 

Если nодставить теnерь в уравнение ван-дер-Ваальса 't, -.. , о вместо 
Т, р, V, то мы nолучим 1 

(-.. + :2 ) (3о - 1) = 8-;. (5 1 ,7) 

, Это - так называемое приведенное уравнение ван-дер-Ваальса. � это 
уравнение входят только 't, -.. и о, и не входят никакие величины, ха­
рактеризующие данное тело. Поэтом у уравнение (5 1 ,7) есть уравнение 
состояния для всех тел, к которым вообще nрименимо уравнение 
ван-дер-Ваальса .  Состояние двух или несколькИх тел, в которых 
они имеют одинаковые -., -.. и о ,  называются соответственными 
состояниями тел (критические состояния всех тел, очевидно, являются 
соответственными). Из (5 1 ,7) следует, что если два или нес�tоль�tо 
тел имеют одинаrсовые две из трех величин 't, -.., о, то они имеют 
одина�tовую и третью из этих величин, т. е. находятся в соответ­
ственных состояниях ( зa�toFt соответственных - состояний). 

Если аналогично тому, что мы делали для обычного уравнения ван­
дер-Ваальса, в координатных осях -.., о изобразить кривые , определяе­
мые уравнением (5 1 ,7) для разных -;, то эти кривые будут одинаковы 
для всех веществ. Одинаковы будут, оч енидно, и прямые ,  ана.1огичные 
прямым AD на рис. 9, определяющие точки п ерехода жидкости в газ 
[положение этой прямой определяется теnерь условием J o dтr. = О 
вместо условия (5 1 , 1 )] .  Отсюда м ы  заключаем,  что при одинаковых 
н r и u сденных тем п С'раrурах вес  вещества обладают одинаковыми :  1 )  ПРI!-
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ведеиным давлением насыщенного пара, 2) приведеиным объемом насы­
щенного пара, 3) прив едеиным объемом жидкости, находящейся в рав­
новесии с насыщенным паром . 

Закон соответственных состояний может быть применен и к теп­
лоте перехода из жидкого  состояния в газообразное. Роль " при-: 
ведеиной теплоты перехода " должна при этом играть безразмерная 
величина, т. е . kTq_ .  Таким образом, можно написать 

"1' 

7zf"P = f (  Т: ) .  
(5 1 ,8) 

В заключени е заметим, что закон соответственных состояний сам 
по  себе несколько более точен, чем уравнение ван-дер-Ва альса, та1с 
как он не связан с конкретным видом уравнения состояния. Однако и 
его применимость, вообще говоря, ограничена. 

ГЛАВА IX 

РАСТВОРЫ 

§ 52.  Систем ы  с различными·  частицами 

До сих пор мы обычно ограничивались рассмотрением тел, состоя­
щих из одинаковых частиц. Теперь мы  перейдем к исследованию 
си стем , состоящих из  частиц разного рода: Сюда относятся всякого 
рода смеси нескольких веществ; при этом существенно, что число 
частиц каждого рода в смеси, вообще говоря, может быть произвольно. 
Если одного и з  веществ в смеси значительно больше, чем других, 
то такую смесь обы чно называют раствором остальных веществ в этом 
преобладающем (раствор итЕ>ле ) . 

Что касается химических соединений , в которых отношения коли­
ЧЕС>ств частиц различных родов должны быть строго определенными, 
то  их удобнее рассматривать как системы, состоящие из одинаковых 
частиц (молекул) . 

Принято называть числом  незави симых компонент (или просто 
компонент) системы  число в еществ, количе ства которых в состоянии 
равновесия могут быть произвольны . Заметим, что термодинами­
ческие  величины F, Ф, Е и т. д. для системы с различными частицами 
вполне определяются, например, значениями р, t и числами частиц 
независимых компонент. В да льнейшем под числами частиц мы будем 
подразумевать числа частиц независимых компонент. 

Легко обобщить р езуJiьтаты § 43, 44 ,  4 6 на системы с различными 
частицами.  Прежде всего все термодинамические величины (как энер­
гия, с вободная энергия, термодцнамический потенциал и т. д.), которые 
явJi я ются веJiичинами аддитивными, должны быть однородными функ­
I tиями п с r nо го порядка по отн о ш е н и ю  1\ аддитивным перемен ным, 
т. с .  •шcлaJif различных ч ас т и ц  и объему.  
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Далее, в термодинамических тождествах ( 43 ,5), ( 43 ,7-43, 9) следует 
писать теперь вместо члена 1.1. dN сумму �  !J-i dNi, где Ni есть число 

i 
частиц i-го рода, а величины !.l.i носят название химических потенциалов 
соответствующих веществ. Соответственно этому в формулах (43,6) и 
(43 , 1 0) надо писать индексы i у химического потенциала и числа частиц, 
т. е. для того чтобы найтИ химический потенциал какого-либо из ве­
ществ , входящих в состав смеси, надо продиференцировать одну из 
величин Е, F, Ф, W по соответствующему числу частиц. В частности, 

(52, 1 )  

Химические потенциалы выражены при этом как функция  от давления , 
температуры и концентраций, т. е. отношений чисел частиц различ­
ного рода (последние могут входить в !.l.i только в виде отношений ,  
т. е .  концентраций, так как, посколы<у Ф есть однородная функция 
первого порядка по отношению к Ni, химические потенциалы должны 
быть однородными функциями нулевоtо порядка по отношению к числам 
частиц). 

Из того факта, что Ф есть однородная функция первого порядка 
относительно Ni, следует, согласно теореме Эйлера, что 

"\""' дФ � Ф = ""'-! Ni дNi = ""'-i tJ-iNi, 
i i 

что является обобщением формулы Ф = NtJ-. 

(52 ;2) 

Формула (46,3) распределения Гиббса приобр етает для систем, со­
стоящих из различных частиц, вид 

Q + J: tJ-iNi - Е (Р, q )  
8 (52,3) 

Произведение pN1, Ns· · · . dГ N1, N •• . . • есть вероятность нахождения системы 
в данном элементе ее фазового пространства, причем в ней находится 
Nн N2, • • •  частиц 1 -го, 2-ro, . . . рода. Соответственно, условие норми­
ровки (46,4) запишется в виде 

� � · · · f PN1, N1, • • • dГ N11 N • • . . • = 1 · (52,4) 
Nt N1 

Как и в § 27, интегрирование здесь производится по всем физически 
различным состояниям. Поэтому под dl'N1, N., . . .  надо здесь понимать 
произведение диференциалов импульсов и координат всех ч астиц, де­
ленное на N1! JV2! . . .  

Далее совершенно ана.rюгично формуле (46,7) мы будем иметь теперь 

F = g + � 11izv, i (52,5) 
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и отсюда опять формулу ( 46, 1 2): Q = - р V. Эта последняя теряет свою 
применимасть только для тел , находящихся во внешнем поде, когда 
давления в разных частях тела различны .  

Непосредственно обобщаются также и результаты § 43 . А именно , 
химические потенциалы для каждого рода частиц в разных частях 
системы во внешнем поле имеют одно и то же значение, т. е. каждый из 

l1i = c onst. (52,6) 
Таким образом, если система состоит из n родов частиц, то при равно­
весии вдоль всей системы должны быть постоянны.ми me.лtnepamypa 
и n химических потенциалов. 

Рассмотрим теперь си стему, состоящую из н е скольких (r) сопри­
касающихся друг с другом фаз. Пусть, кроме того, эта  система состоит 
из различного рода частиц (каждая фаза содержит пр и  этом, вообще 
говоря, ч астицы всех родов) . . 

Число независимых компонен т в системе пусть будет n. Тогда 
каждая фаза характеризуется давлением, температурой и n хими че скими 
потенциалами (химических потенциалов, очевидно, столько же, сколько 
независимых чисел частиц в данной фазе, т .  е. сколько имеется незави­
симых компонент) . Мы уже знаем из § 48 , что услов ием равновесия 
фаз, состоящих из одного рода частиц, я вляется равенство температур, 
давлений и химических потенциалов .  Очевидно, что в общем случае 
нескольких компонент условием равновесия фаз будет равенство и х  
температур, давлений и каждого из химических п отенциалов. Пусть 
общие температура и давлени е  во всех фазах будут Т и р ; для того 
чтобы различить химические потенциалы, относящи еся к различным 
фазам и компонентам, мы будем писать у них два индекса, из которых 
верхний  (римскими цифрами) будет означать фазу, а нижни й  (арабскими  
цифрами) - компоненrу. Тогда условие равновесия фаз можно написать 
в виде 

I II 1" 1 
111 = 111 = . . . = 111 ' 

I II r 
t-12 = t-12 = . . . = }12 ' 

� 
. • II

. 
. . . • 1: 1 

:.1n = 11п = · · · = 11п • 1 

(52 ,7) 

Каждый из этих потенциалов является функцией от n + 1 независимых 
переменных, а именно от р, Т и n - 1 концентраций различных ком­
понент в данной фазе (в каждой фазе и м еется n независимых чисел 
частиц разного рода, м ежду которыми может быть n - 1 независимых 
отношений). 

Условия (52,7) представляют собой систему n (r- 1 )  уравнений .  
Число неизвестных в этих уравнениях равно 2 + r (n - 1 )  [р, Т и (п - 1 ) 
концентраций в каждой фазе] . Для того чтобы эти уравнения имели 
решения, надо  чтобы их число было во в сяко�r CJiyчae не больше, Ч С)t 
число неизвестных, т .  е .  n (r - 1 )< 2 + r (n - 1 ) , откуда 

(52, 8)  
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Другими словами, в системе, состоящей из n н:езависи.мых !(O.Мnofleflm, 
может находиться одновременно в равновесии не больше чем . n + 2 фаз. 
Это - так называемое правило фаз Гиббса. Частный случай этого пра­
вила мы имели в § 48, где мы видели, что в случае одной компоненты 
число фаз, могущих существовать одновременно, соприкасаясь друг 
с другом, не может быть больше трех. 

Если число r сосуществующих фаз меньше, чем n + 2, то в урав­
нениях (52, 7) n + 2 - r переменных могут, очевидно, иметь произволь­
вые значения .  Другими словами ,  можно произвольно менять любые 
n + 2 - r переменных, не нарушая равновесия; при этом, конечно, 
остальные переменвые меняются совершенно определенным образом . 
Число переменных, которые могут быть произвольно изменены без на­
рушения равновесия, называется числом тер.м.одиflа.мических cтenefleй 
свободы системы. Если обозначить его буквой 1, то правило фаз можно, 
очевидно, н аписать в виде 

(52,9) 
где 1 не может быть, конечно , меньше нуля . Если число фаз равно 
своему максимальному возможному значению ,n + 2, то 1 = О, т .  е. 

· в  уравнениях (52,7) все переменвые определены, и ни одной из них 
нельзя изменИть без того, чтобы не нарушилось равновесие и не исчезла 
какая-нибудь из фаз. 

§ 53. Слабые растворы 

Мы займемся теперь определением термодинамических величин для 
растворов. При этом мы рассмотрим случай слабых растворов, т. е. 
таких, где число молекул р астворенных веществ значительно меньше 
числа молекул растворителя . Мы ограничимся сначала случаем раствора 
с одним растворенным веществом: обобщение для раствора нескольких 
веществ будет легко сделать. 

Пусть N- число молекул растворителя в растворе, а n - чи сло 
n молекул раствор енного вещества. Отношение N = с  назовем концен-

трацией раствора; согласно сделанному предположению с .� 1 . 
Найдем теперь выражение для термодинамического потенциала рас­

твора .  Пусть Ф0 (Т, р, N) есть термодинамический потенциал чистого 
растворителя (в котором ничего не растворено). Согласно формуле 
Ф = Nf!- его можно написать в виде fV.u,0 (p, Т), где !Lo (p, Т) - хими­
ческий потенциал чистого растворителя . Предположим теперь, что 
в этот растворитель введена одна молекула р астворяемого вещества. 
При этом его термодинамический потенциал изменится ; поскольку, 
однако, это изменение будет очень незначительным, можно считать, что 
он примет вид Ф0 + а (р, Т, N), где а - векоторая малая функция. Если 
ввести в растворитель еще одну молекулу растворяемого вещества, 
то, поскольку взаимодействие обеих этих молекул совершенно нич­
тожно, тер�юдинамнческий потенциал будет теперь Ф0 + 2сх. рродо"1жая 
э т от пронесс д:Jю,ше,  п о к а  н е  будут растворсны n cc n молеку:r, м ы  
найдем,  что термuдiш;тн чески!\ потенциад раствора будет Ф0 + па 
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(взаимодействием молекул растворенного вещества друг с другом можно 
все время пренебрегать в силу сделанного предположения о слабости 
раствор а). 

В полученном таким путем выражении Ф0 + па или N.u.0 + n-x 
еще не учтен, однако, должным образом тот факт, что все  n молекул 
растворенного вещества одинаковы. Благодаря этой н еотличимости 
молекул при их перестановке друг с другом состояние системы (рас­
твора) не меняется . По этой причине (аналогично тому, что мы имели 
в § 27), для того чrобы найти статистический вес состояния раствора, 
надо разделить статистический вес того состояния, в котором 
молекулы растворенного вещества отличимы друг от друга, на число 
перестаново� n молекул друг с другом, т. е. на  n! . При этом , очевидно, 
энтропия раствора уменьшится на k ln п! ,  а энергия и объем останутся ,  
конечно, неизменными.  Но в Ф энтропия входит в виде слагаемого 
-TS, поэтому к полученному выражению для Ф надо еще прибавить 
kT ln п ! .  Таким образом 

Ф = N(L0 (p, Т) + па (р, Т, N) + kT in n! . 

Далее, поскольку n само по  себе очень большое число ,  хотя и 
малое по сравнению с N, к последнему члену можно применить 
формулу Стирлинга (см. снос ку на стр. 73) ,  -т. е. написать его в виде 
nkT i n  _!!_ . Тогда е .. 

Ф = N(10 + п ( a + k T ln : ) = N.u.0 + пk T 1n (; /т) . (53 , 1 )  

Примем теперь во внимание то обстоятел\ство, что Ф должно 
быть однородной функцией первого порядка по  отношению к n и N 
(см. § 52) .  Легко видеть, что для этого необходимо, чтобы стоящая 
под логарифмом в (53, 1 ) функция бы.'lа нулевого порядка относи-.. 
тельно n и N, а ддя этого iт должно быть обратно пропорцио-

нально N, т. е .  иметь вид 1 (� 11 .  Таким образом 

Ф = N(L0 + nk T I� [e�f(p, Т)] . 
Вводя новую функцию от  р и Т � (р, Т) =  kТ lnf(p, Т), мы находим 
окончательно для термодинамического потенциала раствора выражение  

Ф = N[L0 (р, Т) + nkT In  e':v+ n� (р, Т) .  (53 ,2) 
Сделанное в начале этого параграфа предположение относительно 

прибавления члена вида па к потенциа.'Iу чистого растворителя есть 
в сущности не что иное, как разложение в ряд по степеням n с оста­
влением только первых членов. Член следующего порядка по n в Ф 
н м е е т  вид п2 ft (р, Т, N), но нос !юпы<у Ф должен быть однородной 
фун кцнсй  от N и n, то /1 (р, Т, N) долж на быть обратно нропогцио -
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N• � (р, Т) Т б нальна , т . е .  f1 (р, Т, N) = -z::;;- . аким о разом общее выражение 

для термодинамического потенциала раствора есть 

Ф = N.u.0 (р, Т) +  nkT ln е�+ n•i (p , Т) +  � � (р, Т) + . . . . (53 ,3) 
В случае слабого раствора нескольких веществ термодинамический 

потенциал его имеет, очевидно, вместо (53 ,2) в ид 

Ф = N�о + � nik Т ln :� +  � ni'\Ji , (53 ,4 )  
i 

где ni - числа молекул различных растворенных веществ. Аналогично 
обобщается и выражение (53 ,3) в виде 

Из выражения (53,2) легко найти  химические потенциалы для рас­
творителя (!!-) и растворенного вещества (!!-') в растворе .  А именно, 
первый из них 

а второй 
дФ n 

11-' = дn = kT ln N + � = k T ln c + Y (p,  Т) . 

§ 54. Осмотическое давление 

(53,5) 

(53,6) 

В этом и в следуюfuих параграфах мы рассмотрим некоторые свой­
ства растворов, причем попрежнему будем считать раствор слабым 
и потому будем пользоваться формулами предыдущего п араграфа. 

Предположим, что два раствора одного и того же вещества в одном 
и том же растворителе, но обладающие различными концентрациями с1 
и с2, разделены друг от друга перегородкой, сквозь которую могут 
проникать молекулы растворителя, но не ра створенного вещества (полу­
проница емая перегородка) . Давления с обеих сторон перегородки будут 
при этом различными (рассуждения  в § 1 2  или в § 48 о равенстве да­
В•1ений здесь не применямы благодаря наличию попупроницаемой перего­
родки). Р азность этих давлений  носит названи е  ос.мотичес�оzо давления. 

Условием равновесия между обоими растворами будет (кроме ра­
венства  их температур) равенство химических потенциалов растворителя 
в них. Химические потенциалы растворенного вещества при этом не 
должны быть одинаковы ,  так как вследствие полупроницаемости пере­
городки имеет место равновесие  только по  отношению к растворителю. 

Обозначая давления в обоих растворах  буквами р1 и р2, мы можем 
написать услови е  равновесия [пользуясь  (53,5)] в виде 

Р·о (р 1 ,  T)- c1kT= �о (р2, Т) - c2kT. (54, 1 )  
Разность дав.'I е Н II Й  р2 - р 1  = !J.p, т .  е .  осмотич еское давл е н и е , 
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вообще говоря мала . ГТоэтому мы можем разложить tJ. (р2, Т) в ряд 
по степеням fj.p и оставить только два первых члена: 

_ л д ;.1.о :'-о (р2, Т) - :'-о (Pt •  1) + I.J.p -др • 
Подставляя это в (54, 1 ), мы находим 

д •J.п др д� = (с2 - с1 ) kT. 
д •J. 

Но ---!....!! есть не что иное, как м олекулярный объем v взятого нами др 
количества чистого растворителя; он с большой точностью равен 
объему того же количества раствора. Мы поJiучаем, таким образом, 

(54,2) 

В частности, если  с одной стороны перегородки находится чистый 
растворитель (с1 = О, с2 = с), то осмотическое ца влен ие 

/). ck T nk T 
P = -v = v · (54 ,j3) 

где n есть число молекул растворенного вещества в объеме V рас­
творителя (ввиду того, что ра створ слабый, V с большой точностью 
равно полному объему раствора) . Формула (54,3) носит название фор­
муды Ван,т-Гоффа. Следуе·г о братить внимание на то, что она приме­
няма к слабым растворам независимо от конкретного рода в еществ 
(как растворителя, так и растворенного вещества), а также на сход­
ство этой формулы с уравнением Клапейрона. Вместо давления газа 
здесь стоит осмотическое давление, вместо объема газа - объем рас­
твора и вместо количества частиц n газе - количество молекул рас-
творенного веществ а .  

· 
В заключение заметим, что обобщение формул (54,2) и (54,3) на 

случай растворов нескольких веществ не предс'гавляет никакого труда . 
Очевидно, осмотическое давление в этом случае равно сумме осмоти­
ческих давлений для каждого из растворенных в еществ (т. е.  давле­
ний, которые имели· бы место, е сли бы было растворено только одно 
из этих веществ) .  

§ 55. Соприкосновение фаз растворителя 

В этом параграфе мы рассмотрим равновесие систем, состоящих из 
двух соприкасающихся фаз растворителя, в каждой из  которых рас .. 
творено некоторое количество одного и того же вещества (растворы 
слабые). Условиями равновесия, как мы уже знаем, являются (кроме 
равенства давлений и температур) равенства химических потенциалов 
растворителя и растворенного вещества в обеих фазах. Мы восполь­
зуемся здесь первым цз них и наnишем его [ см .  (.53, 5)] в виде 

I 11 ( 
:'-u (р, Т) - c1k T  = :1.0 р, Т) - c11k T, (5.5, 1 ) 
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где с1 и с11 - концентрации, а �� и ��1 - химические потенциал ы  обеих 
фаз чистого раствор ителя . 

Надо заметить, что рассматриваемая нами теперь система, как со­
стоящая из двух компонент и имеющая две фазы, имеет две термоди­
намические степени свободы.  Поэтому из ч етырех величин р, Т, с1 с11 
только две можно выбрать произвольно, например р или  Т, и одну 
из концентраций; другая концентрация будет при этом определена .  

Если бы обе  фазы растворителя не  содержали растворенного в е ­
щества, то условием их равновесия было бы 

р 

Рис. 1 1 .  

1 11 ( !'-о (Ро• То) = !10 Ро• То) (55,2) 

(температуру и давление обеих фаз мы при этом 
обозначили через Т0 и р0).  

Таким образом в то время как при равнове­
сии фаз чистого растворитеJш зависимость м е �Кду 
давлением и температурой определя ется уравне­
нием (55 ,2) (изображаясь, например, одной из кри-
вых рис. 1 1  ), после раств орения в этих фазах 

Т какого -либо вещества та же зависимость опреде ­
ляется уравнением (55, 1 ) (изображаясь другой кри­
вой  на рис .  1 1  ) . Для слабых растворов обе эти 
кривые, вообще говоря, близки друг к другу. 

Разложим теперь в равенстве (55, 1 ) !L� (p, Т) и ��1 (р, Т) в· ряд по сте­
nеням р -- Ро = др и Т - Т0 = д Т, где р0 и Т0 - давление и темпе­
ратура в пекоторой точке на кривой равновесия фаз чистого ра ство­
рителя, близкой к данной точке р, Т (на кривой равновесия фаз 
раствора). Оставляя в разложении только члены первого nорядка 
относительно др и д Т и принимая во внимание (55 , 2), мы получим 
И З  (55, 1 ) 

д 1 д • 1 д 11  д 11 ro ro ro ro 7ff дТ +  др др - с1 kТ = д Т  д Т +  др др - спkТ. 
дr� др.� . 

Но -:- д Т  и др суть не что иное,  как энтропия _ s1 и объем v1 первой 
фазы чистого растворителя (отнесенные к одной молекуле). Аналогично-
дu.п дu.II ···о го дТ и · др суть энтропия sп и объем v11 второй фазы чистого раство-
рителя. Подставляя все это, мы находим 

- (s1 - sп) д Т + (v1 - vп) Ар = (с1 - сп) kT. (55 ,3) 

Согласно формуле (48,,6) имеем (s1 1 - s1) T = q, где q - теплота 
перехода растворителя из первой фазы в о  вторую . Поэтому (55 , 3) 
можно nереписать в виде 

� д T + (v1 - v11) др = (с1 - сп) kT. (55,4) 

Разберем теперь  два ча стн ых случая этой формулы. Выберем сн а ­
ч аllа точку р0, · Т0 т а к ,  чтобы р0 = р .  Тогда !1 Т  будет расстояние по  
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оси  абсцисс (н а рис. 1 1 ) между обеими кривыми nри одной и той ж е  
ординате, т .  е .  давлении. Другими словами ,  !::. Т есть теnерь изменение 
температуры nерехода между двумя фазами  при растворении ,  т. е .  
разность между температурой Т этого перехода (при д.авлении р), . 
когда обе фазы являются растворами, и температурой Т0 перехода 
(нри том же давлении) для чистого растворителя. Так как в �том 
случае др = О, то из (55,4) мы находим 

k J2 (с1 - сп) 
!::.Т = • (55,5) 

q 
В частности, если одна из  фаз является чистым р астворителем ,  

т .  е ., например, сп = О, с1 = с, то 
АТ = k jl.c . (55,6) 

q 
Эта формула определяет, н апример, изменение температуры замерзания 
при растворении ,  если растворенное вещество нерастворимо в твердой 
фазе; двумя фазами являются при этом жидкий раствор и твердый 
растворитель; !::.Т есть тогда разность между температурой вымерзания 
растворителя из р аствора и температурой замерзания чистого раство­
р ителя. При замерзании тепло выделяется, �- е .  q отрицательно. По­
этому и д Т < О, т .  е. если вымерзает чистый растворитель, то рас­
таорен.ие пон.ижает тел.тературу за.мерзан.ия. 

Соотношение (55,6) определяет также изменение  температуры ки­
п ения при растворении, если растворенное вещество не летуче; двумя 
фазами являются при этом жидкий раствор и пар растворителя. д Т 
есть теперь разность температуры выкипания растворителя из раствор а 
и температуры кипения чистого  ра створителя. Поскольку при кипении 
теплота поглощается , то q > О, а потому и д Т > О,  т. е .  me.Atnepa­
тypa кипения при растворении повышается. 

Все эти следствия из формулы (55,6) находятся в полном согласии 
с принцилом Ле-Шателье-Брауна. Пусть, например,  жидкий раствор 
находится в равновесии  с твердым растворителем. Если увеличить 
концентрацию раствора, то, согласно принцилу Ле-Шателье-Брауна ,  
должна понизиться температура замерзания так, чтобы часть твердоiо 
растворителя п ерешла в раствор и концентрация понизилась. Система 
как б ы  противодействует выведению ее из состояния равновесия. Ана­
логично, если  увеличить концентрацию жидкого раствора, находяще­
гося в равновесии  с паром растворителя, то температура кипения 
должна ,  согласно тому же принципу, повыситься. При этом часть пара 
переходит в раствор, т. е. концентрация понижается . 

Рассмотрим теперь другой частный случай формулы (55,4). Для 
этого выберем телерь точку р0, Т0 так, чтобы Т = Т0• Тогда др будет 
расстоянием между обеими кривыми при одной и той же абсциссе, 
т. е .  разностью между давлением nри равновесии двух фаз растворов 
и двух фаз чистого J астворителя (при одной и той же 'l'емпературе) . 
Теперь !J. T =  О и из (55 ,4) мы получаем 

k T < CJ - Сп) 
др = ----'-'­VJ --- V ! I  

(55 ,7) 
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В частности , эта форму.'lа примеюша к равновесию между жидкой 
и газообразной фазами . В это �1 случае объемом одной фазы (ж идкой) 
можно пренебречь по сравнению с объемом другой, и (55 ,7) пере­
ходит в 

(55,8) 
где v - молекулярный объем газообразной ( 1 -й) фазы. Замечая, что 
p·v = kТ, и подставляsr также р � р0 (р0 есть давление насыщенного 
пара над чи стым растворителем), можно написать эту ф ормулу в виде 

Ар = Ро (с1 - с11), (55,9) 
так как членами высшего порядка можно пренебречь . 

Если газообразная фаза представляет собой пар чистого раство· 
рителя (с1 = О, сп = с), то (55 ,9) приобретает вид 

Ар = -рос, (55 , 1 0) 

где с -- концентрщия раствора. Эта формуJiа определяет, сJiедова­
теJiьно, разность между давлением р насыщенного пара растворителя 
над раствором и над чистым растворителем (р0) ,  т. е .  изменение да­
вления насыщенного пара при растворении. Соотношение (55, 1 0) на­
зывается затсоном Рауля: относительное понижение давления насы­
щенно·ZQ пара равно тсонцентрации раствора. 

§ 56. Равновгсие по отношению к растворенному веществу 

Следующей системой, которую· мы рассмотрим, будет  система, со­
стоящая из двух соприкасающихся растворов одного и того же ве­
щества в различных растворителях (например, в двух н есмешиваю ­
щихся жидкостях). Их концентрации обозначим буквами с1 и с2 • 

Условием равновесия этой системы я вляется равенство химичесi<И Х 
потенциалов растворенного вещества в обоих растворах . С п омощью 
(53 , 6) это условие можно написать в виде 

kT ln с1 + ·�1 (р, Т) =  kT in с2 + ·�2 (р, Т). . (56 , 1 )  

Функции •11 и �., для различных растворителей , конечно, различны. 
Отсюда на�одим

' � 
(56,2) 

Таким образом растворенное вещество распределяется  между двумя 
растворителями так, чтобы отношение тсонцентраций было (при за­
данных давлении и температуре) всегда одинатсово, независимо от 
полного количества растворенного вещества и растворителей (затсон 
распределения). То же относится , · очевидно, и к растворению одного 
вещества в двух со прикасающихся фазах одного и того же растворителя . 

Далее, рассмотрим р авновесие между газом (который мы будем 
сч итать идеальным) и его раствором в н екоторо�1 конденсированном 
растворителе. Ус:юви е равнов есия, т. е .  равенство химических потен-
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J щ а л о в  · газа ч исто го и rзсrворешюго, н а п и ш е т с я  ( с  пом ощью (53,5) 
н (28,8)) в виде 

kT in  с + •1 (р , Т} = k T in P + z  ( 7).  (56 ,3) 
Отсюда находим 

· - ·� 
с = ре  k 'l.' . (56,4) 

Функция ф (р, Т) характеризует свойства жидкого (и л и  твердого) 
раствора; однако nри небольтих д а в ле н и ях свойств а жидкости очень 
слабо зависят о т  да вл е н и я .  Поэтому и зависимость ф (р , 1) от давления 
не играет роли,  и м ы  можем с ч итать, что коэфициент при р в (56,4) 
есть постоянная ,  н е  зав и сящая от давления 

с =  р · const . (56,5) 

Таким образом при растворении газа �tонцентраt�ия раствора (для 

СJiабых растворов , конечно) пропорциональна давлению газа (закон 
Генри) .  

З А д А Ч А  
Найти изменение концентрации с в ысотой для раствора,  находящеrося 

в пол е  тяжести. 
Р е ш  е н и е .  Применим условие  равновесия (44,2) для систе мы, нахоДя­

щейся во в нешнем поле, причем напишем его ДJIЯ растворенного вещества :  
k T  ln с +  <jl (р, 7) + mgz = const, так как потенциальная энергия молекулы 
растворенного вещества в nоле тяжести е сть mgz (z - в ысота). Продиферен­
цируем это равенство по  высоте,  nричем с ледуеt помнить, ч т о  температура 
постоя нн а (это - одно из усл овий равнов есия) :  

dc д ·!J k T - + mg dz + -а '  dp = 0. с р 
дФ д•.1. д•1 

Поскольку объе м раствора равен -д = N -а' 0 + n � [подстав л я я  д л я  Ф в ыра-
р р ер дt!.J 

жение (53,2)] , величину др можно назвать . объе мом " v'. приходящим с я  на одну 

dc 
молеку лу растворенного ве ществ а .  П оэтому kT с- +  mg dz + v '  dp = О. 

Чтобы найти з а в и с и м о с т ь  р от z, можно воспол ьзов ат�>ся  усло н и е i\1 равно­
в е с и я  (44,3). Для р а с т в о р и т е л я :  

v'dp + Mg dz = О, 

где v' ест1, молекулярный . о бъе м • ,  а М - масса молекуш>I рас твоrнпеля.  П од­

ставляя отсюда dp = --. �f dz в пред"'ду щее  условие, н аходим 

dc v' 
k T - + mg dz - Mg· - dz = O. с v 

Если можно с ч и тать раствор несжимаемым,  т. е. v 1 1  v' постоянны ми. то  
от с юда находим 

- a.z (w1 - !.м) с =  ае kT v' ' 
а е сть, очевидно, концентрация раств ора па п о в е рхно сти Зе м.� н  (прп z = О) 

1 1 '!а т� . l Яfl� . - Ланд'' У  и Лифшиц. 
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§ 57. Взаимн ое влияние растворенных ве ществ 

Рассмотрим раствор двух различных веществ в одном и том же 
растворителе .  Если бы каждое из  этих веществ было растворено 
в отдельности , то их растворимости, т .  е . концентрации их насы ­
щенных растворов 1), были бы с01 и с02, растворимости ж е  этих веществ 
в присутствии друг друга пусть будут c�l = СО! + ОСО! и с� = COJ + ос02 . 
Определим связь между ос01 и ос09• 

Термодинамический потенциал раствора обоих веществ вм есте 
(с точностью до членов второго порядка) равен согласно § 53: 

Ф = Nr-.o + n/г T J n ;�+ п2kТ l n  �+ n1y1 + п292 + 
n� � 11 +. n� �22 n1 n2 

+ N 2 N 2 + N Pt2 '  
Химические потенциалы обоих растворенных веществ : 

•, ' дФ } 
r-1 = дnt = kT l n ct + Yt  + ct � 1 1  + c2� t 2 •  � 
r-'� = �: = kT ln с2 + '12 + ct Р12 + С2�22 J 

(57, 1 )  

(с1 = Nn1 , с2 = N�\ . Пусть r-' и r-' - химические потенциалы чи стых J 01 02 
растворяемых веществ. Растворимости с01 и с02 определяются из 
условия равновесия каждого из чистых растворяемых веществ с этим 
же веществом в его растворе, т .  е. 

Раствор имости же с и с' определяются из условий  ра n iiонесия:  O l  0 2  . 

:.�.�� = k T  ln с�� + •1t + с� p l 1  + cz �I2 ' ! r-�2 = k T  ln <� + 9� + с� �22 + с1 р1� - J 

(5 7 ,2) 

(5 7,3 ) 

Вычитая (57,2) почленно из (57,3) и сч итая, что изменения раство­
р имости мал ы  (�с0 1  � c0I '  ос02 � с02) ,  н а х оди м приближенно 

T ocol r.t k - = - Со� t't2 '  Cot -

1) Предполаг ается ,  к о п е •ню , ч т о  насыщевны/1 р аствор в с е  же п ас т о л ь к о  
с;хаб, ч т о  в с е  н а ш н  фop:.ty JI Ы n р и м ен и м ы .  
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' ос01 (так к а к  l n  с - l n с :::::; -- и аналогично для �с112) . Отсюда находим U! I I J  C t l t  

(57, 4) 

т .  е .  изменения растворимастей обоих веществ равны друг другу .  
Аналогично можно определить изменение давления насыщенных 

паров двух растворенных веществ в присутствии друг друга . Пусть 
р1 и р2 - давления насыщенных паров, двух вещест� над их раство-
рами с концентрациями cl и с2; пусть pl = р1 + opl ,  р2 = р2 + ор2 суть 
давления паров тех же двух веществ над раствором обоих веществ 
вместе (с теми же концентрациями). Химические потенциалы обоих 
веществ в паре есть k T ln p1 + z1 (7) и k T ln p2 + z2 ( T). Поэтому 
давленин р1 и р2 определяются из соотношений : 

Вычитая 
ХОДИМ 

откуда 

kT ln р1 + z1 ( Т) = k T ln с1 + У1 + с1 [3 1 1 ,  } 
(57,5) kT ln р2 + х2 (Т) = k T ln с2 + у2 + с2 �22, 

из соотношений : 

kT in р: + z1 (Т) = k T ln с1 + у1 + с1 � 1 1  + с2 [3 12, } 1 (57, 6) 
kT ln Р2 +  Z2 (Т) =  k T ln с2 + У2 + с2 [322 + ct [3 12 ' . 

(5 7,5) и з (57,6) и считая изменения ор1 и ор2 малыми, на-

�57 ' 7) 
§ 58. Выделение тепла и изменени е  объема при растворении 

Процесс растворения сопровождается, вообiце говоря, выделением 
или логлощением тепла ; м ы займемся теперь вычислением этого тепло­
вого эффекта. Предварительно, однако, мы определим минимальную 
работу, которую необходимо затратить, для того чтобы вновь выдеа 
лить и з  раствора чистое растворяемо" вещество. Эта же работа равна, 
очевидно, максимальной работе, ко1орая может быть совершена при 
процессе растворения. 

Мы предположим, что процесс  растворения производится так, что 
температура и давление  остаются ' ' РИ этом постоянными. В таком 
случае  минимальная работа равна изменению термодинамического по­
тенциала. Вычислим ее для nроцесса, при котором и з  раствора веко­
торой концентрации выделяется малое число оп молекул растворен­
ного вещества. Полное изменение термодинамического потенциала всей 
системы равно сумме изменений потенциала р аствора и чистого (т. е .  
н ерастворенного) растворяемого вещества. Поскольку из раствора 
выделяется оп молекул растворенного вещества, изменение его термо-

ф �Ф  дФ ;.. � �  1 динамического потенциала есть о = - дп un = - 11-- un, где 11-- есть 

1 1 "'' 
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химический потенциа.'l растворенного вещества в растворе . Изменен ие ' 
nотенциала Ф0 чи стого ра створяемого вещества равно 

д 
, 

�Ф' Фо " ' " " о = дп- оп = \Lo (Jil, 

. ( ' так как число его молекул увеличивается н а  оп \Lo - химический по-
тенциал чистого растворяемого вещества). Следовательно, минимальная 
работа, которую необходимо затратить при выде.'!ении н ебольюого 
числа  оп молекул, равна 

oR =Zn (�t� - p.' ) .  (58 , 1 ) 
Теперь остается только подставить сюда р.' из (53,6): 

'CJR. = оп (р.� - ·� - kT ln с) = kT оп In со (�, Т) , (58,2) 
где с - концентрация раствора, из которого выдеJiяется оп молекуд , 
а в еличина 

��-· - <\'  о 
с0 (р, Т) = е 1?Г (58,3) 

есть, о�видно, растворимость, т. е. концентрация насыщенного рас­
твора (раствора, н аходящеrося в равновесии, с чистым растворяемым 
веществом). Это следует непосредственно и з  того, что в равновесии R 
должно иметь минимум , т. е . oR = О, как уже неоднократно упо­
минал ось; формулу (58,3) можно получить и непосредственно из 
условия равновесия раствора" с чистым растворяемым веществом (т. е. 
из равенства химических потенциалов растворяемого вещества - чи­
стог v и в растворе). 

Следует з аметить, что с0 может быть отождествлено с концентра­
цией насыщенного рас:rвора только в том сл.учае, если с0 мало, так 
как все формулы последних параграфов применимы только к малым 
концентрациям. 

Теперь уже не представляет тру аа вычислить логлощение тепла 
при растворении при nостоянном давлении. Если это тепло oQP отри­
цательно, то это значит, что тепло выделяется. Пусть растворяется оп 
молекул; в (58 ,2) мы должны изменить знак у оп, так как эта фор­
мула относилась не к растворению, а к обратному процесrу - выде ­
лению раств ::>ренноrо в ещества из  раствора. С nомощью ( 1 7, 1 9) м ы  
непосредственно находим 

�Q - kT2 " д !n Со 
_ u Р - r.п 

д Т • (58,4) 
О предел им еще изменение объема при растворении, т .  е. разность 

между суммой объемов чистого раствuряемого вещества и раствора 
(и,Iи, в частности, ч истого растворителя), в котором оно растворяется, 
и объе�юм раствора шн:ле растворения. Вычислим это изменение  о V 
дли растворения оп модеi{ул, Объем есть пронаводная от термодина­
мического потенциала по давлению. Поэтому изменение объема  равно 
производней по давлению от нзменения термодинамического потен-
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циала при данном процессе, т. е. в н а ш е м  случае, как л еr�о сообра­
зить, от работы oR 

o v = :
P

aR. ( 5 8,5) 

Подставляя oR из (58,2) , находим 

o V =  k Т'On t in Со · (58,6) 

В заключение этого параграфа заметим, что формуJiа (58,4) нахо­
дится в согласии с принципом Ле-Шателье-Брауна. Предположим, напри­
мер, что oQP отрицательно, т .  е. при растворении тепло выделя ется. 
Пусть, далее, мы имеем насыщенный раствор, т. е. находящийся в равно­
весии с растворяемым веществом. Если его охладить, то согласно прин­
ципу Ле-Шателье-Брауна растворимость должна Повыситься так, чтобы 
произошло дальнейшее растворение. При этом выделится тепло, т. е,  
система как бы противодействует выводящему ее  из равновесия охла­

ждению. То же самое следует и и з  (58,4) , та-к как в данном случае 
дсо д Т  отрицательно. Аналогичные рассуждения доказывают согласие с прино 

ципом Ле-Шателье-Брауна и формулы (58,6). 

З л д А Ч l! 

1 .  Найти максимальную работу, которая может быть nроизведена при обра· 
зовании насыщенного раствора. 

Р е ш е н и е .  До растворения термодинамический nотенциап чистого рас­
т ворителя был N/1'(), а чистого растворяемого вещества n�J-�· Потенциал всей 

системы бЫJr Ф1 = Np.0 + n!J-�· После растворения терыодинамический поте  н ·  
1l 

циал ф2 = N!J-o + nk T ln eN + n<ji. МаксимаJIЬИая работа 

tl • ес0 Rmax = Ф1 - Ф2 = - nk T Jn eN + n  (р.0 - ф) = nk T ln с .  

Еспп: образуется насыщенный раствор, т. е.  с· = с0 н n = Nc = Nc0, то 

Rmax = llk T =  Nco k Т.  
2 .  Найти минимальную работу, которую нужно произвести для тоrо, чтобы, 

выделив из раствора с концентрацией с1 часть растворителя, довести его 
концентрацию до с2• 

Р е ш е н и е. До выделения терыодинамический потенциал раствора бы л 
Фt = NtJ-o + Nc1 k T  In с; + Nс1ф (число молекуп рас творе н ного вещества было 
Nc1; N- nервоначальное число мопекуп растворитепя) . д'• Я того чтобы до­
в ести концентрацию раствора до с2, н адо выделить из него N ( 1 - �) молекул 

растворитепя.  Сумма термодинамических потенц<�алов оставшегася раствора ' с., н в ыдепенноrо растворителя дает Ф2 = NtLo + Nc1 k T  ln -: + Ncl'f. Минамаль-

на я работа: R = Ф2 - Ф1 = Nc1 k T  ln !..!. . 
cl 
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§ 59. Флуктуации и термодинамические неравенства в растворах 

В главе VI было показано, что могут существовать т олько т акие 
состоян ия, в которых выполняются определенные условия, - термоди­
намические неравенства . 

Кроме т о г о ,  там были  вычислены флуктуации различных термо­
динамиче ских величин. Все эти результаты, однако, были получены для 
тел, состоящих из  одинаковых частиц. Мы займем ся теперь нахuждением 
аналогичных результатов для систем, состоящих нз различ ных частиц. 
При этом мы ограничимся в этом параграфе рассмотрением систем и з  
двух родов частhц, т. е .  растворов одного вещества в друго111 .  

Ревультаты § 35 мы получи.111 , исходя из  требования , чтобы энтро­
п и я  замкнутой си стемы была максимальна. Есл и раздел ить систему 
на ряд сравнительно малых частей , то  для каждой из них осталь­
ные  части системы можно рассматривать как среду, в которой нахо­
дится данная часть . В том же п араграф е  мы пользовались в каче­
стве условия равновесия малой части системы тем, что минимальная 
работа, н еобходимая для того, чтобы вывести данную часть из состоя­
ния равновесия в любое другое, должна всегда быть nолож ительна.  

Аналогично мы nостуnим и теп ерь . Для этого выделим из раствора 
некоторую часть ; число частиц растворителя и растворенного вещества 
в ней будем обозначать через N и n. В состоянии равновесия т е м п е ­

ратура, давл е н и е  и концентрация в этой части равны значениям тех 
же величин для остального раствора (т. е .  среды). Определим мини­
мальную работу, которую необхо 11имо произвести дJIЯ того, чтобы 
выделенная нами часть, содержащая определ енное число N частиц рас­
творителя, приобрела температуру, давление и число част иц раство­
ренного вещества, отлич ающиеся на небольшие величины !::.Т, !::.р и !J.n 
от их равновесных значений. Число же N частиц растворителя в ней  
остается nостоянным. Для этого повторим рассуждения § 35, прим е-
нительно к этому случаю. · 

Для того чтобы была затрачена минимальная работа, необходимо , 
чтобы процесс был произведен обратимо: R равна при этом изменению 
энерги и системы, т. е .  

R = !::.E + !::.E0 

(велич ины без индекса относятсsr к данной малой части, а с индексом 
нуль - к остальной системе - " среде ").  Заменим !::.Е0 на основании тер· 
модинамического тождества (43,5) :  

R = !::.Е + T0 !::.S0 -p0 !::. V0 + �L'0 !::. no, 

(где р.' 0 - химический nотенциал растворенного вещества в " среде" 1 )  
чи сл о ' I a : r ,I 't р 1с r 3 0 Р  1 r�ля np ;I расе '\fатрива емо м пр оцессе  не изм е няется, 
и nоэ -ому аналогичного член а  для ра створ ителя n и с ать не  нужно) . Из 
о братимост и процесса следует, что дS0 = - !::.S, а из сохранения nолного 

1) Н е  с ы е ш и вать с хи м ическим nотенциаJю м ч истого растворенного ве­
щества! 
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объема  и количества растворенного в еще ства дш1 всего раствора имеем 
.l V = - .l V0, t.n = - t.n0• Подставляяя это, находим 

R = t.E- Т0 t.s + р0 t. V- !'-' 0 t.n. 
Итак, условием равновесия д.1я данной части раствора нвляется соо.т-
ношение 

R = t.E- Т0 t.s + р0 t. V - :J.' 0 :ln > О. (59, 1 )  

. Р азложим :lE в ряд по  степеням .l V, t.S и .l n  (рассматривая Е как 

функцию от S, V и n): 
t.E = (дЕ) t.S + ( дЕ) t. V + (дЕ) t.n + .!.[(д2Е) (6.S)2 + (д2Е)' (А V)2-!-дS;0 д V  о дп о 2 дS2 о д V2 0 
+ (�;)0 (t.n)2 + 2 (a�2:v )0 AS t. V + 2 ( д�;п )о t.St.n + 2 ( дд:�п )0t. V Ап] 
(с точностью до члёнов второго порядка) .  Индекс нуль указывает, что 
надо брать значение производной при р, Т, fl-1, равных р0, Т0, 11' 0• Но 

(g�)o = -Ро• (��)0 = То, (�;)0 = !'-'о· 
Поэтому нри подстановке в {59 , 1 )  члены nервого порядi(а сократятся, 
и 1\fbl получим 

R = + [ �; ( t.S)2 + g� ( t. V)2 + �:; ( t.п )2 + 
д2Е д2Е д2Е 

] + 2 дS д V t.S A V + 2 дS дn !lS An + 2  д V дn t. V An > О. (59,2) 
Ниже мы будем, как и в § 35, всегда опускать индекс нуль у ве .'l ич.ин, 
стоящих в качестве коэфициентов при флуктуациях; всегда будут под­
разумеваться их значения в состоянии равновесия. 

Из теории квадратичных форм известно, что, . для того чтобы форма 
с тремя переменными была всегда положительна (в данном случае при 
всех t. V, AS и t.n), ее  коэфициенты должны удовлетворять трем уело­

, Ьиям, которые для формы (59,2) имеют вид 
д2Е д2Е д2Е 

-д V2- д V дS д V дп 
д2Е д2Е iJ2E 

дS д V (JSJ- дS дп 
д2Е д2Е д2Е 

дtl д V дп дS дп2 

> О, 

i д2Е д2Е 
· -�п;з- д v дs · 
1 д2Е д2Е 1 ---1 дS д V дS2 

д2Е > О, дS2 > О. (59 ,3) 

• ·  
Подставляя сюда значения производных о т Е по V, S, п ,  можно напи-
сать эти условия в в иде 

1 - др _ _  др _ _ др_
, 

д V дS дп 
i!I. д Т д Т  � > О, дV дS дп 1 
д!�-' др.' дf-1-' i 
д V  дS дп 1 

др др 1 
- a v - дs 1 

дТ д Т i > О,  
дУ as l 1 

д Т 
дS > О. 
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Каждая nронаводная берется при постоянных двух других и з  перс­
м е нных V, S, n. Эти детерминанты представляют собой якобианы 

�. T, fL')_ < О ( д (р, Т) )\ < О ( дТ) > О (59,4) 
д ( V, S, n) ' д ( V, S) п ' дS V, n ' 

Второе и третье из этих условий дают уже известные нам неравен-

(
д 
' ства д�) 7, < О и Cv > О. Что касается первого, то его можно nре-

образовать следующим образом: 

д (р/Т, р/) ( др.' .) -� (Р!_Т! fJ-1� = _!!j_p, T, n!_ = ,дп. Р• т:_ < 0. 
� ( V; S, п) д ( V, S, n) ( д (V, S) )' 

д (р, Т, 11) д (р, Т) n 

Поскольку согласно в торому из условий (59,4) знам енате;J ь  здесь отри­
цате.'lен, должно бы ть 

- > О. 
lдf!<') 
( дn Jl o Т (59,5) 

Вводя в м е с то n концентрацию с = � ,  находим (поско;Jьку N постоянно) 

( дt.L' )  > о. (59,6) де р, Т 
Таким обр азом, кроме неравенст в ( :� )7, < О, Cv > О, в растворах 

дол жно выполняться также и неравенство (59,6) . 
Из теории  квадратичных форм известно также, что е сли форма 

существенно nоложител ьна, т. е .  имеет м есто (59,2), то в двух посJiедни х  
из условий (5 9,4) н е  могут стоять знаки равенства, без того чтобы не 
стоял знак равенства в первом из н их. Наоборот, в nервом может стоять 
знак равенства и nри н аличии знака неравенства в остальных. 

Если в первом условии  (59 ,4) стоит знак равенства и поэт ому 

, - о 
( iJ•J. ' ) дё jJ , т �  J 

(59, 7) 
то ; как сейчас будет nоказано, для равновесия во всяко м случае не­
обходимо, чтобы одновременно соблюдалось и равенство 

(д2fL' ) --д 3 - 0. 
С Р• Т 

(59 ,8) 

Действительно, если детерминант третьего ранга из коэфициентов  
квадратичной формы с тремя переменными , т. е .  в данном случае 
первый из якобианов (59,4), равен нулю ,  т о ,  как показывя.ется в теори и 
квадрат и чных форм, такая форма является в действительности формой 
только с двумя

· 
независимыми величинами. Поэтому в таком случае 

возможны флуктуации, nри которых квадратичная форма (59,2) равна 
ну.'Iю;  для этого надо, чтобы при флуктуаци и  испытывала отклонение 
от равновесного значения тол ько та из независимых термодинамичесtшх 
fiСJI И ч и н, которая не входи т в квадратичную форму. Но если в (59,2) 
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может стоять знак равенства, то необходимо исс.'Iедовать члены высших 
порядков в неравенств е  (59, 1 ), для того чтобы найти условиц выпол­
нения последнего. 

Предварительно перепишем квадратичную форму (59,2) в виде 

R = ]__ { !:J.s t.  ( дЕ\ + t:J. v !:J. ( дЕ) + �:J.n !:J. ( дЕ) \ = 2 \ дS )v, n д V s, tt дп S, V f 
= � (!:J.S !:J. T - !:J. V'!:J.p + !:J.n !:J.tJ-') . (59,9) 

Мы должны исследовать случай, когда это выражение равно нулю. 

( 
д•J.'

) 
дu/ дr ' Но так как in 11, т =  О, то AtJ.' = Тт !:J. T  + дj !:J.p, и если, напри -

мер, !:J. Т и !:J.p равны нулю, то равно нулю и !:J.tJ-', а следовательно, 
и выражение (59, 9). Таким образом, дшr того чтобы исследовать случай, 
когда  выражение (59,9) равно нулю, достаточно рассмотреть флуктуации 
с !:J. T =  О, !:J.p = О, т. е .  флуктуации ·  при постоянных давлении и тем-

, пературе.  Н о  для таких флуктуаций условие (59, 1) превращается 
дФ в !:J.Ф-р.'0 !:J.n > О. Разлагая !:J.Ф в ряд по степеням.Ап и помня, что дп= tJ-', 

находим 
1 др.' " 1 д2r' . 1 д3р/ 

2 дfZ (!:J.n)� + 6 дп2 (&пр + 24 дni (!:J.n)4 + · · · > 0 

(все nроизводвые берутся при постоянных р и Т). Если имеет место дr' (59, 7), т. е . дп = О, то для того чтобы это н еравенство выполнялось 
при всех !:J.n, необходимо, чтобы коэфициент при (An)3 был тоже ра­
вен нулю, что д<Iет (59,8), и, кроме того, коэфициент при (Ап)4 должен 
qыть положителен, что дает 

(дд
31).; ) > о. (59, 1 0) 

с 11• 1' 
Состояния, определяемые двумя уравнениями (59 ,7) и (59,8) с тремя 

�еизвестными (р, Т, с), изображаются кривой, дающей зависимость двух 
из этих величин при заданной третьей (так называемые "критические 
кривые"). 

Теперь займемся вычислением флуктуаций в раиворах. По общей 
R 

формуле (40, 1)  вероятность флуктvации w .-- e� kT. Выражение для R 
можно в нашем случае взять из (59,9). Подставляя в это выражение 

находим 

� � ' дФ S = - дТ 
= - Фт, V = дjJ = Фp, 1.1 = дil = Фш 

R = l_ (- !:J. T !:J.Ф - llp !:J.Ф + &п !:J.Ф )  2 . � Р n •  
Да.'!ее, раз.1аrаем в ряд 

<lФт = Фт, т D..T + ФТ, р  Llp + Фт, n I:J.n 
и аналогично 6ФР и !:J.Фn (инде ксы у Ф показывают, по каким пере· 
менным производится диференцирование ) .  
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I I одста в.' ш н  нее  ::но в R и н р оизводн с о кра щение, находим 

R = � [- Фт, 7, (dT)2 - 2ФТ, р .1Т .1р - Фр, р  (!р)2 + Ф11 , п (.1n)2) . 
R 

Выражение для R н а до п остав и ть в w --.- е- kT, и мы находим (за­
ме няя вторые проиэводные от Ф и х выражениями) 

, ,__ J _ _f.:_ (АТ)2 + (��)Р�' л у л + 
w ехр \ '2k T2 kT  и. up 

(дV) (д�') _J_ , др '1', n ( ,\ )2 - ' дtl :L', p ( ·\ )2) 1 2kT _u.p 2k T ,fj,n f .  (59 , 1 1 ) 
Это выражени е  распадается на  произведение двух м ножителей, из ко­

торы х  один зависит тол ько от А Т и �р, а другой - от .1n. Отс юда видно, 
n 

что флуктуация ч исла частиц n или  концентрации с =  N (так как N 
но стоя нно) н е з а в исима от флуктуации давления и температуры, т. е . 

.1Т .1с = О, I:J.p .1с = О. (59 , 1 2) 
- 9�' е��-') (<\п)• Сравн иван  м н ожитель е - т дп т, Р с общей формул о й  р а с п р е -

д е л ения Гаусса (38,3) ,  нахо ди м для флуктуа ции числа частиц раство--- kT  
ренног о вещества (.1п)2 = др/) 

или, деля на N2, 
( дп р , т 

( А )2 - k T 

и. С 
-

д ' N( д� )JJ, T 
(59, 1 3) 

Для (.1Т)2, (I:J.p)2 и .1Т .1р nол у ч а ются выражен ия , в ы в е денны е нам и 

уже в § 40. На критич еской линии (дд�J-') = О и флуктуация (К"С)2 с р, Т 
о бр а щ а е т с я  в бесконечность.  

З А д А Ч А  

Най1 и (.fcJ2 для CJiaбьrx ра створов. 
Р е ш с н и е. ПодставJiяя в (59, 13). выражение р.' = kT 111 с + � (р, Т), на­

ходи м -- с (:.\c)2 = fi · 

§ 60. Давление пара над коицентри рованным раствором 

Мы теперь р ассмотр и м  равно веси е р(.lствора с находящимся над 
ним п ар о м, который состоит, вообще говоря, также из обоих веществ . 
При этом раствор .м о ж ет быть как слабым, так и сильным, т .  е. коли­
ч е ство частиц о б о их р одов в нем может быть п р о извольно. Наnомним,  
ч то результаты, полученные в § 55, относились тол ько к СJiабьш рас­
творам . 
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Поскольку раствор и пар н аходятся в равновесии друг с дру­
гом, химические потенциады tJ-1 и 11-2 обеих компонент в растворе и 
в паре равны друг другу. Если обозначить количество частиц обоих 
веществ в растворе через Ni_ac-r и м:_аст, то мы можем написать для 
раствора тождество (46,9) в виде 

(60 , 1 )  

Здесь Sраст и Vраст - энтропия и объем раствора; т емпература Т и 
давление р одинаковы для раствора  и для пара. 

Мы предположим, что пар над раствором настолько разрежен, ч т о  
может рассматриваться как идеальный газ ; давление его мало . На этом 
основании мы пренебрегаем в (60, 1 )  чденами, пропорциональными р, 
т .  е. р d V и d9. Далее мы будем рассматривать все nронаводные  при 
ностояиной темnературе. Тогда мы получаем из (60, 1 )  

Npac-rd + Npacтd = О 1 !L! 2 11'2 • 

С другой стороны, для газообразной фазы [согласно (30,5)] : 

111 = k Т ln р1 + z1 (Т), 
1.1.11 = kT ln р2 + У.2 (Т).  

(60,2) 

Здесь р1 и P>J - парциальные давления обеих компонент пара. Дифе ­
репцируя :ь 1 и (12 (при Т =  const), находим 

dp.1 = kTd ln p1 ,  1 
f (60,3 )  dp,2 = kT d In р2• 

I Iодставдя я эти выражении в (60,2), получаем 
Nfacтd ln pl + N:acтd 1n p2 = О. {60,4) 

' Введем концентрацию е раствора как ОТНОШеl-!ие ч исла  частиц 
первой комnоненты к полному числу частиц: 

Nраст 
Е =  t 

N уаот + NЕаст 

и аналогично - концентрацию х пара. Очевидно, что 
N.раот 

1 е 2 
- = м_а_с_т ...:;+_N._r_a.c-т 1 2 

Парциальные давления р1 и р2 равны произв едениям полного давле­
ния р пара на концантрации соответствующих ком гюнент (см. § 30), 
т. е.  Р1 = хр, р2 = (1 - х) р. Под�тавляя все  это в (60,2) и деля это 
уравнение на полное число N = Ni_acт + N�аст частиц в растворе, н а -
ходим 

откуда 
;d ln px -+- ( 1 - E) d ln p ( 1 - х) = О, 

х - �  d In р = (l ) dx. х - х  (60,5) 
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Отсюда находи м 

или 

Р.\СТ!ЮРЫ 

х � �  д ln p  
x (l - x) = 7iX 

д ln p е = х - х (1 - х) ах ·  

[1'/J ,  I X  

(60,6) 

Это уравнение связывает концентрацию раствора с концентрацией 
пара над ним. 

§ 61. Кривые равновесия 

Состояние тела, состоящего из одинаковых частиц, вообще говоря , 
определяется значениями двух каких-либо величин, например р и Т. 

Для систем с двумя компонентами, называемых также бин.арн.ы.ми 
с.меся.ми, необходимо задани е  трех величин (например р, Т и концен­
трации), для того чтобы определить состояние. Концентрацию смеси 
в этом и следующих параграQ'ах мы определим как отношение числа 
частиц  одного из веществ смес и к полному ЧисJIУ частиц обоих веще ств; 
мы будем обозначать ее буквой х (очевидно, х может при нимать 

значения от О до 1 ). 
Состояние такой смеси можно изобразить точкой в трехмерной 

системе координат, на осях которой откладываются значения э r их 1 рех 
величин (аналогично тому, как состояние системы из одинаковых частиц 
мы изображали точкой на плоскости). 

Система из двух компонент \\ОЖет состоять, согласно правилу фаз, 
не больше чем из четырех соприкасающихся фаз. При этом число 
степеней свободы такой системы равно д RУМ для двух фаз, одному ­
для трех фаз и нулю - для четырех. Поэтому состояния, в которых 
нахо цятся в равновесии друг с другом две фазы, изображаются точ­
ками, образующими поверхность в трехмерной системе координат; 
состояния с тремя фазами (тройные точки) - точками на линии (назы­
в аемой линией тройных точек или трехфазной линией), а состояния 
с четырьмя фазами - изолированными точками. 

Напомним, что в случае систем с одной компонентой состояния, 
в которых находятся в равновесии две фазы, изображаются. например ,  
кривой по диаграмме р, Т; каждая точка этой кривой определяет давле­
ние и температуру обеих фаз (которые одинаковы в о беих фазах со­
гласно условиям р авновесия фаз). Точки же, лежащие по сторонам кри­
вой,  представляют однородные С •  с то я ния тела.  Если же на осях коор­
динат откладывать, например, температуру и объем, то равн овесие фав 
изображае rся кривой, точки внvтри которой пrедставляют собой соСТ lЯ· 
ния, в которых происходит расслоение на две фазы, изображающиеся 
точками пересечения пря мой Т = const с кривой равновесия . 

Аналогичное по.1ожение вещей имеет место для сме сей. Если на 
осях координат отюrадывать значения р, Т и химического потенциала 
одной из компонент (т. е. величин, имеющих одинаковое значение 
в соrrрикасающихся фазах), то равнове сие двух фаз изобразится поверХ· 
ностью, каждая точка которой определяет р, Т, tJ. для обеих находящихся 
в равновесии фаз. В случае наличия трех фаз точки , изображающие их 
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равновесие (тройные точки), будут :Jежап, н а  кривых н ересес1 е н н и  
поверхностей равновесия 1саждых двух и з  н и х .  

Однако пользование переменными р, Т, :.1. неудобно, и м ы  будем 
употреблять в дальнейшем в качестве независимых перемениых ве .1ичин р, 
Т, х. В этих переменных равновесие двух фаз изображается поверх­
ностью, точки пересечения которой с прямой р = const, Т = const 
изображают состояния обеих соприкасающихся фаз при данных р и Т 
(т. е .  определяют их концентрации, которые, конечно, могут быть раз­
личны в обеих фазах). Точки, лежащие на этой прямой между двумя 
точками пересечения, являются состояниями, в которых тело неустой­
чиво, если оно однородно, и в которых поэтому происходит расслоение 
на  две фазы (изображающиеся точками пересечения). Посколысу поверх­
ность изображает равновесие двух фаз друг с другом, то, очевидно, 
она должна быть такой, чтобы число ее пере­
сечений с любой прямой, параллельной оси х, 
было четным .  

Ниже мы будем обычно пользоваться диа-
. граммами двухмерными, откладывая на  осях 

координат р и х или 1 и х; в таких коорди­
натах можно чертить линии пересечения поверх-
ности равновесия с плоскостями постоянной 
температуры или давления. Эти линии мы будем 
называть кривы.ми равновесия. 

Рассмотрим точки кривой равновt:Jсия, в ко­
торых концентрации в обеих фазах становятся 
одинаковыми .  При этом возможны два случая: 

Р. т ' 

о 
Рис . 1 2. 

· 1 )  в такой точке также и все  остальные свойства обеих фаз делаются 
одинаковыми,  т. е. обе фазы становятся тождественными; 2) в такой 
точке продолжают существовать две  различные фазы. В первом 
случае точка называется критической, а во второ11t- точтсой равных 
концентраций. 

Вблизи критической точки 1сривые р авновесия должны име-=-ь вид 
вроде изображенного на рис. 1 2 или аналогичный, при котором точка К 
явпцется точкой минимума (на оси абсцисс ОТКJiадывается х, а на оси  
ординат р или Т; кривая является тогда пересечением поверхности 
равновесия с плоскостями соответственно постоянной температуры 
или постоянного давления; на рисунке изображена только ч асть кривой 
равновесия). Точки, лежащие  внутри этой кривой (в заштрихованной 
. области), представляют собой область неустойчивых состояний, в кото­
рых происходит расслоение на  две  фазы; концентрации в этих фазах 
определяются точками пересечения кривой с соответствующей горизон­
тальной прямой. В точке К обе фазы сливаются; то, что онп пред­
ставляют собой здесь одну и ту же фазу, видно из того, что между 
обеими совпадающими в К точками можно соверши rь непрерывный 
переход по любому пути , про�· одящему вне заштр ихованной области ,  
причем нигде не происходит раздеJiения на две фазы. 

Как видно из рис. 1 2, вблизи критической точки можно найтн 
состояния, в которых находятся друг с друrо111 в равновесии  две фазы 
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с о  сколь угодно близкими концентрациям и х и х + dx. Для таких фаз 
условие равновесия име ет вид 

Р· (р , Т, х) = :.1. (р, Т, х + dx), 
где р. - химический потенциал одного из веществ в смеси . Отсюда 
видно, что в критической точке должно выполняться условие  

(��)р, т = О. (6 1 , 1 )  

Это условие, очевидно, тождественно с у.словием (59,  7); поэтому 
оба оnределения критической точки (здесь и в § 59) экви валентны. 
Заметим, что в (6 1 , 1 )  под :.1. nодразумевается химический потенциал 
любого из двух веrце ств  в смеси . Однако оба условия. которые nо.rrу­

, r Р, 

1( 

А 

чаются, если взять в (6 1 , 1 )  один или другой 
химический п отенциал, в действительности экви­
валентны, в чем легко убедиться, ес.'Iи заметить, 
что каждый из химических потенциалов есть 
производная от Ф по соотве'tствующему числу 
частиц.  

Критически е точки, очевидно, образуют не­
которую линию на  поверхности равновесия (кри­
тическ:;t.я линия). Это видно, например, из того,  
что они определяются одним дополнительным 

J: условием (6 1 , 1 )  на поверхности равновесия 
П;---------!1 (ЭТО же бt.IЛО ОТМечено И В § 59). 

Вблизи точки равных концентраций кривые 
равновесия должны иметь вид, и зображенный Рис.  1 3. 
на рис. 1 3  (или аналогичный, где точка К 

есть точка минимума). Обе кривые касаются в точке максимума (или 
минимума). Область между обеими кривыми представляет собой область 
разделения на фазы. В точке К концентрации обеих фаз, находящихся 
в равновесии  друг с другом, делаются одинаковыми,  однако фазы 
продолжают существовать как различные. Действительно, перейти 
от одной из совпадающих в К точек к другой можно, только перес екая 
область разделения на две фазы . , Как и крити ческие точки ,  точки 
равных концентраций лежат на некоторо;Н кривой на поверхности 
равновесия. 

Рассмотрим теперь свойства кривых равновесия при малых концен­
трациях (т. е .  когда одного из в еществ в смеси значительно м еньше 
другого). 

В § 55 [формулы (55,5), (55,7 )) было показано., что пр11 малых 
концентрациях (все резу.'Iьтаты этого параграфа относились к слабым 
растворам) разность между температурами  равновесия фаз растворов 
и чистого вещества (при одном и том же давлении) пропорциональна 
разности концентраци й  обеих фаз.  То же относится к разности давлений 
при одной и той же температур е .  Кроме того, в § 56  было покавано 
(опять-таки для малых концентраций), что отношение концентраций 
в обеих фазах зависит то.тrько от р и Т, и потому в области вблизи 
х = О  это отношение можно считать ве .1ичиной постоянной . 
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Из всего этого непосредственно следует, что при малых К(!)Iще и ­
трациях кривые равновесия  имеют вид, изображенный на  рис .  1 4 ,  
т .  е .  состоят и з  двух пересекающихся прямых (или аналогичный , гд е 
прямые  направлены вниз) . То же самое, очевидно, имеет место для 
концентраций, близких к единице. Область между обеими прямыми 
есть область разделения на фазы. Области над и под обеими прямыми 
являются областями одной и другой фаз. 

В начале этого параграфа уже указывалось, что система с дву�ш 
компонентами может состоять из трех соприкасающихся фаз. Вблизи 
тройной точки кривые равновесия выглядят так, как изображено 
на рис.  1 5. Все три фазы имеют при равновесии  одинаковые давление 
11 температуру.  Поэтому точки А, В,  С, определяющие их концентра­
ции ,  .1ежат на одной прямой, параллельной оси абсцисс. Точка А, 

Р. т J р т '11'" 1 

А С 

)3. 1'3 

о li о 
х 

1 
Рпс. 1 4. Рис. 1 5. 

, определяющая концентрацию первой фазы в тройной точке, есть 
· точка пересечения кривых 12  и 13 равновесия первой фазы со второй 
и первой с третьей. Аналогично точки В и С являются пересечениями 
кривых 12 и 23 равновесия первой фазы со второй, и второй с третьей  
(точка В) и кривых 23 и 13 равновесия второй фазы с третьей и п ервой 
с третьей (точка С). Точки А, В, С я вляются, конечно, точкамп 
пересечения плоскости р = const или Т = const с тремя линиями на 
поверхности равновесия; из этих линий мы будем называть линией 
тройных moчett или трехфазной линией ту, которая соответствует 
точке В. Области I, II и III представляют собой состояния отдельных 
фаз: первой, второй и третьей. О бласть между обеими кривыми 13 
под прямой АВС есть область разделения на первую и третью фазы, 

. а области между обеими кривыми 1 2 и обеими кривыми 23 (над АВС) ­
соответственно на первую и вторую и вторую и третью фазы. Об­
ласть II должна, очевидно, быть ра сположена цедиком над АВС (иди 
целиком под АВС). В точках А, В и С кривые 12, 13 и 23 пересе­
каются, вообще говоря ,  под некоторым углом, а не п ереходят друг 
в друга непрерывным образом. Направление кривых 12, 13, 23, конечно, 
не обязательно должно быть таким, как изображено на рис. 1 5. 
Существенно только, что кривыЕ> 1 2  и 23 и кривая 13 должны дежать 
п о  р азные стороны от прямой АВС. 

Если спроецировать каку:о-нибудь из рассмотренных на м и  особых 
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JI ИНИй поверхности равновесия н а  плоскость р, Т, то такая проекция 
разделит эту плоскость на  две части. В случае критической линии 
на  одну из этих частей спроецируются точки, соответствующие двум раз­
личным фазам, и точки, соответствующие ра зделению  на эти две фазы. 
lia другую часть плоскости р, Т спроецируются точки, изображающие 
однородные состояния, причем ни в одной из них не происходит раз-

т т т 

а-ь 
ас ..... --

/ �  
/ a-h -c 

ah . .. · · · · · ·· 

0�. -----р D�----P. 01:;--'----Р 
Рис. 1 6. Рис . 1 7 .  Рис. 18 .  

деления на две фазы. На рис .  16 пунктирная линия изображает проек­
цию критической линии на  плоскость р, Т. Буквы а и Ь означают 
две фазы. Символ а - Ь означает, что н а  эту часть nлоскости прое­
цируются состояния двух фаз и состояния, где эти две фазы находятся 
в равновесии друг с другом. Символ аЬ означает одну фазу, в которую 
сливаютс� фазы а и Ь выше критических точек. 

Аналогично проекция трехфазной линии тоже делит плоскость р, Т 

на две части . Рис. 1 7  показывает, какие точки проецируются на эти 
части (символ а - Ь - с означает, что сюда проеци-

Т ' руются точки, изображающие состояния фаз а, Ь, с 
и состоян ия , в которых происходит расслоение  на 

1J фазы а и Ь или Ь и с). D/ Рис. 1 8  изображает такую ·же nроекцию для лини'И 
/d-b точек равных концентраций, а рис. 1 9 - линию равно­

весия фаз чистого вещества  (т. е. точек х = О); nо­
следняя, о чевидно, сама лежит на плоскости р, Т. 

О Буква Ь на рис. 1 9  означает, что на эту часть плоско-
Рис. 19. сти nроецируются точки, соответствующие состояниям 

только фазы Ь .  Заметим ,  что в последовательности 
букв в символах а - Ь, а - Ь - с буква Ь означает фазу с большей 
концентрацией, чем а, и буква с - фазу с боJrьшей концентрацией, чем Ь.  

Отметим, что четыре типа особых точек кривых равновесия (тройная 
точка, точка равных концентраций, критическая и точка х = О) пред­
ставляют собой четыре возможных тиnа максимумов (или минимумов) 
3ТИХ кривых. 

Если какая.-нибудь и з  фаз имеет всегда (т. е .  независимо от зна­
чений р и Т) один и тот же опреде.'lенный состав (т. е. концентрацию), 
то кривые равновесия в близи расс!I!Q'"Ренных нами точек несколько 
упрощаются. Примером таких фаз являются фазы, представляющие 
собой хими ческое со единение обеих компонент. Другой пример пред-
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о авляют собой фазы ч истого ве щества, т. е. фазы, имеющие всегда 
концентрацию х = О (пли х = 1 ) .  

Мы рассмотрим теперь вид кривых равновесия при наличии фаз 
постоянного состава вблизи точек, в которых линии, соотве тствующие 
этим фазам, оканчиваются . Очевидно, что такие точки должны быть 
точками максимума или минимума кривых равновесия, а потому отно· 
сятся к рассмотренным в этом параграфе типам точек. 

Если фаза nостоянного состава является фазой чистого вещества 
с концентрацией х = О, то соответствующая ей линия совпадает с осью 
р:или Т и может окончиться в точке тиnа, изображенного на рис. 20 . 
На этом рисунке изображен  вид кривой равновесия вблизи такой 
точки ;  одна из прямых рис. 1 4 сливается с осью координат. 

р, т 
р, т PJ т 

а 11 
о 1 .r  о ,.. 1 �  .о 

Рнс. 20. Рис . 21 .  Рис . 22. 

-

EcJIИ одна из фаз  nредставляет собой химическое соединение опре­
деленного состава, то  вблизи точки равных ·концентраций кривая 
равновесия nриобретает вид, вроде изображенного на рис. 2 1 ,  т. е .  
внутренняя область на рис .  1 3 nревращается в вертикальную линию. 
Заштрихованная область по обе стороны ее является областью разде­
ления на две фазы, одна из которых - химическое соединение, состав 
которого оnределяется этой nрямой. Аналогично вблизи тройной точки 
кривая равновесия nриобретает вид, nокаванный на рис .  22. Фаза, 
являющаяся химическим соединением, изображается вертикальной линией, 
к которой сводится в этом случае область II на рис. 1 5 . 

§ 62. Примеры диаграмм состоянии 

Мы перечислим теnерь  главнейшие тиnы кривых равновесия; в от· 
личие от nредыдущего nараграфа мы будем рассматривать теnерь их 
в ид не только вблизи особых точек, но и целиком. Эти .кривые (назы­
ваемые  также диагра.м.ма.ми состояния)могут иметь весьма разнообразную 
форму, в большинстве же С•lучаев,  однако, она nодходит nод один и з  
nриведеиных ниже типов или является комбинацией нескольких из 
этих т и n о в .  Заштрихованные области на всех этих диаграммах 
в с егда являются областями разделения на фазы, а незаштрихованные ­
областями  однородных состояний . Точки пересечени я горизонтальных 

1. 
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линий с кривыми, ограничивающими области разделения на фазы, опре­
делцют состав фаз, на которые (при данных Т и р) происходит разде­
ление. 

1 .  Имеются две фазы; каждая из  них может обладать любой 
концентрацией (т. е .  обе  компоненты в обеих фазах смешиваются 
в произвольных отношениях). В простейшем случае, когда кривые 
не имеют никаких максимумов или минимумов (кроме точек чистого 
вещества), диаграмма состояния имеет вид, изображенный на рис .  23 
(так называемая " сигара") . Пусть, наnример, одной из фаз является 
жидкость (область над сигарой для диаграммы Т, .х), а другой - твердый 
раствор (область под сигарой) .  Если охлаждать жидкую смесь с опре­
деленным составом, то при темnературе, определяющейся пересечением 
вертикальной прямой AD, соответствующей данной концентрации, 

с верхней кривой сигары (точка В) , жид-

Р, Т )  
кость начинает замерзать. При этом вымер-
зает твердая смесь, состав которой опреде­
ляется точкой С, т. е. обладает большей 
концентрацией, чем жидкость. Концентрация 
остающейся жидкости будет, очевидно, пони­
жаться,  а соответственно будет понижаться 
и ее температура замерзания. Заметим, что 
это изменение концентрации жидкого раствора 

�-------�1I как бы противодействует дальнейшему за-
мерзанию (это находится в полном согласи и 

Рис. 23. с принципом Ле-Шателье-Брауна). При даль-
нейшем охлаждении точка, изображающая со­

стояние жидкой фазы, будет передвигаться вниз по верхней кривой, 
а для твердой фазы - по нижней . Если вымерзающий твердый раствор 
остается все время в соприкосновении, т. е. в равновесии, с жидкостью, 
то, очевидно, жидкость целиком замерзает при температуре (точка Е), 
при которой твердая смесь имеет концентрацию, равную первоначальной 
концентрации жидкости .  Таким о бразом начало и конец замерзания 
происходят при температурах, определяемых nересечением .вертикальной 
прямой AD соответственно с верхней и нижней кривой сигары. Если же 

выделяющаяся фаза все время удаляется (например пар при кипении 
жидкости в открытом сосуде), то полный nереход в другую фазу окан­
чивается при температуре равновесия фаз одного из чистых веществ 
(точка F или G на рис. 23). 

Совершенно аналогичное положение вещей имеет место в случае, 
когда обеими фазами являются жидкость и газ. В это�х случае верхняя 
кривая сигары называется кривой конденсации, а нижняя - кривой 
кипения. 

2. Если обе . компоненты смешиваются в обеих фазах в произволь­
ных отношениях (как и в предыдущем случае), но имеется точка 
равных концентраций, то диаграмма состояния имеет вид, изображенный 
н а  рис. 24 (или аналогичный с минимумом). В точке равных концен­
траций обе кривые имеют максимум или минимум и касаются друг 
друга .  
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3 .  Имеются две фазы - жидкость и газ, где о б е  компоненты произ­
вольно смешиваются, причем имеется критическая точка. Диаграмма 
состояния изображена на  рис .  25 (К- критическая точка). Область 
под кривой соответствует жидким состояниям (на диаграмме Т, х) 
или газообразным (на диаграмме р, х) . Область над кривой - наоборот. 
Выше точки К существует только одна фаза (так что нельзя говорить 
о жидкости или газе) . · 4 .  Обе компоненты смешиваются не во  всех отношениях (напри•1ер 
две несмешивающиеся жидкости). Диаграмма состояния изображена на  
рис .  26. При температурах, выше температуры критической точки 1(, 
компоненты смешиваются в произвольных отношениях. Ниже этой 
температуры компоненты не смешиваются в тех отношениях, которые 
изображаются точками внутри заштрихованной области. В этой области 

р, Т т 
р, т /( 

н 

о 
Рнс.  24. Рис. 25. Рис. 26. 

происходит расслоение на две жидкие смеси, концентрации которых 
определяются точками пересечения соответствующей горизонталЬноlt 
прямой с кривой равновесия. Возможны аналогичные диаграммы, где 
точка К является точкой м инимума, а также такие, где имеются две 
критические то чки: верхняя и нижняя, т. е. область расслоения на 
две фазы (два раствора) ограничена замкнутой кривой. 

5 . В жидком (или газообразном) состоянии обе компоненты смеши­
ваются в произвольных отношениях. В твердом же (или жидком) - не 
во всех отношениях (ограниченная смешиваемость). В этом случа е  
существует тройная точка. Смотря по тому, лежит ли ее темпер�тура 
ниже температур равновесия фаз чистых компонент (точки А и С) или 
м ежду ними (она не может, очевидно, лежать выше них при сде.тrан­
ном нами предположении , что в более высокой фазе компоненты 
произвольно смешиваются), диаграммы состояния имеют такой вид, как 
изображено соответственно на  рис. '2 7  и 28.  Пусть, н апример, фаза 
с неограниченной смешиваемостью является жидкостью, а с о граничен­
ной смешиваемостью - твердым телом . Область над кривой АВС 
(рис .  27) или ADC (рис. 2 8) есть об.1асть жидких состояний; облаrти 
по сторонам от ADF и СЕО (рис. 27) или ABF и СЕО (рис.  28) ­
области  твердых фаз. В тройной точке (температура которой опре­
деляется прямой DBE) находятся в равновесии жидкость и две тверды!'\ 
фазы с разными концентрациями.  Точка В на рис .  28 назt.iвается эвтеu· 

1 2 '  
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тичеСJсой moч!Cot'i. Жидкая с м е с ь , обладающая концентраци ей, соотв ет­
ствующей этой точке ,  замерзает целиком при этой же концентрации 
(в то время как при других концентрациях в ы м ерз а е т твердая смесь 
с концентрацией,  отличной от  концентрации жидкости). Области ADB 
и СВЕ (рис . 27) и области ADB и CDE (рис.  28) суть области раз­
деления на  жидкую и одну из  твердых фаз; области DEaP (рис. 27) и 
BEOF (рис .  28) - области разделения на две твердые фазы. 

Е сли в случае диаграммы типа рис . 27 в одной из фаз компоненты 
совсем не смешиваются, т. е . одна из фаз является чистым в е щество м ,  
то диаграмма состояния приобретает вид , изображенный на рис. 29 
(с м .  конец § 6 1 ). В заштрихованных областях выше прямой АВС нахо­
дятся в равновесии смешанная фаз а с фазой одного из  ч истых веществ, 
а под АВС - фазы обои х  чистых веществ . Если, например, верхней 

А т с 
т 

!1 

А 

о F с · l.z о F с 1 .r  
Рис. 27. Рис. 28. Рис. 29. 

фазой является жидкая смесь, а нижней - твердое вещество, то при 
поиижении температуры жидкости из нее вымерзает одно или другое 
чистое вещество, смотря по тому, лежит ли концентрация жидкости 
справа или слева от эвтектической точки. По :мере дальнейшего пони­
жении температуры состав жидкости изменяется по кривой FB или ав, 
и жидкость замерзает целиком в эвтектической точке  В. 

6 .  В фазе ,  соответствующей б олее высоким температурам (например 
жидкой) , обе компоненты смешиваются произвольно . В другой фазе 
(твердой) ко:мпонен.ты вовсе не смешиваются, но  существует их хими­
ческое со единение определенного состав а. Диаграмма состояния изобра­
жена на  рис. 30. Прямая DEF определя ет состав химического соеди­
нения. Имеются две тройные точки В и а, в которых находятся в равно­
в есии жидкая фаза , тв ердое химическое соединение  и твердая фаза одной 
из чи стых компонент .  Между точками В и а находится точка равных 
концентраций D (см . § 6 1 ,  рис .  2 1 ) . Легко видеть, где и на какие фазы 
происходит раздедение: в области DBF - на жидкую фазу и твердое 
х и м и ч е с к о е  соединени е, под прямой CF - на химическое со еди н ен и е  
и одно из твердых чистых веществ и т .  д. Зам ерзание жидкости 
оканчивается  в одной из эвтектических точек а ю1и В, смотря по 
·rому. :1ежит ли концентр а ц ия жидкости справа или слева от прямой DF. 

7 . В одной из фаз (при более высоких т емпературах) компоненты 
п р о и з в о л ьн о  смешиваются, в другой же не смешиваются: вовсе ,  но 
существует х и м и ч е с к о е  со еди не н и е ,  устойчивое только до пекоторой 
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тею1ературы (выше этой температуры соединения н е  существует) . Пр я· 
мая, определяющая состав этого соединения, не может окончиться , 
как в предыдущем случае, в точке рав ных концентраций, так как не 
доходит до границы между обеими фазами.  Поэтому она может окон­
ч иться в тройной точке типа , изображенного на рис .  22 в §  6 1  (точка А 
на  рис .  3 1 ). На рис . 3 1 ,  изображающем возможный вид диаграммы 
состояния д,1я этого случая, л егко видеть, на какие фазы происходит 
разделение в различных точках з аштрихованной области .  

8. В одной- из фаз (nри меньших температурах, - наnример твердой) 
компоненты вовсе не  смешиваются, в другой фазе - жидкой - не во 
всех отношени ях. В этом . случае имеются две тройные точки,  в которых 
находятся в -равновесии жидкость с двумя твердыми чистыми вещест.вами 
(точка В на  рис .  32)  и одно и з  чистых веществ с двумя см ешанными 

т 
т 

Рис. 30. Рис. 31 . Рис.  32. 

жидкими фазами различных концентраций (точка D). Незаштрихов анные 
области над АВС и над DE изображают жидкие состояния с различ­
ными концентрациями ;  заштрихованная область над CD - область раз­
деления на дв е жидкие фазы; область CFOB - разделение на жидкость 
и одно из чистых твердых веществ и т.  д. 

§ 63. Пересечение особых кривых поверхности равновесия 

Рассмотренные в § 6 1 линии четырех родов (критические ,  трехфаз­
ные, равных концентраций и чистого вещества) лежат все на одной и 
той же поверхности (поверхности равновесия). Поэтому они, вообще 
говоря, пересекаются друг с другом. Мы рассмотрим теперь некоторые 
свойства точек nересечения этих линий. 

Можно показать, что две критические линии не  могут пересекаться 
друг с другом. Невозможно также и nересечение двух линий равных 
концентраций. На доказательстве этих утверждений мы здесь не будем 
останавливаться. 

Мы пеrечислим теперь (оnять-таки не приводя доказательств) с вой­
с тва остальных точек пересеч ения. Все они вытекают почти н<>посред­
ственно из  общих свойств кривых равновесия , рассмотренных в § 6 1 .  
Н а  рисунках м ы  будем изображать nроекцин пересекающихся линий 
н а  rи о с к о с т 1, р,  Т (см.  § 6 1 ) .  Форма их при это�� взята ,  коне ч н о .  
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произвоJiьно. Пунктирная линия везде означает критическую, сплош­ная - линию равновесия фаз чистого вещества, линия из черточек -­линию равных концентраций и, наконец, линия 

• . . . . . J!.ь 

·:;: 
из черточек и точек - трехфазную • 

В точке пересечения критической линии с линией  ч истого вещества (рис .  33) обе эти линии конч аются. Конч аются при пересечении  также критическая линия с трехфазной (рис. 34) .  При  пересечении линии чистого вещества  с линией равных концентраций кончается толь­�--------Я ко последняя (рис. 35) . При этом в точке U пересечения обе  кривые касаются друг друга. 
Рис. 33. То же самое имеет место для пересечения линии равных концентраций с критической (рис. 36) и трехфазной (рис. 37). В обоих этих случаях линия равных концентраций кончается в точке пересечения и ,  кроме того , в точке пересечения обе кривые касаются друг друга. 
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Рис.  34. 
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Рис.  37. 
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Рис.  38. 
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Рис.  36. 
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Р ис.  39. 

Точка пересе чения  трехфазных линий (рис .  38) является четверной 
точкой, т. е .  точкой rавновесия четыр ех фаз друг с другом . В точке 
nересечения СХJдятся четыре трехфазные линии, соответствующие равно­
веси ю друг с дру1·ом каждых т р е х  из четырех фаз. 
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На '<онец, точка пересечения линии чистого вещества с трехфазной 

(рис. 39) должна, очевидно, являться точкой пересечения трехфазной 
линии одновременно со всеми тремя линиями равновесия фаз чистого 
вещества (соответствующих равновесию между каждыми  двумя из трех 
фаз чи стого вещества) .  

§ 64. Газ и жидкость 

Мы рассмотрим теперь несколько подробнее  систему с двумя ком­
понентами, состоящую из двух фаз, а именно из  жидкой и газообраз­
ной. В газообразной фазе все вещества, очевидно, всегда могут смеши­
ваться в произвольных отношениях. В жидкой же фазе некоторые  
вещества смешиваются в произвольных отно-
шениях, а некоторые - не во  всех отношениях 
(жидкости с ограниченной смешиваемостью) . 

В первом случае, т .  е .  когда обе комnоненты 
произвольно смешиваются в обеих фазах, диа­
граммы состояния не имеют тройных точек, так 
как система не  может состоять больше чем 
из двух фаз (все жидкие состояния являются 
одной фазой, то же самое относится и 
к газообразным состояниям). Рассмотрим nро­
екцию особых линий поверхности равновесия 
на плоскость р, Т. Мы имеем две линии равно­

j 

Рис.  40. 

весия фаз чистых веществ, т. е. для концентраций в обеих фазах 
х = О или х = 1 . Одна из  этих линий сама лежит в плоскости р, Т, 
а другая - в плоскости, параллельной е й, так что ее  nроекция тож­
дественна с ней самой. Каждая из этих линий оканчивается в неко­
торой точке, являющейся критической точкой для фаз соответствующего 
чистого вещества. В этих точках начинается и кончается критическая 
линия (в точке ' пересечения критиче ской линии с линией чистого 
вещества они обе  кончаются; см .  § 63). Таким образом nроекция всех 
этих линий на плоскость р, Т имеет вид, изображенный на рис. 40 
(обозначения такие же, как и в § 6 1  и 63). Буквы z и ж имеют такой 
же смысл, как буквы а, Ь, с на рисунках § 6 1  и 63, z означает газ, а ж ­
жидкость; в областях ж и г проецируются жидкие и газообразные 
состояния; в области ж - z - как те, так и другие, а также состоя­
ния, в которых происходит расслоение на жидкость и газ; выше крити­
ческой линии различие  м ежду жидкостью и газом исчезает. 

Если, кроме того, имеется еще линия равных концентраций, то про­
екция на  плоскость р, Т имеет вид, приведенный на рис. 4 1 .  Линия 
равных концентраций лежит над ОВ или под ОС, но не между ними. 
Точками пересечения различных линий являются только точки А, В, С. 
Точка D не соответствует действительному пересечению линии чистого 
вещества с критической и существует только на  проекции . Буквы ж1 
и ж2 на ч ертеже означают жидкие  фазы с различными концентрациями . 
Выше линии равных концентраций сущестпует только одна жидкая 
фаза .  
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Вс е  эти свойства nроскций особых Jш ний на rmucк o c r ь  делаются 
очевидными1 е сли рассмотреть диаграммы состояния ,  соответствующие 
разрезам nоверхности равновесия плоскостями, например, различных 
температур .  Так, например, разрезы, соответствующие температурам 
до той, которая имеется в точке А, и температурам между точками А 
и В на рис. 40, дают диаграммы состояний, изображенные, соответ-

р 
ственно, на рис.  23 и 25 . Разрез при темпе­
ратуре до точки А на рис. 4 1 дает диаграмму 
типа рис. 24. 

Если в жидкой фазе обе компоненты 
обладают ограниченной смешиваемостью, . 
то существует трехфазная линия. Эта .1и ­
ния  должна непременно оканчиваться в не­
которой точке (т. е.  при определенных р 

"'""'::::....-------- 1 и Т), так как при высоких температурах 

Рис. 41 .  
не существует различных фаз, а при боль­
ших давлениях существуют только жидкие 
фазы; в обоих случаях тройные точки, сл е­

дов ательно, невозможны . Трехфазная линия может окончиться, однако, 
только при пересечении с какой-нибудь другой особой линией.  Она не 
может пересечься с линией чистого вещества, так как это означало бы, 
что имеется тройная точка для фаз чистого вещества ,  что невозможно 
ввиду того, что чистое вещество может иметь в рассматриваемом 
случае всего лишь две фазы (газ и жидкость). Поэтому трехфазная 
линия должна оканчиваться при пересечении с критической линией.  

р р 

А �t· · · · · ·· ... 
"' .  . 

. ··· .•. 

Таким образом име­
ются три точки окон-
чания критических ли­
ний в концах двух 
ЛИНИЙ ЧИСТОГО веще­
СТВа и трехфазной .  
Соответственно суще-r ствуют две критиче­

С ские ли1-ши. Эти ли-
нии ,  однако, не мо­

......,=-------- Т гут перЕ>сечься друг 
О с другом (см .  § 63), 

Рис. 42. Рис . 43. и потому одна из них 
должна уйти либо в на ­

чало координат, либо в бесконечность. Но при низких температу­
рах растворы слабы, а слабые растворы не имеют критич еских точек  
(за исключением критич еских точек чистого вещества) .  Последнее 

видно из того, что пронаводная ( адр.) дJJя слабых растворов (подстав-. с р, Т 
ляя выражение для химического потенциала растворенного вещества) 

k T  , П рав н а  с и нигде не ооращ астся в ну.'!Ь.  оэтому крпт1и е с к а я  .'! lши я  н е  
можст�уходить к HJ' Ialty коордннат .  
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Она не может также уходить в сторону больших температур , так 
как при высоких температурах не существует различных фаз. Таким 
образом крити ческая линия должна уйти в сторону боJrьших давлений .  
Смотря по тому, проходит ли проекция трехфазной линии над или 
между обеими линиями  чистых веществ, проекция р, Т имеет вид, 
показанный на рис. 42 или 43. Трехфазная линия не может проходить 
под линиями ч истых веществ , т. е . в области газообразных состояний, 
так как в этих состояниях обе компоненты произвольно смешиваются . 

ГЛАВА Х 

ХИМИЧЕСКИЕ РЕАКЦИИ 

§ 65. Условие химического равновесия 

В этой главе нам предстоит рассмотреть химичt:ские реакции , т. е .  
такие процессы, при которых в с истеме число частиц различного рода 
меняется, причем могут появляться частицы такого рода , которых в си­
стеме не было до процесса .  При этих процессах отдельные частицы 
(атомы, ионы или молекулы) соединяются, образуя новые частицы, или,  
наоборот, распадаются на несколько других. Химические реакции, как 
и звестно, записываются в виде символических равенств, которые имеют 
вид (если перенести все члены в одну сторону) 

(65 , 1 )  

где Ai - химические символы в еществ, участвующих в реакции, а коэфи­
циенты vi - целые положите.тrьвые или отрицательные числа (например, 
для реакции 02 + 2Н2 = 2Н20 или 02 + 2Н2 .:..._ 2Н20 = О  коэфициенты 
'�о. = 1 ,  '�н. = 2, '�н.о = - 2). 

Происходящая в данной системе химическая реакция идет до тех 
пор, пока не установится состояние равновесия (химическое равновесие) , 
при котором число частиц всех участвующих в реакции видов  больше 
уже не  изменяется. Всякая химическая реакция протекает, в ообще го­
воря, в обоих направлениях, т .  е .  наряду, например, с процессами сое­
динения нескольких частиц в одну сложную; в той же системе проис­
ходят и обратные процессы распада сложных молекул на простые. До 
наступления равновесия одно из направлений реакции преобладает; при 
равновесии обе противоположные реакции происходят в таких количе­
ствах, что общее число молекул каждого рода остается н еизменным.  

В этой книге мы не будем рассматривать самого хода реакции ,  
относящегося к области кинетики, а ограничимся исследованием хими· 
ческого равновесия. Раньше всего необходимо вывести ус.rrовие этого 
равновесия, т. е .  соотношение,  связывающее давление, температур у и 
концентрации разлнчных родов мо.'lекул n дат r о п  с н етеме n состояпи! l  
х н м н ч сскоrо равноиссня .  
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Для этого заметим, что условие  равновесия, очевидно, не зависит 
от тnго, каким образом, т. е . при каких условиях, происходила реак­
ция - при постоянных ли температуре и давлении, температуре и объеме 
и т.  п . Поэтому при выводе условия равновесия можно де.'lать любые 
предположения о том, каким образом реакция протекала. 

Предположим, например, что реакция происходила при постоянных 
давлении и температуре .  Мы знаем из § 1 7 , что при таких процессах 
стремится к минимуму термодинамический потенциал с истемы. При  
равно весии  потенциал Ф имеет, следовательно, минимум, т. е .  dФ = О. 
Так как давление и температура постоянны, т . е . dp = О , dT = О, то 

dФ =  }:::. dNi = O, 
i � 

де Np N2, • • • - числа частиц всех родов, участвующих в реакции. 
дФ Но поскольку дNi = !Li• это условие принимает вид 

(65 ,2) 

где 11-i - химический потенциал i-го вещества. 
Легко видеть, что каждое из  dNi пропорционально коэфициенту vi 

при соответствующем символе Ai в уравнении реакции (65, 1 ) .  Действи­
тельно, совершенно независимо от  того, каким образом в действитель­
ности протекает реакция ,  ее можно условно рассматривать как состоя­
щую из отдельных " элементарных реакций"  между наборами частиц, 
определяемыми уравнением реакции. При каждой такой "элементарной " 
реакции число частиц i-го рода изменяется на vi. Поэтому, например, 
если произошло dn элементарных реакций, то изменение числа частиц 
i-го рода в системе будет равно dNi = - v.i dn. Подставляя это в (65,2) , 
мы лолучим 

(65,3) 

Это и есть окончательный вид условия химического равновесия. 
Для  того чтобы получить его, надо, следовательно,  в уравнении хими­
ческой реакции заменить символы Ai соответствующими .химическими 
потенциалами 11-i· В случ аях, когда в системе возможно несколько раз­
личных реакций ,  условием равновесия  будет являться система нескольких 
уравнений  вила (65,3) .  Каждое из  этих уравнений составляется указанным 
способом на основании уравнений каждой из возможных реакций. 

§ 66. Закон действующих масс 

Теперь мы сделаем конкретные предположения о том, какие именно 
тела реагируют друг с другом. А именно, мы рассмотрим сначала 
реакции, происходящие между различными газами (которые мы будем 
считать п пеальными), находящимися в смес и. 

Предварительно мы дQ.'!Жны опредешпь химический потенциал 
каждого нз газов ,  на:ходящихся в смеси. Согласно (30,5) 

(66 , 1 )  
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г де р1 - парциальное давление  i-го газа в смеси ; Pt = с1р, где р - общее 

. N ·  давление  смеси, а ci = N - концентрация данного газа, которую м ы  
здесь определяем как отношение числа Ni молекул данного газа 
к полному чиспу N = � Ni молекул в смеси . i 

Теперь легко написать условие хими ческого равновесия для реакций 
в газовой см еси. Подставляя (66, 1 )  в (65,3), мы находим 

� '�i!l-i = k T� vi 1n p0i + � 'i[f.i = О i i i 
(р0i - парциальные давления газов в состоянии х имического равно­
в есия), или 

� vi ln Pot = - ;т� V{f.i· 
i i 

r."il. i  !."{l. t 
п � - -kT - "т Отсюда р 0} = е , юш ,  обозначая е по средством А (Т), 
i . .  

Пр0� = А (Т). 
i 

(66 ,2) 

Вместо POi мо-жно подставить pcOi, где cOi - концентрации газов nри 
химическом равновесии. Тогда (66,2) переходит в 

(66 ,3) 
Стоящее справа выражение н азывается обычно tсонстантой хи.миче­

сtсого равновесия. Ее зависимость от температуры невозможно устано­
в ить без дальнейших предположений о свойствах газов. Константа 
равновесия не зависит от начальных количеств реагирующих 'газов . 

. .  
То т  факт, что в состоянии равновесия произведение Пс0� является 

i 
константой (при заданных р и Т), носит название заtсона действую­
щих .масс . · Аналогичное  (66 ,3) уравнение можно получить для реакций, при 
которых все участвующие в них вещества находятся в растворе. Мы 
будем предполагать, что раствор слабый. Хими ческий nотенциал каж­
дого из растворенных веществ можно получить из термодинамического 
потенциала {53,4) раствора нескольких  веществ , диференцируя его по 
соответствующему числу частиц. Таким путем мы находим 

!l-i = k T In ci + 'ii (р, Т). (66, 4) 

l{онцентрация ci здесь равна отношению числа частиц данного раство­
ренного вещества к числу ча стиц  растворителя. 

Подставляя (66 ,4) в (65, 3) ,  находим 

k T � '1 ; 1 n  Со; = - �  V;'�i (р, Т), i i 
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Вводя функцию от р и Т: 
� �i�i - kT К (р, Т) = е мы можем написать 

(66,5) 

Таким образом и для реакций в растворах имеет место закон дей­
ствующих масс . В отличие от реакций между идеальными газами зави­
симость константы равновеси я К(р, Т) от  давления зд есь остается 
невыясненной. 

Если, кроме газов или растворенных веществ, в реакции участвуют 
также и какие-нибудь вещества, находящиеся в чистой (т. е. не сме­
шанной с другими в еществами) фазе, например чистые твердые тела, 
то условие равновесия приводит к рав енствам того же вида, что и 
(66,3) или (66 ,5). Именно, поскольку хим ический потенциа;ri чистых 
фаз зависит  только от  давления и температуры, в левые части этих 
равенств не входя:т количества чистых фа3, т .  е . надо писать произве ­
дение концентраций газов (или растворенных веществ) так, как будто бы 
твердых тел вообще не было. Наличие их проявляется только в том, 
что они влияют на зависимость константы равновесия от  давления и 
температуры. 

Если в реакции участвуют только газы и , например, твердые тела,  
то поскольку давление  газов, вообще говоря, мало, можно считать хими­
ческий потенциал твердых те;r не зависящим от давления и зависи­
мость константы р авновесия от давления остается такой же, как в (66,3) .  
При этом, конечно, � v i  в покавателе должна означать сумму коэфи-i 
циентов в уравнении реакции только при газообразных веществах . 

З А д А Ч А  

Опр еде лить к онстанту р а в н о в е с и я  А (Т) для реакций м ежду г.азам и в пред­
п о л о ж е н и и ,  что о н и  подчи няются закону равнораспредел ения.  

Р е ш  е н и е .  Сра вн и ва я (28,8) с (33,6), нах о д им 

Zi (Т) =  llo i - Cpi Т in  Т + ?-i T. 
Отсюда по опреде л е ни ю  А ( Т): 

I·• ; cp i  t•.;n1 1 1  
А ( Т) = coпst · T_k_e_ l?r -

§ 67. Теплота реакции 
Химические  реакции сопровождаются, вообще говоря, выделением 

или поглощением тепла (экзо- и эндотермические реакции) ; количество 
того ил и  другого зависит, конечно, от того, каким образом (т. е. в ка­
ки х ус,,овиях) пр-оисходrп реающя.  Если реакция протекает ЭJ<зотер­
м r! ч е с ю J ,  то о,братная · реа кци я эндотермнчна,  и наоборот. 
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Как и при вычислении  теплоты растворения n § 58 ,  м ы  опреде:rи�t 
сначала  рабuту, которую надо затратить для того, чтобы прове сти ре­
акцию. При этом мы определим минимальную работу, которая, как мы 
знаем, должна быть произведена,  если реакция происходит обратимо . 
Та же работа,  взятая с обратным знаком, дает максимальную работу, 
которая может быть получена при реакции. 

Вычислим минимальную работу, которая дш1жна быть произведена 
для протекания некоторого весьма малого ч исла оп " элементарных 
реакций " .  Предположим при этом, что реакция происходит при посто­
янных температуре и давлении ;  минимальная работа oR равна в этом 
случае изменению термодинамического потенциала системы .  Так как 
р и Т постоянны, то oR = оФ = � ::. oNi, где суммирование распро-

i t 
странено по всем участвующим в реакции веществам, а oNi есть изме­
нение числа молекул i·го рода при оп " элементарных реакциях" . Оче­
видно, что oNi = - vi оп, где vi - коэфициент при соответствующем 

дФ химическом символе в уравнении реакции . Замечая также, что дNi = ILi• 
находим 

(67, 1 ) 

�!Livi есть, следовательно, работа, отнесенная к одной элементарной i 
реакции.  Как и должно быть, эта работа при химическом равновесии 
равна нулю ,  так как в этом состоянии выполняется условие � vi\1-i = О . 

Предположим сначала, что реакция  происходит между газами . Поль-
зуясь выражением (66, 1 )  для 11-i• находим \ 

или ,  введя, как 

oR = - оп (k T  � 'Ji ln Pi + � V.fX.;), i i 'f.'l{!.; 
- kТ  и· в предыдущем параграфе ,  функцию .4 (Т) = е 

oR = - k T on [ � vi In pi - In А ( Т) ] . (67,2) 
Для реакций в растворах мы находим, аналогично, при помощи вы­

ражения (66,4) для P.i 
oR = - on (kT� vi ln ci + � v.;ljli), 

��i'fi 
или, вводя, как и в § 66, функцию К(р, Т) = е- kT (константу равно� 
весия) 

oR = - k T on [ � V.; ln ci - ln K (p, Т) ] .  (67 ,3) 

Теперь можно опредмить и кодичество поглощаемого (или выде­
ляемого - в зависиr.юсти от знака) тепла опять-таки при оп " элемен­
тарных реакциях " .  Согласно формуле ( 1 7, 1 9) это тепло oQ11 дл я реакций  
п р и  постоянных температуре и давлении равно 

aQ - _ т2 � (�8) р - дТ Т 11 • 
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В частности, для реакций между газами [подста вляя (67 ,2) ] 
� Q - - k T2 �  д ln A ( T) о р - оп д Т • 

Аналогично для растворов 

�Q - - k T2.. " д ln K (p, Т) о р - оп дТ • 

[ 1 '.'1 . х 

(67 ,4) 

(6 7,5) 

Заметим, что oQP просто пропорционально оп и не зависит от кон­
центрации в данный момент; поэтому эти формулы применямы для 
любого оп. 

Для того чтобы найти для реакций между газами теплоту oQv при 
постоянном объеме, заменим в (67,2) парциальные давления Pi на 

NikT Pi = -v ,  где Ni - число частиц i-го рода газа. Диференцирование oR 

дает тогда 
o Qv = o QP + oп k T � ��i· (67 ,6) 

� 

Определим еще изменение объема в результате химической реакции. 
В § 58 было показано, что это изменение равно производной по  да­
влению от минимальной р аботы, которая должна быть затрачена при 
данном процесс е [формула (58,5) ] . Поэтому изменение объема  о V при 
оп элементарных реакциях для реакций при постоянных температуре 
и давлении равно 

" V д оR о = др . 

В частности , для ре акций в растворах [подставляя (67,3) ]  
� V " k T д !n K (p, T) о = оп др (67 ,7 )  

Для газов нет надобности в специаJiьной формуле  изменения объема, 
так как объем газа (идеального) при данных р и Т непосредственно 
определяется ч ислом частиц при помощи уравнения Клапейрона . 

В заключение этого параграфа заметим, что формулы (67,4-67,5), как 
и формула (67, 7), находятся в согласии с принцилом Ле-Шателье-Брауна . 
Пусть, например, реакция  протекает эндотермически. Тогда при нагрев а­
нии системы, находящейся в хи11шч�ском равновесии, в ней должна на­
чаться р еакция .  При этом тепло будет поглощаться, т. е .  система как бы 
противодействует выведению е е  из равновесия.  То же самое следует 
и из формулы (67,4'� или (67,5) ;  в этом случае oQ положительно, и 
потому константа равновесия уменьшается -с увеличением температуры, 
т. е. увеличивается " выход " реакции. 

Аналогично, если при реакции (при постоянном давлении) умеш,­
шается объем, то по принципу Ле-Шателье-Брауна при увеличении дав­
ления  находящейся в равновесии  системы реакция должна пойти та к, 
чтобы уменьшить объем , а с ним и давление. То ж е следует и п з  (67,7) .  
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ГЛАВА XI 

АНИЗОТРОПНЫЕ ТЕЛА 

§ 68. Анизотропные тела 

] � � ] 

Тела могут быть изотропными и анизотропными. Изотропные тела 
отличаются от тел анизотропных тем ,  что их свой ства одинаковы по  
всем направлениям, в то время как у последних различные напра вления 
неэквивалентны по своим свойствам. 

При этом суще.ствуют два типа анизотропных тел: твердые кри­
сталлы, или просто кристаллы, и жидкие кристаллы. 

Заметим, что между газами, жидкостями и аморфными твердыми 
телами никакой принципиальной разницы нет; они отличаются лишь 
большим или меньшим взаимодействием их частиц друг с другом.  Кри ­
сталлы же обладают свойством анизотропии, принципиально отличаю­
щим их как от жидкостей и газов, так и от аморфных твердых тел.  

Легко видеть, что в изотропном теле для каждой частицы все ее  
положения в пространстве равновероятны. Действительно, если бы  не­
которые положения частиц были более вероятны , чем другие, .  то свой­
ства тел по различным направлениям (например, по направлению, про­
ходящему через какие-нибудь два максимума вероятности,  и по 
направлению, не  проходящему через них) были бы различны, т . е . 
тело не было бы изотропным. 

Наоборот, в твердых кристаллах вероятности различных положений 
кажiJ;ой частицы различны. 

Обычно вероятности нахождения атомов в различных точках внутри 
кристалла имеют резкие максимумы. Это соответствует тому, что атомы 
в кристалле совершают лишь малые колебания вокруг некоторых по­
ложений равновесия, соответствующих максимума м  в ероятностей .  Таким 
образом твердые кристаллы всегда являются твердыми телами и в том 
смысле, как они были определены в § 34. Эти наиболее вероятные 
положения атомов в кристалле называются узлами. Поскольку рас· 
положение узлов в кристалле соответствует некоторому равновесному 
состоянию, оно является избранным, т. е. выделенным из всех других 
возможных расположений, а следовательно, правильным. Совокупность 
всех узлов образует кристаллическую решетку. 

Правильиость расположения узлов отличает твердые кристаллы от 
твердых аморфных тел, у которых атомы тоже совершают малые ко­
лебания, однако соответствующие подожения равновесия ·  у них рас­
подожены беспорядочно . Действительно, расположение этих поло­
жений равновесия  в аморфном теле не  соответствует никакому 
равновесию; со временем они смещаются , и в среднем все положения 
атомов в аморфном теле равновероятны. 

Всякий: кристалл обладает опреде.1енными  свойствами симметрии . 
Эrи свойства определяются теми перемещениями (переносами, враще­
ниями,  отражениями) или, как говорят, преобразования.лш ,  которые 
совмещают распределение вероятностей положен.ий атомов в кри­
сталле, т. е .  кристалли•tескую решетку, с са.лtой собой. Каждое из 
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таких nреобразований  называется также элементом симметрии .  Узлы, 
которые могут быть совмещены друг с другом при преобразованиях 
симметрии ,  называются эквивалентными. 

Как уже указывалось, если различные положения атомов в теле 
не равновероятны, то тело непременно анизотроnно. Обратное, однако, 
не имеет места: е сли  все  nоложения атомов равновероятны,  тело  все же 
может быть анизотропно, а не изотропно. Такими телами являются 
как раз жидкие  кристаллы. Для того чтобы уяснить их строение ,  
представим себе, что тело состоит из молекул удлиненной формы.  
Пусть все  nоложения молекул как целого (т. е .  их центров инерции) 
равновероятны, но все молекулы ориентированы своими осями в одну 
сторону. Тогда, несмотря на то , что распределение вероятностей вдоль 
тела постоянно, тело будет, очевидно, все же анизотропным; оно бу­
дет жидким кристаллом . Сказанное можно формулировать точнее сле­
дующим образом . В жидком кристалле все положения атомов равнове­
роятны; однако nри заданном положении одного атом а различные 
положения соседнего атома не  равновероятны . 

При абсолютном нуле все атомы неподвижны, и , так как nотенциальная 
энергия  должна иметь минимумы, то атомы должны быть расположены 
правильно, т. е .  при абсолютно.!• нуле в с е  тела являются тсристалла.ии . 
Заметим, что это относится к телам, находящимся при абсолютном нуле 
в равновесии ;  если тело не  находится в равновесии (например, пере· 
охлажденная жидкость), то тело может н е  быть кристаллом 1) . 

Если число узлов в кристалле, на  которых могут находиться атомы 
данного рода, равно числу этих атомов, то около каждого узла нахо­
дится атом; другими словами, вероятность нахождения атомов вблизи 
каждого из узлов равна единице.  Такой кристалл называется вполне 
упор н.доченны.м. Пусть часть атомов уходит со " своих" мест (т. е. мест , 
которые они занимают во  вполне упорядоченном кристалле) и зани­
мают какие-то новые :Места, т. е. nоявляются новые узлы. В это:-.1 
случае число узлов, н а  кот.орых может оказаться атом данного рода, 
больше  числа этих атомов; пр и  этом,  очевидно, вероятность нахожде­
ния  атомов данного рода в узлах как старых (где находились атомы 
при полном уnорядочении), так и в новых не равна едюiице . Та1юй 
кри сталл называется н е  вполне упорядо•tенным. 

Во многих случаях старые и новые узлы геометрически совершенно 
подобны и отличаются только тем, что в них различны вероятности на­
хождения атомов данного рода. В этом: с лучае в ероятность того, чтобы 
старый узел был "заполнен " (т . е .  чтобы в нем находился атом), всегда 
больше этой вероятности для " нового " узла - просто потому, что 
в nротивном случае мы могли бы назвать новые узлы старыми и на­
оборот. Если теnерь вероятности нахождения атомов данного рода в� 
всех узлах сравняются (при этом, конечно, они не  будут равны единице),  
то, очевидно, все  эти узлы сделаются эквивадентными,  а следовательно, 

1 ) Исю1ючение с о с т а в л я е т  г е л и й ,  который при абсол ютном нуле ыожет 
н а ходиться и в жид�-;ом состоя н и и .  Это я вл е н и е  обязано откл онениям от к л а с ­
с и ч е с ко й  м е ха n и к и .  связанным с к в а н т о в ы м и  яв.1 е 11 и ям и .  
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повышается симметрия решетки, т. е . появляются новые элементы 
симметрии. Такой кристалл называется неупорядоченным. Вообще не­
упорядоченность всегда связана с тем, что неэквивалентные (во вполне 
и не вполне упорядоченном кристалле) узлы делаются эквивалентными. 
Вполне и не вподне упорядоченные кристадлы (имеющие, очевидно, 
одинаковую симметрию) мы будем называть просто упорядоченными, 
в противоподожность неупорядоченным кристадлам (с другой симмет­
рией). Заметим, что кристалл может быть упорядоченным по одному 
признаку и в то же время неупорядоченным по другому. 

Поясним сказанное одним примером. Пусть распределение  вероят­
ностей нахождения атомов данного рода в решетке изображается 
кривыми на рис. 44 (мы рисуем это распределение в одномерном 
виде, что является, конечно, лишь схемой). Если это распределение  
изображается кривой 1 ,  причем вероятность присутствия атома вблизи 
каждого максимума (т. е. площадь каждого 
зубца) равна единице, то кристалл вполне упо · 
рядочен. Если, например, между н ими появля• 
ются дополнительные максимумы, причем те­
перь уже как в тех, так и в других вероятность 2 - n - n - n . n 
не  равна единице (кривая 2), то кристалл не ....JUUUULJUL­
впoлнe уперядочен. Наконец, если во всех ма-
ксимумах вероятности сделаются равными по- З 11 11 n - n , rn n n 
ловине (кривая 8), то кристалл будет неупо- ..JUU�\...J\...J\...1'­
рядоченным. В .последнем случае в решетке 
стольkо же атомов находится на местах, 

Рис. 44. 
которые они должны были бы занимать при  полном упорядоче­
нии, сколько и на новых местах. Легко сообразить, что nри  этом повы­
шается симметрия решетки, а именно, появляется периодичность 
с периодом, равным половине первоначального. 

Из сказанного выше о расположении атомов при абсолютном нуле 
следует, что при абсолютном нуле кристаллы вполне упорядочены 
(если, конечно, тело вообще находится в равновесии). Уменьшени е 
упорядоченности происходит при повыш ении температуры 1). 

о) 

� 
)1 tl.l 
о Au 

о- - ____"___,. 

� 
Рис. 45. 

1) Приведем два конкретн ых nримера у nорядоченных и 
неупорядоченных кристаллов. 

1. Кр и сталл сnлава CuAu. Во вполне упорядоче нном 
кристалле  атомы Cu и Au н аходятся в узла:к:, л ежащих н а  
чередующихся nаралл ельных n лоскостях (ри с. 45, а). Экви­
валентными являются узлы в CJIOЯX через один;  решетка 
имеет тетрагональную симметрию. Если некоторы е  атомы Ctt 
nо п адают в слой, где должны были бы н аходиться ато м ы  
Au, и обратно, т о  кристалл делается  не вполне уnорядо­
ченным (рис. 45, б). Иными словами, nри  этом появляется 
пекоторая вероятность нахождени я  атомов Cu и Au н а • чу­
жих" местах. Наконец, есл и  ч ис л а  атомов Cu и Au, нахо­
дя щихся на " своих" и . чужих" местах, с равняются, то кри­
сталл будет неуnорядоченным; все  узлы nри этом делаются 
эквивалентны ми. При этом nериод решетки уменьшается 
вдвое, т. е. nовышается симметрия; кроме того, ре шетка 
nриобретает кубичес куiО симметрию. 

13 Зtш.  1563. - Лавдау n Лпфnпщ. 
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§ 69. Точки Кюри 
При изменении состояния тела могут меняться его свойства сим­

метрии. Но симметрия  может измениться то,1ько сразу, скачком, а н е  
постепенно. Это явствует из того, что о каждом и з  элементов сим­
метрии  можно сказать только, что он присутствует или что его нет.  
Поэтому и переход тела из состояния с одной симметрией в состоя­
ние с другой, т . е .  из.менение си.м.метрии тела, не .может совершаться 
непрерывно. В частности, невозможен непрерывный переход от ани­
зотропных тел к изотропным (например, нет непрерывного перехода 
от кристалла к жидкости). При таком переходе всегда должна увели­
читься степень симметрии, так как изотропное тело обладает наиболее 
высокой степенью симметрии. 

Возможны два рода переходов, связанных с изменением симметрии 
тела. В одном из них при скачке от одного типа симметрии  к другому 
скачком изменяется и распределение вероятностей в решетке (большей 
частью меняется расположение узлов) .  Такие переходы являются 
переходами  между двумя фазами , обладающими различными симмет­
риями . В самой точке такого перехода (или, как мы будем говорить, 
точке фазового перехода) находятся в равновесии два тела, находя· 
щиеся в различных состояниях. 

При фазовом переходе между двумя состояниями с различной сим­
метрией изменени е симметрии может быть связано с переходом от 
упорядоченного состояния к неупорядоченному (или обратно), но, 
вообще говоря, обычно не связано с изменением упорядоченности (на­
пример, переход между двумя упорядоченными кристаллами с раз­
пичными симметриями). 

Заметим, что в изотропном состоян ии вещество может находиться 
только в двух фазах (жидкость и газ). В анизотропных состояниях 
возможно, вообще говоря, много различных фаз (кристаллы с различ· 
ными симметриями) . Эти фазы называются модификациями.  

2 .  Кристалл NaN03 состоит и з  чередующихся слоев  атомов Na и групп N08• 
В последних атомы N расположены по углам правильных треугольников, 
а атомы О - треугольниF.ом ве круг атом о в  N (рис. 46). При этом группы N Os 
могу т быть направлены в две с тороны. В о  вполне упорядоченном кристалле 

(о) 
' J  � j  , .. j • N ' , \ ":"\. --( \ х а  

--{ ·*-< � r-{ *-{ 
-< �� � � 

Рис. 46. 

все они направлены в одну сторону (рис.  46, а) - кристалл ю: е е т  при этом 
ось симметрии 3-го порядка.  Если некотор ы е  группы направлены в друrую 
сторону (рис. 46, б), то кристалл не вполне упорядо че н. Н а конец, если ч и с л о  
групп, направленны х  в обе стороны одинаково, то кристалл неупорядочеи. 
Д.'l я каждой группы N 03 при этом вероятности ее двух возможных направле­
ний одинаковы; кристnлл имеет теперь ось ш естого пор ядка. 
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Други м  родом переходов являются такие, nри которых хотя бы 
некоторые элементы симметрии появляются или исчезают сразу, но при 
этом получается кристаллическая решетка, в которой распределение 
вероятностей вначале лишь слабо отличается от первоначальноrо и 
лишь при дальнейшем измен ении состояния постепенно все более от­
клоняется от  него. Такого рода точки перехода носят название moчe�t 
Кюри 1). Напомним, что, очевидно, уже при весьма незначительном 
изменении распределения  вероятностей может измениться симметрия 
решетки. Можно иначе сказать, что в точке Кюри симметрия меняется 
прерывно, а распределение в ероятностей, т. е. состояние тела, - не­
прерывно; в точках же фазового перехода меняются скачком как сим­
метрия, так и распределение вероятностей . В то время как в точке 
фазового перехода находятся в равновесии тела в двух различных 
состояниях, в точке Кюри состояния тел с обеими симметриями со­
в падают. 

Проиллюстрируем сказанное одним примером. Пусть, например, 
распределение вероятности нахождения  атома в решетке изображается 
кривой 2 на рис. 44.  Если более  низкие максимумы будут увеличи­
ваться, то решетка будет иметь прежнюю симметрию до тех пор, пока 
в се максимумы не сравняются. В тот момент, когда они сравняются 
(кривая 3), решетка сразу приобретет другую симметрию (причем, как 
легко сообразить, более высокую, нежели первоначальная), а скачка 
в распределении вероятностей не будет. 

Точtси Кюри встречаются обычно при переходах .между упорядо­
ченными и неупорядоченны.ми состояния .ми. При повышении температуры 
меняется распределение вероятностей в решетке упорядоченного кри­
сталла, пока, наконец, в точке Кюри кристалл не сделается неупоря­
доченным. Подчеркиваем, что при переходе в точке Кюри более высокой 
температуре соответствует именно неупорядоченное состояние (более 
симметричное), а более низкой - упорядоченное (менее симметричное) . 

Поведение тел при переходе через точку Кюри удобно описывать, 
в ведя некоторую величину "'J• которая определяла бы степень отклоне­
ния распределения вероятностей упорядоченного кристалла (т. е . с мень· 
шей симметрией) от распределения в неупорядоченном кристалле (т. е .  
с более высокой симметрией). В неупорядоченном состоянии "'J равно 
нулю, а в упорядоченном имеет отличные от нуля положительные или 
отрицательные значения .  

Термодинамический потенциал Ф можно выразить как функцию 
от  р, Т и "'J; по одну сторону от точки Кюри (в неупорядоченном со­
стоянии) IJ = О, причем, для того чтобы это состояние было устойчивым,  
необходимо, чтобы при "'J = О термодинамический потенциал Ф как функ­
ция от "'J имел минимум .  Разложим Ф (р, Т, "'J) вблизи точки Кюри 
в ряд по степеням "'J (вблизи точек Кюри "'J, очевидно, близко к нулю) :  

(69, 1 ) 

1) Они называются иногда также и точками фазовых переходов 2-r o рода 
или Л-точками.  

1 3* 
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Все величины Ф0, Ф1 и т. д. являются функциями от р и Т. В неупо· 
рядоченном сосrо�шии Ф = Ф0• Для того чтобы это соответствовало 

. 
(
д
Ф ) (

д'
Ф ) минимуму Ф, неоuходимо, чтобы -д = О и -д 2 > О. Это 

'lj 1} = 0 'lj 1} = 0  
значит, что Ф1 (р, Т) = О должно быть везде по  одну сторону точки 
Кюри, а значит, и вообще должно быть Ф1 (р, Т) == О . Это возможно 
тогда и только тогда, когда состояния с 'tl = О и 'tl :f О отл ичаются 
своей  симметрией. Кроме того, в неупорядоченном состоянии Ф2 > О. 

В упорядоченном состоянии должно быть Ф2 < О, для того чтобы 
минимуму Ф, т. е .  устойчивому состоянию, могли соответствовать не 
равные нулю значения 'tl· В самой точке Кюри, следовательно, Ф2 должно 
обратиться в нуль: 

Ф2а (р, 7) = о. (69,2) 
- Но для того чтобы и сама точка Кюри являлась устойчивым состоянием, 

т. е. чтобы и в ней Ф как функция от 'tl имело минимум, необходимо, 
чтобы в точке Кюри обращался в нуль и ко-

!! эфициент Ф8, а Ф4 было положительно: 
Фза (р, 7) = О, Ф,а > О. (69,3) 

Возможны два случая. Функция Ф8 (р, 7) 
может быть везде тождественно равна нулю 
из соображений симметрии.  Тогда для точки 
l{юри остается условие Ф20 = О, т. е . в этом 
случае существует линия точе" Кюри, и это 
условие определяет р и Т как функцию друг 

С .,. от друга вдоль этой линии. Есл и  же Ф8 не 

0!;-------J�-- T равно тождественно нулю, то точки Кюри 
определяются из двух уравнений Ф2а = О, 
Фза = О. В этом случае, следовательно, точки 
Кюри являются изолированными точками. 

Рис . 47. 

Наиболее  интересным является, конечно, СJrучай, когда имеется линия 
точек  Кюри j этот случай обычно и наблюдается, и его исследованием 
м ы  сейчас и займемся. Таким образом мы будем в дальнейшем предпо­
лагать, что Ф8 == О. Заметим, что это, в частности, всегда · имеет место, 
если состояния, отличающиеся  только знаком у 'tj, являются тождествен­
ными. Например, в приведеином в § 68 (рис. 44) примере в качестве 
величины 'tl можно взять разность между числом атомов, находящихся 
на тех местах, на которых они находились бы при полном упорядоче• 
нии  (узлы на кривой 1 ), и числом атомов, находящихся в новых узлах. 
В неупорядоченном кристалле, очевидно, 'tl = О. Изменение знака у 'tl 
в этом примере означает лишь замену всех узлов одного типа всеми 
узлами другого типа, что , очевидно, ведет к совершенно тождественному 
состоянию . Вообще состояния с -+- 'tl  являются тождественными все­
гда, - в частности, когда число узлов ,  в которых могут находитьс я  
атомы данного рода в не в полне упорядоченном кристалле, вцвое 
больше числа этих а т )МО В, 

Мы можем теперь вместо величины 'tl в качестве степени уnоря­
доченности ввести всегда положительную велиqину � = т12• Изменение � 
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при  переходе через точку Кюри изобр азится кривой, nриведеиной на 
рис . 4 7 (точк а С есть точка Кюри) . Эта кривая изображает е как 
функцию от Т при заданном значении р. Вблизи  точки Кюри разложе· 
ние (69, 1 )  термодинамического потенциала примет те перь вид 

Ф (е, Т, р) =Ф0 (р, Т) + а (р, Т) е +  � (р2 1)  Е2 + .  . . (69,4) 

Соответствующая Ф2 величи на а в точке Кюри обращается в нуль: 

аа (р, 7) =0, (69,5) 

соответствующая Ф4 величина � вблизи точки Кюри положительна. 
Зависимость е от р и Т вбли зи точки Кюри определяется из  того, что 
В упорЯдОЧеННОМ СОС ТОЯНИИ ф КаК фуНКЦИЯ ОТ Е ДОЛЖН О иметь МИНИМум, 

дФ т. е.  щ = О, откуда 

(69,6) 

Напомним, что в упорядоченном состоянии а < О, а в неупорядоченном 
а > О (соответственно тому, что было сказано выше о Ф2). 

Определим теперь энтропию вблизи точки Кюри. Из (69, 4), прене· 
брегая высшими . степенями е, непосредственно находим 

дФ дr�. 
S = - д Т = S0 - дf e, (69,7) 

где S0 - энтропия в неупорядоченном состоянии. В самой точке Кюри 
е = О и потому S = S0• Таким образом в точке Кюри энтропия не· 
прерывна. Аналогично легко убедиться, что в точке Кюри непрерывны 
и энергия и объем тела. Отсюда следует, что при переходе в точке 
Кюри не происходит выделения или поzлощения тепла. 

Подставляя (69,6), находим для энтропии уnорядоченного состояния 
rJ. да. S =  S0 + 1" дТ , (69,8) 

Отсюда можно найти теплоемкость СР в упорядоченном состоянии: 
( дS) Т ( дr�. )2 rz да. д� а. д2с:t 

Ср = Т д Т 11 = C.Po + "f д Т  - Т �2 д Т  дt+ Tf д Р '  

г де Ср0 - теплоемкость неуnорядоченноrо состояния. 
В самой точке Кюри at = О, и nотому 

с� С) = cj? + � ( g� У . (69,9) 

Таким образом в точке Кюри теплоемкость имеет скачок. Этот 
т ( дс:t )2 

скачок равен "f 
д Т • Поскольку � > О, теплое.мкость увеличивается 

при переходе от неупорядоченноzо состояния к упорядоченному, 
т. е. от более к менее симметричному состоr. нl;fю . Определим связь 
между скачками различных величин в точке Кюр и . Мы уже знаем, что 
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объем и энтропия в точке Кюри непрерывны, т.  е .  их скачки I!J. V и A.S 
равны нулю: 

А. V= O, A.S = О. 

Продиференцируем эти равенства по температуре вдоль кривой точек 
Кюри, т. е ,  считая давление функцией от температуры , определяемой 
этой кривой . Это дает 

A. (�i)p + :� А. (��\= 0, } 
!J.C1!.. _ dp А. (дV) - О  

Т d T  дТ -
р 

(69, 1 0) 

[так как (�:)т =- ( �i')P] . Эти два равенства связывают скачки 

в точке Кюри теплоемкости Ср, коэфициента термического расшире· 

ния ( ��)Р и коэфициентЗ :сжатия ( �; )т . 
Диференцируя вдоль кривой точек Кюри равенства I!J.S == О и 

А.р = О (давление, конечно , не меняется при переходе), но выбрав 
в кач естве независимых переменных температуру и объем, находим 

А. (5!...) + 
dV А. (.Е!_) = О, } д Т  v d T  дV т 

л (69,1 1 ) �+ dV А. ( др ) ·! = О. 
Т d T дТ v 

Из равенств (69, 1 0) и (69, 1 1)  находим скачки величин <;1, Cv , 

( �j )v' ( ��р' выраженные через скачок величины (�:)т : 

§ 70. Критическая точка Кюри 

Кривые п ереходов (например, на диаграмме р, Т) фаз разной сим­
метрии - как кривые фазовых переходов , так и кривые точек Кюри­
не  могут окончиться т ак, как оканчивается кривая равновесия жид­

кости и газов ;  в противном случае над точкой окончания можно 
было бы осуществить непрерывный переход между состояниями с раз­

ной симметрией. 
Поэтому линии перехода между такими фазами могут оканчиваться 

только, пересекаясь с другими такими же линиями . Рассмотрим воз­
можные типы таких пересечений. О пересечении линиR фазовых пере-
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ходов друг с другом уже говорилось. Пересечение линий Кюри изо­
бражено на рис. 48 .  Одна из областей, например I, есть наименее  сим­
метричная фаза; состояние II отличается от I наличием еще некоторых 
элементов симметрии; Ш отличается от I 
добавлением некоторых других элемен- Р 
тов симметрии; фаза IV обладает всеми 
этими элементами симметрии, т. е . является 
наиболее симметричной. 

При пересечении линии Кюри с линией 
фазовых переходов одна из них оканчивается 
в точке пересечения (рис, 49, 50; л и н и и  
фазовых переходов - сплошные, л и н и и  то­
чек Кюри - пунктирные). В точке С на 
рис.  50 делаются ·rождественными фазы 1, �-------- 1 
11; в точке С на рис .  49 делаются тож- О 
дественными все три фазы 1, II, III. 

Наконец, линия фазовых переходов и ли­
ния точки Кюри могут в пекоторой точке (К на 

Рис. 48. 

рис. 5 1) переходить друг в друга, причем, как будет ниже показано, 
плавно. Такие  точки непрерывного перехода линии фазовых перехо­
дов в линию точек Кюри мы назовем критичестт.ми точтса.ми _Кюри. 
Мы займемся исследованием таких точек. 

р 
' ' 

\ 
1 ' С 1 1 1  "" 

� \  

о т ,__ ____ _......_ т о 
Рис. 49. Рис . 50. 

В § 69 мы видели, что в разложении Ф в ряд по стеnеням 'tj вблизи 
точки Кюри 

Ф = Ф0 + Ф1'ti + Ф2't12 + Ф3't13+Ф4't)4 + Ф5т.б + Ф6't16 + . . .  (70, 1 ) 

коэфициент Ф1 всегда равен нулю, а если точки Кюри образуют ли­
нию, то и Ф3 тождественно равно нулю (этот случай мы,  очевидно, и 
рассматриваем). Кроме того, на самой линии Кюри Ф2 равно нулю, 
а Ф4 положительно .  Очевидно, что и, наоборот, точки, в которых эти 
условия выполнены, являются точками Кюри. Поэтому при переходе 
через точку, где линия Кюри кончается, Ф4 меняет знак, т. е, в самой 
критической точке 

Ф.!k = О. (70,2) 
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Но тогда, для того чтобы критическая точка Кюри соответствовала 
устойчивому состоянию, т. е .  чтобы в ней Ф как функция от "1) имела 

р 
минимум, необходимо, чтобы и Ф5k = О, 
а Ф5" > О. Это возможно только в том 
случае, когда Ф5 тождественно обращается 
в нуль из соображений симметрии ,  так как 
в противном случае мы для критической 
точки получаем три уравнения с двумя 
неизвестными р и Т, которые, вообще го­
воря, не  имеют решений . Заметим, что 
Ф5 == О, очевидно, всегда имеет место в тех 
случаях, когда состояния, отличающиеся 

�-------- l внаком у "'j, являются тождественными. 
а ,; Как и в предыдущем параrрафе, мы МО• 

Рис. 5 1 .  жем теперь ввести величину е = "1)2, и раз­
ложение Ф (р, Т, Е) приобретает вид 

Ф (р, Т, е) =  Ф0 (р, Т) + ос (р, Т) е + � (� 1) е2 + 1 (� 1) ев, (70,3) 

где согласно предыдущему 
(lk = о, �k = о, ik > о. (70,4) 

в упорядоченном состоянии е определяется, как и в § 69, из усло-
дФ д2Ф вия, что Ф имеет минимум, т. е . дf = О, ае2 > О, откуда 

�f = ос + �е + 1;2 = о, �е� = � + 1е > о. (70,5) 

Отсюда находим е как функцию от р и Т в виде 

е = - � + "}f�2 - 2ay . 
'( (70, 6) 

Мы выбираем знак плюс перед корнем для того, чтобы было вы· 
полнено второе условие (70,5) . .  

Зная Ф, можно вычислить энтропию 

s - - дФ _ s - е � -
д Т -

о 
д Т 

(пренебрегая высшими степенями е). Подставляя (70,6), находим для 
энтропии упорядоченного состояния 

S = S0 + � � - ..!.. -��- y�2 - 2oci (70,7) 
1 дТ 1 д Т ' 

где S0, как и в § 69, есть энтропия неупорядоченного состояния. 
Найдем теперь теплоемкость Ср вблизи критической_ точки. Для 

этого заметим ,  что производпая по температуре от последнего члена 
в (70, 7) обращается в критической точке в б есконечность, так как 
содержит V �2 - 21Xj в знаменателе, а ос и � в критической точке 
равны нулю. Производиые же от первых двух членов остаются ко· 
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печными; ими  можно поэтому пренебречь. Для теплоемкости уnорядо­
ченного, т. е . менее симметричного, состояния вблизи критической 
ТОЧ.I(И nолучается, таким образом, выражение 

т ( да. )з с;1 = Т ( дS) = 7ft (70,8) 
д Т :Р V�2 - 2а.у . 

Остальные выражения, nолучающиеся при диференцировании третьего 
члена в (70,7), можно опустить, так как они обращаются в .критической 
точке в нуль вместе с а и �· 

В (70, 8) можно с достаточной точностью наnисать в числителе 
вместо Т температуру Tk в .критической точке . 

Введем, кроме того, температуру Т0, при которой �2 - 2а"( = О  
(при данном давлении) . В критической точке, очевидно, Т0 = Tk , 
а вблизи нее Т0 близко к Tk. Разложим подкоренное выражение 
в (70, 8) в ряд по степеням Т- Т0 и ограничимся членом первого 
порядка. Это дает 

(70,9) 

Членами, пропорциональными а и �. мы здесь опять пренубреrаем, так 
как вблизи критической точки а и � близки .к нулю. Окончательно 
находим 

где 

{т:( :�):=т А = k 
2Tk 

(70, 1 0) 

[в (70,9) можно, конечно, взять значение коэфициента у Т- Т0 при Tk 
вместо Т0] .  Таким образом в критической точке Кюри  тепло­
е.мкость в упорядочен.н.о.м состоянии обращается в бесконечность 

1 
каtе ( Т0 - Т)- 2 .  

Для состояний, лежащих на самой линии точек Кюри вблизи крити­
ческой точки, теплоемкость упорядоченного состояния можно опре­
делить непосредственно из  (70,8). Поскольку в точке Кюри а =  О, то 

с(С) _ Tk (!!:...)з 
Р - � д Т (70, 1 1) 

(вместо температуры Т можно с достаточной точностью писать Tk)· 
В критической точке � равно нулю; вблизи нее � пропорционально 
расстоянию до критической точки; в частности, оно пропорциональцо 
разности р - Pk давления в данной точке на кривой Кюри и давления 
в критической точке. 
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Определим теперь теплоемкость в упорядоченном состоянии на линии 
точек фазовых переходов, опять-таки вблизи критической точки. 
В точке фазового перехода переход между упорядоченным и не· 
упорядоченным состояниями совершаетса скачком. Другими  сло­
вами, в такой точке находятся  в равновесии упорядоченная  и неупо­
рядоченная фазы. Условием равновесия является равенство их термо­
динамиче ских  потенциалов Ф. Таким, образом степень упорядоченности е 
упорядоченной фазы в точке фазового перехода определяется из условия 

Ф (Е) = Ф (О) (70, 1 2) 

(в неупорядоченной фазе е = О). Подста'вляя сюда выражение  (70 ,3) 
для Ф, находим 

Кроме того, в упорядоченной фазе должно быть выполнено условие 
(70,5), т. е. 

Исключая из этих двух уравнений "(, находим 

. � = - 4; ' 
а подставляя это выражение в одно из  уравнений, находим 

8atj = 3�2• 

(70, 1 3) 

(70, 1 4) 
П0сnеднее равенство определяет зависимость р от Т вдоль кривой 
равновесия фаз. 

Теплоемкость упорядоченной фазы на кривой фазовых переходов 
вблизи критической тачки определяется теперь просто подстановкой 
(70, 1 4) в (70,8) , что дает 

с<Ф> _ 2 Тл (�)2 
Р - 1 ? 1  дТ ' (70, 15) 

Сравнивая с (70 , 1 1), мы видим, что на кривой фазовЫх переходов 
теплоемкость вдвое больше, че.лt на линии точек l(юри на то.м же 
расстоянии от критической точки. 

· 
Можно еще определить теплоту перехода из упорядоченной фазы 

в неупорядоченную в точке фазового перехода вблизи критической 
точки. Эта теплот а  равна 

( 4а да ЗВ да q = Tk S - S0) = Tk Т д Т  = Tk 2:( дf• (70, 1 6) 

[S определяется И3 (69,7), причем е берется из (70, 1 3) и (70, 1 4)] .  
Перемножая q и теплоемкость с�Ф> 

уnорядоченной фазы на  кривой 
равновесия фаз [формула (70, 1 5)] , находим 

с<Ф) - т2 � (�)3 - 6А2 q р - k i дТ - - ' 
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где А - коэфициент, стоящий в формуле (70, 1 0). Вблизи критической 
точки � пропорционально, как уже отмечалось, разности р - Pk• поэтому 
и q пропорционально этой разности. 

Покажем, наконец, что кривая равновесия фаз переходит в кривую 
d T  

точек Кюри непрерывно (без излома), т .  е . что производпая dp вдоль 
кривой не имеет в критической точке скачка. На  кривой точек Кюри 
зависимость между р и Т определяется из того, что величина 01 равна 

нулю; nоэтому �� определяется здесь из усЛовия d01 = О. На кривой 

равновесия фаз зависимость р и Т опре-
dТ Т '  деляется из (70, 1 4); поэтому dp - из урав· 

нения 
4j d11. + 401 dj - 3� d� = О. 

Но в кр итической точке 01 = � = О, и это 
условие превращается в d01 = О, т. е . co-

d T  
вnадает с условием для определения dp 
на кривой точек Кюри в критической точке, 

с 
...... , ' 

' н 
t !А ' lt 

ofl ь 

Следовательно, �� в критической точке не 
0L---:.------!,1 � d2T · w 

имеет скачка. Можно показать, что dp� Р!!С, 52. 

в критич еской точке имеет скачок. 
В критической точке еР имеет, как было показано, бесконечный 

скачок. Из формулы (69, 1 2) видно, что и (��)т и ( ��)Р для упоря­

доченной фазы делаютс� в критической точке бесконечными. Что же 

касается ev и (�� )v' то они не обращаются в бесконечность, а испы-

1 тывают только конечный скачок (так как ( д V ) имеет конечный ска· 
др т 

чок, в согласии с утверждениями § 36). 
Упомянем еще о критических точках Кюри у растворов. Можно 

показать, что  диаграмма состояния вблизи такой точки име ет в ид  
изображенный на рис. 52, где на о с и  абсцисс откладывается концен­
трация х раствора, а на оси ординат - температура. Линии Ка и КЬ ­
линии фазовых переходов, а линия К с - линия точек Кюри. Заштрихо­
ванная область аКЬ - область разделения на две фазы 1 и 11. Фаза 1 
есть менее симметричная (упорядоченная) фаза, а П - более сим­
метричная (неупорядоченная). Точка К - критическаа точка: кри· 
вая ЬК переходит в Кс непрерывно. Можно показать, что в крити­
ческой точке у растворов теплоемкость еР исnытывает  только конечный 
скачок. 
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§ 7 1 . Изолированные точки Кюри 

В § 69 мы видели, что е сли коэфициент Ф8 (р, Т) в раз; южении Ф 
по степеням "11 не  равен тождественно нулю, то возможны только 
изолированные точки Кюри . Это, в частности, имеет место, если коли­
ч ество узлов,  на которых могу'!'- находиться атомы данного рода, в трое 
больше, чем числ о самих этих атомов; иными словами, есть три рода 
узлов, на  которых могут находиться атомы данного рода. Тогда откло· 
нение от уnорядоченности выражается в том , что наряду с атомами , 
расnоложенными в узлах 1 -го рода, некоторое количество их находится 
в узлах 2-го и 3 -го рода (причем, как можн о  nоказать, количества 
атомов в узлах 2-ro и 3-го родов одинаковы) . В неуnорядоченном 
кристалле числа атJ>мов во всех трех родах узлов одинаковы. В качестве 

р 
, Q  неуп 

степени уnорядоченности "11 можно тогда 
взять разность между числом атомов в узлах 
1 -г о  рода и 2-ro (или 3-го) рода. Очевидно, 
что состояния, отличающиеся знаком "1}, 
в этом случае являются физически различ­
ными. При одном знаке  большее количество 
атомов находится в узлах 1 -ro рода, а nри 
другом - в узлах двух других родов. 

Можно показать, что вбл11зи изолирован­
ной точки Кюри диаграмма состояний имеет 

"--------- Т в ид, вроде изображенного на  рис.  53. Точка 

Q Кюри С лежит на nересечении двух линий 

ь 
с 

Рис.  53. фазового равновесия, из которых одна окан­
чивается в точке С. Над кривой аСЬ лежит 

область неупорядоченной (более симметричной) фазы. Кривая сС раз· 
деляет две упорядоченные (менее симметричные) фазы 1 и I I .  Эти две 
фазы, как можно показать, обладают одинаковой симметрией и отли· 
ч аются только знаком степ�ни уnорядоченности "11· В точке С все три 
фазы становятся тождественными. 

Можно nоказать, что для переходов .между жидtсостя.ми и твер­
дыми tсристалла.ми невоз.можны линии точеtс Кюри, а возможны лишь 
изолированные точtси Кюри уtсазанного типа. 

Заметим, что эксnериментально nодобные изолированные точки 
Кюри до сих пор не наблюдались. 

Наконец, отметим еще, что, вообще говоря, в некоторых случаях 
приходится вводить Р.� одну величину "1}, оnределяющую степень уnоря· 
доченности, а несколько. Можно, однако, nоказать, что это не меняет 
nриведеиных в этой главе результатов . 

§ 72. Упорядоченные твердые растворы 

Рассмотрим тв ерды й кристалл, состоищий из двух в еще ств , т. е .  
представляющий собой, как  говорят, твердый раствор. При этом мы 
будем рассматривать все время атомы только одного рода. Если кри­
сталл вполне упорядочен, то все эти атомы находктся всегда в опре-
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деленных местах; эти узлы мы будем называть "своим и " . При откл о ­
нении от упорядо ч енности часть атомов переходит в новые узл ы, 
котоr:,ые мы будем называть " чужим и "  (если твердый р а с твор является 
р аствором типа замещения, то этими  " чужими " местами являются узлы, 
в которых при полном упорядочении находятся атомы другого р ода). 
Очевидно, что вnолне упорядоченным кристалл может быть только при 
оnределенном отношении чисел частиц обоих родов, а им енно, числа 
частиц должны быть равны соответственно числам их " своих" узлов . 
Обратное, конечно, н е  имеет места: даже если концентрация раствора 
р авна именно этому оnределенному значrнию, кристалл все же может 
не быть вnолн е упорядоченным. 

Обозначим число атомов (данного рода) в кристалле через п; число 
узлов, в которых должны находиться атомы этого рода при по11ном 
упорядочении, - Чt"р ез - п0• (Для того чтобы кристалл мог быть вnолне 
уnорядоченным, необходимо, чтобы n = n0) .  Пусть, далее, /1 - число 
атомов данного р ода , находящихся на " чужих" местах, а /2 - число 
" своих" узлов , на которых не находится " свой" атом. Тогда, очевидно, 

n = n0 - l2 + l1 • (72 , 1 )  

Введем, кроме того, концентрацию с твердого ра створа как отно­
шение числа частиц данного рода к полному числу N всех частиц 
в кристалле 

n С = N • 

Концентрация вnолне упорядоченного раствора равна, очевидно, 
по 

Co = "'jj · 

Подставляя в (72,2) выражение (72, 1 )  для n, получим 
N (c - co) = /1 - /2. 

(72,2) 

(72,3) 

(72 ,4) 

Концентрация с раствора равна с0 в сегда, когда /1 = /2; в ч астности, 
во вnолне упорядоченном растворе /1 = /2 = О. Если ввести " конце н ­

трации " Л1  и Л2: 

то (72,4) перепишется  в виде 
с - с0 = Л1 - Л2• 

(72,5) 

(72,6) 

ПрР.дположим, что одна частица данного рода,  занимавш ая "чужое " 
место, переходит на " свое " место. Пр и этом числа /1 и /2 уменьшатся  
на единицу. Будем рассматривать весь кристалл как " ра ств о р "  атом ов , 
находящихся на чужих местах, н узлов, на которых не находится · 
" свой "  атом, в "растворителе " , т. е . в частицах, �· аходящихся на своих 
местах. /1 и /2 будут тогда числами "растворенных" частиц, а Л1 и 
Л2 - концентрациями "раствора " . Переход атом ов с " чужих" мест на 
" свои "  можно тогда расс матри вать, согласно предыдущему, как "хими· 
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ческую реакцию" между "растворенными веществами " с образованием 
" растворителя" . 

Если Л1 и ),2 малы, т. е. расnоложение  частиц слабо отличается 
от полного уnорядочения, можно к этой " реакции " применять за кон 
действующих масс, выведенный дпя слабых растворов. Другими С•1О­

вами, л1 и л2 в состоянии равнове сия nри данных Pl и т2 ДОЛЖ!fЫ 

удовлетворять равенству 

(72,7) 

где К есть nостоянная , зависящая от давления и температуры . Концен­
трация образующегося при реакции "растворителя" близка к единице , 
поэтому мы не пишем ее в уравнении действующих масс. 

Если Л1 = Л2 = Л0, т о, как м ы  уже знаем, концентрация твердого 
раствора равна с0, т. е .  концентрации вполне упорядоченного раствора, 
Поэтому можно написать К =  л: ,  где Л0 есть концентрация: ча стиц, на­
ходящихся на чужих местах, в т вердом растворе с концентраци ей с0• 
Формулу (72, 7) мы перепишем теперь в виде 

Из (72 ,6) и (72,8) можно определить Л1 и Л2: 

(с - с0) + V<с - с0 )2 + 4Л� 1 лl = 2 , 1 
- (с - с0) + V<c - c0) 2  + 4),g t Л2 = 2 ' J  

(72 ,8) 

(72,9) 

Эти формулы определяют концентрации частиц данного рода на " чужих" 
местах и мест,  на  которых не находится " свой " атом , в почти вполне 
упорядоченном твердом растворе с данной концентрацией с. 

При концентрациях твердого раствора таких, что с - с0 велико 
по сравнени ю с Л0, формулы (72,9) можно приближенно написать в виде 

Л 1 = с - с0, j 
) 2  

Л _ _  '_о _ 2 - с - со .  
(72, 1 0) 

Если состав кристалла  не соответствует концентрации с0, то он 
не может быть вполне у 110рядоченным. Но с другой стороны (см.  § 68), 
при абсолютном нуле он должен сделаться вполне упорядоченным, так 
как атомы должны быть расположены во вnолне определенном порядке . 
Поэтому при достаточном поиижении температуры кристалл должен 
распасться на две вполне упорядоченные различные фазы. 
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ГЛАВА XII 

ПОВЕРХНОСТИ 

§ 73. Поверхностное натяжение 

207 

Всякие две фазы отделены друг от друга поверхностью их сопри­
косновения. Наличие поверхности обусловливает ряд эффектов. Эти 
эффекты, однако, значительно меньше, чем эффект� объемные, так как 
при увеличении размеров тела поверхность растет гораздо медленне е, 
чем объем. На этом основании мы в предыдущем везде пренебрегали 
свойствами поверхности раздела между фазами, которые были несуще­
ственны для· объемных свойств тел. В ряде явлений, однако, основную 
роль и грают именно свой ства поверхностей раздела. Заметим, что 
в действительности, конечно, соприкасающиеся фазы разделены узк им 
переходным слоем, который вследствие его в есьма малой ширины можно 
рассматривать как поверхность. 

Мы будем рассматривать пока поверхности раздела между двумя 
фазами одного и того же вещества. Для системы из двух таких фаз 
мы писали термодинамическое тождество (nри за данном объеме V вс ей 
системы) в виде dE = TdS + (J- dN, где Е, S, N- энергия,  энтропия 
и число частиц .всей системы, т . е . обеих фаз вместе (температуры и 
химические потенциалы обеих фаз одинаковы; поэтому можно писать 
термодинамическое тождество для всей системы сразу). Если учитывать 
также и наличие  поверхности раздела обеих фаз, т. е.  тот факт, что 
при различных процессах может меняться площадь � поверхности, 
к термодинамическому тождеству надо прибавитъ член, пропорциональ­
ный изменению d� поверхности �= 

dE = T dS+ (1- dN+ a d�. (73, 1 )  
Очевидно, что · а d� есть работа обратимого изменения поверхности :  

dR = a dS'>. (73 ,2) 
Величина а называется тсоафициенто.м поверхностного натяжения. 

Заметим, что о в еличине а можно говорить только тогда, когда 
имеется поверхность раздела между фазами, т. е. когда две фазы нахо­
дятся в равновесии  друг с другом. Другим и  словами, коэфициент по­
верхностного натяжения а имеет смысл только на кривой равновесия 
фаз, определяющей зависимость, например, р от Т при равновесии двух 
фаз. Поэтому а есть функция только от одной (любой) из термо­
динамических величин, характеризующих систему, например, от Т. 

Из сравнения dR = а d� с формулой dR = - р d V видно, что а играет 
для позерхности такую же роль, как давление для объема. В частности, 
легко показать, что если поверхность раздела фаз органичена некото­
рым контуром ,  то на единицу длины этого 1СОнтура действует сиАа, 
направленная по 1Сасательной ,. поверхности нормально ,. 1Coнtnypy, 
а по величине равная 1Соафициенту поверхностного натяжения сх. По­
скольку в отличие от dR = - p d V  мы  пишем dR = + a d?), сила, 
р�эная сх, направлена внутрь поверхности. 
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Для характеристики состояния системы, состоящей из  двух сопри· 
касающихся фаз, теперь нельзя уже пользоваться давлением. Действи­
тельно, при доказательстве равенства давлений в двух фазах мы пре­
небрега:ш зависимостью энергии от поверхности .  Если же учесть эту 
зависимость, то, как ниже будет показано, давления обеих фаз могут 
быть различными.  

Поэтому мы будем пользоваться для описания системы, кроме 
объема, двумя величинами, имеющими одинаковое значение в обеих 
фазах, т. е . температурой и химическим потенциалом. Кроме того, 
поверхность раздела характеризуется е е  площадью �. При выбранных 
таким образом переменных надо пользоваться потенциалом 9, так как 
он является -термодинамическим потенциалом по отношению к незави­
симым переменным V, Т, 11-· 

Термодинамическое тождество для g можно [см. (46,9)] написать 
в виде 

d9 = - S dT- N d!J- + а  d�. (73,3) 

Как и dE, мы пишем dQ при постоянном объеме всей системы. 
Для системы, состоящей из двух соприкасающихся фаз, потенциал 9 

можно написать  в виде суммы двух членов, из которых один - объем­
ныв - есть потенциал без учета поверхности (мы обозначим его 90). 
Иначе говоря, 90 есть потенциал 9 при � = О. Другой же член 9' 
учитывает свойства поверхности. Легко видеть, что вследствие аддитив­
ности g этот последний член должен быть пропорционален �. С дру­
гой же стороны, должно иметь место (73,3); поэтому 9' = а�. Таким 
образом 

(73,4) 

В § 46 было указано, что потенциал g стремится к минимуму 
(в процессах, происходящих при постоянных \1, Т, !J-). Если бы а было 
отрицательно, то поверхность 13 раздела двух фаз стремилась бы по­
этому неограниченно возрастать, т. е. фаз вообще не существовало бы, 
так как они смешались бы. Следовательно, коэфициент поверхностноzо 
натяжения всегда положителен. Из того, что g стремится к минимуму, 
следует далее, что поверхность раздела фаз 13 стремите� принять наи­
м еньшее возможное при данном объеме обеих фаз значение.  Поэтому, 
если, например, одна фаза погружена в другую, то она примет форму 
шара, так как шар имеет н аименьшую при данном объеме поверхность 
(это относится, конечно, только к жидкостям и газам) 1) . 

В точке, где обе фазы делаются тождественными, т. е .  в критиче· 
ской точке, поверхность раздела фаз перестает существовать, и а 
должно обратиться в нуль. Анализ строения поверхности вблизи кри­
тической точ к и  (который мы здесь не  приводим) показывает, что  

1 )  Следует, однако, иметь в виду, что все  это относится к случаю, когда Q0 
зависит т олько от объе �· а фаз, но не от их формы. Это имеет место всегда , 
когда систем а не находится ни в каком внешнем поле или если влия нием nол я  
можно n ренебречь (наnример, если объем одной из фаз весьма мал). Если же 
система находится в поле (например в грав итационном),  то поверхность � 
принимает такое значение, чтобы сумма Q0 + а� был а минимальна. 
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вблизи критиче с1юй т о ч ки а пропорциона.1ьно кубу t<о r н я  1 1 3  ра зно ст 1 1  между критпческой темнерату ро ll 1 1  да нноl l :  

а 
С( ,.___, ( TJ(p - Т)2  . (73 ,5) 

К поверхности разде.1а между жидкостыо и паром можно nриме­
пить качественно закон соответственных состояний (§ 5 1 ), который был 
выведен именно для жидкости и газа и их взаимных .переходов. в при­
менении к поверхностному натяжен ию рн ведет к тому, что а должно 
быть равно величине,  имеющей размерность эргfсм2• составленной 
из критической температуры и давления и помноженной на  функцию 

т 
от безраю.Iерной величины Т :  

кр 

::;- ( т ) а =  v kTcpP:/ т,.Р • (73 ,6) 
}{ак и Q, эl:lтропию S в сей системы можно на п и сать в виде суммы 

объемной части S0 (или,  иначе ,  энтропии при � =  О) и поверхностной S' .  
п " дQ О '  -

омня, что ,, = - дf  и ..... = а�, получаем 

S' - � (�) - -- � �  - . д Т � - dT '  (73,7) 
d� 

Мы nишем полную производную dT , так как а есть функция только 

от одной  переменной . 
То же самое мы сделаем с энергией системы,  т .  е. напишем и е е  

n виде Е = Ео + Е'. Так как E = Q + Np. + TS, то, nринимая во вни­
мание ,  что N' == О, поскольку мы рассматриваем влияние поверхности 
на термодинамические величины при постоянном количеств е  в ещества, 
имеем 

Е' = 12' + TS' = ( сс -- Т ;; ) �.  (73 ,8) 

Определим количесrво тепла , поглощающееся при обратимом измеА 
1-1ении величины поверхности от �1 до {12 (при  постоянной температуре). 
Оно равно, очевидно , 

, 1 da. 
Q = T (S2 - S1) = - Т  d T  (�2 - {11). (73 .9) 

Сум м il  ·r епла Q и работы R = t.t(�" - �1) пр и  этом же nроцессе - 1 ' 
равна ,  как и должно быть, изменению Е� - Е1 энергии. 

Если одна из фаз явлst ется ан и зотропным телом - кристалдом ,  10 
11оверхностное натяжение на раздичных гранях его различно . 

§ 74. Поверхностное давпение 
Когда в § 48 доказывалось , что давления находящихся в равновесии 

фаа одинаковы, 1'о при этом,  как и во всех других местах, пренебре�  
га.11ось всеми поверхностными эффектами . Если же учесп. т о т  фактJ 

14 8щ;. 1363. - JI� rщny я Лпфiшнn. 
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' !ТО п ри с м ещени и  гран и цы м ежду двумя фаза ми  вел и rJ и на поверхности 
р·аздела м ежду ними  может измениться, то давление в об е и х фазах уже 
не должны быть обязателыю равными  друг другу. У сл о в н е м  ра внов е с и и  
фаз  явля ется тогда равенство их  х и м и ч еских потенци алов и температур , 
по не давлений . Разно сть между этими двумя давлен иям и назы вают 
поверхностн.ы.м давление.м. 

Пусть давления и объемы обеих фаз будут со ответственно р1'  V1 
н р2, V2• 

Тогда " объемная " ч асть 90 потенциала 9 для всей системы 
из двух фаз будет равна - р1 V1 - р2 V2, поскольку для каждой из фаз 
потенциал 9 равен, соответственно, - р1 V1 и - р2 V2• Подставляя 
это в (73,4), находим 

(74, 1 )  

Потенциал 9 стремится ·к м Инимуму при процессах, происходящих 
nри постоюш ых объеме, температуре и химическом потенциале. В случ ае 
с и стемы , состоящей из двух соприкасающихся фаз, это значит, что g 
стремится к минимуму при переходе вещества из одной фазы в другую 
так, что общий объем V1 + V2, а также Т и fL остаются неизменными .  
В рав новеси и , следовательно� Q имеет минимум по  отношению к таким 
процессам, т .  е .  d9 = О  при дополнительных условиях: Т = const, 
p. = const и V1 + V2 = const, т. е. d V1 + d V2 = 0. 

Диференциал dQ можно найти из выражения (74 , 1 )  для 9. При 
этом надо иметь в виду, что р1 и р2 - давления двух фаз , находящихся 
в равновесии друг с другом , - удовлетворяют уравнениям 1Jot (р1 , Т) =  = 1J-2(p2, Т) =  �-'-• где 1Jo - общее значение  обоих химических потенциалов . 
Поэтому р1 и р2 можно рассм атри вать как функции о т Т и !-"· Но мы 
ищем условие минимума 9 при постоянных Т и [L; следовательно, при 
диференцировании 9 надо р 1 и р2 ,  а также сх считать постоянными.  
Мы находим таким образом 

d9 = - p1d V1 - p2 d V2 + cx dil =  О. 

Но поскольку и Полный объем должен быть постоянным, т. е . 
d V1 = - d V2, имеем 

d9 = -d V1 (p1 - p2) + cx d{l = 0, (7 4 ,2) 
или 

(74 ,3 )  

В диференциальной геометри и  показывается , что пронаводная 

(74 ,4) 

где r1 и r2 - rлавны е радиусы кривизны пов ерхности раздела в данноИ 
точке . Заметим , что r1 и r2 должны в этой формуде считаться поло­
жительными, когда они напра влен ы внутрь первой фазы. Если бы мы 

d.:; 
искали прон аводную di�"., , то знаки r1 и r2 надо было бы соотв е т-
ственно брать п оложите

-
льн ы м и ,  когда они направлены внутрь в торой 

фазы. 



§ 74 }  П О В ЕРХНО С Т Н О Е  ДАВЛЕНИЕ 

Подставляя  ( 74 , 4 )  в ( 74 ,3) , н а ход и м  
! 1 1 1 ' Pt -- - fl:! = а \ ,- . �- - - 1 .  ' J r� ) 

2 1 1 

(74 , 5) 

Э J'а формула (называемая формулой Лапласа) определяет разность 
давлений в обеих фазах в любой точке поверхности раздела между 
ними . В случае,  когда поверхность раздела плоская, т . е . r1 и r2 бес-
конечны, давления в обеих фазах одинаковы. -

Если одна из  фаз, например первая, представляет собой шар, по ­
груженный во  вторую фазу, то поверхность раздела есть сферическая 
поверхность и ее главные радиусы кривизны равны друг другу и имеют 
во всех точках одинаковое  значение (равное радиусу r шара). Формула 
(7 4 ,5) приобретает тогда вид 

2а 
Pt - P2 = r ·  (74, 6) 

Эта формула может быть выведена и непосредственно из (74,3), 
4 9 v 4 3 

если заметить, ч то в этом случае � = 'ltr- ,  1 = З 'ltГ , и потому 
ti� = 8'i!r dr, d vl = 4'i!J'2 dr, так что 

d§; 2 
d V1 = г ·  

Формулы (74,5) и (74,6) определяют лишь разность давлений 
в обеих фазах: вычислим теперь каждое из этих давлений в отдельности .  
Если бы поверхность р аздела между фазами  была плоская, то ,  'как уже 
отмечалось, давления обеих фаз были бы равны друг другу. Обозначим 
их  общее знач ение в этом случае посредством р0 и введем величины ор 1 = р1 -р0, 8р2 = р2 - р0, т . е . изменения давлений обеих фаз бла­
годаря искривленности поверхности  раздела. При этом давления р1 и р2 
берутся ,  конечно, для той же  температуры, что и р0, т .  е .  рассматри­
в ается изменение давления при и скривлении п·оверхности при постоян­
ной температуре .  

Пусть }11 и 112 - химические потенциалы обеих фаз. Так как фазы 
находятся в равновесии друг с другом, то !Lt = }12 при любой форме 
поверхности раздела. Диференцируя это равенство по кривизне поверх­
ности при  постоянной температуре, находим 

v1 ap1 - v2 3p2 = 0  (74,7) 

(см. (43, 1 2)] . При этом изменения давления ор 1 и ор2 предполагаются 
малыми (что справедливо благодаря незначительности поверхностных 
эффектов); v1 и v2 - объемы, приходящие'ся на одну частицу первой и второй фаз. 

Присоединяя к (7 4,7)  равенство (74,5) ,  которое можно написать 
в виде 

Н* 
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(74 ,8) 

Рассмотрим более подробно случай,  когда одна и з  фаз (вторая) 
газообразна, а другая является жидкостью и имеет шарообразную 
форму (каnля). Поскольку объем газа всегда значительно больше  объема 
жидкости (с тем же числом частиц), то  в ф Jрмулах (74,8) мы можем 
пренебречь v1 по сравнению с v2• Полагая также r1 = r2 = r, находим 

" 2�:t о 2vta 
(74, 9) ор 1 = r ' Р2 = v2r • 

k T П:шьзуясь форму.'lой Клапейрон.а v2 = Р2 , т. е .  сч итая пар идеальным 
газом, находим для его давления 

(74, 1 0) 

р2 можно приближенно заменить на р0). Давлени е р2 пар а над жидкой 
J{аплей, таким образом, уменьшается с увеличением радиуса капли; 
наименьшее знач е н и е  оно имеет для плоской поверхности (r = оо ) . 

т Вместо того чтобы рассматривать разно· 
СТИ ор1 И ор2 давлений ПрИ ПЛ ОСКОЙ И ИСКрИ• 
вленной поверхностях для одинаковой тем пе·  
ратуры, можно ввести разности оТ1= Т1- Т0, 
оТ2, = Т2 - Т0, где Т0 - температура о беих 
фаз находящихся при некотором  давлении 
в равновесии с плоской поверхностью раз· 
дела ,  а Т1 и Т2 - температуры первой и вто­
рой фаз, когда они обладают тем же давле· 
нием при искривленной. поверхности раздела. 

Пусть, например, на рис. · 54 верхняя 
0�---------Р линия е сть кривая равновесия фаз при пло­

ской поверхности раздела; каждаа точка 
ее определяет давление  р0 и т емпературу 
Т0 обеих фаз, нахолящихся в равновесии. 

Рис.  54 .  

Ес:ш поверхность разде.'!а искривлена ,  то давления обеих фаз различны 
и состояния их изобра>t<аются точками на двух кривых. Пусть на рис. 54 
обе нижние кривые изображают сьстояния, соответственно, nервой 
и второй фаз. Тогда изо9раженные пунктяром отрезки определяют 
разность ор1 , ор2, о Т1, о Т2• Заметим, что точки А и В изображают 
фазы, находящиеся в равhовесии друг с другом. Точки же С и D не 
соответствуют н аходя щимся в равновесии фазам. 

Считая все величины ор 1, о Т1 и т .  д. малыми, мы можем выразить 
и х друг через друга с по•ю щью формулы Клапейрона-Клаузиуса ( 49,3). 
При этом надо изменить знак в этой формуле. Последнее видно, на-
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nри мер, из рпс .  54; ?т вдоль кривых на рис. 5 4  положительно, а � Т1 
и ор1 (или 13 Т2 и ор2) имеют противоположные знаки . Та к им  образом 
мы находим 

(74, 1 1 )  

где q - теnлота перехода и з  nервой фазы во  вторую, отнесенпаи 
к одной частице . Подставляя эти формулы � {74 ,8) ,  находим 

.. Т v2 T0 ( 1 1 1 )  } 
о 1 = - -q- а: ,.1 Т rз ' ! 
.. т. v1 1r1 ( 1 + 1 ) . 

J
l f) 2 = - -- а: - -

. q � Yt r2 

§ 75. Образование зародышей 

(74, 1 2) 

Если вещество находится в метастабильном состоянии (см. § 35 и 48), 
то оно рано или поздно nерейдет из этого состояния в другое - устой­
чивое. Например, переохлажденный пар с течением времени конденси­
руется в жидкость; переохлажденная жидкость переходит в твердое 
тело; перегретая жидкость nревращается в пар. Этот переход совер­
шается следующим образо". В однородной фазе образуются благодаря 
флуктуациям небольшие количества другой фазы (например , в паре 
образуются капельки жидкости). Ecllи бы первая фаза бы,1 а  устойчива, 
то эти образовани я  были бы неустойчивы и с течением времени в новь 
исчезали бы. Если же основная фаза метастабильна, то при достаточной 
величине Образовавшихея благодаря флуктуациям скоплений другой фазы 
эта другая фаза более устойчива, чем первоначальная. В таких случаях 
эти скопления второй фазы не исчезают со временем, а наоборот, про­
должают расти, делаясь как бы центрами перехода метастабильной 
фазы в устойчивую. Например, образовавшиеся в переохлажденном 
паре капельки жидкости, если они дuстаточно велики, делаются центрами 
конденсации пара. 

Таким образом для всякой м етастабильной фазы существует н еко­
торый минимальный ра змер, которым должно обладать образо вавшееся 
внутри нее вследствие флуктуации скопление другой фазы, для 1·ого 
чтобы эта другая фаза оказалась устойчивей первонdчальной . При 
меньших размерах основная фаза остается Есе же устойчивей этих 
флуктуаций, та к что последни е  вновь и счезают. Такие скопления, 
обладающие указанным минимальным размером, н азываются зародыиш.мu 
образующейся фазы. 

Поскольку для размеров, меньших и больших, чем размеры заро­
дыша, устойчива одн а  и11и другая фаза, то сам зародыш находится 
в неустойчивом равновесии  с первоначальной фазой. Об,- азовавшиеса 
скопления, размеры ко горых хотя бы яемноr.J больше размеров з а р о ­
дыша, продолжают, спедоваrепьно, расти, пока метастабильная фаза 
не перейдет Щ' Л!I КОМ в устойчивую, 
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2-:t При  равновеси и имеем согласно (7 4 ,6) р ' - р = r '  ОТ J{уда радиу с  
зародыша 

2 :t  r = -­
p' - p 

(75 , 1 ) 

(штрнхованные величины относятся к зародышу, а без штриха ­
к основной, метастабильной, фазе). Зародыш можно считать шаро ­
образным, так как поверхность раздела фаз стремится к минимуму, 
а благодаря очень малым размерам зародыша влияние поля тяжести 
несущественно (все это не относится, конечно, к зародышам кристаллов). 

Вычислим теперь вероятность образования зародыша. Другими сло­
вами, надо найти вероятность флуктуации, при которой в метастабиль­
ной фазе образуется шарообразное скопление другой фазы с радиусом,  
определяемым из (75, 1 ) . Согласно формуле (40, 1) в ероятность такой 

R флуктуации пропорциональна е- kT , где R - минимальная работа, кото-
рую необходимо произвести для образования зародыша, а Т - тем­
пература " среды " ,  т. е .  в данном случае метастабильной фазы. Эта же 
температура являе тся температурой зародыша.  

Поскольку температура и химический потенциал зародыша равны 
значениям этих величин для среды, то минимальная работа, необходимая 
для образования зародыша, равна разности потенциалов 9 после и до 
образования. До образования зародыша объем метастабильной фазы был 
равен V+ V',' a ее потенциал 9 = -р ( V+ V') .  После образования заро­
дыша потенциал Q для всей системы делается равным - р V - р' V' + ot�. 
Поэтому изменение 9, т. е . работа R, равно 

R = - (p' -p) V' + a('. {75,2) 

Поско�ьку зародыш имеет шарообразную форму, его объем и 
4 поверхность равны: V' = 3 r.r3, s = 47tr2. Подставляя это в (75,2) и 

заменяи r его выражением из (75, 1 ), находим 
1 6т.:а3 

R = 3 (р' - р)2 • (75 ,3) 

Таким образом вероятность w образования зародыша пропорцио� 
на льна 

W ,..,_. е- SkT(p' -р)• . (75,4) 

Обозначим, как и в предыдущем параграфе, rюсредством р0 давле­
ние обеих фаз  п р и  данной температуре ,  когда поверхность их сопри­
косновения П;1Оская, и введем обозначения р - Ро = ар, р' - Ро = ор' . 
Если основная фаза лишь слабо перегрета или переохлаждена , то ор и 
ор ' малы, и аналогично (7 4, 7) 

v' ор' -- ·v ор = о, (75 ,5) 
где ·v' н v - :о.юлекуля рные  о бъе м ы  зародыша и метастабильной фазы.  
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В формуле (75 ,4) можно написать ор' - ор вместо р' - р. Выражая 

�р' через ор ИЗ (75,5) И ПОДСТаВЛЯЯ В (75,4), НаХОДИМ верОЯТНОСТЬ 
образования  зародыша в слабо перегретой или переохлажденной фазе :  

16т:а"v' • 
(75,6 ) 

Рассмотрим некоторые частные случаи этой формулы. Пусть, на­
пример, метастабильной фазой является перегретая ж�дкость, в которой 
образуются зародыши газообразной фазы, т . е .  пузырьки пара . Поскольку 
объем пара больше объема жидкости (с тем же числом ч астиц), то 
в (75 ,6) можно иренебречь v по сравнению с v

'
, и мы находим 

16r.tt• 
w ,.._, е- SkTop• . (75, 7) 

Для образования зародышей (капелек) жидкости в переохлажден­
ном паре можно в (75, 6) пренебречь v' п о  сравнению с v (в  раз­
ности v - v

') , а для v воспользоваться формулой Клапейрона, т. е .  
kT k T 

подставить v = - � - .  Это дает 
Р Ро 16тt<t3'v'2p� 

w "._, е 3 (kТ,эор• ( 75,8) 
r,p Если - не мало, то формулой (75,8) нельзя пользоваться , так как 
р 

объем пара сильно меняется с давлением , и сделанные приближения 
будут недействительны. Воспользуемся тогда uбщей формулой (75 ,4) .  
Для определения р' - р заметим,  что р' и р удовлетворяют уравнению 
!J-1 (р' , Т) = IJ- (p, Т). Общее же давление р0 пара и жидкости при плоской 
поверхности раздела определяется иа соотношения !J-1 (р0, Т) = !J- (р0, Т). 
Вычитая это равенство почленно из предыдущего, находим 

!J-1 (р', Т) - IJ-1 (р0, Т) = IJ- (p, Т) - IJ- (p0, Т ). 
Для жидкости вследствие ее малой сжимаемости влияние изменения 

давления р' - р0 незначительно; поэтому можно левую часть этого 
равенства разложить в ряд, т.  е .  написать v''iJp'. Химический же потен­
ци ал пара IJ- = k T  ln р + z (Т); подставляя это выражение в полученное 
р авенство, находим � , , k T 1 р ор = р  - р0 = -, n - .  v Ро 
Из (75,5) .'J егко убедиться, ЧТО в рассматр иваемом случае ор' � ор . 
Поэтому 

, k T 1 р р - р = 1JГ n Ро . 

! Iuдставлня этu выражение в (75 ,4), находим окончательно 

(75,9) 
J l pи малых отн о ш ени я х  'Ор эта формула вновь  переходит  в ( 75 ,8) .  

Ро 
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Наконец в формулах (75,6-75, 8) вместо ор можно ввести разность 
а Т = Т- Т0 температуры Т метастабильной фазы (в равновесии с кото­
рой находится зародыш) и температуры Т0 равновесия обеих фаз при 
плоской поверхности раздела (о Т определяет, следовательно, пере­
грев метастабильной фазы) .  Как и в прt>дыдущем п араграфе [фор� 
мула (74, 1 0)] , имеем 

Sp = т. < q '> а т, 0 v - v  (75, 1 0) 

где q - теплота перехода из  м етастабильной ф азы в фазу зародыша,  
<?Тнесенная к одной частице . ПодстаБ.'Iяя это выражение в (75, 6), на ­
ходим вероятность образования з аредыша в переохлажденной фазе  
в виде 

1в", .. :rv••т. 
w ,._, е :Jq•kИ .'• 

(оТ предполагается малым, так что Т можно заменить на Т0) .  
(75, 1 1 )  

Заметим, что выведенные в этом параграфе формулы продолжают 
быть качественно пригодными и для образования зародыш ей анизотроп­
ных фаз (кристаллов) . Такие зародыши уже не имеют шарообразной 
формы, так как (см .  § 73) поверхностное натяжение различно на разных 
гранях; форма зародыша определяется тем, что сумма всех произведе­
ний коэфициентов сх н'а площади соответствующих граней минимальна. 
Численные  коэфициенты в выведенных формулах будут теперь, конечно, 
уже другими. 

§ 76. Рост кристаллов 
Рассмотрим nроцесс роста tсристаллов. Он заключается в том ,  

что на поверхности кристалла, находящегося в переохлажденной жид­
кости из того же вещества, откладываются дальнейшие слои кристал­
JIИческой решетки . Аналогичный процесс происходит и с кристаллом, 
находящимся в пересыщенном растворе; мы ограничимся здесь только 
п ервым случаем.  

Если на поверхности кристалла оседает, например, ·одна молекула 
из жидкости, то эта молекула , как начинающая собой новый слой кри ­
сталлической решетки, будет находиться в условиях, совершенно отлич­
ных от тех, в которых находятся остальные молекулы кристалла (этого , 
о чевидно,  н е  будет у изотропных тел). Поэтому си стема из кристалла 
и сидящей на нем одной или нескольких молекул будет, в ообще говоря, 
неустойчива , и дальнейший рост погруженного в жидкость кристалла 
будет вполне аналогич,ным процессу образования зародышей одной 
фазы в другой . А именно, на поверхности такого кристалла благодаря 
флуктуациям могут откладываться небольшие участки следующего слоя 
частиц. Однако при достаточно малых размерах таких участков о н и  
будут. неустойчивыми и в новь перейдут обратно в жидкость. Для того 
1 1тобы образовавшийсн участок мог послужить началом образования н о ­
вого слоя, необходимо, чтобы более устойчивым (более вероятным) бы.1 
да.тrьнейщий рост этого уча ст:�<а за CI JCT жид�ости ,  Это ищ�ет место цри 
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достаточных размерах уч астка нового слоя ; мы оnределим теперь вероят­
ность образования участка с наименьшими размерами, при  Iюторых он  · 
может расти дальше  (т . е. зародыша). 

Аналогично тому, как у двух соприкасающихся фаз благодаря нали ­
чию поверхности их раздела в термодинамических потенциалах появляется 
дополнитешоный член �:х�, - при образовании на  поверхности кристалла 
участка нового слоя к термодинамическому потенциалу Ф, например, 
прибавляется член, пропорциональный линейным р;lзмерам этого участка 
(например его периметру). Коэфициент при этом члене можно назвать 
" линейным натяжением " (по аналогии с поверхностным натяжением). 
Благодаря анизотропности кри сталла, однако, вид этого члена зависит, 
вообще говоря, от формы участка и от того, на  какой грани кристалла 
он  образуется .  Для нашей цели достаточно написать его в виде 2� Vn, 
где Ц есть пекоторая постоянная и n - количество молекул в обра­
зовавшемся участке нового слоя. Изменение термодинамического по­
тенциала Ф всей системы при образовании участка нового слоя будет 

�Ф = Ц Vn + (!l-' - tJ.) n, (76, 1 )  

где 11-' и tJ- - химические потенциалы кристалла  и жидкости .  
Потенциал Ф, как мы знаем,  стремится к минимуму, т .  е. �Ф стре­

мится уменьшиться. Образовавшийся участок будет неустойчивым до тех 
пор, пока увеличение количества молекул n будет связано с увеличением · 
�Ф. Размеры зародыша опр еделяются, следовательно, из условия, что 
�Ф будет иметь максимум. Таким образом поверхность зародыша опре­
делится из уравнения 

т .  е.  

д АФ � , - - = -- + tJ- - tJ- = 0, 
дtl Vn ' 

�2 
n =  -( - -,----)2 . !1- - IJ- (76,2) 

Вероятность флуюуации пропорциональна, к а i< мы знаем, величине 
R 

е-� kт .  Минимальная  работа, необходимая для образования участка но­
вого слоя, равна �Ф, так как при этом даваение и температура остаются 
постоянными. Вероятность образования зародыша мы подучим, подставляя 
(76,2) в (76 , 1 ) ;  это дает 

w � ·  е- ( !'--!'-') k:.Z' . (76,3) 

l lусть, как и раньше, о Т сеть переохлаждение жидкости, т. е .  раз­
ность между е е  температурой Т и температурой Т0, при которой при 
данном давлении находятся в равновесии твердая и жидкая фазы. Ана­
логично тому,  как м ы  находили, например, (74 ,7) ,  мы получаем теперь 
разложением разности tJ- - tt' по степеням 8 Т, которое считается малым, 
соотношение [1 - p.' = o T (s - s'), где s' н s -- энтропии кристалла и 
жидкости, отнесенные к одной молекуле . р.' ( Т0) и !1 ( Т0) при этом со­
J(ращаются, так как равенство :1' (Т(\) = !1 ( Т0) явщется условием равНQ· 
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весия фаз  при температуре Т0• Подставляя сюда q = T (s - s ' ) ,  где q -

, -о т  теплота перехода из твердой фазы в жидкую, находим р. - :J· = Т q, 

и формула (76,3) переходит в 
�:! 

w ,.._. е- qk&1' • (76 ,4)  

§ 77.  Адсорбция 
В предыдущих параграфах этой главы мы рассматривали поверхно­

сти раздела между двумя фазами одного и того же вещества .  Перейдем 
теперь к случаю двух соприкасающихся фаз, из которых каждая является 
раствором одного и того же вещества в различных фазах одного и того 
же растворителя .  

Будем относить все величины к заданному количеству растворителя .  
Число частиц растворенного вещества будем писать в виде п = п0  + п', 
где п0 - число растворенных ч астиц в обеих фазах, которое было бы 
в них,  если бы � = О, т. е .  н е  было бы поверхности раздела (вернее, 
поверхностного переходиого слоя) .  Определенное таким образом n0 
может быть как меньше, так и больше чем п. При этом п' = п - п0 
есть, очевидно,  разность между количеством частиц в переходном слое 
и количеством ча стиц, которое было бы в нем, если бы концентрация 
в переходном слое была такая же, как в основном объеме фаз. Если 
п > п0, то n' > О; это значит, что растворенное вещество концентри­
руется в поверхностном слое (положительная адсорбция). Если п < п0, 
то п' < О, т. е. концентрация растворенного вещества в поверхност· 
ном слое меньше, чем внутри  фаз (отрицательная адсорбция) .  

Поскольку производпая от потенциала g по химическому потен­
циалу (с обратным знаком) дает число частиц и поскольку 9'  = 
= а � [см. (73,4)] , имеем 

п ' = - �� = 
- � (�: )т . 

(77 '  1 ) 
Эта формула определяет количество  частиц растворенного вещества, 
адсорбированного на поверхности раздела между обеими  фазами. 

Так как ( �:)т = (;� )т ( �;)т , а ( �� ) ч• всегда положительно 

[см. (59, 5)] , то (::)т и (:�)т имеют одинаковый знак.  ( 77, 1 )  пока­

зывает ,  следовательно, что если растворенное вещество повышает nо­
верхностное натяжение (а увеличивается при увеличении концентра­
ции раствора), то оно адсорбируется отрицательно. Вещества же, 
noнu:Jicaющue поверхностное натяжение, адсорбируются nолоэ/Сu­
тельно. 

Для с .1абых раств оров можно в ( 77, 1 )  подставить nыражеш1 с  
Р· = k Т lн с + ф (р, Т) для химического поте нциа,1а растворенного веще­
ства (с - концентрация одного и з  растворов.- безраз.1ично,  J<a кoi  n 



§ 78 ]  ДВУХМЕРНЫ Е И ОДН О М Е Р Н Ы Е С И С Т ЕМ Ы 2 1 9 

именно, так как обе концентрации _ друг  дру,·.r· r rpoпo 1) н и он а л ь н ы ;  см. § 56) .  Это дает 
1 1 _ да n = - k T  'ёС дс .  (7 7 ,2)  

Такое же  выражение , где вместо концентрации с стоит да вление р ,  
получается при  адсорбции идеального газа . 

Пр и  с;rабой адсорбции в слабых растворах можно разложить (/. 
в ряд по стеnеням с и написать приближенно а :- а0 + а1 с; а0 -
поверхностное натяжение между двумя фазами чистого растворителя , 
Подставляя это в (77 ,2), находим 

n'k T at = - �с 
и, следовате.'!ьно , 

n'k T а =  ct0 - � . ( 77, 3) 

Это выражение  обладает формальным сходством с формулой Клапей ­
рона . 

Определим работу (минимальную), затрачиваемую при адсорбции, 
происходящей при постоянном давлении .  Эта работа равна изменению 
потенциала 9, т . е . 

R = � (а - ot0). (77 ,4) 

Отсюда находим согласно ( 1 7, 1 9) теплоту Q адсорбции 

Q = 0 [(a - ao) - т(д (а; ао) )р] . (77,5) 

§ 78. Двухмерные и одномер ные системы 

Подобно тому как существуют фазы объемные, могут существовать 
т акже и фазы в поверхностном слое. Другими словами, состояние 
поверхностного слоя может иногда меняться скачком при непрерывном 
изменении, например, температуры. Поверхностный  слой может состоять 
из двух соприкасающихся фаз, отделенных друг от друга некоторой 
линией .  Нетрудно видеть, что у двух соприкасающихся поверхностных 
фаз должны быть равны коэфицие нты поверхностного натяжения :  

(78, 1 ) 

(это видно хотя бы из того , '  что силы, прююженные к границе сопри­
косновения фаз, должны быть равными). Теплота перехода Q равна 
Q = Т ( S2 - S1), или согласно (73 , 7) 

(78 , 2) 
Есшr одна (или обе) из фаз анизотропны, то поверхность их раз­

дела, очевидно , тоже будет анизотропной.  Однако принципиально воз­
можны с .JJучаи 1 ) ,  !(Огда анизотропной является поверхность раздела двух 

1 )  Такие с л у ч а и ,  п о в н л шт о �т ,- .  п ноrда наблюдаю 1 r н ,  
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изотропных фаз. Оказывается возможным показать, что анизотропные 
поверхности аналогичны жидким кристаллам ; анизотропные поверхности, 
аналогичные твердым кристаллам, не могут существовать. 

Одномерные системы, т .  е . такие, частицы которых расположены 
вблизи пекоторой кривой, существенно отличаются как от двухмерных, 
так и от трехмерных систем.  А именно, можно показать, что в такой 
систе.ме не .Jtoжen� существовать фаз. 

Действительно, предположим, что такая система состоит из двух 
соприкасающихся (в пекоторой точке на линии) фаз. Легко видеть, 
что эти фазы будут стремиться перемещаться друг с другом так, чтобы 
линейная система состояла из последовательно расположенных чере­
дующихся отрезков обеих фаз. Такую систему можно рассматривать 
тогда как "раствор " точек соприкосновения различных отрезков 
в обеих фазах. Если этот " раствор " слабый, то, пользуясь выражением 
для химического потенциала растворенного вещества, можно написать 

дФ 
дп = k T in с + у (р, 1), 

где n - чис;ю "растворенных" точек соприкосновения , с - их "кон · 
центрация " .  ДJIЯ малых концентраций ln с имеет большое отрицатель-

дФ ф ное значение, так что и дп отрицательно. Другими словами, умень· 
шается при увеличении  n, а так как Ф стремится к минимуму, то , . - ( дФ следовательно, n стремится увеличиться пока, конечно, дп не сде -
лается положительным) . Этим и доказывается тот факт, ч т о  в о  всякой 
одномерной системе не может существовать фаз, так как они стре­
мились бы перемешаться друг с другом. 
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