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Vorwort zur ersten Auflage.

Die Anforderungen an die Kenntnisse des Starkstromtechnikers
in der Theorie der Wechselstrome haben sich in den letzten J ahren
erheblich gesteigert.

Nicht nur die Erkenntnis des Zusammenhangs der Vorgange
in Wechselstromkreisen, auch die graphischen und analytischen
Methoden zu deren Untersuchung sind wesentlich erweitert und aus
gehaut worden. Die neueren Methoden finden immer mehr Eingang
in die Fachliteratur , und die Notwendigkeit, sie sich anzueignen,
bietet sich allen, die die Literatur verfolgen wollen.

Ferner wird auch vom Starkstromtechniker heute eine mehr
als nur gefiihlsmaflige Kenntnis der nichtstationaren Vorgange im
Hinblick auf Uberstrome und Uberspannungen verlangt.

In das erweiterte Gebiet in gedrangter, aber dennoch streng
wissenschaftlicher Form einzufiihren, ist die Aufgabe , die das vor
liegende Buch erfiiHen will. Es wendet sioh einerseits an den
Ingenieur, andrerseits will es auch Studierenden als Leitfaden dienen.

Bei dem beabsichtigten geringen Umfang waren gewisse Ein
sohrankungen n6tig.

Ais bekannt sind die elektromagnetischen Grundgesetze voraus
gesetzt. Dagegen werden die fiir das Veratandnis der Wechselstrom
erscheinungen erforderlichen Begriffe eingehend erlautert , um auch
dem Anfanger in dem Gebiet die Einarbeitung zu erleichtern.

Die jeweils gewonnenen Ergebnisse werden auf einfache tech
nische Probleme angewendet, und wo angangig wird auf Messungen
eingegangen.

Sondergebiete, wie z. B. die Theorie der MeBinstrumente, der
Lichtbogenvorgange u. a. muBten ausgesohieden werden.

Um die mathematisohen Hilfsmittel auf ein moglichst geringes
MaB herabzusetzen, wurden die Ausgleiohsvorgange in Leitungen
neu bearbeitet. Durch Besehrankung auf die verzerrungsfreie Lei
tung ist es moglioh , ausschlieBlich die d'Alembertsche Losung der
Schwingungsgleichung zur Behandlung aller Aufgaben zu verwenden.



IV Vorwort.

Bei dar Durchsicht des Textes und der Korrekturen war Herr
Dr-Ing, W. O. Sch umann mir in liebenswiirdigster Weise behilflich;
ich mochte ihm auch an dieser Stelle fiir seine wertvolle Unter
stiitzung meinen besten Dank aussprechen.

Ziirich, im Februar 1914.

A. Fraenekel,

Vorwort zur zweiten Auflage.
Die Einteilung und die Behandlung des Stoffes sind bei der

zweiten Auflage unverandert geblieben.
Erganzungen erschienen in allen Kapiteln erforderlich, es seien

erwahnt die Erweiterung der Superpositionsrechnungen, der Berech
nung unsymmetrischer Mehrphasensysteme , eine elementare Erlaute
rung der Resonanzerscheinungen bei Drosselspulen mit Eisen, die
symbolische Darstellung von Ausglelchatromen.

Obwohl andere als Kreisdiagramme in der graphischen Wechsel
stromtheorie nur selten vorkommen , schien es doch wiinschenswert,
auch auf das Vorkommen von Kurven hoheren Grades hinzuweisen
und kurz zu zeigen , wie aus den Gleichungen eines Systems auf
die Ortskurve geschlossen werden kann.

Die Berechnung von Leitungsproblemen wurde an verschiedenen
Stellen erganzt. Kurz erlautert wurde die Spannungsregelung durch
Blindstrom. An die Untersuchung iiber die Genauigkeit des Ersatzes
einer Starkstromleitung durch ein einfaches Kettenleiterglied schlieBt
sich eine kurze Theorie des Kettenleiters, die u. a. zur Einfiihrung
in die schon umfangreiche Literatur iiber das freilich noch nicht
vollstandig geklarte Verhalten von Spulen bei hohen Frequenzen
herangezogen wird.

Durch Kiirzungen an andcrer Stelle und etwas engeren Druck
ist der Umfang des Buches nahezu gleioh geblieben.

Den Herren Prof. Dr.-Ing . F. Emde, Stuttgart, und Prof. Dr.-Ing.
W. O. Schumann, Jena, bin ich fiir ihr freundliches Interesse und
ihre wertvollen Ratschlage sehr zu Dank verpflichtet,

Baden (Schweiz), im Mai 1921.

Alfred Fraenckel.
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Erstes Kapitel.

Einwellige Wechselstrome.
1. Allgemeines, Definitionen. - 2. Erzeugung von einwelligen Stromen.
3. Addition von einwelligen Stromen. - 4. Mittelwert und Effektivwert.

5. Die Leistung eines einwe1ligen Stromes.

1. Allgemeines, Definitionen.

Als Wechselstrome bezeichnet man allgemein Strome, deren
Starke und Richtung sich mit der Zeit andern.

Wechselstrome im engeren Sinne sind die periodischen Wechsel
strome. Ihre Starke und Richtung andern sich periodisch mit der
Zeit, und der Strom hat jeweils nach Verlauf einer bestimmten Zeit
T wieder dieselbe Starke und Richtung wie zu Anfang. Die Zeit
T heiBt die Poriode.

Die einfachste periodische Funktion ist die Sinusfunktion. Ein
Wechselstrom, dessen Augenblickswerte i sich nach einer Sinus
schwingung andern, heiBt einwelliger Strom. Er wird dargestellt
durch die Gleichung

i=imsina .... . . (1)

Die Sinusfunktion bewegt sich zwischen den Grenzwerten + 1
und - 1. Daher ist -; der gr6Bte Augenblickswert, den der Strom
in einer Periode je einmal in positiver und negativer Richtung er
reicht. im heiBt der Hochstwert oder die Amplitude. Der ver
anderliche Winkel a in Gl. 1 ist, da eine zeitliche Anderung vorliegt,
der laufenden Zeit t proportional

a=wt+tp,

worin w und tp Konstante sind. Der Periode T entspricht eine
Anderung des Winkels a urn 2 n. Daher ist

2n ' wT.

Der reziproke Wert der Periode T ist die Periodenzahl III der
Sekunde oder die Freq u enz [, folglich

2nf=w.
Er a e n c k aj , Wechs elstrome. 2. Auf!.



2 Einwellige Wechselstrome.

i» heiBt die Kreisfrequenz, sie ist die Periodenzahl in 2 n Sekunden,
Mit diesen Konstanten wird

i =im sin (wt+ Ip)=im sin (2n rt+ Ip) . • . (la)

In Fig. 1 sind die Augenbliokswerte des einwelligen Stromes
als Funktion der Zeit aufgetragen.

Der konstante Winkel Ip hangt von der willkiirliohen Wahl des
Anfangspunktes der Zeitzahlung abo Flir t = 0 ist nach Gl. la

i =im sin tp ,

und die positive Halbwelle des Stromes beginnt zur Zeit

t=-!£=-5!.-T,
w 2n

Ip heiBt der Phasenwinkel.
Diese Beziehungen gelten eben

so fiir Wechselspannungen.
Die Frequenz r der in der

Starkstromtechnik verwendeten
Wechselstrome liegt fiir Licht- und
Kraftanlagen zwischen 40 und
60 sek", in Europa ist sie rneist
50, fiir reine Kraftanlagen mitunter
25, fur Bahnen oft 15 odor 16 2 i3'

Fig. 1. Telephonstrome haben Frequenzen
bis etwa 5000, und in der drahtlosen

Telegraphie worden Frequenzen von rnehreren Hunderttausend in
der Sekunde verwendet.

2. Erzeugung von einwelligen Stromen.

Die technische Erzeugung von Weohselstromen beruht auf der
elektromagnetischen Induktion.

Das Maxwell-Faradaysche Induktionsgesetz lautet: In jedem
elektrischen Feld ist die Urnlaufspannung Uo fur einen geschlossenen
Weg gleich der Abnahme des umschlungenen magnetischen Induktions
flusses 'Jf in der Zeiteinheit,

d'Jf
uo = -([( (2)

Hierbei sind Urnlaufsinn und FluBrichtung einander zugeordnet
wie der Drehsinn und die Fortschreitung einer Rechtsschraube.
(Korkzieherregol.) Die rechte Seite 'von Gl. 2 heiBt nach Em d e der
rnagnetische Schwund.

Flir eine geschlossene Schleife aus linearen Leitern ist die Urn
laufspannung

. . . (3)



2. Erzeugung von einwelligen Stromen. 3

Hierin sind i die Strome, R die Widerstande, e. eingepragte elektro
motorische Krafte (EMKe) "chemischen oder thermischen Ursprungs
in den einzelnen in Reihe geschalteten Teilen der Leiterschleife.

In Wechselstromkreisen sind die eingepragten EMKe meist Null.
Dann gilt

~iR=-d'P ( )dt . . . . . . . . . 4

Der magnetische Schwund hat in linearen Leiterkreisen formelI
dieselbe Rolle wie die eingepragten EMKe. In diesem Sinne spricht
man von einer ind uzierten EMK.

Der von dem Leiterkreis umschlungene InduktionsfluJ3 bestimmt
sich aus dem Integral der Normalkomponente der magnetischen In
duktion iiber die vom Leiterkreis umrandete Elache, Nun setzt sich
ein geschlossener Leiterkreis zusammen aus den Leitern des Strom
erzeugers, den Dbertragungsleitungen und den Stromverbrauchern,
jedem dieser Teile kommen Induktionsfliisse ZU, ihre Summe ist der
gesamte von dem Leiterkreis umschlungene FluJ3.

Man kann die Teile fiir sich betrachten, indem man jeden fiir
sich zu einem Kreis geschlossen denkt.

Im Stromerzeuger und anderen Apparaten bilden die Leiter
Spulen aus in Reihe geschalteten Windungen. Der SpulenfluJ3 'Jf ist
die Summe der Windungsfliisse ifJ,.. Hat die Spule w Windungen,
deren Fliisse <Pl' ifJ2' • .• ifJw sind, so ist

Umschlingen aIle w Windungen denselben FluB ifJ, so 'ist

'P = w ifJ.

'Jf wird auch als Kraftlinienwindungszahl bezeichnet.
Die Anderung des umschlungenen Flusses kann in verschiedener

Weise erfolgen: durch zeitliche Anderung des Induktionsflusses oder
dureh eine Anderung seiner Lage gegeniiber dem Stromkreis. Bei
Verschiebung in einer Richtung x konnen wir sotzen:

d'P
dt

Das erste Glied rechts entspricht der Anderung der Lage bei
unveranderlichem FluJ3, man nennt es die EMK der Bewegung.
Das zweite Glied entspricht der zeitlichen Anderung des gegen
den Leiterkreis ruhenden Flusses und heiBt die EMK der Ruhe.

In elektrischen Maschinen treten oft beide Arten zugleich auf.

1*



4 Einwellige Wechselstrome.

Beispiel: s. Fig. 2 und 3. Eino ebene Windung wird in einem
homogenen magnetischen Feld zwischen den Polen eines Magneten
urn ihre zur Richtung der Induktion senkrechte Achse mit gleich
formiger Winkelgeschwindigkeit gedreht. Die Win dung, deren Enden
mit Schleifringen verbunden sind, sei durch einen auBeren Wider
stand, etwa einen Spannungsmesser, zu einer Schleife gesohlossen.

Der umschlungene InduktionsfluB ist hier ron dem Winkel It

abhangig, den die positive Normale auf der Windungsebene mit der
Richtung der konstanten Induktion mbildet. Er ist fur It = 0 am
groBten und nimmt bei der Drehung in irgendeiner Richtung abo

Fig. 2. Fig . 3.

. Der Umlaufsinn, der sich nach der Korkzieherregel ergibt, ist
in Fig. 3 fiir die senkrecht zur Zeichnungsebene stehendon Leiter
durch ein Kreuz (in die Zeichnungsebene hinein) und einen Punkt (aus
der Zeichnungsebene heraus) angedeutet, er gibt die Richtung der in
duzierten EMK an . Sie ist in diesem Beispiel eine EMK der Be
wegung, da wir die Induktion zeitlich als konstant annehmen.

Bei der Drehung andert sich der umschlungene FluB von seinem
Hoohstwert bei It = 0 bis auf Null bei It = 90°, er durchsetzt von
hier ab die Windung im ontgegengesetzten Sinn, erreicht sein ne
gatives Maximum bei 180° und nimmt bis It= 270° auf Null ab,
urn bis It = 360° wieder zu seinem positiven Hoehstwert zu wachsen,
Einer Umdrehung entspricht eine volle Periode des umschlungenen
Flusses.

Die Anderungsgeschwindigkeit ist bei gleichforrniger Drehung
am groBten, wenn der umschlungene FluB Null ist, also bei a = 90°
und 270°, sie hat jedoch in beiden Fallen entgegengesetzte Richtung.
sie ist Null, wenn der FluB am grolsten ist, also bei a --.:.. 0 und 180°,
hier liegen die Richtungswechsel der EMK.

Ist F die Elache der Windung, so ist

lJI= mF cos a = lJImcos It.

'1'mist der Hochstwert des umsohlungenen Flusses.
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Fig. 4.

po siti ve Halbwelle als bei der EMK.
eine Viertelperiode vor, umg ekehrt die
viel nach, s. Fig. 4.

Der Untersohied der Phasenwinkel zweier Sinu swellen heiBt ihre
Phasenverschiebung. Die voreilende Welle hat den grolleren
Phasenwinkel. Eine po s i t i v e Phasenversohiebung bedeutet daher
ein e Voreilung und eine ne 
gative eine Nachei lung.

Im Gegensatz zum Phasen 
winkel einer einzeln betrach
t eten Schwingung ist die
Phasenverschiebung zweier
durch einen physikalischen
Vorgang verkniipfter Schwin
gungen uns.bhangig von der
Wahl der Anfangszeit und hat
ein e physikalische Bedeutung,
bei dem Induktionsvorgan g die, daB die EMK positiv ist, solange der
j<'luB abnimmt, und negativ, solange er zunimmt.

da
w = (it sei die Winkelgeschwindigkeit del' Drehung. Da einer

Umdrehung eine Periode entspricht, ist w auch die Kreisfrequenz 21l f.
Es ist daher a = w t + lp, wenn qJ der Winkel ist , den die Normale
auf der Windungsebene zur Zeit t = 0 mit. der Ri chtung der In
duktion bildete, Dann wird

P'=18F cos (wt + qJ)= P'",cos (wt + qJ) (6)

- ~~=w P'", sin (wt + qJ)=21lfP'm sin (wt + qJ) (7)

Die Erzeugung einer einwelligen Spannung erfordert hiernach
die sinusformige Anderung de s um schlungenen Flusses. Der Hoohst
wert der induziert en EMK ist 2 1lf mal so groll wie der Hochstwort
des umschlungenen Flusses.

Wir rechnen im folgenden stots mit dem "p r a k t i s ch en "
MaBsystem. Dann gibt Gl. 7 die Spannung in Volt an , wenn
der umschlungene F luB in Voltsekunden gemessen ist. (D iese Ein
heiten 'sind 108 mal so groB wie die entsprechenden elektroma
gnetischen CGS-Einheiten.) Zur Erzeugung von 1 Volt bei 50 Pe
rioden in der Sekunde gehort ein umschlungener FluB von 1 / 3 14 Volt
sekunde oder 1 /314 10 8 CGS Einheiten.

Die Hoehstwerte de s Flusses und der induzierten EMK treten
zu versohiedenen Zeiten auf. Setzt man in Gl. 6 cos (w t + qJ)

= sin (w t + qJ + ~-), so entspr ioht dem urn ; gro13eren Phasen-

winkel des Flusses eine urn die Zeit 1l ! fr iiher begin nende
2 w 4
Der FluB eilt del' EMK urn
EMK dem FluB urn ebenso-



6 Einwellige Wechselstrome.

3. Addition von einwelligen Stromen.

Sind zwei Sinusschwingungen von gleicher Frequenz mit ver
schiedenen Amplituden und Phasenwinkeln gegeben

al = aIm sin (wt + tpl) a2= a2msin (w t+ tp2)'

so ist ihre Summe eine Sinusschwingung von derselben Frequenz

a=al +a2=amsin(w t + tp).

Zur Bestimmung von am und tp bilde man die Summe fiir die zwei
11:

Zeitpunkte co t = 0 und to t = "2 . Es wird

a sin m = a l sin m i -I-a, sin m~
m 'r m I ...m ' .

amcos tp = a l mcos tpi +a2mcos tp2

und durch Quadrieren und Addieren folgt

a~=a:m+a:m+2aIma2mcos(tpl-tp2)'. . (8)

ferner durch Division

tg m = a1 msin tpi + a2msin tp2 ( )
'r + ..... 9a l mcos tpi a2mcos tp2

Bei der Addition einer groBeren Anzahl Schwingungen faBt
man erst zwei zu einer Resultierenden zusammen, dann diese mit
einer dritten usf.

I

I
Fig . 5.

Die physikalische Anwendung dieses Satzes
ergibt nun folgende beiden FaIle.

1. Vereinigen sich mehrere Leitungen, in denen
einwellige Strome gleicher Frequenz flieBen, in
einem Knotenpunkt, so ist der resultierende Strom
wieder ein einwelliger Strom von derselben Fre
quenz.

2. Die Summe von mehreren in Reihe ge
schalteten einwelligen Spannungen gleicher Fre
quenz ergibt eine resultierende einwellige Span
nung von derselben Frequenz.

Beispiel: Ordnet man in der elementaren Wechselstrommaschine
(Fig. 2 S.4) zwei Spulen an, die den Winkel fJ miteinander bilden
(s. Fig. 5), so sind die induzierten EMEe

worin die Phasenvoreilung tpi - tp2 = fJ ist, da die erste Spule der
zweiten stets um den Winkel ,fJ voreilt.



4. Mittelwert und Effektivwert einwelliger Strome. 7

Sind die Flachen der beiden Spulen gleich groB, so ist e1m= e2 m'

und die resultierende Amplitude wird bei Reihenschaltung nach Gl. 8

e;'= 2 e; m (1 +cos fJ)
fJ

em = 2 e1 m cos 2 '

Nach GI. 9 wird die Phase der resultierenden EMK

tg m -tg~
sin qJ + sin (qJl - fJ) n 2 ( fJ)

tg qJ= cos qJ
1 + cos (Q? _ fJ) = fJ = tg Q?l - 2
1 1 1 + tg qJl tg 2

fJ
qJ=qJl - 2'

Die resultierende EMK ist 2 cos ~ fJ mal so groB wie die jeder
Spule, sie eilt gegen die eine um! fJ nach, gegen die andere ebenso
viel vor.

4. Mittelwert und Effektivwert einwelliger Strome.

\ I
\ I
\ I
\ I
\ I
\ I
\ I
\ I

\ I
, I

'-'

II
IIII I ~I·m. I II I 'j
IIII I ,11111,r

Der Mittelwert der Sinuskurve tiber eine beliebige Anzahl ganzer
Perioden ist Null, weil der Inhalt der positiven und negativen Halb
wellen gleich groB ist, aber entgegengesetztes Vorzeichen hat.

Daher vermag ein Wechselstrom von hoher Frequenz in einem
GleichstrommeBinstrument, bei dem eine vom Strom durchflossene
Spule im Feld eines permanenten Magneten schwingt, keinen Aus
schlag des Zeigers hervorzurufen. Er erzeugt nur schnellwechselnde
Impulse nach beiden Seiten, denen aber das schwingende System
infolge seiner Triigheit nicht folgen
kann. Aus dem gleichen Grunde
kann ein Wechselstrom im allge-

Fig . 6. Fig. 7.

meinen nicht fiir elektrolytische Zwecke, z, B. zum Laden von Ak
kumulatoren, verwendet werden.

Bildet man den Mittelwert tiber eine Halbwelle, so erhalt man
verschiedene Werle, je nachdem man den Anfangspunkt wahlt.
Der groBte Mittelwert, den man fiir eine Halbwelle erhalt, ist gleich
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der Hohe des mit der Halbwelle zwischen zwei Nulldurehgangen
flachengleichen Rechtecks (s. Fig. 6), diesen nennt man kurz den
Mittelwert M(i). Es ist

2

M(i}=~fi sinada=~i =0,637 i ... (10)n m n m m

o

Am wichtigsten ist der sogenannte quadratische Mittelwert, den
man durch Bildung des Mittelwertes der Quadrate der Augenblicks
werte erhalt , Die quadratische Kurve einer Sinuskurve ist

' 0 ' 0 ' 0 1 ' 2 (1 2 )i" = J':;' sm- to t = "2 1m - COS W t .

Sie ist eine Sinuskurve von der doppelten Frequenz, deren Or
dinaten nie negativ werden sondern zur Mittelordinate ~ i;;' sym
metrisch liegende Halbwellen bilden (s. Fig. 7). Die Wurzel aus dem
Mittelwerte der quadratischen Kurve bezei chnet man mit J.

Es ist
T

J~- 2fi2dt-!:..-i 2-T - 2 m

u

J heiBt der quadratische Mittelwert oder der Effektivwert.
Fiir die Sinuskurve ist also

. Amplitud e
Effektlvwert = -------- .

V2
Technische Angaben iiber die GroBe von Strom und Spannung,

fiir die z, B. ein Generator, ein Motor gebaut ist, beziehen sich stets
auf den Effektivwert, weil man mit den gebrauehlichen MeBinstru
menten die Effektivwerte miBt.

Die Leistung der Stromwarme eines Wechselstromes berechnet
sich mittels des Effektivwertes genau wie fiir einen Gleichstrom.

Ein Strom i erzeugt in ein em Leiter vom Wid erstand R in der
Zeit dt nach dem Satz von Joule die Warmemenge

i 2 R dt.

Die mittlere in der Zeiteinheit erzeugte Warme ist daher

T

~Ji2R dt=J2R.

o
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(12)

Sie ist ebenso groD wie bei einem Gleichstrom, dessen Starke
gleich dem Effektivwert des Wechselstromes ist, Ein Hitzdraht-Strom
oder Spannungsmesser zeigt daher den Effektivwert an. Das gleiche
gilt von einem elektrodynamischen Instrument, bei dem das Dreh
moment zwischen einer festen und einer beweglichen Spule gem essen
wird, die von dem zu messenden oder einem ihm proportionalen
Strome durchflossen werden.

Ein Elektrometer zeigt in der sog. Doppelschaltung einen dem
Effektivwert proportionalen Ausschlag.

Das Verhaltnis des Effektivwertes zum Mittelwert ein es Wechsel
st romes nennt man nach Fleming den Formfaktor. Fur die
Sinuskurve war nach Gl. 10 und 11

2 i
M (i) = - i J = . ":... ,

in m V2

daher ist der Formfaktor der Sinuskurve

J n
~ = --=-- =1,11

M(i) 2V2
Das Verhaltnia der Amplitude zum EfIektivwert nennt man den

Scheitelfaktor , er ist fur die Sinuskurve Vi
In dem Beispiel in Abschnitt 2 kann hiernach zunachst der

Mittelwert der induzierten EMK auf folgende Weise berechnet
werden, Wahrend einer halben Periode andert sich der umschlungene
FluB im Maximum von + 'fFm auf - 'fF"" somit urn 2 'fFm' Dividiert
man durch die halbe Periode, so erhalt man den Mittelwert.

4'fF
M (e) = - Tm=4f'fFm·

Hieraus erhalt man die Amplitude und den EfIcktivwert

n
em= "2 M (e)= 2 nf'fFm

E=~M (e)= 2 ~-2M (e)=nV"2f'fFm'

5. Die Leistung eines einwelligen Wechselstromes.

Ein Stromkreis sei an eine Stromquelle angeschlossen, die eine
einwellige Spannung erzeugt. Sie sei

P=Pmsinwt .

Der Strom, der sich in dem Stromkreis einstellt, sei

i = imsin (w t - qJ) ,

er habe gegen die Spannung die Phasenverschiebung tp .



10 Einwellige Weohselstrome.

Die Arbeit, die dem Stromkreis in der Zeit dt zugefiihrt wird, ist
dA = pi dt = Pmt; sin wtsin (wt - cp) dt

und die momentane Leistung

~~ = pi =Pmi",sinwtsin(wt- cp)=~Pmim [coscp-cos(2wt-cp)].

Der Augenblickswert der Leistung schwingt, wie die Gleichung
zeigt und durch Fig. 8 veranschaulicht wird, mit der doppelten
Frequenz urn den Mittelwert ~ Pmi",coscp.

Die mittlere Leistung des Wechselstromes ist
T

N 1f'd 1 .=Ijr P~ t=2Pm~mcoscp,

°
Da ~m J pm_, = P die Effektivwerte von Strom und Span-

Y2 . 'Y2
nung sind, schreibt man

N=PJcosrp (13)
Die mittlere Leistung eines Wechselstromes berechnet sich als

Produkt aus den Effek
tivwerten von Strom
und Spannung und dem
Kosinus der Phasenver

schiebung zwischen
ihnen. Sofern cp von
Null verschieden ist, ist
die Leistung kleiner als
bei Gleichstrom, wenn
Strom und Spannung

Fig . 8. ebenso groB sind wie
die Effektivwerte des

Wechselstromes. Dies riihrt daher, daB die Augenblickswerte der

Leistung, wie Fig. 8 zeigt, wahrend eines Teiles P.- jeder Halbperiode
w

negativ sind. Der Wechselstrom fiihrt wahrend eines Teiles jeder
Halbperiode dem Stromkreis von der Stromquelle Arbeit zu, wahrend
eines anderen Teiles gibt er Arbeit von dem Stromkreis an die
QueUe zuriick.

Bei einem Stromempfiinger ist die zugefiihrte Arbeit grofser als
die zuriickgegebene, der Mittelwert der Leistung ist positiv, dies ist
stets der Fall, wenn cp kleiner als 90° ist. Ist cp = 90°, so ist die
mittlere Leistung Null , sie ist negativ, wenn cp groBer als 90 ° ist.
Dies entspricht einem Stromerzeuger.

Die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung wurde
hier als gegebene GroBe an genommen, und nicht gefragt, wodurch
sie entsteht. Hieriiber Bollen die nachsten Kapitel AufschluB geben.
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6. Selbstinduktion in Wechselatromkreisen.

Da s Durchflutungsgesetz. In der Umgebung elektrischer
Strome besteht ein magnetisches Feld. Als magnetis che Umlauf
spannung Vo langs einer geschlossenen Bahn bezeichnet man die
Arbeit, die von den magnetischen Feldkraften geleistet wird, wenn
ein Einheitspol auf dieser Bahn herumgefiihrt wird.

Vo=fS'J.ds.
o

4;0-----

Fig . 9.

Diese Arbeit ist proportional der algebraischen
trischen Strome, die durch die Fliiche
treten, die von der geschlossenen Kurve
begrenzt wird,· sie "durchfluten". Die
Stromrichtung ist wieder in dem Sinne
als positiv zu rechnen, der sich dem Um
laufsinn der Randkurve zuordnet, wie die
Fortschreitung zur Drehung einer Rechts
schraube, s, Fig. 9. Man nennt die Summe
der Strome die "Durchflutung"

e=~i

und das Durchflutungsgesetz lautet

vo=e
Die magnetische Randspannung ist gleich
Haufig gehoren die Stromleiter einer Spule

an, die alle denselben Strom i fiihren, dann ist

fS'J .ds=iw
o

der
von

,

"/

. . . (14)

Durchflutung.
w Windungen

. . . (14a)
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Die Induktion }8 und die mit ihr fiberall gleichgerichtete Feld
starke Sj sind dureh die Beziehung verknlipft

}8= !~ flo Sj. . . . . . . . . (15)

Jl ist die relative Permeabilitat des Mediums, eine Zahl, flo die vom
MaBsystem abhangige Permeabilitat des Vakuums. Im praktischen
MaBsystem wird }8 in Voltsekundenjom", Sj in Amp /em gemessen und
es ist

flo = 4 n 10-11 Voltsek/Ampcm oder 4 n 10 - 9 Henry/em.

Magnetis che Energie. Der Energiegehalt eines magnetischen
Feldes ist nach Maxwell fiir ein Raumelement dv

Ql

d W m =dvf Sjd\8 .
o

In Medien, in denen die Permeabilitat unabhangig von der Induk-
tion ist, ist d \8= !~ flo d Sj und

Wm = fr ft~ flo Sj2 dv . . . . . . . (16)

ist tiber das ganzeFeld zu erstrecken. Urn die Energie durch den
InduktionsfluB und den ihn erzeugenden Strom z. B. einer Strom
schleife auszudriioken, zerlegt man das Feld in Induktionsrohren,
die aIle den Strom i umschlingen, von dem sie herruhren. Fur ein
Element d v einer solchen Rohre sei d 8 das Langenelement der
Aehse, d f ihr Querschnitt. Langs jeder solchen Rohre ist fl flo Sjdf =
\8 d f der konstante FluB durch die Rohre und die Energie

! \8drf Sjds= ~\8dti.
u

Die gesamte Energie des Feldes der einzeln betraehteten Strom
schleife wird dureh Integration uber alle Induktionsrohren

Wm= ~f \8df= ~ 'P, (17)

worin 'I' (s. S. 2) der von der Stromschleife umschlungene In
duktionsfluB ist. Da er hier von dem Strom i allein herruhrt, ist
er ihm proportional, solange die Permeabilitat unabhangig von }8 ist.
Man setzt

lJ'=Li
"ITT 1 L .;)"'tn= :r ..J'It-

(18)
(19)

List der Selbstinduktionskoeffizient oder die Induktivitat
des Leiterkreises. Es ist numerisch gleich dem umsehlungenen FluB,
den der Strom 1 Amp . erzeugt. Die Einheit ist

1 Voltsekunde/1 Amp. = 1 Henry (H).

Der tausendste Teil davon heiBt 1 Millihenry (mH).
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Fig. 10.

Beispiele. 1. Eine Ringspule von roehteekigem Quersehnitt
(Fig. 10). Die Windungen mogen so dieht aneinanderliegen, daB
der ganze InduktionsfluB im Inneren des Ringes verlauft, und jede
der w Windungen den ganzen InduktionsfluB umsehlingt. Aus
Symmetriegriinden sind dann die Kraftlinien konzentrische Kreise.
Nach dem Durehflutungsgesetz ist fur einen Radius x

SJ",2nx=iw

iw A 'SJ = - - mp /em
'" 2nx

'P"a "a

P = JlJloWfSJ",adx=2iw210- 9aJlfd: = 2i w2alt In (:.) 10 -11 Voltsec.
~ ~ t

1"
.L= 2w2 a p,ln~ 10-9Henry,

ri

worin Jl als Konstante betraehtet is t. List dem Quadrat der
Windungszah1 w proportional.

Istz.B.ri=12, ra= 15em, a= 10 em,
w = 300, Jl=1 (unmagnetisehes Medium),
so wird L = 2.3002.10 -In ~~ . 10-9

= 0,4 .10-3 H . Der Draht habe 2 mm
Durchmesser. Ein Strom von 5 Amp .
bedingt eine Kraftlinienwindungszahl
ljf 2 . 10-3 Voltsekunden und der Energie
gehalt ist Wm =!. 52.0,4 .10- 3 = 5 .10-3

Joule.
2. Eine Doppelleitung aus zwei pa

rallelen Drahten vom Radius a im Ab
stand D (Fig. 11). Die Leitungen seien
sehr lang und an den Enden leitend
miteinander verbunden, sie bilden so
mit eine lange rechteekige Sehleife.
Der umschlungene InduktionsfluB setzt
sieh, wenn man von den Endverbindungen absieht, zusammen aus
den Feldern, die [eder Leiter fur sich erzeugt. Die Kraftlinien des
Feldes eines Leiters sind infolge der Symmetrie konzentrisehe Kreise
um die Leiterachse. Sie verlaufen teils innerhalb teils aulserhalb
des Leiters. AuBerhalb des Leiters sind sie von allen Stromfaden
des Leiters durehflutet, innerhalb nur von einem Teil. Fur einen
Punkt P im Abstande x von der Leiteraehse ist fiir

SJ' 2 n x =i

1/ ix
SJ = 2 na2 '
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wobei angenommen ist, daB der Strom sieh gleiehmaBig tiber den
Querschnitt verteilt. Die beiden gestrichelten Kurven in Fig. 11
zeigen die Feldstarken jedes Leiters und die Zusammensetzung gibt
die Verteilung des Foldes beider Leiter in Fig. 12. Da die Leiter

- .",L- --O'---.-;

Fig. II. Fig. 12.

gleiche Flfisse dureh die Schleife schieken, ist der FluB von einer
Leiteroberflache bis zur anderen fur die axiale Lange 1 und ft = 1

D D

'P'=/to2J5)'1dx = i
2ofJ 2

x
i dx = 41 i In (~) 10 - 9 Voltsek.

a a

Irn Inneren der Leiter sind die Kraftlinienwindungen fur
beide Leiter zusammen (filr ft = 1)

Iff= !Jf' + v: = i 1[ 4 1n~ + 1J10- 9 Voltsek.

L = l [4, ]n~ + 1]10-9 Henry

Zwei Drahte von 50 qmm? Querschnitt, a = 0,4 em, im Abstand
D = 100 em haben bei einer Lange von 1 km = 1O~ em cine In
duktivitat,

L = 10~ [ 4 -In 100_ + 1 ] 10-9 = 2,31 mHo
0,4

Das erste Glied in der Klammer ist 22,1 , der Anteil des Feldes
im Innern der Leiter an der Induktivitat ist nur 4,50/0'

Bei ferromagnetischen Medien kann von einem Selbstinduktions
koeffizienten ni cht gesprochen werden, wei I wegen der verander
lichen Permeabilitat keine Proporuionalitat zwischen Strom und
FluB besteht. Wie dort zu rechnen ist, wird in Kap. X gezeigt.
Hier besohranken wir uns auf die Falle, fur die L konstant ist.
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Elektromotorische Kraft der Selbstinduktion.

.Andert sich der Strom in einem Stromkreis, so sndert sich
der von ihm erzeugte Induktionsfl.uB und die magnetische Energie
des Feldes. Den magnetischen Schwund des Eigenfeldes

dlJl_ L di
-([t-- dt

nennt man die elektromotorische Kraft der Selbstinduktion. Das
negative Zeichen sagt, daB sie der Zunahme des Stromes entgegen
gerichtet ist. Wachst der Strom in der Zeit dt urn di, so nimmt
die Energie des Feldes urn dW m = d (! i 2 L) = i L di zu.

Dem Stromkreis wird hierbei von der StromqueUe eine momen
tane Leistung

~W!!! = i L di
dt dt

zugefiihrt. Nimmt der Strom ab, so wird die Energie des Foldes
kleiner, der Stromkreis gibt in jedem Augenblick an die Strom
quelle eine momentane Leistung zuriick:

dW . di_ - _m=-tL --.
dt dt

Ein Wechselstrom steigt im ersten Viertel jeder Periode von
Obis im , er speichert hierbei in seinem magnetischen Felde eine
Energie ~ i 2m L auf und entnimmt wahrend dieser Zeit elektrische
Leistung der Stromquel1e; in dem zweiten Viertel der Periode
faUt er von i", auf NuU und gibt die zuvor aufgespeicherte mag
netische Energie unter Abgabe von elektrischer Leistung an
die Stromquelle zuriick. Findet im magnetischen Felde kein
Energieverlust statt, so ist die mittlere Leistung in -der halben
Periode Null. In der nachsten halben Periode wachsen der Strom
und das magnetische Feld im entgegengesetzten Sinn, fiir den Betrag
der Energie des Feldes ist dies gleichgiiltig; das Spiel der Energie
aufnahme und Riickgabe ist in jeder halben Periode dasselbe.

Ein Energieverlust tritt hingegen durch Stromwarrne in dem
Leiter auf, er ist i 2 R dt .

Ist daher p die Spannung der StromqueUe, so ist in jedem
Augenblick die Leistungsgleichung

. R ·~+L ·di (20)P t = t" t dt .....•.

Durch Division durch i wird die Spannungsgleichung

B '+L dip = 1, dt " (21)

Fiir i = konst. fallt das zweite Glied reohts fort, die Gleichung
driickt dann das Ohmsche Gesetz fiir Gleichstrom aus, Hier ad-
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diert sich zur Spannung der Stromquelle die selbstinduzierte Span
nung. Da sie der Zunahme des Stromes entgegengerichtet ist, muB
die zugefiihrte Spannung in jedem Augenblick nicht nur den Ohm
schen Spannungsabfall sondern auch die EMK der Selbstinduktion
iiberwinden.

7. Einwelliger Strom in einem Stromkreis mit Widerstand
nnd Selbstinduktion.

Um den Strom zu berechnen, der sich unter Einwirkung einer
einwelligen Klemmenspannung p einstellt, hat man GI. 21 zu inte
grieren. Es werde hier zunachst das partikulare Integral betrachtet,
das den stabionaren Zustand beschreibt, der sich kurz nach dem
Einschalten einstellt. (Das vollstsndige Integral wird in Rap. XIII
behandelt.) Hierzu geht man am besten vom Strom aus. Es sei

i = imsin wt, Ri = Rim sin w t,

L
d i L ' L ' . ( t :Tl)dt =w tmcoswt=w tmsm wt- 2'

p = R im sin w t+wL imsin (w t -too ~)
= Pm sin (wt +9J)'

Die Klemmenspannung erscheint hier aus zwei Teilen zusammen
gesetzt : Rim sin to t ist in Phase mit dem Strom und iiberwindet

den Ohmschen Spannungsabfall, wL i msin (w t + ;) eilt dem Strom

urn eine Viertelperiode vor und ist entgegengesetzt gleich der EMK
der Selbstinduktion. Nach GI. 8 S. 6 wird die Amplitude der
Spannung

. . (22)

und nach GI. 9 die Voreilung der Spannung gegen den Strom

tg cp= w; . .. , .. (23)

Die momentane Leistung ist

pi = R i;" sin 2 co t +wL i~l sin co t cos w t

R" 1 - cos 2 w t +w L i?" .= t m 2 - 2- sm 2 wt.

Der erste Teil schwingt mit doppelter Frequenz urn den Mittelwert
i Ri;", der zweite urn den Mittelwert Null. Die mittlere Leistung ist

T

N = ~fpidt= R2i~! =J2 R, . ... (24)
o
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worin J der Effektivwert des Stromes ist. Der Effektivwert der
Spannung ist nach G1. 22

P =JVR2+ W2L2 (22a)

Die GroBe co L hat dieselbe Dimension wie ein Widerstand und
heiBt nach Heaviside Reaktanz (Blindwiderstand).

Das Verhiiltnis von Spannung zu Strom VR2 + w 2 L2 heiBt naoh
Steinmetz die Impedanz (Scheinwiderstand). Da R nicht immer
gleich dem Ohmschen Widerstand ist, nennt man R den Wirk
widerstand. Zur Abkiirzung setzt man

wL =X

VR2 + w2L2= z .

(25)

(25a)

2

In dem Beispiel Seite 13 war L = 0,4· 10- 3 Henry. Fur einen
Strom von 50 Perioden ist oi L = 2 n50 · 0,4.10- 3 = 0,125 Ohm.
Der Ohmsche Widerstand fiir 300 Windungen von 80 met Lange
und 3,14 mm? Querschnitt (2 mm Durchmesser) ist fur Kupfer
(sp. Wid. 0,017 5 .Ohm · mm21m) R = 0,45 Ohm. Fur J = 10 Amp

wird P = 10 VO,452 + 0,1252 = 4,66 Volt, tg ep = 0,278, q; = 15° 32' .
Die Komponenten der Spannung in Phase und in Quadratur

zum Strom heiBen

P cosq;=J R die Wirkspannung,

Psinq;=J X die Blindspannung odor Reaktanzspannung.

Sind andrerseits Spannung P, Wirk- und Blindwiderstand ge
geben, so berechnet sich der Strom

J = P P
VR2+ (WL)2 Z

Seine Verzogerung gegen die Spannung ist wieder gegeben durch

wL X
tgq;=7l =Ii'

Der reziproke Wert des Scheinwiderstandes z ist ein Leitwert
(Einheit 1 Siemens S), er heiBt Scheinleitwert (Admittanz) und
wird mit y bezeichnet. Man kann daher auch setzen

J = P y (26)

Der Strom kann nun in zwei Komponenten zerlegt werden, die
eine in Phase mit der Spannung, die andere urn 90° dagegen
phasenverschoben. Sie heiBen

J cos q;= P y cos cp der Wirkstrom,

J sin q;= P y sin q; der Blindstrom.
F ra e n ek e I . Wechselstriime. 2. Aufl.
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Dieser Zerlegung entsprechen die Bezeichnungen

ycosqJ=g der Wirkleitwert (Konduktanz)

ysinqJ=b der Blindleitwert (Suszeptanz)

y=Vb2 +g2
•

Die Leitwerte stehen mit den Widerstanden in folgenden Be
ziehungen:

R 9
cosqJ .= -= 

z Y
X b

tangqJ= - -=
R 9

1
y= 

z
1

z= -
'II

R
g=-

Z2 h=X 1Z2

b ' "
x=y2

. X b
SlnqJ= - =-

Z y

• (27)

• (28)

Bei Reihenschaltung rechnet man besser mit den Widerstanden,
bei Parallelsohaltung mit den Leitwerten.

Aus zwei Widerstanden oder Leitwerten konnen stets die
iibrigen vier Konstanten berechnet werden. Zur experimentellen
Bestimmung ist die Messung des Stromes J, der Spannung P und
der Leistung N erforderlich.

Die Leistung ist
N = P J cos qJ = J 2R = p2 9 ,

N N
daher R=J2 g=p~,

P J
"": Y=p'
x = -VZ2 - R~ b = Vy2 _ g 2 •

Das Produkt P Jist maBgebend fiir die magnetische und elek
trische Beanspruchung einer Maschine oder eines Apparates, denn
der InduktionsBuB bestimmt sich aus der Spannung, auch die Iso
lation der Leiter ist fiir die volle Spannung zu bemessen, wenn
auch nur die Wirkspannung in die Leistung eingeht, ebenso ist der
volle Strom fiir 'die Bemessung des Leiterquerschnitts maBgebend.

Man nennt
PJ
PJ cosqJ
PJ sin qJ

die Scheinleistung,
die Wirkleistung,
die Blindleistung.

In unserem FaIle eines induktiven Stromkreises ist

P J sin qJ = J 2WL = ~ i~ w L

d. i. die Amplitude des infolge der Selbstinduktion schwingenden
Teiles der Leistung.
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Elektrisches Feld. In dem isolierenden Medium zwischen ge
ladenen Leitern besteht ein elektrisches Feld. Die Beziehung zwischen
den Vektoren des elektrischen Feldes und den Ladungen ist durch
den Gau3schen Satz gegeben:

Der Ve r sch i e bungsfl u B durch eine geschlossene Flache ist
gleich der von der Flaohe eingeschlossenen Ladung

!CJ:Jndf=q • . • . . . • • . (29)

Die Verschiebung CJ:J und die mit ihr iiberall gleichgerichtete
F eldstarke tr sind durch die Beziehung verkniipft

CJ:J = Eeo tr . . . • . . • • . (30)

e ist die (relative) Diel ektrizitatskonatante des Mediums, eo die vom
MaBsystem abhangige Dielektrizitatekonstante des Vakuums. Im
praktischen Ma3system wird die Verschiebung in Coulombjom", die
Feldstarke tr in Volt /cm gemessen, und es ist

1
e = ----- Faradjcmo 4 n .9 .1011 .

ist

Da (s. S. 13) flo = 4 n 10-9 Henry/cm ,

, r - - 1 / 1 1
v eoflo= V~020= G'

c = 3 .1010 cmsek? ist die Lichtgeschwindigkeit.
Wahrend die Verschi ebung beim Ubergang von einem Dielektrikum

zum anderen stetig ist, andert sich die Feldstarke nach Ma3gabe
der Dielektrizitatskonstanten in Gl. 30.

Energie de s elektrischen Feldes. Der Energiegehalt des
elektrischen Feldesist nach Maxwell :

W. = ~ eof e tr2 d v , . • . • • • • (31)

wobei das Volumenintegral iiber das ganze F eld zu erstrecken ist.
Diesen Ausdruck konnen wir so umformen, daB die Ladungen der
Leiter und die Spannungen zwischen ihnen darin erscheinen,

Zwei Leiter seien so angeordnet, daB das Feld zwischen ihnen
durch die Anwesenheit anderer Leiter (z. B. die Erde) nicht merklich
beeinflul3t wird. Zwisch en den Leitern bestehe eine Spannung p.

Das Feld im Dielektrikum werde in Versohiebungsrohren zer
legt , deren Begrenzungsflache iiberall in die Richtung der Ver
sehiebung fallt, Der FluB jederRohre ist konstant , und da sie an
den Oberflaohen der beid en Leiter endigt, ist er gleioh der Ladung
d q, die ihre Randkurve an den Leiteroberfliichen abgr enzt . Ist,

2*
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daher fUr ein Element der Rohre ds die Lange der Achse , d( der
Querschnitt, dv = d(ds , so k6nnen wir in Gl. 31 fiireo8 ~ d ( den kon
stanten Verschiebungsfl.uB dq der Rohre setzen und erhalten fiir diese

~ 80 J8 ~2dv= ~ d qf~ds=!dq.p,

da J~ ds die Spannung p zwischen den beiden Leitern ist , von denen
die Rohre begrenzt wird.

Die Summation iiber alle R6hren ergibt den Energiegehalt des
ganzen Feldes

We={pq (32)

Die Ladung der beiden Leiter ist proportional der Spannung
zwischen ihnen. Man setzt

(33)

(34)

F

q=Cp

We={Cp 2

C heiBt die Kapa.z it.s.t der betrachteten Leiteranordnung, sie ist
numerisch gleich der Ladung fiir die Einheit der Spannung.

Die praktische Einheit der Kapazitat ist
1 Coulombj l Volt = 1 Farad (F).

Da dies eine sebr groBe Einheit ist, gebraucht man den 106 ten
Teil davon : 1 Mikrofarad (It F).

j:"~-t Beispiele. 1. Ein Plattenkondensator (Fig. 13).
' J~:_:-~ " Zwischen zwei Platten von groBer Ausdehnung, die iiber

all in sehr kleinem Abstand d voneinander entfernt sind,
kann das Feld als homogen angesehen werden, die Ver
schiebungslinien laufen parallel und die Verschiebung ist
konstant. Nur am Rande weicht der Verlauf davon ab o
Vemachldssigt man die Randwirkung, was bei kleinem Ab
stand und groBer Flache keinen wesentlichen Fehler gibt,

___. so ist die Spannung p= ~d. Der VerschiebungsfluB ist
\ " ' 1

'---''-::1'"3' q = ~ F = ~ --.!)j, daher die Kapazitat
Fig. . ' 4n 9 · 10

C = !l.. = eF ._ 1_ Farad = e F .~_-=- Mikrofarad.
p 4nd 9.1011 4nd 9 ·10"

Einen Begriff von der GroBe 1 Mikrofarad erhalten wir, wenn
wir die Flache eines Plattenkondensators berechnen, bei dem die
Platten durch Glimmer getrennt sind. Seine Dicke sei 1/4mm,
d = 0,025 em und 8 = 5 angenommen. Hiermit wird

F= 4n·O,025 ·9·10· =56500 em"
5

Ein solcher Kondensator wird aus iibereinandergeschichteten
Platten zusammengesetzt, von denen abwechselnd die eine mit einem
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Pol, die folgende mit dem anderen Pol verbunden ist. Fur eine
Spannung von 1000 Volt zwischen den Belegungen ist die Feldstarke
40000 Volt/em, die Ladung q= 10-3 Coulomb, die Verschiebung
'Il = 1,77 .10-8 Coulombjcm", die Energie t Joule, die Energiediehte
3,54 .10-4 Joule/cm 3

•

2. Ein Zylinderkondensator (konzentrisches Kabel), Fig. 14.
Der AuBenleiter (Mantel) sei geerdet. Da aIle Verschiebungslinien,
die vom inneren Leiter ausgehen, auf dem Mantel enden, ist die
Ladung auf der inneren FIaehe des Mantels entgegengesetzt gleich
der Ladung (q) des Innenleiters. Die Verschiebungslinien stehen
senkreeht auf den Leitern und sind daher radial. Durch eine
Zylinderflache vom Radius r und der Lange 1 tritt der VerschiebungsfluB

2nrl'Il=q und
q

'Il=-
2nrl

~ ~ '2

p-f~dr= ~fCJJdr= 2·9 ' l011'~Jdr = 2·9 .1011 !L In r2
,

t::eo e1 r el r1

"1 11 rl

C - q - e l 1 Mikrofarad.-p- 2ln r2 9.105

r1

Ladung und Entladung eines Kon
densators. Andert sich die Spannung zwischen
den Belegungen eines Kondensators um dp, so
nimmt seine Ladung naeh Gl.33 um

dq=Odp

zu oder ab, je naohdem die Spannung steigt
oder fallt, Der Strom in der Zuleitung ist
hierbei

._dq_odp )
Z - dt - dt' . . . (35

Fig . 14.

Fur eine Gleichspannung (p= konst.) ist i = 0, in einem Gleich
stromkreis ist der Kondensator eine Unterbrechung. Anders im
Wechselstromkreis.

Wahrend des Steigens der Spannung von Null bis p wird die
Energie ~ p2 0 in dem Kondensator aufgespeichert, dem Stromkreis
wird dabei von der Stromquelle in jedem Augenbliek eine Leistung

C d p .p u:»:

zugefiihrt. Nimmt die Spannung von p bis auf Null wieder ab, so
versohwindet das elektrische Feld, und die in ihm aufgespeieherte
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Energie wird an die Stromquelle zuriiokgegeben. Der Kondensator
gibt in jedem Augenbliek die Leistung zuriiok

C
d p .

-P dt =-pt .

Ist die Spannung einwellig, so wachst sie in der ersten Viertel
periode von Null bis Pm' um in der zweiten Viertelperiode von Pm
auf Null zu fallen. In der ersten Viertelperiode wird die Energie
~ pin C im Dielektrikum des Kondensators angesammelt und in der
zweiten wieder zuriickgegeben. In der ersten wird von der Stromquelle
Leistung zugefiihrt, in der zweiten genau ebensoviel wiedergegeben.
Die mittlere Leistung in der halben Periode ist Null.

Fur P = Pm sin to t ist der Ladestrom des Kondensators

i=C~~=CwPmcoswt= OwPmsin (wt+ ;),

er ist ein einwelliger Strom von der Amplitude

im=pmwO ,

der gegen die Spannung um 90° in der Phase voreilt , denn nach
Gl. 35 ist der L adestrom so lange positiv, wie die Spannung steigt,
und negativ (Entladestrom), wenn sie fallt, Daraus folgt ebenfalls,
daB die mittlere dem Kondensator zugefiihrte Leistung Null ist.

9. Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion nnd Kapazitiit.

Fig . 15.

R

Ist in einem Stromkreis (s, Fig. 15) ein Kondensator C mit einer
c Drosselspule von der Induk-

L '-------I~ tivitat Lund dem Widerstand
~ 0 ~ 0 ~ ~ R in Reihe geschaltet, so lautet

~___________ die Spannungsgleichung

P =Ri+L~:+fi~t . (36)

Fur einen einweIligen Strom i = im sin w t ,
wird

Ri = Rim sin ca t

L di L " ( +:n)dt- =w tmsm wt 2

f
i d t=-~ cos wt= - jm_sin(wt+~)
C wC wC 2

p=imRsinwt +imsin (wt+~-) [w L - }c]
=Pmsin(wt+tp) (37)



9. Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und Kapazitiit. 23

Die Spannung erscheint bier aus zwei Teilen zusammengesetzt:
i mR sin OJ t ist in Phase mit dem Strom und iiberwindet den Ohm-

schen Widerstand , im(OJL- :e)sin(wt+;) eilt dem Strom urn

90° vor und wird teils zur Uberwindung der EMK der Selbstinduk
tion, teils. als Ladespannung des Kondensators verbraucht, und zwar
tritt die Differenz dieser Spannungen in Rechnung, da die erste
dem Strom urn 90° voreilt, die zweite ihm urn 90° nacheilt. Der
Effektivwert der Spannung ist daher

die Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung

1
wL- -we

tg 9? = R

. . (38)

. (39)

Selbstinduktion und Kapasitat wirken in dem Stromkreis einander
insofern entgegen, als die erste den Strom gegen die Spannung ver
zogert, die zweite ihn in Voreilung bringt. Die Energien , die in
dem magnetischen Felde der Selbstinduktion und in dem elek
trischen Felde der Kapazitat schwingen, werden zu verschiedenen
Zeiten von der Stromquelle aufgenommen und an diese zuriick
gegeben. Die momentane Leistung ist, wenn die Spannungsgleichung
mit im sin OJ t multipliziert wird, ..

p i = ii'n R sin \I OJ t + i;;'OJ L sin w t cos co t - t me sin OJt cos OJ t,
w .

Die beiden letzten Teile haben stets entgegengesetztes Vor
zeichen, d. h. wshrend vom Strom Energie im magnetischen Feld
der Selbstinduktion aufgespeichert wird, wird solohe aus dem elek
trischen Feld des Kondensators abgegeben, und umgekehrt. Nur
die Differenz der momentanen Leistungen wird zugefiihrt und aulser
dem der Stromwarmeverlust. Die beiden Felder laden sich zum
Teil gegenseitig. Vollstandig tritt dies ein, wenn

1
wL= wO (40)

ist. Hierbei sind die momentanen Leistungen von Selbstinduktion
und Kapazitat entgegengesetzt gleich, vom Netz wird in jedem
Augenblick nur der Stromwarmeverlusb zugefiihrt und der Strom
kreis verhalt sich dem Netz gegeniiber wie ein Ohmscher Wider
stand. Aus Gl.38 und 39 wird hierbei P=JR und tg9? =O.

Diesen Fall bezeichnet man als Resonanz.
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Fiir gegebene Werte von Lund C t r it t sie bei einer bestimmten
Frequenz ein, namlich

1
fo= - ,j"-- ••••• (41)

2n vLO

Bei dieser, der Resonanzfrequenz, konnen die Blindspannungen an
der Kapasitat und der Induktivitat sehr grof werden, es ' wird

JwoL = ~C=~Y~ . . .. (42)

Bei spiel: Fiir R = 10 Ohm, L = 1 Henry trit t Resonanz bei
1 1

fo = 50 Perioden ein, fiir C = W
0

2 L = (100nr = 1,01 5 10 - 11 Farad.

Fiir J = 10 Amp. ist P=100Volt und JwoL= J
C=1Ov'

(100n)2
W o

= 3140 Volt. Hi erauf beruht die Gefahr der Resonanz.

Man untersch eidet hier

1
w C = X c den Blindwiderst and der Kapazitiit,

w L = X i den induktiven Blindwiderstand,

X = Xi - X c ist dar resultierende Blindwiderstand.

Der hier behandelte Stromkreis wird als Thomsons scher
Schwingungskreis bezeichnet.

Um sein Verhalten bei verander lioher Netzfrequenz w zu iiber
sehen, fiihren wir das Verhaltnis w: Wo= c5 ein und set zen das Ver-

haltnis des Wirkwiderstandes R zu der GroBe y~, der die Dimen-

sion eines Widerstandes zukommt, R y~ = e. Dieses Widerstands

verhaltnis gibt nach Gl. 42 fur den Resonanzfall das Verhiiltnis der
Netzspannung P zu den Blindspannungen an Induktivitat und
Kapazitiit an. Hi ermit wird

wL=~ -. /L =~R _1_ _ wo"l / L -~ R
W o V 0 e we - w V C - c5 o

J = - - P .

Ry1+~ (c5- ~ r

Hierin ist ~ = r; der Hdchststrom , der im Resonanzfall auftritt.

Das Verhaltnis J:Jo ist nur vom Widerstandsverhaltnia e und vom
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---

cp=o

In Fig. 16 ist J: J o in Abhiingig
e auf- 1,O,-- ,-- !'"?"...,-r--.,....--.,

Frequenzverhaltnis b abhiingig.
keit von (j fiir zwei Werte von
getragen.

Kurve I mit dem fiachen Strom
maximum gilt fiir groBen Widerstand,
Q= 1, Kurve II mit dem spitzen Maxi
mum fiir kleinen Widerstand, Q = O,l.
Je kleiner der Widerstand, um so
seharfer ist die Resonanzlage ausge
pragt, urn so enger der Bereich, in
dem der Stromkreis einen betraoht
lichen Strom hindurchlaBt. Die Phasen-

verschiebung ist .cp = artg ~_ ((j _ ~) . Fig. 16.

Fiir (j < 1 ist ep ein Voreilungswinkel des Stromes, fiir b = 1 ist
und fiir b > 1 ist cp ein Nacheilungswinkel des Stromes.
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10. Darstellung von Wechselstromen durch Vektoren.

Die Projektionen eines mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
urn einen festen Punkt rotierenden Radiusvektors auf eine feste Achse
beschreiben bekanntlich die Ordinaten einer Sinuskurve.

Stellt daher die Lange 0 P des rotierenden Vektors Fig. 17 die
Amplitude eines Wechselstromes im dar, und ist die Winkelgeschwindig-

I keit seiner Drehung gleich der Kreis-
~ frequenz ro, so sind die Projektionen

r ~ . .OA auf die zur Anfangslage 0 X senk
rechte Richtung 0 Y

OA =i= im sin rot

die Augenblickswerte des Stromes.
Fur einen zweitenVektor OQ= i:"',

der gegen O;p urn einen Winkel cp
im Sinne der Voreilung verschoben
ist , wird ebenso

oB = i' = i:'" sin (rot + cp).

Die beiden Vektoren 0 P und
oQ konnen also als Symbole zweier

Wechselstrome von gleicher Frequenz betrachtet werden, deren Am
plituden im und i:'" sind, und die gegeneinander die Phasenverschie
bung cp haben.

Anstatt nun die Vektoren rotieren zu lassen, kann man sie
auch feststehend dellken, und die Gerade, auf die sie projiziert
werden, sich im umgekehrten Sinne drehen lassen; diese Gerade heiBt
die Zeitlinie. Der Vektor des voreilenden Stromes ist, wenn man
die Drehrichtung der Vektoren zugrunde legt, im Sinne der Vor-
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eilung versohoben. Geht man von der Drehung der Zeitlinie aus,
so kommt diese, wie die Abbildung zeigt, bei der Drehung zuerst in
die Lage des voreilenden Vektors.

Beliebig viele Strome und Spannungen sind also durch die
Lange ihrer Vektoren und durch die Winkel, die sie bilden, in
ihrer GroBe und Phase gegeneinander eindeutig bestirnmt. Voraus
setzung ist dabei, daB die Strome und Spannungen gleiche Frequenz
haben, nur solche lassen sich in einem Diagramm zusammenstellen.
Uber die Frequenz selbst sagt das Diagramm nichts aus.

Praktisch ist es zweckmallig, die Lange der Vektoren in dem
gewahlten MaBstab gleich den Effektivwerten zu machen, weil diese
gemessen werden; beim Ubergang zu den Augenblickswerten sind

dann die Projektionen mit Y-2- zu multiplizieren.
Da es bei der geometrischen Darstellung nur auf die Lange

der Vektoren: ankommt und auf die Winkel, die sie miteinander
bilden, kann man jeden Vektor in dem Diagramm parallel mit sich
selbst versohieben.

Hiervon macht man Gebrauch bei der graphischen Addition
von Strom en. Die Summe zweier Strome

i 1 + i2=i

ergibt sich (s. Fig. 18) durch Parallelverschiebung des Vektors OB
des Stromes i 2 parallel mit sich selbst nach 8 C

A e an den Endpunkt des Vektors 0 A des
Stromes iI' oder, da die Reihenfolge bei
der Addition gleichgiiltig ist, durch Ver
schiebung des Vektors 0 A des Stromes i

1

nach Be an den Endpunkt B des Vek- Fig. ]8.
tors 0 B des Stromes i 2 •

Der Vektor 0 e des Summenstromes i ist also die Diagonale
des von den Vektoren der Teilstrome gebildeten Parallelogramms.

Da die Differenz zweier Strome

gleich der Summe aus i1 und dem negativ genommenen Wert von
i 2 ist, ist das Parallelogramm von B aus erst bis e im Sinne von
i 1 und dann bis A im negativen Sinne von i 2 zu durchlaufen, und
es wird die Diagonale BAder Vektor des Differenzstromes i'.

Der Vektor des Differenzstromes

ist analog die im Sinne A B durchlaufene Diagonale.

Differentialquotient und Zeitintegral eines Vektors.
In den Spannungsgleichungen von Weehselstromen (s. Gl. 21 und 36)
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Fur eine Spule vom Widerstand R und der In
(s. Gl. 21)

kommt der Differentialquotient des Stromes nach der Zeit und das
Zeitintegral eines Wechselstromes vor.

Da

di d (i sin w t) . . ( +:Jl)- -= __m =w~ SIn co t -
dt d t m 2

ist, erhalt man den Vektor, der den Differentialquotienten eines
Stromes darstelIt, indem man die Lange des Stromvektors im Ver
haltnis w : 1 vergroBert und ihn um 90 0 nach vorwarts dr eht.

Da ferner

J idt=J i m sin wt dt= ~ sin (wt- .~)

ist, erhalt man den Vektor des Zeitintegrals, indem man den Vektor
des Stromes im Verhaltnis 1: w verkleinert und ihn urn 90° zu
riickdreht.

Beispiele.
duktivitaf L war

o
Fig. 19.

A

'R L
d i

p =z + d t'

An den Vektor OA=JR (Fig. 19), der in
tJL die Richtung des Seromes fa lIt, r eiht sich der urn

90 ° dagegen voreilende Vektor A B = J w L , die
Summe 0 B ist der Vektor der Klemmenspan
nung P, die dem Strom urn den Winkel rp vor
eilt. Es folgt

JwL wL
tg rp = JR- = R'

Ist die Drosselspule mit einem Kondensator von der Kapazi
t at 0 in Reihe geschaltet, so lautete die Spannungsgleichung (s. G1. 36)

P=iR+L:~+ ~Jidt.

Hier reiht sioh in Fig. 20 an den Vektor 0 A = J R in Rich
tung des Stromes der urn 90 ° dagegen voreilende Vektor AB =JwL
und an diesen der gegen den Strom um 90 ° nacheilende Vektor

J
BO = w0 0

0 0 ist der Vektor der Klemmenspannung P und es ist

1
wL- -

wO
tg rp = --R-- .
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Verandert man die GroBe der Kapazitat,
Endpunkt 0 des Vektors der Klemmenspannung
auf der Geraden AB. Wenn er in A liegt, ist
die Spannung mit dem Strom in Phase, hier
bei ist

J
- C = J wL .
w -

Dies ist der friiher, s. S. 24, behandelte

Fall der Resonanz. Wird :0 > JwL , so liegt

G unterhalb A, dann eilt der Strom der Klem
menspannung vor,

so bewegt sich der
8

J
WI:

Fig. 20.

11. Symbolische Darstellung von Wechselstromen.

Die Darstellung von Wechselstromgroften durch Vektoren kann
auch analytisch durchgefiihrt werden.

Vektoren werden hierbei durch grof3e deutsche Buchstaben
bezeichnet. Ein Strom vom Effektivwert J wird z, B. dureh einen
Vektor ~ dargestellt. Jist der .Betrag des Vektors ~ .

Drehung der Vektoren. Wird ein Vektor ~ urn 180 0 gedreht,
so gelangt er in die entgegengesetzte Richtung und wird hier mit
- ~ bezeichnet. Eine Drehung um 180 0 wird also in der symbo
lischen Darstellung durch die Multiplikation mit - 1 bezeichnet.
Die Drehung urn 180 0 entsteht durch zweimalige Drehung um 90 0 ;

es folgt also, daf3 die Drehung um 90 0 zu bezeichnen ist durch
Multiplikation mit

V-1=i ,
d. h. mit der komplexen Einheit. Die Wurzel kann je nach der
Drehrichtung das positive oder negative Vorzeichen haben.

Es werde festgesetzt, daf3 eine Drehung urn 90° im Sinne: der
Voreilung mit + i, irn Sinne der Verzogerung mit - i bezeichnet
werde.

Ein Vektor i~ ist also ebenso grof3 wie der Vektor ~, aber gegen
diesen um 90° nach vorwarts gedreht.

Addition und Subtraktion von Vektoren. Die Addition
von zwei Wechselstromen i 1 und i 2 , die durch ihre Symbole ~l und
~2 bezeichnet sind, ergibt einen neuen Vektor

~ ist die Diagonals des aus ~l und ~2 gebildeten Parallelo
gramms (s. Fig. 18, S. 27).
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. (44)

Ebenso ergibt die Subtraktion der Vektoren .sl und .s2 einen
neuen Vektor

A

Fig. 21.

Durch Multiplikation eines Vektors mit einer komplexen Zahl
ergibt sich also ein neuer Vektor. Andererseits sieht man, wenn
die Gleichung in der Form geschnieben wird:

! = a+ j b,
-0

daB das Ver hal tnis zweier Vektoren au sgedriickt wird durch eine
komplexe Zahl.

Da die Langen der Vektoren die Effektivwerte darstellen, ist
der Effektivwert des neuen Vektors

P=OB=VOA2+AB2=J V a2 +b2 . .. (43)

und die Phasenver schiebung zwischen P und Jist'

AB bJ b
tg cp = OA = aJ = (i

Sind zwei Vektoren ~ und .s gegeben, so bildet man den Quo

tienten .~ und zerlegt ihn in den reellen Teil a und den imagi-
oS

naren Teil b. Das Verha ltnis der Effektivwerte ergibt sich dann
aus Gl. 43 und die Ph asenverschiebung durch Gl. 44.

Setzt man
OB2=r2= a2+b2

r='Va2 -j- b2

a
coscp=-,

r

. b
SIn cp= - ,

r
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so ist nach dem Satz von Mo ivre

a +i b= r (cos gJ+ i sin gJ) = rei cp,

worin e die Basis der natiirlichen Logarithmen ist. Es ist daher

~ =~(a + ib)= S rei '!'.

Der Vektor ~ r ei '!' entsteht also aus dem Vektor ~, indem man
diesen im Verhaltnis r : 1 vergrollert und urn gJ nach vorwarts dreht.

Setzt man analog

Fig. 22.

. . . (45)

d ~ =i w ~dt

d~
-= i w ~
dt

~ ~ .S = -.- = - e- J CP ,
r eJ '!' r

so ergibt sich: der Vektor .!. e- i cP entsteht aus dem Vektor ~, in
r

dem man diesen im Verhaltnis 1 : r verkleinert und urn gJ nach
riiekwarts dreht.

Differentialquotient eines Vektors nach der Zeit und
Zeitintegral. In der Zeit dt dreht sich der Vek-
tor ~ urn den Winkel wdt und gelangt (s. Fig. 22)
in die Lage ~'. Es ist

S' =~ +pp'·

Hierin ist die Lange P P' = J w dt, und da sie
senkrecht auf ~ steht , symbolisch bezeichnet durch
i ~ w dt . Es wird also

Durch Umkehrung ergibt sich das Zeitintegral eines Vektors

JS d t = .~ = - is. . . (46)
lOJ OJ

In der symbolischen Darstellung verschwinden also in den
Gleichungen zwischen Strom und Spannung die Differentialquotienten
nach der Zeit und die Zeitintegrale. Hierin liegt die Vereinfachung
der Schreibweise bei dieser Darstellung.

Beispiele. Die Gleichung eines Stromkreises mit dem Wider
stand R und der Induktivitat L lautet:

~=~R+L~~=~(R+iWL)=~(R +iX).

Fiir den Stromkreis mit Widerstand, Selbstinduktion und Kapa
zitat ist

~=~R+L~~ +J~dt =~ fR+ i(wL- -~) ]dt 0 _ wO

= J fR+i (Xi - - Xc)],
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Das Verhaltnis von Spannung zu Strom, der Scheinwiders tand,
ist in der symbolischen Darstellung eine komplexe Zahl. Der reelle
Teil ist der Wirkwiderstand, der imaginate der Blindwiderstand.

Der symbolische Ausdruck fur den Scheinwiderstand z ist daher

o= (R + i X) ....... • (47)

Aus der vekt or iellen Gleichung erhalt man das Verhaltnis der
Effektivwerte von Strom und Spannung und ihre Phasenverschiebung
nachoden auf S. 30 gegebenen Regeln.

R echnung mit komplexen Zahlen. Bei der symbolischen
Darstellung sind, wie gezeigt, die Glei chungen zwischen Stromen und
Spannungen homogene und Iineare Gleichungen, deren Koeffizienten
komplexe Zahlen sind.

Es sei daher an die folgenden Regeln fiir die Rechnung mit
komplexen Zahlen erinnert .

Addition und Subtr aktion. Zwei komplexe Zahlen werden
addiert oder subtrahiert, indem man die re ellen Teile fur sich und
di e imaginaren Teile fiir sich addiert bzw. subt rahiert.

1st

so wird

worin

1:1= a1+ i b1 und 1:2= a2+ i b2,

1:=1:1 + 1:2 = a + i b,

a =a1+ a2 und b=b1+ b2 ist .

M: ulti plik ation. Es ist

1:1= a1+ i b1 = 1'1 (cos q\ + i sinlf1) = 1'1 ei s» ,

1:2= a2+ i b2 = 1'2 (cos 1f2 + i sin 1f2) = 1'2e i
'f 2 ,

durch Ausmultiplizieren wird

1:= 1:1 1:2 = a1a2 - b1b2+ i (a1b2 + a2 b1)
oder

1:= 1'11'2 [(cos 1f1COSlf2 - sin lf1 sin lf2) + i (sinlf1 COSlf2 + sin lf2 COS lf1)]

= 1'1 1'2 [cos (lf 1+1f2)+ i sin (lf 1+ 1f2)]
= 1'1 1'2 e i{1', + <P2) .

Zwei komplexe Zahlen worden multipliziert, indem man ihre
Betrage multipliziert und ihre Argumente addiert.

Hi eraus folgt, daB das Produkt zweier konjugiert komplexer
Zahlen reell und gleich dem Quadrate de s Betrages der Zahlen ist

(a + ib ) (a - i b) = a2 + 1;2.

Di vision. Analog wer den zwei komplexe Zahl en dividiert,
indem man ihre Betrage dividiert und ihre Argumento subtrahiort .

In ein em komplexen Bruch wird der Nenner reell gemac ht,
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indem man Zahler und Nenner mit der dem Neuner konjugiert
komplexen Zahl multipliziert. Es wird

f 1 a1 + j b1 (a1 + j b1)(a2 - j b,,)
r=-= = "

f 2 a2 + j b2 (a2 + jb2)(a2 - j b2 )

_ (a1 a2 + b1 b2)+ j (b1a2 - a1 b2)
- a

2
2 + b

2
2

r1 (cos qJl+ j sin q(1)

= r2 (COSqJ2 + j sinqJJ

= ~- [cos (qJ1 -- q(2) + j sin (/f\ - q(2)]

= 'i e j('{l-'TO)
r2

Potenzieren. Aus der M:ultiplikation folgt

p = rn = (a+ j b)n= r" (cos qJ +- j sin qJ)n

= rn (cos n qJ+- j sin n qJ)

=rnein <p.

Eine komplexe Zahl wird zu einer Potenz erhoben, indem man
den Betrag potenziert und das Argument mit dem Exponenten multi
pliziert.

Radizieren.

to = Vt = Va=f- j b = Y-;- (cos T... J- j sin T...)n I n

n _ i"'
= V r e ".

Man zieht die Wurzel aus einer komplexen Zahl, indem man
den Betrag radiziert, und das Argument durch den Exponenten
dividiert.

Berechnung d or Leistung in der symbolischen Dar
stellung.

Bei der Berechnung der Leistung hat man es mit dem Produkt
zweier symbolisch durch Vektoren dargestellter 'wechseIstromgrol3en
zu tun.

Multipliziert man zwei Vektoren wie komplexe Zahlen, z, B.
eine Spannung ~ = P ei 'PI und einen Strom S = J e i 'To, so ist das
Produkt, das dem aul3eren Produkt der Vektorrechnung entspricht,
und das durch eine eckige Klammer bezeichnet werde,

[~~] = PJ {cos (qJ1 + tpJ + j sin (qJl + q(2)}'

6I1l Ausdruck, dem keine physikalische Bedeutung zukommt. Er-
F'r n e n c k e l , wecnseletrome. 2, AIIII. 3
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etzt man hingegen den einen Vektor durch seinen konjugiert kom
plexen, der mit ~l bzw. \l3f bezeiohnet werde, so erhalt man

[\l3 ~IJ =PJ {COS(lf'l -qJ2) + jsin(qJl - <P2)}' . (48 a)
[\l3I~] =PJ{cos (<P1-1f'2)-jsin(qJl-<pJ} . . (48b)

Der reelle Teil dieser Ausdriicke ist die Wirkleistung, der imagi
nare die Blindleistung: sie erscheint je nach der Schreibweise mit
verschiedenem Vorzeichen, Dies riihrt daher, daB die Blindleistung
keinen Mittelwert hat. ein Vorzeichen ihr daher nicht zukommt.

Es folgt die Regel: Man erhalt aus zwei Vektoren die Wirk
leistung als reellen Teil des Produktes des einen Vektors mit dem
konjugiert komplexen des anderen. Der imaginate Teil des Pro
duktos stellt die Blindleistung dar. Symbolisch konnen wir dies
wie folgt schreiben:

N = [\l3~lh N j= [\l3~t]j'

wobei die FuBzeichen r und j bedeuten, daB der reelle bzw. der
imaginare Teil des Produktes zu nehmen ist.

Im Gegensatz zum Produkt zweier Vektoren als komplexer
Zahlen soIl als Vektorprodukt der Mittelwert aus dem Produkt
zweier Sinusstrome oder eines Sinusstromes und einer Sinusspannung
bezeichnet werden. Dieser Mittelwert soIl durch die runde Klammer
bezeichnet werden :

(1,J3~) =PJ cos If'.

von gleicher Phase ist

(j ~ .j ~)=J2 ,

In der Vektorenrechnung heiBt das so
innere Produkt.

Fiir zwei gleiche Vektoren

(~ ·m=J2

definierte Produkt das

fiir zwei Vektoren mit 90 0 Phasenverschiebung ist

(S·j~)=O.

12. Wechselstromdiagramme.

Um die Arbeitsweise eines Stromkreises oder einer Maschine
bei Veranderung del' Konstanten des Stromkreises oder der Belastung
zu iibersehen, hatte man eine groBe Zahl von Gleichungen fiir die
jeweiligen Konstanten zu berechnen.

Hier bietet die graphische Darstellung der Wechselstromgrofsen
durch Vektoren ein iiberaus anschauliches Mittel, um die Wirkung
der veranderten Bedingungen schnell zu iibersehen, Es besteht darin,
daB man den geometrischen Ort sucht, den der Vektor eines Stromes
oder einer Spannung bei Veranderung der Konstanten des Strom
kreises beschreibt.

Ist der Strom konstant und die Spannung veranderlich, so ist
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Dieser Gleichung entsprechend ist in Fig. 24
OD = J und um 90° dagegen naeh vorwarts ge

wL
dreht DO = J If aufgetragen, sie ergeben die konstante Summe

P
00 = R' die in Richtung der Spannung liegt. Da das Dreieck

ODO bei D stets rechtwinklig ist , bewegt sich der Endpunkt D
3*

der geometrische Ort, den der Endpunkt des Spannungsvektors be
schreibt, das Spa nn ungsdiagramm.

Ist dagegen die Spannung konstant und der Strom veranderlich,
so ist der geometrische Ort fiir den Endpunkt des Stromvektors das
Stromdiagramm.

1m Spannungsdiagramm sind die Koordinaten des Spannungs
vektors die Wirkspannung und die Blindspannung. Da die Span
nungskomponenten sich wie die Widerstande (Wirk-, Blind- und
Scheinwiderstand) verhalten, stellt das Spannungsdiagramm, abgesehen
von dem Ma13stab, auch das D iagramm d er Scheinw iderst.a.n d e
dar.

Analog stellt ein Stromdiagramm in verandertem MaBstab auch
ein Diagramm d e r Scheinleitwerte dar.

Dies sei fiir einige ga,nz einfaehe Falle zunachst erlautert.
Beispiele. 1. In einem Strornkreis mit Widerstand und Selbsb

induktion sei R konstant und L veranderlich. Dieser Fall liegt
z. B. vor bei oiner Drosselspule mit veranderlichem Luftraume oder
bei einem Elektromagneten mit beweglichem Kern. Jeder GroBe
des Luftraumes oder jedem Hub des Elektromagneten entspricht ein
anderer Wert L, wshrend R konstant bleibt.

a) Ort des Spannungsvektors bei konstantem Strom.
Entsprechend der Spannungsgleichung ~ = ~R + j ~ co L liegt in
Fig. 23 0 A = J R in Richtung des Stromes und A B = J w L um
90° dagegen nach vorwarts gedreht, OB = J z
= P ist der Vektor der Klemmenspannung. Jedem
Wert von L entspricht eine Lange A B . Der End
punkt B des Vektors der Klemmenspannung
bewegt sich auf der Geraden AB. Sie ist das
Spannungsdiagramm und in anderem MaBstab
das Diagramm des Scheinwiderstandes.
Winkel A 0 B ist der jeweilige Phasenverschie
bungswinkel des Stromes,

b) Ort des Stro m vektors fur konstan te
Spannung. Dividiert man die Spannungsglei
chung durch R, so ergibt sieh die Stromgleichung

~ . wL
R =~+J~R'
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J wL wL
P l f=Y -jf'

1

Ii'

J

8 '
Fig. 24.

A

des Vektors des Stromes OD auf dem Halbkreis libel' OC als
Durchmesser, Er ist das Stromdiagramm. Es verhalt sich DC: OD
= to L : R = tg f[J : 1 . Da diesel' MaBstab fUr L unbequem ist, er 
richtet man in A' ein Lot auf OC, das von del' Verlangerung von

.e: 0 Din B' geschnitten w.rd. Da Winkel
/1

F/ : B'A'O'=q) ist , wird A'B':OA'=tg(p :1
-- 7{"~,- ""- - -_ = wL: R. Die Langen A' B' stellen also

/ / ,,~ ~ die veranderlichen Werte wL in gleichem
/ ""I' :' -,~Cf',.\

/ / : ", '" MaBdar wieOA' den konstantenWiderstand R.
0 1/ :A' " "c Die Seiten OC, OD, DC des Dreiecks

ODC verhalten sieh wie

sie stellen also Leitwerte dar. 0 D ist in
verandertem MaBstab del' Scheinleitwert y,
seine Projektion OG auf die Richtung del'
Spannung del' Wirkleitwert g = Ycos tp , die

dazu senkrechte Komponente GD del' Blindleitwert b= y sin f[J •

2. Ist in einem Stromkreis mit Widerstand und Kapazitat del'
Widerstand konstant, dagegen di e Kapazitat, veranderlieh, so unter
scheidet sich diesel' Fall von dem vorhergehenden daduroh, daB del'

Blindwiderstand s,= _.l
C
' das negative Vorzeichen besitzt, del' Strom

w ,
eilt del' Klemmenspannung VOl'. Das Spannungsdiagramm ist in
diesem Fall del' gestrichelt gezeichnete untere Toil del' Geraden A B

in Fig. 23, wobei AE = -~C- ist. Das Stromdiagramm ist del' in
to

Fig. 24 ebenfalls gestrichelt gezeichnete obere Halbkreis libel' OC,

wobei OF =J und FC=~- ist.
wCR

3. Ist in einem Stromkreis del' Blindwiderstand konstant, da-
JR gegen del' Wirkwiderstand veranderlich, so

erhalt man das Spannungsdiagramm Fig.25.
Senkrecht zum Vektor des Stromes liegt
del' Voktor 0 A = J w L del' konstanten
Blindspannung, und zwar fur eine Selbst
induktion nach vorwarts gedreht. In Rich
tung des Stromvektors liegt del' versnder
liche Vektor AB = JR. Fur jeden Wert
von R ergibt sich ein neuer Punkt B
und ein neuer Vektor 0 B del' Klemmen
spannung. Die Gerade A B ist also das

gesuchte Spannungsdiagramm. Fur eine Kapazitat ist del' Vektor
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J
~d gegen den Strom nach r uok warts ge dre ht aufzut ragen nach OA 1

und das Spannungsdiagramm wird die gest r ichelte Gerade Al B l ' di e
parallel A B ist .

Das Str omdiagrarnm bei konst anter Indukti vi tab und verander
lichem Widerstand ergibt sich, wenn man di e Spa nnungsg leichung

durch j w L dividier t. Man er ha lt die Stromg leichu ng

• I.l.\ . ';J R . ~
- J .. = - J - -j- "5 'wL wL

Der Vektor 0 D des

urn 90 ° ve rz6ger te Vektor

Stromes J in Fig. 26 und der gegen ihn
JR

D C = - - setzen sich zu dem konstanten
wL

p
Vektor OC = ~L zusammen , del' gege n die Klemmenspannung P

um 90 ° verzogert ist. D el' H albkreis iibe r OC ist das ges uchte
Stro mdiag ramm. Del' Phasen verschiebungswinkel zwischen Stro m

wL
und Spannung ist DO P = rp = arctg i f . Zieht man A' B' ~ OC,

so ist auch <:A' B' 0 = rp und

OA' X
A B' = tg rp = ii '

Ai"--------~B'

(F ig. 24) die grofst e

p

F ig. 26.

C, f" - '
: -,>~R~C
I " ', ,
I " 0
I i , '
I ": ' :
I / :1, .'
I ' ,
I I /
I ,' 9j.'

o I , -- '

Fii r joden Stromv oktor OD wird
der Widerstand R durch A' B' in dem 
selben Mal3stab gemessen, in dem OA'
den BIindwiderstand wL darst ell t ,

Ganz analog ist fiir einen Strom
kreis mit konstanter K ap azitat und
veranderliohem Widerstand das Strom
diagramm del' in Fig. 26 gestrichelt e
Halbkreis 0 D

1
C

1
•

Di e dem Stromkreis zugefiihrte
Leistung ist N = P J cos rp. Da das
St romdiagr am m fiir konst ante Klem 
mensp annung gil t , ist die Leistung
prop ortiona l dem Wirkstrom J cos rp,
a lso der Projek ti on OC des St romvek
tors OD auf den Spannungsv ekto r (s.
F ig.. 24 und 26). Daraus erg ibt sich
f iir den St rornkreis mit konst an t ernWiderstand
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Leistung, wenn 0 D gleieh dem Kreisdurehm esser, also wenn X = 0
ist. Sie ist

Fiir den Stromkreis mit konstantem Blindwiderstand und ver
anderlichem Wirkwiderstand (F ig. 26) ist dagegen die Leistung am
groI3ten, wenn OG gleich dem Kreisradius, also wenn w L = R ist.
Sie wird

Hierbei ist q;= 45°.

13. Inversion.

Bei dem Stromdiagramm (Fig. 24) ist gezeigt, daB dieses in
anderem Mal3stab auch das Diagramm del' Leit werte darstellt, OD

stellt y in demselben Mal3stab dar, in dem 0 0 den Leitwert ~

darstellt, Andrerseits war gezeigt, dal3 dort A' B' den Blindwider
stand X in demselben Mal3stab darstellt, in dem 0 A' del' Wirk
widerstand R ist, daher ist aueh OB' del' Seheinwiderst and z:

B ezeiehnet man die MaI3stabe del' Leitwerte bzw. dol' Wider
stande mit u und v so daB 1 em = u Siemens, 1 em = v Ohm ist,
so ist in Fig. 24

0 0· OA' = OD ·OB' = ~ = konst. = I.
uv

und es wird

uOD=y,

v OB' =z,

uOO= _l .
R

vOA' =R,

Zwei Punkte, bei denen wie bei 0 und A' oder bei D und B'
in Fig. 24 das Produkt del' Abstande von einem festen Punkt 0
konstant ist, nennt man invers, 0 ist das In verai o nsz en tr u m:
das konstante Produkt heil3t die Inversionspotenz.

Besehreibt einer del' Punkte (B' ) eine Kurve, hier die Gerade
A' B', so bewogt sieh sein inverser Punkt (D) auf der inversen
Kurve (Kreis iiber 00). Wir finden also den Satz: Die inverse
Kurve einer Geraden ist ein Kreis, der durch das Inversionszentrum
geht, und umgekehrt ist die inver se Kurve eines Kreises, del' durch
das Inversionszentrum geht, eine Gerade.

Mit Hilfe dieses Satzes haste man das Stromdiagramm aus
dem Spannungsdiagramm wie folgt finden konnen,

Die Gerade A' B' in Fig. 24 ist das Spiegelbild des Spannungs-
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diagramms, das durch die Gerade A B der Fig. 23 dargestellt ist.
In dem Spiegelbild ist namlieh der (positive) Blindwiderstand um
90 0 gegen den Wirkwiderstand nach r ii ck war t s gedreht.

Man findet also das Stromdiagramm, indem man das Spiegel
bild des Spannungsdiagramms in bezug auf den Anfangspunkt der
Vektoren als Inversionszentrum inversiert.

Die Umkehrung des Vorzeichens des Blindwiderstandes zum
Zweck der Inversion folgt daraus, dall, wenn bei dern Spannungs
diagramm der Phasenwinkel qJ eine Voreilung der Spannung gegen
den Strom bezeichnet und das positive Zeichen hat, er im Strom
diagramm eine Verzogorung des Stromes gegen die Spannung be
deutet und das negative Zeichen hat, und umgekehrt.

Hat man ein Spannungsdiagramrn aus einem Stromdiagranun
zu inversieren, so verwendet man ebenso nicht das Stromdiagramm
selbst, sondern sein Spiegelbild, das man dadurch erhalt, daB man,
den gegen den Wirkstrom voreilenden Blindstrom nach riickwarts
und den nacheilenden ~

Blindstrom nach vor
warts gedreht auftragt,
Bei Verwendung des 0 -E'==---+-\----f:-j-~_r--i----

Leitwertdiagramms ist
also der positive Blind
leitwert urn 90 0 nach
rfickwarts, der negative Fig. 27.
urn 90 0 nach vorwarts
gegen don Wirkleitwert aufzutragen.

Hat man mehrmals zu inversieren, so geht man von dem
Spiegelbild eines Diagramms aus, wenn die Zahl der vorzunehmen
den Invorsionen ungerade ist, und von dem Diagramm selbst, wenn
sie gerade ist, weil jede einzelne Inversion ein Ubergang von
einern Spannungsdiagramm zu einem Stromdiagramm oder um
gekehrt ist.

Satz: Die inverse Kurve eines Kreises, der nicht durch das
Inversionszentrum geht, ist wieder ein Kreis, das Inversionszentrum
ist ein Ahnlichkeitspunkt fur beide Kreise. Aus Fig. 27 folgt namlich

OB:OC1 = OC :OB!
OB·OB! = OC ·OC1 = OA· OA 1 = 1.

Dies gilt auch, wenn das Inversionszentrum 0 innerhalb eines
Kreises liegt, es liegt dann auch innerhalb des inversen Kreises.
Der Umlaufsinn des inversen Kreises ist der umgekehrte wie bei
dem Ausgangskreis.

Die Inversion ist zuerst von J. L. la Cour zur Darstellung von
Wechselstromproblemen angewendet worden (Arnold, Wechselstrom
technik, Bd. I) .



Fig. 28.
O'-~--'-----~,J

Viertes Kapitel.
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nach der Drei- Voltmeter-Methode.

14. Grundgesetz fiiI' die Reihenschaltung mehrerer Stromkreise.

Sind mehrero Stromkreise in Reihe geschaltet, deren Wider
stande Indukt.ivit.aten und Kapazitiiten der Reihe nach R I R2Rs " "

p L lL2Ls " " 0102 0S"" oder deren Blind
und Scheinwiderstande Xl X 2XS ' " bzw.
ZlZ2ZS ' " sind , so ist die resultierende
Klemmenspannung P fiir oinen bestimmten
Strom J die geometrische Summe der Toil
spannungen PlP2PS ' " der einzelnen Strom
kreise.

Diese Summation wird geometrisch
durch den Linienzug OPlP2 P in Fig. 28
dargestellt.

Es ist
~l = 3 (RI + j Xl) = 301
~2 =3 (R2 + j X2)= 302
~s = 3 (Rs + j X s) = 3Os

~=~1+~2 +I.llS+ .. ·=3[R1+R2+Rs+ ·" j(Xl +X2+XS+''')]
= 3 (01+ 02 + 03 + . . .) = 30'

Der resultierende Scheinwiderstand der Reihenschaltung ist

worin

a= .x (0') = 01 + 02 + as + ... = R + j X
R = B; +R2 +Rs +... = 2' (R. )

X=Xl +X2+XS+ .. ·= ·"Q X. ) . ..

· (49)
· (50 a)

· (50b)
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Die rcs ultierende Phasenverschiebung ist

X L (X,.)
tg I]J= R = L (R

v
)

. . (51)

41

Der Linienzug F ig. 28 stellt auc h die Summation der Schei n
widerstande dar.

15. Del' Spannungsabfall in einer Leitung,

Ein Stromkreis (F ig. 29) w.rd tiber eine Leitung gespeist . Es
seion R

I
und Xl Wirk- und Blindwiders tand der Hin- und Rii ck

leit ung, Rz und X
2

die entsprechenden Grol3en des Belastungskreises,
PI und P 2 die Spannungen am An
fang und am Ende der Leitung , J

~
f 4'

m~
p, ~~2
!

4z 4'
~

0 J

Fig. 29. Fig . 30.

Fig. 30 st ellt da s Vektordiagramm der Spannungen dar. D ie
Sekundarspannung P 2 und der Spannungsabfall J Z l setzen sic h zum
Vektor der Primarspannung P I zusammon.

Der Spannungsverlust, d. h. die algebra ische Differ enz P I - P2 ,

ist kleiner als der Spannungsabfall J ZI' weil P 2 gegen J um einen
kleineren Winkel vor eilt als J ZI gegen J . Es wird erst PI - P 2 = Jz I ,

wenn P2 und J ZI in di e gleiche Ri chtung fallen, d . h. wenn der

Phasenwinkel der Belastung 1]J2 und I]Jk = arctg ~I gleich sind , d . h.
I

X 2 _ X I

R~- R
I

•

Um den EinfiuB der Phas enversc hiebung auf den Spannungs 
abfall zu iiber sehen, werde der F all betrachtet , dall di e prirnare
Kl emmenspannung PI un d der Str om .J der Gr oBe nach konstan t
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sind, wahrend CP2 veranderlich ist. Hierbei ist also JZ1 konstant.
In Fig. 31 stellt OAB das Spannungsdreieck fiir CP'2 = 0 dar. Hier
bei folgt aus der Figur

1st nun J gegen P'2 urn CP2 verzogert, so ist der Vektor J Zl urn
den Punkt B nach ruckwarts zu drehen urn den Winkel A B A' = CP2 '
OA' ist der zugehorige Wert von P'J' Eilt J gegen P 2 urn CP2 vor,
so ist JZ1 urn diesen Winkel von AB nach A" B zu drehen, und
es wird OA" = P2 • Der Endpunkt des Vektors der sekundaren
Spannung P'2 wandert also bei Veranderung von CP2 auf dem Kreis
urn B mit dem Radius AB=Jz1 •

Fig. 31.

Die groBten Werte, die CP'2 annehmen kann, sind bei einem
Stromempfanger ± 90°, ihnen entsprechen die Punkte a und D auf
dem zu AB senkrechten Durchmesser. a entspricht 90° Nacheilung
von J gegen P 2 , also rein induktiver Belastung, D mit 90° Vor
eilung des Stromes gegen die Spannung reiner Kapasitatsbelastung,
P

2
ist am kleinsten in Punkt E, hier haben P 2 und JZ1 gleiche

Richtung. P2 wird bei Voreilung des Stromes auch groBer als Pi'
es tritt also Spannungserhohung ein.

In Punkt Fist P 2 = Pl' Die Bedingung hierfiir ergibt sich
wie folgt. Der Winkel, urn den JZ1 gegen J voreilt, ist CPk' s. Fig. 30
und JZ1 eilt gegen P 2 um (CPk - CP2) vor , In dem gleichschenkligen
Dreieck OF B Fig. 31 wird, da hier P 2 = P 1 ist

P cos (m _ m) = _ J zA
'2 'k , 2 2

cos (cp _ cP ) = _ _{~l_
k '2 2P

1
'

Das negative Zeichen rechts riihrt daher, daB die Projektion
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und

von P 2 auf J Zl die entgegengesetzte Richtung hat wie diese Strecke.
Daher ist (f(i k - f(i2 ) groller als 90°, d. h. f(i~ ist negativ, Es ist

-qJ = arc cos (- J zl_) - - f(i
2 2P

l
k'

Diese Gleichung liefert zwei Werte fur qJ2 ' einem Stromempfiinger
entspricht jener Wert, der kleiner als 90° ist. Der zweite Wert,
fUr den qJ2 > 90 ° ist, ist der Punkt G.

Berechnung des Spannungsabfalles.

Im allgemeinen ist JZl klein gogen P2 und Pl' so daf das
Diagramm zur Berechnung des Spannnungsabfalles zu ungenau wird.
Man berechnet den Spannungsabfall wic folgt. Zerlegt man in
Fig. 30 J Z

l
in eine Komponente in Richtung von P~ und in eine

senkrecht dazu, so wird die orste

J Zl cos (qJI' - qJ~) = J Zl (cos qJkcos f(i~ + sin rpksin qJ2 )'

Hierin ist

Zl cos qJk= R;
also

JZ1 COS(qJk - qJ2) =JR1 cos qJ~ + JXl sin 'P.2'

Ebenso wird die zweite Kompononte

J Zlsin (qJk- qJ2) = J Zl (sin qJk cos qJ~ - cos rpk sin qJ2 )
= J X l cos qJ2 -JR L sin cp~,

daher wird

P~ = )/1\ 2
_ (JXl cos l{J2 - J Hl sin 'P2 ? - (J R l cos qJ~ + J Xl sin 'P2 )

(53)

Mit diesen Gleichungen kann zu gegebenen Worten von P 2 ,

J, rp2' P 1 berechnet oder, wenn P l' J und qJ2 gegeben sind, P 2 er 
mittelt werden. Bei positiven Werten von qJ2 ist die auf P2 senk
rechte Komponente von J Zl' namlioh J Xl cos qJ2 - J R; sin qJ2 klein,
und da sie quadratisch addiert wird, hat sie keinen groflen EinfluB
auf den Spannungsabfall. Dann ist nach Gl. 52 angeniihert

P l ""' P 2 + J R l cosrp2+JXlsinqJ2 ' , . . (52a)

woraus folgt, daB auf den Spannungsabfall hauptsachlich der Ohm
sche Spannungsabfall des Wirkstromes J cos qJt und der induktivo
Spannungsabfall des Blindstromos J sin qJ2 einen Einfiul3 haben,

Die Gl. 52 kann zur graphischen Ermittlung der prozentualen
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a

Span nun gs zuna h m 0 von den sekundaren bis zu den primaren
Klernmen verwendet werden, Diese werde definiert durch

13 0 / = PI - _P'J 100 = (~~ -1) 100
/ 0 P2 P2 .

Nach G1. 52 wird

~1 ( 1+ J HI cos qJ2 + J Xl sin q(2)2+ (JXI cos (P2 -JHI sin qJ2)2
P2 P2 P2

= Y(l + a)2+p2

13 = ~: - 1 = Y1 ± 2 a +a2 + p2 - 1.

Durch Reihenentwicklung wird

± 2a+a2+p2 4a2 ± 4a(a2+p2)+(a2+fi2)2
13= 2 8 + '"

C p2 a(a2+,Ln=±a+2- + 2 - . . .

Hierin ist das dritte Glied schon
vernachlassigbar klein und daher

fPe=±a+ 2 ·

~~"':::'::;:::-'---;,1f--'---_J Driickt man a und (3 in 0/0 aus,

a = J HI cos qJ2 + J Xl sin qJ2 100,
P2

(3 = J Xl cos qJ2-JHI sin (J!2 100,
P2

so wird
R20/ ' t'

€ 0 = ± a -j- 200 . . . . (54)

Graphisch ermittelt

AB = -!R,1 100
P2 '

man a und fJ nach Fig. 32. Man macht

BC =-!~100 AC="z1100
P2 ' P2

und schlagt einen Kreis iiber AC als Durchmssser. Ein Strahl AD
der gegen J unter dem Winkel qJ2 angetragen wird, falIt somit in
die Richtung vonP2 • Daher istAD=a undDC=(3 in % von P, ;

16. Beispiel.

In einer Arbeitsiibertragung iiber eine Leitung mit Widerstand
und Selbstinduktion arbeiten die Stromempfiinger mit konstanter
Phasenverschiebung qJ2 unabhangig- von der Belastung. Die primare
Klemmenspannung PI ist konstant.
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Ve r la u f der s e k u n d a.r e n S pann u ng al s Funktion de s St ro me s.

Da CfJ2 konst an t ist , kann Gl. 52 in der Form geschrieben werden :

[P2 + J ZI cos (CfJk - CfJ2W + J 2ZI 2 sin? ( CfJk - CfJ2) = P I2

oder naeh Ausmultiplikation

P 2'.! + (J ZI)2+ 2P2J Zl cos (CfJk - CfJ2 ) = PI'.! (55)

Dividiert man durchP12 und setzt P I = J
k

, wobei Z, derKurz
ZI

schluflst rom ist, den man bei widerstands los verbundenen sekundaren
Kl emmen erhalt, so wird endlich

sind dieauf , 80

o,z

O,zsie ist positiv, da das Quadra t des
cos kleiner oder hochs tens gleieh
eins ist, die Gleichung stellt da-
her eine Ellipse dar. Triigt man Fig. 33.

di e ~ als Abszissen un d die ~~ als Ordinaten
k 1

Schnit tp un kte mit der Ord inatenachse fur J = 0,

(~:r+(;:r+2 (~) (JJ COS (CfJk - CfJ2) = 1 .. (55a)

In dieser Gleiehung zweiten
Grades ist die Beziehnng zwisch en
J und P '.! indirekt dureh di e Ver-

I ··It · P n d J d .. ktia nrsse p . un a usge rue .
1 J k

Di e Di skriminan te der Glie der zwei-
ten Grades ist 0.6

1- cos" (rpk - CfJ2)' 0,

J
der Abszissen achse fiir P 2 = 0, T = 1.

k

Di e Hauptachsen der Ellipse bilden mit den K oordinatenachsen
ein en Winkel von 45 0 und sind

und
1

)12 sin (CfJk - CfJ2) •
, 2

In dem besonderen F aIle, daB cos (CfJk - rp2)=0, also CfJ2 =CfJk =+= 90 0

ist , ste llt die Gleiehung eine n Kreis dar. Nur das obe re (- ) Zeichen
gibt ein en Winkel CfJ2' der klein er als 90 ° ist, wie es einem Strom
empfan ger en t spricht, und zwar wird hierbei CfJ2 negativ. Di eser
Fall entspricht einer Verz ogerung von P 2 gegen J .
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Ist ferner cos (CPk - CfJz) = 1, also CfJz = CPk ' so geht die Gleichung
iiber in

Po I J
'T -=1r, J"

und stellt somit cine Cerade dar.
Fur CPk = 45 0, wobei Hl = Xl ist , sind in Fig. 33 die Gerade I

fur cpz =45°, der Kreis II fiir cp~ = -45°, ferner die Ellipse III
fur cp2 = 0 und +90° aufgetragen (die bei tpk = 45° zusammen
fallen), wahrend die Ellipse IV fur CfJ2 = - 90°, also reine Kapazitats
belastung gilt.

Dieses Diagramm gilt allgemein fiir einen Stromkreis mit kon
stanter Phasenverschiebung, der von einer konstanten Spannung
iiber einen Scheinwiderstand gespeist wird. Es ist von Oehl
achl a.ger zur Darstellung des Spannungsabfalles cines Wechsel
stromgenerators abgeleitet worden. Dort entspricht unserem P;
die induzierte EMK des Generators, dem Leitungswiderstand B; der
Ohmsche Widerstand, und dem Blindwiderstand Xl der durch
Ankerruekwirkung und Streuung bedingte Blind widerstand des
Generators. Beim Generator ist allerdings Xl keine konstante GroOe,
und daher gilt dort das Diagramm nicht streng.

Maximale Leistung.

Setzt man in Gl. 55 fur den Strom J = P 2 , so wird
Z2

. d N,
Sie wird em Maximum, wenn -d • =0, als wenn

Z2

ist. Hierbei ist die Sekundiirspannung

P 2 = J z2 = J zl •

Die gr6J3te Leistung an den Sek un da.rk l em me n ergibt
si ch , wenn die Klemmenspannung P2 an der Belastung
gleich dem Spannungsabfall JZ j in der Leitung ist. Dies
gilt unabhdngig von der Phasenverschiebung cp2' Di e groOte
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Leistung selbst ist dagegen von ihr abhangig. Durch Einsetzen
von Z2 = ZI wird

oder

.' . . . (56)

und da

<P2= - (Pk'

Es wird also in G1. 56, da CPk - CfJ2 = 2 CPk '

1 +cos (CPk -- CP2) = 2 cos"CPk'

wird
p2

N 2 m ax = 4R (57)
1

Stromdiagramm.

Fig . 34.

/
/

/
I

I
/

/
I

/
I

/

!J

Als Anwendungsbeispiel fiir die Inversion werde das Strom
diagramm auf dies em Wege abgeleitet.

Wir wollen die konstante Primarspannung in die positive Y~Achse

legen, die Wirkstrome sind dann
die Ordinaten, die Blindstrome die
Abszissen des Stromdiagramms, und
zwar Iiegen nacheilende Blindstrome
in der positiven X-Achse, voreilende
in der negativen.

Da man von der Reihenschal
tung der Soheinwiderstande 51+ 32
durch einmalige Inversion zu den
Leitwerten bzw, den Stromen ge
langt, verwendet man das Spiegel
bild der Scheinwiderstande, indem
man positive Blindwiderstande
gegen die Wirkwlderstaade urn 90°
nach riickwarts, negative nach vor
warts gedreht aufbragt, Somit
macht man in Fig. 34 in Richtung der positiven X-Achse 00 = Xl'
senkrecht dazu 0 D = R1 , dann ist 0 D = ZI' Wird ferner ein beliebiger
Wert von X 2 = D H, der dazugehorige von R2= HE aufgetragen,
so ist DE=Z2' ;Y D E H= CfJ2 und OE=OD +DE=31 +32'

Bei Veranderung des Betrages von ::2 bei konstantem CP2 be-
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wegt sich Punkt E auf der Geraden DE, sie ist der Ort des Vek
tors, del' den resultierendan Scheinwiderstand 51 + 52 darstellt.

Del' Ort del' resultierenden Leitwerte bzw. der Strome ist daher
ein Kreis durch den Ursprung, dessen Mittelpunkt M auf einem
Lot OF vom Ursprung auf die Gerade DE liegt,

Del' Radius OM erscheint gegen die positive X-Achse urn den
selben Winkel rp2 zuriickgedreht, wie die Gerade DE gegen die
Ordinatenachse.

Da wir von dem Spiegelbild der Scheinwiderstdnde ausgingen,
bezeichnet die Zurlickdrehung des Radius urn rp2 eine Nacheilung
von J gegen P2' bei Voreilung ist del' Radius urn rp'J gegen die
X-Achse nach vorwarts gcdreht. r

Die Vektoren von 0 nach dem Kreisbogen 0 B A stellen alle
moglichen Strome von Z2 = 0 bis z'J = 00 dar. Flir Z2 = 0 (kurz
geschlossene Leitung) ist Punkt A invers zu D und im Strornmafl-

stab 0 A _ P I = J k urn ({'k = arctg XR l gegen PI verzogert, OB = J
~ 1

ist invers zu E und stellt den Strom fiir den durch DE dargestellten
Wert- von z'J dar, er ist gegen PI urn ({'I verzogert, Dem unendlich
fernen Punkt del' Geraden (Z2 = (0) entspricht der Ursprung 0 und
J = 0 (offene Leitung). Da 0 A = J k unabhangig von del' Belastungs
art ist, gehen alle Kreise flir verschiedene Werte von rp'J durch A,
alle Kreismittelpunkte liegen auf dem Mittellot M S auf 0 A.

Die Ordinate B N von 0 B = Jist der Wirkstrom J cos rpl'
daher auch ein Mail filr die zugefiihrte Leistung N l = PIJ cos 'PI'

Der Ordinatenabschnitt BL verhalt sich z!1 B N wie R 2 : R; + R 2 •

Daher stellt B L
J2 R2 = P2 J cos ({'2=N2

im gleichen MaBstab dar wie B N
J2 (R l + R2 ) = PI J cos ({'I = N l •

Del' Ordinatenabschnitt zwischen dem Kreis und del' Geraden
oA ist proportional del' sekundaren Leistung, das Verhaltnis B L :B N
des Wirkungsgrad N 2 : N 1 •

N 2 ist am groBten Iiir B m auf dem Mittellot auf OA . Da

~l = ~2 +S51

war , wird auch ~! = ~2 +S .
51 31

Im Diagramm ist OA = ~1 = J
k

, OB = J , daher die dritte Seite
ZI

P
A B = ~, sie verhalt sich zu 0 A wie P; : PI' Aus dem Diagramm

~ .
ist daher ferner ersichtlich, daB flir maximale Leistung (Punkt B m )

P 2 = J ZI ist, wie friiher abgeleitet.
Eine Verallgcmeinerung dleses Diagramms findet sich in Kap. XII.
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17. Leistungsmessung nach der Drei-Voltmeter-Methode.

Ist ein Stromverbraucher in Reihe mit einem Ohmschen Wider
s ta nd R geschaltet, so lautet Gl. 55

P 12= P2
2+ (J R )2+2P2 (J R) cos CP2 '

und hiermit wird die sekundare Lei stung

P 2_ P22 _(J R)2
N2 =P2J cOS CP~ = 1 2 R ... (58)

Fig. 35.

mal so groB wie die zu messende Leistung.
cos CP2

also

Man miBt also mittels je eines Voltmet ers (s. F ig. 35) die Ge
samtspannung PI ' den Spannungsabfall
im Wid erstand und die Spannung an
dem Stromverbraucher und berechnet die
Leistung nach Formel 58.

Diese Methode ist von Swinburn e,
A yr t on und Su m p n e r angege ben wor
den. Sie hat den Nachte il, daB ein ziem
lich groBer Widerst and erforderlich ist.
Damit die Genaui gkeit der Messung groB wird , soli moglicbst J R
=P2 sein, damit wird aher der Verlust im Widerst and J2R =P~J,

1

}' r a e n ck el , Wechselstrome, 2. Anfl. 4
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18. Grundgesetz fur die Parallelschaltung von Stromkreisen.

Sind mehrere Stromkreise parallel geschaltet, so haben aIle die
gleiche Spannung. Jeder Zweigstrom ergibt sich durch Division
der Klemmenspannung durch den Scheinwiderstand des Zweiges, und
der Gesamtstrom ist die geometrische Summe der Zweigstrome. Es ist

S1 = ~ = \l3~1 = \l3(g1 + jb1)
51

S2= ~ =\l3~2=~(g2+jb2)

S3= \l3 = \l3~3 = ~ (ga+ jb3 )
53

Der resultierende Scheinwiderstand der Parallelschaltung ist

~= 2)(~)= ~ +~ +~+ .. .,.. . . (59)
5 5v 51 52 53

der resultierende Scheinleitwert

~ = 2: (~v) = ~1 + ~2 + ~3 +... = g + j b, . (60)
g=gl + g2 + ga + = X ((Jv) (61)
b=b1 +b2+b3 + = 2' (b,.) .. . . . (62)
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Die Phasenversohiebung des resultierenden Stromes ist

b X (b v )

tg rp =g = X (gS '

Man addie rt die Wirkstrorne und die Blindstrome bzw. die
ihnen entsprechenden Wirk- und Blindleitwerte und setzt sie geo
metrisch zu dem resultierenden Strom bzw. zu dem resultierenden
Scheinleitwert zusammen.

19. Der resultierende Scheinwidcrstand von zwei parallel
geschalteten Zweigen.

Nach GJ. 59 ist

oder

. . . . . (63)

Urn diesen Scheinwiderstand graphisch zu ermitteln , verfahrt
m an wie folgt. Durch Division durch 01 wird

o ~

3: =01+02 .

Bezeichnet man die Summe 01+ 0-2 mit 3' und set zt di e Phasen-
winkel rp, 'P: » rp2' cp', so wird auch

'Zei 'P z, ei 'Po
- -.- = --7"--.- , •
Zl e1 'PI Z e1 'f'

Diese Gleichung zerfallt in zwei , die erste ist

die zweite

Fig . 36.

~-"7""'=----+---="..J.c '

man daher (s. Fi g. 36) OA ==Zl' OB= 72 nach GroBe
rp1 bzw. CP2 gegen eine Anfangslage auf , so ist OC ihre
Macht man nun das Dreieck ADO ahnlich dem Dreieck

4*

,
cp - rp1= CP2- rp •

Es verhalt sich also der
Betrag des resultierenden
Scheinwiderstandes Z zu dem
des einen Zweiges , wie der
des anderen Zweiges zur
Summe, und die entsprechen- o<r::'---'-'-'_ '-

den Phasendifferenzen sind
gle ich.

Tragt
und Phase
Summe z'.
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aBO, so ist OD der gesuchte Scheinwiderstand z nach GroBe und
Phase. Zur Konstruktion braucht man nur das Dreieck OBO nach
OB'O' zu legen und durch A die Parallele AD zu O'B' zu ziehen,

Beispiel. In einem Stromkreis seien eine Anzahl Gliihlampen
in Reihe und zu jeder eine Drosselspule parallel geschaltet, um beim
Durchbrennen einer Lampe eine Unterbrechung des ganzen Strom
kreises zu verhindern (s. Fig. 37). Es solI untersucht werden, wie
sich beim Erlosohen einzelner 0 A

Lamp"" de< Sl<om : nd damit die ...-c••••0:"'./
<.

F

Fig . 37. Fig. 38.

Helligkeit der iibrigen Lampen andert, wenn die Klemmenspannung
des ganzen Stromkreises konstant gehalten wird.

Sei R 1 der Widerstand einer Lampe, R2 , X 2 , Z2 sind die Kon
stanten einer Drosselspule.

Ist z der aus der Parallelschaltung von R1 und Z2 resultierende
Scheinwiderstand, J der Gesamtstrom , so ist die Spannung einer
Gruppe

P'=Jz
und der Lampenstrom

P'Jz
J1=If=-if'

1 1

d. h. der Lampenstrom ist stets dem Gesamtstrom proportional und
andert sich wie dieser, man braucht daher nur die Anderung des
Gesamtstromes zu untersuchen,

Die Aufgab e mage graphisch mittels der Inversion behandelt
werden. In Fig. 38 ist 0 A = R1 , 0 B = Z2 (und zwar das Spiegel
bild) und 00 der resultierende Scheinwiderstand z ,

Vergrolrert, man den MaBstab auf den nfachen Betrag , wobei
n die Zahl der Gruppen ist, so ist OO=n z der Scheinwidcrstand,
wenn aIle Lampen brennen, und 0 B = nz2 , wenn keine Lampe
brennt.

Sind mLampen erloschen, so sind die Scheinwiderstande (n-m)z
und mZ2 zu addieren. Macht man aD :00 = m : n, aD = mz, so
daB OD= (n-m)z ist , und zieht DE parallel zu OB, so wird

m
DE= n;OB=mz2 • OE ist also die Summe aus (n-m)z und
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L

o

mz2 • Andert sieh m, so bewegt sieh E auf der Geraden 0 B der
art, dal3 OE :OB=m:n ist. OB ist das Diagramm der Schein
widerstande.

Das Stromdiagramm bei konstanter Spannung ist daher der
zur Geraden 0 B inverse Kreisbogen F HG, dessen Mittelpunkt M
auf dem Lot von 0 auf 0 B liegt. 0 F stellt den Gesamtstrom nach
Gral3e und Phase dar, wenn aIle Lampen brennen, OG wenn keine
Lampe brennt und 0 H wenn m Lampen erlosehen sind. H wanders
bei Anderung der Zahl m auf dem Kreis von F bis G .

Man sieht , dal3 bei konstanter Klemmenspannung die Strom
anderung sehr bedeutend werden kann. Sie wird um so kleiner, je
weniger z = 00 sich von Z2 unterscheidet, Da

b=~~=_b_2_,

31 + 32 1 + 32
31

ist dies aber nur der Fall, wenn 32 klein gegen 31 ' d. h. der Strom
in der Doppelspule groB gegen den Lampenstrom ist, dann ist der
Wirkungsgrad der Anlage schlecht. Es ist daher zweckmafliger, die
Stromquelle nicht auf konstante Spannung, sondern auf konstanten
Strom zu regulieren. Wie die Spannung hierbei zu andern ist, gibt
die Gerade CBan.

20. Stromresonanz.

Ein Kondensator und eine Drosselspule sind parallelgeschaltet
(F ig. 39). Die Scheinwiderstande der beiden Zweige sind:

i
3i=Ri + i wL , 3c=Re- wO'

Der Scheinwiderstand der Parallelschaltung ist nach Gl. 63

R R -I- L +.( LR _ Ri) fie
i c I 0 J W e wO

3p = (1 )R .-I-R -+-J' wL--
• lei wO

Macht man
Wirk- und
schaltung

den Nenner reell, so erhalf man den
den Blindwiderstand der Parallel- Fig. 39.
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Wird X p Null, so verhal t sich der Stromkreis wie ein Ohmscher
Widerstand. X p wird zunaohst Null , wenn w = 0 oder CX) ist, Ein
Gleichstrom (w = O) flieBt nur durch die Drosselspule, der Ge
samtwiderstand ist Rio Ein Strom von sehr hoher Frequenz (w = (0)
fliefit nur durch den Kondensator, der Gesamtwiderstand ist R

c
'

Xp wird ferner Null, wenn

}

/Y;--R o
1 / 75 - j -

W= - - - - -

VLC ~_ -R ~
C c

• • 0 • • • (66)

a) Die Widerstiinde sind gleich Hi = R; = R (wobei Rauch

Null sein kann); aber der Wert V~~ sei ausgeschlossen. Die zweite

Wurzel in Gl. 66 'wird 1 und

. . . . (67)

Rl/ ? _= o
• L '"

( R - ~ -) = R (1- L) 0

w C bQ

Bei dieser Frequenz heb en sich die Blindstrome auf. Aus Gl. 64 wird
hierbei

z~ z
R = - - - = - -

p 2 R 2 cos <p ,

wo z der Scheinwiderstand jedes Zweiges, ± <p sein Phasenwinkel ist.
D er Gesamtstrom ist 2 cos <p mal so graB wie jeder Zweigstrom. Fur
kleine Verluste (cos <p klein) steUt die Parallelschaltung bei der Frequenz
W o fast eine Unterbrechung einer Leitung dar, analog wic die
Reihenschaltung von Drosselspule und Kondensator bei der gleichen
Frequenz bei kleinen Verlusten nahezu einen KurzschluB darstellte.
Dart waren die Teilspannungen viel groBer als die Gesamtspannung,
man sprach von Spannungsresonanz, hier konnen die Teiletrome
gegen den Gesamtstrom sehr graB werden, man nennt dies Strom
resonanz. Sind z, B. die Verluste [edes Zweiges je 2 % von der
Scheinleistung (cos <p = 0,02 ), so ist jeder Zweigstrom 25 mal so groB
wie der Gesamtetrom.

. Eine solche Schaltung hietet Stromen von verschiedener Fre
quenz sehr verschiedene Scheinwiderstdnde,

Wir stellen diese in Abhangigkeit von dcr Frequenz w wieder
durch das Frequenzverh iiltnis und das Widerstandsverhaltnis wie bei
der Reihenschaltung dar und set zen

1 ~- = b
wo = vt-c W o

(R + j wL) = R (l + j ~)
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Es wird

und der Betrag

Fur W = wO' b =-1 wird der Wirkwiderstand bei Resonanz

55

und endlich

. . . . . (68)

Fig. 40.

o ~z ~q ~6 q8 ~o lZ r,q ~5 ~8 ~o
_w-

w.

Bei kleinen VerIusten ergibt sich ein sehr ahnlioher Verlauf
zp = l(w) wie fiir die Leitwerte bei der Spannungsresonanz mit
scharf ausgepragtem Maximum. Bei grolreren Widerstanden ist das
Verhalten verschieden; die Kurve lauff fur co Null und unendlich nicht

nach Null, sondern nach R. Wird e= 1, d. h. R = 11£, so erhalt

man in Gl. 66 den unbestimmten
Wert §. Nach Gl.68 u. 69 wird
zp = Ro= R. Der Stromkreis ver
halt sich bei allen Frequenzen wie
ein konstanter Ohmscher Widerstand.

Wird endlich e> 1, so ist in
Gl. 66 die zweite Wurzel wieder
gleich 1, bei der Frequenz W o hat
man aber nicht ein Widerstands
maximum sondern -ein Minimum.

Fig. 40 zeigt ~ ala Funktion
o

von !!!.- fiir e= 0,1, 0,5 , 1 und 2.
Wo

b) Sind die Widerstande ungleich aber klein gegenV ~' so

ist das Verhalten ahnlich dern bei gleichen Widerstanden. Ist ein Wider-
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R

Fig. 41.

t eil wie die mit

stand groBer als -V~ ,del' andere kleiner, so ist in Gl. 66 die zweite

Wurzel imaginal', es gibt dann keine Frequenz mehr, bei del' die
Blindstrome sich aufheben.

21. Leistungsmessung nach del' Drei- Amperemeter -l\Iethode.
Entsprechend del' Methode del' Leistungsmcssung mit drei Volt

metern hat Fl eming eine solche mit dr ei Amperemetern ang egeben.
Schaltet man zu einem Stromkreis, del' bei del' Spannung P einen
St rom J

1
unter einem Phasenwinkel cp aufnimmt, einen Ohmschen

Widerstand R 'parallel, EO nimmt diesel' einen Strom J2 = ~ auf, del'

gegen J
1

urn cp voreilt. Del' Gesamtstrom wird

J2 = J1 2 +J2
2 + 2 J 1 J2 cos cp.

Die Leistung des Stromes J1 ist

N = P J1 cos cp = J1 J2 R cos cp
und da her

N = (J2 - J 1
2

- J2
2) R . ( )

2 .. 70

Man miBt (s, Fig. 41 ) die Teilstrome und
den Gesamts t rom und berechnet die Leistung
nach Gl. 70.

Die Messung hat abel' den gleichen Na oh
drei Voltmetern.

22. Korrektionslormeln fur Leistungsmesser,
Die meist verwendeten Leistungsmesser beruhen auf dem elekt ro

dynamischen Prinzip. Sie besitzen eine feste, vom Hauptstrom i
des zu messenden Kreises du rchflo ssene "St romspule" , in deren
magnetischem F eld eine drehbare Spule schwingt , di e den Zeiger
tragt, und die im NebenschluB zu dem zu messenden Stromkreis
liegt. Del' NebenschluBstrom i" hangt von del' Spannung ab, und
das mittlere Drehmoment ist proportional dem Mittelwert M (i i,,).
Del' Ausschlag a ist dem Drehmoment proportional. Ist C die Kon
stante des Instruments, so ist Co: = M (ii").

Del' Hauptstrom sei urn cp gegen die Spannung verzogert, del'
wL

Neben schluBstrom urn Cp", wobei Cp"= arctg R " ist,

"L" ist die Induktivitat, R" del' Widerstand del' Spannungsspule.

a a=M (ii..)=JJ"cos (cp-cp, )=J P cos (cp _ cp )
I VR,,2+(WL,,)2 "

P
= J If cos (cp - cp,,) cos cp" .

"



22. Korrektionsformeln fiir Leistungsmesser.

Die Leistung ist

57

N =PJ ecs ip,

Daher wird N = 0 a R cos q;
n cos (q;- 91n) cos 91n

oder N = OaR 1 + tg'.l 91n • • • • . . (71)
n 1 + tg 91 tg 91"

Damit der Ausschlag der Leistung genau proportional ist, muB
tg 91n verschwlndend klein sein, dies wird durch groBe Vorschalt
widerstande Rn erreicht.

Die gemessene Leistung bedarf einer weiteren Korrektur, je
nachdem die Spannungsspule an die Klemmen der Belastung oder
an die Klemmen der Stromquelle geschaltet ist (s, Fig. 42a und b).

Wird die dem Stromverbraucher zugefiihrte Leistung gemessen,
so ist bei der Schaltung Fig. 42 a von der gemessenen Leistung

p'.l
der Verlust in der Spannungsspule R zu subtrahieren, und bei

n

Fig. 42b der Verlust in der Stromspule J'.l R« :

Fig. 42a. Fig. 42b.

Wird die Leistung des Generators gemessen, so sind die ent
sprechenden Betrage zu addieren,

Die Genauigkeit erfordert, daB die Schaltung gewahlt. wird,
bei der die Korrektur am kleinsten ist.

Bei groBer Spannung und kleinem Strom ist die Korrektur fUr
die Stromspule meist kleiner und Schaltung Abb.42b zu wahlen,
bei kleiner Spannung und groBem Strom ist die Korrektur fiir die
Spannungsspule meist kleiner und dann die Schaltung Abb. 42 a
vorzuziehen.



Sechstes Kapitel.

Znsammengesetste Stromkreise.

23. Zwei parallelgeschaltete Impedanzen in Reihe mit einer dritten. - 24. Die
Wheatstonesche Briicke fiir Wechselstrom. - 25. Erzeugung von 90° Phasen
verschiebung zwischen Strom und Spannung. - 26. Die Scha.Itungen von
Boucherot. - 27. Spannungsregelung einer Leitung durch Blindstrom. - 28. Be-

rechnung von StromverteiJungen durch Superposition.

Unter zusammengesetzten Stromkreisen sollen solche verstanden
werden, die z. T. durch Reihenschaltung und z. T. durch Parallel
schaltung entstehen. An Hand einiger Beispiele soll die Anwendung
der graphischen und symbolischen Methoden weiter geiibt werden.

23. Zwei parallelgeschaltete Seheinwiderstande in Reihe mit
einem dritten.

In einem Stromkreis sind nach Fig. 43 zwei parallele Schein-
8 z, widerstande Zl Z2 mit einem dritten Zo in

~
Reihe gesehaltet. Es soll untersucht
werden , wann der resultierende Schein-

~0"2 "3 widerstand bei Unterbrechung eines

F · 43 Zweiges seinem Betrag nach unverandert
19. .

bleibt,
Es seien in Fig. 44 Zl = OA und Z2 = OB unter ihren Phasen

winkeln qJ gegen irgendeine Anfangsrichtung aufgetragen.

M'
/If" »>-

Fig. 44.
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Zl sei als Ohmsehcr Widerstand angenommen, als CPl = 0, so
ist die Richtung OA die Anfangsrichtung , und Z2 = OB eilt urn

wL.> OA
CP2 = arctg R gegen vor.

2

Z = 00 .ist del' nach Seite 51 ermittelte Scheinwiderstand del'
Parallelschaltung von Zl und Z2 ' SolI nun die geometrische Summe
von Zo und Z ebenso groB sein wie die von Zo und Z2 ' so muB del'
Anfangspunkt M des Vektors M 0 = Zo auf dem Mittellot in B 0
liegen, denn dann ist M 0 = M B .

Es gibt also eine groBe Zahl von Scheinwiderstaden zo' bei
denen dies moglich ist, jeder hat einen anderen Phasenwinkel qJo'

MOist gegen die Ausgangslage urn CPo im Sinne del' Verzogerung
gedreht, d. h Zo enthalt Widerstand und Kapazitat . Liegt M in ~1'.

so daB zo'= if' 0 in die Anfangsrichtung fallt, so ist zo' ein induk
tionsfreier Widerstand; liegt endlich M in M", so daB Mil 0 gegen
die Ausgangslage im Sinne del' Voreilung gedreht ist, so ist Wider
stand und Induktivitat vorhanden.

Liegt das Lot auf BO parallel zur Ausgangsrichtung, so ist oin
Sehnitt mit ihr nicht mehr moglich, Zo kann also nur noch Wider
stand und Kapazitat enthalten. Dies ist del' Fall, wenn BO senk
reoht zur Ausgangsrichtung liegt, d. h. wenn Z2 cos CP2 = Z cos cP oder
wenn R.~ gleich dem resultierenden Widerstand del' Parallelschaltung
von Zl und z~ ist.

24. Die Wheatstonesche Brueke fUr Wechselstrom.

Die Soheinwiderstande del' vier Briiekenzweige in Fig. 45 seien
Zl' Z2 ' zS' zp ihre Phasonwinkel CPl' CP':l' CPs' CP4' Damit das Galvano
meter nicht ausschlagt, muB die Spannung zwischen den Punkten 0

c und D Null sein, d. h. es muB die Span
nung zwischen den Punkten A und 0

o
'--- ---( rv l----~

Fig. 45. Fig. 46.

nach GroBe und Phase gleich del' zwischen A und D , und ebenso die
Spannung zwischen C und B glcich del' zwischen D und B sein .
Dann ist abel' auch J

l
=Js und J 2 =J4 • In dem Vektordiagramm

Fig. 46 ist AB del' Vektor del' Klommenspannung , fie besteht aus
den beiden 'I'eilspannungen

AC=Jl Zl = J 2 z 2 OB =Js Zs =J4 Z4 '



60 Zusammengesetzte Stromkreise.

und iiber diesen Spannungen sind die Spannungsdreiecke konstruiert
Durch Division der Spannungsgleichungen erhalf man unter Beriiok
sichtigung der Stromgleichungen

oder

Zl= Z2

za Z4

Die PhasendifIerenz zwischen den Stromen ist

. . . . (72)

CPl - CP2= CPa - CP4 '

Die heiden Bedingungen, die erfiillt rein
besten folgendermaJ3en geschrieben worden :

Zl Z4 = Z2 za

CPl +CP4 = CP2 +CPa'

. . (73)

miis sen, konnerr am

. (72a)

. (73 a)

Es miissen erstens die Produkte der Betrage gegeniiber
liegender Seheinwiderstande und zweitens die Summen ihrer Phasen
winkel gleich sein .

Liegen an einem beliebigen Knotenpunkt zwei Ohmsche Wider
stande, ist also z, B. CPt = CP2 = 0, so miissen die Phasenwinkel der
beiden anderen Zweige gleich sein, d. h. CPa = CP4 ' Liegen dagegen
in gegeniiberliegenden Zweigen der Briicke Ohmsche Widerstande,
so sind die Phasenwinkel der beiden anderen auch gleich, sie haben
aber entgegengesetztes Vorzeiehen, d. h. liegt in dem einen eine
Drosselspule , so mull in dem anderen ein Kondensator liegen.
Es ergibt sich also die Moglichkeit einerseits Induktivitaten unter
sich, andrerseits eine Kapazitat; mit einer Induktivitat in der Briicke
zu vergleichen.

Vergleich von In d uk t iv it auen. Es liegen in don Zweigen
1 und 2 die Widerstande R 1 und R 2 • In 3 und 4 liegen

za= VRa2+ (W La)2= Rs VI + tg2 CPa'

Z4 = VR42+ (w L4)2= R4VI + tg2 CP4 '

Da nun CPs = CP4 werden soll , wird GI. 72 a

R1 R4 = R2 Rs . . . . . . . • (74a)
und ferner

tg CPa = tg CP4

W L; W L4

Rs =R;
oder

L 3 s, n, ( b)
L~= R

4
=R~' . . . . . . .. 74

Man gleicht daher zunaehst mit Gleichstrom ab, so daJ3 die
Bedingung 74a erfiillt ist ; bei der Abgleichung mit Wechselstrom
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Fig 47.

'-- - --it'\.J}-- - --'Ya = V(}r+ (w O)'J und
a

tgCPa =- wORa'
entspreohende Scheinwiderstand ist

1 Ra Raza=-= = .,
Ya v'l+ (wORa)'J v'l +tg'Jcpa

Del'

wird dann die zweite Bedingung erfiillt. Diese gilt unabhangig von
del' PeriodenzahI.

Vergleich von Indukti vitat und Ka p az i t a t.
in den gegeniiberliegenden Zweigen 1 und
4 Fig. 47 die Ohmschen Widerstande R1

und R 4 , in 2 del' Widerstand R'j und die
Induktivitat L , in 3 die Kapazitat 0 und
parallel dazu del' Widerstand Ra.

Del' Leitwert des Zweiges 3 ist

ferner

z'j = v'R.~ 'J + (wL'J)'J = R'J v'l + tg'J cp'J .

Aus GI. 72a wird daher

VI + tg'J cp"
Rl R4 = R2 Ra + Q . ,

1 tg" epa

odor, da dem absoluten Wert nach cp2= epa sein solI ,

R; R 4 = R'J Ra •••• ... (75a)

Da tg CP'J = - tg epa' wird f erner

wL
R = w GRa

'J
oder

Nach Abgleichung del' Widerstande mit Gleichstrom wird erst
del' Gl. 75a geniigt, die Abgleichung mit Wechselstrom ergibt dann
die Erfiillung del' Beziehung 75b. Diese ist auch wieder von del'
Periodenzahl unabhangig.

Leistungsmessung mit del' Briicke.

Zur Verlustmossung in Kondensatoren bei Hochspannung
ist die Wattmetermethode ungeeignet. Eine von del' Phys. Techn.
Reichsanstalt verwendete Briickenachaltung ") zeigt Fig. 48. 0

1
ist

del' zu untersuohende Kondensator, dessen Verlustwiderstand R
1

mit

1) Semm, Archiv f. Elektrotechnik, Bd. IX, 1920, S. 30.
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01 in Reihe angenommen werde. 02 ist ein verlustfreier (Luft-)
Kondensator von bekannter Kapazitat, Rs und R

4
kapazitats- und

induktionsfreie Widerstande, 04 ein veranderlicher geeiohter Kon
densator.

Da hier rps = 0, rp2 = - 90° ist, wird

CPl+rp4=-900

- sin (PI = cos T'«:

somit

cos CPl = - sin f('4'

Daher

Fig. 4'3.

und

. °
R1 =Rs 0:'

Ebenso wird

ZI -ZI sinf{'1 1 _ _ R;l
= -zozs- ~- -,

Y4 Y4COS(P4 w01R4 " w02

R4
01 = 0 2 jf '

:1

(
p )2

Der Verlust i rt N 1 = -.! RI , worin PI die Spannung an 01
ZI

und 02 ist. Ist Ra gegen den groBen Widerstand RI zu vernach
lassigen, so ist angenahert PI gleich der Spannung der Briicke P. Da

R1 R IZ ,= - - -= - - -
1 cos CPI - sin rp4

wird nach Einsetzen des Wertes von R 1

N
P~Co. 0

I = -R O---=-- SIn" CP 4 '
3 4

worin fiir kleine Winkel - sin rp4 "'"' - tg CP4 = R4 W 04 gesetzt werden
kann.

25. Erzeugung von 90° Phasenverschiebung zwischen Strom
und Spannung,

Fur MeBzwecke (Zahler) ist es oft n6tig, eine Phascnverschiebung
von genau 90° zwischen dem Strom einer Zahlerspule und der
Spannung zu erzeugon. Da cine Drosselspule stets einen gewissen
Ohmschen Widorstand hat, ist der Strom gogen die Spannung an
dcr Spule um weniger als 90° phasenverschoben, es sind daher be
sondere Schaltungen erforderlieh . von denen einige hier beschrieben
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Fig . 50.Fig. 49.

word en sollen. (Eine ausfiihrliche Zusammenstellung s. tVa I t z ,
ETZ 1905, S. 230 .)

Methode von Humm el (Fig. 49)' Parallel zur Zah lerspulo
mit dem Scheinwiderst and Zo Iiegt ein Ohmseher Widerst and R

1
und

in Reiho mit beiden eine Drosselspule
z :J' Es solI nun del' Strom J 0 del'
Zahlerspule gegen die ganze Kl emmen
spannung P urn genau 90 0 verzoger t
sein.

Fig. 50 zeigt das Vektordia-
gramm, Dam Strom J 0 eilt dio

Spannung J o Zo um ({Jo = arctg OJ:0 VOl', in Ph ase mit Jo Zo liegt del'
o

Strom J
1

im Widerstand R1 , Del' Gesamtstro m Jist die Summe

d J 'h ' I OJt; di S Jaus J o un l' 1 m ei t um C{!:J = arctg R ie pannung Z:J VOl',
2

die mit JoZo zusammen die Klemm enspannung P ergibt .
Die Beziehung zwischen den Scheinwiderstanden, damit P gegen

J o urn 90 0 voreilt, ergibt sich wie folgt.
Es ist

ferner

Das Verhiiltnis zwischen P und J o ist also durch den Schein
widerstand 3 au sgedriickt, in diesem mull del' Ohmsche Widerstand
Null sein. Es ist

Del' reeIIe Teil wird Null, wenn

R _XoX2-RoR2 ( )
1- R ' R . , ,'. .. 76

J -t- 2



o
Fig. 51.
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ist. Der Blindwiderstand ist

X _ (Rl +RO)X2 + (Rl + R2) Xo- R
l

•

Setzt man den Wert aus (76) filr R; ein, so wird

X_XOZ22+X2Z02 . )
- XoX2-RoR~' .... (77

Methode von Gorges (Fig. 51). Bier liegen zwei Zahlerspulen,
C deren Scheinwiderstand Zo sei, in

zwei gegeniiberliegenden Zweigen
einer Briicke, in den heiden an
deren Zweigen gleichgrol3e Ohm-

,~ r ..-v"Y'YY\

sche Widerstande R I • Die Punkte
o und D der Briicke sind durch
den Ohmschen Widerstand R2

verbunden, und vor die Briicke
ist eine Drosselspule Z3 geschaltet.

Aus der Symmetrie folgt, daB
die Strome und Spannungen der heiden Spulen Zo unter sich und
ebenso die der heiden Wideretande R; unter sich gleichgroB und
in Phase sind. In dem Diagramm Fig. 52 bilden also die Spann
nungen der vier Briickenzweige ein Parallelogramm A 0 B D, in

wL
dem AO = D B = J o z(' ist und gogen J o um CPo = arctg --.!!

ro
voreilt, wahrend AD = 0 B = J I RI in Phase mit J

l
ist. DO ist

p

Fig. 52.

die Spannung zwischen den Punkten D und 0 der Briicke und
gleich J 2 R2 in Phase mit dem Strom J 2 , der sich als geome
trisehe Differenz von J l und J o ergibt. Die Spannung an der
ganzen Briicke ist die Summe aus JoZo und JI RI und gleich
A B, und der gesamte Strom J die geometrische Summe aus J o und
J l . An A B reiht sich nun die Spannung J za der Drosselspule, so
daB die Klemmenspannung P = A E dem Strom J o um 90 0

voreilt.
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26. Die Schaltungen von Boucherot.

Fig. 53.

J
l.

Von Boucherot wurden einige Schaltungen angegeben, die unter
dem Namen "Kondensator-Transformatoren" bekannt sind, und die
zur Transformierung einer konstanten Spannung in einen konstanten
Strom dienen. Hiermit soll in Anlagen mit in Reihe geschalteten
Bogen- oder Gliihlampen die Unabhangigkeit des Stromes von der
Zahl der in Reihe geschalteten Lampen erreioht werdon.

Bei der einen Schaltung ist parallel zu dem
Lampenstromkreis, dessen Scheinwiderstand Zo sei,
nach Fig. 53 ein Kondensator und vor das Ganze
cine Drosselspule gesehaltet. Ist J1 der Ladestrom
des Kondensators, so ist

~-j w8=~030 oder ~1 =i~030WC

~= ~o + ~1= ~0 (1 +J" (030)'

Die Klemmenspannung ist

~ = ~030 + j ~ wL= ~o [30 +j w L (1 +j wO 30)J

=~0[30(1 -w'.lLO) +jwLJ.

Macht man
1

Q)L= wC'

so wird J o unabhangig von Zo

~ . ~
.\50=-) wL'

Diese Beziehung gilt offenbar nur, wenn der Kondensatorstrom
kreis und die Drosselspule widerstandsfrei sind.

Setzt man w L = ~ = X , so ist der Gesamtstrom
wO

~=~o (1 +j~),
und nach Einsetzen des Wertes von ~o

~ = :2 (30 - j X ),

J= :2 y'R02+(XO-X)'.l.

1st der Belastungsstromkreis unterbrochen, d. h. Ro und Xo= 00,

so wird J = 00, beim sekundaren KurzschluB dagegen, Ro= Xo= 0,

wird J= ~.
F rae n eke I , Wechselstrome. 2. Aufl . 5
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Schaltung ist die Briiekensehaltung Fig. 54. Hier
sind wegen der Symmetrie die Strome und
Spannungen der beiden Kondensatoren unter
sieh, und die der beiden Drosselspulen unter
sieh gleich. Es ist

~1 + ~o=~~

\l3 = i 00t» L - i _~1_ •. wC

Eliminiert man 01' so wird

m . ~ (L 1 ) + . ~o1" =)"5 OJ - - -. J-.
2 wO wC

weitere

c

o

Fig . 54.

Bei einer zweiten Schaltung sind Kondensator und Drosselspule
der Abb. 53 miteinander vertauscht, die Beziehungen sind ganz
analog.

Eine

1
Wird wieder io L = - gemacht, so ist

wO

o=-j \l3 w C=-j~
o wL

unabhiingig von der Impedanz zo'

Der Gesamtstrom ist

o= ~1 + 02= 2 ~2 - So'

S ied L 1 . hd .etzt man wie er OJ = wO = X , so 1St nac em zweiten

Kirchhoffschen Gesetz fur eine der Maschen A 0 D oder 0 B D

j02X+Sooo = -j~J X=-j (S2-S0)X

202 =So(l +i~)
~ 2 ~ Cl< • ~ 00·_ \l3
"5= "5\1-000=J "50X-- X2 00'

Auch hier wird der Primiirstrom bei offenen sekundiiren Klemmen
(zo= 00) unendlich groB, dagegen wird er bei kurzgesohlossenen
sekundaren Klemmen (zo = 0) gleich Null.

Der praktischen Verwertharkeit dieser Schaltungen fiir Stark
strome steht die hohe Scheinleistung der Drosselspulen und Konden
satoren entgegen. So wird fiir die erste Schaltung das Verhiiltnis
der Scheinleistung des Kondensators zu der des Verbrauchstrom
kreises
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Das letzte Verhaltnis wird ein Minimum fiir to L = zo' und ist
fiir CPo = 0 gleich 2, die Scheinleistung der Drosselspule wird zwei
mal so groB wie die der Belastung, die des Kondensators ebenso
groB, zusammen gibt dies die dreifache Scheinleistung. Berechnet
man die kleinste Summe, so erhalt man fiir die Drosselspule

1,5112 = 2,121 , fur den Kondensator l Y2= 0,707,

zusammen die 2,828fache Soheinleistung.

27. Spannungsregelung einer Leitung durch Blindstrom.

Oft wird verlangt, daB die Spannung am Ende einer Leitung
unabhsngig von der Belastung konstant gehalten werde, wenn die
Spannung am Leitungsanfang konstant ist. Hierzu verwendet man
einen leerlaufenden Synchronmotor, der am Leitungsende an
geschlossen ist. Er hat die Eigenschaft, je nach der Erregung seiner
Pole einen voreilenden oder nacheilenden Blindstrom aufzunehmen
dessen GroBe durch die Erregung einstellbar ist, die Einstellung
kann selbsttatig erfolgen. Der Wirkstrom, den er zur
Deckung seiner LeerIaufverIuste aufnimmt, kann, weil
klein , im folgenden auBer Betracht bleiben (oder zum
Belastungsstrom der Leitung gerechnet werden).

In dem Vektordiagramm Fig. 55 ist der Be
lastungsstrom J2 am Ende der Leitung gegen die dort
herrschende Spannung P2 urn CP2 verzcgerb, der Blind
strom des Synchronmotors J o urn 90 0 voreilend , die
Summe ist der Leitungsstrom J1 , dem der Spannungs
abfall J1 z in der Leitung entspricht. Die Summe von P2 und J

1
z ist

die Spannung PI am Leitungsanfang. Die Spannungsgleiohung ist
somit

\l32 + (32 +30) &= \l31
und durch Division durch 3 die Stromgleichung

\l32 + ~ +~ _ ~1
3 "-'2 ,vo- 3 .

ist der KurzschluBstrom der Leitung bei der Spannung \l32' ebenso

der KurzschluBstrom fiir \l31'

Tragt man in Fig. 56 \l32= 0 A urn CPk verzogert gegen \l32 auf,
3

hieran A B = 32 unter CP2 gegen \l32 und 30 = B C urn 90 0 gegen ~2

voreilend, so ist 0 C = \131. • SolI \l31 und ~1 konstant sein , so muB
3 3

bei Veranderung von ~2 30 sich so andern, daB sein Endpunkt 0
5*
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• . . . (7S)

auf dem Kreis mit dem Radius PI liegt. Es gibt eine Grenzbe-
z

lastung, bei deren Ubersohreitung die gewiinschte sekundare Spannung
nicht mehr erreicht wird. Die Grenze ist durch den Scbnitt des
Kreises mit der Ordinatenachse (P2 ) gegeben, Es muB somit die
Bedingung erfiillt sein:

P 2 + PI-;- cos CfJk J 2 cos CfJ2 < --z
PI > .12 Z COSCfJ2 +P -p-- cos CfJk •

2 2

Fig . 56.

Die GroBe des Stromes Jo berechnet sich aus

Jo=BC -OE - OG

= ~~ sinCfJk+ J 2 sin CfJ2 - V(~lr=(~2 COS€fJk+ J2 cos CfJ2r . (79 )

.q "",",C ~ B Im Grenzfall wird der Ausdruck unter
i ..~ '.J I dem Wurzelzeichen Null.
I II ~ : Bei unbelastetem Netz miiBte Jo negativ
I I (nacheilend) und gleich AD sein, seine GroBe

: folgt sus Gl. 79 fiir J 2 = o.
i Urn den Synchronmotor gut auszu-

~ ---l!L-_---l£~ nutzen, wird man die Verhaltnisse so wah-
len, daB der groBte nacheilende Strom (bei
Leerlauf) ebenso groB ist wie der groBte vor

Vollast). Dieser Fall bereohnet sich wie folgt .eilende Strom (bei
Es ist bei Vollast

(
p )2 (P )2 (P \.~
-;- = -: cos €fJk + J 2 cos €fJ2 + -/ sin €fJk +J2sin €fJ2 - J 0)

und bei Leerlauf

Setzt man die rechten Seiten einander gleieh, so wird

(j=JQ= COS(€fJk-€fJ2)+H
J 2 . 2 sin €fJk +?; sin €fJ2

. . (StI)

worin zur Abkiirzung t = J 2 Z2 : P2 gesetzt ist.
Das Verhaltnis (j der Strome, das auch das Verhaltnis der

Scheinleistungen des Synchronmotors und der Belastung ist, hangt
in erster Linie von €fJk und €fJ2 und uur zum kleineren Teil von ?; ab o

Das Verhaltnis der primaren zur sekundsren Spannung bereohnet
sich nun
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28. Berechnung von Stromverteilungen durch Superposition.

Die Berechnung del' Stromverteilung in Netzen mit Maschen
und Knotenpunkten erfordert die Aufstellung eines Systems von so
vielen linearen Gleichungen wie resultierende Soheinwiderstande
zwischen je zwei Knotenpunkten vorhanden sind. Andert sich die
Belastung eines Zweiges, so andern sich im allgemeinen die Strome
aller Zweige und del' Gesamtstrom ; die Rechnung wird dabei lang
und uniibersiohtlioh. Da die Gleichungen linear sind, laBt sich die
Bereohnung durch Anwendung des Superpositionsprinzips oft
wesentlich vereinfachen. Dies sei an einem einfachen Beispiel er
Iautert,

Berechnung ei n er BriickenschaH.ung, Fig. 57. Sind die
fiinf Scheinwiderstande Zl bis zr; untereinander
verschieden, so waren zur Ermittlung aller
Zweigstrome schon fiinf Gleichungen, etwa zwei Jl

Maschen und drei Knotenpunktsgleichungen
aufzustellen. Dies vereinfacht sich mittels del'
Superposition wie folgt. Zunaehst werde fiir
den Strom und die Spannung jedes Zweiges
eine Richtung als positiv ,angenommen, wie in
Fig. 57 durch Pfeile angedeutet, sie ist willkiirlich, ist abel' fiir allo
Rechnungen beizubehalten,

Die wirkliche Stromverteilung werde aus zwei anderen zu
sammengesetzt.

1. Die Querverbindung 0 D sei unterbrochen, also Jr; = O.
2. Del' noch unbekannte Strom Jr; werde iiber die Klemmen D

und 0 von auBen in die Briicke ein- bzw, fortgeleitet.
Damit die Superposition den wirklichen Zustand ergibt, muB

die geometrische Summe del' in beiden Fallen vorhandenen Span
nungen an den Hauptklemmen AB die Netzspannung P ergeben
und an OD die Spannung Po =J"zr;. Besteht im ersten Fall an
AB die Netzspannung P, so muB im zweiten Fall dort die Spannung
Null sein, d. h. diese Punkte sind fiir den zweiten Fall als wider
standslos verbunden anzusehen.

Damit ergeben sich zwei einfach zu berechnende Schaltungen.
An den Klemmen 0 D erhalt man zunachst im ersten Fall eine
'Spannung Pr;'. Im zweiten ist eine Spannung Pr;" zuzufiihren. Diese
ist, wenn del' Scheinwiderstand del' iiber A B kurzgeschlossenen
Briicke in bezug auf CD kurz mit Zk bezeichnet wird ,

- \l3r;" =,sr;3k' . . . . . . . . (81)
wobei das negative Zeichen daher riihrt, daB Pi>" als auBere Span
nung von D nach 0 gerichtet ist, wenn .1." bei D in die Briicke ein
und bei C fortgeleitet wird.
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• . (82a)

Resultierend wird somit

~5' + ~5" = ~5 =~5 05

oder naeh Einsetzen des Wertes aus 01. 81

~/ = ~5 (05 + 3k)' • • . • • . . (82)

woraus hervorgeht: Man erhalt den: Strom J.", wenn man die bei
offenem Zweig aD dort bestehende Spannung P5' in diesem Zweig
bei kurzgeschlossenen Hauptklemmen wirken lii.f3t.

Es hereehnet sieh nun zunachst P/ bei offenen Klemmen aD

~~/ = ~ [- 1- - +31 _ J . .. (83)
. 33 I 34 31 32

ferner

und nach Gl. 82
0< _ ~n'
"55 - 35 + 3k ..

Die 'I'eilstrome ~1 his ~4 und der Gesamtstrom ~ sind

SI =-~-+~:;~-
31 + 32 31 + 32

S=_L_~ ~
2 31 + 0-2 :; 31 + 32

~3 = 33~.~ - ~5 33t 3:
0<_ ~ +0< 33
"54 - 33+ ~ "55 33 + 3:

S = SI+ ~3= ~2+ ~4 =~ [_ 1_ _ + _1__J
·31+ 32 33 + 34

+0< [_ 03 01 _J=~'+~ ~5' (85)
"55 33 + 34 31 + 32 5 ~ . •

Wie die letzte Gleichung zeigt, ist J die geometrische Summe
aus dem bei offenen Klemmen C D bestehenden Strom J' und
dem mit dem (komplexen) Verhaltnis ~:;' : ~ multiplizierten Strom
~5. Es ergibt sieh somit. die Regel zur Berechnung der Anderung
des Gesamtstromes , wenn der zuvor offene Zweig eingesehaltet
wird: Die Anderung des Gesamtstromes ergibt sich durch Multi
plikation des Stromes des hinzugeschalteten Zweiges mit dem Ver
haltnis der Spannung an den offenen Klemmen zur Netzspannung.

And erung der B elastung. Die Leistungsgleichung erhalt
man durch Multiplikation der Stromgleichung mit der Netzspannung
P , wobei naeh der Regel Kap. III S. 34 die Leistung als der reelle
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Teil des Produktes aus dem Vektor der Spannung und dem zum
Strom konjugierten Vektor erhalten wird.

[~Sk]r= [~ ~'k ]r + [~ ( ~5 ~'rl

Der ers te Ausdruck rechts ist die Leistung bei offenen Klemmen,
der zweite der Leistungszu wach s. Dieser ist im allgemeinen ver
schieden von dem Wert [~,,' ~/·Jr . Ist namlieh P5' gegen P urn
einen Winkel y phasenverschoben, J " gegen P/ urn CfJ5' somit gegen

P urn CfJ5' +r, so ist ~i) ~' urn r gegen ~5 und urn (h' + 2 Y gegen

P phasenverschoben und der Leistungszuwachs wirdP,,'J5 cos (CfJo +2y).
Dem Produkt [~5' ~.~kJr entspricht hingegen eine Leistung P5'J 5 cos CfJ5'

Die heiden Ausdriicke werden in folgenden Fallen gleich:
1. Wenn alle Phasenwinkel Null, d. h. aIle z Wirkwidcrstdnde sind.
Hier gilt die L eistungssuperposition, wobei der Belastungs

zuwachs gleich ist dem Produkt aus dem Strom des hinzugeschalteten
Zweigs und der Spannung an den offenen Klemmen. Sie trifft bei
Gleichstrom stets zu,

2. Wenn y = 0 oder 180 0 ist, d. h. wenn Po' mit P gleichphasig ist.
In unserem Fall trifft dies zu fiir

Zl 2:a = Z22:4 und CfJ2 - CfJl = CfJ4 - CfJa'

Ist dabei Zl < Z2 ' 2:4 < Za' so ist Y = 0 , im andern F all 180 0.

3. I st CfJ5' = 90°, so ist der Leistungszuwachs nur Null , wenn
glei chzeitig r= 90 ° oder Null ist,

In allen anderen Fallen ist der Leitungszuwachs

P 5'J " (cos CfJ5' cos 2y - sin CfJo ' sin 2 y) .

Eine Verallgemeinerung dieser Beziehungen ist in Kap. XII ab
geleitet.
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29. Darstellung durch Fouriersche Reihen.

Die in der Technik verwendeten Wechselstrome weichen im
allgemeinen mehr oder weniger von der Sinusform abo Wir er
weitern daher unsere Betrachtung auf periodische Strome, deren zeit
licher Verlauf eine beliebige Kurvenform hat.

Die rechnerische Behandlung solcher Strome beruht auf der
Reihenentwicklung naoh Fourier.

Danach kann eine beliebige einfach periodische Funktion dar
gestellt werden durch eine Reihe von Sinusfunktionen, deren Peri
odenzahlen sich wie ganze Zahlen verhalten; die Zahl der Glieder
der Reihe kann endlich oder unendlich groB sein.

Dies bedeutet, daB man sich einen beliebigen periodischen Strom
zusammengesetzt denken kann aus einer ai n usfo rm igeu Grund
welle von derselben Frequenz wie der periodische Strom, und einer
endlichen oder unendliehen Zahl von dariiber gelagerten sin us
formigen Oberwellen, deren Frequenzen 2, 3, 4, ... mal so groB
sind wie die der Grundwelle.

Aus diesem Grunde nennt man Wechselstrome von beliebiger
Kurvenform mehrwellige Wechselstrome.

Die Gleichung einer Oberwelle ist
ix=ixmsin(xwt+'If'x) (86)

Hierin ist x eine beliebige ganze Zahl , to die Kreisfrequenz der
Grundwelle, x to die Kreisfrequenz der betrachteten Oberwelle von
der Ordnung x , ixm ihre Amplitude und 'If'x ihr Phasenwinkel.
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Die Gleichung der aus unendlich vielen Wellen zusammen
gesetzten periodischen Stromwelle ist daher

x=«> x= co

i=~i"=~.i"msin(,,wt+'Ip,,), . . .. (87)
,,=0 "=0

worin fiir " der Reihe nach alle ganzen ZahIen von 0 bis 00 einzu
setzen sind. Dies ist die aUgemeinste Form einer Fourierschen Reihe.

Entwickelt man in GI. 86

i"m sin (" wt + 'Ip,,) = i"m cos 'Ip" sin" wt+ i"msin 'Ip" cos Yo cot

und setzt

so wird
i"msin 'Ip,,= b; (88)

i" = a" sin" wt +b.;cos Yo wt • . . . . (86a)

Hier ist jede Oberwelle in zwei urn eine Viertelperiode gegen
einander phasenverschobene Wellen von gleicher Frequenz mit den
Amplituden a" und b; zerlegt. Es ist

i"m=Ya,,2 +b,,2, tg 'Ip,,= b" .. . . . (89)
a"

Fur ,,= 0 ergibt Gl. 86 a

io=bo'

also einen Gleichstrom, aIle anderen Werte von " ergeben dagegen
Wechselstrome.

Hiermit kann die Gleichung eines beliebig periodischen Stromes
geschrieben werden

X = Gl"l x =oo

i=~a"sin"wt+bo+~b"cos"wt ... (87b)
,,=1 ,,=1

Ein mehrwelliger Strom kann also aus einem Gleichstrom und
einer Reihe von Sinusstrdrnen verschiedener Frequenzen zusammen
gesetzt sein.

Die Moglichkeit des Vorhandenseins eines Gleichstromes fiihrt
uns dazu, von den periodischen Stromen noch die r e ine n Wechsel
strome zu unterscheiden.

Bei einem einwelligen Strom ist nach Kap. I der Mittelwert
wahrend einer ganzen Periode gleich Null, d. h. es wird in einer
halben Periode durch den Leiter eine ebenso groBe Elektrizitatsmenge
in der einen Richtung bewegt wie wahrend der folgenden Halb
periode in der anderen Richtung. Da alle Oberwellen wieder Sinus
form haben, gilt dies auch fiir sie.

Fur einen periodischen Strom, der aus einer Grundwelle und
einer Anzahl Oberwellen besteht, ist daher das Integral

T

q = f idt
o
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Fig. 58.

fur eine ganze Per iod e gleich Null. Die von der Stromkurve mit
der Abszissenachse gebilde ten positi ven und negativen Flachenstiieke
sind gleichgr oB (s. Fig. 59 bis 61). E inen solchen Strom bezeichnet
man als r e in en Wechselstrom.

Sind dagegen die posi tiven und negativen Fl achenstu cke nich t
gleichgroB, wie in Fig. 58, so bedeutet di es, daB di e in einer
Rich tung bewegte Elektrizit atsmenge gro Ber ist als di e in der

an deren. Di es wird d urch das Vor
handensein ein es Gleichstromes in der
Stro mweUe bedingt. Er ist in der
GJ. 8 7b durch das Glied -bo darge
ste llt, und di e in einer Periode be
wegte Elektrizitatsmenge ist qo= boT.
Verschiebt man in F ig. 58 die Ab
szissena chse X - X parallel zu sich
selbst, bis di e von der neuen Achse
X' - X' und der Stromkur ve be

grenzte n positiven und negativen Flachenstiicke gleichgro B sind, so
ist der Abstand der neuen Achse von der a lte n gleich bo'

Das Fehlen di eses Gliedes kennzeichnet einen r einen Wechselstrom.
Di e durch Induktion in ro tier enden Maschinen und in Tran s

formatoren erz eugten Wechselstrome sind reine Wechselstro me. Denn
der InduktionsfluB 'P durch eine Spule ist eine per iodisc he F unkt ion
d er Zeit, er ist zur Zeit (t + T ) ebenso groB wie zur Zeit t ,

Di e in einer Windung induzierte EMK ist

d 'P
e= -dt'

daher
T

- Jed t = 'P(TJ - 'FlO) = 0 .
o

30. Ermittlung der Amplituden der Fourierschen Reihe.

E s soll nun gezeigt werden , wie fiir eine beliebige periodische
Funktion die Koeffi zienten a", bo und b; der Reihe Gl. 87b ermittelt
werden konnen , wenn das graphische Bild der Funktion gegeben ist.

Zur Abkiirzung bezeichnen wir di e Abszissen mit x an statt mit
ost, di e Ordinaten mit y. Die Lange der Welle auf der Abszissen
achse ist dann 2 at : Bezeichnet nun x di e be sonder e Welle, deren
K oeffizienten gesucht sind, und l di e beliebigen Werle von x , so
multipliziere man aile Ordinaten y mit dem zug ehorigen sin x z und
bilde den Mittelwert iiber eine Periode, Di eser ist

2",

2
1
n Ju sin x x d: x ,

o
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Da hierin
).=00 . =00 I

Y = ~ a). sin 2 x + bo+~ b. cos A. x,
<=1 .= 1

erhalt man ein e R eihe von Produkten von den drei Formen :
2:.

1. 2
1:n:fai. sin A. x sin " x dx

IJ
2:.

2. 21:n:fbo Sin" xdx

o
2:.

3. 21:n:fb). coSA.XSin"xdx.

o

75

(90)

Von diesen Integralen werden aile Null, bis auf jenes der ersten
Form, bei dem A. =" ist. Di eses wird

2:.

1 f ." d ax2 :n: ax SI n" " x x = 2 .
o

Es ist daher
2:r

ax = ~fy sin" x dx
it

o

Multiplizier t man zweitens alle Ordinaten y mit COS" x und
bildet den Mittelwert tiber eine ganze Periode, so wird ganz analog

2 :r

bx = ..!:- f Yeoe x x d«
:n:

o

(91)

Endlich ist der Mittelwort der Ordinaten Y wahrend der ganzen
Periode

2:.

bo= 1 .fydx • • . . • • • . . (92)
2:n:

o

31. Besondere Kurventormen.

1. Bei den meisten in der Technik vorkommenden Wech sel
st r omen ist die ne gati ve H aibwelle das Spiegelb ild der po sitiven
H albwelle in bezug auf die Abszissenachse. E s sind a lso jeweils zwei
Momentanwerte im Abstande einer halben P eriode entgegengeset zt
gleich (s. Fig. 59) d. h.

Y(z-';- :r )=-Yx . . . . .•• . (93)
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Fig. 59.

Rei einer solchen Kurve fiiIlt das Glied bo fort, die Ordinate Y,
die zur Abszisse x gehort, hat nach Gl. 87a den Wert

yx = .J:ax sin" x + .J:b: cos" x ,

und zur Abszisse x + n -gehort die Ordinate

Y(x+ :r)=.J: ax sin" (x+n) +.J: b" COS" (x+n ) .

Es ist

sin,,(x+n) = sin ("x+"n)= (-lr sin x z

COS" (x + n) = cos ("X +" n) =(_1)" COS" x.
Die Bedingung 93 wird also , nul" er-

fiillt, wenn x eine ungerade Zahl ist, und
,'\ es folgt:
: \/' , _,'\ Eine periodische Kurve, deren

:' : \, negative Halbwelle das Spiegelbild
Ii" del" positiven in bezug auf die Ab

v'!-f-- - -ll-;..- - - -l
- szissenachse ist, enthiilt nul" unge-

radzahlige Oberwellen.
Berechnet man fiir eine solche

Kurve die Koeffizienten ax und bx nach
Gl. 90 und 91 , so ist bei Bildung del"
Produkte

Y(x+ :r) sin" (x + n) = Yx sin " x,
Y(x+ :r) COS" (x + n) =Yx COS" x .

Hieraus folgt, daB die Integrale fiir die positiven und nega
tiven Halbwellen denselben Wert haben, Man braucht daher das
Integral nul" libel" eine halbe Periode zu erstrecken und erhalt,

:r

ax = :fYSin" XdX (90a)

v
:r

bx = :fYCOS"XdX
o

2. Ist eine Kurve .in bezug auf den
(s. Fig. 60), so ist

. . (91 a)

Ursprung symmotrisch

und
Da

Y(- x)=-Yx

Y(2:r-xj =-Yx (94 )

Y\2n-x)= .J:ax sin " (2 7l - ' x) + .J:bx cos ,, (2 n - x)

und sin" (2 n - x )= sin (2 n" -" x) = - sin" x

COS" (2 7l - x)= cos (2 n " -" x) = + COS " x,

folgt, daB die Bedingung 94 nul" von den Sinusgliedern erfiillt
wird, alle Kosinusglieder fallen fort.
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3. Ist bei einer Kurve einerseits die negative Halbwelle das
Spiegelbild der positiven in bezug auf die Abszissenachse und ist
sie andrerseits in bezug auf den Ursprung symmetrisch (s. Fig. 61),
so erhalt sie nach vorstehendem nur ungerade Sinusglieder. Hier ist

Y(n-z) =Y", '

Fur ungerade Werte von ", die hier nur in Frage kommen, ist

sin" (n - x) = sin" x,
und daher

Y( ;c-x)sin" (n - x) =Yx sin" x.

Fig. 60. Fig. 61.

. (90b)

Hieraus folgt, daB das Integral Gl. 90a in den belden Halften
der Halbwelle von 0 bis n /2 und von n/2 bis n den gleichen Wert
nat. Man braucht also nur von 0 bis n /2 zu integrieren und erhalt

st

2

a" = ~fY sin" x dx

o

Beispiele. 1. Die rechteckige Stromkurve (Fig. 62), die durch
Kommutierung eines Gleichstromes erhalten wird, entspricht dem
dritten der soeben besprochenen FaIle. Sie hat daher nur ungerade
Sinusglieder und es kann Gl. 90 b verwendet worden.

Fig. 62. Fig. 63.

Die Ordinate Y hat den konstanten Wert J, daher ist
n st
i z=2

a"=~fJSin"xdx=-~-~cosxxI = 4 J
n n «

o z=o
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Durch Einsetzen der ungeraden Zahlen fiir " erh alt man so
mit die Gleichung der rechteckigen Stromkurve

Y = ~ J (sin x + ~ sin 3 x + ~ sin 5 x + ...) . . (95)

Die Amplituden der Oberwellen sind ihrer Periodenzahl um
gekehrt proportional.

2. Die Trapezkurve (F ig. 63). Sie ist von Wichtigkeit fiir die
Feldform von Wechsel strommaschinen. Auch hier kann Gl. 90b
verwendet worden. Hier ist

y=J~ von x = o bis x =a
a

it:
von x=a bis x = 2"'

Daher

~ a 2

a x = ~JJ sin xx dx = ~ J Ccf x sin x x dx+ fSinx xd x).

o 0 a

Das er ste Integral ist
a1f . . d 1 [ ain x z; xcos" xJ,,= a

- z sm e z x =- L- --- - -
a a x'J " ,,=0

o
sin" a cos" a

= ax~ - -,,-

das zweite Integral ist

2

f . COS" a
SIll x X dx = --;- .

Daher wird
a

4J .
ax = nIX x2 SIll " a ,

(97)

und durch Einsetzen der ungeraden Zahlen fur " erhalt, man die
Gleichung der Trapezkurve

4 J [ . . + 1 . . + 1. . + ] (96)Y = - - sin a sm x - SIll 3 ee SIll 3 x - SIll 5 a SIll 5 x . ..
nee 9 ~

Besondere FaIle des Trapezes.
a) Fur das Dreieck ist a = n j2 und sin x a = +1 , wobei das

+-oder - -Zeichen gilt, je naehdem ,,= 4 n + 1 ist, worin n eine
ganze Zahl oder 0 bedeutet. Daher ist

8 J [ . 1. +1 . ]Y = " 8Ill X - - 8Ill 3x - 8Ill 5 x - . ..
n- 9 25

sin" IX
b) Fur das Rechteck ist a = O. Der Grenzwert nahert

"a
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Fig. 64.

(s. Gl. 95).

sich fur IX= 0 dem Wert 1, daher ist, wie schon zuvor gefunden,
4J

a,.=-- 
:rex

c) Ist x a =:re oder ein Vielfaches davon, so wird sin x a = O.
Die Oberwelle der Ordnung .» = :re fa und die Vielfachen fallen fort.
Da nun nach Gl. 96 bei dem Trapez die Amplituden der Ober
wellen umgekehrt proportional dem Quadrat ihrer Periodenzahl sind,
ist nachst der Grundwelle die dritte Oberwelle am groBten. Das Trapez
niihert sich also am meisten der Sinusform, wenn die dritte Ober
welle fortf1illt, hierzu muB somit a = :re j3 sein. In dieser Kurve sind
dann nur noch Oberwellen der Ordnung x =(6n±1) enthalten, und da

:re 1 --
sin xe = sin(6n+ 1) 3 =+2-V3 ,

wird fiir das Trapez mit IX = :re f3

6 V3 J ( . 1.. + 1 . )Y = -.,- sin x - -;- SIn 0 x -4 sin 7 x - . .. .
it: 20 9

Diese Betrachtung gibt den Grund an, weshalb zur Erzielung
einer moglichst sinusf6rmigen Feldverteilung I
bei vielen Wechselstrommaschinen nur 2/3des ~
Polbogens bewickelt werden. J

3. Die Kurve des kommutierten Sinus- - 0 . - - - - - -
X Z:JC

stromes (Fig. 64). Bei dieser Kurve ist I

Y( -x)=Y(+x),

woraus folgt, daB hier nur die Kosinusglieder vorhanden sind; auBer 
dem enthiilt sie einen Gleichstrom.

Setzen wir in Gl. 91

und

so ist

2;r

i;=~-Jy eos x xdx

o
y=Jsinx von x = 0 bis x=:re
y = - J sin x von x =:re bis x = 2 :re ,

n 2;r

b,.=~ [JsinxcosxxdX-- fSinxcosxXdX]

o st

;r

= !-J[Sin (x + 1) x - sin (x -1) x] dx
2:re

o
2;r

- -~f[sin (x+1) x - sin (x - 1) x] d x
2:re

st

_ J r1-(-lyx+l) _1- C-1y,.-1)]
-:reL (x+1) (x-i) '
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Dieser Ausdruck wird Null, wenn x ungerade ist; es bleiben
nur die geradzahligen Oberwellen. Ist x gerade, so wird

b,,=2:[X~1-X 11J=-n(x~-J 1)"

Nach Gl. 92 wird ferner
st

bo= JfsinXdX= 2J .
n n

o

Daher die Gleichung des kommutierten Sinusstromes

Y = 2 J [1 _ 2 cos ~_~ _ ~os 4 x _ 2 cos~ - .. .J. (98)
n 1·3 3 ·5 5·7

32. Arithmetische Analyse.

Die technisch vorkommenden Wechselstromkurven lassen sich
nicht in so einfacher Weise in ihre Teilwellen zerlegen, wie die
behandelten Beispiele. Urn eine mehrwellige Stromkurve zu analy
sieren, verwendet man ein angenahertes Vedahren, indem man die
Integration ersetzt durch eine Summation einer endliehen Zahl von
Ordinaten, die in einem endlichen Abstand voneinander liegen.

Die dadurch erhaltene Annaherung an die wirkliche Fouriersche
Reihe wird im allgemeinen urn so groCer, je mehr Ordinaten ver
wendet werden. Da die Verwendung einer grollen Anzahl von
Punkten aber sehr umstandlich ist, beschrankt man sich auf kleinere
Zahlen, und es soIl zuerst untersucht worden, in welcher Weise die
Zahl der Ordinaten das Verhaltnis der aus der Rechnung erhaltenen
Amplituden zu den wirklichen bestimmt. Dies laCt sich leicht er
mitteln, wenn man, wie es gew6hnlich der Fall ist, die Ordinaten
in gleichem Abstand voneinander wahlt ").

Teilt man vom Koordinatenanfangspunkt an die ganze Periode
(2 n) in n gleiche Teile, zu denen die Ordinaten Y1 , Y2 , • • • , Yn im

Abstande 2 n gehoren, wobei die Ordinate Y zur Abszisse x = v 2 n
n v n

gehort, so treten an die Stelle der Integrale Gl. 90 und 91
2", 2 n

a" = ~JYSinXXdX, b,,= ~JYCOS"XdX
1 0

zwei Summen von je n Gliedern, deren jedes aus dem Produkt
der Ordinate Y und dem zugehorigen sin x x bzw. cos x x besteht;

dem Abstande dx entspricht die Strecke 2 n . Die Grenzen sind
n

1) S. A. Schleiermacher, ETZ 1910, Heft 49.
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. . . (100)

. . . . (99)

2n
X = - und X = 2 n, Bezeichnen wir die mit n Teilpunkten er

n
mittelten Ko effizienten mit a x(n) bzw. bx(n) , zum Untersohied von
den Kooffizienten ax wid b x der wirklichen Reihe, so ist

z=2n
2 '\"1 .

a x (n)=-~ ysmxx
n 2 ",
2:= -

n
2:= 2 ",

bx (n) = ~5:y cos x x
n 2",
z= -

n

Bezeichnet nun wieder x die Oberwelle, deren Amplitude ge
sueht ist, A die beliebigen Werte x , so ist die Gleichung der Kurve,
s. Gl. 87b,

<1J 00

y = ~ a 2 sin AX + ~ b2 cos Ax . . . . . (101)
1 1

wobei bo fortgelassen, d. h. ein reiner Wechselstrom zugrunde ge
legt ist,

Setzt man diesen Wert von y in Gl. 99 und 100 ein , so erhii.lt
man fur jeden Wert von A in jeder der beiden Gleichungen zwei
Reihen von je n Gliedern, die in Gl. 99 Produkte der Form ent
halten

sin Axsin xx , cos AX sin XX)
und in Gl. 100

sin AX cos xx, cos AX cos xx
Diese konnen der Reihe nach ersetzt worden durch

~ cos (2~ x)x - l cos (A + x)X

- ~ sin (2 - x) x+l sin (2+x)x
und

. (102)

~ sin (2 - x) x + ~ sin (2+x)x
t cos (A - x) x + ~ cos (2+ x)x.

Fiir jeden Wert von 2 enthalt nun [ede der Gl. !)9 und 100 vier
Reihen von je n Gliedem der zuletztgenannten Formen, Diese Glieder
stellen n Ordinaten einer Sinuskurve dar, die in gleichem Abst and
voneinander auf (..i +x) ganze Sinuswellen verteilt liegen . Ihre
Summa ist fUr die Sinusfunktion stets Null, fur die Kosinusfunktionen
wird sie im allgemeinen Null, auBer bei gewissen Werten von (..i +x ).
Ist namlich (1+ x) = 0, so wird

cos (1+x)X = cos a= 1 ,

1st ferner (..i +x) ein Vielfaches (z) der Teilungszahl n, so ist, da
2n

X=Y-,
n

2 n
cos (2+x) x = cos z n Y --;;: = cos Y Z 2 n .

Fraenckel , Wechselstrome. 2. Aull . 6
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Da hierin v und z ganze Zahlen sind, hat jedes Kosinusglied
den Wert 1 .

Fur (1+ x) = 0 , n, 2 n , 3 n usf. wird also jedes Kosinusglied 1 ,
und die mit ~ multiplizierte Summe der n Glieder ist n j2 .

Hiermit erhalt man die Amplituden a,,(n) und b"(n) nach Gl. 99
und 100

a,,(n)= ~.1."1y sin x» = a" - an-" +an+" - a~n-"+a2n +" - +...n
(103)

b,, (n)=~2ycosxx=b" +bn- ,,+bn+ ,,+b2n_,, +b2n+"+...n
(104)

Man sieht, daB jede bei der Analyse erhaltene Amplitude
Oberwellen enthalt, deren Ordnung urn so hoher ist, je gr6Ber die
Zahl der Teilpunkte n ist.

Bestimmt man z. B. die Grundwelle mit n = 18 Teilpunkton,
so sind in dem Resultat auch noch die 17 . und 19., die 37. und
35. usf. Oberwelle enthalten. Die Bestimmung der 7. Oberwelle ent
halt auch die 11. und 25. usw.

Bei symmetrischen Kurven, die nach S. 76 nur ungerade Ober
wellen enthalten, geniigt die Summation iiber eine Halbwelle. Isn
jetzt n die Zahl der Teilpunkte der Halbwelle , so ist

x =n2X .a" (n) = - Y SIn x x, n
sz

x = 
n

. . . (99 a)

. • . .. . (100 a)

Jede Summe hat n Glieder. Fiir y ist wieder der Wert Gl. 101
einzusetzen. (1+x) sind jetzt stets gerade Zahlen. Die Sinus
reihen fallen wieder fort. Die Kosinusreihen haben jetzt, abgesehen
vom Vorzeichen, die Form

~ [COS(l+ x)~+...+ cos(l +x)n].

Diese Reihe ist Null, aul3er wenn

l+x
- 2- = 0 , n, 2n, 3n, ' "

ist. In diesen Fallen ist die Summe wieder i, so daB nun

a,,(nl=a,,-a2n- ,,+a2n+,,-a4n_,,+a4n +,,- .. . + (103a)

b,,(n> =b,,+b2n-,,+b2n+,,+b4n_,,+b4n +,,+". + (104a)
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Ausfiihrung d er Analyse.
Wir betrachten den fiir die Technik wichtigsten Fall, daB nur

ungerade harmonisehe vorhanden sind. n sei wieder die Zahl der
Teilpunkte der Halbwelle. In den Summen, die nach G1. 99 a und 100 a
zu verwenden sind,

n
2 "\7 .

a,,=- ~ysIn"x,
n n-

n n

lassen sich nach Run ge l) jeweils zwei Glieder zusammenfassen.
Solche Glieder Iiegen in gleiohem Abstand von der Mitte der Halb-

welle (x =~). Hat der eine die Abszisse x=v;, so ist die des

zweiten (n - v):!, die Summe der Abszissen ist also gleich der
n

Halbwelle, Nun ist

. ( ):n . ( :n) . atsIn" n - v - = sIn x :n - v - = SIn x v - ,
n n n

:n (:n) :nCOS" (n - v) - = COS x :n - v - = - cos" V - •n n n

Die Ordinaten solcher Punkte sind also mit den gleiehen Sinus
und mit den entgegengesetzt gleiehen Kosinus zu multiplizieren.

Bei der Multiplikation mit sin xx hat man daher die Summe,
bei der Multiplikation mit cos xx die Differenz der beiden Ordinaten
zu nehmen.

Man faltet nun zweekmalsig die Reihe der Ordinaten in zwei,
so daB die mit demselben Faktor zu multiplizierenden Ordinaten
iibereinanderstehen, wie in dem nachstehenden Schema fur n = 12 Teil
punkte und den Abstand :nln = 15 0 angegeben ist. Man merkt sich
dieses Schema am einfachsten dadurch, daB die Summe der Indizes
der iibereinanderstehenden Ordinaten die Zahl n (hier 12) ergibt,
Das mittlere und das n te Glied bleiben fur sich. Dann bildet man
die Summon 8 und die Differenzen d.

Y1 Y2 Ya Y4 Y" Y6

Y12 Yll Y10 Y9 Ys Y,
Summen : 81 8'.) 8a 8 4 85 86

Differenzen : d6 d5 d4 da d.~ d]
Hierin ist

1) ETZ 1905, S.247 .
6'
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Es wird nun

a" = ~ [8 ] sin 15" +8~ sin 30 x +...+8 5 sin 75" + 86 sin 90y.J
b; = H d6 +dll cos 15x +d4 cosB u x + .. .+dl cos 75"J.
Da die ungeraden Vielfachen del' hier vorkommenden Winkel

bis auf das Vorzeich en stets wieder dieselben Winkelfunktionen 01'

geben, hat man somit nul' 5 Faktoren und den F akt or 1. Bei ge
wissen Oberwellen, namlich wenn x durch 3 teilbar ist , kommen
nul' di e Faktoren 0,7071 und 1 vor.

In del' nachstehenden Tabelle sind in del' ersten Vertikalreihe
die Winkelfunktionen angegeben, in den folgenden die mit Ihnen
zu multiplizierenden Ordinatensummen unter Berii cksichtigung des
Vqrzeichens, und zwar beziehen sich die 6 Vertikalreihen del' Reihe
nach auf die Amplituden al bis all ' Man mu ltipliziert also nach
einander die in einer Vertikalreihe stehenden Summen 8 mit den
neben Ihnen stehenden F aktoren, die Summe diesel' Produkte ist
dann das sechsfache del' Amplitude a" . Zur Ermittlung del' Ampli
tuden b" sind in dem Schema an St elle del' Summen 8 die Diffe
renzen d zu setzen, wobei sich das Vorzeichen von b; wie dort
angegeben ergibt.

0,2588 81 8:1 8s 8,

0,5000 82 8 2 -82 -82

0,7071 83 8, + 8;) - 8 ., - 8 " - 83 8, + 83 - 8s 83

0,8660 84 - 8 , 8 4 - 8 4

0,9659 8s 8 1 81 8a
1,0000 8 6 82 -80 8 6 - 80 - (82 - 8 6) - 80

I 6a1 6 a" 6 as 6 a, 6 a9 6 au
6 b, - 6 b3 6 bs -6 b; 6 b9 - 6 bu

Eine weitere Vereinfachung des Rechenverfahrens hat Schleier
m a cher v] angegeben, die darauf beruht, daB in den bereohneten
Amplituden a" und b; je nach del' Zahl del' Teilpunkte n nach
Gl. 10 3a und 104a auch die Amplituden von Wellen hoherer Ord
nung enthalten sind. Nimmt man wieder 12 Teilpunkte fiir die
Halbwelle an , so hat man fUr den Koeffizienten a

l
del' Grundwelle

zunachst den Wert al (a ) fur 12 Teilpunkte, gIeichzeitig abel' auch
die Werte al(6) , al(4 ) , a l (3 )' a l (2 ) fur 6, 4, 3, 2 Teilpunkte durch
Fortlassen del' Zwischenpunkte. Sollen z. B. wieder die ersten
6 Ko effizienten al bis all und bl bis bll bestimmt werden, wobei
<lie Oberwellen von del' 13 . an vernachlassigt werden, so erhalt
man fUr die verschiedenen Einteilungen nach Gl. 10 3a

a] (12) = a l [ - ao3 + a~r. - . . .

a l(6) = a l - au [-t- a 1 3 - •• .

' ) ETZ 1910, Heft 49.
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a1(4) =a1 -a. +all [-a1:; +...
a1 (a) = a1 -all + a. - aU[+a1a - .• •

a1 (2) =a1 - aa + all - a7 +a9 -aU [+a1a .. .

und aa(12) = aa [ - a2 1 + a'Ji - . . .

wobei die jeweils hinter der eckigen Klammer stehenden Oberwellen
vemaohlassigt werden.

Bildet man nun:

a1 (1'J) - a1 (a ) = eo = all
a1 (1 2 ) - a1 (4 ) = e4 = ai - a9

a1 (1 2 ) - a1 (a)= ea= all - a. + au
a1 (12) - at (2) = e2 = aa - a:; + a7 - a9 + au '

so erhiilt man : .
a1 = a1 (12 )

aa = aa(l 'J)

all = aa - e2 +e4 + eo
ai = all - ea+ eo
a9 = a7 - e4

all = ea•

Fiir die Koeffizienten b" hat man analog :
b1 (12 ) - b1 (o) = fa = - bll
b1 (12) - b1 (4) = f4 = - (bi + b9 )

b1 ( l 2 ) - b1 (3) = fa= - (bll + bi +bu)
b1 (12 ) - b1 (2) = f2 = - (ba + bi)+ b;+ b9 + bll) ,

worin b1 ('J) die Ordinate fiirden Anfangspunkt der Teilung mit
2 Teilpunkten ist. Hieraus wird dann

hi = b1 (1 2}

ba = ba (12)

bll = - ba - f2 +/4 + fa
b, = - b, - fa + fa
b9 = - bi - t,
bll = -fa ·

Fii r die Berechnung der Koeffiz ienten a1 (12) bis a1 (2) und aa (12)

verwendet man die nachstehende Tabelle, in der 8 1 bis 80 wieder
die aus der Zusammenfaltung der Re ihe gewonnenen Summen sind.
Fiir die entsprec henden Koeffizienten b" (n) sind dann wieder unter
Beriicksichtigung des Vorzeichens an Stelle der Summen 8 die Di ffe
renzen d zu setzen.

I
I

-- --

0,2588 8 1

0,5000 82 82 I0,7071 8 3 83 81 + 83 -8~

0,8660 8_

I

8_ 8_

I
0,9659 8~

1,0000 80 80 8 6 8 6 82 - 86
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Dieses Verfahren hat den Vorzug, daB, wo es zunachst nur
auf die Grundwelle ankommt, mit einer groberen Teilung, z, B.
n = 6 begonnen werden kann. Hierbei erhalt man fiir die Grund
welle schon je vier Werte aI (2) ' a'l(3)' aI (4 ) ' aI (6 ) und entsprechend
die bI (n ) ' Man kann nun durch Vergleich dieser Werte schon be
urteilen, ob noch hohere Harmonische vorhanden sind, und dann
zu deren Ermittlung die Zwischenpunkte fiir n = 12 hinzunehmen.
Auch lassen sich leioht durch weiteres Hinzufiigen von Teilpunkten
noch hohere Harmonische ermitteln.

33. Graphische Verfahren.

Ein sehr einfach auszufiihrendes und praktisch wichtiges Ver
fahren riihrt von Fischer Hinnen her (ETZ 1901, S. 396). Es
beruht auf dem, schon auf S.81 verwendeten Satz : Teilt man auf
der Abszissenachse die Lange von w ganzen Wellen einer Sinuslinie
in p gloiche Teile und zeichnet die Ordinaten (s. Fig. 65), so ist,
wenn w: p keine ganze Zahl ist, die Summe der Ordinaten gleich
Null. In der Figur ist w = 3, P = 5 .

Fig . 65. Fig . 66.

Ist dagegen w : peine ganze Zahl, so sind alle Ordinaten gleich
groB, ihre Summe ist daher p mal so groB wie die Anfangsordinate.

Ist eine Kurve gegeben, so teile man vom Koordinaten
anfangspunkt 0 aus eine ganze Periode 00' ab (s, Fig. 66). Der
Anfangsordinate entspricht x = 0, sie enthalt nach Gl. 101 alle
Amplituden bx •

Y(I) = bi + b3 + b5 + .. .
Teilt man nun die Periode 00' in 3 Teile und addiert die

3 Ordinaten, so enthalt, diese Summe nach vorstehendem nur die
Amplituden b; der Oberwellen, deren Ordnung ein Vielfaches von
3 ist. Fiir jede dieser Oberwellen enthalt die Summe den drei
fachen Betrag der Anfangsordinate. Daher ist die Summe der
3 Ordinaten
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Ebenso ergeben sich fiir 5, 7, ... Teile die Ordinatensummen:

lJY(6) = 5 (b6 + bl 6 +.. .)
lJY(i )= 7 (bi + )
lJY(D)= 9 (bD+ )

Hiermit lassen sich alle b; berechnen,
Verschiebt man den Anfangspunkt urn . eine ViertelwelIe, so

enthalt die neue Anfangsordinate fiir x = :ll/2 alle Amplituden der
Sinusglieder a", die abweohselnd positiv und negativ sind, da

. ":ll ...
sm 2 POSltlV ist, wenn

und negativ, wenn
,,=4n-1.

Daher ist
Y'(J )=a1 - as +a6 -ai +- ...

Teilt man nun von dem neuen Anfangspunkt die Halbwelle
wieder in 3, 5, 7, 9 Toile , so worden die Ordinatensummen

lJy'(S )= 3 (- as + a D - a l 6 • ••)

lJy'(6) = 5 (a:; - a l 5 • ••)

lJY'(7) = 7 (- ai +- ...)
lJy'ID )= 9 (aD - +...)

Hiermit konnen alle a" bereohnet werden.
Von den rein zeiohnerischen Verfahren diirfte das von R. Rothe

angegebene (ETZ 1920, S. 1000) das einfachste sein. Bei diesem
erhalt man sofort die resultierenden Amplituden

Es besteht darin, daB man die aufeinanderfolgenden Ordinaten der
in n Teile geteilten ganzen Periode einer gegebenen Kurve unter

den Winkeln ,,2:ll aneinanderreiht, Man verwendet dazu zweck-
n

maBig eine auf Pauspapier gezeichnete Windrose, deren Strahlen

unter sich die Winkel 2:ll bilden, und die man fiir den Zwack immer
n

wieder verwenden kann. Die Summe der geometrisch addierten

Ordinaten ergibt mit ~ multipliziert die gesuchte Amplitude i; m'
n

Der Beweis ergibt sich durch Entwicklung dar Summen in G1. 99
und 100:

ax=~ [Ylsin" (2:) + Y2 sin" 2(2:) + ... + ynsin" 2:ll]

i.=~ [ Yl COS" (2:) + Y2 COS" 2(2: )+ ..,+ Yn COS" 2:ll]
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Driickt man nun die geometrische Addition der Sinus- und
Kosinus-Glieder symbolisch aus und multipliziert die erste Gleichung
mit j und addiert sie zu der zweiten, so wird

i"m = b; + [a; = ~ (Y1e;" (~;) + y2e. ;" 2(2;)+ .. .+Yne;"2").

Bei symmetrischen Kurven liif3t sich das Verfahren sinngemiiB
fiir die Ordinaten einer Halbwelle anwenden, indem man sie unter

den Winkeln ,,~ aneinanderreiht, worin n die Anzahl Teilpunkte
n

der Halbwelle ist.

Weitere graphische Methoden s. Houston & Kennelly, ETZ 1898,
S. 714; Varreka, ETZ 1907, S. 482; Pichelmey er u. Schrutka, ETZ 1912,
S.129; v. Sanden , Arohiv f. Elektrotechnik 1912, Bd . J, S.42; Slaby,
Archiv f. Elektrotechnik, Bd . II, S . 19 und ETZ 1919, S.535. Uber experi
mentelle Aufnahme von Kurven s, Ohrlich, Aufnahme und Analy se von
Wechselstromkurven. Braunschweig 1906. Uber einen mechanischen Analysator
naoh Chubb B. Hart enheim , ETZ 1917, S. 48.

34. Effektivwert und Leistung mebrwelliger Strome.

Es seien zwei mehrwellige Wechselstrome gegeben

i = .E(a" sin" wt + b" cos" wt) =.E i"m sin (" wt + '/-',,) ,
i' = .E (a~ sin" t» t+ b~ cos" w t) = Z i~ m sin (" co t + 1jJ~ ).

T

Es soIl der Mittelwert ihres Produktes ~ Jii' d t berechnet wer-

o
den. Fiir zwei Sinusfunktionen von verschiedener Frequenz ist der
Mittelwert des Produktes gleich Null, ebenso fiir das Produkt einer
Sinus- und einer Kosinusfunktion von gleicher Frequenz. In dem
Produkt ·ii' braucht man daher nur Faktoren zu berlicksichtigen, die
sich aus zwei Sinus- oder zwei Kosinusgliedern von gleicher Frequenz
zusammensetzen, flir die n denselben Wert hat. Daher ist

T

; f ii' df, = 2 ~ (a"a~ +b"b~) = 2 ~i"m<; cos (1jJ" -1jJ~) (105)

o
Sind die beiden Strome i und i' identisch, so erhiilt man das

Quadrat des Effektivwertes (J)
T

J 2 - ~f '2dt - ".!.( '+b' ) - '\1.!..,- T ~ - .L.J 2 a." ,,- .L.J 2~" m'

o
Hierin ist
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das Quadrat des Effektivwertes der Oberwelle von der Perioden
zahl x ca, Daher ist der Effektivwert des mehrwelligen Stromes

J = 11.l;'J~ =VJI2 +Ja2 +J:;2+.,. . . . (106)

Er ist gleich der Wurzel aus der Summe der Quadrate der Effektiv
werte der einzelnen Harmonisohen.

Ersetzt mati in G1. 105 if durch eine Spannung P, so erha.lt
man die mittlere Leistung:

T

N· 1 f 'd ,\,1 . ( ') ( )=T pt t= L..J2P"mt"mCos 1p"-1p,, .. 107
o

Hierin ist
~ p" m i; m = P" J "

das Produkt der EfIektivwerte der x ten Strom- und Spannungs
welle und cos (1p" -1p~) = cos flJ" der Kosinus ihrer Phasenversehie
bung. Die mittlere Leistung ist

N = ,l;'P"J" cos flJ" = PI J I cos flJI +PaJ3 cos flJa +PI;J;; cos flJl; + ..,
(108)

Die Leistung ist die Summe der Leistungen der einzelnen Harmo
nischen. Oberwellen von verschiedener Periodenzahl sind voneinander
in bezug auf die mittlere Leistung vollstandig unabhangig. Aus
G1. 106 ergibt sich die Stromwarme in einem Ohmschen Widerstand R

J 2R = R (J I 2+Ja2+J:;2 + .,.).
Jede Oberwelle erzeugt eine von den iibrigen unabhangige

Stromwarme.
In dem Produkt ,l;' ~ P"m i"m cos (1p" -1p~) kommen die Effektiv

werte der resultierenden Strom- und Spannungswelle ni cht vor.
Man setzt trotzdem analog wie bei einwelligen Wechselstromen

N =PJcosflJ

und nennt cos flJ den Leistungsfaktor. Im Gegensatz zu ein
welligen Stromen ist er hier von den Effektivwerten von Strom
und Spannung abhangig (s. a . S. 95).

35. Formfaktor und Scheitelfaktor mehrwelliger Strome.

Die Effektivwerte haben praktisch die groBte Bedeutung, weil
'sie mit den teohnisehen MeBinstrumenten gemessen werden. Uber
die Kurvenform sagen sie nichts aus .

Fur die Eisenverluste (s. Kap. X) ist der Hochstwert des
Flusses innerhalb der PeriodemaBgebend, fiir die elektrische Be
anspruchung der Isolation der Hdchstwert der Spannung.

Der Hochstwerb des Flusses ergibt sich nach Kap. I S. 10 aus
dem Effektivwert der Spannung und dem Formfaktor.
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Der Formfaktor ~ war auf Seite 9 definiert als das Ver
haltnis von Effektivwert zum Mittelwert. Fiir die Sinuskurve war

7C
er ---= = 1,ll.

2V2
Einen Anhalt iiber die Abhangigkeit des Formfaktors von der

Kurvenform geben folgende beiden Beispiele.

1. Das Rechte ck. Hier ist J=i"" M(i)=im • ~=1.

2. Das Dreieck mit der Hohe i
m

• Die quadratische Kurve
der ~'<J ist aus zwei Parabeln zusammengesetzt, deren Mittelwert

1 .•. H' ."3 ~m 1St. ier 1St

M (i)= i m

2

2
~= -=1,15.

VB
Die rechtcckige Kurve, die flacher ist als die Sinuslinie,

hat somit einen kleineren Formfaktor als diese, die spitzere
dreieckige Kurve einen gr o Beren.

Fig. 67a. Fig. 67b.

Graphische Ermittlung des Effektivwertes nach Fleming.

Tragt man eine in rechtwinkligen Koordinaten gegebene Strom
kurve Fig. 67 a in Polarkoordinaten auf, Fig. 67b, so ist der Elaohen
inhalt der Polarkurve

T
:n 2

fi
2

7Cf 7CF = - d (OJ t)= - i'J d t = - J2 ,
2 T 2

o 0

daher der Effektivwert

J=V2 R,

worin R der Radius eines fliichengleichen Kreises ist, Fiir eine
Sinuslinie ist die Polarkurve ein Kreis.

Der Scheitelfaktor a war nach S. 10 definiert als Verhii.ltnis des
Hochstwertea zum Effektivwert, er ist um so groBer, je spitzer die
Kurve ist, Fiir das Rechteck ist a · 1 , fiir die Sinuslinie

a = V2 = 1,414, fiir das Dreieck a = VS = 1,73.
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36. Die Summe von zwei mehrwelligen Stromen.

Die Summe von zwei Sinusstromen ist wieder ein Sinusstrom.
Die Summe von zwei mehrwelligen Stromen hat dagegen im all 
gemeinen eine andere Kurvenform als jeder Teilstrom, weil die Ober
strome sich unter anderen Phasenwinkeln zusammensetzen als die
Grundwellen.

Sind z. B. die Grundwellen von zwei gleichgroBen Stromen von
gleicher Kurvenform um cp gegeneinander verschoben, die "ten Ober
wellen um "cp, so werden die resultierenden Amplituden

i~m = i1mV2 (1+cos cp) i~m = i"mV2 (1+COS" cp).

Ist etwa "cp = at oder ein ungerades Vielfaches von rc, so heben
sieh die beiden Oberwellen heraus. Fur cp = 60 0 ist die Summe

der Grundwellen i~m =il m V3, dagegen heben sich die dritten, neun
ten usf. Oberwellen fort, der Summenstrom nshert sich der Sinus
form mehr als die Teilstrome.

Ist hingegen "cp = 2 n oder ein Vielfaches davon, so ergeben
die beiden Oberwellen die doppelte Amplitude. Fur cp = 1200 ist
die Summe der Grundwellen i~m= i l , die Summe der dritten Ober
wellen i;m = 2 iSm und ebenso fiir die neunten usf. Hier ist der
Summenstrom starker verzerrt a ls die Teilstrome.

Das Verhaltnis des Oberstromes zum Grundstrom ist im Summen-

b B · b . d I ' h T'I .. 2 zn ..strom e enso gro wre er on g ere en ei stromen, wenn cp = -+- 1St,
" 1

worin z eine ganze Zahl ist. Denn dann ist COS" cp = cos (2 z st +cp)
= cos cpo Zwei Strome von gleioher Kurvenform geben im all
gemeinen nur einen ahnlichen Strom, wenn cp = 0 ist.

37. Stromverzerrung durch Selbstinduktion und Kapazitat,

Der Ladestrom eines Kondensators bei einer mehrweIligen
Spannung

p = E (a" sin" w t + b; COS"w t)

ist i = a:i = w a:lJ ("a" COS" cot-" b; sin" to t).

Die Oberwellen des Stromes erscheinen um so starker aus
gepragt als die der Spannung, je hoher ihre Frequenz ist . Fig. 68
zeigt die Oszillogramme des Ladestromes und der Spannung eines
Kondensators.

Der Strom einer Drosselspule von der Induktivitat L wird hin
gegen, wenn der Ohmsche Widerstand vernachlassigt werden kann,

. 1 J 1 2) (a" + b" . )~ = - pdt = - - -cos"wt - sm " wt .
L 0>£ " "
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Hier sind die Oberwellen des Stromes urn so star ker gedampft,
je hoher ihre Frequenz ist, der Strom nahert sich der Sinusform
mehr als die Spannung, wie da s Oszillogramm Fig. 69 zeigt , das
den Strom einer Drosselspule bei derselben Spannung gibt wie
Fi g. 68 fiir den Kondensator.

Fig . 68. Fig. 69.

Fig . 70.

Beispiel. Der Ladestrom eines K ondensators bei dreieckiger
Spannung. In der ersten halben Periode wachst P von - Pm auf
+Pm' dann ist

. dp 4Pm 2
~ =Odi = Ofjl = O-;; w p""

wahrend der zweiten halben Periode, wahrend der P von +Pm auf
- Pm fallt, hat i denselhen Wert wie zuvor, aber mit negativem Vor-

zeichen. Beim Ubergang hat i zwei Werte, namlich +O! w P . Der- n m

I f-"" Strom hat rechteckige Kurvenform
und ist starker verzerrt als die
Spannung.

Der Strom einer Droaselspule
mit sehr kleinem Widerstand ist
hei dreieckiger Sp annung die aus
Parabelbogen zusammengesetzte
1ntegralkurve des Dreiecks Fig. 70;
sie ist weniger verzerrt als die
Spannungskurve.

Verhalten eines Schwingungskreises bei verz errter
Spannung.

Eirr Schwingungskreis mit Widerstand, Selbstinduktion und
K ap azitat in Reihenschaltung bietet Stromen von verschiedener
Frequenz nach Kap. II S. 26 sehr ungleiche Seheinwiderstande,
Ist er an eine mehrwellige Spannung angeschlo ssen, so berechnen
sich die Amplituden der Stromkurve aus denen der Spannungskurve
mittels der Scheinwiderstande

,---....,...-------,~

Zx = VR 2+ (x wL - - x~ or , '" (109)
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R

die Phasenverschiebungswinkel aus
1

xwL- - 
uwC

tg<p><= , . . . . . . (110)

wobei R, Lund C als unabhangig von del' Frequenz und vom Strom
.angenommen sind.

Da der Blindwiderstand sich mit del' Frequenz sehr stark
.andert, sind die Oberwellen des Stromes teils starker teils schwacher

ausgepragt. Fiir u wL = ~C- ist die Oberwelle des Stromes del'
xw

Ordnung u mit ihrer Spannungswelle in Phase, und hat ihr Maximum
Flir mehrwellige Strome gibt es daher so viele Resonanzmoglich
keiten wie Wellen in del' Spannungskurve vorkommen.

Beispiel. FiirR=10 Ohm, C=5!{F, L=0,225 Henry tritt
Resonanz ein fiir

1 10 3

U f= --c= = - - ==--= = 150,
2nVLC 2nV 5 ·0,225

also fiir die Grundwelle u = 1 bei f = 15°
" "dritte Oberwelle u = 3 " f = 50
" "fiinfte " u = 5' " f= 30 usf.

Ist die Spannung rechteckig und ihre Amplitude Pm = 100 Volt,

so sind die .Effektivwerbe nach Gl. 95 P >< = ~:.::. Pm , also P1 = 90 Volt,
nY2

r , -:- 30 Volt, P" = 18 Volt usf. Fiir f= 50 besteht Resonanz £iiI'
die dritte Oberwelle, die einzelnen Effektivwerte sind :

J 1 = 0,159 Amp., J a = 3,0 Amp ., J 5 = 0,079 Amp. usf,
Die Grundwelle ist nul' 5,3 010 von der dritten Oberwelle, die

hoheren Oberwellen sind noch wesentlich kleiner. Del' Effektivwert
del' resultierenden Stromkurve ist daher nul' unmerklich von dem
del' dritten Oberwelle verschieden.

Durch Veranderung von Lund C bei konstanter Grundfrequenz
kann Resonanz fiir die verschiedenen Oberschwingungen hergestellt
werden, man kann sie experimentell trennen. Ein hierauf beruhendes
Verfahren ist von Armagnat (Journal de physique 1902) angegeben.

Praktisch werden Resonanzstromkreise zurVerstarkung bestimmter
Oberwellen bei Hcchfrequenzgeneratoren fiir drahtlose Telegraphie
angewendet.

Man verwendet sie mitunter auch zur Unterdriickung storender
Oberschwingungen in niederfrequenten Stromkreisen, z. B. del' Nuten
oberschwingungen von Wechselstrommaschinen, die infolge ihrer Hohe
fiir benachbarte Telephonleitungen storend werden. Ein auf die betr.
Frequenz abgestimmter Schwingungskreis nimmt, zwischen Hin- und
Riickleitung geschaltet, fast nur einen Strom diesel' Frequenz auf
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und bildet fiir die Oberschwingung der Spannung einen urn so besseren
Kurzsohluls, je geringer sein Ohmscher Widerstand ist.

Als Folge der ungleichen Kurvenformen von Strom und Span
nung gilt ferner, daB fiir einen Kondensator das Verhaltnis der

Effektivwerte ~ kein direktes :Mail fiir die K apazita t ist ,

Is t P = VI.P" 2 , so ist der Ladestrom

J = wCV,1;(XP,,)2,
daher

Der Wurzelausdruck ist fiir eine Sinuskurve gleich 1, fiir andere
kann er stark davon abweichen.

Fur die dreieckige Spannungskurve war nach S. 92 der Lade
strom re chteckig. Hier ist also

. 2
J= ~m =- wCPm '

1l

dah er

J 2Y3P=~wC= 1,10 wC.

Rei einer Indukt ivit at (mit kleinem Ohmschen Widerstand) ist

J = _1 1/2) (P".)2 ,
wL V x

daher

Dieser Ausdruck weicht im allgemeinen wenig von 1 abo Fur
das Dreieck war Z. B. die Stromkurve aus 2 Parabelstiicken zu
sa mmengesetzt (s. S. 92, Fig. 79). Hier erhalt man

J = i on V18
5 = ~L ~V12

5 p = ~~
p 21/15
J =wL-; V 6= 1,006wL.

Die Selbstinduktion kann daher wesentlich genauer gemessen
werd en. Urn eine K apazitat, durch Strom- und Spa nnungsmessung
zu best immen, schalte t ma n sie mit einer veranderlichen Induktivitat
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in Reihe und stellt auf Resonanz fiir die Grundwelle ein. Man
hat dann

1wo=--
wL'

worin wL durch Strom- und Spannungsmessung geniigend genau
bestimmt werden kann,

38. Graphische Darstellung von mehrwelligen Stromen,

Die Verwendung der Vektordiagramme bietet bei den Wechsel
st romproblemen so viele Vorteile, daB man sie auch bei mehrwelligen
Stromen verwendet. Es soll nun untersucht werden, welchen F ehler
man hierbei begeht, und wann die graphische Darstellung genau ist,
Nach Seite 89 Gl. 108 ist die Leistung eines mehrwelligen Stromes

N=LJPxJx cos cpx.

Diese Leistung kann nicht direkt durch das Produkt der Effektiv
werte von Strom und Sp annung der resultierenden Kurven aus 
gedriickt werden .

Ersetzt man die mehrwelIige Spa nnung P durch eine einwellige
Sp annung von gleichem Effektivwer t, und ebe nso den mehrweIligen
Strom J durch einen einwell igen vom gleichen E ffektivwert, so kann
die Leistung auch geschrieben werden

N = P J coe ip •

Hi erin istP die aquivalente Sinuaapannung , J der a q u i 
v a .len t e Sinuastrom , coscp der L ei stungsfaktor.

Mit die sen Gr6Ben re chnet man in der Praxis gewohnlich und
t rag t J gegen Punter dem Winkel cp im Diagramm auf.

E s ist dann

~ = z der resultierende Schei nwiderstand,

~- = P cF.!£. = R der resultierende Wirkwiderstand,

P aincp , j - ., -I i:' X d It· d Bl' d 'd t d
-~= yz--"= er resu ieren e ill WI ers an .

Diese GroBen, die sich somit stets duroh Messung der Effek tiv
werte von Strom und Spannung und der Leistung ermitteln lassen,
sind von der Kurvenform mehr ode r weniger abhangig,

Der Wirkwiderstand weicht vom Ohmschen Widerstand im all
gemeinen ab, weil bei hohen Periodenzahlen der Strom sich un
gleiehmadig iiber den Querschnitt verteilt, was einer Erhohung des
Widerstandes besonders fiir di e Oberschwingungen von hoher Fre
quenz gleichkommt (s, Kap. IX).
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Sieht man davon ab und betrachtet R als konstant, so ist

P cos 'P = RJ =RY2'J,.2 = Y2'P,. 2cos" 'P,.,

und P sin 'P= YIn:>,. 2 sin2 'P,. ,

Der Blindwiderstand X = P ~n 'Pweicht stets von dem Wert

fiir die Grundfrequenz mehr oder weniger ab, auch wenn R, Lund
o als konstant betrachtet werden,

Fiir einen induktiven Stromkreis ist

Xi ,.= saoI: = "Xi '
Daher

J _ P" sin 'Px
,,- " Xi

Dagegen ist

daher

Die Abweichung, die durch den Wurzelausdruck gegeben ist
ist meistens nicht groB.

Bei einem Stromkreis mit Widerstand und Kapazitat ist dagegen
der Fehler grolser, es wird

X = P sin 'P= X "1 / E (P" sin 'P" )2

J C V E(xP" sin'P,,)2'

worin X c = :0 der Blindwiderstand fiir die Grundperiodenzahl ist,

Analog definiert man

Jp = y = der resultierende Scheinleitwert,

N J cos'P .
p~ = ----p- = g = der resultierende Wirkleitwert,

, /-~--,; J sin 'P b d I . d Bli dl . tvY" - g" = -P-- = = er resu tieren e III eitwert,

Wahrend nach der Definition des Leistungsfaktors

P J cos 'P= lJP" J" cos 'P"

ist, wird P J sin 'P =f= lJ P"J " sin 'P,,'
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Nimmt man wieder R als konstant an , so ist

1
J x = if P x cos fjJ"

d ~P J . '\T P" 2 • .
un .:.. " " sm fjJ" = .L.J R cos fjJ" SIn fjJ" .

Dagegen war

P sin fjJ = 11.1;P" 2 sin2 fjJ"

- - 1 - - - ----
J = y Z J " 2 = R y'Z P" 2 cos" fjJ" .

Man erhiilt daher

ZP"~ sin fjJ,, .__ ~.!:,(cosfjJ" sinfjJ" = F . (111)
P J sin fjJ YZ (P" sin fjJ,,)2V Z (P" cos fjJ,,) 2

Der F aktor Fist stets kleiner als 1 und wird Ind uktions
f akt or genannt .

Bei einem St romkreis mit R und List

P" cos fjJ" = R J " ,
daher

F= 2:"d"
2

_ . J } + 3J 32+ 5J :;2+ . . . (111a)
VZ(~ J,,)'l V ZJ"2 J ~/J1 2+ 9J 32 + 25J :; 2+ ...

E nthiilt der Stromkreis K ap azitiit und Wideratand, und setzt man

P . J"Xc
x sin fjJ" = --. ,

x
so erhiilt man analog

F = J12+ tJa2+ .!! :;2+. :"_~_ ... (l U b)
J V.I/ + ~J32+Jh J :;2+...

Daher ist F stet s kleiner als 1.
Di e Bedingung, wann die graphische Addition von Stromen und

Spannungen im Diagramm ri chtig ist , ergibt sich wie folgt.
Bei parallelgeschal teten Stromkreisen ist die Spannung P fiir

alle die selbe. Sind J' , J" die Str ome, N' , N" die Le istungen zweier
paralleler Stromkreise , so ist die gesamte Leistung

N =N' +N" = P(J ' C03 fjJ' +J" COSfjJ")= P J cos fjJ,
d ah er

J' cos fjJ' + J" cos tp" = J cos fjJ .

Der resultierende Wirk strom ist nach der Definit ion des Lei
stungs faktors gleich der Sum me der Wirkstrome der pa rallelen Zweige.

Di e Blindstrome konn en dagegen nur unter Beriicksichtigung
Ihrer Induktionsfak toren addie rt werden.

F PJ sin fjJ = P (F'J ' sin fjJ' + F"J" sin fjJ")

F J sin fjJ = F 'J ' sin fjJ' +F"J " sin fjJ" .
F'r a e n c k e l , Wechselstrom e. 2. Aufl, 7
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Diese Gleichung ist abel' im allgemeinen im Diagramm nicht
erfiilIt. Irn Diagramm ist vielmehr

J sin qJ = J' sin qJ' +J" sin tp" .

Multipliziert man diese Gleichung mit Fund sub trahiert sie
von del' vorhergehenden, 80 ergibt sich die Bedingnng, unter der
das Diagramm die Addition ri chtig darstellt:

(F' - F)J' sin qJ' +(F" - F)J" sin qJ" = °.
Analog erhalt, man bei in Reihe geschalteten St romkreisen

(F' - F)P' sin qJ' + (F" - F)P" sin qJ" = 0.

Die graphisohe Addition von Stromen und Spannungen ist hier
nach stets ri chtig, wenn

F' =F"=F
ist . Die s gilt z. B. fiir Stromkreise, in den en das Verhaltnis von R,
Lund 0 das glei che ist, dann ist namlich

cp' = cp" = cp .

Die graphische Addition ist ferner ri chtig, wenn aIle Stromkreise
bis auf einen induktionsfrei sind. Dann ist namlich der resul
tierende Blindstrom gleioh dem des einen indukti ven Stromkreises

J sin qJ = J' sin qJ' ,
daher

F =F'.
Bei Stromkreisen, bei denen die K apazitiit keine Roll e spielt

und b ei denen der indukti ve Blindwiderstand der Periodenzahl pro
portional ist , weichen die Induktionsfaktoren auch fiir verschieden e
VerhiiJtnisse von R zu L nicht viel voneinander abo Dann ist die
grapbische Addition sehr angeniihert richtig.

B eispiel. Di e Spannung zweier parallelgeschalteter Strom
kreise sei wie folgt zusammengesetzt .

P; = 100, P a = 30, P~ = 20.
1m ersten Stromkreis ist R ' = 5, roL' = 5,
im zweiten " " R" = 4, col:"= 8.

Man erhalt
P= 106,3
J' = 14,29 J" = 11,26
N' = 1021 N" = 507

J' cos qJ' = 9,605 J" cos qJ" = 4,770
J ' sin qJ' = 10,57 J" sin tp" = 10,20

F' = 0,9 52 F" = 0,96 5.

Die beiden Induktionsfaktoren weicben also nur um 1,4 °/0 von
einander abo Der Gesamtstrom ist

J =25,22, Jcos qJ=14,375, J sin qJ = 20,72, F = 0,961,
wah r end J' sin qJ' +.J" sin tp" = 20,77 ergibt, also ein von J sin qJ nul'
urn 0,25 °/0 abweichendes Resultat.
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39. Die Mehrphasensysteme.

Auf dem Anker einer zweipoligen Maschine seien eine Anzahl
voneinander isolierter Spulen auf dem Umfang verteilt angeordnet
(s. Fig. 71). Die als sinusfOrmig angenommenen Spannungen der
drei Spulen haben alle dieselbe Frequenz, sie sind aber in der Phase
gegeneinander verschoben. Sie sind

PI = PIm sin to t ,
P2 = PZ m sin (w t -(12 ) ,

P« = PSm sin (w t - ( 13 ) ,

wenn Spule 1 zur Zeit t = 0 den ganzen FluB urn
schlingt und Spule 2 gegen 1 um den Winkel a12 ,

Spule 3 gegen 1 um a13 = a12 +a2 3 zuriickliegt.
SchlieBt man jede Spule an einen Strom

kreis, so erhalt man eine entsprechende ZahI
von Stromen gleicher Periodenzahl, deren GroBen
von den Spannungen und den Scheinwiderstanden
der Stromkreise abhangen , und deren Phasenwinkel durch die der
Spannungen und die Phasenwinkel der Belastungen gegeben sind.

Ein solches System, bei dem eine Anzahl gegeneinander phasen
verschobener Spannungen von gleicher Frequenz gegeneinander phasen
versohobene Wechaeletrcme erzeugt, nennt man allgemein ein Mehr 
phasensystem.

7*
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Fur die einzelnen Teile dee Mehrphasensystems , von denen
jedes aus der Stromquelle (der Spule), der Leitung und der Be
lastung besteht, wird haufig die nicht ganz korrekte Bezeichnung
"Phase" verwendet.

Nach der Art des Aufbaus und der Wirkungsweise unterscheidet
man bei den Mehrphasensystemen:

1. symmetrisohe und unsymmetrische Systeme,
2. abhiingige oder verkettete und unverkettete Systeme,
3. balancierte undunbalancierte Systeme.

40. Symmetrische l\lehrphasensysteme.

Ein Mehrphasensystem heiBt symmetrisch, wenn alle Spannungen
gleichgroB sind und je zwei aufeinanderfolgende Spannungen um
den gleichen Phasenwinkel gegeneinander phasenverschoben sind.
Ist n die "Phasenzahl", so ist jeweils die Spannung einer Spule

h h d lId P d 2ngegen die der vor erge en en urn - te er erio e, d. h. urn
n n

verzogert,
Somit sind die n Spannungen eines symmetrischen "n-Phasen

systems"
PI = Pmsin w t

. ( 2n)
p~ = Pm sm ill t - ---;;;

. ( 2n)P =P sm wt-2·-
3 m n . . . (112)

Fig. 72.
zl.-- - - ----l.-

o~--_....I-..--'-

Beispiele. n = 1 ergibt nur eine Spannung, d. h. ein gewohn
liches Einphasensystem mit einer Hin- und einer Riickleitung.

n = 2 ergibt zwei urn 180 0 gegeneinander verschobene , also
gleichphasige, aber einander entgegengerichtete Spannungen. Schaltet
man die Spulen so hintereinander, daB die Spannungen unterein-

1 ander gleichgerichtet sind, so kann man jede auf
einen Stromkreis wirken lassen (s. Fig. 72), indem
man von dem Verbindungspunkt 0 einen dritten
Leiter zieht. In diesem Leiter flieBt die Differenz
der Strome der beiden AuBenleiter, sie ist bei
gleicher Belastung der belden Stromkreise gleich
Null. Der dritte Leiter heiBt daher Nulleiter, das

ganze System das Einphasensystem mit Nulleiter,
Fiir n = 3 erhalt man drei um 1200 gegeneinander phasenver-
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schobene Spannungen, das sog. Dreiphaeensystem. Da n = 2 noch
gleiohphasige Spannungen ergibt, ist das Dreiphasensystem das
erste eigentliche Mehrphasensystem, dem man in der Zahlenreihe
fUr n begegnet und somit das von kleinster Phasenzahl.

n = 4 ergibt vier urn 90 0 gegeneinander phasenverschobene
Spannungen, das Vierphasensystem. Je zwei dieser Spannungen
sind wieder urn 1800 gegeneinander phasenverschoben. Schaltet
man die Spulen so, daB diese Spannungen untereinander gleich
gerichtet sind, so erhalt man zwei Systeme mit urn 900 gegenein
ander versehobenen Spannungen, also ein Zweiphasensystem, das
aber unsymmetrisch ist (s. S. 118).

41. Verkettete Mehrphasensysteme.

Fid. 73.

0 '.,
I,
,,,,, ,

~- ---- - - - - --- -- ------- - -- -~

Arbeitet jede Phase fUr sich auf einen Belastungsstromkreis,
so sind fiir n Phasen zur Fortleitung des Stromes 2 n Leitungen
erforderlioh. Die Zahl der Leitungen kann bei symmetrischen
Systemen auf n, bei unsymmetrischen auf (n + 1) herabgesetzt
werden durch elektrische Verkettung der Phasen,

Von den Verkettungen sind am wichtigsten die Sternschal
tungen und . die Ringschaltungen. Aueh Kombinationen von beiden
kornmen vor.

1. Die Sternschaltung.

Sie entsteht dadurch, daB die Anfange aller Spulen zu einem
Knotenpunkt, dem Sternpunkt oder neutralen Punkt zusammen
gelegt werden, wahrend die Enden die Klemmen fiir die Fortleitung
bilden.

Ist das System unsymmetrisch, so ist zu den n Leitungen noch
eine weitere erforderlich. Fig. 73 zeigt
ein unsymmetrisches Vierphasensystem.
Die Spulen sind urn den Phasenverschie
bungswinkel a zwischen den Spannungen
benachbarter Spulen gegeneinander ver
schoben gezeichnet. Die Belastung
wird durch vier gleichgroBe Schein
widerstande in analoger Schaltung ge
bildet, die Sternpunkte 0 und 0' sind durch einen fUnften Leiter
verbunden, Wegen der Gleichheit der Spannungen und der Be
lastungswiderstande sind die vier Strome gleichgroB und gegenein
ander urn denselben Winkel It wie die Spannungen versohoben.
Nach dem ersten Kirchhoffschen Satz ist die Sum me aller in einem
Knotenpunkt zusammenBieBenden Strome in jedem Augenblick gleich
Null, daher ist der Strom im Verbindungsleiter der Sternpunkte

io=-(it +i2 +is +i4 ) ,

er ist entgegengesetzt gleich der Summe der 4 Belastungsstrbme.
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Fig. 75.

A

Fig. 74.

In dern Vektordiagramm (Fig. 74) ist 0 A die geometrische
Summe der 4 Strome J

l
bis J 4 , und der Strom J o ist die im

Sinne AO durchlaufene Schlulslinie des Strompolygons. J o ist dabei
positiv vom Stromerzeuger zum Stromverbraucher gereehnet.

Ist das System symmetrisch, d. h. sind [e zwei Spannungen urn

2: gegeneinander phasenversohoben, so haben bei symmetrischer

Belastung auch die Strome diese Phasenverschiebung untereinander,
und da sie gleichgroJ3 sind, schlieflt sich das
Polygon der Strome, wie Fig. 75 fiir n = 5

zeigt. Die Verbindungsleitung
der Sternpunkte ist stromlos
und kann fortgelassen worden.
Weil sie bei einem symmetrisch
belasteten symmetrischen Mehr
phasensystem stromlos ist, heiJ3t
die Verbindung der Sternpunkte
Nulleiter oder neutraler Leiter.

Zur Fortleitung eines sym
metrischen n-Phasensystems sind somit n Leitungen erfordorlich.

Phasenspannung und Linienspannung. Die Spannung
zwischen dem Sternpunkt eines Sternsystems und dern Endpunkt
einer Spule (Phase) heiJ3t die

Phasenspannung. AIle Spulenenden haben gegen den Stern
punkt die gleiohe effektive Spannung. Bei einem symmetrischen
System ist er der Spannungsmittelpunkt des Systems. Die Spannung
zwischen zwei benaehbarten Spulenenden ist die Differenz der beiden
Phasenspannungen dieser Spulen, sie heiJ3t die Linienspannung
oder die verketbete Spannung.

Nach Gl. 112 sind die Spannungen der xten und (x + 1) ten
Phase

Px=Pmsin [wt - (x -1) 2:J,
. r 2nJ

P<x+l)=Pm Slll Lwt - x n '

daher ist die Linienspannung

n r nJPI=Px- P<.dl)= 2Pmsinn cos lwt- (2x -1) n .
Der EfIektivwert PI der Linienspannung berechnet sieh daher aus
dem der Phasenapannung P

PI=2Psin:rt . : (113)
'1t

In dem Vektordiagramm (Fig. 76) sind OP l bis OP~ die Phasen-
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spannungen eines symmetrischen Fiinfphasensystems, P12 bis P~l

die Linienspannungen. P12 ist die geometrische Differenz von Pl

und P2 usf.
Das Polygon der Linienspannungen schlieBt sich, die Summe

der Linienspannungen ist Null.
Dies gilt sowohl fiir die Effektivwerte von

einwelligen Spannungen als au ch fiir die Moment
anwerte beliebiger Spannungen. Denn es ist

P12 =Pl-P2
P23 =P2 -Pa

P(n-l)n=P(n-l)-P" Fig. 76.

PIll =Pn-p1 •

Die Summe der linken Seiten ist die Summe aller momentanen
Linienspannungen, die Summe der reohten Seiten wird identisch Null.

Fig. 78.
Je so:

Fig . 77.

2. Die Rings chaltung.

Sie entsteht dadurch, daB das Ende einer Spule mit dem
Anfang der folgenden verbunden wird, wie Fig. 77 fiir vier Phasen
zeigt. Sind die Phasenspannungen einweIIig, so ist ihre Summe bei
einem symmetrischen System Null. Im Vektordiagramm ergibt die
Summe der Effektivwerte ein ges chlossenes Polygon (Fig. 78). In dem
geschlossenen Ring flieBt daher zunaohst kein Strom, sondern erst
dann, wenn an die Knotenpunkte Belastungswiderstande ange
schlossen werden.

Die Spannung zwischen zwei
Leitungen, d. h. die Linienspannung
ist hier gleich der Phasenspannung.

Dagegen sind hier zweierlei sa: z~

Strome zu nnterscheiden, die Ring- i>-JWWW.lv-!l..

oder Phasenstrome i und die Linien
strome i l .

Von jedem Knotenpunkt des Ringes geht eine Leitung fort,
und es ist in jedem Augenblick die Summe der Strome, die an
einem solchen Knotenpunkt zusammentreffen, gleich Null. Es -ist
also z. B. fur den Knotenpunkt der Phasen lund 2 (s, Fig. 77)

-i1 2 +i2-il = 0,
i12 =i2 -i1 ·

Der Linienstrom ist die Differenz der beiden Phasenstrome. Bei
symmetrischer Belastung eines symmetrischen Systems ist

. . , [ 2 nJ
~(x+ l)=~mSln wt-xn '

. . . [ ( ) 2nJ~.,, =~msm wt - x-l n '
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. .. ·2· :n [ ( )2:nJ'
ll = l (.:d l ) -l", = - lm sm;cos w t - 2 x-1 n ;

daher gilt fiir die Effektivwerte
• :;r .

Ji=2Jsm - (114)
11

Berechnet man hier die Summe aller Linienstrdme, so kommt
darin jeder Phasenstrom einmal mit dem positiven und einmal mit
dem negativen Vorzeichen vor, wie auf S.103 fiir die Liniensp annungen
gezeigt war; die Summe wird ebenfalls Null. Beirn Ringsystem ist
also in jedem Augenblick die Summe aller Linienstrome unabhangig
von der Kurvenform gleich Null.

42. Balancierte und unbalancierte Mehrphasensysteme.

Die Leistung eines MehrphaEensystems ist gleich der Summe
der Leistungen der einzelnen Phasen. Die Lei stung eines Wechsel
stromes pulsiert n ach Kap. I S. 10 mit der doppelten Frequenz urn
den Mittelwert

PJ cosqJ,
der Momentanwert ist

[
COS (2 wt - cp) JPJ [cos cp- cos(2 wt- cp)]=N 1- .

cos cp
Bei einem syrnmet rischen und symmetrisch belasteten Mehrphasen
sys te m sei fiir die x te Phase

- [ 2:nJP",= V2P sin wt-- (x-1 )n '

i", = viJ sin [ eo t - (x -1) 2:-cpJ '

Px i",=PJ { cos cp - cos [2 wt - 2(x-1 ) 2:- cpJ}.

Bildet man die Summe aller p",i", von x = 1 bis x = n , so wird

J;:os [2 wt- 2(x-1) 2: - cpJ =0
:1: =1

und ..
"jp",i", =nPJcosrp (115)

1

Die momentane Leistung eines gleichmaflig belasteten symmetrischen
Mehrphasensystems ist konstant gleich dem n-fachen Mittelwert der
Leistung einer Phase,

J e nachdem bei einern Mehrphasensystem die Leistung konstant
ist oder nicht, nennt man es ein b alanciertes oder ein unb alan
ciertes System.
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Symmetrische Systeme sind, wie gezeigt, balanciert, wenn sie
gleiohmalsig belastet sind; bei ungleichmalsiger Belastung pulsiert
die Leistung, das System ist dann unbalanciert. Auch unsymme
trische Systeme konnen bei gleichmadiger Belastung balanciert sein,
z, B. das Zweiphasen-Dreileitersystem (s. S. 118).

Entsprechend der konstanten Leistung eines balancierten Mehr
phasensystems kann bei einem Motor, der mit einem solchen Strom
system betrieben wird, eine konstante Zugkraft erhalten werden,
Bei einem Motor, der mit Einphasenstrom gespeist wird, pulsiert
dagegen die Zugkraft ebenso wie die Leistung mit der doppelten
Frequenz des Stromes.

Die praktisch wichtigsten Mehrphasensysteme sind das Drei
phasensystem und das Zweiphasen-Dreileitersystem, die nur drei
Leitungen benotigen. Sie sollen im folgenden naher besprochen
werden.

43. Das Dreiphasensystem.

Das Dreiphasensystem hat drei urn 120 0 gegeneinander phasen
verschobene Spannungen, die in Sternschaltung oder Ringschaltung
verkettet werden.

Bei der Sternschaltung Fig. 79 ist die Linienspannung
nach Gl.113

II -
P I=2Psin g=V3P (116)

r-,.--,.-~.J

p

~--------:~J

Fig. 79. Fig. 80.

. . . (117)

Leistung

· (118)

Der Linienstrom ist gleich dem Phasenstrom

J l =--=J • • • .

Bei gleicher Belastung der drei Phasen ist daher die

N=3PJ cos rp = VgPIJIcos q;

In der Ringschaltung (Dreieckschaltung) Fig. 80 ist

PI=P .
bei gleichmafsiger Belastung nach Gl. 114

II -
J I=2Jsin 3"=V 3J

N = 3PJ cos rp = VgPIJIcos rp

· (119)

· (120)

· (121)
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44. Berechnung einer Sternschaltung.

Bei gleicher Belastung der verschiedenen Phasen einer sym
metrischen Sternschaltung kann jede Phase wie bei einem Einphasen
system behandelt werden.

Bei Sternschaltung des Stromerzeugers und der Stromverbraucher

na ch Fig. 81 ist in jeder Phase der Scheinwiderstand z = VR2+X 2
,

daher ist der Strom . jeder Phase

J= P
)lRJ+X2

Fig' 82.Fig. 81.

Die Leistung einer Phase

PJ COScp=P2 , r R -r ,
V R2+X2

Hierbei setzt sich z in jeder Phase zusammen aus den Seheinwider
standen der Belastung z, und der Leitung Zz (evtI. einschlieBlich des
Generators).

Triigt man (s. Fig. 82) die drei Phasenspannungen PI' P 2 , P a
gleich OPl , OP2, OP3 auf, so sind -?jZt

die Linienspannungen am Generator
Pl2 =P2Pl , P 23=P3P?,

P3l =P1PS ' Die drei Phasen
strome J l , J?, r, sind alle urn

denselben Winkel sp gegen ihre Phasenspannungen verzogert und gleich
groB. Subtrahiert man nun von 'den Phasenspannungen Pl' P 2 ' P3
den Spannungsabfall J Zz in jeder der drei Leitungen, so erhalt man
OPI', OP2' und OP3' als die drei Phasenspannungen an den Klemmen
der Belastung, und das Dreieck der Linienspannungen an den Klemmen
der Belastung ist P/ P 2' P s'. Die Seiten des Dreiecks sind gegen
PIP?, P?P3 und PaPI im gleichen Verhaltnis verkleinert und urn den
gleichen Winkel gedreht wie die Phasenspannungen OP/ gegen OPl
usf. Hieraus folgt, daf bei symmetrischer Belastung das Spannungs
dreieck gleichseitig bleibt, und daB der prozentuale Spannungsabfall
bezogen auf die Linienspannung gleich ist dem Spannungsabfall einer
Phase. Man braucht daher nur den Spannungsabfall wie bei einer
Einphasenleitung nach Kap. IV Iiir eine Phase der Sternschaltung
zu berechnen.
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Fig. 84.Fig . 83.

Ist die Belastung unsymmetrisch, so wird das Spannungs
dreieck dagegen verzerrt. Nehmen wir z. B. an, zwei Phasen seien
gleieh belastet, die dritte abel' sei unterbrochen (z= 00), s. Fig. 83.
Die Belaatungswiderstande del' beiden anderen Phasen sind jetzt in
Reihe an die Linienspannung angeschlossen, in beiden flieBt der
selbe Strom, wie bei einem Einphasensystem. Er ist abel' jetzt nul'

noeh ::' wahrend er zuvor : war, und da Pl= V3P, ist er jetzt

nul' ! V3 = 0,866 von dem friiheren Wert. Fig. 84 zeigt das Span
nungsdiagramm. Die Linienspannung
P12 = P2 P1 teilt sich zu gleichen Teilen
POP2 =POP1 auf die belden in Reihe
gesehalteten Scheinwiderstande. 7.wischen

dem neutralen Punkt des Generators und dem del' Belastung besteht
die Spannung 0 Po, und zwischen den Enden del' unterbrochenen
Leitung besteht die Spannung PaPo, die groBer ist als die Phasen
spannung OPa des Generators. Der Strom ist gegen die Linien
spannung P 12 = P 2 Plum cp verzogert ; subtrahiert man den Spannungs
abfaH J z; in den beiden stromfiihrenden Leitungen , so erhalt man
die Linienspannung P/ P/ und das Spannungsdreieck P1' P2' P 'J an
den Klemmen del' Belastung, das nun nicht mehr gleichseitig ist .
Was hier fiir vcllatandige Unterbrechung einer Phase gezeigt wurde,
gilt analog , wenn die Belastung einer Phase wesentlich schwacher
ist, als die der beiden anderen : an der am schwachsten belasteten
Phase tritt eine Erhohung der Spannung auf, an den anderen eine
Verkleinerung.

Infolge dieser gegenseitigen Beeinflussung del' Strome der ver
schiedenen Phasen ist es im allgemeinen nicht moglich, Gliihlampen
in Stern zu schalten, weil beim Abschalten einzelner Lampen die
Spannungen sieh an den iibrigen stark andern, Wenn sie in Stern
gesehaltet worden, ist ein neutraler Leiter erforderlich.

Analytische Berechnung del' Stromverteilung einer Sternschaltung.

Gegeben seien die drei symmetrischen Spannungen des Gene
rators P 1 , P2 , P a (s. Fig. 85).

Zwischen dem neutralen Punkt des Generators und dem der
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Fig. 85.

Belastung besteht bei ungleicher Belastung del' Phasen st ets eine
Spannung, wie dies soeben fiir ein Beispiel gezeigt wurde, bei dem
kein neutraler Leiter vorhanden war. 1st er vorhanden, so fUhrt
er bei ungleicher Belastung del' Phasen Strom, und es besteht ein
Spannungsabfall in ihm,

Die GroBe und Phase diesel' Spannung ist zunaohst unbekannt,
wir bezeichnen sie mit Po, sie ist in
Fig. 85 durch die Strecke 0 Po dargestellt.
Auf jeden Scheinwiderstand, der sich vom
neutralen Punkt des Generators libel' eine

P, Leitung und den Belastungswiderstand bis
~+----=~ zum neutralen Punkt del' Belastung er 

streckt , wirkt die Differenz aus del' be
treffenden Phasenspannung Px und del'
Spannung Po' Diese drei Differenzen wer
den durch die Vektoren POfl ' POP2 ,

PoPa dargestellt. Sind Zl' Z2 ' za' Zo die
gesamten Scheinwiderstande del' drei Phasen

und des Nulleiters vom neutralen Punkt des Generators bis zu dem
del' Belastung, so gelten die Gleichungen :

\131 - \130= Sllll }
\132- ~o = S2112 (122)

\13a - ~o = Salla
und fiir den Nulleiter

O-~o=So&o'

Flihrt man an Stelle del' Soheinwiderstande Z die Leitwerte y ein,
so ist auch

~l __ (\131- \130) tJ1 }

"52 - (\132- \130) tJ2 ()
( )

122a
Sa= \l3a - \130 tJo
So= - \130 tJo

Es ist nun die Summe aller vier Strome gleich Null :

Sl +S2+Sa+So=O.
Addiert man daher die vier Gleichungen 122 a, so wird

\130(t)l + t)2 + t)s + t)o) = \131 tJ 1 + \132 t)2 + \13atJa
und hieraus ermittelt sich zunachst

vorhanden, so ist in den GI. 122 und

In I~xt)x
+'0 = (I I)",+ t)o)

dieses Wertes in GI. 122aDurch Einsetzen
vier Strome.

Ist kein neutraler Leiter
123 t)o = 0 zu setzen.

(123)

ergeben sich die
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Graphische Ermittlung. Man kann die soeben abgeleitete
Rechnung auch graphisch durchfiihren. Dividiert man Gl. 123 beider
seits durch jJ51' so wird

. . . (124)

R 0'

jJ50 ~ jJ5x l)x
jJ51 = jJ51 (~ t)x+ l)o)

folgende Konstruktion (Fig. 86).

.//'A" - - - .~ .

, .
\" ,1

Hieraus ergibt sich
Man tdigt

OA = jJ51 ~1'

auf, und bildet die Summe
Ps

Fig. 86.

1st ferner

OA = jJ51 l)1' OB' = jJ51 l)2' 00' = jJ51 l)a' OD' = jJ51 t)o'

so ist die Summe dieser vier Strome

oE = jJ51 (.IJ l)x+ l)o) •

Nach Gl. 124 verhalt sich daher

jJ5Q OD
jJ51 0 E'

Macht man
L1 OPoD "-' L1 OP 1 E,

so ist OPo gleich Po nach GroBe und Phase.
Eine andere graphische Ermittelung des Sternpunktes ergibt

sioh aus folgender Betrachtung.
a) Es ist kein Nulleiter vorhauden.
Nimmt man zunschst an, eine Phase, z, B. 3, sei unterbrochen,

so sind die beiden anderen 1 und 2 hintereinander an die Linien
spannung P1 <J angeschlossen, und diese verteilt sich auf die beiden
Zweige nach MaBgabe ihrer Scheinwiderstande oder Im umgekehrten
Verhaltnis ihrer Leitwerte.

Macht man daher in Fig. 87 a und b

P<JPo':PO'P1= 3<J: 31=l)1:l)2=OA :AB,

so ist 0 Po' die Spannung zwischen Sternpunkt des Generators und
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dem der Belastung bei unterbrochener Phase 3.
fiir 1)3 = 0 und 1)0 = 0 ,

\l30'= \l31 1)1 + \l32 1)2 •
1)1 +1)2

Die Spannung zwischen der Klemme
der unterbrochenen Leitung und dem Stern-

I)r->~---~P,

Fig. 87a.

Sie ist nach G1. 123

o

o
Fig. 87 b.

und

punkt der Belastung ist daher

P P ' =\1} -\l3'= ~3 (1)1 + t)2)- (~11)1 +~21)2) (125)
3 0 +'3 0 1)1 + 1)2

Ist nun der Leitwert der Phase 3 nicht Null sondem 1)3' so
ist nach G1. 123

\l30 = ~1 1)1 + \l32 1)2 + ~3 1)3

1)1 +1)2 +1)3

\l3s - \l30 = ~s (1)1 ~ 1)2) - (+1)1t \l32 1)2) • • (125 a)
1)1 + 1)2 I)s

Durch Division der G1. 125 und 125a erhalt man daher

~s - \l30 1)1 + 1)2

\l3s - ~o' = 1)1 + 1)2 + I)s •

Man tragt also PsPo so auf, daB

P sPo:P sP o' = (1)1 +1)2) : (1)1 + 1)2 + 1)3 )=OB : OC ,

dann ist 0 Po die gesuchte Spannung des Sternpunktes.
Raben Y1 und Y2 den gleichen Phasenwinkel, so liegt der Punkt

Po' auf P\P2 ; hat auch Ys denselben Phasenwinkel wie Y1 und Y2 '

so liegt Po auf der Geraden P sPo'. .
b) Ist ein neutraler Leiter vorhanden , so setzt man das Ver

fahren wie folgt fort. Ohne neutralen Leiter war

\I} = l;~xl)x
+'0 l;l)x'
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mit neutralem Leiter ist dagegen
In .E~",t)x
+'O(n) = (.Et)", + t)o) .

also

111

. . . . . (126)

~O(n)_ .Et)",

~-(.Et)",+t)J'

Man tragt also die Strecke OPO(n) so auf, daIl .

OPO(n): OPo= (t)1 + t)2 + t)a): (t)o + t)1 + t)2 + t)3) = 00: OD ,
dann ist OPo(n) die gesuchte Spannung des Sternpunktes.

Berechnung bei unsymmetrisehen Linienspannungen.

Oft liegt die Aufgabe vor, daIl zu gegebenen unsymmetrischen
Linienspannung,en die Stromverteilung bei Sternschaltung der Belas
tungswiderstande Z1 Z2 z3 zu bereehnen ist (vorausgesetzt ., daIl die
gegebene Unsymmetrie der Spannungen durch sie nicht mehr geandert
wird).

In solchen Fallen ist die Bezugnahme auf den Nullpunkt des
Stromerzeugers nicht mehr moglich,

Bezeichnet man die Spannungen zwischen je einer der drei
Leitungen und eineni beliebigen Bezugspunkte der Reihe nach mit
$1 ~2 ~3' die Linienspannungen ~a $b ~c' so gilt fiir diese stets
(s. auch S. 103)

~1 -~2=~C }
$2-.~3 =~a

~3-~1=$b

Die Summe der drei Linienspannungen ist daher stets Null, bei
einwelligen Spannungen bilden ihre Vektoren ein geschlossenes Drei
eck, das bei Unsymmetrie ungleichseitig ist,

a) Die Belastungawiderstande sind gleich.

Wir wahlen ala Bezugspunkt den Sternpunkt der Belastungs
widerstande, dann sind \131 $2 ~3 die gesuchten Phasenspannungen
der Belastung. Da die Summe der drei Strome der Sternschaltung
stets Null ist, wird fur ~1 = ~2 = 03= ~

~1. + $ 2+ $3 =0 ,
~ ~ ~

$1+~2+~3=0.
Hieraus folgt, daB bei gleichen Belastungswidersbanden der

Spannungsmittelpunkt der Belastung der Schwerpunkt des Spannungs
dreiecks ist (s. Fig. 88). Nach Gl. 126 wird namlich

~1 = ~C+~2
$1=-~b+~3
~1 = $1'
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mithin
und analog

Durch die \lS und 3

Mehrphasenstrome,

\lSl = l (\lSc- \lSb)
\lS2 = l (\lSa - \lSJ
\lS3= ! (\lSb - \lSa)'

sind die Strome bestimmt.

b) Die Belastungswiderstande sind ungleich.

Der Spannungsmittelpunkt der Belastung (0 in Fig. 89) ist
nicht mehr der Schwerpunkt des Spannungsdreiecks (0'), zwischen
den Spannungsmittelpunkten des unsymmetrisch und des symmetrisch

Fig. 88. Fig. 89.

belasteten Systems besteht eine Spannung Po = 0'0 . Seien PI' P2 ,P3

die gesuchten Phasenspannungen des unsymmetrisch belasteten Systems,
P /' P 2" P 3" die bei symmetrischer Belastung, so ist

\lSo = \lS/ - \lSl
\lSo = \lS~' - \lS2
\lSo = \lS3' - \lS3'

Multipliziert man jede der drei Gieichungen mit dem zugehorigen
Leitwert t)l t)2 t)3 und addiert sie , so wird, da die Summe der drei
Strome \lSl t)l' \lS2t)2' \lS3t)3 Null ist,

~o (t)l + t)2 + t)3) = \lS/ t)l + ~/ t)2 + ~3' t)3
\lSo =\lS/t)l+\lSit)2+\lS3't)3 . . . (127)

..... t)
Diese Gleichung fur Po ist vollkommen analog der G1. 123,

S. 108, mit dem Unterschied, daB die \lS/ ~2' \lS3' hier unter sich
verschieden sind. Die graphische Berechnung ist der dort gezeigten
genau entsprechend.

45. Dreieckschaltung. Die Beziehung der Phasenstrome zu
den Linienstromen.

Ehe wir die analytische Berechnung der Dreieckschaltung
durchfiihren, soll zunaohst an den Vektordiagrammen die Be
ziehung zwischen den Phasenstromen und den Linienstromen er
liiutert werden. Hierbei nehmen wir eine Schaltung nach Fig. 90
an, die Stromempfiinger sind in Dreieck , der Stromerzeuger ist in
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Stern geschaltet. Wir legen vorerst, gleichviel ob die Belastungen
des Dreiecksgleich sind oder nicht, gleichgroBe Linienspannungen
zugrunde.

Es seien in Fig. 91 r; P2 , r, die Phasenspannungen des
Generators, die Linienspannungen P a, Pb' Pc'

Pa' Pb • P; sind die Phasenspannungen des Dreiecks.
Bei gleicher Belastung der drei Seiten des Dreiecks sind die

gleichgroBen Phasenstrome (Ring- .!J
strome) J a • r; J c um gleiche Winkel
l.fJ gegen die Spannungen P a ' P b' Pc

verzogert.
Verlegt man die Vektoren der

Strome nach dem Mittelpunkt 0 ,
.80 erhalt man dis Linienstrome als

F--<J
Fig. 90.

Differenzen benachbarter Phasenstrome, also

Fig. 91.

(128)

Pz
Fig. 92.

Stromdreiecks
sie gegen die

~

Die Vektoren dieser Strome sind die Seiten des
Ihre Verschiebung naoh dem Nullpunkt zeigt, daB
Spannungen r; P2 , r, dieselbe
Phasenverschiebung haben, die
zwischen den Spannungen und den
Stromen des Dreiecks besteht.

Anders ist es bei ungleicher
Belastung der Dreieckseiten. Ein
Beispiel hierfiir zeigt Fig. 92. Es
sind die Phasenversehiebungen der
Dreieokstrome gegen ihre Span
nungen l.fJa' l.fJb ' l.fJc' die der Leitungs
strome gegen ihre Spannungen qJ1'

l.fJ2 ' l.fJ:l·
Es ergeben sich folgende Be-

ziehungen: J 1 ist gegen P 1 um l.fJ1

verzogert. Nach Gl. 128 ist J 1 die geometrische Differenz von J c und
J b, die um l.fJc bzw. fJJb gegen P, bzw. P b nacheilen, P, eilt

Fr aenckel, Wechselstriime. 2. Aun. 8
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gegen Pi urn 30° vor, wahrend Ph gegen Pi urn 150° voreilt, -Ph
also gegen Pi urn 30 ° nacheilt, daher wird

J i cos 9\ =Jccos (!Pc - 30°) +Jhcos (!Ph + 300)}
J i sin !Pi-:-Jcsin (!Pc - 30°) +Jhsin (!Ph + 30°)

und analog fiir die anderen Phasen

J 2 COS!P2=Jacos (!Pa - 30°) +Jccos (!Pc + 30°) \

J 2 sin!P2 = J a sin (!pa - 30°) + J c sin (!Pc +30°) J
endlich

J 3 COS!P3 =Jhcos (!Ph - 30°) +Ja cos (!Pa + 300)}

J 3 sin!P3=Jhsin (!Ph - 30 °) + J asin (!Pa + 30°)

Andert sich der Strom in einer Seite des Dreiecks, so andern
sich nur die Linienstrome an den beiden benachbarten Eckpunkten,
aber nicht der des gegeniiberliegenden Eckpunktes. Wird z. B. der
Strom einer Seite Null, etwa der Seite a, so ist J 2 = - J c und J 3 =Jb,
J

i
ist aber nicht Null, weil die Phasenverschiebungen der Strome J 2

und J
3

gegen ihre Spannungen mit der Phasenverschiebung der
Belastung nioht einfach zusammenhangen.

Sind etwa zwei Seiten gleichstark und induktionsfrei belastet
die dritte unbelastet, alsoJa =O, Jb =Jc=J, !Pb=!Pc=O, so wird

r, cos !Pi=J cos(- 30°) +J cos 30° =JV3} J =J V3
J i sin 'Pi =J sin (- 30°) + J sin 300 = 0 1

JV3)J 2 COS!P2 =J cos 30° = --
. 2 J

2=J

J . J' ° .1sm!p = sm30 = 
2 2 2

J 3 COS!P3 =J cos (- 30°) = Jr}
J 3=J ·

-J
J 3 sin!P3=J sin (- 30°) = - 2-

8 Es ist also J i in Phase mit Pi'
dagegen ist J 2 gegen P2 urn 30°
verzogert, wahrend J 3 gegen P3 urn
30° voreilt (s. Fig. 93). Die in jeder
der beiden belasteten Phasen ver-

R';; . ,r.;
~:"""---''':----';' brauchte Leistung ist J PI = Y 3 PJ,

insgesamt also 2 V3 P J . Hier
von fiihrt J 1 die Halfte, die iibrigen
Strome je ein Viertel zu.

Sind dagegen bei einer unbe-
fJ lasteten Phase die beiden anderen

Fig. 93. induktiv und etwa wieder gleioh-
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Ifb= lfc=90 C"

J}sinlfl =V3J
J 

J 2 sin P2=2V 3

J 
J3sinlf3=2V3.

stark

so ist

belastet, also

Ja=O , Jb=Jc=J,

J} cos If} = 0 ,
-J

J 2 COSlf2= - 2 '

J
J 3cos 1f3= "2 '

Fig. 94.

Hier fiihrt also J 3 eine Leistung P3J 3 cos 1f3= ~ P J zu, wahrend
J 2 dieselbe Leistung wieder zuriickgibt, P.

denn die gesamte Leistung ist Null
(s. Fig. 94).

Ein Linienstrom wird bei der
Dreieckschaltung Null, wenn die Strome
der beiden benachbarten Dreieckseiten
gleichgroB und und von gleicher Phase
sind. Ihre Phasenverschiebungen gegen
ihre Spannungen untersoheiden sich
dann um 120°. rst z. B. r, gegen r,
um 30° verzogert , wahrend J c gegen
Pc um 90° voreilt ; so ist , wenn sie
gleichgroB sind, ihre Differenz, d. h.
der Linienstrom J} = O.

46. Transfigurierung einer Dreieckschaltung in eine Stern
schaltung.

Ist bei unsymmetrischer Belastung der Dreieckschaltung der
Spannungsabfall in der Leitung zu beriicksichtigen , so wird die
Losung der Gleichungen, die drei unbekannte Spannungen und drei
unbekannte Strome enthalten, dadurch besonders uniibersichtlich, daf
die Linienstrcme jeweils die Differenz zweier Phasenstrome sind.

Wesentliche Vereinfachung der Berechnung bietet die An
wendung des zuerst von A. E. Kennelly bewiesenen Satzes, daB
jede Dreieckschaltung durch eine in bezug auf den auBeren Strom-
kreis aquivalente Sternschaltung er- C C

set zt werden kann. Durch d.iese t>~
Transfigurierung wird die Berech- Zb z
nung einer Dreieckschaltung auf die Za. A ;} Z , A

einer Sternschaltung zurii ckgefiihrt.
Zc Zz

Es seien die Scheinwiderstande
za' Zb' Zc des Dreiecks gegeben (s, 8 8

Fig. 95), gesucht Zv Z2 ' Z3 flir den aqui- Fig. 95.
valenten Stern. Aquivalenz besteht,
wenn der resultierende Scheinwiderstand zwischen je zwei Klemmen

R*
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Fig. 96.

bei heiden Schaltungen gleichgroB ist. Zwischen den Klemmen
A B liegen beirn Stern Z1 und Z2 in Reihe, beim Dreieck dagegen Zc

parallel zu der Reihenschaltung von za und Zb' daher ist

51 + 52 = 5c(5a + 5b) ,
5a+5b +50

ebenso 52 +53 = 5a(5b +5c) ,
5a+5b +5c

53 +01 = Ob (Oc + 3a) •
3a+Ob + oc

Addiert man jeweils zwei dieser Gleichungen und subtrahiert
davon die dritte, so erh1i.lt man

o = 5bOc
1 3a+ 3b + Oc

o = 5c5a • • • • • • • (129)
2 3a+ Ob +Oc

3 - 5a Ob
3 - Oa+Ob +oc

Sind die Soheinwiderstande des Dreieeks unter sich gleich

5a = Ob = 5c= 0'

so sind auch die des Sterns gleichgroB , und zwar ist

5
51 = 52 = 33 = 3" .

D Man kann die Transfigurierung
auch graphisch ausfuhren, Stellen
in Abb.96 die Vektoren OA, OB ,
00 der Reihe nach 5a' Ob ' 5c nach
GroBe und Phase dar, und ist 0 D
ihre Summe, so macht man

,101C",,10BD,
daher

01= OC·OB 5c5b _
3oD 5a+ 5b + 3c- l'

und analog fur die anderen Phasen.
Umgekehrt kann eine Sternschaltung in eine Drcieckschaltung

transfiguriert werden; man verwendet hierbei zweckmaflig die Leit
werte. Die Xquivalenz der Schaltungen gilt unabhangig von den
Spannungen, die an ihnen bestehen. Ist z. B. die Spannung zwischen
den beiden Klemmen A und B (Fig. 95) gleich Null, so konnen
diese Punkte widerstandslos verbunden werden. Man hat dann beirn
Dreieck zwischen diesen beiden Klemmen und der dritten eine
Parallelschaltung von Ya und Yb ' beim Stern eine Reihenschaltung
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. . . . . . (129 a)
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von Ys mit den belden parallelgeschalteten Y1 und Y2' Es wird
daher

1
lJa + I)b= 1 1

- +--
lJa lJ1 +lJ2

lJa (1)1 + lJ\l)
= lJ1+lJ2 +lJs'

lJb+l)c= 1)1(lJ\l+lJS) ,
lJ1 +lJ\l + lJs

lJc+l)a= lJ\l(l)s+lJ1) ,
lJ1+lJ\l+lJa

und indem man wieder zwei Gleichungen addiert und davon dio
dritte subtrahiert

I) = lJ\llJs
a lJ1 + lJ2 + lJs

lJ - lJSlJ1
b- lJ1 +lJ\l+lJs

lJ = - lJ1lJ2_
c lJ1 +lJ2+lJs

Diese Rechnung findet z. B. dann Anwendung, wenn mehrere
unsymmetrische Sternschaltungen parallelgeschaltet sind, deren neu
trale Punkte nicht verbunden sind und der Spannungsabfall fur
beide zu beriioksichtigen ist. Zwischen den neutralen Punkten
besteht eine Spannung, es konnen daher die Scheinwiderstlinde ent
sprechender Stromkreise nicht parallelgeschaltet werden.

Man transfiguriert dann erst jede Sternschaltung in ein Dreieok,
die entsprechenden Seiten der Dreiecke sind parallelgeschaltet. Das
aus der Parallelschaltung resultierende Dreieck kann wieder in eine
Sternschaltung transfiguriert werden, womit die den parallelgeschalteten
Sternschaltungen aquivalente Sternschaltung gefunden ist.

47. Berechnung der Spannungserhohung bei einem Mehr
phasensystem.

In Kap. IV S. 44 wurde gezeigt, wie bei einer Einphasenleitung
die prozentuale Bpannungserhohung und damit der ihr nahezu gleich
groBe Spannungsabfall berechnet wird. Da bei einem Mehrphasen
system die Linienspannung von dem Spannungsabfall zweier Linien
strome beeinfluBt wird, die bei ungleicher Belastung der Phasen
sehr versohieden groB sein und ungleiehe Phasenverschiebungen gegen
ihre Spannungen haben konnen, erweitert sich diese Berechnung bei
spielsweise fur ein Dreiphasensystem in folgender Weise.



118 Mehrphasenstrome.

In Fig. 97 sind die Linienspannungen r ; Pb' r, der Be-
lastung in beliebigem MaBstab aufgetragen.

J a' J b , J c seien die Strome der in Dreieck geschalteten Be
lastung. Aus ihnen erhalt man
die Liniensbrome J 1 , J'J' J s als

Jj geometrische Differenzen nach
G1. 128.

Man tragt nun die Span
o, h nungsabfalle in der Leitung

!J C.

e, Jz .P 100 III Prozenten der sekun-

daren Spannung (Sternspannung)

unter dem Winkel arctg~- gegen

J voreilend auf und beschreibt
iiber diesen Strecken als Durch
messer je einen Kreis. So ist
z, B.

AD .llz B J 2 z1= P 100, D2 = - p- 100.

Die Verlangerung von Pc sehnei
det die Kreise iiber ADI und

BD2 in G1 und G2 •

Die Strecken AGI und GIDI seien in Prozenten der sekun
daren Spannung, ac1 und f3cI' ebenso BG2= ac2' G2D2= f3c2 ' so ist
unter Beriicksichtigung von Gl. 54 S. 44

e 0/ = +a + a + (f3cl ± f3c2)2
C 0 - C 1 - c2 200

und analog fiir die anderen Phasen. Hierbei erhalten die a das
positive oder negative Vorzeiohen , [e nachdem sie in die Ver
langerung des Vektors der Linienspannung fallen oder in ihn selbst,
die f3 sind zu addieren oder zu subtrahieren, je nachdem sie ein
ander entgegen- oder gleichgerichtet sind.

48. Das Zweiphasen-Dreileitersystem.

Dieses System hat zwei um .90 0 gegeneinander phasenver
I trftJ. schobene Spannungen und einen Null-

l2]JO P leiter, es ist also ein unsymmetrisches
P. I System.
. ': Die Belastung wird zwischen je

.;z einen AuBenleiter und den Nulleiter
Fig. 98. angeschlossen (s. Fig. 98).
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Bei gleichmii.l3iger Belastung ist die Summe der momentanen
Leistungen beider Phasen konstant, das System ist balanciert.
Die Leistung ist

N = 2PJ eos ip,

Die Linienspannung ist

der Strom des Nulleiters

daher auch

R.'z

Fig. 99.

Ist der Spannungsabfall im Nulleiter vernachlassigbar klein,
so bleiben bei gleicher Belastung der Phasen die Spannungen an
den Klemmen der Belastung gleich 1#
grof und um 90 0 gegeneinander
phasenverschoben. Besteht da
gegen im Nulleiter ein Span
nungsabfall, der gleich OPo in
Fig. 99 ist , so sind die Span
nungen an der Belastung PoP/
und Po P 2' auch bei gleichen
Stromen verschieden und nicht
mehr um 90 0 phasenverschoben.

Die Berechnung ergibt sich
genau wie auf S. 108 fur 3 Phasen.
Sind Y1 , Y2' Yo die Leitwerte, ge-
rechnet vom neutralen Punkt des Generators bis zu dem der Be
lastung, so erhalt man

~ _ ~1 th + ~2 t)2
0- t)1 +t)2+t)0

~1 = (~l - ~o) t)1 (130)

~2 = (~2 - ~0) t)2

~o=-~ot)o

Man kann hier ebenfalls graphisch verfahren.
Denkt man sich zunachst eine Phase, z. B. 2 unterbrochen, so

teilt sich die Spannung P 1 auf den Nulleiter und die Belastung
der Phase 1 nach MaBgabe der Scheinwiderstande. Es ist

~o'= _~ = ~l _---.k_ .
1 +1J_ 31 +30

t)1

Sind sowohl die Belastung als auch der Nulleiter induktions-
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frei, so braucht man, wie in Fig. 100, nur den Vektor OP
1

in
oPo' und Po' PI SO zu teilen, daB

oPo' : Po' P 1 = Ro : R 1 •

Zwischen der Klemme der unterbrochenen Phase und dem Null
punkt der Belastung besteht dann die Spannung Po' P 2 ' sie ist im
allgemeinen Fall

~ _ In ' _ jJ32 (th+ t)o) - jJ31 t)1
2+'0 - . t)1+ t)o •

Ist dagegen die Phase 2 belastet, so ergibt sich Po aus Gl. 130 und
es wird

also verhalt sich

Fig. 100.

P,

1 + .3J1
$2 - $0 _ t)1 + t)o 31

~2 - ~o' - t)1 + t)2+ t)o - 1 + 30 + 30

31 ·32
Nehmen wir z, B. an, es sei auch Phase 2 induktionsfrei belastet
und ebenso wie 1, d. h. R1 = R2 = R , so wird

~2 - $0 R+Ro
$2 - jJ30'= R + 2 R~ .

Man teilt in Fig. 100 P 2 Po' so durch den Punkt
Po' daB

P2PO:P2PO'=R+Ro: R+ 2Ro'
Die Verdrehung der Spannungsvektoren aus der
90 0 Phasenlage durch den EinfluB des Null

1:I:---- ---:::=-1 leiters ist fiir, den Betrieb von Motoren be
sonders ungiinstig. Dies ist der Grund, wes
halb das System jetzt seltener angewendet wird.

49. Zerlegung eines unsymmetrischen Mehrphasensystems in
zwei symmetrische.

Wie bei gegebenen unsymmetrischen Spannungen fiir konstante
Belaetungswiderstande zu rechnen ist , wurde auf S. 111 gezeigt.
Diese Rechnung ist aber nicht mehr verwendbar, wenn die Belastung
aus rotierenden Maschinen besteht (z. B. Induktionsmotoren). Ohne
auf d ie Theorie der Maschinen hier eingehen zu konnen, sei jedoch
ein Hilfssatz 1) erlautert, der in solchen Fallen zum Ziel fiihrt. Er
lautet : Ein unsymmetrisches Mehrphasensystem laBt sich in zwei
symmetrische mit entgegengesetzter Phasenfolge der Spannungen zer-

1) s. Fortescue Proc. Am. In st . El. Eng . 1918. P. MIi Il e r ETZ 1918. H.35.
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legen. Die beiden symmetrischen Teilsysteme sind verschieden groB,
das groBere hat die Phasenfolge des unzerlegten unsymmetrischen
Systems, das kleinere dieentgegengesetzte.

Zur Erlauterung ist in Fig. 101 zunaohst die Zusammensetzung
zweier symmetrischer Dreiphasensysteme zu einem unsymmetrischen
gezeigt. In dem groBen gleichseitigen 0

Spannungsdreieck A' B'G eilt Pb' gegen P a' \
urn 120° nach, P: gegen P a' urn 120°' vor, 11:\
In dem kleinen gleichseitigen Spannungs- A \

Pc\dreieck A' D A eilt dagegen Pt = A A' gegen \
Pa"= A'D urn 120° vor, Pc"= D A gegen "
Pa" urn 120° nacho Durch Parallelverschie- //' cl
ben von Pa" = A'D nach B' B ergibt sich C 8'- - - I-

oB = P a als geometrische Summe von P a' Fig. 101.
und P a". Da BD=B'A'=Pc', ist BA
=Pc die Summe von Pc' und P:', endlich AO=Pb die Summe
von Pb' und Pt·

In dem resultierenden unsymmetrischen Spannungsdreieck A BG
ist die Phasenfolge dieselbe wie in A' B'G.

Die beiden symmetrischen Teilsysteme sind durch zwei zu
sammenzusetzende Spannungsvektoren und deren Phasenverschiebung
bestimmt. In Fig. 101 eilt Z. B. Pa" = B'B gegen P a' urn () vor.
Beziehen wir alle Spannungsvektoren auf Pa' und Pa" und geben
einem, Z. B. Pa', die Phase Null, so ist

~a'=Pa' ~a"=Pa"iJ

~b' = P a' e- i 2;'" I.l!t = P a" / (J +2a")

IU'=P , e+i 2t m"=p ,,/(J-
2
t )

+'c a -.pc a

Durch Addition entsprechender Vektoren folgt:

l.l!a=~:+~a"=Pa'+Pa"iJ I
~b=~b'+\l3t=Pa'e-i2;"'+Pa,,/(J+2;"') . (131)

. .2" '(J 2,,)
\l3c= \l3c' + \l3c"= P a' e-t-1 3 +P:' e' - 3

+ .2"
Multipliziert man die zweite dieser Gleichungen mit e ' 3, die

.2"
dritte mit e- 1 3 und addiertsie zur ersten, so ist

. 2"" 2""m+m '3+ m - i - 3P" ()1-'a t-'b e 1-'c e a = a = 3 ~a • • • • 132
. 2"

Multipliziert man hingegen die zweite Gleichung mit e - 1 3 , die
+ .2",

dritte mit e '3 und addiert sie zur ersten, so ist

~a +- ~b e- i 2t + I.l!c e+i 2;'" = 3Pa"i J = 3~a" (133)
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Die beiden Ietzten Gleichungen geben die Regeln an, wie ein
gegebenes unsymmetrisches Spannungsdreieck PaPbPc in zwei sym
metrische zu zerlegen ist, Die graphische Zerlegung wird danach wie .
folgt ausgefiihrt:

1. Man verdreht um die Endpunkte eines Spannungsvektors (Pa)
die beiden anliegenden und zwar den in der Phase zuriickliegenden (P b)
um 1200 nach vorwarts, den voreilenden (Pc) urn 1200 nach riick
warts. Die Verbindungslinie der freien Endpunkte der gedrehten
Vektoren ist die dreifache Lange des zum festliegenden Vektor (Pa)
zugehorigen Vektors (P a') des gieichsinnigen symmetrischen Teil
systems.

2. Man verdreht urn die gleichen Endpunkte des festliegenden
Spannungsvektors (Pa) den in der Phase zuriickliegcnden (Pb) urn

------ 1200 nach riickwarts, den voreilen-
,/'/ -....... -, /,,--- .....

/ ~/ den (Pc) urn 120 0 nach vorwarts,
I

"'=- - - -7 die Verbindungslinie der freien End-
punkte der gedrehten Vektoren ist
die dreifaehe Lange des zum fest
liegenden Vektor (Pa) zugehOrigen
Vektors (Pa" ) des symmetrischen
Teilsystems mit umgekehrter Pha
senfolge. Fig. 102 zeigt die graphi
sche Zerlegung,

Fii r ein Zweiphasensystem ist die Ableitung ganz analog und
braucht hier ni cht durchgefiihrt zu worden.

Ein SonderfaH ergibt sich bei Zusammensetzung von zwei gleich
groBen symmetrischen Spannungsdreiecken mit entgegengesetzter
Phasenfolge,

Setzt man in Gl. 131 P a"=Pa' und ()= 0, so wird \l3a = 2Pa',
\l3b = - Pa', \l3c= - Pa'. Dies ist ein Einphasensystem mit der
Spannung 2 P a'. Danach laBt sich ein Einphasensystem zerlegen in
zwei gleichgroBe symmetrische Dreiphasensysteme mit entgegen
gesetzter Phasenfolge von je halber Spannung.

50. lUehrwellige Strome in ~Iehrphasensystemen.

Die Spannungskurven der verschiedenen Phasen eines sym
metrisohen Mehrphasensyatems haben alle dieselbe Form, da die
verschiedenen Wicklungen einer Mehrphasenmaschine alle dieselben
elektrischen und magnetischen Eigenschaften besitzen. Die Ober
sohwingungen kommen in den Kurven alIer Phasen in gieicher
GroBe und Lage gegeniiber der Grundwelle vor.

Der Phasenwinkel der GrundwelIe iibertragt sich auf die Ober
wellen nach MaBgabe ihrer Ordnungszahl.
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Sind die Grundwellen zweier aufeinanderfolgender Spannungen

um 2 n gegeneinander phasenverschoben, so sind die Oberwellen der
n

xfachen Frequenz urn ~~ ihrer Wellenlange gegeneinander phasen-
verschoben. n

Ist x : n eine ganze Zahl, so ist die Phasenverschiebung dieser
Oberwellen ein ganzes Vielfaches von 2 n , d. h. die Oberwellen sind
gleichphasig.

Ist ,,= (x n - 1), worin x eine ganze Zahl ist, so ist die
Phasenverschiebung dieser Oberwellen zweier aufeinanderfolgender
Spannungen

,,2n 2n
-- = x 2 n -- .

n n

Die Oberwellen bilden ein symrnetrisches Mehrphasensystern mit
vertauschter Reihenfolge der Phasen.

Ist endlich x=(xn+1), so ist

~2n =x2n+2n.
n n

Die Reihenfolge der Phasen ist wieder dieselbe, wie fiir die
Grundwellen.

Bei einem Dreiphasensystem ist fUr alle Werte von x, die
durch 3 teilbar sind, x :n eine ganze Zahl, die dritten, neunten,
fiinfzehnten usf. Oberwellen sind in allen drei Spannungen stets
gleichgerichtet. Fur x = 2, 4, ... wird

(xn-1) =5,1l,17 .

(xn+1) =7,13,19 .

Die Oberwellen der ersten Reihe bilden symmetrische Mehrphasen
systeme mit vertauschter Reihenfolge der Phasen, die der zweiten
Reihe solcher mit gleicher Reihenfolge wie bei den Grundwellen.

Die Linienspannung ist bei Sternschaltung des Generators die
Differenz zweier aufeinanderfolgender Phasenspannungen.

Bei der Bildung der Differenz fallen die gleichphasigen Ober
wellen fort, beim Dreiphasensystem also alle Oberwellen, deren
Ordnung " durch 3 teilbar ist, die dritten, neunten usf. Fur die
fiinften, siebenten, elften usf, Oberwellen ist wie fiir die Grundwellen

n rz:die verkettete Spannung 2 sin - = V 3 mal so groB wie die unver
n

kettete Spannung.
Die Spannungskurve der verketteten Spannung eines Generators

mit Sternschaltung hat daher eine ganz andere Kurvenform als die
Kurve der unverketteten Spannung. Fig. 103 zeigt die Phasen
spannung und die Linienspannung eines Generators.
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Das Verhaltnis del' Effektivwerte del' Linienspannung und del'
Phasenspannung ist

PI =V3 VP12+P,,2+P72+ ....
P VP12+P3 2+P,,2

Kommen Oberwellen von 3, 9, . . . faeher Periodenzahl in del'

Phasenspannung VOl', so ist dieses Verhaltnis kleiner als V3.
Dureh die Sonderstellung, die die dritten Oberwellen beim Drei

phasensystem einnehmen, sind eine Anzahl von praktisch wichtigen
Erscheinnngen zu erklaren, Da die dritten Oherwellen stets gleioh
gerichtet sind, konnen sie bei einem Generator mit Sternschaltung
ohne Nulleiter nicht zur Wirkung kommen, da sie , wie gezeigt, in
del' Linienspannung fortfallen. Sind die Stromverbraucher ehenfalls

in Stern geschaltet, so besteht zwi
schen dem Nullpunkt des Generators
und dem del' Belastung auch bei
vollstandiger Symmetrie eine Span
nung von 3facher Periodenzahl (und
den evtI. dariiber gelagerten Ober
wellen von 9 facher usw, Perioden
zahl), die gleich del' Summe diesel'

-7"'::...----........::""'"-- - - -r in den 3 Phasen gleichgerichteten
Wellen ist.

Ist del' neutrale Punkt des
Generators geerdet, del' del' Be-

Fig 103. laatung nicht, so besteht zwisohem
diesem und Erde die Spannung

del' dritten Oberwelleri, die bei Hochspannungsgeneratoren groB
werden kann, so daB die Beriihrung des Nullpunktes gefahrlioh
wird. Man erdet mitunter auch den Nullpunkt del' Transformatoren.
In den Erdleitern oder in einem gegebenenfalls vorhandenen Null
leiter flieBt stets ein Strom von 3facher usw. Periodenzahl, del'
Nulleiter ist auch bei gleicher Belastung del' Phasen nicht mehr
stromlos. Man erdet iiber Drosselspulen oder iiber Widerstande.

Bei Dreieckschaltung des Generators addieren sich die dritten
Oberwellen del' Spannung zu einer Resultierenden von drei
facher Amplitude und ergeben einen Ausgleichstrom, del' fast un
abhangig von del' Belastung ist . Die Wick lung ist, auch wenn
keine auBere Belastung angeschlossen ist, nicht stromlos . Offnet,
man das Dreieck, so kann die Spannung del' Oberwellen fiir sich
gemessen werden.

. Die inneren Strome von dreifacher Periodenzahl bedingen zu
satzliche Verluste in del' Wicklung und erhohte Erwarmung, man
schaltet daher Dreiphasengeneratoren selten in Dreieck.
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51. Messung der Leistung von Mehrphasenstrornen.

Bei gleicher Belastung aller Phasen eines symmetrischen Mehr
phasensystems geniigt es, die Leistung einer Phase zu messen und
sie mit der Phasenzahl zu multiplizieren. Fig. 104 zeigt die SchaI
tung fur eine Dreiphasensterm:chaltung. Die Stromspule des Watt
meters ist in eine Leitung geschaltet, die Spannungsspule zwischen
diese Leitung und den Sternpunkt. Ebenso kann man bei einer
Dreieckschaltung die Stromspule in eine Dreieckseite und die
Spannungsspule zwischen die zugehorigen Knotenpunkte des Drei
ecks schalten. Oft verwendet man einen kiinstlichen Nullpunkt
(s. Fig. 105) und gleicht die Widerstande so ab, daB der Widerstand
der Spannungsspule mit ihrem Vorschaltwiderstand ebenso groB ist
wie die Widerstande der beiden anderen Zweige.

iyJ =< ~¥=<J--
Fig. 104. Fig. 105.

Bei ungleicher Belastung brauchen allgemein nur (m -1)
Leistungsmesser verwendet zu werden, wenn m die Zahl der Lei
tungen ist.

Bei einem Dreiphasensystem ohne Nulleiter geniigen also
2 Leistungsmesser. Es ist

~pi=Plil+ p'Ji2+ paia
und

daher auch

Fig. 107.Fig, 106.

~ pi = (P1 - Pa) i1 + (P2- Pa) i'j . . . . (134)

Bei dieser Leistungsmessung, die von Aron und von Behn-
Eschenburg angegeben ist, Ps
werden nach Fig. 106 die
beiden Stromspulen in je eine

-J-:<
Leitung geschaltet und die Spannungsspulen zwischen diese Leitung
und die dritte. GI. 134 gilt fiir die Momentanwerte also ganz unab
hangig von der Kurvenform.
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Fur die Effektivwerte einwelliger Strome gilt das Vektordiagramm·
Fig. 107 dieser Schaltung.

J lund J'2 sind die gem essenen Strome, die um ([Jl bzw. ([J'2
gegen P l und P'J verzogert seien. Die gemessenen Linienspannungen
sind - P b als Differenz von P 1 und P s und P" als Differenz von
P'2 und P s' Es eilt nun - P b gegen J l um (30 °- ([Jl) na ch, und
P a gegen J'J um (([J'J+ 30°) vor. Daher zeigen die Leistungsmesser
folgende Leistungen an :

Nr=-Pb J l cos (([Jl- 30°) , NII=Pa J 2cos (([J2+ 30°),

worin P a=Pb=V3P ist.
1st ([J2= 60°, so zeigt der zweite Leistungsmesser die Leistung

Null an , sein Ausschlag kehrt sich um, wenn ([J'J groBer als 60 °wird.
Bei gleicher Belastung aller Phasen ist

N] +N I1=V3PJ [cos (([J - 30°) + cos(([J+ 30°)]
= 3PJ cos ([J,

die Differenz der Leistungen ist dagegen

N] - N II= V 3PJ 2 sin ([J sin 30°

= V3P J sin ([J .

Durch Division der heiden Gleichungen wird

V- N]-NII ( )
tg ([J = 3 -it] +NIl' . . . . . 135

Bei gleicher Belastung kann die Phasenverschiebung bei ein
welligen Stromen direkt aus den Ausschlagen der Leistungsmesser
ohne Strom und Spannungsmesser nach Gl. 135 berechnet werden.

Bei gleicher Belastung der drei Phasen geniigt nach R. Friese
ein Leistungsmesser, mit dem zwei Messungen auszufiihren sind. Die
Stromspule bleibt bei beiden Messungen in derselben Leitung, die
Spannungsspule wird nacheinander zwischen diese Leitung und die
beiden anderen geschaltet. Die beiden gemessenen Leistungen sind,
wenn die Stromspule z. B. J 1 miBt :

N J =(-Pb)Jl cos (([Jl- 30°) , NIl =Pc J 1 cos (([Jl + 30 °),

woraus man fiir gleiche Belastung und symmetrische Spannungen
wieder die soeben abgeleiteten Beziehungen erhalt.

Dreiphasensystem mit Nul l e it er ']. Hier sind drei Leistungs
messer erforderlich. Es ist

.2pi = Plil +P2i2+Psis+ Poio
und

il+ i'2+ is+ io= 0 .

Setzt man i o aus der zweiten Gleichung in die erste ein, so
erhdlt man

.2pi = (Pl - Po)i1 + (P2- Po) i'J+ (Ps- Po)is . (135)

' ) s, Orlich , ETZ 1907, S. 71.
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Hierin sind (PI - Po), (P2 - Po)' (Pa - Po) die Spannungen der
Aul3enleiter gegen den Nulleiter, die zur Abkiirzung mit PIO' P~O' Pao
bezeichnet werden mogon, so dal3 wir erhalten

~pi=PIOiI+P2oi2+Paoia' .... (135a)

Die meisten Zahlerkonstruktionen fUr Dreiphasensysteme mit
Nulleiter verwenden die Linienspannungen. Diese erhalten wir durch
die Beziehung

Pa=P20-Pao)
Pb __ Pao- Plo ~ . . . • . . . (136)

Pc- PlO- P20 J
Die Summe PlO + P20 + Pao ist bei Verwendung eines Nulleiters

von Null verschieden und zwar nicht nur bei unsymmetrischer Be
lastung sondern auch bei symmetrischer Belastung, weil die Ober
wellen von 3, 9, ... facher Periodenzahl ftiel3en konnen. Setzn man

PlO+ P20+ Pao=L'p . . . . . . (137)

so erhalt man aus Gl. 136 und 137

PIO = l (Pc- Pb + L' p) )
P~o=~(Pa-Pc+~P) ..... (138)

Pao=~ (Pb-Pa+~P)

Setzt man in die Leistungsgleichung 135 a

iI=-(i2+ ia+ io)'
SO wird

~pi = (P20 - PlO) i~ + (Pao - PIO) ia- Ploio
oder, wenn man die Linienspannungen nach Gl. 136 einfiihrt,

~pi=Pbia-Pci2-PIOio' . .. .. (139)

Diese Gleichung, die durch zyklische Vertauschung zwei weitere
analoge ergibt, bietet noch keine Vorteile gegeniiber der Messung
nach GI. 135, weil 3 Zahlersysteme erforderlich sind, bei denen je
eine Spannungsspule und eine Stromspule zusammenwirken.

Die Zahl der Systeme lal3t sich aber auf 2 reduzieren, wenn
man bei jedem System mehrere Spannungsspulen oder auch mehrere
Stromspulen zusammenwirken lal3t. Dies ergibt die folgenden Mog-
lichkeiten. .

Setzt man in Gl.139 fiir Plo den Wert aus Gl.138 ein, so wird
y . _ (. + 1 . ) (. + 1 . ) l ' ~ ( 40)_pl-Pb la a ~o -Pc ~2 a lo -a~o~P .• 1

Addiert und subtrahiert man hierzu Pcia , so erhalt man

~pi=(Pb-Pc)(ia+lio)+pc(i3-i2)-~io~p. (141)

Addiert man zu Gl. 139 die durch zyklische Vertauschung erhaltene

~pi=Pcil-Paia-P2oio
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und setzt fiir PlO und P20 die Werte aus Gl. 138 ein, so ergibt sich

2 Xpi = (Pb - Pa) (i3 - ~ io)+ Pc (i1 - i2) - i io2Jp • (142)

Setzt man ferner die Werte aus Gl.138 in GI.135a ein, so wird

3 X pi = i1 (Pc - Pb) +i 2 (pa- Pc) +i3 (Pb - pa) - io2JP,
oder nach Addition und Subtraktion von i3 pc

3 Xpi = (i1 - i3) (Pc- Pb)+ (i2 - i3 ) (Pa- pJ - io2Jp. (143)

Fig. 108.

Die Gl. 140-143 stellen, wenn man von dem Glied mit ~ P
absieht, MeBanordnungen mit 2 Systemen dar, bei denen je 1 oder
2 Spannungsspulen mit 2 Stromspulen zusammenwirken.

Das Glied mit 2JP gibt den Feh
ler an. Man kann 2JP messen, wenn
man (nach Fig. 108) durch drei gleiche
Wlderstande e zwischen den AuBen
leitern einen kiinstlichen Nullpunkt
herstellt und ihn durch einen Span
nungsmesser vom Widerstand eg mit
dem Nullpunkt der Belastung ver
bindet.

Sind s; i2' i, die Strome in den 3 Wideratanden, i der Strom
im Spannungsmesser, so ist

---;f----,-- --...INffl'tH:-- - - - -,
I
I
I
I
I
I
I

- -- - --- - ------- - ----- ----~

PlO=ile+ieg

P2o= i2e + i eg

Pso= i3e +ieg ,

daher
2JP = (e + 3 eg) [,

Der Ausschlag des Spannungsmessers ist daher mit e+ 3 ell..
zu multiplizieren, urn die Spannung 2JP zu erhalten. eg

Schaltet man in gleicher Weise die Spannungsspule eines
Leistungsmessers, dessen Stromspule von i o durchflossen ist, so kann
das Fehlerglied in GI. 140-143 gemessen werden.
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52. Gegenseitige Induktion zweier Stromkreise.

Liegen zwei geschlossene Stromkreise einander benachbart,
wie Fig. 109 ffir zwei einfache Leiterschleifen zeigt, so ist der In
duktionsfluB des einen auch teilweise mit dem anderen verkettet.
Die Anderung des Stromes eines Kreises bedingt Induktionswirkungen
nicht nur in ihm selbst, sondern auch im benachbarten Stromkreis,
eine Erscheinung, die als gegenseitige Induktion bez eichnet wird.

Fiihren beide Kreise Strom, so st ellt sich ein F eld ein, das aus
der Summenwirkung beider Strome resultiert.

Die magnetisch e Energie des Feldes zw e i e r s t r o m 

fiihrender Kreise.

Die Energie des magnetischen Foldes ist na ch Gl. 16 S. 12

Wm=lJ floP SJ'J d v . . . • • . . . (16)

In einem beliebigen Punkt seien die von den Stromen i 1

und i'J der beiden Kreise herriihrenden Feldstiirken 3)1 und 3)2' Sie
haben im allgemeinen verschiedene Richtung und mogen einen
Winkel a miteinander bilden. Dann ist die resultierende Feldstarke

SJ2= 3)12+ SJ2'J + 2 SJ13)'J cosa.

Mit diesem Wert zerfiilIt der Ausdruck 16 fiir die Energie in drei Teile

Wm , = ~ f fl flo S)l2dv ist nur von i1 ,

W =;! Jflflo SJ.,2dv ist nur von i2 ,
m 2 2 ..

Wm.. = f flflo SJ1SJ'J cos a dv ist von i1 und i2 abhangig,
Fr a en ck el , Wechselstrdme. 2. Auf!. 9'
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Nach S. 12 ist

worin L1 und L2 die Induktivitsten der beiden Stromkreise sind.
Den dritten Teil konnen wir wie folgt deuten. Die vom Strom i

1

herriihrenden und von ihm durchfluteten Induktionsrohren sind
(s. Fig. 109) zum Teil mit i 2 verkettet. Fiir eine solche Rohre
ist der konstante FluB

ftoft~;h df= 181 ar.
eine solche Rohre

d Wm,. = 181d f f 5')2 cos a ds .
o

Nach dem Durchflutungsgesetz ist hierin

f 5')2 cos ex ds = i2 ,
o

--- -- --
, -,

, ( \ \
I • \ \

f '.... _./ :
\ I
\ I... ,-... __ ....

Fig. 109.

"

Daher wird fiir

sofern diese Rohre i 2 umschlingt, andern-
-<: I! . L falls Null. Im ersten Fall ist

dWm".= 181 «n;
Erstreckt man daher die Integra

tion nur iiber die R6hren, die mit i2
verkettet sind, so wird

Wm12= i2 f 181 df= i2 '1'12 ,

worin '1'12 der InduktionsfiuB ist, den
der Strom i

1
durch die Fliiche des Stromkreises 2 sender, Man setzt

'1'1 2 = i 1 M 12 •

Wm" = i 1 i 2 M 12

Geht man vom Strom i 2 aus , so findet man
den i

2
durch den Stromkreis 1 sendet,

'1'21 =i2 M 21 • • • •

Wm,.=i1 i2M21 . .. .

. (144)
. (145)

analog den FluB,

(144 a)
(145a)

Da die Energie in heiden Fallen dieselbe ist, wird

M 12=M21=M (146)

M heiBt der gegenseitige Induktionskoeffizient oder die
Wechselinduktivitat der beiden Stromkreise, W m ll = i1 i2M die
wechselseitige magnetische Energie. Die gesamte magnetische Energie
zweier strornfiihrender Kreise ist daher

Wm = til '.IL1 +i1i2M +~ i2'.l L2 • • • • (147)

Sie setzt sich zusammen aus den Eigenenergien der Felder jedes
Stromkreises (~i12L 1 und ~ i2

2 L'.l)' die ebenso groB sind, wie .wenn
der andere nicht vorhanden ware, und der wechselseitigen Energie
i 1 i'.l ~M . •
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M hat, wie aus der Ableitung foIgt, dieselbe Dimension wie L
und wird in Henry gemessen. Mist auch nur als Konstante zu
betrachten, wenn die Permeabilitat des Mediums fl unabhangig von
der Induktion ist.

M kann das positive oder negative Vorzeichen haben. Ordnen
sich die Umlaufrichtung des Stromes eines Stromkreises und die
Richtung des vom anderen Stromkreis durch ihn gesandten Flusses
entsprechend einem Rechtssystem zu, so ist M positiv, eonst negativ.

ElVlK d er gegenseitigen Induktion.

Andern sich die Strome i 1 und i-z' so andert sich die Energie
des Feldes. Betrachten wir L 1 , L'J und M als Konstante, sehen wir
somit von einer Veranderung der gegenseitigen Lage und von einer
Deformation der beiden Systeme ab, die eine Anderung von M bzw. L
bedingen wiirden, so kanndie Zu- oder Abnahme der Energie nur da
durch zustande kommen, daf elektrische Leistung den Stromkreisen
zugefiihrt oder von ihnen abgegeben wird. Sie ist stets gIeich dem
Produkt aus dem Strom und einer Spannung. Nimmt die Energie in
der Zeit d t um d Wm zu, so ist die den Stromkreisen zugefiihrte
Leistung

~ Wm=i (L di1_+ Mdi-z) + i (M~i1 + L d i'J).
dt 1 1 dt dt 2 dt 2 dt

~O-.';

Fig, 110.

werden.

Die in den Klammern stehenden Ausdriicke, mit denen die
Strome multipliziert werden, sind die zugefiihrten Spannungen, die
den durch die Anderung des Flusses bedingten EMKen ent~egen

gesetzt gIeich sind.

Zu der 'EMK der Selbstinduktion -L :~ tritt in jedem Strom-

kreis die EMK d er gegenseitigen Induktion - M ::' die im

Stromkreis 1 von der Anderung des
Stromes i

2
und umgekehrt herriihrt.

Fiir einen einwelligen Strom ist der

EfIektivwert von M ~+ gleich J wll! und

symbolisch durch j~wM dargestellt.
Beispiel. Auf einem Leitungsmast

seien zwei Doppelleitungen befestigt (s.
Fig. 110), die eine A-B mag eine Kraft
leitung , die andere CD eine Telephon
leitung sein. Es solI die gegeuseitige
Induktion der beiden Leitungen berechnet
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Laufen die Leitungen auf
ein einwelliger Strom von
Hauptleitung flieBt, in der

FlieBt durch den Leiter A der Strom 1 Amp., so ist die Feld
starke in einem Punkt P der Ebene durch 0 D

1
SJ= 2 ne'

sie ist, da die Kraftlinien Kreise um A sind, senkrecht zur Ver
bindungslinie AP gerichtet, ihre Komponente senkrecht zur Ebene 0 D
ist daher

. sina
SJsma= - -.

2ne

Der FluB durch ein Flachenelement von der Lange 1 em und der
Breite dx ist

. 2 sin«
d 'Jf=ftoSJ smadx= --dx·lO-lJ .

e
Der Verschiebung des Punktes P um dx entspricht eine VergroBe
rung von e auf (I +de und von a auf a+d«, Dabei ist

dxsina=de,
daher

d'Jf= 2del0-lJ.
a

Der ganze FluB durch die Langeneinheit der von den Leitern 0 D
begrenzten Ebene wird somit fiir 1 Amp.

2 In (:: ) lO- lJ

Einen ebenso groBen FluB erzeugt der Strom 1 Amp. im Leiter B.
Die Weohaelinduktivitat wird somit fiir die Lange l em

M=4l .ln(::)1O- lJ Henry .. . (148)

Mit den in Abb.110 eingeschriebenen MaBen wird

e2= 78, f21 = 54 , M = 4 ·11n~ 10-9 = 1,47 ·l ·10- il Henry.

Die Induktivitat der Doppelleitung AB ist hingegen (s. S. 14)

L = 4l (In ~ + ~) 10-9= 21,3l .1O-9 Henry.\

List hier fast 15 mal so groB wie M.
10 km = 10 6 em parallel, so induziert
100 Amp. bei 50 Perioden, der in der
anderen eine effektive Spannung

J roM = 100 .314 .1,4710-3 = 46 Volt.

Zur Vermeidung der dadurch hervorgerufenen StOrungen sind die
Leitungen zu verdrillen.
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53. Streuung.

Der Strom eines Systems J 1 bedingt in ihm selbst eine Anzahl
Kraftlinienwindungen L 1 J 1 , in dem anderen M J 1 • Sie verhalten
sich wie L 1 : M. Waren beide Systeme in gleicher Weise mit dem
FluB des Stromes J 1 verkettet, so miiBten sich bei zwei Spulen die
Kraftlinienwindungen wie die Windungszahlen w1 und w2 verhalten,
es ware

L 1 : M = w1 : w2 '

analog L 2 :M = W2 :W1 ,

somit L 1 L2= M2.

Da die Systeme raumlich nicht zusammenliegen, ist von dem
FluB des einen Stromkreises nur ein Teil mit dem anderen ver
kettet. Man bezeichnet dies als Streuung.

Es wird daher stets
L1L2 > M2 (149)

Als MaB fiir die Streuung setzt man

L JL2 _ ( 0)1 - M2 - (J, • • • • • • • 15

worin (J > 0 ist und als Streukoeffizient bezeichnet wird.
Nur der wechselseitigen magnetischen Energie J 1 J 2 lrI entspricht

eine Energieiibertragung von cinem Stromkreis auf den anderen. Bei
Maschinen und anderen Apparaten ist es daher zweokmaflig, sioh den
gesamten FluB zerlegt zu den ken in einen beiden Stromkreisen ge
meinsamen, den HauptfluB, und die sog. Streufliisse.

Nun ist aber von den beiden Stromkreisen gemeinsamen Kraft
linien allgemein nur ein Teil mit allen Windungen beider Stromkreise
verkettet, der Rest nur mit einem Teil, und zwar je nach der raum
lichen Anordnung der Spulen mit verschiedenen Teilen von beiden.
Die Zerlegung in Haupt- und Streukraftlinien ist daher in vielen
Fallen nicht eindeutig und kann in verschietlener Weise vorgenommen
werden1).

1. Zum HauptfluB sind zunachst die Kraftlinien zu zahlen, die
mit all e n Windungen beider Stromkreise verkettet sind. Ihre Dureh
flutung ist

J 1 w1 + J 2 w2 •

Definiert man nun nach Rogowski 2) als HauptfluB die Summe
der Kraftlinien, die veisohwindet, wenn

J 1 w1 +J2 w2 = 0

gemacht wird, den Rest als Sbreufliiese, so ergibt sich, daB der Haupt-

4) B. F . Erode, Elektrotechnik und Maschinenbau, 1914, S.238.
2) ETZ 1908; Archiv f . Elektrotechnik, Ed . III, H. 5, S. 129 (1914).
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fluf aIle Kraftlinien umfaBt, die hierbei von gleich viel Ampere
drahten beider Stromkreise durchflutet sind.

Die gemeinsamen Kraftlinien, die von ungleichen Amperedrahten
der beiden Stromkreise durchflutet sind, zahlen dann zu den Streu
fliissen. Sie heillen nach Rogowski doppeltverkettete Streufliisse
im Gegensatz zu den reinen (oder einfach verketteten) Streufliissen,
nip nur mit je einem Stromkreise verkettet sind.

Die Kraftlinienwindungen der beiden Stromkreise sind allgemein

~=J1L1+J~ M,
lJf~ =J2L2+ J 1 ..Zlf.

Macht man
J~W2 =-JIWl '

so bleiben als Kraftlinienwindungen der Streufliisse

J 1(L1 - ::M)=J1S1, I..
()

. . . (151)

J 2 L2- :: M = J 2 82. j
8

1
= L

1
- WI M und 8

2
=L

2
- w2 M . . (152)

W2 WI

sind die Streuind uktivitaten der beiden Stromkreise. Sie konnen
beide positiv sein, es kann aber auch einer Null oder negativ werden.
Bei dieser Zerlegung werden somit die Anteile der beiden Stromkreise
an der gesamten Streuung verschieden groB.

2. Die Ungleichheit, die an sich willkiirlich erscheinen mag,
verschwindet, wenn man die Zerlegung so vornimmt, daB die ge
samten magnetischen Energien beider Stromkreise gleich groB werden.
Man hat somit zu setzen:

~(LIJt+JIJ~M)=HL~J22+J1 J 2M) .
Da hierin die wechselseitige Energie zu gleichen Teilen in jedem
Stromkreis vorkommt, werden die Eigenenergien gleichgesetzt. Als
HauptfluB wird die Summe der Kraftlinien definiert, die versch windet,
wenn

J2=-J1V~:
gemacht wird . Hiermit sind die Kraftlinienwindungen der Streufliisse

J 1 (L1 -MV~:)=JILI (1- V~LJ =JI81 '

J2(L2-MV~:) =J2L2(1- V~LJ=J282'
Die so definierten Streuinduktivitaten 8 1 und 8 2 sind wegen G1. 149
stets positiv.
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Fig. 111.
00

Diese zweite Zerlegung hat ihrerseits den Nachteil, daB oft ein
Teil der mit allen Windungen beider Stromkreise verketteten In
duktionslinien zu den Streufiiissen gezahlf wird. Diese Linien ver
schwinden, wenn J 2 W 2 = -J1 W 1 gemacht wird. Dies wiirde bei
der hier zugrunde gelegten Bedingung nur zutreffen, wenn

L 1 :L2 =W1
2: W 2

2

ist . In diesem Fall decken sich beide Definitionen, er ist aber im
allgemeinen nicht erfiillt.

Fur die gesamte Streuung a = 1 - LM~ ist die Art der Zerlegung
1 2

natiirlioh belanglos.
Weitere oft verwendete Bezeichnungen sind

w1 M w2L 1 =v1M-, Lo=vo -- ,
w2 "" Wi

worin v1 v2 die Hopkinsonschen Streukoeffizienten heillen. Damit
wird Gl. 150

1
(>=1- - - .

v1 v2
M2

Das Verhaltnis LL wird als Kopplungsfaktor bezeichnet.
1 "2

54. Der Lufttransformator.

Ein Transformator dient zur Umsetzung von elektrischer Energie
einer Spannung in solche einer anderen. Er besitzt zwei Spulen, die sich
gegenseitig indusieren und die ruhend zueinander angeordnet sind.
Bei den niederen Frequenzen der Starkstromtechnik werden die
Spulen zur Erzielung starker magnetischer Felder auf Eisenkerne
gewickelt; in der Hochfrequenztechnik
werden keine magnetischen Materialien
verwendet. In diesem FaIle sind Lund
M konstant. Wir beginnen mit dem
Lufttransformator. In dem Schema
Fig. 111 sind die beiden Spulen mit 1
und 2 bezeichnet. Die eine (1) ist an eine Wechselspannung an
geschlossen, sie heiBt kurz die primate Spule oder die Primarwick
lung, die andere (2) wird als sekundare bezeichnet, sie ist iiber
einen Belastungswiderstand irgendwelcher Art geschlossen. Sind i1

und i 2 die Strome, R1 , R
2

die Widerstande, L1 , L2 die Induktivitaten
der beiden Stromkreise, M die Wechselinduktivitat, so gelten fiir
die heiden Stromkreise die Gleichungen

. + L di1+ Mdi2 (153)P1 = R , ~1 1 de dt·····

O= R . +L di2+ Mdi! (154)
2 ~2 2 dt dt·····
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Man sieht aus der zweiten Gleichung, daB, wenn der eine Strom
sich nach einer Sinusfunktion andert, bei konstanten Werten von
L, M und Rauch der andere einwellig ist , Man kann daher die
Gleichungen symbolisch schreiben

\l!l = (RI+ jwL1 ) 31 + jwM32 0 •• (153a)

O=(R2 +jwL2)32 +jw M 31 0 " (154a)

Aus der zweiten Gleichung folgt das Verhalunis der Strome und
deren Phasenverschiebung ~; es ist

31 = _ R2 + j wL2 = _ !:-2_+,; R2 _ ()
0< • M M 'M" 0 155
~ JW W

daher das Verhaltnis der Effektivwerte

J I _ -VR2 2 + (wL 2 ) 2 ( )
J

2
- wM -- . 0 0 •• 0 156

tg!5=- - R2 •
wL2

Da tg ~ negativ ist, liegt ~ zwischen 90 und 180°. Setzt man den
Wert fiir 32 aus Gl. 155 in Gl. 153a ein , so wird

\l!l = 31 [R1 +R2A2+ jw (L1 -L2 A2)] , (157)
worin zur Abkiirzung gesetzt ist

2 _ (WM)2 _ (J2)2
A - R

2
2 + (wL

2
)2 - J

I
'. 0 • • (156a)

Der sekundare Stromkreis wirkt also so auf den .prirnaren zuriick,
als ob sein Widerstand um R2 A2 vergrollert und seine Induktivitat
urn L 2 A2 verkleinert ware. Die Phasenverschiebung zwischen pri
marer Spannung und Strom ist nach Gl. 157

(J) (L1 - L 2 A 2) ( )
tglpl= R+RA2 . . . 0" 158

1 2

Die Wirkspannung ist

PI COSIpI =J1 (R1 +R2 A2) , .... (159)

die zugefiihrte Leistung

N 1 =PIJI cos !PI =JI2(RI +R2 A2)

und nach Gl. 156 a

Der primare Strom entnimmt dem Netz cine Leistung, von der nur
ein Teil in dem Stromkreis als Stromwarme verbraucht wird (J1 2 R I ) ,

der andere Teil wird in dem sekundaren Stromkreis in Stromwarme
umgesetzt, sie wird von dem primaren Stromkreis auf den sekun
daren durch das gemeinsame magnetische Wechselfeld als Zwischen
glied iibertragen.



54. Der Lufttransformator. 137

Fig. 112.

um 90° dagegen voreilend. Ferner

Vektordiagramm. Die Gleichungen errnoglichen, fiir jede Be
lastung des sekundaren Kreises (R2 L~) die Strome und ihre Phase
fur eine gegebene primare Klemmenspannung zu berechnen. Uber
sichtlich wird der Zusammenhang der verschiedenen GroBen wieder
durch das Vektordiagramm. Bevor wir dieses aufzeichncn, ist fol
gendes zu beriicksiohtigen. Die EMKe J I to M und J I to L

l
, von denen

die ersto im sekundaren, die zweite im primaren Stromkreis induziert
wird, verhalten sich naoh S. 135 wie

also abgesehen vom Streufaktor VI wie die Windungszahlen w2 und
WI' Diese sind im allgemeinen sehr versohieden graB, da der Zweck
des Transformators ja ist, die Spannung umzuformen. Um die pri
maren und sekundaren Spannungen direkt miteinander vergleichen
zu konnen, denkt man sich alle sekundaren Spannungen mit dem
Verhaltnis WI : W2 multipliziert, d. h. auf die primare Windungszahl
reduziert. Damit die Leistung unverandert bleibt, ist der sekundare
Strom mit dem reziproken Verhaltnis, namlich w

2
: wl zu multipli

zieren. Die GroBen R 2 und w L 2 , die das Verhaltnis einer Spannung
2

zum .Strom ausdriicken, sind bei der Reduktion mit (:~) zu multi-

plizieren, dagegen t» 111, die das
Verhaltnis einer sekundaren
Spannung zum primaren Strom,
oder einer primaren Spannung
zum sekundaren Strom darstellt,
mit WI : W 2• Durch diese Re
duktion andert sich an den
Erscheinungen nichts. Im fol 
genden werden stets die redu
zierten GroBen vorausgesetzt.

In Fig. 112 ist OA = RJl
in Phase mitJl undAB=wLJI
ist 0 B = co M Jl , es ist daher

Das tiber OB konstruierte rechtwinklige Dreieck BOD hat nun
nach G1.154 die Seiten BD=wL2J2 , DO=J2R2 , J 2 falIt daher
in die Richtung DO, und der Winkel zwischen .II und J 2 ist der
berechnete Winkel O. Bs ist BE = co M J2 und daher 0 E als geo
metrischeSummevonOA=JIRI, AB=wLIJI und BE =wMJ2

nach Gl. 153 die primare Klemmenspannung PI' die gegen J I um
CPI voreilt,

Da OB=wMJI undBE=wMJ2 , istOB :BE=JI :J2 •
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Spannungsdiagramm fiir induktionsfreie Belastung.
Das Spannungsdiagramm zeigt, wie die Klemmenspannung zu ver
andem ist, wenn bei konstantem Strom die Belastung sich andert.
Bei induktionsfreier Belastung ist L2 lediglich die Induktivitat der
sekundaren Wicklung, und es ist

B D : BE = L 2 : M = v2 : 1.

Andert sich nun R2 , so andert sich das rechtwinklige Dreieck
BDO, dessen Seiten BD=J2 wL2 und DO =J2 R 2 waren , derart,

daB D sich auf dem Halbkreis iiber 0 B bewegt. Da nun BE = B D,
v2

also B D stets proportional ist, bewegt sich der Punkt E auf dem
Kreis tiber B H , worin

BH:BO=BE:BD=1:v2

ist. Der Endpunkt des Vektors der primaren Spannung bei kon
stantem Strom J 1 bewegt sich also auf dem Kreis BEH.

Es ist tg (E H B ) = W/(2. 1st R2= 00 , d. h . ist der sekundare
2

Stromkreis unterbrochen, so liegt der Vektor der primaren Spannung
in OB. Dieser Zustand heiBt der Leerlauf des Transformators, die
primare Spule verhalt sich wie eine Drosselspule, die Leerlauf
spannung ist

P10 =J1VR12+ (w L1?·
Ist der sekundare Stromkreis kurzgeschlossen, so ist R2 nur

gleich dem Eigenwiderstand der sekundaren SpuJe. Hierbei liegt der
Vektor der Klemmenspannung in aK, und es ist

BX:XH=BF :FO =wL2 : R2 •

OX ist die Klemmenspannung bei KurzschluB.
Das Diagramm zeigt die verschiedenen Streukoeffizienten. Es

war
OB :AB = M :L 1 = 1 : vI'

daher ist

ferner war
BE :BD =BH :BO=M :LJ =l :v2

HO: BO = (L 2 - M) :L 2 ~= 8 2 :L 2 ,

endlich ist
AH HB OBHB _ill11J 11
-- -= 1----- -- - 1 - -- -- = 1 - --- = 1 - - - = 0 .
AB AB ABOB L1L2 V 1V2

Mess ung der gesamten Streuung.

Die Streuung wird mittels der beiden besonderen Punkte £iir
Leerlauf und KurzschluB wie folgt durch Messung ermittelt.

Man miBt bei offenem sekundaren Kreis den Strom J 1 , die
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Spannung P 10 und die Leistung N 10 , und tragt den Vektor der
Spannung P 10 = 0 Bunter dem Winkel CfJo gegen den Strom auf,
worin

N
cos CfJo = -1,Q....

J 1 P 10

ist, und fallt das Lot BA von B auf den Vektor des Stromes.
Zweitens miBt man bei kurzgeschlossenen sekundaren Klemmen den
Strom J 1 , die KurzschluBspannung Plk und die Leistung N 1 k , und
triigt P lk = OX unter dem Winkel CfJk gegen J 1 auf, wobei

_ N lk
COSCfJk - PT'

1 k 1

Verbindet man B mit X und zieht X H senkrecht zu BX bis
zum Schnitt H mit A B, so hat man wie gezeigt

AH :AB =a.

Sind die Widerstande der beiden Wicklungen vernachlassigbar
klein, so ist die Leerlaufspannung sehr nahe gleich AB und ebenso
die KurzschluBspannung gleich AH, daher

'" P 1 ka = - -----.
P 10

Das Stromdiagramm fiir induktionsfreie Belastung kann durch
Inversion aus dem Spannungsdiagramm abgeleitet werden, es ergibt
nach S. 39 wieder einen Kreis. Da dieses Diagramm in Kap. XII
in allgemeinerer Form abgeleitet und diskutiert wird, sei darauf
verwiesen.

55. Stromkreise mit induktiv verketteten Systemen.

Bei dem behandelten Beispiel des Transformators waren die
heiden magnetisch verketteten Stromkreise elektrisch voneinander un 
abhangig. In vielen F iUlcn sind induktiv verkettete Systcme aber
auch gleichzeitig elektrisch verkettet, sei es, daB sie in Reihe oder
parallel zueinander geschaltet sind, sei es, daf sie einer Stromver
zweigung oder den Zweigen eines verketteten Mehrphasensystems
angehdren, In allen solchen Fallen ist auf das Vorzeichen der
gegenseitigen Induktion M Riicksicht zu nehmen, Beim Transfor
mator hatten wir stillschweigend M positiv angenommen, es ergab sich
der sekundare Strom um weniger als 1800 gegen den primaren verzogert,
wobei die Abweichung von 180 0 bei sehr kleinem Widerstand ver
schwindet. Dies hedeutet, daB der induzierte Strom dem erzeugenden
Feld entgegenwirkt. Wir untersuchen einige einfache FaIle der elek
trischen Verkettung.
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1. Reihenschaltung. Zwei Spulen fiihren denselben Strom.
Je nachdem das gemeinsame Feld die Summe oder die Differenz
der Einzelfelder ist, is~ M positiv oder negativ zu setzen. (Gleich
sinnige Schaltung oder Gegenschaltung der Spulen.) Die eine Sohal
tung erhalt man aus der anderen durch Umkehrung der Stromrichtung
in einer der beiden Spulen. Hierauf beruht eine Messung der
gegenseitigen Induktion. Addieren sich die Felder, so ist die
r esultierende Induktivitat

L' =LI+L~+2M.

K ehrt man den Strom in einer Spule um , so wird

L" = L 1 + L~ - 2111.
Daher

jI = ~ (L' --L").

Die Blindspannungen an den beiden Spulen sind
bei der gleichsinnigen Sehaltung

J to (L I + M) und J co (L2 + M),

bei der Gegens chaltung

J w (L1 - M) und J co (L2 - M ) .

Hierin kann eine der beiden Spannungen negativ werden. Bei
gleichgeformten Spulen verhalten sich die L wie die Quadrate der
Windungszahlen, wahrend M je nach der GroBe der Streuung kleiner

als VLI L2 ist. Sei z. B.

WI: W z = 2: 1, L 1 :L 2 = 4: 1, M = 1,75

in beliebigen Einheiten, so wird (L2 - M) = - 0,75. Bei Gegen
schaltung ist in Spule 2 der Strom gegen die Spannung voreilend.
Gegen die ganze Spannung an beiden Spulen ist der Strom stets
verzogert, da L 1 +L 2 - 2 M stets positiv ist.

2. Parallelschaltung. Beide Zweige haben dieselbe Span-
nung

~=~1(Rl+jwLI)+j~2wM}
(

--L . • • • (162)
~ = ~2 R2 I j W L 2 ) + j ~I W M

wo M zunachst positiv eingesetzt ist . Das Verhaltnia der Strome
wird daher

~l R2 + j W (L 2 -l. M)
~2 = R I + j W (L I - M) .

a) Die Zweige seien gleieh

RI=R2=R, L1 =L2=L.

Hier werden die Zweigstrome unter sioh gleich, J I =J2 , und je die
Halfte des Gesamtstromes. Jeder Zweig verhalt sieh, als ob er den
Widerstand R und die Induktivitiit (L +M) hatte, der resultierende



.11 = - 0,5.T.

(fUr R =O)
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Seheinwiderstand ist die HiiJfte von dem jedes Zweiges. Bei posi
tivem M addieren sieh die Felder, der Seheinwiderstand ist grofs,
die Stromaufnahme fiir eine bestimmte Spannung klein, bei nega
tivem M heben sieh die Felder bis auf die Streufelder auf, der
Scheinwiderstand ist klein.

b) Bei ungleichcn Zweigen verteilt sieh der Gesamtstrom zu
ungleichen TeHen. Kann man die Widerstande vernachlassigen

R1 =R2 '" 0,
so wird

.11 L2-M

.1
2
=~-M'

Fur positives M kann hier das Stromverhaltnis negativ werden, die
Teilstrome sind einander entgegengeriehtet, der Gesamtstrom .1 hat
die Riehtung des Zweigstromes mit der kleineren Induktivitat.

Isb z. B. wieder
L 1 :M:L2 == 4 : 1,7 5 : L,

so wird
.11=- ~.12 .12=1,5.1

Die resultierende Induktivitat wird
L

1L2 - M 2

L 1 + L 2 - 2 M '
Bei zwei ineinandcrgeschobenen Spulen, deren Windungsebenen

gegeneinander verdreht werden konnen, Fig. 113, erhalt man fUr
jeden Verdrehungswinkel zwischen 0 und 180° einen anderen Wert
von M zwischen + M und - M. Bei 90° ist die gegenseitige In
duktion Null. Dureh Reihensehaltung oder Parallelschal
tung der Spulen erhalt man 2 Bereiche mit in weiten
Grenzen stetig veranderlioher Induktivitat. Derartige Va
riatoren der Selbstinduktion-] werden zu McBzwecken und
zum Abstimmen von Sehwingungskreisen verwendet. Aus
den Beziehungen fUr die Reihenschaltung und die Parallel- Fig. 113.

schaltung findet man, daB die Bereiohe sich aneinander anschliel3en,
wenn

L1L2 - M2=(L1 + L 2 - 2 M)2
gemaeht wird. Ist z, B.

L 1 : M :L 2 = 5: 2,6 : 2,

.so ergibt die Reihenschaltung den Bereich von 12,2 bis 1,8 die
Parallelschaltung von 1,8 bis 0,147.

c) Sind die Widerstande nicht zu vernachHissigen, so ist die
Phasenverschicbung zwischen den Zweigstromen hei ungleichen Zweigen
kleiner als 180°. Der resultierende FluB, der der Summe der

1) s. M. Wien, Ann . d. Phys. 1896, 57, S.249. H. H u.us r a t h , Zschr . f.
Instrumentenkunde 1907, S. 302.
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Fig. 114.

Durchfl.utungen der par allel en Zweige proportional ist, hat dann bei
un gleichen Windungszahl en eine andere Phase als der re sulti erende
Strom. Man macht hier von mitunte r bei Maschinen zur Erzeugung
einer bestimmten Phasenversohiebung zwischen dem Strom und
seinem Feld Gebrauch (Wendefeld von Wech selst rommotoren). In
ande ren F allen ist die ungleiche Verte ilung der St rome schadlich,
weil die St romwarme viel groller ist, als bei gleicher St romverteilung.
Oft unterteilt man in Masehinen und Transforma toren Spulen flir
hohe St rom starken in parallele Spulen ; bei diesen sind die Win
dungszahl en und Widerstande gleiehgroB, M iet positiv. Infolge ver
sehiedener Lage gegeniiber dem Eisen , z. B. in Ankernut en konnen die
L sehr vers chieden werden. DUTCh voll st andig sy mmetrische An
ordnung ist dafiir zu sorgen, daJ3 nur Spulen gleicher Induktivitat,
parallel gesehaltet werden .

3. Stromverzw ei gungen. Als Beispiel untersuchen wir die
Sehal tung Fig. 114. Die sekunda re Spule eines Transformators liegt
para llel zu einer Dr osselspule Z3 ' die in Reihe mit der primaren
Spule des Transformators liegt. Der Strom J 3 in der Drosselspule
ist die Summe des primaren und des sekundaren Transformator

stromes J 1 und J 'j' 1st die Schalt ung so
getroffen, daJ3 J'j in dem auBeren Stromkreis
J 1 entge gengeriehte t ist und das Windungs
verhiiltnis so gewahlt, daB J 'j > J 1 ist , so
erha lt man das auf den ersten Blick befrem
dende Ergebnis , daB die Strome in der

Reihe nsehaltung von primarer Transformatorspule und von Drossel
spule in nahezu entgegengesetzte r Riehtung flieBen konnen.

Rechnen wir J 1 und J 2 positiv in Riehtung naeh dem Knoten
punkt K, J 3 positi v von dem Knotenpunkt fort, so muB fiir diesen
Fall das Verha ltnis J 3 : J 1 eine neg ative Zahl erge ben. Fur den
Sekundarkreis ist naeh dem zweiten Kirehhoffschen Satz

j S1 w M + S2(R 2 + j w L 2 ) + S3(R3 + j w L 3 ) = O.
F ur den Knotenpunkt

S1+ S2= S3'
Multipliziert man die zweite Gleiehung mit (R 2 + j wL2 ) und

subtrahiert von der erste n, so falIt S\l fort und es wird

~ _ ~ j w (M -L2 ) -R\l
"53 - - "51 j W (L

3
+L

2
) + (R

2
+R

3
) '

Sind die Widerstande klein und M> L2 , d. h. w1 > w2 ' so
M-L

nahert sieh der Au sdruek dem Wert - __ ,__2. 1st hingegen
L 3 -j- L.J

W 1 < w2 , M < L 2 ,

h I d . . A d k L " - M d dli hso er ii t man en positiven us rue t;+L~ un en ion, wenn
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"-------{-v l------'
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die Klemmen "der sekundaren Transformatorwicklung vertauscht

werden, wobei M nega tiv wird, ~lf ++-LL~ . In den beiden letzten Fallen
La 2

ist J a mit J l nahezu gleichgeri chtet. Irn ersten F all ist die Netz
spannung die Differenz der Teilspannungen an Transformator und
Drosselspule, im zweiten die Summe.

Ais zweites Beispiel sei die Me s
s u n g d er geg enseitig en Induktion
zweier Spulen in der Brficke F ig. 115
angefUhrt.

Damit das Galvanometer nicht
ausschla gt , muB

i 2 = i l , i 4 = ia
sein. Sind die Spulen so geschaltet,
daB im Stromzweig 1 die EMK der
gegen seitigen Induktion des unverzweigten St romes (i l + ia) der
EMK der Selbstinduktion des Stromes i l entgegenge richte t ist , so
sind die Bedingungen dafiir, daB keine Spann ung am Galvano meter
besteh t:

und
. (163)

S'l R2 = ~a R 4 • • •

Die erste Bedingun g zerfallt in die beiden Teile

S'l Rl = S'a Ra . . . .
und

. (164)

. (163 a)

. (163 b)j W L1 S'1= j io M (~1 + ~a)

GI. 164 und 163a ergebe n

R 1 :R2 =R3 :R4 • • • • • " • • • (165)

wie fiir Gleich strom, dann ist

~a :S'1= R1 : R'l = R2 : R 4 •

Der Wert Iiir ~3 in GI. 163b eingesetzt, gibt

~ = R
1
~ R

a
= R

2
~ R

4
• • • • • • (166)

56. Gegenseitige Induktion mehrphasiger Stremkreise.

Sind die drei St romkre ise eines Dreiphasensystems magn eti sch
mit einander verkettet , und sind die St rome it' i2 , is , die Spannungen
PI' P~ , Ps' so gel te n die dr ei Gleichunge n
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_ . R +L at; + M di2 · dia )
PI-tIl lat 21dt+M31dt

_ . R + L d i2 + lI.r dit +M diaP2 - tz 2 2 at .m 12 dt ss at

- . R +L dia +M di1 +M diz
Pa - ta a a dt aa ([t. ss dt

worin nach Seite 130 Gl. 146 stets

M12= M'Jt' M2s=Maz' Mal =M1:1 '

a) 1st das System vollstandig symmetrisch

R1=Rz=Ra=R
L1=L2=La=L

M12=M2a =.Msl =M,
und ist die Bedingung

. . (167)

i 1 +i2 +ia =0 .. . . . . . (168) .

erfiillt, so wird aus Gl. 167
di1Pt = i 1 R + (L - M) dt

Pz=i2R+(L-M)~itz .. . .. (169)

P ;J = is R + (L -lJ;1) ~it )
Die drei Stromkreise verhalten sich so, als ob jeder allein vor

handen ware und eine Induktivitat (L - M) hatte. Dor resultierende
magnetische FluB, der jeden Stromkreis durchsetzt, ist mit dem
Strom dieses Kreises phasengleich. Die Gleiehungen gelten fiir die
Momentanwerte, daher unabhangig von der Kurvenform des Stromes.

b) 1st das System unsymmetrisch angeordnet, d. h. sind die M
voneinander verschieden, so ist bei Abwesenheit eines Nulleiters

i 1 +iz+ia=0
stets erfiillt. Dann ist aber der magnetische FluB eines Stromkreises
nicht mehr in Phase mit dem Strom dieses Kreises. Ist z, B.

M12> M13,
so setzen wir

M 12=Mta + m .

Die Blindspannung des Stromes it wird nach der ersten der
drei G1. 167

L dil,'+M diz +M dia = (L _ M ) di1 +m di2 •
1 dt 21 dt 31 dt rs dt dt

Bei einwelligen Stromen ist diese Spannung nicht mehr um 90 0

gegen it verschoben, weil das Glied m ~i: hinzutritt, das um 90 0
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gegen i 2 voreilt, also gegen i 1 urn 30° verzogert ist. Die Spannung
ist z. T. in Phase mit dem Strom, d. h. die Stromkreise iibertragen
eine Leistung aufeinander. Diese Erscheinung hat Blondel als
"schiefwinkl ige" Reaktanz bezeichnet und bei Wechselstromleitungen
eingehend untersuoht "),

Betrachten wir eine Dreiphasenleitung, die kurz sei und deren
Kapazitdt vemachlassigt werde. Die Leitung besteht aus 3 Drahten,
Fligt man als vierten Leiter die Erde hinzu, so ist diese stromlos,
wenn Gl. 168 erfiillt ist, Es sind dann 3 Schleifen vorhanden, die
aus je einem Draht und Erde gebildet werden, deren Induktivitiiten
LI' £2' L3 , deren Widerstande R1 , R 2 , R3 und deren Wechselinduk
ti vitaten M 12 , M 13 , M 23 sind. Diese drei Schleifen superponieren wir.

Die Spannungen am Anfang der Leitung sollen mit dem Index I,
die am Ende mit 11 bezeichnet werden.

Dann werden die Gl. 167

( ) . R + L .u, + M u, + M d iS)lPlI- Pll1 =~1 1 1 de 21 de 31 de

( ) . R +L d i 2 +M d i1 +M d i 3 ( )
P 21-P211 = ~2 2 2dt 12 d t- 32 d{ 167a

( ) _ . R + L d i3 + M d i1 r M d i2
P3l - P3Il - ~3 3 3 -at 13 de T 23 d t

Bei einwelligen Stromen konnen diese Gleichungen fur beliebige
Stromverteilung im Vektordiagramm dargestellt und daraua die
Anderungen der Phasenspannungen ermittelt werden . F'iir den be
sonderen Fall der symmetrischen Stromverte ilung einwelliger Strome
setzen wir symbolisch

i 1 = ~1' i 2 = S 2 = Sl e- j '2. , is = S 3 =Sl e-j " · ,

ferner sei

so wird
( In _ In ) - ~ R + . L 0.< + . M ~ - j '2.+. M ~ - j".

+'11 +'1 II - 001 1 00 1 001 1 00 2100\e 1 00 310011>

( In In) ~ R + . L ~ + . M ~ ; " . +. M 0.< - ' 11 .
+' 2 1- +'2 II = 002 1 00 ~ 002 1 00 12 002 e 1 00 32 002 e J .

( In In ) 0.< R + . L ~ +. M ~ ; ".+ . M ~ ' 11 .+' 3 1 -+'3 II = 003 1 00 3 003 1 00 13 "-'3 e 1 00 13 003 eJ

oder, da
+j120· -

e- = cos 1200+jsin 120° = - ~ + j ~ 1" 3,
+ j240· . -

e- = cos 240 0 +j sin 240° = - ~+H -V 3 ,

(\l!1I- \l!111) = S l [R + lVS 00 (M2 1 - M3 1 )]

+i00 S l [L 1 - l (M21 +M3 1) ]

(\l!21- \l!2I/) = S2 [R+ f v'"3 w (M32 - M12 ) ] • (170)
+i00 S2 [L 2 - l (M12 + M 32 ) ]

(\l!3I - \l!3/I) = S 3 [R_ .~ 1" 300 (M23 - M13 )]

+i 00 S3 [L3 -l (M13 + M23 ) ]

1) Eel. electrique 1906.
Fra en ck el , Wechselstrome. 2. Au n . 10
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Die Blindspannungen sind dureh die zweiten Glieder bestimmt.
Die Wirkspannung jeder Phase enthalt ein zusiitzliches Glied, das
von der gegenseitigen Induktion der beiden andern Schleifen herriihrt,
und der Leistungsiibertragung zwischen den Schleifen entspricht, Die
Summe dieser Leistungen ist Null, die Leistung schwingt zwischen
den 3 Leitungen, nach auBen ist die Schwingung ausgeglichen.

Bei Leitungen, die symmetrisch zueinander liegen und sehr weit
von Erde entfernt sind, sind die drei M einander gleich, dann geIten
die G1. 169.

Fig . 116.

und

Sind dagegen die 3 Leitungen in einer
Ebene in gleiohem Abstand von Erde ange
ordnet (s. Fig. 116), so ist aus Symmetric
griinden

L I =L2=La

M I 2=MS2 ' M IS=MsI '

Hiermit werden G1. 170

(~ll- ~IJJ)=S\ [R + ~ V3 W (M12 - MIs)]
+jw S\ [L I - ~(MI2+MIs)]

(~2l- ~2Il) = ~2 R +jW ~2 [L 2 - M 12] • (171)

(~SI- ~SIJ) = ~s [R-~ V3" to (M2S- MIS)]
+ j to ~s [Ls - ~ (MIS+ M~s)]

Es ist (M12 - MIs) der FluB, den der Strom 1 im Leiter 1
durch die aus den Leitern 2-3 gebildete Schleife sendet, analog

(LI - M12 ) der FluB des Leiters 1 durch die Schleife 1-2

(LI - M13 ) " " " " " " " " 1-3
usf. Nach S. 132 wird fiir eine Leitungslange l km

(M12 - MIs) = (Ms~ - MSI) = 2lln 2 .10- 4 Henry

und naeh S. 14

(LI - MI~) = (L2 - M I 2 ) = (Ls - M S2)=l (21n ~ + 0,5) 10-4 Henry

(L I - MIS) = (La - MIS) = l (21n 2: + 0,5) 10-4 Henry.

Hiermit wird die resultierende Induktivitat des inneren Loiters (2)

L; = l ( 2 In ~ + 0,5) 10-4 Henry

und fur die beiden auBeren Leiter (1 und 3)

La = l (21n f + In 2 + 0,5) 10-4 = 1 (21n ~ + 1,193) 10-4 Henry.

Die scheinbare VergroBerung bzw , Verkleinerung des Ohmschen
Widerstandes in den beiden auBeren Leitern ist

R.=! va w 2l1n 2.10-4 = co ll,196·10- 4 Ohm.
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Der Spannungsabfall in den drei Leitungen ist verschieden.
Bilden die Spannungen am Anfang der Leitung ein symmetrisches
Dreiphasensystem, so ist di es am Ende der Leitung ni cht mehr
der Fall.

Beispiel. Es sei D=100 cm, a =0,5 em ,
L .i -= (2In 200 +0,5) 10- 4 = 11,1 .10- 4 Henry jkm

L
1'!= (2 In 200 + 1,193) = 11,8.10- 4 Henry jkm ,

Der Unte rschied betriigt ca. 6 %,

Der Ohms che Widerstand eines Lei ters ist

R 1 1000
T = 57' 78 5 = 0,224 Ohmjkrn ,,

der zusiitzliche Widerstand der Au13enleiter bei 50 Perioden
Rl = + 314 ·1 ,19 6 .1 0- 4 = + 0,0375 Ohm jkm ,

d. h. nahezu 17% des Ohmschen Wid erstandes.
Die Unsymmetrien konnen dadurch aufgehoben werden, daB

man die Leitungen in gewissen Abst iinden verdr illt, urn die iiu13eren
Leiter mi t dem inn eren zu vertauschen.

Besonders stark treten diese Unsy mmetrien bei Bahnen auf
die mit Dr eiphasenstrom betrieben werden und bei denen zwei
Leitungen als Oberl eitung (Fahrdriihte) verIegt sind, wahrend die
dritte durch die Schienen gebiIdet wird.

57. Die Stromverteilung in massiven Leitern.

Ein GIeichstrom verte iIt sich im allgemeinen gIeichmiiJ3ig tiber
de n Querschn itt des Leiters. Anders ist es bei WechseIstrom. Der
Leiter gehor t ein em Stromsyst em an, dessen magneti sches Wechsel
feId au ch den Leiter seIbst durcbsetzt.

Die inneren und au13eren Stromfaden eines Leiters sind ni cht
mit der gIeichen ZahI Induktionslini en verk et tet, in den inneren
Stromfaden werden grollere EMKe induziert als in den auJ3eren, so
daB im allgemeinen di e Stromdichte im Innern des Leiters geringer
ist aIs gegen den Rand hin, und die Phase des Stromes ist im
Innern cine andere als am Rande. Diese Erscheinung der Verdrangung
des Stromes nach der Oberflache bezeichn et man als H autwirkung
(Skineffekt) , sie bedingt eine Erhohung des Stromwarmeverlustes
gegeniiber der gleichma lligen St romver te iIung tiber den Querschn it t.

Ist di der Strom in cinem Querschnittselement dq , EO ist die
Stromdichte in diesem Element

d i
8 =-- .

x dq
10*
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Die Summierung aller Stromelemente di iiber den Querschnitt q er
gibt den gesamten Strom

i=Jszdq.
q

In einem Volumenelement vom Querschnitt dq und der Lange 1 em
ist, wenn e der spez. Widerstand des Leiters ist, die Stromwarme
in jedem Augenblick

szg edq.
Fiir einen einwelligen Strom sei Sx die effektive Stromdichte in

dem betrachteten Element, dann ist die mittlere Stromwarme

N x = 8/ e d q

und fur den ganzen Querschnitt

N=eJS x 2dq.
q

Bei gleiohmafiiger Stromverteilung ware der Effektivwed der mittleren
raumliohen Stromdichte

. . . . . . . (172)

und der Verlust

S=J
q

Ng=eS'J q .

_N_= !... f 8 z
9

dq
N g q 8 2

q

Driickt man in beiden Fallen den Verlust durch J9 R aus, so
sind bei gleichem effektiven Gesamtstrom J verschiedene Wider
stande R einzusetzen. Man spricht daher von einem Wechselstrom
widerstand R im Gegensatz zu dem mit Gleichstrom gemessenen
Widerstand Rg und hezeichnet als Widerstandsverhiiltnis k

r

Daher ist

q

k =~=~fSx2dq ( )
r R q 82' . . .1 72a

g 0

Als Beispiel moge eine ehene Kupferplatte betrachtet werden,
deren Flache graB gegen ihre Dicke ist, und die von geraden
parallelen Stromtaden durchflossen wird. Das zugehorige magnetische
Feld hat iiberall dieselbe Richtung senkrechtzur Richtung der Strom
faden. Im AuBenraum sei das Feld auf der einen Seite homogen,
auf der andern Null.

Dieser Fall liegt angenahert vor hei parallelen Sammelschienen
oder hei Transformatoren, die mit rechteckigen Kupferschienen he
wickelt sind.

Wir legen ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde
(Fig. 117). Die Plattenflaehe, an der das magnetische Feld Null
ist, liege in der X Z-Ebene, die Richtung der Feldstarke falle in die
Z·Achse, der Strom in Richtung der X-Achse.



17. Die Stromverteilung in massiven Leitern. 149

Fig. 117.

. . . . (173)

. . . . (174)

z

r - -7'--- - ----,_ y

Fur ein schmales Rechteck mit den Seiten AB = CD = 1,
AD = B C = dy, setzen wir die magnetische Randspannung gleich
der Durchflutung. 6 ist der Vektor der Stromdichte. Da die An
teile der kurzen Seiten entgegengesetzt gleich sind, wird

- S) + (S)+oS) dY) = 6 · 1· dyoy .

oS) =6
oy

Eiirein entsprechendesRecht
eck abed in derXY-Ebene mit
den Seiten 1 und dy setzen wir
die elektrische Umlaufspannung
gleich dem magnetisohen Schwund.
In dem Leiter ist die elektrische
Feldstacke ~ = 6 (l, wenn e der
spez. Widerstand ist. Da 6 und
~ sich in der X-Richtung nicht
andern sollen, liefern die kurzen

%
Seiten entgegengesetzt gleiche An-
teile und es wird fiir einen unmag-
netischen Leiter (fl = 1)

~_ (~+ o~ dY)=-fl ~(S)dy)
oy 0 dt

o ~ 06 oS)
oy =e-oy =flo7){

Fur einen einwelligen Strom seien S'j und 6 die Effektivwerte
Wir schreiben daher fiir den Differentialquotienten von S) nach der
Zeit symbolisch i w S)

flojwS)=e~~ .. • . . '. (174a)

Differentiiert man Gl. (174 a) nach oy und setzt Gl. (173) ein, so
wird

. . . . (17 s)

und ebenso

. . . . . . (175a)

Setzt man zur Abkiirzung flo w = P,
2e

o~~ = 2 k2 i S) .
oy2

so wird Gl. (175a)

. . . . . . . (175b)



150 Stromkreise mit gegenseitiger Induktion.

Diese Gleichung wird befriedigt durch den Ansatz

Sj=2{ e- a ll ,

dann ist
o Sj 02 Sj
- = - a Sj -=a2Sj

oy . ' oy2 .

Setzt man diesen Wert in G1. (175 b) ein , so wird

a2 = 2 k2 j

a=+k(l +j).
Die allgemeine Losung von G1. (175 b) besteht daher aus zwei Teilen

Sj= 2{1ek(l+ilY+ 2{2e-k(l+iJ II. . . . . (176)

Fur y = 0 sollte Sj =-= 0 sein, daher wird

W2 = - W1 =\ll
Sj= 2{ [ek(l+i)Y - e-k(l+iJ II] . . . . . (176 a)

Aus G1. (173) folgt

6= oSj =-=Wk(l +j)[ek(l+iJY+e- k(l+j)y] . . (177)
oy

Der raumliche Mittelwert der effektiven Stromdichte, dessen Quadrat
im Nenner von G1. (172) vorkornmt, wird nun, wenn d die Dicke
der Platte bezeichnet,

d

~f6 dy = ~ [ek(l+iJd - e-k (l+iid] . . . . (178 )

o

Hierin kann die rechte Seite auf die Form

(a + j b)
gebraeht werden, das Quadrat des Effektiwertes ist dann

a2 + b2 =(a+j b)(a - j b).

Man hat also die rechte Seite von G1. (178) mit dem konjugierten
Vektor zu multiplizieren, indem man + j durch - j ersetzt. Es wird:

S 2 = ~: (ek(l+iJd _ e-k(l+iJd) (ek(l- iJd _ e-k(l-ild)

2

= ~2 (e2kd+e-2kd - e2i kd _ e-i 2kd) .

Hierin iat a der Modul von W und
e2kd + e-2kd ei2kd +e- i2kd
- ---'-2:--· = ~of 2 k d , 2 ' = cos 2 k d ,

daher 2 a2

S2 =7(~of 2 kd - cos 2 k d). . . . (179)

Im Zahler von G1. (172) steht der raumliche Mittelwert der
Quadrate der effektiven Stromdichten. Das Quadrat des Effektiv-
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, (180)

. (181)

wertes der Stromdichte fiir einen Punkt im Abstand y von der
X Z -Ebene berechnet sich analog mittels G1. (177).

S y2 = a2 k2 (1 + j) (1 _ j) [ek (1+ 1) Y + e- k (l +J) Y ] [ek (1- 1) Y + e- k (1 - 1) lI] •

Durch ahnliche Umformung wie oben wird

Sy 2 = 4 a'J P ((£of 2 k y + cos 2 k y).

Der raumliche Mittelwert hiervon ist
d

1 f" 4 a
2

k
2

( . k d + . k d)d S y"dy= 27Cd 6m2 sm 2 ..

o

Endlich erhalten wir
d

k = !!- =~JSy2~y = k d 6in 2 kd +- sin 2 k ~ .
r R d S'" [of 2 k d - - cos 2 k d

g 0

Fiir kleine Werte von 2 k d kann man die Hyperbel- und Kreis
funktionen in Reihen entwickeln und erhalt die Niiherungsformel

k
_ + (2 kd)4
- 1 .

r 180
Es war

k2 = Ito w 4 10 - 9
2e ' Ito= "Jl ,

Fiir Kupfer ist !! = 17 · 10- '
Periodenjsek

2kd=4"Jld -'/ f \)'V e · 10

Ohm cm2jcm , und fiir f = 50

kr = 1 + 0,12 d4
. , • , • • , , (182)

Fiir eine Kupferplatte von 1 em Dicke ist also die Erhohung de s
Widerstandes 12 % ,

Fiir grolse Welte von 2 k d werden 6in und G:of einander gleich
und grol.l gegen die Kreisfunktionen, dann ist

k = d -,/ 2 71 ~
r V e. 10\) ·

Der Widerstand wachst proportional der Wurzel aus der Frequenz.
Fur zylindrische Leiter l ] ergibt die Rechnung Bessel sche Funk

tionen , Angenahert ist, wenn d der Durchmesser ist,

1) W. Thomson , Electrician London Bd.25, 1890, S. 510. ETZ 1890,
S.661. Stefa n , Wiedem. Annalen Bd. 41, S.400ff.
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(183)

Setzt man wieder fur Kupfer e= 17 .10-7 Ohm cm2 /cm, so wird

(
fd2 )2

k r = 1 +0,70 1000 " . . . .

Fiir einen Draht von d = V2 em wird fiir 50 Periodenjsek

kr=l,007 .
Bei hohen Periodenzahlen wird dagegen

k -k!:.- nd 1 /_f_
r - 4 - 2 V e·10 9 •

Diese Gleichungen gelten nur, wenn keine Beoinflussung der
Leiter durch benachbarte Felder erfolgt,

Bei verseilten Kabeln 1) z. B. findet eine gegenseitige Beein
flussung statt, die grof3te Stromdichte tritt an den einander zu
gewandten Teilen auf. Eine einseitige Stromverdriingung tritt bei
Staben in Ankernuten 2) auf; am Nutengrund ist das Feld am
schwiichsten und die Stromfaden drangen sich nach der Nutoffnung.

Liegen in der Nut n. in Reihe geschaltete Stabe iibereinander,
so ist nach Field und Emde 2

) fiir die ganze Nut
71,2-1

kr = CP (x) + - 3- 1jJ (x) ,

worin

(x) = x 6in 2 x -1- sin 2~
If! ([of 2 x - cos 2 x

6inx - sin z
1jJ (x) - 2 x--- -

- ([ofx + cos x

_hl/2nll~'!.
x,...- V e. 109 b '

h ist die Hohe eines Stabes, b die Nutenbreite, b' die Kupferbreite.
Nach Ro go w ekl'') gibt es eine kritische Hohe der Nutenstabe,

die das Minimum der Verluste in der Nut darstellt. Fur diese ist
4 - --

xo= 1171,2 3 0,2'

1) G. Mie, Wiedemanns Annalen 1900, S. 201.
Uber die Stromverdrangung bei zwei para'lelen Platten s, Cohn, Das

elektromagnetische Feld, S. 465; bei parallelgeschalteten Platten S chu man n,
E. u. M. 1913, Heft 30, 31; bei Spulen und Rollen, Sommerf eld, Annalen d.
Physik 1904 und 1907; bei Litzen, Rogowski, Arch . f. El. III, 1914, H . 8/9,
S. 26~; IV, S. 66; VI, S. 304; VIII, S.269.

2) s. A B. Field , Proc. of the American Institution of Electrical Engineers
Bd.24, 1905, S. 659; F. Emde, Elektrotechnik und Maschinenban 1908, S.703.

3) Rogowski, Arch. f . El. II, S. 108. Weitere Arbeiten iiber Strom
verdriingung in Nuten ,Richter, Arch . f . El. III, S. 175; IV, S. 1; V, S.1.
Bei Kommutatormaschinen DreyfuB, Arch . f . El. III, S. 273.
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58. Der Erregerstrom.
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1. Magnetisierung mit G'leiehstrom.

Bei Masehinen und Apparaten verlauft der magnetisehe Induk
tionsfluB der Hauptsaehe nach in Eisen. Die erste Aufg abe ist, zu
einem gegebenen FluB, den Erregerstrom zu berechnen, wenn die
Abmessungen des magnetischen Kreises geg eben sind. Da die
P ermeabilitat des Eisens nieht kon-
stant ist, ist dabei die Magnetisie
rungskurve ~ = f('i;)) zugrunde zu
leg en, die Fig. 118 flir Dynamoblech
zeigt.

Die Feldstarke 'i;) wird dabei
zweokmafsig in Amp.Jem (ode r Am
p erewindungenfcm) aufgetragen. Da
die praktisehe Einheit der Induk
tion (1 Voltsek.jcm"] eine sehr groBe
Einheit ist, reehnet man urn hand
liehere Zahlen zu erhalten, mit dern
10 8 Teil davon, d . i. der CGS-Einheit.

Der Verlauf der Induktionslinien im Eisen ist genau nur in
wenigen Fallen bestimmbar. Bei dem gleic hmaliig bewiekelten Eisen
ring, Fig. 119, sind die Induktionslinien im Eisen konz entrisehe

Jw
Kreise und es ist 'i;).,= - - Amp./em. Tragt. man zu [edem

2 :nx
Radius x die zu 'i;)., gehorige Induktion ~., au s der Magn eti sierungs-
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kurve auf, so erhalt man di e Verteilung der Induktion iiber die
D + ~

2

Ringbreite b und den FluB if) = J h 58x d. x , fiir den angenommenen
D-~

2

Fig. 120.

,
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Fig. 119.

Strom.
I st die Breite b klein gegen D , so kann man die 1nduktion

iiber die Breite als konst ant ansehen. Man erhiilt dann zu jedem FluB if)

die mittlere Induktion 58 . ~ (Q= Querschnitt des Eisens), ent

nimmt der Magnetisierungskurve die zugeh6rige Feldstarke ~ und
'"'- - x berechnet die magnetische Umlauf-

E'
\ bd-i, spannung fiir den mittleren Kraft
~ linienweg Vo= n D ~ und die Durch

I !L b- - Hutung J w = Vo'
Nach d iesem angenaherten Ver

fahren berechnet man magnetische
Kreise gewohnlich. Besitzt der Kreis
verschi edene Teile von un gleiche m

Qu erschnitt, s. Fig. 120, so ermittelt man zu dem FluB f[> di e mittleren
Induktionen der einzelnen Teile :

f[> ('Q2 = (/)2
581 = Q: ' '<) Q

2
usf.,

berec hnet die magnetische Spannung fUr [eden Teil fur die mittlere
Lange

V1=~1 l1' V2= ~2l2 usf.
Die Summe ergibt di e Umla ufspannung

Vo= V1+ V2+.. .+ V"'
womit die Durchflutung J w gefunden ist.

Bei ein em Lu ftrau m verb reitert sich der Induktionsflufl wie bei
c in F ig. 120. Dies wirkt als VergroBerung des Querschnitts. Dart
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wo die Erregerspulen liegen, schliel3t sich, wie bei a und b, ein ge
ringer Teil des Flusses urn die Spulen, ohne den ganzen magnetischen
Kreis zu durchlaufen. Dieser Streuflul3 bewirkt eine Erhohung des
Flusses im Kern innerhalb der Erregerspulen gegeniiber den iibrigen
Teilen.

Zur Aufnahme der Magnetisierungskurve verwendet man fiir
Eiaenstabe ein Schlul3loch, fiir Bleche einen Ring nach Fig. 119
oder haufig den Epsteinschen Apparat (s. S. 164), der aus Blechpaketen
zu einem viereckigen Rahmen zusammengesetzt ist, Die Induktion
wird mittels einer Priifspule ballistisch oder mit Wechselstrom ge
messen. Aus dem Erregerstrom und der Windungszahl berechnet
man die mittlere Umlaufspannung und die mittlere Feldstarke.
Dabei sind fiir Stol3fugen Korrekturen anzubringen. Die Messu ng
der Teilspannungen fiir die Teile des magnetischen Kreises, an denen
die Induktion ermittelt wird, ebenso die gesonderte Messung der
Spannung an Luftraumen, StoBfugen, ist neuerdings durch den ma
gnetischen Spannungsmesser von Rogowski crmoglicht worden
(s. Arch. f. El. I, Heft 4).

Fig. 121.

zyklische Magneti

D

2. Zyklische Magnetisierung.

Wird das Eisen zyklisch magnetisiert, indem man die Feld
starke SJ allmahlich zwischen zwei gleichgrol3en Grenzwerten von
entgegengesetzter Richtung + SJmar verandert, so gehoren zu jedem
zwischen den Grenzen liegenden Wert von SJ wegen der Remanenz
des Eisens verschiedene Werte der Induktion 58, je nachdem der
Wert von SJ bei aufsteigender oder bei absteigendcr Magnetisierung
erreicht wird.

Der Zusammenhang zwischen 58 und SJ fiir
sierung wird durch die Hysteresisschleife
(Fig. 121) dargestellt. Bei steigender Magne 
tisierung von - SJmar bis + SJmax wird sie langs
ABC D, bei abnehmender langs D E FA
durchlaufen. Dem Wert SJ = 0 entspricht
eine Induktion 0 E = OB, die als Re m a
nenz bezeichnet wird. Urn die Induktion Null
herzustellen, ist eine Feldstarke 0 C = 0 F
erforderlich. Sie heil3t Koerzitivkraft. Die
Induktion ist daher keine eindeutige Funktion
der Feldstarke, sie hangt von der Remanenz

A
ab, die bei der vorhergehenden Magneti-
sierung zuriickgeblieben ist. Die Magnetisie
rungskurve (Fig. 118), die fiir SJ = 0 bei 58 = 0
beginnt, kann daher nur erhalten werden, wenn das Eisen zuvor
vollstandig entmagnetisiert war. Sie heil3t die "jungfrauliche Ma
gnetisierungskurve" .
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Jedem Wert von ~max entspricht eine andere Hysberesissohleife,
und die Spitzen aller Hysteresisschleifen liegen auf der jungfrau
lichen Kurve.

3. Hysteresisarbeit.

Einer Anderung der Induktion um dIB entspricht nach Maxwell
eine Zunahme der magnetischen Energie in der Volumeneinheit um
~ dIB. Bei Medien mit konstanter Permeabilitat ergibt sich hieraus
der wiederholt verwendete Ausdruck -f iir den Energiegehalt des
F eldes (s. S. 12). Bei Eisen ist die Magnetisierungskurve zugrunde
zu legen.

Wachst die Feldstarke von ~l bis ~2' die Induktion von IB l

bis IB2 , so ist die Energiezunahme fiir die Volumeneinheit
.fl.

JSjdIB.
e.

..!£a
I
I
r
I
I

Sie ist gleich der Flaohe A l IBl IB'.l A2 in Fig. 122. Geht die Jn
duktion von IB2 auf IBl zuriick, so verlauft die
Magnetisierung langs der Hysteresisschleife bis
IB l

/
, der die Feldstarke ~3 entspricht. Die

zuriiekgegebene Energie fiir die Volumeneinheit
ist gleich der Fliiehe A l IBl ' IB'.l ~, also urn das
schraffierte Stiiek kleiner als die zugefiihrte
Energie. Dieser Teil bleibt zuriick, er ist im
Eisen in Wiirme umgewandelt. Bei zyklischer
Magneisierung ist daher die in War-me um-

Fig. 122. gewandelte Energie bei jedem Zyklus gleieh der
von der Hysteresisschleife umgrenzten Fliiche.

ah = f ~ dIB -Ioulejcm" . . . . . (184)
o

I

::k.,,:
I I
I I
I I
, I
I I

I
I

o I '§.JJ5.!.-..-l~a - '£

ist die Hysteresisarbeit fiir einen Zyklus und 1 em", wo ~ in
Amp./em, IB in Voltsekjcm" gemessen sind.

4. Magnetisierung mit Wechselstrom.

Wird die Spule des Eisenringes (Fig. 119) an eine Weehsel
spannung angeschlossen, so wird das Eisen durch den Wechselstrom
zyklisch ummagnetisiert.

Der Spulenflu13 ist sehr angeniihert 'Jf= W ~ und

'R+ d~p=t wdI

wobei der Zusammenhang zwischen ~ und i durch die Hysteresis
schleife gegeben ist,

Ein angeniihertes Bild iiber den Verlauf des Stromes erhalt
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Fig. 124.

man, wenn man i R vernachlassigt, was in vielen Fallen zulaesig ist
Dann ist

dif>
p=w([i"'

Setzt man eine einwellige Spannung voraus, so ist
p=Pmsinwt

fPdt r;if>= - - = - -- cos wt = - if> coswt,
W ww m

if> =.EE'-.
m ww

ist die Amplitude des einwelligen Flusses. In Fig. 123 ist die
Welle des Flusses aufgetragen und zu jedem Wert vou if> der
Hysteresisschleife der zugehorige Strom i entnommen. Er hat bei
sinusfOrmiger Spannung eine spitze, stark verzerrte Form. Er ist zur
Amplitude des Flusses nicht symmetrisch, und die Nulldurehgange

AI <1/ // -{
I ,

I '
I '

I: :

---,l-J_£.
I

I
Fig. 123.

der Stromkurve sind wegen der Remanenz gegen die des Flusses
voreilend,

Wiirde die Ummagnetisierung ohne Hyste
resis nach der mittleren punktierten Kurve
OB in Fig. 123 verlaufen, so orhielte man
die symmetrische Stromkurve i,u (Fig. 124), die
mit dem FluB in Phase ist , die Hysteresis
bedingt die urn 90° dagegen voroilende Kom
ponente i h • ih und i", ergeben zusammen
die Stromkurve i in Fig. 123.

Der Magnetisierungsstrom kann also in zwei Komponenten zer
legt gedacht werden, i", ist gegen die Spannung urn 90° verzogert
ih in Phase mit der Spannung. Das Produkt aus Spannung und i h,

stellt den Leistungsverlust dureh die Hysteresis dar. Bei f Urn
magnetisierungen in der Sekunde ist er fUr die Volumeneinheit

fah = f f Sjd\8 Watt fcm 3
. • • • • • (185 )

o
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Bei Ermittlung der Stromkurve waren wir von einer sinusformigen
diP

Spannung W dt ausgegangen. Addiert man zu ihr den Ohmschen

Spannungsabfa ll i R, der ebenso wie der Strom ver zerrt ist, so ist
die K lemmenspannung nicht mehr sinusf6rmig. Umgekehrt be
wirkt der Ohmsche Spannungsabfall bei sinuaformiger Klemmen-

diP
spannung, dall W dt und iP nicht mehr sinusformig sind. Es zeigt

sich, daB W dd~ sp it zer wird, also einen gr6Beren Formfaktor ~ hat

als die Sinuskurve. Fiir eine effektive EMK E ist die Amplitude
des F lusses dem Formfaktor ~ umgekehrt proportional

E
iPm = 4fw~'

epm und der Magnet isieru ngsst r om werden also bei spitzerer Spannungs
kurve kleiner.

Schaltet ma~ vor die Spule einen Ohm schen Widerstand, so
zeigt sich, daB bei glei cher effektiver Spannung an der Spule der
Magnetisierungsstrom kleiner geworden ist . Bei sehr hohen Siit t i
gungen, wie sie bei Transformatoren besonders fiir kleine Perioden
zahlen (15) verwendet werden, zeigt sich die se Erscheinung schon
be i kleinen Vorschaltwider stiinden (St rommesser und Wattmeter).

5. Wir-b e ls t r om e.

Eine weitere Erscheinung bei der Ummagnetisierung mit Wechsel
strom sind die Wirbelstrome, Das Wech selfeld induziert im Eisen
kern (F ig. 119) Strome, deren Bahnen im Eisenquerschnitt ahnlich
verlaufen wie die Str ombahn des Erregerstromes am Rande des Quer
schnitts. Dur ch diese Wirbelstrorne wird das Ei sen erhitzt, und urn
sie klein zu halten, wird der Eisenquerschnitt aus Blechen zusammen
gesetzt, die durch Papierisolation voneinander getrennt sind.

Fiir Dynamomaschinen und Transformatoren werden Bleche in
St iirken von 0,5 bis 0,3 mm verwendet. Aueh bei so feiner Unter
teilung werden die Wirbelstrome ni cht vollstandig unterdriickt. Sie
wirken auf den Erregerstrom zuruck wie d er sekundiire Strom eines
Transformators auf den prirnaren (s. Kap. IX) und bedingen daher
eine Vergrollerung di eses Stromes.

Na ch den Ver su chen von Gumli ch und Ro se l) ist ein Unter 
schied zwischen der Magnetisierung mit Gleichstrom und der mit
Wechselstrom bei P eriodenzahlen von 15 bis 50 , nur bei I nduk
tionen bi s 12000 bis 15000 na chweisbar. Er zeigt sich darin, daB

' ) ETZ 1905, S. 503 ff.
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Fig. 125.

nach Fig. 123
Die Kurve l l'

bei gleicher Feldstarke die Induktion bei We ehselstrom etwas kleiner
ist als bei Gleichstrom.

Die Unterschiede sind aber sehr klein und versehwinden bei
hoherer Sattigung ganz. Bei hohen Periodenzahlen auBert sich da
gegen die Riickwirkung der Wirbelstrome in groBerem MaBe.

6. Magnetisierung bei Mehrphasenstramen.

Die spitzo Kurve des Magnetisierungsstromes
und 124 enthalt eine sehr groBe dritte Oberwelle.
in Fig. 124 hat die Gleichung

i= 100sinx - 40 sin 3 x + 10,1 sin [, x - $,46 sin 7 x +...
Di e Amplitude der dritten Oberwelle ist also 40 % von der

Grundwelle, bei hoheren Sattigungen kann sie noch graBer werden.
Schaltet man die Erregerspulen von drei magnetischen Kreisen

in Sternsehaltung an ein Dreiphasennetz (s. Fig. 125 ), so kann nach
Kap. VIn die dritte Oberwelle des Stromes nicht
flieflen. Die Folge davon ist, daB der FluB in
jedem der dr ei magneti sehen Kreise nicht mehr
sinusfdrmig sein kann, er erhalt eine starke dritte
Oberwello, wodurch eine Spannung von dreifacher
Periodenzahl nebst Oberwellen entsteht. In den
(verket t et en) Linienspannungen heben sich diese
Spannungen von dreifacher Periodenzahl wieder
heraus.

Man kann sie getrennt erhalten, wenn man
urn die drei Kerne je eine Priifspule a in Fig. 125
legt und diese drei Spulen hintereinanderschaltet.
Die Grundwellen der Spannungen sind um 120°
phasenversohoben und ergebon als Summe Null,
die Oberwellen von dreifacher Periodenzahl sind gleiehphasig und
addieren sich,

Da sich die Effektivwerto der Oberw ellen quadratisch uddieren,
werden die Effektivwerte der Grundwellen der Phasenspannung und
des Flusses nur wenig kleiner als die Effektivwerte der resultieren
den Wellen. Der Fortfall der von der dritten Oberwelle herriihrenden
Spitze des Magnetisierungsstromes bedingt, daB die Grundwelle des
flaoheren Strornes sowie die anderen Oberwellen, 5te usf., entspr echend
grolser worden, der Effektivwert des Magnetisierungsstromes ist bei
gleieher Induktion gr oBer, wenn man die drei Kerne in Stern
sehaltung mit Dreiphasenstrom erregt, als wenn man jeden fiir sich
mit Einphasenstrom erregt.

Die Oszillogrammo (Fig. 126 ) zeigen den spitzen einphasigen
und den flachen dreiphasigen Erregerstrom, die an ein und dem
selben Induktionsmotor aufgenommen wurden, der eine bei AnschluB
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aller drei Phasen an ein Dreiphasennetz, der andere bei Unter
brechung einer Phase, so daB die beiden ubrigen in Reihenschaltung
mit Einphasenstrom erregt waren. In beiden Fallen war die Satti
gung gleichgroB ; der EfIektivwert des dreiphasigen Magnetisierungs
stromes war aber um 30°10 gro Oer als der des einphasigen.

Bei den dreiphasigen Induktionsmotoren und Transformatoren
sind die drei Eliisse der einzelnen Phasen ni cht wie im Beispiel
der Fig. 125 getrennt, sondern, wie Fig. 127 fur einen Dreiphasen
transformator zeigt, durch die gemeinsamenJoche J - .T verkettet.
Die Fliisse von dreifacher Periodenzahl sind gleichphasig, d. h. in
jedem Augenblick in den drei Kernen gleichgerichtet. In den Jochen

Fig. 126. Magn etisierungsstrom.
a einphasig , b dreiphasig.

'--__---JJ

Fig. 127.

waren sie einander en tgegengesetzt gerichtet, sie konnen sich also
nicht durch die Joche schlielsen, sondern sie treten aus den Kernen
aus und schlieBen sich teils durch die Luft, teils durch benachbarte
Eisenteile des Gehauses und verursachen hier und besonders dart,
wo sie senkrecht zur Unterteilung aus den Kernen austreten, zu
satzliche Wirbelstromverluste. Ist die primate oder die sekundare
Wi cklung in Dreieck geschaltet, so flieBt in dem Dreieck ein Strom
von dreifacher Frequenz als Ringstrom, der den FluB von drei
facher Frequenz stark dampft.

7. Berechnung des effektiven Erregerstromes.

Fur praktische Zwecke ist die Kenntnis des effektiven Erreger
stromes, am wichtigsten, weiI dieser gemessen wird. Ist schon
die Form des Stromes unsicher zu bestimmen, so gilt dies eben
falls von dem Effektivwert. Man erkennt aus den Oszillogrammen
Fig. 126 , daB bei einphasiger und dreiphasiger Erregung grund
satzlich verschieden verfahren werden muB.

Bei einphasiger Erregung verwendet man am zweokmafsigsten
eine dynamische Magnetisierungskurve fur die Effektivwerte der
Induktion und Feldst arke, die an einem Probering, etwa nach Fig.lt9,
mit Wechselstrom gemessen worden.
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Bei Dreiphasenstrom nahert sich bei nicht aIIzu hohen Satti
gungen der Magnetisierungsstrom viel mehr der Sinusform. Man
geht dann besser von der Amplitude der Induktion aus und rechnet
mit einer mit Gleichstrom aufgenommenen Magnetisicrungskurve.
Den Effektivwert des Stromes erhalt, man durch Division mit dem

Scheitelfaktor der Sinuskurve, d. h. mit 1/2.
Aus dom groBen Einflu.l3, den die Form der Spannungskurve

bei hohen Sattigungen auf den Magnetisierungsstrom hat, erkennt
man, daB selten eine gute Ubereinstimmung zwischen berechnetem
und gemessenem Strom zu erwarten ist, ein Umstand, der haufig
den StoBfugen in den Blechen zugeschrieben wird, deren Wirkung
aber gegen diehier erorterten Einflusse meist verschwindet.

59. Verluste im Eisen.

1. Berechnung d er Ver l u st.e durch Hysteresis.

Die Leistung, die durch Hysteresis in Warme umgesetzt wird,
ist nach Gl. (185) f-ah, worin ah die Hysteresisarbeit fur einen
Zyklus und 1 ccm, proportional dem Inhalt der Hystereseschleife ist.

Nach einem empirischen Gesetz von Steinmetz ist der Hysteresis
verlust proportional der 1,6 ten Potenz der maximalen Induktion

Nil = r; - f: B m1.6 V , . . . . . . . (18 6)

Setzt man das Volumen V in cdm ein, die Induktion B in
10- 8 Voltsek. rcm" (abs. Einh.), so wird

( f )( B \1 ,6N, =a. - ~._-) V Watt .•.•. (187)
I "100 1000

Der Hysteresiskoefizient ah betragt fur Dynamoblech ah = 0,6
bis 0,95.

2. St r o mw a rme der Wf r b e l st r orn e.

Fig. 128.

Fraenckel, Wechselstrome. 2. Ann.

Bei kleinen Frequenzen ist die Ruckwirkung der Wirbelstrbme
auf das Feld gering und folgende angenahorte Rechnung gibt ein
Bild von den Verlusten.

In einem ebenen Blech
Fig. 128 sei die Richtung
der Induktion senkrecht
zum Querschnitt und
uberall gleichgroll. Die
Wirbelstromfaden ver -
laufen parallel zu den Langsseiten symmetrisch zur Mittellinie. 1st
die Plattendicke L1 klein und die Ausdehnung der Platte groB, so
kann der Widerstand des kurzen Stiiekes in Richtung der Bloch

11
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dicke vernachIassigt werden. Eine rcchteckige Schleife von 1 em
Lange, die von Stromfaden im Abstand x symmetrisch zur Mittel
linie begrenzt wird, umschlieBt einen FluB

(j)x=2xBm·
Die effektive EMK ist

ex = 4 nBm 2 x Volt ,
der Widerstand fiir 1 em Blechtiefe unter Vernachlassigung der

2e
kurzen Seiten R r z: ' daher der Verlust

x x
e 2 16
-"'- = - feB;' 2 x 2 dx Watt.
Rx e

Integriert man von x = 0 bis x = ~, und dividiert durch

das Volumen LI, so erhalt man fur 1 ccm

N =~ C.- 1:2 B 2 A2 Watt. (188)w 3 e <,; m ••••• •

Diese Leistung ist proportional den Quadraten der Induktion,
der Periodenzahl, der Blechdicke und des Formfaktors, dagegen dem
spez. Widerstand umgekehrt proportional.

Setzt man A in mm, das Volumen Yin cdm, B in 10- 8 Voltsek. jcm",
so wird

N w = Ow (A 1~0 1~o6 ~r V Watt,

worin der Koeffizient

• . . (189)

a = ~~ 10-5 ist.
w 3 o

Fur Schmiedeeisen ist f2~ 10-5 Ohm fiir 1 ccm, daher

0w= 1,33.

Die neuerdings verwendeten siliziumhaltigen (2 bis 4 0(o) sog.
legierton Bleche haben einen spez. Widerstand von etwa

f2 = [) · 10 - :; Ohm fiir 1 com.

Der Koeffizient Ow ist hierfiir [) mal so klein. Auch die Hys
teresisverluste sind bei legierten Bleehen etwas kleiner als bei ge
wohnlichen Bleehen.

Die Permeabilitat der legierten Bleche ist bei kleinen Induk
tionen etwas hoher, bei groBen niedriger als bei gewohnlichen
Blechen.

Bei hohen Periodenzahlen bedingen die Wirbelstrome eine Ver
drangung der Induktionslinien an den Rand des Bleches, eine
analoge Erscheinung zu der Stromverdrangung in massiven Leitern.
Nach J. J 'I'h om so n '] ist fiir eine ebene Platte von der Dicke LI em,

1) The Electrician, Bd. 28, 1892, S. 599.
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Fig. 129.

III der die Induktion senkrecht zur Blechdicke verlauft, im Ab
stand x von der Mittelebene, wenn B die Induktion am Blech
rand ist,

B x=ylIOf2kX +COS2kX ( )
k

A' •••• 190
B lIofkJ + cos 'LJ

worin

ist. Die Permeabilitat p ist hierin konstant gesetzt. Fiir e= 10-:;
und p = 2000 zeigt Fig. 129 die Verteilung der Induktion in einem
Blech von 0,5 mm Dicke bei 100 und 1000 Perioden i. d. Sek. Im
ersten F all ist die Abweichung in der Mitte nur 2 % von der maxi
malen, irn zweiten Fall ist die Induktion in der Mitte nur 43 %

von der am Rande.
Auch bei kleinen Periodenzahlen sind die tatsachlichen Eisen-

verluste meist groller als die nach Formel 189 ~1'8

berechneten , erstens , weiI die Induktion 1Q ~7!~=:==r=!:;=====F--;1
nicht gleichmafsig iiber den Querschnitt - 1 CttJ''ow I
des ganzen Blechpaketes verteilt ist, zwei- 0,8 -ul 1-
tens, weil bei der Bearbeitung die Isolation 0,8 I.
zwischen den Blechen beschadigt wird und : (":X'~
leitende Briicken hergestellt werden, endlich o,v -I'-r-'-'
weil bei StoBfugen, Ubergangen , ein Teil az I 1----,---1
des Flusses senkrecht zur Lamellierung aus . I I I I
den Blechen austritt, wodurch die Verluste 0

wesentlich steigen. Auch die Streufiiisse, die
in benachbarte massive Konstruktionsteile
eintreten, verursachen Verluste, die man aIle als zusataliohe Ver
luste bezeichnet.

Verl ustziffer.

Man kennzeichnet die Qualitat des Eisens durch eine Verlust
ziffer, die den gesamten Verlust fiir 1 kg Eisen bei 50 Perioden und
30°C bei einer bestimmten Induktion angibt. Na ch den Vorschriften
des V. d. E. ist die Verlustziffer bei B m = 10000 (V1 0) und bei
B m = 15000 (V15 ) CGS. anzugeben.

pas spez. Gewicht wird , wenn nioht besonders bestimmt, fiir
gewohnliche Bleche zu 7,7, fur legierte zu 7,5 angenommen.

Mit den angegebenen Konstanten 0 h = 0,8, Ow = 1,3 wird fiir
Eisenblech von Ll = 0,5 mm fiir B m = 10000, f = 50 Persek""

1 1
VlO = 0,8 -0,5 .101, 6 -- + 1,3. (0,5 ·0,5 .1 ,11 .10)2- = 3,4 Watt/kg,

7,7 7,7

fiir ein legiertes Blech mit 0 h = 0,6 , Ow = 0,27

VlO = 1,8 Watt/kg.
11*



164 Wechselstr omkreise mit Eisen.

U n t e rs uc h u ng und Trennung d er Eis en v e rlust e.

Von den ve rsehiedenen Apparaten zu r Untersuchung der Eisen
verlus te in Bleeh en, die von E pste i n l ) , Mollin g er ~ ) , R i oh te r ")
angegeben sind, ist der erste z. Z. a m meist en ve rwendet .

Hierb ei werden vier Bleeh pakete aus Stre ifen von 50 em Lan ge,
3 em Breite und 3 em Pakethohe zu einem quadra tisehen R ahmen
zusammen gcsetz t und an den E eken mi t kr aft igen Kl ammern zu
samme nge etolie n. J edes P aket ist mit einer Spule ve rsohen, die in
R eihe an eine moglichst sinusformige Spannung angesehlosse n werden.
Aus Spannung P und P eriod enzahl f bestimmt man die Amplitude
del' Induktion

V2 P
B = - --- - --.

m 2 nfwQ

Fig. 130.

~ I I l-y_
I

I / 1
I I 'I I

I 1/
V

I I V /' " soPu:I

-r I - n
Z If 6 8 10 12 ~ 16

a

J

a

1

Schaltet man vor die Spule einen Leistungsm esser , so ist von
der gemessenen Leistung zuniiehst del' Stromw arrneverlust .]2 R in
der Erregerwieklnng abzuzieheii, urn die Ei senv erluste zu erhalten.
Da diese Korrektur groB ist , wird die Messung gen au er, wenn die
P akete cine zweit e Wieklung vo n gle iche r Windungszahl wie die Er
regerwieklung erhalten. In h eiden Wicklungen wird dieselbe EMK
induzier t ; an die zweite Wicklung wird nul' die Spa nnungsspule
des Wattmeters (und ev tl. das Volt meter) angesehlossen, wahrend
IHrtt/kg di e Stro mspule im Erregerstromkreis

8 liegt. Di e nun gemessene Leistung
'1 ist gleieh den Eisenverlusten vermehrt
6 urn den kleinen Verlust in derSpan-
5 nungsspule des Wat t meters und im

Voltmeter, d ie sich leicht bereehn en
und abziehe n lassen .

Triigt man die Eisenv erluste fiir
kon stante P eri odenz ahl als Funktion
del' maximalen Induktion auf, so er
halt man die nicht ganz quadratiseh

x1t/ -J ansteigende Kurve F ig. 130.
Die Trennung del' Verluste in

Hysteresis- und Wirbelstromverluste beruht auf deren Abhangigkeit
von del' P eriodenz ahl.

.Andert man Spannung und Periodenzahl in gle iehem MaBe, so
bleibt die maximale I nduktion konstant. Da die H ysteresisverluste
d el' Periodenzahl f , die Wirbelstromverluste dem Qu adrat von f pro
portional sind, ist del' gesamte Verl ust bei konstant er Indukti on :

N = N h+N w = kl f + k2 [2.

' ) ETZ 1900, S.303, s. auch Gu mlic h u. R o go wski ETZ 1912.
2) ETZ ]901, S. 379.
3) ETZ 1901!, S. 491.
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Daher ist

GO50

ergibt

gerade Linie

(f= 0)

211 JO

Fig. 131.

I * ++-I---

_..-- • hE'
, -

-~r 'II
~

f I I ,-r
a

0.02

Nf stellt als Funktion der Periodenzahl eine

(Fig.131) dar; ihr Schnitt mit der Ordinatenachse

die Ordinate k1 = N h den Hysteresis- f
f 0,&

verlust pro Periode, Der Abstand der
Geraden von einer Parallelen zur O.OG

Abszissenachse durch den Schnittpunkt aa«

mit der Ordinatenachse ist Nil'r .
Die Gerade biegt bei hoheren

Periodenzahlen ab, was auf die Schirm
wirkung der Wirbelstrome zuriickgefiihrt
wird.

60. Die Vektordiagramme des Transformators.

Die technischen Transformatoren besitzen einen geschlossenen
magnetischen Kreis aus Eisen, auf den die primare und sekundare
Spule auf@wickelt sind. Fig: 132 und 133 zeigen die wichtigsten
Typen der Einphasentransformatoren, die Kerntype und die
Manteltype.

Fig . 132. Kerntransformator. Fig . 133. Manteltransformator.

Im Gegensatz zum Lufttransformator geht man bier nicht von
den Koeffizienten Lund M aus, die hier nicht konstant sind, sondern
von dem InduktionsfluB. . Der groBte Teil des Flusses verlauff ganz
im Eisen und ist mit allen primaren und allen sekundaren Windungen
verkettet.

Dies ist der HauptfluB ([>. Ihm entsprechen die primar und
aekundar induzierten Spannungen
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.. (192)

Bei unbelast et er Sekunda rwic klung entnimmt die primare dem Netz
den "Magnet isierungsstrom i a zur Erregung des H auptfiu sses. Da
sein Spannungsabfa ll sehr kl ein ist, ist el seh r nahe gleich der pri
maren Klemmensp annung. Das Verhaltnis der Spannungen bei
offener Sekundarwi cklung ist sehr nahe gleich dem Ubersetzungsver
haltnis W I : w2·

I st d ie Sek unddrwicklung auf eine n Belastungswiderst and ge
schlossen, so muls, damit der Hauptfluf bestehen bleibt, die Summe
d er prim aren und sekundare n Durchfl utungen wieder die Erregung
des H aup tflu sses ergeben.

i l W I +i2 W 2 =iawI·

Setzen wir

• . . W 2 • + .,
tl=Za -t. -= t t.,

• W I a -

SO folgt: der primiire Strom i l setzt sich zusammen aus dem Magne
t isierungsstrom ia und dem primaren Belastungsstrom .; der ent
gegeng esetzt gleich dem auf die primar e Win dungszahl redu zierten
sekundaren Strom ist. Aus GI. 191 und 192 folgt. , .

el t 2 = - e2 12 •

Der sekundar abgegebe ne n Leistung - e2 i 2 ents pricht eine gleich
gro13e prirnar aufgenommene Leistung el i 2 ' .

Die Gleichungen gelten flir die Mom ent anwerte also un abhangig
von der Kurvenform. .

Die Streufliisse der beid en Wicklungen verlaufen nur t eilweise
im Eisen und schli e13en sich urn die Spulen durch die Luft. Sie
sind t eils nur mi t primaren oder sekundare n Windungen verkettet
t eils mit bciden (ein fach un d doppelt verkette te Streulinien).

Da die Stre ufliisse langere Luftstrecken durchlaufen , sind sie
den Stromen propor ti onal, d ie Kraftlinienwindungen konnen durch
Streuinduktivitaten 8

1
und 8

2
ausgedr iickt werde n (s. S. 134). E s

gelten daher die folgen den Gleichung en fiir den Transformator:

. + drfJ I d i l 1
PI = t l u, W I "aT T 81 Cit

j
... (193 1

, . R I d<P + 8 di2o= P2 --r t 2 2 "1 W 2 (it 2 dt
Flir einwellige GraBen konn en diese Glei chungen durch ein

Vektordiagr amm der Effektivwerte dar gestellt werden.
Man ersetzt hierbei den verzerrten Magnetisierungsstrom durch

seinen aquivalen ten Sinusst rom .
In Fi g. 134 ist rfJ der Vektor des H aup tflu sscs, E I urn 90°

dag egen voreilend ist die Komponent e der prirnaren Kl emmensp an
nung, die der EMK - E

l
entgegengeset zt gleic h ist, Die sekundare

EMK - E
2

ist gegen (p urn 90° vcrzo gert , bei R eduktion au f die
primate Windungszahl ist sie numeri sch gleich E l'
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Der aquivalente Magnetisierungsstrom Ja eilt gegen tP um
(90 °-1pa) vor, gegen E 1 um 1pa nacho Seine Komponente J a cos 1pa

entsprioht einer Leistung, es ist E1 Ja COS 'If!a der Eisenverlust. Der
auf die primate Windungszahl reduzierte Sekundarstrom ist Jq , und
der primare Strom ~ ist die Summe aus J a und (- J 2)= J:'.

Subtrahiert man von - E2 die Ohmschen und induktiven
Spannungsabfalle J2R2 und J2WS2=J2X8 2' so erhalt man die
sekundare Klemmenspannung P 2 ; addiert man zu E i J 1 R

1
und

JIWSI=JIX81 ' so ergibt sich die primare Klemmenspannung Pl'
Da

und

t.:« J' W22

E2 W 2 J 2 Wi
wird

z. J, Zz

~
f 51 1
! ~

Fig . 136.Fig. 135.Fig. 134.

E1J 2' cos 1p2 = - E2J 2cos 1p2'

Dies ist die vom primaren auf den sekundaren Stromkreis tiber
tragene Leistung.

Dreht man das sekundare Spannungsdreieck um Punkt 0 um
180°, so daB E I und -E

2
zusammenfallen,

so erhalt man Fig. 135, die ein anschauliches
Bild von der Verschiebung und Abnahme
des Spannungsvektors von PI bis P 2 gibt.
Sie ist bedirigt durch den Ohmschen

Spannungsabfall und
die Streuung der

I? beiden Wicklungen.

Dieses Diagramm und die G1. 193 gelten auch fiir andere Strom
kreise , z. B. fiir den Induktionsmotor, bei dem an Stelle der
elektrischen Belastung des Transformators eine mechanische Be
lastung tritt.

Sie gelten auch fiir das Schema Fig. 136, wenn wir an den
sekundaren Klemmen mit der Spannung P 2 den Belastungsstrom
flieBend denken. Der Zweig za entspricht den vom HauptfluB in
Primar- und Sekundarwicklung induzierten (bei Reduktion auf gleiche
Windungszahl) gleichgroBen EMKen, er fiihrt den Magnetisierungs
strom J a •
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zl= Y R12+ (WS 1)2 und z2=YR2'.l + (WS2 )2

sind die Scheinwiderst .ande der primaren und sekunda ren Wicklung.
Fig. 1 36 ist der Ersatzstromkreis des Transform ators. Er wird

in K ap. XII eingehend behandelt.

61. Das magnetische Feld einer lUaschine mit verteiltem Eisen.

Di e Maschine best eht, s. Fig. 1 37, aus einem zylindrischen, urn
eine Welle drehbaren, Laufer Lund einem Stander S , die au s Blechen
zusammengesetzt sind. Stande r und Laufer sind durch einen Luft
raum von konstanter Lange getrenn t. Auf dem Sta nder ist eine
Wicklung in Nute n eingeb ettet. . Wird sie von einem konstanten
Strom durchflossen, dessen Richtung dureh Punkte und Kreuze an
gedeutet ist, so entsteht ein InduktionsfluB in der durch Pfeile
bezei chneten Richtung, er durchsetzt das Sta nder- und Laufereisen
und den Luftrau m. Wo er aus dem Standereisen aust rit t , bildet
sich ein Nordpol, wo er eint rit t, ein Siidpol aus . Weil die Wicklung
zwei P ole erzeug t, heiBt sie eine zweipolige Wicklung, und zwar ist
sie eine zweipolige Trommelwicklung.

Fig. 137. Fig. 138.

Man bezeichnet den Teil des Umfangs, der ein en Pol umfaBt,
als eine Polteilung, hier ist es der halbe Umfang.

Durch entsprechende Anordnung der Wicklung lassen sioh
4, 6, 8 . .. allgemein 2 p Pole erzeugen, worin p die Polpaarzahl
ist. Di e Wicklung heil3t dann mehrpolig und die Polteilung ist der
2 p t e Teil des Umfangs,

Die Verteilung des Induktionsflusse s ergibt sich wie folgt . In
F ig. 138 ist der Umfang abgewickelt . Die Drahte einer Spule liegen
gleichmaflig verteilt symmetrisch zur Mittellinie der Polteilung 't" auf
einem Bogen S. Die Mittellinie ist die neutrale Zone des Feldes.
In Punkten gleichen Abstandes x zu belden Seiten von ihr 1st 'die
Feldetarke gleichgroB, aber von entgegengese tzte r Ri chtung. Fiir
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eine Induktionslinie, die den Luftraum im Abstand x zu beiden
Seiten der neutralen Zone durchsetzt kann unter Vernaohlassigung
der magnetischen Spannung des Eisenweges, die Umlaufspannung
gleich der Spannung des Luftraumes gesetzt werden,

JH d8=Hx 20.

Hx ist die Feldstarke im Luftraum an der Stelle x, () die Lange
des Luftraumes.

Auf der Breite S liegen Jw Amperedrahte, die betrachtete In
duktionsrohre ist von einem Teil davon 2x: S durchflutet. Daher ist

2x
H x 2 J = J w S '

Jw x
B x = flo H x = p,o - 0- S '

Dies gilt von x = 0 bis x = ~ S .
Ist 2 x > S, so ist die Durchflutung J w und

Jw
B x=flo :!o .

Tragt man B x als Ordinate auf, so erhalt man die Induktions
verteilung als ein Trapez mit der Hohe

Jw
B=ft°TI (1()4)

Der Inhalt dieser Feldkurve ist der InduktionsfluB fiir 1 em
Lange des Eisens. Ist die Lange 1em, so ist

Da die Grundlinien des Trapezes 'I: und 'I: - S sind, die Hohe
B ist, wird

ep=Bl-r(l- :J=Blw .. .. . (195)

a = 1- :'1: heiBt der Fiillfaktor. Fiir konstante Induktionsverteilung,

d. h. fur ein Rechteek ware it = 1.
Das Trapez nahert sieh einer Sinuskurve am meisten, wenn

(s, Kap. VII, S. 79) : = -~ , oder S = : 'I: ist. Die Grundwelle des

Trapezes hat hierfiir nach S. 79 die Gleiehung

61/"3 . x
B = - - B sm - n .

.r I ;Z2 T
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Die Amplitude ist also

der des Trapezes

18 -
Es verhalt sich also (/)1: (/) = .7l3 -V 3 = 1,005, sic unterscheiden

sich nur um 0,5 °I0' so daB man haufig mit der sinusformigen
Grundwelle rechnet.

Wird das Feld durch einen Wechselstrom erregt , so pulsiert
die Induktion an joder Stelle mit dem Strom.

Bezeichnet B die raumliche Amplitude einer sinusfOrmig ver
teilten Feldkurve, Bm ihre zeitliche Amplitude, so ist die zeitliche
Amplitude im Abstand x von der neutralen Zone

B B' x
x m..= ",Sln ~.7l

und der Augenblickswort an der Stelle x fiir zeitlich sinusformige
Pulsation

B B · B' X •x = x m S l n w t = ",Sln -nSlnwt
T

62. Erzeugung eines Drehleldes.

. . (196)

Sind am Umfang der Maschine zwei urn eine halbe Polteilung
gegeneinander versetztc Spulen angebracht , so erzcugen sie zwei
urn ebensoviel gegeneinander vers chobene Felder. Bei der zwei
poligen Anordnung steht die Verbindungslinie der Mitten des Nord
und des Siidpoles, die "Polachse" eines F eldes, senkrecht auf der des

anderen , bei der mehrpoligen Maschine sind sie urn 90 Grade ver-
p

schoben. Man spricht auch hier von einer Verschiobung urn 90°,
und bezei chnet diese als "elektr ische Grade", die Polteilung umfaBt
180 0 eloktrische Grade.

Sind die urn 90° raumlich versehobenen Felder sinusformig ver
teilt und mit I und I I bezeichnet, so sind ihre raumlichen Ver
teilungeu
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Die positive raumliehe Amplitude B
1

liegt also bei x =~. ,

B ll bei X =T.

Sind die Felder von Zwoiphasenstrom erregt, und nehmen wir
an, daB das zweite Feld t Periode spa ter seine Amplitude erreicht,
als das erste, so wird, wenn die zeitlichen Amplituden wieder mit
dem Index m bezeichnot worden.

B B
. x .

IX = ImSln -nslnwt
T

B u x= - Bum cos~ n sin (wt _!!..) = B
ll

cos ::';r cos wt.
T 2 m r

Sind die Amplituden gleichgroB,

B/m=Bn""
so ist an einer Stelle x die von belden Feldern resultierende In
duktion

Bx=B/x +BJlx=Bm(sin~Jlsinwt+cos:;r cos wt)

= B m cos (wt -~ n) (197 )

Diese Gleichung stellt eine fortschreitende Welle dar. Naeh
einer Zeit dt ist die Induktion an einer Stelle (x + dx)

s; cos [w (t+dt)- (x+dx) :J.
Sie hat wieder denselben Wert wie zur Zeit t an der Stelle x, wenn

wdt=dx ;r
T

st. Hieraus ergibt sich, daB die ganze Welle mit der kon stanten
Geschwindigkeit

dx co t 2r
dT=-;=Y

wandert, d. h. die Welle legt in einer Periode T dio doppelte Pol
teilung zuriick. Zwei zeitlich und raumlieh urn 90 0 gegeneinander
verschobone Wechselfelder von sinusformiger Verteilung setzen sich
zu einem mit konstanter Geschwindigkeit fortschreitenden sinus
formigen Feld von gleicher GroBe zusammen. Ein solohes Feld
heiBt ein Drehfeld.

Wir fan den die Geschwindigkeit ~d~ positiv, d. h. das Drehfeld
t

wandert in Richtung der positivon x. Dies ist die Richtung, in der
wir von der positiven raumlichen Amplitude B I ZU der des zeitlich
nacheilenden Feldes B

II
gelangten. Witte man B ll als das 'lor

eilende Feld bezeichnet , so hatte man das negative Vorzelchen
gefunden.
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Fig . 139.

(198)

Das Drehfeld wandert also von dem zeitlich voreilellden zu
dem zeitlich nacheilenden Feld. Durch Vertauschung der zeitlichen
Reihenfolge der Wechselfelder iindert sich die Drehrichtung.

SteUt man die Felder als Vektoren in einern Zeitdiagramm
dar, und soll die positive Riehtung der Vektoren auch gleichzeitig
die positive raumliche Richtung der Felder darstellen, so ist die
Drehrichtung des Drehfeldes, das vom zeitlich voreilenden zum zeit-
o Velrtoren !J.r lich nacheilenden Feld wandert, entgegengesetzt

j der Drehrichtung der Vektoren, also gleich der
/' / der Zeitlinie (s, Fig. 139).

/Orelfeld Ganz analog setzen sich n urn 2 71 zeitlich und
n

raumlich verschobene Wechselfelder von glcicher
GroBe zu einem Drehfeld zusamrnen. Die Summe
lautet

B", =B/x+Bll X +'" +B(n-llx+ B nx

I. x . +. (x 271). ( 271')= B .SIn - 71 SIn wt SIn - 71 - - sm wt - -
m _ 7: 7: n n

r • (x 271\ . ( 271)
-+- SIn - 71 - 2· - ! sm w t - 2 . --

r 7: n / n

+ . (x ( ) 2 71 . ( ) 2 71)~Jsm -:;;71- n-l n sm wt-(n-l n .
Durch Ausmultiplizieren bringt man jedes Glied auf die Form

~ [ cos (~71- wt) - cos (~71+wt -2 z.~~)],
wobei in der zweiten Kosinus-Funktion z der Reihe naeh alle ganzen
Zahlen von 0 bis (n - 1) durchlauft, Die Summe dieser n Glieder
ist Null; da die ersten Glieder alle gleichgroB eind, wird

11. (x )B = - B cos -71-wt
x 2 m 7:

Das durch Zusammensetzung von n Wechselfeldern entstehende Dreh-

feld ist ~ mal so grof wie jedes Wechselfeld.
2

63. Energienbertragung durch das Drehfeld.
Urn durch ein Drehfeld Energie zu iibertragen, wird eine

Maschine nach Fig. 137 am Stander und am Laufer mit je einer
Mehrphasenwicklung versehen. Eine solche Maschine ist eine Dreh
feldmaschine.

Die Standerwickhmgen seien an ein Mehrphasennetz mit
11.1 Phasen angeschlossen, ' der Laufer stehe still und die Laufer
wick lung sei noch offen. Die Netzspannung bedingt in jeder
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Phase der Standerwicklung einen WechselfluB, und die n 1 raumlich

und zeitlich urn 2 n gegeneinander verschobenen Fliisse setzen sich
n 1

zu einern Drehfeld zusammen, Es schre itet in einer P er iode T urn
ZWeI Polteilungen, d. h. urn den p t en Teil des Umfan gs fort, macht
also

. (199)1 f lU = -= _ .
I Tp p

Sekunde, worin t. diedel'Umlaufe in Netzfrequenz ist . Das
2 n

Drehfeld induziert in den n i Stander wicklungen n 1 urn - gegen-
n i

einan der phasenverschoben e El\fKe, die bi s auf den Spannu ngs abfall
des Magnetisierungsstromes in jeder Wi cklung der Phasenspannung
ontgegengesetzt gleich sind. Im stillstehenden Laufer worden EMKe
von glei cher Periodenzahl induziert. Hat der Laufer ebenfalls n i
Phasen, so bilden die EMKe auch ein n i Phasensyst em. Die EMKe
im Stander und L aufer verhalten sich wie die Windungszahlen, sie
hahen aber im allgemei ne n verschieden e ze itliche Phasen, je nach
der raumlichen Stellung ent spreche nder Wicklungen des Standers
und Laufers zue inander,

SchlieBt man die Lauferwicklungen iiber Belastungswiderstande,
die f lir alle Phasen gleichgroB sind, so ents teht im L aufer ein sym
metrisch es ni-Phasenstromsystem, und di e n i Strome erzeuge n ein
Drehfeld . Damit das der aufgedrlickten Standcrspannung ent
spreche nde F eld bestehen bleibt, nimmt d er Stander einen solchen
Strom auf, daB di e Summe der Durchflutungen des Standel's und
Laufers flir aIle Phasen die Erregungdes Hauptflusses ergibt, wie
beim gewohnlichen Transformator, von dem sich die Maschine nur
dadurch untersch eidet, daB sie ein Drehfeld besitzt, wodurch
primare und sekundare EMKe verschieden e zeitliche Phasen
haben kdnnen . Di es a nde rt abel' an der Wirkungsweise ni ehts.
Denken wir un s den Standers trom (P rimiirstrom) wi eder zerlegt in
den Magnetisierungsstrom i a und den primaren Bel astungsstrom i /,
so mull, da di e ni Lei stungen

E2 J 2 COS IP2

vom Stander auf den Laufer iibertragen werden,

ni E2 ·J2 cos "P2 = ni E I J 2' cos lPI

sem. Nun sind die EMKe den Windungszahlen direkt, di e Strome
ihnen umgekehrt proportional, d. h. es wird

n L E 2 J 2 = n l E I J /
und

cos "PI = cos "P2 '

der primare Belastungsstrom hat gegen seine EMK dieselbe Phasen-
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verschiebung, wie der sekunda re gegen di e sei ne. Wi e also auch
E 2 gegen E 1 ph asenverschoben sein mag , di e R iickwirkung des
sekundaren Stromes auf den primaren Stromkreis ist ste ts so, als
ob sie gleichphasig ware n, so daB man fur jede Phase dasselbe
Vektordiagramm wie fur den gewohnlichen Transformator erha lt,
das durch Streuung und Ohmsehe n Widerstand der Wicklungen
wie dort erganzt wird.

Hat der Laufer eine ande re Phasenz ahl als der Stander, so
ist es moglich, ihm einen sy mmetr ischen n

2-Ph
asenstrom zu ent 

nehmen. Da alle Phasen sich gle ichmaffig' an der Erzeugung .des
F eldes beteiligen, ist die Rii ckwirkung auf di e primare Wi cklung
wieder die selbe. Die Drehfeldmaschine kann also als Phasenz ahl
umformer verwendet werden.

Wichtiger ist ihre Anwendung als Periodenumformer .
Dreht si ch der Laufer mit u Umlaufen i. d. Sek. , so ist die

Frequenz seiner EMK nicht mehr gleich der primaren, f1 = Pup
worin u l die Umlaufzahl des Drehfeldes ist, sondern weil das
Drel1feld relativ zum Laufer nur (UI-u) Umlaufe macht, ist die
P eri odenzahl

. . . . . . (199)

gleichsinnige Drehung

f2 = p (U I - u)
H ierin erhalt u das positive Vorzeichen fiir
wie u 1 ' das negative fur gegenlaufige.

Di e effektiven EMKe im Stander und Lauf er ve rhalte n
die Produkte aus Windungszahl und P eri odenzahl

sich wie

~:=;::~ =~IUl u ~: ... . (200)

Di e Laufer strome, die beim SchlieBen iiber irgendwelche Wider
stande entstehen, hab en nun auch die Periodenzahl (e ' Das Dreh
feld, das sie erzeugen, schre itet gegeniiber der erzeugenden Laufer
wicklung mit

!J=ul- u UmI. i. d. Sek .
p

fort, und da der Laufer sich mit u Umlaufen dreht, ist die UI1l
laufzahl des Drehfeldes im R aum wieder

u l -U +1t =U1·

Di e Lauferstrome wirken also auf d en Stander wie die einer
ruheriden Wicklung zuriiek. Stander - und Lauferstrome aller Phasen
ergebe n zusammen di e Erregung des Hauptflusses, Zerlegt man J I

wieder in den Magneti sierungsstrom J a und den primaren Be
lastungsstrom J'J" so ist

n 1 J'J' W I = ne J e W 2 . • • (201)

Je' hat gegen E I di eselbe Phasenversohiebung 1f'2 wie E'J gegen s.,
un abhiingig von der relat iven Phase von Ee gegen E 1 , wie gezeigt.
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. . (204)
U

N =N -N =N -
mae aUt

Daher wird aus Gl. l200 und 201

noEo J~ cos 'lP2 f2 u l - U (202 )n: E~ J
2
' cos VJ~ = -i~ == -----u;- . . . .

nl E l J 2' cos 'P2 = N a ist die vorn Stander (P rimarwioklung) auf den
Laufer iibertragene Leistung. Die vom Laufer (Sekundarwioklung)
erzeugte elektrische Leistung n2 E2 J~ cos 'P2 = N. verhalt sich zu
N a wie die sekundare Frequenz zur primaren, oder wie die Relativ
geschwindigkeit u 1 - U zu der Geschwindigkeit des Drehfeldes u

l
•

Es ist N
e
=N

a(l-
~) ... (203 )

Die Differenz N a - N e erscheint in einer anderen Energieform, und
zwar als mechanische Leistung N"" weiI das Drehfeld auf die Laufer
strome ein Drehmoment ausiibt.

Es ist

Sie verhalt sich zu der vom Stander auf den Laufer iibertragenen
Leistung, wie die Geschwindigkeit dos Laufers zu der dos Dreh
feldes.

Die mechanische Leistung ist gloich dem Produkt aus Dreh
moment D und Winkelgeschwindigkeit des Laufors 2 nu,

daher D= N m =~.
2 xu 2 nUl

Da die Geschwindigkeit u1 des Drehfeldes bei gegebener Perioden
zahl konstant ist, ist das Drehmoment proportinonal der vom Stander
auf den Laufer iibertragenen Leistung. (Ist N a in Watt angegeben,
so erhalt man das Drehmoment in mkg durch Division durch 9,81.)

Wahrend die mechanische Leistung gleich Drehmoment mal
Geschwindigkcit des Laufers ist , ist die elektrisch abgegebene Leistung
gleich dern Produkt aus Drchrnornent und Relativgeschwindigkeit
des Laufers zurn Drehfeld.

Das Verhaltnis der Relativgeschwindigkeit u
l

- U zur Dreh
feldgeschwindigkeit u l heiBt die Schliipfung

8 = Ul-U = 1 - .!!'...-
U l U l

Es ist daher die sekundare Frequenz

f2=sfl'

. . . . . (205)

die elektrischo Leistung

die rnechanische Leistung
N",=Na (1 - 8).

Es ergeben sich folgende Falle:
Solange u positiv und kl einer als ul is, istt 8 . positiv und
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z, J, z,.I:'[1=!R,IH
P. z~ ~

kleiner als 1. Die elektrisehe Leistung N e ist kleiner als die auf
den Laufer iibertragene, und die mechanische Leistung ist positiv,
das Drohmoment ist motorisch. 8 = 1, d. h. U = 0, ergibt den Fall
des ruhenden Laufers , bei dem nur elektrische Leistung trans
formiert wird.

Dreht sich der Laufer ebenso schnell wie das Drohfeld und
gleichsinnig, so ist U = U 1' 8 = 0, der Laufer dreht sich "syn chron "
mit dem Drehfeld, dann wird iiberhaupt keine EMK in ihm indu
ziert und keine Leistung iibertragen,

1st U > u J ' d. h. ist die Geschwindigkeit des Laufers groBer
al s die des Drehfeldes, so ist 8 negativ; das Drehmoment kehrt
infolge der Umkehrung der Relativbewogung (u

J
- u) seine Rich

tung urn, die mechanische Leistung ist genoratorisch und wird dem
Laufer durch irgendeine Triebmaschine zugofiihrt , sie ist groBer
als N a' es kehrt sich also der Sinn der Energieiibertragung urn,
die Maschine ist ein Generator.

Eine Drehfeldmaschine kann al so zur Ums etzung der Spannung,
der Phasenzahl, der Periodenzahl und zur Um setzung von elek
trischer in mechanische Leistung und umgekehrt verwendet werden.
Steinmetz bezeichnet sie daher als allgemeinen Transformator.

Ihre haufigste Anwendung ist die des Induktionsmotors, bei
dem die Lauferwicklung in sich kurzgeschlossen ist. Die in jeder
Phase der Lauferwicklung erz eugte elektrische Leistung ist hier

J~ 2 R 2 ,

wenn R.~ der Widerstand der Wick lung ist ; sie ist gleich dem Strom
warmeverlust in der Wicklung. Da sie s mal so groB wie die auf
den Laufer iibertragene Lei stung ist, ist diese fiir eine Phase

N _ !J~!l2
a - 8 '

und die mechanisohe Lei stung ist

N m = J 2
2 R2 (~ -1).

Da das Ubersetzungsverhaltnis der EMKe gleich dem Verhaltnis
der Produkte aus Windungszahl und Periodenzahl ist, fallt die

sekundare Periodenzahl bei der Reduktion
auf die Primarwioklung in der Strou
spannung heraus. Der Induktionsmotor
verh alt sich wie ein ruhender Trans
formator, bei dem die mechanische
Belastung ersetzt ist durch einen Ohm-

Fig . 140. (1 )
schen Widerstand R~ 8" -1 . Es gilt

fiir ihn daher der Ersatze tromkreis Fig. 140, der in Kap. XII eingebend
behandelt wird.
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64. Reihenschaltung eiues Kondensators und einer Drossel
spule mit Eisen.

Nach Kap. II gibt es bei der Reihenschaltting eines Konden
sators und einer Drosselspule eine bestimmte Frequenz

1

«o = vIo'
bei der das magnetische Feld der Drosselspule und das elektrische
Feld des Kondensators sich gegenseitig laden, so daB dem Strom
kreis keine Blindleistung, sondern nur die zur Deckung der Verluste
bei der Aufrechterhaltung des Stromes erforderliche Leistung zuzu
£lihren ist. Der Stromkreis verhalt sich wie ein Ohmscher Wider
stand, es ist P=JR
und die entgegengesetzt gleichen Blindspannungen der Induktivitat
und der Kapazitat. betragen

JwL= :o =JV5=~V5.

- -..J

8

Fig. 141.

Besitzt nun die Induktivitat einen magnetischen Kreis mit
Eisen, so ist L keine Konstante, sondern eine Funktion des Stromes.
Aus der Spannungsgleichung

. R '+ d'Jf+fidt
Psm cat = ~ ~ a'

worin lJf= f(i) durch die Hysteresisschleife dargestellt wird, ist er
sichtlich, daB eine strenge Losung dieses Falles die analytische Dar
stellung der Hysteresisschleife erforderte. Wir begnugen uns mit
einer angenaherten graphischen Untersuchung, die zwar die Verluste
und die Verzerrung des Stromes nicht beriicksichtigen kann, doch
einen geniigenden Einblick in die Verhiiltnisse gewshrt,

Res 0 nan zf r e que n zen. In
Fig. 141 sind die Kraftlinienwin
dungen lJf der Drosselspule als Funk
tion des aquivalenten Sinusstromes
J .durch die gekrummte Magneti
sierungskurve dargestellt. Fur eine
Frequenz wist die Blindspannung
p. = lJfw. Der zu IJf gehorige Strom
J bedingt am Kondensator eine Span-

J
nung Pc=~O' Es wird p. =Pc'
wenn

Fraenckel, Wechselstrome. 2. Auf I. 12
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ist. Da jedem Punkt der Magnetisierungskurve ein anderes Verhalt
nis J: 'l!= tg P entspricht, gibt es fiir eine Kapazit1it eine unendliche
Zahl von Resonanzfrequenzen. Fur einen gegebenen Wert ° ist

00 = konst. v'tg p. Die kleinste Resonanzfrequenz ist die durch den
Winkel Po der Tangente im Ursprung an die Magnetisierungskurve
bestimmte, sie sei 000 und

!!!-_ytgp = ' jAii
00

0
- tg Po V AO .

Jeder Frequenz entspricht ein bestimmter Strom und eine be
stimmte Spannung an Drosselspule und Kondensator. Sie ist

P =P = 'l!oo= ' j?!~
c . V ° '

d. h. fiir °= konst. proportional der Wurzel aus 'l!J , sie wird daher
gemessen durch die Seite eines Quadrates, das gleich dem Rechteck

J

I

Fig. 142.

p

Fig . 143.

J

aUB den Koordinaten der Magnetisierungskurve ist. In Fig. 142
sind 00 und J als Funktion der Resonanzspannung P aufgetragen.

Das Verhalten bei konstanter Netzfrequenz und v e r
a.n d er l i ch e r Klemmenspannung. In Fig. 143 sind fur konstante
Frequenz 00 die Charakteristik der Drosselspule p. = ( (J) (K urve
OB1B.,B3) und die KondensatorspannungPc=f(J) (Gera de 0010203)
dargestellt. Die Ordinatenabschnitte zwischen beiden sind die Blind
komponenten der Netzspannung, uder, wenn man von Verlusten ab
sieht, die Netzspannungen selbst.

1st P, > Pc, so ist der Strom gegen die Netzspannung ver
zogert, p . ist in Phase mit der Netzspannung P, P c ist ihr entgegen
gerichtet, Uberwiegt dagegen die Kondensatorspannung, ist also
P c> p., so eilt der Strom der Netzspannung vor , Pc ist gleioh-
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phasig mit P, p . entgegengerichtet. Der Ubergang ist durch den
Schnittpunkt S der beiden Charakteristiken gegeben, wobei p. = Pc
ist und die Netzspannung nur die Verluste zn decken hat. Dies ist
der Resonanzpunkt fiir die Netzfrequenz.

Nun entsprechen unterhalb des Schnittpunktes S, d. h. bei naoh
eilendem Strom einer Netzspannung P zwei mogliohe Gleichgewichts
lagen, solange P kleiner ist als der Ordinatenabschnitt zwischen beiden
Charakteristiken. Z.B.gehorenzurNetzspannung OPl =ClBl =C2B2

die Werte
J l =OA1

J 2 = OA2

p. l = A1B l

p.2=A~B2
Pel = ClAl

PC2 =C2A~

~
;
I,
I

p

Fig . 144.

B 1 und B 2 sind die Schnittpunkte einer Parallelen durch P; zu
P c = f(J). Von diesen beiden moglichen Gleichgewichtslagen steUt
sich aber allgemein die mit dem kleineren Strom ein, weil hierbei
die Energien und die Verluste kleiner sind.

:Fiillt die Parallele zur Kondensatorcharakteristik in die Tan
gente PoT an die Charakteristik der Drosselspule, so ist eine Grenz
spannung OPo erreicht, oberhalb derer ein Betrieb mit nacheilendem
Strom iiberhaupt nicht mehr moglioh ist.

Hingegen entspricht bei voreilendem Strom, d. h. rechts von S
jeder Netzspannung wieder eine Gleichgewichtslage, die man durch
Auftragen von P in die negative Ordinatenachse und die Parallelen
zu Pc=f(J) erhalt, Die Spannung OQl =OP1 ergibt Punkt B3 ,

die Grenzspannung OQo = OPo Punkt B o usf.
LiiBt man die Netzspannung von Null anfanzend bei konstanter

Frequenz wachsen, so nimmt der Strom Ps J )c
• w -konSf.

von Null an zu, und es wird zunachst der
Bogen 0 B

l
T durchlaufen. Steigt die Span-

nung iiber die Grenzspannung weiter, so
waohst der Strom, da nun nur noch vor-
eilender Strom moglioh ist,plotzlich auf
den dem Punkt Bo entsprechenden Wert,
wobei die Spannungen am Kondensator
und der Drosselspule gleichfalls unter
sprunghafter Anderung der GroBe ihre
Phasenlage gegeniiber der Netzspannung
umkehren, Dies isb in Fig. 144 dargestellt,
Bei weiterer Steigerung der Netzspannung bleibt die Drosselspulen
spannung fast konstant, wahrend der Strom und die Kondensator
spannung stetig steigen.

Geht man mit der Netzspannung wieder zuriick, so bleibt der
Zustand auch noch zwischen B o und S so lange stabil, als die Ver
luste durch die Netzspannung gedeckt werden konnen, dann erfolgt
ein sprungweises Zuriickgehen des Stromes und der Spannung.

12*
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I

Fig. 145.

D b e rs pa n n u nge n mit d er N e tzfr equenz 1) werden auf die
hier beschriebenen Verhaltnisse zuriickgefUhrt. In F ig. 14 5 steUt T
eine n Transformator am Ende einer Leitung dar. Bei einem Lei
tungsbruch an der Stelle a und Erdung des gebrochenen Stiickes
an der Trans formatorseite kann der Magnet isierungsst rom des Trans
formators sich iiber die Kap azit iit des ungeerdet en Teiles der ge
brochenen Leitung schlie Ben; sie ist durch eine n Kondensato r C

dargestellt . War d ie Netzspannung gro ller als
die Grenzspannung, so stellt sich die Gleich
gewichtslage mit voreilend em Stro m ein, die

T Tran sformatorspannung andert ihre Richtung
gegeniiber der Netzspannung urn fast 180°.
An der Leitung tritt eine hohe Uberspannung
gegen Erde auf. Sie ist urn so grofser, je naher

der sich einstellende Betriebszust and dem R esonanzpunkt liegt.
Die Anderung der Phasenl age der Spannung z. B. am Trans

formator gegeniiber der Net zspannung nennt man das Kippen der
Spannung.

Erfolgt das Kippen an einer Phase eines Dre iphase ntransfor 
mators, so ergeb en sich sekundar 3 urn nah ezu 60° gegenei nander
phas enverschobene Spannungen. Angeschlossene Motoren konnen
dab ei ihre Drehrichtung andem 1).

Da s Ver ha lten b ei konstanter N etzspan n u ng und v er 
a n d e r l ic h e r Net zfr eque n z kann ebenfalls aus den Spannungs 
charakter ist iken Fig. 143 entnommen werden. Di ese gilt zunachst
fiir eine Frequenz ox, f iir eine an dere Frequenz w' miiBten die Or-

dinaten der P.-Kurve mit : ', di e der P c-Geraden mit (:,) mul

tipliziert werden. E s ist aber einfache r, die Charakte r ist ik der
Drosselspule un veriindert zu lassen und den Ma13stab zu andern.
Die Lange fiir die konstante Klemmenspannung ist dann fiir die

Frequenz w' mit w, zu multiplizieren, die Ordinaten der P c-Geraden
w

mit (:,y. Bei kleinen Frequenzen liegt die Ger ad e der Konden

sa torspannung st eil, bei hoh en flach, Bei kleinen Frequ enzen ist
daher nur ein Betrieb bei vor eilendem Strom moglich, und die
Kondensat orspannung ist fast gleich der Kl emmenspannung, die
Drosselspulenspannung fast Null. Mit wachsender Frequenz steigen
beide Spannungen bis zu einer bestimmten Frequenz, bei der die
Net zspannung gerade gleich der Grenz spannung ist. Beim Uber 
schrei t en der Frequenz erfolgt das Kippen der Spannunge n auf den
Bet rieb mit nacheilendem St rom, beide Spa nnungen fall en fast

' ) s. P e t ers en ETZ 1915.



Fig. 146.

64. R eihenschal tu ng eines Kondensators u. einer Drosselspule mit Eisen. 181

plotzlich ab, P s iiberwiegt und Pc wird sehr klein. Die Frequ enz ,
bei der das Kippen eintritt , hiingt von der Klemmen spannung ab ,
je hoh er diese ist, urn so hoh er liegt auc h die krit ische Frequenz.
Fig. 146 zeigt zwei charakteristische Kurven der Dro sselspulen
spann ung in Abh an gigkeit von der F re 
quenz, P S l fiir niedere Kl emmenspan
nung, P S'J f iir hohe, bei di eser ist bi s
zur doppelt en kritischen Frequ enz der
ers ten Kurve das Kippen noch nicht ein
get reten. Die Drosselspulenspan nung
waehst somit be i konstanter Spannun g
und veranderlicher Frequenz bei Betrieb
mit voreilendem St rom nah ezu linear
mit der Frequen z, bei veranderlicher Kl emmenspannung und kon stanter
Frequenz bleibt sie, wie oben gezeigt, fast konstant. Hi erauf beruht
der Frequenzmesser von Ma.r t i en ss e n ' ], dor diese Zusammenh an ge
zuerst unt ersucht hat.

' ) ·ETZ 1910, S. 204.
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65. Die Leitungskonstanten.

Wir haben bei der Besprechung von Stromkreisen mit Kapa
zit iit bisher nur solohe behandelt, bei denen ein Kondensator ein
geschaltet ist.

Kapazitiitswirkungen , d. h. Ladestrome, treten aber auch bei
solchen Stromkresen auf, b ei den en eine Anzahl Leiter, die eine
Spannung gegeneinander besitzen, auf eine groBe Lange hin raum
lich einander nahe liegen, also bei Kabeln , langen Fernleitungen,
Wicklungen von Maschinen und Transformatoren. Der Verschi e
bungsstrom verliiuft hier zwischen den Leitern und zwischen Leiter
und Erde, er ist um so grofler, je langer die Leitungen, d. h. je
grofser die Kapazitat und je hoher die Frequenz und d ie Spannungen
sind. Bei den ni ederen Frequenzen der Starkstromtechnik spielt
die Kapazitdt, bei hohen Spannungen eine besondere Rolle.

In dem Leiter setzt sich der Verschiebungsstrom als Ladestrom
fort. Er fiihrt dem elektrischen Felde, das sich zwischen den
Leitern und zwischen Leiter und Erde bildet, Energie zu bzw. von
ihm zuriick; er besteht unabhangig davon, ob sonst noeh Strome
durch den Leiter fortgeleitet werden. In ein Kabel flieBt ein Lade
strom, auch wenn an das Ende des Kabels keine Stromverbraucher
angeschlossen sind, das Ende offen ist. Sind Stromverbraucher
an das Kabel angeschlossen, so wird dem Kabel neben dem
Verbrauchsstrom der Ladestrom zugefiihrt. Es tritt hier die
Erscheinung auf, daB der Strom am Anfang des Kabels einen an-
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deren Wert hat als am Ende. Der durch die Leitung flieBende
Strom erzeugt ein magnetisches Feld, dessen Energie mit dem Wechsel
der Strornstarke schwingt. Die von dem wechselnden magnetischen
Feld bedingten EMKe verursachen eino Anderung der Spannung langs
der Leitung, und hierdurch wird wieder bedingt, daB der Ladestrom
in den verschiedenen Teilen der Leitung verschiedene Werte besitzt.

Wahrend das elektrische Feld eine Anderung des Stromes langs
der Leitung verursacht, bedingt das magnetische Feld eine Anderung
der Spannung, beide miissen sich zufolge der Wechselbeziehung
stetig andern.

Die Ausbildung der elektrischen und magnetischen Wechselfelder
bedingt bestimmte Verluste.

Der Strom erzeugt Verluste durch Stromwiirme im Leiter, und
das vom Strom erregte magnetische Feld bedingt Verluste teils im
Leiter - Skineffekt - teils durch Wirbelstrome in benachbarten
Leitern, z, B. im Bleimantel bei Einleiterkabeln. Das elektrische
Feld verursaoht Verluste im Dielektrikum, die von der Hohe der
Spannung abhangen und als dielektrische Hysteresis bezeichnet werden.
Von der Spannung bedingt wird auch der Verlust durch unvoll
kommene Isolation. Bei Freileitungen fur hohe Spannungen ent
stehen Verluste durch Entladungen durch die Luft, die sich z. T.
sichtbar als Glimmerscheinungen, die sog. Korona, aul3ern. Man be
zeichnet aile diese Verluste als Ableitungsverluste.

Fiir eine Leitung sind nun die folgenden charakteristischen
Grol3en zu beriicksichtigen.

Die Energie des elektrischen Feldes ist ~ p~ 0, worin 0 die Ka
pazitat, der Leitung ist.

Den Energieverlust in der Zeiteinheit durch Ableitung ' setzt
man p~A und bezeichnet A als Ableitung.

Die Energie des magnetischen Feldes ist ~ i~ L, worin L die
Induktivitiit ist.

Der Strom bedingt einen Energieverlust in der Zeiteinheit durch
Strornwarme i~R. R ist der (Wirk-)Widerstand der Leitung.

Man hat nun zur rechnerisohen Verfolgung die Konstanten 0,
A, L, R gleichmaflig iiber die Leitung verteilt zu denken, derart,
daB jedes Leitungselement den gleichen Anteil an den Konstanten
besitzt, und bezieht diese Konstanten auf das Kilometer als Langen
einbeit. Es ist also 0 die Kapazitat pro km, L die Induktivttat
pro km usf .

66. Strom- und Spannungsgleichungen.

Wir betrachten zuniichst eine Schleife, die sus Hin- und Ruck
leitung besteht (F ig. 147). l sei die einfache Leitungslange. In
einem Element der Scbleife von der Lange dx im Abstand x vom
Leitungsanfang flieBe der Strom i.
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Im Abstande x sei p die Spannung zwischen den Leitern, im

Abstande x +dx ist sie p + ~ ~ dx.

Die Induktivitat des Elementes der Schleife ist Ldx, der Wider
stand Rdx.

Fur das Schleifenelement gilt daher nach dem Induktionsgesetz

-LdX~~= Rdxi+ (p +~~dX) -- p,

oder

Die zweite .GIeichung .liefert die Bedingung der Kontinuitef
des Stromes. Ist i der eintretende
Strom, so tritt als Leitungsstrom

",.,11
1, i ~ ", ,. ~d.x .+ oi d di D :ff des ei

I <= t - X aus ; ie 1 erenz es em-
I ox

x~ tretenden und des austretenden Stro-

Fig. 147. mes dient als Ladestrom Odx ~r

zur Aufladung des Elementes, teils als Ableitungsstrom Adxp zur
Deckung der Verluste. Daher ist

oder

. (207)

GI. 206 und 207 sind die Differentialgleichungen fiir die raum
liche und zeitliche Anderung des Stromes und der Spannung.

Da im stationaren Zustand eine einwellige Spannung bei kon
stanten Werten von L, R, A, 0 einen einwelligen Strom erzeugt,
kann man die Differentialquotienten nach der Zeit durch Anwendung
der symbolischen Schreibweise eliminieren und die GIeichungen fUr
die Effektivwerte hinschreiben.

oi 0
Hierzu setzt man fur und p nach Kap. III S. 31 j Q) Sot ot

und j w jJ3 und erhalt

- ~~ = (R + j w L ) S

dS-ax =(A+jwO)1.l!

(208)

(209)
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(210)

(213)

Differentiiert man die Gleichungen no chmals nach z , so wird

d21.l3 . d~
- d X2-= (R +Jw L)dx

d2~ . dl.l3
- dxi,= (A+JwG)d;- . . . . . (211)

und durch Einsetzen von G1. 208 und 209

d 2 1.l3dx2 = (R + j co L )(A + j w G) I.l3 • . • • (212)

d2 n<

dX~ = (R + j w L ) (A +jwG)~

Di e Gleichungen sind von gleicher Form, d. h. St rom- und
Spa nn ungsver te ilung Iangs der Leitung sind gleichartig und unter
scheiden sich nur durch Konstante.

Die Gl. 2 i 2 wird befriedigt du rch den Ansatz

~ = IIIe" X • • • • • • • • • (214)

worin e die Basis der natiirlichen Logarithmen und 2! und v zu
bestimmende K onstan te sind. Du rch zweimali ges Differenti ieren
erhalt man aus dieser Gleichung

d21.l3 0 0 ( )

(i;/ = v · lll ev x = v" ~ 215

Setzt man Gl. 215 in Gl. 212 ein, so wird

(216)

Integral
v = ± y'(R +jwL )( A +jwG)

Entsprechend den bei de n Wert en von v besteh t das
(Gl. 214) aus zwei Teilen ; das vollstandige Integral lautet:

~ = 1111e+ "x + 2!2e- V X
• • • • • • (217)

Nach Gl. 208 und 217 ist nun

n<_ _ 1 ~~ _ 1 /A+~(O( - vX_ Of " X) (218)
00- (R+ j wL) dx- V R + j wL '«2

e
'« 1

e .

Die Integrationskonstan ten 1111 und 1112 sind im allgemeinen
komplexe Zahlen, sie stellen Spannungsvektoien dar und sind durc h
die Grenzbeding ungen zu ermit te ln. Der Ex ponent v ist ebenfalls
im allgem einen ein e komplexe Zahl, es kann daher gesetzt werden

v= a + jb .
errnit t eln , setzt man fiir v den Wert ausUm a und b zu

Gl. 21 6 ein
v2 = (a + j b)2= (R + jwL )(A + j wG),
a2

_ b2 + 2 jab = (RA - w2 LG) + jw (A L + RO) .

Indem man die reellen und die imaginiiren Teile auf heid en
Seiten eina nde r gleichsetzt, erhiilt man die beiden Gleichungen

a2 - b2 = (R A -W
2L G) }

2 a Ii = w (AL + R G) . .. . . (219)
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Durch Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen wird

(a2+b2)2 = (R2 +w2L2) (A2 +(20 2)

a2+ b2 = V(R2+ w2L2) (A2 + (20 2) ,

und durch Vereinigung mit GI. 219

a=V~[RA - w2LO +V (R2+ W2L2)(A2+ ( 20 2)] 1
~ . . . ~ ~2~

b = V~ [w2LO - - RA +V(R2+w2L2) (A2+ ( 20 2)] J
Setzt man nun in GI. 217 und 218

e ±vz = e ±(a+ib)z = e ±axe ±ibz,

e ± ibz = cosbx+ isin bx
so wird

\13 = m:1 eaz (cos b~+ i sin bx) + ~2 e -a x(cos bx-j sin bx) 1
s=11~ t~:~[~2e-az(COSbX-isinbX)-~2eaz(COsbx+isinbx)]J

(221)

Jede dieser Gleichungen besteht aus zwei Teilen , deren Be
deutung erst untersucht werden solI. Sieht man zunaehst von dem

Faktor e ±az ab, indem etwa a=O gesetzt wird , so hat jeder Be
standteil die Form

~(cosbx±isinbx).

J eder Vektor ~I st eUt eine einwellige Spannung dar, deren
Amplitude Pam sei, und deren Augenblickswerte daher

Pa= Pam sin(wt +'If')

sind. Ebenso bedeutet der Vektor i~, der ebenso groB wie ~ ist
und dagegen zeitlich urn eine Viertelperiode voreilt, eine Spannung

Pa'= Pam cos (wt + 'If').

Die Momentanwerte der beiden Glieder der GI. 221 sind daher:
P=Pa cos bx±Pa' sinbx=Pa", [sin (wt+'If') cos bx±cos(w t+'If') sin bx]

= Pamsin(wt +'If' + bx) . . . • . (222)

Diese Funktion stellt fiir einen gegebenen Augenblick, d. h.
fiir t = konst., eine raumlich sinusformige Spannungsverteilung langs
der Leitung dar, und an einer bestiminten Stelle (x = konst.) cine
zeitlich nach einer Sinusfunktion pulsierende Spannung.

Schreitet der Winkel bx urn 2'J( fort, so hat man sich um eine
ganze Wellenlsnge 1 der raumliehen Sinuswelle- fortbewegt. Sie
ist daher

. . . . (223)

b ist das Wink elmaB.
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Nach einer Zeit dt sind die Werte del' Funktion (222) an einer
jeweils um dx weiterliegenden Stelle del' Leitung

Pam sin [w (t + dt) + 1jJ ± b(x + dx)].

Diese Werte sind den friiheren gleich, wenn

wdt±bdx=O

ist. Dies bedeutet, daB die ganze Welle mit del' konstanten Ge
schwindigkeit

. . • (224)

langs del' Leitung fortschreitet, wobei das positive Vorzeichen ein
Fortschreiten im Sinne del' Zunahme von z, d. h. nach dem Leitungs
ende, das negative nach dem Le itungsanfang bedeutet. Hiernach
stellt sich also die Spannung langs del' Le itung in Gl. 221 als
Summe, del' Strom als Differenz von zwei raumlich sinusfOrmig ver
teilten Wellen dar, die mit konstanter Geschwindigkeit, die eine
nach dem Leitungsende, die andere na ch dem Leitungsanfang
wandern. Die erste heiBt die Hauptwelle, die zweite die reflek 
tierte Welle .

Die Faktoren e j: a x deuten an , daB die Wellen keine konstante
Amplitude haben , sondern daB die Amplituden beim Fortschreiten
na ch del' -+ z- oder - z -Richtung gedampft werden. a ist del' raum
liche Dampfungsfaktor.

Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit del' Wellen ist nach Gl. 224
del' Periodenzahl des Wechselstromes (w) direkt proportional. Ist
T die Periodendauer, so ist unter Beriicksichtigung von Gl. 22R
und 224

w 2n A
v= -= ·_-= -

b Tb T
. (225)

(226)

Die Wellen legen in einer Periode eine WellenIange zuriick.

,jA +jwC
Del' Faktor V R + j wL' mit dem die Spannungswellen zu

multiplizieren sind, um die Stromwellen zu erhalten, hat die Dimen
sion eines Leitwertes. Sein reziproker Wert

V~~:;~=2 ....
bat die Dimension eines Widerstandes, man bezeichnet ihn ala
"Charakteristik" del' Leitung oder als "Wellenwiderstand".

Bestimmnng del' 1ntegrationskonstanten.

Zur Ermittlung del' Konstanten 21:1 und 21:2 geht man von den
Grenzbedingungen aus. Am Anfang del' Leitung ist x = 0 ; hier
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sei die Spannung \l31, der Strom S1' Danach wird aus Gl. 221 fiir
x=o

daher

und

1
S1 = 2 (~2 - ~1)'

~l = H\l31- S1 B)

(221 a)

\l3 = i [(\l31 - Sl.B) eax(cos bx + j sin ox)
+ (~1 + S1B) e-ax (cos bx - jsin bx)]

S=2~ [(\l31 + Sl3)e-ax(cosbx-jsinbx)

- (\l31 - S13)eax (cos bo: + j sin bx)] .
Fur viele Rechnungen ist die Verwendung der Hyperbelfunktionen

sehr bequem. Da
Heax -+ e- ax) = (£ofax, i (eax - e-ax) = 6inax
(£ofax cos b x + j €Sin ax sin b« = (£of (a+ jb)x = (£of '/IX
€Sin ax cos bx + j (£ofax sin bx = 6in (a + jb) x = €Sin '/IX

erhalt man fiir Gl. 221 a die Form

\l3 = \l31(£of '/IX - S1 3 6in '/IXI
\l3 .. . (221b)

S = S1 (£of '/IX- .8 ISin '/IX

Rechnung der x vom Leitungsende.

Haufig geht man bei Ermittlung der Konstanten ~1 und ~\l

von den am Ende der Leitung bestehenden Spannungs- und Strom
werten aus. Dann ist es zweckmalsig , die Langen z statt vom
Leitungsanfang vom Leitungsende an zu rechnen. Hierzu braucht
man nur in Gl. 217 + '/IX und - 'J'X zu vertauschen, und in Gl. 218
statt dx - dx zu setzen. Dann sind die Gleichungen
\l3 = ~ eax (cos bx + j sin bx) +~l e-ax (cos bx - j sin bX) I
.ts = ~ [~2ea x (cos bx+ j sin bx) - ~1 e -axecos bx _ j sin bx)] (221 c)

Das -Leit ungsende ist jetzt x = 0; hier sci die Spannung \l32,
der Strom S2' somit erhalt man

daher

912= ~ (\l32 +S23), ~l = H\l32- S23),
\l3 = ~ [(\l32 +S23)eax(cos bx + j sin bx)

+ (\l32- S23)e-- ax (cos bx - sin bx)]

.s= 2~ [(\l32 + S22) eax (cos bx + j sin bx)

- (\l32 - S23)e- ax(cos bx - j sin bx)].

(221 d)
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Mit Hyperb elfunktionen erha lt man hier

~ = ~2 [ of Y X + 32 .8 @:lin Y x }
~ . . . . (221 e)

3 = 32 [ of Y X + .82
- @:lin Y X

An Hand di eser Gleichungen m6gen die Eigenschaften der
St rom- und Spannungsverteilung an einigen Be ispielen naher er 
lautert werden.

67. Verlustfreie Leitung.

Nimmt man an, daf die Verluste vernae hlass igbar klein sind,
so gewinnen die Gleichungen ein e iibersichtlichere Form. Dieser
ideelle Fall werde zunachst betrachtet und wir set zen

R = O, A~-=O .

. (225 a)

Nach GI. 220 werd en dann

a=O, b= m YL C.
Die Faktoren e ±a x werd en gleich 1, die Wellen haben

kon stante Amplitude. Die Wellenla nge ist nach Gl. 223

2,n T
2= -== -===

mVCL VCL

die Fortpflanzungsgeschwindigkeit nach Gl. 225

2 1
v = - = - -

T V L C

raumlich

angenahert
Bei den in
die Wellen-

Diese Geschwindigkeit ist fiir F reileitungen sehr
gleich der Lichtgeschwindigkeit (300 000 km i. d. Sek. ).
der Sta rkst romtechnik gebra uchlichen Periodenz ahl en ist

lange sehr groB, z. B. fiir f = ~ = 50 i. d. Sek.

2=vT"" 6000 km ,

die groBten bisher gebauten Kraftiibertragungen sind nu r ein Bruch
teil ein er Wellenlange.

Bei Telephonstromen kann die Leitungslange dagegen mehrere
Wellenlangen betrag en , fiir 3000 Perioden i. d. Sek. ist 2 = 100 km.

Die Charakteris t ik (Gl. 226) ist bei der verlust freie n Leitung

z = V~ (226a)

Die Gl. 221 d fiir Spannung und Strom vereinfac hen sich fu r
a = O in
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Bei etwas mehr als einem Viertel

f{J2 verzogert, so eilt j 32Z sin bx gegen J 'J

um 90, gegen P'J um (90 - f{J'J)

vor ; man triigt also B 1 E 1

= OD1 senkrecht zu OJ'J an
OBi an. OE 1 ist dann der
Vektor d er Spannung P im
Ab stand x vom Leitungsende.
Fiihrt man die Konstruktion
durch (in Fig. 14 8 sind 12
Punkte im Abstand von bx
= 30 ° gewahlt), so erhalt
man als Ort Iiir den Sp an
nungsvektor d er verlustfreien
Leitung eine Ellipse. Die
Momentanwerte erhalt mali
in bekannter Weise durch
Projektion der Vektoren auf
di e Zeitlinie,

di e Amplitude der Spannung vom
zu - und dann stark abnimmt, bis

Ai
Fig. 148.

90° in der Phase gegen P'J verschoben,
A-

sie nimmt dann wieder zu, erreicht in der Nahe von x = - wieder
2 '

ein Maximum und hat dort UWO Phasenvers chiebung gegen die
Spannung am Leitungsende.

Aus der Konstruktion folgt, daB fiir induktionsfreie Belastung,
f{J2 = 0 , die beiden Hauptachsen der Ellipse P 2 und J'JZ sind.

Ftir den Strom kann das gleiche Diagramm verwendet werden,

Das Diagramm zeigt , daf
Leitungsende an zuerst wenig

b x I Jl,1, •
X = - , a so x = - b = - ist,

2 2 4
der Wellenlange ist sie um

Diese Gleichungen konnen in einem Polardiagramm dargestellt
werden , das ein anschauliches Bild von der Anderung der GroBe
und Phase der Effektivwerte bzw. der Amplituden von Strom und
Spannung 'ergibt. Diese Darstellung ist zuerst von Breisig (ETZ
HHlO, S. 87) angegeben worden, das hier gegebene Diagramm ist ein
Sonderfall des spater abzuleitenden allgemeinen Falles.

Ist in Fig. 148 OP2 der Vektor der Klemmenspannung am
Ende der Leitung, so ist die Projektion des um den Winkel
bx = P'J OA 1 gedrehten Vektors auf die Ri chtung von OP'J

OB1 = P'J cos bx .

Ist ferner OJ'J =J2 Z = OCp so ist die Projektion von OC1 auf
die zu OP'J senkrechte Richtung

OD1 = J 2 Z sin bx .

I st J'J gegen P'J und



67. Verlustfreie Leitung. 191

wenn man statt del' Strome die ihnen proportionalen Spannungs
vektoren J Z betrachtet.

Setzt man in die Spannungsgleichung 221 f an statt x den

Wert (x- 2~) ' so erhalt man , da cos (bX-~) = sin bx und

sin (bx -~) = - cos bx ist,

~ (z- ;:)= ~2 sin x - j ~2Z cos bx .

Fur den Strom an del' Stelle x folgt abel' aus Gl. 221£

~Cz)Z = ~2Z cos bx + j~2 sin bx, .
daher ist

~(z)Z = j\lS (.z_ .2.) .
2b

Del' Vektor ~Z an del' Stelle x 'ist ebenso graB wie derSpannungs
vektor P an einer urn 1/4 Wellenlange zuriickliegenden Stelle, abel'
urn 90° dagegen in del' Phase im Sinne del' Vorcilung vers choben.
Man sieht hieraus , daB die groBten Amplituden des Stromes und
del' Spannung urn 1/4Wellenl an ge auf del' Leitung voneinander ent 
fernt liegen. Die Phasenver schiebung zwischen Strom und Spa nnun g
a nde rt sich langs del' Leitung. Am Ende ist sie CP2' Da del' Vektor
p (z- ~ ) urn 90° gegenJcz)Z zuriickli egt, bildet or mit dern Vektor PCz)'

del' gegen J (z)Z urn cp voreilt, den Winkel (~+ cp) .

I st also del' Winkel zwischen einern Spannungsvektor und dem
urn 1!4Wellenlange zuriickli egenden st umpf, so ist ' cp posiriv: P eilt
gegen J Val', wie fiir die Punkte 12 und 9 ; ist er spitz , so ist sp
negativ, P ist gegen J verzoger b, wie fiir den Vektor bei 1/12 Wellen
lange OEI' gegen den del' urn 1/4 Welle zuriick iegende OEw einen
spitzen Winkel bildet. Die Leistung ist abel' an all en Punkten del'
Leitung konstant, weil wir di e Verluste vemachlassigt haben.

In Fig. 149 ist die Strom- und Sp annungsvert eilung langs del'
Leitung fur 6 Augenblicke im Abstand von 1/12 Periode dargestellt.

Die Figur gilt fiir folgende Verhaltnisso.
Es werde eine Leistung von 10 00 kVA bei einem cos CP'J = 0,8

mit einer Spannung von 50000 Vol t iibertragen. Del' Strom an den
sekun daren Klemmen ist

J = 1 000000 = 25 Am .
2 0,8 .50 000 P

Die FreiJeitung ha be einen Durchmesser von 1 cm, die beiden
Leitungcn sind in eine m Abs tand von D = 100 em a ufgehiingt.
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Die In duktivita t der Leitung pro km ist

L=(41n ~ + 1) 10- 4 H /km =0,00222 H jkm .

Die Kapazit.at ist
1 10- 6

a= - D ' - \j - F /km = 0,005 25 . 10- 6 F /km ,
4 1n -

a

daher die Charakteristik

Ohm

von P2'
Bei Kabeln ist wegen

der hoheren Dielektrizitats
konstante a groller , die Cha
rakteristik Z ist kleiner und
hat etwa den Wert 60 bis
100 Ohm. Ebenso ist die

Fortpfianzungsgeschwindig
keit der Wellen kleiner , sie
ist ang enahert der Quadrat
wurzel der Dielektrizitats
konstante umgekehrt propor
ti onal.

Da die Wellenl1inge fiir
50 Perioden 6000 km be 
t ragt, ist eine Freileitung
von 100 km Lange nur 1/ 60
der Welleniange , d. h. ihr
entspricht in dem Diagramm
ein Winkel von 6 0 vom
E nde. Hier ist die Spannung
am Leitungsanfang hoher als
am Ende. Dagegen trit t be i
offener Lei tung, d. h. fiir J 2

= 0, st ets eine Spannungs
erhohung vom Anfang gegen
das Ende ein , hierfiir ist ja
nach G1. 221 f

~=~2cosbx.

Sie ist urn so auffalliger, je
bei Kabeln , bei denen die Wellenl1inge
der Dielektrizttatskonstante umgekehrt

I
_- - - I ;t

I
I

Fig. 149.

.L l"

(--------""'-=--_.~-----';1-----

I /",..-
t1f~·--"-----7~/-------'

graBer b = w VLa ist, also
annahernd der Wurzel aus

Z=yL= yO,002 22 . 10
6
~ 650

a 0,00525

und J 2 Z = 16 250 Volt, d. h. etwa 1/3
I
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proportional ist, starker als bei Freileitungen, Die Spannungs
erhohung im Kabel wurde zuerst von Ferranti beobachtet und
wird deswegen als "Ferranti-Phanomen" bezeichnet.

An Hand des Diagramms konnen folgende Sonderfalle leicht
iibersehen werden.

1. 1st J~ Z -: p '! und cp~ = 0, so geht die Ellipse in einen Kreis
ubor : Spannung und Strom sind langs del' ganzen Leitung konstant.
Hier besteht Resonanz zwischen den elektrischen und magnetischen
Feldern; denn wenn man fUr Z seinen Wert einsetzt, wird

J2~L =P2~O .

Die Energien des elektrischen und des magnetiscben Feldes del' Lei
tung sind gleichgroB, die Felder laden sich gegenseitig.

2. Stehende Wellen. Von Wichtigkeit ist forner del' Fall ,
daf die Ellipse in eine gerade Linie iibergeht. In diesem FaIle
haben Spannung und Strom Iangs del' ganzen Leitung gleiche Phase,
sic andern sich nul' von Punkt zu Punkt del' GroBe nach und
kehren ihre Richtung an hestimmten Punkten um. Beim Richtungs
wechsel gehen sie an hestimmten Punkten durch Null hindurch, und
dies bedeutet, daB die Strom- und Spannungswellen nicht mehr fort 
schreiten, sondern stehen,

Stehende Wellen hestehen bei dol' verlustfreion Leitung zu
niichst bei offener Leitung, d. h. bei 0~ = 0, hierfur ist

~ = ~2 cos bx, 0Z=j~2sinbx.
Die Spannung hat ihre graBten Werte bei x=O, ~ ;., ;. . .. und

ihren Nulldurchgang bei x = ~, ~;. . . ., del' Strom eilt ihr

um 1/4 Periode VOl' und hat seine groBten Werte beim Nulldurch
gang del' Spannung, und umgekehrt, Strom- und Spannungswellen
sind um 1/4 Wellenlange gegeneinander verschoben.

Zweitens treten stehende Wellen auf, wenn die Leitung am Ende
widerstandsfrei kurzgeschlossen ist, dann ist ~2 = 0

~ =j02Zsinbx, ~ =~2cosbx ,

und drittens erhiilt man stehende Wellen, wenn Strom und Spannung am
Leitungsende um 90° gegeneinander phasenverschoben sind; denn
dann fallen die Vektoren i~2Z in I?ig.148 stets in die Richtung von ~2'

Die Bedingungen fiir stehende Wellen bei del' verlustfreien
Leitung sind daher J 2 = 0 oder P 2 = 0 oder CP2 = 90°, also fiir
aIle die F aIle, bei denen ein Faktor del' an dem Ende abgegebenen
Leistung

P2 J2 cos qJ2

gleich Null ist, so daB sich als allgemeine Bedingung fiir stehende
Wellen die ergibt, daB am Leitungsende keine Leistung abgegeben
wird. Da die Leitung verlustfrei angenommen wurde, bedeutet dies,
daB keine Leistung in die Leitung gescbiekt wird; sowie eine Lei-

Fraenck el, Wechs elstrome. 2. Aun. 13
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st ung abgegeben wird , miissen die Wellen fortschreiten , also auch
dann, wenn die Leitung Verluste besitzt.

Spannun g sr e s onanz. Ist an die Leitung ein e Kapazitdt; 00
angeschlossen, so besteht nach vorstehendem eine stehende Welle.
Di e Lan ge x, an del' die Spannung Null wird, er gibt sich darau s, daf

P 2 cos bx = J 2 Z sin bx

sein mull, oder, da J 2 = P2 WOO ist ,
1

tg (bx)= Z w O
o'

F ur kleine Winkel (bx) , d. h. fii r cine im Verhaltnis zur Wellen
lange kurze Leitung kann man setzen

tg (bx )= bx .
Es wird also

1
X = •

Zb w Oo
Da

b=wVLO

ist, wird

oder

1
x = -----:::-------:=_

wL·w Oo
1

wLx =-- »c, (227)

Hierbei ist di e indukti ve R eaktanz de s Le istungsst iickes von del'
Lange x gleich der K ap aeitat sreak tanz des angeschlossenen Kon
densat ors, Die Resonanzbedingung ist un abhan gig von del' Kapazit at
del' Leitung, vorau sgesetzt, daB diese kl ein ist gegen 00'

68. Leitung mit Verlusten.

a) Die unendlich lange Leitung.

Urn den E influf del' Verl uste auf die Ausbi ldung del' Wellen
zu iiber sehen, un t ersuchen wir einige Sonderfalle. Den Verhaltnissen
in langen Teleph on- oder Telegraphenl eitungen kom mt die Betrachtung
del' unendlich l angen L eitung nahe. Darunter solI eine solche
Leitung verstanden werden, bei der die vom fernen Ende na ch dern
Leitungsanfang zuriickwandernde, die reflektier te, Welle sich dor t
nicht mehr be merkbar macht . Hierbei ist in G1. 221 S. 186 die Am
plitude lli:1 del' reflektierten Welle fiir den Leitungsanfang (x = 0)
gleich Null zu setzen. Damit werden 1.131 und ZSl fiir den Leitungsanfan g

1.131 = lli:2, zs13 = lli:2= 1.131
und die Gleichungen fiir Spannung und Strom im Abstand x sind

1.13 = 1.B1e- ax (cos bx - j sin bX)}
ZS=ZSl e-ax (cos bx-j sin bx) .. . . (228)
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Spannung und Strom steh en an allen Punkten der Leitung im
gleiche n Verhaltnis wie am Leitungsanfang '.J! =~.3 , weil wir es ebe n
nur mit einer Welle, der vorwartesehreitend en, zu tun haben. ~ und
Z5 andem gleichmallig ihre Phase, die Amplituden nehmen nach
l\faBgabe der Dampfungskouatante ab o Der Strom ist gegen die
Spannung iiberall urn den konstan ten Phasenwinkel , der Charakte
ristik .3 verschob en. Schreib en wir

.3 = Zei C,
so wird nach GI. 226 S. 187

A R
1 wO - w L

' ="2arct g --- -XR . . (226b)
1 + - ·-. wO wL

Fig. 150,

J e nachdem der Zahl er in , positiv oder negativ ist, eilt di e
Spannung dem Strom oder der Strom der Spannung vor.

Das Polardiagramm der Spannungs
und St romvektoren erhalt man fur die
hier allein vorhandene vorwarts schrei
te nde Welle durch R iickwartsdrehung des
Anfangsvektors urn bx und gleichzeitige
Multiplikation mit e - a :z: als l ogari th
mische Spiral e. In Fig. 150 sind 12
Vektoren fur ein e ganz e Wellenl ange in
Abstanden bx = 30° aufgetragen. Der
EinfluB der Dampfung wird besonders
an schaulich durch Vergleich mit dem
bei der verlustlosen Leitung S. 193 ange
nommen en besonderen Fall , daB P =J. Z ist . Dort waren St rom
und Spannung kon stant, di e Vektoren be schreiben einen Kreis ; die
Abstande der Spirale vom um schrieben en Kreis zeigen direkt die
Dampfung.

Die Spirale ist vollstand ig charakterisiert durch das . Verhiilt nis
von Dampfungskonstante a und WinkelmaB b. Nach ciner Well enliinge
haben Strom und Spannung wieder die gleiche Phase wie am Anfang,

ih B oo • d fii , 271 k f 2 ~I re etrage sm ur x="=T gesun en au e- "b .

Es laBt sich schon iibersehen, daB bei einer endlichen Leitung
mit Verlusten das Vektordiagram m im allgemeinen aus zwei logarit h
mischen Spira len zusammengesetzt ist , je einer fiir die vor warts
laufende und fiir die reflektierte Welle.

In einem besonderen F all verschwindet aber auch bei endliche r
Leitungslange die reflek tierte Well e. Bei endlicher Leitungsls nge ist
das Verhaltnis der Span nung P2 zum Strom J 'j am Leitungsende du rch
den Seheinwiders tand Z2 der angeschlossenen Apparate gege ben. 1st

13*
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nun Z'.l nach GroBe und Phasenwinkel gleich der Charakter ist ik
der Leitung, so stehen auch am Ende der endlichen Leitung Span
nung und Strom im gleichen Verhaltnis wie an allen Punkten der
unendlich langen Leitung. Man sieht aus Gl. 221d, die Spannung und
Strom bei Rechnung der x vom Leitungsende darstellen, daB durch
Eins etzen von ~'.l = S'.l.8 die in Richtung der positiven x, also nach
dem Leitungsanfan g wandern de Welle, verschwindet. Die G1. 228
und die einfache Spirale hab en also auch fiir di esen Fall der "reflexions
freien" Leitung Giiltigkeit.

b) Leitung mit Widerstand und Kapazltdt,

. (230)

. (229)

und L = °wird nach Gl. 220 und 226

a =b=1/~ R WO .

D "l rR "l (If .z.
v= V tz«: V ~Ce -J 4

Bei Telephon und 'I' el egr a p h a n kab eln sind die Indukbivitat E
und die Ableitung A sehr klein und konnen in erster Annaherung
vernaohlassigt werden. Die ersten Rechnungen der F ortp flanzung
von 'I'elegraphenstromen in Kab eln nach W. Thom son beruhen
hierauf.

F iir A= O

Die Charakte rist ik ist um gekehrt proportional der Wurzel aus
der Frequenz , je hoher die Frequenz urn so kleiner die Spannnng
fUr einen be sti mmten Strom, urn so groller aber die Dsmpfungskon
stante. - Der Phasenwinkel von Z ist - 45°, der Strom eilt iiberall
(be i unendlich lan ger od er reflexionsfreier Le itung) der Spannung
urn 45° vor. Die Ampl ituden sind nach einer Wellenlange auf
e - 2:< = 5"~6 des Anfangswertes gedampft,

B e i s p ie1. F ur eine Doppelleitung eines vieladrigen 'I'elephonkab els
mit Adern von O,8 mm wurde fiir W= 5000 bestimmt : R= 640hm km-1

•

G = 0,03 65 10- 8 F . km--1 • A = 0,9 10- 8 Siemens km" ". L = O,1i

10 - 3 Henry km - 1 • Hi ermit ist fiir co= 5000 .8= 586 e - j 43°31' ,

wahrend die Nah erungsgleichung (230) 593 e- j 45
0 ergibt . F erner sind

a = 0,0749, b = 0,0781 nahezu gleichgro l3. Die Wellenl ange ist

. 2:n: ""8 k d F fl WA = b = 0 m , ie ortp anzungsgeschwindigkeit v = b

= 64000 km Sek - 1
•

Die starke Diimpfung begrenzt die Entfernung der Nachrichten
iibermit tlung durch Kab el, besonders bei Ub ermi t tlung der Sprache,
weiI di e Obertone starker gedampft werden und die Sprache un 
deutlich wird.
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c) Pupinkabel,

Die Dampfungskonstante nahert sich fur hohe Frequenzen
einem Grenz wert. Setzt man nach G1. 220

und entwickelt die zweite Wurzel in eine Reihe, so wird unter Ver
nachlassigung von Gliedern hoherer Ordnung

"1 /( R2 )( A2 ) 1 ( R2 A2)V 1+w2L2 1+~"7 =1+-2 ~+ W 202 + ...

a=1 /~R2 C +~AR +~A2~V4 L 2 4 0

a=~[RV~ +AY~] ... . (231)

Diese Gleichung zeigt, daB es fur hohere Frequenzen bei ge
gebenen Werten von R und A eine kleinste Dampfung gibt, die von
dem Verhaltnis L: 0 abhangt und dort liegt, wo die beiden Teile
gleichgroB sind. Dies ist der Fall fiir

L:O=R:A (232)

Durch Einsehalten von Drosselspulen in Telephonkabel hat
Pupin sich diesem Minimum zu nahern gesucht und eine ganz be
deutende Verbesserung in der Reichweite der Kabeltelephonie erzielt.
Das gleiche Ziel wird nach Krarup durch Umspinnung der Kabel
mit Eisendraht erreicht. In beiden Fallen wird neben der Erhohung
der Indukbivitaf auch der Widerstand der Leitung vergrollert, Sind
z. B. Ro und Lo Widerstand und Induktivitat der Pupinspulen fiir
1 km Leitung (die Pupinspulen werden in Abstanden von etwa 2 km
in Kabel eingebaut), so wird in G1. 231 L um L o und R urn Ro ver
groBert. Es ist daher das Verhaltnis Lo: Ro der Drosselspulen, die
sog. Zeitkonstante 7: moglichst groB zu wahlen. Dies erfordert teure

Drosselspulen. Durch Einsetzen von Lo und Ro= Lo in G1. 231 wird
7:

a =~[(R+LQ)y C +AyL+LQ] .
2 7: L+Lo C

Fur einen konstanten Wert T hat a bei veranderlichem Lo ein
Minimum fiir

und ist

1) s, Br eisig, ETZ 1901, 8.1029 ; Liischen , ETZ 1908, 8.1150 u.1913 8. 31.
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ein Wert, der fiir Kabel (L ~ 0) angenahert

ist und den EinfluB der von vornherein nicht bekannten Ableitung
zeigt. Nach B rei s i g 1) soil fiir eine deutliche Verstiindigung bei
l km Leitungslange al < 3 bis 4 sein , Seine Messungen 1) an Doppel
leitungen eines Fernsprechkabels von 3 mm Drahtdurchmesser zeigten
bei to = 5000 im Mittel einen Wert a = 0,00314, wenn Pupinspulen
von 0,15 H und 3,9 Ohm wirksamem Widerstand in Abstanden von
1,7 km eingescbaltet waren, obne diese a = 0,018. Die Reichweite
wurde durch die Spulen somit versechsfacht.

Beim AnschluB einer Freileitung an ein Kabel ist wegen der
groBen Verscbiedenheit der Charakteristiken die Bedingung der Re
flexionsfreiheit (S. 196) nicht erfiillb; das Kabel erfordert bei gleicher
Spannung einen viel groBeren Ladestrom als die Freileitung, die
resultierende Dampfung wird verandert, man bezeichnet dies als
Reflexionsverluste. Die Erhohung des Wellenwiderstandes der Kabel
mit Pupinspulen ermoglicht daher eine bessere Anpassung an ange
schlossene Freileitungen.

d) Verzerrungsfreie Leitungen.

Die in GI. 232 S. 197 abgeleitete Beziehung fiir das Minimum
der Dampfung bei bohen Frequenzen R:L = A: a fiihrt zu einem
weiteren Sonderfall. Eine Leitung, bei der diese Beziehung erfiillt
ist, wird nach Heaviside verzerrungsfrei genannt. Es wird
hiermit nach G1. 226 die Charakteristik

Z=V~
wie bei der verlustfreien Leitung. Die Fortpflanzungskonstante G1. 216
wird

somit
R

a= --=AZZ '
Die Dampfungskonstante ist hier unabhangig von der Frequenz,

Schwingungen von allen Frequenzen werden gleieh stark gedampft,
dies begriindet die Bezeichnung als verzerrungsfrei. Dies gilt freilicb
obne Riicksicht auf die Erhohung des Widerstandes mit der Frequenz
infolge Stromverdrangung,

I) Breisig, ETZ 1914, S. 646fl.
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Fig. 151.

Starkstromfreileitungen kommen diesem Fall haufig nahe. Fiir
das Beispiel einer Doppelleitung S. 192 war 0 = 0,00525 10-6 F jkm-1.

L = 0,00222 H!km- I
• Der Widerstand ist R = 0,45 Ohm jkm? (flir

die Doppelleitung). Es miilste daher A=R.~=0,45'~:~~~: 10- 6

= 1,06 10-6 S./km- I , was einem Isolationswiderstand (einschl. den
evtl. Koronaverlusten) von rund 1 Megohm f. d. km entspricht.

Das im folgenden abgeleitete Vektordiagramm zeigt uns den
allgemeinen Verlauf, wenn 023~ \l32 ist, also die Zusammensetzung
aus 2 Spiralen, und zwar fiir den besonderen Fall der verzerrungs
freien Leitung. Der Unterschied bei einer nicht verzerrungsfreien
Leitung besteht dann nur darin, das die Vektoren 03 nicht mit 0
phasengleich, sondern um den Phaserrwinkel Z des Wellenwiderstandes
(s. Gl. 226b S. 195) dagegen verschoben sind. Flir die verzerrungsfreie
Leitung ist 1; Null.

In den Gl. 221 d ist jetzt

\l3 = ~ [(\l32+ 02 Z) eax (cos bx + j sin bx)

+ (\l32- ~2Z) e - ax(cos bx - j sin bx)] .(233)
0Z=~ [(\l32 +~2Z) e-ax(cos bx + j sin bx)

-(\l32-02Z)e-ax(cosbx-jsinbx)] . (234)

In Fig. 151 ist OAo der Vektor der Spannung P2 am Leitungs
ende, OA1 der um den Winkel bx voreilende Vektor

\l32(cos bx + j sin bx),

OAu der urn bx nacheilende Vektor

\l32 (cos bx - j sinbx).

In der Figur ist wieder
der Kreis, der einer Wellen
Hinge entspricht , in zwolf
Teile geteilt, entsprechend
dem Fortschreiten urn bx
= 30°. Die voreilenden
Vektoren sind mit ~ eax, die
nacheilenden mit ~ e- ax zu
multiplizieren; . im ersten
Fall erhalt man die mit OC1

bis 006 bezeichneten, im
zweiten Fall die mit OD

I

bis 0 D6 bezeichneten Vek
toren nach der logarithmi
schen Spirale. Die Konstruk
tion ist nur fiir sechs Punkte entsprechend einer halben WellenIange
durchgeflihrt, auBerdem ist die Periodenzahl gleich 100 angenommen,
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I.

so daB im friiheren Beispiel fiir eine halbe WelienHinge ea 2 = 2,i6
ist, um die Figur nieht zu sehr zu verzerren .

Addiert man zusammengehorige Vektor en OC1 und OD!' OC,!
und OD2 , so ergeben sich die Vektoren OE1 bis OE6 , die zunachst
die Spannungsverteilung fiir J2 = 0, d . h. bei del' offenen L eitung
darstellen, denn hierfiir ist Gl. 233
~(J.=0)=~~2 [eax(cosb x+jsin bx)+ e - ax (cosbx - jsin bx)] (233a )

Diesem Diagramm entspracb bei del' verlustfreien Leitung di e ge
rade Linie.

Subtrahiert man zusammengehorige Vektoren OC1 und OD1 usf.,
so erhalt man die Vektoren OF1 bis OF6 • Di ese stellen nach Gl. 234

,sZ IJ.= O)= ~~2 [eax(cos bx + i sin bx) - e- ax cos (bx - j sinbx)]
(233 b )

die Stromverteilung bei offener Leitung (J"J = 0) dar.
WiiWt man als Ausgangsvektor OAo nicbt ~"J ' sondern ~2Z,

so stellen die durch Summation zweier Vektoreri erha ltenen 0 E 1

bi s OE6 in anderem MaJ3st ab nach Gl.234 .

,sZ (P2= 0) = l ,s'!Z [eax (cos bx + j sin bx) + e- ax (cos bx - j sin bx)]
(234a)

die Stromverteilung fiir P"J= 0 , d. h. bei kurzges chlossenem Leitungs
en de dar, wiihrend di e durch Subtraktion zweier Vektoren erhaltenen
OF1 bis OFo entsprechend oi. 234 fiir P "J =O

~(P.= 0) = ~ ,s2Z [e ax(cosbx + i sin bx) - e- ax (cos bx - j sin bx)]
(234 b)

die Spannungsverteilung bei kurzgescWossener Leitung abbilden.

,,·C.
",,~ F5;1" E.

_".-_ --0- _

~v ' I
" I/ I

I I
I I

I I

~

Fig. 152.

C,

Nun zeig t sich du rch Vergleich del' Gl. 23 3 a, b und 234 a, b
mit 233 und 234, daf man di e Spannungs- und Stromvektoren hei
Belastung erhalt durch Addit ion del' entsprechenden Vektoren del'
offenen zu denen del' kurzgeschlossenen Leitung.

In Fig. 152 sind die Kurven E
1-E6 und F

1
- Fe noeh

mals aufgetragen; del' Vektor OAo del' Fig. 151. ist mit OP,! be-
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zeichnet, da er die Spannung am Ende darstellt. Bei der Addition
ist zu beriicksichtigen, daB die Vektoren, sofern sie die dem

Strom proportionale Spannung J 2 Z darstellen, im Verhaltnis -!...;~

zu verkleinern und um den Winkel CfJ'J nach rlickwarte zu drehen

sind, um den J'.l gegen E2 nach~ilt. Macht man also E1 G1 = ~z X 0 F 1

2

und um CfJ2 gegen OF1 zuriickgedreht, so ist OG1 als Summe von
OE1 und E101 die Spannung im Abstand von 1 /12 Wellenliinge
vom Leitungsende, Ebenso sind die Punkte G'.l bis G

6
gewonnen,

die Vektoren 0 Gx stellen die Spannungsverteilung dar. Analog
erhalt man die Vektoren OH1 bis OHa del' Stromverteilung, indem

man an [eden Vektor OFx den im Verhaltnis -!...;z verkleinerten und
2

um CfJ'.l gedrehten Vektor 0 Ex gleich FxHx antriigt. Der erste Vektor
ist OJ'.l' der den Strom am Leitungsende darstellt.

Diese Diagramme fiir ~ und S treten an die Stelle der bei
der verlustfreien Leitung gefundenen Ellipsen.

Auch hier hat die Spannung ihre kleinste Amplitude im Ab
stand von etwa 1/4Wellenlange vom Leitungsende.

69. Ermittlung del' Konstanten einer Leitung dureh den
Leerlauf- und den Kurzsehlullversuch.

Es soIl nun gczeigt werden, wie die Konstanten der Leitung
durch Messung ermittelt werden konnen. Hierzu geniigen Strom-,
Spannungs- und Leistungsmessung erstens bei Leerlauf, d.h. bei
offenen sekundaren Klemmen, und zweitens bei KurzschluB, d. h.
bei widerstandslos verbundenen sekundaren Klemmen.

1. Leerlauf. Bei offenen sekundiiren Klemmen bestehe an
diesen die Spannung ~'.l' S2 ist Null. Am Anfang der Leitung,
fiir den x = Z ist, erhalt man nach GJ. 221 d und 221 e die Leerlauf
spannung ~10 und den Leerlaufstrom SlO'

evl---l-.e- d )

$10 = ~2 - '2- = ~2 C£oi(vZ) I
III evl - v i In (. • • • (235)

~. +'2 - e +''.l """ . ( Z) J:Zho=S - -2---=F>;:;;Itn ')J

Das Verhaltnis des Leerlaufstromes zur Leerlaufspannung ist
der Leitwert fiir Leerlauf Yo ' Es ist

. S 1evl-e- v l 1
t)o= = YoeJ'l~ = ~:: =:8 evl + e -vl = :8 :tg (vZ) (236)

Man kann den Betrag Yo als das Verhiiltnis des primaren Stromes
J lO zur Spannung P10 durch Messung ermitteln, und wenn gleieh-
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zeitig die Leerlaufleistung No gemessen wird, ergibt sieh der
Phasenwinkel ((Jo aus

No
cos ((Jo = PJ .

10 10

2. KurzschluB. Bei kurzgeschlossenem Leitungsende istP2= O.
Schickt man durch die kurzgeschlossene Leitung den Strom J 2' so
seien Spannung und Strom am Anfang Pl k und J l k ; aus Gl. 221d
und e ergibt sich

e"z _ e-,·l }
~1k=023--2-=S23®in(vl)

I +- I
• • • (237)

eV
- e-V

C'( = C'( = C'( C£of (vl)
'VI" 'V2 2 'V2

Das Verhaltnis dieser beiden GraBen ist der Scheinwiderstand bei
KurzschluB z" . Es ist

~ e1'l - e-,.z
3k= Zkej(f' k= ,"" l k= 3 vl+ _vl =3~g(Yl). (238)

"-11k e e

Man erhalt wieder den Betrag Zk als Verhaltnis von Plk zu J 1k

und dureh Messung der Leistung bei KurzschluB N k

N kcos ((Jk = PT .
lk lk

Aus den beiden Gl. 235 und 238 ergibt sich nun
__ eV1_e-vl

Vtjo3k = ev 1+ C"l =~!1 (vl) . . (239)

und

,15:=3=y(R+iwL)
V% (A+iwO) ..... (240)

Um aus Gl. 239

l'=(a+ib)=V(R +iwL)(A+iwO) . .. (241)

zu ermitteln, multipliziert man Zahler und Nenner mit ev l und erhalt
_ _ e2vl _ 1

Vt)03k= e2;-1 +1'
oder

und

e2Vl=1+V~,
1 - Vt)03k

woraus v ermittelt worden kann. Nach Gl. 240

(R+i wL)=Y3 }

(A+iwO)=i

.. (239a)

und 241 ist dann

. . . • . (242)
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. . . . . (243)

Setzt man die reellen und die imaginaren
Seiten einander gleich, so wird durch Division

2y~ sin (ipo+ rpk)
o k 2

tg 2 bl = ---,------
1 - yozk

2V~ sin ipo+ 9J"
1 0 k 2

b = 2l arctg --.,..-----

Zur Ausrechnung setze man

vi)3 = v~ ei ('Po~ 'Pk) = v~ (cos TO±..ipk+ j sin ipo+ ipk)
Ok Ok" Ok 2 2'

daher nach Gl. 239 a und 241

e2 vl=e2(a+ib)1 - l+V"
1-VtJook

1+V~ cos(~~) + j yy;;z;; sin (Pot ~!;)

1-VYOZk cos (~ot ipk) - jyiIozk sin (To·~t~~~)

1-yozk +2jYMSin(~~)

= 1 + y Z - 2v~ cos 'Po + rpk •
o k 0 k 2

Nun ist auf der linken Seite

e2 "z = e'J(a+jb)1 = e2 a 1 (cos 2 bl + j sin 2 bl) .

Teile auf beiden

Ferner wird

-VC1 - YoZ,,)2 + 4 YOZk sin? 9J0 t ipk

e2 a l = ------------,---

1 +Y Z -2 VY-Z' cos 9J0+~
o k 0 " 2

Hiermit sind a und b und damit v = (a + jb ) bestimmt, Aus
Gl. 223 ergibt sich ferner

2 = Zej/; = V~: =~ ei 'Pk ; 'To

und mittels der Gl. 242 konnen nun R, A, L, C berechnet werden,



. (246)

310 = $10 lJo = $2 <£ l)o
31 k= 32<£ ·
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S t r o m - und Spannungsgleichungen mit den b e i Leerlauf
und b ei Kurz s chluB gemessenen Konstanten.

Wie bei der Konstruktion des Vektordiagramms Fig. 152 auf
Grund der Gl. 223 und 224 gezeigt war, setzen sich die Strome und
Spannungen bei Belastung zusammen aus den entsprechenden Werten
bei Leerlauf und bei KurzschluB.

Zur Berechnung der Beziehung zwischen primaren und sekun 
diiren Stcomen und Spannungen fur irgendeinen Belastungszustand
an den Enden einer Leitung von gegebener Lange fiihrt man diese
Zusammensetzung auf die direkt meflbaren GroBen Yo und Zk zuriick,
wie von Franke und Breisig zuerst gezeigt wurde.

Aus Gl. 235 und 237 , S. 201 u. 202 , geht hervor, daB das Ver
haltnis der primaren Leerlaufspannung zur sekundaren Spannung
ebenso groB ist wie das Verhaltnis des primaren Kurzschluf3stromes
zum sekundiiren Strom , namlich

~11'_ = fg_1'= ([of(vi) = ([.
~~ V2

Dieses Verhaltnis, das mit ([ bezeichnet werden solI und das
eine komplexe Zahl ist, liiBt sich wie folgt durch die mellbaren
GroBen Yo und Zk au sdriicken.

Nach Gl. 239 ist

_ 2 ( l)_ <5in2 (pi)
lJo h - :tg v - ([or (vi) .

Nun ist fur die Hyperbelfunktionen:

<5in2(vi) - <£Of2(vl) = -1 ,
daher

([or (vi) - 1 1 -
lJOOk = <£Of2 (vi) = 1 - a:Of2 (vi)'

oder
1

lJo3k =1-
ti2

• . . . .. . • (245)

Hiernach ist nach Gl. 23 5 und 237

bei Leerlauf ~10 = ~2 <£,
bei Kurzschluf3 ~1 k = 31 k 3k = 32 (£ Ok'

Durch Addition wird bei Belastung

\.\31 = ~2 ([ + 3~ UOk }
31 = s, ([ 1)0 +32 ([

Die weitere Diskussion dieser Gleichungen folgt in Kap. XII.
Die hier neben lJo und Ok auftretende GroBe <£ = Ceir heiBt

nach Brei tfeld1) der K abelfaktor, nach der Definition ist er das

' ) E. u. ~I. 1907, Heft 47.
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Verhaltnis der primiiren zur sekundaren Spannung bei Leerlauf. Ist
er kleiner als 1, so tritt bei Leerlanf Spannungserhdhung am Leitungs
ende auf (F er r a n t i Phanomen s. S. 193 ), sonst Spannungsabfall. In
dem Vektordiagramm, Fig. 15 2, S. 200 ist der Betrag a das Ver
haltnis einer Lange OE 1 bi s OE2 zur Lange OP2' und r der Winkel
zwischen diesen - Vektoren. Spannungserhohung bei Leerlauf tritt
danaeh im allgemeinen fiir Leitungslangen bis zu etwas mehr als
ein Viertel der Wellenlange auf.

70. Die Leitungskonstanten bei lUehrfachleitungen.

Die Berechnung der .Ersoheinungen auf Leitungen wurde auf
vier Gro13en L, R, a, A zuriickgefiihrt, die man als "Betri ebskon 
stanten" bezeichnet, und die Reohnung wurde an dem einfaohen
Beispiel einer Schleife aus Hin- und Riickleitung erlautert,

Bei Vereinigung einer groBeren Anzahl Leiter, wie bei Mehr
phasenleitungen, Telephonkabeln usf., die man als Mehrfaohleitungs
syst eme bezeichnet, und die aus einer Anzahl Leiter und eventuell
einer Ieitenden Hiille oder auch der Erde als Riickleitung bestehen,
sind die in die Rechnung einzusetzenden B etri eb skonstanten
je naeh der Betriebsart gewisse Kombinationen von anderen, den
Fundamenta lkonstanten.

Eine vollstandige Erlauterung de s Zusammenhanges dieser Gro13en
ist von Emde und Diesselhorst, ETZ 1909, gegeben; es sei darauf
verwiesen und hier daraus nur folgendes angefiihrt.

a ) Kapazitiit nnd Ableitnng. Als Fundamentalkonstanten
gelten die Kapazitat, G und die Ableitung A eines Leiters, der die
Spannung P gegen Erde hat, wahrend alle anderen Leiter einschliell
Iich der Hulle geerdet sind. Dann ist

~ p2 G die elektrische Energie de s Systems,
p2A der Energieverlust in der Zeiteinheit,

q = ap die Ladung des Leiters,
qv= Ap der Ladungsverlust in der Zeiteinheit.

Sind in einem System von n Leitern die Spannungen der Leiter
gegen Erde PIP2'" P" , so ist nach Maxwell die Ladung des ,uton
Leiters

(247)

d er Ladungsverlust in der Zeiteinheit

qVI,=a,UIP1+a.u2P2+ ... + a,u" Pn .... (247a)

c..". und ap'~ sind die Kapazitats- und Ableitungskoeffizienten. Es ist

a,u"=a,,,U_

Diese Koeffizienten worden auf die zuvor definierten Fundamental
kon stanten durch folgende zwei Messungen zuriickgefiihrt.
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der Energieverlust in der Zeiteinheit,
der InduktionsfluB der Sehleife,
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1. Sind aIle Leiter aul3er dem betraehteten (/1) einschlielllich
der Hiille geerdet, wahrend er die Spannung p,. gegen Erde hat,
so ist

q,L = p" C"".
c ,UI" ist die zuvor definierte Kapazitat 0 ,. des Leiters fl.

2. Sind alle Leiter auBer zweien (fl und Y) ein sehli e.Blieh der Hiille
geerdet, und haben diese beiden di e Spannung PI' = p. = p gegen Erde,
so ist die Summe ih rer Ladungen

q,.+q.= (cl',.-t.2 c,u.+ cyp) p = O" .P

0 ,.. = (C,. ,.+ 2 c,••+cn )

ist di e Kapazitat der beiden vereinigten Leiter. Samt liehe ~ n (n+ 1)
Kapazitatskoeffizienten

cl',.=O,u, c/••=- HO,.. + O.-O,,,) . .. (248 )

sind hi ermit dureh ebensoviele meBbare Kapazit aten bestimmt.
Analog gilt fiir die Abl eitungskoeffizienten

a,UI' = AI' , a" v=- HA,u + Av - A,u.) . . . (248 a)

b) Induktivitiit und Widerstand. Ais Fundamentalkon 
s ta n t e n gelten Indukbivitat und Widerst and einer Sehleife, di e
dureh Verbinden der Enden zweier Einzelleiter entsteht; flieBt in
dieser Sehleife der Strom i, wahrend alle iibr igen stromlos sind,
so ist

~ i 2L
i 2 R

w=L i
d rf> di
._. .- = L _. der indukt ive SpannungsabfaIl der Sehleife,
d t dt

X= R i der Ohmsehe SpannungsabfaIl.

Entspreehend den Spannungen reehnet man zweckmalsig auch die
Induktionsfliisse von der Hiille aus , Der 1nduktionsfiul3 einer Schleife
nus den Leitern ,n und Y berechnet sieh dann als Differenz der In
duktionsfliisse zweier Schleifen It 0 und Yo' die aus dem Leiter /1

bzw. l ' und der Hiille (Inde x 0) gebildet werden.

rf>/. v = rf>,uo- I[Jvo'
Analog 247 wird dann

W.uo= l/ll i1+ l/12 i 2+ ' " + l"n in
l!l . = i. ;

Die Induktionskoeffizienten (It. sind wieder du reh zwei Messungen
auf die Fundamentalkonstanten L zurii ckzufiihren.

1. Man bilde eine Sehleife aus dem Leiter fl und der
RiiIl e, aIle anderen Schleifen sind offen, AIle i sind Null , auBer
i,u = -io=i .
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Es wird

sind

(/11'0 = ll'l' i = LilOi.
ll' l' =Ll'o

Indukt ivitat del' Schleife f.l, - O.

Man bi/de t die Schleife /1- - v , aile anderen Schleifen
Aile Strome sind Null auBer il' = - i; = i , Es wird

(/11''' = (/11'0 - (/1"0 = (li' il - 2 ll'''+ l",,) i = L ,u" i .
LI,,,= l ,UIl- 2li ,v+ i. ,

ist die Induktivit at del' Schleife ft - v. Die ·~ n (n + 1) Induktions
ko effizienten

li' i' = LiIO lil. = H L ,u o+L. o-Lil•.), . . (249)

sind hi ermit durch ebenso viele meJ3bare Induktivitaten bestimmt.
Die Widerstiinde werden am einfachsten als Schleifenwiderstiinde

B,u" = BI' + B . bestimmt, worin BI" B" die Widerstande del' Einzel
leiter sind. Setzt man den Ohmschen Spannungsabfall einer Schleife

X,u"= X,u - x. = B,lti ii - B" i,

X!' 0 = r1' 1 i 1 +r1' 2 i 2 + ... + ril n in ,
worin ril. = ~ (Bl' o+ B"o - BI" ') und B'l" = 0
ist, so hat man eine analoge Form wie fiir die Indukti vitaten. Die
Koeffizienten r,<t. konnen a us den : Einzelwiders tanden berechnet
werden.

Die Betriebskonstan t en werd en durch Ein setzen del' beim
Betri eb giiltigen Bedingun gen erhalten.

Beispiele. 1. Di e Einph asenlei tung mit symm etr is cher
Anordnung del' Leiter gegen Erde. Ist P die "Betriebsspannung"
zwischen beid en Leitern, so sind die Spannungen gegen Erde

ist die

2.
offen.

P
P1 = 2 '

Wegen del' Symmetrie ist

°1 =02 = Cll= C~2
und na ch GI. 248

C12= - (0 1 - ~ 012)

q1 = C11 PI + C12P~ = (C11 - C12) ~=(0 1- ~ 012) p.

Die Betriebskap azitat ist

0 = fJJ = (0 1 - i 0 12 ) • • • • • • (250)
P

Fiir Betrieb mit Einphasenstrom ist i'2 = - i 1 • Es ist nach
Gl. 249

ll1 = L 10 = l2'2 = L 20 , l12= (L 10 - ~L12) '

(/112 = (/110 - (/120 = i1 l11 + i2l12 - i2l'~ 2 - i1l2( = i1 L 12 .
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Die Betriebsinduktivitiit ist

ep1~ = L ...
i 1 .

1

. . . . . . (251)

2. Sym metrisc he Dr eiph a senleitung be i sy m met r ische m
B etrieb (bei groBer Entfernung der Leit er gegen Erde). Die Span
nungen gegen Erde sind die Phasenspannungen, daher PI+P~+P3=0 .

Bei symmetrischer Anordnung ist

cll = C22= C33= 0 1= 02=03'

012= 0~3 = 031 '
C12= C23= C31= - (0 1 - ~ 01 2)

q1 = Cll PI + C12 Pt + C13 P3 = Cll PI + C12 (p~ + P3)= (Cll - C1~) PI

= P12 (0 1 --' i01~) '

Die Betriebskapazitiit bezogen auf die Phasensp annung ist

0 =2(01 -~ 012) .• . ... . (252)

Fu r i 1 + it + i 3 = 0 ist, da bei Symmet rie

111 = 1t2 = 133= L IO = L~ o =Lao'
112= 123= 131=LlO - ~ L1~;

(/J10 = i1111 + i2112+ i3113= i 1 L IO + (i2+ i3) (L10 - ~ L 12)= ~ i 1 L 12,

Die Betriebsinduktivitiit ist fiir eine Phase

L= ~L12' (253)

3. Bei einer at mosparisohen Ladung (s. Kap . XIV) erhalten aIle
Leiter d ie gleiche Spannung p gegen Erde. Die Betriebskap azitiit
wird hierbei fiir di e Einphasenleitung 0 = ° 12 , ana log bei der Drei
phasenleitung, da

q = q1 + q2+ q3= 3 (cll +C12+ ct:J P = 3 (- 0 1+012) P

0 =3 (- 01+01~)'

F ur den Ent ladestrom ist i 1 = i 2 = i 3 = i

(/J1 0 = i (lll +112+113) = i [3 L IO -L I2J
L = 3 L10 - L 12 fiir die Dreiphasenleitung,

L = 2 L10 -1Ll~ " " E inphasenleit ung.

Teilkapazitiiten. Bei manchen R echnungen ist es zweck
miiBig, die Maxwell schen Kapazitiitsgleichungen (247) in et was ver
iinde rte r Form zu schre iben, namlich

s,= kll PI+ k12(PI - p.~) +k13(PI - Pa) + "'1
q2= k22Pt + k21(Pt - pJ+k23(P2- P3) +... I (254)

.)

Zwischen den Koeffizi enten k und C best ehen di e Beziehungen

cll = ku k+k1 2 + k13 + k' " t . . . . . (255)
C12= - 12 ' C2 1 = - 21)
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Wahrend die Ci l v auBer flir ft = y alIe negativ sind, sind alle
k

l i V
positiv und heiBen 'I'e i lka p az i t a.t e n. Das G1eichungssystem

(254) gibt durch die Teilung des Verschiebungsflusses in Teile, die
zwischen jedem Leiter und Erde und zwischen je zwei Leitungen
verJaufen, ein besonders ans chauliches Bild der Ladungsverteilung.
Fiir eine Dreiphasenleitung (Fig. 153) z, B. entsprechen k'2

den k
ll

, k22 , k33 die Teilflusse zwischen den drei 2

Leitern und Erde, den k12 , k 23 , k3 1 die zwischen zwei
Leitungen und konnen schematisch durch Ersatz
kondensatoren dargestellt werden. Ein ErdschluB eines
Leiters entsprioht in diesem Schema einer Uber
briickung der betreffenden Teilkapazitat gegen Erde,
z. B. k

Il
. .

Die Berechnung der Koeffizienten C, c und k
wird auf die M a x well schen Potentialkoeffizienten
oder e1ektrischenlnduktivitaten I'zuriickgefiihrt, Fig. J53.
mittels derer die Spannung jedes Leiters gegen Erde
durch die Ladungen samtlieher Leiter bestimmt wird, nach der
Gleichung

. (256)

1'1'" = 2 · 91n ~~ v km jftF (257)
MV

Hierin ist flir Freileitungen fUr 1 km Lange mit Bezug auf
Fig. 154

I'pp = 2 · 91n 2h~1 km jft :F ,
a

Bei unsym m etrischen Anordnungen erhalt man
aus den I' die Koeffizienten C der Gl. 247 am ein
fachsten mittels der Determinanten des G1eichungs
systems 256 und mittels Gl. 255 die 'I'eilkapaaitaten k,

Bei symmetrischen Systemen werden die 1'111'

fiir sich und die fiir I'f<V fur sich gleich.
Fur die Einphasen1eitung Fig. 156 ist z. B.

D~2 = V4h2 + D l, wofiir bei groBer Hohe angenahert
2 h gesetzt worden kann. Hier wird

2h
I'll = 1'22 = 2· 91n -kmjftF

a
2h

1'12 = 2· 91n 15 km j,uF

Fig. 154.

Er a e n c k e l , Wechselstrome. 2. Aufl.

1
k = ----- ftFjkm

11 I'll + 1'12
kI2=kl1~ -,uFfkm 1

I' ll - 1'12

C =-k ~-ftFfkm J
12 11 I'll - 1'12

14

(258)
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Fur Einphasenb et rieb (p~ = - PI) wird di e Betriebskapazitat

c = - - ~- .
I'll - 1'12

Fur das Zw eil eiterk ab el Fi g. l oS S. 212 gelten die Beziehungen
25 8 mit

9 R~ - 0 2

I'u = 1'2~ = 2 · -; In~~ km j,uF,

H R 2+ (i
1'12 = 2 · - ln - - - - km juF.

E 2 R o I

Fiir die Dreiph a sen leitung (F ig. 157 ) kann man, wenn di e
mittlere Hohe h libel' Erde groil gegen den Leit erab st and ist , an-
geniiher t

1'1'1' und

D;, Y ~ 2 h set zen. Man erhalt dann dieselbe n
'Y,II I' wie fiir di e Einphasenfreileitung. Hier ist

ku = , "'+-~ " -- , k12 k11 ~I'..!:-- l
I 1'1 ' 2 I'I':Y 'Y,u I' - 1'" "j

- k r" ,,+'Y/lY - - k _ 'YI'.!:- _Cu - u , c12 - 11

1'" I ' - 1'1'" 'Y ,u" - 'Y"Y

Werte

(25 H)

'Y"Y =

F ur das Dreiph a senka b el Fig. 159 gelten wieder die Gl. 259
mit den Werten

!l R 2
- g2 ,

" = 2· -- ln --km' lIF
t nt: G R a t t

9 I R1 + g2 R2+g1 k { F
- n R2 Q m ,u .
E 3 e:

F ur symmetrischen Dreiphasenbetrieb (PI +P2 +P3 = 0) ist di e
Betriebskapazitat

1c= - -
I'lt l' - 'Y" I '

Die magn etischen Induktionskoeffizienten l" v (Gl. 24!l) ber echnen
sich naeh S. 14 und 132.

Sieht man von dem magneti schen Feld im Innern des Leiters
ab, das z. B. bei Freileitungen sehr klein ist, abe l' auch bei hohen
Frequenzen wegen del' St romverdriingung nahezu Null ist, so gilt
di e Beziehung

I I I I ' : 1',11 " = E,Il : c2,

worin c die Li chtgeschwindigkeit ist.

F iir Freileitungen ist E = II = 1 , und wenn "/.It I' ill km j,uF , 1.11 1' in
Henry{km gesetzt wird ,

lilY: ri"'= 1: 9 · 10 '.

Wir geben in naehstehender Tab elle erne Zusam men st ellung
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der Betriebskapazitaten und Induktivitiiten der gebrauchlich st en
Leiteranordnungen 1).

I Draht , Erde als Ruck 
leitung (Fig. 155) .

Einphasenfreileitung
(Fig . 156)

Dgl. un ter Berii cksich
tigung der Erde

Symmetrische Drei
phasenfreilcitung pro

Phase (Fig . 157)

Einphasenkabel , Man
teI geerdet (Fig . 158)

Symm etrisches Drei
pha senkabel , Mantel

geerdet (Fig. 159)

C Mfd/km

1 1

2 In '2h '<;j
a

1 1
- iF!!
4 1n -

a

1

[
(2ahr 'J'!J

2 ln 1+ (~r

1 1
D '!!

21n-
a

E 1

1
3 1]" (R"- ll Y ] '9

In - 2 R6 6
L a - 12

L H enry /km

(
'J 0 )41n ~a" +1 10-4

( 21n ~+ 0,5) 10-4

Konzentrisches Kabel
(F ig. 160) a)

a) Betriebskapazitiit,
wenn AuGenleiter ge-

erde t .

Bei geerdetem Mantel b)
ist a) Kap. des inne-
ren Leiters, b) Kap.

des auGeren Leiters

Fig. 155.

0 - -

a. '-0- 0·.
t j

Jo

W7_Rl
l<'ig. 156.

r.

CD
o~"

F ig. 157.

1) S. Br ei si g , ETZ 1898; Licht ens t ein , ETZ 1Q04; Orli ch. ETZ 1!l08,
S. 310; 0 r1i c h , K apazit a t und Indukti vitat.

14*



212 Leitungen mit verteilter Selbstinduktion und Kapazitat,

Fig. 158. Fig. 159. Fig. 160.

Fig. 161.

71. Ersatzschaltungen fur Starkstromleitungen.

Bei den niederen Frequenzen der Starkstromtechnik ist eine
betriichtliche Leitungsliinge nur ein kleiner Bruchteil der Wellen
Hinge. Hierbei reohnet man oft mit einem vereinfachtem Schema.
Man denkt sich entweder einen Ladestrom in der Mitte der Leitung
und erhalt Fig. 161 mit einem Leitwert y zwischen zwei Schein
widerstanden" ! z. Oder man denkt sich am- Anfang und Ende
je einen Ladestrom entspreohend Fig. 162 mit zwei Leitwerten

J, ~ ~ y an den Enden eines
- z ~! Scheinwiderstandes z . Damit

1nLy r ~ P. diese Ersatzschaltungen die
f If T !IY 2 Verhaltnisse zwischen Stro-

Fig. 162. men und Spannungen am An-
fang und Ende der Leitung

gotreu wiedergeben, sind y und z so zu bestimmen, dall sowohl bei
Loerlauf wie bei KurzschluB sich die gleichen Werte wie bei der
wirklichen Leitung ergeben.

Ersta Ersatzschaltung Fig. 161. Hier gelten die Glei
ohungen

!1 - ~2 = ~(~~~2 t ~))} . . . . . (260)
-01 - <02 = tJ+'l - "2 ~ <01

Fur ~2 = 0 erhalt man hiormit das Verhaltnis der Spannungen
und den Leitwort bei Leerlauf

~lO t)
- - = + 1 '" (261a)
~lO 1 ztJb

Diese Werte sind bei der wirklichen Leitung C£ = C£of (v l) und
1

tJ o=:8 ~ang (v l) (s. S. 201 , G1. 235 u. 236).

Fur ~2 = 0 ist das Verhaltnis der Strome und der Schein
widerstand bei KurzschluB
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Diese Werte sind bei der Leitung nach Gl. 237 u. 238 (£ = (£of (vl)
und 3k =.8~nng(vl).

Damit das Ersatzschema die Leitung widerstandsgetreu ab
bildet, ist hiernach zu setzen

] (£ 6in (vl) }
"2 3= h 1+ (£ = .3 1 + (£of(vl)

. . . (262)
1 .

l.} =l.}o(£ =:s 6 m(vl)

Durch Reihenentwicklung der 6in und l10f wird

, (vlf +(Vl)4 +
1 1 -31 5! ...

~ 3= .8(v l) ( l), ( )4
2 +~+~+ ...

2! 4!

t)=~ (V l) [1 +(l;t+ ('1';( + .. .J.
Beschrankt man sich auf die quadratischen Glieder der Reihen

und setzt nach S. 202 Gl. 242

dann ist

.8 (vl) = (R +iwL) l , ~(v l) =(A + i wC) l ,

~ 3 =~l(R+ jwL) [1- 1
1
2l

2 {RA- w2 LC +j(wLA + wC R)}]}

t) = l(A +iwC)[1+ ~Z2{RA-W2LC+j(wLA+wCR)}]

(263)

Die Glieder vor den eckigen Klammern sind flir f 3 Wirk- und
Blindwiderstand der halben Leitung, flir l.} Wirk- und Blindleitwert
der ganzen Leitung. Es fragt sich, bis zu welohen Leitungsliingen die
in Klammern stehenden Faktoren vernachlassigt worden konnen .
Dies wird offenbar der Fall sein , wenn der groBere nicht mehr als
1 0 / 0 von der Einheit abweioht. Die Leitungslangen seien fiir zwei
praktische Falle ermittelt.

a) Dreiphasenfreileitung fur 110000 Volt, 120 qmm,
f = 50 Per. jsek . Die Konstanten [e Phase sind: R = 0,15 Ohm /km,
L = 0,0013 H jkm, C = 0,009 10 - 6 F jkm, A = 0,5 10-6 Siemensjkm.
Das grof3ere Korrekturglied steht im Ausdruck fiir l.} , es weicht hier
von 1 ab um l2[-0,18 + i O,105] 10- I;. Der Betrag istl20,2081O- 6

und wird 0,01, wenn [ ~220 km ist.
b) Dreiphasenkabel fiir 10000 Volt , 50 qmm , f =50Per/Sek.

Mit R = 0,36 Ohm jkm , L = 0,00035 H /km, C~ 0,185 .10- 6 F /km,
A = 0,5 . 1O- 6 Biemens /km je Phase, weicht der groBere Korrektur
faktor von der Einheit urn [2 ( - 1,03 + i 3,5) 10-6 abo Der Betrag
wird gleieh 0,01, wenn 1"" 52 km ist.



214 Leitungen mit verteilter Selbstinduktion und Kapazitiit.

Hieraus folgt, daf man in vielen praktischen FiiJIen fiir Langen
zwischen zwei Speisepunkten die Korrektur ganz vernachliissigen
kann.

Zweites Ersatzschema (F ig. 162 ). Hier ist

Sl - S2 = ~ ~ (~2 +~l) } .. , (2641
~l - ~2 = 3(Sl -! I:J ~l)

Diese Gleichungen entstehen aus G1. 260 durch Vertauschung von
\) und 3 und ~ und S. Man erhalt in ganz analoger Ableitung

3= 3k (I = 3 Sin (vi ) )
1 (I . 1 Sinvl }. . . (265)
"2\)= \)0 1 + C£ = 3 1 + (Ioj (v l ) J

Dies ergibt die gleichen Ausdriicke wie bei dem ersten Schema,
nur sind die Korrekturglieder in bezug auf ~ und j, vertauscht.
Man kann somit mit heiden Ersatzkreisen mit gleicher Genauigkeit
rechnen.

72. Kettenleiter,

Durch Ane inanderreiheu einer grolseren Anzahl gleicher Glieder
nach dem Schema der Fig. 161 oder 162 erhalt man Leitungsgebilde
nach Fig.16'l und 164, die man als Kettenleiter bezeichnet. Die
Schemata 161 und 162 heifsen auch Kettenglieder, die wir zur Ab 
kiirzung als T - un d TI -Kettenglied unterscheiden wollen und analog

1 1

~!J !I !I !J

Fig. 163.

z z z z

~
Fig . 164.

die Kettenleiter. Der T- Kettenleiter beginnt und endigt mit einem
Reihenwiderstand, der TI- Kettenleiter mit einem Nebenschluf31eitwert.
Die ~ und 3 konnen beliebige Kombinationen von Widerstanden,
Iuduktivitaten und Kapazitaten sein. Der Kettenleiter dient zur
experimentellen Untersuchung der Vorgange in langen Telegraphen
leitungen. Durch geeignete Wahl der GroBen und der Zahl der Glie
der laBt sich eine Leitung von beliebiger Lange und charakteristi
sehen Eigenschaften naohahmen, man nennt dies eine kiinstliche
Leitung ' ],

Fiir das n te Glied einer Kette aus m Gliedern gelten die G1. 260
und 264 fiir die beiden Schemata, wenn anstatt ~2 S2 ., . ~nSn und

I) Vachy, 'I'raite d'Electrlcite, Bd. II, 18\10; Breisig, Verh . d. Dt, Phys.
Ges. tsio. K. W. Wagner, Arch . f . El. , Bd . III, S. H15; Bd . VIII, S.61.
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fu r $l Sl ' " ~" - 1 S" -l gesetzt wird. Es ergibt sich fiir Fig. 164,
entsprec he nd Gl. 264,

S" -l -S,,= ~I)('.j3n+ ~" - l ) ) } . . . (266)

$ " --1 - ~,,= 3 (Sn- 1-~ I) ~n-1
Di ese Di fferenzengleichungen tre te n an die Ste lle der Di fferential 
glei chungen der Leitung, die a ls Kettenleiter mit unendlich vielen
Gliede rn aufzufassen ist. Die Losung ist analog. Wir set zen

13,,= I]I e n, 3,,= 58 evn, . (26 7)

worin I]OS und v Konst ante sind. Hiermit wird (2G6)

58 (1 - e") = il) m(1+e") }..
. (268)

~3 = m(1 - eV +i 1)3 )

Durch Division der heid en Gleichungen werden 2{ und >B eliminiert,

+1)0(1 +e") =(1 -ev)(1 -e"+~1)3)

(1 - eV )2= 1)3 e"
I '

1 - e" = -+: e 2 VI) 3.
I '

Nach beiders eitiger Multiplikation mit ! e- :;- erhalt man die Be
s timmungsgleichung fur '1'

1 ( ~ - ~) l ' 1 , rr:2- e2-e
2 =\sin 2 = + 2 Yl) o .. . (269)

Aus der ersten der Gl. 26 8 wird fiir das Verhiiltnis von ~n zu
S" in (267)

I]f 2 e"- 1 2 l'

-.~= I) e"+ 1= t)~g 2= 3 . (270)

Entsprechend den zwei Werton :} l' in Gl. 269, mit den en auoh 3

in (270) mit ~g; das Vorzeichen wechselt , erhalt di e Losung (267)

zwei Glieder
~,, =2{le,' n +2(2e --vn 1
s,,=~ (-m1 evn+~e-vn)J . . (271)

Am Anfang der Kette (n= 0) seien Spannung und Strom ~a 0a'
daher

somit

Hi ermit
2f1 = &(13"- Sa3) ,

wird in (2 71)

~,, = ~a C£ofvn- S,,3 \Sin vn 1
q: = q: C£of1'n - ~a \Sin vn ~
'\In 'Va .8 J

. . . . (272)
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Ket te von m Glledern,
bei der Leitung
13 ~g . (vm)=lJo '3 ~g (vm)= Ok '[ of (vm)= [ ,

aus Gl. 272

Diese Gleichungen entsprechen den mit Hyperbelfunktionen dar
gestellten Gl. 221 b einer homogenen Leitung, wenn an Stelle von n
die Leitungsliinge x gesetzt wird. v ist die Fortpfl anzungskonst an te,
8 die Charakteristi k, Werte, die sich bei der Leitung aus den
auf di e L iingeneinheit bezogen en Konst an ten 0= (R + j w L ) und
lJ = (A + j wO) berechneten , wobei fiir unendlich viele Glieder
6in a =~lJ a =a zu setzen ist, und aus (269) und (2 70) v= VlJo ,

o = 2:.. = ' r~ wird, womit die au s Gl. 216 und 226 bekannten
o lJ V~ .
Werte erha lten werden.

Sind jj3., ~. die Werte am Ende der
so wird mit den an alogen Beziehungen wie

jJ\ _ \l~ _ ~ s. _ ~ _ III
[ - +' a -0aOk' [-<0a +,,,lJo '

woraus mit lJoOk = 1 - ~2 den Gl. 246 fiir die Leitung ents prechend

folgt

jj3a = jj3'[+~'[Ok} (273)
~a= ~.[+ jj3. [lJo

Der K ettenleiter als Ganzes verhalt sich wie eine L eitung mit den
selben aus dem Leerlauf- und dem Kurzschlul3versuch zu bestimmen
den Konstanten lJo h und [ .

Flir den Ke ttenl eiter F ig. 163 war, wie auf S. 214 erwahnt,
in den Ausgangsgleichungen lJ und 0 mit Bezug auf jj3 und ~ ver
tauscht, man erha lt wieder die gleichen Beziehungen , nur wird der
Ausdruck fur die Charakteristik

0' 0.0 = - - - .
y

2~g 
2

B ei spiel e. 1. Die Span n u n gs v e rt e i l u n g an H iinge -
i s o la.t or e n "). In Fig. 165 bedeute 0 die Kapazitat
zwischen zwei I solatorgliedern , c die Kapazitat eines

GI S · h' 1. iedes gegen Erde. et zen wir ier 0 = 0;---0' lJ
1w

= j we, so wird in Gl. 269

v 1 - 1, /c
@5in2"=2-VlJ o=2- V C)"

Der Anfang der K ette, n = 0 , ist an den Leitungsmast
Fig. 165. aufgehiingt, die Spannung gegen Erde ist Null. Dah er

') s. R iid e n b erg , ETZ 1914, S. 412.
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wird ~a = 0 und in Gl. 271 W2 = - W1 • Damit wird die Spannung
des nten Gliedes

~n= W1 (e"n- e- "n) = 2 W1 6in r n ,

Das letzte Glied (m) hat die Spannung ~ der Leitung gegen Erde.
Daraus folgt

und
6 in 'P n

\U = m ~_ . • • • • • • • • (274)
1-'n 1-' 6 in 'Pm

Durch das Verhaltnis c :a sind 'P und die Spannungsverteilung voll
standig bestimmt; dieses Verhaltnis hangt von der Art der Auf
hangung ab , im aBgemeinen ist c viel kleiner als O. In Fig. 166

012 311 5 67"

1\ I
10 \
,jp

T '\ I I
~ I

I........ t--
~

1
f-->- If.
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9

"
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"
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2

1
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~ 41--

7
J

17 VI
c-p/ / 1/
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17 "'/

17 f'l
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0.9
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Fig. 166. Fig. 167.

ist die Spannungsverteilung fur m = 8 Glieder und 0 : a gleich 0 ,
0,05 und 0,1 aufget ragen. Je grofser dieses Verh altnis, um so mehr
weicht die Spannungsverteilung von der Geraden ab , um so mehr
Spannung faIlt auf die letzten Glieder. Die Spannung zwischen
dem nten und dem vorhergehenden Glied ist

A\f3 = \,\5 -~ _ = - -;-\l3-- [6 in 'P n - 6 in 'P (n - 1)]
n n (n 1) 6 tu 'Pm

und fiir das letzte Glied

A ~ =~ [1- 6iny.(m - 1)].
m 6mvm

Sind alle Glieder gleich, so ist jedes fiir die groBte Gliedspannung
d \l5m zu bem essen. Fur sehr lange Ketten kann man @:lin vm = e"m
setzen, dann wird der Klammerausdruck 1-- e- V und die groBt
mogliche Spannung ~ fur eine Gliedspannung L1 \l5m wird

\,\5(m = ", ) = 1 ~~~"
Dieser Wert ist in Fig. 167 fur 010 von Obis 0,1 aufgetragen, er
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sind, weil die Gesamt
kleines Vielfaches der

2. Ein Kettenleiter nach Fig. 168
wird oft ") der Untersuchung der Span
nungsverteilung bei Spulen ftir
hohe Frequenzen zugrunde gelegt. R,
L , C sind Widerstand, Induktivitat und
Erdkapazitat einer Windung, . Kist
die Kapazitat, zwischen benachbarten

Fig . 168.

zeigt , daB grolle Werte von c/G unbrauchbar
spannung auch bei vielen Gliedern nur ein
Gliedspannung wird.

RL L L

Windungen. Hier ist

R + jw [L (l-w'JLK ) - R2KJ
3 = (R w K) 'J + (1 - w'JLK f

R gegen ro L vernachlassigt wird,

und l) 0= jwG .

oder, wenn fur hohe Frequenzen
. wL

5=J l-w'JLK

Die Gleichungen fiir die Spule selbst erhalt man, wenn di e Kon
stanten, wie bei der Leitung, auf die Langen einheit bezogen werden,

J'JJ 'I'
wobei 'Sin ---= %g ..= - zu setzen ist . Damit erhalt man di e

2 2 2
Fortpflanzungskonstante und di e Charakteristik

11 L C )II =Vbli=iw ".1-w"LK
(2 74)

3 = VT= 111" VI_1W'JLK

Hi eraus folgt zunachst, daB das Verhalten verschieden ist , je naeh
dem die Netzfrequenz w kleiner oder groBer ist al s

1
w = - - -- .

o YLK

Wo ist die Resonanzfrequenz der Windungs-Induktivitat und -Kap azitat.
I st OJ < wo' so ist J! bei Vemachlassigung der Verluste imaginar,
also ein Winkelm aB, 3 reell. Die Strom- und Spannungsamplituden
sind raumlich nach Sinuswellen verteilt, wie bei eine r verlustfreien
Leitung.

I st (J) > wo' so wird,' reell , d. h. eine Dampfungskonstante,
di e raumliche Spannungs- und Stromverteilung befolgen ein Ex
ponentialgesetz. 3 wird imaginar und entspricht einer Reaktanz.

Die beiden Frequenzbereiche unterscheiden sich dadurch, daf

') Steinmetz , Transient current Phaenomena 1909. Arnold-La Cour ,
Wechselstromtechnik, Bd. I, 1912. Wagner , El. u. Maachinenb au 1915. Arch.
f. El. Bd . VI. S. 301. Bb h m , Arch. f . EI. Bd. V. S. 383.
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im unteren Bereich die Stromleitung hauptsachlich durch die Win
dungen, im oberen hauptsachlich quer zu den Windungen durch
die parallel geschaltete Kap aeitat K erfolgt .

Wie bei der verlustfreien Leitung erhalt man au ch hier ste he nde
Wellen, wenn durch die Spule keine Energie libertragen wird. Z. B.
ents prechen der offenen oder der kurzgeschlos senen Leitung hier die
Falle der am Ende isolierten oder der geerdeten Spule, deren An
fang an einen Pol der Stromquelle angeschlossen ist, deren anderer
Pol geerdet ist. Die an beide (isoliert e) P ole der Stromquelle an
geschlossene Spule kann dann aus zwei am isolierten Ende hinter
einan dergeschaltete halbe Spulen zusammengesetzt gedac ht werden,
von denen die eine am Anfang an die Spannung +~ ~'" die andere
am Anfang an - ~ ~" an geschlo ssen ist.

Setzt man flir den unteren Frequenzberei ch

v = jb ,

11 L C
\\'0 das WinkelmaB b = w 1 _ w'!.L K ist, ferner

2 = Z
und

(fof vx = (fof jbx = cos bx,

6invx = 6injbx = j sin bx ,
so wird

~x=~" cos hx- j ~"Z sinbx }

o- C" b . ~" . b-, = -, cos x -J - sm x
OU x ou " Z

. . . . (275)

Bei isoliertem Ende (x = l) ist ~I = 0 und aus der zweiten Gleichung

~"Z = j ~" tg b l . . . . . . (276)
Hiermit

0< _ . ~a sin b (l- x)
'5 x - Jy cosbl

cos b (l -x) )I.l3 = ~ (cos bx + sin bx tg bl)= ~ . b1 .
x " . . a cos .

(277)

Diese Gleichungen gelten, wie an gegeben, au ch fiir die an beiden.
Enden angeschlossene Spule, wenn x~ 1 die Spulenmitte ist .

Aus 276 folgt, daB

~ = 0 ist flir bl =:r , 2 :n, usf.a

und
Jl 3:r

usf.~ = oo flir bl= 2 ' ,
" 2

J e nach der Frequenz ist im ersten Fall (Kl emmenstrom = 0) die
verlustf reie Spule in Stromre sona nz, im zweiten in Spannungs-
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resonanz. Am isolierten Ende liegt stets ein Stromknoten und ein
Spannungsbauch, ferner wieder im Abstand

b (l - x) = n , 2 n usf.

Spannungsknoten und Strombauche bestehen in den Abstanden
vom Ende

n 3n
b(l-x)=2' -2~ usf .

Ganz analog erhalt man die Beziehungen bei geerdetem Ende.j
Die beiden Frequenzbereiche mit vorwiegeud sinusformiger bzw.

hyperbolischer Spannungsverteilung sind bei Beriicksichtigung der
Verluste nicht so scharf getrennt.

Quantitativ wird das Verhalten der wirklichen Spule durch den
Kettenleiter Fig. 168 insofern unvollkommen ersetzt, als die gegen
seitige Induktion der Windungen nicht richtig beriicksichtigt wird.
Dies scheint dadurch zum Ausdruck zu kommen, daB in der Nahe
der kritischen Frequenz W o der Nenner in Y (Gl. 274) nahezu Null
wird, d. h. y sehr groB und die Frequenzen fUr Spannungs- und
Stromresonanz sehr dicht aneinander liegen miiBten. Dies scheint
nach Versuchen von Gothe 1) nicht der Fall zu. sein, Aus Ver
suchen von Bohrn 2) folgt jedooh, daB ein Frequenzbereich mit
wesentlich sinusformiger Spannungsverteilung von einem solchen mit
hyperbolischer Verteilung unterschieden werden kann. Wagner 3)
hat die Untersuchung ausgedehnt durch Beriicksichtigung der gegen
seitigen Induktion benachbarter Windungen, die Ergebnisse der
Rechnung sind qualitativ ahnlieh. In ganz anderer Weise hat
Rog owski 4) die Spannungsverteilung untersucht, indem er die
Spule als ein Mehrfachleitersystem betrachtet. Dieser Weg diirfte

der Wirklichkeit am naehsten kommen. Mit Riick
sicht auf die ungleiche magnetische und elektrische
Verkettung der Windungen nahe den Spulenenden
und in der Mitte miiBte die Charakteristik sich
von Windung zu Windung andern, wodurch Re
flexionen entstehen.

3. Eine Sp ul en l e it ung ") mit Gliedern nach Fig. 169 kann in
gewissen Frequenzbereichen als Abbildung einer Pupinleitung dienen.
Es soIl das Verbalten bei verandetlicher Frequenz untersucht werden.

1) Arch. f . El. , Bd. IX, H. 1,
9) Arch. f . El., Bd. V, S. 383.
3) Arch. f. El., Bd. VI, S. 301.
.) Arch . f. El., Bd. VII, S. 17. 240.
~) Wagner, Arch. f. El., Bd. VIII, S. 61.
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Die Ausdrilcke (269) und (270) fiir 2 und v formen wir zunschst
etwas urn. Da

2~ v VoV 1 -2= - g -2 = - 1 +-r- , .. . (278)t) t) 4: t) 0

wird

Ferner ist

~ X= 6in~
g l£of x

6inx

vi +i5in2 x

2 6in2 ~ v = l£of v - 1

l£ofv=1+ho ' . , , , , (279)

Wie fiir eine Leitung (S. 185) ist v = a + [b zu setzen, worin a
die Dampfungskonstante und b das WinkelmaB ist. Es ist daher

l£of v = l£of a cos b+ j 6in a sin b ,

1+ho = A + jB ,
Zur Bestimmung von a und b hat man die Gleichungen

fA = l£of acosb, B = 6ina sinb

zu quadrieren und erhalt durch Addition bzw. Subtraktion

6inlla= - H1 __ A2_ B2)+ V.82+ ~ (1 _A2_B2)2}
(280)

sin2b= +~(1-A2_B~)+VB2+~(1-=:::'.';;fi- B2)2

Fur die Spulenleitung Fig, 169 ist

o=(R-tjwL), t) =jwC.
Nach 278 wird

2=VRt/;L V1 +HR~jWL) -i(J) o
, / LV---1+-;;~-

= V C 1-tW2LC+HRwC'

Fur verschwindend kleinen Widerstand wird 2 = 00 , wenn

2
w = (00 = -----=

v'LC
ist; dies ist die (Haupt- oder) Eigenfrequonz der Spulenleitung.
Nach (279) wird

l£ofv=1 + it)o=A +jB = 1- ~w2LC+n RwC ,
Es ist daher
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\Vie bei der R eihen- und P arallelschaltung von Drosselspule und
Kondensator, S. 24 und 54, sind auch hi er nur das Frequenz-

verhaltnis (J) : (J)o und das Widerst andsverhaltnis Q = R :Y~~ mals

gebend. In Fig. 170 sind fiir Q = 0,01 die aus 0 1. 280 ermittelten
Werte der Dampfungsk onstanten a
und des WinkelmaBes b fur Fre
quenzen von 0 bi s zur doppelten
Eigenfrequenz aufgetragen. Die
Dampfung ist bi s zur Eigenfrequenz
auBerordentl ich klein ; bei die ser ist

A=-1 und B =RY"L
C

- im Bei-
50'

w· spiel 0,01, daher a c« 6in a ~ Vi iJ
ZO'

= 0,1, bei einer 501o hoheren Fre-
quenz schon mohr a ls 6 mal so groB,
und steigt dann bestandig weiter an.
Das WinkelmaB b st eigt bis zur

Ei genfrequenz auf fa st 180°, um bei hoheren Frequenz en dicht bei
di esem Wert zu bleiben. Fur

1
to = wo= ---;=

V 2
wird

A =O, sin b = 1, 6ina = B = \~2- R -vi.
Schwingungen
durchgelassen .
stand

von hoherer als der Eigenfrequenz werden ni cht
Di e Charakteristik ist fiir vernachlassigbaren Wider-

und bei sehr hohen Frequenzen

-j:O~=j~C'
hierbei wirkt nur der NebenschluB-Kondonsator. Die Eigenschaft,
nur Schwingungen von kleinerer als der Eigenfrequenz schwach ge
dampft hindurchzulassen, ist in der drahtlosen Telegraphie mit un
geda mpft en Woll en wertvoll , um die Ob erschwingungen der Sender
Zll unterdriioken, durch di e fr emde Ernpfanger gestort worden. Di e
Spulenle itung wird zwischen Se nder und Antenne geschaltet.

Das Gegenst iick zur Spulenleitung ist di e Kondensatorleitung,
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Fig. 171. Bei kleinen F requenzen bi s zur Eigenfrequenz ist del' in
Reihe geschaltete Kondensator undurchliissig. Die Dampfung ist
urn so gro Ber, je niedriger di e Frequenz, wahrend sie von del'
E igenfrequenz an aufwiirts ebe nso geringe Wer te annim mt, wie di e
Spulenl eitung un t erhalb del' E igenfrequenz. Auch 0
das WinkelmaB b zeigt das in bezug auf di e Eigen- R zR

frequenz reziproke Verhalten. Diese Leitung liiBt ;L ZL

'somit nur di e hohen Schwingungen schwac h ge-
da ft h ' d h Fig. 171.amp m urc .

Durch K ombin ation von Spulen- und K onden sat orl eitungen er
geben sich, wie Wa gner 1) gezeigt hat , entweder durch Hinzufiigen
von Reih enkondensatoren oder durch Nebensohlulsspulen in eine
Spulenleitung Ketten , di e zwei Eigenfrequenzen haben , deren
Diimpfungsfaktor unterhalb del' ers te n und oberhalb del' zweiten
Eigenfrequenz sehr groB ist und zwischen beiden sehr k lein bleibt.
Die Ketten hab en somit eine n scha rf begren zten Durchld ssigkeits
bereich, dessen Breite man durch geeignete Bem essung einstellen
kann. Sie werde n zur Vielfac hte legraphie und Telephoni e auf
Leitungen verwendet.

Del' Untersc hied gege n di e einfac he Parall el- und Reihen
schalt ung von DrosseIspule und Konden sator best eht darin, daB
diese bei kleinen Verlusten nul' fiir eine scharf abge grenzt e Frequenz
ga nz undurchlassig oder ganz durchl assig sind.

' ) I. c.
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73. Die Konstanten.

In Kap. IX S. 138 wurde fur einen Tr an sfonnator , in
Kap. XI S. 200 fur eine Leitung gezeigt, daf ihre Wirkungsweise
sich dUTCh GraBen darstellen laBt, die einem Leerlauf- und einem
Kurzschlul3versuch entnommen werden, Auch flir eine Stromver
zweigung hatten wir die Berechnung durch Superposition eines Leer
lauf- und eines Kurzschlul3zustandes auf S. 69 gezeigt. Dieser Zu
sammenhang besteht wie J. L. la Co ur ' ) gezeigt hat, flir viele
Stromkreise und Maschinen. Das Verhalten HiI3t sich immer wieder
durch dieselben Beziehungen darstellen, deren Konstanten durch
die beiden Versuche ermittelt werden. So wird der Wirkungs
grad eines Induktionsmotors durch dieselbe Beziehung ausgedruckt,
wie der einer Leitung, der Spannungsabfall der Leitung durch die
selbe Beziehung wie flir einen Transformator. Die Voraus
set zung dabei ist nur , daB die Konstanten des Systems,
Widerstande, Induktivitaten usf. , unveranderlich sind. Induktiv ge
koppelte Systeme werden dabei auf leitend verbundene reduziert
(s. S. 167 ). Die bei einem Motor in mechanische Arbeit umge
wandelte elekbrische Energie erseheint in den Gleichungen als in
einem Ohmsohen Widerstand verbrauchte Arbeit, ist der Wider
stand negativ, so bedeutet dies erzeugte elektrische Arbeit, d.h.
einen Stromerzeuger,

In dem Ersatzstromkreis Fig. 172 (der schon wiederholt ver-

' ) Leerlauf und Kurzschlull , Braunschweig 1904.
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wendet wurde) seien B B die Klemmen, an die die Belastung an
geschlossen ist, wahrend an AA der Stromerzeuger liegt. Die primare
Spannung sei PI' die sekundare P2'

a) Leerlauf.

Die Klemmen B B sind unterbrochen; zwischen ihnen besteht
die effektive Spannung P 2 • In dem Parallelkreis Ya besteht der "Leer
laufstrom" J, 0 = P2Ya , der (s. Fig. 173) gegen PoJ urn gJa verzogert ist.
Durch Addition des Spannungsabfalls J lO ZI zu P 2 ergibt sich die
primare "Leer laufspannung" PlO' Sie eilt gegen P 2 um Yo nacho Wir
setzen

. (281)
Es ist

worin

Yo= ~a • • • • • • • • • • (283)
o

der Leitwert bei Leerlauf ist. J l O eilt gegenPI o um gJo =gJa - i'o nacho

z, Z,z

T""'}:'""I
Fig. 172. Fig. 173.

b) K urzschlu13.

Fig. 174.

Die sekundaren Klemmen
ihnen besteht der Strom J 2'

X
(s. Fig. 174) urn X2 = artg R2

2

sind
Die

vor.

widerstandslos verbunden, an
Spannung J 2 Z2 eilt gegen J'j

In dem Parallelkreis Ya f1ie13t

der Strom J O k =J2 z2 ya •

Die Summe aus J 2 und J Ok ist der primare "Kurzschlu13strom"

J l k • Die Spannung Juzl' die gegen J l k um Xl=artg~1 voreilt,
I

gibt zu J'Jz'J addiert die primare "Kurzschlu13spannung" P l k • J 2

eilt gegen J l k um i'k vor und es sei das Verhaltmis der Strome

J U = OJ 2 (284)
Frs eockel , Wecbselstrlime. 2. Aufl. 15
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P1 k eilt Es sei

.. (285)

und nach (284)

. . . . (286)

gegen J 1k urn fPk vor, gegen J'J urn (fPk - Yk)'

P 1k = J l/<Zk ' ••••

Zk der Scheinwiderstand bei KurzschluB ist,

P1k = J 'JCk Zk • • ••

worin

0) Superposition von Leerlauf und Ku rz sch l u B zum B e
lastungszustand.

Bei Belastung besteht an den sekundaren Klemmen die Span
nung P 2 und der Strom J 2 , ihre Phasen
verschiebung ist fP2 • P 2 bedingt primar
eine Spannung P I O und einen Strom J I O'

J 2 die Spannung Plk und den Strom J l k ,

die durch GI. 281, 282, 284 und 285
bestimmt sind. Da die Gleichungen linear
sind, ergeben sich Spannung und Strom
an den primaren Klemmen durch Ad
dition der entsprechenden GroBen bei
Leerlauf und bei KurzschluB; es wird:

~I = ~10+ ~Ik = (£0 ~2+ (£k32 3k (287)
31 = 310 +3I

I
k = ~2 (£o~o +32(£k(288)

Das Vektordiagramm Fig. 175 zeigt die
Addition. P 1 k eilt gegen J I k urn fPk

Fig. 175. vor, J u ist gegen J 2 urn r; verzogert,
also gegen P 2 urn f{!'J + Yk' und da P2

gegen P10 urn Yo voreilt, eilt PI k gegen P I O vor urn

a = fPk - f{!2 + (Yo - Yk)' . . " . (289)

ebenso eiIt J 1 k gegen J 10 vor urn

,8 = fPo - f{!2 + (Yo - Yk) • • • • . . (290)

Zwischen den Konstanten t)o' 3k' (£0' (£k in GI. 281 /83 und 284/85
besteht eine weitere Beziehung, Bei Leerlauf war

~10= ~2 +~2t)a31=~2 (1 +~a31)=~2(£0

(£0=1 +t)a31 • (291)
und nach (2g3)

· (283)
Bei Kurzschlull ist

~lk = 32 + 32 3-2 t)a = 32 (1 + t)a32) = 32(£k

(£k= 1 + t)a32 •• •• .

jplk = .sIk31 +.s2 32 = ~lk (31 + t) = 31k 3k

+ 32
3k= 31 (f .

k

· (292)

· (293)
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Aus Gl. 283 und 293 wird mit Riicksicht auf 291 und 292

3kl:)O = (31 + _32_) ~ = 51l:)" + 32l:)a
~k e, ~o ~o ~k

= ~o - l + ~k-l=l _ _ l _

~o ~O~k ~o ~k

(1-l:)o3k)~o~k=1 . . . (294)

Mittels dieser Gleichung kann zu je drei Konstanten die vierte
bestimmt werden.

74. Experimentelle Bestimmung der Konstanten,

Nach Gl. 294 ist
1

~ ~ = - --
o k 1-l:)o3k

Multipliziert man Zahler und Nenner mit ~1 = ~k ' so wird
5k

~1

3k ~k
~I) ~k=~-=-l-_-=-m-l:) = ~k _ ~~' •• •• (294a)

5k 1'1 0

Hierin ist J k der KurzschluBstrom, J 0 der Leerlaufstrom bei der
primaren Spannung PI sie sind P,

um qJk bzw. qJo gegen PI verzogert.
Durch Strom-, Spannungs- und Lei-
stungsmessung bei KurzschluB und
bei Leerlauf konnen J k, qJk und J o'
qJo gemessen werden, Tragt man
J k und J 0 unter qJk bzw. <Po gegen
PI in das Vektordiagramm Fig. 176
auf, so ist die geometrische Dif- o
ferenz von J k und J I) die dritte
Seite des Dreiecks OJoJk ' Daher
wird nach Gl. 294 a der Betrag

OJk r, ()
COCk =Jf= ' 2 2 -- - 294b

o k VJk +Jo -2JOJkcos(qJo-qJk)
oder a ngenahert

COCk "'-- J k J ' . . . (294 c)
- Jk-JOcos(<Po-qJ

Der Winkel zwischen ~k und ~k - ~o ist (Yo + Yk) = 1::: OJJo

( +) J 0 sin (<Po - qJk) ()
tg Yo Yk =J J ' ). . . . 295

k - 0 cos lqJo - qJk
Mit den beiden Gleichungen 294 b (odor c) und 295 kann das

Produkt COCk und die Summe (Yo +Yk) berechnet werden.
15*
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Die Einzelwerte konnen dureh die Leerlauf- und die Kurz
schluBmessung von der Sekundarseite gebrennt werden.

Fiihrt man den sekundaren Klemmen die Spannung P20 bei
ofIenen primaren Klemmen zu, so ist der sekundare Leerlaufstrom

Co< . _ ~\1ol)a II} ,

.v20 - 1 + 1),,0\1 1-'201)0 '

worin nach Gl. 290

und nach Gl. 283
1)0 ij;k
tioi = ij;o

Das Verhaltnis der Betrage 1)0 und Qo' gibt also das Verhaltnis von
Ok und 00 und die DifIerenz der Phasenwinkel ist

,
gJo- gJo =Yk - Yo'

Do. nun das Produkt 0kOO und (Yk+Yo) bekannt sind, konnen O k'°0, 1'k und 1'0 getrennt worden.
SchlieBt man die primaren Klemmen kurz und fiihrt den se

kundaren Klemmen Strom' zu, so ergibt sieh der sekundare Kurz
schluBwiderstand

nach (291) war

daher
Ok' 1 + \)aO! c,
5;:=1 + \)aOl = ij;o

Hiermit kann wieder das Verhaltnis der Betrage und die
Differenz der Phasenwinkel bestimmt worden. Zur vollstandigen
Ermittlung von o.kOO1'01'k geniigen drei Messungen, die vierte karin
zur Kontrolle dienen.

Symmetrischer Stromkreis. Bei einem symmetrischen
Stromkreis ist

Zl = z\1' Xl = X\1
ij;O=ij;k=ij;, YO=1'k=1'·

Bei der Leitung mit verteilter Selbstinduktion und Kapazitat war dies
erfiiIlt (s. S. 201 Gl. 246), sie ist ein Beispiel fiir einen symmetrischen
Stromkreis. Aber auch Transformatoren, Induktionsmotoren konnen
oft als symmetrische Stromkreise betrachtet werden.
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o
Fig. 177.N k = 4200 Watt.

die Wirkspannung

75. Spannungsanderung,

Fur einen symmetrischen Stromkreis wird Gl. 287

~1_ = ~2 + ~23k'

di e in dem Diagramm Fig. 177 dargestellt ist. :
Bei Leerlauf ist die primare Spannung

PI O=P2C,

bei Belastung ist sie PI' die prozentuale Spannungsanderung von
Leerlauf bis Belastung ist daher B

PI P
P -P 0 -- 2 OB-OA

15= _1_ - ..!Q 100 = - - ··_ - = --- --- 100 .
~ ~ OB

(f

Hierdurch ist die Spannungsanderung fur den allge
meinen Fall auf die einer Leitung mit Widerstand
und Selbstinduktion zuriiokgefiihrt und kann wie dort
berechnet werden (s. Kap. [V, S. 44).

Bei spieI. Bei einem Einphasentransformator
fur 200 kVA und 10000 Volt primar bei 50 Pe
rioden wurde gemessen
J lk = 20 Amp., Plk = 366 Volt,

Es ist daher bei normalem Strom
bei KurzschluB

N k 4200
Jazkcos CPk = J = W- = 210 Volt,

1k

d. h. 2,1 °/0 der Klemmenspannung, und die Blindspannung.

Jazksincpk= 11PI \ - (~kr= Y3662
- 210~=300 Volt

lk

oder 3 O!0 der Klemmenspannung.

%
c

f8"

l~

3

2

o

t- <,
\

- ~C< &'1'.
0,8 O,/f D,5 0,8 1,0

Fig. 178. Fig. 179.
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In Fig. 178 ist das Diagramm nach Kap. IV Fig.32 aufge
tragen. Fur cosIJ?2=0,9 erhalt man aus del' Figur a=3,2 o/0 '

fJ=1 ,8 %

fJ2 1 82

e=a + 200 = 3,2 + 2~0 = 3,216
%

,

Fig. 179 zeigt die Spannungsanderung fiir nacheilenden Strom
von cos 1J?2 = 0 bis 1.

76. Berechnung der maximalen abgegebenen Leistung.

Die abgegebene Leistung ist

N 2=P2J2cos 1J?2 '

Bei konstanter prImarer Spannung und fiir eine bestimmte Phasen
verschiebung 1J?2 nimmt mit steigendem Belastungsstrom J 2 die
Spannung P2 abo Die Leistung N 2 hat daher ein Maximum.

In del' G1. 287

Das Produkt del' beiden veranderlichen Span
nungsvektoren ist del' abgegebenen Leistung
N 2 proportional und da ihre Summe konstant
gleich P 1 ist, wird das Produkt am gr6Bten,
wenn sie gleich sind: die abgegebene Leistung
ist also am gr6Bten , wenn die Leerlauf
spannung gleich del' KurzschluBspannung ist.

In diesem FaIle, den Dreieck 0 B C in

P,

o
Fig. 180.

~1 = ~2~O +32 ~k 3k '

die durch das Spannungsdreieck 0 A B Fig. 180 dargestellt wird, bilden
8 die beiden 8pannungsvektoren P l o = P 2Co

und P1k=J2fCkzk' wie auf 8.226 gezeigt
wurde , den bei konstantem Wert von 1J?2
konstanten Winkel

a= IJ?k- 1J?2+ (Yo- Yk)'

Fig. 180 darstellt,

daher

ist

P 2mCo=J2 ",Ckzk = ~(; '
2 cos "2

P 1
2

cos 1J?2 ( )
N2max=P2",J2mCOS IJ?2= a .• 298

4 cos2"2 COCk Zk

8etzt man
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so wird

N
- P l J k -Jo cos (CPo - CPJ

" ) COS
m

"• max 2 1+cos(CPk-CP2+ro-rk "'-

Die maximale Leistung hiingt von gJ2 abo Das absolute
erhiilt man durch

wenn
- sin CP2 [1 + cos a]= cos qJ~ sin «,

oder

231

. (299)

Maximum

. (287 a)

qJ2 = - (CPk + ro - rk)
lX= 2 (Pk+rO - rk) = - 2qJ 'J'

Da CP2 negativ wird, ergibt sich das absolute Maximum der
Leistung bei Voreilung von J

2
gegen P

2
•

77. .Anderung der Belastung.

Andert sich die Belastung durch Hinzuschalten eines Zweiges,
so andern sich bei konstanter Primiirspannung die sekundare
Spannung, der Gesamtstrom und die Leistung. Die Anderung dieser
Grol3en wird durch die Netzkonstanten wie folgt ermittelt. Divi
diert man G1. 287 durch (£0 und setzt ~2 = 3232 ein, so wird

~l 0< ( --L (£,,)
~= "52 32 I 3"(f-

o 0

Hierin ist nach G1. 297 3"(£". = 3,,' der sekundare Scheinwiderstand
(£0

bei Kurzschlul3 der primaren Klemmen.
In G1. 287 a steht links die Leerlaufspannung an den Klemmen

der Belastung ~2 0' die vor der Belastungsanderung bestand, daher ist

0< _ ~20 (300)
"-52 - 32 + 3k' . .. • • •• •

Der Belastungsstrom J 2 ergibt sich dadurch, dal3 man die Leer
laufspannung auf die Reihensohaltung von 32 und dem sekundaren
Scheinwiderstand bei Kurzschlul3 wirkend denkt. Diesen hier all
gemein abgeleiteten Satz hatten wir schon in Kap. V S. 70 fur die
Briickensohaltung bewiesen,

Die Spannnng andert sich im Verhaltnis

~ 32 ( )
+ ' 301

~20 32 3"
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Setzt man aus Gl. 287 ~2 (£0 = ~1 -,s2 (£kOk in G1. 288 ein, so
wird

,s1 = ~1 t)o +,s2 (£k (1- Okt)O) ,

wofiir mit Riicksicht auf (294) gesetzt werden kann

0< _ ~2
"h-~lt)O+l£- ... (002)

o
~1 t)o = ,s10 ist der primare Strom vor der Belastungsandemng,

~ = ~ 0 ist das Verhaltnis der sekundaren Leerlaufspannung zur
o 1-'1

primaren. Mit diesem Verhaltnis ist der Belastungsstrom ,s2 zu
multiplizieren, urn die Anderung des primaren Stromes zu erhalten,

Die Leistung berechnet sich als reeller Teil des Produktes aus
dem Vektor der Spannung ~1 und dem konjugiert komplexen
Vektor des Stromes (s. S. 34 Gl. 48).

No = [~1.s~OJr

ist die Leistung vor der Belastungsanderung.
Die Leistungsanderung ist, wenn (£ok die zu (£0 konjugierte

Zahl ist,

N1-No=[~1~<J.
o r

Nun ist ~1 = ~2 0(£0 daher auch

N1-No= l~20,s2k(:»1· .. . . (303)

Es ist

(£O=oo&Yo, (£Ok = 0oe- jyo, :of =&2yo.

Ist Yo = 0, d. h. 00 reell, so wird der Faktor 1, dann ist der
reelle Teil des Vektorproduktes [~2 0,s2k Jr die primare Leistungs
anderung. Sonst ist

(£0 2 + ..
~= cos 1'0 J sm 21'0 '

Ok

Man erhalt dann die Leistungaanderung als Summe des mit cos 21'0
multiplizierten reellen Teiles des Vektorproduktes [~20,s2k] und des
mit sin 21'0 multiplizierten imaginaren Teiles.

N1- No = [~20,s2k]r cos 2 1'0- [~20,s\/]jsin2 roo

78. Wirkungsgrad.

Der Wirkungsgrad 'YJ einer Anlage ist das Verhaltnis der Ab
gabe an den sekundaren Klemmen zur Aufnahme an den primaren
KIemmen
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und

Urn die Leistungen aus den Konstanten der Leerlauf- und der Kurz
schluBmessung zu berechnen, beziehen wir aIle GroBen auf den Be
lastungsstrorn J" dem wir die Phase 0 geben, und auf die Be
lastungsimpedanz Z2 ' Es wird dann:

~2 =J2zZ ei<Ps, N 2=J22 Z2 COSCfJ2 '

In Gl. 287 und 288 wird dann:

~1=OOJ2z2ej(<P. + ro)+OkJ2zkei(<pk+rk) } (304)
31 = 0k J2 e irk -t- 0oJ2 Z2Yo ei(<p. + '1'0+ ro>

Der reelle Teil des Produktes aus ~l und dem zu 31 konjugierten
Vektor ergibt:

N1=J22 [Z2 00 Ok{cos(CfJ2+ro-Yk) +ZkYocos(CfJ2+CfJo-CfJk+rO - rkl}
+ Z22 °0

2 Yo cos CfJo + 0k2Zkcos <f1k] = J 2
2 N ,

'YJ = l'l.J. = J 22 Z2 cos CfJ2 Z2 CO~1f2
N

1
J 22N N

Der Wirkungsgrad ist von Z2 und CfJ2 abhangig. Urn das Maxi
mum zu erhalten, bilde man :

?:..!L= 0
dZ2

Die erste Bedingung fiir veranderliches Z2 und konstanten Phasen
winkel ergibt :

Z2=g~V;::::::=g:V~ ' ...• (305)

worin rk= Zk cos CfJk und go= Yo cos CfJo gesetzt ist.
Diese Bedingung konnen wir wie folgt deuten. Es ist:

z2=5.J., P2 00=PI0' J 20k=J1k,
2

durch Einsetzen in Gl. 305 und Quadrieren wird:

Pio go=Jikrk • • ••• (306)

Links stehen die Leerlaufverluste, wenn. an den sekundaren
offenen Klemmen die Spannung P2 besteht, rechts die KurzschluB
verluste, wenn iiber die sekundaren kurzgeschlossenen Klemmen der
Strom J 2 flieBt. Die Gleichheit dieser Verluste bestimmt das Ver
hiiltnis von P 2 zu J 2 , bei dem der Wirkungsgrad ein Maximum ist.

Die zweite Differentiation fiir konstantes Z2 und veranderliohen
Phasenwinkel CfJ2 ergibt nach Einsetzung des Wertes fiir Z2 aus
Gl. 305 wobei die kleine Winkeldifferenz (1'0 - rJ vernachliissigt wurde

. 1 ( . "0 Q • O Q) ( )Z2 SmCfJ2=20
00k

Yo sm CfJOZ2" .O· -ZksmCfJk k" ' 307
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so wird

P10Ja sin<P2 = HP10JlOsin <Po - PlkJasin <Pk) • (307a)

Diese Gleiehung sagt: Die Blindleistung, die sieh aus Leerlauf
spannung und KurzsehluBstrom fiir die betreffende Phasenver
schiebung <P2 ergibt, ist die halbe Differenz der Blindleistungen bei
Leerlauf und bei KurzsehluB. Hierbei ist <Pk im allgemeinen positiv,
d. h. P l k eilt meist gegen J 1k vor. Der Phasenwinkel <Po von Yo ist
bei Leitungen mit Ladestromen positiv, J l O eilt gegen P

I O
vor, bei

Masehinen und Transformatoren meist negativ.
Ist <Po positiv und der Klammerausdruek ebenfalls positiv, so

ist <P2 positiv, P2 soli gegen J 2 voreilen, die Belastung soli induktiv
sein, dies ist bei Kabeln der Fall. Ist hingegen <Po aueh negativ,
so wird <P2 negativ, fiir den besten Wirkungsgrad miiBte die Be
lastung kapazitiv sein.

Setzen wir in Gl. 307 :

Yo sin <Po = bo' Zk sin <Pk =xk'
und die Werte aus Gl. 305 ein, so wird

. bork-Yoxk ( )
SID <P2=. . . . . . 308

2 Vgo r.

Mit den Ausdriieken (305) und (307) wird nun der grollte Wirkungs
grad:

1
YJmax = . (309)

Co o; (1 +rdo +xk bo+ 2 cos <P2 Vrkyo)

Fiir einen symmetrisehen Stromkreis ist (£0 = (£k; dann
wird allgemein das Verhaltnis der primaren Spannung zum primaren
Strom naeh Gl. 304

Multipliziert man Zahler und Nenner mit Z2 e- jrt und setzt die
Werte fiir Z2 und <P2 fiir den maximalen Wirkungsgrad naeh Gl. 305
und 307 ein, so ergibt sieh leieht:

~l =Z e -j'f"
~I 2 •

In einem symmetrisehen Stromkreis stehen also Strom und Spannung
bei dem grolsten Wirkungsgrade primar und sekundar im gleiehen
Verhaltnis, nur hat die primare Phasenverschiebung entgegengesetztes
Vorzeiehen als die sekundare.
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Beispi el. Eine Dreiphasen.Hochspannungsleitung fiir 110000 Volt
120 qmm fiir 50 Per. rsek mit den Konstanten fiir eine Phase

R = 0,15 Ohm jkm , L = 1,3 m.Hjkm, 0=0,009 p,F /km,

A = 0,3 .10-6 Siemensjkm.

In nachstehender Tabelle sind fiir eine sekundare Linienspannung
von 110000 Volt und fiir Langen l von 100 bis 500 km die Schein
widerstande Z2' die Phasensbrdme J 2 , der Leistungsfaktor cos ({i2' die
Leistung N 2 fiir den groBten moglichen Wirkungsgrad berechnet.

l 100 200 300 400 500 km
Z2 • 700 694 673 647 626 Ohm
J 2 • 91 91,6 94,5 98,4 101,6 Amp.
cos '1'2 0,998 0,991 0,98 0,968 0,951
N2 17250 17280 17640 18100 18 360 kW
'1Jmax ' 95,8 91,9 88,0 84 ,9 82,7 0J0
J 10 18,0 36,0 53,3 70,2 85,6 Amp.

Hieraus ist ersichtlich, daB der beste Wirkungsgrad bei einer
sehr niederen Strombelastung eintritt « 1 Amp. jrnm''] . Die mit
hochstem Wirkungsgrad iibertragbare Leistung ist fast unabhangig
von der Leitungslsnge. Freilich ist zu beriicksiehtigen, daB das
Maximum Bach verlauft, Der beste Wirkungsgrad selbst nimmt mit
steigender Lange ziemlich schnell abo Die Erklarung dafiir gibt
der in der letzten Zeile stehende Leerlaufstrom J 1 0 , der bei 500 km
Leitungslange schon fast ebenso groB ist wie der Belastungsstrom.
Bei Verwendung einer Doppelleitung wiirden der Belastungsstrom und
auch der Ladestrom nahezu verdoppelt, der Wirkungsgrad wiirde nur
unwesentlich verandert,

79. Das Arbeitsdiagramm.

Das Arbeitsdiagramm stellt bei konstanter primarer Spannung P 1

die primaren und sekundaren Strome, die sekundare Spannung, die
Leistungsaufnahme und -abgabe dar, wenn die Belastung sich bei
konstanter Phasenverschiebung ({i2 andert.

Auf S. 232, Gl. 302 war gezeigt, daB

0< _ ~2 ( )
-'51 - j)31 i)o+ [0 . 302

ist; der primare Strom J
1

setzt sieh zusammen aus dem Leerlauf
J

strom J 0 = P 1 Yo und dem dem sekundaren Strom proporbionalen C~ .
o

Tragt man in Fig. 181 J 0 = 0 Po urn ({io gegen P1 verzogert auf,

und ist PoP ein beliebiger Wert von J 2 so ist OP der Primar°0 '
strom J 1 •
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Nun wird aus G1. 287 S. 226 durch beiderseitige Division
mit (£0 (£kOk :

_~=3~+ ~2 (287b)
(£0 (£k Ok (£k Ok (£0

Nach S. 226 bilden \132 (£0= \1310 und .S 2 (£k Ok = \131" den kon
stanten Winkel

ex=CPk - qJ2 + 1'0 -I'k'

daher bilden die ihnen proportionalen Strome

Strecke

diesen

32
[0

ebenfalls

~2 und
(£l;3k

in G1. 287b
Winkel.

Tragt man in Fig. 181 an
J

Po P = - 2_ unter Winkel ex die
00

PP = -~!-
k 0kZk

an, so ist die Summe nach
G1. (287b) konstant

POPk=O- _POl -.
o k Zk

Die Strecken 0 Po und
Po P k ' und dahor ihre Summe,

Fig. 181. sind konstante Strome, es ist

oP k = 0 Po + PoPk = \131 ~o + (£o~dJk = ~: (Ok ~o + (£0
1
(£~ ,

und da nach GI. 294 :
1

~o Ok + rc- (£ = 1 ,
\2-0 k

wird OPk = \13
1 = 3"

0',
der KurzschluBstrom bei der Spannung PI' er ist gegen PI um ({Jk

verzogert,
Die Vektoren von den drei festen Punkten 0, Pound P k nach

J ' P
dem Punkt P stellen also 0 P = J l , Po P = -01- und P P k =0- .a,

o k Zk

dar. Da PoP und P P k die konstanto Summe POP k haben und den
konstanten Winkel ex bilden, bewegt sich der Punkt P bei ver
anderlioher Belastung auf dem Kreis iiber POP k als Sehne, mit dem
Zentriwinkel Po M P k = 2 ex . Jedem Punkt P des Kreises entspricht
ein anderer Belastungszustand.
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. . . . . . (310)

ist Yo = Yk' daher

Konstruktiou des Kreises.

Hat man durch Leerlauf- und KurzschluBmessung J o' CPo' J k' CPk
ermittelt, so tragt man J k = 0 P k unter CPk und J 0 = 0 P 0 unter CPo
gegen PI auf. Der Mittelpunkt M des Kreises liegt zunachst auf
der Mittelsenkrechten D M auf PoPk' Als zweiten Ort kann man den
Radius PoM wshlen, der mit der Sehne POPk den Winkel 90 0

- a
bildet. Nach S. 227 ist

1=: OPkPO= ]'0 + Yk·
POP k bildet daher mit der Richtung von Pi' d. h. der Vertikalen
in Fig. 181, den Winkel CPk - (Yo + Yk) oder mit der Horizontalen

1=: P kP OS = 90 0-CPk +Yo +Yk'
Daher bildet der Radius Po M mit der Horizontalen den Winkel

{3= MPoS=PkPoM -PkPOS
= 90 0

- a-[90 0
- CPk+ Yo +Yk] = CPk-(YO+ Yk) - a.

Da

ist, wird
~=(fl,2-2yo

Fiir einen symmetrischen Stromkreis

2YO=YO+Yk=OPkPO'

fJ=cp2 -(Yo + Yk) = cp2 - OPkPO'

Bei induktionsfreier Belastung, CP2 = 0, wird

p=-2yo·
PoM liegt dann oberhalb PoS und fiir den symmetrischen Strom
kreis wird

Darstellung der Leistungen im Diagramm.

Zugefiihrte Leistung. Der Vektor OP =JI bildet mit der
Richtung der Klemmenspannung P 1 den primaren Phasenversohie
bungswinkel CPl ' Die Ordinate P N =JI cos CPl (Fig. 182) ist daher
bei konstanter Spannung P; proportional der zugefiihrten Leistung
N l =PlJ1 cos CPl' Der Abstsnd eines Kreispunktes von der Ab
.szissenachse ist also ein MaB fiir die primar zugefiihrte Leistung.
Fiir alle Kreispunkte, die unterhalb der Abszissenachse liegen, ist
.sie negativ, sie ist eine abgegebene Leistung, entsprechend oinem
.generatorischen Betriebszustand

Sekun d ar abgegebene Leistung. In dem DreieckPoPPk war

PoP= J 2 und PPk= ..!-2_ ,
Co CkZk

-d aher ist der Inhalt des Dreiecks
1 . 1 sin a
-POP'PPksma=-J.P2-00
Z ~ . 0 kZk
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proportional der Leistung N e = P eJe cos ({Ie an den sekundaren

Klemmen. Da die Grundlinie des Dreiecks PoPk = ..-!.}-- ist, ist
C OCkZk

die Rohe
PH _ J e Pe sin a _ N'J sin a

- - -P-I -- PI COS ({I'J'

Ein Lot 'P L von P auf den Radius P oM bildet mit PoP k den
Winkel PoBL =PBH= a. Daher ist

PB =!H = N e
sin a PI cos ({I2

Der Abstand eines Kreispunktes von der Geraden PoPkist pro
portional der sekundaren Leistung.

P,

Fig. 182.

Wirkungsgrad. Da der Radius PoM mit der Abszissenaohse
den Winkel «({Ie - 21'0) bildet, ist auch der Winkel zwischen P L
und P N: 1:-L P N = (({Ie - 21'0)'

Es war

und

daher

PQ= PN = N l ,

cos «({I'J - 2 1'0) PI cos «({Ie - 2 I'J)

PB N 'Jcos (/Pe-21'0) cos (({I'J'-2 1'0)
-- = - =1] - - - - - -.
P Q N I cos ({Ie cos ({Ie
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Das Verh altnis der sekundaren Leistung N 2 zur primaren
Leistung N l ist der Wirkungsgrad 'YJ. Er wird, abgesehen von dem

cos (cp - 2 Y )
Faktor 2 0 , durch das Verhaltnis P B :PQ dargestellt.

cos ep2
Da Yo ein kleiner Winkel ist , ist der Faktor sehr nahe gleich l.

Bequemer la13t sich der Wirkungsgrad noch in folgender Weise
ablesen . Man verlangert PoPk iiber Po und zieht durch ihren
Schnitt S mit der Abszissenachse eine Parallele l'l' zu PL. also
senkr echt zum Radius PoM. Eine Parallele WT' zur Abszissenachse
bringt man mit der VerHingerung des Strahles PS zum Schnitt in A,
dann ist

L1 Wl'S '" L1 SQB,
daher

AV : VS =SQ:PQ,
W V: V S =--= S Q: B Q,

durch Division wird
Al' BQ
Wl'=PQ

und

Der Strahl PA schneidet von der konstanten Streeke W Vein
St iick WA ab , das, abgesehen von dem Korrektionsfaktor, die se
kundare Leistung in demselben Ma13stab darstellt, in dem WV die
primare Leistung darstellt. A V ist in dem glei chen MaBstab der
Verlust, als Differenz der primaren und sekundaren Leistungen. Der
Abstand eines Punktes A und daher auch ein es Kreispunktes P von
der Geraden l'l', die senkrecht auf dem Radius steht, ist somit
'dem Verlust proportional.

80. Beispiele.

1. Das Arbeitsdiagramm des Mehrphasen-Induktionsmotors.

In Kap. X S. 176 wurde gezeigt, daB das Verhalten des In
duktionsmotors beziiglich Stromaufnahme und Leistung gleich ist
dem eines induktionsfrei belasteten Transformators.

Von der auf die sekundare Wicklung, den Laufer, iibertragenen
Leistung. die mit N a bezeichnet wurde, ist ein Teil, entsprechend
der "Schliipfung" 8 des Laufers gegen das Drehfeld der Strom
warmeverlust in der Wicklung. Dieser ist bezogen auf eine St at or 
phase
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und die pro Phase auf den Laufer iibertragene Leistung

N -J 2
R2

a- 2 S •

Die Differenz ist die mechanische Leistung

N m = J 2'.lR2 G- 1),
so daB der Transformator, durch den der Induktionsmotor ersetzt
wird, an den sekundaren Klemmen die Spannung

P =J R (-'!'-1)2 '.l 2 8

und den Belastungswiderstand R2 (~-1) besitzt (s. das Ersatz

schema Fig. 140 S. 176.
Das Arbeitsdiagramm ist durch den Leerlaufstrom, den Kurz

schluBstrom und den Phasenverschiebungswinkel CfJ2 der Belastung be
stimmt. Da die meohanische Belastung des Motors einer induktions
freien elektrisohen Belastung aquivalent ist, ist CfJ'.l = O.

Den KurzschluBzustand erhalt man, wenn der Belastungs
widerstand

ist, d. h. wenn 8 = 1 ist, also bei stillstehendem Laufer.

w

u

Fig. 183.

Bei Leerlauf ist der Belastungswiderstand unendlich groB, ihm
entspricht 8 = 0, d. h. der "synchron " mit dem Drehfeld rotierende
Laufer. Da hierbei kein Strom im Laufer entsteht, ist das Dreh
moment Null. Die synchrone Geschwindi.gkeit ist die, der ein voll
standig entlasteter Motor zustrebt. Wird er belastet, so schliipft or
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urn einen bestimmten Betrag, bei dem ein solcher Strom entsteht,
daB das Drehmoment, das er mit dem Drehfeld bildet, dem Belastungs
moment das Gleichgewicht halt.

Tragt man den Leerlaufstrom J 0 und den KurzschluBstrom J k'

die durch Messung ermittelt seien, in das Diagramm Fig. 183 ein,
so liegt der Mittelpunkt M des Kreises zunachst auf der Mittel
senkrechten auf POPk o Als zweiten Ort konnte man den Winkel fJ
wie in Fig. 181 antragen. Eine andere Konstruktion ist folgende.
Wie an Fig. 181 gezeigt wurde, ist dor Zentriwinkel

POMPk = 2 a ,

worin allgemein

a = f{Jk - f{J2 + 'Yk - 'Yo

ist. Der Induktionsmotor ist meist ein symmetrischer Stromkreis,
d. h. es ist 'Yk = 'Yo ' und da f{J2 = 0 ist, wird

a =f{Jk'

Man tragt also an PoPk den

1:. P k Po M = 90° - a = 90 0
- f{Jk

an .
Das Arbeitsgebiet des Motors von "synchroner" Geschwindig

keit bis zum Stillstand ist der obere Bogen Po P P k des Kreises.
Man entnimmt dem Diagramm die primsren Strome J 1 = OP und
deren Phasenverschiebungswinkel f{J1' die primar zugefiihrte Leistung
ist der Abstand der Punkte P von der Abszissenachse, die sekun
dare (die mechanische) Leistung ist der Abstand der Kreispunkte
von der Leistungslinie PoPk ' und das Verhaltnis von abgegebener
zu zugefiihrter Leistung, den Wirkungsgrad 17, zeigt die nach den
auf S. 239 fiir Fig. 182 gegebenen Regeln eingetragene Wirkungs
gradlinie W - V.

Bei dem Motor interessiert noch die Darstellung des Dreh
momentes und der Geschwindigkeit, die wir wie folgt im Diagramm
ermitteln,

Das Drehmoment ist proportional der auf den Laufer iiber
tragenen Leistung

Da

P P == J 2

o Co

ist, wird fiir Co= Ck

und hier

~:ft = ~k2 (~ - 1) .

Fraenckel , Wech8eJ8triime. 2. Auf!. 16

(311)
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Nehmen wir an , der Laufer werde mit unendlich groBer Ge
schwindig keit an getrieben (8 = 00), so muf auch die sem ideelJen
Zustand ein Kreispunkt entspreehen. Hi erbei sind N a und das Dreh
moment Null, weil bei unendlich groBer Lauferfrequ enz J 2 genau
urn 90 0 gegen die EMK verz oger f ist. Fiir 8 = 00 ist die Leistung
N m gleich -J'J2R~ , das neg ative Yor zeichen bedeutet , d aB der
Strom wiir mever lust dem Laufer mechanisch zugefiihrt wird.

Sei P CJ) d er Kreispunkt, der dies em Zust and entspricht, so ist
fiir ihn nach Gl. 311

P<cPk PkP<c R2 ( )
- POP<c = POP<c = Z;;. . . . .• 312

und durch Division beider Gleichungen folgt

PPk POP<c = (~ -1).
PoP PkP<c 8

P w kann nicht exper iment ell aufgenommen werden. GI. 312
gibt aber einen Anhalt fiir seine Konstruktion. Die Ordinate des
KurzschluBpunktes Pk ist

PkQ -:- OPkcos ({Jk= OPk. Rk,
Zk

ein MaB· fiir den KurzschluBwiderstand R
k

, wenn OP
k

die Kurz
schluBimpedanz Zk darstellt . Diese GraBen werden bei KurzschluB
gemessen. Ebenso kann der Lauferwiderst and R'J gemessen oder
berechnet werden. Tragt man ibn gleich PkR auf PkQ a b, so ist

PkR _ ROJ
OP

k
- Zk

" Dieses Verhiiltni s soll nach GI. 312 zwischen PkP"" und PoP""
bestehen, und da P oPw Pk = a, OP~ Q= ({Jk' und, wie gezeigt, hier
a ' ({Jk ist, macht man

indem man
1: PkPOP"" = 1=: PkOR

antragt und findet P00 •

Aus GJ. 313 findet man nun das Drehmoment und die Schliipfung
wie folgt. F alit man von P ein Lot auf den Radius PoM, 80 bildet
dieses mit der Geraden POPk den Winkel PoN L = a.

Nun ist

daher
und

und
PPk PN
--=-- - ,
PoP PoN
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und hiermit wird nach GI. 313

~=(~-1).
Nun ist der Abstand P N des Kreispunktes P von der Geraden

POPk ein MaB fur die abgegebene Leistung J
2

2 R 2 (~ - 1 ) , daher

ist N L im gleichen MaBstab der Stromwarmeverlust J
2

2 R
2

und PL

all) Summe von heiden J 22 R2 die auf den Laufer iibertragene
s

Leistung und das Drehmoment. Der Abstand eines Kreispunktes
von der Geraden PoP", ist ein MaIl fiir das Drehmoment, die
Gerade PoP", heiBt die Drehmomentlinie. Ihre Schnittpunkte mit
dem Kreis besbimmen die Zustande, bei denen das Drehmoment
Null ist, namlieh bei Leerlauf (Synchronismus) und bei unendlicher
Geschwindigkeit.

Es verhaltaioh

NL :PN:PL=s: (l-s): 1.

Bequemer ist folgende Darstellung: Zieht man eine Parallele
TU zu PoP", zwischen der Kreistangente PoT und der Goraden
PoPk ' und ist B der Schnitt des Vektors PoP mit dieser Geraden
T U, so folgt aus den ahnliohen Dreiecken

PoTBrvPLPo und PoTUrvPoLN
TB:TU =NL:PL=s:l.

Der Abschnitt T B ist also proportional der Schliipfung 8 und
der Abschnitt BU der Geschwindigkeit (1 - 8).

Das gri:iBte Drehmoment ergibt sich in D auf dem Lot M D
auf der DrehrnomentJinie. Punkt D teilt das Arbeitsgebiet des
Motors in zwei Teile. Von Po bis D entspricht einer vergri:iBerten
Schliipfung eine Zunahme des Drehmomentes, hier ist der Betrieb
st abil, von D bis Pk entspricht einer Zunahme der Sehiipfung eine
Abnahme des Drehmomentes, hier ist der Betrieb unstabil. D ist
die Stabilitatsgrenze,

Ebenso wie man die meohanisohe Belastung des Motors durch
eine gedachte elektrisohe ersetzt, kann man sie auch durch cine
wirkliche elektrische ersetzen, ohne daB sich an der Stromaufnahme
und dem Drehmoment etwas andert. Hierzu schaltet man einen

Vorschaltwiderstand in den Rotor. 1st er R 2 (~ - 1), so hat der

Motor bei Stillstand dasselbe Drehmoment und denselben Strom, wie
beim Lauf bei der Schliipfung s , ohne Vorschaltwidcrstand. Durch
Abstufung der Widerstande kann man dem Motor alle Anlaufdreh
momente geben, die er beim Lauf vom Stillstand bis Synchronismus
entwickelt,

16*
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Fig. 184.

Elektrotechnik 1899 ) angegeben.

480,5

.co If , ~t
I

V1J V -'"/'

II / cas lP

V /
I1/ /

1/ V
I .:!--V
(J.- -...-

V- s -.....- 1...&
:- N1m '=

0,6

In Fig. 184 sind die au s dem Diagramm ermittelten Werte des
Stromes J, de s Leistungsfakt ors cos cp, des Wirkungsgrades 1] und
der Schl iipfung als Funktion der Belastung N 2 bi s zur maximalen

1,0 Loi stung aufget ragen. Der Strom
7J ist in Prozenten des KurzschluB

st romes dargestellt .
Analog konnte man die

Kurven fiir das un stabile Gebiet,
und ferner fiir die Arb eitswei se
als Generator auftragen, der der
Kreisbogen unterhalb der Ab 
szissenachse entspricht.

Da s Kreisdiagramm de s
Induktionsmotors wurde zuerst
von Heyland (ETZ 1894) in
vereinfachter Form , das hier

1
abgeleitete exakte Diagramm
von Os sann a (Zeitsc hr ift fiir

2. Der Resonanztranstormator ' ).

Ein Resonanztran sformator ist ein Transformator, an des sen
sekundare Wicklung K ondens atoren angeschlossen sind. Er wird in
der Funkentelegraphie zur Transformierung von Weoh selstrbmen in
solohe von hoher Spannung verwendet.

Di e Kondensatoren sind an einen Schwingungskreis an geschlossen,
der eine Funkenstrecke enthalt : sobald die Kondensatorspannung
die Funkenstrecke tiberschlagt, entladet sich der Kondensator in den
Schwingungskreis mit einer Frequenz, die von den Konstanten des
Kreises abhangt. Beim Ubersohlagen der Funken strecke ist der
K ondensator fast kurzgeschlossen , und die sekundaro Klemmen
s pann ung des Transformators geht auf einen kleinen Wert zuriick.
Sobald der Funke erlischt, steigt sie wieder auf den fr iiheren Wert,
die Resonanzspannung. Diese kann durch passende Wahl der Ver 
haltnisse ein Vielfaches der Leerlaufspannung des Transformators
sein, und es wird durch die bes ondere Art der Erzeugung dieser
hohen Spannung bezweckt, daB beim Ubersohlag de s Funkens die
Lichtbogenbildung an der Funkenstrecke vermieden wird.

An Hand des Di agramms seien die Strom- und Spa nnungs
verhal tnisse des Transformators erortert, wenn die sek undar an
geschlossene Kapazitat alle mogliohen Werte von 0 bis 00 annimmt.

1) s. S ei b t , ETZ 1904, S. 276; B eni schk e, ETZ 1907, S. 25; Bethenod,
Jahrb. f . drahtl. Telegraphie u. Telephonic 1907, S. 534.
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Leerlaufstrom und Kurzschlul3strom sind gegeben, 0 sei die
variable Kapazitat, dann ist an den sekundaren Klemmen

r . = J'J und 900
~ wO fJJ'J=- '

Fur Kapazitat wird im Diagramm
n

1:: a= fJJk - fJJ2+ YO-Yk=fJJk+ 2+Yo - Yk'

Da wir den Transformator als symmetrischen Stromkreis be
trachten konnen, ist Yk =- Yo'

st
a = fJJ k+2

und 1::PkPoM=~-a=-fJJk' s. Fig. 185. Das negative Vor

zeichen sagt, daB dieser Winkel von POPk nach oben aufzutragen
ist. Da

Noch einfacher stellt
sich die Kapaeitat 0 dar,
wenn man durch Po die
Gerade PoO senkrecht zum
Radius PkM zieht. Die
Gerade P P

k
schneidet auf

PoO eine Strecke PoB ab,
fiir die infolge der Ahn
lichkeit der Dreiecke
POPPk und BPoP" gilt c
PoB : POPk= PoP : PkP

1 1
=Zk: - -=WO : -

wO Zk

PoB ist also w 0 im glei
chern MaBstab, in dem

POPk den Leitwert ~ dar-
Zk

steUt.
Wachst 0 von Null

anfangend, so nimmt der primare Strom erst ab und ist am
kleinsten, wenn er in die Richtung OM faUt; er waohst dann,
kommt in Phasengleichheit mit der Klemmenspannung und dann
in Voreilung. Die sekundare Spannung P P

k
wiichst mit steigender
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Kapazitatsbelaatung von der Leerlaufspannung PkPo anfangend und
erreicht ihren gro13ten Wert in Pm' wenn PmP k der Kreisdurchmesser
ist . Hier hesteht Resonanz . Die Leerlaufspannung ist

P PI und P P = POPk
20 = 0

0
' m k COS qJk

P = P20

2 max COS f{\

Je kleiner COS qJk ' um so groBer wird das Verha lt nis der maxi
malen Spannung zur Leerlaufsp annung ; hierzu miissen die Wider 
stande des Transformators moglichst klein sein. Fiir den widerstands
freien Transf ormator ware die Erhohung der Spannung wie beim
einfachen Resonanzstromkreis unendlich gro13. Fiir Pm ist

PmPk 1
PoPm = sin qJk

daher die Kapazitat fiir die groBte Spannung

o _ sin qJk
( P2 max ) - ---;;;z ,

k

sJO wird um so kleiner, [e groBer der Scheinwiderst and bei Kurz
schluB ist. Da die Widerstande mogliohst klein sein sollen, muB
die St reuung gro13 sein .

Der sekundare Strom bei Resonanz POPm ist wesentlich gro13er
als der bei Kurzschlu13 POP

k
; es ist

I t~ "...

II ' " / -,
V "V r-,

,/ <,
/' r-;

-~'fl::~

2,0

3,0

1,0

J. J2 k
2 (P2 max ) = tg qJk·

Durch die groBe Streuung
und den kleinen KurzschluB
strom wird er reicht, daB bei iiher 
briickter Funkenstrecke kein
starker Strom aus dem Trans
formator nachflie13en kann.

Der grollte Sekundarstrom
ergibt sich , wenn P auf dem

qB Il'+ 0,6 0,8 ~o ~z ~'+ ~6 ~ ~Durchmesser durch Po liegt;
Fig. 186. die gr oBte Ladeenergie des

Kondensators, die proportional
dem Produkt J 2 P2 , also der Hohe des Dreieoks POPPk ist , wenn

P senkrecht iiher der Mitte von Por, liegt. Rierbei ist w
1
0 = Zk .

In Fig. 186 ist das Verhaltnis der sekundaren Spannung P
2

zur

Leerlaufspannung P 2 0 ala Funktion von w
1
0 : Zk aufgetragen.
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81. Vektorgleichung uud geometrischer Ort.

Als geometrische Orter fur Strome und Spannungen bei Ver
anderung der Bedingungen des Stromkreises hatten wir in den einfachen
Beispielen (s. S. 34, 325) Gerade und Kreise gefunden. Bei komplizier
teren Schaltungen, wie sie z. B. durch Maschinen dargestellt werden, er
halt man auch Ortskurven hoherer Ordnung. Ohne auf die Theorie
der Maschinen hier einzugehen, solI gezeigt werden, wie aus den
Gleichungen eines Systems auf die Ortskurve geschlossen werden
kann 1).

Fiir konstante Koeffizienten L, M , R usf. sind die Grund
gleichungen eines Problems, die aus den beiden Kirchhoffschen
Regeln hervorgehen, stets lineare algebraische Bedingungsgleichungen
zwischen den duroh : Zeitvektoren dargestellten Weohselstromgrollon.
Jeder Vektor eines Stromes, einer Spannung usf., del." kurz mit m
bezeichnet sei, laBt sich daher darstellen durch einen als konstant
zu betrachtenden Ausgangsvektor U und einen Propornionalitatsfaktor
Sf, der im allgemeinen eine komplexe Zahl ist.

m=U·Sf
Andert sich nun irgendeine GroBe der Bedingungsgleichungen, indem
man einen sie messenden Parameter v versohiedene Werte durehlaufen
laBt, so erscheint der komplexe Faktor Sf als Funktion des Parameters
und der Vektor mwird in del." geometrischen Darstellung irgend
eine Kurve beschreiben. Ist, wie unter der gemachten Voraussetzung
zutrifft, die zu messende GroBe eine rationale Funktion des Para
meters, so wird auch der gesuohte Vektor meine rationale, im all
gemeinen gebrochene Funktion des Parameters sein. Sind daher
W, 18, (£ usf . konstante, komplexe Zahlen, vein beliebiger reeller
Parameter, so fuhrt die Gleichung des Systems stets auf die all
gemeine Form

m=U.Sf= W+mv + (£v
2 + +Wlv

m
• (314)

'1)+ ~ v +~ v2 + +IJl vn

Diese Gleichung stellt je nach den Potenzen von v eine
Kurve bestimmter Ordnung dar. Jede Zahl W, m, (£, • • • im Zahler
und Neuner hat einen rellen und einen imaginaren Teil, die graphisch
dureh die Koordinaten eines Vektors vom Anfangspunkt dargestellt
werden. Setzt man abgekiirzt die Zahler und Nennersummen ~ (v"')
und:O (vn) , so konnen ~ und :0 in den reellen und den imaginsren Teil
zerlegt worden und es wird

m=?1 (vm)+i P2(Vm)
Q1 (vn)+ i Q2 (vn)

1) s. O. Bl 00 h. die Ortskurven del." graphisohen Wechselstromtechnik,
Ziirich 1917 und W. Michael , Diss., Zurich 19H1.
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Macht man den Nenner reell, so erhalt man

~ = (PI QI + P'J Q!)(vm+n)+ j (P'J Q1 -PI QJ (Vrn+n) (Jj (v)+ ,; 'l! (V).
Q12(v2n)+ Q'J 2(v2n) I

(Jj und 'l! stellen Abszisse und Ordinate der Ortskurve des Vektors ~
dar, und sind rationale gebrochene Funkt ionen von v.

Der Grad der Funkt ionen bestimmt die Ordnung der Kurve,
sie ist (m + n ) wenn m > n ist, und 2 n, wenn m < n ist.

SonderialI. Es sei der Nenner in (314) re ell , wobei entweder
die 'il , ~ , tr, .. . reell sind oder gleiches Argument cp haben. Irn
letzten Fall kann man sie durch ihre Betrage D , E, F , . .. erset zen
und den gemeins amen Faktor ei<p fortlassen, entsprechend einer
Drehung der Kurve urn cp, wobei ihr Charakt er sich nicht andert .

Di e Form mit reellem Nenner

W+58 v+ (£v'J + .. . + Wlvm
~= -------

D + E v +F ·v'J +...+ N vn
. . (315)

ist nun vom Grad e m oder n, je nachdem m > n oder m < n ist .
Da man den Nenner st ets reell machen und GI. 31 4 in die

Form 315 iiberfiihren kann, so gilt allgemein : erscheint der Nenner
in re eller Form, so gibt die grollere der Zahlen m und n die Ordnung
der Kurve an. Nun kann, wenn m < n ist, die Gl. 315 stet s so
umg eformt werden, daB m > n ist. I st m < n , so heiBt dies, daB
fiir v=oo, ~ = O ist, die Kurve durch den Ursprung geht. Ver
schiebt man die Kurve urn eine konstante St recke ·T, was einer
Addit ion eines konstan ten Vektors st zu ~ entsprich t , und brin gt
die Summe ~+ 't auf gleichen Nenner, so wird der Zahl er mindestens
vom Grad des Nenners. Hi ermit kann man sagen : Eine Form mten
Grades mit re ellem Nenner stell t eine Ortskurve m ter Ordnung dar.

Als Ortskurve ers te r Ordnung erscheint die Gerade. SteUt
58 einen Vektor dar, so sind 58 v, wenn valle Werte von 0 bis 00

durchlauft , mit 58 gleichger ichtete Vektoren. Ihre Endpunkte liegen
auf einer Ge ra de n durch den U rs p r u ng, deren Gleichung ist

m =58 v ..... ..•.. (316)

Addiert man zu den Vektoren der Geraden eine n konstanten Vektor
~, der eine andere Ri chtung hat als 58, so ergeben sich neue Vek
toren, deren Endpunkte eine zur ersten parall ele Gerade besohreiben,
die ni cht durch den Urspr ung geht.

~= W +58 v (317)

ist die Gleichung der Ge ra d e n all g em einer Lag e.
Raben W und 58 gleiche Richtung, so ist ihr Verhaltnis reell,

es gibt somit ein en Wert vo' fUr den di e Betrage A +B Vo= 0 erge ben.
Die F orm ~ = 58 (v - vo) zeigt, daB diese Gera de eine andere Punkt
verteilung hat, ab er auch -durch den Nullpunkt geht.
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Durch Inversion der Geraden allgemeiner Lage (317) erhalt man
den Kreis durch den Ursprung. Seine Gleichung ist der rezi
proke Ausdruck von (317)

1
~= m+58v (318)

Diese Gleichung ist nach friiherem zweiter Ordnung, wenn der
Nenner komplex ist. Fur reellen Nenner ist sie erster Ordnung, somit
wieder eine Gerade als Inverse der Geraden ~ = 58 (v- vo), sie hat
dann reziproke Parameterdarstellung.

Versehiebt man den Kreis durch den Ursprung um einen konstanten
Vektor (£, so erhalt man die Gleichung des Kreises in allge
meiner Lage

1 'll+~v
~=(£ +m+58v=m+58v' . . . . (319)

worin 'll = (1 + m(£), ~ = 58 (£ gesetzt ist,
Beispiel. Setzt man in die Hauptgleichungen 287 und 288

Seite 226 den Belastungswiderstand 32 proportional dem Parameter v
und daher ~2 = 3 232v, so wird durch Division der Gleichungen

~ _ ~ (£k+ (£0 tJo 32 V _ 'll +~ V

"51 - 1 (£k Ok+ (£0 32 V - m+58 v'

dies ist die Form der Gl. 319. Hieraus folgt, daB, wie auch bei Ab
leitung des Arbeitsdiagramms bemerkt wurde, sich ein Kreis ergibt,
wenn die Belastung 02 konstanten Phasenwinkel hat.

Die Form 319 zeigt, daB bei der Inversion die Kurve ihren
Charakter nicht andert, die inverse Kurve ist wieder ein Kreis all
gemeiner Lage.

Die Form zweiten Grades
~=m+58v+(£v2 . (320)

ergibt, wenn m, 58, (£ verschiedene Riohtung
haben, wie Fig. 187 zeigt, eine Parabel.
~' = m+ (£ v2 steUt eine Gerade dar mit qua
dratischer Punktverteilung. Setzt man v2 = u,
so ist die Gleichung in u linear. Man hat also
je nach der Potenz der PunktverteiIung Kurven
erster und zweiter Ordnung mit Iinearer, qua
dratischer usf. PunktverteiIung zu unterscheiden.
Raben in (320) 58 und (£ gleiche Ri chtung, so
gibt es aulser v = 0 einen Wert vo' fUr den
BvO+Ov0

2=0 wird, d. h. B=-Ovo' Dann
geht (320) iiber in m+ (£ (v2-- v vo), d. i. eine Fig. 187.
Gerade in Richtung von (£ mit quadratischer
Punktverteilung, bei der aber jedem Punkt zwei Werte von v ent
sprechen.
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Die Gleichung zweiter Ordnung mit reellem Nenner

2I+\Bv
18= C+ Dv+Ev2· . . (321)

geht durch den Ursprung fiir v=oo. Fur 18=00 erbiilt man zwei
Werte des Parameters v, indem man den Nenner gleich Null setzt.

Diese Werte : t'1 o sind, je nacbdem VD2 - 4 C E > 0 ist, reell und
." <

verschieden, reell und gleich, oder konjugiert komplex.
Sind sie gleich, v1 = v2 = W, so erhalt man durch Partialbruch

zerlegung die Form

% + ® 2+18 =(- -)2 -( - )= %U ®u,v-w v-w

wobei u = 1 : (v - w) gesetzt wurde. Nach (320) ist dies eine Pa
rabel durch den Ursprung. Sind v1 und v2 reell und versohieden,
so wird analog

% ®
18 = (1j"=v

1
) + (V _ v

2
) = %u + ® r .

Sie hat fijr zwei versohiedene Werte von v einen unendlich
fernen Punkt und ist daher eine Hyperbel, deren einer Ast durch
den Ursprung geht. Sind endlich v1 und v2 konjugiert komplex, so
ergibt sich fiir keinen Wert von v mehr ein Punkt im Unendliohen,
die Kurve ist eine Ellipse durch den Ursprung.

GI. 321 ist somit die Gleichung eines Kegelschnitts durch
den Ursprung. In allgemeiner Lage erhiilt man sie durch Ver
sohieben urn einen konstanten Vektor ~. Auf gemeinsamen Nenner
gebracht ist die Gleichung

2I'+ 18' t' 4- (£' v2

18= C+Dv+Ev2 •••• (322)

Die Inverse eines Kegelschnitts in bezug auf einen Punkt der
Peripherie ist nach einem bekannten Satz 1) eine zirkulare Kurve
dritter Ordnung, deren Singularpunkt im Inversionszentrum liegt.
Ihre Gleichung ist der reziproke Wert des Ausdrucks (321). Ad
<J.iert man wieder einen konstanten Vektor, so liegt der singulare
Punkt in beliebiger Lage. Die Gleichung der zirkularen Kurve
dritter Ordnung ist in allgemeiner Lage

2I'+ 18' v + (£' v2

18 = ~' + ~'v .....• (323)

Diese Gleicbung entsteht auch wie folgt. Addiert man zu einem
Kreis durch den Ursprung eine Gerade, so ist

18 = 2I+ 18 v + _ 1_ _ = 2I'+ 18' v + (£' v
2

~+G:v ~-hG:v'

1) s, z. B. E. Beutel , Algebraische Kurven. Sammlung Goschen 436, S. 77.
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21' =(1 + 2l~), j8'= (21 ~+j8~), tr'=(j8 &)

gesetzt ist.
Dies ergibt eine Konstruktion der Kurve.
Fur groBe Werle v verschwinden die Vektoren nach dem Kreis

gegen die der Geraden, sie ist die Asymptote der Kurve. Ist dcr
Zahler reelI, so liegt, wie erwahnb, der singulars Punkt im Ursprung.
Die beiden Wurzeln VI ~ fiir die 58 = 0 wird, bestimmen dann, je
nachdem sie gleich, re~ll und versohieden oder konjugiert komplex
sind, einen reellen Doppelpunkt oder einen Umkehrpunkt oder einen
isolierten Doppelpunkt.

Die Inverse der Gl. 323 ergibt die bizirkulare Kurve
vierter Ordnung durch den Ursprung.

Durch Verschieben in die allgemeino Lage wird ihre Form

ro __ 21 + j8_v+ tr'lJ.~. (324 '
iQ • .I

~+&v +i5·v·J

Man kann nun durch sukzessive Addition einer Geraden und
Inversion zu immer hoheren Ordnungen gelangen, wodurch sich aIle
zirkularen Kurven in der Form 314 ergeben, wahrend nicht zirku
lare Kurven (wie die Kegelschnitte) auch in der Form 315 ent
halten sind.
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82. Ausgleichstrome,

Bisher wurden die Erscheinungen des stationiiren Wechsel
st romes besprochen, der sich unter Einwirkung einer gegebenen
Spannung in einem Stromkreis einstellt. Er kann als die erzwungene
Schwingung angesehen werden, weil er im Takt der durch die
Spannung eingepragten Schwingungszahl schwingt.

Andern sich die Bedingungen des Stromkreises, sei es, daB die
zngefiihrte Spannung oder die Konstanten bei Sohaltvorgangen oder
Belastungsanderungen sich andern, so geht der Strom aus einem
stat ioniiren Zustand in einen anderen tiber. Der neue Endzustand
stellt sich nicht augenblicklich ein, weil die ihm entsprechenden
Energien der magnetischen und elektrischen Felder nicht vorhanden
sind, die Felder zunaohet geladen werden. Dies erfordert eine ge
wisse Ubergangszeit. Wiihrend dieser tiberlagert sich tiber den sta
tionaren Strom ein sog. Ausgleichstrom oder freier Strom, der fiir
sich die Bedingungen des Stromkreises erfiillt und den stetigen
Obergang von einom sbationaren Zustand zum anderen vermittelt.
Wir untersuchen zuniichst Stromkreise, bei denen Widerstand, In
dukbivitat und Kapazitat, als konzentriert zu betrachten sind, d. h.
relativ langsame Vorgange, bei denen in jedem Teil des Stromkreises
der Strom in jedem Augenbliek den gleiehen Wert hat und die wir
als quasistationare Stromkreise bezeichnen.

Die Untersuchung vereinfacht sieh, wenn die Konstanten des
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Stromkreises R, L, 0 wahrend der Ubergang szeit sich nicht andern.
Die Spannungsgleichung eines solchen Stromkreises ist von der
Form

P=q;(i, ~~ fidt,), . . . . , , (325)

. (325a)

, , (326)

der Strom zusammen
und dem (freien) Aus-

i=ie+ir • . , . . . .
kann sie zerlegt werden in

fie dt) +q; (ir, ~:r, f irdt),

und da G1. 325 linear ist,

( . die
p =q;,te, (ii'

worin sp eine lineare Funktion ist, deren Glieder teils den Strom i
selbt in Verbindung mit Konstanten, teils den Differentialquotienten
des Stromes nach der Zeit, teils das Zeitintegral des Stromes ent
halten.

Wahrend der Dbergangszeit setzt sich
aus dem (erzwungenen) stationaren Strom i e

gleichstrom ir , es ist

worin p die dem stationaren Endzustand entsprechende Spannung
ist. Nun erfiillt der stationare Strom fiir sieh die Bedingung

(

0 die f 0 d)p=q; te' at' t e t ,

daher ist fiir den Ausgleichstrom

(

0 dir
q; tr , dt'

. . , (325 h)

, (325c)

Man erhalt die Gleichung des Ausgleiohstromes fiir sieh, wenn man
in der Differentialgleichung die zugefiihrte Spannung gleich Null
setzt. Sein Verlauf ist von der Art der zugefUhrten Spannung un
abhangig, daher bezeiohnet man ihn als freien Strom.

Der Ausgleichstrom vermittelt don stetigen Dbergang vom An
fangszustand zum Endzustand. Bei Beginn der Zustandsanderung,
den wir hier als Anfang der Zeitrechnung, t = 0, ansehen, habe der
Strom i einen Anfangswert ia(O)' Bezeiohnen ie(O) und ir(O) die Werte
des erzwungenen stationaren Stromes und des freien Stromes fiir
den Augenblick t~ 0, so ist naeh G1. 326

. • (32 7)

83. Stromkreis mit konstantem Widerstand und konstanter
Induktivitat,

Fur einen solchen Stromkreis gilt nach Kap. II Gl. 21

R ' + L
d i

p= t (ii'

Setzen wir hierin nach G1. 326 i = i e+ ir , so wissen wir, daB
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fiir den st at iona r en Strom die Spannungsgleichung fUr sich erfiillt
ist . Fur den freien Strom gilt daher

R if+L dif = 0 ( )dt . . . . . . . 328

Durch Trennung der Variabeln wird

d if R
-r;= - y; dt.

Integriert man diese Gleichung von den Anfangswerten t = 0,
'r"" if(O) , bis zu t bzw. i f' so wird

In c;:) = - ~ t,
_ H t

. . L •• • . . (329)'r?" zf(O) e

Dies ist die Helmholtzsche Gleichung de s freien Stromes, die
auss agt, daB er von seinem Anfangswert if{O) an mit der Zeit nach

R

der Exponentialfunktion e- L t au sklingt. Die GroBe ~ heiBt Damp-

fungsfaktor, er ist der reziproke Wert einer Zeit. Fur einen Zeit-
. L

punkt t = Ii nach Beginn des Ausgl:::ichsvorganges ist

. • - 1 1.
z(f) = zf{O) e = 2718 Zf (O) ,,

1
der St rom ist auf den - t en Teil seines Anfangswertes gesunken.

e

:t heiBt die Zeitkonstante.

Nach Gl. 32 9 miiBte der freie Strom erst nach unendlioh langer
Zeit verschwinden ; praktisch klingen die meisten Ausgleichsvorgange
in kurzer Zeit abo

Der Strom hat nur noch 1 /100 seines Anfangswertes, wenn
H

e r t: ' = 1 / 100

ist , oder wenn
L L

t = R In 100 =4,605 R '

Ist Z. B. R = 1 Ohm, L = 0,1 Henry, so ist die Zeitkonstante

~ = 0,1 Sekunden, der Ausgleichstrom ist nach 0,46 Sekunden auf

den 10 0. Teil seines Anfangswertes gesunken,
Der Anfangswert if(ij) ist nun entsprechend Gl. 327 au s den be

sonderen Bedingungen zu ermitteln , die sich au s den st abionaren
Anfangs- und Endzustanden ergeben, wio an einigen Beispielen ge
zeigt werden soll,
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a) Der freie Strom beim Aufhoren des Wirkens der Spannung.
Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn der Stromkreis nach Abstellung

der Spannung in sich goschlossen bleibt, etwa bei der Magnet
wicklung einer Maschine, die nach dem Abschalten in sich oder
iiber einen Widerstand kurzgeschlossen wird. Der stationare Strom
ist hier wegen des Fehlens der Spannung ie = O. Der freie Strom
ist daher fur t = 0 nach Gl. 327

i{(O) = ia

gleich dem Wert, den der Strom vor dem KurzschlieBen des Strom
kreises z. Z. t = °hatte. Der gesamte Strom ist also hier

R
. . r t:'
~ = ~a e . . . . . . . . (330)

In dem magnetischen Felde war urspriinglich eine Energie

~ i a2 L aufgespeichert. Die Abnahme der Energie ist - L i di = i 2 R dt ,

sie ist die in der Zeit dt erzeugte Stromwarme, Nach Ablauf des
Vorganges ist die ganze urspriinglioh vorhandene magnetische Energie
in Stromwarme umgewandelt.

Beispiel. In einem 6 poligen Gleichstrommotor ist der FluB
eines Poles ep = 0,07 Voltsek., jeder Pol hat 1700 Windungen, der
Erregerstrom ist 4 Amp., der Widerstand der Erregerwicklung
R=100 Ohm.

Die Induktivitiit wird
ep w 0,07·6·1700

L = -i = - - -4-- = 178,5 Henry.

10
Sek.

{/

iiberlassen, so klingt der Strom nach
'+ Amp

Fig. 188.

b) Entstehen eines Gleichstromes.

Wird der Stromkreis zur Zeit t = ° an eine Gleichspannung P

angeschlossen, so ist der erzwungene stationare Strom i, =~. Der

Strom wahrend der Ubergangszeit ist
R

. . . P . - Lt.
~ = ~e + ~{= Ii+ ~{(O) e

Wird dieser Stromkreis sich
der Gleichung ab

i = 4 e -0,5611 •

Die Zeitkonstante ist 1,785 Sek.;
nach dieser Zeit ist der Strom auf den

4
Wert - = 1,47 Amp. gefallen und auf

e
1 / 100 des Anfangswertes nach 4,605 ·1,785
~ 8,2 Sekunden. Der Vorgang ist in Fig.
188 dargestellt.
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Zur Ermittlung von i{(O) setzen wir die Grenzbedingung ein:

Zur Zeit t = 0 ist i = 0 und i{(O) = - ~, daher

p ( _!!...t)'
i = R 1 - C L •. .. • (331 )

Fig. 189 zeigt das Entstehen des Gleichstromes fiir das vor
hergehende Beispiel. Er ist die Summe des stationaren Stromes
und des freien Stromes und steigt von dem Wert Null allmahlich an.

c) Belastuugsiinderung in einem Gleichstromkreis.

Wird in einem Gleichstromkreis bei konstanter Spannung der
Widerstand plotzlich von dem Wert Ra auf den Wert Re geandert,

so ist der Anfangswert des Stromes ia(O) = ; , der stationare End-
a

wert ie(O) = ; , aus Gl. 327 wird daher
e

. . . p p
tf(O) = ta(O) - te(O) = If - R

a e

" (j 6 Q

Fig. 190.

:[AOW I

r--,---mn

- - --- -- - .,

Silk.
6 10

Fig. 189.

und der Strom wahrend des Ausgleichsvorganges

i =ie+if(O)e - ~et=; +[; -fJe-~et • • (332)
e a e

Fig. 190 zeigt fiir das Beispiel L= 178,5 Henry den Strom
verlauf a) wenn bei 400 Volt der Widerstand von Ra = 200 auf
He = 100 verkleinert wird, b) wenn er von Ra= 100 auf Re= 200
vergrolsert wird. Im zweiten Fall ist der Dampfungsfaktor doppelt
so groB als im ersten, der Vorgang spielt sich viel schneller abo
Wir haben dieses Beispiel gewahlt, weil es zeigt, daB bei einem
Stromkreis mit sehr hoher Selbstinduktion, wie ihn die Magnet
wicklung einer Dynamomaschine darstellt, der Ausgleichsvorgang
mehrere Sekunden dauern kann. Streng genommen ist bei einer sol
chen Magnetwicklung L wogen der Eisensatuigung keine Konstante.
Wie hierbei zu rechnen ist, wird auf S. 269 gezeigt.
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d) Das Einschalten eines Wechselstromes.

Fig . 191.

1 23

worin

Wird der Stromkreis zur Zeit t = 0 an eine Wechselspannung

p =Pmsin(w t + Ip)

angeschlossen, so ist nach Kap. II S. 16 der stationare Strom

i. = in. sin (w t + 1jJ - <p),
v; wL

--=--===-.::.-__=--= , tg <p = - --
VR~+ w 2 L '.l R

R
- - t

ist. Der freie Strom ist wieder i f = if(o) e L

Da der Anfangsstrom i" = 0 ist, wird nach G1. 327

if(O) = - ie(O) = - i m sin (1jJ - <p)
und der gesamte Strom wah rend des Einschaltvorganges :

R- --t
i= i.+ if = im sin (w t +"1) - <p) -im sin (1jJ - <p)e L (333 )

Die GroBe des freien Stromes, der bei t = 0 den stationaren
Strom zu Null erganzt, hiingt von dem Augenblick des Einschaltens
abo Wird in dem Augenblick eingeschaltet, in dem der stat ionare
Strom durch Null gehen wiirde, so ist auch i ( o)= 0, und der Strom
schwingt sich sofort auf den stationiiren einwelligen Strom ein. In
jedern anderen FaIle ist ein freier Strom vorhanden.

In Fig. 191 stellt die
Sinuskurve i. den statio
naren Strom dar, der beim
Einschalten in dem auf
der Zeitachse mit 0 be
zeichneten Augenblick so
fort .entsteht, wahrend bei
den mit 1, 2,3 hezeichneten
Augenblicken, die nach der
Exponentialkurve abklin
genden Ausgleichsstrome
if , if ' if entstehen. Der

1 2 3

resultierende Strom ist nach G1. 333 die Ordinatendifferenz zwischen
der Sinuskurve und den Exponentialkurven. Er hat seinen graBten
Wert etwa 1/4 Periode nach dem auf den Einschaltmoment folgenden
ersten Nulldurchgang (a) des stationaren Stromes, und zwar ergibt
sich aus der Figur die groBte Ordinatendifferenz fiir den Ausgleich
strom if' der die Sinuskurve tangiert. Die Bedingung fiir den Ein-

3

schaltmoment, hei dem der groBte EinschaltstromstoB auftritt , ist
daher, daB fiir t = 0

die .u,
dt~ = 0)= dt;,t= 0) •

Fraenckel , Wechselstriime. 2. Aull. 17
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Aus Gl. 333 erhalt man

w cos (1p- cp)=-~ sin (1p- cp)
L

wL
If= t gcP

tg(1jJ - cp) = - tg lp ,

1jJ = 0 oder n ,

dies ist der AugenbJick, in dem die Spannung durch Null geht.
Fur 1jJ = 0 ist der resultierende Strom

-: [sin(w t - cp) + sin cp e- ~ IJ.
Der Nulldurchgang des stat ionaren Stromes nach dem Einschalten

licgt bei wt = cp. das 1/4Periode spater eintretende Maximum liegt

bei w t = cp + ~ und wird

. . . . . (334)

Fig. 192.

I st R sehr klein gegen wL . so nahert er sich dem Wert 2 im •

Dies ist der groBte Wert des StromstoBes, der bei konstantem L
beim Einschalten im Nulldurchgang der Spannung auftret en kann.

Fig. 192 stellt das Einschwingen des Stromes dar fiir cos cp = 0,18
und beim Einschalten im Nulldurchgang der Spannung.

Rei einer plotzlichen Anderung einer der Konstanten Roder L
des Stromkreises bei konstanter Spannung sind Anfangs- und End
werte des Ubergangsstromes

ia= iamsin(wt+ cp - CPa) ' i.=i.msin (w t + 1p - CP.) ,

der freie Strom im Augenblick t = 0 nach Gl. 327

i { (o) = ia(0) - i . (o) = iamsin (1jJ - CPa) - i.msin (1jJ - CP.) •

Er hangt nicht nur von der GroBe, sonde rn auch von der
Phasenvers chiebung CPa und CP. der stat ionaren Anfangs- und End
strdme gegen die Spannung abo
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84. Stromkreise mit Widerstand und veranderlicher
Induktivitat,

Bei den eisenhaltigen Stromkreisen ist L in weiten Grenzen
veranderlioh, daher ist es nicht mehr moglieh, den freien Strom von
dem stat ionaren rechnungsmalsig zu trennen. Hier ist die Diffe
rentialgleichung

R .+ dl/>p= t w(f;[

zu verwenden, worin I/> = f(i) durch die Magnetisierungskurve ge
geben ist.

Man kann mit Hilfe der Magnetisierungskurve den Vorgang an
genahert graphisch verfolgen, wenn man statt der unendlich kleinen
Anderung dI/> eine endliche LJ I/> in der endlichen Zeit LJ t betrachtet.
Die Annaherung an den wirklichen Vorgang wird um so groBer, [e
kleiner man die GraBen wahlt,

a) Das EinschaIten eines Gleichstromes.
Hier istp = konst. = P und es wird

P '+ LJI/>=Rt wAT'

Fig. 193 stellt die Magnetisierungskurve dar, die zweckmiiBig
so aufgetragen wird, daB die Ordinaten die Kraftlinienwindungen
wifJ= lJF, die Abszissen den Ohmschen Spannungsabfall iR darstellen.
Dem stationaren Strom J entspreche J R = P = 0 A und wI/> = A B.

B tP_----

~--P- i.R .£
c
Fig. 193. Fig. 194.

Greift man nun eine Fluflanderung wLJI/>=DE heraus,bei der
der Ohmsche Spannungsabfall im Mittel i R = 00 ist, so berechnet
sich die zu dieser FluBanderung erforderliche Zeit beim Einschalten

wLJI/>
LJt =P=iR Sek.

17*



und

so ist

(335)
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Durch Einteilung der ganzen Flul31indE'rung von Obis wifJ= AB
in entspreche nde El emente 10 L1 c]J , die ni cht gleichgroB zu sein
brauchen, berechnen sich die zugehdr igen Zeiten LI t und der ganze
E inschaltvorgang. Graphisch verfahrt man wie folgt :

In Fig. 193 seien die Mal3stabe der FluBwindungen und Span
nungen

1 cm = m Voltsek. , 1 em = n Volt ,

wLlc]J =mDE , P -JR=nCA

wLlifJ m DE
Llt = - - -.- = - - - Sek.

P-tR n CA

Macht man in Fi g. 194 01' = m Sek., TP =CA und das Drei
n

eck otp mit der Hohe tp=DE ahnlich dem Dreieck O1'P, indem
man 0 p parallel 0 P zieht, so ist 0 t = LI t Sek.

Hierdurch erhalt man das Ansteigen des Flusses mit der Zeit
als eine gebr ochene Kurve, die sich der wirklichen urn so mehr
ans chmiegt, je kleiner die Elemente LI if> gewiihlt werden. Aus der
Magn etisierungskurve erhalt man zu jedem FluB den Strom und
hiermit den zeitlichen Verlauf des Stromes i, d er von dem des
eisenlosen Stromkreises (F ig. 189) wesentlich abweicht.

Ist remanenter Magnetismus vorhanden , so beginnt die Zunahme
de s Flusses nicht bei 0, sondern bei ifJo' die Magn etisierungskurve
steigt, wie in Fig. 19 3 gestrichelt angedeutet, von if>o an . Der Ein
schaltvorgang wird hierbei ent sprechend abgekiirzt .

b) Das Einschalten eines unbelasteten Transformators.

Fur einen leerlaufenden Transformator oder eine Drosselspule
mit Eisen ist

Ri + 10 ~~ = v; sin (ro t + 'I' }.

Der Transformator werde zur Zeit t = ° an das Netz ange
schlossen , hier ist i = 0 , und if> = if>o sei der remanente FluB.
Durch Integration von 0 bis t wird

t

P P JR idtif> = if>0 - ---.2!!.. cos (wt+ 'ljJ) + m cos 'If} - --.
row row 10

°
Auf der rechten Seite haben wir vier Glieder, das erste ist,

wie erwahnt, von der Remanenz bedingt und konstant. Das zweite
Glied ist ein WechselBuB mit der Amplitude

ffi' - J!.!'!.':P'm- .
row

Dies ist jener s t a t iona.r e FluB, der sich einstellen wiirde,
wenn der Ohmsche Spann ungsabfall in der Wicklung Null ware.
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Fig . 195.

SOQII

.' :zqqo

,
I i

Bei modernen Transformatoren hat der Vollaststrom etwa 1% Ohm
schen Spannungsabfall, und der Leerlaufstrom betriigt durehschnitt
lich 10 0/0 vorn Vollaststrom. Daher ist sein Spannungsabfall nur
etwa 0,1 °/0 der Klemmenspannung, und dabei ist P:" sehr nahe
gleich dem FluB bei Leerlauf. Das dritte Glied ist konstant P'", cos If'
und erganzt den stationiiren FluB im Augenblick t = ° zu Null.
Das vierte Glied endlich stelit die durch den Ohmschen Spannungs
abfall bedingte Abnahme des Flusses dar.

~lit groBer Annaherung, d. h. bei Vernachliissigung des Ohmschen
Spannungsabfalls des stationaren Magnetisierungsstromes stellen also
die vier Glieder der GJ. 335 8

dar : das zweite den statio- 70Q11

naren FluB , das erste und ,m
dritte zusammen den An-
fangswert des freien Flussrs,
das vierte die Diimpfung
des freien FJusses.

Nun ist bei einer Wech
selspannung der Zusammen
hang zwischen Strom und
FluB durch die Hysteresis
schleife gegeben.

Beim Einschalten
schwingt l/J nicht um den
Wert Null, sondern urn einen
FluB, der seine Richtung
beibehalt, er ist zu Anfang \" ..
Po + l/J:" cos 1jJ und klingt
mit der Zeit ab , so daB nicht die symmetrische Hysteresisschleife
beschrieben wird, sondern Schleif'en , die, wie . Fig. 195 zeigt, un
symmetrisch zum Koordinatenanfangspunkt liegen 1), und deren Lage
von dem Anfangswert abhiingt. Da wir iiber diese Art der Hyste
resisschleifen niehts Naheres kennen, entzieht sich der Vorgang einer
rechnerischen Untersuehung. Sieht man von der Diimpfung in den
ersten beiden Halbperioden ab, so ergibt sich im unglmstigsten FaIle
der FluB und der StromstoB wie folgt.

Der Teil P:" cos 1jJ hat seinen grolsten Wert, wenn 1jJ = 0 ist,
d. h. wenn im Nulldurchgang der Spannung eingeschaltet wird. Ihm
kann der remanente FluB gleich- oder entgegengerichtet sein , so
daB im ungiinstigsten FaIle der Anfangswert des freien Flusses
(Po + P:" ist.

Der stationare FluB beginnt fiir If' = 0 mit - P~, und ist nach
1/2Periode + P:" geworden, so daB bei kleiner Diimpfung der FluB

4) s. Hay, Electrician 1894.
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\ IttPrrimkn

\ 8_ . , JSIJO

\ Ilntuzltert%fIJ(J(),
<;

Fig. 196.

J(J()() .'

150011

nach 1/2Periode if>o + 2 if>:" ist, also mehr als doppelt so groB wie
die Amplitude des stationaren Flusses, urn so mehr, je groBer die
Remanenz ist. Die Induktion steigt nicht ganz proportional, weil
bei den hohen Sattigungen ein groBerer Teil des Flusses durch die
Luft verlaufb; immerhin kann bei modernen Transformatoren, bei
denen die Amplitude der Induktion irn stationaren Zustand etwa
B ma:r = 14000 ist, die Sattigung auf B = 30000 steigen, und hierzu

8 gehorb ein Strom, der ein Viel-
fililllJ " ,8 faches nicht nur des stationaren
IIWO " ', /4 Magnetisierungsstromes, sondern

i auch des Vollaststromes ist, er be-
i dingt einen groBen Spannungs-

I4IJ(J(J - / abfall, so daB die folgende Welle

aooo» " schon abgesohwaoht ist.
8....:.., Fig.196 zeigt naeh A. Hay
" (El. review 1898) die mittels Jou-

bertscher Scheibe aufgenommenen
Anfangsschwingungen des Stromes
und der Induktion, und Fig. 197
zeigt nach Linke (Arch. f. Elektr.,
Ed. I , S. 21) das Oszillogramm des
Einschwingens des Stromes an
einem modernen Transformator.
Zur Vermeidung der Stromstofre,
die nicht nur fur die Schalter und
MeBinstrumente sohadlich sind,

sondern auch die Wicklung meohanisch stark beanspruchen, ver-

Fig . 197.

Fig. 198.

wendet man einen Schalter mit Widerstandsvor
stufe (Fig. 198). Da der Vorgang in wenigen Pe
rioden abklingt, braucht man praktisch nicht auf
der Vorstufe stehenzubleiben, da die erforderliche
Zeit nicht groBer ist als der Schalterbewegung
entspricht. Der Widerstand muB so bemessen
sein, daB einerseits beim Einschalten, anderer-
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(337)

seits beim KurzschlieBen des Widerstandes der StromstoB ein zu
lassiges MaB nicht iiberschreitet.

Eine angenaherte Bereohnung hat Rogowski 1) unter Vernach
lassigung der Hysteresis und der vergrofserten Streuung durchgefiihrt,
indem er die Magnetisierungskurve in drei Teile zerlegt und durch
gerade Linien ersetzt. Danach geniigt ein Widerstand, der etwa
(5 bis) 10 010 der vollen Klemmenspannung beim stationaren Magne
tisierungsstrome aufnimmt.

85. Stromkreise mit Widerstand und Kapazitat,

In einem Stromkreis, in dem ein Widerstand ~ in Reihe mit
einem Kondensator 0 liegt, ist nach Kap. II GI. 36

R ' + J i dtp= ~ C '

In der Ubergangszeit setzt sich i aus dem erzwungenen Strom i.
und dem freien Strom i( zusammen, es ist i = i. + i(.

Der stat iona re Strom erfiillt fiir sich die Spannungsgleichung,
daher ist fiir den freien Strom

Ri(+f i(~=o (336)

Durch Differentiation und Trennung der Variabeln wird

di( dt
i; -]0

und durch Integration von i( = i((o) und t = 0 bis i( und t wird

In C::aJ = - ;0'
t

i( = i ( (o) e- R C

Der Dampfungsfaktor ist hier R~' die Zeitkonstante RO.

Fiir die Ladung q des Kondensators ist ganz analog

dq q
p=R dt + C '

fiir die freie Ladung

R d q[+ q, = 0
dt 0 '

t

q( = q(O) e- RC. . . . . . . . (338)

') Arch. f Elektr., Bd . I, S. 344.
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und filr die Kondensatorspannung
tqr ---

Pr"=7J=Pr(O)e RG.

a) Entladung eines Kondensators iiber einen Widerstand.

Der Kondensator ist auf eine Spannung Pc geladen und besitzt
daher die Anfangsladung qa = PcC, Er wird zur Zeit t = 0 iiber
einen Widerstand gesehlossen und entladet sich ; der Endzustand
ist ge= 0 , und

qrlO )= ga(O)-qeIO)= qa= PcC,
t t

q=gr+qe=gr=gae- RG=PcCe- RG

Der Entladestrom ist
. dg 1 t P _ . t._

t = -dt =-lfcqac-RG= - - -Il e RG . . (340)

Der Anfangswert de s Stromes ist _~c. . . Der Kondensator hatte

zu Anfang die Energie ~ Pc'.! C, diese ist wahrend der Entladung in
Stromwarrne iibergegangen, denn es ist

11) Ladung eines Kondensators iiber einen Widerstand
mit Gleichstrom.

Bier ist der Endzustand qe= PcC. War der Kondensator un
geladen, so ist ga = 0, daher

gr(O )= qa,O )- gelOJ= - PcC,

q =gr+ q. = p cC (1-e-R~) (34 1)

. dq
Der Ladestrom ergibt sich wieder aus t = 

dt

. . . . (342)

Er ist ebenso groB wie bei der Entladung. nur von umgokehrtem
Vorzeichen. Daher wird auch wahrend der Ladung in dem Wider
stand dieselbe Stromwarme erzeugt wie bei der Entladung; sie war
~ P c'.! C, und da bei der Ladung eine ebenso groBe Energie dem
Kondensator zugefUhrt wird, wird wahrend der Ladung dem Strom
kreis das Doppelte der Energie zugefiihrt, die nachher im Konden
sator aufgespeichert ist , ganz unabhangig davon, wie groB der
Widerstand ist.
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Au s Gl. 342 folgt , daB der Strom im Augenblick des Ein

schaltens !i;- ist, also sehr groB werden kann, wenn R klein ist.

Dies ist der Fall, wenn ein unbelastetes Kabel an die Spannung
angeschlossen wird. Der StromstoB wird, wie spater gezeigt wird,
durch die Induktivitdt des Leiters gedampft, bei konzentrischen
Kabeln ist diese aber sehr klein, so daf fiir diesen F all das Kabel
fast als induktionsfrei betrachtet werden kann. Fiir ein kurzes
Kabelstiick kann man sich in erster Annahorung die Kapazitiit in
der Mitte der Leitung zwischen Hin- und Riickleitung konzentriert
denken, es ist ihm dann der halbe Widerstand der Leitung vor
geschaltet.

Ein konzentrisches Kabel von 60 qmm Querschnitt, das normal
100 Amp . fiihrt, habe cine Kapazitat von 0,5.10-6 F Jkm. Der
Widerstand beider Leiter ist fiir 1 km 0,585 Ohm.

Ein Kabelstiick von 2 km hat also eine Kapazitat von 1 Mikrofarad,
die wir uns in der Mitte, also hinter einem Widerstand von 0,58 5 Ohm
angebracht denken. Wiirde das Kabel direkt an die Netzspannung
von 600 Volt angeschlossen, so ware der StromstoB beim Einschalten

unter Vernachliissigung der Induktivitat ~00 = 1025 Amp. , also
0,585

ca. 10 mal so grof3 wie der Betriebsstrom. Der Strom klingt nach
der Gleichung

P -~ .2~~L
i = _ c e BO = 102 5 e- 0,585

R

ab, d. h. er ist auf 1 0 / 0 des Anfangswertes gefallen, wenn

t = RC In 100 = 4,6.0,585.10- 6 = 2,7.10- 6 Sek.

Der Ausgleichsvorgang spielt sich also in auBerordentlich kurzer
Zeit ab , weil die Dampfung sehr groB ist, Die Ladung ist

q=CPc= 6.10- 4 Coulomb.

Es folgt hieraus, daB es zweckrnallig ist, ein Kabel nicht direkt
sondern iiber einen besonderen Vorschaltwiderstand anzuschliellen,
besonders wenn es sich um Hochspannungskabel handelt.

c) Ladung eines Kondensators iiber einen Widerstand
mit Wechselstrom.

Wird der Stromkreis z. Z. t=°an eine Wechselspannung

P= Pm sin (w t+ 'If')

angeschlossen, so ist der stationare Strom

i e = i m sin (wt + 'If' +qJ),
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worin

Pm und
1

tgtp= - 
wOR

ist. Die stabionare Ladung des Kondensators ist

qe= fiedt=qmSin(wt+1f+tp- ~) ,
worin

~

q =-!!!
'" W

ist. Die freie Ladung und Kondensatorspannung sind
t t

q,=q'(OJe- RC, P,c=p'C(Oje- RC•

War der Kondensator ungeladen, d. h. qa= 0, so ist

q,(O) = - qe(O) = - q", sin (tp + tp- ~)
und wahrend des Einschaltvorganges

q=qe + q, = q",Sin (w t+tp+cp- ;) - q",Sin(IP+ cp_ ;) e-
Rtc

Der freie Strom ist (343)

dq, q -~
i,=-;[t = - ROcos(tp+cp)e RC

oder da
_ ~",

q",-w
. t
~ - -

i,=- wROcos(1f+tp)e RC,

der gesamte Strom
. t

i =ie+ i,= i", sin(wt + tp + cp) - w[jR cos(1f + tp)e-RO (344)

Er ist im Einschaltmoment (t = 0)

. ~ [. ( +) cos (1p + tp)J . sin v
~(oJ=~", sm 1f cp - RO =~m--'

W costp

und wird dann am gr6Bten, wenn 1p = 90 0 ist, d. h. wenn in dem
Augenblick eingeschaltet wird, in dem die Spannung ihre Ampli-

tude erreicht. Der groBte Wert des Stromes ist also~ = PRm.
coscp

Da der freie Strom in dem Beispiel S. 265 in 2,7 .10-6 Sek.
auf 1010 seines Anfangswertes gesunken ist, also bei 50 Perioden in
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dem 1,35.10-4 ten Teil einer Periode, ist der stationa r e Zustand
sehr schnell hergestellt.

Dieses Beispiel stellt ein en extremen Grenzfall dar , der noch
dadurch zu berichtigen ware, daB der Widerstand bei so schnellen
Stromanderungen durch die Stromverdrangung (s. Kap. IX) wesent
lich erhoht wird, und weil ferner die auch noch so kleine Induktivitat
dampfend wirkt. Immerhin zeigt sich, daB beim AnschlieBen von
Kabeln an das Netz groBe Stromstolle auftreten konnen und die
Verwendung von Vorschaltwiderstanden oder allm ahliehe L adung durch
stufenweise Erhohung der Maschinenspannung notig werden.

86. Stromkreis mit Widerstand, Induktivitat und Kapazitat
in Reihenschaltung.

Fiir diesen Stromkreis ist nach Kap. II Gl. 36

_ R ·+ L di 'fidtp - ~ ([ ,,- , o ·
Wahrend der Ubergangszeit ist

i ~ie+ir '

und da die Differentialgleichung von dem stationaren Strom ~e fiir
sieh erfiillt wird, gilt fiir den freien Strom

R· + L dir + f ifd t = ( )~f dt 0 0 . .. . . . 345

Durch Differentiation erhalt man hieraus

d'Jif +R dif +. !L -
dt 2 L dt LO- O . (345a)

Setzt man in Gl. 345 if = d];, so ergibt sich ·fUr die Ladung des

Kondensators qf die analoge Gleichung

d
2

ql+ R dqr+!lL = 0 (346)dt 2 L dt LO .

Der Verlauf von Strom und Ladung ist also von gleicher Art, sie
unterscheiden sieh nur durch Konstante.

Gl. 345 a wird befriedigt dureh den Ansatz
. k y t-r: e .

Setzt man diesen Wert und seine Ableitungen in G1. 345a ein , so ist

2+R ...L _1_ _
'Y L'Y I L O- O•
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r hat also die beiden Werte

R "1 / -( R )2- 1
Y1 .2=-2L ± V 2L - LC . . . . (347)

. . . . (349)

Es ist hier zu unterscheiden, ob R ~ 2V~ ist .

1. Ist R > 2V~ , so sind 1'1 und 1'2 reell. Die vollstandige

Losung des Integrals lautet
. k r, t t- k r. t ( )~f = 1 e - 2 e 348

und die freie Ladung ist

f·dt k1 r l t + k2 r. tq, = ~, = --- e - e .
1'1 1'2

k1 und k2 sind die aus den Anfangsbedingungen zu ermittelnden
Konstanten.

i, und q, klingen nach zwei Exponentialfunktionen ab, bei denen

ein Dampfungsfaktor groller als 21, der andere kleiner ist.

2. IstR=2V~, so ist Y1=Y2=-~=- V~d'

Fur gleiche Wurzeln lautet die Losung der Differentialgleichung
(filr q,)

und
. (350)

. (352)

t

, dq, [1 ]-1/ LC )
t f = Cit = k2 - - V£0(k1 + t k2 ) e '. (351

3. rst R < 2V~, so sind 1'1 und 1'2 imaginar, Setzt man

R
ti :>

so ist

worin a und

Da
+ i /lt

e- = cos (J t + j (J t ,
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wird
qf=e- a t (a cosfJ t +bsinfJ t) ,

worin
. . . (353)

a=k1 + k2 ,

re ell sind, da der Vorgang reell ist.
Setzt man in G1. 353

A=Va2 + b2 ,
so wird auch

b
J=arctg - ,

a

qf=e-atAsin(fJt +J) (3b3a)
Der Strom wird

'r"" ~q; = e-at[- aA sin (fJ t + J) + fJ A cos (fJ t + J)] (354)

= e-atA Va2+ fJ2 sin (fJ t + () - arctg ~). . . . (354a)

Hier verlaufen also Strom und Ladung nach Sinusschwingungen
R

mit gedampft.er Amplitude. Der Ddmpfungsfaktor ist a = -2-£ ' die

Kreisfrequenz ist

fJ = V10- (:iJ = vlcV-;-=-~~ ~- .
Sie heiBt die Eigenfreq uenz des Stromkreises. Bei sehr kleinem
Widerstand ist sie angenahert gleich der Resonanzfrequenz roo fiir
<len stationaren Wechselstrom (s. S. 24). Die Konstan ten A und J
sind aus den Anfangsbedingungen zu ermitteln. Da in der Gl. 3q4 a

- - 1
Va2 + fJ2 = VLeI . . . . . . (352a)

1st, und die Kondensatorspannung ~ ist, sieht man, daB man die

Amplituden der Kondensatorspannung aus denen des Stromes erhalt

<lurch Multiplikation mit V§ . Diese GroBe, di e die Dimension

eines Widerstandes hat, wurde bei Leitungen mit verteilter Selbst
induktion und Kapazitet als Charakt er istik bezeichnet. Bier kann
sie analog als charakteristischer Widerstand des Stromkreises be
zeichnet werden ; ist er kleiner als der halbe Ohms che Widerstand
oder ihm glei ch (Fall 1 und 2), so ist der Ausgleichsvorgang
aperiodisch, andernfalls, wie wir sehen, oszillierend. Die Ph asen
verschiebung zwischen Strom- und Kondensatorspannung bei oszil-

lierendem Vorgang ist, wie aus G1. 353a und 354a folgt, arctg t
a .
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Beispiele.

a) Entladung eines Kondensators.

Der auf die Spannung P, geladene Kondensator wird z. Z. t = 0
iiber den Widerstand R und die Induktivitat L geschlossen und
entladet sich. Wir haben also folgende Grenzbedingungen :

qa=PcC, qe=O, ia=O, ie=O

und die Anfangswerte

q!(o) _:a«(})-:e(O) PcC} . . .. . (355)
~((o) - ~a(O) - ~e(O) - °

1. Fur die aperiodische Entladung wird nach Gl. 348, mit 355
fiir t =0

k1 + k2 = i{(O) = 0,
und nach Gl. 349
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Fig. 199a und b zeigen Entladestrom und Ladung fiir
0= 10-6 Fd., R= 500 Ohm, L=0,05 Henry.

Beide sind die Differenz einer langsam (I) und einer schnell (II)
abklingenden Funktion, beim Strom haben sie den gleichen Anfangs
wert, daher steigt er von Null an, urn wieder zu fallen; bei der
Ladung sind die Anfangswerte un gleich, ihre Differenz ist die An
fangsladung, sie nimmt erst lang!am, dann sohnell abo

Der groBte Strom, der bei Entladung iiber einen reinen Wider-

stand (s. S. 264) ~ ist und sofort nach dem SchlieBen auftritt, wird

hier duroh die Induktivitat. verkleinert und verzogert, Es wird
dide = 0, wenn (s. Gl. 356 )

Y1 eY1 t = Y2 eY' t

ist, oder
ely,- y.lt= Y2

Yl
t=-~-ln ~-.

Yl - Y2 Y1

Hiermit ist

eYlt _ ey. t = cYlt (1_~:) = e YI~Y' In r~ (1 _~)

= (Y2)CI~ yJ (1 _Yl)
Yl Y2

und in Gl. 356 eingesetzt

_p (R+V~~~)-(2\/~~;§ - ~)
i

max

= R+VR~ ~4~- R-VR2-4% .
In dem Beispiel S. 265 wird imax = ito' wahrend ohne Induk

tivitiit imax = ~cO' also 1,32mal so groll, war.

2. 1m Grenzfall R = V~ ergibt Gl. 355 mit' 350 und 351

fiir t=O, k1 =q{(O)=PcO, k 2 = -vic
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3. Bei oszillierender Entladung endlich, R < 2V~-, erhalt

man in GI. 353a und 354a fiir t= 0

Asinb =qr(O) =PcO
-aAsin (j + fJ Acosb =ir(o) =0.

Aus der zweiten Gleichung folgt:

(j = arctg l, sin (j = -o r fJ _ = fJ VL 0
a ya2 + fJi!

und

(360)

(361)

A =:~~=~V~ ·
Hi ermit werden Gl. 353 a und 354 a

q =qr=c-a t1,,- -V~ sin (fJ t + arctg~)
. • - t Pc . fJ
t =tr= e a pi: sm t.. . .. . ..

d (e- a t sin fJ t)
Der groflte Strom ergibt sich hier, wenn d t = 0

also wenn tg fJ t = l oder t = ~ arctg l = :£.. arctg l
a fJ a 2n a

worin T die Periodendauer ist. Es wird

ist,

ist,

sinfJt = sin (arctg l )= . ~==fJVLO
a Va2 + {J2

und

-v-- R (fi)O - -arctg-
i =P - e 2L{I a •
max C L . . . . (362)

Fur einen widerstandsfreien Stromkreis ware die Stromamplitude
und ebenso die Ladungs- (bzw. Spannungs-) Amplitude ungedampft

imax = r,1 /!!. , sie tritt, da fiir R = 0, arctg t = .~ ist, zuerstV L a 2
1/4 Periode nach dem Beginn der Entladung auf. Die ursprtinglich
im Kondensator vorhandene Energie ~ Pc2 0 cntladet sich dann voll
staadig in das Feld der Indukti vitat und erscheint dort nach
1/4 Periode als magnetische Energie ~ i;'ax L. J etzt karin der Strom
nicht mehr steigen, und da die Kondensatorspannung Null geworden
ist, entladet sich die Induktivitat in den Kondensator usf.

Ist Widerstand vorhanden, so wird bei jeder Ladung ein Teil
der Energie in Warme umgesetzt, daher sind die Amplituden ge
dampft, der Vorgang klingt ab, und die wahrend des ganzen Vor
gangs erzeugte Stromwarme ist gleich der urspriinglich im Konden
sator aufgespeicherten Energie.
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Fig. 200 zeigt den Stromverlauf fur
0=10- 6 F., L =0,5 Henry ,

Die Periodenzahl ist

. L '= 224
2.n

und der Strom hat die Gleichung

i= PC-e-lOOtsin1400t
700 .

R=100 Ohm.

Fig. 200.

b) Ladung init konstanter Spannu ng.

Bei der Ladung mit konstanter Spannung sind die Grenz
bedingungen, wenn der Konden sator ungeladen war,

qa= O, q.=PC, qf(O)= -q. CO)=- PC,
ia = 0, 1'. = 0 , irco)= 0 ,

q=q. +qr 1= 1( .

Diese Bedingungen unterscheiden sich von denen bei der Ent
ladung nur dadurch, dall die freie Ladung zur Zeit t = °das ent
gegengesetzte Vorzeiohen hat wie dort, und daraus ergibt sich als
gesamte Ladung nun die Differenz aus der Ladung des Endzustandes
und der freien Ladung, die genau denselben Verlauf hat wie bei
der Entladung, wahrend der Ladestrom ebenfalls den gleichen Ver
la uf hat wie zuvor, jedoch das entgegengesetzte Vorzeichen, Bei
oszillierender Ladung haben di e freie Ladung und die Kondensator
spannung nach 1/2 Periode ihre grollte Amplitude in entgegen
gesetztam Sinne wie zu Anfang und addieren sich zum st at ionaren

T .n
Wert. Da 2 73 ' wird die maximale Kondensatorspannung

P cma,,=P (1 + e-~;) ,

d. h. bei kleinem Widerstand, doppelt so groll wie die stationare
Spannung.

F raenc kel, Wech selstrome. 2. Auf!. 18
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Aus dem gleichen Verlauf des Ladestromes und des Entlade
stromes folgt wieder wie fiir den Stromkreis mit R und C, daB die
gesamte Stromwarrne wahrend der Ladung ebenso groB ist wie bei
der Entladung, namlich gleich der im Endzustand im Kondensator
aufgespeicherten Energie ~ p2 C.

Dies gilt also auch bei Anwesenheit einer Induktivitdt und
unabhangig davon, ob der Ladevorgang aperiodisch oder oszil
lierend ist.

c) Ausgleichvorgllnge bei sinusfdrmiger Spannung.

Wirkt auf den Stromkreis eine Wechselspannung

P = Pm sin (m t + '1/,),

so ist der stationare Strom nach Kap. II S. 22

i c = im sin (m t +'If + cp),
worin

und

1
- -mL
mC

cp=arctg R

cp ist ein Voreilungs- oder ein Verz6gerungswinkel, je nachdem
m2 L C kleiner oder groBer als 1 ist.

Die Ladung des Kondensators ist

~

q.= - ; cos (mt + 'If.' + cp).

Wird der Stromkreis zur Zeit t = 0 eingesohaltot, so ist

ia=O, qa=O.

Fiir den Fall des oszillatorischen Einschaltvorgangs war nach S. 269

q,=e- atAsin(,8t+o) (353a)
i,= e- at[- aA sin (,8t + 0)+,8A cos(,8t+ 0)]. (354 a)

q'(O)=-q. (O)= ~cos('If.'+rp)= Asino

i,(O) = - ie(O) =-imsin(Ip +rp)=-aA sin o+,8A cos o.

Somit wird

A cos 0 = - ~ sin ('If.'+rp) + wa
,8-im cos ('If.' +rp).

Die GI. 354 a fiir den freien Strom lautet hiermit

i =i e-at[~a2+fJ!...cos('IP+cp)sin,8t'm ,8W

+} sin (lp + ep) (asin,8 t -,8 COS,8t)]
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und da

"+ fJ" 1U" "= _ .-
LC

'r'"" t; e- a t [ - fJ w
1
LCcos ('P + g;)sin fJt

+ ~-----: sin ('P +cp)sin (fJt - artg l)J. . (363)
fJYLC a .

Analog wird fiir die freie Ladung

qf = s; e: a t [ - fi sin ('P + cp) sin fJ t

+-~.:= cos ("P + cp) sin (fJ t + artg it)], . (364)
fJVLC U

t
worin qm ='!! = PemC die stat ionare Amplitude der Ladung ist.

w

Hiernach erscheinen die gedampften Schwingungen des freien
Stromes und der Ladung aus je zwei Teilschwingungen zusammen
gesetzt, die gegeneinander urn :Jl - artg fJla phasenvors choben sind.

«: ... /4· ·L~

Da U - V R 2 eX- 1

bei schwach gedampften Stromkreisen eine grol3e Zahl ist, betragt
der Winkel fa st 90°.

Die Amplituden haugen teils von ( Ip + cp), d. h. von dem Augent
blick des Einschaltens ab und teils von dem Verhaltnis der Eigen
frequenz fJ zur Netzfrequenz w. I st der Stromkreis sohwaoh ge
dampft, so ist in den zweiten Gliedern in GI. 36 3 und 364 im Nenner

fJ YI).:' "-'.1. Diese Glied er konnen nicht grol3er worden als die
stationaren Amplituden i m und qm' Die erste Amplitude in der

GJ. 363 ist fur cos ("P+ g;)=1 angenahert gleich i t . Sie wird,m w
wenn fJ > wist, urn so viol groBer als die stationare Stromamplitude,
wie die Eigenfrequenz groller ist als die Netzfrequenz. Fiir
cos ('P + cp) = 1 wird die erste Amplitude in der GJ. 364 fiir die
Ladung Null; sie wird am grol3ten , wenn sin ('P + cp)= 1 ist, und

zwar ist sie dann qm l ' Ist fJ < w, so wird sie urn so viel grol3er

als die stationare Amplitude der Ladung, wie dio Netzfrequenz
grofler als die Eigenfrequenz ist. Je nachdem also die Eigenfrequenz
groller oder kleiner al s di e Netzfrequenz ist, tret en die grol3eren
freien Schwingungen im Strom und in der Drosselspulenspannung,
oder in der Ladung und der Kondensatorspannung auf.

18*
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Durch Zusammensetzung der heiden Teilschwingungen in Gl. 363
nach der Regel

• ~ / "2 + -rr« + 2 ., -rr (' ")t = Y t t " t t cos ffJ - ffJ
wird

i f = im ~_-_atl 11+COS2(IP+ ffJ) ( "lLC-l)+~L."'in2(1p+ffJ) (365)PVLC V (J)" 2 (J)

und analog fiir q,. Differentiiert man nach 1p, so erhalt man als
Bedingung fiir das Maximum der Amplitude

- sin 2 (1p + <p) (~ - 1) +-.!!-cos 2 (1p + <p) = 0
(J)"LC (J) L

tg 2 (1p + <p) = 1 R = cotg ffJ = tg (; - ffJ )
- - wL
wC

'P +<p= ~ -{.

= 11 _~ee
4 2

1. Ist die Eigenfrequenz p wesentlich groller als die Netz
frequenz (J) und R klein. so ist rp"" +90°, und 1p +<p '" 0, d. h. der
Zeitpunkt flir den Nulldurchgang des Stromes und der maximalen
Spannung gibt die groBten Amplituden des freien Stromes. Sie wird,
abgesehen von der Dampfung und mit der Annaherung

pVLC~ 1 ~ im •

Die groBte Amplitude der freien Ladung (und der Kondensator
spannung) wird nur ebenso groG wie die stationare Amplitude, bei
der Ubereinanderlagerung ergibt sich nicht ganz die doppelte Span
nung am Kondensator.

2. Ist die Eigenfrequenz fJ wesontlich kleiner als die Netz
frequenz (j) und R klein, so ist <p "" - 90 0, die groBte Amplitude
der freien Schwingung ergiht sich beim Einschalten bei 'P+ <p ,-= 90°,
d . h. beim Maximum des Stromes oder beim Nulldurchgang der
Spannung, die gr6Bte Amplitude tritt hier bei der Ladung auf und

(J)

zwar qm 7f '
3. Wird endlich mit der Resonanzfrequenz eingeschaltet, so ist

(J)2 L C = 1 und ffJ = O. In Gl. 365 fallt das zweite Glied unter der

Wurzel fort, das dritte kann sich nur in den Grenzen +- R
L

andern
- 2 (J)

und ist gegen 1 moist zu vernaohlassigen. Die freie Schwingung
ist dann fast unabhangig von dem Einschaltmoment und der sta
tionaren stets entgegengesetzt, so daB ein allmahliohes Einschwingen
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des Stromes und der Ladung ohne Uberstrome und Uberspannungen
erfolgt.

Der wichtigste Fall ist der, daB die Eigenfrequenz hoher als
die Netzfrequenz ist. Ein Beispiel aus der Starkstromtechnik ist
das Einschalten eines Transformators an die Unterspannung, an
dessen Oberspannungsseite ein unbelastetes Kabel angeschlossen ist.
Das Kabel bildet mit den Streuinduktivitaten des Transformators
und des Generators einen Schwingungskreis. Es sei

0=10-6 F, L =0,5 Henry , R=30 Ohm.

Die Eigenfrequenz ist _L= 1 = 225, sie ist 4,5 mal so
2n 2nYLO

groB wie die Netzfrequenz (50 Per.fsek.) und die groBte Amplitude

Fig. 201.

Fig. 202.

der freien Schwingung ist hiermit bestimmt. Fig. 201 zeigt das
Einschwingen des Stromes, wenn beim Nulldurchgang des stationaren
Stromes, und Fig. 202 wenn beim Nulldurchgang der Spannung ein
geschaltet wird. In anderem MaB/tab zeigt die zweite Figur auch
das Einschwingen der Ladung fiir den Einschaltmoment der ersten
Fig., nur hat die stationare Ladung ihr negatives Maximum, wenn der
stationare Strom seine pos itive Halbwelle begnnt. Die Ladung und
Kondensatorspannung steigen etwa auf die doppelte Amplitude.

87. SymboJische Darstellung von Ausgleichstromen.

Bei konstanten Werten R, L, 0 fiihrt die Beziehung zwischen
Strom und Spannung zu einer linearen Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten. Der Ausgleichstrom erscheint als das
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partikulare Int egral der homo genen Differentialgleichung (p = O)
in der Form

• 1. y t
~f =lC e ,

worin r ein e reelle oder komplexe Zahl ist und im ersten Fall einen
aperiodischen, im zweiten einen nach einer 'gedampften Schwingung
verlaufend en Ausgleichsvorgan g kennzeichnet. AIs Sonderfa lle er 
scheinen hier die stationare n St rome, Iiir r= 0 der Oleichst rom,
fiir y rein imaginar (+ j OJ) der Wechselstrom.

Urn die Exponenten r de s fre ien Stromes zu bestimmen, kann
man . nun abgeklirzt symbolisch verfahren ' ). Man ersetzt analog
wie bei der symbolischen Darstellung stat ionarer Wechselstrome die

Operation !!.- durch die Multiplikation mi t v, die Operation f d t
dt

durch die Division mit r und erha lt an Stelle der lin earen Diffe
rentialgleichung eine Iineare algebraische Gleichung. Bei dem st a 
tionaren Wechselstrom ergab sich di e Bez iehung zwischen St rom und
Spannung in der Form

~z =p,

worin der "Scheinwiderstand " z eine Funkt ion von j OJ ist.
E rsetzt man j OJ durch Y» so erha lt man den "Operator" fiir den

frei en Strom, der mit Z(y) bezeichnet werde, Da nun fiir den frei en
St rom die Spannung Null ist , muB auch da s Produkt if Zlyl = 0 sein,
unabhan gig davon wie groB i f ist .

Z(yl =0 - . . . . . (36 6)

ist die Bestimmungsgleichung flir r . Die Vereinfachung liegt hier
darin, daB man zur Ermittlung von r die Differentialgleichung nicht
aufzust ellen brau cht.

B e ispiel. Fur den Stromkreis mit R, L , 0 in Reihe ist
1

Zly)=R + r L + rO=O ,

2+R , 1r LrT10 =O,

R 11 1 (R )'2r1, 2 = - ~D~ +j L C - 2L = - a ±jfJ

wie friiher S. 268 fiir R < 211~- gefunden.

Die Zahl (n) der Glieder des freien Stromes und die Zahl der
Konstanten lc ist bestimmt durch die Ordnung der homogenen
linearen Differe ntialgleichung, bzw, hier durch die Ordnung der
linearen algebrai schen Gleichung Zly)= o.

' ) s, Heav iside , Electromagnetic Theory, Bd. 2. - K enn ell y, Pro c.
Inst. Rad. Engineers 1915.
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Es stellt sieh somit der freie Strom dar in der Form

. . . (367)

(36l:la)

Die Koeffizienten k konnen wie in den behandelten Beispielen aus
den Anfangsbedingungen des Problems bereehnet werden.

Naeh ein em Satz von Hea vi ai d e ') kann die Summe der er
zwungenen und freien Glieder des Vorgangs direkt ermittelt werden.
Er gilt nieht nur fur elektromagnetisehe Zustandsanderungen, sondern
allgemein fiir solehe (aB, auch meehanisehe), die auf lineare Differential
gleiehungen mit konstanten Koeffizienben fiihren. Ein Beweis dieses
Satzes (der von Heaviside nieht gefiihrt wurde) ist von K. W. Wag
n er") und W. Deutseh 3) gegeben, wir beschranken uns auf die An
gabe der Ergebnisse und verweisen wegen des Beweises auf die Original
arbeit en,

Danach bereehnet sich fiir ein System, in dem von der Zeit
t = 0 an cine in der Folgezeit konstante Kraft P wirkt, der zeitliche
Verlauf jeder Systemgrolle S durch die Gleichung

P n er"t
S = 'Z· - - -+ P 2)~(--~~)~--- . . . (368)

(0) 1 Yv d Z(r!...
d Y (I' = 1',. )

Z(r) ist der Operator fiir die gesuchte GroBe, den man dadurch er
halt, daB man in die Systemgleichungen fiir die veranderlichen

GroBen Ausdriicke der Form k eyt einfiihrt und alle bis auf die ge
suchte eliminiert. Die r- sind die n Wurzeln der Gleichung Z (r) = O.
Z(o) erhalt man durch Einsetzen von r= O.

Eine konstante eingepragte Kraft ergibt sich in unserem Falle
bei Einsohaltvorgangen mit Gleichstrom.

Ist Peine Funktion der Zeit, wie z. B. bei Einschalt.vorgangen
mit Weeh selstrom, Pm sin (w t -+ VJ), die als i m a.ginar er Teil des

Ausdrueks Pmei(wt+ 1jJ) eingefiihrt wird, so erhalt man die System
groBe als i m a.gi na r en Teil des Ausdrueks

i ( "t +~,) n r" t + i~'
S = Pm e . -+ 2)_ ---.£n_e _

Z(lw) 1 ( . )(dZ(r»)Yv -Jw - -
dy (1' = /" ,)

B eispiele. Fiir den Schwingungskreis hatten wir oben den
Operator Z fiir den Strom angegeben. Beim Einschalten ciner

1) Ele ctromagnetic Theory, Ed. 2, London 1899.
0) Arch. f . El.. Bd. 4, S. 159.
3) Ebenda, Bd. 6, S. 225.



280 Ausgleichsvorgange in quaeistationaren Stromkreisen.

Gleichspannung P wird das erste Glied in GJ. 368, da Z(O) = 00 ist,
Null. Ferner wird fiir die beiden Wurzeln Y1 Y2

dZ L 1 ' pL
Ydy=Y -yO=±21

i = f;;it

(ei fJ t -e-i fJ t) = :L e-atsinpt (s, G1.361).

Ist nicht der Strom, sondern etwa die Kondensatorspannung P~

die gesuchte Systemgrofle, so eliminiert man aIle anderen GraBen
und erhalt den Operator in bezug auf Pc

Z(y). 1 +yRO +y~LO.

Es ergeben sich wieder die gleiehen Wurzeln YI,2 ' hingegen ist
hier Z(O) = 1. In analoger Ableitung wird dann

Pe-at ( P)p_=P - ---= sin pt+ arctg- •
- PYLG a

Fiir das Einschalten einer Spule mit Wechselstrom setzen wir

Z (yl= R +Y L. Z (yl = 0 ergibt nur einen Wert YI = - :. Daher ist

(Y1 - iw)[~ZJ = - [~ + iwJL= - [R +iwLJ.
Y y,

Damit wird in Gl. 368a

- .!!:. t+ i 'p
pme L

R+iwL .
Der imaginare Teil dieses Ausdruckes wird mit (l~L = tg ffJ

i= Pm [sin(wt+'ljJ-ffJ) -e-~tsin('ljJ-ffJ)] .
yR2 +w2L 2

88. Zusammengesetzte Stromkreise.

Sind zwei Stromkreise parallel an eine Stromquelle geschaltet,
deren Spannung unabhangig von dem entnommenen Strom ist , so
wird jeder Ausgleichsvorgang in einem Stromkreis sich so abspielen,
als ob der andere nicht vorhanden ware, und dieser wird von den
Vorgangen in jenem unbeeinfluBt bleiben. Ist die Spannung des
einen Stromkreises dagogen abhangig von den Vorgangen im anderen,
wie es bei Zweigen zusammengesetzter Stromkreise .der Fall ist, so
wird ein Ausgleichsvorgang in einem Zweige auch einen solchen in
dem anderen bedingen.

Als Beispiel betrachten wir die Schaltung Fig, 203, bei der
zwei induktive Zweige mit einem dritten in Reihe geschaltet sind1).

') B. Kuhlmann , Arch. f. Elektrotechnik Bd. I, S. 725.
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Um die Koeffizienten r der freien Schwingungen zu ermitteln,
schreiben wir den Operator Z(y) in der dem Scheinwiderstand des
stationaren Stromes entspreohenden Form

Z -R+ L+ (R1+rL1)(R2+rL2)
(y) - r (R

1
+RJ + r (L

1
+L

2
) •

Er wird mit den Abkiirzungen

R~+R~+~~=e 1
LL1 + LL2 + L1L2 = 1 ~ (369)

R(L1+L2 ) + R1(L2+ L) + R2(L1 +L)=v J
r21+rv +e

Z(y) = (R 1+R2) + r (L1+L
2

) '

Dieser Ausdruck wird Null, wenn der Zahler Null ist. Da
v2 > 4 e1 ist, werden beide Wurzeln von r reell, es sind Dampfungs
faktoren, die wir mit a1 und lt2 bezeichnen,

v + 11v2
-- 4 [>1

r1.2=a1,2= - 21 . . . . . (370)

Die freien Strome verlaufen aperiodiseh,
schwach gedampft , da fiir den Exponenten a1

im Zahler eine Differenz steht,
Da hier die Anfangsbedingungen leicht zu

erniit t eln sind, soIl nur untersucht werden,
welche Bedeutung den schwach und den stark
gedampften Teilen der Ausgleichstrome .zu
kommt.

Die freien Strome der beiden parallelen
Zweige sind

der eine Teil ist
81 L1

Hz l.z

Fig . 203.

i = k /ea,t -t- k " ea,t )
/f=k\ea,t+k1"ea• t ~ . (371)
2f 2 2 J

Die Beziehung zwischen den Koeffizienten k1 und k2 erhalt
man, indem man einen Strom durch den anderen ausdriickt. Setzt
man z, B. einerseit s die Spannung iiber RL RILl fiir den freien
Strom gleich Null, andererseits tiber RL R

2L2 , wobei der unverzweigte
Strom die Summe i1f+i2f ist, so erhalt man symbolisch

o=i1f[(R+ RI )+ a(L +L,)J + i2f(R +aL)

0= £2 f [(R + R2)+ a (L +L2)J + i1f (R + aL).

Hieraus eliminiert man die Glieder mit ilfa , indem man die
erste Gleichung mit L , die zweite mit (L +L1) multipliziert und
subtrahiert, es wird

. . RL, + R2 (L + L I)+ a (L 1 L.!+LL1 +LL2)
zlf= -z2f (RL

I
- R

1L)
.._~---~- .
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Durch Einsetzen des Wertes von ie( aus Gl. 371 ist

. ke'eal t rRL1+ Re(L+L ,)+a1 ).]+ktea2 t [RL I+ Re(L+L1)+ a2 ). ]
Z = - -~ ~ ~ ~- ~.~----'---" '----''-'----'---'''---'-.
If (R L

1
- R

1L
)

daher

k ' =-k' J!~1+R2JL +~I)+al). = - k ' A l
1 e RL

1
_ _ R

1L
e 1

(372)
k" = - k " RL,+ ~JiL + L1 )+ a2). =-k"A J

1 '2 RL
1

- R
1
L 2 '2

worin durch Einsetzen von a1 und a2 aus G1. 370 und ). aus G1. 369

4 _ R (L1-L2 ) + R2 (L + L1) - R1 (L + L2 ) ±Vv2- 4 e).
~ 1 , 2 - 2 (RL

1
-R

1L
) .

Fur glei che parallele Zweige ist R 1 = R2 , L 1 = L 2 und

_ V~4e~ __ +
A1 , '2 - ± 2 (RL

1-R1L
) - - 1,

k/ = -k./ und kt =+kt (372a)

D er unverzweigte Strom ist allg emein
• • I' (k ' +k') at ' (k" + k ") a tZf =Zlf T Zef= 1 '2 e I -r 1 '2 e 2

und fiir gleiche Zweige
if = 2 k: 'e a • t .

D er schwach gedampfte Ausgleichstrom tritt hierbei in d em
vorgeschalteten Zweig gar nicht auf, sondern er verlauff lediglich
als ein Kreisstrom in den beiden parallelgeschalteten Zweigen. In
dem unverzw eigten Stromkreis tritt nur die Summe der beiden
schnell abklingenden Ireien Strome auf ; hie r kann also der Aus
gleichsvorgang schon langst abgelaufen sein, wahrend er in den
parallelen Zweigen fortbesteht.

Aus den Anfangswerten der freien Strome
. k' ;k" Ak' Ak"
Zl fl O) = 1 T 1 = - 1 '2 - 2 '2

. k'+k"12 f(O ) = '2 '2

k ' = i1 f (0 ) + A'2
i

'2 f (O) I
2 . A

2
-AI

. . . . . . (37 3)
k,," = i l flO) +Al i 2 f(O)

• Al -A2

und fiir gleiche Stromzweige nach G1. 372 a

k,,'= _ i
,
(0) - i 2

f (O)I
• 2

. . . . . . (373 a)
k "= i 1 f (O) +i2 f (O)

'2 2
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und daher

Wird z. B. der ga nze Stromkreis eingescha ltet, so ist fur gleiche
Stromzweige

i I (0) = i 2 (0)

k,/=O.
Der langsam ausklinge nde Teil des freien Stro mes, der nur in

den parallelgeschalteten Zweigen auftritt, f iillt hier fort, und es
bleibt nur der schnell ab klingende Teil.

War dagegen der eine St romzweig (1) eingescha ltet und wird
der zweite dazugeschaltet , so ist fur di esen

i'.la(o) = 0 , i '.l (o) = - i'.l e(O)·

Dann ist fur gleiche Zweige

k' __ iI a (O) - iI e(O) + i2e(O) _ _ i \ u( o)

2- 2 - 2

Die Strome wahrend der Ubergangszeit sind fur di esen Fall

i =i + i = i + i1 (l (O) eU,"t_t-[i1".(Q} _ i Jeu • t
lie 1 ( I e 2 2 1 d o)

i = i - Li = i _i\ U(O) f.U, I + [ i1 ,,(Ol_ i JeU 2 1
e 2e r '.l ( 1e :2 2 I .co) .

Das schwach gedam pfte Glied des freien St romes, das in beiden
Zweigen entgegengesetztes Vorzei chen hat und in dem vorgeschal teten
Zweig ni cht auftritt, ist hier gleieh dem halben Anfangswert des
Stromes , in dem nicht gesehaltet wurde. Dieser Kreisstrorn ent
sprieht einer Ladung des F eldes des zugeschalteten Stro rnkreises
durch den 'sohon eingeschalteten; er fallt fort, wenn die vorgeschaltete
Impedanz (R, L) gleieh Null ist.

Enthalten die Stromkreise Eisen , wie z. B. wenn 1 und 2 zwei
Transformatoren bezeichnen, die iiber ein e lan ge Leitung mit groBem
Spannungsabfall gespeist werden, so konnen, wie auf S. 262 gezeigt
wurde, durch Sattigung und Remanenz die Stromstclle beirn Schalten
sehr groB werden.

Kuh lm a nn ") beobachtete beim Einschalten eines Transforma
tors, daB infolge des StromstoJ3es nieht nur bei diesem, sondern
au ch bei einem benachbarten Transformator, der iiber die gIeieh e
Fernleitung gespeist wurde, der selb sttatige Dberstromschalter au s
loste, Wie au s der Berechnung hervorgeht , ist di es dem groBen
Spannungsabfall in der Leitung und der dadurch hervorgerufenen
gegenseitigen Beeinflussung der Stromkreise zuzu schreiben. Dureh
Verwendung ein es Schal ters mit Widerstandsvorstufe laBt sich au ch
hier der StromstoB in zulassigen Grenzen halten.

' ) 1. c.
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89. Stromkreise mit gegenseitiger Induktion.

Ein 'I'ru.n sform ator. Die Transformatorgleichungen lauten sym
bolisch :

woraus

. i 1 I'M ( )
12 =-R~ +rL2 . . . . . . . 375

in die erste Gleichung eingesetzt, den Operator ergibt

Z _ (R 1 + I'Ll) (R2+ yL2) - 1'2 M2
(Y) - R + L

'2 ')' 2

Fiir endliche Werte des Nenners wird der Ausdruck Null, wenn

')'2 (L1L2 - ]lf2) + r(R1L2 + R2L1 ) + R1 R 2 = O.

Die beiden Wurzeln von')' sind wieder reelI, d. h. Dampfungs
faktoren,

_ _ _ R1L2 + R2L, =f V(R 1L 2 - R2L.?+4R1 R'2 M 2 ( )
/'1.2- al .2 - 2 (L

1L2
- M 2) 376

Die freien Strome sind aperiodisch, ein Teil ist schwach ge
dampft, entsprechend der Differenz im Zahler von a1 •

Fiir i = k ' ea,t+ k "ea,t
1(1 1

.. -k 'ea,t+k "e a•t
' 2(- 2 2

wird durch Einsetzen in Gl. 375

, k' aIM }k2 =- I R -+- L
OJ t at ".!

k,,"=_kt _ ~2M_ (377)
- R2 + a2 L2

Als Beispiel werde das Einschalten des kurzgeschlossenen
Trans formators betrachtet. Hierfiir kann man setzen

R1 = R2 = R , L 1 = L 2 = L,
und die Dampfungsfaktoren in GI. 376 werden

:: __=~~+1~ =:~:~_~} ..(3763)

worin S = (L - M) die Streuinduktivibat ist.
Der zweite Dampfungsfaktor ist groB, weil S klein ist, der erste

ist sehr klein, Mist nicht viel kleiner als L, daher a
1

etwa halb
so groB wie der Dampfungsfaktor beim leerlaufenden Transformator.

In GI. 377 wird hier

k/ = +k/, k2" = - k/'.
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Die stat ionaren Kurzsohlulsstrome sind i 1 k(O) und i 2 k (O)' und

. . k' +k"
~lf(O)=-~lk(O)= 1 1

. . k'+k" k' k"~2f(0)=-~2k(O)= '2 '2 = 1 - l'

Daher

k' = _ i 1 k (O) + i 2 k (O) 1
1 . 2 J. . . ... (378)

k "= _ ~l k (O) - i'2 k (O)

1 2

und die Ausgleichssbrbme
R R

. _ i 1 k (0) + i '2k (O) - L + M
I i 1 k (O) - i 2 k (0) -8 1

)
~lf----2- --- - - e - 2 e

R R ~7~. + . I " I
i =_ ~lk (0)__. Z2 k (O>- e - L +M _+ ~(Q)_=~~_(Q) e - 8
'2f 2 2

Die Glieder haben folgende Bedeutung: die ersten schwach
gedarnpften Teile sind primar und sekundar gleichgeri chtet , ihr
Anfangswert ist gleich der halben Summe d er stafionaren Strome,
-d, h. des stationaren Magnetisierungsstromes. Sie stellen die T eile
der freien Strome dar, die den HauptfluB erz eugen ; jede Wicklung
triigt die Halfte dazu bei.

Dieser Teil kann durch Remanenz und Siittigung hohe Werte
.annehmen, jedoch ni cht so bohe wie bei Leerlauf, erstens weil der
FluB bei KurzschluB kleiner ist als bei L eerlauf, und zweitens, weil
die Wi cklungen sich untersttitzen.

Der zweite Teil des freien Stromes , der in beiden Wicklungen
-entgegengesetzt geri chtet ist , hangt von der Differenz d er beiden
Kurzschluflsteome ab, und da diese urn fa st 180 0 gegcn einander
phasenverschoben sind , ist sein Anfangswert fa st eb enso groB wie
-der KurzschluB strom jeder Wick lung fur t = O. Dies er Te il klingt

R 1 Rill. .
.schnell abo Nimmt man an, daB - S = - , also -S = - 1St , so 1St

ill 3 3
R T :r

nach 1 / 2 Periode e - 8 2 =e 8 =0,35, dieser Teil kann na ch Urn
kehr der Richtung des stationaren KurzschluBstromes diesen nicht
wesentlich verstarken. Der erst e Teil hingegen , der langer andauert ,
kann durch Uberlagerung tiber die stationareri Kurzschluflstrome
.sehr hobe Stromatolie und grol3e mechanische Krafte zwischen den
Wicklungen hervorrufen .

Analog stellt sich die Berechnung fiir einen KurzschluB des
belasteten Transformators. Hier sind die Anfangsstrome i 1 a (0) und
-i2 a (0) durch die Belastung gegeben, man erhalt
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. k'+k'" .11 ( 0)= J 1 =t1 a (0) - 11 k (0)

. k' k," .
12 ( 0) = 1 - 1 = 12 a (O) - 12 k(O) •

k ' = [i1-i'J (j) + i2 a «(j) ) - [i J H O) + i2k (O) ]
1 2

k " - (£1-!! (0) - i~ a «(j) I - [ilk «(j) - in (0)1
1 - 2 .

Der erste Faktor ent ha lt hier die Differenz des Magnetisierungs
st romes bei Bclastung und jenes bei Kurzschlu/3. Da der FluB bei
Belastung fast eben so grof ist wie bei Leerlauf und der bei Kurz
sehlull klein ist, nahern sich hierdie Verhaltnisse mehr denen beim
Ein schalten des unbelasteten Transformators, so da/3 d ie Stromst6J3e
bei KurzschluB des bel ast eten oder leerlaufenden Transformators
noch groller werden konnen als beim Einschalten des sekundar
kurzgeschlossenen Transformators.

90. Aussehaltvorgange,

Wir betrachten das Aus schalten des induktiven Strom
k r e i se s als Bei spiel eines Ausgleichsvorganges mit veranderhchem
Widerstand.

Beim Auss chalten eines Stromkreises mull di e in ihm auf
gespe icherte magnetische und elektrisehe Energie in eine andere
En ergieform, z. B. in Warme, umgewandelt werden. Hierzu ist eine
gewisse Zeit erforderlieh. Der Strom verschwindet nieht augen
blicklieh, sondern er bleibt zunachst iiber einen Liehtbogen be
st ehen, der sich zwischen den Sehalterkontakten bildet. Je mehr
die Kontakte sieh voneinander entfernen, urn so groll er wird der
Widerstand des Li chtbogen s, urn so mehr wird der Strom gesehwacht.

Eine exakte Beschreibung des Vorgangs miiBte also von den
Erscheinungen im Lichtbogen selbst ausgehen, die sieh aber nieht
analyt isch ausdriieken lass en 1). Begniigt man sich , di e Riiek
wirkung des Vorgangs auf den St romkr eis zu untersu chen, so kann
man eine bestimmte Annahme iiber den Widerstand des Lichtbogens
machen. Zu Beginn des Vorgangs ist der Widerstand des Strom
kreises R, nach einer gewissen Zeit '1:, der Aussehaltezeit , ist er un
endlich grols. Macht man nun fiir den Widerstand in der Zwischen
zeit nach Ar o n a'' ) den Ansatz

R
t

1-
T

. . . . . . . . . (380)

' ) Unt ersuchungen iiber Ausschaltvorgiinge s. Philippi , Diss. , Danzig.
Margu erre, ETZ 1912. H iipp , ETZ 1913, S. 33, 1920, S. 748. Bau er , Bull.
des Schweiz. EJ. Vereins 1915. Bi ermanns u. S t e rn, ETZ 1916.

2) Wiedem. Annalen 1897, Bd. 63, S. 177; ETZ 1899, S. 601.
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so ist fiir einen induktiven Stromkreis

L di+~i=p (381)
dt t

1- 
T

Setzt man

so wird
t=TX , dt=Tdx,

Es ist

Die

di R Ti pT

d- + L-' ) L·· · · · · (381a)x (l -x

Losung dieser linearen DifIerentialgleichung 1. Ordnung ist

i=e-J~l-=-xdX(f~TeJ~l-=-xdXdX+O) . (382 )

fR T R
y; 1-x dx= - L T1n (1- x),

daher

i=(1-X)~'[i:J1-X)-~'dX+0] .. (383)

Es ist nun zu unterscheiden, ob die Ausscbaltezeit T verscbieden

von der Zeitkonstanten ~ des Stromkreises oder ihr glei ch ist.

It "btL irds zunac SR, -:z:.T, so wrr

R R
J(l - x) --L' dx=- J (1- x) r z:d(l-x)

(
R '

== _ L_ ( l _ x) l ---i) ,
RT-L

und mit diesem Wert wird Gl. 383
R,

i = -...J!.-~- - (l-x) +O(l-xfL.
RT-L

. t " pT + 0Fur x=° IS Z = Zo = - - - - ,
RT-L

daher

i=RT
PT L (1 - x)+ (iI' - RT

PT L) (1 - x)~!. . (384)

1st zweitens ~ = T, so wird Gl. 383

i = (l-x) lrp Tf~-+OJ= (1-x) [O_'PT In (1 - Xl].
L 1-x L ·

Bestimmt man die Integrationskonstante wieder am,

x=O, i=io =O,
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so wird

( )[. »» 1 ]
i= 1-x ~o +-t ln 1-x . . . (385)

4¥ D,6

Fig. 204.

Fiir den Verlauf des Stromes ist das Verhaltnis der Ausschalte

zeit r: zur Zeitkonstante ~ maBgebend. Flir einen induktionsfreien

Rr
Stromkreis ist L = 0 und daher L = 00. Flir diesen Grenzfall

flir den io= ~ ist, erhalf das zweite Glied in G1. 384 die un

bestimmte Form 0 '00, ihr Wert ist Null. Es bleibt das erste Glied
und der Strom nimmt linear nach der Gleichung

i=.P-(1-x)
R

ab o Je groBer die Selbstinduktion ist , urn so langsamer verschwindet
der Strom anfanglioh, urn so schneller
muB er gegen Ende der Ausschaltezoit
verschwinden. Fig. 204 zeigt den Ver
lauf des Stromes naoh G1. 304 flir das
Abschalten eines Gleichstromee, fiir ver-

schiedene Werte von ~~ .

Das schnelle Verschwinden des Stro
mes gegen Ende der Ausschaltezeit be 
dingt sohr hohe Solbstinduktionsspan

r nungen und dadurch hohe Spannungen
am Lichtbogen.

Eiir einen Gleichstromkreis ist p = ioR, und die Widerstands-

spannung ist nach G1. 384 und 380 fiir ~ :z T

(1-- x) _.£ (1 - xl~i)
' R RT
~ =p L

1 - 
Rr

d fii L h G1 3un ur - = T nac . 85
R

Der Widerstand des Lichtbogens ist

R Rx
-- - - R = - - .
1-x 1- x
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Daher die Liehtbogenspannung fiir die beiden Faile

L (Rr-1)
X- --X(1-X) L

' R x Rr:
p!=1 l-x=P L

1- 
Rr:

und

(
Rr: 1)

P!=px l+ y ln I-x'

. . . . . (386)
P!=-; P~r: )1

p!=oo"

Schaltzeit, x = 1 , ist

f
.. L
ur R<T

Am Ende der

p! ist auBer fiir L = 0 am Ende der Schaltzeit groller als die Netz
spannung, urn so mehr, je groller die Zeitkonstante ist. I st diese
gleich oder groBer al s die Ausschaltzeit, so ergibt die Rechnung
Pi= 00 , was dahin zu deuten ist, daB der Liehtbogen st ehen bleibt
und die Ausschaltzoit verlangert, Sie ist daher keine Konstante
eines Sehalters, sondern von den GroBen des Stromkreises abhangig,

Die hohen Selbstinduktionsspannungen beim schnellen Aus
sehalten gefahrden die Isolation der Leitungen. Magnetwicklungen
worden oft nieht direkt ausgesehaltet, sondern erst iiber einen Wider
stand geschlossen.

Nun hat jeder Li ehtbogen in gewissen Grenzen eine labile Char ak 
teristik, seine Spannung wird mit abnehme nde m Strom groBer. Der
Absehaltvorgang bei Gleiehstrom spielt si ch daher so ab, daB beim
Entfernen der Kontakte die Lange des Liehtbogens und seine
Spannung soweit vergroBert werden, bis infolge des sinke nden Stromes
die Spannung zur Aufrechterhaltung de s Liehtbogens nieht mehr
au sreicht, Durch geeignete Formgebung des Schalter s (z. B. als
Hornerschalter] wird erreieht, daB der Lichtbogen dureh Warme
auftrieb und dynamisehe Wirkung sieh selbs t verlangert. Haufig
wird der Ausschaltvorgang durch Blasmagneten besehleunigt, urn
den Abbrand der Kontakte zu verringern und allzu lange Licht
bogen zu vermeiden,

Grundsatelich verschieden ist der Vorgang bei Woeh selstrom.
Dieser hat n aeh jeder Halbperiode einen Nulldurehgang, dabei er
lischt der Liehtbogen. Gelan ge es, das Absehalten so zu gestalten,
daB vom Augenblick des Offnens des Sehalt ers der Strom naeh seiner
betriebsmalligen Sinuskurve bis zum nachst en Nulldurchgang ver
lauft und der Liehtbogen danach nieht wieder ziindet, so konnte
keine grollere Selbstinduktionsspannung entstehen als die stat ionare

Fra en ckel , Wech.elstrome. 2. Autl. 19
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Amplitude imwL. Meist findet aber nach dem Nulldurchgang des
Stromes ein Neuziinden statt, um so eher, je groBer die momentane
Spannung beim Nulldurchgang des Stromes, d. h. die Phasenver
schiebung ist. Ein Wechselstromlichtbogen dauert daher im allge
meinen wahrend mehrerer Perioden an, bis die Schalterpole soweit
voneinander entfernt sind, daB die Neuzlindung .nioht mehr erfolgt.
Bei hohen Wechsolspannungen wird der Lichtbogen in Luft auBer
ordentlich lang, man verwendet daher meist Olschalter, bei denen
die Kontakte und der Lichtbogen durch das 01 gekiihlt werden
und die Zlindspannung betrachnlioh hoher liegt, so daB der Licht
bogen weniger lange andauert, als bei Luftschaltern.

Die Gefahr hoher Ausschaltliberspannungen bei Wechsolstrom
besteht moist nur beim Ausschalten schwacher Strome in stark in
duktiven Kreisen, z. B. des Leerstromes eines Transformators oder
Induktionsmotors, weil bei schwachen Stromen und groBer Schalt
geschwindigkeit der Lichtbogen schnell labil werden und den Strom
schon in der ersten Halbperiode zu einem schnelleren Abfall bringen
kann, als der Sinuskurve entspricht. Je steiler dieser Abfall gegen den
beim betriebsmafsigen Nulldurchgang, um so hoher die ' Uberspannung.

Bei Induktionsmotoren trennt man die Statorwicklung nur
vom Netz, wenn der Laufer iiber einen Widerstand geschlossen
ist. Beim Leerabschalten von Transformatoren verwendet man oft
eine Widerstandsvorstufe. Sie ist so zu bemessen, daB fiir beide
Schaltstufen der Lichtbogen etwa gleich lang wird. Der Lichtbogen
der Vorstufe liegt dem Vorschaltwiderstand R parallel ; ist seine Ziind
spannung ez 1 > i:" R, so kann er nicht mehr entstehen. i:" ist der
Leerstrom bei vorgeschaltetem Widerstand. An der Hauptstufe be
steht beim Nulldurchgang des Stromes die Spannung Pm sin qJ, der
Lichtbogen ziindet nicht mehr, wenn die Zlindspannung e.2 > Pm sin qJ

ist. Es soll daher i:" R "" Pm sin qJ sein , und da die beiden Span
nungen urn 90° phasenverschoben sind, solI jede etwa 70 % der
Netzspannung betragen. Den Strom i' entnimmt man der Magneti
sierungskurve fiir 0,7 P und bemiBt den Widerstand so, daB i'R~ 0,7 P
wird. Er ist wesentlich groller als der zur Vermeidung des Einschalt
stromstoBes.

Beim Abschalten groBer Strome, z. B. beim Unterbrechen eines
Kurzschlusses, beanspruehen die thermischen und dynamischen Vor
gauge im Schalter selbst das iiberwiegendo Interesse. Die im Licht
bogon auf geringem Raum verzehrten groBen Energiemengen werden
teils zur Zersetzung des Oles, teils zum Schmelzen und Verdampfen
der Elektroden und des Oles verbraucht. Der in sehr kurzer Zeit
vor sich gehende Verdampfungs- und Vergasungsvorgang bedingt eine
betrachtliche Drucksteigerung. Die Vermeidung des Herausschleuderns
von brennendom 01 und des Austritts von Rauch, die zu Branden
und Uberschlagen fiihren , stollen hohe Anforderungen an die
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Schalterkonstruktion. Um die schadlichen Wirkungen des Licht
bogens bei groBen Stromen zu reduzieren, ist anzustreben, die Neu
ziindung nach dem ersten betriebsmafsigen Nulldurchgang zu ver
hindern. Da bei hohen Spannungen auch ein sehr langer Licht
bogen doch nur einen kleinen Teil der Spannung aufnimmt, kann
or den Verlauf eines groBen Stromes nicht wesentlich beeinflussen, es
besteht bei groBen Stromen weniger Gefahr des vorzeitigen Abreiflens
und der Uberspannungen. Daher hat es auch keinen Zweck, den
Lichtbogen langor bestehen zu lassen.

Durch besonders hohe Aussohaltgeschwindigkeiten (Schnellkon
takte) und intensive Kiihlwirkung des Oles sucht man zu erreichen,
die groBten Strome in 1/2Periode zu unterbrechen.

Besondere Eigenschaften zeigt das Ausschalten eines Kon
densators. Erlischt der Lichtbogen beim betriebsmaliigen Null
durchgang des Ladestromes, so haben die Ladung und Spannung Pm
gerade ihren Hoohstwert. Der Kondensator behalt seine Ladung bei,
die Netzspannung setzt ihre Schwingung fort und erroicht nach
\'2 Periode ihren Hochstwert entgegengesetzter Richtung - Pm' Hier
besteht am Schalter die doppelte Spannung - 2 Pm' die zur Neu
ziindung fiihren kann, falls sie nicht schon vorher eintrat. Erfolgt
die Ladung des Kondensators in Schwingungen (mit der Induktivititt
der Zuleitung), so schwingt seine Spannung auf etwa die doppelte
Einschaltspannung (- 4 Pm) von ihrem Anfangs- wert + Pm an, er
reicht also nahezu die dreifache Amplitude.

Diese Riickziindungen treten haufig beim Abschalten von leeren
Leitungen und Kabeln auf, zur Verminderung der dadurch ent
stehenden Uberspannungen verwendet man einen SchaIter mit Wider
standsstufe.

Beim ErdschluB einer Leitung fallt ihre Spannung gegen
Erde auf Null, die der anderen Phasen steigt auf die Linienspan
nung. Durch die ErdschluBstelle flieBt der Ladestrom der Teil
kapazitaten gegen Erde der nicht geerdeten Phasen unter Linien
spannung, der sogenannte ErdschluBstrom. Bei jedem Neuziinden
wird das Netz in starke Schwingungen versetzt. Die hierbei auf
tretenden Uberspannungen, und die groBen Ausdehnungen, die ein
solcher intermittierender ErdschluBlichtbogen annimmt, wobei
er oft auf andere Leitungen iiberspringt und zum KurzschluB
fiihrt, machen ibn gefahrfioh. Das vorziiglichste Mittel zu seiner
Unterdriickung ist die ErdschluBdrosselspule von Petersen 1),
die zwischen den Nullpunkt des Stromerzeugers oder Transformators.
und Erde geschaItet ist; sie nimmt unter Phasenspannung gerade den
ErdschluBstrom auf, so dafl die ErdschluBstelle davon entlastet ist,

1) s. ETZ 1919. S.5.

19*
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Ansgleiehsvorgiinge in nicht stationiiren
Stromkreisen.

91. Die Gleichungen der freien Schwingungen auf Leitungen. - 92. Freie
Schwingungen bei offener oder bei kurzgeschlossener Leitung. - 93. Reflexion
der Wellen an Widerstand , Induktivitiit und Kapazitiit. - 94. Reflexion
an der Ubergangsstelle von Leitungen mit verschiedener Charakteristik. 
9.'). Widerstand , Kapazitiit und Induktivitiit an der Ubergangsstelle von zwei

Leitungen. - 96. Verzerrte Wellen.

91. Die Gleichungen der freien Schwinguugen auf Leitungen.

Die im letzten Kapitel untersuchten Ausgleichsvorgiinge in elek
trischen Stromkreisen bes ohrankten sich auf die Falle, bei denen wir
die elektrischen und magnetischen Felder je fiir sich in bestimmten
Teilen des Stromkreises bestehend, d. h. Induktivitat und Kapazitat
in dies en Teilen konzentriert, annehmen konnen,

Diese Annahme setzt voraus, daB in jedem Augenblick in jedem
Punkt des betrachteten Teiles des Stromkreises der gleiche Zustand
und die glei che Zustandsiinderung herrschen, oder, daB die Zeit fur
die Fortpflanzung einer elektromagnetischen Storung iiber den ganzen
betrachteten Teil des Stromkreises verschwindend klein ist gegen die
Dauer der Zustandsiinderung selbst.

Irn folgenden untersuchen wir die wesentlich schneller verlaufende
Fortpflanzung einer Zustandsiinderung von einem Punkt des Strom
kreises zum nachsten, d. h. Stromkreise, bei denen der Zustand von
Punkt zu Punkt sich andert, und bezeichnen sie ais nicht atat i o n s.r e.

Die Fortpflanzung einer elektromagnetischen Storung geht nach
der Maxwellschen Theorie der Elektrizitiit durch elektromagnetische
Wellen vor sich, die sich nach allen Richtungen im Raum ausbreiten.
Ihr nutzbares Anwendungsgebiet ist die Funkentelegraphie. Sie bieten
aber auch fiir die Starkstromtechnik Interesse , weil hier als ihre
Foige gewisse Dberspannungserscheinungen auftreten, die SchutzmaB
regeln erfordern.
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Wir betrachten hier den Sonderfall der Fortpflanzung von
e ben en elektromagnetischen Wellen, d. h. solche elektromagnetische
Felder, bei denen die elektrischen und magnetischen Kraftlinien in
einer Ebene verlaufen. Dieser Fallliegt bei Freileitungen und Kabeln
vor. Die magnetischen Kraftlinien umschlingen die Leiter in der
selben Ebene senkrecht zur Leiterachse, in der die elektrischen Kraft
linien von einem Leiter zum anderen und zur Erde verlaufen.

Nun ist nach dem Poyntingschen Satz der Vektor des Energie
flusses proportional dem Produkt aus elektrischer und magnetischer
Feldstiirke und .dem Sinus des Winkels zwischen ihnen, -und er ist
senkrecht zu ihnen gerichtet. Die Richtung des Energieflusses ist
die Fortpflanzungsrichtung der elektromagnetischen Welle , ebene
Wellen von Freileitungen und Kabeln pflanzen sich nur in einer
Richtung, der Richtung der Leiterachse fort.

Eine geringfiigige Abweichung von der ebenen Beschaffenheit
weist das Fcld einer Leitung in der Niihe der Leiter auf. Weil die
Leiter nicht unendJich groBe Leitfiihigkeit besitzen und das Dielek
trikum kein vollkommener Isolator ist, stromt ein Teil der Energie
in den Leiter, ein Teil bleibt im Dielektrikum.

Fur die Berechnung legt man nun, wie fur die Darstellung der
stationaren Verteilung der Strome und Spannungen auf Leitungen
(s, Kap. XI) gleichmiiBig verteilte Induktivitiit, Kapazitiit, Widerstand
und Ableitung zugrunde,

Die Ubertragung dieser von dem stationiiren Zustand abgeleiteten
GroBen auf den nicht stationaren Zustand gibt , wie nahere Unter
suchungen zeigen 1), flir ebene Wellen formelI richtige Resultate.

Wir gehen daher von der Doppelleitung aus und suchen flir
ihre Differentialgleichungen (Kap. XI GI. 206 u. 207) das allgemeine
Integral. Es ist

(387)

(388)

Differentiiert man jede Gleichung nochmals nach x und setzt
die andere ein, so wird

'jP p 'O p '02p
- = RA p + (OR + L A)- -+ L O-- (389)
2x2 'O t iW

22~= RAi+ (CR +LA) 2i +LC 02 ~ (390)ox· 2t ct·

1) s, Mie , Ann . d. Phys. 1900, S. 201. Cohn , Elektromagn. Feld 1900
S.449. Abraham , Phys. Zeit schr. 1901, S. 329; 1905, S. 174.
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Beide Gleichungen haben dieselbe Form, wir brauchen daher
nur eine zu betrachten, z. B. die fiir die Spannung p.

Sie HiBt sich so umformen, daB der erste Differentialquotient
nach der Zeit nicht mehr vorkommt, wenn man setzt :

p =Ue- a t , • " • . • (391)

worin U eine Funktion des Ortes und der Zeit ist. Hiern ach wird

'iP p _cPU - a t
ox2- ox2 e

~ = ~'! e- a t -- « U e- a t

ot (j t

~~ = (j2,!e- a t _ 2a?-T! e - at --+- ((,2Ue- a t
ot2 cP ot I

und hiermit wird Gl. 389

02~ = U rRA- a (OR +-LA)+ a2L OJ1
ox · - I

eo ?-1U r+- aT [OR+ L A - 2a L C] +- ?t2 LO J
oU

Hi erin wird der Faktor von at Null, wenn

a=~[~ +-~J .... . (392)

ist, der Faktor von U ist dann
- 1 T R A 12

RA- a (OR --+-LA)+ a2LO= -LO - ! - - - i = - L Or'P.
I 4 LL O ~ -

worin

!5 = ~ [-~ - ~l
2 L O ~

. . . . (393)

ist. GI. 389 a erhalt hi erm it di e Form

02 f!. = '{J2U L O_ U(FL O ( b)ox2 ot2 . . . . . 38 9

Da unsere Rechnung beziiglich der Verluste nur eine Annaherung
ist, so beschranken wir uns von vornherein auf den fiir Starkstrom
Ieitungen nicht sehr von der Wirklichkeit abweichenden Fall , daB
!5 = 0 ist, oder nach (39 3)

R:L =A :C.

d. i. nach Kap. XI S. 198 die verzerrungsfreie Leitung.
Dann Iautet Gl. 389 b

'(P U 02U
- -= - L O.
ox2 il t2 -

. (394)
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und mit del' Abkiirzung

(395)

(396)

Die Losung diesel' Differentialgleichung ist von d ' Alembert
fiir die schwingende Saite angegeben, sie lautet allgemein

U = (1 (x - vi)+(2 (x+vt)1), . . . . (39 7)

worin {1 und (2 vorlaufig noch willkiirliche Funktionen des Ortes
und del' Zeit sind, die noch nah er zu bestimmen sind.

Hiermit wiI'd nach Gl, 39 1

P = e-at [fdx - vt) + f2 (x + vt)] . . . (398)

Setzen wir diesen Wert in Gl. 388 ein , so wird

_ oi =Ae-at ([, + to) -aCe-at (f, + (0) +Ce- at [ - V ~f1 + V 0{2JoX 1" 1. ox ex
Fur die Annahme (394) 0 = 0, sind die ersten beid en Glieder rech ts
entgegengesetzt gleieh und heb en sich fort ; set zt man im dritten
Glied den Wert fiir v aus (395) ein, so wird mi t

1
V=VLC

i=Vie-at[fl(X - 'vt) -f2(X +vt)] (399)

Die beiden willkiirlichen Funktionen (1 und (2 stellen zwei mit del'
konstanten Geschwindigkeit v for tschreitende Well en von un ver
anderter Gestalt dar. f~ wandert in Richtung del' zun ehm end en x
denn die Funktion hat nach eine r Zeit dt an einer urn dx = vdt
entfernteren Stelle wieder die glei chen Werte wie z. Z. t an del'
Stelle x, das gleiche gilt fUr t. . wenn wir sie urn - d x = v dt ver
schi eben.

Nach Gl. 398 und 399 -ergibt sich die Spannung ala Summe,
del' Strom als Differenz von zwei in entgegengesetzter Richtung
mit konstanter Geschwindigkeit wandernden Wellen, die bei del'
Fortpflanzung ihre Gestalt nicht andern, ab el', wie del' Faktor e-at

zcigt, mit del' Zeit abklingen. J ede Welle des Stromes ist del' im
gleichen Sinne wandernden Spannungswelle proportional, sie ergibt

' ) Man kann die Richtigkeit der Losung durch Different iati on jeder der
heiden Funktionen erkennen. Es ist z. B. fiir t;

0
2
( , = fP( , (x - v t) = f "(x -v t\

ox 2 o(x - vt)2 I

(j2(, = ij2( , (X-~t)_ (d (x~ v t»)2= v2( " (x _ v t ,
ot2 0(X - v t)2 dt ' . '

und analug fiir (2'
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sich aus ihr durch Multiplikation mit -V~ ,d. h. mit dem reziproken

Wert der Charakt erist ik oder des Wellenwiderstandes (a. S. 198)

z=w·
Jeder elektrisehe Vorgang auf der Leitung HiBt sich durch zwei

derartige Wellen darstellen; ihre Form ergibt sich aus den Grenz
bedingungen des Problems. Die F ortpflanzungsgeachwindigkeit .isf

1 cv= -==-= ,
V£O VefJ

worin c = 3 . 10~ km jsek ? di e Lichtgeschwindigkeit ist, Bei Frei
leitungen (s = 1 , fl = 1) ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit gleich
der Li chtgeschwindigkeit , bei Kab eln ist sie umgekehrt proportional
der Quadratwurzel aus der Dielektrizitatskonstante.

Der Zustand auf einer Le itung wahrend eines Ausgleichsvorganges
ergibt sich wieder durch Zusammensetzung der stationaren Werle
(Pe, ie) und der fr eien Schwing ungen (p" i f) von Strom und Spannung,
die den Ubergang von dem Anfangswert zum Endwert vermitteln

P=Pe+P, ; i=ie +if .. · .. (400)

Sind im Augenblick der Zustandsanderung (t = 0) die stabiona ren
Anfangswerte Pa(O), ia (O) ' di e stationaren Endwerte Pe(O» i e(o), so er
fordert der stetige Ubergang fUr die fr eien Schwingungen Pf (Ol , i f (0)

Pa(O)=PeIOl +Pf(O); ia (O)=ieIOl+ifIOl" (40 1)

92. Freie Schwingungen bei oftener oder bei kurzgeschlossener
Leitung.

1. D as Einschal ten ei n e r offenen Lei tung mit Glei chstrom.

Eine Leitung von der Lange 1 werde zur Zeit t = 0 an ihrem
Anf ang (x = 0) an eine QueUe konstanter Spannung P geschaltet,
wahrend ihr Ende (x = l) offen ist . Wir sehen zunachst von der
Riickwirkung der Einschaltvorgange auf die StromqueUe ab ' ). Vor
der Zeit t = 0 ist der Anfangszustand fiir die ganze Leitung

pa= O, ia = O (402)

der stationare Endzustand ist

pe=P, i e = O . . . . . . . (403)

1) Eine beliebige Stromquelle wiird e bei dem auftretenden Ladestrom
ihre Spannung nicht hal ten , man kann sich aber vor stell en, daB durch groBe
parallelgescha lt ete Kondensatoren die Ladung abgegeben und die Spannung
praktisc h konstant gehalte n wird (s. aueh S.326).
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Die Anfangsbedingungen fiir die freie Schwingung sind daher

PrCO) = Pa (0) - P. CO) = - P} . . (404)
ir(o) = iacO)- ie(o) = 0

Diese Bedingungen setzen wir in die Gl. 398 und 399

Pr= e: at [f1 (x - vt) + f~ (x +vt )]
e- a t

i r= Z [f1 (x - vt ) - f'J (x +vt)]

fiir t = 0 ein , und es ergibt sich

f1 (x)+ f'J(x )= -P, f1 (x) - f'J (x) = 0,
daher t. (x)=f'J (x)=-~P (40 5)

Die Wellen f1 (x) und f'J (x) sind ihrem Betrag nach gleich groll, und
haben zur Zeit t = 0 iiber die ganze Lei- 1 :rjt
tungslange den konstantcn Wert - ~ P (s. D 'l>
Fig. 205a)· .:~L ""1', [;

Welcbe Gestalt haben nun die Wellen J.

in den folgenden Zeiten wahrend ihres Fort- Fig. 205a.
schreitens! Hieriiber gibt uns die Reflexion .
an den Leitungsenden Aufschlull , die aus ~--1

den dort herrschenden Bedingungen zu er- or-~'c--------l

mitteln ist.
a) Am Leitungsanfang solI nach Voraus

setzung P = konst., d. h. Pr= 0 sein , also
ist nach Gl. 398 fiir x =0

t. (0 - V t) = - f'J (0 + V t).
Dies bedeutet: die vom Anfang fortziehende Welle (f1) ist am Lei
tungsanfang ebenso groB wie die einfallende f'J' hat aber entgegen
gesetztes Vorzeichen. Man betrachtet die Fortsetzung der vom
Anfang fortziehenden Welle f1 als Reflexion der dort einfallenden
Welle f2 und erhalt: Die einfallende Welle f2 wird am Leitungsanfang
unter Umkehrung des Vorzeichens reflektiert.

b) Das Leitungsende ist offen, dort ist ir=O, und nach Gl. 399
wird fiir x = l

f1 (l- v t) = f2 (l - v t) ,
was wir wieder so deuten, daB die am offenen Ende einfallende
Welle f1 mit gleichem Vorzeichen reflektiert wird. Fig. 205 b zeigt

die beiden Wellen, nachdem sie um eine Strecke x in der Zeit t = -=-
v

gewandert sind, wobei von ihrer Verkleinerung durch die Dampfung
vorerst abgesehen ist, Die Welle f1 zeigt an der Stelle x einen
Sprung urn die volle Spannung P, der von der Reflexion der
Welle f'J am Anfang herriihrt. Unter Beriicksichtigung der Dampfung

.,
ist er r c :«,
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l
Dieses BUd schreitet nun bis zur Zeit t1 = - vorwarts, dann

v
hat del' Spannungssprung der Welle f1 das Leitungsende erreicht,
und da f1 hier mit gleiohem Vorzeichen refl.ektiert wird, hat nun
von hier ab auch f~ einen analogen Spannungssprung, del' nach dem

Leitungsanfang wandert und diesen zur Zeit to= 2l erreicht. Man• v
erkennt, daB jede Welle ihr Vorzeichen nach dem zweimaligen Durch
laufen del' Leitungslange umkehrt. Die volle Periode des Vorgangs,
die zwei entgegengesetzte Ri chtungswechsel in jeder Welle umfalst,
ist doppelt so gr oB, namli ch

1,

41
T = 

v

• II!'"

(406)

t -¥

'111'''I,lilllllll
t-¥ I! 1111 II 111I111 II

____--- - - -J

Spannung. St rom.
Fig. 206.
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stehen, die Stromwelle wandert in der zweiten Viertelperiode zuriick,
wobei das magnetische Feld seine Energie in das elektrische Feld
entladet, wahrend gleichzeitig die Stromquelle ihre konstante Leistung
weiter liefert. Diese wird nun aber nur in dem elektrischen Felde
der Leitung aufgespeichort, wobei die Spannung der Leitung zunaehst
am Ende und dann ruckwarts schreitcnd bis zum Anfang auf den
doppelten Betrag steigt, und am Endo der zweiten Viertelperiode
ist in der Leitung die 4fache elektrische Energie aufgespeichert
wie zuvor. Da am Leitungsanfang die Spannung konstant gehalten
wird, entladet sich die Leitung in der dritten Viertelperiode in die
Stromquelle zuriick, der Entladestrom wandert vom Anfang der Lei
tung zum Ende unter Ausbildung cines magnetischen Feldes von ent
gegengesetzter Riehtung wie zuvor, dessen Energie ebcnfalls aus dem
elektrischen Felde kommt, wobei die Spannung auf P abnirnmt. In
der vierten Viertelperiode entladen sich die magnetischen und elek
trischen Felder der Leitung in die Stromquelle, und am Ende der
Periode ist die Leitung strom- und spannungslos.

Das Spiel wiederholt sich von neuem, jedoch werden durch die
Verluste die Wellen gedampft und klingen aus, bis schlieBlich die
Leitung die konstante Spannung P hat.

Der EinfluB der Dampfung auBert sich zunachst darin, daB die
groBte Spannung, die zuerst am Leitungsende nach 1/4Periode auf-

tritt, nicht 2P sondern P ( 1 +e-a~) ist,
Quantitativ ist die Darnpfung schwer einzuschatzen, da es fraglich

ist, welcher Wert des Widerstandes fiir dies e hohen Frequenzen ein
zusetzen ist, und weil unsere Annahme der Verzerrungsfreiheit nicht
immer zutrifft. Setzt man flir R den Gleichstromwiderstand ein, so
findet man fiir Freileitungen den Wert (X = R :L zwischen 150 und
250. Fur einen Mittelwert (X = 200 ist bei einer Leitung von
[ =15 km mit v=3·10"km·sek- 1

- Cl ~ -0.01
e V= e ~0,99.

Bei Kabeln ist die Dampfung groBer wegen der kleinen In
duktivitat und weil v kleiner ist. Schatzen wir a 5 mal so graB und
v halb so grof wie oben, so wird fur ein ebenso langes Kabel

-a~ . - 0 1
e V=e ' =0,905.

Die Spannung am Leitungsende ware also in diesem FaIle naeh
1/4 Periode 1,905 P; nach 3/4 Perioden fiiIlt sie dort nicht auf 0,

sondern auf P(1_e- a¥)=P(1_e-o,a)=0,26P usf.
Fig. 207 zeigt, wie unter Beriicksichtigung der Dampfung di e

Spannung sich am Leitungsende einschwingt und ein analoges Bild
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laBt sich fur jeden Punkt der Leitung konstruieren.
Fur die Isolation muB man mit der doppelten Betriebsspannung

rechnen.

2. Das Eins0halten einer offenen Leitung mit Wechselstrom.

Aus Kap. XI ist bekannt, daB im stationaren Zustand sich eine
Schwingung einstellt, die wir darstellen konnen durch

P.(e)=~m(x)S~n(wt+"P(X»)} . . . .. (407)

tie)= 'tm(x) sin (wt + 'P(x»)

sr:zr:

Fig. 207.

---
o

wobei die Amplituden Pm (x) und im(x) sowie die Phasenwinkel "P(x)
und 'P(x) Funktionen des Ortes sind,
die aus dem Spiralendiagramm
Fig. 152 Seite 200 ermittelt werden.
Fig. 149 Seite 192 stellte die Strom
und Spannungsverteilung fiir eine
verlustfreie Leitung dar.

Schaltet man nun z, Z. t = 0
den Anfang der Leitung an eine
Spannung

P = Pm sin (wt + "P) ,

so ist der Anfangszustand vor Beginn der Zeitrechnung

pa=O, iu=O;

der stationare Endzustand fiir t = 0 ist nach Gl. 407

Pe(O) = Pm(x) sin "Pix), i.(o) = im(x) sin 'P(x) ,

daher fiir die freie Schwingung fur t = 0

Pr(O) = - Pe(O) = - Pm(x) sin "P(>:) = 11 (x) + f'J (x)

ir(o)= - ie(o)= - im(x) sin 'Pix) = ~ [f1 (x) - f'.l ex )]

und die beiden Wellen t, (x) und f'.l (x) sind z, Z. t = 0

f1 (x) = -_ .~ [Pm (x) sin V'(x) + Zi",( x) sin 'P(xJ
f2 (x) = - ~ [Pm (x) sin V'(x) -Zim(x) sin 'P(x)] '

Die Form der heiden' Wellen f1 und f'J ergibt sich hiernach
durch Addition bzw. Subtraktion der stationaren Strom- und Span
nungsverteilung z. Z. t = O. Praktisch erfolgt das Einschalten stets
durch einen Einschaltfunken im Augenblick der Spannungsamplitude.

Fur die Retlexion der Wellen ergibt sich wieder bei der am
Ende offenen Leitung

fiir x =O , Pr=O, fur x =l, ir=O .

Die erste Bedingung ergibt wieder eine Reflexion der am
Leitungsanfang eintreffenden Welle I« mi ; um gek ehrtem Vorzeichen,
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die zweite eine Refiexion der am Leitungsende eintreffenden Welle
f1 mit gleichem Vorzeichen.

Das Bild des Einschaltvorganges hangt nun sehr von dem Ver
haltnis der erzwungenen Frequenz f zur Eigenfrequenz rei der Leitung
abo Diese ist nach Gl. 406

Wir wahlen zunii.chst ein Beispiel, bei dem die erzwungene Frequenz
groBer als die Eigenfrequenz ist. Es sei r= 300 , 1= 500 km.

Fiir eine Doppelleitung aus Drahten mit 1 em Durchmesser im
Abstand von 120 em ist 0=0,00525 ,uF-km- 1

•

L=0,00212 Henry-km", R=0,510hm·km- t •

Die Charakteristik ist Z = V~ = 635 Ohm.

Die Lange von 500 km ist bei 300 Perioden gleich der halben
Wellenliinge, bei Leerlauf sind daher die Spannungen am Anfang und
Ende im stationaren Zustand urn 180 0 phasenverschoben. Fiir die
freien Schwingungen der offenen Leitung ist die Leitung 'l, der
Wellenlange. Die erzwungene Frequenz (300) ist daher hier doppelt
so groB wie die Eigenfrequenz.

Zwischen dem raumlichen Dampfungsfaktor der stationaren
Wellen der verzerrungsfreien Leitung (s. Kap. XI S. 198)

a =R:Z=A·Z

und dem zeitlichen Dampfungsfaktor der freien Schwingungen

a =R:L =A: C

besteht die Beziehung

Hier ist

a =av.

a = 0,8 · 10-a km : ", a = 240 sek-t .

Fig. 208 zeigt fiir 7 Augenblicke der ersten P eriode der er
zwungenen, d. i. die erste Halbperiode der freien Sehwingungen die
Spannungs- und Stromverteilung. Die diinn ausgezogenen Linien sind
die stationaren Werte, die aus dem Spiralendiagramm Kap. XI er
mittelt sind, die gestrichelten Linien sind die Welle f1 und die
punktierten die Welle f2 • Die Dsmpfung kann hier nicht vernaeh
lassigt werden, denn nach ' l, Periode sind die Wellen schon auf den

- a ~ - 0 8
Wert e " = e '= 0,449 gedampff und in der Figur entsprechend
verkleinert.

Bei den meisten Starkstromanlagen nahern sich die Vorgange
indessen wesentlich mehr denen einer Gleichstromleitung. Fiir eine
Freileitung von 30 km Lange und r = 50 Perioden i. d. Sek. ist die
Leitungslange 1 / 200 der Wellenlange und daher ist die stationare
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Spannung bei Leerlauf auf der ganzen Leitung in jedem Augenblick
fast dieselbe.

Ferner ist f= 0,02 f.i' d. h. die Eigenfrequenz ist 50mal so
groB wie die stationare Frequenz, Wird z. B. bei der Amplitude der
stationaren Spannung eingeschaltet, so iet die stationiire Spannung

2;n;
nach 1 Periode der freien Schwingung Pm cos 50 = 0,992 Pm' also

praktisch unverandert.
I)

t - O f----....,..,,;~=---l

~
. ..... _ _ ru ~~~W ll i l

t - f , ,. ,. - . . ,
1_- -

~-_.~
, L_--~""" '- •

~
~'

~~...........-

Spannung. Fig. 208. Strom.

Nehmen wir dieselben Leitungskonstanten wie vorhin an, EO sind
die freien Schwingungen nach 1 Periode der stationaren Schwingnng
e /50 Sek.) nur noch e-4,8= 0,0081, d. h. weniger ala 1010ihres Anfangs
wertes, so daB der Ausgleichsvorgang praktisch aufgehort hat.

AU8 diesem Grunde legt man fiir die Einschaltvorgange bei Stark
stromanlagen meist die Verhaltnisse zugrunde, wie sie sich fur eine
Gleichstromleitnng ergeben.
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3. D er Ausgleich einer beliebig verteilten Ladung auf

einer offenen Leitung.

Bei einer atmospharischen Entladung wird auf der Leitung eine
zuvor durch die Ladung einer Wolke gebundene Ladung frei . Ihre
Verteilung iiber die Lange 1 kann beliebig gegeben sein . Ist q (x)
die Ladung fur die Langeneinheit, die eine beliebige Funktion von
x sein kann, so entspricht ihr die Spannungsverteilung

Pa=p (x) = q~)

und eine entspreehende Verteilung von elektriseher Energie.
Die Spannung sucht sieh auf der Leitung auszugleichen. Da

die Leitung an heiden Enden offen ist, kann die Energie an den
Enden nicht abflieBen, vielmehr wandert sie so lange auf der
Leitung hin und her, his sie in Verlusten verbraucht ist. Bei jeder
Wanderung nimmt die ur spriingliche Ladung infolge der Ableitung
abo Dann ist Pe = O. Der Strom ist zu Anfang und zu Ende des
Vorgangs Null. Fur die freien Schwingungen gilt

p(O)= Pa(O) - Pe{O)= P (x)
i ( o) = 0.

Fur die entstehenden Wellen gilt daher Z. Z. t = 0

Pt (O) = (1 (x)+ f'J (x)= P (x)

i(o)= ~ [f1 (x) - f'J (x)] = 0,

und hieraus folgt

Die urspriinglich vorhandene, ganz willkiirliche Spannungs
verteilung zieht also in zwei Wellen von gleieher Form und je
halber GroBe naeh den Enden der Leitung. Dort werden die Wellen,
da die Enden offen sind. mit gleichem Vorzeiehen reflektiert, weil

die Strome ~ und ~, die hei der Bewegung entstehen, an den

offenen Leitungsenden nieht bestehen konnen, Die Wellen wandern
somit auf der Leitung hin und her, bis ihre Energie durch die Ver
luste aufgebraueht ist , sofern sie sieh nieht schon vorher einen
Weg zur Ableitung der Energie schaffen. I st namlich die dureh
atmosphiirisehe Entladungen entstehende Spannung hoher als die
Isolation der Leitungen vertriigt, so wird die Isolation durehsehlagen.
Bei Freileitungen sind Z. B. die Isolatoren die gefiihrdeten St ellen,
die hei atmospharischen Uberspannungen iibersohlagen werden. Zum
Schutz verwendet man 'sog. Uberspannungsableiter, die hiiufig aus
einer Funkenstreeke (Hcrnerableite r] oder einer Anzahl in Reihe
.geschalteter Funkenstrecken (R ollenableiter) bestehen und mit einem
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Widerstand zwischen Leitung und Erde geschaltet sind. Die Funken
streoken werden so eingestellt, daB sie bei einer gewissen Uber
schreitung der Betriebsspannung ansprechen.

4. Die Auag le ichsv organ ge bei Unterbrechung e i ne s
K u rzschl uss es.

Beim KurzschluB einer Leitung wird der Leitungsanfang durch
eine Sicherung oder einen selbstiitigen Schalter von derStromquelle
getrennt. Es werde angenommen, daB beim AbreiBen des Unter
brechungslichtbogens (t = 0) in der am Ende kurzgeschlossenen Leitung
noch ein gewisser Strom ia(o) = J besteht, der ftir die ganze Lange I
gleichgroB sei. Die Spannung der kurzgeschlossenen Leitung ist nach
dem Abtrennen klein und werde vernaohlassigt, daher Pa(O) = O.

In der Leitung besteht eine magnetische Energie l J2Ll, die
auf der Leitung hin und her wandert, bis sie durch die Verluste in
Warme umgewandelt ist. Der Endzustand ist p. = 0, i. = 0 , dahcr
gilt fUr die freien Schwingungen

p(O) = fl (x)+ f2 (x) = 0

i(o) = ~[fl (X) -f2(X)]=J,

fl (x) =-~(x)=~JZ.

Spannung.

, - 11 III IIIII I:

_.£ , II I 111111
t. :1111 1 III

Fig. 209.Strom .

t.r~.. - - - - --

Illlillil I 1!ltlllll!lI ll- T J
t -O I 'II I 1.11 ,I I II j

Der Vorgang ist in Fig. 209 fiir cinige Augenblicke in Ab
standen von je I/SPeriode dargestellt. Zur Zeit t = 0 sind die beiden

o z Wellen ~JZ und - lJZ; die
t------"-------j zweite wird am offenen Lei-

.Ii tungsanfang, wo der Strom
Null ist, mit gleichem Vor
zeichen reflektiert, wahrend f

l

am kurzgeschlossenen Ende,
wo die Spannung Null ist , mit
entgegengesetztem Vorzeichen
reftektiert wird.

Der Strom verschwindet
daher vom Anfang der Lei
tung anfangend , wahrend er
seine magnetische Energie in
das elektrische Feld der Lei
tung entladet , so daB eine

Spannungswelle von der Hohe -JZ iiber die Leitung wandert.
Erreicht sie das Ende der Leitung nach 1/4 Periode, so wird

sie zuriickgeworfen, da dort die Spannung Null sein muls. Das
elektrische Feld entladet sich wieder unter Ausbildung eines magne
tischen Feldes, die Entladestromwelle von der Hoh e - J wandert
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-zum Anfang zurii ck, sie wird dort nach Ablauf der zweiten Viertel
periode zuriickgeworfen, wobei das magnetische Feld sieh wieder in
das elektrische entladet, das aber nun ebenfalls die umgekehrte
Richtung hat wie zuvor, und so geht der Wechsel der En ergi e for t ,
bis die ganze Energie in Y erIusten aufgezehrt ist .

Die groBte Spannung, die z. Z. t = 0 am Leitungsanfang entsteht,
ist J Z. Die GroBe des Anfangsstromes J , der' nach dem AbreiBen
des Unterbrechungslichtbogens noch besteht, ist jedenfall s klein, daher
darf die Unterbrechungsiiberspannung ni cht iiberschatzt werden. Am
haufigsten kann das AbreiBen des Lichtbogens bei Gleichstrom
schaltern und Sicherungen beobachtet werden. Bei einem Wechsel
stromschalter, bei dem der Lichtbogen im natiirlichen Nulldurchgang
des Stromes erlischt, kann sie iiberhaupt nicht auft rcten.

Ist fiir eine Gleichstromleitung von 500 Volt der KurzschluB
strom einige Tausend Amp ere und der abgerissene Strom etwa
10 Amp ere, so sieht man, daB die Uberspannung 5 bis 6000 Volt,
also das Zehnfache der Betriehsspannung betragen kann. Je kiirzer
di e Leitung, urn so weniger sind die Wellen bei wiederholtem Ein
treffen ged ampft und verursachen Ub ers chlag e am Schalter.

5. Das Einschalten e i n er kurzgeschlo ss enen L eitung.

Beim Einschalten einer am Ende kurzgeschlossen Leitung st ellt
sich a ls Endwert eine Spa nnungsver teilung ein, die et wa linear vom
Anfang his zum Ende abnimmt, wahrend der Strom fiir die Lange
konstant und (hei Gleichst rom) durch den Leitungswiderstand be
grenzt ist

P. (0) = P ( 1 - ;) ,
. P
t. (O) = Rl '

Da die Anfangswerte Null sind, erhalt man

P{IO) =t~ (X)+ f2(X) = - P (1- ; )

i{IO)=-~- [f1(;e) - f2(x)] = - :i
1 [Z XJ 1 'l-Z ( X)Jf1 (x)= - 2 P Rl + 1 - T ' f2 (x)= 2 P R l - 1-T .

Der Schwin gungsvorgang, dessen Darstellung naeh dem Vorher
gehenden leicht zu ermitte ln ist, und die wir daher iibergehen, bietet
nur insofern etwas- Neues, als hier die Reflexion an beid en Enden
mit umgekehrtem Vorzeichen erfolgt, weil sowohl am Anfang, wo
die Spannung konstant gehalten wird , als auch am Ende, wo sie
Null ist, die Summe der beiden Wellen Null sein mull. Hieraus folgt,
daB ein Ri chtungswechsel nach jedem Durchlaufen der Leitungslange

F rae nc ke J, Wech. el.trome. 2. Auf]. 20
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erfolgt und die ganze Periode der Laufzeit iiber zwei Leitungs
langen entspricht, die Periode ist hier

21
1:= -.

v

1m Gegensatz zur offenen Leitung schwingt die an einem Ende
erregte, am anderen kurzgeschlossene Leitung in Halbwellenschwin
gungen, da der konstant erregte Anfang und das kurzgeschlossene
Ende Spannungsknoten der freien Schwingung sind.

Die Einschaltwelle P laufthier nach dem Ende :und zuriick,
hiermit ist eine Periode beendet.

Es geht hieraus hervor, daB die Frequenz der freien Schwin
gungen nicht allein von der Leitungslange, sondern auch wesentlich
von den Bedingungen an den Enden abhangt.

93. Reflexion der Wellen an Widerstand, Induktivitat und
Kapazitat.

Wir erweitern nun die Betrachtung auf andere Grenzbedingungen
und untersuchen zunachst die Reflexion der Wellen an Widerstanden,
Induktivitaten und Kapasitaten,

Die Trennung dieser GroBen bei nicht stationaren Vorgangen
ist nicht streng, sie setzt Anordnungen voraus, bei denen die eine
GroBe die anderen derart iiberwiegt, daB diese fiir eine angensherte
Betrachtung vernachlasaigt werden konnen.

Als reiner Widerstand kann ein Wasser- oder Kohlewiderstand
gelten, der in Verbindung mit Dberspannungsableitern, z. B. Horner
funkenstrecken, verwendet wird. Er hat bei sehr geringer Lange
einen Widerstand von mehreren Hundert Ohm, seine Induktivitat
und Kapazitat, sind dagegen verschwindend. Vorwiegend Induktivitat
haben kurze Spulen, Stromwandler, Auslosemagnete , wahrend vor
wiegend Kapazitat in Sammelschienen, Schutzkondensatoren usf. vor
handen ist. Maschinenwicklungen, auch groBore Drosselspulen, haben
verteilte Kapaaitat und Selbstinduktion; in der Riickwirkung einer
solchen Wicklung auf die Wellenvorgiinge in der Leitung betrachtet
man sie oft in erster Annaherung auch als Induktivitat.

Seien Ro' Lo' Co Widerstand, Induktivitat und Kapazitat, die
am Leitungsende etwa in Reihe geschaltet sind, so gilt fiir das
Leitungsende (x= l)

. di fidt
p=Ro~+Lodt+ Co •••.•. (409)

Hierin ist p die Summe aus der stationaren Spannung p. und
der freien Spannung Pr' i die Summe aus dem stationaren Strom i .
und der freien Schwingung i,. Da die Gleichung linear ist, wird
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sie von den stanionaren und von den freien Stromen und Spannungen
je fiir sioh erfiillt und kann in zwei Gleichungon geteilt werden,
von denen die eine nur fiir die stationaren, die andere nur fiir die
fre ien Werte gilt, wie wir dies schon wiederholt getan haben.

Die freien Schwingungen konnen fiir die ganze Leitung durch
zwei Wellen dnrgestellt werden

p(= e- a t [f1 (x - vt) + f2 (x + vt)J,
e- a t

i(=Z[ft (x-vt)-f2 (x + vt)J.

Da as hier auf die Werte am Ende der Leitung (x = l) an
kommt, setzen wir zur Abkiirzung

f1 (l - vt)= rp und f2 (l+ vt )=e,
daher ist fiir x = lworin rp und e nur von der Zeit abhdngen,

P(", =l) = e- a t (rp+ e)
e- a t

i("'=l)=- -Z- (rp - e) }. . (410)

Setzt man diese Werte in die GI. 409 ein , so wird

e-at(rp+ e) . LRo+ Lo: t+ f~~J [e~at (rpo-e)] (411)

Indieser Gleichung ist die am Leitungsende einfallende Welle,
d. h. tp , als bekannt vorauszusetzen, wahrend die Werte e der re
flektierten Welle durch Losung der Gleichung zu ermitteln sind,
wie nun an einigen Beispielen gezeigt werden soIl.

a) Reflexion an einem Ohmschen Widerstand.

1st an die Leitung nur ein Ohmscher Widerstand Ro ange
schlossen, so erhalt man aus GI. 411

R
e- at(rp +e) = fe -at (rp - e),

R -z
e=rp R:+Z rpq (412)

Die einfallende Welle rp wird am Ohmschen Widerstand un
vollkommen reflektiert, sie erscheint nach MaBgabe des Reflexions
faktors q vorkleinert. Dieser ist

R -Z
q _~o --,--_

- Ro+Z'
Die resultierenden Werte von Spannung und Strom am Leitungs
ende sind

P= P.+e-at(rp +e)=p. +e- at gJ (1 + q) ,
e-at e-atrp

i= i. + Z(gJ -e)=i. +-y- (l - q).

20·
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ffJ~

Z
ist

Die einfallende Welle fiihrt in jedem Augenblick eine Leistung
~ ( r

mit sich; die reflektierte die Leistung ~ = qi~ . Die Differenz

die im Widerstand verzehrte Leistung
2i (1-q~) .

Ist Ro= Z, so wird die reflektierte Welle Null, die ganze
Leistung der ankommenden Welle wird vom Widerstand absorbiert.
Ist Ro -:z. z, so ist die im Widerstand verzehrte Leistung stets kleiner
als die der einfallenden Welle. Fiir R > Z hat die reflektierte
Welle das gleiohe, fiir R < Z das entgegengesetzte Vorzeichen der
ankommenden.

Die Grenzen sind: 1. Ro=00, d. h. die Leitung ist offen, es
wird q = 1, die einfallende Welle wird in voller GroBe reflektiert
2. Ro= 0, die Leitung ist kurzgeschlossen, q = - 1, die Welle wird
unter Umkehr des Vorzeichens reflektiert, wie friiher gezeigt .

Be i spie l. Eine am Anfang offene Leitung erhalt eine Ladung
I tO x-l. etwa durch atmoapharische Vor-

J ~
gange. Gegeniiber dem auf S. 303

flo behandelten Fall sei am Leitungs
"l.,.,v/'=~;;;~"';'~WA=""~V//'=W/.=WA="''"M=w'''=iw=;w",'"w,=w",=w",'''w,'''w",="",6,i; ende eine Funkenstrecke mit Er-

dungswiderstand Ro angesehlossen.
Die zu Anfang beliebig ver-

t -O teilte Spannung p (x) teilt sich in
zwei gleioho Wellen von halber
GroBe f1 (x) und f~ (x) (s. Fig. 210)
Die erste wandert nach dem Lei
tungsende, bringt die Funkenstrecke
zum Ansprechen und wird, falls

t-b Ro=Z ist, ganz absorbiert ; die
Fig. 210. andere wandert nach dem offenen

Leitungsanfang, wird dort in voller
Starke reflektiert und geht dann nach dem Ende, um ebenfalls
absorbiert zu werden, Bei unvollkommener Absorption dauert
der Vorgang langer. Am Leitungsende wird die einfallende Welle
z. T. reflektiert und wandert zum Anfang zuriiok , wird beim zweiten
Auftreffen auf das Leitungsende wieder geschwaoht usf.

Sieht man von den Verlusten in der Leitung ab, so ist am
Ende des Vorgangs die ganze urspriinglich in der Leitung vor
handene elektrische Energie in dem Widerstand Ro in Warme um
gewandelt worden.

Die Moglichkeit, Ro= Z zu wahlen, also bei Freileitungen etwa
600 Ohm, ist nur bis zu gewissen Betriebsspannungen gegeben, Steht
das Netz unter Spannung, so folgt dem Ansprechen des Ableiters
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ein Lichtbogen des Netzstromes, del' beim Ansprechen in allen Phasen
am groBten wird und durch die Phasenspannung und den Erdungs
widerstand gegeben ist. Bei zu groBer Stromstarke besteht die Ge
fahr, daB del' Lichtbogen nicht mehr erl ischt . Bei 30000 Volt ver
ketteter Spannung und Ro= 600 Ohm wiirde del' Strom fast 30 Amp.
betragen, wahrend hochstens 10 Amp. zulassig waren. Man ist daher
gezwungen, bei hdheren Spannungen von del' Bedin gung del' Re
flexionsfreiheit abzuweichen, wodurch die Wirksamkeit del' Ahleiter
beeintrachtigt wird. Ihr Schutzwert fiir Netze liegt jedoch nach
Petersen1) in del' Fahigkeit, die Ladungen abzuleiten, die beim
Erlosohen eines ErdschluBlichtbogens auf dem Netz verbleiben, und
dadurch das Wiederziinden zu erschweren.

b) Reflexion an einer Induktivitiit.

Ist am Ende del' Leitung eine Induktivitat L o angeschlossen,
so lautet G1. 411 fiir die freien Schwingungen

e- at (q; + e)= ~- de - atii -e)

= !:.f!.- e-at [ - a(q; - e) + dq; - ~!!.J
Z dt dt '

~; + e (~ - a) = -q; (to +a)+~~ " (41 3)

Die Losung diesel' Gleichung ist, wenn f § a
o

(}= e- (~ -a)t {k + f):. - a)t [- q; (to + a)+ ~~J dt} (41.4)

Z
und wenn -- = a ist

Lo

worin Ie die Integrationskonstante ist .
Beispiel. Die freien Schwingungen b eim Ausschalt en

einer induktiv belasteten L eitung.
Die Leitung werde z. Z. t = 0 am Anfang x = 0 unterbrochen.

Zur Vereinfachung del' Rechnung machen wir folgende Annahmen :
del' Strom habe auf del' ganzen Leitung z. Z. t = 0 denselben Wert J,
die Spannung auf del' Leitung werde vernachlassigt, Diese Ann ahmen,
die ann ahernd beim Unterbrechen eines Gleichstromes zutreffen, wiirden
auch fiir diesen bedingen , daB del' Spannungsabfall in del' Leitung
und die Ableitung Null sind, und um die Rechnung mit diesen An-

I) ETZ. 1918.
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nahmen nicht in Widerspruch zu bringen, miissen wir ex in Gl. 414
vernachlaasigen . Diese Annahme wiirde somit zutreffen fiir den Fall,

daB ex klein gegen : ist. Bei einer Freileitung ist Z etwa 600,
o

ex etwa 200. Ist L o= 0,3 Henry, so wird ex in der Tat nur 10 %

von 1-. Die Vereinfachung trifft also fiir nicht zu groBe Induktivi

°t iiten zu.
Als Grenzbedingungen haben wir nun

Pa(O)= 0, ia(o)= J, Pe(O)= 0 , ie(o) = 0,

p{ (O} = f1 (x)+ f2 (x)=0,

i{(o) = ~ [f1(x) - f2 (x) ]=J,

und hieraus fur t =O f1 (X) = ~JZ, f2(X) =- ~JZ.

Die Reflexionsbedingun gen sind : am Leitungsanfang Reflexion
mit gleichen Vorzeichen, am Leitungsende nach Malsgabe der Gl. 414
die sioh auf Grund unserer Annahme vereinfacht in

e =e- Pt [k + f ePt (- <p ,B+ ~~) dtJ . . . (414a)

Z
worin zur Abkiirzung (3 = L- gesetzt ist .

°Die Werte <p sind zun achst von t = ° an durch die Welle

t, (x) = ~ J Z gegeben. Die Welle gebraucht eine Zeit t1 = ~ , um
v

sich iiber die Leitung zu verschieben, von t = O bis t = t1 ist da
her <p =~JZ .

In dieser Zeit wurde die nach dem Leitungsanfang wandernde
Welle f2 (x)= - ~J Z dort mit gleichem Vorzeichen reflektiert und
gelangt wahrend der folgenden Zeit von t = t1 bis t = 2 t1 an da s
Leitungsende; fur dieses Zeitintervall ist daher <p = - ~JZ.

Man sieht, daB fiir die folgenden Zeiten jeder Wert <p der am
Leitungsende einfallenden Welle gleich ist dem Wert e der urn 2 t1

friih er dort reflektierten Welle.
Fiir die Zeit t = Obis t = t1 wird aus Gl. 414 a mit

<P(07 t,) =~JZ .

e(07 t,)= ke- fJt- ~JZ.

Die Integrationskonstante bestimmen wir aus der Bedingung
der Stetigkeit des Stromes der DrosseIspule. Er ist z. Z. t = °

i =i + <p-e=O ~~J -~+~J=J
e Z ' 2 Z 2 '

daher
k = O
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und
e<O -:- t,) = - ~ JZ .

Von tl bis 2tl war wie gezeigt qJ<I' 72I,)=- ~ JZ , ferner wird
von 2 tl bis 3 tl

qJ(2t,-:-3 I,)= £1(0-:-1,) = - ~ JZ .

Daher insgesamt von tl bis 3 tl

qJ(I'7 3I,) = - ~ JZ

und durch Einsetzen in Gl. 41 4 a

e(I, -:-3I ,) = k e- fJ t+ ~ JZ .

Fiir t = tl ist
iZ = (qJ- e) = -JZ - k e- fJ I, =JZ,

daher
k = - 2 J Ze+ fJ t"

e<I'73t,) = ~ JZ (1 - 4 e- fJ<I - I,»).

V on t = 3 t l bis 5 tl wird nun qJ ebenso gra B wie £I von t l bis 3 tl ,

es ist daher in der F orm el dafiir statt t zu setzen (t - 2 t
l

) . Man
erha lt

qJ(31, -:-51,)= ~ JZ (1 - 4 e- /l(1-31,»)

und durch Einsetzen in Gl. 414a und Integration
e(31,-:-5I,) = ~ JZ [-1 - 4 e- P(I- t,) + 8 fJ (t - 3 t

1
) e- fJ(I - 31,)] .

Fiihrt man in dieser Weise fort , so erhalf man fiir jedes fol
gende Int ervall in dem Ausdruck fiir e je ein weiteres Glied, wahrend
d as erste Glied in der Kl am mer abwechselnd + 1 und - 1 ist.
Es wird
£1(51, -:- 71,)= e(3I,75I,)+ ~.TZ {2 - 4 e- fJ(I - 5I,) [1 - 2 fJ (t - 5 t l )

+ 2 fJ~ (t - 5 tl)2]} ,
£1(71, -9 1,) = e(51. -:-71,) - ~JZ {2- 8 e- fJ (I - 7I, ) [2fJ (t - 7 tt) - 2fJ2 (t - 7t

l
)2

+gfJ l (t - '! tt):!])

Fi g. 211.

In F ig. 211 sind di e Werte e al s Funktion der Zeit von 0 aus
nach rechts als gest richelte r Kurvenzug, die Werte qJ von 0 au s
nach links als ausgezogene Kurve aufget ragen. Verschiebt man
diese Wellenziige gegeneinander, und zwar den fiir £I nach links,
den fiir qJ nach rechts, so erha lt man als Ordinaten in 0 die Mo
mentanwerte von qJ mid e zu einer Zeit t , urn deren Betrag man
die ' Wellen verschoben hat.
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:;r-L

zeit
und

LJ

der Dampfung den
Ende der Leitung

a-a x -l. x -o

t - O U
t-qt;t,JfllJ

sc,o

-tx

-Jx

In der Zeit t wandern die Wellen urn die Strecke x = vt.
Man kann daher die Abszissen als Langen betrachten, dann

entspricht Punkt A im Abstand vtl = l von 0 im Sinne der Wan
derung der am Ende reflektierten Welle dem Leitungsanfang.

Man erhalt somit auch das zeitliche Bild an jedem Punkt der
Leitung und fiir einen gegebenen Augenblick das Bild der raum
lichen Verteilung der Wellen langs der Leitung, und kann nun in
iiblicher Weise die resultierende Strom- und Spannungsverteilung
ermitteln, indem man die Welle mit e- at multipliziert und zu den
freien Schwingungen die stationaren Worte addiert, die in unserem
Beispiele Null sind.

Fig. 212 zeigt ohne Beriicksichtigung
lichen Strom- und Spannungsverlauf am
Fig . 213 fiir einige Zeitpunkte die
raumliche Verteilung von Strom und
Spannung langs der Leitung, aus denen
wir folgendes entnehmen. Da z, Z.

r~

i~__1__6 st,

Fig. 212.
Spannung. Strom.

Fig. 213.

t = 0 der Strom am Leitungsanf'ang unterbrochen ist, entladet sich
das magnetische Feld der Leitung zunachst am Anfang und
dann bis zum Ende fortschreitend unter Ausbildung eines elek
trischen Feldes, wodurch eine Spannungswelle - J Z nach dem
Leitungsende wandert, wahrend der Leitungsstrom auf Null fallt,
Zur Zeit t1 gelangt sie an das Leitungsende und wird an der
Drosselspule zuriickgeworfen. Diese beginnt sich zu entladen, jedoch
sehr langsam. Sie erhoht zundohst die elektrische Energie unter
Verdoppelung der Spannung auf 2JZ, und mit dem Riickschreiten
dieser Welle nach dem Anfang speichert sie durch den Ladestrom
auch wieder magnetisohe Energie im Felde der Leitung auf. Die
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mit dem Sprung JZ wandernde Spannungswelle behalt aber nicht
konstante Hohe, sondern wird am Ende der Leitung wegen der
allmahliehen Entladung del' Drosselspule kleiner. Am Anfang an
gekommen, muB die magnetische Energie der Leitung sich dort
wieder in elektrische Energie verwandeln. Die Spannungs- und
Stromwellen laufen zuriick. Ist nun die Energie del' Drosselspule
erschopft, so konnen die ankommenden Wellen die Drosselspule
wieder laden, jedoch im entgegengesetzten Sinne wie sie urspriing
lich geladen war, es bildet sich also eine langsame Schwingung
zwischen Leitung und Drosselspule aus, iiber die sich die Schwin
gungsvorgange del' Leitung lagern, wie aus Fig. 212 ersichtlich ist.

Die Spannung steigt jeweils nach 2 t1 Sek. sprungweise urn 2 JZ .
Urn ein angenahertes Bild von del' grollten moglichen Spannung zu
erhalten, nehrnen wir als ungiinstigsten Fall den an , daB bei Ent
ladung der Drosselspule auch das magnetische Feld der Leitung
entladen ist. Die Energie ist dann, abgesehen von del' Dampfung,
im elektrischen Feld der Leitung aufgespeichert. Unter Vernach
lassigung del' ungleichen Verteilung von Strom und Spannung langs
der Leitung wird

~ p20I = tP (L l + Lo),

V
L-t~ 1 j - + Lo

p =J C + CI = J Z V 1 LZ '

Dies ist ein Mittelwert, gegen den die Spannung an del' Drossel
spule noch urn den Sprung 2JZ groBer sein kann. Del' ungiinstigste
Fall ware daher

der wegen del' Dampfung abel' nicht erreicht wird. Man sieht, daB
die Spannung urn so groller wird , je groller die Induktivitat L o
gegen die del' ganzen Leitung ist. Uber die GroBe des Anfangs
strornes J gilt das gleiche wie in dem Beispiel S. 304 .

c) Reflexion an einem Kondensator.

Bier gilt fiir die freien Schwingungen nach G1. 411

d e- ut(Ip+Q) e- at
dt = O;;Z' (Ip - e)

- u (1p + e) +dip + dd
Q

= -O]'Z-(Ip - e) ... (415)
dt t 0

Beispiel. Das Unterbrechen eines Kurzschlusses, wenn
parallel zum Schalter ein Kondensator liegt.

Am Ende x = I sei die Leitung kurzgeschlossen, der Leitungs-
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Da der Ladestrom des Konden
sators ein Entladestrom der Leitung
ist, ist in G1. 415 rechts das nega
tive Zeichen zu setzen, sie lautet

anfang werde z. Z. t = ° unterbrochen, es ist dort ein Konden
sator 00 zwischen die Leitung geschaltet (s, Fig. 214).

Fur den Leitungsanfang ist e der Wert der einfallenden Welle,
gJ der Wert der reflektierten Welle, es ist daher hier Gl. 415 nach
gJ zu IOBen.
~~x--==O,--- x:=.:=l

-/tco I
Fig. 214.

geordnet

drp (1 ) ( 1 ) dedT+ 0oz -tx rp=f2 (\z+tx -([t.

Auch hier kann man meist o: gegen C
1

Z vernachlassigen, und wenn wir
o

zur Abkiirzung 01
Z = y setzen, ist die Losung der Gleichung

o

gJ =e-r{k+J(ey-~;)ertdtJ . . . (416 i

wir wieder an, es sei

Pe=O, ie=O,

daher

Fur unser Beispiel nehmen

Pa=O, ia=J,

so wird wieder fur t = °
f1 (x)= - (z (x)=FZ.

Fur die Reflexion am Leitungsanfang gilt G1. 416, am kurzge
schlossenen Leitungsende wird die einfallende Welle mit umgekehr
tem Vorzeichen reflektiert.

Am Leitungsanfang ist Q(O-;-h)= - ~JZ, und da (1(x-vt)
= ~ J Z am Leitungsende mit umgekehrten Vorzeichen reflektiert wird,
ist e(0-;-2t,) = - ~JZ. .
Hiermit erhalt man aus GJ. 416

gJ(0-;-2t1 ) = ker r' - ~J Z.
Zur Bestimmung der Integrationskonstanten dient die Bedingung
der Stetigkeit der Ladung bzw. der Spannung des Kondensators.
Fur t = ° ist

Pe +(gJ + e)=O +k-~JZ-~JZ =0,
k=JZ

rp(0-:-2tl)=~JZ(-1+ 2e- ),t ).

Wahrend des folgenden .Int ervalls 2 t1 bis 4 t1 wird daher
e(2t,-;-4t,)=-~JZ{-1 + 2e- r(t-2t1 ) }

und durch Einsetzen in G1. 416 und Integration
rp(2t

1-;-4t,)
= ~JZ{+ 1 + 2e-rt - [2 + 4y(t - 2t1 ) ] e- r(t-2f,)}

dann
rp(4t, -;-6f,) = ~J Z {- 1 + 2e-rt - [2 +4y (t - 2 t1)1e- r(f-2f, )

usf. + [2 + 4 y'.l (t - 4 t
1
)'.l ]e- r(t - 4t, ) }
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Fig. 215 zeigt fiir einige Augenblicke das allmahl iche Ansteigen
der Spannung lan gs der Leitung (ohne B eriicksichtigung der Damp
fung) und das damit verb undene Abfallen des Stromes. Die magne
t isohe Energie der Leitung ent ladet sich in den K ondensator und
in da s elektrische Feld der Leitung, nur am kurzgeschlossenen Lei
tungsende bleibt die Spannung Null , 1st das magnetische Feld der
Leitung ent laden, so ist nur elektrische Energie im Kondensator
' und in der Leitung vorhanden, und diese lad en wieder das magne

ti sche Feld der Leitung in entgegen
===} gesetztem Sinn auf. Es bildet sich auch
=lllllll=W...l hier eine langsamere Schwingung aus,

wie der zeitliche Verlauf der Spannung

t .
-:.~r ~;; ;:,r - 1 und des Stromes am Koudensator
v,J.,~ Fig. 216 zeigen, und die durch die Ver-

luste gedampff wird. Wahrend beim
it Unterbrechen ohne Kondensator eine

6 7 t,

Fig. 216.

rechteckige Spannungswelle von der Hohe - J Z in die Leitung
wandert (s. S. 304), ist hier durch den Kondensator die resultier ende
Spannungswelle stark abgeflacht, weil er eine pl oteliohe Spannungs
anderung nicht zuIaBt. Die einziehende Welle ist am Beginn

(q; + e)(0"';- 2t
1

) = - J Z (1_ e- co1z t).
Je grofl er Co ist, urn so f1acher bleibt di e Welle. Di e absolute

GroBe der am L eitungsanfang auftretenden Sp annung kann aber
nicht so sehr vermindert werden , wenn man nicht iiber sehr groBe
Kondensatoren verfiigt. Man kann diese Spannung wieder ange
nahert daraus berechnen, daB man die elektrische Energie im Kon
densator und der Leitung gleich der ur spriinglichen magnetischen
Energie der Leitung se t zt.

! P;"az (Co+ Cl) = l J2 L l

Pmax=JVc ~Cl=JZV2ic .
o 1 + ~

Cl

Dieser Wert ist et was zu klein, weil die Leitu ng nicht auf der
ganzen Lange die gleiche Spannung hat ; ist Co groB gegen die
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Kapazitat der ganzcn Leitung Ol , so ist aber der Fehler sehr gering,
andererseits verhindert die Dampfung schon das Erreichen dieses
Wertes. Urn z, B. Pma.r; auf 1/3 des Wertes ohne Kondensator (JZ)
zu reduzieren, muB

l/-~
y 1 + Ol=3,

sein , der Schutzkondensator miiBte achtmal soviel Kapazitat haben wie
die ganze Leitung. Ist z. B. fiir eine Freileitung 0 = 5 . 10- 9 Fd -km-t,
so braucht man fiir eine Leitung von 20 km Lange einen Konden
sator

00 =8 .5 .20 .10-9Fd =0,8 Mfd.

Fiir Kabel ware die Kapazitat ein Vielfaches davon, und so
groBe Kondensatoren lassen sich nicht wirtschaftlich bauen. Der
Kondensator dient daher.in erster Linie zur Abflachung der Welle.

d) Ein Schwingungskreis im AnschluB an eine Leitung.

Ein Fall, bei dem unter Urnstanden hohe Spannungen auftreten
konnen, liegt nach Petersen 1) vor, wenn am Ende einer Leitung
eine Induktivitat Lo (etwa ein Stromwandler oder ein Schaltermagnet)
und die Sammelschienen von der Kapazitat 0 0 einen Schwingungs
kreis bilden.

Hier gilt fiir 'die freien Schwingungen nach G1. 411.

L de -at(m e) 1 f
(cp+ e) e- a t=; d;- +Ooz e- at(cp-e)dt.(417)

Sieht man von der Dampfung ab, d. h. setzt a = 0, so ergibt
sich durch Differentiation dieser Gleichung und Ordnung nach e

~~~ +~ ~g +~__= __p _ _ ~ dcp -+ d
2

: • (418)
dt" c, dt LoOo LoOo c; dt dt-

Nehmen wir an, der Stromkreis werde z. Z. t = ° an eine
Gleichspannung P angeschlossen. Dann ist

pa=O, ia=O, pe=P, ie=O,
Pf(O) = - P, if(O)=O, t, (x) = f2 (x) = - ~P.

Am Leitungsende ist von t = Obis t = t1 cp = - ~ P, und es gilt
nach G1. 418 fiir diese Zeit

d2e + Z de + e _ 1 P (
dt2 Lodt Looo-- "<iLoOo ... 419)

Die Losung dieser Gleichung ergibt eine aperiodische oder eine

oszillierende Ladung (s. Kap. XIII S. 268), je nachdem ~ ~ ... /Looist.
2 V '0

') Archiv f . Elektrotechnik Bd. I, S. 233.
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Da die Kapazitat von Sammelschienen klein ist , ist der zweite Fall
der praktisoh haufiger vorkommende, wir nehmen ihn an. Dann ist
die allgemeine Losung

(} = - ~P + A sin (,8t + (j) e- ~t,

worin A und (j die Integrationskonstanten sind. ,8 ist die Kreis
frequenz, , der Dampfungsfaktor

,8= 1/£0100 - (2{~r
Die Charakteristik Z spielt auch hier form ell die Rolle des

Ohmschen Widerstandes, bedeutet aber nioht einen Energieverlust,
sondern die Umwandlung von elektrischer Energie in magnetische
und umgekehrt.

Aus der Stetigkeit des Stromes der Drosselspule und der Span
nung am Kondensator, die beide z, Z. t = °Null waren, folgt

i=i +(cp .~(}) =O-Asin(j=O
e Z

(j=O

Die Kondensatorspannung ist
di Lod (cp-(})

Pe=P -Lodi =Pe+ cp +o-Z -at --·
Hier wird fiir t =O , ,8A=O, daher A =O und

(}(O-;-t,) = - ~ P.
Am Leitungsanfang ist die freie Spannung Null, weil dort die

Spannung konstant P ist, die Welle ~ wird am Anfang mit um
gekehrtem Vorzeichen reflektiert, ans Leitungsende kommt

CP(t, -;-2t,) = + l P
zuriick, hieran schlieBt sich CP(211 -;-3I,) = - (}(O-;- I,) = + l P au , so
daB von t1 bis 3 t1 CP(t, -;-3I,) = l P ist,

Die Losung der G1. 419 wird mit diesem Werte
(}(I, -;-SI,) = lP +A sin [,8(t -- t1 ) + (j] e- W - t, ) .

Zur Zeit t = t1 waren i und die Kondensatorspannung noch
Null, also ist

cp(t,) - (}(I,) = °
+ + Lo d (CP(I') - (}(il » ) _ °

Pe CP(il) (}(tl) - Z · dt - .

Aus der ersten Bedingung folgt :
Asin(j=O , (j=O ,

aus der zweiten :
Lo Z

2P=-Z-,8A, A = - 2P,8L
o

(}(I,-;- 31,) = ~ - 2P ,8~0 e- W -I')sin,8(t - t1 ) ·
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Am Ende dieses Intervalls ist

e(Sf,) = ~ - 2P p{oe- 2; I, sin 213 t l ,

der Ladestrom

. _ (rp - e) _ '1. P -2;1,' 13
~(3 t,) - Z - f3L

o
e sin 2 tl •

Er hat gerade eine halbe Schwingung ausgefiihr t , wenn
'213 t l = 1l ist, oder

13 1 V

'1. 1l 4t
l

41 ·

13 ist die Eigenfrequenz des Schwingungskreiscs , ~l die
~1l 4

Eigenfrequenz der Leitung. Bei Gleichheit beid er besteht Resonanz.
Die Kondensatorspannung hat z. Z. 3 tl den Wert

Pc(st1 ) = 2P {1~ [L~P sin 2f3tl - ~ (Csin 2f3t l - 13 cos 2f3tl)] e-2~ t , }.

Fur 2 f3t l =1l wird, wenn e- n l,~ 1 gesetzt wird,

Pc (s l) ~4P.

Fur die Zeit 3 tt bis 5 t
l

wird nun

m(SI -'-6 1 ) '= - O(t -'-st )= - P .i. 2 P ~- e- ,(t- st') sin f3(t - 3t )
'r 1. 1 ~ , ., 2 I 13 L

o
' 1

und in analoger Weise wie friiher, wenn wir uns auf den Fall der
Resonanz beschranken:

e(SI, -;- ot,)= - ~ +2P f3~o (e-~(t -t,) + 2e- .;- (t- sl,») sin 13 (t - - 3tl ) ,

ferner

e(5 t-;-7 I,) = + ~ - 2P 7f~o [e-C(t-I,) + 2e- C(t- sl,)

+ 3 e- C(t- 5t,)] sin 13 (t - 5t
l

)

usf.

Fig. 217.

In Fig. 217 sind fUr eiri Beispiel Lo = lO-3 Henry, Go = lO- 9 F. ,
fiir ein Kabel mit Z = 100 di e Werte von e und q; als Funktion
der Zeit aufgetragen .

Hier ist 13 "" 1 0~. Daher besteht Resonanz, wenn wir fiir das
Kabel v = 2 . 10 5 km .sek? annehmen, bei einer Leitungslange

n. v 1l 2 .105

l =--= 0._- - = --- - - = 0314 km.
=! fJ :2 1O~ ,
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7t,

Fig. 218.

Dampfung schon 6 P ware
die Dampfung und tiber-

o

Fig. 218 zeigt den zeitlichen VerIauf des Stromes und der Span
nungen am Kondensator und an der Drosselspule. Von 0 bis t1

wandern die Spannung P und der Strom ~ zum Ende der Leitung ;

der Strom kann hier nicht plotslich auf diesen Wert springen, die
Spannungswelle wird auf den doppelten Wert reflektiert, und der
Spannungssprung P wandert iiber die auf der Leitung schon vor
handene Spannung P zuriick. Wahrenddessen beginnt der Konden
sator sich zu laden, die Spannung an der Drosselspule nimmt von
2 P abo Der Spannungssprung P wird am Leitungsanfang zuriick
geworfen, da dort die Spannung konstant ist, und gelangt Z. Z. 3 t1
wieder an das Leitungsende. Ist die Zeit des Hin- und Herwanderns
gerade die halbe Schwingungszeit I£i. ~

des Schwingungskreises, d. h. bei .1 ~ / . \. - t
R . . G f II ( 0 ' Z 3~5 G 7c,esonanz, so ist im renz a wenn '-..:.../ . ,
e- ': t = 1 ware) die Spannung an GP ,/

der Drosselspule - 2 P, am Kon- 4P /
densator 4 P. Der einfallende /

2P ISprung wird auf den doppelten I

Wert reflektiert, die Spannung an
der Drosselspule andert sich sprung
weise auf - 4 P , wahrend der
folgenden Halbperiode wird der
Kondensator von 4 P auf - 4 P
entladen, dann steigt die Drossel
spulenspannung wieder sprungweise
um 2 P usf., so daB sie nach 5 t1 ohne
und sich weiter steigern wiirde, wenn
sohlage es nicht verhinderten.

Dieser Fall tritt bei den hohen Frequenzen solcher Schwingungs
kreise nur bei kurzen Leitungslangen auf, er kann z. B. bei einem
ErdschluB entstehen. An der ErdschluBstelle fallt die Spannung
plotzlich auf Null, es wandert eine Entladewelle hin und her. Ihre
Hdhe kann beim Neuziinden eines intermittierenden ErdschluBlicht
bogens die betriebsmalfige Spannung wesentlich iibersteigen. Bei
kurzem Abstand ist eine Resonanz moglioh.

Zu deren Verhiitung werden Strom wandler u. a. Spulen durch
Widerstande iiberbriickt. Die oszillierende Ladung wird verhindert,

11/L
wenn der Uberbrtickungswiderstand Ro < 2" V OIL ist. Andrerseits

o
soIl er so groB sein, daB er den Strom der Grundfrequenz nicht
wesentlich beeinfluBt. Silitwiderstdnde zeigen bei hohen Spannungen
einen kleineren Widerstand als bei kleinen, dieses Verhalten ma cht
sie hier besonders geeignet.
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94. Reflexion an del' Ubergangsstelle von Leitungen mit
verschiedener Charakteristik,

Irn folgenden soIl der Ub ergang der Wellen von einer Leitung
zu einer anderen mit abweichender Charakterist ik untersucht werden.
Die erste Leitung erstrecke sich von x = 0 bis x = ll' die zweite
schlieBe sieh daran von x = II bis x = lIT" Die Charakte rist iken der
Leitungen seien Z lund Z II"

Die Ausgleichsvorgiinge auf jeder Leitung lassen sich durch zwei
in entgegengesetzter Richtung wandernde Well en, f

/ 1
, fI 2, fll l , fJl2

darstellen, Es ist

PfJ= e-al t [fJl (x - v,t)+ fI 2 (x +v, t)]

ifJZI = e- alt [fIl (x - vlt) - fl 2(x +v,t)J

p( II =-= e-aJlt [fl/l (x - vll t) + f ll2 (x+ "» t )]

i(JlZJl= e-aJlt [fl/l (x - VII t ) - fJl2(x + v» t)]

Wir untersuchen nun die Beziehungen, die zwischen den vier
Wellen am Ubergangspunkt x = II bestehen. Zur Abkiirzung werden
fiir x = II die Momentanw erte fiir die im Sinne der positiven x
wandernden Wellen mit cp, die im Sinne der negativen x wandernden
mit e bezeichnet:

e-al t fJl (l , - VI t) = CPJ'

e-alltf Jl l (11- vlI t) = fPlI '

. (420)

fiir
Di e Stetigkeit der Sp annung und des Stromes verlangt , daB

x = ll ' PfI=P(ll und i(I = i(1l ist, daher

fPI+ (h = fPlI + ell I
1 1
Z (fPl - eI) = Z (fPlI-e ,J

1 II

Betrachtet man die im Punkte x = II eintreffenden Wellen cpI
und ell als gegeben, so ergeben sich die anderen aus Gl. 420 durch
die Beziehungen

Das in diesen Gleichungen enthaltene Reflexionsgesetz fiir die
Ubergangsstelle sagt folgendes aus.

Von jeder der beiden auffallenden Wellen cpI und en wird ein
Teil auf die gleiche Leitung reflektiert, ein anderer Teil tritt in die
andere Leitung iiber.
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Von qJI wird auf Leitung I reflektiert

qJ ~fl~Zl.-= qJ q . . . . . . . (421a)
IZI+Z/l I

q ist der Reflexionsfaktor. Von ell wird auf Leitung II reflektiert

ell~/+~JL = - enq . . . • . . (421 b)
I 1I

Der Reflexionsfaktor hat wegen der entgegengesetzten Richtung
der Fortpflanzung das negative Vorzeichen, aber die gleiche GroBe
wie oben .

Von qJI tritt auf Leitung II iiber

qJIz2+Zz =qJJ[t-(-q)] ...•. (421c)
1 11

Von ell tritt auf Leitung I iiber

el1 Z 2+ZZ =el1(l-q) . ... • (421 d)
J Jl

Somit kann man Gl. 421 schreiben:

el = qJlq+ ell(1-q) }
. ( + ') ... . . (422)
qJlI= - euq +qJI 1 q

worin
Zll-ZIq= ----
Z,+Zn'

1st Z 11 > Z" so ist q positiv. Dies ist z. B. der Fall, wenn
Lei tung II eine Freileitung, Leitung I ein Kabel ist. Die vom
Kabel auf die FreiJeitung iibertretende Welle ist im Verhaltnis
(1+q) vergr6Bert, die von der Freileitung in das Kabel Iibertretende
Welle ist im Verhii.ltnis (1 - q) verkleinert.

Bei Verfolgung des Ausgleichsvorgangs ist zu beriicksichtigen,
daB die Wellen auf Leitungen mit verschiedenen Konstanten ungleich
stark gedampft werden und mit ungleicher Geschwindigkeit fort
sohreiten. Die Zeit der Fortpflanzung iiber die Leitungsliinge list

1 rv'ell
t= -= - -.

v c
Man kann daher den Vorgang fur alle Leitungen auf die Licht
geschwindigkeit c beziehen durch Einfiihrung der "reduzierten" Lange

If =lYe/-l .
Fiir ein Kabel ist sie If -lV;.

Beispiele.

1. Das Laden einer am Ende oHenen Freileitung iiber
ein Kabel.

Das Kabel wird am Anfang x = 0 z. Z. t = 0 an eine Strom
quelle von kon stanter Spannung P und groBer Kapazitat ange-

F rae n ck e I , Wechselstrilme. 2. Aun. 21
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schlossen. Kabel und Freileitung sind zunachst strom- und spannungs
los, zu Ende der Ladung stehen beide unter der Spannung P. 'Wie
fUr eine einzelne Leitung sind daher auch hier z. Z. t = 0 die Wellen
fiir beide Leitungen

fJ1 (x) = f l 2 (x)= flll (x)= fll'J (x)= -~ P.

Fur die Reflexion gilt :

a) bei x = 0 ist P = konst. = P; Pr = 0, dahe r Reflexion mit
umgekehrtem Vorzeichen;

b) bei x=lll ist ir=O, daher Reflexion mit gleichem Vor
zeichen;

Fig. 219.

o /(abel L' Frt!J7eifunq L

l-:-l---::---r
~.

c) bei X=ll ist naoh Gl.422

e, =Qrpl+(1-q)ell

f{Jll = - qe"+(1+q)rpI'
Nimmt man z. B. fiir das Kabel Z, = 60,

fur die Freileitung ZII = 600 an, so wird :

600 -60
q=600+ 60 =0,82

fl r = 0,82 rpl + 0,18 ell
If" = - 0,82 ell+ 1,82 If,

Qlist fast ebenso graB wie rp T' am Ende des
Kabels wird rp l fast ebenso reflektiert als ob
das Kabel offen ware , weil die Freileitung
groBe Induktivitab hat.

Die auf der Freileitung zum AnschluB 
punkt des Kabels wandernde Welle elJ wird
mit umgekehrtem Vorzeichen fast in voller
Starke reftektiert, da das Kabel, das eine
groBe Kapasitat, besitzt, fiir die auf der Frei
leitung ankommende Welle nahezu einen Kurz
schluB darstellt.

Fig. 219 zeigt den Anfang des Ladevor
gangs unter Vemachlassigung der Damp
fung o Eine resultierende Spannungswelle P

wandert iiber das Kabel und erreicht den AnschluBpunkt z. Z.

t,=Zl ; nach dieser Zeit ist(abgesehenvonderDampfung) rpI=~P,v .
e"= - ~ P, d ie resultierende Spannung am Ende des Kabels ist

P-t-rpl +el =P {1 + 4+ H q - (1-q)]} = 1,82 P.

Die Spannung ist nahezu verdoppelt und zieht mit dieser Hohe

in die Freileitung ein, Zur Zeit'tn=~:+1" gelangt die Welle an
v

das offene Ende und wird dart mit glei chem Vorzeichen reflektiert .
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Die resultierende Spannung wird dort, abgesehen von der Dampfung,
3,64 P, somit nahezu der vierfaehe Wert.

Folgt auf eine Leitung eine zweite mit wesentlieh hoherer
Charakteristik, so wird eine an der Vbergangsstelle eintreffende
Sehaltwelle nahezu verdoppelt. Der Grenzfall q = 1 ergibt sich,
wenn Z /I unendlieh grof gegen Z list, d. h. am offonen Leitungsende.

Oft betraehtet man in erster Annaherung Wicklungen von
Masehinen und Transformatoren als Leitungen, deren Charakteristik
sehr groB gegen die eines Kabels oder einer Freileitung ist. Es folgt
dann, daB jede auf die Wicklung treffende Sehaltwelle mit nahezu
doppelter Hohe in die Wieklung einzieht.

Die Hohe der eintreffenden Welle hiingt von der Art des Vor
ganges ab und braueht an sich nicht gefiihrlich zu sein.

Beim betriebsmiiBigen Einschalten, z. B. einer zweipoligen Leitung
mit der Betriebsspannung P, wandert auf jeder Zuleitung eine Welle
von der halben Amplitude ± l Pm gegen Erde, so daB beim Eintreffen
an der Spule die Isolation gegen Erde nur mit der betriebsmiiBigen
Amplitude beansprucht wird. Die beiden Wellen entgegengesetzten
Vorzeiehens treffen sich in der Mitte der Spule und heben sieh dort
auf, der Mittelpunkt behalt dauernd die Spannung Null. Anders
beim einpoligen Einschalten, hier wird, wie bei der Leitung II im
Beispiel, die Spannung am isolierten Ende noehmals auf den doppelten
Wert reflektiert, hier auf die doppelte Amplitude. 1st ein Pol der
Zuleitung geerdet, so erhalt die andere die volle Betriebsspannung
gegen Erde, die beim Auftreffen auf die Wicklung verdoppelt wird.
Auch bei Riickziindungen beim Abschalten eines Kabels (s. S. 291)
erfolgt bei der Neuziindung ein Einsehalten mit doppelter betriebs
malsiger Amplitude, bei noch hoheren Spannungen ziindet ' der
intermittierende ErdsehluBlichtbogen.

Die Isolation gegen Erde wird daher stets £iir die doppelte
Betriebsspannung bemessen.

Am gefahrlichsten fUr die Wieklung ist das Eindringen der
steilen Wellenstirn, d. h. der Spannungssprung. Er entsteht bei
der Einleitung eines Sohaltvorganges dureh einen Schaltfunken und
bedeutet filr die Wieklung, daB benaehbarte Windungen zeitweise
die volle Spannung der Welle gegeneinander annehmen. Sie iiber
steigt die betriebsmallige Beanspruehung urn ein Vielfaches und erklart
die hsufig zu beobaehtenden Uberschlage zwischen den Windungen.

Da die Wellen beirn Fortschreiten gediimpft werden, sind die
ersten Windungen am meisten gefiihrdet und sind besonders stark
gegeneinander zu isolieren.

Die Hohe der Sehaltwelle bedingt die Hohe der Windungs
beanspruchung. Beim einpoligen Schalten war die Spannung am
isolierten Ende der Wicklung '" 2 Pm' ist der zweite Sehalter dabei
nur noch so weit geoffnet, daB der Funke iiberspringen kann, so

21*
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beginnt, da er die Spannung - ~Pm gegen Erde hat, ein Schaltvorgang
mit 2,5 facher Amplitude. Beim ungleichzeitigen Schalten, wie es
beim Schalten mit Trennmessern vorkommt, werden in der Tat
Windungsdurchschlage am zuletzt eingeschalteten Ende haufig be
obachtet; solches Schalten ist grundsatelich zu vermeiden.

2. D er Schal ter liegt an der Verb indungss telle zweier L ei
tungen. Leitung I steht unter Spannung, wenn z. Z. t = 0 der Schalter
geschlossen wird, Leitung II ist noch spannungsloa Zu Anfang ist daher
auf Leitung I paJ=P, ial=O,
auf Leitung II pan=O, iaIl=O.

Im Endzustand ist ffir beide Leitungen P. = P , i. = O.
Daher werden die Wellen z. Z. t = 0

fIl (x)= f l 2 (x)= 0
fIll (x)= fU2(x)= - ~P ,

oder mit der friiheren Bezeichnung fiir die Ubergangsstelle x = II

ep/= (!I = 0
epl1=(!Il=-~P,

Nach dem Reflexionsgesetz 01. 422 ist dann unmittelbar nach
dem Einachalten, da ep1 = 0 ist,

el=qepJ+ (1- q)(!Il= -~P(1- q) ,
epIJ =(1 + q)epJ-q(!u= + ~Pq.

In die Leitung II wandert also die resultierende Welle
Z

PIl=P.+PflJ=P+epIl+ell= ~P(1+q)=P Z +JT · (423)
1 II

In der Leitung I iiberlagert sich iiber die Spannung Peine
"riicklaufige Schaltwelle"

e/=-~P(1-q)=-Pz+ZIz- ... (424)
- 1 U

Der Strom ist
epu - elJ_ P

Z/I - ZI +Zu .

Isb ZII > Z r » also z. B. wenn die zuzuschaltende Leitung II
eine Freileitung, I ein Kabel ist , so ist die resultierende in Lei
tung II einziehende Welle Pll etwas kleiner als P , die riicklaufige
Schaltwelle el ist klein. Im Grenzfall, wenn Z/ als sehr klein gegen
Zit vernachlassigt und q~ 1 geaetzt werden kann, ist .pn '" P
und e/~O.

Ist dagegen ZI> Z n» also wenn die zuzuscbaltende Leitung II
ein Kabel, die eingeschaltete I eine Freileitung ist, so ist die in
das Kabel einziehende Welle Pll klein (im Grenzfall, q '" - 1,
PII= 0), die riioklaufige Schaltwelle el ist dagegen groB (im Grenzfall
gleich - P). Hier bringt das Kabel, das einen groBen Ladestrom
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aufnimmt, die Spannung am Ende der Freileitung, die nur geringe
Kapazitat besitzt, zum Abfall. Die beiden Falle sind in Fig. 220
dargestellt.

Auch dieses Beispiel gestattet einige wichtige SchluI3folgerungen,
auf die Ru de nb erg-) und Linke 2) hingewiesen haben.

Denken wir uns Leitung I ersetzt durch einen Stromerzeuger,
so liegt der zweite Fall vor, daB Z1> Z II ist, Da die Spannung
des Generators im stabionaren Zustand vom Spannungsmittelpunkt

Fig. 220.

\
6enuufu,:/,
00011110 - - --

41-
-

l ... _ -,

Fig. 221.

an langs der Wicklung ansteigt, kann der Anfangszustand etwa durch
die sehrage Gerade Fig. 221 dargestellt werden. P ist die Spannung
des Endes der Wicklung gegen den Mittelpunkt, bei einem Einphasen
generator die halbe Betriebsspannung, bei einem Dreiphasengenerator
die Phasenspannung (Sternspannung).

Durch das Eindringen der riicklaufigen Schaltwelle sinkt die
Spannung an den Generatorklemmen nahezu auf Null und es wandert
ein Spannungssprung in die Wicklung, dessen Hohe fast gleich P
ist, wobei die Isolation von Windung zu Windung stark be
ansprucht wird.

Noch ungiinstiger liegt der Fall, wenn zwischen dem Generator
und Schalter ein Stiick Freileitung liegt. Wird durch den Schalter
ein Kabel angeschlossen, so wandert zunachst die riicklaufige Schalt
welle vom Schalter in die Freileitung. Gelangt sie an den Generator,
so wird der Spannungsspr ung durch Refiexion nahezu verdoppelt, so
daB die Isolation der ersten Windungen entsprechend hoher be
anspruoht wird.

Die beim Einschalten von Kabeln, besonders hinter einem Stiick
Freileitung, beobachteten Windungsiiberschlage an Generatoren sind
hierdurch zu erklaren, und werden durch Schalter mit Widerstands
stufe verhiitet.

1) Elektrotechnik und Maschinenbau 1912, Heft 8.
2) Archiv f. Elektrotechnik Bd, I, 1912, Heft 4.
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Die Betrachtung zeigt auch, daB man bei Untersuchung des
Einschaltvorganges auf der Leitung die Riickwirkung auf den Generator
nicht ohne weiteres vernachlasaigen darf. Bei den einfachen Beispielen
S. 296 hatten wir daher hervorgehoben, daB die Stromquelle mit
groBer Kapazitat versehenzu denken ist.

Eine weitere Folge ist, daB die umgekehrte Reihenfolge: Frei
leitung-Kabel-Gencrator (oder Transformator) einen Windungs
schutz fiir die Wicklung ergibt, weil von jcder aus der Freileitung
kommenden Wanderwelle nur ein Bruchteil in das Kabel einzieht
(s. Fig. 220). Die Einschaltung cines Kabelstiickea zwischen Frei
leitung und Maschinenwicklung ist eine haufig getroffene MaBnahme
auoh bei Hochspannungsmotoren. Das Kabelstiick soll zwischen
Schalter und Maschine liegen.

Bei der vollstandigen Verfolgung des Vorgangs waren die wieder
holten Reflexionen an allen Ubergangsstellen und Leitungsenden zu
beriicksichtigen. Von Interesse sind meist die Falle, bei denen die
Dampfung wahrend der Laufzeit iiber ein Leitungsstiick gering ist,

also wenn die Lange eines Stiickes kurz gegen
a b die anderen ist.

2I Zo Z10 3. Zwischen zwei langen Leitungen liegt
Fig. 222. ein kurzes Leitungsstiick (Fig. 222), die Cha

rakteristiken seien Z I ' Z II' Z III .

Einc Wanderwelle mit der Spannung P geJangt aus Leitung I
kommend z, Z. t = 0 an die Ubergangsstelle a zur Leitung II. Sei
qa der Reflexionsfaktor einer Welle, die von I nach II lauft, so
tritt z. Z. t = 0 in Leitung II eine Teilwelle P» = P (1 + qa) iiber,
wahrend Pel = Pqa in Leitung I zuriicklduft, Die Welle Pu = P (1 +qa)

gelangt z. Z. t = t1 = lIf nach der Ubergangsstelle b zur Leitung III.
Vu

Der Reflexionsfaktor beim Ubergang von Leitung II auf III sei
qb und es tritt nun Pw = P (l +qa)(l +qb) nach Leitung III iiber,
wahrend p!]II=P(l + qa) qb auf Leitung II zuriicklauff und z, Z.
2 t1 nach a gelangt. Fur diese in umgekehrter Richtung wandernde
Welle ist der Reflexionsfaktor -qa' der Durchgangsfaktor (1 - qat
Es folgen nun zu Zeiten, die ungerade Vielfache von t1 sind , R e
flexionen am Punkt b, bei geraden Vielfachen von t1 am Punkt a.
Ist Leitung II kurz gegen I und III, so erfolgt eine groBe Anzahl
Reflexionen, ehe die nach den Leitungen I und III iibertretenden Wellen
an deren Enden zuriickgeworfen werden, Man erhalt bei Fortlassung
des gemeinsamen Faktors P folgendes Reflexionsschema 1).

1) s. Petersen , Arch. f. El. Bd. I, S. 233. Rogowski , Arch . f. El.
Bd. IV, S. 21}4. Wagner , ETZ 1916, Heft 32.
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N Von Punkt a wandert Von Punkt b wandert

to na ch Leitung I naoh Leitung II nach Leitung II nach Leitung III

0 qa l+qa
t, (l +qa)qb (1+qa)(1+qb)

2 t, 11 + qa)( l - qa) qb (1+ qa)qb(-qa)
a t, (l + qa)qb2(- qa) (l +qa)(l +qb)qb (- qa)
4t , (l+ qa)(1 - qa) qb2(- qa) (l+qa)qb2(-qa)25t'I' (1+ qa)qb3(- qa)2 (1+qa)(1+qb)qb2(- qa)'
6t, (1+ qa)( l - qa) qb3(- qar (1+ qa)qb3(- qa)3
7t, (1+qa) qb4(- qa)3 (1+qa)(1+qb)qb3(- qa)8

II

. . (426)

Fig . 223.

ZIII -ZII I 9
qb= '= -r- - .

ZII + ZlI/ 11
Leitung III eindringende treppen-

Die Breite
Zeit 2 t

l
und ist

Triigt man fiir einen bestimmten Zeitpunkt aIle bis dahin ent
standenen Teilwellen auf, so erhalt man das Bild der raumlichen
Spannungsverteilung. Ais ein faches Zahlenbeispiel sei angenommen,
daB Z/=ZlI/ sei und ZII kleiner, etwa Z / : Z /l :ZlI/ = 10: 1 : 10. Bier
flir wird

ZII-Z/ 9q = _._~ _..= - -
" Z/+Z/l 11 '

Fig. 223 zeigt rechts die III

formig abgestufte Welle, links
die iiber die ankommende
Welle P iiberlagerte , ent
sprechend abgestufte , ruck
wandernde Welle . Die Rohe
der ersten Stufe des in III
wandernden Wellenkopfes ist
P (1+ qa) (1+ qb) = 0,33 P,
die folgenden Stufen folgen
entsprechend dem Schema
einer geometrischen Reihe. Setzen wir zur Abklirzung (qb)(- qJ = Q,
so wird die Hohe des Kopfes bei der nten Stufe

P (l +qa)(l + qb)[l +Q+ Q~+ ...+ Qn-1J
l -Qn

= P (1 + qa)(l + qb)T --'::'-Q . . . . . . (425)

jeder Stufe entspricht dem Fortschreiten in der
auf Leitung III:

vi/l
x II/ = 2 t l vlI/ = 2l/l -'

VII
Flir eine beliebig lange auf I ankommende Welle wird der

Grenzwert der Hohe des in III einziehenden Wellenkopfes , da in
Gl. t 25 fiir groBe Werte n Qn gegen 1 verschwindet,

P (1 + qCJ ) (1 + CfJ. = p _!_~!!..L_ ,
1 + qaqb ZI+Z/lI

das ist der Wert, mit dem eine auf I ankommende Welle direkt
nach III iibertreten wiirde . 1st die ankommende Welle hinreichend
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lang, so wird die Hdhe der iibertretenden Welle durch die Zwischen
leitung II (abgesehen von der Dampfung) gar nicht beeinfluBt. Sie
bewirkt nur eine Verbreiterung des Wellenkopfes und eine stufen
weise Ladung der Leitung III. Ist III eine Maschinenwicklung ,
Z /lI > Z I' so wird die iibertretende Welle im Grenzfall hoher als die
ankommende, und kann sohon nach wenigen Stufen die urspriing
liche Hohe erreichen. Der durch die Verminderung der ersten
Spannnngsstufe erzielte Windungsschutz wird daher illusoriach, wenn
die Verbreiterung des Wellenkopfes bei Erreichung der vollen Span
nung kleiner ist als die Lange einer ganzen Spule der zu schiitzen
den Wicklung. Die (reduzier te) Lange des schiitzenden Zwischen
stiickes muB daher der Spulenlii.nge der zu schiitzenden Wicklung
angepaflt sein,

Da der Grenzwert der iibertretenden Welle naoh (426) unab
hangig von ZIl ist, gelten diese Erwagungen auch, wenn ZII gr6Ber
als ZI und Zm ist. Betrachtet man eine Schutzdrosselspule mit sehr
kleiner Erdkapazitat als Leitung von sehr hoher Charakteristik, so
folgt, daB ihre Lange ebenfalls der Lange einer ganzen Spule einer
zu schiitzenden Transformatorwicklung angepaBt sein muB. Der
mangelnde Schutzwert kleiner Drosselepulen ist bekannt,

Ist die Lange der auf I ankommenden Welle begrenzt (lo), so
steigt der in III iibertretende abgestufte Wellenkopf nach einer
Anzahl (m) Stufen nicht mehr, wenn mZIII = lo ist, es schlieBt sich
ein entsprechend abgestufter Wellenschweif an. Nur in diesem Falle
wird, auch abgesehen von der Dampfung, die Hohe der Welle ver
ringert.

Fur die in Leitung 1 wandernde Welle erhalt man aus dem
Reflexionsschema die Hohe bei der nten Stufe, wenn wieder abgekiirzt
qb (- qa)= Q gesetzt wird.

P[qa+(1 + qa) (1 -qa)qb{1+ Q+Q2+ .... + Qn_2}]}

[
1 - Qn-lJ (427)

=P qa+ (1 +qa)(1-qa)qb~-=-Q-

Diese Welle iiberlagert sich iiber die einfallende. Je nachdem
qa negativ oder positiv ist, d. h. Z/l§ZI' entsteht ein e Senkung oder
eine ErhOhung der einziehenden Welle .

Fiir groBe Werte n verschwindet in (427 ) rechts wieder Qn-l
gegen 1 und der Grenzwert der Hohe der reflektierten Welle ist

p[g +~.:tqall~-qa)qbl=pZllI-ZI . (428)
a 1 +qaqb J Z, + ZIIJ ,

das ist der Wert der von Leitung III direkt nach I zuriickgeworfenen
Welle.

Liegt an einem der Ubergangspunkte in Fig. 221 ein Schalter,
z. B. in b, wobei I und II vor dem ScWieBen des Schalters auf die
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(429)

. (429 a), .

Fig. 224.

Spannung P geladen waren , so 1aBt sich fiir die wiederholten Re
flexion en an a und b das analoge Schema aufstellen. Hier lauft
nach dem SchlieBen des Schalters zunaohst von b nach Gl. 423 und
424 Seite 324 naoh Leitung III eine Ladewelle lP (l +qb) und .in
Leitung I! eine Entladewelle l P (qb- 1) , von dieser wird in a auf
Leitung II reflektiert lP (qb -1) (- qa)' wah rend nach I durchtritt
~ P (qb - 1) (1 - qa) usf. Man erhalt. als Grenzwert der Hohe fiir die

riicklaufige Schaltwelle nach I wieder den Wert - P~_l- der
ZI+ Zlll'

bei direkter Reflexion von II! nach I auftreten wiirde.
4. Durch wiederholte Reflexionen an Leitungen versohiedener

Charakte rist ik konnen, wie Petersen1) gezeigt hat, bei r ichtiger Ab-
stimmung Resonanzschwingungen ..-/. .::j a.. ZII

erregt werden. Eine Leitung I -L

Fig.224 werde am Leitungsanfang •
eingeschaltet, an ihr Ende schlieBt
sieh eine Leitung II an. Die resultierende Ladewell e von der Span 
nung P gelange z. Z. t = 0 an die Ubergangsste lle a. Von hier t ritt
naoh Leitung II ein e Welle P/l(O)=P(l+q) iiber , naoh I wird
Pr!l (o )=Pq reflektier t. P/l(O) gelangt z, Z. tl = If// vll an das offene
Ende von Leitung I! und wird mit glei chem. Vorzeichen reflek tiert,
so daB auf II sich eine nach a zuriiekwandernde Welle Pal/Co) = PIl(O)
iiberlagert, In derselben Zeit· ist auf Leitung I PI!1(0) nach dem
Anfang gewandert und wird, da dort die Spannung konstant ist, mit
umgekehrtem Vorzeichen reflektiert. Sind die Laufzeiten fiir beide
Leitungen, d. h. die reduzierten L angen, gleich, 80 trifft die am An
fang von I reflektierte Welle P J(O) = - Pe1(0) = - Pq mit der am
Ende von I! reflektierten PeIl(O) gleichzeitig in a ein. Die nun ent 
stehenden Wellen PIl(l) und Pel(l) berechnen sich nach den Gl. 422
S. 321 und das Spiel wiederholt sich jeweils naoh der Zeit 2 t1 •

Die aufeinanderfolgenden Werte der von der Ubergangast elle au s
geh enden Wellen PIl(n) und Pel (n) konnten durch Potenzen von q
ausgedriickt werden ; fiir die Auswertung einfacher ist folg ender Weg.

Nach n Hin- und Herlaufen wird nach GI. 422

Pel(n)=qPl(n -l )+ (l-q)Pall (n-l) }

PIl(n)= - qPell (n- l )+(1+q) PI(n- l )

Hierin ist wegen der Reflexion an den Leitungsenden

PI(n- l )= -Pel(n- l ) und PeIl(n -I) = PIl(n -I)

Pel (n)= - qPe /(n -l )+ (1- q) Pll(n- I) \

PIl(n)= - QPI1(n - l) -(1 +q) Pef(n- l ) J .

.
1) Arch. f. EI., Bd. I, S. 283.
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Die Losung dieser linearen Differenzengleichungen ist

Pi2l(n)=Ae ian, Pll(n)=Bejan, ... (430)

worin A, B und IX zu bestimmende Konstanten sind. Setzt man (430)
in (429a) ein und dividiert durch eja(n-l) , so wird

A[coslX+jsinlX+ql=(l-q)B }. (431)
B [cos IX +jsinlX +q] = - (1 + q)A

Durch Division der beiden Gleichungen wird zunachst

B=jA 1 /
1+q

V 1-q

und damit in (431)

(432)

cos a = - q . . . • . . . • (433)

Dieser Bedingung geniigen zwei Werte +a, daher hat die
Losung (430) zwei Glieder. Mit Riicksicht auf (432) wird

Pel(n)=A j ejan+A2e-
jan

= (AI + A 2 ) cos n a + j(AI - A 2 ) sin n a

PlI(ll) = B I eja/l + B 2e-
j an

= 1 / 1
+q[-(AI+A

2)sinnlX+j(A1-A2)cosna]V1-q .

. (434)

NUll ist fiir n = °
pl![(O) =Pq =A I + A 2

PlI(O)=P(l +q)=j(A]-A2 ) 1I~-f_:
und hiermit endlich

PI! J(ll) = P [q.cosn IX + -V (1 + q) (1 - q) sin n a]}

Pll(n) =P [(1 +q)cosnlX- q11 ~ +:sin naJ . (435)

worin a durch Gl. 433 bestimmt ist.
Am Leitungsende II war z, Z. t1 PlIiO) eingetroffen und mit

gleichem Vorzeichen reflektiert worden, es herrscht dort bis z. Z. 3 t1
die Spannung 2 PlI(O) , dann trift PIl(1) ein, von 3 t1 bis 5 t1 herrscht
dort 2 [PJl(O) +.p[/(l)] usf.

Fig. 225 a und b zeigen den zeitlichen Verlauf der Spannungen
am Ende der zweiten Leitung ohne Beriicksichtigung der Dsmpfung
fiir zwei Faile. Bei 225 a ist Leitung I ein Kabel, II eine Frei
leitung, bei 225 b ist es umgekehrt. Dabei ist

fUr Fig. 225a ZJ :ZIl = 1:10, coslX= -q=-0,81& 1X~145°

" ,,225 b Z/ :Z/I= 10 : 1 , cos IX = - q= + 0,818 IX~ 350
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Die Spannungsspriinge folgen sich in Abstdnden der doppelten
Laufzeit (2 'I) iiber eine Leitungslange, sie ergeben periodische Schwin-
gungen entsprechend der pe- " p

riodischen Wiederkehr der J

Funktionen in Gl. 435. Durch 2

die Dampfung werden sie all- ~LL-1H'-i=.F-+H'--=:l-+-+
mahlich verkleinert und
schmiegen sich dem Endwert
P immer mehr an.

Am grol3ten werden die
Resonanzschwingungen am
Ende der kurzen Freileitung,
die an ein Kabel anschliel3t
(225 a) , aber auch bei dem
Kabel steigen sie auf den dop
pelten Wert der Einschaltspannung, obwohl der erste Ladestol3 nur
klein ist.

95. Widerstand, Induktivitat und Kapazitiit an del' Dbe}'
gangsstelle von zwei Leitungen,

1. Widerst and Ro z wi schen zwei Leitungen.

Sind zunachst wie friiher gJI ' el' gJIJ' ell die Momentanwerte
der Wellen auf den Leitungen I und II an der Ubergangsstelle, so
ist fiir die freien Schwingungen an dieser Stelle

'ifi = if II'
Pf1= PflJ+ ifRo '

Aus diesen Gleichungen folgt

gJ /-e l gJlJ - elJ
z, ZII '

+ + + gJ// - e// R
CPI (h = CPII e// - Z- - o :

//

Betrachtet man wieder gJ1 und ell als gegeben, so wird

ZIl-ZI+ Ro + 2 ZI )
(J~ = CPIZ I Z + R eIl Z + Z + R"

II II 0 1 1/ 0 (43 6)
ZI- ZII + Ro -1- 2 ZIJ J

gJl1=eI1 Z + Z ..+- R ,gJIZ +Z I R
'I 11 I 0 I IJI 0

Z I - ZIl + Ro ( )
- qlf = Z +.zr I R . 438

1 III 0

od er

worin

el = gJ j ql+ (!1/ (1-ql)

gJ1/ = - (J /I qll+ gJI ( l +q/l)

Z/r- ZI + Ro
qr=Z+Z + .R'/ lf 0

}.... (437)
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Der Reflexionsfaktor gI von Leitung 1 nach II ergibt sieh aug
dem ohne Widerstand (a. G1. 421 a und b), wennatatt ZIJ die Summe
ZIl +Ro gesetzt wird, und - gIl von Leitung II nach 1, wenn
ZI +Ro stat t ZI gesetzt wird. Der Widerst and wirkt bei der Re-

flexion an jeder Leitung so, als ob die Charakte-
ZL ~ Zu ristik der folgenden Leitung urn Ro vergroflert

--~'W\ ware.
Schalt er mit Widerstandsstufe. Lei 

tung 1 hat die Spannung P, Leitung II wird
iiber den Widerstand eingescha ltet. Wie auf
S. 324 wird rpI= O, eI/ =-~P "

Die in Le itung II einziehende Spannungswelle ist

PIl=P+ IJlIl + eu= ~ P (l + qI/)= P z··+·-~Jl+ R ' (439)
, II 0

die in 1 zuriicklaufende Sehaltwelle

1 ( . Z I )e = - --P 1 -g )= -P -- . - . (440
I 2 I ZI +Zn + Ro'

der Strom ist

rp, - eI= IJlII - elI .-,--,P=---,---=-
Z I Z II Z I + Z II + Ro .

Gegeniib er den G1. 423 und 424 zeigf sich die Verkleinerung
der Schaltwellen durch die Wid erst andsstufe. Nur ist darauf zu
achten , daB beim KurzschlieBen des Widerstandes nicht groBere
Schalt wellen entst ehen.

Ist z. B. die Leitung II offen, J 0 ihr Ladestrom, so wird bei
der zweit en Schaltstufe die Spannung J 0 Ro auf Leitung II ge
schaltet. Dabei wird die riickl aufige Schaltwelle nach GJ. 42 3 S. 324

-JoRoZ +ZI
Z

SoIl sie gleich der zuerst auftret enden (G1. 440 )
I II

sein, so wird

P Z I - J R ZI
- 00 'Z, + Z,, + Ro ZI+ Z"

woraus Ro berechn et werden kann 1 ) .

Trifft eine resultierende Wanderwelle von der Hoh e PI' au s
Leitung 1 kommend, auf den Widerstand, so erhalt man die reflek
tierte Pil I und die iibertretende Pm wenn in GJ. 436 elI=o gesetzt
wird

1) s. Riide nb erg , Elekt ro t . u . Maschinenbau 1912, Heft 8.
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Die iibertretende und die refleknierte Spannung werden gleich
groB, wenn Ro = Z1 + Zn ist. Fur diesen Wert wird die im Wider
stand vernichtete Leistung i 2 Ro ein Maximum.

2. Eine 1ndukti vitat L o in Reihe mit zwei Leitungen.
Da die Induktdvitaf ihre magnetische Energie nicht plOtzlich

andern kann, verhindert sie den sprungweisen Ubertritt einer Welle
von einer Leitung zur andeten 1). Sie ist der Grenzfall eines Zwi
schenatiickes (a. S. 326) von der Lange ° und mit Z=oo. Wir unter
suchen den Ubergang einer auf Leitung I ankommenden Welle PI"
Es ist

i = Pl~Pe.!.= pn
ZI Zn

I + L o dP IT
PITPeI=PII «:«:

IT
Eliminiert man PeI , so wird

~PII+p ZI+ Zll: = 2p ~IJ_
dt /I L o I L o •

Ist PI konstant (Rechteckwelle), so ist die Losung

P
2ZII + k - zI+zII t

n =PIZ- ---:r--Z- e L o •
II '.JiI

Da fiir t = 0, i = 0 und Pu=0 ist, wird mit ~t~IL=',
o

2 z; ( -n) '441)PIT=PI Z +Z- l-e . , • . . . . \
I II

Der Strom i und die reflektierte Spannung sind

i=PI1_= __~Pl_(l_e- Ct) .. ..
ZIT ZI+ZII

P(!I=PI- i ZJ=PI[1- Z 2+Z~-(1-e-Ct)J
I u

Nach einer Zeit t, in der Pe I urn -xJ=vJt in Leitung I,
PIl urn xn=v/lt in Leitung II gewandert ist , ergiht sich das
raumliche Bild Fig. 227. Der Ubertritt. nach 2

1
L. 2

0

Leitung II erfolgt allmahlieh nach einer Ex- - '';L ~ ,,~
• '""r ,""ponentialkurve, sie ist der Grenzfall des nach 'WL _ - -

einer geometrischen Reihe abgestuften Wellen
kopfes in Fig. 22il. Die nach I zuriickgewor
fene Welle beginnt mit einem Spannungssprung
in voller Hohe, der sich iiber die einfallende
Spannung lagert. Fig. 227.

Das groBte Spannungsgefalle in der Leitung II liegt bei t = 0.

?Pn = aPIT .!!..!..- = .!.- aPIT = 2 P/~ e-Ct
ax at dx 'vu at VII c,

1) s. Pfiffner , Elektrot. u. l\Iaschinenbau 1912, Heft 47.
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Fur t= 0 ist, da ZlJ =LII die Induktivitat der Leitungv/l pro

km ist,
op L
---!! (max) = 2 PI LII

• • • . . • • (444)ox 0

Eine Energieabsorption findet in der Drosselspule nicht statt;
die von der ankommenden Welle mitgefiihrte Leistung tritt zum
Teil auf Leitung II iiber, zum Teil wird sie nach Leitung I reflek
tiert, ein weiterer Teil dient zur Ladung des magnetischen Feldes
der Drosselspule. Nach dem Ablauf der Welle entladet sich die
Drosselspule in die beiden Leitungen. Die Energie wird nur durch
die Verluste verzehrt.

Eine gewisse Energieabsorption kann durch Uberbriickung der
Drosselspule durch einen Widerstand B o erzielt werden; er soll den
stationaren Strom nicht wesentlich beeinflussen, sondern hauptsach
lich die freien Schwingungen hindurehlassen. Fiir die 'I'eilstrome iR

und iL ist bei Parallelsohaltung

. R L diL
t R 0= 0 dt '

Eine Welle PI auf Leitung I treffe zur Zeit t = 0 ein. Hier ist
diL

PI+PQI=PlJ+L0([t

i = P1 - p'QI = PTI = iL + iR = iL +I!Q_diL •
Z/ ZlJ u, dt

Durch Elimination von Fn und PQI wird

diL + . Ro ZI +Z/l 2P I Ro-- vt. -. ---~---- = - -- . - - - -c---'.--

dt L o RO +ZI+ZlJ L o RO+Z1+Zl/

. 2PI +k -'ItL = ---- e ' ,
ZI +ZIl

worln

(446)

. . . . . . . . . (447)
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Fiir t = 0 wird
Zl/ Eo +ZJI-ZI

Pl/=2PIR +Z +- Z-, PI!I=PI E + Z + Z ·o . I II I) "I JI
Im ersten Augenblick wirkt nur der Widerstand, PJI und Pal

sind ebenso groB, wie wenn der Widerstand allein vorhanden ware.
Die im Widerstand verzehrte Leistung ist

'2 R _ 4 2 Eo - 2 'I
~R 0- P (R -t- z +z- )2 e - > ,

I I) I l/
Sie ist im ersten Augenblick am groBten und hat ein Maximum

fUr Ro= Z 1+ Z II" Mit diesem Wert wiirden aber fiir t = 0 die
ii bertretende und die reflektierte Spannung noch halb so groB wie
beim direkten Dbertritt von Leitung 1 auf II.

Uber die mogliche Energieverzehrung gibt folgende Rechnung
ein Bild. Die eintreffende WellEl habe eine Lange l km; ihre Wan
dergeschwindigkeit ist VI kmJsek- 1 , die Dauer ihres Auftreffens

t
1
= .i sek, und die gesamte Energie

v1
P 2 l -

A = -zL-- Wattsekunden.
I Vi

Im Widerstand wird wahrend des Eintreffens der Welle ver
nichtet

I,

, f'2 2p/Lo _ 'J 1
AR =u ~RRodt=(Ro+Zl+-ZlI)(ZI+Zl/)(l- e -c ').

Nach dem Ablauf der Welle entladet sich die Drosselspule von
ihrem Anfangsstrom (entsprechend Gl. 446 fur t = (1) in den Wider
stand und die Leitungen. Die hierbei im Widerstand verzehrte
Energie ist

AR" = AR' (1- e- 2CI , ) .

Vernachlassigt man e- 2n, gegen 1, so ist angenahert
AR AR' +AR""" 4LoZ I VI
-:4 = --A--- = (Ro+Z I +ZIJ)(Z1 + ZII) y '

1st z. B. Z1= Z II' s; = Z1+ ZIi' so wird der Ausdruck 2
Lt-~! .

I

Fiir cine Freileitung ist vI = 3 · 10l'> km /sek-1, ZI~ 600. Fur z, = 10- 3

Henry, i-; 1 km wird das Absorptionsverhaltnis 25 0/0, Die Wirk
samkeit ist also nicht sehr groB und nimmt ab, wenn zur Verkleine
rung des iibertretenden SpannungsstoBcs Ro groBer gewahlt wird als
hier angenommen.

3. Ein Kondensator Co parallel zu den Leitungen.

Ein Kondensator gestattet keine sprungweise Anderung seiner
Spannung und verhindert ebenfalls den Ubertritt eines Spannungs-
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sprunges, Er ist der Grenzfall eines unendlioh kurzen Zwischen
stiickes mit Z = °.

Iat wieder PI die auf Leitung I ankommende Spannung, PeI die
reflektierte, PIf die iibertretende, so ist (s. Fig. 228 )

PI+Pel=Plll
fiir die Strome gilt

il=ill+ic

PI-Pe,-P'f.l+O dpIJ
ZI - ZIJ 0 dt .

(451)

(452)

Fig. 228.

Eliminiert man PeI' so wird

~.P...!.l+p ZI+ZIJ= 2p(
dt If CoZ, z; CoZ,'

2 Zn' (1 - ~t) (450)PJI= PI Z + Z -e .....
I IJ

'=dt~1! .
o I IJ

+ 2ZJI ( - Ct)Pel=Pn-PI=-PI PI Z +Z 1- e
I 1I

Fig. 228 zeigt die entstehenden
Spannungen. In Leitung II tritt der,
wie bei einer Drosselspule, abgeflachte
Wellenkopf PIl iiber, in Leitung I wan
dert der volle Spannungssprung, jedoch
mit umgekehrtem Vorzeichen, zuriick.

Das groBte Spannungsgefalle in
Leitung II ist am Wellenkopf

0PIl 1 OPII 2 PI 2 plZIJ
- - ( max ) =-------=---= .
ox v/lof(t= o) COZlt'lJ 00ZIZIJVIJ

Z
1 - = an ist die Kapazitiit pro km der Leitung II, daher

IJVIJ
OPIl ZIJ CIJ ( )-;]X (max) = 2 PI Z--; CO . • . • •• 453

Der Vergleich mit dem Spannungsgefalle hinter einer Drossel
spule (Gl. 444 ) zeigt, daB Kondensator und Drosselspule gleichwertig
sind, wenn die Beziehung besteht

~Q =ZI ' ZlI'
o

Fiir Z1= Z 1I = 600 entsprache einem Kondensator von 0,01 Mfd
= 10-8 Farad in bezug auf das Spannungsgefiille eine Drosselspule
von 3,6 Millihenry.
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Auch der Kondensator verzehrt keine Energie, er wird von der
einfallenden Welle geladen und gibt die Ladung nach dem Ablauf
der wene an die Leitungen zuriick. Wiirde man zur Erzielung
einer Energieabsorption einen Widerstand in Reihe zum Kondensator
schalten, so wird im ersten Augenblick ein Teil der Spannung auf
den Widerstand und auf die zweite Leitung fallen (weil der Kon
densator sich im ersten Augenblick wie ein KurzschluB verhalt), der
andere Teil wird reflektiert. Der allmahliche Ubertritt der Span
nung geht verloren, die Reflexion auf die erste Leitung wird ge
mildert.

4. Kombination von In d u kt i vi t.at , Kapazitat und
Widerstand.

Die Aufgabe, sowohl einen stoBfreien Ubertritt der Spannung
in die zweite Leitung als auch eine allmshliche Reflexion in die
erste Leitung zu erreichen, kann 1) durch Vereinigung von Wider
stand mit einer Drosselspule und einem Kondensator gelost werden,
s. Fig. 229a und b.

Die auf Leitung I ankommende Welle habe die Hche PI' Fiir
die Sohaltung 229a mit Widerstand in Reihe zum Kondensator ist

. ° d p; . R _ R ° dpe . PII
~e= o1ft , ~e 0- 0 0 dt' ~L=ZII'

PI +P/lI= Pe+ ROOOdd~e= ~o ~%f +PII]
II . (454)

PI-Pill =00 dpe+PlJ..
ZI dt ZI!

Fiir t = ° ist Pc = 0 und PII = 0, da die Drosselspule den
Eintritt in die zweite Leitung verhindert, daher wird fiir den ersten
Augenblick

PI+PIlI=ROOo~~q

PI - PIlI-0 dpc
-Z I- - °di'

und es wird PilI= 0, wenn Ro=ZI ist.
Analog haben wir bei der zweiten Schaltung (Fig. 229b) fUr eine

auf Leitung I ankommende WeUe PI

diL
PI + PIlI=Lo dt + PI!

PI-PIl~=iL+iR=iL+ LodiL.
ZI u, dt

1) Nach Riidenberg, ETZ 1913, S. 571.
F rae n c k e I. \'lechseI.trome. 2. Ann . 22
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Fig, 229a und b.

PI- Po z, diL---z1- = R~ (jj ,

daher Po = 0, wenn Ro= Zlist.
Der Vorgang laBt sich nun wie folgt

untersuchen, z. B. fiir Schaltung 229a.
Aus Gl. 454 ergibt sich nach Pc geordnet

d2pc+ dpc [ZII+ 1 + ROZI ] +p ZI+ZII
dt dt L o 0o(RO+ZI) Lo(Ro+ZI) COoLo(Ro+ ZI )

2 PIZII + 2 dPI 1
0oLo(Ro+ZI) dt Oo(Ro+ZJ '

b)

a)

Fiirt=O ist Pc=PII=O, und iL=O, daher
diL

PI+PeI=Lodi

Setzen wir gleich den Wert Ro = Z I ein und betrachten eine

W II k t Hoh f" di dPI 0 ' t . de e ons anter 0 e PI' ur ie de = IS, so WIr

d2PC+dPc[ZII+ ZI +_l__J+p ZI+ZII=p ZII_
dt2 dt i.; 2Lo 200Z1 c2 CoLoZ I ILoOoZ/

deren Losung ist

2 ZII +k r,t+ k r. t
Pc=PIZ+Z le 2e

I II
worin

Sind die Wurzeln reell, so ist die Ladung aperiodisch, sind sie
imaginar, so ist sie oszillierend. -

Im ersten Fall erhalten wir folgende Bestimmung der Kon
stanten. Flir t = °ist Pc = 0 , und infolge der gewahlten GroBe
von Ro auch Pe1= O. Die erste Bedingung liefert

kl +k2 = - 2 PI Z ~IIZ
II 11

Die zweite ergibt, da nach der ersten der beiden Gl. 454

PeI=-PI+Pc+RoCodIec

O=-PI +OOZI ()',k , +Y2k2)'
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Mithin

Hierin wird, da

und ferner fiir t = 0

daher ist

A= Y(A cos 0)2 + (A sin 0)2 und

bestimmt.

Asino
o=arctg - - 

Acoso

Fig. 230. Fig. 231.

In Fig. 230 ist der Verlauf der Spannungen fur Z[= Z II = Ro
=500 Ohm, 00 = 0,0 1 t-tF = lO-s F., L=10-3Henry aufgetragen
Der Vorgang ist dabei aperiodisch,

Damit eine derartige Vorrichtung auch gegeniiber Wellen wirkt,
die von der zweiten Leitung kommen, ist sie sinngemsf symmetrisch
anzuordnen, wie z. B. Fig. 231 zeigt. Jeder Widerstand soIl gleich
der Charakteristik der ihm benachbarten Leitung sein .

22*
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96. Verzerrte Wellen.

Die bisher verwendete Darstellung der freien Schwingungen durch
unverzerrt fortschreitende Wellen reicht zur Erklarung der meisten
bei Starkstromleitungen interessierenden Erscheinungen aus. Denn
hier bieten die freien Schwingungen nur so lange Interesse, als sie
durch die Dampfung nur wenig abgeschwacht sind, d. h. bei ver
hiUtnismaBig kurzen Leitungen, wo dann auch die Verzerrung der
Wellen keine wesentliche Rolle spielt.

W 0 die Verzerrung von Bedeutung ist, wie bei langen Leitungen
zur Nachrichteniibermittlung, lassen sich die Vorgange durch eine
Reihe von Sinuswellen darstellen.

Ohne auf die vollstandige Behandlung einzugehen, soIl dies an
einigen ganz einfachen Beispielen erlautert werden.

1. Leitung mit Widerstand und Kap a.zi tat.

Nach W. Thomson hann man bei einem Telegraphenkabel
in erster Annaherung Selbstinduktion und Ableitung vernaohlaasigen,
Dieser Fall gibt einen Grenzfall der Verzerrung, denn von den beiden
Verhaltnissen, deren Gleichheit die Verzerrungsfreiheit bedingt, wird
das eine (R :L) unendlich, das andere (A : C) Null. Die Grundglei
chungen lauten hier

-~=Ri,ox

(Pi = RC aiox2 at ... '(455 a)

und nochmals nach x differentiiert

o'Jp =RCoP
ox2 ot '

Macht man fur P den Ansatz

p=f(x)e- a t , (456 )
so wird (455a)

~:~x) =_ a RC f (x)=_b2 f(x) , (457)

wobei abgekiirzt gesetzt ist
b2 = a R C . (457 a ')

Eine Losung von (457) ist, wie man durch Differentiation er 
kennt,

f(x)=~ sin bx+B cos bx, . . . . . (458 )

worin A und B Konstante sind. b ist das WinkelmaB der raum
lichen Welle, das mit dem zeitlichen Dampfungsfaktor a durch
Gl. 457 a verkniipft ist. Da G1. 458 fiir irgendeinen Wert von b er
fiillt wird, so wird sich das Integral durch .cine Reihe von Gliedern
der Form (458) darstellen lassen, bei denen jedem Werte b" andere



96. Verzerrte Wellen. 341

. (459 a)

Amplituden A x und Bx entsprechen. Nach (456) gilt daher fiir die
Spannung

und nach Gl. 455 fiir den Strom

b •1 op - Xc t b; +. ]
i=-Jj o X =.Le R jf[-Axcosbxx Bxsmbxx

Diese Gleichungen gelten fiir die freien und die erzwungenen
Schwingungen. Wir konnen nun wieder die freien Schwingungen
fur sioh behandeln und legen fiir sie die Gleichungen zugrunde.

a) Beim Einschalten eines Kabels am Leitungsanfang
ist dort die Spannung erzwungen, die freie Spannung dauernd Null.
Damit fiir x = 0 , der Ausdruck (459) fiir alle Zeiten verschwindet,
miissen alle B" Null sein. Fur die freien S chwingungen beim
Einschalten gilt daher

b) Das Einschalten mit Gleichstrom bei offen em
Lei tun g send e. Hier ist der Strom fiir x = 1 dauernd Null, daher
nach (460) cos b"l gleich Null, was erfiillt ist, wenn

n
b"l=(2x-1)"2 (461)

ist , wo x = 1, 2, 3 . . .. aIle Zahlenwerte durchlauft,
Die Wellenlange A. ist, da b; A. = 2 n ,

. 2n 4l
A=-=-- (462)

b; 2 x - 1

fiir die Grundwelle (x = 1) ist sie die vierfache Leitungslange. Zur
Bestimmung der Amplituden Ax dienen die Grenzbedingungen fUr
t= O. Der Anfangswert der Spannung ist Null, der Endwert Pe(O) = P,
daher die freie Spannung fur t = 0

p(O)=-P= 17Axsin(2x-1)~ xl .
1 2

Die Amplituden der Fourierschen Reihe des Rechtecks mit der
Hohe - P sind nach Kap. VII. Gl. 95

4 P
.4,,=- - - -

:l:2r.-1
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Setzt man diesen Wert in G1. 460 und addiertdie stationare
Spannung P, so ist die resultierende Spannung beim Einschalten

4 'X> (2x ' - 1)2 n 2

P=P+Pr=P [1- - .2 e-R,C:-"4
t
-~- sin(2"-1) ~~J

n 1 2,,-1 2 l

(463)
Da der stationare Strom Null ist, wird

2P
00 (2 ,,-1;2 ,,2

. . ~ -p"(: --T t n x
~=~r= -L.J el l cos (2 " .- 1) - - (463a)

R1 1 2 l

Hierin ist R1 = R t, G1 = Gl gesetzt, R1 und G1 sind Wider-
stand und Kapazitat des ganzen Kabels. .

R1 G1 = T ist die Zeitkonstante des Kabels.
Fur ein Telegraphenkabel sei R = 7 Ohm jkm, G = 0,2 !-t F /km.
Einer Lange von 500 km entspricht eine Zeitkonstante T = 0,35 Sek.

Fig. 232. Fig. 233.

Fig. 232 zeigt die raumliche Spannungsverteilung langs des
Kabels zu verschiedenen Zeiten nach dem Einschalten, Fig. 233
den zeitlichen Verlauf des Ladestromes an einigen Punkten des
Kabels. Die Zeiten sind in Teilen der Zeitkonstante angegeben.
Am Leitungsanfang ergibt G1. 463a fiir t = 0 den Strom unend
lich, dies riihrt von der VernachIassigung des Widerstandes der
Stromquelle her, dabei wirkt im ersten Augenblick die Kapazitat
des Kabels wie ein KurzschluB.

c) Beim Einschalten bei kurzgeschlossenem Ende (etwa
entsprechend dem Fall, daB der Widerstand des Stromempfangers
vernachlassigt wird) , ist die Spannung am Leitungsende (x= l)
dauernd Null. Nach G1. 460 wird daher sin bxl=O, hier gilt

bxl=xn (464)

wo ,,= 1, 2, 3, wieder aIle Zahlenwerte annimmt. Die Wellen-
lange ist bier

. . (465)
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Fiir die Grundwelle (x = 1) ist sie die doppelte Leitungslange,
Die stationaren Werte sind hier

. P
~e(Q)=R'

1

fur die freie Spannung ist daher fur t = 0

Pf(Q) = -P (1 - ~) = 1;A"sinxn ~ .
1

Die Amplituden der Fonrierschen Reihe erhalt man nach
Kap. VII.

A,,=~J-P(l-~)sin(xn~)dx=-~~l l , . n "
o

und hiermit Strom und Spannung beim Einschalten

p=P (1 - ~) +Pf=P [1- ~ - ~~e-~:~t ~Sin("n~)JI
<X> • 2 • (466)

i=;-+if=:[1+2.2e-~1~1 tcos(xn~)l.
1 1 1 -

1,0

0,2

o

fl 1\\\ ', --+4-+-- +-1-1-l-t

10.8

Fig. 234 zeigt wieder die Spannungsverteilung langs des Kabels
zu verschiedenen Zeiten und Fig. 235
den zeitlichen Verlanf des Stromes
an verschiedenen Punkten.

Zur Berechnnng der Vorgange
eignet sich fii.r die hier vorliegenden 1,2

1,or-P--.---.----,---,---,----,---,---,--..,..--.

0.6

Fig. 234. Fig. 235.

Aufgaben besonders auch die symbolische Darstellung der freien
Schwingungen und die Bestimmung der Amplituden nach dem Satz
von Heaviside (s. Kap. XIII S.279), wofiir im folgenden ein Bei
spiel gezeigt werden solI.
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2. Die Ersatzschaltung einer Spule mit Windungs
k ap a.zit s.t '].

Das Verhalten dieses Stromkreises (Fig. 168 S. 218) im stationaren
Zustand ist in Kap. XI S.218 erortert worden. ·Hier untersuchen wir
die freien Schwingungen beim Laden mit konstanter Span
nung P, was etwa dem Auftreffen einer Rechteckwelle auf die
Spule entspricht.

Die Fortpflanzungskonstante v ist nach Gl. 274 S. 218 fur einen
Vorgang nach dem Zeitgesetz e yt, wenn y statt j w gesetzt wird,

, /-Y;-O~
v= V 1 +KL y2 (467)

o ist die Kapazitat. gegen Erde fiir die Langenheit, K ebenso die
Windungskapaeitat.

a) Ist das Ende der Spule isoliert, so ist die Spannungs
verteilung nach Gl. 277 S. 219 fiir konstante Spannung P

=p(£oiv(I--x)=~ (468)
s; (£0; - t Z<y)··· ··

Z(y) ist der Operator fur die freien Schwingungen und die
Werte y sind (s. S. 278) die Wurzeln der Gleichung Z<y) = O. Nach
(468) wird Z(y) = 0 , wenn (£0; vl = 0 ist, Die Fortpflanzungskon
stante v ist allgemein (s. S. 185) v = a + j b, worin a der raum
liehe Dampfungsexponent, b das WinkelmaB ist . Hier ist a = 0, da
wir die Verluste vemachlassigt haben, daher wird

(£0; vl = (£0; jbl = cos bl = 0,
wenn

v"l= jb"l=j; (2x -1) . . (469)

ist, worin ,,= 1, 2, 3 ' " aIle Zahlenwerte annimmt.
Zur Bestimmung der Werte ?' .erhalten wir aus (467) und (469)

v2,,2= _
LG (1_y2~)

n
21(2x -1)

1) S. K. W. Wagner , Elektrot. u. Maschinenbau 1915, Heft 8/9.
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. (472)

einheit parallel geschaltet sind) und~ die gesamt e Windungskapa

. zitat zwischen den Enden (da die Elemente K in Reihe geschaltet
sind). Das Verhaltnis der gesamten Windungskapazitat zur ge
samten Erdkapazitat setzen wir zur Abkiirzung

K
l~ C = b.

b ist eine kleine Zahl , wahrend K viel grolier ist als C.
Zwischen der Kreisfrequenz (Jx nach (470) und dem Winkel

1
maB b.; besteht die Beziehung, wenn wir noch in (470) ---= = v

VLC
setzen,

Der Grenzfall b = 0 , d. h. K = 0, en tsprieht einer gestreckten
Leitung, bei der wie hier die Verluste vernachlassigt sind.

Bei der Leitung wachsen die Eigenfrequenzen unb egrenzt mit x,
hier haben sie einen Grenzwert fur x = 00

Zur Bestimmung der Amplituden dient di e Fo rmel von
H eaviside Gl. 368 . S. 279

P r z »,»
P" =Z+-(dZ) '

(0 ) Y --
" d y

F ·· O' d Z f . dZ dZ dvur )' = WIr (0) .= 1, erner ist y -d = y - - .
r d.» d y

Hierin wird nach (467) und (469)

y,,(:;)= v,,(1 - y}~) = j i ; (1 + b}~) = [b; (1 + (b"l)2b),

ferner, da (£ofyl =O ist,

dZ 1 l . 1
-=--- - =- --=1 - - -
dv 6iny"x 6injb"x sin b"x

dZ bxl{1 + (b"l)2 b}
)'" d y = - sin b;»

r t + j fJ t -jfJ t
Ferner wird e" = e " + e " = 2 cos {J" t

[
. ~ sin b"x cos {J"t ]

p.,=P 1-2~b"l{1 + (b"l? b} '

worin b; und {J" aus (469) und (471) einzusetzen sind.
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Der Zustand fur t = 0 ergibt sich aus (467) und (468) fiir
,),=00

v~=V~= l~b
tr • 1 l-x
\2-01-:= - -

_p V~ l
.vx (O) - 1

[oj -=
-V~

. . . . . . (473)

t · jz i,

x -t

o l
Fig. 236. Fig. 237.

Die Spannungsverteilung stellt sich im ersten Augenblick nach
MaBgabe der Kapazitaten a und K ein.
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. . (477 )

b) Ist das Ende der Spule geerdet, so ist

= p @lin v(l- x) = _p ( )
P", @linvl Z(y) ····· 474

Hier wird Z(y) = 0, wenn

@lin v l sin v l = 0
@linv(l-x) sinv(l-x)

v"l=jbxl=jxn, (475)

wo x = 1, 2, 3, .... usf. Ferner ist Z(O) = -l _l -
- x

=+'R = + . st» 1 =+. b"v . (476)
r; _ 1f' '' _ 1 l vtaV1 +n2x2(j _ 1V1+ (bxl)2(j

dZ bxl{1+ (b"l)2 J}
')'Xdy = - sin b"x

=p [ - ~- - 2 ~' sinbkxcos{Jkt ]
»: 1 l +' b"l{l + (hxl)2 J}

worin jetzt b; und {J" nach (475) und (476) einzusetzen sind.
In Fig. 236 und 237 ist der Ladevorgang nach G1. 472 und

477 fiir die Zeitpunkte t1 = 0, l f1, ~ t1' t 1 , ~ t1' dargestelit. t 1 ist die
Laufzeit der Grundwelle iiber die Leitungslange. Sie ist bei :Fig. 236
fiir isoliertes Leitungsende ! Periode der Grundfrequenz ({Jl)' bei
Fig. 237 fiir geerdetes Ende ~ Periode. In diesem Beispiel ist
J =0,01 angenommen.

Zum Vergleich sind die unverzerrt (und ungedampft) fort
schreitenden Rechteckwellen punktiert eingezeichnet, die dem Grenz
fall (j = 0 entsprechen. Die Wirkung der gegenseitigen Kapazitat
zeigt sich im wesentlichen in einer Milderung der steilen Wellen
stirn.
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