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Yorrede.

Einen wesentlichen Bestandteil der Wahrscheinlichkeitstheorie
bildet die Lehre von den Ergebnissen wiederholter Versuche. Mit
den Versuchen, sofern die Zahl der in Betracht kommenden Er-
folge eine begrenzte ist, wiederholen sich auch diese. Wieder-
holungen eines bestimmten Erfolges, die ohne Unterbrechung
stattfinden, nenne ich Iterationen. Das Interesse fiir die Itera-
tionen als einen speziellen Gegenstand wahrscheinlichkeitstheo-
retischer Forschung ist erst neuerdings erwacht, und Heinrich
Bruns ist der einzige, der den Iterationen, die er als ,,Sequenzen‘
bezeichnet, eine weitergehende mathematische Behandlung hat
zuteil werden lassen.

Von den Brunsschen unterscheiden sich meine Darlegungen
durch ihren durchaus elementaren Charakter. Wéahrend sich
Bruns an den Mathematiker von Fach wendet, setze ich beim
Leser auBler der Beherrschung der niederen Algebra lediglich noch
die Vertrautheit mit den Anfangsgriinden der Wahrscheinlichkeits-
rechnung voraus. Trotzdem hat Bruns mit seinen an den Be-
griffen der hoheren Mathematik orientierten Methoden kein ein-
ziges auf die Iterationen sich beziehendes Resultat zutage ge-
fordert, das sich bei mir nicht vorfinde. Zieht er zur Gewinnung
der in Frage stehenden Resultate die erzeugenden Funktionen
heran, so ist es, als wenn man es unternehmen wiirde, die Glei-
chung 2z — 3 = 5 mit Hilfe von Determinanten zu lésen. Dal}
mit diesem Vergleich eher zu wenig als zu viel gesagt ist, wird,
wie ich zuversichtlich erwarte, jeder zugeben, der sich die Miihe
nimmt, meine Darstellung mit der Brunsschen in formeller Hin-
sicht zu vergleichen. Materiell verhalten sich aber die beiden Dar-
stellungen zueinander wie ein Teil zu einem Ganzen, womit ich
nicht gesagt haben will, daf} die Lehre von den Iterationen, wie
ich sie hier biete, keiner weiteren Ausgestaltung fiahig wire. Ich
gebe selbst gewisse Anregungen nach dieser Richtung hin, speziell
im 4. Kapitel. Ob nicht bei irgendwelchen neuen Problemen der
, Iteratorik*‘ die Brunsschen Methoden sich doch noch als zweck-
méBig erweisen, ist eine Frage fiir sich.

ok



v Vorrede.

Das Problem der Iterationen hat neben der mathematischen
eine statistische Seite. Es liegt ndmlich nahe, zu priifen, ob auf
diesem oder jenem Gebiet des wirklichen Geschehens Fille, in
denen einer von zwei (oder mehr) moglichen Erfolgen so und so
viele Male, sage » Male, nacheinander ununterbrochen eintrifft —
solche Fille bezeichne ich als , Iterationen zu »‘ und nenne n
die ,,Linge einer Iteration‘‘ — anndhernd mit der wahrscheinlich-
keitstheoretisch vorausbestimmten Haufigkeit oder aber, ab-
weichend davon, seltener bzw. Ofter vorkommen. Von diesem
Standpunkte aus hat Karl Marbe, zuerst in seinen 1899 er-
schienenen ,,Naturphilosophischen Untersuchungen zur Wahr-
scheinlichkeitslehre*“, das Problem der Iterationen behandelt.
Auf Grund mehrerer Beispiele, insbesondere die Roulette be-
treffend, fiir welche er die wirklichen Zahlen der Iterationen von
bestimmter Linge den entsprechenden erwartungsméfigen Zahlen
gegeniiberstellte, glaubte er zwei allgemeine Thesen aufstellen zu
diirfen: 1) dal von einer bestimmten Lénge der Iteration an —
er bezeichnet diese Lénge mit ¢ — die wirklichen Zahlen der
Iterationen hinter den erwartungsméfliigen immer mehr zuriick-
bleiben, und 2) dall von einer bestimmten anderen Lénge der
Tteration an — er bezeichnet diese zweite Lidnge mit p — die
Tterationen in der Wirklichkeit génzlich aufhéren. So schien ihm
aus den von ihm fiir das Roulettespiel zusammengestellten sta-
tistischen Ergebnissen zu folgen, dafl der Wert von p, sofern die
beiden Erfolge rot und schwarz in Betracht kommen, ,,im all-
gemeinen gleich 12 ist®.

Es ist nur allzu begreiflich, dafl diese, vom Standpunkte der
Wahrscheinlichkeitstheorie aus gesehen, als ketzerisch erscheinen-
den — iibrigens keineswegs ganz neuen — Ansichten auf ener-
gischen Widerstand der Fachminner gestoBen sind. Uberraschen-
derweise ist aber, wie ich in dem letzten Kapitel der vorliegenden
Arbeit zu zeigen versuche, gerade in mathematischer Beziehung
verschiedenes gegen Marbe vorgebracht worden, was sich nicht
vertreten laBt. Ja, derjenige unter den Mathematikern, der zur
Zeit, weit iiber die Grenzen ,,Mitteleuropas‘ hinaus, mit Recht
als erster Spezialist auf dem Gebiet der reinen und angewandten
Wahrscheinlichkeitstheorie gilt — ich meine natiirlich Czuber —
hat sich einen von anderer Seite gegen Marbe erhobenen Einwand
zu eigen gemacht, der als vollig unbegriindet bezeichnet werden
mufl — unbegriindet deshalb, weil er auf einer groben Verwechs-
lung des Begriffs des wahrscheinlichsten Wertes mit dem Begriff
der mathematischen Erwartung beruht. Das Nihere dariiber
findet sich im 6. Kapitel dieser Schrift.
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Der Umstand, dafl der Begriff der mathematischen Er-
wartung, der zu den Kardinalbegriffen der Wahrscheinlichkeits-
theorie gehort, wie sichs zeigt, einem Czuber nicht in dem MaBe
gelidufig ist, daf er ihn in allen Féllen korrekt anzuwenden ver-
mochte, hat mich mit dazu veranlafB3t, diesem Begriff eine spezielle
Erorterung zu widmen. Sie findet cich in dem 2. Kapitel, welches
in die Schrift nur zu dem Zweck eingeschoben worden ist, um dem
Leser das Versténdnis fiir die Darlegungen der folgenden Kapitel
zu erleichtern.

Im 2. Kapitel behandle ich noch einen anderen Kardinal-
begriff der Wahrscheinlichkeitstheorie, den Begriff des mitt-
leren Fehlers und nehme in diesem Zusammenhang auf die
sog. Tschebyscheffsche Ungleichung Bezug, die von Markoff
und auch von Czuber gleichsam als Glanzleistung eines hervor-
ragenden Mathematikers hingestellt wird. Dieser Ungleichung,
deren praktische Bedeutung dadurch beeintriachtigt wird, da} sic
einen unverhdltnismaBig weiten Spielraum fiir die noch als zu-
lassig anzusehenden zufilligen Abweichungen ergibt, kommt ein
nicht abzustreitender theoretischer Wert namentlich insofern zu,
als sich aus ihr das Bernoullische Theorem als Spezialfall un-
mittelbar herleitet. Aber um fiir eine groBe wissenschaftliche Tat
gehalten uad einem Mathematiker von Fach als eminentes Ver-
dienst angerechnet zu werden, ist der Tschebyscheffsche Lehr-
satz wirklich zu simpel. Ruft der Satz in der Darstellung seines
Urhebers — und nicht minder in der von Czuber akzeptierten
Darstellung Markoffs — diesen Eindruck nicht hervor, so liegt
es daran, daf} er da in einer durch die Natur der Sache keineswegs
gebotenen Verquickung mit zwei anderen S#tzen vorgefiithrt wird,
die sich iibrigens ebenfalls spielend beweisen lassen und die lange
vor Tschebyscheff Allgemeingut der Wissenschaft waren. Der
eine dieser beiden S#tze besagt, dall der mittlere Fehler einer
Summe voneinander unabhingiger GréfBen gleich der Quadrat-
wurzel aus der Summe ihrer zum Quadrat erhobenen mittleren
Fehler ist, und der andere, daBl der mittlere Ifehler einer mit
einem konstanten Koeffizienten multiplizierten Gréfle gleich ihrem
mit diesem Koeffizienten multiplizierten mittleren Fehler ist.
Wenn ein Mathematiker von dem Range Markoffs die Sachlage
nicht durchschaut hat, so mag das cine psychologische Erklirung
haben: der Schiiler hat sich in pietdtvoller Verehrung fiir den
Lehrer gleichsam gescheut, an ciner von diesem {iberlieferten
Konstruktion zu riitteln und den Kern von der Schale zu trennen.
Dies hat nachgeholt werden miissen.

Die Beriicksichtigung des mittleren Fehlers der empirischen
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GroBen, die man mit ihren mathematischen Erwartungen ver-
gleicht, empfiehlt sich auch in dem besonderen Fall der Itera-
tionen, und wenn Marbe in seinen ,,Naturphilosophischen Unter-
suchungen zur Wahrscheinlichkeitslehre® von der Berechnung des
mittleren Fehlers der festgestellten Zahlen der Iterationen Ab-
stand genommen hat, so kann man es nicht gutheiflen. Fast
ebensowenig kann es befriedigen, wenn er in seinem neuerdings
erschienenen groBen Werk ,Die Gleichférmigkeit in der Welt*,
worin er auf das Problem der Iterationen zuriickkommt und die
erste seiner beiden Thesen (das g betreffend) aufrechterhilt, die
zweite hingegen (das p betreffend) preisgibt, den mittleren Fehler
der Zahlen der Iterationen von bestimmter Linge zwar berechnet,
aber nach einer unzuldssigen Methode.

In mathematischer Hinsicht ist Marbe auch sonst von einer,
man mochte beinahe sagen, rithrenden Unbeholfenheit. So be-
schiftigt er sich z. B. mit der Frage, wie grof3 bei einer gegebenen
Zahl (N) von Versuchen die erwartungsmifige Zahl der Fille ist,
in denen der ecine von zwei moglichen Erfolgen (z. B. Kopf und
Schrift beim Aufwerfen einer Miinze), denen bestimmte Wahr-
scheinlichkeiten (p und ¢) entsprechen, durch den anderen ab-
gelost wird. Diese Frage beantwortet sich wie folgt. Die Wahr-
scheinlichkeit einer ,,Ablésung‘ nach einem Versuch (mit un-
bestimmtem Erfolg) ist offenbar pg + ¢p oder 2pgq. Liegen
N Versuche vor, und bricht die Versuchsreihe mit dem letzten
der N Versuche ab, so hat man es mit N — 1 ,,Gelegenheiten
zu einer Ablosung zu tun. Folglich ist die gesuchte erwartungs-
miBige Zahl der Ablésungen 2 (N — 1) pg. Marbe erortert diese
Frage an der Hand von zwei Beispielen. In beiden Beispielen ist
N =12, und was p und ¢ betrifft, so hat man in dem einen
p=g¢q=1%, in dem andern p = 0,5111, ¢ = 0,4889. Daher er-
gibt sich das eine Mal 2 (N -—1)pg= 5,5, das andere Mal
2(N—1)pg = 5,497. Beide Zahlenwerte gibt auch Marbe an.
Aber zur Berechnung von 5,5 fiihrt er 12 Multiplikationen und
eine Division aus; zur Berechnung von 5,497 geniigt das lange
nicht: da werden zwei GroBlen je 10 Mal in verschiedene Po-
tenzen (von der 2-ten bis zur ll-ten) erhoben, sodann werden
11 Produkte aus je drei GroBen gebildet, und schlieBlich ergibt
die Addition dieser 11 Produkte das erwiinschte Resultat!

Solch eine ,,Umsténdlichkeit‘ ist indessen nicht dasSchlimmste.
Marbe operiert zum Teil mit falschen Formeln. Ja, seine grund-
legende Formel, ndmlich diejenige, welche zur Bestimmung der
erwartungsméfBigen Zahlen der (vollstindigen) Iterationen dient,
erweist sich als unrichtig. Sie stellt sich unter Anwendung der
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soeben gebrauchten Bezeichnungen in der Form
Peett +¢ N
Pt
dar, wihrend die korrekte Formel, sofern n < N — 1, sich als
(N—m)p ¢ (" + ¢" ) + 9"+ ¢"— (0" + ")
oder auch, wenn N grofl und = klein im Verhéltnis zu N ist, als
pz qz(pn—2 _I_ qn—z)N

schreiben laft. Zieht man letzteren (approximativen) Ausdruck
von dem Marbeschen ab, so erhilt man

PEe—o"’ — ¢ )N
pZ _l_ q2

Marbes erwartungsméfBige Zahlen der Iterationen fallen also,
sofern n < 3, stets zu niedrig und, sofern » > 3, stets zu hoch
aus, es sei denn, dal p = ¢ = }. Es ist ihm daher sehr zugute ge-
kommen, daf} in seinen Beispielen die Differenz zwischen p und ¢
entweder 0 oder in anderen Fallen nahezu gleich 0 ist, da es sich
bei diesen Fallen um das sog. Geschlechtsverhiltnis der Geborenen
handelt, wobei p und ¢ sich als Wahrscheinlichkeiten darstellen,
dall der Geborene ein Knabe bzw. ein Midchen ist. Die vorhin
angefithrten Werte von p und ¢ ergeben: p — ¢ = 0,0222. Hiitte
Marbe andere Beispiele gewihlt, in denen p und ¢ in erheblicherem
MaBe voneinander abweichen, so wére mit seinen Zahlenergebnissen
iiberhaupt nichts anzufangen gewesen. Ihm, der in seinen — wie
er meint, statistisch begriindeten — Konstruktionen den ,,Zufall*,
wie dieser von der Wahrscheinlichkeitstheorie aufgefafit wird,
nicht gelten lassen will, ist der Zufall gniddig gewesen. Wenn ich
ihm aber in meinem letzten Kapitel, wo ich zu den Leistungen
meiner Vorginger Stellung nehme, weniger ,,gnidig* bin, so glaube
ich darum doch nicht, bei dieser Auseinandersetzung die Grenzen
einer objektiven Kritik iiberschritten zu habent).

1) Die Entstehung meiner Schrift hingt mit dem Erscheinen von Marbes
. Gleichformigkeit in der Welt* aufs engste zusammen. Herr Prof. Marbe hat
dic Freundlichkeit gehabt, mir cin Exemplar seines Werkes (am 10. Marz d. J.)
zuzusenden und sprach bei dieser Gelegenheit die Erwartung aus, daff ich zu dem
Buch offentlich Stellung nehmen wiirde, wie ich das bereits seinen ,,Naturphilo-
sophischen Untersuchungen zur Wahrscheinlichkeitslehre® gegeniiber seinerzeit
getan hitte (in dem Aufsatz ,,Wahrscheinlichkeitstheorie und Erfahrung®, Zeit-
schrift fiir Philosophie und philosophische Kritik, Bd. 121, 1903, S. 71{f.). Ich
beabsichtigte denn auch urspriinglich, auf die mathematischen Irrtiimer, die mir
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Marbe bedankt sich in dem Vorwort zu seinem Werk fir dic
Hilfe, die ihm cinige unter seinen Kollegen, in erster Linie der
0. 6. Professor der Mathematik und Astronomie an der Universitét
Wiirzburg G. Rost, haben angedeihen lassen. Es zeigt sich hier
wieder cinmal, dall von den cinzelnen Formen der Arbeitsteilung,
wic sie Karl Biicher am genauesten unterscheidet, die ,,Arbeits-
zerlegung““ unter anderem dadurch gekennzeichnet ist, dafl ihr auf
dem Gebiet der geistigen Produktion viel engere Grenzen als auf
dem der matericllen gesteckt sind, wihrend die ,,Spezialisation
auch fir das geistige Gebiet mit dem allgemeinen Fortschritt an
Bedeutung gewinnt. ,,Universalmathematiker‘‘ gibt es heute nicht
mehr. Die Zeiten von Gaull und Laplace sind fiir immer dahin.
Diese Grofien haben auch die Wahrscheinlichkeitsrechnung, Gaulf}
namentlich die Fehlertheorie, die einen Bestandteil der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung bildet, intensiv gepflegt. Unter den heu-
tigen Mathematikern, die bedeutendsten nicht ausgenommen, sind
es nur wenige, die sich mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung néher
befallt haben.

Diese Worte waren lingst geschrieben, als mir (am 27. Juni
d. J.) Herr Prof. Marbe eine Broschiire unter dem Titel ,,Mathe-
matische Bemerkungen zu meinem Buch ,Die Gleichférmigkeit in
der Welt‘, Miinchen 1916“ zugehen lie32), die er wie folgt ein-
leitet: ,,Unmittelbar nach dem Erscheinen meines Buches ,Dic
Gleichformigkeit in der Welt® fanden zwischen meinen mathe-
matischen Kollegen Rost und v. Weber hochst interessante Dis-
kussionen iiber gewisse in dem Buch enthaltene mathematische
Darlegungen statt, an deren auch ich teilnehmen durfte. Hier-
durch sah ich mich veranlaft, cice Reihe meiner Ausfithrungen
von neuem zu priifen, nochmals durchzudenken und teilweise zu
verbeusern.  Da das Ergebris dieser Arbeit von allgemeincm
Interesse sein diirfte, und da es mir geeignet erscheint, meine mir
schr am Herzen liegende Lehre vom statistischen Ausgleich gegen
alle bisher noch mdéglichen Einwédnde zu sichern, habe ich mich
zur Abfassung der vorliegenden (zunéchst fiir die Leser meines
Buches bestimmten) Schrift entschlossen.

bei der Lektiive des Marbeschen Buches sofort aufstieBen, in ciner Besprechung
aufmerksam zu machen. Aber ich wurde bald gewahr, da man da ziemlich weit
ausholen miiBte, und so entschlofl ich mich, das Problem der Iterationen ex pro-
fesso zu behandeln.

2) Ich hatte meine Vorrede, bis auf dic Stelle, welehe sich auf Marbes ,,Mathe-
matische Bemerkungen® bezicht, bereits in der ersten Halfte des Mai d. J. ab-
gefalt, um einc Abschrift dieser Vorrede der Verlagsfirma Julius Springer zur
Informicrung iiber den Inhalt meiner damals erst in Angriff genommenen Arbeit
vorzulegen.
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Die wichtigste der von Marbe vorgenommenen Anderungen
bezieht sich gerade auf den von mir beméngelten Ausdruck der
erwartungsméfigen Zahl der Iterationen von bestimmter Lénge.
In dieser Hinsicht haben Marbe und seine mathematischen Rat-
geber nachtréglich das Richtige getroffen. Es ist nichtsdesto-
weniger auffallend, dafi es zur Losung einer so einfachen Aufgabe
der Mitwirkung mehrerer Personen bedurft hat. Was aber den
anderen von mir im vorstehenden ebenfalls erwihnten MiBgriff
Marbes anbelangt, den er bei Bestimmung des mittleren Fehlers
der Zahl der Iterationen von gegebener Linge begangen hat, so
ist zwar auch hier die betreffende Formel umgedndert worden,
ohne jedoch, daf} hierdurch die Sache in Ordnung gebracht worden
ware. Denn die neue Formel ist, wie ich es im kritischen Teil
meiner Schrift (6. Kapitel, § 2) nachweise und wie es iibrigens
schon aus meinen positiven Darlegungen (3. Kapitel, § 3) hervor-
geht, nicht minder anfechtbar wie die alte, obschon beide Formeln,
abgesehen von dem Fall der Iterationen zu 1, als Néherungs-
formeln allerdings brauchbar sind. Marbe ist sich indessen des
approximativen Charakters auch seiner neuen Formel gar nicht
bewuBlt und wendet sie auf den Fall der Iterationen zu 1 mit an,
wo sie gerade wenn, wie in seinen Beispielen, p und ¢ wenig von-
einander abweichen, einen numerischen Wert des mittleren Fehlers
liefert, der hinter seinem wahren Wert erheblich zuriickbleibt.
Bei dieser etwas subtileren Frage hat also die Zuziehung des
zweiten Wiirzburger Ordinarius der Mathematik wenig geniitzt.

Auf die mehr philosophische Seite des Problems der Itera-
tionen gehe ich in dieser Schrift nicht niher ein. Das bleibt einem
besonderen Aufsatz von mir vorbehalten, der demnichst in den
,,Jahrbiichern fiir Nationalckoriomie und Statistik® unter dem
Titel ,,Die Kontingenztheorie und die Kontingentierungstheorie
in der Statistik® erscheinen soll.

Zum Schluf} sei iiber die in dieser Schrift gebrauchten Aus-
driicke ,,Sylleptik®, ,,Syntagmatik und ,,Stochastik®, die etwas
ungewohnlich klingen mogen, folgendes bemerkt. Ich verstehe
unter Sylleptik solch eine Betrachtung der (statistischen) Viel-
heiten, die sich lediglich auf das beziiglich der betreffenden Viel-
heiten begrifflich Gegebene stiitzt. Von ,,sylleptischer Methode**
spricht gelegentlich Gustav Riimelin (im Artikel ,,Statistik* in
Schénbergs Handbuch der Politischen Okonomie, 2. Bd. 1882,
S. 474) und meint damit die statistische Methode, das Wort ,,sta-
tistisch im weitesten Sinne genommen. Bei mir bedeutet Syl-
leptik nicht schon Statistik, sondern erst die Vorbereitung auf
eine wissenschaftliche Behandlung statistischer Daten. Die Lehr-
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sitze der Sylleptik sind ,,praecognita der Statistik*‘ oder, wie man
mit Riicksicht darauf, dafl diese Lehrsidtze von den meisten Sta-
tistikern ignoriert zu werden pflegen, woraus unter Umstéinden
mehr oder weniger erhebliche Irrtiimer entstehen, vielleicht mit
mehr Recht sagen konnte: ,,praecognoscenda der Statistik®.
Riimelins terminologische Anregung blieb unbeachtet, und so
stand das Wort Sylleptik fiir einen beliebigen Gebrauch zur Ver-
fiigung da. Daher diirfte ich durch Rezeption dieses Wortes nie-
mands Besitzrechte verletzt haben. Zur Syntagmatik — es ist
mir nicht bekannt, da sich sonst jemand dieses Ausdrucks be-
dient hitte — wird die Sylleptik dadurch, daBl man die der Be-
trachtung unterliegenden Vielheiten als geordnete Vielheiten
denkt. Meinen Bezeichnungen entsprechen, wie man sieht, Be-
griffe, fiir welche es keine geldufigen Namen gibt. Was aber den
Ausdruck ,,Stochastik’ anlangt, so bedarf er keiner Recht-
fertigung. Denn er findet sich — und zwar in dem ihm von mir
beigelegten Sinne — schon in Jakob Bernoullis ,,Ars con-
jectandi®.

Berlin-Halensee, den 18. Oktober 1916.

L. v. Bortkiewiez.

Berichtigungen.
4 LV
S. 99. In Formel (80) ist statt Z zu lesen: E .
1 1

S. 102. In Formel (22) fehit rechter Hand der Faktor V.
S. 112. In Formel (77) ist statt €(i)4.,,) zu lesen: G(if, 4, ,) .

S. 125, In Tabelle 1, Spalte 10 ist statt ;}2 zu lesen: %}2
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Einleitung.

Fafit man beliebige Erscheinungen, die unter einen gemeinsamen
Begriff fallen und sei es nur in bezug auf die rdumlichen Grenzen,
zwischen denen sie eingeschlossen sind, und in bezug auf den Zeitpunkt
oder den Zeitabschnitt, in dem sie beobachtet werden, sei es aullerdem
noch in irgendwelcher Hinsicht miteinander tibereinstimmen, gedank-
lich zusammen, so kommt ein Ganzes zustande, das man als eine em-
pirische Vielheit bezeichnen kann. Dadurch, dafl man die Elemente
(Einzelfille), aus denen sich eine empirische Vielheit zusammensetzt,
als solche der Beobachtung unterwirft und die so gewonnenen Be-
obachtungsresultate summiert, macht man die betreffende empirische
Vielheit zum Gegenstand der Statistik. Denn Statistik ist nichts an-
deres als eine auf ,,Massenbeobachtung und Summierung ihrer Ergeb-
nisse beruhende Erkenntnis empirischer Vielheiten.

Die in Frage stehende Summierung weist zwei verschiedene Formen
auf: die des Zahlens und die des Addierens, je nachdem die Be-
obachtung darauf gerichtet war, das Vorhandensein der betreffenden
Elemente bzw. irgendwelcher ihnen zukommender Eigenschaften fest-
zustellen, oder aber darauf, die Elemente in dieser oder jener Be-
ziehung quantitativ, d. h. durch Angabe bestimmter MaBzahlen, zu
charakterisieren. Diese beiden Modalitaten der Summierung von Be-
obachtungsresultaten verbinden sich meist mit einer Gruppierung der
Elemente nach diesen oder jenen Merkmalen und Merkmalkomplexen.
Es werden demnach neben Totalsummen in der Regel Partialsummen ge-
bildet und der weiteren rechnerischen Verarbeitung zugrunde gelegt.

Jede Statistik stiitzt sich auf die Massenbeobachtung. Aber nur
eine als ,,Selbstzweck® betriebene, somit im Zeichen der Problemlosig-
keit stehende Statistik geht voraussetzungslos an die Massenbeobach-
tung heran. Eine Statistik hingegen, die sich ihrer wissenschaftlichen
Aufgaben bewuflt ist, sucht schon die Massenbeobachtung nach Ge-
sichtspunkten zu gestalten, die dem Wesen der jeweils zu losenden Auf-
gabe entsprechen. Solche Gesichtspunkte stellen den Ergebnissen der
Massenbeobachtung gegeniiber ein ,,prius® dar und konnen daher als
apriorisch (im relativen Sinne des Wortes) bezeichnet werden.

- . 1
v. Bortkiewicz, Iterationen. 1



2 Einleitung.

Ein weiteres apriorisches Element wird in die Statistik dadurch hin-
eingetragen, daf} sie sich oft veranlaft sieht, bei der rechnerischen Ver-
arbeitung ihrer als Total- und Partialsummen sich darstellenden Daten
gewisse Hilfsséitze heranzuziehen, die eine von diesen Daten, d. h. von
den Ergebnissen der Massenbeobachtung schlechterdings unabhingige
Geltung haben und sich vielmehr aus dem herleiten lassen, was hin-
sichtlich der betreffenden empirischen Vielheit und ihrer Elemente vor
der Beobachtung, somit ,begrifflich®, feststand. Ein einfaches Bei-
spiel hierfiir bietet der in der Bevolkerungsstatistik vielfach zur An-
wendung kommende Satz, dafl die Einwohnerzahl eines Gebiets am
Ende eines gegebenen Zeitraums gleich ist der Einwohnerzahl dessel-
ben Gebiets am Anfang des betreffenden Zeitraumes, vermehrt um die
Zahl der inzwischen Geborenen und Zugewanderten und vermindert
um die Zahl der inzwischen Gestorbenen und Abgewanderten.

Derartige Hilfssdtze sind an sich keine Statistik, weil sie nicht auf
Massenbeobachtung beruhen. Aber sie kommen fiir die Statistik in
Betracht und sagen unzweifelhaft etwas iiber das Verhalten von em-
pirischen Vielheiten aus. Es handelt sich also auch hierbei um eine Er-
kenntnis empirischer Vielheiten. Diese ,,apriorische®, d. h. aus dem je-
weils begrifflich Gegebenen hergeleitete Erkenntnis empirischer Viel-
heiten soll, im Unterschied von der Statistik, als Sylleptik (von
ovidaufdvery = zusammenfassen) bezeichnet werden.

Obwohl die Sylleptik der Statistik gegeniiber eine dienende Stel-
lung einnimmt, so ist darum ihre Bedeutung nicht gering zu schitzen:
sollen die statistischen Daten in korrekter und zweckmifiger Weise
gesammelt, geordnet und verarbeitet werden, so darf hierbei die Syllep-
tik nicht zu kurz kommen, namentlich wenn es sich um kompliziertere
Tatbestinde handelt?).

Empirische Vielheiten, sofern sie Gegenstand der Statistik und der
Sylleptik sind, brauchen nicht unbedingt aus grofien Zahlen von Ele-
menten zu bestehen oder selbst in groBerer Zahl aufzutreten. Wohl

1) Das einzige Gebiet der Statistik, dem eine sich als System darstellende
Sylleptik gegentiibersteht, ist die Bevélkerungsstatistik. Als erster Systematiker
der ,,Bevolkerungssylleptik“ tritt G. F. Knapp in seiner Schrift ,,Uber die Er-
mittlung der Sterblichkeit aus den Aufzeichnungen der Bevélkerungsstatistik‘’,
Leipzig 1868, auf. Im Sinne von Bevolkerungssylleptik habe ich frither die Be-
zeichnungen ,,Formale Bevilkerungslehre® (Mittlere Lebensdauer, Jena 1893,
S. 30) und ,,Formale Bevolkerungstheorie“ (Enzyklopidie der mathematischen
Wissenschaften, Bd. I, S. 839) gebraucht. Letztere Bezeichnung hat Czuber
(Wahrscheinlichkeitsrechnung IT, S. 90) von mir {ibernommen, wéhrend er frither
(Entwicklung, S. 227) hierfiir ,,Bevélkerungslehre® schlechthin gesagt hat, was
sich schon aus dem Grunde verbietet, weil darunter sonst etwas total Verschie-
denes verstanden wird: nidmlich die Lehre von der Einwohnerzahl in ihrem Zu-
sammenhang mit der Volkswirtschaft und dem Staat. Siehe L. Elster im Hand-
worterbuch der Staatswissenschaften, 3. Aufl., II, S. 926.
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aber ist beides oder mindestens eines von beidem erforderlich, wenn es
gilt, iiber das Verhalten irgendwelcher empirischer Vielheiten vom
Standpunkte der Wahrscheinlichkeitstheorie aus etwas auszu-
sagen. Diesem Standpunkte zufolge werden namlich die Elemente,
aus denen sich die betreffenden empirischen Vielheiten zusammensetzen,
unter die Herrschaft des ,,Zufalls* gestellt und wird die dadurch be-
dingte Unbestimmtheit und Unberechenbarkeit des Verhaltens der
empirischen Vielheiten auf die Weise iitberwunden, dafl man sie aus
hinreichend zahlreichen Elementen bestehen oder in hinreichend groSer
Zahl auftreten laft.

Die an der Wahrscheinlichkeitstheorie orientierte, somit auf ,,das
Gesetz der groflen Zahlen sich griindende Betrachtung empirischer
Vielheiten mége als Stochastik (von oroydlesdar = zielen, mutmaBen)
bezeichnet werden?). Die Stochastik ist nicht sowohl Wahrscheinlich-
keitstheorie schlechthin, als vielmehr Wahrscheinlichkeitstheorie in
ihrer Anwendung, sei es auf empirische Vielheiten iberhaupt, sei es
auf empirische Vielheiten einer bestimmten Art.

Die Stochastik geht jeweils von gewissen Ansitzen aus, die aprio-
risch (im relativen Sinne des Wortes) sein konnen, aber nicht apriorisch
zu sein brauchen. Diese Ansitze stiitzen sich vielmehr nicht selten auf
ein empirisches, namentlich auf ein statistisches Wissen iiber die be-
treffenden empirischen Vielheiten. Es ist hier nicht der Ort, auf die ver-
schiedenen Modalititen solch einer Verbindung von Stochastik und
Statistik naher einzugehen3). Nur so viel moége hierzu bemerkt werden,
daB erst die Durchdringung der Statistik mit der stochastischen Auf-
fassungsweise ihr nicht nur einen hoheren theoretischen Wert, sondern
auch eine groBere praktische Bedeutung verleiht.

Zu der Sylleptik steht die Stochastik ebenso nahe wie die Statistik:
die zwischen den empirischen Vielheiten, welche jeweils zum Gegenstand
der stochastischen Betrachtung gemacht werden, obwaltenden syllep-
tischen Beziehungen bleiben auch fiir diese Betrachtung bestehen und
diirfen auch hier keinesfalls ignoriert werden.

2) Bernoulli, S. 213. Hier heiit es: ,,Conjicere rem aliquam est metiri
illius probabilitatem: ideoque Ars Conjectandi sive Stochastice nobis defini-
tur ars metiendi quam fieri potest exactissime probabilitates rerum, eo fine, ut
in judiciis et actionibus nostris semper eligere vel sequi possumus id, quod melius,
satius, tutius aut consultius fuerit deprehensum; in quo solo omnis Philosophi
sapientia et Politici prudentia versatur.” Somit bedeutet ,,Stochastik® auch
fiir Bernoulli soviel wie angewandte Wahrscheinlichkeitstheorie; nur
daB er in bezug auf die in Betracht kommenden Anwendungen einen antiquierten
Standpunkt vertritt.

3) Manche Untersuchungen fallen gleichzeitig in das Gebiet der (angewandten)
Wahrscheinlichkeitstheorie und in dasjenige der (mathematischen, d. h. in diesem
Falle der wahrscheinlichkeitstheoretisch fundierten) Statistik.

1*
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Wenn aber nach dem Vorstehenden die Statistik, die Sylleptik und
die Stochastik zur Erforschung empirischer Vielheiten gleichzeitig bei-
tragen, so mul} nichtsdestoweniger zwischen diesen drei Betrachtungs-
arten scharf unterschieden werden. Darin liegt die Grundbedingung
eines bewuBten und sachgeméfien Verhaltens des Forschers zu seinem
Material?). Dies gilt insbesondere auch fiir das Problem der Itera-
tionen.

An die Spitze einer systematischen Untersuchung iiber Iterationen
gehort eine Sylleptik der Iterationen. Iterationen sind empirische
Vielheiten besonderer Art. Sie setzen voraus, dafl der Vorrat von Ele-
menten, aus welchem Vielheiten gebildet werden, erstens ein geord-
neter und zweitens ein gegliederter ist. Das bedeutet, daf die in
dem gegebenen Vorrat enthaltenen Elemente in einer bestimmten Weise
aufeinanderfolgen und daf sie sich nach bestimmten Merkmalen oder
Merkmalkomplexen in soundso viele Arten einteilen lassen. Werden nun
aus einem so charakterisierten Vorrat Elemente entnommen, die nach
MafBgabe der vorgegebenen Ancrdnung ununterbrochen aufeinander-
folgen und erweisen sich diese Elemente als gleichartig, d. h. als zu ein
und derselben Art gehérig, so stellen sie, als empirische Vielheit betrach-
tet, eine Iteration dar.

Dem Begriff der Tteration ist der Begriff der Seq uenz iibergeordnet.
Als solche erscheint eine empirische Vielheit, deren Elemente, wie im
Fall einer Iteration, die vorgegebene Anordnung aufweisen, aber auch
verschiedenartig sein kénnen. Schon mit Riicksicht darauf, da} es mit
zum Problem der Iterationen gehort, zu fragen, wie sich die Zahl der
Iterationen zu der Zahl der Sequenzen stellt, ist es unbedingt erforder-
lich, die Sylleptik der Iterationen zu einer Sylleptik der Sequenzen
zu erweitern.

Manches von dem, was sich iiber die Sequenzen in sylleptischer Hin-
sicht aussagen 14Bt, findet aber auch auf solche empirische Vielheiten
Anwendung, die keine Sequenzen sind, aber es mit letzteren gemeinsam
haben, daB sie aus einem geordneten Vorrat von Elementen gebildet
sind. Durch diesen Umstand wird man dazu veranlaBt, noch iber die
Grenzen einer Sylleptik der Sequenzen hinauszugehen und die syllep-
tische Betrachtung auf empirische Vielheiten auszudehnen, die iiber-

4) Die Statistiker geben sich oft keine Rechenschaft dariiber, dafl sie bei
dieser oder jener Gelegenheit, wenn auch in unmethodischer Weise, von der
Stochastik Gebrauch machen. Die Physiker aber identifizieren mitunter die
stochastische mit der statistischen Betrachtungsweise, indem sie von letzterer
ohne Riicksicht auf ein wirkliches Zahlen der Elemente, aus denen die be-
treffenden empirischen Vielheiten bestehen, sprechen und dabei eigentlich nur
die Anwendung wahrscheinlichkeitstheoretischer Begriffe und Konstruktionen
auf diese Vielheiten im Auge haben. Siehe z. B. M. Planck, Dynamische
und statistische GesetzmiBigkeit (Rektoratsrede), Berlin 1914.
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haupt, d. h. ob mit oder ohne Einhaltung der vorgegebenen Anordnung
aus einem geordneten Vorrat von Elementen gebildet werden kénnen.
Eine Sylleptik solcher Vielheiten kann als Syntagmatik (von
ovvrayua = das Geordnete) bezeichnet werden.

Die Syntagmatik steht in einem gewissen Gegensatz zu der in der
Sylleptik sonst iiblichen Betrachtungsweise. Letztere nimmt nimlich
auf die Anordnung der betreffenden Elemente keine Riicksicht und
richtet ihr Augenmerk ausschlieflich auf die Abgrenzung analoger
Vielheiten bzw. so oder anders charakterisierter Teile einer Vielheit
gegeneinander. Man moge daher eine so verfahrende Sylleptik als
Horistik (von 6pilev = abgrenzen) bezeichnen?).

Der syntagmatische Standpunkt kann entweder in reiner Form auf-
treten, was noch bei den Sequenzen der Fall ist, oder aber sich mit dem
horistischen verbinden, was sich schon bei den Iterationen zeigt.

Im 1. Kapitel dieser Schrift, das die Uberschrift ,,Syntagmatik*
tragt, wird in der Hauptsache nur soviel geboten, als fiir das Problem
der Iterationen in Betracht kommt. Und was insbesondere den letzten
Paragraphen dieses Kapitels anlangt, der speziell den Iterationen ge-
widmet ist, so wird darin nur der einfachste Fall ertrtert, bei wel-
chem zwei Arten von Elementen unterschieden werden. In dieser
Beziehung werden die Darlegungen des 1. und auch des 3. Kapitels bis
zu einem gewissen Grade durch die Betrachtungen in § 1 des 4. Kapitels
erginzt.

Erstes Kapitel.
Syntagmatik.

§ 1. Die Massen.

Es sei eine endliche Zahl N irgendwelcher Elemente gegeben,
die mit den Nummern 1, 2... N versehen sind. Man ordne die Ele-
mente so, daf auf ein beliebiges Element Nr. %, sofern % kleiner als N
ist, das Element Nr. % -+ 1 und, sofern # = N, auf das Element Nr. N
das Element Nr. 1 folgt. Auf diese Weise sind, wenn N nicht kleiner
als 3 ist, was hier angenommen wird, jedem unter den N Elementen
zwei Nachbarelemente zugeordnet, von denen das eine das vorge-
ordnete und das andere das nachgeordnete heiflen soll. Ist & groBer
als 1 und kleiner als N, so sind das die Elemente Nr. A — 1 und Nr.
h+ 1. Bei h =1 ist das vorgeordnete Element das Element Nr. N

5) Im Griechischen bedeutet ot (lat. horistice) den definierenden oder
theoretischen Teil der Grammatik. Siehe R. Klotz, Handworterbuch der latei-
nischen Sprache, Braunschweig 1879, I, S. 1705,
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und das nachgeordnete Element das Element Nr. 2. Bei b = N ist das
vorgeordnete Element das Element Nr. N — 1 und das nachgeordnete
Element das Element Nr. 1.

Beliebige U durch ihre Nummern kenntlich gemachten Elemente
aus der Zahl der N Elemente sollen, als Ganzes betrachtet, eine Masse
zu U genannt werden. Dabei wird der besondere Fall, in welchem
U =1, mitberiicksichtigt, so dafl auch von Massen zu 1 gesprochen wer-
den wird. Sofern aber U gréBer als 1 ist, gehért es nicht zum Begriff der
Masse, daB sie aus verschiedenen Elementen besteht. Die einzelnen
Elemente diirfen vielmehr auch mehrfach in derselben Masse vertre-
ten sein.

Man kann eine Masse symbolisch in der Weise darstellen, dall man
die Nummern aller in ihr enthaltenen Elemente in natiirlicher Reihen-
folge hinschreibt und die so gebildete Zahlenreihe in (eckige) Klammern
einschlieBt. Demnach bedeutet z. B. [2, 3, 3, 5, 6] eine Masse, be-
stehend aus den einfach genommenen Elementen Nr. 2, 5, 6 und dem
zweifach genommenen Element Nr. 3. Die durch ihre Nummern bezeich-
neten, jedes soundso viele Male in einer Masse vorkommenden Ele-
mente bilden ihren Inhalt. Die Zahl (U) der in einer Masse enthalte-
nen und dabei entsprechend der Héufigkeit ihres Vorkommens in An-
satz gebrachten Elemente gibt den Umfang der betreffenden Masse
an. Massen, die keine Elemente miteinander gemeinsam haben, mégen
als inhaltsfremd, Massen, die mindestens ein Element miteinander
gemeinsam haben, als inhaltsverwandt bezeichnet werden. Massen,
die in bezug auf ihren Inhalt miteinander vollstindig {ibereinstimmen,
sollen identische Massen heiflen?).

Ist eine Masse so beschaffen, dafl darin » verschiedene Elemente
aus der Zahl der N Elemente je ¢ Male, und die iibrigen N — n Ele-
mente je g — 1 Male enthalten sind, so soll sie eine qualifizierte
Masse, und zwar eine qualifizierte Masse g-ten Grades, heilen. Bezeich-
net man den Umfang solch einer Masse mit U, ,, so hat man:

(1) Ujn=9gn+(@g—1) (N —n)
oder auch
@) Upn=(g— DN +n.

Die » Elemente, die je g-fach in die Masse eingehen, mogen bevor-
zugte Elemente, die N — n Elemente, die je g — 1 - fach in die Masse
eingehen, moégen benachteiligte Elemente heiflen. Trifft man die
Bestimmung, daB » nicht Null sein darf und dementsprechend N — n
immer kleiner als N ist, so erhiilt man als Grenziall den Fall, in welchem

1y Es diirfte sich von selbst verstehen, dal wenn weiter unten im Text von
der Zahl irgendwie niher determinierter Massen die Rede ist, damit stets nicht-
identische Massen gemeint sind.
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n = N, N — n = 0 und dementsprechend U, , = g N. Somit hat man
es, wenn N in U, , aufgeht und die Division g ergibt, mit einer Masse
g-ten Grades zu tun. Solch eine Masse, deren Eigentiimlichkeit darin be-
steht, dal} sie keine benachteiligten Elemente enthilt, soll eine voll-
kommene qualifizierte Masse g-ten Grades heiflen.

Der Umfang einer qualifizierten Masse g-ten Grades (U, ,) kann,
der Formel (2) zufolge, nicht kleiner als (g — 1) N -+ 1 und nicht gréBer
als g N sein. Was aber die Zah! der qualifizierten Massen g-ten Grades,
die aus N Elementen gebildet werden kénnen, anlangt, so ist es klar,
daf} sie von g nicht abhingt. Die in Frage stehende Zahl, die mit M
bezeichnet werden mdoge, richtet sich vielmehr danach, wie viele ver-
schiedene Werte die Gréfle » annehmen kann und wie viele Kombina-
tionen (ohne Wiederholung) sich aus N Elementen zur n-ten Klasse
bilden lassen. Zerlegt man daher M in N Summanden m, nach der
Zahl der Werte die n annehmen kann, so findet man:

N

3) M= im,,
1
N
(4) my = ('I’L) )
mithin
(5) M—25_1.

Beispiel. Es sei N =3, g=1. Nach Formel (5) ist M = 7.
Die betreffenden qualifizierten Massen sind: [1], [2], [3], [1, 2], [1, 3],
[2, 3],[1, 2, 3]. Die letzte unter diesen 7 Massen ist eine vollkommene
qualifizierte Masse ersten Grades.

Als Zusammenmischung von zwei Massen soll die Zusammen-
fassung von zwei Massen zu einem neuen Ganzen verstanden werden,
in welches alle in den beiden Massen enthaltenen Elemente eingehen,
und zwar jedes so viele Male, als es in den beiden Massen zusammen-
genommen vorkommt. Durch Zusammenmischung von zwei Massen ent-
steht immer eine neue Masse. Durch Zusammenmischung von zwei
qualifizierten Massen desselben Grades und gleichen Umfangs entsteht
eine neue qualifizierte Masse nur in dem besonderen Fall, wenn sich von
den bevorzugten Elementen der einen Masse kein einziges unter den
bevorzugten Elementen der anderen Masse vorfindet. Ergénzen sich
dabei die bevorzugten Elemente der beiden Massen gegenseitig zu einer
vollkommenen qualifizierten Masse (ersten Grades), was an die Be-
dingung gekniipft ist, dall N eine gerade Zahl ist, so kommt durch
Zusammenmischung der beiden Massen eine vollkommene qualifizierte
Masse zustande.
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§2. Die Gruppen.

Eine qualifizierte Masse ersten Grades soll Gruppe heiBen.
Setzt man in Formel (2) des § 1 ¢ = 1, so reduziert sich der Umfang
der Masse bzw. der Gruppe auf ». Diese n Elemente, die sonst, d. h.
im Fall einer Masse beliebigen Grades die bevorzugten waren, erschei-
nen im Fall einer Gruppe als die vorhandenen, wihrend die N — »
Elemente, die sonst die benachteiligten waren, jetzt die fehlenden
sind. Es folgt aus obiger Definition, daB eine Gruppe aus lauter ver-
schiedenen Elementen besteht, ferner daB eine Masse zu 1 eine
Gruppe ist, und schlieBlich, dafl der Inbegriff aller N Elemente, da er
sich als vollkommene qualifizierte Masse ersten Grades darstellt, eben-
falls eine Gruppe darstellt. Diese Gruppe moge als Totalgruppe, alle
itbrigen Gruppen als Partialgruppen bezeichnet werden!). Unter

3

1) Die von mir zwischen ,,Masse* und ,,Gruppe” gemachte Unterscheidung
derzufolge eine ,,mehrfache Besetzung* bei der Masse moglich und bei der Gruppe
ausgeschlossen ist, ist nicht iiblich. Insbesondere werden in der Statistik die beiden
in Frage stehenden Ausdriicke als Synonyma angesehen. Dazu kommt, daB,
wiahrend meine Begriffe ,,Masse‘‘ und ,,Gruppe‘ auf die Beschaffenheit der Fille,
die in eine Masse oder Gruppe eingehen, nicht Bezug zu nehmen brauchen, sonst
unter Masse (oder Gruppe) stets eine Vielheit von Einzelfillen (z. B. von Indi-
viduen) verstanden wird, die sich durch irgendein Merkmal oder einen Merkmal-
komplex von anderen dhnlichen Einzelfallen unterscheiden. Siche A. Meitzen,
Geschichte, Theorie und Technik der Statistik, Berlin 1886, S. 77-—79, und Georg
von Mayr, Statistik und Gesellschaftslehre, 1. Bd., 2. Aufl., Tibingen 1914, S. 3.
Gleicherweise bedeutet der von G. F. Knapp in die mathematische Statistik
eingefiihrte Ausdruck ,,Gesamtheit (Ermittlung der Sterblichkeit, S. 5—6), daf3
cine Abgrenzung der in Frage stehenden Vielheit nach auBen (z. B. durch Angabe
von Zeitkoordinaten) stattfindet. Vgl. mein Referat iiber ,,Die Deckungsmethoden
der Sozialversicherung® (Gutachten usw. des VI. Internationalen Kongresses
fiir Versicherungs-Wissenschaft, Wien 1909, 1. Bd., S. 476), wo ich ,,Gruppen
von Versicherten® und ,,Gruppen von Versicherungsabschnitten bilde, wobei
das Wort ,,Gruppe® im gewdchnlichen Sinne bzw. im Sinne des Knappschen
Terminus ,,Gesamtheit gebraucht wird. Ich beabsichtige auch nicht, diesen
Gebrauch des Wortes ,,Gruppe* (bzw. ,,Masse*) in Zukunft zu vermeiden. Nur
bei Problemen, die in dieser Schrift behandelt werden und wohl auch bei einigen
anderen empfiehlt sich meines Erachtens die hier gemachte Unterscheidung
zwischen Masse und Gruppe. Diese Unterscheidung 148t sich z. B. dazu verwerten,
um in der Wahrscheinlichkeitsrechnung den ,,Fall der nicht zuriickgelegten
Kugel®, der sonst etwas stiefmiitterlich behandelt zu werden pflegt und ohne
ausreichende Motivierung auf den Plan tritt (ndmlich als eines unter vielen Bei-
spielen, so bei Czuber, I, S. 183, als das 92ste, bei Markoff, S. 113, deutsch
S. 92, als das erste im Kapitel 4, welches lauter ,,Beispiele “enthilt), ins rechte
Licht zu setzen. Denkt man sich ndmlich, daB es unter den N Elementen P Ele-
mente einer Art und @ Elemente einer anderen Art gibt (P + @ = N) und
daB aus der Zahl dieser Elemente einige auf ,,zufilligem* Wege zusammengefaBt
werden, wobei sich unter s zusammengefaften Elemente z Elemente der einen
und s —a Elemente der anderen Art befinden, so entsteht die Frage nach dem
MaB der zu erwartenden Abweichung des Verh#ltnisses % : ¢ von dem Verhélt-
nis P: N. Je nachdem nun die s Elemente nach dem Prinzip der ,,Masse oder
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den Elementen einer Gruppe soll dasjenige Element, welches die hochste
Nummer trigt, das héchste, dasjenige, welches die niedrigste Nummer
tragt, das niedrigste genannt werden.

Die Frage nach der Zahl der Gruppen zu n sowie aller Gruppen,
die sich aus N Elementen bilden lassen, ist bereits im § 1 erledigt.

Durch Zusammenmischung von zwei inhaltsfremden Gruppen
entsteht immer eine neue Gruppe, durch Zusammenmischung von zwei
inhaltsverwandten Gruppen kann keine neue Gruppe entstehen, son-
dern es ergibt sich bei vorliegender Inhaltsverwandtschaft stets eine
Masse, die keine Gruppe ist. Handelt es sich dabei um zwei inhalts-
verwandte Gruppen zu n, so kommt eine qualifizierte Masse (zweiten
Grades) nur dann zustande, wenn es kein Element unter den N Ele-
menten gibt, welches nicht in einer der beiden Gruppen enthalten wiire,
oder, kiirzer ausgedriickt, nur dann, wenn die beiden in Frage stehenden
Gruppen zusammen den Vorrat N erschépfen. Ist m die Zahl der den
beiden Gruppen gemeinsamen Elemente, so findet die soeben formulierte
Bedingung ihren algebraischen Ausdruck darin, daBl 2n— m =N
oder daf

N-1+m

1 ==
M) n="
In diesem Fall enthéalt die durch Zusammenmischung entstehende

Masse m Elemente je zweimal und N — m oder 2 (n — m) Elemente
je einmal. Wenn aber die Ungleichung

2

N |
@) n<—_21"

nach dem Prinzip der ,,Gruppe* zusammengefafit werden, handelt es sich eben
um einen der beiden Fille der zuriickgelegten und der nicht zuriickgelegten Kugel
(,»Massenschema‘‘ und ,,Gruppenschema‘). So wird letzterem Fall der ihm ge-
bithrende Platz im System der Wahrscheinlichkeitsrechnung (die mir in systemato-
logischer Hinsicht einstweilen, so bei Czuber, Markoff, Bruns, noch als teil-
weise unfertig erscheint) zugewiesen, und er hort auf ein blofes ,,Beispiel* zu
sein. Mein Gruppenbegriff deckt sich mit dem Begriff des ,,Kollektivgegenstandes*,
wie ihn G. Th. Fechner (KollektivmaBlehre, Leipzig 1897, S. 3) und, nicht ganz
mit ihm und unter sich iibereinstimmend, seine Anhénger (G. Fr. Lipps, Die
Theorie der Kollektivgegenstéinde, Leipzig 1902, S. 46—47, und Bruns, Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, S. 96) definieren, aus dem Grunde nicht, weil es fiir den
Kollektivgegenstand, moge man dem Wort eine etwas engere oder eine etwas
weitere Deutung geben, wesentlich ist, dafl die ihn bildenden Exemplare nach ge-
wissen Unterscheidungsmerkmalen eingeteilt sind, was mein Begriff der Gruppe
nicht ausschlieBt, aber nicht erfordert. So kann man denn sagen, daBl es sich
bei dem iiblichen Begriff der Masse, Gruppe, Gesamtheit um eine abgegrenzte,
bei dem Begriff des Kollektivgegenstandes um eine gegliederte, bei meinem
Massen- und Gruppenbegriff um eine geordnete Vielheit handelt. Den Aus-
druck ,,Menge‘‘ habe ich vermieden, um eine Beziehung (zur Mengenlehre), die
80 gut wie gar nicht vorhanden ist, dem Leser nicht vorzutduschen.
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statt hat, so ergibt die Zusammenmischung eine Masse, in welcher
einige der N Elemente, und zwar wiederum m Elemente je zweimal,
weitere 2 (n — m) Elemente je einmal und die tibrigen N — 2n 4+ m
. N
kein einziges Mal enthalten sind. Der Fall n > -2{—m

ist ausge-

schlossen, weil die Zahl der in den beiden Gruppen enthaltenen ver-
schiedenen Elemente, die durch 2 n — m ausgedriickt wird, offenbar
nicht gréfer als N sein kann.

Eine von der Zusammenmischung abweichende Art der Zusammen-
fassung von Gruppen ist die Zusammenlegung. Es soll mit diesem
Ausdruck eine Operation bezeichnet werden, die darin besteht, daf}
aus zwel Gruppen ein neues Ganzes gebildet wird, welches samtliche in
beiden zugleich oder nur in einer der beiden Gruppen vorkommenden
Elemente je einmal enthilt. Hiernach kann durch Zusammenlegung
zweier inhaltsverwandten Gruppen offenbar nichts anderes als eine neue
Gruppe entstehen, und zwar ist diese neue Gruppe die Totalgruppe
oder eine Partialgruppe, je nachdem die beiden Gruppen, aus denen sie
gebildet wird, den Vorrat N erschopfen oder nicht erschopfen.

Jedes in einer Gruppe enthaltene Element ist entweder 1. Binnen-
element, oder 2. Grenzelement, oder 3. Einzelelement.

Zu 1. Tin Binnenelement ist dadurch charakterisiert, dafi die
beiden ihm zugeordneten Nachbarelemente in der betreffenden Gruppe
mitenthalten sind.

Zu 2. Ein Grenzelement ist dadurch charakterisiert, da von
den beiden ihm zugeordneten Nachbarelementen das eine in der be-
treffenden Gruppe mitenthalten ist und das andere nicht. Je nachdem
das fehlende Element das vorgeordnete oder das nachgeordnete Ele-
ment ist, soll das Grenzelement als Anfangselement oder als End-
element bezeichnet werden.

Zu 3. Ein Einzelelement ist dadurch charakterisiert, daf sich
keines der beiden ihm zugeordneten Nachbarelemente unter den tibrigen
in der betreffenden Gruppe mitenthaltenen Elementen vorfindet.

Beispiele.

1. Essei N =5, n=>5. Die Gruppe besteht aus den Elementen
Nr. 1,2, 3,4, 5. Das sind lauter Binnenelemente.

2. Bssei N=17,n=4. Die Gruppe besteht aus den Elementen
Nr. 2, 3, 5, 6. Das sind lauter Grenzelemente, und zwar sind die
Nr. 2 und 5 Anfangselemente, die Nr. 3 und 6 Endelemente.

3. Essei N = 10, n = 3. Die Gruppe besteht aus den Elementen
Nr. 1, 4, 8. Das sind lauter Einzelelemente.

4. Essei N =09, n=06. Die Gruppe besteht aus den Elementen
Nr.1,3,4,7,8,9. Die Nr. 8 und 9 sind Binnenelemente, die Nr. 1, 3,
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4, 7 Grenzelemente, und zwar sind die Nr. 3 und 7 Anfangselemente,
die Nr. 1 und 4 Endelemente.

5. Es sei N =10, n = 5. Die Gruppe besteht aus den Elementen
Nr. 2, 3, 5,8, 10. Die Nr. 2 und 3 sind Grenzelemente, und zwar Nr. 2
Anfangselement, Nr. 3 Endelement, die Nr. 5, 8 und 10 sind Einzel-
elemente.

6. Essei N = 20, n = 11. Die Gruppe besteht aus den Elementen
Nr.1,2,5,6,7,10, 11, 14, 16, 19, 20. Die Nr. 1, 6, 20 sind Binnen-
elemente; die Nr. 2, 5, 7, 10, 11, 19 Grenzelemente, und zwar die Nr.
5, 10, 19 Anfangselemente, die Nr. 2, 7, 11 Endelemente; die Nr. 14
und 16 sind Einzelelemente.

Abgesehen von den beiden Grenzfillen, in denen n = 1 oder n = N,
enthélt eine Gruppe mindestens zwei Elemente, die keine Binnen-
elemente sind. Dies kann wie folgt bewiesen werden. Es sei k das nied-
rigste und K das hochste Element der Gruppe. Da k=1 und K <N,
so kommen die vier folgenden Félle in Betracht:

1. =1, K<N.
k=1, K=N.
EF>1, K<N.
E>1, K=N.

Im 1. Fall ist Nr. IV in der Gruppe nicht enthalten. Dem Element
Nr. 1, das in der Gruppe mitenthalten ist, ist aber Nr. N vorgeordnet.
Folglich ist Nr. 1 entweder Grenzelement oder Einzelelement. Das dem
Element Nr. K nachgeordnete Element Nr. K + 1 (es kann nicht Nr. 1
sein, weil K < N, aber es kann Nr. NV sein) ist aber in der Gruppe nicht
enthalten, weil sonst Nr. K nicht das hochste Element ware. Folglich
ist Nr. K entweder Grenzelement oder Einzelelement.

Im 2. Fall sei Nr.1 das niedrigste (d. h. das mit der niedrigsten
Nummer versehene) und Nr. L das hochste (d. h. das mit der hoch-
sten Nummer versehene) Element unter denjenigen aus der Zahl der
N Elemente, die in der Gruppe nicht enthalten sind, wobei es nicht
ausgeschlossen sein soll, dafi ! = L. Man hat offenbar! > lund L < N,
Keines der Elemente Nr. I — 1 und Nr. L +- 1, die beide in der Gruppe
enthalten sind, ist Binnenelement.

Im 3. Fall sind die Elemente Nr. ¥ — 1 und Nr. K + 1 in der Gruppe
nicht enthalten. Folglich ist weder das Element Nr. k, noch das Element
Nr. K Binnenelement.

Im 4. Fall fehlt das dem Element Nr. N nachgeordnete Element
Nr. 1, und das dem Element Nr. k& vorgeordnete Element Nr. & — 1
(welches auch Nr. 1 sein kann). Folglich ist weder das Element Nr. £,
noch das Element Nr. N Binnenelement.

Somit lassen sich in der Tat in jedem der vier méglichen Fille zwei
Elemente nachweisen, die keine Binnenelemente sind.

e 1o
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§ 3. Die Sequenzen.

Enthélt eine Gruppe an Elementen, die keine Binnenelemente sind,
hochstens ein Einzelelement oder zwei Grenzelemente, so soll sie als
Sequenz bezeichnet werden.

Hieraus folgt, dafl die Totalgruppe, da sie aus lauter Binnenelementen
besteht, eine Sequenz ist. Ebenso fallt jede Gruppe zu 1, da sie nur ein
Einzelelement enthilt, unter den Begriff der Sequenz.

Was aber eine Partialgruppe zu 2 oder mehr Elementen anlangt,
so muf} sie von Einzelelementen frei sein, wenn sie eine Sequenz sein
soll. Denn jede Partialgruppe zu 2 oder mehr Elementen enthilt, wie
am Schlufl des § 2 gezeigt worden ist, mindestens zwei Elemente, die
keine Binnenelemente sind.

Eine Sequenz, die der Bedingung 1 << n << N Geniige leistet, —
eine solche Sequenz mdge als eine regulire, dagegen eine Sequenz
zu 1 oder zu N als eine irregulére bezeichnet werden — setzt sich
demnach aus einer bestimmten Zahl von Binnenelementen (die auch
Null sein kann) und aus zwei Grenzelementen zusammen, von denen in
den Fiallen 1, 3 und 4 des § 2 Nr. ¥ Anfangselement und Nr. K End-
element und im Fall 2 des § 2 Nr. L + 1 Anfangselement und Nr. [ — 1
Endelement ist.

Es lassen sich somit zwei Klassen von reguliren Sequenzen unter-
scheiden: einreihige regulire Sequenzen, deren Elemente, nach
der natirlichen Folge ihrer Nummern geordnet, eine Reihe, namlich
die Reihe
(1) k,k+1,k+2,...K
bilden, und zweireihige reguldre Sequenzen, deren Elemente

nach der natiirlichen Folge ihrer Nummern geordnet, zwei Reihen,
namlich die Reihe

2) 1,2,...1—1
und die Reihe
3) L¥1,L+2,...N

bilden. DaB in den Reihen (1), (2) und (3) keine Nummer ,,iibersprun-
gen‘‘ werden darf, ist klar; dadurch wiirden sich nimlich Binnenele-
mente in Grenz- oder Einzelelemente und gegebenen Falles Grenzele-
mente in Einzelelemente umwandeln, womit die betreffende Gruppe
ihren Charakter als Sequenz einbiilen wiirde.

Die Einteilung der reguliren Sequenzen in einreihige und zwei-
reihige deckt sich nach dem Vorstehenden vollstindig mit der Eintei-
lung in solche regulire Sequenzen, welche die beiden Elemente Nr. 1
und N nicht gleichzeitig enthalten, und in solche, welche diese beiden
Elemente gleichzeitig enthalten.
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Bezeichnet man das Anfangselement einer reguldren Sequenz mit Nr. @,
deren Endelement mit Nr. z und die Zahl der in ihr enthaltenen Elemente
oder ihre Lange, nach wie vor, mit n, so findet man bei einreihigen regu-
laren Sequenzen, mit Riicksicht auf (1):a =k, 2 =K, n =K — k41
und folglich n = 2 — @ 4 1, oder auch
(4) z=a+n—1
und bei zweireihigen Sequenzen, mit Riicksicht auf (2) und (3):

a=L+1,2=01—1,n=1 —1+N—L

und folglich n=z+tN—a4+1,

oder auch

(5) z=0a-+n—1—N.

Dementsprechend erscheint, da 1=z= N, die Ungleichung bzw.
Gleichung

(6) ¢a+n—1=N
als Kriterium einer einreihigen, und die Ungleichung
(7) ad+n—1>N

als Kriterium einer zweireihigen regulidren Sequenz.

Somit ist bei einem gegebenen N der Inhalt einer regularen Sequenz
durch Angabe der Nummer ihres Anfangselements (¢) und ihrer
Lange (n) eindeutig bestimmt. Ist (6) erfiillt, so besteht die betreffende
(einreihige) Sequenz aus den Elementen Nr.

(8) a,a+1,...a+n—1.
Ist (7) erfilllt, so besteht die betreffende (zweireihige) Sequenz aus den
Elementen Nr.

(9) 1,2,...a+-n—1—N
und
(10) a, a+1,...N.

In folgendem soll die Reihe (9) als untere, die Reihe (10) als obere
Reihe bezeichnet werden.

Es soll ferner eine regulédre Sequenz, deren Anfangselement Nr. a
und deren Lénge n ist, durch das Symbol (¢, n) dargestellt werden.
Was aber die irreguliren Sequenzen, ndmlich die aus simtlichen N
Elementen bestehende Sequenz (die Totalgruppe) und eine beliebig aus
einem Element (Nr. 4) bestehende Sequenz anlangt, so mége erstere
durch (1, N) und letztere durch (&, 1) dargestellt werden. Das Symbol
(@, n) 148t sich hiernach dahin deuten, dal darin @ die Nummer des An-
fangselements und in Ermangelung eines Anfangselements die Nummer
des niedrigsten Elements bzw. des (einzigen) Einzelelements der Se-
quenz und n jeweils die Linge der Sequenz angibt.
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Die Beziehung des Symbols (a, #) zu dem im § 1 (zur Bezeichnung
von Massen) beniitzten Symbol 148t sich wie folgt klarmachen. Man hat:
1. in dem Fall einer einreihigen regulédren Sequenz
(11) (a, n)=[a,a+1,...a+n—1],

2. in dem Fall einer zweireihigen reguliren Sequenz
(12) (@, n)=[1,2,...a4+n—1—N,a,a+1...N],
3. in dem Fall der Totalgruppe

(13) 1, Ny=1[1,2,...N]
und 4. in dem Fall einer Gruppe bzw. Sequenz zu 1
(14) (h, 1) = [R]).

Den Formeln (13) und (14) zufolge stellen sich die irreguliren Se-
quenzen stets als eine Reihe, niemals aber als zwei Reihen dar. Es er-
gibt sich daher, wenn man die Sequenzen iberhaupt in die beiden
Klassen der einreihigen und der zweireihigen einteilt, dafl zu der ersten
Klasse die irreguliren Sequenzen und von den reguliren diejenigen,
welche die beiden Elemente Nr. 1 und N nicht gleichzeitig enthalten,
zu der zweiten Klasse aber diejenigen reguliren Sequenzen gehéren,
welche diese beiden Elemente gleichzeitig enthalten.

Es sei (bei einem gegebenen Vorrat von N Elementen) die Zahl der
Sequenzen zu #, die sich iiberhaupt bilden lassen, mit s, und die Zahl
der einreihigen darunter mit #, bezeichnet. Man hat offenbar, soweit
n <N,

(15) s =N,

weil bei den reguliren Sequenzen die Nummer des Anfangselements a,
bei den Sequenzen zu 1 die Nummer des Einzelelements »# N ver-
schiedene Werte annehmen kann, und in dem Fall, wo n = N,

(16) sy =1.
Was aber #, anlangt, so erhdlt man, da mit Riicksicht auf (6) hier
nicht jeweils N, sondern bloB N — n 4 1 verschiedene Werte von a
in Betracht kommen:
(17) th=N—m+1.

Bezeichnet man ferner mit § die Gesamtzahl der Sequenzen, die
sich iiberhaupt bilden lassen, und mit 7 die Zahl der einreihigen

darunter, so findet man unter Beriicksichtigung der Formeln (15), (16)
und (17):

(18) S=N{HN-1)+1
und
N-1
(19) T:l—}-ZQ(N—nJr]):MD—

. 2
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Dementsprechend ist die Zahl aller zweireihigen Sequenzen durch
N-1) @ —2)
2

(20) §—T=

gegeben.

Wenn 1 <n <N, d.h. wenn es sich um regulire Sequenzen
handelt, befinden sich unter den N Sequenzen zu n auch inhalts-
verwandte Sequenzen, d. h. solche, die sich zum Teil aus gleichen
Elementen zusammensetzen. Man betrachte zwei inhaltsverwandte
Sequenzen gleicher Linge (a, =) und (b, n), wobei b > a und die Zahl
der den beiden Sequenzen gemeinsam angehérenden Elemente gleich m
gesetzt werden soll. Es empfiehlt sich bei der anzustellenden Be-
trachtung, die drei folgenden allein méglichen Falle auseinander-
zuhalten: A. Die beiden Sequenzen sind einreihig. B. Die Sequenz
(@, n) ist einreihig, die Sequenz (b, n) zweireihig. C. Die beiden Se-
quenzen sind zweireihig. Es ist, mit Riicksicht auf Formel (7) und
die Ungleichung b > a, ausgeschlossen, dal die Sequenz (a, n) zwei-
reihig und gleichzeitig die Sequenz (b, n») einreihig ist.

Fall A.
Hier hat man

@1) bin—1=N,

und damit sich die beiden Sequenzen (a,n) und (b, n) als inhalts-

verwandt erweisen, mufl die Bedingung

(22) a+n—1=b

erfiillt sein. Sollen aber die Sequenzen (a, n) und (b, ») m Elemente

miteinander gemeinsam haben, so mufl das Endelement der Sequenz

(@, n) als m-tes Element der Sequenz (b, n) auftreten. Daher denn
a+n—1=b+m-—1

und folglich

(23) m=n—(b—a.

Die m gemeinsamen Elemente, fiir sich betrachtet, bilden eine Sequenz,

ndamlich die Sequenz (b, m).

Durch Zusammenlegung der beiden Sequenzen (@, n) und (b, %)
entsteht eine neue Sequenz, die aus den Elementen Nr. a,a +1...
b + n— 1 besteht. Die Zahl der in dieser Sequenz enthaltenen Ele-
mente ist durch & + n — a oder laut Formel (23) durch 27 — m ge-
geben. Der Ausdruck 2n — m leuchtet iibrigens auch unmittelbar
ein. Die betreffende durch Zusammenlegung entstehende Sequenz ist
also die Sequenz (a, 2n — m), die eine regulire Sequenz ist, es sei
denn, daB ¢ =1und b +n— 1= N bzw. b =1+ N — n, wo durch
Zusammenlegung die Sequenz (1, N), d. h. die Totalgruppe zustande
kommt.
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Fall B.
Es bestehen die Ungleichungen bzw. Gleichungen
(24) a+n—1=<N
und
(25) b+n—1>N,

Eine Inhaltsverwandtschaft zwischen den Sequenzen (a, ») und (b, n)
kann nicht nur durch die Ungleichung bzw. Gleichung (22), sondern
auch durch die Ungleichung bzw. Gleichung

(26) b+n—1—N=a

herbeigefithrt werden. Es kommen somit die folgenden drei Méglich-
keiten in Betracht:

. a+n—1=b und b+n—1—N<a
2. a+n—1<b und bi+n—1—N=a
3. a+n—1=b wd b+tn—1—N=a.
Zu 1. Die m gemeinsamen Elemente, fiir sich betrachtet, bilden
wiederum die (einre‘hige) Sequenz (b, m),
Zu 2. Die m gemeinsamen Elemente, fiir sich betrachtet, bilden
die (einreihige) Sequenz (a, m).
Zu 3. Die m gemeinsamen Elemente, fiir sich betrachtet, bilden
zwei getrennte Sequenzen, und zwar, wenn man
(27) a+n—b=4d
setzt, einerseits die Sequenz (b, d) und andererseits die Sequenz
(@, m — d).
Was die Zahl der gemeinsamen Elemente (m) anlangt, so gilt im
Fall B1 Formel (23). Im Fall B 2 erhilt man:
m=Gb+n—1—N)—a-+1
oder
(28) m=>b—a— (N—n)
und im Fall B3
m=@+n—1)—b+4+14+b+n—1—N)—a-+1
oder
(29) m=2n-— N,
Beziiglich der Zusammenlegung der beiden Sequenzen (@, ) und
{b, n) ergibt sich folgendes:
Im Fall B1 ist die durch Zusammenlegung von (@, #) und (b, n)
entstehende Sequenz durch die beiden Nummernreihen

1,2...b4+n—1—N
a,a4+1...N
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dargestellt, und sie ist eine regulire Sequenz, es sei denn, daf§
b+n—1—N)+1=a, oder dal b=a + N —n, wo sich die
Sequenz (1, N) ergibt.
Im Fall B2 ist die durch Zusammenlegung von (a, ») und (b, n)
entstehende Sequenz durch die beiden Nummernreihen
1,2...a+n—1
b,b+1...N
dargestellt, und sie ist eine regulire Sequenz, es sei denn, dafl
(@+n—1)+1=2>b oder dal b=a -+ n, wo sich die Sequenz
(1, N) ergibt.
Im Fall B 3 entsteht durch Zusammenlegung von (@, #) und (b, n)
stets die Sequenz (1, N), wie dies auch aus Formel (29) hervorgeht,
weil ja die Zahl der Elemente, welche die durch Zusammenlegung

entstehende Sequenz enthilt, stets durch 27 — m, somit in diesem
Fall, laut Formel (29), durch N gegeben ist.

Fall C.
BEs besteht neben der Ungleichung (25) die Ungleichung
(30) a+n—1>N,

und dementsprechend ist die Sequenz (@, n) durch die beiden Nummern-

reihen
1,2...a4+n—1—N

a,a+1... N

und die Sequenz (b, #) durch die beiden Nummernreihen

dargestellt. Die den beiden Sequenzen gemeinsam angehérenden Ele-
mente sind Nr. 1, 2 ...a+n—1—Nund b, b+1 ... N. Sie
bilden eine Sequenz, ndmlich die Sequenz (b, m). Man erhilt ferner:
m=a+n—1—N+N—b+1 oder in Ubereinstimmung mit
Formel (23): m = n — (b — a). SchlieBlich ergibt hier die Zusammen-
legung von (@, n) und (b, n) die durch die beiden Nummernreihen

1,2...6+n—1—N
a,a+1...N

dargestellte zweireihige Sequenz, welche eine regulére ist, es sei denn,
daB b +n—1—N)-+1=aoder daB b =a 4+ N — n, wo sich die
Sequenz (1, N) ergibt.

Auf obige Betrachtungen iiber die Félle A, B und C Bezug nehmend,
kann man zwischen einseitiger und doppelseitiger Inhalts-

v. Bortkiewicz, Iterationen. 2
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verwandtschaft unterscheiden, je nachdem die den beiden Sequenzen
(@, n) und (b, n) gemeinsam angehorenden m Elemente eine Sequenz
oder zwei getrennte Sequenzen bilden. Eine doppelseitige Inhalts-
verwandtschaft kommt nach dem Vorstehenden nur im Fall B 3 zu-
stande, d. h. wenn die Sequenz (@, n) eine einreihige und die Sequenz
(b, n) eine zweireihige ist und wenn gleichzeitig die beiden Formeln (22)
und (26) zutreffen, d. h. wenn einerseits b — a << » — 1 und anderer-
seits b — @ = N — n 4 1. Dies setzt voraus,dafn — 1 =N —n + 1,
oder daf}

(31) N=2n-—1)
bzw.

(32) n= LN +2).
Wenn also umgekehrt

(33) N>2mn—1)
bzw.

(34) n< 3} +2),

so ist doppelseitige Inhaltsverwandtschaft ausgeschlossen. Man ge-
langt iibrigens zu den Formeln (31) bis (34), auch wenn man von (29)
ausgeht. Es liegt namlich im Begriff der doppelseitigen Inhalts-
verwandtschaft, da m =2, woraus dann auf der Grundlage der
Tormel (29) und in Ubereinstimmung mit der Formel (31) 2n — N =2
folgt.

Es hat sich zugleich gezeigt, daBl die Zusammenlegung einseitig
inhaltsverwandter Sequenzen, abgesehen von den besonderen Fillen,
die durch die Bedingungsgleichungen b =1+ N —n,b=a+ N —n
und b = a -+ n charakterisiert sind, regulare Sequenzen ergibt, wihrend
durch Zusammenlegung doppelseitig inhaltsverwandter Sequenzen stets
die Sequenz (1, N), d. h. die Totalgruppe zustande kommt.

Besteht zwischen den beiden Sequenzen (a, ») und (b, n) einseitige
Inhaltsverwandtschaft, so gehért zu den m ihnen gemeinsamen Ele-
menten nur je eines der Grenzelemente jeder Sequenz, und zwar sind
das: in den Fillen A, B1 und C das Endelement von (@, ) und das
Anfangselement von (b, #n) und im Fall B 2 das Anfangselement von
(a, n) und das Endelement von (b, »). Man verabrede sich, diejenige
der beiden Sequenzen (@, n) und (b, n), deren Endelement zu den
gemeinsamen Elementen gehort, als vorgeordnete, und diejenige
Sequenz, deren Anfangselement zu den gemeinsamen Elementen ge-
hort, als nachgeordnete Sequenz zu bezeichnen. Demnach ist in
den Fallen A, B1 und C die Sequenz (a, n) die vorgeordnete, (b, n)
die nachgeordnete, im Fall B 2 hingegen (b, n) die vorgeordnete und
(@, ») die nachgeordnete.
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Soweit eine doppelseitige Inhaltsverwandtschaft ausgeschlossen ist,
kommen fiir eine Sequenz (a, =), deren Endelement, wie friiher, mit Nr. z
bezeichnet werden soll, 2 (n — 1) inhaltsverwandte Sequenzen in Be-
tracht, von denen n — 1 vorgeordnete und » — 1 nachgeordnete sind.
Denn was die vorgeordneten Sequenzen anlangt, so enthalten sie simt-
lich das Element Nr. a, welches als zweites, drittes . .. n-tes Element
in der betreffenden Sequenz auftritt, wihrend in allen nachgeordneten
Sequenzen das Element Nr. z vorkommt, und zwar als erstes, zweites
... n — l-tes Element der betreffenden Sequenz. Dementsprechend
gibt es unter den zugehérigen 2 (n — 1) inhaltsverwandten Sequenzen
zu n je 2, fiir welche m (die Zahl der den beiden Sequenzen gemein-
samen Elemente) die Werte 1, 2 usw. bis # — 1 annimmt.

Sind nun aber die Sequenzen (@, #) und (b, n) doppelseitig inhalts-
verwandt, so gehoren sowohl das Anfangs- wie das Endelement jeder
dieser beiden Sequenzen zu den ihnen gemeinsamen Elementen. Hier
fallt also die Einteilung der inhaltsverwandten Sequenzen in vor-
geordnete und nachgeordnete weg. Was aber die Zahl der jeweils in
Betracht kommenden doppelseitig inhaltsverwandten Sequenzen an-
langt, so 1aBt sie sich aus den beiden Ungleichungen herleiten, die im
obigen fiir den Fall B 3, d. h. fiir denjenigen Fall, der als einziger zur
Entstehung einer doppelseitigen Inhaltsverwandtschaft Anlal gibt,
aufgestellt worden sind. Diesen Ungleichungen zufolge hat man:

N—nitat+l=zb=zat+n—1,
so daB die Zahl der verschiedenen Werte, die b annehmen kann, durch
a4+n—1—N—n+a+1)+1,

somit durch 27n — N — 1 ausgedriickt wird. Es gehéren demnach
hier zu jeder Sequenz (2, n) 27— N — 1 mit ihr doppelseitig inhalts-
verwandte Sequenzen, die mit ihr laut Formel (29) die gleiche Zahl,
nidmlich 27 — N Elemente gemeinsam haben. Mit den iibrigen Se-
quenzen, deren Zahl sich aus

N-1—@n—N—1)

zu 2 (N — n) bestimmt, ist aber die Sequenz (a, ») einseitig inhalts-
verwandt. Da man notwendigerweise 2 n — m = N hat, so ergibt sich
die untere Grenze fiir m aus m = 2 n — N, wihrend die obere Grenze
n— 1 ist. Es kommen daher n — 1 — (2n — N) -+ 1, somit N — n
verschiedene Werte von m in Betracht, denen je zwei Sequenzen ent-
sprechen. DafB es in dem Fall, wo die Bedingungen fiir die Entstehung
einer doppelseitigen Inhaltsverwandtschaft zwischen Sequenzen zu =
erfiilllt sind, keine inhaltsfremden Sequenzen zu n geben kann, folgt
aus Formel (31), derzufolge 2n = N + 2, somit 27 > N, was soviel
2%
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bedeutet, daBl in diesem Fall zwei Sequenzen zu = nicht aus lauter
verschiedenen Elementen bestehen konnen.

Die vorstehenden Ausfithrungen lassen sich wie folgt zusammen-
fassen. Solange die Bedingung 1 << n << (N + 2) erfillt ist, besteht
zwischen einer beliebigen Sequenz (a, #) und 2 (n — 1) Sequenzen aus
der Zahl der anderen Sequenzen zu n einseitige Inhaltsverwandtschaft,
wobei je 2 unter diesen 2 (n — 1) Sequenzen 1 Element, 2,3 ... n— 1
Elemente mit der Sequenz (¢, 7n) gemeinsam haben, wihrend die
itbrigen N — 27 4+ 1 Sequenzen zu » mit der Sequenz (@, n) nicht
inhaltsverwandt sind. Hat aber n einen Wert erreicht, welcher der
Bedingung N > n = {(NV + 2) entspricht, so ist eine beliebige Se-
quenz (@, n) mit 2n — N — 1 Sequenzen aus der Zahl der anderen
Sequenzen zu n doppelseitig und mit den ibrigen 2 (N — n) Sequenzen
aus derselben Zahl einseitig inhaltsverwandt, wobei die Zahl der ge-
meinsamen Elemente im Falle der doppelseitigen Inhaltsverwandtschaft
stets 2n — N betragt, wiahrend es im Fall der einseitigen Inhalts-
verwandtschaft je zwei unter den 2 (IV— ») Sequenzen gibt, die
2n— N, 2n—N+4+1 ... n— 1 Elemente mit der Sequenz (a, n)
gemeinsam haben.

Betrachtet man fir sich die einreihigen Sequenzen, welche ja nie
doppelseitig miteinander inhaltsverwandt sein kénnen, so findet man,
dafl fiir eine beliebige Sequenz (@, n) nur dann n — 1 vorgeordnete
und » — 1 nachgeordnete (einseitig) inhaltsverwandte Sequenzen in
Betracht kommen, wenn die beiden Bedingungen

(35) a—n+1=1
und

(36) a+2n—2<N
erfullt sind. Ist hingegen

(37) a—n-+1<1
bzw.

(38) a+2n—2>N,

so bleibt die Zahl der vorgeordneten bzw. der nachgeordneten inhalts-
verwandten Sequenzen hinter » — 1 zuriick.

Aus (37) folgt: a << n. Beia = 1 kommen die vorgeordneten inhalts-
verwandten Sequenzen ganz in Wegfall. Bei 1 << a << n ist ihre Zahl
durch a — 1 gegeben. Davon haben je einen —a + 1,2 —a +2...
n — 1 Elemente mit der Sequenz (a, n) gemeinsam.

Aus (38) folgt: a >N —2n+4+2. Bei a =N — n 4+ 1 kommen
die nachgeordneten inhaltsverwandten Sequenzen ganz in Wegfall.
BeiN—n+1>a>N—2n-+ 2ist ihre Zahl durch N —n + 1— @
gegeben. Davon haben je eine e +2n—N—1,a+4+22—N ...
n — 1 Elemente mit der Sequenz (a, n) gemeinsam.
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§ 4. Die Iterationen.

Man nehme an, daB die gegebenen N Elemente von zweierlei Art
sein kénnen und bezeichne die Elemente der einen Art als 4-Ele-
mente, die der anderen als B-Elemente. Dementsprechend lassen
sich unter den Sequenzen diejenigen, die aus gleichartigen Elementen,
d. h. entweder ausschlieBlich aus A-Elementen oder ausschliefllich aus
B-Elementen bestehen, denjenigen, die aus verschiedenartigen Ele-
menten, d. h. teilweise aus 4-Elementen und teilweise aus B-Elementen
bestehen, gegeniiberstellen. Sequenzen, die lauter gleichartige Ele-
mente enthalten, sollen Iterationen heillen, und je nachdem die
betreffenden Elemente A- oder B-Elemente sind, mége von einer
A-Tteration und einer B-Iteration die Rede sein. Die Zahl der
Iterationen zu n (bei einem gegebenen Vorrat von N Elementen) sei
mit 4, bezeichnet.

Eine Iteration, die mit keiner anderen Iteration von groflerer Linge
als sie selbst inhaltsverwandt ist, soll vollstdndige Iteration heiflen.
Somit ist die Sequenz (1, N), wenn sie aus lauter gleichartigen Ele-
menten besteht, eine vollstandige Iteration. Eine Sequenz zu 1, die
immer eine Iteration ist, erscheint der gegebenen Definition gemis
als vollstindige Iteration in dem Fall, wenn die beiden Nachbar-
elemente, die dem sie bildenden Element zugeordnet sind, von anderer
Art sind, als dieses Element. Was aber eine Iteration zun bei 1 <n <N
betrifft, so folgt aus obiger Definition, dall sie sich als vollstindige
Iteration dann charakterisieren 1afit, wenn das ihrem Anfangselement
vorgeordnete und das ihrem Endelement nachgeordnete Element von
anderer Art sind, als sie selbst (wobei in dem besonderen Fall, wo
n = N — 1, jenes vorgeordnete sich mit diesem nachgeordneten Ele-
ment deckt). Eine Iteration, die keine vollstindige ist, mége als un-
vollstindige Iteration bezeichnet werden. Die Zahl der vollstin-
digen Iterationen zu n sei v,.

Beispiel. Es sei N = 14 und es seien die Elemente Nr. 1, 4, 5,
6, 8, 12, 13, 14 A-Elemente und die Elemente Nr. 2, 3, 7, 9, 10, 11
B-Elemente. Es ergibt sich demnach folgendes Schema:

Nre. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Art 4 B B A A A B A B B B A A 4

Tterationen zu 1 gibt es 14, oder es ist 4, = 14. Iterationen zu 2
sind: [1, 14],[2, 3], [4, 5], [5, 6], 9, 101, [10,11], [12, 13] und [13, 14],
somit ¢, = 8. Iterationen zu 3 sind: [1, 13, 14], [4, 5, 6], [9, 10, 11]
und [12, 13, 14], somit ¢, = 4. Eine Iteration zu 4 ist [1, 12, 13, 14],
somit ¢, = 1.

Vollstandige Iterationen zu 1 sind [7] und [8], somit v; = 2. Eine
vollstéindige Iteration zu 2 ist [2, 3], somit v, = 1. Vollstindige Itera-
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tionen zu 3 sind [4, 5, 6] und [9, 10, 11], somit v; = 2. Eine vollstén-
dige Iteration zu 4 ist [1, 12, 13, 14], somit v, = 1.

Man bezeichne die Gesamtzahl der Iterationen mit I und die Ge-
samtzahl der vollstindigen Iterationen mit V, so daf

N

(1) I=Dni,
und 1
y

2) V= Duv,.

Sofern man von dem besonderen Fall, wo vy = 1 und dementsprechend
V¥ = 1, absieht, ist nach dem Vorstehenden das Anfangselement bzw.
das (einzige) Einzelelement jeder vollstandigen Iteration aus der Zahl
der V vollstindigen Iterationen stets von anderer Art als das ihm vor-
geordnete Element. Das Anfangs- bzw. Einzelelement einer vollstéin-
digen Iteration lost gewissermafen die eine Art durch die andere ab
und soll daher als ablésendes Element bezeichnet werden. Die
Zahl der ablésenden Elemente unter den N Elementen oder die mit
ihr identische Zahl der Ablésungen, d. h. der Fille, in denen eine
Art durch die andere abgeldst wird, sei A. Bei vy =0 hat man A=V
und bei vy =1 bzw. V =1 ist 4 = 0. Daher gilt allgemein die Be-
ziehung:

(3) A=V —vy.

Wird nach der Zahl der Iterationen von bestimmter Lénge oder der
Tterationen iiberhaupt gefragt, so sind stets alle Iterationen der be-
treffenden Linge oder alle Iterationen iiberhaupt gemeint, die sich
aus dem gegebenen Vorrat von N Elementen bilden lassen. Somit
wird jedes der N Elemente zur Iterationenbildung verwendet, und
zwar entweder ein einziges Mal, wenn es von anderer Art ist als die
beiden ihm zugeordneten Nachbarelemente, wie auch in dem Fall,
wo alle N Elemente von derselben Art sind, oder aber mehrere Male,
wenn es von derselben Art ist wie eines der ihm zugeordneten Nachbar-
elemente bzw. wie diese beiden Elemente, aber der Art nach nicht
mit den simtlichen anderen N — 1 Elementen iibereinstimmt. Bei
einmaliger Verwendung ist die Iteration, in welche das betreffende
Element eingeht, eine vollstindige. Bei mehrmaliger Verwendung aber
gibt es unter den verschiedenen Iterationen, in welche das betreffende
Element eingeht, jeweils nur eine vollstandige, weil ja diese verschie-
denen Iterationen, da sie simtlich das betreffende Element enthalten,
miteinander inhaltsverwandt sind und nach der Definition des Be-
griffs einer vollstindigen Iteration diejenige unter diesen inhalts-
verwandten Iterationen als eine vollstindige erscheint, welche durch
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die grofte Liange ausgezeichnet ist, mithin als entstanden durch Zu-
sammenlegung aller anderen inhaltsverwandten Iterationen, in die das
betreffende Element eingeht, angesehen werden kann. Zwei inhalts-
verwandte Iterationen von gréBter Linge kann es nicht geben. Denn
durch deren Zusammenlegung wiirde eine neue Iteration von gréBerer
Lange zustande kommen. Also nimmt jedes der N Elemente, ob es
einmalig oder mehrmalig zur Iterationenbildung verwendet wird, stets
an irgendeiner, und zwar nur an einer vollstindigen Iteration teil.
Hieraus folgt, dal die summierte Lénge aller vollstéindigen Iterationen
sich mit der Zahl der gegebenen Elemente (N) deckt. Dies findet seinen
algebraischen Ausdruck in der identischen Gleichung:

4) v, +2v+3v+...+ N —1Dovy_ +Noy=N.

Was aber die algebraische Beziehung zwischen den Zahlen 3, und v,
betrifft, so ergibt sie sich aus der Erwagung heraus, daB aus jeder voll-
stindigen Iteration zu », sofern n < N, sich 2 unvollstindige Ttera-
tionen zu n — 1, 3 zu n — 2, 4 zu » — 3 usw. bilden lassen und daf3
eine vollstindige Iteration zu N je N unvollstindige Iterationen zu
N — 1, zu N — 2 usw. liefert. Man hat also, sofern n < N:

(5) i =Vp + 2041 + 3V + ... + (N —n)vy_; + Noy.

Ersetzt man hierin # durch # - 1, so findet man, sofernn << N — 1:
(6) thyr =Vps1+ 2043 +3045+ ...+ (N—n—1ovy_; + Noy,
und zieht man (6) von (5) ab, so ergibt sich:

(7) in_in+1:vn+vn+1+vn+2+'--+vN—1-
Dadurch, dal man nunmehr in (7) # durch # 4 1 ersetzt, erhilt man,
sofern n < N — 2:

(8) lng1 — Uns2 = Ung1 + VUnye + Vnys + ...+ On_y,
und zieht man (8) von (7) ab, so kommt man auf die Beziehung
) Uy = Iy — 2in+1 + ":n+2 .

Diese Beziehung gilt jedoch, der Art ihrer Ableitung zufolge, nur bei
n+2<N bzw. bei n <N —2. Fir den Fall, wo n >N — 2,
findet man leicht:

(10) Uy_g = ly_s— 2iy_1 + Niy,
(11) Vy.1=ty_1— Niy,
(12) vN == ’I:N .

Formel (5) ergibt bei n = 2
(13) tg=v+ 203+ 30,4+ ...+ (N —2)vy_; + Noy.
Zieht man (13) von (4) ab, so erhilt man:
N—idy=v +v+v+...+vy_y,
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woraus mit Riicksicht auf (2):

(14) V=N-—1i+ vy

folgt. Je nachdem vy = 0 oder vy =1, geht (14) in
(15) V=N-—u,

oder in

(16) V=1

itber, weil ndmlich in dem Fall, wo vy = 1, d. h. wo alle N Elemente
von derselben Art sind, simtliche Sequenzen zu 2, deren Zahl nach
Formel (15) des § 3 gleich N ist, Iterationen sind.

Auf der Grundlage der Formeln (5) und (12) findet man:

th=v, +2v4+3v;+...+ (O —1wvy_;+ Nuoy
=0y +2v;,+3v,+ ...+ (N —2)vy_;, + Noy
tg=v3+2v,+3v,+ ...+ (N—3)voy_; + Noy

ty_1=vy_y + Noy
7:N = U5,
woraus durch Summierung, mit Ricksicht auf (1), die Formel
NN —1)

AN I=v,+3v,+ 69,4 ...+ #A—WNgl—l—(Nz—N—l—l)vN

oder, anders geschrieben,
N-1

(18) 1=(N2—N+1)vN+E<"‘gl>vn
1

entsteht. Letztere Formel geht, je nachdem vy = 0 oder vy = 1, in

N-1
) =S

- /
oder, in Ubereinstimmung mit Formel (18) des § 3, in

(20) I=N2—N+1
iber.

Die Iterationen zerfallen, wie die Sequenzen, in die beiden Klassen
der einreihigen und der zweireihigen. Man wolle nunmehr die ein-
reihigen Iterationen fiir sich betrachten. Es sei die Zahl der ein-
reihigen Iterationen zu n mit j, bezeichnet.

Eine einreihige Iteration, die mit keiner anderen einreihigen Itera-
tion von gréBerer Liange als sie selbst inhaltsverwandt ist, soll ein-
reihig-vollstindige Iteration heifen. Im Gegensatz hierzu mége
eine einreihige Iteration, die keine einreihig-vollstéindige Iteration ist,
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als einreihig-unvollstindige Iteration bezeichnet werden. Die
Zahl der einreihig-vollstindigen Iterationen zu n sei w,.

Eine Iteration zu N ist nach der gegebenen Definition eine einreihig-
vollsténdige Iteration. Im tibrigen, d. h. bei n << N, ist, dies.e Defini-
tion entsprechend, eine einreihige Iteration als einreihig-vollstindige
Iteration anzusehen, wenn das ihrem Anfangs- bzw. Einzelelement
vorgeordnete Element, sofern es niedriger ist als jenes, und das ihrem
End- bzw. Einzelelement nachgeordnete Element, sofern es hoéher ist
als jenes, von anderer Art sind als die Iteration selbst. Demnach liegt
im Fall einer einreihigen Iteration mit dem Anfangs- bzw. Einzel-
element Nr. 1 sowie im Fall einer einreihigen Iteration mit dem End-
bzw. Einzelelement Nr. N eine einreihig-vollstindige Iteration auch
dann vor, wenn die beiden Elemente Nr. 1 und N von derselben Art
sind, sofern nur im ersten Fall das dem End- bzw. Einzelelement der
Iteration nachgeordnete und im zweiten Fall das ihrem Anfangs- bzw.
Einzelelement vorgeordnete Element von anderer Art ist als die Itera-
tion selbst.

Wihrend also der Begriff der einreihigen Iteration enger ist als
der Begriff der Iteration schlechthin und sich dementsprechend 4, =<4,
ergeben mul, erweist sich der Begriff der einreihig-vollstindigen Ttera-
tion teils als enger, teils als weiter (laxer) im Vergleich zu dein Be-
griff der vollstandigen Iteration schlechthin, so daf} sich sowohl v, < w,,
wie v, = w, wie auch v, > w, herausstellen kann.

Im obigen Beispiel findet man j, =17, j, =3, j,=0; w, =3,
weil [1] hinzukommt, w, = 1, w; = 3, weil [12, 13, 14] hinzukommt,
und w, = 0, weil [1, 12, 13, 14] wegfallt.

Im allgemeinen lait sich aber iiber die Beziehungen zwischen ¢,
und j, sowie zwischen v, und w, folgendes aussagen.

Da es keine zweireihigen Iterationen zu 1 und zu N geben kann,
so hat man zuniichst in jedem Fall

(21) =1,
und

(22) jy =1y
Sodann findet man

(23) Wy = Vy,

weil es jeweils nur eine Iteration zu N geben kann und diese Iteration
eine vollstindige bzw. einreihig-vollstindige ist. Liegt nun eine
solche Iteration vor, so hat man vy = wy = 1 und im tibrigen, d. h.
fur alle Werte von n, die kleiner als N sind, v, = w, = 0. Fir 4,
und 7, gelten aber hier die im § 3 fiir s, und ¢, angegebenen Formeln,
nimlich die Formeln (15) und (17), so daB j, =12, —n 4+ 1. Es soll
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nunmehr von diesem Sonderfall abgesehen, somit angenommen werden,
daB vy = wy = 0.

Es ist klar, daB wenn die beiden Elemente Nr. 1 und N von ver-
schiedener Art sind, zweireihige Iterationen ausgeschlossen sind und
dall demnach in diesem Fall

(24) In = 1ty
und
(25) Wy, = Uy

Sind hingegen die Elemente Nr. 1 und N von gleicher Art, so kommt
es fiir die in Frage stehenden Beziehungen zwischen 4, und j, sowie
zwischen v, und w, auf die Linge und die Lage der vollstindigen
Iteration an, welche die beiden Elemente Nr. 1 und N enthiilt. Es
sei die Lange dieser Iteration, die als kritische Iteration bezeichnet
werden kann, 4, und es sei « die Zahl der in ihrer unteren und g die
Zahl der in ihrer oberen Reihe enthaltenen Elemente, so daB

(26) a4+ p=12.
Diese beiden Reihen sind hiernach:
1,2 ...«

N—p+1, N—f+2...N,
und das auf die kritische Iteration hinweisende Symbol ist (N — g+ 1, 4).
Die beiden Iterationen (1, x) und (N — f + 1, B) sind den obigen
Definitionen gemaf keine vollsténdigen, wohl aber einreihig-vollstindige
Iterationen. Daher denn, sofern o = f :

(27) wy=v,+ 1,

(28) wg =+ 1,

sofern o = f:

(29) Wy = Vy + 2

und zugleich in jedem Fall:

(30) w,=v—1,

wihrend sich fiir alle Werte von %, die nicht «, 8, 1 sind,
(31) Wy, = Uy

ergibt.

Um ferner iiber die Beziehungen, die bei Gleichartigkeit der Ele-
mente Nr. 1 und N und bei » <1 << N zwischen ¢, und j, bestehen,
ins klare zu kommen, empfiehlt es sich, die Formel

(32) jﬂ = wn+2wn+1 + 3wn+2 + ..o+ (N_ n)wy-y + (N—n+ l)wN
heranzuziehen, welche, bis auf den Koeffizienten beim letzten unter

den Summanden auf der rechten Seite, der Formel (5) genau nach-
gebildet ist. Da der Fall, in welchem siimtliche N Elemente von der-
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selben Art sind, jetzt von der Betrachtung ausgeschlossen ist (in diesem
Fall kime keine zweireihige vollstindige Iteration zustande), so ist in
der Formel (5) vy = 0 und in der Formel (32) wy = 0 zu setzen, und
man findet nach MalBgabe der beiden Formeln (5) und (32) sowie der
Formeln (27) bis (31) in den hier zu unterscheidenden Fallen folgendes:

La>p.
1 néﬁ{qn=fn+(a—n+1)+(ﬁ-—n+1)-(l—n+1)
Jp =1 —n + 1.
9 ﬂ<n§“{7-n=l‘n+(‘x_n+1)_(}'“n+1)
In="1m—f.
3. I=zn>a jp=t,—A+n+1.
4. n>1 o = Oy
II. 6 < 8.
1. n=<o fp=1t,—n+ 1.
2. a<n=f Jo=1t—0&.
3. I=n>f jp=t,—A+n—1.
4. n>1 T = Ty -
III. « = §..
. n=<« jp =1, —n+ 1.
2. I=0>& jp=1,— &.
3. n>1 I = Ty

Man bezeichne die Gesamtzahl der einreihigen Iterationen mit J
und die Gesamtzahl der einreihig-vollstandigen Iterationen mit W,
so dal3

.
(33) J =i,
1
N’
(34) W= Snw,.

1

In dem soeben unter I betrachteten Fall erhilt man durch ent-
sprechende Summierungen:

1 A—a)(d— 1
g1 BUED g g G REat D
woraus sich vermdge der Substitution 1 — o =
(35) J=I—ap

ergibt. Dasselbe Ergebnis findet man im Fall II sowie im Fall III,
wobei im letzteren Fall das Produkt « f§ sich als «?® darstellen 1aBt.
Formel (35) hat also allgemeine Giiltigkeit, und sie hétte auch un-
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mittelbar aus der Erwdgung heraus gewonnen werden konnen, daB
fir die zweireihigen Iterationen, welche die kritische Iteration
(N — 14 f, 2) liefert, diese selbst eingeschlossen, als Anfangselemente
die f Elemente ihrer oberen Reihe und als Endelemente die & Ele-
mente ihrer unteren Reihe in Betracht kommen und daf somit die
Zzahl dieser zweireihigen Iterationen durch das Produkt o § ausgedriickt
wird.

Formel (35) bezieht sich auf den Fall, wo die beiden Elemente Nr. 1
und N von gleicher Art sind. Im entgegengesetzten Fall, d.h. bei
Verschiedenartigkeit der beiden Elemente Nr. 1 und N erhilt man
der Formel (24) zufolge:

(36) J=1.

Um in diesem Zusammenhang auf den besonderen Fall, wo simt-
liche N Elemente von derselben Art sind, zuriickzukommen, so findet
man hier in Ubereinstimmung mit Formel (20) des § 3:

(N —1) (N —2)
5 .
Was ferner die Beziehung zwischen W und ¥V anlangt, so besteht

sie auf Grund der Formeln (25) und (27) bis (31) darin, daB bei Gleich-
artigkeit der beiden Elemente Nr. 1 und N

(38) W=7V-+1,

es sei denn, daB simtliche N Elemente von derselben Art sind und
sich dementsprechend W = V =1 ergibt, und bei Verschiedenartig-
keit der beiden Elemente Nr. 1 und N

(39) W=7V.

Es entspricht einer Betrachtungsweise, die sich auf die einreihigen
Iterationen beschrinkt, ein Element erst dann als ablésendes an-
zusehen, wenn es, der Art nach von dem ihm vorgeordneten ver-
schieden, eine hohere Nummer trigt als dieses. Hiernach hat,
dieser Betrachtungsweise gem#fl, das Element Nr. 1 in keinem Fall
als ablésendes Element zu gelten. Die auf diese Weise sich ergebende
Zahl der ablosenden Elemente oder die mit ihr identische Zahl der
Ablosungen, die jetzt mit B bezeichnet werden mag, ist offenbar stets
um 1 kleiner als die Zahl der einreihig-vollstindigen Iterationen, was
durch die Formel
(40) B=w-1
ausgedriickt wird.

Es laBit sich weiterhin fiir die einreibig-vollsténdigen Iterationen
die der Formel (4) analoge Formel

4l) w4+ 2w, + 3wyt ...+ (N —Dwy_y+Nwy =N

(37) J=1—
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aufstellen. Man findet zugleich, wenn man in (32) » durch » 41
ersetzt:

(42) Jup1=Wn41+2Wpio+3Wpis+ ...+ (N—n—Dwy_; +H(N —n)wy
Formel (32) gilt bei » << N und Formel (42) bei n << N — 1. Zieht
man (42) von (32) ab, so ergibt sich:

(43) Jn— Jat1 = Wp + Wpyy + Wago + ...+ Wy_y+ Wy .

Dadurch, da8 man nunmehr in (43) n durch » + 1 ersetzt, erhéilt man,
sofern n < N — 2:

(44)  Jus1— Tns2 = Wagr + Wayo + Ways + ...+ Wy + Wy,
und zieht man (44) von (43) ab, so findet man:
(45) Wy = 7n - 27.n+1 + jn+2 .

Diese Beziehung gilt bei n =< N — 2. Fir die beiden Fille n = N — 1
und n = N erhilt man aber:

(46) Wy-1=Jy-1— 29w

(47) wy = Jy -

Bei n = 2 ergibt Formel (32):

48) jy=w,+ 2w+ 3w, + ...+ N —uwy_y + (N —Dwy

Zieht man (48) von (41) ab, so erhilt man:
N—jp=w+w,+wg+...+wy1+wy,

woraus mit Riicksicht auf (34)

(49) W=N—j,

folgt. Letztere Formel fithrt in Verbindung mit Formel (14) zu der
identischen Gleichung

(50) W=V+i,—j—vx,

die, wie man sich leicht iiberzeugen kann, mit den frither gewonnenen
Ergebnissen hinsichtlich der Beziehungen zwischen ¢, und j, und
zwischen ¥V und W im Einklang steht.

Es eriibrigt noch, fiir J die den Formeln (17) bzw. (18) entsprechende
Formel abzuleiten. Auf der Grundlage von (32) erhalt man:

o o=w 2w+ 3w+ ... (N —1Dwy_y + Nwy
Ja =w2—|—2w3+3w4+ —|—(N——2)wN_1+(N——1)wN
Js =w3+2w4—|—3w5+... + N —=3Nwy_y + (VN —2)w

Jxv-1=Wy_1 T+ 2wy

In = Wy .
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Hieraus ergibt sich durch Summierung:

N -1 N +1
(1) J =w, + 3w, + 6wy + ...+ (2 L (2+—)wN

oder, anders geschrieben,
N
+1
(52) J = (" )w
31

In dem besonderen Fall, wo simtliche N Elemente von derselben
Art sind und demgemidB w, =w,=...=wyx_; =0, wy =1, deckt
sich Formel (51) bzw. (52) mit Formel (19) des § 3.

Zweites Kapitel.
Grundsiatzliches aus der Wahrscheinlichkeitstheorie.

§ 1. Die mathematische Erwartung und der mittlere Fehler.

Allen Vergleichen zwischen den Vorausberechnungen der Wahr-
scheinlichkeitstheorie und den Ergebnissen der Erfahrung liegt der
Begriff der mathematischen Erwartung zugrunde, und ergénzend
kommt hierbei der Begriff des mittleren Fehlers hinzu. Diese bei-
den Begriffe beziehen sich auf zufdllige GréBen, d. h. auf solche
GroBen, die unter dem EinfluB des Zufalls verschiedene Werte an-
nehmen konnen, und zwar derart, daf jedem moglichen Wert eine
bestimmte Wahrscheinlichkeit zukommt.

Als mathematische Erwartung einer zufdlligen GréBe
wird die Summe aller aus ihren méglichen Werten und den
zugehdrigen Wahrscheinlichkeiten gebildeten Produkte be-
zeichnet. Ist z eine zufillige GroBe, €(x) ihre mathematische Er-
wartung, m die Zahl ihrer méglichen Werte, a; ein beliebiger dieser
Werte und s7; die ihm zukommende Wahrscheinlichkeit, so besteht der
gegebenen Definition gemafl die Beziehung

m

1 (S(x)=2niai.

1
Man hat zugleich, da x keine anderen als die m Werte @; annehmen
kann:

¥i3

(2) Dim=1.

1

Es sei ¢ eine im wahrscheinlichkeitstheoretischen Sinne konstante,
d. h. vom Zufall unabhéngige GréBle. Da die aus x und ¢ additiv zu-
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sammengesetzte GroBle « + ¢ einen der m verschiedenen Werte a; + ¢,
jeweils mit der Wahrscheinlichkeit 7;, annimmt, so ist

m

@(x-{—c):éjni (a; + ¢),

1

woraus sich, mit Riicksicht auf (1) und (2)

(3) Gz +0) = () + ¢
ergibt. Man findet auch:
(4) C(cx) = cC(x).

Ist aber neben x eine andere Grofle y gegeben, die n verschiedene
Werte b, annehmen kann, wobei einem Wert b; die Wahrscheinlich-
keit g; entspricht, so ist

(5) Cly)=Dieosb;
1
und es laft sich beweisen, daf
(6) Cx + y) = C(x) + C(y).

Zum Zweck des Beweises filhre man eine neue Grofle w; ; ein, welche
die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens der beiden Werte q;
und b; ausdriicken soll. Demgem#fl hat man:

Cx+y) ZZ;Q)”a—I—b

oder auch, da es fir das Resultat der Summierung gleichgiiltig ist,
in welcher Reihenfolge sie vorgenommen wird:

" n

(7) 95‘|‘?/) yz’jwz]al"*‘z,lewlj

Aber nach dem Satz von der Addition der Wahrscheinlichkeiten be-
stehen die Beziehungen:

n "

L, _ B
D 0, =i, Z‘ Wi, ;= ;-
1 1

Daber geht (7) in

w

Cx+y) = meaHrZ@@;

(6) iiber, woraus mit Riicksicht auf (1) und (5) die zu beweisende Formel
folgt.

Es ist von Wichtigkeit, dal Formel (6), wie es obige Beweisfithrung
klar hervortreten 14B8t, auch dann gilt, wenn die beiden GréBen x und y
nicht unabhingig voneinander sind, d. h. wenn die Wahrscheinlichkeit
der einen der beiden GroéBen, einen bestimmten Wert anzunehmen,
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durch den Umstand beeinfluBBt wird, welchen Wert die andere an-
nimmt?).

Der durch Formel (6) ausgedriickte Satz laBt sich leicht auf den
Fall einer beliebigen Anzahl von Grofen ausdehnen. Tritt ndmlich
zu den beiden GrioBen x und y eine dritte GréBe z hinzu und wird
nach der mathematischen Erwartung der Summe z 4 y + 2 gefragt,
so findet man sie in der Weise, dal man x -+ y zunéchst als eine
GroBe behandelt und demgemiaB der Formel (6) zufolge

C@+y+2)=C=+y +C
setzt, um alsdann unter abermaliger Anwendung der Formel (6) zu
(8) G+ y +2) = C(@) + C(y) + €(2)

zu gelangen. Dieses Verfahren kann offenbar beliebig fortgesetzt
werden, und so gilt denn ganz allgemein der Satz: Die mathematische
Erwartung einer Summe zufilliger Grollen ist gleich der Summe der
mathematischen Erwartungen dieser Groflen?). Dabei kann unter
,,Summe** nicht blol} eine arithmetische, sondern ganz allgemein eine
algebraische Summe verstanden werden, weil ja Formel (6), der Art
ihrer Ableitung zufolge, an die Voraussetzung nicht gebunden ist,
daBl @; und b; positiv seien.

1) Czuber (I, S. 75) macht hierauf mit Recht aufmerksam. Er beweist aber
den in Frage stehenden Additionssatz nur fiir den Fall von unabhingigen GréBen.
Dabei spricht Czuber, wie es auch sonst héufig geschieht, nicht von mathe-
matischen Erwartungen, sondern von ,Mittelwerten*. Es diirfte sich meines
Erachtens empfehlen, dem Ausdruck ,,Mittelwert® seinen rein-arithmetischen bzw.
statistischen Sinn zu belassen und ihn nicht zur Bezeichnung des wahrscheinlich-
keitstheoretischen bzw. stochastischen Begriffs der mathematischen Erwartung
mitzuverwenden. Von Mittelwerten (valeurs moyennes) spricht in demselben
Sinne wie Czuber auch L. Bachelier (Calcul des probabilités, Tome I, Paris
1912, S. 8ff.). Dabei betrachtet er den durch Formel (6) ausgedriickten Satz
als ,,eine unmittelbare Folge der Definition® (S. 12), somit als eines Beweises
nicht bediirftig (!). Vgl. Bachelier, Le jeu, la chance et le hasard, Paris 1914,
S. 38.

2) Markoff (S. 50—>51, russisch S. 56—58) leitet diesen Satz direkt fiir eine
beliebige Anzahl von Summanden ab, und zwar, im Unterschied von Czuber,
ohne den Fall der gegenseitigen Abhéngigkeit zwischen den Summanden auszu-
schlieBen. Nebenbei bemerkt, lautet der in Frage stehende Satz in der deutschen
U'bersetzung des Markoffschen Lehrbuchs: ,,Die mathematische Hoffnung der
Summe ist gleich der Summe der addierten mathematischen Hoffnungen.” Es
miifite aber heiflen: ,,Die mathematische Hoffnung der Summe ist gleich der
Summe der mathematischen Hoffnungen der Addenden.® Auch sonst bietet die
deutsche Ausgabe Beispiele dafiir, dal der Ubersetzer das Russische nur unvoll-
kommen beherrscht. Dic Unzweideutigkeit der Formulierungen, die einen

wesentlichen Vorzug des Originals bildet, geht der deutschen Ausgabe zum
Teil ab.
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Als mathematische Erwartung des Produkts xy erhilt man

C(zy) :Z‘Z;wi’j a; by,

und man sieht sofort ein, daf nur in dem Fall, wo die beiden Grofen x
und y unabhingig voneinander sind, die Beziehung

9) C(zy) = C(z) E(y)
notwendig besteht, weil man namlich in diesem Fal
(10) Wi, ;= T Q5

hat und dementsprechend

mon Mmoo on m 7
Zz Eja),i,jaibjz Zl aniaié)jbj: Etniai'z;gjbf
1 1 1 1 1 1

erhilt., Demnach ist die mathematische Erwartung des Produkts
zweier voneinander unabhingigen zufilligen Groflen gleich dem Pro-
dukt ihrer mathematischen Erwartungen. Auch dieser Satz kann auf
den Fall beliebig vieler Groflen ausgedehnt werden.

Die Differenz zwischen einer zufilligen Grofe x und ihrer mathe-
matischen Erwartung €(x) soll im folgenden die zufillige Ab-
weichung der betreffenden Grofle genannt und mit % bezeichnet
werden. Fithrt man noch die abkiirzende Bezeichnung

(11) () = &,
ein, so ist:
(12) U= — &,.

Unter dem mittleren Fehler einer zufialligen GrofBle wird
die positiv genommene Quadratwurzel aus der mathe-
matischen Erwartung des Quadrats ihrer zufdlligen Ab-
weichung verstanden. Bezeichnet man den mittleren Fehler von x
mit M(z), so hat man der gegebenen Definition gemaf:

(13) M(x) = 1 E(u?)
oder
(14) M2(x) = E(u?).

Aus (12) erhilt man:
w?=2a2— 2z 0, + of,
somit den Formeln (3), (4) und (6) zufolge:
E(u?) = €% — 2 &, C(x) + &f ,
oder mit Riicksicht auf (11) und (14):

(15) M2(z) = G(a2) — E%()
bzw.
16) M2(z) = oy — &F .

v. Bortkiewicz, Iterationen. 3
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Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man von

M () =l 2”&(%‘ — &y)?
ausgeht und von der Zerlegung
ni(ai — 061)2 = 7 a? — 2061 w,a; + 71 (x%
Gebrauch macht.

Der mittlere Fehler einer Gréfle ¢ + ¢, wo ¢ = const., ist mit dem
mittleren Fehler der GréBe x identisch. Denn aus

Me(x +¢) =€ [{(x +¢) — (o; + c)}ﬂ
folgt
(17) M2(x + ¢) = M2(x).
Der mittlere Fehler einer Grofle ¢z, wo ¢ = const., betrigt das
c-fache des mittleren Fehlers der Gr6Be x. Denn aus

M2(c x) = C{(c x — ¢ v,;)%}

folgt
(18) M2(c x) = c2M?3(x).

Der mittlere Fehler der Summe einer beliebigen Anzahl zufilliger
Grofen x, y, 2z ... bestimmt sich in der Voraussetzung, daB diese

GréfBen unabhéangig voneinander sind, wie folgt. Man setze nach Ana-
logie mit (11) und (12):
Cy) =8> CE&)=rr...
y—p=v, z—yp=w...

Dementsprechend hat man:

(19) Cxt+ytzt..)=0+pf+r+...
und zugleich

(20) Cu)=Cv)=Cw)=...=0.

Es 1aBt sich leicht zeigen, dall auch

(21) Cuv)y=Cuw)=Crw)=...=0,.
Aus

uv=@— o) (y—pf)=2y— oy —fix+oxp
erhilt man nédmlich auf Grund der Formeln (3), (4), (8) und (9):
Cluv)=oyfy — apy— oy pr + .6, =0,
und man gelangt zu demselben Ergebnis auch fiir die Produkte u w,
vw ... Nun hat man aber der Definition des mittleren Fehlers zufolge:

Marz+y+et..)=Cle+y+z+...—a—f—y—..)%.
Hieraus ergibt sich zunéchst:

Mae+y+e+..)=Cu+v+w+...)%,
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sodann:

Mx4+y+2+4...)=Cui4+ 2+ w+ ... 4 2uv+ 2uw+ 20w - ...)

und schliefilich wegen (21):
Mex+y+2z+...)=Cu + Cv? + Ew?) +...

oder, anders geschrieben :

(22) MEx+y+z+4+...)= M(x) + M2(y) + M2(2) + . ..

Der mittlere Fehler einer Summe zufalliger Groflen, die voneinander
unabhéingig sind, ist also gleich der Quadratwurzel aus der Summe
der zum Quadrat erhobenen mittleren Fehler dieser Grofen.

Dieser Satz findet auch auf den Spezialfall Anwendung, wo z, 4,z . . .
(von einander unabhingige) Einzelwerte irgend einer statistischen Grofe
sind. Bezeichnet man einen beliebigen dieser Werte mit £, und ihre
Anzahl mit s, so hat man:

(23) ety +et...=Dig;
1

nimmt man ferner an, dall die mathematische Erwartung und der
mittlere Fehler aller Werte &, die gleichen sind und setzt man

(24) E(&) = o,
(25) M(&) = n
und auBerdem
1 &G
(26) ?%h b=6&,
so findet man den Formeln (4) und (6) zufolge:
(27) €)=«
und den Formeln (18) und (22) zufolge:
M
(28) M(&,) = R
Vs

Die GroBle &, stellt aber das arithmetische Mittel der s Einzelwerte &,
dar. Formel (28) besagt demnach, dal unter den gemachten Voraus-
setzungen der mittlere Fehler eines arithmetischen Mittels der Quadrat-
wurzel aus der Zahl der Einzelwerte, aus denen das Mittel gebildet ist,
umgekehrt proportional ist und folglich mit zunehmender Zahl der
betreffenden Einzelwerte ad infinitum abnimmt. Es ist also um so
eher zu erwarten, daB sich &, nur wenig von « unterscheidet, je grofer
s ist. Um den stochastischen Zusammenhang zwischen dem absoluten
Betrag der Differenz &, — o, wofiir | &, — & | geschrieben werden
soll, und s genauer zu erfassen, ist auf Formel (1) zuriickzugreifen.
3*
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Diese Formel kann mit Riicksicht auf (11) als

m
(29) oy = Sima,

1
dargestellt werden. Es sei ¢ eine beliebige positive Zahl, die groBer
als 1 ist, und es sei mit W, die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, da3 x
nicht grofler als ¢o«, ist. Man nehme ferner an, daB alle Werte g;
positiv sind und fasse sie zu zwei Gruppen zusammen, indem man
der ersten dieser beiden Gruppen diejenigen Werte a;, die nicht gréBer,
und der zweiten diejenigen, die grofler als ¢, sind, zuweist, wobei
vorlaufig angenommen werden soll, dall mindestens einer unter den
Werten a; in die zweite Gruppe fillt. In die erste Gruppe muB aber
mindestens einer unter den Werten a; fallen, da sonst (29) nicht be-
stehen konnte (weil ja ¢>1). Nach dem fir Wahrscheinlichkeiten
sich gegenseitig ausschlieBender Ereignisse geltenden Additionssatz ist
die Summe der zugehorigen Wahrscheinlichkeiten #; in der ersten
Gruppe gleich W,, in der zweiten gleich 1 —W,. Daher findet man,
wenn man auf der rechten Seite von (29) alle Werte a;, die nicht
grofler als ¢ oy sind, durch 0 und alle Werte, die gréBer als ¢ «, sind,
durch ¢« ersetzt und 0 bzw. f«, ausklammert, den Ausdruck

Wi O+ (1 —Wytu,.
Dieser Ausdruck ist aber notwendig kleiner als «,. Somit ist

I =Wy to, <o

und folglich
(30) W,>1— % .
Diese Ungleichung gilt aber auch in dem von der bisherigen Betrach-
tung ausgeschlossen gewesenen Fall, wo kein einziger unter den Wer-
ten a; groBer als ¢ oy ist. Denn in diesem Fall hat man: W, =1.

Nach Formel (30), die zuerst von Markoff aufgestellt worden ist,
und daher als Markoffs Ungleichung bezeichnet werden mége, ist
die Wahrscheinlichkeit fiir eine positive zufillige GréBe, das t-fache
ihrer mathematischen Erwartung nicht zu iiberschreiten, groBer als

1

— 3
1——9).

3) Markoff, 8. 54—56. Hier wird der in Frage stehende Satz als ,,Lemma‘*
bezeichnet, weil er im Sinne des Verfassers nur dazu dienen soll, die Ungleichung
von Tschebyscheff zu beweisen. Man kann aber Markoffs Ungleichung auch
als eine Verallgemeinerung der Ungleichung von Tschebyscheff ansehen. Im
tibrigen gilt Markoffs Ungleichung mutatis mutandis fiir einen beliebigen arith-
metischen Durchschnitt. Handelt es sich z. B. um 6 Binde, die durchschnittlich
500 Seiten stark sind, so ist es ausgeschlossen, daB der Umfang von je 1500
(= 3. 500) Seiten von 2 (= % . 6) oder mehr Banden unter diesen 6 {iberschritten
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Dieser Satz liBit sich ohne weiteres auf den Fall anwenden, wo
sich die betreffende zufillige Grofe als Quadrat der zufalligen Ab-
weichung, somit als (z — «,)%, darstellt. Hiernach ist die Wahrschein-
lichkeit, daB
(31) (x— oq)2 <t M2 (),
grofer als 1 —lt , und zwar gilt dies ohne die Einschrinkung, daf
die Werte @; positiv seien. Hs geniigt vielmehr, dafl keiner dieser
Werte imagindr sei; denn ist diese Bedingung erfiillt, so sind alle még-

lichen Werte von (x — &,)?, d. h. alle Werte (2; — «,)? positiv, worauf
es hier allein ankommt. Vermoge der Substitution ¢ = »? geht (31) in

(32) (® — op)2 < 0% M2 (x)
iiber. Aus (32) folgt aber
(33) |2 — oy | = v M(=),

wenn v > 0. Die Wahrscheinlichkeit, daf eine zufillige Abweichung
ihrem absoluten Betrag nach das v-fache des mittleren Fehlers der
betreffenden zufilligen Grofe nicht tiberschreitet, ist also gréfer als
1
1— W/l)'
In dem besonderen Fall, wo die in Frage stehende zufillige GrofSe
das arithmetische Mittel &, ist, findet man nunmehr nach MaBigabe von

(27) und (28), daB die Wahrscheinlichkeit der Beziehung

(34) & — o] =L
10
Vs
groBer als 1 — .1; ist. Darin kommt eben der gesuchte stochastische

Zusammenhang zwischen |5, — «| und s zum Ausdruck.

wird. Denn 2 Binde zu 1500 Seiten wiirden 3000, d. h. so viele Seiten ergeben,
wie die 6 Binde ihrer zusammen enthalten. Liegen, allgemein gesprochen, N Grolen
vor, deren arithmetischer Durchschnitt D ist, so bilden diejenigen unter ihnen,

die v»D {ibertreffen, wo v > 1, einen kleineren Bruchteil von N als ~11;—, und dem-
entsprechend ist die Zahl derjenigen ‘unter den N Gréflen, die kleiner oder hochstens
gleich »D sind, grofer als (1 —%) N.

%) Um die Ungleichung von Tschebyscheff zu erhalten, braucht man

nur in Formel (33) 2 durch die Summe z + y 4 z 4 ..., dementsprechend «,
durch oy + g8y +y,+... und M(x) zundchst durch M(x+y+2-+...), sodann,
mit Riicksicht auf (16) und (22), durch Voo + B+ o+ ... —ai—f2—y2 —. ..

zu ersetzen. Vgl. P. L. de Tchébycheff, Des valeurs moyennes. Journal de
mathématiques pures et appliquées, publié par J. Liouville, Tome XII. Paris
1867, S. 177—184; Markoff, S. 56—58 und Czuber I, S. 233—235.
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Mit Riicksicht auf spdtere Darlegungen soll hier noch gezeigt
werden, in welcher Weise die mathematische Erwartung und
der mittlere Fehler des reziproken Wertes von z und der
Quadratwurzel aus = auf der Grundlage der mathematischen Er-

wartung und des mittleren Fehlers von x niherungsweise bestimmt
werden konnen.

Man hat zundchst:
1) Y 7
5 Sl—) = Pi—
= ol)- 3
Sodann erhdlt man, wenn man a; — &, = ¢&; setzt:

1_ 1 ZL(I_,@ & _ )

a; &+ & oy Xy oq
somit
1 1 L LR
(36) 6(5) = (1- D DI
x oy - 0y - O
und, soweit die dritten und héheren Potenzen von e vernachlassigt
werden konnen, als N'aherungsformel: %1

(37) cs(%):&l_( 1 T +2n, )

Nun bestehen aber der Formel (29) und der Definition des Begriffs
des mittleren Fehlers zufolge die Beziehungen

(38) Dime=0,
T
und
(39) Eni e = IM2(x) .
1

So geht denn schliefilich (37) unter Mitberiicksichtigung von (11) in

1 1 M2 (x)

y{—| =
(40) L<x) E(x) + G3(x)
iiber?).

Um 93%(%) zu finden, hat man von

w )

5) Vgl. mein Referat ,,Uber die Zeitfolge zufalliger Ereignisse im Bul-
letin de PInstitut international de Statistique, Tome XX, 2¢ livraison, S. 63,
wo die allgemeinere Niherungsformel, aus der sich Formel (40) direkt herleiten
1aBt, gegeben ist.
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auszugehen. Alsdann erhilt man:

2)-33

1 (2

1 1 _1(1_28,(
491

a? - (0‘1"‘&———0‘?—
1 1 Y T & m

und, wenn man die abkiirzende Bezeichnung

m . sr

(42) i—t —g,
r

T %

einfithrt und zugleich beriicksichtigt, daB ¢, = 0:

1 1
(43) @(F)=}E(l—|—302—403—|—...).
Aus (36) findet man aber:
(44) @2<l)—-1-(1+2a — 20,4+ ...)
z - “% 2 3 sl

2
5 €5
of

=

39

so dafB sich, indem man (44) von (43) abzieht und die Glieder, welche

o3 sowie oy, o, ... enthalten, vernachléssigt

1 1 (1]
Tl e ) = 22
@<x2> @(x)_oc%

ergibt, welch letztere Formel wegen (41) und (42) sich auch als

1\ M)
(45) e (”x') = @4((;)

darstellen 15.6t°).

6) Formel (45) stellt einen Spezialfall einer allgemeineren Naherungsformel
dar, die neuerdings von G. Bohlmann (,,Formulierung und Begriindung zweier
Hilfssitze der mathematischen Statistik* in den Mathematischen Annalen, 74. Bd.,
1913, S. 341—409) auf die ihr zugrunde liegenden Voraussetzungen und jhre An-
wendbarkeit hin sehr eingehend untersucht worden ist. Diese Formel kommt
aber fiir eine elementare Darstellung, wie sie im Text geboten wird, ebenso-
wenig in Betracht wie die Formel, auf welche in der FuBnote 5 hingewiesen

worden ist.
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In ganz dhnlicher Weise lassen sich die mathematische Erwartung

und der mittlere Fehler von Yz niherungsweise bestimmen. Hier
hat man:

(Vo) =DimYa;,
1
_ (a8
Vas = Voq + & + }/(xl(l +727>Z_8L(x2’+ )

1

(V) = Yoy (1 + Z j;of: i gl:i + ) .

somit niherungsweise:

— e M2 ()
(46) (Y2) = YE@) 6 166
und
_ 2
(47) M2 (}z) = f‘@((z’) .

In Erginzung obiger Darlegungen mdge auf die Modifikation
hingewiesen werden, welche die Begriffe der mathematischen Er-
wartung und des mittleren Fehlers dadurch erfahren, dafl nicht alle
moglichen Werte der betreffenden zufalligen GroBle x, sondern nur
einige dieser Werte in Betracht gezogen werden. KEs seien dies die
Werte a,, a,...a,, wihrend die Werte a,,1, @,2 ... a, unberiick-
sichtigt bleiben sollen, und es seien €;(x) die mathematische Erwartung
und IM;(x) der mittlere Fehler von x, die der Voraussetzung ent-
sprechen, daB x einen der Werte a,, a, ... a, annimmt. Den Unter-
schied zwischen €(x) und M (x) einerseits und €; (x) und IM; (x) anderer-
seits kann man in der Weise zum Ausdruck bringen, dafl man €(x)
und M(x) als die unbedingte mathematische Erwartung und
den unbedingten mittleren Fehler von x, €;(x) und M;(x) aber
als die bedingte mathematische Erwartung und den bedingten
mittleren Fehler von x bezeichnet?). In der Voraussetzung, daB =z

einen der Werte a,, a,...a, annimmt, ist die Wahrscheinlichkeit,
dall * = a;, bei ¢ < p durch
(48) =

7) Meiner Unterscheidung zwischen einer ,unbedingten* und einer ,,be-
dingten® mathematischen Erwartung entspricht bei L. Bachelier (Calcul des
probabilités, Tome I, Paris 1912, S. 8-—9) die Unterscheidung zwischen ,,valeur
moyenne absolue® und ,,valeur moyenne relative®. Vgl. FuBnote 1.
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gegeben (7] ist eine sogenannte ,relative’* Wahrscheinlichkeit), und

demgemil hat man
1

(49) Cr(e) = Dinla
und '
(50) M (2) = Siaf{a; — G (x)? .

1
Setzt man noch

/42
Eﬂi’ ai = C(2?)
1

und beriicksichtigt man, dafl der Formel (48) zufolge

I

(51) Sat=1,
1
so erhélt man aus (49) und (50)
(52) My (z) = Gr(a?) — Ci(x) .

Mit Riicksicht auf die vollstindige Analogie, die zwischen den Formeln
(49), (50) und (52) einerseits und den Formeln (1), (2) und (15) anderer-
seits besteht, lassen sich alle auf letzteren Formeln fuBenden vor-
stehenden Ausfithrungen mutatis mutandis auf den Fall einer be-
dingten mathematischen Erwartung und eines bedingten wmittleren
Fehlers tibertragen.

Setzt man
v &
(53) Qi =1I, vy = Il
1 n+1
und, den Formeln (48), und (49) entsprechend,
(54) =
Sta,
w+1
und
(55) Cn(x) = 2 7 a;,
e+l

so findet man
(56) C(x) = I Gy () + iy €y (w) -

Die Koeffizienten [I; und If;; stellen die Wahrscheinlichkeiten von
zwei sich gegenseitig ausschlieBenden Voraussetzungen dar, wobei
Il + II;; =1, Die in der Formel (56) zum Ausdruck kommende
Regel, derzufolge die unbedingte mathematische Erwartung einer
zufilligen Grofle gleich ist der aus den bedingten mathematischen K-
wartungen dieser GroBe und den Wahrscheinlichkeiten der ent
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sprechenden Voraussetzungen gebildeten Produkte, gilt auch in dem
Fall, wo es sich um mehr als zwei bedingte mathematische Erwar-
tungen handelt, wenn sich nur die entsprechenden Voraussetzungen
gegenseitig ausschlieBen und wenn die Summe ihrer Wahrscheinlich-
keiten gleich 1 ist.

§ 2. Das Bernoullische Theorem und das Gesetz der groSen Zahlen.

Das Bernoullische Theorem bezieht sich auf den Fall wieder-
holter Versuche, bei denen fiir das Eintreten eines bestimmten Er-
folges (oder ,,Ereignisses”) die gleiche Wahrscheinlichkeit besteht.
Bezeichnet man die Zahl der Versuche (die ,,Versuchszahl®) mit s,
die Wahrscheinlichkeit des in Frage stehenden Ereignisses mit p und
die Zahl der Versuche, in denen das Ereignis eintrifft (die ,,Ereignis-
zahl“) mit z, so laBt sich das Bernoullische Theorem wie folgt
formulieren: Die Versuchszahl (s) kann so grol gemacht wer-

den, daBl die Wahrscheinlichkeit fiir das Verhaltnis —?—j—,

zwischen den Grenzen p— 0 und p+ 3, wo 0 eine beliebig
kleine positive GréBe ist, enthalten zu sein, dem Wert 1,
somit der GewiBheit, beliebig nahe kommt?).

1) Diese Formulierung unterscheidet sich nur &duBerlich von der Ber-
noullischen (B ernoulli, S. 236 und 237—238). Ersetzt man nimlich in letzterer

% durch p, = du1ch 8 und ¢ durch - WW , wobei W die Wahrscheinlichkeit der

Beziehung i; —p! = 0 bedeutet, so kommt man auf die im Text gegebene

Formulierung. Ganz dhnlich wie bei mir lautet das Bernoullische Theorem in
der Wiedergabe Poissons (S. 136—137) und Markoffs (S. 33, russisch S. 38,
wobei es jedoch in der deutschen Ubersetzung falsch heiBt: ,,fiir je zwei von ihnen
gesondert‘‘ statt ,,fiir sie alle im einzelnen‘). Czuber hingegen subsumiert unter
den Begriff des Bernoullischen Theorems neben dem eigentlichen Bernoulli-
schen Theorem mehrere andere Sitze (I, S. 139—140). Er sucht dies mit dem
Hinweis auf den Sprachgebrauch der ,neueren Literatur zu rechtfertigen. Es
trifft allerdings zu, daB als Bernoullisches Theorem bald diese, bald jene Aus-
sage bezeichnet wird. Aber soll man deshalb eine ganze Folge solcher Aussagen
mit dem Namen ,,Bernoullisches Theorem* iiberdecken ? Dazu kommt, dafB der
erste unter den Sitzen, aus denen Czuber das Bernoullische Theorem bestehen
1a8t, ungenau formuliert ist. Czuber sagt: ,,Wenn iiber zwei entgegengesetzte
Ereignisse £ und E, deren Wahrscheinlichkeiten p und ¢ konstant sind, s Ver-
suche angestellt werden, so ist unter allen moglichen Ergebnissen dasjenige am
wahrscheinlichsten, in welchem das Verhiltnis m : n der Wiederholungszahlen
von B und % dem Verhalbms p : q ihrer Wahrscheinlichkeiten gleich oder am
néchsten ist. Es sei p=1§, ¢ = %. Bei s = 4 ist das Wahrschemhchste Ergebnis:
m=0, n: 4 und nicht m~ 1 n=3, weil (3 >4.1.(2), obschon

L 1

— 1« Lound bei s = 1000 ist das wahrschemhchste Ewebms m = 166, n = 834

& &

lsmd nicht m = 167, »n = 833, obschon 3L —1 <§;—§—§Z. Vgl. Czuber I,
133.
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Da die in Frage stehende Beziehung
. ;
1 2 p=
b P =9

der Beziehung o —sp|=sd

oder auch den Beziehungen
(2) Sp—sd=x<<sp-+sd
dquivalent ist, so ist die Wahrscheinlichkeit von (1) bzw. von (2),
die mit W bezeichnet werden mdge, unmittelbar durch
sp+8d
§ z -
3) W= (2)re
sp-8
gegeben, wo ¢ = 1 — p und wo man sich s p und s als ganze Zahlen
zu denken hat?).
Bernoulli falt denn auch das Verhaltnis

sp+84
EI § p:v S—-u
0 r !
8P —8c
@ €= paii e —
s . s -
D (3)re s X (3)re
0 sp+sd+1

ins Auge und weist nach, dal ¢ bei entsprechend grofilem s jeden ge-
gebenen Wert itbertrifft. Dieser Nachweis gestaltet sich ziemlich miih-
sam und hat Bernoulli, wie er selbst berichtet (S.227), zwanzig
Jahre hindurch beschiftigt. Steht es aber einmal fest, daB ¢ mit zu-
nehmendem s unbegrenzt zunimmt, so bedeutet es soviel, daBi die
Wabhrscheinlichkeit der Beziehung (1), d. h. W mit zunehmendem s
der Einheit zustrebt, weil ja

1

und folglich wegen (3) und (4) ¢ = W bzw. W = 1
1+ - '

1-W

2) Formel (3) ist in Bernoullis Darlegungen implicite enthalten (S. 237,
vgl. 8. 44—45), worauf der Ubersetzer und Kommentator derf ,,Ars conjectandi*,
R. Haussner, mit Recht hinweist (Ostwalds Klassiker der exakten Wissen-
schaften, Nr. 107 und 108: Wahrscheinlichkeitsrechnung von Jakob Bernoulli,
Nr. 108, S. 157—158). Aber die durch Formel (3) ausgedriickte Beziehung kann
nicht unzutreffender charakterisiert werden, als wenn man sie, wie es Haussner
tut, eine ,,Umkehrung des Bernoullischen Theorems* nennt. Sie bildet viel-
mehr die Grundlage des Bernoullischen Theorems. Nicht minder verfehlt ist
Haussners Behauptung, daB in den Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeits-
rechnung unter dem Bernoullischen Theorem gewohnlich die durch Formel (3)
ausgedriickte Beziehung verstanden wird.
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Ein anderer Beweis des Bernoullischen Theorems, der von La-
place herriihrt, lauft darauf hinaus, daf die in (3) auftretende Summe
durch einen bestimmten analytischen Ausdruck approximiert wird,
der nur von einem Argument abhingt und aus dessen Struktur zu
ersechen ist, daB er wegen einer einfachen Beziehung, die zwischen
dem betreffenden Argument und der Versuchszahl (s) besteht, durch
VergroBerung der letzteren der Einheit beliebig nahe gebracht werden
kann. Das in Frage stehende Argument, welches mit y bezeichnet
werden maoge, ergibt sich namlich aus

5) r=9| S

und der betreffende analytische Ausdruck selbst, der als @(y) dar-
gestellt werden soll, wobei also naherungsweise

(6) W= d(y)

gesetzt wird, ist so beschaffen, dafl er mit zunehmendem y der Kin-
heit zustrebt.

Von einer niheren Betrachtung des Ausdrucks @(y), weil sie im
Rahmen der elementaren Mathematik nicht méglich ist, mufl hier
Abstand genommen werden. Die numerischen Werte von &(y) finden
sich, tabellarisch zusammengestellt, anhangsweise in allen Lehrbiichern
der Wahrscheinlichkeitstheorie. Die Néherungsformel (6) liefert um so
genauere Resultate, je grofler s bzw. s p ¢ ist, und ist nicht mehr an-
wendbar, wenn s p ¢ etwa unter 20 herabsinkt?).

Ein dritter und letzter ist der von Tschebyscheff gegebene Be-
weis des Bernoullischen Theorems?). Es ist wie folgt konstruiert:
Unter Anwendung der in § 1 gebrauchten Bezeichnungen lafit sich in
dem von Bernoulli betrachteten Fall zunéchst die Ereigniszahl x
bei einer Versuchszahl s als

(7) w= Dk,

darstellen, worin &, angibt, wie viele Male das in Frage stehende Er-
eignis beim h-ten Versuch unter den s Versuchen eintrifft. Offenbar
kann &, nur die beiden Werte 1 und 0 annehmen, und weil dem ersten

3) Wird die Bezeichnung ,,Bernoullisches Theorem‘ manchmal auf Formel (6)
als solche, statt auf die aus ihr sich ergebende Konsequenz, dafl W mit steigendem s
der Einheit zustrebt, angewandt (siche z. B. A. Meyer, Vorlesungen iiber Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, deutsch bearbeitet von E. Czuber, Leipzig 1878, S. 97;
vgl. 8. 105), so ist das freilich nicht korrekt, aber doch insofern entschuldbar, als
die in Frage stehende Konsequenz unmittelbar einleuchtet und demnach der
Laplacesche Beweis des Bernoullischen Theorems mit der Aufstellung der
Formel (6) so gut wie abgeschlossen ist.

4) Dieser Beweis findet sich am Schlufl der in § 1, FuBinote 4 zitierten Ab-
handlung Tschebyscheffs.
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dieser beiden Werte die Wahrscheinlichkeit p und dem zweiten die
Wahrscheinlichkeit ¢ zukommt, so hat man:

(8) C&) =C&)=p-14+4q-0=p
und folglich nach Formel (15) des § 1:
9) W) =p—P*=pgq-

Man erhalt sodann, den Formeln (24) bis (28) und (34) des § 1 zu-
x —_—
folge: §0=';: a=np, ,u:]/pq und

! |
(10) ~?_4ﬁ§vV?q
|

ay asvvﬂl.
S

Die Wahrscheinlichkeit der Beziehung (10) ist aber, wie in § 1 gezeigt

1
worden ist, groller als 1 — gl und da aus (11)
p—
(12) v:éme
Pq

folgt, so findet man schliefllich, dafl bei gegebenen Werten von p, ¢
1

und o die Wahrscheinlichkeit 1 — = der Einheit beliebig nahe ge-

bracht werden kann, wenn man s entsprechend grofl wahlt?).

5) Man sieht, daB es mit Hilfe der Begriffe der mathematischen Erwartung
und des mittleren Fehlers und der an diesen Begriffen orientierten Tscheby-
scheffschen Ungleichung (§ 1, Fullnote 4) ein leichtes ist, das Bernoullische
Theorem in elementarer Weise abzuleiten. Die umstindlichen kombinatorischen
Rechnungen Bernoullis sind hierzu gar nicht erforderlich. Freilich gewihrt
die Bernoullische Beweisfithrung einen genaueren Einblick in die Abhéngigkeit
der Wahrscheinlichkeit W von der Versuchszahl s. Allein fiir Bernoulli kam es
bei seinem Theorem lediglich darauf an, zu zeigen, dafl sich W mit steigendem s
der Einheit nihert bzw. dafl der Quotient iEV W
anwichst. Seine Fragestellung war: ,,an vero problema, ut sic dicam, suam habeat
asymptoton; h. e. an detur quidam certitudinis gradus quem nunquam excedere
liceat, utcunque multiplicentur observationes® (S. 225), und von diesem Stand-
punkt aus gesehen, leistet der Tschebyscheffsche Beweis sogar noch mehr als
der Bernoullische, da er an keine Voraussetzungen beziiglich der Beschaffenheit
der GroBe p gebunden ist. Bernoullis Darlegungen sind némlich auf den Fall
eingestellt, wo p eine rationale GroBe ist, wihrend der Beweis Tschebyscheffs
auf die Fille mitanwendbar ist, wo p eine irrationale, namentlich eine trans-
zendente GroBe ist, wie dies bei geometrischen Wahrscheinlichkeiten und auch
sonst vorkommt. Siehe Czuber I, S. 95ff.; Markoff, S. 164ff. Vgl. meine
Schrift: ,,Die radioaktive Strahlung als Gegenstand wahrscheinlichkeitstheoretischer
Untersuchungen, Berlin 1913, S. 5—6.

mit steigendem s unbegrenzt
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Um zu diesem Resultat zu kommen, kann man iibrigens, statt
an Formel (34) des §1, an die allgemeinere Formel (33) desselben
Paragraphen ankniipfen, ohne dadurch die Beweisfithrung merklich
zu verlingern. Man erhilt ndmlich aus (8) auf Grund der Formel (6)
des §1:

(13) G(z) =sp
und aus (9) auf Grund der Formel (22) des § 1:
(14) M2(z) =spq.

Daher ist die Wahrscheinlichkeit der Beziehung
(15) |le—spl=v)spg

grofer als 1 — iz . Die Beziehung (15) ist aber der Beziehung (10)
aquivalent. v

Im engsten Zusammenhang mit dem Bernoullischen Theorem
steht das Gesetz der groflen Zahlen. Dieser Ausdruck ist von
Poisson geprigt worden und diente ihm zur Bezeichnung eines be-
stimmten Verhaltens der statistischen Zahlen. Dabei beriicksichtigte
Poisson zwei Arten von statistischen Zahlen: die , Hiufigkeiten‘
und die Mittelwerte (arithmetische Mittel). Um jedoch die Darstel-
lung nicht zu komplizireen, will ich im folgenden von den Mittel-
werten absehen. Die prinzipielle Seite der Frage, was unter dem Gesetz
der groflen Zahlen verstanden werden soll, wird dadurch in keiner
Weise tangiert. Als Haufigkeit soll das Verhiltnis einer Ereignis-

zahl zu der zugehérigen Versuchszahl bezeichnet werden (Tg:«) 5.

Poisson stellt nun die Behauptung auf, daf wenn sehr betricht-
liche Zahlen irgend welcher Ereignisse, die von gewissen sich gleich-
bleibenden und zugleich von gewissen ganz regellos, bald in diesem,
bald in jenem Sinne, wechselnden Ursachen abhéngen, in verschie-
denen Zeitriumen beobachtet werden, die auf die einzelnen Zeitriume
entfallenden Ereigniszahlen z, ', o’/ ... und die zugehérigen Ver-
suchs- bzw. Beobachtungszahlen s, s’, s ... Haufigkeiten ergeben,
die einander nahezu gleich sind. Das so charakterisierte Verhalten
der Hiufigkeiten, welches man mit Poisson auf die Form

(16)

%) Ubrigens 148t sich jede Haufigkeit auch als Mittelwert darstellen (wie dies
z. B. beim Tschebyscheffschen Beweis des Bernoullischen Theorems ge-
schieht), wodurch die von Poisson gemachte Unterscheidung von zwei Arten
von statistischen Zahlen aufgehoben wiirde.
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bringen kann, wenn man die kleinen Differenzen zwischen den be-
treffenden Quotienten vernachlissigt, stellt eben das Gesetz der groBen
Zahlen in seinem Sinne dar?).

Vom Standpunkte Poissons aus gesehen, wiirde sich das Gesetz
der groBlen Zahlen ohne weiteres aus dem Bernoullischen Theorem
ergeben, wenn man bei Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung auf die verschiedenen Gebiete des physischen und geistigen Ge-
schehens berechtigt wire, anzunehmen, dafl die Wahrscheinlichkeit
des jeweilig in Frage stehenden Ereignisses fiir jeden der in Betracht
kommenden Versuche bzw. fiir jede der in Betracht kommenden Be-
obachtungen die gleiche ist, oder, um es mit einem heute gebriduch-
lichen Ausdruck deutlicher zu sagen, dafl sie den Charakter einer
Elementarwahrscheinlichkeit hat. Denn aus der Tatsache, dafl
bei entsprechend groflen Werten von s, s’, ... jede der Hiufig-

4 17

X X

keiten —, —, —~ ... sich wenig von p unterscheidet, wirde un-
8 8

mittelbar folgen, daBl diese H&ufigkeiten sich voneinander wenig
unterscheiden 8).

Das Schema der Elementarwahrscheinlichkeit trifft aber Poisson
zufolge auf das wirkliche Geschehen kaum jemals zu. Zumeist dndere
sich die betreffende Wahrscheinlichkeit von einem- Versuch zum an-
deren, und in der Mehrzahl der Fille gehe dieser Wandel laut der
vorhin gegebenen Formulierung des Gesetzes der grofien Zahlen ,,ganz
regellos** vor sich. Dies wird dahin préazisiert, dafl die Wahrschein-
lichkeit des betreffenden Ereignisses verschiedene Werte p;, p, ... p,
annimmt, und zwar unter dem Einflul} des Zufalls, der bei jedem
Versuch von neuem entscheidet, welcher der n Werte in Wirksamkeit
treten soll. Einem jeden Wert p; kommt hiernach eine bestimmte
Wahrscheinlichkeit zu.

7) Poisson, S. 7—S8, 137—138, 139, 143. Vgl. meine Abhandlung , Kritische
Betrachtungen zur theoretischen Statistik‘‘, 1. Artikel, in den Jahrbiichern fiir
Nationalékonomie und Statistik, 3. Folge, Bd. VIII, 1894, S. 641ff.

8) Ich sehe im Text davon ab, daB ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Er-
gebnis als solches noch nichts iiber das wirkliche Geschehen aussagt. Dieses Sach-
verhalts ist sich nimlich Poisson, auf dessen Standpunkt ich mich im Text stelle,
gar nicht bewuBt. Czuber macht mit Recht darauf aufmerksam (I, 8. 189). Ob
und wie sich das Bernoullische Theorem, um mit Czuber zu reden, von dem
Boden der Theorie auf den Boden der Erfahrung iibertragen 1aft (I, S.155),
bildet ein Problem fiir sich, das die Kompetenz der reinen Mathematik offenbar
iiberschreitet. Von der Schwierigkeit dieses Problems zeugt u. a. die Tatsache,
daB selbst Czuber in seiner Stellung dazu noch immer bis zu einem gewissen
Grade schwankt. Man vergleiche: I, 2. Auflage, S. 136, 2. Absatz von oben, mit
I, 3. Auflage, S. 154, letzter Absatz. Noch gréBer als zwischen der 2. und 3. Auf-
lage ist in dieser Beziehung der Abstand zwischen der 1. und der 2. Auflage. Siehe
Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1903, 8. 100 und 137.
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Bezeichnet man sie mit gz, so hat man:

(17) Mg =1,
T

und setzt man

(18) k gy Pr =

1

so erscheint p als Wahrscheinlichkeit des betreffenden Ereignisses in
der Voraussetzung, dall es noch unentschieden ist, welcher der » Werte
i wirksam wird. Mit Riicksicht auf (17) 148t sich p auch in der Form
eines (gewogenen) arithmetischen Durchschnitts, ndmlich als

Zk i P
Zf" )

darstellen und kann daher als Durchschnittswahrscheinlichkeit oder
genauer — zur Unterscheidung von der sogenannten konstant zu-
sammengesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit, auf die weiter unten
Bezug genommen wird — als Durchschnittswahrscheinlichkeit
im eigentlichen Sinne bezeichnet werden?®).

(19) p=

9) Die Termini ,,Elementarwahrscheinlichkeit®, ,,konstant zusammengesetzte
Durchschnittswahrscheinlichkeit‘‘ und ,,Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigent-
lichen Sinn sind von mir (in dem in FuBinote 7 angefithrten Aufsatz) in Vorschlag
gebracht worden und werden seitdem viel gebraucht, jedoch nicht immer in dem
ihnen von mir beigelegten Sinn. So verwechselt z. B. Ernst Blaschke (Vor-
lesungen iiber mathematische Statistik, Leipzig und Berlin 1906, S. 132—134)
die beiden Arten der Durchschnittswahrscheinlichkeit (obwohl er sich direkt auf
mich bezieht), und zwar nicht nur terminologisch, sondern auch sachlich: seine

Formel (:) PtQ°-7 setzt voraus, dafl P eine Durchschnittswahrscheinlichkeit

im eigentlichen Sinne ist, wihrend die unmittelbar an diese Formel sich an-
schlieBenden Betrachtungen iiber die Dispersion der empirischen Werte von P
nur dann richtig wiren, wenn P eine konstant zusammengesetzte Wahrschein-
lichkeit ware. Unter dem unverkennbaren Einflufl der Darlegungen Blaschkes
hat Hugo Forcher (Die statistische Methode als selbstindige Wissenschaft,
Leipzig 1913, S. 239—241) die sehr wichtige Frage der Dispersion im Falle von
Durchschnittswahrscheinlichkeiten hoéchst unvollstéindig und konfus behandelt.
Er beruft sich hierbei auch auf mich, kennt aber meine Arbeiten wohl nur aus
zweiter Hand. — Im Zusammenhang mit den Erorterungen iiber Durchschnitts-
wahrscheinlichkeiten hatte ich a. a. O. die durch die Produkte g;, p; dargestellten
Wahrscheinlichkeiten als ,,Partialwahrscheinlichkeiten im Gegensatz zu der
,»Totalwahrscheinlichkeit p und die Wahrscheinlichkeiten p; als ,,Spezialwahr-
scheinlichkeiten® im Gegensatz zu der ,,Generalwahrscheinlichkeit* p bezeichnet.
Czuber (I, S. 186) gibt unter Bezugnahme auf mich diese Begriffsunterschei-
dungen wieder, aber nicht ganz korrekt, ndmlich so, als ob ,,Spezialwahrschein-
lichkeit“ dasselbe wie ,,Partialwahrscheinlichkeit und ,,Generalwahrscheinlich-
keit‘‘ dasselbe wie ,,Totalwahrscheinlichkeit* bedeuten sollte.
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Poisson beweist nun, dafl die Laplaceschen Formeln (5) und (8)
auch dann gelten, wenn p eine Durchschnittswahrscheinlichkeit im
eigentlichen Sinne ist, und gelangt so zu einem, wie er meint, ver-
allgemeinerten — weil auf den Fall einer Durchschnittswahrschein-
lichkeit im eigentlichen Sinne sich mitbeziehenden — Bernoullischen
Theorem, woraus sich ihm erst das Gesetz der groBen Zahlen als un-
mittelbare Konsequenz ergibt.

Die Art, wie Poisson sein verallgemeinertes Bernoullisches
Theorem ableitet, ist prinzipiell dadurch interessant, dal er sich hier-
bei eines Hilfssatzes bedient, der, fiir sich betrachtet, ebenfalls als
eine Verallgemeinerung des Bernoullischen Theorems aufgefaBt
werden kann. Dieser Hilfssatz betrifft den Fall, wo die Wahrschein-
lichkeit p auch durch (18) bzw. (19) dargestellt wird, wobei jedoch
die Koeffizienten ¢; keine Wahrscheinlichkeiten mehr, sondern im
Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie konstante, d. h. vom Zufall un-
abhingige Grofen sind, und besagt, daf in diesem Fall, den man eben
als den Fall einer konstant zusammengesetzten Durchschnitts-
wahrscheinlichkeit bezeichnen kann, durch @(y) die Wahrschein-
lichkeit nicht der Beziehung (1), sondern der Beziehung

(20) i%—p]é&’

ausgedriickt wird, wobei sich ¢’ aus

(@1) y=0|/ ———
22‘ 9 Pr 9k
1

bestimmt. Es 1aBt sich leicht zeigen, daB, sofern die Werte p nicht
alle einander gleich sind,

(22) bGP g <0q")

1
und daB dementsprechend, mit Riicksicht auf (5), 6’ << . Bei ge-
gebenen Werten von p und s sind also die Abweichungen 1%— p’

im Fall einer konstant zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit er-

10) Der denkbar einfachste Beweis dieser Ungleichung ist, wie mir scheint,
der von mir (a. a. O., S. 653 sowie in meinem ,,Gesetz der kleinen Zahlen®, S. 30)
gegebene. Czuber bringt neben diesem (II, S. 44) einen meines Erachtens weniger
einfachen Beweis (I, S. 182), wiahrend Blaschke (a. a. O., S. 133—134) die noch
umsténdlichere Ableitung Cournots (Exposition de la théorie des chances et
des probabilités, Paris 1843, S. 137—138) wiedergibt. Mein Beweis findet sich
auch bei C. V. L. Charlier (,,Contributions to the mathematical theory of
statistics® in ,,Meddelande frin Lunds Astronomiska Observatorium®, Nr. 49,
Uppsala und Stockholm 1911, S. 7).

v. Bortkiewicz, Tterationen. 4
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wartungsgeméf3 kleiner als im Fall einer Durchschnittswahrschein-
lichkeit im eigentlichen Sinne oder einer Elementarwahrscheinlichkeit.
Es steht damit im Einklang, daBl der mittlere Fehler der Haufig-

keit 2 bzw. der Ereigniszahl « kleiner ist im Fall einer konstant zu-

sammengesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit als im Fall einer
Elementarwahrscheinlichkeit. Dies liBlt sich duBerst einfach beweisen.
Ist p eine konstant zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit, so hingt
es nicht mehr vom Zufall ab, in wie vielen Versuchen aus s jede der
Wahrscheinlichkeiten p; in Wirksamkeit tritt. Die Zahl dieser Ver-
suche ist vielmehr durch g; s gegeben, und bezeichnet man mit my
die Zahl derjenigen unter den g; s Versuchen, in denen das betreffende
Ereignis eintrifft, so hat man:

(23) 2= Dkmy,
1
ferner, der Formel (14) entsprechend,
(24) ME(me) = e S Pe G
und nach Mafigabe der Formel (22) des § 1
(25) M2 () = 8 DF gy Pr G -
1

Ein Vergleich von (25) mit (14) zeigt nunmehr, dafl angesichts der
Ungleichung (22) der mittlere Fehler der Ereigniszahl, wie zu be-
weisen war, hier kleiner ausfallt. Gleiches gilt von dem mittleren
Fehler der Haufigkeit, da laut Formel (18) des § 1 immer die Beziehung

(26) e (2) =2 s

besteht.

Der gekennzeichnete Unterschied zwischen einer konstant zu-
sammengesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit und einer Elementar-
wahrscheinlichkeit kommt aber in Wegfall, wenn

27 Pr=DPy=...= Pu(= D).
Denn in diesem Fall ist

n
(28) P q =04,

1

und man erhilt nicht nur denselben Wert fiir M2(z), ob man For-
mel (14) oder Formel (25) beniitzt, sondern auch, wie ein Vergleich
zwischen den Formeln (5) und (21) ergibt: 6’ = §. Die fiir den Fall
einer Elementarwahrscheinlichkeit mafigebenden Formeln (1) und (5)
lassen sich somit aus den fiir den Fall einer konstant zusammengesetzten
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Durchschnittswahrscheinlichkeit maBgebenden Formeln (20) und (21)
dadurch gewinnen, dall man die Werte p; der durch Formel (27) aus-
gedriickten Bedingung unterwirft. So kann denn in der Tat der
Poissonsche Hilfssatz als eine Verallgemeinerung des Bernoulli-
schen Theorems angesehen werden.

Daf} es sich somit bei Poisson um die Ausdehnung des Bernoulli-
schen Theorems einerseits auf den Fall einer Durchschnittswahrschein-
lichkeit im eigentlichen Sinne — ohne Modifikation hinsichtlich der er-

wartungsmafligen Grole von

%—— p\ —, andererseits auf den Fall

einer konstant zusammengesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit
— mit Modifikation hinsichtlich der erwartungsmifligen Gréfle von
»?:—— p& — handelt, wird in den systematischen Darstellungen der
Wahrscheinlichkeitstheorie meist gar nicht beriicksichtigt. Man pflegt
vielmehr nur den zweiten dieser beiden Fiélle zu betrachten und den
auf diesen Fall sich beziehenden Hilfssatz unter dem Namen ,,Pois-
sonsches Theorem* als die von Poisson herrithrende ,,Verallgemeine-
rung des Bernoullischen Theorems* vorzufithren'!).

Solch eine Bevorzugung des Falles der konstant zusammengesetzten
Wahrscheinlichkeit, sofern sie auch bei Autoren vorkommt, die Pois-
son nicht bloB aus zweiter Hand kennen, héngt sicherlich vielfach

1) A. Meyer, Vorlesungen iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig 1879,
S. 109—119; Bruns, S. 199; Markoff, S. 63—65. Vgl. Charlier, die in FuB3-
note 10 genannte Abhandlung, S. 2—9, und U. Broggi, Traité des assurances
sur la vie, Paris 1907, S. 20—30. Dabei werden Markoff und Broggi um so
weniger Poisson gerecht, als sie mit keinem Wort erwihnen, daBl Poisson,
worin in erster Linie sein Verdienst besteht, in bezug auf den Fall einer konstant
zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit die Giiltigkeit nicht nur des Bernoulli-
schen Theorems als solchen, sondern auch des Laplaceschen Ausdrucks ®(y)
nachgewiesen hat. Siehe Poisson, S.246—254. Vgl. Czuber I, 8. 173—180.
In keinem der beiden neuesten franzosischen Lehrbiicher der Wahrscheinlich-
keitsrechnung, namlich weder in E. Borels ,,Eléments de la théorie des proba-
bilités*, Paris 1909, noch in L. Bacheliers ,,Calcul des probabilités®, Tome I,
Paris 1912, wird Poisson auch nur erwihnt. Borel weill nicht einmal, daB8 der
Ausdruck ,,Gesetz der groBen Zahlen* von Poisson herriihrt. In Borels Schrift
,,Le Hasard*, Paris 1914, ist zu lesen (S. 34): ,,De cette régle [wonach die er-
wartungsmiBigen Abweichungen der Haufigkeitszahl von der entsprechenden
Wahrscheinlichkeit umgekehrt proportional der Quadratwurzel aus der Versuchs-
zahl sind] on déduit aisément la proposition, & laquelle Jacques Bernoulli a donné
le nom de loi des grands nombres. Das Bernoullische Theorem wird
iibrigens von Borel (Eléments, S. 64—65) richtig formuliert, von Bachelier
aber (a.a.O., S.18) nicht. Letzterem zufolge soll dieses Theorem ,,wenigstens
dem Sinne nach‘“ darin bestehen, daBl die Abweichungen [x — spl mit wach-
sender Versuchszahl im allgemeinen, absolut genommen, griBer, relativ ge-
nommen, d.h. im Verhdltnis zur Versuchszahl, kleiner werden.

4%
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damit zusammen, daB man es — in einem meist unausgesprochenen
Gegensatz zu Poisson — fiir iiberfliissig halt, den Fall der Durch-
schnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinne getrennt von dem
Fall der Elementarwahrscheinlichkeit zu behandeln. Es kommt ném-
lich darauf an, daB auch im Fall einer Durchschnittswahrscheinlich-
keit im eigentlichen Sinne die Wahrscheinlichkeit der Ereigniszahl x
bei s Versuchen durch den Ausdruck

29) (3)pra-s

gegeben ist, weil namlich die Sétze von der Addition und Multiplika-
tion der Wahrscheinlichkeiten, welche auf den Ausdruck (29) fiithren,
keineswegs nur fiir Elementarwahrscheinlichkeiten gelten und weil,
was insbesondere den zweiten dieser beiden Sitze anlangt, die Ver-
suche, auf welche sich die betreffenden miteinander zu multiplizieren-
den Wahrscheinlichkeiten beziehen, nur unabhingig voneinander sein
miissen, damit die Multiplikation ohne weiteres gestattet sei. Sollte
aber die Anwendbarkeit des Ausdrucks (29) auf den Fall, wo p keine
Elementarwahrscheinlichkeit, sondern eine Durchschnittswahrschein-
lichkeit im eigentlichen Sinne ist, zu irgend welchen Zweifeln Anla8
geben, so wiren solche Zweifel zu zerstreuen (was nicht schwer ist),
und damit wire der in Frage stehende Fall auf den Fall der Elementar-
wahrscheinlichkeit zuriickgefithrt, da die Ableitung der Formeln (5)
und (6) aus (29) ganz und gar unabhingig ist von dem wahrschein-
lichkeitstheoretischen Sinn, den p in (29) hat. Statt diesen natiir-
lichen Weg einzuschlagen, hat Poisson fiir den Fall einer Durch-
schnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinn einen Beweis kon-
struiert, der an sich nicht ohne Interesse ist, aber sich aus dem Grunde
als unzweckmifBig erweist, weil er die beiden Fille einer Elementar-
wahrscheinlichkeit und einer Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigent-
lichen Sinne erst im Endresultat koinzidieren l48t, wodurch der wahre
Sachverhalt verdeckt wird, zumal da das Endresultat in einer Nahe-
rungsformel seinen Ausdruck findet!2).

12) Poisson, 4. Kapitcl. Siehe namentlich S. 294—296. Bienaym é (,,Sur
un principe que M. Poisson avait cru découvrir et qu’il avait appelé la loi des grands
nombres® in ,,Séances et travaux de ’Académie des sciences morales et poli-
tiques®, Tome XI, 1855, S. 379—389, abgedruckt unter dem Titel ,,Les grands
nombres en statistique im ,,Journal de la Société de Statistique de Paris®, 17éme
année, 1876, 8. 199-—204) hat wohl als erster die Behauptung aufgestellt, daB
der Fall einer Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinne keine ge-
sonderte Betrachtung erfordert. Die auf diesen Fall sich beziehende Beweis-
fuhrung Poissons sei daher an sich iiberfliissig und stelle nichts anderes als eine
,,Ubung im Rechnen‘ dar. Vgl. Cournot, a. a. O., S. 136—137. Demgegeniiber
bemerkt Tschuprow (S. 312), daBl die ,,kolossale* theoretische Bedeutung der
Poissonschen Verallgemeinerung, d.h. der Ausdehnung des Bernoullischen
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Es ist also begreiflich, dal die Neueren, was den Fall der Durch-
schnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinne betrifft, den Spuren
Poissons nicht gefolgt sind. Auffallend ist es aber, dall sie den
Namen ,,Gesetz der grofen Zahlen®, den Poisson gerade auf diesen
Fall bezieht, trotzdem beibehalten haben und diesen Namen mit dem
Fall einer konstant zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit ver-
kniipfen?3).

Theorems auf den Fall einer Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen
Sinne den durch die relativ schwerfillige mathematische Begriindung dieser Ver-
allgemeinerung bedingten Arbeitsaufwand vollauf rechtfertige. Das trifft meines
Erachtens aus dem Grunde nicht zu, weil ja, worauf ich im Text hinweise, die
in Frage stehende mathematische Begrindung, sofern man sie fiir notig halt,
sich in eine iiberaus einfache und zugleich ganz strenge Form kleiden liBt. Im
itbrigen handelt -es sich bei der Meinungsverschiedenheit zwischen Poisson und
Bienaym é lediglich darum, ob ein bestimmter Beweis gemeinschaftlich oder
getrennt fir zwei verschiedene Fille gefiihrt werden soll. Meinungsverschieden-
heiten dieser Art sind durchaus nichts Seltenes. Die Geschichte der Mathematik,
insbesondere der Geometrie, bietet manches Beispiel eines ,,gegabelten* Beweises,
der in der Folgezeit auf eine einheitliche Form gebracht worden ist (siehe
W. Wundt, Logik, IT, 1. Abteilung, 2. Auflage 1894, 8. 115—116). Wenn es
sonst heiBt ,,qui nimis probat, nihil probat‘‘, kann man hier sagen: ,,qui bifariam
probat, non certius probat*. Darum kann ich Markoff (,,Uber die grundlegenden
Satze der Wahrscheinlichkeitsrechnung und das Gesetz der grofen Zahlen* in der
russischen ,,Zeitschrift des Ministeriums fiir Volksaufklirung®, Bd. 31, 1911,
S. 374) nicht beipflichten, wenn er auf die zitierte Bemerkung Tschuprows
und auf die — mit dieser Bemerkung allerdings nicht ganz harmonierende —
unentschiedene Haltung Tschuprows in der Frage, ob die Poissonsche Ver-
allgemeinerung des Bernoullischen Theorems nicht auch ohne mathematischen
Beweis einleuchte, Bezug nehmend, ihn dariiber belehrt, daB ,,mathematische
Ableitungen etwas, was evident ist, nicht beweisen, sondern nur nicht-evident
machen kdnnen‘. Ja, wenn es immer evident wire, was als evident gelten kann!
Auch dariiber z. B., ob das Markoffsche Lemma (siche § 1, Fullnote 3) einer
Beweisfithrung bedarf, die zwei (im Original fast zweieinhalb) Druckseiten in
Anspruch nimmt, kann man verschiedener Meinung sein.

13) Von den in FuBinote 11 genannten Autoren tun das Bruns, Charlier,
Broggi; Meyer aber, entgegen der Behauptung Tschuprows (S. 233), ver-
meidet den Ausdruck ,,Gesetz der groBen Zahlen‘. Was Markoff anlangt, so
stellt er, wie die anderen, den Sachverhalt filschlich so dar, als ob Poisson mit
dem Ausdruck ,,(esetz der groBen Zahlen* den Hilfssatz, betreffend die konstant
zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit, gemeint hitte, hilt es jedoch seinerseits
fiir ,,angebracht®, eine andere Verallgemeinerung des Bernoullischen Theorems,
namlich diejenige, welche sich auf eine Summe zufilliger GroBen bezieht, als
Gesetz der groBen Zahlen zu bezeichnen (Markoff, S. 63); und in der 3. Auflage
seines Lehrbuchs (8. 70) tritt Markoff dafiir ein, daB man den Ausdruck ,,Gesetz
der groBen Zahlen® auf den ,,Inbegriff simtlicher Verallgemeinerungen des Ber-
noullischen Theorems* beziehen mochte. Wahrend also das Gesetz der groBen
Zahlen urspriinglich, d. h. bei Poisson eine Aussage iiber Massenerscheinungen
war, wird es jetzt von Markoff gleichsam selbst zu einer Massenerscheinung oder
einem Kollektivum gestempelt. Diese ,kollektivistische® Auffassung ist jeden-
falls etwas ungewShnlich: einen Inbegriff von Lehrsiitzen pflegt man sonst nicht
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Dariiber, daB Poisson in den Ausdruck ,,Gesetz der groBen Zahlen‘
eigentlich einen statistischen Sinn hineinlegt, woraus folgt, dall dieses
Gesetz in dem Rahmen der Wahrscheinlichkeitsrechnung als einer
mathematischen Disziplin, streng genommen, keinen Platz hat, ist es
freilich gestattet, hinwegzusehen, weil namlich fiir Poisson das Ber-
noullische Theorem, sofern es auf Durchschnittswahrscheinlichkeiten
im eigentlichen Sinne mitanwendbar ist, sich sozusagen unmittelbar
aus dem Mathematischen ins Statistische umsetzt4). Man kann sich
daher die Freiheit nehmen, schon das so verallgemeinerte Bernoulli-
sche Theorem als ,,Gesetz der groflen Zahlen im Sinne Pois-
sons” zu bezeichnen. Letzteres wiirde dementsprechend etwa wie
folgt lauten: ,,Besteht fiir das Eintreffen eines Ereignisses
bei jedem Versuch die Wahrscheinlichkeit p, so strebt die
Wahrscheinlichkeit (W) fir das Verhaltnis der Ereignis-
zahl (x) zu der Versuchszahl (s), zwischen den Grenzen
p— 0 und p+ 6, wo d eine beliebig kleine positive GroBe
ist, enthalten zu sein, der Einheit, somit der GewiBlheit,

zu, wobei W = ®(y) und y = 6]/%8——, einerlei ob p eine
() Y 5p(l=7) p

Elementarwahrscheinlichkeit oder eine Durchschnitts-
wahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinne ist.“ Diese oder
eine &dhnliche Formulierung!®) wiirde, wenn nicht buchstablich, so
doch dem Sinne nach mit der Poissonschen Auffassung vom Gesetz
der grofien Zahlen iibereinstimmen.

Es bedeutet hingegen keine blofl formelle Ungenauigkeit, sondern
eine ginzliche Verkennung des Standpunkts Poissons, wenn man
fiir das Gesetz der groBlen Zahlen seinen Hilfssatz, betreffend die
konstant zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit, ausgibt!6). Galt es
doch fiir Poisson, ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Schema zu

,,Theorem‘ oder ,,Gesetz‘‘, sondern ,,Theorie’“ zu nennen. Zur Illustration der
schwankenden Haltung Markoffs in dieser terminologischen Angelegenheit sei
noch darauf hingewiesen, daBl er auf das Titelblatt der 3. Auflage seines Lehr-
buchs, die 1913 erschienen ist, die Worte gesetzt hat: ,,Zum 200 jihrigen Jubilium
des Gesetzes der groflen Zahlen.” Damit hat er auf die Tatsache Bezug nehmen
wollen, daBl Bernoullis Ars conjectandi die Jahreszahl 1713 tragt. Also wire
,»Bernoullisches Theorem* und ,,Gesetz der grofien Zahlen* ein und dasselbe!
In der Vorrede heit es dann wieder, dafl ,,das berithmte Theorem Jakob Ber-
noullis® zu dem Gesetz der groBen Zahlen nur ,,den Grund gelegt* hitte.

14) Siehe FuBnote 8. Vgl. Poisson, S. VI (Inhaltsverzeichnis), wo auf einen
»apriorischen Beweis des universalen Gesetzes der groBen Zahlen, das seither als
Erfahrungstatsache angesehen wurde®, hingewiesen wird.

15) Vgl. meinen in FuBnote 7 genannten Artikel, S. 654, und Czuber I,
S. 188—189.

18) Es ist nicht einmal zuléssig, diesen Hilfssatz als einen Bestandteil des
Gesetzes der groflen Zahlen zu charakterisieren, wie es Tschuprow (8. 233) tut.
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konstruieren, das dem wirklichen Geschehen, nimlich dem ,,regel-
losen Wandel der zufalligen Ursachen® adéquat wire'?). Das Schema
der konstant zusammengesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit ist
aber das gerade Gegenteil davon: denn hier gehen die betreffenden
Wahrscheinlichkeitswerte (p;) in feststehenden Proportionen in den
Durchschnitt ein'®). Dazu kommt ein Weiteres: die Bezeichnung ,,Ge-

17) Dafl Poissons Schema einer Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigent-
lichen Sinne nichts weniger als allgemeingiiltig ist, was bereits Bienaym ¢é er-
kannt hat (sieche meine ,,Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf
Statistik® in der Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften, I, S. 827
bis 833), ist eine Frage fiir sich, die hier nicht zur Diskussion steht.

18) So bemerkt denn auch Czuber (,,Wahrscheinlichkeitsrechnung* in der
Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften, I, S. 758—759) mit Recht,
dafBl sich dem Schema einer konstant zusammengesetzten Durchschnittswahr-
scheinlichkeit nicht leicht Verhaltnisse aus der Wirklichkeit gegeniiberstellen
lassen. In direktem Gegensatz dazu hatte J. Bertrand (Calcul des probabilités,
Paris 1889, S. 307—314) dieses Schema gewissermaflen als generell maBgebend
fiir die Statistik hingestellt. Ich habe mich dagegen bereits in meinen ,,Kritischen
Betrachtungen‘ (sieche Fullnote 7) ausgesprochen und bin in diesem Zusammen-
hang auch auf den Standpunkt von J. von Kries, der dem Schema einer kon-
stant zusammengesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit, wenn auch keine
generelle, so doch eine meines Erachtens zu weit gehende Bedeutung fir die
Statistik beimifBit, kritisch eingegangen. Ohne von diesen meinen Ausfithrungen im
mindesten Notiz zu nehmen, glaubt Markoff (in dem in Fulln. 12 zitierten Art.,
S. 372—374) durch den Hinweis auf ein fingiertes Beispiel von wahrhaft klassischer
Einfachheit, in welchem es sich gerade um eine konstant zusammengesetzte
Wahrscheinlichkeit handelt und dementsprechend eine ,,itbernormale Stabilitit
herauskommt, die auf Lexis zuriickzufithrende und auch von mir vertretene
These, daB in der Statistik die normale Stabilitit zugleich die maximale sei, wider-
legen zu kénnen. Dabei wendet sich Markoff allgemein gegen ,,die Statistiker*
die diese These, wie er meint, ,,voreilig* aufgestellt hatten; er kann damit jedoch
nur Lexis und mich meinen: mir sind wenigstens unter den wenigen Statistikern,
die sich mit der Frage der wahrscheinlichkeitstheoretischen Kriterien der Stabilitit
statistischer Zahlenwerte beschiftigt haben, — die iiberwiegende Mehrzahl der
Statistiker bekundet fiir diese Frage nicht das geringste Interesse — sonst keine
bekannt, die sich die von Markoff beanstandete These zu eigen gemacht hitten.
Gilt somit seine Polemik Le xis und mir, so hitte er sich die einschlégigen Schriften
von Le xis und meine hierher gehrenden Arbeiten etwas genauer ansehen miissen.
Die letzteren zitiert er zwar in der 3. Auflage seiner ,, Wahrscheinlichkeitsrechnung**
(S. 226), aber an unrechter Stelle, ndmlich zum Kapitel iiber die Wahrscheinlich-
keiten von Hypothesen und kiinftigen Ereignissen (!), wodurch zum Uberfluf}
bewiesen wird, daB er iiber den Inhalt dieser Arbeiten nur unvollkommen unter-
richtet ist. Seinen vorhin zitierten Artikel schlieBt Markoff mit den Worten:
,, Jch benutze die Gelegenheit, um auszusprechen, daB einige der theoretischen
Untersuchungen Bortkiewiczs iiber Dispersion meiner Meinung nach grofe
Beachtung verdienen. Nach den vorstehenden Darlegungen sowie mit Riick-
sicht auf die Unzulinglichkeit, die Markoif iiberhaupt zur Schau tréigt, wenn
er gelegentlich, so auch in seiner ,,Wahrscheinlichkeitsrechnung*, auBlerhalb des
Gebiets der reinen Mathematik liegende Fragen berithrt, muf} ich bezweifeln, ob
er in der Lage ist, meine Arbeiten iiber die Dispersion statistischer Zahlenwerto
nach dem Grad der Beachtung, die sie verdienen, zutreffend zu rubrizieren.
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setz der grofen Zahlen“ fand bei Poisson ihre Begriindung in der
Annahme, daB beim ,,regellosen Wandel der zufilligen Ursachen,
d.h. im Fall einer Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen
Sinne eine groBere Versuchszahl als im Fall einer Elementarwahr-
scheinlichkeit (von gleichem Betrag) erforderlich sei, um der Beziehung

—g -~ p| =<9 in beiden Fillen die gleiche Wahrscheinlichkeit (W) zu
verleihen. Im Fall einer konstant zusammengesetzten Durchschnitts-
wahrscheinlichkeit ist aber die entsprechende Versuchszahl nicht nur
nicht grofler, sondern kleiner als im Fall einer Elementarwahrschein-
lichkeit!

Nun hat sich aber gezeigt, daBl jene Annahme, wie es Poisson selbst
nachtriaglich erkannt hat, irrtiimlich war'®). Hiermit entfillt der
Grund, den Ausdruck ,,Gesetz der groBlen Zahlen* in eine besondere
Beziehung zu dem Fall der Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigent-
lichen Sinn zu bringen. Ebensowenig empfiehlt es sich, vom ,,Gesetz
der groflen Zahlen‘* zu sprechen, wo man das Bernoullische Theorem
meint: schon aus dem Grunde, weil Synonyma im wissenschaftlichen
Sprachgebrauch lieber zu vermeiden sind. Es erscheint vielmehr
als einzig zweckméBig, den Ausdruck ,Gesetz der grofen

19) Siehe meine Ausfithrungen in der Enzyklopidie der mathematischen
Wissenschaften, I, S. 826—827, Fuflnote 13. Wihrend Poisson im Jahre 1837

schon die richtige Auffassung hatte, daBl die erwartungsmaBige Grofe von z_ P
s

in den beiden Fillen einer Elementarwahrscheinlichkeit und einer Durchschnitts-
wahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinne die gleiche ist, vertrat Czuber noch im

Jahre 1899 die falsche Ansicht, daf} ‘%-— pl im zweiten Fall erwartungsgemiB

grofer als im ersten sein miisse, ,,weil sich hier Abweichungen zweifacher Art
kombinieren* (Entwicklung, S. 81). Hierzu berief sich Czuber (S. 81—82) in
einem Atem auf die gegen Poisson gerichteten (leichtfertigen) polemischen Er-
érterungen Bertrands und Mansions und auf meinen ,,apologetischen Kommen-
tar® zumGesetz der grofen Zahlen (siehe Fufinote 7), glaubte aber letzteren in das
,,Gebiet der theoretischen Statistik verweisen und sich auf diese Weise iiber den
Widerstreit der Meinungen hinwegsetzen zu konnen. Solch eine Unterscheidung
zwischen ,,mathematischer Wahrheit* und ,,statistischer Wahrheit* war indessen in
diesem Fall um so weniger angebracht, als ich gerade die mathematische Grund-
legung des Gesetzes der groflen Zahlen bei Poisson verteidigt hatte. Erstin der
,» Enzyklopidie der mathematischen Wissenschaften (I, 8. 759) hat Czuber zuge-
geben, dafl Poisson mit seiner Identifizierung der beiden Fille einer Elementar-
wahrscheinlichkeit und einer Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinne

in bezug auf die erwartungsmiBige GroBe von l%——p , trotz Bertrand und

Mansion, vollkommen im Rechte gewesen war. J. Lottin (Quetelet statisticien
et sociologue, Louvain-Paris 1912, 8. 246—247) will das immer noch nicht wahr
haben und zeigt durch seine Polemik gegen Bienaymé, daB er von Poissons
»Recherches * nur die Vorrede (,,Préambule) kennt.
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Zahlen* fortan ausschlieBlich in dem Sinne, den er sich in
der Statistik erworben hat, zu verwenden: nimlich zur
Bezeichnung der ganz generellen (aus der Wahrschein-
lichkeitstheorie heraus zu erklarenden, aber an kein be-
stimmtes wahrscheinlichkeitstheoretisches Schema ge-
bundenen) Tatsache, dall statistische Haufigkeiten (und
Mittelwerte) bei unverinderlichen oder sich nur schwach
indernden allgemeinen Bedingungen des Geschehens mehr
oder weniger stabil bleiben, sofern ihnen hinreichend groBe
Ereigniszahlen zugrunde liegen?®). Diese Art, das Gesetz der

20) Dem Sinne nach &hnlich Czuber I, S. 155; fast {ibereinstimmend damit
2. Aufl,, S. 136 und 169, aber wesentlich anders 1. Aufl,, 8. 137. Vgl. A. Meinong,
Uber Moglichkeit und Wahrscheinlichkeit, Leipzig 1915, S. 580—602 und passim.
Abweichend davon J. von Kries, der das Gesetz der groBlen Zahlen als ,,ein
rein mathematisches Gesetz‘ charakterisiert (Logik, Tiibingen 1916, S.419; vgl
Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Freiburg i. B. 1886, S. 89—91).
Am vollstindigsten in bezug auf Benutzung der philosophischen, mathematischen
und statistischen Literatur und mit groBem Scharfsinn hat die Frage des Gesetzes
der groBen Zahlen Tschuprow (S. 177—282) behandelt. Wenn er aber in ter-
minologischer Beziehung dem Vorschlag F. Y. Edgeworths (,,The generalised
law of error, or the law of great numbers, im Journal of the Royal Statistical
Society, Vol. 69, S. 497—530 und ,,0On the probable errors of frequency constants,
ebendaselbst, Vol. 71, namentlich S. 389) das Wort redet, unter dem Gesetz der
groBen Zahlen die Tatsache zu verstehen, daf eine aus hinreichend vielen zu-
falligen GroBen, die verschiedenen Fehlergesetzen folgen konnen, zufillig gebildete
Summe (oder andere lineare Funktion) ihrerseits niherungsweise dem G auBschen
Fehlergesetz gehorcht, so kann ich mich dem nicht anschlieBen. Ich hatte mich
in einer ausfithrlichen Besprechung der 1. Auflage des Werkes Tschuprows (in
der russischen ,,Zeitschrift des Ministeriums fiir Volksaufklirung®, Bd. 25, 1910,
S. 356, FuBnote) dagegen gewandt, daB er den erwihnten Vorschlag Edgeworths
,originell“ nennt. Tschuprow beharrt in der 2. Auflage (S. 234, FuBnote) auf
dieser Charakterisierung und erwidert mir, ,,originell** sei nicht der Inhalt des
von Edgeworth als ,,Gesetz der grolen Zahlen* bezeichneten Lehrsatzes, sondern
die ,,Ausdrucksweise*. Tschuprow muB wohl den Umstand im Auge haben,
daB wihrend es sich bei Poisson um eine Aussage iiber ein empirisches Resultat
(z. B. auch iiber den arithmetischen Durchschnitt, somit eine lineare Funktion
einer groBen Zahl von zufilligen GroBen) handelt, das mit der entsprechenden
mathematischen Erwartung oder einem anderen analogen empirischen Resultat
annshernd tibereinstimmen soll, Edgeworth eine groBe Zahl analoger empirischer
Resultate ins Auge faBt und nicht sowohl ihre annéihernde Gleichheit als vielmehr
die Verteilung der Abweichungen der betreffenden Resultate von ihrem Durch-
schnitt nach deren GréBe ins Auge faBt. Aber diese (gesetzmiBige) Verteilung
héingt mit jener annéhernden Gleichheit aufs engste zusammen, und man braucht
nur die wahrscheinlichkeitstheoretische Norm, die doch auch Poisson fir die
Abweichungen aufstellt, sozusagen ins Statistische zu @bertragen, um auf das
Wesentliche desjenigen Sachverhalts zu kommen, der das Gesetz der groBen Zahlen
im Sinne Edgeworths ausmacht. Oder soll man von groBen Zahlen nur dor¢
sprechen diirfen, wo zahlreiche Resultate, von denen jedes auf zahlreichen
Einzelbeobachtungen beruht, in Frage kommen? Der Ausdruck ,,Gesctz der
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groBen Zahlen aufzufassen, schlieBt sich in formeller Hinsicht
der Auffassung Poissons insofern an, als auch bei ihm das Gesetz
der groBen Zahlen, seinem Wortlaut nach, nichts anderes als die
Stabilitdt der betreffenden statistischen Zahlenwerte, und zwar ohne
nahere Angabe des Grades dieser Stabilitét, pradiziert.

§ 3. Reihenvergleichung,

Stellt man eine Reihe zufilliger Groflen x, y, z ..., deren Zahl
mit n bezeichnet werden soll, der Reihe ihrer mathematischen Er-
wartungen, die, wie im §1, mit «,, f;, y;... bezeichnet werden
mogen, gegeniiber, so ist eine um so bessere Ubereinstimmung zwischen
diesen beiden Zahlenreihen zu erwarten, je kleiner die mittleren Fehler

von &, ¥, 2 ... sind. Dies folgt aus dem im § 1 bewiesenen Satz, daBl
fur jede der Differenzen oder ,,Abweichungen* |z — o, |, |y — B, ],
|2— y,|... eine Wahrscheinlichkeit, die gréfer als 1 — v—l2 ist, be-

steht, das v-fache des mafBgebenden mittleren Fehlers nicht zu iiber-
schreiten.

Es bietet unter Umstdnden ein Interesse, die Wahrscheinlichkeit,
daB nicht simtliche GréBen x, y, z ... das v-fache des fiir jede der-
selben mafBigebenden mittleren Fehlers iiberschreiten, ins Auge zu
fassen. Es sei diese Wahrscheinlichkeit mit P bezeichnet. Sind die
GréBen z, y, 2z ... unabhingig voneinander, so erhilt man

(1) 1_P<<v_12)”’

groBen Zahlen 148t solch eine ,,Potenzierung* keinesfalls als notwendig erscheinen.
Tschuprow hilt mir in seiner Replik noch entgegen ( ?!), daB die von mir unter-
strichene Verwandtschaft zwischen dem Standpunkt Poissons und demjenigen
Edgeworths schon von diesem ,,hinreichend beleuchtet* worden war. Darauf
hatte ich aber selbst hingewiesen. Ja, was Edgeworth (im Unterschied von
Tschuprow) anlangt, so scheint es mir fast, als ob er seine eigene Auffassung
fiir zu wenig ,,originell‘ hielte: er behauptet namlich (im ersten der beiden oben-
genannten Artikel, S. 516), daB auch Poisson mit dem Ausdruck ,,Gesetz der
grofen Zahlen die Vorstellung nicht von der Stabilitit der betreffenden empi-
rischen Resultate, sondern von der gesetzmiBigen Verteilung der Abweichungen
dieser Resultate vom Durchschnitt verbunden hitte. Der herrliche Titel (,,magnifi-
cent title“) ,,Gesetz der groflen Zahlen‘ passe nicht, meint Edgeworth, auf
etwas, das schon dem gewthnlichen Verstand (,,the ordinary mind‘‘) einleuchtet
(Tschuprow teilt diese Erwigung Edgeworths dem Leser nicht mit). Von
solchen Empfindungen war aber Poisson frei: handelte es sich doch fiir ihn bei
Aufstellung des Gesetzes der groBien Zahlen vielmehr darum, eine lingst erkannte
»Erfahrungstatsache* mathematisch zu begriinden (vgl. FuBinote 14); in seinen
Augen hatte die ,triviale* Stabilitdt der Resultate vor der ,,sublimen® Verteilung
der Abweichungen jedenfalls den Vorrang.
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wo 1 — P die Wahrscheinlichkeit, da8 simtliche % GréBen das v-fache
des fiir jede derselben mafigebenden mittleren Fehlers iiberschreiten,
zum Ausdruck bringt. Daher:

@) P>1_ 1

P21 :

Die Heranziehung dieser Ungleichung empfiehlt sich in den Fillen,
wo die festgestellten Abweichungen | — o, |, |y — f,], |2— ;|- ..
simtlich so groB sind, daB man Veranlassung hat, ihren zufilligen
Charakter anzuzweifeln. Sonst liegt es am niichsten, um ein Gesamt-
urteil dariiber, ob die festgestellten Abweichungen sich der Theorie
anpassen, abgeben zu kénnen, zunichst die Summe z +y + 24 ...
der Summe &, + f; + y; + ... gegeniiberzustellen. Sind z, y, 2
voneinander unabhéngig, so kommt hierbei Formel (22) des § 1 zur
Anwendung, und die Differenz zwischen x4y + 24 ... und
oy + B+ y1 + . . . kann zu dem mittleren Fehlen vonz 4y -2 4 . ..
in Beziehung gesetzt werden. Sodann 148t sich die Summe der Quadrate

3) @—o)?+ =)+ =)+ ..
mit der Summe der mittleren Fehler
(4) M2 (x) + M2(y) + M2(2) - . ..

vergleichen. Die mathematische Erwartung von (3) ist ndmlich durch (4)
gegeben, und zwar einerlei, ob die GroBen 2, y, z . . . unabhingig von-
einander sind oder nicht. Man ist im allgemeinen berechtigt, die Uber-
einstimmung zwischen Theorie und Erfahrung um so befriedigender zu
finden, je weniger die beiden Summen (3) und (4) voneinander ab-
weichen. Wollte man aber diese Ubereinstimmung genauer beurteilen,
so miifite man den mittleren Fehler des Ausdrucks (3) in Betracht
ziehen. Da kann es nun vorkommen, daf die Berechnung dieses mitt-
leren Fehlers wegen der stochastischen Beschaffenheit der GréBen

x, y, z... auf Schwierigkeiten sto8t, wihrend der mittlere Fehler
des Ausdrucks

(5) a(x— )2+ by — B2+ clz—p)2+ ...,

wo @, b,c... passend gewihlte Konstanten, d.h. vom Zufall un-

abhéngige Grofen sind, sich leicht bestimmen laBt. Wenn es sich so
verhalt, ist es angezeigt, statt der beiden Ausdriicke (3) und (4) die
beiden Ausdriicke (5) und

(6) a M2(x) + b M2(y) + ¢ M(2) + .. -,

welch letzterer Ausdruck als die mathematische Erwartung von (5)
erscheint, miteinander zu vergleichen.

Dies soll im folgenden an zwei besonderen Fillen, die als Schema A
und Schema B bezeichnet werden, des niheren dargetan werden. Im
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Anschlufl daran sollen um ihres prinzipiellen Interesses willen die
Reihenvergleichungen, zu denen Lotterieziehungen Anlal geben, zur
Sprache gebracht werden.

Schema A.

Es liegen n Ereigniszahlen x; vor, denen die Versuchszahlen s
und die Wahrscheinlichkeiten (des Eintreffens des in Frage stehenden
Ereignisses bei jedem der s, Versuche) p, entsprechen. Dabei wird
angenommen, dafl die GréBen p, Elementarwahrscheinlichkeiten oder
Durchschnittswahrscheinlichkeiten im eigentlichen Sinne sind und daf
die Ereigniszahlen a; unabhingig voneinander sind.

Den Formeln (13) und (14) des § 2 zufolge hat man

(7 C(xr) = s P
und
(8) M2 (@) = sk Pr G >

wo ¢ =1 — p. Man erhialt zugleich auf Grund der Formeln (6)
und (22) des § 1:

9) G:(;Exk):z‘*gkpk

1
und

(10) m2(2‘%)=2’:8k1’k%-
1 1

Man stelle ferner x;, der Formel (7) des § 2 entsprechend, in der
Form

(11) @, = Dh&,
1
dar und setze
(12) C{&—m)V) =d,.

Da &, nur die beiden Werte 1 und 0 annehmen kann, wobei dem
Wert 1 die Wahrscheinlichkeit p, und dem Wert 0 die Wahrschein-
lichkeit g; zukommt, so hat man €(&;) = p; und

(13) d,=0,
(14)  do=Q—2)* P + (0 — P)> @ = e i »
dy=(1— 22 + (0 — P) @ = P (0} + )
oder auch, da
it+ad=m+1—pP=1-3p+3p=1—3nq,
(15) dy=pe s — 39} G} -
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Man fasse alsdann die mathematische Erwartung von (z; — s; pi)t
ins Auge. Es ist:

8k

N
(16) (1 — sipp)t = { D& — pk)} .

T
Hieraus folgt mit Riicksicht auf (12):

(7 { C{me — st pe)t) = s dy + 4 (s — 1) dgdy + 383 (s, — 1) 3
+ 6sp(s — 1) (s — 2) dydi + (s — 1)(s — 2)(s — 3) df,

und auf Grund der Formeln (13), (14) und (15) geht (17) in

(18) E{(m — s Pe)*) = 35k Piqi + 8 e (1 — 6 pe )

itber. Die beiden Formeln (8) und (18) ergeben nunmehr nach MaB-
gabe der Formel (15) des §1:

(19) M2 (2 — s Pe)?) = 253 PEGE + e e de (1 — 61 i)
oder auch

_ 2 —
20) EIRZ{(xk 8% Pr) }=2+ 1 61’1:@.
Sk Pr Qk Sk Pr Tk
Man erhilt daher, wenn man den Ausdruck
1 N (@ — %Py
21 2 = k———
®h ? n 2 St Pr Gk
bildet, den Formeln (8) und (20) zufolge:
(22) €@ =1
und
2.1 \al—6pq
23 M(Q?) =—+ — Db———
(23) @)=+ P,

oder naherungsweise (sofern die Produkte s; p; g3 entsprechend gro8
sind):

2
(24) M(Q?) = — .

n

Um den Ausdruck @2 als einen besonderen Fall des Ausdrucks (5)
zu erkennen, mufl man sich z, y, z... als dargestellt durch die Er-
eigniszahlen @, &4, 1, 7, - - . als dargestellt durch die Produkte s; p;
und die Koeffizienten a, b, ¢ . . . als dargestellt durch die Quotienten

1

7 Sk P Ix 1
Ausdruck (6) gleich - und der Ausdruck selbst gleich 1, wie es auch

denken. Demgemill wird jeder der Summanden in dem

der Formel (22) entspricht.
Man hat also in diesem Schema in erster Linie die Summe der
Ereigniszahlen mit der nach Formel (9) berechneten mathematischen
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Erwartung dieser Summe zu vergleichen. und die Differenz zwischen
diesen beiden GréBen auf den nach Formel (10) berechneten mittleren
Fehler der genannten Summe zu beziehen und in zweiter Linie nach
Formel (21) den Quotienten @2 zu bilden, ihn mit 1 zu vergleichen
und die Differenz zwischen @2 und 1 auf den nach Formel (23) bzw. (24)
berechneten mittleren Fehler von @2 zu beziehen.

Schema B.

Durch s Versuche werden ebenso viele empirische Werte einer zu-
filligen GroBe x, deren mathematische Erwartung durch Formel (1)
des §1 gegeben ist, festgestellt. Dabei haben die Gréfen z; den
Charakter von Elementarwahrscheinlichkeiten oder von Durchschnitts-
wahrscheinlichkeiten im eigentlichen Sinne. Die Zahl der Versuche
unter den s Versuchen, die das Ergebnis x = a; geliefert haben, sol
mit I; bezeichnet werden, so daf}

m

(25) Dil=s.

T
Man hat zugleich den Formeln (13) und (14) des § 2 zufolge:

(26) €l) = sm

und

(27) M) = s (1 — 7).
Setzt man alsdann

(28) li—Sﬂ,;=8¢,

so erhilt man, unter Mitberiicksichtigung der Formel (2) des §1,
aus (25) bis (28):

m

(29) Dig=0,
1
(30) €(e) =0,
(31) C(eh) = sm(l —m).

Man bilde nunmehr den Ausdruck

2

m g’.
(32) x® =2 pusa
(2

1

was soviel bedeutet, dal in der allgemeinen Formel (5) fiir die Koeffi-

. . . 1
zienten a, b, ¢ . .. die Quotienten pull fir 2,9,z ... die GréBen I,
4o

und fir «,, f,, y, ... die Produkte s=n; einzusetzen sind. Aus (32)
ergibt sich mit Riicksicht auf Formel (31) und auf Formel (2) des § 1:

(33) C(yt)=m—1.
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Der mittlere Fehler von y2? liBt sich an der Hand der Formel
(34) M2(x®) = C(x') — (m — 1)?

wie folgt bestimmen. Man nehme an, daBl zu den s Versuchen ein
neuer Versuch hinzutritt, und betrachte zunichst die mit €;(x},,)
zu bezeichnende bedingte mathematische Erwartung von x* bei s + 1
Versuchen, die der Voraussetzung entspricht, daB sich beim s+ 1-ten
Versuch # = a; ergibt. In dieser Voraussetzung erhélt man — wenn
man auch bei y2 durch einen Index auf die betreffende Versuchszahl
hinweist — :

Zsz+1=<lj+(ls-|-s+l ' 2{l (s —T—+1 +2 & s(:{g-—}il ”@}2_
Ferner findet man:
Gi+1—@6+D)a=6+20—m)g+1—2n, 4 a7,
(Li— G+ a2 =e—2me+ a7,
somit wegen (29) und (32):
(35) (s+l)xf+1=8x?+27jj+ 5

7

Erhebt man (35) zum Quadrat, so erhélt man:

de 7)) 4syley 28 (l—m;) 41— m)e
s+ g =8+ ’+( :rﬂ]) + ::C "+ Z(n. j)+ ( ? 2
i j j i

und wegen (30), (31) und (33):
4s(l — — 71;)?
(8 + ) (Za+1) = 32@(%.!) + 8( T ”]) + (1 n?nj)
J

2(m — 1)s(1 — 7)

Ty

(36)
+

Der am SchluB des § 1 formulierten Regel zufolge ist aber

(37) C(xtn) = ij G(x8) »
und so fithrt (36) zu:
& 1
(38) (s + 12C (hr) = 2 C(zf) + 2s(m2 — 1) — @m— 1) + DI—.
1 (]

Bei s =1 erhdlt man in der Voraussetzung, daB 2 =gy

L=1, L=L=... =ly=...ln=0,
so dalB3
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woraus
1—um (1 — a;)2
2 7 4 _ j
X = 7 ) Y41 ﬂ?
und allgemein
wW o ol—m)? vl
(39) S = 2 =2 —am

folgt. Unter Beriicksichtigung von (39) und unter Substituierung
von r an Stelle von s kann (38) in der Form

(40) (r + 126 (1s) = 2 € () + 27(m* — 1) + E(x1)
geschrieben werden. Aus (40) findet man nunmehr:
-1 -1

SHr+D2C (k) = 2 2 C () +s(s— 1) (m2— 1) + (s — ) E(y1)

1 1

oder auch:
s2€(xs) = s(s — 1) (m* — 1) + s € (x1)
und wegen (39):
G—Dm—1)—2m+1 191
S04y o i) Sali
@) e = , T2
Auf (34) zuriickgreifend, erbilt man schlieflich unter Weglassung des

Index bei y?

m

— — _ 2
@ ey = EEDEEDE L SN
1 (]

Setzt man

m
1 ] 1
m VIl = Tty —1 m o T T

m - 7T

wobei also 7, das arithmetische und 7, das harmonische Mittel der
m Werte m; bedeutet, so erhidlt man

s m 1 m
me = ——, _— =,
T T Tt
m

2 1 m (7, — 7tp) _ mz(”a—' 7) )

daher

T Tlq TTp TTh,

1
Dementsprechend geht (42) in

26— (m—1)

s 8Ty

m? (7, — 713)

(43) M2(5%) =

tiber.
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In dem Fall, wo
1

(44) MM = Ty =

ist 7, = 7, somit

(45) me(yy = 26— m=1)

8

und bei hinreichend groflem s kann man sich, und zwar auch dann,
wenn (44) nicht erfiilllt ist, mit der Annéherung

(46) M2(x?) = 2(m — 1)
begniigen, es sei denn, dall eine oder mehrere unter den GréBen m;

sehr klein im Verhaltnis zu 71n sind ).

Bei diesem Schema ist die Summe der in Frage stehenden zufilligen
GroBen (I;) laut Formel (25) eine konstante, d. h. vom Zufall unab-
hingige Grofe, und darum kommt die Priifungsmethode, welche in
einem Vergleich der betreffenden Summe mit ihrer mathematischen
Erwartung besteht, hier in Wegfall. Man hat vielmehr den Ausdruck y2
nach Formel (32) zu berechnen, ihn mit seiner mathematischen Er-

1y Die GroBe 42 als ein Ausdruck, an welchem die Ubereinstimmung zwischen
einer empirischen und der entsprechenden wahrscheinlichkeitstheoretischen
»Klassenverteilung® gegebener Elemente in summarischer Weise gepriift werden
kann, ist von Karl Pearson (,,On the criterion ete.” in Philosophical Magazine,
Vol. 50, 1900, S. 157—175, vgl. Pearson, Tables for Statisticians and Biometri-
cians, Cambridge 1914, S. XXXIff.) in Vorschlag gebracht worden. Das Eigen-
artige dieses Vorschlags besteht darin, daf3 die betreffenden Fehlerquadrate, d. h.
die im Text als (I;— sx;)? bezeichneten GroBen, statt auf die Quadrate der
mafigebenden mittleren Fehler, d. h. auf diec GréBen s=;(1 —#;), auf die maB-
gebenden mathematischen Erwartungen, d. h. auf die GroBen s z; bezogen werden.
Gerade dadurch kommt man auf die einfache Formel (43). Diese (exakte) Formel
findet sich aber bei Pearson nicht. Er unterwirft vielmehr 32 einem Fehler-
gesetz, welchem die Niaherungsformel (46) entspricht und welches zur Voraus-
setzung hat, daB jede der Zahlen I; gro8 ist. Bei Ableitung dieses Fehlergesetzes
handelt es sich im wesentlichen um ein Problem, das bereits ein Vierteljahrhundert
vor Pearson von R. Helmert (,,Uber die Wahrscheinlichkeit von Potenz-
summen der Beobachtungsfehler usw.* in der Zeitschrift fiir Mathematik und
Physik, XXI. Jahrg., 1876, S. 192—218 und ,,Die Genauigkeit der Formel von
Peters usw.“ in den Astronomischen Nachrichten, Bd. 88, 1876, S. 113—127)
gelést worden ist. Trotzdem stellen W. P. Elderton (Frequency curves and
correlation, London 1906, S. 140—143) und F. Y. Edgeworth (,,Probability*
in The Encyclopaedia Britannica, 11th ed., Vol. XXII, 1911, S. 400) die Sache
so dar, als ob hier eine originelle Leistung Pearsons vorlige. Ebensowenig er-
wihnt Pearson selbst diese Koinzidenz. Dal} sie ihm entgangen ist, ist um so
auffallender, als Helmerts Ableitung in Czubers ,,Theorie der Beobachtungs-
fehler (S. 147—163) wiedergegeben ist, somit in einem Werke, das in dem von
Pearson geleiteten und iiber zahlreiche wissenschaftliche Hilfskrifte verfiigenden
,,Galton Laboratory‘ doch nicht ganz unbekannt sein diirfte. Vgl. auch Czuber,
Entwicklung, S. 176 und 204.

v. Bortkiewicaz, Iterationen. 5
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wartung, d. h. mit m — 1 zu vergleichen und die Differenz zwischen
%% und m — 1 auf den nach Formel (43) bzw. (46) berechneten mitt-
leren Fehler von 2 zu beziehen.

Das Wesentliche des betrachteten Schemas ist, daB bestimmte
empirische Resultate nach gewissen Klassen gruppiert werden, wobei
die Klassenzugehorigkeit als vom Zufall abhingig gedacht wird. (Die
Zahl der Resultate ist s, die Zahl der Klassen m, die Zahl der Resultate,
die in die i-te Klasse fallen, l;, die Wahrscheinlichkeit, daBl ein Re-
sultat in die i-te Klasse fillt, 7;.) Es kommt hingegen fiir die Giltig-
keit der obigen Ausfithrungen iiber y2 keineswegs darauf an, ob die
in Frage stehende Gruppierung nach einzelnen Werten einer zufilligen
GrofBe (wie im vorstehenden angenommen worden ist) oder in anderer
Weise, z. B. nach ,,Stufen*, in welche sich diese Werte einteilen lassen,
erfolgt. Ja, es ist nicht einmal notwendig, daB fiir die Klassenzugehérig-
keit ein quantitatives Merkmal maBgebend sei. Es konnen ebensogut
qualitative Unterschiede zwischen den betreffenden empirischen Resul-
taten der Gruppierung dieser Resultate zugrunde gelegt werden. Anders
ausgedriickt, gelten die vorstehenden Darlegungen auch in dem Fall,
wo die Grofen a; eine blofl symbolische Bedeutung haben.

Lotterieziehungen.

Die Zahl der Nummern in der Lotterie ist n. Es finden s Ziehungen
von je einer Nummer statt. Die Wahrscheinlichkeit, da8 eine bestimmte

Nummer erscheint, ist bei jeder Ziehung durch ;11’— gegeben. Man setze
1 . . .
o= p, 1 — p =gq. Bezeichnet man mit m; die Zahl der Ziehungen,

in denen eine bestimmte Nummer ¢ erscheint, so hat man

47) E(m;) =sp
und
(48) Me(my) =spq.

Bildet man den Ausdruck

n

D1 (m;— s p)?
(49) @R=
nspgq

so ist der Formel (48) zufolge:
(50) C@)=1.
Die beiden Formeln (49) und (50) sind den Formeln (21) und (22)

durchaus analog. Was aber jetzt den mittleren Fehler von @2 betrifft,
so darf er nicht nach Analogie mit Formel (23) bestimmt werden,
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weil die Ereigniszahlen m; nicht unabhéngig voneinander, sondern
durch die Bedingung

(51) Zn?mi =8
1

miteinander verbunden sind. Hier ist vielmehr das Schema B anzu-

wenden, und setzt man
n

Z (m; — s p)?

1

59 Sy 2
(52) ppe b
so findet man der Formel (45) zufolge:

26— 1) (n—1
(53) M2(42) = _(__l(_,l .

Es besteht aber zwischen @2 und y%, wie aus einer Gegeniiberstellung
von (49) und (52) hervorgeht, die Beziehung

(54) =t _ 2
nq n—1
Daher denn wegen (53):
2(s —
o 2(02) —
(55) QY =0
oder bei groflem s
2
= 2 2) — _ .
(56) M(Q) = —— .

Ein Vergleich dieser Formel mit Formel (24) zeigt, dal die zwischen
den Ereigniszahlen m,; bestehende Abhingigkeit den mittleren Fehler
von Q2 annshernd im Verhiltnis von }7 zu Jn — 1 erhoht.

Modifiziert man nunmehr die Bedingungen der Aufgabe dahin,
daB jeweils nicht eine Nummer, sondern £ Nummern gezogen werden
n—k

n
ohne weiteres ein, daB die Formeln (47) bis (50) bestehen bleiben,
Was aber Formel (53) anlangt, so bedarf es einer besonderen Unter-
suchung dariiber, ob sie ihre Giiltigkeit beibehalt.

Man setze m; — s p = u; , so daf

k
und setzt man dementsprechend = P, = ¢, s0 leuchtet es

7°

(57) Diu; =0,
1
und fithre noch die Bezeichnung

n

(58) Diut = 4,

1
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ein, so daf}
(59) e
nspq
und
. E(4)

M2(O2) — — T8
(60) M) = s o
Aufierdem hat man:
(61) Clw) =0,
(62) Cu))=spq,
(63) C(4,)=nspgq.

Man betrachte zunéchst, mit Riicksicht auf das Folgende, die mathe-
matische Erwartung des Quadrats der Summe

k
(64) U= Diu.
1
Es ist
(65) C(U2) = L C(ud) + k(k~ 1) Gl w)) .

Es sei (;(u;) dic bedingte mathematische Erwartung von u;, die der
Voraussetzung entspricht, daB der im Produkt w;u; auftretende
Wert u, bzw. der zugehorige Wert m; gegeben ist. Dabei ist ¢ = 4.
Wenn bei s Versuchen Nr.¢ m; Male erschienen ist, so wird die Wahr-
scheinlichkeit des Erscheinens von Nr. 4 bei m; aus diesen s Versuchen

k—1 .
durch 1 und bei den iibrigen s — m; Versuchen durch k 1
_ n —

ausgedriickt. Daher:
Comik— 1+ s—m)k sk

C;(u) = n— 1 ol
Uu;

G; (”j) = — w1

. 1 g 8

Sluw) = = ooy ) = —

und, mit Ricksicht auf (65):
k(k—1)spq _ sn?plgt
n— 1 T on—1

(66) C(U2)y=kspqg—

__ Bei einem gegebenen A} ist A}, in der Annahme, daB bei der
8 + 1-ten Ziehung die Nummern 1 bis £ exscheinen, wie folgt zu be-
stimmen. Man hat:
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k mn
Agy =D0{m; + 1 — (s + 1) p)2 + Di{m; — (s + 1) p)2,
1 E+1
mi+1—(+1)p=u-+q
m;—(s+ 1)p=1u—9p
Agpy=A;+2qU + k> +2pU 4 (n— k) p?*,

woraus vermoge der Substitutionen k=np, n—k=nq,p+qg=1

und As+1:As+2U‘|"npq
(67) A, =AM 4U° +n2p2 @ + 44,U + 24,mpg+4Unpg
hervorgeht.

Wiirde man A%, in der Annahme bestimmen, daB bei der s+ 1-ten
Ziehung nicht die Nummern 1 bis k, sondern beliebige andere & Num-
mern erscheinen, so erhielte man einen Ausdruck, der sich wie (67)
schreiben lieBe und worin unter U die Summe von k anderen Ab-
weichungen u; zu verstehen wire. Dabei wiirde Formel (66) ihre

Giiltigkeit behalten. Da zugleich alle (Z) moglichen Annahmen dariiber,

welche Nummern herauskommen, gleich wahrscheinlich sind, so erhilt
man aus (67) auf Grund der Formeln (61), (63) und (66):

2 m2 42
6(42) = (ap 4 22O E IR

+ n2 p‘l q2

und w1

s-1 ‘ s-t _ —1 1) %2 p2 g2

6t = () e DO DWPE | gy
woraus . 2,9 9
(@8) (42 = (ap + T DO DI () e e

n—1
folgt. Es ist aber
A} = {k(1 — p)* + (n — k) p2)? = n® p* 2.

Daher geht (68) i
(632;)er e )ln@(ﬁ):iﬁﬁﬂ(ﬁiﬂﬂ

n—1
itber, und auf (60) zuriickgreifend, findet man, in Ubereinstimmung
mit (55):
o 2—1)
2 2y — v 7
(70) M@ = =y

Der Umstand, daB jedesmal statt einer Nummer mehrere Nummern
gezogen werden, iibt sonach auf den mittleren Fehler von @2 keinen
EinfluB3 aus?).

2) In meinem Artikel ,,Realismus und Formalismus in der mathematischen
Statistik (Allgemeines Statistisches Archiv, Bd. IX, 1915, S. 252, Fulinote 26a,
und S. 254, FuBinote 29a) habe ich Formel (70) auf zwei Beispiele angewandt,
von denen das eine von H. Westergaard und das andere von Czuber herrithrt,



70 Die Stochastik der Iterationen.

Drittes Kapitel.
Die Stochastik der Iterationen.

§ 1. Die Zahlen der Iterationen von gegebener Liinge.

Die Iterationen werden zum Gegenstand einer stochastischen Be-
trachtung dadurch, dafl man die Tatsache, ob ein bestimmtes Element
von der Art A4 oder von der Art B ist, unter die Herrschaft des Zu-
falls stellt. Es sei fir jedes Element die Wahrscheinlichkeit, ein A-
Element zu sein, mit p, und die Wahrscheinlichkeit, ein B-Element
zu sein, mit ¢ bezeichnet. Hiernach ist:

(1) pPtg=1.

Die Wahrscheinlichkeit, daB} eine bestimmte Sequenz zu #n eine
A-Tteration ist, wird durch p*, und dafl sie eine B-Iteration ist,
durch ¢”* ausgedriickt. Hiernach erhalt man p* 4 ¢" als Wahrschein-
lichkeit fiir eine Sequenz zu =, eine Iteration iiberhaupt, d. h. gleich-
viel welcher Art zu sein.

Man fithre die abkiirzende Bezeichnung

2) Pt =
ein und verweile, mit Riicksicht auf die nachfolgenden Darlegungen,

einen Augenblick bei den GréBen r,. Auf Grund von (1) hat man
p*tl = p*"(1 — ¢) und ¢"*! = ¢"(1 — p). Daher die Rekursionsformel

3) "Tnt1t =Ty — PG Tp-q-
Setzt man hierin # 4- 1 bzw. n — 1 fiir n ein, so erhéalt man:
4) Tnig = Tny1 — P q7n
bzw.
(5) "Tn=Tno1 — DPqTh-2-
Ferner ergibt sich aus (3) und (4)
(6) "= Tng1 = PG 7Ta-1
(7 Tntl — Tnye = Pq Ty,
woraus
(8) Tp— 2 Tasl + Tng2 = P Q('rn—l — Tn)
und mit Riicksicht auf (5)
9) Tn— 27p41 + Tnyz = PE2@% rn_s
folgt.
Der Formel (2) zufolge hat man:
(10) To=2,

(11) ’I'l = ] )
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und Formel (3) gestattet die Werte von 7,, von % = 2 an, durch
algebraische Summen der mit bestimmten numerischen Koeffizienten
versehenen Potenzen des Produkts p g darzustellen. Die betreffenden
Formeln bieten bei kleinen Werten von n unter Umstinden einen
praktischen Vorteil vor der Formel (2), und sie mdgen hier fir n = 2
bis 7 mitgeteilt werden. Diese Formeln sind:

12) rp,=1—2pgq
13) rs=1—3pq
rp,=1—4pq+2p?¢?

)
15) rs=1—5pqg-+ 5p?q¢?
(16) rg=1—6pqg+9p2qg®— 2p3¢®
a7 rp=1—Tpqg+14p2¢>—Tp3¢3.

Um die Erérterungen iiber die GroBen r, zum AbschluBl zu bringen,
sei noch auf die Beziehung
_ Ther ™ Tgg

(18) Th+7‘h+1+...—|—7'k—— pq

hingewiesen, die sich ohne weiteres auf Grund der fiir die Glieder
einer geometrischen Reihe geltenden Summierungsformel aus (2) ergibt.

Es soll nunmehr an die Bestimmung der mathematischen Erwartung
von 4, und von ¢, somit der GréBen €(i,) und €(:2), geschritten
werden. Sind diese beiden Grofien bekannt, so 1aBt sich auf Grund
der Formel (15) des § 1 des 2. Kapitels der mittlere Fehler von 4,,
somit die Gréfe M(¢,), bestimmen.

Man nehme die beiden Sonderfille n =1 und n = N vorweg. Da
jede Sequenz zu 1 eine Iteration ist und da die Zahl dieser Sequenzen
laut Formel (15) des § 3 des 1. Kapitels N betriigt, so hat man:

(19) €@) =N, CE@@)=NnN2 M@E)=0.

Was aber den Fall # = N anlangt, so erhilt man, da die Wahrschein-
lichkeit einer Sequenz zu N, eine Iteration zu sein, sich auf p" + ¢"
oder 7, stellt und da laut Formel (16) des § 3 es nur eine Sequenz
zu N gibt:

(20) Ciy) =ry, €@} =ry, M(y)=ry(l—r1ry).

Es verbleiben die Fille, in denen die Bedingung 1 <2 < N er-
fullt ist. Hier entspricht jeder Sequenz zu % ein bestimmtes, und
zwar jeweils ein anderes Anfangselement. Es sei x, die Zahl der Itera-
tionen zu » mit dem Anfangselement Nr. a. Offenbar kann z, nur
die beiden Werte 1 und 0 annehmen, und zwar ist die Wahrschein-
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lichkeit, daB x, =1, durch 7,, und die Wahrscheinlichkeit, daf x, =0,
durch 1 — 7, dargestellt. Daher denn:

N
v

(21) in = J8Z,,

1

(22) C(ag) = 1

und nach dem fiir die mathematischen Erwartungen geltenden Ad-
ditionssatz

(23) E(ey) =Nry.
Um €(22) zu bestimmen, hat man von
N N
(24) it = ia, i,
1 1
auszugehen. Es ist:
. o X
{25) va’xb:xZ“i"Exaxb"‘Z’xaxb)
T T atl

wobei im Fall @ = 1 das mittlere und im Fall ¢ = N das letzte Glied
auf der rechten Seite von (23) verschwindet. Man hat zunichst:

(26) C(wy) =1y .

Was sodann §(x, z;) anlangt, so ist zu berticksichtigen, daf3 das Pro-
dukt 2,2, den Wert 1 oder 0 annimmt, je nachdem die beiden Se-
quenzen (@, n) und (b, n) Iterationen sind, oder dies nicht zutrifft,
sei es, dall die beiden keine Iterationen sind, sei es, dal nur eine der
beiden eine Iteration ist. Demnach wird €(x,z,) ausgedriickt durch
die Wahrscheinlichkeit, dal die beiden Sequenzen (@, n) und (b, n)
Iterationen sind. Diese Wahrscheinlichkeit bestimmt sich, wenn die
betreffenden Sequenzen inhaltsfremd sind, nach dem Satz, daB die
Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen Eintreffens zweier voneinander
unabhéngigen Ereignisse dem Produkt ihrer Wahrscheinlichkeiten gleich
ist, und wenn die betreffenden Sequenzen inhaltsverwandt sind aus
der Erwigung heraus, dal es hierbei darauf ankommt, ob die durch
Zusammenlegung der beiden Sequenzen entstehende Sequenz eine
Iteration ist oder nicht, wobei noch zwischen einseitiger und doppel-
seitiger Inhaltsverwandtschaft zu unterscheiden ist. So ergeben sich
die drei Fille, in denen die Sequenzen (a, #) und (b, %) 1. inhaltsfremd,
2. einseitig inhaltsverwandt und 3. doppelseitig inhaltsverwandt sind.
Im 1. Fall besteht die Beziehung

27 Ca 2p) = 72
Im 2. Fall kommt durch Zusammenlegung der beiden Sequenzen
(@, n) und (b, n) eine Sequenz zu 2 n — m zustande. Daher denn

(28) G‘(:L‘a Ty == Ty
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Im 3. Fall kommt durch Zusammenlegung der beiden Sequenzen
(@, n) und (b, n) die Totalgruppe zustande, woraus folgt, daB in diesem
Fall
(29) Ca,ap) = 1y -

Ist n << {(N + 2), so kann nach den Ausfilhrungen des § 3 des
1. Kapitels keine doppelseitige Inhaltsverwandtschaft entstehen, und
gehoren zu jeder Sequenz (@, n) 2(n — 1) einseitig inhaltsverwandte
Sequenzen, von denen je zwei 1,2...7n — 1 Elemente mit der be-
treffenden Sequenz gemeinsam haben, wihrend die Zahl der zugehorigen
inhaltsfremden Sequenzen N — 2n 4 1 betragt. Man findet daher
aus (25), (26), (27) und (28):

N n-1
(30) (S;(xaExb> =1, + N =2n+ 172+ 2Zm Tan—m -
T 1
Auf Grund von (18) hat man aber
& Tnyg — T
(31) Z’”’zn—m = n+2 - TAndl
T

pq
go dal Formel (30) in

1

(32) @(vaNiwb>=rn+2(r"—”;ZM+(N—2n+1)r3,
iibergeht. Letztere Formel ergibt wegen (24):

) 6@ =Nt L s — o) + = 204 1),
und die beiden Formeln (23) und (33) fithren schlieBlich zu
6 W) = N ru s = a) = @0 — 1.

Fir n = 2 und # = 3 findet man mit Benutzung der Formeln (12)
bis (17):

(35) M2(5)) =4Npg(l—3p9),

(36) M2(i5) = Npg(®—3lpq),

wobei letztere Formel nur bei N > 4 anwendbar ist, da bei N = 4
die Bedingung n << 1 (N -+ 2) nicht erfillt ist.

Was nunmehr diejenigen Werte von n anlangt, fir welche die Un-
gleichung bzw. Gleichung »n = (N -+ 2) gilt, so gibt es hier nach den
Ausfithrungen des §3 des 1. Kapitels jeweils 2n— N — 1 bzw.
2(N — n) Sequenzen, die mit der gegebenen Sequenz doppelseitig
bzw. einseitig inhaltsverwandt sind, wobei je zwei unter den einseitig
inhaltsverwandten 2n — N, 22— N 1...2— 1 Elemente mit
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der gegebenen Sequenz gemeinsam haben. Man kommt daher auf
Grund von (25), (26), (28) und (29) zu:

N

fn-1
37 (S(xaExb> =1+ Cu—N—1)ry+2Dnrsy_p.
2n-N

1

Ferner erhilt man der Formel (18) zufolge:

n-1
. Tnie ~— TN 42
(38) Zm Ton-m = >
2n-N Pq
somit,

N

¢ (maZI; x,,)
T

=N

2
=1+ 2n—-N— 1)7‘N+ﬁ(7'n+2— TN42)s
(39)  €(:) Tn

{

) wei) =N + p%( — v+ @n— N = ry— N,

2
+ ﬂ("nw —Ty4e) + (20— N — l)TN}

und schlieBlich

Diese Formel 148t sich fiir den besonderen Fall n = N — 1 leicht
nachpriifen. Setzt man in (40) N — 1 firr # ein, so erhélt man unter
Beriicksichtigung von (4):

(41) Emz(iN_l) == N{rN—l + (N —_ 1) ry — N T%\'—l} .

Nun lehrt aber eine einfache Uberlegung, daB iy_, nur die beiden
Werte N und 1 annehmen kann, wobei dem Wert N die Wahrschein-
lichkeit 7y und dem Wert 1 die Wahrscheinlichkeit N (p¥-1q +¢¥-!p)
zukommt. Letzterer Ausdruck geht auf Grund von (5) in N(ry_y— ry)
itber. Daher

Cliy-1) =Nry+ N(ry_r—1r5) = Nry_q,

C(®y_1) = N2ry + N(ry_y — 7»)
und schlieBlich

(42) Me(ly_) =NN —1L)ry + Nryo— N2riy_,.

Wie man sieht, stimmen die beiden Formeln (41) und (42) miteinander
itberein,

Sie gelten iibrigens fiir den Fall N = 3, und zwar nur fiir diesen
Fall, nicht, weil hier die Bedingung n = 4 (N 4 2) nicht erfullt ist.
Es besteht vielmehr in diesem Fall die Ungleichung » < L (N + 2),
und dementsprechend kommt Formel (34) bzw. (35) zur Anwendung.
Setzt man in (35) N = 3, so findet man: IM2(¢) =12pq(1— 3 pg).
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Auch dieses Ergebnis laft sich leicht direkt gewinnen. Es kommen
namlich die 8 moglichen Falle

AAA AAB ABA ABB BAA BAB BBA BBB
in Betracht, denen die Wahrscheinlichkeiten
p*  pq¢ Pq¢ p¢® P¢ P P ¢
und die Zahlen
3 1 1 1 1 1 1 3

der Iterationen zu 2 entsprechen. Nun hat man aber p3+¢*=1—3py,
und die Summe der ibrigen 6 Wahrscheinlichkeiten betrigt 3pq.
Daher G (i) =3(1—3pg)+3pg=3—6pg, €(E)=9(1—3pg)
4+ 3 pg=9— 24 p q und schliellich M?(4;) =9 — 24 pg— (3 — 6pq)?
=12pqg—36p2q2=12pq (1 — 3pgq), wie vorhin.

Bei einigermafien grofem N scheidet der Fall, wo n=1 (N + 2),
praktisch aus, weil die nach Formel (23) sich ergebenden erwartungs-
méBigen Zahlen der Iterationen schon bei einem im Vergleich zu N
kleinen 7 sich kaum von Null unterscheiden. Hier kommt somit von
den beiden Formeln (34) und (40) nur die erste in Betracht. Soweit
man nun bei dieser Sachlage unter den praktisch in Betracht kommen-
den Iterationen nur die Iterationen von grofter Lange ins Auge
faBt, denen bei merklichen Werten von 7, und gegebenen Falles auch
noch von 7,., verschwindend kleine Werte von ry,,, und von 73
entsprechen, wird sich Formel (34) durch die Naherungsformel

M2 (i) = N (rn + gflﬂ)

pq
ersetzen lassen. Letztere Formel kann mit Riicksicht auf (4)in der Form
M2 (3,) = N (ra41+ Tnie)
Pyq

und wegen (1) auch in der Form

(43) we(in = N (12 + 12 )
geschrieben werden.

Es bietet ein Interesse, die durch die beiden Formeln (34) und (43)
gegebenen Ausdriicke des mittleren Fehlers von ¢, mit den Ausdriicken
des mittleren Fehlers von 4, zu vergleichen, die man erhdlt, wenn
man auf die Inhaltsverwandtschaft, somit auf die gegenseitige Ab-
hangigkeit eines Teiles der jeweilig in Betracht kommenden Sequenzen
keine Riicksicht nimmt. Es sei der unter AuBerachtlassung dieser
Abhangigkeit, mithin falsch, berechnete mittlere Fehler von i, mit
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M (tn) bezeichnet. Der Formel (14) des § 2 des 2. Kapitels zufolge
hat man

(44) EIR; (@n) =N Tn(l — Tu)s

und zieht man von dieser identischen Gleichung die identische Glei-
chung (34) ab, so erhdlt man:

(45) (i) — W2 (iy) = — 2 Tnez = e . (n=Npany,

Bei n = 2 findet man unter Benutzung der Formeln (12), (14) und (15)
und vermdge der Substitution 1 — 4p g = (p — ¢)%:

(46) M7 (1) — M2(4y) = —2 N pg (p — ¢)*

woraus zu ersehen ist, dal die falsche Berechnungsmethode in diesem
Spezialfall ein richtiges Ergebnis liefert, wenn p = ¢ = §. DaB dem
so sein muf, leuchtet {ibrigens unmittelbar ein: bei p = ¢ =1 ist der
Umstand, ob eine Sequenz (@, 2) eine Iteration ist, ohne EinfluB auf
die Wahrscheinlichkeit, da die Sequenz (@ +1, 2) eine Iteration ist.
Diese Wahrscheinlichkeit betrigt immer § , mogen die Elemente Nr. a
und Nr. ¢ + 1 von gleicher oder von verschiedener Art sein. Sind
aber p und ¢ nicht einander gleich, so betragt die Wahrscheinlich-
keit, daB die Sequenz (@ + 1, 2) eine Iteration ist,

p* ¢ 1-3pg
p2+q2p+p2+q2q 1—2pgq
in dem Fall, wo die Sequenz (a, 2) eine Iteration ist, und
Pgtip=
in dem Fall, wo die Sequenz (@, 2) keine Iteration ist, woraus sich

1-38pg 1 _1—4pg  (—q)°
1—-2p¢ 2 2(1-2pq) 2(p°+¢%)
als UberschuB der ersten iiber die zweite der beiden in Frage stehen-
den Wahrscheinlichkeiten ergibt.
Der Naherungsformel (43) entspricht die Néherungsformel
(47) M7 (@) = N (2" + ¢,
die aus (44) dadurch entsteht, dal man darin 72 = 0 setzt. Hier er-
hilt man, wenn p = ¢ = {:

(48) SJEf( M2 () =1:3,
somit

. . 1
(49) WMy (3,) : M (8) = }T?;: 0,58
und

(50) M(G,) : Wy (1) = 3= 1,73.
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§ 2. Die Zahlen der einreihigen Iterationen von gegebener Linge.

Fithrt man fir die Zahl der einreihigen Iterationen zu » mit dem
Anfangselement Nr. e die Bezeichnung y, ein, so erhélt man unter
Beriicksichtigung der Formeln (6) und (17) des § 3 des 1. Kapitels:

N-n+1

) o= v

Zugleich gilt die der Formel (22) des vorigen Paragraphen analoge
Formel

(2) C(ya) = 1
so daB
(3) Cln) =N —n+1)r,

Es soll nunmehr €(j2) bestimmt werden. Nimmt man an, daB die
Bedingung
(4) n=}(N +3)
oder, was dasselbe ist, die Bedingung
(5) N—2n+3=n

erfillt ist, so gestattet die Formel
N- n+1 N-n+1

(6) in = a g a 2_? Yo
bei n = 2 folgende Zerlegung:

n~1 N-n+1 N-2n+2 N-n+1 -n4+1 N-n+1
(7) 2 = Z%Z)yb +Zya Zyb +;’ga Dby
S2n+ 1

Bei n = 4 (N + 3) bzw. bei N — 2n + 3 = n verschwindet das mitt-
lere Glied auf der rechten Seite von (7). Den Formeln (27) und (28)
des vorigen Paragraphen entsprechend, hat man entweder

(8) C(Yap) = 77
oder
(9) @(ya yb) = Top-m >

je nachdem die in Frage kommenden Sequenzen (a,n) und (b, n)
inhaltsfremd oder (einseitig) inhaltsverwandt sind. Was aber die je-
weiligen Zahlen der einem bestimmten Wert von @ entsprechenden
inhaltsfremden und inhaltsverwandten Sequenzen zu =, und, soweit
es sich um letztere handelt, die betreffenden Zahlen der gemeinsamen
Elemente anlangt, so sind jene wie diese Zahlen nach MafBigabe der
am SchluB des § 3 des 1. Kapitels formulierten Sétze fiir jeden der
drei Wertbereiche, in welche @, der Zerlegungsformel (7) zufolge, fallen
kann, gesondert zu bestimmen.
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Man findet, sofern n = 2:

n+1 n 1
(Z?/u Z’;yb) (n—1) "'n'f‘z 2’”‘2!; m+(n_1) mT2” n
(10) 2 n-a+1
+2HN—2n+2—wd,

2n+2 n+1

N
a ¢ u Zh@ (- 3n+3{m+22§wnm+wN 3u+2)13}

(12)

(15)

\

und
N-n+1 N-n+1 N-n n-1
o Sy Stuj=—Dr 43 Sn b0
N %+ T yofats arFa N1
N-n+1
+ Di(a—n)ri
N-2n+3
Alsdann erhalt man nach Formel (18) des vorigen Paragraphen:
n-1 n-1
_ Tni2 ™ Tnyatl _ Tnga — Tongo
mIygp-m — — > S Tppa+l =
] Pq - pq
n-1 n-1
Y (n— 2) rnye Tntd — Tongo
(13) o m Yop-m = - ’
Py P> ¢
2 n-a+l
sowie
n-1 N-
__ Taiz — "N-a43 Tn+a — Tony2
mreg_m = ) 7'N a+3 = ’
a+In-N-1 P Py
N-n n-1
(n—2) 1y Tnts — Tong2
(14) d mTon_m = -
N-2n+3 a+2n-N-1 pq P q

Zieht man noch die Formel (31) des vorigen Paragraphen heran, so
gelangt man auf der Grundlage von (7) unter Beriicksichtigung der
Formeln (10) bis (14) zu:

2(”’ — 2)Tnys 2(Tpis ~ Tanis)
2 N—n+1)r —
€ = ( + 1), 74 Py
2N — 27+ 2) (o

+ = '—-7'2n+1)+(N2+3N_4Nn+4n2—6n+2)7’,2,

Diese Formel in Verbindung mit Formel (3) ergibt:
2(n—2)rnye + 2(N—2n+2) (Taya— Tan+1)
ryq rq

—2nN—-N-—-3n24+4n—1)r2.

§):RZ(?.n) = (N_ n - l)rﬂ-}_

2(pys — Tonyo)
N P2
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Auf Grund der Formel (3) des vorigen Paragraphen bestehen aber die
Beziehungen:
PqTis = Tngs — Tnid P 7Tn41 = Tonte — Tanss

Beriicksichtigt man diese Beziehungen, so laBt sich schliefilich (16)
leicht auf die Form

. 2
M2 (o) = (N —n + 1){% + ﬁ(rnm — fan41) — (20— 1) 7'3}
i 2
- P2
oder auch, unter abermaliger Benutzung der Formel (3) des vorigen
Paragraphen, auf die Form

(N—n+1) {Tn+1 +Tnr2— 27001 — (20— 1) (1 — rn+2)}
Pq
. 2{7'n+3 — Nrapye + (0 — 1) 7'2n+3}
P*q?

(17)
(Twes — B DG Tons1 — Tongs) + n(n— 1) 22,

§):Rz(fin) =

+ n(n—1)r2

bringen.

Ein Vergleich der Formel (17) mit der Formel (34) des vorigen
Paragraphen zeigt, dal an Stelle des Faktors N der Faktor N — n 4+ 1
getreten ist und daB zwei von N unabhingige Glieder hinzugekommen
sind. Unter denselben Bedingungen, unter denen die Naherungs-
formel (43) des vorigen Paragraphen abgeleitet worden ist, kann For-
mel (18) durch die Néherungsformel

YR (N —n+ ]-) (Tn-i-l + 7‘,,+2) . 2Tn+3
IR (jn) > o

oder, anders geschrieben,

. 1 1
%22(7”>=(N—n+1>(1f§ P+ lfj q")
(19) 1 s
o[t )
T—p? " (1—gp

somit durch eine Formel, die im wesentlichen der Formel (43) des
vorigen Paragraphen entspricht, ersetzt werden.
Bei » = 2 erhalt man aus (16):

(20) M2(j)) =22 N —3)pqg— 4B N —5)p* ¢*.

Streicht man hierin —3 und —5, so erzielt man eine vollstindige
Ubereinstimmung mit Formel (35) des vorigen Paragraphen. For-
mel (20) gilt ohne die Einschrinkung, die sich fiir die allgemeine For-
mel (17) bzw. (18) aus (4) ergibt. Denn bei n = 2 ist (4) immer er-
fiillt, weil ja, wie eingangs des 1. Kapitels bemerkt worden ist, N nicht
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kleiner als 3 sein darf!). Setzt man N = 3 und n = 2, so ergeben sich
die 8 moglichen Fille:

AAA AAB ABA ABB BAA BAB BBA« BBB
denen die Wahrscheinlichkeiten
»°  P'q¢ p¢ pf p¢ P¢ ¢ ¢
und die Zahlen
2 1 0 1 1 0 1 2

der einreihigen Iterationen zu 2 entsprechen. Daher denn: €(j,) =
20—3pg)+2pg=2—4pg, C@H)=4(1—-3pg+2pg=+4
— 10pgq und IMM2(j,) = 6pg— 16 p2¢%. Dieses Ergebnis befindet
sich aber mit Formel (20), worin N = 3 zu setzen ist, in der Tat im
Einklang.

Auf den Fall, wo bei » > 2 Formel (4) nicht zutrifft, soll nicht
niher eingegangen werden, zumal da dieser Fall fiir das Weitere, ins-
besondere auch fiir den kritischen Teil dieser Schrift (6. Kapitel), ohne
Interesse ist.

§ 3. Die Zahlen der vollstindigen Iterationen von gegebener Linge.

Die mathematische Erwartung der Zahl der vollstindigen Itera-
tionen zu 7% kann sowohl direkt wie auch indirekt, d.h. auf der
Grundlage der im § 4 des 1. Kapitels nachgewiesenen syntagmatischen
Beziehungen zwischen den Zahlen der vollstdndigen und den Zahlen
simtlicher Iterationen zu 7, bestimmt werden.

Will man den direkten Weg einschlagen, so hat man die der
Hilfsgrofie x,, mit welcher im § 1 operiert worden ist, analoge Hilfs-
grofe e, einzufithren, welche die Zahl der vollstindigen Iterationen
zu n mit dem Anfangs- bzw. Einzelelement Nr. ¢ angibt. Man hat
zunéchst:

N
(1) v, = E € -
T
Sodann leuchtet es ein, da dem Wert 1 — dem einzigen, den die
GroBe e, auBer Null annehmen kann —, sofern n << N — 1, die Wahr-

scheinlichkeit p" q2 + ¢" p? oder p? ¢%r,_, zukommt. Denn es gehdrt
mit zum Wesen einer vollstindigen Iteration, sofern es nicht die Se-
quenz (1, N) ist, daB, wie eingangs des § 4 des 1. Kapitels ausgefithrt
worden ist, ihrem Anfangselement ein andersartiges Element vor-
geordnet und ihrem Endelement ein andersartiges Element nach-
geordnet ist, wobei die Bedingung n << N — 1 erfiillt sein muB, damit

1) Ubrigens liefert Formel (20) ein zutreffendes Resultat auch bei N = 2.
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jenes vorgeordnete mit diesem nachgeordneten Element nicht zu-
sammenfillt. Mithin ist

(2) Q:(ea) = p? q2 Tn-2
so dal man schlieBlich, auf (1) zuriickgreifend, zu
(3) Clon) = N p*¢* ra_s

gelangt. Bei n = N — 1 wird aber die Wahrscheinlichkeit, daBl ¢, = 1,
durch p¥-*q + ¢¥-! p oder durch p qry_, ausgedriickt, so daB

4) Cloy.y)=Npqry_s,
und bei # = N erhilt man
(d) Cloy) =1y -

Der indirekte Weg besteht darin, daB man, sofern n < N — 2,
von der Formel (9) des § 4 des 1. Kapitels ausgeht und €(v,) nach
dem fiir die mathematischen Erwartungen geltenden Additionssatz
mit Hilfe der Formel (23) des § 1 dieses Kapitels ermittelt. Man findet
auf diese Weise:

(6) Q(vn) = N(T,, —2 Tut1 + 7',H,2) .

Formel (6) geht aber mit Riicksicht auf Formel (9) des § 1 in For-
mel (3) iber. Bei n= N — 2 sind an Stelle der Formel (9) die For-
meln (10), (11) und (12) des § 4 des 1. Kapitels und neben der For-
mel (23) des § 1 dieses Kapitels die erste der drei unter (20) in dem-
selben Paragraphen angefiihrten Formeln zu benutzen. Es ergibt sich
auch in diesen Fallen eine vollstindige Ubereinstimmung mit den auf
direktem Wege gefundenen Formeln, d. h. mit der Formel (3), die auch
fir n = N — 2 gilt, sowie mit den Formeln (4) und (5).

Was nun aber M (v,) betrifft, so moge es dahingestellt bieiben,
ob hier der direkte Weg iiberhaupt gangbar ist. Er wiirde jedenfalls
neue Uberlegungen erfordern. Die Bestimmung von 9(v,) soll daher
ausschlieBlich auf indirektem Wege erfolgen. Dabei empfiehlt es sich,
um gewisse Komplikationen zu vermeiden, die Betrachtung auf den
Fall zu beschrinken, wo n << 1 (N — 2). Hieraus folgt: n <N — n — 2
und a fortiori n << N — 2. Somit gilt Formel (9) des § 4 des 1. Ka-
pitels, und man erhalt zunéchst:

{ C(wh) = C(i) + 4 C(5h40) + C(i42) — 4 {€ (1 ins 1)

+ @(in+1 in+2)> + 2 @(% in+2) .
Die Werte der drei GréBen €(i2), €(i2,;) und €(i2,,) sind als-
dann durch Formel (33) des § 1 dieses Kapitels gegeben. Die Werte

von (%, 0n41), €(0us1inse) und (i, ¢,,.) findet man aber nach der-
selben Methode, die zu Formel (33) des § 1 gefithrt hat. Es sei mit «,

v. Bortkiewicz, Iterationen. 6

()
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bzw. x4 bzw. x; die Zahl der Tterationen zu n bzw. n + 1 bzw. n 4 2
mit dem Anfangs- oder Einzelelement Nr. a bezeichnet. Man hat

N N
(8) Iy byl = ana beé.
1 1

Jede beliebige Sequenz (@, n) hat mit je zwei Sequenzen (b, n + 1)
aus der Zahl aller Sequenzenzun 4+ 1 1, 2, 3 ... n Elemente gemein-
sam, wihrend die Zahl der zugehorigen inhaltsfremden Sequenzen zu
n+ 1 jeweils N — 2n betriigt. Durch Zusammenlegung von zwei
Sequenzen (a,n) und (b, n 4+ 1), die m Elemente miteinander ge-
meinsam haben, entsteht eine Sequenz zu 2n 4+ 1—m . So kommt
man auf die der Formel (30) des § 1 analoge Formel

N n
(9) @(va;)xl;):(N-—2n) rn7n+1+227"‘r2n+1—m:
1 1

woraus, mit Riicksicht auf Formel (8) und auf Formel (18) des § 1

.. 2
(10)  Glip inys) = N{;q (rass — Tams) + (N — 2m) 1y rm}

folgt. Man hat zugleich:

. . 2
(11) €(tnr1tnse) = N{ﬂ (Tnys— Tonsd) + (N — 20— 2) Tn+1 7‘n+2} :

Was ferner das Produkt i, ,,, anlangt, so ist
N N

(12) in ingp = D0 D0y
T T
Hier ist zu beriicksichtigen, daBl zu jeder Sequenz (a, n) nicht 2n,
sondern 27 4 1 inbaltsverwandte Sequenzen (b, n 4 2) gehoren,
weil es nicht 2, sondern 3 solcher Sequenzen gibt, die je n Elemente
mit der Sequenz (@, ») gemeinsam haben. Das sind niamlich entweder
die ersten, oder die letzten, oder die mittleren n Elemente der be-
treffenden Sequenz zu n -+ 2. Daher denn
N

(13) € (xzz x;;> = {(N— 21— 1) P Tngy + Tuyo 4 200 r2n+2_m}
1

1

und folglich
.. 2
(14) C(iy tpy2) = N{ﬂ(ﬁws —Ton43) F Tnee + (N —20—1) rn"'n+2} :

Befindet man sich nun im Besitz der Formeln (10), (11) und (14), so-
wie der Formel (33) des § 1, so kann man auf der Grundiage der For-
mel (7) ohne weiteres §(v2) bestimmen, und man braucht schlieBlich
von dem so ermittelten Ausdruck nur den nach Formel (3) zu be-
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rechnenden Wert von €2(v,) in Abzug zu bringen, um IM3(v,) zu
finden. Das Ergebnis 148t sich in folgender Form darstellen:

M2 (v
*7\(,—'5) =P T2 — 2P ¢ r2n_s
(15) l —Q2n—1Drr—4@2n+ D)2 — 2n+3) 1k,
+ 80yt — 2204+ D)1y rye +8(m+ D) rpy Taye.
Setzt man hierin 2 = 1, 2, 3, 4, so erhilt man:
(16)  WM(v): N =pg(l+p9),
A7) MEv): N=2p*¢*(1 +3pg— 14p*¢%,
(18) M2(vg): N = p*¢*(1 4+ 2pq— 11p°¢%),
19)  M(v): N =p*¢*(1 =21 p*¢* + 58 p* > — 44 p' ¢) .
Formel (16) laBt sich leicht fir ¥ = 5 nachpriifen. [Bei einem
kleineren N wiirde die Bedingung n << 3(N — 2) nicht erfiillt und
daher Formel (16) nicht anwendbar sein.] Es ergeben sich hier 32 ver-
schiedene Anordnungen von A und B, somit 32 mogliche Fille. Diese
Fille sind in nachstehender Ubersicht nach der Zahl der vollstindigen
Tterationen zu 1, die sie liefern, und, sofern diese Zahl nicht Null ist,
zugleich nach der Wahrscheinlichkeit (P), die einem jeden Fall zu-
kommt, gruppiert.
AAAAA AAABB AABBA AABBB
v,=0 {ABBAA ABBBA BAAAB BAABB
\BBAAA BBAAB BBBAA BBBBB
AAAAB AAABA AABAA
vy=1, P=7ptq
ABAAA BAAAA
{ ABBBB BABBB BBABB
| BBBAB BBBBA
AABAB ABAAB ABABA
BAABA BABAA
ABABB ABBAB BABAB
BABBA BBABA
Es ergibt sich auf der Grundlage dieser Ubersicht:
C(v) =5(p*q+pg") +3-5(p° ¢+ 9*¢%)
=5pq(l—3pg +15p*¢*=5pyq,
C) =5(p'qg+pg)+9-5(°¢ + p*¢°)
=5pg(l—3pq) +45p*¢*=5pq+30p*¢®
M2 (v)) =5pq+30p2 ¢ —25p* > =5pq(l +p9),
wie es der Formel (16) entspricht.

vu,=1, P=p¢
vn=3, P=p3¢g {

v =3, P=p?¢® {

und

6*
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Bei jedem Wert von p gibt es einen hinreichend groBen Wert von =,
von dem an die letzten sieben Glieder auf der rechten Seite der For-
mel (15) dem ersten Glied gegeniiber nicht ins Gewicht fallen. Sofern
dieser Wert und hohere Werte von n in Betracht kommen, 148t sich
daher Formel (15) durch die Naherungsformel
(20) Emz(vn) =Np2qPr,
ersetzen.

Zu demselben Ausdruck des Quadrats des mittleren Fehlers von v,
gelangt man, wenn man auf den vorliegenden Fall diejenige Methode
der Bestimmung des mittleren Fehlers anwendet, welche sich auf die
Annahme der gegenseitigen Unabhéngigkeit der in Betracht kommen-
den Versuche griindet. Es sei mit %;(v,) der nach dieser Methode
berechnete mittlere Fehler von v, bezeichnet. Da die Wahrschein-
lichkeit, daf} eine Sequenz zu n eine vollstindige Iteration ist, durch
p? g% r,_, ausgedriickt wird und da die Zahl der in Betracht kommen-
den Sequenzen N ist, so hitte man nach MaBgabe der Formel (14)
des § 2 des 2. Kapitels

(21) Mi(vy) = N 92 g2 10 o(1 — p2 g% 1 _y)

zu setzen, woraus unter der Voraussetzung, daf p*g¢*r’_, vernach-
lassigt werden kann, die Naherungsformel

(22) M} (va) = N p* > 1 s

resultieren wiirde. Die Ubereinstimmung zwischen den Formeln (20)
und (22) ist insofern gewissermallen iiberraschend, als die Vorstellung,
man hitte es hier mit N voneinander unabhingigen Versuchen bzw.
Sequenzen zu tun, um so gewaltsamer erscheinen diirfte, je groBer
die Lange der vollstandigen Iterationen ist, um deren Zahl es sich
handelt, wihrend doch die beiden in Frage stehenden Formeln sich
gerade auf den Fall lingerer Iterationen beziehen.

Es stellt gleichsam ein Korrelat hierzu dar, daB fiir die kiir-
zesten vollstindigen Iterationen, d. h. fiir vollstindige Iterationen
zu 1, hinsichtlich deren man sich am ehesten fiir berechtigt halten
mochte, von der gegenseitigen Abhingigkeit der Versuche bzw. der
Sequenzen abzusehen, Formel (21), sofern nur p und ¢ nicht sehr er-
heblich voneinander differieren, einen Wert des mittleren Fehlers
von v, liefert, der sich von seinem wahren nach Formel (15) bzw. (16)
berechneten Wert betriichtlich unterscheidet. Hier hat man nimlich:

(23) MWi(v)) =Npg(l—pyg),
so daB
(24) M (vy) : Me(vy) =+~ P4

I+pg
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und in dem besonderen Fall, wo p = ¢ =

bl

2

1

f—

(25) M (vy): M2(vy) = i é =10,6
bzw. -

(26) Wr(vy) : M) = Vg = 0,77

und B

@7) M(v,) : My(v,) = Vg —1,29.

85

Was sodann die vollstindigen Iterationen zu 2, 3 und 4 anlangt,
50 erhilt man durch einen Vergleich der Formeln (17), (18) und (19)

mit Formel (21):
(28) §m;%(”z) — M2 (vy) =

—6Np*¢*(1 —4pq)=—6Np*¢*(p— )%

woraus zu ersehen ist, dal hier bei p = ¢ = } die verkehrte Methode

zu einem richtigen Ergebnis fiihrt,

(29) M (vy) — M2 (vy) = —2 N p**(1 — 5pg)

und

(30) M (vy) — M2(vy) =

—2Np3¢*(1 —10pg+ 27p%q2 — 20p3¢%) .

Uber den Fall, wo p = ¢ = }, ist noch im allgemeinen folgendes
zu bemerken. In diesem Fall hat man zunichst laut Formel (2) des § 1:

(31)

daher, der Formel (3) zufolge,

(32)

Sodann geht Formel (15) in
M2 (v,)

1

n = gn=1>

2n+1'

2n— 3

(33)
oder in

(34) M2 (vn)

N

T ogn+l T 9ontz

(35) Sﬁﬁ-(vn) =
so daB
(36) Sﬁ?‘(vn) — M2 (Un)

- on+1

N e
iitber. SchlieBlich erhélt man in diesem Fall nach Formel (21):

1
(1~ e

= g2ntl

1 n— 2
>—— 9en+l

n—2N'
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Es zeigt sich also, daBl hier die Nichtberiicksichtigung der gegen-
seitigen Abhingigkeit der Versuche bzw. der in Betracht kommenden
Sequenzen, abgesehen von den bereits erorterten beiden Fillen, wo
n =1 und 2, zu einer Uberschitzung des mittleren Fehlers der Zahlen
der vollstindigen Iterationen fithrt.

Es wiirde zu weit fithren, wollte man die einreihig-vollstin-
digen Iterationen in derselben Weise untersuchen, wie dies im obigen
in bezug auf die vollstindigen Iterationen schlechthin geschehen ist.
Ist schon bei diesen die Ableitung der Formel des mittleren Fehlers
ziemlich langwierig und die Formel selbst, nimlich Formel (15), etwas
unhandlich, so wiirde sich im Fall der einreihig-vollstindigen Itera-
tionen, was den mittleren Fehler ihrer Zahl anlangt, erst recht der
Weg als mithsam und das Resultat als uniibersichtlich erweisen. Dazu
kommt, dal, wie aus den Darlegungen des § 4 des 1. Kapitels hervor-
geht, die Differenzen zwischen den Zahlen der vollstindigen und der
einreihig-vollstdndigen Iterationen zu », wenn # klein im Verhiltnis
zu N ist, geringfiigig sind und daBl man daher, namentlich in den Bei-
spielen, die im 6. Kapitel besprochen werden sollen, und in denen =
durchweg verschwindend klein im Vergleich zu N ist, getrost von dem
Umstand wird absehen konnen, da8 es sich da um einreihig-vollstéindige
Iterationen und nicht um vollstdndige Iterationen schlechthin handelt.
Dies gilt sowohl fiir den mittleren Fehler der Zahl der betreffenden
Iterationen, somit fir I (w,), wie auch fir die mathematische Er-
wartung dieser Zahl, somit fir €(w,). Letztere Grofle kann aber
ohne Schwierigkeit bestimmt werden. Das soll denn auch um des theo-
retischen Interesses willen, welches sich daran kniipft, in folgendem
geschehen. Auch hierbei hat man, wie bei der Bestimmung von €(v,),
die Wahl zwischen dem direkten und dem indirekten Verfahren.

Das direkte Verfahren erfordert die Einfithrung einer HilfsgriBe f,
welche die Zahl der einreihig vollstandigen Iterationen zu # mit dem
Anfangs- bzw. Einzelelement Nr. e angibt. Es ist der Formel (17)

des § 3 des 1. Kapitels zufolge:
N-n+1

(87) w, = Da fa-

1

Um den Fall » = N vorwegzunehmen, so stellt sich hier die Wahr-
scheinlichkeit, daB f, =1, bei a = 1 auf ry, woraus €(f,) = ry und
dementsprechend

(38) Clwy) = 7y

folgt. Ist aber n << N, so erhilt man fiir alle Werte von a, die nicht 1
und N — n + 1 sind, in Ubereinstimmung mit Formel (2):

(39) Clfa) = P*¢* 12
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und fiir e =1 sowie fir a == N —n +1

(40) Clld=1"q¢+pq" =pgr...
Hieraus folgt mit Riicksicht auf (37):

(41) Clwp) =N —n—1)p2@* 1 s+ 2pqruy
oder auch

Clw ) =N —n+1)p*¢*ras+2pq(rn_y — Pgras)
und schlieflich, wegen Formel (5) des § 1,

(42) Clwg) = (N —n+1)p2¢®rn_s+2pq7s.
Bei n = N — 1 geht (42) wegen Formel (5) des §1 in
(43) Clwy-1) =2pqry-s

itber. Dasselbe Ergebnis liefert Formel (41).

Beim indirekten Verfahren hat man, sofern » << N — 2, auf For-
mel (45) des § 4 des 1. Kapitels Formel (3) des § 2 dieses Kapitels
anzuwenden. Man erhilt auf diese Weise:

44) Cw)=N—n+1)r,—2N—n)r, 1 + N —n—1)7,,,
oder

(45) C(wy) = (N —n + 1) (1 — 27541 + Tngo) + 2(Tng1 — Tnga) »
welch letztere Formel wegen der beiden Formeln (7) und (9) des §1
mit Formel (42) identisch ist. Was aber die Fille » =N — 1 und
n = N anlangt, so treten hier an Stelle der Formel (45) die Formeln
(46) und (47) des § 4 des 1. Kapitels, und man gelangt auf Grund der
Formel (3) des § 2 dieses Kapitels, die fiir jedes n gilt, wieder zu den
Formeln (38) und (43).

Je kleiner n im Verhiltnis zu N ist, um so eher darf man anstatt
der genauen Formel (41) bzw. (42) die Naherungsformel

(46) ¢ (w,) = N p? q® Tn_s

benutzen. Dies lauft, wie ein Vergleich von (46) mit (3) zeigt, darauf
hinaus, daB man w, = v, setzt, was in den Formeln (25) und (27)
bis (31) des § 4 des 1. Kapitels seine Rechtfertigung findet.

§ 4. Die mittlere Linge der vollstindigen Iterationen.

Die summierte Lénge aller vollstandigen Iterationen ist laut For-
mel (4) des § 4 des 1. Kapitels durch N und die Zahl aller vollstén-
digen Iterationen laut Formel (2) desselben Paragraphen durch V ge-
geben. Man erhilt daher, wenn man die mittlere Liange der vollstén-
digen Iterationen, d.h. den arithmetischen Durchschnitt der Zahlen
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der Elemente, aus denen die einzelnen vollstindigen Iterationen be-
stehen, mit 1 bezeichnet:

, N
(1) L= 7

Will man die mathematische Erwartung und den mittleren Fehler
von 1 bestimmen, so hat man von der mathematischen Erwartung
und dem mittleren Fehler von V auszugehen.

Die Ableitung von (V) und von t2(V) gestaltet sich am ein-
fachsten, wenn man ihr die durch Formel (14) des § 4 des 1. Kapitels
ausgedriickte syntagmatische Beziehung zugrunde legt. Unter Be-
riicksichtigung der Formel (23) des § 1 und der Formel (5) des § 3
dieses Kapitels findet man:

@(V) =N — N}"z —i— (Y
oder auch wegen Formel (12) des § 1

@) C(V)=2Npq+ry
und bei grofem N ndherungsweise
3) C(V)=2Npgq.

Alsdann erhélt man:

(4) G(V) = N2+ C(&) + C(v}) — 2N C(3y) + 2 N G(vy) — 26 (6, 2)
Es ist aber

() G = 62(iy) + Miy) = N2(1 — 2 ¢)* + M2(sy) ,

man hat ferner:

(6) C(vy) =1y,

weil vy entweder gleich Null oder gleich 1 ist und weil dem Wert 1
die Wahrscheinlichkeit 7y zukommt; schlieBlich findet man

) C(iyvy) = N1y,

weil das Produkt 7, vy, je nachdem vy = 0 oder vy = 1, den Wert
Null oder N annimmt. Auf Grund der Formeln (5), (6) und (7), sowie
der Formel (23) des § 1 und der Formel (5) des § 3 geht (4) nunmehr in

G(V2) = N2+ N3 (1 —2p g + M2(3y) + ry — 2N*(1— 2py)
oder in
C(V?) =4 N2 p* ¢* + M2(3y) + 7y
iiber, woraus wegen (2)
(8) M2(V) = M2(4y) — 4 N pgry + ry(l — ry)
und mit Riicksicht auf Formel (35) des § 1
) M(V)=4Npg(l —3pqg— ry) +ra(l —1y)
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oder als Naherungsformel, bei groflem N,

(10) M2(V)=4Npgl—3pg)
hervorgeht.

Die Formeln (2) und (9) kénnen sowohl fiir das Beispiel des § 1,
in welchem N = 3, wie fiir das Beispiel des § 3, in welchem N =5
gesetzt worden ist, leicht nachgepriift werden.

Bei N = 3 liefert jeder der beiden mdoglichen Falle 444 und BBB
1 vollstindige Iteration, jeder der anderen 6 moglichen Fille 2 voll-
stindige Iterationen. Man erhilt daher:

CV)=1—3pqg+2-3pg=1+3pgq,
C(V)=1—-3pg+4-3pg=1+9pgq
und
M(V)=1+9pg—(1+3p9*=3pq(l—3pq).
Zu denselben Werten von €(V) und M?(V) gelangt man, wenn man
in (2) und (9) 3 fir N und 1 — 3 p ¢ fir ry einsetzt.

Bei N = 5 entsprechen den drei méglichen Ergebnissen V=1, 2, 4
die Wahrscheinlichkeiten 1 — 5pg -+ 5p%¢?, 5pq— 10p%¢* und
5p2q%. Man erhalt diese Wahrscheinlichkeiten durch Addition der
Wahrscheinlichkeiten, die den betreffenden mdglichen Fallen aus 32
zukommen. Daher denn:

CVN=1—5pg+5p2¢*+20pg—10p*¢®) +4-5p*¢*
=1+5pg+5p°¢,
C(VH)=010—5pq+5p*¢") +4(pq—10p*°¢*) +16-5p*¢®
=1+15pg+45p°¢?
und
PW(V)=1-+15pg+45p*¢*— (L +5pg+5p*¢?)?
=5pg(l+2pg—10p*¢*—5p%¢%).
Man erhilt dieselben Werte von €(V) und M3(V), indem man in (2)
and (9) 5 fir N und 1 — 5p ¢+ 5p?¢? fir ry einsetzt.
Es mogen in diesem Zusammenhang die mathematische Erwartung
und der mittlere Fehler der Zahl der Ablésungen (4) gegeben werden.
Den Formeln (3) und (14) des § 4 des 1. Kapitels zufolge hat man:

A = N — i,. Hieraus ergibt sich wegen der Formeln (12), (23) und
(35) des § 1 dieses Kapitels:

(11) ¢4)=2Npgq,
12) M2(4) =4 Npg(l—3pg).

Was nunmehr §(1) und IR2(4) anlangt, so lassen sich diese beiden
GroéBen nur naherungsweise, und zwar mit Benutzung der Formeln
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(40) und (45) des § 1 des 2. Kapitels bestimmen. Man erhilt wegen (1)
aus (2) und (9)

. 1 Ty
(13) @(I) =2pq+ N
und
N _4pqd—3pg—ry)  rwv(l—ry)
(14) 9)22(1) = ¥ + 53

Die Anwendbarkeit der beiden soeben genannten Naherungsformeln
des 2. Kapitels ist in diesem Fall an die Bedingung gekniipft, daB

m (%) klein im Verhiltnis zu € (%) ist. Das bedeutet, daB N nicht

allzu klein sein darf. Es wire daher sinnlos, sich jetzt an die exakten
Formeln (2) und (9) zu halten. Sie sind vielmehr durch die beiden
Formeln (3) und (10) zu ersetzen, oder es ist an Stelle von (13) und (14)
zu schreiben:

(15) 65(%) =2pgq,

(16) 9)}2(%) _4rqdd 9(11\7—_?’_@.

Daher denn:

. 1 1—3pq> (N—-3)pg+1
S(1) = 1 =
4 @ 2pq< Ty 2N p*¢?
und
R 1—-3pgqg
R2(0) — - .
(18) M2 (1) INpg
Bei groBem N tritt an Stelle von (17)
1
(19 Ch) = -— -
) =5,

Die mittlere Lénge der einreihig-vollstindigen Iterationen mdoge

mit u bezeichnet werden, so daf

N
(20) ==

Hier erhilt man auf der Grundlage der Formeln (40) und (49) des § 4
des 1. Kapitels sowie der Formeln (3) und (20) des § 2 dieses Kapitels

1) CW)=2(N—-1pg+1,

(22) M(W) =22 N = 3)pg—4BN —3)p*¢®,
(23) CB)=2(N—-1)pg,

(24) M2(B) =2Q2N —3)pg— 48BN —5)p2¢?,
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(1 2(N—-1)pg+1 1—-2pyq
25 )= - i 4
@) () > 2pg+ o2l
1\ _4p¢(1—3p9 2pg(3—10p9)
Y el —
(26) m (,u) N e
und bei grofen Werten von N ergeben sich die Naherungsformeln
1
(27) ¢ (~> =2pq,
r rq
28) W(l>=§gq(l~3pq)’
u N
1
(29) Cu) = 57—
W =50y
und 5
1—-3pg
30 )=

§ 5. Das V-Verfahren (als Gegensatz zum N-YVerfahren).

In den bisherigen Darlegungen dieses Kapitels galt N als gegeben,
wahrend nicht nur die Zahlen der Iterationen von bestimmter Linge,
sondern auch die Gesamtzahl der vollstindigen Iterationen (V) als
GroBen erschienen, die unter dem Einflu@ des Zufalls verschiedene
Werte annehmen konnen. Nunmehr soll umgekehrt V als eine fest-
stehende und NV als eine vom Zufall abhiingige Grofie betrachtet werden.
Was aber die Zahlen v, anlangt, so sind sie nach wie vor als vom Zu-
fall abhingige GréBen aufzufassen. Die neue Betrachtungsweise er-
fordert zur Bestimmung der mathematischen Erwartung und des
mittleren Fehlers von v, sowie von 1 ein neues Verfahren, das man
als das V-Verfahren bezeichnen mége, wihrend das frither an-
gewandte Verfahren das N-Verfahren heifien soll. Um den in Frage
stehenden Unterschied symbolisch zum Ausdruck zu bringen, wird im
folgenden, wo es sich um das V-Verfahren handelt, dem Erwartungs-
zeichen ¢ und dem Zeichen des mittleren Fehlers 9t der Index 1 an-
gehéngt.

Der Fall, wo ¥ =1, soll von der Betrachtung ausgeschlossen sein.
Ist aber ¥V > 1, so ist V notwendig eine gerade Zahl. Dies laBt sich
sehr einfach beweisen.

Man denke sich die ¥V vollstindigen Iterationen nach der Nummer
ihres Anfangs- bzw. Einzelelements geordnet, mit der niedrigsten (k)
beginnend und bis zur héchsten (K) fortschreitend, und bezeichne
ihre Lingen mit n,, n, ... ny, so daBl

14
(L iy =N,
1
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Sind die beiden Elemente Nr. 1 und Nr. N gleichartig, so ist £ > 1,
und die Iteration (%, n;) ist von anderer Art als die Iteration (K, ny).
Sind hingegen die beiden Elemente Nr. 1 und Nr. N von verschiedener
Art, so ist £ = 1, und die Iteration (1, n,) bzw. (k, n,) ist wiederum
von anderer Art als die Iteration (K, ny). Es leuchtet aber ein, daf3
zwei beliebige vollstindige Iterationen (a, n;) und (b, ny) von gleicher
oder von verschiedener Art sind, je nachdem die beiden Indices A
und %’ gerade bzw. ungerade sind, oder aber der eine von ihnen gerade
und der andere ungerade ist. Folglich muf unter allen Umstdnden
V gerade sein.

Somit gibt es unter den V vollstindigen Iterationen stets genau
ebenso viele von der Art A wie von der Art B. Die Wahrscheinlich-
keit, dal eine vollstindige Iteration der Art A4 bzw. B angehort, be-
tragt demnach %.

Man bezeichne mit =, , bzw. n,, die Wahrscheinlichkeit, da
eine vollstindige Iteration der Art 4 bzw. B aus n Elementen besteht.
Da die Wahrscheinlichkeit einer Sequenz zu n, eine vollstindige Itera-
tion von der Art 4 bzw. B zu sein, durch p"¢% bzw. ¢" p? ausgedriickt

wird, so findet man nach dem Satz von der relativen Wahrschein-
lichkeit :

a2
2) A= ety
Z;L P q2
1
und
2
(3) T, n = 7P :qn_lp'

5}; qn pz
1

Bezeichnet man alsdann mit s, die Wahrscheinlichkeit fiir eine voll-
stindige Iteration von beliebiger Art, aus » Elementen zu bestehen,
so erhdlt man nach obigem:

Ty
) 0 = b1, + 7, 0) = P22

Dementsprechend findet man der Formel (6) des § 1 und der Formel (13)
des § 2 des 2. Kapitels zufolge:

() () =3V opgr_s.

Die Linge einer vollstindigen Iteration ist dem V-Verfahren gemif
nach oben nicht begrenzt, wie dies denn auch in (2) und (3) angenommen
worden ist. Darum mufl man den durch (5) gegebenen Ausdruck der
mathematischen Erwartung von v, in den Grenzen von 1 bis oo nach
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summieren, um V zu erhalten. Den beiden Formeln (10) und (18)
des § 1 zufolge ist in der Tat
(6) ZL%VPQTM—QZ%‘VPQ'—Z—ZV.
T pq
Da 7, eine konstant zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit ist, so
hat die Bestimmung von 9, (v,) nach Formel (25) des § 2 des 2. Ka-
pitels zu erfolgen. Es ist also:

(7) 9ﬁ%(vn) - % {nl,n(l - ni,n) + ”2,%(1 - ﬂz,n)} V,-

woraus wegen (2) und (3) unter Benutzung der Bezeichnung " 4-¢" =1,
®) Mt (on) = LV P qru-z — P ran-a)

folgt.

Wiirde man den Umstand, daB z, eine konstant zusammengesetzte
Wahrscheinlichkeit ist, ignorieren und =, als Elementarwahrschein-
lichkeit oder als Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinne
betrachten, so erhielte man einen anderen Ausdruck des mittleren
Fehlers von v,, der mit I, ; bezeichnet werden moge. Es ist

©) W o) = 1V p g (1 L9002
somit
(10) W (0,) — W (o) = LV P22 rans — 13_) .

Man hat aber:
2 Pop—g — 7.721‘2 — 2(p2n—4 ,+_ q2n—4) . (p‘zn»tl + 2 an.’ qn—2 + q2n--4)

— (pn~2 _— qn~2)2 ,
so daBl (10) auch in der Form
n-2 __ n-2y)2
ay Wt (o) — W (e = 7 { LLP

dargestellt werden kann, woraus zu ersehen ist, daBl die in Frage
stehende verkehrte Methode der Bestimmung des mittleren Fehlers
von », nur dann kein falsches Resultat liefert, wenn p = ¢, es sei denn,
dafl »=2. Bei »=2 ist ndmlich = ,=mp, ,=pg, und ist =,
einer Elementarwahrscheinlichkeit gleich zu achten.

Was nunmehr die mathematische Erwartung und den mittleren
Fehler von N und von 1 anlangt, so empfiehlt es sich, zunéchst den
Ausdruck

(12) Dng'nt =y
1

ins Auge zu fassen, in welchem g der Bedingung 0 < g <1 geniigt.
Es lassen sich in elementarer Weise die folgenden fiir die Bestimmung
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von &, (N) und M, (N) sowie fur spitere Darlegungen dieses Para-
graphen in Betracht kommenden Formeln ableiten:

_ g
(13) 71= ‘(1‘__ 92’
e
. T g
_9+44+4¢°
(15) BT T A g
11¢2 + 11 g% 4 ¢4
(16) y4=9+ g +11g°+g

(I—gp

Alsdann findet man als mathematische Erwartung der Lange einer
beliebigen unter den ¥V vollstindigen Iterationen:

0

an G, (ma) = Znn

oder wegen (4):

o~ 1 o0 1 o0 \
@1_(nh)=%q" "y g = pg(;;ZJ'P"n-i*ggZ;q"n)
T T 1

Nun hat man aber der Formel (13) zufolge:

o0 [+

" — ,ﬁ ng" po— _g_
2?"—92, an e
Daher denn:
1
(18) G, (m) = m ,

und es ergibt sich mit Riicksicht auf (1):

V
19 CWN)=-—,
(19) W) =g
sowie wegen Formel (1) des § 4:

1
20 C,(l)=—-—.
(20) =5

Bei Bestimmung von I, (N) muf, wie dies in bezug auf ,(v,)
geschehen ist, dem Umstand Rechnung getragen werden, da8 =, eine
konstant zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit ist. Man zerlege da-
her die V vollstindigen Iterationen in die beiden (gleich zahlreichen)
Gruppen der A- und der B-Iterationen und nehme innerhalb jeder
dieser beiden Gruppen eine neue Numerierung vor, wobei die Lingen
der Iterationen der Art A durch #; , und die Langen der Iterationen
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der Art B durch 7, j, dargestellt werden sollen. Fithrt man noch die
Bezeichnungen

=

3

(21) iy oy = Ly,
1
iV

(22) St n=L,,

1
ein, so erhilt man die Beziehung
(23) L+ L,=N.

Weil aber L, und L, unabhingig voneinander sind, so hat man nach
Formel (22) des § 1 des 2. Kapitels:

(24) DG (N) = ME(Ly) + M3 (Ly) -
Des weiteren findet man den Formeln (2) und (3) zufolge:
(25) 1(71, %) 2, P g
(26) Ci(na,) = Dnq" " pm,
1
(27) Gy (nd,5) = Dnp"Lgn?,
1
(28) Gy (nd, ) = Ddng"~1pn.
1

Diese vier Formeln gehen wegen

—

13) und (14) in

. 1
(29) Gy(ne,n) =,
q
1
(30) G(me,0) =
L 1
(31) 6y (nd, ) = ;ﬂ
1
(32) Gy (13, 5) = ;q
itber, und man findet:
(33) www=%,
5 g
(34) W 1) = 5 -

Die einzelnen Werte von n, ; sind voneinander unabhéngig, und
gleiches gilt von den einzelnen Werten von 7, . Folglich fihren die
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Formeln (21) und (22) in Verbindung mit den Formeln (33) und
(34) zu:

. . %4
(35) WHL) = 5
. Vq
(36) W) = 55

so daB man, auf (24) zuriickgreifend,

9 pz qz - P) pz q-z
und
. 1—-3pgq
2 = 01
(38) M) = 55 0s
erhilt.
Es bietet ein Interesse, noch den Ausdruck
4 2
. 1 1
(39) 0° = ;l:/'“ 21171 (nh — é}g)

zu betrachten, der ein summarisches Mal dafiir abgibt, ob die Lingen n,
von ihrer mathematischen Erwartung mehr oder weniger abweichen.
Man hat den Formeln (31) und (32) zufolge:

;17(_1+p 1+q): 2 _5pg

(40) G, (nf) = 2\ gt p? 2 p? g2

?

und zieht man noch die Formel (19) heran, so findet man aus (39):

@1 G, (0%) —

Bei p = ¢ = { ergibt sich: €, (0%) = 2.
Zur Bestimmung von M (s%) hat man zunichst Formel (39) als

v 2 LV
1 1\2
2 ~ -
“2) Vo _Zlh(nl”‘ 2M>+Zlh(n2”’ ZM)

darzustellen. Sodann erhdlt man auf Grund von (29) bis (32):

1\ 1—dp+4p244p
43 @5{( _—>}= Py )
(43) 1)\, n 2pq iptg
\ 1l 1—4g9+4¢*+44°
I O 71
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und auf Grund von (15) und (16):

(45) G, (n} 3) = R B
(46) G, (08, 4) = %ﬁ ,
(47) G, (nt ) = F ,15711;411 el i
(48) Gk ) = 1 q*ﬁ';lqz +q

Mit Hilfe der Formeln (29) bis (32) und (45) bis (48) findet man leicht:
{( 1 )*} 1—8(p—3p*+p° + 14p* — 18p° — 2298 — 2p7)
@1 Ty Jh =

2pq 16 p*¢* ’
G 1 )4 1—8(q—3q¢° + ¢®+ 14¢* — 18¢° — 22¢° — 2¢)
1 7@2,7;—229 1= 716p4q4

und, auf (43) und (44) zuriickgreifend:

i 1 \2)  p3— 6pt 4 795+ 10ps - p7
(51) 9,1q{<n1,,,— >}:P Pt f’4i”_u
2pq Pt g

H

/ 2 3_ 6ot 5 6 7
Hieraus folgt mit Riicksicht auf (42):
rg—6r + 715 + 107y + 7,

2V plgt
und als Endresultat wegen der Formeln (13) bis (17) des § 1:
13— 8lpg+ 12Tp*¢* — 27 p¢°

(53) M (02) =

IS 2 (52

(54) i (0?) 2V pt gt

Setzt man hierin p = ¢ = 4, so erhilt man:
34

(55) Mi(o2) = 7

Es moge noch in bezug auf die mathematischen Erwartungen und
die mittleren Fehler von v, und 2 ein Vergleich zwischen dem V-Ver-
fahren und dem N-Verfahren angestellt werden, und zwar in der Weise,
daB in den Formeln von G,(v,), Mi(v,), €,(4) und M}(1) die
GroBe V, soweit sie darin vorkommt, durch E(V), somit nach MaB-
gabe der Formel (3) des § 4 durch 2 N v g, ersetzt wird. Die so um-
gedinderten Ausdriicke der betreffenden mathematischen Erwartungen
und mittleren Fehler sollen mit él(vn), Eﬁtl(vn), @1(/1) und 95/}1(1) be-
zeichnet werden.

v. Bortkiewicz, Iterationen. 7
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Aus (3) erhiilt man vermdége der in Frage stehenden Substitution:

(56) G, () = N p2¢? 1y,

so daB sich wegen Formel (3) des § 3

(57) 031 (vn) = @(”n)

ergibt. Man findet ferner aus Formel (8):

(58) Mi(v) =Vopg,

(59) Mi(vy) = Vpe(l—pq),

(60) Mi(vs) = §Vpq(l — pq + 2 p2 ¢?)
und bei entsprechend groBem n als Naherungsformel:
(61) M(vn) =4V Pqra_s.

Somit erhilt man:

(62) MW (v,) = 2 N p2 g2,

(63) Wi (vs) =2N p2g*(l —pg),

(64) Mi(vg) = Np2 (1 —pg+2p°¢?)
und .

(65) ‘S-m%(vn) =N pz Qz Tn-2.

Stellt man nunmehr die Formeln (62) bis (65) den Formeln (18), (17),
(18) und (20) des § 3 gegeniiber, so ergeben sich folgende Differenzen:

) (vl) Me(v)) = —Npqg(l—1pq),
(67) (”2) M2(vy) = —4Np3¢*(2—Tpyq),
(68) M (v) — M2(vy) = —~N p* >3 — 13 p q),
(69) Em%(vn — M2 (vy)

Bei p == ¢ = 1 findet man aus den Formeln (62), (63) und (64) einer-
seits und der Formel (33) des § 3 andererseits:

(70) o) = 5 N, Moy = = N ;
(1) W) = — N, W) = N 5
32 64
(72) M (v,) = Ty, M2 (vy) = 13y,
128 256
Auch bei p= ¢ hat man stets Eml(vl < M(v,) und M 1(vg) < M(vy),
weil pg <i.

Was endlich 4 betrifft, so findet man, sofern man sich an die For-
meln (18) und (19) des § 4 halt, durch einen Vergleich dieser Formeln
mit den beiden Formeln (20) und (38) des gegenwirtigen Paragraphen:

(73) G, () = 6,(2) = 6(2)
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und .
(74) M2(2) = M2(4) .

Beim V-Verfahren gestalten sich die Verhéltnisse noch einfacher,
wenn man die vollstindigen Iterationen jeder der beiden Arten 4 und B
fiir sich betrachtet. Bezeichnet man die Zahl der vollsténdigen 4-Itera-
tionen zu n mit v, , und die Zahl der vollstindigen B-Iterationen zu n
mit v, ,, so findet man zunichst auf Grund der Formeln (2) und (3):

(75) @1(1)1’ n) =%Vt q, 631(?)2, n) = %V Q"‘l p

und mit Riicksicht auf Formel (14 des § 2 des 2. Kapitels, die hier
anwendbar ist, da es sich um je 1V voneinander unabhingige Einzel-
falle handelt:

(76) { MW (vy,n) =3V p" gl —p"1g),
M (ve,0) =4V " ' p(l —¢* ' p).
Man hat alsdann die Ausdriicke
2L 2L
(77) A= Vl’ 12:72

zu bilden und erhélt auf Grund der Formeln (21), (22), (29), (30),
(33) und (34):

1 1
(78) €, (4) = *q‘ ’ €, (4y) = E;

2 2
(719) W) = 7o W) =

Schliefillich mdge man

(80) o%=—§§(nl,h-é)2, % VZ’( )
1

setzen. Unter abermaliger Heranziehung der Formeln (33) und (34)
ergibt sich:
(81) Gl =75, Gilod) =5

L}

und mit Riicksicht auf die Formeln (29) bis (32) und (45) bis (48)
findet man leicht:

1\4 7 3 1\4 7 g2 3
@1{<n1,h_?)} P+ TP+ P @1{<n2,h#)}:&,4_ﬂ,

ql p p4
somit:
1 2 6 2 3 1 2 6 2 3
Sﬁ%{(nl,h ~‘q‘) }= il 54 TP ) Sﬁf{(nm'—g) }= ¢+ Z4 Rl



100 Die Stochastik der Iterationen.

und folglich:
2(p + 6>+ p°) 2(q + 6¢% + ¢%
(82) Sm?(o%) = _—Vq47: m%(o%) = VT .
Man hat bei jedem Wert von p bzw. ¢:
A=50 + 4y,

und dementsprechend 148t sich Formel (20) aus (78) und Formel (38)
aus (79) ohne weiteres gewinnen. Aber nur bei p = ¢ == } besteht
die Beziehung

62 = §(of + o) .
In diesem Spezialfall erhalt man aus (81):

€ (0% =2,

worauf schon im Anschlufl an Formel (41) hingewiesen worden ist,
und findet man aus (82) in Ubereinstimmung mit (55):
_bh6ebbd 3

Wi (a?)

§ 6. Die Zahlen der cine gegebene Linge iiberschreitenden
vollstiindigen Iterationen.

Bezeichnet man mit v, die Zahl der vollstindigen Iterationen, die
aus mehr als n — 1 Elementen bestehen, so hat man:

(1) Py =y + Vpp1 + ... + 0¥,

und nimmt man an, dal n << N — 1, so gilt wegen Formel (7) des
§ 4 des 1. Kapitels die Beziehung:

(2) D, = Uy — Upg1 + Uy
bzw.
(3) by, = 2,, - in+1 )

wenn man, wie es hier geschehen soll, den Fall, wo vy nicht Null ist,
von vornherein von der Betrachtung ausschlief3t.

Die mathematische Erwartung und der mittlere Fehler von b,
lassen sich auf der Grundlage von (3) leicht bestimmen. Mit Riick-
sicht auf Formel (23) des § 1 ist

(4) €(v,) = N(ra — 7ns1) »
woraus wegen Formel (6) desselben Paragraphen
() C(vn) = Npgray

folgt. Alsdann erhdlt man aus

(6) €(o7) = C(7) + C(ih41) — 2 C(intnsa)
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unter Heranziehung der Formel (33) des §1 und der Formel (10)
des § 3:

@(Di) = N{Tn + Tpgr — — (rn+2 — Tnt3 - Fopy1— 2Tapqs + T3n43)

(7) rq
(N — 20) (g — 1asn)? + 22 — r,%+1} ,
somit wegen (4):
2
2mz(bn) = N{TIL + Tag1— 'ﬁ ("'n+2 — Tu43 + Tops1 — 27anqn + Tapts)
— 2n(ry — Tpy1)? 72 — 7‘2+1} .

Letztere Formel geht vermdge der Substitutionen

Tngz = Tn43 = PqTns1s  Tang1 — 2T2n42 + Tongs = P2 @2 rap_y,
) 'n — Tns1 = PG Tn-1> 7';12_7’2+1 =P qTn-1("n + Tny1)
in
(8) SJEZ(Dn) = Np q {rn~1(1 —2np qTho1 4+ Tn 4 Thy1) — 2 72n—1}
itber und liefert fiir n = 1 bis 4 die folgenden Werte von 9t%(p,):

9) M2(0)) =4 Npg(l —-3pq),
(10) M2(vy) = Npg(l—3pq),
(11) M2(bg) =Npg(l —9pq+30p*¢* —28p3¢%),
(12) M2(vy) =Npg(l —12pg+ 54 p* ¢* — 79 p* ¢°) .

Formel (9) deckt sich iibrigens mit Formel (10) des § 4, weil ja b, = V.
Bei hinreichend groflem » kann man sich der Naherungsformel

(13) M2(0p) = N pqryq
bedienen.
In dem besonderen Fall, wo p = ¢ =4, verwandelt sich (7) in
i} N
(14) E(p,) = o
und (8) in

N2'—2n +1
15) gis(o,) = T AL,
und da der Formel (33) des § 3 zufolge die Beziehung

N2 —2n +5)

plie (vn—l) = 92n
besteht, so hat man in diesem Fall:
N
(16) %2(13”) = Emz(Un—l) -

22n—2
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und bei entsprechend groBem » niherungsweise:
(17) T2 (1) = T2 (v_y) -

Das V-Verfahren, angewendet auf b,, ergibt zunichst, mit Riick-
sicht auf Formel (5) des § 5:

Cr(vn) =3V Dl + Tuoy +1as +..2),

somit
n—2 n-2
€y (vn) = %qu<—pq + ___qp ) ;
oder
(18) @51(1)%) = %Vrn—l .

Sodann findet man in dhnlicher Weise wie bei Ableitung der Formel (8)
des §5:
Mi(on) = $V{P" (1 —p* ) + " (L —¢* 1)}

oder

(19) D (0a) = 3V (rn-1 — T2n-2)
und bei hinreichend grolem » néherungsweise:
(20) Mi(on) = 4V 70y

In dem besonderen Fall, wo p = ¢ = 1, gehen die beiden Formeln
(18) und (19) in

vV
(21) (S:l(bﬂ) = 2”—1
und
on-1__ 1
(22) D (0n) = —gams—

itber, so dafl man hier, mit Riicksicht auf Formel (8) des § 5,

(23) M (vn) = M (V1)
erhalt.

Die Zahlen der vollstindigen Iterationen, deren Lange zwischen
bestimmten Grenzen enthalten ist, lassen sich offenbar durch die Dif-
ferenz zwischen den entsprechenden Zahlen b, ausdriicken. Bezeichnet
man die untere der beiden Grenzen mit »” und die obere mit n”’, so ist:

n”’

(24) Dnwy, = 0y — Uyryy .

-
Dementsprechend erhalt man auf der Grundlage von (7):

’”

n

(25) @<2‘ vn) =Npq(rar—1—1ar)
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und auf der Grundlage von (18):
n

(26) ¢, (Z vn) =3V (tproy — Tar) -
e

n
Es wiirde zu weit fithren, wollte man Ii? (2 v,,,) bestimmen. Was
aber I3 (Z;’ vn) anlangt, so hat man:

=

W%(if" Un) = lV{iﬁ Pt q(l —2 Pt q> -Jri?' q”"p(l —iﬁ ¢! p)}
n’ n’ n’ n’ n’

und folglich:
e {ém';’(z ) = AT — ) (L= 7 4 )
<

’”

+@ T =)A=+ "))
Bei p = ¢ = } nimmt (27) die Form

n’’ V(2207 -n'+1__ 920" -2n"+2 __ on” + gn”-n’+2 __ |
28 M (ZA vn> ( e )

n’

an.
Es sei m, die Zahl der einreihig-vollstéindigen Iterationen, die aus
mehr als » — 1 Elementen bestehen. Man hat:

(29) 0y = Wy + Wyiy + - .. Wy
und bei # << N — 1, der Formel (43) des § 4 des 1. Kapitels zufolge:
(30) Wn = fu — fns+1 -

Daher denn:

(1) C(1wn) = €(jn) — C(Jn+1)

und wegen Formel (3) des §2:

(32) C(wy) = (N —n+ 1)1y — (N — 2) 7041

oder auch, mit Riicksicht auf Formel (5) des § 1:

(33) C(wp) =N —n)PqTa_1+ 7n-

Ist »n klein im Verhsltnis zu N, so erscheint die Naherungsformel
(34) C(1w,) = Npgra_s

als in gleichem Mafle berechtigt, wie die Naherungsformel (46) des § 3.
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Viertes Kapitel.
Komplikationen.

§ 1. Der Fall von mehr als zwei Arten von Elementen oder von
mehr als zwei Erfolgen (das Roulettespiel).

Es ist im 3. Kapitel angenommen worden, dafl die Elemente bzw.
die Iterationen von zweierlei Art (A und B) sind. Nunmehr soll in
Kiirze auf den Fall eingegangen werden, wo beliebig viele Arten von
Elementen bzw. Iterationen unterschieden werden. Ks sei die Zahl
dieser Arten mit » bezeichnet. Ordnet man jeder der » Arten eine
Nummer % (=1 bis ») zu und bezeichnet man mit p; die Wahrschein-
lichkeit, daB ein Element von der Art % ist, so hat man:

(1) 2%:1.

Man bezeichne mit 4, , die Zahl der aus Elementen der Art k& bestehen-
den Iterationen zu #, so daB

@) St = in.
1

Die mathematische Erwartung von ¢, , bestimmt sich ohne wei-
teres aus

®3) C(tr,n) = N p} .

Was alsdann den mittleren Fehler von 4 , anbelangt, so lifit er
sich am einfachsten nach der im 3. Kapitel zur Bestimmung des mitt-
leren Fehlers von i, beniitzten Methode berechnen. Man setze, der
Formel (24) des § 1 des 3. Kapitels entsprechend:

N N
9 N
(4) Y, m :Z‘ka,aszk,b’
1 1

wo unter z , bzw. x;; die Zahl der aus Elementen der Art k be-
stehenden Iterationen zu n mit dem Anfangselement Nr. a bzw. Nr. b
zu verstehen ist. Es ist:

(3) @(x?c,a) = Pk
und, sofern die beiden Sequenzen (@, ») und (b, ») inhaltsfremd sind:
(6) C (@, 0 2r,5) = P* »

sofern sie aber einseitig inhaltsverwandt sind:

(7) C(xr, a ) = ™.
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Der Fall der doppelseitigen Inhaltsverwandtschaft soll dadurch aus-
geschlossen werden, daBl man sich die Bedingung n < }(N + 1) als
erfilllt denkt. Auf Grund der Formeln (4) bis (7) erhalt man:

n-1
6(i2,) = N{p L2 g L (N— 20+ 1) p}
1

. 92 pitl __ p2n
® =¥+ 2B g,

und mit Ricksicht auf (3):
. 2(pyptt — pi”
O Wi =N + —“"‘1_7?9:’” — @1},

welch letztere Formel auch wir folgt geschrieben werden kann:

. Y N 2 N p} 1 —p3)—npi(1—
(10) M2 (%, n) = N p2(1 — p3) + PP 1 _k_ o L Pl
Der ohne Riicksicht auf den Umstand, daB einige der in Betracht
kommenden Sequenzen miteinander inhaltsverwandt sind, berechnete

mittlere Fehler (¢, ,) wiirde sich aus
(11) W3 (3, ) = N Pi(1 — p§)

bestimmen. Bei hinreichend groBfem n hat man nidherungsweise an
Stelle von (9):

. 2pT3 N pi(l + py)
12 M2(1h :N( n =
(12) (%, n) pk+1—pk 1— p;
und an Stelle von (11):
(13) M (ix,2) = N pi,
so daf
. . I — pi

2 . 2 — .

(14) W (g, n) = W2 (0, 0) = T

(Man vergleiche die Formeln (43) und (48) des § 1 des 3. Kapitels.)

Unter Beibehaltung der im § 1 des 3. Kapitels beniitzten Bezeich-
nungen z, und z;, fiir die Gesamtzahlen der Iterationen zu n mit dem
Anfangselement Nr. @ bzw. Nr. b und unter Anwendung der neu ein-
zufithrenden abkiirzenden Bezeichnung

(15) Dipi=P,,
1

erhilt man:

(16) C(iy) = N P, ,
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wo ¢, die durch Formel (2) zum Ausdruck gebrachte Bedeutung hat,
ferner:

(17) C(x7) = Pa

und, je nachdem die beiden Sequenzen (a, ») und (b, ») inhaltsfremd
oder einseitig inhaltsverwandt sind:

(18) § (2, 25) = P?

oder

(19) Clagm) = DEpin—m.
1

Hieraus folgt nunmehr, sofern n < 1(N + 1), mit Riicksicht auf
Formel (24) des § 1 des 3. Kapitels, die auch hier Anwendung findet:

n-1

(200  G(2) = N{Pn + 238 Shppm 4 (N — 20 4 1) Pg}
1 1

oder, mit Benutzung der abkiirzenden Bezeichnung

- 3
21) D=,

(22) €)= N{Pn + 2(@ns1 — Q20) + IV — 22 + 1) PI}.
Letztere Formel in Verbindung mit Formel (16) ergibt schlieBlich:
(23) M2 (i) == N{Pp + 2(Qns1 — Q20) — 2n — 1) P}

oder auch

(24)  M2(in) = N{Pu(l — Py) + 2(@us1 — Q20) — 2(n — 1) P} .

Auf den im 3. Kapitel behandelten Spezialfall kommt man da-
durch, dal man v =2, p, = p, p, = q setzt. Kin anderer Spezial-
fall, der hervorgehoben zu werden verdient, liegt vor, wenn alle
Werte p; einander gleich sind. In diesem Spezialfall erhélt man,
wenn man pi = p setzt:

(25) v=—s P,=p"t Q=

(26) C(ly) = Np"t,
(27) %2(,&") — N{pn—l + ?w — (2 n — ].) pzn_2}

oder anders geschrieben

(28) M2(i,) — NpmY(1+pl—p* ) —2(—1)p" (L —p)}
= n! = 1__p

Bei n = 2 findet man hier:
(29) Giy) = N p
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und
(30) M2(iy) = N p(l — p).

Dementsprechend erhdlt man in diesem besonderen Fall, wenn man
auch jetzt, wie im 1. und 3. Kapitel mit V die Gesamtzahl der voll-
standigen Iterationen bezeichnet, mit Riicksicht auf Formel (15) des
§ 4 des 1. Kapitels (somit unter Vernachlissigung des Falles, wo
Vy = ].).

(31) E(V)=N(1—p)
und
(32) M2(V) = N p(l — p).

Im Hinblick auf nachfolgende Anwendungen ist noch der Fall zu
betrachten, wo die Zahlen der Iterationen von zweli verschiedenen
Arten zusammengefalt werden. Sind % und I die Ordnungsnummern,
die zwei verschiedenen Arten von Elementen entsprechen, und ist ¢,
die Zahl der Iterationen zu n, die, sei es aus den Elementen der Art £,
sel es aus Elementen der Art ! bestehen, so hat man:

(33) %:: ik,n + 7;l,n
und der Formel (3) zufolge:
(34) €(in) = N (pk + 1) -

Bezeichnet man alsdann mit s, bzw. s, die Zahl derjenigen unter den
i, Iterationen, deren Anfangselement das Element Nr. ¢ bzw. Nr. b
ist, so ist:

N N
(35) iy iy = a5, Db sy,
1 1

(36) C(s3) = Pt + i
(37) C(sq 8) = (Pk + PI)?
bzw.

(38) C(sas) = P~ ™+ pi» ™

und, sofern n << (N + 1),
R A p‘f”)

Slizip) = 3ot 4+ pr 2 (B " BT
(39) V— (2

£ 20 D 2
Man gelangt zu diesem Ergebnis auch in der Weise, da man von

oo . 0 ..
(40) 7’7,L 'brlt = z%,n + Un +2 %,n U,n

ausgeht. Es ist
N N

. . N
41) %,n U,n = ’,‘?Ck,aZ’,’ X,5 5
| T
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und man hat
(42) G, q21,5) =0,

wenn die Sequenzen (@, n) und (b, n) identisch oder inhaltsverwandt
sind, und

(43) C(ap,q21,0) = PE DI >

wenn diese Sequenzen inhaltsfremd sind. Die Zahl der in Betracht

kommenden identischen wund inhaltsverwandten Sequenzen ist
N{l +2(n — 1)} . Daher denn:

(44) Clir,nitn) =N —2n+ 1) pf pr° .
Auf Grund der Formel (40) erhdlt man den Formeln (8) und (44) zufolge :
s Pt —pit Pt — p?”)
@;@n’z,f::N{" 7 2(
(i i) Pr + P+ 1— + 1—p
O = 2o D+ ) 2N — 20+ Dt

Letztere Formel ist aber mit Formel (39) identisch. Aus (34) und (39)
folgt schlieBlich:

. pitt — pi" Pyt — pit
smzz;,~1v{"+/”+2( +
(i) P I 1 " 1 ;

— @n— 1)+
Setzt man p; = p; = p, so gehen die Formeln (34) und (35) iiber in

(45)

(46) (i) = 2 N p?
und
n+l ___ 20
an  we=Nep+ T ey

oder, anders geschrieben,

M2 (37)

4 n+l ___ 20
48) — ol —2gr) 4 S

l—p
Wiirde man hier den mittleren Fehler von ¢, ohne Riicksicht auf
den Umstand, dal einige der in Betracht kommenden Sequenzen
miteinander inhaltsverwandt sind, bestimmen, so erhielte man, wenn
man den so berechneten mittleren Fehler mit is(i,) bezeichnet:

WD) _ .
(49) L =2 (1= 2",

und bei einem hinreichend grofen = hétte man niherungsweise:

(50) M2 (i) = 2 N p"

8(n — 1) p*.
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statt
) 43 7+ 14 2(1 N ph
(51) ney) = Nz pr 4 T2 ) MDA
1 1—p
so dal; sich, der Formel (14) analog:
g . 1L-—9p
(52) WZ () © M) = -

ergeben wiirde.

Der Fall, wo weder i , noch ¢,, sondern ¢, den Gegenstand der
Betrachtung bildet, liegt beim Roulettespiel vor, wenn diejenigen
Iterationen (zusammen-)gezihlt werden, die in einer ununterbrochenen
Wiederholung des Erfolges ,,Rot™ oder ,,Schwarz bestehen, wihrend
die ,,Null-Falle aufler acht gelassen werden. Man hat hier: p = 1%,
und dementsprechend wiirden, der Formel (52) zufolge, die mittleren
Fehler der Zahlen der Iterationen zu n bei hoheren Werten von #n,
wenn man diese mittleren Fehler in der ,,Unabhingigkeits-Hypothese*
(d. h. ohne Riicksicht darauf, dal} es unter den in Betracht kommenden
Sequenzen inhaltsverwandte gibt) berechnen wiirde, annahernd im Ver-

héltnis von }/1_9 zu ]/?)5 oder von 0,588 zu 1, somit um etwa 419, zu
niedrig ausfallen; anders ausgedriickt, wéren die in der Unabhangig-
keits-Hypothese berechneten mittleren ¥ehler im Verhdltnis von
1,701 zu 1 oder um etwa 709, zu erhéhen.

Bei v = 2 und p, == p, erhilt man p =13} und ¢, =4,, und die
Formeln (46) und (47) ergeben hier in Ubereinstimmung mit den
Formeln (23) und (34) des § 1 des 3. Kapitels:

(53) Clin) = 5oy

und

64) iy = NEE 2=

oder, anders geschrieben: 7

(55) (i) = 3 oy (1 — gy ) — LY
und niherungsweise bei einem entsprechend groflen n:
(56) M2 (i) — %‘T

Greift man aus den ¢ , und ¢, lterationen die einreihigen heraus
und bezeichnet man deren Zahl mit j;,, und 4;, so findet man zunichst:

(57) Clr,n) = (N —n + 1) pf
und
(98) C(n) = NV —n 4 1)(pi + 21).
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Sodann erhilt man, indem man auf die Formeln (6) bis (12) des
§ 2 des 3. Kapitels zuriickgreift, in diesen Formeln r, durch p} ersetzt
und die Beziehungen

n-1 7 n-1 2n
1 1 — e nftlt-}{l I —
2 gt —pitt  (m—2)pitt  pit— p”
I — I — py (I — pe)?
beriicksichtigt :
. 2(N —m) pp*t 2(N —2n + 2) p;
2.) = (N — 1) p%
€(jk,n) = ( n+ 1) pf + 1= 1=
742
— iﬁ—p)pﬁ 4 (N2—4Nn+3N 42— 60+ 2) p»
— Di

Letztere Formel geht vermoge der Substitution

n+2 741 741
ittt Dk

QI—m)E (—m? l1—p
in

i 2N —n -+ 1) o2+l 2N — 25 L 2) p2
Gl = (N —n 1) g+ = +Dpptt 2 12)p
1= n 1 —
(59) 2 (p11+1 py_n)
TSy T AN 3N Hdnt— Gt 20
— P
iiber, woraus mit Riicksicht auf (57)
' 2N —n P 2N —2n 4 2)pd"
W2y ) = (F — 1) 4 N 2 VAT 22 2) s
1—m 1 — py
(60) | .
(1 — pg)?

oder auch
. 2 n+1
W) = = n D pr + 2B gy
2(n — 1) pi"  2(pitt — i)
1— (1 — p)?

(61)

+nn—1) g+

folgt. Da
2Nn—N—3n2+4n—1=N—n+1+2Nn—2N—-3n*>4-5n—2
=N-—-n+1)+2Nmn—1)—3nn—1)+2(n—1)
W —n4 )4 m—1)2N—3n+2),
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so 1aBt sich (60) auch in der Form
pitl 2n
(62) M2(jy, ) = (N — n + 1) pL (1 — p) + 2(¥ — n 4 1) PP

1 — p
2(n — 1) pi" _ 2(pk*™! — p")
— m—1)(2N —3n 4 2)pi"+ —
( L 1—m (1 — pe)?
darstellen.
Um schlieBlich M2(j,) zu finden, kann man von
(63) € (i ) = C(, ) + C(77,n) + 2 €(t, n 1, )

ausgehen. Es sei y;, , die Zahl der einreihigen Iterationen zu n von
der Art k mit dem Anfangselement Nr. @ und y; ; die Zahl der ein-
reihigen Iterationen zu # von der Art I mit dem Anfangselement Nr. 5.
Demnach hat man

(64) C(Yr,a y1,0) =0,
wenn die beiden Sequenzen (@, n) und (b, n) identisch oder inhalts-
verwandt sind, und

(65) C(Yx,a ¥1,0) = PE Dk >
wenn die beiden Sequenzen (2, n) und (b, n) inhaltsfremd sind. So
findet man denn, wenn man die Produkte y; , 5, fiir welche (64)
zutrifft, von vornherein ausschlief3t:

-2n+1 N-n+l )

N
@(fk,nfl,n)ZZ(‘f( Z‘!/Ic,azgyl,b )
1

a+n
somit wegen (63):
(66) C(g,nft,n) = N —2n 4+ 1)(N —2n + 2) pf p}' .
Die drei Formeln (59), (63) und (66) ergeben nunmehr:
72+1
61 10 = OV = + D+ )+ 2 ) (B P )
I—Pk l—pz
(67) ( P p" ) {p%“—ﬁ M“-pz }
—2(N—2n-+2 + — 2
( +2) —m l—mn (1 — p)?
+(N2—4Nn+3N-+4n>—6n —|—2)(pk + p,)2

und wegen (58):

pitt o opptt
W) = (O = Do+ a0 + 20—+ ) (4 H

2" 741 20 741
" Pt — P Pt —p?
_2(N—2n 2 ( ) 2{ }
( n +2) 1‘“29k+1~pz (1 — p)? (1 — py)?

—@Nn—N—3n2+4n— 1)(p + ).
Setzt man p = p; = p, so gehen die Formeln (58) und (68) in

(69) € =2(N —n+1)p"

(68)
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und

4 n+1 2n
e = pfze+ D gza o )

d(n—1)p" 4" — p*")
M:__ 4: y 1) 27 _
a1 —
tiber. Bei entsprechend groBlen Werten von n erhdlt man, wenn zu-
gleich N sehr grof} ist, analog der Forinel (51) naherungsweise:

o . n
71 wm(y = 2 HPW—n+Dp

(70)

l—p
oder auch, mit Ricksicht auf (69):
: L+p .
72 M2(g,) = ——C(j7) -
(‘ ) ( (711) 1 _ p cg(7!1)

Fiar diesen besonderen Fall (wo p; = p; = p) soll noch, im Hin-
blick auf spétere Darlegungen, die Zahl der vollstindigen Iterationen,
die aus mehr als # — 1 Elementen, sei es der Art %, sei es der Art [,
bestehen, betrachtet werden.

Bezeichnet man diese Zahl mit b}, so hat man, unter der Be-
dingung, dafl 'ucht simtliche N Elemente von ein und derselben Art
sind, der Formel (3) des § 6 des 3. Kapitels entsprechend:

(73) vy = 7’1? - Zn-}-l ’

somit wegen (46):

(74) Sy =2Np"(1 —p).
Ferner ist

(73) Vo0 =ty bt — 20,041,

und aus (46) und (47) ergibt sich:
4+ —
l—p } ’
4(pn+2 p2n+2)
 1-p ¥} '
Man findet zugleich in #hnlicher Weise, wie im § 3 des 3. Kapitels
Formel (10) abgeleitet worden ist:

(6) G = N4 —2n 4 1) 290+

() G(igifn) = N{UY 20— Dppres 2pt 4

pn+1 . p2n+1
(1) GG = 45| — 2mprret 4 EL TP
Auf der Grundlage von (75) erhdlt man nunmehr wegen (76), (77)
und (78) nach einigen Umformungen:
(79) ('(Dn n) 2Z\Y{2(A7_2n)p2n(l—p)2+pn(l—p)+2p2n+1(1_p)}s
sodann, mit Ricksicht auf (” ):

(80)  M2(vy) = 2N p*(l— p) {1 — dnpi(l — p) + 2 p+1)
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und schlieBlich bei entsprechend grofiem » als Naherungsformel :

(81) M2(v;) = 2 N p*(1 — p)
oder auch wegen (74):
(82) M2(v,) = C(vy) .

Bezeichnet man mit 1, die Zahl der einreihig-vollstindigen Itera-
tionen, die aus mehr als n — 1 Elementen, sei es der Art k, sei es der
Art 1, bestehen (wobei wiederum p, = p; = p), so findet man:

(83) Wy = Ju — fns1>
somit
(84) C(w;) = €(@5,) — C€(ns1) -

Was aber fi(iv,;) anlangt, so kann man, soweit N sehr gro und =
zwar klein im Verhaltnis zu N, aber doch so grol} ist, daf} die Nihe-
rungsformel (82) als anwendbar erscheint, nach Analogie mit dieser
Formel getrost

(85) M2 () = E(w,)

setzen.

§ 2. Der Fall verbundencr Elemente (die Zwillingsgeburten).

Die Unterscheidung der Geborenen nach dem Geschlecht, an die
sich seit jeher wahrscheinlichkeitstheoretische Untersuchungen kniipfen,
bietet auch die Moglichkeit, die Geburtenstatistik zur Exemplifizierung
der Lehre von den Iterationen zu verwerten. Uber die Ordnung, in
welcher die ménnlichen und die weiblichen Geborenen aufeinander-
folgen, erteilen die Standesamtsregister Auskunft, wobei es allerdings
nicht gesagt ist, daB die Reihenfolge der Eintragungen in das Register
der Zeitfolge der Geburten immer genau entspricht. Man konnte
meinen, daB auf eine dem Standesamtsregister entnommene Reihe
von soundso vielen nach dem Geschlecht unterschiedenen Geborenen
sich das Schema des 3. Kapitels ohne weiteres anwenden lasse: der
Zahl N dieses Schemas wiirde die Gesamtzahl der in Betracht gezogenen
Geborenen entsprechen, und die Wahrscheinlichkeiten p und ¢ wiirden
sich darauf beziehen, ob der Geborene minnlich oder weiblich ist.
Es macht sich aber hier ein besonderer Umstand geltend, der zu ge-
wissen Korrekturen AnlaB gibt. Dieser Umstand betrifft die Zwil-
lingsgeburten. (Von Mehrlingsgeburten, die drei und mehr Kinder
liefern, darf jhrer groBen Seltenheit wegen abgesehen werden.)

Unter den Zwillingsgeburten sind namlich, wie bekannt, die gleich-
geschlechtlichen stiarker vertreten, als es der Annahme, daBl je zwei
zusammengehorende Zwillinge in bezug auf deren Geschlecht ,,un-
abhiingig® voneinander sind, entsprechen wiirde. Diese ,,Geschlechts-

v. Bortkiewicz, Iterationen. 8
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attraktion bt auf die erwartungsmiBigen Zahlen der hier in Krage
stehenden Iterationen einen bestimmten Einfluf§ aus. Dies soll im
nachfolgenden dargetan werden. Dabei wird davon abgesehen werden,
daBl die Verteilung der Geborenen nach dem Geschlecht (die ,,Sexual-
proportion‘) bei den Zwillingsgeburten nicht die gleiche zu sein braucht
wie bei den Einzelgeburten. Das numerische Ubergewicht der Knaben
ist zwar bei den Zwillingsgeburten meist etwas schwicher als bei den
Einzelgeburten ausgesprochen, aber in sehr verschiedenem Mafle
schwicher, und fiir einige Lander und Zeitriume kehrt sich das Ver-
hiltnis sogar in sein Gegenteil um (ohne dafl dies aus der Kleinheit
der Beobachtungszahlen zu erkliren wire)!). Uberdies werden die
erwartungsméiBigen Zahlen der betreffenden Iterationen durch die
Verschiedenheit der beiden Sexualproportionen, wie sich’s leicht zeigen
lieBe, viel weniger berithrt als durch die Tatsache der Geschlechts-
attraktion bei den Zwillingsgeburten. Die ,stérende” Wirkung dieser
Tatsache soll also in der Annahme untersucht werden, dafl die Wahr-
scheinlichkeit, mannlich bzw. weiblich zu sein, fiir einen Einzelgeborenen
und fiir einen Zwilling die gleiche ist (p bzw. ¢). Es moge auflerdem
angenommen werden, dafl in dieser Beziehung zwischen den Zwillingen,
die als erste und solchen, die als zweite (aus dem betreffenden Zwiilings-
paar) im Standesamtsregister eingetragen sind, kein Unterschied be-
steht, oder, was auf dasselbe hinausliuft, daB die Wahrscheinlichkeit
fir einen Zwilling aus einer ,,gemischten Zwillingsgeburt, als erster
bzw. als zweiter in das Register eingetragen zu werden, von seinem
Geschlecht nicht abh#ngt.

Bezeichnet man die drei bei einer Zwillingsgeburt in Betracht
kommenden Wahrscheinlichkeiten: 1. dafl die beiden Zwillinge ménn-
lich, 2. daB} sie verschiedenen Geschlechts und 3. dafB sie beide weib-
lich sind, mit «, f und y, so hat man nach dem Vorstehenden:

2a+ B B+ 2y
2o+ T 2at+pLy)
oder, da & + f +y =1:

:q’

1) X =p— 5 V=4 — 5

4

[Nla=N

1) Statistik des Deutschen Reiches. Neue Folge. Bd. 44. Berlin 1892, S. 60*.
Vel. die Verdffentlichung der ,,Statistique générale de la France‘’: ,,Statistique
internationale du mouvement de la population. Second Volume®, Paris 1913,
S. 68*—69* und 116*. Im Jahrzehnt 1901/10 unterschied sich die Sexualpropor-
tion bei den Zwillingsgeburten von derjenigen bei allen Geburten nur wenig nament-
lich in Bayern und in Sachsen. Erstere Proportion iibertraf letztere in Italien.
Es ist tbrigens nicht auBer acht zu lassen, dafl die Angaben auf S. 116*, sofern
sic deutsche Bundesstaaten und das Deutsche Reich betreffen, die Totgeborenen
in sich begreifen.
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Fithrt man alsdann die Bezeichnung
2) a+y—@P+¢)=29

ein (6 kann als MaBl der Geschlechtsattraktion angesehen werden), die
vermdge der Substitutionen & +y =1-— fund p? +-¢2=1— 2pgqzu

®3) p=2pg—39
fithrt, so erhdlt man aus (1):

) )
e 2 L, — 2 ~.
4) & =p 5 r=0ty

Hieraus folgt, wenn man von der im 3. Kapitel benutzten abkiirzenden
Bezeichnung " - ¢" = r,, wieder Gebrauch macht:

(5) & Fy=r+9,
)
(6) Xptya=rt+35-

Man bezeichne die Wahrscheinlichkeit, daB3 eine Geburt eine Zwil-
lingsgeburt ist, mit z. Dementsprechend driickt 1 — z die Wahr-
scheinlichkeit aus, dafl eine Geburt eine Einzelgeburt ist. Ferner be-
zeichne man mit ¥ einen Einzelgeborenen, mit ¥ einen ,,ersten® (d. h.
als ersten aus dem betreffenden Zwillingspaar in das Register ein-
getragenen) und mit ¢ einen ,zweiten (d. h. als zweiten aus dem
betreffenden Zwillingspaar in das Register eingetragenen) Zwilling.
Die drei Wahrscheinlichkeiten fiir einen Geborenen, £, F, @ zu sein,
1 —z2 2 z
14+ 2z 1 -z "1 + 2

FaBt man nunmehr die Zahl der Iterationen zu 2 ins Auge, so hat
man davon auszugehen, daf} sich bei den Sequenzen zu 2 die folgenden
fiinf Falle unterscheiden lassen: EFE, EF, FQ, GE, GF. Diesen fiinf
moglichen Fillen kommen nach dem Vorstehenden die Wahrschein-
(1 —22 (I —2) 2 2(1 —2) 22 ;

T4z 14z T+2 15z T14g2 DieWahr
scheinlichkeit, daf} die betreffende Sequenz eine Iteration ist, stellt
sich in dem Fall FGQ auf & + y oder laut Formel (5) auf r, + 8, in
jedem der iibrigen vier Falle auf r,. Somit erhilt man:

sind also:

lichkeiten

. 1 2
(i) = N{l T 27'2 + 1+ z(’"z -+ 5)}
oder:
. 20
) e

Bei Sequenzen zu 3 kann der Sachverhalt tabellarisch wie folgt
dargestellt werden:

g%
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Mogliche Falle

Die Wahrscheinlichkeit
des betreffenden Falles

Die Wahrscheinlich-
keit, daB eine Ite-
ration vorliegt

EEE

EEF

EFG

FGE

FGF

GEE

GEF

GFG

1 —
l_l_z-(l——z)-(l—z)
1 —
i+i-(1—z)-z

] —z2

T
S

z .

14 2 ?

oy (=21 —2)
1—3_—2-(1—2)-2
___71_

142 #

P+ ¢
»P+¢
pa+qy
aptrg
xp+rq
P+ ¢
P+ ¢

px+qy

Hieraus findet man unter Beriicksichtigung der Formel (6):

. gl -z 22
@(@3):3{1 ~§~é73+m
oder:
20
® G = N r 470

1 =

1

gelangt man zu der Niherungsformel

@(Zn) = N[{l —(n—1) z} Tq + (n -1 Z((X pn—z + ;/q”‘z)] ’

die wegen (4) in

9)

2

o2}
»

Es wire allzu umstdndlich, wollte man in dhnlicher Weise die
mathematischen Erwartungen der Zahlen der Iterationen von groBerer
Lénge bestimmen. Folgendes nicht ganz strenges Verfahren moge als
Ersatz dafiir hingenommen werden. Mit Riicksicht darauf, daB z ein
kleiner Bruch ist, begeht man keinen erheblichen Fehler, wenn man
annimmt, dal eine Sequenz zu n, moge n noch so groB sein, héchstens
zwel zusammengehorende (d.h. aus derselben Geburt stammende)
Zwillinge enthilt und wenn man die Wahrscheinlichkeit, daB in einer
Sequenz zu n ein Zwillingspaar enthalten ist, gleich (n — 1)z setzt
(weil fur ein Zwillingspaar n — 1 ,Stellen” in Frage kommen). So

MMZN%+@:£&£%
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ibergeht. Diese Formel ergibt bei # = 2 und 3:
(10) C(dy) = N(r, +29),
(11) C(ig) = N(rs +29),
somit Werte, die sich von den entsprechenden genauen Werten, wie
sie die Formeln (7) und (8) liefern, kaum unterscheiden.

Aus (9) findet man leicht unter Zugrundelegung der Formel (9)
des § 4 des 1. Kapitels:

Sow) = ¥t 2 s +
oder auch, vermoge der Substitution
Tna—Tn = Pq(Tn_3 + Tu_s),

S = ¥ {p g1 + CPLnos = I = rn_2)pg26}_

(n pz 92 "n_a — Tp_2 + 7',,) 26}
2

2
Setzt man s
(12) ORIt = s = e RO20
S0 ist
(13) @(7)") :NP2 qz Tn_2 _f‘N"?n;

und erscheinen demnach die Produkte N 7, als Korrekturen, die durch
die Zwillingsgeburten bedingt sind. Es 1aft sich leicht zeigen, daB

oo

(14) Ddnnngy=0.

1
Man hat nédmlich:

(e o] o0 o

1 . 1 1L p+p* 1 ¢g4+¢* 3
2"27”“4—__7 nntpt g dentqt =g +7'q——3g—= 3,3
- p< gl " g * p P’y
oo 1. fe o) ., I 1 oo n p q 2
2"7"‘3—? Sl T?PZLM AR

) 1 1 P q 1

BN Ty =— Dan Pt + — dan ¢" = + = )
21, n pzlz < g2 P2 qz P qz
so daB

> 3 2 1 0
Zn(npqr”_4— Tn-g — Tp-2) = pg qz—pz qz—pz qz =Y

womit denn auch (14) bewiesen ist.
Aus (10) findet man auf der Grundlage der Formel (15) des § 4 des
1. Kapitels:
(15) C(V)=N@2pg—29).
In Ubereinstimmung damit ergibt Formel (13):

< 1 1 2\ pgzd
9 St (Lol 2ype
(16) 2" r*¢*  p*q¢® pq/ 2
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Aus (12) und (16) erhalt man:

n i Nyt 20

1 —1

2 s —3pq

3 0

4 —pg-+5pig

(17) { 5 —pq-+5p g

6 —pq+ 6P —Tp ¢

7 —pq+8pPg—14p? ¢

8 —Ppg+ B P E—2p ¢+ Iptgt

9 —pqg+11p2¢®—34p* @ 4 27 p* g*
10 —co L _ 2 2 3.3 __ 1,4
(in summa) s 9pg—45pP* - T8 p* * — 36 pt g

= 3,

In dem besonderen Fall, wo p = ¢ = 1, ergibt Formel (12):

(n—3)z0
(18) M=
und dementsprechend:
n 7,20 n Nyt 20 % 1 Nyt 20
1 —1 4 Te 7 ‘ 37
2 —% 5 s 8 | 3k
3 o 1 6 9 1 s

Setzt man noch in Anlehnung an die Erfahrung: p = 0,51, ¢ = 0,49,
& =032, §=038, y=0,30, somit ¢ = 0,1198, und auBerdem
z = 0,012, somit zJ = 0,0014376, so kommen die folgenden nume-
rischen Werte von 7, : 260 und #, zustande:

Tabelle 1.

n Ny i 20 N

1 —1 —0,00143760

2 —0,24970 —0,00035897

3 0 0

4 0,06235 0,00008963

5 0,06235 0,00008963

6 0,04678 0,00006725

7 0,03121 0,00004487

8 0,01953 0,00002808

9 0,01174 0,00001688
10 —oo 0,01574 0,00002263
(in summa)




Der Fall verbundener Elemente (die Zwillingsgeburten). 119

Es soll nunmehr untersucht werden, welche Korrekturen die Zwil-
lingsgeburten beim V-Verfahren bedingen.

Hier sind zuniichst die mit e, f, g zu bezeichnenden Wahrschein-
lichkeiten, daBl ein als Anfangselement bzw. Einzelelement einer voll-
stindigen Iteration auftretender Geborener ein Einzelgeborener (&),
oder ein ,erster’ Zwilling (¥), oder ein ,zweiter* Zwilling (@) ist, ins
Auge zu fassen. Solch ein Geborener kann, da er notwendig anderen
Geschlechts als der ihm unmittelbar vorausgehende Geborene ist, als
ein ,,ablosender® Geborener bezeichnet werden. Die Wahrscheinlich-
keit fiir F, ablosend zu sein, ergibt sich aus folgender Betrachtung:
ist £ ménnlich, so ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit ¢, weil ihr die
Tatsache entspricht, dall dem ¥ ein weiblicher Geborener vorausgeht;
ist aber K weiblich, so ist die betreffende Wahrscheinlichkeit p, weil
ihr die Tatsache entspricht, dall dem E ein méannlicher Geborener
vorausgeht. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, dall E ablosend ist,
durch pg 4 ¢ p = 2 p ¢ gegeben. Die gleiche Wahrscheinlichkeit, ab-
I6send zu sein, kommt F zu. Was aber ¢ anlangt, so mul} er aus einer
gemischten Zwillingsgeburt stammen, um ablésend zu sein; folglich
ist die Wahrscheinlichkeit, dafi ¢ ablosend ist, durch f gegeben. So
gelangt man zu den Formeln:

1 —2
1+z-2pq
€= 11—z 2 2 ’
PR, 7y € - . Y - .
1 2pq s 2pqH 177 B
i 1+z-2pq
T 1—=z z z :
.9, 2 .92 ! .
12 2pq%<l+z Pet i B
z
1+z.ﬂ
9= l1—2z2 9 2 2 4 z ﬁ
11z pq+1+z pq 14z
die in
2(1—2)pgq
20 PR L -
@0 2pq+z2p
Q.
2zpq
21 =1
@) f 2pq+z2p
2 p
22 ="
22) 9= 2pg+2p

iibergehen.
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Fragt man sodann nach der Wahrscheinlichkeit, daf} ein ablésender
Geborener ménnlich ist, so erhilt man fir £ und F ohne weiteres },

nimlich aus der Formel 1}—?—2—. Bei G aber ist in Betracht zu

+9p
ziehen, daB fiir ihn die Wahrscheinlichkeit, ablésend zu sein, sich auf

B _ b
20‘_'_/3 oder auf 5y B

lich ist. Daher betrigt die Wahrscheinlichkeit, dafl ein ablésender @
ménnlich ist: B

STEY;
B B
PRt T2y 18

Dieser Ausdruck ist aber, den Formeln (1) zufolge, ebenfalls gleich 1.

Nach diesen vorbereitenden Feststellungen kann zur Bestimmung
der Wahrscheinlichkeiten =z, (dafi eine vollstindige Iteration aus
n Elementen bzw. Geborenen besteht) geschritten werden. Aus #hn-
lichen Uberlegungen heraus, wie diejenigen, welche zu den Formeln (7)
und (8) gefithrt haben, findet man:

stellt, je nachdem er ménnlich oder weib-

1 1
(23) ”1:(e’{‘g)(%Q’f“%P)+f(§2“ﬂ+ﬂ“|-§2yiﬂ>;
ﬂ2=(e+g){%(1~2)pq+—é—2g+%—(1-~-2)qp+-%-2§}
24
2251722y 4 87)
ﬂ3=(€+g){%(1—z)2p2q+%(1-—z)2q2p+%(1_z)pz§ﬂ
+%(1—z)ng+%wq+%—zw}
(25) 1 2« 1 2y
+f{§2a+“ﬁ(l_z)pq+§2y+ﬂ( —2)qp
+1 20 p 1 2y ﬁ}‘

22x1p°2 22y 152

Setzt man in (23), (24) und (25) die Werte von e, f, g aus (20), (21)
und (22) ein, so kommt man nach einigen Umformungen zu:

1 20

(26) T T 22pe(l f2)—20)
_ 1—4pq) 20+ 2262

. 2 §2

(28) my—fpq 4 P90 = +2)2

4{2pq(l +2)—zd)y
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Statt in dhnlicher Weise die Wahrscheinlichkeiten n,, 7; usw. zu
bestimmen, kann man fiir dieselben hinreichend genaue Niaherungs-
ausdriicke auf viel einfacherem Wege finden, indem man namlich die
Voraussetzung macht, dal} eine vollstindige Iteration, moége sie noch
so lang sein, héchstens zwei Zwillinge, sei es aus einer Geburt, sei es
aus zwei verschiedenen Geburten, enthalt?). Diese Voraussetzung lauft
auf die Vernachlidssigung von Ausdriicken, in welche zweite und héhere
Potenzen von z eingehen, hinaus. Dementsprechend ist die Wahrschein-
lichkeit z, wenn es sich um eine vollstindige Iteration zu n handelt,
mit dem Faktor n — 1, oder 0, oder 1 in Ansatz zu bringen, je nach-
dem die betreffende Iteration mit £, oder mit F, oder mit G beginnt,
und was insbesondere eine mit E beginnende Iteration anbelangt, so
ist hier die Wahrscheinlichkeit (# — 1)z in die beiden Summanden
(n — 2)z und z zu zerlegen, von denen sich der erste auf den Fall
bezieht, da die Iteration ein Zwillingspaar und der zweite auf den
Fall, daB sie nur einen Zwilling enthilt. Auf diese Weise findet man:

Ty = % {1—(m—1zp" g+ q¢""'p)

Lo ®

oy =2 2(xp" g+ " p)

e ., B "
(29) + 52 (1)”*'-’5 +gt? /:f)

Hieraus erhilt man unter Beriicksichtigung der Formeln (1), (3) und (4)
und unter Anwendung der abkiirzenden Bezeichnung r, fir p" - ¢":

_ PO (e h ) 7a22d A —2) ezt fipgru-ad

(30) =@, 9 ) 1

Setzt man in dieser Formel 1 — f — ¢ fiir e ein und vernachlissigt
man im Resultat diejenigen Ausdriicke, welche das Produkt fz oder gz
enthalten (was, mit Riicksicht auf die Formeln (21) und (22), im Ein-
klang steht mit der Ignorierung der zweiten und héheren Potenzen
von z, auf welcher die ganze Ableitung beruht), wobei noch das ,,iso-

2) Vorhin, bei Betrachtung des N-Verfahrens, ist auf die Falle, wo eine Se-
quenz nur einen Zwilling oder zwei nicht zusammengehdrende Zwillinge enthilt,
keine Riicksicht genommen worden, weil diese Fille, sofern es sich um die Wahr-
scheinlichkeit handelt, daB die betreffende Sequenz eine Iteration ist, sich mit
dem Fall, wo die Sequenz aus lauter Einzelgeborenen besteht, vollkommen decken.
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liert* auftretende f durch z zu ersetzen ist (was ebenfalls auf eine
Ignorierung der zweiten und hoheren Potenzen von z hinauslauft),
so gelangt man zu:

31) 1 LT (Gl Vb I S Sl P LS
2 4
Letztere Formel geht vermége der Substitution pgr,_y=7r,_3—14_2 in
(32) 7, — g?vq_g@:g n (npg rn_44— Tn-3)2 0
ither. Setzt man alsdann
(33) (712747‘12-44— 7’11—3)26 :'ﬁny
8o ist
(34) Cy(vn) =4V pqrny +V,,

und erscheinen demnach die Produkte Vi, als durch die Zwillings-
geburten bedingte Korrekturen, welche beim V-Verfahren an den er-
wartungsmiBigen Zahlen der vollstindigen Iterationen von bestimmter
Lange angebracht werden miissen.

Aus (33) findet man in derselben Weise wie oben aus (13) die Be-
ziehungen (14) und (16) abgeleitet worden sind:

1
(36) prITR—
1 4 p?®¢*
3 oY e (4—9pg)zd
(37) len 9, = Gsg
Formel (33) im Zusammenhang mit Formel (35) ergibt folgendes:
" D120
1
1 ~ T
L
? 4pyq
38 3 "
©) 4 —i+2p
> IR
6 —142lpg—3p¢
7 — i+ 2pg—5ip¢
8 §+34PQ“'9417Q2+41) g
9 — 14 3lpg—Bip@+ i pg
10 =00 1__153 1,29 _ 1K3 13 8
(in summa,) 2+ —15 pg + 315 p* > — 157 ¢
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Die Werte, die man hiernach fiir 9, bei n = 1, 2 und 3 erhilt, stimmen
mit denjenigen, welche den Formeln (26), (27) und (28) entsprechen,
tiherein, sofern man die zweiten und hoéheren Potenzen von z ver-
nachléssigt.

Durch den EinfluB}, den die Zwillingsgeburten auf die erwartungs-
méBigen Zahlen der vollstindigen Iterationen von verschiedener Linge
ausiiben, werden auch die mathematischen Erwartungen von 1 und o?
in Mitleidenschaft gezogen. Wegen (36) erhélt man jetzt an Stelle
der Formel (20) des § 5 des 3. Kapitels:

1 20
Topg Tapg
Was aber die GroBe o2 betrifft, so bestimmt sie sich jetzt nicht
mehr aus Formel (39) des § 5 des 3. Kapitels, sondern sinngemiB8 aus:

1 ~ 1 26\
40 2 S A I
e ’ VZL(W 294 4p2q2>

Man hat nun wegen (37):

14
2—5pg, 4—9pgzd
@(Zf'm%):v{“zqu 4p°¢° }

1

z 1 zd
5 — Ty,
Q‘(E"") V<2M | 41’292)
und findet aus (40) unter Vernachlidssigung der Glieder, die zJ im
im Quadrat enthalten,
. 3—10pg 3(1—3pg=2d
(41) (El(o ) - 4p2 q2 4 p3 q3
anstatt der Formel (41) des § 5 des 3. Kapitels.
In dem besonderen Fall, wo p = ¢ = }, ergibt Formel (33)
n—2)26
on-1

(39) €4

und wegen (36):

(42) "9" =

und demgemaf:

n ’ $,:28 n 9,120 n | D126
1 | —1 4 I 7 &
2 0 5 553 8 IS
3 1 6 % 9 EE1)
1 < 9
232‘ I =355
10
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Die beiden Formeln (39) und (41) fithren in diesem Fall zu:

" 1
(43) &, (2) :2pq+426
bzw.
(44) Gl =2+420
und
45) 6, (02) = 31—;(;12'1*’ 41226
bzw.
(46) $(6%) =2+ 1226.

Setzt man aber wiederum p = 0,51, ¢ = 0,49, &« = 0,32, § = 0,38,
y = 0,30 und zugleich z = 0,012, somit zd = 0,0014376, so erhilt
man die nachstehenden Werte von #,:24 und 4,, sowie von &, (4)
und €, (¢%):

Tabelle 2.
n D120 Py
1 —1,00049 —0,0014.3818
2 0,00040 0,00000058
3 0,25000 0,00035940
4 0,24980 0,00035911
3 0,18732 0,00026929
6 0,12492 0,00017958
7 0,07814 0,00011233
8 0,04695 0,00006750
9 0,02741 0,00003940
10 —00 0,03546 0,00005098
(in summa)
1

47 €, () = —— 4+ 0,005755

bzw.

(48) ¢, (1) = 2,000800 +- 0,005755 = 2,006555 ,

. 3—10pgq

(49) ¢, (0?) = 1 e qz— -+ 0,017293

bzw.

(50) €, (6% = 2,005604 + 0,017293 = 2,022897 .

Es moge schliefilich darauf hingewiesen werden, daf auch hier
¢, (vy) in E(v,) tibergeht, wenn man in dem Ausdruck von &, (v,) die
Grofle ¥V durch ihre mathematische Erwartung ersetzt. Auf diese Weise
ergibt sich namlich aus (15) und (34):

Cy(va) = N@pg—28) 3Tz + ),
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woraus unter Heranziehung von (33) und unter Vernachldssigung des
Ausdrucks, der 2§ im Quadrat enthilt,

% o Ty - Z(S n Tpoa = Ty_ za
@1(vn):_»N{p2q_rnv?__pq = L Palnpg ; ) }

hervorgeht, so daf man, wie ein Vergleich letzterer Formel mit den
Formeln (12) und (13) zeigt, in der Tat zu €, (v,) = E(v,) gelangt.

Fiinftes Kapitel.
Beispiele.

§ 1. Statistische und mathematische Ziffernreihen.

Es gab im Deutschen Reich am 1. Dezember 1910 3783 Gemeinden,
deren Einwohnerzahl, sei es an diesem Zeitpunkt, sei es am 1. De-
zember 1905, mindestens 2000 betrug. Diese Gemeinden liegen syste-
matisch (nach Staaten und Landesteilen) geordnet vor!). Somit bilden
ihre Einwohnerzahlen eine aus 3783 Elementen bestehende Reihe.
Unterscheidet man nun zwei Arten 4 und B solcher Elemente, indem
man z. B. der Art 4 die Einwohnerzahlen, die mit Null enden, und
der Art B die Einwohnerzahlen, die mit einer anderen Ziffer als Null
enden, zuweist, so 1afit sich die gegebene Reihe in soundso viele Teil-
reihen zerlegen, die aus lauter Elementen derselben Art bestehen,
somit als vollstindige Iterationen erscheinen. Man erhilt im
ganzen 646 voilstindige Iterationen, oder esist: V = 646 bei N = 3783.
Uber die Verteilung der vollstindigen Iterationen nach ihrer Linge
und auch nach ihrer Art gibt Tabelle 1 Auskunft. Die eingeklammerten

Tabelle 1.
n Uy, n V, n v, n V, n v,
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1307 (283)| 11 10 21 6 31 1 41 1
2 | 67 (36)| 12 9 22 6 l 32 2 42 24
3130 )] 13 8 23 7024 33 2:8 44 1
4 1 27 14 10 24 3 I 34 2 46 1 } 9
51 21 15 6 25 2 35 1 50 1
6 21 16 7 26 1 36 1 57 1 } 9
7 13 17 5 l 27 3(5 37 15 70 2
8 18 18 3 18 29 1 38 2
9 15 19 1 j 39 1
10 16 20 2

1) Statistik des Deutschen Reiches. Bd. 240, 2. Teil, Berlin 1914, S. [2]—{46].
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Zahlen (2. Spalte) beziehen sich auf die Iterationen der Art 4 (die
,,Null-Tterationen*). Von den 307, 67 und 30 Iterationen zu 1, 2 und 3
gehdren also 283, 36 und 4 der Art 4 und 24, 31 und 26 der Art B
an, wihrend simtliche Iterationen zu 4 und mehr von der Art B sind.

Nimmt man an, dall die Wahrscheinlichkeit fiir die Endziffer der
Einwohnerzahl einer Gemeinde, Null zu sein, gleich 0,1 ist, so be-
stimmen sich hier die erwartungsméaBigen Zahlen der vollstindigen
Iterationen verschiedener Lidnge entweder nach Formel (3) des § 3
des 3. Kapitels oder nach Formel (5) des § 5 desselben Kapitels (je
nachdem man als gegeben N oder V ansieht, d. h. je nachdem man
das N-Verfahren oder das V-Verfahren anwendet), in der Weise, daf
man in diesen Formeln p=0,1 (dementsprechend ¢ = 0,9,
Tpe = (0,1)""2 4 (0,9)"-%) und N = 3783 bzw. V = 646 setzt. So
sind die ersten 15 Zahlen der 2. bzw. 6. Spalte der Tabelle 2 ermittelt
worden. Die folgenden 7 Zahlen derselben Spalten haben sich durch
Einsetzen von 0,1 fiir p und 3783 fiir NV bzw. 646 fiir V in die For-
mel (25) bzw. (26) des § 6 des 3. Kapitels ergeben, und die letzte Zahl

Tabelle 2.
N-Verfahren V-Verfahr;r; -
E(v,) €, (v,) ‘ i
n bzw. A M UM | bzw. A, W, W,
E(Zv,) €, (Zv,)
1 2 3 N 5 6 | 7 1 8 |9
|
340,47 | —3347 19,26 1,74 323 —16 7,62 2,10

61,28 | 4+ 5,72] 8,42 0,68 58,14 | +

30,64 | — 0,64 5,78 0,11 20,07 | + 0,93 5,19 0,18
25,13 | + 1,871 5,16 0,36 23,84 | + 3,16 4,70 0,67
22,37 | — 1,37 4,73 0,29 21,22
20,10 | + 0,90 4,48 0,20 19,07
18,09 | — 5,09, 4,25 1,20 17,16
16,28 | 4 1,72| 4,04 0,43 15,45
14,66 | + 0,34 3,83 0,09 13,90
10 13,19 | 4+ 2,81| 3,63 0,77 12,51
11 11,87 | — 1,87 3,45 0,54 11,26

© WIS U W

3,49 3,47 1,01
1,26 3,30 0,38

|
EEEEE
e
o
(1]
L
8

12 10,68 | — 1,68 3,27 0,51 10,14 | — 1,141 3,13 0,36
13 9,62 | — 1,62| 3,10 0,52 9,12 | — 1,12} 2,98 0,38
14 8,65 | 4+ 1,35| 2,94 0,46 821 | 4+ 1,79 2,83 0,63
15 7,79 | — L79| 2,79 0,64 7,39 | — 1,39 2,69 0,52
16—20) 28,71 | —10,71 27,23 | — 9,23| 4,99 1,85
21—25] 16,95 | -4 7,05 16,08 | + 7,92 3,91 2,03
26—30 10,01 | — 5,01 9,50 | — 4,50 3,04 1,48
31—35 591 | + 2,09 561 | + 2,39] 2,34 1,02
36—40 3,49 | + 1,51 3,31 | 4+ 1,69 1,81 0,93
41—45 2,06 | + 1,94 1,95 | 4+ 2,05 1,39 1,47
46—50 1,22 1 4 0,78 1,16 | + 0,84 1,08 0,78

iber 50 1,75 | + 0,25 1,66 | 4 0,34, 1,29 0,26



Statistische und mathematische Ziffernreihen. 127

derselben Spalte ist aus Formel (7) bzw. (18) des genannten Para-
graphen bestimmt worden. Die Abweichungen der wirklichen von den
erwartungsméfligen Zahlen der vollstindigen Iterationen sind unter
A bzw. U, in der 3. und 7. Spalte der Tabelle 2 enthalten. Die 4. Spalte
der Tabelle gibt unter 9 die mittleren Fehler der Zahlen der Itera-
tionen an. Diese mittleren Fehler sind fiir n = 1 bis 4 nach den ge-
nauen Formeln (16) bis (19) und fir #» == 5 bis 15 nach der Naherungs-
formel (20) des § 3 des 3. Kapitels berechnet worden. Was aber die
analogen in der 8. Spalte unter I, angegebenen mittleren Fehler an-
langt, so liegen ihnen die Formel (8) des § 5 und die Formeln (19)
und (27) des § 6 des 3. Kapitels zugrunde. Schlieflich zeigen die 5. und
9. Spalte der Tabelle an, wie sich der absolute Betrag der betreffenden
Abweichung zu dem zugehérigen mittleren Fehler verhiit.

Schon ein unmittelbarer Vergleich der empirischen Zahlen in
Tabelle 1 mit den entsprechenden theoretischen Zahlen in Tabelle 2
(2. und 6. Spalte) ruft den Eindruck einer befriedigenden Uberein-
stimmung hervor. Dieser Eindruck wird verstirkt namentlich durch
Betrachtung der in der 5. und 9. Spalte der Tabelle 2 enthaltenen
Quotienten. Erhebt man die 23 Quotienten der 9. Spalte zum Quadrat
und zieht man aus den so erhaltenen Werten den arithmetischen Durch-
schnitt, so erhdlt man 1,08 — ein Ergebnis, das sich recht gut der
Tatsache anpallt, daBl die mathematische Erwartung der betreffenden
Quadrate, somit auch ihres arithmetischen Durchschnitts gleich 1 ist.
Man kann auch die im § 3 des 2. Kapitels betrachtete Grofie y2 be-
rechnen. Nur dall man diese Berechnung fir jede der beiden Arten
von Iterationen getrennt ausfithren mul, weil sich namlich die Gesamt-
zahl (V) der vollstindigen Iterationen nicht zufillig, sondern ,kon-
stant’‘, und zwar je zur Halfte, auf die beiden Arten von Iterationen
verteilt, Fiir die Null-Iterationen, deren Zahlen mit » , und v,
bezeichnet werden mogen, gestaltet sich die Berechnung von x2, wenn
man die Iterationen zu 4 und mehr zusammenfalit, wie folgt:

Tabelle 3.

Yi,n G, (v1, ) W € (vy, )

n bzw. bzw. A, bzw.
0y, @1(731,71) Az @1(01,,,)

1 2 3 4 5

1 283 290,7 —1,7 0,20

2 36 29,07 +6,93 1,65

3 4 2,91 +1,09 0,41

4 und mehr — 0,32 —0,32 0,32

12 = 2,58
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In diesem Fall hat man aber laut Formel (33) des § 3 des 2. Kapitels:

C(x?) = 3 und laut Formel (46) desselben Paragraphen (13 = ]/_é
oder M(y2) = 2,45, so daf} die festgestellte Abweichung der Gréfe x2

0,42)
T 245
des mafBigebenden mittleren Fehlers ausmacht. Bei den Iterationen
der anderen Art findet man, wenn man die der Tabelle 2 zugrunde
liegende Gruppierung der Daten beibehalt: x% = 20,95. Hier ist
E(x?) =22 und M(y?) = ]/E oder M(y2) == 6,63, so daB die fest-
gestellte Abweichung der GréBe y2 von ihrer mathematischen Er-

1,05 .
wartung, absolut genommen, 169 (, O) des mallgehenden mitt-

leren Fehlers betragt. 6,63

Den Formeln (3) und (10) des § 4 des 3. Kapitels zufolge erhilt
man: §(V) = 680,9 und (V)= 31,5. Die Abweichung V — E{V)
betrigt demnach —34,9 und ibertrifft ihrer absoluten Gréfe nach
den mafBgebenden mittleren Fehler um 119%,.

Man findet ferner auf der Grundlage der Formeln (20) und (38)
des §5 des 3. Kapitels: €,(4) = 5,56 und M, (4) = 0,26, wihrend

sich 4 auf 3674860 = 5,86 stellt. Die Abweichung 4 — (1) betrigt

von ihrer mathematischen Erwartung, absolut genommen, 1794 <

also 0,30 und iibertrifft den malgebenden mittleren Fehler um 169%,.

Es ist noch ¢ zum Gegenstand der Betrachtung gemacht worden.
Die Formeln (41), (54) und (55) des § 5 des 3. Kapitels lieferten die
Werte: 62 = 76,23 bzw. ¢ = 8,73, (,(0?) = 64,81, 9%, (0% = 8,90,
und durch Anwendung der Naherungsformeln (46) und (47) des §1
des 2. Kapitels auf diesen Fall ergab sich: €, (o) = 8,03, I, (c) = 0,55.
Die Abweichung o — (o) betrdgt also 0,70, ubertrifft somit den
mafgebenden mittleren Fehler um 279.

Wie man sieht, sind die vollstandigen Iterationen im Durschschnitt
etwas langer und die Abweichungen ihrer Einzellingen von ihrer er-
wartungsméfigen Lange im Durchschnitt etwas gréfler als es den
Vorausberechnungen entsprochen hitte, wobei jedoch diese Unstimmig-
keiten sehr wohl zuféllige sein konnen.

Zerlegt man die Gesamtzahl der 646 vollstindigen Iterationen in
13 ,,Abteilungen‘’, indem man der Reihe nach je 50 Iterationen aus
der Zahl der ersten 600 zu einer Abteilung zusammenfafit und aus
den iibrigbleibenden 46 Iterationen eine 13. Abteilung bildet und be-
stimmt man in der niamlichen Weise, wie es fiir alle Iterationen zu-
sammengenommen geschehen ist, die Werte 2 und o gesondert fiir
jede der 13 Abteilungen, so ergibt sich folgendes Zahlenbild (Ta-
belle 4):
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Tabelle 4.
Abteilung A A [, 1: M, ¢ A, [ = M,

1 2 3 4 5 6 7
I 7,56 +2,00 2,11 13,60 +5,79 2,91
II 4,10 —1,46 1,54 4,65 —3,16 1,59
III 7,50 +1,94 2,04 10,55 +2,74 1,38
v 6,58 +1,02 1,07 9,19 +1,38 0,69
A% 4,96 —0,60 0,63 6,71 —1,10 0,55
VI 6,44 +0,88 0,93 8,18 +0,37 0,19
VII 5,06 —0,50 0,53 6,29 —1,52 0,76
VIII 5,20 —0,36 0,38 8,10 +0,29 0,15
IX 5,24 —0,32 0,34 6,79 —1,02 0,51
X 5,40 —0,16 0,17 7,86 40,05 0,03
XI 6,14 +0,58 0,61 9,71 +1,90 0,95
XII 5,00 —0,56 0,59 7,50 ~—0,31 0,16
XIII 704 | 41,48 1,49 10,80 | +3,01 1,45

Hier war €,(1), wie bei ungeteilter Betrachtung der 646 Iterationen,
gleich 5,56 zu setzen. Was aber It;(4), €, (o) und 9% (o) anlangt, so
ergaben sich auf der Grundlage der betreffenden Formeln fiir jede
der Abteilungen I—XII die Werte: M, (4) =095, €, (o) = 17,81,
M, (0) = 1,99 und fiir die Abteilung XIII die Werte: I, (1) = 0,99,
G, (6) = 7,79, M, (0) = 2,07. Unter 9, ist in der 3. Spalte der Tabelle
die Abweichung 1 — §;(1) und in der 6. Spalte die Abweichung
6 — @, (0) zu verstehen. Das arithmetische Mittel der zum Quadrat
erhobenen Quotienten | 9; | : I, stellt sich bei 4 (4. Spalte) auf 1,30
und bei ¢ (7. Spalte) auf 1,35, wihrend die mathematische Erwartung
der betreffenden Quadrate bzw. ihrer arithmetischen Mittel 1 ist. Es
ist aber zu bedenken, dafl den in Frage stehenden Mittelwerten nur
je 138 Einzelwerte zugrunde liegen, sowie daf die beiden MaBzahlen 4
und o nicht unabhingig voneinander sind. So darf man denn auch
in bezug auf Tabelle 4 von einer guten Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Erfahrung sprechen.

Die Liste der groBeren Gemeinden des Deutschen Reiches nach der
Volkszihlung von 1910 soll noch in anderer Weise zur Exemplifizierung
der Lehre von den Iterationen verwendet werden. Man bilde aus den
ersten 2000 Einwohnerzahlen dieser Liste der Reihe nach 10 Abteilungen
zu je 200 Zahlen und unterscheide wiederum zwei Arten dieser Zahlen,
A und B, wobei jetzt der Art 4 diejenigen Einwohnerzahlen zugewiesen
werden sollen, deren zweitletzte Ziffer eine gerade Zahl ist, und der
Art B diejenigen, deren zweitletzte Ziffer eine ungerade Zahl ist?).
Als Tterationen erscheinen dementsprechend Reihen von Einwohner-

2) Hielte man sich auch hier an die Endziffern, so wiirde sich das Material
dieses zweiten Beispiels mit demjenigen des ersten zum Teil decken, was ver-
mieden werden sollte.

v. Bortkiewicz, Tterationen 9
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zahlen, deren zweitletzte Ziffern simtlich gerade bzw. ungerade Zahlen
sind. Dabei ist in jeder Abteilung die letzte Einwohnerzahl als ein
der ersten Einwohnerzahl vorgeordnetes Element angesehen worden,
so daBl es unter den vollstindigen Iterationen jeweils eine zweireihige
geben konnte?). Das Ergebnis, zu dem in diesem Fall die Auszihlung
der vollstindigen Iterationen verschiedener Linge gefithrt hat, ist in
Tabelle 5 zur Darstellung gebracht.

Tabelle 5.

I | I |II| IV | V | VI|VI|VIO|IX | X |I—X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
v, | 46 | 43| 62| 52| 53 | 40 | 55 | 58| 57 | 37 | 503
v |32 |31 25| 23| 23|38 | 27| 22| 23| 25 | 269
v | 410 13] 12| 16| 9| 13| 18 9| 7| 1
| 91 71 4] 6 6| 5 6 6 8| 8 65
v | 4| 5| 3| 5| 2| 3 3 4 5| 3 37
w| 1] 2] 3| —| — | — 1| — 1| 4 12
| 1] —| —| 1] —| 2 1| — 1| 1 7
| —| —| —| —| =1 1| —| —| —| — 1
| 1| —| — —| 1| —| — —| —| — 2
v| — | — | —| 1 1| —| — —| —] — 2
|l — | — | —| —| — | —] — —| —| 1 1
Vo | 98 |110]100] 102 | 98 | 106 108 | 104 | 86 | 1010
b | 3| 2| 3| 21 2| 3 2, — 2 6 25
| 17 2| 3, 71| 9! 7 3] — 3| 15 56

Es sind alsdann fiir ¥ = 2000 bzw. N = 200 die mathematischen
Erwartungen und die mittleren Fehler der Zahlen der Iterationen ver-
schiedener Lénge bestimmt worden, wobei p = ¢ = % gesetzt worden
ist und dementsprechend die Formeln (32) und (33) des § 3 des 3. Ka-
pitels sowie die Formeln (14) und (15) des § 6 desselben Kapitels und
schlieBlich die Formeln (53) und (56) des § 1 des 4. Kapitels Anwendung
finden konnten. Die so erhaltenen Werte sind in die 2. und 4. bzw.
6. und 8. Spalte der Tabelle 6 eingetragen worden. In der 3. Spalte
der Tabelle finden sich unter 9 die Abweichungen der in der 12. Spalte
der Tabelle 5 enthaltenen Zahlen von ihren mathematischen Erwar-
tungen und in der 7. Spalte unter 9 die quadratischen Mittel von je
10 Abweichungen der in der 2. bis 11. Spalte der Tabelle 5 enthaltenen
Zahlen von ihren mathematischen Erwartungen. SchlieBlich sind in
der 5. Spalte die Quotienten || : M und in der 9. Spalte die Quo-
tienten 9 : M angegeben. Das arithmetische Mittel der Quadrate der
6 oberen Quotienten 9 : M, dessen mathematische Erwartung gleich 1
ist, stellt sich auf 0,97.

%) Im ersten Beispiel waren alle vollstindigen Iterationen einreihig, weil die
erste unter den 3783 Einwohnerzahlen mit Null und die letzte nicht mit Null
endet.
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Tabelle 6.
I—X zusammen I—X einzeln
¢ A m (UM ¢ A m A: M

1 2 3 4 5 6 7 8 9
7 500 + 3 25 0,12 50 7,93 7,91 1,00
Vg 250 --19 14,79 1,28 25 5,28 4,68 1,13
Vg 125 —14 10,08 1,39 12,5 4,20 3,19 1,32
Vg 62,5 + 2,6 7,26 0,34 6,25 1,42 2,30 0,62
Vg 31,25 | + 5,75 5,28 1,09 3,125 1,16 1,67 0,69
bg 31,25 | — 6,25 5,09 1,23 3,125 1,58 1,61 0,98
14 1000 -+10 22,36 0,45 100 6,54 7,07 0,93
1g 62,5 |— 6,5 12,73 0,51 6,25 4,18 4,03 1,04

Wendet man auf dasselbe Material in analoger Weise das V-Ver-
fahren an, indem man 10 Abteilungen zu je 100 vollstindigen Itera-
tionen bildet, so gelangt man zu den in den Tabellen 7 und 8 dar-

gestellten Ergebnissen.

Tabelle 7.
I II | III | v A\ VI VII | VIIT | IX X |I-X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
v 47 44 57 | 48 54 40 51 58 50 46 495
Vg 33 31 23 | 26 21 39 25 20 24 25 267
A 4 11 13 12 16 9 13 13 10 11 112
A 9 7 2 7 5 5 6 5 9 10 65
V5 4 5 2 5 2 4 3 4 6 2 37
Vg 1 2 3| — — — 1 — 1 4 12
vy 1 —_ ] — 1 — 2 1 — — 1 6
Vg _— — — — — 1 — — — —_— 1
vy 1| — | — 1| — | — | — | — | = 2
V10 e e 1 — - — — — 2
Vg — | = — | — — — — — — 1 1
g 3 2 3 21 2 3 2 — 1 6 24
Tabelle 8.
I—X zusammen I—X einzeln
¢, A, m, UM, €, A, M, A M,
1 2 3 4 5 6 7 8 9

N 500 — 5 15,81 0,32 50 5,43 5 1,09
Vg 250 +17 13,69 1,24 25 5,86 4,33 1,35
Vg 125 —13 10,43 1,25 12,5 3,29 3,30 1,00
¥, 62,5 -+ 2,5 7,65 0,33 6,25 2,30 2,42 0,95
Vg 31,25 | -~ 5,75 5,50 1,05 3,125 1,46 1,74 0,84
by 31,25 | — 7,25] 5,50 1,32 3,125 1,66 1,74 0,95
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Das arithmetische Mittel der Quadrate der Quotienten U : I,
(9. Spalte) betragt 1,09. Die 10 Abteilungen enthalten zusammen
1984 Elemente (Einwohnerzahlen), so daf} sich die durchschnittliche
Liange einer vollstindigen Iteration (1) auf 1,984 stellt. Den For-
meln (20) und (38) des § 5 des 3. Kapitels zufolge hat man in diesem
Fall: 6,(4) =2 und M, (4) = 0,045. Die Abweichung 1 — €, (4) ist
also —0,016 und macht, absolut genommen, 36%, des mafBigebenden
mittleren Fehlers aus. Ferner erhélt man mit Hilfe der Formeln (39),
(41) und (33) des §5 des 3. Kapitels: o¢%>= 1,948, € (0®) =2,
M, (6?) = 0,184. Die Abweichung o®> — ¢, (¢?) ist demnach —0,052
und betriagt, absolut genommen, 289, des maligebenden mittleren
Fehlers. Schliefilich berechnet sich fiir die Abteilungen I— X zusammen
z? zu 540. Hier ist keine Trennung der Iterationen in die beiden
Arten erforderlich, weil p = ¢. Man findet daher »% in der Weise,
dafl man die in der 3. Spalte der Tabelle 8 unter ; stehenden Zahlen
zum Quadrat erhebt, die so erhaltenen Werte durch die entsprechenden
in der 2. Spalte derselben Tabelle unter ¢, stehenden Zahlen dividiert
und die ermittelten Quotienten zusammenaddiert. Den Formeln (33)
und (42) des § 3 des 2. Kapitels zufolge erhilt man zugleich: €(y2) == 5
und M(x2) = 3,17. Die Abweichung y* — €(x?) stellt sich also auf
0,40 oder auf 13%, des maligebenden mittleren Fehlers.

Tabelle 9 bringt die Resultate der numerischen Auswertung von 4,
o2 und y? fir die einzelnen Abteilungen. Hierbei war, wie vorhin,
G,(4) = 2, €(6®) = 2, E(3?) =5 und im Unterschied von dem vor-
hin betrachteten Fall 9%, (4) = 0,141, %, (6?) = 0,583 und M (y2) = 3,24
zu setzen.

Tabelle 9.

Abt. | 4 A LM 6P Ay (1| 22 A | |A:M
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

112034003 021 2,13 | +0,13 | 0,22 9,98 44,98 | 1,54

II| 2,04 | +0,04 | 0,28 1,60 | —0,40 | 0,69 3,96 | —1,04 | 0,32
IIT | 1,78 | —0,22 | 1,56 1,44 | —0,56 | 0,96 4,46 | —0,54 | 0,17
IV { 2,06 | +0,06 | 0,43 2,22 | 40,22 | 0,38 1,76 | —3,24 | 1,00
V] 193 | —0,07 | -0,50 2,21 | 40,21 | 0,36 3,00 | —2,00 | 0,62
VI | 2,07 | 40,07 | 0,50 1,91 | —0,09 | 0,15 |11,32 (46,32 | 1,95
VII | 1,92 | —0,08 | 0,57 1,56 | —0,44 | 0,75 0,47 | —4,53 | 1,40
VII | 1,77 | —0,23 | 1,63 1,27 |—0,73 | 1,25 5921 40,92 | 0,28
IX | 2,00 0,00 | 0,00 1,66 | —0,34 | 0,58 5,84 |40,84 | 0,26
X| 224 |+024 | 1,70 | 3,48 | +1,48 | 2,54 5,80 | 40,80 | 0,25

Erhebt man die in der 4., 7. und 10. Spalte der Tabelle 9 ent-
haltenen Quotienten zum Quadrat und berechnet man gesondert fir

jede dieser drei Spalten das arithmetische Mittel der betreffenden
Quadrate, so findet man die drei Werte 0,91, 1,07 und 0,99, die von
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der ihnen gemeinsamen mathematischen Erwartung 1 nicht merklich
abweichen. Zugleich mége darauf hingewiesen werden, dafl das arith-
metische Mittel der in der 8. Spalte der Tabelle enthaltenen Werte x2
sich auf 5,25 stellt und dafl die Abweichung dieses Mittels von seiner
mathematischen Erwartung (5) nur 25% des mallgebenden mittleren
Fehlers (1,02 = 3,24 : J10) ausmacht.

Es zeigt sich somit an der Hand der Tabellen 6, 8 und 9, daB in
dem Beispiel, auf das sich diese Tabellen beziehen, die Ergebnisse der
Erfabhrung in jeder Hinsicht dem stochastischen Standpunkt ent-
sprechen.

Als Gegenstiick zu diesem Beispiel einer statistischen Ziffernreihe
soll nunmehr eine mathematische Ziffernreihe in genau derselben
Weise einer wahrscheinlichkeitstheoretischen Behandlung unterzogen
werden. Es wird sich hierbei um die Endziffern der siebenstelligen
Briggischen Logarithmen von dem Numerus 1001 an handeln?),
wobei auch hier als Iterationen ununterbrochene Wiederholungen von
geraden bzw. ungeraden Zahlen betrachtet werden sollen und Ab-
teilungen von je 200 Zahlen bzw. von je 100 vollstandigen Iterationen
zu bilden sein werden. Die folgenden Tabellen 10 bis 14, in denen die
Ergebnisse der in Frage stehenden Untersuchung niedergelegt sind,
sind den vorstehenden Tabellen 5 bis 9 getreu nachgebildet und be-
diirfen daher keiner weiteren Erkldrungen.

Tabelle 10.

I II | III | IV v VI | VII | VIIT | IX X |I—-X
1 2 5 | 4 5 6 1 8 9 10 11 12
7 37 62 | 41 48 45 65 42 46 46 57 489
Uy 23 27 | 36 21 28 24 23 25 24 20 251
v, | 11 13 6 | 14 9 2 9 21 27 18 | 130
Vy 6 5 3 10 4 9 — 5 2 6 50
vy [ 5 2 3 7 1 7 1 2 5 39
w| —| —| 11 1] 1 1 1| — | —| — 5
o | — | —| 2] 1| 1 2 5 | — 1| — | 12
Vg 2 — 1| — 1 1 —_ 2 — — 7
| —| —| 1| —=| —| = v | —] —| — 2
vl — — 1| — | — — — — — — i
Vg | — - | — | — “‘“ - - -
vy, 1 _ = = — — — — — — 1
V18 (112 94 | 98 96 106 88 100 | 102 | 106 | 988
g 3 — 6 2 3 5 7 2 1 —_— 29
1 15 — 17 3 6 15 15 6 2 — 79

1) Vega. Logarithmisch-trigonometrisches Handbuch. 25. Auflage, Berlin
1914, S. 6ff.
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Tabelle 11.
I—X zusammen I—X einzeln
¢ o mo| w6 A | m |
1 2 3 4 5 6 T | 8 9
vy 500 —11 25 0,44 50 9,13 791 1,15
Uy 250 + 1 14,79 0,07 25 4,30 4,68 0,92
vy 125 -- 5 10,08 0,50 12,5 7,33 3,19 2,30
A 62,5 | —12,5 7,26 1,72 6,25 3,12 2,30 1,36
vy 31,25 | 4- 7,75 5,28 1,47 3,125 | 2,39 1,67 1,43
Vg 31,25 | — 2,25 5,09 0,44 3,125 | 2,31 1,61 1,43
14 1000 —12 22,36 0,54 100 7,85 7,07 1,11
ig 62,5 16,5 12,73 1,30 6,25 6,72 4,03 1,67
Tabelle 12.
1 I | 11 | 1v v VI | VII | VIII | IX X |I-X
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
A 46 56 39 53 47 61 45 49 48 54 498
Ty 27 22 43 18 28 24 28 22 20 20 252
w113 T8 9 2| 131 22 | 21 | 14 | 132
v, 7 4 3 10 6 7 — 5 2 8 52
u | 50 50 2 31 7| — 7 1 2 a4 | 36
wl 1] — 111 1 1 — | — | = | — 5
ol —1 —1 21 1, 1 3 4 | — 1| — 12
wl 2] — | 1] —1 1 1 2 1| — | — 8
| — | — 1 1| — | — | — 1| — | — | — 2
e R T e e e e A B B I
vl — | = — | — | — 1 — — — — 1
Vi — | == = = = =] = = 1
bg| 4 —| 61 2] 3] 6| 7 1 1| — | 3
Tabelle 13.
I—X zusammen I—X einzeln
() A M || 6 A My | Uy Dy
1 2 3 4 5 6 7 8 9
A 500 — 2 15,81 0,13 50 5,98 5 1,20
A 250 £+ 2 13,69 0,15 25 6,81 4,33 1,57
Vg 125 | 10,43 0,67 12,5 6,79 3,30 2,06
vy 62,5 —10,5 7,65 1,37 6,25 3,04 2,42 1,26
Vs 3L,25 | + 4,75 5,50 0,86 3,125 2,34 1,74 1,34
vy 31,25 |-~ 1,25 5,50 0,23 3,125 2,49 1,74 1,43
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Tabelle 14.

Abt. ) 9,[1 |2I11 : ﬂﬁl o? 9[1 @Iﬂ : gﬁl 12 A ]Qﬂ M

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

I]1222|+022| 1,56 | 3,62 | +1,62 | 2,78 2,12 |— 2,88] 0,89
1] 1,80 | —0,20 | 1,42 1,30 | —0,70 | 1,20 |- 6,16 |+ 1,16/ 0,36
IIr| 2,15 | 40,15 | 1,06 | 2,91 | 40,91 | 1,56 |22,54|417,564| 5,41
IV] 1,99 | —0,01 | 0,07 1,75 | —0,25 | 0,43 5,03 |+ 0,03} 0,01
V] 210 | +0,10| 0,71 2,20 | 40,20 | 0,34 6,34 |4 1,34| 041
VI}| 1,9 |—0,10 { 0,71 3,18 | +1,18 | 2,02 |17,14 |412,14| 3,75
VII| 228 | +0,28 | 1,99 | 3,42 | +1,42 | 244 116,73 |+11,73] 3,62

VIII| 1,92 | —0,08 | 0,57 1,36 | —0,64 | 1,10 |10,74 |4 574| 1,77
IX| 1,94 | —0,06 | 0,43 1,26 | —0,74 | 1,27 | 22,64 |417,64| 5,44
X\| 18 | —012] 0,85 1,36 | —0,64 | 1,10 535(4 0,35| 0,11

i

Bei Zusammenfassung der Abteilungen I—X scheint die Theorie
mit der Erfahrung im Einklang zu stehen: diesen Eindruck crwecken
namentlich die Quotienten der 5. Spalte sowohl in Tabelle 11 wie in
Tabelle 13. Auch die Werte 1, 0% und 42, die eine zusammenfassende
Bearbeitung der Daten liefert, passen sich der firr jede dieser MaB-
zahlen geltenden wahrscheinlichkeitstheoretischen Norm gut a2n: man
erhalt 1 = 2,018, ¢® = 2,236, x%==3,95, bei €, (1) == 2, €, (0?) = 2,
E(x%) =5, M (A) = 0,045, M, (0%) = 0,184, M(x?) = 3,17. Die fest-
gestellten Abweichungen der Werte 1, 6 und x2 von ihren mathe-
matischen Erwartungen betragen somit: 0,018, 0,236 und —1,05 und
machen, absolut genommen, 409%,, 128%, und 339%, der maBgebenden
mittleren Fehler aus.

Sehr wenig befriedigend hingegen fallen die Ergebnisse einer nach
Abteilungen getrennten Bearbeitung derselben Daten aus: unter den
Quotienten in der 9. Spalte der Tabellen 11 und 13 bleibt nur ein
einziger hinter 1 zurtick; das arithmetische Mittel der Quadrate dieser
Quotienten stellt sich in Tabelle 11 (bei den 6 oberen Quotienten)
auf 2,23 und in Tabelle 13 auf 2,26. Und was die analogen Quotienten
in Tabelle 14 anlangt, so berechnet sich das arithmetische Mittel ihrer
Quadrate in dem Fall von 1 (4. Spalte) zu 1,17, in dem Fall von o2
(7. Spalte) zu 2,60 und in dem Fall von %2 (10. Spalte) zu 9,03. Dabei
ist von den 10 Abweichungen y% — €(x?), wie aus der 9. Spalte der
Tabelle 14 zu ersehen ist, eine einzige negativ, und betrigt das arith-
metische Mittel der 10 Werte y2 11,48. Der mittlere Fehler dieses
arithmetischen Mittels ist aber gleich 1,02, wird also von der hier
zutage tretenden Abweichung (6,48) mehr als 6 mal iibertroffen.

Man kann wohl sagen, daf3 diesem Beispiel gegeniiber der stochastische
Standpunkt versagt. Denn liefle sich die Tatsache, daB die Endziffer
eines siebenstelligen Logarithmus eine gerade oder ungerade Zahl ist,
als zufilliges Ereignis, dem die Wahrscheinlichkeit % zukommt, auf-
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fassen, so miiten die betreffenden wahrscheinlichkeitstheoretischen
Kriterien bei einer beliebigen Einteilung der einschligigen Daten in
Erfilllung gehen.

Ebenso ungiinstig erwies sich das Ergebnis in einem anderen &hn-
lichen Beispiel, das hier als letztes vorgebracht werden soll: es sind
die 20., 30., 40., 50. und 60. Dezimalstelle der Briggischen Loga-
rithmen von 100 aufeinanderfolgenden Primzahlen, beginnend mit 101,
ins Auge gefalt worden?®), wobei wiederum darauf gesehen wurde, ob
an der betreffenden Stelle eine gerade oder ungerade Zahl steht. Es
ergaben sich die beiden Tabellen 15 und 16, die den Tabellen 10 und 11
entsprechen. In Tabelle 15 beziehen sich die unter I bis V in der 2. bis
6. Spalte stehenden Zahlenreihen der Reihe nach auf die 20. bis 60.
Dezimalstelle.

Tabelle 15.
I 11 111 v A% I-V
1 2 3 4 5 6 7
A 37 38 27 24 30 156
v, 12 12 21 15 18 78
vy 3 3 6 5 2 19
v, 3 8 — 2 4 15
v 2 1 1 3 1 8
" — — — — 1 1
Vg 1 —_ 1 1 — 3
14 58 60 56 50 56 280
b, 3 1 2 4 2 12
Tabelle 16.
I—V zusammen I—V einzeln
€& A n [l M € A m A: M
1 2 3 4 5 6 7 8 9
A 125 431 12,5 2,48 25 8,28 5,59 1,48

v | 625 | +155 740 | 209 | 125 467 | 331 | 1,41
v, | 81,25 |—12,25 | 504 | 243 | 625 | 28 | 225 | 1,27
v, | 15625 |—0,625| 363 | 017 | 3125| 200 | 162 | 1,23
b, | 15625 | —3,625( 335 | 1,08 | 3125 | 125 | 1,50 | 0,83

V | 250 4-30 11,18 2,66 | 50 6,87 5 1,37

DaB die untersuchten mathematischen Ziffernreihen einer stochasti-
schen Priifung nicht standhalten, darf nicht iiberraschen. Stellt doch
eine derartige Reihe keine empirische Vielheit, sondern ein rein apriori-

) Frangois Callet. Tables portatives de logarithmes etc., Paris 1795
(Tirage 1855). 8. 204—208. Die letzte der in Betracht kommenden Primzahlen
ist 691,
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sches Gebilde dar®). So ist denn auch mit den beiden letzten Beispielen
nur bezweckt worden, gleichsam eine Kontrastwirkung zu erzielen, um
auf diese Weise die vorher in betreff der statistischen Ziffernreihen
gewonnenen Ergebnisse ins rechte Licht zu setzen.

§ 2. Die Geborenen miinnlichen und weiblichen Geschlechts.

Die amtliche Statistik der natiirlichen Bevoélkerungsbewegung be-
riicksichtigt u. a. bei den Geborenen stets das Geschlecht, indem sie
die Zahlen der in den einzelnen Kalenderjahren oder auch Kalender-
monaten geborenen Knaben und Médchen getrennt nachweist. Dariiber
aber, wie die Geborenen des mé#nnfichen und weiblichen Geschlechts
zeitlich aufeinanderfolgen, erteilen die betreffenden amtlichen sta-
tistischen Publikationen keinen AufschluB. Um sich iber die Reihen-
folge der Geborenen zu unterrichten, mull man daher auf die Urauf-
zeichnungen, d. h. auf die Standesamtsregister zuriickgreifen. An der
Hand dieser Aufzeichnungen 146t sich jeweils eine beliebig lange Reihe
aufeinanderfolgender Geborener dem Register entnehmen und in Teil-
reihen zerlegen, die aus lauter Knaben oder lauter Madchen bestehen,
somit als vollstindige Iterationen aufgefallt werden kénnen. Dies hat
K. Marbe fiir die vier Stidte Wiirzburg, Fiirth, Augsburg und Frei-
burg i. B. ausgefiihrt, indem er je 49 152 Geburtsfille, die als erste
seit Errichtung der Standesimter dieser Stidte in die Register ein-

8) Ob es nicht trotzdem Fille gibt, wo ein mathematischer Sachverhalt in
einer bestimmten Beziehung fiir Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie
Raum bietet, ist eine Frage fiir sich, die hier nicht zur Diskussion steht. Nur
50 viel mochte ich hierzu, namentlich F. M. Urban (,,Uber den Begriff der mathe-
matischen Wahrscheinlichkeit, in der Vierteljahrsschrift f. wiss. Philosophie und
Soziologie, N. F. X, 1911, 8. 1{f. und 145{f.) gegeniiber, bemerken, daB eine Ent-
scheidung dieser Frage in bejahendem Sinne in keiner niheren Beziehung zu der
objektivistischen Auffassung des Zufalls bzw. zur objektivistischen Deutung des
Begriffs der mathematischen Wahrscheinlichkeit steht. Denn hierfiir kommt es
auf die Kategorie nicht sowohl der ,logischen* als vielmehr der ,,physischen‘
Zufslligkeit an. Vgl. A. Meinong, Uber Moglichkeit und Wahrscheinlichkeit,
Leipzig 1915, S. 243, FuBnote 1. s ist daher an Urbans Darlegungen zu
beanstanden, daB er die Fille einer experimentellen Nachpriifung geometrischer
Wahrscheinlichkeiten (siehe z. B. a.a. 0., S. 149 iiber Buffons Nadelproblem)
in eine Reihe mit den Fillen stellt, in denen wahrscheinlichkeitstheoretische
MaBstibe an rein mathematische Materien (wic etwa die Logarithmen aufeinander-
folgender Zahlen oder die Zahl ) angelegt werden. Dort greift doch immer ein
empirisches Moment ein (so beim Aufwerfen einer Nadel), hier aber nicht, was
einen grundsitzlichen Unterschied bedingt. Freilich denkt ein so hervorragen-
der Vertreter des objektivistischen Standpunkts in der Wahrscheinlichkeits-
theorie wie Cournot (Traité de l'enchainement des idées fondamentales dans
les sciences et dans Ihistoire, Paris 1861, I, S. 96—100) iber den ,,Zufall in
der Mathematik® #hnlich wie Urban.



138 Beispiele.

getragen worden sind, dazu verwandte!). Die von Marbe gezihlten
vollstindigen Iterationen verschiedener Lénge sind in Tabelle 1 wieder-
gegeben. Die in der 2. bis 5. Spalte unter I bis IV stehenden Zahlen
beziehen sich der Reihe nach auf die vier obengenannten Stidte und
die in der 6. Spalte unter I—IV stehenden Zahlen gelten fiir die vier
Stiadte zusammen. Dabei ist davon abgesehen worden, daf es sich
bei Marbe um einreihig-vollstindige Iterationen handelt. Bei II
und IV, wo als Gesamtzahl der vollstindigen Iterationen sich nach
Marbe eine gerade Zahl ergibt, sind simtliche vollstindige Iterationen
einreihig; auf I und III hingegen, wo die betreffende Zahl nach Marbe
ungerade ist, entfillt je eine zweireihige vollstindige Iteration. Also
kommen im ganzen zwel zweireihige Iterationen in Betracht, die als
vier (entsprechend kiirzere) Iterationen gezdhlt worden sind, was bei

dem groflen Umfang des Materials offenbar nicht weiter ins Gewicht
fallt?).

Tabelle 1.

I 11 III v I—IV
1 2 3 4 5 6
vy 12 305 12 028 12 154 12136 48 623
Uy 6184 6 056 5990 6 052 24 282
Vg 3174 3 156 3086 3134 12 550
A 1489 1 580 1536 1 564 6 169
Vg 780 735 813 761 3089
Vg 362 397 395 379 1533
v, 187 186 202 197 772
Vg 98 102 94 118 412
v 41 58 44 40 183
V1o 23 21 31 22 97
vy 9 16 13 12 50
Vps 7 6 8 5 26
Vy 3 3 3 5 14
N — — 1 — 1
V5 1 2 — 1 4
V16 - — — — -
V49 — — 1 —_ 1
V 24 663 24 346 24 371 24 426 97 806
Do 43 48 57 45 193

1) Marbe, Gleichférmigkeit, S. 240—241 und 278—279.

%) Die Zahlen der 6. Spalte der Tabelle 1 ergaben sich durch Zusammenaddie-
rung der entsprechenden Zahlen der 2. bis 5. Spalte. Sie stimmen mit den von
Marbe a.a. 0., S. 285 unter A angefithrten Zahlen nicht genau iiberein: es
tritt bei v, ein Unterschied um 4 und bei v, ¥5 und v4 um je 1 zutage. Diese
praktisch belanglosen Differenzen erkliren sich dadurch, daB Marbe bei Zu-
sammenfassung des Materials der vier Stddte die vier Geburtenreihen anein-
andergefiigt hat. Siche a.a. 0., S. 278 und 295.
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Um an die Daten der Tabelle 1 den stochastischen Mafistab anzu-
legen, mufl vorerst die in Frage kommende Wahrscheinlichkeit p, da8}
der Geborene méannlichen Geschlechts ist, aus der Erfahrung ermittelt
werden. Von den 196 608 Geborenen, um die es sich bei den vier
Stadten insgesamt handelt, waren 100 465 Knaben. Dementsprechend
100 465
196 608
wirklichen Zahlen der geborenen Knaben in den vier Stidten stellten
sich der Reihe nach auf 25120, 25142, 25008, 25195%). Ihnen
steht — in der Voraussetzung, dafl die Wahrscheinlichkeit einer
Knabengeburt in jeder der vier Stadte dieselbe ist — als erwartungs-
mabBige Zahl der geborenen Knaben die Zahl 25116 (: 100 465 446‘))
gegeniiber. Die betreffenden Abweichungen der wirklichen von den
erwartungsméfigen Zahlen sind also: -4, 426, —108, +79, und

da der maBgebende mittlere Fehler sich zu 96 (= V349152 p(1 — p)
berechnet, so machen die angegebenen Abweichungen, absolut ge-
nommen, 4%, 27%, 112%,, 829, des mittleren Fehlers aus und ver-
tragen sich daher sehr wohl mit der Annahme, daf} sie zufalligen Ur-
sprungs sind. Es ist hierbei nicht aufler acht zu lassen, dal die For-
meln des 3. und 4. Kapitels, streng genommen, ihre Giiltigkeit ver-
lieren, wenn p a posteriori bestimmt wird, dafl aber daritber um so
eher hinweggesehen werden darf, je grofler die Versuchszahl ist, die
dem betreffenden empirischen Werte von p zugrunde liegt.

Mit Hilfe des so ermittelten Wertes von p sind nach Formel (13)
des § 2 des 4. Kapitels die erwartungsmafigen Zahlen der vollstindigen
Iterationen von # =1 an bis n = 9 berechnet worden, wobei fiir #,
die in Tabelle 1 des genannten Paragraphen angegebenen Werte ein-
gesetzt worden sind. Zur Berechnung der erwartungsmilBigen Zahl
der vollstindigen Iterationen, die aus 10 und mehr Elementen be-
stehen, ist Formel (5) des § 6 des 3. Kapitels mit der aus Tabelle 1
des § 2 des 4. Kapitels sich ergebenden Korrektur benutzt worden.
Die auf diese Weise gewonnenen Werte &(v,), €(b,,) und €(V) sind
in die 2. und 6. Spalte der Tabelle 2 eingetragen worden, die der
Tabelle 6 des § 1 dieses Kapitels genau nachgebildet ist. Auch hier
bedeutet U die jeweilige Abweichung der betreffenden wirklichen Zahl
der vollstandigen Iterationen von ihrer mathematischen Erwartung
und ¥ das quadratische Mittel solcher Abweichungen, deren Anzahl
hier jeweils 4 betrigt. Zur Bestimmung der in der 4. Spalte der Ta-
belle 2 stehenden Werte R (v,) ist Formel (33) des § 3 des 3. Kapitels
benutzt worden, nachdem es sich gezeigt hatte, daB die in diesem

lieBl sich der empirische Wert von p aus p = bestimmen. Die

8) Marbe, Gleichformigkeit, S. 284 und 299.
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Fall genaueren Formeln (16) bis (19) desselben Paragraphen nume-
rische Werte liefern, welche von denjenigen, zu denen Formel (33)
fihrt, nicht merklich verschieden sind. Dementsprechend ist M (v,,)
nach Formel (15) des § 6 des 3. Kapitels berechnet worden. Schlief3-
lich ist (V) aus Formel (10) des § 4 des 3. Kapitels bestimmt worden?).

Tabelle 2.
I—IV zusammen I—IV einzeln
G A mo| M G a | m | aw:m
1 2 3 4 5 6 7 8 9

v, | 48845,6 | —222,6| 247,9 0,90 12211,4 | 118,3 | 123,9 0,91
v, | 24481,7 | —199,7| 146,6 1,36 6120,4 86,4 73,3 1,18
vy | 12276,1 | +273,9 99,9 2,74 3069,0 76,0 50,0 1,52
v 6158,6 | + 10,4 72,0 0,14 1539,7 34,6 36,0 0,96

V5 3091,1 | — 21| 523 | 0,04 772,8 | 284 26,2 | 1,08
Vg 1552,2 | — 19,2 37,8 0,51 388,0 14,9 18,9 0,79
vy 779.8 | — 7,8| 27,1 0,29 194,9 7,0 13,6 0,51
Vg 3919 | + 20,1} 19,3 1,04 98,0 10,4 9,7 1,07
Vy 197,1 | — 14,1| 13,8 1,02 49,3 8,0 6,9 1,16
by 199,7 | — 6,7] 13,7 0,49 49,9 5,6 6,9 0,81
V | 97974 ‘ —-168 222 0,76 24493 132 111 1,19

Tabelle 2 weist eine im allgemeinen befriedigende Ubereinstimmung
zwischen Theorie und Erfahrung auf. Das arithmetische Mittel der
zum Quadrat erhobenen 10 oberen Quotienten der 5. bzw. 9. Spalte
stellt sich auf 1,29 bzw. 1,06. Von den 40 Abweichungen, die den oberen
10 Werten 3 der 7. Spalte zugrunde liegen, sind, wie man aus einem
Vergleich der Zahlen der 6. Spalte mit den entsprechenden Zahlen der
2. bis 5. Spalte der Tabelle 1 ersehen kann, 19 positiv und 21 negativ.
Bedenken vom stochastischen Standpunkt aus erregen nur die Zahlen v,,
die simtlich in plus von ihrer mathematischen Erwartung abweichen
und namentlich bei zusammenfassender Betrachtung der vier Stiadte
eine unwahrscheinlich hohe positive Abweichung () ergeben.

Das V-Verfahren erfordert in diesem Fall, dafi man fiir jede der
vier Stidte die Werte €, (v,) bzw. €, (b,,) besonders berechnet. Hierzu
haben Formel (34) im Zusammenhang mit Tabelle 2 des § 2 des 4. Ka-
pitels und Formel (18) des § 6 des 3. Kapitels mit der sich aus der
genannten Tabelle ergebenden Korrektur gedient. Die so berechneten
erwartungsméifligen Zahlen €, (v,) und €, (b,,) finden sich unter ¢, in
Tabelle 3 (2., 4., 6. und 8. Spalte). In derselben Tabelle (3., 5., 7. und
9. Spalte) sind unter ¥, die Differenzen v, — , (v,) bzw. b;; — €;(b;,)
angegeben.

4) Streng genommen hétte man auch bei den mittleren Fehlern die Zwillings-
geburten beriicksichtigen miissen. Dies hiitte sich aber nicht gelohnt.
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Tabelle 3.
I I III v
(6 Ay (N Ay (€A Ay €, Ay
1 2 3 4 5 6 7 8 9

v |12296,0| + 9,0 | 12138,0 | —110,0] 12150,4 | + 3,6 | 12177,9 | —41,9
v, | 6162,8| +21,2 | 6083,6 |— 27,6] 6089,8 | —99,8 | 6103,6 | —51,6
v, | 3090,2| +83,8 | 3050,5 | +105,5| 3053,7 | +32,3 | 3060,6 | ~73,4
v, | 1550,3] —61,3 | 1530,4 | + 49,6] 1531,9 | + 4,1 | 15354 | 1286
v | 7181 + 19| 7681 331] 768,9 | +441 | 770,6 | — 9,6
v | 390,7| —28,7| 3857 1,3] 386,01 | + 89| 3870 — 8,0
v, | 1963 — 93| 1938 78| 1940 + 80| 1944 | + 26
o 98,7| — 0,7 97,4 46| 975| — 35 97,7 | +20,3
7y 49.6| — 8,6 49,0 90| 490 | — 5,0 49,1 | — 9,1
bo| 50,31 — 7.3 49,6 16| 497 + 7.3 49,8 | — 4,8

[ ++ 1+

Es sind alsdann in derselben Weise die Werte €, (v,) bzw. & (v,,)
und 9, fir die vier Stidte zusammen berechnet und in die 2. und
3. Spalte der Tabelle 4 eingetragen worden. Die in der 4. Spalte dieser
Tabelle unter I, stehenden Werte sind nach den Formeln

(1) Em%(”ﬂ) = Vﬂn(l "‘ ”n)

und
@) (o) =V Db (1= im)
10 10

bestimmt worden, die man im gegebenen Fall, mit Riicksicht darauf,
daBl p nur wenig von 1 verschieden ist, als hinreichend genaue Nihe-
rungsformeln gelten lassen kann. In der 6. Spalte der Tabelle 4 stehen
unter 9, die quadratischen Mittel von je 4 Werten 9; aus Tabelle 3
und in der 7. Spalte unter 9%, die quadratischen Mittel von je vier
ebenfalls nach den Formeln (1) und (2) berechneten mittleren Fehlern
der Zahlen v, bzw. v;,. Jedem dieser vier mittleren Fehler entspricht
ein verschiedener Wert von V; weil aber die Summe dieser vier ver-
schiedenen Werte von V demjenigen Wert von V gleich ist, der fir
die Werte I, (v,) bzw. M, (b,,) der 4. Spalte der Tabelle 4 in Betracht
kam, so brauchten letztere Werte nur halbiert zu werden, um die ge-
suchten Werte %, zu ergeben. Das arithmetische Mittel der zum
Quadrat erhobenen Quotienten der 5. bzw. 8. Spalte der Tabelle 4
betragt 1,29 bzw. 1,00, und von den 40 Abweichungen 9, der Tabelle 3
sind 20 positiv und 20 negativ. Im allgemeinen fiihrt also das V-Ver-
fahren zu einem ebenso giinstigen Ergebnis wie das N-Verfahren; was
aber im besonderen die Zahlen der Iterationen zu 3 betrifft, so er-
scheinen sie auch hier als unverhéaltnisméaBig hoch.
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Tabelle 4.
I—IV zusammen I—1IV einzeln
@1 Qll 9}?1 l?«h] H ml —ﬁl—l m‘l ﬁl H Eﬁ;

1 2 3 4 5 6 7 8

N 48762,3 | —139,3 156,4 0,89 59,1 78,2 0,76
Uy 24439,7 | —157,7 135,4 1,17 58,8 67,7 0,87
v, 12255,0 | --295,0 103,5 2,85 78,4 51,8 1,51
v, 6148,0 | - 21,0 75,9 0,28 42,0 37,9 1,11
vg 3085,7 | - 3,3 54,7 0,06 28,0 27,3 1,03
Vg 1549,5 | — 16,5 39,0 0,42 16,5 19,5 0,85
vy 7784 | — 6,4 27,8 0,23 7,4 13,9 0,53
A 391,2 | - 20,8 19,7 1,06 10,6 9,9 1,07
v 196,7 | — 13,7 14,0 0,98 8,1 7,0 1,16
Y50 199,3 | — 6,3 14,1 0,45 5,7 71 0,79

Tabelle 5 enthilt in der 2., 6. und 10. Spalte die Werte von 4, o2
und 4% sowohl fiir die vier Stiadte zusammen (I—IV) wie fir jede
dieser Stiadte im einzelnen. In der 3. und 7. Spalte stehen unter 9,
die Abweichungen 4 — €,(4) bzw. 6% — €,(6?). Auf Grund der For-
meln (47) und (49) ergab sich: €,(4) = 2,0068 und €,(c%) = 2,0241 .
Die in der 4. und 8. Spalte unter IR, angegebenen Werte beruhen
auf den Formeln (38) und (54) des § 5 des 3. Kapitels. SchlieBlich ist
noch in bezug auf die Werte 2 in der 10. Spalte zu bemerken, daB
gie die Summen der Quotienten 9} : ¢, darstellen, die man erhilt,
wenn man fiir ¥; und €, ihre Werte aus Tabelle 3 bzw. aus Tabelle 4
einsetzt, und daBl demnach bei Bestimmung von x2 eine dhnliche Un-
genauigkeit wie bei Anwendung der Formeln (1) und (2) begangen
worden ist. Diese Ungenauigkeit war nicht zu vermeiden, weil aus
den benutzten Marbeschen Daten nicht zu ersehen ist, wie sich die
Iterationen auf die beiden in Betracht kommenden Arten verteilen.
Im gegebenen Fall ist G(y%) =9 und M(y?) = Y18 =4,24. Das
arithmetische Mittel der vier Werte von y2, die sich fiir I bis IV er-
geben haben, betrigt 9,14. Auch was A und ¢? anbelangt, sind die
Ergebnisse im ganzen befriedigend. Hochstens kann man die fir I
(Wiirzburg) festgestellten Werte von 4 und o2 als zu niedrig beanstanden.

Tabelle 5.
i %, A [P A E) 1 B A Wy (A | 2P
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

I—IV| 2,0102 | 40,0034 | 0,0045 | 0,76 |2,0136 | —0,0105|0,0187| 0,56 |11,08

I ]1,9930;-—0,0138]0,0090| 1,53 |1,9428| —0,08130,0373| 2,18 | 9,89
II |2,0189 40,0121 | 0,0091{ 1,33 |2,0369 | 40,0128 |0,0375| 0,34 | 10,37
III |2,0168 | --0,0100| 0,0091| 1,10 |2,0596| +0,0355|0,0375| 0,95 | 6,76
IV |2,0123| 40,0055 | 0,0091] 0,60 {2,0160|—0,00810,0374! 0,22 | 9,56
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Es darf bei Beurteilung der statistischen Ergebnisse im Falle von
aus Knaben- bzw. Méddchengeburten gebildeten Iterationen das eine
nicht aufler acht gelassen werden: unmittelbar entscheidend fiir das
Zustandekommen der Iterationen ist die Reihenfolge nicht der Ge-
burten selbst, auch nicht der Anmeldungen, sondern der Eintragungen
in das Standesamtsregister, und da erscheint es keineswegs als von
vornherein ausgeschlossen, daf} sich unter Umstinden gewisse Riick-
sichten auf das Geschlecht der in das Register einzutragenden Ge-
borenen geltend machen, welche Abweichungen der bei den Eintragungen
sich zeigenden Reihenfolge von der Reihenfolge der Geburten bzw. der
Anmeldungen mit sich bringen.

Man nehme z. B. an, daB der Standesamtsbheamte, dem die Register-
fithrung obliegt, wenn er mehrere gleichzeitig oder kurz nacheinander
eingelaufene Anmeldungen in das Register einzutragen hat, eine Sonde-
rung der einzutragenden Geborenen nach dem Geschlecht vornimmt
und etwa erst alle in Betracht kommenden Knaben zur Aufzeichnung
bringt, um ihnen die in Betracht kommenden Midchen folgen zu lassen.
Solch eine Praxis wiirde selbstverstindlich nicht ohne EinfluB auf das
Entstehen von Iterationen aus ménnlichen bzw. weiblichen Geburten
bleiben, und zwar wiirden sich dadurch mehr oder weniger Iterationen
von bestimmter Lénge, als es der tatsichlichen Reihenfolge der Ge-
burten bzw. der Anmeldungen entspricht, ergeben, je nachdem das in
Frage stehende ,,Sonderungsverfahren* jeweils auf eine gréBere oder
kleinere Zahl von Geburten Anwendung finde.

Den Marbeschen Daten zufolge entfielen im Durchschnitt auf den
Tag in I (Wiirzburg) etwa 5,0, in IT (Firth) etwa 4,5, in IIT (Augs-
burg) etwa 6,4 und in IV (Freiburg i. B.) etwa 4,1 Geburten’). Daher
diirfte hier das Sonderungsverfahren gerade das Zustandekommen voll-
stdndiger Iterationen zu 3 begiinstigen (weil Félle, in denen an ein
und demselben Tag 3 Knaben oder 3 Médchen als geboren angemeldet
worden sind, recht oft vorgekommen sein miissen), und zwar auf Kosten
einerseits der kiirzeren, andererseits der lingeren vollstindigen Itera-
tionen, wobei es freilich nicht ausgeschlossen ist, daBl unter Umstinden
das Sonderungsverfahren auch eine vollstindige Tteration z. B. zu 1
oder zu 10 zutage fordert, die sonst nicht in die Erscheinung getreten
wire.

Im tibrigen sind die einschligigen Zusammenhinge zu kompliziert,
als daB sich die betreffenden Wirkungen im einzelnen leicht aufzeigen
lieBen. Mit Sicherheit kann man aber die Behauptung aufstellen, daf
wenn das Sonderungsverfahren durchgehends, d. h. jeweils etwa auf
die an ein und demselben Tage zur Anmeldung gelangenden Geburten

5) Naherungsweise berechnet aus den Angaben Marbes (Gleichformigkeit,
S. 299) iiber die Zeitrdume, auf die sich sein Material bezieht.
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angewendet wiirde, hieraus eine Gesamtzahl der vollstindigen Itera-
tionen und eine Verteilung derselben nach ihrer Linge resultieren
wiirden, die mit den Vorausberechnungen der Wahrscheinlichkeitstheorie
wenig gemeinsam hétten. Es konnte sich also im gegebenen Fall, wo
sich zwischen Theorie und Erfahrung im ganzen eine gute Uberein-
stimmung zeigt, nur darum handeln, daB ein geringer Bruchteil der in
Frage kommenden Geburtenmenge von jenem die Reihenfolge der Ge-
burten verschiebenden Faktor betroffen wird.

Es moge sich z. B. um 1008 Geburten, somit um kaum mehr als }9,
aller Geborenen des Marbeschen Beispiels (196 608) handeln, und man
fingiere, um das Wesentliche des in Frage stehenden Sachverhalts recht
deutlich hervortreten zu lassen, daf} die ,,falsche* Registrierung diese
1008 Geborenen zu 336 vollstindigen Iterationen zu 3 zusammengefat
hat. Man hétte somit hier: v, = v, = v, =v5 = ... =0, v, = 336,
V = 336 und demgegeniiber praeter propter: €(v,) = 252, €(v,) = 126,
G (vg) = 63 usw. und G(V) = 504. KEs ergiben sich also fiir das ge-
samte Material bei den Zahlen der vollstindigen Iterationen zu 1, 2,
3 usw. und bei der Zahl aller vollstindigen Iterationen die folgenden
,,Systematischen Fehler*: —252, —126, 4273, —31,5, —15,75 usw.
und —168 (vgl. Tabelle 2, 3. Spalte). Das Bezeichnende fiir diese
systematischen Fehler ist, dal} sie, an der Grofle der betreffenden zu-
filligen bzw. mittleren Fehler gemessen, von Belang sind, sofern es
sich um die Zahlen der vollstindigen Iterationen von geringer Linge
(und um die Gesamtzahl der vollstindigen Iterationen) handelt, bei
lingeren Iterationen hingegen nur wenig, und zwar um so weniger, je
grofler n wird, ins Gewicht fallen: bei n = 8 z. B. stellt sich der syste-
matische Fehler auf —2,0, wihrend der mittlere Fehler (Tabelle 2
4. Spalte) 19,3 betrigt.

Wie man sieht, lieBen sich die Ergebnisse, zu denen das in diesem
Paragraphen behandelte Beispiel fithrt, soweit sie doch nicht ganz mit
den Erwartungen der Theorie im Einklang stehen, durch eine im obigen
niher charakterisierte Unvollkommenheit der Registrierung der Ge-
burten erkliren. Zwingend ist die vorgeschlagene Erklirung freilich
um so weniger, als die zutage tretenden Unstimmigkeiten, namentlich
bei den Iterationen zu 1 und 2, nicht ausnahmslos in allen vier Stidten
denselben Charakter tragen: in I (Wurzburg) ist die Zahl der Itera-
tionen zu 1 und zu 2 nicht, wie bei den drei anderen Stidten und wie
bei den vier Stadten zusammen, kleiner, sondern gréfler als zu erwarten
war; dementsprechend ergibt sich auch laut Tabelle 5 (3. Spalte) fir I
cine hinter der Erwartung zuriickbleibende, fiir II, IIT und IV sowie
fiir I bis IV zusammen eine die Erwartung iibertreffende durchschnitt-
liche Linge der vollstindigen Iterationen (4). Es wére aber ein miiBliges
Beginnen, noch andere ahnliche Erklirungen zu ersinnen, die dem

2
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statistischen Befund besser angepallt wiren, zumal da im gegebenen
Fall die Versuchszahlen doch nicht gro genug sind, um eine einiger-
maflen sichere Schitzung der betreffenden systematischen Fehler zu
gestatten. Immerhin zeigt der obige Erklarungsversuch, daf eine
Riicksichtnahme der registrierenden Organe auf das Geschlecht der
Geborenen, falls sie, was an sich durchaus wahrscheinlich ist, nur fiir
einen geringen Bruchteil des betreffenden statistischen Materials in
Betracht kommt, systematische Fehler im Gefolge haben kann, die

sich ungefahr so dullern, wie es den vorliegenden statistischen Daten
entspricht.

Sechstes Kapitel.
Kritik.

§ 1. Marbes ,,Naturphilosophische Untersuchungen zur Wahr-

scheinlichkeitslehre* und die durch diese Schrift hervorgerufenen

Erorterungen und Forschungen iiber Iterationen (Lexis, Czuber,
Bruns u. a.).

Die Frage, ob Iterationen verschiedener Linge in Wirklichkeit an-
niahernd mit derselben Hiufigkeit vorkommen, wie es nach den Regeln
der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu erwarten ist, ist von K. Marbe
zum Gegenstand eines speziellen Studiums gemacht worden. Zum
erstenmal hat er diese Frage in seiner Schrift ,,Naturphilosophische
Untersuchungen zur Wahrscheinlichkeitslehre® behandelt, und zwar
an einer Reihe von Beispielen, die, abgesehen von einem einzigen (das
aus 400 von ihm selbst ausgefiihrten ,,Wappen- und Schriftversuchen‘
mit einem Fiinfzigpfennigstiick bestanden hat), das Roulettespiel
betrafen. Dabei galt als Iteration (,,reine Gruppe* nach Marbe) eine
ununterbrochene Wiederholung eines der beiden Spielresultate Rot oder
Schwarz, und gezihlt wurden jeweils die einreihigen Iterationen. Es
hat sich somit um die im § 1 des 4. Kapitels mit j, bezeichneten Zahlen
gehandelt. Marbe hat denn auch die in Frage stehenden erwartungs-
maBigen Zahlen der Iterationen verschiedener Lénge nach Formel (69)
des genannten Paragraphen berechnet und in dieser Formel p = 4§
gesetzt.

Aus einem Vergleich der Zahlen j, mit ihren mathematischen Er-
wartungen € (j;) hat Marbe zwei SchluBfolgerungen gezogen (S. 25—26):
1. daB von einem bestimmten Wert von n an j, hinter €(j;) zuriick-
bleibt, und zwar im Verhiltnis zu §(j,) um so mehr, je groBer n wird;
und 2. daB von einem bestimmten (héheren) Wert von » an, der sich

v. Bortkiewicz, Iterationen. 10
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beim Roulettespiel auf etwa 13 stellt, sich erfahrungsgemifl immer
js = 0 ergibt, obschon €(j,;) mehr oder weniger erheblich gréBer als 0
sein kann.

Marbe erblickte hierin eine Widerlegung nicht sowohl der Wahr-
scheinlichkeitstheorie als vielmehr der herrschenden Auffassung, daBl die
Wahrscheinlichkeitstheorie auf gewisse Erscheinungen, so namentlich
auf Glicksspiele, anwendbar sei. Es existiere, behauptete Marbe,
itberhaupt kein Gebiet des wirklichen Geschehens, dem die Konstruk-
tionen der Wahrscheinlichkeitstheorie adéiquat wiren. Dies folge aus
gewissen allgemeinen Uberlegungen!) und werde durch die Erfahrung,
nimlich durch das gekennzeichnete, der Wahrscheinlichkeitstheorie
widersprechende Verhalten der Zahlen der Iterationen von bestimmter
Lange bestatigt.

In den von Marbe vorgebrachten Beispielen handelte es sich, so-
fern sie die von ihm behauptete Diskrepanz zwischen Theorie und Er-
fahrung aufweisen, um ziemlich kleine Zahlen von Iterationen. Es
lag daher der Einwand nahe, daf} die betreffenden Unstimmigkeiten
auch rein zufillige sein konnten, bedingt durch den beschréankten
Umfang des verwerteten statistischen Materials. Als erster hat Lipps
diesen Einwand gegen Marbe erhoben, ohne ihn jedoch irgendwie zu
substanziieren?).

1) Untersuchungen, S. 30—39. Diese Uberlegungen werden dadurch nicht
iberzeugender, daBl sie Marbe mit der Etikette ,naturphilosophisch* versieht.
Siehe meinen Aufsatz ,,Wahrscheinlichkeitstheorie und Erfahrung‘“ (Zeitschrift
fiir Philosophie und philosophische Kritik, Bd. 121, 1903, S. 81—82).

%) Gottl. Friedr. Lipps. Die Theorie der Kollektivgegenstinde (Philosophische
Studien, herausgeg. von W. Wundt, 17. Bd., 1901), S. 116—117 (= Separat-
abdruck, S. 39—40) und S. 575. Vgl. Marbes ,,Berichtigung (ebendaselbst,
S. 462—465). Lipps beschrinkt sich {ibrigens auf den im Text angefiihrten
Einwurf nicht, sondern halt Marbe noch folgendes Beispiel entgegen: ,,Es sind
zwei Varietiten einer Pflanzenspezies denkbar, deren relative Hiufigkeiten oder
Wahrscheinlichkeiten fiir einen gewissen Landstrich bestimmt werden sollen.
Die beiden Varietiten konnen nun gleichmiéBig gemischt sein; dann wird man
keine reinen Gruppen finden. Es kann aber auch die eine Varietiit blof auf den
Bergen und die andere bloB in der Ebene vorkommen; dann wird man beliebig
groBe reine Gruppen finden, falls man ausschlieBlich auf den Bergen oder in der
Ebene botanisiert; man kann ferner eine beliebige Mischung der beiden Varietiten
erhalten, wenn man die Pflanzen den verschiedenartigen Standorten entnimmt.‘
Marbe erwiderte darauf (a. a. O., S. 465), er hitte gar nicht behauptet, daB es
unmoglich wire, ,,Beispiele zu fingieren, in denen beliebig grofle reine Gruppen
vorkommen kénnen‘. In der Tat: nicht nur ,fingieren*, sondern auch nach-
weisen lassen sich solche Beispiele mit Leichtigkeit. Das Lippssche Gegen-
argument ist denn auch nur insofern interessant, als es recht deutlich zeigt, wohin
es fiihrt, wenn man, wie er es tut, die mathematische Wahrscheinlichkeit mit der
(relativen) Hiufigkeit identifiziert (a. a. 0., S. 107 = Separatabdruck, S. 29—30)
und mit dieser Identifizierung (ausnahmsweise) Ernst macht. Hierdurch wird
nimlich jeglichen Vergleichen zwischen Wahrscheinlichkeitstheorie und Erfahrung
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Im Unterschied von Lipps hat alsdann Lexis des ndheren zu
zeigen versucht, daB die von Marbe festgestellten Abweichungen der
wirklichen von den erwartungsmiigen Zahlen der Iterationen mit der
Wahrscheinlichkeitsrechnung keineswegs unvereinbar wiren. Wenn sie
diesen Eindruck erweckten, so lige es an der Methode, nach welcher
Marbe die Iterationen zahlt.

,»,Marbe bildet, fithrt Lexis aus®), ,,aus einer und derselben
Versuchsreihe durch Verschiebung des Anfangspunktes der Abzéhlung
eine grofe Anzahl von Gruppen, die nicht voneinander unabhingig
sind, sondern teilweise die auch in anderen vorkommenden Fille ent-
halten. So werden z. B. aus den 400 Versuchen mit der Miinze zu-
nichst 100 Gruppen zu 4 aus den Fillen 1—4, 5—8, ... 397—400,
dann aber auch noch je 99 Gruppen aus den Fillen 2—5, 6—9, ...
394—397, aus den Fillen 3—6, 7—10, ... 395—398 und aus den
Fallen 4—7, 8—11, ... 396—399, im ganzen also 397 Gruppen ge-
bildet. Die wahrscheinlichste Zahl des Vorkommens reiner Vierer-
Gruppen, sei es der einen oder der anderen Art, unter 397 ist —22—4 - 397
oder rund 50, die wirklich gefundene Zahl aber war 69, also ziemlich
viel gréfler. Dagegen kamen unter 393, 392 und 391 auf dhnliche Art
durch vielfache Abzihlung gebildeten Gruppen zu 8, 9 und 10 gar
keine reinen Gruppen vor, wiahrend die wahrscheinlichsten Zahlen bei
den angenommenen Versuchszahlen rund 3, 2 und 1 gewesen waren.
Hierzu ist nun zu bemerken, da das beobachtete Ereignis in dem
als einheitlicher Vorgang aufgefallten sukzessiven Zusammen-
treffen von 4 Wurfresultaten besteht. Die physische Moglichkeit der
verschiedenen Formen dieses Ereignisses wird aber bei 400 Versuchen
nicht 400 mal, sondern nur 100 mal ausprobiert. Ob ich 100mal vier-
mal nacheinander eine Miinze oder 100mal je vier Miinzen auf ein-
mal werfe, ist vom Standpunkte der Wahrscheinlichkeitsrechnung ganz
dasselbe. Im letzteren Falle aber ist ohne weiteres klar, daf die phy-
sische Erprobung der Moglichkeit eines bestimmten Resultats, nim-
lich des Herauskommens von 4mal Wappen oder 4mal Schrift, nur
100mal stattfindet. Bei den sukzessiven Wurfgruppen zu vier aber
ist die Sachlage nicht anders. Der physische Tatbestand ist der, daf

der Boden entzogen. Diese statistisel 10x tung des Begriffs der mathematischen
Wahrscheinlichkeit ist fiir die Fechnerscne Schule iiberhaupt charakteristisch
und findet u. a. ihren Ausdruck darin, daB die Wahrscheinlichkeitsrechnung zu
einer ,,Quotenrechnung* degradiert wird (Bruns in den Berichten der math.-phys.
Klasse der Kgl. Sichs. Gesellsch. d. Wiss., Bd. LVIII, 1906, S. 571, mit Berufung
auf F. Hausdorff). Die Unhaltbarkeit dieses Standpunktes weist J. v. Kries
(Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, S. 15—18) treffend nach.

3) W. Lexis, Abhandlungen zur Theorie der Bevilkerungs- und Moral-
statistik, Jena 1903, S. 222—226, Fulnote.

10*
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400 Wirfe stattgefunden haben. Es steht uns aber frei, den ersten,
die beiden oder die drei ersten Wiirfe auller acht zu lassen, und wir
erhalten dann drei andere Reihen von Vierer-Gruppen, die aber dieselbe
tatsiichliche physische Grundlage haben, wie die erste, also nicht als
neue, selbstindige Erprobungen der Moglichkeit des ,giinstigen‘ Falles
gelten kénnen. Diese vier Reihen sind demnach, abgesehen von dem
Unterschied zwischen 100 und 99 in der Zahl der Fille, in bezug auf
die untersuchte Frage als identisch, als Ausdruck derselben Moglich-
keitsprobe zu betrachten. Denn die bloSe Verschiedenheit der Ab-
zédhlung derselben physischen FEreignisse zu gleich groflen Gruppen
macht ebensowenig einen fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung in Be-
tracht kommenden Unterschied des Tatbestandes des Versuches aus,
wie ein solcher zwischen einem Wurf mit vier Miinzen und vier Witrfen
mit einer Miinze besteht. Die wahrscheinlichste Zahl des Vorkommens
des giinstigen Falles ist in unserem Beispiel in der Reihe von 100 selb-
standigen Gruppen 121, die von Marbe beobachtete Zahl stellt sich,
wenn wir den Durchschnitt aus den Ergebnissen der vier dquivalenten
Reihen nehmen, auf 17}. Nun ist aber die Wahrscheinlichkeit dieser
relativ wahrscheinlichsten Ergebniszahl absolut keineswegs groB; sie
N 1001 (7\38[1\12 - .
betriagt 121881 (—8—> (—8—> oder nach der Stirlingschen N&aherungs-
formel ungefihr 0,113 4). Bestimmt man die wahrscheinliche Ab-

weichung nach der Formel 4- 0100 - 2 - (0,125 X 0,875), wo ¢ = 0,4769,
so findet man -}- 2,23, d. h. es ist ebenso wahrscheinlich, daf bei 100 Ver-
suchen 10,27 bis 14,73 giinstige Falle (also reine Vierer-Gruppen) vor-
kommen, als daf irgendeine andere Zahl derselben herauskommt.
Nach dieser Versuchszahl von 100, nicht nach der von 397, ist also
die Wahrscheinlichkeit des wahrscheinlichsten Falles zu beurteilen, und
mit dem theoretisch bestimmten Vorkommen nicht die Zahl der in
397 Gruppen beobachteten Fille, sondern nur der vierte Teil dieser
letzteren zu vergleichen.*

Dasselbe gilt nach Lexis mutatis mutandis fiir ldngere reine
Gruppen. Fragt man z. B. nach der zu erwartenden Zahl reiner
Gruppen zu 8 bei 400 Einzelversuchen, so handele es sich um ,,héch-
stens 50 selbstindige Erprobungen. Die Wahrscheinlichkeit einer
reinen Gruppe zu 8 ist ;15 und der wahrscheinlichste Fall bei 50 Er-
probungen sei der, dafl keine reine Gruppe zu 8 erscheint. Denn
das Produkt 50 - 115 ist kleiner als 1 oder anders: 50 ist kleiner als 128.
,»Wenn die Zahl der selbstindigen Erprobungen®, liest man bei Lexis,

4) In Wirklichkeit erhdlt man, wenn man von der Stirlingschen Naherungs-
formel Gebrauch macht, 0,12135 (und wenn man sich an die exakte Formel halt,
0,12050), aber das berithrt das Wesen der Lexisschen Ausfithrungen natiirlich
nicht.
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,Kleiner ist als der reziproke Wert der Wahrscheinlichkeit der frag-
lichen reinen Gruppe, so ist der wahrscheinlichste Fall, daB keine
reine Gruppe herauskommt?), und die Wahrscheinlichkeit dieses Falles
wichst um so mehr, je grofler jener reziproke Wert und je kleiner die
Zahl der Proben wird. Wenn also Marbe unter den von ihm benutzten
groBtenteils nur formal gebildeten 393 Gruppen zu 8, 392 zu 9, 391
zu 10 statt der erwarteten 3, 2, 1 gar keine reinen Gruppen fand, so
steht das mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung durchaus nicht in
Widerspruch, weil diese grofen Gruppenzahlen vom Standpunkte der
Wahrscheinlichkeitsrechnung nur die Bedeutung von 50, 44 und 40
selbstandigen physischen Versuchsgruppen haben, d. h. weil man unter
den 8 bzw. 9 oder 10 Gruppenreihen mit verschiedenen Anfangsfillen
nur eine Reihe, gleichviel welche, als das Resultat des Gesamtversuchs
betrachten und mit dem entsprechenden Ergebnis der Wahrscheinlich-
keitsrechnung vergleichen darf. (Die unvollstdndigen letzten Gruppen
kann man iibrigens durch die am Anfang auller acht gelassenen Glieder
erginzen, um in jeder der zur Auswahl stehenden Reihen genau die
gleiche Gliederzahl zu erhalten.) Will man die obige Auffassung be-
streiten, so mull man auch in Abrede stellen, da ein Wurf mit » Miinzen
fir die Wahrscheinlichkeitsrechnung gleichbedeutend sei mit n Wiirfen
mit einzelnen Miinzen.

Lexis unterwirft noch der so orientierten Betrachtung die von
Marbe in betreff des Roulettespiels beigebrachten Tatsachen und ge-
langt zu dem SchluBl, durch diese Tatsachen werde ,nur bestitigt,
daB die physische Moglichkeit eines zusammengesetzten Ereignisses
durch Ausprobieren nur nach einer reell begriindeten Zahl von Be-
obachtungsgruppen zu schitzen ist, die nicht durch eine blofl formale
weitere Gruppenbildung vermehrt werden darf. Auch hitte von
anderen Autoren, die Gliicksspielresultate vom Standpunkte der Wahr-
scheinlichkeitstheorie aus untersuchten, keiner daran gedacht, ,die
Gruppen in der Weise Marbes zu vervielfdltigen®.

Um die Le xissche Auffassung auf einen allgemeinen (algebraischen)
Ausdruck zu bringen, mogen, unter Beibehaltung der alten, die folgen-
den neuen Bezeichnungen eingefithrt werden: die Zahl der Iterationen
(,,reinen Gruppen*) zu n, die sich ergibt, wenn man die betreffenden

5) Bezeichnet man die Versuchszahl (,,die Zahl der selbsténdigen Erprobungen*‘)
mit s, die betreffende Wahrscheinlichkeit (,,die Wahrscheinlichkeit der fraglichen
reinen Gruppe*) mit p und die wahrscheinlichste Ereigniszahl (das Erscheinen
einer reinen Gruppe von gegebener Linge als Ereignis aufgefalt) mit & so erhilt

$p
1—op 1
muf}, damit & = 0, nicht aber s <{ 5, wie Lexis behauptet. Grundsitzlich hat

1 . . . .
man die Ungleichung <1 bzw. s < -; — 1 als Bedingung, die erfiillt sein

jedoch diese Ungenauigkeit nichts zu bedeuten.
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Sequenzen (,,Gruppen*) in der Weise, wie es Lexis empfiehlt, bildet
und dabei mit dem Element (,,Fall) Nr. & beginnt, sei a,,; das
arithmetische Mittel der Zahlen a;,,, Gy 4, ... a5, (€8 wird voraus-
gesetzt, daB N = 2n — 1) sei a,; der wahrscheinlichste Wert einer
beliebigen zufilligen GroBe z sei W(x). Man denke sich ferner, daB
jene ,,Erginzung der unvollstindigen letzten Gruppen®, die Lexis
selbst in Vorschlag bringt, tatsichlich vorgenommen wird. Dadurch
wird herbeigefithrt, daBl zu den einreihigen Sequenzen, welche qj ,
Iterationen liefern, sofern - > 1 ist, moglicherweise eine zweireihige
Sequenz hinzutritt. Wenn man aber der Einfachheit halber aufierdem
annimmt, dafl » in N aufgeht, so wird stets solch eine zweireihige
Sequenz entstehen.

Unter den gemachten Voraussetzungen, welche bei so grofien
Werten von N, wie diejenigen, mit denen Marbe und Lexis ope-
rieren, praktisch nicht weiter in Betracht kommen, bestehen die syn-
tagmatischen Beziehungen:

n
(1) iy, = iy
1

und

_n
2) U=~

Formel (2) ist darin begriindet, daBl man ex definitione

n

1

3) an:fnj lhah,”
hat.
Werden nur zwei Arten von Elementen unterschieden, so erhilt man
i N
4) ¢ (ah, n) = ‘7; Tn
- N
(3) M2 (g, ) = n ra(l — 73)

und zugleich
. N
(6) Clan) = -7y

Die Formeln (4) und (6) wendet Lexis direkt an; von Formel (5)
macht er zwar keinen unmittelbaren Gebrauch, aber sie bringt gerade
das zum Ausdruck, was er so nachdricklich behauptet: namlich dafl

. ., N . .
man es hier nur mit — (voneinander unabhingigen) Versuchen zu
n

tun hat und daB man einer Beurteilung der Differenzen zwischen q;, ,
und G(ay_,) eben diese Versuchszahl zugrunde legen mufl. Bis hier-
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her hat Lexis unbedingt recht. Wenn er aber dariiber hinaus die
N .
Versuchszahl ” zugleich als mafgebend fir die Beurteilung der

Differenzen zwischen a,, und €(q,) hinstellt, so trifft das nicht mehr zu.
Bezeichnet man den dem Lexisschen Standpunkt entsprechenden
mittleren Fehler von a, mit M (a,), so hat man:

) WE(0n) = 1yl = 1,)

(man vergleiche im obigen Zitat die Berechnung des wahrscheinlichen
Fehlers der Zahl der Iterationen zu 4), wihrend der korrekt berechnete
mittlere Fehler von q, sich wegen (2) auf der Grundlage der Formel (34)
des § 1 des 3. Kapitels aus

N

2
(8) M2 (a,) = F{% + 7q (Tw+e — Tonp) — 20— 1) "rze}

bestimmt.
In dem besonderen Fall, wo p = ¢ =}, gehen die beiden For-
meln (7) und (8) in

N(2n-1
(9) W (o) = V& =D

28n-2 4

und

(10) ey = NG -1 _2q — 1)

2‘2”—2 n2

iiber, so daf hier

_Mn—=3)2" ! +ntl)

(11) gJt124(an) - 9;)22((1%) 22n-2 52
Fir n = 2 erhilt man in diesem Fall

N N
(12) M:(ap) = g M2 (ay) = TG‘?

somit kommt das richtige Resultat zustande, wenn man so rechnet,
als ob N unabhingige Einzelversuche vorligen, wihrend die Le xissche
Rechnungsmethode einen mittleren Fehler liefert, der im Verhaltnis
von ¥ 2 zu 1 zu hoch ist (vgl. die Bemerkungen im AnschluB an For-
mel (46) des § 1 des 3. Kapitels).

Was nun aber speziell die lingeren Iterationen betrifft, die insofern
eine besondere Aufmerksamkeit verdienen, als gerade ihre Zahl nach
Marbes Feststellungen hinter den Erwartungen zuriickblieb, so er-
geben sich hier die beiden N&herungsformeln

N
13) M () = = (" + )
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und der Formel (43) des § 1 des 3. Kapitels zufolge

N(+p 1+4¢ )
2 == e—— " .

Demnach besteht bei p = ¢ die Beziehung:
(15) Ty (00) : () = ]/-g— _ 05717

Auf eine analoge Beziehung kommt man beim Roulettespiel. Be-
zeichnet man die Zahl der nach der Lexisschen Methode gebildeten
Iterationen zu 7, die aus einem der beiden Erfolge Rot oder Schwarz
bestehen, mit a; ,, wobei A wiederum auf die Nummer des Elements
hinweist, von dem an die Zahlung beginnt, und setzt man

1 S 4 ’

16) b thn = 0,
so findet man unter Anwendung einer im §1 des 4. Kapitels ge-
brauchten Bezeichnung:

P
(17) =
und den Formeln (46) und (51) des angegebenen Paragraphen zufolge:
_2Np"
= n 3

(18) ¢(ay)

sowie naherungsweise (bei hinreichend grofilem n)
2(1+p) Np"

19) M) = = 2 =

wo p = %; Nach Lexis wiirde sich aber der mittlere Fehler von a,
ndherungsweise aus

(20) Wap = 2

bestimmen, und man erhélt demnach:

@) My(a): M(ay) = V”(ll+ pp) = l/l§5n = 0,582)n.

Den Formeln (15) und (21) zufolge rechnet Lexis z. B. bei n = 12
mit einem mittleren Fehler, der das Zweifache bzw. etwas mehr als
das Zweifache des entsprechenden korrekt berechneten mittleren
Fehlers ausmacht.

Es ist also nicht statthaft, wie es Lexis tut, die Durchschnitts-
werte a, bzw. a] in bezug auf die zufilligen Fehler, die ihnen er-
wartungsgemif3 anhaften, den Einzelwerten a; , bzw. qa;, gleich-
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zusetzen. Gewifl darf man den in Frage stehenden Durchschnitts-
werten nicht dasjenige ,,Gewicht” beilegen, das ihnen zukommen
wiirde, wenn die betreffenden Einzelwerte a; ., a3 4, ... bzw. af ,,
3,4 ... voneinander unabhiéngig wiren (das erweist sich nur aus-
nahmsweise, namlich im Fall von a, bei p=¢ =} und n = 2, als
richtig), aber man verfallt sozusagen in das entgegengesetzte Extrem,
wenn man mit Lexis den Durchschnittscharakter der Gréfen a,
bzw. a, einfach ignoriert.

Dies verbietet sich auch bei Betrachtung der wahrscheinlichsten
Werte dieser Groflen. Was Lexis hiertiber ausfithrt, trifft auf die
Zahlen q, , (und aj ,) zu; es verliert aber seine Giiltigkeit, wenn es
auf die Zahlen q, (und a;) ausgedehnt wird. Denn aus der nach MaQ-
gabe der beiden Formeln (4) und (6) bestehenden Identitiit

(22) @(an) = @(ah,n)
folgt die Identitat
(23) B(an) = W(an,n)

noch lange nicht. Insbesondere darf aus W(az;,,) =0 nicht auf
BW(ay) = 0 oder, was wegen (2) gleichviel bedeutet, auf (z,) = 0
geschlossen werden.

So kann man denn Lexis nicht vorbehaltlos zustimmen, wenn
er die in Marbes Beispielen sich ergebenden Abweichungen der Zahlen
¢y (und ¢;) von ihren mathematischen Erwartungen als ,normal*
hinstellt. Diese Abweichungen wiren vielmehr nach MaB und Rich-
tung wohl geeignet, die Aufmerksamkeit auf sich zu lenken, wenn
ihnen vertrauenswiirdige statistische Daten zugrunde ligen®).

Auch darin, dal Lexis das von Marbe befolgte Prinzip der ,,viel-
fachen Abzéhlung®, d.h. der Verwendung von Sequenzen, die zum
Teil miteinander inhaltsverwandt sind, schlechterdings verwirft, wird
man ihm nicht beipflichten konnen. Richtig ist, daB sich auf der
Grundlage dieses Prinzips Ereigniszahlen, ndmlich die Zahlen 4, (und ¢;),
ergeben, die in bezug auf die ihnen anhaftenden zufilligen Fehler
anders zu beurteilen sind, als wenn sie aus N voneinander unabhingigen
Versuchen hervorgegangen wiren?). Aber prinzipiell muB8 man das
Operieren mit den Zahlen 4, (und i,) gelten lassen, wenn dabei auf
die betreffenden zufalligen Abweichungen in korrekter Weise Riick-

6) Niheres dariiber am Schlufl dieses Paragraphen.

7} Man vergleiche hierzu 3. Kapitel, § 1 (am SchluB) und 4. Kapitel, §1.
Ich hatte iibrigens in meinem in FuBnote 1 zitierten Artikel (S. 74—76), frither
als Lexis, darauf hingewiesen, dal die fehlende Unabhéngigkeit der von Marbe
gebildeten ,,Gruppen‘ die Anlegung der iiblichen wahrscheinlichkeitstheoretischen
MafBstibe an seine Ergebnisse ausschlief3t.
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sicht genommen wird. Das Operieren mit diesen Zahlen involviert
nicht notwendig das Bestreben, aus dem gegebenen statistischen Ma-
terial mehr herauszuholen, als es die Wahrscheinlichkeitstheorie ge-
stattet®). Damit soll selbstverstindlich nicht gesagt werden, dal das
von Lexis empfohlene Prinzip der ,,Gruppenbildung®, demzufolge
zum Gegenstand der Betrachtung die Zahlen q, , bzw. a;,, gemacht
werden, abzulehnen wire. Theoretisch ist dasselbe unanfechtbar;
praktisch aber bietet es neben dem Nachteil einer gewissen ,,Material-
verschwendung® den Vorzug der denkbar grofiten Einfachheit und
Durchsichtigkeit, weil ndmlich vermdge dieses Prinzips das Problem
der Iterationen auf das iibliche (Bernoullische) Schema der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung zuriickgefiithrt wird.

Gegen das fiir Marbe charakteristische Operieren mit den GréBen ¢,
oder genauer §, richtet sich auch die Kritik Grinbaums?®). Er stellt
den Gréfien j, (den Zahlen der ,reinen Gruppen®) die Grofen w; (die
Zahlen der ,isolierten Gruppen‘‘) gegeniiber, macht auf diejenige
zwischen den Gréfen j, und w; bestehende syntagmatische Beziehung
aufmerksam, welche in Formel (32) des § 4 des 1. Kapitels jhren Aus-
druck. findet 19), und kniipft daran die Forderung, daBl man bei Be-
stimmung der mathematischen Erwartungen der Zahlen j, von den
mathematischen Erwartungen der Zahlen w, ausgehe. Dies wird da-
mit motiviert, daB die letzteren Zahlen die ,,urspriinglichen wiren,

8) Ich selbst hatte mich in dem in FuBnote 1 genannten Artikel (S. 80) gegen
.,das Prinzip einer mehrmaligen Verwendung jedes Spielresultats* erklirt, weil
mir damals die Ausdriicke von R (:,) und M (:;) nicht zu Gebote standen (die
Brunsschen Schriften, die diese Ausdriicke enthalten, sind erst 1906 erschienen).
Aus demselben Grunde neigte ich dazu, fiir die zufélligen Abweichungen der
Zahlen ¢, und 4, von ihren mathematischen Erwartungen einen zu weiten Spiel-
raum anzunehmen.

%) Heinrich Griinbaum, Isolierte und reine Gruppen und die Marbesche
Zahl ,,p““. Wiirzburg 1904. Vor Griinbaum hatte vom mathematischen Stand-
punkte aus E. Grimsehl (Zeitschrift fiir Philosophie und philosophische Kritik,
Bd. 118, 1901, S. 154—167) sehr entschieden gegen Marbe Stellung genommen.
Darauf gehe ich im Text nicht ein, weil ich mich schon in dem in FuBnote 1 ge-
nannten Aufsatz mit der Grimsehlschen Kritik beschiftigt habe und gezeigt zu
haben glaube, da8 sie in der Hauptsache verfehlt war. Aber auch Marbes Er-
widernng auf Grimsehls Angriffe (Vierteljahrsschrift fiir wissenschaftliche Philo-
sophie und Soziologie, Bd. XXVI, 1902, S. 339—360) ist von Verstofen gegen
das ABC der Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht frei. So berechnet er z. B. (8. 347)
— darin iibrigens mit seinem Gegner (a. a. O., S. 155) vollkommen iibereinstim-
mend — die Wahrscheinlichkeit, daB beim 6 maligen Aufwerfen eines Wiirfels
eine bestimmte Augenzahl einmal erscheint, nach der Formel 1 — (£)¢ die 0,665
ergibt, wihrend der korrekte Ausdruck 6 -3} - (§)° = 0,402 ist!

10) Diese allgemeine Formel fehlt bei Griinbaum, aber er bringt (S. 12) die
entsprechenden besonderen Formeln fiir #n = 1 bis » = N, die bei mir auf S. 29
(unten) angefiihrt sind.
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wihrend die ersteren aus ihnen ,,durch eine Reihe von Funktions-
beziehungen‘* hervorgingenl).

So wenig iiberzeugend diese Motivierung ist, so 1aBt sich an sich
gegen die von Grinbaum in Vorschlag gebrachte indirekte Methode
kein Einspruch erheben. Richtig angewendet, wiirde diese Methode
darin bestehen, dafl man, der Formel (32) des § 4 des 1. Kapitels ent-

sprechend, €(j,) aus
N-n

(24) @(jn) = Z’; (k+1) @(wa-k)
0

berechnet, wobei fiir € (wy, ;) die sich aus den Formeln (38) und (42) des
§ 3 des 4. Kapitels ergebenden Werte einzusetzen wiren. Auf diese
Weise kdme man nach ziemlich langwierigen Umformungen auf For-
mel (3) des § 2 des 3. Kapitels zuriick. Es wiirde sich also an der
Sachlage nichts d&ndern und man wire berechtigt, nach dem ,,Zweck
der Ubung* zu fragen.

Grinbaum verwirft aber Formel (24). Er meint, daf die in Frage
stehende Summierung sich nicht von k¥ = 0 bis k = N — n, sondern
nur so weit zu erstrecken habe, als die Bedingung €(w,,;)=1 er-
fullt ist; denn ,,eine Erwartung in einer Anzahl kleiner als 1 bedeutet
fiir eine isolierte Gruppe keine eigentliche Erwartung mehr. Es sei
z.B. p=¢=14%, n=11 und €(w,;) =1. Formel (24) ergibt hier,
wenn man, wie es Gritnbaum tut und was bei groflem N erlaubt
ist, statt der genauen Formel (42) des § 2 des 3. Kapitels, die Nihe-
rungsformel €(w,) = N p2¢®r,_ o, somit im gegebenen Fall €(w,)
= N : 2*+! beniitzt, woraus €(w,,): E(w,) = 1:2 folgt, und wenn
man auflerdem mit Griitnbaum die obere Summierungsgrenze in (24)
gleich oo setzt, was ebenfalls statthaft ist:

(25) Clw=14+2-3+3-F+4¢-4+...=4.

Demgegeniiber stellt sich die in der von Griinbaum angegebenen
Weise modifizierte oder ,,gestutzte” mathematische Erwartung von j,,
die mit Eg(j,) bezeichnet werden moge, als

(26) Celju) =1

dar, weil nimlich alle Summanden in (25), denen die Ungleichung
C(wy,z) <1 entspricht, jetzt in Wegfall kommen. Das ,,Prokrustes-
verfahren, dem Griinbaum die mathematischen Erwartungen von j,
unterwirft, fithrt zu einer merklichen Erméfligung dieser mathematischen
Erwartungen gerade in dem Fall der groften praktisch noch in Be-

11) Die in Frage stehenden ,,Funktionsbeziehungen** laufen ja, wie Formel (45)
des § 4 des 1. Kapitels zeigt, einfach darauf hinaus, da die Gréfien w, die zweiten
Differenzen der GrofBen j, sind. Bis zu dieser Erkenntnis ist aber Griinbaum
nicht vorgedrungen.
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tracht kommenden Werte von n, wo die Zahlen §, in Marbes Bei-
spielen hinter €(j,) mehr oder weniger erheblich zuriickbleiben. So
glaubt denn auch Griinbaum, die von Marbe behaupteten Un-
stimmigkeiten zwischen Wahrscheinlichkeitsrechnung und Erfahrung
dadurch aus der Welt schaffen zu konnen, dal er die GroBen €(j,)
in Eg(j,) umindert.

Das von Griinbaum proklamierte Prinzip, demzufolge mathe-
matische Erwartungen, die kleiner als 1 sind, in den sie enthaltenden
Formeln durch 0 zu ersetzen seien, bedarf wohl keiner Widerlegung.
Vielleicht ist aber ein Hinweis darauf nicht iiberflissig, da8 dieses
Prinzip unter Umstdnden nicht etwa blof ungenaue, sondern direkt
widersinnige Ergebnisse im Gefolge hat. Es handle sich z. B. um die
mathematische Erwartung der Zahl der Fille, in denen beim 600-
maligen Aufwerfen eines Wiirfels die Augenzahl 1 erscheint. Die ge-
suchte mathematische Erwartung ist unmittelbar durch 600 - } = 100
gegeben. Zu demselben Ergebnis gelangt man auf indirektem Wege,
wenn man die aus 600 Einzelversuchen bestehende Versuchsreihe z. B.
in 200 Versuchsreihen zu je 3 Versuchen zerlegt, die mathematische
Erwartung der Zahl der Falle, in denen 1 erscheint, fir jede dieser
Teilreihen gleich 4 setzt und nach MaBlgabe des fiir die mathematischen
Erwartungen geltenden Additionssatzes den Bruch i mit 200 multi-
pliziert. Dem Griéinbaumschen Prinzip zufolge hitte man aber }
durch 0 zu ersetzen und erhielte auf diese Weise im Endresultat 0
statt 100!

Griinbaums gestutzte mathematische Erwartungen wiirden es
eigentlich gar nicht verdienen, dall man sich bei ihnen aufhalt, wenn
sie nicht die uneingeschrinkte Zustimmung Czubers gefunden und
dadurch eine gewisse Beriihmtheit erlangt hitten!?). Czuber ist wie
Grinbaum der Meinung, Marbe tiberschitze die erwartungsmiBigen
Zahlen der ,reinen Gruppen®, d.h. die Groen €(j,), weil die For-
mel (3) des §2 des 3. Kapitels, deren sich Marbe bedient, darauf
beruhe, daB man nach Maflgabe von (24) auch noch solche Werte
von €(wy,;) in Rechnung stellt, die kleiner als 1 sind. Die Sum-
mierung, auf welche (24) hinweist, sei vielmehr ,nur so weit zu fiihren,
als isolierte Gruppen vermdége ihrer Wahrscheinlichkeit iiberhaupt noch
zu erwarten sind‘, und darum seien alle Werte von €(w,,;), die kleiner
als 1 sind, zu streichen. Auf diese Weise werden die GroBen €(j,)
entsprechend gekiirzt, und es ergibt sich Czuber zufolge, daB ,alle
die von Marbe konstatierten Anomalien ... in véllig befriedigender
Weise verschwinden‘.

Die einzige Erklarung dafiir, dal sich Czuber zum Operieren mit
den gestutzten mathematischen Erwartungen hat verleiten lassen,

12) Czuber T, S. 162—166 (= 2. Auflage, S. 144—149).
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diirfte in einer Vermengung der beiden Begriffe der mathematischen
Erwartung und des wahrscheinlichsten Wertes einer zufilligen GréBe
liegen. Will man némlich mit der Czuberschen Redewendung von
etwas, ,das iiberhaupt noch zu erwarten ist“, einen prizisen Sinn
verbinden, so kommt man von selbst auf den Begriff des wahrschein-
lichsten Wertes einer Ereigniszahl. Es sei 2 die in Frage stehende
Ereigniszahl und, einer bereits gebrauchten Bezeichnung entsprechend,
B (x) ihr wahrscheinlichster Wert. Man kann auch () als die ,,wahr-
scheinlichste® und €(x) als die ,,erwartungsmaBige* Ereigniszahl be-
zeichnen. Als Kriterium eines Ereignisses, ,,das iiberhaupt noch zu
erwarten ist, hitte man die Ungleichung bzw. Gleichung ®(x)=1.
Umgekehrt wiirde die Gleichung W(z) = 0 bedeuten, daB das be-
treffende Ereignis ,,nicht zu erwarten ist‘.

Es ist nun keineswegs gesagt, daB man bei €(z) <1 stets
W(x) = 0 erhalt. Das trifft nicht einmal fiir das Bernoullische
Schema zu'®): es sei z. B. die Versuchszahl gleich 3 und die betreffende
Ereigniswahrscheinlichkeit gleich 0,3; demnach ist €(z) = 0,9, und
den vier in Betracht kommenden Ereigniszahlen 0, 1, 2, 3 entsprechen
die Wahrscheinlichkeiten 0,343, 0,441, 0,189, 0,027, so daB Wx)=1.
Um jedoch die Aufmerksamkeit von dem Wesentlichen nicht abzu-
lenken, soll — was gewissermaflen eine Konzession dem Griinbaum-
Czuberschen Standpunkt gegeniiber bedeutet — angenommen werden,
daB aus €(x) <1 unbedingt W(x) = 0 folgt.

So wiirde es sich bei der in Frage stehenden Kiirzung der Werte
€(ju) darum handeln, dal man in (24) die erwartungsmaBigen durch
die wahrscheinlichsten Zahlen der vollstdndigen Iterationen (der ,,iso-
lierten Gruppen®), somit € (wy, ;) durch & (wy,;), und dementsprechend
auch €(j,) durch T(j,) ersetzt. Diese Substitution wire ganz in der
Ordnung, wenn neben der allgemeinen Beziehung (cz) = ¢ W(x),
die der Beziehung (4) des § 1 des 2. Kapitels entspricht und zu Recht
besteht, die allgemeine Beziehung

2 Bety+z+..)=B@) + B) + B+ ...,

wo %, y, 2 ... beliebige zufallige GréBen sind, zutreffen wiirde, oder
wenn, anders ausgedriickt, der fiir die mathematischen Erwartungen
geltende Additionssatz in analoger Weise auf die wahrscheinlichsten
Werte anwendbar wire. Aber das ist eben nicht der Fall. Es sei wieder-
um auf das Beispiel der 600 Wiirfelversuche, die sich als 200 Versuchs-
reihen zu je 3 Versuchen auffassen lassen, verwiesen: die wahrschein-
lichste Ereigniszahl (Zahl der Félle, in denen die Augenzahl 1 erscheint)
ist fiir jede Teilreihe O, fiir die Gesamtreihe aber nicht 0, sondern 100,

13) Vgl. Fulinote 5.



158 Kritik.

Czubers Irrtum wird bis zu einem gewissen Grade verstindlich,
wenn man bedenkt, daB die Identifizierung der beiden Begriffe der
mathematischen Erwartung und des wahrscheinlichsten Wertes einer
Ereigniszahl gang und gibe ist14). Diese Identifizierung ist denn auch
praktisch in denjenigen Fillen unschédlich, wo es sich um entsprechend
grofle Ereigniszahlen handelt, da in diesen Fillen — von leicht kon-
struierbaren, aber selten in die Erscheinung tretenden besonderen
Gestaltungen abgesehen — die beiden in Frage stehenden GrofBen sich
numerisch kaum voneinander unterscheiden. Und gerade mit solchen
Fillen hat man es bei Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
auf Statistik meistens zu tun. Czuber hat es gewissermaBen iiber-
sehen, dafl es sich damit im gegebenen Fall anders verhilt, und ist
sozusagen das Opfer einer laxen Terminologie geworden!),

14y Czuber selbst spricht bei seinen Erérterungen iiber Marbe in demselben
Sinne einmal von den ,,erwartungsmiBigen® (S. 165), ein anderes Mal von den
,swahrscheinlichsten‘ (S. 166) Zahlen bestimmter Gruppen.

1%) In bezug auf Griinbaum wire es gewagt, von einer Vermengung der
Begriffe der mathematischen Erwartung und des wahrscheinlichsten Wertes zu
sprechen, weil er, nach seiner Darstellung zu urteilen, keinen dieser beiden Be-
griffe auch nur dem Namen nach zu kennen scheint. Das Wort ,,Erwartung‘
wird von ihm vielfach gebraucht, aber nicht im Sinne von mathematischer Er-
wartung. Fiir mathematische Erwartung einer Ereigniszahl sagt er vielmehr
,»wahrscheinliche (nicht ,,wahrscheinlichste*) Zahl. Griinbaums Darstellung
ist, vom Standpunkte der Wahrscheinlichkeitstheorie aus gesehen, iiberhaupt
hochst primitiv und unpriizis. Von einer genaueren Wiirdigung der Differenzen
zwischen den betreffenden theoretischen und empirischen Zahlen an der Hand
der zugehorigen mittleren Fehler ist bei ihm nirgends die Rede. Bezeichnend ist
fiir ihn auch das starre Festhalten an dem einfachsten Fall, wo p = ¢ = %; die fiir
diesen Fall geltenden Formeln wendet er ohne weiteres auf das Roulettespiel an
und erhilt in dem auf S. 21 behandelten Beispiel als erwartungsmafige Zahlen
der vollstindigen Iterationen zu 9 bis 12: 7,7 3,9. 1,9, 0,9, wihrend die korrekt
berechneten Zahlen 6,4, 3,1, 1,5, 0,7 sind. Solche Ungenauigkeiten fallen frei-
lich dem im Text aufgezeigten Grundfehler Griinbaums gegeniiber nicht schwer
ins Gewicht. Angesichts des Umstandes aber, dafl Griinbaum, auch abgesehen
von jenem Grundfehler, nichts weniger als ,,saubere Arbeit‘ geleistet hat, nimmt
es sich erst recht eigenartig aus, daB er selbst seine Ausfithrungen als eine ,,genaue
Analyse‘“ charakterisiert (S. 12) und da8 auch Czuber (S. 163) keinen Anstand
nimmt, von einer ,,eingehenden Analyse®, die Griinbaum durchgefiihrt hitte,
zu sprechen. Auch Griinbaums Priorititsanspruch auf ,,die Methode der iso-
Lierten Gruppen (a. a. O., 8. 3), die darin besteht, daB vollstandige oder genauer
einreihig-vollstindige Iterationen zum Gegenstand der Betrachtung gemacht
werden, ist zuriickzuweisen: mit den vollstindigen Iterationen hatten schon
Multatuli (Millionen-Studien, aus dem Holldndischen iibersetzt von W. Spohr,
Minden i. W., 1900, S. 211—214, im Original 1873 erschienen), auf welchen Marbe
(Gleichférmigkeit, S. 279) hinweist, und K. Pearson (The Chances of Death etc.
London 1897, I, S. 53—62) operiert. Beide setzten dabei, ebenso wie spiter
Griinbaum: p = ¢=%. Was insbesondere Pearson anlangt, so untersuchte
er Ergebnisse des Roulettespiels auf ihre Ubereinstimmung mit den Erwartungen
der Theorie und lieB die ,,Null-Fille* einfach auBler Betracht, eben um p = ¢ =1
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Formel (3) des § 2 des 3. Kapitels und Formel (69) des § 1 des
4. Kapitels, deren sich Marbe zur Bestimmung der erwartungsmiBigen
Zahlen der einreihigen Iterationen von gegebener Linge bedient hat,
sind also gegen Griinbaums und Czubers Kritik wohl gesichert,
und der von dieser Seite unternommene Versuch, durch Kiirzung der
betreffenden erwartungsméfligen Zahlen die Marbeschen Resultate mit
der Wahrscheinlichkeitstheorie in (eine bessere) Ubereinstimmung zu
bringen, muf als gescheitert angesehen werden1).

Eine andere Frage ist es, ob nicht diese Ubereinstimmung — wie
es Griinbaum und Czuber ebenfalls behaupten — in der Weise
erzielt werden kann, daf man zum Gegenstand der Betrachtung an

zu erhalten. Es ist zugleich fiir diese Untersuchung charakteristisch, daB sie
vorzugsweise auf dem V-Verfahren beruht. So konnte Pearson die mittleren
Fehler der Zahlen der Iterationen (,,runs®) nach der Formel (9) des § 5 des
3. Kapitels bestimmen, die dem iiblichen (Bernoullischen) Schema entspricht.
Wenn also Pearson im Zusammenhang mit seiner Untersuchung sagt: ,,the
theory of runs is a very simple one‘ (a. a. O., S. 53), so ist es, wie wenn man unter
Hinweis auf die Gleichung % = 81 behaupten wiirde, daB3 die Theorie der Glei-
chungen vierten Grades sehr einfach sei.

16) Marbe selbst ist dariiber entgegengesetzter Meinung. Er sagt jetzt
(Gleichformigkeit, S. 277): ,,Die Einsicht, daB mein Verfahren unerlaubt sei,
lag damals im Gebiet der Wahrscheinlichkeitslehre nicht explicite vor. Freilich
wurden alsbald von manchen Stellen Bedenken gegen dies Verfahren laut. Aber
erst aus dem Biichlein von Griinbaum aus dem Jahre 1904 ergab sich, daB die
Unrichtigkeit meines Verfahrens in bekannten Sitzen der Wahrscheinlichkeits-
lehre implicite enthalten war. Griinbaum zeigte namlich, daB bei meinem Ver-
fahren ein Zuriickbleiben der wirklichen Anzahlen der reinen Gruppen hinter den
wahrscheinlichsten Anzahlen aus rein mathematischen Griinden erfolgen miisse.
Hiermit war der empirische Nachweis meiner Thesen gefallen. Es war klar, daf3
das Prinzip der Willkiirlichkeit der Gruppeneinteilungen falsch sei und daB mein
auf dieses Prinzip gestiitzter Kunstgriff verfehlt war. Marbe hat sich also von
Griinbaum iiberzeugen lassen, dafl er die erwartungsmiBigen Zahlen der Itera-
tionen (der ,reinen Gruppen‘) verkehrt berechnet hitte. Marbe beruft sich im
zitierten Passus mit auf andere Kritiker seiner Schrift; aber was z. B. mich be-
trifft, so hatte ich in dem in Fufinote 1 genannten Aufsatz (S. 76) im Gegenteil
ausdriicklich anerkannt, daf das von ihm befolgte Prinzip der Gruppenbildung
an der Formel, nach welcher die erwartungsméBigen Zahlen der Iterationen zu
bestimmen sind, nichts &ndere und daB demzufolge diese Zahlen von ihm ganz
korrekt berechnet worden seien; und derselbe Standpunkt kam spiter in den
Brunsschen Darlegungen.zum Ausdruck (siehe weiter im Text). Welche ,,be-
kannten Sitze der Wahrscheinlichkeitslehre es sind, aus denen sich die An-
wendung der in Frage stehenden Formel im gegebenen Falle verbieten soll, sagt
Marbe nicht. In Wirklichkeit stiitzt sich ja der von Marbe zu seinem Lehr-
meister erkorene Griinbaum in seiner Kritik auf eine bis dahin ginzlich un-
bekannt gewesene Vorschrift, daB mathematische Erwartungen, die kleiner als 1
sind, ,,pro nihilo habeantur*. Diese Vorschrift ist erst durch Griinbaum in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung, nimlich in Czubers ,,Wahrscheinlichkeitsrech-
nung®, hereingekommen, und hoffentlich findet sie sich in der nichsten Auflage
dieses Werkes nicht mehr: weder ,explicite*, noch ,,implicite.
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Stelle samtlicher Iterationen bzw. simtlicher einreihigen Iterationen
die vollstindigen bzw. die einreihig-vollstindigen Iterationen macht.
Dies soll nunmehr an der Hand der Marbeschen Tabelle XTI (8. 25),
welche die auf das Roulettespiel sich beziehenden Ergebnisse zusammen-
faBit, geprift werden.

Man findet auf Grund der Formeln (69), (72), (84) und (85) des
§ 1 des 4. Kapitels (wobei p = 14) einerseits:

Tabelle 1.
n In €(52) A = ji—E(j) M(52) [u]: MG
1 2 3 4 5 6
10 83 117,70 —34,70 18,46 1,88
11 29 57,15 —28,15 12,86 2,19
12 4 27,75 —23,75 8,96 2,65
13 0 13,48 —13,48 6,25 2,16
14 0 6,54 — 6,54 4,35 1,50

und andererseits:

Tabelle 2.
" r; C(ws) (A=r1;—C(w)| Mw)) | |U:M(w,)
1 2 3 B 4 5 6
10 54 60,55 — 6,55 7,78 0,84
11 25 29,40 — 4,40 5,42 0,81
12 4 14,27 —10,27 3,78 2,72
13 0 6,94 — 6,94 2,63 2,63
14 0 3,36 — 3,36 1,83 1,83

Das ungiinstigste Ergebnis erhélt man fiir » = 12, und zwar nach
beiden Tabellen, d. h. ob man die Zahl simtlicher einreihigen Itera-
tionen zu 12 oder die Zahl der einreihig-vollstindigen Iterationen
zu 12 und mehr zum Gegenstand der Betrachtung macht. (DaB hier-
bei die einreihig-vollstindigen Iterationen, die eine gegebene Linge
iiberschreiten, zusammengefafit werden, entspricht durchaus der Frage-
stellung.) Die hier zutage tretende Abweichung der wirklichen von
der erwartungsméBigen Zahl tibertrifft ihrem absoluten Betrag nach
den maligebenden mittleren Fehler nach Tabelle 2 sogar noch um
ein weniges stdrker als nach Tabelle 1. Bei n = 13 und 14 ist die in
Frage stehende Diskrepanz zwischen Theorie und Erfahrung vollends
deutlicher ausgesprochen in Tabelle 2 als in Tabelle 1. Wie man sieht,
wird, entgegen der von Griinbaum und Czuber vertretenen An-
sicht, durch Betrachtung der vollstindigen statt simtlicher Iterationen
die Sachlage keineswegs ,,verbessert®1?).

17) Griinbaum und Czuber unterlassen es, die Marbeschen Ergebnisse

zusammenfassend zu betrachten und nehmen auf die mittleren Fehler keine
Riicksicht. Vgl. Fufinote 15.
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Man wird also Marbe zugestehen miissen, daB seine Ergebnisse,
betreffend das Roulettespiel, einen, vom stochastischen Standpunkte
aus gesehen, auffallenden Fehlbetrag an lingeren Iterationen auf-
weisen. Soviel bleibt von seinen am Eingang dieses Paragraphen an-
gefithrten beiden SchluBfolgerungen bestehen 8).

Marbes ,,Naturphilosophische Untersuchungen zur Wahrschein-
lichkeitslehre** haben auch Bruns dazu veranlafit, dem Problem der
Tterationen ndher zu treten. Seine sich hierauf beziehenden Dar-
legungen sind héchst allgemein gehalten: die Iterationen®) erscheinen
hier als ein besonderer Fall verschiedener moglicher Anordnungen oder
,,Gruppen® von Spielresultaten, und es wird nach der mathematischen
Erwartung einer beliebigen Potenz der Zahl solcher ,,Gruppen‘ ge-
fragt. Was aber Bruns an greifbaren Ergebnissen, d. h. an Formeln,
die eine unmittelbare numerische Auswertung zulassen, bietet, betrifft
nur die beiden ersten Potenzen der in Frage stehenden Zahlen. Es
werden sonach jeweils bestimmt: 1. die mathematische Erwartung der
Zahl so oder anders charakterisierter ,,Gruppen und 2. die mathe-
matische Erwartung des Quadrats dieser Zahl bzw. des Quadrats der
Differenz zwischen dieser Zahl und ihrer mathematischen Erwartung
oder, anders ausgedriickt, das Quadrat des mittleren Fehlers der be-
treffenden Zahl?0).

Im einzelnen findet sich bei Bruns, was speziell die einreihigen
Tterationen anlangt, zunidchst eine vollstindig wiedergegebene (sehr
umsténdliche) Ableitung der Ausdriicke von €(jz,,) und I%(j,,)
fir den Fall, wo # =2 und » = 2. Die betreffenden Brunsschen

18) Uber die giinzliche Unhaltbarkeit dieser SchluBfolgerungen, so wie sie
von Marbe formuliert sind, habe ich mich bereits in meinem in FuBnote 1 ge-
nannten Aufsatz (S. 76—77 und S. 78, Fubnote) ausgesprochen.

19) Bruns (8. 216) bezeichnet die Iterationen als ,,die sogenannten Sequenzen*.
In Wirklichkeit ist unter ,,Sequenz‘‘ weder in der Praxis, noch in der mathe-
matischen Theorie der Gliicksspiele jemals die Wiederholung eines bestimmten
Resultats, sondern stets eine solche Aufeinanderfolge von Resultaten (Elementen),
die einer vorgegebenen Ordnung entspricht, verstanden worden. Vgl. L. Euler,
Sur la probabilité des séquences dans la lotterie Génoise (Histoire de 1’ Académie
royale des sciences et belles-lettres, année 1765, Berlin 1767), S. 191: ,,0r on
nomme s équence quand deux ou plusieurs des cing nombres qu’on tire chaque
fois, se suivent immédiatement selon P’ordre naturel des nombres.

20) Den mittleren Fehler bezeichnet Bruns als ,,Streuung®, und meinem ,,MM*
entspricht sein ,,str.’. ,,Streuung‘ ist eine Verdeutschung des Lexisschen Ter-
minus ,,Dispersion®. Aber Lexis zufolge ist der mittlere Fehler nur ein sum-
marischer Ausdruck der Dispersion, niemals die Dispersion selbst. Nebenbei
bemerkt, ist die Definition des Lexisschen Begriffs der ,,normalen Dispersion®,
die sich bei Marbe (Untersuchungen, S. 4) findet, und von H. Brémse (Zeit-
schrift fiir Philosophie und philosophische Kritik, Bd. 118, 1901, S. 146) unvor-
sichtigerweise iibernommen worden ist, grundverkehrt.

v. Bortkiewicz, Tterationen. 1
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Ausdriicke stellen sich unter Anwendung der Bezeichnungen des § 1
des 4. Kapitels wie folgt dar?!):

(28) C(jr,2) = (W — 1) pi,
(29)  M2(h,0) = NV~ D pi(l — p}) + 2(N — 2) pi(1 — ms) .

Diese beiden Formeln ergeben sich aus den Formeln (57) und (61)
des § 1 des 4. Kapitels, wenn man darin » = 2 setzt. Das leuchtet
hinsichtlich der Formel (28) unmittelbar ein; was aber Formel (29)
betrifft, so erhilt man aus (61):

(30)  ME(h, ) =N —1)pi+2(N —2)pi — BN —5)p;

und sieht leicht ein, daf sich (29) und (30) decken.
Bruns leitet sodann fiir das im 3. Kapitel dieser Schrift betrachtete
Schema die Formeln:

(31) Cl)=WN—-D(A—2pq),
32) M) =2N—Dpq(l—2pg) +2(N—2)pg(p— ¢)?

ab2?), von denen die erstere als Spezialfall der Formel (3) des § 2 des
3. Kapitels erscheint und die letztere sich vermoge der Substitution
(p— ¢)* =1 — 4 p qin Formel (20) desselben Paragraphen verwandelt.

SchlieBlich teilt Bruns fiir den Fall eines beliebigen » die beiden
in der Bezeichnungsweise des § 1 des 4. Kapitels als

(33) C(jk,n) = (N —n 4 1) p;
und

ME(g, n) = (N — n + 1) pr (1 — p}) + 2(N — n) pi*!
(34) +2N—n—1)pi*? ... +2(N—2n+2) pi*-!
—n—1)2N —3n+2)p2"

zu schreibenden Formeln mit, jedoch nur als Resultate, ohne den
,,beschwerlichen Weg*, auf dem er sie gewonnen hat, genau anzu-
geben?).

Formel (33) ist im § 1 des 4. Kapitels unter (57) angefiithrt, und
sie ergab sich dort — was iibrigens auf alle Formeln, welche die mathe-
matische Erwartung der Zahl irgendwelcher Iterationen von bestimmter
Lange ausdriicken, zutrifft — einfach aus dem fiir beliebige Wahr-
scheinlichkeiten geltenden Multiplikationssatz und dem fiir beliebige
mathematische Erwartungen geltenden Additionssatz.

Was aber Formel (34) anbelangt, so braucht man nur die darin

21) Bruns, S. 227, unter I.
22) Ebendaselbst, unter III.
#23) Bruns, S. 228.
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angedeutete Summierung auszufithren, um sie in die Formel (62) des
4. Kapitels iberzuleiten. Setzt man ndmlich

#--1

(35) Dn2(N—n+1—m)ppn=4A,

1

so nimmt (34) die Form
(36) M2(ji,n) = (N—n+ 1) pi(1—pf) + 4— (n—1)(2N — 3n +2)pi"

an. Man erhilt aber aus (35):

n-1

2(N — n 4+ 1)(pt+l — pin
1

und vermoge der Substitution m = n — 1 4 ¢ findet man:

n-1 o)

w_ P :
Dpmpt = s — i L P,
1 1

(n— 1) P P’
i — 1+ t) pp-14t = + ,
Z( ) i 11— (1 — p)?

w_ Pe— i (m—1)p;
R T R R g

so dal Formel (37) in

2(N—n+1)(pp* —p")  2(pi* —p}") | 2(n — I)pi"
1— g (1 — pr)® 1 —

und hiermit Formel (36), also auch Formel (34) in der Tat in Formel (62)
des § 1 des 4. Kapitels tibergeht.

AuBer den einreihigen Iterationen betrachtet Bruns die Iterationen
schlechthin und gelangt an der Hand eines etwas umgemodelten, aber
noch immer reichlich komplizierten analytischen Apparates zu den
Formeln (46) und (48) des § 1 des 4. Kapitels 24).

(38) A=

24) Bruns, Gruppenschema, S. 622, Formelpaar (79). In der Brunsschen
Ausdrucksweise (ebendaselbst, S. 579—581) sind die Iterationen schlechthin
,zyklische Gruppen® (im Gegensatz zu den einreihigen Iterationen, die unter
den Brunsschen Begriff der ,,linearen Gruppen‘ fallen). Der Ausdruck ,,zyklisch‘
nimmt darauf Bezug, daB wenn man sich die gegebenen N Elemente, aus denen
die Gruppen gebildet werden, auf einem Kreis eingetragen denkt, die beiden Ele-
mente Nr. 1 und Nr. N nebeneinander zu liegen kommen und so das eine dem
anderen als vorgeordnet bzw. nachgeordnet erscheint (vgl. den Text, 8. 5—8),
und dieser Ausdruck ist bereits von anderer Seite in demselben Sinne gebraucht
worden (Czuber, Entwicklung, S. 41; vgl. E. Netto in M. Cantors Vorlesungen
{iber Geschichte der Mathematik, IV, Leipzig 1908, S. 235). Jedoch diirfte die

11*
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Diese beiden Formeln sind dem Fall des Roulettespiels angepaft
und werden von Bruns zu einer Priifung der betreffenden Ergebnisse
Marbes verwendet. Fiir » = 13 erhilt Bruns bei Zusammenfassung
dieser Ergebnisse als Verhaltnis der Differenz zwischen der erwartungs-
méBigen und der wirklichen Zahl der Iterationen zu dem maBgebenden
mittleren Fehler 2,18 25) und bemerkt hierzu, ,,dall man eine solche Ab-
weichung auf sich beruhen lassen muf}, wenn sie bei einer ganz isolierten
Beobachtungsreihe vorgekommen ist““. Ohne sich diese Einschétzung
der in Frage stehenden Abweichung zu eigen machen zu wollen — jede
derartige Einschitzung ist ja mehr oder minder subjektiv —, wird man
anerkennen miissen, daB Bruns hier einen einwandfreien MaBstab an
die Marbeschen Ergebnisse angelegt hat.

Hingegen war seine urspriingliche Beurteilung derselben Ergebnisse26)
nicht stichhaltig, denn sie beruhte auf einer Verwechslung der Zahlen 5,
mit den Zahlen a; , (von denen oben, bei Besprechung der Le xisschen
Ausfihrungen, die Rede war). Diese Verwechslung brachte es mit sich,
daB Bruns z. B. als erwartungsmifige Zahl der Iterationen zu 12
statt 28,18%7) die 12mal kleinere Grofle 2,34 erhielt. Da die ent-
sprechende wirkliche Zahl sich auf 4 stellt (siehe Tabelle 1), so ver-
wandelte sich auf diese etwas gewaltsame Weise die negative Abweichung

Art, wie Bruns die zyklischen den linearen Gruppen gegeniiberstellt, insofern
nicht sehr zweckmiBig sein, als sie den wichtigen Umstand nicht zum Ausdruck
kommen 1aft, daB ja alle linearen Gruppen einer bestimmten Art sich unter den
zyklischen Gruppen derselben Art wiederfinden. (Anders ist in dieser Beziehung
das gegenseitige Verhéltnis der beiden Begriffe der vollstindigen und der einreihig -
vollstindigen Iterationen, wie im Text, S. 25—26 gezeigt worden ist, aber Bruns
beschiftigt sich mit keiner dieser beiden Arten von Iterationen.) Als unzweck-
miBig erscheint mir auch das Brunssche System der Numerierung, demzufolge
jedes Element mit unendlich vielen Nummern versehen wird (a. a. O., S. 580).
Uber die Brunssche Abhandlung ,,Das Gruppenschema fiir zufillige Ereignisse‘‘
sagt Czuber (I, S. 166): ,,Eine allgemeine Theorie der Untersuchung von be-
obachteten Reihen zufilliger Ereignisse nach iibergreifenden Gruppen [d. h. nach
teilweise miteinander inhaltsverwandten Gruppen], die sich weittragender Me-
thoden bedient, hat H. Bruns gegeben. Nun berechnet aber Bruns in der
genannten Abhandlung die erwartungsméfligen Zahlen der Iterationen, wie aus
meinen Darlegungen im Text zu ersehen ist, nicht anders als Marbe. Demnach
hatte man erwarten konnen, daBl Czuber seine Kritik auf Bruns ausdehnt.
Statt dessen zitiert er ihn ohne jeden Vorbehalt. Eine dhnliche Unausgeglichen-
heit des Standpunktes dem ,,Fall Marbe“ gegeniiber bekundet Tschuprow
(S. 365—366, FuBinote): cr nennt als Kritiker Marbes Lexis, Bruns, mich
und Gritnbaum und stimmt allen vieren gleichmiBig zu.

%5) Bruns, Gruppenschema, S. 623—624. Wenn sich hierbei ein kleiner
Unterschied von dem entsprechenden Zahlenwert (2,16) in der 6. Spalte meiner
Tabelle 1 ergibt, so erklirt es sich dadurch, dafl Bruns die in Betracht kommende
Zahl der Elemente (N), die 78 821 betrigt, auf 80 000 abgerundet hat.

28) Bruns, S. 218—219.

%) Der korrekte Wert ist 27,75 (siche Tabelle 1). Vgl. Fufinote 25,
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— 24,18 bzw. — 23,75 (wie sie Marbe festgestellt hatte) in eine positive
Abweichung +-1,6628).

Lexis, Griinbaum, Czuber und Bruns stimmen darin mit-
einander {iberein, daBl sie die von Marbe zutage geforderten Ergeb-
nisse in Einklang mit den Vorausberechnungen der Wahrscheinlich-
keitstheorie zu bringen bestrebt sind. Andere Kritiker Marbes sehen,
abweichend davon, von einer rechnerischen Nachpriifung seiner Er-
gebnisse génzlich ab und wenden sich ausschlieBlich dagegen, daB
Marbe den Unstimmigkeiten, die er festgestellt zu haben glaubte, eine
grundsitzliche Bedeutung beimali: solche Unstimmigkeiten wiirden
vielmehr nur darauf hindeuten, daBl das ideale Schema, welches man
den betreffenden Vorausberechnungen zugrunde legt, auf die unter-
suchten Falle nicht passe®).

28) Bruns hat es nicht fiir nétig gehalten, jene élteren Darlegungen, denen
zufolge sich, nebenbei bemerkt, fiir » = 13 statt des Quotienten 2,18 der Quo-
tient 1,03 ergibt, in seiner spiteren Schrift ausdriicklich zu revozieren. Auch
sonst hat niemand — Marbe selbst nicht ausgeschlossen! — auf das direkt Fehler-
hafte der in Frage stehenden Darlegungen aufmerksam gemacht. Ja, W. Wundt
(Logik, I, 3. Aufl., Stuttgart 1906, S. 432, FuBnote) meint sogar im Gegenteil,
gerade aus diesen Brunsschen Darlegungen gehe die ,,Erfolglosigkeit des
Marbeschen Versuchs, Unstimmigkeiten zwischen Wahrscheinlichkeitstheorie
und Erfahrung nachzuweisen, hervor.

29) So meint Eduard von Hartmann (,,Die Grundlage des Wahrschein-
lichkeitsurteils* in der Vierteljahrsschrift f. wiss. Philosophie u. Soziologie, Bd. 28,
1904, S. 315—317), daB die von Marbe behaupteten Unstimmigkeiten zwischen
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Erfahrung auf ,,die in den idealen Voraussetzun-
gen steckende Ungenauigkeit* zuriickzufilhren seien, dhnlich wie z. B. analoge
Unstimmigkeiten bei Wiirfelversuchen in der exzentrischen Lage des Schwerpunkts
des betreffenden Wiirfels ihre Erklirung finden. (Was v. Hart mann in diesem
Zusammenhang iiber den ,,wahrscheinlichen Fehler* und éhnliches mehr ausfiihrt,
zeugt davon, daB er die Wahrscheinlichkeitstheorie nicht in dem Mafle beherrschte,
um sich auf Einzelheiten gefahrlos einlassen zu kénnen.) Vgl. Chr. Sigwart,
Logik, 4. Aufl., besorgt von Heinrich Maier, 2. Bd., Tiibingen 1911, 8. 336—3317,
FuBnote, und H. E. Timerding, Die Analyse des Zufalls, Braunschweig 1915,
S. 53. Nebenbei bemerkt, kénnen die Ausfilhrungen auf S. 52 Marbe in keiner
Weise treffen, weil sie auf einer mifverstindlichen Auffassung des Grundgedankens
seiner Schrift beruhen. Timerding schlieBt diese Ausfithrungen mit den Worten:
,»Es ist also hiernach zu erwarten, dafl derselbe Erfolg haufiger mehrere Male hinter-
einander eintritt, daB sich also eine gewisse ,Knduelung‘ zeigt.* Aber Marbe
zufolge kommen groBere ,,reine Gruppen® (lingere Iterationen), die gerade als
,,Knduelung* im Sinne Timerdings erscheinen, nicht hiufiger, sondern seltener
vor, als es den Erwartungen entspricht! Die ,,Kniuelungstheorie*, wie sie von
0. Sterzinger (Zur Logik und Naturphilosophie der Wahrscheinlichkeitslehre,
Leipzig 1911) vertreten wird, lehrt, daB vollstindige Iterationen von mittlerer
Linge auf Kosten sowohl der lingsten wie der kiirzesten vollstindigen Itera-
tionen ofter auftreten, als sie von der Wahrscheinlichkeitsrechnung erwartet
werden (a. a. 0., S. 226). Sterzinger sucht wie Marbe nachzuweisen, daB ,,die
gegenwiirtige Wahrscheinlichkeitstheorie® (a. a. 0., S. 237) als Mittel zur Er-
fassung der Wirklichkeit versage und deshalb einer neuen, ,,naturphilosophischen®,
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Diesen ,bequemen‘‘ Standpunkt kann man nicht gelten lassen.
Liegen doch, namentlich beim Roulettespiel, die Verhaltnisse so, daB

Betrachtungsweise Platz machen miisse. Darum begriift auch Marbe (Gleich-
formigkeit, S. 273) in der Person Sterzingers seinen (einzigen) Gesinnungs-
genossen. Es moge hier nur an einem Fall gezeigt werden, wie wenig sich Ster-
zinger zum ,,Reformator® eignet. Dieser Fall betrifft zwei Beispiele. In dem
einen handelt es sich um 153 Wiirfe mit je 8 Miinzen. Sterzinger unterscheidet
finf Erfolge, je nachdem Kopf und Wappen bzw. Wappen und Kopf 0 und 8,
1 und 7, 2 und 6, 3 und 5, 4 und 4 Male erscheinen. Richtig berechnet, sind die
diesen 5 verschiedenen Erfolgen zukommenden Wahrscheinlichkeiten /5,5, /6,
/a2s /16 und 33/355. Multipliziert man sie mit 153 (Sterzinger gibt 155 als Zahl
der ausgefithrten Wiirfe an, aber die Summe seiner Ereigniszahlen ist 153!), so
erhilt man 1,20, 9,56, 33,47, 66,94 und 41,84. Die entsprechenden wirklichen
Zahlen sind: 1, 13, 30, 73, 36. Man findet hier nach Formel (32) des § 3 des
2. Kapitels: y2 = 3,01 und nach den Formeln (33) und (42) desselben Paragraphen:
C(x2) =4, M2 =297. Die Differenz 3,01 —4 = —0,99 macht demnach
ihrem absoluten Betrag nach nur 339, des mafgebenden mittleren Fehlers aus.
In dem anderen Beispiel sind es 203 Wiirfe mit je 12 Miinzen (203 ist die Summe
der Ereigniszahlen, wihrend Sterzinger die Zahl der Versuche mit 200 angibt!).
Hier ergeben sich in analoger Weise 7 verschicdene Erfolge (0 und 12, 1 und 11 usw.
bis 6 und 6), denen die erwartungsméBigen Ereigniszahlen 0,10, 1,19, 6,54, 21,81,
49,07, 78,51, 45,79 und die wirklichen Ereigniszahlen 0, 3, 8, 28, 53, 70, 41 ent-
sprechen. Man findet: y® = 6,68, € (y2) = 6, M (y2) = 4,78, 0,68 : 4,78 = 149,.
Wie es scheint, kann man mit den Resultaten zufrieden sein. Sterzinger (a. a. O.,
S. 209-—210) meint aber, daf in diesen beiden Beispielen die empirischen Ereignis-
zahlen weder mit denen tibereinstimmen, die nach der Wahrscheinlichkeitstheorie
zu erwarten sind, noch genau mit denen, die er auf Grund induktiver Uberlegungen
fiir die wahrscheinlichsten hielt. Dies wird des niheren wie folgt erliutert:
,»Nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitstheorie, dem 3. Prinzip,
erhalte ich fiir alle Wurfverhéltnisse die gleiche Wahrscheinlichkeit, die ich auch
erhalte, wenn ich alle Wurfverhiltnisse auf Grund des Prinzips vom mangelnden
Grunde fiir gleich moglich ansche; nach dem Additionssatz steigt die Wahrschein-
lichkeit bis zu jenem, das die Null enthalt. Ich vermutete, wie im 1. Kapitel aus-
gefilhrt, die grofte Wahrscheinlichkeit fiir das Verhiltnis der Gleichheit. Die
Erfahrung indessen erklirt im 1. Falle das Verh#ltnis 8 : 5 fiir das wahrschein-
lichste, das Verhaltnis 4 : 4 fiir das nichstwahrscheinliche ... Im 2. Falle ist das
Verhiltnis 5 : 7 das wahrscheinlichste, das nichste das Verhiltnis 4 : 8 ... Be-
trachtet man die Zahlen, so mochte man bei einer noch groferen Anzahl Miinzen
einen noch weiter von ~;— (r = Anzahl der Miinzen) entfernten Verteilungswert
fiir den wahrscheinlichsten halten. Fiir diese Erscheinung habe ich noch keine
Erkliarung, es sieht fast so aus, als ob die sonderbare UnregelmiBigkeit des Zu-
falls und seine Abneigung gegen scharfe Zahlen sich auch hier ausdriicken miiite.
Konsequenterweise kann hier nur von einer Abneigung Sterzingers gegen die
Anfangsgriinde der Wahrscheinlichkeitsrechnung die Rede sein. Und doch werden
diese und #hnliche Absurdititen — vielleicht weil sie Sterzinger selbst euphe-
mistisch als ,,Naturphilosophie‘‘ bezeichnet — auch von anderen ernst genommen,
so z. B. von Timerding (a.a. O., S. 53) und von Meinong (Uber Moglichkeit
und Wahrscheinlichkeit, Leipzig 1915, S. 597—598). Auch Czuber (I, S. 155,
FuBnote) beurteilt Sterzinger m. E. noch viel zu milde, wenn er von ihm be-
hauptet, ,,die Grenzen des wissenschaftlichen Bodens tiberschritten zu haben.
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man aus der Kenntnis dieser Verhaltnisse heraus gerade hier am ehesten
eine Realisierung des (Bernoullischen) Schemas einer konstanten
Wahrscheinlichkeit zu erwarten berechtigt ist®). Man wire sonach,
wenn sich zeigen liefe, dal diese Erwartung nicht in Erfiillung geht,
in Ermangelung eines anderen annehmbaren Schemas, dem sich die
Ergebnisse der Erfahrung besser anpafiten, dazu veranlaBt, es in
Zweifel zu ziehen, ob iiberhaupt wahrscheinlichkeitstheoretische Kon-
struktionen auf das Roulettespiel bzw. auf die Gliicksspiele im all-
gemeinen anwendbar sind. Diese Anwendbarkeit als auBer Frage
stehend betrachten und von hier aus die iiber das ,,zulissige”* MaB
hinausgehenden Differenzen zwischen den wirklichen und den er-
wartungsméfigen Ereigniszahlen als verursacht durch irgendwelche
Abweichungen der gegebenen Bedingungen des Experiments von dem
idealen Schema erkliren wollen, wobei nicht einmal angedeutet wird,
worin diese Abweichungen bestehen mogen, liuft auf eine petitio
principii hinaus. Es ware also dem Nachweis, daB beim Roulettespiel
Wahrscheinlichkeitstheorie und Erfahrung voneinander divergieren,
wie ihn Marbe zu fithren versucht hat, ein prinzipielles Interesse nicht
abzusprechen.

Nur kommt es bei solch einem Nachweis, abgesehen davon, daB
das betreffende statistische Material mathematisch korrekt verarbeitet
werden muB, selbstverstindlich darauf an, daB dieses Material auf
verlafilichen Aufzeichnungen berubt; da hat es sich nachtriglich ge-
zeigt, dall das von Marbe benutzte Material nichts weniger als un-
bedingtes Vertrauen verdient2!). Das ist allerdings ein Umstand, der

Das Gebiet der Wissenschaft, die sich Wahrscheinlichkeitsrechnung nennt, scheint
mir Sterzinger iiberhaupt gar nicht erst richtig betreten zu haben. Wie sollte
er da die Grenzen dieses Gebiets iiberschreiten kénnen ?

30) Siehe z. B. Multatuli, die in Fufinote 15 genannte Schrift, S. 153.

31) Das auf das Roulettespiel sich beziehende statistische Material, mit dem
Marbe in seinen ,,Naturphilosophischen Untersuchungen operiert, ist zu 34, 14
und 529, aus den drei folgenden Quellen geschopft: 1. einer ungenannten Quelle
(Spielort: Spa), 2. der Zeitschrift ,,Le Pointeur von M. Henri (Spielort: Monte
Carlo) und 3. der Zeitung ,,Le Monaco* (Spielort: teils Monte Carlo, teils Dinant).
Uber die Zuverlissigkeit von 1 sagt Marbe nichts aus. Uber 2 bemerkt er (Gleich-
formigkeit, S. 354—355): ,,Natiirlich liegt es mir fern, mich fiir die Authentizitit
der Henrischen Publikationen irgendwie zu verbiirgen. Und was 3 anlangt,
so glaubt Marbe auf Grund von Recherchen, bei denen ihm zwei Detektivbureaus
behilflich waren, ,,die Behauptung wagen zu diirfen, daBl es sich da ,,um einen
groben Schwindel handelt®, wenigstens sofern diejenigen Nummern der genannten
Zeitung in Frage kommen, aus denen K. Pearson das Material zu seinen Unter-
suchungen iiber das Roulettespiel entnommen hat (ebendaselbst, S. 354). Mit
dieser Einschrinkung will aber Marbe die anderen Nummern des ,,Monaco®,
somit auch diejenigen, die er selbst beniitzt hat, von der Zensur ,,grober Schwindel*
nicht ausdriicklich ausgenommen wissen. Den Pearsonschen Tabellen rdumt er
vielmehr nur deshalb cine gewisse Sonderstellung ein, weil sie allzu groBe Wider-
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danach angetan ist, die wissenschaftliche Bedeutung der Marbe-
schen Ergebnisse erheblich zu beeintrichtigen, wenn nicht ginzlich
illusorisch zu machen.

§ 2. Marbes ,,Gleichformigkeit in der Welt<,
vorzugsweise vom Standpunkte der Iteratorik aus betrachtet.

Marbe hat in seiner vor kurzem erschienenen Schrift ,,Die Gleich-
formigkeit in der Welt* dem Problem der Iterationen wiederum ein-
gehende Erorterungen gewidmet und hierbei der an seinen ,,Natur-
philosophischen Untersuchungen zur Wahrscheinlichkeitslehre* von ver-
schiedener Seite geiibten Kritik insofern Rechnung getragen, als er
diesmal nicht mehr simtliche einreihige Iterationen, sondern die ein-
reihig-vollstindigen Iterationen zum Gegenstand der Betrachtung ge-
macht hat.

Es sollen zunichst die von ihm aufgestellten Formeln der mathe-
matischen Erwartung!) und des mittleren Fehlers der Zahl der ein-
reihig-vollstandigen Iterationen zu » wiedergegeben und gepriift werden,
Um MifBverstindnisse auszuschlieBen, mége der Index M den Zeichen €
und M angehingt werden, wenn es sich um Marbesche Formeln
handelt. Im tbrigen werden die im vorstehenden beniitzten Bezeich-
nungen auch hier zur Anwendung kommen.

spriiche mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung aufweisen. Diese Widerspriiche be-
stehen darin, dafl vollstindige Iterationen zu 1 und zu 6 und mehr viel zu stark
und solche zu 2 bis 4 viel zu schwach vertreten sind. Pearson selbst (The Chances
of Death etc., London 1897, I, S. 56) charakterisiert diesen Sachverhalt mit den
Worten: ,,Superabundance of intermittences and deficiency of small permanences‘
und meint im Anschluff daran (a.a. 0., S.61—62): ,,Monte Carlo roulette, if
judged by returns which are published without apparently being repudiated by
the Société, is, if the laws of chance rule, from the standpoint of exact science
the most prodigious miracle of the nineteenth century ... Science must recon-
struct its theories to suit these inconvenient facts. Marbe zufolge wiirde sich
das grofle Riitsel ziemlich einfach auflésen. Erdichtete Zahlen sind keine Wunder.
Der Pearsonschen Untersuchung schreibt Tschuprow (S. 257) ,,das grofSite
wissenschaftliche Interesse* in der Reihe ahnlicher Untersuchungen zu. Vielleicht
#ndert er seine Meinung nach den Aufklirungen Marbes. Dariiber, da Pearsons
Studie iiber das Roulettespiel in methodologischer Beziehung nichts Bemerkens-
wertes darbietet, siche Fulinote 15, Vgl. FuBnote 14 des § 2 dieses Kapitels.

1) Marbe spricht allerdings nie von mathematischen Erwartungen bzw. von
den erwartungsméafligen Zahlen, sondern stets von den ,,wahrscheinlichsten Zahlen*
(und ist iiber das gegenseitige Verhéltnis dieser beiden Begriffe ganz im unklaren,
wie namentlich der letzte Absatz auf S. 284 zeigt). Da er aber diese Zahlen nach
MaBgabe der Formel (13) des §2 des 2. Kapitels, d. h. durch Multiplizierung
der betreffenden Versuchszahl durch die in Betracht kommende Wahrscheinlich-
keit bestimmt, so kann sie die Kritik nicht anders denn als mathematische Er-
wartungen deuten, wenn sie sich mit ihnen niéher befassen soll.
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Marbe zufolge ist in dem im 3. Kapitel behandelten Fall die Wahr-
scheinlichkeit, daB eine einreihig-vollstindige Iteration aus n Elementen

besteht, durch p"q + ¢"p oder pq (p"~! + ¢"~!) gegeben. Demnach
hitte man zunéchst:

(1) G (wn) : Gy (W) =pq (P +¢"1): 1.

Hierauf bestimmt Marbe die Beziehung zwischen €(W) und N, und
zwar aus Formel

@) DinGuw) =N,

T
die sich mit Riicksicht auf (1) als
3) Gy (W) Dnnpg(p* 1+ g ) =N

1
darstellen liBt. Weil aber

S N 1,1 pragt
anptl4 Dangtl=— 4 — = ,
Z - ¢ pt PP
so geht (3) in
P+
4 Cy (W)y=N
(4) Py u (W)
iiber, woraus
Npg
5 Cy (W)=
(3) v (W) e
folgt. SchlieBlich erhilt man aus (1) und (5)
: NpP@ (@' + ")

(6) Car (wn) = P 7).

Die dieser Ableitung zugrunde liegende Formel, wonach die Wahr-
scheinlichkeit, dafl eine einreihig-vollstandige Iteration aus n Elementen
besteht, gleich p"q + ¢"p gesetzt wird, trifft auf das hier in Frage
stehende Schema nicht zu. Diesem Schema zufolge bilden simtliche
vollstéindige Iterationen eine geschlossene Kette und simtliche ein-
reihig-vollstandige Iterationen eine Kette mit freiliegenden Enden.
Sowohl die vollstindigen wie die einreihig-vollstindigen Iterationen
sind also miteinander verkettet, und hieraus folgt, da die Zahlen
der A-Iterationen und der B-Iterationen einander gleich bzw. — im
Fall der einreihig-vollstindigen Iterationen — hdochstens um 1 von-
einander verschieden sind. Dementsprechend ist (den Fall, wo alle
N Elemente von derselben Art sind, ausgeschlossen) die Wahrschein-
lichkeit, daf eine vollstindige Iteration der einen oder der anderen

2) Marbe, Gleichformigkeit, S. 281—283. Ich habe im Text die Ableitung
Marbes ohne die Weitldufigkeiten seiner Darstellung wiedergegeben.



170 Kritik.

der beiden Arten 4 und B angehort, durch } gegeben. Das gilt auch
fir die einreihig-vollstandigen Iterationen, und zwar in aller Strenge,
wenn W gerade ist, und niherungsweise, wenn W ungerade, aber hin-
reichend groB ist. Es liegt ferner im Begriff einer A-Iteration, daB
sie mindestens ein Element der Art 4 enthilt, oder auch, daf ihr erstes
bzw. Einzelelement von der Art A ist; eine A4-Iteration zu » kommt
aber dadurch zustande, daB zu diesem einen n — 1 weitere 4-Elemente
hinzutreten und darauf ein B-Element folgt. Daher ist die Wahrschein-
lichkeit, dal eine A4-Iteration aus n Elementen besteht, durch p"-1¢
ausgedriickt. In derselben Weise findet man ¢"-p als Ausdruck der
Wahrscheinlichkeit, daBl eine B-Iteration aus n Elementen besteht.
Somit ergibt sich als Wahrscheinlichkeit, dafl eine vollstindige bzw.
einreihig-vollstandige Iteration von unbestimmter Art aus n Elementen

n-2 n-2
besteht, der Ausdruck %(p"-!g + ¢"~1p) oder pe(p 2+ i .

Der hiervon abweichende Marbesche Ausdruck p"q 4 ¢"p wire
zutreffend, wenn es sich nicht um verkettete, sondern um lose Ite-
rationen handelte, d. h. wenn man die vollstindigen Iterationen in
der Weise zihlen wiirde, dall man die ablésenden Elemente (siehe oben,
S. 22) herausfallen liefe. Bezeichnet man die Zahl der auf diese Weise
sich ergebenden vollstindigen Iterationen zu % mit I, und setzt man

N
ch,, = L, so findet man, daB die Zahlen [, und L mit den Zahlen
T

wy, und W nicht {ibereinzustimmen brauchen. Ein Beispiel mége dies
illustrieren. Man nehme an, daB sich bei N = 16 folgendes Bild zeigt:

Nr. 1 2 3 45 6 7 8 910111213 141516
Art B B A B BB AAB BBBBA4B A4

Als verkettete vollstindige Iterationen erscheinen: [1, 2], [3],
[4, 5, 6], [7, 8], [9, 10, 11, 12, 13], [14], [15], [16]; man hat also:
w,=4, w,=2, wy=1, w, =0, wy; =1, W=28. Die losen voll-
stindigen Iterationen sind: [1, 2], [4, 5, 6], [8], [10, 11, 12, 13], [15];
man hat also: }, =2, [, =1, l;=1,1,=1, L =>5. Dabei entfallen
von den 8 verketteten Iterationen 4 auf die Art 4 und 4 auf die Art B,
von den 5 losen Iterationen 1 auf die Art 4 und 4 auf die Art B. Es
handelt sich bei den losen vollstindigen Iterationen gleichsam um L
voneinander unabhangige Versuche, die iiber die Lange einer voll-
stindigen Iteration angestellt werden, so daB neben der Beziehung

(7) @(ln)=qulrn—1
die Beziehung
(8) M) = Lpgrn1(1 ~Pgra_y)

besteht.
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Nach dem Vorstehenden liegt das mpdrov ywebdoc der von Marbe
versuchten Bestimmung der erwartungsmifBigen Zahl der einreihig-
vollstindigen Iterationen von gegebener Lénge darin, dafl er die Wahr-

o . g2+ ¢"?
scheinlichkeit der Lénge n, statt durch 9
Formel (4) des § 5 des 3. Kapitels m, geschrieben worden ist, durch
pg(p*~t + ¢*-1), wofir n, gesetzt werden moge, ausdriickt. Ver-
mittels der Substitutionen 2p —1=p—qund 2¢—1=— (p—q)
findet man:

, wofiir laut

. n-2 __ n-2
®) it — = PP q)(g q ),

woraus zu ersehen ist, daBl der Marbesche Ausdruck »7 nur bei p = q
= } fiir jedes » zutrifft, im tbrigen aber nur fiir » = 2 richtige, hin-
gegen fiir » = 1 zu niedrige und fiir » > 2 zu hohe Werte liefert.

Wenn man nun in (1) bis (6) 7z, durch 7, ersetzt und dementsprechend
den Index M bei € weglifit, so erhdlt man:

_Ppa@ ¢

9) € (w,) : € (W) 2 1,
(10) 2nGw,) =N,
1
(11) 1C(W) Denpg(p*2+ 4¢3 =N,
1
2@"'% wnnq""":i I
- - P gt pigt
1
12 =G (W)=N,
(12) rY W)
(13) €(W)=2Npg,
(14) €(ws) =Np*(p" % + ¢"°9),

welch letztere Formel sich mit Formel (46) des § 3 des 3. Kapitels

deckt. So sieht man, daBl Marbe ein korrektes Ergebnis erzielt hitte,

wenn er nicht von dem falschen Ausdruck =, ausgegangen wire 3).
Zieht man nunmehr (14) von (6) ab, so findet man leicht:

Npg®(p—q) ("3 — ¢"3)
P + ¢°

3) Von dem Umstand, dall Formel (14) bzw. Formel (46) des § 3 des 3. Kapitels
eine Néherungsformel ist, kann abgesehen werden, weil der Unterschied zwischen
dieser Formel und der entsprechenden genauen Formel (41) des genannten Para-
graphen keine Bedeutung hat, wenn N eine groBe Zahl ist, was in den Fillen,
auf die Marbe seine Formeln anwendet, ausnahmslos zutrifft.

(13) Cor (wn) — € (wy) =
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Hieraus folgt, daBl Formel (6) nur bei p = ¢ = } fiir jedes n zutritft,
im tibrigen aber nur fiir » = 3 richtige, hingegen fiir » = 1 und 2 zu
niedrige und fiir » > 3 zu hohe Werte liefert.

In dem ersten Beispiel des § 1 des 5. Kapitels ergiiben sich nach
Formel (6) die Werte : € (w,) = 74,74, € (w,) = 37,37, € (10,) = 220,66
€y (W) = 415,21 statt der Werte: €(w,) = 340,47, €(w,) = 61,28,
€ (tng) = 201,05, €(W) = 680,89, die der Formel (14) entsprechen und
mit den in der 2. Spalte der Tabelle 2 des genannten Paragraphen ent-
haltenen Werten iibereinstimmen. Demnach fithrt die von Marbe
zur Bestimmung der erwartungsmiBigen Zahlen der vollstindigen
Iterationen empfohlene Methode in diesem Fall zu Ergebnissen, die
nicht etwa blof ungenau, sondern von Grund aus verkehrt sind. Ahn-
liches muB sich auch in anderen Féllen herausstellen, in denen p und ¢
erheblich voneinander abweichen.

In einer Broschiire, die Marbe nach drei Monaten auf sein Buch hat
folgen lassen, stellt er der Formel (6) die beiden Formeln (38) und (41)
des § 3 des 3. Kapitels gegeniiber?) und macht von Formel (41) —
Formel (38) kommt praktisch nicht in Betracht — in denjenigen Fillen,
wo er frither mit Formel (6) operiert hatte, Gebrauch.

Marbe kann sich aber nicht entschlielen, Formel (6) glatt preis-
zugeben: er unterscheidet zwar zwischen den verketteten und den losen
vollstindigen Iterationen (den ,,verbundenen* und ,,nicht verbundenen‘*
,,reinen Gruppen‘ in seiner Ausdrucksweise) und gesteht ein, daB seine
urspriingliche Formel, namlich Formel (6), dem Schema der losen
Iterationen angepafit war, stellt jedoch den Sachverhalt so dar, als
ob es gleichsam nur eine Ungenauigkeit bedeuten wiirde, wenn man
verkettete wie lose Iterationen behandelt. Er ist eben im unklaren
dariiber, dafl falls auf eine Kette von N Elementen das Schema der
losen Iterationen angewendet werden soll, dies die Entfernung gewisser
Glieder aus der Kette erfordert und dafl dementsprechend die Umwand-
Iung bzw. Riickverwandlung einer Reihe loser Iterationen in eine Reihe
verketteter Iterationen das Einsetzen bzw. Wiedereinsetzen von Zwi-
schengliedern notig macht. Marbe stellt sich vielmehr diese Umwand-
lung als ein unvermitteltes Aneinanderreihen der losen Iterationen
vor und bemerkt in diesem Zusammenhang, daB dabei ,,allerdings‘
aus mehreren gleichartigen Iterationen, die nebeneiander zu liegen
kdmen, jeweils eine einzige lingere Iteration entstehen wiirdes). Aber
auch das wire, mochte man meinen, keine , Kleinigkeit*, tiber die

1) Marbe, Bemerkungen, S. 7—9. Hier findet sich auch Formel (21) des
§ 4 des 3. Kapitels; zu deren Ableitung braucht aber Marbe eigentiimlicherweise
,»mehrfache Umformungen®.

%) Ebendaselbst, S. 8. Auf eine Reihe vollstindiger Iterationen, die auf diese
Weise zustande kidme, ist weder Formel (14) noch Formel (7) anwendbar.
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man hinwegsehen kann. Wiirde doch gerade solch ein Zusammen-
wachsen benachbarter Iterationen es mit sich bringen, daBl man auch
hier gleiche oder hochstens um 1 voneinander verschiedene Zahlen
von Iterationen der Art 4 und der Art B erhielte, withrend unter den
losen Iterationen die beiden Arten erwartungsgemif im Verhiltnis
von p zu ¢ vertreten sind.

Wenn Marbe schlieBlich darauf aufmerksam macht, da durch die
in Frage stehende Richtigstellung der Formel (6) die numerischen
Ergebnisse, die er auf der Grundlage dieser Formel gewonnen hatte,
keine bzw. keine wesentliche Anderung erfahren, weil in den betreffenden
Beispielen p genau bzw. nahezu gleich ¢ ist®), so entspricht das durch-
aus einer Bemerkung, die vorhin im Anschlufl an Formel (15) gemacht
worden ist. Aber auch dieser Umstand, daff ndmlich Formel (6) in
bestimmten Fallen richtige bzw. annahernd richtige numerische Werte
liefert, kann ihr keinerlei bedingte oder relative Giiltigkeit verleihen.

Den mittleren Fehler der Zahl der einreihig-vollsténdigen Iterationen
bestimmt Marbe unter Hinweis auf den fiir das Bernoullische Schema
geltenden Ausdruck des mittleren Fehlers?), aus

(16) Wy (wr) = Cy (W) 70a (1 — 7).
Diese Formel geht mit Riicksicht auf Formel (5), sowie mit Riicksicht
darauf, daB n; = pqr,_y, in

Np2@®ra_ (1 —pqry_y)

(17) 3, () = g
iiber, woraus bei p =¢ =%}

N@2t—1
(18) M, (1) = %._)
folgt®).

Hierzu ist vor allem zu bemerken, daf3 es der iiblichen Formel des
mittleren Fehlers, auf die sich Marbe beruft, allein entsprochen hitte,
wenn er in (16) W an Stelle von €y, (W) gesetzt hatte. Dann wiirde es
sich aber bei dem Ubergang von (16) zu (17) um ein Hiniibergleiten
aus dem V- bzw. W-Verfahren in das N-Verfahren, somit um eine
Methode handeln, die bereits im § 5 des 3. Kapitels (S. 97—98) zur
Sprache gebracht worden ist. Dort ist auch gezeigt worden, daf diese
Methode, auf den mittleren Fehler angewandt, nur als Naherungs-
methode, und zwar bei entsprechend grolen Werten von n, brauch-
bar, im iibrigen aber unzulissig ist?). Ihre Fehlerhaftigkeit ist darauf

%) Ebendaselbst, S. 11 und 13—19.

7) Siehe 2. Kapitel, § 2, Formel (14).

8) Marbe, Gleichformigkeit, S. 346—347.

?) Dieselbe Methode ergibt aber zutreffende Resultate, wenn man sie zur
Bestimmung der mathematischen Erwartung der Zahl der Iterationen von ge-
gebener Linge beniitzt, wie aus Formel (57) des § 5 des 3. Kapitels hervorgeht. Im
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zuriickzufithren, daB von einer zwischen W (bzw. V) und N bestehenden
stochastischen Beziehung in einer Weise, nimlich durch Substitution
des von N abhingenden erwartungsmiBigen fiir den wirklichen Wert
von W (bzw. V), Gebrauch gemacht wird, als ob diese Beziehung eine
sylleptische (syntagmatische) wire.

Bei der von Marbe gegebenen Ableitung der Formel (17) komms
noch hinzu, dafl er auch hier mit dem falschen Ausdruck s, rechnet,
wodurch das Resultat sowohl direkt wie indirekt in Mitleidenschaft
gezogen wird: letzteres insofern, als Marbe die Substitution, auf die
soeben Bezug genommen worden ist, nach Magabe nicht der Formel (13),
sondern der Formel (5) ausfithrt. Es ist zugleich zu beachten, daf} es
nicht geniigen wiirde, in Formel (16) €y (W) durch W und #, durch z,
zu ersetzen, um sie vom Standpunkte des W-Verfahrens aus annehm-
bar zu machen. Denn hier verbietet sich die Anwendung der iiblichen,
auf das Bernoullische Schema berechneten Formel des mittleren
Fehlers aus dem Grunde, weil 7@, eine konstant zusammengesetzte
Wahrscheinlichkeit ist19).

In dem besonderen Fall, wo p = ¢ = }, ist, wie oben gezeigt worden
ist, a; = m,, und macht sich der Charakter von =, als konstant zu-
sammengesetzte Wahrscheinlichkeit nicht geltend. Was also speziell
Formel (18) anlangt, so mufl an ihr der Einflul jener Verwechslung
des V- bzw. W-Verfahrens mit dem N-Verfahren oder, anders formu-
liert, jener Umdeutung einer stochastischen in eine sylleptische Be-
ziehung sozusagen ungetritbt in die Erscheinung treten. Bei einiger-
maflen grofem N kann man getrost M? (w,) = M2 (v,) setzen, und stellt
man Formel (18) der Formel (33) des § 3 des 3. Kapitels gegeniiber,
so findet man:

2n—5)N

(19) Wy (1) — 2 ) = ER IV
(20) m, 2 () = o 2

3 (wy) + M2 (wy) = P _on 13

Sonach liefert Formel (18) bei n < 3 zu niedrige und bei 7 = 3 zu hohe
Werte des mittleren Fehlers der Zahl der einreihig-vollstandigen Ite-
rationen zu n. Bei n = 1 erhilt man:

(21) Mg (wy) : M (w;) = V5 = 0,63 ;

Grunde genommen, liuft die Marbesche Ableitung der Formel (6) auf die
Anwendung der in Frage stehenden Methode hinaus, und so ist denn auch das
Irrtiimliche der Formel (6), wie ich im Text nachweise, nur dadurch bedingt,
daB Marbe von n, statt von s, ausgeht.

10) Vgl. 3. Kapitel, S. 93.
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hier bleibt also der nach der Marbeschen Formel berechnete mittlere
Fehler um 37%, hinter seinem wahren Wert zuriick!).

Auch den Ausdruck des mittleren Fehlers von w, hat Marbe einer
Revision unterzogen. Bezeichnet man den mittleren Fehler von w,,
wie ihn Marbe jetzt zu berechnen empfiehlt, mit Mg (w,), so ist

€ (wn) {N — € (wa)}

(22) M (wn) =

N 2
was der im Bernoullischen Schema bestehenden Beziehung
(23) M2 (z) = € (x) {38— @(75)} i

die sich aus den Formeln (13) und (14) des § 2 des 2. Kapitels ergibt,
genau entspricht!2).

Marbe hat, wie man sieht, nicht bedacht, daB das Bernoullische
Schema die gegenseitige Unabhingigkeit der Versuche voraussetzt und
daB diese Voraussetzung im vorliegenden Fall nicht erfillt ist. Da
der Unterschied zwischen der genauen Formel (41) des § 3 des 3. Ka-
pitels, deren sich Marbe zur Bestimmung von € (w,) bedient, und der
Niaherungsformel (46) desselben Paragraphen bei einigermaflen groem
N belanglos ist, so 1af3t sich (22) als

(24) Mz (wn) = Np? P rp_s (1 — p*¢* 1)

darstellen. Somit findet man der Formel (21) des § 3 des 3. Kapitels
zufolge: IM% (wy) = M3 (v,), und setzt man wiederum M2 (w,) = M2 (v,),
so erhilt man laut Formel (24) des genannten Paragraphen

1—
(25) Mg (wy) : M (wy) = Vl n gg-

Bei n = 1 ergibt also die neue Marbesche Formel stets einen zu kleinen
Wert. Das gilt auch nach Formel (28) des § 3 des 3. Kapitels fiir n = 2,
sofern pzgq.

Was aber den besonderen Fall, wo p = ¢ = }, betrifft, so ent-
spricht hier der alten Formel (18) die neue Formel

N@rt—1
(26) Wy (o) = 2
und man erhélt an Stelle von (19) und (20):
n—2)N
@) S () — 8 (o) = N
(28) e . me2 — _2“1_—1_
R(wﬂ)‘ (w”)"_2”+1_2n+3'

1) Vgl. 3. Kapitel, § 5, Formeln (70), (71), (72).
12) Marbe, Bemerkungen, S. 12.
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Sonach trifft Formel (26) nur fiir n = 2 zu; bei n = 1 liefert sie einen
zu kleinen, und zwar einen um 239, zu kleinen Wert des betreffenden,
mittleren Fehlers, denn man hat hier:

(29) Mg (wy) : M (wy) = YE=0,77;

bei n =3 ergeben sich umgekehrt zu groBe Werte, wobei, wie ein
Vergleich zwischen (19) und (27) bzw. zwischen (20) und (28) zeigt,
die neue Formel sogar noch im Nachteil gegeniiber der alten ist.

Die betreffenden numerischen Unterschiede sind indessen bei n = 3
ganz gering, und daher bedeutet der Ersatz der Formel (18) durch (26)
— sowie der Formel (17) durch (24), wenn p wenig von ¢ verschieden
ist (was in den Marbeschen Beispielen zutrifft) — vom praktischen
Standpunkte aus gesehen, immerhin eine Verbesserung: ist doch die
in Frage stehende Differenz gerade in dem Fall, wo sie ins Gewicht
fallt, von 37%, auf 239, reduziert worden3). Als theoretischer Fort-
schritt erscheint aber die von Marbe vorgenommene Uménderung
seines urspriinglichen Ausdrucks des mittleren Fehlers der Zahl der
vollstandigen Iterationen von gegebener Linge keineswegs. Denn war
jener Ausdruck deshalb falsch, weil er auf einer Verwechslung der
verketteten mit den losen Iterationen und des V-Verfahrens mit dem
N-Verfahren, somit auf solchen Fehlern beruhte, die sozusagen in den
Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht direkt vorgesehen
sind, so handelt es sich bei Marbes modifizierter Methode der Be-
stimmung des in Frage stehenden mittleren Fehlers um eine rein mecha-
nische Anwendung einer bekannten Formel der Wahrscheinlichkeits-
rechnung auf einen Fall, dem man auf den ersten Blick ansieht, da$
er dem dieser Formel zugrunde liegenden Schema nicht entspricht4).

13) Von einer Untersuchung dariiber, welche von den beiden (falschen) Formeln
(17) und (24) den Vorzug verdient, wenn p und ¢ mehr oder weniger erheblich
voneinander abweichen, kann wohl Abstand genommen werden.

1) Gemeint ist natiirlich Formel (14) des § 2 des 2. Kapitels. Kein Lehrbuch
der Wahrscheinlichkeitsrechnung a3t den geringsten Zweifel dariiber aufkommen,
daB diese Formel nur fiir das Bernoullische Schema gilt, demzufolge die be-
treffenden Versuche unabhingig voneinander sein miissen. Wie ist es nur mog-
lich, im Fall der vollstindigen Iterationen zu » anzunehmen, daf3 N unabhingige
Versuche vorliegen? Marbe kann iibrigens auf seine Formel (22) bzw. (24) keinen
Priorititsanspruch erheben. Von dieser Formel, und zwar gerade in einem Fall,
wo sie zu einer betrichtlichen Unterschitzung des mittleren Fehlers fiihrt, nimlich
bei n =1 und p = ¢ = %, hat bereits Pearson einmal Gebrauch gemacht (The
Chances of Death etc. I, S. 57—58, FuBinote). Hier ist N = 30575, w, = 7917,
€(w,) = 7644, und den mittleren Fehler von w;, berechnet Pearson (offenbar
aus YN+ %+ $) zu 75,71, woraus er folgert, daB die Differenz w, — € (w,), die sich
auf 273 stellt, das 3,6fache des maBgebenden mittleren Fehlers ausmacht. Der
korrekte Ausdruck des in Frage stehenden mittleren Fehlers ist aber nach Formel
(33) des § 3 des 3. Kapitels durch J5 N: 16 = 97,75 gegeben, so daB sich an Stelle
des Quotienten 3,6 der Quotient 2,8 ergibt. Dieser Fall zeigt recht drastisch,
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Vom theoretischen Standpunkte aus kann also in der Tat keine Rede
davon sein, daB Marbe, was die Bestimmung des mittleren Fehlers
der Zahl der vollstindigen Iterationen von gegebener Lange betrifft,
nachtriglich der Wahrheit niher gekommen wire.

Die mathematische Theorie der Iterationen ist fiir Marbe nicht
Selbstzweck. Es kommt ihm vielmehr darauf an, an der Hand von
Beispielen zu untersuchen, ob sich die Statistik der Iterationen mit
den Vorausberechnungen der Wahrscheinlichkeitstheorie im Einklang
befindet, und er legt die Ergebnisse seiner Untersuchung in dem Sinne
aus, daB dies nicht der Fall sei: im allgemeinen, meint Marbe,
kommen (einreihig-) vollstindige Iterationen, die eine ge-
gebene Linge n iiberschreiten, von einer bestimmten (kriti-
schen) Linge ¢ an, seltener vor, wahrend dafiir Iterationen
von anderer Linge hiufigerauftreten, alsesdie Wahrschein-
lichkeitstheorie erwarten 148t (These A), und bleibt, von
n =g an, die wirkliche Zahl der die Lédnge n tiberschreitenden
vollstindigen Iterationen hinter der erwartungsméaBigen
mit zunehmendem » relativimmer mehr zuriick (These B)15),
In diesen beiden Thesen gipfelt Marbes ,,Lehre vom statistischen Aus-
gleich“, die er als ,,naturphilosophische* der ,,mathematischen®, d. h.
wahrscheinlichkeitstheoretischen Betrachtungsweise entgegensetzt16).

Die Beispiele nun, mit denen Marbe seine beiden Thesen zu belegen
sucht1?), beziehen sich: 1. auf ,,Wappen- und Schrift-Versuche®, 2. auf

daB Pearson gelegentlich auch in rein mathematischer Hinsicht hochst
unkritisch verfihrt. (DaB Pearson und seine Schule, vom Standpunkte der
statistischen Wissenschaft aus gesehen, unkritisch xaz’ 8foy#y sind, habe ich an
einem besonderen Fall in dem auf S. 69 zitierten Aufsatz nachzuweisen versucht.)
Marbe nimmt auf dieses Pearsonsche Beispiel (das die Roulette betrifft) Bezug
(Gleichférmigkeit, S. 348) und bemerkt, dafl der Wert des betreffenden mittleren
Fehlers ,,bei Pearson irrtiimlich mit 75,71 angegeben‘ sei. Marbe findet 61,8,
wodurch sich der Quotient 3,6 auf 4,4 erhsht. Dies entspricht der Formel (18).
In den ,,Bemerkungen® S. 21, wo an Stelle dieser Formel Formel (22) bzw. (26)
tritt, erklirt Marbe 75,7 fiir den richtigen Wert und meint, daB auch Pearson
nach Formel (22) ,,gerechnet zu haben scheint®. Gewill hat er so gerechnet. Hier
ist jeder Zweifel ausgeschlossen. Also nicht einmal den Vorzug der Neuheit hat
die so ungliicklich korrigierte Marbesche Formel des mittleren Fehlers.

15) Marbe, Gleichférmigkeit, S. 298.

18) Ebendaselbst, S.251—277. Im wesentlichen handelt es sich hierbei,
worauf Marbe selbst (S. 269, 272—273) hinweist, um den von ihm bereits in
seiner Schrift aus dem Jahr 1899 vertretenen Standpunkt. Eine gewisse ,,Milde-
rung* dieses Standpunkts liegt darin, dal Marbe das génzliche Ausbleiben von
Iterationen, die eine bestimmte Lange iiberschreiten, nicht mehr behauptet.
Abgesehen davon, ist nicht auBer acht zu lassen, daBl Marbe, worauf im Text
hingewiesen worden ist, jetzt mit den Zahlen w, und v, operiert, wihrend er sich
frither an die Zahlen j, gehalten hat.

17) Die allgemeinen Uberlegungen, aus denen heraus Marbe zu der Lehre
vom statistischen Ausgleich gelangt, sollen hier nicht erdrtert werden, weil solch

v. Bortkiewicz, Tterationen. 12
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das Roulettespiel und 3. auf die Reihenfolge der ménnlichen und weib-
lichen Geburten in Standesamtsregistern.

Zu 1 ist zu bemerken, daf die betreffende Pearsonsche Versuchs-
reihe, die Marbe als einzige dieser Art vorbringt, vom Standpunkte
der Wahrscheinlichkeitsrechnung aus betrachtet, insofern eine gewisse
Anomalie darbietet, als sie unverhaltnismaBig grofe Zahlen vollstindiger
Tterationen iiberhaupt und vollstindiger Iterationen zu 1, sonst aber
nur solche Abweichungen von der Theorie aufweist, die an und fiir sich
sehr wohl firr zufillige gehalten werden konnen®). Abgesehen davon,
bieten die Wappen- und Schriftversuche schon deswegen nur geringes
Interesse, weil hier der ,,Zufallsmechanismus* — womit Vorkehrungen
zur Erzielung rein zufélliger Resultate gemeint sind — allzu primitiv
ist, um volle Gewéhr dafiir zu bieten, daB er seinen Zweck auch wirklich
erfiillt.

Was sodann 2 anbelangt, so ist die Kritik wohl berechtigt, die hier-
her gehorenden Beispiele als Beweismittel abzulehnen, da sie von
Marbe selbst dariiber belehrt wird, daf3 die VerliBlichkeit des einschli-
gigen statistischen Materials eine sehr bedingte ist?®). Ubrigens ist
Marbe der Meinung, daB sich fir die Gliicksspiele (wozu er auch die
Wappen- und Schriftversuche rechnet) auf Grund des ihm zur Ver-
fugung stehenden Materials nur die These A, nicht aber die These B
verifizieren lasse, weil dieses Material nicht umfangreich genug sei20).

eine Erorterung aus dem Rahmen dieser Schrift herausfallen wiirde. Sie sind
ibrigens nur ausfithrlicher, aber nicht stichhaltiger als seine gleichgerichteten
Uberlegungen aus dem Jahr 1899. Vgl. § 1, FuBnote 1.

18) Man erhilt — ich sehe von dem Unterschied zwischen », und w, bzw.
Vund Wab—: V = 4191 (bei N = 8178), (V) = 4089, (V) = 45,2, V—E(V)
=102, 102:452=2,3; v, = 2163, G(v;) = 2044, M(v,) = 50,6, v, — G(v;)
= 119, 119 : 50,6 = 2,3 (nicht 3,7 bzw. 3,0, wie bei Marbe, Gleichformigkeit,
S. 350, Bemerkungen, 8. 22). Von den analogen Quotienten, die sich fiir n = 2
bis 12 ergeben, iibersteigt (nach Marbe) kein einziger den Wert 1,5. Das V-Ver-
fahren, welches Pearson (The Chances of Death ete. I, S. 56) anwendet, liefert
die Werte: 4= 19513, G (1)=2, M, (1)=0,0218, 2— (1) =— 0,0487,
0,0487 : 0,0218 = 2,2; v, = 2163, G,(v;) = 2096, M,(v,) = 32,3, v, — Gy (vy)
= 67, 67 :32,3 =2,1. Pearson selbst beriicksichtigt die GréBe A nicht.

19) Siehe §1, Fulnote 31. Die geringe Vertrauenswiirdigkeit des auf das
Roulettespiel sich beziehenden Materials hindert Marbe nicht daran, dieses
Material nicht nur fiir eine Stiitze seiner Lehre vom statistischen Ausgleich aus-
zugeben, sondern auch als Grundlage von Ratschligen fir Hasardspieler zu ver-
wenden, deren Befolgung unter der Bedingung, daB sich ein kapitalkraftiges
Konsortium von Spielern bildet, eine Roulette-Bank unweigerlich ,,Jahmlegen®
wiirde. In diesem Zusammenhange macht Marbe mit besonderer Bezugnahme
auf die Verhiltnisse von Monte Carlo eine Rechnung auf, die mit einem Rein-
gewinn von ,jahrlich immerhin durchschnittlich mehr als 16 Millionen Franken
bilanziert (S. 361—374).

) Gleichformigkeit, S. 341—342. In Wirklichkeit geht auch die Richtigkeit
der These A aus den betreffenden Daten keineswegs deutlich hervor.
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Es verbleiben somit die Beispiele unter 3, die auch als ein einziges
— viergliederiges — Beispiel aufgefaBt werden kénnen. Uber das
diesem Beispiel zugrunde liegende Material ist im § 2 des 5. Kapitels
berichtet worden?1). Die Art und Weise, wie Marbe dieses Material
verarbeitet hat, weicht von den im genannten Paragraphen angewandten
Methoden in mancher Beziehung ab. Was aber die erwartungsmiBigen
Zahlen der vollstindigen Iterationen von verschiedener Lange betrifft,
auf deren Bestimmung es in erster Linie ankommt, so ergeben sich
bei Zusammenfassung der vier Stddte numerische Unterschiede nur
deswegen, weil Marbe die Zwillingsgeburten nicht beriicksichtigt hat?2).
Die von ihm berechneten erwartungsméaBigen Zahlen der vollstandigen
Tterationen sind in der 3. Spalte der nachstehenden Tabelle 1 unter
€ (v,) wiedergegeben?3). Aus einem Vergleich dieser Zahlen mit den-

21) Marbe meint, dieses Beispiel sei dem Gebiet der ,,Bevilkerungslehre‘
entnommen (a. a. 0., S. 278 und passim). Mit der richtig verstandenen Bevolke-
rungslehre (siche S. 2, Fufinote 1) haben Untersuchungen iiber die Reihenfolge
der minnlichen und weiblichen Geburten ebensowenig zu tun wie z. B. dhnliche,
namlich wahrscheinlichkeitstheoretische, Untersuchungen {iiber die Nummern,
die bei Staatslotterien herauskommen, etwas mit der Finanzwissenschaft gemein
haben. Auch den Ausdruck ,,volkswirtschaftliche Statistik‘ wendet Marbe ver-
kehrt an (Gleichférmigkeit, S. 205, 240). Er sagt z. B.: ,,Sehr viele Untersuchungen
der volkswirtschaftlichen Statistik fiihren auf iibernormale Dispersionen, wihrend
unternormale meines Wissens bisher nicht nachgewiesen wurden. Meines
Wissens sind bisher nur bevélkerungs- und moralstatistische, niemals aber wirt-
schaftsstatistische Zahlenwerte auf ihre Dispersion hin untersucht worden. Noch
charakteristischer fiir die etwas unklaren Vorstellungen Marbes von der Ab-
grenzung der einzelnen Wissenszweige gegeneinander ist es, daB er das Kausalitits-
problem, in der (unzweideutig gemeinten) Behandlung, die ihm in verschiedenen
Gebieten der dogmatischen Jurisprudenz zuteil wird, der Rechtsphilosophie zu-
weist (S. 263). Marbe preist es in der Vorrede zu seinem Buch als Gliick, daB er
sich des Rates und der Hilfe sciner Kollegen erfreuen konnte. Aber iiber die
Grenzen seiner Fakultit hinaus scheint er niemanden konsultiert zu haben. Was
itbrigens die Rechtsphilosophie betrifft, so geht sie ja nicht nur die Juristen an.

22) Bei gesonderter Betrachtung der vier Stidte kommen weitere — aber ganz
geringfiigige — Unterschiede hinzu, die dadurch bedingt sind, daBl Marbe (S. 285
bis 286) fiir jede der vier Stidte aus den auf die betreffende Stadt sich beziehenden
Daten das p (die Wahrscheinlichkeit, daB der Geborene ménnlich ist) bestimmt,
um den so ermittelten Wert von p in den Ausdruck von €(w, ) einzusetzen, wihrend
ich mit einem allen vier Stidten gemeinsamen Wert von p gerechnet habe. Siehe
S. 139. Marbes Verfahrungsweise ist nicht unzuldssig, aber sie hingt offenbar
damit zusammen, daf} er sich der Ungenauigkeit gar nicht bewuBt geworden ist,
die in der Substituierung eines aposteriorischen fiir einen apriorischen Wert von
p liegt.

2) Von dem Umstand, daB Marbe nicht die vollstindigen, sondern die
einreihig-vollstdndigen Iterationen gezihlt hat, ist auch hier abgesehen worden.
Siehe S. 138, Text und FuBnote 2. Sofern man das Material der vier Stadte zu-
sammenfaBt und hierbei so verfihrt, wie es Marbe getan hat, kann es sich iibrigens
hochstens um eine zweireihige vollstindige Iteration handeln, an deren Stelle
zwel einreihig-vollstéindige Iterationen treten. Da sich im gegebenen Fall fiir

12*
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jenigen der 2. Spalte der Tabelle 2 im § 2 des 5. Kapitels ersieht man,
daf3 sich nur bei » = 1 und 2 nicht ganz unbetrichtliche Differenzen
ergeben, Die 4. Spalte der Tabelle 2 bringt unter ¥ die Abweichungen
der in der 2. Spalte stehenden wirklichen von den entsprechenden
erwartungsmafligen Zahlen, und in der 5. Spalte finden sich unter (%)
die von Marbe eigens berechneten arithmetischen Durchschnitte der
Werte 9.

Tabelle 124).

n U | €(v) A (20
9 i 3 4 5
1 48619 491287 —509,7 —509,7
2 24982 24 552,4 ~—270,4
3 12 551 12276,1 +-274,9
4 6169 6141,0 + 28,0
5 | 3088 3073,4 - 14,6 +9.8
6 | 1534 1538,9 — 49
7 772 771,0 + 1,0
8 412 386,4 + 9256
9 183 ! 193,8 — 10,8
10 | 97 97,2 — 0,2
i 50 | 48,8 + 1,2
12 26 | 24,5 + 1,5
13 14 | 12,3 L7 —1,5
IV 1| 62 | — 52
15 4 } 3.1 + 0,9
16 0 1,6 — L6
17 | 1 1,6%)| — 0,6

Zweierlei ist nach Marbe an Tabelle 1 bemerkenswert: 1. dafi die
wirkliche Zahl der Iterationen zu 1 hinter der erwartungsmiBigen
zuriickbleibt und 2. daB die Iterationen zu 2, 3 ... 8 durchschnittlich
haufiger, die lingeren Iterationen seltener sind als man nach der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung erwarten sollte.

Was 1 betrifft, so ist es begreiflich, daf} der festgestellte Fehlbetrag
Zweifel an seinem zufilligen Charakter bei Marbe erweckt hat. Denn
nach Formel (18) bzw. (26) berechnet sich der betreffende mittlere Fehler
zu 156,8 bzw. 192,0 2¢), und die absolute Grofie der in Frage stehenden
Abweichung (509,7) verhilt sich zu diesem mittleren Fehler wie 3,25

W eine ungerade Zahl ergibt, so befinden sich denn auch unter den von Marbe
geziahlten Iterationen zwei, die als eine vollstindige Iteration zu gelten hitten.
Selbstverstidndlich ist das praktisch ohne Bedeutung.

) Marbe, Bemerkungen, S. 14—15. Vgl. Gleichférmigkeit, S. 285.

%) Es handelt sich hierbei um den Wert nicht von €(vy;), sondern von
E(by,); in diesem Fall ist vy = vy5.

%) Von dem Unterschied zwischen v, und w, wird hierbei abgesechen. Siehe
Fufinote 23.
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bzw. 2,65 zu 1 27). Aber auch wenn man zur Bestimmung des mittleren
Fehlers die richtige Formel, nimlich Formel (33) des § 3 des 3. Kapitels,
beniitzt, erhalt man 247,9, somit 509,7 : 247,9 = 2,06. Mag daher
die negative Abweichung bei den Iterationen zu 1 als Anomalie er-
scheinen?8), so ist es zugleich klar, dafl diese Anomalie nicht fiir, sondern
nur gegen die ,,Lehre vom statistischen Ausgleich* sprechen kann.
Denn letzterer zufolge begiinstigt das Eintreten eines bestimmten Erfolges
bei irgendeinem Versuch das Eintreten des entgegengesetzten Erfolges
beim nichsten Versuch??); darum miiite Marbe von seinem Standpunkt
aus nicht weniger, sondern mehr Iterationen zu 1 erwarten als es den
Vorausberechnungen der Wahrscheinlichkeitstheorie entspricht.

In bezug auf 2 erhebt sich die Frage, aus welchen Erwidgungen
heraus Marbe die vorliegende Zahlenreihe zwischen n = 8 und » = 9
und nicht an einer anderen Stelle zerschneidet. Verlegt man den Schnitt

27) Marbe selbst (Gleichférmigkeit, S. 351, Bemerkungen, S. 22) fiihrt solch
eine Berechnung fiir jede einzelne der vier Stadte, nicht aber fiir die vier Stadte
Zusammengenommen aus.

28) Allerdings zeigt Marbe gelegentlich die Neigung, Abweichungen, deren
absoluter Betrag, am mittleren Fehler gemessen, noch erheblich grofer ist, dem
Zufall zuzuschreiben, so z. B. in einem Fall, der sich auf das Roulettespiel bezieht
(Gleichférmigkeit, S. 348—349). Es handelt sich da (auch bei Iterationen zu 1)
um eine positive Abweichung, die nach Marbe (siche FuBnote 14) das 4,4fache
des maBgebenden mittleren Fehlers ausmacht. So, wie Marbe letzteren bestimmt,
muB er im gegebenen Fall den Laplaceschen Ausdruck & (y) (siehe S.44) fiir an-
wendbar halten. DemgemiB hitte man: y = 4,4 : J2 = 3,1, und wire die Wahr-
scheinlichkeit einer so grofen oder noch grofleren zufilligen Abweichung gleich
0,000012 (Czuber I, S. 439). Es geht auch nicht an, bei Einschétzung der Quo-
tienten || : M, wie es Marbe tut, mit dem Begriff der »»Orofenordnung (a. a. 0.,
S. 349) zu operieren. Vielleicht ist Marbe durch Bruns (S. 219) dazu verleitet
worden, der in ebenso unzuldssiger Weise || mit M in bezug auf ihre ,,Grofen-
ordnung* miteinander vergleicht. Sowohl Marbe wie Bruns gegeniiber wire
die F rage angebracht: wo fingt hier iiberhaupt die hohere GroBenordnung an?
Es moge in diesem Zusammenhang noch darauf hingewiesen werden, da Marbe,
sofern er es mit einer Reihe der Quotienten | : M (das sind seine ,, V-Werte®)
zu tun hat, aus ihnen das arithmetische Mittel bildet und den Grad der Uber-
einstimmung zwischen Wahrscheinlichkeitstheorie und Erfahrung danach be-
urteilt, ob das so berechnete Mittel mehr oder weniger von 1 abweicht (Gleich-
formigkeit, S. 345-—351, 357—360). Dies ist um so auffallender, als sich Marbe
wiederholt auf die Lexissche Dispersionstheorie bezieht, die es doch unzweideutig
zum Ausdruck bringt, daB es auf die Abweichung nicht des arithmetischen, sondern
des quadratischen Mittels der Quotienten [%] : I von der Einheit ankommt.
Anstatt des quadratischen Mittels der Quotienten |¥| : 9 kann man, wie ich es
im 5. Kapitel tue, das arithmetische Mittel der Quotienten 92 : IR? beniitzen,
was insofern den Vorzug verdient, als die mathematische Erwartung jenes qua-
dratischen Mittels, der Formel (46) des § 1 des 2. Kapitels zufolge, hinter 1 zuriick-
bleibt (wenn auch nicht betrichtlich, sofern das betreffende Mittel aus hinreichend
vielen Einzelwerten gebildet ist), wihrend die mathematische Erwartung jedes
cinzelnen der Quotienten 2 : M2 sowie ihres arithmetischen Mittels genau 1 ist.

2) Marbe, Gleichformigkeit, S. 266—267.
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um ,eine Teilung* aufwirts, so erhélt man anstatt 4-9,8 und —1,5
die Werte: 7,2 (fiir n = 2 bis 7) und +3,9 (fiir n = 8 bis 17), und es
miiBte heiBen, daB sowohl die Iterationen zu 2, 3 ... 7, wie auch die
lingeren Iterationen hiufiger auftreten als es den Erwartungen der
Wahrscheinlichkeitsrechnung entspricht. Ja, man kénnte geneigt sein,
die Durchschnittsabweichung + 3,9 fiir schwererwiegend als die Durch-
schnittsabweichung +7,2 zu halten, da sich erstere auf viel schwicher
besetzte Gruppen als letztere bezieht. Man mochte zugleich fragen,
wodurch die Aussonderung der Iterationen zu 1 bzw. nicht auch der
Tterationen zu 2 motiviert wird. Kurz, es handelt sich da, wie man
sieht, um eine Uruppierung der Daten ex eventu, zu dem Zweck, um
nach Moglichkeit der Lehre vom statistischen Ausgleich zum Siege
iiber die Wahrscheinlichkeitstheorie zu verhelfen. Dieser Zweck er-
klart es auch, warum von der auffilligen Uberzahl der Iterationen
zu 3 gar keine Notiz genommen wird. In der Tat: bei einer (erwartungs-
miBigen und wirklichen) durchschnittlichen Liange der Iterationen
von nahezu 2 miilite doch das ,,Ausgleichsprinzip® eher dazu fiihren,
daB Iterationen zu 3, da sie von iberdurchschnittlicher Lénge sind,
einen Fehlbetrag gegeniiber einem auf dem ,,Zufallsprinzip‘‘ beruhenden
Voranschlag aufweisen. Es zeigt sich aber das Gegenteil davon, und
iiber diese Tatsache verlautet bei Marbe nichts.

Obschon Marbe es fiir moglich halt, Tabelle 1 fiir eine Bestatigung
seiner Lehre vom statistischen Ausgleich auszugeben, macht er kein
Hehl daraus, daf ihn diese Tabelle doch nicht ganz befriedigt. Um
,,bessere Resultate’* zu erzielen, stellt er dieselben Daten noch in einer
anderen Form zusammen, indem er nimlich anstatt der Zahlen v,
(bzw. w,) die Zahlen b, (bzw. 1v,) und ihre mathematischen Erwartun-
gen zum Gegenstand der Betrachtung macht.

Die Zahlen v, bzw. tv,, wie sie durch Formel (1) bzw. (29) des
§ 6 des 3. Kapitels definiert sind, sind in der 2. Spalte der nachstehenden
Tabelle 2 enthalten. Die 3. Spalte der Tabelle bringt die Zahlen € (b,)
bzw.€ (1v,). Marbe hat sieander Hand der Formeln € (i,) = 2(V — 1) pgq
+ 1, die mit Formel (21) des § 4 des 3. Kapitels identisch ist, und der
Formel €(w,,;) = € (v,) — € (w,) bestimmt, wobei fir € (w,) die
in der 3. Spalte der Tabelle 1 angegebenen Werte einzusetzen waren).
Es folgen in der 4. Spalte unter % die Differenzen zwischen den Zahlen
der 2. und 3. Spalte, in der 5. Spalte unter (%) die aus den Werten A
gebildeten arithmetischen Mittel, in der 6. Spalte unter 100, die prozen-
tual ausgedriickten Relationen zwischen % und € (b,) und schlieBlich in

der 7. Spalte unter (100b,) die aus den Werten 1009, gebildeten arith-
metischen Mittel.

30) Uber die Identifizierung von w, mit v, siehe FuBnote 23.
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Tabelle 231).

b, G (v,) 9 ) 1005, | (1009,
1 2 3 4 b 6 7
1 97803 98257,0 | —4540 | —4540 | — 0,5 | — 0,50
2 49184 491282 | + 55.8 + 0,1 } 010
3 24 902 245759 | +-326,1 +13 T 0
4 12 351 122997 | + 51,3 + 04 } 0.40
5 6182 61587 | + 233 [V+4702 | +04 [T O
6 3004 30853 | - 87 + 03 } 0.60
7 1560 15464 | + 13,6 +09 yt 0
8 788 TI54 | + 12,6 + 16 } 0.85
9 376 3800 | — 13,0 —33 |0
10 193 1952 | — 22 —11 Lss
11 96 980 | — 20 —90 b
12 46 493 | — 33 — 67
13 20 248 | — 48 |p— 40 | —194 }—13’05
14 6 124 | — 64 —51.6
15 5 63 | — 1,3 —20,6 }_36’10
16 1 32 | — 22 —68.8
17 1 1,6 | — 06 —37,5 }—53’15

An dem Zahlenbild, das Tabelle 2 darbietet, hebt Marbe hervor:
1. daB die Zahl v, oder, was dasselbe ist, V hinter ihrer mathematischen
Erwartung zuriickbleibt; 2. daf die Zahlen v, von # = 2 an bis n = 8
samtlich hoher und von n = 9 an simtlich niedriger sind als ihre mathe-
mathischen Erwartungen; 3. dal von » = 9 an die Zahlen v, mit wach-
sendem % verhdltnisméBig immer mehr hinter ihren mathematischen
Erwartungen zuriickbleiben. Hierzu ist folgendes zu bemerken:

Zu 1. Die negative Abweichung —454,0 bei v, oder, was dasselbe
ist, bei V erregt in der Tat den Verdacht, daf} sie nicht zufilligen Ur-
sprungs ist, da sich der mittlere Fehler von V, nach Formel (10) des
§ 4 des 3. Kapitels, zu 222 berechnet und man demnach 454 : 222
= 2,05 erhiilt3?). Nun entspricht aber einer negativen Abweichung
bei V eine positive Abweichung bei 4, d. h. bei der mittleren Linge
der vollstindigen Iterationen, und da fragt es sich, wieso die Tatsache,
daf3 die Iterationen erfahrungsgemdf durchschnittlich linger sind, als
es nach der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu erwarten ist, ein Argument
zugunsten des Ausgleichsprinzips abgeben soll.

Zu 2. Die Art, wie sich die Abweichungen 2 (4. Spalte) in bezug
auf ihr Vorzeichen verhalten, betrachtet Marbe als etwas Gesetz-

31) Marbe, Bemerkungen, S.16 und 19—20. Vgl. Gleichférmigkeit, S. 289
und 296.

32) Vgl. Tabelle 2 auf S. 140, wo der betreffende Quotient nur noch 0,76
betrigt, weil dort bei Bestimmung von € (V) auf die Zwillingsgeburten Riicksicht
genommen worden ist.
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miBiges — im Gegensatz zu dem Verhalten der analogen Zahlenwerte
der 4. Spalte in Tabelle 1 — und fithrt dieses Verhalten darauf zuriick,
daB sich in Tabelle 2 die Untersuchung, wie er sagt, naturgemif auf
mehr Einzelfélle als in Tabelle 1 bezieht, ,,wodurch Zufélligkeiten mehr
ausgeglichen werden‘“33). Richtig ist, daB} jeder der Werte bv,,, fiir sich
genommen, erwartungsgemifl mit einem relativ kleineren zufilligen
Fehler behaftet ist, als der entsprechende Wert v,. Was aber die
Werte v, im ganzen und insbesondere ihren Verlauf mit steigendem
anbelangt, so macht sich hier der stérende Umstand geltend, daf3
diese Werte — und zwar im Unterschied von den Werten v, — auf par-
tiell gemeinsamer Grundlage beruhen. Wahrend némlich die Zahlen-
reihe v, in der Weise zustande kommt, daB die betreffenden Einzel-
fille, als welche die einzelnen vollstindigen Iterationen erscheinen,
je einmal gezéhlt werden, gehen bei der Zahlenreihe v, die Iterationen
zu 1 je einmal, die Iterationen zu 2 je zweimal, die Iterationen zu 3
je dreimal usw. in das Gesamtresultat ein. Darum sind die Abweichungen
9 in Tabelle 2 nicht unabhéngig voneinander. Man kann sie sich als
entstanden durch ,,Hinaufsummierung® der Abweichungen U der
Tabelle 1 denken3?), und da sieht man sofort ein, daf3 es nicht zuletzt
die ausnehmend starke negative Abweichung —5,2 bei n = 14 ist,
welche, da sie nicht nur fiir die Zahl b,,, sondern auch fiir die Zahlen
b3, by USW. mitbestimmend ist, jenen Eindruck von GesetzméifBigkeit
hervorruft. Es ist eben aus mathematischen Griinden zu erwarten,
daf die den Zahlen b, anhaftenden zufilligen Abweichungen, nach
n geordnet, seltener ihr Vorzeichen éndern als die den Zahlen v, an-
haftenden zufilligen Abweichungen?3s).

Zu 3. Die Groflen b, sind ebensowenig unabhingig voneinander
wie die GroBen U und daher auch ebensowenig wie diese zur Aufdeckung
irgendwelcher gesetzméfBiger Zusammenhinge zwischen Lénge und
Hiufigkeit der Iterationen geeignet. Man hat:

- Dy — € (nn)
(30) b, = TG
und bildet man den analogen Quotienten
Un — ¢ ('”n)
31 dy=——7"—,
( ) n @ (vn)

33) Marbe, Gleichférmigkeit, S. 289.

34) Wenn man auf diesem Wege Zahlenwerte erhilt, die mit denjenigen der
Tabelle 2 nicht genau iibereinstimmen, so liegt es an den Abrundungen.

35) Siehe z. B. 8. 126, Tabelle 2. Berechnet man hier die Zahlen s, so findet
man, daB sich von n = 1 an bis » = 16 durchweg negative und fiir v,;, 0,5 usw.
durchweg positive Abweichungen ergeben. Moége doch Marbe versuchen, dieses
,»»Beispiel aus der Bevilkerungslehre (siche FuBnote 21) mit seiner Lehre vom
statistischen Ausgleich in Einklang zu bringen.
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8o findet man leicht die Beziehungen

Ne—n
Z;” € (Vn+2) dna
(32) I =
ZIE € (vnt2)
und '
(33) bn+1 . b” — € ('D,,) (bn+1 - dn)

€ (bn)

Formel (32) bringt zum Ausdruck, daB b, ; das gewogene arithmetische
Mittel der Werte d,, ., d,,5 usw. ist, und Formel (33) besagt, daB das
Vorzeichen der Differenz 9, — b, mit dem Vorzeichen der Differenz
0p41 — d, zusammenfallt. Soll also, wie Marbe mit Bezugnahme auf
die 7. Spalte der Tabelle 2 behauptet, den GréBen b, von » =9 an
eine sinkende Tendenz innewohnen, so miilte die gleiche Tendenz
fiir die Gré8en d, nachweisbar sein. Man findet aber im gegebenen Fall,
daB von den 8 Differenzen d,,; — d,, die sich fiir n = 9 bis n = 16
ergeben, 6 positiv und nur 2 negativ sind! Abgesehen davon, ist es
nur dann angezeigt, Abweichungen zwischen irgendwelchen empirischen
und theoretischen Zahlenwerten auf die letzteren zu beziehen, d. h.
in Prozenten der letzteren auszudriicken, wenn an den betreffenden
Abweichungen der Zufall keinen allzu groflen Anteil hat: diese Be-
dingung muB erfiillt sein, damit man in den festgestellten Abweichungen
ein Abbild gewisser ,systematischer Fehler zu sehen berechtigt ist,
von denen man vermuten kénnte, dafi sie in einem bestimmten, mog-
licherweise auch gesetzméfig abgestuften, Verhéltnis zu den betreffen-
den theoretischen Zahlenwerten stehen. Von diesem Gesichtspunkte
aus gesehen, sind die Marbeschen Prozentsitze bzw. die GréBen b,
und (d,) offenbar nichtssagend. Das Maximum (0,688) erreicht b,
bei n = 16; nun ist aber bei einer erwartungsmafBigen Ereigniszahl 3,2
die Wahrscheinlichkeit einer wirklichen Ereigniszahl 0 oder 1 gleich
etwa }, somit noch lange nicht klein genug, um ignoriert werden zu
kénnen?s).

Auf Grund der vorstehenden Ausfithrungen iiber die Tabellen

3¢) Siche K. Pearson, Tables for statisticians and biometricians, Cambridge
1914, S. 114. Die Anwendung der iiblichen Berechnungsweise ist hier gestattet,
weil es sich um einen so hohen Wert von n handelt, daBl der Unterschied zwischen
dem N-Verfahren und dem V-Verfahren praktisch belanglos ist. Vgl. meine
Tabellen 2 und 4 auf S. 140 und 142. Es ist auch ohne Bedeutung, daf in diesem
Fall p (etwas) groBer als ¢ ist. Die Abweichung —6,4 (bei n = 14) erregt eher
Bedenken (obschon ihr ein kleinerer Wert von |b,| entspricht!). Denn bei einer
erwartungsmiBigen Ereigniszahl 12,4 betrigt die Wahrscheinlichkeit einer wirk-
lichen Ereigniszahl, die hinter 7 zuriickbleibt, nur noch 0,037. Siehe Pearson,
a.a. 0., S. 119.



186 Kritik.

1 und 2 und insbesondere auf Grund der zu 2 und 3 gemachten Be-
merkungen gelangt man zu dem SchluB, dafl die Marbeschen Thesen
A und B, die sich von seinen unter 2 und 3 wiedergegebenen Behaup-
tungen nur durch eine vorsichtigere Formulierung (némlich durch Weg-
lassung einer zahlenmifigen Bestimmung von g sowie einer niheren
Angabe dariiber, welches die relativ schwach besetzten Gruppen von
Tterationen seien) unterscheiden, nicht einmal in specie, d. h. fiir die
Frage der Reihenfolge der minnlichen und weiblichen Geburten in
den vier Stidten Wiirzburg, Firth, Augsburg und Freiburgi. B., un-
zweifelhaft zutreffen. Schier unbegreiflich ist es aber, wenn Marbe
von diesen Thesen behauptet, sie seien ,,fiir das Gebiet standesamtlich
registrierter Geburten iiberhaupt ,,unbedingt sichergestellt”, und im
AnschluBl daran erklart, es hatte sich gezeigt, dall auf diesem Gebiet
,,nicht die mathematische, sondern die naturphilosophische Betrachtung
den Tatsachen entspricht*%7).

Mit einer Ablehnung des Kommentars Marbes zu den von ihm
zutage geforderten und verarbeiteten Daten, betreffend die Reihen-
folge standesamtlich registrierter méannlicher und weiblicher Geburten,
ist noch nicht gesagt, diese Daten stimmten mit den Vorausberechnungen
der Wahrscheinlichkeitstheorie vollkommen iiberein. Bedenken vom
wahrscheinlichkeitstheoretischen Standpunkte aus erregen namentlich
die Fehlbetrige bei den Zahlen der vollstindigen Iterationen zu 1 und
zu 2 und der ihnen gegeniiberstehende UberschuB bei der Zahl der
vollstindigen Iterationen zu 3, der aber allein nicht ausreicht, um
jene Fehlbetrige aufzuwiegen; hierzu, sowie zur Deckung der Fehl-
betrige, welche die langsten Iterationen aufweisen, miissen vielmehr
die Iterationen von ,,mittlerer’ Linge mit beitragen. Der so charakte-
risierte Sachverhalt verschiebt sich etwas, wenn man in der Weise,
wie es im § 2 des 5. Kapitels geschehen ist, Korrekturen wegen der
Zwillingsgeburten an den erwartungsmiBigen Zahlen der Iterationen
anbringt.

Einen genauen AufschluB iiber diese Verhaltnisse erteilt Tabelle 3.
Der Sinn der Gréflen D, und 9®,, deren numerische Werte die Tabelle
angibt, geht aus den Formeln

(34) D, =n {vn —€ (U,,)}

und
Ne—n

(35) Dn = Z’" (n 4 k) {vas2 — € (Vn+2)}
0

hervor.

%7) Marbe, Gleichférmigkeit, S. 298; vgl. S. 287 und 297 sowie Bemerkungen,
S. 15—16 und 19.
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Tabelle 3.
Ohne Beriicksichtigung Mit Berficksichtigung
der Zwillingsgeburten der Zwillingsgeburten
+ - + -
1 2 2 4 5
D, 510 223
D, 541 399
D, 825 82238)
D, 212 42
D, 73 11
D, 29 115
D, 7 55
Dy 205 161
D, 97 127
Dyo 45 95
Summe . . 1222 1222 1025 1025

Der Tabelle 3 zufolge hat fir die ,,Okonomie* der Verteilung der
196 608 Geburten auf die Iterationen von verschiedener Linge die
Tatsache, dafl die Zahl der lingsten Iterationen hinter der Erwartung
zuriickbleibt, keine entscheidende Bedeutung. Bei weitem schwerer
fillt nach der Tabelle diejenige Diskrepanz zwischen dem ,,Ist* und
dem ,,Soll* ins Gewicht, welche die Iterationen zu 1, zu 2 und zu 3
betrifft. Isoliert betrachtet, sind ja diejenigen negativen Abweichungen
bei den Zahlen der Iterationen zu 1 und zu 2, welche man erhilt, wenn
man dem mutmaflichen Einflu der Zwillingsgeburten Rechnung trigt,
nicht suspekt®); aber dieselben Abweichungen erscheinen in einem
anderen Licht, wenn man sie mit der ,unzuldssig hohen positiven
Abweichung bei der Zahl der Iterationen zu 3 in einen sozusagen ,,bilanz-
mifBigen Zusammenhang bringt. Was also in erster Linie einer Er-
klarung bedarf, ist das zu seltene Auftreten der Iterationen zu 1 und
zu 2 und das zu hdufige Auftreten der Iterationen zu 3. Erst in zweiter
Linie lenkt das Zuriickbleiben der Zahlen der lingsten Iterationen
hinter der Erwartung (welches bei Beriicksichtigung der Zwillings-
geburten deutlicher zutage tritt) die Aufmerksamkeit auf sich.

Es ist im § 2 des 5. Kapitels die Vermutung ausgesprochen worden,
daB} die in Frage stehenden Unstimmigkeiten zwischen Wahrscheinlich-
keitstheorie und Erfahrung durch gewisse Eigentiimlichkeiten der Re-
gistrierung der Geburten herbeigefiithrt werden. Hier mdge ergénzungs-
weise mit einigen Worten auf eine andere, an sich viel naher liegende,
Hypothese eingegangen werden, wonach die Ursache der betreffenden
Unstimmigkeiten darin zu suchen wire, daBl das (Bernoullische)

38) Siehe S. 138, FuBnote 2.
39) Siche S. 140, Tabelle 2, 5. Spalte und S. 142, Tabelle 4, 5. Spalte.
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Schema einer konstanten Wahrscheinlichkeit, welches der ganzen
Untersuchung zugrunde gelegt wird, auf den gegebenen Fall nicht passe.

Mit dem Hinweis auf die notorische Stabilitit des sog. Geschlechts-
verhiltnisses der Geborenen wire dieser Erkliarungsversuch noch nicht
abgetan, da sich zahlreiche Beispiele anfithren lassen, in denen das
Geschlechtsverhaltnis der Geborenen im Laufe eines gegebenen Zeit-
raums (nicht bloB zuféllig) geschwankt oder gar sich in einer bestimmten
Richtung entwickelt hat4’). Aber das Ausmafl der betreffenden Ver-
inderungen, mit welchem verniinftigerweise gerechnet werden kann,
wiirde nicht ausreichen, um die Differenzen zwischen den erwartungs-
méBigen und den wirklichen Zahlen der Iterationen von verschiedener
Liange merklich zu beeinflussen. Und was insbesondere die lingsten
Iterationen anlangt, die ja im ganzen etwas zu schwach vertreten sind,
so erweist sich hier die in Frage stehende Hypothese schon aus dem
Grunde als hinfillig, weil die Annahme, daB die Wahrscheinlichkeit
einer Knabengeburt (p) im Laufe des in Betracht kommenden Zeit-
raums varilert hat, die erwartungsmiBigen Zahlen der lingsten Tte-
rationen nicht herabdriickt, sondern im Gegenteil erhéht. Dies diirfte
ohne Rechnung cinleuchten und wird durch nachfolgende Betrachtung
erhértet.

Die Wahrscheinlichkeit, daB der Geborene minnlich ist, sei p, fiir
die erste (iltere) und p, fiir die zweite (jiingere) Hiilfte der gegebenen
Geburtenmenge (V). Wenn nun die erwartungsmiBige Zahl der Ite-
rationen zu n in der Weise bestimmt wird, daB man in die Formel von
€ (v,) fur p die tatsichliche Quote der Knabengeburten unter den
N Geburten einsetzt, so bedeutet es in diesem Fall, daB man, statt
mit den beiden Wahrscheinlichkeiten p, und p,, mit einer einzigen
Wahrscheinlichkeit p = % (p, 4+ p,) rechnet. Driickt man den dadurch
bedingten Fehler als Produkt der Geburtenzahl N und eines zu be-
stimmenden Faktors f, aus, so mufl man, um f, zu finden, von dem
der Formel (3) des § 3 des 3. Kapitels entsprechenden Ausdruck p" ¢2
+ ¢" p* den Ausdruck § (p}qi + ¢tpi + pigl + ¢3p3), woqu =1—p,
und ¢, =1 — p,, in Abzug bringen#'). Setzt man noch p, — p = «,
woraus sich p, — p = — « ergibt, und beniitzt man die Zerlegung
Pt = p* — 2 ptt1 4 p*+2 sowie die analogen Zerlegungen, die fiir

40) Siehe A. A. Tschuprow, Zur Frage des sinkenden Knabeniiberschusses
unter den ehelich Geborenen, im Bulletin de I'Institut international de statistique,
XX,, S. 3781f., insbesondere S. 383—384, und XX, S. 63—64. Vgl. hierzu meine
Bemerkungen, ebendaselbst, S. 71.

41) Das gilt, streng genommen, allerdings nur unter der Voraussetzung, daB
die Ziahlung der vollstindigen Iterationen zu n fiir jede der beiden Hilften der
Geburtenmenge N getrennt erfolgt. Aber bei einigermaflen grofiem N ist es offen.
bar belanglos, ob solch eine Trennung stattfindet oder nicht.
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die anderen in den betreffenden Formeln auftretenden Produkte gelten,
so erhalt man:

2f,=2p"— (p+ &)"— (p— )" — 4p™* '+ 2{(p+ o)"+' + (p— )"}
+2p— (p+ A)*E— (p— )24 2¢"— (¢ + &) — (g— )"
— 4t 2{(g + )"t 4 (g — )" + 29" — (g + )P
— (g — a)t?.

Hieraus ergibt sich unter Vernachlissiging der dritten und hoheren
Potenzen von « und unter Beriicksichtigung der Formeln (2), (3) und
9) des § 1 des 3. Kapitels die Naherungsformel

“2
(36)  fo=— 5 P ru— P (aeaF 37ag) +21),

und es laBt sich leicht zeigen??), daB, wie es der Problemstellung ent-
spricht,

[e o]

(37) dnnf,=0.

T
Man ersieht aus (36), daB es bei jedem Wert von p einen Wert von n
gibt, von dem an die Fehler f, bzw. N f, negativ werden. Bei p = ¢
= % geht Formel (36) in
(n2—5n + 2)x?
(38) fo=— )

2

iiber, so daB hier die betreffenden Fehler bei den Zahlen der vollstindigen
Iterationen zu 1, 2, 3 und 4 positiv und bei den lingeren vollstindigen
Tterationen negativ ausfallen.

Da nun aber die Wahrscheinlichkeit einer Knabengeburt nur wenig
von } verschieden ist, so wire man wohl berechtigt, wenn diese Wahr-
scheinlichkeit sich im Laufe des betrachteten Zeitraumes in der an-
genommenen Weise dndern wiirde, etwas niedrigere Zahlen der Ite-
rationen zu 1 bis 4 und etwas hohere Zahlen der Iterationen zu 5 und
mehr zu erwarten, als in der Voraussetzung der Konstanz dieser Wahr-
scheinlichkeit. Die auffalligste von allen festgestellten Abweichungen,
namlich die positive Abweichung bei » = 3, und ebenso die (viel weniger
auffilligen) negativen Abweichungen bei #» > 13 wiirden sich daher
ihrem absoluten Betrag nach nicht verringern, sondern vergréfern.
Es dringt sich die Uberzeugung auf, daB ein dhnliches Ergebnis heraus-
gekommen wire, wenn man der obigen Betrachtung nicht mehr jene
einfache, sondern irgendeine andere (verstindige) Annahme beziiglich
der Variationen von p zugrunde gelegt hitte. Und auch abgesehen
davon, diirfte, schon mit Riicksicht auf die einschligigen MaBverhilt-
nisse, auf die vorhin Bezug genommen worden ist, die Substituierung

42) Vgl. den Beweis der Formel (14) auf S. 117.
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einer in der Zeit wechselnden fiir eine in der Zeit sich gleichbleibende
Wahrscheinlichkeit p nicht der Weg sein, welcher zur Aufklirung der
in Frage stehenden Unstimmigkeiten zwischen Wahrscheinlichkeits-
theorie und Statistik fithrt%3).

Aber Unstimmigkeiten hin, Unstimmigkeiten her: im ganzen ver-
laufen im gegebenen Fall die wirklichen und die erwartungsm#fBigen
Zahlen der vollsténdigen Iterationen von verschiedener Linge kon-
form, und wenn man unvoreingenommen die betreffenden Zahlen-

43) In einer Besprechung von Marbes ,,Gleichformigkeit in der Welt* (Deut-
sches statistisches Zentralblatt, 1916, S. 215—218) erwihnt F. B6hm ,,die geringe
Inkonstanz des Geschlechtsverhiltnisses® als einen Faktor, der, seiner Meinung
nach, wenn auch relativ wenig, zu den Anomalien, die Marbe festgestellt zu
haben glaubt, beigetragen haben mag. Bohm macht in diesem Zusammenhang
darauf aufmerksam, daB das Geschlechtsverhiiltnis der Geborenen in den be-
treffenden vier Stidten ,,immerhin um !/, seines Wertes schwankt®. Letztere
Bemerkung 148t erkennen, daB Béhm hierbei nicht die zeitlichen Anderungen
von p, an die man beim Worte ,,Inkonstanz® in erster Linie denkt, sondern die
Verschiedenheiten im Auge hat, die zwischen den vier Stidten in bezug auf den
Wert von p bestehen. Diese Verschiedenheiten kénnen jedoch diejenigen Marbe-
schen Ergebnisse, welche sich auf die vier Stiddte im einzelnen beziehen, iiberhaupt
nicht berithren. Siehe FuBnote 22. Und was die Ergebnisse betrifft, zu denen
Marbe fiir die vier Stidte zusammen gelangt, so erhdlt man hier genau oder fast
genau die gleichen Werte von € (v.) bzw. €(b.), ob man diese Werte direkt, d. h.
ohne Trennung des Materials nach Stadten, berechnet, oder sie durch Summierung
der entsprechenden Werte, die sich fiir die einzelnen Stidte ergeben, gewinnt.
Die zweite Methode liefert z. B. an Stelle der in der 3. Spalte der Tabelle 2 ent-
haltenen Werte € (b,) = 389,0, €(by,) = 195,2, E(by;) = 98,0 die Werte: €(b,)
= 389,1, €(by) = 195,3, €(vy) = 98,1. Die Beriicksichtigung der zwischen den
vier Stidten bestehenden Verschiedenheiten des Geschlechtsverhéltnisses der Gebore-
nen wiirde also (im Einklang mit den Ausfithrungen im Text) eine (minimale) Er-
héhung der erwartungsméBigen Zahlen der lingsten Iterationen, somit auch der Fehl-
betrige, welche die Zahlen dieser Iterationen aufweisen, mit sich bringen und folg-
lich, Boh ms Meinung entgegen, nichts ,,niitzen‘‘. Der Wert - bei B6hm verdankt
iibrigens seine Entstehung, wie es scheint, einem Rechenfehler. Nach Marbe (Gleich-
formigkeit, S. 299) stellt sich nimlich das Geschlechtsverhiltnis der Geborenen in
Freiburg i. B. auf 105,2 zu 100 (maximum) und in Augsburg auf 103,6 zu 100 (mini-
mum). Die Differenz zwischen 105,2 und 103,6 betrigt 1,6, und es ist: 1,6 : 103,6 =
1: 65; berechnet man aber diese Differenz zu 2,6, so findet man in der Tat:
2,6 :103,6 = 1 :40. Ich fiilhre dies nur an, um dem moglichen Zweifel zu be-
gegnen, Béhm hitte doch die zeitlichen Schwankungen gemeint. Wenn Béhm
sodann in polemischer Absicht sagt: ,,Die Hauptsache ist, daBl die Geburten in
einer Stadt nicht als unabhingig voneinander angesehen werden diirfen®, so
kann ihm Marbe mit gutem Recht erwidern: das ist ja gerade das, was ich be-
haupte. Bohm hitte zum mindesten andeuten miissen, wie er sich in concreto
die Abhingigkeit vorstellt und daB er sie anders als Marbe auffallt. Boéhm
nimmt auch auf eine mogliche Beeinflussung der Resultate durch die Mehrlings-
geburten Bezug. In Wirklichkeit verhilt es sich aber damit so, dal eine Mit-
beriicksichtigung der Mehrlings- bzw. Zwillingsgeburten gerade diejenige Anomalie,
auf welche Marbe das Hauptgewicht legt, wie im Text gezeigt worden ist,
nicht kleiner, sondern grofler erscheinen lift.
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reihen4) miteinander vergleicht, wird man sich unmdéglich dem Ein-
druck entziehen konnen, daB hier die Wahrscheinlichkeitstheorie im
wesentlichen jedenfalls das Richtige trifft.

Vollends unannehmbar ist der Gedanke, als ob es einen ginzlich
anders, als die Wahrscheinlichkeitstheorie es ist, orientierten Komplex
von Vorstellungen gibe, aus dem heraus man in der Lage wire, den
Gang der in Frage stehenden empirischen Zahlen in befriedigenderer
Weise zu erkliren bzw. (auf Grund der alleinigen Kenntnis des Ge-
schlechtsverhiltnisses der Geborenen) genauer vorauszubestimmen, als
es die Wahrscheinlichkeitstheorie vermag.

Was die Marbesche Doktrin vom statistischen Ausgleich betrifft,
die ,,im schirfsten Gegensatz zu den herrschenden Grundanschauungen
in der Wahrscheinlichkeitslehre und der theoretischen Statistik* stehen
soll#), so sagt sie ja gar nicht: so und so viele Iterationen zu 1, zu 2
usw. sind zu erwarten, sondern sie beschrinkt sich auf die Behauptung,
daB sich der wahrscheinlichkeitstheoretische Voranschlag als unzu-
treffend erweisen wird, und zwar nach der Richtung hin, daB von einer
bestimmten Liange der Iteration an die wirklichen Zahlen der Iterationen
hinter den von der Wahrscheinlichkeitstheorie vorausberechneten zu-
riickbleiben werden, wobei nicht einmal diese kritische Lange angegeben,
geschweige denn das Ausmal der betreffenden Fehlbetrige irgendwie
prazisiert wird. Auf das Problem der Iterationen angewandt, erscheint
somit die Marbesche Lehre vom statistischen Ausgleich als im wesent-
lichen negativ orientiert, und zwar orientiert an der Wahrscheinlich-
keitstheorie, die sie im Sinne ihres Schopfers abzulosen berufen ist.

Gibe es ein auf sich selbst gestelltes und daher im Gegensatz zum
,»Zufallsprinzip‘‘ stehendes ,,Ausgleichsprinzip** — wie es Marbe, wenn
nicht wortlich, so doch dem Sinne nach behauptet —, so miiBite an-
gesichts der Tatsache, daB es sich bei den betreffenden Zahlenergeb-
nissen nur um Deviationen von den durch die Wahrscheinlichkeits-
theorie vorgezeichneten Gestaltungen handelt, die Zaghaftigkeit auf-
fallen, mit der sich dieses Prinzip offenbart. Man kénnte — um im Bilde
zu bleiben — sagen, daB das Ausgleichsprinzip dem Zufallsprinzip den
Vortritt 148t, und man wire geneigt, von diesem Subordinationsverhalt-
nis die Rangordnung der beiden Betrachtungsarten, nimlich der ,,mathe-
matischen®, die sich auf das Zufallsprinzip, und der ,naturphilosophi-
schen, die sich auf das Ausgleichsprinzip stiitzt, abhéngig zu machen,
sofern man letztere Betrachtungsweise nicht a limine abweist.

Obige Bemerkungen iiber die Lehre vom statistischen Ausgleich
sind hier nur um des Zusammenhanges willen eingeflochten worden.

432) Tabelle 1 dieses Paragraphen (2. und 3. Spalte), sowie Tabelle 1 (2. bis
5. bzw. 6. Spalte) und Tabelle 2 (6. bzw. 2. Spalte) des § 2 des 5. Kapitels.
4“) Marbe, Gleichformigkeit, S. 274.
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Den eigentlichen Gegenstand der Diskussion bildet in dieser Schrift
nicht die Marbesche Lehre als solche), sondern die Frage, ob sie
statistisch fundamentiert ist. Gerade deshalb empfiehlt es sich, er-
ginzungsweise noch eine statistische Untersuchung Marbes zur Sprache
zu bringen, die sich auf dasselbe Material bezieht, wie seine im vor-

45) Noch weniger kann im Rahmen des hier zu Bietenden auf die bei Marbe
sich findenden Nutzanwendungen der Lehre vom statistischen Ausgleich
niher eingegangen werden. Nur ein einziges Beispiel solcher Nutzanwendungen
moge an dieser Stelle zur Kennzeichnung der iibertriebenen Vorstellungen Marbes
von der praktischen Bedeutung seiner Doktrin angefithrt werden. Dieses Bei-
spiel betrifft die Unfallstatistik und Unfallversicherung. Marbe ist ,,der Meinung,
daf in allen Gebieten der Unfallstatistik die Wahrscheinlichkeit, daB jemand,
der n Unfille erlitten hat, einen weiteren Unfall erleidet, groBer ist, als man im
Sinne des Multiplikationssatzes [d. h. des Satzes, demzufolge die Wahrscheinlich-
keit des Zusammentreffens von zwei Ereignissen gleich dem Produkt der beiden
Wahrscheinlichkeiten ist, die diesen Ereignissen zukommen] erwarten miiBte,
und er teilt in diesem Zusammenhang mit, da8 es ihm schon in der Volksschule
aufgefallen sei, dafl einzelne seiner Mitschiiler ,,immer wieder kleine Unfille er-
litten, wihrend andere von solchen géinzlich verschont blieben* (S. 384). Es sei
auch noch zu beriicksichtigen, daf die Art der Beschiftigung eines Menschen
fiir die ,,Disposition zu Unféillen* mitbestimmend ist. ,,Ein Seiltdnzer, ein Akrobat,
ein Krieger, ein Berufsjiger wird bei gleicher Veranlagung eher Unfille erleiden
als ein Stubengelehrter oder Verwaltungsbeamter (S. 385). ,,Die Folgerungen,‘
sagt Marbe, ,,die sich fiir die Versicherungsgesellschaften aus diesen Tatsachen
ergeben, sind naheliegend. Es muf bei den verschiedenen Unfallstatistiken groBer
Wert auf die Feststellung gelegt werden, wie oft jede Person die Gesellschaft in
Anspruch nimmt, und es muB fiir die verschiedenen Zweige der Unfallversicherung
festgelegt werden, wie die Geldbeitrige zu erhéhen sind fiir die Personen, die ein-
mal, zweimal ... n-mal die Gesellschaft in Anspruch nehmen, ein Verfahren,
das freilich viel Arbeit und Uberlegung erfordert. Radikaler, aber unbillig und
sozial nicht zu rechtfertigen ist freilich das gelegentlich geiibte Mittel, Personen,
die sehr oft Anspruch an die Gesellschaft machen, einfach den LaufpaB zu geben*
(S. 386). In Wirklichkeit sind die Versicherungsgesellschaften noch hartherziger,
indem sie sich ndmlich das Recht der Kiindigung des Versicherungsvertrags im
Schadenfalle ausbedingen und von diesem Recht, wenn es ihnen als angezeigt
erscheint, auch Gebrauch machen, ohne erst abzuwarten, daB der Betreffende
eine Serie von Unfillen erleidet. Und es handelt sich hierbei nicht zuletzt darum,
daB man auf diesem Wege ,,schlechte Risiken‘* auszuscheiden beabsichtigt. Siehe
z. B. P. Hiestand, Grundziige der privaten Unfallversicherung, Stuttgart 1900,
S. 85, FuBnote. Auch wird die Versicherungsprimie in erster Linie nach Berufs-
arten abgestuft. Siehe ebendaselbst, S. 16—18. Sollte aber keine Unfallstatistik
existieren, welche die Versicherten nach der Zahl der erlittenen Unfille klassi-
fiziert (das kann ein AuBenstehender nicht wissen, weil die Unfallstatistik der
Versicherungsgesellschaften Geschiftsgeheimnis ist), so hat es sicherlich andere
Griinde als mangelndes Verstindnis dafiir, ,,dafl die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Person, einen Unfall zu erleiden, nach den fritheren Unfillen zu bemessen ist‘
(Marbe, S. 386). Kurz, Marbes ,,Ideen (sic!) zur Unfallstatistik und Unfall-
versicherung® sind schlechterdings nicht originell; ja, in der naiven Form, wie
er sie vorbringt, rufen sie den Eindruck von Trivialititen hervor, und wenn sie
als Ausflufl der ,,Lehre vom statistischen Ausgleich® hingestellt werden, so klingt
es beinahe wie eine Verspottung dieser Lehre.
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stehenden besprochene Untersuchung iiber die Iterationen, die aber
nicht mehr die Iterationen betrifft.

Die 49 152 Geburtsfille, die Marbe fiir jede der vier Stidte den
Standesamtsregistern entnommen hat, zerlegt er in 4096 (inhaltsfremde)
Sequenzen zu 12 und stellt die Zahlen der sich darunter befindenden
Sequenzen mit 0 Knaben und 12 Médchen, 1 Knaben und 11 M#dchen,
... 12 Knaben und 0 Madchen fest. Schreibt man « fiir die betreffende
Zahl der Knaben in einer Sequenz, und I, fur die Zahl der Sequenzen
mit x Knaben, so hat man, den Formeln (25) und (26) des § 3 des 2. Ka-
pitels entsprechend:

12

(39) Dzl = 4096 und
0

(40) €(;) = 4096 =, , w0 man
—_ 12 z 12 -

(1) ae = (7)1

setzen mull, wenn man mit p und ¢ wiederum die Wahrscheinlichkeiten
einer Knaben- bzw. Madchengeburt bezeichnet. In Tabelle 4 sind die
von Marbe fir Wirzburg ermittelten Zahlen [,, €(J,) und 9 =1,
— §(l,) wiedergegeben (2., 3. und 4. Spalte)4®). AuBerdem enthilt
die Tabelle unter I die nach MaBgabe der Formel (27) des § 3 des
2. Kapitels berechneten mittleren Fehler der Werte 7, bzw. der Summen
der drei obersten und der drei untersten Werte I, (5. Spalte), sodann
die Quotienten || : M (6. Spalte) und schlieBlich die Quotienten
A2 : §(l,) (7. Spalte), deren Summe, der Formel (32) des genannten
Paragraphen entsprechend, y? ergibt.

Tabelle 4,
” L G(L,) A mo|jum | e e
2 3 s 5 6 7

0 0 0,8 — 0,8
1 9 } 47 9,6 } 65,5 | — 0,6 } —18,5 8,0 2,30 5,23

2 38 55,1 —17,1
3 179 192,1 —13,1 13,5 0,97 0,89
4 444 451,7 — 7,7 20,0 0,38 0,13
5 788 755,5 +32,5 24,8 1,31 1,40
6 942 921,3 -+20,7 26,7 0,78 0,47
7 871 825,4 +45,6 25,7 1,77 2,52
] 494 539,2 —45,2 21,6 2,09 3,79
9 242 250,5 — 8,5 15,3 0,56 0,29

10 76 78,6 — 2,6
11 13 } 89 14,9 : 94,8 — 1,9 ,— 5,8 9,6 0,60 0,35

12 0 ! 1,3I — 1,3
lﬁ ‘ x% = 15,07

%) Marbe, Gleichformigkeit, S. 306.

v. Bortkiewicz, Iterationen. 13
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Marbe macht darauf aufmerksam, dafll der Tabelle 4 zufolge die-
jenigen Sequenzen (,,Gruppen in seiner Ausdrucksweise), bei denen
sich die Knabenquote (5 : 12, 6 : 12 und 7 : 12) von der Wahrschein-
lichkeit p (die sich im gegebenen Fall auf 0,51107 stellt) am wenigsten
entfernt, hiufiger, wihrend alle anderen Sequenzen seltener auftreten,
als es die Wahrscheinlichkeitsrechnung verlangt, und deutet diese
Erscheinung, die er als ,Privalenz der Normalgruppen bezeichnet,
im Sinne seiner Lehre vom statistischen Ausgleich.

Die Haufung der positiven Abweichungen () bei x = 5 bis 7 ist
in der Tat auffallig. Auch der hohe Wert von 42 erregt Bedenken. Man
erhilt hier nach den Formeln (33) und (46) des § 3 des 2. Kapitels:
E(x%) = 8 und M(2) = 44), somit 7,07 : 4 = 1,77 als Verhiltnis der
betreffenden Abweichung zu dem mafBgebenden mittleren Fehler. Zu-
gleich stellt sich das arithmetische Mittel der Quadrate der Quotienten
[ : M auf 1,87. Der zugehorige mittlere Fehler 1aBt sich in etwas
ungenauer Weise, namlich ohne Riicksicht auf die gegenseitige Ab-
hiingigkeit der betreffenden Quotienten, nach Formel (24) des § 3 des
2. Kapitels bestimmen: man findet Vﬂ: 0,47, somit 0,87 : 0,47
= 1,85. Letztere Berechnung entspricht dem Schema A des genannten
Paragraphen, wihrend es sich bei der Berechnung von »? um das
Schema B desselben Paragraphen gehandelt hat.

Das Schema A kann noch in anderer, mehr direkter, Weise im
gegebenen Fall zur Anwendung gebracht werden: man sehe zunichst
von einer Gruppierung der vorliegenden 4096 Sequenzen nach den
Werten von z ab und stelle sich vielmehr diese Sequenzen als ebenso
viele Versuchsreihen vor, denen die Ereigniszahlen x; entsprechen.
In den Formeln des § 2 des 3. Kapitels hat man demnach s; = s = 12,
Dy =P, @t = ¢, n = 4096 zu setzen. Es wire also Q2 aus

n

2 ] "
(42) Q@ = wpgs 26 (2 — sp)?

zu berechnen. Diese Formel setzt indessen voraus, daf3 p ein apriorischer
Wert der betreffenden Wahrscheinlichkeit ist; tritt aber an Stelle von p
ein empirischer Wert derselben Wahrscheinlichkeit der mit ¥ bezeichnet

werden moge, wobei y aus
n

1
(43) Y= Emk

ermittelt wird, so ist (42) durch

Xy ns— 1
(44) Q= nn—1)s2y th)Z

47) Die genaue Formel (42) desselben Paragraphen fithrt zu: M (y?) = 4,002,
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zu ersetzen. Auf diese Weise erhdlt man einen Wert éz, welcher der
Bedingung
(43) G(@2) =1
Geniige leistet%8).
Fiihrt man die Bezeichnungen

n n
(46) ns=2S, Exk:X’ I/
1 1
ein, so lassen sich (43) und (44) auch als
X
(47) y—x
und
“ _ 7 — X2
(48) gt = S—1 nZ— X

S Tm—DX1—y)

oder, sofern S eine grofle Zahl ist,

W nZ—X
(49) F=a—Dxi=y

darstellen. Auflerdem ist zu bemerken, dal es sich zur Berechnung
von Z empfiehlt, auf die Gruppierung der n Sequenzen nach den
Werten von x zuriickzugreifen. Man erhélt ndmlich auf diese Weise die
handliche Formel

12
(50) Z = Dsl, %
0

Der mittlere Fehler von éz ist durch
26 — 1828 —X—-—1H)(X—-1)
S—2)(S—3)(S—s)S— X)X

gegeben®®). Letztere Formel geht, sofern 8, X und § — X grofle Zahlen
sind, in

(51) M2 (Q?) =

s 26— 1
62) we @) = 26—
oder
. oy S— 1 2
(53) M) = P2

) Formel (45) ist eine exakte Formel; sie setzt namentlich nicht voraus,
dal} s in (44) eine groBe Zahl ist, und 146t sich sehr einfach beweisen.

49) Wie die Formeln (44) und (45), gilt auch Formel (51) in aller Strenge. Ich
habe sie auf etwas langwierigem, aber durchaus elementarem Wege abgeleitet. Diese
Ableitung ist noch nicht versffentlicht.

13*
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iiber. Stellt man diese Formel der Formel (24) des § 2 des 3. Kapitels
gegenitber, so zeigt es sich, dafl man berechtigt ist, bei Bestimmung
des mittleren Fehlers von éz von dem Unterschied zwischen @2 und (:)2
abzusehen, wenn nicht nur §, X und § — X grofle Zahlen sind, sondern
auch s und # nicht allzu klein sind?%?).

Im gegenwirtigen Beispiel fithrt die numerische Auswertung der
beiden Formeln (49) und (52) zu Q2 = 0,9367 und M (Q?) = 0,0212.
Die Abweichung (V,)2 — 1 betragt somit —0,0633 und macht, ihrem
absoluten Betrag nach, das 2,99fache des mafBigebenden mittleren Fehlers
aus. Die Wahrscheinlichkeit einer so groBen oder noch groferen Ab-
weichung berechnet sich unter Zugrundelegung des Gau8 schen Fehler-
gesetzes, dessen approximative Giiltigkeit hier mit Ricksicht darauf,
daB n eine groBe Zahl ist, wohl postuliert werden darf, zu 0,0028. Man
gelangt also, auch wenn man lege artis verfahrt, zu der SchluBfolgerung,
daB im gegebenen Fall die Dispersion der Ereigniszahlen ax;, somit

auch die Dispersion der Hiiufigkeiten —-, unternormal ist5).
8

Marbe nimmt von einer ahnlichen Priifung der Ergebnisse, wie sie
im obigen an der Hand der Groflen y2 und Q° ausgefithrt worden ist,
ganzlich Abstand. Er sucht vielmehr den nichtzufilligen Charakter
der Abweichungen % in Tabelle 4 durch Heranziehung der analogen
Ergebnisse, welche die anderen drei Stédte liefern, zu erweisen. Bei
Firth und Freiburgi. B. ist aber die Prévalenz der Normalgruppen
viel schwicher ausgesprochen als bei Wiirzburg, und bei Augsburg
schlégt sie sogar in ihr Gegenteil um®?). Die Kongruenz der Ergebnisse

%) Die Substituierung von @2 fiir @% ist dadurch bedingt, daB an Stelle
des theoretischen Wertes p der empirische Wert y tritt. Diesem Umstand liele
sich auch bei Bestimmung von €(l,) nach den Formeln (40) und (41) Rechnung
tragen. Wenn aber, wie im vorliegenden Fall, die Zahl S sehr groB ist, kommt es
auf die Ungenauigkeit, die darin liegt, dall man in (41) einfach p durch y und ¢
durch 1 — y ersetzt, praktisch nicht an. Nach der genauen Methode erhilt man
z. B. G(l,) = 825,5 statt 825,4.

51) Es zeigt sich an diesem Beispiel, wie wichtig es ist, den mittleren Fehler

des ,,Divergenzkoeffizienten® bzw. des Quadrats des Divergenzkoeffizienten (6\2/2)
zu beriicksichtigen. Téte man das nicht, so wire man leicht geneigt, das Ergebnis

(5" = 0,9367 bzw. é = 0,9678 im Sinne einer normalen Dispersion auszulegen.
Vgl. meine Aufsitze: ,,Uber den Prizisionsgrad des Divergenzkoeffizienten* (Mit-
teilungen des Verbandes der osterr. u. ungar. Versicherungstechniker, Heft 5,
Wien 1901) und ,,Der wahrscheinlichkeitstheoretische Standpunkt im Lebens-
versicherungswesen** (Osterreichische Revue, Organ fiir Assekuranz und Volks-
wirtschaft, 31. Jahrg., Nr. 24 bis 28, Wien 1906), sowie meine auf S. 45, FuBnote,
zitierte Schrift.

$2) Marbe, Gleichférmigkeit, S.307. Die Summe der drei Abweichungen,
die den Werten 5, 6 und 7 von « entsprechen, stellt sich fiir Wiirzburg (nach
Tabelle 4) auf + 98,8, in Firth anf + 31,3, in Freiburg i. B. auf + 37,5 und in
Augsburg anf —17,3.
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148t also in diesem Fall sehr viel zu wiinschen iibrig. Trotzdem spricht
Marbe hier von einer ,allgemeinen GesetzméBigkeit und schlieit
seine hierauf beziiglichen Ausfithrungen mit den Worten53): |, Offenbar
gilt die Privalenz der Normalgruppen auch fiir alle anderen Gebiete,
in denen der statistische Ausgleich stattfindet, wenn vielleicht auch
nicht fiir die Gruppen zu 12, so doch fiir Gruppen von mehr als 12 Ele-
menten.* Hiermit wird die unternormale Dispersion fur das Typische
in der Statistik erklart, wodurch gerade der Gegensatz der ,,natur-
philosophischen‘* Betrachtungsweise zu der herrschenden Auffassung
in moglichst pragnanter Weise zum Ausdruck gebracht werden soll.

Da steigen vor allem, wie im Fall der Iterationen, Zweifel hinsichtlich
des von Marbe beniitzten Materials auf. Wenn namlich bei einem Teil
der in Betracht kommenden Geburtenmenge die Registrierung jene
Unvollkommenheit aufweist, von welcher in hypothetischer Form im
§ 2 des 5. Kapitels die Rede gewesen ist, so miite dies, wie man leicht
einsieht, gerade das Zustandekommen von ,,Normalgruppen‘ bei dem
betreffenden Teil des Materials begiinstigen und daher das Gesamtbild
in der wahrgenommenen Richtung verschieben. Marbe verhalt sich
aber zu seinem Material ganz unkritisch und zieht es demgemafl gar
nicht erst in Erwigung, ob die Reihenfolge der Eintragungen in das
Register der zeitlichen Reihenfolge der Geburten auch tatséchlich
immer genau entspricht.

Abgesehen davon, ist Marbe iiber das Verhéltnis seiner hier zur
Diskussion stehenden Untersuchung zu den seitherigen wahrscheinlich-
keitstheoretischen Untersuchungen iiber die zeitlichen Schwankungen
des Geschlechtsverhdltnisses der Geborenen véllig im unklaren. Bisher
ist es ublich gewesen, bei solchen Untersuchungen eine gegebene Ge-
burtenreihe nach Zeitstrecken von gleicher Dauer in Teilreihen zu
zerlegen; Marbe hingegen bildet die Teilreihen aus gleichen Zahlen von
(ndmlich aus je 12) Geburtsfallen. Dieser Unterschied ist offenbar kein
prinzipieller. Eine wesentliche Eigentiimlichkeit der Marbeschen
Untersuchung kénnte man daher héchstens in der Kleinheit der Ver-
suchs- und Ereigniszahlen sehen, mit denen er operiert?). Gesetzt
also, es wire Marbe wirklich gelungen — was ja nicht im entferntesten
der Fall ist —, nachzuweisen, daf3 das Geschlechtsverhiltnis der Ge-
borenen oder, was auf dasselbe hinauslduft, die Knabenquote bei den

53) Tbendaselbst, S. 311.

54) Tn den bekannten Le xisschen Untersuchungen, die eine so gute Uberein-
stimmung zwischen Wahrscheinlichkeitstheorie und Erfahrung ergeben haben,
handelte es sich um monatliche Geburtenzahlen preuBischer Regierungsbezirke.
Diese Zahlen betrugen mindestens einige Hundert, oft einige Tausend. Siehe
Lexis, Abhandlungen zur Theorie der Bevilkerungs- und Moralstatistik, Jena
1903, S. 141—142.
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Geborenen als Regel unternormale Dispersion fiir Gruppen von je
12 Geborenen zeigt, so wiirde die Frage lauten: wie reimt sich dieses
Ergebnis mit der Tatsache, daf fiir grofere Gruppen niemals eine
unternormale, sondern entweder eine normale oder — meist — eine
ibernormale Dispersion zutage tritt3%)? Aber nicht nur, dal Marbe
diese doch naheliegende Frage gar nicht stellt; er schliet sogar noch,
laut obigem Zitat, aus der fiir die Gruppen zu 12 konstatierten unter-
normalen Dispersion darauf, da bei groBleren Gruppen erst recht eine
unternormale Dispersion zu erwarten sei. Ja, wie kommt es dann,
daB eine solche bisher nie festgestellt worden ist? Aber freilich: hieBe
es nicht, vom Standpunkte Marbes aus gesehen, die ihm ,,sehr am
Herzen liegende Lehre vom statistischen Ausgleich** %) zur Bedeutungs-
losigkeit verurteilen, wollte man das Ausgleichsprinzip nur ,,im kleinen®,
nicht aber auch ,,im groBen* wirken lassen®7)?

%) Selbstverstindlich ist damit nicht gemeint, daB der Divergenzkoeffizient

Q bzw. Q, sich stets tiber 1 hilt. Er darf nur nicht iiber das ,,zuléssige‘ MaB hinaus
unter 1 herabsinken. Sowohl im Fall der Knabenquote bei den Geborenen, wie
in anderen Beispielen, betreffend menschliche Massenerscheinungen, hat sich
wiederholt @ <1 ergeben. Den in Fufinote 54 zitierten Lexisschen Unter-
suchungen zufolge war in 36 Féllen aus 68 @ > 1, in weiteren 2 Fillen @ = 1
und in 30 Fillen @ < 1. Das Minimum (Marienwerder, 1868—1869) betrug 0,72.
Czuber (II, S. 60—61) hat in einem Beispiel, das sich auf die Sterblichkeit von
Versicherten bezieht, @ = 0,758 gefunden. Hier ist: I(Q) = ]/1 : 32 = 0,177,
somit 0,242 : 0,177 = 1,37, so dafl kein AnlaB} vorliegt, an dem zufslligen Charakter
der betreffenden negativen Abweichung (—0,242) zu zweifeln. Wenn aber Czuber
(I1, S. 63) bei den tidlichen Unfillen nach den Daten der sterreichischen Ver-
sicherungsanstalten fiir 1890-—1906 @ = 0,431 findet, so beruht dieses Ergebnis
darauf, daB er anstatt der wirklichen Zahl der versicherten ,,Vollarbeiter‘‘, welche
sich im Jahresdurchschnitt auf 1,3 Millionen stellt, die als Reduktionsbasis in der
offiziellen Statistik auftretende Zahl 100 000 in die betreffende Formel eingesetzt
hat. Durch Richtigstellung der Rechnung kommt man auf @ = 1,56. Recht
eigentiimlich ist auch die Erklédrung, die Czuber fiir sein Ergebnis vorschligt;
er sagt: ,,Die ausgesprochen unternormale Dispersion diirfte aus dem Umstandé
zu erkliren sein, daB die todlichen Unfalle hiufig kumulativ sich ereignen.” In
Wirklichkeit beeinfluBt dieser Umstand (die ,,akute Solidaritit der Einzelfdlle‘)
die Dispersion in entgegengesetzter Richtung! Siehe mein ,,Gesetz der kleinen
Zahlen*, S. 45—48. Auf den doppelten MiBgriff Czubers hat bereits Tschu-
prow (S. 363—364, Fufinote) hingewiesen, wobei er es aber nur als hochstwahr-
scheinlich hinstellt, daB hier auf seiten Czubers eine Verwechslung der wirklichen
mit einer rechnungsmiBigen Zahl von Versicherten vorliegt. Uber die Zahlen
der Arbeiter, die in Osterreich gegen Unfall versichert sind, hitte sich Tschuprow
aus einer allgemein zuginglichen Quelle unterrichten konnen, namlich aus dem
Handworterbuch der Staatswissenschaften, 2. Aufl., 7. Band, S. 278 und S. 309;
vgl. 8. Aufl.,, 8. Band, S.60 und S. 88.

%) Marbe, Bemerkungen, S. 5.

57) Um die Auseinandersetzung mit Marbe nicht zu komplizieren, sehe ich
im Text von zweierlei ab: 1. davon, daB die Ansicht, wonach unternormale Dis-
persion bei menschlichen Massenerscheinungen nicht vorkomme, oder, was das-
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Seinefiirjede der vier Stadte vorliegenden 4096 Sequenzen oder Gruppen
zu 12 unterzieht Marbe noch einer anderen Betrachtung®). Er fafit die
moglichen ,,Gruppenformen™ ins Auge, die man erhdlt, wenn man
nicht mehr ausschlieBlich die Zahlen der Knaben und Midchen in
der Gruppe, sondern auch die Ordnung, in welcher sie aufeinander
folgen, berticksichtigt. Dadurch kommen 212 oder 4096 verschiedene
Gruppenformen zustande, und Marbe stellt fest, wie viele von diesen
moglichen Gruppenformen kein einziges Mal, wie viele einmal, wie viele
zweimal usw. unter den gegebenen 4096 Gruppen vertreten sind. Be-
zeichnet man die betreffende Wiederholungszahl mit m und die Zahl
der m-mal vertretenen Gruppenformen mit /,,, so kann man hier von
einer erfahrungsmafigen Bestimmung der Zahlen [, sprechen.

Es lige nun nahe, die entsprechenden erwartungsmifBigen Zahlen,
somit die Werte €(1,,), zu berechnen, um sie mit den wirklichen Zahlen
l, zu vergleichen. Marbe halt dies aber deshalb fiir ausgeschlossen,

selbe ist, wonach die normale Stabilitit zugleich die maximale sei, von Lexis,
der diese These als erster aufgestellt hat, doch nicht ganz ohne Einschrinkungen
ausgesprochen wird (Zur Theorie der Massenerscheinungen, S. 30, Abhandlungen,
S. 232; vgl. meinen auf S. 47, Fullnote 7, zitierten Artikel, S. 676—680); und
2. davon, daB diesc Ansicht keineswegs Gemeingut der statistischen Wissenschaft
ist (vgl. S. 55, Fufinote 18); hauptséchlich sind es vielmehr — abgesehen von
einigen Schiilern von Lexis, die seit ihrer Promotion nichts mehr iiber theoretische
Statistik versffentlicht haben und daher wohl kaum als Vertreter dieser Wissen-
schaft gelten konnen — Mathematiker, wie namentlich Czuber und Blaschke,
die sie akzeptiert haben. Dagegen steht ihr z. B. ein so bedeutender theoretischer
Statistiker wie Edgeworth fern; ebensowenig haben mit ihr die Fechnersche
und die Pearsonsche Richtung etwas zu tun. Namentlich ist aber Tschuprow
(S. 399—412) gegen die in Frage stehende Ansicht sehr entschieden aufgetreten.
Ausfiihrlich wiedergegeben sind seine hierauf sich beziehenden Darlegungen in
Al Kaufmanns ,,Theorie und Methoden der Statistik*, Tiibingen 1913 (S. 176
bis 176), somit gerade in demjenigen Werk, auf welches Marbe als auf eine Quelle
der Belehrung iiber die Lexissche Dispersionstheorie in erster Linie verweist
(Gleichformigkeit, S. 233, Fubnote). Demnach hitte Marbe seinen Lesern keines-
falls verschweigen diirfen, dafl es auch solche Vertreter der theoretischen Statistik
gibt, die sich mit der Tatsache der unternormalen Dispersion auf ihre Weise ab-
finden, ohne darum die Orientierung an der Wahrscheinlichkeitsrechnung preis-
zugeben. Um jedes MiBverstindnis auszuschlieBen, mochte ich hier zum Ausdruck
bringen, daB ich persénlich dem von Tschuprow in bezug auf die Frage der
unternormalen Dispersion vertretenen Standpunkt, den ich in einer Besprechung
der ersten Auflage seiner Schrift (siehe S. 57, FuBinote) zu widerlegen versucht
hatte, auch heute, nach der mir von ihm zuteil gewordenen Antwort (2. Auflage,
S. 412—414, Fubnote), nicht beizupflichten vermag. Ein weiteres Eingehen
hierauf wiirde viel zu weit filhren. Was aber Kaufmann betrifft, der in diesem
Punkt Tschuprow zustimmt, so sprechen seine Hinweise auf Félle, in denen sich
gerade beim Geschlechtsverhdltnis der Geborenen fiir @ Werte, wie 0,87, 0,89,
0,90, 0,95, ergeben (a. a. O., S. 177), an sich nicht im geringsten gegen die Lexis-
sche Auffassung. Vgl. Fulnote 55, sowie Lexis in Schmollers Jahrbuch, 37. Jahr-
gang, 1913, S. 2092.
%) Marbe, Gleichformigkeit, S. 312—331.
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weil fiir 4096 Gruppen gar zu viele, ndmlich 409649  verschiedene
mégliche Arten der Zusammensetzung aus den 4096 verschiedenen
Gruppenformen in Betracht kommen. ,,In solchen Fallen“, bemerkt
er unter Bezugnahme auf Czuber, ,,versagt auch bei Benutzung von
Néherungsformeln unsere Kraft schon aus rein physischen Griinden‘‘5?),
Man sei nur in der Lage, und zwar auf Grund von Rechnungsergebnissen,
zu denen man in analogen Féllen mit viel kleineren Zahlen von Gruppen
bzw. Gruppenformen gelangt %%), einige allgemein gehaltene Sitze zu
formulieren; und da findet Marbe, daf} diese Sitze, die er gelegentlich
auch als seine ,,Ansichten‘* bezeichnet, durch das Verhalten der empiri-
schen Zahlen bestéitigt werden: insbesondere stimmten seine Ansichten
mit den statistischen Ergebnissen insofern iiberein, als es sich jeweils,
d. h. fir jede der vier Stadte zeigt, dal sehr viele von den 4096 mog-
lichen Gruppenformen gar nicht vorkommen®).

59) Ebendaselbst, S. 326. Die Stelle aus Czuber, die Marbe zitiert, findet
sich in der Enzyklopddie der mathematischen Wissenschaften, I, S. 755, und
betrifft das Bernoullische Theorem. Czuber sagt, da8 die im Text auf S. 43
in Formel (3) auftretende Summierung eine Aufgabe darstelle, ,,welche mit Riick-
sicht auf die Rechenarbeit, die ihre strenge Ausfiihrung verlangen wiirde, nur
mit Hilfe von Nidherungsmethoden zu bewiltigen ist*. Bei Czuber ist, wie man
sieht, von Néherungsformeln, die zum Ziele fiihren, die Rede; Marbe hingegen
glaubt einen Fall vor sich zu haben, dem man nicht einmal mit Niherungsformeln
beikommen kann. Was soll also das Zitat?

60) Die betreffenden miithsamen Berechnungen hitte sich Marbe schon aus
dem Grunde sparen konnen, weil die Aufgaben, um die es sich hierbei handelt,
langst in allgemeiner Form gelost worden sind, und zwar als Lotterieaufgaben.
Gerade auch in dem Czuberschen Beitrag zur Enzyklopédie der mathematischen
Wissenschaften, den Marbe in diesem Zusammenhang zitiert, wird (auf S. 751)
darauf hingewiesen. Vgl. Czuber, I, S.41—43, und Czuber, Entwicklung,
S. 42—44. Marbe versichert (Gleichférmigkeit, S. 382), daB es ihm fern liege,
mit seiner Polemik gegen die wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtungsweise
in der Statistik ,,die rein mathematische Wahrscheinlichkeitsrechnung als solche*
treffen zu wollen. Da werde ,,alles beim alten bleiben kiénnen*. Trotz dieser
beruhigend-friedlichen Kundgebung mochte ich meinen, dafl Marbe auch gegen
die reine Wahrscheinlichkeitstheorie im Kampfe steht. In diesem Fall ist die Form
des Kampfes der Boykott. Marbe boykottiert die Wahrscheinlichkeitsrechnung
als mathematische Disziplin nicht nur insofern, als er sich weigert, den Lehr-
biichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung, was er braucht, zu entnehmen, sondern
auch noch in dem weiteren Sinne, daf} er sich sozusagen iiber die grundlegende
Idee der Wahrscheinlichkeitsrechnung hinwegsetzt. Dieser Idee zufolge gilt es,
von den Wahrscheinlichkeiten einfacher Ereignisse zu den Wahrscheinlichkeiten
in dieser oder jener Weise aus ihnen zusammengesetzter Ereignisse nach bestimmten
Regeln zu gelangen, welche es unnétig machen, die fiir das zusammengesetzte
Ereignis direkt in Betracht kommenden méglichen und giinstigen Fille (Chancen)
zu ermitteln. Und gerade mit letzterem gibt sich Marbe bei dem vorliegenden
Problem ab. Es darf nicht wundernehmen, daf} er da keinen Ausweg findet. Er
bleibt eben in der Kombinatorik stecken. Die Wahrscheinlichkeitsrechnung dient
aber dazu, die Kombinatorik zu iiberwinden.

61) Marbe, Gleichférmigkeit, S. 329.
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Der wirkliche Sachverhalt ist nun der, daf die Bestimmung der
Groflen €(l,) nicht nur keine uniiberwindlichen Schwierigkeiten be-
reitet, sondern mit der groBten Leichtigkeit vor sich gehen kann, nim-
lich so: wenn man, wie es auch Marbe in den von ihm betrachteten
Fillen tut, davon absieht, daB die Wahrscheinlichkeit einer Knaben-
geburt (p) etwas grofler als die einer Madchengeburt (¢) ist, so erweisen
sich alle 4096 Gruppenformen als gleichwahrscheinlich, und man erhilt
oo 2ls Wahrscheinlichkeit dafiir, dal eine gegebene Gruppe zu 12
eine bestimmte unter den 4096 mdéglichen Formen annimmt; daher
berechnet sich €(l,) nach Ma3gabe der Formel (29) des § 2 des 3. Ka-
pitels und des fiir die mathematischen Erwartungen geltenden Additions-
satzes aus:

w e

wo unter » die Zahl der mdéglichen Gruppenformen und unter s die Zahl
der wirklichen Gruppen zu verstehen ist. Im gegebenen Fall ist n = ¢
= 4096, und die exakte Formel (54), obschon sie sich fiir kleine Werte
von m — groflere kommen praktisch nicht in Betracht — sehr wohl
numerisch auswerten lifit, kann durch die vollstindig geniigende
Naherungsformel
(55) Gl = "

m m!
ersetzt werden, wo e die Basis der natiirlichen Logarithmen bedeutet$2),
Die fiir die vier Stadte Wiirzburg (1), Fiirth (II), Augsburg (IIT) und
Freiburg i. B. (IV) von Marbe festgestellten Zahlen 1,, bzw. I, :n )
und die ihnen entsprechenden nach Formel (55) berechneten Zahlen
&) bzw. €(l,) : » finden sich in nachstehender Tabelle 5.

Tabelle 5.
—_— _— = —
b -~ Gl w0 Gl n
m I 11 IIT | IV I II I11 v
1| e 3 4 5 6 7 | 8 9 10 1

151211493 | 1519 | 1513 | 1506,8 | 0,369 | 0,365 | 0,371 | 0,369 0,368
1474 | 1511 | 1493 | 1517 | 1506,8 | 0,360 | 0,369 | 0,365 | 0,370 0,368
786 | 788 | 746 723| 753,4| 0,192 | 0,192 | 0,182 | 0,177 0,184
222 261 262| 251,1] 0,063 | 0,054 | 0,064 | 0,064 0,061
54| 70) 58| 59 62,8
12 9] 18| 21 12,6
0 3 1 1 1.8
0 0 0 0 0,7

82) Siehe — auch fiir das Weitere — mein ,,Gesetz der kleinen Zahlen®, Leipzig
1898.
$) Marbe, Gleichformigkeit, S. 329—330.

0,016 },0,020 |,0,019 |,0,020 0,019
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Wie man sieht, stimmen hier die empirischen mit den theoretischen
Zahlen vorziglich iiberein. Laut Formel (55) hat man:

(56) Clly) = G() =~

Demnach 148t sich ,,ein empirischer Wert von e aus e = n : [, oder
e = n: 1l bestimmen; das arithmetische Mittel der 8 Zahlen [, und [,
die in der Tabelle stehen (2. bis 5. Spalte), betrigt 1504, und man
erhilt 4096 : 1504 = 2,72, somit einen Wert, der bis auf die zweite
Dezimale mit dem wahren Wert von e iibereinstimmt. Dieser mathe-
matische Scherz mdoge als Gegenstiick zu einer analogen Berechnung
von 7, die von Lexis herrithrt, hingenommen werden. Dort hat es
sich um die Ermittlung von » aus dem Verhéltnis zwischen einer Summe
der Quadrate der zufilligen Abweichungen des Geschlechtsverhaltnisses
der Geborenen und der Summe der absoluten Betrige derselben Ab-
weichungen gehandelt, und es ergab sich & = 3,14, d. h. ebenfalls
eine Ubereinstimmung, die bis zur zweiten Dezimale reicht®%).

Recht giinstig stellen sich in diesem Iall auch die Werte von y?
die durch Summierung der Quotienten {I,, — €(I,)}? : €(l,,) entstehen.
FaBt man dabei die Fille, in denen m = 5, zusammen, so erhdlt man
der Reihe nach: 4,20, 6,57, 2,04, 5,18 und im Durchschnitt 4,50 gegen
&(x%) = 5. Der mittlere Fehler des angegebenen Durchschnittswertes
wird durch }10 : 4 = 1,58 ausgedriickt, so dafi man 0,50 : 1,58 = 0,32
findet.

Man kann schlieBlich @2, und zwar entsprechend der Formel (49)
des § 3 des 2. Kapitels aus

s

= 2 1 ( 2

(36) Q - ;;—_Wl- “ " lm(m — 1)-
berechnen, und erhilt der Reihe nach 0,9788, 0,9812, 1,0061, 1,0198, so-
mit im Durchschnitt 0,9965. Nach Formel (55) des § 3 des 2. Kapitels
hat man hier: M (Q?) = }E - 4096 = 0,0220; dementsprechend betriigt
der mittlere Fehler des angegebenen Durchschnittswertes 0,0110, und
es ist 0,0035 : 0,0110 = 0,32 #3).

8) Lexis, Zur Theorie der Massenerscheinungen, S. 72.

%) Wenn fiir die m-Werte das Kriterium der normalen Dispersion nahezu
genau zutrifft, ja Q2 sogar noch unterhalb 1 bleibt, so erklirt es sich aus der Klein-
heit der m-Werte, die bei dieser Betrachtungsweise als Ereigniszahlen erscheinen.
Bei grofleren Ereigniszahlen wiirde schon der Umstand, daB den einzelnen mog-
lichen Gruppenformen nicht die gleiche Wahrscheinlichkeit zukommt (weil p > q),
zu Q2> 1 fithren miissen. Es moge bei dieser Gelegenheit noch auf einen
anderen Fall hingewiesen werden, in welchem die aus der Theorie ,,des Fehler-
exzedenten® (siehe mein ,,Gesetz der kleinen Zahlen*, 3. Kapitel und Anlage 2)
entspringende Auffassung, daB kleine Ereigniszahlen weniger als groBe gegen
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Marbe teilt noch die Zahlen I, mit, die man erhédlt, wenn man
die vier Stadte zusammenfaBit, wodurch sich die Zahl der Gruppen
vervierfacht, wihrend die Zahl der Gruppenformen die alte bleibt.
Dementsprechend hat man in (54) s = 16384, n = 4096 zu setzen,
und an Stelle von (55) erhdlt man:

. N 4me-4p
Die Zahlen I, und die nach Formel (57), worin n = 4096 zu setzen ist,
berechneten Zahlen ¢(l,;,) sind in Tabelle 6 enthalten.

Tabelle 6.
mo| LG | m b | G | m | L Gl
2 3 e 6 7 | 8 9
‘ |
0 76 75,0 5 667 640,2 10 i 27 21,7
1 320 300,2 6 404 426,8 11 7 7,8
2 601 600,1 7 245 243,7 12 2 2,5
3 783 800,3 8 132 1221 13 1 0,8
4 l 776 800,3 9 55 54,1 >13 0 0,4

Auch hier passen sich die empirischen Zahlen den theoretischen
gut an. Bei Zusammenfassung der Fille, in denen z = 10, erhilt man:

systematische Fehler empfindlich sind, durch die Marbesche Geburtenstatistik
gut illustriert wird: nach Tabelle 2 des § 2 des 5. Kapitels entspricht dem Wert
2,74 in der 5. Spalte der Wert 1,52 in der 9. Spalte; auf Grund der Theorie des
Fehlerexzedenten hiitte man eine Reduktion des Wertes 2,74 auf V1 + 1.6,51
= 1,62 zu erwarten (6,51 ist gleich dem um 1 verminderten Quadrat von 2,74);
eine bessere fjbereinstimmung als die zwischen 1,52 und 1,62 kann man sich hier gar
nicht wiinschen. Vgl. die analogen Zahlenwerte in Tabelle 4 desselben Paragraphen.
Auch die von Marbe selbst (Gleichformigkeit, S. 357—360) hervorgehobene Tat-
sache, daB sowohl bei den Gliicksspielen wie in seinen Beispielen, betreffend die
Reihenfolge der mi#nnlichen und weiblichen Geburten, die Werte || : M (d. h.
die Werte des Verhiltnisses der absolut genommenen Abweichungen zu den
maBgebenden mittleren Fehlern) in der Regel hoher ausfallen bei den Zahlen
der Iterationen zu 1, 2 und 3 als bei den Zahlen der lingeren Iterationen, hangt
(den storenden Einfluf} der verkehrten Berechnung des mittleren Fehlers bei den
Iterationen zu 1 abgerechnet) héchstwahrscheinlich damit zusammen, daf die
Zahlen der kiirzeren Iterationen gréfler als die der lingeren sind. Es handelt
sich also hierbei keineswegs um einen ,,neuen Widerspruch zwischen Theorie und
Erfahrung®, sondern im Gegenteil um eine Bestédtigung der Theorie, insbesondere
der Theorie des Fehlerexzedenten, von der Marbe allerdings nicht die leigeste
Ahnung zu haben scheint. Dies geht auch schon daraus hervor, daB er die von
mir im ,,Gesetz der kleinen Zahlen vorgebrachten Beispiele, die durch diese
Theorie ihre durchaus befriedigende Erklirung finden, in einem seiner Lehre vom
statistischen Ausgleich giinstigen Sinne zu deuten unternimmt (Gleichférmigkeit,
S. 400—403).
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1% = 6,04 gegen € (%) = 10. Man hat zugleich: M (x3) = V% = 4,47,
somit 3,96 : 4,47 = 0,89.

@2 berechnet sich hier, wiederum auf der Grundlage der Formel (49)
des § 3 des 2. Kapitels, aus

. 1§
(58) Q* = m;:"lm(m — 4)?

zu 1,0245, und nach Formel (55) des § 3 des 2. Kapitels, worin n = 4096,
s = 16384 zu setzen ist, findet man M (Q?) = 0,0221, somit 0,0245
: 0,0221 = 1,11 ).

Unter Bezugnahme auf eine Tabelle, welche die Zahlen [, der
Tabelle 6 — nicht aber zugleich die Zahlen €(l,), deren Berechnung
ja nach Marbe ,schon aus rein physischen Grinden einem versagt
ist — enthilt, bemerkt er®): , Auch diese Tabelle zeigt, dafl der in
gewissem Sinne wahrscheinlichste Fall, daf alle (212 =) 4096 Gruppen
gleich oft vorkommen, nicht im allerentferntesten erfillt ist. Im Sinne
des Bernoullischen Theorems wire ja freilich auch erst dann mit
diesem Fall zu rechnen, wenn » %), das fir die vorhergehende Tabelle
gleich 4 ist, den Wert oo annimmt.”“ Allerdings! Auf Ereigniszahlen,
deren mathematische Erwartung 4 betrigt, laBit sich das Bernoulli-
sche Theorem in der Weise, wie es Marbe meint, nicht anwenden.
Aber wenn die Zahlen I, mit den Zahlen €(/,) bzw. die Haufigkeiten
I, : » mit den im obigen als Quotienten €(I,,) : » dargestellten Wahr-
scheinlichkeiten gut tibereinstimmen, so liegt darin, m6chte man meinen,
nichts anderes als eine empirische Bestdtigung des Bernoullischen
Theorems®). Das gilt auch fiir den speziellen Fall, wo m = 0. Marbe
erértert diesen Fall an der Hand der Zahlen [,, in Tabelle 5, die auch
bei ihm in einer besonderen Tabelle zusammengestellt sind, und meint,
auf letztere hinweisend®): ,,Wer, ohne die Uberlegungen, die wir in
diesem Kapitel vorgetragen haben, zu beriicksichtigen, die vorausgehende
Tabelle betrachtet, wird sich vielleicht wundern, daB so sehr viele unter
den 4096 moglichen Gruppenformen gar nicht vorkommen. Unsere Aus-
fithrungen sind aber sehr wohl geeignet, das Ausbleiben so vieler Gruppen-
formen keineswegs auffillig erscheinen zu lassen. Wie wenig man ge-
rade hier auf Marbes ,,Uberlegungen‘, , Ausfithrungen* und , An-

%) In diesem Fall, wo die Ereigniszahlen durchschnittlich 4 mal gréBer sind,
als im vorhergehenden, kommt der iibernormale Charakter der Dispersion der
m-Werte bereits zum Ausdruck. Vgl. FuBnote 65.

67) Marbe, Gleichformigkeit, S. 331. Vgl. S. 313.

%8) Dem Marbeschen » entspricht in obiger Darlegung der Quotient s : n.

%) Man hat es hier eben mit empirischen Vielheiten zu tun, die nicht aus
groflen Zahlen von Elementen bestehen, aber in grofler Zahl auftreten. Vgl
Einleitung S. 2—3.
) Marbe, Gleichférmigkeit, S. 329.
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sichten’* angewiesen ist, das diirfte aus dem Vorstehenden mit aller
Deutlichkeit hervorgehen.

Auf Grund der Darlegungen dieses Paragraphen kann man sagen:
die Marbeschen Untersuchungen, ob sie sich auf die Iterationen be-
ziehen oder andere Fragen betreffen, vermdgen nicht — nach Material,
Methode und Ergebnis — die wahrscheinlichkeitstheoretisch orientierte
statistische Wissenschaft an ihren grundlegenden Auffassungen irre zu
machen und bieten ihr auch sonst in keiner Hinsicht etwas wesentlich
Neues.
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