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Vo rrede. 

Einen wesentlichen Bestandteil del' Wahrscheinlichkeitstheorie 
bildet die Lehre von den Ergebnissen wiederholter Versuche. Mit 
den Versuchen, sofern die Zahl del' in Betracht kommenden Er
folge eine begrenzte ist, wiederholen sieh aueh diese. Wieder
holungen eines bestimmten Erfolges, die ohne Unterbrechung 
stattfinden, nenne ich Iterationen. Das Interesse fUr die Itera
tionen als einen speziellen Gegenstand wahrseheinliehkeitstheo
retischer Forsehung ist erst neuerdings erwacht, und He i n ric h 
B I' U ns ist del' einzige, del' den Iterationen, die er als "Sequenzen" 
bezeiehnet, eine weitergehende mathematische Behandlung hat 
zuteil werden lassen. 

Von den Brunsschen unterscheiden sich meine Darlegungen 
durch ihren durchaus elementaren Charakter. Wahrend sich 
B run s an den Mathematiker von Fach wendet, setze ieh bpim 
Leser auGer der Beherrsehung der niederen Algebra lediglich noch 
die Vertrautheit mit den Anfangsgriinden del' Wahrscheinlichkeits
rechnung voraus. Trotzdem hat Bruns mit seinen an den Be
griffen der hOheren Mathematik orientierten Methoden kein ein
ziges auf die Iterationen sich beziehendes Resultat zutage ge
fordert, das sich bei mil' nicht vorfande. Zieht er zur Gewinnung 
del' in Frage stehenden Resultate die erzeugenden Funktionen 
heran, so ist es, als wenn man es unternehmen wiirde, die Glei
chung 2 x - 3 = 5 mit Hilfe von Determinanten zu losen. DaB 
mit diesem Vergleich eher zu wenig als zu viel gesagt ist, wird, 
wie ieh zuversichtlieh erwarte, jeder zugeben, del' sich die Miihe 
nimmt, meine Darstellung mit der Brunsschen in formeller Hin
sieht zu vergleiehen. Materiell verhalten sieh aber die beiden Dar
stellungen zueinander wie ein Teil zu einem Ganzen, womit ieh 
nieht gesagt haben will, daB die Lehre von den Iterationen, wie 
ieh sie hier biete, keiner weiteren Ausgestaltung fahig ware. leh 
gebe selbst gewisse Anregungen nach dieser Richtung hin, speziell 
im 4. Kapitel. Ob nicht bei irgendwelchen neuen Problemen dpr 
"Iteratorik" die Brunsschen Methoden sieh doch noch als zweck
maBig erweisen, ist eine Frage fiir sich. 



IV Vorrede. 

Das Problem del' Iterationen hat neben del' mathematischen 
eine statistische Seite. Es liegt namlich nahe, zu priifen, ob auf 
diesem odeI' jenem Gebiet des wirklichen Geschehens FaIle, in 
denen einer von zwei (odeI' mehr) moglichen Erfolgen so und so 
viele Male, sage n Male, nacheinander ununterbrochen eintrifft -
solche FaIle bezeichne ich als "Iterationen zu n" und nenne n 
die "Lange einer Iterat.ion" - annahernd mit del' wahrscheinlich
keitstheoretisch vorausbestimmten Haufigkeit odeI' abel', ab
weichend davon, seltener bzw. of tel' vorkommen. Von diesem 
Standpunkte aus hat Karl Mar be, zuerst in seinen 1899 er
schienenen "Naturphilosophischcn Untersuchungen zur Wahr
scheinlichkeitslehre", das Problem del' Iterationen behandelt. 
Auf Grund mehrerer Beispiele, insbesondere die Roulette be
treffend, fiir welche er die wirklichen Zahlen del' Iterationen von 
bestimmter Lange den cntsprechenden erwartungsmaBigen Zahlen 
gegeniiberstellte, glaubte er zwei allgemeine The8en aufstellen zu 
diirfen: 1) daB von einer bestimmten Lange del' Iteration an -
er bezeichnet diese Lange mit g - die wirklichen Zahlen del' 
Iterationen hinter den erwartungsmaBigen immer mehr zuriick
bleiben, und 2) daB von einer bestimmten anderen Lange der 
Iteration an - er bezeichnet diese zweite Langc mit p - die 
Iterationen in del' Wirklichkeit ganzlich aufhoren. So schien ihm 
aus den von ihm fiir das Roulettespiel zusammengestellten sta
tistischen Ergebnissen zu folgen, daB del' Wert von p, sofern die 
beiden Erfolge rot und schwarz in Betracht kommen, "im all
gemeinen gleich 12 ist". 

Es ist nur allzu begreiflich, daB diese, vom Standpunkte der 
Wahrscheinlichkeitstheorie aus gesehen, als ketzerisch erscheinen
den - iibrigens keineswegs ganz neuen - Ansichten auf ener
gischen Widerstand del' Fachmanner gestoBen sind. Uberraschen
derweise ist abel', wie ich in dem letzten Kapitel del' vorliegenden 
Arbeit zu zeigen versuche, gerade in mathematischer Beziehung 
verschiedenes gegen Mar be vorgebracht worden, was sich nicht 
vertreten laBt. Ja, derjenige unter den Mathematikern, del' zur 
Zeit, weit iiber die Grenzen "Mitteleuropas" hinaus, mit Recht 
als erster Spezialist auf dem Gebiet del' reinen und angewandten 
Wahrscheinlichkeitstheorie gilt - ich meine natiirlich Czuber
hat sich einen von anderer Seite gegen Mar be erhobenen Einwand 
zu eigen gemacht, del' als vollig unbegriindet bezeichnet werden 
muB - unbegriindet deshalb, weil er auf einer groben Verwechs
lung des Begriffs des wahrscheinlichsten Wertes mit dem Begriff 
del' mathematischen Erwartung beruht. Das Niihere dariiber 
findet sich im 6. Kapitel dieser Schrift. 
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Del' Umstand, daB del' Begriff del' mathematischen Er
wartung, del' zu den Kardinalbegriffen del' Wahrscheinlichkeits
theorie gehort, wie sichs zeigt, einem Cz u bel' nicht in dem MaBe 
gelaufig ist, daB or ihn in allen Fallen korrekt anzuwenden ver
mochtc, hat mich mit dazu veranlaBt, diesem Begriff eine spezielle 
Erorterung zu widmen. Sie findet sich in dem 2. Kapitel, welches 
in die Schrift nul' zu dem Zweek eingeschoben worden ist, um dem 
Leser das Verstandnis fiir die Darlegungen del' folgenden Kapitel 
zu erleichtern. 

1m 2. Kapitel behandle ieh noeh einen anderen Kardinal
begriff del' Wahrscheinliehkeitstheorie, den Begriff des mitt
leren Fehlers und nehme in diesem Zusammenhang auf die 
sog. Tsehe b yscheffsche Unglciehung Bezug, die von Mar koff 
und aueh von Cz u bel' gleiehsam als Glanzleistung eines hervor
ragenden Mathematikers hingcstellt wird. Diesel' Ungleichung, 
deren praktisehe Bedeutung dadurch beeintraehtigt wird, daB sie 
einen unverhaltnismaBig weiten Spielraum fiir die noeh als zu
lassig anzusehenden zufalligen Abweiehungen ergibt, kommt ein 
nicht abzustreitender theoretiseher 'Vert namentlich insofern zu, 
als sich aus ihr das Bernoullische Theorem als Spezial£all un
mittelbar herleitet. Abel' um fill eine groBe wissensehaftliche Tat 
gehalten und einem Mathematilcer von Faeh als eminentes Ver
dienst angerechnet zu werden, ist del' T s e h e by s e h e ff sehe Lehr
satz wirklich zu simpel. Ruft del' Satz in del' Darstellung seines 
Urhebers - und nieht mindel' in del' von Czuber akzeptierten 
Darstellung Markoffs - diesen Eindruek nieht hervor, so liegt 
es daran, daB er da in cineI' durch die Natur del' Saehe keineswegs 
gebotenen Verquiekung mit zwei anderen Satzen vorgefiihrt wird, 
die sieh iibrigens eben falls spielend beweisen lassen und die lange 
VOl' Tsehe b yseheff Allgemeingut del' Wissensehaft waren. Del' 
cine diesel' beiden Satze besagt, daB del' mittlere Fehler einer 
Summe voneinander unabhangiger GroBen gleieh del' Quadrat
wurzel aus del' Summe ihrer zum Quadrat erhobenen mittleren 
Fehler ist, und del' andere, daB del' mittlere Fehler cineI' mit 
einem konstanten Koeffizienten multiplizierten GroBe gleich ihrem 
mit diesem Koeffizienten multiplizierten mittleren Fehler ist. 
Wenn ein Mathematiker von dem Range Markoffs die Sachlage 
nicht durchsehaut hat, so mag das cine psychologische ErkHirung 
haben: del' Schiiler hat sieh in pietatvoller Verehrung fiir den 
Lehrer gleichsam gcscheut, an cineI' von diesem iiberlieferten 
Konstruktion zu riitteln und den Kern von del' Schale zu trennen. 
Dies hat naehgeholt werden miissen. 

Die Beriieksichtigung des mittleren Fehlers del' empil'ischen 
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GroUen, die man mit ihren mathematischen Erwartungen ver
gleicht, empfiehlt sich auch in dem besonderen Fall der Itera
tionen, und wenn Marbe in seinen "Naturphilosophischen Unter
suchungen zur Wahrscheinlichkeitslehre" von der Berechnung des 
mittleren Fehlers der festgesteIlten Zahlen der lterationen Ab
stand genommen hat, so kann man es nicht gutheiBen. Fast 
ebensowenig kann es befriedigen, wenn er in seinem neuerdings 
erschienenen groBen Werk "Die Gleichformigkeit in der Welt", 
worin er auf das Problem der Iterationen zuriickkommt und die 
erste seiner beiden Thesen (das (J betreffend) aufrechterhalt, die 
zweite hingegen (das p betreffend) preisgibt, den mittleren Fehler 
der Zahlen der Iterationen von bestimmter Lange zwar berechnet, 
aber nach einer unzulassigen Methode. 

In mathematischer Hinsicht ist Mar be auch sonst von einer, 
man mochte beinahe sagen, riihrenden Unbeholfenheit. So be
schaftigt er sich z. B. mit der Frage, wie groB bei einer gegebenen 
Zahl (N) von Versuchen die erwartungsmaBige Zahl der FaIle ist, 
in denen der eine von zwei moglichen Erfolgen (z. B. Kopf und 
Schrift beim Aufwerfen einer Miinze), denen bestimmte Wahr
scheinlichkeiten (p und q) entsprechen, durch den anderen ab
gelost wird. Diese Frage beantwortet sich wie folgt. Die Wahr
scheinlichkeit einer "Ablosung" nach einem Versuch (mit un
bestimmtem Erfolg) ist offenbar p q + q p oder 2 p q. Liegen 
N Versuche vor, und bricht die Versuchsreihe mit dem letzten 
der N Versuche ab, so hat man es mit N - 1 "Gelegenheiten" 
zu einer Ablosung zu tun. Foiglich ist die gesuchte erwartungs
maBige Zahl der Ab16sungen 2 (N - 1) P q. Marbe erortert diese 
Frage an der Hand von zwei Beispielen. In beiden Beispielen ist 
N = 12, und was p und q betrifft, so hat man in dem einen 
p = q = }, in dem andern p = 0,5111, q = 0,4889. Daher er
gibt sich das eine Mal 2 (N - 1) P q = 5,5, das andere Mal 
2 (N - 1) P q = 5,497. Beide Zahlenwerte gibt auch Marbe an. 
Aber zur Berechnung von 5,5 fiihrt er 12 Multiplikationen und 
eine Division aus; zur Berechnung von 5,497 geniigt das lange 
nicht: da werden zwei GraBen je 10 Mal in verschiedene Po
tenzen (von der2-ten bis zur ll-ten) erhoben, sodann werden 
11 Produkte aus je drei GroBen gebildet, und schlieBlich ergibt 
die Addition diesel' 11 Produkte das erwiinschte Resultat! 

Solch eine "Umstandlichkeit" ist indessen nicht dasSchlimmste. 
Marbe operiert zum Teil mit falschen Formeln. Ja, seine grund
legende Formel, namlich diejenige, welche zur Bestimmung der 
erwartungsmaBigen Zahlen der (vollstandigen) Iterationen dient, 
erweist sich als unrichtig. Sie stellt sich unter Anwendung der 
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soeben gebrauchten Bezeichnungen in der Form 

p2 q2(pn-l + qn-l)N 

p2 + q2 

VII 

dar, wahrend die korrekte Formel, sofern n < N - 1, sich als 

(N _ n)p2 q2(p"-2 + qn-2) + p" + q!l_ (p,,+2 + q!l+2) 

odeI' auch, wenn N groB und n klein im Verhaltnis zu N ist, als 

p2 q2(pn-2 + q"-2)N 

schreiben laBt. Zieht man letzteren (approximativen) Ausdruck 
von dem Marbeschen ab, so erhalt man 

p3 q3(p _ q)(pn-il _ q!l-S)N 

p2 + q2 

Marbes erwartungsmaBigo Zahlen del' Iterationen fallen ah;o, 
sofern n < 3, stets zu niedrig und, sofern n > 3, stets zu hoch 
aus, es sei denn, daB p = q = l. Es ist ihm daher sehr zugute ge
kommen, daB in seinen Beispielen die Differenz zwischen p und q 
entweder 0 odeI' in anderen Fallen nahezu gleioh 0 ist, da es sioh 
bei diesen Fallen um das sog. Geschleohtsverhaltnis del' Geborenen 
handelt, wobei p und q sieh als Wahrscheinliohkeiten darstellen, 
daB del' Geborene ein Knabe bzw. ein Madehen ist. Die vorhin 
angeflihrten Werte von p und q ergeben: p - q = 0,0222. Ratte 
Marbe andere Beispiele gewahlt, in den en p und q in erheblieherem 
MaBe voneinander abweiehen, so ware mit seinen Zahlenergebnissen 
iibcrhaupt niehts anzufangen gewesen. 1hm, del' in seinen - wie 
or meint, statistiseh begrtindeten - Konstruktionen den "Zufall", 
wie diesel' von del' Wahrseheinliehkeitstheorie aufgefaBt wird, 
nicht gelten lassen will, ist del' Zufall gnadig gewesen. Wenn ieh 
ihm abel' in meinem letzten Kapitel, wo ieh zu den Leistungen 
meiner Vorgangor Stellung nehme, weniger "gnadig" bin, so glaube 
ieh darum doeh nieht, bei diesel' Auseinandersetzung die Grenzen 
cineI' objektiven Kritik tibersehritten zu haben 1). 

1} Die Entstehung meiner I:lchrift hangt mit dem ErBchcinen von Mal'bcs 
"GleichWrmigkeit in del' Welt" aufs engste zu~ammen. Herr Prof. Mar be hat 
die ]'l'eundliehkeit gehabt, mir cin Exemplar seines Wcrkes (am lO. Mal'z d. J.) 
zuzusenden und sprach bei diesel' Gelcgcnheit die El'wartung aus, daB ich zu dem 
Bueh 6ffcntlich Stellung nehmen wiil'dc, wie ieh das bereits seinen "Naturphilo
sophischen Untersuchungen zur Wahrschcinlichkeitslehre" gegeniiber seinel'zeit 
getan hatte (in dem Aufsatz "Wahrseheinlichkeitstheorie und Erfahrung", Zeit
schrift fUr Philosophie und philosophische Kritik, Bd. 121, 1903, S. 71ff.). lch 
beabsichtigtc denn auch urspriinglich, auf die mathematischen lrrtiimer, die mir 
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Marbc bedankt f4ich in dem Vorwort zu tieinem Werk fUr die 
Hilfe, die ihm einige unter seinen Kollegen, in erster Linie del' 
o. O. Professor del' Mathematik und Astronomie an del' Universitat 
Wtirzburg G. Rost, haben angedeihen lassen. Es zeigt sich hier 
wieder cinmal, daB von den einzelnen Formen del' Arbeitsteilung, 
wie f4ie Karl Bucher am genaucsten unterscheidet, die "Arbeits
zerlegung" unter anderem dadurch gekennzeichnet ist, daB ihr auf 
dem Gebiet del' geistigen Produktion vic! engere Grenzen als auf 
dem del' matericllcn gCf4teckt sind, wahrend die "Spezialisation" 
aueh ftir das geistige Gebiet mit dem allgemeinen Fortsehritt an 
Bedeutung gewinnt. "Universalmathematiker" gibt es heute nicht 
mehr. Die Zeiten von GauG uud Laplace sind fUr immel' dahin. 
Diese Grc)i3el1 haben auch die Wahrscheinlichkeitsrechnung, G auG 
llamentlich die Fehlertheol'ie, die einen Bestandteil del' Wahl'
I"cheinlichkeitsl'echnUI"!g bildet, intensiv gepflegt. Unter den heu
tigcn Mathematikcrn, die lwdeutendsten nicht ausgenommen, simI 
os 11m wenige, die f4ich mit del' V{ ahrschcinlichkeitsrechnung niihel' 
befaBt haben. 

Diese Worte Wal'ell langst geschrieben, als mil' (am 27. Juni 
d . • T.) Herr Prof. Mar be einc Brosehtiro unter dem Titel "Mathe
matitwhe Bemerkungell zu meillem Bueh .,Die Gleichformigkeit in 
del' Welt', Mtinchen 1916" zugehen lieB2), die er wie folgt ein
lcitet: "Unmittelbar nach clem Erscheinen meines Buches ,Dic 
Gleiehfol'migkeit in del' Welt' fan den zwischen meinen mathe
matisehell Kollegen Rost Ul:d v. vVeber hochst interessante Dis
kussioncn tiber gewisse in dem Buch cnthaltene mathomatisohc 
Darlcgungc~l statt, an deJ~cn aueh ieh toilnchmen durfte. Hicr
dureh sah ieh mieh veranlaBt, cine Reihe meiner Ausftihl'nngen 
von nauem zu prtifen, noehmals dul'ehzudenken und teilweise zu 
verb:csern. Da das Ergebl:is diesel' Arbeit von allgemeinem 
Intpre~'c.e sein dtirftc, und da es mil' gecignet el'scheillt, meine mil' 
sehr am HCl'zen licgendc Lchro yom statistisehon Ausgleieh gegon 
aIle bisher noeh mogliehcn Einwanc1e zu siehel'l1, habe ieh miuh 
zur Abfassung der vorliogenden (zunachst fUr die Leser meines 
Bueheti bestimmten) Suhrift entsehlosscl1." 

bd del' Lektiirc de3 Mal' boschcn Buehe~ sofort uuf3tiel3cn, in cineI' Bespreehung 
ulIfnwrksam zu machen. Abel' ieh wurde bl11d gewahr, daB man da ziemIich wcit 
allsllOkn miil3k, uml so (,lIt,;;ohloB ielt mich, da;; Problem del' Iterationcn ex pro
fesso Zli bchandeln. 

2) leh ImLte mcille Vorredc, bis auf die Stelle, welche sich auf Mar bos "lYlathc
matisehc Bcmerkungen" bczicht, bereits in del' Pl'sten Hiilftc des Mai d. J. ab
gdal3t, um pillc Abschrift diesel' Von'cde del' Vl'rIagsfirma Julius Springer zur 
Illformicrung uber dl'n 11l1lll.lt mciner damals erst ill Angriff genommenen Arbeit 
vorzulegen. 
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Die wiehtigste del' von Mar be vorgenommenen Anderungen 
bezieht sieh gerade auf den von mil' bemangelten Ausdruek del' 
erwartungsmaBigen Zahl del' Iterationen von bestimmter Lange. 
In diesel' Hinsieht habcn Mar be und seine mathematisehen Rat
geber naehtraglieh das Riehtige getroffen. Es ist niehtsdesto
weniger auffallend, daB es zur Losung einer so einfaehen Aufgabe 
del' Mitwirkung mehrerer Pen:onen bedurft hat. Was abel' den 
anderen von mil' im vorstehenden ebenfalls erwahnten MiBgriff 
Marbes anbelangt, den er bei Bestimmung des mittleren Fehlen; 
del' Zahl del' Iterationen von gegebener Lange begangen hat, so 
ist zwar aueh hier die betreffende Forme! umgeandert worden, 
ohne jedoeh, daB hierdureh die Saehe in Ordnung gebraeht worden 
ware. Denn die neue Forme! ist, wie ieh es im kritisehen Teil 
meiner Sehrift (6. Kapitcl, § 2) naehweise und wie es iibrigens 
schon aus meinen positiven Darlegungen (3. Kapitel, § 3) hervor
geht, nieht mindel' anfeehtbar wie die alte, obsehon beide Formeln, 
abgesehen von dem Fall del' Iterationen zu 1, als Niihcrungs
formeln allerdings brauehbar sind. Mar be ist sieh indessen des 
approximativen Charakters auch seiner neuen Forme1 gar nieht 
bewuBt und wendet sie auf den Fall del' Iterationen zu 1 mit an, 
wo sie gerade wenn, wie in seinen Beispielen, p und q wenig von
einander abweiehen, einen numerisehen ~Wert des mittleren Feh1ers 
liefert, der hinter seinem wahren Wert erheblieh zuriiekbleibt. 
Bei diesel' etwas subtileren Frage hat also die Zuziehung des 
zweiten Wiirzburgcr Ordinarius del' Mathematik wenig geniitzt. 

Auf die mehr philosophische Seite des Problems del' Itera
tionen gehe ieh in diesel' Sehrift nieht naher ein. Das bleibt einem 
besonderen Aufsatz von mil' vorbehalten, der demnaehst in den 
"Jahrbiiehern fUr Nationalokonomie und Statistik" unter dem 
Titel "Die Kontingenztheorie und die Kontingentierungstheorie 
in der Statistik" erscheinen soIl. 

Zum SchluB sei iiber die in diesel' Schrift gebrauehten Aus
driieke "Sylleptik", "Syntagmatik" und "Stochastik", die etwas 
ungewohnlich klingen mogen, folgendes bemerkt. Ieh verstehe 
un tel' S y lIe p ti k soleh eine Betrachtung del' (statistisehen) Vie1-
heiten, die sieh 1ediglieh auf das beziiglich del' betreffenden Viel
heiten begrifflieh Gegebene stiitzt. Von "sylleptiseher Methode" 
sprieht gelegentlieh Gustav Riimelin (im Artikel "Statistik" in 
Sehonbergs Handbueh der Po1itisehen 0konomie, 2. Bd. 1882, 
S. 474) und meint damit die statistisehe Methode, das Wort "sta
tistiseh" im weitesten Sinne genommen. Bei mil' bedeutet Sy1-
leptik nieht schon Statistik, sondern erst die Vorbereitung auf 
eine wissensehaftliehe Behandlung statistiseher Daten. Die Lehr-
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satze der Sylleptik sind "praecognita der Statistik" oder, wie man 
mit Riicksicht darauf, daB diese Lehrsiitze von den meisten Sta
tistikern ignoriert zu werden p£legen, woraus unter Umstanden 
mehr oder weniger erhebliche Irrtiimer entstehen, vielleicht mit 
mehr Recht sagen konnte: "praecognoscenda der Statistik". 
R ii meli ns terminologische Anregung bliebunbeachtet, und so 
stand das Wort Sylleptik fUr einen beliebigen Gebrauch zur Ver
fiigung da. Daher diirfte ich durch Rezeption dieses Wortes nie
mands Besitzrechte vedetzt haben. Zur Syntagmatik - es ist 
mir nicht bekannt, daB sich sonst jemand dieses Ausdrucks be
dient hittte - wird die Sylleptik dadurch, daB man die der Be
trachtung unterliegenden Vielheiten als geordnete Vielheiten 
denkt. Meinen Bezeichnungen entsprechen, wie man sieht, Be
griffe, fiir welche es keine gelaufigen Namen gibt. Was aber den 
Ausdruck "Stochastik" anlangt, so bedarf er keiner Recht
fertigung. Denn er findet sich - und zwar in dem ihm von mir 
beigelegten Sinne - schon in J a k 0 b Be r n 0 u 11 is "ArA con
jectandi" . 

Berlin-Halensee, den 18. Oktober 1916. 

L. v. Bortkiewicz. 

Berich tigungen. 

lV F 
S. 99. In Formel (80) ist stat.t 2: zu lellen: 1.5 . 

1 1 

S. 102. In Formel (22) fehlt recht.er Hand der Faktor V. 
S. 112. In Formel (77) ist statt 0:(i~ i~+I) zu lesen: Q;(i~+l i~+Jl . 

S. 125. In Tabelle 1, Apalte 10 illt statt. ~}2 zu lesen: a2. 
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Einleitung. 

FaBt man beliebige Erscheinungen, die unter einen gemeinsamen 
Begriff fallen und sei es nur in bezug auf die raumlichen Grenzen, 
zwischen denen sie eingeschlossen sind, und in bezug auf den Zeitpunkt 
oder den Zeitabschnitt, in dem sie beobachtet werden, sei es auBerdem 
noch in irgendwelcher Hinsicht miteinander iibereinstimmen, gedank
lich zusammen, so kommt ein Ganzes zustande, das man als eine em
pirische Vielheit bezeichnen kann. Dadurch, daB man die Elemente 
(EinzeJfalle), aus denen sich eine empirische Vielheit zusammensetzt, 
als solche der Beobachtung unterwirft und die so gewonnenen Be
obachtungsresultate summiert, macht man die betreffende empirische 
Vielheit zum Gegenstand der Statistik. Denn Statistik ist nichts an
deres als eine auf "Massenbeobachtung" und Summierung ihrer Ergeb
nisse beruhende Erkenntnis empirischer Vielheiten. 

Die in Frage stchende Summierung weist zwei verschiedene Formen 
auf: die des Zahlens und die des Addierens, je nachdem die Be
obachtung darauf gerichtet war, das Vorhandensein der betreffenden 
Elemente bzw. irgendwelcher ihnen zukommender Eigenschaften fest
zustellen, oder aber darauf, die Elemente in dieser oder jener Be
ziehung quantitativ, d. h. durch Angabe bestimmter MaBzahlen, zu 
charakterisieren. Diese beiden Modalitaten der Summierung von Be
obachtungsresultaten verbinden sich meist mit einer Gruppierung der 
Elemente nach diesen oder jenen Merkmalen und Merkmalkomplexen. 
Es werden demnach neben Totalsummen in der Regel Partialsummen ge
bildet und der weiteren rechnerischen Verarbeitung zugrunde gelegt. 

Jede Statistik stiitzt sich auf die Massenbeobachtung. Aber nur 
cine als "Selbstzweck" betriebene, somit im Zeiehen der Problemlosig
keit stehende Statistik geht voraussetzungslos an die Massenbeobaeh
tung heran. Eine Statistik hingegen, die sieh ihrer wissensehaftlichen 
Aufgaben bewuBt ist, sueht schon die Massenbeobaehtung nach Ge
siehtspunkten zu gestalten, die dem Wesen der jeweils zu losenden Auf
gabe entspreehen. Sole he Gesichtspunkte stellen den Ergebnissen der 
Massenbeobachtung gegeniiber ein "prius" dar und konnen daher als 
a priorisch (im relativen Sinne des Wortes) bezeiehnet werden. 

v. Bortkiewicz, Iterationen. 
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Ein weiteres apriorisches Element wird in die Statistik dadurch hin
eingetragen, daB sie sich oft veranlaBt sieht, bei der rechnerischen Ver
arbeitung ihrer als Total- und Partialsummen sich darstellenden Daten 
gewisse Hilfssatze heranzuziehen, die eine von diesen Daten, d. h. von 
den Ergebnissen der Massenbeobachtung schlechterdings unabhangige 
Geltung haben und sich vielmehr aus dem herleiten lassen, was hin
sichtlich der betreffenden empirischen Vielheit und ihrer Elemente VOl' 

der Beobachtung, somit "begrifflich", feststand. Ein einfaches Bei
spiel hierfiir bietet der in der Bevolkerungsstatistik vielfach zur An
wendung kommende Satz, daB die Einwohnerzahl eines Gebiets am 
Ende eines gegebenen Zeitraums gleich ist der Einwohnerzahl dessel
ben Gebiets am Anfang des betreffenden Zeitraumes, vermehrt um die 
Zahl der inzwischen Geborenen und Zugewanderten und vermindert 
um die Zahl der inzwischen Gestorbenen und Abgewanderten. 

Derartige Hilfssatze sind an sich keine Statistik, weil sie nicht auf 
Massenbeobachtung beruhen. Aber sie kommen fiir die Statistik in 
Betracht und sagen unzweifelhaft etwas iiber das Verhalten von em
pirischen Vielheiten aus. Es handelt sich also auch hierbei um eine Er
kenntnis empirischer Vielheiten. Diese "apriorische", d. h. aus dem je
weils begrifflich Gegebenen hergeleitete Erkenntnis empirischer Viel
heiten solI, im Unterschied von der Statistik, als Sylleptik (von 
(Jvl..l..aftfJUyetv = zusammenfassen) bezeichnet werden. 

Obwohl die Sylleptik der Statistik gegeniiber eine dienende Stel
lung einnimmt, so ist darum ihre Bedeutung nicht gering zu schatz en :. 
sollen die statistischen Daten in korrekter und zweckmaBiger Weise 
gesammelt, geordnet und verarbeitet werden, so darf hierbei die Syllep
tik nicht zu kurz kommen, namentlich wenn es sich um kompliziertere 
Tatbestande handeltl). 

Empirische Vielheiten, sofern sie Gegenstand der Statistik und del' 
Sylleptik sind, brauchen nicht unbedingt aus groBen Zahlen von Ele
menten zu bestehen oder selbst in groBerer Zahl aufzutreten. W ohl 

1) Das einzige Gebiet der Statistik, dem eine sich als System darstellende 
Sylleptik gegeniibersteht, ist die Bevolkerungssta,tistik. Als erster Systematiker 
der "Bevolkerungssylleptik" tritt G. F. Knapp in seiner Schrift ,;Ober die Er
mittlung der Sterblichkeit aus den Aufzeichnungen der Bevolkerungsstatistik", 
Leipzig 1868, auf. 1m Sinne von Bevolkerungssylleptik habe ich friiher die Be
zeichnungen "Formale Bevolkerungslehre" (Mittlere Lebensdauer, Jena 1893, 
S. 30) und "Formale Bevolkerungstheorie" (Enzyklopadie der mathematischen 
Wissenschaften, Bd. I, S.839) gebraucht. Letztere Bezeichnung hat Czuber 
(Wahrscheinlichkeitsrechnung II, S. 90) von mir iibernommen, wahrend er friiher 
(Entwicklung, S. 227) hierfiir "Bevolkerungslehre" schlechthin gesagt hat, was 
sich schon aus dem Grunde verbietet, wei! darunter sonst etwas total Verschie
denes verstanden wird: namlich die Lehre von der Einwohnerzahl in ihrem Zu
sammenhang mit der Volkswirtschaft und dem Staat. Siehe L. Elster im Hand
worterbuch der Staatswissenschaften, 3. Aufl., II, S. 926. 
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abel' ist beides odeI' mindestens eines von beidem erforderlich, wenn es 
gilt, uber das Verhalten irgendwelcher empirischer Vielheiten vom 
Standpunkte del' Wahrscheinlichkeitstheorie aus etwas auszu
sagen. Diesem Standpunkte zufolge werden namlich die Elemente, 
aus denen sich die betreffenden empirischen Vielheiten zusammensetzen, 
unter die Herrschaft des "ZufalIs" gestellt und wird die dadurch be
dingte Unbestimmtheit und Unberechenbarkeit des Verhaltens del' 
empirischen Vielheiten auf die Weise uberwunden, daB man sie aus 
hinreichend zahlreichen Elementen bestehen odeI' in hinreichend groBer 
Zahl auftreten laBt. 

Die an del' Wahrscheinlichkeitstheorie orientierte, somit auf "das 
Gesetz del' groBen Zahlen" sich grundende Betrachtung empirischer 
Vielheiten moge als Stochastik (von awxd(ea{}at = zielen, mutmaBen) 
bezeichnet werden2 ). Die Stochastik ist nicht sowohl Wahrscheinlich
keitstheorie schlechthin, als vielmehr Wahrscheinlichkeitstheorie m 
ihrer Anwendung, sei es auf empirische Vielheiten uberhaupt, SOl es 
auf empirische Vielheiten einer bestimmten Art. 

Die Stochastik geht jeweils von gewi:,;sen Ansiitzen aus, die aprio
risch (im relativen Sinne des Wortes) sein konnen, abel' nicht apriorisch 
zu sein brauchen. Diese Ansatze stutz en sich vielmehr nicht selten auf 
ein empirisches, namentlich auf ein statistisches Wissen uber die be
treffenden empirischen Vielheiten. Es ist hier nicht del' Ort, auf die ver
schiedenen Modalitaten solch einer Verbindung von Stochastik und 
Statistik naher einzugehen 3). Nul' so viel moge hierzu bemerkt werden, 
daB erst die Durchdringung del' Statistik mit del' stochastischen Auf
fassungsweise ihr nicht nul' einen h6heren theoretischen Wert, sondern 
auch eine gri513ere praktische Bedeutung verleiht. 

Zu del' Sylleptik steht die Stochastik ebenso nahe wie die Statistik: 
die zwischen den empirischen Vielheiten, welche jeweils zum Gegenstand 
del' stochastischen Betrachtung gemacht werden, obwaltenden syllep
tischen Beziehungen bleiben auch fUr diese Betrachtung bestehen und 
durfen auch hier keinesfalls ignoriert werden. 

2) Bernoulli, S.213. Hier heiLlt es: "Conjicere rem aliquam est metiri 
illius probabilitatem: ideoque Ars Conjectandi sive Stochastice nobis defini
tur ars metiendi quam fieri potest exactissime probabilitates rerum, eo fine, ut 
in judiciis et actionibus nostris semper eligere vel sequi possumus id, quod melius, 
satius, tutius aut consultius fuerit deprehensum; in quo solo omnis Philosophi 
sapientia et Politici prudentia versatur." Somit bedeutet "Stochastik" auch 
fiir Bernoulli soviel wie angewandte Wahrscheinlichkeitstheorie; nur 
daB er in bezug auf die in Betracht kommcnden Anwendungen einen antiquierten 
Standpunkt vertritt. 

3) Manche Untersuchungen fallen gleichzeitig in das Gebiet der (angewandten) 
Wahrscheinlichkeitstheorie und in dasjenige der (mathematischen, d. h. in diesem 
Falle del' wahrscheinlichkeitstheoretisch fundierten) Statistik. 

1* 
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Wenn aber nach dem Vorstehenden die Statistik, die Sylleptik und 
die Stochastik zur Erforschung empirischer Vielheiten gleichzeitig bei
tragen, so muB nichtsdestoweniger zwischen dies en drei Betrachtungs
arten scharf unterschieden werden. Darin liegt die Grundbedingung 
eines bewuBten und sachgemiiBen Verhaltens des Forschers zu seinem 
Materia14). Dies gilt insbesondere auch fur das Problem der Itera
tionen. 

An die Spitze einer systematischen Untersuchung uber Iterationen 
gehort eine Sylleptik der Iterationen. Iterationen sind empirische 
Vielheiten besonderer Art. Sie setzen voraus, daB der Vorrat von Ele
menten, aus welchem Vielheiten gebildet werden, erstens ein geord
neter und zweitenl'l ein gegliederter il'lt. Das bedeutet, daB die in 
clem gegebenC1; Vorrat enthaltenen Elemente in einer bestimmten \Veise 
aufeinanderfolgen und daB sie sich nach bestimmten Merkmalen oder 
Merkmalkomplexen in soundso viele Arten einteilen lassen. Werden nun 
aus einem so charakterisierten Vorrat Elemente entnommen, die nach 
MaBgabe der vorgegebenen Anordnung ununterbrochen aufeinander
folgen und erweisen sich diese Elemente als gleichartig, d. h. als zu ein 
und derselben Art gehorig, so stellen sie, als empirische Vielheit betrach
tet, eine Iteration dar. 

Dem Begriff der Iteration ist der Begriff der Seq uenz ubergeordnet. 
Als solche erscheint eine empirische Vielheit, deren Elemente, wie im 
Fall einer Iteration, die vorgegebene Anordnung aufweisen, aber auch 
verschiedenartig sein konnen. Schon mit Rucksicht darauf, daB es mit 
zum Problem der Iterationen gehort, zu fragen, wie sich die Zahl der 
Iterationen zu der Zahl der Sequenzen steUt, ist es unbedingt erforder
lich, die SyUeptik der Iterationen zu einer Sylleptik der Seq uenzen 
zu erweitern. 

Manches von dem, was sich uber die Sequenzen in sylleptischer Hin
sicht aussagen laBt, findet abel' auch auf solche empirische Vielheiten 
Anwendung, die keine Sequenzen sind, aber es mit letzteren gemeinsam 
haben, daB sie aus einem geordneten Vorrat von Elementen gebildet 
sind. Durch diesen Umstand wird man dazu veranlaBt, noch uber die 
Grenzen einer Sylleptik del' Sequenzen hin"auszugehen und die syUep
tische Betrachtung auf empirische Vielheiten auszudehnen, die uber-

4) Die Statistiker gebcn sich oft keine Rechenschaft dariiber, daB sic bei 
dieser oder jener Gelegenheit, wenn auch in unmethodischer Weise, von der 
Stochastik Gebrauch machen. Die Physiker aber identifizieren mitunter die 
stochastische mit der statistischen Betrachtungsweise, indem sie von letzterer 
ohne Riicksicht auf ein wirkliches Zahlen der Elemente, aus denen die be
treffenden empirischen Vielheiten bestehen, sprechen und dabei eigentlich nur 
die Anwendung wahrscheinlichkeitstheoretischer Begriffe und Konstruktionen 
auf diese Vielheiten im Auge haben. Siehe z. B. M. Planck, Dynamische 
und statistischc GesetzmaBigkeit (Rektoratsrede), Berlin 1914. 
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haupt, d. h. ob mit oder ohne Einhaltung der vorgegebenen Anordnung 
aus einem geordneten Vorrat von Elementen gebildet werden konnen. 
Eine Sylleptik solcher Vielheiten kann als Syntagmatik (von 
ovywyp,a = das Geordnete) bezeichnet werden. 

Die Syntagmatik steht in einem gewissen Gegensatz zu der in der 
Sylleptik sonst iiblichen Betrachtungsweise. Letztere nimmt namlich 
auf die Anordnung der betreffenden Elemente keine Riicksicht und 
richtet ihr Augenmerk ausschlieBlich auf die Abgrenzung analoger 
Vielheiten bzw. so oder anders charakterisierter Teile einer Vielheit 
gegeneinander. Man moge daher eine so verfahrende Sylleptik als 
Horistik (von OetCClY = abgrenzen) bezeichnen6). 

Der syntagmatische Standpunkt kann entweder in reiner Form auf
treten, was noch bei den Sequenzen der Fall ist, oder aber sich mit dem 
horistischen verbinden, was sich schon bei den Iterationen zeigt. 

1m 1. Kapitel dieser Schrift, das die Dberschrift "Syntagmatik" 
tragt, wird in der Hauptsache nur soviel geboten, als fiir das Problem 
der Iterationen in Betracht kommt. Und was insbesondere den letzten 
Paragraphen dieses Kapitels anlangt, der speziell den Iterationen ge
widmet ist, so wird darin nur der einfachste Fall erortert, bei wel
chern zwei Arten von Elementen unterschieden werden. In dieser 
Beziehung werden die Darlegungen des 1. und auch des 3. Kapitels bis 
zu einem gewissen Grade durch die Betrachtungen in § 1 des 4. Kapitels 
erganzt. 

Erstes Kapitel. 

Syntagmatik. 

§ 1. Die Massen. 

Es sei eine endliche Zahl N irgendwelcher Elemente gegeben, 
die mit den Nummern 1,2 ... N versehen sind. Man ordne die Ele
mente so, daB auf ein beliebiges Element Nr. h, sofern h kleiner als N 
ist, das Element Nr. h + 1 und, sofern h = N, auf das Element Nr. N 
das Element Nr. 1 folgt. Auf diese Weise sind, wenn N nicht kleiner 
als 3 ist, was hier angenommen wird, jedem unter den N Elementen 
zwei Nachbarelemente zugeordnet, von denen das eine das vorge
ordnete und das andere das nachgeordnete heillen soIl. 1st h groBer 
als 1 und kleiner als N, so sind das die Elemente Nr. h - 1 und Nr. 
h + 1. Bei h = 1 ist das vorgeordnete Element das Element Nr. N 

6) 1m Griechischen bedeutet 6eIO'ft"tI (lat. horistice) den definierenden oder 
theoretischen Tell der Grammatik. Siehe R. Klotz, Handworterbuch der latei
nischen Sprache, Braunschweig 1879, I, S. 1705. 
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und das nachgeordnete Element das Element Nr. 2. Bei h = N ist das 
vorgeordnete Element das Element Nr. N - [ und das nachgeordnete 
Element das Element Nr. 1. 

Beliebige U durch ihre Nummern kenntlich gemachten Elemente 
aus der Zahl der N Elemente sollen, als Ganzes betrachtet, eine Masse 
zu U genannt werden. Dabei wird der besondere Fall, in welchem 
U = 1, mitberucksichtigt, so daB auch von Massen zu 1 gesprochen wer
den wird. Sofern aber U groBer als 1 ist, gehOrt es nicht zum Begriff der 
Masse, daB sie aus verschiedenen Elementen besteht. Die einzelnen 
Elemente diirfen vielmehr auch mehrfach in derselben Masse vertre
ten sein. 

Man kann eine Masse symbolisch in der Weise darstellen, daB man 
die Nummern aller in ihr enthaltenen Elemente in natiirlicher Reihen
folge hinschreibt und die so gebildete Zahlenreihe in (eckige) Klammern 
einschlieBt. Demnach bedeutet z. B. [2, 3, 3, 5, 6] eine Masse, be
stehend aus den einfach genommenen Elementen Nr. 2, 5, 6 und dem 
zweifach genommenen Element Nr. 3. Die durch ihre Nummern bezeich
neten, jedes soundso viele Male in einer Masse vorkommenden Ele
mente bilden ihren In hal t. Die Zahl (U) der in einer Masse enthalte
nen und dabei entsprechend der Haufigkeit ihres Vorkommens in An
satz gebrachten Elemente gibt den Umfang der betreffenden Masse 
an. Massen, die keine Elemente miteinander gemeinsam haben, mogen 
als inhaltsfremd, Massen, die mindestens ein Element miteinander 
gemeinsam haben, als inhaltsverwandt bezeichnet werden. Massen, 
die in bezug auf ihren 1nhalt miteinander vollstandig ubcreinstimmen, 
sollen identische Massen hciBen l ). 

1st eine Masse so beschaffen, daB darin n verschiedene Elemente 
aus der Zahl der N Elemente je g Male, und die iibrigen N - n Ele
mente je g - 1 Male enthalten sind, so soll sie eine q ualifizierte 
Masse, und zwar einequalifizierte Masse g-ten Grades, heiBen. Bezeich
net man den Umfang solch einer Masse mit Ug,n, so hat man: 

(1) Ug , n = g n + (g - 1) (N - n) 

oder auch 
(2) U g, n = (g - 1) N + n . 

Die n Elemente, die je g-fach in die Masse eingehen, mogen bevor
z ugte Elemente, die N - n Elemente, die je g - 1 - fach in die Masse 
eingehen, mogen benachteiligte Elemente heiBen. Trifft man die 
Bestimmung, daB n nicht Null sein darf und dementsprechend N - n 
immer kleiner als N ist, so erhalt man als Grenzfall den Fall, in welchem 

I) Es diirftc sich von selbst verstehcn, daB wenn weiter unten im Text von 
der Zahl irgendwie naher determinierter Massen die Rede ist, damit stets nicht
identische Massen gemeint sind. 
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n = N, N - n = 0 und dementsprechend Ug , n = g N. Somit hat man 
es, wenn N in Ug,n aufgeht und die Division g ergibt, mit einer Masse 
g-ten Grades zu tun. Solch eine Masse, deren Eigentumlichkeit darin be
steht, daB sie keine benachteiligten Elemente enthalt, solI eine v 0 11-
kommene q ualifizierte Masse g-ten Grades heiBen. 

Der Umfang einer qualifizierten Masse g-ten Grades (Ug,n) kann, 
der Formel (2) zufolge, nicht kleiner als (g - 1) N + 1 und nicht groBer 
als g N sein. Was aber die Zahl der qualifizierten Massen g-ten Grades, 
die aus N Elementen gebildet werden konnen, anlangt, so ist es klar, 
daB sie von g nicht abhangt. Die in Frage stehende Zahl, die mit M 
bezeichnet werden moge, richtet sich vielmehr danach, wie viele ver
schiedene Werte die GroBe n annehmen kann und wie viele Kombina
tionen (ohne Wiederholung) sich aus N Elementen zur n-ten Klasse 
bilden lassen. Zerlegt man daher M in N Summanden mn nach der 
Zahl der Werte die n annehmen kann, so findet man: 

N 

(3) M=23 mn' 
1 

(4) mn = (~), 
mithin 

(5) M = 2N - 1. 

Beis piel. Es sei N = 3, g = 1. Nach Formel (5) ist M = 7 . 
Die betreffenden qualifizierten Massen sind: [1], [2], [3], [1, 2], [1, 3], 
[2, 3], [1, 2, 3]. Die letzte unter diesen 7 Massen ist eine vollkommene 
qualifizierte Masse ersten Grades. 

Als Zusammenmisch ung von zwei Massen solI die Zusammen
fassung von zwei Massen zu einem neuen Ganzen verstanden werden, 
in welches aIle in den beiden Massen enthalt,enen Elemente eingehen, 
und zwar jedes so viele Male, als es in den beiden Massen zusammen
genommen vorkommt. Durch Zusammenmischung von zwei Massen ent
steht immer eine neue Masse. Durch Zusammenmischung von zwei 
qualifizierten Massen desselben Grades und gleichen Umfangs entsteht 
eine neue qualifizierte Masse nur in dem besonderen Fall, wenn sich von 
den bevorzugten Elementen der einen Masse kein einziges unter den 
bevorzugten Elemelltell der allderen Masse vorfindet. Erganzell sich 
dabei die bevorzugten Elemente der beiden Massen gegellseitig zu einer 
vollkommenen q ualifizierten Masse (ersten Grades), was an die Be
dingung geknupft ist, da.B N eine gerade Zahl ist, so kommt durch 
Zusammenmischung der beiden Massen eine vollkommene qualifizierte 
Masse zustande. 
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§ 2. Die Gruppen. 
Eine q ualifizierte Masse crsten Grades solI Gru ppe heiBen. 

Setzt man in Formel (2) des § 1 g = 1, so reduziert sich der Umfang 
der Masse bzw. der Gruppe auf n. Diese n Elemente, die sonst, d. h. 
im Fall einer Masse beliebigen Grades die bevorzugten waren, erschei
nen im Fall einer Gruppe als die vorhandenen, wahrend die N - n 
Elemente, die sonst die benachteiligten waren, jetzt die fehlenden 
sind. Es folgt aus obiger Definition, daB eine Gruppe aus lauter ver
schiedenen Elementen besteht, ferner daB eine Masse zu 1 eine 
Gruppe ist, und schlieBlich, daB der Inbegriff aller N Elemente, da er 
sich als vollkommene qualifizierte Masse ersten Grades darstellt, eben
falls eine Gruppe darstellt. Diese Gruppe mage als Totalgruppe, alle 
ubrigen Gruppen als Partialgruppen bezeichnet werden 1). Unter 

1) Die von mir zwischen "Masse" und "Gruppe" gemachte Unterscheidung 
derzufolge eine "mehrfache Besetzung" bei der Masse moglich und bei der Gruppe 
ausgeschlossen ist, ist nicht iiblich. Insbesondere werden in der Statistik die beiden 
in Frage stehenden Ausdriicke als Synonyma angesehen. Dazu kommt, daB, 
wahrend meine Begriffe "Masse" und "Gruppe" auf die Bcschaffenheit der FaIle, 
die in eine Masse oder Gruppe eingehen, nicht Bezug zu nehmen brauchen, sonst 
unter Masse (oder Gruppe) stets eine Vielheit von Einzelfallen (z. B. von Indi
viduen) verstanden wird, die ~ich dureh irgendein lHerkmal oder einen Merkmal
komplex von anderen ahnlichen Einzelfallen unterscheiden. Siehe A. Meitzen, 
Geschichte, Theorie und Technik der Statistik, Berlin 1886, S. 77-79, und Georg 
von Mayr, Statistik und Gesellschaftslehre, 1. Bd., 2. Auf I., Tiibingen 1914, S. 3. 
Gleicherweise bedeutet der von G. F. K na p p in die mathematische Statistik 
eingefiihrte Ausdruck "Gesamtheit" (Ermittlung der Sterblichkeit, S. 5-6), daB 
eine Abgrenzung der in Frage stehenden Vielheit nach auBen (z. B. durch Angabe 
von Zeitkoordinaten) stattfindet. VgI. mein Referat iiber "Die Deckungsmethoden 
der Sozialversicherung" (Gutachten usw. des VI. Intemationalen Kongresses 
fiir Versicherungs-Wissenschaft, Wien 1909, 1. Bd., S. 476), wo ich "Gruppen 
von Versicherten" und "Gruppen von Versicherungsabschnitten" bilde, wobei 
das Wort "Gruppe" im gewohnlichen Sinne bzw. im Sinne des Knappschen 
Terminus "Gesamtheit" gebraucht wird. Ich beabsichtigc auch nicht, diesen 
Gebrauch des Wortes "Gruppe" (bzw. "Masse") in Zukunft zu vermeiden. Nur 
bei Problemen, die in dieser Schrift behandelt werden und wohl auch bei einigen 
anderen empfiehlt sich meines Erachtens die hier gemachte Unterscheidung 
zwischen Masse und Gruppe. Diese Unterscheidung laBt sich z. B. dazu verwerten, 
um in der Wahrscheinlichkeitsrechnung den "Fall der nicht zuriickgelegten 
Kugel ", der sonst etwas stiefmiitterlich behandelt zu werden pflegt und ohne 
ausreichende Motivierung auf den Plan tritt (namlich als eines unter vielen Bei
spielen, so bei Czuber, I, S. 183, als das 92ste, bei Markoff, S. 113, deutsch 
S. 92, als das erste im Kapitel 4, welches lauter "Beispiele "enthalt), ins rechte 
Licht zu setzen. Denkt man sich namlich, daB es unter den N Elementen P Ele
mente einer Art und Q Elemente einer anderen Art gibt (P + Q = N) und 
daB aus der Zahl dieser Elemente einige auf "zufalligem" Wege zusammengefaBt 
werden, wobei sich unter 8 zusammengefaBten Elemente x Elemente der einen 
und 8 - x Elemente der anderen Art befinden, so entsteht die Frage nach dem 
MaB der zu erwartenden Abweichung des Verhaltnisses x : 8 von dem Verhalt
nis P: N. Je nachdem nun die 8 Elemente nach dem Prinzip der "Masse" oder 
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den Elementen einer Gruppe soli dasjenige Element, welches die hochste 
Nummer tragt, das hochste, dasjenige, welches die niedrigste Nummer 
tragt, das niedrigste genannt werden. 

Die Frage nach der Zahl der Gruppen zu n sowie aller Gruppen, 
die sich aus N Elementen bilden lassen, ist bereits im § 1 erledigt. 

Durch Z usa m me n misch u ng von zwei inhaltsfremden Gruppen 
entsteht immer eine neue Gruppe, durch Zusammenmischung von zwei 
inhaltsverwandten Gruppen kann keine neue Gruppe entstehen, son
dem es ergibt sich bei vorliegender 1nhaltsverwandtschaft stets eine 
Masse, die keine Gruppe ist. Handelt es sich dabei um zwei inhalts
verwandte Gruppen zu n, so kommt eine qualifizierte Masse (zweiten 
Grades) nur dann zustande, wenn es kein Element unter den N Ele
menten gibt, welches nicht in einer der beiden Gruppen enthalten ware, 
oder, kiirzer ausgedriickt, nur dann, wenn die beiden in Frage stehenden 
Gruppen zusammen den Vorrat N erschopfen. 1st m die Zahl der den 
beiden Gruppen gemeinsamen Elemente, so findet die soeben formulierte 
Bedingung ihren algebraischen Ausdruck darin, daB 2 n - m = N, 
oder daB 

N+m 
n= 

2 
(1) 

In diesem Fall enthalt die durch Zusammenmischung entstehende 
Masse m Elemente je zweimal und N - m oder 2 (n - m) Elemente 
je einmal. Wenn aber die Ungleichung 

(2) N + m n< 2 

nach dem Prinzip der "Gruppe" zusammengefaBt werden, handelt es sich eben 
um einen der beiden Falle der zuriickgelegten und der nicht zUrUckgelegten Kugel 
("Massenschema" und "Gruppenschema"). So wird letzterem Fall der ihm ge
biihrende Platz im System der Wahrscheinlichkeitsrechnung (die mir in systemato
logischer Hinsicht einstweilen, so bei Czuber, Markoff, Bruns, noch als teil
weise unfertig erscheint) zugewiesen, und er hort auf ein bloBes "Beispiel" zu 
sein. Mein Gruppenbegriff deckt sich mit dem Begriff des "Kollektivgegenstandes", 
wie ihn G. Th. Fechner (KollektivmaBlehre, Leipzig 1897, S. 3) und, nicht ganz 
mit ihm und unter sich iibcreinstimmend, seine Anhanger (G. Fr. Lipps, Die 
Theorie der Kollektivgegenstande, Leipzig 1902, S. 46-47, und Bruns, Wahr
scheinlichkeitsrechnung, S. 96) definieren, aus dem Grunde nicht, weil es fUr den 
Kollektivgegenstand, moge man dem Wort eine etwas engere oder eine etwas 
weitere Deutung geben, wesentlich ist, daB die ihn bildenden Exemplare nach ge
wissen Unterscheidungsmerkmalen eingeteilt sind, was mein Begriff der Gruppe 
nicht ausschlieBt, aber nicht erfordert. So kann man denn sagen, daB es sich 
bei dem iiblichen Begriff der Masse, Gruppe, Gesamtheit um eine abgegrenzte, 
bei dem Begriff des Kollektivgegenstandes um eine gegliederte, bei meinem 
Massen- und Gruppenbegriff um eine geordnete Vielheit handelt. Den Aus
druck "Menge" habe ich vermieden, um eine Beziehung (zur Mengenlehre), die 
so gut wie gar nicht vorhanden ist, dem Leser nicht vorzutauschen. 
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statt hat, so ergibt die Zusammenmischung eine Masse, in welcher 
einige der N Elemente, und zwar wiederum m Elemente je zweimal, 
weitere 2 (n - m) Elemente je einmal und die i'tbrigen N - 2 n + m 

kein einziges Mal enthalten sind. Der Fall n> N ~ mist ausge

schlossen, weil die Zahl der in den beiden Gruppen enthaltenen ver
schiedenen Elemente, die durch 2 n - m ausgedrnckt wird, offenbar 
nicht groBer als N sein kann. 

Eine von der Zusammenmischung abweichende Art der Zusammen
fassung von Gruppen ist die Zusammenlegung. Es solI mit diesem 
Ausdruck eine Operation bezeichnet werden, die darin besteht, daB 
aus zwei Gruppen ein neues Ganzes gebildet wird, welches samtliche in 
beiden zugleich oder nur in einer der beiden Gruppen vorkommenden 
Elemente je einmal enthalt. Hiernach kann durch Zusammenlegung 
zweier inhaltsverwandten Gruppen offenbar nichts anderes als eine neue 
Gruppe entstehen, und zwar ist diese neue Gruppe die Totalgruppe 
oder eine Partialgruppe, je nachdem die beiden Gruppen, aus denen sie 
gebildet wird, den Vorrat N erschOpfen oder nicht erschopfen. 

Jedes in einer Gruppe enthaltene Element ist entweder 1. Binnen
element, oder 2. Grenzelement, oder 3. Einzelelement. 

Zu 1. Ein Binnenelement ist dadurch charakterisiert, daB die 
beiden ihm zugeordneten Nachbarelemente in der betreffenden Gruppe 
mitenthalten sind. 

Zu 2. Ein Grenzelement ist dadurch charakterisiert, daB von 
den beiden ihm zugeordneten Nachbarelementen das eine in der be
treffenden Gruppe mitenthalten ist und das andere nicht. Je nachdem 
das fehlende Element das vorgeordnete oder das nachgeordnete Ele
ment ist, solI das Grenzelement als Anfangselement oder als End
element bezeichnet werden. 

Zu 3. Ein Einzelelement ist dadurch charakterisiert, daB sich 
keines der beiden ihm zugeordneten Nachbarelemente unter den ubrigen 
in der betreffenden Gruppe mitenthaltenen Elementen vorfindet. 

Beispiele. 

1. Es sei N = 5, n = 5. Die Gruppe besteht aus den Elementen 
Nr. 1,2,3,4,5. Das sind lauter Binnenelemente. 

2. Es sei N = 7, n = 4. Die Gruppe besteht aus den Elementen 
Nr. 2, 3, 5, 6. Das sind lauter Grenzelemente, und zwar sind die 
Nr. 2 und 5 Anfangselemente, die Nr. 3 und 6 Endelemente. 

3. Es sei N = 10, n = 3. Die Gruppe besteht aus den Elementen 
Nr. 1, 4, 8. Das sind lauter Einzelelemente. 

4. Es sei N = 9, n = 6. Die Gruppe besteht aus den Elementen 
Nr. 1,3,4,7,8,9. Die Nr. 8 und 9 sind Binnenelemente, die Nr. 1,3, 
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4, 7 Grenzelemente, und zwar sind die Nr. 3 und 7 Anfangselemente, 
die Nr. 1 und 4 Endelemente. 

5. Es sei N = 10, n = 5. Die Gruppe besteht aus den Elementen 
Nr. 2, 3, 5, 8, 10. Die Nr. 2 und 3 sind Grenzelemente, und zwar Nr. 2 
Anfangselement, Nr. 3 Endelement, die Nr. 5, 8 und 10 sind Einzel
elemente. 

6. Es sei N = 20, n = 11. Die Gruppe besteht aus den Elementen 
Nr. 1,2,5, 6, 7, 10, 11, 14, 16, 19,20. Die Nr. 1,6,20 sind Binnen
elemente; die Nr. 2, 5, 7,10,11,19 Grenzelemente, und zwar die Nr. 
5, 10, 19 Anfangselemente, die Nr. 2, 7, 11 Endelemente; die Nr. 14 
und 16 sind Einzelelemente. 

Abgesehen von den beiden Grenzfallen, in denen n = 1 oder n = N, 
enthalt eine Gruppe mindestens zwei Elemente, die keine Binnen
elemente sind. Dies kann wie folgt bewiesen werden. Es sei k das nied
rigste und K das hOchste Element der Gruppe. Da k > 1 und K < N, 
so kommen die vier folgenden FaIle in Betracht: 

1. k=l, K<N. 
2. k = 1, K = N. 
3. k> 1, K <N. 
4. k> 1, K = N. 

Im 1. Fall ist Nr. N in der Gruppe nicht enthalten. Dem Element 
Nr. 1, das in der Gruppe mitenthalten ist, ist aber Nr. N vorgeordnet. 
Foiglich ist Nr. 1 entweder Grenzelement oder Einzelelement. Das dem 
Element Nr. K nachgeordnete Element Nr. K + 1 (es kann nicht Nr. 1 
sein, weil K < N, aber es kann Nr. N sein) ist aber in der Gruppe nicht 
enthalten, weil sonst Nr. K nicht das hOchste Element ware. Foiglich 
ist Nr. K entweder Grenzelement oder Einzelelement. 

Im 2. Fall sei Nr. l das niedrigste (d. h. das mit der niedrigsten 
Nummer versehene) und Nr. L das hochste (d. h. das mit der hoch
sten Nummer versehene) Element unter denjenigen aus der Zahl der 
N Elemente, die in der Gruppe nicht enthalten sind, wobei es nicht 
ausgeschlossen sein soIl, daB l = L. Man hat offenbar l > 1 und L < N. 
Keines der Elemente Nr. l- 1 und Nr. L + 1, die beide in der Gruppe 
enthalten sind, ist Binnenelement. 

Im 3. Fall sind die Elemente Nr. k - 1 und Nr. K + 1 in der Gruppe 
nicht enthalten. Folglich ist weder das Element Nr. k, noch das Element 
Nr. K Binnenelement. 

Im 4. Fall fehlt das dem Element Nr. N nachgeordnete Element 
Nr. 1, und das dem Element Nr. k vorgeordnete Element Nr. k - 1 
(welches auch Nr. 1 sein kann). Foiglich ist weder das Element Nr. k, 
noch das Element Nr. N Binnenelement. 

Somit lassen sich in der Tat in jedem der vier moglichen Fane zwei 
Elemente nachweisen, die keine Binnenelemente sind. 
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§ 3. Die Sequenzen. 

Enthalt eine Gruppe an Elementen, die keine Binnenelemente sind, 
haehstens ein Einzelelement oder zwei Grenzelemente, so soIl sie als 
Seq uenz bezeiehnet werden. 

Hieraus folgt, daB die Totalgruppe, da sie aus lauter Binnenelementen 
besteht, eine Sequenz ist. Ebenso fallt jede Gruppe zu 1, da sie nur ein 
Einzelelement enthalt, unter den Begriff der Sequenz. 

Was aber eine Partialgruppe zu 2 oder mehr Elementen anlangt, 
so muB sie von Einzelelementen frei sein, wenn sie eine Sequenz sein 
solI. Denn jede Partialgruppe zu 2 oder mehr Elementen enthalt, wie 
am SehluB des § 2 gezeigt ,vorden ist, mindestens zwei Elemente, die 
keine Binnenelemente sind. 

Eine Sequenz, die der Bedingung 1 < n < N Genuge leistet, -
eine solehe Sequenz mage als eine regulare, dagegen eine Sequenz 
zu 1 oder zu N als eine irregulare bezeiehnet werden - setzt sieh 
demnaeh aus einer bestimmten Zahl von Binnenelementen (die auch 
Null sein kann) und aus zwei Grenzelementen zusammen, von denen in 
den Fallen 1, 3 und 4 des § 2 Nr. k Anfangselement und Nr. K End
element und im Fall 2 des § 2 Nr. L + 1 Anfangselement und Nr. r-=1 
Endelement ist. 

Es lassen sieh somit zwei Klassen von regularen Sequenzen unter
seheiden: einreihige reguHire Seq uenzen, derEn Elemente, naeh 
der naturliehen Folge ihrer Nummern geordnet, eine Reihe, namlich 
die Reihe 

(1) k, k + 1, k + 2, ... K 

bilden, und zweireihige regulare Seq uenzen, deren Elemente 
naeh der natilrliehen Folge ihrer Nummern geordnet, zwei Reihen, 
namlieh die Reihe 
(2) 

und die Reihe 
(3) 

I,2, ... l-1 

L+l,L+2, ... N 

bilden. DaB in den Reihen (1), (2) und (3) keine Nummer "ubersprun
gen" werden darf, ist klar; dadurch wnrden sich namlich Binnenele
mente in Grenz- oder Einzelelemente und gegebenen Falles Grenzele
mente in Einzelelemente umwandeln, womit die betreffende Gruppe 
ihren Charakter als Sequenz einbuBen wu.rde. 

Die Einteilung der regularen Sequenzen in einreihige und zwei
reihige deckt sich nach dem Vorstehenden vollstandig mit der Eintei
lung in solehe regulare Sequenzen, welche die beiden Elemente Nr. 1 
und N nicht gleichzeitig enthalten, und in solche, welche diese beiden 
Elemente gleichzeitig enthalten. 
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Bezeichnet man das Anfangselement einer regularen Sequenz mit N r. a, 
deren Endelement mit Nr. z und die Zahl der in ihr enthaltenen Elemente 
oder ihre Lange, nach wie vor, mit n, so findet man bei einreihigen regu
larenSequenzen, mit Riicksicht auf (I): a = k, z = K, n = K - k + 1 
und folglich n = z - a + 1, oder auch 

(4) z = a + n - 1 

und bei zweireihigen Sequenzen, mit Riicksicht auf (2) und (3): 

a=L+l,z=l-l,n=l-I+N-L 

und folglich 

oder auch 
n = z + N - a + 1, 

(5) z = a + n - 1 - N. 

Dementsprechend erscheint, da 1 s z < N, die Ungleichung bzw. 
Gleichung 
~ a+n-l<N 

als Kriterium einer einreihigen, und die Ungleichung 

(7) a + n- 1 > N 

als Kriterium einer zweireihigen regularen Sequenz. 
Somit ist bei einem gegebenen N der Inhalt einer regularen Sequenz 

durch Angabe der Nummer ihres Anfangselements (a) und ihrer 
Lange (n) eindeutig bestimmt. 1st (6) erfUllt, so besteht die betreffende 
(einreihige) Sequenz aus den Elementen Nr. 

(8) a, a + 1, ... a + n - 1. 

1st (7) erfiillt, so besteht die betreffende (zweireihige) Sequenz aus den 
Elementen Nr. 
(9) 
und 
(10) 

1,2, ... a+n-I-N 

a, a+l, ... N. 

In folgendem solI die Reihe (9) als un tere, die Reihe (10) als 0 bere 
Reihe bezeichnet werden. 

Es solI femer eine regulare Seq uenz, deren Anfangselement Nr. a 
und deren Lange n ist, durch das Symbol (a, n) dargestellt werden. 
Was aber die irregularen Sequenzen, namlich die aus samtlichen N 
Elementen bestehende Sequenz (die Totalgruppe) und eine beliebig aus 
einem Element (Nr. h) bestehende Sequenz anlangt, so moge erstere 
durch (I, N) und letztere durch (h, I) dargestellt werden. Das Symbol 
(a, n) laBt sich hiemach dahin deuten, daB darin a die Nummer des An
fangselements und in Ermangelung eines Anfangselements die Nummer 
des niedrigsten Elements bzw. des (einzigen) Einzelelements der Se
quenz und n jeweils die Lange der Sequenz angibt. 
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Die Beziehung des Symbols (a, n) zu dem im § 1 (zur Bezeichnung 
von Massen) benutzten Symboll1iBt sich \Vie folgt klarmachen. Man hat: 
1. in dem Fall einer einreihigen regularen Sequenz 

(II) (a, n) = [a, a + 1, ... a + n - 1] , 

2. in dem Fall einer zweireihigen reguHiren Sequenz 

(12) (a, n)=[I, 2, ... a+n-1-N,a,a+1. .. N], 

3. in dem Fall der Totalgruppe 

(13) (1, N) = [1, 2, ... N] 

und 4. in dem Fall einer Grllppe bzw. Sequenz Zll 1 

(14) (h, 1) = [h]. 

Den Formeln (13) und (14) zufolge stellen sich die irregularen Se
quenzen stets als ei ne Reihe, niemals aber als zwei Reihen dar. Es er
gibt sich daher, wenn man die Sequenzen uberhaupt in die beiden 
Klassen der einreihigen und der zweireihigen einteilt, daB zu der ersten 
Klasse die irregularen Sequenzen und von den regularen diejenigen, 
welche die beiden Elemente Nr. 1 und N nicht gleichzeitig enthalten, 
zu der zweiten Klasse aber diejenigen reglllaren Sequenzen gehoren, 
welche diese beiden Elemente gleichzeitig enthalten. 

Es sei (bei einem gegebenen Vorrat von N Elementen) die Zahl der 
Sequenzen zu n, die sich uberhaupt bilden lassen, mit 8n und die Zahl 
der einreihigen darunter mit tn bezeichnet. Man hat offenbar, soweit 
n<N, 
(15) 8n = N , 

weil bei den regularen Sequenzen die Nllmmer des An£angselements a, 
bei den Sequenzen zu 1 die Nummer des Einzelelements h N ver
schiedene Werte annehmen kann, und in dem Fall, wo n = N, 

(16) 8.v = 1. 

Was aber tn anlangt, so erhalt man, da mit Rucksicht auf (6) hier 
nicht jeweils N, sondern bloB N - n + 1 verschiedene Werte von a 
in Betracht kommen: 
(17) tn=N-n+ 1. 

Bezeichnet man ferner mit S die Gesamtzahl der Sequenzen, die 
sich uberhaupt bilden lassen, und mit T die Zahl der einreihigen 
darunter, so findet man unter Berucksichtigung der Formeln (15), (16) 
und (17): 
(18) 

und 

(19) 

S=N(N-l) + 1 

.v_~ N(N + 1) 
T = 1 + L.' (N - n + ]) = --'---

I 2 
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Dementsprechend ist die Zahl aller zweireihigen Sequenzen durch 

(20) 

gegeben. 

S _ T = (N - 1) (N - 2) 
2 

15 

Wenn 1 < n < N, d. h. wenn es sich um regulare Sequenzen 
handelt, befinden sich unter den N Seq uenzen zu n aueh in hal t s
verwandte Seq uenzen, d. h. solehe, die sieh zum Teil aus gleiehen 
Elementen zusammensetzen. .Man betraehte zwei inhaltsverwandte 
Sequenzen gleieher Lange (a, n) und (b, n), wobei b > a und die Zahl 
del' den beiden Sequenzen gemeinsam angehorenden Elemente gleieh m 
gesetzt werden solI. Es empfiehlt sich bei del' anzustellenden Be
traehtung, die drei folgenden allein mogliehen FaIle auseinander
zuhalten: A. Die beiden Sequenzen sind einreihig. B. Die Sequenz 
(a, n) ist einreihig, die Sequenz (b, n) zweireihig. C. Die beiden Se
quenzen sind zweireihig. Es ist, mit Rueksieht auf Formel (7) und 
die Ungleiehung b > a, ausgesehlossen, daB die Sequenz (a, n) zwei
reihig und gleiehzeitig die Sequenz (b, n) einreihig ist. 

Hier hat man 
(21) 

Fall A. 

b+n-l~N, 

und damit sieh die beiden Sequenzen (a, n) und (b, n) als inhalts
verwandt erweisen, muB die Bedingung 

(22) a+n-l>b 

erfullt sein. Sollen abel' die Sequenzen (a, n) und (b, n) m Elemente 
miteinander gemeinsam haben, so muB das Endelement del' Sequenz 
(a, n) als m-tes Element del' Sequenz (b, n) auftreten. Daher denn 

und folglieh 
(23) 

a+n-l=b+m-l 

m = n - (b - a). 

Die 1n gemeinsamen Elemente, fur sieh betrachtet, bilden eine Sequenz, 
namlieh die Sequenz (b, m). 

Dureh Zusammenlegung del' beiden Sequenzen (a, n) und (b, n) 
entsteht eine neue Sequenz, die aus den Elementen Nr. a, a + 1 ... 
b + n - I besteht. Die Zahl del' in diesel' Sequenz enthaltenen Ele
mente ist durch b + n - a odeI' laut Formel (23) durch 2 n - m ge
geben. Del' Ausdruek 2 n - m leuehtet ubrigens aueh unmittelbar 
ein. Die betreffende dureh Zusammenlegung entstehende Sequenz ist 
also die Sequenz (a, 2 n - m), die eine reguHire Sequenz ist, es sei 
denn, daB a = 1 und b + n - 1 = N bzw. b = 1 + N - n, wo durch 
Zusammenlegung die Sequenz (1, N), d. h. die Totalgruppe zustande 
kommt. 
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Fall B. 
Es bestehen die Ungleichungen bzw. Gleichungen 

(24) 
und 
(25) b+n-l>N. 

Eine Inhaltsverwandtschaft zwischen den Sequenzen (a, n) und (b, n) 
kann nicht nur durch die Ungleichung bzw. Gleichung (22), sondern 
auch durch die Ungleichung bzw. Gleichung 

(26) b + n - 1 - N > a 

herbeigefuhrt werden. Es kommen somit die folgenden drei Moglich
keiten in Betracht: 

l. a+n-l~b und b+n-l-N<a 

2. a+n-l<b und b+n-l-N>a 

3. a+n-l>b und b+n-l-N>a. 

Zu l. Die m gemeinsamen Elemente, fur sich betrachtet, bilden 
wiederum die (einre;hige) Sequenz (b, m), 

Zu 2. Die m gemeinsamen Elemente, fur sich betrachtet, bilden 
die (einreihige) Sequenz (a, m). 

Zu 3. Die m gemeinsamen Elemente, fur sich betrachtet, bilden 
zwei getrellllte Sequenzen, und zwar, wenn man 

(27) a + n - b = d 

setzt, einerseits die Sequenz (b, d) und andererseits die Sequenz 
(a, m - d). 

Was die Zahl der gemeinsamen Elemente (m) anlangt, so gilt im 
Fall B 1 Formel (23). 1m Fall B 2 erhalt man: 

m = (b + n - 1 - N) - a + 1 
oder 
(28) m = b - a - (N - n) 
und im Fall B 3 

m = (a + n - 1) - b + 1 + (b + n - 1 - N) - a + 1 
oder 
(29) m=2n-N. 

Bezuglich der Zusammenlegung der heiden Sequenzen (a, n) und 
(b, n) ergibt sich folgendes: 

1m Fall B 1 ist die durch Zusammenlegung von (a, n) und (b, n) 
entstehende Sequenz durch die heiden Nummernreihen 

1,2 ... b+n-l-N 

a,a+ 1. .. N 
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dargestellt, und SIe ist eine reguHire Sequenz, es sei denn, daB 
(b + n - 1 - N) + 1 = a, oder daB b = a + N - n, wo sich die 
Sequenz (1, N) ergibt. 

1m Fall B 2 ist die durch Zusammenlegung von (a, n) und (b, n) 
entstehende Sequenz durch die beiden Nummernreihen 

1,2 ... a+n-l 

b, 6-+1 ... N 

dargestellt, und SIe ist eine regulare Sequenz, es sei denn, daB 
(a + n - 1) + 1 = b oder daB b = a + n, wo sich die Sequenz 
(1, N) ergibt. 

1m Fall B 3 entsteht durch Zusammenlegung von (a, n) und (b, n) 
stets die Sequenz (1, N), wie dies auch aus Formel (29) hervorgeht, 
weil ja die Zahl der Elemente, welche die durch Zusammenlegung 
entstehende Sequenz enthalt, stets durch 2 n - m, somit in diesem 
Fall, laut Formel (29), durch N gegeben ist. 

Fall C. 

Es besteht neben der Ungleichung (25) die Ungleichung 

(30) a + n - 1 > N, 

und dementsprechend ist die Sequenz (a, n) durch die beiden Nummern
reihen 

1,2 ... a+n-l-N 

a, a + 1 ... N 

und die Sequenz (b, n) durch die beiden Nummernreihen 

1,2 ... b+n-l-N 

b, b+f ... N 

dargestellt. Die den beiden Sequenzen gemeinsam angehorenden Ele
mente sind Nr. 1, 2 ... a + n - 1 - N und b, b + 1 ... N. Sie 
bilden eine Sequenz, namlich die Sequenz (b, m). Man erhalt ferner: 
m = a + n - 1 - N + N - b + 1 oder in Ubereinstimmung mit 
Formel (23): m = n - (b - a). SchlieBlich ergibt hier die Zusammen
legung von (a, n) und (b, n) die durch die beiden Nummernreihen 

1,2 ... b+n-l-N 

a, a + 1 ... N 

dargesteIlte zweireihige Sequenz, welche eine regulare ist, es sei denn, 
daB (b + n - 1 - N) + 1 = a oder daB b = a + N - n, wo sich die 
Sequenz (1, N) ergibt. 

Auf obige Betrachtungen tiber die FaIle A, B und a Bezug nehmend, 
kann man zwischen einseitiger und doppelseitiger Inhalts-

v. Bortkiewicz, Iterationen. 2 
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verwandtschaft unterscheiden, je nachdem die den beiden Sequenzen 
(a, n) und (b, n) gemeinsam angehorenden m Elemente eine Sequenz 
oder zwei getrennte Sequenzen bilden. Eine doppelseitige Inhalts
verwandtschaft kommt nach dem Vorstehenden nur im Fall B 3 zu
stande, d. h. wenn die Sequenz (a, n) eine einreihige und die Sequenz 
(b, n) eine zweireihige ist und wenn gleichzeitig die beiden Formeln (22) 
und (26) zutreffen, d. h. wenn einerseits b - a < n - 1 und anderer
seits b - a > N - n + 1. Dies setzt voraus, daB n - 1 > N - n + I, 
oder daB 

(31) 

bzw. 

(32) 

Wenn also umgekehrt 

(33) 

bzw. 

(34) 

N<2(n-l) 

n>t(N + 2). 

N>2(n-l) 

n < t(N + 2), 

so ist doppelseitige Inhaltsverwandtschaft ausgeschlossen. Man ge
langt iibrigens zu den Formeln (31) bis (34), auch wenn man von (29) 
ausgeht. Es liegt namlich im Begriff der doppelseitigen Inhalts
verwandtschaft, daB m:?: 2, woraus dann auf der Grundlage der 
Formel (29) und in Dbereinstimmung mit der Formel (31) 2 n - N:?,: 2 
folgt. 

Es hat sich zugleich gezeigt, daB die Zusammenlegung einseitig 
inhaltsverwandter Sequenzen, abgesehen von den besonderen Fallen, 
die durch die Bedingungsgleichungen b = 1 + N - n, b = a + N - n 
und b = a + n charakterisiert sind, regulare Sequenzen ergibt, wahrend 
durch Zusammenlegung doppelseitig inhaltsverwandter Sequenzen stets 
die Sequenz (1, N), d. h. die Totalgruppe zustande kommt. 

Besteht zwischen den beiden Sequenzen (a, n) und (b, n) einseitige 
Inhaltsverwandtschaft, so gehart zu den m ihnen gemeinsamen Ele
menten nur je eines der Grenzelemente jcder Sequenz, und zwar sind 
das: in den Fallen A, B 1 und C das Endelement von (a, n) und das 
Anfangselement von (b, n) und im Fall B 2 das Anfangselement von 
(a, n) und das Endelement von (b, n). Man verabrede sich, diejenige 
der beiden Sequenzen (a, n) und (b, n), deren Endelement zu den 
gemeinsamen Elementen gehort, als vorgeordnete, und diejenige 
Sequenz, deren Anfangselement zu den gemeinsamen Elementen ge
hart, als nachgeordnete Sequenz zu bezeichnen. Demnach ist in 
den Fallen A, B 1 und C die Sequenz (a, n) die vorgeordnete, (b, n) 
die nachgeordnete, im Fall B 2 hingegen (b, n) die vorgeordnete und 
(a, n) die nachgeordnete. 
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Soweit eine doppelseitige Inhaltsverwandtschaft ausgeschlossen ist, 
kommen fur eine Sequenz (a, n), deren Endelement, wie friiher, mit Nr. z 
bezeichnet werden soll, 2 (n - I) inhaltsverwandte Sequenzen in Be
tracht, von denen n - I vorgeordnete und n - I nachgeordnete sind. 
Denn was die vorgeordneten Sequenzen anlangt, so enthalten sie samt
Hch das Element Nr. a, welches als zweites, drittes ... n-tes Element 
in der betreffenden Sequenz auf tritt, wahrend in allen nachgeordneten 
Sequenzen das Element Nr. z vorkommt, und zwar als erstes, zweites . 
. . . n - I-tes Element der betreffenden Sequenz. Dementsprechend 
gibt es unter den zugehorigen 2 (n - I) inhaltsverwandten Sequenzen 
zu n je 2, fur welche m (die Zahl der den beiden Sequenzen gemein
samen Elemente) die Werte I, 2 usw. bis n - I annimmt. 

Sind nun a.ber die Sequenzen (a, n) und (b, n) doppelseitig inhalts
verwandt, so gehOren sowohl das Anfangs- wie das Endelement jeder 
dieser beiden Sequenzen zu den ihnen gemeinsamen Elementen. Hier 
fallt also die Einteilung der inhaltsverwandten Sequenzen in vor
geordnete und nachgeordnete weg. Was aber die Zahl der jeweils in 
Betracht kommenden doppelseitig inhaltsverwandten Sequenzen an
langt, so laBt sie sich aus den beiden Ungleichungen herleiten, die im 
obigen fur den Fall B 3, d. h. fur denjenigen Fall, der als einziger zur 
Entstehung einer doppelseitigen Inhaltsverwandtschaft AnlaB gibt, 
aufgestellt worden sind. Diesen Ungleichungen zufolge hat man: 

N-n+a+I<b::::;:a+n-I, 

so daB die Zahl der verschiedenen Werte, die b annehmen kann, durch 

a + n - I - (N - n + a + I) + I, 

somit durch 2 n - N - 1 ausgedriickt wird. Es gehoren demnach 
hier zu jeder Sequenz (a, n) 2 n - N - 1 mit ihr doppelseitig inhalts
verwandte Sequenzen, die mit ihr laut Formel (29) die gleiche Zahl, 
namlich 2 n - N Elemente gemeinsam haben. Mit den iibrigen Se
quenzen, deren Zahl sich aus 

N - 1 - (2 n - N - 1) 

zu 2 (N - n) bestimmt, ist aber die Sequenz (a, n) einseitig inhalts
verwandt. Da man notwendigerweise 2 n - m ::::;: N hat, so ergibt sich 
die untere Grenze fur m aus m > 2 n - N, wahrend die obere Grenze 
n - list. Es kommen daher n - I - (2 n - N) + I, somit N - n 
verschiedene Werte von m in Betracht, denen je zwei Sequenzen ent
sprechen. DaB es in dem Fall, wo die Bedingungen fur die Entstehung 
einer doppelseitigen Inhaltsverwandtschaft zwischen Sequenzen zu n 
erfullt sind, keine inhaltsfremden Sequenzen zu n geben kann, folgt 
aus Formel (31), derzufolge 2 n > N + 2, somit 2 n > N, was soviel 

2* 
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bedeutet, daB in diesem Fall zwei Sequenzen zu n nicht aus lauter 
verschiedenen Elementen bestehen konnen. 

Die vorstehenden Ausfiihrungen lassen sich wie folgt zusammen
fassen. Solange die Bedingung 1 < n < 1- (N + 2) erfiillt ist, besteht 
zwischen einer beliebigen Sequenz (a, n) und 2 (n - 1) Sequenzen aus 
der Zahl der anderen Sequenzen zu n einseitige 1nhaltsverwandtschaft, 
wobei je 2 unter diesen 2 (n - 1) Sequenzen 1 Element, 2, 3 ... n - 1 
Elemente mit der Sequenz (a, n) gemeinsam haben, wahrend die 
iibrigen N - 2 n + 1 Sequenzen zu n mit der Sequenz (a, n) nicht 
inhaltsverwandt sind. Hat aber n einen Wert erreicht, welcher der 
Bedingung N > n > -}(N + 2) entspricht, so ist eine beliebige Se
quenz (a, n) mit 2 n - N - 1 Sequenzen aus der Zahl der anderen 
Sequenzen zu n doppelseitig und mit den iibrigen 2 (N - n) Sequenzen 
aus derselben Zahl einseitig inhaltsverwandt, wobei die Zahl der ge
meinsamen Elemente im Falle der doppelseitigen 1nhaltsverwandtschaft 
stets 2 n - N betragt, wahrend es im Fall der einseitigen 1nhalts
verwandtschaft je zwei unter den 2 (N - n) Sequenzen gibt, die 
2 n - N, 2 n - N + 1 .,. n - 1 Elemente mit der Sequenz (a, n) 
gemeinsam haben. 

Betrachtet man fiir sich die einreihigen Sequenzen, welche ja nie 
doppelseitig miteinander inhaltsverwandt sein konnen, so findet man, 
daB fiir eine beliebige Sequenz (a, n) nur dann n - 1 vorgeordnete 
und n - 1 nachgeordnete (einseitig) inhaltsverwandte Sequenzen in 
Betracht kommen, wenn die beiden Bedingungen 

(35) a - n + 1 > 1 
und 
(36) a + 2 n - 2 < N 
erfiillt sind. 1st hingegen 
(37) a - n + 1 < 1 
bzw. 
(38) a+2n-2>N, 

so bleibt die Zahl der vorgeordneten bzw. der nachgeordneten inhalts
verwandten Sequenzen hinter n - 1 zurUck. 

Aus (37) folgt: a < n. Bei a = 1 kommen die vorgeordneten inhalts
verwandten Sequenzen ganz in Wegfall. Bei 1 < a < n ist ihre Zahl 
durch a-I gegeben. Davon haben je eine n - a + 1, n - a + 2 ... 
n - 1 Elemente mit der Sequenz (a, n) gemeinsam. 

Aus (38) folgt: a > N - 2 n + 2. Bei a = N - n + 1 kommen 
die nachgeordneten inhaltsve~wandten Sequenzen ganz in Wegfall. 
Bei N - n + 1> a > N - 2 n + 2 ist ihre Zahl durch N - n + 1- a 
gegeben. Davon haben je eine a + 2 n - N - 1, a + 2 n - N 
n - 1 Elemente mit der Sequenz (a, n) gemeinsam. 
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§ 4. Die Iterationen. 
Man nehme an, daB die gegebenen N Elemente von zweierlei Art 

sein konnen und bezeichne die Elemente der einen Art als A -Ele
mente, die der anderen als B-Elemente. Dementsprechend lassen 
sich unter den Sequenzen diejenigen, die aus gleichartigen Elementen, 
d. h. entweder ausschlieBlich aus A-Elementen oder ausschlieBlich aus 
B-Elementen bestehen, denjenigen, die aus verschiedenartigen Ele
menten, d. h. teilweise aus A-Elementen und teilweise aus B-Elementen 
bestehen, gegeniiberstellen. Sequenzen, die lauter gleichartige Ele
mente enthalten, sollen Iterationen heiBen, und je nachdem die 
betreffenden Elemente A - oder B-Elemente sind, moge von einer 
A-Iteration und einer B- Iteration die Rede sein. Die Zahl der 
Iterationen zu n (bei einem gegebenen Vorrat von N Elementen) sei 
mit in bezeichnet. 

Eine Iteration, die mit keiner anderen Iteration von groBerer Lange 
als sie selbst inhaltsverwandt ist, solI vollstandige Iteration heiBen. 
Somit ist die Sequenz (1, N), wenn sie aus lauter gleichartigen Ele
menten besteht, eine vollstandige Iteration. Eine Sequenz zu 1, die 
immer eine Iteration ist, erscheint der gegebenen Definition gemaB 
als vollstandige Iteration in dem Fall, wenn die beiden Nachbar
elemente, die dem sie bildenden Element zugeordnet sind, von anderer 
Art sind, als dieses Element. Was aber eine Iteration zu n bei 1 < n < N 
betrifft, so folgt aus obiger Definition, daB sie sich als vollstandige 
Iteration dann charakterisieren laBt, wenn das ihrem Anfangselement 
vorgeordnete und das ihrem Endelement nachgeordnete Element von 
anderer Art sind, als sie selbst (wobei in dem besonderen Fall, wo 
n = N - 1, jenes vorgeordnete sich mit diesem nachgeordneten Ele
ment deckt). Eine Iteration, die keine vollstandige ist, moge als un
vollstandige Iteration bezeichnet werden. Die Zahl der vollstan
digen Iterationen zu n sei Vn • 

Beispiel. Es sei N = 14 und es seien die Elemente Nr. 1,4, 5, 
6,8,12,13,14 A-Elemente und die Elemente Nr. 2, 3, 7, 9,10,11 
B-Elemente. Es ergibt sich demnach folgendes Schema: 

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 
Art ABBAAABABB B A A A 

Iterationen zu I gibt es 14, oder es ist i l = 14. Iterationen zu 2 
sind: [I, 14], [2, 3], [4, 5], [5, 6], [9, 10], [10,11], [12, 13] und [13,14], 
somit iz = 8. Iterationen zu 3 sind: [I, 13, 14], [4, 5, 6], [9, 10, 11] 
und [12, 13, 14], somit i3 = 4. Eine Iteration zu 4 ist [I, 12, 13, 14], 
somit i4 = I. 

Vollstandige Iterationen zu I sind [7] und [8], somit VI = 2. Eine 
vollstandige Iteration zu 2 ist [2, 3], somit v2 = 1. Vollstandige Itera-
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tionen zu 3 sind [4, 5, 6J und [9, 10, 11], somit V3 = 2. Eine vollstan
dige Iteration zu 4 ist [1, 12, 13, 14J, somit v4 = l. 

Man bezeichne die Gesamtzahl der Iterationen mit I und die Ge
samtzahl der vollstandigen Iterationen mit V, so daB 

(1) 

und 

(2) 

N 

1= l3in 
1 

N 
,-=' V = ..c:Vn. 
1 

Sofern man von dem besonderen Fall, wo VN = 1 und dementsprechend 
V = 1, absieht, ist nach dem Vorstehenden das Anfangselement bzw. 
das (einzige) Einzelelement jeder vollstandigen Iteration aus der Zahl 
der V vollstandigen Iterationen stets von anderer Art als das ihm vor
geordnete Element. Das Anfangs- bzw. Einzelelement einer vollstan
digen Iteration lOst gewissermaBen die eine Art durch die andere ab 
und solI daher als ablosendes Element bezeichnet werden. Die 
Zahl der ab16senden Elemente unter den N Elementen oder die mit 
ihr identische Zahl der Ab16sungen, d. h. der Falle, in denen eine 
Art durch die andere abgelost wird, sei A. Bei VN = 0 hat man A = V 
und bei VN = 1 bzw. V = 1 ist A = O. Daher gilt allgemein die Be
ziehung: 

(3) A = V - VN' 

Wird nach der Zahl der Iterationen von bestimmter Lange oder der 
Iterationen iiberhaupt gefragt, so sind stets alle Iterationen der be
treffenden Lange oder alle Iterationen iiberhaupt gemeint, die sich 
aus dem gegebenen Vorrat von N Elementen bilden lassen. Somit 
wird jedes der N Elemente zur Iterationenbildung verwendet, und 
zwar entweder ein einziges Mal, wenn es von anderer Art ist als die 
beiden ihm zugeordneten Nachbarelemente, wie auch in dem Fall, 
wo alle N Elemente von derselben Art sind, oder aber mehrere Male, 
wenn es von derselben Art ist wie eines der ihm zugeordneten Nachbar
elemente bzw. wie diese beiden Elemente, aber der Art nach nicht 
mit den samtlichen anderen N - 1 Elementen iibereinstimmt. Bei 
einmaliger Verwendung ist die Iteration, in welche das betreffende 
Element eingeht, eine vollstandige. Bei mehrmaliger Verwendung aber 
gibt es unter den verschiedenen Iterationen, in welche das betreffende 
Element eingeht, jeweils nur eine vollstandige, weil ja diese verschie
denen Iterationen, da sie samtlich das betreffende Element enthalten, 
miteinander inhaltsverwandt sind und nach der Definition des Be
griffs einer vollstandigen Iteration diejenige unter diesen inhalts
verwandten Iterationen als eine vollstandige erscheint, welche durch 
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die groBte Lange ausgezeichnet ist, mithin als entstanden durch Zu
sammenlegung aller anderen inhaltsverwandten Iterationen, in die das 
betreffende Element eingeht, angesehen werden kann. Zwei inhalts
verwandte Iterationen von groBter Lange kann es nicht geben. Denn 
durch deren Zusammenlegung wurde eine neue Iteration von groBerer 
Lange zustande kommen. Also nimmt jedes der N Elemente, ob es 
einmalig oder mehrmalig zur Iterationenbildung verwendet wird, stets 
an irgendeiner, und zwar nur an ei ner vollstandigen Iteration tell. 
Hieraus folgt, daB die summierte Lange aller vollstandigen Iterationen 
sich mit der Zahl der gegebenen Elemente (N) deckt. Dies findet seinen 
alge braischen Ausdruck in der identischen Gleichung: 

(4) VI + 2 v2 + 3 va + ... + (N - 1) VN-1 + N VN = N . 

Was aber die algebraische Beziehung zwischen den Zahlen in und Vn 

betrifft, so ergibt sie sich aus der Erwagung heraus, daB aus jeder voll
standigen Iteration zu n, sofern n < N, sich 2 unvollstandige Itera
tionen zu n - 1, 3 zu n - 2, 4 zu n - 3 usw. bilden lassen und daB 
eine vollstandige Iteration zu N je N unvollstandige Iterationen zu 
N - 1, zu N - 2 usw. liefert. Man hat also, sofern n < N: 

(5) in = Vn + 2Vn+1 + 3Vn+2 + ... + (N - n)vN_1 + NVN' 

Ersetzt man hierin n durch n + 1, so findet man, sofern n < N - 1: 

(6) in+! = vn+1 + 2Vn+2 + 3Vn+3 + ... + (N - n- l)vN_1 + NVN, 

und zieht man (6) von (5) ab, so ergibt sich: 

(7) in - i,,+1 = Vn + vn+1 + Vn+2 + ... + VN-1 . 

Dadurch, daB man nunmehr in (7) n durch n + 1 ersetzt, erhalt man, 
sofern n < N - 2: 

(8) i n +1 - in+2 = vn+l + vn+2 + Vn+3 + ... + VN-1 , 

und zieht man (8) von (7) ab, so kommt man auf die Beziehung 

(9) Vn = in - 2in+1 + in+2' 

Diese Beziehung gilt jedoch, der Art ihrer Ableitung zufolge, nur bei 
n + 2 < N bzw. bei n < N - 2. Fur den Fall, wo n > N - 2, 
findet man leicht: 
(10) 

(ll) 

(12) 

VN-2 = i N _2 - 2 iN - 1 + N iN, 

VN-1 = iN- 1 - N iN, 

Formel (5) ergibt bei n = 2 

(13) i2 = v 2 + 2va + 3v4 + ... + (N - 2)VN_l + NVN' 

Zieht man (13) von (4) ab, so erhalt man: 

N - i2 = VI + v2 + V3 + ... + VN -1 , 
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woraus mit Riicksicht auf (2): 

(14) 

folgt. Je nachdem VN = 0 oder VN = 1, geht (14) in 

(15) V = N - i2 
oder in 
(16) V=1 

iiber, weil namlich in dem Fall, wo VN = 1, d. h. wo aIle N Elemente 
von derselben Art sind, samtliche Sequenzen zu 2, deren Zahl nach 
Formel (15) des § 3 gleich N ist, Iterationen sind. 

Auf der Grundlage der Formeln (5) und (12) findet man: 

i l = VI + 2V2 + 3va + ... + (N - I)VN_l + NVN 
i2 = v2 + 2 va + 3 v4 + ... + (N - 2) VN-l + N VN 
is = va + 2V4 + 3V5 + ... + (N - 3)VN_l + NVN 

iN- 1 = VN-l + N VN 
iN = VN, 

woraus durch Summierung, mit Riicksicht auf (1), die Formel 

N(N - 1) 2 
(17) I=v1 +3v2 +6va+···+ 2 VN_l+(N -N+l)vN 

oder, anders geschrieben, 
N-l 

(18) 1= (N2 - N + l)vN + ~ (n t l)vn 
1 

entsteht. Letztere Formel geht, je nachdem VN = 0 oder VN = 1, in 
N-l 

1= .c(n t l)vn (19) 
1 

oder, in Vbereinstimmung mit Formel (18) des § 3, in 

(20) I = N2 - N + 1 

iiber. 
Die Iterationen zerfallen, wie die Sequenzen, in die beiden Klassen 

der einreihigen und der zweireihigen. Man wolle nunmehr die ein
reihigen Iterationen fiir sich betrachten. Es sei die Zahl der ein
reihigen Iterationen zu n mit in bezeichnet. 

Eine einreihige Iteration, die mit keiner anderen einreihigen Itera
tion von groBerer Lange als sie selbst inhaltsverwandt ist, solI ein
reihig-vollstandige Iteration heiBen. 1m Gegensatz hierzu moge 
eine einreihige Iteration, die keine einreihig-vollstandige Iteration ist, 
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als einreihig-unvollstandige Iteration bezeichnet werden. Die 
Zahl der einreihig-vollstandigen Iterationen zu n sei W n • 

Eine Iteration zu N ist nach der gegebenen Definition eine einreihig
vollstandige Iteration. 1m iibrigen, d. h. bei n < N, ist, dies(,!" Defini
tion entsprechend, eine einreihige Iteration als einreihig-vollstandige 
Iteration anzusehen, wenn das ihrem Anfangs- bzw. Einzelelement 
vorgeordnete Element, sofern es niedriger ist als jenes, und das ihrem 
End- bzw. Einzelelement nachgeordnete Element, sofern es hoher ist 
als jenes, von anderer Art sind als die Iteration selbst. Demnach liegt 
im Fall einer einreihigen Iteration mit dem Anfangs- bzw. Einzel
element Nr. 1 sowie im Fall einer einreihigen Iteration mit dem End
bzw. Einzelelement Nr. N eine einreihig-vollstandige Iteration auch 
dann vor, wenn die beiden Elemente Nr. 1 und N von derselbcn Art 
sind, sofern nur im ersten Fall das dem End- bzw. Einzelelement der 
Iteration nachgeordnete und im zweiten Fall das ihrem Anfangs- bzw. 
Einzelelement vorgeordnete Element von anderer Art ist als die Itera
tion selbst. 

Wahrend also der Begriff der einreihigen Iteration enger ist als 
der Begriff der Iteration schlechthin llnd sich dementsprechend i,,::::;: in 

ergeben muB, erweist sich der Begriff der einreihig-vollstandigen Iter:>.
tion teils als enger, teils als weiter (laxer) im Vergleich zu dem Be
griff der vollstandigen Iteration schlechthin, so daB sich sowohl v" < W n , 

wie v" = Wn wie auch Vn > w" herausstellen kann. 
1m obigen Beispiel findet man i2 = 7, ia = 3, i4 = 0; wl = 3, 

weil [1] hinzukommt, w2 = 1, wa = 3, weil [12, 13, 14] hinzukommt, 
und w4 = 0, weil [1, 12, 13, 14] wegfallt. 

1m allgemeinen laBt sich aber iiber die Beziehungen zwischen i" 
und i" sowie zwischen Vn und Wn folgendes aussagen. 

Da es keine zweireihigen Iterationen zu 1 Hnd zu N geben kann, 
so hat man zunachst in jedem Fall 

(21) 

und 

(22) 

Sodann findet man 

(23) 

weil es jeweils nur eine Iteration zu N geben kann und diese Iteration 
eine vollstandige bzw. einreihig-vollstandige ist. Liegt nun eine 
solche Iteration vor, so hat man VN = WN = 1 und im iibrigen, d. h. 
fiir aIle Werte von n, die kleiner als N sind, Vn = Wn = 0. Fur in 

und in gelten aber hier die im § 3 fur 8n und tn angegebenen Formeln, 
namlich die Formeln (15) und (17), so daB in = in - n + 1. Es soIl 
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nunmehr von diesem Sonderfall abgesehen, somit angenommen werden, 
daB VN = WN = O. 

Es ist klar, daB wenn die beiden Elemente Nr. 1 und N von ver
schiedener Art sind, zweireihige Iterationen ausgeschlossen sind und 
daB demnach in diesem Fall 

(24) 

und 

(25) 

Sind hingegen die Elemente Nr. 1 und N von gleicher Art, so kommt 
es fur die in Frage stehenden Beziehungen zwischen in und in sowie 
zwischen Vn und Wn auf die Lange und die Lage der vollstandigen 
Iteration an, welche die beiden Elemente Nr. 1 und N enthalt. Es 
sei die Lange dieser Iteration, die als kritische Iteration bezeichnet 
werden kann, A, und es sei eX die Zahl der in ihrer unteren und fJ die 
Zahl der in ihrer oberen Reihe enthaltenen Elemente, so daB 

(26) 

Diese beiden Reihen sind hiernach: 

1, 2 ... eX 
~----;;---,----;-N-fJ+1, N-fJ+2 ... N, 

und das auf die kritische Iteration hinweisende Symbol ist (N - fJ + 1, A). 
Die beiden Iterationen (1, eX) und (N - fJ + 1, fJ) sind den obigen 

Definitionen gemaB keine vollstandigen, wohl aber einreihig-vollstandige 
Iterationen. Daher denn, sofern eX ~ fJ : 
(27) 

(28) 

sofern eX = fJ: 

We< = Va + 1, 

(29) W/X = V/X + 2 

und zugleich in jedem Fall: 

(30) W). = v). - 1 , 

wahrend sich fur aIle Werte von n, die nicht eX, fJ, A sind, 

(31) Wn = Vn 
ergibt. 

Um ferner uber die Beziehungen, die bei Gleichartigkeit der Ele
mente Nr. 1 und N und bei n < 1 < N zwischen in und in bestehen, 
ins klare zu kommen, empfiehlt es sich, die Formel 

(32) j" = Wn + 2Wn+l + 3wn+2 + ... + (N - n)wN-l + (N - n+ l)wN 

heranzuziehen, welche, bis auf den Koeffizienten beim letzten unter 
den Summanden auf der rechten Seite, der Formel (5) genau nach
gebildet ist. Da der Fall, in welchem samtliche N Elemente von der-
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selben Art sind, jetzt von der Betrachtung ausgeschlossen ist (in diesem 
Fall kame keine zweireihige vollstandige Iteration zustande), so ist in 
der Formel (5) VN = 0 und in der Formel (32) WN = 0 zu setzen, und 
man findet nach MaBgabe der beiden Formeln (5) und (32) sowie der 
Formeln (27) bis (31) in den hier zu unterscheidenden Fallen folgendes: 

I. Lx: > fJ. 

f3{ in = in + (Lx: - n + 1) + «(1 - n + 1) - (2 - n + 1) 
1. n S . . 

In = ~n - n + 1. 

(1 { in = in + (Lx: - n + 1) - (). - n + 1) 
2. < n< Lx:. . R 

- In = ~n - /) . 

3. 2 > n > Lx: in = in - 2 + n + 1 • 
4. n > 2 in = j~n • 

II. Lx: < (1 . 

1. n < Lx: in = in - n + 1 . 
2. Lx: < n < (1 in = in - Lx: • 
3. 2 > n > (1 in = in - 2 + n - 1 . 
4. n > 2 in = in . 

III. Lx: = f3 . 
1. n < Lx: in = in - n + 1 • 
2. 2 > n > Lx: in = in - Lx: . 
3. n > ), in = in . 

Man bezeichne die Gesamtzahl der einreihigen Iterationen mit J 
und die Gesamtzahl der einreihig-vollstandigen Iterationen mit W, 
so daB 

N 

(33) J = L!;in, 
1 

N 

(34) W=L!;wn. 
1 

In dem soeben unter I betrachteten Fall erhalt man durch ent
sprechende Summierungen: 

J = 1- (1(1 : (J) + (1 _ (Lx: _ (1) (1 _ (l - Lx:)(22- Lx: + 1) , 

woraus sich vermoge der Substitution 2 - Lx: = (1 

(35) 

ergibt. Dasselbe Ergebnis findet man im Fall II sowie im Fall III, 
wobei im letzteren Fall das Produkt Lx: f3 sich als Lx: 2 darstellen laBt. 
Formel (35) hat also allgemeine Giiltigkeit, und sie hatte auch un-
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mittelbar aus der Erwagung heraus gewonnen werden konnen, daB 
fur die zweireihigen Iterationen, welche die kritische Iteration 
(N - 1 + fJ, A) liefert, diese selbst eingeschlossen, als Anfangselemente 
die fJ Elemente ihrer oberen Reihe und als Endelemente die IX Ele
mente ihrer unteren Reihe in Betracht kommen und daB somit die 
Zahl dieser zweireihigen Iterationen durch das Produkt IX fJ ausgedruckt 
wird. 

Formel (35) bezieht sich auf den Fall, wo die beiden Elemente Nr. 1 
und N von gleicher Art sind. 1m entgegengesetzten Fall, d. h. bei 
Verschiedenartigkeit der beiden Elemente Nr. 1 und N erhalt man 
del' Formel (24) zufolge: 
(36) J = I . 

Um in diesem Zusammenhang auf den besonderen Fall, wo samt
liche N Elemente von derselben Art sind, zuruckzukommen, so findet 
man hier in Dbereinstimmung mit Formel (20) des § 3: 

(37) 
J = I _ (N - 1) (N - 2) . 

2 

Was ferner die Beziehung zwischen W und V anlangt, so besteht 
sie auf Grund del' Formeln (25) und (27) bis (31) darin, daB bei Gleich
artigkeit der beiden Elemente Nr. 1 und N 

(38) W = V + 1, 

es sei denn, daB samtliche N Elemente von derselben Art sind und 
sich dementsprechend W = V = 1 ergibt, und bei Verschiedenartig
keit der beiden Elemente Nr. 1 und N 

(39) W=V. 

Es entspricht einer Betrachtungsweise, die sich auf die einreihigen 
Iterationen beschrankt, ein Element erst dann als ablosendes an
zusehen, wenn es, der Art nach von dem ihm vorgeordneten ver
schieden, eine hohere Nummer tragt als dieses. Hiernach hat, 
dieser Betrachtungsweise gemaB, das Element Nr. 1 in keinem Fall 
als ablOsendes Element zu gelten. Die auf diese Weise sich ergebende 
Zahl der ablOsenden Elemente oder die mit ihr identische Zahl der 
Ablosungen, die jetzt mit B bezeichnet werden mag, ist offenbar stets 
um 1 kleiner als die Zahl del' einreihig-vollstandigen Iterationen, was 
durch die Formel 
(40) B= W-l 
ausgedruckt wird. 

Es HWt sich weiterhin fur die einreihig-vollstandigen Iterationen 
die der Formel (4) analoge Formel 

(41) WI + 2W2 + 3wa + ... + (N - l)WN_l + NWN = N 
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aufstellen. Man findet zugleich, wenn man m (32) n durch n + 1 
ersetzt: 

(42) in+l =Wn+l +2Wn+2+ 3Wn+3 + ... + (N -n-1)wN_l +(N -n)wN 

Formel (32) gilt bei n :0;:: N und Formel (42) bei n < N - 1. Zieht 
man (42) von (32) ab, so ergibt sich: 

(43) in - in+l = Wn + Wn+l + Wn+2 + ... + WN-l + WN . 

Dadurch, daB man nunmehr in (43) n durch n + 1 ersetzt, erhalt man, 
sofern n < N - 2: 

(44) in+l - in+2 = wn+l + wn+2 + wn+3 + ... + WN-l + WN , 

und zieht man (44) von (43) ab, so findet man: 

(45) 

Diese Beziehung gilt bei n < N - 2. Fur die beiden Falle n = N - 1 
und n = N erhalt man aber: 

(46) 

(47) 

WN-l = iN-l- 2iN, 

WN = iN' 

Bei n = 2 ergibt Formel (32): 

(4'8) i2 = w2 + 2wa + 3w4 + .,. + (N - 2)WN_l + (N - l)wN' 

Zieht man (48) von (41) ab, so erhalt man: 

N - i2 = WI + w2 + wa + ... + WN -1 + WN , 

woraus mit Rucksicht auf (34) 

(49) W = N - i2 

folgt. Letztere Formel fuhrt in Verbindung mit Formel (14) zu der 
identischen Gleichung 

(50) W = V + i2 - i2 - VN , 

die, wie man sich leicht uberzeugen kann, mit den fruher gewonnenen 
Ergebnissen hinsichtlich der Beziehungen zwischen in und in und 
zwischen V und W im Einklang steht. 

Es erubrigt noch, fur J die den Formeln (17) bzw. (18) entsprechende 
Formel abzuleiten. Auf der Grundlage von (32) erhalt man: 

il = WI + 2 w2 + 3 Wa + ... + (N - 1) wN -1 + N WN 

i2 = w2 + 2wa + 3w4 + ... + (N - 2)WN_l + (N - l)wN 

ia = wa + 2 w4 + 3 W5 + ... + (N - 3) WN-l + (N - 2) WN 

iN-l = WN-l + 2WN 

iN = WN' 
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Hieraus ergibt sich durch Summierung: 

N(N - 1) N(N + 1) 
(51) J=wl +3w2 +6wa+···+ 2 WN-l+ 2 WN 

oder, anders geschrieben, 
N 

(52) J = ~(n t I)wn • 

1 

In dem besonderen Fall, wo samtliche N Elemente von derselben 
Art sind und demgemaB WI = w2 = ... = WN-l = 0, WN = 1, deckt 
sich Formel (51) bzw. (52) mit Formel (19) des § 3. 

Zweites Kapitel. 

Grundsatzliches aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. 

§ 1. Die mathematische Erwartung und der mittlere Fehler. 
Allen Vergleichen zwischen den Vorausberechnungen der Wahl'

scheinlichkeitstheorie und den Ergebnissen del' Erfahrung liegt der 
Begriff der mathematischen Erwartung zugrunde, und erganzend 
kommt hierbei der Begriff des mittleren Fehlers hinzu. Diese bei
den Begriffe beziehen sich auf zufallige GroBen, d. h. auf solche 
GroBen, die unter dem EinfluB des Zufalls verschiedene Werte an
nehmen konnen, und zwar derart, daB jedem moglichen Wert eine 
bestimmte Wahrscheinlichkeit zukommt. 

Ais mathematische Erwartung einer zufalligen GroBe 
wird die Summe aller aus ihren moglichen Werten und den 
zugehorigen Wahrscheinlichkeiten gebildeten Produkte be
zeichnet. 1st x eine zufallige GroBe, ~(x) ihre mathematische Er
wartung, m die Zahl ihrer moglichen Werte, ai ein beJiebiger diesel' 
Werte und :n:i die ihm zukommende Wahrscheinlichkeit, so besteht der 
gegebenen Definition gemaB die Beziehung 

111 

(1) ~(x) = l}:n:iai. 
1 

Man hat zugleich, da x keine anderen als die m Werte ~ annehmen 
kann: 

(2) 

Es sei c eine im wahrscheinlichkeitstheoretischen Sinne konstante, 
d. h. vom Zufall unabhangige GroBe. Da die aus x und c additiv zu-
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sammengesetzte GroBe x + c einen der m verschiedenen Werte ai + c, 
jeweils mit der Wahrscheinlichkeit ni, annimmt, so ist 

m 

03(x + c) = 23 ni (ai + c), 
1 

woraus sich, mit Rucksicht auf (1) und (2) 

(3) 03(x + c) = 03(x) + c 

ergibt. Man findet auch: 
(4) 03(cx} = c03(x}. 

1st aber neben x eine andere GroBe y gegeben, die n verschiedene 
Werte bj annehmen kann, wobei einem Wert bj die Wahrscheinlich
keit (!j entspricht, so ist 

n 

(5) It(y) = LJ (!j bj , 

1 

und es laBt sich beweisen, daB 

(6) Q;(x + y) = 03(x) + It(y). 

Zum Zweck des Beweises fuhre man eine neue GroBe Wi,j ein, welche 
die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens der beiden Werte ai 
und bj ausdrucken solI. DemgemaB hat man: 

m n 

It(x + y} = LJ LJ Wi,j (ai + bj ), 
1 1 

oder auch, da es fur das Resultat der Summierung gleichgultig ist, 
in welcher Reihenfolge sie vorgenommen wird: 

m n n m 

(7) It(x + y) = LJ 2J Wi,j ai + 2J 1} Wi,j bj • 
1 1 1 1 

Aber nach dem Satz von der Addition der Wahrscheinlichkeiten be
stehen die Beziehungen: 

Daher geht (7) in 

n 

2J Wi,j = ni , 
1 

II! 

LJ Wi,j = (!j . 
1 

lit n 

It(x+y)= 2] n i ai+ LJ(!jbj 
1 1 

(6) uber, woraus mit Rucksicht auf (1) und (5) die zu beweisende Formel 
folgt. 

Es ist von Wichtigkeit, daB Formel (6), wie es obige Beweisfuhrung 
klar hervortreten laBt, auch dann gilt, wenn die beiden GroBen x und y 
nicht unabhangig voneinander sind, d. h. wenn die Wahrscheinlichkeit 
del' einen der beiden GroBen, einen bestimmten Wert anzunehmen, 
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durch den Umstand beeinfluBt wird, welchen Wert die andere an
nimmtl). 

Der durch Formel (6) ausgedruckte Satz laBt sich leicht auf den 
Fall einer beliebigen Anzahl von GroBen ausdehnen. Tritt namlich 
zu den beiden GroBen x und y eine dritte GroBe z hinzu und wird 
nach der mathematischen Erwartung der Summe x + y + z gefragt, 
so findet man sie in der Weise, daB man x + y zunachst als eine 
GroBe behandelt und demgemaB der Formel (6) zufolge 

Q:(x + y + z) = Q:(x + y) + Q:(z) 

setzt, urn alsdann unter abermaliger Anwendung der Formel (6) zu 

(8) Q:(x + y + z) = Q:(x) + Q:(y) + Q:(z) 

zu gelangen. Dieses Verfahren kann offenbar beliebig fortgesetzt 
werden, und so gilt denn ganz allgemein der Satz: Die mathematische 
Erwartung einer Summe zufalliger GroBen ist gleich der Summe der 
mathematischen Erwartungen dieser GroBen2). Dabei kann unter 
"Summe" nicht bloB eine arithmetische, sondern ganz allgemein eine 
algebraische Summe verstanden werden, weil ja Formel (6), der Art 
ihrer Ableitung zufolge, an die Voraussetzung nicht gebunden ist, 
daB ai und bj positiv seien. 

1) Czuber (I, S. 75) macht hierauf mit Recht aufmerksam. Er beweist aber 
den in Fragc stehenden Additionssatz nur fiir den Fall von unabhangigen GroBen. 
Dabei spricht CzubeI', wie es auch sonst haufig geschieht, nicht von mathe
matischen Erwartungell, sondern von "Mittehverten". Es diirfte sich meines 
El'achtens empfehlen, dem Ausdruck "Mittelwert" seinen rein-arithmetischen bzw. 
statistischen Sinn zu belassen und ihn nicht zur Bezeichnung des wahrscheinlich
keitstheoretischen bzw. stochastischen Begriffs der mathematischen Erwartung 
mitzuverwenden. Von Mittelwerten (valeurs moyennes) spricht in demselbell 
Sinne wie Czuber auch L. Bachelier (Calcul des probabiliMs, Tome I, Paris 
1912, S. 8ff.). Dabei betrachtet er den durch Formel (6) ausgedriickten Satz 
als "eine unmittelbare FoIge der Definition" (S. 12), somit als eines Beweises 
nicht bediirftig (!). Vgl. Bachelier, Le jeu, la chance et Ie hasard, Paris 1914, 
S.58. 

2) Markoff (S. 50-51, russisch S. 56-58) leitet diesen Satz direkt fiir eine 
beliebige Anzahl von Summanden ab, und zwar, im Unterschied von CzubeI', 
ohl1e den Fall der gegenseitigen Abhangigkeit zwischen den Summanden auszu
schlie Ben. Nebenbei bemerkt, lautet der in Frage stehende Satz in der deutschen 
Ubersetzung des Markoffschell Lehrbuchs: "Die mathematische Hoffnung der 
Summe ist gleich der Summe der addierten mathematischen Hoffnungen." Es 
miiBte abel' heiBen: "Die mathematische Hoffnung der Summe ist gleich der 
Summe der mathematischen Hoffnungen der Addenden." Auch sonst bietet die 
deutsche Ausgabe Beispiele dafUr, daB der Ubersetzer das Russische nur unvoll
kommen beherrscht. Die Unzweideutigkeit der Formulierungen, die einen 
wesentlichen Vorzug des Originals bildet, geht der deutschen Ausgabe zum 
Teil abo 
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Als mathematische Erwartung des Produkts x y erhiilt man 
In II 

0;(x y) = 2J lJ ro',j ai bj , 
1 1 

und man sieht sofort ein, daB nur in dem Fall, wo die beiden GroBen x 
und y unabhangig voneillander sind, die Beziehung 

(9) Q;(x y) = 0; (x) Q;(y) 

notwendig besteht, weil man namlich in diesem FaH 

(10) 

hat und dementsprechend 

erhiilt. Demnach ist die mathematische Erwartung des Produkts 
zweier voneinander unabhiingigen zufalligen GroBen gleich dem Pro
dukt ihrer mathematischen Erwartungen. Auch dieser Satz kann auf 
den Fall beliebig vieler GroBen ausgedehnt werden. 

Die Differenz zwischen einer zufalligen GroBe x und ihrer mathe
matischen Envartung Q; (x) soIl im folgenden die zufallige Ab
weich ung der betreffenden GroBe genannt und mit u bezeichnet 
werden. Fuhrt man noch die abkurzende Bezeichnung 

(11) 
ein, so ist: 
(12) u = x- (Xl. 

Unter dem mittleren Fehler einer zufalligen GroBe wird 
die positiv genommene Quadratwurzel aus der mathe
matischen Erwartung des Quadrats ihrer zufalligen Ab
weichung verstanden. Bezeichnet man den mittleren Fehler von x 
mit ~J1(x), so hat man der gegebenen Definition gemaB: 

(13) ~)l(x) = l!Q;(u2) 

oder 
(14) 

Aus (12) erhiilt man: 
u2 = x2 - 2 X (Xl + (Xi , 

so mit den Formeln (3), (4) und (6) zufolge: 

(§;(u2) = Q;(X2) - 2 (Xl Q;(x) + (Xi , 

oder mit Rucksicht auf (11) und (14): 

(IS) ~J12(X) = Q;(x2) - Q;2(X) 

hzw-. 
16) 

v. Bortkiewicz, Iterationen. 3 
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Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man von 

lJ)l(x) = V~} ;!li(ai - 1X1)2 

ausgeht und von der Zerlegung 

;!li(ai - IXI)2 = ;!li a~ - 21XI ;!li ai + ;!li lXi 

Gebrauch macht. 
Der mittlere Fehler einer GroBe x + c, wo c = const., ist mit dem 

mittleren Fehler der GroBe x identisch. Denn aus 

folgt 
(17) 

1J)l2(X + c) = @ [{(x + c) - (IXI + C)}2] 

1J)l2(X + c) = 1J)l2(X). 

Der mittlere Fehler einer GroBe ex, wo c = const., betragt das 
c-fache des mittleren Fehlers der GroBe x. Denn aus 

folgt 
(18) 

1J)l2(C x) = @{(c x - c IXI)2} 

Der mittlere Fehler der Summe einer beliebigen Anzahl zufalliger 
GroBen x, y, z ... bestimmt sich in der Voraussetzung, daB diese 
GroBen unabhangig voneinander sind, wie folgt. Man setze nach Ana
logie mit (11) und (12): 

@(y') = P, , @(z') = Yr ... 
y - PI = V , Z - Yl = W ••• 

Dementsprechend hat man: 

(19) @(x + y + z + ... ) = IXI + PI + YI + ... 
und zugleich 
(20) @(u) = @(v) = @(w) = ... = O. 

Es laBt sich leich~ zeigen, daB auch 

(21) @(u v) = @(u w) = @(v w) = ... = o. 
Aus 

u v = (x - IX I) (y - PI) = x y - IXI Y - PI X + IXI PI 

erhalt man namlich auf Grund der Formeln (3), (4), (8) und (9): 

@(u v) = IXI PI - IXI PI - IXI PI + IXI PI = 0, 

und man gelangt zu demselben Ergebnis auch fiir die Produkte u w> 
v w ..• Nun hat man aber der Definition des mittleren Fehlers zufolge: 

1J)l2(X + Y + z + ... ) = @{(x + Y + z + ... - IXI - PI - Yl - ••• )2} • 

Hieraus ergibt sich zunachst: 

1J)l2(X + Y + z + ... ) = @{(u + v + w + ... )2} , 
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sodann: 

m2(x + y + z + ... ) = Q:(u2 + v2 + w2 + ... + 2uv + 2uw + 2vw + ... ) 
und schlieBlich wegen (21): 

m2(x + y + z + ... ) = Q:(u2) + Q:(V2) + Q:(W2) + ... 
oder, anders geschrieben: 

(22) m2(x + y + z + ... ) = 9.Jl 2 (x) + m2(y) + 9J(2(z) + ... 
Der mittlere Fehler einer Summe zufalliger GroBen, die voneinander 
unabhangig sind, ist also gleich der Quadratwurzel aus der Summe 
der zum Quadrat erhobenen mittleren Fehler dieser GroBen. 

Dieser Satz findet auch auf den Spezialfail Anwendung, wo x, y, z ... 
(von einander unabhangige) Einzelwerte irgend einer statistischen GroBe 
sind. Bezeichnet man einen beliebigen dieser Werte mit ~h und ihre 
Anzahl mit 8, so hat man: 

s 
(23) X + y + z + ... = ~ ~h ; 

1 

nimmt man ferner an, daB die mathematische Erwartung und der 
mittlere Fehler ailer Werte ~h die gleichen sind und setzt man 

(24) Q:(~h) = ~, 
(25) 

und aul3erdem 

(26) 

so findet man den Formeln (4) und (6) zufolge: 

(27) Q:(;o) = ~ 

und den Formeln (18) und (22) zufolge: 

(28) ft 
m(;o) = -v.;- . 

Die GroBe ;0 stellt aber das arithmetische Mittel der 8 Einzelwerte ;h 
dar. Formel (28) besagt demnach, daB unter den gemachten Voraus
setzungen der mittlere Fehler eines arithmetischen Mittels der Quadrat
wurzel aus der Zahl der Einzelwerte, aus denen das Mittel gebildet ist, 
umgekehrt proportional ist und folglich mit zunehmender Zahl der 
betreffenden Einzelwerte ad infinitum abnimmt. Es ist also um so 
eher zu erwarten, daB sich ~o nur wenig von ~ unterscheidet, je groBer 
8 ist. Um den stochastischen Zusammenhang zwischen dem absoluten 
Betrag der Differenz ~o - ~, wofur I ~o - ~ I geschrieben werden 
soil, und 8 genauer zu erfassen, ist auf Formel (1) zUrUckzugreifen. 

3* 
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Diese Formel kann mit Riicksicht auf (11) als 

(29) 

dargestellt werden. Es sei t eine beliebige positive Zahl, die groBer 
als 1 ist, und es sei mit Wt die Wahrscheinlichkeit bezeichnet, daB x 
nicht groBer als t (Xl ist. Man nehme ferner an, daB aIle Werte ai 

positiv sind und fasse sie zu zwei Gruppen zusammen, indem man 
der ersten dieser beiden Gruppen diejenigen Werte ai, die nicht groBer, 
und der zweiten diejenigen, die groBer als t (Xl sind, zuweist, wobei 
vorlaufig angenommen werden soll, daB mindestens einer unter den 
Werten ai in die zweite Gruppe fallt. In die erste Gruppe m uB aber 
mindestens einer unter den Werten ai fallen, da sonst (29) nicht be
stehen konnte (weil ja t> 1). Nach dem fiir Wahrscheinlichkeiten 
sich gegenseitig ausschlieBender Ereignisse geltenden Additionssatz ist 
die Summe der zugehorigen Wahrscheinlichkeiten 7(i in der ersten 
Gruppe gleich Wt , in der zweiten gleich 1 - Wt • Daher findet man, 
wenn man auf der rechten Seite von (29) alle Werte ai, die nicht 
groBer als t (Xl sind, durch 0 und alle Werte, die groBer als t (Xl sind, 
durch t (Xl ersetzt und 0 bzw. t (Xl ausklammert, den Ausdruck 

Wt · 0 + (1 - Wt) t (Xl' 

Dieser Ausdruck ist aber notwendig kleiner als (Xl' Somit ist 

(1 - Wt) t (Xl < (Xl 

und folglich 

(30) 
1 

Wt > 1- -. 
t 

Diese Ungleichung gilt aber auch in dem von der bisherigen Betrach
tung ausgeschlossen gewesenen Fall, wo kein einziger unter den Wer
ten ai groBer als t (Xl ist. Denn in diesem Fall hat man: Wt = 1. 

Nach Formel (30), die zuerst von Mar koff aufgestellt worden ist, 
und daher als Markoffs Ungleichung bezeichnet werden moge, ist 
die Wahrscheinlichkeit fiir eine positive zufallige GroBe, das t-fache 
ihrer mathematischen Erwartung nicht zu iiberschreiten, groBer als 

1 13 -- ). 
t 

3) Markoff, S. 54-56. Hier wird der in Frage stehende Satz als "Lemma" 
bezeichnet, weil er im Sinne des Verfassers nur dazu dienen solI, die Ungleichung 
von Tschebyscheff zu beweisen. Man kann aber Markoffs Ungleichung auch 
als eine Verallgemeinerung der Ungleichung von Tschebyscheff ansehen. 1m 
iibrigen gilt Markoffs Ungleichung mutatis mutandis fiir einen beliebigen arith. 
metischen Durchschnitt. Handelt es sich z. B. urn 6 Bande, die durchschnittlich 
500 Seiten stark sind, so ist es ausgeschlossen, daB der Umfang von je 1500 
(= 3· 500) Seiten von 2 (= t . 6) oder mehr Banden unter diesen 6 iiberschritten 
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Dieser Satz laBt sich ohne weiteres auf den Fall anwenden, wo 
sich die betreffende zu£allige GroBe als Quadrat der zufalligen Ab
weichung, somit als (x - lX1)2, darstellt. Hiernach ist die Wahrschein
lichkeit, daB 
(31) (x - ~1)2 < t 9)l2(X) , 

1 
groBer als 1 - t ' und zwar gilt dies ohne die Einschrankung, daB 

die Werte ai positiv seien. Es geniigt vielmehr, daB keiner dieser 
Werte imaginar sei; denn ist diese Bedingung erfiillt, so sind alle mog
lichen Werte von (x - ~1)2, d. h. alle Werte (ai - ~1)2 positiv, worau£ 
es hier allein ankommt. Vermoge der Substitution t = v2 geht (31) in 

(32) (x - ~1)2 < v2 9)l2(X) 

iiber. Aus (32) folgt aber 

(33) IX-~ll<v9)l(x), 

wenn v > o. Die Wahrscheinlichkeit, daB eine zufallige Abweichung 
ihrem absoluten Betrag nach das v-fache des mittleren Fehlers der 
betreffenden zufalligen GroBe nicht iiberschreitet, ist also groBer als 

1 
1- -2 4). 

V 

In dem besonderen Fall, wo die in Frage stehende zufallige GroBe 
das arithmetische Mittel ~o ist, findet man nunmehr nach MaBgabe von 
(27) und (28), daB die Wahrscheinlichkeit der Beziehung 

(34) 

groBer als 1 - ~ ist. Darin kommt eben der gesuchte stochastische 
v 

Zusammenhang zwischen I ~o - ~ lund 8 zum Ausdruck. 

wird. Denn 2 Bande zu 1500 Seiten wiirden 3000, d. h. so viele Seiten ergeben, 
wie die 6 Biinde ihrer zusammen enthalten. Liegen, allgemein gesprochen, N GroJ3en 
vor, deren arithmetischer Durchschnitt D ist, so bilden diejenigen unter ihnen, 

die vD iibertreffen, wo v> 1, einen kleineren Bruchteil von N als !, und demo 
v 

entsprechend ist die Zahl derjenigen unter den N GroJ3en, die kleiner oder hOchstens 

gleich vD sind, groJ3er als (1 - ~) N . 

4) Urn die Ungleichung von Tschebyscheff zu erhalten, braucht man 
nur in Formel (33) x durch die Summe x + y + z + ... , dementsprechend IXl 
durch IXl+.81+1'1+ ... und im(x) zunachst durch im(x+y+z+ ... ), sodann, 

mit Riicksicht auf (16) und (22), durch V IX2 +.82 + 1'2 + ... - IX~ -.8~ - I'~ - ... 
zu ersetzen. VgI. P. L. de Tchebycheff, Des valeurs moyennes. Journal de 
matMmatiques pures et appliquees, publie par J. Liouville, Tome XII. Paris 
1867, S. 177-184; Markoff, S. 56-58 und Czuber I, S. 233-235. 



38 Grundsatzliches aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. 

Mit Riicksicht auf spatere Darlegungen soll hier noch gezeigt 
werden, in welcher Weise die mathematische Erwartung und 
der mittlere Fehler des reziproken Wertes von x und der 
Quadratwurzel aus x auf der Grundlage der mathematischen Er
wartung und des mittleren Fehlers von x naherungsweise bestimmt 
werden konnen. 

Man hat zunachst: 

(35) (1) '" (t x =1J:~. 
I • 

Sodann erhalt man, wenn man a, - <Xl = Ei setzt: 

~ _ 1 __ ~ (1 _ ~ + E; _ ) 
ai - <Xl + Ei - <Xl <Xl <Xt • •• , 

somit 

(36) rc;(1) 1 (1 ~ niEi ~ niE~ ) 
\i!.< - =- -~'--+~'-2--'" 

X <Xl 1 <Xl 1 <Xl 

und, soweit die dritten und hOheren Potenzen von ~ vernachlassigt 
werden konnen, als Naherungsformel: <Xl 

(37) 

Nun bestehen aber der Formel (29) und der Definition des Begriffs 
des mittleren Fehlers zufolge die Beziehungen 

m 

(38) ~n'Ei= 0, 
1 

und 
'" (39) 2l 2 m2() :.niEi = X. 
1 

So geht denn schlie.Blich (37) unter Mitberncksichtigung von (ll) in 

(40) ~ (~) = _1_ + m2(x) 
x (t(x) (t3(X) 

fiberS). 

Um m(!) zu finden, hat man von 

(41) m2 ( !) = (t ( :2) - (t2 ( ! ) 
5) Vgl. mein Referat ,;Uber die Zeitfolge zufalliger Ereignisse" im Bul

letin de I'Institut international de Statistique, Tome XX, 28 Iivraison, S. 63, 
wo die allgemeinere Naherungsformel, aus der sieh Formel (40) direkt herleiten 
laBt, gegeben ist. 
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auszugehen. Alsdann erhalt man: 

m 

~(:2) = 4J :; , 

a; -2 =-2 1-2""1-'-·+3""1~- ... ( 1 ) 1 ( m n. e. m n. e2 ) 

X tXl +' tXl +' tXl 

und, wenn man die abkiirzende Bezeichnung 

(42) 

einfiihrt und zugleich beriicksichtigt, daB 01 = 0: 

a; (~) = ~ (1 + 3°2 - 4 03 + ... ) . 
X tXl 

(43) 

Aus (36) findet man aber: 

(44) f"C2 (1) _ 1 ~ - - -2 (1 + 2°2 - 2 03 + ... ) , 
X tXl 

so daB sich, indem man (44) von (43) abzieht und die Glieder, welche 
oi sowie 03' °4 , •• enthalten, vernachIassigt 

ergibt, welch letztere Formel wegen (41) und (42) sich auch als 

(45) 

darstellen laBt 6). 

6) Formel (45) stellt einen Spezialfall einer allgemeineren NaherungsformeI 
dar, die neuerdings von G. Bohlmann ("FormuIierung und Begriindung zweier 
HiIfssatze der mathematischen Statistik" in den Mathematischen Annalen, 74. Bd., 
1913, S. 341--409) auf die ihr zugrunde Iiegenden Voraussetzungen und ihre An. 
wendbarkeit hin sehr eingehend untersucht worden ist. Diese Formel kommt 
abel' fUr eine elementare Darstellung, wie sie im Text geboten wird, ebenso
wenig in Betracht wie die FormeI, auf weIche in der FuBnote 5 hingewiesen 
worden ist. 
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In ganz ahnlicher Weise lassen sich die mathematische Erwartung 

und der mittlere Fehler von y-X naherungsweise bestimmen. Rier 
hat man: 

somit naherungsweise: 

(46) 

und 

(47) 
2 - _ Wl2(X) 

Wl(yx)- 4Q;(x)' 

In Erganzung obiger Darlegungen moge auf die Modifikation 
hingewiesen werden, welche die Begriffe der mathematischen Er
wartung und des mittleren Fehlers dadurch erfahren, daB nicht alle 
moglichen Werte der betreffenden zufalligen GroBe x, sondern nur 
einige diesel' Werte in Betracht gezogen werden. Es seien dies die 
Werte aI' a2 ••• aI-" wahrend die Werte a,,+l, a,,+2 •.• am unberiick
sichtigt bleiben sollen, und es seien Q;I (x) die mathematische Erwartung 
ulld WlI (x) del' mittlere Fehler von x, die der Voraussetzung ent
sprechen, daB x einen der Werte aI' a2 ••• a,u annimmt. Den Unter
schied zwischen Q;(x) und Wl(x) einerseits und Q;I(X) und [)(I(X) anderer
seits kann man in der Weise zum Ausdruck bringen, daB man Q;(x) 
und [)((x) als die unbedingte mathematische Erwartung und 
den unbedingten mittleren Fehler von x, Q;I(X) und Wl1(x) abel' 
als die bedingte mathematische Erwartung und den bedingten 
mittleren Fehler von x bezeichnet7). In del' Voraussetzung, daB x 
einen del' Werte av a2 ••• a,u annimmt, ist die Wahrscheinlichkeit, 
daB x = ai, bei i < f1 durch 

(48) 

7) Meiner Unterscheidung zwischen einer "unbedingten" und einer "be
dingten" mathematischen Erwartung entspricht bei L. Bachelier (Calcul des 
probabilites, Tome I, Paris 1912, S. 8-9) die Unterscheidullg zwischen "valeur 
moyenne absolue" und "valeur moyenne relative". VgI. FuBnote 1. 
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gegeben (n; ist eine sogenannte "relative" Wahrscheinlichkeit), und 
demgemaB hat man 

(49) 

und 

(50) 

Setzt man noch 
f' 

2.]n; at = ~I(x2) 
1 

und berucksichtigt man, daB der Formel (48) zufolge 

(51) 

so erhalt man aus (49) und (50) 

(52) 

Mit Rucksicht auf die vollstandige Analogie, die zwischen den Formeln 
(49), (50) und (52) einerseits und den Formeln (1), (2) und (15) anderer
seits besteht, lassen sich aIle auf letzteren Formeln fuBenden vor
stehenden AusfUhrungen mutatis mutandis auf den Fall einer be
dingten mathematischen Erwartung und eines bedingten mittleren 
Fehlers ubertragen. 

Setzt man 

(53) 

und, den Formeln (48), und (49) entsprechend, 

(54) 

und 
m 

(55) ~Il(X) = 1jn[,ai' 
f'+ 1 

so findet man 

(56) 

Die Koeffizienten ill und nIl stellen die Wahrscheinlichkeiten von 
zwei sich gegenseitig ausschlieBenden Voraussetzungen dar, wobei 
III + nIl = 1. Die in der Formel (56) zum Ausdruck kommende 
Regel, derzufolge die unbedingte mathematische Erwartung einer 
zufalligen GroBe gleich ist der aus den bedingten mathematischen Er
wartungen dieser GroBe und den Wahrscheinlichkeiten der ent 



42 Grundsatzliches aus der Wahrscheinlichkeitstheorie. 

sprechenden Voraussetzungen gebildeten Produkte, gilt auch in dem 
Fall, wo es sich um mehr als zwei bedingte mathematische Erwar
tungen handelt, wenn 8ich nur die entsprechenden Voraussetzungen 
gegenseitig ausschlieBen und wenn die Summe ihrer Wahrscheinlich
keiten gleich 1 ist. 

§ 2. Das Bernoullische Theorem und das Gesetz der groBen Zahlen. 

Das Bernoullische Theorem bezieht sich auf den Fall wieder
holter Versuche, bei denen fur das Eintreten eines bestimmten Er
folges (oder "Ereignisses") die gleiche Wahrscheinlichkeit besteht. 
Bezeichnet man die Zahl der Versuche (die "Versuchszahl") mit 8, 

die Wahrscheinlichkeit des in Frage stehenden Ereignisses mit p und 
die Zahl der Versuche, in denen das Ereignis eintrifft (die "Ereignis
zahl") mit x, so laBt sich das Bernoullische Theorem wie folgt 
formulieren: Die Versuchszahl (8) kann so groB gemacht wer-

x 
den, daB die Wahrscheinlichkeit fur das Verhaltnis -, 

8 

zwischen den Grenzen p - l5 und p + l5, wo l5 eine beliebig 
kleine positive GroBe ist, enthalten zu sein, dem Wert 1, 
somit der GewiBheit, beliebig nahe kommtl). 

1) Diese Formulierung unterseheidet sieh nur auBerlieh von der Ber
noullischen (Bernoulli, S. 236 und 237-238). Ersetzt man namlieh in letzterer 

f dureh p, ~. dureh /j und c dureh I~TV' wobei TV die Wahrseheinliehkeit der 

Beziehung I ~ - p I ~ /j bedeutet, so kommt man auf die im Text gegebene 

Formulienmg. Ganz ahnlieh wie bei mir lautet das Bernoullisehe Theorem in 
der Wiedergabe Poissons (S. 136-137) und Markoffs (S. 33, russiseh S. 38, 
wobei es jedoeh in der deutsehen Ubersetzung falseh heiBt: "fiir je zwei von ihnen 
gesondert" statt "fiir sie aIle im einzelnen"). Czuber hingegen subsumiert unter 
den Begriff des Bernoullisehen Theorems neben dem dgentliehen Bernoulli
sehen Theorem mehrere andere Satze (I, S. 139-140). Er sueht dies mit dem 
Hinweis auf den Spraehgebraueh del' "neueren Literatur" zu reehtfertigen. Es 
trifft allerdings zu, daB als Bernoullisehes Theorem bald diese, bald jene Aus
sage bezeiehnet wird. Abel' solI man deshalb eine ganze Folge soleher Aussagen 
mit dem Namen "Bernoullisehes Theorem" iiberdeeken? Dazu kommt, daB der 
erste unter den Satzen, aus denen Czuber das Bernoullisehe Theorem bestehen 
laf3t, ungenau formuliert ist. Cz u bel' sagt: "Wenn tiber zwei entgegengesetzte 
Ereignisse E und E, deren Wahrseheinlichkeiten p und q konstant sind, 8 Ver
suehe angestellt werden, so ist unter allen mogliehen Ergebnissen dasjenige am 
wahrscheinliehsten, in welehem das Verhaltnis m: n der Wiederholungszahlen 
von E und E dem Verhaltnis p : q ihrer Wahrseheinliehkeiten gleieh oder am 
naehsten ist." Es sei p = i, q = %. Bei 8 = 4 ist das wahrseheinliehste Ergebnis: 
,'n = 0, n = 4 und nieht m = 1, n = 3, weil (%)4> 4· t· (t)3, obsehon 
~ - t < t; und bei 8 = 1000 istdas wahrseheinlichste Ergebnis: m = 166, n = 834 
und nieht m=167, n=833, obsehon ~~~-}<f.-}~~. Vgl. Czubel'I, 
S.133. 
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Da die in Frage stehende Beziehung 

{I) I x i 
I--pi<~ 
! 8-

der Beziehung 
IX-8pls.8~ 

oder auch den Beziehungen 
(2) 8 P - 8 c5 < X < 8 p + 8 d 

aquivalent ist, so ist die Wahrscheinlichkeit von (1) bzw. von (2), 
die mit W bezeichnet werden moge, unmittelbar durch 

8P+80 

W = ~ (;) pzqs-z 
Sp-80 

(3) 

gegeben, wo q = 1 - P und wo man sich 8 p und 8 c5 als ganze Zahlen 
zu denken hat2). 

Bernoulli faBt denn auch das Verhaltnis 

~\;) pxqs-x 
Sp-8() 

C = 8p-'~-1 .. --_ .... --- -.---------

~ (;)pzqs-z+ ~ (:)pZq"-X 
o 'p+so+l 

(4) 

ins Auge und weist nach, daB c bei entsprechend groBem 8 jeden ge
gebenen Wert iibertrifft. Dieser Nachweis gestaltet sich ziemlich mfth
sam und hat Bernoulli, wie er selbst berichtet (S.227), zwanzig 
Jahre hindurch beschaftigt. Steht es aber einmal fest, daB emit zu
nehmendem 8 unbegrenzt zunimmt, so bedeutet es soviel, daB die 
Wahrscheinlichkeit der Beziehung (1), d. h. W mit zunehmendem 8 

der Einheit zustrebt, weil ja 
8 

2~(:)pxq8-X=1 
o 

W 1 
und folglich wegen (3) und (4) c = -- bzw. W = ---

l-W 1 1+c 

2) Formel (3) ist in Bernoullis Darlegungen implicite enthalten (S.237, 
vgl. S. 44-45), worauf der Ubersetzer und Kommentator del! "Ars conjectandi", 
R. Haussner, mit Recht hinweist (Ostwalds Klassiker der exakten Wissen. 
schaften, Nr. 107 und 108: Wahrscheinlichkeitsrechnung von Jakob Bernoulli, 
Nr. 108, S. 157-158). Aber die durch Formel (3) ausgedriickte Beziehung kann 
nicht unzutreffender charakterisiert werden, als wenn man sie, wie es Haussner 
tut, eine "Umkehrung des Bernoullischen Theorems" nennt. Sie bildet viel
mehr die Grundlage des Bernoullischen Theorems. Nicht mindel' verfehlt ist 
Haussners Behauptung, daB in den Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeits
rechnung unter dem Bernoullischen Theorem gewohnlich die durch Formel (3) 
ausgedriickte Beziehung verstanden wird. 
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Ein anderer Beweis des Bernoullischen Theorems, del' von La
place herriihrt, lauft darauf hinaus, daB die in (3) auftretende Summe 
durch einen bestimmten analytischen Ausdruck approximiert wird, 
del' nur von einem Argument abhangt und aus dessen Struktur zu 
ersehen ist, daB er wegen einer einfachen Beziehung, die zwischen 
dem betreffenden Argument und del' Versuchszahl (8) besteht, durch 
VergraBerung der letzteren der Einheit beliebig nahe gebracht werden 
kann. Das in Frage stehende Argument, welches mit y bezeichnet 
werden mage, ergibt sich namlich aus 

(3) )1=<511 8 ~, 
2pq 

ulld der betreffende analytische Ausdruck selbst, del' als <P(y) dar
gestellt werden soIl, wobei also naherungsweise 

(6) TV = <P(y) 

ge,;etzt wird, ist so beschaffen, daB er mit zunehmendem y del' Ein
heit zustrebt. 

Von cineI' naheren Betrachtung des Ausdrucks <P (y), weil sie im 
Rahmen del' elementaren Mathematik nicht maglich ist, muB hier 
Abstand genommen werden. Die numerischcn Werte von <P(y) finden 
sich, tabellarisch zusammengestellt, anhangsweise in allen Lehrbuchern 
del' Wahrscheinlichkeitstheorie. Die Naherungsformel (6) liefert um so 
genauere Resultate, je graDer 8 bzw. 8 P q ist, und ist nicht mehr an
wendbar, wenn 8 p q etwa unter 20 herabsinkt 3). 

Ein dritter und letzter ist del' von Tsche b yscheff gegebene Be
weis des Berno ullischen Theorems 4). Es ist wie folgt konstruiert: 
Unter Anwendung del' in § I gebrauchten Bezeichnungen laBt sich in 
dem von Bernoulli betrachteten Fall zunachst die Ereigniszahl x 
bei einer Versuchszahl 8 als 

8 

(7) X = 2J~h 
1 

darstellen, worin ~h angibt, wie viele Male das in Frage stehende Er
eignis beim h-ten Versuch unter den 8 Versuchen eintrifft. Offenbar 
kann ~h nur die beiden Werte 1 und 0 annehmen, und weil dem ersten 

3) Wird die Bezeichnung "Bernoullisches Theorem" manchmal auf Formel (6) 
als solche, statt auf die aus ihr sich ergcbende Konsequenz, daJ.l W mit steigendem 8 

der Einheit zustrebt, angewandt (siehe z. B. A. Meyer, Vorlesungen iiber Wahr
scheinlichkeitsrechnung, deutsch bearbeitet von E. Cz u ber, Leipzig 1878, S. 97; 
vgl. S. 105), so ist das freilich nicht korrekt, aber doch insofern ent~chuIdbar, als 
die in Frage stehende Konsequcnz un mittel bar einleuchtet und demnach der 
Laplacesche Beweis des Bernoullischen Theorems mit der Aufstellung der 
Formel (6) so gut wie abgeschlopsen ist. 

4) Dieser Bcweis findet sich am SchluB del' in § 1, FuJ.lnote 4 zitierten Ab
handlung Tsche b yscheffs. 
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dieser beiden Werte die Wahrscheinlichkeit p und dem zweiten die 
Wahrscheinlichkeit q zukommt, so hat man: 

(8) (i;(~h) = a;(~h2) = p. 1 + q. 0 = p 

und folglich nach Formel (15) des § 1: 

(9) ~J(2(~h)=P_p2=pq. 

Man erhalt sodann, den Formeln (24) bis (28) und (34) des § 1 zu-

folge: ~o = x , C( = p, jt = yP q und 
8 

(10) :~-p!<vV.1!L 
18 i 8 

oder entsprechend der Formel (1) 

(11) b = v 11 P/ . 
Die Wahrscheinlichkeit der Beziehung (10) ist aber, wie in § 1 gezeigt 

1 
worden ist, groBer al::; 1 - -- und da aus (ll) 

v 2 ' 

/-8-
(12) v=bV;Pq 

folgt, so findet man schlieBlich, daB bei gegebenen Werten von p, q 

und b die Wahrscheinlichkeit 1-~ der Einheit bcliebig nahe ge-
v 

bracht werden kann, wenn man 8 entsprechend groB wahlt5). 

5) Man sieht, daB es mit Hilfe der Begriffe der mathematischen Erwartung 
und des mittleren Fehlers und del' an diesen Begriffen orientierten Tscheby
scheffschen Ungleichung (§ 1, FuBnote 4) ein leichtes ist, das Bernoullische 
Theorem in elementarer Weise abzuleiten. Die umstandlichen kombinatorischen 
Rechnungen Bernoullis sind hierzu gar nicht erforderlich. Freilich gewahl't 
die Bel'noullische BoweisfUhrung einen genaueron Einblick in die Abhangigkeit 
der Wahrscheinlichkeit W von del'Versuchszahl 8. AIlein fUr Bernoulli kam es 
bei seinem Theorem lediglich darauf an, zu zeigen, daB sich W mit steigendem 8 

der Einhcit nahert bzw. daB der Quotient i f\¥ mit steigendem 8 unbegrenzt 

anwachst. Seine Fragestellung war: "an vero problema, ut sic dicam, suam habeat 
asymptoton; h. e. an dctur quidam ccrtitudinis gradus quem nunquam excedere 
liceat, utcunquc multiplicentur observationes" (S. 225), und von diesem Stand
punkt aus gesehen, leistet der Tsche b yscheffsche Beweis sogar noch mehr als 
der Bernoullische, da er an keine Voraussetzungen beziiglich der Beschaffenheit 
der GroBe p gebunden ist. Bernoullis Darlegungen sind namlich auf den Fall 
eingesteIlt, wo peine rationale GroBe ist, wahrend der Beweis Tschebyscheffs 
auf die FaIle mitanwendbar ist, wo peine irrationale, namentlich eine trans
zendente GroBe ist, wie dies bci geometrischen Wahrscheinlichkeiten und auch 
sonst vorkommt. Siehe Czuber I, S. 95ff.; Markoff, S.164ff. Vgl. meine 
Schrift: "Die radioaktive Strahlung als Gegenstand wahrscheinlichkeitstheoretischer 
Untersuchungen", Berlin 1913, S. 5-6. 
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Urn zu diesem Resultat zu kommen, kann man iibrigens, statt 
an Formel (34) des § 1, an die allgemeinere Formel (33) desselben 
Paragraphen ankniipfen, ohne dadurch die Beweisfiihrung merklich 
zu verlangern. Man erhalt namlich aus (8) auf Grund der Formel (6) 
des § 1: 

(13) C8:(x) = 8 P 

und aus (9) auf Grund der Formel (22) des § 1: 

(14) iJR2(X) = 8 P q . 

Daher ist die Wahrscheinlichkeit der Beziehung 

(15) 
1 

groBer als 1- -2 Die Beziehung (15) ist aber der Beziehung (lO) 
aquivalent. v 

1m engsten Zusammenhang mit dem Bernoullischen Theorem 
steht das Gesetz der groBen Zahlen. Dieser Ausdruck ist von 
Poisson gepragt worden und diente ihm zur Bezeichnung eines be
stimmten Verhaltens der statistischen Zahlen. Dabei beriicksichtigte 
Poisson zwei Arlen von statistischen Zahlen: die "Haufigkeiten" 
und die Mittelwerte (arithmetische Mittel). Urn jedoch die Darstel
lung nicht zu komplizireen, will ich im folgenden von den Mittel
werlen absehen. Die prinzipielle Seite der Frage, was unter dem Gesetz 
der groBen Zahlen verstanden werden solI, wird dadurch in keiner 
Weise tangiert. Ais Haufigkeit solI das Verhaltnis einer Ereignis-

zahl zu der zugehorigen Versuchszahl bezeichnet werden (:) 6). 

Poisson stellt nun die Behauptung auf, daB wenn sehr betracht· 
liche Zahlen irgend welcher Ereignisse, die von gewissen sich gleich
bleibenden und zugleich von gewissen ganz regellos, bald in diesem, 
bald in jenem Sinne, wechselnden Ursachen abhangen, in verschie· 
denen Zeitraumen beobachtet werden, die auf die einzelnen Zeitraume 
entfallenden Ereigniszahlen x, x', x"... und die zugehorigen Ver· 
suchs- bzw. Beobachtungszahlen 8, 8', 8" ... Haufigkeiten ergeben, 
die einander nahezu gleich sind. Das so charakterisierte Verhalten 
der Haufigkeiten, welches man mit Poisson auf die Form 

(16) 

6) Ubrigens laBt sich jede Haufigkeit auch als Mittelwert darstellen (wie dies 
z. B. beim Tschebyscheffschen Beweis des Bernoullischen Theorems ge
schieht), wodurch die von Poisson gemachte Unterscheidung von zwei Arten 
von statistischen Zahlen aufgehoben wiirde. 
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bringen kann, wenn man die kleinen Differenzen zwischen den be
treffenden Quotienten vernachlassigt, stellt eben das Gesetz der groBen 
Zahlen in seinem Sinne dar7). 

Yom Standpunkte Poissons aus gesehen, wiirde sich das Gesetz 
der groBen Zahlen ohne weiteres aus dem Bernoullischen Theorem 
ergeben, wenn man bei Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrech
nung auf die verschiedenen Gebiete des physischen und geistigen Ge
schehens berechtigt ware, anzunehmen, daB die Wahrscheinlichkeit 
des jeweilig in Frage stehenden Ereignisses fiir jeden der in Betracht 
kommenden Versuche bzw. fiir jede der in Betracht kommenden Be
obachtungen die gleiche ist, oder, um es mit einem heute gebrauch
lichen Ausdruck deutlicher zu sagen, daB sie den Charakter einer 
Elementarwahrscheinlichkeit hat. Denn aus der Tatsache, daB 
bei entsprechend groBen Werten von 8, 8', 8/1 ••• jede der Haufig-

x x' x/l 
keiten-, - - sich wenig von P unterscheidet, wiirde un-

8 8" 8/1'" 

mittelbar folgen, daB diese Haufigkeiten sieh voneinander wenig 
unterseheiden 8). 

Das Schema der Elementarwahrscheinlichkeit trifft aber Poi s son 
zufolge auf das wirkliche Geschehen kaum jemals zu. Zumeist andere 
sich die betreffende Wahrscheinlichkeit von eineill' Versuch zum an
deren, und in der Mehrzahl der FaIle gehe dieser Wandel laut der 
vorhin gegebenen Formulierung des Gesetzes der groBen Zahlen "ganz 
regellos" vor sich. Dies wird dahin prazisiert, daB die Wahrschein
lichkeit des betreffenden Ereignisses verschiedene Werte PI' P2 ... P .. 
annimmt, und zwar unter dem EinfluB des ZufaIls, der bei jedem 
Versuch von neuem entscheidet, welcher der n Werte in Wirksamkeit 
treten soIl. Einem jeden Wert Pk kommt hiernach eine bestimmte 
Wahrscheinlichkeit zu. 

7) Poisson, S. 7-8, 137-138, 139, 143. Vgl. meine Abhandlung "Kritische 
Betrachtungen zur theoretischen Statistik", 1. Artikel, in den Jahrbiichern fiir 
Nationali:ikonomie und Statistik, 3. Folge, Bd. VIII, 1894, S. 641 ff. 

B) Ich sehe im Text davon ab, daB ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Er
gebnis als solches noeh niehts tiber das wirkliche Geschehen aussagt. Dieses Saeh
verhalts ist sieh namlich Poisson, auf dessen Standpunkt ich mich im Text stelle, 
gar nieht bewuBt. Czuber maeht mit Recht darauf aufmerksam (I, S. 189). Ob 
und wie sieh das Bernoullische Theorem, um mit Czuber zu reden, von dem 
Boden der Theoric auf den Boden der Erfahrung iibertragen laBt (I, S. 155), 
bildet ein Problem fiir sieh, das die Kompetenz der reinen Mathematik offenbar 
iiberschreitet. Von der Sehwierigkeit dieses Problems zeugt u. a. die Tatsache, 
daB selbst C z u b er in seiner Stellung dazu noch immer bis zu einem gewissen 
Grade schwankt. Man vergleiche: I, 2. Auflage, S. 136, 2. Absatz von oben, mit 
I, 3. Auflage, S. 154, letzter Absatz. Noch groBer als zwischen der 2. und 3. Auf
lage ist in dieser Beziehung der Abstand zwischen der 1. und der 2. Auflage. Siehe 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, 1903, S. 100 und 137. 
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Bezeichnet man sie mit (lk, so hat man: 

(17) 

und setzt man 

(18) 

so erscheint pals Wahrscheinlichkeit des betreffenden Ereignisses in 
der Voraussetzung, daB es noch unentschieden ist, welcher der n Werte 
Pk wirksam wird. Mit Riicksicht auf (17) laBt sich P auch in der Form 
eines (gewogenen) arithmetischen Durchschnitts, namlich als 

(19) P=--n--

lj(lk 
1 

darstellen und kann daher als Durchschnittswahrscheinlichkeit oder 
genauer - zur Unterscheidung von der sogenannten konstant zu
sammengesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit, auf die weiter unten 
Bezug genommen wird - als Durchschnittswahrscheinlichkeit 
im eigentlichen Sinne bezeichnet werden9 ). 

9) Die Termini "Elementarwahrscheinlichkeit", "konstant zusammengesetzte 
Durchschnittswahrscheinlichkeit" und "Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigent
lichen Sinn" sind von mir (in dem in FuBnote 7 angefiihrten Aufsatz) in Vorschlag 
gebracht worden und werden seitdem viel gebraucht, jedoch nicht immer in dem 
ihnen von mir beigelegten Sinn. So verwechselt z. B. Ernst Blaschke (Vor
lesungen iiber mathematische Statistik, Leipzig und Berlin 1906, S. 132-134) 
die beiden Arten der Durchschnittswahrscheinlichkeit (obwohl er sich direkt auf 
mich bezieht), und zwar nicht nur terminologisch, sondern auch sachlich: seine 

Formel (~) p. QG -. setzt voraus, daB Peine Durchschnittswahrscheinlichkeit 

im eigentlichen Sinne ist, wahrend die unmittelbar an diese Formel sich an
schlieBenden Betrachtungen iiber die Dispersion der empirischen Werte von P 
nur dann richtig waren, wenn Peine konstant zusammengesetzte Wahrschein
lichkeit ware. Unter dem unverkennbaren EinfluB der Darlegungen Blaschkes 
hat Hugo Forcher (Die statistische Methode als selbstandige Wissenschaft, 
Leipzig 1913, S. 239-241) die sehr wichtige Frage der Dispersion im FaIle von 
Durchschnittswahrscheinlichkeiten hOchst unvollstandig und konfus behandelt. 
Er beruft sich hierbei auch auf mich, kennt aber meine Arbeiten wohl nur aus 
zweiter Hand. - 1m Zusammenhang mit den Erorterungen iiber Durchschnitts
wahrscheinlidhkeiten hatte ich a. a. O. die durch die Produkte gk Pk dargesteIlten 
Wahrscheinlichkeiten als "Partialwahrscheinlichkeiten" im Gegensatz zu der 
"Totalwahrscheinlichkeit" P und die Wahrscheinlichkeiten Pk als "Spezialwahr
scheinlichkeiten" im Gegensatz zu der "Generalwahrscheinlichkeit" P bezeichnet. 
Czuber (I, S. 186) gibt unter Bezugnahme auf mich diese Begriffsunterschei
dungen wieder, aber nicht ganz korrekt, namlich so, als ob "Spezialwahrschein
lichkeit" dasselbe wie "Partialwahrscheinlichkeit" und "Generalwahrscheinlich
keit" dasselbe wie "Totalwahrscheinlichkeit" bedeuten soIlte. 
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Poisson beweist nun, daB die Laplaceschen Formeln (5) und (6) 
auch dann gelten, wenn peine Durchschnittswahrscheinlichkeit im 
eigentlichen Sinne ist, und gelangt so zu einem, wie er meint, ver
allgemeinerten - weil auf den Fall einer Durchschnittswahrschein
lichkeit im eigentlichen Sinne sich mitbeziehenden - Bernoullischen 
Theorem, woraus sich ihm erst das Gesetz der groBen Zahlen als un
mittelbare Konsequenz ergibt. 

Die Art, wie Poisson sein verallgemeinertes Bernoullisches 
Theorem ableitet, ist prinzipiell dadurch interessant, daB er sich hier
bei eines Hilfssatzes bedient, der, fur sich betrachtet, ebenfalls als 
eine Verallgemeinerung des Bernoullischen Theorems aufgefaBt 
werden kann. Dieser Hilfssatz betrifft den Fall, wo die Wahrschein
lichkeit P auch durch (18) bzw. (19) dargestellt wird, wobei jedoch 
die Koeffizienten gk keine Wahrscheinlichkeiten mehr, sondern im 
Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie konstante, d. h. vom Zufall un
abhangige GroBen sind, und besagt, daB in diesem Fall, den man eben 
als den Fall einer konstan t z usammengesetzte n Durchschni tts
wahrscheinlichkeit bezeichnen kann, durch 4>(y) die Wahrschein
lichkeit nicht del' Beziehung (1), sondern del' Beziehung 

(20) I x l.v iB- P <u 

ausgedruckt wird, wobei sich ~' aus 
-----

(21) y-~'V 8 

- 2 iigkPkqk 
1 

bestimmt. Es laBt sich leicht zeigen, daB, so£ern die Werte P nicht 
alle einander gleich sind, 

n 

(22) LjgkPkqk < pql0) 
1 

und daB dementsprechend, mit Rucksicht auf (5), b' < ~. Bei ge-

gebenen Werten von P und 8 sind also die Abweichungen I : - pi 
im Fall einer konstant zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit er-

10) Der denkbar einfachste Beweis dieser Ungleichung ist, wie mir scheint, 
der von mir (a. a. 0., S. 653 sowie in meinem "Gesetz der kleinen Zahlen", S.30) 
gegebene. Czu bel' bringt neben diesem (II, S. 44) einen meines Erachtens weniger 
einfachen Beweis (I, S. 182), wahrend Blaschke (a. a. 0., S. 133-134) die noch 
umstandlichere Ableitung Cournots (Exposition de la tMorie des chances et 
des probabiIiMs, Paris 1843, S. 137-138) wiedergibt. Mein Beweis findet sich 
auch bei C. V. L. Charlier ("Contributions to the mathematical theory of 
statistics" in "Meddelande fran Lunds Astronomiska Observatorium", Nr. 49, 
Uppsala und Stockholm 1911, S. 7). 

v. Bortkiewicz, Iteration~n. 4 
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wartungsgemaB kleiner als im Fall einer Durchschnittswahrschein
lichkeit im eigentlichen Sinne oder einer Elementarwahrscheinlichkeit. 

Es steht damit im Einklang, daB der mittlere Fehler der Haufig-

keit ~ bzw. der Ereigniszahl x kleiner ist im Fall einer konstant zu-
8 

sammengesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit als im Fall einer 
Elementarwahrscheinlichkeit. Dies laBt sich auBerst einfach beweisen. 
1st peine konstant zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit, so hangt 
es nicht mehr vom Zufall ab, in wie vielen Versuchen aus 8 jede der 
Wahrscheinlichkeiten Pk in Wirksamkeit tritt. Die Zahl dieser Ver
suche ist vielmehr durch gk 8 gegeben, und bezeichnet man mit mk 
die Zahl derjenigen unter den g" 8 Versuchen, in denen das betreffende 
Ereignis eintrifft, so hat man: 

(23) 
n 

x=1]mk' 
1 

ferner, der Formel (14) entsprechend, 

(24) 

und nach MaBgabe der Formel (22) des § 1 
n 

(25) 9)12(X) = 81] gk Pk qk . 
1 

Ein Vergleich von (25) mit (14) zeigt nunmehr, daB angesichts der 
Ungleichung (22) der mittlere Fehler der Ereigniszahl, wie zu be
weisen war, hier kleiner ausfallt. Gleiches gilt von dem mittleren 
Fehler der Haufigkeit, da laut Formel (18) des § 1 immer die Beziehung 

(26) 

besteht. 

9)12 (~) = ~ 9)12 (x) 
8 82 

Der gekennzeichnete Unterschied zwischen einer konstant zu
sammengesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit und einer Elementar
wahrscheinlichkeit kommt aber in Wegfall, wenn 

(27) PI = P2 = ... = Pn(= p). 

Denn in diesem Fall ist 

(28) 

und man erhalt nicht nur denselben Wert fur 9)12(X), ob man For
mel (14) oder Formel (25) benutzt, sondem auch, wie ein Vergleich 
zwischen den Formeln (5) und (21) ergibt: ()' = (). Die fur den Fall 
einer Elementarwahrscheinlichkeit maBgebenden Formeln (1) und (5) 
lassen sich somit aus den fur den Fall einer konstant zusammengesetzten 
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Durchschnittswahrscheinlichkeit maBgebenden Formeln (20) und (21) 
dadurch gewinnen, daB man die Werte Pk der durch Formel (27) aus
gedriickten Bedingung unterwirft. So kann denn in der Tat der 
Poissonsche Hilfssatz als eine Verallgemeinerung des Bernoulli
schen Theorems angesehen werden. 

DaB es sich somit bei Poisson um die Ausdehnung des Bernoulli
schen Theorems einerseits auf den Fall einer Durchschnittswahrschein
lichkeit im eigentlichen Sinne - ohne Modifikation hinsichtlich der er-

wartungsmiWigen GroBe von I ; - P 1-, andererseits auf den Fall 

einer konstant zusammengesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit 
- mit Modifikation hinsichtlich der erwartungsmaBigen GroBe von 

\-:;- - P 1- handelt, wird in den systematischen Darstellungen der 

Wahrscheinlichkeitstheorie meist gar nicht beriicksichtigt. Man pflegt 
vielmehr nur den zweiten dieser beiden FaIle zu betrachten und den 
auf diesen Fall sich beziehenden Hilfssatz unter dem Namen "Pois
sonsches Theorem" als die von Poisson herriihrende "Verallgemeine
rung des Bernoullischen Theorems" vorzufiihren ll ). 

Solch eine Bevorzugung des Falles der konstant zusammengesetzten 
Wahrscheinlichkeit, sofern sie auch hei Autoren vorkommt, die Pois
son nicht bloB aus zweiter Hand kennen, hangt sicherlich vielfach 

11) A. Meyer, Vorlesungen iiber Wahrscheinlichkeitsrechnung, Leipzig 1879, 
S. 109-119; Bruns, S. 199; Markoff, S.63-65. Vgl. Charlier, die in FuB
note 10 genannte Abhandlung, S.2-9, und U. Broggi, Traite des assurances 
sur la vie, Paris 1907, S.29-30. Dabei werden Markoff und Broggi um so 
weniger Poisson gerecht, als sie mit keinem Wort erwahnen, daB Poisson, 
worin in erster Linie sein Verdienst besteht, in bezug auf den Fall einer konstant 
zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit die Giiltigkeit nicht nur des Bernoulli
schen Theorems als 801chen, sondern auch des Laplaceschen Ausdrucks .p(y) 
nachgewiesen hat. Siehe Poisson, S.246-254. Vgl. Czuber I, S.173-180. 
In keinem der beiden neuesten franzosischen Lehrbiicher der Wahrscheinlich
keitsrechnung, namlich weder in E. Borels "Elements de la tMorie des proba. 
bilites", Paris 1909, noch in L. Bacheliers "Calcul des probabilites", Tome I, 
Paris 1912, wird Poisson auch nur erwahnt. Borel weiB nicht einmal, daB der 
Ausdruck "Gesetz der groBen Zahlen" von Poisson herriihrt. In Borels Schrift 
"Le Hasard", Paris 1914, ist zu lesen (S. 34): "De cette regIe [wonach die er
wartungsmiWigen Abweichungen der Haufigkeitszahl von der entsprechenden 
Wahrscheinlichkeit umgekehrt proportional der Quadratwurzel aus der Versuchs
zahl sind] on deduit aisement la proposition, it laquelle Jacques Bernoulli a donne 
Ie nom de loi des grands nombres." Das Bernoullische Theorem wird 
iibrigens von Borel (Elements, S. 64-65) richtig formuliert, von Bachelier 
aber (a. a. 0., S. 18) nicht. Letzterem zufolge soIl dieses Theorem "wenigstens 
dem Sinne nach" darin bestehen, daB die Abweichungen [x - 8 P [ mit wach
sender Versuchszahl im allgemeinen, absolut genommen, groBer, relativ gc
nommen, d. h. im Verhaltnis zur VcrsuchszahI, kleiner werden. 

4* 
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damit zusammen, daB man es - in einem meist unausgesprochenen 
Gegensatz zu Poisson - fur uberflussig halt, den Fall der Durch
schnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinne getrennt von dem 
Fall der Elementarwahrscheinlichkeit zu behandeln. Es kommt nam
lich darauf an, daB auch im Fall einer Durchschnittswahrscheinlich
keit im eigentlichen Sinne die Wahrscheinlichkeit der Ereigniszahl x 
bei 8 Versuchen durch den Ausdruck 

(29) 

gegeben ist, weil namlich die Satze von der Addition und Multiplika
tion der Wahrscheinlichkeiten, welche auf den Ausdruck (29) fiihren, 
keineswegs nur fur Elementarwahrscheinlichkeiten gelten und weil, 
was insbesondere den zweiten dieser beiden Satze anlangt, die Ver
suche, auf welche sich die betreffenden miteinander zu multiplizieren
den Wahrscheinlichkeiten beziehen, nur unabhangig voneinander sein 
mussen, damit die Multiplikation ohne weiteres gestattet sei. Sollte 
aber die Anwendbarkeit des Ausdrucks (29) auf den Fall, wo p keine 
Elementarwahrscheinlichkeit, sondern eine Durchschnittswahrschein
lichkeit im eigentlichen Sinne ist, zu irgend welchen Zweifeln AnlaB 
geben, so waren solche Zweifel zu zerstreuen (was nicht schwer ist), 
und damit ware der in Frage stehende Fall auf den Fall der Elementar
wahrscheinlichkeit zuruckgefuhrt, da die Ableitung der Formeln (5) 
und (6) aus (29) ganz und gar unabhangig ist von dem wahrschein
lichkeitstheoretischen Sinn, den p in (29) hat. Statt diesen natur
lichen Weg einzuschlagen, hat Poisson fur den Fall einer Durch
schnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinn einen Beweis kon
struiert, der an sich nicht ohne Interesse ist, aber sich aus dem Grunde 
als unzweckmaBig erweist, weil er die beiden FaIle einer Elementar
wahrscheinlichkeit und einer Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigent
lichen Sinne erst im Endresultat koinzidieren laBt, wodurch der wahre 
Sachverhalt verdeckt wird, zumal da das Endresultat in einer Nahe
rungsformel seinen Ausdruck findeV 2). 

12) Poisson, 4. Kapitcl. Siehe namentlich S. 294-296. Bienaym e ("Sur 
un principe que M. Poisson avait cru decouvrir et qu'il avait appelc la loi des grands 
nombres" in "Seances et travaux de I'Academie des sciences morales et poli
tiques", Tome XI, 1855, S. 379-389, abgedruckt unter dem Titel "Les grands 
nombres en statistique" im "Journal de la Societe de Statistique de Paris", 17~me 
annee, 1876, S. 199-204) hat wohl als erster die Behauptung aufgestellt, daJl 
del' Fall einer Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinne keine ge
sonderte Betrachtung erfordert. Die auf diesen Fall sich beziehende Beweis
fiihrung Poissons sei daher an sich iiberfliissig und stelle nichts anderes als eine 
,;Ubung im Rechnen" dar. Vgl. Cournot, a. a. 0., S. 136-137. Demgegeniiber 
bemerkt Tschuprow (S. 312), daJl die "kolossale" theoretische Bedeutung der 
Poissonschen Verallgemeinerung, d. h. del' Ausdehnung des Bernoullischen 



Das Bernoullische Theorem und das Gesetz der groBen Zahlen. 53 

Es ist also begreiflich, daB die Neueren, was den Fall der Durch
schnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinne betrifft, den Spuren 
Poissons nicht gefolgt sind. Auffallend ist es aber, daB sie den 
Namen "Gesetz der groBen Zahlen", den Poisson gerade auf diesen 
Fall bezieht, trotzdem beibehalten haben und diesen Namen mit dem 
Fall einer konstant zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit ver
kniipfen 13). 

Theorems auf den Fall einer Dnrchschnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen 
8inne den durch die relativ schwerfallige mathematische Begriindung dieser Ver
allgemeinerung bedingten Arbeitsaufwand vollauf rechtfertige. Das trifft meines 
Erachtens aus dem Grunde nicht zu, wei! ja, worauf ich im Text hinweise, die 
in Frage stehende mathematische Begriindung, sofern man sie fiir notig hlilt, 
sich in eine iiberaus einfache und zugleich ganz strenge Form kleiden llWt. 1m 
iibrigen handelt "es sich bei der Meinungsverschiedenheit zwischen Poisson und 
Bienaym e lediglich darum, ob ein bestimmter Beweis gemeinschaftlich oder 
getrennt fiir zwei verschiedene FaIle gefiihrt werden solI. Meinungsverschieden
heiten dieser Art sind durchaus nichts 8eltenes. Die Geschichte der Mathematik, 
insbesondere der Geometrie, bietet manches Beispiel eines "gegabelten" Beweises, 
der in der Folgezeit auf eine einheitliche Form gebracht worden ist (siehe 
W. Wundt, Logik, II, 1. Abteilung, 2. Auflage 1894, S. 115-116). Wenn es 
sonst heiBt "qui nimis probat, nihil probat", kann man hier sagen: "qui bifariam 
probat, non certius probat". Darum kann ich Markoff ("Uber die grundlegenden 
8litze der Wahrscheinlichkeitsrechnung und das Gesetz der groBen Zahlen" in der 
russischen "Zeitschrift des Ministeriums fiir Volksaufklarung", Bd. 31, 1911, 
S. 374) nicht beipflichten, wenn er auf die zitierte Bemerkung Tschuprows 
und auf die - mit dieser Bemerkung allerdings nicht ganz harmonierende -
unentschiedene Haltung Tsch uprows in der Frage, ob die Poissonsche Ver
allgemeinerung des Bernoullischen Theorems nicht auch ohne mathematischen 
Beweis einleuchte, Bezug nehmend, ihn dariiber belehrt, daB "mathematische 
Ableitungen etwas, was eVident ist, nicht beweisen, sondern nur nicht-eVident 
machen konnen". Ja, wenn es immer eVident ware, was als eVident gelten kann! 
Auch dariiber z. B., ob das Mar koffsche Lemma (siehe § 1, FuBnote 3) einer 
Beweisfiihrung bedarf, die zwei (im Original fast zweieinhalb) Druckseiten in 
Anspruch nimmt, kann man verschiedener Meinung sein. 

13) Von den in FuBnote 11 genannten Autoren tun das Bruns, Charlier, 
Broggi; Meyer aber, entgegen der Behauptung Tschuprows (S. 233), ver
meidet den Ausdruck "Gesetz der groBen Zahlen". Was Markoff anlangt, so 
stellt er, wie die anderen, den Sachverhalt falschlich so dar, als ob Poisson mit 
dem Ausdruck "Gesetz der groBen Zahlen" den Hilfssatz, betreffend die konstant 
zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit, gemeint hatte, halt es jedoch seinerseits 
fiir "angebracht", eine andere Verallgemeinerung des Bernoullischen Theorems, 
naInlich diejenige, welche sich auf eine Summe zufalliger GroBen bezieht, als 
Gesetz der groBen Zahlen zu bezeichnen (Markoff, S. 63); und in der 3. Auflage 
seines Lehrbuchs (S. 70) tritt Markoff dafiir ein, daB man den Ausdruck "Gesetz 
der groBen Zahlen" auf den "Inbegriff samtlicher Verallgemeinerungen des Ber
noullischen Theorems" beziehen mochte. Wahrend also das Gesetz der groBen 
Zahlen urspriinglich, d. h. bei Poisson eine Aussage iiber Massenerscheinungen 
war, wird es jetzt von Mar koff gleichsam selbst zu einer Massenerscheinung oder 
einem Kollektivum gestempelt. Diese "koIlektiVistische" Auffassung ist jeden
falls etwas ungewohnlich: einen Inbegriff von Lehrsatzen pflegt man sonst nicht 
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Dariiber, daB Poisson in den Ausdruck "Gesetz der groBen Zahlen" 
eigentlich einen statistischen Sinn hineinlegt, woraus folgt, daB dieses 
Gesetz in dem Rahmen der Wahrscheinlichkeitsrechnung als einer 
mathematischen Disziplin, streng genommen, keinen Platz hat, ist es 
freilich gestattet, hinwegzusehen, weil namlich fur Poisson das Ber
noullische Theorem, sofern es auf Durchschnittswahrscheinlichkeiten 
im eigentlichen Sinne mitanwendbar ist, sich sozusagen unmittelbar 
aus dem Mathematischen ins Statistische umsetzt14 ). Man kann sich 
daher die Freiheit nehmen, schon das so verallgemeinerte Bernoulli
sche Theorem als "Gesetz der groBen Zahlen im Sinne Pois
sons" zu bezeichnen. Letzteres wiirde dementsprechend etwa wie 
folgt lauten: "Besteht fur das Eintreffen eines Ereignisses 
bei jedem Versuch die Wahrscheinlichkeit p, so strebt die 
Wahrscheinlichkeit (W) fur das Verhaltnis der Ereignis
zahl (x) zu der Versuchszahl (s), zwischen den Grenzen 
p - (J und p + (J, wo (J eine beliebig kleine positive GroBe 
ist, enthalten zu sein, der Einheit, somit der GewiBheit, 

zu, wobei W = q')(r) und r = (JV2P(lS_ p)' einerlei ob peine 

Elementarwahrscheinlichkeit oder eine Durchschnitts
wahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinne ist." Diese oder 
eine ahnliche Formulierung15 ) wurde, wenn nicht buchstablich, so 
doch dem Sinne nach mit der Poissonschen Auffassung vom Gesetz 
der groBen Zahlen ubereinstimmen. 

Es bedeutet hingegen keine bloB formelle Ungenauigkeit, sondern 
eine ganzliche Verkennung des Standpunkts Poissons, wenn man 
fur das Gesetz der groBen Zahlen seinen Hilfssatz, betreffend die 
konstant zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit, ausgibt16). Galt es 
doch fur Poi s son, ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Schema zu 

"Theorem" oder "Gesetz", sondern "Theorie" zu nennen. Zur Illustration der 
schwankenden Haltung Markoffs in dieser terminologischen Angelegenheit sei 
noch darauf hingewiesen, daB er auf das Titelblatt der 3. Auflage seines Lehr
buchs, die 1913 erschienen ist, die Worte gesetzt hat: "Zum 200jahrigen Jubilaum 
des Gesetzes der groBen Zahlen." Damit hat er auf die Tatsache Bezug nehmen 
wollen, daB Bernoullis Ars conjectandi die Jahreszahl 1713 tragt. Also ware 
"Bernoullisches Theorem" und "Gesetz der groBen Zahlen" ein und dasselbe! 
In der Vorrede heiBt es dann wieder, daB "das beriihmte Theorem Jakob Ber
noullis" zu dem Gesetz der groBen Zahlen nur "den Grund gelegt" hatte. 

14) Siehe PuBnote 8. Vgl. Poisson, S. VI (Inhaltsverzeichnis), wo auf einen 
"apriorischen Beweis des universalen Gesetzes der groBen Zahlen, das seither als 
Erfahrungstatsache angesehen wurde", hingewiesen wird. 

15) Vgl. meinen in FuBnote 7 genannten Artikel, S. 654, nnd Czuher I, 
S. 188-189. 

16) Es ist nicht einmal zuliissig, diesen Hilfssatz als einen Bestandteil des 
Gesetzes dcr groBen Zahlen Zll charakterisieren, wie es Tsch u prow (S. 233) tut. 
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konstruieren, das dem wirklichen Geschehen, namlich dem "regel
losen Wandel der zufalligen Ursachen" adaquat ware I7). Das Schema. 
der konstant zusammengesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit ist 
aber das gerade Gegenteil davon: denn hier gehen die betreffenden 
Wahrscheinlichkeitswerte (Pi) in feststehenden Proportionen in den 
Durchschnitt ein 18). Dazu kommt ein Weiteres: die Bezeichnung "Ge-

17) DaB Poissons Schema einer Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigent
lichen Sinne nichts weniger als allgemeingiiltig ist, was bereits Bienaym e er
kannt hat (siehe meine "Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf 
Statistik" in der Enzyklopiidie der mathematischen Wissenschaften, I, S. 827 
bis 833), ist eine Frage fiir sich, die hier nicht zur Diskussion steht. 

18) So bemerkt denn auch Czuber ("Wahrscheinlichkeitsrechnung" in der 
Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften, I, S. 758-759) mit Recht, 
daB sich dem Schema einer konstant zusammengesetzten Durchschnittswahr
scheinlichkeit nicht leicht Verhaltnisse aus der Wirklichkeit gegeniiberstellen 
lassen. In direktem Gegensatz dazu hatte J. Bertrand (Calcul des probabilites, 
Paris 1889, S. 307-314) dieses Schema gewissermaBen als generell maBgebend 
fiir die Statistik hingestellt. Ich habe mich dagegen bereits in meinen "Kritischen 
Betrachtungen" (siehe FuBnote 7) ausgesprochen und bin in diesem Zusammen
hang auch auf den Standpunkt von J. von Kries, der dem Schema einer kon
stant zusammengesetzten Durchschnittswahrscheinlichkeit, wenn auch keine 
generelle, so doch eine meines Erachtens zu weit gehende Bedeutung fiir die 
Statistik beimiBt, kritisch eingegangen. Ohne von diesen meinen AusfUhrungen im 
mindesten Notiz zu nehmen, glaubt Mar koff (in dem in FuBn. 12 zitierten Art., 
S. 372-374) durch den Hinweis auf ein fingiertes Beispiel von wahrhaft klassischer 
Einfachheit, in welchem es sich gerade um eine konstant zusammengesetzte 
Wahrscheinlichkeit handelt und dementsprechend eine "iibernormale Stabilitat" 
herauskommt, die auf Le xis zuriickzufiihrende und auch von mir vertretene 
These, daB in der Statistik die normale Stabilitat zugleich die maximale sei, wider
legen zu konnen. Dabei wendet sich Mar koff allgemein gegen "die Statistiker" 
die diese These, wie er meint, "voreilig" aufgestellt hatten; er kann damit jedoch 
nur Lexis und mich meinen: mir sind wenigstens unter den wenigen Statistikern, 
die sich mit der Frage der wahrscheinlichkeitstheoretischen Kriterien der Stabilitat 
statistischer Zahlenwerte beschaftigt haben, - die iiberwiegende Mehrzahl der 
Statistiker bekundet fUr diese Frage nicht das geringste Interesse - sonst keine 
bekannt, die sich die von Mar koff beanstandete These zu eigen gemacht hatten. 
Gilt somit seine Polemik Le xis und mir, so hatte er sich die einschlagigen Schriften 
von Lexis und meine hierher gehorenden Arbeiten etwas genauer ansehen miissen. 
Die letzteren zitiert er zwar in der 3. Auflage seiner "Wahrscheinlichkeitsrechnung" 
(S. 226), aber an unrechter Stelle, namlich zum Kapitel iiber die Wahrscheinlich
keiten von Hypothesen und kiinftigen Ereignissen (!), wodurch zum t'rberfluB 
bewiesen wird, daB er iiber den Inhalt dieser Arbeiten nur unvollkommen unter
richtet ist. Seinen vorhin zitierten Artikel schlieBt Markoff mit den Worten: 
"Ich benutze die Gelegenheit, um auszusprechen, daB einige der theoretischen 
Untersuchungen Bortkiewiczs iiber Dispersion meiner Meinung nach groBe 
Beachtung verdienen." Nach den vorstehenden Darlegungen sowie mit Riick
sicht auf die Unzulanglichkeit, die Mar koff iiberhaupt zur Schau tragt, wenn 
er gelegentlich, so auch in seiner "Wahrscheinlichkeitsrechnung", auBerhalb des 
Gebiets der reinen Mathematik liegende Fragen beriihrt, muB ich bezweifeln, ob 
er in der Lage ist, meine Arbeiten iiber die Dispersion statistischer Zahlenwerto 
nach dem Grad der Beachtung, die sie verdienen, zutreffend zu rubrizieren. 
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setz der groBen Zahlen" fand bei Poisson ihre Begrundung in der 
Annahme, daB beim "regellosen Wandel der zufalligen Ursachen", 
d. h. im Fall einer Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigentlichen 
Sinne eine groBere Versuchszahl als im Fall einer Elementarwahr
scheinlichkeit (von gleichem Betrag) erforderlich sei, urn der Beziehung 

I ~- - p I <b in beiden Fallen die gleiche Wahrscheinlichkeit (W) zu 

verleihen. 1m Fall einer konstant zusammengesetzten Durchschnitts
wahrscheinlichkeit ist aber die entsprechende Versuchszahl nicht nur 
nicht groBer, sondern kleiner als im Fall einer Elementarwahrschein
lichkeit! 

Nun hat sich aber gezeigt, daB jene Annahme, wie es Poisson selbst 
nachtraglich erkannt hat, irrtiimlich war 19). Hiermit ent£allt der 
Grund, den Ausdruck "Gesetz der groBen Zahlen" in eine besondere 
Beziehung zu dem Fall der Durchschnittswahrscheinlichkeit im eigent· 
lichen Sinn zu bringen. Ebensowenig empfiehlt es sich, vom "Gesetz 
der groBen Zahlen" zu sprechen, wo man das Bernoullische Theorem 
meint: schon aus dem Grunde, weil Synonyma im wissenschaftlichen 
Sprachgebrauch lieber zu vermeiden sind. Es erscheint vielmehr 
als einzig zweckmaBig, den Ausdruck "Gesetz der groBen 

19) Siehe meine Ausfiihrungen in der Enzyklopadie der mathematischen 
Wissenschaften, I, S. 826-827, FuBnote 13. Wahrend Poisson im Jahre 1837 

schon die richtige Auffassung hatte, daB die erwartungsmaBige GroBe von I ~ - pi 
in den beiden Fallen einer Elementarwahrscheinlichkeit und einer Durchschnitts
wahrscheinlichkeit im eigentlichen Sinne die gleiche ist, vertrat Czuber noch im 

Jahre 1899 die falsche Ansicht, daB I ~ - pi im zweiten Fall erwartungsgemaB 

groBer als im ersten sein miisse, "wei! sich hier Abweichungen zweifacher Art 
kombinieren" (Entwicklung, S. 81). Hierzu berief sich Czuber (S. 81-82) in 
einem Atem auf die gegen Poisson gerichteten (leichtfertigen) polemischen Er
orterungen Bertrands und Mansio ns und auf meinen "apologetisehen Kommen
tar" zumGesetz der groBen Zahlen (siehe FuBnote 7), glaubte aber letzteren in das 
"Gebiet der theoretisehen Statistik" verweisen und sieh auf diese Weise iiber den 
Widerstreit der Meinungen hinwegsetzen zu konnen. Soleh eine Unterscheidung 
zwischen "mathematiseher Wahrheit" und "statistiseher Wahrheit" war indessen in 
diesem Fall um so weniger angebraeht, als ieh gerade die mathematisehe Grund
legung des Gesetzes der groBen Zahlen bei Poisson verteidigt hatte. Erst in der 
"Enzyklopadie der mathematisehen Wissensehaften" (I, S. 759) hat Czuber zuge
geben, daB Poisson mit seiner Identifizierung der beiden Falle einer Elementar
wahrscheinliehkeit und einer Durchsehnittswahrseheinlichkeit im eigentlichen Sinne 

in bezug auf die erwartungsmaBige GroBe von I ~ - pi, trotz Bertrand und 

Mansion, vollkommen im Reehte gewesen war. J. Lottin (Quetelet statistieien 
et sociologue, Louvain-Paris 1912, S. 246-247) will das immer noeh nicht wahr 
haben und zeigt durch seine Polemik gegen Bienayme, daB er von Poissons 
"Recherches" nur die Vorrede ("Preambule") kennt. 
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Zahlen" fortan ausschlie.6lich in dem Sinne, den er sich in 
der Statistik erworben hat, zu verwenden: namlich zur 
Bezeichnung der ganz generellen (aus der Wahrschein
lichkeitstheorie heraus zu erkHirenden, aber an kein be
stimmtes wahrscheinlichkeitstheoretisches Schema ge
bundenen) Tatsache, da.6 statistische Haufigkeiten (und 
Mittelwerte) bei unveranderlichen oder sich nur schwach 
andernden allgemeinen Bedingungen des Geschehens mehr 
oder weniger stabil bleiben, so£ern ihnen hinreichend gro.6e 
Ereigniszahlen zugrunde liegen 20). Diese Art, das Gesetz der 

20) Dem Sinne nach ahnlich Czuber I, S. 155; fast iibereinstimmend damit 
2. Aufl., S. 136 und 169, aber wesentlich anders 1. Aufl., S. 137. VgI. A. Meinong, 
tJber Moglichkeit und Wahrscheinlichkeit, Leipzig 1915, S. 580-602 und passim. 
Abweichend davon J. von Kries. der das Gesetz der gro/3en Zahlen als "ein 
rein mathematisches Gesetz" charakterisiert (Logik, Tiibingen 1916. S.419; vgl. 
Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Freiburg i. B. 1886, S. 89-91). 
Am vollstandigsten in bezug auf Benutzung der philosophischen, mathematischen 
und statistischen Literatur und mit gro/3em Scharfsinn hat die Frage des Gesetzes 
der gro/3en Zahlen Tschuprow (S. 177-282) behandelt. Wenn er aber in ter
minologischer Beziehung dem Vorschlag F. Y. Edgeworths ("The generalised 
law of error, or the law of great numbers", im Journal of the Royal Statistical 
Society, Vol. 69, S. 497-530 und "On the probable errors of frequency constants", 
ebendaselbst, Vol. 71, namentlich S. 389) das Wort redet, unter dem Gesetz der 
gro/3en Zahlen die Tatsache zu verstehen, da/3 eine aus hinreichend vielen zu
falligen Gro/3en, die verschiedenen Fehlergesetzen folgen konnen, zufallig gebildete 
Summe (oder andere lineare Funktion) ihrerseits naherungsweise dem Gau/3schen 
Fehlergesetz gehorcht, so kann ich mich dem nicht anschlie/3en. Ich hatte mich 
in einer ausfiihrlichen Besprechung der 1. Auflage des Werkes Tsch u prows (in 
der russischcn "Zeitschrift des Ministeriums fiir Volksaufklarung", Bd. 25, 1910, 
S. 356, Fu/3note) dagegen gewandt, daB er den erwahnten Vorschlag Edgeworths 
"originell" nennt. Tschuprow beharrt in der 2. Auflage (S. 234, FuBnote) auf 
dieser Charakterisierung und erwidert mir, "originell" sei nicht der Inhalt des 
von Edgeworth als "Gesetz der groBen Zahlen" bezeichneten Lehrsatzes, sondem 
die "Ausdrucksweise". Tschuprow muB wohl den Umstand im Auge haben, 
daB wahrend es sich bei Poisson um eine Aussage iiber ein empirisches Resultat 
(z. B. auch iiber den arithmetischen Durchschnitt, somit eine lineare Funktion 
einer groBen Zahl von zufalligen GroBen) handelt, das mit der entsprechenden 
mathematischen Erwartung oder einem anderen analogen empirischen Resultat 
annahernd iibereinstimmen soll, Edgeworth eine groBe Zahl analoger empirischer 
Resultate ins Auge faBt und nicht sowohl ihre annahernde Gleichheit als vielmehr 
die Verteilung der Abweichungen der betreffenden Resultate von ihrem Durch
schnitt nach deren GroBe ins Auge fa/3t. Aber diese (gesetzmaBige) Verteilung 
hangt mit jener annahemden Gleichheit aufs engste zusammen, und man braucht 
nur die wahrscheinlichkeitstheoretische Norm, die doch auch Poisson fiir die 
Abweichungen aufstellt, sozusagen ins Statistische zu iibertragen, um auf das 
Wesentliche desjenigen Sachverhalts zu kommen, der das Gesetz der gro/3en Zahlen 
im Sinne Edgeworths ausmacht. Oder solI man von gro/3en Zahlen nur dorf; 
sprechen diirfen, wo zahlreiche Resultate, von denen jedes auf zahlreichen 
Einzelbeobachtungcn beruht, in Frage kOll1ll1cn? Der Ausdruck "Gesetz der 
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groJ3en Zahlen aufzu£assen, schlieJ3t sich in formeller Hinsicht 
der Auffassung Poissons inso£ern an, als auch bei ihm das Gesetz 
der groJ3en Zahlen, seinem Wortlaut nach, nichts anderes als die 
Stabilitat der betreffenden statistischen Zahlenwerte, und zwar ohne 
nahere Angabe des Grades dieser Stabilitat, pradiziert. 

§ 3. Reihenvergleiehung. 

Stellt man eine Reihe zufalliger GroBen x, y, z ... , deren Zahl 
mit n bezeichnet werden soll, der Reihe ihrer mathematischen Er
wartungen, die, wie im § 1, mit !Xl' PI' YI'" bezeichnet werden 
mogen, gegenuber, so ist eine urn so bessere Dbereinstimmung zwischen 
diesen beiden Zahlenreihen zu erwarten, je kleiner die mittleren Fehler 
von x, y, z . . . sind. Dies folgt aus dem im § 1 bewiesenen Satz, daB 
fur jede der Differenzen oder "Abweichungen" I x - !Xl I , I Y - PI I , 
I Z - YI I ... eine Wahrscheinlichkeit, die groBer als 1-"";- ist, be-

v 
steht, das v-fache des maBgebenden mittleren Fehlers nicht zu uber
schreiten. 

Es bietet unter Umstanden ein Interesse, die Wahrscheinlichkeit, 
daB nicht samtliche GroBen x, y, z ... das v-fache des fur jede der
selben maBgebenden mittleren Fehlers uberschreiten, ins Auge zu 
fassen. Es sei diese Wahrscheinlichkeit mit P bezeichnet. Sind die 
GroBen x, y, z ... unabhangig voneinander, so erhalt man 

(1) 1- p«~)n 
v2 ' 

groJlen Zahlen" !li.Jlt solch eine "Potenzierung" keinesfalls als notwendig erscheinen. 
Tschuprow hli.lt mir in seiner Replik noch entgegen (?!), daJl die von mir unter
strichene Verwandtschaft zwischen dem Standpunkt Poissons und demjenigen 
Edgeworths schon von diesem "hinreichend beleuchtet" worden war. Darauf 
hatte ich aber selbst hingewiesen. Ja, was Edgeworth (im Unterschied von 
Tschuprow) anlangt, so scheint es mir fast, als ob er seine eigene Auffassung 
fiir zu wenig "originell" hielte: er behauptet nli.mlich (im eraten der beiden oben
genannten Artikel, S. 516), daJl auch Poisson mit dem Ausdruck "Gesetz der 
groJlen Zahlen" die Voratellung nicht von der Stabilitli.t der betreffenden empi
rischen Resultate, sondern von der gesetzmliBigen Verteilung der Abweichungen 
dieser Resultate vom Durchschnitt verbunden hii.tte. Der herrliche Titel ("magnifi
cent title") "Gesetz der groJlen Zahlen" passe nicht, meint Edgeworth, auf 
etwas, das schon dem gewohnlichen Verstand ("the ordinary mind") einleuchtet 
(Tsch u prow teilt diese Erwli.gung Edgeworths dem Leser nicht mit). Von 
solchen Empfindungen war aber Poisson frei: handelte es sich doch fiir ihn bei 
Aufstellung des Gesetzes der groJlen Zahlen vielmehr darum, eine lli.ngst erkannte 
"Erfahrungstatsache" mathematisch zu begriinden (vgl. FuJlnote 14); in seinen 
Augen hatte die "triviale" Stabilitli.t der Resultate vor der "sublimen" Verteilung 
der Abweichungen jedenfalls den Vorrang. 
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wo 1 - P die Wahrscheinlichkeit, daB samtliche n GroBen das v-fache 
des fur jede derselben maBgebenden mittleren Fehlers uberschreiten, 
zum Ausdruck bringt. Daher: 

1 
(2) P> 1--. 

v2n 

Die Heranziehung dieser Ungleichung empfiehlt sich in den Fallen, 
wo die festgestellten Abweichungen I x - eXl I ' I y - /31 I , I z - 1'1 I ... 
samtlich so groB sind, daB man Veranlassung hat, ihren zufalligen 
Charakter anzuzweifeln. Sonst liegt es am nachsten, um ein Gesamt
urteil daruber, ob die festgestellten Abweichungen sich der Theorie 
anpassen, abgeben zu konnen, zunachst die Summe x + y + z + .. . 
der Summe eX l + /31 + 1'1 + ... gegenuberzustellen. Sind x, y, z .. . 
voneinander unabhangig, so kommt hierbei Formel (22) des § 1 zur 
Anwendung, und die Differenz zwischen x + y + z + . .. und 
eX l + /31 + 1'1 + ... kann zu dem mittleren Fehlen von x + y + z + ... 
in Beziehung gesetzt werden. Sodann laBt sich die Summe der Quadrate 

(3) (x - eX1)2 + (y - (31)2 + (z - 1'1)2 + ... 
mit der Summe der mittleren Fehler 

(4) 

vergleichen. Die mathematische Erwartung von (3) ist namlich durch (4) 
gegeben, und zwar einerlei, ob die GraBen x, y, z ... unabhangig von
einander sind oder nicht. Man ist im allgemeinen berechtigt, die Dber
einstimmung zwischen Theorie und Erfahrung um so befriedigender zu 
finden, je weniger die beiden Summen (3) und (4) voneinander ab
weichen. Wollte man aber diese Dbereinstimmung genauer beurteilen, 
so miiBte man den mittleren Fehler des Ausdrucks (3) in Betracht 
ziehen. Da kann es nun vorkommen, daB die Berechnung dieses mitt
leren Fehlers wegen der stochastischen Beschaffenheit der GraBen 
x, y t z . .. auf Schwierigkeiten stoBt, wahrend der mittlere Fehler 
des Ausdrucks 

(5) 

wo a, b, c ... passend gewahlte Konstanten, d. h. vom Zufall un
abhangige GraBen sind, sich leicht bestimmen laBt. Wenn es sich so 
verhalt, ist es angezeigt, statt der beiden Ausdrucke (3) und (4) die 
beiden Ausdriicke (5) und 

(6) a 9)P(x) + b 9)C2(y) + c 9)C2(z) + ... , 
welch letzterer Ausdruck als die mathematische Erwartung von (5) 
erscheint, miteinander zu vergleichen. 

Dies soli im folgenden an zwei besonderen Fallen, die als Schema A 
und Schema B bezeichnet werden, des naheren dargetan werden. 1m 
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AnschluB daran sollen urn ihres prinzipiellen Interesses willen die 
Reihenvergleichungen, zu denen Lotterieziehungen AnlaB geben, zur 
Sprache gebracht werden. 

Schema A. 

Es liegen n Ereigniszahlen XI: vor, denen die Versuchszahlen 81: 

und die Wahrscheinlichkeiten (des Eintreffens des in Frage stehenden 
Ereignisses bei jedem der 81: Versuche) p" entsprechen. Dabei wird 
angenommen, daB die GroBen p" Elementarwahrscheinlichkeiten oder 
Durchschnittswahrscheinlichkeiten im eigentlichen Sinne sind und daB 
die Ereigniszahlen X" unabhangig voneinander sind. 

Den Formeln (13) und (14) des § 2 zufolge hat man 

(7) 

und 

(8) 

wo q" = 1 - p". Man erhiUt zugleich auf Grund der Formeln (6) 
und (22) des § 1: 

(9) 

und 

(10) Wl2(~X")= ~8"P"q". 
Man stelle ferner XI:, der Formel (7) des § 2 entsprechend, in der 

Form 

(11) 

dar und setze 

(12) 

Da ~h nur die beiden Werte 1 und 0 annehmen kann, wobei dern 
Wert 1 die Wahrscheinlichkeit p" und dem Wert 0 die Wahrschein
lichkeit q" zukommt, so hat man Q;(~h) = PI: und 

(13) d1 = 0, 

(14) d2 = (1 - p,,)2 p" + (0 - Pk)2 q" = p" q" , 

d4 = (1 - Pk)4 PI: + (0 - Pk)4 q" = p" q,,(p~ + qZ) , 

oder auch, da 

(15) 

pi + q~ = pZ + (1 - p,,)3 = 1 - 3 p" + 3 p~ = 1 - 3 p" q" , 

d4 = PI: q" - 3 pi qZ . 
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Man fasse alsdann die mathematische Erwartung von (Xk - Sk Pk)' 
ins Auge. Es ist: 

(16) 

Hieraus folgt mit Riicksicht auf (12): 

(17) { Q:{(Xj; - SkPk)4} = sk d4 + 4sdsIc - 1) dadl + 3Sdsj; - 1) di 
+ 6sdSj; - 1) (s/& - 2) d2di + Sk(Sk - l)(s/c - 2)(slc - 3) dt, 

und auf Grund der Formeln (13), (14) und (15) geht (17) in 

(18) Q:{(XIc - SlcPIc)4} = 3sZpZq~ + skPlcqlc(l- 6pkqk) 

iiber. Die beiden Formeln (8) und (18) ergeben nunmehr nach MaB
gabe der Formel (15) des § 1: 

(19) 9)l2{(XIc- SkPIc)2} = 2sZPZqZ + Sk Pic qk (1- 6p/&qk) 
oder auch 

(20) 9)l2 f (XIc - SlcPk)2} = 2 + 1- 6 Pic qk . 
\ Sk Pic qlc Sic Pic q/& 

Man erhiUt daher, wenn man den Ausdruck 
n 

(21) Q2 = ~ 2} (x/& - Sic p/c)2 
n 1 Sic Pic qk 

bildet, den Formeln (8) und (20) zufolge: 

(22) Q:(Q2) = 1 
und 

n 

ill(2(Q2) = ~+_1 ~ 1- 6Plcqlc 
n n2 ~./ skPlcqlc 

(23) 

oder naherungsweise (sofern die Produkte Sic Pic qlc entsprechend groB 
sind) : 

(24) 

Urn den Ausdruck Q2 als einen besonderen Fall des Ausdrucks (5) 
zu erkennen, muB man sich x, y, z ... als dargestellt durch die Er
eigniszahlen X/c> £xl> Pl' Yl ... als dargestellt durch die Produkte Sic PTe 
und die Koeffizienten a, b, c ... als dargestellt durch die Quotienten 

1 
--- denken. DemgemaB wird jeder der Summanden in dem 
n Sic Pic qTe 1 
Ausdruck (6) gleich - und der Ausdruck selbst gleich 1, wie es auch 

n 
der Formel (22) entspricht. 

Man hat also in diesem Schema in erster Linie die Summe der 
Ereigniszahlen mit der nach Formel (9) berechneten mathematischen 
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Erwartung dieser Summe zu vergleichen. und die Differenz zwischen 
diesen beiden GroBen auf den nach Formel (10) berechneten mittleren 
Fehler der genannten Summe zu beziehen und in zweiter Linie nach 
Formel (21) den Quotienten Q2 zu bilden, ihn mit 1 zu vergleichen 
und die Differenz zwischen Q2 und 1 auf den nach Formel (23) bzw. (24) 
berechneten mittleren Fehler von Q2 zu beziehen. 

Schema B. 
Durch 8 Versuche werden ebenso viele empirische Werte einer zu

falligen GroBe x, deren mathematische Erwartung durch Formel (1) 
des § 1 gegeben ist, festgestellt. Dabei haben die GroBen ni den 
Charakter von Elementarwahrscheinlichkeiten oder von Durchschnitts
wahrscheinlichkeiten im eigentlichen Sinne. Die Zahl der Versuche 
unter den 8 Versuchen, die das Ergebnis x = ai geliefert haben, sol 
mit Ii bezeichnet werden, so daB 

(25) 

Man hat zugleich den Formeln (13) und (14) des § 2 zufolge: 

(26) 

und 
(27) 

Setzt man alsdann 
(28) 

80 erhiLlt man, unter Mitberiicksichtigung der Formel (2) des § 1, 
aus (25) bis (28): 

(29) 

(30) 

(31) 

~(ei) = 0, 

~(e~) = 8n,(1- n.). 

Man bilde nunmehr den Ausdruck 

(32) 

was soviel bedeutet, daB in der allgemeinen Formel (5) fur die Koeffi

zienten a, b, c . .. die Quotienten _1_ , fur x, y, z . . . die GroBen li 
8ni 

und fur lXI' PI' Yl .•• die Produkte 8n, einzusetzen sind. Aus (32) 
ergibt sich mit Rucksicht auf Formel (31) und auf Formel (2) des § 1: 

(33) ~(X2) = m - 1 . 



Reihenvergleichung. 63 

Der mittlere Fehler von X2 laBt sich an der Hand der Formel 

(34) 9,R2(X 2) = ~(X4) - (m - 1)2 

wie folgt bestimmen. Man nehme an, daB zu den 8 Versuchen ein 
neuer Versuch hinzutritt, und betrachte zunachst die mit % (Xi+l) 
zu bezeichnende bedingte mathematische Erwartung von X4 bei 8 + 1 
Versuchen, die der Voraussetzung entspricht, daB sich beim 8 + I-ten 
Versuch x = aj ergibt. In dieser Voraussetzung erhalt man - wenn 
man auch bei X2 durch einen Index auf die betreffende Versuchszahl 
hinweist -: 

'2 {lj+I-(8+I).7lj}2 ~.{li-(8+I).7li}2 ~{li-(8+1).7li}2 
X.+1 = + ..:;;.;' + ..:;;.;' . (8+I).7lj I (8+I).7li HI (8+I).7li 

Ferner findet man: 

{lj + 1 - (8 + 1) .7lj}2 = e; + 2(1 - .7lj) fj + 1 - 2.7lj + .7lJ ' 

{li - (8 + 1) .7li}2 = f; - 2.7li fi + .7l; , 

somit wegen (29) und (32): 

(35) 

Erhebt man (35) zum Quadrat, so erhiilt man: 

( +1)2 4 _ 2 4+4f;+~-.7lj)2+48X;fj+28x;(1-.7lj)+4(I-.7lj)fj 
8 X.+1 - 8 X'.7l~ .7l~ .7l; .7l; .7l~ 

J J J J J 

und wegen (30), (31) und (33): 

{ 
(8 + 1)2 % (xi+1) = 82 ~(x:) + 4 8(I.7l~ .7lj) + (1 -:tj )2 

(36) 
+ 2(m - 1) 8(1 - .7lj) 

.7lj 

Der am SchluB des § 1 formulierten Regel zufolge ist aber 
m 

(37) ~(Xi+l) = Lf.7lj%(xi+l) ' 
I 

und so fiihrt (36) zu: 
m 1 

(38) (8 + 1)2~ (Xi+l) = 82~(xi) + 28(m2 - 1) - (2m - 1) + 2)-;:. 
I • 

Bei 8 = 1 erhalt man in der Voraussetzung, daB x = aj : 

lj = 1 , II = l2 = ... lj_l = lj+l = ... lm = 0, 
so daB 
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woraus 
(1 - ;>T .)2 

X4 - J 
1 - 2 

;>Tj 

und allgemein 
m (1 _ ;>T-)2 m 1 

(39) ~ (xi) = LJ J = 2) - - 2 m + 1 
1 ;>Tj l;>Tj 

folgt. Unter Beriicksichtigung von (39) und unter Substituierung 
von r an Stelle von 8 kann (38) in der Form 

(40) (r + 1)2~(;+1) = r2~(x;) + 2r(m2 - 1) + ~(xi) 
geschrieben werden. Aus (40) findet man nunmehr: 
.-1 8-1 

2 (r + 1)2 ~(X~+l) = LJ r2 ~(x;) + 8(8 - 1) (m2 - 1) + (8 - 1) ~(xi) 
1 1 

oder auch: 
8 2 ~(x;) = 8(8 - 1) (m2 - 1) + 8 ~(xi) 

und wegen (39): 

rc:( 4) (8-1)(m2-1)-2m+l 1 ~ 1 
(41) ~ XS = + - ..:::.'- . 

8 8 1 ;>Ti 

Auf (34) zuriickgreifend, erhalt man schlieBlich unter Weglassung des 
Index bei X; 

m12( 2) 2(8 - 1) (m - 1) - m2 1 ~ 1 
(42) :J.J~ X = + - ..:::.'- . 

8 8 1 ;>Ti 

Setzt man 

wobei also :rta das arithmetische und ;>Th das harmonische Mittel der 
m Werte :rti bedeutet, so erhalt man 

daher 

Dementsprechend geht (42) in 

(43) m2 (X 2) = 2(8 - 1)8 (m - 1) + m 2 (:rta - ;>Th) 

8;>Th 

iiber. 
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In dem Fall, wo 

(44) 

ist tla = 7lh, somit 
9Jl2(X2) = 2(8 - 1) (m - 1) , 

8 
(45) 

und bei hinreichend groBem 8 kann man sieh, und zwar auch dann, 
wenn (44) nicht erfiillt ist, mit der Annaherung 

(46) 9Jl2(X 2) = 2(m - 1) 

begniigen, es sei denn, daB eine oder mehrere unter den GroBen 7l, 

sehr klein im Verhaltnis zu -.!:.-- sind 1). 
m 

Bei diesem Schema ist die Summe der in Frage stehenden zufalligen 
GroBen (li) laut Formel (25) eine konstante, d. h. vom Zufall unab
hangige GroBe, und darum kommt die Priifungsmethode, welche in 
einem Vergleieh der betre££enden Summe mit ihrer mathematisehen 
Erwartung besteht, hier in Wegfall. Man hat vielmehr den Ausdruek X2 
naeh Formel (32) zu berechnen, ihn mit seiner mathematischen Er-

1) Die GroBe X2 als ein Ausdruck, an welchem die Obereinstimmung zwischen 
einer empirischen und der entsprechenden wahrscheinlichkeitstheoretischen 
"Klassenverteilung" gegebener Elemente in summarischer Weise gepriift werden 
kann, ist von Karl Pearson ("On the criterion etc." in Philosophical Magazine, 
Vol. 50, 1900, S. 157-175, vgl. Pearson, Tables for Statisticians and Biometri
cians, Cambridge 1914, S. XXXIff.) in Vorschlag gebracht worden. Das Eigen
artige dieses Vorschlags besteht darin, daB die betreffenden Fehlerquadrate, d. h. 
die im Text als (li - 8.1lj)2 bezeichneten GroBen, statt auf die Quadrate der 
maBgebenden mittleren Fehler, d. h. auf dic GroBen 8.1li(I-.1lj), auf die maB
gebenden mathematischen Erwartungen, d. h. auf die GraBen 8.1lj bezogen werden. 
Gerade dadurch kommt man auf die einfache Formel (43). Diese (exakte) Formel 
findet sich aber bei Pearson nicht. Er unterwirft vielmehr X2 einem Fehler
gesetz, welchem die Naherungsformel (46) entspricht und welches zur Voraus
setzung hat, daB jede der Zahlen 1, groB ist. Bei Ableitung dieses Fehlergesetzes 
handelt es sich im wesentlichen um ein Problem, das bereits ein Vierteljahrhundert 
vor Pearson von R. Helmert ("Ober die Wahrscheinlichkeit von PotellZ
summen der Beobachtungsfehler usw." in der Zeitschrift fUr Mathematik und 
Physik, XXI. Jahrg., 1876, S. 192-218 und "Die Genauigkeit der Formel von 
Peters usw." in den Astronomischen Nachrichten, Bd. 88, 1876, S. Il3-127) 
gelOst worden ist. Trotzdem stellen W. P. Elderton (Frequency curves and 
correlation, London 1906, S. 140-143) und F. Y. Edgeworth ("Probability" 
in The Encyclopaedia Britannica, lIth ed., Vol. XXII, 19I1, S.400) die Sache 
so dar, als ob hier eine originelle Leistung Pearsons vorlage. Ebensowenig er
wahnt Pearson selbst diese Koinzidenz. DaB sie ihm entgangen ist, ist um so 
auffallender, als Helmerts Ableitung in Czubers "Theorie der Beobachtungs
fehler" (S. 147-163) wiedergegeben ist, somit in einem Werke, das in dem von 
Pearson geleiteten und iiber zahlreiche wissenschaftliche Hilfskriifte verfiigenden 
"Galton Laboratory" doch nicht ganz unbekannt sein diirfte. Vgl. auch Czuber, 
Entwicklung, S. 176 und 204. 

v. Bortkiewicz, Iterationen. 5 
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wartung, d. h. mit m - 1 zu vergleichen und die Differenz zwischen 
X2 und m - 1 auf den nach Formel (43) bzw. (46) berechneten mitt
leren Fehler von X2 zu beziehen. 

Das Wesentliche des betrachteten Schemas ist, daB bestimmte 
empirische Resultate nach gewissen Klassen gruppiert werden, wobei 
die Klassenzugehorigkeit als vom Zufall abhangig gedacht wird. (Die 
Zahl der Resultate ist s, die Zahl der Klassen m, die Zahl der Resultate, 
die in die i-te Klasse fallen, l" die Wahrscheinlichkeit, daB ein Re
sultat in die i-te Klasse fallt, 'Jli') Es kommt hingegen ffir die Gfiltig
keit der obigen Ausffihrungen fiber X2 keineswegs darauf an, ob die 
in Frage stehende Gruppierung nach einzelnen Werten einer zufalligen 
GroBe (wie im vorstehenden angenommen worden ist) oder in anderer 
Weise, z. B. nach"Stufen", in welche sich diese Werte einteilen lassen, 
erfolgt. Ja, es ist nicht einmal notwendig, daB ffir die Klassenzugehorig
keit ein quantitatives Merkmal maBgebend sei. Es konnen ebensogut 
qualitative Unterschiede zwischen den betreffenden empirischen Resul
taten der Gruppierung dieser Resultate zugrunde gelegt werden. Anders 
ausgedriickt, gelten die vorstehenden Darlegungen auch in dem Fall, 
wo die GroBen as eine bloB symbolische Bedeutung haben. 

I_otteriezieh ungen. 

Die Zahl der N ummern in der Lotterie ist n. Es finden s Ziehungen 
von je einer Nummer statt. Die Wahrscheinlichkeit, daB eine bestimmte 

Nummer erscheint, ist bei jeder Ziehung durch ~ gegeben. Man setze 
n 

~ = p, 1 - P = q. Bezeichnet man mit m, die Zahl der Ziehungen, 
n 

in denen eine bestimmte Nummer i erscheint, so hat man 

(47) 

und 

(48) 

Bildet man den Ausdruck 
11 

1] (m, - s p)2 

(49) Q2= _1 __ _ 
nspq 

so ist der Formel (48) zufolge: 

(50) 

Die beiden Formeln (49) und (50) sind den Formeln (21) und (22) 
durchaus analog. Was aber jetzt den mittleren Fehler von Q2 betrifft, 
so darf er nicht nach Analogie mit Formel (23) bestimmt werden, 
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weil die Ereigniszahlen mi nicht unabhangig voneinander, sondern 
durch die Bedingung 

n 

(51) .1Jmi = 8 
1 

miteinander verbunden sind. Hier ist vielmehr das Schema B anzu
wenden, und setzt man 

(52) 
8p 

so findet man der Formel (45) zufolge: 

(53) W(2(X2) = _2(8 - 1) (n - 1) 
8 

Es besteht aber zwischen Q2 und X2, wie aus einer Gegenuberstellung 
von (49) und (52) hervorgeht, die Beziehung 

(54) 
2 2 

Q2=L=_X_. 
nq n- 1 

Daher denn wegen (53): 

(55) 

oder bei groBem 8 

(56) W(2(Q2) = _2_ . 
n-l 

Ein Vergleich dieser Formel mit Formel (24) zeigt, daB die zwischen 
den Ereigniszahlen mi bestehende Abhangigkeit den mittleren Fehler 

von Q2 annahernd im Verhaltnis von (fi zu Vn - 1 erhOht. 
Modifiziert man nunmehr die Bedingungen der Aufgabe dahin, 

daB jeweils nicht eine Nummer, sondern k Nummern gezogen werden 
k n-k 

und setzt man dementsprechend - = p, ---- = q, so leuchtet es 
n n 

ohne weiteres ein, daB die Formeln (47) bis (50) bestehen bleiben. 
Was aber Formel (53) anlangt, so bedarf es einer besonderen Unter
suchung damber, ob sie ihre Gultigkeit beibehalt. 

Man setze mi - 8 P = Ui, so daB 

(57) 

und fuhre noch die Bezeichnung 
n 

(58) .1Ju; = A, 
1 

5* 
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ein, so daB 

(59) Q2=~ 
nspq 

und 

(60) 

AuBerdem hat man: 

(61) 

(62) 

(63) 

(f(7li) = 0, 

(f(u;)=spq, 

G:(AJ=nspq. 

Man betrachte zunachst, mit Riicksicht auf das Folgende, die mathe
matische Erwartung des Quadrats der Summe 

k 

(64) U=2} Ui. 
1 

Es ist 

(6G) 

Es sei Q':i(7lj ) die bedingte mnthemntische Erwartung von Uj' die der 
Voraussetzung entspricht, daB der im Produkt tti uj auftretende 
Wert tti bzw. der zugehOrige Wert 'mi gegeben ist. Dabei ist i:z i . 
"Venn bei s Versuchen Nr. i 'mi Male erschienen ist, so wird die Wahr
scheinlichkeit des Erscheinens von Nr. i bei 'mi aus diesen s Versuchen 

k-l k 
durch --- und bei den iibrigen s - 'mi Versuchen durch ---

n-l n-l 
ausgedriickt. Daher: 

und, 

(66) 

G\(Uj ) = ~£(k - 1) + (s - 'mi) k 
n-l 

mit Riicksicht auf (65): 

sk 

n 

k(k - 1) s p q s n2 p2 q2 
Q':(U2) = k s p q - = ---- . 

n-l n-l 

Bei einem gegebenen A; ist A;+l in der Annahme, daB bei der 
8+ I-ten Ziehung die Nmnmern 1 bis k emcheinen, wie folgt zu be
fltimmen. Man hat: 



Heihenvcrgleichung. 69 

k m 

AS+1 = 2J{m; + 1- (8 + 1) p}2 + LJ{m; - (8 + 1) p}2, 
1 k+l 

m; + 1 - (8 + 1) P = Ui + q 
m, - (8 + 1) P = Ui - P 

AS+l = As + 2 q U + k q2 + 2 P U + (n - lc) p2 , 

woraus vermoge der Substitutionen k = n p , n - lc = n q , p + q = 1 

und AS+l = A. + 2U + npq 

(67) A;+1 = A;+ 4 U2 + n2 p2 q2 + 4As U + 2As n p q + 4 U n p q 

hervorgeht. 
Wiirde man A;+1 in der Annahme bestimmen, daB bei der s'+I-ten 

Ziehung nicht die Nummern 1 bis k, sondern beliebige andere k Num
mern erscheinen, so erhielte man einen Ausdruck, der sich wie (67) 
schreiben HeBe und worin unter U die Summe von k anderen Ab
weichungen Ui zu verstehen ware. Dabei wiirde Formel (66) ihre 

Gfiltigkeit behalten. Da zugleich aIle (~) moglichen Annahmen darfiber, 

welche N ummern herauskommen, gleich wahrscheinlich sind, so erhalt 
man aus (67) auf Grund der :Formeln (61), (63) und (66): 

und 

Q;(A;+1) = 0: (A;) + ~ 8(n : 1) r p2 q2 + n2 p2 q2 

~Q;(A;+1) = ~Q;(A~) + 8(8 - l)(n + ;) n2 p2 q2 + (8- 1) n2p2q2, 
lIn -

woraus ( 1)( 1) 2 2 2 

(68) Q;(A;) = 0:(An + 88 - nn_+l n p fl, + (8 _ 1) n2 p2 q2 

folgt. Es ist aber 
Ai = {k(1 - p)2 + (n - Ie) p2}2 = n2 p2 q2. 

Daher geht (68) in 2 2 2 

(69) Q;(A;) = 8 n p q ~8~:- 1) - 2} 

fiber, und 
mit (55): 

(70) 

auf (60) zurfickgreifend, findet man, in Dbereinstimmung 

lm2(Q2) = 2(8 - 1) . 
8(n - 1) 

Der Umstand, daB jedesmal statt einer Nummer mehrere Nummern 
gezogen werden, iibt sonach auf den mittleren Fehler von Q2 keinen 
EinfluB aus2). 

2) In meinem Artikel "Realislllus und Formalislllus in der mathematischen 
Statistik" (Allgemeines Statistisehes Arehiv, Bd. IX, 1915, S. 252, FuBnote 26a, 
und S. 254, FuBnote 29a) habe ich Formel (70) auf zwei Beispiele angewandt, 
von denen das eine von H. 'West.ergaard und tlas andere yon Cznber herriihrt. 
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Drittes K apitel. 

Die Stochastik der Iterationen. 

§ 1. Die Zahlen der Iterationen von gegebener Lange. 

Die Iterationen werden zum Gegenstand einer stochastischen Be
trachtung dadurch, daB man die Tatsache, ob ein bestimmtes Element 
von der Art A oder von der Art B ist, unter die Herrschaft des Zu
falls stellt. Es sei fiir jedes Element die Wahrscheinlichkeit, ein A
Element zu sein, mit p, und die Wahrscheinlichkeit, ein B-Element 
zu sein, mit q bezeichnet. Hiernach ist: 

(1) 

Die Wahrscheinlichkeit, daB eine bestimmte Sequenz zu n eine 
A-Iteration ist, wird durch pn, und daB sie eine B-Iteration ist, 
durch qn ausgedriickt. Hiernach erhalt man pn + qn als Wahrschein
lichkeit fiir eine Sequenz zu n, eine Iteration iiberhaupt, d. h. gleich
viel welcher Art zu sein. 

Man fiihre die abkiirzende Bezeichnung 

(2) pn + qn = rn 

ein und verweile, mit Riicksicht auf die nachfolgenden Darlegungen, 
einen Augenblick bei den GroBen rn. Auf Grund von (1) hat man 
pn+l = pn(1- q) und qn+l = qn(l - pl. Daher die Rekursionsformel 

(3) rn+l = Tn - P q rn-l . 

Setzt man hierin n + 1 bzw. n - 1 fiir n ein, so erhalt man: 

(4) 
bzw. 
(5) 

Ferner ergibt sich aus (3) und (4) 

(6) 

(7) 
woraus 

rn - rn+1 = P q rn-l 
r'Hl - rn+2 = P q Tn, 

(8) rn - 2 rn+! + rn+2 = P q(rn-l - Tn) 

und mit Riicksicht auf (5) 

(9) rn - 2 rn+! + rn+2 = p2 q2 Tn-9 
folgt. 

Der Formel (2) zufolge hat man: 

(lO) To = 2, 

(11) Tj ;::= 1 I 
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und Formel (3) gestattet die Werte von fn' von n = 2 an, durch 
algebraische Summen der mit bestimmten numerischen Koeffizienten 
versehenen Potenzen des Produkts p q darzustellen. Die betreffenden 
Formeln bieten bei kleinen Werten von n unter Umstanden einen 
praktischen Vorteil vor der Formel (2), und sie magen hier fur n = 2 
bis 7 mitgeteilt werden. Diese Formeln sind: 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

1'2 = 1 - 2 P q 

fa = 1- 3 P q 

f 4 = 1 - 4 P q + 2 p2 q2 

fs = 1 - 5 P q + 5 p2 q2 

f6 = 1 - 6 P q + 9 p2 q2 - 2 p3 q3 

f7 = 1 - 7 P q + 14 p2 q2 - 7 p3 q3 • 

Um die Erorterungen uber die GraBen fn zum AbschluB zu bringen, 
sei noch auf die Beziehung 

(18) 

hingewiesen, die sich ohne weiteres auf Grund der fur die Glieder 
einer geometrischen Reihe geltenden Summierungsformel aus (2) ergibt. 

Es soll nunmehr an die Bestimmung der mathematischen Erwartung 
von in und von i~, somit der GraBen ~(in) und ~(i~), geschritten 
werden. Sind diese beiden GraBen bekannt, so laBt sich auf Grund 
der Formel (15) des § 1 des 2. Kapitels der mittlere Fehler von in, 
somit die GroBe W1(in}, bestimmen. 

Man nehme die beiden Sonderfalle n = 1 und n = N vorweg. Da 
jede Sequenz zu 1 eine Iteration ist und da die Zahl dieser Sequenzen 
laut Formel (15) des § 3 des 1. Kapitels N betragt, so hat man: 

(19) 

Was aber den Fall n = N anlangt, so erhalt man, da die Wahrschein
lichkeit einer Sequenz zu N, eine Iteration zu sein, sich auf pn + qn 
oder fn steUt und da laut Formel (16) des § 3 es nur eine Sequenz 
zu N gibt: 

(20) ~(iN) = fN, ~(i;") = fN, W12(iN) = fN(1 - fN) . 

Es verbleiben die Falle, in denen die Bedingung 1 < n < N er
fullt ist. Hier entspricht jeder Sequenz zu n ein bestimmtes, und 
zwar jeweils ein anderes Anfangselement. Es sei Xa die Zahl der Itera
tionen zu n mit dem Anfangselement Nr. a. Offenbar kann xa nur 
die beiden Werte 1 und 0 annehmen, und zwar ist die Wahrschein-
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lichkeit, daB Xa = 1, durch rn , und die Wahrscheinlichkeit, daB Xa = 0, 
durch 1 - rn dargestellt. Daher denn: 

(21) 

(22) 

N 

in = 1] Xa, 
1 

0:(Xa) = rn 

und nach dem fur die mathematischen Erwartungen geltenden Ad
ditionssatz 
(23) 

Um 0:(i2) zu bestimmen, hat man von 
N N 

(24) i?t = 1] xa 2} Xb 
1 1 

auszugehen. Es ist: 
N a-I N 

(25) Xa 2l Xv = X~ + 2} Xa Xb + ;8 Xa Xb , 
1 1 a+l 

wobei illl Fall a = 1 das lllittiere und illl Fall a = N das letzte Glied 
auf der rechten Seite von (23) verschwindet. Man hat zunachst: 

(26) o;(x~) = rn. 

Was sodann 0:(xa Xb) anlangt, so ist zu berucksichtigen, daB das Pro
dukt xa Xb den Wert 1 oder 0 annillllllt, je nachdem die beiden Se
quenzen (a, n) und (b, n) Iterationen sind, oder dies nicht zutrifft, 
sei es, daB die beiden keine Iterationen sind, sei es, daB nur eine der 
beiden eine Iteration ist. Demnach wird 0: (xa Xb) ausgedruckt durch 
die Wahrscheinlichkeit, daB die beiden Sequenzen (a, n) und (b, n) 
Iterationen sind. Diese Wahrscheinlichkeit bestimmt sich, wenn die 
betreffenden Sequenzen inhaltsfremd sind, nach dem Satz, daB die 
Wahrscheinlichkeit des gleichzeitigen Eintreffens zweier voneinander 
unabhangigen Ereignisse dem Produkt ihrer Wahrscheinlichkeiten gleich 
ist, und wenn die betreffenden Sequenzen inhaltsverwandt sind aus 
der Erwagung heraus, daB es hierbei darauf ankomlllt, ob die durch 
Zusammenlegung der beiden Sequenzen entstehende Sequenz eine 
Iteration ist oder nicht, wobei noch zwischen einseitiger und doppel
seitiger Inhaltsverwandtschaft zu unterscheiden ist. So ergeben sich 
die drei FaIle, in denen die Sequenzen (a, n) und (b, n) 1. inhaltsfremd, 
2. einseitig inhaltsverwandt und 3. doppelseitig inhaltsverwandt sind. 

1m 1. Fall besteht die Beziehung 

(27) 

1m 2. Fall kOllllllt durch Zusammenlegung der beiden Sequenz en 
(a, n) und (b, n) eine Sequenz zu 2 n - m zustande. Daher denn 

(28) o;(XaXb) = 1"2"-?lt. 



Die Zahlen del' Iterationen von gegebener Lange. 73 

1m 3. Fall kommt durch Zusammenlegung der beiden Sequenzen 
(a, n) und (b, n) die Totalgruppe zustande, woraus folgt, daB in diesem 
Fall 
(29) Q;(xa Xb) = rN . 

1st n < t (N + 2), so kann nach den Ausfiihrungen des § 3 des 
1. Kapitels keine doppelseitige 1nhaltsverwandtschaft entstehen, und 
gehOren zu jeder Sequenz (a, n) 2(n - 1) einseitig inhaltsverwandte 
Sequenzen, von denen je zwei 1, 2 ... n - 1 Elemente mit der be
treffenden Sequenz gemeinsam haben, wahrend die Zahl der zugehorigen 
inhaltsfremden Sequenzen N - 2 n + 1 betragt. Man findet daher 
aus (25), (26), (27) und (28): 

(30) Q;(Xa~Xb) = rn + (N - 2 n + 1) r~ + 2~~ r2n-m' 

Auf Grund von (18) hat man aber 

(31) 

so daB Formel (30) in 

(32) Q;(Xa$ Xb) = fn + 2(rn+2 ~r2n+1) + (N - 2 n + 1) f~ 

iibergeht. Letztere Formel ergibt wegen (24): 

(33) Q;(i~) = N {rn + :q (r'H2 - r2n+1) + (N - 2 n + 1) r~}, 
und die beiden Formeln (23) und (33) fiihren schlieBlich zu 

(34) 9)12(in) = N {rro + :q (rn+2 - r2n+il - (2 n - 1) r~}. 
Fiir n = 2 und n = 3 findet man mit Benutzung der Formeln (12) 
bis (17): 
(35) 9)12(i2) = 4 N p q(1 - 3 p q) , 

(36) 9)12(i3) = N P q(9 - 31 P q) , 

wobei letztere Formel nur bei N > 4 anwendbar ist, da bei N = 4 
die Bedingung n < 1 (N + 2) nicht erfullt ist. 

Was nunmehr diejenigen Werte von n anlangt, fur welche die Un
gleichung bzw. Gleichung n;:=:: .~ (N + 2) gilt, so gibt es hier nach den 
Ausfiihrungen des § 3 des 1. Kapitels jeweils 2 n - N - 1 bzw. 
2(N - n) Sequenzen, die mit der gegebenen Sequenz doppelseitig 
bzw. einseitig inhaltsverwandt sind, wobei je zwei unter den einseitig 
inhaltsverwandten 2 n - N, 2 n - N + 1 ... n - 1 Elemente mit 
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der gegebenen Sequenz gemeinsam haben. Man kommt daher auf 
Grund von (25), (26), (28) und (29) zu: 

(37) Q;(xai! Xb) = f" + (2 n - N - 1) rN + 2 ~ f2,,-m' 
1 2n-N 

Ferner erhalt man der Formel (18) zufolge: 

(38) 

somit 

Q;(xai! Xb) = f" + (2 n - N - 1) rN + ~ (rn+2 - rN+2) , 
1 pq 

(39) Q;(i~) = N {fn + :q (rll+2 - fN+2) + (2 n - N - 1) fN} 

und schlieBlich 

(40) lJR2(in) = N {r" + :q (rn+2 - fN+2) + (2n - N - 1) fN - N f~}. 

Diese Formel liiBt sich fiir den besonderen Fall n = N - 1 leicht 
nachpriifen. Setzt man in (40) N - 1 fiir n ein, so erhiilt man unter 
Beriicksichtigung von (4): 

(41) lJR2(iN _ 1) = N {rN-l + (N - 1) fN - N rk-l} . 

Nun lehrt aber eine einfache Dberlegung, daB iN - 1 nur die beiden 
Werte N und 1 annehmen kann, wobei dem Wert N die Wahrschein
lichkeit fN und dem Wert 1 die Wahrscheinlichkeit N (pN -1 q + qN -1 p) 
zukommt. Letzterer Ausdruck geht auf Grund von (5) in N(rN_l - fN) 
iiber. Daher 

Q;(iN- 1) = N fN + N(fN_1 - fN) = N fN-l' 

(f(i2N _ 1) = N2 fN + N(fN_1 - fN) 
und schlieBlich 

(42) lJR2(iN_1) = N(N - 1) fN + N fN-l - N2 f 2N_1 . 

Wie man sieht, stimmen die beiden Formeln (41) und (42) miteinander 
iiberein. 

Sie gelten iibrigens fiir den Fall N = 3, und zwar nur fiir diesen 
Fall, nicht, weil hier die Bedingung n > t (N + 2) nicht erfiillt ist. 
Es besteht vielmehr in diesem Fall die Ungleichung n < t (N + 2), 
und dementsprechend kommt Formel (34) bzw. (35) zur Anwendung. 
Setzt man in (35) N = 3, so findet man: lJR2(i2) = 12 p q (1- 3 p q). 
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Auch dieses Ergebnis UiBt sich leicht direkt gewinnen. Es kommen 
namlich die 8 maglichen Fane 

AAA AAB ABA ABB BAA BAB BBA BBB 

in Betracht, denen die Wahrscheinlichkeiten 

und die Zahlen 

3 1 1 1 1 1 1 3 

der Iterationen zu 2 entsprechen. Nun hat man aber p3 + q3 = 1- 3 p q, 
und die Summe der iibrigen 6 Wahrscheinlichkeiten betragt 3 p q . 
Daher a; (i2) = 3 (1- 3 p q) + 3 p q = 3 - 6 p q, ~ (i~) = 9 (1- 3 p q) 
+ 3 p q = 9 - 24 P q und schlieBlich iJR2(i2) = 9 - 24 p q - (3 - 6 p q)2 
= 12 P q - 36 p2 q2 = 12 P q (1 - 3 p q) , wie vorhin. 

Bei einigermaBen groBem N scheidet der Fall, wo n > t (N + 2) , 
praktisch aus, weil die nach Formel (23) sich ergebenden erwartungs
maBigen Zahlen der Iterationen schon bei einem im Vergleich zu N 
kleinen n sich kaum von Null unterscheiden. Hier kommt somit von 
den beiden Formeln (34) und (40) nur die erste in Betracht. Soweit 
man nun bei dieser Sachlage unter den praktisch in Betracht kommen
den Iterationen nur die Iterationen von graBter Lange ins Auge 
faBt, denen bei merklichen Werten von rn und gegebenen Falles auch 
noch von rn+2 verschwindend kleine Werte von r2n+l und von r; 
entsprechen, wird sich Formel (34) durch die Naherungsformel 

iJR2(in) = N (rn + 2 ;n;2) 

ersetzen lassen. Letztere Formel kann mit Riicksicht auf (4) in der Form 

iJR2(in) = N (rn+l + rn +2) 
pq 

und wegen (1) auch in der Form 

(43) iJR2(in) = N (1 + P pn + 1 + q qn) 
I-p l-q 

geschrieben werden. 
Es bietet ein Interesse, die durch die beiden Formeln (34) und (43) 

gegebenen Ausdriicke des mittleren Fehlers von in mit den Ausdriicken 
des mittleren Fehlers von in zu vergleichen, die man erhalt, wenn 
man auf die Inhaltsverwandtschaft, somit auf die gegenseitige Ab
hangigkeit eines Teiles der jeweilig in Betracht kommenden Sequenzen 
keine Riicksicht nimmt. Es sei der unter AuBerachtlassung dieser 
Abhangigkeit, mithin fa lsch, berechnete mittlere Fehler von in mit 
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m/(in) bezeichnet. Del' Formel (14) des § 2 des 2. Kapitels zufolge 
hat man 

(44) 

und zieht man von diesel' identischen Gleichung die identische Glei
chung (34) ab, so erhalt man: 

(45) 

Bei n = 2 findet man unter Benutzung del' Formeln (12), (14) und (15) 
und vermoge del' Substitution 1 - 4 P q = (p - q)2: 

(46) m}(i2) - m2(i2) = -2 N p q (p - q)2 , 

woraus zu ersehen ist, daB die falsche Berechnungsmethode in diesem 
Spezialfall ein richtiges Ergebnis liefert, wenn p = q = t. DaB dem 
so sein muB, leuchtet ubrigens unmittelbar ein: bei p = q = } ist del' 
Umstand, ob eine Sequenz (a, 2) eine Iteration ist, ohne EinfluB auf 
die Wahrscheinlichkeit, daB die Sequenz (a +1, 2) eine Iteration ist. 
Diese Wabrscheinlicbkeit betriigt immer t, mogen die Elemente Nr. a 
und Nr. a + 1 von gleicher odeI' von verscbiedener Art sein. Sind 
abel' p und q nicht einander gleich, so betragt die Wahrscheinlich
keit, daB die Sequenz (a + 1, 2) eine Iteration ist, 

p2 q2 1- 3 p q 
p2+tf P + p2 + q2 q= 1- 2pq 

in dem Fall, wo die Sequenz (a, 2) eine Iteration ist, und 

-}q+tp=t 
in dem Fall, wo die Sequenz (a,2) keine Iteration ist, woraus sich 

1 - 3 p q 1 1 - 4 P q (p - q )2 
1-2pq 2 2(1-2pq) 2(p2+ q2) 

als DberschuB del' ersten uber die zweite del' beiden in Frage stehen
den Wahrscheinlichkeiten ergibt. 

Del' Naherungsformel (43) entspricht die Naherungsformel 

(47) m} (in) = N (pn + qn) , 

die aus (44) dadurch entsteht, daB man darin r;' = 0 setzt. Hier er
halt man, wenn p = q = 1: 
(48) 9)1;(in) : m12 (in) = 1 : 3, 
somit 

(49) 

und 
(50) 9Jl(i,,) : m1 (it!) = 13= 1,73. 
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§ 2. Die Zahlen der einreihigen Iterationen von gegebener Lange. 
Fuhrt man fur die Zahl der einreihigen Iterationen zu n mit dem 

Anfangselement Nr. a die Bezeichnung Ya ein, so erhalt man unter 
Berucksichtigung der Formeln (6) und (17) des § 3 des 1. Kapitels: 

(1) 

Zugleich gilt die der Formel (22) des vorigen Paragraphen analoge 
Formel 
(2) 
so daB 

(3) 

Es soIl nunmehr Q; (1;') bestimmt werden. Nimmt man an, daB die 
Bedingung 

(4) n < t(N + 3) 

oder, was dasselbe ist, die Bedingung 

(5) N - 2 n + 3 > n 

erfullt ist, so gestattet die Formel 

(6) 

bei n > 2 folgende Zerlegung: 

Bei n = -A (N + 3) bzw. bei N - 2 n + 3 = n verschwindet das mitt
lere Glied auf der rechten Seite von (7). Den Formeln (27) und (28) 
des vorigen Paragraphen entsprechend, hat man entweder 

(8) Q;(YaYb)=1'~ 
oder 
(9) 

je nachdem die in Frage kommenden Sequenzen (a, n) und (b, n) 
inhaltsfremd oder (einseitig) inhaltsverwandt sind. Was aber die je
weiligen Zahlen der einem bestimmten Wert von a entsprechenden 
inhaltsfremden und inhaltsverwandten Sequenzen zu n, und, soweit 
es sich urn letztere handelt, die betreffenden Zahlen der gemeinsamen 
Elemente anlangt, so sind jene wie diese Zahlen nach MaBgabe der 
am SchluB des § 3 des 1. Kapitels formulierten Satze fur jeden der 
drei Wertbereiche, in welche a, der Zerlegungsformel (7) zufolge, fallen 
kann, gesondert zu beiltimmen. 
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Man findet, sofern n > 2: 

[ 
(

n-1 N-n+l ) n-1 n-l n-1 
Q: LJYa~Yb =(n-l)rn+LJ ~r2n-m+(n-l)~r2n-n 

(10) 1 1 2 n-a+1 1 

n-l 
+ LJ (N - 2 n + 2 - a) r~ , 

1 

(
N-2n+2 N-n+l) {n-1 } 

(ll) Q: ~Ya ~Yb =(N-3n+3) rn+2~r2n_m+(N-3n+2)r~ 

und 

(12) N-2n+3 1 N-2n+3 a+2n-N-1 1 {
Q:( NjI;a NiJ+~b) = (n - 1) rn +~n ~ r2n-m + (n - 1)2lr2n-m 

N-n+l 

(15) 

+ LJ (a - n) r~ . 
N -2n+3 

Alsdann erhalt man nach Formel (18) des vorigen Paragraphen: 

(13) 
n-l n-l 
~ ""-, (n - 2) rn +2 

..,;:;;;.;a £.J" r2n-m = 
2 n-a+l p q 

sowie 

(14) 
N-n n-l 
~ ~ (n - 2) rn +2 

..,;:;;;.;a ..,;:;;;.;m r2n-m = 
N-2n+3 a+2n-N-t p q 

Zieht man noch die Formel (31) des vorigen Paragraphen heran, so 
gelangt man auf der Grundlage von (7) unter Berucksichtigung der 
Formeln (10) bis (14) zu: I Q:( '2) = (N - n + 1) rn + 2(n - 2) rn+2 _ 2(rnH - r2n+2) 

J" p q p2 q2 

+ 2(N - 2n + 2) (rn+2- r2n+1) + (N2+3N -4Nn+4n2-6n+2)r~. 
pq 

Diese Formel in Verbindung mit Formel (3) ergibt: 

(16) p q p q IlJR2(jn) = (N - n + l)rn + 2(n- 2)rn+2 + 2(N - 2n + 2) (rn+2 - r2n+1) 

2(rnH - r2n+2) _ (2 n N - N - 3 n2 + 4 n - 1) r2 
p2 q2 " . 
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Auf Grund der Formel (3) des vorigen Paragraphen bestehen aber die 
Beziehungen: 

Beriicksichtigt man diese Beziehungen, so liiBt sich schlieBlich (16) 
leicht auf die Form 

I 9)12(in) = (N - n + 1) {rn + ~ (rn+2 - r2R+l) - (2 n - 1) r~} 
(17) p q 

2 ( 2 
!- -2-2 rn+3 - n P q r2n+l - r2n+3) + n(n - 1) rn , 

p q 

oder auch, unter abermaliger Benutzung der Formel (3) des vorigen 
Paragraphen, auf die Form 

1 
9)12(in) = (N - n + 1) {rn+1 + rn+lI - 2rlln+l- (2n- l)rn(rn+1- rn+II)} 

pq 

2{rn+3 - n r2n+lI + (n - 1) r2n+3} + ( _ 1) 2 
2 2 n n rn p q 

bringen. 
Ein Vergleich der Formel (17) mit der Formel (34) des vorigen 

Paragraphen zeigt, daB an Stelle des Faktors N der Faktor N - n + 1 
getreten ist und daB zwei von N unabhangige Glieder hinzugekommen 
sind. Unter denselben Bedingungen, unter denen die Naherungs
formel (43) des vorigen Paragraphen abgeleitet worden ist, kann For
mel (18) durch die Naherungsformel 

9)12(') = (N - n + 1) (rn+1 + rn+2) _ 2rn+3 
1n p q p2 q2 

oder, anders geschrieben, 

I 9)12(fn) = (N - n + 1) (! +: pn + ! + : qn) 

(19) { pn+l qn+l} 
- 2 (1 _ p)2 + (1 _ q)2 ' 

somit durch eine Formel, die im wesentlichen der Formel (43) des 
vorigen Paragraphen entspricht, ersetzt werden. 

Bei n = 2 erhalt man aus (16): 

(20) 9)12(f2) = 2(2 N - 3) P q - 4(3 N - 5) p2 q2. 

Streicht man hierin -3 und -5, so erzielt man eine vollstandige 
Vbereinstimmung mit Formel (35) des vorigen Paragraphen. For
mel (20) gilt ohne die Einschrankung, die sich fur die allgemeine For
mel (17) bzw. (18) aus (4) ergibt. Denn bei n = 2 ist (4) immer er
fullt, weil ja, wie eingangs des 1. Kapitels bemerkt worden ist, N nicht 
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kleiner als 3 sein darfl). Setzt man N = 3 und n = 2, so ergeben sich 
die 8 moglichen Falle: 

AAA AAB ABA ABB BAA BAB BRA. BBB 

denen die Wahrscheinlichkeiten 

und die Zahlen 

2 1 o 1 1 o 1 2 

der einreihigen Iterationen zu 2 entsprechen. Daher denn: Q;(j2) = 
2(1- 3 p q) + 2 p q = 2 - 4 p q, Q;(i~) = 4(1 - 3 p q) + 2 p q = 4-
- 10 p q und WC2(j2) = 6 p q - 16 p2 q2. Dieses Ergebnis befindet 
sich aber mit Formel (20), worin N = 3 zu setzen ist, in der Tat im 
Einklang. 

Auf den Fall, wo bei n > 2 Formel (4) nicht zutrifft, solI nicht 
naher eingegangen werden, zumal da dieser Fall fur das Weitere, ins
besondere auch fur den kritischen Teil dieser Schrift (6. Kapitel), ohne 
Interesse ist. 

§ 3. Die Zahlen der vollstandigen Iterationen von gegebener Lange. 

Die mathematische Erwartung der Zahl der vollstandigen Itera
tionen zu n kann sowohl direkt wie auch indirekt, d. h. auf der 
Grundlage der im § 4 des 1. Kapitels nachgewiesenen syntagmatischen 
Beziehungen zwischen den Zahlen der vollstandigen und den Zahlen 
samtlicher Iterationen zu n, bestimmt werden. 

Will man den direkten Weg einschlagen, so hat man die der 
HilfsgroBe Xa , mit welcher im § 1 operiert worden ist, analoge Hilfs
groBe ea einzufuhren, welche die Zahl der vollstandigen Iterationen 
zu n mit dem Anfangs- bzw. Einzelelement Nr. a angibt. Man hat 
zunachst: 

N 

(1) Vn = lJea • 
1 

Sodann leuchtet es ein, daB dem Wert 1 - dem einzigen, den die 
GroBe ea auBer Null annehmen kann -, sofern n < N - 1, die Wahr
scheinlichkeit pn q2 + qn p2 oder p2 q2 rn-2 zukommt. Denn es gehort 
mit zum Wesen einer vollstandigen Iteration, sofern es nicht die Se
quenz (1, N) ist, daB, wie eingangs des § 4 des 1. Kapitels ausgefuhrt 
worden ist, ihrem Anfangselement ein andersartiges Element vor
geordnet und ihrem Endelement ein andersartiges Element nach
geordnet ist, wobei die Bedingung n < N - 1 erfullt sein muB, damit 

1) Ubrigens liefert Formel (20) ein zutreffendes ResuItat auch bei N = 2 . 
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jenes vorgeordnete mit diesem nachgeordneten Element nicht zu
sammenfallt. Mithin ist 

(2) 

so daJ3 man schlieJ3lich, auf (1) zuruckgreifend, zu 

(3) 

gelangt. Bei n = N - 1 wird aber die Wahrscheinlichkeit, daB ea = 1, 
durch pN -1 q + qN -1 ]J oder durch p q 1'N _ 2 ausgedruckt, so daJ3 

(4) 

und bei n = N erhalt man 

(5) 

Der indirekte Weg besteht darin, daB man, sofern n < N - 2, 
von der Formel (9) des § 4 des 1. Kapitels ausgeht und @(vn) nach 
dem fur die mathematischen Erwartungen geltenden Additionssatz 
mit Hilfe der Formel (23) des § 1 dieses Kapitels ermittelt. Man findet 
auf diese Weise: 

(6) Q;(vn) = N(1'n - 21'n+1 + 1'n+2) . 

Formel (6) geht aber mit Rucksicht auf Formel (9) des § 1 in For
mel (3) fiber. Bei n > N - 2 sind an Stelle der Formel (9) die For
meln (10), (11) und (12) des § 4 des 1. Kapitels und neben der For
mel (23) des § 1 dieses Kapitels die erste der drei unter (20) in dem
selben Paragraphen angefiihrten Formeln zu benutzen. Es ergibt sich 
auch in diesen Fallen eine vollstandige ubereinstimmung mit den auf 
direktem Wege gefundenen Formeln, d. h. mit der Formel (3), die auch 
fiir n = N - 2 gilt, sowie mit den Formeln (4) und (5). 

Was nun aber ilJ1(vn) betrifft, so moge es dahingestellt bleiben, 
ob hier der direkte Weg iiberhaupt gangbar ist. Er wiirde jedenfalls 
neue uberlegungen edordern. Die Bestimmung von ilJ1(vn ) solI daher 
ausschlieBlich auf indirektem Wege edolgen. Dabei empfiehlt es sich, 
urn gewisse Komplikationen zu vermeiden, die Betrachtung auf den 
Fall zu beschranken, wo n < t (N - 2). Hieraus folgt: n < N - n - 2 
und a fortiori n < N - 2. Somit gilt Formel (9) des § 4 des 1. Ka
pitels, und man erhalt zunachst: 

{ 
Q;(v~) = Q;(i~) + 4 Q;(i~+1) + Q;(i~+2) - 4 {Q;(in in+l) 

(7) + Q;(in+1 in+2)} + 2 Q;(in in+2) . 

Die Werte der drei GroBen Q;(i~), Q;(i~+!) und Q;(i!+2) sind als
dann durch Formel (33) des § 1 dieses Kapitels gegeben. Die Werte 
von Q;(in in+!) , Q;(in+1 in+2) und Q;(in in+2) findet man aber nach der
selben Methode, die zu Formel (33) des § 1 gefiihrt hat. Es sei mit x" 

v. Bortkiewicz, Iterationen. 6 
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bzw. x~ bzw. x:: die Zahl der Iterationen zu n bzw. n + 1 bzw. n + 2 
mit dem Anfangs- oder Einzelelement Nr. a bezeichnet. Man hat 

(8) 
N N .. ~ ~, 

~n ~n+1 = ..:::.: XIJ ~ Xb . 
1 1 

Jede beliebige Sequenz (a, n) hat mit je zwei Sequenzen (b, n + 1) 
aus der Zahl alIer Sequenzen zu n + 1 1, 2, 3 ... n Elemente gemein
sam, wahrend die Zahl der zugehorigen inhaltsfremden Sequenzen zu 
n + 1 jeweiIs N - 2 n betragt. Durch Zusammenlegung von zwei 
Sequenzen (a, n) und (b, n + 1), die m Elemente miteinander ge
meinsam haben, entsteht eine Sequenz zu 2 n + 1 - m. So kommt 
man auf die der Formel (30) des § 1 analoge Formel 

(9) Q; (Xa ~ Xi) = (N - 2 n) rn rn+1 + 2 ~ r2n+1-m, 

woraus, mit Riicksicht auf Formel (8) und auf Formel (18) des § 1 

(10) Q;(in in+1) = N {:q (rn+2 - r2n+2) + (N - 2 n) rn rn+1} 

folgt. Man hat zugleich: 

(ll) Q;(in+1 in+2) = N {p2q (rn+3 - r2nH) + (N - 2 n - 2) rn+1 rn+2} . 

Was ferner das Produkt in in+2 anlangt, so ist 
N N 

(12) .. ~ ~" 
~n ~n+2 = ..:::.: Xa ~ Xb . 

1 1 

Hier ist zu berucksichtigen, daB zu jeder Sequenz (a, n) nicht 2 n, 

sondern 2 n + 1 inhaltsverwandte Sequenzen (b, n + 2) gehoren, 
weil es nicht 2, sondern 3 solcher Sequenzen gibt, die je n Elemente 
mit der Sequenz (a, n) gemeinsam haben. Das sind namlich entweder 
die ersten, oder die letzten, oder die mittleren n Elemente der be
treffenden Sequenz zu n + 2. Daher denn 

(13) Q; (Xa~X~) = {(N - 2n - l)rnrn+2 + rn+2 + 2~ r2n+2- tlI } 

und folglich 

(14) Q;(in in+2 ) = N {p2q(rn+ 3 - r2n+3) + rn+2 + (N - 2 n -1) rnrn+2} . 

Befindet man sich nun im Besitz der Formeln (10), (ll) und (14), so
wie der Formel (33) des § 1, so kann man auf der Grundlage der For
mel (7) ohne weiteres Q;(v~) bestimmen, und man braucht schlieBlich 
von dem so ermittelten Ausdruck nur den nach Formel (3) zu be-
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rechnenden Wert von Q;2(VII ) in Abzug zu bringen, um W(2(vn) zu 
finden. Das Ergebnis laBt sich in folgender Form darstellen: 

(15) 
J 

1)J(2 (VII) - 2 2 2 3 3 
~ - P q rn -2 - P q r2n -3 

1 - (2 n - 1) r~ - 4(2 n + 1) r~+l - (2 n + 3) r~+2 

+ 8 n rll rn+l - 2(2 n + 1) rn rn+2 + 8(n + l)rn+l rn+2' 

Setzt man hierin n = 1, 2, 3, 4, so erhalt man: 

(16) 1)J(2(VI): N = P q(1 + p q) , 

(17) 1)J(2(V2): N = 2 p2 q2(1 + 3 P q - 14 p2 q2) , 

(18) 1)J(2(V3): N = p2 q2(1 + 2 P q - 11 p2 q2) , 

(19) 1)J(2(V4): N = p2 q2(1 - 21 p2 q2 + 58 p3 q3 - 44 p4 t) . 
Formel (16) laBt sich leicht fur N = 5 nachprUfen. [Bei einem 

kleineren N wiirde die Bedingung n < t(N - 2) nicht erfuIlt und 
daher Formel (16) nicht anwendbar sein.] Es ergeben sich hier 32 ver
schiedene Anordnungen von A und B, somit 32 mogliche FaIle. Diese 
Fane sind in nachstehender Dbersicht nach der Zahl der vollstandigen 
Iterationen zu 1, die sie liefern, und, sofern diese Zahl nicht Null ist, 
zugleich nach der Wahrscheinlichkeit (P), die einem jeden Fall zu
kommt, gruppiert. 

f AAAAA AAABB AABBA AABBB 
VI = 0 < ABBAA ABBBA BAAAB BAABB 

l BBAAA BBAAB BBBAA BBBBB 

{ AAAAB AAABA AABAA 
ABAAA BAAAA 

J ABBBB BABBB BBABB 
l BBBAB BBBBA 

{ AABAB ABAAB ABABA 
VI = 3, P = p3 q2 BAABA BABAA 

_ 3 P _ 2 3 {ABABB ABBAB BABAB 
VI - , - p q BABBA BBABA 

Es ergibt sich auf der Grundlage dieser Ubersich t : 

und 

Q;(VI) = 5(p4 q + p t) + 3. 5(p3 q2 + p2 q3) 
= 5 P q(l - 3 p q) + 15 p2 q2 = 5 P q , 

Q;(vI> = 5(p4 q + p t) + 9. 5(p3 q2 + p2 q3) 

= 5 P q(1 - 3 p q) + 45 p2 q2 = 5 P q + 30 p2 q2 

1)J(2(VI) = 5 P q + 30 p2 q2 - 25 p2 q2 = 5 P q(1 + p q) , 

wie es der Formel (16) entspricht. 

G* 
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Bei jedem Wert von p gibt es einen hinreichend groBen Wert von n, 
von dem an die letzten sieben Glieder auf der rechten Seite der For
mel (15) dem ersten Glied gegeniiber nicht ins Gewicht fallen. Sofern 
dieser Wert und hohere Werte von n in Betracht kommen, laBt sich 
daher Formel (15) durch die Naherungsformel 

(20) 9J(2(vn} = N p2 q2 rn -2 

ersetzen. 
Zu demselben Ausdruck des Quadrats des mittleren Fehlers von Vn 

gelangt man, wenn man auf den vorliegenden Fall diejenige Methode 
der Bestimmung des mittleren Fehlers anwendet, welche sich auf die 
Annahme der gegenseitigen Unabhangigkeit der in Betracht kommen
den Versuche griindet. Es sei mit WCf(vn} der nach dieser Methode 
berechnete mittlere Fehler von Vn bezeichnet. Da die Wahrschein
lichkeit, daB eine Sequenz zu n eine vollstandige Iteration ist, durch 
p2 q2 rn -2 ausgedruckt wird und da die Zahl cler in Betracht kommen
den Sequenzen N ist, so hatte man nach MaBgabe der Formel (14) 
des § 2 des 2. Kapitels 

(21) 

zu setzen, woraus unter der Voraussetzung, daB p4 q-l r;'_2 vernach
lassigt werden kann, die Naherungsformel 

(22) WC;(vn } = N p2 q2 rn - 2 

resultieren wurde. Die Dbereinstimmung zwischen den Formeln (20) 
und (22) ist insofern gewissermaBen uberraschend, als die Vorstellung, 
man hatte es hier mit N voneinander unabhangigen Versuchen bzw. 
Sequenzen zu tun, um so gewaltsamer erscheinen durfte, je groBer 
die Lange der vollstandigen Iterationen ist, um deren Zahl es sich 
handelt, wahrend doch die beiden in Frage stehenden Formeln sich 
gerade auf den Fall langerer Iterationen beziehen. 

Es stellt gleichsam ein Korrelat hierzu dar, daB fur die kur
zesten vollstandigen Iterationen, d. h. fur vollstandige Iterationen 
zu 1, hinsichtlich deren man sich am ehesten fur berechtigt halten 
mochte, von der gegenseitigen Abhangigkeit cler Versuche bzw. der 
Sequenzen abzusehen, Formel (21), sofern nur p und q nicht sehr er
heblich voneinander differieren, einen Wert des mittleren Fehlers 
von Vn liefert, der sich von seinem wahren nach Formel (15) bzw. (16) 
berechneten Wert betrachtlich unterscheidet. Hier hat man namlich: 

(23) WC;(V1) = N p q(1 - P q} , 
so daB 

(24) 
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und in dem besonderen Fall, wo P = q = t, 

(25) 

bzw. 

(26) 

und 

(27) 

WC/(V1) : WC(v1) = if = 0,77 

WC(v1) : WCf(v1) = V~ = 1,29. 

Was sodann die vollstandigen Iterationen zu 2, 3 und 4 anlangt, 
so erhalt man durch einen Vergleich der Formeln (17), (18) und (19) 
mit Formel (21): 

(28) WC;(v2) - [)(2(v2) = -6N p3 qS(I- 4 P q) = -6N p3 q3(p_ q)2, 

woraus zu ersehen ist, daB hier bei p = q = t die verkehrte Methode 
zu einem richtigen Ergebnis fiihrt, 

(29) WC}(vs) - WC 2(V3) = -2 N p3 q3(1 - 5 P q) 

und 

(30) WC~(V4) - 9.R2(V4) = - 2 N p3 q3(1- 10 p q + 27 p2 q2 - 20 p3 q3) . 

tJber den Fall, wo p = q = t, ist noch im allgemeinen folgendes 
zu bemerken. In diesem Fall hat man zunachst laut Formel (2) des § 1: 

(31) 

daher, der Formel (3) zufolge, 
N 

(32) Q;(vn) = 2n+1 ' 

Sodann geht Formel (15) in 

(33) 

oder in 

9.R 2 (vn) 

N 
1 2n- 3 

2n +1 - 22n+ 2 

3 9.R2 (vn) _ 1 (1 1) n - 2 
( 4) ~ - 2n+l - 2n+l - 22n+l 

fiber. SchlieBlich erhalt man in diesem Fall nach Formel (21): 

2 N ( 1) (35) 9.Rf {vn) = 2n+l 1- 2n+l ' 

so daB 

(36) 
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Es zeigt sich also, daB hier die Nichtberiicksichtigung der gegen~ 
seitigen Abhangigkeit der Versuche bzw. der in Betracht kommenden 
Sequenzen, abgesehen von den bereits erorterten beiden Fallen, wo 
11, = lund 2, zu einer tJberschatzung des mittleren Fehlers der Zahlen 
der vollstandigen Iterationen fuhrt. 

Es wiirde zu weit fuhren, wollte man die einreihig-vollstan
digen 1terationen in derselben Weise untersuchen, wie dies im obigen 
in bezug auf die vollstandigen Iterationen schlechthin geschehen ist. 
1st schon bei diesen die Ableitung der Formel des mittleren Fehlers 
ziemlich langwierig und die Formel selbst, namlich Formel (15), etwas 
unhandlich, so wiirde sich im Fall der einreihig-vollstandigen Itera
tionen, was den mittleren Fehler ihrer Zahl anlangt, erst recht der 
Weg als muhsam und das Resultat als unubersichtlich erweisen. Dazu 
kommt, daB, wie aus den Darlegungen des § 4 des 1. Kapitels hervor
geht, die Differenzen zwischen den Zahlen der vollstandigen und der 
einreihig-vollstandigen Iterationen zu n, wenn n klein im Verhaltnis 
zu N ist, geringfugig sind und daB man daher, namentlich in den Bei
spielen, die im 6. Kapitel besprochen werden sollen, und in denen n 
durchweg verschwindend klein im Vergleich zu N ist, getrost von dem 
Umstand wird absehen konnen, daB es sich da um einreihig-vollstandige 
Iterationen und nicht um vollstandige 1terationen schlechthin handelt. 
Dies gilt sowohl fur den mittleren Fehler der Zahl der betreffenden 
Iterationen, somit fur 9R (WII ) , wie auch fur die mathematische Er
wartung dieser Zahl, somit fUr ~(w .. ). Letztere GroBe kann aber 
ohne Schwierigkeit bestimmt werden. Das solI denn auch um des theo
retischen 1nteresses willen, welches sich daran knupft, in folgendem 
geschehen. Auch hierbei hat man, wie bei der Bestimmung von ~ (VII) , 
die Wahl zwischen dem direkten und dem indirekten Verfahren. 

Das direkte Verfahren erfordert die Einfuhrung einer HilfsgroBe fa 
welche die Zahl der einreihig vollstandigen Iterationen zu n mit dem 
Anfangs- bzw. Einzelelement Nr. a angibt. Es ist der Formel (17) 
des § 3 des 1. Kapitels zufolge: 

(37) 

Um den Fall n = N vorwegzunehmen, so stellt sich hier die Wahr
scheinlichkeit, daB fa = 1, bei a = 1 auf fN' woraus ~(fl) = fN und 
dementsprechend 

(38) 

folgt. 1st aber n < N, so erhalt man fur aIle Werte von a, die nicht 1 
und N - n + 1 sind, in tJbereinstimmung mit Formel (2): 

(39) 
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und fur a = 1 sowie fur a = N - n + 1 

(40) 

Hieraus folgt mit Rucksicht auf (37): 

(41) ~(wn) = (N - n - 1) p2 q2 rn-2 + 2 P q rn- 1 

oder auch 

~(wn) = (N - n + 1) p2 q2 rn-2 + 2 p q(rn-l - P q rn-2) 

und schlieBIich, wegen Formel (5) des § 1, 

(42) ~(wn) = (N - n + 1) p2 q2 rn-2 + 2 P q rn' 

Bei n = N - 1 geht (42) wegen Formel (5) des § 1 in 

(43) 

flber. Dasselbe Ergebnis liefert Formel (41). 
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Beim indirekten Verfahren hat man, sofern n < N - 2, auf For
mel (45) des § 4 des 1. Kapitels Formel (3) des § 2 dieses KapiteIs 
anzuwenden. Man erhalt auf diese Weise: 

(44) ~(wn) = (N - n + 1) rn - 2(N - n) rn+! + (N - n - 1) rn+2 

oder 

(45) ~(wn) = (N - n + 1) (Tn - 2 rn+! + rn+2) + 2(rn+l - rn+2) , 

welch letztere Formel wegen der beiden Formeln (7) und (9) des § 1 
mit Formel (42) identisch ist. Was aber die Falle n = N - 1 und 
n = N anlangt, so treten hier an Stelle der Formel (45) die FormeIn 
(46) und (47) des § 4 des 1. Kapitels, und man gelangt auf Grund der 
FormeI (3) des § 2 dieses Kapitels, die flir jedes n gilt, wieder zu den 
Formeln (38) und (43). 

J e kleiner n im Verhaltnis zu N ist, um so eher darf man anstatt 
der genauen Formel (41) bzw. (42) die Naherungsformel 

(46) 

benutzen. Dies lauft, wie ein Vergleich von (46) mit (3) zeigt, darauf 
hinaus, daB man Wn = Vn setzt, was in den Formeln (25) und (27) 
bis (31) des § 4 des 1. Kapitels seine Rechtfertigung findet. 

§ 4. Die mittlere Lange der vollstandigen Iterationen. 

Die summierte Lange aller vollstandigen Iterationen ist laut For
mel (4) des § 4 des 1. Kapitels durch N und die Zahl aller vollstan
digen Iterationen laut Formel (2) desselben Paragraphen durch V ge
geben. Man erhalt daher, wenn man die mittlere Lange der vollstan
digen Iterationen, d. h. den arithmetischen Durchschnitt der ZahIen 
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der Elemente, aus denen die einzelnen yollstandigen Iterationen be
stehen, mit ;, bezeichnet: 

(1) 
. N 
A=--. 

V 

Will man die mathematische Erwartung und den mittleren Fehler 
von .A. bestimmen, so hat man von der mathematischen Erwartung 
und dem mittleren Fehler von V auszugehen. 

Die Ableitung von Gl: (V) und von 9)l2 (V) gestaltet sich am ein
fachsten, wenn man ihr die durch Formel (14) des § 4 des 1. Kapitels 
ausgedriickte syntagmatische Beziehung zugrunde legt. Unter Be
riicksichtigung der Formel (23) des § 1 und der Formel (5) des § 3 
dieses Kapitels findet man: 

(:j;(V) = N - N r2 + rN 

oder auch wegen Formel (12) des § 1 

(2) Gl:(V) = 2Npq + rN 

und bei groBem N naherungsweise 

(3) Gl: (V) = 2 N p q . 

Alsdann erhalt man: 

(4) Gl:( P) = N2 + Gl:(i~) + Gl:(v}) - 2 N Gl:(i2) + 2 N Gl:(VN) - 2 ~(i2 VN) 

Es ist aber 

(5) Gl:(i~) = Gl:2(i2) + 9)l2(i2) = N2(1- 2 P q)2 + 9,R2(i2) , 

man hat ferner: 
(6) 
weil VN entweder gleich Null oder gleich 1 ist und weil dem Wert I 
die Wahrscheinlichkeit rN zukommt; schlieBlich findet man 

(7) Gl:(i2 VN) = N rN , 

weil das Produkt i2 VN, je nachdem VN = 0 oder VN = I, den Wert 
Null oder N annimmt. Auf Grund der Formeln (5), (6) und (7), sowie 
der Formel (23) des § 1 und der Formel (5) des § 3 geht (4) nunmehr in 

Gl:(P) = N2 + N2(1 - 2 P q)2 + 9)l2(i2) + rN - 2 N2(1 - 2 p q) 

oder in 
Gl:(P) = 4 N2 p2 q2 + 9)l2(i2) + rN 

iiber, woraus wegen (2) 

(8) 9)l2(V) = 9)l2(i2) - 4 N p q rN + rN(1 - rN) 

und mit Riicksicht auf Formel (35) des § I 

(9) 9)l2(V) = 4 N P q(1 - 3 p q - rN) + rN(1 - rN) 
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oder als Naherungsformel, hoi gro13em N, 

(10) WC2( V) = 4 N p q(l- 3 p q) 
hervorgeht. 

Die Formeln (2) und (9) konnen sowohl fUr das Beispiel des § 1, 
in welchem N = 3, wie Hir das Beispiel des § 3, in welchem N = 5 
gesetzt worden ist, leicht nachgeprUft ,verden. 

Bei N = 3 liefert jeder der beiden moglichen FaIle AAA und BBB 
1 vollstandige Iteration, jeder der anderen 6 moglichen :Falle 2 voll
standige Iterationen. Man erhiilt daher: 

und 

Cf (V) = 1 - 3 P q + 2 . 3 P q = I + 3 P q , 

Cf(V~) = 1 - 3 P q + 4·3 P q = 1 + 9 P q 

W(2(V) = 1 + 9 p q - (1 + 3 P q)2 = 3 P q(1 - 3 P q). 

Zu denselben Werten von Cf (V) und W(2 (V) gelangt man, wenn man 
in (2) und (9) 3 fUr N und 1 - 3 P q fur rN einsetzt. 

Bei N = 5 entsprechen den drei moglichen Ergebnissen V = 1, 2, 4 
die Wahrscheinlichkeiten 1 - 5 P q + 5 p2 q2, 5 P q - 10 p2 q2 und 
5 p2 q2. Man erhalt diese Wahrscheinlichkeiten durch Addition der 
Wahrscheinlichkeiten, die den betreffenden moglichen FiiJlen aus a2 
zukommen. Daher denn: 

und 

Cf (V) = 1 - 5 P q + 5 p2 q2 + 2 (5 P q - 10 p2 q2) + 4 . 5 p2 q2 

= 1 + 5 P q + 5 p2 q2 , 

Cf (V2) = (1 - 5 P q + 5 p2 q2) + 4 (5 P q - 10 p2 q2) + 16. 5 p2 q2 

= 1 + 15 P q + 45 p2 q2 

W(2(V) = 1 + 15 P q + 45 p2 q2 - (1 + 5 P q + 5 p2 q2)2 

= 5pq(1 + 2pq_1O p2q2_5 p3q3). 

Man erhalt dieselben Werte von CS; (V) und W12 (V), indem man in (2) 
und (9) 5 fur N und 1 - 5 P q + 5 p2 q2 fur rN einsetzt. 

Es mogen in diesem Zusammenhang die mathematische Erwartung 
und der mittlere Fehler der Zahl der AblOsungen (A) gegeben werden. 
Den Formeln (3) und (14) des § 4 des 1. Kapitels zufolge hat man: 
A = N - iz . Hieraus ergibt sich wegen der Formeln (12), (23) und 
(35) des § 1 dieses Kapitels: 

(11) Cf(A)=2Npq, 

(12) [l(2(A) = 4N pq(1- 3pq). 

Was nunmehr Cf(l.) und W(2(J.) anlangt, so lassen sich diese beiden 
GroBen nur naherungsweise, und zwar mit Benutzung der Formeln 
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(40) und (45) des § 1 des 2. Kapitels bestimmen. Man erhalt wegen (1) 
aus (2) und (9) 

Die Anwendbarkeit der beiden soeben genannten Naherungsformeln 
des 2. Kapitels ist in diesem Fall an die Bedingung geknupft, daB 

9,R (~) klein im Verhaltnis zu Q; (D ist. Das bedeutet, daB N nicht 

allzu klein sein dad. Es ware daher sinnlos, sich jetzt an die exakten 
Formeln (2) und (9) zu halten. Sie sind vielmehr durch die beiden 
Formeln (3) und (10) zu ersetzen, oder es ist an Stelle von (13) und (14) 
zu schreiben: 

(15) 

(16) 

Daher denn: 

Q;(D = 2 p q, 

9,R2G) = 4 Pq(l; 3pq). 

(17) Q:(J.) = _1_ (1 + 1- 3 p q) = (N - 3) p q + 1 
2 p q p q N 2 N p2 q2 

und 

(18) 

Bei groBem N tritt an Stelle von (17) 

(,0 (. 1 (19) \:l; I.) = ~ . 
2pq 

Die mittlere Lange der einreihig-vollstandigen Iterationen mage 
mit fl bezeichnet werden, so daB 

(20) 
N 

fl=--' 
W 

Hier erhalt man auf der Grundlage der Formeln (40) und (49) des § 4 
des 1. Kapitels sowie der Formeln (3) und (20) des § 2 dieses Kapitels 

(21) Ci:(W) = 2(N - 1) p q + 1, 

(22) 9,R2(W) = 2(2N - 3)pq- 4(3N - 5)p2q2, 

(2:3) Q;(B) = 2(N - 1) P q , 

(24) 9)(2(B) = 2(2 N - 3) p q - 4(3 N - 5) p2 q2 , 
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(25) Q;(--!)=2(N-l)pq+l=2 1-2pq 
u N pq + N ' , 

(26) 9R2 (--!) = 4 P q(l - 3 p q) _ 2 P q(3 - 10 p q) 
f1 N N2 

und bei groBen Werten von N ergeben sich die Naherungsformeln 

(27) Q;G)=2 Pq , 

(28) ffi(2 C~) = 
4 P q(l- 3p q) 

N 
, 

(29) 
1 

Q;(f1) = -
2pq 

und 

(30) 
2 1-3pq 

ffi( (f1) = 4 N p3 q3 . 

§ 5. Das p. Verfahren (als Gegensatz ZUlli N-Verfahren). 

In den bisherigen Darlegungen dieses Kapitels galt N als gegeben, 
wahrend nicht nur die Zahlen del' Iterationen von bestimmter Lange, 
sondern auch die Gesamtzahl der vollstandigen Iterationen (V) als 
GroBen erschienen, die unter dem EinfluB des Zufalls verschiedene 
Werte annehmen konnen. Nunmehr solI umgekehrt V als eine fest
stehende und N als eine vom Zufall abhangige GroBe betrachtet werden. 
Was aber die Zahlen Vn anlangt, so sind sie nach wie vor als vom Zu
fall abhangige GroBen aufzufassen. Die neue Betrachtungsweise er
fordert zur Bestimmung der mathematischen Erwartung und des 
mittleren Fehlel's von Vn sowie von A ein neues Verfahren, das man 
als das V-Verfahren bezeichnen moge, wahrend das fruher an
gewandte Verfahren das N -Verfahren heiBen solI. Um den in Frage 
stehenden Unterschied symbolisch zum Ausdruck zu bringen, wird im 
folgenden, wo es sich um das V-V erfahren handelt, dem Erwal'tungs
zeichen Q; und dem Zeichen des mittleren Fehlers iDe der Index 1 an
gehangt. 

Der Fall, wo V = 1, solI von der Betrachtung ausgeschlossen sein. 
1st aber V > 1, so ist V notwendig eine gerade Zahl. Dies laBt sich 
sehr einfach beweisen. 

Man denke sich die V vollstandigen Iterationen nach del' Nummer 
ihl'es Anfangs- bzw. Einzelelements geordnet, mit del' niedrigsten (k) 
beginnend und bis zur hochsten (K) fortschreitend, und bezeichne 
ihre Langen mit nI , n 2 •.• ny, so daB 

v 
(1) 2}nh = N. 

1 
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Sind die heiden Elcmcllte Nr. 1 und Nr. N gleichartig, so ist k> 1, 
und die Iteration (k, n1) ist von anderer Art als die Iteration (K, nv). 
Sind hingegen die beiden Elemente Nr. 1 und Nr. N von verschiedener 
Art, so ist k = 1, und die Iteration (1, n1) bzw. (k, n1) ist wiederum 
von anderer Art als die Iteration (K, nv). Es leuchtet aber ein, daB 
zwei beliebige vollstandige Iterationen (a, nh) und (b, nh') von gleicher 
oder von verschiedener Art sind, je nachdem die beiden Indices h 
llnd h' gerade bzw. ungerade sind, oder aber der eine von ihnen gerade 
und del' andere ungerade ist. Folglieh muB unter allen Umstanden 
V gerade sein. 

Somit gibt es unter den V vollstandigen Iterationen stets genau 
ebenso viele von der Art A \Vie von der Art B. Die Wahrseheinlieh
keit, daB eine vollstandige Iteration der Art A bzw. B angehOrt, be
tragt demnaeh t. 

Man bezeiehne mit nl,n bzw. n2,n die Wahrseheinlichkeit, daB 
eine vollstandige Iteration der Art A bzw. B aus n Elementen besteht. 
Da die Wahrseheinliehkeit einer Sequenz zu n, eine vollstandige Itera
tion von der Art A bzw. B zu sein, durch pn q2 bzw. qn p2 ausgedruckt 
wird, so findet man nach dem Satz von der relativen Wahrschein
lichkeit: 

(2) 
p" q2 

= pn-l q :ll, n == 00 

~p"q2 
1 

und 

(3) :T::!, n = 
qll p2 

=qn-l p • 
00 

~ q"p2 
1 

Bezeichnet man alsdann mit nn die Wahrscheinliehkeit fur eine voll
standige Iteration von beliebiger Art, aus n Elementen zu bestehen, 
so erhiilt man nach obigem: 

_l( + )_ pq rn- 2 (4) :In - :l nl,n n2,n - 2 • 

Dementsprechend findet man der Formel (6) des § 1 und der Formel (13) 
des § 2 des 2. Kapitels zufolge: 

(5) 

Die Lange einer vollstandigen Iteration ist dem V -Verfahren gemaB 
nach oben nicht begrenzt, wie dies denn auch in (2) und (3) angenommen 
worden ist. Darum muB man den durch (5) gegebenen Ausdruck der 
mathematischen Erwartung von Vn in den Grenzen von 1 bis CXJ nach n 
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summieren, um V zu erhalten. Den beiden Formeln (10) und (18) 
des § 1 zufolge ist in der Tl1t 

00 2 
~~-tVpqrn-2=lVpq.--= r. -fI- pg 

(6) 

Da tln eine konstant zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit ist, so 
hat die Bestimmung von WCI (vn ) nach Formel (25) des § 2 des 2. Ka
pitels zu erfolgen. Es ist also: 

(7) WCr(vn) = H7l1,n(1 - 7l1,,,) + 7l2,,,(1 - 7l",II)} T', 

woraus wegen (2) und (3) unter Benutzung der Bezeichnung p" + q" = 1'n 

(8) WCI(vn ) = l T' p q(1'1l _2 - P q 1'211-4) 

folgt. 
Wurde man den Umstand, daB tln eine konstant zusammengesetzte 

Wahrscheinliehkeit ist, ignorieren und 7l" als Elementarwahrsehein
liehkeit oder als Durehsehnittswahrseheinliehkeit im eigentliehen Sinne 
betraehten, so erhielte man einen anderen Ausdruek des mittleren 
Fehlers von v,,, der mit WCll bezeichnet werden mage. Es ist 

(9) (lTl2 ( ) - 1 V (1 P q Tn - 2) 
;J)ll/ Vn -"2 P q 1',,-2 - --2-- , 

somit 

(10) ~m/(Vn)- WCr(V,,) = IVp2q2(21'2n_l-1';_2)' 

Man hat aber: 

2 1'2n-4 - 1'~-2 = 2(p211-4 + q2n-4) - (p2n-4 + 2 pn-2 qn-2 + q2n--4) 

= (pn-2 _ qn-2)2 , 

so daB (10) aueh in der Form 

(11) WCr/(vn) - WCHvn) = V { p q(pn-22 - qn-2) r 
dargestellt werden kann, woraus zu ersehen ist, daB die in Frage 
stehende verkehrte Methode der Bestimmung des mittleren Fehlers 
von Vn nur dann kein falsehes Resultat liefert, wenn p = q, es sei denn, 
daB n = 2. Bei n = 2 ist namlieh 7ll,,, = 7l2,,, = P q, und ist 7l" 
einer Elementarwahrseheinliehkeit gleieh zu aehten. 

Was nunmehr die mathematisehe Erwartung und den mittleren 
Fehler von N und von A anlangt, so empfiehlt es sieh, zunaehst den 
Ausdruek 

(12) 

ins Auge zu fassen, in welehem g der Bedingung 0 < g < 1 genugt. 
Es lassen sieh in elementarer Weise die folgenden fur die Bestimmung 
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von Q;l (N) und lUll (N) sowie fur spatere Darlegungen dieses Para
graphen in Betracht kommenden Formeln ableiten: 

(13) 
g 

1'1 = (1 _ g)2 ' 

(14) 
g + g2 

1'2 = (I - g)3 ' 

(15) 1'3 = 
g + 4 g2 + g3 

(1 _ g)4 

(16) 1'4 = 
g + 11 g2 + 11 g3 + g4 

(1 - g)5 

Alsdann findet man als mathematische Erwartung del' Lange cineI' 
beliebigen unter den V vollstandigen Iterationen: 

00 

Nun hat man abel' del' Formel (13) zufolge: 

Daher denn: 

(IS) 

und es ergibt sich mit Ruck::sicht auf (1): 

(19) 
V 

Q;l(N) = -2 -, 
pq 

sowie wegen J!'ormel (1) des § 4: 
I 

(20) Q;1 (l) = -2 - . 
pq 

Bei Bestimmung von lUll (N) muG, wie dies in hezug auf lUll (Vn) 

geschehen ist, dem Umstand Rechnung getragen werden, daB 1ln eine 
konstant zusammengesetzte Wahrscheinlichkeit ist. Man zerlege da
her die V vollstandigen Iterationen in die heiden (gleich zahlreichen) 
Gruppen del' A - und del' B-Iterationen und nehme innerhalh jeder 
diesel' heiden Gruppen eine neue Numerierung VOl', wobei die Langen 
del' Iterationen del' Art A durch nl,h und die Langen der lterationen 
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der Art B durch nS,1& dargestellt werden sollen. Fiihrt man nocb die 
Bezeicbnungen 

(21) 

(22) 

'V 13 nl, 1& = L1 , 
I 

'v 13 ns, 1& = L2 , 
1 

ein, so erhalt man die Beziehung 

(23) Ll + L2 = N . 

Weil aber Ll und L2 unabhangig voneinander sind, so hat man nach 
Formel (22) des § 1 des 2. Kapitels: 

(24) WCi(N) = WC~(LI) + WCi(L2) • 

Des weiteren findet man den Formeln (2) und (3) zufolge: 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

00 

n: ( ) ,,-; n-l 
~l nl, h =,,:;:..n P q n • 

I 

00 

@1(n2,h) = 'L3 qn-l p n , 
I 

00 

n: (2) ,,-=' n-l 2 ~l nt,h =.,;;;.:P qn, 
1 

00 

@l(ni,h) = 'L3 qn-l p n2 • 
I 

Diese vier Formeln gehen wegen (13) und (14) in 

. ( 1 (29) Cft nl, h) = q , 

(30) 

(31) 

(32) 

uber, uud man findet: 

(33) 

(34) 

1 
~1(n2,h) = p' 

~(2 l+p 
1 nl,h) = -q-2 -, 

2 1 + q 
(~\(n2,h) = ~ 

WCi(nl, h) = ~ , 

WCi(n2, h) = :2 . 
Die einzelnen Werte von nl h sind voneinander unabhangig, und 
gleiches gilt von den einzelne~ Werten von n2,1&' Foiglich fuhren die 
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:Formeln (21) und (22) in Verbindung mit den Formeln (33) und 
(34) zu: 

(35) 

(36) 

2(L Vp ~)( ) == -----
• j 1 2 q2 ' 

\))(2(L ) = V q 
• 1 2 2 p2 ' 

so daB man, auf (24) zuruckgreifend, 

(37) 

und 

(38) 

erhalt. 

(yn2 (J.) = 1 - 3 P q 
:J)lj. 2 V p2 q2 

Es bietet ein Interesse, noch den Ausdruck 

(39) 

zu betrachten, der ein summarisches Ma!3 dafur abgibt, ob die Langen nh 

von ihrer mathematischen Erwartung mehr oder weniger abweichen. 
Man hat den Formeln (31) und (32) zufolge: 

(40) GI: (n2) = 1 (l_±J)_ + 1 + q_) = 2 - 5 P q 
1" 2 q2 p2 2 p2 q2 ' 

und zieht man noch die Formel (19) heran, so findet man aus (39): 

(41) 
• 0 3 - 10 P q 

(l. (0-) =--------- . 
1. 4 p2 q2 

Bei p = q = l ergibt sich: Gl:1(02) = 2. 
Zur Bestimmung von W1(02) hat man zunachst Formel (39) als 

(42) 
F , 1 ~ tV 1 :! 

V 02 = "'1 (nl h - ~) + "'1 (n2 h - ---) ~. , 2pq ~. , 2pq 
1 1 

darzustellen. Sodann erhalt man auf Grund von (29) bis (32): 

(43) 

(44) 

Gl:1 {( nl, h - 2 ~ q Y} = 

Gl:1 {( n2 , h - 2 ~ q Y} = 

1 - 4 P + 4 p2 + 4 p3 
4 p2 q2 

1 - 4 q + 4 q2 + 4 q3 
4 p2 q2 
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und auf Grund von (15) und (16): 

(45) 

(46) 

(47) 

(48) 

0; (n3 ) = 1 + 4 P + p2 
1 1,h q3' 

0; ( 3 ) _ 1 + 4 q + q2 
1 n2,h - p3 ' 

q4-

1 + 11 q + 11 q2 + q3 
o;l(nth) = -~--'~---=--p4 

Mit Hilfe der l!'ormeln (29) bis (32) und (45) bis (48) findet man leicht: 

{( ___ 1_)4} _ 1- 8(p- 3p2 + p3 + 14 p4-18 p5- 22p6_2p7) 
0;1 nl, h 2 p q - 16 p4 q4 ' 

0; {(no h __ 1_)4} = 1- 8(q- 3q2 + q3 + 14q4- 18q5 - 22 q6 - 2q7) 
(50) 1 -, 2pq 16 p4q4 

und, auf (43) und (44) zurilckgreifend: 

'2{( __ 1_)2} _ p3 - 6 p4 + 7 p5 + 10 p6 + p7 
(51) 9)(1 nl h 2 - 4 4 ' , pq p q 

(52) 
2{( 1 )2} q3_ 6q4 + 7 q5 + lO q6 + q7 

ID11 n2h--- = -, 2pq p4 q4 

Hieraus folgt mit Rticksicht auf (42): 

(53) ID12( 2) = ra - 6 r4 + 7 r5 + 10 r6 + r7 
1 0 2Vp4q4 

und als Endresultat wegen der Formeln (13) bis (17) des § 1: 

(54) ID12(02) = 13 - 81 P q + 127 p2 q2 - 27 p3 qS • 

1 2 V p4 q4 

Setzt man hierin p = q = t, so erhalt man: 

(55) ~)(H02) = 34 _ 
V 

Es moge noch in bezug auf die mathematischen Erwartungen ulld 
die mittleren Fehler von Vn und A. ein Vergleich zwischen dem V-Ver
fahren und dem N-Verfahren angestellt werden, und zwar in der Weise, 
daB in den Formeln von 0;1 (Vn), ID1t(?Jn), 0;1 (A.) und ID1HA.) die 
GroBe V, soweit sie darin vorkommt, dllrch @(V), somit nach MaB
gabe der Formel (3) des § 4 durch 2 N p q, ersetzt wird. Die so um
geanderten Ausdriicke der betreffenden mathematischen Erwartungen 
und mittleren Fehler Bollen mit ~1 (Vn) , 9R1 (vn), @1(A.) und m1 (A.) be
zeichnet werden. 

v. Bortkiewicz, Iterationen. 7 
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Aus (5) erhiilt man vermoge der in Fra.ge stehenden Substitution: 

(56) Q\(V,.) = N p2 q2 r"-2' 

so daB sich wegen Formel (3) des § 3 

(57) Q\(V,.) = ~(vn) 
ergibt. 

(58) 

(59) 

(60) 

Man findet ferner aus Formel (8): 

mi(vl ) = V p q , 

mi(v2) = V p q(1 - P q) , 

mi(v3 ) = i Vp q(1 - P q + 2 p2 q2) 

und bei entsprechend groBem n als Naherungsformel: 

(61) mi(v,.) = i V p q r"_2 . 

Somit erhalt man: 

(62) ilRHvl ) = 2 N p2 q2 , 

(63) ilRi(v2) = 2 N p2 q2(1 - P q) , 

(64) 

und 
(65) IDli{v,.) = N p2 q2 r"-2 . 

Stellt man nunmehr die Formeln (62) bis (65) den Formeln (16), (17), 
(18) und (20) des § 3 gegeniiber, so ergeben sich folgende Differenzen: 

(66) ilR1(vl ) - m2(vl) = -N p q(1 - P q) , 

(67) ilRi(v2) - m2(v2) = -4 N p3 q3(2 - 7 P q) , 

(68) ilRl(v3) - m2(va) = -N pa q3(3 - 13 P q) , 

(69) ilRi(v,.) - m2(V,.) = 0 . 

Bei p = q = 1 findet man aus den Formeln (62), (63) und (64) einer
seits und der Formel (33) des § 3 andererseits: 

1ffl2( ) _ 1 N ffi12( _ 5 N' (70) ~"~1 vl - 8 ' ~ .. ~ Vl) - Tif ' 

V 2 3 7 
(71) mt<v2) = 3fN, m2(v2) =T4 N ; 

(72) 

Auch bei p ~ q hat man stets ilRl (vl ) < m (vl ) und WCl (v2) < m (v2 ) , 

weil pq<t. 
Was endlich A. betrifft, so findet man, sofern man sich an die For

meln (18) und (19) des § 4 halt, durch einen Vergleich dieser Formeln 
mit den beiden Formeln (20) und (38) des gegenwartigen Paragraphen: 

(73) ~l(A.) = ~l(A.) = ~(A.) 
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und 
(74) ilil~(l) = WP(l) . 

Beim V-Verfahren gestalten sich die Verhaltnisse noch einfacher. 
wenn man die vollstandigen Iterationen jeder der beiden Arten A und B 
fur sich betrachtet. Bezeichnet man die Zahl der vollstandigen A-Itera
tionen zu n mit VI, n und die Zahl der vollstandigen B-Iterationen zu n 
mit v2,n, so findet man zunachst auf Grund der Formeln (2) und (3): 

(75) ~l(Vl,n)=tVpn-lq, ~1(V2,n)=tVqn-lp 

und mit Rucksicht auf Formel (14) des § 2 des 2. Kapitels, die hier 
anwendbar ist, da es sich um je tV voneinander unabhangige Einzel
falle handelt: 

(76) { 9Jlr(Vl,n) = tV pn-l q(l- pn-l q), 

9JlHv2,n) = tV qn-l p(l- qn-l p). 

Man hat alsdann die Ausdrucke 

(77) 

zu bilden und 
(33) und (34): 

erhalt auf Grund der Formeln (21), (22), (29), (30), 

(7S) 

(79) 

Schlie.Blich moge man 

(SO) 2 F ( 1)2 ar = V 2: nl, h - q , 
1 

2 lV( 1)2 
ai= vL} n2,h- p 

1 

setzen. Unter abermaliger Heranziehung der Formeln (33) und (34) 
ergibt sich: 

(Sl) 

und mit Rucksicht auf die Formeln (29) bis (32) und (45) bis (4S) 
findet man leicht: 

~1 {( nl, h - ~ r} = p + 7 :: + p3, @1{(n2,h - tr} = q + 7;: + q3, 

somit: 

2{( 1)2} _ P + 6 p2 + p3 9Jl1 nl h -- - , 'q q4 
2{( 1)2} _ q + 6 q2 + q3 9Jl1 n2 h -- - ~4--=-

'q P 

7* 
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und folglich: 

(82) \1n2( 2) _ 2(p + 6p2 + p3) 
~)~1 01 - V q4 ' 

WP ( 2) _ 2 (q + 6 q2 + q3) . 
1 O2 - V p4 

Man hat bei jedem Wert von p bzw. q: 

1 = t(11 + 12) , 

und dementsprechend laBt sich Formel (20) aus (78) und Formel (38) 
aus (79) ohne weiteres gewinnen. Aber nur bei p = q = t besteht 
die Beziehung 

0 2 = t(ar + o§) . 

In diesem Spezial£all erhalt man aus (81): 

Cl\(02) = 2, 

worauf schon im AnschluB an Formel (41) hingewiesen worden ist, 
und findet man aus (82) in Dbereinstimmung mit (55): 

j)R2 ( 2) = t + 6 . t + t = 34 . 
1 0 V 1 V 

• T~ 

§ 6. Die Zahlen del' cine gegebene Lange iibel'schl'eitenden 
vollstandigen Itel'ationen. 

Bezeichnet man mit t1n die Zahl der vollstandigen Iterationen, die 
aus mehr als n - 1 Elementen bestehen, so hat man: 

(1) 

und nimmt man an, daB n < N - 1, so gilt wegen Formel (7) des 
§ 4 des 1. Kapitels die Beziehung: 

(2) t1n = in - in+! + VN 

bzw. 
(3) 

wenn man, wie es hier geschehen soIl, den Fall, wo VN nicht Null ist, 
von vornherein von der Betrachtung ausschlieBt. 

Die mathematische Erwartung und der mittlere Fehler von b,. 

lassen sich auf der Grundlage von (3) leicht bestimmen. Mit Ruck
sicht auf Formel (23) des § 1 ist 

(4) 0:(bn ) = N(rn - r,.+l) , 

woraus wegen Formel (6) desselben Paragraphen 

(5) a:(bn ) = N p q r"-l 

folgt. Alsdann erhalt man aus 

(6) ~(b~) = ~(i;) + a;(i~+tl- 2 a: (in in+!l 
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unter Heranziehung der Formel (33) des § 1 und der Formel (10) 
des § 3: 

n) pq l Q;(b~) = N {rn + rn+l - ~- (rn+2 - rn.+3 + r2n+l - 2r2n+2 + r2n+3) 

+ (N - 2 n)(rn - rn -tl)2 + r~ - r~+l} , 

somit wegen (4): 

W(2(tJn ) = N {rn + rn+l - p2q (rn+2 - rn+3 + r2n+l - 2 r2n+2 + r2 n+3) 

- 2 n(rn - rn+l)2 + r~ - r~+l} . 

Letztere Formel geht vermoge der Substitutionen 

]n 

(8) W(2(tJn ) = N p q {rn-dl - 2 n p q rn-l + rn + rn+l) - 2 r2n-l} 

uber und liefert fur n = 1 bis 4 die folgenden Werte von 9)(2 (Dn): 

(9) W(2(b1) "'-' 4 N P q(1 - 3 P q) , 

(10) W(2(tJ2) = N P q(1 - 3 p q) , 

(11) W(2(tJ3 ) = N P q(l - 9 p q + 30 p2 q2 - 28 p3 q3) , 

(12) 9)(2(tJ4 ) = N P q(1 - 12 P q + 54 p2 q2 _ 79 p3 q3) . 

Formel (9) deckt sich ubrigens mit Formel (10) des § 4, weil ja tJ1 = v. 
Bei hinreichend groBem n kann man sich der Naherungsformel 

(13) W(2(tJn ) = N p q rn-l 

bedienen. 
In dem besonderen Fall, wo p = q = -~, verwandelt sich (7) in 

(14) Q;(t1n ) = ~ 
und (8) in 

(15) 
m12( ) _ N(2n - 2n + 1) 
~)~ tJn - 22n ' 

und da der Formel (33) des § 3 zufolge die Beziehung 

m12 _N(2n-2n+5) 
~)~ (Vn-l) - 22n 

besteht, so hat man in diesem Fall: 
N 

(16) W(2(tJ,.) = W(2(Vn_l) - 22n - 2 
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und bei entsprechend groBem n naherungsweise: 

(17) 

Das V-Verfahren, angewendet auf Un' ergibt zunachst, mit Riick
sicht auf Formel (5) des § 5: 

~l(un) = ! V P q(rn -2 + rn -1 + rn -2 + ... ), 
somit 

oder 
(18) 

Sodann findet man in ahnlicher Weise wie bei Ableitung der Formel (8) 
des § 5: 

oder 

(19) 

und bei hinreichend groBem n naherungsweise: 

(20) 

In dem besonderen Fall, wo p = q = !, gehen die beiden Formeln 
(18) und (19) in 

(21) 

und 

(22) 

iiber, so daB man hier, mit Riicksicht auf Formel (8) des § 5, 

(23) m?i(l.1n ) = ml~(vn-d 
erhalt. 

Die Zahlen der vollstandigen Iterationen, deren Lange zwischen 
bestimmten Grenzen enthalten ist, lassen sich offenbar durch die Dif
ferenz zwischen den entsprechenden Zahlen Un ausdriicken. Bezeichnet 
man die untere del' beiden Grenzen mit n' und die obere mit nil, so ist: 

n" 

(24) 1J.vn = Un' - Un"+1' 
n' 

Dementsprechend erhiilt man auf der Grundlage von (7): 

(25) a: (~vn) = N p q (rn'-1 - rn") 
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und auf der Grundlage von (18): 

(26) ~l(.~VII) = tV(rll'-l- Til")' 

( II" ) 
Es wiirde zu weit flihren, wollte man 9)12 B VII bestimmen. 

aber 9)1~(~VII) aniangt, so hat man: II' 

Was 

IDC~(~VII) = tV {~pll-l q(l-~pll-lq) + ~qll-l P(l-~qll-l p)} 

und folglich: 

(27) J 9)1~(~ VII) = tV {(p"'-l - pll")(l - p"'-l + p"") 

1 + (q"'-l _ qll")(l _ q"'-l + qll")} . 

Bei p = q = t nimmt (27) die Form 

2("" ) _ V(221"-I'+1_221"-21'+2_2"" +2""-"'+2_1) 
(28) 9)11 B VII - 2211 " 

II' 
an. 

Es sei roll die Zahl der einreihig-vollstandigen Iterationen, die aus 
mehr als n - 1 Elementen bestehen. Man hat: 

(29) roll = WII + WII+l + ... WN 
und bei n < N - 1, der Formel (43) des § 4 des 1. Kapitels zufolge: 

(30) roll = ill - ill+1 . 
Daher denn: 

(31) 

und wegen Formel (3) des § 2: 

(32) ~(roll) = (N - n + 1) rll - (N - n) rll+1 

oder auch, mit Rlicksicht auf Formel (5) des § 1: 

(33) (i);(roll) = (N - n) p q rll_l + r ll . 

1st n klein im Verhaltnis zu N, so erscheint die Naherungsformel 

(34) (i);(roll) = N p q rll_l 

als in gleichem MaBe berechtigt, wie die Naherungsformel (46) des § 3. 
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Viertes Kapitel. 

Komplikationen. 

§ 1. Der Fall von mehr als zwei Arten von Elementen oder von 
mehr als zwei Erfolgen (das Roulettespiel). 

Es ist im 3. Kapitel angenommen worden, daB die Elemente bzw. 
die Iterationen von zweierlei Art (A und B) sind. Nunmehr solI in 
Kiirze auf den Fall eingegangen werden, wo beliebig viele Arten von 
Elementen bzw. Iterationen unterschieden werden. Es sei die Zahl 
dieser Arten mit 'V bezeichnet. Ordnet man jeder der 'V Arten eine 
Nummer k (= 1 bis 'V) zu und bezeichnet man mit Pk die Wahrschein
lichkeit, daB ein Element von der Art kist, so hat man: 

(1) 

Man bezeichne mit ik , n die Zahl der aus Elementen der Art k bestehen
den Iterationen zu n, so daB 

(2) 

Die mathematische Erwartung von ik , n bestimmt sich ohne wei
teres aus 
(3) 

Was alsdann den mittleren FeWer von ik, n anbelangt, so liiBt er 
sich am einfachsten nach der im 3. Kapitel zur Bestimmung des mitt
leren Fehlers von in beniitzten Methode berechnen. Man setze, der 
Formel (24) des § 1 des 3. Kapitels entsprechend: 

(4) 

wo unter Xk, a bzw. Xk, b die ZaW der aus Elementen der Art k be
stehenden lterationen zu n mit dem Anfangselement Nr. a bzw. Nr. b 
zu verstehen ist. Es ist: 

(5) 

und, sofem die beiden Sequenzen (a, n) und (b, n) inhaltsfremd sind: 

(6) 

sofem sie aber einseitig inhaltsverwandt sind: 

(7) @(Xk,a Xk, b) = p~n-m • 
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Der Fall der doppelseitigen Inhaltsverwandtschaft solI dadurch aus
geschlossen werden, daB man sich die Bedingung n < i(N + 1) als 
erfullt denkt. Auf Grund der :Formeln (4) bis (7) erhiiJt man: 

{ 
n-l } 

G:(iln ) = N p~ + 2~'P%n-m + (N - 2 n + 1) p%n 

oder: 

(8) G:(iZ,n) = N{P~ + 2(P~+1 p:%71) + (N _ 2 n + 1) p%n} , 

und mit Rucksicht auf (3): 

(9) W(2(i",n) = N{P~ + 2(pr~~:%n) - (2 n - 1) p%n} , 

welch letztere Formel auch wir folgt geschrieben werden kann: 

(10) 1))(2(i",n) = N pHl- pn + 2 N pHpd1 - pZ) - n p~(l- p,,)}. 
1- PIc 

Der ohne Rucksicht auf den Umstand, daB einige der in Betracht 
kommenden Sequenzen miteinander inhaltsverwandt sind, berechnete 
mittlere Fehler W(j( i", n) wurde sich aus 

(11) W'j(i",n) = N p~(1 - p~) 

bestimmen. Bei hinreichend groBem n hat man naherungsweise an 
Stelle von (9): 

(12) W(2(i ) = N( ~ + 2 p~+l) = N p~(l + PTe) 
",n Pk 1- PIc 1 - PIc 

und an Stelle von (11): 

(13) 9JCj(i", n) = N P'k, 

so daB 

(14) W't2 (i" n) : W(2(i" n) = ~ - p". , , + Pk 

(Man vergleiche die Formeln (43) und (48) des § 1 des 3. Kapitels.) 
Unter Beibehaltung der im § 1 des 3. Kapitels benutzten Bezeich

nungen Xa und Xb fur die Gesamtzahlen der Iterationen zu n mit dem 
Anfangselement Nr. a bzw. Nr. b und unter Anwendung der neu ein
zufuhrenden abkurzenden Bezeichnung 

(15) 

erhalt man: 

(16) 
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wo in die durch Formel (2) zum Ausdruck gebrachte Bedeutung hat, 
ferner: 
(17) 

und, je nachdem die beiden Sequenzen (a, n) und (b, n) inha]tsfremd 
oder einseitig inhaltsverwandt sind: 

(18) (r (xa Xb) = P~ 
oder 

(19) 
'V 

~(XaXb) = 1jp~n-m. 
1 

Hieraus folgt nunmehr, sofern n < !(N + 1), mit Riicksicht auf 
Formel (24) des § 1 des 3. Kapitels, die auch hier Anwendung findet: 

(20) Q;(i~) = N{P,. + 2$~p~,.-m + (N - 2 n + 1) p~} 
oder, mit Benutzung der abkiirzenden Bezeichnung 

'V n 

(21) "1~ = Q,., "'7./ 1 - PTe 

(22) @(i~) = N{Pn + 2(Qn+1 - Q2n) + (N - 2 n + 1) P~} . 

Letztere Formel in Verbindung mit Forme] (16) ergibt schlieBlich: 

(23) !J.R2(in) = N{P,. + 2(Qn+1 - Q2,.) - (2 n - 1) P~} 

oder auch 

(24) !J.R2(in) = N{Pn(l- Pn) + 2(Qn+1 - Q2,.) - 2(n - 1) P~}. 

Auf den im 3. Kapitel behandelten Spezialfall kommt man da
durch, daB man 'V = 2, PI = p, P2 = q setzt. Ein anderer Spezial
fall, der hervorgehoben zu werden verdient, liegt vor, wenn aIle 
Werte PlI einander gleich sind. In diesem Spezialfall erhalt man, 
wenn man PI< = P setzt: 

(25) 

(26) 

(27) 

1 pn - I 

'1'=-' P,.=pn- 1 , Qn=--' 
p 1- P 

Q;(in ) = N pn-l , 

!J.R2(in) = N{pn-I + 2 (pnl-=- pp
2,.-I) _ (2 n _ .1) p2n-2} 

oder anders geschrieben 

. N pn-I{(1 + p)(l- pn-I) - 2(n _ 1) pn-I(l_ p)} 
(28) m2(~fI) = 1 _ P . 

Bei n = 2 findet man hier: 
(29) 
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und 

(30) 

Dementsprechend erhalt man in diesem besonderen Fall, wenn man 
auch jetzt, wie im 1. und 3. Kapitel mit V die Gesamtzahl del' voll
standigen Iterationen bezeichnet, mit Riicksicht auf Formel (15) des 
§ 4 des 1. Kapitels (somit unter Vernachlassigung des Falles, wo 
VN = 1): 
(31) @(V) = N(1 - p) 
und 
(32) iJJl2(V) = N p(l- p). 

1m HinbIick auf nachfolgende Anwendungen ist noch del' Fall zu 
betrachten, wo die Zahlen del' Iterationen von zwei verschiedenen 
Arten zusammengefaBt werden. Sind k und 1 die Ordnungsnummern, 
die zwei verschiedenen Arten von Elementen entsprechen, und ist i~ 
die Zahl del' Iterationen zu n, die, sei es aus den Elementen del' Art k. 
sei es aus Elementen del' Art 1 bestehen, so hat man: 

(33) 

und del' Formel (3) zufolge: 

(34) It(i~) = N(pZ + pn . 

Bezeichnet man alsdann mit 8a bzw. 8b die Zahl derjenigen unter den 
i~ lterationen, deren Anfangselement das Element Nr. a bzw. Nr. b 
ist, so ist: 

(35) 

(36) 

(37) 

bzw. 

N N 
.,., "'-! ~ 
~n ttl = ~ 8a ~ 8b , 

1 1 

@(S~) = pZ + p~' , 
It(Sa Sb) = (pZ + p?)2 

(38) @(sa 8b) = pz,.-m + p~n-m 
und, sofern n < HN + 1), 

{

It(., .,) _ N{ n + n + 2 (p~+l_ PZn + pl'+l- pin) 
~n ~n - Pk PI 1 _ Pk 1 - pz 

(39) 

+ (N - 2 n + l)(pZ + P?)2} . 

Man gelangt zu diesem Ergebnis auch in del' Weise, daB man von 

(40) 
.,., '2 '2 2' . 
~n ~n = ~k,n + ~I,n + ~k,n ~l,n 

ausgeht. Es ist 
N N 

(41) ik,n i l ,,. = ~Xk,a~XI,b' 
1 1 
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und man hat 

(42) 

wenn die Sequenzen (a, n) und (b, n) identisch oder inhaltsverwandt 
sind, und 

(43) Q;(Xk,a Xl,b) = P'k pr , 

wenn diese Sequenzen inhaltsfremd sind. Die Zahl der in Betracht 
kommenden identischen und inhaltsverwandten Sequenzen ist 
N {1 + 2(n - I)}. Daher denn: 

(44) Q;(ik,,, ii,,,) = N(N - 2 n + 1) P'k p~ . 

Auf Grund der Formel (40) erhalt man den Formeln (8) und (44) zufolge: 

Q;(i~ i~) = N{P'k + pf + 2(P'k:l - P~" + pr:1 
- p?") 

- Pk - PI 

+ (N - 2 n + 1)(p~" + p?")} + 2 N(N - 2 n + 1) P'k pr. 

Letztere Formel ist aber mit Formel (39) identisch. Aus (34) und (39) 
folgt schlieBlich: 

(45) 1 - Pk 1 - PI 1 ~2(i~) = N{Pk + pf + 2 (P'k+ 1 
- pi" + pf+l - p~") 

- (2 n - 1)(Pk + Pf)2} . 

Setzt man Pk = PI = p, so gehen die Formeln (34) und (35) uber in 

(46) Q;(i~) = 2 N P" 

und 

(47) ~2(i~) = N {2 P" + 4(Pfl:~_pp2") - 4(2 n _ 1) p2f1} 

oder, anders geschrieben, 

~2( .,) 4( ,,+1 2,,) 
(48) --~"- = 2 p"(1- 2 p") + P - P - 8(n - 1) p2". 

N 1-p 

Wurde man hier den mittleren Fehler von i~ ohne Rucksicht auf 
den Umstand, daB einige der in Betracht kommenden Sequenzen 
miteinander inhaltsverwandt sind, bestimmen, so erhielte man, wenn 
man den so berechneten mittleren Fehler mit ~/(i~) bezeichnet: 

(49) ~j(i~) = 2 p"(1 _ 2 p"), 
N 

und bei einem hinreichend groBen n hatte man naherungsweise: 

(50) ~j(i~) = 2 N P" 
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\11)2(;/) = IN(9 J")11 + ~r~+l) 
,,",w'l.. fill! ... 1 

--- ]), 

2(1 + p) N pn 

1- p 
so daG sieh, der Formel (14) analog: 

(52) 

ergeben wilrde. 

1 -- 1) 
mlJ(i~) : 9JPU:,) = 1. + p 

Der Fall, wo wedel' ik , n noch in, sondern i~ den Gegenstand del' 
Betrachtung bildet, liegt beim Roulettespiel vor, wenn diejenigen 
Iterationen (zusammen- )gezahlt werden, die in einer ununterbrochenell 
Wiederholung des Erfolges "Rot" oder "Schwarz" bestehen, wahrend 
die "Null-Falle" auDer aeht gelassen ,verden. Man hat hier: p =H, 
und dementsprechend wi.irden, der Formel (52) zufolge, die mittleren 
Fehler der Zahlen der Iterationen zu n bei hoheren Werten von n, 
,,"enn man diese mittleren Fehler in der "UnabhangigkeitFl-Hypothese" 
(d. h. ohne Rueksieht damnf, JaB es unter den in Betracht kommenden 
Sequenzen inhaltsverwandte gibt) bereehnen wi.irde, annahernd im Ver-

haltnis von fl9 zu V53" oder von 0,588 zu 1, so mit um etwa 41 % zu 
niedrig ausfallen; andel'S ausgedruekt, waren die in del' Unabhangig
lwits-Hypothese bereehnoten mittleren Fehler im Verhaltnis von 
1,701 zu 1 oder Ul11 etwa 70% zu erhohen. 

Bei v = 2 und PI "-" P2 erhalt man p = i und i~ = in, und die 
Formeln (46) uml (47) ergeben hier in Dbereinstimmung mit den 
Formeln (23) uml (:34) des § 1 des 3. Kapitels: 

(53) 

und 

(54) 

N 
0:(iIl) = 2n-1 

;\/(3 2n - 1 ') n 1) 
Si1/ 2 ( . = L" -...-
•• ~n) 22n - 2 

oder, anders gesehrieben: 

( ~~) 9J(2(i ) = 3 N . _1 __ (1 ___ 1 ) _ (n - ~~ 
DD n 2n-1 2n-1 2 2n - 3 

und naherungsweise bei einem entspreehend groBen n: 

(56) )1 2 (' -~ 9.l ~n) - 2n-l . 

Greift man aus den ik,n und i~ Iterationen die einreihigen heraus 
und bezeiohnet man deren Zahl mit ik,n und i~, so findet man zunachst: 

(57) Ci(h,,,) = (N .- n + 1) p~ 

und 

(58) 0:(1:,) = (N - n + l)(p~ + p?). 
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Sodann erhalt man, indem man auf die Formeln (6) bis (12) des 
§ 2 des 3. Kapitels zuruckgrei£t, in diesen Formeln r .. durch p~ ersetzt 
und die Beziehungen 

n-l ,,+1 2n 
~ p2n - m _ Pk - Pk 
~m k - , 

1 1- PTe 

n-l y, P"+l _ pn+a 
P2n-m k k 

m k = ) 
..-...; ] - PTe n-a+l . 

(n - 2) p~+l 

1- PTe 

p~+2 _ pin 

(1 - Pk}2 

berucksichtigt: 

~(jZ .. ) = (N _ n + I) p~ + 2(N - n} p~+1 _ 2(N - 2 n + 2} p~n 
. 1-~ 1-~ 
2( ,,+2 2n) 

- ~~ _ ~k~k + (N2 - 4 N n + 3 N + 4 n 2 - 6 n + 2) p~n . 

Letztere Formel geht vermoge der Substitution 

pz+ 2 
----
(1 - Pk)2 

m 

1
'2. ,,2(N-n+l)pZ+1 2(N-2n+2)p~n 

~ (h, n) = (N - n + 1) Pk + -1----'----'-"-"--
1 - PTe - Pk 

2( "+1 2n) 
-- Pk - Pk + (N2 _ 4 N n + 3 N + 4 n 2 - 6 n + 2) p2n 

(1 _ PTe)2 k 

uber, woraus mit Rucksicht auf (57) 

;J.n lk,,, - ~ n Pk, 1 1 jCln2(' )--.(.N"- +1) n-l-2(N-n+l)pZ.:".1_2(N-2n+2)p~n 
- PTe - PTe 

(60) 'l( n+1 2,,} 
_ "Pk -Pk -(2Nn-N-3n2 +4n-l}Pzn 

(1 - Pk)2 

oder auch 

(61) 

folgt. Da 

2Nn- N -- 3n2 +4n-l = N -n + 1 +2Nn- 2N -3n2 +5n-2 

= (N - n + 1) + 2 N (n - 1) - 3 n (n - 1) + 2 (n - 1) 

= (N - n + 1) + (n - 1)(2 N - 3 n + 2), 



Der Fall von mehr als zwei Arten von Elementen. 111 

so li1Bt sich (60) auch in der Form 
I n+l 2,. 

(62) ffR 2(iTc,tI) = (N - n + 1) pZ(I - pZ) + 2(N - n + 1) Pk - Pk 
1 - p" 

_ (n _ 1)(2 N __ 3 n + 2) P%n + 2(n - 1) p~tI 2(p;+1 - pin) 
1 - Pk (1 - Pk)2 

darstellen. 
Um schlieBlich [lP (j~) zu finden, kann man von 

(63) @(j~ i~) = @(ittl) + @(i;,tI) + 2 @(iTc,tI il,tI) 

ausgehen. Es sei YTc, a die Zahl der einreihigen Iterationen zu n von 
der Art k mit dem Anfangselement Nr. a und Yl, b die Zahl der eil1-
reihigen Iterationen zu n von der Art 1 mit dem Anfangselement Nr. b. 
Demnach hat man 

(64) 

wenn die heiden Sequenzen (a, n) und (b, n) identisch oder inhalts
verwandt sind, und 

(65) 

wenn die heiden Sequenzen (a, n) und (b, n) inhaltsfremd sind. So 
findet man denn, wenn man die Produkte YTc,a Yl,b, fur welche (64) 
zutrifft, von vornherein ausschlieBt: 

(
N-2n+l N-n+l ) 

03(j",nil,n)=2(5; ~YTc,a.JiYI,b' 
1 a+n 

somit wegen (65): 

(66) @(jTc,n il,n) = (N - 2 n + I)(N - 2 n + 2) pZ p? . 

Die drei Formeln (59), (63) und (66) ergeben nunmehr: 

@(i~ i~) = (N - n + 1)(pZ + prj + 2(N - n + 1) (IP~+l + IPj+1 ) 
-PTc -PI 

(67) _ ( pz n p;n ) _ {p~+l - PZ n pr+l- p;n} 
-2(N 2n+2) 1 +1 2 (1 )2 + (1 )2 - PTc - PI - PTc - PI 

+ (N2 - 4 N n + 3 N + 4 n2 - 6 n + 2)(pZ + pY)2 

und wegen (58): 

(I [l,2(j~) = (N - n + l)(pk + Prl + 2(N - n + 1) (IP~+l + IP?+l ) 
-PTc -PI 

(68){ _ 2(N _ 2n + 2) ( PZ tl + pin) _ 2{p~+1 - p~n + pr+1 - p~n} 
I I-pTc 1- PI (1- PTc) (1- PI) 

l - (2 N n - N - 3 n2 + 4 n - I)(pZ + pn2 . 

Setzt man Pk = PI = p, so gehen die Formeln (58) und (68) in 

(69) (X(j;) = 2(N - n + 1) pn 
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uml 

;1)(2(j:') = (~y - n + 1))2 pn + P 1--/ - 4(2 n - 1) p2n I '4( n+l 2n) } 

(10) 
. 4(n - 1) p2n 4(pn+l _ p2n) +- 411 (n - 1) p2n + - - ---'C._-

I- P (1- p)2 

Libel'. Bei entspreehend groBen Werten von n erhliJt man, wenn zu
glrich N 8eh1' groB ist, analog der Formel (51) naherungsweise: 

(71) \111(j') = 2(1 + p)(N - n ±~Lpn 
•• 11 1- P 

oder aueh, mit Riieksieht auf (69): 

(72) ~1)(2(j:') = ~ + ~ 0:(j:') . 

.Fiir diesen besonderen Fall (wo Pic = pz = p) soIl noeh, im Hin
bliek auf spat ere Darlegungen, die Zahl der vollstandigen Iterationen, 
die a us me hI' als n - 1 Elementen, sei es der Art k, sei es del' Art l, 
bestehen, betraehtet werden. 

Bezeiehnet man diese Zahl mit u:', so hat man, unter der Be
dingllng, daB nieht samtliehe N Elemente von ein und derselben Art 
sind, cler Formel (3) des § 6 des 3. Kapitels entspreehend: 

(73) 

~omit wegen (46): 

(7i) 

Ferner ist 
(73) 

lq ll:') = 2 N pn (l - p) . 

und aus (46) und (47) ergibt sieh: 

I 4(pn+l p2n) } 
(7U) Ci:(i:' i:') = N l4(1\~ - 2 n + 1) p2n + 2 pn + 1 _-p , 

(77) Ci:(i:' i:'+l) = N{40Y _ 2n _ 1) p2n+2 + 2 pn+l + 4(pn+2 - p2n+2)}. 
I-p 

Man findet zugleich in ahnlieher Weise, wie im § 3 des 3. Kapitels 
Formel (10) abgeleitet worden ist: 

{ Pn+l 2n+l } 
(78) G;(i:' i:'+l) = 4 N (N - 2 n) p211+1 + 1 ~ ~ . 

Auf der Grundlagc yon (73) erhalt man nunmehr wegen (76), (77) 
und (78) naeh einigcll Dmformunl5en: 

(79) Ci:(o:, I.):') = 2N {2(N - 2n) p2n(1_ p)2 +pll(l_ p) +2 p211+1(1_ p)}, 

soclann, mit Riieksieht auf (74): 

(80) WI2(u:') = 2 N p"(l - p) {I - 4 n pn(l - p) + 2 pn+l} 
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und schlieBlich bei entsprechend groBem n als Naherungsformel: 

(81) ~n2(tJ~) = 2 N pn(1 - p) 

oder auch wegen (74): 
(82) 

Bezeichnet man mit tu~ die Zahl der einreihig-vollstandigen Itera
tionen, die aus mehr als n - 1 Elementen, sei es der Art k, sei es der 
Art l, bestehen (wo bei wiederum Pk = PI = p), so findet man: 

(83) 

somit 

(84) 

Was aber m(tu~) anlangt, so kann man, soweit N sehr groB und n 
zwar klein im Verhaltnis zu N, aber doch so groB ist, daB die Nahe
rungsformel (82) als anwendbar erscheint, nach Analogie mit dieser 
Formel getrost 

(83) 

setzen. 

§ 2. Der Fall verbundencr Elemente (die Zwillingsgeburten). 

Die Unterscheidung der Geborenen nach dem Geschlecht, an die 
sich seit jeher wahrscheinlichkeitstheoretische Untersuchungen knapfen, 
bietet auch die Moglichkeit, die Geburtenstatistik zur Exemplifizierung 
del' Lehre von den Iterationen zu verwerten. Dber die Ordnung, in 
welcher die mannlichen Hnd die weiblichen Geborenen aufeinander
folgen, erteilen die Standesamtsregister Auskunft, wobei es allerdings 
nicht gesagt ist, daB die Reihenfolge der Eintragungen in das Register 
der Zeitfolge der Geburten immer genau entspricht. Man konnte 
meinen, daB auf eine dem Standesamtsregister entnommene Reihe 
von soundso vielen nach dem Geschlecht unterschiedenen Geborenen 
sich das Schema des 3. Kapitels ohne weiteres an wenden lasse: der 
Zuhl N dieses Schemas wurde clie Gesamtzahl der in Betracht gezogenen 
Geborenen entsprechen, und die Wahrscheinlichkeiten P und q wurden 
sich darauf beziehen, ob der Geborene mannlich oder weiblich ist. 
Es macht sich aber hier ein besonderer Umstand geltend, der zu ge
wissen Korrekturen AniaB gibt. Dieser Umstand betrifft die Z wil
lingsgeburten. (Von Mehrlingsgeburten, die drei und mehr Kinder 
liefern, darf ihrer groBen Seltenheit wegen abgesehen werden.) 

Unter den Zwillingsgeburten sind namlich, wie bekannt, die gleich
geschlechtlichen starker vertreten, als es der Annahme, daB je zwei 
zusammengehorende Zwillinge in bezug auf deren Geschlecht "un
abhangig" voneinander sind, entsprechen wurde. Diese "Geschlechts-

v. Rortkiewicz, Iterationen. 8 
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attraktion" ubt auf die erwartungsmaBigen Zahlen der hier in Frage 
stehenden Iterationen einen bestimmten EinfluB aus. Dies solI im 
nachiolgenden dargetan werden. Dabei wird davon abgesehen werden, 
daB die Verteilung der Geborenen nach dem Geschlecht (die "Sexual
proportion") bei den Zwillingsgeburten nicht die gleiche zu sein braucht 
wie bei den Einzelgeburten. Das numerische Vbergewicht der Knaben 
ist zwar bei den Zwillingsgeburten meist etwas schwacher als bei den 
Einzelgeburten ausgesprochen, aber in sehr verschiedenem MaBe 
schwacher, und fur einige Lander und Zeitraume kehrt sich das Ver
haltnis sogar in sein Gegenteil um (ohne daB dies aus der Kleinheit 
der Beobachtungszahlen zu erklaren ware)1). Vberdies werden die 
erwartungsmaBigen Zahlen der betreffenden Iterationen durch die 
Verschiedenheit der beiden Sexualproportionen, wie sich's leicht zeigen 
lieBe, viel weniger beruhrt als durch die Tatsache der Geschlechts
attraktion bei den Zwillingsgeburten. Die "storende" Wirkung dieser 
Tatsache solI also in del' Annahme untersucht werden, daB die Wahr
scheinlichkeit, mannlich bzw. weiblich zu sein, fur einen Einzelgeborenen 
und fur einen Zwilling die gleiche ist (p bzw. q). Es mage auBerdem 
angenommen werden, daB in dieser Beziehung zwischen den Zwillingen, 
die als erste und solchen, die als zweite (aus dem betreffenden Zwilling,,
paar) im Standesamtsregister eingetragen sind, kein Unterschied be
steht, oder, was auf dasselbe hinauslauft, daB die Wahrscheinliehkeit 
fur einen Zwilling aus einer "gemisehten" Zwillingsgeburt, als erster 
bzw. als zweiter in das Register eingetragen zu werden, von seinem 
Geschleeht nieht abhangt. 

Bezeiehnet man die drei bei einer Zwillingsgeburt in Betracht 
kommenden Wahrscheinlichkeiten: l. daB die beiden Zwillinge mann
lieh, 2. daB sie versehiedenen Gesehleehts und 3. daB sie beide weib
lieh sind, mit eX, fJ und y, so hat man naeh dem Vorstehenden: 

2 eX+ fJ 
=p, 

2(eX +fJ + y) 2(eX+fJ+),)=q, 
fJ+ 2y 

oder, da eX + fJ + y = 1: 
fJ (1) eX = P - -, 
2 i'=q-~. 

1) Statistik des Deutschen Reiches. Neue Folge. Bd.44. Berlin 1892, S. 60*. 
VgI. die Veroffentlichung der "Statistique generale de la France": "Statistique 
internationale du mouvement de la population. Second Volume", Paris 1913, 
S. 68*-69* und 116*. 1m Jahrzehnt 1901/10 unterschied sich die Sexualpropor
tion bei den Zwillingsgeburten von derjenigen bei allen Geburten nur wenig nament
lich in Bayern und in Sachsen. Erstere Proportion iibertraf letztere in Italien. 
Es ist iibrigens nicht auBer acht zu lassen, daB die Angaben auf S. 116*, sofel'll 
sie deutsche Bundesstaaten und das Deutsche Reich betreffen, die Totgeborenen 
in sich begreifen. 
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Fuhrt man alsdann die Bezeichnung 

(2) eX + r - (p2 + q2) = !5 

ein (<5 kann als MaB der Geschlechtsattraktion angesehen werden), die 
vermi:ige der Substitutionen eX + r = 1 - fJ und p2 + q2 = 1 - 2 P q zu 

(3) fJ = 2 P q - t5 

fuhrt, so erhalt man aus (1): 

(4) 
t5 r = q2 + -. 
2 

Hieraus folgt, wenn man von der im 3. Kapitel benutzten abkurzenden 
Bezeichnung pn + qn = r n wieder Gebrauch macht: 

(5) eX + r = r 2 + t5 , 
t5 

(6) eX P + r q = r3 + - . 
2 

Man bezeichne die Wahrscheinlichkeit, daB eine Geburt eine Zwil
lingsgeburt ist, mit z. Dementsprechend druckt 1 - z die Wahr
scheinlichkeit aus, daB eine Geburt eine Einzelgeburt ist. Ferner be
zeichne man mit E einen Einzelgeborenen, mit F einen "ersten" (d. h. 
als ersten aus dem betref£enden Zwillingspaar in das Register ein
getragenen) und mit G einen "zweiten" (d. h. als zweiten aus dem 
betreffenden Zwillingspaar in das Register eingetragenen) Zwilling. 
Die drei Wahrscheinlichkeiten fur einen Ge borenen, E, F, G zu sein, 

1- z z z 
sind also: --, --, --' 

l+z I+z I+z 
FaBt man nunmehr die Zahl der Iterationen zu 2 ins Auge, so hat 

man davon auszugehen, daB sich bei den Sequenzen zu 2 die folgenden 
funf Fane unterscheiden lassen: EiE, EF, FG, GE, GF. Diesen funf 
mi:igIichen Fallen kommen nach dem Vorstehenden die Wahrschein-

(I - Z)2 (I - z)z z z(l - z) Z2 • 
lichkeiten , ----, -- , --~- , -- zu. DIe Wahr-

l+z l+z l+z l+z I+z 
scheinlichkeit, daB die betreffende Sequenz eine Iteration ist, stellt 
sich in dem Fall FG auf eX + r oder laut Formel (5) auf r2 + t5, in 
jedem der u"\>rigen vier FaIle auf r2 • Somit erhalt man: 

C£(i2) = N {_I_ r2 + -I z (r2 + t5)} 
l+z +z 

oder: 

(7) 

Bei Sequenzen zu 3 kann der Sachverhalt tabellarisch wie folgt 
dargestellt werden: 

8* 



116 Komplikationen. 

Die Wahrseheinliehkeit 
Die Wahrseheinlich-

Mogliehe Falle keit, daB eine Ite-
des betreffenden Falles ration vorliegt 

EEE l-z 
p3 + q3 -- . (1 - z) . (1 - z) 

1 + z 

EEF l-z 
p3 + q3 --- . (1 - z) . z 

1 + z 

EFG 
l-z 
--·z 
1 + z 

pcx+qy 

FGE _z_. (l-z) 
1 + z 

cxp+yq 

FGF z 
--·z 
1 + z 

cxp+yq 

GEE _z_. (l-z). (l-z) 
1 + z 

p3 + q3 

GEF Z 

1+-';;' (l-z)· z p3 + q3 

GFG z 
--·z 
1 + z 

pcx+qy 

Hieraus findet man unter Berileksichtigung der Formel (6): 

oder: 

(8) rc:(' 7Ir( 20 .) 12- t ) =.H ro + ------ . 
3 ... 1 + z 

Es ware allzu umstandlieh, wallte man in ahlllicher Weise die 
mathematisehen Erwartungen der Zahlen der Iterationen von groBerer 
Lange bestimmen. Folgendes nicht ganz strenges Verfahren moge als 
Ersatz dafur hingenommen werden. Mit Rttcksicht darauf, daB zein 
kleiner Bruch ist, begeht man keinen erheblichen Fehler, wenn man 
annimmt, daB eine Sequenz zu n, moge n noeh so groB sein, hochstens 
zwei zw;ammengehorende (d. h. aus derselben Geburt stammende) 
Zwillinge entha,lt und wenn man die Wahrscheinliehkeit, daB in einer 
Sequenz zu n ein Zwillingspaar euthalten ist, gleich (n - 1) z setzt 
(weil fur ein Zwillingspaar n - 1 "Stellen" in Frage kommen). So 
gelangt man zu der Naherungsformel 

Q;(in} = N[{1 - (n - I) z} rn + (n - 1) z(ex rp - 2 + ')' qn-2}] , 

die wegen (4) III 

(9) 



Der Fall verbundener Elernente (die ZwiIlingsgeburten). 117 

iibergeht. 

(10) 

Diese Formel ergibt bei n = 2 und 3: 

Q;(i2) = Nh + z 15) , 

Q;(i3) = N(r3 + z 15) , (11) 

somit Werte, die sich von den entsprechenden genauen Werten, wie 
sie die Formeln (7) und (8) liefern, kaum unterscheiden. 

Aus (9) findet man leicht unter Zugrundelegung der Formel (9) 
des § 4 des 1. Kapitels: 

@() N{ ')? + (n p2 q2 r,,-4 - r,,_2 + r,,) z<5} 
• 'V" = 1 P" q" ',,_2 2 

oder auch, vermoge der Substitution 

r,,_2 - r" = p q(rn-a + 1'n -2) , 

(f(, )_ 71T{ 22 _L(npq'''-4- rn _ 3-r,,_2) pq z<5}. 
~ v" -.H P q rn -2 r- 2 

Setzt man 

(12) 

so ist 
(13) 
und erscheinen demnach die Produkte N 'Yj" als Korrekturen, die durch 
die Zwillingsgeburten bedingt sind, Es HWt sich leicht zeigen, daB 

(14) 23 n17n = O. 
1 

= 321 4 n(n p q ',,-4 - 1',,_3 - r"-2) = p2 q2 - p2 q2 - p2 q2 = 0 , 

womit denn auch (14) bewiesen ist. 
Aus (10) findet man auf der Grundlage der Formel (15) des § 4 des 

1. Kapitels: 
(15) @(V}=N(2pq-z<5). 
In Dbereinstimmung damit ergibt Formel (13): 

~ (1 1 2)pQz<5 
~n'Yjn = p2 q2 - p2 q2 - pq --2- = -z<5. 

1 

(16) 
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Aus (12) und (16) erhalt man: 
( 

(17) ~ 

n 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

1O-c-v 
(in summa) 

-1 
t-3pq 
o 

'fJn: z (j 

_pq+5 p2q2 
__ pq+5 p2q2 
_ P q + 6} p2 q2 _ 7 p3 q3 
_ P q + 8 p2 q2 _ 14 p3 q3 
-- P q + 9~ p2 q2 _ 23 p3 q3 + 9 p4 q4 
-- P q + II p2 q2 _ 34 p3 q3 + 27 p' q4 

--} + 9 P q - 45 p2 q2 + 78 p3 q3 _ 36 p' 1]4 

In dem besonderen Fall, wo p = q = !, ergibt Formel (12): 

(18) 

und dementsprechend: 

n 'fJ .. : z (j 

1 -1 
2 _J 

4 

3 0 

(n - 3) z~ 
fin = 

n 
I 'fJn: z (j 

4 1 rs 
5 ls 
6 3 

64 

1 00 1 
--;r ~fln = 64 . 
z 10 

n 1)10 : z (j 

7 t 
32 

8 5 
21Hr 

9 :J 
206 

Setzt man noch in Anlehnung an die Erfahrung: p = 0,51, q = 0,49, 
IX = 0,32, f3 = 0,38, r = 0,30, somit ~ = 0,1198, und auBerdem 
z = 0,012, somit z ~ = 0,0014376, so kommen die folgenden nume
rischen Werte von fin : Z ~ und fin zustande: 

Tabelle 1. 

n 'fJ,,: z (j 'fJ .. 

1 -1 -0,00143760 
2 -D,24970 -0,00035897 
3 0 ° 4 0,06235 0,00008963 
5 0,06235 0,00008963 
6 0,04678 0,00006725 
7 0,03121 0,00004487 
8 0,01953 0,00002808 
9 0,OII74 0,00001688 

10-00 0,01574 0,00002263 
(in summa) 
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Es solI nunmehr nntersucht werden, welche Korrekturen die Zwil
lingsgeburten beim V -Verfahren bedingen. 

Hier sind zunachst die mit e, /, g zu bezeichnenden Wahrschein
lichkeiten, daB ein als Anfangselement bzw. Einzelelement einer voll
standigen Iteration auftretender Geborener ein Einzelgeborener (E), 
oder ein "erster" Zwilling (F), oder ein "zweiter" Zwilling (G) ist, ins 
Auge zu fassen. Soleh ein Geborener kann, da er notwendig anderen 
Geschlechts als der ihm unmittelbar vorausgehende Geborene ist, als 
ein "ablosender" Geborener bezeichnet werden. Die Wahrscheinlich
keit Hir E, ab16send zu sein, ergibt sieh aus folgender Betrachtung: 
ist E mannlich, so ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit q, weil ihr die 
Tatsache entspricht, daB dem E ein weiblicher Geborener vorausgeht; 
ist aber FJ weiblich, so ist die betreffende Wahrscheinlichkeit p, weil 
ihr die Tatsache entspricht, daB dem E ein mannlicher Geborener 
vorausgeht. Somit ist die Wahrscheinlichkeit, daB E ab16send ist, 
durch p q + q p = 2 P q gegeben. Die gleiche Wahrseheinlichkeit, ab-
16send zu sein, kOlllmt F zu. W-as aber G anlangt, so muB er aus einer 
gemischten ZwillingsgeLurt stammen, um ab16send zu sein; folglich 
ist die Wahrscheinliehkeit, daB G ab16send ist, durch (3 gegeben. So 
gelangt man zu den Formeln: 

die in 

(20) 

(21) 

(22) 

iibergehen. 

1- z 
l+z· 2pq 

-----'------------
1- z z z 
l+z .2pq+ 1+z·2 pq -l- l+z·fJ 

z 
--·2pq 
l+z /= -1--z-----'---z---------z----

-1-+-z .2pq+-l-+-z '2 pq +-1 -+-z 'fJ 

g= 
1- z z z 
--. 2pq+--. 2pq+ --.(3 
l+z l+z l+z 

2(I-z)pq 
e= , 

2pq+zfJ 

2zpq 
f=2pq+z(3' 

zfJ 
g= 2pq+z(3 
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Fragt man sodann nach der Wahrscheinlichkeit, daB ein ablosender 
Geborener mannlich ist, so erhalt man fur E und F ohne weiteres !, 

namlich aus der Formel ~-. Bei G abeT ist in Betracht zu 
pq + qp 

ziehen, daB fur ihn die Wahrscheinlichkeit, ablosend zu sein, sich auf 

2 P P oder auf P p stellt, je nachdem er mannlich oder weib-
IX+ 21'+ 

lich ist. Daher betragt die Wahrscheinlichkeit, daB ein ablosender G 
mannlich ist: 

p p 
P 2IX +p +q 21' +P 

Dieser Ausdruck ist aber, den Formeln (1) zufolge, ebenfalls gleich !. 
Nach diesen vorbereitenden Feststellungen kann zur Bestimmung 

der Wahrscheinlichkeiten 1I:n (daB eine vollstandige Iteration aus 
n Elementen bzw. Geborenen besteht) geschritten werden. Aus ahn
lichen Dberlegungen heraus, wie diejenigen, welche zu den Formeln (7) 
und (8) gefuhrt haben, findet man: 

(23) 1I:1=(e+ g)(iq+!P)+/(! 2IXP+p+! 21' ~p), 

{
11:2 = (e + g) {HI- z) pq +!z ~ + i(I--- z) qp + iz ~} 

(24) ( 1 2 IX 1 2 I' ) 
+/22IX+pq+22y+pP, 

11:3 = (e + g) {!(1 - Z)2 p2 q + !(I - Z)2 q2 P + HI - z) P z : 

+ i(l - z) q z ~ +! z IX q + i z I' p} 

(25) 
{ I 2IX 1 21' 

+ 1 2 2 IX + P (1 - z) P q + 2 2 I' + P (1 - z) q P 

1 2 IX P 1 2 I' P} 
+22IX+p z 2+22y+p z 2 • 

Setzt man in (23), (24) und (25) die Werte von e, I, g aus (20), (21) 
und (22) ein, so kommt man nach einigen Umformungen zu: 

(26) 

(27) 

(28) 

1 z<5 
11:1 = 2 2 {2 P q(I + z) - z <5} , 

(1 - 4 P q) z <5 + Z2 <5 2 
11:2 = P q + 2 {2 P q(I + z) - z <5} , 

_ 1 2 P q z <5 - (1 + z) Z2 <5 2 

11:3 - ?: P q + 4{2 P q(I + z) - z <5} 
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Statt in ahnlicher Weise die Wahrscheinliehkeiten n 4 , n5 usw. zu 
bestimmen, kann man fur dieselben hinreichend genaue Naherungs
ausdrucke auf viel einfacherem Wege finden, indem man namlich die 
Voraussetzung macht, daB eine vollstandige Iteration, moge sie noch 
so lang sein, hochstens zwei Zwillinge, sei es aus einer Geburt, sei es 
aus zwei verschiedenen Geburten, enthalt2). Diese Voraussetzung lauft 
auf die Vernachlassigung von Ausdrucken, in welche zweite und hohere 
Potenzen von z eingehen, hinaus. Dementsprechend ist die Wahrschein
lichkeit z, wenn es sich um eine vollstandige Iteration zu n handelt, 
mit dem Faktor n - 1, oder 0, oder 1 in Ansatz zu bringen, je nach
dem die betreffende Iteration mit E, oder mit F, oder mit G beginnt, 
und was insbesondere eine mit E beginnende Iteration anbelangt, so 
ist hier die Wahrscheinlichkeit (n - 1) z in die beiden Summanden 
(n - 2) z und z zu zerlegen, von denen sich der erste auf den Fall 
bezieht, daB die Iteration ein Zwillingspaar und der zweite auf den 
Fall, daB sie nur einen Zwilling enthalt. Auf diese Weise findet man: 

( nn = ~ {I - (n - 1) z} (pn-l q + qn-l 1)) 
2 

e + -:')- (n - 2) z (IX pn - 3 q + y qn - 3 p) .., 

(29) ~ + ~ z (pn- 2 l-.J_ qn-2l) 
2 2 I 2 

n-2 -l- __ ~_ 11-2 f ( 20.: 2Y ) 
+ 2 2<x + fJ p q I 2y + fJ q p 

+ -~(l _ z)(pn-l q + qn-l p) + ; z (pn-2 ~ + qn-2 ~) . 

Hieraus erhalt man unter Berucksichtigung der Formeln (1), (3) und (4) 
und unter Anwendung der abkurzenden Bezeichnung r n fur pn + qn: 

(30) 
pqrn-2 (e+g)r n _2 Z () {(n-2)ez+f}pqrn_4() 

nn= 2 - 4 + 4 . 

Setzt man in dieser Formel 1 - f - g filr e ein und vernachlassigt 
man im Resultat diejenigen Ausdrucke, welche das Produkt I z oder g z 
enthalten (was, mit Rucksicht auf die Formeln (21) und (22), im Ein
klang steht mit der Ignorierung der zweiten und hoheren Potenzen 
von z, auf welcher die ganze Ableitung beruht), wobei noch das "iso-

2) Vorhin, bei Betrachtung des N·Verfahrens, ist auf die Faile, wo eine Se
quenz nur einen Zwilling oder zwei nicht zusammengehorende Zwillinge enthalt, 
keine Riicksicht genommen worden, weil diese Faile, sofem es sich um die Wahr
scheinlichkeit handelt, daB die betreffende Sequenz eine Iteration ist, sich mit 
dem Fall, wo die Sequenz aus lauter Einzelgeborenen besteht, vollkommen decken. 
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liert" auftretende t durch z zu ersetzen ist (was ebenfalls auf eine 
Ignorierung der zweiten und hoheren Potenzen von z hinausliiuft), 
so gelangt man zu: 

(31) _pqrn-2 +{(n-l)pqrn_4-rn_2}zt5 
:7ln - 2 4 . 

Letztere Formel geht vermoge der Substitution pqrn-4 = rn-3 - rn-2 in 

p q rn -2 (n P q rn -4 - rn -3) z c5 
(32) :7ln = ---2- + 4 

uber. Setzt man alsdann 

(33) 
(npqrn_4- rn_3)zc5 -{} 

4 - n' 

so ist 
(34) 

und erscheinen demnach die Produkte V {}n als durch die Zwillings
geburten bedingte Korrekturen, welche beim V-Verfahren an den er
wartungsmaBigen Zahlen der vollstandigen Iterationen von bestimmter 
Lange angebracht werden mussen. 

Aus (33) findet man in derselben Weise wie oben aus (13) die Be
ziehungen (14) und (16) abgeleitet worden sind: 

00 

(35) 'S: {}n = 0, 
1 

(36) 
00 c5 "l n {}n = _z __ , 
~' 4 p2 q2 

(37) ~ n 2 {} = (4 - 9 P q) z c5 • 
~. 11 4 p3 q3 

Formel (33) im Zusammenhang mit Formel (35) ergibt folgendes: 

(38) 1 

n 

1 

2 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10-00 
l (in summa) 

1 
4pq 

{},.: z (j 

_1 __ 1 
4pq 

.! 
4 

-i + 2 pq 
-i+Itpq 
-t + 2t pq-3 p2 q2 
- i + 21 p q - 51 p2 q2 
-t + 3tpq-9tp2q2 +4p3q3 
-t + 3t pq-13t p2 q2 + lIt p3q3 

2t-15lpq + 31t p2 q2 -15~- p3 q3 
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Die Werte, die man hiernach fur {}n bei n = 1, 2 und 3 erhalt, stimmen 
mit denjenigen, welche den Formeln (26), (27) und (28) entsprechen, 
uberein, sofern man die zweiten und hoheren Potenzen von z ver
nachlassigt. 

Durch den EinfluB, den die Zwillingsgeburten auf die erwartungs
maBigen Zahlen der vollstandigen Iterationen von verschiedener Lange 
ausiiben, werden auch die mathematischen Erwartungen von lund a2 

in Mitleidenschaft gezogen. Wegen (36) erhalt man jetzt an Stelle 
der Formel (20) des § 5 des 3. Kapitels: 

1 z!5 
(39) ct1 (l) = 2 P q + 4 p2 q2' 

Was aber die GroBe a2 betrifft, so bestimmt sie sich jetzt nicht 
mehr aus Formel (39) des § 5 des 3. Kapitels, sondern sinngemaB aus: 

1 v ( 1 Z!5)2 
(40) a2 = V ~ nh - 2 P q - 4 p2 q2 . 

Man hat nun wegen (37): 

~ (~n2)= V{2-5 Pq + (4-9Pq)z~} 
1 .:::.;' h 2 p2 q2 4 p3 q3 

1 

und wegen (36): 

~1($ nh) = V(2 ~ q + 4~~q2) , 
und findet aus (40) unter Vernachlassigung der Glieder, die z!5 im 
im Quadrat enthalten, 
(41) ct(a2 _3-1O_pq 3(1-3pq)z!5 

1 ) - 4 p2 q2 + 4 p3 q3 

anstatt der Formel (41) des § 5 des 3. Kapitels. 
In dem besonderen Fall, wo p = q = !, ergibt Formel (33) 

(42) {} _ (n - 2) z !5 
n - 2n - 1 

nnd demgemaB: 

1 -1 

2 0 

3 t 

4 .le 
4 

5 /tl' 
6 1 

If 

1 00 9 
z!52:{}n = 256 . 

10 

7 !-4 
8 IT 
9 "2h 
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Die beiden Formeln (39) und (41) fiihren in diesem Fall zu: 

1 
(43) 0:1{l) = - + 4 z c5 

bzw. 
(44) 

und 

(45) 

bzw. 
(46) 

2 P q 

3 - 10 P q 
0:(0 2)= +12zc5 

1 4 p2 q2 

Setzt man aber wiederum p = 0,51, q = 0,49, IX = 0,32, {J = 0,38, 
r = 0,30 und zugleich z = 0,012, somit z c5 = 0,0014376, so erhiilt 
man die nachstehenden Werte von {},.: z c5 und {},., sowie von 0:1(l) 
und 0:1 (02): 

(47) 

bzw. 

Tabelle 2. 

n {}n: Z ~ {}n 

-1,00040 -0,00143818 
2 0,00040 0,00000058 
3 0,25000 0,00035940 
4 0,24980 0,00035911 
5 0,18732 0,00026929 
6 0,12492 0,00017958 
7 0,07814 0,00011233 
8 0,04695 0,00006750 
9 0,02741 0,00003940 

10-00 
(in summa) 

0,03546 0,00005098 

0:1 (l) = -2 1 + 0,005755 
pq 

(48) (\;1 (l) = 2,000800 + 0,005755 = 2,006555 , 

(49) (fl (02) = 3 ~ ~o ; q + 0,017293 
P q 

bzw. 
(50) 0:1 (02) = 2,005604 + 0,017293 = 2,022897 . 

Es moge schlieBlich darauf hingewiesen werden, daB auch hier 
@l(V,.) in @(v,,) iibergeht, wenn man in dem Ausdruck von @1(V,,) die 
GroBe V durch ihre mathematische Erwartung ersetzt. Auf diese Weise 
ergibt sich namlich aus (15) und (34): 

~1(V,,) = N(2 P q - z ())(l p qr"_2 + {},.), 
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woraus unter Heranziehung von (33) und unter Vernachlassigung des 
Ausdrucks, der z t5 im Quadrat enthiilt, 

rf( )--N{ 22 pqrn_2 zt5 pq(npqrn_4---rn_s)zt5} 
~1 Vn - P q rn -2 -- 2 + 2 

hervorgeht, so daB man, wie ein Vel'gleich letzterer Formel mit den 
Formeln (12) und (13) zeigt, in der Tat zu ~1 (vn ) = (£ (vn ) gelangt. 

Fiinftes Kapitel. 

Beispiele. 

§ 1. Statistische und mathematische Ziffernreihen. 

Es gab im Deutschen Reich am 1. Dezember 19103783 Gemeinden, 
deren Einwohnerzahl, sei es an diesem Zeitpunkt, sei es am 1. De
zember 1905, mindestens 2000 betrug. Diese Gemeinden Hegen syste
matisch (nach Staaten und Landesteilen) geordnet vorl). Somit bilden 
ihre Einwohnerzahlen eine aus 3783 Elementen bestehende Reihe. 
Unterscheidet man nun zwei Arten A und B solcher Elemente, indem 
man z. B. der Art A die Einwohnerza.hlen, die mit Null enden, und 
der Art B die Einwohnerzahlen, die mit einer anderen Ziffer als Null 
enden, zuweist, so laBt sich die gegebene Reihe in soundso viele Teil
reihen zerlegen, die aus lauter Elementen derselben Art bestehen, 
somit als vollstandige Iterationen erscheinen. Man erhalt im 
ganzen 646 vollstandige Iterationen, oder es ist: V = 646 bei N = 3783. 
tlber die Verteilung der vollstandigen Iterationen nach ihrer Lange 
und auch nach ihrer Art gibt Tabelle 1 Auskunft. Die eingeklammerten 

Tabelle 1. 

__ : __ �----:-n---I--:-I----:-n---I--;-li---V-:---I--:-�----~---I--:-I----~---
1 307 (283) 11 
2 67 (36) 12 
3 30 (4) 13 
4 27 14 
5 21 15 
6 21 16 
7 13 17 
8 18 18 
9 15 19 

10 16 20 

10 
9 
8 

10 
6 

!} 18 

2 

21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
29 

31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 

41 
42 
44 
46 
50 
57 
70 

1) Statistik des Deutschen Reiches. Bd. 240, 2. Teil, Berlin 1914, S. [2]-[46]. 
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Zahlen (2. Spalte) beziehen sich auf die Iterationen der Art A (die 
"Null-Iterationen"). Von den 307,67 und30 Iterationen zu 1,2 und 3 
gehOren also 283, 36 und 4 der Art A und 24, 31 und 26 der Art B 
an, wahrend samtliche Iterationen zu 4 und mehr von del' Art B sind. 

Nimmt man an, daB die Wahrscheinlichkeit £iir die Endziffer del' 
Einwohnerzahl einer Gemeinde, Null zu sein, gleich 0,1 ist, so be
stimmen sich hier die erwartungsmaBigen Zahlen del' vollstandigen 
Iterationen verschiedener Lange entweder nach Formel (3) des § 3 
des 3. Kapitels oder nach Formel (5) des § 5 desselben Kapitels (je 
nachdem man als gegeben N oder V ansieht, d. h. je nachdem man 
das N-Verfahren oder das V-Verfahren anwendet), in del' Weise, daB 
man in dies en Formeln p = 0,1 (dementsprechend q = 0,9, 
rn-2 = (0,1)n-2 + (0,9)n-2) und N = 3783 bzw. V = 646 setzt. So 
sind die ersten 15 Zahlen del' 2. bzw. 6. Spalte del' Tabelle 2 ermittelt 
worden. Die folgenden 7 Zahlen derselben Spalten haben sich durch 
Einsetzen von 0,1 fii.r p und 3783 £iir N bzw. 646 fUr V in die For
mel (25) bzw. (26) des § 6 des 3. Kapitels ergeben, llnd die letzt.e ZahI 

Tabelle 2. 

N-Verfahren V-Verfahren 

n bzw. 2'C W, i l2'C i : 9)( bz~y. I W, 9)(, I j2'C, I: 9)(\ 
O3(vn ) I i O3,(1'n ) 1 I i 

o;(.2'1'n ) I 0;, (.-;,vn ) 1 I 
--1-+---2- --3---I-J-I-5-~~-I~-7- : -H--I---9-

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 

16-20 
21-25 
26-30 
31-35 
36----40 
41-45 
46-50 

liber 50 

340,47 -33,47 19,26 1,74 1323 1-16 7,62 2,10 
61,28 + 5,72 8,42 0,68 58,14 ' + 8,86 7,27 1,22 
30,64 ~ 0,64 5,78 0,11 29,07 + 0,93 5,19 0,18 
25,13 + 1,87 5,16 0,36 23,84 + 3,16 4,70 0,67 
22,37 ~ 1,37 4,73 0,29 21,22 -- 0,22 4,45 0,05 
20,10 + 0,90 4,48 0,20 19,07 I + 1,93 4,23 0,46 
18,09 - 5,09 4,25 1,20 17,16 - 4,16 4,03 11,03 
16,28 + 1,72 4,04 0,43 15,45 + 2,55 3,83 0,67 
14,66 + 0,34 3,83 0,09 13,90 + 1,10 3,65 0,30 
13,19 + 2,81 3,63 0,77 12,51 + 3,49 3,47 1,01 
11,87 ~ 1,87 3,45 0,54 11,26 - 1,26 3,30 0,38 
10,68 - 1,68 3,27 0,51 10,14 ~ 1,14 3,13 0,36 
9,62 ~ 1,62 3,10 0,52 9,12 - 1,12 2,98 0,38 
8,65 + 1,35 2,94 0,46 8,21 + 1,79 2,83 0,63 
7,79 - 1,79 2,79 0,64 7,39 - 1,39 2,69 0,52 

28,71 ~10,71 27,23 - 9,23 4,99 1,85 
16,95 + 7,05 16,08 1 + 7,92 3,91 2,03 
10,01 - 5,01 9,50 I - 4,50 3,04 1,48 

5,91 + 2,09 5,61 + 2,39 2,34 1,02 
3,49 + 1,51 3,31 + 1,69 1,81 0,93 
2,06 + 1,94 1,95 + 2,05 1,39 1,47 
1,22 I + 0,78 1 1,16 1 + 0,84 1,08 0,78 
1,75 I + 0,25, 1,66 + 0,34 1,29 0,26 
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derselben Spalte ist aus Formel (7) bzw. (18) des genannten Para
graphen bestimmt worden. Die Abweichungen der wirklichen von den 
erwartungsmaBigen Zahlen der vollstandigen Iterationen sind unter 
12( bzw. ~rl in der 3. und 7. Spalte der Tabelle 2 enthalten. Die 4. Spalte 
der Tabelle gibt unter WC die mittleren Fehler der Zahlen der Itera
tionen an. Diese mittleren Fehler sind fur n = Ibis 4 nach den ge
nauen Formeln (16) bis (19) und fUr n = 5 bis 15 nach der Naherungs
formel (20) des § 3 des 3. Kapitels berechnet worden. Was aber die 
analogen in der 8. Spalte unter WCI angegebenen mittleren Fehler an
langt, so liegen ihnen die Formel (8) des § 5 und die Formeln (19) 
und (27) des § 6 des 3. Kapitels zugrunde. SchlieBlich zeigen die 5. und 
9. Spalte der Tabelle an, \Vie sich der absolute Betrag der betreffenden 
Abweichung zu dem zugehOrigen mittleren Fehler verhalt. 

Schon ein unmittelbarer Vergleich der empirischen Zahlen ill 
Tabelle I mit den entsprechenden theol'etischen Zahlen in Tabelle 2 
(2. und 6. SpaUe) ruft den Eindruck einer befriedigenden Dberein
stimmung hervo1'. Dieser Eindruck wird verstarkt namentlich durch 
Betrachtung der in der 5. und 9. Spalte der Tabelle 2 enthaltenen 
Quotienten. Erhebt man die 23 Quotienten ner 9. Spalte zum Quadrat 
und zieht man aus den so erhaltenen Werten den arithmetischen Durch
schnitt, so erhalt man 1,08 - ein Ergebnis, das sich recht gut der 
Tatsache anpaBt, daB die mathematische Erwartung der betreffenden 
Quadrate, somit auch ihres arithmetischen Durchschnitts gleich list. 
Man kann auch die im § 3 des 2. Kapitels betrachtete GroBe X2 be-
1'echnen. Nur daB man diese Berechnung fur jede der beiden Arten 
von Iterationen getrennt ausfuhren muB, weil sich namlich die Gesamt
zahl (V) del' vollstandigen Iterationen nicht zufallig, sondern "kon
stant", und zwar je zur Halfte, auf die beiden Arten von Iterationen 
verteilt. Fur die Null-Iterationen, deren Zahlen mit Vl,n und t11 ,n 

bezeichnet werden mogen, gestaltet sich die Berechnung von X2, wenn 
man die Iterationen zu 4 und mehr zusammenfaBt, wie folgt: 

Tabelle 3. 

VI,n I Q;1 (VI, n) 2(1: 0:1 (VI, n) 
n bzw. I 

bzw. 2(1 bzw. 

\)I,n I Q;1 (01, n) 2(; : 0:1 (\)1 , n) 

1 2 I 3 4 5 

1 283 290,7 -7,7 0,20 
2 36 29,07 +6,93 1,65 
3 . 2,91 +1,09 0,41 '± 

4 und mehr -- 0,32 -0,32 0,32 
X2 = 2,58 
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In diesem Fall hat man aber laut Formel (33) des § 3 des 2. Kapitels: 

G:(X 2) = 3 und laut Formel (46) desselben Paragraphen 9)((X 2 ) = V6 
oder ffi((X2) = 2,45, flO daB die festgestellte Abweiehung der GroBe X2 

von ihrer mathematischen Erwartung, absolut genommen, 17% ( = ~~{:) 
des maBgebenden mittleren }i~ehlers ausmaeht. Bei den Iterationen 
der anderen Art findet man, wenn man die der Tabelle 2 zugrunde 
liegende Gruppierung der Daten beibehalt: X2 = 20,93. Hier ist 

CY(X2) = 22 und 9J((X 2 ) = V44 oder ffiC(X 2) = 6,63, so daB die fest
gestellte Abweiehung cler GroBe X2 von ihrer mathematischen Er-

wartung, absolut genollllllell, 16% (= 1,05) des maBgebenden mitt-
leren Fehlers betragt. • 6,63 

Den Formeln (3) und (10) des § 4 des 3. Kapitels zufolge erhalt 
man: CY(V) = 680,9 uml ~))I(V) = 31,5. Die Ahweichung V -- G:(V) 
betragt demnaeh -34,9 lind llbertrifft ihrer absoluten GroBe naeh 
den maBgebenden mittleren Fehler um 11%. 

Man findet ferner anf cler Grundlage del' Formeln (20) und (38) 
des § 5 des 3. Kapitelf;: U\(J,) = 5,56 und ffiC1 (A) = 0,26. wahrend 
. 3783 

slOh }, auf 646 = 5,86 steUt. Die Abweichung }, -- (£'1 (A) betragt 

also 0,30 und libertrifft den maBgebenden mittleren Fehler um 16%. 
Es ist noeh 0 znm Gegenstand del' Betrachtung gemaeht worden. 

Die Formeln (41), (54) und (55) des § 5 des 3. Kapitels lieferten die 
Werte: 02 =76,23 bzw. 0=8,73, (i;1(02) = 64,81, mc1 (02) =8,90, 
und durch Anwendung der Naherungsformeln (46) und (47) des § 1 
des 2. Kapitels auf dies en Fall ergab sieh: (};1(0) = 8,03,9)(1(0) = 0,53. 
Die Abweichung 0 - U\(a) betragt also 0,70, ubertrifft somit den 
maBgcbenden mittleren Fehler um 27%. 

Wie man sieht, sind die volIstandigen Iterationen im Durschschnitt 
etwas langeI' und die Ab'.veichungen ihrer Einzellangen von ihrer er
w-artungsmaBigen Lange im Durehschnitt etwas graDer als es den 
Vorausberechnungen entsprochen hatte, wobei jedoch diese Unstimmig
keiten sehr wohl zufiillige sein konnen. 

Zerlegt man die Gesamtzahl del' 646 vollstandigen Iterationen in 
13 "Abteilungen", indem man der Reihe nach je 50 Iterationen aus 
der Zahl der ersten 600 zu einer Abieilung zusammenfaBt und aus 
den ubrigbleibenden 46 Iterationen eine 13. Abteilung bildet und be
stimmt man in der namlichen Weise, wie es flir alIe Iterationen zu
sammengenommen gesehehen ist, die Werte }, und 0 gesondert fur 
jede der 13 Abteilungen, so ergibt sich folgendes Zahlenbild (Ta
belle 4): 
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Tabelle 4. 

Abteilung A-

I 
WI IW, I : IDl, (1 

I 
WI IW,I: IDll 

1 2 3 4 5 6 7 

I 7,56 +2,00 2,11 13,60 +5,79 2,91 
II 4,10 -1,46 1,54 4,65 -3,16 1,59 

III 7,50 +1,94 2,04 10,55 +2,74 1,38 
IV 6,58 +1,02 1,07 9,19 +1,38 0,69 
V 4,96 -0,60 0,63 6,71 -1,10 0,55 

VI 6,44 +0,88 0,93 8,18 +0,37 0,19 
VII 5,06 -0,50 0,53 6,29 -1,52 0,76 

VIII 5,20 -0,36 0,38 8,10 +0,29 0,15 
IX 5,24 -0,32 0,34 6,79 -1,02 0,51 
X 5,40 -0,16 0,17 7,86 +0,05 0,03 

XI 6,14 +0,58 0,61 9,71 +1,90 0,95 
XII 5,00 -0,56 0,59 7,50 -0,31 0,16 

XIII 7,04 +1,48 1,49 10,80 +3,01 1,45 

Hiel' war (fl (l), wie bei ungeteilter Betrachtung der 646 Iterationen, 
gleich 5,56 zu setzen. Was aber W11(l), (f1(0') und W11(0') anlangt, so 
ergaben sich auf der Grundlage der betreffenden Formeln fur jede 
der Abteilungen I-XII die Werte: IDll(l) = 0,95, (fda) = 7;81, 
IDldO') = 1,99 und fUr die Abteilung XIII die Werte: IDl1(l) = 0,99, 
Cf1(0') = 7,79, IDl1(0') = 2,07. Unter ~{l ist in der 3. Spalte der Tabelle 
die Abweichung l - (f1 (l) und in der 6. SpaIte die Abweichung 
0' - Cf1 (0') zu verstehen. Das arithmetische Mittel der zum Quadrat 
erhobenen Quotienten I ~{1 I : IDl1 stellt sich bei l (4. Spalte) auf 1,30 
und bei 0' (7. SpaIte) auf 1,35, wahrend die mathematische Erwartung 
der betreffenden Quadrate bzw. ihrer arithmetischen Mittel 1 ist. Es 
ist aber zu bedenken, daB den in Frage stehenden Mittelwerten nur 
je 13 Einzelwerte zugrunde liegen, sowie daB die beiden MaBzahlen l 
und 0' nicht unabhangig voneinander sind. So dad man denn auch 
in bezug auf Tabelle 4 von einer guten Vbereinstimmung zwischen 
Theorie und Erfahrung sprechen. 

Die Liste der groBeren Gemeinden des Deutschen Reiches nach der 
Volkszahlung von 1910 soU noch in anderer Weise zur Exemplifizierung 
der Lehre von den Iterationen verwendet werden. Man bilde aus den 
ersten 2000 Einwohnerzahlen dieser Liste der Reihe nach 10 Abteilungen 
zu je 200 Zahlen und unterscheide wiederum zwei Arlen dieser Zahlen, 
A und B, wobei jetzt der Art A diejenigen Einwobnerzahlen zugewiesen 
werden sollen, deren zweitletzte Ziffer eine gerade Zahl ist, und der 
Art B diejenigen, deren zweitletzte Ziffer eine ungerade Zahl ist2 ). 

Als Iterationen erscheinen dementsprechend Reihen von Einwohner-

2) Hielte man sich auch hier an die Endziffern, so wiirde sich das Material 
dieses zweiten Beispiels mit demjenigen des ersten zum Teil decken, was ver· 
mieden werden 8011te. 

v. B ortkiewi oz, Iterationen 9 
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zahlen, deren zweitletzte Ziffern samtlich gerade bzw. ungerade Zahlen 
sind. Dabei ist in jeder Abteilung die letzte Einwohnerzahl als ein 
der ersten Einwohnerzahl vorgeordnetes Element angesehen worden, 
so daB es unter den vollstandigen Iterationen jeweils eine zweireihige 
geben konnte3). Das Ergebnis, zu dem in diesem Fall die Auszahlung 
der vollstandigen Iterationen verschiedener Lange gefiihrt hat, ist in 
Tabelle 5 zur Darstellung gebracht. 

Tabelle 5. 

I I II I III IV V IVIIVII VIII IX I X I-X 
------ -------

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

VI 46 43 62 52 53 40 55 58 I 57 37 503 
v2 32 31 25 23 23 38 27 22 23 25 269 
va 4 10 13 12 16 9 13 18 9 7 III 
v4 9 7 4 6 6 5 6 6 8 8 65 
Vs 4 5 3 5 2 3 3 4 5 3 37 
Vs 1 2 3 - - - 1 - 1 4 12 
v7 1 - -- I - 2 1 - 1 1 7 
Va - - - - - 1 - - - - 1 

I 
V9 1 - - - 1 - - - - - 2 
vIO - - - 1 1 - - - - - 2 
va - - - - - - - - - 1 1 

V 98 98 110 100 102 98 106 108 104 86 1010 
Uo 3 2 3 2 2 3 2 

I 
- 2 

I 
6 25 

io 7 2 31 7 1 9 7 3 - 3 15 56 

Es sind alsdann fiir N = 2000 bzw. N = 200 die mathematischen 
Erwartungen und die mittleren Fehler der Zahlen der Iterationen ver
schiedener Lange bestimmt worden, wobei p = q = ! gesetzt worden 
ist und dementsprechend die Formeln (32) und (33) des § 3 des 3. Ka
pitels sowie die Formeln (14) und (15) des § 6 desselben Kapitels und 
schlieBlich die Formeln (53) und (56) des § 1 des 4. Kapitels Anwendung 
finden konnten. Die so erhaltenen Werte sind in die 2. und 4. bzw. 
6. und 8. Spalte der Tabelle 6 eingetragen worden. In der 3. Spalte 
der Tabelle finden sich unter m die Abweichungen der in der 12. Spalte 
der Tabelle 5 enthaltenen Zahlen von ihren mathematischen Erwar
tungen und in der 7. Spalte unter ~ die quadratischen Mittel von je 
10 Abweichungen der in der 2. bis II. Spalte der Tabelle 5 enthaltenen 
Zahlen von ihren mathematischen Erwartungen. SchlieBlich sind in 
der 5. Spalte die Quotienten I m I : IDe und in der 9. Spalte die Quo
tienten ~ : IDe angegeben. Das arithmetische Mittel der Quadrate der 
60beren Quotienten ~ : IDe, dessen mathematische Erwartung gleich 1 
ist, stellt sich auf 0,97. 

3) 1m ersten Beispiel waren aIle vollstandigen Iterationen einreihig, weil die 
erste unter den 3783 Einwohnerzahlen mit Null und die letzte nicht mit Null 
endet. 
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Tabelle 6. 

I-X zusammen I-X einzeln 
(l; 

I W I IDe \IWI
5
: IDe Q; I - I IDe 2l:IDe \--3 i~_ 

1 2 4 6 7 I 8 9 

VI 500 + 3 25 0,12 50 7,93 7,91 1,00 
va 250 +19 14,79 1,28 25 5,28 4,68 1,13 
V3 125 -14 10,08 1,39 12,5 4,20 3,19 1,32 
V4 62,5 + 2,5 7,26 0,34 6,25 1,42 2,30 0,62 
V5 31,25 + 5,75 5,28 1,09 3,125 1,16 1,67 0,69 
lJ6 31,25 - 6,25 5,09 1,23 3,125 1,58 1,61 0,98 

V 1000 +10 22,36 0,45 100 6,54 7,07 0,93 
i6 62,5 - 6,5 12,73 0,51 6,25 4,18 4,03 1,04 

Wendet man auf dasselbe Material in analoger Weise das V-Ver
fahren an, indem man lO Abteilungen zu je lOO vollstandigen Itera
tionen bildet, so gelangt man zu den in den Tabellen 7 und 8 dar
gestellten Ergebnissen. 

Tabelle 7. 

I ~I~I~I~-~I VII VIII IX I X I-X 
----

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

VI 47 44 57 48 54 40 51 58 50 46 495 
va 33 31 23 26 21 39 25 20 24 25 267 
V3 4 11 13 12 16 9 13 13 10 11 112 
v4 9 7 2 7 5 5 6 5 9 10 65 
v-• 4 5 2 5 2 4 3 4 6 2 37 
Vs 1 2 3 - - - 1 - 1 4 12 
V7 1 - - 1 - 2 1 -- - 1 6 
Vs - - - - - 1 - - - - 1 

VB 1 -- - - I - - - - - 2 
vlO - - - I 1 - - - - - 2 
v14 - - - - - - - - - I 1 

lJs 3 2 3 2 2 3 2 - 1 6 24 

Tabelle 8. 
-

I-X zusammen I-X einzeln 

Q;1 

I 
211 i IDe1 IIW11: IDe1 ~1 __ 1 ~1 _I_~\ W1 :9IDe 1 , 

1 2 3 i--4 -I 5 

V I 500 -5 15,81 0,32 50 5,43 5 1,09 
va 250 +17 13,69 1,24 25 5,86 4,33 1,35 
V3 125 -13 10,43 1,25 12,5 3,29 3,30 1,00 
v4 62,5 + 2,5 7,65 0,33 6,25 2,30 2,42 0,95 
VI; 31,25 + 5,75 5,50 1,05 3,125 1,46 1,74 0,84 
lJ6 31,25 - 7,25 5,50 l,32 3,125 1,66 1,74 I 0,95 

9* 
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Das arithmetische Mittel del' Quadrate del' Quotienten ~: ID11 
(9. Spalte) betragt 1,09. Die 10 Abteilungen enthalten zusammen 
1984 Elemente (Einwohnerzahlen), so daB sich die durchschnittliche 
J .. ange einer vollstandigel1 Iteration (1) auf 1,984 stellt. Den For
meln (20) und (38) des § 5 des 3. Kapitels zufolge hat man in diesem 
Fall: Q\(.A.) = 2 und 9')(1(.A.) = 0,045. Die Abweichung l- Q:1(.A.) ist 
also -0,016 und macht, absolut genommen, 36% des maBgebenden 
mittleren Fehlers aus. Ferner erhalt man mit Hilfe der Formeln (39), 
(41) und (55) des § 5 des 3. Kapitels: 02 = 1,948, Q:1(02) = 2, 
IDe} (02) = 0,184. Die Abweichung 0 2 - (;fl (02) ist demnach -0,052 
und betragt, absolut genommen, 28% des maBgebenden mittleren 
Fehlers. SchlieBlich berechnet sich fur die Abteilungen I-X zusammen 
X2 zu 5,40. Hier ist keine Trennung der Iterationen in die beiden 
Arten erforderlich, weil p = q. Man findet daher X2 in der Weise, 
daB man die in der 3. Spalte der Tabelle 8 unter ~{1 stehenden Zahlen 
zum Quadrat erhebt, die so erhaltenen Werte durch die entsprechenden 
in der 2. Spalte derselbel1 Tabelle unter Q:1 stehenden Zahlen dividiert 
und die ermittelten Quotienten zusammenaddiert. Den Formeln (33) 
und (42) des § 3 des 2. Kapitels zufolge erhalt man zugleich: (;f(X 2 ) = 5 
und ID1(X2 ) = 3,17. Die Abweichung X2 - Q:(X2) stellt sich also auf 
0,40 oder auf 13% des mal3gebenden mittleren Fehlers. 

Tabelle 9 bringt die Resultate der numerischen Auswertung von 1, 
0 2 und X2 fur die einzelnen Abtei1ungel1. Hierbei war, wie vorhin, 
~1(l) = 2, Cf1 (02) = 2, Q:(X2) = 5 und im Unterschied von dem vor
hin betrachtetenFall IDe}(l) = 0,141, IDe1 (02) = 0,583ul1d IDe(X2) = 3,24 
zu setzen. 

I 2,03 +0,03 0,21 
II 2,04 +0,04 0,28 

III 1,78 -0,22 1,56 
IV 2,06 +0,06 0,43 
V 1,93 -0,07 ·0,50 

VI 2,07 +0,07 0,50 
VII 1,92 -0,08 0,57 

VIII 1,77 -0,23 1,63 
IX 2,00 0,00 0,00 
X 2,24 +0,24 1,70 

Tabelle 9. 

2,13 
1,60 
1,44 
2,22 
2,21 
1,91 
1,56 
1,27 
1,66 
3,48 

+ 0,13 
0,40 
,56 

0,22 
-0 

+ 
+ 
-0 

0,21 
,09 

-0 ,44 
-0 ,73 
-0 ,34 

+ 1,48 

0,22 9,98 +4,98 1,54 
0,69 3,96 -1,04 0,32 
0,96 4,46 -0,54 0,17 
0,38 1,76 -3,24 1,00 
0,36 3,00 -2,00 0,62 
0,15 11,32 +6,32 1,95 
0,75 0,47 -4,53 1,40 
1,25 5,92 +0,92 0,28 
0,58 5,84 +0,84 0,26 
2,54 5,80 +0,80 0,25 

Erhebt man die in del' 4., 7. und 10. Spalte der Tabelle 9 ent
haltenen Quotienten zum Quadrat und berechnet man gesondert fur 
jede dieser drei Spalten das arithmetische Mittel der betreffenden 
Quadrate, so findet man die drei Werte 0,91, 1,07 lind 0,99, die von 
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der ihnen gemeinsamen mathematischen Erwartung 1 nicht merklich 
abweichen. Zugleich mage darauf hingewiesen werden, daB das arith
metische Mittel der in der 8. Spalte der Tabelle enthaltenen Werte X2 
sich auf 5,25 stellt und daB die Abweichung dieses Mittels von seiner 
mathematischen Erwartung (5) nm 2.')% des maBgebenden mittleren 

Fehlers (1,02 = 3,24 : flO) ausmacht. 
Es zeigt sich somit an der Hand der Tabellen 6, 8 und 9, daB in 

dem Beispiel, auf das sich diese Tabellen beziehen, die Ergebnisse der 
Erfahrung in jeder Hinsicht dem stochastischen Standpunkt ent
sprechen. 

Als Gegenstuck zu diesem Beispiel einer statistischen Ziffernreihe 
soIl nunmehr eine mathematische Ziffernreihe in genau derselben 
Weise einer wahrscheinlichkeitstheoretischen Behandlung unterzogen 
werden. Es wird sich hierbei urn die Endziffern der siebenstelligen 
Briggischen Logarithmen von dem Numerus 1001 an handeln 4), 
wobei auch hier als Iterationen ununterbrochene Wiederholungen von 
geraden bzw. ungeraden Zahlen betrachtet werden sollen und Ab
teilungen von je 200 Zahlen bzw. von je 100 vollstandigen Iterationen 
zu bilden sein werden. Die folgenden Tabellen 10 bis 14, in denen die 
Ergebnisse der in Frage stehenden Untersuchung niedergelegt sind, 
sind den vorstehenden Tabellen 5 bis 9 getreu nachgebildet und be
durfen daher keiner weiteren Erklarungen. 

Tabelle 10. 

_I_I~ _III 1~1_~I~~I21~ VIII IX X I-X 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

VI 37 62 41 48 45 65 42 46 46 57 489 
v 2 23 27 36 21 28 24 23 25 24 20 251 
va 11 13 6 14 9 2 9 21 27 18 130 
v 4 6 5 3 10 4 9 - 5 2 6 50 
V5 6 5 2 3 7 1 7 1 2 5 39 
V6 - - 1 1 1 1 1 - - - 5 
v 7 - - 2 1 1 2 5 - 1 - 12 

Vs 2 - 1 - 1 1 - 2 - - 7 
V9 - - 1 - - - 1 - - - 2 
v IO - - 1 - - - - - - - 1 
v12 - - - - - 1 - - - - 1 

va 1 - - - - - - - - - 1 

V 86 112 94 98 96 106 88 100 102 106 988 

1.16 3 - 6 2 3 5 7 2 1 - 29 

i6 15 - 17 3 6 15 15 6 2 - 79 

4) V ega. Logarithmisch-trigonometrisches Handbuch. 25. Auflage, Berlin 
1914, S. 6£f. 
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Tabelle 11. 

I-X zusammen I-X einzeln 

Q; 
1 ___ ~I_~llml:~R Q; W I Wl I w:[n 

-~, -
1 2 3 -'I 5 6 7 I 8 9 

VI 500 -11 25 0,44 50 9,13 7,91 1,15 
v2 250 + 1 14,79 0,Q7 25 4,30 4,68 0,92 
113 125 + 5 10,08 0,50 12,5 7,33 3,19 2,30 
v4 62,5 -12,5 7,26 1,72 6,25 3,12 2,30 1,36 
v,') 31,25 + 7,75 5,28 1,47 3,125 2,39 1,67 1,43 
l16 31,25 -- 2,25 5,09 0,44 3,125 2,31 1,61 1,43 

V I 1000 -12 22,36 0,54 100 7,85 7,07 I,ll 
i6 62,5 i·16,5 12,73 1,30 6,25 6,72 4,03 I 1,67 

Tabelle 12 . 

... _J ~_.I~I.i~q_ IV _I_~I~~ VII I VIII I IX I X I-X ----1---
123145 G 7 8 9 10 11 12 

VI 46 56 39 53 47 61 45 49 48 54 498 
1'2 27 22 43 18 28 24 28 22 20 20 252 
v 11 13 7 14 9 2 13 22 27 14 132 3 

I 1'4 7 4 3 10 6 7 - 5 2 8 52 
Vii 5 5 2 3 7 - 7 1 2 4 36 
1'6 1 - I 1 1 1 1 - - - - 5 
1'7 - - 2 1 1 3 4 - 1 - 12 
V 2 - 1 - 1 1 2 1 - - 8 8 

1'9 - - 1 - - - 1 - - - 2 
V10 - - 1 - - - - - - - 1 
V12 - - - - - 1 - - - - 1 
v14 1 - - - - - - - - - 1 

u6 4 - 6 2 3 6 7 1 1 - 30 

Tabelle 13. 

I-X zusammen I-X einzeln 

Q;1 I 2ft I Wll Im11: Wll Q;l WI Wli WI: Wli 
--- ---

I 2 3 4 5 G 7 8 9 

VI 500 -2 15,81 0,13 50 5,98 5 1,20 
1'2 250 + 2 13,69 0,15 25 6,81 4,33 1,57 
1'3 125 I- 7 10,43 0,67 12,5 6,79 3,30 2,06 
1'4 62,5 --10,5 7,65 1,37 6,25 3,04 2,42 1,26 
Vs 31,25 + 4,75 5,50 0,86 3,125 2,34 1,74 1,34 
DB 3],25 .. - 1,25 5,50 0,2:3 3,125 2,49 1,74 1,43 
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Ta belle 14. 

Abt. A m:1 1m:11: 9J11 (J2 I~I im:11: 9J111~1_m: _11m:1: 9J1 - --
I 2 S 4 a 6 7 8 9 10 

I 2,22 +0,22 1,56 3,62 +1,62 2,78 2,12 - 2,88 0,89 
II 1,80 ~,20 1,42 1,30 ~,70 1,20 . 6,16 + 1,16 0,36 

III 2,15 +0,15 1,06 2,91 +0,91 1,56 22,54 +17,54 5,41 
IV 1,99 ~,01 0,07 1,75 ~,25 0,43 5,03 + 0,03 0,01 
V 2,10 +0,10 0,71 2,20 +0,20 0,34 6,34 + 1,34 0,41 

VI 1,90 -0,10 0,71 3,18 +1,18 2,02 17,14 +12,14 3,75 
VII 2,28 +0,28 1,99 3,42 +1,42 2,44 16,73 +11,73 3,62 

VIII 1,92 ~,08 0,57 1,36 ~,64 1,10 10,74 + 5,74 1,77 
IX 1,94 -0,06 0,43 1,26 ~,74 1,27 22,64 +17,64 5,44 
X 1,88 -0,12 0,85 1,36 ~,64 1,10 5,35 + 0,35 0,11 

Bei Zusammenfas~ung del' Abteilungen I-X scheint die Theorie 
mit del' Erfahrung im Einklang zu stehen: diesen Eindruck crweckE>n 
namentlich die Quotienten dE>r 5. SpaJte sowohl in Tabelle II wie in 
Tabelle 13. Auch die Werte l, 0 2 und X2, die eine zusammenfassende 
Bearbeitung der Daten Iiefert, passen sich del' fur jede diesel' MaB
zahlen geltenden wahrscheinlichkeitstheoretischen Norm gut an: man 
erhalt l = 2,018, 0 2 = 2,236, X2 = 3,95, bei a:1 (l) = 2, a:1 (02) = 2, 
a:(X2) = 5, Wl1(l) = 0,045, Wll(02) = 0,184, Wl(X2) = 3,17. Die fest
gestellten Abweichungen del' Werte l, 0 2 und X2 von ihren mathe
matischen Erwartungen betragen somit: 0,018, 0,236 und -1,05 und 
machen, absolut genommen, 40%, 128% und 33% del' maBgebenden 
mittleren Fehler aus. 

Sehr wenig befriedigend hingegen fallen die Ergebnisse einer nach 
Abteilungen getrennten Bearbeitung derselben Daten aus: unter den 
Quotienten in del' 9. Spalte del' Tabellen II und 13 bleibt nul' ein 
einziger hinter I zuruck; das arithmetische Mittel del' Quadrate diesel' 
Quotienten stellt sich in Tabelle II (bei den 6 oberen Quotienten) 
auf 2,23 und in Tabelle 13 auf 2,26. Und was die analogen Quotienten 
in Tabelle 14 anlangt, so berechnet sich das arithmetii'lche Mittel ihrer 
Quadrate in dem Fall von l (4. SpaIte) zu 1,17, in dem Fall von 0 2 

(7. Spalte) zu 2,60 und in dem Fall von X2 (10. Spalte) zu 9,03. Dabei 
ist von den 10 Abweichungen X2 - a:(X2), wie aus del' 9. SpaIte del' 
Tabelle 14 zu ersehen ist, eine einzige negativ, und betragt das arith
metische Mittel del' 10 Werte X2 II,48. Del' mittlere Fehlel' dieses 
arithmetischen Mittels ist abel' gleich 1,02, wird also von del' hier 
zutage tretenden Abweichung (6,48) mehr als 6 mal ubertroffen. 

Man kann wohl sagen, daB diesem Beispiel gegenuber del' stochastische 
Standpunkt versagt. Denn lie13e sich die Tatsache, daB die Endziffer 
eines siebenstelligen Logarithmus eine gerade odeI' ungerade Zahl ist, 
als zufiilliges Ereignis, dem die WahrscheinIichkeit 1 zukommt, auf-
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fassen, so muBten die betreffenden wahrscheinlichkeitstheoretischen 
Kriterien bei einer beliebigen Einteilung der einschlagigen Daten in 
Erfullung gehen. 

Ebenso ungunstig erwies sich das Ergebnis in einem anderen ahn
lichen Beispiel, das hier als letztes vorgebracht werden solI: es sind 
die 20., 30., 40., 50. und 60. Dezimalstelle der Briggischen Loga
rithmen von 100 aufeinanderfolgenden Primzahlen, beginnend mit 101, 
ins Auge gefaBt worden 5 ), wobei wiederum darauf gesehen wurde, ob 
an der betreffenden Stelle eine gerade oder ungerade Zahl steht. Es 
ergaben sich die beiden Tabellen 15 und 16, die den Tabellen 10 und 11 
entsprechen. In Tabelle 15 beziehen sich die unter I bis V in der 2. bis 
6. Spalte stehenden Zahlenreihen der Reihe nach auf die 20. bis 60. 
Dezimalstelle. 

Ta belle 15. 

I II 

I 
III 

I 
IV V I-V 

1 2 3 4 5 6 7 

VI 37 38 27 I 24 30 156 
v2 12 12 21 15 18 78 
Va 3 3 6 5 2 19 
v4 3 6 - 2 4 15 
Vs 2 1 1 3 1 8 
'Ii? - - - - 1 1 
Vs 1 - 1 1 - 3 

V 58 60 

I 
56 50 

I 
56 280 

0; 3 I 1 2 4 2 12 

Tabelle 16. 

I-V zusammen I-Veinzeln 

~ I 2l 

I 
Wl 12l1: Wl (:f 

I 
21 Wl 2l:Wl 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

VI 125 +31 12,5 2,48 25 8,28 5,59 1,48 
v2 62,5 +15,5 7,40 2,09 12,5 4,67 3,31 1,41 
va 31,25 -12,25 5,04 2,43 6,25 2,86 2,25 1,27 
v4 15,625 - 0,625 3,63 0,17 3,125 2,00 1,62 1,23 
05 15,625 - 3,625 3,35 1,08 3,125 1,25 1,50 0,83 

V 250 +30 11,18 2,66 50 6,87 5 1,37 

DaB die untersuchten mathematischen Ziffernreihen einer stochasti
schen Prufung nicht standhalten, darf nicht uberraschen. Stellt doch 
eine derartige Reihe lwine empirische Vielheit, sondern ein rein apriori-

5) Fran~lOis Uallet. Tables portatives de logarithmes etc., Paris 1795 
(Tirage 1855). S. 204-208. Die letzte der in Betracht kommenden Primzahlen 
ist 691. 
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sches Gebilde dar6 ). So ist denn auch mit den beiden letzten Beispielen 
nur bezweckt worden, gleichsam eine Kontrastwirkung zu erzielen, um 
auf diese Weise die vorher in betreff der statistischen Ziffernreihen 
gewonnenen Ergebnisse ins rechte Licht zu setzen. 

§ 2. Die Geborenen mannlichen und weiblichen Geschlechts. 

Die amtliche Statistik der natiirlichen Bevolkerungsbewegung be
riicksichtigt u. a. bei den Geborenen stets das Geschlecht, indem sie 
die Zahlen der in den einzelnen Kalenderjahren oder auch Kalender
monaten geborenen Knaben und Madchen getrennt nachweist. Dariiber 
aber, wie die Geborenen des manniichen und weiblichen Geschlechts 
zeitlich aufeinanderfolgen, erteilen die betreffenden amtlichen sta
tistischen Publikationen keinen Aufschluil. Um sich iiber die Reihen
folge der Geborenen zu unterrichten, muil man daher auf die Urauf
zeichnungen, d. h. auf die Standesamtsregister zuruckgreifen. An der 
Hand dieser Aufzeichnungen lailt sich jeweils eine beliebig lange Reihe 
aufeinanderfolgender Geborener dem Register entnehmen und in Teil
reihen zerlegen, die aus lauter Knaben oder lauter Madchen bestehen, 
somit als vollstandige Iterationen aufgefailt werden konnen. Dies hat 
K. Mar be fur die vier Stadte Wurzburg, Furth, Augsburg und Frei
burg i. B. ausgefuhrt, indem er je 49152 Geburtsfalle, die als erste 
seit Errichtung der Standesamter dieser Stadte in die Register ein-

6) Ob es nicht trotzdem Faile gibt, wo ein mathematischer Sachverhalt in 
einer bestimmten Beziehung fUr Anwendungen del' Wahrscheinlichkeitstheorie 
Raum bietet, ist eine Frage fUr sich, die hier nicht zur Diskussion steht. Nur 
so viel mi:ichte ich hierzu, namentlich F. M. Urban ("Uber den Begriff der mathe
matischen Wahrscheinlichkeit", in del' Vierteljahrsschrift f. wiss. Philosophie und 
Soziologie, N. F. X, 1911, S. Iff. und 145ff.) gegeniiber, bemerken, daB eine Ent
scheidung diesel' Frage in bejahendem Sinne in keiner naheren Beziehung zu der 
objektivistischen Auffassung des Zufalls bzw. zur objektivistischen Deutung des 
Begriffs del' mathematischen Wahrscheinlichkeit steht. Denn hierfiir kommt es 
auf die Kategorie nicht sowohl del' "logischen" als vielmehr del' "physischen" 
Zufalligkeit an. Vgl. A. Meinong, Uber Mi:iglichkcit und Wahrscheinlichkeit, 
Leipzig 1915, S. 243, FuBnote 1. Es ist daher an Urbans Darlegungen zu 
beanstanden, daB er die Faile einer cxperimentellen Nachpriifung geometrischer 
Wahrscheinlichkeiten (siehe z. B. a. a. 0., S. 149 iiber Buffo ns Nadelproblem) 
in eine Reihe mit den Fallen stellt, in denen wahrscheinlichkeitstheoretische 
MaBstabe an rein mathematische Materien (wie etwa die Logarithmen aufeinander
folgender Zahlcn odeI' die Zahl n) angelegt werden. Dort greift doeh immer ein 
empirisehes Moment ein (so beim Aufwerfcn einer Nadel), hier abel' nicht. was 
einen grundsatzlichen Unterschied bedingt. Freilich denkt ein so hervorragen
der Vertreter des objektivistischen Standpunkts in der Wahrscheinlichkeits
theorie wie Cournot (Traite de I'enchainement des idees fondamentales dans 
les sciences et dans I'histoire, Paris 1861, J, S. 96-100) liber den "Zufall in 
dcl' Mathematik" ahnlich wic U r ban. 
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getragen worden sind, dazu verwandte1 ). Die von Marbe gezahlten 
vollstandigen Iterationen verschiedener Lange sind in Tabelle 1 wieder
gegeben. Die in der 2. bis 5. Spalte unter I bis IV stehenden Zahlen 
beziehen sich der Reihe nach auf die vier obengenannten Stadte und 
die in der 6. Spalte unter I-IV stehenden Zahlen gelten fur die vier 
Stadte zusammen. Dabei ist davon abgesehen worden, daB es sich 
bei Marbe um einreihig-vollstandige Iterationen handelt. Bei II 
und IV, wo als Gesamtzahl der vollstandigen Iterationen sich nach 
Marbe eine gerade Zahl ergibt, sind samtliche vollstandige Iterationen 
einreihig; auf I und III hingegen, wo die betreffende Zahlnach Marbe 
ungerade ist, entfallt je eine zweireihige vollstandige Iteration. Also 
kommen im ganzen zwei zweireihige Iterationen in Betracht, die als 
vier (entsprechend kurzere) Iterationen gezahlt worden sind, was bei 
dem groBen Umfang des Materials offenbar nicht weiter ins Gewicht 
fallt 2). 

Tabelle 1. 

1---1 I 

I 
II I III IV I-IV 

2 3 I 4 5 6 

v1 12305 12028 12154 12136 48623 
v2 6184 6056 5990 6052 24282 
va 3174 3156 3086 3134 12550 
v4 1489 1580 1536 1564 6169 
Vs 780 735 813 761 3089 
V6 362 397 395 379 1533 
v7 187 186 202 197 772 
Va 98 102 94 118 412 
Vg 41 58 44 40 183 
V10 23 21 31 22 97 
v ll 9 16 13 12 50 
v12 7 6 8 5 26 
V1a 3 3 3 5 14 
va - - 1 - 1 
Vl5 1 2 - 1 4 
v16 - - - - -
V17 - - 1 - 1 

V 24663 24 346 24371 24426 97806 
b10 43 48 57 45 193 

1) Marbe, Gleiehformigkeit, S. 240-241 und 278-279. 
2) Die Zahlen der 6. Spalte der TabeTIc 1 ergaben sieh dureh Zusammenaddie

rung der entsprechenden Zahlen der 2. bis 5. Spalte. Sie stimmen mit den von 
Marbe a. a. 0., S. 285 unter A angefiihrten Zahlen nicht genau iiberein: es 
tritt bei V1 ein Unterschied um 4 und bei va' V5 und Vi um je 1 zutage. Diese 
praktisch belanglosen Differenzen erklli.ren dch dadurch, daB Marbe bei Zu
sammenfassung des Materials der vier Stlidte die vier Geburtenreihen anein
andergefiigt hat. Riche a. a. 0., S. 278 und 295. 
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Dm an die Daten der Tabelle 1 den stochastischen MaBstab anzu
legen, muB vorerst die in Frage kommende Wahrscheinlichkeit p, daB 
der Geborene mannlichen Geschlechts ist, aus der Erfahrung ermittelt 
werden. Von den 196608 Geborenen, urn die es sich bei den vier 
Stadten insgesamt handelt, waren lOO 465 Knaben. Dementsprechend 

1· B . h d " h W lOO 465 b' D' Ie SIC er empmsc e ert von p aus p = 196608 estunmen. Ie 

wirklichen Zahlen der geborenen Knaben in den vier Stadten stenten 
sich der Reihe nach auf 25120, 25142, 25008, 251953 ). Ihnen 
steht - in der V ora ussetzung, daB die Wahrscheinlichkeit einer 
Knabengeburt in jeder der vier Stadte dieselbe ist - als erwartungs-

maBige Zahl der geborenen Knaben die Zahl 25116 (= 1004465) 

gegenuber. Die betreffenden Abweichungen der wirklichen von den 
erwartungsmaBigen Zahlen sind also: +4, +26, -108, +79, und 

da der maBgebende lllittiere Fehler sich zu 96 (= it· 49152 p(l - p) 
berechnet, so lllachen die angegebenen Abweichungen, absolut ge
nommen, 4%, 27%, 112%, 82% des mittleren Fehlers aus und ver
tragen sich daher sehr wohl mit der Annahme, daB sie zufalligen Dr
sprungs sind. Es ist hierbei nicht auBer acht zu lassen, daB die For
meln des 3. und 4. Kapitels, streng genommen, ihre Gultigkeit ver
lieren, wenn p a posteriori bestimmt wird, daB aber daruber urn so 
eher hinweggesehen werden darf, je groBer die Versuchszahl ist, die 
dem betreffenden empirischen Werte von p zugrunde liegt. 

Mit Hilfe des so ermittelten Wertes von p sind nach Formel (13) 
des § 2 des 4. Kapitels die erwartungsmaBigen Zahlen der vollstandigen 
Iterationen von n = 1 an bis n = 9 berechnet worden, wobei fur 'f/n 
die in Tabelle 1 des genannten Paragraphen angegebenen Werte ein
gesetzt worden sind. Zur Berechnung der erwartungsmaBigen Zahl 
der vollst.andigen Iterationen, die aus lO und mehr Elementen be
stehen, ist Formel (5) des § 6 des 3. Kapitels mit der aus Tabelle 1 
des § 2 des 4. Kapitels sich ergebenden Korrektur benutzt worden. 
Die auf diese Weise gewonnenen Werte ~(vn), ~(blO) und ~(V) sind 
in die 2. und 6. Spalte der Tabelle 2 eingetragen worden, die der 
Tabelle 6 des § 1 dieses Kapitels genau nachgebildet ist. Auch hier 
bedeutet m die jeweilige Abweichung der betreffenden wirklichen Zahl 
der vollstandigen Iterationen von ihrer mathematischen Erwartung 
und ~ das quadratische Mittel Bolcher Abweichungen, deren Anzahl 
hier jeweils 4 betragt. Zur Bestimmung der in der 4. Spalte der Ta
belle 2 stehenden Werte ill1(vn ) ist Formel (33) des § 3 des 3. Kapitels 
benutzt worden, naehdelll es sich gezeigt hatte, daB die in diesem 

8) Marbe, GleichfOrmigkcit, S.284 und 299. 
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Fall genaueren Formeln (16) bis (19) desselben Paragraphen nume
rische Werte liefern, welche von denjenigen, zu denen Formel (33) 
fiihrt, nie ht merklich verschieden sind. Dementsprechend ist [J( (b]O) 
nach Formel (15) des § 6 des 3. Kapitels berechnet worden. SchlieB
lich ist [J((V) aus Formel (10) des § 4 des 3. Kapitels bestimmt worden4). 

Ta belle 2. 

I-IV zusammen I-IV einzeln 

cr I 2( \ we I 12r1: we cr I 21 I we I ~:we 1-3----4-1-5-~~-----1 2 6 7 8 9 

v1 48845,6 -222,6 247,9 0,90 12211,4 113,3 123,9 0,91 
v2 24481,7 -199,7 146,6 1,36 6120,4 86,4 73,3 1,18 
va 12276,1 +273,9 99,9 2,74 3069,0 76,0 50,0 1,52 
v4 6158,6 + 10,4 72,0 0,14 1539,7 34,6 36,0 0,96 
Vs 3091,1 - 2,1 52,3 0,04 772,8 28,4 26,2 1,08 
V6 1552,2 - 19,2 37,8 0,51 388,0 14,9 18,9 0,79 
V7 779,8 - 7,8 27,1 0,29 194,9 7,0 13,6 0,51 
va 391,9 + 20,1 19,3 1,04 98,0 10,4 9,7 1,07 
V9 197,1 - 14,1 13,8 1,02 49,3 8,0 6,9 1,16 
u10 199,7 - 6,7 13,7 0,49 49,9 5,6 6,9 0,81 

V 97974 --168 I 222 0,76 24493 132 III 1,19 

Tabelle 2 weist eine im allgemeinen befriedigende Dbercinstimmung 
zwischen Theorie und Erfahrung auf. Das arithmetische Mittel der 
zum Quadrat erhobenen 10 obel'en Quotienten del' 5. bzw. 9. Spalte 
stellt sich auf 1,29 bzw. 1,06. Von den 40 Abweichungen, die den oberen 
10 Werten m der 7. Spalte zugrunde liegen, sind, wie man aus einem 
Vergleich der Zahlen der 6. Spalte mit den entsprechenden Zahlen der 
2. bis 5. Spalte der Tabelle 1 ersehen kann, 19 positiv und 21 negativ. 
Bedenken vom stochastischen Standpunkt aml erregen nur die Zahlen Va, 

die samtlich in plus von ihrer mathematischen Erwartung abweichen 
und namentlich bei zusammenfassender Betrachtung der vier Stadte 
eine unwahrscheinlich hohe positive Abweichung (~) ergeben. 

Das V-Verfahren erfordert in diesem Fall, daB man fiir jede der 
vier Stadte die Werte Q;l (vn ) bzw. Q;1 (b1O) besonders berechnet. Hierzu 
haben Formel (34) im Zusammenhang mit Tabelle 2 des § 2 des 4. Ka
pitels und Formel (IS) des § 6 des 3. Kapitels mit der sich aus der 
genannten Tabelle ergebenden Korrektur gedient. Die so berechneten 
erwartungsmiiBigen Zahlen Q;l (vn ) und Q;l (b10) finden sich unter Q;1 in 
Tabelle 3 (2., 4., 6. und 8. Spalte). In derselben Tabelle (3., 5., 7. und 
9. Spalte) sind unter ~l die Differenzen Vn - Q;1 (vn ) bzw. b10 - Q;1 (b1O) 

angegeben. 

4) Streng genommen hatte man auch bei den mittleren Fehlern die Zwillings. 
geburten berucksichtigen mussen. Dies hatte sich aber nicht gelohnt. 
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Tabelle 3. 

I II III IV 
~1 I ~h ~1 I ~(1 ~1 I ~1 ij;1 I ~1 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

v1 12296,0 + 9,0 12138,0 -110,0 12150,4 + 3,6 12177,9 -41,9 
v2 6162,8 +21,2 6083,6 - 27,6 6089,8 -99,8 6103,6 -51,6 
V3 3090,2 +83,8 3050,5 +105,5 3053,7 +32,3 3060,6 +73,4 
v, 1550,3 -61,3 1530,4 + 49,6 1531,9 + 4,1 1535,4 +28,6 
V5 778,1 + 1,9 768,1 - 33,1 768,9 +44,1 770,6 - 9,6 
V6 390,7 -28,7 385,7 + 11,3 386,1 + 8,9 387,0 - 8,0 
v7 196,3 - 9,3 193,8 - 7,8 194,0 + 8,0 194,4 + 2,6 
Vs 98,7

1

- 0,7 97,4 + 4,6 97,5 - 3,5 97,7 +20,3 
Vg 49,6 - 8,6 49,0 + 9,0 49,0 - 5,0 49,1 - 9,1 
°10 50,3. - 7,3 49,6 - 1,6 49,7 + 7,3 49,8 - 4,8 

Es sind alsdann in derselben Weise die Werte Q;l(Vn ) bzw. Q;1(OIO) 
und 9fl fur die vier Stadte zusammen berechnet und in die 2. und 
3. Spalte der Tabelle 4 eingetragen worden. Die in der 4. Spalte dieser 
Tabelle unter 9)11 stehenden Werte sind nach den Formeln 

(1) 

und 

(2) 

bestimmt worden, die man im gegebenen Fall, mit Rucksicht darauf, 
daB p nur wenig von ! verschieden ist, als hinreichend genaue Nahe
rungsformeln gelten lassen kann. In der 6. Spalte der Tabelle 4 stehen 
unter ~l die quadratischen Mittel von je 4 Werten 911 aus Tabelle 3 
und in der 7. Spalte unter aRl die quadratischen Mittel von je vier 
ebenfalls nach den Formeln (1) und (2) berechneten mittleren Fehlern 
der Zahlen VII bzw. °10 , J edem dieser vier mittleren Fehler entspricht 
ein verschiedener Wert von V; weil aber die Summe dieser vier ver
schiedenen Werte von V demjenigen Wert von V gleich ist, der fur 
die Werte aRl (vn ) bzw. aRl (010) der 4. Spalte der Tabelle 4 in Betracht 
kam, so brauchten letztere Werte nur halbiert zu werden, urn die ge
suchten Werte aRl zu ergeben. Das arithmetische Mittel der zum 
Quadrat erhobenen Quotienten der 5. bzw. 8. Spalte der Tabelle 4 
betragt 1,29 bzw. 1,00, und von den 40 Abweichungen WI der Tabelle 3 
sind 20 positiv und 20 negativ. 1m allgemeinen fuhrt also das V-Ver
fahren zu einem ebenso gunstigen Ergebnis wie das N-Verfahren; was 
aber im besonderen die Zahlen der Iterationen zu 3 betrifft, so er
scheinen sie auch hier als unverhiiltnismaBig hoch. 
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Tabelle 4. 

I-IV zusammen I-IV einzeln 

(1;1 
! %ll Wh 

I 
l%lll:WlI 2fl 

I 
Wll 2fl : Wll 

--
I 2 3 4 5 6 7 8 

VI 48762,3 -139,3 156,4 0,89 59,1 78,2 0,76 
V2 24439,7 -157,7 135,4 1,17 58,8 67,7 0,87 
va 12255,0 +295,0 103,5 2,85 78,4 51,8 1,51 
vt 6148,0 + 21,0 75,9 0,28 42,0 37,9 I,ll 
V5 3085,7 + 3,3 54,7 0,06 28,0 27,3 1,03 
Vs 1549,5 - 16,5 39,0 0,42 16,5 19,5 0,85 
V1 778,4 - 6,4 27,8 0,23 7,4 13,9 0,53 
Vs 391,2 + 20,8 19,7 1,06 10,6 9,9 1,07 
V9 196,7 - 13,7 14,0 0,98 8,1 7,0 1,16 
b10 199,3 - 6,3 14,1 0,45 5,7 7,1 0,79 

Tabelle 5 enthalt in der 2., 6. und 10. Spalte die Werte von A, 0 2 

und X2 sowohl fur die vier Stadte zusammen (I-IV) wie fur jede 
rueser Stadte im einzelnen. In der 3. und 7. Spalte stehen unter m1 

die Abweichungen l - ~1 (l) bzw. 0 2 - a:1 (02). Auf Grund der For
meln (47) und (49) ergab sich: ~1 (l) = 2,0068 und ~1 (02) = 2,0241 . 
Die in der 4. und 8. Spalte unter lml angegebenen Werte beruhen 
auf den Formeln (38) und (54) des § 5 des 3. KapiteIs. SchlieBIich ist 
noch in bezug auf die Werte X2 in der 10. Spalte zu bemerken, daB 
sie die Summen der Quotienten 9fi: ~l darsteIlen, die man erhalt, 
wenn man fur 9f1 und ~1 ihre Werte aus Tabelle 3 bzw. aus Tabelle 4 
einsetzt, und daB demnach bei Bestimmung von X2 eine ahnliche Un
genauigkeit wie bei Anwendung der Formeln (1) und (2) begangen 
worden ist. Diese Ungenauigkeit war nicht zu vermeiden, weil aus 
den benutzten Mar beschen Daten nicht zu ersehen ist, wie sich die 
Iterationen auf die beiden in Betracht kommenden Arten verteilen. 
1m gegebenen Fall ist ~(X2) = 9 und lm(X 2 ) = -VI8 = 4,24. Das 
arithmetische Mittel der vier Werte von X2, die sich fur I bis IV er
geben haben, betragt 9,14. Auch was lund 0 2 anbelangt, sind die 
Ergebnisse im ganzen befriedigend. H6chstens kann man die fur I 
(Wurzburg) festgestellten Werte von lund 0 2 als zu niedrig beanstanden. 

Tabelle 5. 

_I_l 1~_I~I:%l11:Wl1 0
2 I %l1 I Wl1 11%l11: Wl1 X2 

1 2 3 4 5 
-6-1--7--8---9 -

10 

I-IV 2,0102 +0,0034 0,0045 0,76 2,0136 -0,0105 0,0187 0,56 11,08 

I 1,9930 -0,0138 0,0090 1,53 1,9428 -0,0813 0,0373 2,18 9,89 
II 2,0189 +0,0121 0,0091 1,33 2,0369 +0,0128 0,0375 0,34 10,37 
III 2,0168 +0,0100 0,0091 1,10 2,0596 +0,0355 0,0375 0,95 6,76 
IV 2,0123 +0,0055 0,0091 0,60 2,0160 -0,0081 0,0374 0,22 9,56 
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Es darf bei Beurteilung der statistischen Ergebnisse im FaIle von 
aus Knaben- bzw. Madchengeburten gebildeten Iterationen das eine 
nicht auBer acht gelassen werden: unmittelbar entscheidend fur das 
Zustandekommen der Iterationen ist die Reihenfolge nicht der Ge
burten selbst, auch nicht der Anmeldungen, sondern der Eintragungen 
in das Standesamtsregister, und da erscheint es keineswegs als von 
vornherein ausgeschlossen, daB sich unter Umstanden gewisse Ruck
sichten auf das Geschlecht der in das Register einzutragenden Ge
borenen gel tend machen, welche Abweichungen der bei den Eintragungen 
sich zeigenden Reihenfolge von der Reihenfolge der Geburten bzw. der 
Anmeldungen mit sich bringen. 

Man nehme z. B. an, daB der Standesamtsbeamte, dem die Register
fuhrung obliegt, wenn er mehrere gleichzeitig oder kurz nacheinander 
eingelaufene Anmeldungen in das Register einzutragen hat, eine Sonde
rung der einzutragenden Geborenen nach dem Geschlecht vornimmt 
und etwa erst aIle in Betracht kommenden Knaben zur Aufzeichnung 
bringt, urn ihnen die in Betracht kommenden Madchen folgen zu lassen. 
Solch eine Praxis wurde selbstverstandlich nicht ohne EinfluB auf das 
Entstehen von Iterationen aus mannlichen bzw. weiblichen Geburten 
bleiben, und zwar wurden sich dadurch mehr oder weniger Iterationen 
von bestimmter Lange, als es der tatsachlichen Reihenfolge der Ge
burten bzw. der Anmeldungen entspricht, ergeben, je nachdem das in 
Frage stehende "Sonderungsverfahren" jeweils auf eine groBere oder 
kleinere Zahl von Geburten Anwendung fande. 

Den Mar beschen Daten zufolge entfielen im Durchschnitt auf den 
Tag in I (Wurzburg) etwa 5,0, in II (Furth) etwa 4,5, in III (Augs
burg) etwa 6,4 und in IV (Freiburg i. B.) etwa 4,1 Geburten5 ). Daher 
durfte hier das Sonderungsverfahren gerade das Zustandekommen voll
standiger Iterationen zu 3 begunstigen (weil FaIle, in denen an ein 
und demselben Tag 3 Knaben oder 3 Madchen als geboren angemeldet 
worden sind, recht oft vorgekommen sein mussen), und zwar auf Kosten 
einerseits der kurzeren, andererseits der langeren voIlstandigen Itera
tionen, wobei es freilich nicht ausgeschlossen ist, daB unter Umstanden 
das Sonderungsverfahren auch eine vollstandige Iteration z. B. zu 1 
oder zu 10 zutage fordert, die sonst nicht in die Erscheinung getreten 
ware. 

1m ubrigen sind die einschlagigen Zusammenhange zu kompliziert, 
als daB sich die betreffenden Wirkungen im einzelnen leicht aufzeigen 
lieBen. Mit Sicherheit kann man aber die Behauptung aufstellen, daB 
wenn das Sonderungsverfahren durchgehends, d. h. jeweils etwa auf 
die an ein und demselben Tage zur Anmeldung gelangenden Geburten 

6) Naherungsweise berechnet aus den Angaben Mar bes (GleichfOrmigkeit, 
S. 299) tiber die Zeitriiume, auf die sich sein Materiltl bezieht. 
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angewendet wurde, hieralis eine Gesamtzahl der vollstandigen Itera
tionen und eine Verteilung derselben nach ihrer Lange resultieren 
wftrden, die mit den Vorausberechnungen der Wahrscheinlichkeitstheorie 
wenig gemeinsam hatten. Es konnte sich also im gegebenen Fall, wo 
sich zwischen Theorie und Erfahrung im ganzen eine gute Vberein
stimmung zeigt, nur darum handeln, daB ein geringer Bruchteil der in 
Frage kommenden Geburtenmenge von jenem die Reihenfolge der Ge
burten verschiebenden Faktor betroffen wird. 

Es moge sich z. B. urn 1008 Geburten, somit um kaum mehr als !% 
aller Geborenen des Mar beschen Beispiels (196608) handeln, und man 
fingiere, um das Wesentliche des in Frage stehenden Sachverhalts recht 
deutlich hervortreten zu lassen, daB die "falsche" Registrierung diese 
1008 Geborenen zu 336 vollstandigen Iterationen zu 3 zusammengefaBt 
hat. Man hatte somit hier: VI = V2 = V, = V5 = ... = 0, Va = 336, 
V = 336 und demgegenuber praeter propter: Q:(VI) = 252, Q:(v2) = 126, 
Q;(va) = 63 usw. und Q:(V) = 504. Es ergaben sich also fur das ge
samte Material bei den Zahlen der vollstandigen Iterationen zu 1, 2, 
3 usw. und bei der Zahl aller vollstandigen Iterationen die folgenden 
"systematischen Fehler": -252, -126, +273, -31,5, -15,75 usw. 
und -168 (vgl. Tabelle 2, 3. Spalte). Das Bezeichnende fur diese 
systematischen Fehler ist, daB sie, an der GroBe der betreffenden zu
falligen bzw. mittleren Fehler gemessen, von Belang sind, sofern es 
sich um die Zahlen der vollstandigen Iterationen von geringer Lange 
(und um die Gesamtzahl der vollstandigen Iterationen) handelt, bei 
langeren Iterationen hingegen nur wenig, und zwar um so weniger, je 
groBer n wird, ins Gewicht fallen: bei n = 8 z. B. steHt sich der syste
matische Fehler auf -2,0, wahrend der mittlere Fehler (Tabelle 2, 
4. Spalte) 19,3 betragt. 

Wie man sieht, lieBen sich die Ergebnisse, zu denen das in diesem 
Paragraphen behandeIte Beispiel fuhrt, soweit sie doch nicht ganz mit 
den Erwartungen der Theorie im Einklang stehen, durch eine im obigen 
naher charakterisierte Unvollkommenheit der Registrierung der Ge
burten erklaren. Zwingend ist die vorgeschlagene Erklarung freilich 
um so weniger, als die zutage tretenden Unstimmigkeiten, namentlich 
bei den Iterationen zu 1 und 2, nicht ausnahmslos in allen vier Stadten 
denselben Charakter tragen: in I (Wurzburg) ist die Zahl der Itera
tionen zu 1 und zu 2 nicht, wie bei den drei anderen Stadten und wie 
bei den vier Stadten zusammen, kleiner, sondern groBer als zu erwarlen 
war; dementsprechend ergibt sich auch laut Tabelle 5 (3. SpaIte) fur I 
eine hinter der Erwartung zuruckbleibende, fur II, III und IV sowie 
fur I bis IV zusammen eine die Erwartung ubertreffende durchschnitt
liche Lange der vollstandigen Iterationen (1). Es ware aber ein muBiges 
Beginnen, noch andere ahnliche Erklarungen zu ersinnen, die dem 
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statistischen Befund besser angepaBt waren, zumal da im gegebenen 
Fall die Versuchszahlen doch nicht groB genug sind, um eine einiger
maBen sichere Schiitzung der betreffenden systematischen Fehler zu 
gestatten. Immerhin zeigt der obige Erklarungsversuch, daB eine 
Riicksichtnahme der registrierenden Organe auf das Geschlecht der 
Geborenen, falls sie, was an sich durchaus wahrscheinlich ist, nur fiir 
einen geringen Bruchteil des betreffe!lden statistischen Materials in 
Betracht kommt, systematische Fehler im Gefoige haben kann, die 
sich ungefahr so auBern, wie es den vorliegenden statistischen Daten 
entspricht. 

Sechstes Kapitel. 

Kritik. 

§ 1. Marbes "Naturphilosophische Untersuchungen zur Wahr
scheinlichkeitslehre" und die durch diese Schrift hervorgerufenen 
Erorterungen und Forschungen tiber Iterationen (Lexis, Czu ber, 

Bruns u. a.). 

Die Frage, ob Iterationen verschiedener Lange in Wirklichkeit an
nahernd mit derselben Haufigkeit vorkommen, wie es nach den Regein 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung zu erwarten ist, ist von K. Marbe 
zum Gegenstand eines speziellen Studiums gemacht worden. Zum 
erstenmal hat er diese Frage in seiner Schrift "Naturphilosophische 
Untersuchungen zur Wahrscheinlichkeitslehre" behandelt, und zwar 
an einer Reihe von BeispieIen, die, abgesehen von einem einzigen (das 
aus 400 von ihm selbst ausgefiihrten "Wappen- und Schriftversuchen" 
mit einem Fiinfzigpfennigstiick bestanden hat), das Rouiettespiel 
betrafen. Dabei galt ais Iteration ("reine Gruppe" nach Marbe) eine 
ununterbrochene Wiederholung eines der beiden Spieiresuitate Rot oder 
Schwarz, und gezahIt wurden jeweils die einreihigen Iterationen. Es 
hat sich somit urn die im § 1 des 4. Kapitels mit j~ bezeichneten Zahien 
gehandeit. Mar be hat denn auch die in Frage stehenden erwartungs
maBigen Zahlen der Iterationen verschiedener Lange nach Formel (69) 
des genannten Paragraphen berechnet und in dieser Formel p = if 
gesetzt. 

Aus einem Vergleich der Zahien j~ mit ihren mathematischen Er
wartungen ~(j~) hat Mar be zwei SchluBfolgerungen gezogen (S. 25-26): 
1. daB von einem bestimmten Wert von n an j~ hinter ~(j~) zUrUck
bIeibt, und zwar im VerhaItnis zu ~(j~) urn so mehr, je graBer n wird; 
und 2. daB von einem bestimmten (haheren) Wert von n an, del' sich 

v. Bortkiewicz, Iterationen. 10 
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beim Roulettespiel auf etwa 13 stellt, sich erf\lhrungsgemaB immer 
j~ = 0 ergibt, obschon (£(j,~) mehr oder weniger erheblich groBer als 0 
sein kann. 

Marbe erblickte hierin eine Widerlegung nicht sowohl der Wahr
scheinlichkeitstheorie als vielmehr der herrschenden Au££assung, daB die 
Wahrscheinlichkeitstheorie auf gewisse Erscheinungen, so namentlich 
auf Gliicksspiele, anwendbar sei. Es existiere, behauptete Marbe, 
iiberhaupt kein Gebiet des wirklichen Geschehens, dem die Konstruk
tionen der Wahrscheinlichkeitstheorie adaquat waren. Dies £olge aus 
gewissen allgemeinen Vberlegungen1) und werde durch die Erfahrung, 
namlich durch das gekennzeichnete, der Wahrscheinlichkeitstheorie 
widersprechende Verhalten der Zahlen der Iterationen von bestimmter 
Lange bestatigt. 

In den von Marbe vorgebrachten Beispielen handelte es sich, so
fern sie die von ihm behauptete Diskrepanz zwischen Theorie und Er
£ahrung au£weisen, um ziemlich kleine Zahlen von Iterationen. Es 
lag daher der Einwand nahe, daB die betre££enden Unstimmigkeiten 
auch rein zu£allige sein konnten, bedingt durch den beschrankten 
Unrlang des verwerteten statistischen Materials. Als erster hat Lipps 
diesen Einwand gegen Marbe erhoben, ohne ihn jedoch irgendwie zu 
su bstanziieren 2). 

1) Untersuchungen, S. 30-39. Diese "Uberlegungen werden dadurch nicht 
iiberzeugender, daB sie Marbe mit der Etikette "naturphilosophisch" versieht. 
Siehe meinen Aufsatz "Wahrscheinlichkeitstheorie und Erfahrung" (Zeitschrift 
fUr Philosophie und philosophische Kritik, Bd. 121, 1903, S. 81-82). 

2) GottI. Friedr. Li p P s. Die Theorie der Kollektivgegenstande (Philosophische 
Studien, herausgeg. von W. Wundt, 17. Bd., 1901), S. 116-117 (= Separat. 
abdruck, S. 39--40) und S. 575. VgI. Mar bes "Berichtigung" (ebendaselbst, 
S. 462--465). Lipps beschrankt sich iibrigens auf den im Text angefiihrten 
Einwurf nicht, sondern halt Marbe noch folgendes Beispiel entgegen: "Es sind 
zwei Varietaten einer Pflanzenspezies denkbar, deren relative Haufigkeiten oder 
Wahrscheinlichkeiten fiir einen gewissen Landstrich bestimmt werden sollen. 
Die beiden Varietaten konnen nun gleichmaBig gemischt sein; dann wird man 
keine reinen Gruppen finden. Es kann aber auch die eine Varietat bloB auf den 
Bergen und die andere bloB in der Ebene vorkommen; dann wird man beliebig 
groBe reine Gruppen finden, falls man ausschlieBlich auf den Bergen oder in der 
Ebene botanisiert; man kann ferner eine beliebige Mischung der beiden Varietaten 
erhalten, wenn man die Pflanzen den verschiedenartigen Standorten entnimmt." 
Marbe erwiderte darauf (a. a. 0., S. 465), er hatte gar nicht behauptet, daB es 
unmoglich ware, "Beispiele zu fingieren, in denen beliebig groBe reine Gruppen 
vorkommen konnen". In der Tat: nicht nur "fingieren", sondem auch nacho 
weisen lassen sich salcha Beispiele mit Leichtigkeit. Das Lippssche Gegen. 
argument ist denn auch nur insofern interessant, als es recht deutlich zeigt, wohin 
es fiihrt, wenn man, wie er es tut, die mathematische Wahrscheinlichkeit mit der 
(relativen) Haufigkeit identifiziert (a. a. 0., S. 107 = Separatabdruck, S. 29-30) 
und mit dieser Identifizierung (ausnahmsweise) Ernst macht. Hierdurch wird 
namlich jeglichen Vergldchen zwischen Wahrscheinlichkeitstheorie und Erfahrung 
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1m Unterschied von Lipps hat alsdann Lexis des naheren zu 
zeigen versucht, daB die von Mar be festgestellten Abweichungen der 
wirklichen von den erwartungsmaBigen Zahlen der Iterationen mit der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung keineswegs unvereinbar waren. Wenn sie 
diesen Eindruck erweckten, so lage es an der Methode, nach welcher 
Mar be die Iterationen zahlt. 

"Marbe bildet", fiihrt Lexis aus3), "aus einer und derselben 
Versuchsreihe durch Verschiebung des Anfangspunktes der Abzahlung 
eine groBe Anzahl von Gruppen, die nicht voneinander unabhangig 
sind, sondern teilweise die auch in anderen vorkommenden FaIle ent
halten. So werden z. B. aus den 400 Versuchen mit der Miinze zu
nachst 100 Gruppen zu 4 aus den Fallen 1-4, 5-8, ... 397-400, 
dann aber auch noch je 99 Gruppen aus den Fallen 2-5, 6-9, ... 
394-397, aus den Fallen 3-6, 7-10, ... 395-398 und aus den 
Fallen 4-7, 8-11, ... 396-399, im ganzen also 397 Gruppen ge
bildet. Die wahrscheinlichste Zahl des Vorkommens reiner Vierer-

Gruppen, sei es der einen oder der anderen Art, unter 397 ist :4' 397 

oder rund 50, die wirklich gefundene Zahl aber war 69, also ziemlich 
viel groBer. Dagegen kamen unter 393, 392 und 391 auf ahnliche Art 
durch vielfache Abzahlung gebildeten Gruppen zu 8, 9 und 10 gar 
keine reinen Gruppen vor, wahrend die wahrscheinlichsten Zahlen bei 
den angenommenen Versuchszahlen rund 3, 2 und 1 gewesen waren. 
Hierzu ist nun zu bemerken, daB das beobachtete Ereignis in dem 
als einheitlicher Vorgang aufgefaBten sukzessiven Zusammen
treffen von 4 Wurfresultaten besteht. Die physische Moglichkeit der 
verschiedenen Formen dieses Ereignisses wird aber bei 400 Versuchen 
nicht 400 mal, sondern nur 100 mal ausprobiert. Ob ich 100 mal vier
mal nacheinander eine Munze oder 100 mal je vier Miinzen auf ein
mal werfe, ist vom Standpunkte der Wahrscheinlichkeitsrechnung ganz 
dasselbe. 1m letzteren FaIle aber ist ohne weiteres klar, daB die phy
sische Erprobung der Moglichkeit eines bestimmten Resultats, nam
lich des Herauskommens von 4mal Wappen oder 4mal Schrift, nur 
100mal stattfindet. Bei den sukzessiven Wurfgruppen zu vier aber 
ist die Sachlage nicht anders. Der physische Tatbestand ist der, daB 

der Boden entzogen. Diese statistiscl 10* tung des Begriffs der mathematischen 
Wahrscheinlichkeit ist fUr die Fechnerscne Schule iiberhaupt charakteristisch 
und findet u. a. ihren Ausdruck darin, daB die Wahrscheinlichkeitsrechnung zu 
einer "Quotenrechnung" degradiert wird (Bruns in den Berichten der math.-phys. 
Klasse der Kg!. Sachs. Gesellsch. d. Wiss., Bd. LVIII, 1906, S. 571, mit Berufung 
auf F. Hausdorff). Die Unhaltbarkeit dieses Standpunktes weist J. v. Kries 
(Prinzipien der WahrscheinIichkeitsrechnung, S. 15-18) treffend nacho 

3) W. Lexis, Abhandlungen zur Theorie der Bevolkerungs- und Moral
statistik, Jena 1903, S. 222-226, FuBnote. 

10* 
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400 Wurfe stattgefunden haben. Es steht uns aber frei, den ersten, 
die beiden oder die drei ersten Wurfe auBer acht zu lassen, und wir 
erhalten dann drei andere Reihen von Vierer-Gruppen, die aber dieselbe 
tatsachliche physische Grundlage haben, wie die erste, also nicht als 
neue, selbstandige Erprobungen der Moglichkeit des ,gunstigen' Falles 
gelten konnen. Diese vier Reihen sind demnach, abgesehen von dem 
Unterschied zwischen 100 und 99 in der Zahl der FaIle, in bezug auf 
die untersuchte Frage als identisch, als Ausdruck derselben Moglich
keitsprobe zu betrachten. Denn die bloBe Verschiedenheit der Ab
zahlung derselben physischen Ereignisse zu gleich groBen Gruppen 
macht ebensowenig einen fur die Wahrscheinlichkeitsrechnung in Be
tracht kommenden Untersehied des Tatbestandes des Versuehes aus, 
wie ein solcher zwischen einem Wurf mit vier Munzen und vier Wurfen 
mit einer Munze besteht. Die wahrseheinliehste Zahl des Vorkommens 
des giinstigen Falles ist in unserem Beispiel in der Reihe von 100 selb
standigen Gruppen 12!, die von Marbe beobachtete Zahl stellt sieh, 
wenn wir den Durchschnitt aus den Ergebnissen der vier aquivalenten 
Reihen nehmen, auf 17t. Nun ist aber die Wahrscheinliehkeit dieser 
relativ wahrscheinliehsten Ergebniszahl absolut keineswegs groB; sie 

100' (7)88(1)12 betragt 12! 8~! 8" 8" oder nach der Stirlingschen Naherungs-

formel ungefahr 0,113 4 ). Bestimmt man die wahrseheinliche Ab

weichung nach der Formel ±e -Y100. 2· (0,125 X 0,875), wo e = 0,4769, 
so findet man ±2,23, d. h. es ist ebenso wahrscheinlich, daB bei 100 Ver
suchen 10,27 bis 14,73 giinstige Falle (also reine Vierer-Gruppen) vor
kommen, als daB irgendeine andere Zahl derselben herauskommt. 
Nach dieser Versuchszahl von 100, nicht nach der von 397, ist also 
die Wahrscheinlichkeit des wahrscheinlichsten Falles zu beurteilen, und 
mit dem theoretiseh bestimmten Vorkommen nicht die Zahl der in 
397 Gruppen beobachteten FaIle, sondern nur der vierte Teil dieser 
letzteren zu vergleichen." 

Dasselbe gilt naeh Le xis mutatis mutandis fur langere reine 
Gruppen. Fragt man z. B. naeh der zu erwartenden Zahl reiner 
Gruppen zu 8 bei 400 Einzelversuehen, so handele es sich urn "hoch
stens 50 selbstandige Erprobungen". Die Wahrscheinliehkeit einer 
reinen Gruppe zu 8 ist Ti-s- und der wahrscheinlichste Fall bei 50 Er
probungen sei der, daB keine reine Gruppe zu 8 erseheint. Denn 
das Produkt 50 . Th ist kleiner als 1 oder anders: 50 ist kleiner als 128. 
"Wenn die Zahl der selbstandigen Erprobungen", liest man bei Lexis, 

') In Wirklichkeit erhiiJt man, wenn man von dcr Stirlingschen Niiherungs
formel Gebrauch macht, 0,12135 (und wenn man sich an die exakte Formel halt, 
0,12050), aber das beriihrt das Wesen der Lexisschen Ausfiihrungen natiirlich 
nicht. 
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"kleiner ist als der reziproke Wert der Wahrscheinlichkeit der frag
lichen reinen Gruppe, so ist der wahrscheinlichste Fall, daB keine 
reine Gruppe herauskommt 5), und die Wahrscheinlichkeit dieses Falles 
wachst um so mehr, je groBer jener reziproke Wert und je kleiner die 
Zahl der Proben wird. Wenn also Marbe unter den von ihm benutzten 
groBtenteils nur formal gebildeten 393 Gruppen zu 8, 392 zu 9, 39] 
zu 10 statt der erwarteten 3, 2, 1 gar keine reinen Gruppen fand, so 
steht das mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung durchaus nicht in 
Widerspruch, weil diese groBen Gruppenzahlen vom Standpunkte der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung nur die Bedeutung von 50, 44 und 40 
selbstandigen physischen Versuchsgruppen haben, d. h. wei! man unter 
den 8 bzw. 9 oder 10 Gruppenreihen mit verschiedenen Anfangsfallen 
nur eine Reihe, gleichviel welche, als das Resultat des Gesamtversuchs 
betrachten und mit dem entsprechenden Ergebnis der Wahrscheinlich
keitsrechnung vergleichen darf. (Die unvollstandigen letzten Gruppen 
kann man ubrigens durch die am Anfang auBer acht gelassenen Glieder 
erganzen, um in jeder der zur Auswahl stehenden Reihen genau die 
gleiche Gliederzahl zu erhalten.) Will man die obige Auffassung be
streiten, so muB man auch in Abrede stellen, daB ein Wurf mit n Munzen 
fur die Wahrscheinlichkeitsrechnung gleichbedeutend sei mit n Wurfen 
mit einzelnen Munzen." 

Lexis unterwirft noch der so orientierten Betrachtung die von 
Mar be in betreff des Roulettespiels beigebrachten Tatsachen und ge
langt zu dem SchluB, durch diese Tatsachen werde "nur bestatigt, 
daB die physische Moglichkeit eines zusammengesetzten Ereignisses 
durch Ausprobieren nur nach einer reell begrundeten Zahl von Be
obachtungsgruppen zu schiitzen ist, die nicht durch eine bloB formale 
weitere Gruppenbildung vermehrt werden darf". Auch hatte von 
anderen Autoren, die Glucksspielresultate vom Standpunkte der Wahr
scheinlichkeitstheorie aus untersuchten, keiller daran gedacht, "die 
Gruppen in der Weise Marbes zu vervielfaltigell". 

Um die Lexissche Auffassung auf einen allgemeinen (algebraischen) 
Ausdruck zu bringen, mogen, unter Beibehaltullg der alten, die folgen
den· neuen Bezeichnungen eillgefuhrt werden: die Zahl der Iterationen 
("reinen Gruppell") zu n, die sich ergibt, wenn man die betreffendell 

5) Bezeichnet man die Versuchszahl ("die Zahl der selbstandigen Erprobungen") 
mit 8, die betreffende Wahrscheinlichkeit ("die Wahrscheinlichkeit der fraglichen 
reinen Gruppe") mit p und die wahrscheinlichste Ereigniszahl (das Erscheinen 
einer reinen Gruppe von gegebener Lange als Ereignis aufgefaBt) mit ~ so erhalt 

man die Ungleichung -18 p < 1 bzw. 8 < .!.. - 1 als Bedingung, die erfiillt sein 
-p p 

muB, damit ~ = 0, nicht aber 8 <.!.., wie Lexis behauptet. Grundsatzlich hat 
p 

jedoch diese Ungenauigkeit nichts zu bedeuten. 
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Sequenzen ("Gruppen") in der Weise, wie es Le xis empfiehit, bildet 
und dabei mit dem Element ("Fall") Nr. h beginnt, sei Ok, tI; das 
arithmetische Mittel der Zahlen 01, tI, 02, n' .•• Otl, tI (es wird voraus
gesetzt, daB N > 2 n - 1) sei On; der wahrscheinlichste Wert einer 
beliebigen zufalligen GroBe x sei 1m (x). Man denke sich ferner, daB 
jene "Erganzung der unvollstandigen letzten Gruppen", die Lexis 
selbst in Vorschlag bringt, tatsachlich vorgenommen wird. Dadurch 
wird herbeigefuhrt, daB zu den einreihigen Sequenzen, welche Oh, tI 

Iterationen liefern, sofern h > 1 ist, moglicherweise eine zweireihige 
Sequenz hinzutritt. Wenn man aber der Einfachheit halber auBerdem 
annimmt, daB n in N aufgeht, so wird stets saleh eine zweireihige 
Sequenz entstehen. 

Unter den gemachten Voraussetzungen, welche bei so graBen 
Werten von N, wie diejenigen, mit denen Marbe und Lexis ope
rieren, praktisch nicht weiter in Betracht kommen, bestehen die syn
tagmatischen Beziehungen: 

(1) 

nnd 

(2) 

Formel (2) ist darin begrundet, daB man ex definitione 

(3) 

hat. 

1 n 

on = - ~ Oh tI n";;;;';' , 
1 

Werden nur zwei Arten von Elementen unterschieden, so erhalt man 

(4) 

(5) 

und zugleich 

(6) 

'e N 0: (0" II) = - Tn , , n 

Q;(On) = NT". 
n 

Die Formeln (4) und (6) wendet Lexis direkt an; von Formel (5) 
macht er zwar keinen unmittelbaren Gebrauch, aber sie bringt gerade 
das zum Ausdruck, was er so nachdrucklich behauptet: namlich daB 

man es hier nur mit N (voneinander unabhangigen) Versuchen zu 
n 

tun hat und daB man einer Beurteilung der Differenzen zwischen Oh, tI 

UJl(l G: (0", ,,) eben diese Versuchszahl zllgrunde legen muB. Bis hier-
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her hat Le xis unbedingt recht. Wenn er aber damber hinaus die 

Versuchszahl N zugleich als maBgebend ffir die Beurteilung der 
n 

Differenzen zwischen 0" und Q; (on) hinstellt, so trifft das nicht mehr zu. 
Bezeichnet man den dem Lexisschen Standpunkt entsprechenden 

mittleren Fehler von 0" mit WlL(o,,) , so hat man: 

(7) 9Jtl(o,,) = N rn(1 - r,,) 
n 

(man vergleiche im obigen Zitat die Berechnung des wahrscheinlichen 
Fehlers der Zahl der Iterationen zu 4), wahrend der korrekt berechnete 
mittlere Fehler von 0" sich wegen (2) auf der Grundlage der Formel (34) 
des § 1 des 3. Kapitels aus 

(8) Wl2(on) = ~ {r" + ~ (rn+2 - r2n+1) - (2 n - 1) r~} n pq 

bestimmt. 
In dem besonderen Fall, wo p = q = !, geheri die beiden For

meln (7) und (8) in 

(9) 

und 

(10) 
(ffi2( ) = N(3. 2,,-1 - 2 n - 1) 
,:IJ~ 0" 22n-2 n2 

fiber, so daB hier 

(11) Wl2( ) _ Wl2( ) = N{(n - 3) 2,,-1 + n + I} 
L On an 22n-2 n2 • 

Fur n = 2 erhalt man in diesem Fall 

(12) 

somit kommt das richtige Resultat zustande, wenn man so rechnet, 
als ob N unabhangige Einzelversuche vorlagen, wahrend die Lexissche 
Rechnungsmethode einen mittleren Fehler liefert, der im Verhaltnis 
von V2 zu 1 zu hoch ist (vgl. die Bemerkungen im AnschluB an For
mel (46) des § 1 des 3. Kapitels). 

Was nun aber speziell die langeren Iterationen betrifft, die insofern 
eine besondere Aufmerksamkeit verdienen, als gerade ihre Zahl nach 
Marbes Feststellungen hinter den Erwartungen zuruckblieb, so er
geben sich hier die beiden Naherungsformeln 

N 
Wll(on) = - (p" + qn) 

n 
(13) 
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und der Formel (43) des § 1 des 3. Kapitels zufolge 

N (1 + p 1 + q ) (14) WP(o,,) = _ -- p" + -- q" . 
n2 1- p 1 - q 

Demnach besteht bei p = q die Beziehung: 

(15) WCL(on) : WC(a,,) = -V; = 0,577fn . 

Auf eine analoge Beziehung kommt man beim Roulettespiel. Be
zeichnet man die Zahl der nach der Le xisschen Methode gebildeten 
Iterationen zu n, die aus einem der beiden Erfolge Rot oder Schwarz 
bestehen, mit a~,,,, wobei h wiederum auf die Nummer des Elements 
hinweist, von dem an die Zahlung beginnt, und setzt man 

(16) 12}'" , 
- h ak n = an, 
n ' 

1 

so findet man unter Anwendung einer im § 1 des 4. Kapitels ge
brauchten Bezeichnung: 

(17) 

. , 
, ~" an =-

n 

und den Formeln (46) und (51) des angegebenen Paragraphen zufolge: 

f(;( ') _ 2 N p" (IS) ~ an - , 
n 

sowie naherungsweise (bei hinreichend groBem n) 

(19) 

IS 
wo P = 37' Nach Le xis wurde sich aber der mittlere Fehler von o~ 

naherungsweise aus 

(20) WCl(a') = 2 N pn 
n n 

bestimmen, und man erhalt demnach: 

(21) , . , -Vn (I - p) _ 1 / 19 n _ 1/-
WCL(on)' WC(on) - 1 + p - V ~ - 0,5S2 r n. 

Den Formeln (15) und (21) zufolge rechnet Lexis z. B. bei n = 12 
mit einem mittleren Fehler, der das Zweifache bzw. etwas mehr als 
das Zweifache des entsprechenden korrekt berechneten mittleren 
Fehlers ausmacht. 

Es ist also nicht statthaft, wie es Lexis tut, die Durchschnitts
werte an bzw. a~ in bezug auf die zufalligen Fehler, die ihnen er
wartungsgemaB anhaften, den Einzelwerten ak,,, bzw. 0;',,, gleich-



Marbes "Naturphilosophische Untersuchungen". 153 

zusetzen. GewiB darf man den in Frage stehenden Durchschnitts
werten nicht dasjenige "Gewicht" beilegen, das ihnen zukommen 
wiirde, wenn die betreffenden Einzelwerte al,n, a2,,,, ... bzw. aLn, 
at" ... voneinander unabhangig waren (das erweist sich nur aus
nahmsweise, namlich im Fall von an bei p = q = ! und n = 2, als 
richtig), aber man verfallt sozusagen in das entgegengesetzte Extrem, 
wenn man mit Lexis den Durchschnittscharakter der GroBen a" 
bzw. a~ einfach ignoriert. 

Dies verbietet sich auch bei Betrachtung der wahrscheinlichsten 
Werte dieser GroBen. Was Lexis hieruber ausfuhrt, trifft auf die 
Zahlen ak,,, (und a~,n) zu; es verliert aber seine Gultigkeit, wenn es 
auf die Zahlen an (und a~) ausgedehnt wird. Denn aus der nach MaB
gabe der beiden Formeln (4) und (6) bestehenden Identitat 

(22) 

folgt die Identitat 

(23) 

noch lange nicht. Insbesondere darf aus ~(ak,n) = 0 nicht . auf 
~(an) = 0 oder, was wegen (2) gleichviel bedeutet, auf ~(in) = 0 
geschlossen werden. 

So kann man denn Lexis nicht vorbehaltlos zustimmen, wenn 
er die in Marbes Beispielen sich ergebenden Abweichungen der Zahlen 
i" (und i~) von ihren mathematischen Erwartungen als "normal" 
hinstellt. Diese Abweichungen waren vielmehr nach MaB und Rich· 
tung wohl geeignet, die Aufmerksamkeit auf sich zu lenken, wenn 
ihnen vertrauenswiirdige statistische Daten zugrunde lagen 6). 

Auch darin, daB Lexis das von Marbe befolgte Prinzip der "viel
fachen Abzahlung", d. h. der Verwendung von Sequenzen, die zum 
Teil miteinander inhaltsverwandt sind, schlechterdings verwirft, wird 
man ihm nicht beipflichten konnen. Richtig ist, daB sich auf der 
Grundlage dieses Prinzips Ereigniszahlen, namlich die Zahlen in (und i~), 
ergeben, die in bezug auf die ihnen anhaftenden zufalligen Fehler 
anders zu beurteilen sind, als wenn sie aus N voneinander unabhangigen 
Versuchen hervorgegangen waren 7). Aber prinzipiell muB man das 
Operieren mit den Zahlen in (und i~) gelten lassen, wenn dabei auf 
die betreffenden zufalligen Abweichungen in korrekter Weise Ruck-

6) Naheres dariiber am SchluJ3 dieses Paragraphen. 
7) Man vergleiche hierzu 3. Kapitel, § 1 (am SchluB) und 4. KapiteJ, § 1. 

Ich hatte iibrigens in meinem in FuBnote 1 zitierten Artikel (S. 74-76), friiher 
als Lexis, darauf hingewiesen, daJ3 die fehlende Unabhangigkeit der von Marbe 
gebildeten "Gruppen" die Anlegung der iiblichen wahrscheinlichkeitstheoretischen 
MaBstahe an Reine ErgebniRse ausRchlieBt. 
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sicht genommen wird. Das Operieren mit diesen Zahlen involviert 
nicht notwendig das Bestreben, aus dem gegebenen statistischen Ma
terial mehr herauszuholen, als es die Wahrscheinlichkeitstheorie ge
stattet8). Damit soIl selbstverstandlich nicht gesagt werden, daB das 
von Lexis empfohlene Prinzip der "Gruppenbildung", demzufolge 
zum Gegenstand der Betrachtung die Zahlen Oh,n bzw. o;',n gemacht 
werden, abzulehnen ware. Theoretisch ist dasselbe unanfechtbar; 
praktisch aber bietet es ncben dem Nachteil einer gewissen "Material
verschwendung" den Vorzug der denkbar groBten Einfachheit und 
Durchsichtigkeit, weil namlich vermoge dieses Prinzips das Problem 
der Iterationen auf das ubliche (Bernoullische) Schema der Wahr
scheinlichkeitsrechnung zuruckgefuhrt wird. 

Gegen das fur Mar b e charakteristische Operieren mit den GroBen in 
oder genauer jn richtet sich auch die Kritik Grunbaums 9). Er stellt 
den GroBen jn (den Zahlen der "reinen Gruppen") die GroBen Wj (die 
Zahlen der "isolierten Gruppen") gegenuber, macht auf diejenige 
zwischen den GroBen jn und Wj bestehende syntagmatische Beziehung 
aufmerksam, welche in Formel (32) des § 4 des 1. Kapitels ihren Aus
druck. findet 10), und knupft daran die Forderung, daB man bei Be
stimmung der mathematischen Erwartungen der Zahlen jn von den 
mathematischen Erwartungen der Zahlen Wn ausgehe. Dies wird da
mit motiviert, daB die letzteren Zahlen die "Ufsprunglichen" waren, 

8) Ich selbst hatte mich in dem in FuJ3note 1 genannten Artikel (S. 80) gegen 
"das Prinzip einer mehrmaligen Verwendung jedes Spielresultats" erkliirt, weil 
mir damals die Ausdriickc von Wl(in) und Wl(i~) nicht zu Gebote standen (die 
Brunsschen Schriften, die diese Ausdriicke enthalten, sind erst 1906 ersehienen). 
Aus demselben Grunde neigte ich dazu, fUr die zufiilligen Abweichungen der 
Zahlen in und i~ von ihren mathematischen Erwartungen einen zu weiten Spicl
raum anzunehmen. 

9) Heinrich Griinbaum, Isolierte und reine Gruppen und die Marbesche 
Zahl "p". Wiirzburg 1904. Vor Griinbaum hatte vom mathematischen Stand
punkte aus E. Gri msehl (Zeitsehrift fiir Philosophie und philosophische Kritik, 
Bd. 118, 1901, S. 154-167) sehr entschieden gegen Marbe SteHung genommen. 
Darauf gehe ich im Text nicht ein, weil ich mich schon in dem in FuJ3note 1 ge
nannten Aufsatz mit del' Grimsehlschen Kritik beschiiftigt habe und gezeigt zu 
haben glaube, daJ3 sie in der Hauptsache verfehlt war. Abel' auch Marbes Er
widernng auf Grimsehls Angriffe (Vierteljahrsschrift fUr wissenschaftliche Philo
sophie und Soziologie, Bd. XXVI, 1902, S. 339-360) ist von Verst6J3en gegen 
das ABC del' Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht frei. So bereehnet er z. B. (S. 347) 
- darin iibrigens mit seinem Gegner (a. a. 0., S. 155) voHkommen iibereinstim
mend - die Wahrscheinlichkeit, daJ3 beim 6maligen Aufwerfen eines Wiirfels 
eine bestimmte Augenzahl einmal erscheint, nach der Formell - (%)6 die 0,665 
ergibt, wiihrcnd der korrekte Ausdruck 6· t . (~)S = 0,402 ist! 

10) Diese allgemeine Formel fehlt bei Griinbaum, abel' er bringt (S. 12) die 
entsprechenden besonderf'n Formeln fiir n = 1 bis n = N, die bei mil' auf S. 29 
(untL·n) angefiihrt simI. 
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wahrend die ersteren aus ihnen "durch eine Reihe von Funktions
beziehungen" hervorgingen 11). 

So wenig iiberzeugend diese Motivierung ist, so laBt sich an sich 
gegen die von Griinbaum in Vorschlag gebrachte indirekte Methode 
kein Einspruch erheben. Richtig angewendet, wiirde diese Methode 
darin bestehen, daB man, der Formel (32) des § 4 des 1. Kapitels ent
sprechend, Cl: (in) aus 

N-n 
(24) Cl:(in) = 13 (k + 1) Cl:(Wn+k) 

o 

berechnet, wobei fiir Cl:(Wn+k) die sich aus den Formeln (38) und (42) des 
§ 3 des 4. Kapitels ergebenden Werte einzusetzen waren. Auf diese 
Weise kame man nach ziemlich langwierigen Umformungen auf For
mel (3) des § 2 des 3. Kapitels zuriick. Es wiirde sich also an der 
Sachlage nichts andern und man ware berechtigt, nach dem "Zweck 
der tJbung" zu fragen. 

Griinbaum verwirft aber Formel (24). Er meint, daB die in Frage 
stehende Summierung sich nicht von k = 0 bis k = N - n, sondern 
nur so weit zu erstrecken habe, als die Bedingung Cl:(Wn+k) > 1 er
fiillt ist; denn "eine Erwartung in einer Anzahl kleiner als 1 bedeutet 
fiir eine isolierte Gruppe keine eigentliche Erwartung mehr". Es sei 
z. B. p = q =!, n = 11 und Cl:(wll ) = 1. Formel (24) ergibt hier, 
wenn man, wie es Griinbaum tut und was bei groBem N erlaubt 
ist, statt der genauen Formel (42) des § 2 des 3. Kapitels, die Nahe
rungsformel Cl:(wn) = N p2 q2 rn -2, somit im gegebenen Fall Cl:(wn) 
= N : 2n+1 beniitzt, woraus Cl:(wn+1): Cl:(wn} = 1 : 2 folgt, und wenn 
man auBerdem mit Griinbaum die obere Summierungsgrenze in (24) 
gleich 00 setzt, was ebenfalls statthaft ist: 

(25) Cl:(ill) = 1 + 2· ! + 3·1 + 4· i- + ... = 4. 

Demgegeniiber stellt sich die in der von Griinbaum angegebenen 
Weise modifizierte oder "gestutzte" mathematische Erwartung von in, 
die mit Cl:a (in) bezeichnet werden moge, als 

(26) Cl:a(ill) = 1 

dar, weil namlich alIe Summanden in (25), denen die Ungleichung 
~(wn+k) < 1 entspricht, jetzt in Wegfall kommen. Das "Prokrustes
verfahren", dem Griinbaum die mathematischen Erwartungen von in 
unterwirft, fiihrt zu einer merklichen ErmaBigung dieser mathematischen 
Erwartungen gerade in dem Fall der groBten praktisch noch in Be-

11) Die in Frage stehellden "Funktionsbeziehungen" laufen ja., wie Fonnel (45) 
des § 4 des 1. Kapitels zeigt, einfach darauf hinaus, daB die GroBen w" die zweiten 
Differenzen der GroBen in sind. Bis zu dieser Erkenntnis ist aber Grunbaum 
nicht vOl'gedl'ungcn. 
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tracht kommenden Werte von n, wo die Zahlen in in Marbes Bei
spielen hinter ~ (in) mehr oder weniger erheblich zurUckbleiben. So 
glaubt denn auch Griinbaum, die von Marbe behaupteten Un
stimmigkeiten zwischen Wahrscheinlichkeitsrechnung und Erfahrung 
dadurch aus der Welt schaffen zu konnen, daB er die GroBen ~(in) 
in ~G(jn) umandert. 

Das von Griinbaum proklamierte Prinzip, demzufolge mathe
matische Erwartungen, die kleiner als 1 sind, in den sie enthaltenden 
Formeln durch 0 zu ersetzen seien, bedarf wohl keiner Widerlegung. 
Vielleicht ist aber ein Hinweis darauf nicht iiberfliissig, daB dieses 
Prinzip unter Umstanden nicht etwa bloB ungenaue, sondern direkt 
widersinnige Ergebnisse im Gefolge hat. Es handle sich z. B. um die 
mathematische Erwartung der Zahl der FaIle, in denen beim 600-
maligen Aufwerfen eines Wiirfels die Augenzahl 1 erscheint. Die ge
suchte mathematische Erwartung ist unmittelbar durch 600· t = 100 
gegeben. Zu demselben Ergebnis gelangt man auf indirektem Wege, 
wenn man die aus 600 Einzelversuchen bestehende Versuchsreihe z. B. 
in 200 Versuchsreihen zu je 3 Versuchen zerlegt, die mathematische 
Erwartung der Zahl der FaIle, in denen 1 erscheint, fiir jede dieser 
Teilreihen gleich ! setzt und nach MaBgabe des fiir die mathematischen 
Erwartungen geltenden Additionssatzes den Bruch! mit 200 multi
pliziert. Dem Griinbaumschen Prinzip zufolge hatte man aber ! 
durch 0 zu ersetzen und erhielte auf diese Weise im Endresultat 0 
statt 100! 

Griinbaums gestutzte mathematische Erwartungen wiirden es 
eigentlich gar nicht verdienen, daB man sich bei ihnen aufhalt, wenn 
sie nicht die uneingeschrankte Zustimmung Cz u bers gefunden und 
dadurch eine gewisse Beriihmtheit el'langt hattell I2 ). Cz u ber ist wie 
Griinbaum der Meinung, Marbe iiberschatze die erwartungsmaBigen 
Zahlen der "reinen Gl'uppen", d. h. die GroBen ~(jn), weil die For
mel (3) des § 2 des 3. Kapitels, deren sich Marbe bedient, darauf 
beruhe, daB man nach MaBgabe von (24) auch noch solche Werte 
von ~(Wn+k) in Rechnung stellt, die kleiner als 1 sind. Die Sum
mierung, auf welche (24) hinweist, sei vielmehr "nul' so weit zu fiihren, 
als isolierte Gruppen vermoge ihrer Wahrscheinlichkeit iiberhaupt noch 
zu erwarten sind", und darum seien aIle Werte von ~(Wn+k)' die kleiner 
als 1 sind, zu streichen. Auf diese Weise werden die GroBen ~(jn) 

entsprechend gekiirzt, und es ergibt sich Cz u bel' zufolge, daB "aIle 
die von Mar be konstatierten Anomalien ... in voIlig befriedigender 
Weise verschwinden". 

Die einzige Erklarung dafiir, daB sich Cz u bel' zum Operieren mit 
den gestutzten mathematischen Erwartungen hat verleiten lassen, 

12) Czuber I, S. Hi2-166 (= 2. Auflagr, S. 144-149). 
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durfte in einer Vermengung der beiden Begriffe der mathematischen 
Erwartung und des wahrscheinlichsten Wertes einer zufalligen GraBe 
liegen. Will man namlich mit der Cz u berschen Redewendung von 
etwas, "das uberhaupt noch zu erwarten ist", einen prazisen Sinn 
verbinden, so kommt man von selbst auf den Begriff des wahrschein
lichsten Wertes einer Ereigniszahl. Es sei x die in Frage stehende 
Ereigniszahl und, einer bereits gebrauchten Bezeichnung entsprechend, 
m5(x) ihr wahrscheinlichster Wert. Man kann auch m5(x) als die "wahr
scheinlichste" und (f (x) als die "erwartungsmaBige" Ereigniszahl be
zeichnen. Als Kriterium eines Ereignisses, "das uberhaupt noch zu 
erwarten ist", hatte man die Ungleichung bzw. Gleichung m5(x) > I. 
Umgekehrt wurde die Gleichung m5(x) = 0 bedeuten, daB das be
tre££ende Ereignis "nicht zu erwarten ist". 

Es ist nun keineswegs gesagt, daB man bei (f(x) < 1 stets 
m5(x) = 0 erhalt. Das trifft nicht einmal fUr das Bernoullische 
Schema zu 13): es sei z. B. die Versuchszahl gleich 3 und die betre££ende 
Ereigniswahrscheinlichkeit gleich 0,3; demnach ist (f (x) = 0,9, und 
den vier in Betracht kommenden Ereigniszahlen 0, 1, 2, 3 entsprechen 
die Wahrscheinlichkeiten 0,343,0,441,0,189,0,027, so daB m5(x) = 1. 
Urn jedoch die Aufmerksamkeit von dem Wesentlichen nicht abzu
lenken, soIl - was gewissermaBen eine Konzession dem Grunbaum
Cz u berschen Standpunkt gegenuber bedeutet - angenommen werden, 
daB aus (f(x) < 1 unbedingt m5(x) = 0 folgt. 

So wurde es sich bei der in Frage stehenden Kurzung der Werte 
(f(jn) darum handeln, daB man in (24) die erwartungsmaBigen durch 
die wahrscheinlichsten Zahlen der vollstandigen Iterationen (der "iso
lierten Gruppen"), so mit (f(wn+k) durch m5(wn+k) ' und dementsprechend 
auch (f (in) durch m.5 (in) ersetzt. Diese Substitution ware ganz in der 
Ordnung, wenn neben der allgemeinen Beziehung m.5(c x) = c m.5(x) , 
die der Beziehung (4) des § 1 des 2. Kapitels entspricht und zu Recht 
besteht, die allgemeine Beziehung 

(27) m.5(x + y + z + ... ) = m.5(x) + m.5(y) + m.5(z) + ... , 
wo x, y, z . . . belie bige zufaIIige GraBen sind, zutreffen wurde, oder 
wenn, anders ausgedruckt, der fUr die mathematischen Erwartungen 
geltende Additionssatz in analoger Weise auf die wahrscheinlichsten 
Werte anwendbar ware. Aber das ist eben nicht der Fall. Es sei wieder
urn auf das Beispiel der 600 Wurfelversuche, die sich als 200 Versuchs
reihen zu je 3 Versuchen auffassen lassen, verwiesen: die wahrschein
lichste Ereigniszahl (Zahl der FaIle, in denen die Augenzahll erscheint) 
ist fur jede Teilreihe 0, fUr die Gesamtreihe aber nicht 0, sondern 100. 

13) VgI. Fu3notB 5. 
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Cz u bers Irrtum wird bis zu eincm gewissen Grade verstandlich, 
wenn man bedenkt, daB die Identifizierung der beiden Begriife der 
mathematischen Erwartung und des wahrscheinlichsten Wertes einer 
Ereigniszahl gang und gabe ist 14). Diese Identifizierung ist denn auch 
praktisch in denjenigen Fallen unschadlich, wo es sich um entsprechend 
groBe Ereigniszahlen handelt, da in diesen Fallen - von leicht kon
struierbaren, aber selten in die Erscheinung tretenden besonderen 
Gestaltungen abgesehen - die beiden in Frage stehenden GroBen sich 
numerisch kaum voneinander unterscheiden. Und gerade mit solchen 
Fallen hat man es bei Anwendungen der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
auf Statistik meistens zu tun. Cz u ber hat es gewissermaBen fiber
sehen, daB es sich damit im gegebenen Fall anders verhalt, und ist 
sozusagen das Opfer einer laxen Terminologie geworden 15 ). 

14) Czuber selbst spricht bei seinen Erorterungen iiber Marbe in demselben 
Sinne einmal von den "erwartungsmaJ3igen" (S. 165), ein anderes Mal von den 
"wahrscheinlichsten" (S. 166) Zahlen bestimmter Gruppen. 

15) In bezug auf Griinbaum ware es gewagt, von einer Vermengung der 
Begriffe der mathematischen Erwartung und des wahrscheinlichsten Wertes zu 
sprechen, weil er, nach seiner Darstellung zu urteilen, keinen dieser heiden Be
griffe auch nur dem Namen nach zu kennen scheint. Das Wort "Erwartung" 
wird von ihm vielfach gebraucht, aber nicht im Sinne von mathematischer Er
wartung. Fiir mathematische Erwartung einer Ereigniszahl sagt er vielmehr 
"wahrscheinliche" (nicht "wahrscheinlichste") Zahl. Griinbaums Darstellung 
ist, vom Standpunkte der Wahrscheinlichkeitstheorie aus gesehen, iiberhaupt 
hochst primitiv und unprazis. Von einer genaueren Wiirdigung der Differenzen 
zwischen den betreffenden theoretischen und empirischen Zahlen an der Hand 
der zugehOrigen mittleren Fehler ist bei ihm nirgends die Rede. Bezeichnend ist 
fiir ibn auch das starre Festhalten an dem einfachsten Fall, wo p = q = t; die fiir 
diesen Fall geltenden Formeln wendet er ohne wei teres auf das Roulettespiel an 
und erhalt in dem auf S. 21 behandelten Beispiel als erwartungsmaBige Zahlen 
der vollstandigen Iterationen zu 9 bis 12: 7,7 3,9. 1,9,0,9, wahrend die korrekt 
berechneten Zahlcn 6,4, 3,1, 1,5, 0,7 sind. Solche Un.genauigkeiten fallen frei
Hch dem im Text aufgezeigten Grundfehler Griinbaums gegeniiber nicht schwer 
ins Gewicht. Angesichts des Umstandes aber, daJ3 Griinbaum, auch abgesehen 
von jenem Grundfehler, nichts weniger als "saubere Arbeit" geleistet hat, nimmt 
es sich erst recht eigenartig aus, daJ3 er selbst seine Ausfiihrungen als eine "genaue 
Analyse" charakterisiert (S. 12) und daJ3 auch Czu ber (S. 163) keinen Anstand 
nimmt, von einer "eingehenden Analyse", die Griinbaum durchgefiihrt hatte, 
zu sprechen. Auch Griinbaums Prioritatsanspruch auf "die Methode der iso
Herten Gruppen" (a. a. 0., S. 3), die darin besteht, daJ3 vollstandige oder genauer 
einreihig-vollstandige Iterationen zum Gegenstand der Betrachtung gemacht 
werden, ist zuriickzuweisen: mit den vollstandigen Iterationen hatten schon 
Multatuli (Millionen-Studien, aus dem Hollandischen iibersetzt von W. Spohr, 
Minden i. W., 1900, S. 211-214, im Original 1873 erschienen), auf welchen Marbe 
(Gleichformigkeit, S. 279) hinweist, und K. Pearson (The Chances of Death etc. 
London 1897, I, S. 53-62) operiert. Beide setzten dahei, ebenso wie spater 
Griinbaum: p = q = t. Was insbesondere Pearson anlangt, so untersuchte 
er Ergebnisse des Roulettespiels auf ihre Ubereinstimmung mit den Erwartungen 
der Theorie und lieJ3 die "Null-FaIle" einfach auBer Betracht, eben urn p = q = t 
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Formel (3) des § 2 des 3. Kapitcls uncI Formel (69) des § 1 des 
4. Kapitels, deren sich Mar be zur Bestimmung der erwartungsmaJ3igen 
Zahlen der einreihigen Iterationen von gegebener Lange bedient hat, 
sind also gegen Grilnbaums und Czubers Kritik wohl gesichert, 
und der von dieser Seite unternommene Versuch, durch Kilrzung der 
betreffenden erwartungsmaJ3igen Zahlen die Marbeschen Resultate mit 
der Wahrscheinlichkeitstheorie in (eine bessere) Vbereinstimmung zu 
bringen, mu.6 als gescheitert angesehen werden 16). 

Eine andere Frage ist es, ob nicht diese Vbereinstimmung - wie 
es Grilnbaum und Czuber ebenfalls behaupten - in der Weise 
erzielt werden kann, da.6 man zum Gegenstand der Betrachtung an 

zu erhl11ten. Es ist zugleieh fiir diese Untersuehung ehl1rl1kteristiseh, daB sie 
vorzugsweise auf dem V·Verfahren beruht. So konnte Pearson die mittleren 
Fehler der Zahlen der Iterationen ("runs") nach der Formel (9) des § 5 des 
3. Kapitels bestimmen, die dem iiblichen (Bernoullischen) Schema entspricht. 
Wenn a~o Pearson im Zusammenhang mit seiner Untersuchung sagt: "the 
theory of runs is a very simple one" (a. a. 0., S. 53), so ist es, wie wenn man unter 
Hinweis auf die Gleichung x' = 81 behaupten wiirde, daB die Theorie der Glei· 
chungen vierten Grades sehr einfach sei. 

18) Mar be selbst ist dariiber entgegengesetzter Meinung. Er sagt jetzt 
(GleichfOrmigkeit, S. 277): "Die Einsicht, daB mein Verfahren unerlaubt sei, 
lag damals im Gebiet der Wahrscheinlichkeitslehre nicht explicite vor. Freilich 
wurden alsbald von manchen Stellen Bedenken gegen dies Verfahren laut. Aber 
erst aus dem Biichlein von Griinbaum aus dem Jahre 1904 ergab sich, daB die 
Unrichtigkeit meines Verfahrens in bekannten Satzen der Wahrscheinlichkeits. 
lehre implicite enthalten war. Griinbaum zeigte namlich, daB bei meinem Ver. 
fahren ein Zuriickbleiben der wirklichen Anzahlen der reinen Gruppen hinter den 
wahrscheinlichsten Anzahlen aus rein mathematischen Griinden erfolgen miisse. 
Hiermit war der empirische Nachweis meiner Thesen gefallen. Es war klar, daB 
das Prinzip der Willkiirlichkeit der Gruppeneinteilungen falsch sei und daB mein 
auf dieses Prinzip gestiitzter Kunstgriff verfehlt war." Mar be hl1t sich also von 
Griinbaum iiberzeugen lassen, daB er die erwartungsmaBigen Zahlen der Itera. 
tionen (der "reinen Gruppen") verkehrt berechnet hatte. Mar be beruft sich im 
zitierten Passus mit auf andere Kritiker seiner Schrift; aber was z. B. mich be· 
trifft, so hatte ich in dem in FuBnote 1 genannten Aufsatz (S. 76) im Gegenteil 
ausdriicklich anerkannt, daB das von ihm befolgte Prinzip der Gruppenbildung 
an der Formel, nach welcher die erwartungsmaBigen Zahlen der Iterationen zu 
bestimmen sind, nichts andere und daB demzufolge diese Zahlen von ihm ganz 
korrekt berechnet worden seien; und derselbe Standpunkt kam spater in den 
Brunsschen Darlegungen. zum Ausdruck (siehe weiter im Text). Welche "be. 
kannten Satze der Wahrscheinlichkeitslehre" es sind, aus denen sich die An· 
wendung der in Frage stehenden Formel im gegebenen FaIle verbieten solI, sagt 
Marbe nicht. In Wirklichkeit stiitzt sich ja der von Marbe zu seinem Lehr. 
meister erkorene Griin ba um in seiner Kritik auf eine bis dahin ganzlich un· 
bekannt gewesene Vorschrift, daB mathematische Erwartungen, die kleiner als 1 
sind, "pro nihilo habeantur". Diese Vorschrift ist erst durch Griinbaum in die 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, namlieh in Czubers "Wahrscheinliehkeitsrech. 
nung", hereingekommen, und hoffentlich findet sie sich in der naehsten Auflage 
dieses Werkes nicht mehr: weder "explicite", noeh "implicite". 
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Stelle samtlicher lterationen bzw. samtlicher einreihigen Iterationen 
die vollstandigen bzw. die einreihig-vollstandigen Iterationen macht. 
Dies solI nunmehr an der Hand der Marbeschen Tabelle XI (S.25), 
welche die auf das Roulettespiel sich beziehenden Ergebnisse zusammen
faBt, gepruft werden. 

Man findet auf Grund der Formeln (69), (72), (84) und (85) des 
§ 1 des 4. Kapitels (wobei p = -H) einerseits: 

Tabelle 1. 

n 
., 

I 
(£(f~) , 21 = j~4- (£(j~) I SJJl(j~) 12£I:SJJl(W 1 .. 

1 2 3 5 6 

10 83 117,70 -34,70 18,46 1,88 
11 29 57,15 -28,15 12,86 2,19 
12 4 27,75 -23,75 8,96 2,65 
13 0 13,48 -13,48 6,25 2,16 
14 I 0 6,54 - 6,54 4,35 1,50 

und andererseits: 
Tabelle 2. 

n 

I 
1tJ~ (£(ItJ~) i2£ = 1tJ~:- (£(ItJ~) SJJl(ItJ~) 12£1 : SJJl(ItJ~) 

1 2 8 5 6 

10 54 60,55 - 6,55 7,78 0,84 
11 25 29,40 - 4,40 5,42 0,81 
12 4 14,27 -10,27 3,78 2,72 
13 0 6,94 - 6,94 2,63 2,63 
14 0 3,36 - 3,36 

I 
1,83 1,83 

Das ungunstigste Ergebnis erhalt man fur n = 12, und zwar nach 
beiden Tabellen, d. h. ob man die Zahl samtlicher einreihigen Itera
tionen zu 12 oder die Zahl der einreihig-vollstandigen Iterationen 
zu 12 und mehr zum Gegenstand der Betrachtung macht. (DaB hier
bei die einreihig-vollstandigen Iterationen, die eine gegebene Lange 
uberschreiten, zusammengefaBt werden, entspricht durchaus der Frage
stellung.) Die hier zutage tretende Abweichung der wirklichen von 
der erwartungsmaBigen Zahl ubertrifft ihrem absoluten Betrag nach 
den maBgebenden mittleren Fehler nach Tabelle 2 sogar noch um 
ein weniges starker als nach Tabelle 1. Bei n = 13 und 14 ist die in 
Frage stehende Diskrepanz zwischen Theorie und Erfahrung vollends 
deutlicher ausgesprochen in Tabelle 2 als in Tabelle 1. Wie man sieht, 
wird, entgegen der von Grunbaum und Czuber vertretenen An
sicht, durch Betrachtung der vollstandigen statt samtlicher Iterationen 
die Sachlage keineswegs "verbessert" 17). 

17) Griinbaum und Czuber unterlassen es, die Marbeschen Ergebnisse 
zusammenfassend zu betrachten und nehmen auf die mittleren Fehler keine 
Riicksicht. Vgl. FuBnote 15. 
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Man wird also Mar be zugestehen miissen, daB seine Ergebnisse, 
betreffend das Roulettespiel, einen, vom stochastischen Standpunkte 
aus gesehen, auffallenden Fehlbetrag an langeren Iterationen auf
weisen. Soviel bleibt von seinen am Eingang dieses Paragraphen an
gefiihrten beiden SchluBfolgerungen bestehen 18). 

Marbes "Naturphilosophische Untersuchungen zur Wahrschein
lichkeitslehre" haben auch Bruns dazu veranlaBt, dem Problem der 
Iterationen naher zu treten. Seine sich hierauf beziehenden Dar
legungen sind hOchst allgemein gehalten: die Iterationen 19) erscheinen 
hier als ein besonderer Fall verschiedener moglicher Anordnungen oder 
"Gruppen" von Spielresultaten, und es wird nach der mathematischen 
Erwartung einer beliebigen Potenz der Zahl solcher "Gruppen" ge
fragt. Was aber Bruns an greifbaren Ergebnissen, d. h. an Formeln, 
die eine unmittelbare numerische Auswertung zulassen, bietet, betrifft 
nur die beiden ersten Potenzen der in Frage stehenden Zahlen. Es 
werden sonach jeweils bestimmt: 1. die mathematische Erwartung der 
Zahl so oder anders charakterisierter "Gruppen" und 2. die mathe
matische Erwartung des Quadrats dieser Zahl bzw. des Quadrats der 
Differenz zwischen dieser Zahl und ihrer mathematischen Erwartung 
oder, anders ausgedriickt, das Quadrat des mittleren Fehlers der be
treffenden ZahI 20). 

1m einzelnen findet sich bei B run s, was speziell die einreihigen 
Iterationen anlangt, zunachst eine vollstandig wiedergegebene (sehr 
umstandliche) Ableitung der Ausdriicke von ~(jk, n) und lm2(jk, n) 
fiir den Fall, wo n = 2 und ,,= 2. Die betreffenden Brunsschen 

18) "Uber die ganzIiche Unhaltbarkeit dieser Schlu13folgerungen, so wie sie 
von Marbe formuIiert sind, habe ich mich bereits in meinem in Fu13note 1 ge
nannten Aufsatz (S. 76-77 und S. 78, Fu13note) ausgesprochen. 

19) Bruns (S. 216) bezeichnet die Iterationen als "die sogenannten Sequenzen". 
In Wirklichkeit iet unter "Sequenz" weder in der Praxis, noch in der mathe
matischen Theorie der Gllicksspiele jemals die Wiederholung eines bestimmten 
Resultats, sondern stcts eine solche Aufeinanderfolge von Resultaten (Elementen), 
die einer vorgegebenen Ordnung entspricht, verstanden worden. Vgl. L. Euler, 
Sur la probabiliM des sequences dans la lotterie Genoise (Histoire de l'Academie 
royale des sciences et belles-lettres, annee 1765, Berlin 1767), S. 191: "Or on 
nomme sequence quand deux ou plusieurs des cinq nombres qu'on tire chaque 
fois, se suivent immediatement selon l'ordre naturel des nombres." 

20) Den mittleren Fehler bezeichnet Bruns als "Streuung", und meinem ,,!In" 
entspricht sein "str. ". "Streuung" ist eine Verdeutschung des Le xi sschen Ter
minus "Dispersion". Aber Lexis zufolge ist der mittlere Fehler nur ein sum
marischer Ausdruck der Dispersion, niemals die Dispersion selbst. Nebenbei 
bemerkt, ist die Definition des Lexisschen Begriffs der "normalen Dispersion", 
die sich bei Marbe (Untersuchungen, S. 4) findet, und von H. Bromse (Zeit
schrift fUr Philosophie und philosophische Kritik, Ed. 118, 1901, S. 146) unvor
sichtigerweise libernommen worden ist, grundverkehrt. 

v. llortki~wicz, Iteratiooeo. 11 
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Ausdriicke stellen sich unter Anwendung der Bezeichnungen des § 1 
des 4. Kapitels wie folgt dar 21 ): 

(28) ~(jk, 2) = (N - 1) PZ , 

(29) WP(jk,2) = (N - 1) pZ(l- PZ) + 2(N - 2) pr(l- Pk)· 

Diese beiden Formeln ergeben sich aus den Formeln (57) und (61) 
des § 1 des 4. Kapitels, wenn man darin n = 2 setzt. Das leuchtet 
hinsichtlich der Formel (28) unmittelbar ein; was aber Formel (29) 
betrifft, so erhalt man aus (61): 

(30) 9J(2(jk, 2) = (N - 1) PZ + 2(N - 2) p~ - (3 N - 5) pi 

und sieht leicht ein, daB sich (29) und (30) decken. 
Bruns leitet sod ann fur das im 3. Kapitel dieser Schrift betrachtete 

Schema die Formeln: 

(31) C:i(j2) = (N - 1)(1 - 2 P q) , 

(32) 9J(2(j2) = 2(N - 1) P q(1 - 2 P q) + 2(N - 2) P q(p - q)2 

ab22), von denen die erstere als Spezialfall der Formel (3) des § 2 des 
3. Kapitels erscheint und die letztere sich vermoge der Substitution 
(p - q)2 = 1 - 4 P q in Formel (20) desselben Paragraphen verwandelt. 

SchlieBlich teilt Bruns fur den Fall eines beliebigen n die beiden 
in der Bezeichnungsweise des § 1 des 4. Kapitels als 

(33) ~(jk,n) = (N - n + 1) P'k 

und 

(34) +2(N-n-l)p~+2+ ... +2(N-2n+2)pZn-l \ 

9J(2(ik,n) = (N - n + 1) p~(I- p7.) + 2(N - n) p'k+ 1 

- (n - 1)(2 N - 3 n + 2) PZn 

zu schreibenden Formeln mit, jedoch nur als Resultate, ohne den 
"beschwerlichen Weg", auf dem er sie gewonnen hat, genau anzu
geben23). 

Formel (33) ist im § 1 des 4. Kapitels unter (57) angefuhrt, und 
sie ergab sich dort - was ubrigens auf aIle Formeln, welche die mathe
matische Erwartung der Zahl irgendwelcher Iterationen von bestimmter 
Lange ausdriicken, zutrifft - einfach aus dem fur beliebige Wahr
scheinlichkeiten geltenden Multiplikationssatz und dem fur beliebige 
mathematische Erwartungen geltenden Additionssatz. 

Was aber Formel (34) anbelangt, so braucht man nur die darin 

21) Bruns, S. 227, unter I. 
22) Ebendaselbst, unter III. 
23) Bruns, S.228. 
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angedeutete Summierung auszufiihren, um sie in rlie Formel (62) des 
4. Kapitels iiberzuleiten. Setzt man namlich 

11--1 

(35) 2.,7.. 2(N - n + 1- m) p~+m = A, 
1 

so nimmt (34) die Form 

(36) 9JC2(i",,,) = (N - n + 1)p~(l-p~) +A- (n-1)(2N - 3n+2)pz tl 

an. Man erhalt aber aus (35): 

A 2(N - n + 1)(p~+1 - PZ") ~ 
(37) = ------ 1 _ Pk - 2 p~ £...m m p%' , 

1 

und vermoge der Substitution m = n - 1 + t findet man: 

n-l 00 

~ m p%' = (1 P"Pk)2 - ..f/(n - 1 + t) p~-I+t, 

00 (n _ 1) rI n "'i (n - 1 + t) pr-1+ t = ___ p-" + Pk , .of./ 1 - PIc (1- Pk)2 

,,-1 n ( 1) r :2 m Pk - Pk n - P; mmpk = - , 
1 (1 - Pk)2 1 - Pk 

so daB Formel (37) in 

(38) A = 2(N - n + 1)(pr+l - PZ") _ 2(pr+l - PZ") + 2(n - 1)pZ" 
1 - Pk (1 - Pk)2 1 - Pk 

und hiermit Formel (36), also auch Formel (34) in der Tat in Formel (62) 
des § 1 des 4. Kapitels iibergeht. 

AuBer den einreihigen Iterationen betrachtet Bruns die Iterationen 
schlechthin und gelangt an der Hand eines etwas umgemodelten, aber 
noch immer reichlich komplizierten analytischen Apparates zu den 
Formeln (46) und (48) des § 1 des 4. Kapitels 24). 

24) Bruns, Gruppenschema, S. 622, Formelpaa.r (79). In der Brunsschen 
Ausdrucksweise (ebendaselbst, S. 579-581) sind die Iterationen schlechthin 
"zyklische Gruppen" (im Gegensatz zu den einreihigen lterationen, die unter 
den Brunsschen Begriff der "linearen Gruppen" fallen). Der Ausdruck "zyklisch" 
nimmt darauf Bezug, daB wenn man sich die gegebenen N Elemente, aus denen 
die Gruppen gebildet werden, auf einem Kreis eingetragen denkt, die beiden Ele
mente Nr. 1 und Nr. N nebeneinander zu liegen kommen und so das eine dem 
anderen als vorgeordnet bzw. nachgeordnet erscheint (vgI. den Text, S. 5-6), 
und dieser Ausdruck ist bereits von anderer Seite in demselben Sinne gebraucht 
worden (Czuber, Entwicklung, S. 41; vgI. E. Netto in M. Cantors VorIesungen 
liber Geschichte der Mathematik, IV, Leipzig 1908, S. 235). Jedoch diirfte die 

11* 
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Diese beiden Formeln sind dem Fall des Roulettespiels angepaBt 
und werden von Bruns zu einer Priifung der betreffenden Ergebnisse 
Marbes verwendet. Fur n = 13 erhalt Bruns bei Zusammenfassung 
dieser Ergebnisse als VerhaItnis der Differenz zwischen der erwartungs
maBigen und der wirklichen Zahl der Iterationen zu dem maBgebenden 
mittleren Fehler 2,18 25) und bemerkt hierzu, "daB man eine solche Ab
weichung auf sich beruhen lassen muB, wenn sie bei einer ganz isolierten 
Beobachtungsreihe vorgekommen ist". Ohne sich diese Einschatzung 
der in Frage stehenden Abweichung zu eigen machen zu wollen - jede 
derartige Einschatzung ist ja mehr oder minder subjektiv -, wird man 
anerkennen mussen, daB Bruns hier einen einwandfreien MaBstab an 
die Marbeschen Ergebnisse angelegt hat. 

Hingegen war seine ursprungliche Beurteilung derselben Ergebnisse 26) 

nicht stichhaltig, denn sie beruhte auf einer Verwechslung der Zahlen i:' 
mit den Zahlen a~,fI (von denen oben, bei Besprechung der Lexisschen 
Ausfuhrungen, die Rede war). Diese Verwechslung brachte es mit sich, 
daB Bruns z. B. als erwartungsmaBige Zahl der Iterationen zu 12 
statt 28,1827 ) die I2mal kleinere GroBe 2,34 erhielt. Da die ent
sprechende wirkliche Zahl sich auf 4 stellt (siehe Tabelle 1), so ver
wandeIte sich auf diese etwas gewaltsame Weise die negative Abweichung 

Art, wie Bruns die zykIischen den linearen Gruppen gegeniibersteilt, insofern 
nicht sehr zweckmaBig sein, als sie den wichtigen Umstand nicht zum Ausdruck 
kommen laBt, daB ja aile Iinearen Gruppen einer bestimmten Art sich unter den 
zykIischen Gruppen derselben Art wiederlinden. (Anders ist in dieser Beziehung 
das gegenseitige Verhaltnis der beiden Begriffe der vollstandigen und der einreihig. 
vollstandigen lterationen, wie im Text, S. 25-26 gezeigt worden ist, aber Bruns 
bescMftigt sich lnit keiner dieser beiden Arten von lterationen.) Als unzweck· 
maBig erscheint mir auch das Brunssche System der Numerierung, deInzufolge 
jedes Element Init unendlich vielen Nummern versehen wird (a. a. 0., S. 580). 
Uber die Brunssche Abhandlung "Das Gruppenschema fiir zufallige Ereignisse" 
sagt Czuber (I, S. 166): "Eine allgemeine Theorie der Untersuchung von be· 
obachteten Reihen zufalliger Ereignis~e nach iibergreifenden Gruppen [d. h. nach 
teilweise Initeinander inhaltsverwandten Gruppen), die sich weittragender Me· 
thoden bedient, hat H. Bruns gegeben." Nun berechnet aber Bruns in der 
genannten Abhandlung die erwartungsmaBigen Zahlen der lterationen, wie aus 
meinen Darlegungen im Text zu ersehen ist, nicht anders als Mar be. Demnach 
hatte man erwarten konnen, daB Czuber seine Kritik auf Bruns ausdehnt. 
Statt dessen zitiert er ihn ohne jeden Vorbehalt. Eine ahnliche Unausgeglichen. 
heit des Standpunktes dem "Fall Marbe" gegeniiber bekundet Tschuprow 
(S. 365-366, FuBnote): er nennt als Kritiker Marbes Lexis, Bruns, mich 
und Griinbaum und stimmt allen vieren gleichmaBig zu. 

26) Bruns, Gruppenschema, S. 623-624. Wenn sich hierbei ein kleiner 
Unterschied von dem entsprechenden ZaWenwert (2,16) in der 6. Spalte meiner 
Tabelle 1 ergibt, so erklart es sich dadurch, daB Bruns die in Betracht kommende 
ZaW der Elemente (N), die 78821 betragt, auf 80000 abgerundet hat. 

2S) Bruns, S. 218-219. 
27) Der korrekte Wert iet 27,75 (siehe Tabelle 1). Vgl. FuBnote 25. 



M a l' b e s "N aturphilosophische U ntersuehungen" . 165 

-24,18 bzw. -23,75 (wie sieMarbe festgestellt hatte) in eine positive 
Abweichung + 1,6628). 

Lexis, Griinbaum, Czuber und Bruns stimmen darin mit
einander iiberein, daB sie die von Marbe zutage geforderten Ergeb
nisse in Einklang mit den Vorausberechnungen der Wahrscheinlich
keitstheorie zu bringen bestrebt sind. Andere Kritiker Marbes Behan, 
abweichend davon, von einer rechnerischen Nachpriifung seiner Er
gebnisse ganzlich ab und wenden sich ausschlieBlich dagegen, daB 
Marbe den Unstimmigkeiten, die er festgestellt zu haben glaubte, eine 
grundsatzliche Bedeutung beimaB: solche Unstimmigkeiten wiirden 
vielmehr nur darauf hindeuten, daB das ideale Schema, welches man 
den betreffenden Vorausberechnungen zugrunde legt, auf die unter
suchten Falle nicht passe29). 

28) Bruns hat es nieht fiir notig gehalten, jene alteren Darlegungen, denen 
zufolge sieh, nebenbei bemerkt, fiir n = 13 statt des Quotienten 2,18 der Quo
tient 1,03 ergibt, in seiner spateren Sehrift ausdriieklieh zu revozieren. Auch 
sonst hat niemand - Marbe selbst nicht ausgeschlossen! - auf das direkt Fehler
hafte der in Frage stehcnden Darlegungen aufmerksam gemacht. Ja, W. Wundt 
(Logik, I, 3. Aun., Stuttgart 1906, S. 432, FuBnote) meint sogar im Gegenteil, 
gerade aus diesen Brunsschen Darlegungen gehe die "Erfolglosigkeit" des 
Mar besehen Versuchs, Unstimmigkciten zwischen Wahrscheinliehkeitstheorie 
und Erfahrung nachzuweisen, hervor. 

29) So meint Eduard von Hartmann ("Die Grundlage des Wahrschein
lichkeitsurteils" in der Vierteljahrsschrift f. wiss. Philosophie u. Soziologie, Bd. 28, 
1904, S. 315-317), daB die von Marbe behaupteten Unstimmigkeiten zwischen 
Wahrscheinlichkeitsreehnung und Erfahrung auf "die in den idealen Voraussetzun
gen steckende Ungenauigkeit" zuriiekzufiihren seien, ahnlieh wie z. B. analoge 
Unstimmigkeiten bei Wiirfelversuchen in der exzentrischen Lage des Schwerpunkts 
des betreffenden Wiirfels ihre Erklarung finden. (Was v. Hartmann in diesem 
Zusammenhang iiber den "wahrscheinlichen Fehler" und ahnliches mehr ausfiihrt, 
zeugt davon, daB er die WahrscheinIichkeitstheorie nicht in dem MaJ3e beherrschte, 
um sich auf Einzelheiten gefahrlos einlassen zu Mnnen.) VgI. Chr. Sigwart, 
Logik, 4. Auf!., besorgt von Heinrich Maier, 2. Bd., Tiibingen 1911, S. 336-337, 
FuBnote, und H. E. Timerding, Die Analyse des Zufalls, Braunschweig 1915, 
S. 53. Nebenbei bemerkt, konnen die Ausfiihrungen auf S. 52 Marbe in keiner 
Weise treffen, weil sie auf einer miBverstandlichen Auffassung des Grundgedankens 
seinel Schrift beruhen. Timerding schlieBt diese Ausfiihrungen mit den Worten: 
.. Es ist also hiernach zu erwarten, daB derselbe Erfolg haufiger mehrere Male hinter
einander eintritt, daB sich also eine gewisse ,Knauelung' zeigt." Aber Mar be 
zufolge kommen groBere "reine Gruppcn" (Iangere Iterationen), die gerade als 
.. Knauelung" im Sinne Ti merdi ngs erscheinen, nicht haufiger, sondern seltener 
vor, als es den Erwartungen entspricht! Die .. Knauelungstheorie", wie sie von 
O. Sterzinger (Zur Logik und Naturphilosophie der Wahrscheinlichkeitslehre, 
Leipzig 1911) vertreten wird, lehrt, daB vollstandige Iterationen von mittlerer 
Lange auf Kosten sowohl der langsten wie der kiirzesten vollstandigen Itera
tionen ofter auftreten, als sie von der WahrscheinIichkeitsrechnung erwartet 
werden (a. a. 0., S. 226). Sterzinger sucht wie Marbe nachzuweisen, daB .. die 
gegenwartige Wahrscheinlichkeitstheorie" (a. a. 0., S. 237) als Mittel zur Er
fassung der Wirklichkcit versagc und deshalb einer neuen, "naturphilosophischen", 
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Diesen "bequemen" Standpunkt kann man nicht gelten lassen. 
Liegen doch, namentlich beim Roulettespiel, die Verhaltnisse so; daB 

Betrachtungsweise Platz machen musse. Darum begruJ3t auch Marbe (Gleich
fOrmigkeit, S. 273) in der Person Sterzingers seinen (einzigen) Gesinnungs
genossen. Es moge hier nur an einem Fall gezeigt werden, wie wenig sieh Ster
zinger zum "Reformator" eignet. Dieser Fall betrifft zwei Beispiele. In dem 
einen handelt es sieh um 153 Wiirfe mit je 8 Miinzen. Sterzinger unterseheidet 
fiinf Erfolge, je naehdem Kopf und Wappen bzw. Wappen und Kopf 0 und 8, 
1 und 7, 2 und 6, 3 und 5, 4 und 4 Male erseheinen. Riehtig bereehnet, sind die 
diesen 5 versehiedenen Erfolgen zukommenden Wahrseheinliehkeiten 1/128 , 1/16' 

'/32' '/16 und 35/128 , Multipliziert man sie mit 153 (Sterzinger gibt 155 als Zahl 
der ausgefiihrten Wurfe an, aber die Summe seiner Ereigniszahlen ist 153 I), so 
erhalt man 1,20, 9,56, 33,47, 66,94 und 41,84. Die entsprechenden wirklichen 
Zahlen sind: 1, 13, 30, 73, 36. Man findet hier naeh Formel (32) des § 3 des 
2. Kapitels: X2 = 3,01 und naeh den Formeln (33) und (42) desselben Paragraphen: 
Q; (X2) = 4, Wl (X2) = 2,97. Die Differenz 3,01 - 4 = -0,99 maeht demnach 
ihrem absoluten Betrag naeh nur 33% des maJ3gebenden mittleren Fehlers aus. 
In dem anderen Beispiel sind es 203 Wiirfe mit je 12 Miinzen (203 ist die Summe 
der Ereigniszahlen, wahrend Sterzi nger die Zahl der Versuehe mit 200 angibt I). 
Hier ergeben sich in analoger Weise 7 versehicdene Erfolge (0 und 12, 1 und 11 uSW. 
bis 6 und 6), denen die erwartungsmaJ3igen Ereigniszahlen 0,10, 1,19, 6,54, 21,81, 
49,07, 78,51, 45,79 und die wirkliehen Ereigniszahlen 0, 3, 8, 28, 53, 70, 41 ent
spreehen. Man findet: X2 = 6,68, Q; (X2) = 6, Wl (X2) = 4,78, 0,68: 4,78 = 14%. 
Wie es scheint, kann man mit den Resultaten zufrieden sein. Sterzinger (a. a. 0., 
S. 209-210) meint aber, daB in diesen beiden Beispielen die empirischen Ereignis
zahlen weder mit denen iibereinstimmen, die nach der Wahrscheinlichkeitstheorie 
zu erwarten sind, noch genau mit denen, die er auf Grund induktiver Uberlegungen 
fiir die wahrseheinlichsten hielt. Dies wird des naheren wie folgt erlautert: 
"Nach dem Multiplikationssatz der Wahrscheinliehkeitstheorie, dem 3. Prinzip, 
erhalte ieh fiir aUe Wurfverhaltnisse die gleiche Wahrscheinlichkeit, die ich aueh 
erhalte, wenn ich aHe Wurfverhaltnisse auf Grund des Prinzips yom mangelnden 
Grunde fiir gleich moglich ansehe; naeh dem Additionssatz steigt die Wahrschein
liehkeit bis zu jenem, das die Null enthalt. Ich vermutete, wie im 1. Kapitel aus
gefiihrt, die groBte Wahrseheinlichkeit fiir das Verhaltnis der GleichllCit. Die 
Erfahrung indessen erklart im 1. FaIle das Verhaltnis 3 : 5 fiir das wahrschein
lichste, das Verhaltnis 4 : 4 fUr das nachstwahrscheinliehe ..• 1m 2. FaIle ist das 
Verhaltnis 5 : 7 das wahrseheinlichste, das nachste das Verhaltnis 4 : 8 . .• Be
trachtet man die Zahlen, so moehte man bei einer noch groJ3eren Anzahl Miinzen 

einen noeh weiter von ; (r = Anzahl der Miinzen) entfernten Verteilungswert 

fiir den wahrscheinlichsten halten. Fiir diese Erscheinung habe ich noch keine 
Erklarung, es sieht fast so aus, als ob die sonderbare UnregelmaJ3igkeit des Zu
falls und seine Abneigung gegen schade Zahlen sich auch hier ausdriicken miiJ3te. " 
Konsequenterweise kann hier nur von einer Abneigung Sterzingers gegen die 
Anfangsgriinde der Wahrscheinlichkeitsrechnung die Rede sein. Und doch werden 
diese und ahnliche Absurditaten - vielleicht weil sie Sterzinger selbst euphe. 
mistisch als "Naturphilosophie" bezeichnet - auch von anderen ernst genommen, 
so Z. B. von Timerding (a. a. 0., S. 53) und von Meinong (Ober Moglichkeit 
und Wahrscheinliehkeit, Leipzig 1915, S. 597-598). Auch Czuber (I, S. 155, 
FuBnote) beurteilt Sterzinger m. E. noch viel zu milde, wenn er von ibm be· 
hauptet, "die Grenzen des wissenschaftlichcll Bodens iiberschritten" zu haben. 
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man aus der Kenntnis dieser Verhaltnisse heraus gerade hier am ehesten 
eine Realisierung des (Bernoullischen) Schemas einer konstanten 
Wahrscheinlichkeit zu erwarten berechtigt ist30). Man ware sonach, 
wenn sich zeigen lieBe, daB diese Erwartung nicht in Erfiillung geht, 
in Ermangelung eines anderen annehmbaren Schemas, dem sich die 
Ergebnisse der Erfahrung besser anpaBten, dazu veranlaBt, es in 
Zweifel zu ziehen, ob iiberhaupt wahrscheinlichkeitstheoretische Kon
struktionen auf das Roulettespiel bzw. auf die GIiicksspiele im all
gemeinen anwendbar sind. Diese Anwendbarkeit als auBer Frage 
stehend betrachten und von hier aus die iiber das "zulassige" MaB 
hinausgehenden Differenzen zwischen den wirklichen und den er
wartungsmaBigen Ereigniszahlen als verursacht durch irgendwelche 
Abweichungen der gegebenen Bedingungen des Experiments von dem 
idealen Schema erkiaren wollen, wobei nicht einmal angedeutet wird, 
worin diese Abweichungen bestehen mogen, lauft auf eine petitio 
principii hinaus. Es ware also dem Nachweis, daB beim Roulettespiel 
Wahrscheinlichkeitstheorie und Erfahrung voneinander divergieren, 
wie ihn Marbe zu fiihren versucht hat, ein prinzipielles Interesse nicht 
abzusprechen. 

Nur kommt es bei solch einem Nachweis, abgesehen davon, daB 
das betreffende statistische Material mathematisch korrekt verarbeitet 
werden muB, selbstverstandlich darauf an, daB dieses Material auf 
verlaBlichen Aufzeichnungen beruht; da hat es sich nachtraglich ge
zeigt, daB das von Marbe benutzte Material nichts weniger als un
bedingtes Vertrauen verdient31). Das istallerdings ein Umstand, der 

Das Gebiet del' Wissenschaft, die sich Wahrscheinlichkeitsrechnung nennt, scheint 
mil' Sterzinger iiberhaupt gar nicht erst richtig betreten zu haben. Wie sollte 
er da die Grenzen dieses Gebiets iiberschreiten konnen? 

30) Siehe z. B. Multatuli, die in FuBnote 15 genannte Schrift, S. 153. 
31) Das auf das Roulettespiel sich beziehende statistische Material, mit dem 

Marbe in seinen "Naturphilosophischen Untersuchungen" operiert, ist zu 34, 14 
und 52% aus den drei folgenden Quellen geschOpft: 1. einer ungenannten Quelle 
(Spielort: Spa), 2. del' Zeitschrift "Le Pointeur" von M. Henri (Spielort: Monte 
Carlo) und 3. del' Zeitung "Le Monaco" (Spielort: teils Monte Carlo, teils Dinant). 
trber die Zuverlassigkeit von 1 sagt Marbe nichts aus. tTber 2 bemerkt er (Gleich
fOl'lnigkeit, S. 354-355): "Natiirlich liegt es mil' fern, mich fiir die Authentizitat 
del' Henrischen Publikationen irgendwie zu verbiirgen." Und was 3 anlangt, 
so glaubt Mar be auf Grund von Recherchen, bei denen ihm zwei Detektivbureaus 
behiHlich waren, "die Behauptullg wagen zu diirfen", daB es sich da "um einen 
groben Schwindel handelt", wenigstens sofern diejenigcn Nummern del' genannten 
Zeitung in Frage kommen, aus denen K. Pearson das Material zu seinen Unter
suchungen iiber das Roulettespiel entnommen hat (ebendaselbst, S.354). Mit 
diesel' Einschrankung will abel' Marbe die anderen Nummern des "Monaco", 
somit auch diejenigen, die er selbst beniitzt hat, von del' Zensur "grober Schwindel" 
nicht ausdriicklich ausgenommell wissen. Den Pearsonschen Tabellen raumt er 
vielmehl' nul' deshalb cine gewisse Sonderstellung cin, weil sie allzu groBe Wider-
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danach angetan ist, die wissenschaftliche Bedeutung der Marbe
schen Ergebnisse erheblich zu beeintrachtigen, wenn nicht ganzlich 
illusorisch zu machen. 

§ 2. Marbes "Gleichformigkeit in der Welt", 
vorzugsweise vom Standpunkte der Iteratorik aus betrachtet. 

Mar be hat in seiner vor kurzem erschienenen Schrift "Die Gleich
formigkeit in der Welt" dem Problem der Iterationen wiederum ein
gehende Erorterungen gewidmet und hierbei der an seinen "Natur
philosophischen Untersuchungen zur Wahrscheinlichkeitslehre" von ver
schiedener Seite geiibten Kritik insofern Rechnung getragen, als er 
diesmal nicht mehr samtliche einreihige Iterationen, sondern die ein
reihig-vollstandigen Iterationen zum Gegenstand der Betrachtung ge
macht hat. 

Es sollen zunachst die von ihm aufgestellten Formeln der mathe
matischen Erwartung1) und des mittleren Fehlers der Zahl der ein
reihig-vollstandigen Iterationen zu n wiedergegeben und gepriift werden. 
Um MiBverstandnisse auszuschlieBen, moge der Index M den Zeichen Q; 
und !m angehangt werden, wenn es sich um Marbesche Formeln 
handelt. 1m iibrigen werden die im vorstehenden beniitzten Bezeich
nungen auch hier zur Anwendung kommen. 

spriiche mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung aufweisen. Diese Widerspriiche be
stehen darin, daB vollstandige Iterationen zu 1 und zu 6 und mehr viel zu stark 
und solche zu 2 bis 4 viel zu schwach vertreten sind. Pearson selbst (The Chances 
of Death etc., London 1897, I, S. 56) charakterisiert diesen Sachverhalt mit den 
Worten: "Superabundance of intermittences and deficiency of small permanences" 
und meint im AnschluB daran (a. a. 0., S.61-62): "Monte Carlo roulette, if 
judged by returns which are published without apparently being repudiated by 
the Societe, is, if the laws of chance rule, from the standpoint of exact science 
the most prodigious miracle of the nineteenth century . .. Science must recon
struct its theories to suit these inconvenient facts." Mar b e zufolge wiirde sich 
das groBe Ratsel ziemlich einfach auflosen. Erdichtete Zahlen sind keine Wunder. 
Der Pearsonschen Untersuchung schreibt Tschuprow (S.257) "das groBte 
wissenschaftliche Interesse" in der Rellie ahnlicher Untersuchungen zu. Vielleicht 
li.ndert er seine Meinung nach den Aufklarungen Mar b e s. Dariiber, daB Pears 0 n s 
Studie iiber das Roulettespiel in methodologischer Beziehung nichts Bemerkens
wertes darbietet, siehe FuBnote 15. VgI. FuBnote 14 des § 2 dieses Kapitels. 

1) Marbe spricht allerdings nie von mathematischen Erwartungen bzw. von 
den erwartungsmli.J3igen Zahlen, sondern stets von den" wahrscheinlichsten Zahlen" 
(und ist iiber das gegenseitige Verhaltnis dieser beiden Begriffe ganz im unklaren, 
wie namentlich der letzte Absatz auf S. 284 zeigt). Da er aber diese Zahlen nach 
MaBgabe der Formel (13) des § 2 des 2. Kapitels, d. h. durch Multiplizierung 
der betreffenden Versuchszahl durch die in Betracht kommende Wahrscheinlich
keit bestimmt, so kann sie die Kritik nicht anders denn als mathematische Er
wartungen deuten, wenn sie sich mit ihnen naher befassen solI. 
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Marbe zufolge ist in dem im 3. Kapitel behandelten Fall die Wahr
scheinlichkeit, daB eine einreihig-vollstandige Iteration aus n Elementen 
besteht, durch p" q + q" p oder p q (p" -1 + q" -1) gegeben. Demnach 
hatte man zunachst: 

(1) 

Hierauf bestimmt Marbe die Beziehung zwischen ~(W) und N, und 
zwar aus Formel 

00 

(2) ~n~M(wII) = N, 
1 

die sich mit Rlicksicht auf (1) als 
00 

(3) ~M (W)~npq (p"-l + q"-l) = N 
1 

darstellen laBt. Weil aber 

00 00 1 1 2 2 
~npll-l+ ~nqll-l=-+_=P +q 
~n ..::.;' q2 p2 p2 q2 ' 

1 1 

so geht (3) in 

(4) p2 +q2 ~ (W)=N 
pq M 

liber, woraus 

(5) 

folgt. SchlieBlich erhalt man aus (1) und (5) 

(6) 

Die dieser Ableitung zugrunde liegende Formel, wonach die Wahr
scheinlichkeit, daB eine einreihig-vollstandige Iteration aus n Elementen 
besteht, gleich p" q + q" p gesetzt wird, trifft auf das hier in Frage 
stehende Schema nicht zu. Diesem Schema zufolge bilden samtliche 
vollstandige Iterationen eine geschlossene Kette und samtliche ein
reihig-vollstandige Iterationen eine Kette mit freiliegenden Enden. 
Sowohl die vollstandigen wie die einreihig-vollstandigen Iterationen 
sind also miteinander ver kettet, und hieraus folgt, daB die Zahlen 
der A-Iterationen und der B-Iterationen einander gleich bzw. - im 
Fall der einreihig-vollstandigen Iterationen - hochstens urn 1 von
einander verschieden sind. Dementsprechend ist (den Fall, wo alle 
N Elemente von derselben Art sind, ausgeschlossen) die Wahrschein
lichkeit, daB eine vollstandige Iteration der einen oder der anderen 

2) Ma.r be, Gleiohformigkeit, S. 281-283. leh habe im Text die Ableitung 
Marbes ohne die Weitlil.llfigkeiten seiner Darstellung wiedergegeben. 
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del' beiden Arten A und B angehOrt, durch ! gegeben. Das gilt auch 
fiir die einreihig-vollstandigen Iterationen, und zwar in aller Strenge, 
wenn W gerade ist, und naherungsweise, wenn W ungerade, abel' hin
reichend groB ist. Es liegt ferner im Begriff einer A-Iteration, daB 
sie mindestens ein Element del' Art A enthalt, oder auch, daB ihr erstes 
bzw. Einzelelement von del' Art A ist; eine A-Iteration zu n kommt 
aber dadurch zustande, daB zu diesem einen n - 1 weitere A-Elemente 
hinzutreten und darauf ein B-Element folgt. Daher ist die Wahrschein
lichkeit, daB eine A-Iteration aus n Elementen besteht, durch pn -1 q 
ausgedriickt. In derselben Weise findet man qn-1 pals Ausdruck der 
Wahrscheinlichkeit, daB eine B-Iteration aus n Elementen besteht. 
Somit ergibt sich als Wahrscheinlichkeit, daB eine vollstandige bzw. 
einreihig-vollstandige Iteration von unbestimmter Art aus n Elementen 

pq(pn-2 + qn-2) 
besteht, der Ausdruck !(pn-l q + qn-l p) oder 2 . 

Der hiervon abweichende Mar besche Ausdruck pn q + qn p ware 
zutreffend, wenn es sich nicht um verkettete, sondern um lose Ite
rationen handelte, d. h. wenn man die vollstandigen Iterationen in 
der Weise zahlen wiirde, daB man die ab16senden Elemente (siehe oben, 
S. 22) herausfallen lieBe. Bezeichnet man die Zahl der auf diese Weise 
sich ergebenden vollstandigen Iterationen zu n mit In und setzt man 

N 

~ In = L, so findet man, daB die Zahlen In und L mit den Zahlen 
1 

Wn und W nicht iibereinzustimmen brauchen. Ein Beispiel moge dies 
illustrieren. Man nehme an, daB sich bei N = 16 folgendes Bild zeigt: 

Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

ArtBBABBBAABBBBBABA 

Als verkettete vollstandige Iterationen erscheinen: [1, 2J, [3J, 
[4,5,6], [7, 8], [9, 10, 11, 12, 13], [14J, [15J, [16J; man hat also: 
WI = 4, w2 = 2, wa = 1, w4 = 0, Ws = 1, W = 8. Die losen voll
standigen Iterationen sind: [1, 2J, [4, 5, 6J, [8J, [10, 11, 12, 13J, [15J; 
man hat also: II = 2, l2 = 1, la = 1, l4 = 1, L = 5. Dabei entfallen 
von den 8 verketteten Iterationen 4 auf die Art A und 4 auf die Art B, 
von den 5 losen Iterationen 1 auf die Art A und 4 auf die Art B. Es 
handelt sich bei den losen vollstandigen Iterationen gleichsam um L 
voneinander unabhangige Versuche, die iiber die Lange einer voll
standigen Iteration angestellt werden, so daB neben der Beziehung 

(7) 

die Beziehung 

(8) 

besteht. 
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Nach dem Vorstehenden Hegt das neWTOY 'ljJevtJo~ der von Marbe 
versuchten Bestimmung der erwartungsmaBigen Zahl der einreihig
vollstandigen Iterationen von gegebener Lange darin, daB er die Wahr-

h inl' hk 't d L" t tt d h pq(pn-2 + qn-2) f" 1 t sc e lC eI er ange n, s a urc 2 ' wo ur au 

Formel (4) des § 5 des 3. Kapitels nn geschrieben worden ist, durch 
p q (pn -1 + qn -1) , wofur n~ gesetzt werden moge, ausdruckt. Ver
mittels der Substitutionen 2 p - 1 = P - q und 2 q - 1 = - (p - q) 
findet man: 

(8) 

woraus zu ersehen ist, daB der Marbesche Ausdruck n~ nur bei p = q 
= ~- fur jedes n zutrifft, im ubrigen aber nur fur n = 2 richtige, hin
gegen fur n = 1 zu niedrige und fur n > 2 zu hohe Werte Hefert, 

Wenn man nun in (1) bis (6) n~ durch Jln ersetzt und dementsprechend 
den Index M bei Cf weglaBt, so erbalt man: 

(9) 

(10) 

(II) 

(12) 

(13) 

(14) 

Cf (wn) : Cf (W) = P q (pn-~ + qn-2) : 1, 

00 

00 

iCf (W) 1; n p q (pn-2 + t l - 2) = N, 
1 

00 00 1 1 1 
~n pn-2 + ~nqn-2 = -- + -_ = __ , ..:r:' ..p' p q2 q p2 p2 q2 

1 -2pq- Cf (W) = N, 

Cf (W) = 2 N p q , 

Cf (wn) = N p2 q2 (pn-2 + qn-2) , 

welch letztere Formel sich mit Formel (46) des § 3 des 3. Kapitels 
deckt. So sieht man, daB Mar b e ein korrektes Ergebnis erzielt batte, 
wenn er nicht von dem falschen Ausdruck Jl~ ausgegangen ware 3). 

Zieht man nunmehr (14) von (6) ab, so findet man leicht: 

_ N p3q3(p_q)(pn-3_ qn-S) 
(15) CfM (wn) - Cf (wn) = p2 + q2 . 

3) Von dem Umstand, daB Formel (14) bzw. Formel (46) des § 3 des 3. Kapitels 
eine Naherungsformel ist, kann abgesehen werden, weil der Unterschied zwischen 
dieser Formel und der entsprechenden genauen Formel (41) des genannten Para
graphen keinc Bedeutung hat, wenn N eine groBe Zahl ist, was in den Filllen, 
auf die Mllr be srine Formrln anwendet, ausnahmslos zutrifft. 
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Hieraus folgt, daB Formel (6) nur bei p = q = ! fiir jedes n zutritft, 
im iibrigen aber nur fur n = 3 richtige, hingegen fur n = lund 2 zu 
niedrige und fur n > 3 zu hohe Werte liefert. 

In dem ersten Beispiel des § 1 des 5. Kapitels ergaben sich nach 
Formel (6) die Werte: Q;M (WI) = 74,74, Q;M (w2) = 37,37, Q;M (l1J6) = 220,66 
Q;M(W) = 415,21 statt der Werte: Q;(w1 ) = 340,47, Q;(w2) = 61,28, 
Q; (l1J 6) = 201,05, Q;(W) = 680,89, die der Formel (14) entsprechen und 
mit den in der 2. Spalte der Tabelle 2 des genannten Paragraphen ent
haltenen Werten iibereinstimmen. Demnach fuhrt die von Marbe 
zur Bestimmung der erwartungsmaBigen Zahlen der vollstandigen 
Iterationen empfohlene Methode in diesem Fall zu Ergebnissen, die 
nicht etwa bloB ungenau, sondern von Grund aus verkehrt sind. Ahn
liches muB sich auch in anderen Fallen herausstellen, in denen p und q 
erheblich voneinander abweichen. 

In einer Broschure, die Mar be nach drei Monaten auf sein Buch hat 
folgen lassen, stellt er der Formel (6) die beiden Formeln (38) und (41) 
des § 3 des 3. Kapitels gegenuber4) und macht von Formel (41) -
Formel (38) kommt praktisch nicht in Betracht - in denjenigen Fallen, 
wo er fruher mit Formel (6) operiert hatte, Gebrauch. 

Mar be kann sich aber nicht entschlieBen, Formel (6) glatt preis
zugeben: er unterscheidet zwar zwischen den verketteten und den losen 
vollstandigen Iterationen (den "verbundenen" un;:] "nicht verbundenen" 
"reinen Gruppen" in seiner Ausdrucksweise) und gesteht ein, daB seine 
ursprungliche Formel, namlich Formel (6), dem Schema der losen 
Iterationen angepaBt war, stellt jedoch den Sachverhalt so dar, als 
ob es gleichsam nur eine Ungenauigkeit bedeuten wurde, wenn man 
verkettete wie lose Iterationen behandelt. Er ist eben im unklaren 
daruber, daB falls auf eine Kette von N Elementen das Schema der 
losen Iterationen angewendet werden solI, dies die Entfernung gewisser 
Glieder aus der Kette erfordert und daB dementsprechend die Umwand
lung bzw. Ruckverwandlung einer Reihe loser Iterationen in eine Reihe 
verketteter Iterationen das Einsetzen bzw. Wiedereinsetzen von Zwi
schengliedern notig macht. Mar be stellt sich vielmehr diese Umwand
lung als ein unvermitteltes Aneinanderreihen der los en Iterationen 
VOl' und bemerkt in diesem Zusammenhang, daB dabei "allerdings" 
aus mehreren gleichartigen Iterationen, die nebeneiander zu Hegen 
kamen, jeweils eine einzige langere Iteration entstehen wiirde 5). Aber 
auch das ware, mochte man meinen, keine "Kleinigkeit", i.i.ber die 

4) Marbe, Bemerlmngen, S.7-9. Hier findet sieh auch Formel (21) des 
§ 4 des 3. Kapitels; zu deren Ableitung braucht aber Marbe eigentiimIicherweise 
"mehrfache Umformungen". 

0) Ebendaselbst, S. 8. Auf eine Reihe vollstandiger lterationen, die auf diese 
Weise zust.ande kame, ist weder Formel (14) noeh Forme! (7) anwpndbar. 
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man hinwegsehen kann. Wurde doch gerade solch ein Zusammen
wachsen benachbarter Iterationen es mit sich bringen, daD man auch 
hier gleiche oder hOchstens um I voneinander verschiedene Zahlen 
von Iterationen der Art A und der Art B erhielte, wahrend unter den 
losen lterationen die beiden Arten erwartungsgemaB im Verhaltnis 
von p zu q vertreten sind. 

Wenn Marbe schlieBlich darauf aufmerksam macht, daD durch die 
in Frage stehende Richtigstellung der Formel (6) die numerischen 
Ergebnisse, die er auf der Grundlage dieser Formel gewonnen hatte, 
keine bzw. keine wesentliche Anderung erfahren, weil in den betreffenden 
Beispielen p genau bzw. nahezu gleich q ist 6), so entspricht das durch
aus einer Bemerkung, die vorhin im AnschluB an Formel (15) gemacht 
worden ist. Aber auch dieser Umstand, daB namlich Formel (6) in 
bestimmten Fallen richtige bzw. annahernd richtige numerische Werte 
liefert, kann ihr keinerlei bedingte oder relative Gultigkeit verleihen. 

Den mittleren Fehler der Zahl der einreihig-vollstandigen Iterationen 
bestimmt Marbe unter Hinweis auf den fur das Bernoullische Schema 
geltenden Ausdruck des mittleren Fehlers7), aus 

(16) m~ (wn) = Q;M (W) 1C~ (I - 1C~) • 

Diese Formel geht mit Rucksicht auf Formel (5), sowie mit Rucksicht 
darauf, daB 1C~ = pqrn_1' in 

(17) m2' ( ) _ N p2 q2 r,,_dI- p qr"_l) 
M W" - p2 + q2 

uber, woraus bei p = q = i 
2 N (2" - I) 

(IS) mM (w,,) = 2211+1 

folgt8). 
Hierzu ist vor allem zu bemerken, daB es der ublichen Formel des 

mittleren Fehlers, auf die sich Marbe beruft, allein entsprochen hatte, 
wenn er in (16) Wan Stelle vonQ;M(W) gesetzt batte. Dann wftrde es 
sich aber bei dem Vbergang von (16) zu (17) um ein Hinubergleiten 
aus dem V- bzw. W-Verfahren in das N-Verfahren, somit um eine 
Methode handeln, die bereits im § 5 des 3. Kapitels (S.97-98) zur 
Sprache gebracht worden ist. Dort ist auch gezeigt worden, daB diese 
Methode, auf den mittleren Fehler angewandt, nur als Naherungs
methode, und zwar bei entsprechend groDen Werten von n, brauch
bar, im ubrigen aber unzulassig ist 9). Ihre Fehlerhaftigkeit ist darauf 

8) Ebendaselhst, S. 11 und 13-19. 
7) Siehe 2. Kapitel, § 2, Formel (14). 
8) Marhe, Gleichformigkeit, S.346-347. 
9) Dieselbe Methode ergiht aber zutreffende Resultate, wenn man sie zur 

Bestimmung der mathematischen Erwartung der Zahl der lterationen von ge
W'b~ll('f Liill!:«' beniitzt, wie aus Formel (57) des § 5 des 3. Kapitels hervorgeht. 1m 
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zUriickzufiihren, daB von einer zwischen W (bzw. V) und N bestehenden 
stochastischen Beziehung in einer Weise, namlich durch Substitution 
des von N abhangenden erwartungsmaBigen fiir den wirklichen Wert 
von W (bzw. V), Gebrauch gemacht wird, als ob diese Beziehung eine 
sylleptische (syntagmatische) ware. 

Bei der von Mar be gegebenen Ableitung der Formel (17) kommt 
noch hinzu, daB er auch hier mit dem falschen Ausdruck 7l~ rechnet, 
wodurch das Resultat sowohl direkt wie indirekt in Mitleidenschaft 
gezogen wird: letzteres insofern, als Marbe die Substitution, auf die 
soeben Bezug genommen worden ist, nach MaBgabe nicht der Formel (13), 
sondern der Formel (5) ausfiihrt. Es ist zugleich zu beachten, daB es 
nicht geniigen wiirde, in Formel (16) ~M (W) durch W und 7l~ durch 7l1l 

zu ersetzen, um sie vom Standpunkte des W-Verfahrens aus annehm
bar zu machen. Denn hier verbietet sich die Anwendung der iiblichen, 
auf das Bernoullische Schema berechneten Formel des mittleren 
Fehlers aus dem Grunde, weil 7l1l eine konstant zusammengesetzte 
Wahrscheinlichkeit isPO). 

In dem besonderen Fall, wo p = q = i, ist, wie oben gezeigt worden 
ist, 7l~ = 7l1l , und macht sich der Charakter von 7l1l als konstant zu
sammengesetzte Wahrscheinlichkeit nicht geltend. Was also spezieU 
Formel (18) anlangt, so muB an ihr der EinfluB jener Verwechslung 
des V- bzw. W-Verfahrens mit dem N-Verfahren oder, anders formu
liert, jener Umdeutung einer stochastischen in eine sylleptische Be
ziehung sozusagen ungetriibt in die Erscheinung treten. Bei einiger
maBen groBem N kann man getrost m2 (wn ) = m2 (vn) setzen, und stellt 
man Formel (18) der Formel (33) des § 3 des 3. Kapitels gegeniiber, 
so findet man: 

(19) 

(20) 

Sonach liefert Formel (18) bei n < 3 zu niedrige und bei n > 3 zu hohe 
Werte des mittleren Fehlers der Zahl der einreihig-vollstandigen Ite
rationen zu n. Bei n = 1 erhalt man: 

(21) 

Grunde genommen, lauft die Marbesche Ableitung der Formel (6) auf die 
Anwendung der in Frage stehenden Methode hinau8, und so ist denn auch das 
Irrtiimliche der Formel (6), wie ich im Text nachweise, nur dadurch bedingt, 
daB Mar be von n~ statt von n" ausgeht. 

10) Vgl. 3. Kapitel, S. 93. 
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hier bleibt also cler nach der Mar beschen Formel berechnete mittlere 
Fehler um 37% hinter seinem wahren Wert zuruck ll ). 

Auch den Ausdruck des mittleren Fehlers von WII hat Mar be einer 
Revision unterzogen. Bezeichnet man den mittleren Fehler von W II , 

wie ihn Mar be jetzt zu berechnen empfiehlt, mit W?R (Wn) , so ist 

(22) W?2 ( ) _ ~ (wn ) {N - ~ (wn }} 
R WII - N ' 

was der im Bernoullischen Schema bestehenden Beziehung 

(23) W?2 (x) = ~ (x) {s - ~(x)} , 
s 

die sich aus den Formeln (13) und (14) des § 2 des 2. Kapitels ergibt, 
genau entspricht12). 

Marbe hat, wie man sieht, nicht bedacht, daB das Bernoullische 
Schema die gegenseitige Unabhangigkeit der Versuche voraussetzt und 
daB diese Voraussetzung im vorliegenden Fall nicht erfullt ist. Da 
der Unterschied zwischen der genauen Formel (41) des § 3 des 3. Ka
pitels, deren sich Mar be zur Bestimmung von ~ (wn ) bedient, und der 
Naherungsformel (46) desselben Paragraphen bei einigermaBen groBem 
N belanglos ist, so laBt sich (22) als 

(24) W?~(wn) = Np2q2rll_2(1- p2 q2rn _2) 

darstellen. Somit findet man der Formel (21) des § 3 des 3. Kapitels 
zufolge: W?~ (w lI ) = W?j(vn}, und setzt man wiederum W?2 (wn) = W?2 (VII)' 

so erhalt man laut Formel (24) des genannten Paragraphen 

1/1- pq 
(25) W?R (w1) : W? (w1) = V 1 + pq' 

Bei n = 1 ergibt also die neue Mar besche Formel stets einen zu kleinen 
Wert. Das gilt auch nach Formel (28) des § 3 des 3. Kapitels fur n = 2, 
sofern p ~ q. 

Was aber den besonderen Fall, wo p = q = !, betrifft, so ent· 
spricht hier der alten Formel (18) die neue Formel 

2 N(2"+ 1 _1) 
(26) W?R (Wn) = 22n+2 ' 

und man erhalt an Stelle von (19) und (20): 

=2 2 _ (n - 2) N 
(27) :JJ~R (wlI ) - W? (wn ) - 22n+1 ' 

(28) 
2"+1_ 1 

W?~ (wn) : W?2 (w ll ) = 2"+1 _ 2 n + 3 

11) VgI. 3. Kapitel, § 5, Formeln (70), (71), (72). 
12) Marbe, Bemerkungen, S.12. 
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Sonach trifft Formel (26) nur fur n = 2 zu; bei n = 1 liefert sie einen 
zu kleinen, und zwar einen urn 23% zu kleinen Wert des betreffenden, 
mittleren Fehlers, denn man hat hier: 

(29) ?mR (WI) : ?m (WI) = ii = 0,77 ; 

bei n > 3 ergeben sich umgekehrt zu groBe Werte, wobei, wie ein 
Vergleich zwischen (19) und (27) bzw. zwischen (20) und (28) zeigt, 
die neue Formel sogar noch im Nachteil gegenuber der alten ist. 

Die betreffenden numerischen Unterschiede sind indessen bei n > 3 
ganz gering, und daher bedeutet der Ersatz der Formel (18) durch (26) 
- sowie der Formel (17) durch (24), wenn p wenig von q verschieden 
ist (was in den Marbeschen Beispielen zutrifft) - vom praktischen 
Standpunkte aus gesehen, immerhin eine Verbesserung: ist doch die 
in Frage stehende Differenz gerade in dem Fall, wo sie ins Gewicht 
fallt, von 37% auf 23% reduziert worden 13). Ais theoretischer Fort
schritt erscheint aber die von Marbe vorgenommene Umanderung 
seines urspriinglichen Ausdrucks des mittleren Fehlers der Zahl der 
vollstandigen Iterationen von gegebener Lange keineswegs. Denn war 
jener Ausdruck deshalb falsch, weil er auf einer Verwechslung der 
verketteten mit den losen Iterationen und des V -Verfahrens mit dem 
N -Verfahren, somit auf solchen Fehlern beruhte, die sozusagen in den 
Lehrbuchern der Wahrscheinlichkeitsrechnung nicht direkt vorgesehen 
sind, so handelt es sich bei Mar bes modifizierter Methode der Be
stimmung des in Frage stehenden mittleren Fehlers urn eine rein mecha
nische Anwendung einer bekannten Formel der Wahrscheinlichkeits
rechnung auf einen Fall, dem man auf den ersten Blick ansieht, daB 
er dem dieser Formel zugrunde liegenden Schema nicht entsprichtl4). 

13) Von einer Untersuchung dariiber, welche von den beiden (falschen) Formeln 
(17) und (24) den Vorzug verdient, wenn p und q mehr oder weniger erheblich 
voneinander abweichen, kann wohl Abstand genommen werden. 

14) Gemeint ist natiirlich Formel (14) des § 2 des 2. Kapitels. Kein Lehrbuch 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung laBt den geringsten Zweifel dariiber aufkommen, 
daB diese Formel nur fiir das Bernoullische Schema gilt, demzufolge die be
treffenden Versuche unabhangig voneinander sein miissen. Wie ist es nur mog
lich, im Fall der vollstandigen lterationen zu n anzunehmen, daB N unabhangige 
Versuche vorliegen? Mar be kann iibrigens auf seine Formel (22) bzw. (24) keinen 
Prioritatsanspruch erheben. Von dieser Formel, und zwar gerade in einem Fall, 
wo sie zu einer betrachtlichen Unterschatzung des mittleren Fehlers fiihrt, namlich 
bei n = 1 und p = q = t, hat bereits Pearson einmal Gebrauch gemacht (The 
Chances of Death etc. I, S. 57-58, FuBnote). Hier ist N = 30575, WI = 7917, 
Q:(w1) = 7644, und den mittleren Fehler von wl berechnet Pearson (offenbar 
aus Y N . t . i) zu 75,71, woraus er folgert, daB die Differenz WI - Q: (WI)' die sich 
auf 273 steIlt, das 3,6fache des maBgebenden mittleren Fehlers ausmaeht. Der 
korrekte Ausdruck des in Frage stehenden mittleren Fehlers ist aber nach Formel 
(33) des § 3 des 3. Kapitels durch }l5 N: 16 = 97,75 gegeben, so daB sich an Stelle 
des Quotienten 3,6 der Quotient 2,8 ergibt. Dieser Fall zeigt recht drastiseh, 
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Vom theoretischen Standpunkte aus kann also in der Tat keine Rede 
davon sein, daB Marbe, was die Bestimmung des mittleren Fehlers 
der Zahl der vollstandigen Iterationen von gegebener Lange betrifft, 
nachtraglich der Wahrheit naher gekommen ware. 

Die mathematische Theorie der Iterationen ist fur Mar be nicht 
Selbstzweck. Es kommt ihm vielmehr darauf an, an der Hand von 
Beispielen zu untersuchen, ob sich die Statistik der Iterationen mit 
den Vorausberechnungen der Wahrscheinlichkeitstheorie im Einklang 
befindet, und er legt die Ergebnisse seiner Untersuchung in dem Sinne 
aus, dall dies nicht der Fall sei: im allgemeinen, mei nt Marbe, 
kommen (einreihig-) vollstandige Iterationen, die eine ge
gebene Lange n uberschreiten, von einer bestimmten (kriti
schen) Lange g an, seltener vor, wahrend dafiir Iterationen 
von anderer Lange ha ufiger auftreten, als es die Wahr schein
lichkeitstheorie erwarten lallt (These A), u nd bleibt, von 
n = g an, die wirkliche Zahl der die Lange n uberschreitenden 
vollstandigen Iterationen hinter der erwartungsmalligen 
mit zunehmendem n relativ immer mehr zuruck (These B)16). 
In diesen beiden Thesen gipfelt Marbes "Lehre vom statistischen Aus
gleich", die er als "naturphilosophische" der "mathematischen", d. h. 
wahrscheinlichkeitstheoretischen Betrachtungsweise entgegensetzt16). 

Die Beispiele nun, mit denen Mar be seine beiden Thesen zu belegen 
suchtl7), beziehen sich: 1. auf "Wappen- und Schrift-Versuche", 2. auf 

daB Pearson gelegentlich auch in rein mathematischer Hinsicht hochst 
unkritisch verfiihrt. (DaB Pearson und seine Schule, vom Standpunkte der 
statistischen Wissenschaft aus gesehen, unkritisch "aT' e;ox~v sind, habe ich an 
einem besonderen Fall in dem auf S. 69 zitierten Aufsatz nachzuweisen versucht.) 
Marbe nimmt auf dieses Pearsonsche Beispiel (das die Roulette betrifft) Bezug 
(Gleichformigkeit, S. 348) und bemerkt, daB der Wert des betreffenden mittleren 
Fehlers "bei Pearson irrtiimlich mit 75,71 angegeben" sei. Marbe findet 61,8, 
wodurch sich der Quotient 3,6 auf 4,4 erhoht. Dies entspricht der Formel (18). 
In den "Bemerkungen" S. 21, wo an Stelle dieser Formel Formel (22) bzw. (26) 
tritt, erkliirt Marbe 75,7 fiir den richtigen Wert und meint, daB auch Pearson 
nach Formel (22) "gerechnet zu haben scheint". GewiB hat er so gerechnet. Hier 
ist jeder Zweifel ausgeschlossen. Also nicht einmal den Vorzug der Neuheit hat 
die so ungliicklich korrigierte Marbesche Formel des mittleren Fehlers. 

15) Marbe, Gleichformigkeit, S.298. 
16) Ebendaselbst, S.251-277. 1m wesentlichen handelt es sich hierbei, 

worauf Mar be selbst (S. 269, 272-273) hinweist, um den von ihm bereits in 
seiner Schrift aus dem Jahr 1899 vertretenen Standpunkt. Eine gewisse "Milde
rung" dieses Standpunkts liegt darin, daB Marbe das giinzliche Ausbleiben von 
lterationen, die eine bestimmte Liinge iiberschreiten, nicht mehr behauptet. 
Abgesehen davon, ist nicht auBer acht zu lassen, daB Mar be, worauf im Text 
hingewiesen worden ist, jetzt mit den Zahlen w" und IV" operiert, wiihrend er sich 
friiher an die Zahlen i.. gehalten hat. 

17) Die allgemeinen 'Oberlegungen, aus denen heraus Marbe zu der Lehre 
vom statistischen Ausgleich gelangt, sollen hier nicht erortert werden, weil solch 

v. Rortkiewlcz, Iterationen. 12 
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das Roulettespiel und 3. auf die Reihenfolge der mannlichen und weib
lichen Geburten in Standesamtsregistern. 

Zu 1 ist zu bemerken, daB die betreffende Pearsonsche Versuchs
reihe, die Marbe als einzige dieser Art vorbringt, yom Standpunkte 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung aus betrachtet, insofern eine gewisse 
Anomalie darbietet, als sie unverhaltnismaBig groBe Zahlen vollstandiger 
Iterationen uberhaupt und vollstandiger Iterationen zu 1, sonst aber 
nur solche Abweichungen von der Theorie aufweist, die an und fur sich 
sehr wohl fitr zufallige gehalten werden konnen 18). Abgesehen davon, 
bieten die Wappen- und Schriftversuche schon deswegen nur geringes 
Interesse, weil hier der "Zufallsmechanismus" - womit Vorkehrungen 
zur Erzielung rein zufalliger Resultate gemeint sind - allzu primitiv 
ist, um volle Gewahr dafiir zu bieten, daB er seinen Zweck auch wirklich 
erfullt. 

Was sodann 2 anbelangt, so ist die Kritik wohl berechtigt, die hier
her gehOrenden Beispiele als Beweismittel abzulehnen, da sie von 
Mar be selbst dariiber belehrt wird, daB die VerlaBlichkeit des einschla
gigen statistischen Materials eine sehr bedingte ist19). Dbrigens ist 
Mar be der Meinung, daB sich fur die GIucksspiele (wozu er auch die 
Wappen- und Schriftversuche rechnet) auf Grund des ihm zur Ver
fugung stehenden Materials nur die These A, nicht aber die These B 
verifizieren lasse, weil dieses Material nicht umfangreich genug sei 20). 

eine Erorterung aus dem Rahmen dieser Schrift herausfallen wiirde. Sie sind 
iibrigens nur ausfiihrlicher, aber nicht stichhaltiger als seine gleichgerichteten 
Uberlegungen aus dem Jahr 1899. Vgl. § 1, FuBnote 1. 

18) Man erhalt - ich sehe von dem Unterschied zwischen v,. und w,. bzw. 
Vund Wab-: V = 4191 (bei N = 8178), Q;(V) = 4089, Wl( V) = 45,2, V -Q;( V) 
= 102, 102: 45,2 = 2,3; VI = 2163, ~(Vl) = 2044, Wl(Vl) = 50,6, V1 -Q;(V1) 

= 119, 119: 50,6 = 2,3 (nicht 3,7 bzw. 3,0, wie bei Marbe, Gleichformigkeit, 
S.350, Bemerkungen, S.22). Von den analogen Quotienten, die sich fiir n = 2 
bis 12 ergeben, iibersteigt (nach Marbe) kein einziger den Wert 1,5. Das V·Ver· 
fahren, welches Pearson (The Chances of Death etc. I, S. 56) anwendet, liefert 
die Werte: ). = 1,9513, Q;I().) = 2, Wl1().) = 0,0218, ). - Q;1().) = - 0,0487, 
0,0487: 0,0218 = 2,2; VI = 2163, Q;t<Vl) = 2096, Wl1(VI) = 32,3, v1 - Q;1(Vl) 
= 67, 67 : 32,3 = 2,1. Pearson selbst beriicksichtigt die GroBe)' nicht. 

19) Siehe § 1, FuBnote 31. Die geringe Vertrauenswiirdigkeit des auf das 
Roulettespiel sich beziehenden Materials hindert Mar be nicht daran, dieses 
Material nicht nur fiir eine Stiitze seiner Lehre vom statistischen Ausgleich aus· 
zugeben, sondern auch als Grundlage von Ratschlagen fiir Hasardspieler zu ver· 
wenden, deren Befolgung unter der Bedingung, daB sich ein kapitalkrii.ftiges 
Konsortium von Spielern bildet, eine Roulette·Bank unweigerlich "lahmlegen" 
wiirde. In diesem Zusammenhange macht Marbe mit besonderer Bezugnahme 
auf die Verhaltnisse von Monte Carlo eine Rechnung auf, die mit einem Rein· 
gewinn von "jahrlich immerhin durchschnittlich mehr als 16 Millionen Franken" 
bilanziert (S. 361-374). 

20) Gleichformigkeit, S. 341-342. In Wirklichkeit geht auch die Richtigkeit 
der These A aus den betreffenden Daten keineswegs deutlich hervor. 
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Es verbleiben somit die Beispiele unter 3, die auch als ein einziges 
viergliederiges - Beispiel aufgefa13t werden konnen. Dber das 

diesem Beispiel zugrunde liegende Material ist im § 2 des 5. Kapitels 
berichtet worden 21). Die Art und Weise, wie Mar be dieses Material 
verarbeitet hat, weicht von den im genannten Paragraphen angewandten 
Methoden in mancher Beziehung abo Was aber die erwartungsmaBigen 
Zahlen der vollstandigen Iterationen von verschiedener Lange betrifft, 
auf deren Best.immung es in erster Linie ankommt, so ergeben sich 
bei Zusammenfassung der vier Stadte numerische Unterschiede nur 
deswegen, weil Mar be die Zwillingsgeburten nicht beriicksichtigt hat22). 

Die von ihm berechneten erwartungsmaBigen Zahlen der vollstandigen 
Iterationen sind in der 3. Spalte der nachstehenden Tabelle 1 unter 
Q; (vn ) wiedergegeben 23). Aua einem Vergleich dieser Zahlen mit den-

21) Marbe meint, dieses Beispiel sei dem Gebiet der "Bevolkerungslehre" 
entnommen (a. a. 0., S. 278 und passim). Mit der richtig verstandenen Bevolke
rungslehre (siehe S. 2, FuBnote 1) haben Untersuchungen iiber die Reihenfolge 
der mannlichen und weiblichen Geburten ebensowenig zu tun wie Z. B. ahnliche, 
namlich wahrscheinlichkeitstheoretische, Untersuchungen iiber die Nummern, 
die bei Staatslotterien herauskommen, etwas mit der Finanzwissenschaft gemein 
haben. Auch den Ausdruck "volkswirtschaftliche Statistik" wendet Marbe ver
kehrt an (Gleichformigkeit, S. 205, 240). Er sagt Z. B.: "Sehr viele Untersuchungen 
der volkswirtschaftlichen Statistik fiihren auf iibernormale Dispersionen, wahrend 
unternormale meines Wissens bisher nicht nachgewiesen wurden." Mei nes 
Wissens sind bishcr nur bevolkerungs- und moralstatistische, niemals aber wirt
schaftsstatistische Zahlenwerte auf ihre Dispersion hin untersucht worden. Noch 
charakteristischer fUr die etwas unklaren Vorstellungen Marbes von der Ab
grenzung der einzelnen Wissenszweige gegeneinander ist es, daB er das Kausalitats
problem, in der (unzweideutig gemeinten) Behandlung, die ihm in verschiedenen 
Gebieten der dogmatischen Jurisprudenz zuteil wird, der Rechtsphilosophie zu
weist (S. 263). Marbe preist es in del' Vorrede zu seinem Buch als Gliiek, daB er 
sich des Rates und der Hilfe seiner Kollegen erfreucn konnte. Aber iiber die 
Grenzen seiner Fakultat hinaus scheint er niemanden konsultiert zu haben. Was 
iibrigens die Rechtsphilosophie betrifft, so geht sie ja nicht nur die Juristen an. 

22) Bei gesonderter Betrachtung der vier Stadte kommen weitere - aber ganz 
geringfUgige - Unterschiede hinzu, die dadurch bedingt sind, daB Marbe (S. 285 
bis 286) fUr jede der vier Stadte aus den auf die betreffende Stadt sich beziehenden 
Daten das p (die Wahrschcinlichkeit, daB der Gcborene miinnlich ist) bestimmt, 
um den so ermittelten Wert von p in den Ausdruck von ~(wn) einzusetzen, wiihrend 
ich mit einem allen vier Stadten gemeinsamen Wert von p gerechnet habe. Siehe 
S. 139. Mar bes Verfahrungsweise ist nicht unzuliissig, aber sie hiingt offenbar 
damit zusammen, daB er sich der Ungenauigkeit gar nicht bewuBt geworden ist, 
die in der Substituierung eines aposteriorischen fUr einen apriorischen Wert von 
p liegt. 

28) Von dem Umstand, daB Marbe nicht die vollstiindigen, sondern die 
einreihig-vollstiindigen Iterationen geziihlt hat, ist auch hier abgesehen worden. 
Siehe S. 138, Text und FuBnote 2. Sofern man das Material der vier Stadte zu
sammenfaBt und hierbei so verfahrt, wie es Mar be getan hat, kann es sich iihrigens 
hOchstens um ei ne zweireihige vollstandige Iteration handeln, an deren Stelle 
zwei einreihig-vollRtandige Iterationen t.1't'ten. Da Rich im gegebenen Fall fUr 

12'" 
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jenigen der 2. Spalte der Tabelle 2 im § 2 des 5. Kapitels ersieht man, 
daB sich nur bei n = 1 und 2 nicht ganz unbetrachtliche Differenzen 
ergeben. Die 4. Spalte der Tabelle 2 bringt unter \ll die Abweichungen 
der in der 2. Spalte stehenden wirklichen von den entsprechenden 
erwartungsmaBigen Zahlen, und in der 5. Spalte finden sich unter (\ll) 
die von Mar be eigens berechneten arithmetischen Durchschnitte der 
Werte 9L 

Tabelle 124). 

'It V" ~(V,,) m: 
2 13 4 5 

1 48619 49128,7 -509,7 -509,7 
2 24282 24 552,4 -27D,4 
3 12551 12276,1 +274,9 
4 6169 6141,0 + 28,0 
5 3088 3073,4 + 14,6 
6 1534 1538,9 - 4,9 
7 772 771,0 + 1,0 
8 412 386,4 + 25,6 

) 

J +9,' 

9 183 193,8 - 10,8 
10 97 97,2 0,2 
11 50 48,8 + 1,2 
12 26 24,5 + 1,5 
13 14 12,3 + 1,7 -1,5 
14 1 6,2 5,2 
15 4 3,1 + 0,9 
16 ° 1,6 1,6 
17 1 1,625 ) 0,6 

Zweierlei ist nach Marbe an Tabelle 1 bemerkenswert: 1. daB die 
wirkliche Zahl der Iterationen zu 1 hinter der erwartungsmaBigen 
zuriickbleibt und 2. daB die Iterationen zu 2, 3 ... 8 durchschnittlich 
haufiger, die Hingeren Iterationen seltener sind als man nach der Wahr
scheinlichkeitsrechnung erwarten sollte. 

Was 1 betrifft, so ist es begreiflich, daB der festgestellte Fehlbetrag 
Zweifel an seinem zufalligen Charakter bei Marbe erweckt hat. Denn 
nach Formel (18) bzw. (26) berechnet sich der betreffende mittlere Fehler 
zu 156,8 bzw. 192,0 26), und die absolute GroBe der in Frage stehenden 
Abweichung (509,7) verhalt sich zu diesem mittleren Fehler wie 3,25 

W eine ungerade Zahl ergibt, so befinden sich denn auch unter den von Mar be 
gezahlten Iterationen zwei, die als eine vollstandige Iteration zu gelten hatten. 
Selbstverstandlich ist das praktisch ohne Bedeutung. 

24) Marbe, Bemerkungen, S. 14-15. Vgl. Gleichformigkeit, S.285. 
25) Es handelt sich hierbei um den Wert nicht von ~(vn)' sandel'll von 

~(bI7); in diesem Fall ist Vn = bn' 
28) Von dem Unterschied zwischen Vl und WI wird hierbei abgesehen. Siehe 

FuBnote 23. 
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hzw. 2,65 zu 1 27). Aber auch wenn man zur Bestimmung des mittleren 
Fehlers die richtige Formel, namlich Formel (33) des § 3 des 3. Kapitels, 
beniitzt, erhalt man 247,9, somit 509,7 : 247,9 = 2,06. Mag daher 
die negative Abweichung bei den Iterationen zu 1 als Anomalie er
scheinen28), so ist es zugleich klar, daB diese Anomalie nicht fiir, sondern 
nur gegen die "Lehre vom statistischen Ausgleich" sprechen kann. 
Denn letzterer zufolge begiinstigt das Eintreten eines bestimmten Erfolges 
bei irgendeinem Versuch das Eintreten des entgegengesetzten Erfolges 
beim nachsten Versuch29); darum miiBte Marbe von seinem Standpunkt 
aus nicht weniger, sondern mehr Iterationen zu 1 erwarten als es den 
Vorausberechnungen der Wahrscheinlichkeitstheorie entspricht. 

In bezug auf 2 erhebt sich die Frage, aus welchen Erwagungen 
heraus Mar be die vorliegende Zahlenreihe zwischen n = 8 und n = 9 
und nicht an einer anderen Stelle zerschneidet. Verlegt man den Schnitt 

27) Mar be selbst (GleichfOrmigkeit, S. 351, Bemerkungen, S. 22) fiihrt solch 
eine Berechnung fiir jede einzelne der vier Stadte, nicht aber fiir die vier Stadte 
zusammengenommen aus. 

28) Allerdings zeigt Marbe gelegentlich die Neigung, Abweichungen, deren 
absoluter Betrag, am mittleren Fehler gemessen, noch erheblich groBer ist, dem 
Zufall zuzuschreiben, so z. B. in einem Fall, der sich auf das Roulettespiel bezieht 
(Gleiehformigkeit, S. 348-349). Es handelt sieh da (auch bei lterationen zu 1) 
urn eine positive Abweichung, die nach Mar be (siehe FuBnote 14) das 4,4fache 
des maBgebenden mittleren Fehlers ausmacht. So, wie Mar be letzteren bestimmt, 
muB er im gegebenen Fall den Laplacesehen Ausdruck q; (y) (siehe S.44) fiir an
wend bar halten. DemgemaB hatte man: y = 4,4 : y2 = 3,1, und ware die Wahl'
scheinlichkeit einer so groBen oder noch groBeren zufalligen Abweichung gleich 
0,000012 (Czuber I, S. 439). Es geht auch nicht an, bei Einsehatzung der Quo
tienten IWI : 9)/, wie es Mar be tut, mit dem Begriff der "GroBenordnung" (a. a. 0., 
S. 349) zu operieren. Vielleicht ist Marbe durch Bruns (S. 219) dazu verleitet 
worden, der in ebenso unzulassiger Weise IWI mit 9)/ in bezug auf ihre "GroJ3en
ordnung" miteinander vergleicht. Sowohl Marbe wie Bruns gegeniiber ware 
die Frage angebraeht: wo fangt hier iiberhaupt die 10here GroBenordnung an? 
Es moge in diesem Zusammenhang noch darauf hingewiesen werden, daB Marbe, 
sofern er es mit einer Reihe der Quotienten IWI : 9)/ (das sind seine" V-Werre") 
zu tun hat, aus ihnen das arithmetische Mittel bildet und den Grad der Uber
einstimmung zwischen Wahrscheinlichkeitstheorie und Erfahrung danach be
urteilt, ob das so berechnete Mittel mehr oder weniger von 1 abweicht (Gleich
formigkeit, S. 345-351, 357-360). Dies ist urn so auffallender, als sich Mar be 
wiederholt auf die Lexisschc Dispcrsionsthcorie bezieht, die es doch unzweideutig 
zum Ausdruck bringt, daB es auf die Abweichung nicht des al'ithmetischen, sondern 
des quadratisehen Mittels del' Quotienten IWI : 9)/ VOIl der Einheit ankommt. 
Anstatt des quadratischen l\Iittels der Quotienten IWI : Wl kann man, wie ich es 
im 5. Kapitel tue, das arithmetische Mittel der Quotienten 912 : 9)/2 beniitzen, 
was insofern den Vorzug verdient, als die mathematische Erwartung jenes qua
dratischen Mittels, der Formel (46) des § 1 des 2. Kapitels zufolge, hinter 1 zuriick
bleibt (wenn auch nicht betrachtlich, sofern das betreffende Mittel aus hinreichend 
vielen Einzelwerten gebildet ist), wahrend die mathematische Erwartung jedes 
cinzelnen der Quotienten W2 : 9)/2 sowie ihres arithmetischen MittelR genau 1 iat. 

29) Mar be, Gleiehformigkeit, S. 266-267. 
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um "eine Teilung" aufwarts, so erhiUt man anstatt +9,8 und -1,5 
die Werte: +7,2 (fur n = 2 bis 7) und +3,9 (ffir n = 8 bis 17), und es 
mu.l3te hei.l3en, da.13 sowohl die Iterationen zu 2, 3 ... 7, wie auch die 
langeren Iterationen haufiger auftreten als eS den Erwartungen der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung entspricht. Ja, man konnte geneigt sein, 
die Durchschnittsabweichung + 3,9 fur schwererwiegend als die Durch
schnittsabweichung +7,2 zu halten, da sich erstere auf viel schwacher 
besetzte Gruppen als letztere bezieht. Man mochte zugleich fragen, 
wodurch die Aussonderung der Iterationen zu 1 bzw. nicht auch der 
Iterationen zu 2 motiviert wird. Kurz, es handelt sich da, wie man 
sieht, um eine Uruppierung der lJaten ex cventu, zu dem Zweck, um 
nach Moglichkeit der Lehre vom statistischen Ausgleich zum Siege 
uber die Wahrscheinlichkeitstheorie zu verhelfen. Dieser Zweck er
klart es auch, warum von der auffalligen Dberzahl der Iterationen 
zu 3 gar keine Notiz genommen wird. In der Tat: bei einer (erwartungs
ma.l3igen und wirklichen) durchschnittlichen Lange der Iterationen 
von nahezu 2 mu.l3te doch das "Ausgleichsprinzip" eher dazu fuhren, 
da.13 Iterationen zu 3, da sie von iiberdurchschnittlicher Lange sind, 
einen Fehlbetrag gegenuber einem auf dem "Zufallsprinzip" beruhenden 
Voranschlag aufweisen. Es zeigt sich aber das Gegenteil davon, und 
uber diese Tatsache verlautet bei Mar be nichts. 

Obschon Mar be es fur moglich halt, Tabelle 1 fur eine Bestatigung 
seiner Lehre vom statistischen Ausgleich auszugeben, macht er kein 
Hehl daraus, da.13 ihn diese Tabelle doch nicht ganz befriedigt. Um 
"bessere Resultate" zu erzielen, stellt er dieselben Daten noch in einer 
anderen Form zusammen, indem er namlich anstatt der Zahlen vn 
(bzw. wII ) die Zahlen On (bzw. to,,) und ihre mathematischen Erwartun
gen zum Gegenstand der Betrachtung macht. 

Die Zahlen b" bzw. ton, wie sie durch Formel (1) bzw. (29) des 
§ 6 des 3. Kapitels definiert sind, sind in der 2. Spalte der nachstehenden 
Tabelle 2 enthalten. Die 3. Spalte der Tabelle bringt die Zahlen a; (bn) 

bzw. a; (to,,). Mar be hat siean der Handder Formeln a; (toI ) = 2 (N - 1) P q 
+ 1, die mit Formel (21) des § 4 des 3. Kapitels identisch ist, und der 
Formel a; (ton+1) = a; (ton) - a; (wn) bestimmt, wobei fur a; (wn) die 
in der 3. Spalte der Tabelle 1 angegebenen Werte einzusetzen waren30). 

Es folgen in der 4. Spalte unter ~{ die Differenzen zwischen den Zahlen 
der 2. und 3. Spalte, in der 5. Spalte unter (W) die aus den Werten W 
gebildeten arithmetischen Mittel, in der 6. Spalte unter 100bn die prozen
tual ausgedriickten Relationen zwischen W und a; (on) und schlie.l3lich in 
der 7. Spalte unter (lOOb,,) die aus den Wertenl00bn gebildeten arith
metischen Mittel. 

SO) tJber die Iuentifiziernng von WI' wit v" siehe FuBnote 2:t 
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Tabelle 2 31). 

n I bn @(bn) W 

I 
(W) 100b .. (100b,,) 

1 2 3 4 5 6 7 

1 97803 98257,0 -454,0 -454,0 - 0,5 - 0,50 
2 49184 49128,2 + 55,8 

1 
+ 0,1 

} + 0,70 3 24902 24 575,9 +326,1 + 1,3 
4 12351 12299,7 + 51,3 + 0,4 

} + 0,40 5 6182 6158,7 + 23,3 J +70,2 + 0,4 
6 30!J4 3085,3 + 8,7 + 0,3 

} + 0,60 7 1560 1546,4 + 13,6 + 0,9 
8 788 775,4 + 12,6 + 1,6 

}- 0,85 9 376 389,0 - 13,0 ) - 3,3 
10 193 195,2 - 2,2 - 1,1 

}- 1,55 11 96 98,0 - 2,0 

1- 4,0 

- 2,0 
12 46 49,3 - 3,3 - 6,7 

}-13,05 13 20 24,8 - 4,8 -19,4 
14 6 12,4 - 6,4 I -51,6 

}-36,10 15 5 6,3 - 1,3 -20,6 
16 

I 
1 3,2 - 2,2 I 

I 
-68,8 

}-53,15 17 I 1,6 - 0,6 -37,5 

An dem Zahlenbild, das Tabelle 2 darbietet, hebt Marbe hervor: 
1. daB die Zahl 01 oder, was dasselbe ist, V hinter ihrer mathematisehen 
Erwartung zuruekbleibt; 2. daB die Zahlen On von n = 2 an bis n = 8 
samtlieh haher und von n = 9 an samtlich niedriger sind als ihre mathe
mathischen Erwartungen; 3. daB von n = 9 an die Zahlen On mit wach
sendem n verhaltnismaBig immer mehr hinter ihren mathematischen 
Erwartungen zurUckbleiben. Hierzu ist folgendes zu bemerken: 

Z u 1. Die negative Abweichung -454,0 bei 01 oder, was dasselbe 
ist, bei V erregt in der Tat den Verdacht, daB sie nieht zufalligen Ur
sprungs ist, da sich der mittlere Fehler von V, nach Formel (10) des 
§ 4 des 3. Kapitels, zu 222 berechnet und man demnach 454 : 222 
= 2,05 erhalt32). Nun entspricht aber einer negativen Abweiehung 
bei V eine positive Abweichung bei A, d. h. bei der mittleren Lange 
der vollstandigen Iterationen, und da fragt es sieh, wieso die Tatsache, 
daB die Iterationen erfahrungsgemaB durchschnittlich langer sind, als 
es nach der Wahrseheinlichkeitsreehnllng zu erwarten ist, ein Argument 
zugunsten des Ausgleichsprinzips abgeben soIl. 

Zu 2. Die Art, wie sich die Abweichungen m (4. Spalte) in bezug 
auf ihr Vorzeichen verhalten, betrachtet Mar be als etwas Gesetz-

31) Marbe, Bemerkungen, S. 16 und 19-20. Vgl. Gleichfol'llligkeit, S.289 
und 296. 

32) Vgl. Tabelle 2 auf S. 140, wo del' betreffende Quotient nul' noch 0,76 
betragt, wei! dort bei Bestiuunung von @ (V) auf die Zwillingsgeburten Riicksicht 
genommen wordon ist. 
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miiBiges - im Gegensatz zu dem Verhalten der analogen Zahlenwerte 
der 4. Spalte in Tabelle 1 - und fuhrt dieses Verhalten darauf zuruck, 
daB sich in Tabelle 2 die Untersuchung, wie er sagt, naturgemaB auf 
mehr Einzelfalle als in Tabelle 1 bezieht, "wodurch Zufalligkeiten mehr 
ausgeglichen werden"33). Richtig ist, daB jeder der Werte Otl> fur sich 
genommen, erwartungsgemiiB mit einem relativ kleineren zufalligen 
FeWer behaftet ist, als der entsprechende Wert vn • Was aber die 
Werte On im ganzen und insbesondere ihren Verlauf mit steigendem n 
anbelangt, so macht sich hier der sti:irende Umstand geltend, daB 
diese Werte - und zwar im Unterschied von den Werten Vn - auf par
tieIl gemeinsamer Grundlage beruhen. Wahrend namlich die Zahlen
reihe Vn in der Weise zustande kommt, daB die betreffenden Einzel
faIle, als welche die einzelnen vollstandigen Iterationen erscheinen, 
je einmal gezahlt werden, gehen bei der Zahlenreihe On die Iterationen 
zu 1 je einmal, die Iterationen zu 2 je zweimal, die Iterationen zu 3 
je dreimal usw. in das Gesamtresultat ein. Darum sind die Abweichungen 
2{ in Tabelle 2 nicht unabhangig voneinander. Man kann sie sich als 
entstanden durch "Hinaufsummierung" der Abweichungen 21 der 
Tabelle 1 denken34), und da sieht man sofort ein, daB es nicht zuletzt 
die ausnehmend starke negative Abweichung -5,2 bei n = 14 ist, 
welche, da sie nicht nur fur die Zahl 014 , sondern auch fur die Zahlen 
013 , 012 usw. mitbestimmend ist, jenen Eindruck von GesetzmaBigkeit 
hervorruft. Es ist eben aus mathematischen Grunden zu erwarten, 
daB die den Zahlen On anhaftenden zufalligen Abweichungen, nach 
n geordnet, seltener ihr Vorzeichen andern als die den Zahlen Vn an
haftenden zufalligen Abweichungen 35). 

Zu 3. Die GraBen bn sind ebensowenig unabhangig voneinander 
wie die GraBen 2{ und daher auch ebensowenig wie diese zur Aufdeckung 
irgendwelcher gesetzmaBiger Zusammenhange zwischen Lange und 
Haufigkeit der Iterationen geeignet. Man hat: 

(30) b _ On - ~ (On) 
n - ~ (On) , 

und bildet 

(31) 

man den analogen Quotienten 

d _ Vn - ~ (vn ) 

n - ~ (vn) , 

33) Mar be, GleiehfOrmigkeit, S. 289. 
34) Wenn man auf diesem Wege Zahlenwerte erhalt, die mit denjenigen der 

TabeIIe 2 nieht genau ubereinstimmen, so liegt es an den Abrundungen. 
35) Siehe z. B. S. 126, TabeIIe 2. Bereehnet man hier die Zahlen U .. , so findet 

man, daB sieh von n = 1 an bis n = 16 durehweg negative und fur U21 , U28 usw. 
durehweg positive Abweiehungen ergeben. Mage doeh Marbe versuehen, dieses 
"Beispiel aUf! der Bev61kerungslehre" (siehe FuBnote 21) mit seiner Lehre vom 
l!tlltistisehen AUAgleich in Einkillng zu bringl'n. 
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so findet man leioht die Beziehungen 

(32) 

und 

(33) 

Formel (32) bringt zum Ausdruok, daB bn+! das gewogene arithmetisohe 
Mittel der Werte dn+1 , dn+2 usw. ist, und Formel (33) besagt, daB das 
Vorzeiohen der Differenz bn+! - bn mit dem Vorzeiohen der Differenz 
b,,+! - dn zusammenfallt. Soli also, wie Marbe mit Bezugnahme auf 
die 7. Spalte der Tabelle 2 behauptet, den GroBen bn von n = 9 an 
eine sinkende Tendenz innewohnen, so miiBte die gleiohe Tendenz 
fUr die GroBen dn nachweisbar sein. Man findet aber im gegebenen Fall, 
daB von den 8 Differenzen dn+1 - dn , die sich fiir n = 9 bis n = 16 
ergeben, 6 positiv und nur 2 negativ sind! Abgesehen davon, ist es 
nur dann angezeigt, Abweichungen zwischen irgendwelchen empirisohen 
und theoretischen Zahlenwerten auf die letzteren zu beziehen, d. h. 
in Prozenten der letzteren auszudriicken, wenn an den betreffenden 
Abweiohungen der Zufall keinen allzu groBen Anteil hat: diese Be
dingung muB erfiillt sein, damit man in den festgestellten Abweiohungen 
ein Abbild gewisser "systematisoher Fehler" zu sehen bereohtigt ist, 
von denen man vermuten konnte, daB sie in einem bestimmten, mog
licherweise auoh gesetzmaBig abgestuften, Verhaltnis zu den betreffen
den theoretisohen Zahlenwerten stehen. Von diesem Gesiohtspunkte 
aus gesehen, sind die Mar beschen Prozentsatze bzw. die GroBen bn 

und (bn) offenbar nichtssagend. Das Maximum (0,688) erreioht bn 

bei n = 16; nun ist aber bei einer erwartungsmaBigen Ereigniszahl 3,2 
die Wahrscheinlichkeit einer wirklichen Ereigniszahl 0 oder I gleich 
etwa t, somit noch lange nicht klein genug, um ignoriert werden zu 
konnen36). 

Auf Grund der vorstehenden Ausfiihrungen iiber die Tabellen 

38) Siehe K. Pearson, Tables for statisticians and biometricians, Cambridge 
1914, S. 114. Die Anwendung der iiblichen Berechnungsweise ist hier gestattet, 
weil es sich um einen so hohen Wert von n handelt, daB der Unterschied zwischen 
dem N-Verfahren und dem V-Verfahren praktisch belanglos ist. Vgl. meine 
Tabellen 2 und 4 auf S. 140 und 142. Es ist auch ohne Bedeutung, daB in diesem 
Fall p (etwas) groBer als q ist. Die Abweichung -6,4 (bei n = 14) erregt eher 
Bedenken (obschon ihr ein kleinerer Wert von Ibnl entspricht!). Denn bei einer 
erwartungsmiiBigen Ereigniszahl 12,4 betragt die Wahrscheinlichkeit einer wirk
lichen Ereigniszahl, die hinter 7 zuriickbleibt, nur noch 0,037. Siehe Pearson, 
a. a. 0., f3. 119. 
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1 und 2 und insbesondere auf Grund der zu 2 und 3 gemachten Be
merkungen gelangt man zu dem SchluB, daB die Mar beschen Thesen 
A und B, die sich von seinen unter 2 und 3 wiedergegebenen Behaup
tungen nur durch eine vorsichtigere Formulierung (namlich durch Weg
lassung einer zahlenmaBigen Bestimmung von IJ sowie einer naheren 
Angabe daruber, welches die relativ schwach besetzten Gruppen von 
Iterationen seien) unterscheiden, nicht einmal in specie, d. h. fur die 
Frage der Reihenfolge der mannlichen und weiblichen Geburten in 
den vier Stadten Wurzburg, FUrth, Augsburg und Freiburg i. B., un
zweifelhaft zutreffen. Schier unbegreiflich ist es aber, wenn Mar be 
von diesen Thesen behauptet, sie seien "fur das Gebiet standesamtlich 
registrierter Geburten" uberhaupt "unbedingt sichergestellt", und im 
AnschluB daran erklart, es hatte sich gezeigt, daB auf diesem Gebiet 
"nicht die mathematische, sondern die naturphilosophische Betrachtung 
den Tatsachen entspricht" 37). 

Mit einer Ablehnung des Kommentars Mar bes zu den von ihm 
zutage geforderten und verarbeiteten Daten, betreffend die Reihen
foIge standesamtlich registrierter mannlicher und weiblicher Geburten, 
ist noch nicht gesagt, diese Daten stimmten mit den Vorausberechnungen 
der Wahrscheinlichkeitstheorie voIlkommen uberein. Bedenken yom 
wahrscheinlichkeitstheoretischen Standpunkte aus erregen namentlich 
die Fehlbetrage bei den Zahlen der vollstandigen Iterationen zu 1 und 
zu 2 und der ihnen gegentiberstehende DberschuB bei der Zahl der 
vollstandigen Iterationen zu 3, der aber allein nicht ausreicht, um 
jene Fehlbetrage aufzuwiegen; hierzu, Bowie zur Deckung der Fehl
betrage, welche die Iangsten Iterationen aufweisen, mussen vielmehr 
die Iterationen von "mittlerer" Lange mit beitragen. Der so charakte
risierte Sachverhalt verschiebt sich etwas, wenn man in der Weise, 
wie es im § 2 des 5. KapiteIs geschehen ist, Korrekturen wegen der 
Zwillingsgeburten an den erwartungsmaBigen Zahlen der Iterationen 
anbringt. 

Einen genauen AufschluB tiber diese Verhaltnisse erteilt Tabelle 3. 
Der Sinn der GroBen Dn und ';!In, deren numerische Werte die Tabelle 
angibt, geht aus den Formeln 

(34) 

und 

(35) 

hervor. 

N-n 

'1>n = ~ (n + k) {Vn+k - Q; (Vn+k)} 
o 

37) Marbe, GleichfOrmigkeit, S. 298; vgl. S. 287 und 297 sowie Bemerkungen, 
I:l. 15--16 lind l!l. 
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Tabelle 3. 

o h n e Berilcksichtigung Mit Berflckslchtigung 
der Zwillingsgeburten der Zwillingsgeburten 

+ - + -
1 2 2 4 Ii 

Dl 510 223 
D2 541 399 
D3 825 822 38) 

D, 212 42 
Do 73 11 
Da 

I 
29 115 

D7 7 55 
Ds 205 

I 
161 

De 97 127 
il]o 45 95 

Summe. 1222 I 1222 1025 I 1025 

Der Tabelle 3 zufolge hat fur die "Okonomie" der Verteilung der 
196608 Geburten auf die Iterationen von verschiedener Lange die 
Tatsache, daB die Zahl der langsten Iterationen hinter der Erwartung 
zUriickbleibt, keine entscheidende Bedeutung. Bei weitem schwerer 
fallt nach der Tabelle diejenige Diskrepanz zwischen dem "Ist" und 
dem "SoIl" ins Gewicht, welche die Iterationen zu 1, zu 2 und zu 3 
betrifft. Isoliert betrachtet, sind ja diejenigen negativen Abweichungen 
bei den Zahlen der Iterationen zu 1 und zu 2, welche man erhalt, wenn 
man dem mutmaBlichen EinfluB der Zwillingsgeburten Rechnung tragt, 
nicht suspekt39); aber dieselben Abweichungen erscheinen in einem 
anderen Licht, wenn man sie mit der "unzulassig" hohen positiven 
Abweichung bei der Zahl der Iterationen zu 3 in einen sozusagen "biIanz
maBigen" Zusammenhang bringt. Was also in erster Linie einer Er
klarung bedarf, ist das zu seltene Auftreten der Iterationen zu 1 und 
zu 2 und das zu haufige Auftreten der Iterationen zu 3. Erst in zweiter 
Linie lenkt das Zuruckbleiben der Zahlen der langsten Iterationen 
hinter der Erwartung (welches bei Beriicksichtigung der Zwillings
geburten deutlicher zutage tritt) die Aufmerksamkeit auf sich. 

Es ist im § 2 des 5. Kapitels die Vermutung ausgesprochen worden, 
daB die in Frage stehenden Unstimmigkeiten zwischen Wahrscheinlich
keitstheorie und Erfahrung durch gewisse Eigentumlichkeiten der Re
gistrierung der Geburten herbeigefuhrt werden. Hier moge erganzungs
weise mit einigell Worten auf eille andere, an sich viel naher liegende, 
Hypothese eingegangell werden, wonach die Ursache der betreffenden 
Unstimmigkeiten darin zu suchen ware, daB das (Bernoullische) 

3H) Siehe S. 138, FuBnotc 2. 
3V) ~iehe R 140, Tahellc 2, 5. Spalte Hnd S. 142, Tabellt' 4, 5. Spalte. 
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Schema einer konstanten Wahrscheinlichkeit, welches der ganzen 
Untersuchung zugrunde gelegt wird, auf den gegebenen Fall nicht passe. 

Mit dem Hinweis auf die notorische Stabilitat des sog. Geschlechts
verhaltnisses der Geborenen ware dieser Erklarungsversuch noch nicht 
abgetan, da sich zahlreiche Beispiele anfiihren lassen, in denen das 
Geschlechtsverhaltnis der Geborenen im Laufe eines gegebenen Zeit
raums (nicht bloB zufallig) geschwankt oder gar sich in einer bestimmten 
Richtung entwickelt hat 40). Aber das AusmaB der betreffenden Ver
anderungen, mit welchem verniinftigerweise gerechnet werden kann, 
wiirde nicht ausreichen, um die Differenzen zwischen den erwartungs
maBigen und den wirklichen Zahlen der Iterationen von verschiedener 
Lange merklich zu beeinflussen. Und was insbesondere die langsten 
Iterationen anlangt, die ja im ganzen etwas zu schwach vertreten sind, 
so erweist sich hier die in Frage stehende Hypothese schon aus dem 
Grunde als hinfiillig, weil die Annahme, daB die Wahrscheinlichkeit 
einer Knabengeburt (p) im Laufe des in Betracht kommenden Zeit
raums variiert hat, die erwartungsmaBigen Zahlen der langsten Ite
rationen nicht herabdriickt, sondern im Gegenteil erhoht. Dies diirfte 
ohne Rechnung einleuchten und wird durch nachfolgende Betrachtung 
erhartet. 

Die Wahrscheinlichkeit, daB der Geborene mannlich ist, sei PI fiir 
die erate (altere) und P2 fiir die zweite (jiingere) Haifte der gegebenen 
Geburtenmenge (N). Wenn nun die erwartungsmaBige Zahl der Ite
rationen zu n in der Weise bestimmt wird, daB man in die Formel von 
Q; (vn) fiir p die tatsachliche Quote der Knabengeburten unter den 
N Geburten einsetzt, so bedeutet es in diesem Fall, daB man, statt 
mit den beiden Wahrscheinlichkeiten PI und P2' mit einer einzigen 
Wahrscheinlichkeit P = ! (PI + P2) rechnet. Driickt man den dadurch 
bedingten Fehler als Produkt der Geburtenzahl N und eines zu be
stimmenden Faktors In aus, so muB man, um In zu finden, von dem 
der Formel (3) des § 3 des 3. Kapitels entsprechenden Ausdruck pn q2 
+ qnp2 den Ausdruck i (p1qr + q~pi + p~q~ + q~p~), wo qI = 1- PI 
und q2 = 1 - P2' in Abzug bringen41). Setzt man noch PI - P = IX, 
woraus sich P2 - P = - IX ergibt, und beniitzt man die Zerlegung 
pnq2 = pn _ 2 pn+l + pn+2, sowie die analogen Zerlegungen, die fiir 

40) Siehe A. A. Tsch u prow, Zur Frage des sinkenden Knabeniiberschusses 
unter den ehelich Geborenen, im Bulletin de l'Institut international de statistique, 
XXi' S. 378f£., insbesondere S. 383-384, und XXI' S. 63-64. Vgl. hierzu meine 
Bemerkungen, ebendaselbst, S. 71. 

U) Das gilt, streng genommen, allel'dings nul' unter der Voraussetzung, daB 
die Zahlung der vollstandigen lterationen zu n fiir jede der beiden Half ten der 
Geburtenmenge N getrennt erfolgt. Aber bei einigermaBen groBem N ist ('s offen
bar bel anglos, ob solch eine Trennung stattfindet oder nicht. 
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die anderen in den betreffenden Formeln auftretenden Produkte gelten, 
so erhalt man: 

2/n = 2pn_ (p + iX)n_ (p - iX)n_ 4p"+1 + 2 {(p + iX)"+l + (p_iX)II+1} 

+ 2 pn+2 _ (p + iX)n+2 _ (p _ iX)n+2 + 2 q"- (q + iX)"- (q- iX)" 

_ 4 qn+1 + 2{(q + iX)n+1 + (q - iX)n+l} + 2 qn+2 _ (q + iX)n+2 
_ (q _ iX)n+2 . 

Hieraus ergibt sich unter Vernachlassiging der dritten und hOheren 
Potenzen von iX und unter Berucksichtigung der Formeln (2), (3) und 
(9) des § 1 des 3. Kapitels die Naherungsformel 

(36) In=-iX; {n2p2q2rn_4-npq(rn_3+3rn_2)+2rn}, 

und es laBt sich leicht zeigen 42), daB, wie es der Problemstellung ent
spricht, 

00 

(37) LJnln = 0 . 
1 

Man ersieht aus (36), daB es bei jedem Wert von p einen Wert Von n 
gibt, von dem an die Fehler In bzw. N In negativ werden. Bei p = q 
= l geht Formel (36) in 

(n2 - 5 n + 2) iX2 
(38) In = - 2 

uber, so daB hier die betreffenden Fehler bei den Zahlen der vollstandigen 
Iterationen zu 1, 2, 3 und 4 positiv und bei den langeren vollstandigen 
Iterationen negativ ausfallen. 

Da nun aber die Wahrscheinlichkeit einer Knabengeburt nur wenig 
von ! verschieden ist, so ware man wohl berechtigt, wenn diese Wahr
scheinlichkeit sich im Laufe des betrachteten Zeitraumes in der an
genommenen Weise andern wurde, etwas niedrigere Zahlen der Ite
rationen zu 1 bis 4 und etwas hohere Zahlen der Iterationen zu 5 und 
mehr zu erwarten, als in der Voraussetzung der Konstanz dieser Wahr
scheinlichkeit. Die auffalligste von allen festgestellten Abweichungen, 
namlich die positive Abweichung bei n = 3, und ebenso die (viel weniger 
auffalligen) negativen Abweichungen bei n > 13 wiirden sich daher 
ihrem absoluten Betrag nach nicht verringern, sondern vergroBern. 
Es drangt sich die Dberzeugung auf, daB ein ahnliches Ergebnis heraus
gekommen ware, wenn man der obigen Betrachtung nicht mehr jene 
einfache, sondern irgendeine andere (verstandige) Annahme bezuglich 
der Variationen von p zugrunde gelegt hatte. Und auch abgesehen 
davon, durfte, schon mit Rucksicht auf die einschlagigen MaBverhalt
nisse, auf die vorhin Bezug genommen worden ist, die Substituierung 

42) VgI. den Beweis der Formel (14) auf S. 117. 
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einer in der Zeit wechselnden fur eine in der Zeit sich gleichbleibende 
Wahrscheinlichkeit p nicht der Weg sein, welcher zur Aufklarung der 
in Frage stehenden Unstimmigkeiten zwischen Wahrscheinlichkeits
theorie und Statistik fuhrt (3). 

Aber Unstimmigkeiten hin, Unstimmigkeiten her: im ganzen ver
laufen im gegebenen Fall die wirklichen und die erwartungsmaBigen 
Zahlen der vollstandigen Iterationen von verschiedener Lange k 0 n
form, und wenn man unvoreingenommen die betreffenden Zahlen-

(3) In einer Besprechung von Mar bes "GleichfOrmigkeit in der Welt" (Deut
sches statistisches Zentralblatt, 1916, S. 215-218) erwahnt F. Bohm "die geringe 
Inkonstanz des Geschlechtsverhaltnisses" als einen Faktor, der, seiner Meinung 
nach, wenn auch relativ wenig, zu den Anomalien, die Marbe festgestellt zu 
haben glaubt, beigetragen haben mag. Bohm macht in diesem Zusammenhang 
darauf aufmerksam, daB das Geschlechtsverhaltnis der Geborenen in den be
treffenden vier Stadten "immerhin urn 1/40 seines Wertes schwankt". Letztere 
Bemerkung laBt erkennen, daB Bohm hierbei nicht die zeitlichen Anderungen 
von p, an die man beim Worte "Inkonstanz" in erster Linie denkt, sondern die 
Verschiedenheiten im Auge hat, die zwischen den vier Stadten in bezug auf den 
Wert von p bestehen. Diese Verschiedenheiten konnen jedoch diejenigen Marbe
schen Ergebnisse, welche sich auf die vier Stadte im einzelnen beziehen, iiberhaupt 
nicht beriihren. Siehe FuBnote 22. Und was die Ergebnisse betrifft, zu denen 
Marbe fiir die vier Stadte zusammen gelangt, so erhalt man hier genau oder fast 
genau die gleichen Werte von (\;(Vn) bzw. (\;(On), ob man diese Werte direkt, d. h. 
ohne Trennung des Materials nach Stadten, berechnet, oder sic durch Summierung 
der entsprechenden Werte, die sich fiir die einzelnen Stadte ergeben, gewinnt. 
Die zweite Methode liefert z. B. an Stelle der in der 3. Spalte der Tabelle 2 ent
haltenen Werte (\;(09 ) = 389,0, (\;(0]0) = 195,2, (\;(011) = 98,0 die Werte: (\;(09 ) 

= 389,1, (\;(010) = 195,3, (\;(0 11) = 98,1. Die Beriicksichtigung der zwischen den 
vier Stadten bestehenden Verschiedenheiten des Geschlechtsverhaltnisses der Gebore
nen wiirde also (im Einklang mit den Ausfiihrungen im Text) eine (lninimale) Er
hohung der erwartungsmaBigen Zahlen der langsten Iterationen, somit auch der FehI
betrage, welche die Zahlen dieser Iterationen aufweisen, mit sich bringen und folg
lich, Bohms Meinung entgegen, nichts "niitzen". Der Wert 4~ bei Bohm verdankt 
iibrigens seine Entstehung, wie es scheint, einem Rechenfehler. N ach Mar b e (Gleich
formigkeit, S.299) stellt sich namlich das Geschlechtsverhaltnis der Geborenen in 
Freiburg i. B. auf 105,2 zu 100 (maximum) und in Augsburg auf 103,6 zu 100 (mini
mum). Die Differenz zwischen 105,2 und 103,6 betragt 1,6, und es ist: 1,6 : 103,6 = 
1 : 65; berechnet man aber diese Differenz zu 2,6, so findet man in der Tat: 
2,6 : 103,6 = 1 : 40. Ioh fiihre dies nur an, urn dem mogliohen Zweifel zu be
gegnen, Bohm hatte doch die zeitlichen Schwankungen gemeint. Wenn Bohm 
sodann in polemischer Absicht sagt: "Die Hauptsache ist, daB die Geburten in 
einer Stadt nicht als unabhangig voneinander angesehen werden durfen", so 
kann ihm Marbe mit gutem Recht erwidern: das ist ja gerade das, was ich be
haupte. Bohm hatte zum mindesten andeuten mussen, wie er sich in concreto 
die Abhangigkeit vorstellt und daB er sie anders als Marbe auffaBt. Bohm 
nimmt auch auf eine mogliche Beeinflussung der Resultate durch die Mehrlings
geburten Bezug. In Wirklichkeit verhalt es sich aber damit so, daB eine Mit
beriicksichtigung der Mehrlings- bzw. Zwillingsgeburten gerade diejenige Anomalie, 
auf welche Mar be das Hauptgewicht legt, wie im Text gezeigt worden ist, 
nicht kleiner, sondern grol3er erscheinen lal3t. 
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reihen 43a) miteinander vergleicht, wird man sich unmoglieh dem Ein
druek entziehen konnen, daB hier die Wahrseheinlichkeitstheorie i m 
wesentlichen jedenfalls das Riehtige trifft. 

Vollends unannehmbar ist der Gedanke, als ob es einen ganzlieh 
anders, als die Wahrseheinliehkeitstheorie es ist, orientierten Komplex 
von Vorstellungen gabe, aus dem heraus man in der Lage ware, den 
Gang der in Frage stehenden empirisehen Zahlen in befriedigenderer 
Weise zu erklaren bzw. (auf Grund der alleinigen Kenntnis des Ge
sehleehtsverhaltnisses der Geborenen) genauer vorauszubestimmen, als 
es die Wahrseheinliehkeitstheorie vermag. 

Was die Mar besehe Doktrin vom statistisehen Ausgleieh betrifft, 
die "im seharfsten Gegensatz zu den herrschenden Grundansehauungen 
in der Wahrseheinliehkeitslehre und der theoretisehen Statistik" stehen 
S011 44), so sagt sie ja gar nieht: so und so viele Iterationen zu 1, zu 2 
usw. sind zu erwarten, sondern sie besehrankt sieh auf die Behauptung, 
daB sieh der wahrscheinlichkeitstheoretische Voranschlag als unzu
treffend erweisen wird, und zwar nach der Richtung hin, daB von einer 
bestimmten Lange der Iteration an die wirklichen Zahlen der Iterationen 
hinter den von der Wahrscheinlichkeitstheorie vorausberechneten zu
rUckbleiben werden, wobei nicht einmal diese kritische Lange angegeben, 
geschweige denn das AusmaB der betreffenden Fehlbetrage irgendwie 
prazisiert wird. Auf das Problem der Iterationen angewandt, erscheint 
somit die Mar besehe Lehre vom statistischen Ausgleich als im wesent
lichen negativ orientiert, und zwar orientiert an der Wahrscheinlich
keitstheorie, die sie im Sinne ihres SchOpfers abzu16sen berufen ist. 

Gabe es ein auf sieh selbst gestelltes und daher im Gegensatz zum 
"Zufallsprinzip" stehendes "Ausgleichsprinzip" - wie es Marbe, wenn 
nicht wortlich, so doch dem Sinne nach behauptet -, so mfiBte an
gesichts der Tatsache, daB es sich bei den betreffenden Zahlenergeb
nissen nur urn Deviationen von den durch die Wahrscheinlichkeits
theorie vorgezeiehneten Gestaltungen handelt, die Zaghaftigkeit auf
fallen, mit der sich dieses Prinzip offenbart. Man konnte - urn im Bilde 
zu bleiben - sagen, daB das Ausgleichsprinzip dem Zufallsprinzip den 
Vortritt laBt, und man ware geneigt, von diesem Subordinationsverhalt
nis die Rangordnung der beiden Betrachtungsarten, namlich der "mathe
matischen", die sich auf das Zufallsprinzip, und der "naturphilosophi
schen", die sieh auf das Ausgleichsprinzip stfitzt, abhangig zu machen, 
sofern man letztere Betraehtungsweise nicht a limine abweist. 

Obige Bemerkungen fiber die Lehre vom statistischen Ausgleich 
sind hier nur urn des Zusammenhanges willen eingeflochten worden. 

43 a) Tabelle 1 dieses Paragraphen (2. und 3. Spalte), sowie Tabelle 1 (2. bis 
5. bzw. 6. Spalte) und Tabelle 2 (6. bzw. 2. Spalte) des § 2 des 5. Kapitels. 

44) Mar be, Gleichformigkeit, S. 274. 
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Den eigentlichen Gegenstand der Diskussion bildet in dieser Schrift 
nicht die Mar besche Lehre als solche 45), sondern die Frage, ob sie 
statistisch fundamentiert ist. Gerade deshalb empfiehlt es sich, er
ganzungsweise noch eine statistische Untersuchung Mar bes zur Sprache 
zu bringen, die sich auf dasselbe Material bezieht, wie seine im vor-

45) Noch weniger kann im Rahmen des hier zu Bietenden auf die bei Mar be 
sich findenden Nutzanwendungen der Lehre vom statistischen Ausgleich 
naher eingegangen werden. Nur ein einziges Beispiel solcher Nutzanwendungen 
moge an dieser Stelle zur Kennzeichnung der iibertriebenen Vorstellungen Marbes 
von der praktischen Bedeutung seiner Doktrin angefUhrt werden. Dieses Bei· 
spiel betrifft die Unfallstatistik und Unfallversicherung. Mar be ist "der Meinung, 
daB in allen Gebieten der UnfallstatiRtik die Wahrscheinlichkeit, daB jemand, 
der n Unfalle erlitten hat, einen weiteren Unfall erleidet, groBer ist, als man im 
Sinne des Multiplikationssatzes [d. h. des Satzes, demzufolge die Wahrscheinlich
keit des Zusammentreffens von zwei Ereignissen gleich dem Produkt der heiden 
Wahrscheinlichkeiten ist, die diesen Ereignissen zukommen] erwarten miiBte", 
und er teilt in diesem Zusammenhang mit, daB es ihm schon in der Volksschule 
aufgefallen sei, daB einzelne seiner l\1itschiller "immer wieder kleine Unfalle er· 
litten, wahrend andere von solchen ganzlich verschont blieben" (S. 384). Es sei 
auch noch zu beriicksichtigen, daB die Art der Beschaftigung eines Menschen 
fiir die "Disposition zu Unfallen" mitbestimmend ist. "Ein Seiltanzer, ein Akrobat, 
ein Krieger, ein Berufsjager wird bei gleicher Veranlagung eher Unfalle erleiden 
als ein Stubengelehrter oder Verwaltungsbeamter" (S. 385). "Die Folgerungen," 
sagt Mar be, "die sich fUr die Versicherungsgesellschaften aus diesen Tatsachen 
ergeben, sind nahcliegcnd. Es muB bei den verschiedenen Unfallstatistiken groBer 
Wert auf die Feststellung gelegt werden, wie oft jede Person die Gesellschaft in 
Anspruch nimmt, und es muB fUr die verschiedenen Zweige der Unfallversicherung 
festgelegt werden, wie die Geldbeitrage zu erhohen sind fUr die Personen, die ein· 
mal, zweimal ... n·mal die Gesellschaft in Anspruch nehmen, ein Verfahren, 
das freilich viel Arbeit und Uberlegung erfordert. Radikaler, aber unbillig und 
sozial nicht zu rechtfertigen ist freilich das gelegentlich geiibte Mittel, Personen, 
die sehr oft Anspruch an die Gesellschaft machen, einfach den LaufpaJ3 zu geben" 
(S. 386). In Wirklichkeit sind die Versicherungsgescllschaften noch hartherziger, 
indem sie sich namlich das Recht der Kiindigung des Versicherungsvertrags im 
Schadenfalle ausbedingen und von diesem Recht, wenn es ihnen als angezeigt 
erscheint, auch Gebrauch machen, ohne erst abzuwarten, daB der Betreffende 
eine Serie von UnfaIIen erleidet. Und es handelt sich hierbei nicht zuletzt darum, 
daB man auf diesem Wege "schlechte Risiken" auszuscheiden beabsichtigt. Siehe 
z. B. P. Hiestand, Grundziige der privaten Unfallversicherung, Stuttgart 1900, 
S. 85, FuBnote. Auch wird die Versicherungspramie in erster Linie nach Berufs· 
arten abgestuft. Siehe ebendaselbst, S. 16-18. Sollte aber keine Unfallstatistik 
existieren, welche die Versicherten nach der Zahl der erlittenen Unfalle klassi· 
fiziert (das kann ein AuBenstehender nicht wissen, weil die Unfallstatistik der 
Versicherungsgesellschaften Geschaftsgeheimnis ist), so hat es sicherlich andere 
Griinde als mangelndes Verstandnis dafiir, "daB die Wahrscheinlichkeit fiir cine 
Person, einen Unfall zu erleiden, nach den friiheren Unfallen zu bemessen ist" 
(M ar be, S. 386). Kurz, Mar bes "ldeen (sic!) zur Unfallstatistik und Unfall. 
versicherung" sind schlechterdings nicht originell; ja, in der naiven Form, wie 
er sie vorbringt, rufen sie den Eindruck von Trivialitaten hervor, und wenn sie 
als AusfluB der "Lehre yom statistischen Ausgleich" hingestellt werden, so klingt 
es beinahe wie cine Verspottung dieser Lehre. 
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stehenden besprochene Untersuchung iiber die Iterationen, die aber 
nicht mehr die Iterationen betrifft. 

Die 49 152 GeburtsfiWe, die Mar be fiir jede der vier Stadte den 
Standesamtsregistern entnommen hat, zerlegt er in 4096 (inhaltsfremde) 
Sequenzen zu 12 und stellt die Zahlen der sich darunter befindenden 
Sequenzen mit 0 Knaben und 12 Madchen, 1 Knaben und 11 Madchen, 
. .. 12 Knaben und 0 Madchen fest. Schreibt man x fiir die betreffende 
Zahl der Knaben in einer Sequenz, und lfJ; fiir die Zahl der Sequenzen 
mit x Knaben, so hat man, den Formeln (25) und (26) des § 3 des 2. Ka-
pitels entsprechend: 12 

(39) ~ lx = 4096 und 

(40) 

(41) 

o 

Q; (lx) = 4096 Jlx , 

Jlx = (~) pX q12-X 

wo man 

setzen mul3, wenn man mit p und q wiederum die Wahrscheinlichkeiten 
einer Knaben- bzw. Madchengeburt bezeichnet. In Tabelle 4 sind die 
von Marbe fiir Wiirzburg ermittelten Zahlen lx, Q;(lx) und W = lx 
- Q;(lx) wiedergegeben (2., 3. und 4. Spalte) 46). Aul3erdem enthalt 
die Tabelle unter we die nach Mal3gabe der Formel (27) des § 3 des 
2. Kapitels berechneten mittleren Fehler der Werte Ix bzw. der Summen 
der drei obersten und der drei untersten Werte Ix (5. Spalte), sodann 
die Quotienten IWI : we (6. Spalte) und schliel3lich die Quotienten 
~(2 : Q; (lx) (7. Spalte), deren Summe, der Formel (32) des genannten 
Paragraphen entsprechend, X2 ergibt. 

Tabelle 4. 

x Ix ~(lx) W 

1 2 3 4 

° ~ }47 
0,8 } - 0,8} 

1 9,6 65,5 - 0,6 -18,5 
2 38 55,1 -17,1 
3 179 192,1 -13,1 
4 444 451,7 - 7,7 
5 788 755,5 +32,5 
6 942 921,3 +20,7 
7 871 825,4 +45,6 
8 494 539,2 -45,2 
9 242 250,5 - 8,5 

10 
76 } 78,6} - 2,6} 

11 1~ 89 14,9 94,8 - 1,9 - 5,8 
12 1,3 - 1,3 

41) Marbe, GleichfOrmigkeit, S.306. 
v. Bortkiewicz, Iterationen. 

9R IWI: 9R W2 : ~(lx) 

6 6 7 

8,0 2,30 5,23 

13,5 0,97 0,89 
20,0 0,38 0,13 
24,8 1,31 1,40 
26,7 0,78 0,47 
25,7 1,77 2,52 
21,6 2,09 3,79 
15,3 0,56 0,29 

9,6 0,60 0,35 

I x2 = 15,07 

13 
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Mar be macht damuf aufmerksam, daB del' 'l'abeIle 4 zufolge die
jenigen Sequenzen ("Gruppen" in seiner Ausdrucksweise), bei denen 
sich die Knabenquote (5 : 12, 6 : 12 und 7 : 12) von del' 'Wahrschein
lichkeit p (die sich im gegebenen Fall auf 0,51107 stellt) am wenigsten 
entfernt, haufiger, wahl'end aIle anderen Sequenzen seltener auftreten, 
als es die Wahrscheinlichkeitsrechnung verlangt, und deutet diese 
Erscheinung, die er als "Pravalenz del' Nol'malgruppen" bezeichnet, 
im Sinne seiner Lehre vom statistischen Ausgleich. 

Die Haufung der positiven Abweichungen (2{) bei x = 5 bis 7 isi. 
in del' Tat auffallig. Auch der hohe Wert von X2 erregt Bedenken. Man 
erhalt hier nach den Formeln (33) und (46) des § 3 des 2. Kapitels: 
0:(;:2) = 8 und 9)((X2 ) = 4 47), somit 7,07 : 4 = 1,77 als Verhaltnis der 
betreffenden Abweichul1g zu dem maBgebenden mittleren Fehler. Zu
gleich stellt sich das arithmetische Mittel del' Quadrate der Quotiel1ten 
19TI : 9)( auf 1,87. Der zugehOrige mittlere Fehler laBt sich in etwas 
ungel1auel' Weise, l1amlich ohne Riicksicht auf die gegenseitige Ab
hangigkeit del' betreffenden Quotienten, nach Formel (24) des § 3 des 

2. Kapitels bestimmen: man findet i2 : 9 = 0,47, somit 0,87 : 0,47 
= 1,85. Letztere Berechnung entspricht dem Schema A des genannten 
Paragraphen, wiihrend es sich bei del' Bel'echnung von X2 um das 
Schema B desselben Paragraphen gehandelt hat. 

Das Schema A kann noch in anderer, mehr direkter, 'Weise im 
gegebenen Fall zur Anwendung gebracht werden: man sehe zunachst 
von einel' Gruppierung del' vorliegenden 4096 Sequenz en nach den 
Werten von x ab und stelle sich vielmehr diese Sequenzen als ebenso 
viele Versuchsreihen VOl', denen die Ereigniszahlen Xl< entsprechen. 
In den Formeln des § 2 des 3. Kapitels hat man demnach s,. = s = 12, 
Pk = p, q,. = q, n = 4096 zu setzen. Es ware also Q2 aus 

(42) 
1 ~ 

Q2 = ----- L: (Xl< - S p)2 
npqs 1 

zu bel'echnen. Diese Formel setzt indessen voraus, daB p ein apriorischer 
Wert del' betreffenden Wahrscheinlichkeit ist; tritt abel' an Stelle von p 
ein empirischer Wert derselben Wahrscheinlichkeit del' mit y bezeichnet 
werden mage, wobei y aus 

1 n 

(43) y = n8- L) Xl< 
1 

ermittelt wird, so ist (42) durch 

(44) 
n 

v ns-l 2J Q2 = k (Xl< - S y)2 
n(n-l)s2y(l-y) 1 

47) Die gell:1Ue Formel (42) deR~elbell Paragraphen Hihrt zn: 9JC(x 2 ) = 4,0(\2. 
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zu ersetzen. Auf diese Weise erhiilt man einen Wert Q2, welcher der 
Bedingung 

(45) (l;(Q2) = I 

Genuge leistet 48). 

Fiihrt man die Bezeichnungen 

n 
(46) ns= 8, 2Jx~ = Z 

1 

ein, so lassen sich (43) und (44) auch als 

(47) 

und 

(48) 

x 
Y=-8 

v 8 - I nZ - X2 Q2= __ • . 
8 (n-I)X(I-y) 

oder, sofern 8 eine groBe Zahl ist, 

v nZ - X2 Q2 = __ -..",.,..-__ 
(n - I}X(I- y) 

(49) 

darstellen. AuBerdem ist zu bemerken, daB es sich zur Berechnung 
von Z empfiehlt, auf die Gruppierung der n Sequenzen nach den 
Werten von x zuruckzugreifen. Man erhalt namlich auf diese Weise die 
handliche Formel 

(50) 
12 

Z = 13la;x2. 
o 

Der mittlere Fehler von Q2 ist durch 

(51) 
v 2(s-I)8 2(8-X-I)(X-I) 

ilJ(2 (Q2) = (8 _ 2) (8 _ 3) (8 - s) (8 - X) X 

gegeben 49). Letztere Formel geht, sofern 8, X und 8 - X gro13e Zahlen 
sind, in 

(52) 

oder 

( :>3) 
v S - 1 2 

9)(2 (Q2) = __ . --
s n- 1 

48) Formel (45) ist eine exakte FOl"IDel; sie setzt namentlieh nieht voraus, 
daB 8 in (44) eine groBe Zahl ist, und laBt sieh sehr einfaeh beweisen. 

49) Wie die Formeln (44) und (45), gilt aueh Formel (51) in aller Strenge. leh 
habe sie auf etwas langwierigem, aber durehaus elementarem Wege abgeleitet. Diese 
Ahleitung ist noeh nieht veroffentlieht. 

13* 
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iiber. SteUt man diese Formel del' Formel (24) des § 2 des 3. Kapitels 
gegeniiber, so zeigt es sich, daB man berechtigt ist, bei Bestimmung 
des mittleren Fehlers von Q2 von dem Unterschied zwischen Q2 und Q2 
abzusehen, wenn nicht nul'S, X und S - X groBe Zahlen sind, sondel'll 
auch 8 und n nicht allzu klein sind 50). 

Im gegenwartigen Beispiel fiihrt die numerische Auswertung del' 
beiden Formeln (49) und (52) zu (P = 0,9367 und 9)(((J2) = 0,0212. 
Die Abweichung Q2 -- 1 betragt somit -0,0633 und macht, ihrem 
absoluten Betrag nach, das 2,99fache des maBgebenden mittleren Fehlers 
aus. Die Wahrscheinlichkeit einer so groBen odeI' noch groBeren Ab
weichung berechnet sich unter Zugrundelegung des GauB schen Fehler
gesetzes, dessen approximative Giiltigkeit hier mit Riicksicht darauf, 
daB n eine groBe Zahl ist, wohl postuliert werden darf, zu 0,0028. Man 
gelangt also, auch wenn man lege artis verfahrt, zu del' SchluBfolgerung, 
daB im gegebenen Fall die Dispersion del' Ereigniszahlen Xk, somit 

auch die Dispersion del' Hiiufigkeiten X,,-, unternormal ist51). 
8 

Mar be nimmt von einer iihnlichen Prilfung del' Ergebnisse, wie sie 
im obigen an del' Hand del' GroBen X2 und Q~ ausgefiihrt worden ist, 
ganzlich Abstand. Er sucht vielmehr den nichtzufalligen Charakter 
del' Abweichungen 9i in Tabelle 4 durch Heranziehung del' analogen 
Ergebnisse, welche die anderen drei Stadte liefern, zu erweisen. Bei 
Fiirth und Freiburg i. B. ist abel' die Pravalenz del' Normalgruppen 
viel schwacher ausgesprochen als bei Wiirzburg, und bei Augsburg 
schlagt sie sogar in ihr Gegenteil um 52 ). Die Kongruenz der Ergebnisse 

50) Die Substituierung von Q2 fUr Q2 ist dadurch bedingt, daB an Stelle 
des theoretisehen Wertes p del' empirisehe Wert y tritt. Diesem Umstand HeBp 
sieh aueh bei Bestimmung von 0:(1,) nach den Formeln (40) und (41) Reehnung 
tragen. Wenn abel', wie im vorliegenden Fall, die Zahl S sehr groB ist, kommt es 
auf die Ungenauigkeit, die darin liegt, daB man in (41) einfaeh p dureh y und q 
durch 1 - y ersetzt, praktiseh nieht an. Naeh del' genauen Methode crhiilt man 
z. B. 0:(17) = 825,5 statt 825,4. 

51) Es zeigt sieh an diesem Beispiel, wie wiehtig es ist, den mittleren }1'ehler 
des "Divergenzkoeffizienten" bzw. des Quadrats des Divergenzkoeffizienten (Q2) 
zu beriicksichtigen. Tate man das nicht, so ware man leieht geneigt, das Ergebnis 
Q2 = 0,9367 bzw. Q = 0,9678 im Sinne einer normalen Dispersion auszulegen. 
Vgl. meine Aufsiitze: "Uber den Priizisionsgrad des Divergenzkoeffizienten" (Mit
teilungen des Verbandes del' osterr. u. ungar. Versicherungstechniker, Heft 5, 
Wien 1901) und "Der wahrseheinlichkeitstheoretische Standpunkt im Lebens
versicherungswesen" (Osterreichiscbe Revue, Organ fUr Assekuranz und Volks
wirtschaft, 31. Jabrg., Xr. 24 biR 28, Wien 1906), sowie meine auf S. 45, FnBnok, 
zitierte Schrift. 

12) Mar be, Gleiehformigkeit, S. 307. Die Summe del' drei Abweichungen, 
die den Werten 5, 6 und 7 von x entsprechen, steUt sich fUr Wiirzburg (nach 
TabeUe 4) auf + 98,8, in Furth auf + 31,3, in Freiburg i. B. auf + 37,5 und in 
Augsburg auf -7,3. 
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HiBt also in diesem Fall sehr viel zu wiinschen ubrig. Trotzdem spricht 
Mar be hier von einer "allgemeinen GesetzmaBigkeit" und schliellt 
seine hierauf bezuglichen Ausfuhrungen mit den Worten 53): "Offenbar 
gilt die Pravalenz der Normalgruppen auch fur aIle anderen Gebiete, 
in denen der statistische Ausgleich stattfindet, wenn vielleicht auch 
nicht fur die Gruppen zu 12, so doch fur Gruppen von mehr als 12 Ele
menten." Hiermit wird die unternormale Dispersion fur das Typische 
in der Statistik erklart, wodurch gerade der Gegensatz der "natur
philosophischen" Betrachtungsweise zu der herrschenden Auffassung 
in moglichst pragnanter Weise zum Ausdruck gebracht werden solI. 

Da steigen vor allem, wie im Fall der Iterationen, Zweifel hinsichtlich 
des von Mar be benutzten Materials auf. Wenn namlich bei einem Teil 
der in Betracht kommenden Geburtenmenge die Registrierung jene 
Unvollkommenheit aufweist, von welcher in hypothetischer Form im 
§ 2 des 5. Kapitels die Rede gewesen ist, so muBte dies, wie man leicht 
einsieht, gerade das Zustandekommen von "Normalgruppen" bei dem 
betreffenden Teil des Materials begiinstigen und daher das Gesamtbild 
in der wahrgenommenen Richtung verschieben. Mar be verhalt sich 
aber zu seinem Material ganz unkritisch und zieht es demgemall gar 
nicht erst in Erwagung, ob die Reihenfolge der Eintragungen in das 
Register der zeitlichen Reihenfolge der Geburten auch tatsachlich 
immer genau entspricht. 

Abgesehen davon, ist Marbe uber das Verhaltnis seiner hier zur 
Diskussion stehenden Untersuchung zu den seitherigen wahrseheinlieh
keitstheoretischen Untersuchungen uber die zeitlichen Schwankungen 
des Geschlechtsverhaltnisses der Geborenen vollig im unklaren. Bisher 
ist es ublich gewesen, bei solchen Untersuchungen eine gegebene Ge
burtenreihe nach Zeitstrecken von gleicher Dauer in Teilreihen zu 
zerlegen; Mar be hingegen bildet die Teilreihen aus gleiehen Zahlen von 
(namlich aus je 12) Geburtsfallen. Dieser Unterschied ist offenbar kein 
prinzipieller. Eine wesentliehe Eigentumlichkeit der Mar besehen 
Untersuchung konnte man daher hochstens in der Kleinheit der Ver
suchs- und Ereigniszahlen sehen, mit denen er operiert54). Gesetzt 
also, es ware Mar be wirklich gelungen - was ja nieht im entferntesten 
der Fall ist -, nachzuweisen, daB das Geschlechtsverhaltnis der Ge
borenen oder, was auf dasselbe hinauslauft, die Knabenquote bei den 

53) Ebendaselbst, S. 3ll. 
54) In den bekannten Lexisschen Untersuchungen, die eine so gute Uberein

stimmung zwischen Wahrscheinlichkeitstheorie und Erfahrung ergeben haben, 
handelte es sich urn monatliche Geburtenzahlen preuBischer Regierungsbezirke. 
Diese Zahlen betrugen mindestens einige Hundert, oft einige Tausend. Siehe 
Lexis, Abhandlungen zur Theorie der Bevolkerungs- und Moralstatistik, Jena 
1903, S. 141-142. 
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Geborenen als Regel unternormale Dispersion fur Gruppen von je 
12 Geborenen zeigt, so wurde die Frage lauten: wie reimt sich dieses 
Ergebnis mit del' Tatsache, daD fur groDere Gruppen lliemals eine 
unternormale, sondern elltweder eille normale odeI' - meist - eine 
ubernormale Dispersion zutage tritt55)'? Abel' nicht nul', daD Marbe 
diese doch naheliegende Frage gar nicht stellt; er schlieDt sogar noch, 
laut obigem Zitat, aus del' fur die Gruppen zu 12 konstatiertell ullter
normalell Dispersion darauf, daD bei groDeren Gruppen erst recht eine 
unternormale Dispersion zu erwarten sei. Ja, wie kommt es daIlll, 
daD eine solche bisher nie festgestellt worden ist? Abel' freilich: hieDe 
es nicht, yom Standpunkte Marbes aus gesehen, die ihm "sehr am 
Herzen liegende Lehre yom statistischen Ausgleich" 56) zur Bedeutungs
losigkeit verurteilen, wollte man das Ausgleichsprinzip nur "im kleinen", 
nicht abel' auch "im groBen" wirken lassen57 )? 

55) Selbstverstandlieh ist damit nieht gemeint, daJ3 der Divergenzkoeffizient 

Q bzw. Q sieh stets iiber 1 halt. Er darf nur nieht iiber das "zulassige" MaJ3 hinau~ 
unter 1 herabsinken. Sowohl im Fall der Knabenquote bei den Geborenen, wie 
in anderen Beispielen, betreffend mensehliehe Massenerseheinungen, hat sieh 
wiederholt Q < 1 ergeben. Den in FuJ3note 54 zitierten Lexissehen Unter
suchungen zufolge war in 36 Fallen aus 68 Q > 1, in weiteren 2 Fallen Q = 1 
und in 30 Fallen Q < 1. Das Minimum (Marienwerder, 1868-1869) betrug 0,72. 
Czuber (II, S. 60-61) hat in einem Beispiel, das sich auf die Sterblichkeit von 
Versieherten bezieht, Q=0,758 gefunden. Hier ist: im(Q)=V1 :32=0,177, 
somit 0,242 : 0,177 = 1,37, so daJ3 kein AnlaJ3 vorliegt, an dem zufalligen Charakter 
der betreffenden negativen Abweichung (-0,242) zu zweifeln. Wenn aber C z u b er 
(II, S. 63) bei den tiidliehen Unfallen nach den Daten der osterreiehisehen Vcr
sicherungsanstalten fUr 1890-1906 Q = 0,431 findet, so beruht dieses Ergebnis 
darauf, daJ3 er anstatt del' wirklichen Zahl del' versieherten "Vollarbeiter", welche 
sich im Jahresdurehsehnitt auf 1,3 Millionen stellt, die als Reduktionsbasis in del' 
offiziellen Statistik auftretende Zahl 100000 in die betreffende Formel eingesetzt 
hat. Durch Richtigstellung der Rechnung kommt man auf Q = 1,56. Recht 
eigentiimlieh ist aueh die Erklarung, die Czuber fUr sein Ergebnis vorschlagt; 
er sagt: "Die ausgesprochen unternormale Dispersion diirfte aus dem Umstande 
zu erklaren scin, daJ3 die todlichen Unfalle haufig kumulativ sieh ereignen." In 
Wirklichkeit beeinfluJ3t dieser Umstand (die "akute Solidaritat der Einzelfalle") 
die Dispersion in entgegengesetzter Richtung! Siehe mein "Gesetz der kleinen 
Zahlen", S.45-48. Auf den doppelten MiJ3griff Czubers hat bereits Tschu
prow (S. 363-364, FuBnote) hingewiesen, wobei er es aber nur als hochstwahr
scheinlich hinstellt, daJ3 hier auf seiten C z u b er s cine Verwechslung der wirklichen 
mit einer rechnungsmiiJ3igen Zahl von Versicherten vorliegt. Uber die Zahkn 
der Arbeiter, die in Osterreich gegen Unfall versiehert sind, hatte sich Tsch u prow 
aus einer allgemein zugangliehen Quelle unterrichten konnen, namlich aus dem 
Handworterbueh der Staatswissenschaften, 2. Aun., 7. Band, S. 278 und S. 309; 
vgl. 3. Aufl., 8. Band, S. 60 und S. 88. 

56) Marbe, Bemerkungen, S.5. 
57) Urn die Auseinandersetzung mit Mal' be nieht zu komplizieren, sehe ich 

im Text von zweierlei ab: 1. davon, daB die Ansicht, wonach unternormale Dis
persion bei menschlichen Massenerschcinungen nicht vorkomnlC', oder, was rlao-
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Seine fur j ede der vier Stad te vorliegenden 4096 Seq uenzen oder Gruppen 
zu 12 unterzieht Mar be noch einer anderen Betrachtung58). Er faBt die 
moglichen "Gruppenformen" ins Auge, die man erhalt, wenn man 
nicht mehr ausschlieBlich die Z a hie n der Knaben und Madchen in 
der Gruppe, sondern auch die Ordnung, in welcher sie aufeinander 
folgen, beriicksichtigt. Dadurch kommen 212 oder 4096 verschiedene 
Gruppenformen zustande, und Mar be stellt fest, wie viele von diesen 
moglichen Gruppenformen kein einziges Mal, wie viele einmal, wie viele 
zweimal usw. unter den gegebenen 4096 Gruppen vertreten sind. Be
zeichnet man die betreffende Wiederholungszahl mit m und die Zahl 
der m-mal vertretenen Gruppenformen mit 1m , so kann man hier von 
einer erfahrungsmaBigen Bestimmung der Zahlen 1m sprechen. 

Es lage nun nahe, die entsprechenden erwartungsmaBigen Zahlen, 
somit die Werte (l; (lm), zu berechnen, urn sie mit den wirklichen Zahlen 
1m zu vergleichen. Mar be halt dies aber deshalb fur ausgeschlossen, 

selbe ist, wonach die normale Stabilitat zugleich die maximale sei, von Lexis, 
der diese These als erster aufgestellt hat, doch nicht ganz ohne Einschrankungen 
ausgesprochen wird (Zur Theorie del' Massenerscheinungen, S. 30, Abhandlungen, 
S.232; vgl. meinen auf S.47, FuBnote 7, zitierten Artikel, S. 676-680); und 
2. davon, daB diese Ansicht keineswegs Gemeingut der statistischen Wissenschaft 
ist (vgl. S. 55, FuBnote 18); hauptsachlich sind es vielmehr - abgesehen von 
einigen Schillern von Lexis, die seit ihrer Promotion nichts mehr iiber theoretische 
Statistik veroffentlicht haben und daher wohl kaum als Vertreter dieser Wissen
schaft gelten konnen - Mathematiker, wie namentlich Czuber und Blaschke, 
die sie akzeptiert haben. Dagegen steht ihr z. B. ein so bedeutender theoretischer 
Statistiker wie Edgeworth fern; ebensowenig haben mit ihr die Fechnersehe 
und die Pearsonsehe Richtung etwas zu tun. Namentlieh ist aber Tsehuprow 
(S. 399--412) gegen die in Frage stehende Ansieht sehr entsehieden aufgetreten. 
Ausfiihrlich wiedergegeben sind seine hierauf sieh beziehenden Darlegungen in 
AI. Kaufmanns "Theorie und Methoden der Statistik", Tiibingen 1913 (S. 176 
bis 176), aomit gerade in demjenigen Werli:, auf welches Marbe als auf eine QueUe 
der Belehrung iiber die Lexissche Dispersionstheorie in erster Linie verweist 
(Gleichformigkeit, S. 233, FuBnote). Demnaeh hatte Marbe seinen Lesern keines
falls verschweigen diirfen, daB es auch solehe Vertreter der theoretischen Statistik 
gibt, die sich mit der Tatsaehe der unternormalen DisperSion auf ihre Weise ab
finden, ohne darum die Orientierung an der Wahrscheinliehkeitsreehnung preis
zugeben. Urn jedes MiBverstandnis auszuschlieBen, moehte ieh hier zum Ausdruek 
bringen, daB ieh personlieh dem von Tsehuprow in bezug auf die Frage der 
unternormalen Dispersion vertretenen Standpunkt, den ieh in einer Bespreehung 
der ersten Auflage seiner Sehrift (siehe S. 57, FuBnote) zu widerlegen versueht 
hatte, aueh heute, nach der mir von ihm zuteil gewordenen Antwort (2. Auflage, 
S.412--414, FuBnote), nieht beizupflichten vermag. Ein weiteres Eingehen 
hierauf wiirde viel zu weit fiihren. Was aber Kaufmann betrifft, der in diesem 
Punkt Tsehuprow zustimmt, 80 sprechen seine Hinweise auf Falle, in denen sich 
gerade beim Gesehleehtsverhaltnis der Geborenen fiir Q Werte, wie 0,87, 0,89, 
0,90,0,95, ergeben (a. a. 0., S. 177), an sieh nieht im geringsten gegen die Lexis
sche Auffassung. Vgl. FuBnote 55, sowie Lexis in Sehmollers Jahrbuch, 37. Jahr
gang, 1913, S. 2092. 

58) Mar be, GlE'iehformigkeit, S. 312-331. 
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wei! fur 4096 Gruppen gar zu viele, namlich 40964096 , verschiedene 
mogliche Arlen der Zusammensetzung aus den 4096 verschiedenen 
Gruppenformen in Betracht kommen. "In solchen Fallen", bemerkt 
er unter Bezugnahme auf Oz u ber, "versagt auch bei Benutzung von 
Naherungsformeln unsere Kraft schon aus rein physischen Griinden"59). 
Man sei nur in der Lage, und zwar auf Grund von Rechnungsergebnissen, 
zu denen man in analogen Fallen mit viel kleineren Zahlen von Gruppen 
bzw. Gruppenformen gelangt 60), einige allgemein gehaltene Satze zu 
formulieren; und da findet Marbe, daB diese Satze, die er gelegentlich 
auch als seine "Ansichten" bezeichnet, durch das Verhalten der empiri
schen Zahlen bestatigt werden: insbesondere stimmten seine Ansichten 
mit den statistischen Ergebnissen insofern uberein, als es sich jeweils, 
d. h. fur jede der vier Stiidte zeigt, daB sehr viele von den 4096 mog
lichen Gruppenformen gar nicht vorkommen 61). 

69) Ebendaselbst, S.326. Die Stelle aus Czuber, die Marbe zitiert, findet 
sich in del' Enzyklopadie der mathematisehen Wissenschaften, I, S. 755, und 
betrifft das Bernoullische Theorem. Czuber sagt, daB die im Text auf S.43 
in Formel (3) auftretende Summierung eine Aufgabe darstelle, "welche mit Riiek· 
sicht auf die Reehenarbeit, die ihre strenge Ausfiihrung verlangen wiirde, nul' 
mit Hilfe von Naherungsmethoden zu bewaltigen ist". Bei Czuber ist, wie man 
sieht, von Naherungsformeln, die zum Ziele fUhren, die Rede; Marbe hingegen 
glaubt einen Fall VOl' sich zu haben, dem man nicht einmal mit Naherungsformeln 
beikommen kann. Was solI also das Zitat? 

80) Die betreffenden miihsamen Berechnungen hatte sich Marbe schon aus 
dem Grunde sparen konnen, weil die Aufgaben, um die es sich hierbei handelt, 
langst in allgemeiner Form gelOst worden sind, und zwar als Lotterieaufgaben. 
Gerade auch in dem Czuberschen Beitrag zur Enzyklopadie del' mathematischen 
Wissenschaften, den Marbe in diesem Zusammenhang zitiert, wird (auf S. 751) 
darauf hingewiesen. Vgl. Czuber, I, S.41--43, und Czuber, Entwicklung, 
S.42-44. Marbe versiehert (Gleichformigkeit, S.382), daB es ihm fern liege, 
mit seiner Polemik gegen die wahrscheinlichkeitstheoretische Betrachtungsweise 
in der Statistik "die rein mathematische Wahrscheinlichkeitsrechnung als solche" 
treffen zu wollen. Da werde "alIes beim alten bleiben konnen". Trotz diesel' 
beruhigend.friedlichen Kundgebung mochte ich meinen, daB Mar be auch gegen 
die reine Wahrscheinlichkeitstheorie im Kampfe steht. In diesem Fall ist die Form 
des Kampfes der Boykott. Marbe boykottiert die WahrscheinIiehkeitsrechnung 
als mathematische DiszipIin nicht nul' insofern, als er sich weigert, den Lehr· 
biiehern der WahrscheinIichkeitsrechnung, was er braucht, zu entnehmen, sondern 
auch noch in dem weiteren Sinne, daB er sich sozusagen iiber die grundlegende 
Idee del' Wahrscheinlichkeitsrechnung hinwegsetzt. Dieser Idee zufolge gilt es, 
von den Wahrscheinlichkeiten einfacher Ereignisse zu den WahrscheinIichkeiten 
in diesel' oder jener Weise aus ihnen zusammengesetzter Ereignisse nach bestimmten 
Regeln zu gelangen, welche es unnotig machen, die fUr das zusammengesetzte 
Ereignis direkt in Betracht kommenden mogIichen und giinstigen FaIle (Chancen) 
zu ermitteln. Und gerade mit letzterem gibt sieh Mar be bei dem vorliegenden 
Problem abo Es darf nicht wundernehmen, daB er da keinen Ausweg findet. Er 
bleibt eben in der Kombinatorik stecken. Die WahrscheinIiehkeitsrechnung dient 
abel' dazu, die Kombinatorik zu iiberwinden. 

61) Mar be, Glf'iehfOrmigkeit, S. 329. 
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Der wirkliche Sachverhalt ist nun der, daB die Bestimmung der 
GroBen Cl: (1m) nicht nur keine unuberwindlichen Schwierigkeiten be
reitet, sondern mit der graBten Leichtigkeit vor sich gehen kann, nam
lich so: wenn man, wie es auch Mar be in den von ihm betrachteten 
Fallen tut, davon absieht, daB die Wahrscheinlichkeit einer Knaben
geburt (p) etwas graBer als die ciner lVIadchengeburt (q) ist, so erweisen 
sich aIle 4096 Gruppenformen als gleichwahrscheinlich, und man erhalt 
40196 als Wahrscheinlichkeit dafur, daB eine gegebene Gruppe zu 12 
eine bestimmte unter den 4096 maglichen Formen annimmt; daher 
berechnet sich Q; (lm) nach lVIa13gabe der Formel (29) des § 2 des 3. Ka
pitels und des fur die mathematischen Erwartungen geltenden Additions
satzes aus: 

(54) _ ( 8) (l)m (n _ 1)8 -m It(l ) = n ---
m m n n ' 

wo unter n die Zahl der maglichen Gruppenformen und unter 8 die Zahl 
der wirklichen Gruppen zu verstehen ist. 1m gegebenen Fall ist n = 8 

= 4096, und die exakte Formel (54), 0 bschon sie sich fur kleine Werte 
von m - groBere kommen praktisch nicht in Betracht - sehr wohl 
numerisch auswerten liiBt, kann durch die vollstandig genugende 
Naherungsformel 

(.55) 
n e- 1 

Q;(lm) = ---
m! 

ersetzt werden, wo e die Basis der naturlichen Logarithmen bedeutet 62). 

Die fur die vier Stiidte Wurzburg (I), Furth (II), Augsburg (III) und 
Freiburg i. B. (IV) von Mar be festgestellten Zahlen 1m bzw. 1m: n 63) 

und die ihnen entsprechenden nach Forme] (55) berechneten Zahlen 
(£(lm) bzw. Cl:(lm) : n finden sich in nachstehender Tabelle 5. 

Tabelle 5. 

l". lm: n 
~---,-,,- .... (i(lm) .- -'----,___ (i(lm): n 

m _I_I~I IIIJ~ ___ L __ II_~~ __ I~~ __ 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

o 1512 
1 1474 
2 786 
3 258 
4 54 
5 

>~I 
12 
o 
o 

1493 
1511 
788 
222 

70 
9 
:3 
o 

1519 
1493 
746 
261 

58 
18 
1 
o 

1513 
1517 

723 
262 

59 
21 

I 
o 

1506,8 
1506,8 

753,4 
251.1 

62,8 
12,6 

1,8 
0,7 

I 

0,369 0,365 I 
0,360 0,369 
0,192 0,192 
0,063' 0,054 

1°,016 JO'020 

I,~ 

0,371 0,369 
0,365 0,370 
0,182 0,177 
0,064 0,064 

1°,019 11°,(>20 

0,368 
0,368 
0,184 
0,061 

I 0,019 

62) Siehe - auch fiir das Weitere - mcin "Gesetz del' kleinen Zahlen", Leipzig 
1898. 

IS) Mar be, Gleichfol'migkeit, S. 329-330. 
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Wie man sieht, stimmen hier die empirischen mit den theoretischen 
Zahlen vorzuglich uberein. Laut Formel (55) hat man: 

(56) 0:(l0) = (i(l1) = ~ . 
e 

Demnach laBt sich "ein empirischer Wert von eO. aus e = n : 10 oder 
e = n : 11 bestimmen; das arithmetische Mittel der 8 Zahlen 10 und 11, 
die in der Tabelle stehen (2. bis 5. Spalte), betragt 1504, und man 
erhalt 4096 : 1504 = 2,72, somit einen Wert, der bis auf die zweite 
Dezimale mit dem wahren Wert von e iibereinstimmt. Dieser mathe
matische Scherz moge als Gegenstuck zu einer analogen Berechnung 
von n, die von Lexis herruhrt, hingenommen werden. Dort hat es 
sich urn die Ermittlung von n aus dem Verhaltnis zwischen einer Summe 
der Quadrate der zufalligen Abweichungen des Geschlechtsverhaltnisses 
der Geborenen und der Summe der absoluten Betrage derselben Ab
weichungen gehandelt, und es ergab sich n = 3,14, d. h. ebenfalls 
eine Vbereinstimmung, die bis zur zweiten Dezimale reicht 64). 

Recht gunstig stellen sich in diesem Fall auch die Werte von X2, 
die durch Summierung der Quotienten {1m - Q; (lm)}2 : Q; (1m) entstehen. 
FaBt man dabei die FaIle, in denen m > 5, zusammen, so erhalt man 
der Reihe nach: 4,20, 6,57, 2,04, 5,18 und im Durchschnitt 4,50 gegen 
Q; (;(2) = 5. Der mittlere Fehler des angegebenen Durchschnittswertes 

wird durch ~ = 1,58 ausgedriickt, so daB man 0,50 : 1,58 = 0,32 
findet. 

Man kann schlieBlich Q2, und zwar entsprechend der Formel (49) 
des § 3 des 2. Kapitels aus 

8 

(56) Q2 = _1 ____ ~,lm{m _ 1)2 
n-1 ..,;;;;;.:' 

o 

berechnen, und erhalt der Reihe nach 0,9788,0,9812,1,0061,1,0198, so
mit im Durchschnitt 0,9965. Nach Formel (55) des § 3 des 2. Kapitels 

hat man hier: m(Q2) = i2~4096 = 0,0220; dementsprechend betragt 
der mittlere Fehler des angegebenen Durchschnittswertes O,OllO, und 
es ist 0,0035 : O,OllO = 0,32 65). 

64) Lexis, Zur Theorie der Massenerscheinungen, S. 72. 
85) Wenn fiir die m-Werte das "Kriterium der normalen Dispersion nahezu 

genau zutrifft, ja Q2 sogar noch unterhalb 1 bleibt, so erklart es sich aus der Klein
heit der m-Werte, die bei dieser Betrachtungsweise als Ereigniszahlen erscheinen. 
Bei gro.6eren Ereigniszahlen wurde schon der Umstand, daB den einzelnen mog
lichen Gruppenformen nicht die gleiche Wahrscheinlichkeit zukommt (weil p > q), 
zu Q2 > 1 fiihren mussen. Es moge bei dieser Gelegenheit noch auf einen 
anderen Fall hingewiesen werden, in welchem die aus der Theorie "des Fehler
exzedenten" (siehe mein "Gesetz der kleinen Zahlen", 3. Kapitel und Anlage 2) 
entspringende Auffassung, daB kleine Ereigniszahlen weniger als groBe gegen 
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Mar be teilt noch die Zahlen lm mit, die man erhalt, wenn man 
die vier Stadte zusammenfaBt, wodurch sich die Zahl der Gruppen 
vervierfacht, wahrend die Zahl der Gruppenformen die alte bleibt. 
Dementsprechend hat man in (54) 8 = 16384, n = 4096 zu setzen, 
und an Stelle von (55) erhalt man: 

(57) 
4'" e- 4 n 

li: (lm) = ----
m! 

Die Zahlen 1m und die nach Formel (57), worin n = 4096 zu setzen ist, 
berechneten Zahlen Cf (lm) sind in Tabelle 6 enthalten. 

o 
1 
2 
3 
4 

76 
320 
601 
783 
776 

75,0 
300,2 
600,1 
800,3 
800,3 

5 
(j 

7 
8 
[) 

Tabelle 6. 

667 
404 
245 
132 

55 

640,2 
426,8 
243,7 
122,1 

54,1 

10 
11 
12 
13 

>13 

'27 
7 
2 
] 

o 

21,7 
7,8 
2,5 
0,8 
0,4 

Auch hier passen sich die empirischen Zahlen den theoretischen 
gut an. Bei Zusammenfassung der Falle, in denen x ~ 10, erhalt man: 

systematische Fehler empfindlich sind, durch die Mar besche Geburtenstatistik 
gut illustriert wird: nach Tabelle 2 des § 2 des 5. Kapitels entspricht dem Wert 
2,74 in der 5. Spalte der Wert 1,52 in del' 9. Spalte; auf Grund der Theorie des 
Fehlerexzedenten hatte man eine Reduktion des Wertes 2,74 auf y 1 + t . 6,51 
= 1,62 zu erwarten (6,51 ist gleich dem um 1 verminderten Quadrat von 2,74); 
eine bessere Ubereinstimmung als die zwischen 1,52 und 1,62 kann man sieh hier gar 
nicht wiinschen. V gl. die analogen Zahlenwerte in Tabelle 4 desselben Paragraphen. 
Auch die von Marbe se1bst (GleichfOrmigkeit, S. 357-360) hervorgehobene Tat
sache, daB sowohl bei den Gliicksspielen wie in seinen Beispielen, betreffend die 
Reihenfolge der mannlichen und weiblichen Geburten, die Werte I WI : we (d. h. 
die Werte des Verhaltnisses der absolut genommenen Abweichungen zu den 
maBgebenden mittleren Fehlern) in der Regel hoher ausfallen bei den Zahlen 
der lterationen zu 1, 2 und 3 als boi den Zahlen der langeren Iterationen, hangt 
(den storenden EinfluB del' verkehrten Berechnung des mittleren Fehlers bei den 
lterationen zu 1 abgerechnet) hochstwahrscheinlich damit zusammen, daB die 
Zahlen der kiirzeren lterationen groBer als die der langeren sind. Es handelt 
sich also hierbei keineswegs um einen "neuen Widerspruch zwischen Theorie und 
Erfahrung", sondern im Gegenteil um eine Bestatigung der Theorie, insbesondere 
del' Theorie des Fehlerexzedenten, von der Mar be allerdings nicht die lciseste 
Ahnung zu haben scheint. Dies geht auch schon daraus hervor, daB er die von 
mir im "Gesetz del' kleinen Zahlen" vorgebrachten Beispiele, die durch diese 
Theorie ihrc durchaus befriedigende Erklarung finden, in einem seiner Lehre vom 
statistischen Ausglpich gilnstigpn Sinne zu dputen unternimmt (Gleichformigkcit, 
S. 400--403). 
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X2 = 6,04 gegen Q;(X2) = 10. Man hat zugleich: m(X2 ) = f20 = 4,47, 
somit 3,96 : 4,47 = 0,89. 

Q2 berechnet sich hier, wiederum auf der Grundlage der Formel (49) 
des § 3 des 2. Kapitels, aus 

8 

Q2 _ 1 "-! 1 _ 2 
- 4(n _ 1) .,.;;.r m(m 4) 

o 
(58) 

zu 1,0245, und nach Formel (55) des § 3 des 2. Kapitels, worin n = 4096, 
8 = 16384 zu setzen ist, findet man m (Q2) = 0,0221, somit 0,0245 
: 0,0221 = I,ll 66). 

Unter Bezugnahme auf eine Tabelle, welche die Zahlen 1m der 
Tabelle 6 - nicht aber zugleich die Zahlen Q; (lm), deren Berechnung 
ja nach Mar be "schon aus rein physischen Grunden" einem versagt 
ist - enthalt, bemerkt er 67): "Auch diese Tabelle zeigt, daB der in 
gewissem Sinne wahrscheinlichste Fall, daB aIle (212 =) 4096 Gruppen 
gleich oft vorkommen, nicht im allerentferntesten erfullt ist. 1m Sinne 
des Bernoullischen Theorems ware ja freilich auch erst dann mit 
diesem Fall zu rechnen, wenn v 68), das fur die vorhergehende Tabelle 
gleich 4 ist, den Wert C'-> annimmt." Allerdings! Auf Ereigniszahlen, 
deren mathematische Erwartung 4 betragt, laBt sich das Bernoulli
sche Theorem in der Weise, wie es Mar be meint, nicht anwenden. 
Aber wenn die Zahlen 1m mit den Zahlen Q;(lm) bzw. die Haufigkeiten 
1m : n mit den im obigen als Quotienten Q";(lm) : n dargestellten Wahr
scheinlichkeiten gut ubereinstimmen, so liegt darin, mochte man meinen, 
nichts anderes als eine empirische Bestatigung des Bernoullischen 
Theorems 69). Das gilt auch fur den speziellen Fall, wo m = O. Marbe 
erortert diesen Fall an der Hand der Zahlen 1m in Tabelle 5, die auch 
bei ihm in einer besonderen Tabelle zusammengestellt sind, und meint, 
auf letztere hinweisend 70): "Wer, ohne die tJberlegungen, die wir in 
diesem Kapitel vorgetragen haben, zu berucksichtigen, die vorausgehende 
Tabelle betrachtet, wird sich vielleicht wundern, daB so sehr viele unter 
den 4096 moglichen Gruppenformen gar nicht vorkommen. Unsere Aus
fuhrungen sind aber sehr wohl geeignet, das Ausbleiben so vieler Gruppen
formen keineswegs auffallig erscheinen zu lassen." Wie wenig man ge
rade hier auf Marbes "tJberlegungen", "Ausfuhrungen" und "An-

66) In diesem Fall, wo die Ereigniszahlen durchschnittlich 4 mal groIler sind, 
als im vorhergehenden, kommt der iibernormale Charakter der Dispersion der 
m-Werte bereits zum Ausdruck. Vgl. FuBnote 65. 

67) Mar be, Gleichformigkeit, S.331. Vgl. S.313. 
68) Dem Marbeschen v entspricht in obiger Darlegung der Quotient 8: n. 
69) Man hat es hier eben mit empirischen VieTheiten zu tun, die nicht aus 

groIlen Zahlen von Elementen bestehen, aber in groIler Zahl auftreten. VgI. 
Einleitung S. 2-3. 

70) Mar be, Gleichformigkeit, S. 329. 



Marhcs "Glcichfol'llligkcit in del' Welt". 205 

sichten" angewiesen ist, clas dftrfte HUe- dem Vorstehenden mit aller 
Deutlichkeit heryorgeh ell. 

Auf Grund der Darlegungon dieses Paragraphen kann man sagen: 
die Mar beschen Untersuchungen, ob sie sich auf die Iterationen be
ziehen oder andere Ii'ragen betreffen, vermogen nicht - nach Material, 
Methode und Ergebnis - die wahrscheinlichkeitstheoretisch orientierte 
statistische Wissenschaft an ihren grundlegenden Auffassungen irre zu 
machen und bieten ihl' anch sonst in keiller Hinsicht etwas wesentlich 
Neues. 
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