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Abhandlungen und Vortrage

aus dem Gebiete der
Mathematik, Naturwissenschaft und Technik

1. Heft. Die neue Mechanik. Von H. Poincaré. - 4. Auflage.

Die kleine Schrift behandelt die durch Einfiihrung der relativistischen Anschau-
ung bedingte grundlegende Umwandlung der physikalischen Begriffe Kraft und
Masse und beleuchtet die daraus sich ergebenden Folgerungen nach vielen Seiten
hin, insbesondere fiir astronomische Fragen. Die ungemein klare, alle Grund-
gedanken scharf hervorhebende Darstellung ermdglicht auch dem Fernerstehenden
ein leichtes Eindringen in den so schwierigen Stoff.

2. Heit. Physikalisches tiber Raum und Zeit. Von Prof.

Dr. E, Cohn., 4. Auflage. Geh. M. 1.60

In gemeinverstéindlicher Weise wird dargelegt, welche wissenschaftlichen Erfah-
rungen zur Aufstellung der Relativitdtstheorie gefithrt haben, und welche Bedeutung
dieses neue Prinzip filr unsere physikalische Auffassung von Raum und Zeit hat,
Die vorliegende Schrift ist stindig bemiiht, scharf hervortreten zu lassen, was beob-
achtbare Tatsache, was willkiirliche Festsetzung und was notwendige Folgerung ist.

3. Heft. Das Relativitatsprinzip. Eine Einfithrung in die Theorie.

Von Prof. Dr. A. Brill. 4. Auflage.

Das Biichlein beschrénkt sich hauptsichlich auf den Teil der Theorie, der den
Widerspruch zwischen der Maxwell-Hertzschen Lichttheorie und der Erfahrung zu
{iberbritcken berufen ist. Die Grundgleichungen der Theorie erfahren eine ein-
gehende Behandlung, und es wird an ihnen abgeleitet, wie an Stelle der drei-
dimensionalen Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik die vierdimensio-
nale Impuls~Energiegleichung tritt, und welche Behandlung damit der Begriif
,,Masse'* erfihrt, Auch die neuerdings von A. Einstein aufgestellte Theorie der
Gravitation wird in lingerer Besprechung gewiirdigt.

4. Heft. Der Hohennersche Prizisionsdistanzmesser und

seine Verbindung mit einem Theodolit (D.R.P. No.277000).

Einrichtung und Gebrauch des Instrumentes fiir die verschiedenen
Zwecke der Tachymetrie; mit Zahlenbeispielen sowie Genauigkeits-
versuchen. Von Prof. Dr.-Ing. H. Hohenner. Mit 7 Abbildungen
im Text und 1 Tafel. Geh. M. 3.20

Die Abhandlung gibt die Beschreibung eines neuen optischen Entfernungs-
messers, der im Gegensatz zu der langwierigen und wenig genauen Messungs-
methode mit Latte und Band und mit den bisherigen Distanzmessern ein schnelles
und ungemein prazises Arbeiten ermbglicht. Nach theoretischer Behandlung des
Instruments wird seine praktische Verwendungsmdoglichkeit fiir die verschiedenen
Zwecke der Tachymetrie erdrtert und der Grad der mit dem Prézisionsdistanz-
messer erreichbaren Genauigkeit an Hand zahlreicher Versuche abgeleitet.

5. Heft. Raum, Zeit und Relativitdtstheorie. Gemeinver-

standliche Vortrage von Prof.Dr.L.Schlesinger. Mit2Tafeln u. 5 Fig.

Die Abhandlung, aus einem Vortrag hervorgegangen, der sich an Gebildete
aller Stinde wendet, behandelt die allgemeine und spezielle Relativitiitstheorie.
Sie setzt nur ein MindestmaB an mathematischen Kenntnissen voraus, und bedient

sich vorwiegend graphischer Methoden.
Auf simtliche Preise Teuerungszuschlidge des Verlags (Septbr. 1920 100 %, Ab&nderung
33 vorbehalten) und dér Buchhandlungen.
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Vorwort.

Die nachstehende Darstellung der allgemeinen Relativitatstheorie ist
aus einer Reihe von Vortrigen entstanden, die ich wihrend der von der
Gieflener Hochschulgesellschaft im April 1920 in Mainz veranstalteten
,Hochschulwoche” vor einem zahlreichen, zum grofiten Teile aus gebil-
deten Laien bestehenden Zuhorerkreise gehalten habe. Die aufler-
ordentlich lebhafte Teilnahme, die diese Vortrage geiunden haben, legte
mir den Gedanken nahe, sie zu verdffentlichen. Neben den vielen von
Physikern und Philosophen herrithrenden gemeinverstandlichen Darstel-
lungen der Einsteinschen Lehre wird die von einem Mathematiker ge-
gebene vielleicht auch mit dazu beitragen, das Interesse weiterer Kreise
an mathematischem Denken zu beleben. — Es versteht sich von selbst,
daB ich neben den streng wissenschaftlichen Originalarbeiten auch die
gemeinverstindliche Literatur ausgiebig benutzt habe. Mit besonderem
Danke nenne ich die Schriften von Einstein selbst, ferner die von Freund-
lich, Witte, Rulf und Cohn (vgl. das Literaturverzeichnis am Schluf}).

Gieflen, den 20. April 1920.
L. Schiesinger.
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1. Einleitendes.

Alles geschieht in Raum und Zeit, d. h. irgendwo und irgendwann.
Das wo und wann bestimmt man durch Messungen. Zu einer Mes-
sung gehort ein Bezugsystem und eine Mefvorrichtung. Das Bezug-
system fur die Bestimmung des wo kann z. B. ein Zimmer sein. Ich be-
stimme dann das wo eines Gegenstandes durch seine
Abstinde von den dreiin einer Zimmerecke zusammen-
stoBenden Ebenen, d.h. seine Linge, Breite und Hohe
(Fig. 1). Fur die Bestimmung des wann eines Ge-
schehens wihlt man als Bezugsystem ein bestimmtes
Ereignis, etwa Christi Geburt, und gibt die seither ver-
flossene Zeitdauer an. Abstinde und Zeitdauern mifit
man durch MeBvorrichtungen unter Zugrundelegung
von Mafleinheiten. Fiur Abstinde wihlt man als Mafleinheit etwa das
Meter, fiir Zeitdauern etwa das Jahr oder die Sekunde. Als MeBvor-
richtungen dienen fiir Abstinde der Maflistab, fur Zeitdauern die Uhr.
Der Mafstab ist ein starrer Gegenstand, dessen Anfangs- und Endpunkt
zu allen Zeiten und tiberali denselben Abstand haben, und zwar macht man
diesen Abstand am besten gleich der Mafleinheit. Die Uhr ist eine Vor-
richtung, in der sich ein bestimmter Vorgang (etwa die Schwingung einer
Uhrfeder oder eines Pendels, der Ablauf einer gewissen Menge Sand,
die scheinbare Bewegung der Sonne) zu allen Zeiten und tberall wah-
rend derselben Zeitdauer abspielt; als diese Zeitdauer wahlt man wieder
die Zeiteinheit oder ein Vielfaches von ihr. Von Stdrungen durch ver-
anderte Temperatur, Reibung usw. sehen wir ab.

Veranderung des Ortes mit der Zeit nennt man Bewegung. DiePhysik
und insbesondere die Mechanik ist die Lehre von der Bewegung der
Korper, wobei die Ruhe, d. h. der Zustand des Beharrens an demselben
Orte als besonderer Fall der Bewegung gelten soll. — Bei der Erorte-
rung von Lehren der Mechanik hat man es also mit Beziehungen zwi-
schen meBbaren Grofien, Abstinden und Zeitdauern, zu tun. Fur diese
Beziehungen bestehen einfache GesetzmiBigkeiten, die rein logisch auf-
gebaut und angewendet werden kdnnen. Um aber solche Beziehungen
tberschauen zu konnen, reicht bei einigermaBien komplizierten Verhilt-

nissen der ungeschulte, sogenannte gesunde Menschenverstand nicht
Schlesinger, Raum, Zeit und Relativitatstheorie 1




2 2. Graphische Fahrpldne. Das Galileische Relativitdtsprinzip

aus, er bedari vielmehr der Verfeinerung durch eine Denkvorrich-
tung, die man Mathematik nennt. Mathematik ist also ein Denkwerk-
zeug; ebenso wie ich mit der bloSen Hand keinen Nagel in die Wand
einschlagen kann, sondern dazu eines Hammers bedarf, ebenso kann
ich den Umfang eines Kreises mit gegebenem Halbmesser nicht be-
rechnen ohne Mathematik. Leider sind aber die feineren Vorschriiten,
nach denen dieses Denkwerkzeug zu handhaben ist, nicht so allgemein
verbreitet wie die fir Hammer und Zange; deshalb werden wir, um ge-
meinverstandlich zu bleiben, die auftretenden Verhéltnisse nach Mog-
lichkeit schematisieren und uns tiberdies des Hilfsmittels bedienen, durch
das die antiken Mathematiker im Kindesalter der mathematischen Wissen-
schaft arithmetische Verhiltnisse zu erfassen und zu erforschen gesucht
haben, des Hilfsmittels der Veranschaulichung. Dieses gestattet,
zusammengesetzte Vorgange sinnféllig zu machen und sie dadurch von
der hergebrachten Formelsprache loszuldsen; freilich befreit auch die
Anschauung nicht von einem gewissen Grade von Abstraktionsfahigkeit,
die wir also bei dem Leser voraussetzen miissen. An mathematischen
Kenntnissen werden wir aber nicht mehr voraussetzen, als die Grund-
rechnungsarten und den Pythagoreischen Lehrsatz.

Wir beginnen nunmehr mit der Schilderung einer Bewegung, die
uns allen wohlbekannt ist, der Fahrt eines Eisenbahnzuges.

2. Graphische Fahrpline.
Das Galileische Relativitdtsprinzip.

Will ich wissen, wo und wann ein Zug zwischen zwei Stationen ver-
kehrt, so nehme ich einen Fahrplan zur Hand; seine Einrichtung ist be-
kannt. Will ich aber feststellen, wo und wann zwei Zuge sich kreuzen,
so ist es ziemlich umstiandlich, das aus einem gewohnlichen Fahrplan
zu entnehmen. Da solche Feststellungen aber far die Eisenbahnbeamten
von sehr grofier Wichtigkeit sind, so hat man fir den inneren Dienst
die sogenannten graphischen Fahrplane eingeftihrt. Die Einrichtung
eines solchen zeigt (verkleinert) die Fig. 2. Wir haben die Linie Vilbel -
Gedern in Oberhessen und die Zeit von 12 Uhr mittags bis etwa 11 Uhr
abends vor uns. Die Stationen sind auf einer horizontalen Geraden von
links nach rechts, die Zeiten auf einer vertikalen Geraden von oben nach
unten angegeben. Auf der horizontalen Geraden, der x-Achse oder
Raumachse, kann man die Abstinde von der Ausgangsstation, auf der
vertikalen, der £-Achse oder Zeitachse, die Zeitdauer von Mittag an ab-
lesen. 7 mm auf der Raumachse bedeuten 5 km, 7 mm auf der Zeit-
achse eine Stunde; die Einheitsstrecken sind also auf beiden Achsen
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gleich grofi gewahit, was aber ganz unwesentlich ist. — Die verkehren-
den Ziige werden durch Linien dargestellt, die wir Zuglinien nennen
wollen; zu jedem

!

befindet sich
irgendwann  ir-
gendwo).  Wir
finden diese, in-
dem wir durch
den betreffenden
Punkt parallele
Geraden zu der
x- und ¢-Achse
legen — die so-
genannten Be-
zugslinien — und
die Abstande
ihrer  Schnitt-
punkie mit der
f- und x-Achse
vom  Anfangs-
punkte aus durch
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strecke ausmes- 10 20 30 A ki
. Fig. 2.
sen. — Schnei-

den sich zwei Zuglinien, so befinden sich zwei Ziige zu derselben Zeit
am selben Ort, wir haben eine Kreuzung.

Wir denken uns nun die f-Achse als eine Uhr, auf der die x-Achse
als Zeiger, sich selbst parallel bleibend, entlang laufen mége, ebenso
gleichméflig, wie auf einer gewohnlichen Uhr der Zeiger das kreisrunde
Zifferblatt durchliuft. Dann erscheint der Schnittpunkt einer Zuglinie
mit diesem beweglichen Zeiger auf dem Zeiger immer verschoben, und
diese Verschiebung veranschaulicht unmittelbar die Bewegung des Zuges
auf der Raumachse. (Noch anschaulicher wird die Fahrt des Zuges
dargestellt, wenn wir die Raumachse festhalten, etwa durch ein Lineal,
und dann den graphischen Fahrplan unter diesem Lineal in der Richtung
von unten nach oben hervorziehen,) Die Zuglinie veranschaulicht uns

also gewissermafien die ganze Geschichte des fahrenden Zuges, und
l'
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das gefibte Auge fibersieht in der Zuglinie diese Geschichte auf einen
Blick.

Verlauft eine Zuglinie vertikal, so ist der Zug eine gewisse Zeit hin-
durch an demselben Orte, er hat Aufenthalt. Von den Aufenthalten ab-
gesehen, sind die Zuglinien gegen die #-Achse geneigte Geradenstticke.
Auf einem solchen Geradenstiick sehen wir den Zug in gleichen Zeiten
gleiche Strecken durchfahren; der in der Zeiteinheit durchifahrene Weg
heifit die Geschwindigkeit des Zuges; lings eines Geradenstiickes
ist die Geschwindigkeit konstant, d. h. immer dieselbe. Sie wird ge-
messen durch die Neigung der Geraden zur Zeitachse. Je grofer
diese Neigung, um so schneller f&hrt der Zug, ist die Neigung Null, so
steht er still. Ist der Neigungswinkel spitz (kleiner als ein Rechter) so
fahrt der Zug von links nach rechts, seine Geschwindigkeit ist positiv,
ist er stumpf (groBer als ein Rechter), so fahrt er von rechts nach links,
seine Geschwindigkeit ist negativ. Waire er ein Rechter, so befinde
sich der Zug zur selben Zeit an allen Stationen, man witrde dann sagen,
er fahre mit unendlich groier Geschwindigkeit; das ist nattrlich nur ein
Grenzfall ohne jede praktische Bedeutung. Ein im Anfangspunkte ste-
hender Beobachter oder Zug wird durch die Stelle dargestellt, mit der
der Zeiger unserer Uhr an der #{-Achse befestigt ist, er hat auch eine
Zuglinie, namlich die Zeitachse selbst. In bezug auf diesen Beobachter,
dessen Sehvermdgen natiirlich bis zur Endstation reichen soll, ist die ge-
gebene Deutung der Zuglinien zu verstehen.

Zuge, deren Zuglinien zur Zeitachse f gleiche Neigung haben, d. h.
parallel sind, fahren mit derselben Geschwindigkeit; wir kénnen daher
die Geschwindigkeit eines beliebigen Zuges durch die eines zur Anfangs-
zeit von der Ausgangsstation ausfahrenden Zuges messen. Die Ge-
schwindigkeit eines solchen Zuges bestimmt sich wie folgt: Die Stellung
unseres Uhrzeigers zur Zeit £ = 1, also die durch den Einheitspunkt E
(Fig. 3) der Zeitachse zur Raumachse gezogene Parallele soll die Ge-
schwindigkeitslinie heilen. Auf dieser messen wir das zwischen
der Zeitachse und der Zuglinie gelegene Stiick, seine Mafzahl ist die
Geschwindigkeit.

Der Hauptvorteil des graphischen Fahrplans zeigt sich erst, wenn
ein Beobachter, etwa der Schafiner oder Zugituhrer, einen abfahrenden
Zug besteigt. Dieser Zug moge zur Anfangszeit von der Ausgangs-
station ausfahren, etwa mit der Geschwindigkeit v = ¥, seine Zuglinie
ist in der Figur 3 rot eingezeichnet. Da der auf der £-Achse entlang
laufende Uhrzeiger auf der Zuglinie in gleichen Zeiten gleiche Stticke
abschneidet, so kann der fahrende Beobachter auch seine Zuglinie als
Uhr betrachten, d. h. auf ihr die Zeit messen, er mufl nur eine andere
Einheitsstrecke nehmen als auf der ¢-Achse, namlich statt OE die von
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der Geschwindigkeitslinie abgeschnittene Strecke OE’, die nach dem
Pythagoreischen Lehrsatz gleich OE-ViW—i-_Eé, fur unseren Fall, wo
v =72 war, gleich OE-V1+ 4= 0E -V, also angenshert gleich
OE - 1,2 ist. Seine Geschwindigkeitslinie fallt mit der alten zusammen,
aber die GroBe der Geschwindigkeit eines

7 9 2 2t

fahrenden Zuges, von ihm aus beurteili, _
ist jetzt das Stuck zwischen seiner Zug- |\ ~.

~

linie und der des fahrenden Zuges. Fihrt ; ,_f_\_._, — ——
der zweite Zug also etwa mit der Geschwin- |~} < |
digkeit w =2 vom Anfangspunkte aus 5"~ _
(Zuglinie schwarz durchbrochen), so ist ¢ 77N T
seine relative Geschwindigkeit far den “ N &
mit der Geschwindigkeit v = % fahrenden | PN
Beobachter w'=w—v=%{—53=2 1 N\
Der ruhende Beobachter, dessen Zuglinieja Fig. 3.
die t-Achse ist, erscheint dem fahrenden als
mit der Geschwindigkeit — v = — £, also in entgegengesetzter Richtung
fahrend, und das gleiche gilt natiirlich fuir alle ruhenden Gegenstinde, z. B.
die Telegraphenstangen, was wir ja alle aus der Erfahrung bestatigen
konnen. Ein mit kleinerer Geschwindigkeit fahrender Zug scheint sich in
entgegengesetzter Richtung zu bewegen, seine relative Geschwindigkeit
ist negativ. Scheint ein Zug dem fahrenden Beobachter mit der Geschwin-
digkeit w’ zu fahren, so lesen wir auf der Geschwindigkeitslinie sofort
ab, dal er fir den ruhenden Beobachter mit der Geschwindigkeit
w=yp+w’ fahrt; das ist das wichtige Gesetz von der Zusammen-
setzung der Geschwindigkeiten. Lauft also ein Zug im selben Sinne
wie der des fahrenden Beobachters, so erscheint seine Geschwindigkeit
um v vermindert, lduft ein Zug dem des fahrenden Beobachters ent-
gegen, so erscheint seine Geschwindigkeit um v vermehrt. Liuft der
Zug dem des fahrenden Beobachters parallel, d. h. mit derselben Ge-
schwindigkeit, so scheint er still zu stehen, der fahrende Beobachter
sieht ihn zu jeder Zeit an demselben Orte (gleichortig!)
Zusammenfassend konnen wir sagen: der fahrende Beobachter kann
den ganzen graphischen Fahrplan ohne weiteres benutzen, indem er ihn
auf seine Zuglinie als neue Zeitachse — wir wollen sie die ¢'-Achse
nennen — bezieht, auf der die Zeiteinheit jetzt durch die Strecke OE’
dargestellt ist. Die Abstinde der Stationen von ihm &4ndern sich jetzt
natiirlich mit der Zeit. Ein Punkt (siehe Fig. 2) der von der Ausgangs-
station etwa den Abstand x = 8 hat, wird zur Zeit f = 9 von dem fah-
renden Beobachter den Abstand

X =x—vt=8-%.9=2
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haben. Dagegen hat sich der Abstand zweier Stationen voneinander
nicht geandert und ebenso ist die Zeit ¢’ (in der neuen Einheitsstrecke
gemessen) dieselbe geblieben wie fiir den ruhenden Beobachter.

Das Merkwirdige ist nun, dal der mit der konstanten Geschwindig-
keit fahrende Beobachter (vorausgesetzt, dafl der Zug keine Kurven
macht, daBl keine Stofle, Verlangsamungen und Beschleunigungen auf-
treten) gar nicht merkt, dafl er fihrt, ja, dal alles mechanische Natur-
geschehen fur ihn ebenso verlauft wie ftir den ruhenden Beobachter.
Ein Gegenstand, den er fallen 1alt, fallt senkrecht zum Boden, ein Se-
kundenpendel schwingt in dem fahrenden Wagen genau so wie auf der
Station. Dafl dem so ist, ist ein wichtiges Naturgesetz, das sogenannte
Galileische Relativitatsprinzip. Es kann uns dies nicht iiberraschen,
wenn wir bedenken, dal ja auch der auf der Station stehende Beob-
achter in Wirklichkeit keineswegs in Ruhe ist, daf} er vielmehr die Be-
wegung der Erde um die Sonne, die Drehung der Erde um ihre Achse,
die Bewegung des ganzen Sonnensystems mitmacht. Fiir kurze Zeit-
raume konnen alle diese Bewegungen als geradlinig und mit konstanter
Geschwindigkeit erfolgend angesehen werden, und das ist der Grund,
weshalb wir uns ihrer gar nicht bewufit werden. Das Galileische Rela-
tivitatsprinzip besagt namlich, daB fiir ein mit konstanter Geschwindig-
keit auf geradliniger Bahn bewegtes System sich alle mechanischen
Vorgange genau so abspielen, wie fur ein in Ruhe befindliches.

Man nennt ein geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit bewegtes
SystemeinTriagheits-oderInertialsystem,weil nachdemGalileischen
Tragheitsgesetz ein allen duBBeren Einflussen entzogener — freier — Gegen-
stand sich entweder in Ruhe befindet oder mit konstanter Geschwindig-
keit eine geradlinige Bahn beschreibt. Alle Inertialsysteme sind fur die
Beobachtung mechanischen Geschehens als vollig gleichwertig anzu-
sehen; unser auf dem Zuge mit der konstanten Geschwindigkeit v fah-
render Beobachter hat also kein direktes Mittel, um zu entscheiden, ob er
wirklich fahrt oder nicht, er kann sich miteben demselben Recht als ruhend
betrachten, wie der auf der Anfangsstation stehende. Man kann also
jede Zuglinie statt der urspriinglichen f-Achse als Zeit- oder ¢'-Achse
einfihren, wobei die x-Achse als Raumachse beizubehalten ist?), nur die
die Zeiteinheit darstellende Strecke mufl entsprechend gedndert werden,
und unser graphischer Fahrplan leistet dann fur den fahrenden Beob-
achter genau dasselbe, wie ftr den auf der Station stehenden.

Der Zug P (Fig. 3), der sich zur Zeit ¢ ftir den auf der Ausgangs-
station stehenden Beobachter an der Stelle x der Raumachse befindet,
erscheint dem mit der Geschwindigkeit v fahrenden Beobachter, der

1) DaB ¢’- und X-Achse nicht senkrecht zueinander sind, ist unerheblich.
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sich als ruhend betrachtet, zu derselben Zeit ¢ = ¢ an der Stelle x” der
Raumachse, die er erhilt, indem ‘er durch P die Parallele zu seiner
Zeitachse ¢’ zieht und sie mit der Raumachse zum Schnitt bringt. Der
Ubergang von dem ¢, x-System zu dem ¢, x'-System erfolgt durch die
Transformation

5} x'=x—vt, t =t

wo v eine beliebige Geschwindigkeit bedeuten kann; die graphische
Darstellung zeigt sofort, dal zwei solche Transformationen hintereinander
angewandt eine Transformation von derselben Form ergeben, in der
die Geschwindigkeit die Summe der beiden Einzelgeschwindigkeiten ist.
Man sagt darum von diesen Transformationen, dafl sie eine Gruppe
bilden, die sogenannte Galileigruppe. Nach dem QGalileischen Rela-
tivitatsprinzip sind die Gesetze und Erscheinungen der Mechanik fiir
die Transformationen der Galileigruppe unverinderlich, invariant.

Man kann den Transformationen (1) noch eine andere Bedeutung
unterlegen, die ihren geometrischen Charakter anschaulich hervortreten
1aBt. Es wird nidmlich durch die Transformation (1) jedem Punkte (¢, x)
der Zeichenebene ein bestimmter Punkt (¢', x) derselben Ebene zuge-
ordnet, wenn wir jetzt " und x” wieder auf der urspriinglichen Zeit- und
Raumachse messen. Da aus (1) umgekehrt

1) x=x"+vt t=t

folgt, ist diese Beziehung zwischen zwei Punkten der Ebene eine gegen-
seitig eindeutige. Sie entspricht einer Verzerrung der Ebene, die ein
besonderer Fall ist derjenigen Verzerrungen, die ein perspektivisches
Bild, etwa eine Photographie, gegeniiber dem Original aufweisen kann.
Diese sogenannten perspektivischen oder projektivischen Verzerrungen
sind wieder nur besondere Fille noch allgemeinerer, die nur die Eigen-
schaft haben, daBl sie keine Zerreilung und keine Vernahtung bewirken,
d. h. dal bei ihnen Punkte, die unendlich benachbart waren, es auch
nach der Verzerrung bleiben und umgekehrt. Diese Eigenschaft bezeichnet
man als Stetigkeit der Verzerrung. Unsere Transformationen sind also
aufzufassen als stetige und insbhesondere projektivische Verzerrungen
der Ebene in sich selbst, bei denen die x-Achse als Ganzes ungeindert
bleibt. Der x-Achse entspricht ¢ =10, sie ist (vgl. oben S. 4) die Zuglinie,
die zu einer unendlich groflen Geschwindigkeit gehort; bei unserer Galilei-
gruppe wird also nur die unendlich grofie Geschwindigkeit erhalten bleiben,
jede andere Geschwindigkeit erfahrt eine Anderung, gemiB dem Gesetz
tiber die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten. — Diese letztere
Bemerkung wird sogleich eine bedeutsame Anwendung finden.
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3. Der Michelsonsche Verstch.

Das Licht breitet sich geradlinig mit einer Geschwindigkeit von
¢=2300000 km=3 - 10" cm in der Sekunde im’luitleeren Raume aus.
Es ist dies die grofite Geschwindigkeit, die tiberhaupt beobachtet worden
ist; zuerst hat sie der Dane Olaf Rdmer gemessen im Jahre 1676, und
zwar mittels astronomischer Methoden. Wir wollen, unabhingig von
jeder hypothetischen Annahme tiber die Natur des Lichts, uns das Licht
vorstellen als einen mit der Geschwindigkeit ¢ geradlinig fortbewegten
Korper, als einen leuchtenden Punkt, der einen Lichtstrahl beschreibt.
L&uft dieser Lichtstrahl unsere x-Achse entlang, so konnen wir seinen
Weg durch eine Zuglinie in unserem graphischen Fahrplan versinnlichen,
Wir denken uns die Zeiteinheit so gewahlt, dafl die Lichtgeschwindig-
keit ¢ = 1 sei, dann wird die Zuglinie des Lichtstrahls den Winkel zwi-
schen der x- und der ¢-Achse halbieren (schwarze Linie ¢ = 1 in der
Figur 5, S. 13). Beobachten wir den Lichtstrahl von einem in derselben
Richtung mit der Geschwindigkeit v fahrenden Zuge aus, so erscheint
nach dem Gesetz von der Zusammensetzung der Geschwindigkeiten
seine Geschwindigkeit um v vermindert, also gleich ¢ — v.

Nun ist zwar jede irdische Geschwindigkeit gegen die Lichtgeschwin-
digkeit ¢ ganz aufierordentlich klein, aber verglichen mit der Geschwin-
digkeit der Fortbewegung der Erde in ihrer Bahn um die Sonne — die
man, wie schon bemerkt, wahrend einer kurzen Zeitdauer als geradlinig
ansehen kann — ergibe sich fur einen in der Richtung der Erdbewegung
laufenden Lichtstrahl eine Verzdgerung gegeniiber einem Lichtstrahl
der von einem ruhenden Orte aus beobachtet wird, die durch optische
Methoden sehr gut mefibar ware. — Da die Lichtgeschwindigkeit sehr
genau bekannt ist, faite J. C. Maxwell den kithnen Gedanken, durch
die gedachte Verzogerung die Geschwindigkeit der Erdbewegung zu
messen. Der amerikanische Physiker Albert Michelson ersann 1881
eine einfache Vorrichtung, die zur Ausfiihrung dieses Maxwellschen Ge-
dankens dienen sollte. Er lieB sie von einem Berliner Mechanikus bauen
und ftihrte seinen Versuch zuerst im physikalischen Institut der Berliner
Universitat, dann am astrophysikalischen Observatorium zu Potsdam aus.
Die Versuche wurden dann 1887 mit verfeinerten Methoden in Amerika
durch Michelson im Verein mit Edward Morley wiederholt. — Wie es
in der Wissenschaft so oft vorkommt, haben diese Versuche Ergebnisse
zutage gefdrdert, die von dem urspriinglich gesteckten Ziele weitab lagen,
die aber geradezu revolutionierend auf die ganze Physik gewirkt haben.
Wir wollen zunichst den Versuch von Michelson beschreiben und dann
die Folgerungen besprechen, die sich aus ihm ergeben.
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Die Michelsonsche Vorrichtung bestand (schematisiert) aus zwei zu-
einander senkrechten Stangen von je 11 m Liange, OA und OB (Fig. 4):
in A und B befanden sich zur Stangenrichtung senkrechte, nach O hin-
gewandte Spiegel, in O eine zu den beiden Stangenrichtungen gleich-
geneigte durchsichtige Glasplatte. Michelson
stellte seine Vorrichtung so, dal OA in die
Richtung der Erdbewegung fiel und liel dann
in eben dieser Richtung einen Lichtstrahl auf
die in O angebrachte Glasplatte fallen. Dieser /L/

Strahl spaltet sich in zwei, von denen der /™

erste durch die Glasplatte hindurch in der ° v _E""‘"'a
Richtung nach A weiterlduft, wihrend der /u'__'_"'"'""_,__I;';ff"éf
zweite von O zuriickgeworfene in der Rich- ¢ i

tung nach B hinlauft. Der erste Strahl erfahrt, /f‘f EE— <[ B

weil in der Richtung der Erdbewegung laufend,
eine Verzogerung, der zweite aber nicht. Beide
Strahlen werden von den in A und B ange- |
brachten Spiegeln zuriickgeworfen und kehren nach O zurick, aber
zu verschiedenen Zeiten. Diesen Zeitunterschied kann man sehr leicht
berechnen.

Die Geschwindigkeit der Erdbewegung betragt etwa v=30 km
=3-10% cm, also den 10000ten Teil der Lichtgeschwindigkeit,

z = 107", Der erste Lichtstrahl braucht auf dem Wege von O nach A4,
wo er der Erde nachliuft, seine Geschwindigkeit also um v verkleinert
erscheint, zum Durchlaufen der Strecke von I = 11 m = 11-10% cm
DR S | £ ('
04= ¢ » ™ 3.10°—3-10°

Fig. 4.

Sekunden, dagegen auf dem Riickwege, wo er der Erde entgegenlduit,
seine Geschwindigkeit also um v vergrofiert, d. h. gleich ¢ + v erscheint,

fir dieselbe Strecke
11.10?2

I
140 = T, = 37100 F 3. 10°

Sekunden; er volizieht also seinen ganzen Hin- und Ricklauf in

_ 1 I _2lc 99 q0-81 _ 10-5-1
=, _ ‘g =c—p=s 10070 —1079

oder angenahert?) fa=72%-10"%1 4+ 1079
Sekunden.

1) (1 — 8)"! wird unter Vernachlassigung von ¢ durch ! 4 o dargestelit,
da (1—0) (1 —d)=1 und (1 4 (1 —d) = 1 — 9% ist.
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Der zweite Strahl erfahrt zwar keine Geschwindigkeitsanderung,
aber der von ihm zu durchlaufende Weg ist weiter als der des ersten.
Wiahrend der Zeit, wo der zweite Strahl von O nach dem Spiegel B
gelangt, ist namlich die ganze Vorrichtung mit der Erde um ein (noch
zu bestimmendes!) Stiick 00" = J vorgeriickt, so dafl der Lichtstrahl
den Spiegel B nicht in seiner urspriinglichen Lage, sondern in der
Lage B’ trifit. — Der von dem Spiegel zuriickgeworfene Strahl trifit
wieder die Glasplatte bei O nicht mehr in der Lage O', da die ganze
Vorrichtung inzwischen wieder um das Stick ¢ in Richtung der Erdbe-
wegung vorgertickt ist, sondern in der Lage O”, so daBl also unser
zweiter Strahl mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ die beiden gleichlangen
Strecken OB’ und B'0” zu durchlaufen hat. Die Lange A=0B'=B'0"
ergibt sich nun durch die folgende Erwigung. — Die Strecke 00 =1
wird von der Erde in derselben Zeit durchmessen, wie die Strecke
OB’ =1 vom Licht, also verhalten sich diese Strecken wie die ent-
sprechenden Geschwindigkeiten, d. h. es ist

d:i=vp:c=10""%
und folglich d=1- % =1i-10"%

Nun ist aber O'B’ = [ =11 - 10? cm, ferner ist der Winkel bei O" ein

Rechter, nach dem Pythagoreischen Lehrsatz ist also
OB*=00*+0'B"?

d. h., wenn wir fir 00" = ¢ den gefundenen Wert einsetzen,

2
B=0t 4 P=10 L 4P =210 4 1,
! 1110

Vl — vt YT— 10-8

cl

woraus sich L=

ergibt. — Nachdem auf diese Weise die Linge des Weges gefunden
ist, den der zweite Strahl mit Lichtgeschwindigkeit zuriickzulegen hat,
berechnet sich die fiir den Hin- und Rickweg erforderliche Zeit zu

L — R T\ LI

c e Y1 —10-8
ch ~
oder angendhert) fp=7%-10"%(1 +%-107%)

zundchst nach Fufinote 1)

1) Bei Vernachldssigung von d% wird

auf S. 9 durch Y1 4 4, und dieses weiter durch 1 4 0 dargestellt, denn es ist
VTFo)i=1406und (141 a)2~1+a+
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Sekunden. Der Unterschied zwischen der vom ersten Strahl verbrauchten
Zeit ta und der vom zweiten verbrauchten ¢p betragt hiernach angenhert

2.10~' = 0,000000000000000366 . . ..

Sekunden, eine fiir gewohnliche Begriffe zwar auflerordentlich kurze
Zeit, die aber mit optischen Methoden (Interferenz) noch gut faBibar ist,
da man mit diesen Methoden noch den 40. Teil dieser Zeit scharf zu
messen imstande ist.

Das Ergebnis der von Michelson und Morley angestellten und dann noch
oft wiederholten Versuche war nun ein ganz unerwartetes. Statt die er-
rechnete Zeitdifferenz zu finden, stellte sich heraus, dafl beide Licht-
strahlen genau zu derselben Zeit bei der Glasplatte O anlangten, es zeigte
sich also eine Abweichung der Erfahrung von der auf den Gesetzen
der klassischen Mechanik aufgebauten Rechnung, die in keiner Weise
zu erkliren war, solange man an diesen Gesetzen festhielt. Es war
dies um so bedeutungsvoller, als schon ein ilterer Versuch von Fizeau,
von dem noch die Rede sein wird, einen unloslichen Widerspruch mit
dem Galileischen Gesefz von der Zusammensetzung der Geschwindig-
keiten ergeben hatte und andrerseits die auf den Gleichungen von
Maxwell fuBenden theoretischen Untersuchungen des hollandischen Phy-
sikers H. A. Lorentz (1892) tiber elektrodynamisch-optische Vorginge
in bewegten Korpern mit zwingender Notwendigkeit zu dem Ergebnis
gefiihrt hatten, dal die Lichtgeschwindigkeit sowohl fiir bewegte als
auch fiir ruhende Lichtquellen stets denselben Wert haben mufl, was
wieder mit dem Gesetz der Zusammensetzung der Geschwindigkeiten
unvereinbar ist. Man stand also der Notwendigkeit gegentiber, in eine
Nachpriifung der Grundlagen der klassischen Mechanik einzutreten. Um
die Ergebnisse dieser Nachprifung darzulegen, kniipfe ich wieder un-
mittelbar an den Versuch von Michelson an.

4. Die Lorentzsche Verkiirzung und die Lorentz-
transformation.

Es mogen zunichst die Vorginge beim Michelsonschen Versuch in
einem graphischen Fahrplan versinnlicht werden (Fig. 5, S. 13). Um be-
queme GroBlenverhiltnisse zu haben, nehmen wir die Lichtgeschwindig-
keit gleich 1 und wihlen statt der Geschwindigkeit der Erdbewegung die
Geschwindigkeit v =}, die etwa der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der
sogenannten Betastrahlen des Radiums (250000 km in der Sekunde)
entspricht. Die Linge / der Arme des Michelsonschen Apparats nehmen
wir gleich 4,5 Lingeneinheiten, dann ergeben sich fiur die auftretenden

Groflen die Werte:
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l 4,5 ! 45
foa= e v =T=3 =135 tao= gy =747~ 27
2lc 21
t‘4=tOA+tAO=m= bt =l6,2,
c(l_ 2)
¢

OB =0B' =1=

!
1/1—’)2_7'/1‘3,
, ’

also, wenn wir fiir die Wurzel VT — 4+ =10,745 ... den abgerundeten
Betrag } nehmen, 2 = 4,5 - + = 6 und demnach
22 21
—C = ) /,___v: = 12.
¢ I L=

tg

Mit diesen Werten sind die den Wegen der beiden Lichtstrahlen ent-
sprechenden Zuglinien in der Fig. 5 wie in einem graphischen Fahr-
plan eingetragen; die rote Zuglinie entspricht dem ersten Lichtstrahl,
der von x =10, ¢t =0 aus bis zu x = 4,5, { = 13,5 mit der positiven
Geschwindigkeit ¢ — v = %, von da ab bis zu x = 0, = t4=16,2 mit
der negativen Geschwindigkeit ¢ 4+ v = 7 lauft, die schwarze Zuglinie
gibt den Weg des zweiten Lichtstrahls, der bis zu x =t = 6 mit der
positiven Geschwindigkeit c=1, von da ab bis nach x=0, t=tg=12
mit der gleichgroBen, aber negativen Geschwindigkeit lauit. Es handelt
sich jetzt darum, die durch Anwendung des Gesetzes von der Zusammen-
setzung der Geschwindigkeiten entstandene Zeitdifferenz ta — tg = 4,2,
von der sich gezeigt hat, daB sie in Wirklichkeit nicht vorhanden ist,
zum Wegfall zu bringen.

H. A. Lorentz sagt so: Wenn in dem Ausdruck fir £ an die Stelle

2
von I der Wert I - ’/ 1—% gesetzt wird, so entsteht ein Ausdruck
t 5, der mit f; tibereinstimmt; es wiirde also Ubereinstimmung zwischen

Theorie und Erfahrung herrschen, wenn die I = 4,5 Liangeneinheiten mes-
sende Strecke der Raumachse dem auf dem Zuge mit der Geschwindigkeit

2

= % fahrenden Beobachter im Verhaltnis 1 :Vl — 22 , also unge-
fahr 1: verkarzt erschiene. In der Zeichnung ergibt sich diese Verkar-
zung wie folgt: Soll der erste Strahl zur selben Zeit ankommen wie der
zweite, so mufl seine Zuglinie in dem Punkte £g der Zeitachse einmtinden;
man ziehe also durch diesen Punkt eine Parallele (in der Figur 5 rot
durchbrochen) zu der Geschwindigkeitsrichtung ¢ + v=1+ }, bestimme
deren Schnittpunkt mit der der Geschwindigkeit ¢ — v =1—1 ent-
sprechenden Zuglinie, dann ist die zu diesem Schnittpunkte gehorige
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2
x-Strecke die verkiirzte Strecke [ - 1/ 1— ;%, also etwa 4,5 - 3 = 3,37

Lingeneinheiten.

Dem auf dem Zuge fahrenden Beobachter, der zu ruhen glaubt,
erscheint die auf der x-Achse ruhende Strecke [ als mit der Geschwin-

digkeit — v bewegt, die Lorentzsche
Annahme kann also mit Hinzunahme
des (Qalileischen Relativitatsprinzips
auch so ausgesprochen werden, dafl
iede mit der Geschwindigkeit 4+ v
bewegte Strecke dem ruhenden Be-

v!
obachter im Verhaltnis 1: /1 —

verkiirzt erscheint. Natiirlich hat diese
Annahme zur Folge, dal dem be-
wegten Beobachter auch die vom
ruhenden beobachtete Zeit in dem-
selben Verhiltnis verkiirzt erscheint,
d. h. die ruhende Uhr scheint ihm
langsamer zu gehen; denn soll

ta = tp = 12 sein, wihrend
t
fa= —2——=16,2 ist, so muB
Vi-%
ct
ta=ta- |/ 1 —=16,2-0,745,also0

ungeféhr = 12, genommen werden.
Es fragt sich nun, wie bei der
Einrichtung des graphischen Fahr-
plans dieser Verkiirzung von Linge
und Zeit Rechnung zu tragen ist.
Soll der fahrende Beobachter auf
seiner Zuglinie als f-Achse (siche
Fig. 6, wo diese Linie rot gezeichnet
ist) wieder die Zeit messen konnen,
so mufl die der Zeiteinheit auf der

t-Achse entsprechende Strecke, die

iritherOE=0E Y14+ v*=0EV 1+
war, jetzt so eingerichtet werden,
dafl sie nachder Verkiirzung gleich

J Fig. 5.

OE' wird, also wenn wir sie mit OE, bezeichnen, so muf§

OE,,-]/I —”—:=OE’=OE-V1+v2=OE-V§,

c
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also OE,,=OE-]/1+D — OE- ]/11934=0E-1,6
- = ']

c2

sein. Die Konstruktion von OE, kann wie folgt ausgeftihrt werden:
Man schlagt (Flg 6) tiber O E als Durchmesser einen Kreis, trigt auf ihn
. 2 = von E aus die Sehne

T

T
T

Ty p— EE’ ab nach G,
(X dannistnachPythago-
ras0G=0E"}1—2*
die verkarzte Ein-
heitsstrecke (wo wir
jetzt ¢ gleich 1 genom-
men haben). Trigt
man OG nun von O
aus auf die f-Achse
nach E, ab, und zieht
durch E die Parallele
1w zu B, E, so trifit diese
" die t'-Achse in dem
Punkte E,, denn es ist

OE:OE=0E,:OF,
also in der Tat

]
i
]
I
1
|
]
[}

OE
& OE,=OFE’- OE,
. {
3 ==0 "—*—_:_:'
M E Vl—l)2
=2 Mo’

X ¢ Es kann aber
' '\ jetzt auch die
——— . Raumachse nicht

ihre alte Richtung
beibehalten; die zu
Fig. 6. " der neuen Zeitachse

gehorige Geschwin-
digkeitslinie mufl némlich einerseits durch den Einheitspunkt E, der
t'-Achse hindurchgehen und muB andrerseits auf der alten Zeit-
achse t die verkirzte Einheitsstrecke OFE, abschneiden und zu dieser
Geschwindigkeitskeitslinie E E, (rot in der Figur 6) mufl nun offenbar
die neue Raumachse (die wir als x"-Achse bezeichnen) parallel laufen. —
Durch Rechnung kann man dasselbe wie folgt einsehen: W4hrend frither
x'=x—vt, x=x +vt, t =1t war, muB jetzt gemaB der Lorentz-
verklirzung
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’ v v? ’ ’
(2) x-Vl—?2=x—vt, x- Y l1——Fs=x tuvt
sein. Nun sind die zu dem Punkte E, gehorigen f, x - Werte
SE—
t=1}1 —%2, x = 0, folglich nach den Formeln (2) die entsprechen-
den t', x'-Werte, t' =1, x" = — v, die Verbindungslinie der beiden

Punkte E,, E, lauft also in der Tat zur x’-Achse parallel.
Man kann noch weiter bemerken, daB die zu E, gehorigen ¢,
x'-Werte ¢'= 1, x'= 0, also die entsprechenden t, x-Werte, nach den

Formeln (2),
— g — 3!
]/1 _i ]/1 _1

sind; hiernach 148t sich die Geschwindigkeit angeben, die der x'-Achse
entspricht, wenn man sie als Zuglinie in dem System ¢, x betrachtet.
Diese Geschwindigkeit wird némlich gefunden, indem man das Ver-
haltnis HE, : HE, berechnet, wo H den Fuflpunkt des vom Punkte E,
auf die f-Achse gefillten Lotes bezeichnet. Nun geben HE, und OH
durch die Einheitsstrecke OE gemessen die zu dem Punkte E, ge-
hoérigen x- und {-Werte, wir haben also

HE,=v- _9F

und da O E, die verkiirzte Einheitsstrecke OF sein solite,

0F, = 0E- Y 1-"

da nun EH=0H— OE, ist, so ergibt eine kleine Rechnung
HE, ¢*
E.H™ v°

also fir unsere Werte ¢ =1, v =2 den Wert }; d. h. die x’-Achse
3

ist die Zuglinie des alten t, x-Systems, die zu der Geschwindigkeit %

gehort. Um auch noch die Einheitsstrecke der x'-Achse zu erhalten,
tragen wir zunichst auf der x-Achse die verkiirzte Einheitsstrecke

=0E- Vl —— nach F, ab, dann sind die zu F, gehorigen {, x-

3
Werte t=0,x=1}/1 —?, somit die entsprechenden t’, x-Werte
t' = %, x’ = 1; man findet also den Endpunkt F, der Einheitsstrecke

auf der x’-Achse, indem man man von F, aus eine Parallele zur ¢-Achse
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legt und diese mit der x'-Achse zum Schnitt bringt. Zu diesem Punkte
F, gehoren die Werte ' = 0, x’= 1 und demnach die Werte

v 1 1

t= 5+ ——_, X = —=
c* 2
V:—c_g 1

nach dem Pythagoreischen Lehrsatz ist aiso

Vi+®

OF"=Vx2+tz'OE=V:v9'OE'I)
l——=
c

Mit diesen neuen ¢'- und x'-Achsen und den zugehérigen Einheits-
strecken kann nunmehr der graphische Fahrplan vollig ebenso benutzt
werden, wie fiur das urspriingliche £, x-System und es gilt darin die
Lorentzsche Verkfirzungshypothese, d. h. fiur die Geschwindigkeit v
gibt der Michelsonsche Versuch das mit der Erfahrung tibereinstim-
mende Ergebnis.

Die Umformungsgleichungen der Systeme ¢, x und ¢’, x” ineinander

—
v2
C:

lauten jetzt v
= x—uvt ¢ = tm}"—c—2
yioz Ty
\ c? e
® )
4 x’~~,+t’
x = x"+ vt , ¢ = c

vt vz’
Vl et VI s

man bezeichnet sie nach H. Poincaré als Lorentztransformation; sie
stellen in der neuen, durchdie Erfahrungbegriindeten Auffassung den Uber-
gang zwischen zwei Systemen her, von denen im Sinne des Relativitats-
prinzips das eine als ruhend, das andere als mit der Geschwindigkeit v
bzw. — v bewegt angesehen werden kann. Auch diese Transforma-
tionen bilden eine Gruppe in dem Sinne, dafl zwei derselben hinter-
einander angewandt wieder eine Transformation derselben Form er-
geben; es ist die sogenannte Lorentzgruppe. Die Transformationen
dieser Gruppe konnen auch wieder, wie die der Galileigruppe, als Ver-
zerrungen der f, x-Ebene aufgefafit werden, es sind auch wieder be-
sondere Falle projektiver Transformationen, wie sie bei der perspekti-
vischen Abbildung eines Gegenstandes (Photographie) auftreten, und
weiter besondere Fialle stetiger Verzerrungen der Ebene in sich selbst.

1) In der Fig. 6 ist, da ¢ = 1 genommen wurde, OFy = OE,.



Der wesenthche Unterschied, der zwxschen einer Lorentztransformatxon
und einer Galileitransformation besteht, ist der, dafi bei der Galilei-
transformation die auf der t’-Achse gemessene Zeit dieselbe war, wie
die auf der #-Achse gemessene, wihrend bei der Lorentztransformation
t' nicht gleich ¢ ist, sondern von dem Orte abhingt, an dem sich der
fahrende Beobachter gerade befindet. Lorentz nennt ¢' die Eigen-
zeit des bewegten Punktes und stellt ihr ¢ als Ortszeit gegeniiber.
Damit hiangt es zusammen, dafl wir frither {bei der Galileitransformation)
bei beliebiger Wahl der ¢'-Achse die x-Achse als Raumachse stets beibe-
halten konnten, wihrend jetzt zwar die ¢'-Achse auch beliebig gewshlt
werden kann, aber die Lage der neuen Raumachse dadurch schon voll-
kommen festgelegt ist. Den tieferen Grund fir diesen bemerkenswerten
Zusammenhang, der in der Lorentzschen Theorie zwischen Raum und
Zeit herrscht, werden wir jetzt aufzuzeigen suchen.

5. Konstanz der Lichtgeschwindigkeit. Das neue Gesetz

fiir die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten. Der

Fizeausche Versuch. Das Loreniz-Einsteinsche Relativi-
tatsprinzip.

Wir betrachten die Zuglinie des Lichtstrahls in unserem graphischen
Fahrplan (Fig. 6). In dem ¢, x-System ist die Lichtgeschwindigkeit x: f = ¢,
in unserer Zeichnung haben wir c=1 genommen. Fir das gegen das
t, x-System mit der Geschwindigkeit v (in der Zeichnung ist v ="}) be-
wegte ¢, x-System folgt dann aus den Gleichungen der Lorentztrans-
formation x' : = ¢, d. h. die Lichtgeschwindigkeit hat bezogen
auf das bewegte System denselben Wert wie bezogen auf das
ruhende System. Natirlich gilt das gleiche auch fur die Geschwin-
digkeit — c.

Wir erkennen nun mit voller Deuflichkeit, woran es liegt, dafl die Wahl
der neuen Zeitachse t’ auch eine neue Raumachse x' bedingt; der
Grund ist eben die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit. Dieselbe
Zuglinie, der im alten £, x-System die Geschwindigkeit ¢ oder — ¢ ent-
sprach, muf8 auch im neuen f, x’-System zu derselben Geschwindig-
keit gehoren; wenn z. B. wie in unserer Zeichnung ¢ =1 ist, die zu-
gehorige Zuglinie also den Winkel zwischen der ¢- und x-Achse hal-
biert, so mufl dieselbe Zuglinie auch den Winkel zwischen der #- und
x'-Achse halbieren. Wir konnen sagen: die zwischen Raum und Zeit in
der Lorentztheorie bestehende Beziehung wird durch die Konstanz der
Lichtgeschwindigkeit bedingt.

Wir hatten schon oben (S. 11) bemerkt, dal Lorentz aus gewissen

Schlesinger, Raum, Zeit und Relativitatstheorie 2
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theoretischen Erwigungen heraus erschlossen hatte, die Lichtgeschwin-
digkeit miisse einen von dem Bewegungszustande der Lichtquelle unab-
hiangigen Wert besitzen; diese Erwigungen bilden also eine starke
Stiitze far die neue Theorie. Eine weitere Bestitigung fiir sie ergibt
sich aus der folgenden Betrachtung.

Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ist nur ein besonderer Fall
des Gesetzes tiber die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten, das
wir jetzt entwickeln wollen.

Bei der Wahl von v haben wir die stillschweigende Voraussetzung
gemacht, dafl v eine Unterlichtgeschwindigkeit, d. h. kleiner als die
Lichtgeschwindigkeit ¢ sei, so daB die neue Zeitachse t' zwischen der
t-Achse und der Zuglinie des Lichtstrahls gelegen ist. Daf§ ein v, das
groBer ist als ¢, in der Natur bisher nicht beobachtet worden ist, haben
wir schon oben (S. 8) angemerkt; aber es ist auch sofort zu sehen,
daBl unter der Lorentzschen Verktirzungsannahme eine Geschwindigkeit,
die groBer ware als die des Lichts (Uberlichtgeschwindigkeit), nicht ge-
dacht werden kann. Die mit der Geschwindigkeit v bewegte Linge

2
erscheint ja im Verhéltnis 1 :Vl —%, verkiirzt, also wenn v = ¢ ist,

so wird sie auf Null verkiirzt, fir ein v, das grofier ist als ¢, wiirde sie
imaginar werden, was keinen Sinn gibt. — Wir nehmen also ein belie-
biges v, das kleiner ist als ¢, und das zugehorige System ¢, x". In
diesem betrachten wir eine gleichférmige Bewegung mit der auf das
System t’, x' bezogenen Geschwindigkeit w’, wo nattrlich auch w’
wieder kleiner als ¢ sein soll (die entsprechende Zuglinie ist in der
Fig. 6 schwarz durchbrochen). Es ist also fiir diese Bewegung x": ¢ = w'.
In der Galileitheorie ergibe sich fur diese Bewegung bezogen auf das
t, x-System die zusammengesetzte Geschwindigkeit » 4+ w’; sehen wir
zu, was die Lorentzsche Theorie ergibt.

Setzt man aus den Gleichungen (3) ftr x" und ¢ ihre Werte in
x"=w't ein, so findet man:

’ v
x—vt=w(t~—x-?,),

woraus sich x=*f- Lvuzjv
L+ —
berechnet. Die zusammengesetzte Geschwindigkeit hat demnach den Wert
v4w
(4) W= +vw,.
14 =

Beachtet man, daf§ % und wT kleiner sind als 1, so erkennt man so-
fort, dafd
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v w’
wzci%;;)<c
I+ <

ist; man kann also durch Zusammensetzen von Unterlichige-
schwindigkeiten niemals eine Uberlichtgeschwindigkeit er-
zielen, ein immerhin (iberraschendes Ergebnis, das aber auch in
unserem graphischen Fahrplan (Fig. 6) deutlich veranschaulicht werden
kann, wenn wir die zu der Geschwindigkeit w’ gehorige Zuglinie und
die Geschwindigkeitslinien der beiden Systeme ¢, x und ¢, x’ ins Auge
fassen. Die Geschwindigkeitslinie des ¢, x'-Systems ist, wie wir gesehen
haben, die Gerade E,E,, das auf ihr zwischen der -Achse und der zu
w’ gehorigen Zuglinie gelegene Stuck E,E, ist w’; das auf der Ge-
schwindigkeitslinie des f, x-Systems zwischen #-Achse und Zuglinie ge-
legene Stiick EE” ist W. Man sieht sofort, wenn die Zuglinie zwischen
t’-Achse und Lichtgeschwindigkeitslinie (¢ = 1 in der Fig. 6) verlauft,
so ist W stets kleiner als ¢ (in der Figur kleiner als OFE = 1).9)

Die Transformationen der Lorentzgruppe koénnen vermdge der Kon-
stanz der Lichtgeschwindigkeit auch dahin charakterisiert werden, daf}
sie projektive Transformationen sind, die die beiden zu den Geschwin-
digkeiten + ¢ und — ¢ gehorigen Zuglinien ungeandert lassen.?) Bei
den Transformationen der Galileigruppe war die x-Achse, d. h. die Zug-
linie der unendlich grofien Geschwindigkeit ungedndert geblieben: die
Lichtgeschwindigkeit spielt also in der Lorentzschen Theorie dieselbe
Rolle, wie die unendlich grofie Geschwindigkeit in der von Galilei. Um-
gekehrt gehen, wenn wir in den Formeln (3) der Lorentztransformation
und in der Formel (4) fur die Zusammensetzung der Geschwindigkeiten
die Lichtgeschwindigkeit ¢ unendlich gro werden lassen, diese For-
meln in die entsprechenden der Galileischen Lehre tiber, so dafl wir

1) Es mag hier an eine Stelle in Lessings Faustfragment (siehe den 17.
der ,Briefe, die neueste Literatur betreffend“) erinnert werden, in der Faust
von sieben hollischen Geistern den schnellsten auswéhlen will. Nachdem die
ersten ihrer allzu geringen Geschwindigkeit wegen abgelehnt worden sind,
meldet sich als vierter Jutta, der von sich sagt, er fahre auf den Strahlen des
Lichts. ,O ihr¥, erwidert Faust, ,deren Schnelligkeit durch endliche Zahlen
auszudriicken, ihr Elenden!* — ,Wirdige sie deines Unwillens nicht“, sagt
darauf der finfte Teufel, ,sie sind nur Satans Boten in der Korperwelt; wir
sind es in der Welt der Geister, uns wirst du schneller finden.” — Wie hatte
sich wohl ein moderner Faust in dieser Lage verhalten?

2) In der Sprache der Algebra heiflt dies, daB das Gebilde x* — c*¢?
= (x — cf) - (x 4 ct) durch die Transformationen der Lorentzgruppe in sich
selbst, also in x"*— c*¢'* verwandelt wird, was durch Rechnung auch sofort
bestitigt werden kann.

2#
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sagen konnen: Die Galileische Theorie stellt eine Anniherung
an die von Lorentz dar ftar Geschwindigkeiten v, die so klein
sind, dafl im Verhaltnis zu v die Lichtgeschwindigkeit ¢ un-
endlich grofl erscheint. In diesem Sinne wird also die Lorentzsche
Lehre als eine Verfeinerung der Galileischen zu bezeichnen sein.

Die neue Formel (4) fur die Zusammensetzung der Geschwindig-
keiten gestattet nun das Ergebnis eines alteren Versuchs von Fizeau
zu erklaren, der nach der Galileischen Lehre unerklart geblieben war.
Dieser schon oben erwahnte Versuch bezieht sich auf die Fortpflanzungs-
geschwindigkeit des Lichtes in einer strémenden Flussigkeit und zeigt
eine gewisse Ahnlichkeit mit dem von Michelson.

Im ruhenden Wasser ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des

Lichts v = ; , wo n der Brechungsexponent des Wassers (etwa gleich 1)

ist. Bewegt sich das Wasser in einer ruhenden Rohre in der Richtung
der Fortpilanzung des Lichts mit der Geschwindigkeit w, so wire nach
der Lehre von QGalilei die Lichtgeschwindigkeit relativ zu der ruhenden

Rohrwand ;C{-I- w. Fizeau fand sie aber gleich
c 1
ein Ergebnis, das von spiteren Experimentatoren bestatigt wurde.

Fresnel nannte den Faktor (1 —_ n~12) den Mitftihrungskoeffizienten des

Wassers; die Art, wie er die Abweichung dieses Koefiizienten von 1
erklarte, befriedigte aber nicht vollstindig. Nach der Formel (4) der
Lorentzschen Theorie ergabe sich fur W der Wert

[

— 4w ) 4

n c w

w="— =) (1)

1+ nc?

woftir man (vgl. S. 9, Fufinote 1)), wenn :)C klein ist, setzen kann:

2

w w w*

w=(Gte) (1-5) = n +o— =
2
und indem man wieder in w — ;l:)—c = w(l — ;%\) die kleine Grofle ,;vc
neben 1 vernachlissigt, erhilt man in Ubereinstimmung mit Fizeau den
Wert (5).

Wir haben damit eine neue und wichtige Bestitigung der Lorentz-
schen Theorie erhalten. Zum Schlufl dieses Abschnitts noch einige
Bemerkungen.

In der Galileischen Relativititsauffassung haben wir schon gesehen,
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daBl Ereignisse fiir das mit der Geschwindigkeit v bewegte System
(den fahrenden Beobachter) gleichortig erscheinen kénnen, die es fiir
das ruhende System nicht sind (s. oben S. 5); sie lagen auf einer zu
der f-Achse parallelen Geraden. Natarlich ist dasselbe auch in der
Lorentzschen Auffassung méglich; so gehdrt zu den beiden Ereignissen
Il und Il der Fig. 6*) derselbe Wert von x', wahrend ihnen verschiedene
Werte von x entsprechen. Neu ist aber hier die Moglichkeit, daf3 zwei
Ereignisse fiir das bewegte System gleichzeitig erscheinen konnen, die
es fur das ruhende System nicht sind; so in der Fig. 6 die Ereignisse
I und Ill, denen derselbe Wert von ¢, aber verschiedene Werte von ¢
zugehdren. Man kann sogar sagen, dafl zwei Ereignisse, die einander
mit Uberlichtgeschwindigkeit erreichen konnen, d. h. deren Verbindungs-
linie zur ¢-Achse eine gréfiere Neigung hat als die Zuglinie des Licht-
strahls, in einem geeignet gewdhlten bewegten System stets als gleich-
zeitig erscheinen. Diese und zhnliche im ersten Augenblick paradox
erscheinende Bemerkungen kénnen aus dem graphischen Fahrplan un-
mittelbar abgelesen werden.

Die hier entwickelte Auffassung bezeichnet man als das Lorentz-
Einsteinsche Relativitdtsprinzip; wir haben in unsere Darstellung
gleich die Ausgestaltung miteinbezogen, die die urspriingliche Auffassung
vonLorentz (die Verkiirzungshypothese) durch Einstein und Minkowski
erfahren hat. Ehe wir jedoch in eine genauere Erorterung der von diesen
beiden Gelehrten aufgestellten Theorien eintreten, mfissen wir noch
einige geometrische Begriffe besprechen, was im folgenden Abschnitt ge-
schehen soll.

6. Der dreidimensionale Raum. Die Auffassung von
Einstein und Minkowski.

In dem graphischen Fahrplan wird die Bewegung der Ziige auf
einer Fahrstrecke dargestellt; eine zweite Fahrstrecke erfordert einen
zweiten solchen Fahrplan, eine dritte einen dritten. Wie aber, wenn
eine Station auf zwei verschiedenen Strecken liegt? Z. B. die Station
Stockheim unserer Strecke Vilbel—Gedern wird auch von den von Gieien
nach Gelnhausen fahrenden Zugen bertihrt, das kommt in unserem Fahr-
plan nicht zum Ausdruck und kann in ihm nicht zum Ausdruck gebracht
werden. Weshalb? Das soll jetzt zunichst erortert werden.

Unser Fahrplan zeigt die Stationen einer Fahrstrecke als auf einer ge-
raden Linie liegend; in Wirklichkeit ist das zwar nicht der Fall, denn der

1) Die zu dem System f°, x* gehorigen Bezugslinien sind rot, die zu dem
System f, x gehorigen, schwarz gezeichnet.
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die Stationen verbindende Schienenstrang erscheint, wenn wir ihn etwa auf
der Landkarte verfolgen, nicht geradlinig, sondern gekriimmt, d. h. er
andert vielfach seine Richtung. Aber das ist nicht erheblich, denn wir
konnen ihn uns wie einen unausdehnbaren Draht zu einer Geraden aus-
gestreckt (verbogen!) denken, wobei sogar die Abstinde seiner einzelnen
Punkte voneinander nicht geandert werden, so da8 die Kilometerangaben
auf der Raumachse genau der Wirklichkeit entsprechen. Wollen wir
aber eine Zugkreuzung verschiedener Eisenbahnlinien zur Anschauung
bringen, wie sie z. B. fiir die Linien Vilbel—Gedern und GieSen—Geln-
hausen in Stockheim stattfindet, so bedfirfen wir hierzu einer Land-
karte, und diese ist ein ebenes Blatt, das auf eine gerade Linie nicht
gegenseitig eindeutig und stetig bezogen werden kann. (Gegen-
seitig eindeutig heiflt, dafl jedem Punkte des ebenen Blattes ein und nur
ein Punkt der Geraden entsprechen soll, und stetig heiBdt, dafl unendlich
benachbarten Punkten des ebenen Blattes auch unendlich benachbarte
Punkte der geraden Linien entsprechen sollen, und umgekehrt.) Wahrend
die gerade oder eine krumme Linie nur eine Abmessung hat, besitzt
das ebene Blatt deren zwei; wir sehen dabei, dafl die Eigenschait der
Landkarte, eben zu sein, wieder nicht erheblich ist, denn denken wir uns
die in Betracht kommende Gegend etwa auf einem Globus dargestelit,
so fallt die Ebenheit weg, aber die zwei Abmessungen bleiben bestehen.

Wollen wir verschiedene Fahrstrecken auf einem graphischen
Fahrplan darstellen, so mitissen wir die Zeitachse an eine Landkarte an-
setzen, und es entfllt die Moglichkeit, diesen Fahrplan in einer ebenen
Zeichnung wiederzugeben; wir miissen vielmehr ein raumliches Netz ent-
werfen, in dem die einzelnen Zuglinien jetzt etwa durch Drahte versinn-
licht sein werden. Ein solches Netz ist praktisch schwer zu handhaben,
deshalb wird es auch nicht angewendet; aber wir miissen doch noch
einige Worte darliber sagen.

Auf unserer Raumachse war jede Station durch ihren Abstand x
von der Ausgangsstation, also durch eine ZahlgroBe, eine Abmessung
bestimmt, auf der Landkarte brauchen wir deren zwei, namlich die geo-
graphische Liange und Breite. Jede Landkarte ist mit einem Netz von
geraden oder schwach gekriimmten Linien tberzogen, die sich recht-
winklig schneiden und den Breiten- und Langenkreisen auf der Erde
entsprechen. Die Breitenkreise laufen dem Aquator parallel, die Meri-
diane verlaufen, wenigstens ftir kleine Gebiete, parallel zum Anfangs-
meridian, dem von Ferro oder von Greenwich. Nennen wir die geo-
graphische Lange eines Ortes x, seine geographische Breite g, so haben
wir die Moglichkeit, durch diese beiden Zahlen — den Bezugsgrdéfien
oder Koordinaten des Ortes — die Lage des Ortes auf der Landkarte
zu bestimmen. Kommt nun noch die Zeitachse ¢ hinzu, die wir uns
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in einem ganz beliebig gewdhlten Punkte unserer Landkarte (dem
Anfangspunkte O) senkrecht nach unten gezogen denken konnen, so
stelit sich die Bewegung eines mit gleichformiger Geschwindigkeit auf
geradliniger Strecke fahrenden Eisenbahnzuges durch eine im Raum
verlaufende Gerade als Zug- o

linie dar. Ein Punkt dieser
Zuglinie bestimmt durch die
ihm entsprechenden drei Werte
t, x, y die Lage des Zuges zu
einer bestimmten Zeit £ und es
gelten dann ganz #hnliche Ge-
setze wie fiir den ebenen
graphischen Fahrplan. Eine / b))
Zugkreuzung fiir verschiedene Sl L
Fahrstrecken zeigt sich darin, r =

daB sich die betreffenden Zug- m igkeitsebens

linien im Raume in einem
Fig. 7.

Punkte treffen, der dann senk-
recht unterhalb derKreuzungs-
station auf der Landkarte liegt.

Betrachten wir wieder einen vom Anfangspunkte O (Fig. 7) mit der
Geschwindigkeit v ausfahrenden Zug, so wird seine Geschwindigkeit ge-
messen durch die Neigung seiner Zuglinie zur Zeitachse £, oder wenn
wir uns durch den Einheitspunkt E der ¢{-Achse eine zu der Landkarte
(der Raumebene) parallele Ebene, die Geschwindigkeitsebene, ge-
legt denken, durch die Lange der in dieser Ebene zwischen der Zeit-
achse und der Zuglinie gelegenen geradlinigen Strecke EE’. Alle Zug-
linien, die demselben Werte der Geschwindigkeit v entsprechen, liegen
daher auf einem Kreiskegel, der die Geschwindigkeitsebene in dem
um E als Mittelpunkt mit dem Halbmesser v = EE’ beschriebenen Kreise
schneidet.

In der Galileischen Relativititstheorie kdnnen wir die Zuglinie ¢* wieder
als neue Zeitachse nehmen unter Beibehaltung der Landkarte als Raum-
ebene x, y. Wollen wir aber die Lorentz-Einsteinsche Lehre zur Gel-
tung bringen, d. h. soll die Lichtgeschwindigkeit ¢ konstant sein, so ist
mit der Wahl der neuen Zeijtachse ¢’ auch eine neue x'- und y'-Achse
festgelegt, die natiirlich jetzt weder zueinander noch zur ¢'-Achse recht-
winklig liegen werden. Die Aufstellung der entsprechenden Gleichungen
der Lorentztransformation bietet keinerlei Schwierigkeiten, sie sind
nattirlich etwas komplizierter als in dem Falle einer einzigen raumlichen
Abmessung. Wir konnen sie charakterisieren als projektive Verzerrungen
des t, x, y-Raumes in sich selbst, bei denen die Gesamtheit aller Zug-
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linien, die der Lichtgeschwindigkeit ¢ entsprechen, also der von diesen
Zuglinien gebildete Kreiskegel, als Ganzes ungeandert bleibt. Algebraisch
heiBt das, daBl der Ausdruck x* 4+ y* — ¢*¢* durch diese Verzerrungen
oder Transformationen in sich selbst tibergeftthrt wird.

Aber damit nicht genug! Auf unserer Landkarte erscheinen alle Orte
als in einer Ebene gelegen; wollen wir auch noch ihre Hohenlage zur
Darstellung bringen (was ja auf denLandkarten gewdhnlich durch verschie-
dene Farbung bewirkt wird), so missen wir eine Reliefkarte, d. h. ein
rdumliches Modell der ganzen Gegend herstellen, wo dann die x, y-Ebene
etwa als die Oberflache des Meeresspiegels erscheinen und die Hohen
der einzelnen Orte iiber dem Meere auf einer dritten Achse, der z-Achse
zu messen sein werden. — Aber fur die Zeitachse ¢ bleibt dann im
wahren Sinne des Wortes kein Raum mehr! Die Anschauung hort auf,
wir missen gedanklich eine vierte Abmessung (Dimension) heranziehen,
die sich darin kund gibt, dafi jetzt ein Ereignis (Ort und Zeit eines fah-
renden Zuges) durch vier Zahlgrofien ¢, x, y, z festgelegt erscheint, was
mathematisch keinerlei Schwierigkeiten verursacht. Erst auf diese Weise
bekommen wir ein vollkommen getreues Abbild des Weltgeschehens.

Daf} iibrigens in der Mechanik, d. h. bei der Betrachtung bewegter
Gegenstinde,vier AbmessungeninFrage kommen, hatte schonLagrange
erkannt, als er in seiner Analytischen Mechanik (Paris 1788) die Mechanik
als eine vierdimensionale Geometrie bezeichnete. Aber in der kiassi-
schen Mechanik war die Gleichstellung der Zeit £ mit den drei rdum-
lichen Abmessungen x, y, z nicht so zwingend, weil nach der Theorie
von Galilei keine so feste Verkniipfung zwischen Raum und Zeit be-
steht wie nach der von Lorentz-Einstein, wo ja nach Wahl der neuen
Zeitachse vermoge der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit die neuen
Raumachsen x’, y', z’ festgelegt erscheinen.

Lorentz selbst hatte aus seiner Verkiirzungshypothese nur die
Folgerung gezogen, dafi ffir einen mit gleichbleibender Geschwin-
digkeit bewegten Gegenstand neben der Ortszeit ¢ noch seine Eigen-
zeit ¢’ in Betracht zu ziehen sei. Erst Einstein hat hervorgehoben,
daB vermdge des Prinzips der Relativitat t* dem ¢ vollig gleich-
berechtigt gegentibersteht und Minkowski zog dann den Schluf}, daf3
das neue Prinzip zwischen der Zeit ¢ und den drei riumlichen Ab-
messungen eine so unlosliche Verbindung herstellt, dal nur die Zusam-
menfassung der vier Abmessungen ¢, x, y, z das eigentlich Reale, die
wirkliche Welt gibt. Wenn wir das raumliche Geschehen auf ein Ge-
biet von einer Abmessung beschrinken, so sehen wir die Minkowskische
Auffassung schon in dem gewohnlichen graphischen Fahrplan vorbereitet.
Diese Beschrinkung bedingt nicht die Preisgabe irgendeines wesent-
lichen Gesichtspunktes, sie bringt aber den Vorteil, da an Stelle der
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fur die Anschauung unzuginglichen vierdimensionalen Welt, die durch
eine Zeichnung zu versinnlichende zweidimensionale tritt. Wir werden
uns deshalb auch im folgenden zumeist auf diese zweidimensionale Welt
beschrinken, um des Hilismittels der graphischen Darstellung nicht ent-
raten zu mfiissen.

Es wird nun zweckmifBig sein, wenn wir den weiteren physikalisch-
mechanischen Betrachtungen einige Bemerkungen iber die Abmes-
sungen des Raumes und {iber die Eigenschaften riumlicher Gebilde
vorausschicken.

7. Mehrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeiten.
Die Gaufische Lehre von den Fldchen.
Verbiegung. Kriimmung. Linienelement.
Riemanns Verallgemeinerung.

Die Frage, weshalb die raumliche Anschauung des Menschen auf
drei Abmessungen beschrankt ist, gehort in das Gebiet der Psychologie
und Physiologie. Der russische Physiologe E. von Cyon hat nachzu-
weisen gesucht, dal das RaumbewuBisein seinen Sitz im Ohre habe,
wo die drei Bogenginge (canales semicirculares), die das Organ des
Gleichgewichts bei den Bewegungen sind, in drei aufeinander senkrechten
Ebenen, wie die Ebenen eines raumlichen Bezugsystems angeordnet
erscheinen. Diesem Umstande schreibt es von Cyon zu, daf} unsere
Raumanschauung eine dreidimensionale ist; er will bei einer Art von
Fischen, den Neunaugen (Lampreten), deren Ohr nur zwei Bogenginge
hat, und den sogenannten japanischen Tanzm#usen, deren Ohr nur einen
Bogengang auiweist, nachgewiesen haben, dafl ihnen die Vorstellung der
den fehlenden Bogengingen entsprechenden Abmessungen abgeht. Von
diesen Feststellungen ganz abgesehen, kann man sich sehr wohl Wesen,
sogar denkende Wesen vorstellen, die nur zweidimensional, ja nur ein-
dimensional veranlagt sind, und dies erleichtert auch die Vorstellung
von Wesen, deren Raumanschauung tiber die drei Abmessungen der
Lange, Breite und Hohe hinausgeht. Englische Schriftsteller haben sich
darin gefallen, in der Form wissenschaftlicher Erzahlungen die Verhilt-
nisse in solchen Welten auszumalen, deren Raum weniger oder mehr
als drei Abmessungen zeigt. Fiir den Mathematiker aber ist es ganz
belanglos, ob er mit einer, mit zwei oder mit beliebig vielen Abmessungen
rechnet. Wir wollen nun vorerst eine wichtige Eigenschaft der Zahl
hervorheben, die die Anzah!l der Abmessungen eines geometrischen
Gebildes angibt.

Es war schon wiederholt von der gegenseitig eindeutigen und stetigen
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Beziehung zwischen zwei geometrischen Gebilden die Rede, einer Be-
ziehung, die man auch als stetige Verzerrung oder Deformation an-
sprechen kann. Eigenschaiten geometrischer Gebilde, die bei jeder
stetigen Deformation erhalten bleiben, gehdren der primitivsten geome-
trischen Disziplin an, der sogenannten Analysis oder Geometria Situs.
Man kann solche Eigenschaften an einer noch so verzerrten Zeichnung,
an einem noch so entstellten Modell nachweisen, wenn nur die Be-
dingungen der gegenseitigen Eindeutigkeit und der Stetigkeit gewahrt
bleiben. Die Anzahl der Abmessungen ist nun eine solche Eigenschaift,
die der Geometria Situs angehort; eine andere ist die sogenannte Zu-
sammenhangszahl eines Flachenstiickes, d. h. die kleinste Anzahl
von Querschnitten, die stets ausreicht, um das Flachenstiick in getrennte
Stiicke zu zerfillen. Aus einem Stiick Tuch kann man durch stetige
Deformation keinen Rock herstellen, man mufi Nahte anbringen, durch
die die Stetigkeit der Deformation aufgehoben wird. Das Sttick Tuch
ist einfachzusammenhingend, weil es durch jeden Querschnitt in ge-
trennte Stucke zerfallt, der Rock dagegen ist mehrfachzusammen-
hangend. — Doch dies nur beildutig. — Wir halten fest: Durch stetige
Deformation wird die Anzahl der Abmessungen nicht ge#ndert; ein
einfachzusammenhangendes Flachenstick geht wieder in ein einfach-
zusammenhéingendes Flichenstiick tiber, und umgekehrt kdnnen zwei
einfachzusammenhéngende Flachenstiicke stets stetig ineinander defor-
miert werden.

Denken wir uns nun durch stetige Deformation eines ebenen Flachen-
stiickes, z. B. eines graphischen Fahrplanes oder einer Landkarte, ein
gekriimmtes Flichenstiick im Raume entstanden, so tbertragt sich die
Art, wie auf der Landkarte die Lage eines Punktes durch seine geogra-
phische Linge und Breite bestimmt wurde, auf das gekrimmte Flachen-
stiick, nur werden nattirlich die Parallelen zum Aquator und die zum
Anfangsmeridian der Landkarte in ein Netz von krummen Linien auf
dem gekrummten Flichenstick ibergegangen sein. Wir kbénnen aber
diese krummen Linien auch als Bezugslinien oder Koordinatenlinien
auf der krummen Fliche bezeichnen und sagen, dafl ein Punkt dieser
krummen Fliche durch die auf der Flache gemessenen Lingen der
durch ihn hindurchgehenden Bezugslinien, also wieder durch ein Zahlen-
paar gegeben wird. Man nennt ein solches Bezugsystem auf einer
krummen Fliche ein GauBsches, weil Gaul diese Art von Bestimmung
der Punkte einer Fliche zuerst eingefiithrt hat (1828 in seinen aus der
Beschaftigung mit Problemen der hdheren Geodasie heraus entstandenen
Disquisitiones generales circa superficies curvas). Man tbersieht sofort,
daBl man auf einer Fliche unzahlig viele verschiedene GauBsche Be-
zugsysteme einftthren kann, und daB der Ubergang von einem solchen
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Bezugsystem zu einem andern einer stetigen Deformation der Fliche
in sich selbst entspricht, dhnlich wie es fiir unseren graphischen
Fahrplan bei dem Ubergang von einem Bezugsystem ¢, x zu einem
anderen ¢, x” der Fall war. Bei einer solchen stetigen Deformation oder
Verzerrung der Fliche in sich selbst bleibt die Flache als Ganzes un-
geandert, wahrend ihre einzelnen Teile sich stetig ineinander deformieren.

Wir betrachten nun allgemein zwei verschiedene Flichensttcke,
die durch stetige Deformation auseinander hervorgegangen sind. Da
ja Dehnung und Zusammenziehung bei der stetigen Deformation nicht
ausgeschlossen sind, werden im allgemeinen entsprechende Linien auf
diesen beiden Flachenstlicken verschieden lang sein. Wollen wir, daBl
alle auf der betreffenden Flache gemessenen Lingen und damit alle
Mafle auf der Fliche tiberhaupt bei der stetigen Deformation .erhalten
bleiben, so darf die Deformation weder zerren noch zusammenziehen,
sie kann also nur eine Verbiegung sein. Diese besondere Art von
stetiger Deformation ist ftir uns von der grofiten Bedeutung.

Im Art. 13 der erwihnten Abhandlung spricht sich Gaul fiber die
Eigenschaiten einer Flache folgendermaflen aus. Betrachten wir, so
sagt er, die Flache nicht als die Begrenzung eines Korpers, sondern selbst
als einen Korper, dessen eine Ausdehnung als verschwindend angesehen
wird und der biegsam aber nicht dehnbar ist, so werden die Eigen-
schaften der Fliche teils von der Form abhdngen, die die Fliche gerade
angenommen hat, teils werden sie absolute sein und ungeindert bleiben,
wenn man die Fliche irgendwie verbiegt.?)

Die letzteren Eigenschaften, die Gaufl als absolute bezeichnet,
werden nur von Messungen innerhalb der Flache abhingen. Stellen
wir uns ein denkendes Wesen vor, das gezwungen ist auf der Fliache
zu leben und das kein BewuBtsein von dem dreidimensionalen Raume
hat, in dem seine Heimatilaiche liegt, dann kann dieses Wesen nur
solche Erfahrungen sammeln, die durch Messungen innerhalb der Flache
erzielt werden. Eine Verbiegung der Fliche kann ihm also nicht zum
Bewufltsein kommen, es hat vielmehr von seiner Heimatfliche nur die
Vorstellung eines zweidimensionalen Gebildes, dem die von Gauf} als
absolute bezeichneten Eigenschaften zukommen. Diese Vorstellung
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1) Flachen, die durch Verbiegung auseinander hervorgehen, konnen sehr
voneinander abweichende Gestalten im Raume zeigen. Z. B. kann ein ebenes
Blatt zu einem Zylinder oder einem Kegel verbogen werden. Die Umdrehungs-
fliche der Kettenlinie — das sogenannte Katenoid — und die gemeine Schrau-
benflache gehen durch Verbiegung auseinander hervor, was sich durch einen
der einen dieser beiden Flachen angepafiten biegsamen Blechmantel sehr
schon versinnlichen tagt. Vgl. das Modell in der Sammlung mathematischer
Modelle von L. Brill in Darmstadt.
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fassen wir auf als eine Mannigfaltigkeit von zwei Abmessungen,
die unabhingig ist von der besonderen Erscheinungsform der Flache
im dreidimensionalen Raum; sie ist kein blofiles Phantom, sondern kann
durch eine mathematische Formel dargestellt werden, namlich durch
das sogenannte Linienelement, d.i. der Abstand zweier unendlich be-
nachbarter Punkte der Flache, ausgedriickt durch die Bestimmungsstticke
dieser beiden Punkte in irgendeinem Gaufischen Bezugsystem. Dieser
Ausdruck enthilt drei Grofien, die im allgemeinen von den beiden Be-
zugsgrofen abhingen, durch die die Punkte unserer Mannigialtigkeit
bestimmt werden?'), nur fiir die Ebene und die aus ihr durch Verbiegung
entstehenden Flachen konnen jene drei Groflen konstant, d. h. von den
beiden Bezugsgrofen unabhingig gewiahlt werden. Aligemein zu reden
kommt den gedachten drei Grofien keine unmittelbare geometrische
Bedeutung zu, aber alle absoluten Eigenschaften einer Fliche lassen
sich durch sie zur Darstellung bringen. Unter diesen Eigenschaften
heben wir die folgenden fir uns wichtigen hervor.

Wir betrachten zwei Punkte auf einer Fliche und denken uns in
ihnen Locker gebohrt, durch die dann ein biegsamer und unausdehn-
barer Faden hindurchgezogen wird. Liegt dieser Faden ganz auf der
Flache auf, so zeichnet er eine jene beiden Punkte verbindende Linie
auf der Fliche. Wenn nun zwei Minner an den Enden des Fadens
aus Leibeskraften ziehen, bis der Faden straff gespannt ist, so ist die
von ihm auf der Fliche gebildete Linie offenbar die ktirzeste Verbin-
dung zwischen den beiden Punkten, die auf der Fliche moglich ist.
Man nennt sie die kiirzeste oder geodatische Linie. Fur die Ebene
ist sie die Gerade, fur die Kugel der groBte Kreis durch die beiden Punkte.
Die Eigenschaft einer Linie kirzeste zu sein, ist nun sicher eine abso-
lute, sie mufl bei jeder Biegung erhalten bleiben.

Nimmt man ferner ein von geodatischen Linien gebildetes Dreieck auf
der Flache, so ist seine Winkelsumme im allgemeinen von zwei Rechten
verschieden, nur wenn die Flache aus einer Ebene durch Verbiegung
hervorgeht, ist sie zwei Rechten gleich. Der Unterschied dieser Winkel-
summe von zwei Rechten — der nattrlich positiv oder negativ sein kann —
werde nun durch den Flicheninhalt des Dreiecks dividiert; diese beiden
Groflen hingen nur von Messungen innerhalb der Flache ab, das gleiche
gilt also von ihrem Quotienten, der somit bei jeder Verbiegung der Fliche
ungedndert bleiben wird. Lassen wir nun das Dreieck immer kleiner

1) Sind x, t die Bezugsgréfien eines Punktes, x + dx, t 4 dt die eines
unendlich benachbarten Punktes, ds der unendlich kileine Abstand (das Linien-
element), so gilt nach GauB: ds* = Edx*® 4 2Fdxdt 4+ Gdt?, was Helm-
holtz als den ,veraligemeinerten Pythagoras* bezeichnet hat. E, F, G sind
die drei von x, { abhingenden Grofien, von denen im Text die Rede ist.
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werden, bis es auf einen Punkt zusammenschrumpft, so nihert sich der
gedachte Quotient einem Grenzwert, den Gaul das Krimmungsmafi
der Flache in diesem Punkte nennt. Auch dieses bleibt also bei einer
Verbiegung ungeindert, es ist etwas der abstrakten Mannigfaltigkeit von
zwei Abmessungen Eigentiimliches. Fur eine Ebene ist das Kriimmungs-
mafl offenbar gleich Null, fiir eine Kugel vom Halbmesser R (wo die
Winkelsumme eines geodatischen Dreiecks einen Uberschufl tiber zwei
Rechte gibt, der gleich dem Flicheninhalt des Dreiecks geteilt durch

1
R? ist), ergibt es sich gleich B ist also fur alle Punkte der Kugel

dasselbe. ")
Das Charakteristische ftir die hier betrachteten Mannigiaitigkeiten

ist, daf} sie bei Beschrankung auf hinreichend kleine Gebiete mit be-
liebiger Anniherung als eben angesehen werden koénnen. Durch diese
Eigenschaft kdnnen sie erklart werden, ohne dal man es notig hat, auf
eine ihrer besonderen Erscheinungsiormen im dreidimensionalen Raume
zurlickzugreifen. Von dieser Tatsache ausgehend, hat es der grofie Mathe-
matiker Riemann in seinem Habilitationsvortrage ,Uber die Hypothesen,
welche der Geometrie zu Grunde liegen“ (1854) unternommen, die GauB3-
sche Theorie der Flachen oder Mannigfaltigkeiten von zwei Abmessungen
auf beliebig viele Abmessungen zu erweitern. Sein nachstes Ziel war, die
charakteristischen Eigenschaiten des Raumes der gewdhnlichen Euklid-
ischen Geometrie herauszufinden, durch die dieser Raum unter allen mdg-
lichen Mannigfaltigkeiten von drei Abmessungen ausgesondert werden
kann. Es blieb ihm aber nicht verborgen, dafl die von ihm entwickelte
Lehre weiter reicht und iiir die ganze Weltaufiassung, soweit sie mecha-
nistischer Natur ist, Bedeutung gewinnen miisse. Seine darauf beziig-
lichen Andeutungen blieben aber Jahrzehnte hindurch unverstanden, und
erst in der neuesten Zeit haben die Untersuchungen von Einstein dazu
gefithrt, das Verstidndnis fiir die Ideen Riemanns anzubahnen.

Nach Riemann werden die Mafiverhiltnisse einer Mannigfaltigkeit
von beliebig vielen, sagen wir n, Abmessungen dhnlich wie bei Gauf§ die
einer Mannigfaltigkeit von zwei Abmessungen bestimmt durch das Linien-

1) Die ebene Geometrie, wie sie in den Elementen des Euklid ihre klas-
sische Darstellung gefunden hat, geht hiernach aus der Geometrie auf der
Kugel hervor, indem man den Halbmesser der Kugel unendlich grofl werden
1aBt. Es besteht also zwischen diesen beiden Geometrien ein ahnliches Ver-
héltnis, wie zwischen der Theorie von Galilei und der von Lorentz - Einstein,
wenn man den Kugelhalbmesser der Lichtgeschwindigkeit entsprechen laBt.
Die Kugelgeometrie ist eine Art der sogenannten nichteuklidischen Geo-
metrien. Wir heben diese Analogie darum hervor, weil sich nachher eine
Erweiterung derselben fir die allgemeine Einsteinsche Relativititstheorie

ergeben wird.
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element, d. h. durch den Ausdruck des Abstandes zweier unendlich
benachbarter Punkte. Dieser Ausdruck enthalt n_(lzj—_l) Groflen, also

drei fir n = 2, sechs fiir n = 3, zehn fur n = 4, die ihrerseits von den
n BezugsgréBen abhangen, durch die ein Punkt in unserer Mannigfaltig-
keit bestimmt wird. Die Art dieser Abhingigkeit legt die Mafiverhalt-
nisse und damit den inneren Bau unserer Mannigfaltigkeit fest. Riemann
hatte, wie gesagt, bei seinen Untersuchungen den Raum vor Augen, aber
er hebt hervor, daB der ,innere Grund der MaBverhiltnisse des Raumes
in darauf wirkenden bindenden Kraften gesucht werden“ miisse. Erst
die von Minkowski begrtindete Auffassung von Raum und Zeit als einer
eine unaufldsliche Einheit darstellenden Mannigfaltigkeit von vier Ab-
messungen hat es Einstein ermoglicht, an eine Ausfihrung dieses Rie-
mannschen Gedankens heranzutreten. In welcher Weise dies geschehen
ist, wollen wir jetzt zu schildern versuchen.

8. Unzulénglichkeit des Lorentz-Einsteinschen
Relativitéitsprinzips. Das Schwerefeld. Das Aquivalenz-
prinzip und das allgemeine Relativitdtsprinzip.

Aus den bereits dargelegten Griinden beschrinken wir uns auch
weiterhin auf einen Raum von einer Abmessung, so daB wir es statt
mit der vierfach ausgedehnten Minkowskischen ,Welt* mit einer Mannig-
faltigkeit ¢, x von nur zwei Abmessungen zu tun haben.

Das Lorentz-Einsteinsche Relativitatsprinzip beruhte auf drei Grund-
annahmen:

1. Es gibt ein Bezugsystem ¢, x, fiir das ein sich selbst tiberlassener
Gegenstand (gleichgiltig welcher Beschatienheit) entweder ruht oder
sich mit gleichbleibender Geschwindigkeit in gerader Linie fortbewegt.

2. Die Lichtgeschwindigkeit im leeren Raume ist konstant.

3. Alle Bezugsysteme t', x’, die einer in bezug auf ¢, x geradlinigen
und gleichfdrmigen Bewegung entsprechen, sogenannte Inertialsysteme,
sind fur die Erkenntnis der Gesetze des mechanischen Naturgeschehens
gleichwertig.

In der Natur haben wir geradlinige und gleichformige Bewegungen
immer nur mit einer mehr oder weniger groBen Anniherung, weil wir
die Gegenstinde der Einwirkung stérender Krafte nicht vollkommen
entzichen konnen. Von der Bewegung der Erde um ihre Achse und
um die Sonne haben wir schon bemerkt, daf sie nur fur verhéltnis-
miBig kurze Zeitraume als geradlinig und gleichférmig angesehen werden
konnen. Die Bewegung der Erde um die Sonne erfolgt nicht in einer
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geraden Linie, sondern in einer kreisihnlichen krummen (Ellipse); sie
wird nach der Lehre von Newton verursacht durch die allgemeine
Schwerkraft oder Gravitation, also durch dieselbe Kraft, die bewirkt,
daf} ein nicht gestutzter Gegenstand zur Erde fallt.

Newton erklarte die Schwerkraft als Fernwirkung, aber er selbst
sprach sich in einem bertihmten Briefe an Bentley dartiber folgender-
maflen aus: ,Dafl die Gravitation der Materie eingeboren, inhdrent und
wesentlich sein, dal ein Kérper auf einen anderen auf Entfernung durch
eine Leere hindurch wirken soll, ohne Vermittlung von sonst irgend etwas,
durch das hindurch die Wirkung und Kraft von einem zum andern aber-
tragen wird, ist far mich eine so grofle Absurditat, dafl ich meine, niemand,
der ein fir philosophische Dinge zustindiges Denkvermdgen besitzt, konne
jemals darauf verfallen.“ Fiir Newton war die Fernwirkung also nur das,
was man eine Arbeitshypothese nennt. In der Tat hat die mathematische
Behandlung der Gravitationserscheinungen schon seit Lagrange dazu
gefiihrt, die angebliche Fernkraft aus einer Grofie abzuleiten, die fiir alle
Punkte des Raumes erklart ist, auch fur diejenigen, wo sich keine wir-
kende Materie befindet, eine Grofie, die man das Gravitationspoten-
tial nennt. Man deutet dieses Potential als physikalische Realitit, indem
man von einem Gravitations- oder Schwerefelde spricht, das von
einer schweren Masse, etwa der Erde erzeugt wird, und das bewirkt,
dafl ein schwerer Gegenstand, z. B. ein Stein, der in dieses Schwere-
feld gerat, zur Erde falit.

Das Schwerefeld erteilt jedem in ihm befindlichen Gegenstande eine
konstante Beschleunigung, d. h. es vermehrt seine Geschwindigkeit
in gleichen Zeiten um dieselbe Grofie, und zwar ist diese Beschleunigung
fiir alle Korper, gleichgiiltig aus welchem Stoff sie bestehen und welche
physikalische Beschaffenheit sie sonst haben mogen, immer dieselbe;
ftir das Schwerefeld der Erde ist sie auf der Erdoberiliache etwa 10m in der
Sekunde. Ein Blatt Papier und ein Stuck Blei fallen in genau gleicher
Weise zur Erde, vorausgesetzt, daf} sie dieselbe Anfangsgeschwindigkeit
haben und dafl man von dem Luftwiderstande absieht. Dieses Gesetz ist
neuerdings durch sehr scharfe Messungen des ungarischen Physikers
R. von Eotvds bestitigt worden; Eotvds zeigte durch Versuche mit der
Drehwage, dafl die Gleichheit der Schwerebeschleunigung fiir alle Kdrper
bis auf den 20 000 000ten Teil ihres Wertes gesichert sei. Daraus folgt
ein ftir unsere Lehre sehr wichtiger Schlufi, den wir an einem von Ein-
stein angegebenen Beispiel erlautern wollen.

Wir denken uns in einem von der Wirkung aller Arten stdrender
Krifte freien Raumteil einen Beobachter, der physikalisch geschult und
mit den notigen Meflinstrumenten versehen sich in einem Kasten von
hinreichender Grofle befindet. Da er keiner Gravitationswirkung ausge-
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setzt ist, bewegt sich unser Beobachter ohne jegliche Anstrengung, ein
Gegenstand, den er loslaBt, bleibt an der Stelle frei schwebend, erteilt
er ihm einen StoB, so bewegt er sich in der Richtung des Stofles mit
konstanter Geschwindigkeit in gerader Linie. — Nun sei in der Mitte der
Kastendecke aufien ein Haken angebracht und an diesem ein Seil be-
festigt, an dem ein Wesen zu ziehen anfangt. Zieht es mit einer kon-
stanten Kraft, so erfahrt der Kasten eine konstante Beschleunigung; es
sei diese gleich 10 m in der Sekunde. Der Kasten und dadurch alles,
was damit in fester Verbindung steht, also auch der Beobachter selbst,
der ja auf dem Boden des Kastens steht, besitzt jene konstante Be-
schleunigung. Lafit der Mann im Kasten jetzt z. B. einen Gegenstand
los, so bleibt dieser in Wirklichkeit zwar noch immer an seiner Stelle
frei schwebend, aber der Kastenboden bewegt sich mit konstanter Be-
schleunigung auf ihn zu, unser Mann sieht also den Gegenstand mit
eben dieser Beschleunigung zu Boden fallen, und zwar findet er, dafi
diese Beschleunigung ftir alle Korper genau dieselbe, 10 m in der Se-
kunde, ist. Der Mann im Kasten wird also vermuten kdnnen, daf3 er autf
irgendeine Weise in das Schwerefeld der Erde geraten sei, und wird
es nur nicht verstehen, weshalb sein Kasten nicht abstiirzt. Da blickt
er aus dem in der Kastendecke angebrachten Fenster, sieht den Haken
mit dem daran befestigten straff gespannten Seil und glaubt nun die
Losung des Ratsels zu haben. Er sagt sich namlich, sein Kasten sei
an diesem Seile in dem Schwerefeld der Erde aufgehangt; deshalb stiirze
er nicht ab. Thm erscheint also der in Wirklichkeit mit der konstanten
Beschleunigung bewegte Kasten als ruhend in dem Schwerefeld der
Erde, genau so wie dem Zugfithrer der mit konstanter Geschwindigkeit
fahrende Zug als ruhend erschien. Es mag noch besonders betont
werden, dafl die Tauschung des Mannes im Kasten nur dadurch mog-
lich ist, daf} das Gravitationsfeld allen Korpern die gleiche Beschleuni-
gung erteilt. Dieser Umstand bewirkt also, dafl sich die Wirkung eines
konstanten Gravitationsfeldes ersetzen 148t durch einen Beschleunigungs-
zustand des Bezugsystems, und umgekehrt. Dies ist das Einsteinsche
Aquivalenzprinzip.

Die Folgerungen, die sich hieraus ergeben, liegen jetzt klar zu Tage.

Mit demselben Recht, wie nach Galilei ein geradlinig mit konstanter
Geschwindigkeit fahrender Eisenbahnzug als ruhend angesehen werden
kann, kann auch ein mit konstanter Beschleunigung bewegter Gegen-
stand als in einem Schwerefeld ruhend angesehen werden; auch die
beschleunigte Bewegung ist nur relativ. Aber noch mehr! Nach dem
zweiten Bewegungsgesetze von Newton wird jede Kraft, d. h. jede Be-
wegungsursache, gemessen durch das Produkt Masse mal Beschleuni-
gung; wir werden also jede wie immer geartete Bewegung auffassen
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konnen als Ruhe in einem geeignet beschaffenen Schwerefeld, dem
nattirlich im allgemeinen nicht eine konstante, sondern eine mit der Zeit
und dem Ort veranderliche Intensitat zuzuschreiben sein wird. Das all-
gemeine Relativitatsprinzip von Einstein besagt nun, dal fur
ein ganz beliebig bewegtes Bezugsystem alle Gesetze des mechani-
schen Naturgeschehens wieder unverindert in Geltung bleiben missen.
Wie dies zu verstehen ist, bedarf aber noch einer genaueren Erérterung.

9. Die allgemeine Raum-Zeitmannigfaltigkeit.
Ihre Bestimmung durch die Gravitationspotentiale.

Wenn wir in unserem ¢, x-System (dem graphischen Fahrplan) die
Zuglinie eines nach einem beliebigen Gesetze bewegten Gegenstandes
einzeichnen, so wird diese keine Gerade, sondern eine krumme Linie
sein. Diese wiirde nun als neue Zeitachse ¢’ zu wahlen sein, und es
entsteht die Frage, wie jetzt die neue Raumachse x’ einzurichten ist?
Von einer Konstanz der Lichtgeschwindigkeit, durch die friiher die Be-
ziehung zwischen der ¢’-Achse und der x'-Achse festgelegt wurde, kann
jetzt nicht mehr gesprochen werden, denn relativ zu einem Bezugsystem,
das sich, von einem Inertialsystem aus beurteilt, in beschleunigter Be-
wegung befindet, erscheint die Lichtstrahlung weder geradlinig noch
von gleichformiger Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Aber man kann auch
das Gebiet der ¢, x, d. h. die zweifachausgedehnte Raum-Zeitmannigfal-
tigkeit nicht mehr als eben ansehen. Um dies zu zeigen, bedienen wir
uns wieder eines von Einstein gegebenen Beispiels, bei dem wir jedoch
gendtigt sein werden, einen Raum von zwei Abmessungen zugrunde
zu legen.

Die Drehungen (Rotationen) um eine Achse sind keine gleichformi-
gen Bewegungen, schon weil die Bahn eines Punktes keine Gerade, son-
dern ein Kreis ist. Wir denken uns nun ein Gebiet, in dem relativ zu einem
Inertialsystem kein Gravitationsfeld vorhanden ist, und beziehen dieses
Gebiet auf ein anderes Bezugsystem, das aus einer kreisférmigen Scheibe
besteht, die auf das Inertialsystem bezogen, um ihren Mittelpunkt gleich-
maBig, d. h. mit konstanter Winkelgeschwindigkeit rotiert. Ein auf der
Scheibe, nicht gerade in ihrem Mittelpunkt sitzender Beobachter emp-
findet dann die Kraft, die der ruhende Beobachter als Fliehkraft (Zentri-
fugalkrait) deutet. Es ist die Kraft, die einen im Eisenbahnzuge stehen-
den Reisenden umwirft, wenn der Zug eine Kurve fahrt oder die einen
Faden spannt, an dem man einen daran gebundenen Gegenstand herum-
schwingt, Wenn L die Linge des Fadens und u die konstante Winkel-
geschwindigkeit ist, mit der der Faden herumgeschwungen wird, so

Schiesinger, Raum, Zeit und Relativititstheorie 3
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wird, wenn der Faden plétzlich reiit, der herumgeschwungene Gegen-
stand senkrecht zu der Richtung des Fadens (in der Richtung der Tan-
gente an die Bahn) abfliegen, und zwar mit der konstanten Geschwin-
digkeit Lu. Daraus folgt, daB der Gegenstand wahrend des Herum-
schwingens des Fadens in jedem Augenblick die Geschwindigkeit Lu in
der zu dem Faden senkrechten Richtung hat.

Sitzt also der Beobachter auf unserer Scheibe im Abstande R vom
Mittelpunkt und ist u die konstante Winkelgeschwindigkeit, mit der die
Scheibe rotiert, so ist die von ihm empfundene Fliehkrait so beschatien,
daB sie ihm in der Richtung der Tangente an den von ihm bei der
Drehung beschriebenen Kreis die Geschwindigkeit Ru erteilt. Nach
dem Aquivalenzprinzip wird der Beobachter auf der Scheibe sich als
ruhend ansehen konnen in einem Gravitationsfelde, dessen Intensitat im
Mittelpunkte der Scheibe gleich Null ist und nach dem Rande zu propor-
tional dem Abstande vom Mittelpunkte zunimmt. Aber fur ihn gilt nicht
mehr die Euklidische Geometrie der Ebene!

In der Tat, wiirde man bei ruhender Scheibe den Umfang des Krei-
ses ausmessen, der um den Scheibenmittelpunkt mit dem Halbmesser R
beschrieben ist, so hitte er zu R das Verhiltnis 27 = 6,28 . ..; dreht
sich aber die Scheibe, so gibt zwar der Halbmesser mit einem bewegten
Mafistab gemessen denselben Wert wie mit einem ruhenden, weil in seiner
Richtung keine Geschwindigkeit vorhanden ist; dagegen wird der zur Aus-
messung dienende Mafistab, wenn er an den Kreisumfang angelegt wird,
vermodge der Lorentzschen Verktirzungshypothese kiirzer erscheinen, weil
ja an dem Umfang in tangentialer Richtung die Geschwindigkeit Ru
herrscht. Der Umiang des Kreises wird also jetzt eine grofiere MaBizahl
ergeben, sein Verhaltnis zum Halbmesser wird nicht mehr gieich 6, 28...
sein, wie es die Geometrie des Euklid verlangt, sondern groer. Das
heifit, in der Raummannigfaltigkeit eines beschleunigten Bezugsystems
gilt die Euklidische ebene Geometrie nicht mehr, sie gilt folglich auch
nicht mehr in der entsprechenden Raumzeitmannigfaltigkeit und wir mtis-
sen daher, auch wenn wir uns wieder auf eine einzige rumliche Ab-
messung beschrinken, der Raumzeitmannigfaltigkeit ¢, x einen andern
Charakter zuschreiben, als ihn die gewohnliche Ebene hat.

Die Mannigfaltigkeit £, x ist jetzt nicht als eine Flache von bestimmter
Erscheinungsform in einem dreidimensionalen Raume zu denken, son-
dern als abstrakte Mannigfaltigkeit von zwei Abmessungen im Sinne
der Auseinandersetzungen des Abschnitts 7. Sie ist also durch ihr
Linienelement gegeben, das ihre inneren Mafiverhéltnisse bestimmt.
Denkt man sich ein GauBsches Bezugsystem eingefahrt, so erscheinen
die drei Grofien, aus denen sich das Linienelement zusammensetzt, im
allgemeinen als von den BezugsgroBen eines Punktes abhingig. Diese
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Bezugsgrofien konnen aber jetzt nicht mehr wie die Grolen ¢, x des
gewohnlichen graphischen Fahrplans die eine als Zeit, die andere als
Raum bestimmend angesehen werden, man kann nur sagen, dafl beide
zusammen das wann und wo eines Ereignisses bestimmen. Aber das ge-
niigt ja auch vollkommen.

Denn es handelt sich bei allen Beobachtungen und Messungen im-
mer nur um die Feststellung des Zusammentreffens zweier Ereignisse
(zwei Dinge befinden sich zu einer gewissen Zeit an einem und dem-
selben Ort), und ein solches Zusammentreffen kann in den GaufBischen
Bezugsgrofien ebenso festgestellt werden, wie in den einzeln Raum- und
Zeit bestimmenden Bezugsgroflen des graphischen Fahrplans, es erfordert
eben Ubereinstimmung der Werte beider Bezugsgrofien fur die beiden
Ereignisse. Bei einem gegebenen Gravitationsfeld hingt das Linien-
element und damit auch die in seinem mathematischen Ausdruck auf-
tretenden drei Groflen in ganz bestimmter Weise von den Bezugs-
groflen ab; Einstein bezeichnet darum diese drei Grofien als die jenem
Felde entsprechenden Gravitationspotentiale. Sie bestimmen den
Charakter der Raumzeitmannigfaltigkeit, insbesondere auch ihre Kriim-
mung und zwar unabhéngig von der besonderen Wahl des Gaufischen
Bezugsystems. In der der wirklichen Welt entsprechenden Raumzeit-
mannigfaltigkeit von vier Abmessungen ist die Anzahl der Gravi-
tationspotentiale gleich 10, hier tritt an die Stelle der GauBlschen Lehre
von den Fliachen die Lehre Riemanns, wie sie in seinem Habilitations-
vortrag dargelegt ist. Wir erkennen jetzt auch, in welcher Weise die
Aussage Riemanns, daB die innern Mafiverhaltnisse der Mannigfaltigkeit
durch die darauf wirkenden bindenden Kriite begrindet werden, fiir
die Raumzeitmannigfaltigkeit verwirklicht erscheint.

Nach Festlegung der einem bestimmten Gravitationsfelde entspre-
chenden Gravitationspotentiale, die natarlich in Ubereinstimmung mit
den Ergebnissen der beobachtenden Physik zu erfolgen hat, ist aber
die Beschreibung alles Naturgeschehens ausschlieBlich noch eine Auf-
gabe der Mathematik. Wir erliutern dies, indem wir wieder die Be-
schrankung auf einen Raum von nur einer Abmessung festhalten.

Wir kénnen uns die Raumzeitmannigfaltigkeit durch eine Fliche in
unserem gewohnten dreifach ausgedehnten Raum versinnlicht denken,
wobei jedoch alle durch Verbiegung auseinander hervorgehenden Fla-
chen durchaus gleichberechtigt sind. Die Flache ist gekrammt, ihre Kram-
mung andert sich auch von Punkt zu Punkt, so daf3 sie zwar stetig, aber
nicht ohne Verzerrungen in sich selbst verschoben werden kann. Mes-
sungen mit starren Maflinstrumenten sind deshalb in ihr nicht moglich. Nur
far verhaltnismaBig kleine Gebiete auf unserer Fiache, innerhalb deren die
Anderung der Gravitationspotentiale mit Ort und Zeit eine sehr geringe

3°
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ist, erweist sich die Lorentz-Einsteinsche Relativitatstheorie als giiltig; die
Fliache zeigt ja in ihren kleinsten Teilen den Charakter der Ebenheit. In
solchen Gebieten kann man in der frither gelehrten Weise Raum und Zeit
bestimmende Bezugsgrofien einfithren, auch die zu ihrer Messung erforder-
lichen Instrumente einstellen. Sowie aber die Anderung der Gravitations-
potentiale merklich wird, verliert das alles seine Bedeutung. Im grofien
gilt nur das sogenannte Prinzip der kleinsten Wirkung, nach dem
sich alles Naturgeschehen vollzieht. Hat man ein bestimmtes Gaufisches
Bezugssystem eingefiihrt, so kann unsere Flache wie ein graphischer Fahr-
plan benutzt werden. Die Zuglinie eines in unserem Gravitationsfelde
ruhenden oder frei bewegten Korpers ist nach dem gedachten Prinzip eine
geoditische Linie. Kennt man die Bezugsgrofien des Anfangszustandes
einer Bewegung und ihre Anfangsgeschwindigkeit, oder kennt man die
Bezugsgrofien in zwei voneinander verschiedenen Bewegungszustinden,
so ist dadurch die geodatische Linie in ihrem ganzen Verlaufe bestimmt,
denn man kennt von ihr das einemal Anfangspunkt und Anfangsrich-
tung, das anderemal zwei ihrer Punkte. Die auf der Flache gemessene
Entfernung zweier Punkte dieser geodatischen Linie gibt die zwischen
den beiden entsprechenden Ereignissen verstrichene Eigenzeit. Im
tibrigen ist natirlich sowohl die Zuglinie selbst als auch die zuge-
horige Eigenzeit von der Wahl des Gaufischen Bezugsystems unab-
hingig. Wesentlich ist allein der durch die Gravitationspotentiale be-
stimmte Charakter der durch unsere Fliche versinnlichten Mannig-
faltigkeit von zwei Abmessungen; diese drei (in der wirklichen Welt
zehn) Grofen legen die Verbindung von Raum und Zeit fest, die in der
Theorie von Lorentz-Einstein durch die Konstanz der Lichtgeschwindig-
keit gegeben war.

Man kann in diesem Sinne die allgemeine Theorie von Einstein als
eine weitere Verfeinerung der von Lorentz-Einstein ansehen, in die sie
ibergeht, wenn man die Anderung der Gravitationspotentiale, d. h. die
Wirkung der Gravitationskrafte als sehr gering ansieht. Ahnlich wie
die Kklassische Mechanik (Galilei) zur Theorie von Lorentz-Einstein,
steht also diese zu der allgemeinen Einsteinschen Lehre.?)

1) Das Verhaltnis der Theorien von Galilei, Lorentz-Einstein und Einstein
zueinander entspricht dem der Geometrien in der Ebene (Krimmung Null),
auf der Kugel (Krimmung konstant und von Null verschieden) und auf einer
beliebigen Flache (Krimmung mit dem Ort veranderlich); vgl. die FuBnote auf
S. 29.
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10. Bestitigung durch die Erfahrung.
Schiuibemerkungen.

Unter den Bestitigungen, die die allgemeine Theorie Einsteins bis-
her gefunden hat, heben wir zwei hervor.

Die erste bezieht sich auf die bereits zu Beginn des vorigen Ab-
schnitts erwahnte Tatsache, dafl der Weg des Lichtstrahls bezogen auf
ein in beschleunigter Bewegung befindliches Bezugsystem, d. h. also,
nach dem Aquivalenzprinzip, in einem Gravitationsfelde, keine Gerade
sein kann. Das gilt schon fiir ein konstantes Gravitationsfeld, wie es
durch eine ruhende oder in gleichiormiger Bewegung befindliche
schwere Masse erzeugt wird. Die Rechnung ergibt, dafl ein an der
Sonne voriibergehender Lichtstrahl von seiner geradlinigen Bahn um
den Betrag von 1,7 Sekunden abgelenkt werden mufl. Um diesen Be-
trag miissen also die Fixsterne von der Sonne aus verschoben er-
scheinen, was sich bei Sonnenfinsternissen mufl nachpriifen lassen.
Eine deutsche Expedition, die diese Nachpriifung bei der am 21. August
1914 stattgehabten Sonnenfinsternis im Kaukasus vornehmen sollte,
geriet in russische Gefangenschaft und konnte darum ihre Arbeiten
nicht ausfthren. Dagegen hat bei der am 29. Mai 1919 stattgehabten
Sonnenfinsternis eine englische Expedition in Brasilien Messungen vor-
genommen, die an den von ihr gemachten photographischen Aufnahmen
gewisser Fixsterne genau die durch die Rechnung geforderte Verschie-
bung erkennen lielen.

Eine zweite Bestitigung ergab sich in der Mechanik des Himmels,
was um so bemerkenswerter ist, als die Gesetze der Planetenbewegung
bisher als die stirkste Stiitze der klassischen Mechanik gegolten haben,
besonders seit es zu Anfang des 19. Jahrhunderts Leverrier gelungen
war, aus den Stdrungen in der Bewegung der Planeten Uranus das
Vorhandensein eines weiteren, bis dahin unbekannten Planeten vorher-
zusagen, der denn auch bald darauf an der von Leverrier berechneten
Stelle des Himmels durch den Berliner Astronomen Galle auigefunden
wurde. Der neue Planet erhielt dann den Namen Neptun. — Aber eine
andere, ebenfalls von Leverrier entdeckte Erscheinung war durch die
klassische Himmelsmechanik nicht in befriedigender Weise zu erkldren,
die sogenannte Perihelbewegung des Planeten Merkur, d. h. die .Tat-
sache, daBl die Bahnellipse, die Merkur nach den Keplerschen Gesetzen
um die Sonne beschreibt, in ihrer Ebene eine drehende Bewegung im
Sinne der Bewegungsrichtung des Planeten vollzieht, die in einem Jahr-
hundert etwa 43" betragt. Nach der Theorie von Einstein ergibt sich
nun, daf die Bahnellipse eines jeden Planeten nicht fest ist, sondern
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eine Drehung in dem oben bezeichneten Sinne volizieht. Fiir die tbri-
gen Planeten ist diese Drehung so gering, dal sie bisher nicht fest-
gestellt werden konnte, nur far Merkur ergibt sie sich genau in Uber-
einstimmung mit den Beobachtungen von Leverrier.

Wir sind am Ende unserer Betrachtungen. Der von Gau8§ und Rie-
mann errichtete Bau der Geometrie hat sich in der Hand von Einstein
als das wohnliche Heim erwiesen, in dem die Physik sich zu einer rein
mathematischen Disziplin entwickeln kann. Man denkt dabei an die
analoge Entwicklung, die die Geometrie selbst im Laufe der Jahrhun-
derte erfahren hat. Als die alten Agypter durch die alljahrlichen Uber-
schwemmungen des Nils veranlaBt wurden, die Grenzen ihrer Acker
immer aufs neue festzustellen, entwickeite sich bei ihnen die Kunst der
Feldmesser zunéchst als reine Erfahrungswissenschaft. Die Gedanken-
arbeit der griechischen Philosophen hat die Feldmessung oder Geo-
metrie von der Stufe der Erfahrungswissenschaft zu einer rein logisch
aufgebauten mathematischen Disziplin erhoben; heute denkt niemand
mehr daran, geometrische Wahrheiten auf empirischem Wege zu finden.
Vielleicht ist der Physik eine ahnliche Entwicklung beschieden. Ur-
spriinglich eine blofle Erfahrungswissenschaft hat sie sich allm#hlich
mathematisiert. Die Stufe, die sie durch die eben geschilderte Lehre
Einsteins erklommen hat, bedeutet jedenfalls einen weiteren Schritt auf
dem Wege, den ihre altere Schwester, die Geometrie, schon vor mehr
als zweitausend Jahren zuriickgelegt hat.
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