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Vorwort zur ersten Aunage. 

Die vorliegende Arbeit, welche in zwei Lieferungen erschienen 
ist, von denen die erste, bis § 40 reichend, Ende Februar und die zweite 
Ende September 1889 abgeschlossen wurde, war - in beschränkterem 
Umfange und mit Hinweglassung dessen, was sonst anderwärts zu
sammengestellt zu finden ist - ursprünglich nur für die Zuhörer meines 
Vortrags über die Elastizitätslehre bestimmt, mit dem Ziele, ihnen die 
erfahrungsmäßigen Grundlagen der technischen Elastizitäts- und Festig
keitslehre zu bieten, ohne hierzu die für die Vorlesung verfügbare Zeit 
(3 Stunden im Sommersemester), welche mit Rücksicht auf die Behand
lung der schwierigen Aufgaben dieses Gebiets an und für sich knapp 
bemessen erscheint, in Anspruch nehmen zu müssen. Wiederholten 
Anregungen schließlich Folge leistend, übergebe ich dieselbe mit den 
hierdurch bedingten Erweiterungen an die Öffentlichkeit. 

Sie geht davon aus, daß es in erster Linie auf die Erkenntnis 
des tatsächlichen Verhaltens der Materialien ankommt. 

In Gemäßheit dieses Standpunktes war zunächst der unanschau
liche Begriff des Elastizitätsmoduls fallen zu lassen. Selbst wenn man 
von der verbreiteten und angesichts des wirklichen Verhaltens der Stoffe 
höchst bedenklichen Begriffsbestimmung absieht, nach der unter 
Elastizitätsmodul diejenige Kraft zu verstehen ist, welche ein Prisma. 
vom Querschnitte 1 um seine eigene Länge ausdehnen würde, falls 
dies ohne überschreitung qer Elastizitätsgren ze möglich 
wäre, so erweist sich der Umstand, daß der als Maß der Elastizität 
für die Betrachtungen und Rechnungen geschaffene Elastizitätsmodul 
umgekehrt proportional der Elastizität ist, als außerordentlich 
störend. Durch Einführung des Dehnungskoeffizienten (§ 2), 
dessen Größe in geradem Verhältnise zur Formänderung steht, 
läßt sich dieser übelstand auf einfache Weise beseitigen. Demgemäß 
sind sämtliche Rechnungen und Erörterungen mittels des Dehnungs
koeffizienten durchgeführt. Die Gewinnung von Maßen für den Deh
nun gsrest und für die Federung, d. i. die eigentliche Elastizität zum 
Unterschied von dem Maße für die Gesamtdehnung, ist damit 
ohne weiteres gesichert. 

a* 



IV Vorwort zur ersten Auflage. 

An die Stelle des der Anschauung unzugänglichen Schubelastizitäts
moduls tritt der Schubkoeffizient (§ 29), dessen Bedeutung un
mittelbar aus dem Vorgange der Schiebung folgt. 

Sodann war der mit der Längsdehnung (Zusammendrückung) 
verknüpften Querzusammenziehung (Querdehnung) (§ 1) und 
deren Einfluß (§ 7, § 9, Ziff.1, § 14, § 20, Ziff. 2, S. 82 usw.) mehr Be
achtung zu schenken, als dies sonst zu geschehen pflegt; zumal in 
weiten Kreisen z. Z. noch die Auffassung besteht, daß die Proportio
nalität zwischen Dehnungen und Spannungen innerhalb ge
wisser Spannungsgrenzen allgemein gültig sei, gleichgültig, ob 
außer der Zug- und Druckkraft, welche in Richtung der Stabachse 
wirkt, auch noch Kräfte senkrecht zu letzterer tätig sind oder nicht. 

Ferner mußten aus der meist ganz unbeachtet gelassenen Tat
sache, daß die eben erwähnte Proportionalität überhaupt nicht 
für alle der Technik wichtigen Materialien vorhanden ist, 
die nötigen Folgerungen gezogen werden. Dies trifft beispielsweise zu 
für das dem Maschinenbau unentbehrliche und daselbst so vielfach 
verwendete Gußeisen, bei dem die Dehnungen rascher wachsen als die 
Spannungen; für das als Kraftübertragungsmittel so wichtige Leder, 
bei welchem das Umgekehrte stattfindet, usf. (insbesondere § 2, § 20, 
Ziff.4, S.85 u. f., § 22; Ziff. 2, § 26, S. 113, Fußbemerkung 1, § 3& und 
§ 36, § 40, § 41, § 56, S.324 u. f., § 58, S. 344, Fußbemerkung usw.). 

Was Einzelheiten anlangt, so glaubte ich Wert legen zu sollen 
auf die Klarlegung von Begriffen wie Festigkeit (§ 3), Proportio
nalitäts- und Elastizitätsgrenze (§ 2, § 4), Knickbelastung 
(§ 23), Zerknickungskoeffizient (§ 26), zulässige Anstrengung 
(§ 48, Ziff. 1), Einspannung (§ 53) usw. sowie auf die Beseitigung von 
eingebürgerten Irrtümern. Wie oft wird beispielsweise die Berechnung 
auf Schub vorgeschrieben, wo Biegung maßgebend ist (§ 40, § 52); 
wie allgemein ist bei Ermittlung des Dehnungskoeffizienten (Elastizitäts
moduls) aus Biegungsversuchen der Einfluß der Schubkraft vernach
lässigt worden (§ 22, Ziff.l, § 52, Ziff.2b); wie verbreitet ist die Auf
fassung der unbedingten Gültigkeit der Gleichung der einfachen Zug
und Druckfestigkeit, nach welcher es nur auf die Größe des Querschnittes 
ankommt (§ 9, § 13, § 14); wie selten wird erkannt, daß die Druck
festigkeit bei Materialien, wie weichem Stahl usw., die Fließ- oder 
Quetschgrenze ist (§ 11, Schluß; § 27, Ziff. 1, S. 122 usf.). 

Die bedeutende Abhängigkeit der Biegungsfestigkeit des 
Gußeisens von der Querschnittsform war so weit festzustellen, daß 
sie rechnungsmäßig berücksichtigt werden kann (§ 20, § 22, Ziff. 2). 

Das immer dringender gewordene Bedürfnis, die Anstrengung 
auf Drehung beanspruchter Körper von nichtkreisförmigem 
Querschnitt mit mehr Sicherheit feststellen zu können, als dies bisher 
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möglich war, verlangte eine eingehende Behandlung der hierher ge
hörigen Aufgaben (§ 32 bis § 36, § 43, § 47, § 49, § 50, § 52, Fuß
bemerkung S. 281 und 282). Dabei ergab sich die Notwendigkeit, Form
änderungen ins Auge zu fassen, die bisher bei Beurteilung der Material
anstrengung ganz unbeachtet gelassen worden waren (§ 34, Ziff. 3). 

Dem Umstande, daß die zulässige Schubspannung zur zulässigen 
Normalspannung ziemlich häufig nicht in dem VerhältniBBe steht, 
wie dies die Elastizitätslehre ermittelte (Gleichung 101, 102 [§ 31, 
Gleichung 5 und 6]), habe ich - wie bereits in meinen Maschinen
elementen 1880 getan (S. 11, S. 205 u. f. daselbst) - durch Ein
führung des Anstrengungsverhältnisses Rechnung getragen (ao in 
§ 48 Ziff. 2, auch Po in § 45, Ziff. 1). 

Die Außerachtla.ssung der schon ursprünglich vorhandenen 
Krümmung der Mittellinie bei auf Biegung beanspruchten Körpern 
erschien nicht mehr in dem Maße zulässig, wie dies bisher bei Berech
nung von Kettenhaken und dergleichen ziemlich allgemein üblich war. 
Wenn auth die Endergebnisse der mit Rücksicht hierauf in § 54 an
gestellten Erörterungen nichts Neues bieten, so dürfte doch der hierbei 
eingeschlagene Weg zur Gewinnung eines besseren Einblicks in die 
Anstrengungsverhältnisse sowie dazu beitragen, daß mancher, welcher 
bisher die ursprüngliche Krümmung nicht berücksichtigte, sie mindestens 
schätzungsweise bei Wahl der zulässigen Anstrengung in Betracht zieht. 

In § 60 war die Anstrengung der elliptischen Platte zu. be
stimmen; außerdem waren bisher nicht beachtete Einflüsse festzu
stellen. Weitergehende Ermittlungen mußten namentlich bei den 
großen Schwierigkeiten, welche hierauf bezüglichen Versuchen be
gegnen, zunächst unterbleiben. 

Gern hätte ich Versuche der in § 56 behandelten Art in größerem 
Umfange sowie auch solche zu § 57 durchgeführt. Da. mir aber weder 
für meine Lehrtätigkeit noch für meine Versuchsarbeiten ein Assistent 
zur Verfügung steht, und der eigenen Arbeitskraft durch die Natur eine 
Grenze gezogen ist, auch die übrigen Mittel sehr knapp bemessen- sind, 
80 mußte wenigstens vorerst Beschränkung geübt werden. Dieselbe 
Bemerkung hat auch Geltung für andere Abschnitte, insbesondere 
für § 6I. 

Im ganzen habe ich mich namentlich im Hinblick auf die Be
dürfnisse der mitten in der Ausführung stehenden Ingenieure bestrebt, 
die einzelnen Entwicklungen so viel als tunlich für sich 
allein verständlich durchzuführen und den hierzu erforder
liohen mathematischen Apparat unter Heranziehung von 
Versuchen naoh Möglichkeit zu beschränken. Daß sich auf 
diesem Wege Aufgaben, welche sonst trotz ihrer großen Wichtigkeit 
gar nicht oder nur ganz ausnahmsweise behandelt zu werden pflegen, 
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recht klar Wld dazu fruchtbringender, als es bisher geschehen ist, er
örtern lassen, davon dürften beispielsweise die § 33, 34 und 43, S. 220 
u. f., sowie § 52, Ziff. 2, Zeugnis ablegen. Die Tatsache, daß die vor vier 
Jahrzehnten von d e Sai nt V enan t gegebene Lösung. der Torsions
aufgabe - ungeachtet ihrer wissenschaftlichen Strenge - nur ganz 
vereinzelt Eingang in die technische Literatur gefunden hat, dürfte 
vorzugsweise in dem Mangel an verhältnismäßiger Einfachheit der 
zur LÖSWlg führenden R.echnung begründet sein. 

Um den Umfang des Buches innerhalb einer gewissen Grenze zu 
halten, wurde die zweite LieferWlg etwas weniger umfassend gestaltet, 
als ursprünglich geplant war, wodurch übrigens die Anschauung über die 
wirklichen Vorgänge, über das tatsächliche Verhalten des Materials eine 
BeeinträchtigWlg nicht erfährt. Es erschien dies um so mehr zulässig, 
als seit Abschluß der ersten Lieferung das v. Tetmajersche Werk: 
"Die angewandte Elastiz itäts- und Festigkeitslehre" mit 
einer Fülle von Beobachtungsmaterial zur Ausgabe gelangt ist (siehe 
auch des Verfassers Besprechung dieses Buches in der Zeitschrift des 
Vereines deutscher Ingenieure 1889, S. 452-455 und S.473-479), 
und überdies die. wertvoilen Arbeiten von Mehrtens vorliegen. Bei
spiele und Erfahrungszahlen glaubte ich ohnehin als naturgemäß in 
meine Maschinenelemente gehörig dahin verweisen zu sollen. 

Möge auch diese Arbeit, welche nicht mehr als ein Schrit~ in neuer 
R.ichtung sein soll, zur Förderung der Technik und damit der Industrie 
beitragen, indem sie die BedeutWlg der Erkenntnis des tatsächlichen 
Verhaltens der Materialien klarlegt, Wld indem aus ihr erhellt, 

daß es nicht genügt, von dem Satze der Proportionalität zwischen 
Dehnungen und Spannungen allein ausgehend, das ganze Gebäude der 
Elastizität und Festigkeit auf mathematischer Grundlage aufzubauen, 

daß es vielmehr für den Konstrukteur - namentlich wenn er 
in voller Erkenntnis der wirklichen Verhältnisse die AbmessWlgen 
festsetzen und sich nicht in dem Geleise hergebrachter Formen halten 
will - notwendig erscheint, immer und immer wieder die Voraus
setzungen der einzelnen Gleichungen, welche er benützt, im Spiegel 
der ErfahrWlgen, soweit solche vorliegen, sich zu vergegenwärtigen 
und die auf dem Wege der überlegung, der mathematischen Ableitung 
gewonnenen Beziehungen hinsichtlich des Grades ihrer Genauigkeit 
zu beurteilen, soweit dies bei dem jeweiligen Stande WlBerer Er
kenntnis überhaupt möglich ist, 

und daß da, wo die letzteren und die überlegung - AufsuchWlg und 
Ausbildung neuer Methoden eingeschlossen - nicht ausreichen, in erster 
Linie durch den Versuch Fragestellung an die Natur zu erfolgen hat. 

Stuttgart, den 30. September 1889. 
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Vorwort zur zweiten Außage. 

Die zweite AufJage unterscheidet sich von der ersten - abgesehen 
von der Umarbeitung des Abschnittes über die plattenförmigen Körper 
- in der Hauptsache durch Ergänzungen, entsprechend einer Ver
mehrung des Textes um 56 Seiten_ Beschränkung in dieser Hinsicht zu 
üben, erschien schon deshalb angezeigt, um dem Buche das Eindringen 
in weitere Kreise zu sichern, wozu gehört, daß der Preis desselben eine 
gewisse Grenze nicht überschreitet. Hierin lag auch der Grund, der 
veranlaßte, davon abzusehen, die ursprüngliche Idee, eine Anzahl von 
Aufgaben nebst Lösungen aufzunehmen, zur Ausfültrung zu bringen. 

Die Grundgedanken, welche bei Abfassung der ersten Auflage 
maßgebend waren, sind die leitenden geblieben, weshalb ich in dieser 
Beziehung nichts hinzuzufügen habe. Daß die Ersetzung des Elastizitäts
moduls durch den Dehnungskoeffizienten nicht ohne Bemängelung ab
gehen würde, war vorauszusehen. Demgegenüber kann ich nur auf die 
Arbeit selbst, insbesondere auf die Fußbemerkung zu § 2, verweisen, 
welche durch übernahme einer bereits in der zweiten Auflage meiner 
Maschinenelemente gegebenen Darlegung ergänzt worden ist. Im Laufe 
der Zeit wird sich von selbst entscheiden, ob die Begriffe "Elastizitäts
modul" und nSchubelastizitätsmodul" das Feld behaupten, oder ob 
die Begriffe "Dehnungskoeffizient" und "Schubkoeffizient" an deren 
SteIle treten werden. 

Im ganzen hat sich die Arbeit einer so wohlwollenden Aufnahme 
seitens der Fachgenossen zu erfreuen gehabt, daß ich nicht umhin 
kann, für die außerordentliche Förderung, welche hierin liegt, zu danken. 
Die Arbeitskraft des einzelnen ist eine begrenzte und das Arbeitsfeld 
des Maschineningenieurwesens ein so ausgedehntes, daß der einzelne 
selbst nur einen kleinen Beitrag durch das in seinen Arbeiten enthaltene 
Neue zu leisten vermag, infolgedessen dieses der entschiedenen Förde
rung durch die Fachgenossen bedarf, soll der Fortschritt ein allgemeiner 
und damit ein erheblicher werden. 

Stuttgart, den 1. Juni 1894. 



VIII Vorwort zur dritten Auflage. 

Vorwort zur dritten Annage. 

Die dritte Auflage ist, abgesehen von einer Anzahl rechnerischer 
Ergänzungen, vorzugsweise durch Aufnahme von Versuchsergebnissen 
und den hierzu gehörigen Darlegungen in Zahl, Wort und Bild ergänzt 
worden. Ich halte es für zweckmäßig, den Leser geistig teilnehmen zu 
lassen an den wesentlichen Einzelheiten des Versuchs und ihn auf diese 
Weise zu befähigen, sich nach Möglichkeit ein eigenes, auf die 
tatsächlichen Verhältnisse gegründetes Urteil zu bilden. 
Dem jungen Fachgenossen kommt dabei von Anfang an zum Bewußt
sein, daß es sich nicht um ein Gebiet handelt, das zu einem großen Teil 
bereits abgeschlossen ist, wie man vielfach anzunehmen pflegt, sondern 
daß er sich auf einem Gebiet befindet, welches selbst hinsichtlich der 
Feststellung seiner erfahrungsmäßigen Grundlagen noch in lebhafter 
Entwicklung begriffen ist. 

In dieser Richtung weiterzuschreiten, dazu veranlaßte nicht bloß 
der leitende Grundgedanke des ganzen Buches (vgl. Vorwort zur ersten 
Auflage), sondern auch der Umstand, daß in mathematischer Hinsicht 
ausführliche und vorzügliche Werke vorliegen: die Arbeiten von Gras
hof, Keck, Müller-Breslau, Ritter, Weyrauch, Winkler u. a. 

Eine vorurteilsfreie Überprüfung des Standes der Elastizitäts
und Festigkeitslehre zeigt, daß die physikalische Seite gegenüber der 
mathematischen Behandlung in gewissen Richtungen recht erheblich 
zurückgeblieben war. Damit hängt es dann auch teilweise zusammen, 
daß mancher der an und für sich richtigen, aber nicht auf ausreichend 
sicherer physikalischer Grundlage ruhenden mathematischen Entwick
lungen der Vorwurf des Zuweitgehens oder gar der Unbrauchbarkeit 
gemacht werden konnte. Andererseits ließ man bei der mathematischen 
Bearbeitung Aufgaben von großer praktischer Bedeutung so gut wie 
unbeachtet, oder man sah bei ihrer Einkleidung in das mathematische 
Gewand von Wesentlichem ab, ließ wohl auch im Laufe der Rechnung 
mehr oder minder weitgehende Vernachlässigungen eintreten, ohne 
dann die Ergebnisse durch den Versuch einer Prüfung und nötigen
falls einer Berichtigung zu unterziehen. 

Auf diesem Boden gedieh der Satz von dem Widerspruch zwischen 
Wissenschaft und Praxis. Man übersah dabei allerdings, daß eine Wissen
schaft, die im Widerspruch steht mit der Wirklichkeit, d. h. mit dem, 
was tatsächlich ist, oder deren Folgerungen zu solchen Widersprüchen 
führen, nicht den Anspruch machen kann, wirklich Wissenschaft zu sein, 
mindestens nicht in Beziehung auf diejemgen Punkte, welche der Wirk-
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lichkeit zuwiderlaufen. Wo ein Gegensatz zwischen Wissenschaft und 
Praxis in die Erscheinung tritt, da zeigt eine scharfe Untersuchung 
meist sehr bald, daß entweder die Annahmen, die Grundlagen, von 
denen die wissenschaftliche Betrachtung ausgegangen ist, fehlerhaft 
waren, oder daß die Schlußfolgerungen mit Mängeln behaftet sind. 

Ich habe es mir von vornherein, d. h. mit Eintritt in die Lehrtätig
keit im Jahre 1878, zur Aufgabe gestellt, mein bescheidel'tes Teil dazu 
beizutragen, da.8 BOlche Gegensätze verschwinden 1). Wissenschaft 
und ausführende Technik müssen naturgemäß Hand in Hand gehen. 
Wo dieser Zustand nicht besteht, da muß von beiden Seiten mit Eifer 
und Ausdauer daran gearbeitet werden, ihn herbeizuführen. Wer in 
dieser Richtung kräftig strebt, wird sehr bald zu der Erkenntnis ge
langen, daß den Ingenieurwissenschaften in erster Linie eine Sicherung 
und Erweiterung ihrer erfahrungsmäßigen Grundlagen, d. h. eine be
sondere Pflege ihrer physikalischen und chemischen Seite, not tut. Die 
Mathematik wird hierbei nicht nur ein sehr oft außerordentlich wert
volles Hilfsmittel sein, sondern sie wird häufig das Werkzeug bilden, 
ohne dessen Vorhandensein eine tiefere Erkenntnis überhaupt un
erreichbar bliebe. 

Die ausführende Technik ist nach meinen Erfahrungen immer 
dankbar, wenn ihr die Wissenschaft Hilfe leistet: sie läßt sich nicht -
wie wohl zuweilen gemeint wird - durch das Schlagwort von dem 
Widerspruch zwischen Theorie und Praxis abhalten, die wissenschaft
lichen Darlegungen zu studieren und zu verwerten, vorausgesetzt, daß 
diese die Anforderung der Klarheit und genügender Einfachheit be
friedigen. Sie weiß ihr Interesse, welches die volle Beachtung der Wissen
schaft verlangt, wohl wahrzunehmen. Aber sehr empfindlich ist sie, 
wenn ihr von wissenschaftlicher Seite Darlegungen geboten werden, 
durch deren Befolgung Schaden entsteht. Bei der unmittelbaren und 
oft recht weitgehenden Verantwortlichkeit, welche die ausführende 
Technik zu tragen hat, erscheint dies durchaus begreiflich. Jeder 
Verstoß, den der Ingenieur gegen die Wirklichkeit begeht, pflegt bei 
der Ausführung seines Werkes als Fehler an das Tageslicht zu treten 
und in irgendeiner Form Strafe nach sich zu ziehen. In der hieraus 
folgenden Notwendigkeit, möglichst zuverlässig zu arbeiten, liegt auca 
einer der Gründe, weshalb schon seit längerer Zeit die Technik und 
ihre wissenschaftlichen Vertreter nicht bloß manche in das Gebiet der 
Physik und Chemie gehörige Zahl genauer festgestellt haben, als dies 
von der Physik beziehungsweise von der Chemie selbst geschehen ist, 
sondern daß sie auch manches bisher überhaupt nicht Erkannte auf-

1) Vgl. z. B. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1894, S. 1861 
und 1362; 1895, S. 1215 und 1216; 1896, S. 268 und 269, 8. 1571. 
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gefunden sowie manchen ins Dunkle gehüllten Vorgang aufgeklärt und 
ganz wesentlich zur Entwicklung und Förderung dieser Wissenschaften 
an sich beigetragen haben. Ein weiterer Grund dafür, daß die Technik 
der Wissenschaft an sich häufiger vorauseilt, als man anzunehmen 
pflegt, ist dadurch gegeben, daß ihr Aufgaben entgegengebracht werden, 
die sie lösen muß - möglichst vollkommen, namentlich auch in wirt
schaftlicher Beziehung -, ohne sich auf wissenschaftlich Erkanntes 
stützen zu können. Die deutsche Industrie und die technischen Staats
betriebe Deutschlands besitzen eine vergleichsweise große Anzahl von 
Ingenieuren, die in einer Weise streng wissenschaftlich arbeiten, wie 
vielfach selbst von Vertretern der Wissenschaft nicht vermutet wird. 

Inwieweit es mir mit der Bearbeitung der dritten Auflage gelungen 
ist, zur KlarsteIlung schwebender oder aufgeworfener Fragen (vgl. z. B. 
den Inhalt von § 4 und § 5, ferner S.116 u. f., S. 192 u.f., S. 211 u. f., 
S. 470 u. f., usw.) zur Vertiefung unserer Erkenntnisse auf dem Gebiet 
der Elastizität und Festigkeit beizutragen, muß ich dem wohlwollenden 
Urteil der Fachgenossen zur Entscheidung anheimstellen. Gern hätte 
ich noch weiteres aufgenommen, aber die starke Inanspruchnahme 
durch die unmittelbare Berufst'itigkeit, zu welcher sich z. Z. noch die 
Errichtung eines Laboratoriums für Maschineningenieure gesellt hat, 
im Zusammenhange damit, daß das Buch 8CJhon seit längerer Zeit 
vergriffen ist, nötigten zur Beschränkung. 

Stuttgart, Anfang Januar 1898. 

VorwOl~t zur~ vierten Auflage. 

Die vierte Auflage wurde, abgesehen von einer größeren Anzahl 
von Ergänzungen in allen bisher vorhandenen Abschnitten des Buches 
(vgl. z. B. § 13, Ziff.3, § 22, Ziff.4 ,usw.), durch Aufnahme eines neuen 
(achten) Abschnittes: "Allgemeine Beziehungen über Spannungen 
und Formänderungen im Innern eines elastischen Körpers" erweitert. 
Hierzu veranlaßte in erster Linie der Umstand, ;daß ich seit Erscheinen 
der dritten Auflage infolge des wachsenden Umfanges der mir sonst 
obliegenden Verpflichtungen u. a. auch die Vorlesung über Elastizitäts
lehre abgegeben habe. In diesem Vortrag, der im Jahre 1878 an unserem 
Polytechnikum mit besonderer Rücksichtnahme auf die dem Maschinen
konstrukteur sich bietenden Aufgaben zur Einführung gelangte, habe 
ich in den 21 Jahren, während deren ich ihn gehalten, auch das gegeben, 
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was der genannte Abschnitt bietet. Die Aufnahme in das Buch ist 
bisher unterblieben, weil, wie schon in dem Vorwort zur ersten Auflage 
ausgesprochen, dasselbe ursprünglich nur für die Zuhörer dieses Vor
trages bestimmt war. 

Ich weiß recht wohl, daß die Anzahl derjenigen Studierenden 
und Ingenieure, welche sich mit den allgemeinen Betrachtungen über 
den Spannungs- sowie Formänderungszustand und insbesondere den 
aus ihnen sich ergebenden Gleichungen zu beschäftigen pflegen, ver
hältnismäßig gering ist, und ich bin der überzeugung, daß dies auch 
voraussichtlich so bleiben wird, ohne daß hierin ein schwerwiegender 
Nachteil für die Technik erblickt werden kann. Es setzt dies allerdings 
voraus, daß sich eine, wenn auch kleine, Minderzahl erfolgreich mit 
Bearbeitung des hier zur Erörterung stehenden Gebietes befaßt. Der 
großen Mehrzahl der mitten in der Ausführung stehenden Ingenieure, 
welche auf den Gebieten des wirtschaftlichen Lebens leitend oder auch 
noch schöpferisch tätig sein müssen, liegen andere Aufgaben ob 1), 

und bei der Begrenztheit der Arbeitskraft des einzelnen einerseits 
und angesichts der ungeheueren Ausdehnung des Ingenieurwesens 
andererseits wird die Arbeitsteilung zur Notwendigkeit. 

Diese Verhältnisse haben mich jedoch niemals abgehalten, mit 
meinen Zuhörern die Betrachtungen durchzunehmen, welche zu den 
allgemeinen Gleichungen der Elastizitätslehre führen. Der zukünftige 
Ingenieur muß - auch wenn er keine Neigung hat, an der Entwicklung 
der wissenschaftlichen Grundlagen des Ingenieurwesens mitzuarbeiten -, 
die allgeme~nen Grundlagen der Gebiete, die er studiert, ausreichend 
kennen. Im vorliegenden Sonderfalle heißt dies, daß ihm die allgemeinen 
Gleichungen der Elastizitätslehre, wenn sie ihm in der Literatur ent
gegentreten, nicht fremd sein dürfen. Er soll- wenn auch nur in 
beschränktem Sinne - ein Urteil darüber haben, wie sicher oder un
sicher die Grundlagen sind, auf denen sich derartige Rechnungen auf
bauen, und ob aus der einen oder anderen solcher Rechnungen ein 
brauchbares Ergebnis für das Ingenieurwesen zu erwarten steht. Es ist 
für den ausführenden Ingenieur nicht selten außerordentlich wichtig, 
ein Urteil, wenn auch nur einigermaßen, darüber zu haben, was man 
überhaupt nicht oder doch nicht sicher weiß, gegebenenfalls nicht 
sicher ermitteln kann. 

Außerdem kommt in Betracht, daß eine strenge Behandlung 
verschiedener, für die ausführende Technik wichtiger Aufgaben von den 
allgemeinen Gleichungen der Elastizitätslehre auszugehen oder doch 
auf sie zurückzugreifen hat, wenn auch nur, um zu prüfen, ob die ge-

1) Vgl. z. B. das Vorwort zur achten Auflage der Maschinenelemente des 
Verfassers. 



XII Vorwort zur vierten Aufla.ge. 

machten Annahmen mit ihnen in Widerspruch stehen oder nicht. EI! 
sei hier erinnert an die Aufgaben der Drehungselastizität, deren strenge 
Lösung allerdings bisher nur für wenige der in Betracht kommenden 
Querschnitte ausreichend gelungen ist, sowie an die Aufgaben, bei 
denen Normal- und Schubspannungen in den Querschnitten stabförmiger 
Körper gleichzeitig auftreten, an die Aufgaben, welche plattenförmige 
Körper und Gefäße vielfach bieten usw. 

Wenn auch manche Entwicklungen in dem bisherigen Inhalt 
des Buches (Abschnitt 1 bis 7) auf die Ergebnisse des neuen achten 
Abschnittes hätten gestützt werden können, so habe ich dies doch ab
sichtlich unterlassen, weil ich es für den Ingenieur als wertvoll erachte, 
jede Untersuchung für sich so weit selbständig durchzuführen, als es 
die Verhältnisse gestatten und als im Einzelfalle zweckmäßig erscheint, 
und zweitens, weil ich der überzeugung bin, daß die Elastizität und 
Festigkeit am erfolgreichsten zunächst in der Weise studiert wird, daß 
man von den einfachen Fällen ausgeht und unter Benutzung der hierbei 
gewonnenen Ergebnisse zu zusammengesetzteren fortschreitet. Ich 
halte dieses Vorgehen auch dann für richtig, wenn der Studierende über 
gute Kenntnisse auf dem Gebiete der höheren Mathematik verfügt. 
Die Auffassung, daß der wissenschaftliche Gang bei der Behandlung 
der Elastizitäts- und Festigkeitslehre auch für den Ingenieur vom All
gemeinen zum Besonderen zu führen habe, vermag ich nicht zu teilen. 
Derjenige Studierende, welcher beim erstmaligen Studium des Gebietes 
zunächst. die seinem Verständnis näher liegenden Sonderfälle mit den 
verschiedenen Abweichungen von den Voraussetzungen, welche die 
Elastizitätslehre bei ihren allgemeinen Entwicklungen notwendigerweise 
machen muß, gründlich studiert hat und sodann fortschreitend schließ
lich bis zur Klarheit über die allgemeinen Beziehungen der Elastizitäts
lehre gelangt ist, wird bei demselben Zeitaufwand in der Regel einen 
weiter- und tiefergehenden Einblick gewonnen haben als derjenige, 
welcher den umgekehrten Weg eingeschlagen hat. Insbesondere wird 
dies zutage treten, wenn es sich um die Verwendung der Kennt
nisse auf dem Gebiete des Ingenieurwesens handelt, also um das 
Können gegenüber den tausendfältigen Aufgaben, die das Leben 
fortgesetzt bietet. 

Stuttgart, Anfang September 1901. 
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Vorwort zur fünften Auflage. 

Die neue Auflage hat verschiedene Ergänzungen erfahren, so z. B. 
im ersten Abschnitt durch die Klarstellung, daß im allgemeinen eine 
untere und eine obere Streckgrenze zu unterscheiden ist, und daß diese 
Spannung in erheblichem Maße von der Querschnittsform beeinfiußt 
wird (§ 2, § 4), ferner durch die Aufnahme von Versuchsergebnissen 
über die Änderung der Festigkeitseigenschaften von Metallen bei 
höheren Temperaturen (§ 10) usw. Allerdings konnten die Ergänzungen 
nicht in dem Umfange stattfinden, wie ich es selbst gewünscht hatte. 
Das Buch war schon seit einiger Zeit vergriffen und ich sonst recht 
stark in Anspruch genommen; infolgedessen mußte Beschränkung ge
übt werden. 

Im übrigen darf ich wohl auf das zu den früheren Auflagen Gesagte 
verweisen; die daselbst niedergelegten Gesichtspunkte sind auch jetzt 
wieder für mich leitend gewesen. 

Die wohlwollende Aufnahme, welche das Buch gefunden hat, 
im Zusammenhange mit dem Umstande, daß ein großer Teil dessen, 
was ich in den früheren Auflagen dargelegt habe, bereits Allgemeingut 
geworden ist oder doch anregend und klarstellend gewirkt hat, läßt 
mich hoffen, daß auch die neue Auflage zur Förderung der Erkenntnis 
des tatsächlichen Verhaltens der Materialien beitragen wird. 

Meinem fr-üheren Assistenten, Herrn Ingenieur B rau n, habe ich 
für die Unterstützung bei der Arbeit (vgl. z. B. S. 498) bestens zu 
danken. 

Stuttgart, den 15. März 1905. 

Vorwort zur sechsten Auflage. 

Die neue Auflage weist in allen Hauptteilen Ergänzungen auf. 
Vgl. z. B. S.53 und 54, S. 66 u. f., S.81, S.115, S. 129, S. 155 u.f., 
S. 163, S. 171 u. f., S. 195 sowie S. 227 u. f., S. 255 u. f., S. 302, S.317 
sowie S. 343 und 346, S.341, S.467 u. f., S. 477 u. f., S. 482, S.508 u. f., 
S. 587 u. f., S. 638; ferner Taf. I, III, VI, VIII, XI, XVI, XVIII und XIX. 
Durch dichteren Druck wurde angestrebt, Unhandlichkeit des Buches 
zu vermeiden. 

Bei den Versuchen sind in der Regel diejenigen genannt, von denen 
sie durchgeführt wurden; wo das nicht geschehen ist, handelt es sich 
um eigene Versuche. 
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Die Heranziehung eines Mitarbeiters war bei meiner großen Inan
spruchnahme im Interesse der Sache geboten. 

Die früher ausgesprochenen Grundgedanken (vgl. Vorwort zur 
emten, dritten und vierten Auflage) sind auch jetzt wieder leitend 
gewesen. 

Stuttgart, Ende April 1911. 

Vorwort zur siebenten Auflage. 

Die siebente Auflage mußte während der Kriegszeit hergestellt 
werden: in der zweiten Hälfte des Jahres 1916 und in dem ersten 
Drittel des Jahres 1917. So sehr ich mich mit meinem Mitarbeiter 
auch bemüht habe, die nachteiligen Einwirkungen dieser Zeit ab
zuschwächen, so ist dies doch nicht ganz gelungen. Immerhin hat 
eine bedeutende Zahl von Ergänzungen stattgefunden, wie ein Blick 
auf den Umfang des Textes, der von 642 Seiten auf 703 Seiten 
gestiegen ist, sowie ein Vergleich der Lichtdrucktafeln, deren Anzahl 
von 20 auf 26 vermehrt wurde, erkennen lassen. 

Zu den eigentlichen Prüfungsarbeiten, die uns in der Material
prüfungsanstalt obliegen: Prüfung der Materialien, Untersuchung 
von Konstruktionsteilen und ganzen Konstruktionen hat sich bald 
nach Beginn des Krieges - bei sehr weitgehender Verminderung 
der Arbeitskräfte infolge der Einberufung zum Heeresdienste - noch 
eine an Umfang und Tiefe stetig gewachsene Beratung der Antrag
steller gesellt: zu einem Teil die Folge der Absperrung vom Aus
lande, also die Folge der Notwendigkeit, andere Materialien und 
andere Konstruktionen zu verwenden als bisher, zu einem anderen 
Teile die Folge des Umstandes, daß für die Heereslieferungen eine 
große Zahl von Werkstätten herangezogen werden mußte, die vorher 
auf ganz anderen Gebieten tätig gewesen waren und denen daher 
für die Herstellung der von den Militärbehörden verlangten Gegen
stände zunächst die Erfahrungen fehlten, die erforderlich sind, um 
den ungewohnten und scharfen Abnahmebestimmungen zu ent
sprechen, die von der Heeres- und der Marineverwaltung gestellt 
werden. Dazu kamen die gesteigerten Anforderungen in bezug auf 
die Raschheit, mit der die Untersuchungen gemäß den Bedürfnissen 
der Antragsteller und ihrer Auftraggeber durchgeführt werden mußten. 
Die neue Auflage weist infolgedessen nicht alle die Ergänzungen, 
überhaupt nicht diejenige Vollkommenheit auf, die wir ihr unte~ 

anderen Verhältnissen gern gegeben hätten. Inwieweit es uns und 
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dem Verleger gelungen ist, die Schwierigkeiten bei der Herstellung 
guter Abbildungen im dritten Jahre des Krieges zu überwinden, sei 
dem Urteil der Fachgenossen anheimgestellt. 

Die Kriegszeit und ihre Anforderungen haben in noch weit 
höherem Grade als die Entwicklung während der Friedenszeit ge
zeigt, daß die Grundgedanken, die für das vorliegende Buch von 
Anfang an ma.ßgebend gewesen sind, recht fruchtbar gewirkt haben, 
wie ein kurzer Rückblick erkennen läßt. Als ich mich vor nahezu 
drei Jahrzehnten zur Abfassung und Herausgabe des Buches ent
sohloß, da war der Stand im allgemeinen der, daß man auf dem 
Gebiete der Elastizität und Festigkeit der Konstruktionsmaterialien 
die mathematischen Entwicklungen als die Hauptsache und das 
Material, für das diese Entwicklungen gemacht wurden, als Neben
sache behandelte. Ausgehend von dem Satze der Proportionalität 
zwischen Dehnung und Spannung, den man als allgemein gültiges 
Gesetz für das Material annahm und diese Annahme der heran
wachsenden Jugend. durch Worte, wie "Hookesches Gesetz: ut tensio 
sie vis" als ein Naturgesetz l ) hinstellte, während es in Wirklichkeit 
nur eine Minderzahl von Stoffen ist, für welche die'ie Pr.oportionalität 
gilt, wurde mit solchen Rechnungen der ganze Bau aufgeführt. Wie 
ich in dem Vorwort zur ersten Auflage ausgeführt habe, hatte das 
Buch u. a. den Zweck, diesem für die ausführende Technik, nament
lich für die Industrie, unhaltbaren Zustand ein Ende zu machen. 
Ich glaube, daß das zu einem großen Teile gelungen ist, und daß 
man heute das Material, mit dem sich die Elastizitäts- und Festig
keitslehre befaßt, mindestens ebenso als eine Hauptsache ansieht, 
wie die En'twicklungen der mathematischen und zeichnerischen Me
thoden. Daß ich diese Entwicklungen hoch einschätze, ergibt sich 
aus dem im Vorwort zur dritten und vierten Auflage Gesagten. Sie 
würden nicht selten einen weit größeren Wert besitzen - zuweilen 
haben sie solchen für den Ingenieur überhaupt nicht -, wenn man 
sich nicht mit ihrer Aufstellung begnügen, sondern sie auch prüfen, 
namentlich in ihren Konsequenzen verfolgen würde. Damit soll 
kein Vorwurf ausgesprochen, sondern nur eine Feststellung gemacht 
werden; denn der Grund, weshalb das nicht geschieht, liegt eben in 
der Verschiedenheit der Berufsziele. Der Vertreter der reinen W issen
schaft begnügt sich mit der Erkenntnis, zu der ihn die Entwick
lungen geführt haben, während der Ingenieur das nicht kann. Dem 
Ingenieur stellt sein Beruf das Ziel, durch Beherrschung des Stoffes 

1) Eine geschichtliohe KlareteIlung, die recht lehrreich i8t, bietet in dieser 
Hinsicht der Vortra.g n Wissenschaft, Geaohiftsgeist und Hookesches Gesetz", 
veröffentlicht in der Zeitsohrift des Vereines deutaoher Ingenieure 1917, S. 117 u. f. 
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dem Einzelnen oder der Allgemeinheit - in der Regel gemäß eines 
bestimmten Auftrages, der ausgeführt werden muß - zu dienen. 
Er hat Werke oder Teile soloher zu entwerfen und auszuführen, 
für die er eine oft recht weitgehende Verantwortliohkeit - nicht 
nur in wirtsoha.ftlicher, sondern auoh in strafrechtlicher Hinsicht -
übernehmen muß. 

Dabei ist es von Interesse, zu beachten, daß, während zur Zeit 
d&r ersten aerausgabe des Buches der Mangel an Erfahrungsmaterial, 
an Versuchsergebnissen es war, der die Ibathematischen Entwick
lungen häufig von vornherein nicht fruchtbar werden ließ, heute 
und schon seit längerer Zeit ein solcher M",ngel nioht mehr besteht, 
vielmehr die Sachlage derart ist, daß recht viele Versuchsergebnisse 
der weiteren mathematischen oder, allgemeiner gesprochen, der zu
sammenfassenden geistigen Verarbeitung harren 1 ). 

Der Umstand, daß bei Ausbruoh des Krieges dank der Schulung 
Ingenieure vorhanden waren, welche die Fä.higkeit besaßen, neue 
Aufgaben planmäßig und selbständig zu bearbeiten, die das tat
sächliche Verhalten der Materialien ausreichend kannten und die ins
besondere auch wußten, daß ein und dasselbe Metall in vergütetem 
Zustande weit höheren Anforderungen gereoht werden kann, a.ls in 
natürlichem Zustande (vgl. z. B. sechste Auflage, S. 1&7 u. f.: Fig. 16 
bis 21, siebente Auflage, S. &7: Fig. 16, S. 65: Fig. 20, S. 177 u. f.: 
Fig. 16 bis 18, 21 bis 24, 29 bis 32), erleichterte den übergang von 
der Friedens- zur Kriegsindustrie ganz bedeutend. 

Es genügt für den heutigen Ingenieur nicht mehr, daß er die 
Elastizitäts- und Festigkeitseigenschaften eines bestimmten Metalls, 
z. B. eines Stahles, für den Zustand kennt, in dem das Material von 
ihm gekauft wird. Es ist vielmehr nötig, daß er weiß, was sieh 
aus dem gegebenen Material bei verschiedener Behandlung machen 
läßt. Die Entscheidung darüber, welche Behandlung dem gewählten 
Material zuteil werden soll, um einen Höchstwert der Widerstands-

1) Dieser Umstand hat mioh schon seit rund zwei Jahrzehnten Velanllllßt, 
zu soloher Verarbeitung anzuregen. Siehe z. B. die Zeitsohrift für Mathematik 
und Physik 1897, S. 280,. oder aus neuerer Zeit das Jahrbuch der Sohifibau
teohnischen Gesellschaft 1915, S. 546 (Vortrag vom 27. Mai 11tH). Dasselbe 
bezweckt der von mir im Deutsohen AUBBOhuB für Eise.nbetOD (mit dem Sitze 
im Ministerium der öffentlichen Arbeiten in Berlin) am 2. Mai 1917 gestellte 
Antrag, betreffend Zusammenstellung UIllIel"el" derzeitigen Erkenntni6&e auf dem 
Gebie~e des Eisenbetonbaues und Feststellung dessen, was noch fehlt. um 
die wissenschaftliohen Grundlagen für die Berechnung der einzelnen Kon
struktionselemente des Eisenbetonbaues (SiMen, Balken, Platten UBW.) als aus
reichend gesiohert betrachten zu köunen. Der Antrag wurde a.ngenommen 
uud ihm durch AU8BOhreiben. entsprochen (vgl. L B. Zentralblatt der Bauver
waltung, Anzeiger vom 16. Mai 1917, B. 856). 
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fähigkeit zu erzeugen, ist nicht unabhängig von der Gestalt (Form 
und Größe) des Gebrauchsstückes und von den Einflüssen, die sich 
im Betriebe auf das Gebrauchsstück geltend machen. Auf diesem 
Wege der dem jeweiligen Verwendungszweck angepaßten Material
behandlung wird es auch möglich, weniger teueres Material zu be
nützen und dem Gebrauchsstück doch eine ausreichende Widerstands
fähigkeit zu sichern. 

Die Absicht, dem mitten in der ausführenden Technik stehenden 
Ingenieur die Möglichkeit zu bieten, sich tunliehst rasch über das 
Tatsachenmaterial zu unterrichten, das auf dem Gebiete der Elasti
zität und Festigkeit der Konstruktionsmaterialien vorhanden ist, 
haben mich und meinen Mitarbeiter zur Herausgabe der im Jahre 1915 
erschienenen Schrift "Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder der 
Konstruktionsmaterialien " veranlaßt. In die Darlegungen eines Lehr
buches über Elastizität und Festigkeit kann dieses Material nur zu 
einem kleinen Bruchteil aufgenommen und auch nicht derart an
geordnet werden, wie es die rasch zu befriedigenden Bedürfnisse des 
Ingenieurs verlangen. Dem gleichen Zweck, dessen Bedeutung durch 
die Anforderungen, die der Krieg an die Industrie stellt, noch ganz 
außerordentlich gesteigert worden ist, dient ferner der gegen Ende 
1916 gehaltene und 1917 im Buchhandel erschienene Vortrag meines 
Mitarbeiters über das Vergüten von Eisen und Stahl. 

Stuttgart, Mitte Mai 1917. 

Vorwort zur achten Annage. 

Die neue Auflage hat in verschiedenen Hauptteilen diejenigen 
Ergänzungen erfahren, welche bei der Kürze der Zeit und unter den 
derzeitigen Verhältnissen gegeben werden konnten. V gl. z. B. § 3 
(Fig. 9 bis 13.), § 4 (Ziff. 13), § 13 (Ziff. 1, h), § 22 (Ziff. 5, B), § 35 
(ZifI. 3 bis 5), § 48 (Ziff. 2), § 53 (Fig. 13, 14), § 54 (Ziff. 5, g und 
ZifI. 6, 11), § 56 (Ziff.3), § 57 (Ziff.2), § 58 (Ziff. 2); ferner Tafel I, 
11, VI, XVIII und XXIV. 

Bei dieser Vermehrung des Inhaltes wurde angestrebt, der 
Papiernot durch dichteren Druck Rechnung zu tragen. 

Stuttgart, Anfang 1920. 
c. Bach. 

C. B sc b. El8Stlzitlt. 8. Auß. b 
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»374, "ß "" ,,16,9" statt ,,16,8". 
" 429, ,,10 " unten" "Gleichung 1" statt "Gleichung 4". 
,,446, " 2" " "224" statt ,,244". 
,,548, " 4" " "Ende B" statt "Ende 0". 
,,545, " 2 und 3 von oben lies "Mb" statt "M.". 
,,616, " 5 von unten lies ,,'1'0" statt "'1'''. 

,,620, " 4" " " ,,~kb·~2'1'k2" statt ,,~kb·+2'1'k2". 



Erster Abschnitt. 

Die einfachen Fälle der Beanspruchung gerader 
stabförmiger Körper durch Normalspannungen 

(Dehnungen). 

Einleitung. 
§ 1. Formänderung. Spannung. 

Der gerade stabförmige Körper, Fig. I, den wir uns als Kreis
zylinder vorstellen wollen, besitze die Länge l und den DUn'h-

messer d, also den Querschnitt t = : d2• Von seinem 

Material wird vorausgesetzt, daß es das Stabvolumt'n 
stetig erfüllt und in allen Punkten, sowohl in Rich
tung der Stabachse als auch senkrecht dazu, je 
gleiches Verhalten zeigt. Der KÖrper werde jetzt -
Fig. 2 - von zwei ziehenden Kräften PP er
griffen, die gleichmäßig über die beiden Endquer
schnitte verteilt angreifen, und deren Richtung mit 
der Stabachse zusammenfällt. Ihre Größe liege unter

~O ,.tl 

, -
, .. 

halb der Grenze, bei welcher eine Aufhebung des Fig.1. Fig.2. 
Zusammenhanges des Stabes, ein Zerreißen des letz-
teren, eintreten würde, sie halten sich demnach an dem Stabe daR 
Gleichgewicht. 

und 

Unter der Einwirkung dieRer Kräfte 
a) vergrößert sich die Lä.nge des Stabes von lauf ll' d. h. um 

II -l=}. 

b) vermindert sich der Durchmesser des Stabes von d auf 
d1, d. h. um d - d1 = <5. 

Es finden also gleichzei tig zwei Formän deru ngen statt: 
eine Ausdehnung in Richtung der Stabachse und eine Zusammen
ziehung (Kontraktion) senkrecht zu derselben. Die letztere er
weist sich übrigens weit kleiner als die erstNe (vgl. § 7). 

c. Bach, Elastizität. 8. A1lfl. 



2 Einkitung, 

Wirkei) die \>(·idl'll Kräft<> PP lIicht ziehend , wie ill .Fig. t all
gPIlOBI J1\('n , :-;ondcl'n drückend auf deli als kurz vorallsgeJ'letzteu 
Körper. wi(' in Fig.3 dargp:-;tdlt i:-;t, :-;0 besteht die pintretende Form
;i,)\lIPI'lIl1g 

lind 

<I) 111 einer Verkürzung der Länge des Zylinders VOll I auf 
l~, also 11m i. c . • ~ l . 12, 

11) in einer Vergrößerung des Durchmesse rs d<,;; Zylinders 
VOll d allf d2, also um /) = d2 - d. 

E!:l findet somit gleichzeitig eiue Zu sa mffieu
drückung in Richtung der Zylinderaehse und eine 
AlIlldehllung senkrecht zu derselben, eine Quer
dehnung, statt. 

jo' ig. :3 . 

Der Vergleich diesel' bei der Duwkwirkl11lg auf
tretendeIl Erscheinungen mit den bei der Zugwirkung 
sich einstellenden zeigt, dtd3 die Umkehrung der Kraft
richtung auch die Formänderung umkehrt. Wird die 
Richtung der ziehenden Kraft als positiv, diejenige der 

drückendcn lüaft als negativ bezeichnet, so hat zur Folge 

-I- P eine positive Ausdehuung in Richtung der Stabachse und 
negative senkrecht zur 

- P t>ine negative Ausdehuung in Richtung der Stabaehse und 
po~itive !:lenkrecht zur 

Wir denken uns in dem ~tabe, an welchem sich die Kräfte pp 
da~ Gleichgewicht haltcn, einen Querschnitt. Die auf beiden Seiten 
dcsselben liegendcn StaLtcile werden infolge des Vorhandenseins die
sel' äußcren Kräfte mit gewissen über den Querschnitt verteilten 
Kräften aufeinander einwirken. Diese inn e ren Kräfte, bt>zogen auf 
elie Flächeneinheit, heißen S pa llll ullge n. und zwar Zu gs pan nungen, 
I'3paunullgen im engeren Sinne, positive Spannungen, 
wenn llie äußeren Kräfte ziehend wirken (Fig. 2), oder Druckspan
Bungen , Pressungcn, negative Spannungen. wenn die äuUeren 
Kräfte drückend tiitig sind (Fig. 3). 

Insoweit zum AUlldruck gebracht werden soll, daß diese inneren 
Kräfte senkreeht zum Querschnitt , <I. h. senkrecht zu elen Flächcll
elementen, in <lenen sic wirken , gerichtet sind , werden sie als N 01'

Jll als pa 11 nun g e 11 bezeichnet. 
Unter den VoraussetzungeIl gleichmäUiger Verteilung <leI' Kräfte 

PP über die Elldquerllchnitte des Stabes und. durchaus gleichartiger 
Beschaffenheit deR StahlllatcJ'ial;; ·wird auch die Spannung für die 
l'inzehlPll Teile des in Betracht gezogenen Stabquerschnittes, d. h. 
fiir dip l'inzelllt'n Flädwne!l·mente desselben , gleich groß Rein. Be-



§:!. Dl·hnung. J)ehnullgKzahl. PI·O}lOrt.iOllalität~gl"l·nz.·. 

zt'ichnell wir dieseihe mit a, so erscheint sie bestimmt durch die 
(; lt'i('hl1llg 

1) 

t-ltreng genommen müßte hierin I denjenigen Querschnitt be
c1l'utell, den der Stab tatsächlich besitzt, während er durch P belastet 
ist. Wie wir oben (S. 1 und 2) hei h) sahen, ändert sich unter Ein
wirkung der äußeren Kräfte nicht bloJ~ die I.änge, sondern auch der 
Durchmesser des Körpers und damit auch der Querschnitt. Unter 
Cmständen kaun diese Querschnittsü,nderullg, die abhängt von der 
wrhältnismäßigen Größe der Belastung und der Art des Materials, 
\'011 Bedeutung werden. Aus diesem Grunde ist es notwendig fest
zuhalten, r1af3 die Gleichung] die Spannung a hezogen auf- den 
u rsprüllglichen Sta hquers\!hnitt liefert, sofern, wie ohen an
genolllmen, t den Querschnitt des unbelasteten Stabes bezeichnet. 

* t. Dehnung. Dehnungszahl. Pl'oportiollaliti\tsgl'enz(" 

Die absolute Größe Ä. der Längenändernng (vgl. § 1, a) hängt 
ab von der ursprfulglichen Länge l des Stabes. Um sich für Zwecke 
der Rechnung von dieser Ahhängigkeit zu befreien, pflegt man die 
Iluf die Längeneinheit bezogene Längenänderllng 

t'= 
1 , . 1) 

anzugeben. Diese verhältnismäßige (spezifiHche) Längen
ändenmg f wird daun kurz mit. Dehnung be:reichnet, und zwaJ' all'1 
positive oder negative, je nachdem es sich um Verlängerung (durch 
('illc Zllgkraft) oder um Verkürzung (durch eine Drllckkraft) handelt. 

Die Bestimmung der Dehnung durch die Gleichung 1 setzt voraus: 
PS sei die Dehnung an allen Stellen der Strecke 1 gleich groß. 

Hinsichtlich des Zusammenhanges zwischen der Dehnung 15 und 
der zugehörigen Spannung (] (vgl. § 1) pflegt angenommen zn werden, 
daß innerhalb gewisser BelaRtungsgrenzen Proportionalität zwischen 
ihllell hestehe, entsprechend der Gleichung 

e ~= (( 0, 

\\'ori 11 

f' J.. 1 

" 1 " 

I. I 
P 

. ~) 

3) 

('i/l(' illlJerhalb der erwähnten Belastungsgrenzen kOIlHtante Erfahrungs-
zahl hedeutet. nämlich diejenige Zahl, die angibt. um welche 
Htrecke eill Stab von der Länge 1 bei einer Belastung 
gleicl) de)' Krafteinheit (Kilogramm) auf die Flächen-

1* 
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einheit (Qaudratzentimeter) seine Lä.nge ä.ndert;oderkurz: 
die Änderung der Lä.ngeneinheit, d. h. die Dehnung, für 
das Kilogramm Spannung. Diese Erfahrungszahl sei demgemäß 
als Dehnungszahl bezeichnet. 

Diese Begriffsbestimmung liefert die Dehnung unmittelbar als 
Produkt aus Spannung und Dehnungszahl, und die Anderung der 
Länge des Stabes, die ul'sprünglich l betrug, 

l=txal, . 4) 

sowie die Spannung als den Quotienten: Dehnung durch Dehnungs
zahl, d. i. 

. . 5) 

Die Spannung, bis zu der hin die Proportionalität zwischen Deh
nunge» und Spannungen als vorhanden vorausgesetzt wird, führt 
den Namen Proportionalitätsgrenze. Je nachdem. es sich hier
bei um Zug- oder Druckspannungen handelt, kommt die Proportio
nalitätsgrenze gegenüber Zug bzw. Druck in Betracht. a pflegt inner
halb dieser beiden Spannungsgrenzen als gleichbleibend, also un
abhängig von der Größe und dem Vorzeichen von (] vorausgesetzt 
zu werden. Inwieweit diese Voraussetzungen zutreffend sind, darüber 
gibt das in § 4 enthaltene Versuchsmaterial Auskunft. Bemerkt sei 
jedoch schon hier, daß es nur eine Minderzahl von Stoffen ist, für die 

o 

,I" innerhai b gewisser Belastungsgrenzen Proportio -
11 nalität zwischen Dehnungen und Spannungen be

steht, und daß demzufolge die große Mehrzahl der 
Körper auch lwine Proportionalitätsgrenze besitzt. 
Je nachdem bei der Feststellung, ob für ein ge
gebenes Material die Proportionalität besteht, die 
gesamten oder die federnden Dehnungen (vgl. § 4 
und 5) zugrunde gelegt werden, kann das Er
gebnis verschieden ausfallen. Da die Entwicklungen 
der Elastizitätslehre nur auf elastische Formände
rungen sich zu erstrecken pflegen, so ist es das "ät ~ Gegebene, die federnden Dehnungen zu grunde zu 
legen. De;r Unterschied kann sehr bedeutend aus-

Fig. 1- fallen; unter Umständen über die Hälfte des Wertes 
betragen, der sich bei Zugrundelegung der federnden Dehnungen 
ergibt. Vgl. z. B. C. Bach und R. Baumann, Festigkeitseigenschaften 
und Gefügebilder der KonstruktionsJUaterialien, Fig. 1 und 2. 

Behufs Gewffinung eines anschaulichen Bildes über das Gesetz, 
nach dem sich Dehnungen und Spannungen ändern, greifen ",ir zur 
bildlichen Darstellung. 
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Auf der Abszissenachse OX, die senkrecht angenommen sein soll, 
werden die Belastungen P aufgetragen, auf der wagrechten Ordinaten
achse 0 Y die durch diese Belastungen veranlaßten Verlängerungen A. 
Der Betrachtung werde ein Körper aus zähem Flußeisen zugrunde 
gelegt und der Maßstab für die Verlängerungen verhältnismäßig sehr 
groß geWählt. Wir erhalten dieinFig.l dargestellteSchaulinie OQAB. 

Für den beliebigen Punkt Q ist OQl = Q2Q die Belastuug P und OQ, = 

Ql Q die zugehörige Verlängerung J.. 
Wie ersichtlich verläuft die Linie bis zum Punkte A als Gerade. 

entsprechend dem Umstande, daß von der Belastung P==:O bis P = 

OAl Proportionalität zwischen Belastungen (Spannungen) und Ver
längerungen (Dehnungen) besteht. Bei höherer Belastung (über P = 

OA 1 hinaus) beginnt die Verlängerung rascher zu wachsen: lie Schau
linie löst sich tangential von der Geraden OQA nach der Ordinaten
achse 0 Y hin, den Punkt A als Grenze der Proportionalität. kenn
zeichnend. 

Dehnungszahl und Elastizitätsmodul. 

Der Ausdruck GI. 4 entspricht ganz demjenigen, der sich für die 
Ausdehnung eines Stabes durch die Wärme oder auch für die Zusam
menziehung infolge Abkühlung ergibt, wie folgende Betrachtung zeigt.. 

Ein Stab von der Länge la und der Temperatur ta wird auf die 
Temperatur t. gebracht. Hierbei dehnt sich derselbe aus um 

aw (t. - tal Za' 
sofern a w die Längenausdehnungszahl dUIch die Wärme, d. h. die Zu
nahme der Längeneinheit für 10 Erwärmung bedeutet. 

Ein Stab, welcher anfangs so belastet ist, daß in seinen Quer
schnitten die Spannung Ga herrscht, besitzt in diesem Zustande die 
Länge la' Durch Vermehrung der Belastung steigt die Spannung auf 
(Je' Hierbei dehnt sich der Stab aus um 

(( (0. - /Ja) Za' 
worin ce die oben erörterte Dehnungszahl bedeutet. 

Wie ersichtlich, tritt einfach an die Stelle des Temperaturunter
schiedes t. - ta der Spannungsunterschied /J. - (Ja und an die Stelle 
der LängenausdehnungszahI durch die Wärme die Dehnungszahl. 
Beide Erfahrungswerte sind hierbei allerdings als unveränderlich vor
ausgesetzt, wenigstens innerhalb dieser Temperatur- beziehungsweise 
Spannungsunterschiede. 

Es ist bis zum Erscheinen der ersten Auflage dieses Buches in 
der technischen Literatur ganz allgemein üblich gewesen, nicht mit 
der Dehnllngszahl ((, sondern mit eiern reziproken Werte derselben, 
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d. h. mit ~, zu rechnen und für diesen den Begriff des Elastizitäts-a 
modul einzuführen. Derselbe ist dann erklärt worden als diejenige 
Kraft, die ein Prisma. vom Querschnitt 1 um seine eigene TAnge aus
dehnen würde, falls dies ohne Uberschreitung der Elastizitätsgrenze 
möglich wäre. Das liefert für das schmiedbare Eisen rund 2000000 kg. 
Man hat sich also diese Kraft von zwei Millionen Kilogramm auf ein 
schmiedeisernes Prisma von 1 qcm Querschnitt wirkend vorzustellen. 
In Wirklichkeit würde bei etwa 1500 kg schon die Pro'POrtionalitäts
grenze, innerhalb der überhaupt die Gleiohungen 2 bis 5 für schmied
bares Eisen als gültig angenommen werden dürfen, überschritten und 
voraussichtlich bei 4000 kg der Stab bereits zerrissen sein! Wie man 
sich Oie Zusammendrückung eines Körpers um seine ganze Länge 
vorstellen soll, darf unerörter.t blciben. 

Verfasser ist der Ansicht, daß eine solche, mit dem tatsächlichen 
Verhalten des Materials nicht im Einklang stehende Begriffsbestimmung 
höchst bedenklich erscheint und jedenfalls nicht ohne den dringend
sten Zwang oder ohne durchschlagende Nützlichkeitsgriinde als. zu
lässig bezeicnnet werden kann. Seines Erachtenß muß der Grund
begriff der ganzen Elastizitäts- und Festigkeitslehre, d. i. nach dem bis
herigen Stande dieses Teiles der Mechanik die Erlahrungszahl, die 
Dehnung und Spannung verbindet, 80 erklärt werden, wie es dem 
tatsächlichen Verhalten des Materials entspricht, damit 
dieser Grundbegriff und mit ihm die Hauptgesetze dieses Verhaltens in 
Fleisch und Blut übergehen. Das ist für den mitten in oer Ausführung 
stehenden, zu raschen Entschlüssen veranlaßten Techniker eine Not
wendigkeit. Die Bedeutung von (( als Zunahme deI Längeneinheit 
für das Kilogramm Spannung ist eine so einfache und natürliche, daß, 
wenn nicht die Macht der Gewohnheit in Betracht käme, es nicht er
klärlich erscheinen würde, daß der unanechauliche Begriff des 
Elastizitätsmodul - dieses bleibt er, auch wenn andere Erklärungen 
als die oben besprochene aufgestellt werden - nicht schon längst von 
der gesamten techniBlilien Literatur über Bord geworfen ist. Zu einem 
bedeutenden Teile ist dies allerdings seit Erscheinen der ersten Auf
lage dieses Buches geschehen. 

Der Umstand, daß es an einzelnen Stellen für Rechnuugszwecke 

bequemer erscheint, an Stelle von (( mit 1_ zu rechnen, wobei übrigens 
·a 

wieder die Macht der Gewohnheit, und zwar ganz erheblich, einwirkt, 
1 

berechtigt noch lange nicht dazu, zum Grundbegriff der Elastizitäts
a 

und Festigkeitslehre zu machen, deren Aufgabe doch schließlich darin 
besteht, das wirkliche Verhalten des Materials gegenüber der Ein-
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wirkung äußerer Kräfte klarzulegen und nicht bloß der Rechnung, 
sondern namentlich auch der Anschauung möglichst zu
gänglich zu machen. 

Weiter kommt in Betracht, daß die Zahl, welche Dehnungen 
und Spannungen verbindet, naturgemäß ein Maß für die Formände
rung des Materials zu bilden hat, und zwar derart, daß trie, je nachgie
biger ein Stoff ist, um so größer sein muß. Nun ist aber der Elastizi-

tätsmodul, d. h. 1 , umgekehrt proportional der Größe dp.r Längen-
(( 

änderung, 80 daß einem Material, das eine größere Dehnung ergibt, 
dessen Nachgiebigkeit also ~deutender ist, ein kleinerer Elastizitäts
modul entspricht, und umgekehrt. Dies erweist sich oft recht un
bequem, namentlich für den, der sich mit dem Material selbst 
zu beschäftigen hat. Die Dehnungszahl r! dagegen steht in ,geradem 
Verhältnisse zur Formänrlerung, ist a,.lso tatsächlich ein unmittel
bares Maß derselben. 

Gegenüber dem für die Beibehaltung des Begriffs "Elastizitäts
modul"' geltend gemachten Grund, daß sich seine Größe leichter dem 
Gedächtnis einprägt - man pflegt seinen Wert in abgerundeten Zahlen 
anzugeben: für Holz 100000, für Gußeisen 1000000, für Schmied
eisen 2000000 usw. - sei darauf hingewiesen, daß bei zweckmäßiger 
Schreibung der Dehnungszshl sich noch mehr erreichen läßt. Schreibt 
man, wie das im späteren geschehen soll, die Dehnungszahl in Mil
liontel, 80 erhält man beispielsweise 

für Holz 
10 

1000000 
=' 10 MillionteJI ) 

Gußeisen 
1 

== 1 1000000 
Be 0,5 

Flu isen =0,5 
" 1000000 

" Stahl, der bei der Prüfung a = 21~OO(: lieferte, =0,46 

Die Zahlen 10,1,0,5 und 0,46 lassen in gerader Linie anschaulich 
die verschiedene Größe der Elastizität der bezeichneten Stoffe er
kennen und sich dem Gedächtnis mindestens ebenso leicht und blei
bend einprägen wie die Werte 100000, 1000000, 2000000, 2170000, 

1) Man könnte diese Zahlen aueh schreiben: 
10- 10-6, 1· 10-6, 0,5· 10-6, 0,46· lo-e, 

doch verdient die oben angegebene Schreibweise den Vorzug, wie man sofort er. 
kennt, wenn man sich <faran gewöhnt, aueh die Wärme&usdehnungszahlen in 
Milliontel anzugeben, beispielsweise 

bei Gußeisen, für das in runden Zahlet ermitMt wurde, 
aN' = 0.000010 = 10 Milliontel. 



8 Einleitung. 

Diese Schreibweise hat überdies den Vorteil, daß in den Zahlen 
10, 1, 0,5 und 0,46 die Genauigkeit sichtbar zum Ausdruck gebracht 
werden kann, mit der die Erfahrungszahl a bestimmt worden ist, nnd 
daß sie bei Versuchen mit dem gleichen Material Mittelbildungen 
der gemessenen Elastizität ohne weiteres zuläßt. In dieser Hinsicht 
werden bei Angabe des Elastizitätsmodul nicht selten Fehler gemacht; 
beispielsweise findet man in der Literatur angegeben für die beiden 
aus Versuchen ermittelten Einzelwerte des Elastizitätsmodul 

E 1 =2120000 und E 2 =2035000 
als Mittelwert 

2120000 + 2035000 ,_ 
E". = ----2--- = :!077500_ 

Bei Benutzung dieses Mittelwertes erhält man jedoch nioht den 
Mittelwert der gemessenen elastischen Dehnungen, wie man eigentlich 
haben' will, sondern einen davon abweichenden Wert. Um die mitt
lere elastische Dehnung zu erhalten, ist der mittlere Elastizitätsmodul 
zu berechnen aus 

E = 2lE1.~2 
.... E-tE' 1 - 2 

. . 6) 

Bei Verwendung des 
kein Fehler begangen. 

Mittelwertes aus den Dehnungszahlen wird 

§ 3. Fließgrenze. Bruchbelastung. Zugfestigkeit. 
Querschnittsverminderung. Bruchdehnung. Arbeitsvermögen. 

Die bisherigen "Betrachtungen setzten stillschweigend vollkommen 
elastische Formänderungen voraus, derart, daß, wenn der Stab von 
P = OQl entlastet wir«, er sich um den vollen Betrag 1 = OQ~, um 
den er sich gedehnt hatte, federnd verkürzen, also seine ursprüng
liche Länge l wieder annehmen würde. In Wirklichkeit stellen sich 
jedoch außer der federnden Dehnung auch solche Verlängerungen 
ein, die nach Aufhören der belastenden Kraft nicht wieder verschwin-

bei Flußeisen, für das in runden Zahlen ermittelt wurde, 
a", = 0,0000115 = 11,5 Milliontel, 

bei Kupfer, für das in nmden Zahlen ermittelt wurde, 
a", = 0,000016 = 16 Milliontel, 

bei Aluminium, für das in runden Zahlen ermittelt wurde, 
a., = 0,000024 = 24 Milliontel. 

Die Zahlen 10, 11,5, 16 und 24 zeigen ein sieh leicht einprägendes Bild über 
das Verhältnis der Längenänderungen der verschiedenen Stoffe zueinander, her
beigeführt durch die Anderungen der Temperatur. Dazu kommt, daß es für den 
Ingenieur zweckmäßig ist, Längenänderungen, herbeigeführt durch Tempera.tur
änderungen, möglichst vergleichen zu können mit Längenänderungen, herbei
geführt durch die Änderung der Spannungen. 
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den uml deshalb als bleibende Dehnungen bezeichnet werden (Näheres 
§ 4). Diese pflegen um 80 größere Bedeutung zu erlangen, je höher 
die Belastung gesteigert witd. Wä.hrend sie zu Anfa.ng der Belastung 
so klein sind, daß sie nicht festgestelli( werden können, 80 daß also 
nur federnde Dehnungen ermittelt werden, erreichen sie z. B. bei Fluß
eisen für starke Belastungen Werte, die die federnden Dehnungen 
weit überschreiten. 

Um das Verhalten des Flußeisenstabes bei starker Belastung zu 
verfolgen, meBBen wir bei fortschreitender Belastung die gesamten 
Verlängerungen und stellen diese dar, wie in Fig. 1, § 2, geschehen, 
jedoch mit weit kleinerem Maßstab der Dehnungen, und erhalten 
auf diesem Wege Fig. 1 auf S. 11. Wie ersichtlich, nehmen die ge
samten Verlängerungen des Stabes anfangs langsam zu. Die Deh
nungslinie' verläuft zunächst steil und geradlinig, biegt hierauf unter 
etwas rascherer Zunahme der Dehnung in leichter Krümmung ab 
bis zum Punkte B, von B an verlä.uft sie (auf eine längere Strecke) 
fast parallel zur Achse der Verlä.ngerungen, wie zunächst angenommen 
werden möge, entsprechend einem außerordentlich starken Wachstum 
der Verlängerungen bei sehr geringer Steigerung der Belastung: der 
Sta b streckt sich. Der Eintritt des Streckens zeigt sich beispiels
weise bei den Materialprüfungsmaschinen mit Waghebel durch Fallen 
desselben, bei den Maschinen mit Messung der Belastung mittels Queck
silbersäule (Bauart Amsler-Laffon) durch Sinken der letzteren usw. 
Der Stab streckt sich weiter unter einer Belastung, die häufig kleiner 
zu sein pflegt als diejenige, bei der das Strecken begann. Verfolgt 
man den Verlauf des Linienzuges in solchen Fällen näher, so zeigt 
sich z. B. für zähes Flußeisen ein ziemlich plötzlicher Abfall bei B 
und darauffolgendes langsames Ansteigen,. etwa wie in Fig. 1 durch 
den gestrichelten gebrochenen Linienzug BDO angedeutet ist. Häufig 
wird wiederholter Abfall und darauffolgendes Ansteigen, d. h. mehr
faches Auf- und Niederschwanken im Verlauf der Dehnungslinie während 
der Streckperiode beobachtet. 

Die Spannung, bei der dieses bedeutende Verlängern, das Strecken 
oder Fließen des Materia.ls beginnt, also die zum Punkt B gehörige 
Spannung, wird als Streck- oder Fließgrenze bezeichnet. 

Nach dem Eintreten der Streckgrenze lassen sich auf der vorher 
glatten Staboberfläche Linien beobachten, die gegen die Richtung 
der Stabachse unter etwa 45° geneigt sind. Sie werden als Streck- oder 
Fließfiguren bezeichnet. Besaß der F1ußeisenstab die Walzhaut, so 
springt diese längs der Linien a.b, wie z. B. aus Fig. 2, Taf. I, deutlich 
zu erkennen ist; war die Staboberfläche glatt, 80 treten die Streck
figuren aJs Furchen hervor, vgI. Fig.3, Taf. I. Fig.4, Taf. I, zeigt 
die 4 Seiten eines quadratischen Stabes nach Eintreten der Streck-
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grenze, ]1'ig.5 und 6, Tat. I geben einen Rundstah VOll zwei Seiten 
gesehen wieder. Deutlich ist zu erkennen, daß jeweils mehrere Systeme 
von Streckfiguren entstehen. Die Beobachtung der Streckfiguren be
sitzt eine größere Bedeutung deshalb, weil sie ermöglicht, festzustellen, 
ob und unter Umständen bei welcher Belastung in einem solchen Stabe 
die Streckgrenze erreicht oder überschritten worden ist. Gibt man 
z. ß. einem Konstruktionsteil veränderlichen Querschnitt und beob
achtet, bis zu welchem Querschnitt die Streckfiguren eintreten, so 
läßt sich mit Annäherung von dem Produkt aus der Größe des betref
fenden Querschnittes und der bekannten Spannung an der Streck
grenze auf die Höhe der Kraft schließen, welche gewirkt hat. 

Streckfiguren treten in entsprechender Weise auch bei Beall
spruchung auf Biegung, Drehung usw. auf. Dabei ist es wesentlich 
zu beachten, daß sie mit der Richtung der größten auftretenden Deh
nung einen Winkel von ungefähr 45° einschließen, sodaß aus dem Ver
lanf der Streckfiguren auch auf die Richtung der Beanspruchung ge
schlossen werden kann, welche gewirkt hat. 

Streckt sich der Stab weiter unter einer Belastung, die erheblich 
kleiner ist als diejenige, bei der das Strecken begann, wie in Fig.l 
durch den gebrochenen Linienzug BDG angedeutet wird, so kam{ 
eine obere und eine untere Streckgrenze unterschieden werden 
derart, daß die 0gere Streckgrenze aufgefaßt wird als diejenige Span
nung, bei der das Strecken beginnt, und die untere Streckgrenze als 
der kleinste Wert der Spannung, auf den die Belastung während des 
Streckens sinkt, oder als die kleinste Spannung, unter der das Strecken 
noch vor sich geht. (Erstmals dargelegt Zeitschrift des Vereines deut
scher Ingenieure 1904, S. 1040 u. f.) 

Handelt es sich um Druckbelastung, so tritt an die Stelle des 
Streckens des Körpers ein Zusammen quetschen desselben. Man spricht 
dann von Fließ- oder Quetschgrenze und versteht darunter die
jenige Druckspannung, bei der das Material verhältnismäßig rasch 
nachzugeben beginnt, ohne daß Zerstörung eintritt. 

Wie bereits erwähnt, besitzen nicht alle Stoffe Proportionalitäts
grenzen. Dasselbe ist auch hinsichtlich der Streck- und Quetsch
od€'r Fließgrenze zu bemerken. In ausgeprägtem Maße pflegt sie nUf 
h€'i wenigen Stoffen aufzutreten, so z. B. bei zähem Flußeisen. 

Es ist üblich geworden, bei Metallen, auch wenn sie keine aus
geprägte Streckgrenze besitzen, doch von einer solchen zu sprechen. 
Als Streckgrenze . pflegt, dann die Spannung angesehen zn werden. 
die ein€' hleibende Verlängerung von bestimmter Größe im Ver
gleich Z1ll' lIrsprünglichen Länge hervomlft. Das Maß dieser hleiben
<l€'ll V€'l'längerung il't willkürlich. Nach nein h€'utig€'ll Stand schwall-
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Fig. :1, § :\ Fig. 5, § 3, Fig-. 1:~, S 8, Fig. H, § H, 
c:. <I S.10. S142,144,14ß. S.142. 

·Fig. G, § 3, S. 10. Fig. 4, § 3, S. 9. 

Fig. 15, § 8 S. 142 Fig. 16, ~ l;, S. !4:2. 

Fig. 17, § H, S. 14:J. 
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ken die Annahmen zwischen O,211nd 0.5°,io' Die }'irma Fried. Krupp 
A.-G. in Essen nimmt 0,3 0/ ° an. 

Die Fließgrenze und die Proportionalitätsgrenze werden nicht 
selten als nahe beieinander liegend ermittelt, so z. B. bei weichem 
Htahl. 

Wird die Belastung des Stabes, die wir uns im folgenden zunächst 
nur als Zug vorstellen, fortgesetzt gesteigert, so findet schließlich 
eine Trennung desselben, ein Zerreißen (Zerbrechen), statt. 

Denken wir uns den in § 2 erwähnten ]!'lußeisenstah in eine Mate 
rialprüfungsmaschine eingespannt, welche die Linie der Verlängerungen
selbsttätig aufzeichnet derart, daß die Belastungen die senkrechten 
Abszissen bilden, während die Verlängerungen A die zugehörigen wag
rechten Ordinaten liefern, und sodaDll die Belastung allmählich bis 
zum Zerreißen gesteigert, so erhalten wir elie 8chaulinie OBDOE F 
in Fig. 1. 
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Zuverlässiger als durch eine solche mechanische VOl'l'ichtung. 
die Selbstzeichner genannt wird, läßt sich die Dehnungslinie dadurch 
festlegen, daß für verschiedene Belastungen die zugehörigen Verlän
gerungen hestimmt und damit die erforderlichen Punkte für die Kurve 
erlangt werden. Nach Überschreitung der Streckgrenze verfährt man 
dabei zweckmäßig derart, daß jeweils die Belastung abgelesen wird, 
bei der eine angenommene Verlängerung eintritt. Nach einiger übung 
läßt sich auf diese Wei"e die Dehnungslinie bis in die Nähe des Bruches 
mit ausreichender Genauigkeit feststellen. Eine gewisse Unsicher
heit pflegt Jlur an den in l<'ig. 1 durch Strichelung hervorgehobenen 
Htellen, d. i. auf der Strecke BO (Fig. 1), und in der Nähe des Bruches 
zu bestehen. Doch läßt sich der Verlauf an der zuerst bezeichneten 
Htelle mit ausreichender Genauigkeit feststellen, wenn man den Selbst
z.('iehner verwendet lind für die in der Mitte des ~tahes gelegene MeB-
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>ltJ'ecke das soebell angegebene Verfahren benutzt. Die Dehnungs
lillien Fig. 13 und 14 in § 4 sind auf diese Weise gewonnen. 

Von der Verlängerung }, = OE2, welche die der Messung unter

worfene Stabstrecke unmittelbar bei der Belastung P = E2E ergibt, 
wird angenommen, daß sie sich gleichmäßig über die ganze Länge 
dieser Strecke verteilt. 

Nachdem diese Verlängerung OE2 eingetreten ist, beginnt der Stab 
all einer Stelle sich einzuschnüren, also hier seinen Querschnitt stärker 
zu vermindern, Fig. 7 (vgl. auch Fig. 13 auf Tafel I und Fig.23 auf 

Tafel V). Die Belastung P, die von jetzt an 
zu weiterer Verlängerung erforderlich ist, nimmt 

ab, bis sich schließlich der Stab bei}, = OF 2 

Pi,!!. 7. trennt 1). Die Belastung im Augenblicke des 

Zerreißens ist F 2F .-: E 2E. 
Die größte zur Aufhebung des Zusammenhanges des Stabes er

forderlich gewesene Kraft E 2 E=Pmax wird als Bruchbelastung 
hezeiehnet2 ). Die Spannung, die dieser zum Zerreißen nötigen Be
lastung entspricht, heißt Zugfestigkeit. Dieselbe ist hiernach unter 
der Voraussetzung gleichmäßiger Lastverteilung über den Querschnitt 

K = Bruchbelas~unß 
z Stabquerschnitt . 

Materialprüfungsmaschinen mit Waghebel lassen den Eintritt 
der höchsten Belastung dadurch erkennen, daß nach Überschreitung 
(lerselben der Waghebel zu sinken beginnt, je nach dem Material mehr 
oder minder rasch. 

Eierbei erhebt sich die SChOll bei Gleichung ], § 1 berührte Frage, 
mit welchem Querschnitt die Bruchbelastung zu teilen ist: Soll der 
ursprüngliche Querschnitt des Stabes, oder soll derjenige Querschnitt 

1) Es ist noch nachzuweisen, ob der Größtwljrt der Belastung des Stabes 
genau mit dem Beginn der örtlichen Einschnürung zusammenfällt (vgl. hierzu 
Fig. 9, S. 14). Für die Notwendigkeit eines solchen Nachweises spricht auch die 
Beobachtung, daß zuweilen bei zähem Material, wie z. B. weichem Stahl, Bronze, 
Kupfer usw. die Erscheinung mehr oder minder großer Einschnürung an meh· 
reren Stellen des Stabes nacheinander auftritt; es bilden sich, wie Fig. 8, Taf. II 
(leutlich zeigt, gewissermaßen Knoten, bis schließlich der Bruch an der zuletzt 
oder am stärksten eingeschnürten Stelle erfolgt. Hierbei nimmt die Geschwindigkeit, 
mit der das Strecken erfolgt, sowie der Grad der Gleichartigkeitdes 'Materials Einfluß. 

2) Liegt die Veranlassung vor, diese Belastung von derjenigen im Augen. 
blicke des Bruches, d. h. von P = F2 -ff zu unterscheiden, so muß das ausdrück
lich hervorgehoben werden. In der Regel wird nur p",.x= E;E angeführt und 
,t1R Bruchbelastung bezeichnet. Zutreffender wäre die Bezeichnung Höchstlast; 
h"i den VerRuchpn auf dem Gebiete des Eisenbetonbaues pflpgt Vp1'fas,ler dieRt' 
Bt'zei"hnllng zn vprwCll(lpn, um volle Klarhpit zn prziplen. 
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gewi~h1t werden, den der i:ltab an der ßruch~telle in dem Augenblicke 
be;;aß, in welchem die Bruchbelastung wirkte I Streng genonllllpil 
wäre d.er letztere Querschnitt in die Rechnung einzuführen, da (\PI' 

Quotient dureh gleichzeitig vorhandene Größen gebildet werden ;;ollte. 
Dieser Querschnitt ist jedoch schwer zu ermitteln. Tatsächlich helllltzt 
lI1a n den ersteren Querschnitt als Nenner n ud erhält i 11 

I) 

die Zugfestigkpit, bezogen auf <!{'II lIr~prünglichl'1l Htah
querschnitt. 

Dieses Verfahren pflegt im i:linlle des Zweckes unserer Festigkeit~
rechnungen zu liegen, die von dem ursprünglichen Querschnitt aUI'ZlI
gehen oder diesen zu ermitteln ha bell. 

Handelt es sich um die technologische Aufgabe der Ermittelullg 
der .Materialeigenschaften an sich, so kann die Bestimmung dm; Quo
tienten: Zugkraft geteilt durch den kleinsten zugehörigen Stabquer
I'\chnitt, geboten erscheinen. Dabei wird allerdings die Eigenartigkeit 
der Beanspruchung im kleinsten Querschnitt im Auge zu behalten sein. 

Um den Unterschied. der sich fiir den Verlauf der Dehnungslinie 
ergibt, wenn die Spannungen das einemal auf den ursprünglichen, da~ 
Clllc\eremal auf den jeweils kleinsten Stab querschnitt bezogen werden, 
zu \reranschaulichen, sind in Fig. 9 die beiden Linienzüge für denselbell 
~t.ab aus Flußstahl aufgezeichnet.. Deut.lich ist zu erkennen, daß sie 
sich an der Streckgrenze zu trennen beginnen und nC\C'h ÜberschreiteIl 
der Höchstlast völlig auseinanderst.reben. 

Der größere Teil der Konstmktionsstoffe zeigt keine örtliche 
f;~inschnürung; er liefert Schanlinien, die Wachst.um der Spannungell 
bis zum Zerreißen aufweisen. Dann fallen die Punkte E ulld F (Fig. 1) 
ZlIlSalllmen. Vgl. hierüber z. B. § 4, Fig. 8, 19, 20 uud 21 1 ). 

1) Die scharfe Beachtung des Vorstehenden sowie der späteren ErÖl'tCl'Ullgl'1l 
übel' Festigkeit läßt deutlich erkennen, daß die dll!'ch den Versuch bestimmtt'D 
Zugfestigkeiten abhängen müssen von den Umständen, unter denen der Versuch 
durchgeführt wurde, und von den Voraussetzungen, die bei der Ermittlung ge
macht worden sind. Dasselbe gilt auch für die später zu erörternde Druckfcsiig
keit. Es gibt keine tatsächlich bpstimmte Zug- oder Druekfestig
kei t, die als vollständig losgelöst von clipspn UmRtänden und Vor
aUSfletz ung .. n angeseht'n werden darf. 

Ganz allgenH'in empfiehlt es sich, folgenden vom Verfasser bereits frühe)' 
an anderer Stelle (ZeitschI'. des Vereins deutscher Ingenieurp 1895, S.417, S. 48\1 
Fußbemerkung) ausgesprochpnen Satz im .-\ugP zu behalten, wenn eH sich um 
Gbprtragung Yon Vpl'HllehsC'rge!misspn auf Ausführungen handelt: Die Ver
suche sind in der Regel unter solchen Verhältnissen anzustdlt'll. 
wie "i(" !H'i den wichtigeren teC'hniseht'n AnwC'ndungell YOl'zuli('g(,11 
pflegt'n. HO daß die crll1ittdtp!1 Erfahrungszahl .. n auf diesf' mit 
a 1I~r<'ichl'nd,,)' :-;ieh"rhpit iih"rtragpll ""1'<1'>11 k011l1l'lI. 
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\Vird der Querschnitt des ~tabes an der Bruchstelle (an der I-ltdle 
der Einschnürung, Fig. 7) mit I" bezeichnet, so findet sich in 

11' ~~ 10(\ 1 t I" . 2) 

die Ver rn inderu ng des Querschnittes an der Bruchstelle in 
Hundertteilen des ursprünglichen Querschnittes, die Bruchzusammell
ziehung oder BruchkOlltraktion oder kurz die Zusammenziehung, Ein
schnürung oder Kontraktion genannt. Klarer und schärfer erscheirlt 
die Bezeichnung Querschnittsverminderung des zerrissenen 
Nt a he s, da I" an dem zerrissenen Stabe gemessen wird. 

Bezeichnet LI, die Länge, die das ursprünglich 1 lange Stabstück 
nach dem Zerreißen hesitzt, wobei man sich vorstellt, der Bruch er
fo Jge in der Mitte VOll [t), so wird in 

. ;1) 

die Verlängenmg der der Messung unterworfenen Stabstrecke in HUll

dertteilen der ursprünglichen Länge, die Dehnung des zerrissenen 
I-lta bes, die Bruchdehnung oder auch kurz die Dehnu ng erhalten 2). 

Die mechanische Arbeit, die das Zerreißen des ursprünglich I 
langen Stabes, dessen Verlängerungen der Dehnungslinie OBDCEF 
zugrunde liegen, fordert, wird dargestellt durch die Größe der Fläche 
OBDCEFF2 • Die mechanische Arbeit bis zum Eintritt der größten 
Belastung gemäß der Zugfestigkeit wird durch die Fläche OBDCEE2 

gemessen. Kach Aufnahme dieser Arbeit ist die der Zugfestigkeit 
entsprechende Widerstandsfähigkeit des Stabes ersehöpft; denn nach 
ÜLerschreitung des Punktes E sinkt die Widerstandsfähigkeit, der 
t-ltab schnürt sich ein, und die mechanische Arbeit, wie sie durch die 
Fläche EF}I\E2 bestimmt erscheint, wird in der Hauptsache auf die 
örtliche Formänderullg an der Einsehnürungsstelle ve!'wendet, also 
vorzugsweise nur von demjenigen Material verbraucht, das an der 
sich zusamlllenziehenden Stelle vorhanden ist3 ). Die mechanische 
Arbeit, welche die Dehnung des zylindrischen Stabes bis zum Eintritt 
der Rruchbelastung P",ar für die Kubikeinheit der ursprünglichen 
I-ltahmasse fordert. wird als ArLC'itRvermögen des Materials be-

t) über uaH Vorgehen, wenn clil"~es nieht dpr Fall ist, vgl. das H. 150 B('
llwrkte. 

2) Da h nach dem ZelTetßen des Stabes g(·messen wild, so ('nthält es nur 
die bleibende Verlängerung in sich, wird also um clie federnde Verkürzung kleiner 
sein müslwn als die Verlängerung, die die Dphnnng,;lini(· Fig. I, gültig für die 
g('sam tell Vt'rlängerungen, liefert. 

:3) Von (\PUl Ausnahmefall, daß sich d('r Stah an nH'hn'n'n Htel]..'Jl nach
.. inan<!P]" ('inschnürt, darf hipr ahgt'sphpn \H'I"(), 11. 
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zeichnet. Heine Größe ergibt sich zu 
FlMhe OBDOEE9 

A = fl -

Kilogrammeter für das Kubikzentimeter Material, sofern die Belastun
gen P in kg, die Verlängerungen;' in m aufgetragen, der Querschnitt f 
l1l cm und die Stablänge l in cm eingeführt werden. 

Das häufig anzutreffende Vorgehen, das Arbeitsvermögell durch 
die ganze Fläche OBDCEFF2 zu messen und zu beurteilen, erscheint 
unrichtig. Da die Einschnürung sich auf eine ganz bestimmte, vom 
Stab material und vom Durchmesser abhängige, dagegen von der Länge 
des verwendeten Stabes unabhängige Länge erstreckt (sofern die MeU
länge nicht zu kurz kommen wird), so ist ihr Einfluß auf die gesamte 
Streckung verhältnismäßig um so größer, je kurzer die Meßlänge ge
wählt wurde. Erfolgt, was zur Erlangung vergleichbarer Bilder er
forderlich ist, Aufzeichnung der Verlängerung in Hundertteilen der 
~Ießlänge, so fällt nur das Stück OBDOE der Dehnungslinie bei kurzeJl 
lind langen Stäben gleich aus, während das Stück EF um so kürzer 
wird, je länger der Stab ist. 

Um dies naehzuweisen, wurden Versuche mit 7 Stäben aus derselben 
Ntange Siemens-Martinstahl vorgenommen, deren Ergebnisse in der 
folgenden_ Zahlentafel zusammengestellt sind. Durchmesser je 20,0 mm. 

Stab 
Nt' 

'2 

7 

:~ 

4-

I Zug. i Bruch. Quer. Arbcitsvermögpn 
l\Ieß· , Streck· f t·dehnung schnitts· 

längeL grenze • c:; .Jg. auf 100, vcrmin· 
mm kg'qcm: ,eIt mm dcrung OBDCEE2 OBDOEFFe EFF~Ee 

kgqcm 0,0 "In kgmjccm kgm!ccm kgm'ccm 

JOO 5207 o. 873'3 20.4 37,6 8,78 16,aO 7.52 4994 u. 

100 5303 o. 8656 21,7 :~8,2 9,04 16,50 7.4ti 
5000 u. 

100 
5439 o. 858:l 19.5 :~6.0 8,59 14.a9 5.80 
5032 u. 

!nurch' i5316 o. 
schnitt,5009 u. 8657 20.5 a7.:3 I 8,80 15,n 6,9:~ 

200 
5255 o. 

859'2 16.6 37,6 9.19 laJI..j. :U5 5000 H. 

200 5382 o. 
86:~1 16.0 :37 .!i 9,tH 12.60 a,5ß 

4968 n 

!DurCh. 5319 o. 
Rrhnitt'4984 11. 

86]2 ] 6.a :~7.6 
\ 

9.1 :2 12.R2 a.70 
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Stab Meß- Streck- I . dehnung schnitts-
Al'bcitsvermögen 

\ 

\ Zug- \ Bruch- Quer-

1·· L festlg- 1 f 100 . N ange grenze lau vermm- , " 
r. mm kg:qcm I keit mm I' derung OBDCEE2 OBDCEFF~iEF},2E2 

kgrqcm 0/ 0/ kgm/ccm kgmJccmkgm,ccm 
I 1 0 0 I 

15121 0 I I 
5 100015010 n: 1 8503

1 
11,6 

I 1 1 

6 1000 1
5194 0':1 8516! 1'Z,5 

15000 u. i 
I 1 

39,2 8,19 8,84 0,65 

34,4 8,37 9,74 1,37 

-1~i:~t:I~~~~ ~:1~510 I 12,1 9,29 1,01 

Werden die Durchschnittswerte ins Auge gefaßt, so zeigt sich, 
daß die Werte des Arbeitsvermögens der Fläche OBDOEE2 in allen 
drei Fällen sich nur soweit unterscheiden, als der Ungleichförmigkeit 
des Materials entspricht - inbezug auf diese geben die Werte von Streck
grenze, Zugfestigkeit, Bruchdehnung und Querschnittsvermindernng 
Auskunft - während das Arbeitsvermögen der ganzen Fläche 
OBDCEFF2 in kgm/ccm umso größer ausfällt, je kürzer die Meßlänge 
ist: 15,73 für 1= 100 mm, 12,R2 für 1= 200 mm, 9,29 für l= 1000 mm. 
Ebenso ist die zusätzliche Fläche EFF ~2 um so größer, je kürzer 
der Stab. 

Um dies zu veranschaulichen, sind in Figur 10, 11 und 12 die Deh
nungslinien für die Stäbe Nr. 7 (100 mm), 4 (200 mm) und 6 (1000 mm) 
wiedergegeben. (Aufzeichnung der Verlängerungen in Teilen der ur
sprünglichen Länge). Außerdem wurden in Fig. 13 zu den Meßlä,ngen als 
wagrechten Abszissen die Werte des Arbeitsvermögens aufgezeichnet. 
Der für die Fläche OBDCEE2 gültige Linienzug ist ausgezogen; er ver
läuft nahezu wagerecht, d. h. eine Abhängigkeit des Arbeitsvermögens 
von der Meßlänge ist nicht zu erkennen. Dagegen fallen die Unien
züge für das gesamte Arbeitsvermögen ( - . - . -) und für die Überschuß
fläche EFF2E2 (- --) stark; die Werte hängen also in hohem Maße 
von der Größe der Meßlänge ab. 

Da verlangt werden muß, daß die an verschieden langen Stäben 
ermittelten Werte des Arbeitsvermögens vergleichbar sind, so erscheint 
es geboten, seiner Bestimmung die Fläche OBDCEE2 zugrunde zu 
legen. Dazu kommt noch folgendes. Einmal ist di~ Wider$tandsfähig
keit des Materials unter der Belastung EE2 erschöpft. Sodann ist die 
Fläche EFF2E2 weniger genau zu ermitteln als die Fläche OBDOEE2• 

Daß die - nach Maßgabe des Erörterten mit der Stablänge veränder
liche - Fläche EFF2E2 zu einem Teile einen gewissen Arbeitsüber
schuß darstellt, ist nicht zu verkennen; die Nichtberücksichtigung 

c. Ba eh, Elastizität. 8. Auf!. 2 
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dieses Teiles erscheint jedoch ganz im Sinne des Zweckes unserer tech
nischen Rechnungen gelegen. 

Angaben von Zahlenwerten für Zugfestigkeit, Querschnittsver
minderung, Bruchdehnung, Arbeitsvermögen usw., welche die für den 
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Fig 13 

Konstrukteur vorzugsweise in Betracht kommenden Materialien liefern, 
finden sich a11ßer in"'§ 4 in des Verfassers Maschinenelementen im ersten 
Abschnitt unter "E. Zahlenwerte der Elastizität und Festigkeit". 
Eine umfassende Zusammenstellung mit zahlreichen Abbildungen 
enthält das Buch von C. Bach und R. Baumann, Festigkeitseigen
schaften und Gefügebilder der Konstruktionsmaterialien. 
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§ 4. lAngenänderungen verschiedener Stoffe. 
Hesamte, bleibende und federnde Längenänderungen. 

Elastizitätsgrenze. 

1. Versuehe mit Gußeisen. 

Gußel!!enkörper I. (1895.) 

(Druck.) 

19 

Wir nehmen einen aus zähem, grauem Gußeisen, wie es zu Ma
schinenteilen Verwendung findet, hergestellten sowie abgedrehten Zy
linder und unterwerfen ihn in einer senkrechten Prüfungsmaschine 
der Druckprobe. 

Die vorher stattgehabte Messung ergibt: 
Durchmesser des Zylinders 

Querschnitt. 

d= 8,00cm 
:n 

.1=4 8 2 = 50,27 qcm 

Länge . 62,15cm 
Länge der mittleren Strecke, für welche die Zusammen-

drückung bestimmt werden soll, d. i. die Me ß-
länge l=50,OOcm1 ) 

Temperatur unveränderlich 16,3° C. 

Belastung in kg 

p 

I 

o 

10000 

o 

10000 

P 
I 0=7 

2 

o 

198,9 

o 

198,9 

Länge der 

Meßstrecke in 

cm 

3 

I 

I _ .!~Jl6 
1200 

1- 0,75 
1200 

1_~?4_ 
1200 

Zusammendrückungen in 1/1200cm 

gesamte 
l 

4 

13,86 

13.94 

I bleibende I federnde 
;" J. -l' 

5- r--· 6 

0,75 13,11 

1) Die :\leßlänge ist mindestens um einen Betrag etwa gleich d kleiner zu 
wählen als die Stablänge, um die Unregelmäßigkeiten auszuscheiden, die in der 
Nähe der Druckflächen auftreten (vgl. § 13, § 14). Letztere sind sorgfältig eben, 
parallel zueinander und senkrecht zur Stabachse zu bearbeiten, so daß gleich. 
förmige Druckverteilung erwartet werden 'kann; andernfalls sind mehr oder 
minder ungenaue Versuchsergebnisse zu verzeichnen, was auch heute noch häufiger 
eintritt, als man geneigt ist anzunehmen. 

2* 



20 

Belastung in kg 

p P 
fT=-

t 

1 2 

o o 

10000 198,9 

o o 

10000 198,9 

o o 

10000 198,ü 

o o 

Einleitung. 

Meßstrecke in 

cm 

3 

l _ 0,89 
1200 

1 _ 14,00 
1200 

l _ ] ,00 
1200 

1 _ ]4,03 
1200 

1 _ 1,04. 
1200 

1 _ J4,03 
1200 

1 _ 1,04 
1200 

gesamte 

4 

14,00 

14,03 

14.03 

bkibende I fedprnd(· 
;.' i. - i.' 

5 6 

0,89 13,Oii 

1,00 13,00 

1,04. 12,99 

1,04 12,99 

Der neue, noch keiner Belastung unterworfen gewesene Zylinder 
wird abwechselnd in Zeiträumen von 1,5 Minuten zunächst mit ,der 
Kraft P = 10000 kg belastet und bis auf P = 0 entlastetl). Hierbei 
ergeben sich aus den Beobachtungen die vorstehend zusammenge
s teIlten Zahlen. 

Wie hieraus ersichtlich, erfährt der Zylinder durch die erstmalige 
Belastung mit P= 10000 kg aut die Erstreckung von 50 cm eine Zn-

k . 13,86 N h d h' . h hl' ß sammendrüc ung um A = 12ifo cm. ac cr Ieran SIC sc le ell-

E 1 ., h h U k oo '1 0.75 den nt astung Zelgt SIC noo eme ver urzung um A = 1200 cm. 

1) Eine vollständige Entlastung des in der Prüfungsmaschine senkrecht 
stehenden Zylinders ist, streng genommen, nicht möglich, da er durch daR 
eigene Gewicht sowie durch das in Betracht kommende Gewicht der Meßvor
richtung belastet wird. Diese Belastung beträgt im vorliegenden Falle für den 
mittleren, d. h. in der halben Höhe liegenden Querschnitt rund 17 kg, ent-

sprechend 5~,~7 = 0,34 kg(qcm. Sie wurde hipr yprnachlässigt; bei spätt'n·n 

Versuchen wird sie Berücksichtigung erfahren. 
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Der Zylinder hat also infolge der einmaligen Belastung eine blei
bende Zusammendrückung um diesen Betrag erlitten. Die sich wie
der verlierende, d. h. federnde Zusammendrückung beträgt 

h · h 13.86 - 0,75 13,1l lernac - " = --- cn1. 
1200 1200 

Die erste Wiederholung des Belastungswechsels mit P ~ 10000 kg 

'} d' t Z I .. k 13,94 d' ll'b I ergl Jt Ie gesam e usammen( ruc ung zu 1200 cm, Ie J el eil( e 

zu ~,89 cm und die federnde zu ~,~~_0,89 = 13,05 cm Hiernach 
12 0 1200 1200' 

i"t gewachsen: 
., 13,9:1 - 13,86 0,08 

die gesamte Zusammendrucknng um -- 1200-- = 1200 cm, 

0,89 - 0,75 0,14 
1200 1200 " 

bleibende 
" 

dagegen hat abgenommen: 
13,11 - 13,05 0,06 

die federnde Zus3mmendrückung um -- 1200 = 1200 cm. 

Die ferne:e Wiederholung de" Wechsels zwischen Belastung mit 
P = 10000 kg und Entlastung führt schließlich zu dem Ergebnis, 
daß sich nach viermaliger Belastung und Entlastung die gesamten, 
bleibenden und federnden Zusammendrückungen nicht mehr oder -
mit Rücksicht auf den Genauigkeitsgrad unserer Messungen - doch 
nur noch unerheblich ändern l ). Ihre Endwerte betragen 

Ä = 1~,~3 cm Ä' = 1,04 cm }, __ ;: = ~~,99 cm. 
1200' 1200' 1200 

W'ir unterwerfen jetzt den Zylinder einem Belastungswechsel 
zwischen P = 20000 kg, entsprechend 

P 20000 
0= f = ~~o,27 = 397,9 kg/qcm 

und P = 0 mit dem Erfolg, daß der erste Wechsel 
" __ 30,~ " _ 3,06 , _)..' = 27,3~ 
/, ---:- 12)() CI1l, A - 1200 cm, I. 1200 cm 

ergibt, und daß der elfte Wechsel zu den Endwerten 
"31,20 ", 3,95 . " 27,25 
A. = 12JO cm, /, = 1200 cm, A - /. = 1200 cm 

1) Rasches Erreichen des Endzustandes pflegt sich - selbst wenn es der 
~atur des Materials entspricht - nur im Falle sehr sorgfältiger Durchführung 
des Versuchs einzustellen. Bei Fehlern in dieser Richtung schwanken die Wertp 
für A bei dpn einzelnen Belastungswechspln mehr oder minder auf und nieder. 
ohne daß diese Abwpichllngpn dureh das untersuchte )laterial bedingt werden. 
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führt. Die Temperatur im Versuchsraum steigt während des 1'2 maligen 
Belastungswechsels von 16,3 auf 16,4° C, also um 1/10° C. 

Der Belastungswechsel zwischen P = 30000 kg, entsprechend 
30000 

(J = 50,27 = 596,8 kg/qcm 

und P = 0 liefert zu Anfang die Zahlen 
). 48,66 ;.: 6,18 

= 1200 cm, = 1200 cm, 
). _).' = 42,48 cm 

. 1200 • 
nach zwö)fmaliger Wiederholung, die noch immer eine geringe Nei
gung zum Wachsen der gesamten Zusammendrückungen erkennen 
läßt, die Werte 

, 49,50 
A= 1200 cm, 

A' 7,49 
= 1200 cm, ), - ).' = <t;~~ cm 

1200 . 
Die Temperatur bleibt während des ganzen Versuchs unveränderlich 
16,4° C. 

Aus dem Vorstehenden erkennen wir folgendes. 
Es sind dreierlei Längenänderungen zu unterscheiden: die ge

samte, die bleibende und die federnde Längenänderung. 
Werden für den untersuchten Gußeisenzylinder die Endwerte 

ins Auge gefaßt, so beträgt die bleibende Längenändenmg 
104 

bei (J = 198,9 kg/qcm T4'-()3- 100 = 7,4% der Gesamtlängenänderung, , 
3,95 00 27 

" (J= 397,9 .' 31,20 1 = 1 ,,, " 

7,49 
" a = 596,8 " 4950 100 = 15,1" " , 

Je größer die Belastung des Stabes, um so bedeutender fällt die 
bleibende Längenänderung aus; sie beginnt bei dem untersuchten 
Gußeisen schon für sehr kleine Belastungen. Um so mehr Belastungs
wechsel werden auch unter sonst gleichen Umständen zur Erreichung 
des Endzustandes (Ausgleichs) erforderlich. 

Die federnden Längenänderungen bleiben um so mehr hinter 
den gesamten zurück, je stärker der Körper belastet wird. Wir sehen, 
daß die Änderungen, die die Zylinderlänge infolge der Belastung er
fahren hat, um so vollständiger verschwinden, je weniger groß sie 
waren. 

Jedem Körper wohnt die Eigenschaft inne, unter der Einwir
kung äußerer Kräfte eine Änderung seiner Gestalt zu erfahren und 
mit dem Aufhören dieser Einwirkung die erlittene Formänderung 
mehr oder minder vollständig wieder zu verlieren. Insoweit er die 
erlittene Formänderung wieder verliert, d. h. zurückfedert, wird er 
als elastisch bezeichnet. Ist die Rückkehr in die ursprüngliche Form 



§ 4. Längenänderungen verschiedener Stoffe. 

eine vollständige, so spricht man von "vollkommen elastisch". 
Bei den vorstehend besprochenen Versuchen ist die federnde Längen
änderung diejenige, die hiernach als die elastische gelten kann. 

Stellen wir die für den untersuchten Gußeisenzylinder gewon
nenen Ergebnisse in Fig. I bildlich dar derart, daß zu den Be
lastungen oder Spannungen als senkrechten Abszissen (nach abwärts 

Fig.1. 

gehend, da es sich um Druckspannungen handelt) die jeweils erhaltenen 
Endwerte der Zusammendrückungen als wagrechte Ordinaten auf
getragen werden, so erhalten wir den strichpunktierten (_. _._) 
Linienzug als Linie der gesamten Zusammendrückungen, den gestri
chelten (- - - -) als Linie der bleibenden und den ausgezogenen 
als Linie der federnden Zusammendrückungen. Deutlich erhellt aus 
dieser Darstellung, daß die Zusammendrückungen, sowohl die gesamten 
als auch die federnden - jedenfalls innerhalb der Spannungsgrenze, 
bis zu der sich die Untersuchung erstreckt hat - stärker wachsen 
als die Belastungen, daß also bei dem untersuchten Gußeisen Propor
tionalität zwischen beiden nicht besteht. Ebenso scharf zeigt dies 
die folgende Zusammenstellung, die in den Spalten 3, 5 und 7 die Unter
schiede der Zusammendrückungen für das Fortschreiten der Belastung 
um je 10000 kg angibt. 
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.. . .. 

Zusammendrückungen auf 50cm in 1/1200cm 

Bclastungsstufe gesa,mte bleibende federnde 
kg.'qcm Unter-

\ 

Unter- Unter-
schied schied schied 

: - ---- ; _---I 
I 2 i 3 4 I 5 6 I 7 

! I I 0 0 0 I 0 I 

0 und 198,9 ,14,03 i 14,03 
I 

1,04 12,99 
I 1,04 12,99 

0 397,9 31,20 \ 

17,17 2,91 14,26 

" 
I 3,95 27,25 
i 18,30 3,54 

\ 

14,76 
0 

" 
596,8 49,50 

i 
7,49 42,01 

Berechnet man die durch GleichUIlg 3, § 2 bestimmte Dehnungs
zahl Cl unter Zugrundelegung der federnden Zusammendrückun
gen 1 ) für die erste Belastungsstufe, so findet sich: 

für die Belastungsstufe 0 und 10000 kg 
12,99 1 1 

(( = 1200 . 50 10000: 50,27 = '" 919000 = 1 ,088 Milliontel, 

für die Belastungsstufe 0 und 20000 kg 
27,25 1 1 

Cl= 1200.50 20000: 50,27 = '" 876000 = 1,142 " 

für die Belastungsstufe 0 und 30000 kg 

ce = 1~~\0 300001: 50,27 = '" 85~OoO = 1,173 

1) Sofern im späteren nicht ausm ücklich etwas anderes bemerkt wird, 
.sollen der Bestimmung des Zusammenhanges zwischen Dehnungen und Span
nungen immer die federnden (elastischen) Dehnungen zugrunde gelegt werden. 

In Sonderfällen kann Veranlassung vorliegen, neben der so bestimmten 
Dehnungszahl auch noch diejenige für die gemmten Dehnungen oder die Deh
nungsreste zu verwenden; dann wird allerdings eine Unterscheidung notwendig: 
etwa Dehnungszahl der Federungen, Dehnungszahl der gesamten Dehnungen 
und Dehnungszahl der Dehnungsreste oder der bleibenden Dehnungen. Der 
Begriff Elastizitätsmodul würde für diese Unterscheidung nicht wohl verwendet 
werden können. 

Dabei ist im Auge zu behalten, daß die Entwicklungen der Elastizitäts
lehre nur elastische Formänderungen vorauszusetzen pflegen, von denen über
dies angenommen wird, daß sie bei Wiederholung der Belastung die gleiche 
Größe behalten. 

2) Wie ersichtlich, läuft dieses Verfahren daranf hinaus, daß die Kurve der 
Dehnung.lU OP1P2PS' Fig.2, für diese BelastungBBtufe durch die gerade Strecke 
(Sehne) OPa ersetzt wird. Die so ermittelte Dehnungszahl 

a=-=~ 
<13 
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d. i. ausgesprochen wachsend mit höher liegender Spannungsstufe 
d. h. mit zunehmender Spannung. 

Hiernach ist festzustellen, daß durch Gleichung 2, § 2, d. h. durch 
f = I: (J, worin (( als Konstante gilt, der Zusammenhang zwischen 
den Dehnungen e und den Spannungen (J für das untersuchte Material 
nicht zum Ausdruck gebracht wird. 

I .... egt man die allgemeinere Gesetzmäßigkeit (vgl. S. 104 u. f.) 

1) 

zugrunde und wählt man für das gepriifte Gußeisen 

1 
a = i:;20000' m = 1,0385, 

setzt also 

1 e= ---- 0 1,0685 
1320000 

2) 

so zeigt felgende Zusammenstellung: 

ist dann gleich der Tangente des Winkels, unter dem die betreffende Sehne gegen 
die a-Achse geneigt erscheint, während der richtige Wert für Punkt P3 der Deh
nungskurve die Neiglmg der Tangente an dieselbe sein wird, d. h. 

de 
a=do· 

Um eine bessere Annäherung zu erhalten, 
kann man auch so vorgehen, daß die Kurve ...:LL,.. ____ .,-__ --,-_ ...... 

OP1P 2 P3 durch gerade Strecken ersetzt wird, 
die Sehnen derselben bilden. Beispielsweise 
für die Stufe der Spannungen "1 und "2, denen 
die Dehnungen PI und '2 entsprechen, 

a '::.:::::: f'2 - E1 

"2-°1 
Je kleiner man die Strecken, d. h. je 

niedriger man die Höhe der betreffenden Span
nungsstufe wählt, umso genauer erhält man Cl 

fül' diese Strecke. Im Grenzfall wird a = ;;. 

1 
I 
I 
1 
I 
I 
1 
1 
1 
1 

,.,1 
'-"I 

1 
I 
I 
i 
I 
I 
I 
I 

I 
I 
I 
I 
1 
I 

ot l 
I 
I 

tJ 

6., 

"2 

Im Falle von vornherein keine aus- 63 
reichende Sicherheit dafür besteht, daß die ~ 
Dehnungslinie OP1P2 P3 unabhängig von der F' 2 Ig •. 
Art der Versuchsdurchführung erhalten wird 
(Belastungswechsel zwischen 0 und PI> 0 und 
P2 , 0 und P3 oder zwischen 0 und PI' PI undP2 , P2 und Ps), so empfiehlt es sich, 
di~ Berechnung der Dehnungszahl der Versuchsdurchfühtung entsprechend vor
zunehmen (vgl. in bezug hierauf S. 28 und 29, sowie S. 111 und 112). Um die 
Krümmung der Dehnungslinie in der Rechnung deutlicher hel VOl treten zu lassen, 
wird trotzdem häufig anders verfahren. 
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Spannungsstufe 

in kgfqcm 

o und 198,9 
o " 397,9 
o " 596,8 

Einleitung. 

Federung auf 50cm in 1!t2oacm' 

beobachtet i berechnet nach 
GI. 2 

12,99 
27,25 
42,01 

12,99 
27,25 
42,03 

eine sehr gute übereinstimmung zwischen dem, was beobachtet wurde, 
und dem, was die Rechnung liefert. 

Die Linie der bleibenden Zusammendrückungen in Fig. I 
löst sich schon bei kleinen Spannungen von der senkrechten Abszissen
achse, um sich nach der Achse der Zusammendrückungen zu krümmen. 
Das vorliegende Gußeisen, in dem Zustande, in dem es sich befindet, 
erweist sich demnach selbst für diese kleinen Spannungen nicht als 
vollkommen elastisch. 

Die Linie der bleibenden Zusammendrückungen kann insofem 
von praktischer Wichtigkeit erscheinen, als sie Auskunft darüber 
gibt, welche bleibende Zusammendrückung bei einer bestimmten fu
ansprtlchnahme des Körpers zu erwarten ist. Zu diesem Zwecke ließe 
sich in ganz gleicher Weise, wie dies oben für die federnden Zusammen
drückungen durch Gleichung 2 geschehen ist, eine Beziehung zwischen 
Spannung und bleibender Zusammendrückung feststellen. 

In der Regel muß von den Konstruktionen gefordert werden, 
daß bleibende Formänderungen so gut wie nicht auftreten oder wenig
stens eine gewisse Grenze nicht überschreiten. Dementsprechend 
kann man in der Linie der bleibenden Zusammendrückungen (vgl. 
Fig. 1) einen Punkt, den wir Z nennen wollen, annehmen, bis zu dem 
hin die bleibenden Zusammendrückungen als verschwindend oder 
doch genügend klein erscheinen; man erhält dadurch in deI!l zuge
hörigen Höhenabstand einen Spannungsgrenzwert, unterhalb dessen 
die bleibenden Zusammendrückungen vernachlässigbar erscheinen. 
Diese Spannung kann in übereinstimmung mit bisheriger Auffassung 
als Elastizitätsgrenze bezeichnet werden. 

Wie klar ersichtlich, ist der Punkt Z nicht durch die Natur des 
Materials allein bestimmt. Diese setzt nur seinen geometrischen Ort 
- die Linie der bleibenden Zusammendrückungen - fest; seine Lage 
auf dieser Linie erscheint, sofem die bleibenden Zusammendrückungen 
nicht verschwindend klein sind, zu einem bedeutenden Teile von dem 
persönlichen Ermessen desjenigen abhängig, der über die höchste 
noch für zulässig erachtete Größe der bleibenden Zusammendrückung 
zu entscheiden hat. Daß hierbei auch der besondere Zweck des Gegen
standes, um den es sich handelt, sowie die gewählte Meßlänge der Probe-
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stäbe und der Genauigkeitsgrad der verwendeten Meßinstrumente 
Einfluß nehmen können, ist selbstverständlich. In neuerer Zeit be
zeichnen einzelne Werke, wie z. B. die Firma Fried. Krupp A.-G. in 
Essen, als Elastizitätsgrenze diejenige Spannung, bei der die bleibende 
Dehnung den Betrag von 0,03°/0 der Meßlänge des Probestabes erreicht. 

Ober ähnliche Festsetzungen hinsichtlich der Streckgrenze vgl. S.ll. 
Ganz das gleiche, was hier zunächst hinsichtlich Zusammen

driickungen gesagt worden ist, gilt auch in bezug auf Verlängerungen, 
weshalb in den folgenden Bemerkungen ganz allgemein von Deh
nungen (positiven und negativen) gesprochen werden soll. 

Die Vermengung der Elastizitätsgrenze mit der Pro portio
nalitätsgrenze, indem man ausspricht: die Elastizitätsgrenze ist 
diejenige Spannung, bis zu der die Dehnungen nach dem Entlasten 
vollständig oder doch nahezu ganz wieder verschwinden, d. h. sich 
also das Material vollkommen oder doch nahezu vollkommen elastisch 
verhält, und ferner, daß innerhalb der Elastizitätsgrenze Proportio
nalität zwischen Dehnungen und Spannungen bestehe, erscheint hier
nach mindestens im allgemeinen unzulässig. Sie läuft selbst in den 
meisten derjenigen Fälle, in denen Proportionalität zwischen Deh
nungen und Spannungen besteht, darauf hinaus, daß durch das mehr 
oder minder willkürliche Festlegen des oben genannten Punktes Z 
auf der Linie der bleibenden Dehnungen oder Dehnungsreste gleich
zeitig der Linie der Federungen oder auch der Gesamtdehnungen, 
falls man diese zur Grundlage nehmen will, vorgeschrieben wird, auf 
welche Strecke sie mit einer Geraden zusammenzufallen hat, oder daß 
dem Punkte Z der Dehnungsrest-Linie dieselbe Abszisse aufgezwungen 
wird, die der Endpunkt der geraden Strecke in der Kurve der Fede
rungen bzw. der Gesamtdehnungen besitzt. 

Gußeisenkörper 11. (1910.) 

(Zug.) 

Material: Graues Gußeisen, wie es zu Maschinenteilen Verwen-
dung findet, in Form eines abgedrehten Rundstabes. 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,00 cm 
Querschnitt . 3,14 qcm 
Meßlänge . 10,00 cm 
Der Stab, der schon mehrfach Zugbeanspruchungen bis zu 

637 kg/qcm erfahren hatte, wurde in einer liegenden Prüfungsmaschine 
der Zugprobe unterworfen. Die Belastung und Entlastung wurde -
wie beim Gußeisenkörper I - jeweils so oft wiederholt, bis die ge
samten, bleibenden und federnden Verlängerungen sich nicht mehr 
änderten. Als Anfangsbelastung des Stabes diente nicht, wie beim 
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Gußeisenkörper I, P ~ 0, sondern P =~ 400 kg ent;;prechend () =~ 
400: 3,14 = 127 kgjqcm, um Bewegungen (Verschiebungen) de;; wag
lecht liegenden Stabes, die sich bei vollständiger Entlastung einzu
;;tellen pflegen, fernzuhalten . Bei der ersten Spannungsstufc fand 
"Vechsel statt zwischen P = 400 und P = 800 kg, bei der zweiten 
zwischen 800 und 1200 kg, bei der dritten zwischen 1200 und 1600 kg 
und bei der vierten zwischen 1600 und 2000 kg. Im Gegensatz zu 
dem Verfahren beim Gußeisenkörper I begann hier jede Belastungs
stufe mit derjenigen Kraft, mit der die vorhergehende Stufe geendet 
hatte. Die Schlußergebnisse sind im folgenden zusammengestellt: 

Spannungsstufe 
kg/qcm 

127 und 255 
255 382 
382 510 
510 637 

1. Versuchsreihe. 

Verlängerungen auf 10 cm Länge in 1/1000 cm 

bleibfnde fEdernde 
gesamte 

Einzelstufe Summe . Einzelstufe Summe 

2 3 4 5 6 

1,21 0,02 O,O~ 1,22 1,22 
1,38 0,09 0,11 1,29 2,51 
1,46 0,14 0,25 1,32 3,83 
1,46 0,16 0,41 1,30 5,13 

Derselbe Stab wurde hierauf nochmals geprüft, jedoch derart, 
daß jeweils beim Entlasten auf die Anfangsbelastung P = 400 kg, 
entsprechend () = 127 kg/qcm, zurückgegangen wurde, oder Wechsel 
stattfand zwischen 

P = 400 und 800 kg, P = 400 und 1200 kg, P = 400 lind 1600 kg, 
P = 400 und 2000 kg. 

Die Endergebnisse sind die nachstehenden: 

2. Versuc hsreihe. 

Verlängerungpn auf 10 cm in 1\000 cm 

Spannungsstuft' 
kgjqcm 

127 und 255 
127 382 
] 27 510 
] 27 637 

gesamte I blei~:de 
2 3 

1,22 0,00 
2,57 0,00 
4,04 0,00 
5,53 0,00 

federnde 

Summe UnterEchied 

4 5 

1,22 1,22 
2,57 1,35 
4,04 1,47 
5,53 1,49 
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Vergleicht man die Werte der Spalte 6 der eri:>ten Zusammen
stellung mit denjenigen der Spalte 4 der zweiten Zusammenstellung. 
so erkennt man, daß der erste und zweite Versuch das gleiche llur 

für die erste Spannungsstufe ergeben haben. Dagegen zeigt der Ver
gleich der Spalten 2 fast genau denselben Endwert, nämlich 

1,21 + 1,38 + 1,46 + 1,46 = .5,54 gegen 5,53. 

Berechnet man die durch Gleichung 3, § 2, bestimmte Dehnungs
zahl (( unter Zugrundelegung der 'federnden Verlängerungen für die 
4 Belastungsstufen, so findet sich aus dem 1. Versuch für die einzelnen 
Belastungsstufen : 

1,22 1 
erste (( = ---- ~---

1000·10 (800-400):3,14 
1 1) .. 

= '" 0= 0,958}IIihontel 
1044000 

1,2) 1 
zweite Ci= --- - ----- ------ - --- =~ '" 

1000·10 (1200-800) :3,14 

1 1) 

987500 
1,013 

1,32 1 
dritte ct = - -- - ---.-~ --- - ----- = '" 

1000·10 (1600-1200) :3,14 

1 1) 
965000 =c= 1,036 

1,30 1 vierte Ci = - - - - -- -- ~-- ------ -- -
1000·10 (2000-1600):3,14 

1 1) 
= '" ------- - = 1,021 

980000 

Die Dehnungszahl wächst also zunächst und nimmt später wieder 
ab. Das Potenzgesetz c= aar>! würde daher in diesem Falle nur dann 
anwendbar sein, wenn die oberste Belastungsstufe nicht in Betracht 
gezogen wird. 

Gußeisenkörper III. (1896.) 

(Druck.) 

Material: Graues,. zähes Gußeisen, wie es zu Maschinenteilen 
Verwendung findet, in Form eines Hohlzylinclers, der innen sorgfältig 
ausgebohrt und außen abgedreht ist. 

Äußerer Durchmesser 
Innerer Durchmesser 
Mittlere Wandstärke 

Querschnitt . 

20,50 cm 
18,54 .. 

0,98 .. 

~ (20,5 2 ~ 18,54 2 ) =.~ 60,1 qcm 

Länge . 100,00 CIl1 

Meßlänge 75,00 ,. 
Der Zylinder, der bereits vorher mehrfach Druekversuchen bis 

reichlich 1000 kgjqcm Belastung unterworfen worden war, wurde in 
einer senkrechten Prüfungsmaschine der Drllckprobe unterzogen. Die 
Belastung und Entlastung wurde dabei - ganz wie beim Gußeisen-

I} Vgl. Fußbernerkung 2. S.24. 
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körper I - jeweils so oft wiederholt, bis die gesamten bleibenden 
und federnden Zusammendrückungen sich nicht mehr änderten. Die 
Endergebnisse der 6 Versuchsreihen sind im folgenden zusammen
gestellt. 

Spannungsstufe Zusammendrückungen auf 75 cm Länge in 1/600 cm 

kgjqcm gesamte bleibende fe~ernde 

o und 166 7,72 0,12 7,60 
0 333 16,07 0,19 15,88 
0 

" 
499 24,79 0,19 24,60 

0 666 33,65 0,23 33,42 
0 " 

83'2 42,61 0,27 42,34 
0 

" 
998 51,67 0,36 51,31 

Hiernach betragen die Unterschiede der federnden Zusammen
drückungen 

für den Spannungsunterschied o und 166 kgjqcm 7,60 

" 
166 333 8,28 
333 499 8,72 

" 
499 666 8,82 
666 832 8,92 

" 
832 998 8,97 

zeigen also - ganz in Übereinstimmung mit dem für den Gußeisen
körper I Gefundenen - namentlich zu Anfang ausgeprägt stärkere 
Zunahme als die Spannungen. 

Die bleibenden Zusammendrückungen sind hier weit kleiner, was 
eine Folge davon ist, daß der Zylinder bereits vorher mehrfach stark 
belastet worden war. 

Werden zur Prüfung der Brauchbarkeit der durch Gleichung 1 
ausgesprochenen Gesetzmäßigkeit die mittels der Methode der kleinsten 
Quadrate bestimmten Werte 

1 
[( = 1381700' m= 1,0663 

m die Rechnung eingeführt, wird also 

1 . 
E = -~~-~~~-~-~ 0 1,066.1 

1381700 . 
. 3} 

gesetzt, so findet sich die folgende Zusammenstellung: 



Spannung 

" 

166 kg/qcm 
333 
499 
666 
832 
998 

§ 4. Längenänderungen vcrschiedencr Stoffe. :\1 

beobachtet 

7,CO 
15,88 
24,60 
33,42 
42,34 
51,31 

Federung auf 75 cm in l.'soo cm 

berechnet nach 
GI. 3 

7,5!) 
15,94 
24,54 
33,38 
42,32 
51,38 

-0,01 d.8. - 0,13% 
+0,06 " -I- 0.38 " 
- 0,06 - 0,24 
- 0,04 - 0,12 " 
- 0,02 - 0,05 
-t007 -L014 I I' I , 

Die Übereinstimmung der Werte in der zweiten und dritten Spalte 
muß ebenfalls als eine sehr gute bezeichnet werden. 

-E~~~~~~~~~~~~~~--------~o 

--- -166 

---------- - - 333 

------------ -T99 

• - - ------ -------- ~666 

118.3~, 

JI 
~99S ------------t- 6~:~-o'aol1'12 --

:;1 

~I 
I 

- -------------------------- - ----- - ---.11200 
,F,g.:3. 

In Fig. 3 sind nach dem durch Fig. 1 gegebenen Vorgange zu den 
Spannungen als senkrechten Abszissen die Federungen als wagrechte 
Ordinaten aufgetragen und so die durch Kreuze hervorgehobenen 
Punkte erhalten worden. Die ausgezogene Kurve ist die durch Gleichung 
3 bestimmte Linie. Wie ersichtlich, treffen die durch Beobachtung 
erhaltenen Punkte fast ganz genau auf diese Linie. 

Gußeisenkörper IV. (1898.) 

Material wie unter I und III bezeichnet, durch Bearbeitung am 
prismatischen, der Messung unterworfenen Teile von der Gußhaut 
b:,freit. 
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Querschnitt des mittleren prismatischen Teiles 6,99. 7,00 = 48,9 qcm 
Länge ,," "" 54,5 cm 
Meß1.ii.nge . . . . . . . . . . .... . . . 50,0" 
Gewicht . . . . . . . . . . . .. . . . 29,55 kg 

Belastung und Entlastung wurden - ganz wie im Fall I, II und 
III - 80 oft gewechselt, bis die gesamten, bleibenden und federnden 
Dehnungen sich nicht mehr änderten. 

Der vorher noch nicht belastet gewesene Körper wurde zunächst 
in einer senkrechten Maschine auf 

Zug 
beansprucht und dabei jeweils vollständig von der Zugkraft der Ma
schine entlastet, so daß sein Querschnitt in der Mitte nur noch belastet 
war durch das halbe Eigengewicht und durch die in Betracht kommen
den Teile der Meßvorrichtung. 

Diese Belastung des mittleren Querschnittes durch das Eigen
gewicht und . durch den Anteil des Gewichtes der Meßvorrichtung 
betrug rund 21 kg, entsprechend 

21 
489-= 0,43 kgjqcm. , 

1. Versuchsreihe. 
Temperatur nahezu unveränderlich 19,2° C. 

Belastungsstufe in kg I Verlängerungen auf 50cm in 1!600 cm 

Pogesamte I bleibende I federnde 

21 und 1000 \ 0,43 und 20,45 1
1 

0,575 I 0,00 0,575 
21 " 5000 0,43 ,,102;25 3,405 0,105 3,30 
21 ,,10000 0,43 " 204,5 1 7,55 0,565 6,985 
21 ,,15000 0,43 " 306,75 12,405 1,385 11,02 
21 ,,20000 0,43 ,,409,0 18,255 2,82 15,435 

Der Versuch wird wiederholt. 

2. Versuchsreihe. 
Temperatur nahezu unveränderlich 19,1 0 C. 

Belastungsstufe in kg Verlängerungen auf 50cm in 1!600cm 

p 0 gesamte I bleibende I federnde 

21 und 
I 

10,22 0,245 

I 
0,00 I 0,245 500 I 0,43 und 

21 
" 

1000 0,43 
" 

20,45 0,59 0,00 I 0,59 
21 

" 
5000 0,43 

" 
102,25 3,37 0,01 I 3,36 

21 
" 

10000 0,43 
" 

204,5 7,105 0,02 7,085 
21 

" 
15000 0,43 

" 
306,75 11,14 0,035 11,105 

21 
" 20000 0,43 

" 
409,5 15,465 0,10 15,365 
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Hiernach ergibt die zweite Versuchsreihe eine ganz bedeutende 
Herabminderung der bleibenden Dehnungen, eine Folge des Umstandes, 
daß der Körper bereits einmal den Belastungen ausgesetzt gewesen 
ist. Ungefähr den Beträgen entsprechend, um welche die bleibenden 
Dehnungen zurückgegangen sind, erscheinen die gesamten Dehnungen 
kleiner. Die federnden Dehnungen haben sich nur wenig geändert, 
wie folgende Zusammenstellung erkennen läßt: 

l. Versuch 0,575 3,30 6,985 11,02 15,435 

2 Versuch 0,59 3,36 7,085 11,105 15,365 

Unterschied +0,015 +0,06 +0,100 +0,085 - 0,070 

in % 2,6 1,8 1,4 0,8 -0,45. 

Bis auf das letzte Zahlenpaar zeigt sich eine kleine Zunahme 
der Federung. Bei Beurteilung dieser Ausnahme muß im Auge be
halten werden, daß das Material bei dem zweiten Versuch bereits 
allen Belastungen bis 20000 kg (409 kgjqcm) vorher unterworfen 
gewesen war, infolgedessen, wie schon bemerkt, seine· Neigung zu 
bleibenden Formänderungen vermindert worden ist. Sein Zustand 
erscheint deshalb nicht mehr als der gleiche wie bei der ersten Ver
suchsreihe. Erwartet darf werden, daß der Unterschied in den Fede
rungen verhältnismäßig um so kleiner ausfällt, je mehr sich die 
Beanspruchung der Endbelastung nähert, die bereits vorher wirk
sam gewesen war. Das zeigen aber auch die Zahlen, die den Unter
schied--in Hundertteilen angeben. 

Ferner darf bei Beurteilung des Unterschiedes nicht übersehen 
werden, daß die Beobachtung nur bis zur Feststellung der Zahlen 
der zweiten Dezimalreihe reicht, daß also nur bis 0,01 abgelesen wer
den kann, und daß die hierbei auftretenden Unsicherheiten, sofern 
noch der Grad der Genauigkeit, mit der die belastende Kraft bestimmt 
werden kann, ·Berücksichtigung findet, bei kleinen Belastungen 1 % 
recht erheblich überschreiten können. 

Werden für die Koeffizienten {( und m der Gleichung 1 solche 
Werte eingeführt, daß 

1 
15= (11,083 

1338000 
4) 

und sodann die aus Gleichung 4 berechneten Längenändenmgen mit 
den arithmetischen Mitteln aus den federnden Dehnungen der beiden 
Versuchsreihen in Vergleich gestellt, so ergibt sich: 

c. ßac h. Elastizität. 8. Autl. 3 
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Spannungsstufe in kg1qcm V"rsuchsmittRlwcrt. 
Berechnet 
nach GI." UnterschIPd 

0,43 und 10,22 0,245 0,269 ~ 0,024 
0,43 20,45 0,58 0,580 0,000 
0,43 102.25 3,33 3.357 ·-0,0'27 
0.43 204,5 7,035 7.122 ,-0,087 
0,43 306,75 II ,06 1] .054 0,006 
0.43 409.0 15.40 15,097 0.30a 

Die Übereinstimmung zwischen den Vensuclu;l1Iittelwerten lind 

dcn berechneten Größen befriedigt hier. namentlich bei der untersten 
und der obersten Belastungsstufe, nicht ganz. 

Der Körper wird hierauf in einer senkrechten Prüfnng'Hnaschine auf 
Druck 

beansprucht und darauf jeweils ganz vom Druck der Ma;;chine ent~ 
lastet, so daU als Belastung des mittleren Querschnittes sein halbe" 
Eigengewicht und das Gtlwicht des oberen TeilpN dpr l\ipß,'orrichhlllg 
,'prbleiht. zusammen 24 kg, entsprechend 

2l 
=c Il 49 kg iflt"lll 4.8.9 ., i • 

Die ErgellJlislSe, welche die zunächst durchgeführten zwei Ver~ 

",whsreihen 3 und 4 lieferten, sind im folgenden zusammengestellt. 
Die 3. Versuchsreihe zeigt sehr bedeutende bleibende Zusammen

drüekungen, was zn erwarten stand, nachdem der Körper vorher Zug
belastungen ausgesetzt' worden war. Während der darauf folgenden 
Belastungen der 4. Versuchsreihe wurden bleibende ZusamJllendrük~ 

kungen nur noch bei der höchsten Belastlll\g hpohachtet. Die federnrlen 
Zusa mmendrücknngell :o;timmen gilt üherein. wie die folgende Zllsa Ill

menstellung erkennen läßt. 

:l. Vt'I"HuchRreih,· 4. Versuchsreihe 
T"mpcratul" nah,'zu uno Temperatur nahezu 111\· 

B"laHtungRHtufl' in kg vPI'ändprlich 19,3" C. vpränderlich 19,'2° ('. 
Zusammendliickungen ZusammendrückungE'J1 
auf 50 cm in 1 ",li' (111 nuf 50 cm in 1/00n cn1 

-_._----~-

'" ..si "0 

~ J:i " '" 1? -g 
p S Qi 9 ii 

0 ~ :3 c:; :e a 00 '1) "0 

'" ~ 
-c:: '" '" 2 oe '" ~c ;;:; .:;:; .... 

'24 \I. ;~O24 0,4911. 61. 84 1 2,05 O.OIl 2,05 
24 .. 5024 0,49., 102.74 3.75 0.285 :~.4(j5 :H5 0.00 i '~,4!) 

24,. } 0024 0,49 .. 204.99 8.11 1,095 7.015 7.02 o,on i 7.02 I 
24 .. 150'24 0.49 .. :{07.24 12.75 2.02 10.7:1 10.75 0,00 10,75 
24 .. '20024 0.49 .. 409.49 17.555 3.005 14.55 14.48 0.00 HA8 
24,. 25024 0,49 .. !)11./4 22.:335 4,01 18.325 18,34- 0,09 18,25 



3. V f'['sllChsreihe :3,465 7,015 1O,i3 14,55 
4. 3,45 7,02 10,75 14,48 

~ 

Unterschied ~~ 0.015 +-0,005 0,02 - 0,07 
in % . (jA ·1- 0.07·10.2 .. 0,5 

Werden fii-r dir Zahlen (( und m drr Gleichung 1 dir Wf'rte 
I 

(( = 1 043000 lind rn c~, 1.035 

(·ingefiihrt. also 

IS,325 
18,25 

~~ 0,075 
-004 

1 I ,. ,.. _--:::::......: __ ~ _ (j ,0:,., 

1043000 
. 5) 

gesetzt und Bodann die hiermit hel'eehllcten ZusallllIlendrückungcn 
mit. den arithmetischcn Mitteln aus den fedcmden ZlIsammendrückungen 
der heiden Versuchsreihen in Vergleich gebracht, 80 findet sich: 

Spannungsstufe in kg!qelJl Versllchsmittelwert Berechnet Unterschied nach GI. i'i 

0.49 und 61,84 2,O!) 2M (1,01 
0,49 102,74 :~,46 :U,6 0,00 
0,49 204.99 7,02 7.09 1~0,07 

0,49 307,24 10.74 10.78 f- 0,04 
0,49 409,49 14,515 14,52 rO,005 
0.49 511.74 18.288 18.297 ~O.OO9 

Die Übereinstimmung zwischen den Versuehsmittelwerten unü 
den herechneten Größen muß als eine gute bezeichnet. werden. 

In Fig. 4 sind nach dem durch Fig. 1 gegebenen Vorgange für 
den ersten Z\lg~ lind für den crstell Druckversuch (Versuchsreihe 1 
lind 3) die Linienzüge der gesamten. hleibenden und federnden Deh~ 
lIungen eingetragen: ZugspanlluJlg~n nach ollen. positive Dehnungen 
nach rechts und Druckspunnungen !lach unten. negat.ive Dehnungen 
naeh links. Fig. 5 giht die gleiche Darstellung für den zweiten Zug
lind für den zweiten Druckversuch (VerHlIchsreihe 2 lind 4). 

Fassen wir (len ausgezogenen Linienzllg ,'on Fig. 4 ins Auge. 
HO zeigt sich. daß die Linie der Fedel'llllgen al11 der Zugseite Zll Anfang. 
(1. h. in der Nii,he clm; Koordinatenanfangs. also für kleine 8pannungen. 
etwas steil(·r vel'lii,uft als allf der Druckseite. /<'ür größere Rpannungell 
kehrt. sich das VerhiiltniH 1I11l. ZlI dem gleiehrn ErgdllliH führt eilw 
"charfe Bet! achtung "1) 11 J?ig. ;). 

lind 

Das gleiche lehren auch die Gleiehllngell 

1 
() l.()~l. gültig für Zuguela"tung 

1338000 

1 
1 0430()O 

(j t.O:L, , gültig fiir Drllckhelastullg. 

4) 
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Aus ihnen folgt, daß die Federung für die Spanmmg 1 heträgt 

1 
gegenüber Zug 1338000 = 0,747 Milliontel, 

gegenüber Druck 1 04! 000 = 0,959 

also im letzten Falle erheblich mehr als im erstell. 

• _____________ .&.15,.35.Q··· .. ··_·· ____________ 1 
I 600·50 ' , 

'f09,o ----7---------------------'- .. --- ---:;7 Ih .J#~/ 
~; It----·tF 

:/ .• 9f// 
4---- -------. ,;/ 
I , 
I / 
1 //' 

I!l ~ -a I ~. 

102,25'----- --

-c 

I 
/; I 

/, ~l 

1'7-- ---- 102.>4 
/' I 

// :' I 
,/ il 
------- -----51- 204,~' 

./' llj 
~ I • 

/ ~I 
0'"/ ('I'fl 

/~7"----I-· 
. }p-:.-- ------------- ---------J/---- 1f09,'9 

~ ;J;lI) 1/ J 
/ (11'/ .sI ~ 

,/ I ~ 
<~------- _ ____________________________ .L ______ 511,14 

: lSSt5 : .. -----------------1:600.50. 0,0008'08 - - - ----- - - - -------.. 

Fig.4. 

+c 

Für Spannungen größer als 1 wird der größere Exponent 1,083 
auf rascheres Wachstum der durch Zugkräfte veranlaßten Federungen 
hin wirken. Aus 
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1 0 1,08:l =~~ 1. (j l,oa:> 

1 338 000 1 0 l;~ 000 

Cl'gi I>t !-lieh die Rpallllllng 

o~~ 17U,4 kg/qcm, 

nach deren überschreitung die Federungen gegenüber Zugkräften 
größer werden aIR diejenigen gegenüber Druckbelastnngen. 

102,25 -- - -

-c +c 

:\::. 
------------- '20'199 

I ' 

~~------~--------- - ----- .307,24 

-------------- -------------" 4091~g 

Fig.5. 

Die gemachte Feststellung, hetreffend den anfänglich ~teileren 

Verlauf der Linie der Federungen gegenüber Zugkräften, widerspricht 
dem, was man hisher angenomnwll hatte. Sie widerspricht auch den 
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Werten der Koeffizienten t( und 'In, welche VeIfasser früher für einen 
der Zugprobe unterworfenen Gußeisenstab in der Zeitschrüt des Ver
eines deutscher Ingenieure 1897, 8.250, Gl. 9, sowie in der 6·. Auf
lage seiner Maschinenelemente. 8. 687. veröffentlicht hat. Eine da
hin gehende Untersuchung hat dazu geführt. daß hinsichtlich diesel'! 
Gußeisenstabes sich ein Irrtum eingeschlichen hat, so daß dieser Wider
spruch entfällt. Es muß zunächst dahingestellt bleiben, ob die be
zeichnete 'Feststellung allgemeine Gültigkeit für Gußeisen hesitzt oder 
nur für den untersuchten Körper gilP). Andere Versuche sprechen 
dafür, dal3 in der Mehrzahl der Fälle bei Gußeisen ein anfänglich stei
lerer Verlauf der Zug-Dehnungslinie nicht vorhanden ist, daß vielmehr 
für kleine Spannungen die Zug-Dehnungslinie fast genau so verlällft 
wie die Druck-Dehnungslinie. Die sich ergebenden Abweichungen 
dürften - jedenfalls zu einem Teile - auf den schon früher vom Ver
fasser festgestellten Umstand zurückzuführen sein, daß das gegen
seitige Verhältnis zwischen Zug- II nd Druckelastizität 
bei Gußeisen stark beeinfIußt wird davon, ob und in wel
chem Maße der uJ.1tersuchte Körper vorher belastet wor
den war. In dieser Hinsicht seien noch die folgenden Versuchsergeb
nisse mitgeteilt. 

Der zu den Versuehsreihen 1 bis 4 verwendete 

Gußeisenkörper IV. (1898.) 

wurde einem Druck von P= 90000 kg, d. i. 1841 kgjqClll, 15 Mi
nuten lang ausgesetzt und so dann den aus folgender Zusammenstellung 
ersichtlichen Belastungswechseln unterworfen. Da bei der Höhe der 
Belastung der Meßbereich des Instrumentes für eine Meßlänge des 
Körpers von 50 cm nicht mehr ausreichte, so wurde eine kürzere Me13-
länge. und zwar l =~ 15 cm - in der Mitte der früheren liegend 
gewählt. 

I) Um übel' diesen Punkt sowie übcl' einige andere Verhältnisse Klarht'it 
\w schaffen, hat Verfasscr Herrn Dr.-Ing. Otto Berner, damals AS/!istenten 
der i\iaterialprüfungsanstalt an der Techn. Hochschule Stuttgart, Anregung 
gegeben, Elastizitätsversuche mit Gußeisen und Flußeisen derart durchzuführen. 
daß ein und derselbe Körper der Zug. und Druckprobe unterworfen 
wil·d. wi~ in § 8 näher angegeben ist. Die Ergebnisse dieser Versuche sind in 
dN 1903 erschienenen Schrift von Berner: "Untersuchungen über den Einfluß 
dpl' Art und des Wcchsels der Belastung auf die elastischen und bleibenden 
FOI'mänderungen" veröffentlicht worden. HinsichtliC'h der Klarsu-lIungen. die 
dip H('hrift. hringt.. muß auf dieRe verwiesen werd!'n. 



Temperatur l'ichwankt zwischen 19.3 und 192 0 C. 

B{'lastungsstuf,' Zusamm!'ndrückungen auf In C111 

in kg in 1;600 cm 

p I (j gesamte bleibende federnde 

24 lind 5024 0,49 lind 10'2,74 0,96 0,00 0,96 
24 10024 0,49 204,99 2,00 0,00 2,00 
24 20024 0,49 409,49 4,15 0.00 4,l5 
24 30024 0,49 613,99 6,375 0,04 6,335 
24 40024 0,49 818,49 8,61 0,065 8,545 
24 50024 0,49 1022,99 10,92 0.10 10,82 
24 60024 0,49 1227.48 13,260 0.14 13,120 
24 700'24 0,49 1431.98 15.66 0,21 15,45 

Werden für die Koeffizienten (( 1Illd 111 der Gleichung I solche 
Werte eingeführt, rlal3 

6) 

u ud werden sodanIl die hieraus berechneten Zusalllmelldrückungen 
mit den beohachteten verglichen. so ergibt sich die folgende Zusam
menstelhmg. 

8pannungsstllfe in kg qem V"l'suehswl'rt Bercchnet Unterschü'd nal'h GI. ü 

0,49 lInd- 102.74 0,960 0,963 +0,003 
0,49 204,99 2,00 1.995 - 0,005 
0,49 409,49 4,15 4,137 - 0,013 
0,49 613,99 6,335 6,336 0,001 
0,49 818,49 8,545 8,575 0,030 
0,49 1022,99 10,82 10,814 0,006 
0,49 1227,48 13,125 13.136 + 0,011 
0.49 1431.98 15.45 10.44fl ~ 0.001 

Auch hier ist fhe Übereinstimmung der beobachteten und der 
auf Grund der Gleichung: 11 herechneten Zusammendrückungen 'eine 
sehr gute. 

Gleichung 5 verglichen mit Gleichung (j lehrt. r\al~ durch VOI'-

1 I 
hergegangene starke Dl1lCkbelastullg I: VOll auf 

1043000 12170()() 
vermindert. m dagegen VOll 1,035 auf 1,05'2 vel'größert wird. Hier
durch wird die Federung gegenülwl' Druck (Gleiehung 5 lind 6) der 
,Federung gegeniiher Zug (Gleichung 4.) genähert. 



JO Einlt'i t ung. 

Gußeisenkörper v. (1895.) 

:Ma terial von dem gleichen Cu ß wie Körper 1 V, bearbeitet. 

QlIcrschnitt des mittleren prisl1lntif'chcn Teiles 6,99·7.00 = 48,9 qCIll 

Gewicht. 29,81 kg. 

Zug. 

Nach vorhergegangener Belastung mit 40000 kg, entsprechend 
818 kg/qcm, was in der Regel hei Gußeisen für Zug als Üherlastung 
bezeichnet werden muß, wurde der Körper den aus folgender Zll
summenstellung ersichtlichen Belastungswechseln unterworfen. 

Temperatur schwankt zwischen 19,5 und 19,6° C. 

Belastungsstufe Federnde Verlängerungen auf 50 ('111 

in kg in 1/\\00 eill 

bcreehnet 
Untel'slhicd P " beubachtct I nach GI. 7 

21 1111(1 500 0,43 und 10,221 0,33 O,32(j -- 0,004 
21 1000 0,43 20,45 0,695 0,711 !-O,O 1 (j 
21 2000 0,43 40,90 1,53 1,536 -;-O,OOfi 
21 3000 0,43 61,35 2,41 2,405 -- 0,005 
2] 4000 0,43 81,80 3,295 3,304 -1-0,009 
21 5000 0,43 102,25 -t,l85 4,226 -'-0,041 
21 10000 0,43 204,50 8,96 9,072 -i 0,112 
21 20000 0,43 409,00 19,49 19,457 ~ (),O;3:~ 

Die Übereinstimlllung der beobachteten 1:'ederungen mit den <l1\f 

Grund eIer Gleichung 

1 
f'= -- - 0 1,1 

1150000 ' . i) 

oerechneten muß als eine befriedigende hezeichnet wenlell. 

Der Vergleich 
in Gleichung 4 
Körrer sowohl (( 

der Zahlen ,I'erte in Gleichung 7 mit denjenigen 
zeigt, daß sich für den vorher üherlasteteu 
alH aueh rn größer ergehen haben. 

Druck. 

Nach vorhergegangener Belastung llureh 90000 kg, entsprechend 
1841 kg/qcll1. 
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Temperatur '3chwankt zwischen 19,3 und 19,'2° C. 

Belastungsstufe 
in kg 

Federnde Zusammendrüc kungen 
anf 15 cm in '/000 cm 

p " 
I berechnet i . 

beoba('htet ' nach GI. 8 : UnterschIed 

24 lind 5024 . 0,49 und 102,74 ] ,012 1,024 +0,012 
24 10021 i 0,49 " 204,99 2,122 2,115 - 0,007 
24 20024 0,,19 409,49 4,445 4,373 -- 0,072 
24 30024 0,49 

" 
613,99 6,80 6,687 - 0,113 

24 40024 ·0,49 818,49 9,11 9,039 - 0,071 
24 50024 0,49 " 1022,99 11,47 11,420 - 0,050 
:Z4 60024 0,49 " 1227,48 13,845 13,824 - 0,021 
24 70024 0,4.9 ., 1431,98 16,245 16,247 -+-0,002 

Eine Prüfung der dritten und vierten Spalte zeigt auch hier, daß 
die uns 

1 
c = - ---- --- - ,,1,043. 

1124000 
8) 

berechneten Werte befriedigen cl mit den beobachteten übereinstimmen. 
Der Vergleich von Gleichung 7 mit Gleichung 8 bestätigt sodann 

die früher gemachte Beobachtung, daß die Linie der' Fedenmgen auf 
der Zugseite in der Nähe cles KooreÜnatel1anfanges etwas steiler ver
läuft als auf der Druckseite. 

Doch ist der Unterschied hier weit geringer als im Falle cles Guß
eisenkörpers IV (13. GI. 4. und 5). Es steht dies damit in Übereinstim
mung, daß auch bei let,zterem durch vorherige starke Belastung der 
Unterschied vermindert wurde (13. Gl. 5 und 6), 

Zusammenstellung der für die besprochenen Gußeisen
körper I, IV und Verhaltenen Elastizitätsgleichungen : 

Für Zug, 
wenn yo1'her nicht. helastet 

(Körper IV) f= 
1 

1338060 
",enn vorher stark belastet 

1 
(Körper V) 1-'= ,,1,1 

1150000 J 

Für DI'uck, 
\yenn vorher nicht belaHtet 

(Körper I) f'= 
1 10""'-r; J V~ ,) 

1320000 

4) 

7) 

2) 
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wenn vorher auf Zug und noch nicht durch Druck helastet 

(Körper IV) I;) 

wenn vorher stark durch Druck belastet 

(Körper IV) f =c~ I (i I.O.:>:! 

12] 7 non 6) 

(Körper V) f =~ (iI.04J< 

I ]24000 

Wie bereit,;; oben bemerkt, mulJ es zunächst noch dahingestellt 
hleiben. inwieweit die Ermittlungen, betr. das Verhältnis zwischen 
Zug- llnd Druckelastizität, allgemeine Gültigkeit haben, oder oh sie 
nur für die unter'Ruchten Chlßeisenkörper Geltung hesitzen. 

26,""1 

Fig.6. 

Bei Beurteilung der für t~ und rn der Gleichung 1 gewonnenen 
Zahlenwerte ist überdies im Auge zu behalten. daß sie sich unter der 
Voraussetzung ergeben, das Material sei auf der Meßlänge l von glei
cher Beschaffenheit und gleich dicht, es seien also bei prismatischer 
F'orlll des Versuclu'IkörperR vom Quersehnitt I sowohl die Spannung 



§ 4. Längenändel"ungen verlichit>dener Stoffe. 

P . 
(J = tals a,\Ich die Dehnung f = I~ an allen Stellen der Strecke 1 gleich 

groß. Daß diese Voraussetzung namentlich bei gegossenen Körpern 
Yon größerem Querschnitt. die Hohlstellen im Innern besitzen können 
und auch hinsichtlich der Dichte Veränderlichkeit zu zeigen pflegen 
derart, daß dieselbe von außen nach innen abnimmt, im allgemeinen 
nicht - jedenfalls nicht streng - eriiillt sein wird. liegt hei der Natur 
solcher Gußstücke auf der Hand. 

l1QJ..! ________________________ _ 

~ 1 ft'IQ,L ___________________________ _ 

~ 
-.:; 

~ 
1120,7 

%3 
191, 

160,1 

236.6 

Fig.7. 

T III allgemeinen ist, festzuhalten, da ß die Dehllullgszahl auch 
mit der Beschaffenheit des Gußeisens ganz erhehlich schwankt. und 
zwar "je! stärker als hei dem schmiedbaren Eisen lIud Rtahl. Dies 



Einkitung. 

i~t in erster Linie der verschiedellen Größe des Uraphitgehaltes 1.11-

zuschreiben. Gußeisen, das von Grallhit hei wäre, würde sich ähnlich 
wie Stahl verhalten, also eine kleinere nnd welliger veränderliche Deh
mmgszahl. besitzen. (Vgl. das unten zu Hartguß Bemerkte.) Auch (lie 
Dichte des Gusse" soweit sie VOll der Druckhöhe beim Gießen abhängt, 
ticheint die Dehnungszahl Zll beeinflussen. V gl. C. Bac h, Die Wider
standsfähigkeit VOll Rohren mit und ohne HiJ)pen, Zeitschrift cles V ('1'

eiues deutscher Ingenieure 1907, S. 1700 11. f. 
] 898 un(l 1899 durchgeführte Versuche mit GußeiHl'll von hoher 

Festigkeit (hochwertiges Gu ßeisen), ferner mit Gußeisen, das für H art
guß bestimmt, und mit 801ehem, das durch ganze oder teihH~ise 

Abschreckung in Hartguß ühergeführt worden war, gewähren einen 
lehrreichen Einblick 11ach dieser Richtung hin. So faml sich beispielk
weise für das hoc h wertige Gn ß eisen (duruhschniitliche Zugfestigkeit 
his rund 2400 kgjqcll1, durchschnittliche Biegungsfestigkeit nnhl'
arbciteter Qua<lratstiibe hi~ nmcl 440() kgjqcm) bei der Zllgprohe die 
Dehnuugszahl der 'Federung: 

Npmm ung"Ktllfp 

160,1 n1\([ 480,3 kgjqcm 

48ft,:; 800,5 

800,5 1120,7 

1120.7 l'!40,9 

144(,.9 1761,1 

Dehnungszahl 
1 

= (\.875 ~lilliolltel 
1143000 . 

1 
= 1.0:n 

97030& 
I 

835300 =~ 1,1 97 

I 
~ 1,455 

687100 

-~ 1.834 
545'200 

Da~ zu HartglIß bCiltimmte Gußeiilcll zeigt klf'inere VI' erte, w~ih 
rend das Gußeisen, wie es für gewöhnlich zu gutem Maschincngu ß 
Verwcndung findet, erheblich größere vverte um! besonders zähe,.: 
Gußeisen noch größere Werte besitzt. Pig.6, welche die Linienzüge 
der gesamten Dehnungen, nnü 1i\g. 7, dic diejcnigen <leI' federnden 
Dehnungen, je in 1j 1000 cm für 15 cm ~Ießlä,nge gültig, euthält, lasscn 
dies deutlich an der mehr o(ler minder großen Steilheit des Verhmfes 
prkennen. 

Der Hartgu ß ergah hei der Z1\gprohe wpit kleinem lllld welliger 
\'pränderliche Dehlllmgszahlen, z. B. 

13,:3 lind] 33,0 kgjqelll = 0,585 .'Ililliont .. ] 
1870000 
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Hpannungsstuf(· 

133,0 266,1 kgjqt:ll\ 

Ddlllllngsz"hl 
1 

= 0,563 Milliontel 
1775000 

266) 53'2,2 
1 ~ 

1 750ClOO c~., 0,511 

532,2 798,3 
1 . ~ 

1710000 = 0,580 

Hiernach hat das Abschrecken des Gllßeisens einen sehr großcn 
Einfluß auf die Größe der Dehnungszahl. Näheres vgl. in § 10 unter 3. 

Hinsichtlich weiterer Einzelheiten, namentlich über die Elasti
zitätsverhältllissf' der nur einseitig abgeschreckten Stähe, muß auf 
des Verfassers Arbeiten in der Zeitschrift des Vereines deutscher 111-
genieure 1899, S.857 u. f. (Hartguß), nnd 1900, S. 409 11. f. (hoch
wertiges Gußeisen), verwie3ell wrrden.' (Vgl. anch Mitteihmgen üher 
I:<'orschungsarbeiten, Heft 1). 

F'ür die Dehnungslinie bis zum Bruch ergibt sich bei Gußeisen. wie 
es für gewöhnlich zu gutem Maschinenguß verwendct wird, die Linie 
oa in Fig. 81). Für andere Gußeisensortcn ergeben sich 
Linien von dem gleichen Verlaufe. Das Arbeitsvermögen 
(§ 3) wird demnach bei Gußeisen durch eine Fläche von der 
Gestalt 0002 gemessen. Ihre Größe ~ etwa 0,08 kgm/ccm 
für das in den Fig. 6 und 7 als gewöhnliches Gußeisen be
zeichnete Material und etwa 0,14 kgm/ccm für das daselbst 
genannte hochwertige Gnßeisen ~ heträgt l1ur einen sehr 
kleinen Bruchteil von der Fliiche. welche z. 13. das Arheit,s
yelmiigen des Flußeisens (Fig.l0) liefert (Fig. 10 1Im1 8 Rind 
in demselben Maßstab gezeil1hnet). 

Querschnittsverminderung und Bruchc\ehnung sind seIhst 
Fig. s. 

h(>i zähem Gußeisen so gering, daß für gewöhnlich eine Bestimm1lng 
unterbleiben kann. 

tIber die Ergehnisse neuerer Versuche mit Gußeisen. das von fünf 
\"erschiedenen Finnen geliefert wurde, ist in der Zeitschrift des Ver
eines deutscher Ingenieure 1908. R. 2061n. f.. 1909. B. 299 u. f., Rowie 
~ 22 unter Ziff. 3 1,eril1htet. 

Im Zusammenhange werden die Versuch;;ergelmisse mit, Guß
eiC;Cll behandelt in der Schrift von Nonnenmacher "Über (len der-

1) In diesel" Darstellung ist genau bestimmt die Höhl' {}zO und der Ver
lauf der Linie OG, soweit sie ausgezogen ist. Vor Eintritt des Bruches mÜSSPll 
die Instrumpnte zum niesseIl der Verlängerungen abgmommen werden. tlamit. 
sje durch den Brueh nicht beschädigt werden; infolgedessen kann die Bestimmung 
der Verlängerungen in der Nähe dos Bruches nicht mehr genau erfolgen, was dm'oh 
8trichelullg in Fig. 8 angedenkt ist. Doch läßt sich cl"r Verlauf der D('hnungs
I i nie a ns!"('ic hend fcst!('g('n. 
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zeitigen l::-itand IInserer Erkenntnisse hinsichtlieh der Elu'lti:odtät und 
'FeRtigkeit von Gußeisen", Rtnt.tgart 1916. 

2. Versucht' mit Flu/.lt'isen. 

Rundstab J. (1895.) 

Wir unterwerfen den am; zähem Flußei;;ell hergestellten ~t,ab 

in einer liegenden Prüfungslllftschill(, der Zugpl'Obe. 
Du rchmesser des m ittlel'('J} z,Vlindri'lchcn T('iJe~ 

Q II e rsc hn i t.t 
:\'Ießlänge 

::,O(J7 CJll 

:3,Hi qcm 
15.00 cm 

Der nelle. lIoeh keiner Belastung IInterworfen gewesene Stab 
wird zunächst mit P =~ 1000 kg lind sodann ~1bwechselnd mit P =~ c 

;{OOO kg belastet und his auf P == 1000 kg entlasteV). Hieran schließt 
sich der Belastungswechsel P c= 1000 und 5000 kg sowie P = 1000 
lind 6000 kg. In jedem Falle wurden Belastung und Entla,;;tung ~() 

oft gewechselt, his sich die gesamten, die bleibenden 'IllÜ <he federn~ 

den Verliingel'ungen nicht mehr änderten, somit der W'echsel zwischen 
Bela8tllJlg lind EntIa8tung zu einem bestimmten Endzustand führte, 
also Ausgleich eintrat. Dazu ist auch hier s('hon zu Anfang mehr
mH ligel' Belustu ngsweehsel orforderli(' h 2). 

I) Wenn ein Htab in li,'gender :\Iasnhine der Priifung untel'worfen wird, 
und man entlastet ihn vollständig. d. h. his die in der Einspannvorrichtung 
gehaltenen Stabköpfe sieh zu lösen beginnen, so liegt die Gefahr vor, daß eli,' 
.\nzeigt'n der ~h'ßeinri('htung(hier Spil'gelapparat. vgl. Fig. 2 und 4, § 8, S. 127 u. f.) 
Ilngl'nau \\'(wd"ll. Das hißt si<'h dadurch vprmeic!pn, daß miln mit dl'l' Ent
last.ung nicht his Null zurückgeht. sondpl'Il pinen erheblichen Bd,ntg darüber 
bleiht. Hierfür WIllTI" im \-or!ipgenc!"n J<'alk l' ,ce 1000 kg gl'wählt. ,'ntspn'ehend 

1000 
n = :{Y(j =" :{J(i,i) kg!qcnI. 

Bl'im Entlasten ist ,li,' Vorsicht zu gebmuelll'n, daß man j,'weib dwas 
unkr <Iit' Anfnngslwlastung, d. i. hiei' 1000 kg, zurüekgl'ht \Ind alsdann VOI'

\\',irtsschr,'itl'nd auf dieselbe einstpjlt. Dadurch wird elTcicht, daß die 'M.cß
l'iTll'ichtung innerhalb deI'; ~lpßbereichs sich stt,ts in der gl!'iclll'n Richtung Ill'
\H'gt; F{'hler infolge toten Gangps usw., die hl,i dell üblichen Einrichtungen in 
<lpl' l{egl'1 Iwfiil'ehtpt Wl'l'd"ll mÜsRPn. wenlt'n auf dies,' \Vpisl' von dl'll Eq:(dmisRen 
r "I'n/l:"halkn. 

~) \Vir<! dies,'r vom Verfass"I' hereits seit 188,) gl'übt!, BelaHtungsw('ehHd 
nieht Hngew{'Il(kt, cI"r Bl'l'echnung (IPr Dl'hnungszahl " also dip gpsamk Deh
nung zugrundc' gl'll'gt. HO erhält man fiir " ,'iIllm zu g!'olkn \V"l't, Auf diese 
Wl'isl' l'rklären sich clie in <1,'1' ält{,],pn Literatur und leid,'!' HUl'h in der ne\lpl'el1 
Litl'!'atul' fiir dip D"hllllugs7.ahl von schmil'dharem Eisen zu find"Il(lpn vi "I zu 
gl'olkn Wcrk \'on c. Dm' Bdastungswl'('hsel läßt auch d,'n Einfluß von T,'mp"
raturiinc!l'rungl'!l auf die Abksung"11 kiphtel' l'!'k,'nllpll und damit das Vl'rsnchs
(,Ig,'hni~ zlIYNliissigl'!' gl'stalten. 
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Die Ablesungen der Dehnungen erfolgen in Zwischenräumen 
\'on 3 Minnte!1. 

Temperatur schwankt zwischen 1 i,6 und 17,8° U. 

Bpla"tungsstuf .. in kg 

p (J 

/

verlängCI"Ung aUfl5Cffiin J JOOO em 

gl'samtp I bh'ibl>nde federnde 

1000 lind 3000 kg 316,5 und 949.4 4,61 0.17 4,44 
1000 5000 ,. 316,5 1582.3 9,21 0,22 8,99 
1000 öOOO .. :316,5 1898.7 11,90 O,6:l 1 J .27 

Wie ersichtlich. wachsen die federndl'l1 Dehm!ngen etwas rascher 
als die Hpanl111ngen. denn e<.; beträgt 
für die erste Rtufe yon 2000 kg die F!.'del"ung 

zweite 2000 ., 
.. dritte lOOO .. 
J 11 Fig. 9 silld die Verlänget"llllgen nl1ch 

dem in Fig. 1 11, f. gegehenen Vorgange einge
tragen. ulld zwar nm (j ,~,~ 31ö.5 kg/qcm an 
gprechm·t (vgL Fußhemerkllug 1. fl.46). 

Puter der Belastung VOll 6850 kg Hinkt 
der "Vaghebel der Maschine auf seine Fnterlage: 
heim Nachspannen verschwindet die Skala in 
den heiden Spiegeln der Meßvorrichtung: die 
FlielJ- oder Htreckgrenze (§ 3) ist erreicht, Hi{' 
lipgt dplllgemäß bei 

6850 
(j =2168kO"llcIll 1). 3.Hi 0/ 

Nach dieser Fe:-;tstelhmg wird der Rtab 
entlastet l111d hierauf der Versuch. wie vorher 
durchgeführt. wiederholt. Dahei ergiht Hich 

für den Belastll ngswechRei 
1000/3000 lOOOj5000 IOOO/6()OO kg 

die F('<lerung 
4,50 

,,;olllit ['lltersehied 

9,01 

4.51 2,27 

11.28 

also die Fedel"llllg nur wenig stärker wachsend 
als die Hpallllllllg, 

4.-t-4 
8.99 - 4,44 =- 4,5;") 

11.27 - 8.99~, 2,2,'; 

1<'ig. 9. 

J) Auf dit' E/'mittlung <tuch tipI' unt{'/,pn Stn'"kgn'llz(' (vgl. §:t :'-:. 10) wird 
S. ,")2 hiH 54 t'ingegang(,1l W(,!"flCll. 
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.Mit der Federung 4,50 für dif' en;te Bcla~tllngsf;hlfe (let zweiteI] 
Versuchsreihe findet sich (lif' (lurch Gleichung 3, § 2 heRtimmte Deh
l1ungszahl zu 

I~= . 
4,50 

1000·15 (949,4 - 316,5) 

Bei erneuter Steigerung der Belastung ülier 6000 kg hinaus ü,t 
die Streckgrenze - durch Sinken des Waghebels auf Reine Unter
lage - jetzt bei P = 6500 kg zu becbachten, entsprechend 

6500 
("j = ') 1(' = 2057 leg/gcm. 

a, ) 

Nachdem durch Nachspannen eine Verlängerung der iVleßstrecke 
1 = 15 cm um 0,14. cm erfolgt ist, beginnt rler Wagheliel wieder Z.j 

~teigen und einzuspielen, hierdurch anzeigend, rü"ß die inneren Kräfte. 
mit denen der Stab der Verlängenmg widersteht, die Größe VOll 

2057 kg/qcm wieder erreicht haben und zn überschreiten anfangen 
HeiFortsetzllng des Nachspanuens steigt die BelaRtung Rtctig. biR sie 
mit P"wx = 11840 kg ihren Größtwert erreicht hat (vgl. § 3. Fig. 1). 
Alsdann sinkt der Wrtghebel - nachdem er vorhcr einige Zeit hindurch 
eingespielt hatte -, der Stab beginnt Rich einzuschnürcn (vgl. § 3). 
und schließlich erfolgt der Bruch an der stark eingeschnürten f-ltellp 
lIuter rund P ~ 8700 kg Belastung. Eine genaue Feststelluug llier-;er 
Belastung begegnet Schwierigkeiten. (Vgl. S. 11.) 

In Fig. 10 ist <kr Verlauf der Linie der gesamü'll Dcl1ll1lngell. WIC 

I 

~ 
~I 
~I 

~I 

~I 
~I 
""I 

}<'ig.1O. 

"lI:' "ich für (len ulltenmchten Fluaeil-itmstab bpj <lelll zwpiten Ver:mch 
ergah. llllter Zugnmdelegung der Meßlänge YOIl ul'spl'iingli('h 15em 
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eingetragen. Derselbe ist nicht unabhängig von der Geschwindigkeit, 
mit der die Belastung gesteigert, d. h. von der Raschheit, mit der der 
Stab gedehnt wird. 

Die Zugfestigkeit beträgt 

11840 
K =----- = 3747 kg/qCl1l 

z 3,16 . 

Die Messung des mittleren Durchmessers 

des Bruchquerschnittes liefert 1,23 cm, entsprechend fl; = ~ 1,23 2 = 

1,19 qcm (vgl. § 3); somit ist nach Gleichung 2, § 3 die Querschnitts
verminderung 

00 3,16 - 1,19 
")= 1 , 3 16 , 62,3 °/0 , 

Nach dem Bmche zeigt das mittlere, ursprünglich 20 cm lange 
Stabstück 25,48 cm Länge; infolgedessen ergiLt sich nach Gleichung 3, 
§ 3 die Bruchdehnung zu 

25,48 - 20,0 2' 0/ 
cp = 100- -20-0-- = 7,4 0' , 

Das nach Maßgabe der Gleichung 4, § 3 bestimmte ArLeits
vermögen beträgt A = 6,76 kgm/ccm. 

Rundstab 11. (1895.) 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,495 Clll 

Querschnitt 4,89 qCl1l 

Meßlänge . 15,00 cm 
Der Stab, der aus ausgeglühtem Matcrial besteht und vorher 

noch keiner Prüfung unterworfen worden ist, wird in derselben "'eist' 
wie Rundstab I geprüft und liefert folgende Ergehnisse: 

Versuchsreihe 1. 

Temperatul' schwankt zwischen 17,0 und 17,2 0 C. 

Belastungsstufe in kg Verlängerung auf 150m inl/tooocm 

I 
p o gesamte bleibende I federnde 

1000 und 3000 kg 
1000 5000" i 
1000 7000 " : 
1000 9000 " 

'204.,5 
~04,5 

204,5 
204,5 

und 613.5, 
1022,5 
1431,5 
1840,5 

Die Wiederholung des Versurhs liefert: 
('. Bat' h, Elastizit iit. 8. Aufl. 

2,99 
5,98 
8,05 

11,0.2 

0,05 
0,11 
0,16 
0,21 

4 

'2,94 
5,87 
8,79 

11,71 
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Versuchsreihe 2. 
Temperatur schwankt zwischen 17,2 und 17,40 C. 

Bclastungastufe in kg Verläng81 ungauf 15cmin l /lCoo cm 
--- -- - ----._-

bleibende ! federnde P (j gesamte 
i 

1000 und 3000 k,s I 204,5 und 
1 204,5 

613,5 2,93 0,00 2,93 
1000 5000 

" 
102'2,5 5,89 0,02 5,87 

1000 
" 

7000 
" 1 204,5 1431,5 8,85 0,06 8,79 

1000 
" 

9000 
" 

204,5 1840,5 1l,80 0,09 1l,71 
I 

Hiernach betragen die gesamten Verlängerungen: 

1. Versuchsreihe 2,99 5,98 8,95 1l,92 
Unterschied 2,99 2,99 2,97 2,97 

2. Versuchsreihe 2,93 5,89 8,85 1l,80 
Unterschied 2,93 2,96 2,96 2,95 

Die federnden Verlängerungen: 

1. Versuchsreihe 
Unterschied 

2. Versuchsreihe 
Unterschied 

;- f=i~=o,ODO';'S07---~ 

'~1-----7 

~::~ - / 

OLI----
f [ 

Fig.11. 

2,94 5,8~ 8,79 11,71 
2,94 2,93 2,92 2,92 
2,93 5,87 8,79 11,71 
2,93 2,94 2,92 2,92 

Mit Rückeicht auf den Grad der Genauig
keit, mit der bei den Prüfungsmaschinen die 
Einstellung auf eine bestimmte Belastung er
folgt, und mit der sodann die Dehnung selbst 
ermittelt werden kann, sowie in Anbetracht 
des Einflusses der nicht ganz fernzuhaItenden 
kleinen Temperaturänderungen l ) - hier um 
0,2 0 C - während einer Versuchsreihe, darf 
die Unveränderlichkeit der Federungen bis 

a = ~~~ = 1840,5 kg/qcm als wirklich vorhan-
4,89 

den angesehen werden. Fig. 11, die mit den 

1) Bei dem verwendeten Meßinstrument, dessen 
in Betracht kommende Teile wegen der geringen 
Querschnittsabmessungen den Temperaturänderungen 
rascher folgen als der ver hältnismäßig dicke Versuchs
stab (vgl. Fig.2, S. 128,) äußert sich der Einfluß der 
kleinen Temperaturzunahme in einer solchen Weise, 
daß eine kleine Abnahme der beobachteten Dehnungen 
zu erwarten steht. Tatsächlich zeigt sich auch eine solche 
Abnahme. Vgl. auch das in § 8, S. 130 u. f. GeEagte 
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bei der ersten Versuchsreihe gewonnenen Verlängerungen hergestellt 
wurde, bestätigt dies. 

Mit der Federung 2,93 folgt nach Gleichung 3, § 2: 
2,93 

(( = 1000·15 (613,5 - 204,5) 
1 

20 Mooo = 0,478 Milliontel. 

Die bleibenden Dehnungen ergeben sich für die zweite Versuchs
reihe weit geringer als bei der ersten, was zu erwarten war. 

Bei Steigerung der Belastung über P = 9000 kg hinaus zeigt 
sich plötzliches Sinken des Waghebels der Maschine bei P = 10500 kg, 
die obere Streckgrenze wurde somit bei 

erreicht. 

10500 
- - .. = 2147 kgjqcm 
4,"9 

Um die Kraft festzustellen, welcher der sich streckende Stab 
unmittelbar nach Sinken des Waghebels das Gleichgewicht hält, wird 
die Wage stetig entlastet, bis wieder Einspielen stattfindetl). Dies 

tritt ein bei P = 9900 kg, d. i. für (J == _~~OO =~ 2025 kgjqcm. Bei län-
4,89 

gerer Fortsetzung des Nachspannens beginnt die Widerstandsfähig
keit des Stabes zu steigen, wie dies Fig. 12, die auch den Belastungs-

22'f9 --~-
21'17 

, 
-1 

, , , , 
'" ".. 
~ ~ n 
r ~ 

, 
, 
, 

wmd51mm,~d,e:150"""'" 
Fig. 12. 

abfall VOll 10500 kg auf 9900 kg zeigt, erkennen läßt. Nach Erreichung 
. 11000 

der Belastung von 11000 kg, d. 1.- ,eS9 =~ 2249 kgjqcm, fällt der 
, 

1) Im Falle der Fig. 10 geschah diese Feststellung nicht. 
4* 
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Waghebel zum zweiten Male plötzlich, und zwar auf P = 9800 kg, 
9800 

entsprechend 4-89 = 2004 kg/qcm. Bei dem nun folgenden Nach-, 
spannen steigt die Belastung ziemlich rasch, wie Fig. 12 deutlich angibt. 

Prnax tritt bei 17050 kg ein, entsprechend der Zugfestigkeit 
17050 

K z = 4,89- = 3487 kg/qcm. 

Die Belastung hält sich ziemlich lange auf dieser Höhe, wie eben
falls aus Fig. 12 zu ersehen ist. Die letzte Belastung, die unmittelbar 
vor dem Bruche und nach weitgehender Einschnürung des Bruchquer
schnittes beobachtet werden konnte, beträgt P = 13500 kg. 

Da fb = ~ 1,542 = 1,86 qcm, so liefert Gleichung 2, § 3 die Quer

schnittsverminderung 

~,= 100 4,89 - 1,86 = 620/ 
4,89 ° 

und wegen lb = 323,7 bei 250 mm ursprünglicher Länge findet sich nach 
Gleichung 3, § 3 die Bruchdehnung 

Durchmesser 
Querschnitt 
Meßlänge' . 

m = 100 32~, 7 _~ 250 = 29 50/ 
• 250 '0' 

Rundstab IIl. (1904.) 

des mittleren zylindrischen Teiles 

" " 

2,60 cm 
5,31 qCll1 

26,00 cm. 

Der Stab, der aus geglühtem Material besteht, wird der Prüfung 
insbesondere behufs Ermittlung der oberen und unteren Streckgrenze 
(§ 3) unterworfen; weiter sollen festgestellt werden: Zugfestigkeit, 
Bruchdehnung und Querschnittsverminderung. 

Zu dem bezeichneten Zweck wird ein Selbstzeichner verwendet, 
d. h. eille Vorrichtung angeordnet, die die Dehnungslinie selbsttätig 
aufzeichnet!). 

1) Die Einrichtung ist derart, daß der in senkrechter Richtung sich be
wegende Schreibstift von dem Laufgewicht der Wage, dessen Stellung die Größe 
der Belastung bestimmt, betätigt wird, während die um eine senkrechte Achse 
sich drehende Papiertro'1lmel ihre Bewegung von dem fortschreitenden Einspann
kopf d<er Prüfungsmaschine erhält. Es werden also nicht bloß -- wie zu 
wünsch0n ist - die Dehnungen des mittleren zylindrischen Teiles des Versuchs
stabes auf die Papicrtrommel übertragen, sondern auch die übrigen Formände
rungen, die sich unter der jeweiligen Belastung einstellen, insoweit sie die 
Lage des unteren Einspannkopfes der. stehenden Maschine beeinflussen. Die Dar
stellung der Dehnungen ist somit keine reine und auf die Meßlänge des Stabes 
beschränkte, ganz abgesehen von den etwaigen Unvollkommenheiten der t~ber_ 
tragung der Bewegung von dem Einspannkopf auf die Papiertrommel. Um die 
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Der Versuch liefert die in Fig. 13 dargestellte Dehnungslinie mit 
den eingetragenen Spannungen. Die Dehnungen sind zurückgeführt 

"r 

~ 
~ 

---r ~ c:. 
"" 

i '" .-
I 

.... ", 
'" on 
,-" '" "" ;t l' 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
i 

------.--l 
Fig.13. 

auf die in der Mitte des Stabes gelegene Meßstrecke VOll ursprüng
lich 20 cm Länge (vg1. S. 15). 

letzteren zu vermindern, ist die Trommel leicht drehbar zu lagel'l1 (Kugellager, 
Spitzenlagerung) und zur übertragung der Bewegung ein wenig elastischer Faden 
(Dr'aht, dünnes Drahtseil, Kette) zu verwenden. 

In bezug auf die Darstellung der Belastungen ist zu beaohten, daß das 
Laufgewicht, von dem aus der Sohreibstift seine Bewegung erhält, jeweils von 
Hand so eingestellt werden muß, daß die Wage einspielt. Bei rasoh vor sich 
gehender Änderung der Kraft, die eben durch Verstellung des Laufgewichts 
gemessen werden soll, kann die Einstellung des letzteren mit einiger Sohwie
rigkeit verknüpft sein. Aus diesem I Grunde werden in solchen Fällen Unge
nauigkeiten hinsiohtlieh der Darstellung der Belastungsänderungen nicht zu 
vermeiden sein. Bei vorhandener übung und bei sorgfältigem Verfahren des
jenigen, der den Versuch durchzuführen hat, pflegen diese Ungenauigkeiten 
übrigens nicht bedeutend zu sein. Vorrichtungen zur selbsttätigen Verstellung 
des Laufgewichtes geben häufig größere Fehler, namentlich an solchen Stellen 
der Dehnungslinie, an denen die Belastung raseh wechselt, wie das der Fall ist 
bei ::\faterial mit ausgeprägter Streckgrenze. 

Ist hiernach die Darstellung des Verlaufs der Dehnungslinie während der 
Streckperiode durch den Selbstzeichner nicht vollständig genau, so gewährt sie 
dooh ein anschauliches Bild von dem eigenartigen Verhalten des Materials unter 
den Verhältnissen, bei denen die Streckung 1'or sich geht. 

Die Zurückführung auf die Meßlänge des Stabes, also die Ausscheidung der 
außerhalb dieser Strecke auftretenden Formänderungen, erfolgt nach Maßgabe 
des auf S. II und 12 angegebenen Verfahrens oder dadurch, daß an den Enden 
der Meßstrecke des Stabes Bügel angeklemmt werden, deren gegenseitige Be
wegung auf den Schreibstift übertragen wird. 
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Wir erkennen : Beginn des Streckens bei 2465 kgJqcm Belastung, 
Hofortiges Fallen der letzteren auf 1895 kg/qcm, Fortsetzung des 
Streckens unter dieser Belastung, später geringes Ansteigen und fol
gendes Schwanken der Belastung, bis sich schließlich wieder stetiges 
und ausgeprägtes Wachstum der letzteren einstellt, das bis zur über
windung der Zugfestigkeit von 3578 kg/qcm andauert. 

Somit ergibt sich 
die obere Streckgrenze zu 0" = 2465 kg/qcm, 
" untere " 0,,= 1895 
" Zugfestigkeit " K z = 3578 " 

Die Querschnittsverminderung und die Bruchdehnung werden auf 
dem bereits für Rundstab I und Il angegebenen Weg ermittelt zu 

'IfJ = 71,0% rp = 31,9%. 

Rundstab IV. (1904.) 
Abmessungen und Untersuchung des Stabes IV genau wie bei 

Rundstab III; heide sind derselben Stange Flußeisen entnommen. 

F ig. I ~. 

Der Versuch (vgl. Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure1904, S. 1040 u. f.) liefert die Größen: 

00= 2407 kg/qcm, 
0,,= 2075 " 

K z=3667 
'IfJ = 69,7%, 
rp= 33,8% 

und die Dehnungslinie Fig.14, deren Vergleich mit 
Fig. 13 erkennen läßt, daß sich das Material aus einer 
und derselben Stange innerhalb· der Periode des 
Streckens oder Fließens nicht gleich verhält. Die 
Unterschiede sind oft noch weit erheblicher. Aus
nahmsweise ist sogar die obere Streckgrenze höher 
als die Zugfestigkeit festgestellt worden, die nach 
weiterer Streckung des Stabes für diesen ermittelt 
wurde. 

3. Versuche mit Flußstahl. 
Ru"ndstab I. (1895.) 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 
Querschnitt 

2,00 cm 
3,14 qcm 

15,OOcm Meßlänge 

Der Stab wird in einer liegenden Prüfungs maschine der Zug
probe unterworfen, jeweils unter Wechsel zwischen Belastung und 
Entlastung, so oft, bis sich die gesamten, bleibenden und federnden 
Dehnungen nicht mehr ändern. 
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Die Ablesungen der Längenänderungen erfolgen in Zeiträumen 
von 3 Minuten. Die Ergebnisse sind in folgender Zusammenstellung 
angegeben. 

1000 
1000 
1000 
1000 
1000 
1000 
1000 
1000 

Temperatur schwankt zwischen 16,4 und 16,5° C. 

Belastungsstufe in kg 

p 

und 3000 
" 5000 

7000 
9000 

" 11000 
" 13000 
" 14000 
" 15000 

fT 

318,5 und 955,4 
318,5 ,,1592,4 
318,5 ,,2229,3 
318,5 ,,2866,2 
318,5 ,,3503,2 
318,5 ,,4140,1 
318,5 ,,4458,6 
318,5 ,,4.777,1 

Verlängerung auf 15 cm in 1/1000 Cll 

gesamte I bleibende. federnde 

Unter· I 
schied 

4 47 4,47 , 
4,72 9,19· 

13,73 4,54 
18,49 4,76 
23,28 4,79 

27,88 ~'~ 
30,19. ' . 
33,74 I 3,55

1 

0,00 
0,25 
0,30 
0,57 
0,88 
1,00 
1,07 

4,47 
/894 

: 13:43 
. 17,92 

22,40 
26,88 
29,12 

I Unter
schied 

4,47 
4,47 
4,49 
4,49 
4,48 
4,48 
2,24 

NachdemP = 150()() kg eingestellt und die Verlängerung abgelesen 
ist, sinkt der Waghebel plötzlich, so daß die Streckgrenze bei 

15000 
(j= 3,14 = 4777 kg/qClll 

erreicht ist. 

Bei Fortsetzung des Nachspannells beginnt die Belastung wieder 
zu steigen und erlangt mit Pmax = 22720 kg ihren Größtwert; als
dann sinkt der Waghebel, der Stab beginnt sich einzuschnüren, und 
schließlich erfolgt der Bruch. 

Wie die letzte Spalte der Zusammenstellung zeigt, wachsen die 
Federungen bis P = 14-000 kg unter Berücksichtigung des tatsäch
lich erreichbaren Genauigkeitsgrades recht befriedigend in gleichem 
Verhältnis "Wie die Spannungen. Die gesamten Verlängerungen tun 
dies weniger. Fig. 15, die nach dem Vorgange von Fig. 1 u. f. die Schau
linien der gesamten, bleibenden und federnden Dehnungen enthält, 
zeigt den geradlinigen Verlauf der Federungen. Wir haben demgemäß 
Proportionalität jedenfalls bIS zur Spannung; 

14000 
(j= -3-i4-= "" 4459 kg qcm. , 

Da auf der folgenden Belastungsstufe P = 15000 kg die Er
scheinung des Fließens eintrat, so ist anzunehmen, daß die Propor
tionalität sich nur unerheblich über P = 14000 kg hinaus erstreckt 
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318,5 

Cl _______________ ... '-'c' f 

Fig.15. 

haben wird, weshalb die Pro por
tionalitätsgrenze als nur wenig 
oberhalb 4459 kgjqcm liegend an
genommen werden kann 1). 

Die Dehnungszahl berech-

. h . 4,48 T]1 d net SlC nut ---- - f'm.f'e erung 
1000 

auf 15 cm bei 2000 kg Belastungs
unterschied nach Gleichung 3, § 2 
zn 

4,43·3,14 
(: =i OO() : 1-5 - 2000 

1 
= 2133000 = 0,469 Milliontel. 

Die Streckgrenze 1st bei 
1500U 
-~-= 4777 kg/qcm 

3,14 
anzunehmen. 

Die Zugfestigkeit beträgt 
22720 

K =-- = 7236 kgjqcm. 
= 3,14 

Die durch Gleichung 2, § 3 
bestimmte Querschnittsverminde
rung ergibt sich, da 

7l lu =-4 1,5P=I,79qcm, 

zu 

Ip= 100 ~~4_--=-J,7~ = 43% 
3,14 

und die Bruchdehnung nach Glei
chung 3, § 3 mit l = 238 mm auf 
200 mm ursprüngliche Länge zu 

238-200 0 
?'= 100 --200- = 19 10-

1) Scharf tritt hier die Unzulässigkcit hervor, die Begriffe der Proportio
nalitäts- und Elastizitätsgrenze (vgl. S.26 und 27) mit einander zu vermengen. 
Die erstere liegt hier nahe bei 4459 kg, während die letztere, aufgefaßt als die
jenige Spannung, bis zu der die bleibenden FOImänderungen Null: oder doch 
verschwindend klein sind, weit tiefer liegt (vgl. die Werte in der Spalte der 
bleibenden Verlängerungen). Die gleichfalls nicht selten anzutreffende Verwechs
lung der Elastizitätsgrenze mit der Streckgrenze ist natürlich ebenso unzulässig. 
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Rundstab H. (1910.) 

Da beim Rundstab I Proportionalitäts- und Streckgrenze nahezu 
zusammenfielen, so seien noch die Ergebnisse eines Stabes aus Chrom
nickelstahl angeführt, die den Unterschied deutlich erkennen lassen. 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 
Querschnitt"" " 
JJeßlänge 

1,99 cm 
3,11 qcm 

15,00 C111 

Spannungsstufe 
in kg'qcm 

Verlängerung auf 15 cm in 1!1000 cm 
--------,--~----,---- ----------- --

gesamte bleibende federnde 

Unter- Unter-
schied schied 

4,54 4,54 0,09 4,45 4,45 
9,19 4,65 0,29 8,90 4,45 

13,85 4,66 0,49 13,36 4,46 
18,55 4,70 0,65 17,90 4,54 
23,91 5,36 1,39 22,52 4,62 
39,69 15,78 12,33 27,36- 4,84 

322 und 965 
322 1608 
322 2251 
322 2894 
322 3537 
322 4180 

ruter der Belastung P = 13000 kg, entsprechend 4180 kg/qClll, 
dehnt sich der Stab langsam und fortgesetzt, so daß ein Ausgleich 
nicht mehr erreicht wird. Unter P = 13280 kg, d. i. 4270 kg/qc m, 
sinkt der \Vaghebel entsprechend dem Eintritt der oberen Streck
grenze; die untere Streckgrenze ergab sich zu 4248 kg/qcm. 

Bei Illbetrachtziehung der federnden Dehnungen war die Pro
portionalität zwischenDehnnngen und Spannungen bei 0 = 2251 kg/qcm 
noch vorhanden, bei 0= 2894 sicher verschwunden. Für die ge
,.;a m ten Dehnungen läßt sich überhaupt keine Proportionalität er
kennen. 

Bei der Fortsetzung des Versuchs bis zum Bruch ergab sich 

Zugfestigkeit 
Bruchdehnung auf 200 111m . 
Querschnittsverminderung . 

Rundstab IH. (1910.) 

6640 kg/qcm 
18,6% 
61,7 " 

Abmessungen und .Material wie unter H, jedoch nach Angabe 
bei 780 0 C gehärtet (vergütet). 
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Spannungsstufe 
in kg!qcm 

Verlängerung auf 15 cm in 1/1000 cm 

325 und ]299 
325 " 2273 
325 3247 
325 4221 
325 " 5195 
325 " 6169 

6,77 
13,63 
20,51 
27,49 
34,53 
43,21 

Von besonderem Interesse 
der bleibenden Dehnungen bis 

Fig. lG. 

Unter
schied 

6,77 
6,86 
6,88 
6,98 
7,04 
8,68 

0,00 
0,01 
0,01 
0,01 
0,01 
1,35 

6,77 
13,62 
20,50 
27,48 
34,52 
41,86 

Unter
schied 

6,77 
6,85 
6,88 
6,98 
7,04 
7,34 

scheint das fast vollständige Fehlen 
(J = 5195 kg/qcm, sowie daß sowohl 

bei den gesamten wie für die federn
den Dehnungen Proportionalität 
überhau pt nicht festgestellt wurde; 
die Proportionalitätsgrenze , falls 
eine solche vorhanden ist, muß 
somit unterhalb (J = 1299 kg/qcm 
liegen. Die Elastizitätsgrenze war 
bei (J = 5195 kgjqcm noch nicht 
erreicht. Bei Fortsetzung des Ver
suchs ergab sich die Streckgrenze 
zu 6494 kgjqcm (nicht ausgeprägt, 
sehr kurzes Stehenbleiben des Wag
hebels bei Steigerung der Belastung), 
die Zugfestigkeit zu 8136 kg/qcm; 
die Bruchdehnung betrug (Meßlänge 
20 cm) 13,2%, die Querschnitts
verminderung 529%. Die Linie der 
gesamten Dehnungen ist in Fig_ 16 
dargestellt. In dieselbe Abbildung 
ist auch die Dehnungslinie fiir den 
Rundstab II (aus dem gleichen Mate
rial, jedoch ungehärtet) eingetragen. 
Sie zeigt obere und untere Streck
grenze bei 4270 bzw. 4248 kgjqcm, 
also weit unterhalb der des gehär
teten Stahles, bedeutend größere 
Dehnung und weit geringere Festig
keit. 
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Über den Einfluß verschiedener Behandlung des Materials auf die 
Festigkeitseigenschaften vgl. § 10. 

über die Ergebnisse der Untersuchung von Stahlgu'ß hat Ver
fasser in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1898, S. 694 
u. f. berichtet. Bei diesem Material pflegen sich bleibende Dehnungen 
bei weit geringeren Spannungen in größerem Maße einzustellen als 
bei Flußeisen von gleicher Festigkeit. Auch das Aussehen der Ober
fläche zerrissener Stahlgußstäbe ist nicht selten ein ganz anderes als 
dasjenige von FIußeisenstäben. Vgl. S. 176 u. f. 

4. Versuche mit Kupfer. 

Rundstab I. (1895.) 

Material: weiches Kupfer. 

Du rehmesser des mittleren zylindrischen Teiles 2,502 cm 
Querschnitt " " O,25]I 2)5022~_= 4.92 qcm 

Die Prüfung erfolgte zunächst ganz wie unter Ziff. 3 bemerkt, 
und wurde sodann wiederholt. Die Ergebnisse sind im folgenden zu
sa mmenges teIlt. 

1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe 
Temperatur Temperatur 

Belastungsstufe in kg 16,8b:s 17,IOC 17,4 bis 11,5 0 C 
--------- -- - -- - ------

Verlängerung auf Verlängerung auf 
10 cm in 111000 cm 10 cm in 1(1000 cm 

I 
Cl li (l) Cl I Cl 

I 
(l) ..., "0, ..., 

I 
"0 "0-

P ~<'< 5~r ~'" 
~ ~'" a 1..0;:'" I ~~ I 8:i 1 cn 

1]1 "0'" '" I ] I "0'" c.- O) 

I ! ~ " ~ 1 
Q) 

1..0 'H ,.c ..... 

/50 und 1500 152,4 und 304,9 1,"1 I O,ll I 1,30 1,32 
! 

C,OO 1,32 
750 

" 2250: ]52,4 " 157,3 3,181 0,53 i 2,65 2,68 0,00 2,68 
750 

" 3t,OO ' 152,4 
" 

609,8 5,3811,33 : 4,05 4,11 0,04 4.,Oi 
7fiO 

" 
3750. 152,4 

" 
762,2 8,05 2,52· 5,53 5,68 0,15 5,53 

I 

In 1!'ig. 17 sind die Schau linien, die sich hiernach tür die gesamten, 
die bleibenden und die federnden Dehnungen aus der 1. Versuchsreihe 
ergeben, dargestellt. 

Wie ersichtlich, strIIen sich bei der ersten Versuchsreihe blei
bende Dehnungen außerordentlich früh und überhaupt von bedeu
tender Größe ein. Bei der zweiten Versuchsreihe dagegen treten die 
bleibenden Dehnungen ganz in den Hintergrund, eine Folge davon, 
daß der Stab schon einmal den Belastungswechseln ausgesetzt ge
wesen ist. 
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Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen besteht 
nicht; denn es betragen die Unterschiede 

der gesamten der federnden 
Verlängerungen Verlängerungen 

bei der 1. Versuchsreihe 1,41 1,77 2,20 2,67 1,30 1,35 1,40 1,48 
" " 2. " 1,32 1,36 1,43 1,57 1,32 1,36 1,39 1,46 

d. h. ausgeprägt wachsend mit den Spannungen. 

t<--------------c = 5,53 = 0 OOO,S5~
, 1000'10·' . 

-------------------------+[ 
Fig.17. 

Wird den Federungen die durch Gleichung 1 ausgesprochene 
Gesetzmäßigkeit zugrunde gelegt, und werden dabei die Koeffizienten 
(( unrl m so gewählt, daß für die erste Versuchsreihe 

e = ---~----- 0 1,098 
~ 2195000 9) 

und für die zweite Versuchsreihe 
1 

,. 0 1 ,074 
c = TStf50ÖÖ ' 10) 

so zeigt folgende Zusammenstellung: 
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Federungen auf 10 cm in 1: 10(0 cm 
-- --- ------------ - -- - - ---- -- -- - ~ 

Spannungsstufe 1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe 
in kg/qcm 

beobachtet I berechnet berechnet 
nach GI. 9 beobachtet nach GI. 10 I 

I 
I 

152,4 und 304,9 1,30 I 1,30 1,32 1,32 i 

152,4 457,3 2,65 I 2,66 2,68 2,69 
152,4 609,8 4,05 4,07 4,07 4,09 
152,4 762,2 5,53 5,52 5,53 5,52 

eine befriedigende Übereinstimmung zwischen Beobachtung und 
Rechnung. 

Der Unterschied in den Zahlenwerten der Koeffizienten fC und m 
der Gleichungen 9 und 10 läßt den Einfluß der vorhergegangenen 
Belastung auf die Federung deutlich erkennen. 

Über die Anzahl der Spannungswechsel, die jeweils erforderlich 
waren, um festzusteHen, daß sich die gesamten, die bleibenden und 
die federnden Dehnungen nicht mehr ändern, gibt die folgende Zu
sammenstellung Auskunft. Ebenso darüber, wie sich die Verlänge
rungen bei dem erstmaligen Wechsel (Anfangswerte) von denjenigen 
bei dem letzten Wechsel (Endwerte) unterscheiden. 

1. Versuchsreihe 
_ ... _---~---

Spannungsstufc Zahl der Anfangswertc Endwerte 
in kg;'qcm Span. 

---------- -----------nungs-
}, ).' }.-}..' A 

I 
).' J.-i.' wechsel 

I 
I I I 

152,4/304,9 I i 

I 
I 2 1,41 

I 

0,11 1,30 1,41 0,11 1,30 
152,4/457,3 5 3,10 0,47 2,63 3,18 

I 
0,53 I 2,65 

152,4/609,8 7 5,13 I 1,16 3,97 5,38 I 1,33 I 4,05 I 

152,4/762,2 7 7,60 I 2,15 5,45 8,05 i 2,52 
\ 

5,53 
I I I 

2. Versuchsreihe 

I 

152,4/304,9 2 132 I 0,00 I 1,32 1,32 0,00 1,32 
152,4/457,3 2 2'68 I 0,00 2,68 2,68 0,00 2,68 

, I 
152,4/609,8 4 4,13 I 0,03 4,10 4,11 0,04- 4,07 
J 52,4/762,2 4 5,60 i 0,07 5,53 5,68 0,15 5,53 

Für die zweite Spannungsstufe findet sich die durchschnittliche 
Dehnungszahl zu 

2.68 1 e = ------ ------ ----'----------- =~ - -- ~= 0.879 }Iilliontel. 
10·1000(457,3--152,4) 1138000 . 
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Die weitere Untersuchung des Stabes führte zur Brlangung der 
Dehnungslinie Fig. 18 sowie zur Feststellung: 

der Zugfestigkeit 
10980 

K = --- = 2232 kg/qcm 
z 4,92 ' 

! 

L-________ ---'SlO""'"'" 'V~ <U<{l--10;0""""' ____ _ 
Fig. 18. 

der Querschnittsvermindenmg 
_ __ 4,92 - 1,89 _ 0/ 4) -~ 100 ---- -- - 61 6 4,92 ' ,u' 

da 
JT 

f =- 1552 = 189 qcm 7) 4' , , 

und der Bruchdehnung auf 200 mm 

Cf! = 100 29~'~06 20~ = 46,1 %. 

Die unmittelbar vor dem Bruch beobachtete Belastung betrug 
rund 8200 kg. 

Bine ausgeprägte Streckgrenze in dem Sinne, wie in § 3 erklärt, 
und wie wir sie bei Flußeisen und bei Flußstahl kennen lernten, besitzt 
hiernach das Kupfer nicht. 

Da Ar bei ts vermö gen gemäß Gleichung 4, § 3, ergibt sich zu 
A = 7,11 kgm/ccm. 

Rundstab II. (1835.) 

Material: weiches Kupfer, jedoch von anderer Herkunft als Stab I, 
bereits einmal bis 0 = 964,4 kg/qcm beansprucht gewesen. 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 1,99 cm 
Querschnitt 3,11 qcm 
Meßlänge 10,00 cm. 

Die Untersuchung führt ganz wie beim Rundstab I zu dem Er
gebnis, daß die federnden Verlängerungen rascher wachsen als die 
Spannungen, entsprechend 

1 1,093 
[= -- --0 

2084000 
11) 
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Nachdem für den Rundstab I ausführliche ßesprechung statt
gefunden hat, wird es genügen, die folgende Zusammenstellung an
zuführen. 

Spannungsstufe 
kg!qcm 

160,75 und 32l,5 
160,75 " 
160,75 
160,75 " 
160,75 " 

482,25 
643,0 
803,75 
964,6 

Federnde Verlängerung in 1/1000 cm 

1,40 
2,89 
4,39 
5,95 
7,53 

1,40 
2,87 
4,39 
5,94 
7,53 

Die Übereinstimmung zwischen dem, was beobachtet wurde, 
und dem, was Gleichung II liefert, muß als eine sehr gute bezeichnet 
werden. 

5. Versuche mit Bronze. 
Rundstab I. (1895.) 

AfateriaI: Gegossene Bronze, vorher noch nicht belastet. 
Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles . 2,20 cm 
Querschnitt 3,80 qcm 
Meßlänge . 15,00 cm 

Die Prüfung wurde in gleicher Weise, wie unter Ziff. 3 angegeben, 
durchgeführt mit den aus folgender Zusammenstenung ersichtlichen 
Zahlenergebnissen . 

Temperatur schwankt zwischen 15,4 und 15,60 C. 

Belastungsstufe in kg .\ Verlängerung at:f 15 emin 1/1000 cm 

p (J .. - -~~samte ---Gleib~~~-\f~derndc--

750 und 1500 \ 197,4 und 3.94,7 \ 3,31 I 0,07 3,24 
750 " 2250 \" 197,4 ,,592,1 6,61 \ 0,09 6,52 
750 " 3000 I 197,4 ,,789,5 10,33 0,48 9,85 

Hiernach wachsen die Federungen rascher als die Belastungen 

Wird 

l' = ... _1 __ ... a 1,028 
. 733800 

gesetzt, so ergeben sich die Federungen 
nach Gleichung 12 ' 
gegenüber den beobachteten Werten 

also in guter Übereinstimmung. 

3,24 6,53 
3,24 6,52 

9,85 
9,85 

12) 



64 Einleitlmg. 

Die Wiederholung des Versuchs liefert: 

Belastungsstufe in kg Verlängerung auf 15 cm in 1/t000 cm 

p (J gesamte bleibende federnde 

750 und 1500 i 197,4 und 394,7 3,30 0,01 3,29 
750 

" 
2250 : 197,4 592,1 6,60 0,01 6,59 

750 
" 

3000 i 197,4 
" 

789,5 9,89 0,03 9,86 

Somit betragen die Unterschiede 
in den gesamten Verlängerungen 3,30 3,30 3,29 
" " federnden " 3,29 3,30 3,27 

d. i. in Berücksichtigung aller Verhältnisse nahezu so gut wie Unver
änderlichkeit. Hiernach zeigt der Bronzestab, für den die erste Ver
suchsreibe die Gleichung 12 lieferte, im Falle vorhergegangener Be
lastung Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen 1). 
Mit der Federung 3,29 für das Material in dem Zustande, in dem es 
sich während der zWeiten Versuchsreihe befindet, bestimmt sich die 
Dehnungszahl nach Gleichung 3, § 2, zn 

3,;n 1 
(( = = "-' -- - = 1,11 Milliontl'l. 

15000·197,4 900000 . 
Wird die Belastung weiter gesteigert, so steHt sich schließlich 

der Bruch bei 7500 kg ein, entsprechend der Zugfestigkeit 
7500 

K = --= 1974 kgjqcm. 
z 3,80 

Die Querschnittsyelminderung nach Gleichung 2, § 3, ergibt 
sich, da 

f = n 2 082 = 3 40 qcm lJ 4' , , 

zn 
3,80 - 3,40 0/ 

V' = 100 3 80 = 10,5 0 , 
und die Bruchdebnung auf 20 cm nach Gleichung 3, § 3 7.U 

= 100 212,0 - 200 = 6°/ 
Cf! 200 O· 

1) Diese Erscheinung, daß durch die vorhergegangene starke Belastung die 
Krümmung der Linie der federnden Dehnungen stark vermindert, hier die Kurve 
nahezu in eine Gerade übergeführt worden ist, zeigt sich naeh den bis heute vor
liegenden Erfahrungen überhaupt bei den Stoffen mit veränderlicher Dehnungs
zahl, sofern die Vorbelastung gen"ügend hoch war. 

Bei den Materialien, die Proportionalität zwischen Spannungen und Deh
nungen aufweisen, führt hohe Vorbelastung zur Verschiebung der Proportionali
tätsgrenze nach obt'n. 
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Über den Verlauf der Linie der ge
samten Dehnungen gibt Fig. ] 9 Auskunft. 

Wie el sichtlich, besitzt die untersuchte 
Bronze gleich dem untersuchten Kupfer keine 
ausgeprägte Streckgrenze. 

Rundstab 11. (1890.) 

Material wie bei Stab I. 

Durchmesser des mittleren zylin
drischen Teiles . 

Querschnitt des mittleren zylin
drischen Teiles. 

Meßlänge. 

1,99 Clll 

3,11 qcm 
15,00 Clll 

9n~m '2~Utinge.::unq:, 
a<"rC-150'!mn-' 

Fig. 19. 

Prüfung wie Stab I, jedoch ohne Wiederholung des Versuchs. 

65 

Belastungsstufe in kg I Verlängerung auf 15 cm in l!Iooo cm 

- gcsamte- -Tbl;ib~~d;] -feder~de-
I I 

p (J 

750 und 1500 
750 2250 
750 3000 

241,2 und 482,3 
241,2 " 723,5 
241,2 " 964,6 

3,98 
8,99 

17,81 

0,02 
0,93 
5,63 

3,96 
8,06 
12,18 

Hiernach wachsen die Dehnungen, ganz wie in Versnchsreihe 1 
des Stabes I, rascher als die Spannungen. 

Ferner ergibt sich 

6500 
K z = 311 = 2090 kgjqcm, , 

311 - ~ 19P 
, 4' 311 - 2 87 

'1'= 100------aü-- - = 100 -'--3 il '--= 7,7%, , , 

_ 216,2 -200 _ 0 
'{'- 100 200 - 8,1 'jlj. 

Eine große Zahl von weiteren Untersuchungen des Verfassers 
über Bronze sowohl bei gewöhnlicher Temperatur als auch bei höheren 
Temperaturen finden sich veröffentlicht in der Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1899, S.354, 1900, S. 1745 u. f., 1901, S.1747 

C. Bach, Elastizität. 8. Anfl. 
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11. f. sowie Mitteilungen über Forschnngsarbeiten, Heft 1, Heft 4. 
Vgl. auch § 10, sowie in "Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder" , 
IX. Kupferlegierungen. 

Fig. 20. 

Um einen Überblick über die bisher besprochenen Metalle zu 
gewähren, sind in Fig . 20 die Dehnungslinien für verschiedene der
r;elben eingetragen: 

das untersuchte Kupfer zeigt K z = 2232 kg/ qcm, ((! = '" 52 0/0 

der 

" 

" Flußeisen "Kz = 3578" er = '" 34 " 

" 
" 

" 

StahIl, ausgeglüht" K.o=:: 5182 tp= '" 25 " 
., H, " K z = 6656 tp = '" 18,5" 
" 1, kalt gezogen" Kz = 6589 " tp = '" 8 " 
" 11, vergütet 

(wasser
gehärtet und 
bei 6!~Oo C 
angelassen) " K z = -8577 

" II, ölgehärtet" K z = 9ö94 
" 

(P = '" 13,5" 
tp = '" 9 " 

Die letztere Zahl 9694 kg/qcm begrenzt die Zugfestigkeit von 
Stahl nicht; nach eigenen Versuchen ergeben sich tür Stahl Werte 
für K z bis über 20000 kgjqcm. 
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6. Versuche mit Messing. (1895). 

Rundstab (Messingguß). 

Durchmesser des mittleren zylindrischen Teiles 
Querschnitt " 

Prüfung genau wie bei Bronzestab I (Ziff. 5). 
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2,20cm 
3,80 qcm 

1. Versuchsreihe 2. Versuchsreihe 
Temperatur 15,4-15,6() Temperatur 14,8-15,1° 

Belastungsstufe in kg 
Verlängerung auf 15 cm Verlängerung auf 15cm 

in 1/1000 em in 1/1000 cm 

Ol 
-P 

p EI 
(J <0 

'" Ol 
l>.O 

500 u. 1000, 131,6 u. 263,2 \ 2,57 
500 u. 1500: 131,6 u. 394,7 5,34 
500 u. 2000·131,6 u. 526,3 8,61 

Q) 

"0 ;:: 
Q) 

.a 
'05 ;z 

0,21 I 

0,54 \ 
1,24 

2,36 \ 2,44 
4,80 4,91 
7,37 7,39 

0,00 2,44 
0,00 4,91 
0,02 7,37 

Wie ersichtlich, wachsen bei der ersten Versuchsreihe (Stab war 
vorher noch nicht belastet gewesen) die Dehnungen rascher als die 
Spannungen; denn es betragen die Unterschiede 

der gesamten Verlängerungen der federnden Verlängerungen 

2,57 2,77 3,27 2,36 2,41 2,57 

Den Federungen der ersten Versuchsreihe entspricht die Gleichung 

1 1.085 
F ~~ ~----- a . 13) 

947000 

Sie liefert die Federungen . 
während die Beobachtung ergab 

2,36 
2,36 

4,82 
4,80 

7,36, 
7,37. 

Die zweite Versuchsreihe (der Stab war vorher durch die Be
lastungen der ersten Versuchsreihe in Anspruch genommen' gewesen) 
liefert die Unterschiede 

der gesamten Verlängerungen der federnden Verlängerungen 

2,44 2,47 2,48 2,44 2,47 2,46 

also nahezu Unveränderlichkeit. Diese Ergebnisse stehen in Über
einstimmung mit dem, was für Bronze festzustellen war. 

Die Dehnungszahl für das Material in dem Zustand, in dem sich 
dasselbe während der Durchführung der zweiten Versuchsreihe befand, 

5* 
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ergibt sich bei Zugrundelegung der Federung von 2,46 nach Gleichung 3, 
§ 2 zu 

24'j 1 
ce = ~ --' ----- = '" ---= 1 25 Milliontel 

15000 131,6 802000 ' 

Fig.21. 

Die weitere Fortsetzung der Belastungen bis zum Bruche ergibt 
für den Verlauf der Linie der gesamten Dehnungen Fig. 21 und 

6350 
KZ =3/Ü= 1671 kgjqcm, 

n 
3,80 - 4 2,00 2 380 - 314 

1/,= 100 -- -~3,80 - ~-= 100 ~'--3~'O~' -= li,4%, 

q' = 100 226 - 200 = 13% , 

200 
Eine ausgeprägte Streckgrenze ist nicht vorhanden. 

7. Versuche mit Leder. (1885 u. 1.) 

]!'ür einen schon früher vielfach belasteten Riemen von 6,44 qcm 
Querschnitt ergaben Zugversuche folgendes. Einstellung erfolgte 
von 3 zu 3 Minuten. 

VOll 

Spannungsstufe in kgjqcm Federnde Verlängl'l'ung in 111m 

3,88 und 11,65 3,5 
3,88 " 19,4 10,0 
3,88 " 27,2 14,0 

Hiernach nehmen die Dehnungen mit wachsender Spannung a h. 
Unter Zugrundelegung einer ursprünglichen Meßlänge des Riemen:: 
780,7 mm entsprechen diese Ergebnisse der Beziehung 

1 07 e=ils o ' . 14) 

worin die Zahlenwerte abgerundet worden sind. 
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Die durchschnittliche Dehnungszahl für die erste Spannungs
stufe berechnet sich zu 

5,5: 7EO,7 1 .. (' = -- -- -- ---- = --- = 907 MIlItontel 
, 11,65 - 3,88 1100 

Gleichung 14 liefert für die Verlängerungen 
5,6 mm gegen 5,5 mm beobachtet 

10,1" 10,0 " 
14,1 " 14,0 " 

Diese Übereinstimmung ist mit Rücksicht auf die vorgenommene 
Abrundung der Zahlenwerte in Gleichung 14 sowie in Anbetracht 
des bedeutenden Einflusses, den die Zeit auf die Formänderungen 

i1 

f~5[1--- _______ . -. _____ . __ 

!OO ------------

I 
1!5~---------

"/-o -.-----------~~---- -" 
Fig.22. 

des Leders äußert, und auf den an anderer Stelle eingegangen wer
den soll, recht hefriedigend. 

In Fig. 22 ist die Linie der gesamten Dehnungen für einen anderen, 
vorher stark gespannt gewesenen Riemen dargestellt; sie kehrt der 
Achse der Belastungen ihre hohle Seite zu, krümmt sich demnach 
entgegengesetzt wie die Linie der Dehnungen bei Gußeisen, Kupfer, 
Bronze, Messing usw. 

Fig. 23 zeigt die Linie der gesamten Verlängerungen für einen 
neuen Riemen von Ulsprünglich 49,6 mm Breite und 6,5 mm mitt
lerer Stärke, entsprechend f= 4,96.0,65 = 3,224 qcm, auf 500 mm 
ursprünglicher Länge. Die Belastungen wurden anfangs je um 25 kg 
gesteigert, später je um 50 kg. Nach 35 Minuten erfolgte der Bruch 
unter 760 kg Belastung, wohei unmittelhar vorher die Länge der Meß
strecke des Riemens zu 602,2 mm gemessen worden war. Unmittel
bar nach dem Zerreißen zeigte die Meßstrecke, durch Aneinander
stoßen der Bruchflächen hergestellt, 520 mm, 40 Stunden später 
5] 6,8 nun, 10 Tage darauf 515,6 mm und 23 Tage später 515 mm 
Länge. 



70 EinleitlUlg. 

Bei Beurteilung der Spannungen darf die weitgehende Vermin
derung des Querschnitte!:! mit steigender Belastung nicht außer acht 
gelassen werden. So beträgt beispielsweise bei P = 400 kg die Breite 

_T ______ '!!'~1~~~~~!l:~H::5ßß_"'_"' _____ _ 

, 

, 

, 

0'-=-''-----

Fig.23. 

47,5mm und die Stärke 6,Omm, also f=4,75·.0,60=2,85qcm 
gegen ursprünglich 3,224 qcm. J\'Iit dem ursprünglichen Querschnitt 
ergibt sich somit die Spannung 

400 
a = 3,2Ü- = 124 kgjqcm, 

dagegen mit dem Querschnitt, der tatsächlich unter der Belastung 
P= 400 kg vorhanden war, 

400 
a = ----- = 140 kgjqcm. 

2,85 

Bei P= 600 kg war f= 4,66·0,59= 2,75qcm, 
" P= 700 kg " f= 4,59·0,59= 2,70 qcm. 

Da das Reißen des Riemens unerwartet bei P = 760 kg eintrat, 
so war f= 2,70 qcm der letzte der bestimmten Querschnitte des ge
spann ten Riemens. 

Je nachdem nun dieser Wert f= 2,70 qcm oder der ursprüng
liche Querschnitt f = 3,224 qcm zur Ermittlung der Zugfestigkeit 
in Rechnung gestellt wird, ergibt sich diese zu 

760 
2,70 = 281 kgjqc m, 

bzw. 
760 

3,224 = 236 kgjqcm. 

über die Elastizität des Leders an den verschiedenen 
Stellen einer und derselben Haut berichtet Verfasser in der 
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Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1902, S. 1446 und 1447 
oder auch in den "Mitteilungen über Forschungsarbeiten", Heft 5. 

Ähnlich wie Lederriemen verhalten sich Hanfseile und dergl. Siehe 
hiel über die Ergebnisse der eigenen Versuche in der Zeitschrift des 
Vereines deutscher Ingenieure 1887, S. 221 u. f., S.241 u. f., S. sm 
und 8l:!2, oder auch "Abhandlungen und Berichte"' 1897, S. 5 u. f., 
S. 59 u. f. 

Ausnahmsweise wurde an Riemen, die jahrelang sehr häufige und 
starke Belastungswechsel erfahren hatten, Proportionalität zwischen 
Dehnungen und Spannungen gefunden, ja sogar eine gewisse Neigung 
dahingehend, daß die Dehnungen etwas rascher wachsen als die Span
nungen. 

Außergewöhnlich hohe Zugfestigkeit ergäben Versuche mit Aal
haut. Zwei Versuche lieferten die Zugfestigkeit, bezogen auf den ur
sprünglichen Querschnitt, zu 906 und 806 kg/qcm. die Bruchdehnung 
zu 19,8 und 18,6 Ofo. 

Bei 

die 

8. Versuche mit Körpern aus Gummi. (1909 und 1900.) 

A. Körper aus weichem Gummi (Raumgewicht 1,03). 

a) Zugversuche. 

Als Probekörper diente Rundgummi von 1,6 cm Stärke. 

der Belastung 0,5 2,5 4,5 6,5 8,5 10,5 
betrug 

Meßlänge 82,07 89,36 98,16 108,98 121,71 136,48 
der Durchmesser ] ,54 1,47 1,40 1,33 1,27 1,20 
der Querschnitt 1,863 1,697 1,539 1,389 1,267 1,131 

kg 

Clll, 
Cln, 

qcm. 

Mit Rücksicht auf diese bedeutende Veränderlichkeit der Ab
messungen des, Probekörpers bei steigender Belastung scheint CF n Jt
wendig, Spannung, Dehnung und Dehnuugszahl auf zwei verschie
dene Weisen zu berechnen: 

1. unter Zugrundelegung der bei der Anfangsbelastung (hier 0,5 kg) 
vorhandenen "ursprünglichen" Abmessungen des Versuchs körpers , wie 
es für Festigkeitsrechnungen üblich ist, und 

2. unter Verwendung der bei P kg jeweils vorhandenen Abmes
sungen. 

Bei den Versuchen wurde das S. 20 u. f. besprochene Verfahren 
des Belastungswechsels angewendet. Die angegebenen Zahlen 8ind 
die erlangten Ausgleichswerte. 
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1. Versuc hsreihe. 

Belastungswechsel innerhalb 2 Minuten (Ausgleichswerte). 

(() Spannungen sind bezogen aut den ursprünglichen Querschnitt von 1,863 qcm, 
Dehnungen sind bezogen auf die ursprüngliche MeßIänge ,,82,07 cm. 

, 

Belastungsstufe 
~ieß.. Verlängerung der i 

Dehnungszahl der 
Federung 

P kg 

strecke I Meßstrecke in cm \ 

kg/ q~In I CIn : keslmte I federnde Ibreitende 

0,5 
1,5 
0,5 ' 

0,5 : 1,863 = 0,268 182,07: 350 I ! 3,20 
1,5 : 1,863 = 0,805 185,57.' 32 I ce = 82 07: (0,805 - 0,268) 

~':~~J82,37 ~______~o J _~,~0 _____ ~L1~,8 ~2~~0 Milliontel 

1,5 ! 0,805 
2,5 , 2,5 : 1,863 = 1,342 
1,5 i 0,805 

85,57. 3,79 I 

89,36 i 

85,71 i 

-----'-

2,5 i 1,342 • 8936 I I 
3,5 ' 3,5: 1,863 = 1,879 I 93:50', 4,14 I 
2,5 1,342 ' 89,58 I 

3,5 ! 1,879 I 93,50 
4,5 4,5: 1,863 = 2,415 . 98,16 
3,5 1,879 ! 93,f'2 

4,66 

-- ----- ----c-------'--~-

2,415 98,16 
5,5: 1,863= 2,952 103,32 5,16 

2,415 98,52 
----I ------

5,5 I 2,952 ,103,32 5 66 
6,5 i 6,5: 1,863= 3,489 1108,98 ' 
5,5 2,952103,75 

6,5 . 3,489 1108,98 
7,5 7,5:1,863=4,026 1 115,15 6,17 
6,5 , 3,489 .109,52 

7,5 4,026 '115,15 
8,5 8,5: 1,863 = 4,563 : 121,71 
7,5 4,026115,71 

8,5 4,563 
9,5 9,5: 1.863 = 5,099 
8,5 4,563 

9,5 . (i _ 5,099 1128,89 i 
10,5 10,5. 1,8 __ 3 - 5,636 1136,48 
!l,5 5,099 130,00 

6,56 

7,18 

7,59 

I 

" 
3,65 4 

ce = 82,07: (1,3 2 - 0,805) 
3,65/ 0,14 

== 1: 12,1 = 82800 Milliontel ---I ! --3,92-------~---

, ", (( = 82~Ö7 : (1,879 - 1,342) 
3,92 0,22 

= 1 : 11,2 = 88900 Milymtel 

4,34 
: (( = 8207 : (2,415 - 1,879) 

0,32 , , 
= 1 : 10,1 = 98700 Milliontel 

4,34 

4,80 . (( = --- : (2,952 - 2,415) 
4,80 : 0,36 ' 82,07 

_..1_ ~____ 1-=-9~ __ 108900 Milliontel 

! 5,23--

5,23 . 0,43 I (( = 82~07 : (3,489 - 2,952) 
= 1 : 8,4 = 118 700 ~iilliontel 

. 563 
c = 8;,07 : (4,026 - 3,489) 

= 1: 7,8= 127700 Milliontel 
5,63 . 0,54 

6,00 0,56 

600 -
, f( = 8;,07 : (4,563 - 4,026) 

= 1 : 7,4 = 136100 Milliontel 

6,29 0,80 
! [( = (j,2~j . (5099 - 4 563) 
I 8207" , 
I = 1 :' 7,0 _}43000 ~Vlliontei 

6,48 1,11 

I (l 4 ~ 
, a = -' -- . (5 636 - 5 099) 
: 82,07" , 

= 1 : 6,8 = 147000 Milliontel 
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ß) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt, 

Dehnungen sind bezogen auf die jeweilige Meßlänge. 

Belastungsstnfe }leß- Verlängerungen der 
Dehnungszahl der 

Federung 
strecke Meßstrecke in cm 

kg.qcm I ' , 
l cm ge"amte federnde Ibleibendei 

0,51 

1.5 1 

0,5: 1,863 == 0,268 
1,5: 1,791 ~~~ 0,838 

0,268 

82,07 1
1 3,50 

, 85,57 i 
, 82,37 i 0,5. 

- --

1,5 0,838 
2,5 2,5: 1,697 = 1,473 
1,5 0,838 

2.5 , 1,473 
3,5 3.5: 1,629= 2,149 
2,5 1.473 

3,5 2,149 
4.5 4,5: 1,539= 2,924 
3,5 2,149 

85,57 
3,79 89.36 

, 85,71 

89,36 
4,14 93,50 

89,58 i 

93,50, 
4,66 98,16 

93,82 ' 

4,5 
5,5 
4,5 

2,924 98,16 
5,5: 1,453= 3,785 103,32 5,16 

2,924 98,52! 

5,5 
6,5 
5.5 

(l,5 

7,5 
6,5 

7,5 
8,5 
7.5 

8,5 
9,5 
8,5 

, 
------

3,785 103,32 i 
5,66 6,5: 1,389== 4,680 108.98! 

3,785 103:75 i 
- - .-

4,680 
6,17 7,5: 1,327 == 5,652 

4,680 
----;---_ .. __ .-.. _. --

5,652 115,15 
6,56 8,5: 1,267 = 6,709 121,71 

5,652 115,71 

6,709 121,71 
9,5: 1,208= 7,864 128,89' 7,18 

6,709 122,60: 

9,5 7,864 '128,89 
10,5 10,5: 1,131 == 9,284 ,136,48 7,59 
9,5 7,864 .130,00 

-

, 

3,20 

3,65 

3,92 

4,34 

4,80 

5,23 

5,63 

6,00 

6,29 

6,48 

3,20 

0,30 
i ((= -82~3'f : (0,838 .- 0,2(8) 

= 1: 14,7 = 68200 Milliontel 
--- -- -- -- -~ 

3,65 
!C= 85 ii : (1,473 - 0,838) 

0,14 , 
= 1: 14,9 = 67100 Mllliontel 
----~ ------

' 3,92 (2 ' 
((= 8958: ,149 - 1,473) 

0,22 , 
= 1: 15,4= 64700 Milliontel 

- --- --------" 

4,34 
[(= 93 82 : (2,924 - 2,149) 

0,32 , 
= 1 : 16, 8 ~= 59700 Milliontel 

4,80 
lC=GG,52 : (3,785 - 2,924) 

0,36 
= 1: 17,7 = 56600 Milliontel 

5,23 
,a= 103,75: (4,680 - 3,785) 

= 1 :'17,8 = 56300 1lillionte 
0,43 

0,54 

563 
,r:=~10~-52: (5,652 - 4,680) , 

= I : 18,9 = 52900 Millionte! 

0,56 

6,00 
,0:= i15~71 : (6,709 - 5,(52) 

, = 1: 20,4 = 49100 Milliontel 

6.29 
u= 122,60: (7,864 - 6,709) 

0,89 
= 1 : 22,5 = 44400 !\IilUontel 

648 
G= -' _ .... - - (9284 -- 7864) 

130,00" , 
= 1 : 28,5 = 35100 )Iillionte~ 

1,11 



74 Einleitung. 

In Fig. 24 ~ind die Linien der bleibenden, federnden und gesam
ten Dehnungen verzeichnet, und zwar je doppelt: einmal entsprechend 
der Berechnungsweise a, unter Zugrundelegung der ursprünglichen 
Äbmessungen (dünne Linien), das zweitemal unter Bezugnahme auf 

t; 

I 
/ 

/ 
- I 
/ 

/ 
/ ' , G.~a " 0"" . -s!,:;n ·v. ' . 

.I , 
,7' - - -- -: ...-

I ,/ - -- -' ",,---

L-____________________________ . c 

F ig.24. 

die jeweiligen Abmessungen, gemäß der Zusammenstellung ß (stärkere 
Linien). Im ersten Falle scheinen die Dehnungen weit rascher zu wach
sen als die Spannungen; die Betrachtung der stärkeren Linien zeigt 
das Gegenteil.. Somit erweist sich die Dehnungszahl a b
nehmend oder wachsend, je nachdem der tatsächliche 
oder der ursprüngliche Querschnitt bei Bestimmung der 
Spannungen zugrunde gelegt wird. 

Die in Fig. 24 schwach ausgezogenen Linien stellen auch den 
Zusammenhang zwischen den wirkenden Kräften und den' Verlänge
rungen dar. Sie rufen den Eindruck wach, daß die Dehnungen bei 
höheren Belastungen rascher als die Spannungen wachsen, während 
bei Einführung des tatsächlichen Querschnitts in die Rechnung das 
Umgekehrte der Fall ist. 

2. Versuchsreihe. 

Derselbe Probekörper wurde einen Tag später derart beansprucht, 
daß Entlasten jedes mal auf die Anfangslast (hier 0 ,5 kg) erfolgte, wie 
beim Versuch 2 mit GuJ?eisenkörper II auf S. 28 besprochen. 



§ 4. Längpnänderungen verschiedener Stoff<:. 75 

Versuchs ergebnisse. 
Belastungswechsel innerhalb 2 Minnten (Ausgleichswerte). 

n) Spannungen sind bezogen auf den ursprünglichen Querschnitt von 1,815 qClll, 
Dehnungen sind bezogen auf die ursprüngliche Meßlänge VOll 82,27 cm. 

Belastungsstufe Meß-
strecke 

lem 

Verlängerungen deI -I 
Meßstrcckc in cm 

ge- fede~ nde : blei-I 
Harnte , :Y~l;~:d hende 

Dehnungszahl der 
Federung 

0,5 0,5: 1,815 = 0,275 \ 82,27' 347 
1 5 1 5 8 352 3,47 c= -2'-27-- : (0,826 - 0,275) , ,: 1, 15 = 0,826, 85,79' , , 005 8 , 
0,5 0,275' 82,32 3,47 " = 1: 13,1= 76500 Milliontel 

0,5 
2,5 
0,5 

Q,275 , 82,32] 
2,5: 1,815= 1,377 89,53 ' 7,21 

0,275 82,43 7,10 

, 7,10 '" 
3,63 ;c=~82-2-·~:(1,371-0,275) 

'Oll ' I 
" l = 1: 12,8 = 78300 Milliontd 

0,5 0,275. 82,43\ 
3,5 3,5: 1,815 == 1,928 93,70\11,27 

11,14 
4,04 I; = ---- : (1,928 ~ 0.275) 

0,5 0,275 \ 82,56: 11,14 
013 82,27 ' 

, = 1: 12,2 = 81900 Milliontel 
-- -~~-~-------

0,5 I 0,275 82,56 1, 

, 1576 '4,55 ' 15,69 (2479 0275) 4,5 4,5:1,815=2,479 9832 ,a=82-27: , ~,-
05! , 82'63 ,15,69 0,07 ' 6~ , , 0,275, , = 1: 11,6== 8 000 Milliontel 

0,5 
5,5 
0,5 

0,5 
6,5 
0,5 

0,5 
7,5 
0,5 

---

. 0,275/82,63!20,79 500 20,69 (303 275) 
5,5.1,815=3,030

1

103,42 i 69 ': '((=8227:" O~O, 
0,275 82,731 20, . 0,10 = 1: 11,0 = 91300 M!11iontel 

, I - -~-(),275'82~i3 -------- ------~26,li-----::----~--

6,5: 1,815== 3,5811109,01126,2826,12 5,43 0.16 (;=8~(27: (3,08] ~0,275) 
_____ 0,275 i_ 82,8~_______ ____ ~_~_ 1 : 1O,~-=96000 Milliontel 

~ 0,275 82,89'32.24 '6.00 f!.=~~.J-.~'(4132-0275) 
7,5:1,810=4,132,115,13 1 - 321'): - 82,27'" 

0.275 83 01 ', ' ~ 0,12 
_ , 1 = 1: 9,9= 101200 Milliontel 

0,5 ~ 0,275 i 83,01\3854 • 6,36fC=~8,-48: (4.683 -- 0,275) 
8,5 8,0: 1,815= 4,683 1 121,551 '38480.06 82,27' 
0,5, 0,275 83,07: " . = 1: 9,4 = 106100 :lIilliontel 

0,5 0,275 83,07: 4534 , 6 ~l 45,19 ( 23 ) 
9,5 9,5: 1,815= 5,234 128,41, ' '45.19 ,I 0,15 f:= 82~2{ 5," 4 - 0,275 
0,5 0,275 83,22, - = 1: 9,0 = 110800 :l!illiontel 

0,5 0,275 83,22 , 2 8 
10'5,105:1815=578513540 5 ,1 
0:5 " 0:275 83:26 52,14 

6 9 52,14 ~ 
, 5 (( = 8227: (5,185 - 0,275) 

0,04 ' 
= 1: 8,7 = 115000 Milliontel 



7ti Einleitung. 

ß) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt, 

Dehnungen sind bezogen auf die jeweilige Meßlänge. 

Belastungsstufe 

Pkg kg:'qcm 

0,5 0,5: 1,815 = 0,275 
1,5 i 1,5: 1,767 = 0,849 , 
0,5, 0,275 

0:5 i 0,275 
2,51 2,5: 1,697 = 1,473 
0,51 0,275 

1 , }Ieß- Verlängerungen der 1 
Meßstrecke in cm , 

I strecke' 

ge- 1 

, l cm s:tmte i 

felle! ude I' bl' : 

lunter- I el~ ,I 
schied I bende, 

82,27 , I : 
8579 3,52] 3,47! 

82'32' __ 3,471 ~ 0,05 
., I ! 

Dehnungszahl der 

Federung 

3,47 27~) =- . (0849-0 0 
82,32" , 

= I: 13,6 = 73400 yIilIion(el 

8829,3523 :, 7,21, ,3,63: ,t( ~ 2,_!O ~ (1,473-0,275) 
, 1 82,43 

82'43; ,7,10; ,0,11 = 1: 13,9== 71900 Million'el , , , 

0,5' 
3,5 
0,5 

0,275 'I 

3,5: 1,629= 2,149 
0,275 ' 

82,43 11 ,27': 404! 'Ci = 11,14: (2,149-0,275) 
93,70, 11 14' "0 13' 82,56 
82,56', " :", =~ 1: 13,9 = 72000 :VIillioniel 

-"------- ------- ""------ ---~--~ 

0,5 
4,5 
0,5 

0,5 
5,5, 
0,5 ' 

, 

0,275 1 82,56" I', _ !5,69. (2924'-0275) 
4 5' 1 539 ~= 2 924 9832115,76, 4,55, (- 82 63" , 

, . , '" '15 69 i ° 07 ' , 
O,:?~_I_ 82~~: __ ,______ _1~_L~::-_1-=-14,0 = 71 700 Milliontel 

~ 0,275 , 82,63 i20, 79 5,00! 'e = 20,69. (3785-0275) 
5,0:1,453=3,785 103,42 i 2069 1 010 ' 82,73" , 

0,275 82,73: '.', = 1: 14,0 == 71300 yIilliontel 
-----

0 5: 0275 8273 i! I' 26,12 ( 02-5) 
6.'.5 1 

' '26.28 ,543, ((= --: 4,680-, I 
6,5: 1,389= 4,680 109,01. '2612' ,016 i 82,89 

0,275 82,891 " i ;' I = 1 :-.!-_~,~ -- ~1500 i\lilJion\el 

0-5- - - -----0275 ' 8289, , : i ,- -3212 

0,5' 

, "[32,24 1,6,001 '(1=--'-:(5,652-0,275) 
7,5 7,5: 1,327 = 5,652 115,13 i 3212! 0 12' 83,01 
0,5' 0,275 _8~,~l'i __ ,", I '_ \ = 1: 13,9 = 72000 "IiJ1i(~li.el 

0,5 0,275 
8,5 8,5: 1,267 = 6,709 
0,5 0,275 

0,5. 0,275 
9,5 9,5: 1,208 = 7,864 
0,5 0,275 

8301' i 3848 
, '3854 636! 1('=~-2..-·(6709-02i5) 

21,55 ' 38 48' i 0 06 i . 83,07" , 
83,07' '!:', == 1: 13,9 = 72000 ~[illiolltel 

8307' , , , 1 45,19 84 2-~) 
, 4534 671 Il~= :(7.6-0"/0 

128,41 ' 45191 ' 1 01 " 83,22 . 
83,22 ' 1_ I' 0, = 1 : 14,0 = 71600 lHillipntel 

0,5 0,275 83,22 5218 ' , i 52,14 2 4 02--) le 6951:'-= - : (9, 8 - . . 0 
),5 10,5: 1,131 = 9,284 135,40! ' '-214' 004: 83,26 . 

0,5 0,275 83,26 0 , " = 1: 14,4= 69500 Millionte, 



§ 4. Längenänderungen verschiedener Stoffe. 77 

Die vorstehenden Ergebnisse sind in Fig.25 zeichneri:;ch dar
gestellt. (Dabei mußte die Linie der bleibenden Dehnungen entsprechend 
der Berechnungsweise ce weggelassen werden, weil sie zu nahe mit 

L-_______________________________ 

Fig.25. 

der eingezeichneten Kurve nach der Berechnungsart ß zusammen
fällt.) Bei der Versuchsreihe 2 ergaben sich die bleibenden Dehnungen 
weit kleiner als bei Versuchsreihe 1. 

Zu Fig.25 sind die gleichen Bemerkungen zu machen wie S.74 
zu Fig.24. 

Die Linie der federnden Dehnungen, bezogen auf den jeweils 
vorhandenen Querschnitt, bildet hier nahezu eine Gerade. 

b) Druckversuche. 

Durchmesser des verwendeten Körpers rel. 6,9 cm, Höhe desselben 
rd. 18 C111, Meßlänge ursprünglich 8,0 cm. 



78 Einleitung. 

1. Versuchsreihe, durchgeführt wie Zugversuch 1. 

Belastungswechsel innerhalb 2 Minuten (Ausgleichswerte). 

u) Spannungen sind bezogen auf den ursprünglichen Querschnitt von 37,28 qcm, 
Dehnungen" " " die ursprüngliche Meßlänge von 8,00 cm. 

Belastungsstufe 
! Meß- : -Zusammendrückunge~ I 
strecke der Meßstrecke in em I DC'hnungszahl der 

Federung 
Pkg i kg'qcm l cm I gesamte I fe~ernde Ibleibende I 

01 0 
501 50: 37,28= 1,341 
oi 0 

I 

50; 1,341 
100 100: 37,28= 2,682 
50 1,341 

100\ 
150 
100 : 

2,682 
150: 37,28= 4,024 

2,682 

8,00 0,69 
7,31 
7,98 

I ~:;~- --0,5~ -
r 7,25 

6,73 0':;4 
6,19 
6,65 

--------~_. 

150 
200. 
150 : 

4,024 
200: 37,28 = 5,365 

4,024 
- -- -~~----

I 
6,19 
5,70 

0,49 

6,11 

: 067 1((= 8'00 : 1,341 

_0,n_71_~02 !. _i0_6,0=625()() ~illiontel 
0,52 34 ) (( = -- - . (2 682 - 1 I 8,00" , 

0,52 i 0,06 = I :20,6= 48500 Milliontel 

1\ 1(( = ~'~~ : (4,024 _ 2,682) 

0,46 . 0,08 ! =:J': 2~,~ __ 42~0 Million~~ 

I I 041 . I .a = 8'00: (5,365 - 4,024) 

L~~ 0,08~~26,2 = 38200 Milliontel 

ß) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt, 

o 
50 
o 

Dehnungen 

o I 8,00 
50: 40,49= 1,235 ! 7,31 ° . 7,98 I 

0,69 

50 i ~,~35 ,7,31 0,58 
100\ 100: 44,65= ,40 i 6,73 
50! 1,~35 .1 7,25 __ ~ __ 

100 2,240 i 6,73 : 054 
150' 150: 4~,89 -= 3,068 I 6,19 I ' 

100 ' 2,240 6,65! 
. . .. _-------

]50 3,068 
200. 200: 53,59 = 3,732 
150 3,068 

6,]9 
5,70 
6,11 

I 

0,49 

" die jeweilige Meßlänge. 

i = Q,67 . I 235 
ja 798" 
I' _ 

I = 1: 14.,7 = 68000 Milliontel 
0,67 i 0,02 

= 0,52 . (2 240 - 1 235) 
I 7,25'" 

0,52 ! 0,06 I == 1: 14,0 = 71400 Milliontel 

_ ______ " _______ 1 r: -~':~~~3,0~8----;,2~~ 

0,4ß 0,03 i = I': 12,0 = 83500 Milliontel 
.1 .. __ -._._ .. __ . _______ _ 

. ! I 041 
ja = (/11 : (3,732 - 3,068) 

0,41 0,08-1 = 1': 9,9= 101100 



§ 4. Längenänderungen verschiedener Stoffe. 7V 

2. Ver,;uchsreihe, durchgeführt wie Zugversuch 2. 

Belastungswechsel innerhalb 2 Minuten (Ausgleichswerte). 

u) Spanmmgen sind bezogen auf den ursprünglichen Querschnitt von 37,28 qcm, 
Dehnungen sind bezogen auf die ursprüngliche Meßlänge von 7,99 Clll. 

Pkg[ 
--r-

01 
50 1 

Oi 

Belastungsstufe 

kg'qum 

o 
50 : 37,28 = 1,341 

o 

)Ieß
strecke 

l cm 

7,99 
7,26 
7,97 

Zusammendrückungcn 
der Meßstreckc in ('m 

ge- i fedelrn~1er_' blei- , 
samte I I schied j bende --------, -~-----------
0,73· : 0,71 

Dehnungszahl der 
Federung 

0,71 i 

0,71 
((=7-99: 1,341 

0.02· , 
, 1 = 1 : 15,1 = 66300 Milliontel 

0: 0 7,97 : 1,34 : 0,60 ('.= ~,3~ . 2 682 
1001 100 : 37,28=2,682.6,63 131' ',0,03;' 7,99" 

o ° 7,94 " = 1 : 16,3 = 61100 Milliontel 
-1---

o 0 1 7,94 i . 1 81 
1501 150 : 37,28 = 4,024 6,10 I 1,84 i • 0,50' . (( =~ t,99 : 4,024 

0i 0 7,91 1,81 0,03 =1:17,7=56300Milliontel 

0' 0 
200! 200 : 37,28 = 5,365 

75,9631 ,2,28. 0,45 ' 
, i 2,26 i ! 0,02 

= 2,26. 5 365 
(( 7 99' , , 

O!, 0 7,89 
_____ - ___ I ___ _ = 1 : 19,0 = 52700 Milliontel 

jJ) Spannungen sind bezogen auf den jeweiligen Querschnitt, 
Dehnungen sind bezogen auf die jeweilige Meßlänge. 

o 0 
50 50: 40,49 = 1,235 

7,99 073 
7,26 1 ' 

071 ; 0,71 -
, (( =--- : 1,23D 

o 0 

0' 0 
I 

100 100: 44,65 = 2,240 
0] 0 

7,97 
0,71 

7,97 '134 1 0,60 
6,63 " . 

1,3] ! 
7,94 

° 0 7,94 I . 

150' 150: 48,89 = 3,068' 6,10 1
1,84 0,50 

I 81 . o 0 7,91 'i 

o 0 7,91 

'0,02! 7,97 
, = 1 : ] 3,9 = 72100 Milliontel 

1,31 
1(;=7-94: 2,240 

0,03 I ' 
I = 1 : 13,6 = 73700 IIIilliontel 
1 • 1,81 
• iX= - ---- : 3,068 

003! 7,91 
, . = 1 : 13,4 = 74600 Milliontel 

2,26 7 
200,200:53,59=3,732' 5,63 .2,28. 0,45 ' ° 0 7,89 2,26. 0,02 

a=789: 3, 32 , 
= 1 : 13,0 = 76800 Milliontel 

Der Vergleich der beiden Versuchsreihen führt zu denselben Beobachtungen wie 
bei den Zugversuchen. 
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§ 4. Längenändenmgen verschiedener StC'ffe. 81 

b) Zusammenfügung der Ergebnisse der Zug- un!l Druckversuche. 

Verlängert man in Fig. 24 und 25 die Linien der federnden Deh
nungen sinngemäß, bis sie die wagrechte Achse der Dehnungen schnei
den - dies ist mit um so größerer Sicherheit möglich, je geradliniger 
diese Kurven in der Nähe des Ursprungs verlaufen -, so lassen sich 
die Ergebnisse der Druckversuche an diejenigen der Zugversuche an
schließen, wie es in Fig. 26 und 27, gültig für die Versuche 1 bzw. 2, 
geschehen ist. 

Von besonderem Interesse erscheint in Fig.27 der fast gerad
linige Verlauf der stark ausgezogenen Linie. 

c) Einfluß des Alter~. 

Die Probekörper, übel' die unter a) und b) berichtet ist, waren 
1/2 Jahr früher hereits denselben Versuchen unterworfen worden. 
Dabei hatten sich für gleiche Beanspruchungen etwas größere Form
änderungen ergehen. Bei Zugversuch 1 z. B. war die Dehnungszahl 
von 77500 l\lilliontel his 164 000 l\lil\iontel veränderlich gewesen, gegen
über 72600 Milliontel his 147000l\1i1\iontel bei den späteren Versuchen. 

B. Körper aus hartem Gummi. (Raumgewicht 1,48.). 

Ein Teil der Ergehnisse ist in den folgenden Zusammenstellungen 
enthalten. 

a) Zugversuche. 

1. Versuchsreihe, durchgeführt wie Versuchsreihe I nnter A. 

{() Spannungen sind bezogen auf den ursprünglichen Querschnitt von 1,767 qCIll. 

Dehnungen "" die ursprüngliche Meßlänge von 80,25 cm. 

B31astungsstufe Meß-
I 

Verlängerungen der 
strecke. Meß3trccke in em Dehnung6zahl der 

Pkg kg'qem I cm 'I I 
Pederuug 

! ~esa mte ! federnde bleibende 

0,5 0,5: 1,767 = 0,283 80,25 0,53 0,46 
1,5 1,5: 1,757 =~ 0,849 80,78 

((= _ .. -- . (0 849 - 0 283) 
0,45 0,07 80,25·' , 

0,5 0,283 80,32 = 1 : 99 = 10 100 )lilliontel 

5,5 5,5: 1,767 ~= 3,113 83,21 0,70 t 0,51 
6,5 6,5: 1,767= 3,679 ~3,m a= 8025: (3,679-3,113) 

0,51 0,19 , 
5,5 3,113 S3,40 

I 
= 1 : 89 = 11200 ~Ii11iontel 

--- ---------.---

11,5 11,5: 1,767 = 6,508 87,66 0,81 054 
12,5 12,5: 1,767 = 7,074 88,47 

0,54. 0,27 
((= 86,25 : (7,074~6,508) 

1l,5 6,503 87,93 i = I : 84 =~ 11 900 }Iillionlel 
c. Bach, Elastizität. 8. Anfl. 6 



82 Einleitung. 

ß) Spannungen sind bezogen auf \len jeweiligen Querschnitt, 
Dehnungen " die jeweilige Meßlänge. 

Belastungsstufe Meß
strecke 

Verlängerung der 
Meßstrecke in cm Dehnungszahl dN 

Federung 
Pkg: kg'q~m l cm : gesamte [ federnde I bleibende, 

0,5:1,767=0,283 80,25 i 3 0,5 
I ,Il 
0,5 

1,5:1,744~= 0,860 80,78: 0,5 
0,283 80,32' 0,46 

: Ci = ~~~: (0,860 - 0,283) 
0,07 1 ' 

• = 1 : 10 1 = 9900 Milliontel 

5,5 
6,5 ' 
5,5 

5,5: 1,710 = 3,216 83,21 
6,5: 1,697 =c~ 3,830 j 83,91 

3,216 • 83,40 ! 

0,70 

1l,5 I 11,5:1,629== 7,0~0, 87,66 ' 
12,5' 12,5:1,606== 7,783 88,47 0,81 
n,5 7,060 ' 87,93 

0,51 j 0,19 

0,54 0,27 

((= ~:~1'(3 830 - 3216) 
83,40' , , 

= 1: 100 = 10000 ~Lilliontel 

, 054 
,a= 87,93:(7,783 - 7,060) 

= 1 : 118 = 8490 Milliontel 

2. Versuchsreihe, durchgeführt wie Versuchsreihe 2 unter A. 

n). Spannungen sind bezogen auf den ursprünglichen Querschnitt. von 1,76'7 qcm. 
Dehnungen " die ursprüngliche Meßlänge von 80,35 cm 

Bell1stungsstufe Meß- Verlängerung der 
strecke: Meßstrecke in cm 

P kg kgj qcm l cm I s;;'te i fldeJ~~; kg i h~~eJ~ i 

Dehnungszahl der 
Federung 

0,5' 0,5:1,767=0,283! 80,35 i 7 1 I i' 0,46 
15115:1767=~0849!808210,4 1 0,46:1 I' a=8035:(0,849-0,283) 

, 1" , i ' , • 0 461 = ° 46 ' ° 01 ' 
0,5 1 0,283 1 8~~~~_~ ___ I'! '!' = 1 :99= 10100 Milliontel 

0,5 0,283: 80,53 ! : \ i 3,30 
65' 65:1767 = 3 679 8387 3,34' 13,30:6 OC= 8035:(3,679 - 0,283) 

, , " , I' 13,301 =0,55 10 ,04 ' 
0,5 =0,28380,57" I, =1:83= 12100 Milhontel 

---------------y--------- - ----------

0,5 0,283 80,65 7 1 7,36 
12,512,5:1,767= 7,074 88,05 ,,40 '7,36:12, 1(= 8035:(7,074 - 0,283) 
0,5 0,283 80,69' 17,36 = 0,61 : 0,04 I ' 

== 1 :74= 13500 Milliontel 
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ß) Spannungen .sind bezogen allf den jeweiligen Querschnitt, 
Dehnungen die jeweilige Meßlänge. 

Belastungsstufe l'leß· 
strecke 

Verlängerungen der 
Meßstrecke in cm 

Dehnungszahl dcr 
Fedelllng 

Pkg kg!qcm 1 i ge· I federnde ~ ble"1 
i cm Isamt.p I für I kg : bende 
, I ' 

0,5 
] ,5 
0,5 

0,5 : 1,767 = 0,283 ' 80,35 047 ' 
1,5: 1,744= 0,860 80,82 i" 0,46:1 

0,283 80,36: !0,46 =0,46 

, 04.6 
(I ='.. : (0,860 - 0,283) 

0,01' 80,36 
, == I : 101 = 9920 Milliontel 

0,5 0,283 80 53 ' 
6,5 6,5: 1,697== 3,830 83:87 3,34 3,30:6 
0,5 0,283 80:57 i 3,30 =0,55 

, 3,30 
,({ =- .. : (3,830 - 0,283) 
10,041 80,57 1'::00 
! i = 1: 87= 110 Milliontel 

0,5 0,283 I 80,65 7 40~ 7,36' 7 3) 
12,512,5: 1,606== 7,783' 88,05 ,': 7,36:12, ,((= 80,69:(7, 83 - 0,28 

0,5 0.,283 i 80,69 7,36 1 ==0,61 10,04 =, 1 : 82 =0= 12200 Milli~ntel 

b) Druckversucb, 

durchgeführt wie die Versuchsreihen 2. 

ce) Spannungen sind bezogen auf den ursprünglichen Querschnitt von 39,04 qCI11, 
Dehnungen "" die ursprüngliche Meßlänge von 8,00 cm. 

-, --_._----- ------~-------,--------------- ----~-

Meß. I Zusammendrückungcndcr i 
strecke j Meßs-crecke in cm Belastungsstufe 

1 cm I ge' fede rnue I' blei·' 

Dehnungszahl der 
Federung 

kgjqcm samte i I für 100 kg ,bend, j 

103o : i I 0,27 
", ,0,27:1 I 1((=' - .: 2,561 
I 0,27' --02'" !O 03: 8,00 
I I _~-,I~"1=1:76=13200 , · .. ·-~r--: 

... 0, .' o. \ 7,95 11,39:,. " 1,37 
000500.39,04= 12,807 6,56: :137: 1,37:5. i(l= 800: 12,807 

0 '1 ° ' 7,93 1", - 0 27 10,02 ' 
i I -, 1 ___ = 1 : 75=013400 

~~I ------- ---- --- r ---I ~I-- - .-- - ---:: 1 2,25--

°1 '3904°-23 53157'690 12,29 1 ,2,25:9 I la=8 .. ·00····: 23,053 900,900. , -,0 ,I! 225: ° 4 
01 ° 7 86 I, -025 1 0 ' 

I " ' -, " I = 1 : 82 = 12200 

o ° , 8,00 
100 100: 39,04 = 2,561 ' 7,70 ° ° 7,97 Milliontel 

MiJliontel 

Millionu-l 

6* 



84 Einleitung. 

ß) Spaunullgen ;;iJl(l bezogen auf den jeweiligen Querschnitt, 
Dehnungen die jeweilige l\IeßIänge. 

Bl'lastungsstufe 
MeB- :, Zusammendrückungen der ' 

strecke [ l\IeBstrccke in cm Dehnungszahl der 
Federung 

P kg kg!qClll I cm ge-, federnde hlei-
__ ~ ________________ ~ ____ -+1~8a~m~t~e~i __ ~I~fU~"r~lOOkg_b~e~n~de~~ ______________________ __ 

o 0 
100 100: 3!J,82 - 2,1)11 

8,00: 3 
7,70 0 .. 0 0,27:1 

0,27, == 0,27 7,97 

I 0,27 
a= 'f!n: 2,511 

0,03 ' o 0 = 1:74= 13500 )Iilliontel 

o 0 7,95 
500500:47,29~~10,573 6,56 

() 0 7,93 

3 7 5 1,37~. 
L 9 1,3 : a=793 :10,51.~ 

1,37,: = 0,27 '0,02 ' 
I = 1 :61 ~= 16300 Milliontel 

I o 0 790 
'9 " '2,29, 

OOO! 00: 55,02 = 16,358' 5,61 : 2,25 

i i 225 
2,25:9 I a=;fS6:16,358 

= 0.25 10.04 = 1 ~ 57 = 17500 Milliontel o 0 7,86 

C. KÖl'pel' aus Hartgummi (Ebonit). 

Beim Druckversuch erwiesen sich die Dehnungen den Spannun
gen fast genau proportional. Die Dehnungszahl ergab sich für Be
anspruchungen bis 108 kgjqcm zu 1 :2630 = 380 Milliontell), 

9. Versuche mit Körpern aus reinem Zement, Zementmörtel, Beton. 

Die zahlreichen vom Verfasser mit solchen Körpern durchgeführten 
Druckversuche, hinsichtlich welcher auf die früheren Veröffentlichungen 
verwiesen werden muß2), ergeben ausnahmslos, daß die Zusammen
{lrückungen rascher wachsen als die Spannungen. 

Die erlangten Versuchsergebnisse lieferten innerhalb der für die 
ausführende Technik in Betracht kommenden Spannungsgrenzen bei
spielsweise die aus dem Folgenden ersichtlichen Beziehungen, in denen 
die Zahlenwerte abgerundet sind, 

') Die Zugfestigkeit, ermittdt an 2 Streifen, betrug 514 und 590, im Mittd 
552 kg/qcm. Die Druckfestigkeit von 2 Würfeln ergab sich zu 875 und 865, im 
}littel 870 kgjqcm. Weitere eigene Versuche, namentlich über das Verhalten 
hei höherer Temperatur s, Zeitschr. des Vereines deutscher Ingenieure 191~. 

S. 907 u. f. 
~) Zeitschrift des Vereines deut.~cher Ingenieure 1895, S.489 u. f., 189ö. 

H. 1381 u. f., 1897, S. 248 u. f.; oder "Abhandlungen und Berichte" 1897. 
S. 2:{0 u. f., 268 u. f., S. 289 u. f.; r. Bach, ,Mitteilungen über die Herstellung und 
die Untersuchung von Betonkörpern mit versehiedE>nE>m Wasserzusatz, Stuttgart. 
1. Teil Hl03. H. Teil 1906. III. Teil 1909. 



~~. Längl"nanderungen verschiedener Stofff'. 

Körper aus reinem Zement. 

f =~ 1 ,,1.0n 
250000 

15) 

Körper aus Zementmörtel. 

1 
Zement. P/2 Donausand: f == --- ,,1,11 16)1) 

- 356000 

1 
. ____ 1_ 0 1 ,1', 
< -- - 315000 

1 
1 _ 

E::::--== --- GI lt 
230000 

Körper aus Beton. 

1 Zement, ~ 1/2 Douausaml, 5 Donankies: 

10== __ 1 __ al,l-t;; 

298000 

1 Zement, 21/ 2 Egginger Sand, 5 Kalk~teinschotter: 
1 __ 

f' =:::::: ---- -_. a I , la, 
457000 

1 Zement. 5 Don3usand, 6 Donaukiei;: 

1-'= __ 1_. 011:37 

280000 

I Zement. 3 Donausand, 6 Kalksteinschotter : 

e == -_. ~_ .. - - 0 1,16 1 
380000 

19) 

20) 

21) 

22) 

1 Zement, 5 Donausallrl, 10 Donaukje~: 
1 

F = _. ---- a1. 1.;7 93) 217000 . . . . . . . . . ~. 

1) Es ist von Interesse, zu beachten, wie ausgeprägt sich der Einfluß des 
t-landzusatzes auf die Größe der Exponenten m und die Größe von Cl äußert. 
Darin liegt überhaupt ein Vorteil der Beziehung 1, daß ihre beidpn 
Koeffizienten ce und m sehr empfindlich sind gegenüberVerschieden
heiten in der Zusammensetzung des Materials (Gußeisen, Kupfer, 
Bronll:e, Messing, Zementmörtel, Beton, Granit usw.) sowie gegen
über den Verschiedenheiten des Zustandes, in dem es sich jeweils 
in dem untersuchten Körper befindet (z. B. ob - bei Eisen - vorher 
ausgeglüht, ob kalt bearbeitet, oder vorher belastet ob - bei Beton - trocken 
oder feucht usw.). Es erscheint wahrscheinlich, daß durch genaue Feststellungen 
in dieser Richtung in manche Materialien Einhlicke erlangt werden können. 
die bisher auf physikalisl'hem Wege sich nil'ht gewinnrn ließen. 
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Zement 5 Egginger Sand, 10 Kalksteinschotter : 
1 1,207 E - (J 0),4) .- 367000 ............... -

Eigene Druckversuche mit Zementmörtel lieferten für die Dehnungsz8,hl der 
Federung im Alter von 100 Tagen für die Spannungsstufe 0,1-15 kg/qcm folgende 
Werte (Armierter Beton, 1911, Heft 9). 

Zusammensetzung 
Dehnungszahl der Federung 

nach feuchter Lagerlmg i.Raum-lnaCh feuchter LagcJUng Wiih-.I.!Ranm
; ife- rcnd7Tagenundanschließen-. ge-

i . WIcht der trockenen Lagerung i wicht 

1 Zement,0,5Rheillsandll :236800=4,22 Milliontel! 2,16 1 :201700=4,97 Milliontell 2,14 
1 ., 1 " \1:273100=3,66 "12,201:247500=4,04 ., \2,19 
1 1,51 :284600=3,52 \ 2,201 :263200=3,80 \ 2,HJ 
] 2 1 :283900=3,52 1 2,201 :277800=3,60 I, 2,19 
1 3 ,,1:276700=3,62 12,221:248300=4,02 \ 2,17 

5 1 :228800=4,37 \ 2,19 1 :208900~=4.79 I 2,14 
1 
1 

7 ) :190800=~5,24 i 2;14 
101:158800=6,30 ·2,10 

Für Beton ergab sich nach feuchter Lagerung: 

ZUS<l,mmensetzung 

I I 
i Spannungs- i 

i stufe IDehnungszahl 
: kg/qcm I 

der Federuna ,., 

1 Zement, ~ Rheinsand, ~ Rheinkies, Stampfbeton i 0, 1-24,~ 11 : 372 ~OO= 2,68 Milliontd 
1 " 2 " 3 .. Gußbeton i 0,1-24, 1,1. 310 100-- 3,22 " 
1 3 4 Stampfbeton!0,1-24,5,l:33'-\100=2,!)(\ 
1 ;) 4" Gußbeton \0,1--24,41:301900=3,32 
1 2,5 Sand, 2,25 Feinkies, 3 Grobkies, 1\ 

Stampfbeton 0,2 ~. 20,5 '.1 : 371 000=2,70 
1 2,5" 2,25 Fein schotter, 3 Maschinen, \ 

grohschotter, Stampfheton 0,2 -20,71 : 491 000= 2,04 

Umfangreiches Zahlenmaterial über die Elastizität und Festig
keit von Beton verschiedener Zusammensetzung unter Anwendung 
verschiedenen Wasserzusatzes findet sich in den in Fußbemerkung 2 
auf Seite 84 zuletzt genannten Schriften, ferner in Heft 22, 29, 39, 
45 bis 47, 72 bis 74, 90, 91, 95, 122, 123 und 166 bis 169 der Mittei
lungen über Forschungsarbeitell, herausgegeben vom Vereine deut
scher Ingenieure, so",ie in den Heften des deutschen Ausschusses für 
Eisenbeton : 9, 10, 12, 16, 19, 20, 24, 27, 30, 38. 4:~, 44 und A. 
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Von den Feststellungen, zu denen diese Versuche geführt haben, 
seien mit Rücksicht auf die Bedeutung, die der Beton an sich und 
so dann in Verbindung mit Eisen erlangt hat, die folgenden angeführt. 

a) Probekörper aus Beton müssen ausreichend große Abmes
sungen erhalten, wenn die Versuchsergebnisse zuverlässig ausfallen 
sollen und Übertragung der erlangten Erfahrungszahlen auf Bauten 
beabsichtigt wird (1895). 

b) Für die Ermittlung des elastischen Verhaltens ist das S. 19 u. f. 
sowie in der Fußbemerkung 2 S.46 hervorgehobene Belastungs
wechselverfahren anzuwenden. Zur Erreichung des Ausgleichs
zustandes sind um so mehr Lastwechsel erforderlich, je höher die 
Belastung ist. Der Einfluß der Belastungszeit macht sich ins
besondere bei stärkerer Beanspruchung geltend (1895). 

c) Die gesamten, bleibenden und federnden Längenänderungen 
wachsen ausgeprägt rascher als die Spannungen. Die Größe 
und die Veränderlichkeit der Dehnungszahl hängen in hohem Maße 
von dem Alter ab, in dem die Prüfung erfolgt; die Krümmung der 
Dehnungslinie nimmt ab und diese nähert sich der Geraden, wenn 
der Beton älter wird, die federnden Dehnungen fallen kleiner aus, 
dasselbe gilt von den bleibenden Dehnungen (1906). 

d) Die Zusammensetzung beeinflußt die Dehnungen in ver
schiedenartiger Weise. Kiesbeton ergab z. B. größere Dehnungen als 
Beton aus Muschelkalkschotter (1895). Das Verhalten von Mörtel
körpern mit verschiedenem Sandzusatz unter Druck geht aus der oben 
angeführten Zahlentafel sowie aus folgenden älteren Versuchswerten 
hervor. 

Zu;ammensetzung] Reiner Port- I Z<jment, I Zl'ment, I Zement, 
landz0mcnt 1 Sd-ud 3 S,mtl 41,'2 S"ud 

Durchschnittliche 1 Dehnungszahl u, 4,74 3,56 4,31 6,29 .Hil\iontel 

auf der Spannungs- } 
stufeO-7,8kgjqcm I 
Raumgewicht J 2,07 2,12 2,04 1,91 kgjcdm 

Die Dehnungszahl nimmt also zunächst ab, bei weiterem Sand
zusatz aber rasch zu. Bemerkenswert ist das umgekehrte Verhalten 
der Werte des Raumgewichts. Näheres s. Zeitschrift des Vereines deut
scher Ingenieure 1896, S. 1381 u. f. Neue Versuche: Armierter Beton 
1911, Heft 9. 

Die Druckfestigkeit nimmt mit steigendem Sandgehalt ab (Ar
mierter Beton 1914, Heft 6 und 7). 

Von sehr bedeutendem Einfluß erweist sich die Größe des Wasser
zusatzes. Bei geeigneter Zusammensetzung des Betons liefert die ge
ringste Wassermenge, die eben noch ausreicht, um einen vollkom-
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menen Stampfbeton zu eIzeugen, bei sachgemäßer HerstellUllg die 
größte Festigkeit. Zur Verarbeitung eines solchen Betons gehören 
aber zuverlässige und geübte Arbeiter. Beton mit größerem Wasser
zusa tz ist leichter zu verarbeiten; seine Festigkcit ist im Alter VOll 

28 Tagen je nach der Größe des WasEcrzusatzes mehr oder weniger 
bedeutend kleiner, doch nimmt der Unterschied mit zunehmendem 
Alter ab (1906, 1909). Bei Beton mit Eehr großem Waswrzusatz tritt 
die Gefahr der Entmischung ein, d. h. der Beton erweist sich an ver
schiedenen Stellen sehr verschieden zusammengesetzt, hat somit nicht 
die Zusammensetzung, die ihm zu geben beabsichtigt war. Anderen:eits 
darf nicht übersehen werden, daß Eehr geringer \Vasterzucatz zu un
vollkommenem Beton führen kann. 

Bei der Beurteilung des Wasserzusatzes kommt eH nkht darauf 
an, wieviel WasEer zugesetzt wird, sondern darauf, wieviel Wasser 
schließlich im Beton verbleibt (dichte und undichte Formen). Trockene 
Holzformen entziehen dem Beton Vvasser, eiserne Formen tun das 
nicht. Beton, in letztercn hergestellt, enthält also mehr WasEer; er 
weist deshalb unter sonst gleichen Umständen eine geringere Druck
festigkeit auf als Bcton in Holzfor-men. Mangelhafte Holzformen lassel1 
durch H,isse und Spalten Zementbrühe verloren gehen, wodurch Ver
mindeIUng der Festigkeit sich einstellen kann. 

ZDhlenIlläßig geht der' Einflllß des WaSEelZUsatzes z. B. aus folgen
den \Verten der Dmckfestigkeit hervor, denen auch die Raumge'Ylchte 
beigefügt sind. (Feton aus 1 Raumteil Zement, 2 Raumteilen Rheill
sand und 3 Raumteilen Rheinkies ; Heft 72/74 der Mitteihmgen über 
Forschul1 gsarbeiten .) 

Wasserzusatz 
Druckfestigkeit 
Rallmgewicht 

6,8 
274 

2,34 

7,8 
224 

2,33 

9,0 
201 

2,33 

10,0 % 

166 kg/qelll 
2,32 kgjcdm 

e) Je glößer die auf die Raumeinheit entfallent:e Stampfarbeit 
ist, desto dichter und fester fällt der Beton aus. KleiEe Probekörper 
weisen bei gleichem Stampfverfahren unter sonst gleichen Umständen 
glößere Werte der Druckfestigkeiten auf als größere, Es fanden sich 
z. B. folgende Werte für Körper aus 1 Teil Zement llnd 3 Teilen i:5and: 

Handmischung: Wü'fcl Zylinder, 25 Clll hoch VeJ l·ältnis-
;;0 q 'lll Querschnitt 480 q cm Qucrsclmi tt zahlm 

Druckfestigkeit, kg/qcm 285 165 1: 0,58 
Raumgewicht, kgjcdm 2,28 2,23 1 :0,98 

Maschiuenmischung: 

Druckfestigkeit, kgjqcm 292 203 1 :0,70 
Raumgewicht, kgjcdm 2,32 2,25 1: 0,97 
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Die Ergebnisse lassen auch die Überlegenheit guter )Iaschil1en
mischung gegenüber der Handmischung erkennen. 

Näheres s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1898, 
N. 238 u. f. nl::er neuere eigene Venmche mit Betonwürfeln yon 12,5, 
:')0 und 40 cm Seitenlänge berichtet O. Graf unter: Drnckyersuche 
mit Betonwürfeln. Zusammenfassung yon Ergebnissen, ermittelt in 
der Materialpl'üfungsanstalt an der K. Technischen Hochschule Stutt
gart, in Armierter Beton 1914, Heft 6 und 7. Diese Arbeit enthält 
eine Zusammenstellung allel' Einflüsse, die für die Druckfestigkeit des 
Betons von Bedeutung sind. 

Ahnlich wie vermehrte Stampfarbeit wirken Ersc h ü He rungen 
(~er Betonmasl'c. Die erste Veröffentlichung übel' diesbezügliche Be
obacht1ll1gen aus dem Jahr 1904 ifit in Heft. 22 der }Titteilllngen über 
Forsc hltll gAarbeiten erfolgt. 

f) Die Druckfestigkeit wächst mit zunehmendem Alter. )1it 
~·'Hllläherung kann die Druckfestigkeit K in kg/qcm. die nach A )10-

naten ErhärtllIlgRclauer vorhanden ü;t, aus der Beziehung 

K ~_O a (lV~lL4\~-~) 
1;eredmet ,venlen, i II <leI' a und 111 EJ fahl1lJJgszahlell heden tell. Sie be
tragen z. B. 

(l =co 786, m =-= 9 (Beton 1 : 21/ 2 : 5: 
a=,897, mcccOü( 1:21/ 2 :5, 
0==874, m.==6( 1:21 / 2 :5, 

5,7% \Vasser, 
3,5% 
3,5% 

}VraschinenmiRehung) 
) 
) 

Näheres s. z. B. in der Zeiü'uhrift des VereineH deutscher Ingeuieure 
1909, S. 828 u. f. 

g) Die Art der Lagerung (trocken odel feucht) äußert versehiedt'
Hell Einfluß, je nachdem es Rich um fette oder magere }IischuugUl 
handelt.. Auch das Alter ist hi.erbei VOll Bedeutllng. 

Von sehr bedeutendem Einfluß kallll die Behandlung der KÖlper 
llnmittclbar vor dem Versuch ausfallen, insbesondere bei Zug
verwchen. Werden die KÖl per z. B. aus dem \VasEer genommen und 
einige .Zeit vor der Prüfung liegen gelaesen, so trocknen sie an der 
Oberfläche aus. InfolgedesEen schwindet der Beton an der Oberfläche 
(Näheres hierüber s. Mitteilungen über Forschungsarbeiten, Heft i2/74, 
Anhang). Dies hat das Auftreten großer Zugspannungen in den äuße
ren Schichten zur Folge, die sich zu den dmch die Belastung bei der 
Prüfung hervorgebrachten Zugspannungen adrlierell und die Tragfähig
keit bedeutend vermindel'll. Dasselbe tritt ein, wenn trockene Körper 
vor der Prüfung befemchtet "'erden. Zugspannung stellt sich dann im 
Innern ein. Näheres s. das eben erwähnte Heft 72/74, Anhang. 
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h) Über den Einfluß der Höhe der Probekörper vgl. § 13 
unter 1, d. 

i) Die Belastungsgeschwindigkeit äußert ebenfalls Einfluß, 
wie z. B. aus folgenden Zahlen hervorgeht: 

Würfel aus Normalsand, Mörtel 1: 3, 7 cm KantenJänge. 
Steigerung der Belastung in 1 Sek. um.. 1 3 13 kg/qcm 
Druckfestigkeit . . . . . . . . . . . . 313 319 326 

Würfel aus Kiesbeton, 1 :4, 30 em Kantmlänge. 
Steigenmg der Belastung in 1 Sek. um. 1 4 
Druckfestigkeit . . . . . 254 267 

12 kg/qcm 
276 

10. Versuche mit Granit. (1896.) 

Die vom Verfasser durchgeführtcn Versuche liefern 
bei Zug Dehnungslinien, wie z. B. 1Il :Fig.28 dargestellt 

Druck " 29 

·-·-["1~66.~~o --O,OCOZ';·I----

Fig. 28. 

.-.--

+, 

Hienlach kehrt die Linie der gesamten und der federnden Zusa m
mendrückungen (Fig. 29) der Achse der Spannungen zunlichst ihre er
habene Seite und später ihre hohle Seite zu, d. h. zu Anfang "lachsen 
die Zusammendrückungen rascher als die Spannungen und später lang
Ilamer. Die Linienzüge besitzen demnach Wendepunkte; diefie liegen 
oberhalb der für die ausführende Technik in Betracht kommenden 
Spannungsgrenze, die gegenüber Druck in der Regel bei etwa 50 kg/qcm 
angenommen werden darf. Innerhalb dieser Grenzen fand sich, wenn 
die Zahlen abgerundet werden 

für Granitkörper I (Druck) f (j 1.13~ 

250000 
1 

25) 
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1 
für Granitkörper II (Druck) E = 340000 0 1 ,109 26) 

III (Zug) 
1 

E - - a137! -- - 235000 - ... 27) 

Mit welcher Genauigkeit diese Beziehungen die beobachteten Fede
rungen wiedergeben, darüber gibt die in der Fußbemerkung angeführte 
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Fig.29. 

Stelle Auskunft, auf die auch hinsiehtlich der weiteren Einzelheiten 
verwiesen werden darfl). 

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 241 u. f., oder 
auch des Verfassers "Abhandlungen und Berichte" 1897, S.281 u. f. 
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Übrigen,.; ergeben sich nach Versuchen des Verfassers selbst für 
Granit aus einem und demselben Bruch die Fedenmgen recht ver
schieden l ). 

11. Versuche mit Marmor. (1897.) 

Querschnitt de~ mittleren prismatischen Teiles 9,115· 9,l:l c .~ 83,2 qcm, 
Länge 54 cm, 
Meßlänge. . . . . . . . 50 cm, 
Gesamtlänge des Körpers 74,5 cm, 
Gewicht des Körpers 17,715 kg. 

Der Körper wird zunächst in einer stehenden Prüfungsmaschine 
auf Druck beansplUcht uud dabei jeweils vollständig von der Druck
kraft der Maschine entlastet, so daß als Belastung des mittleren Quer
schnitts Bein halbes Eigengewicht und das Gewicht des oberen Teiles 
(ler Meßvorrichtung verbleiben, zusammen rund 18 kg, entsprechend 

18 __ ')2 k j 
R3,2 - 0,_ g qcm. 

Hierin schließt sich Beanspluchung auf Zug in einer zweiten 
"tehenden Maschine, ganz wie dies bei dem Gußeisenkörper IV 
(f;;. 31 u. f.) beschrieben worden ist. Die Belastung des mittleren 
Querschnitts durch das halbe Eigengewicht und durch den Anteil 
des Gewichts der Meßvorrichtung beträgt hierbei rund 15 kg, d. i. 

15 
83,2 = 0,19 kgjqcm. 

Der Zugversuch wird wiederholt. 
Darauf folgt abermals Druckbelastung usw., wie dies aus den 

folgenden Zusammenstellungen der Versuchsergebnisse erhellt. 

1. Versuchsreihe. 
Druck. 

Der Körper war vorher mit rd. 6000 kg belastet, entsprechend 
72,1 kgjqcll1. 

Temperatur 20,0 bis 20,1 0 C. 

Belastungsstufe in kg Zusammendrüekungen in 1/600 cm auf 50 cm 
. ---._--------- -------------

p 0 gesamte bleibende federnde 

18 und 2018 0,22 und 24,25 4,10 0,25 3,85 
18 4018 0,22 48,29 7,265 0,315 6,95 
18 6018 0,22 

" 
72,33 10,035 0,33 9,705 

l) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1903, S. 1445 u. f., oder 
auch .JTittpilnng0!1 iil)(>I' FOI'schungsarheiten", Heft 17, S. 78 und 79. 



§ 4. Längl"nänd('rung('!l versehicdc-ner Stoffp. 93 

Die Unterschiede der Federung ::lind 
3,85 3,10 2,755, 

sie nehmen also ausgeprägt ab hei wachsender Spanllllng. Der Marmor 
verhält sich hiernach umgekehrt wie z. B. das Gußeisen. 

2. Versucbsreihe. 

Zug. 
Der Körper wurde kurze Zeit mit rund :2000 kg: helastet, ent

sprechend 24 kg/qem. 
Temperatur 20,00 C. 

Belastungsstufe in kg I VC~'längcru~genin l!ß:~ cm auf 50cm 

-I---gesamte . -ilJl~ibcndl' '--I-kdernd;-

15 und 300 i 0,19 und 
15 600 0,19 
15 900 0,19 
15 1200 " 0,19 " 

3,61 
7,21 

10,82 
14,42 

0,82 
1,935 
3,365 
4,96 

0,085 
0,115 
0.18 
0,215 

0.735 
1.820 
3,185 
4.745 

Eine Wiederholung des Versuchs - 3. Vefsuchsreihe-- ergah 
nahezu die gleichen federnden Dehnungen. 

Die Unterschiede der Federungen 
0,735 1,085 1,365 1,560 

zeigen deutliche Zunahme der Verlängerungen mit wachsender 
Spannung. 

4. Versuchsreihe. 

Druck. 
Temperatur 20,0 bis 20,1 0 C . 

Belastungsstufe in kg 

pi" 
.. 'I' ~.~:~lIll(,n~r ücku~grn in 1 /6",'0 c~ au~~?_em 

gesamte I bleibende , federnde 

18 und 2018 0,22 und 24,25 
18 4018 0,22 48,29 
18 6018 0,22 72,33 

7,77 
11,63 
14,54 

3,295 
3,795 
4,125 

4,475 
7,835 

10,415 

Die großen bleibenden Zusammelldrückungen sind die Folge des 
Vorhergehens von Zugbelastung. Auch die federnden Zusammell
drückungen zeigen größere Werte als Versuchsreihe 1. Doch hat sich 
daran, daß sie langsamer als die Spannungen wachsen, nichts geändert. 
Denn es betragen die Unterschiede: 

4,475 3,360 2,580 
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Dieselben unterscheiden sich hier noch bedeutender voneinander 
als bei der Versuchsreihe 1. 

o. Versuchsreihe. 
Druck. 

'remperatur 20,1 0 o. 
Belastungsstufe in kg ~ ~ _lzusammpndrÜCkun~en in 1~ , ' 600cm auf 50cm 

gesamt" \ bleIbende I federnde p 

18 und 2018 i 0,22 und 24,25 
18 " 4018 0,22 48,29 
18 6018 I 0,22 72,33 

I 4,185 0,025 \ 4,16 

I 7,54 0,05 7,49 
10,30 0,09 I 10,21 

,~r,:r." 6.;~"~ ~ ~~~"~':_ -
i' ~'.' j 

. '::,:\~ 
_:' ~l cfl~~ ~i \'= ·::$.Io4." R mlH(ll~~· < : C1. d l..l C ,~ t': ~erl'Jltl H . n. +f 

I 

Fig.30. 

i 
1 

i 
I ~ ~f~ 

I 
I 
i 

' - ' 

. j"' l:':-I ß 
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Die bleibenden Zusammendrückungen ergeben sich jetzt klein; 
die federnden haben sich ebenfalls etwas geändert, sie sind aber noch 
etwas größer als bei der 1. Versuchsreihe. Von Interesse ist, zu be
achten, daß sich die Federung der obersten Stufe derjenigen genähert 
hat, die bei der 1. Versuchsreihe erhalten wurde; dort waren die Unter
schiede 

3,85 3,10 2,755 

hier betragen sie 

4,16 3,33 2,72. 

Eine Wiederholung des Versuchs - 6. Versuchsreihe - ergab die 
gleichen federnden Zusammendrückungen. 

In Fig. 30 sind die federnden Dehnungen der 2. Versuchsreihe 
(Zug) und die federnden Zusammelldrückungen der 5. Versuchsreihe 
in der mehrfach erörterten Weise eingetragen und die so erhaltenen 
Punkte verbunden. Der so erlangte Linienzug hat die Eigentümlich
keit, daß er der Achse der Spannungen auf der Zugseite seine erhabene, 
dagegen auf der Druckseite seine hohle Seite zukehrt. Für a = 0 darf 
nach dem Verlauf der beiden Kurvenzweige mit Annäherung eine gemein
schaftliche Tangente angenommen werden. 

Werte der Dehnungszahlen [c, 

lInter Zugrundelegung der Federungen berechnet für die einzelnen 

Belaßtlmgsstufen. (Vgl. S. 24 und 25, insbesondere auch die Fuß

bemerkungen daselbst.) 

Spannung". I 
stufe 

kg/qem \ 

Druck. 

1. Versuchsreihe 4. Versuchsreihe 

0,22 
24,25 

24,25 
·1,8,29 

48,29 
72,33 

I 3,85 _J1:187200! 1: 161100 
. 600-S() (24,25 -=---6~22) ~l5,34 Milliontel 6,21 Milliontel 

6,95 - 3,85 ~ {I : 232600 1 : 214600 
600.50(48,29 -- 24,25)~\4,30 Milliontel! 4,66 Milliontel 

9,705 - 6,95 .. ~ (1 : 261800 I 1 : 279500 
600~5()(72~33 ~48,29) ~ l3,82 Milliontel 13,58 Milliontel 

5. (6.) 
Versuchsreihe 

1 : 173300 
5,77 Milliontel 

1 : 216600 
4,62 Milliontel 

1 : 265100 
3,77 Milliontel 
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Spannungsstufe 
kgjqcm 

0,19 
3,61 

3,61 
7,21 

7,21 
10,82 

10,82 
14,42 

Einleitung. 

Zug. 

2. (3.) Versuchsreihe 

0,735 __ f 1 : 139600 
600·50 (361 -- 0,19)-- \. 7,16 M.illiontd 

1,82 - 0,735 __ f 1 : 99500 
-600· 5(q7~21~3,61) ---- 1 10,05 M.illiontel 

3,185 - 1,82 _ _ f 1 : 79300 
600·50 (10,82 - '(21)-- \ 12,60 Milliontel 

4,745 - 3,185 (1: 69200 
600~5-0(14,4~'::'lo~82) = t 14,44 Milliontel 

12. Versuche mit Sandstein. (1898.) 

Die vom Verfasser durchgeführten Versuche ergaben für Sand
stein im ursprünglichen Zustande ausnahmslos, daß die Dehnungen 
weit rascher wachsen als die Spannungen. Da grundsätzlich Neues 
hierbei nicht auftritt, so darf auf die dahingehenden Veröffentlichungen 
des Verfassers verwiesen werden: Zeitschrift des Vereines deutscher In
genieure 1899, S.1402; 1900, S. 1169 u. f. Mitteilungen über For
schungsarbeiten 1901, Heft 1, und 1904, Heft 20. 

13. Versuche mit Kiefernholz. 

1. Zugversuch. 
Durchmesser des Stabes 
Meßlänge ......... . 

Spannungsstufe Längenänderungen in 0/0 
kg'qcm gesamte I bleibende I federnde 

I 

I 
105 -- 245 0,086 0,002 1 0,084 
105 -- 385 0,177 0,009 I 0,168 
105 - 524 0,304 I 0,045 I 0,259 

I 

1,35cm 
10,00 " 

Dehnungszahl 
der Federung 

I 
11: 166300 = 6.01 Milliontel 
I ' 

Bei Steigerung der Belastung erfolgte der Bruch des Stabes nahe 
der Einspannstelle unter der Belastung von 1353 kgjqcm, ein anderer 
Stab ergab 1437 kg/qcm, 

2. Druckversuch. 
Das Material wurde derselben Bohle entnommen wie das 

für den Zugstab. 
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Durchmesser des Probekörpers 
Meßlänge ....... . 
Gewicht der Raumeinheit . . . 

Spannungsstufe Längenänderungen in % 

kg/qcm gesamte I bleibende I federnde 

47 - 140 0,059" 
I 

0,001 I 
0,058 

3,70 cm 
10,00 " 
0,55 g/ccm 

Dehnungszahl 
der Federung 
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47 - 233 0,116 0,001 0,115 \1: 161700= 6,18 Milliontel 
47 - 326 0,172 0,001 0,171 
47 - 419 0,231 0,002 0,229 

Die Druckfestigkeit ergab sich zu 577 kg/qcm. 

3. Biegungsversuch. 

Breite des Stabes b = 4,12 cm Höhe des Querschnittes 4,03 cm 
Auflagerentfernung 80,0 cm Gewicht der Raumeinheit 0,51 g/qcm 

Auch dieser Stab bestand aus demselben Holz. 

Spannungsstufe 
\" 

Durehbiegungen in mm Dehnungszahl 

kgiqJm gesamte , bleibende federnde der Federung 

90 - 179 
I 

1,75 0,04 1,53 11 : 155100 = 6,451.Hliontel 
90 - 269 3,14 0,08 3,06 
90 - 359 I 

I 
4,73 0,13 4,60 

Die Biegungsfestigkeit, berechnet aus G1. 9, § 16, ergab sich zu 
908kg/qcm. 

Hiernach erweisen sich die Formänderungen den Spannungen beim 
Zug- und Biegungsversuch nur je auf ~den beiden ersten Spannungs
stufen proportional. Bei höheren Belastungen wachsen die Dehnungen 
etwas rascher als die Spannungen, doch ist der Unterschied nicht groß. 
Beim Druckversuch besteht bis zur Spannung 419 kg/qcm angenäherte 
Pro portionalitä t. 

Die Höhe der Dehnungszahlen für Zug, Druck und Biegung ist 
ungefähr gleich groß, am kleinsten beim Zugversuch. Vergl. jedoch die 
Versuchsergebnisse auf S. 305. 

Die Zugfestigkeit erweist sich, obwohl Zerreißen nahe der Ein
spannstelle erfolgte, ihr Wert also etwas vermindert erscheint, bedeu
tend größer als die Druckfestigkeit. Die Biegungsfestigkeit liegt zwi
schen beiden. Dies rührt zu einem Teile daher, daß sie unter Verwen
dung der üblichen Gleichungen berechnet worden ist. - Näheres s. § 22. 

c. Bac:h, Elastizität. 8. Aufl. 7 
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Um zu zeigen, daß auch für ein und dieselbe Holzart sehr ver
schiedene Werte der Dehnungszahlen und der Festigkeiten erlangt 
werden, sind im folgenden die Ergebnisse mit gutem und schlechtem 
Eschenholz besprochen. 

14. Versuch(' mit gutem und schlechtem Eschenholz. 

l. Zugversuch. 

Gutes Holz. 
Durchmesser des Stabes 
Meßlänge . 

Spannun~sstuf~ ! Längenänderungen in 0/0 
kg qcm i gesamte I bleib~nde I federnde ! 

152 - 303 0,116 I 0,002 I 0,114 
152 -- 455 0,238 

\ 

0,010 I 0,228 
152 - 606 0,360 0,018 ! 0,342 
152 - 758 0,485 I 0,029 0,456 

1,45cm 
10,00 " 

Dehnungszahl 
der Federung 

I 
I 
\ I :132000~7,53 Hlllloo'" 

Zugfestigkeit: 1519 kg/qcm. 
Ein zweiter Stab ergab 1481 kg/qcm. 

Schlechtes Holz. 
Breite und Dicke des Stabes 
Meßlänge 

0,50 und 1,51 cm 
. 5,00 " 

Spannungsstufe Längenänderungen in 0/0 Dehnungszahl 

kg!qcm gesamte \ bleibende \ federnde der Federung 

66 - 99 0,080 \ 0,002 I 0,078 
66 - 132 0,170 I 0,010 I 0,160 1 : 40160 =--= 24,90 Milliontel 

66 - 164 0,260 I 0,016 ! 0,244 
66 - 197 0,356 I 0,028 ! 0,328 
66 - 230 0,466 0,052 0,414 

Zugfestigkeit: 353 kg/qcm. 

2. Druckversuch. 

Gutes Holz. 
Breite und Dicke des Versuchskörpers 
Meßlänge .. 
Raumgewicht . _ . . . . . . . 

7,92 und 7,96 cm 
75,00 " 

. _ .. 0,66g/ccm 
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Spann~ngS8t11f;I· Längenänderungen in ('jo I Dehnungszahl 

kg:qcm I gesamte I bleibende I fedelnde . der Federung 

16 - 64 0,035 0,000 0,035 111: 137140= 7,29Milliontel 
16 - lU 0,071 0,000 0,071 
16 - 159 0,108 J 0,001 0,107 

Druckfestigkeit: 592 kgjqcm: 

Schlechtes Holz. 

Breite und Dicke des Versuchskörpers 
Meßlänge .. 
Raumgewicht 

Spannungsstufe I LängenändelUngen in 0,0 

kg(qcm I gesamte i bleibende I federnde 

41 - 82 
41 -- 122 
41 - 163 

0,098 
0,204 
0,354 

0,002 
0,014 
0,062 

0,096 
0,190 
0,292 

3,50 und 3,50 cm. 
5,00cm 
0,44gjccm 

Dehnungszahl 
der Federung 

1 :42700 = 23,41M;lIiontel 

Druckfestigkeit: 392 kgjqcm. 

Der Vergleich dieser Zahlen zeigt deutlich, innerhalb welch weiter 
Grenzen bei Holz gleicher Art die Eigenschaften verschieden sein 
können. Gutes und schlechtes Eschenholz unterscheidet sich mehr als 
z. B. Eschenholz und Kiefernholz (vgl. Ziff. 13 und 14). 

Bemerkenswert erscheint ferner, daß sich für Holz die Dehnungs
zahl für Zug- und Druckbeanspruchung ungefähr gleich groß ergibt. 
Auf den großen Einfluß, den die Faserrichtung auf die Werte der 
Dehnungszahl und der Festigkeit äußert, kann an dieser Stelle nicht 
eingegangen werden; über umfassende Versuche wird demnächst in 
den Mitteilungen über Forschungsarbeiten berichtet werden. 

Hinsichtlich des Verhaltens beim Biegungsversuch vgl. § 22. 

§ 5. Gesetz der Längenänderungen. Volllmmmenheit und 
Größe der Elastizität. Gesetz der elastischen Dehnung. 

Einfluß deI' Zeit. Elastische Nachwirkung. 

1. Gesetz der Längenänderungen. 
Wie WIr III § 4 sahen, sind bei einem in Richtung seiner Achse 

durch Zug oder Druck beanspruchten Körper dreierlei Änderungen der 
Länge desselben zu unterscheiden: 

1. die gesamte Längenänderung 2, 
2. " bleibende 2', 
3. " federnde 2 - ;: = X'. 

7* 
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Ein Blick auf Fig. 1, S. 23, in der die Linien der gesamten 
(- . - . -), der bleibenden (- - - -) und der federnden Längen
änderungen (-) eingetragen sind, lehrt, daß zur Feststellung des Zu
sammenhanges zwischen diesen drei Arten von Längenänderungen 
und den zugehörigen Spannungen im allgemeinen drei Funktionen er
forderlich sind: 

2 = 11 (0), 2" = /a (0). 

Die erste Funktion bestimmt die Linie der gesamten, die zweite 
diejenige der bleibenden und die dritte diejenige der federnden Längen
änderungen. 

Früher pflegte man nur die erste dieser Funktionen zu bestimmen 
und sie zur Grundlage der Elastizitäts- und Festigkeitslehre zu 
machen. Daß dies unter Umständen zu recht groben Fehlern führen 
mußte, liegt auf der Hand. Deshalb ging Verfasser dazu über, ).' 
und damit auch 2" = 2 -).' in der Weise zu bestimmen, wie dies in 
§ 4 mehrfach besprochen worden ist (vgl. z. B. daselbst Ziff. 1, Guß
eisenkörper I): man wechselt für jede Spannungsstufe Belastung und 
Entlastung so oft, bis die gesamten, bleibenden und federnden Deh
nungen sich nicht mehr ändern, und erhält so für die betreffende 
Spannungsstufe in )." die Federung, d. h. die eigentliche elastische 
Dehnung, die der Körper unter den Verhältnissen, unter denen die 
Untersuchung stattfindet, aufweist. 

Die Bestimmung von Maßzahlen für die Federung, d. h. für 
die Elastizität, die bei mehr oder minder rasch aufeinander fol
genden Spannungsänderungen vorhanden ist, wurde vom Verfasser 
bereits in den Jahren 1885 und] 886 aufgenommen. Seines Wissens 
waren dies die ersten derartigen Versuche. Als Material wurden 
zunächst diejenigen Stoffe gewählt, für die das Bedürfnis nach 
dem Elastizitätsmaß· am dringendsten War: Lederriemen, Hanf
und Drahtseile. Über einen Teil dieser Versuche ist in der Zeit
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1887, S.221 bis 225, S.241 
bis 245, S. 891 und 892 (oder auch "Abhandlungen und Berichte" 1897 
S. 5 u. f., S. 59 und 60) berichtet. Daselbst findet sich u. a. angegeben, 
daß in manchen Fällen die Federung nicht viel mehr als die Hälfte 
der gesamten Dehnung beträgt, übrigens in hohem Maße eine Funktion 
der Spannung ist (mit Zunahme der letzteren abnimmt), und daß sie 
auch von der Zeit abhängt. Bis dahin war ganz allgemein mit einer 
konstanten Dehnungszahl oder mit konstantem Elastizitätsmodul ge
rechnet worden. Die genannten Versuche wiesen beispielsweise nach, 
daß die Dehnungszahl der Fedenmg, d. i. die Federung der Längen
einheit für das Kilogramm Spannung, betrug: 
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für einen neuen Lederriemen 

1 = 800 Milliontel bei der Spannungsstufe 0 1= 7,5 u. O2= 18, 75kg/qcIn 
1250 . 

1 
.... = 529 
1890 

für einen gebrauchten Lederriemen 
1 

._- = 373 Milliontel beiderSpannungsstnfe01 = 7,2 u. 02 =2] ,6kg(qcrn, 
2680 

1 
3600 = 278 

.1 = 242 
4130 

" 

03 = 36,0 ,,°4 = 50,4 " 

Da bei erfolgten die Wechsel in der Belastung durchschnittlich 
während der Zeit von 1,5 Minuten, die zur Vornahme der ::\iessungen 
erforderlich war. 

Leder, das vorher nicht gestreckt war (Ledertreibriemen werden 
vor der Verwendung kräftig gestreckt), lieferte unter Umständen für 
die gesamte, d. h. bleibende und federnde Dehnung Werte, die die 
Dehnungszahl von rund 10000 Milliontel ergaben. 

Später hat Martens das gleiche Verfahren aufgenommen (vg!. 
Mitteilungen aus den König!. Technischen Versuchsanstalten 1888, S. 2, 
sowie 1904, S.202.) 

Einige Zeit darauf hat sich auch Hartig auf den Standpunkt des 
Verfassers gestellt und ist dafür eingetreten, daß die federnde Dehnung 
bestimmt werde. Doch muß dem von Hartig im Zivilingenieur 1893, 
S.126 Bemerkten gegenüber hervorgehoben werden, daß es im all
gemeinen nicht ausreichend ist, der Bestimmung des Elastizitäts
gesetzes nur einen einmaligen Spannungswechsel unmittelbar vorher
gehen zu lassen. Für manche Materialien, z. B. Stahl von großer ]'estig
keit, ist es innerhalb der Belastungsgrenzen, für die die Dehnungszahl 
bestimmt zu werden pflegt, unter Umständen überhaupt nicht nötig, 
diesen vorbereitenden Spannungswechsel auszuführen; für Materialien 
dagegen wie Gußeisen (vgl. z. B. § 4, Ziffer 1), zähes (ausgeglühtes) Fluß
eisen, Kupfer, Bronze, Messing, Beton usw., also ganz abgesehen von 
Stoffen wie Leder u. dgl., erweist sich der einmalige Wechsel meist als 
durchaus ungenügend. 

Das Verfahren, die - für die Untersuchung oft recht unerwünsch
ten und Zeitaufwand verursachenden - bleibenden Dehnungen da
durch zu beseitigen, daß man den Versuchskörper von vornherein weit 
über die Spannung hinaus belastet, mit der das Material später im 
Gebrauchsstück beansprucht wird, d. h. daß man ihn vorher überlastet, 
läuft - je nach der Höhe der vorherigen Belastung - unter Umständen 
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auf eine Mißhandlung des Materials hinaus .• Jedenfalls wird dasselbe 
hierdurch oft in einen Zustand versetzt, der von dem mehr oder weniger 
verschieden ist, in dem sich das normal behandelte Material in den eigent
lichen Gebrauchsstücken befindet, während doch die Untersuchung des 
Materials zu dem Zwecke zu erfolgen pflegt, sein Verhalten in den Ge
brauchsstücken möglichst richtig beurteilen zu können. Ziemlich häufig 
erwidert das überlastet gewesene Material diese Behandlung durch 
elastische Nachwirkung (§ 5, Ziffer 4), indem es sich dem ursprüng
lichen Zustand wieder nähert, also den verläßt, für den die ermittelten 
Zahlen gelten. 

Die Zahlenwerte in den Gleichungen 4 bis 8, S. 41, lassen deutlich 
den Einfluß der vorhergegangenen Belastungen bei Gußeisen erkennen, 
noch empfindlicher pflegen Steine, insbesondere aber Leder zu sein. 
Man erhält für solche Stoffe nach vorhergegangenen starken Belastun
gen Federungen, die sich außerordentlich stark von denjenigen unter
scheiden können, die das gleiche Material im ursprünglichen Zustande 
lieferte. 

Vgl. auch die Fußbemerkung 1, S. 85, sowie S. 111 und 112. 
Der gemachte Einwand gegen das Verfahren entfällt natürlich in 

Fällen, in denen das Material auch in den Gebrauchsstücken vorher 
überlastet wird, was z. B. zu dem Zwecke geschehen kann, bleibende 
Formänderungen später von ihnen fernzuhalten. 

Unter diesen Umständen erscheint es als das Richtige, die Funktion 
la (a) zur Grundlage der Elastizitätslehre zu nehmen. 

Die zweite Funktion f2 (a), die die Linie der bleibenden Längen
änderungen oder kurz der Dehnungsreste bestimmt, kann zur Be
urteilung des Materials an sich oder auch des Zustandes herangezogen 
werden, in dem sich das letztere in dem untersuchten Körper befindet. 
Insofern die Linie der Dehnungsreste Auskunft darüber erteilt, welche 
bleibende Dehnung bei einer gewissen Belastung des Körpers zu er
warten steht, kann sie überdies noch weitere Bedeutung erlangen, worauf 
bereits S.26 hingewiesen worden istl). 

1) In neuerer Zeit ist es in gewissen Kreisen üblich geworden, die bleibende 
Formänderung als Hysteresis zu bezeichnen in Anlehnung an das Verhalten 
des Eisens bei der Magnetisierung, also von einer Hysteresis des Leders usw. 
zu sprechen. Dies sei besonders bemerkt, um feststellen zu können, daß es sich 

. dabei nicht um eine neue Erscheinung handelt. Verfasser hält die alte Bezeich
nung "bleibende Formänderung" für anschaulicher und treffender. 

Die Erkenntnis der Gesetze der bleibenden Formänderungen bildet vor
wiegend eine Aufgabe der mechanisühen Technologie. Erst in neuerer Zeit ist 
derselben die ihr gebührende Wertschätzung zuteil geworden (Tresca, dem 
wohl die ersten Erkenntnisse hinsichtlich des Fließens fester Körper zu ver
danken sind, Kick, Gesetz der proportionalen Widerstände und seine Anwen-
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2. Maß der Vollkommenheit und der Größe der Elastizität. 

Wie bereits S. 22 bemerkt, wohnt jedem Körper die Eigenschaft 
inne, unter der Einwirkung äußerer Kräfte eine Änderung der Gestalt 
zu erfahren und mit dem Aufhören dieser Einwirkung die erlittene 
Formänderung mehr oder minder vollständig wieder zu verlieren. In
soweit er die erlittene Formänderung wieder verliert, d. h. insoweit 
sein Material zurückfedert, wird er als elastisch bezeichnet. Ist die 
Rückkehr in die ursprüngliche Form eine vollständige, so spricht man 
von "vollkommen elastisch". 

Hieraus erhellt, daß der Grad der Vollkommenheit der 
Elastizität eines Körpers oder kurz der Elastizitätsgrad desselben 
zum Ausdruck gebracht werden kann durch den Quotienten: 

federnde Dehnung 
,'(' = gesamte Dehnung--

wenn nur die Längenänderung eines auf Zug oder Druck beanspruch
ten Körpers ins Auge gefaßt wird. Hiernach würde beispielsweise 
der in § 4 unter Züf.1 besprochene Qußeisenkörper IV auf der mit 
P = 20000 kg schließenden Belastungsstufe folgende Elastizitätsgrade 
aufweisen: 

bei der ersten Versuchsreihe 

bei der zweiten 

bei der dritten 

bei der vierten 

!~~35 = '" 0 845 
18,255 " 

15,365 = '" 996 
15,465 0" 

18,325 
22 335 = '" 0,826, , 

18,2~ =.,,-, 995 
1834 0,. , 

Der in § 4 unter Ziff. 4 behandelte Kupferrundstab weist auf der 
obersten Belastungsstufe einen Elastizitätsgrad auf 

bei der ersten Versuchsreihe von 

5,53 7 
8 05 = '" 0,68 , , 

dungen 1885, sowie die späteren Veröffentlichungen Kicks, Rejtö: Dic innere 
Reibung der festen Körper, 1897, sowie die späteren Arbeiten dieses Forschers 
(s. "Baumaterialienkunde" 1900 und folgende Jahrgänge), Ludwik: Technische 
Blätter 1903 und 1904 sowie Elemente der technologischen Mechanik, Bedin 
1909, usw.). 
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bei der z weiten von 
5,53 
568 = '" 0,974. , 

Je niedriger die Spannung liegt, mit der die Belastungsstufe ab
schließt, um so mehr pflegt unter sonst gleichen Verhältnissen sich p 
der Einheit zu nähern. Die Spannung, bis zu der hin 11 = 1 ist oder 
sich doch nur sehr wenig von 1 unterscheidet, kann nach Maßgabe des 
S. 26 und 27 Gesagten als Elastizitätsgrenze bezeichnet werden. 

Dieses Maß der Vollkommenheit der Elastizität eines Kör
pers ist zu unterscheiden von dem Maß der Größe der Elastizität, 
als das die Federung der Längeneinheit für das Kilogramm Spannung 
oder allgemein für das Kilogramm Spannungsunterschied, d. i. die 
Dehnungszahl, angesehen werden kann. So wird beispielsweise von 
dem unter § 4, Ziff. 7, zuerst besprochenen Riemen sowie von den 
beiden S.101 angeführten Riemen zu sagen sein, daß die Größe 
ihrer Elastizität oder kurz ihre Elastizität mit wachsender Spannung 
abnimmt. Damit wird eben ausgesprochen, daß die Federung, 
d. i. die Größe der Elastizität für das Kilogramm (Spannungs
unterschied) um so kleiner ausfällt, je höher die Spannungsstufe (vgl. 
S. 24, Fußbemerkung 2) liegt, d. h. in der Sprache des gewöhnlichen 
Lebens, je stärker der Riemen angespannt ist. In gleicher Weise wird 
man von einem Gußeisenkörper (vgl. z. B. § 4, Ziff.l, Gußeisenkörper 
III, S. 29 u. f.), einem Kupferstab (vgl. z. B. § 4, Ziff. 4, Rundstab I 
und Ir, S. 59u. f.), einem Betonkörper usw. sagen, daß die Größe 
seiner Elastizität, kurz seine Elastizität, mit wachsender Spannung zu
nimmt. Bei Besprechung der Elastizität Von Körpern aus Zement
mörtel mit verschiedenem Sandzusatz, wie solche in § 4, Ziff. 9 ange
führt sind, wird man festzustellen haben, daß die Elastizität mit (über 
11/ 2 Teile hinaus) wachsendem Sandzusatz unter sonst gleichen Ver
hältnissen zunimmt, daß beispielsweise Zementmörtel mit 3 Teilen 
Sandzusatz mehr Elastizität zeigt als solcher mit 1,5 Teilen Sand. 
Ebenso wird man beispielsweise den Gummi als sehr elastisch, Bau
steine als weniger elastisch bezeichnen. Von der Größe der Elastizität 
eines Körpers zu sprechen, liegt im praktischen Leben vielfach Be
dürfnis vor, wie bereits angedeutet worden ist, und wie sich auch er
gibt, wenn man der Fälle gedenkt, in denen der Ingenieur bei der Aus
wahl von Material darauf bedacht sein muß, daß es ausreichende Elasti
zität besitzt. 

3. Allgemeinere Gesetzmäßigkeit der elastischen Dehnung. 
Wie bereits in § 2 bemerkt, pflegt hinsichtlich des Zusammen

hanges zwischen der Dehnung f, die stillschweigend als vollkommen 
elastisch vorausgesetzt wird, und der zugehörigen Spannung a an-
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genommen zu werden, daß innerhalb eines gewissen Spannungsgebietes, 
das nach oben durch die positive Spannul.lg 0 ' und nach unten durch 
die negative Spannung 0" begrenzt werden möge, Proportionalität 
zwischen e und 0 bestehe entsprechend der Gleichung 

8=ao .......... 2(§2) 

Hierin wird dann a als eine innerhalb dieser beiden Grenzspan
nungen 0' (Proportionalitätsgrenze gegenüber Zug) und 0" (Propor
tionalitätsgrenze gegenüber Druck) gleichbleib ende, somit von der Größe 
und demVolzeichen von 0 oder 8 unabhängige Erfahrungszahl angesehen. 

Diese angenommene Gesetzmäßigkeit zwischen 8 und 0, bekannt 
unter dem Namen "Hookesches Gesetz", wurde bis zum letzten Jahr
zehnt des vorigen Jahrhunderts noch in weiten Kreisen als allgemein 
gültig angesehen l ). Das in § 4 niedergelegte Erfahrungsmaterial, das 

1) Daß dies selbst in den Kreisen der Physiker bis vor einiger Zeit noch 
der Fall gewesen zu sein scheint, erhellt aus einer Arbeit von Thompson in 
Wiedemanns Annalen der Physik und Chemie 1891, S. 555 u. f.: "über das 
Gesetz der elastischen Dehnnng". Er sagt daselbst: "Meines Wissens hat bis 
jetzt jeder für selbstverständlich gehalten, daß das alte Gesetz gültig sei, nnd 
es ist nie versucht worden, dasselbe einer Kritik zu unterziehen." Daß dies 
nicht ganz zutreffend, daß vielmehr bereits im Jahre 1891 die Erkenntnis in der 
Tat erheblich weiter vorgeschritten war, ergibt sich aus den Darlegungen des 
Verfassers in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S.248 u. f., 
oder in "Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 289 u. f. 

In dem hervorragenden Handbuch der Physik, das von Winkelmann 
unter Mitwirkung einer größeren Anzahl von Physikern herausgegeben wird, 
heißt es im ersten Band (1891), S.218: "Dieses Gesetz ist schon von Hooke, 
und zwar in der Form ,Ut tensio, sie vis' ausgesprochen worden, in die heutige 
Redeweise übersetzt, lautet es: Zwischen Zwang und Veränderung, zwischen 
Veränderung und elastischer Kraft besteht Proportionalität. Schon aus dem 
Umstande, daß man es hier meist mit kleineren Verändungen zu tun hat, 
könnte man nach dem Prinzipe, daß kleine Wirkungen sich einfach addieren, 
auf jene Proportionalität schließen, und die Erfahrung bestätigt 
sie durchaus, vielleicht mit Ausnahme einiger in elastischer Hinsicht anormaler 
Stoffe (z. B. Kautschuk)". 

Diese Auffa.ssung gehört auch heute noch nicht zu den Seltenheiten; ziemlich 
häufig wird sie stillschweigend als richtig angenommen. 

Wie in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1917, S. 117 u. f., 
an Hand der in Betracht kommenden Veröffentlichungen Hookes nachgewiesen, 
bnn die weitverbreitete Annahme, Hooke sei durch Versuche mit verschiedenen 
Materialien, zur Aufstellung des Sa.tzes von der Proportionalität zwischen Deh
nungenund Spannungen gelangt, nicht als zutreffend angesehen werden. Er hat 
solche Versuche nur beschrieben; hätte er sie ausgeführt, so würde er gefunden 
haben, da.ß bei vielen der von ihm erwähnten Stoffe (Metalle, Holz, Steine, ge
brannter Ton, Haare, Horn, Seide, Bein, Sehnen, Glas) dieser einfache Zusammen
hang zwischen Kraft und Formänderung nicht besteht, daß die nach ihm be
nannte lineare Beziehung kein Naturgesetz ist und nur für wenige Stoffe als 
zutreffend angesehen werden kann. Es wird also richtiger sein, überhaupt nicht 
von einem "Hookeschen Gesetz" zu sprechen. 
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noch ledtutend hätte vermehrt werden können, wäre nicht Nötigung 
vorhanden, Beschränkung ~u üben, beweist deutlich, daß für die Mehre 
zahl der Stoffe Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen 
nicht besteht, und daß somit die Hookesche Beziehung, d. h. die Pro
portionalität zwischen Dehnungen und Spannungen, in der Tat nur 
für wenige Baustoffe, zu denen übrigens die hervorragend wichtigen 
Materialien: SchmiedeiEen und Stahl gehören, als ausreichend zutref
fend angenommen werden kann; aber im allgemeinen auch für diese 
nur mit Annäherung. Denn selbst bei Schmiedeisen und Stahl führt 
eine schade Prüfung nicht selten zu dem Ergebnis, daß die Dehnungs
linie von a = 0 an eine Kurve, wenn auch eine sehr flach gekrümmte, ist. 

Bei dieser Sachlage erscheint es begreiflich, daß das Bedürfnis 
sich einstellte, die Dehnungszahl (( (oder ihren reziproken Wert, den 
Elastizitätsmodul E) als Funktion der Spannung a zu kennen, oder 
auch eine Beziehung zwischen e und a aufzusuchen, die die Versuchs
ergebnisse befriedigt. Bis dahin stellte Verfasser die Veränderlichkeit 
von a dadurch fest und tut dies zum Teil auch heute noch, daß er die 
elastischen LängenändeIUngen für verschiedene Belastungsstufen er
mittelt und dafür a berechnet, wie in der Fußbemerkung 2 S. 24 und 25 
angegeben ist. 

W. Schüle ermittelte auf Grund des ihm vom Verfasser 1896 zur 
Verfügung gestellten Versuchsmaterials, gewonnen in den Jahren 1885 
bis 1896, daß die Gleichung 

e = Cl dft' • . . . . . • . . . 1 (§ 4) 

gute Übereinstimmung ergab. Seine Arbeit beschränkte sich dabei auf 
Gußeisen, Granit, Körper aus Zement, Zementmörtel und Beton ge
mäß den Gleichungen 2, 9, 10, 14 bis 16, 18 bis 26 in des Verfassers 
"Abhandlungen und Berichte", S. 291 u. f., und gemäß dem zugehöri
gen Versuchsmaterial. 

Die Prüfung des Verfassers führte zu dem Ergebnis, daß - wenig
stens für die durch das vorliegende Versuchsmaterial gedeckten Ge
biete - Gleichung 1, § 4, die gesuchte Gesetzmäßigkeit innerhalb 
der für die ausführende Technik in Betracht kommenden Spannungs
gebiete befriedigend zum Ausdruck bringtl). Ein großer Teil der in 
§ 4 aufgenommenen Versuchsergebnisse lag damals noch nicht vor. 

1) Verfasser glaubt auch hier hervorheben zu sollen, was er bereits an 
anderer Stelle ("Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 294) bemerkt hat, 
nämlich, daß das Zutreffen der Beziehung f = a om nach Maßgabe des von ihm 
Gesagten ausdrücklich beschränkt erscheint: zunächst auf das Gebiet, das durch 
das vorgelegte Versuchsmaterial gedeckt wird, und sodann auf solche Verhält· 
nisse, die Spannungen liefern, die innerhalb der für die ausübende Technik in 
Betracht kommenden Grenzen liegen. Die Notwendigkeit der zweiten Be
schränkung erhellt schon ohne weiteres - ganz abgesehen von anderem -
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Um so lehrreicher ist es, festzustellen, daß, wie die Bemerkungen in 
§ 4 zu den Gleichungen 2 bis 27 zeigen, auch die späteren Untersuchun
gen von Gußeisen Kupfer, Bronze, Messing usw. die Brauchbarkeit 
der Gleichung 1, §~, bestätigenI). 

Für m= 1 geht Gleichung 1, § 4, in Gleichung 2, § 2, über. Die 
Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen 
bildet somit einen Sonderfall der durch Gleichung 1, § 4. 
bestimmten Gesetzmäßigkeit. Die Abweichung deli Expo
nenten m von der Einheit bringt die Veränderlichkeit der 
Dehnungen zum Ausdruck. Für m> 1 wacp-sen die Dehnungen 
rascher als die Spannungen, für m< 1 langsamer. Je größer die Ab
weichung des Exponenten m von der Einheit ist, um so mehr wölbt 
sich die Dehnungslinie Gleichung 1, § 4, gegen die e-Achse, also dieser 
ihre hohle Seite zukehrend, wenn m> 1, und hohl gegen die a-Achse, 
wenn m< 1. 

Der Koeffizient a hat die Bedeutung der Dehnung für 

aus dem Vorhanden sein von Wendepunkten in den Linicnzügen für Granit 
(vgl. Fig. 29, § 4, oder auch "Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 283 u. f.: 
Fig. 2, 3, 4, und 5). Inwieweit die erste Beschränkung Berechtigung hat, wird 
durch weitere Versuche, namentlich auch mit anderen Stoffen. festzustellen sein. 
Bei der großen Masse von Materialien und der Verschiedenheit ihrer Eigenschaften 
erscheint es wahrscheinlich, daß das elastische Verhalten aller Materialien durch 
eine einfache mathematische Funktion überhaupt nicht genau zum Ausdruck 
gebracht werden kann. 

Wie aus den Arbeiten des Verfassers, betr. die Elastizität der Materialien, 
hervorgeht, handelt es sich für ihn in erster Linic nicht um Auffindung einer 
neuen Gesetzmäßigkeit, sondern vielmehr darum, durch den Versuch das tat· 
sächliche Verhalten der Stoffe festzustellen und dazu beizutragen, daß die Be
ziehung e = a (J, die nur für eine Minderheit von Stoffen innerhalb gewisser 
Grenzen zutreffend erscheint, nicht mehr als angemein gültiges Gesetz ange
sehen (vgl. in dieser Hinsicht auch Fußbemerkung S. 105) und ohne weiteres 
zur Grundlage der gesamten Elastizitäts- und Festigkeitslehre gemacht wird. 
Die Anforderungen, die die Technik an den Ingenieur stellt, gestatten dies --
wenigstens in verschiedenen Fällen der Anwendung -- heute nicht mehr. Sollte 
sieh das tatsächliche elastische Verhalten aller Materialien durch irgeooeine 
andere Funktion zwischen sund (J ausreichend genau zum Ausdruck bringen 
lassen, die noch dazu den Vorteil böte, für die Entwicklungen, betreffend die Er
mittlung der Anstrengung von auf Biegung oder Drehung beanspruchten Körpern, 
bequemer zu sein als e = Ci Om, ßO würden seines Erachtens Wissenschaft und 
ausübende Tec.hnik die Aufstellung einer solchen Funktion willkommen heißen. 

1) VgI. auch die Darlegungen Schüles in der Zeitschrift des Vereines deut
scher Ingenieure 1898, S. 855 u. f., sowie die Fußbemerkung Ziffer 1, S. 109. 

Ausnahmen wurden festgestellt für Marmor (vgI. S. 92), für Gußeisen (im 
Falle gewisser Belastung (vgl. S. ~9), Gummi (vgl. S. 71 u. f.). 

Siehe ferner die klarstellende Mitteilung in der Zeitschrift des Vereines deut
scher Ingenieure 1902, S.25 und 26. 
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die Spannung 1, und nicht für die Spannungszunahme 1, wie bei 
vorhandener Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen. 

Aus Gleichung 1, § 4-, folgt 
de 
-= maanl - 1 
da ' 

d. i. die Tangente des Winkels, unter dem die durch Gleichung 1, § 4, 
bestimmte Dehnungskurve gegen die a-Achse geneigt ist. 

Für m> 1, was z. B. für Gußeisen der Fall, und a= 0 ergibt sich 
de 
d a=O, 

d. h. die Dehnungslinie hat im Koordinatenanfang die a-Achse zur 
Tangente, gleichgültig, wie groß a und m, sofern nur m > 1. 

Für rn < 1, was z. B. bei Leder zutrifft, findet sich mit a = 0 
d e a 
da= m -;;-l_m=oo, 

d. h. die t:-Achse ist Tangente im Koordinatenanfang, ebenfalls unab
hängig von den Sonderwerten von a und m. 

Wir würden also beispieisweise für Gußeisen erhalten, daß die 
Dehnungslinie in senkrechter Richtung durch den Koordinatenanfang 
geht!), und für Leder, daß diese Kurve in wagerechter Richtung den 
Koordinatenanfang verlassend emporsteigt. 

Gerade mit Rücksicht auf diese Eigenschaft der Kurve Glei
chung 1, § 4, scheint es angezeigt, die Dehnung auch für verhältnis
mäßig kleine Spannungen zu ermitteln. Das ist z. B. geschehen für 
den Gußeisenkörper IV, indem die unterste Spannungsstufe bei 
Versuchsreihe 1 mit (] = 20,45 kg/qcm, bei VersL1chsreihe 2 mit 

1) Für den ersten Augenblick könnte diese 1!'olgerung wohl befremden, 
namentlich wenn man sich an die Darstellungen mit übertrieben großem Maß
stabe für die Dehnungen hält. Wenn beIspielsweise für Sehmiedeeisen die Linie 
6 = a (f mit a = 0,5 Milliontel als Gerade dargestellt wird, die gegen die a-Achse 
unter einem Winkel geneigt ist, dessen Tangente gleich 0,5, so entspricht dies 
einer Vergrößerung der Dehnungen auf das lOOOOOOfache. In Verbindung mit 

einer so gezeichneten Geraden ist es allerdings schwer, sich ~~ = ° für (J = 0 

vorzustellen. Anders liegt die Sache, wenn man den Maßstab nicht übertreibt, 
sich also die Gerade unter einem solchen Winkel gegen die (J·Achse gezogen denkt, 
daß dessen Tangente = 0,5 Milliontel ist. 

überdies wendet sich die Linie nach Verlassen des Koordinatenanfangs 

außerordentlich rasch; denn während für (J = 0 ~; = 0, ergibt sich für das Guß-

eisen IV nach Gleichung 4, § 4, für (J = 1 kgjqcm hereits :: = 0,747 Milliontel, 

d. i. erheblich mehr, als der Neigung der Gl'radt'n entspricht, die gemäß e = a (J 

für Schmiedeeisen gelten würde. 
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a = 10,22 kg/qcm abschließend angenommen wurde. Fig. 5, § 4, 
läßt erkennen, daß die beobachteten kleinen Dehnungen in der Tat 
auf starke Näherung an die a-Achse hindeuten; der Grad der Genauig
keit, mit dem die Längenänderungen bei so kleinen Spannungen 
festgestellt werden können, ist jedoch nicht sehr weitgehend, -weshalb 
dieser Ermittlung eine durchschlagende Bedeutung nicht zuerkannt 
werden kann. 

Wie S. 106 hervorgehoben, steht die Gleichung 1, § 4, in guter 
übereinstimmung mit den Ergebnissen der vom Verfasser bisher in 
großer Anzahl durchgeführten Elastizitäts versuche bis auf die daselbst 
angegebenen Ausnahmen. Die erste Ausnahme bildet der in § 4 unter 
ZUf. 11 behandelte Marmorkörper. Fig.30, § 4, zeigt, daß hier die 
Dehnungslinie der a-Achse auf der Zugseite ihre erhabene und auf der 
Druckseite ihre hohle Seite zukehrt. Demgemäß müßte der Exponent 
m in der Gleichung 1, § 4, für die Zugseite größer als 1 und für die 
Druckseite kleiner als 1 sein, d. h. nach dem Obigen: auf der Zugseite 
wäre die a-Achse im Koordinatenanfang Tangente der Dehnungslinie, 
auf der Druckseite müßte dies die i-Achse sein. Da ein solcher Ver
lauf der Dehnungskurve aus dem Gebiete der Zugspannungen in das 
Gebiet der Druckspannungen nicht angenommen werden kann, - wie 
ersichtlich, ist der Verlauf der beiden Linienzüge in Fig. 30 vielmehr 
derart, daß im Koordinatenanfang eine gemeinschaftliche Tangente 
zu erwarten ist -, so muß geschlossen werden, daß für den untersuch
ten Marmor die Gleichung 1, § 4, nicht als zutreffend erscheint.. 

Hinsichtlich der beiden anderen Ausnahmen darf auf die' be
treffenden Stellen verwiesen werden. 

Verfasser muß es unter Bezugnahme auf das S. 106 und 107 
Fußbemerkung Gesagte 'zunächst dahingestellt sein lassen, ob sich 
im Laufe der Zeit noch andere Ausnahmen zu den bis jetzt er
mittelten gesellen werden; ebenso, ob es überhaupt gelingen wird, 
eine genügend einfache Funktion l ) ausfindig zu machen, die das 

1) Die Zeitschrift für Mathematik und Physik (begründet von Schlömilch) 
bringt im Schlußheft des Jahrganges 1897 eine Arbeit von R. Mehmke "Zum 
Gesetz der elastischen Dehnungen", die u. a. eine zeitgemäße Zusammenstellung 
der bis dahin vorgeschlagenen Formeln zur Darstellung der Abhängigkeit zwi
schen Dehnungen und Spannungen enthält. Aus derselben geht hervor, daß 
1:las Potenzgesetz e = ce am bereits im Jahre 1729 von Bülffinger für die Zug
elastizität in Vorschlag gebracht worden war, und daß es 1822 auch Hodg
kinson aufgenommen hatte. Das Ergebnis der bis jetzt vorliegenden rechne
rischen Untersuchungen von Mehmke besteht darin, daß - soweit diese 
reichen - das Potenzgesetz die Beziehungen zwischen Spannungen und Deh
nungen im ganzen genauer zum Ausdruck bringt als die parabolische Gleichung 
J3=aa+ba2 • 
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elastische Verhalten all(>r Materialien genügend genau zum Ausdruck 
bringtl). 

4. Einfluß der Zeit. Elastische Nachwirkung. 

Wie in § 4 hervorgehoben, wohnt jedem Körper - allerdings in 
verschiedenem Grade -- die Eigenschaft inne, unter der Einwirkung 
äußerer Kräfte eine Änderung der Gestalt zu erfahren und mit dem 
Aufhören dieser Einwirkung die erlittene Formänderung mehr oder 
weniger vollständig wieder zu verlieren. Eine klar zutage liegende 
Folge dieser Eigenschaft ist es, daß der Körper bei plötzlicher Ein
wirkung der Kräfte oder bei plötzlicher Entlastung in Schwingungen 
versetzt wird. Aus diesem Zustande geht er, indem die Schwingungen 
kleiner und kleiner werden, nach mehr oder minder langer Zeit in den 
Ruhezustand üher. 

Aber auch dann, wenn die Inanspruchnahme oder die Entlastung 
des Körpers allmählich erfolgt, wenn also derartige Schwingungen nicht 
beobachtet werden, erweist sich die Formänderung im allgemeinen 
nicht unabhängig von der Zeit. Die durch eine bestimmte Belastung 
erzeugbare FormändeI'ung bedarf zu ihrer Ausbildung einer gewissen, 
zuweilen kurzen, unter Umständen aber auch sehr langen Zeit. Bei
spielsweise wird ein Stab aus Werkzeugstahl schon unmittelbar nach 
allmählich erfolgter Belastung die überhaupt durch diese erreichbare 
Dehnung aufweisen, während ein belasteter Lederriemen nach Mo
naten, ja selbst nach Jahren noch Längenzunahmen, wenn auch immer 

In neuerer Zeit findet ziemlich häufig das Hyperbelgesetz 
a 

1-;'= ä~'-b(j 

Anwendung, worin 
1 t . d a = -a=b~ , wenn e = a (J gese ,zt WIr . 

Auch für diese Gesetzmäßigkeit können innerhalb der durch den Versuch 
festgelegten Grenzen a und b so gewählt werden, daß die Dehnungslinie dem 
tatsächlichen Verhalten des Stoffes innerhalb dieser Grenzen befriedigend 
entspricht. 

Die Anwendung über dieselben hinaus kann allerdings zu Fehlern führen; 

kl,inesfalls erscheint es zulässig, mit abis a = i zu gehen, was geschehen ist, 

um aus Elastizitätsversuchen dle Bruchfestigkeit zu berechnen. 
l) Hieraus geht deutlich hervor, daß die Gleichung 1, § 4, in den Augen des 

Verfassers nichts weiter ist als eine Gesetzmäß;gkeit, durch die sich die bis dahin 
über den Zusammenhang zwischen Dehnungen und Spannungen vorliegenden 
Versuchsergebnisse innerhalb gewisser Grenzen, mit Ausnahme von 'Marmor und 
Gummi, befriedigend zum Ausdruck bringen lassen. S. dagegen Zeitschrift des 
Vereines deutscher Ingenieure 1902, S.25 sowie S. 1512; 1903, S. 1014; Dinglers 
polyt. Journal 1902, Bd. 317, S. 149 u. f. 
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kleiner werdende, zeigt. In Fällen letzterer Art führt die Zeit asym
ptotisch zum Endzustand. Ähnlich verhält sich auch Holz. So lieferte 
z. B. ein Stab aus gutem Eschenholz (Biegungsversuch) nach 1,5 Mi
nuten dauernder Belastung mit ] 48 kgjqcm eine bleibende Durchbie
gung von 0,10 mm. Nach 22stündiger BelaRtung war die bleibende 
Durchbief,'lll1g auf 0,34 mm gestiegen, entsprechend einer Zunahme 

0,34 - 0,10 
um - - --- 100 = 240 Prozent. 

0,10 
Ganz das Entsprechende gilt hinsichtlich uer Entlastung: der all

mählich entlastete Stab nähert sich dem ursprünglichen Zustande -
je nach der Art des Materials - mit verschiedener Geschwindigkeit, 
um so langsamer, je größer die erlittene Formänderung war und je 
länger sie angedauert hatte. So nahm z. B. bei dem oben erwähnten 
Holzstab die bleibende Durchbiegung im Laufe von 51 stündiger Ent
lastung von 0,34 mm auf 0,14 mm ab. Versuche mit anderen Holzstäben 
zeigten, daß dieser Ausgleich selbst nach 162 Stunden noch nicht zum 
Abschluß gelangt war. 

Diem Erscheinung der allmählichen Ausbildung und der all
mählichen Rückbildung der Formänderullgen wird elastische 
N ae h wir kung genannt. Sie beeinträchtigt 118mentlieh dadurch, daß 
sie das Verhalten des untersuchten Körpers unter einer neuen Be
lastung VOll den Belastungen oder Entlastungen abhängig macht, 
denen er vOl'her unterworfen war, die Genauigkeit der Beobachtungen 
bei Versuchen zur Bestimmung der Formänderungen mehr oder minder. 
Insbesondere bei wechselnuen Belastungen kann dieselbe zu eigentüm
lichen Abweichungen führen, entsprechend einem gleichzeitigen, beider
Eeits mit veränderlicher Geschwindigkeit erfolgenden Verlaufe entgegen
gesetzter Änderungen, oder kurz entsprechend einem Übereinander
lagern von Nachwirkungen. 

Hiermit hängt es auch zusammen, daß die Federung (§ 4) bei 
manchen Körpern verschieden erhalten wird, je nachdem man die Unter
suchung, wie in der Fußbemerkung 2 S. 24 und 25 angegeben ist, in 
der einen oder anderen Weise durchführt. Besonders stark tritt dieser 
Unterschied bei Riemen auf. Beispielsweise fand sich für einen Leder
treibriemen, der in der Weise geprüft wurde, daß für jede Belastungsstufe 
mit Belastung Uild Entlastung so oft gewechselt wurde, bis sich die ge
samten, die bleibenden und die federnclenDehnungen nicht mehr änderten: 

L Versuchsreihe 

Eelastungsst,ufe 

50 und 150 kg 
150 250 " 
250 350 " 

ft'de,mle 
Verlängpr1Jn~ 

6,Omm 
3,6 " 
2,7 " 

2. -Versuchsreihe 

Belastungsstufe 

50 und 150 kg 
50 250 " 
50 350 " 

federnde 
Vellänqerung 

5,5 mm 
10,0 ., 
14,0 " 
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Wir erkennen fo Igendes: 
Für die gleiche Belastungsstufe 50 und 150 kg lietert die erste 

Versuchsreihe eine um 6 - 5,5 = 0,5 mm größere Federung als die 
zweite Versuchsreihe. 

Für die Belastungsstufe 150 und 250 kg liefert die erste Versuchs
reihe unmittelbar 3,6 mm Federung, während die Ermittlung aus der 
zweiten Versuchsreihe durch BIldung des Unterschiedes 10,0 - 5,5 zu 
4,5 mm führt, also mehr ergibt. 

Für die dritte Relastungsstufe 250 und 350 kg liefert die erste 
Versuchsreihe unmittelbar 2,7 mm Federung, während die zweite Ver
suchsreihe zu 14.,0 - 10,0 = 4 mm führt. 

Die Summe der Federungen der ersten Versuchsreihe ergibt 
6,0 + 3,6 +2,7 = 12,3 mm gegen 14,0 mm bei der zweiten Ver
suchsreihe. 

Siehe auch die Angaben über das Kürzerwerden der beiden Bruch
stücke eines zerrissenen Riemens mit der Zeit auf S. 69. 

Auch bei der Untersuchung von anderen Stoffen fand sich ein, 
wenn auch meist weit kleinerer Unterschied, z. B. bei Steinen. Selbst 
Gußeisen ist nicht frei hiervon. (Vgl. S. 28.) Auch bei gehärtetem 
Werkzeugstahl sind häufig elastische Nachwirkungen zu verzeichnen, 
was sich z. B. bei der Herstellung genauer Maße, die unveränderlich 
sein sollen, unangenehm fühlbar macht. Da ein Eingehen an dieser 
Stelle zu weit führen würde, so muß sich der Verfasser hier auf diese 
Feststellung beschränken. 

Dieser Einfluß der Zeit auf die Formänderungen wie auch auf die 
Festigkeit des Stoffes macht es notwendig, daß im allgemeinen den Er
gebnissen von Versuchen auf diesem Gebiete die erforderlichen An
gaben über die Zeit beigefügt werden. Nähere Angaben hierüber finden 
sich in § 10. 

Aus dem Vorstehenden folgt ferner, daß die im § 4 erörterten 
Längenänderungen sowie die aus ihnen ableitbaren Maßzahlen der 
Gesamtdehnung, des Dehnungsrestes und der Federung, d. h. die 
Dehnungszahlen, streng genommen Funktionen der Zeit sein müssen. 
Praktische Bedeutung erlangt diese Abhängigkeit von der Zeit jedoch 
in der Regel erst fur solche Stoffe, bei denen die elastische Nach
wirkung von Erheblichkeit ist (vgl. § 10 unter Hanfseile sowie 
S. 101). 

Bei Leder, das für das Maschineningenieurwesen eine große Be-
. deutung hat, pflegt die elastische Nachwirkung so stark w sein, daß 
sich die Frage aufdrängt, ob es überhaupt berechtigt ist, die elasti
schen Dehnungen in zwei Teile zu zerlegen, von denen der eine als 
plötzlich oder doch sehr rasch eintretend und wieder verschwindend 
angesehen, der andere als nachwirkend, d. h. als allmählich mit ab-
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nehmender Geschwindigkeit verlaufend aufgefaßt wird. Daß hierin 
- streng genommen - eine Willkürlichkeit liegt, bedarf keiner 
Erörterung. Doch wird auf diesem Wege zunächst wohl noch am 
ehesten Einblick in das tatsächliche Verhalten des Materials erlangt. 
Zulässig ist es natürlich nicht, elastische Nachwirkung und bleibende 
Formänderung als identisch zu betrachten, wie es zuweilen geschieht. 

I. Zug. 

Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 
Kräfte ergeben für jeden Querschnitt desselben eine Kraft, deren 
Richtungslinie in die Stab achse fällt, und die diese 7U verlängern 
strebt. 

§ 6. Gleichungen der Zugelastizität und Zugfestigkeit. 
1. Es bedeute für den prismatischen Stab 

P die ziehende Kraft, 
f die Größe des ursprünglichen Stab querschnittes, 
1 die ursprüngliche Länge des Stabes, 
}. die Verlängerung, die der Stab durch die Einwirkung der Kraft P 

erfährt, 

e = ~ die Dehnung (§ 2), 

a die Dehnungszahl (§ 2), 
(J die Spannung, die durch die Belastung P hervorgerufen wird, und 

die mit der Dehnung e verknüpft ist, bezogen auf den ursprünglichen 
Querschnitt (§ 1), 

kz die zulässige Anstrengung des Materials gegenüber Zugbean
spruchung. 

Dann ist nach Gleichung 1, § 1, 

1) 

2) 

Die Benutzung von Gleichung 2 für einen auf Zug beanspruchten 
Körper mit kz als zulässiger Anstrengung des Materials setzt voraus, 
daß die Inanspruchnahme nur durch die Kraft P veranlaßt wird. Ist 
der Stab nicht frei, sondern mit andern Teilen derart verbunden, 
daß bereits vor Angriff von P Spannungen in ihm vorhanden sind, 
die kurz als Vorspannungen bezeichnet werden sollen, so treten 

C. Bach, Elastizität. 8. Auf'. 8 
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p 
diese zur ~pannung a = T hinzu: positiv, wenn sie Zug8pannungcn, 

und negativ, wenn sie Druckspannungen sind. Diese Bemerkung ist 
sinngemäß bei allen späteren Entwicklungen, die Spannungslosigkeit 
voraussetzen, im Auge zu behalten und dabei zu beaehten, daß im 
Material auch von Haus aus Spannungen vorhanden sein können, wie 
das z. B. bei Körpern aus Gußeisen, gehärtetem Stahl, kalt bearbeite
tem Flußeisen usw. in mehr oder minder hohem Maß häufig der Rall 
zu sein pflegt. In solchen Fällen treten neben den Zugspannungen 
auch Druckspannungen auf. 

l'nmittelhar aus dem Begriff der Dehnungszahl folgt 

;,=cla=d~ . . . . . . . . . 3) 

Soll das eigene Gewicht G des senkrecht hängend gedachten 
Stabes berücksichtigt werden. so ergibt sich für den obersten Quer
schni.tt 

P+G=a! 
P +G < kzf 

4) 

5) 

oder, sofern r das Gewicht der Raumeinheit des Stabmaterials be-
cleutet, 

6) 

Ist P = 0, d. h. wird der Stab nur durch sein Eigengewicht be
Imltet, so findet sich 

oder 
k 

l <z 
= r i) 

Der durch Gleichung 7 bestimmte Wert von l gibt diejenige Länge 
an. die der Stab höchstens besitzen darf, wenn die zulässige Bean
spruchung nicht überschritten werden soll. Wird in Gleichung 7 an Stelle 
von lez nie Zugfestigkeit K z des Materials eingeführt, so ergibt sich in 
dem zugehörigen Wert von l gleich dem Verhältnis: Zugfestigkeit 
durch Gewicht der Raumeinheit die sogenannte "Reißlänge", d. i. 
diejenige Länge, die der Stab besitzen muß. damit sein Eigengewicht 
eben zum Zerreißen führtl). Die Reißlänge bildet ein Maß für die ver-

1) D;e Reißlänge weist beispielsweise folgende Werte auf: 

}Iaterial 

Aluminium geglüht 
.. kalt 'gewalzt 

Stahldraht geglüht. 
. , gezogen 

Gutes Eschenholz 

Raumgewieht 

2,7 
2,7 
7,8 
7,8 
0,7 

Z ugfestlgkei t 

900 kgjqcm 
4000 
9000 

25000 
1700 

Reißlänge 

3300m 
14800 ,. 
11500,. 
32000 .. 
24300 ., 
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hältnismäßige Tragfähigkeit in Fällen, in denen das Eigengewicht des 
gezogenen Körpers von Bedeutung wird. 

Die Verlängerung A des Stabes infolge des Eigengewichtes G 
und der Last P berechnet sich, wenn e die Dehnung in dem Quer
schnitt ist, der um x von dem freien Stabende absteht. :"u 

I I 

A=IedX fl((~ +((yxJdX=((lr~ +r !l 
I) 0 

=((TlP + ~J ............. . 8) 

2. Diese zunächst nur für prismatische Stäbe entwickelten Be
ziehungen werden dann auch auf gerade stabförmige Körper von ver
änderlichem Querschnitte übertragen. 

Es bezeichne, Fig. 1, 
P die Kraft, die den Körper auf Zug in Anspmch nimmt, 
I die Größe des beliebigen, um :r yon der einen Stirnfläche abstehen-

den Querschnittes, 
10 den kleinsten Stabquerschnitt. 
l die Länge des Stabes vor der Dehnung, 
Ä die Zunahme der Stablänge infolge der Einwirkung der Kraft P, 
E die Dehnung im Querschnitt t, 

p 
(} =} die Spannung im Querschnitt j, 

a die Dehnungszahl, 
k= die zulässige Anstrengung des 1Iaterials gegenüber Zugbean

iSpmchung. 
Die Dehnung e ist hier von Querschnitt zu Querschnitt als ver

ii,nderlich aufzufassen, weshalb in bezug auf die Größen l und Ä, der 

""[ft" , ' . 
• _.-.: I'l , . .,..., ..., , . 
, : ~ 

; . ~ 
t: _. _ _ 

Fig.1. 

Bestimmungsgleichung 1, § 2, die Vorschrift getroffen 
werden muß, daß die Stab länge unendlich klein, also 
im vorliegenden Falle dx ist. Wird die Längenände
rung, die dx erfährt, mit A d x bezeichnet, so folgt 

Adx e=a:;;-' 
Dann gelten außer der Gleichung 1) die folgen· 

den Beziehungen: 
p < kz / o , 9) 
t I 

2= Jedx=pfa~f~ . . 10) 

o (I 

8* 
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Ist (( unveränderlich, was bei Spannungen innerhalb der Propor
tionalitätsgrenze zutrifft, falls dem in Frage stehenden Material eine 
solche überhaupt eigentümlich (§ 2), so darf (( vor das Integralzeichen 
gesetzt werden. 

Soll das eigene Gewicht G des Körpers berücksichtigt 
werden, so ergibt sich für den obersten Querschnitt von der Größe 
tl in Fig. 1 

P+G 
k>--~·· 

8 = 11 

Von dem Querschnitte t (im Abstande x) bis zu dem um dx davon 
entfernten Querschnitt ändert sich die Gesamtzugkraft ta um r tdx, 
sofern r das Gewicht der Raumeinheit des Stabmaterials bedeutet. 
Hieraus folgt 

d (f a) = r f d x. 

Wird nun verlangt, die Stabquerschnitte derartig nach oben zu
nehmen zu lassen, daß a fi.ir alle Querschnitte den gleichen Wert kz 

hat, so ergibt sich . 
kzdf= rfdx , 

und hieraus 

Für x= 0 muß sein j= P:kz ' d. h. 

P 
01= ln7C' 

z 

Hiermit wird schließlich in 
l'X 

f P-( 
=-e kz 

11) 

die Gleichung erhalten, nach der der gezogene Stab als Körper 
gleichen Widerstandes zu formen wäre. 

Die Voraussetzungen, die den vorstehenden Beziehungen 1 bis 11 
zugrunde liegen, sind in manchen Fällen der Verwendung sehr unvoll
kommen erfüllt. Mit Rücksicht auf diesen Umstand seien sie hier kurz 
zusammengestellt. 

1. Die äußeren Kräfte ergeben für jeden Querschnitt nur eine in 
die Stabachse fallende Zugkraft. 

2. Auf die Mantelfläche des Stabes wirken Kräfte nicht. 
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3. Die Dehnungen und die Spannungen sind in allen Punkten 
eines beliebigen Stab querschnittes gleich groß und senkrecht zu 
letzterem gerichtet. (Gleichmäßige Verteilung der Zugkraft' 
über den Querschnitt! ).) 

4. Die Form des Querschnittes il'Jt gleichgültig. 

') Diese Voraussetzung ist in der ,Mehrzahl der Fälle weit unvollkomm~m'l' 
erfiillt, als man anzunehmen pflegt. So ist z. B. - streng genommen - überall 
da, wo die äußere Kraft in den Stab eintritt, gleichmäßige Verteilung der Span
nungen über den ganzen Querschnitt nicht vorhanden, allerdings wird dabei der 
Grad der Ungleichmäßigkeit sehr verschieden sein können. 

Bei den Schrauben, Fig.2 und 3, tritt die Kraft durch den Kopf in den 
Schaft über; in dem Querschnitt des Schaftes da, wo dieser an den Kopf anschließt, 
werden die nach dem Umfange zu gelegenen Fasern mehr zur Dbertragung her
angezogen werden als die nach der Achse zu gelegenen. Bei Schraube Fig. 3 wird 
diese Ungleichmäßigkeit noch bedeutender sein müssen als bei Schraube Fig. 2. 
weil hei der ersteren zunächst nur ein Tpil des Umfanges zllm Eintritt der 'Kraft. 
herangezogen wird. 

j1-'ig.2. 1<'ig. :J. 

i 
I I I 

r~-
I [~ 
I , 111 

- - -- x 

Bei der Kraftiihertragung durch Keil oder Splint. Fig. 4, legt sich der Kl'i! 
oder Splint gegen die angenähert rechteckige Fläche b c e f. Die Beanspruchung 
der beiden Kreisabschnitte abt und cd e im Querschnitt x x muß dabei eine 
ungleichmäßige derart sein, daß die Spannungen in den dem Keilloche, d. h. b f 
und c e am nächsten gelegenen Flächenelementen größer ausfallen als in den nach 
dem Umfange, d. h. nach a und d hin gelegenen Elementen. 

Weitere Beispiele ungleichmäßiger Spannungsverteilung finden sich in des 
Vl'rfassors MaschineneIernenten, z. B. S. 150, Fig. 127; S. 196, Fig. 244 (12. Auflage). , 

.Mit Rücksicht auf diese Sachlage ist es boi Zugversuchen eine der Haupt
aufgaben, die Form der Probestäbe so zu wählen, daß die Zugkraft möglichst 
gleichmäßig über die Querschnitte des der Messung unterworfenen mittleren 
Stückes verteilt wird (vgl. § 8). Von besonderor Wichtigkeit erweist sich diese 
Forderung bei Stäben aus sprödem Material. 

Sie wird im Falle der Fig. 1, § 8, für den zylindrischen Teil in der Mitte 
des Stabes E'rfiillt durch Anordnung eines ausreichC'nd allmählichen (kegligen) 
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Dabei ist im Auge zu behalten, daß den Entwicklungen der Elasti
zitäts- und Festigkeitslehreallgemein die Vorstellung stetiger Erfüllung 
des Raumes durch das Material zugrunde liegt, die streng genommen 
für kein bekanntes Material zutrifft. 

Damit ein Stab nur auf Zug beansprucht wird, reicht es nicht aus, 
daß die beiden äußeren Kräfte, die sich an ihm das Gleichgewicht 
halten, genau in die geometrische Achse des Stabes fallen; es wird viel
mehr auch noch erforderlich, daß das Material das Stab volumen stetig 
erfüllt und in allen Punkten desselben in Richtung der Stabachse 
gleiches· Verhalten zeigt. Nur dann wird die Resultante der inneren 
Kräfte, die in den Flächenelementen eines Querschnittes wachgerufen 
werden, für alle Querschnitte in die geometrische Achse fallen. 

3. Beispiel der Zugelastizität mit Rücksicht auf den Einfluß der 
Temperatur. 

Der Draht einer elektrischen Leitung zum Zwecke der Arbeits
übertragung wird von Stangen getragen, die je um 2l voneinander ab
stehen. Die Aufhängepunkte A und B, Fig. 5, liegen in gleicher Höhe. 

, I 
k----~x -_._--~ 

Fig.5. 

Mit welcher Pfeilhöhe h muß der Draht bei der Sommertempera
tur t ausgelegt werden, damit im Winter bei der niedrigsten Temperatur 
to die Spannung 00 nicht überschritten wird ~ 

"überganges zwischen dem zylindrischen Teil und dem Kopfe. Ausrundung, 
welche einerseits an die Meßstreeke,' und andererseits an den Kopf anschließt, 
genügt nicht. 

Vergleiche auch den Einfluß der Hinderung der Querzusammenziehung 
§ 9, Ziff. 1. 

Bci Stäben mit veränderlichem Querschnitt, Fig. 1, können die Span
nungen in den sämtlichen Elementen eines Querschnittes nicht die gleiche Rich-

, tung haben. Die Spannung im Schwerpunkte des Querschnittes wird allerdings 
in die Stabachse fallen, also senkrecht zu dem letzteren stehen, dagegen werden 
beispielsweise die Spannungen in den auf der Umfangslinie des Querschnittes 
liegenden Flächenelementen die Richtung der Mantellinie des Stabes besitzen, 
somit geneigt gegen die Stabachse sein müssen. Ähnliches wird auch bei prisma
tischen Stäben aus zähem Material nach Beginn der örtlichen Einschnürung ein
treten. 
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Es sei 

H die Kraft, mit welcher der Draht im Scheitel 0, und 

S ,. ")),, beliebigen Punkte P, be-
stimmt durch die Koordinaten x und y, gespannt ist, 

h die Pfeilhöhe 00, d. i. der Höhenabstand zwischen dem Scheitel 0 
und der durch die Aufhängepunkte A und B . bestimmten Wag
rechten, 

q = t r das Gewicht der Längeneinheit des Drahtes vom Querschnitt t 
und dem spezifischen C:xewicht y. 

Unter der Voraussetzung, daß der Draht vollkommen biegsam 
sei und nach einem so flachen Bogen durchhänge, daß das Gewicht 

des Drahtstückes von der Länge OP mit Annäherung gleich dem Pro
dukte aus q und der Horizontalprojektion des Drahtes, d. h. gleich q x 
gesetzt werden darf, folgt unter Beachtung von Fig. 6 

Somit 

wie auch 

Ssin rp= q·OP= '" q x 
8cos qJ= H. 

1 q x 2 

Y=2H' 12) 

da die Integrationskonstante wegen y = 0 bei T = 0 zu Null wird. 

Die Drahtkurve ist hiernach mit der Annäherung, die der Rechnung 
zukommt, eine Parabel, für die 

sowie 

q 72 
k= - - oder 

2H . . . . . . . 13) 
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Die Länge 011= 8 ergibt sich aus 
I I I 

S= J VI +(~~r d x= IVI + (2~:r dX=",J[I +2(~:rJdX 
o 0 0 

. I 

= I (1 + 2 ~: X2)dX=l[1 + ! (~-r] 
o 

.. 14) 

Mit der Temperatur der Luft wird sich die Länge des Drahtes 
ändern, damit auch nach Gleichung 14 die Pfeilhöhe des Bogens und 

mit dieser nach Gleichung 13 die SpaIUlUng 0 = ~ des Drahtes. Je 

mehr die Temperatur sinkt, um so höher steigt die Beanspruchung des 
Materials. Die letztere werde, da es sich um einen flachen Bogen han
delt, mit Annäherung als gleich groß in allen Punkten des Drahtes 

aufgefaßt, und zwar gleich ~ gesetzt. 

Nehmen wir an, daß die Größen H, h, 8 und a, die bei der Tempe
ratur t gelten, bei der niedrigsten Temperatur to die Werte Ho, ho, 8 0 

und ao besitzen. Steigt die Temperatur von to auf t, so vermindert sich 
infolge der Verlängerung des Drahtes aus Anlaß der Ausdehnung des 
Drahtes durch die Wärme die Spannung von 0 0 auf o. Diese Verminde
rung der Spannung wirkt gleichzeitig zurück auf die elastische Deh
nung. Der Zusammenhang zwischen den einzelnen Größen läßt sich 
leicht feststellen, wenn man zunächst die Längenänderung infolge der 
Spannungsänderung und so dann diejenige infolge der Temperatur
änderung in Betracht zieht. Das gibt, sofern ce," die Wärmeausdeh
nungszahl bedeutet, 

8 = 80 [1 +ce (0 - 0 0 )] [1 +aw (t - to» 

= '" 8 0 [1 +ce (0 - 0 0 ) +ato (t - to)] 1). 

1) Zu demselben Ergebnis gelangt man, wenn man sich ein Stück spannungs
losen Draht von der Länge 1 denkt. Wild derselbe der Spannung 0 und sodann 
der Spannung 0 0 unterworfen, so steigt seine Länge auf 1 + IXO bzw. 1 + IXOO 

Demnach gilt bei Unveränderlichkeit der Temperatur 
8 1 + oca 1 + IXO 
-=-1+ oder 8=80 -1+ 
~ oc~ IX~ 

und bei Steigerung der Temperatur von to auf to wobei die Längeneinheit um 
(x'" (t - tll ) zunimmt 

1+lXa [00 -0] + 
8 = 80 1 + lXaO [1 + OC", (t-to)] = 80 1- IX 1 + IXOO [1 IX", (t - to)) 

8 = '" 80 [1 - IX ( 10 - a)] [1 + IX", (t - to)], 

was sich, wie wir oben sahen, fast unmittelbar anschreiben läßt. 
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Unter Beachtung von Gleichung 14 folgt hiermit 

8 = 1 (1 -} ~t22) [1 + f( (0 - ( 0 ) + aw (t - to)] 

r L 2 ho 2 , L )-1 ="'ll-I ----I-(((o-o)-r a (I--t J L 3 [2 I 0 w 0 

und unter Beachtung von Gleichung 13, nach der 

q12 I')' [2 ')'12 
h -------------
0- 2Ho -- 2100 - 200 ' 

y12 ')'[2 
h =--- oder 0 = ---

20 2h ' 

ergibt sich 

-l- I ')'2l2 (" [2) 1 
8 = '" I 1 + 6~-2 (( 2h -- 0 0 + ((w(t - to)J 

- 0 

==1(1 +~ ~:) 
3 r- 1 ')'212 J 3 h3--l21--+a (t-t)-aa h=---ay14 .. 15 1) 
2 L 6 0 0 2 W 0 0 4 

Hieraus läßt sich die gesuchte Pfeilhöhe berechnen. 

Soll der im Winter zuweilen eintretende Fall berücksichtigt wer
den, daß der Draht noch durch auf ihm hängenden Schnee belastet 
wird, so läßt sich dies leicht dadurch bewerkstelligen, daß r oder q = I r 
entsprechend höher in die Rechnung eingeführt wird. 

Will man die - unter den gewöhnlichen Verhältnissen übrigens 
außerordentlich geringe - Biegungsbeanspruchung, die der Draht in
folge der Durchbiegung erfährt, feststellen, so kann das am einfachsten 
in der Weise geschehen, daß man den Krümmungshalbmesser 12 für 
den Scheitel der Parabel, deren Gleichung nach Beziehung 12 

ist, als Halbparameter zu 

2 2H 
x =---y 

q 

H 
12=-

q 
16) 

1) Grashof hat diese Aufgabe in seiner 1878 erschienenen Theorie der 
Elastizität und Festigkeit S. 46 und 47 behandelt, dabei jedoch den Einfluß 
der Spannungsänderung auf die Drahtlänge außer acht gelassen und kommt 
infolgedessen für h zu einer quadratischen Gleichung. Hierauf machte zuerst 
Wehage im Zivilingenieur 1879, S. 619 u. f., aufmerkmm und gab da selbst die 
vollkommene Lösung. 
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ermittelt und sodann unter Beachtung von Gleichung 10, § 16, und 
Gleichung 13, § 16, die Biegungsanstrengung für den 2 e dicken 
Draht zu 

qe r ef r e o =-=--,-=-- '" 
b aH aHa H:( . . . . 17) 

bestimmt, also unabhängig von der Spannweite. 

Für 

)' =0,008, 
1 

C( = = 0 455 Milliontel H: I = 1000 kg/qcm, 2200000' , 

e =0,2cm, 

ergibt sich beispielsweise 

0,008 0.2 
Ob = ' 1 . 1000 = 3,5 kgJqcm. 

2200000 

§ 7. Maß der Zusammenzielmng. Kräfte senkrecht 
zur Stabachse. Gehinderte Zusammenziehung. 

Wie wir in § 1, b sahen, findet mit der Ausdehnung des nur in 
der Richtung der Achse gezogenen Stabes Fig. 2, § 1, gleichzeitig 
eine Zusammenziehung senkrecht zur Achse statt. Beträgt die durch 
Gleichung 1, § 2, bestimmte Dehnung e, so werden die nach jeder zur 
Achse senkrechten Richtung eintretenden Zusammenziehungen, be-

Flg, 1. 

zogen auf die Längeneinheit, d. s. die verhältnismäßigen Zusammen

ziehungen (im Falle § 1, b gleich .~), als gleichgroß betrachtet und 

durch 
e 

e = - .. , , ....... 1) 
q m 
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gemessen. Die Größe m pflegt als eine zwischen 3 und 4 liegende 
Konstante aufgefaßt zu werden, so daß hiernach die verhältnismäßige 
Zusammenziehung 1/4 bis 1/3 der Dehnung beträgt. 

Der in Fig. 1 dargestellte Würfel, bestehend aus Material, das 
.in jedem Punkte nach allen Richtungen hin gleich beschaffen, also 
isotrop ist und ProportionaJitätsgrenze (§ 2) besitzt, werde innerhalb 
der letzteren zunächst nur in Richtung der x-Achse auf Zug (durch 
P z' P:r:) in Anspruch genommen. Die in dieser Richtung eintretende 
Dehnung sei durch Ex und die damit verknüpfte Spannung durch 

a = Ex. bezeichnet. Nach Maßgabe des Erörterten beträgt dann: 
Ir a 

in Richtung der y-Achse 
e 

die verhältnismäßige Zusammenziehung ...3'_, die Spannung 0, 
m 

in der Richtung der z-Achse 
e 

die verhältnismäßige Zusammenziehung -'!'-, die Spannung O. 
m 

Wird der Würfel nur in der Richtung der y-Achse (von P y' Py) 
gezogen, und werden die hierdurch in dieser Richtung veranlaßte 

E 
Dehnung und Spannung Ey beziehungsweise a = -11.. genannt. so 

Y er. 
findet sich: 

in der Richtung der x-Achse 

die verhältnismäßige Zusammenziehung Ey die Spannung 0, m' 
in der Richtung der z-Achse 

die verhältnismäßige Zusammenziehung ~Y, die Spannung O. 
m 

Wird schließlich der Würfel nur in Richtung der z-Achse auf Zug 
in Anspruch genommen (durch p., p.) und die hiermit in dieser Rich

E 
tung verknüpfte Dehnung durch f., die Spannung durch G. = .2. ge

f( 

messen, so müßte betragen: 

in Richtung der x-Achse 

die verhältnismäßige Zusammenziehung Eft die Spannung 0, 
m 

in Richtung der y-Achse 

die verhältnismäßige Znsammenziehung Ez die Spannung O. 
m 
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Wirken die Kräfte P"Px' PyPy, PzPz gleichzeitig, so beträgt die 
resultierende Dehnung 

in Richtung der x-Achse 

" " " y- " 
. . . . 2) 

" " 
z-

" 
woraus unter Berücksichtigung, daß 

{3" = a(Jx (3z= aaz • • • • • • 3) 1) 
folgt 

( a. +a) {3 a + a e = ce 0 - _Y __ Z oder _1 = 0 _ _ y __ z 
1 x m a x m 

{3 = (( (0 _ ~z_±(J",_) oder ~2 = (J _ Oz + 0", 
2 Y m a Y m . • . . 4) 

E =a(o _~x +OY) oder ~ =(J _~.+ (J1t 
3 Z maZ m 

Die Beziehungen 4 lehren, daß die einfache Proportiona
lität, die bei dem ausschließlich in der Richtung seiner 
Achse gezogenen Stabe nach Maßgabe der Gleichungen 2, 
§ 2, und 3 dieses Paragraphen zwischen Dehnungen und 
Spannungen - unter der Voraussetzung, daß a konstant - vor
handen ist, zu bestehen aufhört, sobald auch Kräfte senk
recht zur Stabachse den Körper angreifen. Die resultie
rende Dehnung wird durch solche Kräfte, wenn sie ziehend 
wirken, vermindert; sind Druckkräfte senkrecht zur Sta b
achse tätig, so wird die resultierende Dehnung vergrößert. 

In Anbetracht, daß derartige Kräfte eine mehr oder minder 
große Hinderung der Zusammenziehung zur Folge haben, er kennen 
wir, daß Erschwerung oder teilweise Hinderung der Zu
sammenziehung (Kontraktion) des Stabes (senkrecht zu 
dessen Achse) die Dehnung (in Richtung der Achse) ver-

1) Besitzt das Material keine Proportionalitätsgrenze, so wird die Deh
nungszahl a nicht konstant, sondern eine Funktion von (J oder e sein. Es würde 
dann heißen müssen etwa: 

Hierin würden je nach der Verschiedenheit der Spannungen (J.r(Jy(Jz die 
Dehnungszahlen al a2 aa verschieden große Werte aufweisen, d. h. (tl (t2 (ta würden 
Funktionen von (J oder 8 sein. 
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ringert und damit bei solchen Materialien, die im Falle 
des Zerreißens eine' erhebliche Querzusammenziehung er
fahren, auch die Festigkeit erhöht, wie Versuche nach
weisen 1) (§ 9, Ziff. 1). 

§ 8. Zugproben. 

Der Zugprobe werden die Metalle, auf die sich das Nachstehende 
zunächst nur bezieht, meist in Form von Rundstäben (Fig. 1) oder 
in Form von Flachstäben unterworfen. 

Probestäbe und deren Einspannung'. 
Die Form der Probestäbe muß so gewählt werden, und die 

zum Einspannen in die Prüfungsmaschine benutzten Vor
richtungen müssen so beschaffen sein, 

1. daß die Zugkraft möglichst gleichförmig über die Querschnitte 
des der Messung unterworfenen mittleren Stückes des Probekörpers, 
d. i. derMeßlänge, verteilt wird (vgl.Fußbemerkung S.117 und 118), 

2. daß der Bruch des Körpers innerhalb der Meßlänge erfolgt, 
sofern das nicht durch Mängel im Material u. dgl. verhindert wird. 

-+-+ -i--+- f-- -~----+ -.....----;..- +- "t--t --'----+ 

Fig. 1. 

Der ersten Bedingung läßt sich bei Rundstäben oder Flachstäben, 
die mit Köpfen oder auch durch Gewinde festgehalten werden, durch 
die kugelige Lagerung oder Aufhängung entsprechen (Fig. 1), bei 
FIachstäben durch Befestigung mittels Loch und Bolzen, wenn die 
Löcher genau in der Stabachse liegen, oder durch Einlegen der mit ge
frästen Nuten versehenen Enden in Gebißkeile, wenn schiefe Bean
spruchung vermieden wird, oder durch Einbeißkeile, wenn '3ie den 
Stab in der Mitte der Kopffläche fassen. Die Herstellung und Ein
spannung der Flachstäbe fordert jedoch unter allen Umständen be
sondere Sorgfalt, wenn den aufgestellten Bedingungen genügt sein soll. 

1) Hinsichtlich der ersten dahingehenden Darlegung des Verfassers, die 
sich auf die Ergebnisse der von Kir kaldy 1862 angestellten Versuehe stützt 
über die § 9, Ziff. 1 berichtet ist, s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 
1880, S.285 u. f. 
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In bezug auf die Gestalt des Probestabes sucht man diese Be
dingungen dadurch zu erfüllen, das man das prismatische Mittelstück 
des Stabes etwas länger macht als die Me ßlänge, und daß man die 
Querschnitte des Stabes von dem Mittelstück nach den Einspannstellen 
hin zunehmen läßt, wie dies Fig. 1 für den Rundstab zeigt. (Vgl. auch 
Fu ßbemerkung S .117 und 118.) 

Eine zutreffende Vergleichung der Ergebnisse mehrerer Versuche 
setzt voraus, daß diese unter den gleichen Verhältnissen durchgeführt 
worden sind. Wie aus dem in § 9 und § 10 Erörterten hervorgeht, 
gehört hierzu, daß die Stäbe gleiche oder wenigstens geometrisch 
ähnliche Querschnitte besitzen und im allgemeinen gleich lange Zeit 
df\n Versuchen unterworfen werden. 

Die der Messung unterzogene Strecke l, die Meßlänge, pflegt 
- inwweit es sich um die Ermittlung der durch Gleichung 3, § 3, 
bestimmten Bruchdehnung handelt - zu 200 mm angenommen und 
das mittlere Stück um wenigstens 20 mm länger, d. h. l +20 mm, 
prismatisch gehalten zu werden. 

Wird für den Rundstab von 20 mm Durchmesser - wie in Deutsch
land, Österreich, der Schweiz usw. üblich - 1 = 200 mm zugrunde 
gelegt, dann fordert die S. 168 untere ausgesprochene Bedingung für 
einen Rundstab von d mm Durchmesser als Meßlänge 

d 
1 = 200 20 = 10 d 1) 

und für einen Flachstab von f qmm Querschnitt die Meßlänge 

l= 200 - ~ f -::--= 11,3 VI 
V: .202 

2) 

Bei der großen Masse der Zugproben pflegt nur festgestellt zu 
werden: 

a) die Bruchbelastung P max (§ 3) und damit die Zugfestigkeit 
K z (§ 3), 

b) der Querschnitt fb an der Bruchstelle (an der Stelle der Ein
schnürung, Fig.7, § 3, sofern eine solche eintritt), 

c) die Länge lb' die das ursprünglich llange Stabstück nach dem 
Zerreißen besitzt. 

Die Beobachtung nach a liefert durch Gleichung 1, § 3, die Zug
festigkeit, bezogen auf den ursprünglichen Stab querschnitt. 

Die Ermittlung nach b ergibt durch Gleichung 2, § 3, die Quer
schnittsverminderung des zerrissenen Stabes. 

Die Feststellung nach c liefert durch Gleichung 3, § 3, die Bruc h
dehnung. 
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Einrichtungen zum Messen der Längenänderungen 
bei Zug und Druck. 

Zur Bestimmung der Längenänderungen hat Bauschinger den 
aus Fig. 2a sowie Fig. 3, Taf. II ersichtlichen Apparat ausführen lassen, 
der zu den besten gehört, die für den Zweck benutzt werden können. 

Der zu untersuchende Stab, auf dessen richtige Lagerung in der 
Prüfungsmaschine besondere Sorgfalt zu verwenden ist, wird an den 
Enden A und B der Strecke AB, für welche die Längenänderungen 
bestimmt werden sollen, durch die Reißnadel mit zwei leichten Quer
rissen versehen. In die Ebene des einen Querrisses, etwa bei A, legen 
sich pressend die StahlE'c hneiden der beiden schraubstockartig ver· 
bundenen Backen 00, die damit am Versuchsstabe festgeklemmt 
werden. Diese Backen bilden die Träger zweier rechts und links vom 
Versuchsstab befindlichen senkrechten Achsen, auf denen unten 
kleine Rollen (aus Hartgummi) vom Halbmesser r sitzen, während 
sie oben stellbare Spiegel tragen, wie aus den Abbildungen hervor
geht. An die kleinen Rollen legen sich Stahlstäbchen DE, deren Schnei
den durch Kräfte GG, ausgeübt mittels Stellschrauben, in den Quer
riß des anderen Endes B der Meßlänge gedrückt werden. Damit nun 
bei einer Änderung der Meßlänge l die beiden kleinen Rollen von den 
Stahlblättern DE mitgenommen werden, sind diese auf dem Rücken 
da, wo sie di~ HartgummiroUen berühren, mit feinem Schmirgelpapier 
belegt. Einer stetig erfolgten Längenänderung ;. des Stabes wird unter 
diesen Umständen eine Drehung der RoUen und damit auch der Spiegel 
um den Winkel ce entsprechen, derart, daß 1 = ((r ist. Mit den Fern
rohren F F sieht man durch die Spiegel auf den im Abstande L auf
gestellten geraden Maßstab H J J H, Waren die Spiegel bei Beginn 
des Versuches so eingestellt, daß man mit dem Fernrohr die Stelle J 
des Maßstabes sah, so Wird bei einer Drehung des Spiegels um (( der 
Beobachter mit dem Fernrohr durch den Spiegel die Stelle H des Maß
stabes sehen, die dadurch bestimmt ist, daß 

JH=a=Ltg2a. 
Damit ergibt sich ), ra 

a L tg 2 (( 

" r a 
A=a-----

L tg 2 [( 
woraus für kleine 'Werte von ce, wenn mit Annäherung 

gesetzt wird, 

ce 1 
tg 2 a 2 

r 
}.=a 2L 

3) 

4) 
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Somit erscheint der Apparat als ein Fühlhebel, dessen kleiner 
Arm gleich dem Halbmesser r der Rolle und dessen großer Arm gleich 
der doppelten Entfernung des Maßstabes von dem Spiegel ist. Für 
r= 3,500 mm und L= 3500 mm ergibt sich somit die Übersetzung 
3,500: 2· 3500 wie 1: 2000. Bei Einteilung der Skala des Maßstabes 
derart, daß die Teilstriche um 4 mm voneinander entfernt sind, hat 

demnach der Teilstrichabstand auf dem Maßstabe den Wert von _1_ . mm 
500 -

für die Längenänderung, und da im Gesichtsfelde des Fernrohres 
1/10 Teilstrichabstand noch mit ausreichender Sicherheit geschätzt 

werden kann, so geht in diesem Fall die Messung auf 5~OO mm, d. i. 

bei 1= 150 mm gleich --~-- der Meßlänge 
750000 . 

Um zu beurteilen, mit welcher Annäherung die Gleichung 4 für 
den geraden Maßstab zutreffend ist, sei folgende Zusammenstellung 
angefügt: 

C(= 10 2° 3° 4° 5° 
ce 

0,4992 0,4982 ----= 04998 0,4967 0,4949 
tg 2 t, ' 

Fehler gegenüber 0,5 in % = 0,04 0,16 0,36 0,66 1,02 

Will man den Fehler bei Rec hnung mit Gleichung 4 nach Mög
lichkeit gering erhalten, so muß der Spiegel bei Beginn des Versuchs 
ungefähr so eingestellt werden, daß der größte in Betracht zu ziehende 
Wert von a etwa zur einen Hälfte links von J und zur anderen rechts 
von J zu liegen kommt. Dann bleibt, da der Gesamtdrehungswinkel 
der Rolle und des Spiegels kleiner als 4° zu sein pflegt, der Fehler kleiner 
als 0,16%' Gleichung 4 ergibt genau richtige Werte, wenn statt des 
Maßstabes H J J H zwei nach einem Kreisbogen gekrümmte Maßstäbe 
verwendet werden, wie Fig. 2b zeigt und zweckmäßigerweise in neuerer 
Zeit auch geschieht. 

Wie aus dem Vorstehenden erhellt, geschieht die Messung der 
Verlängerung doppelt: auf, zwei Seiten des Versuchskörpers. Das 
arithmetische Mittel wird als die Verlängerung des Stabes angesehen. 
Die Messung auf nur einer Seite würde in den meisten Fällen zu Irr
tümern führen: 

1. Weil auf genau zentrische Kraftübertragung von vornherein 
nicht mit Sicherheit gerechnet werden kann (ein sich einstellendes 
Biegungsmomen~ liefert für die eine Seite eine zusätzliche Streckung 
und auf der entgegengesetzten Seite eine Zusammendrückung von 
der gleichen Größe; infolgedessen fiihrt die Bildung des Durchschnitt,; 

C. Bach, Elastizität 8. Auf!. 9 
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aus beiden Messungen zur Ausschaltung des Einflusses der Biegung. 
Sind die für beide Seiten ermittelten Einzelwerte bekannt, so geben 
sie Auskunft über die Größe des UnterEchiedes und damit Anhalt 
über die Bedeutung der Einflüsse, die diese Einseitigkeit veranlaßt 
haben. Wird die Meßeinrichtung so getroffen, wie es in neuerer Zeit 
vorgeschlagen und zum Teil auch geübt wird, daß nur die Summe 
abgelesen werden kann, so geht die Möglichkeit verloren, diese Ein
flüsse ihrer Größe nach zu beurteilen 

2. Weil sich die Manteloberfläche - deren Dehnung doch allein 
durch den Apparat gemessen wird - nicht an allen Stellen um gleich 
viel dehnt; 

3. Weil das Versuchsstück mit dem aufgeklemmten Meßinstru
ment einschließlich des letzteren nicht selten kleine Bewegungen 
ausführt. 

Es en;tpfiehlt sich, die beiden Endquerschnitte der Meßstrecke 
je in mehr als zwei Punkten zu fassen, was durch V-förmige Ausbildung 
der Schneiden an den Backen C und den Stahlblättern DE geschehen 
kann. 

Für genauere Elastizitätsbeobachtungen ist es nicht bloß not
wendig, daß die in der Fußbemerkung S.46 angegebene Vorsichts
maßregel beachtet wird, sondern es erweist sich auch als ganz wesent
lich, daß Temperaturänderungen während eines Versuches möglichst 
vollständig vermieden werden, namentlich deshalb, weil die dünnen 
Stahlstäbchen DE viel rascher die neue Temperatur annehmen als 
der Versuchsstab, und der so entstehende Unterschied in dem Wärme
zustand das Ergebnis der ·Versuchs - selbst wenn der Stab aus dem 
gleichen Material bestände wie die Stahlstäbchen DE - erheblich 
beeinträchtigen kann. Man muß sich eben immer vergegenwärtigen, 

1 
daß bei der Wärmeausdehnungszahl von rund -- = 12,5 Milliontel 

80000 
1 

und der Dehnungszahl von rund 2000000 = 0,5 Milliontel die Verlän-

gerung durch 10 C Temperaturzunahme gleich derjenigen ist, die durch 
25 kg/qcm Spannung herbeigeführt wird. Selbst 1/10 0 C Temperatur
unterschied entspricht noch 2,5 kg/qcm Spannungsunterschied. 

Diesem Punkte wird, nach den Erfahrungen des Verfassers, selbst 
heute noch viel zu wenig Beachtung zuteil. Dabei reicht es nicht aus, 
daß man die Temperatur im Versuchsr;tum während einer Untersuchung 
möglichst unveränderlich erhält. Eine Berührung mit der Hand, 
ein Anhauchen, ein Luftzug usw. äußern ihren die Genauigkeit der 
Messung herabsetzenden Einfluß. Im Falle einer. solchen Störung 
des Wärmezustandes, die auch vom Versuchskörper selbst herrühren 
kann, z. B. dann, wenn dieser eine andere Temperatur besitzt als im 
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Versuchsraum herrscht, ist es angezeigt, zu warten, bis der Apparat 
in Hinsicht auf seinen Wärmezustand zu ausreichender Ruhe gelangt 
ist. Dies gilt namentlich auch unmittelbar nach dem Ansetzen des 
Spiegelapparates, weil hierbei Erwärmungen durch die Berührung 
mit den Händen einzutreten pflegen, die erst durch Abkühlung wieder 
verschwinden müssen. 

Falls mit ausreichender Sicherheit darauf zu rechnen ist, daß die 
Raumtemperatur gleichbleibend gehalten werden kann, so empfiehlt 
es sich, als Material für die Meßstäbchen Nickelstahl mit möglichst 
geringer Wärmeausdehnungszahl (etwa nur ein Zwölftel des für den 
gewöhnlichen Kohlenstoffstahl gültigen Wertes) zu verwenden (vgl. 
des Verfassers Maschinenelemente, 12. Aufl., S. 124 u. f.). 

lst auf Temperaturgleichheit im Versuchsraum nicht zu rechnen, 
so sollten die Meßstäbchen aus einem Material bestehen, dessen Aus
dehnungszahl sich möglichst wenig von derjenigen unterscheidet, 
di.e dem Versuchsstab eigen ist. Daß auch dann rasche Temperatur
änderungen Fehler von erheblicher Größe hervorrufen müssen, ergibt 
sich aus dem oben Bemerkten. 

Bei Anwendung des S. 19 u. f., sowie S. 100 u. f. hervorgehobenen 
Verfahrens des Belastungswechsels wird der Versuchsdurchführende 
durch die Versuchsergebnisse auf das Auftreten von Temperatur
schwankungen eindringlich aufmerksam gemacht. Auch auf das Gleich
halten der Belastungszeit ist im allgemeinen zu achten. 

Die Sicherheit der Messung hängt natürlich. davon ab, daß die 
Reibung die Rolle mitnimmt. Da nun bei Beschleunigung von Massen 
durch Mitnahme mittels Reibung unbedingt ein Gleiten eintreten 
muß, wenn die Reibungskraft kleiner ist als das Produkt aus Masse 
und Beschleunigung, so muß bei genauen Elastizitätsmessungen, na
mentlich wenn es sich um eine genaue Bestimmung der bleibenden 
Dehnungen handelt, mit größter Sorgfalt auf ganz allmähliche Steige
rung der Belastung oder Verlängerung geachtet werden. 

Auch dieser Punkt, auf dessen Bedeutung man erst dann zu tref
fen pflegt, wenn zum Zwecke der Ermittlung der elastischen Längen
änderungen die bleibenden Dehnungen genau festgestellt werden 
sollen, ist viel zu wenig beachtet, was den Verfasser veranlaßt, ihn 
hier besonders hervorzuheben. Erst durch volle -Beachtung desselben 
werden Instrumente, welche die Dehnung oder Zusammendrückung 
der Versuchskörperunter Zuhilfenahme der Reibung als Ubertragungs
mittel messen, zu Versuchen mit fortgesetztem Wechsel von Belastung 
und Entlastung verwendbar. Sie besitzen aber bei sorgfältiger An
wendung einen hohen Grad der Zuverlässigkeit. 

Der Spiegelapparat ist seiner Natur nach eine Meßeinrichtung, 
die eine weitgehende Genauigkeit ermöglicht. Sollen nur Annäherungs-

9* 
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werte erzielt werden, was für praktische Zwecke häufig ausreicht, 
so können Meßgeräte mit entsprechend geringerer Empfindlichkeit 
verwendet werden; man wird dann auch nicht mit der großen Sorg
falt arbeiten müssen, wie bei den Feinmessungen. 

Fig. 3, Taf. II zeigt den Bauschingerschen Spiegelapparat in seiner 
ursprünglichen, von C. Klebe herrührenden Gestalt. Die demselben 
von O. Ha berer in der Materialprüfungsanstalt Stuttgart gegebene 
Ausführungsform geht aus Fig. 4, Taf. II hervor. Auf Fig. 3 ist eine 
Schrägstellung der Spiegelachsen zu erkennen, die daher rührt, daß 
die zur Befestigung des Apparates am Probestab dienenden Spann
backen, die eben angepreßt werden müssen, eine Aufbiegung hervor
bringen, womit der Parallelismus verloren geht. Dieser Mangel ist 
bei Fig. 4 durch die geschlossene Bauart verhindert. Bei ihr sind auch 
die Spannbacken besser zugänglich, das Eigengewicht ließ sich durch 
Ausarbeiten bedeutend vermindern. Um beim Anbringen des Appa
rates an dünnen Stäben gegenseitige Berührung der Spiegel zu ver
hüten, sind diese bei Fig.4 in der Höhenlage versetzt angeordnet. 
Bei Verwendung an stehenden Prüfungsmaschinen werden die langen 
Spiegelachsen gegen kurze a1tsgewechselt, die Spiegel rechts und links 
vom Stabe angeordnet. 

Der Bauschingersche Spiegelapparat kann auch zur Ermittlung 
der Zusammendrückung von Körpern benutzt werden, doch zieht 
Verfasser hier in der Regel vor, eine andere, für stehende Prüfungs
maschinen und für Versuchskörper von größeren Querschnittsab
messungen geeignete Einrichtung zu verwenden. Die Abbildungen 
Fig.5 bis 7 zeigen dieselbe, wie sie zur Bestimmung der Elastizität 
von Körpern aus Zement, Zementmörtel, Beton, Sandstein usw. in 
den Abmessungen: rund 250 mm Durchmesser l ) und 1000 mm Höhe 1) 

seit 1894 benutzt worden ist und heute noch Verweniung findet. 
Die Versuchskörper sind mit genau parallelen und zur Körper

achse senkrechten Stirnflächen (Druckflächen) zu versehen, so daß 
bei der vorhandenen kugeligen Lagerung der Druckplatten der Ma
schine (vgl. Fig. 5) eine gleichmäßige Druckverteilung, soweit sie 
überhaupt zu erreichen ist, erwartet werden darf. Auf selbsttätiges 
Einstellen, d. h. Parallelstellen der Druckplatten zu rechnen, erscheint 

1) Verwendet man zu Elastizitätsversuchen mit Betonkörpern Prismen von 
Quel's~hnitten bis etwa 12 cm Seite und 15 Cill Me ßlänge, wie dies bis zur Auf
nahme der Untersuchung der Elastizität des Betons dmch den Verfasser (1894) 
geschehen war, so können die Versuche bei der Ungleichartigkeit des Materials
man denke an die einzelnen Schotterstücke (Steine, Ziegelbrocken, Kiesel bis 
Apfelgröße) - wenigstens im allgemeinen nicht zu Ergebnissen führen, die mit 
ausreichender Genauigkeit auf die praktischen Anwendungen, d. h. auf auszu
führende Betonbauten, übertragen werden dürfen. 
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nicht richtig; diese Stellung ist vielmehr vor dem Versuch mit Sorg
falt herbeizuführen; man stellt zunächst die untere Platte gemäß 
der Wasserwage und richtet nach Einbauen des Versuchskörpers, 
wobei besonders darauf zu achten ist, daß dessen Achse in die Achse 
der Maschine fällt, die obere Platte genau parallel zur oberen Fläche 
wobei besonders darauf zu achten ist, daß dessen Achse in die Achse 
der Maschine fällt, die obere Platte genau parallel zur oberen Fläche 
desselben 1 ). Die Messung der Zusammendrückung erfolgt stets durch 
zwei einander gegenüberliegende Instrumente, welche die Endquer
schnitte der Meßstrecke in je 4 Punkten fassen. (Über die Berechtigung, 
die Messung an der Oberfläche vorzunehmen, vgl. A. Menzel, Unter
mchungen über das bei der Bestimmung der Druckelastizität 
übliche Verfahren, die Dehnungen auf der Mantelfläche des Versuchs
körpers zu messen, 1902.) 

Die Meßvorrichtung, vgl. Fig. 5 bis 7, besteht aus dem oberen 
Ring AA und dem unteren Ring BB, die je durch 4 im rechten Winkel 
zueinander stehende Schrauben am Versuchskörper festgestellt werden, 
und zwar um 1 (bei Eetonkörpern u. dgl. in der Regel gleich 750 mm) 
übereinander. 

Fig. 6 und 7 zeigen die eigentliche Meßvorrichtung. Erfolgt eine 
Zusammendrückung des Versuchskörpers, so wird der obere J1:nd
punkt der Stange C, die ihre Länge beibehält, gegenüber dem Ringe 
A A und dem daran befestigten Meßinstrument um den Betrag der 
Verkürzung nach oben rücken; dadurch dreht sich der Hebel DEF, 
der gegen das Ende der Meßstange C durch eine Feder gedrückt wird, 
um seine bei E gelegene Achse und nimmt durch das auf dem seg
mentartigen Ende F befestigte dünne Metallbändchen das Röllchen G 
mit, auf dessen Achse der an einer Bogenskala entlang laufende Zeiger 

1) In neuerer Zeit ist ausgesprochen worden, daß es genügt, wenn nur eine 
der beiden Druckplatten, und zwar die obere, kugelig gelagert wird. Dies erscheint 
zutreffend, wenn die Druckflächen am Probekörper genau senkrecht zu dessen 
Achse stehen. Kann hierauf nicht mit voller Sicherheit gerechnet werden, was 
in' der Mehrzahl der Fälle zutreffen dürfte, so wird der Eintritt von Biegungs. 
spannungen unvermeidlich, und zwar werden diese unter sonst gleichen Umständen 
von um so größerer Bedeutung sein, je länger die Stabachse ist. 

Die Annahme, daß die Druckplatten sich infolge der kugeligen Lagerung 
selbsttätig den Druckflächen der Probekörper parallel stellen, insbesondere an der 
oberen Fläche, trifft meist durchaus nicht mit der erforderlichen Annäherung zu; 
das Moment, welches von der Reibung im Kugelgelenk herrühlt, pflegt zu be
deutend zu sein. Mängel in dem Parallelstellen von Druckplatte und Druckfläche 
vor dem Versuch können zu erheblichen Fehlern führen. 

Längere Säulen usf. werden zweckmäßigerweise in stehender Lage geprüft 
mit Rücksicht auf die Wirkungen des Eigengewichts, es sei denn, daß dieser Ein
fluß absichtlich zur Geltung gelangen soll. 
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Bei neueren in der Materialprüfungsanstalt. Stuttgart selbst aus
geführten Instrumenten entspricht 1/2 mm Zusammendrückung des 
untersuchten Körpers einem Skalenweg von 300 mm, das ist 600 mal 
mehr. Da nun auf der Skala noch 1f1o mm abgelesen werden kann, 
so erfolgt die Messung der Zusammendrückung der ursprünglich l 

1 
langen Strecke auf 6000 mm, d. i. bei l= 500 mm, für welche Meß-

länge das Instrument meist benutzt wird, auf ---~--- von l Für 
3000000 . 

l = 750 mm würde sich 1 ergeben. 
4500000 

Zur Messung größerer Wege werden Bändchen-Instrumente mit 
der Übersetzung 1: 100 verwendet. 

F ig.7. 

Neu ist in der Hauptsache an dem ersten Instrumente die Mit
nahme des Röllchens G durch ein dünnes MetallbändchenI), und an 
dem zweiten überdies die Anordnung von Kugelzapfen an den Enden 
der Stange C, die zum Zwecke tunlichster Fernhaltung des Einflusses 

1) Vgl. des Verfassers Vorrichtung zur Messung der Durchbiegung von 
Platten m der Zmtschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1890, S. 1042, Fig.9 
und 10, oder auch die Schrift: "Versuche über die Widerstandsfähigkeit ebener 
Platten", Berlin, S.4, Fig.9 und 10, oder "Abhandlungen und Berichte" 1897, 
S. 112, Fig. 90 und 91. Da bei diesem Instrument die den Zeiger tragende Rolle 
mehr als eine Umdrehung auszuführen hat, so ist das Bändchen in Gestalt eines 
Y ausgeführt. 
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von Temperaturänderung aus Holz besteht (vgl. das S. 130 hinsicht
hch des Einflusses der Temperaturänderungen Gesagte). Die Bänd-

Fig. S. 

chcninstrument€ besitzen den Vorteil, daß sie nicht wie Spiegelappal'ate 
die getrennte Aufstellung von Ablesefernrohr und Skala erfordern. 
Ihre Zuverlä"sigkeit steht nicht hinter der der Spiegelapparate zurück. 
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Verfasset benützt diese Meßvorrichtung auch zur Ermittlung 
der Zugelastizität. Wie ersichtlich, besteht der einzige Unterschied 

Fig.9. 

darin, daß, während bei Druckbelastung der Zeiger auf der Bogen
skala von lmten nach oben sich bewegt, er bei Zugbelastung von oben 
nach unten schwingt. Da die Berührung zwischen Hebel und Stange 
bei D, Fig. 6, durch Federkraft gesichert ist, so findet in beiden FäIle.Il 
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die Messung mit der gleichen Zuverlässigkeit statt. Dadurch läßt 
es sich in bequemer Weise ermöglichen, daß ein und derselbe Kör
per der Zug- und der Druckpro be unter worfen und dabei 
die Dehnung, bzw. die Zusammendrückung, mit denselben Instru
menten genau auf die gleiche Erstreckung gemessen wer
den kann. ~Will man vom Zug- zum Druckversuch oder von diesem 

:E ig. 1(1. 

zum Zug versuch übergehen, so bedarf es jeweils nur der Versetzung 
des Körpers mit den angeschraubten Instrumenten aus der Zug- in 
die Druckmaschine bzw. aus der letzteren in die erstere. Fig. 8 zeigt 
den Körper (Marmor) mit dem zweiten der Instrumente in der Zug· 
und Fig. 9 in der Druckmaschine. 

Da bei den in Fig. 8 dargestellten Versuchskörpern die genaue 
Bearbeitung der Keilflächen recht viel Zeit erforderte und der Bruch 
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häufig an der Einspannstelle eintrat, was auch leicht stattzufinden 
pflegt, wenn die Befestigung der Zugkörper aus Beton, Steinen u. dgl. 
mitte1st Klauen erfolgt, so ist Verfasser in neuerer Zeit zu der in Fig. 10 
gezeichneten Einspannvorrichtung übergegangen. Der Körper wird 
durch die beiden seitlichen, innen geriffelten Stahlplatten, die durch 
Schrauben gegen ihn gepreßt werden, gepackt; der hierdurch wach
gerufene Widerstand gegen Gleiten muß natürlich größer sein als die 
Kraft, die zum Zerreißen erforderlich ist. Die vier Flächen, gegen die 
sich die Stahlplatten legen, werden sorgfältig gehobelt. 

Neben dem Bauschingerschen Spiegelapparat steht der Spiegel
apparat von A. Martens, hinsichtlich dessen auf A. Martens, Ma
terialienkunde, S.477 u. f. verwiesen werden darf. Der Unterschied 
zwischen beiden besteht in der Hauptsache darin, daß an Stelle der 
Rolle vom Halbmesser reine rhombenf örmige Schneide von der Höhe z 
tritt, deren Ausschlag die Drehung der Rolle ersetzt. Beide Arten 
von Spiegelapparaten lassen sich nach Form und Größe Sonderzwecken 
anpassen. 

Zur Messung der Verlängerungen und Zusammendrückungen an 
den Oberflächen von Balken, die durch Biegung beansprucht werden, 
verwendet Verfasser die von Ha berer in der Materialprüfungsanstalt 
Stuttgart 1902 konstruierte, in Heft 39 der Mitteilungen über For
schungsarbeiten S. 8 u. f. veröffentlichte Einrichtung. 

Die ausgedehnten eigenen Untersuchungen mit Platten l ), Wasser
kammerplatten2), ebenen und gewölbten Kesselböden3), Flanschen
verbindungen4), kugeligen Böden, die äußerem Überdruck ausgesetzt 
sind5 ), Ein- und Zweiflammrohrböden6 ), Wel1rohren7), KolbenS) usf., 
bei denen die Formänderungen jeweils an einer sehr großen Anzahl 
von Stellen ausreichend genau zu ermitteln waren, führten seit 1889 
zur Anwendung der "Stiftmessung", die später auch bei den umfang
reichen Arbeiten auf dem Gebiete des Eisenbetonbaues benutzt wurde. 

Bei der Stiftmessung wird die Bewegung des zu untersuchenden 
Punktes auf einen Stift übertragen, dessen eines Ende in einer Körner
vertiefung auf dem Probekörper steht und dessen anderes Ende über 
einen feststehenden Meßtisch hervorragt. Die Länge x (vgl. Fig. 11) des 

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure, 1890, S. 1041 u. f. 
2) Ebenda 1893, S. 489 u. f., 526 u. f. 
3) Ebenda 1897, S. 1157 u. f., 1899, S. 1585 u. f. 
4) Ebenda 1899, S. 321 u. f., 1912, S. 161 u. f. 
5) Ebenda 1902, S. 333 u. f. 
6) Ebenda 1908, S. 792 u. f., 1649 u. f. Mitteilungen über Forschungsarbeiten 

Heft 51, 52. 
7) Ebenda 1904, S.1227 u. f., 1905, S.2062 u. f. 
8) Mitteilungen über Forschungsarbeiten, Heft 31. 
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überstehenden Teiles wird mittels einer Mikrometerschraube, wie ?ie 
in Fig. 12, Taf. II abgebildet ist, gemessen. Ihre Änderung gibt die 
gesuchte Formänderung. 

Fig.11 zeigt die Anwendung des Verfahrens auf die Bestimmung 
des Betrages, um den das Ende eines einbeto
nierten Eisens E durch die Kraft P sich gegen
über der Stirnfläche des Betonkörpers B bewegt!.) 
Der Meßtisch ist hier auf der oberen Fläche des 
Betonkörpers befestigt. Bei den S. 140 unter 1) 
bis 7) erwähnten Versuchen war für zahlreiche 
Meßpunkte ein gemeinsamer Meßtisch vor
handen. 

Die Genauigkeit der Messung reicht bei 
vorhandener übung bis etwa 0,005 mm. 

In neuerer Zeit ist die Zahl der Meß
vorrichtungen im Wa,chsen begriffen. 

Für Sonderzwecke können auch Mikroskope 
entsprechende Verwendung finden. 

Brucherscheinungen. 

Fig. 11. 

Die Vorgänge während der Streckung und beim Bruch sind für 
die einzelnen Metalle verschieden; sie werden auch von Ungleich
förmigkeiten und Materialfehlern beeinflußt, worauf jedoch an dieser 
Stelle nicht eingegangen zu werden braucht. Unter stetiger Strek
kung der Stäbe zeigen sich dann in der Hauptsache folgende Erschei
nungen. 

Bei sprödem Material, wie z. B. Gußeisen, nimmt die Kraft 
stetig zu, bis die Widerstandsfähigkeit des Stabes erschöpft ist (vgl. 
die Dehnungslinie Fig. 8, § 4). Der Bruch erfolgt ungefähr in einer 
zur Stab achse senkrecht verlaufenden Ebene, wie erwartet zu werden 
pflegt. Nennenswerte bleibende Querschnittsverminderung und er
hebliche Bruchdehnung sind nicht zu beobachten. Die ursprünglich 
glatte Oberfläche erfährt keine sichtbare Veränderung. 

Bei zähem Flußeisen tritt, wie in § 3 besprochen, eine Unter
brechung der stetigen Belastungszunahme ein, wenn die Streckgrenze 
erreicht ist (Fig. 1, § 3, Fig. 10, 12, 13 und 14, § 4). Gleichzeitig 
sind an der Staboberfläche die auf S. 9, erwähnten Streck
figuren zu beobachten, die schräg, unter ungefähr 45°, gegen die Stab
achse geneigt verlaufen und den Beginn der bedeutenderen bleibenden 
Dehnungen ohne weiteres sichtbar zeigen. Die ursprünglich glatte 

1) Mitteilungen über Forschungsarbeiten, Heft 22. 
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St!)-boberfläche rauht sich auf, vorhandener Walz zunder springt ab usf. 
Mit Fortschreiten der Streckung, die sich auf den ganzen prismatischen 
Teil des Stabes auszudehnen pflegt, vermindert dieser seinen Durch
messer, und zwar derart, daß das Stabvolumennur geringe Veränderung 
erfährt. Schließlich bei Erreichen der Höchstlast (EE2 in Fig. 1, § 3) 
tritt eine Stelle am Stab hervor, die sich mehr streckt als die übrigen 
Teile der Meßlänge und infolgedessen örtliche Einschnürung erfährt 
(Fig. 7, S. 12, sowie die Abbildungen gebrochener Stäbe Fig. 13, Taf. I, 
Fig.23, Taf. V). In der Regel erfolgt dort nach ausreichender Form
änderung der Bruch, begleitet von einer Erhöhung der Temperatur, 
entsprechend der Umsetzung eines Teiles der aufgewendeten Zerreiß
arbeit in Wärme. Nach dem Zerreißen pflegen die Stabenden, insbe
sondere bei Stahl, magnetisch zu sein. Fig. 14, Taf. I läßt das an den 
anhängenden Eisenspänen erkennen. 

Unter Umständen schnürt sich der Stab an mehr als einer Stelle 
ein (vgl. Fig. 8, TaL II). 

Fig. 15, Taf. I zeigt die beiden Hälften eines zerrissenen Rund
stabes. Deutlich ist in der Mitte je eine kreisförmige, zur Stabachse 
senkrecht stehende Fläche zu erkennen, an die sich am rechten Bruch
stück ein kegelförmiger Rand, am linken die entsprechende Hohlform 
anschließt. In der Regel sind die Flächen nicht so regelmäßig ge
staltet, vgl. z. B. Fig. 16 und 17, Taf. I. Der mittlere Teil 
ist weniger eben, ein Stück des Randes weist die Hohlform, das 
andere die Kegelgestalt auf. Das deutet 'darauf hin, daß an beiden 
Stabenden eine Kegelfläche in der Ausbildung begriffen ist, so daß 
zwischen diesen beiden Flächen ein wulstartiger Ring mit dreieckigem 
Querschnitt stehen bleibt. Dieser Ring pflegt je zu einem Teil an 
einem der Bruchstücke festzusitzen. Fig. 10, Taf. V zeigt den seltenen 
Fall, daß sich ein Stück des Ringes ganz losgelöst hat. 

Ausnahmsweise fehlt auch der ebene Teil der Bruchflächen. Die 
eine der letzteren besteht dann aus einem Vollkegel, die andere aus 
einem entsprechenden Trichter. 

Die Trennung der Stabhälften erfolgt also nicht oder nicht aus
schließlich in der Richtung senkrecht zur größten Zugspannung, son
dern schräg dazu, ganz wie das bei den Streckfiguren an der Außen
fläche des Stabes zu beobachten war. 

Erfährt Flußeisen ausreichende Härtung oder wird es bei hoher 
Temperatur zerrissen, so verschwindet die ausgeprägte Streckgrenze (vgl. 
§ 10, Ziff. 3 unter B, a), 2, Versuchsreihe 1, Stab 2a, Versuchsreihe 2, 
St.ab 2 und 5, Versuchsreihe 3, Stab 2, 4, 5 und 6, sowie § 10, Fig. 4 
gegenüber Fig.l, 2 und 3). Auch Kupfer und die meisten anderen 
Metalle zeigen keine ausgeprägte St.reckgrenze (vgl. § 4, Fig. 18, bis 
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21). Im übrigen spielt sich der Streckvorgang und der Bruch ganz 
ähnlich ab wie bei Flußeisen. 

Um die Veränderlichkeit der Dehnung, überhaupt die Formände
rung zu zeigen, die ein der Zugprobe unterworfener Flachstab auf
weist, wurde (1885) die in Fig. 18 (Taf. III) wiedergegebene Zusammen
stellung gefertigt. Auf zwei Flachstäben aus Flußstahl von genau 
60 mm Breite und 12 mm Stärke waren durch Längs- und Querlinien 
im Abstande von 10 mm Quadrate von 10 mm Seitenlänge gezeichnet 
worden. Alsdann wurde der eine Stab der Zugprobe unterworfen. 
Derselbe erfuhr die aus Fig. 18 deutlich ersichtliche Formänderung. 
Der Bruch erfolgte an einer Stelle, die durch eine der eingerissenen 
Querlinien etwas verletzt worden wal'. Man erkennt an dem Klaffen 
in der Mitte der Bruchstelle, daß die Widerstandsfähigkeit des Stabes 
zuerst in der Mitte überwunden wurde, und daß sich von hier aus der 
Bruch nach den Kanten hin fortsetzt (vgl. S. 165, sowie Fig.24 bis 
26, Taf. V). Bei zähem Material ergibt sich diese Erscheinung oft 
noch viel ausgeprägter. Die Bruchflächen weisen bei Flachstäben 
an Stelle der oben bei den Rundstäben erwähnten Kegelflächen Pyra
midenflächen auf. Bemerkenswert ist die Gestalt des Querschnittes 
am Bruch. Das ursprünglich vorhandene Rechteck hat eine Veränderung 
seiner Gestalt erfahren, derart, daß die Langseiten nach innen hohl 
gekrümmt, die kurzen Seiten dagegen nach außen gewölbt sind; Länge 
und Breite des Querschnittes haben aber infolge der Einschnürung 
Verminderung erfahren. Für die Berechnung der Größe des Bruch
querschnittes sind also Durchschnittswerte von Dicke und Breite 
zu verwenden. 

Die Prüfung der in Fig. 18 wiedergegebenen Flachstäbe lieferte 
folgende Ergebnisse: 

Höchste Belastung (EEz in Fig. 1, § 3) 
ursprünglicher Querschnitt t 
Bruchquerschnitt f . 
Dehnung auf 100 mm . 

Demnach bet,rägt: 

. 37460 kg 
6·1,2 = 7,20 qcm 

4,82·0,94= 4.,53 qcm 
.27,5mm 

die Zugfestigkeit K,= 37460: 7,20= 5203kg/qcm 
" Querschnittsverminderung 1jJ 100 (7,20 - 4,53): 7,20 = 37% 
" Bruchdehnung cp auf 100 mm·100 (127,5 - 100): 100= 27,5%' 

Harter Stahl zeigt entweder einen ähnlichen Bruch wie Guß
eisen, der oft durch kleine Verletzungen an der Staboberfläche ein
geleitet wird (vgl. Fig. 19, Taf. II), oder schwache Kegelbildung ; dünne 
Stahlbänder brechen nicht selten schräg zur Stabachse, wie Fig. 20 
und 21, Taf. III zeigen. Dasselbe ist häufig bei Blechbändern, Aluminium
stäben (Fig.22, Taf. III), bei gewalztem Messing usf. zu beobachten. 
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Vergüteter Stahl zeigt oft das fräserartige Bruchaussehen, das 
aus Fig. 23 und 24, TaL II, sowie Fig. 24, TaL VI hervorgeht. 

Material mit ausgeprägten, großen Kristallen läßt diese nach 
weitgehender Formänderung deutlich sichtbar werden, vgl. Fig. 15 
his 18, TaL VII. 

Bei zäher Bronze, Messing usf. ist häufig bedeutende über die 
ganze Stab länge gleichförmige Streckung und Querschnittsverminde
rung zu beobachten. Die örtliche Einschnürung tritt dann nicht mehr 
amgeprägt auf. 

Einige PI üfungsergebnisfe und Bilder zerrissener Stäbe aus ver
schiedenem Material sind im folgenden zusammengestellt. Zahlreiche 
weitere Beispiele sind in "Festigkeiü:eigenschaften und Gefügebilder" 
enthalten. -

Fig. 13 (Taf. I) zeigt einen Flußeisen- und Fig. 25 (TaL III) einen 
Schweißeisenrundstab nach dem Zerreißen. Die Verschiedenheit der 
Oberlfäche der Stäbe kennzeichnet die beiden Materialien. Weitere 
Unterscheidungsmerkmale liefert die metallographische L"ntersuchung 
(s. das eben erwähnte Buch unter VI). Ein zerrissener Stab aus Chrom
nickelstahl ist in Fig. 26, Taf. III abgebildet. 

Fig. 27 und 28 (Taf. IV) geben zwei Stäbe von Aluminiumbronze 
wieder, die beide nach Angabe 90% Kupfer enthalten sollen. 

Fig.29 (Taf. IV). läßt einen Bronzestab (gegossen) und Fig. 30 
einen Messingstab (gegossen) erkennen. 

Die Prüfung dieser Stäbe hat ergeben: 

Stab I~jg· 19 i Fig. 231 Fig. 24 i Fig. 26 1 Fig. 27/Fig. 281 Fig. 29 " Fig. :~o 
2,00 \ 2,00 \ 2,00 \ 2,00 li 1,50 1,50 1,99 1,97 
3,14 I, 3,14 \ 3,14 3,14 ", 1,77 1,77 3,11 3,05 

Durchmesser cm 
Querschnitt . qcm 
Streck- {obere kgjqcm 6646 I, 6414 4936 \ 8137'" Streckgrenze nicht ausgeprägt 

6156 " 6111 I 4713 I 8121 ' vorhanden grenze untere " 
Zugfestigkeit " 
Bruch- (auf 100mm% 

dehnung l" 200 " ." 
Ql1erschnitts-

8057 " 7914 \ 7029 \ 9398 3983 i 3232 2090 1472 
\ - 20,2 64 50 

11,8 ", 15,4 \ 16,0 'I 13,9 8,1 11.5 
, , ' 
I I I 

27,7 : 61,5 \ 57,6 \ 53,2 7,7 vermi nderung . ~ , 

Ein Flußeisen&tab mit Fehlstelle ("Naht") ist in Fig. 31, TaL ur 
abgebildet. 

Die Beschaffenheit des Materials wird im allgemeinen beurteilt 
nach den für K z , rp und 'IjJ erhaltenen Werten. Dem Arbeitsvermögen 
(§ 3) wird ein Gewicht namentlich in den Fällen eingeräumt, in denen 
es sich um Widerstandsfähigkeit gegenüber dynamischen Wirkungen 
(lebendigen Kräften) oder gegenüber den Eimvirkungen von Span-

15,7 
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Fig. 18, ~ 8, S. H3. 

Fig. 21, Fig. 22, 
§ 8, S.143. 

Fig.25, § 8, 
S 144. 

Fig. 31, § 8, S. 144. 

Tetf III. 

Fig.26, § 8, 
S.144. 
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Fig-. :27. Fig. :J1:i. Fig. ::W. Fig. ~lO . 

Fig.5a. Fig.6a. 
§ 9. S. 155. 

Fig.6b. 

Fig.5b. 
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nungen handelt, die durch stark wechselnde Belastungen oder durch 
große Temperaturunterschiede veranlaßt werden. 

Da für ein bestimmtes, gleichartiges Material das Arbeitsver
mögen mit Annäherung proportional dem Produkt aus Zugfestigkeit 
und Bruchdehnung gesetzt werden darf, so kann auch dieses Produkt 
an Stelle des Arbeitsvermögens als ein Maß der Materialgüte ange
sehen werden (vg1. Maschinenelemente, 12. Aufl., S.96 u. f.). 

Nach heutigem Stand bieten Zugfestigkeit, Bruchdehnung, Quer
schnittsverminderung und Arbeitsvermögen keine ausreichende Grund
lage zur Beurteilung des Materials. Ob die zur Beurteilung der Zähig
keit vorgeschlagene und auch vielfach gehandhabte Kerbschlagprobe1 ) 

1) Stäbe, deren Gestalt aus Fig. 32 hervorgeht, werden im Abstand a = 

120 mm auf zwei Auflager gelegt \md durch einen Schlag eines pendelnd auf· 
gehängten Hammers zum Bruch gebracht unter M.essung der hierfür erforderlichen 

Fig. :12. 

Arbeit A. Die Stabbreite b soll 30 mm betragen, welche Forderung SICh jedoch oft, 
z. B. bei Blechen, nicht erfüllen läßt. In solchen Fällen wird dann die Breite gleich 
der Blechdickc gewählt. Reicht das Material zur Herstellung so großer StäbE' 
nicht aus, so kann L = 120, a = 70, H = 10, d = 1,3, b = 10mm (oder weniger) 
gewählt werden. Der Quotient A k = A : bh kgmjqcm wird als "Kerbzähigkeit" 
bezeichnet und in ihm ein Maß für die Zähigkeit des Materials erblickt. 

Wie in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1912, S. 1311 u. f. 
dargelegt, ist der Wert von A k nicht unabhängig von der Stabbreite, derart, daß 
diese Abhängigkeit für verschiedenes Material sehr verschieden ausfällt. Die an
gegebenen kleinen Stäbe liefern Werte für A k , die kleiner, oft ungefähr halb so groß 
sind, als die mit den großen Stäben erlangten. Bei Angaben über die Kerbzähig. 
keit ist also stets die 'Stabform mitzuteilen. 

Wird, wie namentlich im Ausland nicht selten geschieht, der Bruch der 
Stäbe nicht dureh einen Schlag, sondern durch zahlreiche schwache Schläge 
herbeigeführt, so ergibt sich die Schlagarbeit naturgemäß um so größer, je größer 
die Schlagzahl, d. h. je geringer die Wucht des einzelnen Schlages gewählt wurde, 
weil der Anteil des elastischen Arbeitsvermögens ein um so größerer ist. 

Ebenso muß im Auge behalten werden, daß, wenn andere Kerbenformen 
gewählt werden, auch A k bedeutende Änderung erfahren kann. 

Sind hiernach die Ergebnisse der Kerbschlagprobe nicht, wie zu wünschen 
wäre, unabhängig von "der Versuchsanordnung, so liefern sie doch dem Sachkun· 
digen Einblicke in das Verhalten des Materials, die als eine Ergänzung der Auf· 
schlüsse anzusehen sind, die die andern Versuche liefern, namentlich in den Fällen, 
welche Beurteilung der Widerstandsfähigkeit des Materials gegenüber dyna. 
mischer Wirkungen oder häufigen Temperaturänderungen verlangen. 

c. Bach, Elastizität 8. Auf!. 10 
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die in sie gesetzten Erwartungen befriedigen wird, erscheint noch 
unsicher. Hat ein und dasselbe Material, z. B. Flußeisen, verschiedene 
Behandlung erfahren, so pflegt diese Verschiedenheit in den Ergeb
nissen der Kerbschlagprobe besonders scharf sich auszuprägen. Ferner 
ergibt sich bei Blechen die Kerbzähigkeit für Querstäbe um etwa 1/, 
kleiner als für Längsstäbe. Zugversuche lassen so ausgeprägte Unter
schiede nicht erkennen. Näheres s. in "Festigkeitseigenschaften und 
Gefügebilder", S. 14 u. f., 50, 122. 

Bei umfassenden Versuchen tritt zu den oben angegebenen Er
mittlungen, zu denen sich noch die Beurteilung des Aussehens der 
Bruchflächen fügen läßt, die Bestimmung 

der Längenänderungen (§ 4 und 5) und aus ihnen zutreffenden
falls der Dehnungszahl (§ 2, § 4 Ziff. 1, Fußbemerkung 2, S. 24., 
§ 5 Ziff. 3,· und der Proportionalitätsgrenze oder der Koeffi
zienten Cl und m der Gleichung 1, § 4 (§ 5, Ziff. 3), 

der Elastizitätsgrenze (§ 4 Ziff. I, 8.26 und 27) und der Deh-
nungsreste (§ 4 Ziff. 1, S.27, § 5 Ziff. 1), 

der Fließ- oder Streckgrenze (§ 3), 
der Dehnungslinie bis zum Bruch (§ 3, Fig. 1) und des Arbeits
vermögens (§ 3). 
Zur erschöpfenden Klarstellung gehören im allgemeinen ferner 

die chemische und metallographische Untersuchung des Materials, so
wie die Prüfung des Verhaltens gegenüber Biegung, gebotenenfalls 
auch im gehärteten Zustand (Hartbiegeprobe ), insbesondere gegen
über Schlagwirkungen. Viele hierhergehörige Angaben finden sich in 
"Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder". 

Brucbdebnung. 
Wie wir in § 3 sahen, dehnt sich zunächst die ganze Stabstrecke 

mehr oder minder gleichmäßig bis zum Eintritt der Bruchbelastung, 
dann folgt die Einschnürung des Stabes - falls eine solche überhaupt 
eintritt -, die mit einer verhältnismäßig großen Ausdehnung an dieser 
besonderen Stelle verknüpft ist. Diese erstreckt sich über eine Länge, 
die für ein und dasselbe Material um so· größer ausfällt, je größer der 
Stabquerschnitt ist (vgl. Fig. 13, Taf. I und Fig. 23, Tat. V). Die 
durch Gleichung 3, § 3, gemessene Dehnung setzt sich hiernach im all
gemeinen zusammen: aus der Dehnung der ganzen Strecke bis zum 
Eintritt der höchsten Belastung und aus der örtlichen Dehnung an 
der Einsch!lürungsstelle, vermindert um die (elastische) Verkürzung, 
die aus Anlaß der mit dem Ze1"reißen erfolgten Entlastung des Stabes 
eintritt. Wird zunächst angenommen, der Bruch erfolge in der Mitte 
der Strecke l, so ergibt Gleichung 3, § 3, bei vorhandener Einschnürung 
einen um so größeren Wert für rp, je kleiner 1 ist, weil die örtliche Deh-
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nung an der Einschnürungsstelle verhältnismäßig um so mehr aus
macht, je gering er die Meßlänge 1 ist. Im allgemeinen gehört hier
nach zur Angabe von Cf! auch die Größe von 1 neben t. 

Wie bemerkt, pflegt man in Deutschland, der Schweiz, Öster
reich usw. 1 nach Maßgabe der Gleichung I bzw.2 zu wählen. In Frank
reich ist es üblich geworden, 1 kleiner zu nehmen, nämlich l = 7,235 d, 
. bzw. l = 8,2 VI; infolgedessen ergeben sich dort im allgemeinen 
größere Werte für die Bruchdehnung des gleichen Materials; somit 
liefert ein und dasselbe Material, in Deutschland mit l= 10 d und in 
Frankreich mit 1= 7,235 d geprüft, an letzterer Stelle eine größere 
Bruchdehnung, erscheint also hier, wenn Cf! als Maß der Zähigkeit 
angesehen wird, zäher. Dies muß im Auge behalten werden, wenn man 
die Angaben über die Bruchdehnung (Zähigkeit) des M;;Lterials aus 
den verschiedenen Ländern vergleichen will. In Nordamerika wird 
vielfach die Meßlänge noch kleiner gewählt als in Frankreich.Auch 
in Deutschland sind jetzt Bestrebungen mit Aussicht auf Erfolg im 
Gange, die Meßlänge kleiner zu wählen, was im Interesse der Er
sparnis an Material und Arbeitszeit, sowie dann geboten erscheint, 
Wenn das zu prüfende Material lange Stäbe herzustellen nicht ge
stattet und aus diesen Gründen vom Verfasser schon 1905 beim 
Deutschen Verband für die Materialprüfungen der Technik - leider 
nur mit einem teilweisen Erfolg - angeregt worden ist (vgI. Proto
koll der 6. Hauptversammlung des Verbandes am 16. Oktober 1905 in 
Dresden, S. 8). 

Um sich bei kurzen Stäben ein Urteil darüber zu verschaffen, 
wie groß - wenigstens angenähert - die Bruchdehnung sich ergeben 
haben würde, wenn die Meßlänge nach Gleichung 2 gewählt worden 
wäre, kann in der Weise vorgegangen werden, daß man an dem zer
rissenen Stab für zwei genügend weit auseinander liegende Meßlängen 
11 und 12 die Bruchdehnungen Cf!l und Cf!2 unmittelbar mißt, alsdann 
die Gleichung 

benutzt, zunächst, um aus 

B 
7'= A -l---= 

V1 
5) 

die dem vorliegenden Material entsprechenden Erfahrungswerte A 
und B zu ermitteln, und sodann, um durch Einführung desjenigen 
Wertes von l in Gleichung 5, für den Cf! bestimmt werden soll, diese 
Größe selbst zu berechnen. 

10* 
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Beispielsweise ergab sich für Rundstäbe von 26 mm Durchmesser 

bei l = 50 70 100 150 200 260 mm, 
durch Messung qJ= 62,0 53,7 46,3 39,3 35,2 31,9 %. 

Wird in Gleichung 5 A = 8,3 und B = 380 gesetzt, so findet 
sich aus ihr 

qJ= 62,1 53,3 46,3 39,7 35,3 31,9 %. 
(Näheres über diese im Jahre 1905 durchgeführten Versuche 

siehe des Verfassers Darlegungen in Heft 29 der Mitteilungen über 
Forschungsarbeiten S. 69 u. f.). 

Weitere eigene Versuche (1914) mit 6 Kruppsehen Kesselblechen 
(Kz = 3800, 4500 und 6000 kg/qcm) (Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1916, S. 854 u. f.) bestätigen diese Ergebnisse. Sie zeigen 
darüber hinaus, daß für das untersuchte Material mit ausreichender 
Genauigkeit die Umrechnung der Bruchdehnungen auf eine andere 
Meßlänge auch in folgender, rascher zum Ziel führenden Weise er
folgen kann. Der Übersicht halber seien drei Fälle unterschieden. 

a) Die Meßlänge beträgt 200 mm, wie bei Kesselblechen üblich, 
der Querschnitt ist aber größer als 314 qmm, nach Gleichung 2 wäre 
also l> 200 mm zu wählen. 

Mit Annäherung kann für das untersuchte Material gesetzt werden 

9711,3 {f= '11. qJ200 • • • • • • • • • • 6) 

worin '11 entsprechend der folgenden Zahlentafel zu wählen ist. 

qU~:~~itt 13141500 1750 11000112501150°11750120001225°12500127501300013250(3500 

y \1,00! 0,93\ 0,86\ 0,81\ 0,77 \ 0,74\ 0,71\0,685\ 0,66\ 0,64 \ 0,63 \ 0,62 \ 0,61 1
\ 0,60 

n 
Für das vorstehende Beispiel findet sich z. B., da 262 4"= 531 qmm, 

also (durch geradlinige Interpolation) y = 0,92, mit qJ200 = 35,2% 

qJ260 = 0,92·35,2 = 32,4% • 

Beobachtet war (s.o.) 31,9%. 

Statt der Zahlentafel kann mit Annäherung die Gleichung 

=0,25+ 22,5 
Y V t +600 

Verwendung finden, in die tin qmm einzuführen ist. 

7) 
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b) Die Meßlänge 1 ist von 200 mm verschieden. 

Dann ist zu setzen 

<PU,3 {T = Y . <PI' 
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. 8) 

Hierin ist y der folgenden Zahlentafel zu entnehmen oder aus 
Gleichung 9 zu bestimmen. 

Dies liefert z. B. für das oben angeführte Beispiel mit t= 531 qmm 
und 1= 100 mm, also <P100 = 46,3% 

Y = 0,25 + 22,5 = 0,25 + 0,43 = 0,68 
V4·531 + 600 

<PU,3 Ji = <P260 = 0,68.46,3 = 31,5%. 

'Beobachtet war (s.o.) 31,9%. 

Während das zuerst beschriebene Verfahren nach Gleichung 5 
sich auch bei Anwendung auf andere Stoffe als Flußeisen bewährt 
hat, muß bei Gleichung 8 und 9 abgewartet werden, wie sich anderes 
l\1.aterial als das untersuchte verhält. 

Ganz allgemein ist festzuhalten, daß brauchbare Werte für die 
Bruchdehnung nur dann erhalten werden, wenn die' Enden der ver
wendeten Meßlänge so weit von den Einspannköpfen oder von den 
verdickten Teilen des Probestabes entfernt sind, daß eine Beeinflussung 
der Streckung durch diese nicht mehr erfolgt. Soll also die Meßlänge 
z. B. 200 mm betragen, so muß die prismatische Länge des Stabes 
größer als 200 mm sein. Meist wird etwa 220 mm genügen. 

Geht der Bruch außerhalb der Mitte vor sich - was in der Regel 
der Fall ist -, so wird <P um so kleiner ausfallen, je mehr die Bruch
stelle an das Ende von 1 rückt. 

:Mit Rücksicht auf diesen Übelstand und sonstige Unsicherheiten 
hat man in bezug auf die Messung von Ib folgende Vorschriften vereinbart: 

Die Dehnung ist auf zwei entgegengesetzten Seiten des Rund
stabes so zu messen, daß beiderseits &uf jedem der Bruchstücke von 
dem Ende der Meßlänge bis zur Bruchstelle gemessen und aus den zwei 
Summen der zusammengehörigen Stücke das Mittel genommen wird 
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Erfolgt der Bruch außerhalb des mittleren Drittels der Meß
länge, so ist der Versuch auszuschließen oder das folgende Verfahren 
anzu wenden. 

Die Meßlänge 1 ist von 10 zu lO mm einzuteilen, Fig. 33 (s. die 
unterhalb stehenden Zahlen). 

111111111111111111111 
'l" .. ,,,n,.u'.tlott.'f .. , 116 J 't)o 1. t 

~ 
I 

Fig.33. 

Es erfolge der Bruch im Querschnitt bb. Von der Bruchstelle 
ausgehend, werden zunächst die Teilstriche nach links und rechts 
hjn neu bezeichnet, so wie über der Figur eingeschrieben ist. So
dann wird links die Länge zwischen den Teilstrichen 1-10 gemessen 
und zu ihr bO + b 1 addiert; hierauf rechts die Entfernung der Teil
striche 0 3 bestimmt und zu ihr die von links zu entnehmende Strecke 
3-10 hinzugefügt. Die Summe der so erhaltenen beiden Größen er
gibt lb' Hiernach ist 

lb = [Länge zwischen den Teilstrichen 1-10 (links vom Bruch) 
+<bO +bl)] + [Länge zwischen den Teilstrichen 0-3 (rechts 
vom Bruch) + I änge z wischen den Teilstrichen 3 -10 (links 
vom Bruch)]. 

Würde im vorliegenden Falle die Länge 1 nicht 200 mm, sondern 
100 mm betragen, so würde sein 

lb = [Länge zwischen den Teilstrichen 1-5 (links vom Bruch) + (bo + bf)) + (Länge zwischen den Teilstrichen 0 -3 (rechts 
vom Bruch) + Länge zwischen den Teilstrichen 3-5 (links vom 
Bruch)). 

Auf diese Weise hat man unter der Voraussetzung, daß die Län
genänderungen zu heiden Seiten des Bruches einen symmetrischen 
Verlauf haben, den Stab nahezu so ausgemessen, wie wenn der Bruch 
in der Mitte erfolgt wäre. 

Im Falle sich der Stab an mehr als einer Stelle besonders stark 
zusammengezogen hat (vgl. die Fußbemerkung 1 S. 12), verliert aller" 
dings das angegebene Verfahren an Wert. 

Die Einteilung der Strecke 1 wie auch die Bestimmung von lb 
nach dem Bruche sind immer auf zwei entgegengesetzten Seiten des 
Stabes vorzunehmen. 
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Bei Flachstäben wird empfohlen, die Dehnung sowohl auf beiden 
Schmalseiten als auch auf einer Breitseite zu messen und das Mittel 
aus den beiden ersteren Messungen sowie das Ergebnis der letzteren 
getrennt anzugeben. 

(Vgl. hiermit das S. 168 unter f Gesagte.) 
über die Veränderlichkeit der Dehnung auf der Meßlänge vgl. 

Fig. 18, Taf. III sowie Fig. 13, § 9. 
. Die Bruchdehnung ist hiernach in nicht unerheblichem Grade 
von den Abmessungen des Stabes und von dem Vorgehen bei der Er
mittlung von dessen Verlängerung abhängig. 

Ein solches Maß kann, streng genommen, nicht als richtiges be~ 
zeichnet werden. Trotzdem ist es heute noch üblich, die Dehnung 
in der angegebenen Weise zu messen und die erhaltene Größe bei Be
urteilung der Güte des Materials zugrundezulegen (s.o.). Ein weniger 
beeinflußtes Maß würde erhalten, wenn, wie auch von Hartig vor
geschlagen wurde, diejenige Dehnung bestimmt würde, die im Augen
blicke des Auftretens des größten Zugwiderstandes oder unmittelbar 
vor Beginn der Einschnürung vorhanden ist. Es wäre dies die Größe 
OE2 in Fig. 1, § 3. Da es mit den üblichen Prüfungs maschinen schwer 
hält oder wenigstens umständlich ist, die Dehnung in dem bezeichneten 
Augenblick genau festzustellen, so fehlt die Aussicht, daß diese Größe 
als Maß der Dehnung allgemein angenommen werden wird. Fälle, 
wie sie nicht selten zu verzeichnen sind, daß der gezogene Stab sich an 
einer Stelle einschnürt, hierauf eine noch weiter wachsende Belastung 
verträgt, dann an einer zweiten Stelle eine Einschnürung erfährt und 
in dieser bei sinkender Belastung zerreißt, würden verlangen, daß 
das Dehnungsmaß unmittelbar vor Beginn der ersten Einschnürung 
genommen wird l ). 

über die Abhängigkeit der Dehnung qJ von der Querschnitts
form, den Abmessungen usw. s. § 9. 

§ 9. EinnuB der Form des Stabes. 

Die Aufstellungen in § 6 enthalten, nur die Größe f des Stab
querschnittes; die Form desselben wäre hiernach vollständig gleich
gültig. Tatsächlich ist sie es jedoch nicht, wenn auch ihr Einfluß nicht 

1) über das Vorgehen zur mittelbaren Bestimmung dieser Dehnung bei 
Duranametall s. Stri beck, Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1904, 
S. 897 u. f. 

Vgl. auch die Darlegungen von P. Ludwik in dessen Schrift "Elemente 
der technologischen Mechanik", Berlin 1909. 
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bedeutend erscheint. Daß die Que:rschnittsform nicht gleichgültig 
ist, erhellt, abgesehen von Versuchsergebnissen, schon aus folgender 
Erwägung. 

Den Entwicklungen der üblichen Gleichungen für die Zugelasti
zität und Zugfestigkeit, wie sie in § 6 und § 8 aufgeführt sind, liegt 
zunächst die Voraussetzung zugrunde, daß die Dehnungen und Span
nungen in allen Punkten des Stabquerschnittes gleich groß sind, daß 
sich alle Fasern, aus denen der Stab bestehend gedacht werden kann, 
ganz gleich verhalten und nicht gegenseitig aufeinander einwirken. 
Es ändert an jenen Gleichungen nichts, ob eine Kraft P - gleich
mäßig verteilt - getragen wird von einem Stab, dessen Querschnitt 
10 qcm beträgt, oder von 1000 Stäben von je 1 qmm Querschnitt. 
In dem einen Fall ist f= 10 qem, in dem anderen f= 1000 . 0,01 = 
10 qcm, d. h. in beiden Fällen gleich. In Wü:klichkeit aber - immer 
gleichmäßige Verteilung der Last und gleiches Material vorausgesetzt
werden sich die 1000 Metallfäden von je 1 qmm Querschnitt unabhängig 
voneinander (senkrecht zur Achse) zusammenziehen können; sie wer
den, wenn sie sich vorher gerade berührten, die Berührung infolge der 
mit der Dehnung (Belastung) verknüpften Querzusammenziehung 
aufgeben. Die einzelnen Fasern des Stabes von 10 qcm Querschnitt 
jedoch besitzen eine solche Unabhängigkeit nicht; sie wirken senkrecht 
zur Achse aufeinander ein. Das Ergebnis dieser Einwirkung aber muß 
ein verschiedenes sein, je nach der Form des Querschnittes, es wird 
ein anderes sein bei einem kreisförmigen als bei einem langgestreckt 
rechteckigen oder einem I-förmigen, es wird ein anderes sein bei einem 
dünnwandigen Hohlzylinder als bei einem Vollzylinder, bei einem Stab 
ohne Unterbrechung der Stetigkeit des Querschnittes als bei einem 
Stab, bei dem sich der Querschnitt sprungweise ändert usw. Daß 
aber die bezeichnete seitliche Einwirkung Dehnung und Festigkeit 
beeinflußt, ergibt sich aus den Betrachtungen, die in § 7 angestellt 
wurden. 

Derselbe Gedankengang führt zn dem Ergebnis, daß auch die 
verhältni'>mäßige Große der Abmessungen bei einer und derselben 
Querschnittsform - streng genommen - nicht ganz gleichgültig 
sein wird. 

Bei Beurteilung von Versuchsergebnissen in dieser Hinsicht ist 
allerdings im Auge zu behalten, daß der Unterschied in der Material
beschaffenheit, bedingt durch die Verschiedenheit del' Querschnitts
abmessungen, von großer Bedeutung sein kann (Unterschied der 
Dichte und Festigkeit bei Gußstücken verschiedener Stärke, Unter
schied in der Zusammensetzung von Kt>rn und Randzone bei Fluß
eisen usw.). 
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Versnehscrgebnisse. 

1. Einfluß der Stabform, die der Querschnittsverminderung 
(Zusammenziehung) hinderlich ist. 

Kirkaldy stellte 1862 Zerreißversuche mit Rundstäben aus 
Schweißeisen nach Fig. 1, 2 und 3 an. Die Stäbe Fig. 2 sind entstanden 
aus Zylindern Fig.1, je durch Eindrehen einer schmalen Nute auf 
den Durchmesser d, die Stäbe Fig. 3 aus solchen Fig. 1 durch Abdrehen 
auf den Durchmesser d. 

B 5 8 ",i I 
<1 "" 

.. il)-

Fig, 1. Fig.2. Fig.3. 

Ein Teil der Ergebnisse dieser Versuche ist in folgender Zahlen
tafel zusammengestellt. Sie zeigen die für den ersten Augenblick schla
gende Eigentümlichkeit, daß die Festigkeit, d. h. Bruchbelastung, 
geteilt durch den kleinsten ursprünglichen Querschnitt, bei den 
nach Fig.2 eingedrehten Stäben weit größer ist als bei den nicht ein
gedrehten. 

Zugfestigkeit Querschnitts-
;\Iaterial Form des Stabes K z (GI. I, § 3) verminderung 

in kg/qcm 'p (GI. 2, § 3) 

Low Moor Fig.1, D=2,54cm 4560 51,00f0 
Walzeisen, 

" 
2, d= 1,85 

" 
6420 8,0 " 

härteste Sorte 
" 

3, d .1,85 
" 

4920 49,2 " 

Die Erklärung ergibt sich unmittelbar aus dem in § 7 Gesagten. 
Unter Einwirkung der Belastung dehnen sich die Fasern, die durch 
den kleinsten Querschnitt bb, Fig.2, gehen; gleichzeitig tritt eine 
Zusammenziehung senkrecht hierzu ein. Das bei aa aa an den klein
sten Querschnitt sich anschließende Material setzt dieser Zusammen
ziehung Widerstand entgegen, d. h. übt in senkrechter Richtung zur 
Achse des Stabes Zugspannungen auf die durch den kleinsten Quer
schni tt gehenden und gespannten Längsfasern aus, welche Zugspannun
gen, wie die Gleichungen 4 in § 7 lehren, eine Verminderung derLängs
dehnung zur Folge haben. Demnach greift das bei aa aa an den Quer-
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schnitt 0,25 Je d 2 anschließende Material, indem es der Ausbildung der 
Zusammenziehung sowie der Dehnung hinderlich in den Weg tritt, ge
wissermaßen unterstützend gegenüber dem kleinsten Querschnitt ein 
und erhöht dessen Festigkeit. Daß die Zusammenziehung gehindert 
wurde, darüber geben die Werte für "p deutlich Auskunft. 

Hieraus folgt im allgemeinen für das untersuchte Material: Er
schwerung oder teilweise Hinderung der Zusammenziehung 
senkrecht zur Stabachse (Querschnittsverminderung) ver
ringert die Dehnung in Richtung der letzteren und er
höht die Zugfest.igkeit. 

Zur Untersuchung des Einflusses der Länge der Eindrehung so
wie der Ausrundung der letzteren hat Verfasser 1889/90 folgende Ver
suche mit Rundstäben nach Fig. 4 bis 7, je aus dem gleichen Material 
von bemerkenswerter Gleichartigkeit hergestellt, ausgeführt. 

Stabform 

Durchschnitt 

Flußeisen Schweißeisen 
I-~~--c-~~~-c-~--- -----c---~-----

zugfestig.!1 Quer- \ D hn Zugfestig- Quer- Dehnung 
keit schnitts- auf 

K z (Gl. 1, vermin- 100m 
§ 3) in derung 1p G m r 
kg/qcm (GI.2, § 3) ( 1.3, § ) 

4239 1I 66%33% 
4242 66" 36" 
4281 I 65" 33 " 

4254 -166o/~-1-34% -

keit schnitt<;- e ;ng 

K. (Gl.l, I vermin- 1100a 
§ 3) in derung1p I (GI:§~ 
kgjqcm (GI. 2, § 3) ., 

, 
I I 

3664 34°/. 28% 
1

I 
3674 27" I 24" 
3676 28,,'! 26" 

I 

3671 i 30% I 26% 

( 
4428 

Fig.5 4380 
4447 I 

62% 1 

65" i 

63 " 

3738 
3701 
3622 

13% 

12 " 
10 " 

- ----'---------I----~---

4418 \ 63% \ - I 3687 \ 12% :: Durchschnitt 

~. 6 {,~t_~_i~---l_;~_4.°_~:O----'-\ _=__ .. \_i~_E \~F \ 
Durchschnitt 5016: 55% - 4036 23% i 

Fig.7 5894 50% 4474 14% 

Die eingedrehten Flußeisenstäbe rissen sämtlich in der Mitte 
der Eindrehung oder in der Nähe derselben; gleich verhielten sich 
die Schweißeisenstäbe nach Fig. 6 und 7. Die Schweißeisenstäbe 
nach Fig. 5 dagegen rissen nach Angabe der Fig. 8 am Ende der Ein-
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drehung unter Bildung eines größeren Spal tes, wie in der Abbildung 
angedeutet ist, eine Folge der ausgeprägten Fasernatur des Schweiß
eisens, wozu sich noch der Einfluß der Schlackeneinschlüsse gesellt. 
Dadurch erklärt sich auch die vergleichsweise geringe Querschnitts
verminderung. Die scharfe Eindrehung führt also hier beim Schweiß
eisen zum Bruch, bei dem zähen Flußeisen dagegen nicht. Der nach
teilige Einfluß, den die Ungleichförmigkeit der Spannu ngsverteiIung 
in dem Bruchquerschnitt des Schweißeisenstabes äußern muß (vgl. 
Fußbemerkung S.H7 und H8), wird fast ganz aufgehoben durch den 
Einfluß der Hinderung der Querzusammenziehung ; denn die Festig
keit ist im Falle der Stabform Fig. 4 nahezu die gleiche wie im Falle 
der Stabform Fig. 2. Bei dem Flußeisen überwiegt in dem Querschnitte 
der scharfen Eindrehung der Einfluß der gehinderten Querzusammen
ziehung, eine Folge der Gleichartigkeit und der großen Zähigkeit des 
Materials. Die Fig. 5a, 5b, 6a und 6b auf Taf. IV geben Bilder der 
Prohestäbe nach dem Zerreißen, und zwar 

Fig. 5a einen Flußeisenstab, Fig. 5b einen Schweißeisenstab nach Fig. 5 
Fig. 6a '" Fig.6b " " " Fig.6. 

Die in vorstehender Zusammenstellung enthaltenen El-gebnisse 
zeigen, daß bei einer Eindrehungslänge von 25 mm der Einfluß der 
gehinderten Querzusammenziehung noch nicht erheblich ist, daß er da
gegen mit Abnahme dieser Länge rasch wächst. Im übrigen bestätigen 
sie das oben hinsichtlich dieses Einflusses Ausgesprochene vollständig. 

Der letztere ist auch der Grund, weshalb die der Messung unter
worfene Strecke der Probestäbe - Fig. 1, § 8 - kürzer gewählt werden 
muß als der prismatische Teil derselben. Man hat sich eben zu sichern, 
daß ein solcher Einfluß innerhalb der der Beobachtung unterworfenen 
Strecke nicht mehr Geltung erlangen kann. 

Zur Feststellung des Einflusses solcher Eindrehungen auf die 
Festigkeit von Stäben aus nichtzähem Material hat Verfasser Ver
suche mit grauem" Gußeisen angestellt, und zwar unter Zugrunde
legung 

a) der Stabform Fig. 4, jedoch Durchmesser des mittleren zy
lindrischen Teils 2 cm, 

b) der Stabform Fig.5, jedoch Durchmesser der Eindrehung 
2 cm bei 2,9 cm Stabstärke, 

c) der Stabform Fig.7, jedoch Durchmesser der Eindrehung 
2 cm bei 2,9 cm Stabstärke. 

Die Ergebnisse mit den 10 Stäben, hergestellt bei demselben 
Guß aus dem gleichen Material, sind dem Folgenden zu entnehmen. 
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Stabform ·a b c 
(Fig. 4) (Fig.5) (FJg. 6) 

1 
1557 1446 1508 

Zugfestigkeit 1557 1583 1350 
1417 

1521 1439 1449 
--- -- -

Durchschnitt 1545 1471 1436 

Der Bruch erfolgte bei den Stäben a (Fig. 4) innerhalb des zylin
drischen Teiles, bei den Stäben b (Fig.5) am Ende der Eindrehung, 

-GE.+- -'-'- ~ -_._. _-fE+EJ-
I - I • I - -

~ ~o .. ·AO~ _ -"'0 - _ !.. _______ _ '''4 - - - - - - - - ~ _ _ 'H) _ -";0'1() ..... .z.o--..: 

Fig. -1 . 

-h · -?~~ i -~ .-
...: 15 .. 

Fig . .). J~ ig. 6. Fig.7. 

Fig. 8. 

d. h. da, wo der 20 mm starke Zylinder aus dem 29 mm dicken heraus
tritt, und bei den Stäben c (Fig. 7) in der Mitte der Eindrehung. 

Wie ersichtlich, ist die durchschnittliche Festigkeit der Stäbe 
mit Eindrehung geringer als diejenige der glatten Stäbe, Fig. 4. Der 
Einfluß, welchen die Ungleichförmigkeit der Spannungsverteilung 
über den Bruchquerschnitt äußert, überwiegt den hier nicht bedeu
tenden Einfluß der gehinderten Querzusammenziehung. 

Zur weiteren Verfolgung des Einflusses der Länge der Eindrehung 
bei zähem Material (Flußeisen) wurden 19121) eigene Versuche mit 
Stäben von 48 bzw. 24 mm äußerem Durchmesser D angestellt, die 
scharfe Eindrehungen auf d cm Durchmesser aufwiesen, wie die folgende 
Zahlentafel zeigt, aus der auch die Länge 1 der Eindrehungen hervor-

1) Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1912, S. 1314 u. f. 
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geht. Die Probekörper mit gleichem Durchmesser D waren je alls 
einer Stange herausgearbeitet. 

Von den erlangten Ergebnissen sind die folgenden Durchschnitts
werte angeführt. 

E" I 
lll- Streckgrenze i Z ug-

drehung , r festigkeit 
1 'obere I untere I 

Clll 1 kg/qem I kgqcm·1 kg/qem 

D=4,8 cm 

25,10 2423 
10,13 2495 
5,12 2487 
2,60 2510 
1,00 2769 
0,31 2859 

D = 4,8 Clll 
25,] 1 2542 
10,04 2606 

5,06 I 2579 
2,50 r 2566 
1,00 2741 
0,30 

D= 4,8 Clll 

25,12 2474 
10,06 2483 

5,05 2430 
2,52 2429 
1,00 2388 
0,30 3214 

und d = 4,0 Clll 

2182 i 3543 
2272 3751 
2117 3874 

I 2406 4049 
2744 4419 
2818 4773 

und d = 2,5 Clll 

2302 3819 
2356 3940 
2374 3981 
2276 3914 
2708 4487 

5622 

und d= 1,0 cm 

2156 3627 
2225 3661 
2190 3731 
2210 3754 
2251 4019 

5025 

Ein- I Streckgrenze ' Zug-
drehung I festigkeit 

I 0 bere untere 
cm kg/qelll i kg/qelll I kg!qcIn 

D = 2,4 Clll und d = 2,0 cm 
12,49 r 3086 2715 4096 

5,01 3021 2694 4054 
2,51 3039! 2753 4130 
1,26 3086 2918 4287 
0,53 3405 3288 4804 
0,10 3578 3419 5157 

D = 2,4 cm und d = 1,25 Cln 

12,49 3295 2868 4250 
5,00 3301 2866 4167 
2,50 3212 2793 4082 
1,26 3102 2712 4163 
0,51 3493 3318 4925 
0,10 5432 6243 

D = 2,4 Clll und d = 0,5 eIn 

12,48 3003 2593 3725 
5,01 3290 2545 3745 
2,52 3073 2618 3828 
1,25 2765 2495 3830 
0,51 2695 2608 4048 
0,10 5918 

Die vorstehenden Zahlen lassen erkennen: 
1. da ß die Zugfestigkeit, bezogen auf den Querschnitt in der Ein

drehung, erst dann erheblich größer ausfällt als diejenige prisma
tischer Stäbe, wenn die Länge l der Eindrehung kleiner ist als ihr 
Durchmesser d, 

2. daß die Zunahme der Zugfestigkeit bei gleicher Verminderung des 
Verhältnisses l: d um so größer ausfällt, je tiefer die Eindrehung 
ist; z. B. findet sich für die 2,4 cm starken Stäbe bei l: d = rd. 2,5 
und rd. 0,2, d. h. 

bei d = 2,0 cm für 1= 5,01 und 0,53 cm, die Zunahme zu 
4804 - 4054 = 750 kgjqcm, 

bei d= 0,5 cm für 1= 1,25 und 0,10 cm, die Zunahme zu 
5918 - 3830 = 2088 kg/qcm, 
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3. daß die St,rookgrenze meist in ähnlicher Weise erhöht wird wie 
die Zugfestigkeit. 

Die Zunahme LI K. von K. gegenüber dem prismatischen Stab 
kann durch die Beziehung 

D a 
;jK % 1) 

z= d + 1 (-~-r +0,1 

zum Ausdruck gebracht werden. In ihr ist zu setzen 

a= 3,5 für die Stäbe mit D= 4,8 cm, d= 2,5 und 1,0 cm 
a= 5 "" " D= 2,4 " , d= 1,25 " 0,5", 
a = 4 " " " " D = 4,8 " , d = 4,0 '" 

D= 2,4 " , d= 2,Ocm. 

Bei letzteren erfuhr der dicke Teil Beanspruchung über die Streck
grenze und weitgehende Formänderung, wie Fig. 9, Taf. Verkennen 
läßt. In der Regel erfolgte der Bruch der Stäbe, wie Fig. 10, Taf. V 
zeigt, ausschließlich im eingedrehten Teil. Auch bei Fig. 9 begann 
der Bruch an den Ecken der kurzen Eindrehung. Dort löst sich der 
Zusammenhang des Materials, lange ehe die Höchstlast, aus der K z 

berechnet wird, erreicht ist, so daß ein Ring entsteht, dessen drei
eckiger Querschnitt (nach dem Bruch) aus Fig. 10 links oben hervor
geht. Unter diesem Ring streckt sich das Material noch erheblich 
weiter, ehe der Bruch erfolgt. Die eintretende Formänderung geht 
aus Fig. 9 anschaulich hervor. 

Auch bei Probekörpern mit längeren Eindrehungen ist deutlich 
zu beobachten, daß schon bei verhältnismäßig niederer Belastung an 
den Ecken sehr hohe Beanspruchung stattfindet, indem die Ober
fläche dort Aufrauhung erfährt, eine Folge der obenerwähnten Un
gleichförmigkeit der Spannungsverteilung. 

Fig.11, Taf. V zeigt die Ansicht der Stirnfläche eines der ge
prüften Stäbe. Auf der Stirnfläche der Eindrehung sind schräg nach 
innen verlaufende Streckfiguren vorhanden. Diese sind ein Zeichen 
dafür, daß der eingedrehte Stabteil, wenn er sich einschnürt, bedeu
tende Kräfte auch in radialer Richtung a.uf das außerhalb der Ein
drehung gelegene Material ausübt. 

In Fig. 12 sind die Dehnungslinien für Stäbe mit D = 4,8 cm 
und d =~ 2,5 cm für verschiedene Längen 1 der Eindrehung wieder
gegeben. Als wagrechte Abszissen sind die Verlängerungen von 1, 

als Ordinaten die zugehörigen Spannungen P: I d 2 aufgetragen. Die 

das Arbeitsvermögen messende Fläche (vgl. Fig. 1, S. 11) nimmt 
sehr stark ab, wenn 1 kleiner wird. Dies erscheint nicht nur im 
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Hinblick auf stoßweise Beanspruchung von Bedeutung, sondern über
haupt als eine der am schwersten wiegenden Folgen der Anordnung 
von kurzen Eindrehungen usf. bei hoch beanspruchten Konstruk-

tionsteilen (vgl. § 41). Von Interesse ist auch der Verlauf der Deh
nungslinien nach Überschreiten der Höchstlast. Der alsdann noch ver-

Fig.I3. 

bleibende Teil des Arbeitsvermögens ist bei kurzen Eindrehungen 
verhältnismäßig klein. 

Trägt man in Fig. 13 auf dem eingedrehten Teil des Stabes von 
der Eindrehungslänge l = 12,5 cm an den Stellen der vor dem Zer-
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reißen angebrachten Teilung die Größe der Querschnittsfläche auf, 
dic sich nach dem Zerreißen je an der betreffenden Stelle vorfindet, 
so ergibt sich die durch ,,1 = 12,5 cm" gekennzeichnete Linie. Sie 
zeigt ausgeprägt die Änderungen, welche die Größe der Querschnitte 
auf der eingedrehten Strecke beim Zerreißen erfährt. Erst gegen die 
Enden der Eindrehung hin macht sich dagegen die Hinderung der 
Querdehnung bemerkbar;. dort ist auch die Längsdehnung beein
trächtigt. Die Linie bc gilt für einen Stab mit 1= 5 cm, die Linie de 
für einen solchen mit l= 2,5 cm Eindrehungslänge. Ungehinderte 
Dehnung hat bei diesen an keiner Stelle stattfinden können. 

Zusammenfassung. 

Bei Stäben mit Eindrehungen, wie erörtert, wird die Zugfestig
keit, d. h. 

beeinflußt 

Bruchbelastung 
kleinster Querschnitt 

1. von der Ungleichförmigkeit der Verteilung der Spannungen 
über den Querschnitt in dem Sinne, daß die Festigkeit Ver
minderung erfährt (vgl. auch § 6, S.117 und 118, Fußbemerkung), 

2. von der Hinderung der Querzusammenziehung in dem Sinne, 
daß die Festigkeit erhöht wird. 

Bei zähem Material, wie es als Flußeisen, Schweißeisen usw. ge
geben sein kann, überwiegt im Augenblick des Bruches der Einfluß 
Ziff. 2 namentlich dann, wenn die Eindrehung kürzer als der Durch
messer ist (Fig. 2, Fig. 7); die Zugfestigkeit ergibt sich dann bedeutend 
größer als diejenige prismatischer Stäbe (Fig. 4). 

Bei Material, das eine merkbare Querschnittsverminderung im 
Bruchquerschnitt nicht zeigt, wie z. B. graues Gußeisen, scheint der 
Einfluß Ziff. 1 das übergewicht zu erlangen; die durchschnittliche 
Festigkeit ergibt sich etwas kleiner als bei prismatischer Form, doch 
ist der UnterschieCl sehr gering. 

Hinsichtlich dieses verschiedenen Verhaltens beider Arten von 
Material kommt auch in Betracht, daß bei zähen Stoffen die am stärk
sten angestrengten Fasern - ohne zu reißen - nachgeben, wodurch 
die weniger stark beanspruchten mehr zur übertragung herangezogen 
werden. 

Hieraus folgt, daß in bezug auf die Zugfestigkeit von Körpern 
mit Eindrehungen oder Einkerbungen nicht allgemein gesagt werden 
kann: sie ist größer oder kleiner als diejenige von prismatischen Kör
pern aus dem gleichen Material. Es erscheint unstatthaft, das für ein 
zähes Material gewonnene Ergebnis ohne weiters auf ein weniger zähes 
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oder ein sprödes zu übertragen und umgekehrV). In bezug auf den 
Grad der Ungleichmäßigkeit der Spannungs verteilung über den Quer
schnitt bei Belastungen unterhalb des Bruches ist hiermit kein Urteil 
ausgesprochen2). 

Ähnlich wie bei den Stäben mit Eindrehungen liegen die Ver
hältnisse bei Stäben mit Bohrungen, seitlichen Kerben usf. Zerreiß
versuche mit solchen Stäben liefern für zähes Material eine höhere 
Festigkeit, eine Folge der Hinderung der Querzusammenziehung, 
wie Verfasser bereits in der Zeitschrift der Vereines deutscher Ingenieure 
1889, S. 478 darzulegen veranlaßt war. Bei sprödem Material ist Ver
minderung der Festigkeit zu erwarten, entsprechend den oben an
geführten Ergebnissen mit Gußeisenstäben. 

2. Einfluß der Länge und des Durchmessers. 

Versuche von Barba, die in der Hauptsache von Coureau und 
Biguet durchgeführt wurden (Barba, Memoires et campte rendu 
des travaux de la Societe des Ingenieurs Civils 1880, S. 682 bis 714), 
sowie von Bauschinger (Mitteilungen aus dem mechanisch-tech
nischen Laboratorium der K. technischen Hochschule in München, 
1892, Heft XXI), zeigen: 

a) eine, allerdings nicht bedeutende Abnahme der Festigkeit 
mit wachsendem Durchmesser, welche Verminderung auch von 
Ungleichartigkeit des Materials herrühren kann 3), 

ß) Unabhängigkeit der Querschnittsverminderung 1p vom Durch
messer, 

y) Wachsen der Dehnung cp, wenn bei gleicher Meßlänge der 
Stab stärker gewählt wird (vgl. die Darlegungen S. 146 u. f.). 

b) Unabhängigkeit der Dehnung cp vom Durchmesser d und der 
Länge 1, sofern das Verhältnis 1: d das gleiche bleibt. 

1) über die aus dem Einfluß der Stabform auf die Zugfestigkeit hergeleiteten 
Begriffe "schein bare" und "wahre" Zugfestigkeits. des Verfassers Dar
legungen in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1898, S. 238 u. f. 
V gl. auch Fußbemerkung 1, S. 13. 

2) Vgl. in dieser Hinsicht § 56, Ziff.3. 
3) Bei Untersuchungen der vorliegenden Art, für die die Probestäbe in der 

Regel aus Stangen von solchem Querschnitt herausgearbeitet werden, daß der 
Stab mit den größten Querschnittsabmessungen entnommen werden kann, darf 
nicht übersehen werden, daß die Beschaffenheit des Materials im Kern der Stange 
abweichen kann von derjenigen des Randmaterials, wie bereits S. 152 hervor
gehoben worden ist. 

C. "Bach, Elastizität. 8. Aufl. II 
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3. EinHnB der Querscbnittsform. 

A. Die Versuchsstäbe haben verschiedene Querschnitts
form, jedoch gleich große Querschnittsfläche. 

(Eigene Versuche 1904.) 

Aus einer und derselben Stange Flußeisen von 40 mm Quadrat-
seite wu rden hergestellt: 

3 Rundstäbe von 26 mm Durchmesser, 

3 Flachstäbe von 40 mm Breite und 13 mm Stärke, 

3 ausgefräste Stäbe mit Querschnitt nach Fig. 14. 

Die mittlere prismatische Länge betrug 290 mm, . die Meßlänge 
260 mm, entsprechend der Gleichung 2 in § 8. 

Fig.14. 
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Fig. 15. 

Die Stäbe wurden der Stange so entnommen, daß zunächst ein 
Rundstab, sodann ein Flachstab, hierauf ein Stab mit Querschnitt 
nach Fig. 14, alsdann wieder ein Rundstab usw. aufeinander folgten. 

Die ElgebnieEe der Untersuchung, der das Material in ausge
glühtem Zustande unterworfen wurde, sind in den folgenden Zusammen
stellungen und den Schaulinien: § 4, Fig. 13 und 14 sowie Fig. 15 bis 21 
dieses Paragraphen niedergelegt. 

Fig.23 (Stab J 1), Fig.24 (Ja)' Fig.25 und 26 (J9) Taf. V geben 
die photographischen Bilder der zerrissenen Stäbe; insbesondere läßt 
Fig. 23 die Güte des Materials erkennen. 

Die Durchschnittswerte der Zusammenstellungen S. 165, die in 
Fig.22 zeichnerisch dargestellt sind, lassen beim Vorwärtsschreiten 
von den Rundstäben zu den Rechteckstäben und von diesen zu den 
Stäben mit dem Querschnitt Fig. 14 deutlich erkennen: 
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Fig. ~, S ~, S. 1.)0. Fig. 10, § ~), S. 1;)8. Fig. 11, § ~), S. 15f 

Fig.33. 

§ 8, S. 14:2, 143, l.tfi, § \), S. 162, 
Fig. :2-1. Fig. :2.-, . Fi g. :J1i. 
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1. bedeutendes Sinken der oberen Streckgrenze 00' 

2. weit geringeres Sinken der unteren Streckgrenze 0u' 

3. erhebliche Verminderung des Unterschiedes 00 - (Ju' 

4. Abnahme der Zugfestigkeit K •. 
Hiernach erweist sich die Streckgrenze, namentlich 

der Wert 00' abhängig von der Querschnittsform ; sie liegt 
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Fig. 19. Fig. 20. Fig. 21. 

am höchsten für die Rundstäbe, dann folgen die Flach
stäbe und hierauf die Stäbe mit dem Querschnit.t Fig. 14. 
Diese Abhängigkeit besteht auch hinsichtlich der Zug
festigkeit, wenn auch in geringerem Maße. 

Nach der S. 152 u. f. angestellten Erwägung steht ein solcher 
Einfluß der Querschnittsform zu erwarten. Die Fasern, die bei dem 
Zugversuch das Bestreben haben, sich senkrecht zu ihrer Achse zu-

11* 
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sammenzuziehen, sind hieran bei dem kreisförmigen Que~hnitt mehr 
gehindert als im Durchschnitt bei dem rechteckigen und bei diesem 
mehr als bei dem Querschnitt Fig. 14. 

~ 

Fig.22. 
I 

Von Interesse ist es, den Einfluß der Querschnittsform -auf den 
Verlauf der Dehnungslinie während der Periode des Streckens des 
Materials in den Fig. 13 und 14, § 4, und den vorstehenden Fig. 15 
bis 21 zu verfolgen. 

LehITeich ist ferner die Verfolgung des Vorganges beim ZeITeißen 
der Stäbe mit dem Querschnitt Fig. 14: zunächst reißt der Steg in der 
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Mitte, dann erweitert sich der Riß nach den Flanschen hin, diese be
ginnen in der Mitte zu reißen, und zuletzt erfolgt der Bruch an den 
Flanschenecken; die beiden photographischen Bilder, Fig.25 und 26, 
Taf. V, deuten auf diese Aufeinanderfolge hin. 

Streckgrenze Zug- Bruch- Quer-
festig. 

dehnung schnitts-
Querschnittsform obere I untere keit verminde- Schaulinie 

00 (Ju Kz <p rungljJ 
kg!qcm I kg-!qcm kg/qcm 0/0 0/0 

Rundstab J 1 2407\2075 3667 33,8 I 69,7 I Fig. 14, § 4 

" 
J 4 2465 1895 3578 31,9 71,0 

I " 
13, § 4 

I 

I " 
J 7 213411972 3525 30,0 70,2 

" 
15, § 9 

Durchschnitt 2335 1981 3590 31,9 70,3 

Flachstab J 2 2255 1988 3507 30,4 62,6 Fig. 16, § 9 

" 
J 5 2009 1940 3474 30,5 63,7 

" 
17, § 9 

" Ja 2291 \2004 3484, 26,3 61,4 
" 

18, § 9 

Duro""'hnitt \2185 1977 3488 29,1 62,6 
, 

Stab nach Fig. 14 J 3 1893 1870 3333 35,3 62,7 Fig. 19, § 9 
" " ,,14 J 6 1922 1886 3320 30,4 59,5 

" 
20, § 9 

" " ,,14 J 9 1941 1880 3353 26,6 61,0 Fig. 21, § 9 

Durchschnitt /191911879/3335/ 30,8 I 61,1 

B. Die Flachstäbe haben verschiedene Breite 
(1885). 

Nummer Stärke Breite Ver- I Festigkei t ! Dehnung i 

des a b Mltnis K, 1b -1 IM' I 
Versuchs b:a 

<p = 100 -,- I atena 
I 

cm cm kg/qcm 01 I 
10 i 

1,015 2,000 1,98 4270 29,5 I 
1 

I Fluß-2 0,995 5,985 6,02 4130 35,0 
1 

3 1,017 9,980 9,81 4020 40,0 I eisen 

1 1,310 2,000 1,53 2400 51,5 I 
I 

2 1,308 5,980 4,57 2380 ! 55,2 ! Kupfer 
3 1,313 9,990 7,61 2315 59,0 j 

Nach diesen Versuchen nimmt die Festigkeit mit der Breite et-
was ab. 
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Hierbei ist nicht außer acht zu lassen, daß dieser Einfluß, wenn 
von der Möglichkeit geringer Materialunterschiede abgesehen wird, 
auch von der Einspannung herrühren kann, und daß es überhaupt 
nicht leicht ist, bei verhältnismäßig breiten Stäben eine gleichmäßige 
Verteilung der Zugkraft über den Querschnitt zu sichern. 

Wir schließen aus den im vorstehenden niedergelegten Versuchs
ergebnissen, daß Ergebnisse von Zugversuchen, streng ge
nommen, nur dann unmittelbar verglichen werden können, 
wenn die Versuchsstäbe, sofern sie nicht dieselben Ab
messun gen besitzen, wenigstens geometrisch ähnlich sind. 

Gelten für 2 Rundstäbe 

Meß
länge 

die Größen . . .. 11 12 

und für 2 Flachstäbe die 
Größen . 

Querschnitts
abmessung 

Querschnitt 

so findet sich als Bedingung der Vergleichbarkeit der ermittelten 
Dehnungen für RundstälJe 

11 : l2 = d1 : d2 = V ~ d1 2~ V ~ d22 Vft: V 12' 

und für Flachstäbe mit Annäherung 

11 : 12 = Va; ~ : Ya2 Ti; = Vft : Vh~ 
Der Satz, der soeben hinsichtlich der Vergleichbarkeit der Er

gebnisse von Zugversuchen festzustellen war, gilt mit der in § 10 aus
gesprochenen Ergänzung dahin gehend, daß auch die Geschwindig
keiten, mit denen die Versuche durchzuführen sind, ausreichend 
übereinstimmen müssen, gleichfalls für alle anderen Beanspruchungs
arten. 

Bei den Versuchen, über die im vorstehenden berichtet worden 
ist, durfte angenommen werden, daß sich das Material in allen Stab
teilen im gleichen Zustande befand. :Bei Probekörpern, die Quer
schnittsteile sehr verschiedener Dicke aufweisen, wie z. B. die Schau
feln von Dampfturbinen, ist dieEe Voraussetzung häufig nicht erfüllt; 
an den diinnen Stellen besitzt dann das Material oft größere Festig
keit und kleinere Dennung als an den dickeren (infolge stärkerer Be
arbeitung durch Ziehen, Walzen oder infoJge rascher Abkühlung, 
Härtung usw.). Wird der ganze Stab zerrissen, so beginnt der Bruch 
an der Stelle, an der das Material die geringste Zähigkeit besitzt, und 
pflanzt sich von dort aus fort; die' Festigkeit und die Zähigkeit aller 
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Teile wird nicht ausgenutzt. Zur richtigen Beurteilung des Materials 
gehört in solchem Falle, daß Stäbe aus den verschiedenen Stellen der 
Gebrauchsgegenstände entnommen und geprüft werden. (Vgl. auch 
das unter C sowie auf K 187 u. f. Gesagte.) 

C. Versuche mit Rund- und Flachstäben aus Fluß
und Schweißeisen. 

Bauschinger gelangte hinsichtlich des Einflusses der Form 
der Probestäbe zu folgenden Ergebnissen. 

a) Die Dehnungszahl (G, Gleichung 3, § 2), wie sie durch die 
üblichen Messungen an der Oberfläche der Stäbe erhalten 
wird, ist bei Rundstäben etwas kleiner als bei Flachstäben 
aus dem gleichen Material; bei dicken Flachstäben etwas klei
ner als bei dünnen und überhaupt bei größeren Querschnitts
abmessungen ein wenig geringer als bei kleineren Querschnit
ten. Diese Unterschiede sind jedoch nur gering und werden 
durch zufällige, von Materialungleichheiten herrührende Ab
weichungen weit übertroffen. 

b) Die Zugfestigkeit (X.' Gleichung 1, § 3) erscheint von der 
Querschnittsform nicht beeinflußt. (VgI. dagegen die Ver
suchsergebnisse unter A, insbesondere Fig.22.) 

c) Die Querschnittsverminderung ('I/1, Gleichung 2, § 3) ist 
bei Flachstäben von der Form und Größe des Querschnittes 
unabhängig. Stärkere Rundstäbe geben etwas kleinere Werte 
für dieselbe als schwächere aus dem gleichen Material, doch 
ist der Unterschied nicht bedeutend. 

d) Die Dehnung (r, Gleichung 3, § 3), gemessen für eine be
stimmte ursprüngliche Länge, ist von der Querschnittsf 0 r m, 
von dem Verhältnis der Breite zur Dicke bei Flachstäben, 
also davon, ob der Querschnitt überhaupt kreisrund oder 
rechteckig ist, nicht abhängig; aber sie wächst mit der Grö ße 
f des Querschnittes derart, daß 

cp=a+ b vI 
gesetzt werden kann, worin die Koeffizienten a und b we
sentlich von der Beschaffenheit des Materials abhängen. (Vgl. 
hierzu S. 146 u. f.) 

e) Vergleichbare Ergebnisse für die Dehnung (cp, Gleichung 3, 
§ 3) werden erhalten, wenn man die Meßlänge der Probestäbe 
proportional der Quadratwurzel aus dem Querschnitt wählt, 
Unter Zugrundelegung eines Normal-Rundstabes von 20 mm 



168 1. Zug. 

Stärke und 200 mm Meßlänge ergibt sich die proportionale 
Länge eines Probestabes vom Querschnitt t gleich 

VI--
200 ----===_ = 1l,3V t mm, 

V-:-'20 2 

sofern f in qmm eingesetzt wird. 

f) Das auf S. 149 und 150 zuerst angegebene Verfahren zur 
::\1:essung der Dehnung erscheint genügend genau, solange 
die Bruchstelle noch wenigstens ein Viertel der Meßlänge von 
den Enden der letzteren abliegt. Dabei sind Rundstäbe auf 
zwei entgegengesetzten Seiten, Flachstäbe auf einer Breit
seite gemessen worden. 

g) Querschnittsverminderung ("p, Gleichung 2, § 3) und 
Dehnung (cp, Gleichung 3, § 3) stehen in keinem Zusammen
hang. 

h) Proportionalitäts- und Streckgrenze können auch dann, 
wenn die Probestäbe sorgfältigst ausgeglüht worden sind, in 
einem und demselben Eisenstück oder in Stücken der näm
lichen Erzeugungsfolge in so hohem Grade verschieden sein, 
daß dagegen alle anderen Einflüsse, diejenigen der Form und 
der Größe des Querschnittes, faUs sie überhaupt vorhanden 
sind, verschwinden!). 

Wird die Proportionalitätsgrenze von zerrissenen Stäben 
gleichen Materials bestimmt, so ergibt sie sich nahezu gleich 
hoch gehoben, wie hoch oder niedrig sie auch ursprünglich 
gelegen war2). 

§ 10. Versuchsergebnisse über den Einfluß der Zeit auf 
Festigkeit, Dehnung und Querschnittsverminderung. 

Einfluß der Temperatur und der Behandlung des Materials. 

1. Einfluß der Zeit. 
Von Untersuchungen, die den schon längst bekannten, auch in 

§ 5, Ziff. 4 bereits erörterten Einfluß der Zeitdauer des Versuchs wich
weisen, seien die folgenden angeführt. 

1) V gl. dagegen die Ergebnisse der unter 3 A besprochenen Versuche. 
2) Dieses Ergebnis dürfte in erster Linie eine Folge des Umstandes sein, 

daß das Material beim erstmaligen Zerreißen den weitaus größten Teil der 
bleibenden Dehnung erfahren hat, deren es überhaupt fähig war, ehe die Ein
srhnürung beginnt. 
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Versuehsreihen mit Rundstäben von 1,6cm Stärke 
aus Flußeisen. 

Dauer des Versuchs Festigkeit Kz Dehnung, gemessen auf 10 cm 
2,5 Minuten 3935 kgjqcm 32% 
75" 3720 34 " 

(Barba, Memoires et compte rendu des travaux de la Societe des 
Ingenieurs Civils 1880, S. 710.) 

Dauer des Versuchs 
Rasch zerrissen 
Langsam zerrissen 

Feinkorneisen. 

Festigkeit K z 

4990 kgjqcm 
4493 

" 

Dehnung rp 

22 % 
25,2 " 

Festigkeit K z Dehnung Cf' 

4340 kg qcm 23,3% 
3770 " 28,8 ,. 

Gewöhnlic hes Puddeleisen. 
Daup!" des Versuchs 
Rasch zerrissen 
Langsam zerrissen 

Festigkeit K. 
3720 kgjqcm 
3516 " 

Harter Wolframstahl. 

Dehnung rp 

30,4% 
35,2 " 

Dauer des Versuchs 
Rasch zerrissen 
Langsam zerrissen 

Festigkeit K z 

14350 kg/qcm 
12300 

Festigkeit K z 

13270 kgjqcm 
Festigkeit K z 

H359 kgjqcm 
H339 " 10230 

" 
Dehnung 1 bis 1,5%. 

(Goedicke, Österr. Zeitschrift für Berg- u. Hüttenwesen 1883, S. 578.) 

Hiernach ergaben für schmiedbares Eisen rascher durchge
führte Versuche eine größere Festigkeit sowie eine kleinere 
Dehnung. Dadurch erklärt es sich, daß die Prüfung eines und des
selben Materials, die an der einen Stelle sehr rasch durchgeführt wor
den ist, daselbst ungenügende Dehnung ergibt, an einer zweiten Stelle, 
Jangsamer vorgenommen, die bedungene Dehnung aufweist. 

Eigene Versuche mit Rundstäben von 20 mrn Durch
messer aus }i'lußeisen und Flußstahl (1913). 

Vprsuchsdaue; /20 Sek. 18 Sek.!2Min. 14Sek. 2Min.56Sek,123Min. 53 Sek. 19Min. 

Kzinkgjqcrn 3997 4010 3961 3897 384'i 3862 
Mittel. 4004 3929 3855 

Cf! in % . 35,0 33,8 31,4 30,1 33,8 31,1 
Mittel. 34,4 30,8 32,5 

"1' in % . 70,4 68,5 70,1 71,1 70,4 70,4 
Mittel. 69,5 70,6 70,4 
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Versuchsdauer 116 Sek. 18 Sek.\2Min. 32 Sek. 2Min. 33 Sek.\21Min. 39Sek. 23Min. 41Sek. 

K.inkgJqcm 5653 5583 5494 5522 5338 5331 
Mittel. 5618 5~8 5335 

cp in % . 26,9 24,4 25,6 25,4 25,8 28,0 
Mittel. 25,7 25,5 26,9 

1p in % . 52,2 52,2 54,5 55,1 58,3 54,5 
Mittel. 52,2 54,8 56,4 

Eigene Versuche mit Rundstä.ben von 8mm Durch
messer aus Flußeisen (1919). 

Versuchsdauer 
\ 

I < 1 Sek (Fallwerk) rund 6 Sek. rund 20 Min. 

K. in kg/qcm - - - - 5788 5569 5495 5515 5340 5308 
Mittel. - 5592 5324 

cpin%. 29,0 28,8 29,8 27,0 29,6 26,5 29,0 29,3 29,0 29,5 
Mittel. 28,7 28,6 29,3 
. °1 1p m o. 58,4 61,0 60,7 61,0 59,3 59,3 58,8 58,8 60,8 61,0 
Mittel. 60,3 I 59,1 

I 
60,9 

Diese Ergebnisse bestätigen für Flußeisen und Fluß
stahl, daß rascher durchgefiihrte Versuche größere Festig
keit liefern. 

Die Vergleichbarkeit der Bruchdehnnngen wh-d nicht selten da
durch bee inträchtigt , daß einzelne der Flußeisenstäbe au sgeprägt 
zwei oder mehr Einschnürungen aufweisen. Bei den 1919 durchge
führten Versuchen war letzteres nicht der Fall. Sie lassen bedeutendere 
Abnahme der Bruchdehnung und Querschnittsverminderung für kurze 
Versuchsdauer nicht erkennen. Ähnliches gilt für die Flußstahlstäbe. Bei 
höherer Temperatur pflegt der Einfluß der Zerreißgeschwindigkeit viel 
erheblicher zu sein (vgl.S.176, Fußbemerkung 1). Beispielsweise fanden 
sich für Stahlguß aus eigenen Versuohen (1903) folgende Werte: 

3000C I 400°C I 500°C· 
Versuchsdauer w', fiblich be~eutend I wie üblich bedeutend j wie fiblich I bedeutend 

I langer länger I länger 

K. in !gjqom I 4242 4107 l 3473 2866 \ 2043 I 1565 
cp " '10 •. 19,0 23,8 33,3 38,5 51,3 f 41,4 
'1/' " 0/0 .. 49,4 52,8 I 58,0 I 63,8 75,7 I 57,0 
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Kupfer. 
Den Einfluß der Belastungsdauer bei höherer Temperatur stellte 

zuerst Stribeck fest (Zeitschrüt des Vereines deutscher Ingenieure 1903, 
S. 559 u. f .). Er fand z. B. bei 317° Cl 

Versuchsdauer 2 Min. K z = 1580 kg/qcm 
" lang K z = 820 " 

cp= 41,5% 
cp=28,4% 

'11'= 72% 
'IjJ=30%. 

Lu d wik (Zeitschrüt des Vereines deutscher. Ingenieure 1913, 
S.209 u. f.) ermittelte bei gewöhnlicher Temperatur für Versuchsdauer 
von 5 Minuten bis 14lj2 Monate 

K z = 2530 bis herunter auf 2020 kg/qcm. 

Auch für die Kupferlegierungen ergibt sich der Einfluß der 
Versuchsdauer im ]'alle höherer Temperatur weit erheblicher als bei 
gewöhnlicher Temperatur. 

Leder.) 
Dauer des Versuchs 

1 Stunde 26 Minuten 
166 Tage 

Festigkeit K z 

301 kg/qcm 
200 

(George Leioutre, Les transmissions par courroies, cordes et cables 
metalliqu es, Paris 1884, oder des Verfassers Bericht hierüber in der 
Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1884, S. 871. Daselbst 
finden sich auch Mitteilungen über das asymptotische Wachstum der 
Verlängerung mit der Dauer der Belastung sowie über das dement
sprechende Verhalten bei Entlastung.) 

Versuche des Verfassers über den Einfluß der Zeit auf die Festig
keit des Leders bestätigen das von Lelou tre Gefundene. Vergleiche 
auch den dritten, in § 4, Ziff. 7, besprochenen Riemen. 

Hanfseile (1886). 

Die ursprünglich 750 mm lange, der Beobachtung unterworfene 
Strecke eines 55 mm starken Seiles aus badischem Schleißhanf, das 
nach und nach bis zu 500 kg belastet worden ist, zeigt, nachdem diese 
Belastung 10 Minuten gewirkt hat" die Länge 788,4 mm. Das Seil 
bleibt längere Zeit hindurch derselben Anstrengung ausgesetzt. 

Es beträgt nach 10 Minuten 1 7 26 50 82 120 Std, 

die Seillänge 788,4 789,7 791,8 793,2 794,5 795,8 796,5 mm 
entsprechend einer 
weiteren Verlänge-

rung um 0 1,3 3,4 4,8 6,1 7,4 8,1" 

Hierauf wurde das Seil bis auf 100 kg entlastet. 
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Es beträgt unmittelbar nach der Entlastung 

die Seillänge 791,9 mm 
entsprechend einer 

Verkürzung um 4,6 " 

nach 34 Stunden 

790,8mm 

5,7 " 

(Des Verfassers Versuche über die Elastizität von Treibriemen und 
Treibseilen in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1887, 

S.221 11. f.) 

Vgl. auch die Versuche mit Eschenholz auf S. IU. 

Hieraus folgt, daß die Gesamtdehnung, der Dehnungsrest wie 
auch die Federung Funktionen der Zeit sind. 

Naeh Maßgabe des im vorstehenden enthaltenen Materials wird 
behufs Erlangung vergleichbarer Versuchsergebnisse davon auszugehen 
sein, daß auch die Geschwindigkeit bei der Durchführung der Ver
suche entsprechend gewesen sein muß (vgl. § 9, Ziff. 3). Dabei ist, 
wie bereits in § 5, Ziff. 4, hinsichtlich des Einflusses der Zeit bemerkt 
wurde, die Art des Stoffes im Auge zu behalten. Beispielsweise wird 
ein Stab aus hartem Stahl bei gewöhnlicher Temperatur rasch zerrissen 
werden müssen, soll ein bedeutender Einfluß der Zeit auf das Ergebnis 
hervortreten. Dagegen wird sich dieser bei einem Lederriemen auch 
noch im Falle längerer Versuchsdauer feststellen lassen. 

Die unmittelbare Vergleichbarkeit der Prüfungsergebnisse setzt 
somit voraus: entweder es ist jeweils die Versuchsdauer so lang, daß 
der Einfluß der Zeit ein unmerklicher, oder es muß die Geschwin
digkeit, mit der die Dehnung erfolgt, wenigstens angenähert die gleiche 
Größe besitzen. 

Von Bauschinger ausgeführte Versuche über den Einfiuß der 
Zeit bei Zugproben mit verschiedenen Metallen haben nach dessen 
Mitteilung zu dem Ergebnisse geführt, daß bei Fluß- und Schweiß
eisen, bei Kupfer, bei Messingblech und bei Bronzeguß ein EinHuß 
der Zeit oder der Geschwindigkeit, mit der die Dehnung vorgenommen 
wird, nicht oder kaum merklich ist innerhalb der Grenzen, in 
denen diese Versuche durchgeführt worden sind. Bei Messing
guß ist er sehr gering und wird, wenn überhaupt vorhanden, leicht 
durch zufällige Ungleichmäßigkeiten des Materials verdeckt; ebenso 
bei Zinkguß und Gußeisen. Bei Zinkblech dagegen ist er im Verlaufe 
der Dehnungslinie (vgl. § 3, Fig.l, S.11) sowohl als auch bei der 
Bruchbelastung (E2E, Fig. I, § 3) deutlich erkennbar, nicht aber an 
der Dehnung (rp, Gleichung 3, § 3) und Querschnittsverminderung 
(V', Gleichung 2, § 3). Bei Blei (Guß- und Walz blei) ist der Einfluß 
der Zeit unsicher gegenüber dem Verlaufe des Arbeitsdiagramms, un
verkennbar an der Bruchbelastung und kaum bemerkbar an der Bruch-
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dehnung. Am größten erwies sich der in Rede stehende Einfluß bei 
gegossenem Zinn. (Mitteilungen aus dem mechanisch-technischen 
La bora toriu m der k. technischen Hochschule in München 1891, Heft XX.) 

Die Dauer dieser Bauschingerschen Versuche z. B. mit den 
4 Flußeisenstäben betrug nach überschreiten der Streckgrenze und 
unter Abrechnung der Ruhepausen (von 30 Min., 17 Min., 22 Std., 
32 Min., 22 Min.) 26, 41, 46 und 77 Minuten, d. s. Zeiträume, von 
denen der kleinste noch bedeutend größer erscheint als derjenige, 
innerhalb dessen sich bei Flußeisen der Einfluß der Dauer des Ver
suchs durch die Prüfungsergebnisse überhaupt deutlich äußert; sie 
liegen somit außerhalb des Gebietes, das für 'die obigen Darlegungen 
wie auch für diejenigen des § 5, Ziff.4, in Betracht kommt. Bei Be
achtung dieses Umstandes klärt sich der Widerspruch auf, der zwischen 
den Ergebnissen der Bauschingerschen Versuche und dem oben an
geführten zu bestehen scheint. Eigene Versuche aus neuester Zeit 
(1918) haben auch für Zinkguß erhebliche Zunahme der Zugfestigkeit 
ergeben, wenn die Versuche rasch durchgeführt wurden. 

Zu beachten ist im allgemeinen, daß mit der Formänderung beim 
Zerreißen eine Erwärmung des Materials verknüpft ist, insbesondere 
an der Einschnürungsstelle. Diese Erwärmung fällt unter sonst gleichen 
Verhältnissen um so höher aus, je weniger Zeit für die Ableitung der 
Wärme zur Verfügung steht; sie ist also bei rascher Versuchsdurch
führung größer als bei langsamer Streckung des Stabes. Tritt Er
wärmung von Erheblichkeit auf, so wird, auch wenn der Stab ursprüng
lich die gewöhnliche Temperatur des Versuchsraumes besaß, doch 
die Festigkeit bei höherer Temperatur ermittelt. Bei manchen Me
tallen kann hierdurch eine erhebliche Beeinflussung der Festigkeit 
bewirkt werden (vgl. Ziff.2). 

2. Einfluß der Temperatur. 

Die Angaben, die über die Elastizitäts- und Festigkeitseigen
,sc haften der Materialien gemacht werden, gelten, sofern nichts anderes 
bemerkt ist, für die gewöhnliche Temperatur, d. i. bei etwa 20° C. 
Zur Klarstellung, daß sich diese Eigenschaften bei höheren Tempe
raturen wesentlich ändern, seien die folgenden Versuche des Ver
fassers angeführt!). 

1) über die Versuche anderer finden sich Angaben in des Verfassers Ma
schinenelementen, 12. AufI., S. 89 u. f. VgI. namentlich auch die daselbst an
gegebene Schrift von R. Baumann, Die Festigkeitseigenschaften der Metalle 
in Wärme und Kälte, Stuttgart 1907. Hinsichtlich der Abhängigkeit der 
Dehnungszahl von der Temperatur s. u. a. Martens. Mitteilungen usw. 1890, 
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a) Versuchsreihen mit Rundstäben aus demselben 
Flußeisenblech (1903). 

Bei jeder Temperatur wurden 4 Stäbe geprüft; die angegebenen 
Größen sind Durchschnittswerte. 

-

Versuehs- Streckgrenze Quer- Be-
tempe- Zug- Bruch- schnitts· lastungs- Schau-
ratur ~b~;;-\ untere 

festigkeit dehnung verminde- dauer linie rung 
oe kg'qcm kg!qcm kgiqcm Ofo 0' Minuten 

,0 

I 

20 2649 ! 2176 ' 3561 28,4 69,3 27 Fig. I 
200 2391 I 2105 5140 18,9 55,1 22 2 , " 300 1373 - 4352 34,8 63,7 29 3 

" 400 - I - 3200 38,2 64,6 20 4 
" 

I 
I 
t 
I 
I 

I 
I I 
I I 

--- T- I I 
I I I 
I $ ! I 

-~- I ;) I I 
I I q-- I ~ I 
I I - I I 
I I ..t' I ~ I 
I I 01\ 

I I .... I 
.... ~ 20°8. oft "'" 

.... 200 oe. "" I 
'0 

.,.. ..,. ... .... 
..... \!) 01\ 

..., ..... '" I 
'" 

.,. I ~ ... 
\ 

I 
, I I 

1 
I I I \ I 

1 1 I \ 
I I I 
I I , , 

Fig. 1. Fig.2. 

Heft 4; Paul A. Thomas, Annalen der Physik, vierte Folge, Bd. 1, 1900, 
S. 232 u. f. 

über Versuche bis in die Nähe des Schmelzpunktes von Metallen berichtet 
P. Ludwik in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1915, S. 657 u. f. 

Auskunft über die Dehnungszahlen bei Flußeisen und Flußstahl, über die 
Größe der bleibenden Dehnungen bei verschiedenen Temperaturen gibt das 
Buch "Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder". S. z. B. Fig. 3, 4, 8 usw., 
Fig. 361, 362, 365, 369, 372 usw., Fig. 424, 425, 547, 574, 577, 632, 641, 642, 
646, 660, 672. 
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Eine Betrachtung der Schaulinien Fig. 1 bis 4 zeigt, daß der Vor
gang des Streckens oder Fließens (§ 3) mit steigender Temperatur 
immer mehr an Ausdehnung verliert; die Streckgrenze sinkt und ist 
bei 400° C überhaupt nicht mehr ausgeprägt vorhanden. 

300 0Q. 
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Die Zahlen der Zusammenstellung lassen erkennen 
1. zunächst starkes Wachsen der Zugfestigkeit von 3561 kg/qcm 

(bei 20° C) auf 5140 kgjqcm (bei 2000 C), sodann Wiederabnahme 
derselben, 

2. zunächst starke Abnahme der Bruchdehnung von 28,4 auf 
18,9%' alsdann Wiederzunahme derselben, 

3. .Änderung der Querschnittsverminderung in demselben Sinn 
wie die der Bruchdehnung. 

Die Schaulinien Fig. 1 bis 4 zeigen durch ihren Verlauf sowie 
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in der Größe der umschlossenen Fläche die Ändemngen der Festig
keit, der Bruchdehnung und des Arbeitsvermögens (§ 3) deutlich 1). 

b) Versuchsreihen mit Rundstäben aus dem gleichen 
Stahlguß (1903). 

Bei jeder Temperatur werden 4 Stäbe geprüft. Die angegebenen 
Größen sind Durchschnittswerte. 

- ----- ---- - - - . - ___________ i_ 

Versuchs- I 
Zug- Bruch· Querschni tts-

temperatur festigkeit dehnung verminderung 
00 kgfqcm 0/0 0/0 

20 4285 25,5 50,4 
200 4502 7,7 15,9 
300 4788 12,0 15,8 
400 3984 15,3 24,1 
500 2691 33,3 44,6 
550 2071 39,5 49,2 

Die Ergebnisse lassen eine sehr bedeutende Abnahme 
der Bruchdehnung des Materials (Zähigkeit) bei rund 200 0 C 
erkennen, und zwar auf weniger als ein Dritte12). 

1) über die Einzelheiten dieser Untersuchung sowie iiber die Ergebnisse 
der Prüfung von weiteren 14 Flußeisenblechen ist berichtet in der Zeitschrift 
des Vereines deutscher Ingenieure 1904, S.1300 u. f. An dieser Stelle ist auch 
iiber den Einfluß der Dauer der Belastung berichtet; derselbe beginnt sich 
zwischen 300 0 und 400 0 0 geltend zu machen durch wesentliche Abnahme der 
Zugfestigkeit. 

2) Die Ergebnisse der unter a besprochenen Versuche mit ll'lußeisenblech 
sowie die angeführten Versuche mit Stahlguß führen u. a. zu der Schlußfolge
rung: für Dampfkessel, Dampfgefäße usw., welche Gegenstände im :Betriebe 
höhere Temperaturen annehmen, und von denen man natürlich verlangt, daß 
sie in diesem Zustande volle Widerstandsfähigkeit besitzen, müssen die Festig
keitseigenschaften der Baustoffe bei diesen höheren Temperaturen beachtet 
werden. Das Material lediglich nach den Festigkeitßeigenschaften bei gewöhn
licher Temperatur zu beurteilen, was jetzt noch geschieht, erscheint nicht richtig. 
Jedenfalls muß im Falle der Verwendung von Flußeisen und Stahlguß zu Dampf
kesseln usw. die Zähigkeit des Materials bei höherer Temperatur und nicht die
jenige bei gewöhnlicher Temperatur als maßgebend angesehen werden. (über 
Material, das noch in hohen Temperaturen größere Widerstandsfähigkeit besitzt, 
vgl. "Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder", S.86.) 

Gegen die hier ausgesprochene Vorsicht ist der Umstand geltend gemacht 
worden, daß der Arbeitsverbrauch bei der Kerbschlagprobe für 200 bis 300 0 C 
einen, Höchstwert erreicht, was darauf hindeute, daß das Flußeisen in diesem 
Temperaturgebiete zäher, also auch weniger zur Rißbildung geneigt sei, als bei 
gewöhnlicher Temperatur. Demgegonüber muß festgestellt werden, daß Niet
köpfe, die am übergange des Schaftes in den Kopf nur wenig gerundet sind, 
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In Fig. 5 bis 7 sind die Linienzüge der Zugfestigkeiten, der Bruch
dehnungen und der Querschnittsverminderungen dargestellt. 

Weiteres s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1903, 
S. 1762 u. f., 1904, S. 385 u. f. 

Schraubenbolzen usw. in dem bezeichneten Temperaturgebiet viel leichter ab
springen. über die hierhergehörigen Versuche mit Nieten ist im Protokoll der 
42. Delegierten- und Ingenieurversammlung des internationalen Verbandes der 

Fig.8. Fig. 9. Fig.lO. 

I 
I 

~ 
S 
~I 

Fig. 11. 

Dampfkessel-überwachungsvereine in München 1912, S. 76 u. f. berichtet. Fig. 8, 
9, 10 und 11 zeigen die vom Schaubildzeichner der Prüfungsmaschine gezeich 
neten Dehnungslinien, die an folgenden Probekörpern erlangt wurden: 

Fig. 8. Nietschaft mit übergang am Kopf; Niete beim Nieten auf die ganze 
Länge erwärmt. 

9. Nietschaft mit übergang am Kopf; Niete beim Nieten nur an dem 
zur Nietbildung erforderlichen Schaftstück glühend gemacht. 

10. Nietschaft ohne übergang am Kopf; Niete auf die ganze Länge er
wärmt. 

11. Nietschaft ohne übergang am Kopf; Niete wie bei Fig.9 erwärmt. 

Deutlich tritt die Wirkung der scharfen Ecke am Nietkopf (Fig. 10 und 11), 
sowie der Einfluß der teilweisen Erwärmung (Fig.9 und 11) in die Erscheinung. 

Bis auf weiteres wird der Konstrukteur gut tun, Anzeichen für weniger 
günstiges Verhalten voll zu würdigen, gleichgültig ob sie sich bei der Zug oder 
bei der Kerbschlagprobe gezeigt haben. 

Beachtung in bezug hieranf verdient noch der Umstand, daß Flußeisen, das 
im kalten Zustande Quetschung erfahren hat, oft sich spröde erweist, wenn es 
später Erwärmung auf 200 bis 4000 Cerfährt. VgJ. hierüber Zeitschrift des Ver
eines deutscher Ingenieure 1911, S. 1296; 1915, S. 628 u. f. sowie Jahrbuch der 
Schiffsbaut,echnischen Gesellschaft 1915, S. 479 u. f. 

C. Ba eh. Elastizität. 8. Auf I. 12 
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c) Versuchsreihen mit Rundstäben aus Bronze 
(1900). 

Die Bronze, deren Analyse die Zusammensetzung: 91,35 Kupfer, 
5,4:5 Zinn, 2,87 Zink, 0,28 Blei, 0,025 Eisen ergab, lieferte unter der 
üblichen Belastungsdauer im Durchschnitt 

bei 20° 1000 200 0 300 0 400 0 500 0 C 

Zugfestigkeit { 2395 2424 2245 1368 625 441 kgjqcm 
1 1,01 0,94 0,57 0,26 0,18 

Bruchdehnung f 36,3 35,4 34,7 11,5 0 ° % 
t 1 0,98 0,96 0,32 0 0 

Querschnitts- { 52,1 47,4 48,2 16,2 0 ° % 
verminderung 1 0,91 0,93 0,31 0 ° 

Die Verhältniszahlen bringen die Veränderlichkeit deutlich zum 
Ausdruck. 

12* 
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In Fig. 12 und 13 sind die Linienzüge der Zugfestigkeiten und 
Bruchdehnungen dargestellt. 

~ 
~ ... 

Fig.12 

~~~~~~~~~~L-~~ __ --~-
,0 ~oo zoe 1>00 

Fig. 13. 

Nach überschreiten der Temperatur von 200 0 C beginnt die Zug 
festigkeit ausgeprägt abzunehmen, die Bruchdehnung (das übliche 
Maß der Zähigkeit) außerordentlich stark abzufallen. 
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Lehrreich ist das Aussehen der Oberfläche der Stäbe: 

Fig.14, Taf. VII zeigt den gedrehten Stab vor dem Versuch 

15, " VII "" " " nach" "bei 20° C 
(Der Aufbau des Materials aus Kristallen, die weitgehende Form
änderung erfahren haben, tritt deutlich zutage. Näheres s. "Festig
keitseigenschaften und GefügebiIder" unter IX.) 

E'ig. 16, Taf. VII zeigt den gedrehten Stab nach dem Versuch bei 100° C 
17, " VII """ 200° C 
18, " VII " " " """ 300° C 
19, "VII "" " "" " " ,,400°C 
Fig. 18 läßt deutlich die Querrissigkeit erkennen, Fig. 19 (Form

änderung der Kristalle nicht mehr erkennbar) zeigt keine Formände
nmg mehr, wohl aber die Sprödigkeit des Materials. 

Das bei gewöhnlicher Temperatur außerordentlich zähe 
Material hat mit steigender Temperatur seine ganze Zähig
keit verloren. 

Weiteres hierüber siehe Zeitschrift des Vereines deutscher Inge
nieure 1900, S. 1745 u. f., 1901, S. 1477 u. f. 

d) Versuchsreihen mit hochwertigem Gußeisen (1900). 

Die Ergebnisse lieferten die in Fig. 12 gestrichelt eingetragene Kurve. 
·Weiteres s. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1901, 

S. 168 u. f. 
Mit Kupfer und Duranametall hat Stribeck eingehende 

Versuche ausgeführt. Näheres hierüber s. Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1903, S.559 u. f., bzw. 1904, S.897 u. f. 

Eigene Versuche mit Preßmessing ergaben innerhs,lb des Tem
peraturgebietes 20 bis 400° C angenähert geradlinigen Abfall der Zug
festigkeit (also nicht den raschen Abfall bei rund 2000 C, den Fig. 12 
zeigt und Ansteigen der Bruchdehnung; bei der Kerbschlagprobe 
fand sich zwischen 200 und 300° C rascher Abfall der Widerstands
fähigkeit. Näheres s. "Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder" 
S.123. 

3. Einfluß der Behandlung des Materials. 

A. Gußeisen. 

Schon in § 4, S. 44 u. f., war auf den Einfluß hinzuweisen, den das 
Abschrecken auf die Größe der Dehnllngszahl und die Festigkeits
eigenschaften äußert. Durch das Abschrecken wird die Ausscheidung 



182 I. Zug. 

des Graphits mehr oder minder vollständig verhindert. Hartguß muß 
sich deshalb ähnlich verhalten, wie ein kohlenstoffreicher Stahl, der 
in gleicher Weise abgekühlt, also einer Härtung unterworfen worden 
ist. Die in § 4 angegebenen Zahlen lassen in der Tat erkennen, daß 
die Dehnungszahl des Hartgusses klein und mit der Spannung nur 
wenig veränderlich ist. 

B. Flußeisen und Stahl. 

a) Härten und Anlass en. 

1. Elastizitätsversuche. 

Bei schmiedbarem Stahl tritt eine so starke Änderung des inneren 
Materialaufbaues durch die Härtung nicht ein wie bei dem Gußeisen 
durch Abschrecken. Für ihn sind auch nur vergleichsweise unerheb
liche Unterschiede der Dehnungszahl festgestellt worden, wenn er im 
gehärteten und ungehärteten Zustand untersucht wird; und zwar 
ergibt sich die Dehnungszahl des gehärteten Materials meist größer 
als die des ungehärteten. 

Stribeck ermittelte für Gußstahl, wie er von den Deutschen 
Waffen- und Munitionsfabriken in Berlin zu Stahlkugeln für Lager 
verwendet wird, durch Druckversuche mit 48 mm hohen Zylindern 
(Meßlänge 32 mm) : 

1. ungehärtet 2. in Öl gehärtet 

a= 212~000 = 0,470 Milliontel, a = 212~000 = 0,470 Milliontel 

3. in Wasser gehärtet 

a = 210~000 = 0,476 Milliontel 

Dagegen ergab sich die Proportionalitäts grenze, die im Falle 
Zilf. 1 zwiEchen 5500 und 6000 kgjqcm lag, im Falle Zilf. 3 bei etwa 
9000 kgjqcm. In ähnlichem Maße zeigte sich die Elastizitätsgrenze 
nach oben verschoben (Zeitschrüt des Vereines deutscher Ingenieure 
1901, S. 73 u. f.). 

Eine neuere Arbeit Stribeclu; ergibt aus Druckversuchen für 
Zylinder je aus derselben Stange Chromstahl 

ungehärtet, vollgehärtet ungehärtet 

1 1 1 
Ci = ----- -- ---

2206000 2096000 2227000 
= 0,453 = 0,477 = 0,449 

vollgehärtet 

1 
2120000 
= 0,472 Milliontel 

Elastizitäts-
grenze 4400 und 5000 < 10000 3800 und 4000 < 100000 
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Die Biegungsversuche lieferten (Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1907, S. 1445 u. f.): 

.. 1 M'll' Olhärtung (d = 1,2 cm) a = 2Ö44.~ÖOO = 0,489 1 lOntel 

Wasserhärtung 

d= 1,2 1,2 1,0 1,0 0,8 0,8 

1 1 1 1 1 1 
C:=_ .. _~ - --- ----- ----._------ ------

1984400 1984000 2032000 1988000 2011000 2011000 

=0,492 = 0,503 = 0,497 =0,497 = 0,504 = 0,504 MBl. 

Zu ähnlichen Ergebnissen führten eigene Versuche, über die in 
"Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder", S. 42 u. f. sowie Fig. 225 
herichtet ist. Vgl. /tuch das am Schlusse von Ziff. 2 Bemerkte. 

2. Eigene Zugversuche (1910). 

Aus demselben Material wurden durch Drehen auf angenähertes 
Maß Stäbe hergestellt und soda nn folgenden Behandlungen unter
worfen. 

1. Stab: auf Kirschrotglut erwärmt, langsam in Asche abgekühlt 
("ausgeglüht' ') ; 

2. Stab: auf Kirschrotglut erwärmt, in Wasser von 15°C abgekühlt 
("gehärtet") ; 

~{. Stab: zuerst gehärtet (wie Stab 2), hierauf dunkelkirschrot erwärmt 
und in Wasser von 150-C abgekühlt; 

4. Stab: auf Kirschrotglut erwärmt, in Öl abgekühlt ("ölgehärtet·'); 

5. Stah: zuerst gehärtet (wie Stab 2), so dann erwärmt, bis blaue An
lauffarbe eintrat, und in Wasser abgekühlt ("gehärtet und 
blau angelassen"). 

Die Stäbe wurden alsdann auf den genauen Durchmesser a b
gedreht bzw. geschliffen und der Zugprobe unterworfen. Die El'geb
nisse der letzteren sind in der ZaWentafel, S. 184, enthalten. 

Die Dehnungslinien der Stäbe der Versuchsreihe 1 sind in Fig. 20, 
diejenigen der Stäbe 1, 2, 4, und 5 der Versuchsreihe 2 in Fig.21 und 
die der Stäbe 1, 4, 6 und 7 der Versuchsreihe 3 in Fig. 22 dargestellt. 
Diese Linien lassen den Einfluß der BehandlUng auf das untersuchte 
Material deutlich erkennen. (Vgl. auch Fig. 16, § 4, S. 58, die den 
Einfluß des Härtens bei Chromnickelstahl zeigt. Die dortigen Linien
züge sind den für die Stäbe 1 und 7 in Fig. 22 dargestellten sehr ähnlich. 
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Das Aussehen der zerrissenen Stäbe 1 und 3 der Versuchsreihe 3 
zeigen die Fig. 23 und 24 auf Tafel VI. 

Material I 5mb I 

I Nr. : 

Streckgrenze 

kg!qcm 

I I B Quer. I Zugfestig- d ruch· . schnitts. Arbeits-
k 't ehnung , .. , el I f 10.J Iverminde. vermogen 

, ,au .. , \ 

i kg/qcm I Ofo i rr:;: kgm/ccm 

Versuchs- 1 I {24~5 o. 3498 34,5 I 72,2 8,3 
reihe 1 2252 u. I 

2 3344 4538 16,7 I 70,8 4,5 
I 

2a1) 
nicht ausgeprägt 5228 16,7 I 35,3 6,6 

vorhanden I 

Flußeisen {3089 o. i , 
4 4169 25,3 69,7 I 7,4 

2994 u. : 

5 {3248 o. 4312 21,9 70,8 5,7 
3169 u. i , 

Versuchs- 1 {3217 o. \ 5182 26,05 57,0 9,3 
reihe 2 2962 u. 

2 nicht ausgep:ägt 8945 0,7 0 1,4 
vOrhanden 

I nicht 
Siemens- 3 (5318)2) 

I 
7197 11,0 62,7 ermittelt 

Martin-
4 4554 6847 12,4 59,6 4,7 Stab I I 

I "Härte IU" 5 nicht aUSgeprägt\ 7427 8,5 52,3 3,7 vorhanden 
I 

I 
! 

\ 

------~\--------- --

Versuchs-
reihe 3 

Siemens
Martin-

I 

1 

2 

3 

4 

Stahl, 5 
"Härte V'" 63) 

74) 

85) 

I 

i 
e656 o. 
3624 u. 

I vorhanden \ 
\nicht ausgeprägt 

I 7261 I 
:nicht ausgeprägt I 

vorhanden 

" 
" 7291 

5714 

6656 

10047 

8815 

9694 

12787 
13181 
8577 
8754 

18,9 36,7 8,9 

1,05 7,2 1,2 

7,5 47,5 nicht 
ermittelt 

9,4 31,9 6,0 

0,7 1,0 
5,3 32,0 3,8 

13,6 49,5 7,9 
32,0 49,0 

1) Gehärtet nach Erhitzung auf rund 8600 C, d. i. höher als bei 5mb 2. 
2) Streckgrenze schwach ausgeprägt. 
3) Behandlung wie bei 5, jedoch mit Anlassen auf rund 450° C. 
4) Behandlung wie bei 5, jedoch mit Anlassen auf rund 680 0 C. 
") Behandlung wie bei 7, geprüft bei 3000 C. 
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Von erheblichem Interesse ist 
auch das Verhalten des in ver
schiedener Weise gehärteten Mate
rials, wenn zum Zwecke der Ermitt
lung der Dehnungszahl Feinmessun
gen vorgenommen und dabei auch 
die bleibenden Formänderungen be
stimmt werden. Je nach der Be
handlung gelingt es, zu erreichen, 
daß bleibende Dehnungen erst hei 
höheren Belastungen eintreten, so 
daß die Elastizitätsgrenze höher 
gelegt erscheint (Federhärtung, vgl. 
auch S. 58). Wird hei der Här
tung hohe Temperatur gewählt 
und die Wärme rasch entzogen, so 
zeigen sich hei verhältnismäßig nie
drigen Belastungen bleibende Deh
nungen. überdies ergeben sich sehr 
häufig die federnden Dehnungen 
nicht mehr proportional den Span
nungen. 

I 1 

I :. 

'Ij/' >'!~il.' , 
" , iI ' 

! i 

I 

~ \i ! t! 
1;:l- I ~, 

Weitere Einzelheiten s. "Festig
keitseigenschaften u. Gefügebilrler" 
unter lc und in dem Vortrage von 
R. Baumann: "Üher das Vergüten 
von Eisen und Stahl", Stuttgartl91 i. 

i b) Einsetzen und Härten (1914-). 

(Jahrbuch der Schiffhautechnischen 
Gesellschaft 1915, S. 156 u. f.) 

-', '>-, - Rundstähe aus Flußeisen von 
~, ~: IS ! ~I 15 mm Durchmesser wurden durch 

, I I' I: 
I ,I , Glühen in Einsatzpulver (in d.er 

~1,-!-.M'~~~~J,:--~A~'4"-"2":"-"'1 Hauptsache aus Kohle von Leder, 
~l'1,~d,,-~,-~-----1, I H K h b h 
.!ß.i ~"+, _ -' _ --i : I: I orn, noc en usw. este end) 
_8.0--+1 : !' I: I außenmiteinerSchichtvonhöherem 
"tl, .. j" L~...----l~_L Kohlenstoffgehalt versehen und zn, 

Fig.22. 
nächst imausgeglühtenZustande 
der Zugprobe unterworfen. Die 
EinRatztiefe betrug ungefähr 0,4, 
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1,1 und 1,6 mm. Zum Vergleich wurde auch ein Stab geprüft, der 
nicht eingesetzt war. 

Die für den letzteren erlangte Dehnungslinie (vgl. § 3, Fig. 1) 
ist in Fig. 25 mit a, die zu dem 1,1 mm tief eingesetzten Stab gehörige 
mit b bezeichnet. Während die Linie a nach Erreichung der Höchst
last E E 2 wieder absinkt, wobei sich der Stab örtlich einschnürt. hricht 

~: 
or~~ & 

g; 
r I 

I 
\ 

0 

Fig.25. 

die Linie b unter der Belastung 002 plötzlich ab. Dies erklärt sich 
aus der Art, wie das Rand- und Kernmaterial zusammenwirken, was 
im folgenden besprochen sei. 

Die am Stab angreifende Kraft überträgt sich, solange vorwie
gend federnde Dehnungen entstehen, ziemlich gleichmäßig auf die 
Randschicht und das Kernmaterial, weil die Dehnungszahlen für 
beide ziemlich gleich groß sind (s. u.). Bei weiterer Steigerung der 
Belastung, wenn die bleibenden Verlängerungen Bedeutung erlangen, 
findet eine gemeinsame Streckung beider statt. Dies ist aber nur so
lange möglich, als die Dehnungsfähigkeit der weniger zähen Rand
schicht nicht überschritten wird. Erfolgt dies, so reißt die Rand
schicht ein, es bildet sich ein feiner Riß (vgl. Fig. 30, Taf. VI), der 
sich in das Kernmaterial fortptlanzt und damit den Bruch des ganzen 
Stabes bewirkt, obgleich der Kern, falls eben der Riß nicht vorhanden 
wäre, noch eine weit größere Streckung vertragen würde. 

Dabei wird auch die Zugfestigkeit des Kernmaterials nicht voll 
ausgen utzt. Einen Anhalt dafür, welche Spannung im Kem bei Ein
tritt des Bruches wirksam geworden ist, bietet die Länge H 02 in 
Fig. 25, d. i. diejenige Ordinate der DehnungsIinie a, die zu der Streckung 
002 im Augenblick des Bruches von Stab b gehört. 

Hiernach besitzt im ausgeglühten Zustande der eingesetzte 
Stab z",ar eine höhere Zugfestigkeit als das Kernmaterial, aber eine 
weit geringere Dehnung. Auch seine Querschnittsverminderung ist 
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sehr klein, weil das Auftreten des Risses in der Außenschicht das Zll
standekommen der örtlichen Einschnürung verhindert. 

Dies geht anschaulich aus 
68,5 Fig. 26 hervor, in der zu den 

Einsatztiefen als wagrechten Or
dinaten die Werte K., ffJ (diese 
nur für die Stäbe mit 0, 0,4 und 
],1 mm Einsatztiefe, der 1,6mm 
tief eingesetzte Probekörper 
brach außerhalb der Meßlänge) 
und 'IjJ als senkrechte Ordinaten 
aufgetragen sind. Die Zugfestig-

.. ~ \ I 
"'Z \ \ \10,0 

keit nimmt mit der Einsatztiefe 
zu; damit gelangt die größere 
.Festigkeit des mehr Kohlenstoff 
enthaltenden Randmaterials so
weit zur Geltung, als es nach 
dem zur Fig. 25 Bemerkten mög-

o 

die 

", ~.~ 

Fig.26. 

lich ist. Die Werte von ffJund 'IjJ 

dagegen nehmen mit wachsender 
1,6...... Einsatztiefe bis zur Versuchs

größe 1,1 mm stark ab. 
Noch viel ausgeprägter treten diese Erscheinungen auf, wenn 
eingesetzten Stäbe nicht im ausgeglühten Zustande, sondern ge-

1,1 

Fig.27. 

härtet zerrissen werden. Fig. 27 und 28 enthalten die Ergebnisse 
der Prüfung von Probekörpern, die in gleicher Weise eingesetzt Wal'en 
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wie oben bemerkt, hierauf jedoch Härtung in Wasser erfahren hatten, 
gefolgt von Anlassen bei 200° C. 

Die Dehnungsfähigkeit der Außenschicht, die dabei große Härte 
annimmt, ist dann sehr klein. Infolgedessen tritt schon nach geringer 
Streckung des Stabes Anreißen .und damit der Bruch des Stabes ein, 
was an dem Verlauf der Dehnungslinien, b, c und d, Fig.27, zu er
kennen ist. Die Ausnutzung der Zähigkeit sowie der Festigkeit des 
KernmateriaJs ist entsprechend der unbedeutenden Streckung eine sehr 
unvollkommene. Ein Bild hier-
für wird erlangt, wenn z. B. die 
Verlängerung des Stabes b, d. i. 
die Strecke I, in die Debnungs
linie (z des nicht eingesetzten, 
sonst gleich behandelten Stabes 
übertragen wird. So. kommt es, 
daß die Stäbe mit 0,4 und 1,1 mm 
Einsatztiefe sogar eine kleinere 
Zugfestigkeit ergeben haben, als 
der nicht eingesetzt Stab. Erst 
wenn die Einsatztiefe so groß ist, 

60,0 

daß die höhere Festigkeit der 
harten Außenschicht die Einbuße 16,1 

anTragkraft infolge derschlechten 
Ausnützung des Kernmaterials 
überwiegt, ist die Festigkeit des 
1,6 mm tief eingesetzten Stabes 

65i5 

06 0.5 1,t 

- im gehärteten Z'.lstande -
höher als die des nicht einge
setzten. 

o,~ &~ 1,1 • 6 

L--I-----+---..J 
Fig.28. 

Fig.28, die in gleicher Weise entstanden ist wie Fig.26, zeigt, 
daß dies bei 1,6 mm Einsatztiefe erreicht worden ist. Sie läßt auch 
erkennen, wie außerordentlich klein die Werte von rp und 1f1 für die 
eingesetzten, gehärteten Stä.be sind. Entsprechend klein ist auch das 
Arbeitsvermögen solcher Stäbe, was darauf hindeutet, daß sie gegen
über stoßweiser Beanspruchung sehr wenig widerstandsfähig sein 
werden, obgleich das Kernmaterial große Zähigkeit besitzt. 

Diese Eigenschaften gehen auch aus dem Aussehen der zerrissenen 
Stäbe hervor. Fig. 29 und 30, Taf. VI geben je eine Hälfte von solchen 
wieder, Fig. 32, Tat. VI zeigt eine Bruchfläche. In Fig. 31 ist ein bei 
400 0, C geprüfter Stab abgebildet, der in der Einsatzschicht zahlreiche 
Risse enthält. 

Die Dehnungszahl erfährt durch das Einsetzen keine nennens
werte Veränderung, wie aus folgender Zusammenstellung hervorgeht. 
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0,4 1,1 i 1,6 Einsatztiefe, mm . . .. . .\ 
-- - ---- ---------- - - ---- - - - - ---'--- - _ -1. ____ _ 

Werte der Dehnungszahl a, Milliontel 

Material ausgeglüht 0,463 0,467 I 0,452 0,454 

M~!:~:~ f:f~~~~ ~nd -ange- - 0 ,456--T~~~~--r_;465 ---O,:~~ -
Hiernach beeinflußt auch die Härtung den Wert von a nicht 

. wesentlich. Dagegen ist dies für die Werte der bleibenden Dehnungen 

Stäbe nicht eingesetzt Stäbe eingesetzt 

Flg.33. Fi .34. 

in ausgeprägtem Maße der Fall, wie ein Blick auf Fig. 33, 34 und 35 
zeigt. Sowohl bei den eingesetzten wie bei den nicht eingesetzten 
Stäben sind die bleibenden Dehnungen für die gehärteten und bei 
200 0 C angelassenen Pl'obekörper weit größer als für das stärker an
gelassene und für das ausgeglühte Material. Fig. 35 läßt erkennen, 
daß dies auch für Sondermaterial (Nickelstahl) zutrifft. 

Hinsichtlich aller weiteren Einzelheiten, insbesondere des Ver
haltens in höheren Wärmegraden - bei diesen ist die Anlaßwirkung 
zu beachten - , sowie bei Schlagversuchen muß auf das S. 186 
angeführte Jahrbuch verwiesen werden. Dort ist auch über Ver
suche mit Nickel- oder Chromnickeleinsatzmaterial berichtet, sowie 
über die Eigenschaften eines hochwertigen Sonderstahles, der an Stelle 
von Einsatzmaterial zu verwenden ist, wenn größere Widerstands
fähigkeit gegenüber stoßweiser Beanspruchung angestrebt. wird. 



C. Bach, Elastizität. 8. Aufl. 'r,ff VI. 

Fig. 28, § ] ° S. 184. Fig. 24, ~ 10, S. 184, 144. 

Fig 29, § 10, Fig. 30, § 10, 
S. 189. S. 187. 189. 

Fig. 31, § 10, S. 189. 

Fig. 11, § 13, S 212. Fig. 12, § 13, S. 212. 

Fig. 14, § 13, 
S.212. 

Fig. 15, § 13, 
S.212. 

Fig. 16, § 13, 
S.212. 

Fig. 1:3, § 1:3, S. 212. 

Fig. 17, § 13, 
S.212. 
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Vor dem 
Ver ' Udl zprrissel1 

§ ~. S. 144, ~ 10, S. 181, 

bg. IG. 

zcrri~ t..:11 

bei 200Q C 

7.errj ~ eil 

T<tf Vii. 

Fig. lS. Fig. tU. 

bei ;lOO~ 

zerrissen 
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Fig.35. 
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c) Kaltbearbeitung. 

Von einer Stange kalt gezogenem Fluß
eisendraht Stärke rund 8,5 mm, wurden 
2 Abschnitte entll('mmen (1910). Der eine 
erfuhr Ausglühen, der andere verblieb im 
Anlieferungszustand. Bei den mit beiden 
Stäben vorgenommenen Zugversuchen er
gaben sich die folgenden Werte. 

I~~ 
!r ;~-: \ 
:/ '\ I : \ 
1 • \ 

'I " I :: 
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t~ _~~~~-~1~~-~~'Lf ~ 1P~~",,_ ---'- - --l 
I I '---__ "L _________________ --L __ 

Fig. 36. 

, Bruch- IQuerschnitts-! Ab 't 
dehnung auf: ver- I r ~}s-

I 100 mm I minderung ! vermogen Material 
I Zugfestig-

Streckgrenze' keit 

kalt
gezogen 

ausgeglüht 

nicht deut
lich aus

geprägt vor- ' 
handen 

3195 o. 
3159 u. 

kg~qcm 

6589 

4395 

i °10 I °'0 : kgm[ccm 

8,8 46,4 3,3 

26,6 64,4 8,7 
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Die zugehörigen Dehnungslinien sind in Fig.36 wiedergegeben. 
Wie ersichtlich, besitzt das ausgeglühte Material weit geringere Zug
festigkeit und bedeutend größere Bruchdehnung als das im gezogenen 
Zustand belassene Flußeisen., 

Eigene Versuche mit Stahldraht (1916) ergaben folgende Werte. 

Durchmesser I Kaltgezogen 

mm I 

K z 

kg!qcm 

1 24560 
1 24110 

________ 1 ______ _ 

1,5 
1,5 

2 

2,5 
2,5 

-----_ .. -

I 

I 

21530 
23080 

18620 

180lO 
18560 

3,0 I 17540 
3,0 I 17360 

I rp auf 100 mrn 
010 

0,8 
1,2 

1,0 
1,5 

3,0 

2,2 
2,5 

3,9 
3,4 

Ausgeglüht 

Kz 

kgqcm 

7848 
8608 

7345 
8814 

6688 

8859 
9409 

8062 
8840 

'P auf 100 mrn 
o 

,0 

7,5 
7,0 

5,5 
, 5,6 

------------

8,7 

7,1 
7,7 

8,2 
8,5 

---4:O--l----16110--- - -- -~~ ----------

4,0 17600 
3,7 
2,3 

! 8274 
R473 

6,0 
7.0 

Im allgemeinen wird zu erwägen sein, ob die mit dem Kaltziehen 
(überhaupt Kaltbearbeiten) verbundene Minderung der Zähigkeit -
namentlich auch in der Querrichtung - zulässig erscheint oder ob 
die Anwendung des Vergütens (d. i. Härten und Anlassen s.o.) vor
zuziehen ist, 

Über den die Zähigkeit stark vermindernden Einfluß der Erwär
mung kaltbearbeiteten Flußeisens auf 200 bis 400 0 C vgl. das S. 177, 
Fußhemerkung, Gesagte. 

Der Einfluß der Versuchstemperatur auf Material, das nach Maß
gabe des hier unter a und b Angeführten behandelt (vergütet) wor
den ist, wird durch besondere Untersuchungen festzustellen sein. 
Nach den bisher gewonnenen Ergebnissen kann dieser Einfluß recht 
bedeutend sein. 
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11. Druck. 

Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 
Kräfte ergeben für jeden Querschnitt desselben eine Kraft, deren 
Richtungslinie in die Stabachse fällt, und die diese zu verkürzen strebt. 
Die Querschnittsabmessungen werden als so bedeutend vorausgesetzt, 
daß der Fall der Knickung (§ 23) nicht vorliegt. 

§ 11. Formänderung. Druckfestigkeit. 

Wie wir in § 1 und § 2 sahen, erfährt der Stab unter Einwirkung 
der Druckkratt gleichzeitig eine Zusammendrückung in Richtung 
der Achse und eine Vergrößerung der Querschnitte, eine Querausdeh
nung. Die Umkehrung der Spannungsrichtung hat auch eine Um
kehrung der Formänderung zur Folge. 

Dementsprechend werden für den auf Druck in AnBpmch ge
nommenen Körper die zur Beurteilung nötigen Beziehungen sich 
durch Umkehrung der im Bisherigen für Zugbeanspruchung auf
gestellten Gleichungen gewinnen lassen, in welcher Beziehung auf § 12 
zu verweisen ist. 

Wir erhalten so - indem ,vir zum Teil früher Bemerktes wieder
holen - die Größen: 

negative Dehnung, d. i die auf die Einheit der ursprüng
lichen Länge l bezogene Verkürzung, 

Dehnungszahl gegenüber Druck, d. i. die Verkürzung eines 
Stabes von der ursprünglichen Länge 1 bei der Belastung von 
1 Kilogramm auf die Flächeneinheit, oder kurz: die Verkürzung 
der Längeneinheit für das Kilogramm Pressung, und für den 
Fall, daß diese Zahl bis zu einer gewissen Pressung konstant 
ist, in der letzteren die 

Proportionalitätsgrenze gegenüber Druck, 

Elastizitätsgrenze gegenüber Druck, d. i. diejenige Druck
spannung, bis zU der hin das Material sich als vollkommen 
oder doch als nahezu vollkommen elastisch erweist, 

Fließ- oder Quetschgrenze, d. i. diejenige Druckspannung, 
bei der das Material beginnt, verhältnismäßig rasch nachzu
geben, ohne daß Zerstörung eintritt. 

Hinsichtlich dieser Größen gelten sinngemäß dieselben Bemer-
C. Bach, Elastizität. 8. Aufl. 13 
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kungen, die in § 2 und 3 über sie für den Fall gemacht worden sind 
daß es sich um Belastung durch eine Zugkraft handelt. 

Wird die Belastung des in eine Prüfungsmaschine gespannten 
Prisma fortgesetzt gesteigert, so tritt schließlich der Augenblick ein, 
in dem der Widerstand des gedrückten Körpers aufhört, der Belastung 
das Gleichgewicht zu halten; der Widerstand erscheint überwunden: 
das Prisma wird zerdrückt, d. h. mehr oder minder vollständig zer
trümmert, wie z. B. .harte Gesteine, oder es wird zerquetscht, d. h. sein 
Material weicht nach den Seiten aus, fließt seitlich ab, wie z. B. Blei. 
Streng genommen wird in beiden Fällen der Widerstand dadurch 
überwunden, daß das Material nach den Seiten ausweicht: im ersteren 
Falle elfolgt diese Ausweichung nach vorhergegangener oder gleich
zeitiger Zertrümmerung, im letzteren dagegen behält der Stoff, weil 
er weich und bildsam i"t, seinen Zusammenhang bei. 

Beobachten wir einen dem Zerdrücken ausgesetzten Sandstein
wülfel, so sieht man bei normalem Verlaufe an den Mantelflächen 
Platten sich ablösen, die in der Mitte stärker sind als nach den in die 
Druckflächen verlaufenden Rändern hin. Im ]nnern dagegen bilden 
sich zwei pyramidale Bruchstücke aus, wie dies Fig. 1 auf Taf. VIII 
deutlich erkennen läßt; die Platten, die sich seitlich lösten, sind hierbei 
weggenommen. Man erkennt, wie das Material von den beiden Stirn
flächen aus je in pyramidaler Form in das Innere gedrückt worden 
ist. (Vgl. auch § 13, Ziff. 2, a, D.) Werden die Druckplatten der Prü
fungsmaschine einander noch weiter genähert, so pflegt sich der Zu
sammenhang der beiden Pyramiden durch Abschiebung zu lösen. 

Ein dem Zerdrücken ausgesetzter Bleizylinder baucht sich zu
nächst aus, wie :Fig. 2 auf TaL VIII zeigt, und geht schließlich bei 
fortgesetzter Näherung der Druckplatten in eine immer dünner wer
dende Scheibe über. Ursprünglich besaß der wiedergegebene Zylinder 
einen Durchmesser und eine Höhe von je 80 mm; sein Mantel war 
durch 7 Parallelkreise in Abständen von je 10 mm und durch 25 senk-

rechte Gerade in Abständen von je n2~ = 10,05mm in 200 Quadrate 

eingeteilt. Fig. 2 stellt den Zylinder dar, nachdem er auf 64 mm. 
d. i. 0,8 seiner ursprünglichen Höhe, zusammengedrückt ist. Wie er
sichtlich, haben sich die Höhen der beiden End- oder Stirnschichten 
am stärksten vermindert: von 10 mm auf 6,5 mm, d. h. um 35% gegen 
20% durchschnittliche Verringerung, entsprechend einer Bewegung 
des Materials in das Innere des Körpers, von wo aus der Stoff nach 
dem Umfange zu ausweicht. Diese Einwärtsbewegung des Materials 
in der Richtung des Druckes ist offenbar in der Mitte der Druckfläche 
am stärksten und nimmt nach außen ab, infolgedessen erscheint auch 
die Druckverteilung über den Querschnitt -- jedenfalls während des 
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Fließens - nicht mehr als gleichmäßig, sondern derart ungleichförmig, 
daß die Pressung von innen nach außen abnimmtl). 

Fig.3 auf Taf. IX und Fig.4 geben einen Bleiwürfel wieder, der 
ursprünglich 80 mm Seitenlänge be-
saß, und dessen 6 Begrenzungs
ebenen je in 64 gleiche Quadrate 
eingeteilt worden waren. Fig. 3 zeigt 
den stark zusammenged::ückten Kör-
per und läßt deutlich die Figuren 
erkennen, in welche die kleinen 
Quadrate übergegangen sind, sowie 
den Umstand; daß auch hier die 
beiden Stirnschichten am meisten 
zusammengepreßt wurden, oder 
richtiger, daß deren Material zum 
Teil in das Innere gedrückt worden 
ist. Der Grundriß Fig. 4 gibt die 
eige~tümliche Wölbung wieder, die 

i 
\ 

\ 

·_·_·_·-1-·---·- r 

I 
i 
\ 

I 

Fig.4. 

die ursprünglich ebenen vier Seitenflächen bei der Zusammendrückung 
angenommen haben. 

Fig. 5 zeigt einen Gummizylinder von ursprünglich 6,9 cm Durch
messer und 180m Höhe, welchen Abmessungen 
die gestrichelte Abhildung entspricht. Unter 
Einwirkung der Druckbelastung geht der 
Zylinder in die durch ausgezogene Linien dar
gestellte eigenartige Form über. 

Die 3 in Fig. 6 auf Taf. IX dargestellten 
Bruchstücke gehören Gußeisenzylindern von 
verschiedener Höhe an. Auch hier ist zu
nächst eine Ausbauchung zu beobachten, die 
schließlich in Zerstörung übergeht. Die höheren 
Zylinder (40 mm bei 19,9 mm Durchmesser) 
schieben sich ab, die niederen (19,8 mm Höhe 
bei 19,8 mm Durchmesser) erfahren die aus 
der Figur ersichtliche eigenartige Zertrüm
merung. (Vgl. § 13, Ziff. la.) Bemerkenswert 
erscheint, daß das Gußeisen, das beim Zug
versuch nur sehr geringe Formän([erungen aus-

r--t--~ r----- -----1 
I ' I _L 

I i I 
l-----I----1 
L---+-----
\ : 
I : I 
I----!-----

~----L---
I \ I 
I I I 
t=---j----j --r--

Fig. 5. 

1) Dies hängt zusammen mit dem Einfluß der Reibung zwischen Druckplatte 
der Versuchsmaschine und Stirnfläche des geprüften Körpers (vgl. § 14). Die oben
erwähnteDruckverteilung zeigt sich auch bei dem Schmiermaterial, das sich zwi
schen Zapfen und Lagerschale befindet (vgl. Fußbemerkung ~. 199). 

13" 
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hält, ehe es bricht, sich beim Druckversuch weniger spröde verhält, 
eine Folge des Umstandes, daß die Graphitteilcben, mit denen das 
Gußeisen durchsetzt ist, dem Druck gegenüber widerstandsfähiger sind, 
als dem Zug gegenüber. Die Zerstörung erfolgt schließlich durch Ab
schieben längs Flächen, die gegen die Druckrichtung geneigt sind 
(vgl. das in § 3 zu Fig.2, Taf. I Bemerkte). Noch ausgeprägter ist 
das bei Lagermet.all zu beobachten, bei dem sich in einem Fall ein 
Druckkegel ausbildete, wie Fig. 7, Taf. IX erkennen läßt. 

Zähes Flußeisen in genügend kurzen Stücken verhält sich ähnlich 
wie Blei. Die Versuchszylinder nehmen faßartige Gest.alt an, ohne 
daß eine Zerstörung eintritt. 

Bei Schweißeisen läßt sich in der Regel Aufspalte~in der Längs
richtung beohachten (vgl. Fig. 8, Taf. IX), eine Folge der geringeren 
Zugfestigkeit quer zur Walzrichtung. 

Fig. 9 und 10 auf Taf. X stellen zwei verschiedene Seitenflächen 
eines Bronzewürfels dar, der, bevor er der Druckprobe unt.erworfen 
wurde, durch Hobeln mit ebenen Flächen versehen worden war. Die 
Gestaltung, die die Seitenflächen unter Einwirkung des Druckes gegen 
die Stimflächen angenommen haben, ist eine eigenartige, die inneren 
Strukturverhältnisse nach außen übertragende und deshalb außer
ordentlich lehrreich. Der Umstand, daß die vom Hobelstahl herrüh
renden, ursprünglich genau wagrechten, also parallel zu den Stirn
flächen laufenden Striche noch deutlich zu sehen sind, läßt die For-m
änderungen noch deutlicher hervortreten, als es sonst der Fall sein 
würde. 

Die Belastung, bei der der Widerstand des gedrückten Körpers 
überwunden wird, dieser also der Zertrümmerung verfällt oder in dem 
geschilderten Sinne nach der Seite abfließt, heißt Bruchbelastung. 
Die PresRung, die dieser Belastung, die mit P ma~ bezeichnet werden 
mag, entspricht, wird Druckfestigkeit genannt. Dieselbe ist hiernach 

K = Bruchbelastung 
Stabquerschnitt. 

In der Regel pflegt man als Nenner den urspL'ünglichell Quer
schnitt t des Stabes in die Rechnung einzuführen und erhält dann in 

K= ~Tx ........... 1) 

die Druckfestigkeit, bezogen auf den ursprünglichen Sta b
querschnitt (vgl. das in § 3 über die Zugfestigkeit Bemerkte). 

Wie aus df'm Späteren sich ergibt, ist die so ermittelte Druck
festigkeit abhängig von der Höhe des gedrückten Körpers, derart, 
daß sie abnimmt mit zunehmender Höhe desselben. In der großen 
Mehrzahl der Fälle wird das Material der Druckprohe in Form von 
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§ 12. Gleichungen der Druckelastizität und Druckfestigkeit. 1 ti7 

Würfeln unterworfen, weshalb man die hierbei ermittelte DruckfeRtig
keit auch als "Würfelfestigkeit" bezeichnet, falls es zur Vermeidung 
von Mißverständnis geboten erscheint, das hervor.wheben. Wird die 
DlUekfestigkeit an Körpern von großer Höhe bestimmt, was z. B. 
dann ein Bedürfnis ist, wenn das Material in Form von Säulen Ver
wendung finden soll, so kann nach dem Vorschlage des Verfassers 
von "Prismen-" oder "Säulenfestigkeit" gesprochen werden (vgl. 
S. 208 u. f.). Wo von Druckfestigkeit schlechthin die Rede ist, darf 
man annehmen, daß die an Würfeln oder an Zylindern, deren Höhe 
gleich dem Durchmesser, ermittelte gemeint ist. 

Wenn für ein Material das Verhältnis der Säulenfestigkeit zU[' 
Würfelfestigkeit zutreffend angegeben werden soll, so muß daran 
festgehalten werden, daß es sich um das Verhältnis der Druckfestig
keiten zweier Körper handelt, die sich nur durch ihre Höhe voneinander 
unterscheiden dürfen. Hiergegen wird häufig gefehlt (vgl. "Armierter 
Beton", Heft 7 und 8, 1916). 

Körper aus Materialien, die unter Einwirkung der Druckbelastung 
nach der Seite ausweichen, ohne daß hierbei eine Zerstörung eintritt, 
vergrößern ihren Querschnitt; infolgedessen wächst die zu weiterer 
Zusammendrückung erforderliche Kraft. In solchen Fällen ist es un
zulässig, die am Ende einer weitgetriebenen Zusammendrückung 
beobachtete Kraft P max durch den ursprünglichen Querschnitt zu 
dividieren und in diesem Quotienten ein Maß der Widerstandsfähig
keit des Materials erblicken zu wollen. 

Diese erscheint gegenüber den Zwecken der Konstruktion erschöpft, 
sobald das Abfließen nach der Seite beginnt; die Druckfestigkeit ist. 
dann die Fließ- oder Quetschgrenze. 

§ 12. Gleichungen der Druckelastizität und Druckfestigkeit. 

1. Es bedeuten für den prismatischen Stab 
P die auf Druck wirkende Kraft, 
f die Größe des ursprünglichen Querschnitts, 
l die Länge des Stabes vor Einwirkung der Kraft, 
Je die Verkürzung, die der Stab durch P erfährt, 

- e = ~ die negative Dehnung, d. i. die verhältnismäßige Zusammen

drückung oder Verkürzung, 

a die Dehnungszahl gegenüber Druckbeanspruchung, d. i. die Ver
kürzung der Längeneinheit für das Kilogramm Spannung, 

- a die Spannung, die mit der Dehnung - e verknüpft ist, also durch 
P hervorgerufen wird, 
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k die zulässige Anstrengung des Materials gegenüber Druckbean
spruchung. 

Dann gilt 

P=-af. 1) 

P < kf. . 2) 

, P 
A=-ala=aZj" ......... 3) 

2. Für einen gedrückten Stab mit veränderlichem Querschnitt, 
entsprechend der Fig. 1 in § 6, jedoch mit auf Verkürzung hinwir
kender Kraft P, gelangt man bei Benutzung der daselbst eingeführten 
Größen 10 und x zu den Beziehungen 

p < kfo • •••.•••.•.•.•• 4) 

, J dx /.=P ((7' .......... 5) 

() 

Die Voraussetzungen, die diesen Gleichungen zugrunde liegen, 
sind: 

1. Die äußeren Kräfte ergeben für jeden Querschnitt nur eme 
in die Stabachse fallende Druckkraft. 

2. Auf die Stirnflächen des Stabes wirken nur senkrecht gegen 
dieselben gerichtete Kräfte. 

3. Auf die Mantelfläche des Stabes wirken Kräfte nicht. 

4. Der Einfluß des Eigengewichtes des Körpers kommt nicht 
in Betracht. 

5. Die Abmessungen des Querschnittes sind so bedeutend, daß 
der Fall der Knickung (§ 23) nicht vorliegt. 

6. Die Dehnungen und Spannungen sind in allen Punkten des 
beliebigen Querschnittes gleich groß. (Gleichmäßige Verteilung 
der Dl1lckkraft über den Querschnitt.) 

7. Die Form des Querschnittes ist gleichgültig (vgl. § 13, 1, h. 
S. 209). 

8. Sofern nur die Voraussetzung 5 erfüllt wird, ist die Länge 
oder Höhe des Stabes ohne J;jinfluß. 
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§ 13. Drnckversnche. 
Einfiuß der Gestalt des Körpers auf die Druckfestigkeit. 

Der Probekörper muß so in die Prüfungsmaschine eingespannt 
werden, daß die Druckkraft sich möglichst gleichmäßig über den Quer
schnitt verteilt. Zur Erfüllung dieser Bedingung werden die beiden 
Druckplatten der Einspannvorrichtung möglichst leicht beweglich 
angeordnet (kugelige Lagerung, vgl. § 8, Fig. 5); außerdem werden die 
Probekörper je mit zwei möglichst genau parallelen ebenen Druck
flächen (durch Hobeln - erlorderlichenfal1s mit Diamant - oder 
durch Abdrehen auf der Planscheibe, durch Schleüen usw.) versehen. 
Das zuweilen noch gebrauchte Verlahren, die Befriedigung der letzteren 
Forderung dadurch zu umgehen, daß zwischen Druckplatte und Probe
körper nachgiebige Scheiben, wie z. B. Bleiplatten, gelegt werden, 
erscheint ullZlllä.<3sig. Dieses bildsame, unter der hohen Pressung wie 
dicke Flüssigkeit sich verhaltende Material wird bei Probekörpern 
aus einigermaßen festen und dichten Stoffen wie Eisen, Basalt u. dgl. 
herausgequetscht, also nicht nur nichts nützen, sondern vielmehr zu 

einer ungleichmäßigen Verteilung des Druckes über die Stirnfläche 
Veranlassung geben!), bei Probekörpern aus porösen oder Vertiefungen 
besitzenden Steinen u. d51. überdies in die Poren sowie Vertiefungen 
eindringen und auf Sprengung hinwirken, also zu dem Vorgange des 
Zerdrückens andere Wirkungen hinzufügen. 

Die in § II besprochenen Erscheinungen beim Zerdrücken der 
Körper treten in der geschilderten Reinheit nur dann auf, wenn die 
Probewürlel mit ihren parallelen, ebenen Stirnflächen gleichmäßig und 
unmittelbar an den Druckplatten anliegen. 

Die in den §§ II und 12 enthaltenen Gleichungen lassen die Ge
stalt des Körpers gleichgültig erscheinen, sofern nur nicht der Fall 
der Knickung (§ 23) vorliegt. Tatsächlich entspricht dies jedoch nicht 
der Wirklichkeit: die Querschnittsform ist nicht ganz gleichgültig, 
ganz besondeIs aber beeinflußt die Höhe des Körpers dessen Druck
festigkeit, wobei die in § 14 erörterte Hinderung der Querdehnung 
an den Stirnflächen einflußnehmend auftritt. In dieser Beziehung 
geben die nachstehenden Versuchsergebnisse deutlich Auskunft. 

1) Vergleiche in dieser Hinsicht die Ergebnisse der Versuche von Tower, 
betreffend die Verteilung des Zapfendrucks bei geschmierten Traglagern über 
die Länge des Zapfens. Die Pressung nimmt von der Mitte des Zapfens nach 
den Stirnflächen hin ab, zuerst langsam und später ziemlich rasch. (S. des Ver
fassers MaschineneJemente im vierten Abschnitt unter ,,2. Tragzapfen", 2. (1892) 
bis 10. (1908) Auflage, in letzterer S. 497 u. f.) 

Vergleiche ferner im Zentralblatt der Bauverwaltung 1899, S.590 und 59]; 
sowie 1900, S. 402 und 403 die Darlegungen in der Frage der Verwendung weicher 
Körper oder von Schmiermaterial zwischen Druckplatte und Versuchskörper, 
sowie die S. 182 erwähnte Arbeit von Stribeck. 
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1. Die Belastung trifft die ganze Stirnfiäche des Probekörpers. 

a) Eigene Versuche mit Gußei~en (1884). 

Zylinder aus einem und demselben Gußeisen-Rundst,ab, der bei 
2,00 cm Durchmesser. (bearbeitet) eine Zugfestigkeit von 1860 kgjqcm 
ergeben hatte. 

Die Zahlen sind das Mittel aus je 3 Versuchen. 

Höhe I Durchmesser Querschnitt i 
Druckfestigkeit 

Versuchsreih e ! nach GI. 1, § 11 

cm cm qcm kg1qcm 

1 4,00 1,99 3,11 7232 
2 1,98 1,98 3,08 7500 
3 1,00 1,99 3,11 8579 

Die Druckfestigkeit wächst hiernach mit abnehmender 
Höhe der Versuchskörper, in der Hauptsache eine Folge der in 
§ 14 erörterten Hinderung der Querdehnung an den Stirnflächen, die 
gegen die beiden Platten der Versuchsmaschine gepreßt werden, also 
nicht einer Eigenschaft des Materials an sich. 

Sie beträgt fiir den Fall, daß die Höhe des Zylinders gleich dem 
Durchmesser desselben ist, das 

7500 
--_ .. = ,....., 4.fache 
1860 

der Zugfestigkeit. 

Bei den Vers.uchsleihen 1 und 2 erhaltene BJuchstücke sind in 
1<~ig. 6, Taf. IX, darge stellt. 

Weitere Ve;:suche mit Gußeisen s. S. 204 u. f. 

Bei dem hochwertigen Gußeisen, das S. 294 mit B2 bezeichnet 
ist, fand sich für Kreiszylinder VOll 2 cm Durchmesser und 2 cm Höhe 

1. Druckfestigkeit = (8710 +8714 +8762):3= 8728kg;'qcm 
= 8728:2535= 3,44· Zugfestigkeit. 

2. Druckfestigkeit = (8133 +8101 +8048):3= 8094 kg/qcm 
= 8094: 2334 = 3,46' Zugfestigkeit. 

3. Druckfestigkeit = (8032 + 8127 + 8035): 3 = 8081 kg/qcm 
= 8081 :2261 = 3,57' Zugfestigkeit. 
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Prismen von kreisförmigem und von quadratischem Quer
schnitt aus einem und demselben Gußeisen-Rundstab, dessen Zug
festigkeit zu 2082 kg/qcm ermittelt worden war. 

~ue~SChnitts- \ 
i 

I 
Durch- Quadrat- Höhe Qucr- I Druckfestigkeit 

fonn messer seite schnitt I nach GI. I, § 11 

I cm cm cm Cll kg!qcm 

0 I 1,70 1.70 2,27 iiil 

0 I 1,70 1,70 2,89 7509 

Die Druckfestigkeit ergibt sich demnach für den kreis
förmigen Querschnitt etwas größer als für den quadrati
sc he n. Der Unterschied ist jedoch nicht bedeutend: 3,5% , 

b) 'Versuche von Bauschinger mit Sandstein. 

(Mitteilungen aus dem mechanisch-technischen Laboratorium 
der König!. polytechni'lchen Schule in München. 6. Heft. 
~lünchen 1876.) 

Bauschinger stellte auf Grund der Ergebnisse seiner eigenen 
Versuche (s. S.202 u. f.) und derjenigen anderer für die Druckfestig·· 
keit die (i·lejehung 

auf, gültig für Prismen, bei denen 

h;;;;: 5 a, sofern a 2 = {, cl. i. a= \-'" f. 
Hierin hedeu tet 

t den Querschnitt des Prisma in qcm, 
u. den Umfang dieses Querschnittes in cm, 
h die Höhe des Prisma in cm, 
K die Bruchbelastung in kgjqcm, 

. . . . . . 1) 

(( und ß Zahlenwelte, die von der Art des Materials abhängen. 

Bausch.inger hält übrigens die einfachere Gleichung 

K=(a+ß VJ)VT 
h! "u 

. . . 2) 

4 

tÜl' aUBI'eichend: nur wenn die Ergebnisse der Versuche von Ron
delet und Vicat einbezogen werden sollen, erscheint es nötig, auf 
Gleichung 1 zurückzugreifen. 
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A. Prismen von rechteckigem Querschnitt. hergestellt aus 
einer und derselben Platte von sehr teinem graublauem 

Schweizer Sandstein. 

Druckrichtung "enkrecht zum Law'r. 

I 
I I Quer. ! DruckfestigkcitKinkglqcm 

Seite a Seite b Höhe h r schnitt NI'. r 
---------

I 
al) i beobachtet I berechnet 

cm I cm cm qcm I GI. 1, § II ,nach GI. 3, § 13 

1 2 3 4 5 6 7 

1 9,95 ! 9,85 9,6 98,0] 680 666 
2 10,0 9,85 9,7 98,50 685 663 
3 6,0 5,85 5,7 35,10 670 670 
4 5,2 5,2 5,05 27,04 690 666 
5 4,8 4,7 1,1 22,56 1950 1805 
6 5,0 4,6 1,1 23,00 1910 1818 
7 4,4 9,7 1,1 42,68 2140 2273 

Die Versuche NI'. 1 his 4 sind angestellt mit Prismen, deren Quer
schnitt als quadratisch angesehen werden darf, und deren Höhe ange
nähert gleich der Seite des Quadrates ist. Die Werte der Spalte {} für 
diese 4 Versuche lassen erkennen, daß 'Würfel von verschiedener 
Größe, jedoch aus gleichem Material hergestellt, die gleiche 
Druckfestigkeit besitzen. 

Die Versuche NI'. 5 und 6 beziehen sich auf Prismen mit ange
nähert quadratischem Querschnitt und einer Höhe, die w'eit kleiner 
ist als die Querschnittsabmessungen. Die Zahlen in der Spalte {} lehren, 
daß die Druckfestigkeit unter sonst gleichen Verhält
nissen mit abnehmender Höhe wächst, mit zunehmender 
Höhe sich vermindert. 

Das Ergebnis deB Versuches NI". 7, verglichen mit den Ergeb
nissen, die für NI'. 5 nnd 6 erlangt wurden, zeigt, daß die Druck
festigkeit bei gleicher Höhe mit wachsender Grundfläche, 
d. i. mit verhältnismäßiger Abnahme der Höhe, zunimmt. 

Aus 18 derartigen Versuchen (Tab. III, S. 10 der Mitteilungen), 
wobei die Höhe h die Länge der Seiten nicht überschreitet, berechnen 
sich die Größen (( und ß der Gleichung 1 zu e == 310 und ß = 346, 
so daß diese übergeht in 
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Die Übereinstimmung der hieraus ermittelten und in Spalte 7 
eingetragenen Werte mit den beobachteten (Spalte 6) ist eine recht gute. 

Nr. 

1 

1 
2 
3 
4 
5 

B. Prismen wie unter A. 

Dmckrichtung parallel zum Lager. 

I Quer- . DruckfestigkeitKinkgjqcm 
Seite a Seite b Höhe h schnitt ___ ~ _______ ~_~ __ ~_~ 

\ 
ab beobachtet i berechnet 

cm cm e_m ____ qc:...~~ __ ~·~l~Jna~h_?L4,§13 
-2-- --3-----1- 4 5 6 7 

10,0 
10,0 

6,6 
4,8 
4,7 

6,5 

29,5 
9,7 
4,75 ::~ 11I 

4,6 1,4 
]0,0 1,4 

99 
98 
42,9 
22,08 
47,00 

444 
602 
676 

1540 
1850 

371 
588 
684 

1337 
1767 

Aus 17 derartigen Versuchen (Tab. II, S. 9 der :Mitteilungen), 
wobei die Höhe h die Querschnittsabmessungen bedeutend über
schreitet, ergibt sich (( = 262 und ß = 320, also 

C. Prismen von kreisföl'migem und von rechteckigem 
Querschnitt, hergestellt aus feinkörnigem gelbem Bunt

sandstein (Heilbronn). 

Aus 18 solchen Versuchen (Tab. V, S.l1 der Mitteilungen) wird 
unter Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate zur Bestim
mung der Werte ce und ß in Gleichung 1 erhalten 

f ür die rechteckigen Prismen: 

K~(347+1211})VV:t ....... 5) 

für die Kreiszylinder : 

K ~(369 + H5 V{lV~t . . . . . . . 6) 
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für "itmtliche Prismen: 

• . . . . . . 7) 

1m ganzen erweist sich hiernach der Einfluß der Querschnitts
form auf die Festigkeit kurzer Prismen - im Gegensatz zu dem
jenigen der Höhe als nicht bedeutend. 

Druckrichtung parallel zum Lager. 

Qucr- Dmch-, Seite 
Nr. schnitts- messer a 

1 
2 
3 
4~ 

5 
6 

form d 
cm I cm 

2 

o 
o 
o 
o 
o 
o 

3 

9,2 

9,22 

9,15 

4 

9,25 

9,05 

9,20 

I Querschnitt I~r~c~~e~tigkeit in kgjqcIll 
Seite i Höhc b 

b h I :~ d 2 I beob- erechnet 
bzw. a b ~ achtet GI. 5 GI 7 

cm cm I qcm Gl.l, § 11 bzw. 6 I . 
~~-----, ~ ~I ---- --- ,-- -

5 ' 6 I 7 8 I 9 ! 10 

i I 
9,18 ! 36,3 I 84,91 381 377 387 
- 36,251 66,47 J51 418 4.07 

9,17 ·12,45: 82,99 440 4.36 444 
12,20 i 66,76 463 473 473 

9,22 2,73\ 84,82 790 754 755 
2,90 I, 65,75 806 733 729 

\ 

Der Vergleich der Ergebnisse füL' 1 und 2, 3 und 4, 5 und 6 zeigt 
die Druckfestigkeit bei kreisförmigem Querschnitt größer als bei qua
dratischem, und zwar um 15~/o bz.w. 5% bzw. 2%' 

c) Eigene Versuche zur Prüfung der Gleichungen 1 und 2 
(1910). 

Gußeisen, je 3 VeIsuchskörper. 

Durchmesser. 2,8 2,8 2,8 2,8 2,8 cm 
Höhe 1,0 2,8 4,0 6,0 15,0 

" 
Druckfestigkeit nach f 8528 6911 6621 6512 6216kg/qcm 

GI. 1, § 11 
1 

8585 6956 6789 6537 6208 
" 8325 7065 6732 6325 6166 

Durchschnitt . 8479 6977 6714 6458 6197 
Gleichung 1 liefert mit 

((= 5700 u. ß= 920 8479 6921 6661 6458 6216 
Gleichung 2 liefert mit 

((= 5365 u. ß= 867 8481 6920 666] 6458 6215 
" 
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Hiernach ergibt bereits Gleichung 2 eine sehr gute Übereinstim
mung mit den Versuchswerten. In Fig 1 ist die Kurve nach Glei-

chung 2 (mit ((-= 5365, ß= 867, VI ' 2,4814, ~=2,1991) dargestellt. 

Die eingetragenen Punkte entsprechen den Einzelwerten der Versuche . 

o 1 ~.s lt • 
Fig.1. 

15 

Das S. 209 besprochene Verhältnis der Säulenfestigkeit zur Würfel
festigkeit (vgl. S. 197) findet sich bei Zugrundelegnng der Werte für 
den 2,8 cm und den 15 cm hohen Körper (15:2,8= 5,36) zu 6197:6977 
=0,89. 

d) Eigene Versuche mit Blei (1884). 

Zylinder aus einem und demselben Gußbleikörper durch Drehen 
hergestellt. 

NI'. 

I 
2 
3 

Höhe 

cm 

7,05 , 

3,47 
1,01 

Durch. Quer-
messer schnitt 

cm qcm 

3,525 9,76 
3,53 9,79 
3,48 9,51 

I Belastung in kg! qem, bei 
I 

Raum- I der das Material 
-------

gewicht I ausweicht~ noch nicht 
I ausweicht d. h. seitlich 

i abfließt 

11,37 46 51 
11,36 59 69 
11,35 105 126 
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Hiernach steigt bei nahezu gleichem Durchmesser von rund 3,5 cm 
die Belastung, die das Blei erträgt, ohne nach der Seite auszuweichen 

von 46 kgjqcm auf 105 kgjqcm, wenn die Höhe des Zylinders von 
7,05cm auf 1,01 cm vermindert wird. 

Gu ßblei in Würfeln von rund 8 cm Seitenlänge ertrug Belastung 
von 50 kgjqcm; mit 72 kgjqcm belastet, wich dasselbe fortgesetzt, wenn 
auch sehr langsam aus. 

Gu ßblei in Form von Scheiben, deren Durchmesser 16 cm 
und deren Stärke 1,5 cm, vertrug eine Belastung von 100 kg/qcm; 
bei 150 kgjqcm wich das Material sehr langsam nach der Seite aus. 

Weichwalzblei in Form von Scheiben verhielt sich nicht we
sentlich anders als Gußblei. 

Aus den angeführten Zahlen erhellt deutlich die Zunahme der 
Druckfestigkeit bei Abnahme der Höhe der Bleikörper. 

(S. auch Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1885, 
S.629 u. f.) 

e) Eigener Versuch mit Kupfer (1910). 

Ein Zylinder aus geglühtem Kupfer von 10,0 mm Durchmesser 
und 15,00 mm Höhe wurde der Druckprobe unterworfen und dabei 

--------------10.1"- ~-- ----------->1 

W~ ~-----------------

~ \--------------
\ 

8000 tt---------------
~ ~ r -\I-------------~-

"it ~=====~~-. 40'!~---\-r---. --p J .... ". 
~ -- ~-~,~ / ~ .... 

tOOO --;;--

~ 

j 
Fig.2. 

bestimmt 1. die wirkende Kraft, 2. die bleibende Zusammendrückung 
des Zylinders, nachdem die Lasten von 1000, 2000, 3000 kg usf. je 
30 Sekunden lang gewirkt hatten, 3. der Durchmesser des Zylinders 
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in der Mitte der eingetretenen Ausbauchung. Die Ergebnisse sind 
in Fig. 2 zeichnerisch dargestellt; gestrichelt ist in dieser die Linie 

der bleibenden Zusammendrückungen für je 1000 kg eingezeichnet. 
Diese nehmen zunächst infolge der stärkeren Nachgiebigkeit des Kup
fers zu, später jedoch ab, weil der Durchmesser des Zylinders stark 
gewachsen ist. 

Belastung 

kg 

o 
1000 

o 
2000 

o 
3000 

o 
4000 

o 
5000 

o 
6000 

o 
7000 

o 
8000 

o 
~OOO 

o 
10000 

o 

Höhe 
des 

Zylinders 

mm 

15,00 

14,41 

13,09 

11,41 

9,77 

8,41 

7,36 

6,51 

5,85 

5,31 

4,88 

Bleibende 
Zusammen
drückung 

mm 

0,59 

1,91 

3,59 

5,23 

6,59 

7,64 

8,49 

9,15 

9,69 

10,12 

, Zunahme 
I der bleibenden 

Zusammen
drückung für 

1000 kg 

mm 

0,59 

1,32 

1,68 

1,64 

1,36 

1,05 

0,85 

0,66 

0,54 

0,43 

Größter 
IDurchmesser des 

Zylinders 

mm 

10,0 

14,5 

18,0 

f) Eigene Versuche mit Holz (1910). 

a) Würfel aus Buchenholz (R,aumgewicht 0,66) in R,ichtung 
der Fasel'Il gedrückt. Die Druckfestigkeit ergab sich zu 499 kg/qcm. 
Das Amsehen des Körpers nach der Prüfung zeigt Fig. 3, Taf. XL 
Die einzelnen Fasern sind örtlich ausgeknickt. 

b) Würfel aus Tannenholz (Raumgewicht 0,46), in Richtung 
der Fasern gedrückt. Die Druckfestigkeit ergab sich zu 459 kg/qcm. 
Fig. 4, TaL XI, zeigt den Körper nach der Prüfung. Auch hier sind 
die einzelnen Fasern am'geknickt. Außerdem ist Spaltung eingetreten 
infolge der geringen Festigkeit in R,ichtung quer zur Faser. 
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c) Würfel aus Buchenholz (Raumgewicht 0,77), quer zur Rich
tung der Fasern gedrüc kt. Die Druckfestigkeit erga b sich zu 144 kgj qc m. 
Fig. 5, Taf. XI, zeigt den Körper nach der Prüfung und läßt die längs 
den Jahresringen eingetretene Verschiebung erkennen. 

Weitere Versuchsergebnisse und Zahlenwerte für die häufig zur 
Verwendung gelangenden Hölzer s. Mitteilungen über Forschungsarbei
ten Heft 131 und ein später erscheinendes Heft, sowie "Festigkeitseigen
schaften und Gefügebilder", Abschnitt XII. 

g) Eigene Versuche mit Beton (1913). 

Betonkörper quadratischen Querschnitts von a = 32 cm Seite 
und in Höhen von h= 16 bis 384cm, somit h:a= 0,5 bis 12, wurden 
im Alter von 45 Tagen senkrecht stehend, zwischen oben und unten 

Fig.6. 

lI.10 

I 

\ 

\ 

8 

263 

I 

I 
In 

kugelig gelagerten Druckplatten der Druckprobe unterworfen. Sie 
ergaben - ohne daß bei den hohen Körpern der Fall des Ausknickens 
eintrat -

bei der Körperhöhe h = 16 32 64 256 384cm 

r16 
302 283 288 266 kg/qcm 

die Druckfestigkeiten 427 :l06 283 258 268 
438 321 299 265 254. 

Mittel 427 310 288 270 263 kgjqcm 
für h: a 0,5 1 2 8 12 
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Werden zu den Werten von h (oder h:a) als wagrechten Abszissen 
die zugehörigen Druckfestigkeiten als senkrechte Ordinaten aufgetragen, 
so findet sich mit den Mittelwerten in Fig. 6 die ausgezogene Linie; 
die Einzelwerte sind gleichfalls eingetragen. 

Die Linie verläuft ganz ähnlich wie diejenige in Fig. L gültig 
für Gußeisen. 

Das Verhältnis der 

sich für 
zu 

Säulenfestigkeit. zur 

h= 8a 
0,87 

Würfelfestigkeit 

h= 12a 
0,85 

ergibt 

infolgedessen bei sorgfältiger Herstellung des Betons man ausreichend 
sicher gehen wird, wenn die Säulenfest.igkeit zu 0,8 der Würfelfestig
keit angenommen wird. (Näheres s. Deutsche Bauzeit.ung, Mitteilungen 
über Zement, Beton- llnd Eisenbetonbau 1914, Nr. 5.) 

h) Eigene Versuche mit dünnwandigen Hohlzylindern ans 
Flußeisen (1910). 

Wird ein Rohr in Richtung seiner Achse gedrückt, so treten hei 
nicht. zu kurzer Länge' des Rohres wellenförmige Wülste auf, die sich 
zuerst in der Nähe der Rohrenden bilden (vgl. Fig. 7 und 8, Taf. XI); 
die Rohrwand knickt hier aus. Diese Erscheinung läßt sich der An
schauung näher bringen, wenn man sich das Rohr der Länge nach 
durch Einschnitte von beiden Enden her in einzelne schmale Streifen, 
deren Querschnitt Ringsektorenform besitzt, zerlegt denkt, auf die 
je eine Druckkraft wirkt. ,leder dieser Streifen hat das Bestreben. 
auszuknicken, dem der in Wirklichkeit vorhandene Zusammenhang 
mit dem Nachbarmaterial entgegenwirkt. Daß das Ausknicken in 
der Nähe der Enden zuerst erfolgt, hat seinen Grund in der größeren 
Nachgiebigkeit der Streifenenden an den Stirnflächen. Die Länge, 
auf die die Ausbauchung der Rohrwand eintritt, hängt ah von der 
Wirksamkeit der Versteifung durch den seitlichen Materialzusammell
hang (d. h. vom Rohrdurchmesser) und von der Wandstärke : dieselben 
Größen beeinflußen auch die Widerstandsfähigkeit gegen Druck. 

Zum Zwecke der Ermittlung dieser Widerstandsfähigkeit wurden 
aus Flußeisen von etwa 4800 kgjqcm Zugfestigkeit Hohlzylinder VOll 

34 mm mittlerem Durchmesser bei verschiedenen Wandstärken her
gestellt und in der aus Fig. 9, S. 211, ersichtlichen Weise der Druckprobe 
unterworfen, wobei sich der Druck auf den mittleren Kreis von 34 mm 
Durchmesser überträgt. Die Versuche mit elen 50 mm hohen Zylin
dern ergaben die in der folgenden Zahlentafel enthaltenen und in 
Fig.l0 eingetragenen Werte. (Körper mit 100 und 150 mm Höhe 
lieferten fast genau dieselben Festigkeiten.) 

C. Bach, Ela,tizität. 8. Aufl. 14 
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Äußerer, 

I I,~__ _ Belastung, bei welcher_ 

I Que~- I' die Quetschgrenze des [ die Widerstandsfähig-Durch- Wand-
stärke messer 

! schmtt Materials erreicht ist ! keit des Rohres gegen-
[ t = I (Belastung hört über Druck endgültig 

D 8 ,n (D - 8) 8 vorübergehend auf zu erschöpft ist (vgl. 
I steigen) Flg. 8, Taf. XI) 
i i 
. qcm I Pqkg [Pq:jkg/qcm Pkg I P:fkg/qcm cm cm 

;:~~ g:~ ~:~;~ ~~~gg ;~~~ I ~~~: I ~~~~ 
------~------~------~------

3,70 0,30 
3,70 0,30 

3,20 
3,20 

10800 
9650 

;:~g L~~;~_ I ~:~! I ~~~g 

3375 
3016 

3371 
3285 

3206 
3318 

3,50 I 0,10 '\ 1,07 \ 3430 
3,50 i 0,10 1,07 3550 

-----",---.-" -,----- ---I --- ---'-----

3,43 0,052 0,55 ,1730 3145 
3,43 0,053 0,56 I 1810 :~234 

3,40 
3,40 

0,020 
i 0,020 

------------_ .. _-

0,212 I 
0,212 

19280 6025 
16800 5250 

I 11340 5299 
II 100 5187 

\ 
4390 'I, 4103 

_4_5_40 ___ 'c-
1 

_4_24_3_ 

I 1730 I 314:5 
1850 3304 

462 
380 

2179 
1792 

Wie ersichtlich, sinkt die Widerstandsfähigkeit gegen Druck von 
rund 6900 kgjqcm (bei 5 mm Wandstärke) fortgesetzt; bei dem 0,52 mm 
starken Körper der 5. Versuchsreihe ist P:f nicht größer als Pq:f, 
bei dem zweiten 0,53 mm starken Körper dieser Reihe fand sich P: j
nur wenig größer als P :/, und bei 0,2 mm Wandstärke ist die Wider-, q 
standsfähigkeit des Rohres durch Ausbauchen (Wulstbildung) längst 
ersehöpft, ehe die Quetschgrenze des Materials erreicht wird. 

Rohre, die gegenüber Druckbeanspruchung widerstands
fähig sein sollen, dürfen also im Verhältnis zum Durch
messer nicht zu dünnwandig gewählt werden. 

Soll die Widerstandsfähigkeit des Hohlzylinders erst mit Er
reichen der Quetschgrenze erschöpft werden, und geht man davon aus, 
daß das der Fall sei bei dem ersten der Versuchskörper der 5. Reihe, 
so muß fÖr das untersuchte Material die Wandstärke mindestens 

0,052 1 . I 
3 _ ° 2 = 6'5' des mltt eren Durchmessers 3,4 0, 5 

betragen l ). Dabei ist einseitiger Belastung sowie der Möglichkeit des 

1) Im Fahrradbau usw. werden vielfach dünnwandige Rohre angewendet, 
die nicht selten durch Einknicken zugrunde gehen, weil bei ihnen übersehen 
wurde, was im vorstehenden festzustellen war. Selbstverständlich darf, um eine 



C. Bdl'h, EI,< ... tll.ltat. S. All!L 

Fig.l!), 
Fi:r. :-{, .s 1'.1 ~ ., v, S. :!117 

~ 1:l, S. :.!U. 

Fig. I, S l:l, S 2!l!J 
Fig. -4:, ~ 1 :;. S. :.!l)/. 

Fig. ~ : Hi, S. :.!O!). 
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seitlichen Eindrückens der Rohcwand durch äußere Kräfte noch nicht 
Rechnung getragen. überschreitet dabei die Beanspruchung den Wert, 
der der Widerstandsfähigkeit entspricht (Kurve in Fig.lO), so knickt das 
Rohr einseitig ein (vgl. Fußbemerkung), wie aus Fig. 24, S. 244 hervorgeht. 

Über das Verhalten bei Biegungsbeanspruchung vgl. § 17, S.244. 

t 
j 
~ 

-1' 
:~ 
~ 

] _2, .. «,,6, ;~~~~Glt1PMc.!;.M. _ 

~ 

1 
~ 
~ 

I 

li 
I J I ttch.~(. 

o a~ 0.5 1 
-

! 

Fig.lO. 

Eigene Versuche mit Rohren anderer Abmessungen und aus ver
schiedenen Materialien bestehend, lieferten Ergebnisse, die sich mit 
Annäherung durch die Beziehung zusammentassen lassen 

13 /~ 
]. = 40. vi. . . . . . . . . . (8) 

gewisse Sicherheit zu schaffen, für das vorliegende Material mit 8 nicht bis auf 

~ d herabgegangen werden. Soll für dasselbe die Druckbeanspruchung ungefähr 
6.5 
5000 kgjqcm, was etwa semer Zugfestigkeit entsprechen würde, nicht über
schreiten, so hätte Wahl des 'Verhältnisses 8:d nach der 3. Versuchsreihe zu er
folgen, d . h. 

8 > 0,2 
d = 3,6-0,2 

1 
17 

14* 
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worin bezeichnen: 
Os die Quetschgrenze des Materials, 
8 und d die Wandstärke, bzw. den mittleren Durchmesser des 

Rohres. 
Fig. 11 und 12, Taf. VI, zeigen die Bruchstücke vergüteten Chrom

nickelstahlrohres (d= 34 mm, 8= 1,5 mm), P= 27600 und 30720 kg, 
entsprechend P:/= 16932 und 18847 kgjqcm. In Fig.13 ist ein 
nicht vergüteter Abschnitt desselben Rohres nach der Druckpro be 
dargestellt (P = 16270 kg, P:/ = 9982 kg/qcm). 

Gehärtete Chromnickelstahlrohre von d = 58 mm und 8 =c 2 mm, 
aus Material mit rund 17000 kg/qcm Zugfestigkeit, ergaben P: f == 

14600 kg/qcm. 
Ganz ähnlich, jedoch in der Regel noch weit ungünstiger, liegen 

die Verhältnisse bei Hohlkörpem mit elliptischer oder auch anderer 
Begrenzung so"ie bei aufgeschnittenen Rohren, bei dünnwandigen 
Profilstäben usw. 

Um festzustellen, welche Verminderung die Widerstandsfähigkeit 
von Rohren durch Aufschneiden erfährt, ''I'urden Rohrabschnitte aus 
Flußeisen mit 34 mm äußerem Durchmesser bei 1 und 2,5 mm Wand
stärke hergestellt. Je einer derselben wurde längs einer Mantellinie 
aufgeschnitten. Prüfung erfolgte gemäß Fig. 9. Die Versuchsergebnisse 
gehen aus der folgenden Zahlentafel hervor. Danach vermindert das 
Aufschlitzen, d. h. die teilweise Aufhebung des seitlichen Zusammen
hanges, die Widerstandsfähigkeit, und zwar die Belastung an der Streck
grenze vl'ie die Höchstlast, bedeutend. Die Beanspruchung an der 
Quetschgrenze Pq :/ erfälU't Verminderung um 25 bzw. 29%' die Höchst
last P:/ Abnahme um 15 bzw. 16%. 

-,- --: i Belastung. bei welcher 
Auße- i ! I·~-· ....... -.... ---. _._._-... - .... -

rer I Wand- I Quer-', . die Widerstandsfähig- Abge-
D h I stärke ,schnitt 1 die Quetschgrenze keit des Rohres gegen-! bildet 

urc - i 8 ' f I des Materials er- über Druck endgu"ltig ! auf 
messer reicht ist T f VI D erschöpft ist i, a. 

cm cm, qcm Pq kg IPq:jkg!qcm\ P kg \P: fkg/qcm\ 

I Rohr nich.t geschlitzt I I I 
3,40 0,10 1,04, 3290 '3163 4305' 4139 I Fig. 14 

I
,· Rohr geschlitzt I I 

3,395 0,10 1,02 2590 i 25391) I 3770 3676 I Fig. 15 
Rohr nieht geschlitzt i 

3,405 0,25 2,47 8080 I 3271 i 14230 5761 i Fig. 16 
~I Rohr geschli t.zt I I 

3,40 0,25 2,47 6250 2530' 12290 4976 i Fig. 17 

1) Unter der Belastung P q beginnt sich der Schlitz an den beiden Rohr
enden zu schließen und die Wellenbildung zu entstehen, vergl. Fig. 14 bis 17, 
Tafel VI. 
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Fig. 18, Tat. Xl, zeigt einen Abschnitt eines im Feuer verzinkten 
Rohres nach Vornahme der Druckprobe. Deutlich ist zu sehen, wie 
der Zinkbelag an den Stellen abspringt, an denen sich Wülste (Fig. 8) 
auszubilden beginnen. 

Fig.19, Taf. XI, gibt das Aussehen eines galvanisch verzinkten 
Rohrstückes wieder. Abspringen des Belags ist hier nicht erfolgt. 
Die Schweißnaht hat sich geöffnet (Zähigkeitsprobe). 

2. Die Belastung trifft unmittelbar nur einen Teil der Querschnitts
fläche des Probekörpers. 

a) Versuche von Bauschinger. 

Mitteilungen usw., 6. Heft, 1876, S. 13 u. f. 

D. Würfel mit einer durch Abschrägung der Kanten ver
kleinerten Stirnfläche. 

Der Bruch erfolgte immer in der 'Weise, daß von der kleinen Druck
fläche aus eine Pyramide in das Innere des Probestückes hineingetrieben 
und das umliegende Material auseinandergesprengt wurde. 

Material, wie oben unter A bezeichnet. 
Druckrichtung senkrec:ht zum Lager. 

, , Druckfestigkeit 
Würfelqnersclmitt 

I Ab· 
Stirnfiächc 

1

I K in kg/qCll 

~ Höhe ,1"-- ---
" öl 
Z h a 

effi I _Cll_--'---_C_ll_ 

2 

9,8 
2 9,7 
3 9,7 

3 4 

10,1 9,9 
9,8 9,9 
9,951 9,9 

, 

4 9,8510,0 I 9,75 
5 9,90 10,1 10,05 
6 9,80 10,1 9,8 
7 9,80 9,9 10,0 

8 9,75 10,0 9,8 
9 9,75 9,95 9,9 

10 9,75,10,05 10,0 
II 9,85: 10,10 9,75 

schrä
gung 
x:y 

a, b I abge-
, rundet 

I bezogen auf 
. ----,--,---1 Be- 1 

1 1 lastung 1 den I den 
, I ' [ "I I Quer- Quer-a ,b a b '

1 

P ,chmtt schnitt 
I I ab a' b' 

I Cll ! Cll qcm, kg I P:ab 1 P:a'b' qcm 

5 '~- r~-18--9-'-'I----;~---~-;:---12--

100,0 1: 1 
97,0"2:1 
98,5,3:1 

97,5 
10] ,5 

99,0 ' 
99,0 

98,0 
98,5 

100,5 
98,5 

1 ·') 
.~ 

2:2 
3 ·') 
.~ 

4:2 

1:3 
2:3 
3:3 
5:3 

8,0 '7,9 63,2 1 51000 ! 510 
7,9 8,0 163,21 45000 \ 460 

i 8,058,05 64,81 45500 I 460 
I ' ! 
! , 1 

'6,2 6,0 37,2! 34500 : 350 
'6,36,25 39,4, 35000 : 345 
6,2 16,0 :n,2. 32000 : 325 
5,9 ,6.1 36,0 31500 1 320 

4,44,2 
4,2 :4,2 
4,4 14,2 
4,25[4,1 

18,5 23000 i 235 
17,6 I 20500 210 
18,5: 23000 230 
17,4 19700 200 

807 
712 
702 

927 
888 
860 
875 

1243 
1165 
1243 
1132 
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Bei den Versuchen 1 bis ,3 war die Stirnfläche von durchschnitt
lich 98,5 qcm (Spalte 5) vermindert auf im Mittel 63,7 qcm (Spalte 9) ; 
die Festigkeit, die bei Würfelgestalt z. B. nach dem unter 1, b, A, 2 
angegebenen Versuch 685 kg (Spalte 6, S. 202) beträgt, sinkt beispiels
weise bei Versuch 3 auf 460 kg, sofern sie auf den Querschnitt ab be
zogen wird, und steigt auf 702 kg bei Beziehung auf den Querschnitt 
a'b'. Hiernach würde sich die Druckfestigkeit eines solchen Körpers 
(Fig.20) zu groß ergeben, wenn man, von der an Würfeln ermittelten 

J!'j,. :ll). 

Festigkeit ausgehend, die Fläche ab der Rechnung zugrunde legt, 
und zu klein, wenn die Fläche a' b' in die Rechnung eingeführt wird. 
Dieses vorauszusehende Ergebnis tritt um so schärfer hervor, je kleiner 
die Stirnfläche a'b'. Für Versuch Nr. 11 erscheint die aus Versuchen 
mit Würfeln gewonnene Druckfestigkeit von 685 kg einerseits ver
mindert auf 200 kg, andererseits vergrößert auf 1132 kg, je nachdem 
die Bruchbelastung durch ab oder a' b' dividiert wird. 

Der Einfluß des Abschrägungsverhältnisses (Spalte 6) läßt sich 
zwar erkennen, wie ein Vergleich der Versuche 1 bis 3, 4 bis 7, 8 bis 
11 je unter sich lehrt, ist jedoch nicht sehr bedeutend. 

E. Würfel aus dem unter A genannten Material. 

."'-/_/_-->/ 

J:' jg. :2 1, 

Stahlprisma (von 39 mm Höhe) nur auf einer Seite. 

Der Druck wird durch Stahlprismen, deren Achsen mit denjenigen 
der Würfel zusammenfallen, und deren Kanten den Würfelkanten 
parallel laufen, nur auf einen Teil der Stirnfläche übertragen. 
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Höhe 
NI'. h 

cm 
-- ---- _._----

I I 2 3 4 5 

I I . 1 9,65 10,0 9,9 i 99,0 • 
2 9,70 9,85 9,9 • 97,5 ' 
3 9,75 10,0 9,85! 98,5 i 

6 7 

3,9 15,21 
5,7 32,49 
7,8 60,84 

I 8 

i 16000 
! 30000 

47000 

9 10 

162 1052 
308 923 
477 772 

Der Bruch erfolgte auch hier wieder in der Weise, daß von der 
Stirnfläche des Stahlprisma aus eine Pyramide in das Innere des Prisma 
getrieben und das umliegende Material auseinander gesprengt wurde. 

Fig.22. 
Stahlprismen auf beiden Stirnflächen. 

Höhe Würfelquerschnitt Stahlprisma Bruch- IDruc~f~~gke_it 
I belastung I' I 

Nr. h a: b ; ab z Z2 p. P:ab I P:Z2 

cm cm I cm qcm \ cm qcm I kg I kg!qcm k~!qcm 
--i---r2-~--3~' -4- -5--T6-;- -7----1- --8----1----9---110 -

1 19,7 \9,9 "10,0 \99,0 \ 5,7\ 32,49 \ 16000 \162 '492 
2 9,75 9,65 9,9 95,51 7,8 60,84: 36000 377. 592 

Wie ersichtlich, ist die Bruchbelastung weit kleiner, wenn der 
Druck auf beide Stirnflächen durch die Stahlprismen wirkt. 

Diese Ergebnisse sind in folgender Beziehung noch besonders 
bemerkem~wert. Wird nach Gleichung 3 

h(.10+.46QWV; 

für ein quadxatisches Prisma berechnet, dessen Querschnitt gleich 
dem der Stahlprismell und dessen Höhe gleich der Würfel höhe ist, 
d. h., da dann 17- z und U= 4z, 
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K = 310 +346 Vi 
so ergibt sich 

für Versuch 1 

2 

K = 310 + 346 ~J= 513 
9,7 ' 

K I 7,8 
= 310 -r- 346- -- = 587. 

. 9,75 

Diese Werte unterscheiden sich von den beobachteten Größen 
4.92 bzw. 592 nur um wenig. Hiernach hätte also das Material, das 
dasjenige Prisma umschließt, das im Innern des geprüften Würfels 
erhalten wird, wenn man sich die Seitenflächen der aufgesetzten Stahl
prismen fortgesetzt denkt, keinen merkba:en Einfluß auf die Druck
festigkeit. Dieses Ergebnis, das Bauschinger auch durch Versuche 
mit Granit angenähert bestätigt fand, dürfte üch durch die verhältnis
mäßig geringe Zugfestigkeit des Materials erklären lassen. Mit dem
selben steht in Übereinstimmung, daß unter D die Zunahme des 
Wertes x in dem AbschrägungsveJhältnis x: y (Spalte 6) bei gleich
bleibender Größe von y nur einen untergeordneten Einfluß besitzt. 

- ?rL-~'---( 
I • 

I 

'" I 
I , 
.L_r..:·~ __ y 

F. Wird die eine Stirnfläche des Würfels (hier die untere) voll
ständig, dagegen die andere nur über eine kleinere, im allgemeinen 
einseitig gelegene Fläche, die in Fig. 23 durch Stl ichlage hervorgehoben 
ist, belastet, so gilt nach Bauschinger -- zunächst immer nur für 
Sandstein -" 

K=KwVa;-bb\ ......... (~) 
a1 1 

Hierin bedeu tet : 

K die Druckfestigkeit bei Belastung des Würfels in der schraffierten 
:Fläche, bezogen auf die Flächeneinheit der letzteren, 

K w die Druckfestigkeit für den Fall, daß die Belastung über die ganze 
Stirnfläche gleichmäßig verteilt ist (Würfelfestigkeit) . 
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b) Eigene Versuche (1887). 

)laterial: Buntsandstein. 

Druckrichtung senkrecht zum Lager 

l<' ig. :2 
Stahlprisma nur auf einer Seite. 

Versuchsreihe, je 3 bis 5 Körper 1 2 3 4 

Seite a durchschnittlich 6,03 9,99 10,01 10,03 
b 

" 
6,46 10,04· 10,01 10,02 

Höheh 6,00 9,89 9,85 9,82 
Breite z des Prisma 6,03 2,50 2,00 1,50 
Bruchbelastung auf 1 qcm 

des Querschnitts ab 653 232 188 156 
Bruchbelastung auf 1 qcrn 

des Querschnitts b z 653 926 943 1044 
Gleichung 9 liefert 653 1038 1117 1230 

:217 

5 6 

9,95 10,02 cm 
9,99 9,96 " 
9,84 9,84 
1,00 0,50 

" 
120 102 kg 

II 93 2050 " 
1406 1770 " 

Fig.25, Taf. JX, zeigt Steine der Versuchsreihen 2 bis 6. Wie 
ersichtlich, erfolgte der Bruch in der Weise, daß von der Stirnfläche 
der Stahlplatte aus ein keilfö;miger Körper in das Innere des Ver
suchswürfels getrieben und so das umliegende Material allseinander
gesprengt wurde. 

3. Die Belastung trifft einen Körper mit gewölbter Oberfläche 
(Kugel, Zylinder). 

Die hier vorliEgende allgemeine Aufgabe: Ermittlung der Be
anspruchung und der Formänderllng zweier beliebig gestalteten Kör
per, die gegeneinander gedrückt werden und sich dabei nur in einem 
~ehr kleinen Teile ihrer gewölbten Oberflächen berühren, ist trotz 
ihrer großen Schwierigkeit einer strengen Lösung zugänglich, wie 
zuerst Hertz (1881) gezeigt hatl). Ausgehend von den Vorausset
zungen: 

1) H. Hertz, Gesammelte Werke, Bd.l, S.155 u. f. oder auch Verhand
lungen des Vereins zur Beförderung des Gewer befleißes in Preußen 1882, S. 449 u. f. 

Eine Ergänzung der Hertzsehen Arbeit lieferte M. T. Huber in dm An
nalen der Physik, Bd. 14, 1904, S. 153 u. f. 

L'ber die Kugeldruckprobe s. S.219, Fußbemerkung. 



218 II. Druck. 

1. die Stoffe beider Körper sind in allen Punkten nach allen Rich
tungen hin gleich beschaffen (isotrop), 

2. zwischen Dehnungen und Spannungen besteht Proportionalität, 
die Dehnungszahl a besitzt gegenüber Druck denselben Wert 
wie gegenüber Zug, 

3. die Größe der Druckflächen, in denen sich die Körper unter 
Einwirkung der Belastung infolge ihrer Elastizität berühren, 
ist sehr klein gegenüber den Oberflächen der Körper, 

4. in den Druckflächen wirken nur Kräfte, die senkrecht zu diesen 
gerichtet sind (Hertz denkt sich vollkommen glatte, also rei
bungsfreie Oberflächen), 

und den allgemeinen Gleichungen der Elastizitätslehre (vgl. Ab
schnitt IX) gelangt Hertz zu den im nachstehenden zusammen
gestellten Ergebnissen. 

a) Zwei Kugeln 
werden mit der Kraft P gegeneinander gedrückt. Es seien 

'1 '2 die Halbmesser der beiden Kugeln, 
({I lX'2 die Dehnung szahlen der Stoffe, aus denen die Kugeln be

stehen, 
m1 m2 die Zahlen, durch die das Verhältnis der Längsdehnung zur 

Querzusammenziehung bei diesen Stoffen gemessen wird 
(§ 7, § 14). 

Dann beträgt: 
die Strecke y, um die sich die beiden Kugeloberflächen unter der Be

lastung P einander nähern (Summe der Zusammendrückungen 
an beiden Oberflächen - S. 183 bei Hertz - strenggenommen 
nicht die Änderung von '1 +'2)' 

y=Vl~p {(1- -~) [(1 + (1-~) ({2} j2 (2 + 2_), . 10) 
4 m12 m 22 J '1 '2 

der Halbmesser ader Druckfläche 

die größte Pressung Gm." in der Mitte der Druckfläche 

P 
Um• x = 1,5 -2 ' na 

...• 12) 

d. i. 1,5mal so groß als bei gleichmäßiger Verteilung des Druckes P 
über die Berührungsfläche. 
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Mit 

geht Gleichung 12 nach Einführung von a aus Gleichung II über III 

und für m =!l (es empfiehlt sich, festzuhalten, daß selbst erhebliche 

Abweichungen hinsichtlich der Größe von m (vgl. § 7) einen bedeuten
den Einfluß auf das Ergebnis nicht äußern; dies gilt auch für die fol
genden Gleichungen) 

...... 12b) 

Mit 
10 

m1 = m2 = 3 und ((1 = ((2 = (( 

folgt aus den Gleichungen 10 und 11 

V---------
y = 1,23 P 2 a2 (~+~) 

Tl r2 
. . . . . . . Wa) 

b) Kugel und ebene Platte l ). 

Mit r1 = rund r2 = 00 folgt aus Gleichung 12a 

o··~~V~a'(l ~~ir ,.' 
1) Die gegebenen Ableitungen beziehen sich auf das Gebiet der federnden 

Formänderungen. Bei der zur Materialprüfung in steigendem Maße verwendeten 
Kugeldl'uckprobe dagegen wird die Größe der bleibenden Formänderung als Maß 
der Härte herangezogen, indem man setzt die Härtezahl 

H=P:/, 
worin bedeutet 

P die Kraft, mit der die Kugel gegen den Probekörper, der in der Regel 
als eben vorausgesetzt wird, gedrückt wurde, 

t die Oberfläche des erzeugten kugeligen Eindruckes. 
Die so bestimmte Rärtezahl hängt in höherem Maße, als man anzunehmen 
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somit 

P=-;n:3a2 1 - - ~ r 2 2 ( 1)2 
3 m2 max 

und nach Einführung des Kugeldurchmessers d = 2r 

p= kd2, ••••••••••••• 13) 

wenn 

k = - ((2 1 - - 0 3 ;n:3 ( I )2 
6 m2 m= 

14) 

cl Zwei Zylinder, 

parallel liegend und von der Länge l, werden so stark gegeneinander 
gepreßt, daß auf die Längeneinheit die Kraft P: l entfällt, gleichmäßige 
Verteilung der Belastung P über die Länge l vorausgesetzt. Es seien 

Tl 1'2 die Halbmesser der beiden Zylinder, 
((1 ((2 die Dehnungszahlen, 
m1 m2 die bereits unter a bezeichneten Zahlenwerte. 

Die Breite b der durch die Belastung erzeugten BerührungsfIäche 
beträgt 

15) 

pflegt, ab von der Größe der verwendeten Stahlkugel, der Höhe des Druckes P 
sowie von der Dauer der Einwirkung des letzteren. Zur Prüfung von Flußeisen 
wird eine Stahlkugel von 10 mm Durchmesser mit P = 3000 kg eine Minute lang 
angepreßt. Die so gefundene Härtezahl ist für Flußeisen usw. mit einer für manche 
Zwecke ausreichenden Annäherung der Zugfestigkeit proportional, wie folgende 
Zusammenstellung aus eigenen Versuchen erkennen läßt. (Weitere Werte s. in 
Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder .) 

K z H Kz:H 
Flußeisen, ausgeglüht. . .. 4006 105 38 
Nickelstahl, ausgeglüht. .. 5135 148 35 
Chromnickelstahl, ausgeglüht 7918 241 33 
Federstahl, gehärtet . . . . 14275 401 36 
Sonderfederstahl, gehärtet. . 19520 534 37 

Näheres s. z. B. Brinell, Mitteilungen des Intern. Verbandes für die Ma
terialprüfungen der Technik 1901; Meyer und Kürth, Mitteilungen über For· 
schungsarbeiten. Heft 65/66 usw. Waizenegger (Dissertation, Stuttgart 1920) 
führt den Begriff der Größthärtezahl ein, die den einwandfreien Vergleich der 
Härtezahlen verschiedener Stoffe ermöglicht. 

Eine Abänderung der Kugeldruckprobe in eine Kegeldruckprobe wurde von 
Ludwik vorgeschlagen (vgl. Ludwik, Die Kegeldruckprobe, Berlin 1908). 



§ J3. Druckversuche. 

die größte Pressung in der Mitte der Berührungsfläche 
4, p 

°ma",=-; bl' 
4, 

d. i. - mal so groß als bei gleichmäßiger Druckverteilung. 
n 

Für gleiches Material, d. h. für 

wird 

V a(I-~) 2P m 2 

b=4 -;r 1 1 . 
-+-r l r2 
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16) 

15a) 

Die Bestimmung der Str ecke, um die sich die beiden Zylinder
<>berflächen einander nähern, unterläßt Hertz, indem er bemerkt, 
daß sie nicht allein abhängig von den Vorgängen an der Druckstelle 
ist, sondern wesentlich bedingt wird durch die Form des ganzen Kör
pers (a. a. O. S. 187). 

d) Zylinder und ebene Platte. 

Mit r l = rund r2 = 00 ergibt sich aus Gleichung 15a 

b=41/~a(I-~)~r 15b) V n m2 1 

und damit aus Gleichung 16 

l;=-~P---

Oma", = V 2na(l- ~2) lr· 

Nach Einführung des Zylinderdurchmessers d= 2r 
P= kld, ............. 17) 

sofern 

. . (18) 

Die Gleichungen 11 und 12, 15 und 16 werden vielfach, nament
lich im Bauingenieurwesen, als solche angesehen, die die unmittelbare 
Ermittlung der zulässigen Belastung ermöglichen, indem man für a 
sowie m die den betreffenden Materialien eigentümlichen Werte und 
für (1",,,., die größte, noch für zulässig erachtete Spannung gegenüber 
Druck einsetztl). 

1) Vgl. z. B. Zeitschrift des Hannoverschen Ingenieur- nnd Architekten_ 
vereins 1894, S. 131 u. f. 
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Nun liegen ausgedehnte und gründliche Versuche von Stribec k 
mit Stahlkugeln vorI), durch die u. a. nachgewiesen wird, daß bei 
vorz·üglicher Ausführung der Kugeln und ihrer Laufflächen (beider
seits gehärteter Stahl) die zulässige Belastung für ebene Laufflächen 
noch zu P = 5Od2 gewählt werden darf, sofern an der Druckstelle 
nur rollende Reibung auftritt. Nach Maßgabe der Gleichungen 13 
und 14 entspricht diese Belastung mit 

1 
2120000 

0,472 Milliontel, 

welchen Wert Stribeck für das Stahlmaterial der Kugeln bestimmte, 
und mit 

10 
m=-

3 

zufolge 

71: 3 0,4722 
50= ---- (1-032)2~ 

6 10000002 ' .. = 

einer Druckspannung von 

Gmtn = 37450 kgjqcm. 

Diese Zahl geht weit über das hinaus, was man bisher als zu
lässige Anstrengung angesehen hat, selbst wenn berücksichtigt wird. 
daß im vorliegenden Falle nicht die größte Pressung, sondern die 
betreffende Hauptdehnung als maßgebend anzusehen ist (§ 48, § 69 
und § 70). (Bei späteren Versuchen ermittelte Stribeck die DnlCk
festigkeit vollständig durchgehärteter Zylinder von 12 mm Durch
messerund 12 mm Höhe aus Chromstahl zu durchschnittlich 45 540 kg/qcm 
[erstes Härteverfahren] und zu durchschnittlich 47700 kgJqcm [zweites 
Härteverfahren]. Näheres s. Zeitschrift des Vereines deutscher In
genieure 1907, S.1445 u. f.) 

Stribeck bestimmte durch unmittelbare Druckversuche die 
ProportionaIitätsgrenze für den in Wasser gehärteten Stahl zu rund 
9000 kgjqcm (die Elastizitätsgrenze lag noch ein wenig tiefer). 

Dieser Wert wäre unter Berücksichtigung, daß im mittleren EIe-

1) Stri beck, Mitteilungen aus der Zentralstelle für wissenschaftlich-tech
nische Untersuchungen, Heft 1, Mai 1900, oder auch Zeitschrift des Vereines deut
scher Ingenieure 1901, S. 73 u. f., 1907, S. 1445 u. f., sowie Schwinning, am 
gleichen Ort 1901, S. 332 u. f.; ferner Stribeck, Glasers Annalen für Gewerbe 
und Bauwesen 1901, Bd. 49, Nr. 577. 
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ment der Berühl'ungsfläche zwischen Kugel und Platte drei Haupt
spannungen 

°max 0,8 oma", 

vorhanden sind, infolgedessen die Hauptdehnung senkrecht zur Obet:· 

fläche nach Gleichung I, § 69 mit m =J~ 

a (1 - 2)·0,8.0,3) . 0max = 0,52 ((Oma",' 

also nur das O,52fache der Zusammendrückung beträgt, die die Pres
sung oma", für sich allein erzeugen würde, auf 

9000 
052 = '" 17300 kgjqcm , 

zu erhöhen. Diese Größe führt (Gleichungen 13 und 14) zu 

n 3 0472 2 

k = 61 O~00002 (1 - 0,32)2. (17300)3 = '" 5, 

somit 
p= 5d2, 

gegenüber P = 50d2, durch unmittelbaren Versuch ermittelt, d. h. 
wird in der Hertzsehen Gleichung 12 in Verbindung mit II für die 
größte Druckspannung diejenige Zahl eingeführt, die der Zusammen· 
drückung an der Proportionalitätsgrenze, . die hier noch oberhalb der 
Elastizitätsgrenze liegend festgestellt worden ist, entspricht, und die 
noch eine höhere Anstrengung liefert, als man nach bisheriger Auf
fassung für zulässig erachtet, so ergibt sich die zulässige Belastung P 
der Kugeln zu einem Zf.\hntel derjenigen, die durch unmittel· 
baren Versuch noch als zulässig festgestellt worden ist. 

Daraus folgt, daß die Hertzsehen Gleichu"ngen nicht in 
der eingangs bezeichneten Weise zur Bestimmung der zu
lässigen Belastung P benutzt werden können, d. h. daß der 
Wert k der Gleichung 13 nicht aus Gleichung 14 berechnet, 
sondern daß diese Belastung nur durch unmittelbare Ver
suche bestimmt werden kann. Daß diese Versuche unter solchen 
Verhältnissen anzustellen sind, die denjenigen entsprechen, unter denen 
die Kugeln in den betreffenden Konstruktionen sich befinden, ist 
selbstverständlich. 

Sodann ist in bezug auf die Verwendung der Hertzsehen Glei
chungen noch folgender Punkt im Auge zu behalten. 

Werden gehärtete Stahlkugeln unter steigender Belastung gegen
einander gepreßt, so tritt zunächst ein die Druckfläche umgebender 
Kreissprullg ein, zuweilen unter Belastungen, denen noch weniger als 
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ein Zehntel der Belastung entspricht, bei der die Kugel auseinander
brichtl). Meridianrisse treten erst später auf. 

Das Entstehen der Umfangrisse ist die Folge von Zugspannungen, 
die sich nach dem Umfange der Dl1lckfläche hin einstellen. In der 
Tat pflegen auch in Kugellagern stark überlastete Kugeln durch Ab
splittern kleiner Teilchen unbrauchbar zu werden, nicht aber durch 
Bruch. 

Für die bezeichnet~ Zugbeanspruchung, durch die die gehärtete 
Stahlkugel zuerst der Unbrauchbarkeit zugeführt wird, gibt Hertz 
eine Gleichung nicht; er hat die Rechnung nur für das am stärksten 
gedrückte Flächenelement durchgeführt. Er sagt, nachdem er über 
das Verhalten plastischer Körper gesprochen hat (S. 167): "Schwie
riger ist es, die Erscheinung in spröden Körpern wie hartem Stahl, 
Glas, Kristallen zu bestimmen, in denen eine Überschreitung der 
Elastizitätsgrenze nur als Entstehung eines Risses oder Sprunges, also 
nur unter dem Einflusse von Zugkräften auftri.tt. Von dem oben be
trachteten Elemente, als von einem allseitig komprimierten, kann ein 
solcher Spl1lng nicht ausgehen, und es ist bei unserer heutigen Kennt
nis von der Festigkeit spröder Körper überhaupt nicht möglich, genau 
dasjenige Element zu bestimmen, in welchem die Bedingungen für 
das Zustandekommen eines Sprunges bei wachsendem Dl1lck zuerst 
auftreten. Indessen zeigt eine eingehendere Diskussion soviel, daß 
in Körpern, die in ihrem elastischen Verhalten dem Glase oder hartem 
Stahle ähnlich sind, bei weitem die stärksten Zugkräfte in der Ober
fläche, und zwar am Rande der Druckfläche auftreteni). 

1) Für gute Kugeln bis etwa llN' engl. (31,8ll!-m) Durchmesser ist 
P = 550 d2 bis 700 d2 als Belastung zu fordern, bei welcher der Umfangssprung 
eintritt. Grenzzahlen: 7/R" (22,2 mm.) Kugeln brachen erst bei P = 38000 bis 
40000 kg, entsprechend P = rund 8000 d2 , während der erste Sprung bcreits bei 
2700 kg, also bei 550 d2 eintrat. 11 /;' (31,8 mm).Kugeln, deren Bruchbelastung 
nur P = 3500 d2 = rund 35000 kg war, zeigten die hohe Sprungbelastung von 
10oo"d2 = 10000 kg. (S. die in der Fußbemerkung S.222 angegebenen Quellen.) 

2) Wenn nun Hertz zur Bestimmung der Härte eines Materials den Vor
schlag macht, aus ihm zwei Körper herzustellen und ihre Oberflächen dabei 
so zu wählen, daß die beim Aufeinanderpressen sich bildende Druckfläche kreis
förmig ausfällt, sodann (S. 193) bestimmt: "Die Härte eines Körpers wird ge
messen durch den Normaldruck auf die Flächeneinheit, der im Mi ttelpunkte 
einer kreisförmigen Druckfläche herrschen muß, damit in einem Punkte der 
Körper die Spannungen eben die Elastizitätsgrenze erreichen" und dann später 
bemerkt (S. 195): "Im Glase und allen ähnlichen Körpern besteht die erste 
überschreitung der Elastizitätsgrenze in einem kreisförmigen Sprunge, der in 
der Oberfläche am Rande der Druckellipse entsteht", ohne festzustellen, in 
welchem Punkte des Körpers die Elastizitätsgrenze überschritten wird - der 
mittlere Punkt der Druckfläche ist es eben nicht - und von welchen Größen 
die Spannung in diesem Punkte beeinflußt wird, sowie welche Beziehungen zwi
schen diesen Größen bestehen, so tritt hier mindestens eine Lücke zutage; man 
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Vorbehaltlich der Prüfung durch Versuche wird man gut tun, 
anzunehmen, daß die Zugspannung, die am Rande der Druckfläche 
sich einstellt, namentlich bei Materialien mit geringer Zugfestigkeit, 
die zulässige Dl1lckbelastung beeinflussen, d. h. diese herabdrücken 
kann. 

Versuche, die Verfasser mit Quadern aus Granit (Mitteilungen 
über Forschungsarbeiten, Heft 17) und Sandstein (ebenda, Heft 20) 
zu Brückengelenken (Quader mit zylindrischer Fläche auf ebenem 
Quader) durchgeführt hat, lehren, daß die Zerstörung der Granit
bzw. Sandsteinkörper nicht durch die in der Mitte der Beriihrungs
fläche sich einstellende, von Hertz bestimmte größte Druckspannung 

4: P 
°max= ;1;1 ' 

worin b durch Gleichung 15b bestimmt ist, sondern durch auftretende 
Zugspannungen herbeigeführt wird. Die photographischen Ahbildungen 
Fig. 3 und 4: bzw. Fig. 4: und 9 in den beiden Veröffentlichungen lassen 
das deutlich erkennen. 

gelangt damit auf ein Gebiet, das jedenfalls noch der Klarstellung bedarf. Ob 
diese zur Aufklärung der Tatsache, daß Versuche mit verschieden gekrümmten 
Körpern aus gleichem Material keine übereinstimmenden Pressungen für die 
Elastizitätsgrenze und somit keine überemstimmenden Werte für die Härte des 
gleichen Materials ergaben, beitragen wird, mag zunächst dahingestellt bleiben. 

Hinsichtlich der Versuche, die Härte auf dem von Hertz vorgeschlagenen 
Wege zu bestimmen, sei insbesondere auf die Arbeiten von A uer bach in Wiede· 
manns Annalen verwiesen. 

In bezug auf die Härteprüfung von Kugeln s. die in der Fußbemerkung 1, 
S.222 angegebenen Veröffentlichungen. Stribeck sagt hiCI'über: ,,'Verden 
2 Kugeln aus gleichem Material mit der Kraft P gegen einander gedrückt, so 
bildet sich eine kreisförmige Druckfläche aus, deren Halbmesser a mm betlägt. 
Läßt man die Belastung von Null an stetig wachsen, so nimmt die Druckfläche 

3 --
zunächst nach Maßgabe von V p2 " (vgl. Gleichung 11) "und die durchschnitt· 

P iI/-liehe Pressung a = -nu2 entsprechend V P zu. Aber schon nach 'Überschreitung 

der Proportionalitätsgrenze ändert sich die Abhängigkeit von P in dem Sinne, 
daß die Druckfläche rascher und demgemäß die Pressung langsamer zunimmt, 
und zwar so lange, bis sich schließlich die Druckfläche im gleichen Verhältnis 
wie dic Kraft ändert, und demzufolge die Pressung konstant bleibt. Diese kon· 
stante Pressung, die sich auch durch eine Steigerung der Belastung bis 7,um Ein· 
tritt des Bruches nicht mehr vergrößern läßt, wird die Druckhärte oder kurz 
die Härte der Kugeln (Widerstand gegen Eindringen) genannt. Sie ergibt sich 
für gute Kugeln aus gehärtetem Gußstahl zwischen 780 und 850 kg/qmm. Von 
kleinen Kugehl wird man die größere Härte, von 2" (50,8 mm·) Kugeln noch 
etwa 780 erwarten dürfen. Bei Kugeln, die nach innen zu weicher werden, nimmt 
die Pressung, nachdem sie ihren größten Betrag erreicht hat, sogar wieder ab." 

'Über die übliche Kugeldruckprobe s. S. 219 Fußbemerkung. 
C. Bach, Elastizität. 8. Aufl. 15 



226 H. Druck. 

Wie sich aus dem Vorstehenden ergibt, ist die entwerfende 
und ausführe nde Technik genötigt, die Koeffizienten k der 
Gleichungen 13 und 17, die von ihr schon seit langer Zeit 
auf Grund von gewissen Annahmen entwickelt worden 
waren, nach wie vor ·durch unmittelbare Versuche fest
zustellen. 

Mit Rücksicht hielauf und in Anbetracht, daß den äJteren Be
trachtungen, die zu den Gleichungen 13 und 17 führten, schon wegen 
ihrer Einfachheit eine gewisse Bedeutung zuerkannt werden muß, 
sei im nachstehenden der Fall, daß Kugeln gegeneinander gepreßt 
werden, Fig.26, in der ä.lteren Weise behandelt. 

Fig.26. F.g.27. 

Infolge der Zusammendrückbarkeit. des Matelials berühren sich 
die Kugeln unter der Einwirkung der Belastung in einer kleinen Kreis
fläche gemä.ß der in übertriebenem Maße gegebenen Darstellung Fig. 27, 
wobei wir die mittlere der drei Kugeln, die gleichen Durchmesser be
sitzen, ins Auge fassen wollen. 

Für den beliebigen Punkt 0 der urs-prünglichen Kreislinie MOA 
sei die Zusammendrückung in Richtung der Belastung 

x = r (1 - cos CPo) - r (1 - cos cp) = r (cos cp - cos CPo), 
woraus bei Beachtung, daß 

cos cP = VI - sin2 qJ
und cP sowie CPo sehr kleine Winkel sind, also 

folgt 

__ rpB 
coscp= "'VI _rp2= '" 1 - T 

cos CPo 
rp 2 

= '" I--~ 2 ' 
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Unter der Voraussetzung, daß sich diese Zusammendrückung 
gleichmäßig durch die Kugel hindurch fortpflanzt, fände sich die ver
hältnismäßige Zusammendrückung inC 

x rp02 - rp2 
13= r:=~-2-~' 

der die Normalspannung 
rp02 _ rp2 

a = --2;;----

entsprechen würde, falls die bezeichnete Voraussetzung erfüllt wäm 
und Kräfte senkrecht zur Richtung von x nicht einwirkten. Letzteres 
erkennt man sofort als unzntreffend, da die Faser, die im Punkte C 
in Richtung der Belastung gedacht werden kann, durch das sie um
schließende Material bei der Zusammendriickung gehindert ist, sich 
quer zu dehnen. Dieser seitliche Zusammenhang mit dem Material 
wird auch eine gleichmäßige Fortpflanzung der Zusammendrückung 
der Faser durch die Kugel hindurch hindern. Infolge dieser Umstände 
muß der Ausdruck für a mit einem aus Versuchen zu bestimmenden 
Berichtigungskoeffizienten 1/' multipliziert werden, der ganz allgemein' 
den Abweichungen Rechnung zu tragen hat, die zwischen der Wirk
lichkeit Ilnd den gemachten Voraussetzungen bestehen. Aller Wahr
scheinlichkeit nach ist V' mit rp veränderlich, wohl auch sonst noch 
von den Vmständen beeinfIußt. Nichtsdestoweniger wurde der Ko
effizient "P, um die Rechnung überhaupt und einfach durchführen zu 
können, als Konstante angenommen und ihre mittlere Größe bis zur 
Ermittlung durch Versuche auf etwa 3 geschätzt. 

Damit ergibt sich 

f{'o 2 _ rp2 
a = "p --2a - . 

Den gl'ößten Wert erlangt a für qJ = 0, d. i. in der Mitte, 

qJ02 
amax = "P 2 ce 

Der Gleichgewichtszustand bedingt 
'1'0 'Po 

19) 

p= Ja.2Jlrrp.rdrp= "P;r2f (rp02 -rp2)qJdrp=~~rpo4r2, 
o 0 

woraus mit 

. 20) 

15* 
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p = ~ (X 0" r 2 = _7l_ t' (j" d" 
1p m(1); 4 lj' '- mfU' 

21 ) 

22) 

sofern 

k II ., 

= 4~) (( a;;'a< . 23) 

Gleichung 22 stimmt mit Gleichung 13 vollständig überein. 

In ähnlicher Weise läßt sich auch die Entwicklung für den Zylin
der durchführen. Sie führt zn 

p= kld, . .......... 24) 

wenn l die Länge des Zylinders ist, und P die Gesamtbelastung für 
den Zylinder bedeutet, also ganz zum gleichen Ergebnis, wie oben 
in Gleichung 17 ausgesprochen. Für den Wert k der Gleichung 24. 
ergibt sieh der Ausdruck 

k = 0,94 -V~ ~a, . 25) 

Dabei ist jedoch die Größe von k ebensowenig aus Gleichung 23 
bzw. 25 zu berechnen, wie dies aus Gleichung 14 oder 18 zu geschehen 
hat, k ist vielmehr durch Versuche unmittelbar zu bestimmen, wie 
S.222 u. f. angegeben wurde. 

Daß die GeRetzmäßigkeit, wie sie in den Gleichungen 23 bzw. 25 
für k zum Ausdruck gelangt, nicht beanspruchen kann, genau zu sein. 
folgt aus dem Gange der Rechnung. 

Eine Beziehung für die größte am Rande der Druckfläche auf
tretende Zugbeanspruchung liefert die Annäherullgsrechnung ebenso
wenig wie die Hertzsehen Entwicklungen; doch läßt, wie SChOll oben 
angedeutet, :Fig. 27 deutlich erkmnen, daß infolge der starken Ab
biegung, die die Körperelemente am Rande der Druckfläche (bei A) 
erfahren, bedeutende Zugspannungen auftreten werden. die bei spröden 
MatC"ialien zu dem heohachteten Kreissprung (8.223) führen können. 

§ 14. Hinderung der Quel'dehnung. 
Wie wir 'in § 11 sahen, wird der Widerstand, den ein auf Druck 

in Anspruch genommener Körper leistet, schließlich dadurch über
wunden, daß das Material nach der Seite hin ausweicht. Daraus folgt. 
daß der Widerstand an sich unüber'windbar erscheint. wenn das Ma
terial gehindert wird. nach der Seite auszuweichen, d. h. wenn genü
gend große Druckkräfte auf die Mantelflächen wirken. 

Dieser Satz gilt nicht bloß hir feste. sonckrn auch für flüssige 
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Körper. Denken wir uns beisllielswcise einen genügend festen Hohl
zylinder, zum Teil gefüllt mit Wasser , auf dem ein gegen die Zylinder
wandung vollkommen abdichtender Kolben ruht. Wie stark wir 
auch - innerhalb eIer Widerstandsfähigkeit des Hohlzylinders -
den Kolben belasten, das nach allen Seiten hin am Entweichen ge
hinderte -Wasser trägt die Belastung, weist also trotz seiner tropfbar 
flüssigen Natur unter diesen emständen eine große Widerstands
fähigkeit gegen Druck anf. 

Die Erscheinung ist eine ähnliche wie die in § 7 erörterte. Dort 
handelt es sich um den Einfluß gehinderter Zusammenziehung, hier 
um denjenigen der Hinderung der Querdehnung, die die Druckkraft 
zur Folge haben würde, wenn Kräfte auf die Mantelfläche senkrecht 
zur Achse nicht tätig wären. Die in § 7 enthaltenen Gleichungen gelten 
in sinngemäßer Weise auch hier. Insbesondere folgt daraus, daß die 
Beziehung 

E 
() = -oder f = (((), 

a 

die bei dem nur in Richtung der Achse gedrückten Stab zwischen 
der Spannung - () (Pressung) und der Dehnung - f (Kürzung) sowie 
der Dehnungszahl Ci gegenüber Druckbeanspruchung besteht, nicht 
mehr gültig ist, sobald auch Kräfte senkrecht zur Stabachse angreifen 1). 
Solche Kräfte wirken bei den Versuchskörpern in der Regel auf oie 
StirnfIächen; sie rühren hier her von der Reibung, die bei der Pres
sung zwischen Druckplatte der Prüfungsmaschine und Stirnfläche des 
Probekörpers durch das Bestreben des letzteren, sich quer auszu
dehnen, wachgerufen "ird. Infolge dieser Reibung, die elie volle Rein-

1) Damit hängt es dann auch zusammen, daß die zulässige Druckanstren· 
gung im Falle gehinderter Querdehnung größer genommen werden darf. Die in 
Fig.l auf Druck beanspruchte Bleischeibe vom Durchmesser d = 35 mm und der 
Höhe h = 10 mm würde nach den Versuchen § 13, Ziff. 1 d, eine Belastung von 

•- -_ . , 

:.: 
~ f · 

I-'i!!. I. 

1:26 kgjqcm nicht mehr vertragen. Dieselbe Bleischeibe, nach Fig. :2 vertieft ein 
gelegt, so daß das Blei nach der Seite nicht ausweichen kann, verträgt die dop
pelte Belastung und mehr. 

Eingehende Versuche mit Marmorkörpern unter der Einwirkung allseitigen 
Druckes sind von v. Karman angestellt worden, über deren Ergebnisse in 
Hf'ft 118 (1912) der Mitteilungen über Forschungsarbeiten berichtet ist. 
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heit der ErEcheinung der Druckelastizität und Druckfestigkeit mehr 
oder weniger beeinträchtigen mußl), beträgt die Querdehnung in 
der Mitte des Probekörpers mehr als an den Stirnflächen, wie die Fig. 2, 
Taf. VIII, und 3, Taf. IX, deutlich erkennen lassen; ferner muß in
folge der an den Stirnflächen vorhandenen Hinderung der Querdehnung 
die Druckfestigkeit niederer Körper sich größer ergeben als diejenige 
höherer Körper, bei denen der Einfluß dieser Hinderung nm so mehr 
zurücktritt, je größer die Höhe ist. (Vgl. Fig. 1, S. 205, Fig. 6, S. 208.) 

Ist 8 die dULch eine Druckkraft in Richtung der Stabachse ver
anlaßte Zusammendrückung für die Länge 1, so wird die hiermit ver
knüpfte Querdehnung 8. nach allen zur Achse senkrechten Rich
tungen als gleich groß angesehen und, bezogen auf die Längeneinheit, 
gemessen durch 

8 
8 = 

q m 1) 

Fiir ein und dasselbe Material pflegt man die Größe m in Glei
chung 1, § 7, und 1, § 14, als gleich zu betrachten, also das Verhältnis 
der Dehnung (in Richtung der Stabachse) zur Zusammenziehung 
(senkrecht zur Achse) bei Zugbeanspruchung gleichzusetzen dem Ver
hältnis der verhältnismäßigen Zusammendriickung zur Querdehnung 
bei Druckbeanspruchung. (Vgl. § 7.) 

§.15 'l'heorien der Druckfestigkeit. 
über den Vorgang des Zerdrückens sind zwei Hauptauschauungen 

geltend gemacht worden. 
Die ältere, von Coulomb herrührende, denkt sich nach Maß-

1) Auf der Hinderung der Querdehnung beruht auch die Wirksamkeit der 
Eisenspiralen, die in Betonsäulen am Umfange derselben eingelegt sind. 

Da die Körper, welche Druckversuchen unterworfen werden, verhältnis
mäßig kurz zu sein pflegen, so wird die Bestimmung der Querdehnung durch un
mittelbare Messung derselben für die verschiedenen Querschnitte leicht zu ver
schiedenen Werten führen können. Man wird deshalb bei Dehnungsmessungen 
die Meßlänge ausreichend kleiner als die Stablänge, somit diese entsprechend groß 
wählen müssen. 
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gabe der Fig. 1 das Zerdrücken durch Abschieben erfolgend und dabei 
die Druckkraft P in zwei Seitenkräfte 

P sin a, wirkend in der Gleitungsebene, 

PCOl'! a, senkrecht dazu, 

zerlegt. Wird der Widerstand gegen Gleiten für das Quadratzenti
meter mit K. (Schubfestigkeit) bezeichnet, so findet sich, sofern I 
den Querschnitt des Prismas bedeutet: 

Psina= K._J 
cos a 

P 2 
-=K---. 
I • sin 2 a 

Das Gleiten wird die kleinste Kraft P erfordern, wenn sin 2 a 
am größten ausfällt, d. i., wenn u= 450 ; womit nach Einführung 
der Druckfestigkeit 

sich ergibt 

K=2K., 

d. h. die Druckfestigkeit müßte gleich dem Doppelten der Schuu
festigkeit sein. 

Diese Theorie wurde später durch Hereinziehung der von P cos a 
veranlaßten Reibung ergänzt. 

Die zweite Anschauung faßt die Querdehnung ins Auge (§ 11) 
und nimmt an, daß das Zerdrücken stattfinde, wenn dieselbe so groß 
geworden wie die Längsdehnung beim ZelTeißen im Falle von Zug
beanspruchung. Mit der Genauigkeit, mit der die Längsdehnung drei
bis viermal so groß angenommen werden darf wie die Querdehnung, 
findet sich auf diesem Wege die Druckfestigkeit gleich dem Drei
bis Vierfachen der Zugfestigkeit, was beispielsweise für das Gußeisen 
§ 13, Zlif. 1a, mit Annäherung zutreffen würde. 

Beide Lehren haben durch Druckversuche nicht die erforder
liche Bestätigung erfahren. 

Eine befriedigende Theorie der Druckfestigkeit würde diese jeden
falls als Funktion der Höhe geben müssen (§ 13) und, wenn sie voll
kommen sein soll, auch den Fall der Knickung (§ 23) einzuschließen 
haben. 
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III. Biegung. 

Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden Kräfte 
treffen dessen Achse rechtwinklig und geben für jeden Querschnitt 
ein Kräftepaar, dessen Ebene senkrecht auf demselben steht. 

§ 16. Gleich ungen der Biegungssnstrengung 
und der elastischen Linie unter der Voraussetzung, daß der 
Stahquerschnitt symmetrisch ist, und daß die Ebene des 
Kräftepnares in die Symmetrie-Ebene des Stabes fällt oder 

ihr parallel ist. 1) 

Bei der Entwicklung dieser Beziehungen pflegt man von der 
durch Fig. 1 dargestellten Sachlage aus in folgender Weise vorzugehen. 

Der bei Aals eingespa,nnt vorausgesetzte Balken AB ist am freien 
Ende B durch die Kraft P belastet, hinsichtlich welcher angenommen 
wird, daß sie in die Ebene und Richtung der einen Hauptachse des 
Stabquerschnittes falle. (über das Kennzeichen der beiden Haupt
achsen eines Querschnittet; vgl. § 21, ZUf. 1.) Die Kraft P ergibt dann 
für den beliebigen, um x von A abstehenden Querschnitt 00 ein 
Kräftepaar, dessen Moment P (l - x) ist, und dessen Ebene den Quer
schnitt senkrecht schneidet, sowie eine in die Querschnittsebene fal
lende Kraft P. Die letztere wird als nicht vorhanden angesehen und 
damit die oben als Voraussetzung der einfachen Biegung hingestellte 

F ig. I . 

Bedingung, daß sich die äußeren Kräfte für jeden Querschnitt durch 
ein Kräftepaar ersetzen lassen, dessen Ebene den letzteren recht
winklig schneidet, erfüllt. 

1) Den Nachweis, daß die Hauptgleichungen 12 (S.236) der Biegungslehre 
Symmetrie des Querschnittes, wie oben angegeben, voraussetzen, hat Verfasser 
durch die S. 267 u. f. besprochenen Versuche erbracht. Bis dahin wurde all
gemein angenommen, daß die Symmetrie nicht nötig sei, daß es ausreiche, wenn 
die Ebene des Kräftepaares den Querschnitt in einer der bei den Hauptachsen 
schneide. 
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Es bezeichne mit Bezugnahme auf die Fig. 1 bis 7: 

Mb das Moment des biegenden Kräftepaares hinsichtlich des in Be
tracht gezogenen Querschnittes, 

'YJ den Abstand eines Flächenstreifens d f = zdr; im letzteren von 
derjenigen Hauptachse, die senkrecht zur Ebene des Kräfte
paares steht, d. i. hier 00 (Fig. 7), 

e = J 11 2 d f = J 11 2 Z d 11 das Trägheitsmoment des· Querschnittes 
hinsichtlich dieser Hauptachse, 

e1 den größten positiven Wert von 'YJ (Abstand der am stärksten 
gezogenen oder gespannten Faser), 

e2 den größten negativen Wert von 11 (Abstand der am stärksten 
gedrückten Faser), 

e = e1 = (2' sofern der Querschnitt so beschaffen ist, daß heide 
Abstände gleich groß sind, 

a die durch Mb im Abstand tj, d. h. im Flächenstreifen d f = zd 11 
hervorgerufene Spannung, 

k z hzw. k die zulässige Anstrengung des Materials auf Zug bzw. Druck, 

x und y die Koordinaten des beliebigen Punktes 0 der elasti
schen Linie, d. h. der Kurve, in die die ursprünglich gerade 
Stahachse bei der Biegung übergeht, bezogen auf das aus Fig. 2 
ersichtliche Koordinatensystem, 

(! den Krümmullgshalbmesser der elastischen Linie in dem be
liebigen Punkte 0, 

a die Dehnungszahl, d. i. die Änderung der Längeneinheit für 
das Kilogramm Spannung. 

Unter der Einwirkung der Kraft P biegt sich der Stab, wie Fig. 2 
erkennen läßt. Infolgedessen werden zwei ursprünglich parallele Quer-
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~chnitte 00 und 0 1 0 1, Fig.1, die um dx = 001 voneinander ab
stehen, diesen Parallelismu'l verloren haben und einen gewissen Winkel 
o MO l = df[!, Fig. 2 und 3, miteinander einschließen. Daß sie eben 
und senkrecht zur Mittellinie bleiben, wird vorausgesetzt. Die ober
halb einer gewissp,n Faserschicht, die sich in OH, Fig. 2 und 3, dar
stellt, liegenden Fasern haben sich gedehnt, die unt.erhalb gelegenen 
verkürzt. In der bezeichneti:lU Fasel'Schicht ist die Dehnung gleich 
Null, weshalb sie "neutrale Schicht" genannt wird. 

Für den in Betraeht gezogenen QuerschniU OGO findet sich die 
verhältnismäßige Dehnung f, im Abstand v von der Geraden, die Rich 
in G projiziert, l),US der Erwägung, daß bei EHP lE i I CGPC die strecke 
PP1=CE=GH--dx infolge der Biegung übergegangen ist in PP/, 
also 

PPl ' - PPt PtPl' vdf[! 
f, = -~=--- =_~ -__ ,-- = ---- ~ 

PP1 GH dx 

Die hie:rmit verknüpfte Spannung G ergibt sich unmittelbar flUt; 

dem Begriff der DehnungRzahl (( naeh Gleichung 2, § 2, zu 

f, vdg; 
G=-= - -

(( (( dx ' 
. 2) 

sofern Kräfte senkrecht zur Stahachse auf die Fasel'Rchicht nicht em
wirken (vgl. § 7 und § 14). 

Die so im Innern des Stabes durch das Moment Mb wachgerufenen 
Kräfte müssen sich mit diespm im Gleichgewicht befinden. Dazu ge
hört, daß die algebraische Summe dieser inneren Kräfte in Richtung 
der Stabach'3e gleich Null, und daß sie ein Moment liefern, das gleich 

_ 1) Diese BeziehlUlg wird nur dann für sämtliche im Abstande v gelegenen 
Elemente des Querschnittes richtig sein, wenn die einzelnen Flächenelemente 
des ganzen Querschnittes ausreichend innig zusammenhängen. Für volle Quer-

F ;g. -1-. F ig.5. 

schnitte, wie Kreis, Rechteck usw., ist diese VoraussetzlUlg erfüllt, für Quer
schnitte, wie z. B. Flg.4, um so lUlvolIkommener, je. dünner die Rippen sind 
und je weiter sie ausladen. In noch w eit höherem Maße kann diese Unvoll
kommenheit sich einstellen bei getrennten Querschnitten, wie z. B. Fig. 5, des
halb, weil die Flächenelemente der bei den Querschnittsteile bei vorhandener 
Schubkraft nicht in derselben Ebene verbleiben. (Vgl. § 52.) In solchen Fällen 
kann die BenutzlUlg der Gleichungen 9 bis 12 lUlter Umständen zu einer außer
ordentlich weitgehenden überschätzung der Widerstandsfähigkeit führen. 
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und entgegengesetzt Mb ist. Die crst.e Forderung gibt, wenn der im 
Abstande v von der neutralen Schicht liegende Flächenstreifen mit 
dt bezeir hnet wird, 

J adf= O. • •..•••••.. :1) 

genommen über den ganzen Querschnitt., Mit Rücksicht auf Gleichung 2 

sowie in Anbetracht, daß der Quotient dd ~ für Rämtliche Streifen eine" ,x 
und desselben Querschnittes den gleichen Wert beRitzt, findet sich 
aus der Gleichung 3 

f~Vdf= O • . •.• . ..... 4) . (( 
Unter der Vorausset,zung, daß die Dehnungszahl a für alle Punkte 

des Querschnittes gleich groß, also unabhängIg von der Größe und 
dem Vorzeichen der Spannung a oder der 
Dehnung e ist, folgt 

J vdf= 0, ...... ;j) 

d. h. die Gerade, in der die Dehnungen und 
die Spannungen den Wert Null besitzen, die 
sogenannte "neu trale Achse" oder "NulJ
achse", geht durch den Schwerpunkt deR 
Querschnittes und ist, da die Ebene der 
äußeren Kräfte den letzteren in der einen 
Hauptachse schneidet, die andere Haupt.: 
achse desReIben. Somit ist unter Beach
tung von Fig. 6 und 7, worin 00 die Null
achse bedeutet, zu setzen 

v = lJ. 

Die zweite Bedingung liefert 

: --~~ x-.--w 1 :::- 1 . 
:) - . o •. -" .~ -f- v 

I .: I 
I 

e ~ ~.: -- ---
I . / C , ;'" 

~A" ... 
~4f~ 
I,' 
, I 

Im, 
FII;. G. 

Ja d f . 1) = M u • • . • . • • • • . • 6) 

und nach Maßgabe der Gleichung 2 unter der bezüglich a unmittelbar 
vorher ausgesprochenen Voraussetzung 

woraus mit 

7) 

cl. i. das Trägheitsmoment des Querschnittes in bezug auf 00, 
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8) 

der 

drp Mb 
- -- =(( -

dx e ' 
womit Gleichung 2 übergeht m 

M 
0=_b 1) 9) e 

Hiernach sind die Spannungen pro portional dem A b
stand e der Flächenelemente von der Nullachse, wie in 
Fig. 8 dargestellt ist. 

EI-
Damit ergibt sich die größte Zugspannung 01 für 

den größten positiven Wert von 1), d. i. nach Fig. 7 für 
l} =, -l-e1 , zu 

10) 

F ,g . . die größte Druckspannung 02 für den größten nega
tiven Wert von 1), d . i. für 1) = - c2 , zn 

11) 

so daß 

oder 12) 

Ist 12 der Abstand des Punktes M, in dem sich die Durchschnitts
linie der heiden Querschnitte (Fig. 3 und 6) projiziert von dem Punkte 
0, Fig. 6, also der Krümmungshalbmesser der jetzt gekrümmten Stab
achse, d. h. der elastischen Linie im Punkte 0, so findet sich 

oder 

dx= I2drp 

dx e 
0= - =--
~ drp aMb 

1 Mb 
--=(( -

I! e . 13) 
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Der reziproke Wert des Krümmungshalbmessers, d. h. die Krüm
mung, ist hiernach proportional der Dehnungszahl H, dcm biegenden 
Moment A-l b und umgekehrt proportional dem Trägheitsmoment 0. 

Mit der Annäherung, mit welcher der allgemein gültige Ausdruck 

ersetzt werden darl durch 

1 = + d2 y. 
12 - dx 2 ' 

14) 

was wegen 1 +(~~t . "-' 1 zulässig erscheint für Durchbiegungen 

des Stabes, die klein sind im Verhältnis zur Stablänge, findet sich 

e d 2 y d2 Y (( 
M == + - -- oder- = + -- M 15) 

b - f{ dx 2 dx 2 - A /, 

§ 17. Trägheitsmomente. 

Die in § 16 entwickelten Hauptgleichungen setzen im Falle ihrer 
Benutzung die Kenntnis des bet.ceffendpn Trägheitsmomentes voraus. 
Hinsichtlich der Berechnung desselben sei folgendes bemerkt. 

Ist 

Fi g. I . 

so ergibt sieh 

o das Trägheitsmoment des Querschnittes 
inbezug auf die Schwerpunkts achse 00, 
Fig.1, also 0=Jl)2d f=~Jl12zrl'Yj. 

0 1 das Trägheit;;.moment desselben Quer
schnittes in bezug auf die Achse QQ, 
die im Abstande a zu 00 parallel läuft, 
demnaeh 0 1=cJ(1) -j-a)2df. 

f die Größe des Querschnittes. 

0 1 =J('Yj + a)2df=Jl)2d f + 2 a.f17 df +-a2 Jd f 

und unter Beachtung, daß 

JrJ2 df=~ 0 J 17 d f= 0 

B1 =B+ a2 i 

Jd f=f 
. . . . 1) 

Von diesem Hilfssatz, der ausspricht, daß das Trägheits. 
moment in bezug auf die Achse 00 gleich ist dem Träg-
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heitsmoment hinsichtlich der zu QQ parallelen Schwer
punktsachse 00, vermehrt um das Pro dukt aus Quer
schnittsfläche und Quadrat des Abstandes der beiden 
Achsen, läßt sich oft mit Vorteil Gebrauch machen. 

Bei der Anwendung dieser Beziehung, sowie überhaupt der Träg
heitsmomente sind die Voraussetzungen im Auge zu behalten, die in 
§ 16 zur Gleichung 9 führen. (Vgl. Fußbemerkung S. 234, sowie § 20.) 

1. Rechteck, Fig. 2. 

T , 
I 

r -- f --~ 

-~ . e - .L 

: i 
- ~) ; 

' a 

.l<' ig. :2. 

Das Trägheitsmoment in bezug auf die Seite AB beträgt 
h 

0 1 = f x 2 b d x =} b h 3 

o 
h 

folglich in bezug auf die um "2 davon abstehende Schwerpunktsachse 00 

und 

1 (h)2 I f) = 0 -a2 !=-bh3 - - bh= -- bh3 
1 3 2 12 

Für die Achse QQ 

o e 1 --- = - = - -b h2 

e h 6 
2 

2. Dreieck, Fig. 3. 

:7\-b 
_i 

:..-- ~ -J 
F'g. 3. 

h 

B1 = fX2(b~)dX= ~bh3. 
o 

. 2) 

3) 
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2 
Für die um 3 h davon abstehende Schwerpunktsachse 00 

e == b h3 - . h . b h =. b ha 1 (2 )2 1 1 
4 3 2 36 

4) 

3. Kreis, Fig. 4. 

I 

t... . - .J - -~ 
.F ig. ~. 

Für die Schwerpunktsachse 00 wegcn 1) = r sin p, Z = 2 " cos p 

-t- r 2 

e = S 1)2zd1) = 4 r 4 f sin2 q:' cos2 p dp = ~ r' 

-r 0 

e=lt. d , 
64 

e fJ lt 1 
= ... =-·d3 =,,-,--d3 

e d 32 10 
2 

4. Ellipse, Fig. 5. 

5) 

6) 

Wir denken uns die Ellipse in Verbindung gebracht mit dem 
sie umschließenden Kreis vom Radius a und heide Querschnitte in 

, 
- .a, - ...... - -a, - tJ 

] ig . 5. 

unendlich schmale Streifen senkrecht zur Achse 00 geschnitten. Das 
Trägheitsmoment eines jeden Kreisstreifens verhält sich nach 
Gleichung 2 zu demjenigen des ElIipsenstreifenR wie 

1: (!Y-
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Folglich ergibt sich das auf 00 bezogene 'l'rägheitsmoment 
nach Gleichung 5 zu 

der Ellipse 

n (b\3 n e= 64 (20)4 a) = 4 ab 3 • 

o. Zusammengesetzte Querschnitte. 

a) Rechnerische Bestimmung. Fig.6. 

Der Querschnitt kann zusammengesetzt gedacht werden aus 

dem liegenden Rechteck 

" 
Dreieck 

stehenden Rechteck 

liegenden Rechteck 

14 . 2 = 28 qcm, 
1 -2' . 1 . 1 = 0,5 " 

1 .,(12,05 - 2 - 1) = 9,05 " 

2.8·1 = 2,8 

Die Lage der Schwerpunktsachse 00 bestimmt sich aus 

7) 

28 ~ +0,5 (2 + 1~) +9,05· (2 +9,05·0,5) + 2,8. (12,05 - 0,5) 

X=~- -- 28+0,5 +9,05+2,8 ~ - ~~ ~ = 2,99 

und das Trägheitsmoment in hezug auf diese Achse nach Maßgabe 
der Gleichungen 2, 4 und 1 zu 

e I , 
~ = ~- 14 0 . 2 03 -+- 14 . 2 (2 99 - 1) 2 12 ' , I , 

+ ;6 1·}3 + ~ 1·1 (2.99 - 2,33)2 

+ ~ 1 .9053 + 1· 905 (6525 - 2 99)2 12' " , 

1 + i2 2,8.1 3 + 2,8·1 (11,55 - 2,99)2 = 500,7 cm4 . 

cm 
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0) Zeichnerische Bestimmung, Fig. 7 bis 9. 

Bei zusammengesetzten, insbesondere unregelmäßig begrenzten 
Querschnitten pflegt das folgende , von Mo hr angegebene zeichnerische 
Verfahren rascher zum Ziele zu führen als der Weg der Rechnnng. 

Die Querschnittsfiäche von der Größe f (im Falle des gewählten 
Beispiels Querschni.tt einer Eisenbahnschiene) wird parallel zur Achse, 

F ,g. I . 

o 

, 
11 , 
I . ,; 

'+,;I==~~~~I 
6 

17 
I 

18 

I 

~~ I .. ----1-__ -01 

in bezug anf die das Trägheitsmoment gesucht werden soll , in eine 
Anzahl Streifen zerlegt; hi.erauf trägt man die Querschnitte tl t? ! 3 .... f 10 

--- - - - -- ~ 

dieser Streifen als Strecken f 1 = 0 1, f! = 1 2, f~ = 2 3 ... . l1O = 9 10 
auf einer zur genannten Achse parallelen Geraden auf (Fig. 8) und 
stellt. sich diese Flächen als Schwerkräfte vor, die in den Schwerpunkten 
der Streifen angreifen; konstruiert mit dem symmetrisch Zll 010 ge-

legenen und von dieser Linie um ~ abstehenden Punkt 0 als Pol Kräfte

und Seilpolygon, Fig. 8 bzw. Fig. 9. In dem Schnittpunkt C (Fig. 9) 
C. Bach, Ela,tizität. 8. Auf!. 16 
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der äußersten Polygonseiten 10 und 100 wird alsdann - wie ohne 
weiteres aus der Natur des Seilpolygons folgt - ein Punkt der gesuchten 
Schwerlinie 0 D erhalten, während die von dem Seilpolygon 1 2 3 ... 10 
und den beiden Polygonseiten 1 0 und 10 0 eingeschlossene Fläche F p 

(in Fig. 9 durch Strichlage, von links nach rechts ansteigend bezeich
net) mit t multipliziert das Tl'ägheihmoment bezüglich der Schwer
achse CD liefert. 

Beweis: 

Auf den Knotenpunkt 1 des Seilpolygons, den ",ir uns heraus
geschnitten denken, wirken in der Richtung 0 1 die Kraft So, in der. 
Richtung 12 die Kraft BI und senkrecht abwärts die Schwerkraft h. 
Dieselben ergeben in bezug auf den Durchschnittspunkt A der Ge
raden 01 mit der beliebigen, zur Richtung der Streifen und der Schwer-

punktsachse CD parallel laufenden Achse A Blf) die Momenwngleichung 

fIX} = H· AB}, 

sofern 8} in der eigenen Richtungslinie nach BI verlegt und hier in 
seme Vertikalkomponente und in seine wagrechte Seitenkraft 

zerlf'gt wird. 

H~l 
2 

Durch Multiplikation mit x} findet sich 

In ganz gleicher Weise folgt für den Knotenpunkt 2 

t 2 X 22 = I- ]'läehe B} 2 B 2, 

für die folgenden Knotenlmnkte 

t 3 xa2 = f· Fläche B 2 3 Ba. 

t IO X210 = t Fläche B g 10 BIO· 

Nun ist das Trägheitsmoment 8 1 des ganzen Querschnittes in 
bezug auf die Achse A BIO - streng genommen allerdings nur unter 
Voraussetzung unendlich schmaler Streifen -
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8 1 == fI XI2 + f2 X22 + fa x a2 + .... + fIOX 2I0 1) 

~~, f . (Fläche A 1 BI + Fläche BI 2 B 2 + Fläche B 2 3 Ba + .... + Fläche B 9 10 BIO) 

= f . Fläche A 1 5 10 G BIO 

und in Hinsicht auf die Schwer}Junktsachse GD nach Gleichung 1 

6~~ (:0)1 - fa 2• 
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Unter Beachtung, daß Fläc he A BioG =~ a 2 (wegen 1::: AG BIO 
= 90°), wird 

6=f·(FlächeA15 10 CB10 = ]'läche ACB1o) 

= f . Ji'läche 1 510 C == /. F p' 

wie das Mohrsche Verfahren voraussetzt. 

Für die Achse E E 1\ CD ist, wie nach Maßgabe deR Erörterten 
ohne weiteres klar, das Trägheitsmoment 

f· (Fp + Fläche CEG), 

d . .h. gleich dem Produkt aus Stabquerschnitt und der Summe der 
heiden in Fig. 9 durch Strichlage hervorgehobenen Flächen. 

c) :Ermittlung durch Instrumente. 

Durch Umfahren des Querschnittes mittelst "Integrators" lassen 
sich die Trägheitsmomente beliebig gestalteter Flächen rasch und 
ausreichend genau ermitteln. Solche Instrumente werden z. R. von 
der Fimla J. Amsler-Laffon & Sohn in Schaffhausen a. Rb. geliefert. 

1) Gemäß diesem Satze läßt sich beispielsweise für den Querschnitt Fig. 6 
das Trägheitsmoment leicht in folgender "\Teise rechnerisch feststellen: 

Nach Zerlegung des Querschnittes in 10 mm hohe Streifen findet sich 

6J = '" 10 . 28 .85,62 + 10 .10 .75,62 + 10 .10 . 65,62 + 10 .10 .55,62 

+ 10 . 10 .45,62 + 10. 10 .35,62 + 10 .10 .25,62 + 10 .10 .15,62 

+ 10 .10 .5,62 + 0,5 .10 .0,352 + 0,5 (10 + 20) 5,52 + 10 .140 .14,92 

+ 10 .140 .24,92 = 4970000 mm4 = 497 cm4 • 

Wird der Steg in 20 mm hohe Streifen zerlegt, so ergibt sich 

e = '" 10 .28 .85,62 + 20 . 10 .70,62 + 20 . 10 .50,62 + 20 . 10 .30,62 

+20.10 .10,62 +0,5 .10 .0,352 +°,5(10+20) .5,52 +10.140.14,92 

+ 10 .140 .24,92 = 4950000 mm4 = 495 cm4 • 

Bpj Anwendung von 20 mm Höhe auch für die untere Fläche findet sich 

6J = '" 488 cm4 • 

16* 
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Querschnittsform 

l"i~ . 10. 

Fw. 11. 

Fi~, 13_ 

J-'ig, 1·1, 

Fi~ , 1: •. ...;;- . ' t. . . '" 
-.. 

F i,:.e.lli. .. ,r-c ~~ 
~ : 
'- . 

-'/ ./ '/ 

IH. Biegung. 

6. Zusammenstellung. 

Trägheitsmoment 
e 

!!- d4 
64 

Schwerpunkts· 
abstand 

r------
d 

e=--
2 

---------- ----1-----

e=a 

e=a 

Größe des 
Querschnittes 

t 

nab 

------- -- - ------------- --- - -

e= 0,866 b 

0,54 b4 2,6 b2 

------------ - --- -- -- -- - ---- - ----

1 
-- b h 3 
12 

h 
e= . 2 bh 

-_.-- -- ---- -

1) Ist die Wandstärke verhältnismäßig gering, 
so ist auf der Druckseite Wellenbildung zu erwarten, 
ähnlich wie in § 13 für Druckbeanspruchung be
sprochen. Fig. 24 zeigt den Längsschnitt durch eine 
dem Biegungsversuch unterworfene Hohlwelle aus 
vergütetem Chromnickelstahl und läßt die Wellen
bildung an der am stärksten auf Druck beanspruch
ten Stelle deutlich erkennen. 

/ 

Fig. ~ ... _ 



Querschnittsform 

jo'jl! . :tu. 

}I ·i~ . ::'1. 

Fi ~ . 23. 

§ 17. Trägheitsmomente. 

Trägheitsmoment 
e 

J __ (b h3 - b h 3) 
12 0 0 

I 
--b h 3 
36 

O,0069d 4 

Schwerpunkts
abstand 

h 
c= -

2 

('1 =~ O,212d 

"~ =cc O,288d 
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Größe des 
Querschnittes 

~bh 
2 

Über die heiden HanpttJ'ägheitsllIomente eines Quprschllittes vgl. 
§ 21 , Ziffer 1. 

1) Für Stäbe, deren Querschnitt in bezug auf die Ebene, in der die äußeren 
Kräfte wirken, unsymmetrisch ist, wie das z. B. bei Fig. 19 zutrifft, liefern die 
Entwicklungen in § 16, die zu den Gleichungen 12 daselbst führen, die Inanspruch
nahme zu gering; vgl. die Darlegungen S. 267 u. f. 

In bezug auf Hohlquerschnitte, solche mit Rippen und getrennte Querschnitte , 
sind die Fußbemerkungen S. 234, 244 zu beachten. auch wenn die Querschnitte 
symmetrisch gestaltet sind. 
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§ 18. Fälle bestimmter Belastungen. 
1. Der Stab (vgl. Fig. 1 uud Fig. 2, § 16) ist an dem einen Ende 
eingespannt, am freien Ende mit P belastet. Außerdem trägt 
derselbe eine gleichmäßig über seine Länge l verteilte Belastung 

Q=pl. 

Für den bp.liebigen Querschnitt 00, der um x von der Einspann
stelle absteht, ergibt sich 

(l -- X)2 
Mb=P(l-x)+p-·· 2-' 

Den größten Wert erlangt Mb für x= 0, nämlich 

pl2 ( Q) max (Mb) = Pl + 2 = P -1-"2 l. 

Denmach findet nach den Gleichungen 12, § 16, die stärkste Anstren
gung im Querschnitt der Einspannstelle A statt. 

Zur Feststellung der elastischen Linie ergibt sich mit Gleichung 15 
§ 16, 

d 2 ?1 = ~ r P (l _ x)+ p ~=-X)2J 
dx 2 e L 2 

und für Materialien, für welche die Dehnungszahl a konstant ist -
Gleichung 15, § 16, gilt zunächst auch nur fü\' solche - sowie unter 
der Voraussetzung der Unveränderlichkeit des Trägheitsmomentes e 

dy a r ( x 2 ) P ( x 3) ] -=-lP lx-- +- 12x -lx 2 +- +0 
dx e 2 2 3' 

sofern die Integrationskonstante 0 genannt wird. Dieselbe bestimmt 
sich aus folgender Erwägung. Mit der Bezeichnung der Einspan
nung verknüpft man den Begrüf, daß an der Einspannstelle die 
elastische I,inie (in Fig.2, § 16, AGH B) von der ursprünglich ge
raden Stabachse (AX) herührt wird l ) , d. h. 

für x=O ist ~~ =0. 

Damit folgt 0 = 0, so daß 

~~ = ~ [ P (l- i) + i(12 -lx + x32
)] x. 1) 

Hieraus läßt sich für jeden beliehigen Punkt der elastischen Linie 
der Winkel berechnen, den die Tangente an letzterer in dem betreffen 

1) über die Zuliissigkeit dieser nur ausnahmsweise tatsächlich vollkommen 
erfüllten Voraussetzung vgl. § 53. 
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den Punkt mit der ursplünglich geraden Stabachse einschließt. Bei
spielsweise findet sich für das freie Ende B, Fig. 2, § 16, dieser Winkel ß 
mit x= 1 zu 

tg ß = /~ (p +~) p 

und angenähert, da es sich nur um sehr kleine \Verte von ß zu han
deln pflegt, 

. . • . . . . . 2) 

Aus Gleichung 1 folgt unter Beachtung, daß 

für x =0 0 auch y = 0, 

die Gleichung der elastischen Linie 

(X r p ( X) P ( 2 x 2)-J y~- \ -- 1--- +- [2 - -lx _L_ x 2 
B~2 3 4. 3 '6 

. . . . 3) 

Die Durchbiegung des freien Endes, also im Punkt B, beträgt, 
da hierfür x = 1, 

y = ~ (P -f- PI) 13 =f!_ (P .-1_9) za .... 4) 
B 838 83 1 8 .. 

Sehr anschaulich läßt sich die Durchbiegung und Winkeländerung 
mit dem in § 54 unter 5 angegebenen Verfahren ermitteln, wie da
selbst gezeigt ist. Dasselbe bietet namentlich bei veränderlichem 
Querschnitt Vorteile. 

2. Der Stab liegt beiderseits auf Stützen, Fig. 1. Er ist belastet 
durch die gleichmäßig über ihn verteilte Last Q = p (a + b) = pt 

und durch die im Punkte C angreifende Kraft P. 

c-~~~-~--
~-----.t 
I 

~ 
Fig.1. 

-----0.1 
I 

" 
Die Auflagerdrücke der Stiitzen A und B sind 

__ ~-L Q a Q 
A-P 1 : 2' B=P T +-2-· 
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Für den innerhalb der Strecke ..4 0 um x vom Auflager A ab
stehenden Querschnitt ist das biegende Moment 

M = Ax _ P x2 = (p ~ +~) x _ ~~~ 
b 2 l 2 2· 

Dasselbe erlangt innerhalb der Strecke A-o = a einen größten Wert für 

P ~ + ~ =px 

x=Pb~!. 
Q · 2' 

sofern 
_ l 

a>-2· 
Der gesuchte Querschnitt könnte hiernach nur in der größeren der bei
den Strecken a und b liegen, und zwar zwischen der Balkenmitte und 
dem Angriffspunkt 0 der Kraft P, vorausgesetzt, daß 

P l P 2a-l n-b 
-b<a--- oder -<--=--Q 2 Q 2b 2b 

b Q 
pa>P y +2 ' 

d. h. daß die iiber die Strecke a gleichmäßig verteilte Last größer ist 
als der AufIagerdruck A. 

Für den Fall, daß 
P a-b 
Q:2 2b , 

liegt der durch die Biegung am stärksten beanspruchte Querschnitt 
im Angriffspunkte 0 der Kraft P. 

Demnach ergibt flieh, 

wenn 

wenn 

• • 6) 
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Für Q=O wird 

und, wenn 

b 
max (M b )= P T·a 

l 
a=~ b= ---

2' 
Pl 

max (Mb) = "4 '" ......... 7) 

Für P=O wird 
Q l pP 

mall. Cl}] b) = - 8" = -8 . . . . . . . . . 8) 

Zur Bestimmung der elastischen Linie innerhalb der Strecke AG 
ergibt sich nach Gleichung 15, § 16, 

d2 y a ( x 2 ) dx2 = - e A x - p 2: 
und unter der Voraussetzung der Unveränderlichkeit von a und f)1) 

(vgl. Ziff. I) 

a (1 1 ) Y == -- - - Ax3 -- -px4 -LO x --1---0 (") 6 24 I 1 ; 2' 

1) Ist der Querschnitt des Stabes stetig oder sprungweise veränder
lich, so können zur Ermittlung der Durchbiegung und der Neigung der elasti
schen Linie verschiedene Wege eingeschlagen werden. Die Grundlage für rein 
rechnerisches Verfahren findet sich z. B. in der Arbeit von Weyrauch: "Die 
Gleichung der elastischen Linie willkürlich belasteter Stäbe" unter IH. "Homo
gene Stäbe mit sprungweise veränderlichem Querschnitt" (Zeitschrift für Mathc
matik und Physik 1874, S. 392 u. f. ) Land (Zentralblatt der Bauverwaltung 1886, 
S. 249: "Die Durchbiegung voller Träger mit veränderlichem Querschnitt") und 
später unabhängig von ihm Ensslin (Dinglers polyt. Journal 1901, S. 341 u. f.: 
"Die Durchbiegung ungleich starker Wellen"; ferner: "Mehrfach gelagerte Kurbel· 
wellen mit einfacher und doppelter Kröpfung. Ihre Formänderung und Anstren
gung", Stuttgart 1902) gehen von dem Mohr sehen Satz aus, daß die elastische 
Linie des urspriinglich geraden Stabes als Seilkurve aufgefaßt werden kann, wäh
rend Kloß ("Analytisch.graphisches Verfahren zur Bestimmung der Durch
biegung zwei- und dreifach gestützter Träger". Berlin 1902) Einfachheit der Lö
sung durch Verbindung von rechnerischem und zeichnerischem Verfahren auf 
etwas anderem Wege anstrebt. Auch das in § 54 unter 5 besprochene Verfahren 
kann angewendet werden. In nicht wenigen Fällen führt schätzungsweiser Ersatz 
des Stabes mit veränderlichem Querschnitt durch einen prismatischen zu genügend 
genauer Ermittlung der Durchbiegung und der Neigung der elastischen Linie. 

über das Bedürfnis, die Durchbiegung von Wellen oder auch die Winkel 
ZU bestimmen, unter denen die elastische Linie der Welle in den Lagern gegen 
den Horizont geneigt ist, vgI. des Verfassers Maschinenelemente, 4. Abschnitt 
unter"B. Achsen und Wellen" (1892, S. 317 u. f., S.324 u. f., 1908, S.541 u. f., 
S .. 548 u. f.). 
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Wegen 
Y=~ 0 für a;~~ 0 wird C2 = o. 

Für die Strecke BC findet sich entsprechenrl 

~~! = _ ~ (B x _ p x121 
dXI 2 e 1 2 ) , 

d Yl = _ ~ (~ B x 2 __ ~ p X 3 + C,) 
d x} e 2 } 6} , 

Y} = - ~ (~ Bx}3 ._- 2~ pX}4 + C' x} + C"), 

C"=O. 

Die Senkung im Punkte C muß für heide Strecken gleich erhalten 
werden, d. h. 

~Aa3_- ~pa4+C a=~Bb3_~-pb4_I-.C'b 
6 24 } 6 24 I • 

Ferner muß der Neigungswinkel der elastischen Linie im Punkte () 
der Strecke AC gleich dem negativen Wert des Neigungswinkels der 
elastischen Linie im Punkte C der Strecke BC sein, d. h. 

-}Aa2 - ~-pa3 O}= -- ~ Bb 2+ ~ pb3 -C'. 

Nach Beseitigung von C\ und C' mittelst der beiden letzten Glei
chungen findet sich 

für rlie Strecke AC 

ßI - ~~ = (_~-AX2 - -~- PX3 ) ~ 

PI X - Y = ( ! A x 3 - 2~ P X4)~ 

ß = (p ab (a -1- 2 b) + Qi:)~. 
I 6l 24(9' 

9) 
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Die Durchbicgung Yc im Angriffspunkte C der Kraft Pergibt 
sich zu 

folgt 

Yc= (p +l2 ta;~ Q )~~:-~-~ 
Für den Fall, daß 

1 
a= b=---

2 ' 

.. 10) 

ßl = ß2 = ß ~-= (p +} Q)~ {~, . . . . . . . 11) 

Yo=(P+~Q)~~~ . ....... 12) 

und, sofern Q == 0, 
ce Pl2 

ß=T6-(.j , 

(( pp 
YO=48 e 

13) 

14) 

In vielen Fällen, namentlich bei Belastung durch zahlreiche Einzel
kräfte, füln-t das in der Fußbemerkung 1, S.249 erwälmte Mohrsche 
Verfahren rascher zum Ziele als die Rechnung. über die Anwen
dung desselben auf mehrfach gelagerte Wellen, gekröpfte Wellen usw. 
finden sich Beispiele in des Verfassers Maschinenelementen, 10. Auf I. 
S. 21 u. f., S.573 u. f., 11. Auf I. S. 22 u. f., 12. Auf 1., S. 25 u. f. 

3. Der Stab ist beiderseits wagerecht eingespannt, Fig. 2, und be
lastet durch die gleichmäßig über ihn verteilte Last Q=pl, sowie 

durch die in der Mitte () angreifende Kraft P. 

Wie bereits unter Ziff. 1 erörtert, wird mit der Bezeichnung der 
Ein..'lpannung der Begriff verknüpft, daß die elastische I~inie an der 

F-~:::l--T-~-

-- ,{-
'!. 

Fig.2. 

Einspannstelle die ursprünglich gerade Stabachse zur Tangente hat. 
Die vorausgesetzte Einspannung in A und B bedingt hiernach, daß 
die gerade Stabachse AB die elastische Linie AC B in A und B be
rülnt. Inwieweit sich dies tatsächlich erreichen läßt, darüber wird 
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in § 53 das Nötige erörtert werden. Bemerkt sei jedoch schon hier, 
daß nur in sehr seltenen Fällen von wirklicher Einspannung in dem 
bezeichneten Sinne gesprochen werden kann. 

Bei der· Symmetrie der Belastung genügt es, nur die Hälfte A 0 
des Stabes in Betra<lht zu ziehen. 

An der Einspannstelle A wirken auf den Balken 

ein Kräftepaar vom Moment lrI A 

P Q 
" AufIagerdruck A = 2 -+- '2 . 

Für den beliebigen, um x von der Einspannstelle A abstehenden 
Querschnitt ist das biegende Moment 

px2 

Mb=MA+Ax-2~ 

Hiermit liefert die Gleichung 15, § 16, 

fi "p Ct ( pX2) 
dx 2 = - .(~ M A --t= Ax - 2 ' 

woraus unter Voraussetzung, daß a und e unveränderlich sind, 

dy= _.~ (MA x+!Ax2 _ pX3). 
dx e 2 6 

Die lntegrationskonstante ist wEgen der angenommenen Befesti
gungsweise der Stabenden, d. h. wegen 

ebenfalls gleich Null. 

dy =0 für x=O, 
dx 

Die unbekannte Größe des Momentes M A ergibt sich durch die 
Erwägung, daß für 

l 
x=-

2 
dy 
-=0 
dx 

sein muß, aus der Gleichung 

o = M A .l __ ~!. (~ + Q) E. _ p.E.. 
2 '2 2 2 4 i' 

zu 

al&o links drehend, wie nach der Form der elastischen Linie erwartet 
werden mußte. 
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Hiermit das biegende Moment im Abstande x von A 

M = _ (PI_L QI) +(P-f- Q)x _ px2 • 
b 8 I 12 2 I 2 2 

Für die Stabmitte x = ~ folgt. 

253 

PI , QI 
jJf = - -1-- ---

b 8 I 24' . . . . 16) 

QI 
d. i. absulut genommen 24 weniger als das Moment M A an der Ein-

spannstelle. 

Da Mb für die Mitte C positiv ist, so muß das Moment für einen 
Querschnitt zwischen A und C Null sein, entsprechend einem Wende
punkt der elastischen Linie. (In Gleichung 13, § 16, wird Q = 00 tür 
Mb=O.) 

Für den Fall, daß Q = 0, ergibt Rich das Moment 

im Punkte A zu 

" " C " 

PI 
8 ' 

-L PI 
I 8' 

I 
" Abstande x = -4- (Wendepunkt) O. 

Für den Fall, daß P =-= 0, wird das Moment 

im Punkte A 
Ql pl2 
12 -12' 

I Ql pl2 
" " C I 24 == +24 ' 
" Abstande x= 0,21131 (Wendepunkt) O. 

Die Gleichung der elastischen Linie wird erhalten ducch noch
malige Integration des für den ersten Differentialquotienten erlangten 
Ausdruckes unter Beachtung, daß für x = 0 auch y = 0, 

y = _ ~ (~ M A x 2 + ~ A x3 _ ~~4) . 
Hieraus findet sich die größte Durchbiegung y 0 für x = -- zu 

Yc=(p -j--Q\~~ , 2J e 192 
17) 

Sehr anschaulich gestaltet sich auch im vorliegenden Falle das 
in § 54 unter 5 angegebene Verfahren. 
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4. Der Stab werde als senkrecht stehende, an den Enden frei be
weglich gelagerte und mit n Umdrehungen in der Minute um
laufende Welle angenommen, die durch die Fliehkraft eines mit 
ihr in der Mitte fest verbundenen Körpers, dessen llasse '1u= G : g 
ist und dessen Schwerpunkt um die sehr kleine Größe a von der 

Stabachse absteht, belastet wird. 

Die eigene Masse der Welle werde vernachlässigt, ebenso der 
Einfluß des Momentes G. a. 

Infolge der Fliehkraft biegt sich die ·Welle in der Mitte um y durch, 
so daß die Fliehkraft beträgt 

p =~ (a + y) (~:;b r m . . . . . . . . . 18) 

Ihr entgegen wirkt die Elastizitätskraft der Welle, die nach Glei
chung 14 sich zu 

p_ 4~~ 
-y a l3 

berechnet, also y proportional ist. 

Da beide Werte von P einander gleich sein müssen, folgt 

y ~~ ~~ ~= (a -I-y) {ifJY m 

a.m(;r 
Y= _ ---- ......... 19) 

48 (:j (:JC n) 2 ____ . _._ m 
C( l3 30 

Durch Einführung dieses Wertes in Gleichung 18 ergibt sich die 
auf Biegung wirkende Kraft und damit auch das biegende Moment. 

Für 

48~ _ (:T n) 2 m = 0 (( l3 30 ' • • • • • • • . • 20) 

d. i. für 

. . . . . • . . • 21) 

wird y = Xl, d. h. das Gleichgewicht zwischen Fliehkraft und Elasti
zitätskraft hört auf zu bestehen. Diese Umdrehungszahl wird als 
kritische Umdrehungszahl be7.eichnetl). 

1) über die eingehende Behandlung dieser für rasch umlaufende Wellen be
deutungsvollen Aufgabe s. Föppl, Civilingenieur 1895, Heft 4; Mitteilungen 
aus dem mechanisch-technischen Laboratorium der Techn. Hochschule München, 
24. Heft, 1896; Klein, Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1895, S. 1191; 
Kirsch, ebenda 1895, S. 702; insbesondere Stodola, Die Dampfturbinen, ferner 
Schweizerische Bauzeitung 1916, S. 197 u. f. (kmze Mitteilung in der Zeitschrift 
des Vereines deutscher Ingenieure 1916, S.971). 
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Die vorstehende Rechnung ist natürlich nur mit der Genauig
keit zutreffend, die den Voraussetzungen entspricht, die bei der Ent
wicklung gemacht wurden. Diese nimmt, ganz abgesehen von an
derem, insbesondere auf die Kräfte nicht Rücksicht, die an den Lager
stellen wirksam werden, su bald Durchbiegungen von Erheblichkeit 
sich einstellen. Die gemachten Voraussetzungen müssen im Auge 
behalten werden, wenn die vorstehenden Rechnungsergebnisse auf die 
im Maschinenbau vorkommenden Wellen übertragen werden sollen. 
Das gilt auch hinsichtlich der Betrachtung, die man anstellen kann, 
wenn in Gleichung 19 

(1;Y m> ~~ l~ 
wird. DanIl erhält y, das im Falle der Gleichung 20 00 wurde, plötz
lich einen kleinen negativen \-Vert. 

Für kreiszylindrische Wellen aus Flußeisen von der Länge 1 geht 
Gleichung; 21 mit a = 0,47 Milliontel Übel" in 

d 2 d2 
n = 21380 --==- = 670000 -----=-- . . . . . . 22} 

lYml n/G'l 

§ 19. Körper von gleichem Widerstande. 
'Körper dieser Art sind so geformt, daß die Belastung in sämt

lichen Querschnitten eines und desselben Körpers die gleiche Größt
spannung hervorruft. Unter Bezugnahme auf die Beziehungen 12, 
§ 16, heißt dies, daß für sämtliche Querschnitte 

k = M" b k= J-Ib 
z e ZW. e 

konstant ist. Daraus folgt, daß die Querschnitte mit Mb sich derart 
ändern müssen, daß der Quotient 

bzw. 

für alle Querschnitte gleich bleibt. 

Hiermit führt Gleichung 13, § 16, zu 

1 Mb Mb 1 kz =a -_. -=(( _.-. -=((-

Q e (1 e1 e1 

e1 

woraus ersichtlich, daß im Falle eines konstanten Abstandes e1 und 
bei Unveränderlichkeit von a die elastische Linie zum Kreise wird. 



256 III. Regung. 

1. Der einerseits eingespannte, andererseits freie Körper 
mit reehteckigem Querschnitt von konstanter Breite bist am freien 

Ende durch P belastet, Fig. 1. 

Fig. I. 

Für den um x von A abstehenden Querschnitt beträgt 

Folglich 

1 
A= -bz3 
. 12 ' 

P (l _. x) 
k =.. --~- = konstant 

Z I ' 
_. bz 2 

6 

woraus mit l _. x = Xl 

d. i. die Gleichung einer Parabel. Demnach ist in Fig. 1 die Begren
zung E BD nach einer Parabel zu gestalten, für die BA die Haupt
achse, B der Scheitel und E (D) ein >"weiter Punkt ist, dessen Lage 
bestimmt erscheint durch 

AE==AD=~. = ~·V~~/· 
z 

Die Durdlbiegung YB am freien Ende ergibt sich unter Zugrunde
legung dei; Koordinatensystems xy (vgl. Fig. 2, § 16) nach Gleiehung 12 
und 15, § 16, unter Beachtung des S. 255 Bemerkten aus 

d 2 y (( kz (( kz ckz 2 ak '/l 
Z 

dx2 e l 1 V~P· (l- x) 
h )/i-=- x 

, 
z 
2 2 kzb 
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sofern a als unveränderlich betrachtet und im Auge behalten wird, 
daß für 

J-'=O 

zu 

dy 
- '-- == () 

dx 

8 Pl3 
YE =-- (C[;7;'3 

y=o. 

. . . . . . . I) 

Für den gleichbelasteten, jedoch prismatischen Stab ergab Glei
chung 4, § 18, 

d. i. die Hälfte des Wertes von Gleichung 1. 

Nach Maßgabe der vorstehenden Rechnung würde der Quer
schnitt im Angriffspunkte der Kraft P gleich Null sein. Dieses natür
lich unzulässige Ergebnis ist die Folge der Vernachlässigung der Schub
kraft. 

Unter "Biegung und Schub" wird in § 52 das znr Feststellung 
der Querschnittsabmessungen gegen das Ende des Stabes hin Erforder
liche bemerkt werden. 

2. Der Stab belastet wie unter 1, jedoch von konstanter Höhe 11, Fig.2. 

Für den um Xl vom freien Ende B abstehenden Querschnitt er
gibt sich 

P:1:1 
k = ---- - = konstant, 

z I h 2 z 
6 

I 
h 2z, 

6 

d. h. die Begrenzungslinien BC und BD sind Gerade, deren Lage 
durch 

bestimmt wird, 

-~ -. ---- b 
AC=AD= ---

2 

c. Bach, Elastizität. 8. Anfl. 

3 Pl 
k h2 

z 

17 
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Die elastische Linie ist nach Maßgabe der Gleichung 

~=a~.=2a~Z. e e1 h 

infolge der konstanten Höhe des Stabes ein Kreis vom Halbmesser 

h e== _.- . 
2 akz 

--- ---- L -- -----.. 
I , 

r- ----,x.---

Fig.2. 

Die Durchbiegung Y B am freien Ende B wird daher 

l2 l2 6 Pta 
Y B = - = a k - - =.~ a - - _.. . . . . . . . 2} 

2(2 zh bh a 

d. i. 1,5 mal so groß, wie die Durchbiegung (nach Gleichung 4, § 18) 
unter sonst gleichen Verhältnissen bei konstanter Breite sein würde .. 

V gl. Schlußbemerkung zu Ziff. 1. 

3. Der Stab liegt beiderseits auf Stützen, Fig. 3, und ist durch die
im Punkte C angreifende Kraft P belastet. 

I 
tc-'X - .... 
I+-----~ ---

I 

--~ --~ 
I 

Fig. 3. 

Der Teil AC verhält sich wie ein bei C befestigter und bei A. 

durch P ~ belasteter Stab, der Teil Be wie ein bei C befestigter 

und bei B mit P.~ belasteter Balken (Fall wie bei Ziff. 1 und 2). 
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§ 20. Die Voraussetzungen der Gleichungen in § 16. 259 

Ist der Querschnitt kreisförmig, so findet sich für den beliebigen, 
x von A. abstehenden Querschnitt der Strecke A. C 

Damit wird 

b 
Mb=PTX, 

8 :re 3 
-~="--z' . 

e1 32 

b P-x 
l 

ke = ---- = konstant, 
:re 3 

32 z 

3 32 Pb z = " "."._._"" x, 
:rekel 

d. i. die Gleichung einer kubischen Parabel, für die AC die Haupt
achse, A .der Scheitel ist, und deren Ordinate im Querschnitt bei C 
durch die Gleichung 

bestimmt wird. 

Da sich für die Strecke Be ein ganz entsprechendes Ergebnis 
findet, so besteht der gesuchte Körper AB aus zwei nach kubischen 
Parabeln, die sich im Querschnitt bei C schneiden, geformten Um
drehungskörpern . 

V gl. Schlußbemerkung zu Ziff. 1. 

§ 20. Die bei der Entwicklung der Gleichungen in § 16 ge
machten Voraussetzungen und ihre Zulässigkeit. 

Der durch Biegung in Anspruch genommene Stab auf 
Grund des Gesetzes s = a (im. 

Die Voraussetzungen, die in § 16 zur Bestimmung der Biegungs
anstrengung, Gleichung 12, führten, sind: 

1. Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 
Kräfte ergeben für jeden Querschnitt nur ein Kräftepaar. 

2. Die Fasern, aus denen der Stab bestehend gedacht werden 
kann, wirken nicht aufeinander ein. sind also unabhängig 
voneinander. 

3. Die ursprünglich ebenen Querschnitte des Stabes bleiben 
eben. 

4. Der Stabquerschnitt ist symmetrisch, und die Ebene des 
Kräftepaares fällt mit der Symmetrieebene des Stabes zu
sammen oder ist ihr parallel. 

17* 
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5. Die Dehnungszahl ist für alle Fasern gleich groß, also auch 
unabhängig von der Größe und von dem Vorzeichen der 
Dehnungen oder Spannungen. 

Von Fällen, in denen infolge übergroßer Höhenabmessungen des 
Querschnitts im Verhältnis zu den Breitenabmessungen Ausknicken 

Fig. I. 

l<'i g.2. 

I 
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I 
I 
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ooooq> 000000 
ooooq>oooooo 
000 I 00 
000 00 
090 . 

, -<>I 
I , 
I I 
k,} ~ 

zu erwarten steht, oder in denen die auf 
S. 234,244, Fußbemerkung, berührten Ver
hältnisse in Betracht kommen, ist hierbei 
abgesehen. 

Diese Annahmen treten am deutlichsten 
vor das Auge, wenn wir uns einen Körper 
so ausgeführt und beansprucht denken, daß 
sie erfüllt sind. Zu dem Zwecke stellen 
wir uns vor, der Stab bestehe aus einzelnen. 
voneinander unabhängigen, ursprünglich 
gleichlangen Fasern, etwa wie die Fig. 1 
und 2 (Durchschnitt) erkennen lassen. Mit 
dem einen Ende seien dieselben im Boden An 
befestigt, mit dem anderen an der Platte CD. 
Die letztere, die wir uns gewichtslos denken 
wollen, werde in der Mittelebene von einem 
Kräftepaar PP, dessen Momont Mb = PlI, 
ist, ergriffen. Sie dreht sich infolgedessen 
um eine Achse E E. Die links von dieser 
gelegenen Fasern werden gedehnt, die rechts 
davon befindlichen erfahren eine Verkürzung. 
Von den gedrii.ckten Fasern werde voraus
gesetzt, daß sie sich nach der Seite hin 
nicht ausbiegen. Die Auffassung der Fasern 
als vollkommen gleicher Spiralfedern, etwa 
wie in Fig. 3 gezeichnet, wird diese V or
stellung erleichtern. 

Wie ohne weiteres ersichtlich, sind bei 
dieser Sachlage die Verlängerungen bzw. 
Verkürzungen der Fasern proportional dem 
Abstande von der Achse EE. 

Vi )!. :~. Bedeutet A. die Längenänderung, welche 
die ursprünglich I langen und im Abstande 1} 

von der Achse E E gelegenen Fasern erfahren haben, so ist 
}, 

e=T 
die verhältnismäßige Längenänderung . d. h. die Dehnung im Ab-
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stande I] . Wird diese Größe im Abstande 1 mit c' bezeichnet, ~o 

findet sich 
I', =e'lJ. 

Hiermit ist eine Spannung 

I', c' 
0= a=a~ll 

verknüpft, der bei dem Querschnitt t~ der im Abstande 'YJ gelegenen 
Fasern eine Kraft 

entspricht. 

, 
• 1'" 

r; 10 = .~ 11 t 0 
(( 

Die Gesamtheit dieser inneren Kräfte muß sich mit den äußeren 
Kräften im Gleichgewicht befinden. Infolgedessen muß sein: 

die algebraische Summe dieser inneren Kräfte in Richtung 
der Stabachse gleich Null, d. h. 

, 
y '~yf, '-.e _ofo--";"'--'Yjto - I, 

(I 

und ferner die Summe der Momente dieser inneren Kräfte 
gleich dem Moment des Kräftepaares Pa = Mb' d. h. 

, 
')' . . ~yet· 2_u 
~ a t 0' 11 - - _. 0 I} -.M b' 

(( 

Aus der ersten Bedingungsgleichung folgt bei Unveränderlich
keit von a 

.2't~lJ = 0, 

d. h. die Nullachse EE geht durch den Schwerpunkt sämtlicher Faser
querschnitte, bildet also die zweite Hauptachse des Gesamtquer
schnittes. 

Die zweite Bedingungsgleichung führt unter der soeben genannten 
\ -oraussetzung, (( betreffend, und bei Beachtung, daß.L t~ 17 2 = f). zu 

, 
.J11 ==~ e. 

b (( 

Beträgt der Abstand 'I der am stärksten gezogenen Fasern Cl' 

der am stärksten gedrückten - e2 , so erfahren diese Fasern die 
Spannungen 

bzw. 

woraus folgt 
1" .ol 

, 
a~ t: 

- ---
Ci el a e2 
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und hiermit 

folgt 

oder 

e 
Mb=O'!

e1 

Bei Berücksichtigung, daß 

0'1 <kz -- 0' <k 2- , 

d. s. die in § 16 entwickelten Gleichungen 12. 

Wir bemerken - wie hervorgehoben sei -, daß bei der voraus
gesetzten Sachlage - die einzelnen Fasern sind gelenkig an die 
Platte angeschlossen - die Stabachse gerade bleibt, daß also das 
Kräftepaar PP mit dem Momente Pa eine Krümmung derselben 
nicht veranlaßt. 

An die Stelle der Krümmungsachse, die sich im Krümmungs
mittelpunkt projiziert, tritt hier der Durchschnitt der Ebenen CD 
und AB!). 

Weiter bemerken wir, daß hier die Ebene CD aufhört, senk
recht zur Faserrichtung und zur Stabachse zu stehen. 

Die Beziehung 1, § 16, die für den gebogenen Stab, Fig. 2, § 16, 
unter der Voraussetzung abgeleitet worden war, daß die Querschnitte 
senkrecht zur gekrümmten Mittellinie stehen, gilt eben auch dann, 
wenn die Achse gerade bleibt, Fig. 1, nur müssen dann die einzelnen 
Querschnitte sich gegen die Achse derart neigen, daß ihre Ebenen 
sich sämtlich in derselben Geraden schneiden, die den Durchschnitt 
der Ebenen AB und OD bildet. 

') Der Winkel 'P, den beide Ebenen miteinander einschließen, läßt sich 
durch folgende Erwägung leicht feststellen. 

Es beträgt die Spannung im Abstande 1 von der Nullachse ~ und die 

Dehnung dieser Faser e = oc ~~, somit die Längenänderung der ursprünglich 

1 langen l!'aser im Abstande 1 von der Nullachse 
M~ ocel, 

d. i. aber auch gleich dem Maß des Drehungswinkels der einen Ebene gegen 
die andere, also 

. . . . . . . . . . 1) 
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Die Tangente des Neigungswinkels eines beliebigen, zwischen 
AB und 0 D gelegenen Querschnittes ist proportional dem Abstand 
des Schwerpunktes desselben über AB. e hat dann hierbei allerdings 
nicht mehr die Bedeutung des Krümmungshalbmessers, sondern be
zeichnet den Abstand der Schwerachse EE von der Durchschnitts-

1 ('I,2y 
linie der Ebenen AB und OD. Eine Ersetzung von -- durch + --" e - dx-
ist dann natürlich unzulässig. 

1. Was nun zunächst die Voraussetzung unter 1 betrifft, 
daß die auf den Stab wirkenden äußeren Kräfte für jeden 
Querschni tt nur ein Kräf tepaar liefern, so ist festzustellen, 
daß dieselbe nicht erfüllt zu sein pflegt. Die Erzeugung des biegen
den Momentes erfordert Kräfte, die nur ganz ausnahmsweise, etwa 
wie im Falle der Fig. 1, oder im Falle der Fig. 4 oder 5 für den 
mittleren Teil AB, der dann wegen Mb = konstant nach einem 
Kreise gekrümmt ist, nicht mehr als ein Kräftepaar ergeben. In 

; p 

~."'-~---L--i-~-I I 
-- ,11).- - -r'- - ~ ~ - -- -----r - 1"'-

~ ; 

Fig.4. Fig. 5. 

uer Regel ist immer eine Schubkraft oder eine Normalkraft vor
handen (vgI. Einleitung zu § 16), deren Einfluß allerdings in vielen 
Fällen in den Hintergrund tritt. 

Hinsichtlich der Fälle, in denen die Schubkraft Bedeutung er
langt, muß auf "Biegung und Schub" in § 52 verwiesen werden. 

2. Was sodann die unter 2 genannte Voraussetzung an
belangt, daß die Fasern eine gegenseitige Wirkung auf
einander nicht ausüben, so erkennt man sofort, daß dieselbe für 
einen aus dem Ganzen bestehenden Stab nicht erfüllt ist. Wie wir 
in § 1 bzw. § 7 und 11 sahen, ist verbunden: mit der Dehnung in 
Richtung der Stabachse eine Zusammenziehung senkrecht zu der
selben, also eine Verminderung des Faserquerschnittes, und mit der 
Verkürzung eine Querdehnung, demnach eine Vergrößerung des Faser
querschnittes. Diese Formänderungen senkrecht zur Stabachse sind 
um so bedeutender, je mehr die Dehnungen (positive wie negative) 
in Richtung der Fasern betragen. Da nun hier diese Längsdehnungen 
mit dem Abstande von der Nullachse in absoluter Hinsicht zu
nehmen, so werden die von der letzteren weiter abstehenden Fasern 
Bich quer auch mehr zusammen'Ziehen bzw. mehr dehnen wollen als 
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die unmittelbar benachbarten und nach der Nullachse hin gelegenen. 
Infolgedessen werden diese der angestrebten Querzusammenziehung 
bzw. Querdehnung zu einem Teile hinderlich sein. Dieser gegen
seitige Einfluß der Fasern senkrecht zu ihrer Richtung muß nach 

dem Früheren (§ 7 bzw. 14) elie Beziehung a = _f , also im Falle der 
CI 

Unveränderlichkeit von (( die Proportionalität zwischen Dehnungen 
und Spannungen beeinträchtigen und die Festigkeit etwas erhöhen 
(§ 9, Ziff. 1, bzw. § 14). Er wird allerdings nicht bedeutend sein. 

Außerdem werden aber auch die fest miteinander verbundenen 
Fasern noch dadurch aufeinander einwirken müssen, daß sich die 
weiter von der Nullachse abstehenden mehr ausdehnen bzw. ver
kürzen und deshalb gegenüber den unmittelbar benachbarten, dieser 
Achse näher gelegenen, ein Bestreben zu gleiten haben. 

In bezug auf den gegenseitigen Einfluß der Fasern werden sich 
verschiedene Querschnittsformen verschieden verhalten (vgl. auch § 9). 
Vergleichen wir beispielsweise den rechteckigen Querschnitt (Fig. 6) 
mit dem ~I-förmigen Fig.7, so erkennt man sofort, daß die auf 
der Linie G G liegenden Fasern des ersteren von ihren benachbarten 
inneren Fasern mehr beeinfiußt werden müssen als die in gleichem 
Abstand liegenden Fasern BCCB des anderen Querschnittes. Diese 
sind eben zum größten Teile nach innen frei. (Vgl. auch S. 234, 

Fi).! . (; 

I-'ig . •. 

Fußbemerkung.) 
Werden aus einem und demselben Material 

zwei Stäbe vom Querschnitt Fig. ß und Fig. 7 
hergestellt, beide sodann der Biegungsprobe 
mit stetig wirkender Belastung unterworfen 
und werden hierauf die beobachteten Durch
biegungen mit denjenigen verglichen, welche 
die Rechnung liefert, so ergibt sich für den 
Querschnitt Fig. 6 ein vergleichsweise etwas 

geringerer Wert als für den Querschnitt Fig. 7, entsprechend einer 
etwas größeren Widerstandsfähigkeit gegen Biegung, vollständige 
Gleichartigkeit des Materials in bei den Stäben vorausgesetzt. 

Die Ergebnisse von Versuchen des Verfassers mit breitfiaHschigen 
I-Trägern aus Flußeisen deuten darauf hin, daß dieser Einfluß inner
halb des Gebietes der elastischen Dehnungen sehr gering ist (s. Zeit
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1910, S. 382 u. f.). Je nach 
der Stärke des Steges und der Flanschen kann er allerdings auch 
erheblich werden. 

Größer als bei statischer Beanspruchung steht er bei dynami
seher Wirkung der belastenden Kräfte zu erwarten. 

Aus dem Erörterten folgt weiter heispielsweise für die breit-
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basige Eisenbahnschiene, Fig. 8, daß die im Kopfe des Quersuhnitte;; 
zusammengedrängte Masse der Dehnung (positiven wie negativen) 
einen verhältnismäßig (im Vergleich zu dem, was bei den Entwick
lungen im § 16 vorausgesetzt wird) gr.ößeren Widerstand entgegen
setzt als das Material in dem breiten, wenig hohen Fuß, und daß 
infolgedessen die tatsächliche Nullachse oberhalb der horizontalen 
Schwel'punktachse des Querschnittes gelegen sein muß. Wird der 
letztere so bestimmt, daß diese Achse in halber Höhe liegt, so kann 
hiernach der Querschnitt nicht als ganz zweckmäßig bezeichnet wer
den, namentlich dann nicht, wenn der Fuß sehr breit ist. In solchem 
Falle muß die wagrechte Hauptachse des Querschnittes entsprechend 
tiefer als in halber Höhe sich befinden. Hierdurch erklärt sich auch 
eine verhältnismäßig größere Widerstandsfähigkeit starkköpfiger Stahl
schienen usw. sowohl gegenüber gewöhnlicher Biegungsbeanspruchung 
als auch gegenüber Schlagproben. 

= 

Rig. R Fig. 9. 

Je mehr sich die Querschnittfläche in zwei schmale, dcr Null
achse parallele Streifen zusammendrängt, Fig. 9, um so geringer wird 
der gegenseitige Einfluß der Fasern aufeinander, um so zutreffender 
erscheinen unter sonst gleichen Verhältnissen die Beziehungen, die 
auf Grund der Voraussetzung Ziff. 2 entwickelt wurden, vorausgesetzt, 
daß nicht ein anderer Umstand in' Betracht kommt., der sofort er
örtert werden wird. 

Ohne den Querzusammenhang der Fasel'l1 müßten diejenigen 
von ihnen, die gedrückt werden, in der Mitte llach der Seite aus
weichen (Fall der Knickung, vgl. § 23). In der Tat kann diese Nei
gung der gedrückten Fasern) nach der Seite auszuweichen, bei ver
hältnismäßig großer Länge des auf Biegung beanspruchten Stabes und 
bei entsprechender Querschnittsform des letzteren, wie z. B. Fig. U, 
dessen Widerstandsfähigkeit erheblich vermindern. (Vgl. auch § 13 
unter h, S. 209 u. f.) 

Der Querzusammenhang der Fasern kann infolge des örtlichen 
Angriffs der Kräfte, ,""elche das biegende Moment liefern, noch einen 
weiteren, zunächst die Form des Querschnittes und sodann auch dip 
Widerstandsfähigkeit des Stabes ändernden Einfluß äußern. 
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überblicken wir das hinsichtlich des gegenseitigen Einflusses der 
Fasern Gefundene, so erkennen wir, daß im allgemeinen die An
strengungen kz bzw. k, wie sie sich nach den Gleichungen 12, § 16, 
ergeben, nicht mehr den Charakter der reinen Zug- bzw. Druck
beanspruchung besitzen, und daß es deshalb im allgemeinen als richtig 
erscheint, bei Ermittelung der Abmessungen eines auf Biegung in An
spruch genommenen Stabes als zulässige Anstrengung des Materials 
Werte einzuführen, die aus Biegungsversuchen gewonnen wurden. 
Inwieweit es zutreffend ist, wenn an Stelle dieser Biegungsanstrengung 
die aus Zugversuchen abgeleitete Größe kz gesetzt wird, muß -
streng genommen - durch Vergleichung der Ergebnisse von Zug
und von Biegungsversuchen für jedes Material und die einzelnen 
Querschnittsformen festgestellt werden. Hierbei ist im Auge zu be
halten, daß es sich empfiehlt, die Versuche in der Regel unter solchen 
Verhältnissen anzustellen, wie sie bei den technischen Anwendungen 
vorliegen, auf welche die ermittelten Zahlen übertragen werden sollen. 
Der Beschreitung dieses Weges können sich allerdings in manchen 
Fällen sehr erhebliche Schwierigkeiten entgegenstellen. 

Bei zusammengesetzten Körpern wie Gitterträgern usw., die so 
konstruiert sind, daß die einzelnen Teile fast nur Zug und Druck 
erfahren, ist naturgemäß mit kz und k (falls nicht Knickung in Be
tracht kommt) zu rechnen. 

3. Was die oben unter 3 aufgeführt,e Voraussetzung anlangt, 
daß die Querschnitte eben bleiben,· 80 ist festzustellen, daß 
auch sie nicht genau zutrifft; die Schubkraft, die mit dem biegen
den Moment verknüpft zu sein pflegt, wirkt auf Krümmung der ur
sprünglich ebenen Querschnitte hin (vgl. "Biegung und Schub" in 
§ 52); doch ECheint, soweit das bis heute vorliegende Material ein Urteil 
gestattet, die Annahme des Ebenbleibens der Querschnitte in vielen 
Fällen bei ausschließlich oder wenigstens in entschieden vorwiegender 
Weise auf Biegung beanspruchten Stäben, die aus einem Material be
stehen, fiir das die Voraussetzung Ziff. 5 erfüllt ist, zulässig zu sein. 

Für einen reckt eckigen Stab aus weichem Bessemerstahl von 
140 mm Höhe bei 55 mm Breite und 1200 mm Länge, der sich bei 
einer Auflagerentfernung von 1000 mm um 241,5 mm durchgebogen 
hatte, ohne zu brechen, stellte Bauschinger fest, daß bei dieser 
ganz bedeutenden Durchbiegung die ursprünglich ebenen Querschnitte 
eben sowie senkrecht zur elastischen Linie geblieben waren, und die 
Länge der friihcr geraden, 1000 mm langen elastischen Linie sieh 
nicht geändert hatte. 

Versuche des Verfassers mit allerdings weniger hohen Stäben 
rechteckigen Querschnittes aus Schmiedeeisen führten zu dem gleichen 
Ergebnis. 
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Das Ebenbleiben der Querschnitte bei Materialien , die Pro
portionalität zwischen Dehnungen und Spannungen überhaupt nicht 
aufweisen, wird nach dem in der Fußbemerkung 2, S. 2iHJ Bemerkten 
und nach dem, was aus dem bis heute vorliegenden Versuchsmaterial 
geschlossen werden kann 1), bis auf weiteres gleichfalls als zulässig 
angenommen werden dürfen. 5) e\ 

Bei Querschnitt::;formen, 
wie in der Fuß bemerkung 
S. 234 hervorgehoben, wird 
Ebenbleiben der Querschnitte 
im allgemeinen nicht statt
finden. Das daselbst hinsicht
lich der Überschätzung der 
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Widersta ndsfähigkeit Gesagte wird fest im Auge zu behalten seilI. 
4. Um die Bedeutung der unter 4, S.259 angegebenen Vorau~

setzungen möglichst einfach und deutlich klarzulegen, sollen die 
folgenden Betrachtungen an einen bestimmten Fall angeknüpft werden. 
Wir denken uns einen Stab vom Querschnitt .Fig. 10, in der Mittel
ebene der Stegmitte belastet~) gemäß Fig. 5, so daß für den mitt
leren Stabt eil , den wir allein ins Auge fassen wollen, die äußeren 
Kräfte nur ein Kräftepaar ergeben. 

1) Vgl. in dieser Hinsicht u. a. E. Meyer in der Zeitschrift des Vereine, 
deutscher Ingenieure 1908, S. 197 u. f. 

2) Auf den Fall der Belastung in der senkrechten Hauptachsenebcnc wird 
S. 270 eingegangen werden. 
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Der Kern des auf Biegung beanspruchten Stabes ist der Steg, 
wie in der Abbildung durch Strichlage hervorgehoben ist. Bei der 
Durchbiegung in senkrechter Richtung werden die Fasern in E ver
kürzt und bei F gedehnt. Damit wirkt der Steg bei E auf die 
obere Flansche ED drückend und bei F auf die untere Flansche Fe 
ziehend. Die obere Flansche erscheint hiernach als ein Stab, der 
durch eine exzentrisch angreifende Kraft auf Druck beansprucht 
wird und infolgedessen eine ungleichmäßige Verteilung der Spannung 
über den Querschnitt erfährt. Die untere Flansche zeigt sich als 
Stab, der durch eine exzentrisch wirkende Kraft auf Zug be
ansprucht wird und deshalb gleichmäßige Verteilung der Spannungen 
über den Querschnitt nicht aufweisen kann. Die obere Flansche 
und mit ihr der obere Teil des Steges wird sich daher krümmen 
müssen, wie in Fig. 11 in übertriebenem Maße für ein mittleres 
Stück des Stabes angegeben ist, während die untere :Flansche sich 
in entgegengesetzter Richtung zu krümmen bestrebt ist. wie Fig. 12 
darstellt. Der Steg selbst wird sich also oben nach links, 
unten nach rechts ausbiegen, seine ursprünglich eine senk
rechte Gerade bildende Mittellinie wird eine S-förmige Ge
stalt annehmen; er wird eine Verdrehung erfahren, seine 
Querschnitte werden sich wölben müssen (vgl. Taf. XIII). 
Durch diese Verdrehung werden natürlich auch die Flanschen in 
Mitleidenschaft gezogen. Je höher der Steg ist, um so leichter wird 
sich unter sonst gleichen Umständen seine Formänderung vollziehen 
können. Die Stegstärke wird den entgegengeset.zten Einfluß äußern, 
je größer sie ist, um so bedeutender wird der Widerstalld sein, den 
der Steg gegenüher der ihm zugemuteten Formänderung leistet. 

Um den Grad der Ungleichmäßigkeit der bezeichneten Span
nungsverteilung über die Flanschen festzustellen, wurde ein J-Träger 
Profil NI'. 30 e = 7975 cm4 Fig. 13 in eine stehende Prüfungsmaschine 
gehracht und darin belastet gemäß Fig.5 l = 1000 lllm, a= 1000mm. 
Dureh Spiegelapparate wurden gemessen: die Längenänderungen der 
Fasern auf 200 mm Erstreckung an den in Fig 13 bezeichneten 
4 Stellen: Ml M2 M3 und .J.lI4 , die um je 145 mm von der wagreehten 
Hauptachsellebene abstehen. Die Untersuehung lieferte für die Be
lastungsstufe p= 250/1750 kg die Beanspruchungen in der Richtung, 
in der die Dehnungen gemessen wor~en waren, 

in M l 01 == - 417 kgjqcm 
in ~f2 02 = -- 45 " 
in M 3 0a = + 370 ., 
in M 4 o. = + 113 " 

Die Zahlen zeigen deutlich die außerOl'dentlieh ungleichmäßige 
Verteilung der Beanspruchung über die Flansehen, während die 
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übliche Rechnung (in § 16) im gleichen Abstand von der Nullebene 
die gleiche Beanspruchung annimmt. 

Wenn geradliniger Verlauf der Beanspruchungen von !fI1 nach M.! 
und von Ma nach Mi angenommen werden darf (in Wirklichkeit wird 
der Verlauf mindestens durch den Steg hindurch voraus-

Fig. I:; . 
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siohtlich ein etwas anderer sein), so wird sich für die obere Flansche 
die Druckverteilung nach Fig. 14 und für die untere die Zugver
teilung nach Fig. 15 ergeben, während die übliche Rechnung (§ 16) 
den Verlauf der Beanspruchung nach den Geraden N1 N2 bzw. NaN. 
voraussetzt, entsprechend a = 273 kg/qcm. Somit führt der Ver
.such für 
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417 - 273 
J"\If1 zu einer um 100· . -273--- = 53 % höheren Druckbeanspruchung 

" 
100 ~70 ~ 273 = 36°/ 

" 273 ° " 
Zugbeanspruchung. 

Außer der Untersuchung mit Belastung des Trägers in der 
Stegmittelebene wurden noch Versuche durchgeführt mit Belastung 
in der senkrechten Hauptachsenebene des Querschnitts, wie Fig. 16 
andeutet. Dabei ergab sich 

in 21I1 01 = - 518 kgjqcm 
in]l{2 O2 = + 104 " 
in 11(q o~ = + 456 " 
in M 4 04=~ 16 " 

Diese Zahlen liefern die Fig. 17 und 18; Sie zeigen noch eine 
weit größere Ungleichmäßigkeit der Verteilung der Beanspruchungen 
über die Flanschen, als diejenigen, die sich im Falle der Belastung 
des Trägers in der Stegmittelebene ergaben; in der gedrückten 
Flansche zeigt sich außen sogar eine Zugspannung und in der ge
zogenen Flansche eine ~ allerdings sehr kleine - Druckspannung. 
Hier führt der Versuch für 

l' 5Hl - 273 0/ h' h D kb h Jrf1 zu elller um 100 - - ------- - = 90 0 Ö eren ruc eanspruc ung 
273 

456 ~ 273 
" 100 -- -~7B-- = 67 % " " 

Zugbeanspruchung 

als die übliche Rechnung. 

Hiernach ist fest zuhalten, daß die Entwicklungen in § 16 nur 
unter der Voraussetzung gelten, daß der Stab querschnitt symmetrisch 
ist, und daß die Kraftebene (Ebene der belastenden Kräfte) mit der 
Symmetrieebene zusammenfällt. Die Beurteilung der Widerstands
fähigkeit nach den Gleichungen 12, § 16, kann bei Körpern mit 
unsymmetrischem Querschnitt - je nach den Verhältnissen - zu 
einer mehr oder minder großen, unter Umständen zu überaus be
deutender Überschätzung Veranlassung geben. 

Werden die infolge der Unsymmetrie oder Einseitigkeit des 
Querschnittes auftretenden Formänderungen mchr oder weniger 
(z. B. durch Verbindung mit anderen Teilen) gehindert, so wird 
dadurch die Widerstandsfähigkeit erhöht.. So wird das z. B. eintreten, 
wenn zwei J-Träger mit dem Rücken ihrer Stege zusammen genietet 
werden usw. 

Dpr im vorstehenden besprochene nachtei1ige Einfluß der Un
symmetrie des Querschnittes ist vom Verfasser auch noch festgestellt 
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worden durch Bruchversuche mit Gußeisen und aus Durchbiegungs
versuchen mit Flußeisenträgern. Näheres hierüber sowie über die 
oben erwähnten Untersuchungen findet sich in der Zeitschrift des 
Vereines deutscher Ingenieure 1909, S. 1790 u. f. und 1!)1 0, S. 382 u. f. 
V gl. auch das nach Durchführung dieser Versuche erschienene Buch 
von Sonntag, Biegung, Schub und Scherung, Berlin 1900. 

5. Die Voraussetzung 5, daß die Dehnungszahl u konstant 
ist, also gleich für Zug und für Druck, sowie unabhängig 
von der Größe der Spannungen oder Dehnungen, erscheint 
nach Maßgabe der in § 4 niedergelegten Versuchsergebnisse und der 
hierauf bezüglichen Darlegungen in § 5 nur für manche Materialien, 

beispielsweise für Schmiedeeisen und Stahl, zulässig, solange die 
Spannungen gewisse Grenzen nicht überschreiten. Bei Gußeisen z. B. 
ist sie dagegen nicht zutreffend; hier wachsen die Dehnungen rascher 
als die Spannungen. Dasselbe ist der Fall bei weichem Kupfer; 
auch bei Legierungen desselben wie Bronze, Messing usw. wird in 
der Regel rascheres Wachstum der Dehnungen beobachtet. Gleich 
verhält sich Sandstein, Granit, Zementmörtel, Beton usw. 

Nach Maßgabe des Gesagten werden für einen auf Biegung 
beanspruchten Stab aus Gußeisen unter der Annahme, daß die Quer
schnitte eben bleiben, zwar die Dehnungen proportional mit dem 
Abstande 1} von der Nullachse wachsen, nicht aber die Spannungen; 
letztere mÜSBen vielmehr langsamer zunehmen, ent~prechend dem 
Umstande, daß a in a = e: a mit wachsender Dehnung (Spannung) 
zunimmt (vgl. z. B. S. 213). Fig. 19 veranschaulicht dies unter Voraus
setzung s~arker Beanspruchung des StabeB. Für die beliebig um 11 
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von der in X sich projizierenden Nullachsel) abstehende Faserschicht 

.sei PPl die Dehnung und PP2 die Spannung; dann ist für Gußeisen 
der geometrische Ort aller Punkte P2 eine gegen die Achse der 'Tj 

gekrümmte, in D2 XP2 Z2 sich projizierende Fläche, wenn auch die 
Punkte P l auf der durch die Nullachse gehenden Ebene D l XZl liegen. 
Bei Proportionalität zwischen e und 0, d. h. auf Grund der gewöhn
lichen Biegungsgleichung 

e 
Mb=0-;:j' 

würde sich die Spannungsverteilung nach Maßgabe der gestrichelt 
eingetragenen Geraden D 0 Z gestalten. Wie ersichtlich, weicht die 
Spannungsverteilung , wie sie sich unter Berücksichtigung der Ver
änderlichkeit der Dehnungen mit den Spannungen ergibt, bedeutend 
ab von derjenigen, die unter der üblichen Voraussetzung der Unver
änderlichkeit von a gewonnen wird. Die Abweichung ist - u.nter 
der Voraussetzung größerer Beanspruchung - hinsichtlich der 
Lage der Nullachse derart, daß das Material auf der Seite 
der größeren Dehnung (der größeren Nachgiebigkeit, der ge
ringeren Festigkeit) zur übertragung des Momentes einen 
größeren Querschnitt bietet als auf der anderen Seite; in 
bezug auf die Zunahme der Spannungen zeigt sich, daß 
das nach der Nullachse hin gelegene Material besser aus
genutzt wird. pie Spannungskurve kehrt der senkrechten 
Abszissenachse ihre hohle Seite zu, die Spannungen nehmen 
also nicht mit der ersten Potenz von 1J zu, sondern wachsen 
langsamer. Beides hat zur Folge, daß die Widerstands
fähigkeit eines solchen Balkens gegenüber Biegung größer 
sein muß, als es die übliche Biegungsgleichung erwarten 
läßt. Infolgedessen liefern die Gleichungen 10 und 12, § 16, die 
Zugspannungen größer, als sie tatsächlich sind. Ein und dasselbe 
Gußeisen muß deshalb bei Biegungsversuchen eine höhere Festigkeit 
-ergeben als bei Zugversuchen, wenn dieselbe auf Grund der Glei
chung 10, § 16, berechnet wird. 

Aus dem Erörterten folgt dann weiter, daß Stäbe mit Quer
schnitten, bei denen sich das Material nach der Nullachse hin zu
sammendrängt, widerstandsfähiger sein müssen, als nach Gleichung 12, 
§ 16, zu schließen ist. Beispielsweise wird ein Stab mit kreisförmigem 
Querschnitt eine größere Bruchbelastung, bestimmt nach Gleichung 10, 

') Daß diese hier nicht mehr durch den Schwerpunkt des Querschnittes 
geht, folgt unmittelbar aus dem. was S. 235 und S. 261 in bezug auf die Glei-
chungen J vdf' = 0 bzw. 2{0'fJ = 0 gesagt ist. Dieselben werden nur erhalten 
unter der Voraussetzung, daß die Dehnungszahl oe konstant ist. 
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§ 16, liefern müssen als ein Stab mit quadratischem Querschnitt, 
di.eser wird dagegen eine größere Biegungsfestigkeit aufzuweisen 
haben als der I-förmige Querschnitt usw. Hiermit stehen die Er
gebnisse der vom Verfasser in den Jahren 1885 u. f. durchgeführten 
Biegungsversuche mit Gußeisen in voller Übereinstimmung. Siehe 
"ZeitEchrift des Vereines deutscher Ingenieure" 1888, S. 193 u. f., 
S. 221 u. f., S. 1089 u. f., oder auch "Abhandlungen und Berichte" 
1897, S. 60 u. f., sowie § 22, Ziff.2 dieses Buches. 

Will man den Einfluß der Veränderlichkeit der Elastizität mit 
der Spannung schärfer verfolgen, so hat das unter Zugrundelegung 
der Gesetzmäßigkeit zu geschehen, die zwischen e und 0 beEteht. 
Im nachfolgenden soll das in Kürze ausgeführt und demgemäß 

der durch Biegung in Anspruch genommene Stab 

auf Grund des Gesetzes 

e =aam1) 

rechnerischer Betrachtung unterworfen werden. 

a) Allgemeine Gleichungen. 

Wir gehen von der zu Anfang des § 16 dargestellten Sachlage aus. 
Der einerseits eingespannte und am freien Ende mit P belastete 

prismatische Stab biegt sich unter Einwirkung dieser Kraft. Hier-

durch werden zwei ursprünglich paral1ele, um dx = 0°1 voneinander 
.abstehende Querschnitte ce und Cl Cl' Fig. 1, § 16, sowie F!g. 20 

1) Wie Verfasser bei Veröffentlichung betreffend das Potenzgesetz E = ao'" 
in der "Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure" 1897, S. 248 u. f. am 
Schlusse ausgesprochen, erscheint durch dasselbe eine Grundlage gewonnen, 
um an Entwicklungen heranzutreten, die sich die Aufgabe zu stellen haben, 
die Anstrengung von solchen auf Biegung oder Dtehung beanspruchten Kör
pern zu ermitteln, für deren Material Proportionalität zwischen Dehnungen 
.und Spannungen nicht besteht. Verfasser hoffte durch diese Hervorhebung noch 
besonders zu dahin gehenden Arbeiten anzuregen. In der Tat erwies sich diese 
Erwartung als berechtigt, denn bereits im Juni 1897 wurde ihm von Ingenieur 
Ensslin eine Arbeit vorgelegt, die sich mit der Biegungsaufgabe auf Grund 
des Gesetzes E = a om und insbesondere mit der Untersuchung des auf Biegung 
beanspruchten gußeisernen Balkens mit rechteckigem Querschnitt beschäftigte, 
und in der "Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure" 1897, S. 941 u. f. be
handelt Latowski die gleiche Aufgabe unter Anwendung der allgemeinen 
Sätze auf Granitbalken. Beide Arbeiten gelangen in der Hauptsache zu den 
gleichen Ergebnissen. Eine weitere Darlegung von Latowski s. Zeitschrift 
·des österr. Ingenieur- und Architektenvereins 1898, S. 56, und am gleichen Ort, 
S. 249, den Aufsatz von W. Carling. 

VgI. auch die Arbeit von L. Geusen in der "Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure" 1898, S. 463 u. f., sowie S. 516; ferner die Arbeit von 
Fr. Engesser am gleichen Ort, S. 903 u. f.: "Widerstandsmornente und Kern
figuren bei beliebigem Formänderungs- und Spannungsgesetz" . 

C. Ba eh, Elastizität. 8. Auß. 18 
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und 21, sich unter einem gewissen WinkelOMCl' gegeneinander 
neigen. Daß sie eben bleiben, werde vorausgesetzt; mit welcher Be
rechtigung, ergibt sich aus dem am Schlusse von Ziff. 3, S. 267 
Bemerkten. 

Die oberhalb einer gewissen Linie, die mit xx bezeichnet sein 
möge, liegenden Fasern haben sich gedehnt, die unterhalb liegenden 
zusammengedrückt. Demgemäß sind im Querschnitt oberhalb xx Zug
spannungen 0.· und unterhalb xx Druckspannungen 0a wachgerufen 
worden, für die im allgemeinen die Beziehungen gelten 

13 = a1 0;'1 , 13 = a2 O~" • • • • • • • • 2) 

Wird der AbstaQd des Punktes M, in dem sich die Durch
schnittslinie der beiden Querschnitte projiziert, von der Linie x x, 
in der die Spannungen gleich Null sind, und die deshalb "N u H
achse", genannt werden soll, mit (} bezeichnet, so ergibt sich für 
den Querschnitt CO C die verhältnismäßige Dehnung im Abstande 11 
von xx zu 

pp; -PP1 PPt' e+ 1) 1] 
f=·-::=-~==-l =---1 =-. 

pp! PP1 e (} 
Infolgedessen findet sich für die beliebige um 1] von der Null

achse xx abstehende Faserschicht 

3) 

und für die äußersten, um e1 bzw. e2 von der Nullachse abstehen
den Fasern, sofern deren Dehnungen mit 131 bzw. 132 und deren 
Spannungen mit 0l bzw. °2 bezeichnet werden, 

1 

°2 = (a:2e)~'} ° =(it1 4) 
I ale 

woraus durch Division 
1 ml 

(J2 m• (Cl e2 _(al e2t. ~ 5) --=---- °2 - -- °1 a 'lnl a2 e1 a2 e1 1 

Das Gleichgewicht zwischen dem äußeren biegenden Moment MI> 
von dem Einfluß der Schubkraft P werde abgesehen - und den 

inneren, durch dasselbe wachgerufenen Kräften verlangt, sofern der 
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im Abstande 1'/ liegende und in Fig. 20 durch Strichlage hervor
gehobene Flächenstreifen mit d f bezeichnet wird, 

el (2 

JOzdf'- JOddf=Ü . . . . . . 6) 
o 0 

und 

7) 

Aus Gleichung 6 folgt unter Beachtung der Gleichung 3 

und mit Rü('ksicht auf die Gleichung 4 sowie Gleichung 5 

Diese Gleichung bestimmt durch den Abstand e1 die Lage der 
Nullachse. Sie zeigt, daß dieselbe hier abhängt von der Größe der 
Rpannung 0 1, also von der Größe 
ries. biegenden Momentes. Da nun 
dieses für die verschiedenen Quer
schnitte des Stabes verschieden ist, 
so muß bei gleichbleibender 
Belastung derselben die Null
achse ihre Lage von Quer
schnitt zu Querschnitt ändern. 
Wird die Belastung des Bal
kens 'eine andere, d. h. ändert 
sich die belastende Kraft P, 
so verschiebt sich auch die 
Nullachse in den auf Biegung 
beans,pruchten Querschnitten. 

Bei Voraussetzung von Pro
portionalität zwischen Dehnungen 
und Spannungen (§ 16) war die 

Fig. 20. Fig. 21. 

S' • 

Lage der Nullachse unabhängig von der Spannung; sie fiel mit der 
einen Hauptachse zusammen; sie änderte sich deshalb nicht von 
Querschnitt zu Querschnitt und auch nicht mit der Belastung, wie 
dies hier der Fall ist. 

18* 
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Infolge der Abhängigkeit der Lage des Nullachse, d. h. der 
Größe e1 von dem biegenden Moment, muß Gleichung 7 zur Be
stimmung herangezogen werden. Dieselbe ergibt unter Berück
sichtigung der Gleichungen 3 und 4 

1 el 1 ('2 

Mb =(~erJ1Jl+ ~l d r+ C~~er~I 1Jl c-:. d f 
·00 

el ('2 

= Oltf1Jl:-nt d f + _a~ f'YJ1+ ~. d f 
e1m, e9m• 

o 0 

und nach Ersetzung von O2 durch den Wert Gleichung 5 

M = ~f'l 1 + ~; d f -I- (/Xl !).;; a ::f··l + .!. d t' 
b 1 'YJ '/Xe 1 'YJ 

- 2 1 
et'm 1 

9) 

o 0 

Für den Fall der Proportionalität zwischen Dehnungen und 
Spannungen, d. h. für 

IXl ="2 =IX und ml =m2 = 1 
geht Gleichung 9 über in 

el i2 

M" ~ =: if., d I+J., d r), 
o 0 

d. i. die bekannte Biegungsgleichung, da der Klammerausdruck das 
Trägheitsmoment des Querschnittes in bezug auf die Hauptachse 0 0 
bedeutet. 

b) Rechteckiger Querschnitt. 

Für einen rechteckigen Querschnitt von der Breite b und der 
Höhe h = e1 + es gehen die Gleichungen 8. und 9 unter Beachtung, 
daß d f = b d 'YJ, über in 
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Für die Integralwerte wird erhalten 

Damit folgt aus der ersten der beiden Gleichungen 
1 m. m.+1 

01 = (a2);;,,":'-m~ ,mI (m2_+_~rlm" -mo (~!)ml-m. 10) 
a1 ,-m2 (mi + 1) e2 

oder 
1 

e {" rm (m + l)l ffl. )Jm;::L i .~ --..:. ---1 _2 __ 1 _~~ 01 "'1 -- 1112 ' 

e2 "2 Lfn1 (m2 + l)J 
. . . . 11) 

Aus der zweiten Gleichung wird 
_! mI-mI 

Mb = 01 b { m1+ e1 2 --L (al ~2)m. _ m+.] 01 m. e22} 
2 m1 1 'a2 1'1 2 m2 1 

und nach Beseitigung von 01 mittels der Gleichung 10 
1 m. m.+l 

M = ("2)""- m. m I-~ (1rt2 -t 1 )1"" - m. b (ei) "" - m. { __ ~1 _ 
b IX1 l_m2 (m1 +1); \1'2 2m1 +1 

+ 1112 + 1 e2 } 2 2) 
(m1 +1)(2m2 +1) 1'1 e1 1 

Sind für ein bestimmtes Material die Werte IX1 IX2 m1 und 1112 

bekannt, so liefert Gleichung 11 mit einem bestimmten Wert von 01 

das Verhältnis ~ = q>, womit die Lage der Nullachse bestimmt er
e2 

scheint; denn es ist 

h 
e =--- und 

2 1 +97 

Durch Einführung von e1 und e2 in Gleichung 12 erhält man 
den Wert des Biegungsmomentes , der in dem betrachteten Quer
schnitt die Zugspannung 01 im Abstande e1 hervorruft. 

Mit dem angenommenen Werte von 01 (gleich der zulässigen 
Zuganstrengung) ergibt Gleichung 5 die größte Druckspannung °2 , 
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Behufs Gewinnung eines anschaulichen Bildes hinsichtlich der 
Spannungsverteilung über den Querschnitt ist auf die Gleichungen 3 
und 4 zurückzugehen, nach denen 

1 1 

Oz = 0 1 (~rl, Gd = °2 (~r' . 
Fig. 19, S. 271, zeigt ein solches Schaubild für Materialien, wie 

z. B. Gußeisen (vgl. das auf S. 272 und 273 zu dieser Abbildung 
Bemerkte). 

Wie oben erkannt wurde, hängt die Lage der Nullachse in 
dem prismatischen Stab, Fig.2, § 16, von der Größe des biegenden 
Momentes für den betreffenden Querschnitt ab 1). Denkt man sich 
den Stab stark belastet, so zeigt sich bei näherer Verfolgung, daß 
ein um so größerer Teil des Querschnittes an der übertragung der 
Zugspannungen, gegenüber denen das Gußeisen, der Sandstein, der 
Granit usw. weniger widerstandsfähig sind, teilnimmt, je größer das 
biegende Moment ist: die Nullachse rückt aus der Mitte des Quer
schnittes nach der Druckseite hin, wie in Fig. 19 angenommen ist. 
Je nach den Zahlenwerten, welche die Größen (;(1 m1 (;(2 m2 der Be
ziehungen 2 besitzen, kann die Nullachse zu Anfang, d. h. für kleinere 
Beanspruchung nach der Zugseite hin aus der Mitte gelegen sein 
und erst mit Steigerung der auf Biegung wirkenden Last durch die 
Mitte nach der Druckseite hin sich bewegen. 

Die Strecke, um welche die Nullachse in dem am stärksten be
anspruchten Querschnitt selbst bei hoher Belastung des Stabes aus 
der Mitte gelegen ist, ergibt sich für Stoffe wie Gußeisen und Sand
stein usw. nicht sehr groß. Sie beträgt - soweit das Versuchs
material des Verfassers reicht - gegen den Bruch hin noch keine 
10 % der Höhe des rechteckigen Querschnittes. 

Indem man z. B. für ein und dasselbe Gußeisen durch Zug
versuche den Zusammenhang zwischen Dehnungen und Zugspannungen 
sowie die Zugfestigkeit, durch Druckversuche die Beziehung zwischen 
Zusammendrückungen und Druckspannungen, durch Biegungsversuche 
die zu den eiuzelnen Belastungen gehörigen Durchbiegungen und 

1) Eine kritisohe Besprechung über "die bis jetzt vorliegenden Ver
suohe zur unmittelbaren Bestimmung der Lage der neutralen 
Aohse im gebogenen Stab aus Stein und Gußeison" von E. Roser 
findet sich in der Zeitschrift des Vereines deutsoher Ingenieure 1899, S. 205 u. f., 
und dazu gehörig die hieran sich sohließende Auseinandersetzung am gleichen 
Ort, S. 371 und 372. Ferner ist die Arbeit von O. Hönigsberg: "über 
die unmittelbare Beobachtung der Spannungsverteilung und Siohtbar
machung der· neutralen Schichte an beanspruchten Körpern" (Zeitsohrift des 
österr. Ingenieur- und Arohitektenvcreines 1904, Nr. 11) hervorzuheben. 
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schließlich die Bruchbelastung feststellt, erhält man das zu einer 
Prüfung nötige Versuchsmaterial. Durch die Zug- und Druckversuche 
sind al ml a2 m2 der Gleichung 2 und damit auch die Durchbiegungen 
bestimmt, die bei dem Biegungsstab für gewisse Belastungen er
wartet werden dürfen. Da nun diese Durchbiegungen beim Biegungs
versuch unmittelbar gemessen worden sind, so ist eine Vergleichung, 
d. h. eine Prüfung gegeben. Eine zweite Prüfung ermöglicht der 
Umstand, daß aus den Zugversuchen die Zugfestigkeit und bei den 
Biegungsversuchen die Bruchbelastung ermittelt worden ist. Das 
setzt allerdings voraus, daß die Werte al ml (X2 m2 für genügend hoch 
gesteigerte Belastungen, d. h. daß insbesondere (Xl ml noch für Zug
kräfte bestimmt worden sind, die nahe an diejenige Belastung heran
reichen, die das Zerreißen herbeiführt. Der Natur der Sache nach 
sind der vorstehend angedeuteten Untersuchung die gesamten Deh
nungen, Zusammendrückungen und Durchbiegungen zugrunde zu legen. 

Statt des Potenzgesetzes kann eine andere Funktion verwendet 
werden, die den Zusammenhang. zwischen Dehnungen und Span
nungen ausreichend genau zum Ausdruck bringt und die Durch
führung der Rechnungen ermöglicht. S. 298 u. f. ist eine zweite 
Prüfung ohne Zuhilfenahme einer Funktion auf zeichnerischem Wega 
an zwei Beispielen durchgeführt. 

Die auf S. 272 erörterte Abweichung der Spannungsverteilung 
fällt demnach um so größer aus, je stärker die Beanspruchung wird. 

Die gewöhnliche Biegungsgleichung Mb = a e wird deshalb um so 
e 

weniger zutreffende Ergebnisse liefern, je mehr sich die Anstrengung 
derjenigen beim Bruche nähert. 

Aus diesem nach dem Vorstehenden schon lange bekannten Um
stand sind in neuester Zeit Bedenken gegen die Verwendung von 
aus Bruchversuchen mit Gußeisen gewonnenen Versuchsergebnissen 
erhoben worden; hierbei ist insbesondere auf die Gleichung 1 in 
§ 22 (S. 293) Bezug genommen worden!), weshalb folgendes bemerkt 
sein möge. 

Die einzige hier in Betracht kommende Folge der .... Zunahme 
der Dehnungszahl des Gußeisens mit wachsender Belastung besteht 
darin, daß die Beanspruchung a bei niederer Belastung einen größeren 
Teil der Bruchfestigkeit ausmacht. Die "Sicherheitszahl", die aus 
den Ergebnissen von Bruchversuchen abgeleitet worden ist, fällt in 
Wirklichkeit geringer aus. Dieser Unterwhied wird mit steigender 
Belastung immer kleiner; infolgedessen gleicht er sich in den Fällen, 

1) Eingehend ist diese Frage behandelt in der auf S.45 bezeichneten 
Schrift von Nonnenmacher. 



280 III. Biegung. 

in denen er von Bedeutung werden könnte, mehr oder minder voll
ständig aus. Es erscheint deshalb richtiger, die Veränderlichkeit
von a in aer Weise, wie in § 22 geschehen ist, zu berücksichtigen, 
als sie vollständig außer acht zu lassen. (V gl. auch das in § 48-
unter Ziff. 1 über Bruchversuche Bemerkte.) 

6. Zusammenfassung. 

Bedeutet 

kb die im allgemeinen aus Biegungsversuchen abgeleitete zulässige 
Anstrengung des Materials, 

e den Abstand der am stärksten angestrengten Faser des auf Biegung 
in Anspruch genommenen Stabes, 

so wird nach Maßgabe des unter 2 und 5 Erkannten an Stelle der 
Beziehungen 12, § 16, zu setzen sein 

13) 

Hierin ist k" - streng genommen für alle Materialien - ab
hängig von der Querschnittsform. Von größerer Bedeutung 
wird diese Abhängigkeit - wie das vorliegende Versuchsmaterial 
schließen läßt - jedoch erst bei solchen Materialien, für welche 
die Dehnungszahl a veränderlich ist (Gußeisen); bei Materialien mit 
konstantem a (Schmiedeeisen, Stahl) tritt sie zurück. 

Die Feststellung der elastischen Linie auf Grund der Gleichung 15, 
§ 16, liefert für den Fall, daß a konstant ist, befriedigende Ergeb
nisse. Trifft jedoch diese Voraussetzung nicht zu, so kann bei starker 
Beanspruchung des Materials der Unterschied zwischen Rechnung 
und tatsächlichem Ergebnis erheblich ausfallen 1). 

Streng genommen, wären für Stäbe aus Materialien mit ver
änderlichen Dehnungszahlen die in §§ 16, 18 und 19 gegebenen 
Entwicklungen unter Beachtung der zwischen e und (J bestehenden 
Gesetzmäßigkeit (GI. 1, § 4; S. 25) durchzuführen, wie es beispiels-

') Nach Gleichung 14, § 18, 
IX pp 

YC=4§ e 
kommt es bezüglich der Durchbiegung Yc eines in der Mitte mit P belasteten 
Stabes nut auf das Trägheitsmoment e des Querschnittes an; infolgedessen es 
z. B. gleichgültig erscheint, ob bei einem Querschnitte wie Fig. 6, § 17, die
breite oder die schmale Flansche als die gezogene auftritt, wenn nur P und l, 
die gleichen Werte besitzen. Tatsächlich erweist sich bei gußeisernen Trägern 
wegen der Veränderlichkeit von IX die Durchbiegung im letzteren Falle ent
schieden größer als im ersteren. (V gl. des Verfassers Arbeit "Die Biegungslehre
und das Gußeisen" in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, 
S. 224, oder auch "Abhandlungen und Berichte" 1897, S. 72 und 73.) 
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weise oben für Gußeisen geschehen ist. Die Rücksicht auf die er
forderliche Einfachheit unserer technischen Rechnungen hält jedoch 
im allgemeinen zurzeit noch davon ab, in dieser Weise vorzugehen; 
nur in denjenigen Fällen, in denen die Anforderungen der Technik 
das bisherige Verfahren nicht mehr gestatten, wird die strengere 
Rechnung anzulegen sein. Hinsichtlich des vom Verfasser vor reich
lich drei Jahrzehnten eingeschlagenen Annäherungsweges , der Ver
änderlichkeit von a bei Gußeisen Rechnung zu tragen, sei auf § 22, 
Ziff. 2, verwiesen. 

§ 21. Biegungsanstrengung und Durchbiegung unter del~ 
Voraussetzung, daß die Ebene des Kräftepaares keine der 

beiden Hauptachsen des Querschnittes in sich enthält. 
Die im nachstehenden wiedergegebenen Entwicklungen sind die 

üblichen; sie lassen im allgemeinen die unter 4. S. 259 aufgeführte 
und S.267 u. f. näher erörterte Voraussetzung der Symmetrie des 
Querschnittes außer Betracht. Das ist bei Beurteilung oder Verwen
·dung der Ergebnisse, zu denen die Entwicklungen unter Ziffer 2 
und 3 gelangen, im Einzelfalle zu beachten. 

1. Hauptachsen eines Querschnittes. Hauptträgheitslllomente. 

In der durch Fig. 1 dargestellten Fläche sei 0 ein beliebiger 
Punkt, OX und 0 Y ein rechtwinkliges, sonst jedoch beliebig ge
legenes Achsenkreuz; die Koordinaten des 
mit dem Flächenpunkte P zusammenfallen
den Flächenelementes d f seien x und y. 
Dann ist das Trägheitsmoment der Fläche 

in bezug auf die X-Achse ex = fy~df, 

" " " "y-" ey =fx 2df 
und hinsichtlich der unter dem Winkel Cf! 
gegen die X -Achse geneigten Geraden 00, 
von der P, demnach auch df, um z = ycosCf! 
- x sin Cf! absteht, 

e= f z 2df= J (y cos Cf! -x sin 1P)~·df 

Fig. 1. 

sofern 
f)=e cos 2m+A sin 2 m-2ZsinmcosfY) x T ~y T r -,-, 

z= f xydf . ..... . 

1) 

2) 

Auf der Achse 00 werde nun von 0 aus die Strecke 0 Q = e = 

V ~ aufgetragen und den Koordinaten des so erhaltenen Punktes Q 
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in bezug auf OX und 0 Y die Bezeichnung ~ und 1} erteilt, so daß 
~=Qcosq; 1]=Qsinq;. 

Aus Gleichung 1 folgt dann mit Rücksicht darauf, daß 
1 

e=~-
(l~ 

1 = {9xQ2 cos2 q; + {9yQ2 sin2 q; - 2 Z (/ sinq; cosq;, 

1 = {9x~2 + (9y1]2 - 2 Z~1). 

Diese Beziehung zwischen den Veränderlichen ~ und 1) ist die 
Gleichung einer Ellipse. Hiernach findet sich der geometrische Ort 
aller derjenigen Punkte Q, die erhalten werden, wenn auf jeder 
durch 0 möglichen Geraden die Wurzel aus dem reziproken Werte 
des für diese Gerade sich ergebenden Trägheitsmomentes aufgetragen 
wird, als Ellipse, mit 0 als Mittelpunkt, d. i. die sogenannte Träg
h~i tsellipse. Nun sind in einer Ellipse zwei senkrecht aufeinander 
stehende Achsen vorhanden - die große und die kleine Achse -, 
für die das Glied mit dem Produkt der beiden Koordinaten ver
schwindet. Dies tritt ein, wenn Z = 0 . Werden demnach diese 
beiden Achsen zu Achsen der x und der y gewählt, so wird der 
Ausdruck Gleichung 2 zu Null. 

Ferner ist bekannt, daß die große Halbachse der Ellipse der 
größte und die kleine Halbachse der kleinste der möglichen Werte 
von Q ist. Diese beiden ausgezeichneten Richtungen werden als die 
beiden Hauptachsen der Fläche für den Punkt 0 bezeichnet. Sie 
sind nach Maßgabe des Vorstehenden gekennzeichnet durch 

Z=fxydf=O 
und 

{9 = Max., {9 = Min. od3r {9 = Min., {9 = Max. x y ., y 

Dieser kleinste und dieser größte Wert unter den Trägheits
momenten, die sich für alle Geraden ergeben, die durch den Punkt 0 
in der Ebene der Fläche gezogen werden können, heißen die beiden 
Hauptträgheitsmomente der Fläche für den Punkt 0 derselben. 

Werden die beiden Hauptträgheitsmomente mit {91 und 8 1l be
zeichnet, so findet sich das Trägheitsmoment 8 für eine beliebige 
durch 0 gehende Ger~de, die mit der Achse des Hauptträgheits
momentes {91 den Winkel q; einschließt, nach Gleichung 1 zu 

8= (91 cos2 q;+ 8'J sin2 q; ..••.... 3) 

Besitzen 8 1 und 8 2 gleiche Größe, so folgt 

{9={91=82 , 

d. h. die Trägheitsmomente für alle durch 0 möglichen Geraden sind 
einander gleich. Die Trägheitsellipse geht dann in einen Kreis über. 
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Das Vorstehende gilt für einen beliebigen Punkt der Fläche. 
Dementsprechend hat eine Fläche unendlich viele Hauptachsen und 
Hauptträgheitsmomente. Wird von den Hauptachsen oder den Haupt
trägheitsmomenten eines Querschnittes kurzhin gesprochen, so sind 
hierunter die entsprechenden Größen für den Schwerpunkt des letz
teren verstanden. 

2. Biegungsanstrengung. 

Wir wählen die beiden Hauptachsen des Querschnittes Fig. 2 
zu Achsen der y und z. 8 1 gelte als das Trägheitsmoment in bezug 
auf die Hauptachse oy und 8'l. als dasjenige hinsichtlich der Haupt

achse OZ. Ferner sei OMb die Paarachse des biegenden Kräfte
paares vom Momente Mb' d. h. diejenige Gerade, die in ° senkrecht 
zur Paarebene steht, mit ihrer Größe OMb das Moment Mb darstellt 
und derart eingetragen wird, daß, von Mb nach ° hin gesehen, das 
Moment Mb rechtsdrehend erscheint. Die zur Krümmungsachse, die 
um Q von ° absteht, parallele Nullachse besitze die Lage NN, 
schließe also mit OY den Winkel cp ein, während ° Mb um ß gegen 
OY geneigt ist. 

Nach Fig. 6, § 16 ist 

und daher mit 

P1P1: P1 01 = OO~: OM 
sdx: 'fJ = dx: (! 

e=aa 
für das Flächenelement d f, dessen Lage durch y und z bestimmt ist, 

1'1) 1 zcoscp-ysincp 
a=--=- --'---

a (J a e 
Je die Summe der Momente, die diese Spannung für alle Flächen

elemente in bezug auf die y- und die z-Achse ergibt, muß sich im 
Gleichgewicht befinden mit den Komponenten des Kräftepaares Mb' 
d. i. mit 

Mb COS f'J bzw. Mb sin ß. 
Folglich 

f 1 Z cos cp - y sin <p 
Mb COS ß = f (Jd r· z = - ---------- -- zdr, 

• IX (! . f 1 z cos tp - y sin cp Mbsmß=-fadf-y=- -------ydf. 
IX (! 

Unter Voraussetzung der Unveränderlichkeit der Dehnungszahl (( 
und unter Beachtung, daß 01' und OZ die Hauptachsen des Quer-
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schnittes sind. für welche die Größe Z (Gleichung 2) verschwindet, 
ergibt sich 

1 
IvIb cos ß = --- (~) 1 COS Cf! oder ae 

Mb sin ß = ~ 6., sin q' oder ae " 

cos Cf! Mb - - = a -- cosß· (} 6 1 . 

sin Cf! _ Mb . 
-~- -=((- smß· () 6 2 . 

und hieraus 

oder 

e 
tg Cf! = ri tg ß.· . . " ...... 4) 

2 

o = ~ z cos Cf! - y sin Cf! = JvI (zeo~_~ _ ~ sill ß) 
a e b BI (~)'J 

Die Gleichung 6 geht in Gleichung 9, § 16, über, wenn 

ß=O, 

. . 7) 

d. h. wenn die Paarachse mit einer der beiden Hauptachsen zu
sammenfällt, oder wenn 

6 1 =62 =~ (1, 

d. h. wenn die Hauptträgheitsmomente und damit alle Trägheits
momente gleich sind, was beispielsweise zutrifft für den Kreis, das 

:'Z. 

Fig. 2. L<'ig. 3. 

gleichseitige Dreieck, das Quadrat, überhaupt für alle regelmäßigen 
Vielecke, für den kreuzförmigen Querschnitt bei gleichen Abmessungen 
der Rippen usf. 

Für den besonderen Fall des 

A = ~ bh3 
- 1 12 

Rechteckes, Fig. 3, 

6 =~b37t 
2 12 

folgt wegen 
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aus Gleichung 4 

tg (p = (~) ~ tg ß . 

Die größte Spannung oma" wird auftreten im Punkte E, für 
den z == 0,5h,y=-0,5b 

(Jmax = 6b~~~ (~7~~ + s~~) 
und mit Rücksicht auf § 20, Ziff. 6, 

k > §_~I> (COS ~ + sin ß) 
b = bh h u . . . • . 8 ) 

Zu demselben Wert für kb läßt sich gelangen, wenn man Mb 
in seine beiden Komponenten, parallel und senkrecht zur Höhen
richtung des Querschnittes, zerlegt, die sich für sie ergebenden 
Spannungen ermittelt und sie addiert. 

3. Durchbiegung. 

Die DurchlJiegung eines Stabes, dessen Belastungsebene die 
Querschnitte nicht in einer der beiden Hauptachsen schneidet, pflegt 
nur insofern praktisches Interesse zu haben, als unter Umständen 
der Stab gehindert sein kann, sich in der Richtung zu bewegen, in 

r,. 

i 
'~}=------1Iy 

I<' ig. I. 
Fig. 5. 

der er sich durchbiegen will, wodurch Zusatzkräfte wachgerufen 
werden. Denken wir uns beispielsweise einen I langen Stab von dem 
in Fig. 4 gezeichneten Querschnitt an einem Ende eingespannt und 
am anderen Ende mit P belastet, so ergibt sich für die senkrechte 
Belastungsebene OP die horizontale Paarachse OM" = Mb = PI. Unter 
der Voraussetzung, daß der winkeiförmige Querschnitt gleiche 
Schenkel besitzt, werden die heiden Hauptachsen 0 Y und OZ unter 
45 0 gegen don Horizont geneigt sein. Bezeichnet nun GI das Träg
heitsmoment in bezug auf die Hauptachse OY und (-)2 dasjenige hin
sichtlich der zweiten Hauptachse 0 Z, so folgt die Lage der Null
achse NN nach Gleichung 4 unter Beachtung, daß ß = 45°. Da 
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die Krümmungsachse parallel zu NN läuft, so ergibt sich die Durch
biegungsrichtung in der zu N N senkrechten Geraden OB. Hiermit 
wird sich das eine Ende des Stabes unter Einwirkung der verti
kalen Belastung P in der Richtung 0 B durchbiegen. 

Wenn nun zwei solche Stäbe miteinander verbunden sind, wie 
z. B. Fig. 5 erkennen läßt, so wird diese Durchbiegung infolge der 
Verbindung mehr oder minder vollständig gehindert, d. h. auf die 
beiden Stäbe wirkt noch je eine horizontale, nach innen gerichtete 
Kraft H, die unter Umständen, namentlich dann, wenn sie nicht 
durch den Schwerpunkt des Querschnittes geht - und damit auch 
auf Verdrehung hinwirkt -, die Anstrengung des Materials wesent
lich beeinflussen kann. 

Unter der Annahme, daß die Abweichung der Träger in hori
zontaler Richtung durch ihre Verbindung vollständig gehindert wird, 
würde sich H aus der Erwägung ergeben, daß die Durchbiegungs
richtung mit OP zusammenfallen muß. Damit dies eintritt, müßte 
1:: YON = rp = 45 ° sein, also nach Gleichung 4 

e e 
tg45 0 = e1tgß, tgß= e2 • 

2 1 

Die hierdurch bestimmte Lage der Paarachse oe liefert in der 
zu ihr Senkrechten on die Richtung der Belastung (für vertikale 
Durchbiegung) und damit in PD die gesuchte Horizontalkraft H. 

§ 22. Biegungsversuche. 

1. Biegungsversuche im allgemeinen. 

Biegungsversuche werden in der Regel nach Maßgabe der Fig. 1, 
§ 18, angestellt, derart, daß die Belastung P in der Mitte des Stabe~ 
angreift. Mit der Genauigkeit, mit der das Eigengewicht desselben 
vernachlässigt werden darf, ergibt sich alsdann für den mittleren 
Querschnitt die Durchbiegung Ya der Mittellinie des Stabos nach 
Gleichung 14, § 18, zu 

U Pl3 
yo= 48 e 

und die Spannung a1 der um e1 von der Nullachse abstehenden 
und am stärksten gespannten Fasern nach Gleichung 7, § 18, und 
Gleichung 10, § 16, zu 

Pl 
a1=4e e1 ' 

unter den Voraussetzungen, die zu diesen bei den Gleichungen führten: 
Ebenbleiben der Querschnitte und Unabhängigkeit der Dehnungs-
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zahl ce von der Größe und dem Vorzeichen der Spannungen oder 
Dehnungen. 

Durch Beobachtung der zu einer gewissen Belastung P ge
hörigen Durchbiegung Yo läßt sich für einen bestimmten Stab die 
Dehnungszahl 

eyO 
a=48l}l P 

oder auch deren reziproker Wert (Elastizitätsmodul) 

1 l8 P 

a 48-6 Yc 

innerhalb des Spannungsgebietes, für das e als unveränderlich an
gesehen werden kann, ermitteln. 

Es ist bis vor nicht zu langer Zeit allgemein üblich gewesen, 

a bzw. ~. in dieser Weise zu bestimmen, gleichgii.ltig, Wie groß die 
a 

Höhe des Stabes im Verhältnis zur Entfernung der Auflager war. 
Ist sie verhältnismäßig bedeutend, so verliert die Gleichung 14 § 18 t 

an Genauigkeit, da die Durchbiegung des Stabes nicht bloß von 
dem biegenden Moment, sondern auch von der Schubkraft abhängt. 
Die Vernachlässigung des Einflusses der Schubkraft liefert a zu groß 

1 
und zu klein. Wie Verfasser in der Zeitschrift des Vereines 

a 
deutscher Ingenieure 1888, S. 222 u. f., erstmals nachgewiesen hat, 
beträgt der hierdurch begangene Fehler in Fällen stattgehabter Er-

mittelung des Wertes! über 30% , 
a 

Diese Außerachtlassung der Schubkraft vorzugsweise ist es ge
wesen, die zu dem Irrtum Veranlassung gegeben hat, daß der Elasti-

1 
zitätsmodul, d. i. '-', für Biegung entschieden geringer sei als fiir Zug 

a 
Die Erwägung des in § 20 unter 2 Erörterten fiihrt 
weiteres zu der Erkenntnis, daß genaue Biegungs-

1 
versuche und strenge Rechnung a eher ein wenig kleiner. also .-

, (C 

und Drnck 1). 
übrigens ohne 

eher etwas größer als Zug- und Druckversuche liefern müssen. 
Unter Umständen kann der nach Gleichung 14, § 18, ermittelte 

Wert von a noch durch einen anderen Einfluß ungenau geworden 

1) Hiernach ist auch die ältere Angabe zu beurteilen, daß der Elastizitäts-' 
modul für Biegung um etwa ein Zehntel geringer als für Zug und Druck zu 
wählen sei. 
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sein. Infolge der Durchbiegung gleitet die Staboberfläche auf den 
Auflagern; hierdurch werden Reibungskräfte wachgerufen, die auf 
die Größe des biegenden Momentes je nach den Verhältnissen mehr 
oder minder abändernd einwirken. (V gl. Zeitschrift des Vereines deut
scher Ingenieure 1888, S. 224 u. f.) Sie so klein zu halten, daß ihre 
Vernachlässigung statthaft wird, ist Aufgabe bei Biegungsversuchen. 

Im vierten Abschnitt unter "Biegung und Schub" (§ 52) sowie 
unter "Zug, Druck, Biegung" (§ 46, Ziff. 1) wird auf den Einfluß 
der Schubkraft bzw. der zuletzt erwähnten Reibung näher einzu
gehen sein. 

Die Beobachtung der Belastung P max' bei welcher der Bruch 
des durchgebogenen Stabes erfolgt, führt mittels der Gleichung 

K _Pm~~ 
b - 4(9 e1 

zur Biegungsfestigkeit K Ii • bezogen auf den ursprünglichen Stab
querschnitt. 

In Hinsicht auf diese Bestimmung der Biegungsfestig
kei t sei Nachstehendes zur Klarstellung hervorgehoben, wobei zähes 
und nicht zähes Material unterschieden werden soll. 

a) Zähes Material, wie z. B. Flußeisen. 

Der der Biegungsprobe unterworfene Körper, den wir. uns der 
Einfachheit der Betrachtung wegen als Prisma mit rechteckigem 
Querschnitt vorstellen wollen, sei so belastet, daß die Spannung in 

Fil!. I 

der äußersten Faser gerade der Proportionalitätsgrenze entspricht. 
Dann erfolgt die Spannungsverteilung im Querschnitt nach Maßgabe 
der Fig. 1. Steigern wir die Belastung derart, daß in den äußersten 
Fasern die Streck- bzw. Quetschgrenze überschritten wird, so geben 
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die außen gelegenen Fasern verhältnismäßig rasch nach 1). Die nach 
innen gelegenen Fasern werden dagegen verhältnismäßig stark zur 
Übertragung des biegenden Momentes herangezogen: die Spannungs
verteilung gestaltet sich etwa, wie in Fig. 2 dargestellt, gleiche Ver
hältnisse für Zug und Druck vorausgesetzt 2). Sie weicht weit ab 
von derjenigen in Fig. 1, die bei Entwicklung der oben angegebenen 
Gleichung für K b vorausgesetzt wurde. Durch weitere Erhöhl1ng der 
Belastung wird dieEe Abweichung noch gesteigert werden. In dem 
Maße, wie die Durchbiegung fortschreitet, also die gezogenen Fasern 
gedehnt, die gedrückten verkürzt werden, beginnt auch noch die Quer
zusammenziehung der ersteren und die Querdehnung der letzteren 
eine Änderung der Querschnittsform des Stabes im mittleren Teil 
herbeizuführen derart, daß sie trapezförmig wird: auf der Zugseite 
nimmt die Breite ab, auf der Druckseite wächst sie. (V gl. Fig. 9, 
Taf. XX.) Ein Bruch tritt meist überhaupt nicht ein, nur eine große 
Durchbiegung. Dabei erlangt die Belastung eine Höhe, die bei der 
Beurteilung mittels der Gleichung 

P l 
K=---",a-"'--e 

b 4(3 

zu Biegungsfestigkeiten führt, die nach den vorstehenden Darlegungen 
- der Versuch lehrt das gleiche - mehr oder minder weit über die 
Zugfestigkeit des gleichen Materials hinausgehen müssen. 

') Vgl. die Dehnungslinien § 4, Fig. 10, 12, 13 uew. (S. 48 bzw. 50 u. f.). 
Dieses Nachgeben erfolgt allerdings nicht ganz so rasch, als diese Linien 
schließen lassen, da die nach außen liegenden Faseru durch die benachbarten 
inneren, noch nicht über die Streck- und Quetschgrenze hinaus beanspruchten 
Fasern im Fließen eine gewisse Hinderung und damit eine gewisse Erhöhung 
der Widerstandsfähigkeit erfahren. Biegungsversuche mit Stäben, deren 
Material bei Zugversuchen Dehnungslinien wie in Fig. 10 oder 12 liefert, also 
sehr deutlich die Fließgrenze hervortreten läßt, ergeben keine derart ausge
prägte Streck- oder Quetschgrenze; es wird eben zunächst nur in der Mitte 
des Stabes und hier wieder nur in der äußersten Faserschicht die dieser Grenze 
entsprechende Spannung eintreten. 

2) Es ist von Interesse, zu beachten, daß, wie Versuebe Bauschingers 
und des Verfassers nachweisen, die Querschnitte von Stäben aus zähem Stahl 
oder Schmiedeeisen (Fluß- oder Schweißmaterial) selbst bei sehr weit getrie
bener Durchbiegung eben und senkrecht zur Mittellinie bleiben. Wenigstens 
läßt sich dies mit großer Annäherung aussprechen. Dieses Verhalten - bei einer 
Spannung~verteilung, wie in Fig. 2 dargestellt - läßt vermuten, daß auch bei 
Materialien, bei denen Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen 
überhaupt nicht besteht, Ebenbleiben der Querschnitte mit Annäherung wird 
vorausgesetzt werden dürfen, insoweit es sich um den Einfluß eines biegenden 
Momentes handelt. 

Die Zulässigkeit dieser Voraussetzung folgt auch aus den Darlegungen 
auf S. 298 u. f. 

C. Ba eh. Elastizität. 8. Anft. 19 
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Ähnliches tritt, wenn auch weniger ausgeprägt, bei Flußeisen usw. 
schon nach überschreiten der Streckgrenze ein. (V gl. das in § 48 unter 
Ziff. 1 Bemerkte, dahingehend, daß die zulässige Bit'gungsanstrengung 
höher gewählt werden darf, als die wlässige Zuganstrengung.) 

Streng genommen, läuft die obige Rechnung darauf hinaus, daß 
man die Dehnungslinie bis zum Eintritt der größten Belastung als 
Gerade,ansieht, also beispielsweife i.m Falle der Fig. 1, § 3, auf S. 11 
(gültig für Flußeisen) die Kurve OBCE als gerade Linie auffa,ßt. 

Wird der weitdurchgebogene Stab (vgl. Fig. 2) entlastet, so haben 
nur die federnden Dehnungen das Bestreben, zurückzugehen; die 
bleibenden nicht. Die in der Mitte des gebogenen Stabes gelegenen 
Fasern sind nur innerhalb der Elastizitätsgrenze beansprucht worden; 
sie haben also das Bestreben, vollständig zurückzufedern. Darin 
werden sie durch das nach dem Rande zu gelegene Material, das 
sich bleibend umEOmebr gedehnt oder verkürzt hat, je weiter es von. 
der Mitte absteht, gehindert. Infolgedessen entstehen auf der Zug
seite des Querschnittes: in der Mitte Zugspannungen, außen Druek
spannungen und auf der DruckEeite: in der Mitte Druckspannungen, 
außen Zugspannungen. DieEe Spannungen, die im Innern de3 Stabes 
nach dem Versuch vorhanden sind und durch diesen wachgerufen 
wurden, können unter Umttänden von Bedeutung werden. 

Verwandt mit diesen "inneren" Spannungen sind in gewissem 
Sinne die "Gußspannungen", die beim Erstarren und Abkühlen von 
Gußstücken, sowie die Spannungen, die beim Härten von Stahl ent
stehen. 

Welch bedeutende Kräfte im letzteren Falle zur Auslösung ge:' 
langen können, läßt Fig. 3, Taf. XVII, erkennen, die eine durch 
Härtespannungen zum Zerreißen gebrachte Feile zejgt. Die Feile 
zersprang, nachdem eie längere Zeit nach der Herstellung gelagert 
hatte. (Länge der Feile 35 cm, Breite 3,5 cm.) 

b) Material, wie z. B. Gußeisen, Beton, Granit, Sandstein 
und dergl. 

Biegungsversuche mit Körpern aus solchen Stoffen führen zum 
Bruch, infolgedessen hier die Beomtehtung einer tatsächlichen Bruch
belastung möglich ist. Auch zeigen die Dehnungslinien dieser Mate
rialien einen gleichmäßigeren, stetigeren Verlauf (§ 4, Fig. 8) als zähe 
Materialien wie Flußeisen (§ 4, Fig. 10, 12, 13 usw.), bei denen an 
der Fließgrenze eine Stetigkeitsunterbrechung auftritt. Die Form
änderung, die der Stab bis zum Bruch erleidet, ist eine weit ge
ringere. 

Infolge dieser Umstände ge8tatten die Ergcbni,se von Bipgungs
Bruchversuchen mit Körpern aus solchen Materialien - trotz der 
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Veränderlichkeit von a -- in der einen oder anderen Hinsicht meist 
eher einen - wenn auch beschränkten - Schluß auf die Wider
standsfähigkeit eines Körpers innerhalb der üblichen Anstrengung als 
die Ergebnifse von Biegungsversuchen mit zähen Körpern. (V gl. die 
Spannungsvert3ilung § 20, Fig. 19, mit derjenigen in Fig. 2, hier.) 
Immerhin müssen solche Schlüsse auch hier mit großer Vonicht und 
mit Rücksicht auf die wesentlichen Einfluß nehmenden Verhältnisse 
gezogen werden (vgl. S. 278 u. f.); es sei denn, daß man die Ver
änder::chkeit von ('( in der Rechnung oder zeichnerischen Ermittlung 
berücksichtigt (vgl. den Schluß von S. 278). 

2. Abhängigkeit der Biegungsfestil!;keit des Gußeisens von der 
Quel'·schnittsform. 

Nach § 20, Ziff.o, muß Gußeisen infolge der Veränderlichkeit 
der Dehnung'lzahl gegenüber den Konstruktionsmaterialien, die inner
halb gewisser Spannung~grenzen konstante Dehnungszahlen besitzenl 

ein abweichendes Verhalten bei Biegungsvf'rsuchen zeigen; nament
lich muß trotz der vergleichsweise geringen Formänderungen, .die 
Gußeisen erfährt, die Biegungsfestigkeit K b , berechnet auf Grund der 
Gleichung 10, § 16, 

e 
Mb=Kb-

e1 

wesentlich größer sich ergeben als die Zugfestigkeit und in be
deutendem Maße abhäng'g sein von der Querschnittsform. 

In diese Verhältnisse gewähren die vom Verfasser in den 
Jahren 1885 u. f. angestellten Versuche Einblick. Ausführlich ist 
hierüber berichtet in der Zdtschrift des Vereines deutscher Ingenieure 
1888, S. 193 bis 199, S. 221 bis 226, S. 1089 bis 109.!; 1889, S. 137 
bis 145. 

Aus neuester Zeit liegt die S. 45 genannte Schrift N onnen
mach ers vor. 

Die im folgenden je unter einer Bezeichnung aufgeführten Ver
suchskörper sind aus dem gleichen Material bei einem und dem
selben Gusse hergestellt worden. 

Gußeillen A. 
Zug- und Biegungsstäbe bearbeitet. 

Zugversuche zur Ermittlung der Zugfestigkeit . 

• . 1440+1355+1409+1377 
Zugfeshgkeü=---------4-------= 1396 kgjqcm 

Z f . k . 1_3_6_9 --,+ ____ 13_0_3_+'--.13_0_0 ,ug estJg eIt = --- -- 3 = 1342 " 
K. = 1369 kg/qcm. 

19* 
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47 Biegungsversuche zur Bestimmung der Biegungsfestigkeit . 

Biegungsfe~tigkeit (jV~' K _Pnw.,·l 
;) Zo 

Nr. Querechnitts-
h-- - 40 PI 

bzw. Bemerkungt'1l 
form in Teilen in 

der 4V e kg/qcm , Zugfestigkeit :l z" 

2 3 4 ;) f) 

I 

':[ , 1 
1 " 0 1979 1,45 1.43 ~ 10.~ ,. 

, -1 , 
.. - . '&0 - .. 

'1 ' .. 
2 ~ a.) 2081 1,52 1.4H ~ _. ' -'-A-

I .;.: 

.t. ':,. __ t. - _ ..!-~ ~ 

15 
E~ zerreißt " .} 

I _j' die schmale 
3 

...1 ._ . '_ , __ 2076 1,52 1,49 Flan.ehe. die :& I.S~ hreite bleibt 
l J- ~ Ullverletzt :S'. 'I:".r- , • • _ ...t 

Iot )') jo.I 

4 il _1 2395 1,75 1,70 

",._- 510 - - .., 

... ')0 " 

5 ~~ 2372 1,7;3 1,70 
~ l 

';.. )Q .... 

6 i ~ 2905 2,12 2,0f> , , 
~ )0 ..... 

'A ' J 

7 ~ /. ~ .. / ~ 292f1 2,14- 2.06 

j , 

... - MI.!» , 

R ~, 3218 :U;j :Ul 
J.s ' .,""1 , , 
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Die in der bezeichneten Weise ermittelte Biegungs
festigkeit überschreitet hiernach die für dasselbe Guß
eisen ermittelte Zugfestigkeit um so bedeutender, je mehr 
l:lich das Material verhältnismäßig nach der Nullachse hin 
zusammendrängt. (Vgl. § 20, Ziff. 5.) 

Die hiernach festgestellte Abhängigkeit der Biegungsfestigkeit K b 

von der Querschnittsform und der Zugfestigkeit K z läßt sich mit 
guter Annäherung zum Ausdruck bringen durch die Beziehung 

]( =c Li 1 / ~ . K 
b '0 V Zo = 

die im Jahre 1887 aufgestellt wurde und sich auch 
bei neueren und den neu esten bis in die Gegenwart 
reichenden Versuchen mit Gußeisen, dessen Festigkeits
eigenschaften von denen des Gußeisens der älteren 
Untersuchungen bedeutend abweichen, als zutreffend 
erwiesen hat. 

In ihr bedeutet 

. . . . 1) 

Fi/!. 4. 

Zo den Abstand des Schwerpunktes des auf der einen Seite der 
Schwerlinie (Nullachse) gelegenen Teiles der Querschnittsfläche 
von dieser Linie, Fig. ±, 

,11 0 einen Koeffizienten, der im vorliegenden Falle (vgl. die Werte der 
Spalte 4 und 5, S. 2D2) gewählt werden darf 

a) für diejenigen Querschnitte, die oben und unten durch eine 
wagrechte Gerade begrenzt sind, wie Nr. 1, 2, 3, 4-, ;) und 7, 

6 
etwa -=1.2, 5 . 

h) für die beiden Querschnitte N r. 6 und 8, die oben und unten 
nicht durch wagrechte Gerade begrenzt sind, bei denen -
streng genommen - nur eine einzige Faser am stärksten 

. 4 
gespannt Ist, etwa 3 =1,33. 

Über den Einfluß der Gußhaut auf ,110 vgl. Ziff. 4, Schluß. 

Gußeisen BI. 

Zug- und Biegungsstäbe bearbeitet. 
Querschnitt kreisförmig, 36 rnrn Durchmesser. 

Zugfestigkeit = (1893 + 1847 + 1805 + 1846): 4= 1848 kg/qcm. 

Biegungsfestigkeit == (4321 + 4148 + 4073 + 3930 + 42!)5 + 3903 
+ 4513 + 3920): 8 = 4138 kg/qcm = 2,24· Zugfestigkeit. 
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Gußeisen ß 2 '·011 boher Festigkeit. 

Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1900, S. 409 u. f. 
(Mitteilungen über Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur
we3ens, Berlin, Heft 1, S. 49.) 

Biegungstäbe von 30 mm Quadratseite mit Gußhaut. 

Zugstabe von 20 mm Kreisdurchmesser bearbeitet. 

Material 1. 

Zugfestigkeit = (2535 + 2312 + 2334): 3 = 2394 kgjqcm. 
Biegungsfestigkeit = (42U4 + 4347 + 4305): 3 = 4315 kgjqcm 

= 1,80. Zugfestigkeit 1). 
Arbeitsvermögen = (0,120 + 0,126 + 0,132): 3 = 0,126 kgmjccm. 

Material 2. 

Zugfestigkeit = (2379 + 2354 + 2261): 3 = 2331 kgJqcm. 
Biegungsfestigkeit = (4392 + 4442 + 4472): 3 = 4435 kgjqcm 

= 1.80· Zugfestigkeit 1). 
Arbeitsvermögen = (0,142 + 0;136 + 0,116): 3 = 0,131 kgmlccm. 

über die Abnahme. der Zugfestigkeit dieses GußeiFens für 
Temperaturen bis 570 n C findet sich berichtet in der Zeittchrift des 
Vereines deutscher Ingenieure 1900, S. 168 u. f. (Mitteilungen über 
Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, Heft 1, 
S. 61 u. f.). S. auch Fig. 12, S. 180. 

Gußeisen C. 

Zugstäbe bearbeitet, Biegungsstab unbearbeitet 
(also mit Gußhaut). 

Zugfestigkeit 
Biegungsfesti gkeit 
Verhältnis beider 

1310 kg,'qcm, 
2114 kg jqcm, 

2114: 1310 = 1,61: 1. 

') Diese Verhältniszahlen 1,8 und 1,9 sind ganz erheblich größer, als sie 
sich für gewöbnliches Maschinen-Gußeisen ergeben (Quadratische Biegungsstäbe 
mit Gußhaut, krelsförmige Zugstabe obne Gußbaut). Inwieweit hierbei der 
Umstand mitgewirkt haben kann, daß kleine Ungleichmäßigkeiten im Gnß die 
Zugfestigkeit stärker zu beeinflussen vermögen als die Biegungsfesligkeit, muß 
dahingestellt bleiben. 
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Gnßt'isen D. 

Zug- und Biegungsstäbe bearbeitet. 

a) Querschnitt: Fig. 6, § 17. 

29;) 

Die schmale Flansche ist die gezogene, die breite die gedrückte. 

Beim Biegungsversuch reißt die schmale Flansche, die breite 
bleibt unverletzt. 

Zugfestigkeit 
Biegungsfestigkeit 
Verhältnis beider 

1418 kg.'qcm, 
2077 kg/qcm, 

2077: 1418 = 1,46: 1. . 

b) Quadratischer Querschnitt: 

Biegungsfestigkeit 
Verhältnis 

~Wj 
Fi~ . 4 h. 

2539 kg /qcm, 
2539: 1418 = 1,78 : 1. 

3. Durchbiegung und Festigkeit von Gußeisen bei quadratischem 
und kreisföl'llligem Querschnitt. 

Es war üblich, das Gußeisen nach den Ergebnissen VOll stati~ehen 

Biegungsversuchen zu beurteilen, die mit unbearbeiteten, also die Guß
haut besitzenden Stäben von quadratisehem Querschnitt, dessen 
Seitenlänge 30 rnrn beträgt, bei t = 1000 mm Entfernung der Auflager 
durchgeführt wurden. Ermittelt wurde dabei die in der Mitte des 
Stabes wirkende Kraft P, die den Bruch herbeiführt, und die Durch
biegung y des Stabes in der Mitte unmittelbar vor dem Bruch. 
Hieraus wird gemäß der Gleichung 

Pt =K -f)=K ~bh2 
4 /Je b6 ' 

worin b die Breite und h die Höhe des Bruchquerschnittes bezeichnet., 
die Biegungsfestigkeit Ku berechnet, in ihr das Maß der Festigkeit 
und in der Durchbiegung y das Maß der Zähigkeit des Materials 
erblickt. In neuerer Zeit wurde vorgeschlagen, zur Prüfung kreis
zylindrischer Stäbe überzugehen, und zwar 

Stäbe von 40 mm Durchmesser bei 800 mrn Auflagel'entfernung, 
" 30 ,. ,. " GOO " .. 
" 20 " .. 400 ' 

Drei verschieden starke Stäbe glaubte man wählen zu sollen. 
weil Gußeisenstäbe, aus derselben Pfanne gegossen, bei größeren 
Stärken geringere Festigkeit besitzen, 
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Es entstand nun das Bedürfnis, zu bestimmen: welche ·Werte 
von K b und y ergeben sich für diese runden Biegungsstäbe im Ver
gleich zu denjenigen Größen, die quadratische Stäbe lieferten, und 
welche Werte von K" und y können von runden Biegungsstäben 
aus gutem zähen Gußeisen gemäß den Leistungen der heutigen 
Technik verlangt werden. Zur Befriedigung dieses Bedürfnisses bei
zutragen, hat Verfasser eine größere Anzahl von Versuchen durch
geführt, über die in dcr Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 
1908, S. 2061 u. f., und 1909, S. 299 u. f., berichtet worden ist. Die 
Hauptergebnisse sind die folgenden, wobei die Biegungsstäbe die 
Gußhaut besaßen, während die Zugstäbe aus den Bruchstücken der 
Biegungsproben herausgearbeitet worden waren, also Gußhaut nicht 
mehr aufwiesen. 

Bi egungs vers uche. 

Bezeich- K b in kg!qcm y in llllll 
._... --~ .... ._.. .. _. -----nung I \ 1 30 mm I, 40 mm \ 30 llllll i ~O llllll des 30 mm i 40 mlll I 30 mlll i 20 mm 

Materials o I 0 I 0 ! 0 01 0 1°: 0 
I I I I 
I I 

3831 4370 ! 45GB 4957 23,9 

I 
16,7 

, 
11,6 6,9 a 

I 

, 
i 

b 3988 4561 I 4855 5739 23,7 15,6 
I 

11,2 7,5 
3476 4109 

I 
4571 4786 23,4 16,0 12,6 I 8,0 c 

I 
i 

d 3013 3011 
! 

3678 4793 19,4 10,1 9,5 
! 

6,7 
e 4072 ! 4264 

I 
4138 4991 25,1 I 15,1 9,1 6,3 I 

Zugversuch e. 
.. - _. 

Bezeich- Zugfestigkeit Arbeitsvermögen in kgm/ccm 
- - -- . -

\ 

i I nung 
des 30 40 I 30 30 40 i 30 i I 

Materials 0 I ° I 
0 0 I ° i 0 

I 

I I I 

a 2666 , 2233 2547 0,140 0,118 0,119 
h 2542 I 2377 ! 2801 - - --I I 

c 2381 I 2118 2484 - -
I 

d 1956 
! 

1670 I 2001 0,100 0,071 0,081 
e 2750 

I 

2608 2757 0,197 0,166 0,145 
i 

Die vorstehenden Zahlen, die für die 30 mm starken Rund
stäbe, auf die man sich geeinigt hat, beim Material b die durch
schnittliche Biegungsfestigkeit zu 4855 kgjqcm und die durchschnitt
liche Zugfestigkeit zu 2801 kgjqcm zeigen, stellen noch nicht die 
Grenze des Erreichbaren dar. In der Materialprüfungsanstalt Stutt
gart wurden für Gußeisen schon Zugfestigkeiten bis 4366 kg!qcm 
an Stäben von 18 mm Durchmesser ermittelt. 
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4. Einfluß der GuHhaut. 

Gußeisen E. 

Zugstäbe (3 Stück) bearbeitet. 

Biegungsstäbe (14 Stück), zum Teil bearbeitet (5 Stück), 
zum Teil unbearbeitet (9 Stück). 

" .. 1560-+-1586+1640 ZugfestIgkeIt K z ==- -' - -c=c 1 ;,)95 kg(qcm. 
3 

Der Vergleich der Spalten 4 und 6 (s. folgende Seite) zeigt 
deutlich, daß die Biegungsfestigkeit der bearbeiteten, also 
von der Gußhaut befreiten Stäbe entschieden größer ist 
als diejenige der unbearbeiteten Stäbe. Das Vorhanden
sein der Guß haut wirkt demnaeh auf Verminderung der 
ßiegungsfestigkeit hin. 

Diese Erscheinung läßt sich erklären einmal durch den Einfluß 
etwa vorhandener Gußspannungen und zweitens dadurch, daß die 
Dehnungszahl - der federnden und der bleibenden Dehnungen -
für das Gußhautmaterial geringer ist als diejenige für das weiter 
nach dem Innern des Stabes zu gelegene Gußeisen. Für die letztere 
Erklärung spricht insbesondere die Beobachtung, daß die Durch
biegungen, namentlich die bleibenden, bei den bearbei
teten Stäben verhältnismäßig weit größer sind als bei den 
unbearbeiteten. Die geringere Nachgiebigkeit der an und für sich 
am stärksten beanspruchten äußeren Fasern hat zur Folge, daß die 
Festigkeit der inneren Fasern weniger ausgenützt wird 1). 

Die Größe des hiermit festgestellten Einflusses der Gußhaut auf 
die Biegungsfestigkeit hängt jedenfalls auch z. B. davon ab, ob die 
Gußstücke in frischem Sand oder in getrockneten Formen gegossen 
werden. Unter Umständen wird dieser Einfluß sehr bedeutend wer
den können. 

Hieraus folgt, daß nur bearbeitete Stäbe der Prüfung unter
worfen werden sollten, falls man Zahlen erhalten will, die unter 
sieh mit voller Berechtigung verglichen werden können. Rücksicht 
auf die Kosten veranlaßt häufig, hiervon abzuweichen. 

Demgemäß ergibt sich der Koeffizient ,uo der Gleichung 1 für 
unbearbe;tete Stäbe kleiner als für bearbeitete. Den Werten in Spalte () 

') Den vom VerfaHser aus Biegungsversuchen in der Mitte der achtziger 
Jahre gezogenen Schluß, daß die Guß haut eine kleinere Dehnungszahl be
~itze als das weiter nach dem Stahinnern gelegene Material, haben unmittel
bare Zugversuche, über die er in der Zeitschrift des Vereines deutscher Inge· 
nieure lil99, S. 857 u. f. (Mitteilungen über Forschungsarbeiten auf dem Ge· 
biete des Ingenieurwesens, Heft 1, S. 1 u. f.) berichtet. bestätigt. 
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B' f' k' K Pmaxl legungs eshg elt b = -4 g- e1 

Nr. 
Querschnitts- - -- _.--- -- --

form ! Stäbe bearbeitet I Stäbe unbearbeitet 

I:-~g/q~~-I 
--_ .. . . _------ -- ----- ---

in Teilen I in kgjqcm 
in Teilen 

von Hz von J(z 

2 3 
\ 

4 f> 6 

1 -~ 2765 I L73 
~ ",, )0 I 

i 

2 2295 1,44 

~ ,,~ 

" -r~ 2390 1,50 v .. 
.... - 60 - ..... 

r:r1 4 
~ ~ 2254- 1,41 & 10 . ~ 
~ , 
i 

... -- ,.t."1 - .... 

'2 I -~ 

5 ": . Z1.'~ 2026 1.27 ~ _I. 
I % 
~- ' 

würde ein Wert!1-o im Mittel reichlich 1 entsprechen, d. i. nahezu 1/8 
kleiner als für die bearbeiteten Stäbe. 

5. Versuche zur Klal'stellnng des Zusammenhangs zwiscllen Zug
und Biegungsfe!'\tigkeit und der Spannungs verteilung über den 

Querschnitt des gebogenen Stabes. 
A. Gußeisen. 

Zu diesen Versuchen wurden von Gußeisen bei dem gleichen 
Guß (aus derselben Pfanne), also aus dem gleichen Material, soweit 
sich dies überhaupt erreichen läßt, hergestellt: 

Zylinder von 90 mm Durchmesser und rund 950 mm Länge, 
quadratische Stäbe von 90 mm Seite und rund 1100 mm Länge. 

Durch Bearbeitung dieser Körper auf der Drehbank bzw_ Hobel
maschine fand überführung derselben in Zylinder von 80 mm Durch
messer bzw. in quadratische St.äbe VOll 80 mm Seitenlänge statt. 

Von den Zylindern wurden sodann Stücke in der Länge von 
ungefähr 3:20 mrn abgestochen und aus ihnen zu Zugversuchen je 
4 RundstäLe von 20 mm Durchmesser im mittleren Teile heraus-
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gearbeitet. Das jeweils verbleibende Zylinderstück von rund 620 mm 
Länge wurde zu Druckversuchen verwendet. 

Die quadratischen Stäbe dienten den Biegungsuntersuchungen. 
Die Belastung wurde von Stufe zu Stufe gesteigert und dabei 

ohne Zurückgehen auf die erste BelastungsEtufe - jeweils die 
gesamte Längenänderung bzw. Durchbiegung festgestellt. 

Sowohl bei den Zug- als auch bei den Druck- und Biegungs
versuchen wurden die Verlängerungen bzw. Zusammendrückungen 
und Durchbiegungen je nach 5 Minuten Belastungsdauer abgelesen. 

Von den Ergebnissen seien die folgenden hier mitgeteilt. 

a) Zugversuche. 

Belastungsstufe -I Ges~~te Verlängerungen I 
in 1/1000 cm auf lU cm \ in kg/qcm I Länge 

159,15 und 318,3 I 2,14 
159,15 

" 477,5 4,99 
159,15 

" 
636,6 8,83 

159,15 
" 

795,8 14,15 
159,15 

" 
954,9 21,60 

159,15 
" 

1114,1 33,31 
159,15 

" 
1273,2 55,58 

Die Zugfestigkeit des Stabes ergab sich zu 
K .. =1315 kg/qcrn, 

diejenige von zwei anderen Stäben zu 

Belastungsstufe 
in kg!qcm 

0,46 und 298,4 
0,46 

" 
596,8 

0,46 
" 

895.2 
0,46 

" 
1193,6 

0,46 
" 

1531,9 
0,46 

" 
1790,4 

0,46 
" 

2088,8 
0,46 

" 
2387,2 

0,46 
" 

2685,6 
0,46 

" 
2984,0 

1289 und 1273 kg/qcm. 

b) Druckversuche. 

Gesamte Zusammen
drückungen In 1/200 cm 

auf 29,0 cm 

2,13 
4,63 
7,20 

10,45 
14,54 
18,51 
24,10 
31,08 
41,20 
56,72 

I 

Unterschied der 
Verlängerungen 

2,85 
3,84 
5,32 
7,45 

11,71 
22,27 

Unterschied der 
Zueammen
drückungen 

2,50 
2,57 
3,25 
4,09 
3,97 
5.59 
6,98 

10,12 
15,n2 
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c) Biegungsversuche. 

Stabbreite b = 8,01 cm, Stabhöhe h = 8,005 cm. 

Entfernung der Auflager l = 1000 mm. 

Belastung erfolgt in der Mitte durch die Kraft P. 

I I 

Belastung P 
kg 

O,25Pl 

1.- ~~2 
(; 

, Gesamte Durchbiegungen ] Unterschied der 
der Stabachse in der Durchbiegungen 

Mitte in rnrn in rnrn 

500 
1000 
2000 
~000 

4000 
5000 
6000 
7000 

146,1 
292,2 
584,4 
876,6 

1168,8 
1461,0 
175~,2 

2045,4 

o 
0,355 
1,227 
2,226 
3,392 
4,830 
6,698 
9,143 

0,35& 
0,872 
0,99~ 
1,16& 
1,438 
1,868 
2,445 

Der Bruch erfolgt bei P = 7380 kg. Die für Proportionalität 
zwischen Dehnungen und Spannungen gültige Gleichung 10, § 16 
würde liefern 

25·7380 
K b =--- ---- = 2157 kgjqcm. 

1 0 

-·801·8005" 6' , 

d) Prüfung des Zusammenhanges der Versuchsergebnisse . 

Es liegt nahe, die Prüfung in der Art auszuführen, daß auf die 
Entwicklungen S. 273 u. f. zurückgegriffen und ermittelt wird: 

aus den Zugversuchen [(1 und m1 , 

., " Druckversuchen ((2 " m2 , 

" GI. 11 (S.277) mit 01 = 1315 kgjqcm die Lage der 
Nullachse, 

.. GI. 12 (S. 277) die Größe des biegenden Momentes, 
das mit 0 1 = 1315 kgjqcm den Bruch herbei
führen würde. 

Dieses Moment wäre so dann mit dem tatsächlichen Bruchmoment 

zu vergleichen. 

Pl 
4 

100 
--·7380 = 184500 kg· cm 
4 

Die Beschreitung dieses Weges führt zunächst zu der Erkenntnis, 
daß das Potenzgesetz e = 110m für die gesam ten Dehnungen bis 
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zum Bruch den tatsächlichen Verlauf der Dehnungslinie weder bei 
Zug noch bei Druck zutreffend genug zum Ausdruck bringt. In :Fig. 5 
sind auf Grund der unter a und bangegebenen Versuchsergebnisse 
zn den Spannungen als wagrechten Abszissen die jeweils erhaltenen 

1,// 

.'/ 

, / 
;;/ 

/ 
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Dehnungen als senkrechte Ordinaten aufgetragen und dadurch die 
ausgezogenen Kurven erhalten worden: 0 Z 1 Z gilt für Zug und 
o EI E D für Druck. 

Der Linienzug, wie ihn das Potenzgesetz mit 

.1 1 
(~1 = 24-956000000' m1 = 2,623, ((~ = 20000000 1n,~ = 1.4 f) 1 
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liefert, ist strichpunktiert eingetragen. Man erkennt deutlich, daß, 
wenn auch die Werte von a1 m1 bzw. u'!. m2 anders als geschehen 
gewählt werden, bedeutende Abweichungen der bei den Linienzüge 
bestehen bleiben. 

Unter diesen Umständen verzichten wir auf die Benutzung des 
Potenzgesetzes sowie auf die Heranziehung einer anderen Funktion 
und verfahren in einer anderen, schon von W. Schüle ang"deuteten 
Wdse 1). Die in Fig. 5 ausgezogene Kurve OZlZ liefert für oz= 1315 
kg/qcm = AZ in der Ordinate OA die zugehörige Dehnung. Unter 
der Voraussetzung, daß der Stabquerschnitt bei der Biegung eben 
bleibt 2), ergibt die Linie OZlZ die Verteilung der Zugspannungen 
von der dureh 0 gehenden Nullachse bis zu der am stärksten ge
spannten Faser in A. Die Größe der Fläche OAZ bildet unter 
Berüoksichtigung der Breite des rechteckigen Querschnittes das Maß 
für die Summe der inneren Krä.fte auf der Zugseite. Da nun diese 
Summe, die mit N bezeichnet sei, gleich sein muß der Summe der 
inneren Kräfte auf der Druckseite (GI. 3, S. 235), so ist auf letzterer 
eine Fläche OB E = Fläche 0 A Z abzugrenzen, was sich mittels des 

Polarplanimeters ziemlich raEch ausführen läßt. bE ist alsdann die 
größte Spannung, die auf der Druckseite eintritt, wenn die größte 

Spannung auf der Zugseite AZ = 1315 kgjqcm beträgt. Die zeich

nerische Darstellung liefert die größte Druckspannung BE = 
. 2270-1315 .. 

2270 kg!qcm, d. 1. um 100 1315 = 73°/0 großer als die 

größte Zugspannung. 
Die Nullachse ist in dem rechteckigen Querschnitt von der 

Höhe AU B so gelegen, daß die Abstände von außen 

e1 = UA und f 2 = OB 

betragen. Dies gibt, da der für die Dehnungen - zunächst ohne 
Rücksicht auf die Höhe des Stabquerschnittes - gewählte Maßstab 

in der ursprünglichen Zeichnung Fig. 5 zur Strecke 0 A = 20,3 cm 

und zur Strecke OB = 14,7 cm, also zu AB = 20,3 + 14,7 = 35,0 cm 
geführt hat, bei der Querschnittshöhe h = 8,005 cm 

8,005 
e1 = 20,3 -35.0 = 4,64 cm, 

8,0()5 
eil = 14,7 35-;0 = 3,36 cm. 

1) Wie dem Verfasser spä1er bekannt geworden, hat Ritter Achon früher 
diesen Weg bezeichnet: "Anwendungen der graphischen ~tatik", I, 1888, 
S. 134 u. f. unter • Spannungen, welche die ElastizitätEgrenze überschreiten". 

') V gl. 266, Fußbemerkung 2, S. 2H9. 
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Die Nullachse liegt somit im Augenblick des Bruches 
um 0,64 cm, d. i. um 8 % der Querschnittshöhe aus der Mitte 
nach der Druckseite hin. 

Sind Sz und Si/ die Schwerpunkte der beiden Flächen OAZ 
bzw. 0 BE, so findet sich zunächst in der Strecke y der Abstand, in 
dem die beiden resultierenden Innenkräfte N wirkend anzunehmen 
sind, und damit das Moment der inneren Kräfte gleich Ny. 

Aus der Zeichnung entnehmen wir unter Berücksichtigung, daß 
die Stab breite 8,01 cm beträgt, 

N=37160kg 
8,005 

y = 21,0 35,0 = 4,8 em, 

folglich 
Ny= 37160·4,8 = 178368 kg·cm. 

Das Moment der äußeren Kräfte, das zum Bruche führte, be
trug - wie oben ermittelt - 184500 kg. cm. Somit findet sich 
der Unterschied zwischen diesem Bruchmoment und dem Moment 
der inneren Kräfte, wie es im vorstehenden festgestp.llt worden ist, zu 

184500 - 178368 _ 3°/ 
100 184500 - 3, 0' 

Dieser Unterschied hält sich nicht bloß innerhalb der Grenzen 
der Abweichungen, die in solchen Fällen zu enyarten sind, sondern 
er muß sogar als recht klein bezeichnet werden. Hiernach er
scheint die Spannungsverteilung im Querschnitt des ge
bogenen gußeisernen Stabes im Augenblick des Bruches 
und damit auch der Zusammenhang zwischen der Biegungs
festigkeit und der Zugfestigkeit klargestellt. Man erkennt, 
daß in dem gebogenen Stabe wesentlich höhere Zugspan
nungen nicht auftreten, als sie der unmittelbare Zerreiß
versuch liefert. 

Für ein unterhalb des Bruchmomentes liegendes Biegungsmoment, 

etwa für ein solches, das Oz = AIZI liefert, welchem Werte dann gemäß 
der Gleichgewichtsbedingung, daß Fläche OAIZI = Fläche OBlEI 
sein muß, die Drllckl'pannung 0i/=EIBI entspricht, verschiebt 
sich wegen des flacheren Verlaufs der Drucklinie OEI E 
g e gen übe r dem jen i gen der Zug I i nie 0 Zl Z die Null ach s e 
nach der Mitte hin, für noch kleinere Momente kann sie 
aus der Mitte des rechteckigen Querschnittes nach der 
Zugseite hin gelegen seint). 

1) Diese Feststellung I'ibt nicht nur eine· weitgeheude Aufklärung über 
die Anstrengung von auf Biegung beanspruchten Körpern, deren Material stark 
veränderliche Dehnungszahlen LJesitzt, wie Gußeiseu, Sandstein, Beton usw., 
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Beispielsweise findet sich 
für (J.= 1000 kg/qcm, 

(Ja = 1388 kg/qcm, e1 = 4,27 cm, e2 = 3,73.cm, 
somit die Nullachse um 0,27 cm, d. i. 3,4°/0 der Höhe aus der Mitte 
nach der Druckseite gelegen, 

für (J.=500kg/qcm, 
(Jd = 525 kgjqcm, e1 = 3,77 cm, e2 = 4,23 cm, 

somit die Nullachse um 0,23 cm, d. i. 2,9°/0 der Höhe aus der Mitte 
nach der Zugseite gelegen. 

Um für kleine Momente, die auch nur geringe Spannungen 
(Dehnungen) geben, die Lage der Nullachse auf dem zeichneriEchen 
Wege ausreichend genau feststellen zu können, müssen hei den Zug
und Druckversuchen die Dehnungen und Zusammendrückungen für 
geringere Spannungen mit entsprechend niedrigeren Belastungsstufen 

sondern sie beleuchtet auch die Mitteilungen, die in neuerer Zeit hinsichtlich 
der Lage der Nullachse bei Bi"gungsbalken aus solchen Stoffen gemacht worden 
sind. Je nach der verhältnismäßigen Größe des biegenden Momentes konnte 
man die Nullachse in der Stabachse oder auch mehr oder minder weit außer
halb gelegen ermitteln. ohne damit der eigentlichen Erkenntnis der Spannungs
verteilung über den Querschnitt näher zu kommen. ~über diese gibt Fig. 5, 
S. 301 vollen Aufschluß. 

G. Tiraspolsky, Professor in Tomsk, der 1901/1902 in dem Labora
torium des Verfassers tätig war, hat auf dessen Anregung die weitere Ver
fo�gung dieses Verfahrens aufgenommen und eine dahingehende Arbeit ver
öffentlicht, zufolge der er bei Gußeisen Abweichungen um 4,flOfo und 3,3% 
(gegen 3,3 Ofo oben) ermittelte. 

Größere Abweichungen ermittelte W. Pincgin (Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1906, S .. 2029 u. f., Mitteilungen über Forschungsarbeiten, 
Heft 48, S.43 u. f.). E. Meyer, der die Versuchsarbeiten von Pinegin ein
gehender verarbeitete, stellt fest, daß die Durchb:egungen, die sich auf Grund 
des oben angegebenen Verfahrens aus den Ergebnissen der Zug- und Druck
versuche berechnen lassen, mit den von Pinegin gemessenen Durchbiegungen 
recht gut übereinstimmen, so daß auch die Pi n c gin sehen Versuche für 
dieses Verfahren sprechen (Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1908, 
S. 167 u. f.). Die Abweichungen, zu denen Pinegin gelangte, dürften sich -
jedenfalls zu einem Teile - durch die Schwierigkeit erklären, die sich infolge 
der Plötzlichkeit des Bruches bei der Ermittlung der tatsächlichen Bruch
dehnung bietet; auch können kleinere Fehlstellen im Material im Augenblick 
des Bruches einen Einfluß äußern, den sie vorher bei der Biegung des Stabes 
nicht hatten usw. 

An der angegebenen Stelle zeigt Meyer in Erweiterung unserer Erkennt
nisse, daß sich die Durchbiegungen von Flußeisen, das über die Streckgrenze 
hinaus beansprucht wird, auf dem oben angegebenen Wege mit guter An
näherung berechnen lassen. 

Ludwik fand in seiner A:rbeit "Zur Frage der Spannungsverteilung in 
gekrümmten stabförmigen Körpern mit veränderlichem Dehnungskoeffizienten" 
(Techn. Blätter 1905) die gleiche Übereinstimmung wie Verfasser. 
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ermittelt und muß für die Dehnungen ein größerer Maßstab gewählt 
werden, als dies im Falle der Fig. 5 geschehen ist, mit der nur die 
Aufgabe zu lösen war, die VRrhältnisse für den Bruch zu untersuchen. 

Zur weiteren KlarsteIlung sind Versuche mit verschiedenen 
Gußeisensorten, mit Steinen, Beton usw. durchzuführen; ebenso 
wird der Einfluß zu ermitteln sein, den Wechsel der Belastungen 
(Spannungen) äußert. 

B. Kiefernholz. 

In gleicher Weise,. wie unter A für Gußeisen beschrieben, 
wurden zunächst mit Probekörpern, die dem sehr gleichförmigen 
Holz (Pfosteuform) nebeneinander entnommen waren, Versuche zur 
Ermittlung des Verlaufes der gesamten Dehnungen bzw .. Zusammen
drückungen bei Zug- und Druckbeanspruehung ausgeführt. Die Er
gebnisse sind in Fig. 6 niedergelegt. Während beim Zugversuch die 
Linie fast geradlinig ansteigt und 
nur kurz vor Erreichen der Zug
fEstigkeit stärkere Krümmung auf
weist, tritt eine solche beim Druck
versuch Echon früher ein. Nach 
Überwindung der Druckfestigkeit
die einzelnen Fasern knicken unter 
Faltenbildung aus, vgl. Fig. 4, 
TaL XI - fällt die Linie sehr 
langsam ab. (Bei anderem Holz ist 
nicht selten weit stärkerer Abfall 
zu beobachten. Meist ist der große, 
aus Fig. 6 bei geringer Belastung er
sichtliche Unterschied in der Zug
und Druckelastizität nicht vor
handen.) 

Hieran schloß sich ein Biegungs
versuch (Höhe des Stabes 5,02 cm, 

Fig. 6. 

Breite 5,00 cm, Auflagerentfernung 100,0 cm). Unter der Belastung 
p= 500 kg, entsprechend einem biegenden Moment von 12500 kg.cm, 
wurde auf der Druckseite Faltenbilaung beobachtet. Die Bean
spruchung kommt dorb also der Druckfestigkeit nahe. Bruch des 
Stabes erfolgte, von der Zugseite ausgehend, unter P = 650 kg 
(biegendes Moment 16250 kg.cm), bei einer Biegungsspannung, be· 
rechnet nach GI. 10, § 16 (Biegungsfestigkeit) 

16250·6 
K b = 5.5,02 2 = 774 kgjqcm. 

C. Bach, Elastizität. 8. Aufl. 20 
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In der auf S.302 ausführlich beschriebenen Weiee wurden nun 
die zu verschiedenen biegenden Momenten gehörigen Spannungen 
ermittelt. Fig. 7 zeigt den Verlauf der Spannungen über den Quer
schnitt, und zwar gilt 

I 

==-~ +-=--=--==--=---- ------ -l---=-- ---------
~--_._--+----- -

Fig.7. 

Linie I für ein biegendes Moment von 8180 kg.cm - der Spannungs
verlauf ist auf derZug-undD:ruckseite fast genau geradlinig

Linie II für ein biegendes Moment von 12 500 kg.cm - Falten bildung 
auf der Druckseite, Druckfestigkeit nahezu erreicht -

Linie III für ein biegendes Moment von 15830 kg.cm - die Span
nung auf der Zugseite erreicht die Zugfestigkeit -

Linie IV für den Augenblick des Bruches unter Zugrundelegung 
der üblichen Rechnung (GI. 10, § 16). 
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Fig. 7 läßt erkennen, daß sich die Spannungsverteilung von 
dem duroh die übliohe Reohnung, welohe Proportionalität zwisohen 
Dehnung und Spannung sowie gleiche Dehnungszahlen für Zug- und 
Druckbeanspruohung voraussetzt, bestimmten Linienzug IV um so 
stärker unterscheidet, je höher die Beanspruohung steigt, d. h. je 
stärker die Dehnung.,linien gekrümmt sind (Fig. 6). Deutlioh ist ferner 
das Wandern der N ullinie gegen die Zugseite hin zu beobaohten. 

Fig. 8. 

In Fig. 8 sind zu den biegenden Momenten als wagrechten 
Abszissen die Werte der größten Zug- und Druokspannungen als 
senkreohte Ordinaten aufgezeiohnet. Dio Zugspannungen verlaufen 
wie in Fig. 6 von vornherein etwas ober halb der Druckspannungen. 
Zwischen beiden befindet sich die gerade Linie, die der übliohen 
Rechnung entspricht. Von dem biegenden Moment an, bei dem sich 
die Linie der Druckspannungen stärk~r (nach reohts) zu krümmen 
beginnt, erfahren die Zugspannungen ra.scheres Wachstum (Krümmung 
der Linie naoh links). Die größere Naohgiebigkeit auf der Druok
seite hat hiernach Erhöhung der Spannungen auf der Zugseite zur 
Folge. So kommt es, daß zwar der Bruch des gebogenen Stabes 
eintritt, wenn die Spannung auf der Zugseite die Höhe der Zug
festigkeit erreioht, daß aber trotzdem die Widerstandsfähigkeit gegen 
Druok dadurch Einfluß nimmt, eaß sie das starke Waohsen der 
Zugspannungen bedingt. Die rechnungsmäßige Biegungsfestigkeit be-

trägt das 774 = 1,7 faohe der Druokfestigkeit. 
446 

20'" 
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Die Übereinstimmung des nach Fig. 6 und 7 abgeleiteten Bruch
momentes mit dem Ergebnis des Biegungsversuches ist eine sehr 
gute. Es stehen sich gegenüber 

größtes Moment nach Fig.7 und 8. . . . 15830 kg/cm 
" "beobachtet beim Biegungs-

versuch . . . . . . . . 16250 " 

16250-15830 
Unterschied 16250 100 = 

Dieser Unterschied tritt auch in Fig. 8 durch den Abstand der 
Enden der Linien III - III und IV-IV zutage. 

Hiernach erscheint die Annahme des Ebenbleibens der Quer
schnitte auch für Holz zulässig. 

Dabei wird zu beachten sein, daß im vorliegenden Fall die 
Auflagerentfernung 100 cm betrug bei einer Stabhöhe von 5,2 cm. 
Würde das Verhältnis Auflagerentfernung : Stabhöhe bedeutend kleiner, 
so stünde ein stärkerer Einfluß der Schubspannungen zu erwarten. 
Diese können bei Holz die Widerstandsfähigkeit begrenzen (vgl. Fig. 13, 
§ 52, Taf. XXII). Auf Grund umfangreicher Untersuchungen, über 
die in einem später erscheinenden Heft der Mitteilungen über For
schungsarbeiten berichtet wird, darf angenommen werden, daß dieser 
Einfluß erst dann erheblichere Bedeutung erlangt, wenn die Auflager
entfernung kleiner ist als etwa das 10 fache der Stabhöhe. 

IV. Knicliung. 
§ 23. Wesen der Knickung. 

Es sei AB, Fig. 1, ein prismatischer Stab von großer Länge 
und geringen Querschnittsabmessungen, belastet durch die Kraft P. 
Wenn nun die Voraussetzungen, 

1. daß die Kraft P genau mit der Stabachse zusammenfällt, 
2. daß diese tatsächlich eine gerade Linie bildet, daß das 

Material des Stabes durchaus gleichartig ist und an allen 
Stellen in dem gleichen Zustande sich befindet, 

3. daß seitliche Kräfte auf den Stab nicht einwirken, daß der
selbe überhaupt Einflüssen, die solche hervorrufen würden, 
nicht unterworfen ist, 

zuträfen, so würde der Stab nach § 11 nur eine Zusammendrückung 
in Richtung der Achse und senkrecht dazu eine Querschnittsver
größerung erfahren. Eine Veranlassung, mit dem freien Ende seit
lich auszuweichen, läge dann nicht vor. 
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In "Virklichkeit sind die genannten Voraussetzungen, namentlich 
diejenigen unter Zitf. 1 und 2, genau überhaupt nicht zu erfüllen und 
angenähert um so weniger leicht, je größer die Länge des Stabes 
im Verhältnis zu seinen Querschnittsabmessungen ist. Infolgedessen 
zeigt die Erfahrung, daß ein solcher Stab mit seinem freien Ende 
auszuweichen bestrebt ist, daß er eine Biegung erleidet. Um 
uns über das, was hierbei eintritt, ein richt.iges Bild zu verschaffen, 
führen wir folgende Versuche durch. 

a) Wir nehmen einen sorgfältig gerade gerichteten Stahldraht 
von 3,5 mm Durchmesser, spannen denselben möglichst genau senk
recht in den Schraubstock so ein, daß er eine freie Länge von 
l = 850 mm besitzt, Fig. 2. Hierauf belasten wir ihn in Richtung 

Fig. 1. 
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Fig. 2. 

seiner Achse mitP=Pi =0,4 kg. 
Sobald Draht und Belastung sich 
selbst überlassen werden, be
ginnt das freie Ende des ersteren 
auszuweichen, bis er bei y' = rund 
25 mm zur Ruhe gelangt. In 

I<'ig. 3. 

diesel' Lage befindet sich das biegende Moment Py' (sofern von dem 
Einfluß des Eigengewichtes des Drahtes abgesehen wird) im Gleich
gewicht mit den durch dasselbe im Innern des Stabes wachgerufenen 
Elastizitätskräften. Die wiederholte Zurückführung des ausgewichenen 
Drahtes in die senkrechte Lage erwidert derselbe durch erneute Aus
biegung um V'. Wird das freie Ende des Stabes mit der Hand 
etwas weiter, d. h. um mehl' als y' ausgebogen und alsdann sich 
selbst überlassen, so kehrt es in die Lage y' = 25 mm zurück. Der 
Gleichgewichtszustand ist demnach ein stabiler. 

Die Belastung Pi = 0,4 kg wird entfernt und durch P = P2 = 

1,1 kg ersetzt. Sobald der Drahtstab mit der Belastung sich selbst 
überlassen bleibt, beginnt das freie Ende auszuweichen, der Draht 
biegt sich fortgesetzt, bis das belastende Gewicht die \Verkbank, an 
welcher der Schraubstock befestigt ist, erreicht hat, Fig. :l. 

Die Biegung ist naturgemäß an der Einspannstelle am stärksten. 
Der Stab ist hierbei nicht gebrochen. Nach der Entlastung ver-
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schwindet ein ziemlich bedeutender Teil der erlittenen Formänderung 
wieder; namentlich erlangt die nach dem freien Ende hin gelegene 
Strecke die Geradlinigkeit wieder. 

b) Ein schlanker Holzstab von quadratischem Querschnitt, Seiten
länge 7,5 mm, wird möglichst gen au senkrecht in den Schraubstock 
gespannt, alsdann am freien Ende mit P = Pi = 1,1 kg belastet, 
wobei l = 850 mm. Das freie Ende beginnt auszuweichen und ge
langt schließlich bei y' = rund 150 mm zur Ruhe. 

Die Belastung Pi = 1,1 kg wird entfernt und durch P=P2 = 
1,3 kg ersetzt. Der hierauf sich selbst überlassene Stab beginnt mit 
dem freien Ende auszuweichen, auch nach wiederholt er Zurückführung 
in die senkrechte Lage, und biegt sich, bis er bei y' etwft gleich 
550 mm bricht. 

Die Erscheinungen, welche die beiden Stäbe bei der Belastung 
mit P= P2 zeigen, werden unter dem Namen Knickung cles Stabes 
zusammengefaßt: im ersten Falle tritt eine Biegung ein, die - ab
gesehen von der Möglichkeit, daß es sich um eine Feder handelt -
mit dem Zwecke des Stabes, ein widerstandsfähiger Konstruktions
teil zu sein, unvereinbar ist; im zweiten :Falle erfolgt ein Bruch, der 
gleichfalls unzulässig erscheint. 

Aus den Versuchen a und b erkennen wir folgendes. 
Bei der Belastung Pi weicht der Stab nur um y' aus und ge

langt zur Ruhe. Wird das freie Ende des Stabes mit der Hand 
noch etwas weiter ausgebogen und sich dann selbst überlassen, so 
kehrt der Stab in diese Lage zurück. In derselben herrscht demnach 
stabiles Gleichgewicht zwischen dem biegenden Moment, das die auf 
den Stab wirkenden äußeren Kräfte, d. h. die E'chwerkl'äfte der Be
lastung und der eigenen Masse liefern, und den hierdurch im Innern 
des Stabes wachgerufenen Elastizitätskräften. Bei der Belastung P2 

dagegen besteht überhaupt ein Gleichgewichtszusiand nicht, der Stab 
biegt sich aus, bis die Belastung zum Aufruhen gelangt, also zum 
Teil aufgehoben wird (Versuch a), beziehungsweise zum Bruche führt 
(Versuch b). In beiden Fällen muß es hiernach eine zwischen 
Pi und P2 gelegene Belastung P = Po geben, für die der stabile 
Gleichgewichtszustand, der bei P=P j noch zu beobachten war, 
gerade aufhört zu bestehen. 

Diese Kraft Po wird als Knickbelastung hezeichnet. 



§ 24. Knickbelastung. 

§ 24. Knickbelastung. 
(Eulersehc Gleichung.l 

Für den Stab Fig. 1 bezeichne 

811 

P die in der Richtung der ursprünglich geraden Stahaehse wirkende 
Kraft, 

Po die Kniekhelastung, d. h. diejenige Größe von P, welche die 
Knickung herbeizuführen imstande ist, 

e das der Biegung gegenüber in Betracht kommende Trägheits
moment des Stabquerschnittes (in der Regel das kleinere der 
beiden Hauptträgheitsmomente), 

die Länge des Stabes, 

(( die Dehnungszahl. 

In bezug auf den durch den Abstand x bestimmten Querschnitt 
ist, da die zu x gehörige Ordinate der elastischen Linie ?I beträgt, 
das biegende Moment, dessen Ebene den Querschnitt 
in einer der beiden Hauptachsen schneide, 

Mb = P Ca + y' - y) 
und damit unter den Voraussetzungen, die in § 1 G zu 
Gleichung 14 führen, nach Gleichung 15 daselbst 

Wird gesetzt 

so folgt 
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Dieser Gleichung entspricht unter Voraussetzung, daß a und e kon
stant sind, das Integral 

Z == Cl sin (11 x) -; . C2 cos (nx) 
oder 

y -a - y' = Cl sin (nx) 02 cos(nx), 

sofern die beiden Integrationskonstanten mit Cl und 02 bezeichnet 
werden. Dieselben sind bestimmt dadurch. daß für den Punkt A. 
also für x = 0 

?J= 0 und 
dy ... =0. 
dx 

d. h. 
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Hiermit folgt 
y = (a + y')[l- cos (nx)] . 1) 

Für x = 1 wird y = y', also 

y'=(a+y') [l-cos(nl)J 
, 1 - cos ( n 1) r 1 ] 

y = a -- cos (-;;t)~ = a LCOS (n 1) - 1 

=a [-- 1 -1] 
COS(l Va:) 2) 

und damit findet sich die Gleichung der elastischen Linie 

1 ____ cos (x 1 /ap) 
1-cos{nx) V e 

y=a cos(n1) =a cos(q/a:) 
3) 

Denken wir beispielsweise die Gleichung 2 angewendet auf einen 
schmiedeisernen Stab von 100 cm Länge und 1 cm Durchmesser, so 
findet sich mit 

Für den Hebelarm a wollen wir uns einen kleinen Betrag vor
stellen, etwa daher kommend, daß der Stab schon ursprünglich nicht 
genau gerade war, und daß P nicht genau durch den Schwerpunkt 
des Querschnittes geht. 

Es ergibt sich 

für P= 5 kg y' = a (COS~,707 -1) = 0,32 a, 

für P = 10 kg y' = a ( - co~ 1-- 1) = 0,85 a, 

für P= 15 kg y' = a (cos :,225- - 1) = 1,95 a, 

für P = 20 kg y' = a (üos 1~4142 - 1) = 5,54 a, 

für P= 22,5 kg y' = a (COS\5 - - 1) = 13,16 a. 
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Wir erkennen, daß y' anfangs langsam, dann aber außerordent
lich rasch mit P wächst;3ür P= 24,674 kg würde sogar 

y' =aCo8i~5708 -1 )=a(~ -1) =a·oo=oo. 

Wie klein also auch a sein mag - sofern es nur nicht Null 
ist -, für P= 24,674 kg liefert "die Rechnung y' = 00. Dieses Er-' 
gebnis ist natürlich nieht so aufzufassen, daß die Ausbiegung des 
Stabes, der eine endliche Länge besitzt, tatsächlich unendlich sich 
ergibt, sondern es wird damit nur ausgesprochen, erreicht P den 
Wert 24,674 kg, so wird bei der geringsten Abweichung der Be
lastung von der Stabachse oder bei nicht vollkommener Geradlinig
keit derselben oder bei nicht vollständiger Gleichartigkeit des Stab
materials oder seines Zustandes oder endlich bei der geringsten seit
lichen Einwirkung auf den Stab dieser umknicken, das Gleichgewicht 
zwischen der äußeren Kraft P und den inneren Elastizitätskräften 
wird aufhören, zu bestehen. Dabei ist P selbstverständlich nur mit 
derjenigen Genauigkeit bestimmt, die den Yoramsetzungen der Rech
nung entspricht 1). 

Dieser Wert von P kann demnach als diejenige Kraft bezeichne t 
werden, die imstande ist, die Knickung herbeizuführen, und die sie 
auch herbeiführen wird, da die Voraussetzungen unter Ziff. 1 
und 2 in § 23 nicht streng erfüllbar sind, und deshalb stets ein 
biegendes Moment vorhanden sein muß. 

Diese Kraft ist die Knickbelastung Po, 

Allgemein läßt sich dieselbe aus Gleichung 2 durch die Er
wägung bestimmen, daß 

P=Po für y' = a'oo, 
d. h. 

COS(l~)=O lV~(~~=~ 
n 2 1 f) 

PO ='4a fi .......... 4) 

Für den Fall der Fig. 2, nach Maßgabe welcher der Stab ge
zwungen i.st, mit s'=linen sonst beweglichen Enden A und B in der 
ursprünglich geraden Stab achse zu bleiben, verhält sich jede der 
beiden Stab hälften genau so wie der ganze Stab in Fig. 1. Demnach 

1) Eine strengere Entwicklung gibt Schneider in der Zeitschrift des 
ästerr. Ingenieur- und Architekten-Vereins 1901, S. 633 u. f. 
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ergibt sich für die Kraft, durch die hier die Knickung erfolgen wird, 
mittels Einführung von 0,5 1 in die Gleichung 4 an Stelle von 1 

.n~ 1 e 1 e 
PO=4-a(O~51)"!=.n2arl), ...... 5) 

d. i. ein viermal so großer Wert wie für den Stab mit freiem 
.Ende. 

Die Beziehung 5 wird nach ihrem Urheber als die Eulersche 
Gleichung bezeichnet. 

Wenn der Stab, Fig. 3, an beiden Enden A und B so befestigt 
ist, daß bei etwaiger Ausbiegung die Gerade AB Tangente in den 

Punkten A und B der 
elastischen Linie bleibt 
- was übrigens in Wirk
lichkeit nur sehr selten 
zutreffen wird (vgl. 
§ 53) -, so liegen in 
den Mitten C und E der 
Stabstrecken AD und 
B D Wendepunkte. Die 
hierdurch entstehenden 
Endstücke AC und BE 
verhalten sich wie der 
ganze Stab im Falle der 

Fig. 2. Fig. 3. Fig. 1 (a = 0 gesetzt), 
während das Mittelstück CD E dem Stabe in Fig. 2 entspricht. Diese 

Erwägung ergibt für die beiden Endstücke je von der Länge !.. 
4 

nach Gleichung 4 

1) Eine einfache, elementare Ableitung dieser Gleichung liefert R. Land 
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1896, S. 99 u. f. In an
derer, auf die Vorgänge bei der Knickbeanspruchung eingehender Weise be
handelt W. Sc h ü I e diese Aufgabe, Zeitschrift des Vereines deutscher Inge
nieure 1899, S. 779. 

E. Rasch berichtet in Heft 3 und 4 der Mitteilungen aus dem Material
prüfungsamt zu Berlin-Lichterfelde West 1919 über eine einfache, rein geometrische 
Ableitung der mit der Eulerschen Gleichung übereinstimmenden Gesetzmäßigkeit 

e 
P=RX-(i. 
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für das Mittelstück, dessen Länge ~- nach Gleichung 5 

ql e .,le 
PO =:n;·-(1)"=4:n;····--z" . a" r: • 

2 

.Folglich gilt für den ganzen Stab, Fig. 3, 

1 e P =4:n;~--
o H F 

. . . . . (j) 

Hiernach verhalten sich die Knickbelastungen für die Stäbe 
Fig. 1, 2 und 3 unter sonst gleichen Verhältnissen wie 

:n;~ 1 eie 1 A 
----:n:2 -,,:4:n2 -- C~~l :4:16. 
4 a 12 a 1" (( (2 

Die drei Gleichungen 4 bis 6 lassen sich zusammenfassen in 
die eine 

worin 

. . . . . . . . . i) 

n 

W = ~~ für die Befestigungsweise 
4 

w =:n;2 für diejenige .Fig. 2 und 

w = 4:n;2 für diejenige .Fig. ~ 

. . . . 8) 

§ 25. Zulässige Belastung gegenüber Knickung. 

Als zulässige Gesamtbelastung P der in § 24 besprochenen 
Stäbe wird der @3-te Teil von Po genommen, d. h. 

p=Po . 
,~ 

Insbesondere 

für Stab Fig. 1, § 24, P= 4~~~ 'I 
:n;21 e 

" ,,2, " P=®ar' j 
_ 4n2~ e 

., ,,3, ,. P - ® ce l2 , 

. . . . . 1) 

., 

oder allgemein 
wie 

p=--- ........... 2) 
@3 a 12 
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worin weinen von der Befestigungsweise der Stabenden abhängigen 
Koeffizienten, den Befestigungskoeffizienten, bedeutet, dessen 
Größe für bestimmte Fälle am Schlusse von § 24 angegeben ist. 
Hinsichtlich w = 4.n2 sei nochmals darauf hingewiesen, daß es nur 
äußerst selten der Wirklichkeit entsprechen wird, den Stab als bei
derEeits vollkommen eingespannt anzusehen (vgl. § 53). 

Die Benützung der Gleichungen 1 oder 2 bei Feststellung der 
Querschnittsabmessungen einer Stütze kommt nach Maßgabe des Er
örterten darauf hinaus, diese so zu wählen, daß erst durch das 
@;i-fache der wirkenden Kraft P die Knickung herbeigeführt wird. 
Mehr ist hierdurch zunächst nicht erreicht. Insbesondere erscheint 
es unzutreffend, bei Verwendung dieser Gleichungen zu schließen, 
daß erst durch das @;i-fache der Kraft P die Möglichkeit einer 
Biegung eintreten würde. Die beiden in § 23 unter a und b an
gegebenen Versuche zeigen deutlich eine ganz bedeutende Ausbiegung 
bei P= Pl < Po, Die tägliche Erfahrung lehrt ebenfalls, daß Aus
biegung von schlanken Stäben schon bei verhältnismäßig sehr ge
ringer Belastung eintritt. (Vgl. auch die in § 27 unter Ziff.l am 
Schlusse von a gemachten Angaben.) Aus der Unmöglichkeit, die 
in § 23 unter Ziff. 1 und 2 angegebenen Voraussetzungen genau zu 
erfüllen, was darauf hinauskommt, daß die Größe a in Gleichung 2, 
§ 24, größer als Null ist, erklärt sich diese Erscheinung ohne weiteres. 

Will man das Eintreten solcher weit unterhalb der Knickungs
gefahr liegenden Ausbiegungen' nach Möglichkeit verhindern, so wird 
das unter sonst gleichen Verhältnissen um so erfolgreicher geschehen, 
je größer man @;i in die Gleichungen 1 oder 2 einführt. 

Bei gewissen stangenartigen MaschinenteiJen wechseln Zug und 
Druck, so daß die Stange zunächst auf Zug, hierauf auf Knickung 
beansprucht ist usf. Folgen nun _. wie häufig der Fall - Zug und 
Druck so rasch aufeinander, daß von einer Ausbildung der Form
änderung, wie sie die Entwicklung der Gleichungen vorausfetzt, nicht 
die Rede sein kann, so wird ein geringerer Wert von @;i genügen, 
als wenn der genannte Vorgang langsamer vor sich gehtl). 

Ferner kommt in Betracht, daß in den meisten Fällen selbst 
der Anordnung Fig. 2, § 24, schon infolge der Reibung in den Ge
lenken bei A und B ein (wenn auch nicht bedeutendes) Biegungs
moment vorhanden zu sein pflegt. Bei nicht senkrechter Lage der 
Stange tritt noch hinzu der auf Biegung wirkende Einfluß des Eigen
gewichts 2) und im Falle ungleichförmiger Bewegung noch derjenige 

') Vgl. z. B. des Verfassers Maschinenelemente, 1. Auf!. (1881), S. 311, oder 
2. Auf!. (ltl91j92), S. 493, 10. Auf!. (1908), S. 814 und 816. 

2) Mit Rücksicht hierauf empfiehlt es sich, Versuche !l1it Säulen in 
stehenden Prüfungsmaschinen vorzunehmen. Ferner ist es gemäß der S. la im 
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des Trägheitsvermögens. Nicht selten wird der Wärmezustand des 
Stabes ein einseitig verschiedener sein, welcher Umstand für eiserne 
Stützen Bedeutung erlangen kann. Auch diesen Einfl.üs~en, wenn 
sie sich innerhalb gewisser Grenzen halten, wird in der Regel bei 
Wahl von 6 Rechnung getragen. 

Unter diesen Verhältnissen ist es natürlich ausgeschlossen, daß 
für 6 ein bestimmter Wert angegeben werden kann; es werden viel
mehr jeweils die besonderen Umstände in Erwägung zu ziehen sein. 
Hierzu gehört insbesondere auch die Befestigung der Enden der ge
drückten Stange. Eine Säule mit großer und kräftiger Fuß- und 
Kopfplatte wird sich anders verhalten als eine sonst gleiche Säule 
mit kleinen Endplatten. Die erstere Säule erscheint in höherem 
Maße als an den Enden eingEspannt wie die letztere und insofern 
tragfähiger; dagegen wird die belastende Kraft um so mehr von der 
Achse der Säule abweichen, d. h. die Säule voraussichtlich mit einem 
um so größeren Hebelarm belasten können, je größer die Kopf- und 
Fußplatte sind (vgl. auch Fig. 1 und Fig. 2, § 27). Schlanke Stäbe 
mit sorgfältig bearbeiteten Stirnflächen, die zwischen feststehenden 
Druckplatten gepreßt werden, ergeben ein mehr oder minder großes 
Einspannmoment. So wurde z. B. bei Bambusstäben die Befestigungs
zahl co = 371,2 ermittelt. Bei Bleiunterlage wird sich die gleiche 
Säule leichter nach Fig. 2, § 24, krümmen können, als wenn sie mit 
Zement untergossen worden ist, der vor der Einwirkung der Be
lastung genügend erhärtet usw. Streng genommen wäre allerdings 
diesen Umständen bei Feststellung des Befestigungskoeffizienten w 
Rechnung zu tragen; doch kommt es, da P proportional dem Quo
tienten co: 6, tatsächlich auf dasselbe hinaus, wenn co, wie es für 
Stützen, deren Enden seitlich nicht ausweichen können, zu geschehen 
pflegt, mit 71,2 eingeführt und 6 entsprechend kleiner gewählt wird, 
falls man nicht, durch Erwägungen besonderer Art veranlaßt, vor
zieht, statt der ganzen Säulenlänge einen Bruchteil derselben in 
Rechnung zu stellen. (Vgl. Schluß von § 27.) 

Für Säulen von Gußeisen darf, gan'z abgesehen von der selbstver
ständlichen Rücksichtnahme auf die Herstellungsweise (lipgend oder 
stehend gegoseen), nicht außer acht bleiben, daß a tatsächlich ver
änderlich ist, und zwar zunimmt mit wachsender Spannung oder 
Dehnung (vgl. § 20, Ziff. 5) sowie überdies für die Gußhaut weniger 
beträgt als tür das im Innern gelegene Material (vgl. § 22, Ziff. 4). 

Schließlich wird auch dem Umstand Beachtung geEchenkt werden 
müssen, daß in der Regel schon frühzeitig, d. h. unter verhältnis-

zweiten .Absatz der Fußbemerkung ausgesprochenen Richtschnur angezeigt, 
Versuche mit Säulen aus Eisenbeton u. dgl. in solchen Formen auszuführen, 
wie sie der Verwendung entsprechen. 
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mäßig geringer Belastung, bleibende Formänderungen eintreten (vgl. 
§ 4), weshalb die Durchbiegung des auf Knickung beanspruchten 
Stabes sich größer ergeben muß, als es die Dehnungszahl der 
Federung a erwarten läßt, und infolgedessen der einmal durch
gebogene Stab sich so verhält, als ob der· Hebelarm a (Fig. 1) von 
vornherein um die bleibende Durchbiegung größer gewesen wäre. 

Unter allen Umständen muß bei einem Stabe, der auf Knickung 
berechnet wird, die in § 12 aufgestellte Forderung bei einfacher 
Druckbeanspruchung 

P<kf . ........... 3) 
befriedig~ sein. 

Fig. 1. 

Die Widerstandsfähigkeit einer Säule wird hiemach unter sonst 
gleichen Umständen je nach ihrer Länge entweder durch Gleichung 3 
oder durch Gleichung 2 bestimmt. Wird für verschiedene Stäbe aus 
dem gleichen Material, von demselben Querschnitt, aber von ver
schiedener Länge die Bruchlast P auf dem Wege des Versuches er
mittelt und werden so dann zu den Werten lais wagrechten Abszissen 
die zugehörigen Werte von P als senkrechte Ordinaten aufgetragen, 
so ergibt sich der in Fig. 1 dargestellte Linienzug ABO D (gültig für 
Säulen aus Beton). Für kurzeSäulenstücke gilt der Teil AB (Druck
festigkeit, wie in § 13 ermittelt); hieran schließt sich der schwach 
geneigte Teil B 0 (Säulenfestigkeit, gültig für Säulenhöhen, bei denen 
noch kein Ausknicken stattfindet, wie gleichfalls in § 13 bestimmt), 
während OD für das Gebiet der Knickung Geltung hat. 

Weniger einfach liegen die Verhältnisse bei Stäben, deren Quer
schnitte nicht voll sind. Werden z. B. Rohre mit verhältnismäßig 
dünnen Wandstärken geprüft, so kommen die in § 13 unter h be
sprochenen Formänderungen in Betracht. Ähnliches tritt bei dünn
wandigen Profilstäben auf. Auch das in der Fußbemerkung S.234 
Gesagte ist zu beachten. 
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§ 26. Naviersche (Schwarzsehe) Knickungsformel. 
Die in den §§ 24 und 25 erörterte Grundgleichung zur Berech

nung eines Stabes, welcher der Gefahr des Knickens ausgesetzt ist, 
hat bis auf unsere Tage in den Kreisen der Techniker des Hoch
bau- und Bauingenieurwesens vielfach Bemängelung erfahren, deren 
Wurzel namentlich in dem Umstande zu suchen sein dürfte daß in 
ihr nicht die Spannung auftritt, die man sich gewöhnt hat, ~ls Maß
stab der Sicherheit einer Konstruktion aufzufassen, und von der man 
deshalb bei Feststellung der Abmessungen immer auszugehen pflegtl). 

1) Im Maschineningenieurwesen war nichts oder verhältnismäßig nur wenig 
von einersolchen Bemängelung zu bemerken, und zwar aus verschiedenen Gründen. 

Zunächst hat der Gleichgewichtszustand, wie er im Augenblicke des Be
ginnes der Knickung vorhanden ist, für den Maschineningenieur nichts Fremdes. 
Es ist demselben geläufig, daß schon die Herstellung eines längeren schlanken 
Körpers mit tatsächlich gerader Achse und vollständiger Gleichartigkeit des 
Materials trotz größter Sorgfalt nicht zu erzielen ist, und daß infolgedessen, 
ganz abge~ehfm davon, mit welcher Genauigkeit es möglich erscheint, die 
Achsialkraft P in die vermeintlich gerade Stabachse fallen zu lassen, bei Be
lastung durch P eine mit dieser Kraft wachsende DurclJbiegung eintreten muß. 
(Lange Dnckstangen, wie sie z. B. bei vertikalen Balanciermaschinen auftreten, 
sind deshalb auch bei genau senkrcchter Lage niemals durchbiegungsfrei zu 
erhalten, die Erzitterungen lassen sich bei wechselnder Belastung nicht ganz 
beseitigen.) Daß bis zu einer gewissen Größe von P das mit dieser Kraft und 
dem Eigengewicht verknüpfte biegende Moment von den inneren Elastizitäts
kräften des Stabes im Gleichgewicht gehalten wird, und daß bei überschreitung 
der bezeichneten Grenze dieses Gleichgewicht aufhört, und der Stab sich um
biegt oder zerbricht, erscheint dann ganz natürlich. Durch Steigerung der 
Belastung wird der Stab auf einfachstem Wege aus dem Zustand des stabilen 
Gleichgewichts in den des labilen übergeführt. An den letzteren muß sich 
dann schon infolge des Einflusses der Zeit auf die Ausbildung der Formände
rungen der Vorgang des Knickens anschließen. 

Das Verhalten des unter äußerem Überdruck stehenden Flammrohres 
eines Dampfkessels, Fig. 1, ist ein ganz entsprechendes. Erfährt die Pressung 
der Flüssigkeit, die das Rohr umgibt, eine Steigerung, so 
wird das letztere schließlich eingedrückt oder zusammen-
gedrückt. Eine eigentliche Zerstörung des Materials tritt \) 
hierbei häufig nicht ein. Die Größe der Pressung, die das 
Ein- oder Zusammendrücken herbeiführt, hängt in erster 
Linie mit ab von der Vollkommenheit der Kreisform des 
Rohrquerschnittes. In ganz gleicher Lage befinden sich 
ni,·ht wenige Gefäße und Rohrleitungen der Industrie, die 
der Regel nach oder auch nur ausnahmsweise äußerem Fig. 1. 
überdruck Widerstand zu leisten haben. 

In solchen Fällen sind eben die Abmessungen so zu wählen, daß un7.U
lässige Formänderungen ferngehalten werden. Allgemein von einer zu
lässigen Spannung auszugehen, erscheint dann unzutreffend. Die üblichen 
Sicherheitskoeffizienten l1:i haben, wie oben (§ 25) bereits erörtert, hierbei den 
allgemeinen Rücksichten und den besonderen Umständen des geraqc vorliegen
den Falles Rechnung zu tragen. 
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Ferner zeigten die Ergebnisse von Knickungsversuchen keine 
übereinstimmung mit dem, was die Eulersche Gleichung 

1 e 
Po=n2 al2 

lieferte!). 
Auf diesem Boden war die von Na v ier herrührende Knickungs

formel 

entstanden 2). 

p_ k 
-f fl2 1+,,e 

1) 

Im Maschinenbau ist auch in anderen Fällen als bei Knickbeanspruchung , 
von einer höchstens zulässigen Formänderung auszugehen, selbstverständlich 
unter Festhaltung der Forderung, daß die Anstrengung des Materials in keinem 
Punkte den höchstens für zulässig erachteten Wert überschreitet. Bei stark 
belasteten Wellen usw. gestattet man nur eine bestimmte Durchbiegnng oder 
eine gewisse Abweichung .der Richtung der elastischen Linie von der ursprüng
lich geraden Stabachse an bestimmten Stellen; in anderen Fällen wird von 
einer höchstens zulässigen Verdrehung ausgegangen. Die zulässigen Belastungen 
unserer Treibriemen usw. bezwecken, die Dehnungen innerhalb gewisser Grenzen 
zu halten usf. Andererseits werden Federn u. dgl. so konstruiert, d~1i mit 
Sicherheit auf eine gewisse J!'ormänderung gerechnet werden darf. (V gl. des 
Verfassers Maschinenelemente 1881, Vcrwort S. IV, S. 35, 37, 202, 279,317 usf. 
oder 1891(92, Vorwort S. IV, VIII. S. 61, 64, 232, 317, 318, 323 u. f., S. 427 u. f., 
S. 498, 504, 540 usw.) 

Die oben erwähnten Bemängelungen der Eulerschen Gleichung in den 
Kreisen des Baufachs haben von H. Zimmermann im Zentralblatt der 
Bauverwaltung 1886, S. 217 u. f. eine klare und eingehende Beleuchtung erfahren. 

') Man übersah hierbei, daß, während die Entwicklung dieser Gleichung 
freie Beweglichkeit der Stab enden voraussetzt (Fig. 2, § 24), bei den Versuchen 
diese freie Beweglichkeit nicht vorhanden war. Hätte man in der Erwägung, 
daß die vollständige Aufhebung dieser Beweglichkeit, d. i. die Einspannung 
des Stabes, dazu führt, in Gleichung 5. § 24, an Stelle der Länge l nur deren 
Hälfte einzusetzen, in jedem einzelnen Fall zu ermitteln gesucht, welcher Bruch
teil von l oder welcher Wert von (j) in Gleichung 7, § 24 (Gleichung 2, § 25) den 
Befestigungsverhältnissen der Stabenden ungefähr entsprochen haben würde, 
das Ergebnis würde ein anderes gewesen sein. 

Auch der Einfluß der Veränderlichkeit der Dehnungszahl des Gußeisens, 
derjenige der Gußhaut und etwaiger Gußspannungen durften bei der Beurtei
lung der Versuchsergebnisse, die gußeiserne Stützen lieferten, nicht übersehen 
werden (vgl. § 20, Ziff. 5 und § 22). 

Die Versuche von Bauschinger und v. Tetmajer (§ 27) liefern den 
Nachweis, daß der Wert 

1 e PO=:n:2 _
IX l' 

der Knickbelastung bei freier Beweglichkeit der Stabenden entspricht. 
2) Rühlmann stellt in seinem Werk: Vorträge über die Geschichte der 

technischen' Mechanik, Leipzig 1885, S. 364 und 365 fest, daß diese Gleichung, 
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Hierin bedeutet 
P die zulässige Gesamtbelastung des Stabes, 
k die zulässige Druckanstrengung des Materials, 
f den Querschnitt des Stabes, 
1 dessen Länge, 
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(9 das kleinere der beiden Hauptträgheitsmomente des Stabquer
schnittes, 

r den Trägheitshalbmesser derart, daß (9 = fr2 , 

x eine Erfahrungszahl, den sogenannten Zerknickungskoeffi
zienten. 

Die von Navier dem Wesen nach gegebene Begrün
dung erhellt aus dem Folgenden. 

Der in Fig. 2 gezeichnete Stab ist im mittleren Quer
schnitt durch das Moment Pa, dessen Ebene den letzteren 
senkrecht zu derjenigen Hauptachse schneidet, für die e 
gilt, auf Biegung und durch die Kraft P auf Druck in An
spruch genommen; infolgedessen erfährt die im Abstande e 
von der Nullachse gelegene Faserschicht eine Pressung 

woraus 

P Pa 
k=7+ e e, 

k 
P=f-·--

1 + aef 
e 

Fig.2. 

. . 2) 

In dieser Gleichung tritt die Unbekannte a auf, deren Zweck 
nach § 23 und 24 darin zu bestehen hat, die Möglichkeit des exzen
trischen Angreifens der Kraft P bei auf Knickung in Anspruch ge
nommenen Stäben sowie die Ungleichartigkeit des Materials, die 
etwaige Verschiedenartigkeit des Wärmezustandes usw. und den Um-

die auch als Gordon- und Rankinesche Formel bezeichnet wird, von Navier 
zuerst entwickelt wurde, daß später 1854 Schwarz sie in anderer Weise ab
leitete usf. 

Sie hat, wenn es sich darum handelt, ihre Richtigkeit durch die Ergeb
nisse von Knickungsversuchen zu prüfen, den Vorteil, zwei Koeffizienten k 
und " zu besitzen, durch deren Wahl leichter eine Anschmiegung der Ver
Buchsergebnisse erreicht werden kann, als wenn nur ein Koeffizient vorhan
den ist. 

Die Eulersche Gleichung 5, § 24, scheint in dieser Hinsicht allerdings 
weniger gut daran, weil angenommen zu werden pflegt, daß außer der Be
festigungszahl ()) auch a unabänderlich festgelegt sei. Eiue ger.auerc Betrach
tung zeigt, daß dies nicht zutrifft und daß natürlich auch diese Gleichung 
durch entsprechende Wahl von ()) und a den tatsächlichen Verhältnissen mit 
gleicher Berechtigung angepaßt werden kann, wie Gleichung 1. 

C. Bach, Elastizität. 8. Aul!. 21 
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stand zu berücksichtigen, daß die Stabaehse keine genau geradlinige 
ist. Um diese - offenbar außerhalb des Rahmens der wissen
schaftlichen Elastizitäts- und Festigkeitslehre liegende - Größe nicht 
willkürlich wählen zu müssen, worin überhaupt die hauptsächlichste 
Schwierigkeit bei der Berechnung eines auf Knickung beanspruchten 
Stabes liegt, hat Navier folgender Erwägung stattgegeben. 

Durch das Moment Pa (allein) tritt in den um e von der Null
achse abstehenden Fasern die Spannung 

Pa 
0= e e 

auf. Zu dieser Spannung oder Pressung gehört die Dehnung oder 
Zusammendrückung 

e=ao. 

Hiermit wird aus der vorigen Gleichung 
fj 

P=e- ........... 3) 
ewe 

und durch Gleichsetzung dieses Wertes mit der rechten Seite von 
Gleichung 5, § 24, 

e 1 e 
P=e-=:n2 --, ewe a l2 

woraus folgt 

Durch Einführung dieses Wertes in die Gleichung 2 findet sich 

k 
p= r e ft2 • 

1+-;\1 e 
Mit !-= x ergibt sich wie oben :n'J 

Tc • Tc 
p= r-7f= t-- -(l)-i ....... 1) 

1+x g 1+x r 
Richtiger erscheint es, die Gleichung 3 nicht mit Gleichung 5. 

§ 24, sondern mit Gleichung 2, § 25, in Verbindung zu setzen, so daß 

woraus dann mit 

e m 1 e 
P=e-=----, aae 6 a l2 

6 x=--e ........... 4) 
co 
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ebenfalls· folgen würde 

6 Hiernach bedeutet der Koeffizient x das -fache der-
m 

jenigen Dehnung (Zusammendrückung), die im maßgeben
den Faserabstande e vorhanden ist, insoweit dieselbe von 
dem biegenden Momente allein herrührt. 

Die Einführung von x als einem Erfahrungskoeffizienten heißt 
demnach nichts anderes als die Festsetzung eines bestimmten Wertes 
für die Dehnung, insoweit diese durch das vorhandene biegende Mo-

ment hervorgerufen wird. Ob es leichter ist. x = .6 E anzunehmen , w 
oder a unter Beachtung der besonderen Verhältnisse schätzungsweise 
zu wählen, mag bier dahingestellt bleiben. 

Soll nun x ... - wie unter dem Vorbebalt, die etwaige Veränder
lichkeit des Befestigungskoeffizienten besonders zu berücksichtigen, 
angegeben wird - eine vom Material abhängige Konstante sein, so 
wird damit festgesetzt, daß diese Dehnung (oder die ihr entsprechende 
Kantenspannung), soweit sie von der Biegung herrührt, für ein be
stimmtes Material konstant anzunehmen ist, also beispielsweise unter 
sonst gleichen Verhältnissen unabhängig davon, ob es sich um eine 
Stütze von 10 m Höhe oder um eine solche von 3 m Höhe handelt. 

Greifen wir auf die Gründe zurück, die überhaupt dazu ver
anlaßten, die Größe a einzuführen, so finden wir. daß diese Größe 
folgenden Umständen Rechnung tragen sollte: 

a) die Achse ist bei längeren Stäben keine gerade Linie, 
b) das Material ist nicht vollkommen gleichartig, sein Zustand 

nicht an allen Stellen der gleiche, 
c) die Kraft P fällt nicht genau mit der Stabachse zusammen. 

Naturgemäß wachsen die Abweichungen unter a und b vom 
normalen Zustande mit der absoluten Länge der Stütze verhältnis
mäßig rasch, so daß nicht Unveränderlichkeit, sondern Abnahme der 
für das biegende Moment zugelassenen Kantendehnung oder Kanten
spannung angezeigt erscheint. Knickungsversuche werden den Nach
weis erbringen müssen, daß x nicht konstant sein kann, sondern 
mit l zunehmen muß, und zwar bedeutend, wenn schlanke hohe 
Stützen in das Bereich der Prüfung gezogen werden. Tatsächli!1h 
glaubte man, diesen Einfluß der Stützenhöhe bereits voll bei der 
Entwicklung der Gleichung 1 berücksichtigt zu haben. 

21* 
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Laissie & Schübler (Bau der Brückenträger, 4. Auflage, 1876, 
S. 70), die wohl am meisten zur Verbreitung der Navierschen 
Knickungsformel beigetragen haben dürften, ausgehend von der 
Gleichung 2 

P=f k 1+ aef e 
setzen in der Erwägung, daß a "für ein und dasselbe Material mit 
zunehmender Länge sich sehr vergrößern, dagegen bei zunehmenden 
Querschnittsdimensionen abnehmen wird", 

19 
a ="-, e 

"worin " ein durch die Erfahrung für jedes Material festzustellender 
Koeffizient ist", und erhalten damit 

k 
P= f fl2 ' 

l+"e 
Eine scharfe Betrachtung des Zweckes, zu dem überhaupt die 

Gleichung 1 dienen soll, sowie dessen, was von dem Zerknickungs
koeffizienten " verlangt wird, führt zu der Erkenntnis, daß" -
selbst bei dem gleichen Werte von w - nicht bloß Material
konstante sein kann, sondern in der Hand eines rationell 
arbeitenden Konstrukteurs - falls derselbe die Gleichung 1 
überhaupt benutzt - eine von verschiedenen Umständen zum 
Teil sehr stark beeinflußte Größe sein muß. (Vgl. das in § 25 
über @) Bemerkte.) 

Laissie & Schübler setzen (S.71 ihres Werkes "Der Bau der 
Brückenträger" • 4. Auflage, 1876) für an den Enden drehbare Stäbe 
(Fig. 2, § 24) 

,,= 0,0001 für Schmiedeeisen (zutreffendenfalls auch 
für weichen Stahl), 

" = 0,0003 für Gußeisen, 
" = 0,0002 für Holz. 

Es entspricht dies, wenn w = n;9 = '" 1 ° genommen wird; 

B = 0,001 bzw 0,003 bz'" ~{l02 
@5' • @). .... 6' 

Scharowski gibt in seinem Musterbuch für die Säulen der 
Eisenkonstruktionen 

bei Schmiedeeisen 
bei Gußeisen 

kz 

(§ 6) 
1000 kg/qcm 

250 " 

k 
(§ 12) 

1000 kgjqcm 
500 " 

0,0001, 
0,0002. 
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Wenn bei gußeisernen Säulen xfl2: f) > 3, so wählt Scharowski 

p= 250f_ 
fl 2 ' 

-1+x 6 

Hierbei ist freie Beweglichkeit der Säulcnenden nicht vorhanden, 
andererseits kann aber auch nicht Einspannung derselben angenommen 
werden. 

Möller - über die Widerstandsfähigkeit auf Druck bean
spruchter eiserner Baukonstruktionsteile bei erhöhter Temperatur, 
von M. Möller und R. Lühmann, vom Vereine zur Beförderung 
des Gewerbfleißes in Preußen mit einem Preise gekrönte Arbeit. 
Berlin 1888. - Abdruck aus den Verhandlungen des V<reines zur 
Beförderung des Gewerbfleißes 1887 (siehe daselbst S. 603 u. f.) -
empfiehlt für gußeiserne und schmiedeiserne Säulen, die im Falle 
eines Brandes dem Feuer ausgesetzt sein können, zu nehmen 

k 0 b · k / d . 0,0004 = 1 00 1S 1200 g qcm x=0,0004, .1. e=-@j-w, 

Krohn entwickelt im Zentralblatt der Bauverwaltung 1885, 
S. 400 bis 401, für an den Enden bewegliche Säulen die Beziehung 

1 
x=Sak, 

worin a die Dehnungszahl bedeutet. 

Dies würde beispielsweise geben 

für Schmiedeeisen mit a = 0,5 Milliontel, k=800 
x=0,00005, 

für Gußeisen mit a = 1,11 Milliontel k = 800 

X = 0,00011. 

Über die Größe x vergleiche auch § 27. 

§ 27. Knickungsversuche. 

1. Versuche von. Bauschinger. 

(Mitteilungen aus dem mechanisch·technischen Laboratorium der 
König!. Technischen Hochschule in München, Heft 15, München 1887.) 

Von der großen Anzahl von Versuchen mit Stützen aus H-, U-, 
L-, L- Eisen greifen wir diejenigen herauB, die sich auf Stäbe mit 
Querschnitten beziehen, die zwei Symmetrieachsen besitzen. 

Material: Walzeisen. Querschnittsform: I-I. 
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a) Die Enden der Versuchsstä be sind in Spitzen, also 
frei beweglich gelagert, Fig.2, § 24. 

i, !\ 

1 Querschnitt Träg- Knickbelastung 
! ______ ,_ ___ heits- ' Be- 1 Ab-
i I Länge~' I -, --\lastung i weichung 

Nr. lilBrel'te Ho"he 11,Inhralt

l 
:e~t l beub- berechnet auf I qcm'Po' - Po ' 

,,;0 achtet D _ ",2 ~ICI = Po': r:-p -, - 100 
CI p' ICo- IX l2 ' I 0 

o 1 ! I 

cm cm I qcm cm' cm kg I kg I kg 
, 

0/0 
1 I 2 I~ 3 -'I 4 5 6 'I 7 I 8 --I 
1125,2 113,8\63,55575,6 i 405,5\70500!69000 \ 
2 12,4 I. 7,2 \20,7 37,991 89 61000, 94500 
31 - i - 118,22 - 151 !302501 33000 I 

4 - I - 118,22 - 1 223 117250115000 
5 9,93 4,92!11,16111,7 ! H6,110~501 9500 
6 -- I - 111,38; '270 4100' 3200 
7 I -111,761 /'465 130011100 
8 9,99j 5,01 10,58

1 
12,2 .254,3 3900 3700 

9 9,fl81 5,0110,581 12,2 1254,3 4000i 3700 
10 fl,fl51 5,0010,55\ 12,2 1254,4 3900\ 3700 
11 10,00\ 5,0010,561 12,2 \254,4 40501 3700 
12: 9,fl6 4,fl9110,551 12,2 254,3 39001 3700 

-------

\} 

1105 
3035 
1662 
948 
956 
360 
111 
369 

l 378 
370 
384 
370 

10 

+ 2 
s. u. 

9 
+13 
+11 
+22 
+15 
+ 5 

+ 8 

+ 5 

+ 9 

+ 5 

Bis auf den Versuch NI'. 2, der bei der Belastung von 3035 kg/qem 
(Spalte 9) schon in folge der Anforderungen der einfachen Druckfestig
keit hier auszuscheiden hat (vgJ. § 25, Bemerkungen zu Gleichung B), 
also nicht in Betracht kommt, sind die Abweichungen zwischen den beob
achteten Knickbelastungen Po' (Spalte 7) und den mit ce = 0,5 Milliontel 

berechneten Werten Po (Spalte 8) durchschnittliC'h nicht so groß, daß 
das in der Gleichung 

ausgesprochene Gesetz als unzutreffend erschiene, namentlich wenn 
noch berücksichtigt wird, daß die Querschnittsform, die hier vorliegt, 
gegenüber Knickung sich nicht' ganz so widerstandsfähig verhalten 
dürfte, wie dies die Entwicklung voraussetzt. 

Hiernach ist in den Ergebnissen der vorstehenden Versuche 
eine Bestätigung des in Frage stehenden Gesetzes zu erblicken. 

Zum Zwecke der KlarsteIlung, daß die Ausbiegungen schon bei 
verhältnismäßig sehr geringen Belastungen beginnen, sei ein Teil 
der auf den Versuchsstab Nr. 12 bezüglichen Ermittelungen angeführt. 
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Belastung l' P:( Ausbiegung der .Mitte 
kg kg!qcm mm 

° ° 0,00 
200 19 0,00 
400 38 0,04 
600 57 0,11 
800 76 0,20 

1000 95 0,34 
2000 190 1,25 
3000 284 3,88 
3200 303 5,08 
3400 322 6,8ti 
3GO() 341 9,92 
3800 360 17,14 

b) Die Versuchsstäbe liegen mit ihren ebenen Stirn
sE'iten an den festen Druckplatten. 

Hier gestalten sich die Vorgänge bei der Biegung weniger ein
fach als unter a. Zu der Schwierigkeit, clen Stab so einzuspannen, 
daß die Richtung der Druckkraft mit der Siabaehse zusammenfällt, 
tritt die weitere hinzu, ein gleichmäßiges Anlegen der Stirn flächen 
an die Drudeplatten herbeizuführen und zu skhern. Die Erfüllung 

j!=._- ---- ~~g _ _ -4-- -~ 

-\i- - '" ~--- - _ . . -~ -. 'r==----_~ .- - .. m - A +---

~· i g. 'l . 

clE'l' letzteren Bedingung mußk sich naturgemäß als unmöglich er
wpisen. Sobald der Stab seine Aushiegung - etwa nach A, Fig. 1, 
hin - begonnen, hat er das Bestreben, sich bei bb von den Druck
platten zu lösen. Damit aber muß dann eine Änderung der Vertei
lung des Druckes über die Stirnflächen eintreten: die Pressung wird 
hier von der Stabmitte aus gercehnet nach a hin wachsen, nach b 
hin abnehmen. Tatsächlich beobachtete Bauschinger, daß sich am 
Schlusse des Versuches die Stirnflächen bis auf die bei a zusammen
gedrückten Kanten VOll den Druckplatten lösten, Fig. 2. 

Bei dieser Sachlage erscheint es nicht wahrscheinlich, daß es 
möglich sein werde, für Stäbe, die mit ihren ebenen Stirnfläehen an 
festen Druckplatten anliegen, den Vorgang rechnerisch genau zu ver
folgen. Bauschinger bat deshalb zum Zwecke der weiteren Be
trachtung seiner Versucbsergebnisse die Naviersche Gleichung 1, § 2ß, 
herangezogen, derart, claß in 
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unter K die Druckfestigkeit verstanden und hierfür 4500 kg/qcm 
eingeführt wird. Dann findet sich 

a) für die in Spitzen gelagerten Stäbe" schwankend zwischen 
0,00009 und 0,000614, . 

b) für die Stäbe mit flachen Enden " schwankend zwischen 
0,000041 und 0,00031, 

d. i. überaus veränderlich. 
Werden Kund" aus den Versuchsergebnissen mittels der Me

thode der kleinsten Quadrate berechnet, so ergibt sich 
a) K = 2270 kg/qcm ,,= 0,000058, 
b) K=3100 " ,,=0,000029. 

Dic für K gefundenen Werte bestätigen die Richtigkeit der 
Schlußbemerkung des § 11. Die Fließ· oder Quetschgrenze war von 
Bauschinger für das untersuchte Eisen als schwankend zwischen 
2150 und 3690 kgjqcm festgestellt worden. 

Ferner weisen die Ergebnisse darauf hin, daß die aus Knickungs
versuchen bestimmten Werte" ebenfalls mit einem Sicherheitskoeffi
zienten mulipliziert in die Rechnung einzuführen sind, ganz wie 
das bei K geschieht, wie es auch oben bei der Entwicklung, welche 
die Gleichung 4, § 26, ergab, vorgenommen worden ist. 

Die mit K = 2270 kgjqcm und ,,= 0,000058 berechneten 
Werte Po für die Stäbe mit beweglichen Enden stimmen mit den 
beobachteten Werten nicht gerade gut überein ; besser ist dies der 
Fall bei den mit K = 3100 und" = 0,000029 ermittelten Werten Po 
für die Stäbe mit flachen Enden. 

Auf Grund- der Bauschingerschen Versuche kann geschlossen 
werden: 

a) für Stäbe mit drehbaren Enden ist die Eulersche 
Gleichung 5, § 24, zutreffend, sofern die Beziehung 3, 
§ 25, befriedigt erscheint, 

b) für Stäbe mit ebenen, an festen Druckplatten anlie
genden Stirnflächen bietet die N aviersche Knickungs
formel 1, § 26, brauchbare Werte. 

2. Versuche von v. Tetmajer1). 

Schweizerische Bauzeitung 1887, Bd. X, S.93 u. f. 
" "1888, Bd. XI, S. 110 u. f. 

a) Versuche mit Schweiß- und Flußeisen in Rundstäben 
bis 5 cm Stärke. 
(30 Stäbe Schweiß- und 30 Stäbe Flußeisen, bearbeitet.) 

1) Hinsichtlich der Ergebnisse der späteren Versuche v. Tetmajers sei 
auf dessen Arbeit: "Die angewandte Elastizitä.ts- und Festigkeitslehre" , 1905, 
verwiesen. 
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Einspannung der Versuchsstangen zwischen Spitzen. 
v. Tetmajer fand: 

1. übereinstimmung der beobachteten Knickungsbe
lastungen mit denjenigen, die sich auf Grund der 
Eulerschen Gleichung berechnen ließen. 

2. Veränderlichkeit des Zerknickungskoeffizienten ", 
falls die Gleichung 1, § 26, von Navier zugrunde ge
legt wird; 

es müßte dann sein ,,= 0,0001 YO,00867 l - 0,69;6 

in Po = __ 2_6_5;-0~ 

f 1+"(+Y 
p' 
~ 

f 
2350 

r 

für Flußeisen (2650 kgjqcm Fließgrenze), 

für Schweißeisen (2350 kgjqcm Fließgrenze). 

b) Versuche mit Bauhölzern. 
Dehnungszahl Druckfestigkeit Bemerkungen 

Lärche und Föhre im 
Durchschnitt . . . 

1 
104230 

318 kgjqcm astfrejes Holz 

Rot- und Weißtanne . 285 
" astiges " 

v. Tetmajer stellte zunächst für die zwischen Spitzen ge
lagerten Stäbe fest! 

1. das gleiche wie unter a, Ziff. 1, genügend große Länge der 
Stäbe vorausgesetzt, 

2. die starke Veränderlichkeit von ", falls die Naviersche 
Gleichung in Betracht gezogen wird: 

,,= 0,000 1 ' / 0,05 ~ - 0,80 V j' 

Po 318 

T= 1+,,(:-r 
für Lärche und Föhre, 

1 +" (-:-y 
Po 
f 

285 
für Rot- und Weißtanne. 

Für die mit ebenen Stirnflächen an festen Druckplatten 
anliegenden Hölzer beobachtete v. Tetmaj er den Abstand der Wende
punkte voneinander zwischen 0,5 lo und 0,6 lo' sofern '0 die Ent
fernung der beiden Druckplatten ist. Er empfiehlt, um sicher zu 
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rechnen, in den soeben gegebenen Gleichungen 0,6 lo für einzu
führen, im übrigen jedoch nichts zu ändern. 

Was in § 26 aus der Natur von" zu schließen war, nämlich 
Wachstum dieses Koeffizienten mit zunehmendem Verhältnisse l: 1" 

bestätigen die von v. Tetmaj er sowohl für Holz als auch für Eisen 
erlangten Versuchsergebnisse. 

3. Neuere Versuche. 

Zu erwähnen sind die sehr sorgfältig durchgeführten Laborato
riumsversuche von v. Karman, über die in den Mitteilungen über For
schungsarbeiten, Heft 81 (1910), berichtet ist, sowie die eigenen Ver
suche mit Eisenbetonsäulen, hinsichtlich welcher auf die Zeitschrift 
des Vereines deutscher Ingenieure 1913, S. 1969 u. f. verwiesen sei. 

Hinsichtlich der Gültigkeit der Eulerschen Gleichung lmnn ein 
Zweifel nicht bestehen, solange die Voraussetzungen, unter denen sie 
entwickelt worden ist, ausreichend erfüllt sind. Bei ihrer Verwendung 
für zusammengesetzte Druckstäbe, wie sie z. B. bei Eisenkonstruk
tionen vielfach auftreten, ergibt sich jedoch die Unsicherheit, welcher 
Wert bei gegebener Konstruktion des Druckstabes für das Trägheits
moment e wirksam wird. Zur Lösung dieser Aufgabe erscheinen der 
Sachlage entsprechend gewählte Biegungsversuche, an die sich später 
Knickungsversuche anzuschließen haben, geeignet. Dieser Weg ist 
vom Verfasser schon seit einer längeren Reihe von Jahren beschritten 
worden. Ein Eingehen hierauf würde über die Grenzen des vor
liegenden Buches hinausgehen. 

Handelt es sich darum, das Verhalten eines Stabes bei verschie
dener Länge zu untersuchen, so kann der folgende, bei eigenen Ver
suchen seit 1916 beschrittene Weg Anwendung finden. 

Der Stab wird zunächst in voller Länge geprüft und stufenweise 
belastet sowie entlastet unter Messung der gesamten, bleibenden und 
federnden Ausbiegungen in zwei zu einander senkrechten Richtungen. 
Durch Bildung der Resultierenden beider wird so die Linie der Aus
biegungen in Abhängigkeit vun der Belastung ermittelt, aus deren 
Verlauf mit Annäherung auf die Belastung geschlossen werden darf, 
die das Ausknicken herbeiführen würde, ohne daß die Belastung 
diese Kraft erreicht. 

Hierauf erfolgt Kürzung des Stabes und Wiederholung des Ver
suches. So gelingt es, den Verlauf der Linie Fig. 1, § 25, für das 
untersuchte Material, die gewählte Ausführung des Stabes usf. unter 
Aufwendung eines einzigen Stabes zu ermitteln. 



Zweiter Abschnitt. 

Die einfachen Fälle der Beanspruchung gerader 
stabförmiger Körper durch 8chubspannungen 

(Schiebungen). 

Einleitung. 

§ 28. Schiebung. 
Die im vorhergehenden (§ 1 bis § 27) betrachteten Änderungen 

der Form waren Änderungen der Länge (vgl. die §§ 1, 6, 11 usf.). 
Damit sind die auftretenden :Formänderungen jedoch noch nicht er
schöpft, wie aus folgender Betrachtung erhellt. 

Wir denken uns in dem von äußeren Kräften noch nicht er
griffenen Körper, welcher der Betrachtung unterworfen werden soll, 
einen kleinen Vierflächner (Fig. 1). Begrenzt von den drei in den 
Kanten OA, OB und oe sich rechtwinklig schneidenden Ebenen 
AOB, BOe, COA und der weiteren Ebene ABC, 
erscheint derselbe bestimmt durch die drei Kanten
längen DA, OB und oe, sowie durch die 
Kantenwinkel, welche die Ebenen der körperlichen 
Eckc miteinander bilden, nämlich 

1:: BOC (an der Kante DA), 

1:: COA ("" " OB), 
1:: AOB ("" ., 00). 

e 

Fig. 1. 

Wenn nun jetzt auf den Körper äußere Kräfte, die sich an ihm 
das Gleichgewicht halten mögen, einwirken, so erleidet er in allen 
seinen Teilen Formänderungen. Hierbei werden auch die den Vier
flächner bestimmenden Größen sich ändern: die Kanten werden eine 
Änderung ihrer Länge, die Kantenwinkel eine Änderung ihrer Größe 
erfahren. 

Die Möglichkeit, daß die Ebenen AOB, BOe, eOA und ABC 
in gekrümmte Flächen übergehen können, darf unter der Voraus
setzung, daß der Vierflächner unendlich klein gedacht wird, unberück-
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sichtigt bleiben, weil ein unendlich kleines Flächenelement - solche 
liegen dann in den vier Begrenzungsflächen vor - immer als eben 
angesehen werden kann, und weil die Änderungen der Lage der 
vier Flächenelemente bereits durch die Änderungen der Kanten und 
der Winkel bestimmt sind. 

Hiernach treten zu den im früheren allein betrachteten Ände
rungen der Länge noch Winkeländerungen hinzu. 

Zur KlarsteIlung des Wesens dieser Änderungen denken wir nne 
einen Würfel OADBCG FE (Fig. 2) von· einer nach OA gerichteten, 
in der oberen Ebene CG FE Hegenden und über dieselbe gleich
mäßig verteilten Kraft ergriffen und unten (in der Ebene 0 A D B) 
festgehalten. Dann wird sich die obere Begrenzungsebene C G FE 
nach C1G1F1E1 verschieben, der rechte Winkel EBD=1:..COA 
wird in den spitzen Winkel EIBD = 1:.. CIOA übergehen, sich also um 

1:: E BEI = 1:.. COOl = '}' 

Fig. 2. Fig. 3. 

ändern. Diese Winkeländerung ist bestimmt durch 

t =EE~=OOl 
gy BE 00' 

wofür unter Voraussetzung, daß es sich nur um kleine Änderungen 
handelt, gesetzt werden darf 

EEI cel FFI GGI 

='}'= BJf= oe = DF =AG . 

Dieser Quotient ist aber auch gleich der Verschiebung, die 
unter den gleichen Verhältnissen eine in der Richtung 00 um 1 
von der Kante BO abstehende Ebene (abstehendes Flächenelement, 
abstehender Punkt) erfahren haben würde. Aus diesem Grunde wird 
die Änderung y des ursprünglich rechten Winkels auch als verhält
nismäßige (spezifische) Verschiebung und kurz als Schiebung 
oder Gleitung bezeichnet. 
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Zur weiteren KlarsteIlung der Schiebung r werde noch die 
folgende Betrachtung angestellt. 

Zwei ursprünglich unter rechtem Winkel sich schneidende 
Ebenen 0 X und 0 Z, Fig. 3, gelangen durch die Formänderung in 
die Lagen OAl uud 001' Der ursprünglich rechte Winkel XOZ hat 
sich hierbei geändert um die Winkel XOA1 und ZOOl' deren Tan
genten betragen 

~A!_ 00 bzw. _~ l, 

OA 00 

wenn A1 A und OOl senkrecht zu OX bzw. OZ stehen. Da es sich 
nur um sehr kleine Winkeländerungen handelt, so darf die Gesamt
änderung r gesetzt werden 

AA CU 
v = -= _.1- + -","-=::4- . 
, OA 00 

Bei dem betrachteten Vorgange hat sich der ursprünglich in 
der OX-Ebene gelegene Punkt Al gegen die jetzt nach 001 ge
kommene OZ-Ebene verschoben um OA~, soferu A 1 A2 das von Al 
auf 001 gefällte Lot ist, und der ursprünglich in 0 der OZ-Ebene 
gelegene Punkt 01 gegen die jetzt nach OA1 gelangte OX-Ebene um 
002' wenn 0102 1. OAr Hiernach ergibt sich für die Schiebung 

y = '" .,?-A2 = 003:0- = AAl. + _~S:-. 
AlAz 01°2 OA 00 

Das Vorstehende zusammenfassend, finden wir, daß mit Schiebung 
bezeichnet ist: 

die Änderung des rechten Winkels (im Bogenmaß) 
zweier ursprünglich senkrecht zueinander stehenden 
Flächenelemente, 

oder auch 

die Strecke, um die sich zwei um 1 voneinander 
abstehende Flächenelemente gegeneinander ver
schieben. 

§ 29. Schubspanuung. Schubzahl 

Der in § 28 der Betrachtung unterstellte sehr kleine Würfel 
OADBOGFE gehöre dem Inneren eines festen Körpers an und 
nehme unter Einwirkung der äußeren Kräfte, von denen dieser er
griffen wird, die Gestalt 0 A D B 0 1 GI F1 EI an. Die innere Kraft, mit 
der aus diesem Anlaß die an den Würfeln anschließenden Körper
teile in der Ebene OG FE auf denselben einwirken und dadurch dio 
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Verschiebung der letzteren nach 0lG1lf'iEl herbeiführen, heißt, be
zogen auf die Flächeneinheit, Schubspannung. Sie unterscheidet 
sich von der in § 1 besprochenen Spannung dadurch, daß ihre Rich
tung in das Flächenelement hineinfällt, auf das sie wirkt, während 
die im früheren betrachteten Spannungen senkrecht hierzu standen 
und deshalb zum Unterschiede als Normalspannungen (Zug- oder 
Druckspannungen) bezeichnet werden. 

Die Schubspannung, die zur Schiebung y (§ 28) gehört, 
werde mit t bezeichnet. 

Die Schiebung, die sich für die Schubspannung gleich der Kraft
einheit, d. i. für das Kilogramm ergibt, soll Schub zahl genannt 
und mit ß bezeichnet werden. Sie beträgt 

ß=L ............ 1) 
t 

Die Schubzahl ist demnach derjenige Winkel (in 
Bogenmaß ausgedrückt), um den der rechte Winkel 
zweier ursprünglichsenkrec'ht zuei.nander stehenden 
Flächenelemente unter Einwirkung der Schubspan
nung von 1 Kilogramm sich ändert, oder kurz: die 
Änderung des rechten Winkels für das Kilogramm 
Schubspannung, 

oder auch 
diejenige Strecke, um die sich zwei um 1 von
einander abstehende Flächenelemente unter Ein
wirkung derSchubspannung von 1 Kilogramm gegen
einander verschieben. 

Diese Begriffsbestimmung liefert unmittelbar die Schiebung als 
hodukt aus Schubspannung und Schubzahl, d. h. 

y=ß't, . .......... 2) 
wonach die Schubzahl auch als diejenige Zahl erklärt wer
den kann, mit der die Schubspannung zu multiplizieren 
ist, um die Schiebung zu erhalten. 

Die Schubspannung ergibt sich als der Quotient: Schiebung 
durch Schubzahl, d. i. 

. ......... 3) 

Der reziproke Wert von ß wird als Schubelastizitätsmodul be
zeichnet. 

Der Vergleich mit § 2 läßt erkennen, daß zwischen Schiebung, 
Schubspannung und der Schubzahl genau dieselben Beziehungen be
stehen wie zwischen Dehnung, Normalspannung und der Dehnungszahl. 
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Die vorstehenden Gleichungen 1 bis 3 setzen voraus, daß ß inner
halb eines gewissen Spannungsgebietes konstant ist, ganz wie dies 
die Gleichungen 1 bis 4, § 2, hinsichtlich a tun. Im allgemeinen 
wird diese Voraussetzung wohl ebensowenig zutreffen, wie dies bei Cl 

der Fall ist. Doch liegen dahingehende Versuche nach Wissen des 
Verfassers nur in bezug auf Gußeisen und Beton vor .. Unter diesen 
Umständen bleibt, insoweit es sich um allgemeine Entwicklungen 
handelt, nichts anderes übrig, als ß konstant anzunehmen 1). 

§ 30. Paarweise. "I Auftreten der Schubspannungen. 
Wir denken uns aHs dem betrachteten und von äußeren Kräften 

ergriffenen Körper ein unendlich kleines Parallelepiped 0 A D B CG FE, 
Fig. 1, dessen Kanten 

OA=a, OB=b, OC=e 
sind, herausgeschnitten, und die Kräfte eingetragen, mit denen die 
an dasselbe anschließenden Körpermassen in den Schnittflächen auf 
den Würfel einwirken. Dabei sei zunächst angenommen, daß nur 
Schubspannungen vorhanden sind, und zwar treten auf: 

1. in der Begrenzungsfläche OADB von der Größe ab die Schub
spannung Tl' also die Kraft Tl • ab; 

2. in der hierzu parallelen Fläche CGFE von dem Inhalte ab 
die Schubspannung Tl" also die Kraft 'r1'·ab; da CGFE 
unendlich nahe an OADB liegt, so kann sich T/ nur um 
eine unendlich kleine Größe, die mit Ll1 bezeiC'hnet sein mag, 
von 11 unterscheiden, d. i. T/ = Tl + L11 ; 

... 

Fig. 1. Fig. 2. 

3. in der Begrenzungsfläche OBEC von der Größe be die Schub
spannung T2 , demnach die Kraft T2 • b c; 

4. in der hierzu parallelen Fläche A D FG von dem Inhalte be 
die Schubspannung T2', demnach die Kraft 7:2' • b c; da beide 
Flächen unendlich nahe beieinander gelegen sind, so kann 
sich 7:2' nur um eine unendlich kleine Größe LI',! von 7:2 unter
scheiden, d. i. T,/ = T2 + LI',! • 

-----
1) Vgl. auch Fußbemerkung S. 345. 
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Soll Gleiohgewioht bestehen, 80 muß u. a. auoh die Summe der 
Momente in bezug auf die Aohse YY, die duroh den Sohwerpunkt 
des Parallelepipeds geht und mit der Kante 0 B gleioh geriohtet ist, 
Null sein, d. h. unter Bezugnahme auf Fig. 2: 

T ab~-- T bC~+T 'ab~-T' bc~=O 
12 9 2 1 2 \I 2' 

1 1 
Tlabc+"2Lflabc - T2 abc- "2 LI\labc = 0, 

Hieraus unter Vernachlässigung der unendlioh kleinen GröBen L11 

und LI, gegenüber den endliohen GröBen 1'1 und T, 

T1-T,=O, 

1) 
d. h. die bei den senkreoh t zur Kante OB = b stehenden 
Sohubspannungen Tl und T\I sind einander gleich. Ist die 
eine vorhanden, so muß ·es auch die andere sein; sie treten 
also paarweise auf. 

Zu diesem Ergebnis gelangten wir unter der Voraussetzung, 
daß lediglich Schubspannungen auf den Würfel einwirkten, und zwar 
nur in den vier Ebenen OADB, OGFE, OBEO und .ADFG des 
Körperelementes, Fig. 1. 

Im allgemeinen werden die Körperteile, die das Parallelepiped 
umgeben, auf dasselbe in den sechs Begrenzungsfiächen je mit einer 
Normalspannung und einer Schubspannung einwirken. Außerdem 
können noch Massenkräfte (Schwere, Trägheitsvermögen) ihren Ein
fluß äußern. 

Was zunächst die Normalspannungen anbelangt, so erkennen 
wir, daß dieselben für' die oben aufgestellte Momentengleichung nicht 
in Betracht kommen: die Normalspannungen in den Begrenzungs
flächen OADB, CGFE, OBEC und ADFG liefern je eine Kraft, 
welche die Momentenachse YY senkrecht schneidet, also ein Moment 
gleich Null gibt; die Normalspannungen in den Begrenzungsfiächen 
OAGa und BDFE ergeben in die Momentenachse fallende Kräfte, 
sind also einflußlos. Die etwaigen Massenkräfte greifen im Schwer
punkte des Würfels an, gehen demnach durch die Achse, liefern 
also ein Moment gleioh Null. 

Von den Schubspannungon entfallen die in den Flächen OAGC 
und BD F E wirkenden ohne weiteres, da die ihnen entsprechenden 
Kräfte die Achse Y Y sohneiden. Hiernach verbleiben noch die Schub
spannungen in den vier Flächen OADB, OGFE, OBEa und ADFG. 

Wir zerlegen jede derselben nach den Richtungen der Kanten 
in zwei Komponenten. Momentgebend treten hiervon nur auf die 
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senkrecht zu den Kanten OB und G F wirkenden Spannungen, 
d. s. Tl T2 r/ und t/ Für diese aber fanden wir den oben aus
gesprochenen Satz. Derselbe gilt dem ach allgemein, gleichgültig, 
welche Formänderung das Körperelement unter Einwirkung von 
Normalspannungen, Schubspannungen und Massenkräften erfährt: 

immer sind für zwei rechtwinklig sich schneidende 
Ebenen die senkrecht zur DurchschnittsIinie ge
richteten Komponenten der Schubspannungen ein
ander gleich. 

oder auch mit Rücksicht darauf, daß diese Durchschnittslinie eine 
ganz beliebige Lage im Körper haben kann: 

wird in einem Körper eine beliebige Gerade gelegt 
und dieselbe als der Durchschnitt zweier sich recht
winklig schneidenden Ebenen angesehen, so ist die 
senkrecht zur Geraden gerichtete Schubspannung 
in der einen Ebene gleich der senkrecht zu der
selben Geraden stehenden Schubspannung in der 
anderen Ebene. 

Die Schubspannungen treten also paarweise auf. 
Es entspricht dies ganz der Natur der Schiebung, eine Änderung 

des ursprünglich rechten Winkels zu sein. Die auf die Flächen
einheit der beiden Winkelebenen wirkenden Kräfte, welche diese 
Änderung herbeiführen, müssen in der Richtung des einen Schenkels 
so groß sein wie in derjenigen des anderen, da keine der beiden 
,schenkelrichtungen in irgendeiner Weise vor der anderen ausge
zeichnet ist. 

§ 31. Schiebungen und Dehnungen. 
Schubzahl und Dehnungszahl. 

1. lUit der Schiebung verknüpfte Dehnung und deren größter Wert. 

ABC D, Fig. 1, sei der Durchschnitt durch ein Parallelepiped. 
Der Körper, welchem dieses angehört, werde nun durch äußere 

Kräfte ergriffen; infolgedessen ändert er seine Gestalt. Hierbei geht 
das Rechteck in das Parallelogramm AEFD über: § 

·die- Ebene, die ursprünglich in BC sich darstellte, / '<:'),5 

erleidet eine Verschiebung um BE = CF, so daß >~, /<~ /,' 
die Schiebung / ,:?:><..' / 

I~~ , ""' ... I 

CF 
y=-=. 

CD Fig. 1. 

Gleichzeitig erfähr~ie Diagonale AC eine Vergrößerung auf AF, 
Wird von A aus mit A F ein Kreisbogen beschrieben, so schneidet 

Ba eh. Elastizität. 8. Auf!. 22 
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dieser die Verlängerung von AO in G. Die sehr kleine Strecke FG 
darf dann als Senkrechte zu AG angesehen werden, während C G 
die Zunahme der Länge der Diagonale ist. Damit findet sich die 
Dehnung in Richtung der letzteren 

und wegen 

OG OF cosfP 
e=--=-==-"'-

AO OD 
sin cp 

OF 
OD =r 

CF 1 . 
-=- -2 SIn 2 cp , 
CD 

1 . 
e=2ysID 2 cp. 

Für cp = :' d. h. für CD =AD, also für die quadratische 

Form des Rechteckes, erlangt e seinen größten Wert 

1) 

Gleichzeitig erfährt die andere, wegen cp = : dazu rechtwink

lige Diagonale D Beine Zusammendrückung - eil von der gleichen 
Größe 

1 
-e2 =2r· 

Hiernach ist die Schiebung r mit einer größten Deh
nung el und einer gleichzeitigen, dazu senkrechten größten 
Verkürzung (Zusammendrückung) eil verknüpftl), die ab
solut genommen je halb so groß sind als die Schi~bung. 
Die Richtung dieser größten Dehnung zweiteilt den rechten 
Winkel, dessen Änderung die Schiebung mißt. 

1) Hieraus folgt, daß, wenn ein aus durchaus gleichartigem Material be
stehender Körper lediglich infolge von Schubspannungen zum Bruche, d. h. zum 
Zerreißen, gebracht wird, die Rißbildung senkrecht zur Richtung von 61 (der 
Diagonale AO des Quadrates), also in der Richtung \"on 62 (der Diagonale DB 
des Quadrates) stattfinden muß, sofern das Verhalten des Materials bis zum 
Bruche hin - wenigstens mit Annäherung - der gleichen Gesetzmäßigkeit folgt. 
(Vgl. Taf. XVI.) Bei zähen Materialien ist dies infolge des Fließens nicht zu 
treffend (vgl. Taf. XVIII, sowie das zu Fig. 2 S. 9 Bemerkte), ebenso nicht bei 
Material, das sich in a.llen Richtungen nicht gleich verhält (Schweißeisen, Dra.ht, 
Holz usf.). Dieselben Gesichtspunkte gelten für 6g , wenn die Druckbea.n. 
spruchung maßgebend wird (vgl. § 32-35). 
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Hieraus würde zu folgern sein, daß der zuzulassende Wert Y1 

der Schiebung höchstens doppelt so groß sein darf als die äußersten 
Falles noch für zulässig erachtete Dehnung 81 • d. h. 

Yl<281 • 

N ach Einführung der zulässigen Zuganstrengung 

k =~1 
Z a 

sowie der zulässigen Schubanstrengung 

k =Yl 
• ß 

ergibt sich 

k. < 2·" kz ' • . • • • • . . • . 2) 
== ß 

allerdings unter der Voraussetzung, daß das Material in allen Punkten 
nach allen Richtungen hin gleich beschaffen, also isotrop ist, und " 
sowie ß als unveränderlich angesehen werden können. Wenn die 
Beziehung 2 benutzt werden soll, um von der zulässigen Normal
spannung eines Materials auf die zulässige Schubspannung desselben 
zu schließen, so erscheint es nötig, überdies zu beachten, daß hier
für Gleichartigkeit der Beanspruchungsweise Vorbedingung ist. (V gl. 
S. 465 u. f.) 

2. Beziehung zwischen DebnungszahJ und SchubzahL 

Auf einen WürfelABCD, Fig.2, von der ursprünglichen Seiten
länge 1 wirken in den Seitenflächen AD und BC die Normalspan
nungen G. Hierdurch werden die Seitenlängen AB und D 0 um 8 

gedehnt, also auf die Größe A113--; = D1 01 = 1 + 8 gebracht werden, 
während sich die rechtwinklig hierzu stehenden Kanten AD und BO 

um !.. verkürzen (§ 7), demnach die Länge 1 - !.. annehmen. 
m m 

Die beiden Diagonalebenen A 0 und B D schlossen 
ursprünglich einen rechten Winkel miteinander ein. 
Unter Einwirkung der Normalspannungen G hat sich 
dieser Winkel um y geändert, entsprechend einer Ver
schiebung z. B. des Punktes 0 der Diagonalebene AO 
gegenüber der anderen Diagonalebene um 

Mo' 
r===-, 

e'Ot 

~'-, 6.,..",C, 
,\ 

Fig. 2. 

22* 
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Die Größe r folgt unter Berücksichtigung des Umstande!', daß 

der h&'lbe rechte Winkel sich um t geändert hat, aus 

1 ( 8 ) 

tg (!f __ L) = 2 1 - m. 
4 2 1(+, - 1 8) 

2 
Die Benützung des Satzes 

führt zu 

Fig. 3. 

t tga -tgß 
g (a - ß) = 1 + tg a tg ß 

1_ 8 

m 

1+8 

und unter Beachtung, daß rund e sehr kleine Größen gegenüber 1 
sind, zu 

l- r-c-l-(l+ :J8, 
1n+l 

l' = ---;n- 8 . 

Denken wir uns jetzt den Würfel in der Diagonalebene AC 
auseinander geschnitten, Fig. 3, so wird die Aufrechterhaltung des 
Gleichgewichts die Anbringung einer Normalspannung 0 1 und einer 
Schubspannung .,; fordern, derart, daß die Resultante der Kräfte 

01·A6~01V2 und .,;·AC= rV2 
gleich der Kraft 

o·BC=o·l =0, 
d. h. 

a \/2. 1 /I + .,; V2 . "1 1 ~ = 0 
1 V 2 V 2 

0 1 +.,;= 0 

und ferner -- y-- 1 -- 1 0112,1/ __ .,;112. -=0 
1 V 2 2 

womit 
o 

T=- • 
2 
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N ach dem früheren ist 

so daß 

und mit 

T= L und 
tJ 

e 
u= -

(( 

r 1 e 
ß 2 (( 

m+l ß =;2 ----- /c, 
"In 
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3) 

m+l d. h. die Schubzahl ist das ;2 ----fache der Dehnungszahl. 
1n 

Gleichung 3 kann, wenn (( und ß durch Versuche ermittelt 
wornen sind, in der Form 

zur Berechnung von 1n benutzt werden; doch ist die Bestimmung 
VOll m durch unmittelbare Messung der Änderung des Durchmessers 
von Rundstäben bei Zug- oder Druckversnchen vorzuziehen. 

In der Regel pflegt m als eine zwischen 3 urid 4 liegende Zahl 
betrachtet zu werden; hiermit findet sich 

oder 

ß 5 b' 8 2 - b' 2 -. - 1 ="2 ce IS"3 (( = ,0 a IS' ,h ( e 

3':) J u=8ß bis i ß=O,375ß bis O,4ß. 

4) 

Aus Gleichung 2 wird alsdann wegen 

(( In 

ß 2 (m + 1) 

k <-~k s=m+l z 
5) 
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und für ~m = 3 bis 4 

k < 3 k bis i k = 0 7" k bis 0,8 k. 
8=4' 0' ''''" 

6) 

unter den Voraussetzungen, die zur Beziehung 2 ausgesprochen 
wurden, und unter der weiteren Voraussetzung, daß m einen festen 
Wert besitzt. Treffen dieselben nicht zu, so erscheint die Gleichung 6 
nicht ohne weiteres gültig. Dann kann es auf Grund von Versuchs
ergebnissen und sonstigen Erfahrungen notwendig werden, davon 
abzuweichen). 

V. Drehung. 

Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 
Kräfte ergeben für jeden Querschnitt desselben ein Kräftepaar, dessen 
Ebene senkrecht zur Stabachse steht. 

Es bezeichne 

Md das Moment des drehenden Kräftepaares, 

(91 und (92 die beiden Hauptträgheitsmomente des Stabquerschnittes 
(§ 21, Ziff. 1), 

(9 das kleinere der beiden Hauptträgheitsmomente, 

(9' = (91 + (9~ das polare Trägheitsmoment, 

f den Inhalt des Querschnittes, 

T die Schubspannung in einem beliebigen Punkte des Querschnittes, 

kd die zulässige Anstrengung des Materials gegenüber Drehungs-
beanspruchung, 

fJ die als unveränderlich vorausgesetzte Schubzahl (§ 29), (reziproker 
Wert des Schubelastizitätsmoduls), 

r = ßr die Schiebung oder Gleitung in einem beliebigen Punkte 
des Querschnittes (§ 28), 

f} den verhältnismäßigen Dl'ehungswinkel, d. h. den Winkel, um 
den sich das Hauptachsenkreuz eines Stabquerschnittes gegenüber 
demjenigen des um 1 davon abstehenden Querschnittes verdreht, 

die Länge des Stabes. 
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§ 32. Stab von kreisförmigem Querschnitt. 
Durch die beiden Kräftepaare K K, Fig. 1, deren Ebenen die 

Stabachse senkrecht schneiden, und die, das Moment Md besitzend, 
sich an dem Kreiszylinder das Gleichgewicht halten, werden die ein
zelnen Querschnitte des Stabes 
gegeneinander verdreht. Um uns 
ein Bild über diese Formänderung 
zu verschaffen, teilen wir die Mantel
fläche des Zylinders, Fig. 2, bevor 
dieser von den äußeren Kräften 
ergriffen wird, durch n Gerade aa 
parallel zur Achse in n (25) Recht-
ecke, je von der Breite nd: n 
(40 n: 25 = 5,0 mm,dad = 40mm), 
und diese durch Parallelkreise im 
Abstand 'Rd: n (5,0 mm) in Qua-
drate, deren Seitenlänge nd: n 

Fig. 1. 

(5,0 mm) beträgt. Auf diese Weise ~--H++-t-iHHi-j--++H-~r 
erhalten wir die Fig.2. Wird nun I 

der so gezeichnete Zylinder der I 
Verdrehung unterworfen, so geht 
er in Fig. 3, Taf. XII über. Aus 
derselben ist zu entnehmen: : 

a) daß die auf den unbelaste- _et._-f.L1 -l..-J---'---'--;d!;--'---'--L..L-'1,~_L 
ten Zylinder gezeichneten 
Quadrate in unter sich 
gleiche Rhomben überge
gangen sind, 

b) daß die Ebenen der Paral
lelkreise, d. s. die Quer
schnitte des Stabes, eben 
und senkrecht zur Achse 
des letzteren geblieben 
sind, 

c) daß sich je zwei aufeinan
der folgende Querschnitte 

I 
I 
I 
I 
I 

I 

It------- -d. ------~ 

Fig. 2. 

immer gleich viel gegeneinander verdreht haben, daß also 
beispielsweise der Bogen, um den sich ein Punkt des Parallel
kreises X X, Fig. 2, gegenüber dem ursprünglich gleich ge
legenen Punkte im Stabquerschnitt AA bewegt hat, propor
tional dem Abstande x ist. 
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Sind nun f1 und f2 zwei um 1 voneinander abstehende Quer
schnitte des Stabes und Pt P2 zwei ursprünglich gleich gelegene Um
fangspunkte in denselben, so wird sich unter Einwirkung der äußeren 
Kräfte P2 gegen Pt um eine Strecke 1'1 verdreht haben, die nach 
Maßgabe des in § 28 Erörterten als die Schiebung im Punkte Pt zu 
bezeichnen ist. Für die Schiebung I' in einem auf dem Halbmesser 0 PI' 
Fig. 4, im Abstande 0 P = e von der Achse gelegenen Punkt P er
scheint auf Grund der oben angeführten Erfahrungen die Annahme 
zutreffend, daß sie sich zu derjenigen im Umfangspunkte Pt verhält 
wie e: r, also 

1': 1'1 =e: r 
d. h. 

1) 

Wird in Fig. 4 die tangentiale Linie Pt Pt' = 1'1 und die hierzu 

parallele Strecke pp' = 'Y = 'Y 1 !L gemacht, so liefert die zeichnerieche 
r 

Darstellung der Schiebungen in allen Punkten der Geraden OPt die 
Gerade OP' PI'. 

Nach § 29 sind die entsprechen
den Schubspannungen 

im Punkte Pt 

im Punkte P T= ; = ;lr e. 
Tl muß naturgemäß tangential zum 
Kreise, also senkrecht zum Halbmesser 
o Pt gerichtet sein. Das letztere gilt 

Fig. 4. auch für 'f. 

Wird die Schubspannung T durch die Strecke PP", die senk
recht zu OP steht, dargestellt, und ist die Schubzahl P konstant, so 
ergibt sich als geometrieeher Ort aller Punkte P" eine durch den 
Mittelpunkt 0 gehende Gerade. Dies trifft z. B. mit großer Annähe
rung zu für Schmiedeisen und Stahl innerhalb der Proportionalitäts
grenze. Ist dagegen p veränderlich, und zwar derart, daß P zunimmt 
mit wacheender Schiebung oder Spannung, wie dies beispielsweise 
bei Gußeisen der Fall, so liegen die durch 

Tl = PI (Pt") T = P (P") 
bestimmten Punkte (Pt") und (P") auf einer gegen die Gerade OPI 

gekrümmten Kurve o (P")(P/'). Die Spannungen nehmen dann nach 
außen hin langsamer zu als bei Unveränderlichkeit von p. 
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Die im Querschnitte durch das Kräftepaar vom Momente j,[a 

wachgerufenen Schubspannungen müssen sich mit Md im Gleich
gewicht befinden. Wird das in P liegende Flächenelement mit d f 
bezeichnet, so spricht sich diese Forderung aus in 

frdf-e=Ma, 

M =1:'1_ r~ o2dt 
d r.Jß~ 

und, wenn ß konstantt), 

Ma= ;~ fe 2d f. 

Unter Beachtung, daß 
e2 =y2+ Z2, 

sofern y und z die rechtwinkligen Koordinaten des 111 P liegenden 
Flächenelementes sind, und mit 

fy 2df= (91 und f z~df= 8 2 

wird 

M = Y1 (8 -I-- 6> )= T (91 + (92 = r -~:-. 
d ßr 1, 2 1 r 1 r 

Die heiden Trägheitsmomente (91 und 8 2 sind für den vollen 
K reisq uerschnitt 

1) .Für die Beurteilung von Fällen, in denen die Veränderlichkeit von ß (oc) 
eine größere Bedeutung besitzt, sowie im Falle der Beanspruchung von zähem 
Material über die Proportionalitätsgrenze hinaus, ist es zweckmäßig, von fol
gender überlegung Gebrauch zu machen. 

Es ist, wenn ~ die Scbubspannung im Abstande (! bedeutet und df 
= Q d'P . d Q gesetzt wird, 

2;'1; Y 

lrl(/ = f fT'Q d'P dQ'Q = fe drp f(T(!) d(!. 
o 0 

a) ß (oc) ist unveränderlich. 
Die Größe 7:Q, als Ordinate zur Abszisse Q aufgefaßt, liefert gemäß 'Q ,. 

~=~(!2 eine Parabel und das I(ltegral J(T(!)dl! den Inhalt der Fläche, die 
o 

von der Q·Achse und der Parabel bis (! = r eingeschlossen wird. Damit ergibt 
~jch alsdann Md gleich dem Inhalt des Rotationskörpers, der entsteht, wenn 
die Linie der TQ (Parabel) um die Stab achse eine volle Drehung ausführt. 

b) ß (oc) ist veränderlich. 
Während im Falle a die Linie der ~ eine gegen die Achse der Q geneigte 

Gerade war, tritt hier an die Stelle der Geraden die Kurve, die den Zu
sammenhang zwischen Schubspannung und (! wiedergibt; aus ihr ist die 
Kurve r'! abzuleiten, die dann keine Parabel mehr ist, usw. 
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Demnach 

V. Drehung. 

M =T ~d3=T _~j.3 
d 116 1 2 

M <~k da 
d = 16 d 

oder 

2) 

3) 

Für <len Kreisringquerschnitt ergibt sich, sofern d der 
äußere und do der innere Durchmesser ist, 

e = e = ~ (d4 ~-- d 4) 
1 2 64 0 

_ :n (d4-d/) 
M -T ------

d 116 d 

M < ~ k d4 ~- d0 4 

d = 16 d d 
16 d 

oder k > -M ~--
d =:n d d4 _ do 4 4) 

Bei Anwendung dieser Gleichung muß beachtet werden, daß, 
wie aus § 31, GI. 1 hervorgeht, an jeder Stelle zwei größte Dehnungs
werte auftreten, von denen der eine positiv, der andere negativ ist., 
entsprechend einer Verlängerung bzw. einer Verkürzung. Während 
im allgemeinen die erstere zum Bruch durch Zerreißen führt, kommt 
bei verhältnismäßig dünnwandigen Rohren auch die Gefahr des Aus
knickens infolge der letzteren, d. h. Wellenbildung in Betracht, ähn
lich wie in § 13, S. 209 u. f. für Druckbeanspruchung festgeste1It. V gI. 
auch S. 385 u. f., wo über nepe Versuche berichtet ist. 

Der Drehungswinkel {) folgt unmittelbar aus der gegebenen 
Begriffsbestimmung 

5) 

beziehungsweise 
32 Md 

{} = -;; ß ;14-= d/ . . . . . . 6) 

Hiernach beträgt der im Abstande 1 von der Achse gemessene 
Verdrehungsbogen der beiden um 1 voneinander abstehenden Quer
schnitte des Kreiszylinders 

_CI. 32 Md U'z={)Z=-ß-4 l, bzw. 
:n d 

Bei den vorstehenden Betrachtungen wurden nur Schubspan
nungen im Stabquerschnitte ins Auge gefaßt; so z. B. im Punkte P, 
Fig.4, nur die Schubspannung T, die, senkrecht zu OPl angreifend, 
in der Bildebene wirkt. Nach § 30 treten jedoch die Schubspannungen 
immer paarweise auf, derart, daß in demselben Punkte P senkrecht 
zur Bildebene, d. h. senkrecht zum Querschnitte, eine der oben er-
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wähnten Spannung r gleiche Schubspannung vorhanden ist. Das 
Flächenelement, in dem sie wirkt, liegt im Punkte P derjenigen 
Ebene, die durch den Halbmesser OPl und die Stabachse bestimmt 
wird. So findet sich beispielsweise im Punkte P l die Schubspan
nung Tl nicht bloß im Querschnitt (tangential zum Kreisumfang ge
richtet), sondern auch in der Achsialebene 0 P l mit der Mantellinie 
des Zylinders zusammenfallend. 

Der Übergang der Quadrate, Fig.2 (bei Verdrehung des Zylinders), 
in die Rhomben, Fig. 3, Taf. XII, beweist dies auch unmittelbar aus 
der Anschauung. Wie wir in § 28 sahen, 
ist die Änderung des ursprünglich rechten 
Winkels gleich der Schiebung. Diese Winkel-

änderung mißt demnach wegen T = L die 
ß 

Schubspannung unmittelbar. Sie betrifft so-
wohl den wagrechten wie auch den senk
rechten Schenkel des rechten Winkels. Die 
entsprechende Schubspannung ist deshalb 
ebensowohl in senkrechter wie in wagrechter 
Richtung vorhanden. Sie muß, da die 
Rhomben unter sich gleich sind, für alle 

e 

J1"ig. 5. 

Stellen der Mantelfläche des Zylinders dieselbe Größe besitzen, so
wohl tangential zur UmfangsIinie als auch in Richtung der Achse 
des Stabes. Die größte Schubspaimung, die im Querschnitt statt
findet, tritt also auch in Richtung der Stabachse auf. 

Schneiden wir aus dem Zylinder ein kleines Körperelement 
ACDBEF, Fig.5, heraus, mit den Querschnittsebenen ACD, BEF 
und den Achsialeben ABFD, ABEC, so ergibt die zeichnerische 
Darstellung der in den Ebenen CDA und BFDA wirkenden Schub
spannungen unter Voraussetzung einer unveränderlichen Schub zahl 
je ein Dreieck. Sie zeigt deutlich das paarweise Auftreten der 
Schubspannungen in den beiden Ebenen, die AD zur Durchschnitts
linie haben 1 ). 

1) Die Betrachtung von Fig. 5 gestattet, nach dem Vorgange von Bredt 
einen allgemeinen Satz über die Schubkräfte eines auf Verdrehung bean
spruchten Stabes abzuleiten. 

Die Gleichgewichtsbedingung des Körperelementes in Richtung der Stab
achse AB: Summe der Schubkräfte in der Ebene ADFB + Summe der Schub
kräfte in der Ebcne ACEB muß gleich Null sein, führt bei Wahl von AB= 1 
unter Berücksichtigung der Gleichheit der Schubspannungen in zwei senkrecht 
zueinander stehenden Ebenen zu dem Satz: Werden in einem Querschnitt 
zwei Gerade AD und AC nach dem Umfange gezogen, so ist die Summe der 
Schubkräfte, die sich für die in AD gelegenen Flächenelemente senkrecht zu 
AD wirkend ergeben, gleich der Summe der Schubkräfte, welche die in AC' 
gelegenen Flächenelemente senkrecht zu AC liefern. 
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Bei gewalztem Schweißeisen oder Draht aus solchem Material usw. 
findet infolge der ausgeprägten Faserrichtung die achsiale Schub
spannung häufig einen verhältnismäßig geringen Widerstand, weshalb 
dann Längsrisse eintreten, wie Fig. 6, Taf. XIII für ein der Ver
drehung unterworfenes Stück Walzeisen erkennen läßt 1). Die achsial 
gerichteten Schubspannungen sind auch Ursache, daß bei auf Drehung 
in Anspruch genommenen Körpern nicht selten schon frühzeitig 
bleibende Verdrehung eintritt, wie dies z. B. bei gewalztem Schweiß
eisen ausgeprägt der Fall zu sein pflegt. Die gewöhnlichen Hölzer 
haben aus diesem Grunde nur eine geringe Drehungsfestigkeit. 

Bei mehr isotropem und sprödem Material erfolgt die Rißbildung 
nach Maßgabe der Fußbemerkung zu § 31, Zift'. 1, S. 338 unter 45° 
gegen die Richtungen der Schubspannungen, wie dies der Verlauf 
der Bruchlinien in den Abbildungen auf Taf. XVI deutlich erkennen 
läßt. In Fig. 3, Taf. XII müßte die Bruchlinie als rechtsgängige, 
unter 45° geneigte Schraubenlinie verlaufen, sofern die in der Fuß
bemerkung zu § 31, Zift'. 1, S. 338 bezeichnete Voraussetzung erfüllt ist. 

Bei. zähem Material erfolgt Trennung in einer Ebene ungefähr 
parallel zu derjenigen des drehenden Momentes, vgl. Taf. XIX, 
Fig. 44 bis 47. Bei Material wie Stahlguß, dessen Zähigkeit nicht groß 
ist, sind zuweilen Bruchformen zu beobachten, die beide Erscheinungen 
vereinigen; in Fig. 7, Taf. XIV sind solche Stäbe wiedergegeben. 

§ 33. Stab von elliptischem Querschnitt. 
1. Formänderung. 

Nach dem in § 32 gegebenen Vorgange wird ein Zylinder mit 
elliptischem Querschnitt (große Achse = 2 a = 50 mm, kleine Achse 
= 2 b = 25 mm) hergestellt und seine Mantelfläche in Quadrate 
eingeteilt. 

Unter Einwirkung der bei den Kräftepaare, die sich an ihm das 
Gleichgewicht halten, geht derselbe in die Gestalt Fig. 1, Taf. XII 
über 2). Die beiden ursprünglich geraden Mantellinien, welche die 

') Wird die Verdrehung weiter fortgesetzt, so liegen die Längsrisse auf 
mehr oder minder stark geneigten Schraubenlinien, wie z. B. die betreffenden 
Abbildungen auf Tafel XV und XIX erkennen lassen. Vgl. hierzu das in § 35, 
Ziffer 3 Gesagte. 

2) Das Material des Zylinders ist wie bei Fig. 3, § 32, Tafel XII und 
Lei Fig. 1, § 34, Tafel XIII, sowie Fig. 2, § 34, Tafel XIV, Hartblei. Dasselbe 
behält die bleibende Formänderung fast vollständig bei und gibt deshalb auch 
nach der Lösung des Stabes aus der Prüfungsmaschine ein gutes Bild dieser 
Änderung. Bei Verwendung von stark elastischem Material wie Gummi ist 
die Formänderung eine ähnliche, nur verschwindet sie mit der Entlastung 
des Probekörpers zu einem großen Teile und entzieht sich so der dauernden 
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Endpunkte der großen Halbachsen aller Querschnitte enthalten, sind 
durch die Bezeichnung aa hervorgehoben, während diejenigen zwei 
Linien, die von den Endpunkten der kleinen Halbachsen sämtlicher 
Querschnitte gebildet werden, die Bezeichnung bb tragen. Wir er
kennen bei genauer Untersuchung des verdrehten Zylinders: 

a) daß die Quadrate in Rhomben übergegangen sind, 
b) daß die Winkel derjenigen Rhomben, die mit de~ einen Seite 

in der jetzt schraubenförmig gekrümmten Linie b b liegen, am 
meisten von dem ursprünglich rechten Winkel abweichen, 
während diejenigen Rhomben, deren eine Seite von der 
Schraubenlinie aa gebildet wird, die geringste Abweichung 
von ihrer früheren Gestalt, dem Quadrate, zeigen, 

c) daß die ursprünglich ebenen Querschnitte sich gewölbt haben, 
d) daß jedoch die bei den Hauptachsen eines Querschnittes in 

der ursprünglichen Ebene verblieben sind und den rechten 
Winkel beibehalten haben, 

e) daß sich je die bei den Hauptachsen zweier aufeinander fol
genden Querschnitte immer um gleich viel gegeneinander 
(um die in ihrer Lage unverändert gebliebene Stabachse) ver
dreht haben 1). 

2. Schubspannungen. 

Fassen wir zunächst einen Umfangspunkt pi des Querschnittes, 
Fig. 2, ins Auge, so muß die Schubspannung 7:' in dem zu p' ge
hörigen Querschnittselement naturgemäß tangential zur Umfangslinie 
gerichtet sein, sofern hier äußere, eine andere Richtung der Schub
spannung bedingende Kräfte nicht angreifen. 

Wir zerlegen T in die beiden Komponenten 
7:y' , senkrecht zur y- Achse wirkend, 

7:.', " "z-" " und' 
bezeichnen durch 1jJ den Winkel, den die Tangente im Punkte P' 
mit der y-Achse einschließt, sowie durch y' und z' die Koordinaten 
des Umfangpunktes P,'. • Dann folgt zunächst 

I 
Ty 

tg1jJ=-, 
7:, 

und sodann aus der Gleichung der Ellipse 
y''/. Z''/. 

l)'J + a2 = 1, 

Darstellung. Versuche mit anderem Material führen zu einem ganz ent
sprechenden Ergebnisse, doch muß an allen in Betracht kommenden Stellen 
die Streckgrenze überschritten werden, was bei Blei am leichtesten erreicht wird. 

1) Die Bestimmung dieses Verdrehungswinkels erfolgt in § 43. 
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durch Differentiation 

JL d ,+{rdz'=Ü 
b~ y a~' 

dz' a2 y' 
dy'=-lJi 7' 

Aus Fig. 2 ergibt sich unmittelbar 

da' 
tg"P = --d' . 

- y 
Folglich durch Gleichsetzen der heiden für tg"P erhaltenen Werte 

I 
I 

! .-
I 

I I 

I ~ 
I I 

I I I 
I • ___ !.. ..I.. 
I I 
.. - .& --g - ~ 

Fig.2. 

1) 

Hiernach erscheint 1 y' proportional y' 
und 1: proportional z'. 

Denken wir uns für den im Inneren 
des Querschnittes liegenden Punkt P, be
stimmt durch die · Koordinaten y und z, 
die entsprechende (ähnliche) Ellipse kon
struiert, so wird auch hier die Schubspan
nung 1, deren Komponenten 1:11 ClOY) 
und 1:. (1. OZ) seien, tangential gerichtet 
sein. Demgemäß erhalten wir 

1:y=.Ay 1:.=Bz, . • .• 2) 
worin .A und B Konstante bedeuten. 

Die im Querschnitte wachgerufenen Schubspannungen müssen 
sich nun mit dem Momente Md im Gleichgewicht befinden. Wird 
das in P liegende Flächenelement mit d f bezeichnet , so ergibt sich 
die Bedingungsgleichung 

J (1: ydf-y + 1 zdf·z) = Md' 
woraus unter Beachtung der Gleichungen 2 und mit Rücksicht dal'auf, 
daß nach § 17, Ziff. 4 

~ n 
Jy2df=4- ab3 Jz2af= 4 asb 

~ ~ 

Md =.A '"4 ab3 + B'"4 aB b . 

Die Verbindung der Gleichungen 1 und 2 ergibt 
a' y' .Ay' 
lJi 7= Bz' ' 

woraus 

oder 
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Durch Einführung dieses Wertes in die Gleichung für JJd 

findet sich 

Hiermit nach den Gleichungen 2 die Schubspannungen für den 
beliebigen Querschnittpunkt P 

. . . . . 3) 

. . . . . 4) 

Dieser Ausdruck wächst mit y und z, erlangt also für bestimmte 
Umfangspunkte den größten Wert. Zur Feststellung, in welchen 
Punkten des Umfanges dies der }'all ist, werde a ~ b vorausgesetzt 
und dem Ausdruck für T', gültig für den Umfangspunkt y' z', die Form 

. . . 5) 

gegeben. Da 

(Y')2 (z')~_ -b+-- 1 , a . 

so muß wegen a > b 

( ')~ (')2 (b)" t--1-~ -;;-<1 

sein. Demnach ergibt sich der größte Wert der Schubspannung 
für y' = ± bund z' = 0 zu 

2M '[' = .- -.!1 . 6) max n ab2 •••••••••. 

d. h. die größte Schubspannung tritt in den Endpunkten BB 
der kleinen Achse, also in denjenigen Punkten auf. die 
der Stabachse am nächsten liegen. 

Hiermit folgt 

k >~Md 
d= n ab2 

• . • • . . 7 ) 
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In den Endpunkten.A.A der großen Achse ist die Schubspannung, 
da hier 

y'=ü z'='+a 

.. 8) 

d. i. im Verhältnis der Halbachsen kleiner als die Spannung in den 
Punkten BB1). 

Dieses gegenüber der älteren Auffassung, der zufolge die Span
nungen mit dem Abstande von der Achse wachsen, für den ersten 
Augenblick überraschende Ergebnis steht in voller übereinstimmung 
mit der S. 349 unter Ziff. 1, b angeführten Beobachtung. Die Winkel
änderungen, die nach § 28 die Schiebungen r messen, die ihrerseits 
nach § 29 ~u den Schubspannungen in der Beziehung 

y 
r=7i 

stehen, sind -- Fig. 1, Taf. XII - am größten in den Endpunkten 
der kleinen und am kleinsten in den Endpunkten der großen Achse 
der Ellipse. 

Fig. 3. Fig.4. 

Hinsichtlich des Gesetzes, nach dem sich die Schubspannungen im 
Innern ändern, ist die ohne weiteres aus den Gleichungen 3 und 4 
folgende Bemerkung von Interesse, daß für alle auf der Geraden 0 P', 
Fig. 2, liegenden Querschnittselemente die Spannungen parallel ge
richtet und proportional dem Abstande von der Stab achse sind. In 
Fig. 3 ist das Änderungsgesetz der Schubspannungen dargestellt für 
die Punkte der großen und der kleinen sowie für diejenigen einer 
beliebigen Halbachse 0 P'. Die in Fig. 3 gezeichneten Kräfte
dreiecke müssen inhaltsgleich sein (S. 347, Fußbemerkung 1). Für 

1) Dieses Verhältnis läßt sich auch unmittelbar unter Zuhilfenahme des 
in der fI'ußbemerkung 1, S. 347 ausgesprochenen Satzes ableiten. 
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die Umfangspunkte läßt sich das Änderungsgesetz unmittelbar der 
Gleichung 5 entnehmen. 

Handelt es sich nicht um einen Voll-, sondern um einen Hohl
stab, Fig.4, so gilt unter der von dem Gange der obigen Entwick
lung bedingten Voraussetzung, daß die innere Begrenzungsellipse der 
äußeren ähnlich ist, d. h. 

wegen 

woraus dann mit 

und schließlich 

. . . . . . 9) 

Für die Punkte B des Umfanges erlangt r seinen Größtwert, 
nämlich 

;SO daß 

k>~ Mr! 7) 
d = n a b3 - (!o bo:>' 

oder 

Die Gleichungen 7 und 10 zeigen deutlich, daß die Widerstands
fähigkeit eines elliptischen Voll- oder Hohlstabes gegenüber der 
Drehungsbeanspruchung abhängt von dem kleineren der beiden Haupt
trägheitsmomente, also nicht von der Summe beider, wie die ältere 
Lehre von der Drehungsfestigkeit angab. 

Die letztere schuf ursprünglich ihre Entwicklungen, die davon 
ausgingen, daß die Schubspannungen proportional mit dem Abstande 
des Querschnittselementes von der Stabachse wachsen und senkrecht 
zu diesem Abstande stehen, allerdings nur für die in § 32 behan
delten Querschnitte; hierfür war sie auch zutreffend. Ihre über
tragung auf andere Querschnitte war unzulässig. 

C. Bach, Elastizität. 8. Auf!. 23 
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Die Gleichung 11 enthält die Beziehung 3 und 4, § 32, je als 
besonderen Fall in sich. Es wird für 

und für do=O 

d 
a=b=-

2 

n d'-d 4 
M <--k --~-

d= 16 d d 

lId < 1~ kd d3• 

Die Schlußbemerkungen zu § 32, betreffend das paarweise Auf
treten der Schubspannungen usw., gelten auch hier, überhaupt sinn
gemäß für alle auf Drehung beanspruchten Körper. Auch das auf 
S. 346 und 385 über die Widerstandsfähigkeit. von Hohlstäben Be
merkte gilt hier. 

Hinsichtlich der ~'olgen, die eine Hinderung der oben unter 
Ziff. 1, c festgestellten Querschnittswölbung mit sich bringt, sei auf 
§ 34, Ziff. 3 verwiesen. 

§ 34. Stab von rechteckigem Querschuitt. 
1. Formänderung. 

Nach dem Vorgange in den Paragraphen 32 und 33 wird ein 
Prisma von rechteckigem Querschnitt (60 mm breit, 20 mm stark) 
hergestellt und jede seiner 4 Mantelflä.chen in Quadrate von 5 mm 
Seitenlänge eingeteilt. Unter Einwirkung der heiden Kräftepaare, 
die sich an dem Stabe das Gleichgewicht halten, geht dasselbe in 
die Form Fig. 1, Taf. XIII über. 

Wir erkennen folgendes: 
a) Die Quadrate haben ihre ursprüngliche Form mehr oder 

minder verloren und rhombenartige Gestalt angenommen. 

Die Querlinien schneiden mit ihren ä.ußersten Elementen die 
4 Eckkanten des Stabes senkrecht, wie dies ursprünglich jede der 
früher geraden Querlinien in ihrer ganzen Erstreckung tat; dagegen 
ändert sich die Rechtwinkligkeit zwischen Quer- und Längslinien 
um so mehr, je näher die letzteren der Seitenmitte liegen. Die 
Änderung des rechten Winkels, d. h. die Schiebung (§ 28), beträgt 
hiernach in den Kanten des Stabe& Null, wächst von da zunächst 
ziemlich rasch, sofern die breite Seitenfläche ins Auge gefaBt wird, 
und erreicht für sämtliche Seitenflächen in· deren Mitten ausgezeich
nete Werte, von denen derjenige in der Mitte der breiten Seiten
flächen der größere ist. Die größte Schiebung findet hiernach 
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in denjenigen Punkten des Stabumfanges statt, die der 
Achse am nächsten liegen, ganz wie bei dem elliptischen 
Querschnitt. 

b) Die ursprünglich ebenen Querschnitte haben sich gewölbt. 
c) Die beiden Hauptachsen eines Querschnittes sind in der 

ursprünglichen Ebene geblieben. (Für einen Querschnitt ist 
dessen ursprüngliche Ebene gestrichelt eingetragen.) 

d) Je die beiden Hauptachsen zweier aufeinander folgenden 
Querschnitte haben sich immer um gleichviel gegeneinander 
verdreht 1). 

Hinsichtlich der Wölbung der Querschnitte ist es von Interesse 
zu beachten, daß der Abstand derjenigen Punkte des gewölbten 
Querschnittes, die von den Seitenmitten ab und nach den Stab
kanten hin gelegen sind, von der ursprünglichen Querschnittsebene 
(vgl. Ziff. 3) sich als ziemlich bedeutend erweist, und daß infolge
dessen die Ausbildung dieser gewölbten Form eine verhältnismäßig 
große Zurückziehung (positive im ersten und dritten, negative im 
zweiten und vierten Quadranten) der von den Seitenmitten abge
legenen Fasern gegenüber der früheren Querschnittsebene zur Folge 
hat. Wie ersichtlich, ist die Wölbung erhaben, d. h. der Abstand 
der einzelnen Querschnittselemente von der Grundebene hat sich 
vergrößert in denjenigen diametral zueinander liegenden beiden Quer
schnittsvierteln, gegen deren lange Seiten die Kräfte des drehenden 
Kräftepaares gerichtet sein müßten, wenn hierdurch die stattgehabte 
Verdrehung bewerkstelligt werden sollte. In den beiden andcren 
Querschnittsvierteln ist die Wölbung vertieft, d. h. der Abstand der 
einzelnen QuerEchnittselemente von der Grundebene hat sich ver
kleinert. 

Die Stirnflächen des verdrehten Prisma werden hiernach zeigen 
(vgl. Taf. XIII, Fig. 1 unten rechts) 

im Viertel 1 erhabene Wölbung, im Viertel 2 vertiefte Wölbung 
" " 3 erhabene " " " 4 vertiefte " 

Ist für den rechteckigen Stab b = h, d. h. handelt es sich um 
einen quadratischen Querschnitt, so nimmt derselbe bei der Ver
drehung die Form Fig.2, Taf. XIV an. Dieselbe bestätigt das oben 
unter a) bis d) Erkannte durchaus. Nur hinsichtlich der Wölbung 
der Querschnitte tritt insofern eine Änderung ein, als hier alle Seiten 
gleich groß sind, und deshalb kein Grund vorliegt, weshalb sich das 
eine Viertel anders verhalten soll wie das andere, wenn die Kräfte, 

1) Die Bestimmung dieses Verdrehungswinkels erfolgt in § 43. Vgl. auch 
die erste Fußhemerkung zu § 52, Ziff. 2, b, S. 490. 

23* 
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die das vorhandene Kräftepaar liefern, auf den durch die Verdrehungs· 
richtung bestimmten 4 Halbseiten wirkend gedacht werden. Tat· 
sächlich weist Fig.2, Taf. XIV nach, daß für quadratischen Quer
schnitt (vgl. Fig. 2) bei der angenommenen Verdrehungsrichtung die 
Wölbung eine erhabene ist in den Achteln 1, 3, 5 und 7, dagegen 
eine vertiefte in den Achteln 2, 4, 6 und 8. Außer den beiden 
Symmetrieachsen verbleiben noch die zwei Diagonalen in der ur
sprünglichen Querschnittsebene und damit auch die vier Eckpunkte. 
Die hierdurch ausgezeichneten vier Linien weisen nach Ziff. 2 noch 
die weitere Eigenschaft auf, daß die in ihren Punkten wirkenden 
Schubspannungen senkrecht zu ihnen gerichtet sind. 

Die Erkenntnis dieser eigenartigen Formänderungen der Quer
schnitte ist unter Umständen von großer praktischer Bedeutung, 
wie unter Ziff. 3 am Schlusse dieses Paragraphen näher erörtert 
werden wird. 

2. Schubspannungen. 

Da die Schubspannungen in den Querschnittselementen der Um
fangslinie unter der Voraussetzung, daß äußere Kräfte hier nicht auf 
die Mantelfläche des Stabes wirken, nur tangential an diese Linie 
gerichtet sein können, so müssen sie auf der Begrenzungsstrecke A C. 
Fig. 1, Taf. XIII oder Fig. 3, in die Richtung AC fallen, ebenso auf 
der Strecke BC in die Richtung BC. Demgemäß ergeben sich im 

-'1: - -
I ._- -- ~_ . - fJ- -_._. _ . __ . + 

~~ i -r' 
t", _ ~ 1. • .; 
.~~~~_", ______ -+ _L 

Fig.3. 

Flächenelement C (Eckpunkt) des Querschnittes, da dasselbe sowohl 
der Linie AC wie auch der Linie BC angehört, zwei senkrecht zu
einander gerichtete Schubspannungen, die eine Resultante liefem 
müßten. Dieselbe hätte jedenfalls die Forderung zu befriedigen, daß 
sie gleichzeitig in die Richtungen von AC und BC falle. Dieser 
Bedingung kann sie nur entsprechen, wenn ihre Größe Null ist. 
Infolgedessen muß die Schubspannung in C selbst Null sein. Aus 
diesem Grunde werden sich die in den Querschnittselementen AC 
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wirkenden Schubspannungen von A nach C hin bis auf Null ver
mindern müssen; ebenso werden die in BC tätigen Schubspannungen 
von B nach C bis auf Null abzunehmen haben. 

Die Richtigkeit dieser Erwägungen wird voll bestätigt durch 
die oben unter Ziff. 1, a angegebene Beobachtung. Dort war festzu
stellen, daß die Schiebungen in den Kantenpunkten, d. h. in C Null 
waren, nach der Mitte der Seite, d. h. nach A bzw. B hin erst rasch 
und dann langsamer wuchsen, entsprechend einem Verlaufe etwa 
nach der Kurve CH, Fig. 3, die erhalten wird durch Ermittlung 
der Änderungen der ursprünglich rechten Winkel; demgemäß werden 
sich auch die Schubspannungen von C nach A hin ändern. 

Zum Zwecke der Bestimmung der letzteren erinnern wir uns, 
daß beim elliptischen Querschnitt (§ 33) die im beliebigen Punkte P 
wirkende Spannung 'l die beiden 
Komponenten 'ly und 'lz lieferte, für 
die galt 

'ly=A~ 'lz=Bz. 
Hier werden 'ly (senkrecht zur 

li-Achse) und 'le (senkrecht zur z-Achse) 
in entsprechender Weise von y und z 
abhängen müssen. Dort waren A 
und B konstante Größen, während sie 
hier veränderlich sein müssen, da ja 

., ._._. 
. I 

* I L....._io-_r::' ,-' ___ ---' 
"-a , 
Fig. 4. 

b 
'l für t'j = -- nach C hin bis auf Null abzunehmen hat, ebenso 'l 

y • 2 

Wird die Schubspannung in der Mitte der langen Seite, d. h. 
in A mit 'la', diejenige in Punkt P', der im Abstande z von A auf 

der Strecke AC gelegen ist, mit r' bezeichnet, AH = Ta', p' P" = r' 
gemacht; wird ferner in Anlehnung an § 38, Fig.4, dem Änderungs
gesetz der Schubspannungen in der Linie AC, d. h. dem Verlaufe 
der Linie CP" H, die einfachste Kurve, die gewöhnliche Parabel 
mit H als Scheitel und HA als Hauptachse zugrunde gelegt, so folgt 
nach dem bekannten Satz, daß sich bei der Parabel die Abszissen 
Tcrhalten wie die Quadrate der Ordinaten 
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Demgemäß setzen wir für den Faktor A in der Gleichung 7:1/ = Ay 

A=cr:[1-(2:)1=m[1-(2;)1 
und ganz entsprechend für B in dem Ausdrnck ?:.=Bz 

B=dfb' [1-e:rJ=n [1-(2:)'], 
wenn c, d, mund n Konstante sind, und 1:b' die Schubspannung im 
Punkte B bezeichnet. 

Die Gleichungen 
7:y =Ay 

liefern, da A für z = 0 und B für 11 = 0 konstant, die in Fig. 4 
dargestellte Spannungsänderung. Somit nach dem in der Fuß
bemerkung 1, S. 347 a.usgesprochenen Sa.tz 

Es ergibt sich 

1,h 1,b 27:b 2"=2-1:4 -2 
, , b 

Tb = 'ta h' 

und in ganz gleicher Weise wie in § 33, Ziff. 2 

f (7:yd f ' 1I+ f ,ldf' Z)=.Md 
=ntf[l-(~zr] y'df+n Sl~ -(2:Y] Z9df. 

Jld = 112 mb8 h + 112 nbh8 -4 (; + ;)JlI'Z'ldf . 

Wegen 

wird 
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Nun ist 

für den Punkt A. d. ·i. y =~ und z = 0, 
2 , 

'l:y='l:a , 

womit nach der ersten der Gleichungen 1 

und 

, b d 
'l:a =m 2 0 er 

2'1: ' m=-'!. 
b 

für den Punkt B, d. i. y = 0 und 

'l:z='l:b', 

infolgedessen nach der zweiten der Gleichungen 1 

, h oder 2 'l:b' 2 b , 
'l:b =n-i n=-h-= 11,2 'l:a • 

Hiermit gehen die Gleichungen 1 und 2 über in 

'I: = 2'1: I ~ [1 _ (2 ~)2lJ' Y 
y a b h' 
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. . . . . . 3) 

= 2'1: '- 1 - --. I z b [ (2 y)2: 
a lt2 b J 

beziehungsweise 

Gleichung 4 führt zu 

Md'::;;: kdb2 h oder . . . • 5)1) 

1) Dieses Ergebnis ist nur mit der Annäherung riohtig, die aus dem Gange 
der Entwioklung folgt. Es entsprioht deshalb auoh den im Abschnitt 9 ent
haltenen allgemeinen Gleiohungen nicht. Die strenge Lösung, wie sie auf 
Grund der letzteren zuerst von Saint- Venant gegeben worden ist, wurde 
bereits im Vorwort zur ersten Auflage berührt (vgI. auch S.396 u. f. sowie die 
Arbeit des Verfassers in der Zeitschrift des Vereines deutsoher Ingenieure 1889, 
S. 137 u. f.). 

Nach der Lösung von Saint-Venant ist der Zahlenwert 4,5 der zweiten 
der Gleichungen 5 abhängig von dem Seitenverhältnis h: b. Wird allgemein 
für die Schubspannung im Q~erschnittspunkt A (Mitte der langen Seite) gesetzt 

Md 
Tm • .>: = 'I' b2 h ............ 6) 
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Fig. 5. 

V. Drehung. 

Die größte Anstrengung tritt hier
bei auf in denjenigen Punkten der Um
fangslinie des Querschnittes, welche 
der Stabachse am nächsten liegen 1). 

Um ein Bild der Spannungsverteilung 
über den rechteckigen Querschnitt zu erhalten, 
sind in Fig. 5 die Spannungen für einige 
Fläohenstreifen eingetragen. Es werden dar
gestellt die Schubspannungen 

für die in der Linie CA liegenden Quer
schnittselemente durch die wagrechten 
Ordinaten der Kurve CH, 

I!O kann aus den Ergebnissen der Saint-Venantschen Entwicklungen mit 
Annäherung 

. 7) 

gesetzt werden. Es ist 
für . . . . . . h: b = 1 2 4 10 
nach Saint-Venant 1p=4,80 4,07 3,55 3,20 
nach Gleichung 7. . 1p = 4,79 4,06 3,58 3,25 

Für die Gesetzmäßigkeit, nach der sich die Schubspannungen in der 
Linie AG Fig. 3 ändern, ergibt die Sain t- Venantsche Lösung gleichfalls 
eine von der oben zugrunde gelegten Parabel erheblich abweichende Kurve. 
Für den um z von der Mitte A abstehenden Punkt der langen Seite AG nähern 
wir uns den Werten Saint-Venants, wenn gesetzt wird 

, = ' .. ar [1 _ ( 2hZ) ~ + 1] ....... . . 8) 
worin Tmo", die Schubspannung in A nach Gleichung 6 und 7 bezeichnet. 

In neuerer Zeit haben sich die Arbeiten von Prandtl (Physikalische 
Zeitschrift 1903, S. 758 u. f., Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Ver
einigung 1904, S. 31 u. f.), Henneberg (Zeitschrift für Mathematik und Physik, 
51. Bd., 1904, S. 225 u. f.), Götzke (Zeitschrift des Vereines deutscher In
genieure 1909, S. 935 u. f.), u. a. mit der Aufgabe befaßt. Doch ist ein wesent
licher Fortschritt gegenüber dem, was bereits de Saint-Venant ermittelt 
hatte, in ihnen nicht enthalten. 

1) Dementsprechend muß der Bruch in der Mitte der Seitenflächen be
ginnen, was sich bei der Durchführung von Verdrehungsversuchen mit Eisen
betonkörpern rechteckigen Querschnittes in recht anschaulicher Weise beob
achten läßt. Ein solcher Körper mit rechteckigem Querschnitt bei einem 
Seitenverhältnis von 1: 2 ergab unter dem Drehmoment 157500 kg·cm den 
Riß in der Mitte der langen Seite, wie ihn Fig. 6 zeigt. Unter dem Moment 
165000 kg·cm vergrößerte er sich, und zwar 1 Minute nach Wirkung dieses 
Momentes gemäß Fig. 7. Nach 3 Minuten zeigte sich das Bild Fig. 8, nach 
~ Minuten dasjenige Fig. 9 und bei Fortsetzung der Verdrehung, wobei sich 
das Moment nicht steigerte, das Bild Fig. 10. Näheres s. Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1912, S.440 und ausführlicher in Heft 16 des deutschen 
Ausschusses für Eisenbeton. 
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für die in der Linie OB liegenden Querschnit,tselemente durch 
die senkrechten Ordinaten der Kurve CJ, 

für die in der Linie OA liegenden Querschnittselemente durch 
die zu OA senkrechten Pfeillinien, 

.: d .: d 

Fig. 6. Fig. 7. Fig.8. 

d 
d 

Fig.9. Fig. 10. 
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für die in der Linie 0 B liegenden Querschnittselemente durch 
die wagrechten Ordinaten der Geraden 0 K, 

für die in der Linie 00 liegenden Querschnittselemente durch 
die geneigten Ordinaten der Kurve 0 MO. 

Die letztere Linie folgt aus den Gleichungen 3 unter Beachtung, 
daß· für die Punkte der Diagonale 00 

J!._=~ 
z h 

ist. Hiermit ergibt sich dann für die einzelnen in 00 gelegenen 
Flächenelemente 

Tz: Ty = b: h, 

d. h. die Schubspannungen sind parallel gerichtet, und 

T=V'f~+'f; 

Für 
b 

y=O,577 -
2 

erlangt T seinen größten Wert. 

Im Falle b = h, d. i. für den quadratischen Querschnitt, stehen 
die Schubspannungen senkrecht auf den Diagonalen. 

Hierbei ist im Auge zu behalten, daß diese Schubspannungen 
immer paarweise auftreten und deshalb gleichzeitig in der Ebene 
des Querschnittes und in senkrecht dazu stehenden Ebenen wirken. 

(Vgl. Schlußbemerkung zu § 32.) 

Die Beziehungen 3, § 32 (Kreis), 4, § 32 (Kreisring), 7, § 33 
(Ellipse), 11, § 33 (Ellipsenring) und 5, § 34 (Rechteck) lassen sich 
auf die gemeinsame Form 

bringen, worin bedeutet 

Md das Moment des drehenden Kräftepaares, 
e das kleinere der beiden Hauptträgheitsmomente, 

b für den Kreis den Halbmesser, für die Ellipse die kleine Halb
achse, für das Rechteck die kleinere Seite, 

kd die zulässige Drehungsanstrengung, 
rp einen Zahlenwert, welcher beträgt 
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für den Vollkreis und den Kreisring mit b =!- q; = 2, 
2 

für die Vollellipse und den Ellipsenring 

für das Rechteck 

q;=2, 
8 1) 

q;=a . 

Auf dieselbe Form, Gleichung 9, läßt sich auch der Ausdruck 
für das gleichseitige Dreieck 

_ 1 k 32) M il - 20 il b 

sowie derjenige für das gleichseitige Sechseck 

M il = 1~9kdb32), 
worin je b die Seitenlänge bezeichnet, bringen. 

Es ist dann 
q; = 1,385 (Dreieck), 

beziehungsweise 
q; = 1,694 (Sechseck). 

Die Gleichung 9 spricht deutlich aus, daß die Widerstands
fähigkeit gegenüber Drehungsbeanspruchung von dem 
kleineren der beiden Hauptträgheitsmomente bestimmt 
wird, daß also das gröBere nicht in Betracht kommt. 

3. Gehinderte Ausbildung der Querschnittswölbung. 

Unter Ziff.1 erkannten wir, daß die ursprünglich ebenen Quer
schnitte des rechteckigen Prisma infolge Einwirkung des Drehungs
momentes in gekrümmte Flächen übergehen. Für den Fall, daß 
der Querschnitt langgestreckt war wie bei Stab Fig. 1, Taf. XIII, 
fand sich, daß die Strecken, um die hierbei die einzelnen, von den 
Seitenmitten abgelegenen Querschnittselemente aus der ursprünglichen 
Querschnittsebene herausgetreten waren, verhältnismäßig bedeutend 
ausfielen. (Vergleiche daselbst die gestrichelte Linie, welche die ur
sprüngliche Ebene des jetzt gewölbten Querschnittes angibt; das 
Achsenkreuz ist beiden gemeinsam.) 

1) Vgl. Fußbemerkung S. 359. 
Nach eigenen Versuchen, über die S. 383 berichtet wird, kann für das 

gleichschenklige Dreieck und für das Trapez die Beziehung 5, gültig für das 

Rechteck, verwendet werden, somit auch die Beziehung 9 mit <p = ~. 
9) S. u. a. Hermann, Zeitschrift des ästen. Ingenieur- und Architekten· 

vereines 1883, S. 172. 
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Solange der auf Drehung in Anspruch genommene Körper 
durchaus prismatisch ist, hat diese Krümmung der Querschnitte in 
der Regel ein bedeutendes Interesse für den Ingenieur nicht l ). Ganz 
anders gestaltet sich jedoch die Sache, sobald diese Voraussetzung 
nicht mehr erfüllt ist. 

Handelt es sich beispielsweise um einen Körper, wie in § 35, 
Fig. 1, dargestellt, der an seinen Enden Platten trägt, durch welche 
die bei den Kräftepaare , die sich an ihm das Gleichgewicht halten, 
auf den mittleren prismatischen Teil wirken, so bietet sich da, wo 
dieser an die Platte anschließt, der Querschnittskrümmung ein Hin
dernis. Insbesondere sind die nach den Stabkanten zu gelegenen 
Fasern, Fig. 1, Taf. XIII, gehindert, um den verhältnismäßig be
deutenden Betrag, den die erhabene Wölbung verlangt, von der Platte 
sich zurückzuziehen. Infolgedessen entstehen in allen denjenigen 
Querschnittselementen, die unter Einwirkung des Drehungsmomentes 
bestrebt sind, ihre Entfernung von der Grundebene zu vergrößern 
(sich erhaben zu wölben, d. s. die Rechtecksviertel 1 und 3, Fig. 1), 
Zugspannungen, während in allen denjenigen Querschnittspunkten, 
die bestrebt sind, den bezeichneten Abstand zu verringern (sich ver
tieft zu wölben, d. s. die Rechtecksviertel 2 und 4, Fig. 1), Druck
spannungen wachgerufen werden. Sind diese Normalspannungen ge
nügend groß, so kann der Bruch, obgleich die äußeren Kräfte nur 
ein auf Drehung wirkendes Kräftepaar ergeben, durch Zerreißen 
der am stärksten gespannten Fasern veranlaßt werden. 

Einer äußeren Zug- oder Druckkraft bedarf es nicht, da die 
Zugspannungen in gewissen Querschnittsteilen (Rechtecksviertel 1 
und 3, Fig. 1) durch Druckspannungen in den anderen Querschnitts
elementen (Rechtecksviertel 2 und 4, Fig. 1) im Gleichgewicht ge
halten werden. 

In solchen Fällen der mehr oder minder vollständig gehinderten 
Ausbildung der Querschnittswölbung rücken die gefährdetsten Stellen, 
die bei Nichthinderung dieser Ausbildung mit denjenigen Punkten 
des Querschnittumfanges zusammenfallen, die der Stab achse am 
nächsten liegen, von der letzteren fort; beispielsweise in Fig. 1 von 
A nach C hin. Bei langgestreckten Querschnitten werden sie sehr 
rasch von A nach C hin vorwärtsschreiten. 

Beim quadratischen Querschnitt, Fig. 2, Taf. XIV, bleibt C 
in der ursprünglichen Querschnittsebene; infolgedessen ist es aus
geschlossen, daß bei Gleichartigkeit des Materials die größte An
strengung in oder nahe bei C auftritt. Sie ist - allgemein - da 
zu suchen, wo die Gesamtinanspruchnahme, herrührend von den 

1) Vgl. den Schluß dieses Paragraphen. 
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Schubspannungen, die durch das Drehungsmoment verursacht werden, 
und von den Normalspannungen, die infolge der Hinderung der 
Querschnittswölbung ins Dasein treten, den größten Wert erlangt. 
Bei dem quadratischen Querschnitt wird sie ~ soweit dies hier ohne 
Anstellung besonderer Rechnungen beurteilt werden kann - der 
Mitte der Seitenflächen viel näher liegen als den Stab kanten. Ihre 
Bestimmung, die überdies von dem Grade der Vollständigkeit 
der mehrfach erwähnten Hinderung der Querschnittskrümmung ab
hängt, gehört in das Gebiet der zusammengesetzten Elastizität und 
Festigkeit. 

(Vgl. auch den vorletzten Absatz von § 32 sowie die Bemer
kungen zu Gleichung 2, § 31, Ziff. 1.) 

Die zur Berechnung von Stäben, die durch Drehung beansprucht 
werden, in diesem und den vorhergehenden Paragraphen aufgestellten 
Gleichungen sind unter der stillschweigend gemachten Voraussetzung 
entwickelt, daß die Querschnittswölbung sich ungehindert ausbilden 
kann. Diese Voraussetzung trifft auch für genau prismatische Stäbe 
streng nicht zu; denn denken wir uns einen solchen Stab von der 
Länge 1 an den Enden je auf die Erstreckung x von den beiden 
Kräftepaaren ergriffen, die sich an ihm das Gleichgewicht halten, 
so erkennt man, daß für die beiden Stirnflächen des Stabes das ver
drehende Moment gleich Null ist und erst zu Ende der Strecke x 
die volle Größe erreicht, die es für den mittleren Stabteil von der 
Länge l- 2 x besitzt. Es besteht somit eine gewisse Hinderung 
gegenüber der Querschnittswölbung, die sich auf einer Strecke größer 
als x geltend machen muß. 

§ 35. Drehungsversuche. 

1. Abhängigkeit der Dl'ehungsfestigkeit des Gußeisens von der 
Querschnittsform. 

Diese Abhängigkeit muß bei Gußeisen wegen der Veränderlich
keit der Schubzahl ß in ziemlich bedeutendem Maße vorhanden 
sein. (Vgl. § 32.) 

Verfassser hat nach der bezeichneten Richtung hin eine Anzahl 
von Versuchen angestellt. Über einen Teil derselben ist in der Zeit
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1889, S. 140 bis 145 und 
162 bis 166 ausführlich berichtet worden (s. auch "Abhandlungen 
und Berichte" 1897, S. 80 u. f.). 

Die je unter einer Bezeichnung aufgeführten Versuchskörper 
sind aus dem gleichen Material (bei demselben Gusse) hergestellt 
worden. 
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S 35. Drehungsverstlche. 

Jedenfalls ist hieraus zu schließen, daß ](d für die Stäbe mit 
langgestrecktem Querschnitt zu klein ermittelt wurde. Ferner E'I"
kennen wir, als durch den Versuch nachgewiesen, daß ein Ruf 
Drehung beanspruchter Körper, dessen Querschnitt in dt"· 
einen Richtung eine wesentlich größere Erstreckung !Je
sitzt als in der anderen, da, wo in Richtung der Stabaehse 
der schwächere prismatische Teil an einen stärkeren an
sc h I i eßt - wie im vorliegenden Falle das rechteckige Prisma all 

die Endplatten - die Anstrengung keine reine Drehung~
beanspruchung mehr ist, daß vielmehr daselbst auch Nor
malspannungen auftreten. (Vgl. § 34, Ziff. 3.) 

h) Stäbe mit kreisförmigem Querschnitt. 

-~ --: ._._ .. _.- _._ ._ ._._._._-I W----- ". --- ---~ L!!J ---- - ~60 ----- --

Fig. ~. 

Durch- Drehungs-
festigkeit 

Bezeichnung 
messer J{d 

d J{d=!~ Md X-; Bemerkungen 
1t ([3 

cm kg!qcm 

10,23 1618 1,02 Bruch erfolgt plötz-
lich im prismatischen 

3 Stäbe, unbearbeitet 

Teil. 
1 Stab, bearbeitet 9,6 1655 1,05 Desgleichen siehe 

Fig. 10, Taf. XVI. 

Von hohem Interesse erscheint die Bruchfläche des linken StückE's 
der Fig. 10, Taf. XVI. Deutlich sprechen hiE'r die kleinen, der Längs
fuge anhängenden Bruchstücke dafür, daß die Trennung twhIießlich -
nach vorhergegangE'ner Rißbildung unter 45 0 - unter Mitwirkung 
der Schubkraft in angenähert axialer Richtung erfolgt ist (vgl. Fig. 5, 
§ 32, sowie das in § 32 am Schlusse Bemerkte). 

Ein Einfluß der Entfernung der Gußhaut auf die Drehungs
festigkeit kann nicht festgestellt werden, da diese für die drei un
bearbeiteten Stäbe zwischen 1574 und 1683 kg/qcm Echwankte. 
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c) Hohlstäbe mit kl'eisförmigem Querschnitt, unbearbeitet. 

--- --

Durchmesser 
---

I Bezeichnung d I do 

cm I cm 

ß Stäbe 11o,2 16,971 

Fig. 3. 

Drehungsfestigkeit 
16 Md 

Kd=-~J4d 
'" - 0 

kg/qcm 

1297 

--

K d 

K~ 

1°,82 1 

--

Bemerkungen 

Bruch erfolgt plötz
lich im prismatischen 
Teil. 

Hinsichtlich der Bruchfläche vgl. die zu "Gußeisen B" gehörige 
Fig.11, Taf. XVI. 

Die Drehungsfestigkeit nähert sich dem Werte, der nach Glei
chung 6, § 31, zu erwarten ist, entsprechend dem Umst.ande, daß 
die Drehungsbeanspruchung hier der einfachen Schubanst.rengung ziem
lich nahe gekommen ist. Für do = d würde die Drehungsanstrengung 
vollständig dieselbe sein wie die Inanspruchnahme auf Schub (vgl. 
jedoch S. 346 und 385 u. f., betreffend Wellenbildung in den Rohr
wandungen). 

d) Hohlstäbe mit quadratischem Querschnitt, unbearbeitet. 

H ~ ~ ~ ~ --." ~ ~ ~ -~ ~ ij 
--- ---- - -- - -- -

-" -=------"--= ~-= :::-.:. :-_"':--"--= ":' =- .. :::':" -=. .. 
- - ~ - - ~ ~"(I -- - - - - -

Fig. 4. 

Die Bruchfläche, Fig. 12, Taf. XVII, berechtigt zur Vermutung, 
daß der Bruch in der Mitte der Seite begonnen habe. 

Seitenlänge 
._~-

Bezeichnung a i 
I 

ao 

cm i cm 

4 Stähe I 6,21 3,16 1 

- --

Drehungsfestigkeit 

{. Md 11 d = 4,5 -- - - --- a 
a4 - ao' 

kgjqcm 

1788 

-- --- -

1(, 
Bemerkungen "](; 

1
1, 13 1 Bruch erfolgt plötz

lich im prismatischen 
Teil. Fig. 12, Taf. XVII. 
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Vergleicht man die Drehungsfestigkeit bei vollquadratischem 
Querschnitt (a) mit derjenigen bei hohlquadratischem, so findet sich 

2228: 1788 = 1,25: 1. 

Derselbe Vergleich für Vollkreis (b) mit Kreisring (c) ergibt 
1618: 1297 = 1,25: 1. 

also dasselbe. 
Beide Vergleiche lehren, daß das nach der Stabachse zu 

gelegene Material (Gußeisen) bei der Drehung durchaus 
nicht so schlecht ausgenützt wird, wie man dies anzu
nehmen pflegt. 

Nach § 32 war, da für Gußeisen die Schubzahl ß mit zunehmender 
Spannung wächst, dieses Ergebnis zu erwarten. 

Es entspricht dies ganz dem Ergebnisse, zu dem die Erörterungen 
in § 20, Ziff. 5, sowie die Versuche § 22, Ziff. 2, bei Biegungsbean
spruchung des Gußeisens führten. 

e) Stäbe mit [.förmigem Querschnitt, unbearbeitet. 

~------ -- 5 00 -----J 
- t .:-::.-::·-·:.-·-:.=-·--=:-...::=::...:·-..:-·j 
~.-------------------

Der Bruch beginnt damit, daß gleichzeitig oder unmittelbar auf
einander folgend die beiden Querrippen von außen einreißen, und 
zwar die eine bei 111, die andere bei 11, also diametral gegenüber
liegend. Die Drehrichtung des Momentes ist hierbei derart, daß -
von Platte A nach B g~sehen - A in der Richtung des Uhrzeigers 
verdreht wird. 

a) Verhältnis b:h=.......,1:1,5. 

Abmessungen 
Bruchmoment 

Nr. 
b h bo ho 

Md 

cm cm cm cm kg·cm 

1 10,3 15,1 R,6 11,9 34000 
2 10,25 15,15 8,6 11,95 33750 
3 10,3 15,2 8.6 12,0 35500 

c. Ba eh, Elastizität. 8. Anll. 24 
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Die oben eingetragenen Werte von Md sind die Drehungs
momente, die sich' unmittelbar vor diesem Einreißen der Querrippen 
ergaben. Sobald letzteres erfolgt, sinkt die Schale der Kraftwage, 
entsprechend einer Verminderung des Momentes, das auf den Stab 
wirkt. Für den Stab Nr. 3 wurde diese Verminderung bestimmt, 
we!'lhalb dessen Verhalten noch kurz beschrieben werden soll. 

Stab Nr. 3. 

Bei Ma = 35500 kg· cm reißen die Querrippen an den zwei 
Stellen mund n von außen ein, das Drehungsmoment sinkt auf 
25250 kg·cm. Unverletzt ist in dem Querschnitt bei m beziehungs
weise n noch der innere Teil der nur außen (auf reichlich die Hälfte) 
gerissenen Querrippe, der Steg und die andere Querrippe bei 0 be
ziehungsweise p. Bei fortgesetzter Verdrehung steigt das Moment 
auf 35250 kg.cm und nimmt dann wieder ab. Der Bruch der Quer~ 
rippe bei n beginnt sich in den Steg hinein zu erstrecken, schließ
lich bricht dieser und bald auch die andere Querrippe bei p. 

ß) Verhältnis b: h = "" 1 : 3. 
~ .~ --------- - - -~--------_. 

Abmessungen Bruchmoment 
-----

Nr. 
b h bo ho Md Mi 

cm cm cm cm kg·cm kg·cm 

1 5,2 15,2 3,5 12,0 27250 
2 5,2 15,2 3,5 12,0 26750 27750 
3 5,2 15,3 3,5 12,0 24000 25500 

Bruch erfolgt in ähnlicher Weise, wie unter a erörtert. 

Bei dem Drehungsmoment Md reißen die Querrippen an zwei 
einander diametral gegenüberliegenden Stellen (m und 11, Fig. 5) von 
außen ein, das Drehungsmoment sinkt ein wenig (z. B. bei Nr. 3 von 
24000 auf 23000, also um weit weniger als beim Einreißen der 
Stäbe unter a, für welche die Breite b rund noch einmal so groß 
ist). :Mit Wiederaufnahme der Verdrehung steigt es auf 1v1a' > Md' 
den Bruch herbeiführend. Der Bruch des Steges, welch letzterer 
noch unterstützt wird durch die zweite unverletzte Querrippe des
selben Querschnittes, fordert also ein etwas größeres Drehungs
moment, als zum Einreißen der einen Querrippe des unverletzten 
Stabes nötig ist; der Stab trägt demnach mit eingerissener 
Querrippe mehr als im unverletzten Zustande. 
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Für den Versuch Nr. 1 unter IX würde Gleichung 9, § 34, mit 
8 

qJ =3 und bei Ersetzung von ka durch Ki}, liefern 

3 M" 3 34000 
K(/ =H 79 b = 8- '-528 ·10,3 = "-'290 kgjqcm. 

Für den Versuch Nr. 1 unter ß würde die Gleichung 9, § 34, 
ergeben 

3 NId 3 27250 
K = . - . b = - .~--. 5 2 = "-' 880 kg/qcm. 

d 8 f) 8 70,5 ' 

Werden diese beiden für K il erlangten Werte mit der Drehungs
festigkeit rechteckiger Stäbe verglichen (a), so ergibt sich, daß die 
Gleichung 9, § 34, für Körper mit Querschnitten der hier 
vorliegenden Art unbrauchbar ist; denn um auf eine Spannung 
zu gelangen, wie sie der Drehungsfestigkeit rechteckiger Stäbe ent
spricht, müßte rp im ersteren Falle (290 kgjqcm) 8 mal, im letzteren 
(880 kgfqcm) dagegen reichlich 2 1/ 2 mal so groß genommen werden. 

Würde man beim Stab Nr. 1 unter a die Querrippen umlegen 
und an den Steg anschließen, so daß ein rechteckiger Querschnitt 
erhalten würde von der Höhe h + 2 bo = 15,1 + 2·8,6 = 32,3 cm bei 
einer durchschnittlichen Breite von 

h(b-ho)+2bo(lt-ho) 15,1·1,7+17,2·1,6 
--'-~---'=--,----:-''--'--- ,-= .. - --.----= 1 64 cm 

h+2bo 32,3" 

!-JO wäre mit ]{d = 2500 kgjqcm (wie unter a für rechteckige Stäbe 
von 15,1 cm Höhe und 1,66 cm Stärke gefunden) nach Gleichung 5, 
§ 34, auf ein Drehungsmoment von 

2 2 
Md = '9- b 2hKd = 9 1,642 .32,3.2500 = '" 48200 kg. cm 

zu rechnen. Das würde 

100 48200 - 34000 = 42 0 / 

34000 .0 

mehr sein, als der rippenförmige Querschnitt tatsächlich vertrug. 

Wird die Festigkeit des Stabes Nr. 1· unter ß in Vergleich ge
setzt mit der Widerstandsfähigkeit, die sein Steg allein besitzen 
würde, d. h. mit 

.) 

21'Id=~ (5,2-3,5f·15,2.2500="-'24400 kg.cm, 

so findet sich, daß der Stab Nr. 1 unter ß nicht wesentlich mehr 
trägt (Mi}, = 27 250 kg. cm) als der Steg für sich ohne Querrippen. 

24* 
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Wir erkennen hieraus, daß die untersuchten Stäbe mit [-för
migem Querschnitt gegenüber Drehungsbeanspruchung ver
hältnismäßig wenig widerstandsfähig sind. (Vgl. unter Guß
eisen B, d). 

Nr. 

1 
2 
3 

f) Stäbe mit I-förmigem Querschnitt, unbearbeitet. 

~,J..,.,;..tt ", - .Q. 

.. _.3 --w t- -- '" --.----; -E --' -3·~-~ ·-· 
__ ._ ._4 ' 

. - . 

-~:'~: :'.~.':~ :~':':'-:0!&:'~~:~ . , , 
I ---

Fig. 6. 

a) Verhältnis b: h = '" 1: 1,5. 

Abmessungen Bruchmoment 

10,1 
10,2 
10,3 

I 15,1 I 
\ 

15,2 I, 

15,2 

Bruch gesund. 

8,6 
8,6 
8,7 

11,9 
12,0 
12,0 

45000 
55000 
46500 

52500 
63000 
59000 

Bei Md reißen gleichzeitig oder unmittelbar aufeinander folgend 
die Querrippen an 4 Stellen von außen ein. Ist der Drehungssinn 
des Momentes derart, daß beim Sehen von der Platte A gegen die 
Platte B hin A in der Richtung des Uhrzeigers gegenüber B ver
dreht wird, so reißt die untere Rippe rechts bei n, links bei u, 
die 0 bere rechts bei m, links bei v von außen ein. Mit diesem 
Einreißen sinkt das Moment nur sehr wenig. Bei Fortsetzung des 
Versuchs steigt das Moment auf M,{, das wesentlich größer ist 
als Md' führt in dieser Größe den Bruch des Steges und damit des 
Stabes herbei. Derselbe trägt demnach mit eingerissenen 
Querrippen bedeutend mehr als im unverletzten Zustande. 
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ß) Ve.rhältnis b:h~~", 1 :3. 

Abmessungen Bruchmoment 

NI'. 
--~------~ - - --

T b h bo ho Md Mi 

cm em cm cm kg.cm I kg·cm 
I 

1 5,0 15,1 3,4 11,n 32500 33750 
2 5,0 15,2 3,4 12,0 30750 ;]2250 
3 5,0 15,1 3,4 11,9 28750 30750 

Bruchfläche bei 1 und 2 gesund, bei 3 gesund bis auf eine 
unbedeutende Stelle. 

Bruch erfolgt in ganz ähnlicher Weise, wie unter Ci erörtert. 
Bei Jfd beginnt das Einreißen der Querrippen, Md' bringt den Steg 
und damit den Stab zum Bruche. 

Nr. 
b 

cm 

y) Verhältnis b: h = '" 1 : 6. 

Abmessungen 

h bo I ho 

I cm cm cm 

Bruchmoment 
Md 

kg·cm 

1 I 2,5 15,1 0,9 12,0 25250 

Bruch erfolgt plötzlich. Bruchfläche bis auf eine sehr kleine 
Stelle gesund. 

Wird K d auf Grund der Gleichung 9, § 34, mit rp = ~ für die 
3 

Stäbe Nr.3 unter Ci, Nr. 1 unter ß und Nr. 1 unter y berechnet, so 
findet sich 

3 46500 
Ka=S295·1O,3 = 609 kg/qcm, 

K = _3_ ~~~~. 5 = 1641 kg/qcm. 
d 8 37 ' 

3 25250 . I 

J{ =------- ·25=2912 kg'qcm. 
d 8 8,13 ' I 

Aus der Verschiedenartigkeit und der abwluten Größe dieser 
Werte erkennen wir, daß auch für I-Querschnitte die Glci
chung 9, § 34, nicht verwendbar erscheint. 
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Würde man die Querrippen umlegep. und an dcn Steg IUl

schließen, so daß je ein rechteckiger Quer<chnitt von 

der Höhe 15,2 + .) . 8,7 = 32,6 cm, " der Breite 1,6 cm, bzw. 

" " 15,1+2·3,4=21,B" ,,1,6,. 

" " 15,1+2·0,B=Hi,H"" 1,H" 

sich ergäbe, so wäre nlit K d = 2500 kg/qcm nach Gleichung 5, § 34, 
auf ein Drehungsmoment zu rechnen von 

bzw. 

bzw. 

2 ') 
Md =-9 1J 2 hK" = .. ~ .1,62 • 32,6·2500 = '" 463ßO kg.cm, 

.) 

Md ='" .1,62 .21,9.2500 = '" 31150 kg· cm, 
9 

2 
Md =9.1,62.16,9,2500 = '" 24040 kg·cm. 

Der Versuch ergab 

46500, bzw. 32500, bzw. 25250. 

also nur wenig hiervon verschieden, so daß ausgesprochen werden 
darf, daß die untersuchten I-förmigen Querschnitte hin
sichtlich des Widerstandes gegen. Bruch durch Drehung 
nah ezu gleichwertig erscheinen mit rechteckigen Q uer
Bchni tten, deren Breite gleich der Steg- und gleich der Rip
p enstärke 8 und deren Höhe gleich der Rum rne 11 + 2 bo• d. h. 

t) 

und wenn die Stegstärke oS bedeutend abweicht von der Stärke 88 

der Flansche 

1) Der durch die vom Verfasser 1889 aufgestellte Gleichung 1 a) zum Aus· 
druck gebrachte Gedanke, daß die Widerstandsfäbigkeit des Stabes von I ·för· 
migem Querschnitt der Summe der Widerstandsfühigkeiten der Rechteckstäbe 
g'eich ist, aus denpn der lQuerschnitt sich zusammensetzt, kann nach F ö p P 1 
(Sitzungsberichte der 1(, Bayer. Akad. d. Wissenschaften 1917) auch hinsicht· 
lich der Verdrehung angewendet werden. Föp pI setzt 

i! " ]!" 
;) ~ t 2,' 8'b 

und gibt an, daß biB uuf weiteres C = 1 genommen werden könne. V gl. 
hierzu Fußbemerkung 1, S. 397. 
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g) Stäbe mit kreuzförmigem Querschnitt, unbearbeitet. 

- ]I 
- ..I ,r 

- _. ~"o -

wo - -- - - - - - --

ji'ig. 7. 

Abmessungen_ Trägheits-

Nr. --: ~--r -~- mo~ent 
Bruch

moment 
Md Bemerkungen 

1 
2 

Cll 

2,14 
2,11 

Cll 

15,2 
15,1 

cm' 

637 
IH6 

kg·cm 

73750 
1

72500 1 
Bruch gesund. 
Bruch gesund bis auf 

eine ganz unbedeutende 
Stelle. 

Der Bruch erfolgt in beiden Fälle plötzlich. 
Über die Bruchfläche vergleiche Fig. 13, Taf. XVII. Wie ersicht

lich, entstehen je bei dem Bruche 6 Stücke: die beiden Endkörper 
sowie vier Dreiecke, die aus den Rippen hera,usbrechen. 

Die Gleichung 9, § 34, würde mit rp _ ~ - liefern 

für Nr.1 
3 72500 

I{ = - -~- ~ . 15 2 = 719 kg!qcm 
d 8 637' , 

für NI'. 2 
373750 , , 

I{a = 8616--,15,1 = 676 kg/qcm, 

also viel zu kleine Werte. 
Aber auch eine einfache Überlegung zeigt, daß die Gleichung D, § 34, 

für Stäbe mit kreuzförmigem Querschnitt nicht brauchbar sein kann. 
Ein kreuzförmiger Querschnitt mit verhältnismäßig geringer 

Rippenstärke s kann in der Weise entstanden gedacht werden, daU 
man zwei gleiche rechteckige Querschnitte sich rechtwinklig kreuzend 
aufeinander legt. Aus der Natur der Inanspruchnahme auf Drehung 
folgt dann ohne weiteres. daß der Widerstand dieses kreuzförmigen 
Querschnittes doppelt so groß sein muß wie derjenige jedes der 
heiden Rechtecke, sofern zunächst davon abgesehen wird, daß sieh 
in der Mitte Teile der beiden Rechtecke decken. Nachdem nnn für 
rechte0kigen Querschnitt die Gleichung 

') 

If = ~ J{ /;2h 
.) l) d 

als zutreffend erkannt worden ist, na'Jh der die Breite !J des (Juer
schnittes das Drehungsmoment im quadratischen VerhiiJtnis~e beein~ 
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flußt, während die Höhe nur mit der ersten Potenz wirksam ist, so 
ergibt sich auf Grund der eben angestellten Erwägung für den kreuz
förmigen Querschnitt 

9. 2 
Jltfd= 9"'-KdS'Jh+-KdS2(h-- ob), 

9 

2 1 =-Kd s2 (2lt-s) 

: ( ) J' . . . . . . . . . 2) = -K s2h 2--!-
9 d lt 

d. h. wie für einen rechteckigen Querschnitt, dessen Breite gleich der 
Rippenstärke und dessen Höhe durch Aneinandersetzen der Rippen 
erhalten wird. 

Zur Prüfung der so gewonnenen Gleichung 2 ziehen wir di~ 

Versuchsergebnisse heran. Dieselben liefern 

für Nr. 1 72500 I 

Krj= 4,5 2,142 (2. i5:2-2~145 = 2520 kg,qcm, 

K =45 73750 =2655 k ! cm 
d , 2,112(2.15,1-2,~ ______ ~_~ ___ ' 

für Nr.2 

Durchschnitt 2587 kgJqcm. 

Das sind Werte, die denjenigen entEprechen, die unter a für 
rechteckigen Querschnitt erhalten worden sind. Die auf dem Wege 
einfacher Überlegung gewonnene Gleichung 2 liefert demnach Zahlen, 
die mit den Versuchs ergebnissen in guter übereinstimmung stehen. 

Gußeisen ll. 
-

a) Stäbe mit quadratischem Querschnitt. 

S. Fig. 1; l = 530 mm. 

Cl) Unbearbeitet. 

Breite Höhe Bruch- Drehungsfestig~eit \ 
momcnt Md I 

Nr. b h M a I(a = 4,5 b"/t I Bemerkungen 
I 

kg.rm kg!qcrn 
I ('rn crn I 

1 3,18 3,32 20750 2776 I Bruch gesund. 
2 ß,19 3,28 19000 2561 I " " 3 3,30 3,47 21250 2530 " " ·1 B,10 3,26 17500 2514 Bruch gesund bis 

auf eine blas:ge 
Stelle. 

Durch-: 
3,19 3,33 2595 schnitt, 
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Aus den hierbei erhaltenen Bruchstücken wurden 3 Zugstäbe 
herausgearbeitet. 

---
I I 

! Quer-
t I Durch- schnitt \ Bruch- Zugfestigkeit I 

i , messer , belastung Je i Nr. I ~d2 K.=Z:T d2 Bemerkungen 
I d 4 t z ! 

cm qcm kg kg!qcm i 
I 

I 
2,38 4,45 I 7860 Bruch gesund. 1 

I 
1766 

2 2,37 4,41 7150 1621 " " 
3 I 2,38 4,45 I 7340 1649 " " ---_. - .. __ .. -- ---~----

1\'r. 

2 
3 
4 

Durchschnitt 1679 

K d : K z = 2595: 1679 = 1,55: 1 . 

ß) Bearbeitet. 

Aus Rohgußstäben von 38 bis 39 mm Seite gehobelt. 

I 
; QU'adrat- Bruch-

seite moment 
b Md Bemerkungen 

cm kg·cm I. kgfqcm 

3,00 117250 
i 2875 I Bruch gesund. 

3,03 16750 I 2710 I " " 
3,22 I 21000 

I 
283O I " 

3.20 I 19250 2643 
I 

Bruch gesund bis 
! e:ne blasige Stelle. 

Durchschnitt I 2764 
·-----1--- --------

I 

K a: K. = 2764: 1679 = 1,6fJ : 1. 

auf 

Hiernach erscheint die Drehungsfestigkeit der bearbei
teten, also von der Gußhaut befreiten Stäbe um 

100 ~!64---::~~~ = 64°/ 
2595 ' ° 

größer als diejenige der unbearbeiteten Stäbe von qua
dratischem Querschnitt. 

Die Verdrehung, namentlich auch die bleibende, die 
der bearbeitete Stab bis zum Bruche erfährt, ist wesent
lich größer als diejenige des unbearbeiteten. 

(Vgl. § 22, Ziff. 4, das folgende unter b, ß, sowie in diesem Para
graphen unter .,Gußeisen A", b Schlußsatz.) 
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Nr. 

1 
2 

Nr. 

1 

V. Drehung. 

b) Hohlstäbe mit kreisförmigem Querschnitt. 

S. Fig.3. 

a) Unbearbeitet. 

,-

Durchmesser Bruch Drehungsfestigkeit 
-_._--- --- -- -- _.- -

moment 16 Md 
d 

[ 

do Md J{d =- - --- d Bemerkungen 
i 

;Tl d'-do' 
cm I cm kg·cm kg!qcm 

10,2 I 7,0 231500 1428 Bruch gesund. 
10,25 I 6,9 243750 1451 Bruch bis auf eine I 

I kleine Stelle gesund. 
- -- ~ 

Durchschnitt I 143!1 

Kd : Kz = 1439: 1679 = 0,86: 1. 

ß) Außen abgedreht.. 

Ursprünglicher Durchmesser 102 mm. 

Durchmesser 

em em 

\1,65 7 

Bruch
moment 

Md 

kg· CIlI 

17;} 500 

Drehungsfestigkeit 
16 llfd 

J{d=-l' l.d :n: ( -(0 

kg'qcm 

K cI : ]{z~~- 1360: 167H = 0,81: 1. 

Bemerkungen 

Bruch bis auf eine 
ganz unerhebliche 
Stelle gesund, Kern 
um 1 mm verlegt, 
Bruchfläche siehe 
Fig. 11, Taf. XVI. 

Hiernach würde der bearbeitete Hohlzylinder eine etwas geringen· 
Drehungsfestigkeit aufweisen als die unhearbeiteten; doch kann ein 
Urteil hierüber nieht gefällt werden, da der Einfluß ungleicher Wand
stärke (einerseits reich1ich 12. andererseits reichlich 14 mm) (bs 
Ergebnis trübt, und da überdies durch Verringerung des äußeren 
Durchmessers das Verhältnis do : d größer geworden ist. (V gl. 
unter Gußeisen A, c letzten Absatz, sowie Bemerkung 1 [\m Schlusse 
des § ;}(j.) 
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c) Stäbe mit L-förmigem Querschnitt, unbearbeitet. 

Fig. 14. 

a) Seiten verhältnis b: h = 1: 1. 
- --~ 

Abmessungen Bruch- Drehungsfestigkeit 
moment 

](d = 4,5 s" eb ~~=-sY Nr. ~ - Bemerkungen i M Il 
b h ! s 

cm cm cm kg·cm kg!qcm 

! 
I 

1 10,2 10,4 2,15 47250 2494 Bruch gesund biB 
auf eine ganz un-
erhebliche Stelle. 

, 

10,2 
I 

47250 Desgleichen. 2 I 10,2 2,15 2520 
I 

Durchschnitt 2507 

Bruch erfolgt plötzlich, ein dreieckiges Stück in der Nähe einer 
der heiden Endplatten bricht heraus. 

);Ir. 

1 

2 

(Vgl. die Versuche unter "Gußeisen A", g, Fig. 13, Taf. XVII.) 

ß) Seitenverhältnis u:h=0,6:1. 

Abmessungen Bruch- Drehungsfestigkeit 

b I h 

cm CIn 

I 

6,3 \ 10,4 

6,0 I 10,3 
I 

- - - moment 
! Md ! 8 

I kg.cm I ern I 
I 
\ 

2,15 37750 

\ 
2,10 35000 

Durchschnitt 

J{,=4 5 _ ___ 1J!,'-___ BemerkungeIl 
, , 8"\b + h - s) 

kg!qcUl 

252li 

2515 

2520 

Bruch gesunrl . 

Desgl. bis auf 
eine unerhebliclH" I Stelle. 

Bruch erfolgt plötzlich; ein Dreieck bricht aus wie unter IX. 
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Nr. 

1 

2 

3 

V. Drehung. 

r) b = 8, Querschnitt: Rechteck. 

Abmessungen Bruch- Drehungsfestigkeit 
,- - - - Moment K Md 

b h Md <1=4,5 fJih Bemerkungen 

cm ! cm kg·cm k!!/qcm 

2,00 I 10,3 24500 2700 Bruch gesund bis 
I auf eine sehr klein 
1 Stelle. 
I 

2,02 , 10,35 24500 :W11 Desgl. 

2,02 
, 

10,35 25250 2679 I " 
Durchschnitt 2663 

Bruch erfolgt plötzlich in der Nähe einer der beiden Endplatten. 

Kr!: K z = 2663: 1679 = 1,59: 1. 

Werden die unter a und ß auf Grund der Gleichung 

K - 4 5 - ~"~~----
d - , 82 (b + h -- s) 3) 

erhaltenen Drehungsfestigkeiten verglichen mit den unter r erzielten, 
so ergibt sich das Mittel aus den ersteren allerdings um 

2663 - 0,5 (2507 + 2520) • 0 
100----- --- 2-ti63~-~-- = 0,7 10 

geringer. Dieser Unterschied ist aber verhältnismäßig so gering, daß 
die Gleichung 3, die auf dieselbe Weise wie Gleichung 1 gebildet 
wurde, als brauchbare Ergebnisse liefernd bezeichnet werden muß. 
Hierbei wird allerdings festzuhalten sein, daß die Rippenstärke wenig-

stens ~ der Höhe beträgt. 

d) Stäbe mit C-förmigcm Querschnitt, unbearbeitet. 

Fig. 5. 

Die untersuchten Stäbe unterscheiden sich von den Prismen, 
die aus dem Gußeisen A gefertigt worden waren, und über deren 
Prüfungsergebnisse dort unter e) berichtet wurde, dadurch, daß hier 
die Rippen- und Stegstärke verhältnismäßig größer ist. 
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a) Höhe bo der Querrippen gleich der doppelten 
Rippenstärke. 

Abmessungen Bruch-
-------

I 
-- --,- moment 

Nr. b h \ bo I ho Md Bemerkungen 

I 
1 

cm cm I kg·cm cm i cm 
I 

1 I 6,1 10,2 4,0 6,1 38500 Bruch gesund. 

2 6,2 10,3 4,1 6,1 39000 

Der Bruch beginnt damit, daß gleichzeitig oder unmittelbar 
aufeinander folgend die beiden Querrippen von außen einreißen, und 
zwar die eine bei m, die andere bei 'Il, Fig. 5, also diametral gegen
über liegend. 

Wird nach dem Einreißen der Rippen der Stab weiter verdreht, 
so setzt sich der Riß durch den Steg hindurch fort bei nahezu der
selben Belastung, die das Einreißen der Querrippen herbeiführte. 

ß) Höhe bo der Quorrippen gleich der Rippenstärke. 

Die Versuchsergebnisse lassen erkennen, daß die Stäbe unter a 
mit bo = '" 4 cm nicht viel mehr halten als diejenigen unter ß mit 
bo= '" 2 Clli. 

Nr. 

1 

2 

Abmessungen Bruch-
moment 

b h bo ho Md Bemerkungen 

cm Cll Cll cm kg·cm 

4,1 10,1 2,1 5,9 34750 Bruch gesund. 

4,2 10,0 2,05 5,9 36250 " 
Bruch erfolgt plötzlich an den Enden. 

Die Prüfung der Ergebnisse auf Grund der Gleichung 

Kd,=4,5 82(h~d2bo)' . . . . . . 4) 

worin 8 die mittlere Steg- und Rippenstärke bezeichnet, führt zu 
folgenden Werten, wenn hierbei für 8 die Stegstärke gesetzt wird, 

38500 • I 

1 a) Kd =4,5 2,1~PO,2 +2.if =2109 kg,qcm, 

39000 
2a) Kd =4,5 2( 03+ )=2151 kg!qcm, 2,1 1, 2·4,1 

-------- -------- -

Durchschnitt 2155 kgjqcm. 
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1 ß) 

'2 ß) 

V. Drehung. 

34750 
Kd =4,5 22-(10T--F2.2,1) =2734 kg/qcm, 

36250 
Kd=-~4,52,i52(10+-2'2,6~t 2502 kg/qcm, 

Durchschnitt 2618 kglqcm. 

Der für die Stäbe 1 a) und 2 a) erhaltene Mittelwert von 
2155 kg/qcm bleibt. um 

2663 --- 2155 
100 -----26ß3 --- = "-' 19 % 

unter der Drehungl3festigkeit der Stäbe mit rechteckigem Querschnitt 
(c, r), während der Durchschnittswert für die Stäbe 1 ß) und 2 ß) 
nur um 

00 2663 -- 2618 01 
1 ="-'1,7 ° 2663 

davon abweicht. 

Der Widerstand, den die Stäbe unter ß dem Bruche durch 
Drehung entgegensetzen, ist demnach so groß wie für ei~en Stab 
mit rechteckigem Querschnitt, dessen Breite gleich dem Mittel aus 
der Steg- und der Rippenstärke und dessen Höhe gleich h + 2 bo' 
Die Stäbe unter a dagegen leisten einen wesentlich geringeren 
Widerstand. 

Hieraus und in Erwägung des bei dem Gußeisen A unter e) ge
fundenen Ergebnisses schließen wir: Wenn Stäbe mit C-förmigem 
Querschnitt gegenüber Drehungsbeanspruchung wider
standsfähig sein sollen, so müssen der Steg und die Rippen 
(Flanschen) verhältnismäßig kräftig und überdies die Höhe 
bo der letzteren gering gehalten werden. Dann erreicht die 
Widerstandsfähigkeit diejenige eines rechteckigen Stabes, 
dessen Breite gleich der Steg- und Rippenstärke sund 
dessen Höhe gleich h + 2 bo ist. 

Gußeisen C. 

Stäbe mit dreieckigem und trapezförmigem Querschnitt. 

Über diese Versuche ist in der Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 190ß, S. 481 u. f. sowie in Heft 33 (1906) der Mitteilungen 
über Forschungsarbeiten ausführlich berichtet. 

Nach den Ergebnissen kann zur näherungsweisen Ermittlung 
der Drehungsbeanspruchung von Körpern mit dreieckigem oder trapez-
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förmigem Querschnitt, Fig. 16 bzw. Fig. 17, die für das Rechteck 
aufgestellte Gleichung 

Fig. 16. Fig. 17. 

angewendet werden. Die in die Rechnung einzuführende Breite b 
ergibt sich dadurch, daß vom Schwerpunkt S des Dreieck· oder 
Trapezquerschnittes Lote SE und SF auf die Seiten gefällt werden 
und daß b = EF= GH = J K gesetzt wird. 

Zusammenstellung der Drehungsfestigkeit gllß~isl'rner Körper für die 
Querschnittsgrundformen des Kreises, Rechtecks, Trapezes lind Dreiecks. 

Zugfestigkeit des Gußeisens A 1579 kgjqClll 

" 

Nr. Querschnittsform 

1 Kreis 
2 Kreisring 
3 Rechteck 

b:h=1:1 
1: 2,5 
1: 5 
1:9 

4 Hohlquadrai 
5 Trapez 
6 Dreieck 

gleichseitig 
gestreckt 

" 
B 1679 

" 
" 

\ I' 

1618 i 1,02 
1297 1439 0,82 0,86 

2228 i 2595 
2529 3353 
2366 2663 
2508 
1788 

3498 

3430 
3097 

1,42 
1,60 
1,50 
1,59 
1,13 

1,55 

1,59 
1,42 

1,55 

1,52 
1,38 

Hierbei ist für die rechteckigen Querschnitte K d nach GI. 5, 
§ 34, berechnet. 
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Die Hohlquerschnitte sind verhältnismäßig starkwandig, was im 
Vergleich mit den unter Ziff.3 angeführten Versuchen im Auge zu 
behalten ist. 

2. Eigene Versuche mit Stahl (1914). 

Die Hauptergebnissc dieser Versuche sind: 

Die Schubzahl ß beträgt durchechnittlich 1: 835000 = 1,2 Milliontel. 

Die Dehnungslinie, gültig für den Drehungsversuch, zeigt die Ge-
stalt der Fig. 18 mit Streckgrenze. Sie entsteht dadurch, daß zu den 

I 
I I 

\ 

~I 

~ 
i?\ 

I 
,,<cu: zoo '":~ _ j 

t 
Fig. 18. 

~ 
~I 
~\ 

Fig. 19. 

I 
I 

Größen des verdrehenden Momentes als senkrechten Abszissen die 
Verdrehungen des Stabes als wagrechte Ordinaten aufgetragen 
werden. (Durchmesser des Stabes 2,00 cm.) 

Das Arbeitsvermögen, entsprechend der auf Fig. 18 einge
schlossenen Fläche, ist für zähe Stoffe weit größer als beim Zug
versuch. Um dies anschaulich darzustellen, ist für einen Stab aus 
demselben Material die Dehnungslinie für dcn Zugversuch in Fig.19 
wiedergegeben. Die Flächen gelten bei Fig. 18 und 19 je für das
selbe Stabvolumen. 
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3. Eigene Versuche zur Ermittlung der Drehungsfestigkeit VOll 

Hohlzylindern aus Flußeisen (1919). 

Querschnitt 

Fig. 20 

~\ \='., \ '16.", Fig. 21 ~ 

~~"--l 

Moment i Spannung 
an der Streckgrenze 

kg.em kg!qcm 

2300 lß03 

15()1 

Moment 
beim 

Bruch 
kg.cm 

(;800 

Bemerkllngpn 

Bruch wie Fig. 47. 
Taf. XIX. 

größtes aufgebraeht'ls 
Moment 192Ukg.em, vgl. 

Fig. 22, Taf. XVIII. 

Bis zur Streckgrenze (Stehenbleiben der Kraftanzeige trotz 
Steigerung der Verdrehung) hat sich das Material des Vollkörpers 
und das des Hohlkörpers ungefähr gleich verhalten. Die Spannung 
an der Streckgrenze berechnet sich nach den üblichen Gleichungen 
zu 1603 und 1561 kgjqcm. Während nun bei dem Vollkörper eine 
Steigerung des verdrehenden Momentes von 2300 auf 6800 kg· cm. 
d. i. im Verhältnis 1: 2,96, möglich war, ehe Bruch erfolgte, trat 
an dem Hohlkörper unter dem Moment 1920 kg.cm, d. i. das 
1920: 1095 = 1,75fache der Belastung an der Streckgrenze, so starke 
Wellenbildung ein, daß der Probekörper krumm zu werden begann 
und der Versuch abgebrochen werden mußte. Die Widerstands
fähigkeit des Materials war also durch die Wellenbildung 
begrenzt, ganz ähnlich, wie in § 13 für Druckbeanspruchung er
örtert und daselb~t auf S. 209 u. f. besprochen. 

Bei Fig. 21 beträgt das Verhältnis Wand stärke : mittlerer Durch
messer (1,94-1,64):(1,94+1,64)=1:12; ungefähr ebensogroß ist 
dieses Verhältnis bei der zweiten in § 13 angeführten Versuchsreihe. 
nämlich 0,30: 3,40 = 1: 11,3. Es liegt daher nahe, das Verhältnis 
Höchstlast : Belastung an der Streckgrenze für die beiden Versuchs
reihen zu vergleichen. Es findet sich 

Höehstlast 
Strecklast 

Druckversueh 

19280 + 16800 
10 HOC)::.r:--9·6 50 1,76 

Drehungsversuch 

1920 
~~ .... = 175 
1095 " 

also in beiden Fällen fa;.t genau gleich groß, wobei aber zu be
achten ist, daß die Belastung beim Drehungsversuch sich noch hättc 
steigern lassen, welln der Stab nicht krumm geworden wäre. 

C. Ba eh. Elastizität. 8. Anfi. 25 
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Wenn auch die vorliegenden Verfu(·he nicht ausreichen, um die 
Frage der Widerstandsfäh:gkeit von Rohren zu klären, so zeigen sie 
doch anschaulich, daß diese bei Drehung!:beampruchung in ganz 
ähnlicher Weise durch die Wellenbildung, d. h. das Aufhören des 
stabilen Gleichgewichts zwischen dem äußeren Moment und den 
inneren Spannungen - Knicken der Wandung in folge der unter 4öo 
zur Stabachse geneigten Ha\ ptspannung - begrenzt ist, wie bei 
Druckbeanspruchung (§ 13). Die Festigkeit des Materials kann also 
auch in R,ohren, die einer Drehung~bean"pruchung unter~OIfen sind, nur 
mehr oder weniger unvollkommen aUEgenützt werden, umso weniger, 
je dünner die Wand im Verhältnis zum Durchmesser ist. 

4. Eigene Versuche zur Ermittlung dei'l Einflui'li'les von Schlitzen 
bei Hohlzylindel'll aus Flußeisl'll (1919). 

Fig. 21, 23, 24 und 25 zeigen die Querschnitte der Versuchs
körper. Fig. 26 gibt d'e Ansicht eines derselben wieder. 

Querschnitt 

Fig 21 

Fig.23 
-A16

•
1 

i'j(1 
\.-~"..J 

Fig. 24 

Fig. 25 

Moment an der I 
Streckgrenze 

kg.rm I 

1095 

400 bis 500 

ß50 " 440 

175 

Größtes 
aufgr,brachtcs 

Moment 
'<g.cm 

1920 

670 

525 

235 

Eemerkungen 

vgl. Fig. '2 '~, 
TaL XVlTJ 

(Wellen) . 

Die Aufhebung des ßeitlichen Zmammenhanges durch den einen, 
aus Fig. 2~ hervorg(henden Längsschlitz hat hiernach die Wider
Etandsfähigkeit an der Streckgrenze um re:chlich die Hälfte ver
mindert. Die Streckgrenze war nicht deutlich ausgeprägt zu be-



C. Bach, Elastizität. 8 Auf!. T".;: . r 1'//1. 
~ :3;), S. 385 u. f. 

Fig. 22, S. 380. Fig 27, S. :Un. Fig. 28, S. :387. Fig. ;~6, S. 393. 

Fig. 30, S. 389. Fig 31, S. 390. Fi g. 33, S. 391. 

Fig. 34, S. 391. 
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obachten, wahrscheinlich deshalb, weil an den Schl:tzrändern Form
änderungen einsetzten, die bei Steigerung der Verdrehung zum 
Schließen des Schlitzes führten. Unter dem Moment 670 kg.cm 
begannen sich die beiden E'chlitzränder zu berühren; der Versueh 
wurde abgebrochen, weil der Körper krumm zu werden begann. 

Anbringen eines zweiten Schlitzes - Fig. 24 - hatte weitere 
Abnahme der Widerstandsfähigkeit zur Folge. Das Moment an der 
Streckgrenze betrug reichlich ein Drittel der bei dem ganzen Rohr 
beobachteten Größe. Bei Md = 525 kg.cm begannen sich die Sehlitz
ränder zu berühren. Der Versuch wurde nicht fortgesetzt, weil der 
Körplr etwas krumm zu werden begann und andere Versuche ge
zeigt hatten, daß bei Steigerung der Verdrehung die beiden Rohr
hälften sich flach drücken. Fig. 27. Taf. XVIII zeigt einen 
derartigen weit verdrehten Versuchskörper und läßt dies 
deutlich erkennen. Derselbe hatte an dpr Strilckgrenze 
ein verdrehendes Moment von 500 kg.cm. bei Beginn des 
Berührens der Sch:itzränder Md = 650 kg.cm und bei der 
aus Fig. 27 hervorgehenden Verdrehung Md = 970 kg.cm 
ausgehalten. . 

Der Versuchskörper mit 4 Sehlitzen, Fig. 25, ergab 
abermals eine sehr bedeutende Verminderung der Wider
standsfähigkeit an der Streckgrenze - 175 kg.cm, d. i. 
rund 1/0 des Wertes bei vollem Kreisringquer~chnitt. -
Auch hier wurde der Versuch nach geringer Verdrehung 
abgebrochen. Fig. 28, Taf. XVIII zeigt einen anderen Körper 
m't gleichem Querschnitt, der bis zum Bruch verwunden 
worden ist. Dieser erfolgte durJh Abreißen eines der 
4 Bänder, in die sich die Zylinderviertel ausgebreitet Fig. 26. 
hatten, hei a, .~m Ende des Schlitzes (Moment an der 
Streckgrenze 250 kg.em, bei Anliegen der Schlitzränder 285 kg.cm 
beim Bruch 980 kg.cm). 

Die Versuche zeigen, daß sich die Momente an der Streckgrenze 
ungefähr verhalten wie 

1095 ' 400+500 .440+350'175=1'~·~'~ 
. 2 . 2' . 2,4 . 2,8 . 6 . 

Es liegt nahe, nach dem auf S. 371 gegebenen Vorgang zum 
Vergleich die Widerstandsfähigkeit eines rechteckigen Querschnittes 
heranzuziehen, der gleiche Dicke wie die Rohrwand hat und dessen 
Länge dem Umfang entspricht. Wird unter Anwendung von GI. 7, 
§ 34, gesetzt + 2,6 

1Jl=3 0,45+~=3,07, 

25* 
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so kommt aus GI. 6, § 34 mit 1:max = G. = 1603 kg/qcm 

1603 = Md· 3,07 _ Md = 66 kg.cm. 
1,79 n .0,152 

Der flache Streifen hat also weit geringere Drehungsfestigkeit als 
das aufgeschnittene Rohr. Der Unterschied ist um so größer, je 
größer der Zentriwinkel ist, den die einzelnen Rohrteile umschließen. 

Bemerkenswert erscheint noch, daß, sobald die Verdrehung be
ginnt, die Mantellinien sich schräg stellen. Infolgedessen treten am 
Anfang jedes Schlitzes starke Biegungsspannungen auf, die bei sprödem 
Material zum Bruch führen würden - vgl. auch Fig. 28, Tal. XVIII. 

6. Eigene Versuche mit 8tahlrohl'en zur Ermittlung des Einflusses 
kleiner Bohrungen (1918). 

a) Körper aus Chromnickelstahl. 

Die Abmessungen des Versuchskörpers gehen aus Fig. 29 hervor. 
Wie ersichtlich, sind in der Mitte des zylindrischen Teiles 4 Löcher 
von 6,7 mm Durchmesser enthalten. 

Zunächst wurden die Verdrehungen im zylindrischen Teil auf 
1 = 80 mm gemessen. Die folgende Zahlentafel läßt die Ausgleichs

werte erkennen. Die federnden Verdreh
ungen sind bis M'l = 150000 kg.cm den 
Momenten proportional. Werden zunächst 
die 4 kleinen Löcher vernachlässigt, so 
ergibt sich für dieses Gebiet 

ß= 1: 790150 = 1,27 Milliontel. 
N ach den unter c) besprochenen 

Versuchen ist für das Material ohne 
Bohrungen 

ß = 1: 823600 = 1,21 Milliontel. 
Dies deutet darauf hin, daß die 

Löcher auf die geringe, ihrem Durch
messer entsprechende Länge eine viel 

Fig. 29. bedeutendere Vermehrung der Verdrehung 
hervorbringen, als der Verminderung des 

Querschnittes daselbst entsprechen würde. Diese beträgt 
4·0,67· (7,5 - 5,7) -------- - 2----- = 2,4 qcm 

( Q h . 7,5+5,7 7,5-5,7 ) 
ganzer uersc mtt - - ---n·----=18,7qcm. 

2 2 
Hierauf weist auch das Aussehen der Oberfläche des Versuchs

körpers an den Löchern nach stärkerer Verdrehung hin. Fig. 30, 
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Taf. XVIII zeigt deutlich, wie die ursprünglich gerade Mantellinie 
an dem durch die vier Löcher geschwächten Ringstück eine weit 
stärkere Neigung erfahren hat als im übrigen Verlauf. Anschaulich 
ist auch zu erkennen, daß das Loch in der Richtung unter 45 0 zur 
Rohrachse gestreckt worden ist. 

Unter .Md = 175000 kgcm begannen die bleibenden Verdrehungen 
rascher zu wachsen; starkes Unrundwerden der Löcher wurde bei 
M'l = 275000 kg.cm beobachtet. Bruch erfolgte unter Md = 328 500 kg.cm 
in einer senkrecht zur Stabachse gerichteten Ehene, ausgehend von 
einem Loch, vgl. Fig. 130, Taf. XVIII. 

Wird GI. 4, § 32 angewendet, wie wenn die -1 Löcher nicht vor
handen wären, so ergeben sich im zylindrischen Teil folgende 
Spannungen: 

beim Beginn der stärkeren bleibenden Verdrehungen 3171 kg/qcm 
des Unrundwerdens der Löcher 4983,· 

" Bruch 5952 " 
Ein Körper ohne die viel' Likher stand nicht zur Verfügung. 

.Moment 
kg.cm 

Verdrehungen, mm, gemessen am Bogen von r= 13,00 cm 

1
:!5000[2'5000 1 25000 I' 2.5000 12.50001"2.')000/2500012.5000125000 '125000 
50000 I ThOÖU /100000 125000/15000U 17500U i 2000UO 225000/250000 2750UO 

a) Körper aus Chromnickelstahl (vgl. Fig. 29). 

gesamte 1°,15910,1318/0,478 0,642 ,i 0,837 1,092 i 1,420 1 1,850 I 2,500 i 3,662 
bleibende o! ° I 0,001 0,009! 0,042 0,134 i 0,300 i 0,5591' 1,037 j 2,000 
federnde 0,159IO,318! 0,477 0,633 i 0,795 0,958' 1.120 j1,291 1,463! 1,662 

b) Körper aus Maschinenstahl (vgl. Fig. 29). 

gesamte \0,155\0,311 0,656 I 6,295 ! 
bleibende ° ,0,001 0,188 i 5,58ß I 
federnde 0,155jO.310 OA68; 0,700 • 

gesamte 
bleibende 
federnde 

e) Körper aus Chromnickelstahl (vgl. Fig. 32). 

0,122 0,245
1

1 0,380 0,563 0,836 11,366 i 2.9-18 10,3ßO 
° ° 0,0130,072 0,221iO,ß15j2,0132 9,245 

0,122 0,245i 0,:iß7 0,491 0,615 I 0,7fll ! 0,91ß 1,115 

d) Körper aus Maschinenstahl (vgl. Fig. :35). 

gesamte /°,185 1 3,970 :11,547 
bleibende /0,035j3,ß31 '11,001 
federnde 0,150 I 0,348 0,546 



390 V. Drehung. 

b) Versuchskörper aus Maschinenstahl. 

(Abmessungen wie bei Fig. 29.) 

Die Zahlentafel zeigt die in gleicher We;se wie unter a) er
langten Ergebnifse. Die Verdrehungen sind den Momenten ungefähr 
bis Md = 100000 kg.cm proportional. Unter denselben Voraus
setzungen wie unter a ergibt sich 

ß = 1 : 810500 = 1,24 Milliontel. 

Da für das Material an sich (vgl. die Versuche unter d) 
ß = 1,21 Milliontel ist, so liegen die Verhältnisse ganz ähnlich, wie 
unter a. Wird, um einen gewissen Einblick zu erlangen, die Schub
zahl auf der durch die Löcher verschwächten Strecke von 11,7 mm 
Länge gleich x Milliontel gesetzt, so ergibt sich aus der Betrachtung 
der Verdrehung auf 80 mm Länge die Beziehung 

(80 - 6,7) 1,21 + 6,7·x= 80·1,24 
x = 1,57 Milliontel. 

Hiernach erscheint die Verdrehung im Gebiet der Bohrungen 
durchschnittlich um 

1,57 - 1,21 0' 
cp = ----T~-- 100 = 30 ! 0 , 

größer, während die Verschwächung des Querschnitts in der am 
stärksten geschwächten Mittelebene 

24 
-'-100= 13°/ 
18,7 0 

beträgt. 

Beim ersten Versuchskörper (vgl. a) würde sich auf dieselbe Weise 

cp = 60°/0 
ergeben. 

Bei genauerer Betrachtung wird erkannt, daß der Einfluß am 
Rand der Löcher noch erheblich größer ausfällt., als nach den Werten 
von cp anzunehmen wäre, am größten vermutlich in der Mittelebene. 
Hierauf deutet dpr allmähliche übergang der starken Neigung der 
MantelJinie in die schwächere Neigung, die im zylindrischen Teil 
herrscht. 

Das Moment konnte bis Jlfd = 243000 kg.cm gesteigert werden 
und sank dann; Bruch erfclgte unter Md = 230000 kg.cm. 

Wie unter a ergaben sich folgende Spannungen: 
beim Beginn der stärkeren bleibenden Verdrehungen. 

" "des Unrundwerdens der Löcher 
" größten wirkenden Moment (243000 kg.cm) 
" Bruch (Fig. 31, Taf. XVIII) . 

Ein Körper ohne die 4 Löcher stand nicht zur 

1812 kg/qcm 
2174 

" 4403 
" 4168 
" Verfügung. 
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c) Versuchskörper aus Chromnickelstahl. 

(Material wie bei a.) 

Aus einem Körper der aus Fig. 29 hervorgehenden Abmessungen 
wurde durch Abdrehen das in Fig. 32 wiedergegebene Stück her
gestellt" dessen zylindrischer Teil schwächer ist, EO daß der die 
Bohrungen enthaltende Teil einen verstärkenden Bund aufweist. 

Im zylindrischen Teil wurden zunächst auf l = 40 mm die Ver
drehungen bestimmt. Die Zahlentafel läßt erkennen, daß die Ver
drehungen den Momenten proportional 
sind bis M<l= 150000 kg.cm. Für dieses 
Gebiet findet sich 

ß = 1 : 823600 = 1,21 Milliontel. 

Größere bleibende Verdrehungen 
stellten sich von Md = 125000 kg.cm 
an ein (entsprechend 3371 kg /qcm). Die 
Streckgrenze war ausgeprägt zu beobach
ten bei JI(/ = 150000 kg.cm, entsprechend 
4046 kg.qcm. Dabei begannen die Löcher 
in dem Bund unrund zu werdcn. 

Beim Versuchskörper unter a waren 
.größere bleibendc Verdrehungen (unter 
Einschluß der verEchwächten Stellen) Fig. 32. 

entstanden bei einer Spannung von 
3171 kg,lqcm; die unter c beobachtete Spannung von 3371 kgjqcm 
ist nicht erheblich größer. 

Das höchste Moment. das der Körper trug, war 241500 kg,cm 
(Spannung im zylindrischen Teile 6514 kg/qcm). Hierauf begann 
starkes Abschieben in Richtung der Stabachse, bis schließlich unter 
lYI,! = 220000 kg.cm Bruch in der aus Fig. 33, Taf. XVIII, hervor
gehenden Weise erfolgte. Fig. 34, Taf. XVIII, zeigt ein anderes der 
4 Löcher und läßt erkennen, daß an ihm weitgehendes Abschieben 
in der Richtung eingesetzt hat, in der bei Fig. 3:\ der Bruch begann. 
Durch das Abdrehen des zylindrischen Teils ist die Widerstands
fähigkeit gegenüber derjenigen Schubkraft, die parallel zur Achse 
wirkte, bedeutend vermindert worden, während die senkrecht dazu, 
d. h. in Richtung des Gm fangs \\ irkende Schubkraft die ausgeprägte 
Wirkung des verstärkenden Bundes erfuhr. Das geht auch deutlich 
aus der Betrachtung des eingeritzten Liniennetzes hervor. Im zylin
drischen Teil hat ziemlich weitgehende, gleichförmige Verdrehung 
stattgefunden. Der Bund zeigt solche nicht. Nur am Loch ist Ver
schiebung, fast auss('hließlich parnllel zur Stabachse, zu lJenba(~htell. 
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Der Vergleich der beiden V ersuchsköl1)(~r a und c zeigt, daß 
das höchRte Moment betrug 

ohne Abdrehen 
:~28 500 kg.cm 

nach Abdrehen 
241500 kg.cm. 

Soll feBtgestellt werden, wie weit ein durch Löcher verschwächtes 
Rohr durch Anordnung eines Bundes verstärkt wird, so sind nicht 
diese höchsten Momente, sondern die Spannungen im zylindrischen 
Teil unter dem höchsten Moment zu vergleichen. Sie betragen 

ohne Abdrehen nach Abdrehen 
5(J52 kg'qclll 6;")14 kg qcm. 

Der Bund hat hiernach, sofern angenommen werden darf, daU 
die Wandstärke der Rohre ohne Einfluß auf das Maß der Ver
schwächung durch die Löcher bleibt, eine Erhöhung der Ausnützung 
des Rohrmaterials im zylindrischen Teil um 

6514--5D52 0 
10(J = 9 

5952 n 

bewirkt. 

Fig. 33 und 340 zeigen deutlich, daß Verbreiterung des Bundes 
die Widerstandsfähigkeit des Versuchskörpers erhöht haben würde, 
sofern diese nicht durch andere Ursachen begrenzt erschi~ne. Hier
über siehe unter d. 

d) Versuchskörper aus Maschinenstahl. 

(Material wie unter b.) 

Mit Rücksicht auf die unter c angeführten Versuchsergebnisse 
wurde bei diesem Versuchskörper eine der bei den zylindrischen 
Strecken noch etwas mehr abgedreht. wie aus Fig. 35 hervorgeht. 

I i 
1- -.!}!- - , 

I 

Fig. S' •. 

Nach der Zahlentafel, die die Er
gebnisse der auf 1 = 40 mm vorgenom
menen Messungen enthält, findet .sich 
für die erste Belastungsstufe 

fJ = 1: 825000 = 1,21 Milliontel. 

Stärkere bleibende Verdrehungen 
wurden beobachtet unter Md = 75000 
kg.cl11 (entsprechend 24240 kg!qcm). Da
bei begannen die Löcher leicht unrund 
zu werden. 

Das höchste Moment, das aufge
bracht werden konnte, betrug 144000 
kg.cl11 (entsprechend 4654 kg/qcm). Der 
Körper begann nun Wellen zu bilden. 
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wie aus Fig. 36, Taf. XVIII, hervorgeht. Bruch erfolgte unter 
J(I = 143000 kg.cm. 

Der Bund hat, ähnlich wie bei Fig. 33, 34 besprochen, Ab
schieben erfahren, doch reichte dieses nicht zur Rißbildung aus. 
Vielmehr erfolgte die letztere in folge der Wellenbildung im stärker 
abgedrehten zylindrischen Teil. 

Hieraus geht hervor, daß für ein Rohr, dessen Wandstärke und 
Durchmesser dem unteren Teil der Fig. 35 entspricht, bei 4 Bohrungen 
von 6,7 mm Durchme~ser ein Bund von 15 mm Breite und 3,5 mm 
Höhe eine ausreichende Verstärkung gegenüber der Verschwächung 
durch das Loch bildet. 2,5 mm Höhe des Bundes würden gemäß 
dem Versuch unter c noch nicht genügen. 

Für den Teil, in dem bei dem Versuch unter d der Bruch ein
trat, beträgt das Verhältnh.; Wandstärke : mittlerer Durchmesser 
5,5: 62,5 = 1 : 11. Wird der auf S. 385 eingeschlagene Weg auch 
hier beschritten, so steht zu erwarten, daß das Verhältnis der Mo
mente an der Streckgrenze und bei der Wellenbildung (Höchstlast) 
etwa 1 : 1,8 beträgt. Der besprochene Versuch ergibt 75000: 144000 
oder] : 1,9. 

Wird nUll der unter c betrachtete Versuehskörper ins Auge 
gefaßt, so ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, daß, falls nicht Auf
reißen gemäß Fig. 33 erfolgt wäre, nach weiterer Steigerung des ver
drehenden Momentes WeIlenbiIdung und Bruch im zylindrischen Teil 
eingetreten sein würden. Die genaue Betrachtung des Probekörpers 
ließ in der Tat Ansätze zur Wellenbildung erkennen. Verstärkung 
des Bundes hätte diese nicht verhütet. 

Zusammenfassung. 

Die im vorstehenden unter abis d besprochenen Versuchs
ergebnisse lassen deutlich den erheblichen Einfluß selbst kleiner 
Löcher auf die Widerstandsfähigkeit bei Drehungsbeanspruchung er
kennen. Sie zeigen, daß durch Anordnung von Verstärkungsbunden 
diesem Einfluß begegnet werden kann. 

Andererseits weisen sie darauf hin, daß auch bei Drehungs
beanspruchung die Widerstandsfähigkeit von Hohlkörpern in weit 
stärkerem Maße durch die Möglichkeit der Wellenbildung begrenzt 
ist., als angenommen zu werden pflegt., worauf schon unter Ziff. 3 
hinzuweisen war. 

Weitere Versuche in dieser Richtung sind in Aussicht genommen. 
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6. Eigene Versuche mit Beton- und Eisenbetonkörpern 
(1910 und 1911). 

über die Versuche ist in Heft 16 der Veröffentlichungen des 
deutschen Ausschusse!:' für Eisenbeton ausführlich berichtet. Kurz!' 
Angaben sind in der Fußbemerkung 1, S. 3ßO, enthalten. 

7. Eigene Versuche mit Rundstähen und mit 8cbl'lluben 
aus Schweiß- und Flußeisen (1894). 

über diese vom Verfasser in erster Linie zu dem Zweck durch
geführten Untersuchungen, den Einfluß der Gewindegänge auf die 
Widerstandsfähigkeit der Schrauben festzustellen, ist aueführlich in 
der Zeitschrift des Vereines Deutscher Ingenieure 1895, S. 854 bis 
860 und S. 889 bis 894 berichteV). Unter Hinweis auf diese Ver
öffentlichung muß sich Verfasser hier auf die Anführung einiger der 
Hauptergebnisse beschränken. 

Rechtsgängige E:chrauben aus Schweißeisen, durch ein links
sinniges Moment verdreht, erfahren Einreißen bzw. Zerreißen der 
Gewindegänge von außen, wie dic Fig. 37 bis 40, Taf. XIX, deutlich 
erkennen lassen, und zwar bei einer Beanspruchung, durch welche 
die Drehungsfestigkeit des Kernquerschnittes noch nicht erschöpft 
ist, im Durchschnitt bei rund 0,8 der Drehungsfestigkeit des Kern
querschnit.tes. 

Fig. 37 und 39 gelten für Schrauben aus kalt gezogenem, Fig. 38 
und 40 für Schrauben aus gewöhnlichem (vorher nicht überanstrengtem) 
Schweißeisen. 

Linksgängige Schrauben aus Schweißeisen zeigen bei linksdrehen
dem Momente diese Rißbildung nicht, ebensowenig recht8gängige 
Schrauben aus Schweiß eisen bei rechtsdrehendem Momente. 

Bei Schrauben aus zähem Flußeisen tritt eine Rißbildung 
überhaupt nicht auf. Hierin liegt - nebenbei bemerkt - ein Bei
trag zur Wertschätzung des Flußeisens gegenüber dem Schweißeisen: 
einen weiteren liefert der Vergleich des Aussehens der Oberflächen 
der verdrehten Schweißeisenstäbe Fig. 41 bis 45, Taf. XIX, mit 
dem Aussehen der Oberflächen der verdrehten Flußeisenstäbe Fig. 46 
und 47, Taf. XIX ~). 

1) S. auch "ALhandlungen und Berichte", 1897, S. 244. u. f. 
") Der Wert der Verdrehungsprobe zur Feststellung der Güte des Mate

rials erscheint heute noeh nicht. ausreichend gewürdigt. Sie kann jedoch nur 
mit sorgfältig prismatisch bearbeiteten Stäben vorgenommen weruen. selbst 
Reißnadelrisse führen oft vorzeitig den Bruch herbei. 

Fig. 48 und 4!J, Taf. XV, zeigen Stahldrähte, die dnrch weitgehende Vpr
drehunI! zum Bruch I!cbracht wurden. Fig. 49 erinnert scheinbar an das Al1s-
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Rundstäbe erfahren durch die Verdrehung eine Zunahme der 
Länge und eine Verminderung des Durchmessers. 

Bei Schrauben hat die Verdrehung durch ein linksdrehendes 
Moment zur Folge eine' Verlängerung, wenn sie rechtsgängig sind, 
und eine Verkürzung, wenn sie linksgängig sind. Die Ganghöhe wird 
im ersteren Falle kleiner, im letzteren größer. 

Die Zugfestigkeit der Schrauben ist größer als diejenige 
der Rundstäbe aus dem gleichen Material (Schweißeisen, Flußeisen), 
eine Folge der Hinderung der Querzusammenziehung 1). 

Die Drehungsfestigkeit der rechtsgängigen Schrauben aus 
Schweißeisen ist bei linksdrehendem Momente kleiner als diejenige 
der Rundstäbe aus dem gleichen Material (bezogen auf den Kern
durchmesser). 

Bei Flußeisen, das durch ein linkssinniges Moment verdreht 
wird, ist die Drehungsfestigkeit der rechtl!gängigen Sc h rau b im 
nahezu gleich derjenigen der Rundstäbe, diejenige der linksgängigen 
Schrauben dagegen kleiner. 

Während die Zugfestigkeit der Schrauben aus gezogenem 
Schweißeisen bedeutend größer ist als diejenige der Schrauben aus 
nicht. gezogenem Schweiß eisen , erscheint dies bei der Drehungs
festigkeit nur in geringem Maße der Fall. 

8. DrehungswiokeL 

In dieser Hinsicht liegen eine größere Anzahl von Versuchen 
Bauschingers vor. (Zivilingenieur 1881, S. 115 u. f.) 

Bauschinger hatte sich die Aufgabe gestellt, die von de Saint
Venant herrührende Gleichung 

e' 
{) = 1Jl Md 7 f3 . . . . . . . . . . [») 

zu prüfen. In derselben haben {) .7tfd @' fund f3 die unter V, S. 342 

sehen von Fig. 10, § 35, Taf. XVI. Der Bruch erfolgte entla.ng der urspriinglichen 
Ziehrichtung, die durch die Verdrehung in eine Spirale übergegangen ist. Bei 
Fig. 48 sind zahlreiche Stellen des Drahtes ohne bedeutende Ve/drehung ge
blieben, d·.e Formänderung hat sich a!so sehr ungleichförmig auf die ganze 
Stablänge verteilt. 

1) Daß bei häufig wechselnder Kraftrichtung die in § 9, Ziff. 1 bespro
chene Ungleichförmigkcit der fi:pannUDI!RVerteiluDg übt>r dm Querschnitt (die 
am Gewindegrund eine um so stärkere Spannungserhöhung zur Folge hat, je 
schärfer das Gewir.dJ aUEgebildet ist) um so leichter zum Bruch führt, je 
weniger die Gewindegänge ausgerundet sind, steht hiermit nicht im Wider
spruch. V g1. auch § 56, Ziff. 3. 
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angegebene Bedeutung, während 1p einen Koeffizienten bezeichnet, der 
rechnungsmäßig betragen soll I) 

für den Kreis und die Ellipse 1p = 4:n;2 = 39,5, 
für das Rechteck, wenn h: b = 1 : 1; 1p = 42,68, 

"h:b=2:1, tp=42,0, 
"h:b=4:1, tp=40,2, 
" h : b ' 8: 1. 1p = 38,5, 

für das gleichseitige Dreieck 1p = 45, 
für das regelmäßige Sechseck ''P = 41 , 
für den Kreisausschnitt, wenn der Zentriwinkel 

45°, 1p , 42,9, 
90°, 1p=42,4, 

1800 , 1p = 40,8. 
Wird das gleichseitige Dreieck außer acht gelassen, 80 unter

scheiden sich die Werte von 1p nicht bedeutend, infolgedessen be
reits de Saint-Venant für 1p den abgerundeten Mittelwert 40 vor
geschlagen hat. 

Eigene Versuche (1910) lieferten für das I-Eisen Normalprofil 20 

1) Comptes rendus 1878, t. LXXXVII, S. 893 ·u. f, 
" "1879, t. LXXXVIII, S. 143. 

Gleichung 5 ist auph auf andere Querschnitte angewendet worden, wohl 
infolge des Umstandes, daß de Saint-Venant von ihr sagt: "La formule peut 
etre appliquee non seulement ades sectiuns elliptiques, mais a. des sections 
de toute forme, en faisant varier fort peu la fraction que nous avons ap
peIee 'P'" Das kann ohne Nachweis im einzelnen Falle zu großen Fehlern 
führen. So ergibt sich beispielsweise für den kreisförmigen Hohlzylinder mit 
einer im Verhältnis zum Durchmesser geringen Wandstärke bei Ejnführung 
der Bezeichnungen S. 342 und 346 

€iJ' = idm38 f = 7tdon s, 

folglich naoh Gleichung 5, wenn 'P = 4",,2 gesetzt wird, 
1 1 

(}=-Mdß-d 3' •••••• ' •• 511.) 
n m8 

während Gleichung 6, § 32, liefert 
4 1 

{} = -; M.t ß ii:;;[ls ' .......... 11 b) 

Beispielsweise findet sich für dm = 20 cm, 8 = 1 om 
1 1 

nach Gleichung 5 a () = -; Md ß 20 ' 

nach Gleichung 5 b 
1 1 

() = -; Maß 2060' 

d. i. im ersteren Falle 100 mal mehr! 
Gleichung 5 gilt eben nicht für den Hohlzylinder, wie Verfasser aus An

laß einer geltend gemachten gegenteiligen Meinung in der Zeitschrift des Ver
eines deutscher Ingenieure 1905, S. 960, dargelegt hat. 
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(also von der Höhe 200 mm) aus zähem Flußeisen die Größe von 11' 
zu 40 bis 42 1). 

1909 hat Bretschneider in der Materialprüfungsanstalt der 
Techn. Hochschule Stuttgart Versuche mit rechteckigen Stäben aus 
Flußeisen durchgeführt, aus denen sich, wenn in Gleichung 5 ge
gesetzt wird 

6' = 112 (blt3 + b3 h) und f'= bh. 

so daß 
b2 +h2 

I'} = Ij!ollfd b a ,/1--- ß, . . . . . . . . 1)) 

folgende Vergleichswerte für 11'0 ergeben 
nach de Saint-Venant 

h : b = 1 : 1 3,56 
h : b = 2 : 1 3,50 
h : b = 4 : 1 3,35 
h: b = 6 : 1 3,26 

nach den Versuchen 
3,58 
3,53 
3,40 
3,29 

nach Gleichung 7 a 
3,585 
3,525 
3,405 
3,285 

Hierbei waren die geraden Stäbe, wie es auch die Entwicklungen 
von de Saint-Venant voraussetzen, reiner Verdrehung unterworfen. 

Der nach Maßgabe der Gleichung 9 in § 43 ermittelte Nähe
rungswert !Po = 3,6 liefert somit ausreichend genaue Ergebnisse für 
h: b bis 2: 1. Die Abweichung beträgt in diesem Falle von dem Ver
suchswert 3,53 rund 2% , Bei h:b=4:1 steigt sie auf rund 6%. 

Die Abhängigkeit der Werte !Po von dem Seiten verhältnis h: b 
läßt sich mit ziemlicher Genauigkeit bis h: b = 6 : 1 durch 

h 
1j1o=A-B b .. ........ 7) 

zum Ausdruck bringen, wie Verfasser schon bei Schraubenfedern vor 
längerer Zeit festgestellt hat (vg1. § 57 unter Ziff. 1). Wird A = 3,645 
und B = 0,06 gesetzt, d, h. 

V'o = 3,645 - 0,06 ~ ,. . . ..... 7a) 

so ergeben sich die in der letzten Spalte der Zusammenstellung ent
haltenen Werte. 

1) Somit ist für das untersuchte Profil 
_ 117 +2142. 117 + 2142 . 

{} - 40 Md 33,54 {J bIs 42 Md --33,54- ß = 0,072 ß Md bIs 0,075 {J Md. 

Die in Fußbemerkung 1, S. 374 angeführte Gleichung von F ö p p 1 würde 
mit !; = 1 liefern 

3 
() =ßMd·2.9.1,133+ 17,74.0,753 =0,09 {JMd , 

was darauf hindeutet, daß statt!; = 1 zu setzen wäre, 
1;= 1,18 bis 1,25. 
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§ 36. Zusammenfassung. 

Nach Maßgabe der in den Paragraphen ß2 bis ß4 enthaltenen Er
örterungen sowie auf Grund der in § ßii niedergelegten Versuchs
ergebnisse last:en sich folgende Beziehungen zusammenstellen. 

Der in der letzten Spalte auftretende Wert ]{ d ist für den recht
eckigen Querschnitt aus Drehungsversuc'hen nach Gl.5 in § ß4 berechnet. 

Querschnittsform 

, • I 
I' ~

i-4r --~ 

- -. bo'· . • 
/ : 

(t > b 

ao: a = bo : b = In 

') " ) ") B. S. 401. 

Drehungsmoment 
Md 

Vrehung3winkel 
{} 

I(,t: K z 

für 
Gußeisen 

reichlich 1 

1 bis 1,25~) 
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(i 

10 
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Querschnittsform 

: .• "'- . , , ., 
:. ~ ~ 

h / [) 

li / v 
ho):h -= vu : & 

' -! ~ , -, 
. • ~. 5 •• 
~ (" , . . 
, . 
' . . 

..,1. 

Drehunllsmoment 
Md 

I • 
I worm 

1f =3+~-
h t- O ---- .40 U . 

2) ") 4) r,) s. S. 401. 

Dreh ungswinkeI 
{} 

,,2 + h2 
"1'0 Md l}-J~:j--ß 

worin 

](d: Hz 
für 

Gußeisen 

h 
• Ifo = 3,645 - 0,06 -iJ- 1,4 bis 1,ß 2) 

üher die Ergebnisse 
der Versu"he mit 

Schraubenfedern vgl. 
S. 575 u. f. 

8' 
11! ltf - - - ß 
-r d r 

1f' = 40 bis 42 5) 

1,5 

1,5 

1,4 bis 1,6 2) 
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13 

14 
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Querschnittsform 

v. Drehung. 

Drehungsmoment 
Md 

Drehung~winkel 
{) 

Kd:K, 
für 

Gußeisen 

1,4 bis 1,(; 2) 

1,4 bis 1 ,ß .~) 

Die Zugfestigkeiten K z und die Drehungsfestigkeiten Ka setzen 
Gußeisen voraus, wie es zu zähem, festem Maschinenguß Verwendung 
findet. Die Drehungsfestigkeiten wurden an unbearbeiteten Stäben, 
Fig.1 bis Fig. 7, § 35, und Fig. 14, 16, 17, § 35 (in getrockneten 
Formen gegossen) ermittelt. 

Die Versuchsstäbe Nr. ß (sofern h> b), Nr. 11 bis 14 brachen 
immer in der Nähe der Endplatten , entsprechend dem Umstande, 
daß sich an diesen Stellen der Ausbildung der Querschnittswölbung 
ein Hindernis bietet, das trotz der Hohlkehle, mit welcher der pris
matische Teil an die Endplatten anschließt, hier zum Bruche führt. 
Der letztere iRt die Folge einer gleichzeitigen Inanspruchnahme durch 
Schub- und durch Normalspannungen, wie in § 34, Ziff. 3, erörtert 
worden ist. (V gl. auch § 35, Gußeisen A, a.) Der ermittelte Wert 
von Ka muß de8halb kleiner sein als die tatoäehliche Drehungs
festigkeit.. In denjenigen Fällen der Anwendung, in denen die Sach
lage hinsichtlich des Anschlusses eines auf Drehung in Anspruch ge
nommenen Stabes an einen solchen mit größerem Querschnitt eine 
ähnliche ist wie bei den Versuchskörpern, schließen die angegebenen 
Werte von K a die Berücksichtigung der gleichzeitigen Inanspruch
nahme durch Normalspannungen in sich. In Fällen der reinen 

2) s. S. 401. 
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Drehungsanstrengung (ohne Hinderung der Qucrschnittswölbung) führt 
die Verwendung dieser Werte zu einer etwas größeren Sicherheit, was 
im Sinne des Zweckes unserer Festigkeitsrechnungen zu liegen pflegt. 

Die Gleichungen für Nr. 13 und Nr. 14 bedingen kräftigc Rippen, 
etwa von s: h = 1: 5 an. Außerdem ist für Nr. 13 noch zu fordern, 

daß bo nicht wesentlich mehr als s = b - bo d. i. =~ -~ beträgt. 

1) Dieser Wert hängt ab von dem Verhältnis do: d. In dem 
Maße, in dem sich dasselbe der Null nähert., steigt er etwa 
bis reichlich 1. Die Zahl 0,8 gilt für do: d ungefähr gleich 0,7. 
Vorausgesetzt ist, daß die Wandstärke im Vergleich zum 
mittleren Durchmesser ausreicht, um vorzeitige WeIlen
bildung zu verhüten (vgl. § 35, 3,4,5). Über die Wirkung 
von LängsEchlitzen und Querbohrungen vgl. S. 386 u. f. 

2) Es sind um so geringere, der kleineren Zahl näher kommende 
Werte zu wählen, je mehr sich je beziehungsweise die Ellipse 
dem Kreise, das Rechteck dem Quadrate, der 1- und der 
[-Querschnitt der Quadratform (bo = 0, h = s), ebenso der 
+- und der L-förmige Querschnitt der letzteren (h = b = s) 
nähern. 

c:l) Hier sind die Bemerkungen 1) und 2) zu berücksichtigen. 
Je kleiner verhältnismäßig ao und bo (gegenüber a und b) 
beziehungsweise bo und ho (gegenüber bund h) sind, um so 
mehr nähert sich unter sonst gleichen Verhältnissen der 
Koeffizient der oberen Grenze. Das gleiche gilt, je lang
gestreckter der Querschnitt ist. 

4) Nach eigenen Versuchen mit I-Eisen Normalprofil Nr. 20 
(Flußeisen) kann gemäß Gleichung 1 a, § 35. gesetzt werden 

M - d 1 k 1-.27 +. 2 b I 
d - run - r! I S I! 2 So 0 I , 

3 L J 

worin So die mittlere Flanschenstärke bezeichnet. 
:,) Nach eigenen Versuchen mit I-Eisen Normalprofil NI'. 20 

(Flußeisen), vgl. S. 397 sowie Fußbemerkung 1) daselbst. 

VI. Schub. 
§ 37. Allgemeines. 

Schubanstrengung unter der Voraussetzung gleichmäßiger 
Verteilung der Sclmbspannungen über den Querschnitt. 

Der Fall der Inanspruchnahme auf Schub wird dann als vor
handen betrachtet, wenn sich die auf den geraden stabförmigcn 
Körper wirkenden äußeren Kräfte für den in Betracht gezogenen 

C. Bach. Elastizit.lt. 8 Aull. 26 
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Querschnitt ersetzen lassen durch eine Kraft (Schubkraft), die in 
die Ebene des letzteren fällt und die Staba.chse senkrecht schneidet. 

Erfüllt erscheint diese Voraussetzung nur bei einer Sachlage, 
wie sie in Fig. 1 dargestellt ist, entsprechend dem Arbeitsvorgange 
bei einer Schere zum Schneiden von Eisen. Aber auch hier nur in 
dem Augenblick, in dem der Stab von den Kanten der bei den 
Scherblätter A und B gerade berührt wird; denn sobald das obere 
Blatt sich weiter vorwärts bewegt, dringen beide Blätter in den 
Stab ein, Fig. 2: an die Stelle der Berührung des letzteren in zwei 
Linien durch A und B tritt eine solche in zwei Flächen. 

Damit rückt die obere Kraft S nach rechts, die untere nach 
links; es entsteht neben der Schubkraft S ein rechtsdrehendes Kräfte
paar, dessen Moment noch dadurch gesteigert wird, daß sich die 
Kraftrichtung neigt. Dieses Moment ruft Biegungsbeanspruchungen 
wach, die bedeutend werden können. Aus Scherversuchen mit 

Fig. 1. Fig.2. 

sprödem Material pflegen sich erheblich zu geringe Werte für die 
Schubfestigkeit zu ergeben 1). 

Wir erkennen, daß - streng genommen - Schubinanspruch
nahme allein niemals vorkommen kann, daß vielmehr die Schub
kraft S immer von einem biegenden Moment begleitet sein wird. 

Die Schubkraft S ruft in dem betrachteten Querschnitt Schub
spannungen wach, die im allgemeinen von Flächenelement zu Flächen
element veränderlich sein werden, und bezüglich welcher zunächst 
nur bekannt ist, daß sie, je multipliziert mit dem zugehörigen Flächen
element und zusammengefaßt, eine Resultante geben müssen, die 
gleich und entgegengesetzt S ist. Mit der Unterstellung, daß die 
Schubspannungen in den verschiedenen Flächenelementen entgegen
gesetzt S gerichtet, also unter sich parallel sind, und die 
gleiche Größe T über den ganzen Querschnitt von der Größe f 
besitzen, findet sich 

S 
S=T{ oder T=(, ........ 1) 

') Vgl. z. B. Zeitschrift des VereineIl deutscher Ingenieure 1906, S. 1757 u. f. 
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woraus mit k. als zulässiger Schubanstrengung folgt 

S< k.r oder k, ' > ~ ••. .- f 
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2) 

Hinsichtlich der gemachten Annahmr, betreffend die Richtung 
und die Größe der Schubspannungen, ist folgendes zu bemerken. 

Greifen wir den kreisförmigen Querschnitt., Fig. 3, heraus, so 
müßte hiernach beispielsweise im QuerEchnittselement des Umfangs
punktes C bei senkrecht nach unten wirkender Schubkraft S die 
Schubspannung vertikal aufwärts gerichtet sein, während sie tatsäch
lich in die Richtung der Tangente im Punkte C des Kreises fallen 
muß, es sei denn, daß in diesem Umfangspunkte eine äußere Kraft 
tätig wäre, die eine andere Richt.ung von T bedingen würde. In 

Fig. 3. Fig. 4 . 

den Punkten C bis D des rechteckigen Querschnittes, Fig. 4, wird 
die entgegengesetzt S gerichtete Schubspannung in Wirklichkeit Null 
sein müssen - sofern äußere Kräfte hier nicht angreifen - während 
sie nach der obigen Voraussetzung in allen Flächenelementen die 
gleiche Größe besitzen sollte usf. 

Hieraus folgt, daß die Unterstellung, die zu der Beziehung 1 
und 2 führte, wenigstens im allgemeinen unzutreffend ist. 

§ 38. Die Schubspannungen im rechteckigen Stabe. 
Wir erkannten in der Einleitung, daß die Schubkraft immer 

von einem biegenden Moment begleitet sein wird. Davon ausgehend, 
stellen wir uns die Aufgabe, für die in Fig. 1 und 2 gezeichnete 
Sachlage - Balken einerseits eingespannt, am anderen freien Ende 
belastet - die Größe der Schubspannungen im Abstande 'Y) von 
der y-Achse, die hinsicht.lich der Inanspruchnahme auf Biegung als 
Nullachse erscheint, zu ermitteln. 

Zu dem Zweoke denken wir uns ein Körperelement ABCD, 
Fig. 1 bis 3, von der Länge Xl - X, der Breite b und der Höhe e - 'Y) 

aus dem Stabe herausgeschnitten. Auf die Stirnflächen AB und CD 
desselben, Fig. 3, wirken Normalspannungen 0, die mit dem Ab

.. stande 1] wachsen. Nach § 16 darf unter der Voraussetzung, daß 
die Dehnungszahl unveränderlich ist, diese Zunahme proportional 

26* 
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der ersten Potenz von 'l} gesetzt werden, wie auch Fig. 8, § 16 da
selbst erkennen läßt. 

Nach Gleichung 9, § 16, ist für den Querschnitt AB, da hier 
Mb = Px, die Normalspannung im Abstande 'l} 

Px 
°'l=e'l} 

und die Normalspannung im Abstande e 

Px 
(Je= e e, 

1 
sofern e = - - b h3 das Trägheitsmoment des Querschnittes in bezug 

12 
auf die y-Achse. 

cn: :<1> 
I , 

:L.,r-~.~'-~~~~ ~ ~-
, 

, 
Fig. 1. Ji'ig. 2. Fig.3. 

Die auf die QuerschnittsBäche AB von der Größe b (e.L 1}) 
wirkenden Spannungen liefern zusammengefaßt eine Normalkraft 

N = 0'1 + (J. b(e-'l})= Pxe+..2 b(e - "1)= Px e~ - "1 2 b. 
2 e 2 e 2 

Für den Querschnitt GD findet sich wegen Mb = PXl auf ganz 
gleichem Wege diese 'Normalkraft zu 

P ~ 2 
N =~e -~b. 

1 B 2 

Da infolge Xl > X auch N l > N ist, so muß die Kraft 
P e2 - 1]2 

Nl-N = e (xl -x)-2-·b 

durch Spannungen in der Fläche GA, deren Größe gleich (xl-x)b, 
übertragen werden, sofern an der Mantelfiäche RD äußere Kräfte 
nicht angreifen, was vorausgesetzt werden soll. Diese in der Rich
tung GA wirkenden und über die Stabbreite b als gleich groß an
genommenen Schubspannungen seien mit '1 bezeichnet. Dann gilt 

P e~-TJ'J 
N l - N = 'l(xl-x)b=fj(x1-,x) - 2--b, 
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woraus 

,~" ~ " 2 "06;':, (,' .') ~ t :it (!}) .. 1) 

unter Beachtung, daß hier P = 8. 

Die Schubspannung erlangt ihren größten Wert für 'YJ = 0, d. i. 
für die Stabmitte (Nullachse). Derselbe beträgt 

Tmax = ~- i~ = ~ f, . . . . . . . . 2) 

sofern bh:- f gesetzt wird. 

In der Nullachse ist hiernach die Schubspannung um 
50 % größer als bei gleichmäßiger Verteilung der Span-
nungen über den Querschnitt. 

Für 17 = ~, d. i. für die am weitesten von der Nullachse ab-
2 

stehenden Punkte, wird 7: = O. 

Werden in Fig. 4 die zu den einzelnen Abständen 'YJ gehörigen 
Werte von r als wagrechte Ordinaten auft;etragen, 80 wird eine 
Linie E F E erhalten, die das Änderungsgesetz von r klar veran
schaulicht. Diese Linie ist für das Rechteck eine Parabel, deren 

- 38 
Scheitel F um 0 F = 'fmax = 2 bh von 0 abliegt, wie sich ohne 

weiteres ergibt, wenn die Senkrechte FG als 
Ordinatenachse gewählt wird und der Glei
chung 1 die Form 

'm," - , ~ 'm," (0 ' 
oder 

'I~ = (~-r~~:~-x r 

gegeben wird. 
Fig.4. 

Die vorstehende Betrachtung ermittelte die Schubspannungen 
in Ebenen, die parallel zur Stabachse laufen und senkrecht zur 
Richtung der Schubkraft S stehen, so z. B. in einem beliebigen 
Punkt P der Linie pipi, Fig. 4, immer diejenige Schubspannung r, 
die senkrecht zu P'P' wirkt und parallel zur Stabachse (demnach 
senkrecht zur Bildebene, Fig. 4) gerichtet ist. Nach § 30 (vgl. auch 
Fig. 5, § 32) treten die Schubspannungen immer paarweise auf, derart, 
daß die obenerwähnte Spannung r auch im Punkte P der Quer
schnittsebene, also in der Bildebene liegend, yorhanden ist. Infolge-



406 VI. Schub. 

dessen ergibt die Gleichung 1 gleichzeitig die Schubspannungen in 
der Querschnittsebene, und zwar diejenigen, die im Abstande 1] in 
dem Flächenstreifen bd 1} wirksam sind. Damit ist in Gleichung 1 
ebenfalls das Gesetz gewonnen, nach dem sich die Schubspannungcn 
in der Ebene des Querschnittes verteilen. 

Die Forderung, daß diese Spannungen in den Umfangspunkten 
des Querschnittes immer mit der Tangente an die Begrenzungslinie 
zusammenfallen müssen, sofern äußere, eine andere Richtung be
dingende Kräfte hier nicht angreifen, wird von diesem Verteilungs
gesetz erfüllt. In den Punkten der Begrenzungslinie AG, Fig. 4, § 37, 
fällt die Richtung von '1 mit AG zusammen, und in G B D ist '1 = o. 

Mit der Veränderlichkeit der Schubspannung ist natlugemäß 
Krümmung der ursprünglich ebenen Querschnitte verknüpft, bezüglich 
welcher auf § 52 verwiesen sei. 

§ 39. Die Schubspannungen im prismatischen Stabe von be
liebigem, jedoch hinsichtlich der Kraftebene symmetrischem 

Querschnitt. 

Es bezeichne unter Bezugnahme auf Fig. 1 

S die Schubkraft, die in die Richtung derjenigen Hauptachse 
fällt, von der vorausgesetzt werde, daß sie Symmetrieebene des 
Querschnittes ist, 

e das Trägheitsmoment des Querschnittes in bezug auf diejenige 
Achse, die zu S senkrecht steht, d. i. die y-Achse, 

t die Größe des Querschnittes, 

2y die Breite des Querschnittes im Abstande 1}, 

e 
M 'I = f 2 Y 1J d 1} das statische Moment der zwischen den Abständen 1] 

'f/ 

und e gelegenen (in der Figur durch Strichlage hervorgehobenen) 
Fläche des Querschnittes hinsichtlich der y-Achse, 

g/ den Winkel, den die Tangente im Umfangspunkte P' mit der 
Symmetrieachse einschließt, 

'1' die Schubspannung, die in dem um 1] abstehenden Umfangs
punkte P' durch S hervorgerufen wird, 

k. die zulässige Anstrengung des Materials bei Inanspruchnahme 
auf Schub. 

Nach dem Vorgange in § 38 schneiden wir aus dem Stabe 
(vgl. auch Fig. 1 und 2, § 38) ein Körperelement, Fig. 2, heraus. 
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Auf das im Abstande 'YJ gelegene Flächenelement 2 ydl) der Stirn
fläche AB wirkt die Normalspannung 

Px 
0'1 = (oj "j. 

Hieraus ergibt sich für die Schnittfläche AB von der Größe 
• f 2 yd'YJ die Normalkraft 

'I 

'7 

r- - -"' --

~4 ..... _x _ 

Fig. :!. 

Fi~ . t. 

Für die Stirnfläche CD findet sich auf ganz gleichem Wege 
die Normalkraft 

M" NI=PXlfj' 

Demnach der Vberschuß Nl über N 

T N -- P ( )M "I -- ~ - 7jjj Xl - X 'I' 

Diese Kraft muß durch Schubspannungenl in der Fläche CA, 
deren Größe gleich (Xl-X) 2 y ist, iibertragen werden, Dieselben, 
in Richtung der Stabachse, also senkrecht zur y-Achse wirkend, seien 
als gleich groß über die Breite 2 y vorausgesetzt und mit 'T y be
zeichnet. 
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Dann folgt 
p 

NI - N = Ty ' 2 (Xl --X) Y= e (Xl - X) M'I' 

P M'IJ 
'1 =---.-

Y 2y e 1) 

Bei der vorstehenden Entwicklung wurde angenommen, daß die 
Änderung des biegenden Momentes beim Vorwärtsschreiten von dem 
einen zu dem anderen der beiden um Xl - x voneinander abstehenden 
Querschnitte nach Maßgabe der Fig. 1, § 38, nur von der Kraft P 
beeinflußt werde. Für den Fall, daß diese Voraussetzung nicht zu
trifft, daß vielmehr der Stab, Fig .. 3, außer durch die am freien 
Ende angreifende Kraft P auch noch sonst belastet ist, etwa durch 
eine Kraft pI, durch die gleichmäßig über ihn verteilte Last ql, 
sowie durch eine zwischen den beiden Querschnitten angreifende 
Last pli, findet sich für 

die Stirnfläche AB die Stirnfläche CD 
das biegende Moment: 

2 X 2 

Px+Plx'+q2' Px +plx '+q.~ +P" x" 1 I 2 I , 

die Normalspannung o'IJ: 
2 

Px + p' X I + q ~ + pli " I I 2 Xl 
x2 

Px+Plx'+q2 
e - 'Yj, e 

e 

die Normalkraft f 2yo'IJd'Yj: 
'I 

X 2 

Px+P'x'+q-
2 

N= e M'IJ' 

PX1 + P' Xl' + q x~~ + plIxt 
NI = e--M'IJ' 

Hieraus folgt 

P(xi - x) + p' (Xl' -X') + l (Xl 2 - x2) + pli Xl" 

NI-N= e M". 

Wegen 

wird 

p $ + p' ~ + q ':'17 X ~ + p" x/' 
SI -- N =-- -e-w 

- -------- M". 
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Diese Kraft ist durch die Schubspannungen in der Fläche CA 
vom Inhalte 2 y; zu übertragen. Soll deren Größe innerhalb dieser 
Fläche als konstant angenommen werden dürfen, so muß; unendlich 
klein gewählt werden. Dann ergibt sich zunächst 

Nl -N=Ty 2Y; 
und die Schubspannung: 

1. für den Querschnitt CD im Abstande Xl = X +; vom freien 
Ende 

+ " p + p' + q ~_~ + p" xl _ 

T = 2 ; M 
• 2yfJ 'I' 

" . Xl 
woraus unter Beachtung, daß, wenn; unendlich klein 1st, T = 1 

sein muß, 
r _I>+P'+qxl +P" NI' 
y- 2y6J 'I' 

;2. fUr den Querschnitt AB im Abstande ~ vom freien Ende 

r = p~+ !:-=:+- qx NI . 
y 2yfJ 'I 

Im ersteren Falle ist 

P+P' + qXl + p"=S 
und im zweiten 

P+P'+qx=S. 
Demnach allgemein 

S _k[.L r =--
y 2y fJ ' 

ganz, wie oben schon gefunden l). 

1) 

Dieser Wert, d~ zunächst nur die wagrechte Schubspannung 
bestimmt, nach § 30 aber auch gleich der senkrechten Schubspannung 
in demselben Punkte des in wagrechter Lage gedachten Stabes ist, 
bedarf noch einer Ergänzung, damit die Forderung befriedigt wird, 
daß die Schubspannungen in den Querschnittselementim der Umfangs
punkte tangential zur Begrenzungslinie gerichtet sind. 

Diese Forderung bedingt beispielsweise für das im Punkte P', 
Fig. 1, gelegene Flächenelement, daß die Schubspannung in die Rich-

1) Die vorstehende Entwicklung läßt sich kürzer und allgemeiner gestalten, 
wenn von dem Satze Gebrauch gemacht wird, daß der erste Differentialquotient 
des biegenden Momentes Mb in bezug auf x gleich der Schubkraft ist, d. h. 

!!}fb =8. 
dx 

Aus leicht ersichtlichem Grunde wurde dem eingeschlagenen Wege der Vorzug 
gegeben. 
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tung der Tangente T P' Q oder Q P' T fällt. Andererseits fa.nden 
wir oben, daß die senkrecht zur y-Achse, also parallel zur Richtung 
der Schubkraft wirkenden Schubspannungen die nach Gleichung 1 
bestimmte Größe Ty besitzen müssen. Beiden Bedingungen wird durch 
die Annahm~ Befriedigung, daß die Schubspannung im Punkte P' 
beträgt 

T'=~= S ,~ ........ 2) 
cos q; 2y cos gJ t5 

und für den beliebig zwischen p' P' gelegenen Querschnittspunkt P 

T=_L= S M., 3) 
cosgJ 2ycosgJ e ...... . 

Gleichung 3, aus der sich die Beziehung 2 mit q; = q;' als 
Sonderwert ergibt, spricht aus, daß die sämtlichen Schubspannungen 
in den um 'fJ von YY abstehenden Querschnittselementen sich in 
demselben Punkte Q schneiden und die gleiche Komponente T y in 
der Richtung von S besitzen. 

Wegen T' < ks ergibt sich 

k> SM,} 
s = 2ycosq/ 8 . . . . . . . . . . 4) 

oder 

. . . . . . . 5) 

Aus der Gleichung 2 folgt nachstehendes. 

a) Rechteck iger Querschni tt, Fig. 2, § 38, da hier 

2y=b ep'=O, 
h 

. (h )-i+'fJ b (11,2' ) 
M'I}=b 2-'fJ -2-=2 4-'fJ2 , 

r' =~ %(~~ -71
2

) = ~-~-- f1_(!L)2l-
b ~ bhs 2 bh _~ 

12 2 
und für 'fJ=O 

3 S 3 S 
T ma.,= 2bh =2{' 

wie schon im § 38 a.ls Gleichung 2 ermittelt. 

b) Kreisförmiger Querschnitt, Fig.4. 

y =rsin 'IjJ = r cosq;' 8= ~·r4 
4 

f=nr'.l. 
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Das statische Moment Mt} des Kreisabschnittes kann unmittelbar 
bestimmt werden durch Integration oder auch durch die Erwägung, 
daß der Abstand des Schwerpunktes desselben von der y-Achse 

(2 y)3 
-12-r: ' 

sofern f~ den Inhalt des Abschnittes bezeichnet. 

(2y)3. 2 y3 
M - - f -"- 127: a-3 

2 r 3 cos3 cp' 
- - - ~- ._ -- ~ 

3 

S 2 r a cos3 cp' 4' S , 4 S , 
- - -- -. -- = --- -- coscp = - - - C08cp 

21" cOS'~(p' 3. Jr 1'4 3 Jrt 2 3 f 
4 

, 
.. - - -- - z r ----- .... 

Fig.4. 

oder auch, da 

C03 q/ =Vi -- C082 'P = -V 1 ~(-~r 

. 6) 

Für q;' = 0, d. i. für die Nullachse, erlangt r' seinen größten Wert 

Tmax 
4 S 
3 r . . . 7) 

Bei kreisförmigem Querschnitt ergibt sich demnach 
die Schubspannung in der Nullachse um 33 1 / 3 % größer, als 
wenn gleichmäßige Verteilung der Schubkraft über den 
Querschnitt unterstellt wird. 
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Werden die zu den einzelnen Abständen 11 gehörigen Werte 
yon T' als wagreehte Ordinaten aufgetragen. !;O wird. rla 

( "4 ~'.'))" + (-; y =- 1-

:-J f 
das Änderungsgesetz von r' durch eine Ellipse dargestellt. 

c) Kreisl'ingförmiger Querschnitt, Fig.5. 

Unter der Voraussetzung, daß die Wandstärke verhältnismäßig 
klein, aber doch so groß ist, daß die in § 35 besprochene Gefahr 
der Wellenbildung nicht besteht, und daß es sich nur um die Er
mittlung der größten, in der Nullaehse auftretenden Schubspannung 
handelt, findet sich mit 

2y = d-do = 2s IP' = O d+do=2(l", 

ez = 6: W -d()4) .~ 6; (d~ + IV) (d + rlo) (d - tlo) = '" ~. d",3 S. 

1 1 , 
M,, --~ .,tI s· d = des 2 m ;r'H 2 m ' 

Fig. 5. 

1 ., 
S 2 d",· S 

T ~- -----· = 2 
IIIClZ 2 sn. 

cl .I S H m 

sofern der Querschnitt des Ringes 

Fig. fl . 

S 
·= 2 . 

:'Tri", s r 
S 

'~ (d~ - d 2) = nd 8 = r 
4 ° III 

8) 

Hiernach erscheint die Sehubspannung in der Nullachse 
um 100 % größer als bei gleichmäßiger Verteilung der 
Schubkraft über den Querschnitt. 

d) I-Querschnitt, Fig.6. 

In der Mitte des Steges ist 

:!?J:==1,5cm <;-' - U~ 

JE" = 1.5· H· -t + 10·:Z·!) ~, :Z:ZH cm:l , 
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1 ( ,!l :I) 4 (,",=~ -~ 10·20 -·8.5 ·16 = :3765 cm . 
12' . 

S 228 
r =- ~--=00404,r.,'. 

",a.r 1,5 ß7ß5 ' 

Wegen 
f'= 10·20 - 8.5 ·16 == 64 qcm 

wird 
S 

T =~:2 5!J . 
1nax ' r 

Streng genommen ist für Querschnitte diesel' Art, bei denen 
sich die Breite 2 y und der Winkel cp' beim Übergang des Steges in 
die Flanschen plötzlich ändern, die Gleichung 2 nicht mehr richtig; 
jedenfalls kann sie für die Beurteilung der Schubspannungen an 
dieser Übergangsstelle und in der Nähe derselben ganz un
zutreffende Werte liefern. Da, wo ein so plötzlicher Wechsel in der 
Breite des Querschnittes eintritt. muß die oben gemachte Voraus
setzung des Gleichbleibens von TI, über die ganze Breite :2 y unzu-
lässig werden. . 

Die Gleichung 3 und ihre Sonderwerte beruhen auf der Voraus
setzung einer unveränderlichen Schubzahl. Bei Materialien, für welche 
diese Voraussetzung nicht zutrifft, wie z. B. bei Gußeisen, werden 
dieselben unter Umständen zu mehr oder minder bedeutenden Un
richtigkeiten führen können. 

§ 40. Schub versuche. 

Dieselben pflegen durchgeführt zu werden nach Maßgabe der 
Fig. 1, § 37, S. 402, oder insbesondere für Rundstäbe mit der in 
Fig. 1 dargestellten Einrichtung, wobei der Versuchsstab in zwei 
Querschnitten, also doppelschnittig, durchgeschert wird. 

Bedeutet S die Kraft, die erforder
lich ist, um den Stab vom Querschnitte r 
abzuscheren, so wird der Quotient 

S t' (Verfahren Fig. 1, § 37, S.402), 

bzw. 
s . 2 f (Verfahren FIg. 1) 

Fig. 1. 

als S c hub fes t i g k ei t oder Sc her fes t i g k e i t. des Materials be
zeichnet. Der letztere Ausdruck erscheint als der zutreffendere. Es 
wird namentlieh durch das Verfahren, wie es Fig. 1, § 37, S.402, 
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andeutet, weniger die Widerstandsfähigkeit ermittelt, die bei einem 
auf Schub beanspruchten Konstruktionsteil nach Maßgabe der Be
trachtungen in den §§ 38 und 39 in Frage steht: als vielmehr die
jenige Kraft, die erforderlich ist, um den Stab durchzuschneiden. 
Aus diesem Grunde hat es auch Bedenken, von der sf> ermittelten 
Sc h e rfestigkeit auf die zulässige Sc hub anstrengung zu schließen. 
In dieser Beziehung sei insbesondere noch auf folgendes hinge
wiesen. 

Nach Gleichung 6, § 31, besteht für durchaus gleichartiges 
Material zwischen der Schub- und Zuganstrengung die Beziehung 

k.=0,75kz bis O,8kz• 

Weiter ist beispielsweise nach Gleichung 2, § 38, für einen Stab 
Ton rechteckigem Querschnitt 

3 S 3 S 
t =~~-= --~ 
m.x 2 bh 2 f' 

woraus wegen tmax~ k. 
3 S 

k >-~-
8= 2 f' 

~ ~ < ° 75 k bis ° 8 k . 2f==' z 'z 

f < 0,5 kz bis 0,53 kzo 

Abscherversuche mit Schmiedeisen und zähem Stahl, in einer 
der beiden beschriebenen Weisen angestellt, liefern die Scherfestig
keit = 0,67 bis 0,8 der Zugfestigkeit, also wesentlich höher. 

Für kreisförmigen Querschnitt ist nach Gleichung 7, § 39, 

4 S 
"lmax=-3f' 

woraus 

~ < 0,56 k. bis 0,6 kz • 

Abscherversuche, nach Fig. 1, S. 413, durchgeführt, pflegen die 
Scherfestigkeit des Schmiedeisens und des zähen Stahles zu 0,75 
bis 0,8 der Zugfestigkeit zu geben, also ebenfalls wesentlich größer. 

Die unten folgenden Versuche mit gußeisernen Rundstäben 
liefern sogar 

Scherfestigkeit: Zugfestigkeit = 1620: 1595 = 1,02 : 1, 

bzw. 1967: 1679 = 1,17: 1. 

Dieses abweichende Verhalten des Gußeisens gegenüber Schmied
eisen und Stahl erklärt sich in erster Linie aus der Veränderlichkeit 
der Schubzahl ß (Dehnungszahl a). 
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Für die Beurteilung der bei den Prüfungsverfahren kommt sodann 
weiter in Betracht der oben festgestellte Umstand, daß die wirkende 
Schubkraft von einem biegenden Moment begleitet wird. Bei dem 
durch Fig. 1, § 37, S.402, angedeuteten Vorgang läßt sich dasselbe 
allerdings auf einen nicht bedeutenden Betrag herabdrücken, dagegen 
tritt es stark auf bei dem Verfahren nach Fig. 1, S. 413: wir haben 
tatsächlich einen im mittleren Teile (innerhalb der Strecke b) be
lasteten und nach außen aufliegenden Stab. Eine scharfe Beobachtung 
zeigt auch deutlich, daß der Versuchskörper durch die Belastung 
zunächst eine Durchbiegung erfährt und dann erst abgeschert 
wird. Ist das Material spröde, wie z. B. Gußcisen, so erfolgt zu
nächst Bruch des Stabes durch das biegende Moment, und 
zwar innerhalb der Strecke b; erst später (bei höherer Be
lastung) tritt das Abscheren ein. In dieser Hinsicht geben die 
nachstehenden Versuche des Verfassers lehrreichen Aufschluß. 

Rundstäbe von 20,0 mm Durchmesser (f= 3,14 qcm), aus 
Gußeisen gedreht, geprüft nach dem Verfahren Fig. 1, S.413. 

Nr. 1. Bei der Belastung S = 3000 kg bricht der Stab infolge 
Biegung, der Waghebel der Maschine sinkt. Der Versuch 
wird fortgesetzt, hierbei steigt die Belastung allmählich 
bis S = 10200 kg, welche Kraft das AbEcheren herbei
führt 1). 

Fig. 2 (Taf. XXII) zeigt den an den Enden auf die 
Länge b abgescherten und im mittleren Teile durch 
Biegung gebrochenen Stab teil. Die von dem biegenden 
Moment gezogenen Fasern sind gerissen, während die 
gedrückten zum Teil noch unangegriffen erscheinen. 

.. 10200 
Die Scherfestigkeit betragt --- = 1624 kg/qcm. 

2·3,14 

Nr. 2. Bei der Belastung S = 2825 kg bricht der Stab infolge 
der Biegung (d. h. die gezogenen Fasern zerreißen), bei 
S = 9950 kg erfolgt das Abscheren. 

S h f . k . 9950 k ' c er estlg elt =-------- = 1584 g/qcm 
2·3,14 . 

1) Diese 1884 vom Verfasser festgestellte Erscheirlung der Aufeinander
folge des Biegungsbruches und des Abscherens sowie der große Unterschied 
zwischen den betreffenden Belastungim sind um so bemerkenswerter, als die 
Biegungsfestigkeit gußeisermr Rundstäbe das Doppelte der Zugfestigkeit über
steigt. (Vgl. § 22, Ziff. 2.) 
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Nr. 3. Verhalten ganz wie bei NI'. 1 und 2, 8 = 3350 kg be-
ziehungsweise 10370 kg. 

S h f . k . 10370 f c er estlg elt =- - = 1651 kg qcm. 
2· 3,14 . 

Durchschnitt der Scherfestigkeiten 

1624 + 1584 + 1651 = - - ----- 3-· ·· --~ = 1620 kg /qcm. 

Eine gen aue Bestimmung der Biegnngsfestigkeit ist nicht mög
lich, da die Feststellung des biegenden Momentes Mb die Kenntnis 

der Verteilung der Belastung über die Strecken a, 
bund a voraussetzt, und überdies neben der 

11 11 III! 
~~1- s ~« .... 

Fig. 3. 

Biegungsanstrengung auch Schubanstrengung 
stattfindet. Außerdem kommt noch der Einfluß 
der Reibungskräfte in Betracht, die durch die 
Biegung des Stabes in den Auflagerflächen wach 
gerufen werden. (V gI. § 46 oder auch Zeitschrift 

des Vereines deutscher Ingenieure 1888, Fußbemerkung auf S. 224 n. f.) 
Wird in Übereinstimmung mit Fig. 3 gleichmäßige Verteilung unter
stellt und der Einfluß des Reibungswiderstandes vernachlässigt, so wäre 

M =~(~- + ~_~)= '~(a+ b) 
b 22244 2 

und, da im vorliegenden Falle 

a=2,2 cm b=3,0 cm 

die Biegungsfestigkeit K b 

3000 
-4-(2,2 + 1,5) 3000.3,7 

für Nr. 1 = --3-- - = "" 3530 kg/qcm, 
~ . 23 ,14 
32 

für Nr. 2 

für Nr. 3 

Die Zugprobe mit 
festigkeit 

für Nr. 1 

" Nr.2 
" Nr.3 

2825· 3,7 
--~- = "" 3330 kg fqcm 

3,14 ' 

3350· 3,7 , 
---= "" 3950 kgfqcm 

3,14 ' 

im Durchschnitt K b = 3603 kg/qcm. 
denselben Rundstäben hatte ergeben die Zug-

· 1560 kg/qcm 
· 1586 

" · 1640 
" 

im Durchschnitt K= = 1595 kg!qcm. 
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Nach § 22, Ziff. 2, Gußeisen A, S. 292, Nr. 6, wäre hieraus auf 
eine Biegungsfestigkeit von 

K b = 2,12 K z = 1595·2,12 = :-3381 kg/qcm 

zu Echließen, welche Größe nicht sehr bedeutend abweicht von der
jenigen, die auf Grund der Annahme gleichmäßiger Verteilung der 
Kräfte über die Strecken a, bund a erhalten wurde. Würde der 
das biegende Moment vermindernde Einfluß der Reibung berück
sichtigt worden sein, so wäre eine noch weiter gehende Überein-
8timmung eingetreten. 

Rundstäbe von rund 24 mm Durchmesser, aus Gußeisen 
gedreht, geprüft nach Fig. 1, S. 413. 

----------"--- ---

Quer-
Durch- schnitt 

Nr. meEser 
d lC. d2 

4 

cm qcm 

1 2,38 4,45 
2 2,37 4,41 
3 2,38 4,45 

. --~------------

Belastung S beim 
Bruch durch 

Biegung I Ab-
scheren 

8, 8. 
kg I kg 

I 
7600 117650 
8250 I 17060 
8450 I 17750 
--------

Sch er· 
gkeit fesli 

K. 

82 : 2 ;r (/" 
4 

kg! qCI1l 

19 
19 
19 

83 
34 
94 

Durchschnitt I 1970 

Die Zugfestigkeit der drei Stäbe war vorher zu 

K = 17~6.±16~! -I- 1649 = 1679 kg/qcm 
. z 3 ' 

ermittelt worden. 
Wird Schmiedeisen der Prüfung nach Fig. 1, S. 413, unter

worfen, so erfolgt allerdings vor dem Abscheren kein Bruch, weil 
das Material dem biegenden Momente gegenüber eine genügend weit
gehende Formänderung zuläßt. Da aber bei Konstruktionsteilen 
derartige Formänderungen in der Regel nicht statthaft erscheinen, 
so erhellt, daß selbst in Fällen der Beanspruchung, wie sie durch 
Fig. 1, S. 413, dargestellt wird, die Berechnung auf Biegung -
wenigstens der Regel nach ~ maßgebend ist!). 

') In dieser Hinsicht bringt die Literatur noch häufig irrtümliche Angaben, 
obgleich sie hiermit schon seit langer Zeit und naturgemäß im Widerspruch 
mit dem steht, was zweckmäßigerweise tatsächlich ausgeführt wird. So pflegt 
beispielsweise in Beziehung auf die Gelenkbolzen bei Dachkonstruktionen u. dgl., 
für die Keile der Keilverbindungen, die Bolzen gewisser Schraubenverbin
dungen, die Zähne der Sperräder usf. angegeben zu werden, daß dieselben 
auf Schub oder gegen Abscheren zu berechnen seien. Hinsichtlich der Gelenk
bolzen und ähnlicher Teile dürfte das oben Erörterte zur KlarsteIlung aus-

C. Bach, Elastizität. 8. Aut!. 27 
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Dureh Verminderung von bund a kann allerdings das biegende 
Moment verringert werden; gleichzeitig wächst aber dann die Pressung 
S : b d gegen die Mantelfläche des Rundstabes. Hierdurch aber wird 

reichen (vgl. auch § 52, Ziff. 1 a), betreffs der Keile, Gewindegänge usf. Bei auf 
dcs Verfassers Maschinenelemente 1880, S. 41 u. f. (Taf. 1, Fig. 28 und 30) 
bzw. S. 50, S. 2ß8, 1891/92, S. SO u. f., S. 92 usw. verwiesen. In bezug auf 
Sperrzahne möge das Folgende bemerkt werden. 

Die Kraft P, Fig. 4, im ungünstigsten Falle außen im Punkt Bangreifend 
(vgl. den vorletzten Abmtz dieser Fußbemerkung), ergibt in bezug auf den 
zunächst beliebig unter dem Winkel 9' angenommenen Bruchquerschnitt AX 

Fig. 4. 

mit dem Mittelpunkt Mein Kräftepaar vom Moment Px, das auf Biegung 
wirkt, ferner eine Schubkraft S = P sin 9' und eine Druckkraft N = P cos 'P, 
welch letztere in der Regel ohne weiteres vernachlässigt werden kann. 

Bezeichnet b die Breite der Sperrzähne, so findet sich die größte Biegungs
anstrengung <I des Materials nach Gleichung 10, § 16, zu 

Px Px 
<I=~~---~-=6--i' 

! bl 2 bh' 
(j ! 

Es ist nun derjenige Querschnitt festzustellen, für welchen <I den größten 
Wert erlangt, was bei im allgemeinen beliebiger Gestalt der Begrenzungs
linie des Zahnes am einfachsten durch Ausproben geschieht. (S. auch § 52 
und § 56.) 

Zur Biegungsspannung tritt nun allerdings die Schubanstrengung. Wie 
in § 52 unter Ziff. 1 b erörtert werden wird, ergibt sich jedoch für den 
rechteckigen Querschnitt. daß die Biegungsanstrengung allein maßgebend ist, 
solange 

d. h. solange 

.x ~::::0,H25h, 
~ln 'P -

x;S 0,325 h sin <r. 

Diese Bedingung wird fast ausnahmslos erfüllt sein, illfolgede~scn Sperr
zähne ebenso ausnahmslos auf Biegung zu berechnen sind. 

Indem der Bruchquerschnitt durch A geführt wird, wie oben geschehen, 
ist vorausgesetzt, es habe die Begrenzungslillie des Zahnes eine solche Form, 
daß die Widerstandsfähigkeit der oberhalb A möglichen Bruchquerschnitte 
einen gri)ßeren oder mindestens den gleichen Wert besitzt. Wird P als ganz 
außen angreifend angenommen, wie in Fig. 4 gezeichnet, so trifft diese Voraus
setzung hei den üblichen Zahnformen allerdings nicht zu, wohl aber dann, 
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der Verringerung von a und damit auch derjenigen des biegenden 
Momentes eine Grenze gezogen. 

Da die Widerstandsfähigkeit des Stabes vom Durchmesser d 
gegen Biegung der dritten Potenz von d, gegen Schub dagegen nur 
der zweiten Potenz von d proportional ist, so muß das Prüfungs
verfahren nach Fig. 1, S. 413, für das gleiche Material unter sonst 
gleichen Verhältnissen Werte für die Schubfest~gkeit S: f liefern, die 
von d abhängig sind. Durch die großen Pressungen gegen die 
lIIantelflächen der abzuscherenden Zylinder, welche Kräfte ihrerseits 
gegenüber dem Bestreben des Stabes, auf der Unterlage zu gleiten, 
Reibungskräfte wachrufen (vgl. § 46), findet allerdings eine weitere 
Trübung dieses Verhältnisses statt. 

Das vorstehend Erörterte führt zu dem Ergebnis, daß die Schub
versuche, wie sie angestellt zu werden pflegen, nicht geeignet sind, 
die Richtigkeit der Hauptgleichung (2, § 39) zu prüfen, noch die 
Unterlagen für die zulässigen Schubanstrengungen mit der wünschens
werten Genauigkeit zu liefern. Eine unmittelbare und gen aue Prüfung 
der Gleichung 2, § 39, auf dem Wege des Versuches begegnet er
heblichen Schwierigkeiten. Dieselben erwachsen aus dem Umstande, 
daß die Schubkraft immer von einem biegenden Moment begleitet 
ist, und daß da, wo dessen Einfluß zurücktritt, so bedeutende Kräfte 
auf verhältnismäßig kleine Teile der Mantelfläche des Stabes zu
sammengedrängt wirken müssen, daß die den weiteren Entwick
lungen zugrunde liegende Voraussetzung des Nichtvorhandenseins 
von Normalspannungen senkrecht zur Stab ach se - und unter Um
ständen diejenige des Nichtauftretens von senkrecht zur Stabachse 
stehenden Schub anstrengungen, die in Ebenen wirken, die sich in 
Parallelen zur Achse schneiden - unerfüllt bleibt. (V gl. auch den 
Schluß von § 71.) 

wenn die Angriffslinie von P - in übereinstimmung mit der Wirklichkeit -
um eine kleine Strecke von B nach innen verlegt wird. Beim Entwerfen pflegt 
man in der Weise vorzugehen, daß die Begrenz.ungslinie des Zahnes gewählt 
und so dann untersucht wird, ob die Beanspruchung die zuläesige Anstrengung 
des Materials in keinem der möglichen Bruchquerschnitte überschreitet. Bei 
Inbetrachtziehung von Querschnitten, die oberhalb A gelegen sind, ist sinn
gemäß in der gleichen Weise vorzugehen, wie oben für den durch A gehenden 
Querschnitt dargelegt wurde. 

Über den Einfluß scharfer oder wenig ausgerundeter Ecken (hier bei A) 
vgl. das S. 569 u. f. Bemerkte. Die Spannungen fallen bei plötzlicher unn sehr 
rascher Q.uerschnittsänderung höher aus, als die obige Rechnung ergibt. 

27* 
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Formänderungsarbeit gerader stabförmiger 
Körper bei Beanspruchung auf Zug, Druck, 

Biegung, Drehung oder Schub. 

§ 41. Arbeit der Längenänderung. 
Ein prismatischer Stab von der Länge l und dem Querschnitt f 

sei an dem einen Ende festgehalten, am anderen freien Ende durch 
eine von N uU an stetig wachsende Kraft P belastet. Er erfährt hier
durch eine Verlängerung. Solcher Änderungen der Länge sind nach 

Maßgabe der Darlegungen in § 4 und 
§ 5 dreierlei zu unterscheiden: 

tl, - - - - - - -- - - - - - . i) 1. die gesamte Längenänderung )., 

~ - - -----

~ ~1. 
() a 

? 

Fig. 1. 

t.t 

2. die bleibende Längenänderung )..', 
3. die federnde Längenänderung ).", 

die mit der Kraft P in einem solchen 
Zusammenhange "tehen, daß 

). = f1 (P) oder P= F1 ().), 

l' = f2 (p) " P= F 2 U .. ,), 
)./1= f3 (P) " P=F3 ()."). 

Handelt es sich beispielsweise um einen Lederriemen, bei dem 
die Verlängerungen langsamer wachsen als die Belastungen, so zeigt 
die Linie, die durch), = fl (p) oder P = F1 ().) bestimmt wird, etwa 
den in Fig.l skizzierten Verlauf. Die mechanische Arbeit, die 
aufzuwenden ist, den Riemen z. B. um ). = UQ'J zu verlängern, 

wozu die von Null an gewachsene Belastung p=7Tii,. = Q'JQ gehört, 
wird dargestellt durch die schraffierte Fläche 0 Q Q'J von der Größe 

.t .t 

Al =j'Pd).=JF1 ()')d)' ........ 1) 
o 0 

Davon ist zu bleibender Formänderung verwendet worden 
)..' ): 

A'J = j' Pdi..' = JF2 (A') dA', 
o 0 

') Im Falle ela9ti~cher Nachwirkung w;rd ein Teil von A. wieder frei 
werden können. 
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somit die mechanische Arbeit, die der Körper infolge seiner Elastizität 
in sich aufgespeichert hat, und die er bei der Entlastung wieder 
zurückzugeben in der Lage ist, 

;." )." 

A3 = Al -..4 2 = f P dA" = f F.~ (A") dA" . . . . . 3) 
o 0 

Die Elastizitätslehre, indem sie sich lediglich mit den elastischen 
Formänderungen beschäftigt, pflegt nur die diesen Formänderungen 
entsprechende Arbeit als Formänderungsarbeit (Deformations
arbeit) in Betracht zu ziehen und überdies vorauszusetzen, daß 
Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen besteht, daß 
also die Dehnungslinie eine Gerade ist, wie z. B. in Fig. 1, § 2, bis 
zum Punkte A. 

Unter dieser Voraussetzung findet sich, wenn im folgenden die 
Formänderungsarbeit, in dem soeben bezeichneten Sinne aufgefaßt, 
mit A und die elastische Längenänderung kurz mit ). bezeichnet 
wird, die Arbeit der Längenänderung 

A = 1 PA = ~. f'/J A . 
2 2· 

und da nach § 2. sofern Kräfte senkrecht zur Stabachse nicht wirken, 
).==aol 

A=c ~ aa2fl= ~ ew·2V, ....... 4) 

d. h. die Arbeit der Längenänderung ist proportional dem 
Volumen V=fl des Stabes und dem Quadrate der Spannung. 

Wird a durch die verhältnismäßige Dehnung e ersetzt nach 
Maßgabe der Gleichung 

E=aa, 
so folgt 

A l.> 'l 1 "TT ) =2(/-t =2a e- ......... iJ 

Handelt es sich um einen Körper von veränderlichem Quer
schnitt wie Fig. 1, § 6, so ergibt sich unter der Voraussetzung, daß 
die Dehnungszahl a konstant ist, und Kräfte senkrecht zur Stab
achse nicht tätig sind, die Arbeit A mit Annäherung l ) durch fol
gende Erwägung. 

1) Mit Annäherung namentlich deshalb, weil die Spannungen in Eämt
lichen Punkten eine~ Querschnittes nicht die gleiche Richtung haben können. 
Die Spannung im Schwerpunkt des Querschnittes fällt allerdings in die Stab· 
achse, steht also senkrecht zu letzterem, dagegen werden beispielsweise die 
Spannnngen in den auf dcr Umfangslinie des Querschnitts liegenden Elementen 
die Richtung der Mantellinien des Stabes besitzen, also geneigt gegen die 
Stabachse sein müssen. 



422 Dritter Ahsohnitt. 

Damit das im Abstande x von der freien Stirnfläche des Stabes, 
Fig. 1, § 6, gelegene Körperelement fdx in der Richtung von x um 
dx gedehnt wird, wobei die Spannung 

eintritt, bedarf es der Aufwendung einer Arbeit 

d 1 d 1", (1" 
A=2fo.e x=2afe-dx=2f(rdx. 

Folglich die Arbeit, welche die Formänderung des ganzen Stabes 
fordert, 

I I 

..4= 21afe~fdx=~fa2fdX . ..... . . . 6) 

o 0 

Für den Fall, daß der Stab ein Prisma, wird hieraus 

t 2 a" A=2a e fl=i o- f1 , 

wie oben bereits ermittelt worden ist!). 

Bei den vorstehenden Erörterungen wurde vorausgesetzt, daß 
die Belastung von Null an stetig wächst, so daß in jedem Augen
blick Gleichgewicht vorhanden ist zwischen der äußeren belastenden 
Kraft und den hierdurch wachgerufenen inneren Kräften. Wird 
nun der Stab plötzlich der Einwirkung der ganzen Kraft P 
überlassen, ohne daß jedoch ein Stoß hierbei stattfindet, d. h. ohne 
daß der zweite, den Stab belastende Körper diesen mit einer ge
wissen Geschwindigkeit trifft, so erhebt sich die Frage nach der 
Größe der Anstrengung 0, die das Material in dem Augenblick der 
größten Verlängerung 1 des Stabes erleidet. Bei der im folgenden 
gegebenen Beantwortung, wobei ein prismatischer Stab zugrunde 
gelegt wurde, soll von dem Einflusse der Zeit auf die Ausbildung 
der Formänderung abgesehen werden. 

Unter der Voraussetzung unveränderlicher Größe der Dehnungs
zahl a beträgt die Arbeit, welche die Überwindung der inneren, durch 
die Dehnung wachgerufenen Kräfte hei der Verlängerung 1 fordert, 

1 
-~lfa 2 . 

Dieselbe muß gleich sein derjenigen mechanischen Arbeit, welche 

') In bezug auf Stäbe, deren Querschnitt sich plötzlich ändert, vgl )'uß
hemerkung S. 425. 
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die äußere Kraft P verrichtet, indem sie in ihrer Richtung um A. 
fortschreitet, d. i. PA.. Also 

woraus 

1 
P;·=2,J.fo , 

P 
a=2--. 

f' 
d. h. die den Stab mit ihrer ganzen Größe plötzlich, jedoch 
ohne Stoß belastende Kraft P veranlaßt eine doppelt so 
große Anstrengung des Materials, als wenn P von Null an 
stetig gewachsen wärel). 

Nachdem der Stab sich um A. gedehnt hat, in welchem Augen
blick a f = 2 P ist, werden die inneren Kräfte, da sie um P größer 
sind als die äußeren Kräfte P, eine Wiederverkürzung einleiten, die 
für den Fall vollkommener Elastizität und abgesehen von Wider
ständen die Stablänge auf l zurückbringt; hieran schließt sich neuer
lich eine Verlängerung usf.: der Stab wird Schwingungen vollführen, 
die, wegen der in Wirklichheit vorhandenen Widerstände fort und 
fort abnehmend, schließlich Null werden. 

§ 42. Arbeit det' Biegung. 
Der Körper sei in der Weise gestützt und belastet, daß der Fall 

der einfachen Biegung vorliegt (lU, § 16). Unter Vernachlässigung 
der Schubkräfte sowie der örtlichen Zusammendrückung, die der 
Körper da erfährt, wo die äußeren Kräfte auf die Oberfläche wirken, 
und unter der V orauss(!tzung, daß die Dehnungszahl a konstant ist, 
ergibt sich die Biegungsarbeit durch folgende Betrachtung. 

Um das im Abstande 'f/ von der Nullachse gelegene, streifen
förmige Körperelement vom Querschnitt df und der Länge dx (in 
Richtung der Stabachse), Fig.6 und 7, § 16, so zu dehnen, daß 
dessen Länge die verhältnismäßige Dehnung E erfährt, wobei die 
Normalspannung 

0= 
t( 

eintritt, ist eine Arbeit 

erforderlich. 

adr a.. dA = -Edx~=,--azdfdx 
2 2 

') Daraus darf jedoch nicht geschlossen werden, daß die dynamische Be
anspruchung auf das Doppelte der statischen beschränkt sei, wie man sofort 
erkennt, wenn im Auge behalten wird, daß die belastenden Kräfte mit Massen 
verknüpft zu sein nflegen, die im }<'alle von Ge~chwindigkeit lebendige Kräfte 
in sich enthalten. 
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Unter der Annahme, daß die Ebene des den Stab biegenden 
Kräftepaares vom Momente Mb die eine der beiden Hauptachsen 
des Querschnittes, dessen Trägheitsmoment in bezug auf die andere 
Hauptachse mit (9 bezeichnet sei, in sich enthält, gilt nach Glei
chung 9, § 16, 

Infolgedessen 
a M 2 

dA=-_b fJ 2dfdx 
2 (92 

und hiermit die mechanische Arbeit, welche die Biegung des ganzen 
Körpera beansprucht, 

A=-~f~~2 dxSldf=if~~d:X;, ...... 1) 

wobei die Integration sich auf die ganze Länge des Stabes zu er
strecken hat. 

Für den Fall Fig. 1, § 16, - der prismatische Stab ist an 
dem einen Ende befestigt, am anderen, freien Ende durch 
die Kraft P belastet - findet . sich, sofern man, von B nach A 
hin schreitend, (l-x) mit; bezeichnet und dementsprechend Mb = P; 
einführt sowie dx durch d; ersetzt, 

I afP 2e a p2 

A=2- B M=68 l3. 
o 

Diese Gleichung gestattet eine sehr ~asche Feststellung der 
Durch biegung y des freien Stabendes durch die Erwägung, daß 
die mechanische Arbeit, welche die stetig von Null bis auf P ge
wachsene Belastung beim Sinken um y verrichtet, d. i. 

gleich A sein muß. 

Demnach 

1 
--Py 
2 ' 

1) aP2 3 

2 1Y =6e l , 

a P 3 
y=~ BI, 

welches Ergebnis in übereinstimmung mit Gleichung 4, § 18, steht, 
sofern man in letzterer die hier nicht vorhandene Belastung Q gleich 
Null setzt. 
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Wird die Anstrengung an der Befestigungsstelle im Abstande 
Yj = e1 von der Nullachse mit kb bezeichnet, so folgt 

e 
PI ~-=o kb --

eI 
und damit 

Wenn 
8=tfe/ 

gesetzt wird, was z. B. ergibt für den rechteckigen Querschnitt 
1 e = 112 U h3 = tb h ( ~) 2 

für den kreisförmigen Querschnitt 

e = ;4 d4 = t _~ d2 (_~) 2 

so findet sich unter Beachtung, daß ft 

1=3' 

1 
1=4' 

gleich dem Stab volumen V, 

A= ~ Ikb2f"l=-~lk7)2V, . ...... 2) 

d. h. die Biegungsarbeit ist proportional dem Volumen des 
Stabes und dem Quadrate der Materialanstrengungi). 

Handelt es sich um einen Körper von gleichem Wider
stande gegen Biegung (§ 19), so ist 

Mb 
k b = -8 e 

für die .einzelnen Querwhnitte konstant, wobei unter e der Abstand 
der hinsichtlich der größten Anstrengung maßgebenden Faser ver
standen werden soll. Durch Einführung des hieraus folgenden Wertes 
von Mb in Gleichung 1 wird 

A = ~J(_e kl~_)2 ~.~ =:'..k 2f8 dx 
2 e (>j 2 b e2 ' 

1) Bei Stäben, deren Querschnitt sich auf kurze Strecken plötzlich und 
erheblich ändert, ist das Arbeitsvermögen , das der Stab bis zur eintretenden 
Spannung kb - die im schwächsten Querschnitt sich einstellende ist maß
gebend - zu leisten vermag, gering, weil das in Betracht kommende Volumen 
des Stabteiles mit dem kleinsten Querschnitt nicht groß ist; während gerade 
infolge der plötzlichen Querschnittsänderung an den mehr oder minder scharfen 
einspringenden Ecken weitergehende Anforderungen an das Arbeitsvermögen 
des Materials gestellt werden. 

Diese Bemerkung gilt für alle Arten der Beanspruchung. (Vgl. auch 
§ 9, Ziff. 1.) 

Bei der S. 145 besprochenen Kerbschlagprobe beruht das Prüfungsver
fahren gerade auf dieser örtlichen B'lgrenzung der Dehnung. 
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und mit Rücksicht darauf, daß e = t fe2 , 

1 

A=~tk 2ffdX=~tk 2V 2 b 2 b • 3) 
o 

Hiernach ist die Biegungsarbeit eines Körpers von gleichem 
Widerstand bei bestimmter Querschnittsform 

1. unabhängig von der Art der Unterstützung (Befestigung) und 
der Belastung, 

2. proportional dem Volumen des Körpers und dem Quadrate 
der Materialanstrengung, 

3. verhältnismäßig 3mal größer als der Wert Gleichung 2, der 
sich für den prismatischen Stab Fig. 1, § 16, ergibt. 

Für den Stab Fig. 2, § 19, liefert Gleichung 3 wegen 
1 

t=-
3 

§ 43. Arbeit der Drehung. 

Der Körper ist in der Weise beansprucht, daß der Fall der 
einfachen Drehung vorliegt (V, § 32). 

Vorausgesetzt sei, daß es sich um einen prismatischen Stab 
handle, daß die örtlichen Formänderungen an den Stellen, wo die 
äußeren Kräfte auf den Körper einwirken, vernachlässigt werden 
dürfen, daß sich ein auf gehinderte Ausbildung der Querschnitts
wölbung gerichteter Einfluß (vgl. § 34, unter Ziff. 3) nicht geltend 
mache, und daß die Schub zahl ß (§ 29) unveränderlich ist . 

. Um das im beliebigen Punkt P des Querschnittes (Fig. 4, § 32, 
Fig. 2, § 33, oder Fig. 3, § 34) gelegene Körperelement von der Grund
fläche dy· dz = d f und der Länge 1 so zu verdrehen, daß es die 
verhältnismäßige Schiebung ')' erfährt, wobei die Schubspannung 

eintritt, ist eine Arbeit 

1=-" 
ß 

dA= Td f lll = ~LT'ldt' 
2 2 

aufzuwenden; demnach zur Verdrehung des ganzen Stabes 

A=!-IJr2df.. . . . . . . 1) 
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wobei die Integration sich über den ganzen Quersohnitt zu er
strecken hat 1). 

Für den kreisförmigen Quersohnitt, Fig.4, § 32, folgt mit 
/cd als Drehungsanstrengung im Abstande r 

!! 
T= /cd--' r 

und da nr2 l gleich dem Stabvolumen V, 

A = ! kd'!.V, . • . • . . . • . 2)2) 

worin /cd bei gegebenem Drehungsmoment Md nach Beziehung 3, § 32, 
bestimmt ist durch die Gleichung 

Für den Hohlzylinder, Fig.5, § 39, findet sioh 

worin 

A = l /c 2 ~2 + do'.l V ) 4 a d'J , •..•.... 3 

V =!!.. (d'!. -do'!.)l, 
4 

16 d 
/ca=-;-Ma d4 -d4' 

o 

Vergleicht man die mechanischen Arbeiten Az' Ab und Aa, die 
ein Kreiszylinder vom Volumen V aus durchaus gleichartigem 
Material bei Beanspruchung auf Zug bzw. Biegung (Fig. 1, § 16) 
bzw. Drehung fordert, so erhält man zunächst 

nach Gleichung 4, § 41, mit a=k. A .. =-~ akz2 V, 

§ 4l!, 
1 

Ab = 214 akb2 V, '} t=-w, 
" 4 

., ., 2, § 43, A,,= ! ßka2 V. 

1) Unter Benutzung von Gleichung 5, § 35 gelangt man zu 

..4.= ~ MtJfJl= ~ 'I'MtJ9 ~ pI. 
~) Vgl. Fußbemerkung S.425. 
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Nach Gleichung 3 bzw. 5, § 31, ist 

m+l ß=2---·a, 
m 

Wird nun 
10 

»1=3' 
gesetzt, womit 

ß=2,6a, 

so folgt 
1 1 1 (10)~ 

A z : Ab: Ad = 2"akz'J:24ak/:"4 2,6 a 13 k. 

1. 10 
= 1 :Ti: 13 

= 1: 0,083: 0,769. 

Hieraus erhellt, daß zur Erreichung einer bestimmten An
strengung des Materials bei Biegung die geringste Formänderungs
arbeit aufzuwenden ist, und daß infolgedessen der gebogene Zylinder 
auch nur eine verhältnismäßig geringe Formänderungsarbeit in sich 
aufnimmt. 

Für den elliptischen Querschnitt, Fig.2, § 33, mit den 
Halbachsen a und b ergibt Gleichung 4, § 33, 

woraus wegen 

fy2df= : ab3 , fZ2df=: a3 b, 

A= f!.- a2 +b2 NI 21, 4) 2 n a3 bs d • • • • • 

und unter Berücksichtigung der Gleichung 7, § 33, mit kd als 
Drehungsanstrengung 

A=l~ k 2.~_(a2+b2)l=ß .a'J+b9 k 2V, 5) 
2 4 d a 8 a2 d ••• 

sofern 
V=nabl 

das Volumen des Stabes ist. 
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Die Gleichung 4 ermöglicht die Feststellung des Winkels, 
um dcn sich jede der bei den Hauptachsen (das Hauptachsenkreuz) 
des einen Endquerschnittes des elliptifchen Stabes gegenüber der ihr 
entsprechenden Achse (dem Hauptachsenkreuz) des anderen End
querschnitte!! verdreht, in überaus leichter Weise. Dieser Winkel, 
dividiert durch die Entfernung l der bei den Querschnitte, gibt den 
verhältnismäßigen Drehungswinkel I}. (Vgl. § 33, Ziff. 1, d und e.) 
Seine Größe sei deshalb mit {}l bezeichnet.. 

Das drehende Kräftepaar (vgl. auch Fig. 1, § 32), dessen Moment 
von Null an ~tetig bis zu Md wächst, verlichtet bei der Drehung 
des einen QuerfChnittes gegen den anderen, d. h. des Achsenkreuzes 
des einen QuerEchnittes gegenüber demjenigen des anderen, um {} l 
eine illfchaniEChe Arbeit 

1 
-- ~1 ·m 2 j'" d • 

Dieselbe muß gleich sein der durch Gleichung 4 bestimmten 
Arbeit, welche die überwindung der inneren Kräfte fordert, d. h. 

1 ß a2 + b2 ., -- M in =------ 0// -l 
2 d 2 n a3 b:~ "d , 

1 a2 + b2 

/}=-;; a3l}3-1~fdß, ........ 6) 

wie in § 36 unter Nr. 3 angegeben ist. 

Für den rechteckigen Querschnitt, Fig.3, § 34, mit der 
Breite b und der Höhe h findet sich unter Beachtung der Gleichung 4, 
§ 34, die Spannung im beliebigen Punkte P zu 

Wegen 
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wird 

t ... f=--m h --n bh -- - -- b" f 2..J 1 '4 b3 -1 1 ! 3 1 (m2 + nll
) a 8 

10 10 18 hll bll • 

Nach § 34 ist 

Hiermit folgt, sofern noch die Spannung "ta' im Punkte 
Querschnittumfanges, Fig. 3, § 34, durch Ted ersetzt wird, 

ft2df=..! k \l b~1I + _"-2_. 
45 ,I 11,' 

infolgedessen nach Gleichung 1 

A=~ßk \l!!....(b2+l2)l=~ß b2+~k ~V 
45 d l! I 45 hll d' 

sofern 
V=blil 

das Volumen des Stabes bezeichnet. 

Wird nach Maßgabe der Gleichung 5, § 34, 

9 Md 
kd=2b\l7~ 

gesetzt, so findet sich jetzt 

A=~ßb2+k2 M 2l 
5 b3 ha d 

Ades 

7) 

Diese Beziehung gestattet in ganz gleicher Weise, wie oben für 
den elliptischen Stab erörtert, die Ermittelung des verhältnismäßigen 
Drehungswinkels {} für Prismen mit rechteckigem Querschnitt. 

Die Arbeit, die das drehende Kräftepaar bei der Verdrehung 
der um l voneinander entfernten Querschnitte verrichtet, muß gleich 
Asein, d. h. 

. . . . . . 9)1) 

Dieses Ergebnis unterscheidet sich von den in § 35, S. 396, auf
genommenen de Saint Venantschen Werten durch den Zahlen
koeffizienten. 

1) Vgl. das auf folgender Seit.e am Schlusse von § 43 Gesagte_ 
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Nach Maßgabe des auf S. 396 Bemerkten hat bei Material mit 
unveränderlicher Dehnungszahl an die Stelle von 3,6 ein vom Seiten
verhältnis abhängiger Zahlenwert zu treten (vgl. daselbst Gleichung 7 
und 7 a, sowie in der Zusammenstellung von § 36 unter Ziff. 6). 

Demgemäß wird sich auch der Zahlenwert in Gleichung 8 ver
änderlich ergeben. 

Mit der Genauigkeit, mit welcher der Zahlenwert in Gleichung 5, 
§ 34, konstant ist, folgt 

1 b2 +k2 

A=21fo!3-b3h3M/l ..... ~a) 

Für genauere Feststellung von A wird die Veränderlichkeit 
des bezeichneten Zahlenwertes (vg1. § 36 unter Nr. 6) zu berück
sichtigen sein. 

§ 44. Arbeit der Schiebung. 
Der Fall der Inanspruchnahme auf Schub allein wird da,nn als 

vorhanden betrachtet, wenn sich die auf den geraden stabförmigen 
Körper wirkenden äußeren Kräfte für den in Betracht gezogenen 
Querschnitt ersetzen lassen durch eine Kraft S (Schubkraft), die in 
die Ebene des letzteren fällt und die Stabachse senkrecht schneidet. 
Wie im zweiten Abschnitt unter VI. erörtert, kann - streng ge
nommen - diese Schub anstrengung in einem geraden stabförmigen 
Körper niemals allein vorkommen; die Schubkraft S ist vielmehr 
immer von einem biegenden Moment begleitet. 

Wird trotzdem nur diese in Betracht gezogen, die nach Maß
gabe der Gleichung 3, § 39, und der Fig. 1, § 39, für den beliebig 
zwischen P' P' gelegenen Punkt P die Schub spannung 

S M" T=----
2ycosqJ e 

liefert, so ergibt sich unter Voraussetzung der Unveränderlichkeit 
der Schub zahl ß folgendes. 

Die Herbeiführung der Schiebung 'Y des im Punkte P, Fig. 1, 
§ 39, der um z von der senkrechten Hauptachse abstehe, zu denkenden 
Körperelementes von dem Querschnitt 

dt =dfJdz 
und der Länge dx, wobei eine Schubspannung 

T=1. 
ß 

wachgerufen wird, fordert eine mechanische Arbeit 

dA = T:t r dx = ! T2dfdx. 
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Demnach die gesamte Formänderungsarbeit der Schubkräfte 

A=!fdxf~2df=~Jdxf f~2d1JdZ . .... 1) 

Hieraus findet sich beispielsweise für den rechteckigen Quer
schnitt von der Breite b und der Höhe h, Fig. 2, § 38, da hier 
(vgl. § 39 unter a) 

q;=q;'=o, df = b d1J, 

. . 2) 
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Zusammengesetzte Beanspruchung gerader 
stabförmiger Körper. 

VII. Beanspruehung dureh Normalspannungen 
(Dehnungen). 

Zug, Druek und Biegung. 

§ 46. 
Allgemeines. Der Stab ist nur durch Kräfte beausprucht, 

die in Richtung seiner Achse wirken. 

Allgemeines. 

Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 
Kräfte ergeben für den in Betracht gezogenen Querschnitt eine ~n 

die Stabachse fallende Kraft P und ein Kräftepaar vom Momente Mb' 
dessen Ebene den Querschnitt senkrecht schneidet. 

Für einen beliebigen Punkt des Querschnittes liefert die Kraft P 
eine Dehnung und Normalspannung. Gleiche Wirkung hat das bie
gende Moment Mb' Die Gesamtdehnung wie auch die Gesamtspan
Dung ergibt sich als die algebraische Summe aus den beiden Einzel
dehnungen bzw. Einzelspannungen. 

Unter den Voraussetzungen, daß die Ebene des Kräftepaares 
die eine der beiden Hauptachsen des Querschnittes in sich enthält 
und daß diese gleichzeitig Symmetrieachse ist, findet sich die durch Mb 
im Abstande 'YJ von der anderen Hauptachse hervorgerufene Normal
spannung nach Gleichung 9, § 16, zu 

+Mb - e 'YJ. 

Treffen diese Voraussetzungen nicht zu, so kann die Normal
spannung nach Maßgabe des in § 21 unter 2 Erörterten festgestellt 
werden. Hinsichtlich der Genauigkeit, mit der dies geschieht, vgl. 
den ersten Absatz von § 21. 

C. Bach, Elastizität. 8. Auf!. 28 
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Die Normalspannung, die von P herrührt. beträgt unter der 
Voraussetzung gleichmäßiger Verteilung über den Querschnitt in 
allen Punkten des letzteren 

P -1-/, 
Da'! obere Vorzeichen gilt, wenn P ziehend, das untere. wenn 

P drückend wirkt, 
Folglich die Gesamtspannung 0 im Abstande I) von der bezeich

neten Hauptachse 

e e. e,' 

[]
r~, 

I I , 

1 :1 
, 1 

- -- -~. 

/1' 11 --LL' , 
~ I .?vl -e~ 

1 1 
I I 

1 1 
I 1 

1 1 
. 1 1 
" 1 
I 1 I 
11 1 
11 

~1V 1 
1 I 
1 , 

1 1 
1 1 
11 
11 

fml 
Fi/! . I. 

Die beiden 

I) 

Mb' P, Bund t sind als absolute Größen zu be
trachten, während 1] als positiv odcr negativ einzu
führen ist, je nachdem die betreffende Faserschicht 
auf der erhabenen oder der hohlen Seite der elasti
schen Linie liegt. 

Bei Benutzung der Glcichung 1 sind die Vor
aussetzungen, die zu ihl' führten , im Auge zu .be
halten; insbesondere kann sie ganz unrichtige Werte 
ergeben, wenn unter Einfluß von Mb der Stab sich 
in solchem Maße durchbiegt, daß P in folge dieser 
Durchbiegung ebenfalls Momente liefert, die von 
Bedeutung sind und lIicht mehr vernachlässigt 
werden dürfen. 

Hinsichtlich des Krümmungshalbmessers der 
elastischcn Linie sei unter den in § 16 gemachten 
Voraussetzungen folgendes bemerkt. 
um dx voneinander abstehenden Querschnitte CC 

und Ö~Cl" Fig. 1, ändern unter Einwirkung der in die Stabachse 

fallenden Kraft P lediglich ihre Entfernung, und zwar um ~O~i = fodx, 
sofern t o die durch P herbeigeführte verhältnismäßige Dehnung ist, 

entsprechend der Normalspannung 0 =f- ' C/ C/ sei diese neue 

Lage von Cl Cl gegenüber C C. 
Infolge der Wirksamkeit des Momentes Mb neigen sich die bei

den Querschnitte gegeneinander. Wäre nur Mb tätig, so würden sich 
die beiden Querschnitte in der durch den Punkt M bestimmten 
Linie schneiden, wegen der Parallelverrückung um O~7)/ = todx 
erfolgt dieses Schneiden jedoch in einer dazu parallelen Linie, die 
sich im Punkte M 1 darstellt, für den gilt 

-~_ . - -
M M 1 :OM =eodx:dx= t o: 1 

()M~ = OM +M MI = OM (1 + to)=e(l + f O)' 
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wenn (! den Krümmungshalbmesser bedeutet, wie er sich unter Ein
wirkung des biegenden Momentes allein ergibt. Da Bo eine sehr 

kleine Größe gegenüber 1 ist, so darf mit Annäheru ng OM! = '" (! 

gesetzt, also mit der oben bezeichneten Annäherung hinsichtlich des 
Krümmungshalbmessers so verfahren werden, als sei nur das bie
gende Moment wirksam. 

Der einerseits befestigte prismatische Stab wird dm'eh eine 
ZUI' Stab achse parallele, jedoch exzentrisch zu ihr. gelegene 

Kraft P belastet. 

I, Die Kraft P wirkt ziehend, Fig. 2 und 3. 

Die durch P und die Stabachse bestimmte Ebene schneidet 
sämtliche Körperquerschnitte in einer der beiden Hauptachsen. 

Die hierbei eintretende Biegung des Stabes, Fig. 3, ist eine der
artige, daß das biegende Moment, insoweit es von der Größe der 
Durchbiegung beeinfiußt wird, von B nach A 
hin abnimmt, also seinen größten Wert Pa 
im Querschnitt bei B besitzt. Für diesen ~ : . ...... 
gilt daher nach Gleichung 1, sofern der Wert 
von 'YJ für die am stärksten gespannte Faser 
gleich eist, 

a =!..!!.e+ P = P(l -l- ae l). 
ma< fJ I I I (j 

Hierbei ist der - übrigens nieht erheb-
liche - Einfluß, welchen die mit deI' Dureh· 
biegung verknüpfte Neigung des Quer- Fig.::!. 
schnittes nimmt, vernachlässigt. 

Fig.3. 

Nach A. hin wird sich amax vermindern in dem Maße, in dem 
die Durchbiegung den Hebelarm der Kraft P verringert. 

Für kreisförmigen Querschnitt vom Durchmesser d und mit 

a =: (Angriffspunkt der Kraft liegt auf dem Umfange des Quer

schnittes) folgt beispielsweise 

f) = -~ d" 
64 ' 

d e= -
2 ' 

I 
d
" 1 
= !!.. d2 

a = P 1 +~_4_ =-~Il +4)=5 r. 
ma:c I n 4 f \ f ' 

---d 
li4 

28* 
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d. h. die größte Anstrengung ist öma.l 80 groß a.ls bei zentrischem 
Angriff der Kraft P. Der Einfluß der Exzentrizität ist demnach ein 
ganz bedeutender. 

Besteht der Stab aus einem Material, für welches die zulässige 
Anstrengung kb gegenüber Biegung, berechnet aus· GI. 9, § 16, wobei 
eine Veränderlichkeit der Dehnungszahl nicht berücksichtigt ist, sich 
wesentlich unterscheidet von derjenigen gegenüber Zug, d. i. k., wie 
dies z. B. für Gußeisen zutrifft (vg1. § 22, Zusammenstellung auf 
S. 292, 298, Spalte 4, Gleichung 1, § 22 auf S. 293), so würde es un
richtig sein, ohne weiteres nach Maßgabe der Beziehungen 

P Pa P Pa T+ e e<kb oder T+ee<kz 

zu rechnen. In solchem Falle ergeben sich mit 

kb=Pok. 
die Beziehungen 

P Pa P 1 Pa 1 Po T + e e < kb oder T + Po e e < k., 
. . . 2) P = _~ - zulässige Biegungsanstrengung 

o lc. zulässige Zuganstrengung 

2. Die Kraft P wirkt drückend, Fig. 4. 

Voraussetzung wie unter Ziff. 1. 

Hier nimmt bei eingetretener Durchbiegung das Moment Mb 
von B nach A hin zu, wie bereits in § 24 an Hand der Fig. 1 er

örtert worden ist. In bezug auf den durch x be
stimmten Querschnitt fand sich dort 

\" '4 - '" 
a, ' . Mb=P(a+y'-y) 

t und .hiermit, indem die Gleichung 
S d2 y aP , 

dxi= e (a+y -y). 

zum Ausgangspunkt genommen wurde, 

y' (l/ap) 
a+y,=1-cos l Ve' 

Fig. 4. woraus 

. . . . . . . . . 3) 
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und damit die Durchbiegung des freien Endes 

l=a(-----l _". -1] COS(lya:) 
. . . . . . . . 4) 

Für den Querschnitt bei A erlangt Mb den größten Wert, nämlich 

max (Mb) = P(a + y') = - (~a/pa); 
cos IV e 

folglich beträgt hier die Gesamtzugspannung der im Abstande 
'YJ = + el gelegenen Fasern nach Gleichung 1 

Pa el P 
max (al) = ---( vp~)"e - -r < kb • • • • • 5) 

cos 1-e 
und die Gesamtpressung der im Abstande 1] = - e2 gelegenen 
Fasern 

maX(a2)=--(~a/p __ )~-+: <k, 
cos l V -ef!: 

. . . 6) 

sofern kb und k die zulässigen Anstrengungen gegenüber Zug 'bei 
Biegung bzw. Druck bezeichnen. 

Besteht der stabförmige Körper aus einem Material, für das kb 

erheblich von k abweicht, so muß streng genommen in sinngemäßer 
Weise so verfahren werden, wie am Schlusse von Ziff. 1 angegeben 
worden ist. Da jedoch hier unter allen Umständen eine größere 
Sicherheit darin liegt, wenn die Gleichung 5 ohne weiteres benützt 
wird, während dort die Außerachtlassung von Po in der ersten der 
Beziehungen 2 zu einer wesentlichen Unterschätzung der Material
anstrengung führen könnte, so dürfte an dieser Stelle der gegebene 
Hinweis genügen. 

a) Der Stab ist schlank und der Hebelarm a klein. 

Diese Sachlage entspricht dem im ersten Abschnitt unter IV 
behandelten Falle der Knickung. Dort wurde zwar zentrische Be
lastung des Stabes durch die Kraft P zunächst vorausgesetzt; wir 
erkannten aber, daß es sehr schwer hält, diese Voraussetzung zu er
füllen, infolgedessen ein, wenn auch sehr kleiner, Hebelarm als tat
sächlich vorhanden angenommen werden mußte. Diese Annahme 
wurde außerdem noch dadurch zu einer Notwendigkeit, daß in Wirk
lichkeit die Achse bei längeren Stäben keine gerade Linie, und daß 
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tatsächlich das Material nicht vollkommen gleichartig ist. Wir ge
langten 80dann in § 24 zu dem Ergebnis, daß, wenn die Belastung P 
beträgt 

n9 1 8 
PO=4a~' 

die Durchbiegung y' nach Gleichung 4 selbst für einen sehr kleinen 
Wert des Hebelarmes a die Größe 00 annimmt. Infolgedessen war 
Po als diejenige Belastung zu bezeichnen, welche die Knickung, d. h. 
Bruch oder unzulässige Biegung, des Stabes herbeiführen wird, so
fern nur a> 0. Letzteres muß aber aus den bezeichneten Gründen 
immer angenommen werden. 

Demgemäß wurde in § 2& als zulässige Größe der den Stab be
lastenden Kraft P nur der ~ te Teil von Po in Rechnung gestellt, 
also gewählt 

n 9 1 e p=------
46 a l2 

unter Beachtung, daß überdies die Forderung der einfachen ~ruck
beanspruchung 

befriedigt sein muß. 

Wird in Gleichung 4 für P der in der vorletzten Gleichung ent
haltene Wert eingeführt, so ergibt sich 

Y'~a[008(~'v~r'] , 
woraus beispielsweise 

für 6= 
die Ausbiegungen 

folgen. 

Die Bedingung 

4 
y'=0,414a 

9 
0,155 a 

p<,~o 
=~ 

16 
0,082a 

25 
O,052a 

kommt demnach darauf hinaus, daß man die Abweichung y' von der 
Geraden, d. h. die Ausbiegung, innerhalb einer gewissen Grenze hält. 

Ganz entsprechend wird auch hier vorzugehen sein. Der einzige 
Unterschied besteht darin, daß infolge des exzentrischen Angreifens 
der Kraft P von vornherein ein Hebelarm gegeben ist. Derselbe, 
mit a'l bezeichnet, ist schätzungsweise um einen Betrag a9 zu ver
größern, der den oben bezeichneten Umständen (Nichtgeradlinigkeit 
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der Stabachse, 1Jngleicbartigkeit des Materials, einschließlich Ver
schieden artigkeit seines Zustandes) Rechnung trägt. Hinsichtlich 01 

wird wesentlich die Genauigkeit in Betracht kommen, mit der sich 
die Lage der auf den Stab wirkenden Kräfte feststellen und wenig
stens dahin sichern läßt, daß überschreitung des in Rechnung ge
nommenen Wertes von a1 in Wirklichkeit nicht stattfindet. Indem 
hierbei die Konßtruktion. Material, Ausführung und Aufstellung 
Einfluß nehmen werden, greift die Größe a1 in das Gebiet von 
a" über. 

- Liegen die Größen a1 und (t~, nach Maßgabe des Vorstehenden 
mit Rücksicht auf die besonderen Verhältnisse der jeweiligen Auf
gabe ermittelt, vor, so kann unter Beachtung, daß die zulässige Bie
gung 11' für nicht federnde Konstruktionsteile sehr klein sein muß, 
zunächst gesetzt werden 

womit sich ergibt 

F (al + a2) e - P < k .1 e 1 1'=/) 

1'(a1 a~) . P <k r 
-(-i . - ed-- t' = J 

. . . . . . . . 7) 

(V gl. die Bemerkungen zu Gleichung 5 und H.) 
Befriedigt der Stab diese Bedingungen, so ist die Durchbiegung 

. . . . .. H) 

zu berechnen und Entschluß hinsichtlich ihrer. Zulässigkeit zu 
fassen. Erforderlichenfalls sind die Abmessungen des Stabes zu 
ändern. 

Die Gleichungen 7 und H setzen voraus, daß a~ in die Richtung 
von (t1 fällt, was nicht notwendigerweise der Fall sein muß. Ist das 
Trägheitsmoment e (bezogen auf die zum Abstande a1 senkrechte 
Hauptachse) das kleinere der beiden Hauptträgheitsmomente, so wird 
diese Annahme allerdings im Sinne des Zweckes der ganzen Rech
nung liegen. Wenn dagegen f) das größere Trägheitsmoment ist, so 
verlangt dieser Gesichtspunkt, daß a2 senkrecht zu all sofern nicht 
besondere Gründe für eine andere Richtung sprechen, angenommen 
und nach Maßgabe des in § 21 unter 2 Erörterten verfahren wird. 

Um die unmittelbare Wahl von a2 zu umgehen, kann z. B. für 
Baukonstruktionen in derselben oder in ähnlicher Weise vorgegangen 
werden, wie dies in § 26 für den Pan einfacher Knickung be-
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sprochen worden ist l ): Näheres Eingehen hierauf würde den Rahmen 
dieser Arbeit weit überschreiten, ganz abgesehen davon, daß die 
besonderen Einflüsse, die bei den einzelnen Aufgaben zu berück
sichtigen sind, die Berechnung des betreffenden Konstruktionsteiles 
dahin verweisen, wo derselbe seiner Wesenheit nach so",ie in seinem 
Zusammenhange mit den an ihn anschließenden Teilen zu be
handeln ist. 

b) Der Stab ist schlank und der Hebelarm a im Verhältnis 
zu den Abmessungen des Querschnittes groß. 

In diesem Falle wird zunächst die erste der Beziehungen 7 
mit u1 + a2 =a; d. h. 

Pa P 
-e --<k elf' = b 

maßgebend; der Einfluß des Gliedes 

P 

r 
tritt hierbei zurück. Sodann ist für den Fall, daß der Stab dieser 
Beziehung genügt, die nach Gleichung 8 eintretende Durchbiegung 
zu. ermitteln und über deren Zulässigkeit Entscheidung zu treffen. 

c) Die Querschnittsabmessungen des Körpers sind im Ver
gleich zur Länge desselben und zur Größe des Hebel
armes so bedeutend, daß eine Biegung von Erheblichkeit 

nicht eintritt. 

Dann sind einfach die Gleichungen 7 zu beachten und in ihnen 

a'l +a2 =a 
zu setzen; Gleichung ~ kommt nicht mehr in Betracht. 

Hierher gehören auch Beispiele wie das folgende. Der senkrechte 
Mauerpfeiler vom Gewichte G und der Länge I, Fig. 5, empfängt 
durch ein Lager den abwärts gerichteten Druck P. Das im Schwer
punkte angreifende Gewicht ergibt für die Grundfläche loS des Bodens, 

') S. z, B. v. Tetmajer, Die angewandte Elastizitäts- und Festigkeits
lehre, Zürich 1889 und 1905, sowie: Die Gesetze der Knickungs- und der zu
sammengesetzten Druckfestigkeit der technisch wichtigen Baustoffe, Zärich 
1!l01. v. Tetmajer steht hinsichtlich der Behandlung der Knickungsaufgabe 
auf einem anderen Standpunkt als Verfasser, weshalb auf dessen Arbeiten be
sonders aufmerksam gemacht sei. (Vgl. auch des Verfassers Besprechung des 
zuerst genannten v. Tetmajerschen Buches in der Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1889, S, 474 u. f.) 



§ 45. Allgemeines. 441 

auf dem der Pfeiler steht, unter Voraussetzung gleichmäßiger Druck
verteilung die Pressung 

G 
fS' 

Der Druck P, in die Mittelehene des Pfeilers, d. h. um .~ .. - z 
2 

verlegt, liefert eine Kraft P und ein Kräftepaar vom Momente 

Die erstere führt zu einer gleichmäßig über die Bodenfläche ver
teilten Pressung 

P 

ls' 
das letztere dagegen ergibt für die 
linke Mauerkante eine Pressung a, 
die sich bestimmt aus 

p(! - z) =~UlS2 
2 6 

zu 

a= 

8 1 
I 

Fi/l. 5. Fig. 6. 

mit der Genauigkeit, mit der die Hauptgleichung der Biegungs
elastizität auf den vorliegenden Fall angewendet werden darf. 

Damit beträgt die gesamte Pressung an der linken Mauerkante 

G+P 6PG .. .. z) 
k1 = .. Tl; + l8~ , 

an der rechten dagegen 

HF(S - z) 
G+F 2 

k2=-l-s- - ~· -l;2 . 

Die erstere soll die für den Boden oder das Fundament höchstens 
noch als zulässig erachtete Größe nicht überschreiten. 

Fig. 6 gibt ein Bild der Pressungsverteilung über die Boden
fiäche. 

Diese Rechnungsweise gilt für das gewählte Beispiel naturgemäß 
nur so lange, als kt ~ 0 ausfällt. Würde sich k2 negativ ergeben, so 
wären an der rechten Kante des Mauerpfeilers von dem Boden Zug
spannungen auf diesen auszuüben, was in Wirklichkeit nicht ge
schehen kann. In solchem Falle würde in allen denjenigen Flächen-
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elementen, für die sich Zugspannungen ergeben, die Berührung zwi
schen Pfeiler und Boden aufhören müssen und damit dieser Teil des 
Querschnittes für die Druckverteilung nicht mehr in Betracht kommen 
können. Die Rechnung ist dann derart durchzuführen, daß nur der
jenige Teil des Querschnittes berücksichtigt wird, der tatsächlich in 
Wirksamkeit tritt. Wird unter Bezugnahme auf Fig. 7 mit x die 
Breite dieses Querschnittsteils bezeichnet, so folgt 

G+P 
k1 = ~lx-- + a, 

und da 

p(;--Z)-G(; --~)=:' alx\ 

G + P 6 P (-; - z) --- () U (~ - ~- ) 
k1 = lx + ------ --r;;2- -. 

Die Unbekannte x ergibt sich aus der Erwägung, daß die 
Pressung im Abstande x von der linken Pfeilerkante gleich Null 

sein muß, d. h. 

, 
~ _ _ _ _ ([' _ _ _ --..1 

Fig. 7. 

G+P 0=----
lx 

woraus 

GP(~ - Z)-6G(; - ;) 
lx2 

s 
G-+Pz 

x= 3 --~----
. G+P' 

Denken wir uns P und G durch ihre Resul
tante P+ G ersetzt, so müßte diese im Abstande 

s 
G-2 +Pz 

Y=--a+p 
von der linken Pfeilerkante angreifen. Demnach 

x=3y, 
d. h. die Breite x der für die Druckverteilung in Betracht kommen
den Fläche ist gleich dem 3 fachen Werte des Abstandes y. 

Die Einführung von y in den Ausdruck für k1 liefert 

6 (G + P) ('!... - y) 
k = q_±_~+ 2 = G±~+()(G+P)0,5Y 

1 I x I x~ 3 1 Y 9 I Y~ 

o_~ ~_ G -+~ = .) ~±!' 
3 ly - Lx 
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d. i. doppelt soviel als bei gleichmäßiger Yerteilung des Druckes über 
den Querschnitt Ix. 

Galt der oben für k1 gefundene Ausdruck nur für das durch 

fi P ('.~:>. -- z) 
(j i l' -

k -- - ->0 
~--- ls {:/. 

umschlossene Gebiet. so ist das Geltungsbereich der zuletzt für k1 

ermittelten GJeiehung dureh 

oder dnreh 

( .'; ) HP - -z 
G -~- P 2 

k = .-- J -- ... < 0 
2 (s f s~ = 

s 
() -+-1'1.' 

:> 
x=;{y=;{ ;+F <:;;8 

begrenzt. Für den Grenzfall k2 = 0 oder x = s müssen beide Aus
drücke zn dem gleichen Werte führen. Die Beurteilung kann am 
raschesten III der Weise geschehen, daß man y ermittelt und zu-

sieht, ob y ;~ ist. Im ersten und im zweiten Falle gilt der zu-

erst für k1 bestimmte Wert. im zweiten lind dritten Falle dagegen 
der zuletzt ermittelte. 

V 011 hierher gehörigen eigenen Versuchen seien die folgenden 
erwähnt: 

a) Versuehe mit zentrisch und exzentrisch belasteten Pfeilern 
aus Backsteinmauerwerk und aus Beton. Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1910, S. 1625 u. f. 

b) Versuche mit bewehrten und unbewehrten Betonkörpern. 
die durch zentrischen und exzentrischen Druck belastet wurden, 
Heft HiIi-1H!l der Mitteilungen über Forsehungsarbeiten (1914). 

§ 4(j. Einfluß VOll Kräften, die in Richtung der 
Stabachse oder parallel zu ihr wirken, während der Stab 

durch Querkräfte durchgebogen wird. 
1. Einfluß des Widerstandes beim Gleiten der Oberfläche 

des beiderseits gelagerten und in der lIitte durch P belasteten 
Stabes gegenüber den Stiitzen infolge der Durchbiegung. 

Der zunächst als gewichtslos gedachte Stab, im ursprünglichen 
unbelasteten Zustande, berührt ~ie beiden Auflager mit bestimmten 
Teilen seiner Mantelfläche. Wenn er sich zu biegen beginnt, so muß 
derjenige Punkt der Stabachse, der ursprünglich über dem elIlen, 
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etwa dem linken, Auflager sich befand, na.ch der Mitte rücken 
vgl. Fig. 1 -, da die Achse, d. h. die elastische Linie, ihre Länge 
beibehält. Diese Verrückung LI nach der Stabmitte hin läßt sich 
auffassen als Unterschied zwischen der halben Stablänge II = 0,5 l und 
der halben Sehne des Bogens der elastischen Linie, dessen Länge 
unveränderlich" nämlich gleich ll' und dessen Pfeilhöhe gleich der 
Durchbiegung 11' in der Mitte ist. 

Wird, was für unseren Zweck zulässig, die elastische Linie als 
flacher Parabelbogen aufgefaßt, 80 erhält man, da für diesen, sofern 
dessen halbe Sehne a, dessen halbe Länge s und dessen Pfeilböhe ~ 

beträgt, bekanntlich gesetzt werden darf 

s = a ( 1 + : !:), 
entsprechend einem Unterschied von 

!. (~)' a = '" ~ .. (~_)2 S 
3 a 3 8 

zwischen sund a, 

Fig. 1. LI = 2 (tI)'z = ~ (/)2z. 
3 Z1 1 3 l 

Gleichzeitig mit dieser Verrückung des Endpunktes der elasti
schen Linie nach einwärts neigt sich derjenige Stab querschnitt, der 
über dem Auflager stand, unter dem kleinen Winkel ß. Hiermit ist 
eine Auswärtsbewegung der Linie (oder des Punktes), in der bzw. 
in dem der Stab vor der Biegung das A ufIager berührte , um e ß 
verknüpft. Da nach Gleichung 13, § 18, 

ß=~ Pl2 

16 e ' 
so beträgt diese Auswärtsbewegung 

a Pl2 

16e e. 

Demnach rücken diejenigen Teile der Mantelfläche des Stabes, 
mit welchen derselbe im unbelasteten Zustande, d. h. bei gerader 
Achse, die Auflager berührte, nach auswärts um die Strecke 

a PI' 4 (Y')' x=ep-Ll=16B e-a T 1. 

Gleichung 14, § 18, ergibt 
a Pl3 , 

y = 488' 
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folglich 
x=~Pl~ (_ lePIS). 

16 e e 108 e 
Solange x positiv ist, d. h. wenn 

_ aPis 
e > 108 EJ' 

- ee r< 108--, 
= a13 

oder nach Einführung von 

worin 0 die größte Biegungsanstrengung in der Mitte des Stabes 
bezeichnet, 

1) 

BO lange wird die in Frage stehende Bewegung nach auswärts er
folgen und damit während des Vorsichgehens der Durch
biegung eine auf den Stab wirkende, einwärts gerichtete 
Kraft R (vgl. Fig.l) wachgerufen werden. Setzen wir, um zu 
erkennen, ob diese Voraussetzung für gewöhnlich zutrifft, für Stahl 

1 (( = -------- = 0 465 Milliontel. 
2150000 ' 

so findet sich 

e 1/ 1600 
l> V 2~ 2150000 

0= 1600, 

1 e> -- I 
/ 190 ' 

was ausnahmslos der Fall sein wird. Es wirkt also - unter der 
Voraussetzung kleiner Durchbiegungen - R tatsächlich in der be
zeichneten Richtung. Diese Kraft ist für unbewegliche Auflager, die 
sich nicht in den Stab eindrücken, gleich der Reibung, d. h. 

P 
R=-/~, 

2 

aofern p.. den Koeffizienten der gleitenden Reibung zwischen Stab
oberfläche- und festem Auflager bezeichnet. 

Drücken sich die Auflager in den Stab ein, so tritt R nicht 
mehr als einfache Reibung, sondern als weit größerer Widerstand auf. 

Werden die Stützen von Rollen gebildet, die sich um feste 
Zapfen drehen können (Rollenauflager), so wird R kleiner als 0,5 P It 
ausfallen. 
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Die Kraft R wirkt nun, abgesehen von ihrem Einflusse auf die 
Länge der Stabachse, mit dem Momente 

Re=Ü,5P /U 2) 

auf den Stab, sofern der Einfluß der Durehbiegung auf das Moment 
vernachlässigt wird. Für den mittleren Stabquerschnitt ergibt sich 
alsdann nicht das Moment 

sondern 

Pt Re=Pl_P1u = PI(1_""2II _('--) 3) 
4 "\'""2 4 l 

Beispielsweise beträgt für e = 50 mm und l = 1000 mm die 
Verminderung des Moment.es 

bei 

für 

bei 

It = 0,1 
1 0 . 

,0 

11 =0,5 
5% 

e= 200 mm und 1 = 1000 mm 

11 = 0,1 
4 % 

,u=0,5 
200/0 

Deutlich zeigt sich der Einfluß der verhältnismäßigen Höhe du~ 
Stabes und des Koeffizienten p.. 

-,o,;;;f;;.,,: ;" vlm.'l//J//I7lß)P;; 
Fig. 2. 

Werden feste Auflager verwendet, welche die Form einer Schneide 
haben und sich vielleicht gar in den Stab eindrücken, wodurch 11 
einen verhältnismäßig hohen Wert erlangen muß, so kann die Kraft R 
selbst bei nicht hohen Körpern in erheblicher Größe auftreten 1). 

Handelt es sich z. B. um die Ermittlung der Anstrengung, die 
eine Schwelle, Fig. 2, beim Eindrücken in die Bettung erfährt, so 
wird der Einfluß der Reibung, die infolge der Durchbiegung zwiE'chen 
Bettung und Unterfläche der Schwelle auftritt, nicht ohne weiteres 

1) Aus diesem Grunde sollen der Biegungsprobe zu unterwerfende Stäbe, 
deren Querschnittsabmessungen nicht klein sind im Vergleich zur Stützweite, 
Rollenauflager erhalten, was meist zu geschehen pflegt. (Vgl. hierüber Zeit
~chrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 244 u. f., Fußbemerkung 
daselbst.) 
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außer acht gelassen werden dürfen. Auch bei gebogenen Federn, 
die an beiden Enden aufliegen und in der Mitte belastet sind, 
können infolge des mit der Pfeilhöhe der gebogenen Mittellinie 
wachsenden Hebelarmes der Reihungskräfte diese von erheblicher 
Bedeutung werden usw. 

Immerhin aber werden es nuI' Ausnahmefälle sein, in denen auf 
die im vorstehenden erörterte Wirkung der Reibung zwischen ge
bogenem Stab und Auflager Rücksicht zu nehmen ist. 

Schließlich sei noch darauf hingewiesen, daß bei - - auch teil
weiser - Entlastung des Stabes sich die Durchbiegung vermindert; 
damit kehrt die Kraft R ihre Richtung und das Moment Re seinen 
Sinn um , die Biegungsbeanspruchung nicht mehr vermindernd, sondern 
vermehrend. 

2. Der an den Enden <lrehbal' befestigte und hier durch Zllgkräfte 
g-e~Jlannte Ilrislllatisr.he Stab wird <lurch die gleichmäßig tiber ihn 

yertpilte Querkraft Q = pl belastet. 

, 
I , 

~ - ----- ----- -- - - - -- - ,&-- - - - - - -- - - - - - - - -- - - ~ 

Wir denken uns c1en nach einem flachen Bogen durchhängenden 
St.ab in der Mitte durchschnitten und daselbst eingespannt, wie in 
Fig. 4 gezeichnet. Dann ergibt sich für den beliebigen~um x von 
deI .\litte abstehenden Querschnitt bei P das biegende Moment 

Fig. 4. 

( l \ ~ 

pi ( 1 ) . ~ . -~;) . 
.ll, = _ . --. .l: - J) _ . - - . - p (y - 1,/) , ~:2 :2 . (I • 
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und hiermit unter Beachtung von Gleichung 15, § 16, 

B a'a y pl· pxl a dx,=s-T--· P (Yo-lI) 

Ba'y px2 pI' a dx'J-PY+T-s+Pyo=O. 

Die Integration dieser Differentialgleichung liefert unter der 
Voraussetzung, daß Bund a konstant sind, 

Da für x=O 

so folgt 

dll 
-=0, dx 

• . 4) 

dll C '1 /aP ~ V'~: _01. /aP -~V'J.:+ p =0 
dx~ = 0- I V e e 2 V e e p x ~ = 0 ' 

d. h. 
01 =02 =0. 

F" l. t M O't I ur x='2 IS b = , soml e =00, aso 

demnach 

woraus 
pe c=- "'-. 

ap2 [efVa: +e-+I:] 
Ferner muß für x = 0 y = 0 sein, womit aus Gleiohung 4 unter 

Berüoksiohtigung der Werte der Konstanten folgt 
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Hiermit findet sich das biegende Moment in der Mitte der 

<l d . f" 1 otange, . 1. ur x = , 
2 

piese Gleichung liefert beispielsweise für eine 6 m lange Stange 
von 25 mm Durchmesser, die durch P = 3000 kg gespannt ist, bei 
Einführung von 

2,5 
e =-

1 2 ' 
p = 7l .2,52.0,0078 = '" 0,04 kg, 

4 

TC B= --. 2.54 = 1,914. 
64 ' 

1 
IX = -------

2000000' 

b 2 1 --3000- -11000--
(J = 2,5 ____~,04 __ [1 - 2 ----- --~l 

"2000 000 3000 e soo V 2OToooo.1.914 + e -300 ,/2000030.1.914 

100 ( 1)', =3- 1- 2-220.5 =33,3 kgjqcm. 

Wie ersichtlich, tritt der Einfluß des zweiten Gliedes der 
Klammer ganz zurück, so daß es für den Fall größerer Länge der 
Zugstange und großer Zugkraft bei mäßigem Trägheitsmoment voll
ständig genügt, die Biegungsanstrengung zu berechnen aus 

(] -e -~. 
b - 1 a P' 7) 

d. i. die bereits in § 6, Gleichung 17, für den frei aufgehängten 
Draht gefundene Biegungsinanspruchnahme, wenn dort e durch el 

und H durch P ersetzt wird. 

Unter den bezeichneten Verhältnissen erscheint hier
nach die Biegungsbeanspruchung einer Zugstange so gut 
wie unabhängig von der Spannweite!). 

') Die Berechnung der Biegungsbeanspruchung, z. B. der-ohn beha~delten 
Stange in der Weise, daß gesetzt wird 

pP O,04·600~ e er 
Mb=-=--·----=ob-=ab - 253 

8 8 e 32" 
C. Ba eh, Elastizität_ 8. Allft. 29 
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In ähnlicher Weise ist vorzugehen, wenn es sich um an den 
Enden eingespannte oder auch um schräge Zugstangen handelt. 

3. Ein dünner Stab ist um eine Rolle geschlungen und durch 
Zugkräfte belastet, Fig. 5. 

Die Beanspruchung des Bandes von der Stärke s, der Breite b~ 
also dem Querschnitt f=bs, setzt sich zusammen aus der An-

Fig. 5. 

strengung, herrührend von der Zugkraft p~ 
und aus der Anstrengung, die dadmch 
hinzutritt, daß das Band um die Scheibe 
geschlungen, also gebogen werden muß_ 

Die erste Inanspruchnahme gibt mit 
der Genauigkeit, mit der glekhllläßige 
Verteilung über den Querschnitt des 
Bandes angenommen werden kann, die 
Zugspannung 

p 
o = ---

Z b s 8) 

Die letztere Anstrengung pflegt in folgender Weise berechnet 
zu werden. 

Unter der Voraussetzung, daß die Querschnitte des um die 
Scheibe gebogenen Stabes senkrecht zur gekrümmten Mittellinie 
stehen, erlangen die äußersten Fasern eine Länge w (R + s), während 

sie vor der Biegung die Länge w (R + {-) besaßen; sie erfahren. 

also eine Verlängerung um 

( S ) s w(R+s)-w\R+ 2 =w 2 ' 
entsprechend der 

woraus folgen würde 

Dehnung 

1 

2 wS s 
="'-, 

(R+ ;)w 2 R 

Ob = 00 1150 kgfqcm, 
ergibt somit eine durchaus irrtümliche Beurteilung der Biegungsanstrengung_ 
Sie vernachlässigt eben den starken, das biegende Moment vermindernden Ein
fluß der Zugkraft P (vgI. Fig. 4) infolge der Durchbiegung. 

Die erste dahingehende Veröffentlichung, die dem Verfasser bekannt g~ 
worden ist, rührt von J. Schmidt her und findet sich im Civilingenieur 1874. 
S. 215 u. f. Später hat Tolle den Gegenstand eingehend behandelt: Zeit
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1897, S. 855 u. f. 
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somit der Spannung 
1 s 1 s 

0 ,,= a-2R=-; D' 9) 

sofern ce die innerhalb der eintretenden Beanspruchung als konstant 
vorausgesetzte Dehnungszahl bezeichnet. 

Nach dieser Rechnung zeigt sich in den Querschnitten, die dem 
gekrümmten Teile des Stabes angehören, die in Fig. 6 - mit. über
trieben groß gezeichneter Bandstärke - nach der Linie abc dar
gestellte Spannungsverteilung. Zu diesen 
Biegungsspannungen tritt die von P her
rührende Normalspannung 0 z' womit sich 
als Begrenzungslinie der Gesamtspan
nungen die Gerade al bl Cl und infolge
dessen 0z + Ob als Größtwert der In
anspruchnahme ergibt. 

Diese Rechnungsweise liefert jeden
falls für den durch ABgegebenen Quer
schnitt des Bandes eine zu große Be
anspruchung, wie sofort aus folgender 
Erwägung erhellt. In dem durch den 
Umschlingungswinkel w bestimmten End
querschnitt AB des gebogenen Stabes 
soll die Spannungsverteilung nach der 
Linie a1 bl Cl herrschen, also in der äußer
sten Faser die Zugspannung Ob + 0" in 

I~ , ' 
1-'" _ ... I 
I , 

Vrg . I;. 

der innersten dagegen die Druckspannung ab - (Jz' sofern Oz < Ob ist. 
Im unmittelbar danebenliegenden Querschnitt E F dagegen soll die 

konstante Zugspannung 0 z= bb1 vorhanden sein. In Wirklichkeit 
wird sich ein gewisser Ausgleich vollziehen, derart, daß im Quer
schnitt AB die von der Biegung herrührende Spannung außen und 
innen kleiner ist, als Gleichung 9 angibt, d. h. der Querschnitt des 
Stabes nimmt nicht die radiale Lage ein, welche die Rechnung vor
aussetzt, bleibt vielleicht auch 'nicht ganz eben, und das Band legt 
sich infolge seiner Steifigkeit nicht ganz in der angenommenen Weise 
an den Zylinder an. Die Biegungsanstrengung ist also tatsächlich 
im Querschnitt AB kleiner, als Gleichung 9 angibt. Dagegen wird 

sie jedenfalls in dem durch den Umschlingungswinkel OJ- bestimmten 
2 

Stabquerschnitt diese Größe erreichen. 

Für den Fall, daß die eine der beiden Zugkräfte P größer ist 
als die andere, infolgedessen sich Reibungskräfte zwischen Band und 
Scheibe geltend machen, kann durch diese eine mehr oder minder 

29* 
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große Abänderung der Spannungsverteilung über die Querschnitte 
veranlaßt werden 1). 

VIII. Beanspruchung durch Schubspannungen 
(Schiebungen). 

§ 47. Schub und Drehung. 
Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 

Kräfte ergeben für den in Betracht gezogenen Querschnitt eine in 
denselben fallende Kraft S und ein Kräftepaar vom Momente Md' 
dessen Ebene die Stab achse senkrecht schneidet. 

In einem beliebigen Element des Querschnittes erzeugt die Schub
kraft Seine Schubspannung 7:8 und das auf Drehung wirkende Mo
ment Md eine Schubspannung 'Cd; die Resultante aus TB und Ta liefert 
die Inanspruchnahme in dem betreffenden Querschnittselemente. 

Bei Beurteilung derselben sowie bei Wahl der zulässigen An
strengung ist es von Bedeutung, zu beachten, daß sie nicht bloß in 
dem Querschnitt, sondern auch senkrecht dazu auftritt (§ 30, B. auch 
Fig.5, § 32, und Fig. 6, Taf. XIII, bzw. die Erörternng. die in § 45, 
Ziff.1, zur Einführung von Po und in § 48, Ziff.2, zur Einführung 
von "0 Veranlassung gibt). 

1) Es ist hier der Ort, auf eine häufig anzutreffende irrtümliche Beurtei
lung der Beanspruchung von Bändern, Drähten usw. aufmerksam zu machen, 
die über eine Rolle oder Stütze gebogen sind . 

.l<'ig. 7 zeigt die Einrichtung einer 
ziemlich verbreiteten Drahtzerreiß
maschine. Das eine Ende des Drahtes 
wird um einen Zylinder geschlungen 
und mittels eines Backens gegen densel

't*-======e~--~ ben gepreBt. Das andere, durch Backen 

Fig. 7 . 

gehaltene Ende wird durch eine Schrau
benspindei wagrecht gezogen, wobei die 
Belastung des Drahtes in dem Maße 
stetig steigt, wie der Hebelarm wächst, 
an dem das Gewicht wirkt. Nach üb
licher Auffassung müßte der 
Draht da reißen, wo er um den 
Zylinder gebogen ist. In der 
Regel zerreißt er jedoch in der 
geraden Strecke. 

Dieses Verhalten, auf dem die 
Verwendbarkeit der Umschlingung des 
Drahtes als Einspannung beruht, läßt 
sich auf folgende Weise erklären. Bei 

dem Biegen des Drahtes um den verhältnismäßig kleinen Zylinder erfährt er 
eine starke bleibende Krümmung; die Beanspruchung entspricht auch entfernt 



S 47. Schub und Drehung. 453 

1. Kreisquerschnitt. 

Nach § 39, b ist die von Sherrührende Schubspannung am 
größten für die Umfangspunkte des zu S senkrechten Durchmessers, 
und zwar beträgt sie daselbst 

sofern 

T = 
" 

4 S 
3 f 

16 S 
Sn d2 ' 

n " f=4 d" 

die Größe des Querschnittes und d dessen Durchmesser bezeichnet. 

Nach § 32 ist für alle Umfangspunkte die durch Mi! wach
gerufene Schubspannung 

nicht mehr der durch Gleichung 9 bestimmten Größe. Dabei wird das Ma
terial überanstrengt, die Festigkeit desselben nimmt zu, die Zähigkeit dagegen 
ab. Somit besitzt die gekrümmte Strecke eine größere Festigkeit. Bei der 
Durchführung der Zerreißprobe selbst vermindert sich die Zugbelastung des 
auf dem Zylinder liegenden Drahtstabes um so mehr, je weiter die Querschnitte 
von der AblaufsteIle entfernt liegen. Daß Reißen erfolgt alsdann, wenigstens 
der Regel nach, in der geraden Strecke. 

Ähnlich verhält es sich mit einem Bremsband, das um die Bremsscheibe 
geschlungen wird, orler mit dem Bleche eines Kessels, das kalt gerollt wird, 
und - wenn auch etwas verschieden davon - mit dem Kabel einer Kabel
brücke da, wo dasselbe auf den gewölbten Lagern ruht usw. 

Eine solche überschreitung der zulässigen Anstrengung des Materials er
scheint, bei ausreichender Zähigkeit des letzteren, in den meisten Fällen ebenso 
wie z. B. das kalte Richten eines Stabes aus zähem Eisen unbedenklich; nur 
darf es sich nicht oft wiederholen, jedenfalls nicht öfter, als es die Zähigkeit 
des Materials und dessen nachherige Verwendung gestattet. 

Bei Beurteilung der tatsächlichen Inanspruchnahme sind unter Umstän
den auch die Gegenspannungen ins Auge zu fassen, die sich nach Maßgabe des 
S. 290 Bemerkten einstellen. 

Fig. 8 und 9, Taf. XX, zeigen einen Flußeisenstab mit rechteckigem Quer
schnitt (43 mm stark, 49 mm breit), der um einen Dorn von 40 mm gebogen 
worden 1st, also eine weitgehende bleibende Formänderung erfahren hat. 
Deutlich erkennt man, daß die am ursprünglich geraden Stab ebenen Quer
schnitte um so mehr von der Ebene abweichen, je weiter sie von der Mitte 
abgelegen sind; sie zeigen S-förmige Gestalt und stehen auch nicht mehr senk
recht auf der Mittellinie. Daraus folgt ohne weiteres, daß die Zugrundelegung 
von Gleichung 9 für die Beurteilung der Materialanstrengung bei der Biege
probe des Materials den tatsächlichen Verhältnissen nicht gerecht wird, ganz 
abgesehen davon, daß die bei der Entwicklung der Gleichung 9 vorausgesetzte 
Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen bei der weitgehenden 
Biegung- auch entfernt nicht mehr vorhanden- ist. 

In Fig. 8 und 9 sind überdies die übrigen ~'ormänderungen von Interesse, 
namentlich die Wölbung und die Änderung der Größe der Seitenflächen des 
Stabes; die Querschnitte haben aufgehört, Rechtecke mit geraden Seiten zu ~ein_ 



454 IX. Beanspruchung durch :Sormal- und Schubspannungen. 

die größte. Demnach beträgt die resultierende Anstrengung, die III 

jenen heiden Umfangspunkten den größten Wert erreicht, 

T _; __ l' = 1. () . ~ + 1_~ }f,/ = _1_6_ (8 + _~iL). 
,,1 d 3nd2 7l (I'l nd2 3 d 

2. Kreisringquerschnitt von geringer Wandstärke, Fig.5, § 39. 

Nach § 39. c ist 

nach ~ 3~ 

sofern 

Folglich 

d +do 
" = - -m '2 

3. Rechteckiger Querschnitt, Fig. 2, § 38. 

Unter der Voraussetzung, daß 8 senkrecht. zur Breite b wirkt, 
werden beide Schubspannungen am größten in den Mitten der 
langen Seiten. 

Nach § 3H beträgt hier 

und nach § 34 und § 36 

Somit 

!l Mt! 1'd = :3 -Z;2-h' 

3 S 
:3 bh 

Ts+1'd =: u\;(8-+-3"1fd). bZW.1'"+1',, 'l/hG S+tpJ~d). 

IX. HeuJlslH'uchuJlg (lurch Normalspannullgen 
(])ehnungen) und Schubspannungen (Schiebungen). 

~ 4R. (h'iiBte Anstrengung bei gleichzeitig vorhandener 
Dehnung (Nol'malspalluuug) und Schiebung (Schubspannllug). 

I. Bl'gl'iff tIer zulässigen Anstrengung des l\laterials. 

Bei den bisherigen Betrachtungen haben wir stillschweigend 
YOrauRgesetzt. daß hinsiehtlich des Begriffs der zulässigen Anstrengung 
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{;in Zweifel nicht bestehe. Solange nur Normalspannungen in Rich
tung der Stabachse (Zug, Druck, Biegung) oder lediglich Sp-hub
spannungen (Drehung, Schub) vorhanden sind, pflegt ein solcher 
aueh tatsäp-hlich nicht in die Erscheinung zu treten; anders gestaltet 
sich jedoch die Sachlage, sobald Normalspannungen und Schub
spannungen gleichzeitig tätig, oder senkrecht zueinander wirkende 
Normalspannungen vorhanden sind. Dann kann in der Tat eine 
L""nsicherheit entstehen. Aus diesem Grunde ist hier, wo uns erstmals 
gleichzeitig Normalspannungen und Schubspannungen entgegentreten, 
der Begriff der zulässigen Anstrengung zu erörtern. 

Bei der Herleitung der Abmessungen von Maschinen- oder Bau
teilen sowie von ganzen Konstruktionen aus den beanspruchenden 
Kräften sind drei Gesichtspunkte festzuhalten, sofern abgesehen 
wird von den Fällen, in denen Rücksichten auf Herstellung, Fort
schaffung, Abnützung usw. maßgebend erscheinen. 

Nur zwei dieser Gesichtspunkte liegen auf dem Gebiete der 
statischen Elastizitätslehre, mit der sich das vorliegende Buch allein 
beschäftigt. Im Interesse der KlarsteIlung erscheint es geboten, hin
sichtlich dieser Abgrenzung folgendes zu bemerken. 

Die statische Elastizitätslehre setzt voraus, daß in jedem 
Augenblick zwischen den äußeren Kräften, die den Körper belasten 
sowie ftlImählich wachsend angenommen werden, und den hier
durch infolge der Formänderung wachgerufenen inneren Kräften 
Gleichgewicht besteht. Wenn z. B. die äußeren Kräfte, die auf 
den Stab einwirken, dies sofort in voller Größe tun und dann 
wieder aufhören, tätig zu sein,. so wird der Körper in Schwingungen 
geraten, d. h. in eine Aufeinanderfolge wechselndflr Formänderungs
zustände gelangen. Infolge äußerer und innerer Widerstände nimmt 
die Größe dieser Schwingungen fortgesetzt ab, und schließlich geht 
der Körper in den Zustand der Ruhe über. Schwingungen dls 
Körpers, wie soeben besprochen, stellen sich auch ein, wenn die auf 
ihn wirkenden Kräfte in raschem Wechsel Größe oder Richtung 
Dder beides ändern. Sie vermögen unter Umständen unerwartet 
große Werte zu erreichen. Die Feststellung der Inanspruchnahmen, 
die infolge dieser Schwingungen auftreten können, erfordert Ein
gehen auf die in Betracht kommenden dynamischen Verhältnisse 
und geht deshalb über das Gebiet der statischen Elastizitätslehre 
hinaus. Die Verfolgung dieser Verhältnisse kann in manchen Fällen 
notwendig werden, wenn man sich ein zutreffendes Urteil über den 
G rößtwert der Beanspruchung verschaffen will. Namentlich treten 
,;olehe Fälle im Maschineningenieurwesen auf, haben jedoch in der 
Literatur erst in neuerer Zeit die ihnen gebührende Beachtung ge-
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funden 1). Der erfahrene Ingenieur hat die zusätzlichen Bean
Hpruchungen durch dynamische Wirkungen schon früh beobachtet. 
und sie schätzungsweise durch Herabsetzung der in die Rechnung 
eingeführten zulässigen Materialanstrengungen berücksichtigt, wenn er 
sie nicht rechnerisch bestimmen konnte. Daß solchen Schätzungen 
eine mehr oder minder große Unsicherheit anhaftet, ist natürlich, 
weshalb die wissenschaftliche Verfolgung der in Betracht kommenden 
Aufgaben sehr zu begrüßen ist. Diese muß sich allerdings aueh auf 
das tatsächliche Verhalten der Materialien erstrecken, das - ganz 
abgesehen von anderem - nicht nur mit den Eigenschaften der
selben wechEelt, sondern überdies abhängt von der Geschwindigkeit, 
mit der die Kräfte einwirken. 

Der erste Gesichtspunkt, der das bestimmt, was der Regel 
nach als zulässige Anstrengung gilt, liefert die Forderung, daß 

a) (nach der Ansicht der einen) die Spannung, 
oder 

b) (nach der Ansicht der ander 
in keinem Punkte des Körpers die 
Größe überschreite 2). 

) die verhältnismäßige Dehnung 
höchstens für zulässig erachtete 

Bei einfacher Zug-, Druck- und Biegungselastizität sowie bei 
Verbindung derselben besteht - streng genommen allerdings nur 
im Falle der Unveränderlichkeit der Dehnungszahl - Proportionali
tät zwischen Dehnungen und den ihnen entsprechenden Normal
spannungen. In diesen Fällen kommt deshalb die Forderung a) auf 
dasselbe hinaus wie diejenige unter b); denn multipliziert man die 
höchstens für zulässig erachtete Normalspannung mit der Dehnungs-

') Allerdings auch noch mit beschränkenden Voraussetzungen, die von 
der Wirklichkeit mehr oder minder abweichen können: Frahm, Neue Unter
suchungen über die dynamischen Vorgänge in den \Vellenleitungen von Schiffs
maschinen mit besonderer Berücksichti!(ung der Resonanzschwingungen, Zeit
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1902, S_ 797 u. f. oder Mitteilungen 
über Forschungsarbeiten, Heft 6. 

So m merfel d, Beitrag zum dynamischen Ausbau der Festigkeitslehre, 
Physikalische Zeitschrift 1902, S. 266 u. f., Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1901, S. 391 u. f. 

Roth, Schwingungen von Kurbelwellen, Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure l!)04, S. ;,64 u. f. 

J'fleiderer. Dynallli~che Vorgänge beim Anlaufen von Maschinen usw. 
Stuttgart 190ß. 

v. Karman in der .Enzyklopädie der mathemati"lChen Wissenschaften 
mit Einschluß ihrer Anwendungen. Bd. IV, 2. Il, Heft 3 über "Fe"tigkeits
probleme im Maschinenbau" unter 12. 

Heilandt, Üher die Bcunspruchung der Förderseile beim Anfahren und 
Bremsen, München und Berlin 1916. 

2) Hinsichtlich weiterer AnRichten vgl. die nächste Fußbemerkung. 
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zahl, so tritt an ihre Stelle die höchstens noch für zulässig ge
haltene Dehnung. 

Da bei einfacher Drehungs- und Schub elastizität sowie bei Ver
bindung beider ebenfalls Proportionalität zwischen Schubspannungen 
und den zugehörigen Dehnungen vorhanden ist (§ 31), so dürfen 
auch in diesen Fällen - Unveränderlichkeit der Dehnungszahl vor
ausgesetzt - die Bedingungen unter a) und b) als zusammenfallend 
betrachtet werden. 

~Wirken dagegen senkrecht zueinander stehende Normalspan
nungen gleichzeitig, so hört die sonst vorhandene Proportionalität 
zwischen Dehnungen und Spannungen auf, wie in § 7 und § 14 er
örtert worden ist, und die Auffassung nach a) fordert etwas anderes 
als diejenige nach b). Die erstere räumt den senkrecht zum ge
zogenen oder gedrückten Stab wirkenden Kräften keinen Einfluß auf 
die zulässige Anstrengung ein, sie läßt die in § 9, Ziff. 1, erörterten 
Versuchsergebnisse unbeachtet, sie belastet einen in Richtung der 
Achse gezogenen und senkrecht zu seiner Achse gedrückten Stab 
ebenso stark, als wenn die Druckkräfte nicht vorhanden wären, sie 
wählt die zulässige Anstrengung der Bleischeibe Fig. 1, § 14, ebenso 
groß wie diejenige der Fig. 2, § 14, obgleich dieselbe im letzteren 
Falle erfahrungsgemäß weit größer genommen werden darf; für sie 
ist die zulässige Anstrengung im Falle der Fig. 24, § 13 (Fig. 22, § 13), 
dieselbe, gleichgültig, ob z = 60 mm oder z = 5 mm, und zwar 
auch dann, wenn etwa an Stelle des Steinwürfels ein solcher aus 
Schmiedeisen träte; sie kann folgerichtig den in § 20, Ziff. 2, be
sprochenen Einfluß der Fasern aufeinander nicht anerkennen usf. 

Treten gleichzeitig Normal- und Schubspannungen auf, so er
geben sich für den betreffenden Punkt des Körpers eine größte 
Spannung. und eine größte Dehnung; beide stehen jedoch nicht in 
dem Verhältnisse wie einfache Normalspannung und Dehnung nach 
Maßgabe der Gleichung 2 oder 4, § 2. Die Bedingung unter a) 
verlangt deshalb in solchem Falle auch nicht das gleiche wie die 
Forderung unter b). 

Die Auffassung unter a) ist die ältere und erfreut sich auch 
heute noch einer großen Verbreitung. Mariotte dürfte wohl der 
erste gewesen sein, der darauf hingewiesen hat, daß die Dehnung 
eine gewisse Grenze nicht überschreiten soll; dagegen scheint es, 
daß erst Poncelet die Forderung unter b) mit Entschiedenheit ver
treten und durchgeführt hat. 

Daß die Bedingung unter a) in verschiedenen Fällen nicht zu
treffend ist, erhellt aus dem Erörterten. Unter diesen Umständen 
erachtet Verfasser die Feststellung des Begriffes der zulässigen An
strengung nach ;\Iaßgabe der Forderung unter b) für die zweck-
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mäßigere, wenigstens zunächst. Welcher Grad der Zuverlässigkeit ihr 
innewohnt, welche Mängel ihr anhaften, wird durch ausgedehnte -
übrigens erheblichen Schwierigkeiten begegnende - Versuche noch 
zu entscheiden sein 1). 

Folgerichtig wäre hiernach, mit zulässigen Dehnungen statt mit 
zulässigen Spannungen zu rechnen. Da sich jedoch der Begriff der 
zulässigen Anstrengung als einer auf die Flächeneinheit bezogenen 
Kraft eingebürgert hat, es auch keine Schwierigkeit bietet, zu jeder 
zulässigen Spannung eine entsprechende Dehnung zu bestimmen 2), 
so erscheint die Beibehaltung der auf die Flächeneinheit bezogenen 
Kraft als Maß der zulässigen Anstrengung ausführbar und berechtigt. 
Nur ist hierbei festzuhalten, daß dann in den Fällen gleichzeitigen 
Vorhandenseins von senkrecht zueinander stehenden Normalspan
nungen oder von Normal- und Schubspannungen an die Stelle der 
höchstens zulässigen Dehnung keine wirkliche, sondern nur eine 
gedachte Spannung tritt, nämlich der Quotient: zulässige Dehnung 
dividiert durch die Dehnungszahl. (S. Gleichung 5 und 7.) 

Gleichgültig, ob man die Forderung unter a) oder diejenige 
unter b) für. die richtigere hält; in bei den Fällen setzt ihre Be
friedigung voraus, daß man imstande ist, die größte in dem Körper 
auftretende Spannung bzw. Dehnung ausreichend genau zu berechnen. 
Dies ist nun bei den Aufgaben, die an den Ingenieur herantreten, 
häufig nicht der Fall. Unter solchen Umständen bleibt dem Kon
strukteur, wenn er sich nicht auf Abmessungen stützen kann) die 
als bewährt gelten, nur übrig, die nötige Sicherheit in b~ug auf 
die Widerstandsfähigkeit der von ihm zu entwerfenden Teile sich 
durch Versuche zu beschaffen. Diese können Bruchversuche sein, 

') Erst in neuerer Zeit ist das Interesse an der Lösung der hier bezeich
mten Aufgabe ein allgemeines geworden. ·Vgl. u. a. die Veröffentlichungen von 
Mohr in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1900, S. 1524 Ii. f., 
1901, S. 740 u. f., Guest, Philosophical Magazine 1900, nach dem die größte 
Schubspannung maßgebend sein würde, Roth, Die Festigkeitstheorien und 
die von ihnen abhängigen Formeln des Maschinenbaues, Leipzig 1902, S cily, 
ßaumateriaIienkunde 1902, Heft 21. (Letzterer gelangt, ohne jedoch die Auf
gabe als gelöst anzusehen, zu dem Ergebnis: "In unserem Falle scheint es 
als experimentell bewiesen, daß es nicht die maximale Spannung, sondern die 
maximale Dehnung ist, die bei der Zerstörung des Materials eine ausschlag
gebende Rolle spielt." v. Karman (Mitteilungen über Forschungsarbeiten, 
Heft 118 [1912]) behandelt die Frage in seinem Bericht über Versuche mit 
Marmor unter allseitigem Druck. SandeI (Dissertation Stuttgart 1920) be
leuchtet die verschiedenen Vorschläge und spricht sich für Berücksichtigung 
der Volumänderung aus. 

9) Nach S. 465 ist die Normalspannung mit oe, die Schubspannung mit 

m +! oe zu multiplizieren. 
m 
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wobei der Versuchskörper zum Bruch gebracht, also festgestellt 
wird, unter welcher Belastung der Körper bricht, oder man kann -
wenn die Art des Materials es gestattet - ermitteln, bei· welcher 
Belastung die Streckgrenze desselben an den in Betracht kommen
den Stellen oder eine gewisse Formänderung erreicht wird. Durch 
Wahl eines den Verhältnissen entsprechenden Bruchteiles der so be
stimmten Belastung als höchstens zulässiger Beanspruchung pflegt 
alsdann eine Grundlage für die Berechnung der Abmessungen ge
wonnen zu werden. Daß bei solchen Versuchen, ebenso bei Über
tragung ihrer Ergebnisse auf technische Ausführungen. mit größter 
Sorgfalt vorzugehen ist, darf nicht übersehen werden. 

Bei der Wahl der Werte, die als zulässige Anstrengung des 
Materials jeweils in die Rechnung eingeführt werden, müssen in 
der Regel die Verhältnisse des einzelnen Falles sorgfältig erwogen 
werden. In dieser Hinsicht sei beispielsweise folgendes hervorgehoben. 
In der Regel wird angenommen, daß bei einem auf Biegung bean
spruchten Körper die in Gleichung 12, § 16, einzuführende zulässige 
Anstrengung· kz für dasselbe. Material gleich derjenigen sei, welche 
im Falle von Zug bei Benutzung von Gleichung 2, § 6, eingesetzt 
wird. In Wirklichkeit gibt es jedoch viele Fälle, in denen es nicht 
nur zulässig ist, sondern in Rücksicht auf andere, namentlich wirt
schaftliche Verhältnisse (Kosten), auch gebote~ sein kann, mit der 
zulässigen Biegungsbeanspruchung, d. h. mit kz in Gleichung 12, § 16, 
höher zu gehen. Zur KlarsteIlung der Zulässigkeit wollen wir uns 
zwei gleiche prismatische Stäbe aus demselben Flußeisen - der 
Einfachheit der Betrachtung wegen mit rechteckigem Querschnitt -
vorstellen: 

a) den einen auf Zug mit kz = flOO kg/qcm in Anspruch ge
nommen, 

ß) den anderen an den Stabenden unterstützt und durch eine 
in der Stabmitte angreifende Kraft so beansprucht, daß in 
der äußersten Faserschicht die Zugspannung k z = 900 kg/qcm 
eintritt. 

Im Falle a ist in allen Punkten aller Querschnitte des pris
matischen Stabteiles die Zugspannung von 900 kg/qcm vorhanden, 
und zwar unter der günstigsten V orauflsetzung vollständig gleich
mäßiger Verteilung der Zugkraft über den Querschnitt. Schon bei 
geringer Abweichung hiervon werden sich sofort erheblich höhere 
Spannungen einstellen, zu den Zugspannungen werden Biegungs
spannungen von Bedeutung hinzutreten können. 

Im Falle ß dagegen ist die Spannung 900 kg(qcm nur in einem 
einzigen Querschnitt und in diesem nur in der äußersten Faserschicht 
vorhanden. Sollte diese Faserschicht durch irgendeinen Umstand 
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(Zufälligkeiten im Betriebe, Materialfehler usw) derart überanstrengt 
werden, daß das Flußeisen daselbst bleibend nachgibt, so greifen 
die im Querschnitt weiter nach innen gelegenen und sonst weniger 
angestrengten Fasern unterstützend ein. Darin liegt es auch be~ 
gründet, daß so~che Stäbe bei Biegungsversuchen eine weit größere 
Belastung auf Biegung vertragen, als der Zugfestigkeit des Materials 
bei Zugrundelegung der Gleichung 12, § 16, entspricht (vgl. § 22). 

Ändert sich bei Nachgiebigkeit des zähen Materials die Form 
des auf Biegung beanspruchten Körpers in solcher Weise, daß die 
Anstrengung abnimmt, so liegt hierin ein weiterer Grund, gebotenen
falls höhere Werte für die zulässige Materialanstrengung einzusetzen 
(vgl. § 55,1 Kettenhaken). Bei Festsetzung der Höhe der noch als 
zulässig anzusehenden Beanspruchung wird dann darauf zu achten 
sein, ob die Kräfte ihre Richtung und Größe ändern oder nicht. 
Näheres hierüber findet sich in des Verfassers !Iaschinenelementen. 

Auch können unter Umständen noch andere Einflüsse sich geltend 
machen, die bei Wahl der zulässigen Spannung in Gleichung 12, 
§ 16, Berücksichtigung verdienen, wie z. B. die in § 6 und die in 
§ 22 unter a) erwähnten Vorspannungen oder Gegenspannungen, die 
sich nach hohen Probebelastungen, die nötig waren und bleibende 
Formänderungen von Bedeutung zurückließen, in den bei der Biegung 
am stärksten beanspruchten Fasern einstellen und diese gegenüber 
der Inanspruchnahme im Betriebe entlasten 1). 

1) Vgl. das in § 64, Ziff. 2 letzten Absatz, angeführte sowie das folgende 
Beispiel. 

Die beiden cbenen, mit ihrer Krempung in einen Dampfkesselmantel 
eingenieteten Stirnwände seien durch Anker miteinander verbunden. Der Ein
fachheit wegen wollen wir uns einen einzigen Anker in der Mitte denken. Unter 
Einwirkung des Probedruckes möge sich der Boden an der Krempe zu einem 
Teile bleibend durchbiegen, während die Stärke des Ankers derart ist, daß er 
sich nur elastisch dehnt. Wird nun der Probedruck durch Ablassen des Wassers 
beReitigt, so federt -der Anker ganz- zurück, während der Boden infolge der 
bleibenden Formänderung an der Krempung das nicht tut, sondern nur in 
seiner Mitte durch den Anker veranlaßt wird, sich soweit durchzubiegen, a]s 
es die Länge des letzteren verlangt; infolgedessen wird der Anker eine Zug
spannung erfahren, während der Boden an der Innensei1e der Krempung eine 
Druckspannung erleidet: Anker und Boden sind also nicht mehr spannungs
los, sondern besitzen infolge der bleibenden Formänderung des Bodens Vor
spannung. Wenn nun jetzt .die Betriebspressung des Kessels wirksam wird, 
so tritt zu der Anstrengung, die diese im Anker verursacht, die Vorspannung 
hinzu, während die Beanspruchung, die durch diese Betriebspressung im Innern 
der Bodenkrempung hervorgerufen wird, um den Betrag der Vorspannung ver
mindert wird. 

üher eigene Versuche mit der Aufgabe, zu ermitteln, welcher Teil der 
auf die Stirnwandung vom Flüssigkeitsdruck geäußerten Kraft von dem Anker 
und welcher Teil von der Wandung selbst übertragen wird, ist im Protokoll 
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Der zweite Gesichtspunkt ergibt sich in der Forderung, daß 
die Gesamtformänderung des belasteten Körpers innerhalb der 
Grenzen bleibe, die durch den besonderen Zweck desselben oder 
durch den Zusammenhang mit anderen Konstruktionsteilen gesteckt 
sind. Da wo eine höchstens zulässige Durchbiegung, Verdrehung usw. 
die Abmessungen bestimmt, ist im allgemeinen eine Rechnung mit 
zulässiger Anstrengung im soeben erörterten Sinne des Wortes nicht 
mehr richtig. Dieselbe ist dann eine Funktion der Form und Größe 
des in Frage stehenden Körpers. (S. auch die erste Fußbemerkung 
zu § 26, vierten Absatz.) 

Gestattet der derzeitige Htand der Rechnungen nicht, die ins 
Auge zu fassende Gesamtformänderung im voraus ausreichend genau 
zu ermitteln und kann sich der Konstrukteur nicht auf Abmessungen 
stützen, die als bewährt anzusehen sind, so muß er auch hier zu 
Versuchen greifen, für die sinngemäß das oben bei Erörterung des 
ersten Gesichtspunktes Bemerkte gilt. 

Hierher gehören auch die Fälle, in denen die Stabilität der 
Form gesichert werden muß (Knickung schlanker Stäbe., vgl. § 23 u. f., 
Einbeulung dünnwandiger Hohlgefäße bei äußerem' Überdruck, vgl. 
§ 26, erste Fußbemerkung, Faltung dünnwandiger Hohlkörper bei 
Druckbeanspruchung, vgL § 13, Ziff. 1 unter h), Wellenbildung bei 
Drehungsbeanspruchung, vgL § 35.) 

Der dritte Gesichtspunkt wird durch Eingehen auf die oben 
(S.455) bezeichneten dynamischen Verhältnisse gegeben. 

Auch hier können Versuche nötig werden. Dabei empfiehlt es 
sich in vielen Fällen, den schon vor Jahrzehnten auch öffentlich 1) 
vom Verfasser ausgesprochenen Grundsatz zu beachten: " Versuche 
sind in der Regel unter solchen Verhältnissen anzustellen, wie sie 
bei den wichtigeren technischen Anwendungen vorzuliegen pflegen, 
so daß die ermittelten Erfahrungszahlen auf diese mit ausreichender 
Sicherheit übertragen werden können." 

2. Ermittlung der größten Anstl'engung. 

Wir denken uns in dem Stabe, Fig. 1, ein Körperelement, eme 

Faser ABCD von der Länge iCii=DC=l cm abgegrenzt derart, 
daß die in AD sich projizierende Stirnfläche mit dem in Betracht 
gezogenen Stabquerschnitt zusammenfällt, während die Richtungen AB 
und DC mit der Stabachse parallel laufen. In Fig. 2, S. 462, sei 

der 42. Delegiertcn- und Ingenieur- Versammlung des Internationalen Ver
bandes der Dampfkessel-Vberwachungsvereine zu München 1912 auf S. 31 u. f. 
berichtet. 

1) S. Schlußabsatz der Fußbemerkung 1, S. 13. 
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dieses Faserstück, entsprechend dem ursprünglichen Zustande, d. h. 
vor der Inanspruchnahme des Stabes, in größerem Maßstabe durch 
die ausgezogenen Linien dargestellt. 

Unter Einwirkung der äußeren Kräfte dehne sich die Faser in 
der Richtung AB um 

sofern 

BE=KF=8·AB 

BE 
8=-

AB 
die verhältnismäßige Dehnung bezeichnet; mit AB = 1 wird BE = 8. 

Fig. 1. 

Nach § 1 muß sich die Faser gleichzeitig senkrecht zu ihrer 
Achse zusammenziehen. 

Diese Zusammenziehung betrage 

CK=DG=8q ' BC, 

CK 
wenn 8q==. Be 
Da (vgl. § 7) 8q = 8 : m ist, kommt hieraus für B C = a 

CK=DG=~ 
m 

Zu dieser mit der Normalspannung verknüpften Formänderung 
tritt nun die der Schubspannung entsprechende. Es verschiebe sich 
der Quenwhnitt EF (ursprünglich BC) um 

EH=FJ=y. AE=y(l +8) 
gegen den Querschnitt AGD, sofern y die Schiebung (vgl. § 28) 
bedeutet. 

Hierbei dehnt sich die ursprünglich AC lange Strecke bis zur 

Größe AJ. Ihre spezifische Dehnung beträgt unter Beachtung, daß 
--- 1 

nach Fig.2 AC=- --
costp 

AJ-AC AJ -
8",=---==..-==-1 =AJ· costp-1 .... 1) 

AC AC 
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Hierin ist nach Fig. 2 

1 +E .dJ=--; 
cosrp 

ferner unter Beachtung, daß EH = F J = y (1 + e) und tg qJ = a: 1 = Ur 

a(l-- f )+Y(l+e) tgqJ(l-- e )+Y(1+E) 
\ In m 

tg ~J = --------- --- = --c-----

l+e l+e 

Wird, da y und E kleine Größen sind, deren Produkt y . e gegen
über y vernachlässigt, so folgt hieraus 

womit die Größe 

tg<p (1 __ e) + y 
m 

tg1p= 
1 +e 

- l-+-e 
von .dJ = -'-- bestimmt ist, da 

COSlp 

...... 2) 

Werden auch hier e~, ey und y~ gegenüber e und y vernach
lässigt, so findet sich nämlich 

1 -1- e 
eos '1/1 = --=-------_ -' ---------_-_ --------c-

VI + 2e + 2ytgtp +tg~<p - 2 ~tg2qJ 

jT= Vl + 2e + 2y tgtp + tg2qJ (1 - 2~), 
woraus nach GI. 1 

1 / --------------------------

e,,= V (1 + 2e) cos2 qJ + ysin 2tp + sin2 tp (1 - 2 :) - 1 

I ., + y '" e. Q = '" 1 -, E cos- tp -- sm" qJ -- -- Sln"qJ - 1 
2 m 

m+l 
und mit e=cw sowie y=ßr=2---co; (nach GI.~, § 31) 

m 
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Die Größe der Dehnung in der beliebigen, durch den Winkel ({J 

gekennzeichneten Richtung hängt hiernach von ({J ab, sie wird am 
größten für 

dE'1' m+1 . ",+1 
--=0 = - --"0 2 cOs({JSln({J+----- "1"2 COS 2({J 
d({J m m 

1" 
tg2cp=2 

o 
. 4) 

Hiermit erscheint die durch cp gegenüber der Stabachse (Rich
tung der Normalspannung) festgelegte Richtung AC, in der die Deh
nung ihren größten Wert erlangt, bestimmt. 

Für f = 0 ergibt sich cp = 0, d. h. die größte Dehnung findet 
dann in Richtung der Stabachse statt, wie ohne weiteres klar ist. 

Für a=O wird 
:Je 

cp = --= 45°, 
4 

wie bereits in § 31, Ziff. 1, festgestellt wurde. 

Zur Ermittlung des größten Wertes Ema:z: der Dehnwlg ist nun 
der eben ermittelte Wert von cp in GI. 3 einzusetzen, d. h. in diese 
einzuführen 

f 
tg2cp=2-

er 

womit sich ergibt 

2-r2 
cos'!.q; = ---------::== 

a2 + 4-r'.l- aV02 + 41"2 

sin 2ip = 2't(- <1+ V02+4~2). 
a2 +4-r2 - oVa2 + 4r2 

Emax m+ 1 ( 21"2 I 21"(-0+ Vaii~)) 0 
----;;-=--,;;;- a2+41"Il_al/o~+4-1"2al a2+4-r2_oVa2+4'l'!1" -; 

=m+1 __ ~2 ___ __ ?_=m+l 21"2 (V02 + 41"2+ 0) a 
111 \'02+4-r2 _a 7tI m 

m-l 111+1------
= --a-l--- Va2 +41"2 

2m ' 2m 
. 5) 

Für r = 0 ergibt Gleichung 5 

max(:!) = 0 

und für a=O 
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Hiernach entspricht die Schubspannung T allein einer Dehnung 

m+1 -- in-aT, 

während die Normalspannung a mit einer solchen im Betrage von 

aa 

verknüpft ist. Bei gleicher Größe der beiden Spannungen ergibt sich 
die erstere Dehnung im Verhältnis von (m + 1) : m bedeutender als 
die letztere. Soll die Dehnung, d. h. die Anstrengung, in beiden 
Fällen die gleiche sein, so muß'/: im Verhältnis von m:(m+ 1) 
weniger betragen als a, wie bereits aus dem in § 31 Erörterten 
hervorgeht 1). 

Die Gleichung 5 setzt voraus, daß das Material in allen Punkten 
-des Körpers nach allen Richtungen hin gleich beschaffen (isotrop) 
ist. Diese Voraussetzung trifft nun nicht immer zu, so z. B. bei 
Schweiß eisen nicht, dessen Widerstandsfähigkeit namentlich gegen
über Schubspannungen in Ebenen parallel zur Walzrichtung und 
.senkrecht zur Richtung des beim Walzen ausgeübten Druckes sich 
vergleichsweise erheblich geringer erweist. In derartigen Fällen ist 
·es natürlich unzutreffend, den Einfluß der Dehnung 8, die einer be
.ßtimmten Schubspannung entspricht, gegenüber derjenigen Dehnung, 
die bei Normalspannungen als höchstens zulässig erachtet wird, nach 
Maßgabe der Gleichung 

81 = 1~~:lt~ (X'/: = cta. . • • . • . • • 6) 

:zu beurteilen. Dann muß vielmehr die Beziehung 

m--l---1 
y=2a--'--,/: 

m 

'vor Einführung in die Gleichung 3 eine Berichtigung oder Ergän
'zung erfahren, am einfachsten durch Multiplikation mit einem Koeffi
,zienten ao' der ganz allgemein die Aufgabe haben soll, dem Um
stande Rechnung zu tragen, daß die zulässige Schubspannung zur 
'zulässigen Normalspannung für die zwischen 4 und 3 liegende 
Größe m nicht immer in dem Verhältnisse 

m:(m+l)=4:5 bis 3:4=1:1,25 bis 1:1,33 

. steht. (S. auch Gleichung 5 und 6, § 31.) 

1) Die tatsächlichen Anstrengungen verhalten sich hiernach nicht wie T: (J, 

d . m+l :son ern wIe - -- T: o. m 
C. Bach, Elastizität. 8. Aull. 30 
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Mit 

geht Gleichung 5 über in 

(ei) m-l m+ 1 . 
max a- =-2m 0+ ~-Va2+4o(ao1'? 

zulässige Anstrengung bei Normalspannung .. 7 1) 
a -.--~--~~------=-~----------=-----=-

u -- '!'-t-~ zulässige Anstrengung bei Schubspannung 
m 

Mit Rücksicht hierauf werde ao als das Verhältnis der zulässigen 
Anstrengungen für den gerade vorliegenden Fall oder kurz als An
strengun gsverhältnis bezeichnet. 

Setzt man, dem heutigen Stande der Versuchsergebniss6 ent
sprechend und in der Absicht, zu runden Zahlenwerten zu gelangen, 

10 
m=3' 

so gehen die Gleichungen 7 über in 

max (e;) = 0,350 + 0,65 Va2 +.,qao 1')2} 
.. 8) 

zulässige Anstrengung bei Normalspannung 
. ao = 1,3· zulässige Anstrengung bei Schubspannung 

Der Unterschied, der sich hinsichtlich der Anstrengung max (~-) 
ergibt, je nachdem man m = 3 oder m = 4 oder einen dazwischen 
gelegenen Wert setzt, ist übrigens unbedeutend. 

Durch die Feststellung zu den Gleichungen 7 und 8 erfüllt der 
Koeffizient ao nicht bloß seinen Zweck beim Mangel allseitiger Gleich
artigkeit des Materials, sondern auch dann, wenn die Werte für die 
beiden zulässigen Anstrengungen aus anderen Gründen nicht in dem 
Verhältnisse (m + 1) : 1lt stehen. Das wird bei vorhandener Isotropie 
des Materials allgemein dann der Fall sein, wenn die gleichzeitig 
auftretenden Normalspannungen und Schubspannungen nicht gleich
artig sind, beispielsweise dann, wenn die erstere eine fortgesetzt 
wechselnde ist (Biegungsanstrengung einer sich drehenden Welle UBW.). 
während die letztere als unveränderlich gelten kann (Drehungs
anstrengung derselben Welle bei Überwindung eines konstanten Ar
beitswiderstandes) usf. 2). 

1) S. des Verfassers Maschinenelemente, 1881, S. 11, 207, 208, 210, 211, 
216 usf.; 1891/92, S. 22 u. f., 330, 331 u~f.; 1908 (10. Aufl.), S. 554, ufo 

S) S. des Verfassers Maschinenelemente, 1881, S. 18 U. f., 1891/92, S. 34 u. f., 
1908 (10. Aufl.), S. 55 u. f., 1920 (12. Aufl.), S.57 u. t 
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Bei Entwicklung der grundlegenden Beziehungen 1 bis 3 war 
in übereinstimmung mit der hierfür entworfenen Figur 2, S. 462, 
angenommen worden, daß die Dehnung 15 (die Normalspannung 0) 

in Richtung der Stabachse eine positive sei, entsprechend einem 
an der betreffenden Stelle wirkenden Zug. Ist das Entgegengesetzte 
der Fall, erfährt der Stab in Richtung seiner Achse eine Zusammen
drückung, d. h. sind 15 und 0 negativ, so führt die gleiche Betrach
tung zu dem Ergebnis 

( EI) m--l ! m+.l-.;,,+----;, max -- = - --O-j-- ---- Y 0" 4r" .•. 
a '"2m I 2m 

5a) 

Hierbei ist a nur mit seiner absoluten Größe einzusetzen. Diese 
Gleichung unterscheidet sich von der Beziehung 5 lediglich dadurch, 
daß hier die größte Anstrengung als D ru c k beanspruchung erscheint, 
während sie dort als Zuginanspruchnahme auftrat. Dementsprechend 
treten an die Stelle der Gleichungen 7 und 8 die Beziehungen 

max (- EI) = 11/, - !. 0 -t- rn,± 1 11 0 2 + 4-(a r)2 7 a) 
a 2m 2m 0 

bzw. 

max(--~)=O,350+0,65 V~2-+-4.(Ciorr ... Ha) 

Neben dieser Druckbeanspruchung, wie sie hierdurch bestimmt 
ist, wird unter Umständen noch eine größte Zuganstrengung maß
gebend sein können, nämlich dann, wenn die positive Dehnung, die 
der Schiebung y entspricht (vgl. § 31, S. 338), die Zusammendrückung, 
die mit der negativen Normalspannung in Richtung der Stabachse 
verknüpft ist, bedeutend überwiegt. Die größte Zuganstrengung, 

die dann gleichzeitig mit der größten Druckbeanspruchung max (- ~-) 
a 

auftritt, und die mit max (~-) bezeichnet sei, kann in gleicher Weise 

ermittelt werden, wie oben die Gleichung 5 gefunden wurde, oder 
man kann sie unmittelbar aus Gleichung 5 ableiten, indem in der 
letzteren a negativ gesetzt wird. Auf beiden Wegen ergibt sich 

max (E~) = - ~n'"2 m::- 0 +11/,2~.!. V'~2 +4r2 ••• 5 b) 

und damit nach Gleichung 7 und 8 

max (~) = -1n2-;n2. a+ m2~ ::-1102 +4(ao~?' 7b) 

max(~)= - 0,35 a+ O,6511~ +4 (ao1")2 .. Sb) 

30' 
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In diese Beziehungen ist 0 natütlich nur mit seiner Größe ohne 
Rücksicht auf das Vorzeichen einzuführen. 

Der absolute Wert von max (-~) ist nach Gleichung 5 a aller-

dings größer als derjenige, welchen Gleichung 5 b für max (iz) liefert. 

Da aber die zulässige Zuganstrengung in manchen Fällen bedeutend 
geringer zu sein pflegt als die zulässige Druckinanspruchnahme, so 

kann tro'tzdem max (~) maßgebend werden. 

Wie aus dem Gange der Entwicklung folgt, setzt die Gleichung 51) 
voraus, daß die Fasern, aus denen der Stab bestehend gedacht 
werden kann, auf die ganze Erstreckung weder einen Zug noch 
einen Druck noch einen Querschub aufeinander ausüben, also auch 
nicht von außen empfangen. 

§ 49. Zug (Drucl{) und Drehung. 

Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 
Kräfte ergeben für den in Betracht gezogenen Querschnitt eine 
in. die Richtung der Stabachse fallende Kraft P und ein Kräfte
paar vom Momente Md' dessen Ebene die Stabachse senkrecht 
schneidet. 

In einem beliebigen Element des Querschnitts von der Größe f 
wird durch die Zugkraft P eine Normalspannung 

p 
0=-

f 
wachgerufen, während das auf Drehung wirkende Moment Md eine 
Schubspannung 'l erzeugt, die nach den §§ 32 bis 36 zu bestimmen 
ist. Da 0 für alle Punkte des Querschnittes als gleich groß aufge
faßt werden darf, EO tritt die bedeutendste Anstrengung da auf, wo 
'l seinen größten Wert erlangt. 

Nach den Gleichungen 7, § 48, ergibt sich mit k. als zulässiger 
Zug- und kd als zulässiger Drehungsanstrengung 

k > f11,-=~o+ m + 1 "1/ Oll + 4(a 'l)'J .= 2m 2m V 0 , 

kz ao=------, 
m+~k 

m tI 

. . . . 1) 

1) Die Ableitung aus den allgemeinen Gleichungen der Elastizitätslehre 
findet sich in § 71. 



und mit 
10 

m=3 

~ 49. Zug (Druck) und Drehung. 

lez > 0,350+0,65 Vo2 + 4(etOT)2,} 
/c. 

lto=-----· 
1,3 kd 

4-69 

.J) 
• •• o.J 

Wirkt P nicht ziehend, sondern drückend, so wird 0 negativ, 
infolgedessen nach Gleichung 8a, § 48, zunächst die mit /c als zu
lässiger Druckanstrengung gültige Beziehung 

/c > 0,35 0 + 0,65 V~2 + 4 (a~ r)2~ 1 
/c J . . . . . 3) 

uo = 1,3k~ 

und sodann auch nach Gleichung 8 b, § MI, die Forderung 

kz ~ - 0,35 0 + 0,65 Va2 -f4( eto T)~) 
k .. 

lto=- ---"----
1,3kd 

.. 3a) 

befriedigt sein muß. Hierbei ist vorausgesetzt, daß Rücksichtnahme 
auf Knickung (§ 23) nicht nötig wird. 

Die Werte von "l können unmittelbar aus der Spalte 3 der Zu
sammenstellung des § 36 entnommen werden, sofern /cd durch "l er
setzt wird. Die Normalspannung 0 tritt nur mit ihrer absoluten 
Größe in die Beziehungen 1 bis 3 a ein. 

§ 50. Biegung und Drehung. 
Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 

Kräfte ergeben für den betrachteten Querschnitt zwei Kräftepaare, 
das eine (biegende) vom Momente Mb und das andere (drehende) 
vom Momente Md; die Ebene des ersteren schneidet den Querschnitt, 
diejenige des letzteren die Stabachse senkrecht. 

In einem beliebigen Punkte des Querschnitts verursacht 

llfb eine Normalspannung 0, die nach § 16 oder § 21 festzu
stellen ist, 

J-Ia eine Schubspannung "l, deren Bestimmung nach den §§ 32 
bis 34 zu erfolgen hat. 

Die für den betreffende-n Punkt resultierende Anstrengung er
gibt sich alsdann aus Gleichung 7, § 48. Bezeichnet /cb die zulässige 
Biegungs- und /cd die zulässige Drehungsanstrengung . so· gilt mit 

10 m=a-
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kb > 0,35 a + 0,65 Va2 + 4 (ao t)2, I 
k'J .... 

«0=-----
1,3 kd 

Naturgemäß sind a und t für denjenigen Querschnitt und 
für denjenigen Punkt einzuführen, für den die rechte Seite 
größten Wert erlangt. 

1. Kreisquerschnitt. 

Hier fallen die Punkte der größten Normalspannung 

a = 32 Md: (Gleichung 10. § 16, und Gleichung 5, § 17) 
n ' 

und die Punkte der größten Schubspannung 

t = 1: ~: (Gleichung 3, § 32) 

zusammen, folglich 

32 Mb • V(32-M )2 (32 M- )-2 kb ~ 0,35 - da" -+- 0,60 ___ u + -~ IX 
n nd3 nd30 

rund 

.1) 

hier 
den 

k > 10 [ --~----] 
b = d3 0,35Mb + 0,65 VMb2 + (aoMd? ....... 2) 

Auch für den Kreisringquerschnitt findet dieses Zusammen
fallen statt. 

2. Elliptischer Querschnitt, Fig.2, § 33. 

a) Die Ebene des biegenden Kräftepaares läuft parallel 
zur kleinen Achse der Ellipse. 

Die größte Normalspannung 
4 Mb 

a = -;; ab2 

tritt hier auf in den Endpunkten B der kleinen Achse (Gleichung 10, 
§ 16, und 7, § 17). 

Die Schub spannung erlangt ihren Größtwert 

2 Md t=-;, ab2 

an denselben Stellen (Gleichung 6, § 33). 
Hiernach findet die größte Anstrengung in den Punkten B statt. 

Demgemäß ergibt sich aus Gleichung 1 

4 Mb V(4-M)2~-(4 ],f--\i kb ~ 0,35 -- -b·'.l + 0,65_ ---% + __ d a I 
na n ab- n ab2 0) 

kh 2: ~ a~2 [0,35 Mb + 0,65 VM~\l+-(ao Md)"2] .., " . 3) 
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b) Die Ebene des biegenden Kräftepaares läuft parallel 
z"Ur großen -Achse der Ellipse. 

Die Normalspannung besitzt ihren Größtwert in den Endpunkten A 
der großen Achse, während die gchubspannung in den Endpunkten B 
der kleinen Achse am größten ausfällt. Infolgedessen muß zunächst 
ermittelt werden, an welchen Stellen die größte Anstrengung eintritt. 

Daß dieselhen auf dem Umfange liegen, ist ohne weiteres klar. 
Nun ist nach Gleichung 9, § 16, die Normalspannung a im Abstande z' 
von der kleinen Achse 

Mb' Mb' a = - -z ~-=------z e lt a3b 
± 

und nach Gleichung 5, § 33, die vom drehenden Moment verursachte 
Schubspannung in den um z' von derselben Achse abstehenden Um
fangspunkten 

oder unter Beachtung, daß 

T=~ ~n/l ___ a2~~b~z'2. 
Hieraus ergibt sich die Anstrengung in den durch z' bestimmten 

Umfangspunkten zu 

( ) 
"I] V-(-'-M---)2 (4 M \2( --2 1.2 " cl . 4 _l> b , _ '" b , .. ' d , a - U ,~ 

1X - =0,.% '1-,,2 +0,60 -~bz + - l'"ao) 1-- -~--z) 
a 'JTfl' u na' nau- a, 

4 Mb r , I ., /----;.~~-(M d 0,2-- \ 2 ( a2 - &2 ~) T 
=~a3jjlO,35z-r0,65VZ I Mbb-aO) l--a- 4-z J' .--1) 

Dieser Ausdruck erlangt seinen Größtwert für den durch 

max (;) 
rl ,--- === j). 

dz 
z' ==== z 0' 

bestimmten Wert zo', womit dann 

k > 4 M~ 'lo,35 z: -l- 065' /(~~')2~ (M,-tl a a )2(1 __ a2 -- i.J2 Z '2) I ;)) 
b_ JTa2 b ' a I , Val M" b 0 a4 0 J 

Zweckmäßigerweise wird zur Feststellung der größten Anstren
gung auch in der Weise vorgegangen werden können, daß man aus 
Gleichung 4 für verschiedene Werte von z' die Anstrengungen er-
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mittelt, diese dann in den zugehörigen Abständen als Ordinaten 
aufträgt, wie dies in § 52 unter a) und b) für den Fall der Bean
spruchung auf Biegung und Schub geschehen ist (Fig. 2 und 3, § 52). 
und aus dem Verlaufe der so gewonnenen Kurve die größte Ordi
nate mit der Sicherheit bestimmt, die das zeichnerische Verfahren 
gestattet. 

3. Rechteckiger Querschnitt, Fig. 3, § 34. 

a) Die Ebene des biegenden Kräftepaares läuft parallel zur 
kurzen Seite des Rechtecks. 

Hier fallen die Stellen der größten Drehungsanstrengung 'l, d. s. 
die Mitten der langen Seiten, auf solche der größten Biegungs
anstrengung 0, d. s. sämtliche Punkte der langen Seiten. 

Wegen 

0= 6 :;, (Gleichung 10, § 16, und 2, § 17), 

t = 4,5 ~a (Gleichung 5, § 34, siehe Fußbemerkung daselbst) 
b h 

ergibt sich nach Gleichung 1 

kb~ b~h [0,35 Mb + O,65VMb2 + (1,5aoMa)\l1 •.• 6) 

und für das Quadrat mit h = b 

kh>;a [0,35 Mb + 0,65 V.Mb2 + (1,5aoMaY!] . . . . 7) 

b) Die Ebene des biegenden Kräftepaares läuft parallel zur 
langen Seite h des Rechtecks. 

Hier erlangen (J und 'l ihre Größtwerte nicht in den gleichen 
Punkten (0 wird am größten in den kurzen Seiten, t dagegen in 
den Mitten der langen Seiten), infolgedessen in derselben Weise 
vorzugehen ist, wie unter Ziff. 2, b für den elliptischen Querschnitt 
angegeben wurde. . 

c) Die Ebene des biegenden Kräftepaares hat keine der 
beiden unter a) und b) bezeichneten Lagen. 

Für ein beliebiges, durch y und z bestimmtes Querschnitts
element betrug die Biegungsanstrengung a nach § 21, Ziff. 2, mit 
den daselbst gebrauchten Bezeichnungen 

= M (z cos P _ Y sin P) 
(J b e e' 

1 9 

1 
fJ =-bhS 

1 12 ' 
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die Drehungsanstrengung T folgt aus § 34 

r=VT2 +T2 y z , 

und nach Einführung von 

473 

... 9) 

Diese Werte von (J und T sind nun in die rechte Seite der Glei
chung 1 einzuführen, hiermit die Punkte, in denen dieser Ausdruck 
seinen Größtwert erlangt, zu ermitteln und sodann der letztere selbst 
zu bestimmen, wie dies unter Ziff. 2, b für den Fall des elliptischen 
Querschnitts angedeutet worden ist. 

Hier ·führt das am Schlusse von Ziff. 2, b angedeutete zeichne
rische Verfahren, den Verhältnissen der vorliegenden Aufgabe ent
sprechend angepaßt,. zu einer verhältnismäßig raschen Lösung!). 

§ 51. Zug (Druck) und Schub. 
Die äußeren Kräfte liefern für den in Betracht gezogenen Quer

schnitt ( eine in die Richtung der Stabachse fallende Zugkraft P 
und eine diese senkrecht schneidende Kraft s. 

Die mit P verknüpfte und in allen Punkten als gleich ange
nommene Normalspannung beträgt 

P 
o=Y' 

die durch S wachgerufene Schubspannung unter Bezugnahme auf 
Fig. 1, § 39, und mit den in § 39 aufgeführten Bezeichnungen nach 
Gleichung 2, § 39, allgemein in dem durch y oder r; bestimmten Um
fangspunkte 

, SM" T - ..... __ .. _-
- 2 Y cos qy' e· 

') Die vorliegende Aufgabe ist beispielsweise zu lösen bei der Berechnung 
einer Dampfmaschinenkurbel. In des Verfassers Maschinenelementen, 1891/92, 
S. 474 u. f., 1908 (10. Aufl.), S. 792 u. f., findet sich diese Berechnung voll
ständig durchgeführt. Außer den Schubspannungen, die durch das drehende 
Moment hervorgerufen werden, sind dabei auch noch die von der Schubkraft 
veranlaßtcn Spannungen berücksichtigt. 
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Maßgebend ist der größte Wert, den t' erreicht, also beispielE
weise 

für den Kreis 

3 S 
für das Rechteck '1: = 2 bl~' 

Xach Gleichung 8, § 48, folgt alsdann mit kz als zulässiger Zug
anstrengung und k s als zulässiger Schubanstrengung 

k. > 0,35 a + 0,65 W+ 4 (aOT)2,) 
_ kz • • • • • • • 1) 

uO - 1,3k: 

wobei die Punkte der größten resultierenden Anstrengung diejenigen 
sind. in denen die Schubspannung den größten Wert erlangt. 

Wirkt P drückend (Fall der Knickung, § 23, ausgeschlossen), 
so müssen die aus den Gleichungen 8a und 8b, § 48, folgenden Be
ziehungen 

la) 

und 

1 b) 

befriedigt sein. 

§ 52. Biegung und Schub. 
Die auf den geraden stabförmigen Körper wirkenden äußeren 

Kräfte ergeben für den betrachteten Querschnitt ein Kräftepaar Y b , 

dessen Ebene den Querschnitt senkrecht schneidet, und eine in den 
letzteren fallende Kraft S. 

t. Anstrengung des Materials. 

In einem beliebigen Querschnittselement verursacht 

JJb eine Normalspannung a, die nach § 16 oder § 21 festzu
stellen ist. 

S "eine Schubspannung T, zu deren Bestimmung die Gleichung 3, 
§ ;19. zur Verfügung steht. 
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Da die letztere unter der Voraussetzung entwickelt wurde, daß 
die Schubkraft S in eine Symmetrieebene des Querschnitts fällt, so 
muß auch hier diese Beschränkung bezüglich der Lage von S ge
troffen werden. Demgemäß werde vorausgesetzt, daß der Querschnitt 
symmetrisch sei, und daß die Ebene des biegenden Kräftepaares Mb 
den Querschnitt in der SY1llmetrielinie schneide. Dann folgt nach 
§ 16 und § 39 unter Bezugnahme auf Fig. 1, § 39, sowie mit den 
daselbst gewählten Bezeichnungen: " 
für die in allen um t7 von der wagrechten Schwerlinie V -... 
abstehenden Querschnittselementen gleich große N ormal- ~ _.,( -. i 
spannung M ~ ., 

0= e 1} ~ .,-, - - - ~ 

und für die in den Umfangspunkten 
Größtwert erlangende Schubspannung 

~ : 
P' P' ihren ~ . . ; 

, S ],['/ r -----
- 2 Y cos ip' e . 

Demnach mit kb und k. als zulässiger Biegungs
Fig. 1. 

bzw. Schubanstrengung aus Gleichung 8, § 48, die größte Anstrengung 
in diesen Punkten 

kir > max ( :1) 1 

r, Mb ' . V( Mb r ( S M~)2 I = O,'lo ----17+ 0,65 -r; +4 -- - --IX .. 1) e e 2 y cos cp' e 0 I 
kir 

0:0 = 1,3k~' J 
Hierbei ist derjenige Querschnitt in Betracht zu ziehen sowie 

für r; derjenige Wert einzuführen, wodurch der Ausdruck auf der 
rechten Seite seinen Größtwert annimmt, und zu beachten, daß im 
allgemeinen S und Mb nicht in ein und demselben Querschnitt ihre 
Größtwerte zu erlangen brauchen. 

a) Kreisquerschllitt, Fig.4, § 39. 

Unter Voraussetzung der durch Fig. 1 dargestellten Belastungs
weise ergibt sich 

und mit 

1] = r sin cp' , 

Sl . , 4 Sl. , 
o=--rsm cp =--aSlllCP. 

~-r' ]l: r 
4-
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Gemäß § 39, Gleichung 6, ist 

TI =~-~-cosg/, 
3 nr'.! 

somit nach Gleichung 8, § 48, 

k ~max (!l) b_ a 

.• 4 Sl. '+ V(4 Sl -:---,)2+---"("4--8--- ,)'.1 
=0,30--SlUgJ 0,6& ---SlOgJ 4 -~a --"-cosgJ , 

n r 3 :Jl r 3 3 ° n r 2 

k ~ ( EI) S l [ ., + . ~ "1 / .. Q , + (2 r ,)2J v>max a =--;;- 0,35slU<p 0,6a V sm"<p "3«olcosgJ . 
_r3 

4 

Wird hierin das Anstrengungsverhältnis «0 = 1 gesetzt, d. h. 

kb = 1,3k. oder k.=0,77kb , 

und außerdem die von dem biegenden Moment herrührende N ormal
spannung 

Sl 

n 3 --r 
4, 

welche, in der äußersten Faser stattfindend, die maßgebende An
strengung sein würde, wenn die Schubkraft gleich Null wäre, durch 0ll 

ersetzt, so findet sich 

Behufs Gewinnung eines Urteils über das Gesetz, nach dem 
r 

sich die resultierende Anstrengung mit T und g/ ändert, werde die-

r 
selbe für verschiedene Werte von "{ und gJ' ermittelt. 

d 
«) l=r=-. 

2 

Aus Gleichung 2 wird 

max (~) = Ob [0,35 sin<p' + 0,65 VSin2;'+-(:~~s~JJ 
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und damit 

für <p'= 0° max (~;-) = 0,43 Ob Im Punkte 0, Fig. 2, 

" sin <p' = 0,25 
(e \ max -;~) = 0,54 0" " " 

1, 
" 

2, 

rp' = ;Wo max (-~~) = 0,67 Ob " " 
2 

" 
2, 

" 
, 

" 
rp'= 45° max ( ~-) = 0,80 G/, " " 

3, 
" 

2, 

" 
<p'= 60° max (e~) =0,91 Ob " " 

4, 
" 

2, 

, 
90° max ( ~--) = 1,00 Ob 5, 2. 

" 
<p = " " " 

Fig. :! . 

Wir ziehen durch die Kreispunkte 0, 1, 2, 3, 4, 5, .Fig. 2, wag
rechte Gerade und tragen alsdann von den Punkten 0, 01' 02' Os' 
04' 05 des senkrechten Halbmessers 00" die Strecken 

OAo= 0,43, 0lA1 =0,54, °2A2= 0,67 , 

0aAa == 0,80 , 04A4 = 0,91, 0"A5 = 1,00 
auf und erhalten so in der Schaulinie AoAlA2AaA4A5 ein Bild über 
das Gesetz. nach dem sich die von a und T herrührende Anstrengung 
von Punkt zu Punkt des Umfanges ändert. Im Punkte 0 ist 0= 0 
und deshalb T' allein maßgebend, im Punkte 1) dagegen ist !' = 0 
und deshalb ° allein bestimmend für die Anstrengung. Wir erkennen, 
daß im vorliegenden Falle, d. h. bei 

d l = r= . . 
:2 ' 

.gemäß den Verhältnissen der Fig. 1 die der größten Schub spannung 
entsprechende Anstrengung noch nicht die Hälfte derjenigen An-
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strengung beträgt, die im Umfangspunkte !) durch die Normalspan
nung allein bedingt wird. Würde man, wie dies nicht selten für 
derartige Verhältnisse angegeben ist, den Stab auf Schubinanspruch
nahme berechnen, so läge hierin ein Fehler von· über 100 ° I 0' 

1 d 
ß) l= 2 r = 4-' 

Gleichung 2, die hiermit übergeht in 

max (-~-) = ab [0,35 sin ep' + 0,65 -V~~n2;' +~} cos ep'YJ 
liefert 

fUr ep'= 0° max (e~) = 0,87 ab' 

" sin ep' = 0,25 max ( ~-) = 0,94 ab' 

, 
30° max (!; ) = 0,99 ab' 

" 
ep= 

" 
ep'= 45° max (~a~) = 1,01 (Jb' 

" 
ep'= 60° max (~) = 1,01 ab' 

" 
ep' = 90° max (101) = 1,00 ab' 

, u 

Die bildliche Darstellung liefert in Figur 2 die Schaulinie 
lJoB1B2BaB4Aö' Wir erkennen, daß auch für l = 0,5 r = 0,25 d die 
größte in der Nullachse eintretende Schubanstrengung noch wesent
lich kleiner ist als die Anstrengung, die im Punkte 5 von dem bie
genden Moment allein veranlaßt wird. Der Größtwert der resultie
renden Anstrengung tritt zwischen ep' = 45° und fP' = 60° auf und 
überschreitet (Jb um rund 1,5%' 

und 

1 d 
r) l=3 r =6-' 

In gleicher Weise wie unter a und ß erhalten wir hier 

max (~ ) = ab [0,35 sin ep' + 0,65 Vsin2 q/ + (2 cos ep'):l] 

für fP' = 0 0 max U;) = 1,30 (Jb' 

" sin ep' = 0,25 max (~-) = 1,35 ab' 
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für q/= 30° (Cl) . max -u- = 1,B5 ab' 

" 
(r'= 45° «1) . max -C(' = 1,2H ab' 

" 
, (r = 60 0 max(e;)=l,l/iOb, 

" ep'= !Wo max('~)=l,UOOb' 
Die zugehörige Kurve ergibt sich in 0oCP20a04A5' Wie er

sichtlich, überschreitet hier. die Schubanstrengung in der Nullaehse 
die Biegungsanstrengung im Punkt 5 um 30 0/ 0' also bedeutend. 
Der Größtwert der resultierenden Anstrengung findet sich in einem 
zwischen 0,25 rund 0,5 r gelegenen Abstande von der Nullachse und 
überschreitet die Anstrengung in letzterer um etwa 4 % , also llut' 

um wenig; hiernach würde es zulässig sein, bei 

l=d 
6 

den Stab nur auf Schubinanspruchnahme zu berechnen. 

0) 1 = 0,43 r = 0,215 d. 
Im Falle 

l=~-
4 

ergab sich die Schubanstrengung in der Stabmitte zu 0,87 der Bie
gungsanstrengung im Abstande r, für 

d 1 = .. _-
6 

dagegen um 30 % größer als die letztere. Es ist nun von Interesse, 
festzustellen, für welches Verhältnis l: r beide gleich werden. 

Dasselbe muß nach Gleichung 2 mit 

g/=O 

sich ergeben aus 

zu 

2 r 
1=065·---, 3 1 

1 1,3 
--=-3 =0.43. r ' 

Wird dieser Wert in Gleichung 2 eingeführt, so folgt 

max (.~1_) = ab [0,35 sin cp' + 0,65 1 I sin2 tp~+-("'~~ 3 cos ;;)'~~I 
a . V 3 1,3 .. ' 
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und hieraus 

für q/ = 0° max (-~-) = 1,00 ab' 

" sin cp' = 0,25 max (~;-) = 1,07 ab' 

cp' = 30° max (~;) = 1,10 ab' 

cp' = 45° max (-~-) = 1,09 ab' 

cp' = 60° max (~~~) = 1,06 ab' 

" cp' = 90 ° max ( ~ ) = 1,00 ab' 

Die bildliche Darstellung liefert in Figur 2 die Schaulinie 
DoDlD2D3D4A~ mit dem Größtwert der Anstrengung ungefähr in 
halber Höhe. Derselbe beträgt rund 10.°10 mehr als die Schub
anstrengung in der Nullachse und um ebensoviel mehr als die Bie
gungsanstrengung im Punkte 5. 

Fassen wir das. im vorstehenden unter IX bis ~ Gefundene zu
.sammen, so ergibt sich folgendes: 

Bei der Belastungsweise des kreiszylindrischen Stabes 
nach Fig. 1 genügt es, denselben mit Rücksicht auf die 
Biegungsanst rengung 

allein zu berechnen, 
d 

solange l nicht wesentlich kleiner 

erheblich weniger als f, so er

_scheint es ausreichend, nur die Schubanstrengung 

als - ist. Beträgt 
4 

-z u berücksichtigen 1). 

4 S 
T=---

3 ~d2 
4 

') Hiernach hat die Bestimmung der Abmessungen des Körpers von 
gleichem Widerstande, Fig. 3, § 19, in der Nähe der Punkte A und B zu er
folgen, wobei 

b a 
S=PT bzw. Pr; 

ist. Streng genommen wäre die Stabform überhaupt auf Grund der Gleichung 1 
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Der etwaige Fehler, der hierbei begangen wird und nach Maß
gabe der soeben durchgeführten Berechnungen beurteilt werden kann, 
liegt innerhalb des Genauigkeitsgrades, der bei Festigkeitsrechnungen 
erreichbar zu sein pflegt. 

Die Berechnung auf Schub anstrengung allein in Fällen, in denen 

l>~ = 4' 

erscheint unzutreffend, insbesondere dann, wenn 

S 

gesetzt wird. 

1=-----

7l d2 

4 

(V gl. auch die in § 40 mitgeteilten Versuchsergebnisse sowie die 
Fußbemerkung S. 417 bis 419.) 

Ist das Anstrengungsverhältnis ao von 1, welcher Wert den be
sonderen Erörterungen unter abis t5 zugrunde liegt, wesentlich ver
schieden, so wird auf die Gleichung 

max (;) = ab [0,35 sin q/ + 0,65 VSin2!p~+-(:;: T c~s 9?J] 
zurückgegriffen werden müssen. 

b) Rechteckiger Querschnitt. 

In ganz entsprechender Weise wie unter a) gelangen wir, sofern 
b die Breite, h die Höhe des Rechtecks bedeutet, und die Richtung 
von S parallel zu 11, läuft, mit 

zu 
Mb=Sl (s. Fig. 1) 

Sl 
0=----· 1). 

~bh3 ' 
12 

und nach Gleichung 1, § 38, zu 

gültig für die Spannungen im Abstande 1) von der Nullachse. 

festzustellen und hierbei darauf Rücksicht zu nehmen, daß die Kraft P wie 
auch S über eine, wenn auch kleine Strecke verteilt angreift. 

Eine Ungenauigkeit bleibt allerdings auch noch dann: die Rechnung setzt 
prismatische Gestalt des Körpers voraus, während der Körper gleicher Festig
keit in der Nähe der Punkte A und B stark gekrümmte Begrenzungsflächen 
besitzt (vgI. S. 117, 118, letzter Absatz der Fußbemerkung). 

C. Bach, Elastizität. 8. Auß. 31 
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Unter der Voraussetzung "0=1 liefert Gleichung 1 

kb > max (;) 

3) 

wenn die Biegungsspannung der äußersten Faser 

Sl 
--=(J 

~ bh2 b 

6 

gesetzt wird. 
Wählen wir l = 0,325 h, so findet sich 

U .--- --- - -'1. ---- --- ., 
, ~g Il 1.00 ' r l---------------::, --

I r-- --- --- --- - -- -- · -
~~ [ ___ _ ____ ___ ___ _ _ 0"1 _ 

: __ __ _ __ _ ____ _ __ ' .. 0'1 _...:. 

I ; 
I ..; L _ _ ~~ _ _ _______ \!>~ _ 

Fig, :3 " 1J = ~ h max (~) = 1,00 (Jb' 

für 1J = ° 
max (~) = 1,04 (Jb' 

1 
" 1J=4 h 

3 
" 1/=gh 

max (~) =0,99 (Jb' 

max (e;) = 0,91 (Jb' 

Die bildliche Darstellung gibt die Fig. 3. Wie ersichtlich, er
langt die Anstrengung zwischen der Nullachse und 

h 
1'}=-2-

einen größten und einen kleinsten Wert. Ersterer überschreitet (Jb 

um etwa 4%' letzterer bleibt um 9% darunter. Die Anstrengung 
in der Nullachse (lediglich Schub) ist gleich der Anstrengung in der 
äußersten Faser (nur Biegung). Wird l < 0,325 h genommen, so über
steigt die erstere die letztere; für l > 0,325 h tritt das Entgegen
gesetzte ein. 

Demgemäß folgt: 

Ist bei dem Stabe mit rechteckigem Querschnitt, be
lastet nach Maßgabe der Fig. 1, l~ 0,325 h, so genügt es, 
ihn mit 'Rücksicht auf die Biegungsbeanspruchung 

6Sl 
Ob = bh9 
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allein zu berechnen; beträgt dagegen l < 0,325 h, so reicht 
es aus, lediglich die Schubbeanspruchung 

3 S 
T=ibh 

der Berechnung zugrunde zu legen 1). 
Die Rücksichtnahme auf die Schubkraft allein, bei l 

erheblich größer als 0,325 h, muß unzutreffende Ergebnisse 
liefern. (Vgl. Fußbemerkung S.417.) 

Wenn das Anstrengungsverhältnis ((0 von 1 wesentlich abweicht, 
so ist auf Gleichung 1 zurückzugehen. 

c) I-Querschnitt. 

Für Querschnitte dieser und ähnlicher Art lassen sich so ein
fache Festsetzungen, wie sie unter a) und b) für den Kreis bzw. das 
Rechteck ausgesprochen werden konnten, nicht aufstellen. Hier muß 
im einzelnen Falle die Gleichung 1 zum Ausgangspunkte genommen 
werden unter Beachtung der daselbst angeschlossenen Bemerkung 
sowie des in § 39 d Gesagten. 

Hinsichtlich der erforderliehen Stärke des Steges pflegt für 
den Fall, daß nicht Herstellungsrücksichten die Entscheidung treffen, 
die Fernhaltung von Ausbiegungen (Knickung) und nicht 
die Schubspannung in der Nullachse bestimmend zu sein, 
namentlich dann, wenn die Belastung des Trägers örtlich zusammen
gedrängt angreift, wie Versuche mit eisernen I-Trägern lehren, 
und wie sich auch unter Beachtung der geringen Widerstandsfähigkeit 
verhältnismäßig dünner Wandungen gegenüber Einflüssen, die auf 
seitliche Ausbiegung hinwirken, aus dem unter "IV. Knickung" Er
örterten ohne weiteres ergibt, selbst unter Voraussetzung einer (in 
bezug auf den Trägerquerschnitt) symmetrischen Belastung. Oft ist 
jedoch auf eine solche nicht zu rechnen, beispielsweise dann nicht, 
wenn die Belastung durch Querbalken erfolgt, die mit ihren Enden 

') Hiernach sind die Abmessungen der in der Nähe des Punktes B ge
legenen Querschnitte der K ö r per gl eie her Festigkeit, 
Fig. 1 und Fig.2, § 19, zu bestimmen. Vgl. auch Fuß
bemerkung zu a, S. 480 und 481. 

Nicht selten wird auch heute noch in Fällen, wie sie 
Fig. 4 veranschaulicht, und in denen die Biegungsbeanspru
chung im Querschnitt AC maßgebend ist, für die Schub
beanspruchung der Querschnitt AB in Betracht gezogen. 
Dadurch gelangt man zu ungeniigend widerstandsfähigen 
Abmessungen, infolgedessen Briiche eintreten, wie Verfasser e 
wiederholt und bis in die neueste Zeit festzustellen hatte. Fig. 4. 

Weiteres vgl. S. 569 u. f. 

31 10 
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aufliegen. Indem sich dieselben unter ihrer Last durchbiegen. be
lasten sie den inneren Teil der Trägerflansche stärker, während 
der äußere Teil entlastet wird. Die Kraft geht nicht mehr durch 
die Mitte des Steges; sie kann bei entsprechender Flanschenbreite 
für den Steg unter Umständen ein verhältnismäßig sehr bedeutendeR 
Biegungsmoment ergeben. 

Um die Formänderung eines in der Mitte hinsichtlich des Quer
schnittes symmetrisch belasteten und an den Enden unterstützten 
Trägers deutlich erkennen zu lassen, wurde ein Träger von 200 mm 
Höhe aus Hartblei!) (Flanschen: 70 mm breit, 20 mm stark, Steg: 
10 mm stark, Entfernung der Auflager 500 mm) vor der Belastung 
mit einem Quadratnetz versehen. Fig. 5, Taf. XXI, gibt das Bild 
des mittleren Teiles dieses Trägers, wie ~r sich infolge der Be
lastung gestaltet hat, wieder. Von Interesse ist namentlich die Ver
folgung der Änderungen, welche die Form einzelner Quadrate er
fahren hat. 

2. Formänderung. 

a) Im allgemeinen. 

Ein prismatischer Stab sei in der aus Fig. 4, § 20, ersichtlichen 
Weise belastet. Die auf denselben wirkenden äußeren Kräfte er
geben - abgesehen von dem Eigengewicht -

a) für jeden innerhalb der Strecke AB gelegenen Querschnitt 
ein biegendes Kräftepaar vom konstanten Moment Mb = Pa; 
infolgedessen die elastische Linie zwischen A und B (vgl. § 16, 
Gleichung 13) einen Kreisbogen vom Halbmesser 

bildet; 

e 
(2=-

ttMb 

b) für die Querschnitte außerhalb der Strecke AB, je nach 
ihrem Abstand von der Querschnittsebene A bzw. B ein ver
schieden großes, zwisohen Pa (im Querschnitt bei A bzw. B) 
und Null (in den Endqnerschnitten) liegendes Moment und 
eine Schubkraft P. 

Um uns ein anschauliches Bild über die hierbei auft.retenden 
Formänderungen zu verschaffen, ziehen wir auf dem unbelasteten 
Stabe, dessen Querschnitt ein Rechteck mit der Breite b und der 
in der Bildebene liegenden Höhe h sein mag, nach Maßgabe der 

1 
Fig. 6, die den halben Stab von der Länge a + 2 darstellt, gerade 

1) Vgl. Fußbemerkung 2, S.348. 
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Fig. !J, § 5~, S. 487. 

Fig. 12, § fl2', S. 488. 
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Linien, und zwar zunächst parallel zur Stabachse, die als Achsen
li nie n bezeichnet werden sollen, und sodann senkrecht zu letzteren, 
d. s. Querschnittslinien, je in gleichem Abstande voneinander. Hier
durch wird die Seitenfläche von der Höhe h in eine Anzahl gleicher 
Rechtecke eingeteilt. 

Unter Einwirkung der Belastung - Fig. 4, § 20 - wird der 
Stab eine Änderung seiner Gestalt erfahren, wobei die Rechtecke 
ebenfalls ihre Form ändern müssen. 

Für die Stabquerschnitte 
zwischen A und B liefert 
die Belastung, wie oben 
unter a) bereits hervorgehoben 
wurde, lediglich ein biegen
des Moment. Demgemäß wer
den nach § 16 die oberhalb 
der Nullachse gelegenen Fa
sern eine mit ihrem Abstande 
von dieser zunehmende Deh-

• i .- -- -· r-·-+-+--I-- -+----1 
~~ ;-- t- - -t--'I-- - - - -!--t----. . 

, r -- ._-

~ t---t -~t-- ~.-_. f--- =: ~- -- -
~I<--- . -- ~- ; -p 11--j-. ~ -- r --Lj .. - r- -r - ~-

L .; , __ '-__ -

Fig. 6. 

nung, die unterhalb gelegenen eine entsprechende Zusammendrückung 
erfahren. Die ursprünglich parallelen Querschnitte sind jetzt gegen
einander geneigt, ihr früherer Abstand ist nur noch in der Stabachse 
vor handen. Es treten ledig-
lich Normalspannungen auf, 
Schu bspannungen fehlen; 
infolgedessen müssen die auf 
die Stab fläche gezeichneten 
Achsen- und Querschnitts
linien die rechten Winkel, i

unter denen sie sich ursprüng- '~-'---...l 

lich schnitten, beibehalten: 
die ursprünglichen Rechtecke 
gehen in Kreisringsektoren 
über. Fig. 7 läßt dieselben 
für die rechte Hälfte von AB 
(Fig. 4, § 20) erkennen. 

Fig. 7. 

Auf die rechts von B gelegenen Querschnitte wirkt, wie oben 
unter b) bereits bemerkt, außer dem biegenden Moment noch eine 
Schubkraft, die Schubspannungen wachruft, die nach § 38 (s. nament-

lich Fig. 4, § 38) im Abstande + ~ und _!!:... von der Nullachse 
2 2 ' 

d. h. in der oberen und in der unteren Begrenzungsfläche des Stabes, 
sofern hier äußere Kräfte nicht angreifen, Null sein müssen, während 
sie nach der Achse hin zunehmen und in letzterer den größten Wert 
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erreichen. Daraus folgt, daß die auf der Staboberftäohe gezogenen 
Quersohnittslinien auoh außerhalb der Strecke AB - Fig. 4, § 20 -

die im Abstande +: und - ~ befindlichen Begrenzungslinien da, 

wo äußere Kräfte nicht angreifen, rechtwinklig schneiden müssen, 
daß sie dagegen die nach der Stabachse zu gelegenen Aohsenlinien 
sohiefwinklig zu treffen haben. Die Abweichung von der Reoht
winkligkeit wird in der Stabachse ihren größten Wert erreiohen. 
Nach Fig.7 muß, sofern GG in E senkreoht zur gekrümmten Stab
aohse und F F Tangente im Punkt E der Quersohnittslinie ist, 
dieser Größtwert gleioh dem Bogen rma:c des Winkels FEG sein und 
mit der durch Gleiohung 2, § 38, bestimmten Schubspannung 

in der Beziehung 

3 P 
T max =-2bl; 

rmax =ßTma", 

stehen, worin ß die Schubzahl bedeutet (§ 29). Für eine beliebige, 
um 1] von der Nullaohse abstehende Stelle ist die Sohubspannung 
naoh Gleichung 1, § 38 

,~: :'1'-(:Y] 
und somit die Abweiohung von' der Reoktwinkligkeit 

Für 
11 ,,=+./ - ~ 2 

wird r = 0, wie bereits hervorgehoben. 

Dem Vorstehenden gemäß wird der ursprünglioh ebene Quer
sohnitt auch dann, wenn er unter Einfluß des biegenden Momentes 
eben geblieben ist, durch die Einwirkung der Sohubkraft in eine 
gekrümmte Fläche übergehen, wie dies Fig. 7 reohts von B - in 
übertrieben gezeichneter Weise - erkennen läßt. Diese Wölbungs
linie, die in der Stabaohse einen Wendepunkt besitzt, ist hiernach 
eine notwendige Folge der besprochenen Veränderlichkeit der Sohub
spannung. Eine strenge Darstellung derselben wird zu berüoksich
tigen haben, daß die äußeren Kräfte nicht in einem Punkte oder 
einer Linie, sondern in einer Fläche den Stab treffen, so daß also 
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beispielsweise die Querschnitte unmittelbar rechts vom Mittelpunkte 
oder der Mittelebene B des Auflagers nicht sofort die volle Krüm
mung annehmen, während die unmittelbar links davon gelegenen 
auch nicht mehr vollkommen eben sein können. 

Die anschauliche Darstellung der besprochenen Querschnitts
wölbung auf dem Wege des Versuches begegnet großen Schwierig
keiten. Um die Krümmung deutlich zu machen, sind im Vergleich 
zur Länge verhältnismäßig hohe Stäbe zu verwenden; dann aber 
müssen zur Herbeiführung einer für den bezeichneten Zweck ge
nügenden Formänderung so bedeutende Kräfte auf verhältnismäßig 
kleine Teile der Staboberfläche wirken, daß hier starke örtliche 
Formänderungen eintreten, welche die Reinheit des Bildes erheblich 
beeinträchtigen. Soll dieser Übelstand vermieden werden, so wird 
man sich mit einer angenäherten Darstellung begnügen und dem 
Stabe eine solche Gestalt geben müssen, daß schon weit kleinere 
Schubkräfte erhebliche Schub-
spannungen wachrufen. Ein solcher 
Körper ist in Fig. 8 dargestellt: 
I -Träger, in der Mittellinie zum 
Teil ausgebohrt, so daß zur über
tragung der Schubkräfte in der 
Stabachse nur ein verhältnismäßig 
kleiner Querschnitt zur Verfügung 

Fig.8. 

steht, weshalb hier die Spannungen bedeutend ausfallen müssen. 
Wird der Stab in der Mitte belastet und an den Enden unterstützt, 
so nimmt die ursprünglich ebene Stirnfläche die Gestalt Fig. 9 
(Schmiedeisenträger), Taf. XXII, an. Dieselbe entspricht dem Wesen 
nach der Form, die in Fig.7 rechts von B angegeben wurde: Die 
gedrückten (hier oben liegenden) Fasern widerstreben der Verkür
zung, die gezogenen der Verlängerung infolge der Kleinheit des 
Querschnittes, durch den sich die Druckkräfte (oberhalb der Null
achse) und die Zugkräfte (unterhalb dieser Achse) ins Gleichgewicht 
setzen, mit sichtbarem Erfolg. Wird das rechts abgebildete Träger
ende ins Auge gefaßt, so erkennt man, daß der obere gedrückte Teil 
des Trägers auf das stehengebliebene Stegstück nicht bloß abschiebend, 
sondern auch biegend wirkt, so daß ein Belastungsfall vorliegt, wie 
er S.417, 483, Fußbemerkung, bereits hervorgehoben worden ist. 

Durch Aussparungen in der Nullachse, wie solche z. B. Fig. 8 
zeigt, wird die Widerstandsfähigkeit häufig weit mehr vermindert, als 
man anzunehmen pflegt. Hierüber geben die in der Materialprüfungs
anstalt Stuttgart durchgeführten Untersuchungen Auskunft. Der in 
Fig. 9, Taf. XXII, dargestellte und aus dem Jahre 1887 stammende 
Körper zählt zu den ersten dieser Versuche. 
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Die letzten derselben erfolgten auf Anregung Pfleiderers H109, 
der ihrer bedurfte, um die von ihm übernommene Bearbeitung der 
Ergebnisse der Versuche mit Scheibenkolben, über die in den Mit-
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teilungen über Forschungsarbeiten Heft .31 (1906) 
::: berichtet ist, auszuführen. Im Heft 97 dieser 
bi. Mitteilungen findet sich der Bericht Pfleiderers. 
~ Die Probekörper hatten I- förmigen Querschn itt 

0 

:,il 
~ 

von den aus Fig. 10 und der hierzu gehörigen 
Zahlen tafel hervorgehenden Abmessungen. N r. 1 
enthält keine Aussparung im Steg, an Nr. 2 bis 7 
waren Aussparungen verschiedener Längc (von 
.30 bis 240 mm) angeordnet. Bei Nr. 8 bis 11 
hatten die Ränder der Schlitze Verstärkung er
fahren, wie Fig. 11 erkennen läßt. 

Die bei der Prüfung gemäß Fig. 8 erlangten 
Bruchlasten sind in der folgenden Zahlentafel zu
sammengestellt. 

Bal~ 
ken 

Nr. 

Abmessungen 

l, : 8 d ' 81 

Bruch
last 

mm i rum ; mrn i mm kg 
I ; , 

Bruch erfolgte 

1 _---.1,--. :~!4'.i=l18000Inahe d~M!~_~ 
30 )14 :14 : 17250 " " " 2 

a 
4 
5 
6 
7 

l') 

H 
10 
11 

60 1.3,514 ' 15400 anderAussparung 
120 /14 114,5 12.810"." " 
120 14 14,5, - 11145 .. ., 
240 14 114 . -- (j 210 
240 ! 14,514,5: - 5965 

., 
I 

I I 

120 14 : 13,5: 30 
116 15,5;14,5 32 
24215,514 i 31 
240 14 '14 i 30 . I 

17170 "" " 
18050 nahe der Mitte 

9960 an der Aussparung 
8710 ..., ., 

Fig. 12, Taf. XXII, gibt die geprüften Balken 
NI'. 1, 5, 6, 9, 8 und 10 wieder. Bei der Prüfung 
der Balken mit längeren Schlitzen war zu beob
achten, daß der Bruch vom Innenrande des 
Schlitzes je gegen das Ende hin ausging und 
daß der Riß zunächst nur bis zur Flansche reichte, 

also innerhalb des Steges verblieb. V gl. hierzu die Bemerkungen 
auf S. 487 zu Fig. 9. 

Diese Biegungsbeanspruchung führt. wie die ,~orstehenden Zahlen 
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zeigen, eine Verminderung der Widerstandsfähigkeit herbei, 
die schon bei kurzen Aussparungen bedeutend ist. Aus
sparungen im mittleren Teil des Steges, wie sie z. B. zur Durch
führung von Kernstützen in Gußstücken angeordnet zu werden 
pflegen, sollen deshalb nicht länger ausgeführt sein, als unbedingt 
notwendig ist. 

Die bei Nr. 8 bis 11 angeordnete Verstärkung des Randes 
der Aussparungen hat die Widerstandsfähigkeit erhöht; bei dem 
Versuchskörper Nr. 9 mit 116 mm langer Aussparung ist der 
Bruch infolge der Verstärkung nicht an dem Schlitz erfolgt, da
gegen war dies bei dem Balken 8 (Länge <ler Aussparung 120 mm) 
der Fall. 

Hierher gehören auch die Stücke, die bei Biegungsversuchen 
mit Holz entstehen, das parallel zur Faserrichtung geringe Wider
standsfähigkeit gegen Schub besitzt und infolgedessen durch Ab
schieben zerstört wird. (V gI. Fig. 13, Taf. XXII). 

b) Durchbiegung mit Rücksicht auf die Schubkraft. 

Ein prismatischer Stab sei auf zwei um l voneinander ab
stehende Stützen aufgelagert und in der Mitte durch die Kraft P 
belastet. Die Durchbiegung , die von P veranlaßt wird, setzt sich 
aus zwei Teilen zusammen: aus derjenigen Durchbiegung, die von 

dem biegenden Moment (in der Mitte Mb = :Z) allein verursacht 

wird, und aus der Verschiebung, welche die Querschnitte durch die 

~'hk p, ) Hc ub raft 2 (Auflagerdruck erfahren. tl 2> 

Die Durchbiegung der ursprünglich geraden .1 ' if-' l~,!O 
,ti \ / / 

Stabachse im mittleren Querschnitt infolge des bie- '. , . , 

genden Moment, ~e",!" p";h Gleiehnng H, § 18, _~ ::~~'f,-
y =48 e ' 

sofern e das gegenüber der Biegung in Betracht 
kommende Trägheitsmoment des Stabquerschnittes 
bedeutet. 

Zur Feststellung desjenigen Teiles der tatsäch
lichen Durchbiegung, welcher von der Verschie

Fig. 14. 

bung der Querschnitte herrührt, führt die nachstehende Be
trachtung. 

ABCD, Fig. 14, sei ein zwischen den beiden Querschnitten AC 
und BD gelegenes Körperelement des unbelasteten Stabes. Denken 
wir uns jetzt im Querschnitte BD eine abwärts wirkende Schub-
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kraft S tätig, während AC festgehalten wird, so rückt der Quer
schnitt BD um einen gewissen Betrag BB1 = MM~ = DD~ abwärts. 
Unter der Voraussetzung gleichmäßiger Verteilung der Schubkraft S 
über den Querschnitt würde die Formänderung des Körperelements 
darin bestehen, daß das Rechteck ABCD in das Parallelogramm 
ABtD1C übergeht. Die Querschnitte würden Ebenen bleiben. Da 
nun aber die Schubspannungen von der Mitte nach außen (d. i. von 
MI nach BI und D1) hin bis auf Null abnehmen, so müssen dies 
die Schiebungen ebenfalls tun und damit auch die äußersten Elemente 
der Querschnittslinien die Begrenzungsstrecken ABI und CD1 senk
recht schneiden, d. h. die Querschnitte müssen sich krümmen, wie 
in Fig.14 gestrichelt angegeben ist. Die Strecke MM1 der Achse, 
die ursprünglich die Lage MM einnahm und hierbei mit der Quer
schnittslinie BD einen rechten Winkel bildete, weist jetzt, sofern 
MtE 1.. MMt und FF Tangente im Punkte Mt der Querschnittslinie 
ist, eine Abweichung um den Winkel FM tE von dieser Recht
winkligkeit auf. Nach außen hin nimmt diese Abweichung ab bis 
auf Null. Wie wir wiederholt gesehen, mißt der Bogen r, der 
diesem Abweichungswinkel entspricht, die Schiebung und steht nach 
Gleichung 2, § 29, zu der Schubspannung T an der betreffenden 
Stelle in der Beziehung 

r=ßt. 
Für die Stabachse weist r (l') seinen Größtwert auf, und zwar ist 

rmaz = tg 1::: EMtF= '" arc 1::: EMtF. 
Der Winkel EMtF setzt sich aus zwei Teilen zusammen, nämlich 

1::. EMtF= 1:.. EMtB+ 1::. BtMtF. 
Der erste Teil ist gleich 

1:: BABt =-}::MMM t =1::: DCD1 • 

Er entspricht all!O der senkrechten Verschiebung des -ganzen 
Querschnitts, während der zweite Teil die Folge der Querschnitts
krümmung ist. Für die Ermittlung der Senkung y" infolge der 
Verschiebung des Querschnitts kann demnach nur der erste Teil in 
Betracht kommen t). Dieselbe erscheint dadurch bestimmt, daß die 

1) Die Ermittlung der von der Schubkraft 8 bewirkten Durchbiegung y" 
nach dem Vorgange Poncelets und Grashofs - Theorie der Elastizität 
und Festigkeit, 1878, S. 213 u. f. ~ derart, daß gesetzt wird 

y" = f "mQ.~ dx = {J f Tm"", dx, 
muß, wie vorstehende Darlegung erkennen läßt, 11" zu groß ergeben. In den
jenigen Fällen, in denen die Rücksichtnahme auf y" überhaupt in Frage zu 
kommen pflegt (vgl. § 22, S. 287, auch weiter oben), ist übrigens der Einfluß 
dieses Zugrcß nicht von erheblicher Bedeutung. 

Die vorstehende Betrachtung über die Wölbung- der ursprünglich ebenen 
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mechanische Arbeit, welche die Schubkraft beim Sinken um 
BB~-= MM~ DDI verrichtet, gleich sein muß der Summe der 
Arbeiten der Schubspannungen beim Übergang des Stabelementes 
ABeD in die Form ABleDI mit gekrümmter Querschnittsfläche. 

Querschnitte eines durch Schub in Anspruch genommenen Körpers läßt sich 
auch auf den durch ein drehendes Kräftepaar belasteten Stab übertragen, 
wie folgende Bemerkungen, die der Einfachheit wegen einen bestimmten, und 
zwar rechteckigen, Querschnitt voraussetzen mögen, erkennen lassen. 

Das Gesetz, nach dem sich die Schubspannung in den Querschnitts
elementen der Umfangsstrecke A 0 des auf Drehung beanspruchten recht
eckigen Stabes, Fig. 3, § 34, ändert, ist - nach der gemachten Annahme -
das gleiche. dem die Schubspannungen des durch die Schubkraft belasteten 
rechteckigen Stabes, Fig. 4, § 38, folgen; bei beiden Körpern entspricht der 
Verlauf der Spannungskurve einer Parabel. Wir haben demnach im ersteren 
Falle (Drehung) für die in der Umfangsstrecke AG liegenden Querschnitts
elemente auch dasselbe Krümmungsgesetz zu erwarten wie im zweiten Falle. 
Tatsächlich zeigen die auf der Staboberfläche liegenden Querschnittslinien der 
Fig. 1, Taf. XIII, ähnlichen Verlauf, wie er sich in Fig. 9, Taf. XXII fand. Auch 
für Fig. 1, Taf. XIII, ergibt die Abweichung von der Rechtwinkligkeit, d. i. der 
Winkel, der die Schiebung und damit die Schubspannung mißt, zwei Teile, 
von denen der eine die Verschiebung der Querschnittselemente senkrecht zur 
Stabachse bestimmt, während der andere der eingetretenen Neigung des 
Querschnittselementes entspricht. Für die Mitte der längeren Seite erreichen 
beide den größten Wert. Hier wird ihre Summe gemessen durch das Produkt 
aus Ta' (Gleichung 4, § 34) und p, während der erste Teil durch den Drehungs
winkel {} (Gleichung 9, § 43) bestimmt erscheint, so daß der zweite Teil, 
d. i. die Neigung, welche die gewölbte Querschnittslinie, Fig. 1, .Taf. XIII, in 
der Mitte der längeren Seite (im Wendepunkte) gegenüber dem ursprünglichen 
Querschnitt besitzt, den Bogen 

Md b2+h,2 b Mdf (b)2" 
4,5 b2h(J-3,6--b3h}l M"P-2-=4,.5 b2h LO,6-0,4 71, J (J 

= Ta' [0,6 - 0,4 (-~-rJ (J 
ergibt. 

Je größer h im Vergleich zu b, um so bedeutender wird diese Neigung; 
sie nähert sich hierbei asymptotisch dem Werte 

Md Md , 
4,5.0,6 b2h P=2,7 b2h(J=0,6ra (J. 

Für h = b = a, d. h. für den quadratischen Querschnitt, wird sie am 
kleinsten, nämlich gleich 

JI'd ilId , 
4,5.0,2-3 P=0,9-., {I=0,2r. (J. 

a a" 

Fig. 1, Taf. XIII, und Fig. 2, Taf. XIV (vgl. je die gewölbte Querschnitts· 
linie mit der ursprünglich geraden, durch Striche bezeichneten Querschnittslinie) 
bestätigen die Abnahme der Neigung mit Annäherung von h an b. 

Würde man z. B. für den quadratischen Querschnitt diese Neigung dem 
eigentlichen Drehungswinkel zuzählen, indem man setzt 

{ja, 11fd -:f = Ta (J = 4,5 aa P, 
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Nach § 44 findet sich für die mechanische Arbeit, welche die

Formänderung des AB = M M = CD = dx langen Körperelementes 
bei der Verschiebung fordert, 

~dx S S12 d1)dZ. 

Hierin ist unter Bezugnahme auf Fig. 1, § 39, und nach Glei
chung 3, § 39 

S M'l 
7:=----

2 Y 90S cp e 
die Schub spannung in dem um z von der 1) - Achse abstehenden 
Punkte P, der mit dem Flächenelemente d'YJ dz zusammenfällt. 

Wird nun BBl = MMl = D Dl mit dy" bezeichnet, so erhalten wir 

~ S dy" = % dx f f 1 2 d?J dz 

dy" = ! dx f f 1 2 d~ dz 

y" = ß S d; f f 12 d'YJ dz, • . • • • . • 4) 

sofern die Schubzahl ß unveränderlich ist. 

Beispie~sweise findet sich für den rechteckigen Querschnitt 
von der Breite b und der Höhe h (vgl. Schluß von § 44), da hier 

so ergäbe sich 
U=9~lldß, 

a4 

welcher Wert mit der von Grashof in seiner Theorie der Elastizität und 
Festigkeit, 1878, S. 144 gefundenen Größe (Gleichung 246) übereinstimmt. 

Nach Maßgabe unserer Darlegungen erscheint somit diese um 

100 9 - 2~=2501 
7,2 0 

zu groß. Wie aus den Erörterungen des Verfassers "über die heutige Grund
lage der Berechnung auf Drehung beanspruchter Körper" in der Zeitschrift 
des Vereines deutscher Ingenieure 1889, S. 139 (oder auch "Abhandlungen und 
Berichte" 1897, S.81 u. f.) erhellt, ergibt sich in übereinstimmung hiermit 
der Drehungswinkel nach der Grashofschen Gleichung 

für Gußeisen um 

100 .. 1,i3 - 1,20 = 190/ 
1,20 0' 

für Schmiedeisen und Stahl um 
100 0,883 - 0,696 

0,696 
27°/ ,0 

größer, als Bauschinger durch Messung bestimmte. 
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wegen g; = g;' = ° die Schubspannung für alle in demselben Ab
stande rJ gelegenen Flächenelemente gleich ist, nämlich 

sodaß an die Stelle von d'YJ dz sofort der Flächenstreüen bd I} 
treten kann, 

+-~ 
2 

."~: ß g:; f~ ~ - OHd"~: ß f b~dX 5) 

und bei Unveränderlichkeit von S, bund h innerhalb der Strecke x 

" 6 ß S 
y =5 bh x , 

d. i. : = 1,2 mal so groß, als wenn die Schubkraft sich 

gleichmäßig über den Querschnitt verteilt haben würde. 

Für den in der Mitte durch P belasteten prismatischen Stab 
folgt unter Vernachlässigung des Eigengewichtes wegen 

p 
S=-

2 ' 

1 --p 
" 6 ß 2 l pP 

Y =5 bh 2=0,3 bk l . • . 6) 

Hiernach die Gesamtdurchbiegung des rechteckigen Stabes in 
der Mitte 

'+" IX P l3 + p P Y Y =---- 0,3 -l 
48 ~ b1l3 bh 

12 

= { 0,25 IX ur + 0,3 ß } ~ l. 
Wird die Schubzahl ß nach Gleichung 3, § 31, durch 

ß=2m+~tX 
m 

ersetzt, so folgt 

, +" { ( l )2 + m + 1 } P Y Y = 0,25 h 0,6 --.;;- IX bh l • • • • 7) 
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und mit 
10 

m=·--
3 

y' +y" ={ 0,25 (!Y+O,78 }":h l . . . . . ... 8) 

Hierin bestimmt das erste Glied der Klammer den Einfluß des 
biegenden Momentes auf die Durchbiegung , während das zweite 
denjenigen der Schubkraft zum Ausdruck bringt. Das Verhältnis 
von y" zu y' ist demnach 

y" 0,78 3,12 
y' =~,~-D2= -(fY' 

Es beträgt 

für l= 2h 4h 8h 16 h 
0,78: 1 0,195: 1 0,049: 1 0,012: 1. 

Von praktischer Bedeutung kann die Rücksichtnahme auf y" 
werden, wenn es sich um die Ermittlung der Dehnungszahl " 
aus Biegungsversuchen mit Stäben oder Trägern handelt, deren 
Höhe erheblich ist, worauf bereits § 22, Ziff. 1, aufmerksam gemacht 
wurde. Durch die bisher übliche Vernachlässigung von y" beging 
man im Falle des rechteckigen Querschnittes bei l = 1000 mm und 

l 
h=-= 250 mm einen Fehler von 19,5 % , 

4 

l 
4,9%, h=---= 125 " " " " 8 

l 
1,2°/0' h=-=62,5 

" " " " 16 

Hieraus folgt, daß die Höhe der Stäbe verhältnismäßig nicht 
bedeutend sein darf, wenn die Außerachtla.ssung von y" zulässig 
erscheinen soll. 

Allgemein wird zur Bestimmung von " oder 2..- aus Versuchen 

" mit Stäben von rechteckigem Querschnitt die Gleichung 7 zu ver-
wenden sein. Dieselbe liefert 

b h y' + y" a= . 
{ 0,25 (! r + 0,6 m"! 1 } l P 
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Hierbei ist streng genommen m für das untersuchte Material 
besonders zu bestimmen; doch erweist sich der Einfluß der Ab-

10 
weichung der besonders ermittelten Werte von dem Mittelwert 3 
als so unbedeutend, daß es genügt, a aus der Gleichung 8, d. h. nach 

b h y' + y" 
(I === _____ ------~ ~-- -_~ -___ ~ __ _ 

. {0,25 (!r+ 0,78 }l P 

zu berechnen. y' + y" wird zu jedem Werte von P beobachtet; und 
damit für jede Belastung die Dehnungszahl a bestimmbar. 

Ähnlich liegen auch die Verhältnisse bei Körpern, die nicht 
homogen sind, z. B. wie Holz, Aufbau . aus Schichten sehr verschie
dener Widerstandsfähigkeit aufweisen. Dann ist das Verhältnis ß : a 
ein anderes als im vorstehenden angenommen. Umfangreiche eigene 
Versuche über die in einem später erscheinenden Heft der Mitteilungen 
über Forschungsarbeiten berichtet wird, haben ergeben, daß für'solches 
Material das Verhältnis ß: a etwa zwischen 10 und 25 gelegen ist, im 
Durchschnitt etwa 15 beträgt. So kommt es, daß der Einfluß der Schub
kraft auf die Durchbiegung bei Holz viel größer gefunden wird, als aus 
den oben angegebenen Werten hervorgeht. Soll a aus Biegungs
versuchen ausreichend genau ermittelt werden, ohne daß auf die 
Schubkraft bei der Berechnung von a Rücksicht genommen wird, 
so muß deshalb l: II > 15 gewählt werden. 

Ganz bedeutenden Einfluß erlangt unter Umständen die Schub
kraft auf die Durchbiegung bei I-Trägern, da hier im Steg die 
Querschnittsbreite gering, also r ~d 7: groß sein können. (V gl. Zeit
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1888, S. 222 u. f. sowie 
§ 22, Ziff. 1.) 

Der Einfluß des in § 46 erörterten Widerstandes, der aus An
laß des Gleitens der Staboberfläche auf den Stützen (infolge der 
Durchbiegung) entsteht, ist bei Biegungsversuchen mit erheblich 
hohen Stäben durch Verwendung von Rollenauflagern nach Möglich
keit herabzumindern, falls weitergehende Genauigkeit der Versuchs
ergebnisse gefordert wird. 

Im Falle des Kreisquerschnitts vom Halbmesser r = : findet 

sich nach Gleichung 6, § 39, für die Umfangspunkte P' die Schub
spannung 

." == ~ .- ~~ cos cp'. 
3 :rr: r~ . 

Die Schubspannung r (Fig. 1, § 39), die in dem beliebigen um 'f) 
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von der Nullachse und um z von der 1J-Achse a.bstehenden Punkte P 
wirkt, werde in ihre zwei Komponenten zerlegt: 

die eine senkrecht zur y-Achse sei 1'11 = 1 COS rp, 
die andere senkrecht zur 1J-Achse 1'1 = 1 sin rp, 

Nach § 39 ist die erstere für alle im gleichen Abstande 1} lie
genden Flächenelemente konstant, also 

r:' ,48 Q' , 
1 y = . cos cp = 3" n ,,2 COS" cp = 1 y , 

während die letztere, von außen nach der Mitte zu bis auf Null 
abnehmend, in den Umfangspunkten P' die Größe 

1'1' = r' sin cp' = 1; tg rp', 

in dem beliebigen um z von der 1)-Ach1'le abstehenden Punkte P 
den Wert 

besitzt. 

Wegen 

12 = 1 y2 + 1'12 = (1 + ;: tg'.l cp,) Ty2 

ergibt Gl~ichung 4 

-11 

=2ß Jd; J (1+! tg2 cp')Y111'.ld1). 
Hieraus folgt mit 

+.:: g 

d1J = d (r sin cp') = r cos rp' drp') 

y" = 2~2!r2 f 8 d x f (3 + tg2 rp') cos6 cp' d cp' 
n 

-2 

32ß J = 27 nr2 S dx, 

und., sofern 8 unveränderlich innerhalb der Strecke x 

" 32 8 
y = 27 ß nr2x , 
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?_~ = 1.185 mal so groß, als wenn die Schubkraft sich 
27 . 
gleichmäßig über den Querschnitt verteilt haben 
würde. 

Für den Fall des auf beide Enden im Abstande 1 gestützten 
und in der Mitte mit P belasteten Stabes ist unter Vernachlässigung 

P 
des Eigengewichts S = '2 und damit 

o 

Hiernach beträgt die Gesamtdurchbiegung 

Mit 

wird 

und für 

, + "= ~_ P l3 + 32 ß ~ 1 
Y Y 48 n 27 nd~ 

_d4 

64 

= -a - +-ß -l. { 4 (1)2 32 } P 
3 d 27 :n:d2 

rn+1 ß=2---- a 
rn 

y' +y" ={ ~ (~)'.l+ 16 rn + 1}a -!'-l, . . . . 10) 
ß d 27 rn ~ d'2 

4 
10 

rn=-
3 

Y TY =--- 0,77 a-- 1 , I " {1 (l )2+ } P 
3 d ~d2 

4 

. . . . . . 11) 

Unter Umständen erscheint es vorteilhaft, die nach Maßgabe 
des Vorstehenden ermittelte Größe y" allgemein in Vergleich zu stellen 
mit derjenigen Verschiebung, die sich ergibt, wenn man die (tat
sächlich nicht zutreffende) Annahme macht, daß sich die Schubkraft S 

C. Bach, Elastizität. 8. Auf!. 32 
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gleichmäßig über den Querschnitt f verteile. Diese Unterstellung 
führt für das Körperelement von der Länge d x zu 

S 
ydx = ßtdx = ß 7 dx, 

während Gleichung 4 für dasselbe liefert 

ß f f7:~r;dZ dx. 

Demnach das Verhältnis ft der letzteren Größe (der tatsächlichen 
Verschiebung) zu der ersteren (der unterstellten Verrückung) 

,u = .:2 f f 'l2dl)dz . • • . . . • • . 12) 

Der Koeffizient}1, der für jeden Querschnitt besonders ermittelt 
werden mußl), und der als Koeffizient der Querschnittsver
schiebung bezeichnet werden kann, ist dann diejenige Zahl, 
mit der die unter Voraussetzung gleichmäßiger Spannungs
verteilung gewonnene Verschiebung multipliziert werden 
muß, um die tatsächliche zu erhalten. Beispielsweise beträgt 
derselbe für das Rechteck 1,2, für den Kreis 1,185 2) - wie wir 
oben bereits gefunden haben -, für I-Querschnitt steigt er bis 
auf 3 und darüber. 

§ 53. Frage der Einspannung eines Stabes. 
Wie in § 18, Ziff. 1, 3 und später, erörtert sowie benützt, liegt 

dem Begriff der Einspannung eines auf Biegung in Anspruch ge
nommenen Stabes die Auffassung zugrunde, daß an der Einspann
stelle die elastische Linie von der ursprünglich geraden Stabachse 
berührt wird, d. h. daß in diesem Punkte die letztere Tangente an 
der elastischen Linie ist. Hierdurch wird dieser an der Einspann
stelle eine bestimmte Ordinate sowie eine bestimmte Richtung zu
gewiesen. 

Die Einspannung stellt man sich hierbei nicht selten in der 
Weise vor, daß das eingespannte Ende durch zwei von entgegen
gesetzten Seiten stützende Auflager, die man als unbeweglich und 
unzusammendrückbar betrachtet, gehalten wird, wie Fig. 1 zeigt. Als 
Einspannstelle gilt der Querschnitt A. Zur Bestimmung der beiden 
in A und C wirkenden Auflagerdrücke denken wir uns in A eine 

1) Ritter hat sich in den "Anwendungen der graphischen Statik", Zürich 
1888, Nr. 32 und 36, mit dieser Aufgabe eingehend und erfolgreich befaßt. 

2) Die in der Literatur zu findende Angabe /1- = 1,11 beruht auf der Vor· 
aussetzung, daß die oben in der Rechnung auftretende Schubspannung 'r für 
alle Querschnitte gleich Null sei. '1 
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senkrecht abwärts gerichtete Kraft + P und eine zweite' vertikal 
aufwärts wirkende Kraft - P angebracht. Da sich diese zwei Kräfte 
gegenseitig aufheben, wird hierdurch nichts an dem Gleichgewichts
zustande geändert. Wir haben alsdann mit der am freien Ende B 
angreifenden Last P - das Eigengewicht des Stabes werde vernach
lässigt - drei Kräfte. + P können wir uns aufgehoben vorstellen 
unmittelbar durch die Stütze A, während - P und die Last Pein 
rechtsdrehendes Kräftepaar vom Moment Pl bilden, zu dessen Auf
fangung in A und C je der Widerlagsdruck Pt erforderlich ist, der 
durch die Gleichung 

zu 

P=P~ 
1 n 

bestimmt wird. 

;--'7\. - -~- --- --l - ____ , 
~ : . 

F --.- - -~- -- .- -.--------.-r 
, 

l<'ig. 1, Fig. 2. 

Demnach ergibt sich der Widerlagsdruck in A 

N =p+p'i =P (1 + }-) 
a 'n n 

und derjenige- in C 
l 

Nc=P-. 
n 

Je kleiner n im Vergleich zu l, um so bedeutender werden die 
Kräfte N" und Ne ausfallen. Selbst wenn man sic~ diese nicht in dem 
Punkte oder in der Linie A bzw. C zusammengedrängt angreifend 
denkt, sondern auf kleine Flächen verteilt vorstellt, so werden sie doch 
eine Zusammendrückung des Materials der Stützen A und C sowie 
der Oberfläche des Stabes an den Angriffsstellen zur Folge haben. 
Hiermit aber ist eine Abwärtsbewegung des Stabes bei A und 
eine - unter sonst gleichen Umständen wegen Na> Ne jedoch ge
ringere - Aufwärtsbewegung desselben bei C verknüpft. Der ganze 
Stab wird sich - abgesehen von der Verschiebung seiner Quer
schnitte gegeneinander sowie von seiner Biegung - gegen seine 
ursprüngliche Lage neigen müssen, entsprechend der Drehung um 
einen zwischen A und C befindlichen Punkt, der infolge Na> Ne 
bei sonst gleichen Verhältnissen näher an C als an A gelegen ist. 

32* 
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Wir erkennen, daß die Stützung des Stabes nach Fig. 1 die 
Auffassung nicht rechtfertigt, die elastische Linie, d. i. die 
gekrümmte Achse des durch P gebogenen Stabes. habe an 
der Einspannstelle (d. i. in A) die ursprünglich gerade Stab
achse zur Tangente. 

Nur dann, wenn die Flächen, gegen die sich der Stab bei .1 
und G legt, so bedeutend sind, daß die Zusammendrückung der 
Stützen und ihrer Widerlager sowie die örtliche Zusammenpressung 

_ __ _ _ ( _ _ _ ..,l 

I 
't:-~=-=-""",.;:=;-:_:=-co=-= - - --;'08 , 

Fig. 3. Fig. 4. 

des Stabes als unerheblich betrachtet werden dürfen. erscheint diese 
Auffassung mit Annäherung zulässig. Wir gelangen dann zur Kon
struktion Fig. 2 mit zwei Auflagerplatten unter A bzw. über G. Da
bei ist im Falle strenger Verfolgung der Aufgabe, namentlich für 
verhältnismäßig große Werte von n zu beachten, daß sich der Stab 
innerhalb der Strecke CA gleichfalls durchbiegt und seine Achse 
zwischen beiden Punkten eine wagrechte Tangente erlangt; dann 

!"'----.t----i<,---,f -----; r'-'-'-'-- ·i4j· _ · _ ·- ·_ · -· -t~ 
$ i 

Fig. 5. 

wird nicht .1, sondern deren Berüh
rungspunkt E die von der Rechnung 
anzunehmende Einspannstelle bestim
men, wie in Fig. 3 angegeben ist. 
Soll auch auf die Zusammendrückung 
der Stützen und ihrer Widerlager so
wie auf die örtliche Zusammenpressung 

des Stabes an den Auflagerflächen Rücksicht genommen werden, so 
wird die Tangente an der Einspannstelle eine von den in Betracht 
kommenden Verhältnissen abhängige Neigung besitzen, vgl. Fig. 4. 

Genauer würde die Annahme der Einspannung zutreffen im Falle 
der Fig. 5, wenn der Stab in der Mitte A eine genügend große Auf
lagerfläche besitzt. so daß die Zusammendrückung daselbst ver
schwindend wenig beträgt, und wenn er an den beiden Enden gleich 
starke Belastung erfährt. Dann fällt die Richtung der Tangente im 
Punkte Ader elastis0hen Linie mit der Richtung der früher geraden 
Stabachse zusammen. Bei erheblicher Zusammendrückung des Wider-
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lagers und des Stabes würde im Punkte A nur Parallelismus zwischen 
beiden bestehen. 

Wird der St,ab, dessen Querschnitt ein Rechteck von der Breite b 
und der Höhe h sei, nach Maßgabe der Fig. 6 derart befestigt, daß er 
in unbelastetem Zustande unter Vernachlässigung des Eigengewichtes 
die obere und untere Wandung, gegen die er sich legt, gerade span
nungslos berührt, so liefert die Verlegung der Kraft P in die Mitte 
zwischen A und C die daselbst senkrecht abwärts wirkende Kraft P 

und ein rechtsdrehendes Kräftepaar vom Moment P (l + i-) . 

Fig.6. 
~ ~ ';.\Wf.u~ . 

( • /" Ii' _ "-e .- -·a - -.-.-. -. .- -, - is,~~ . 
[t:? ,;.,,~ 1 .(f .. f ~ :.. ~ . . ---- -,c - -- - --.• ,. _ ... 

$ 

Fig, 7. 

Fig. 8. 

Fig. 9. 

Unter Voraussetzung gleichmäßiger Verteilung von P über die 
Fläche ab ergibt sieh die von P allein herrührende Pressung PI 
zwischem dem Stab und der unteren Wandungsfläche, 

P 
P1 = ab' 

In Fig. 7 ist dieselbe dargestellt. 

Das Moment P (I + i) ruft gegenüber der rechten Hälfte der 

unteren Wandungsfläche von außen nach innen zu abnehmende 
Pressungen wach. während die obere Wandungsfläche auf der linken 
Hälfte aufwärts gerichtete, von der Mitte nach außen wachsende 
Pressungen erfährt, wie in Fig. 8 dargestellt ist. Mit der Genauig-
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keit, mit der die Gleichung 10, § 16, auf den vorliegenden Fall an
gewendet werden darf, findet sich wegen 

111 =P2' Mb=P(l+;), e=1~ba3, e1 =; 
die Pressung 

_ P( --l- l) -2 ab 2,3-;, . . . . . • 1) 

..... 2) 

In Fig. 9 ist diese Spannungs verteilung dargestellt. Naturgemäß 
darf Pa den für die betreffenden Materialien (Stab; Stütze) noch 
höchstens für zulässig erachteten Wert der Druckanstrengung nicht 
überschreiten. 

Infolge der örtlichen Zusammenpressung des Stabes wie auch 
der Zusammendrückung des Materials der Wandung wird sich die 
Stabachse um den Punkt 0 drehen, dessen Abstand 1J von der Mitte 
der Wandung sich aus der Erwägung ergibt, daß 

P':~P" 6:' (! + !)t~ :.' 'I ~;~ (: a+ ~ 
Demnach 

AO~~+.~; [1+ 6Cl~~)). 
Wir erkennen, daß auch hier die ursprünglich gerade 

Stabachse im Einspannungsquerschnitt A die elastische 
Linie nicht berühren kann. 

Würde der Stab im unbelasteten Zustande, d. h. für P=O, die 
obere und die untere Wandungsfläche nicht spannungslos • sondern 
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mit einer gewissen Pressung Po berühren 1), was z. B. der Fall sein 
kann, wenn auf dem Balken ein Teil des Gewichts der darüber auf
geführten Mauer lastet, so wird sich die Stabachse auch hier inner
halb der Wandung drehen, jedoch nicht so viel, wie folgende Betrach
tung erkennen läßt. Durch die Pressung Po findet zunächst eine 
Zusammenpressung der sich berührenden Oberflächen statt, so daß 
bei Beginn der Einwirkung der Belastung P die betreffenden Flächen 
des Stabes und der Wandung sich bereits in weit vollkommenerer 
Weise berühren als bei ursprünglich spannungsloser Befestigung, 
infolgedessen der in Frage kommende Einfluß der von P veranlaßten 
Pressungen kleiner ausfallen muß. Auch die Reibung, die zwischen 
Wandung und Stab mit innerhalb der Wandung eintretender Biegung 
(vgl. § 46) wachgerufen wird, wirkt in diesem Sinne, und zwar um 
so stärker, je größer Po, 

In ähnlicher Weise wie bei dem nur einerseits gestützten Stabe 
gelangt man hinsichtlich des beiderseits befestigten Stabes, 
Fig. 2, § 18, zu der Erkenntnis, daß infolge der Zusammendrückbar
keit des Materials der Wandungen und des Stabes Einspannung in 
dem strengen Sinne, in dem sie von der Rechnung für ihre Zwecke 
aufgefaßt wird, auch nicht angenähert vorhanden zu sein pflegli. 
Recht anschaulich tritt dies vor das Auge, wenn man in einzelnen 
Fällen, für die ermittelt werden soll, ob der Stab als eingespannt 
betrachtet werden darf, zunächst unterstellt, der Stab liege beider
seits frei auf, und sodann die Neigung der elastischen Linie über 
den Stützen bestimmt; hierauf prüft, ob der Stab durch die Be
festigung in Wirklichkeit, wenn auch nicht vollständig, so doch aus
reichend verhindert ist, diese Neigung anzunehmen. Hierbei wird in 
der Regel gefunden werden, daß man schon zur Befestigungsweise 
Fig. 2 mit verhältnismäßig großem Werte von n greifen muß, um 
die fragliche Neigung genügend zu verhindern. Die Einspannstelle 
ist alsdann nach Maßgabe des S. 500 u. f. Bemerkten zu best,immen. 

Auch die gegenüber gewissen Teilen der Baukonstruktionen 
wie z. B. gegenüber den durch Druck in Anspruch genommenen 

Brückenstäben , bei denen die Gefahr der Knickung, d. h. der seit
lichen Ausbiegung, besteht usw. - oft ohne weiteres gemachte 
Unterstellung, daß der Stab beiderseits als f~st eingespannt zu be
trachten sei, erweist sich bei genauer Prüfung ziemlich häufig als 
unzutreffend. 

Am nächsten kommt dem Zustande der vollkommenen Ein-

1) Bei den Spannungsverbindungen des Maschinenbaues ist eine solche 
Pressung stets vorhanden (s. des Verfassers Maschinenelemente 1881, S, 39, 
1891/92, S. 77, 1908 :10, AuB.], S. 123, 1920 [12. AuB.], S. 127). 
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spannung ein außer an den Enden auch noch in der Mitte so ge
gelagerter und entsprechend belasteter Träger, daß die ursprünglich 
gerade Stabachse Tangente an der elastischen Linie im Querschnitt 
der Mittelstütze ist. Letzterer Querschnitt - bei B, Fig. 10 - kann 
dann als Einspannstelle betrachtet werden. 

Es ist von Interesse und zur Beurteilung der tatsächlichen Inan
spruchnahme nicht selten von Wert, zu beachten, daß durch die 
Nachgiebigkeit an den Befestigungsstellen die Größe der 
Bi egungsanstrengung bis zu einem gewissen Grade der 
Nachgiebigkeit hin vermindert wird 1), wie folgende Betrach

tung erkennen läßt. 

Fig. 10. 

Der an den Enden befestigte 
und auf der Längeneinheit mit p 
belastete Stab, Fig. 11, ist bei 

vollkommener Einspannung nach § 18, Ziff. 3 beansprucht: 

an der Befestigungsstelle A (rechts) durch das rechtsdrehende 
pl2 pl 

Moment Ma = - und durch die senkrechte Kraft- - (vgl. 
12 2 

auch Fig. 12), 

111 der Mitte C durch das Moment 1J,I =pl2 
c 24 . 

Gibt die Befestigungs
stelle nach, so daß das Mo
ment hier auf einen Wert 

pl2 
12 sinkt, dann findet 

sich unter Beachtung _ von 

Fig. 11. 

I~, I d )<m ... 
e 
~---}.- ~~ 
I I 

Fig. 12. 

Fig. 12 das Moment in der Stabmitte zu 

') S, des Verfassers Arbeit: Ober die Formänderungen und die Anstrengung 
flacher Böden in der Zeitschrift des Verein<>s deutscher Ingenieure 1897, S. 1223 
und 1224, oder au eh Versuehe iibpf die Widerstandsfähigkeit von KesEelwan
dUllgt'll, Heft ß, 
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worin M a zwischen p12 (Stab vollkommen eingespannt) und 0 (Stab 
12 

frei aufliegend) schwanken kann; somit beispielsweise für 

pF pP p12 pP 
j\;/ =-- - 0 

bis 

a 12 15 1G 24 

pF 7pi2 p12 p12 p12 
jj;I =--

t 24 120 1fi 12 H 

Wie ersichtlich, nimmt .J.lfa ab. und der Wert von .lIe wächst, 
p12 

für Jf = - heide gleich geworden sind,' d. h. insbesondere für 
a 16 

einen Stab mit rechteckigem Querschnitt: gibt die Befestigung an den 
Stabenden gegenüber dem Zustande vollkommener Einspannung so 

pP p12 
weit nach, daß hier das biegende Moment von - auf -- sinkt 

12 16 ' 
sich also im Verhältnis von 1 fi : 12 = ± : ~ vermindert, so verringert 
sich auch die größte Biegungsinanspruchnahme des Stabes in dem 
gleiehen Verhältnis, oder die Tragfähigkeit erhöht sich im Verhältnis 
von 3: ,P). 

Ist die Nachgiebigkeit der Befestigung eine weitergehende, so 
wird die größte Beanspruchung, die nunmehr in G statthat, wieder 

wachsen, bis das Moment den \\7 ert p :2 erreicht hat für Ma = O. 

p12 
Für ~f = II = -' - liegt der Wendepunkt um 0,1465 1 von dem a ~ c 16 . 

r 
Stabende entfernt gegen 0.21131 bei M" = ~2· 

Verfasser hat in neue ster Zeit Versuche mit Eisenbetonbalken 
auszuführen gehabt, durch welche festgestellt werden sollte, ob diese 

' 000 250 sec seo I soo SOC , 500 ll~ _000 
--~-------'-----------T---~ 

1) Ist der Querschnitt des prismatischen Stabes in bezug auf di3 zur Ebene 
der bdastenden Kräfte senkrecht stehende Hauptachse unsymmetrisch, so muß 
beachtet wt'rden, daß die am stärksten gezogene Faser an der Befestigungs
~telle A oben, in der Stabmitte C unten liegt. 
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gebenen 6 Kräfte gleich P belastet und sodann jeweils die Belastung 
p. an den Enden so weit gesteigert, bis der Querschnitt über den 
Widerlagern BB wieder senkrecht stand, also die elastische Linie 
daselbst eine wagrechte Tangente besitzt, was sich mittels empfind
licher Wasser wage recht gut ausführen ließ. Durch p.' a ist alsdann 
das Moment bestimmt, welches in dem Querschnitt über dem Auf
lager wirken mußte, um ihn in seiner ursprünglichen Lage zu er
halten. 

Wird die so durch den VeIsuch ermittelte Kraft Pe verglichen 
mit demjenigen Wert, der sich aus der Rechnung für Pe ergibt, die 

________ ! ____ =-~~i ___ "' ______ _j ---
,..,., 8.. 81 8l 
~4... ... I ' 
- -- - _ P L _ -+4 /,),;I I 
------- - - ---~.--_1 

Fig. 14. 

Homogenität des Körpers vorausgesetzt, so ist die Unterlage für die 
gesuchte Feststellung gewonnen. 

Zu der Bedingungsgleichung, aus welcher die Belastung Pe 
rechnerisch bestimmt werden kann, gelangt man am raschesten auf 
folgendem Wege. 

Es bezeichne unter Bezugnahme auf Fig. 14, in welcher A die 
Mitte des Balkens ist 

IX die Dehnungszahl. 

e das Trägheitsmoment des Balkenquerschnitts, das als gleich 
über die ganze Balkenlänge vorausgesetzt wird. 

Der Winkel ß, um welchen die elastische Linie der Strecke AB 
im Punkte B unter Einwirkung der von dem Auflagerdruck PI + P 2 + P 3 

herrührenden Kraft allein geneigt sein würde (vgl. die gestrichelte 
Linie) beträgt nach GI. 2 

1 a 
·-.(P +P 2 e I !I 

Durch die Wirkung der einzelnen Kräfte Pl' P~ und P3 wird 
der Winkel \-ermindert um 

1 (( ( 2 -1- ~ + . 2) 2 . (,;). PI Xl I P2 X 2 Ps Xs 

und durch das von p. herrührende Moment p.' a, das für alle Quer
schnitte der Strecke AB unveränderlich ist und deshalb die elastische 
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Linie als Kreisbogen yom Krümmungshalbmesser - pe liefert, um 
a· e·a 

den weiteren Betrag 

Somit, da Pe so groß sein soll, daß die elastische Linie bei B 
eine wagrechte Tangente besitzt 

_1 . ~ (P -i- P -'-- P ) 12 _ .1_.~ (P x ~ p. X n 
2 P3 X 3 2) 2 (9 1, 2 3. 2 eIl _. 

woraus 

Mit a =co 100 cm, 

X 1 = 25cm, x~= 75cm, ;r3 =125cm 
ergibt sich 

Pe = 0,2535·P. . . . . . . . . (2) 

Die Versuche über die an anderer Stelle ausführlich berichtet 
werden wird, ergaben sehr befriedigende Übereinstimmung zwischen 
dem Versuchs- und dem Rechnungswert von Pe' 



}'ünfter Abschnitt. 

Stabförmige Körper mit gekrümmter 
Mittellinie. 

I. Die Mittellinie ist eine einfach gekrümmte Kurve, ihre 
Ebene Ort der einen Hauptachse sämtlicher Stabquer

schnitte sowie der Richtungslinien der äußeren Kräfte. 

Die den Stab belastenden Kräfte ergeben dann für einen be
liebigen Querschnitt im allgemeinen 

'1. eine im Schwerpunkte des letzteren angreifende Kraft R, die 
zerlegt werden kann 

a) in eine tangential zur Mittellinie, also senkrecht zum 
Querschnitt gerichtete Kraft P (Normalkraft), und 

b) in eine in den Querschnitt fallende Kraft S (Schub
kraft), 

2. ein auf Biegung wirkendes Kräftepaar vom Moment Mb' 

§ 54. Dehnung. Spannung. Krümmungshalbmesser. 
In dem gekrümmten stabförmigen Körper denken wir uns zwei 

unendlich nahe gelegene Querschnitte 010Pl und 02 0P2 , Fig. 1. 
Dieselben begrenzen das Stabelement °1°1°1°°202°2° und schnei
den sich in der Krümmungsachse M. Der folgenden Betrachtung 
unterwerfen wir nur die Hälfte 000°1°1°1 und fassen hierbei die 
Bogenelemente 001' 001 und 001 als gerade Linien auf, wie durch 
Fig. 2, S. 511, in größerem Maßstabe dargestellt ist. 

Es bezeichne nun unter Bezugnahme auf Fig. 2: 

1 den Querschnitt 000 allgemein und dessen Größe im besonderen, 
11 den Querschnitt ° 10 1° 1 allgemein und dessen Größe im be-

sonderen, ° den Schwerpunkt von I, °1 denjenigen von 11 , 

r = MO = MOl den Krümmungshalbmesser im Punkte 0 der Mittel
linie vor Eintritt der Formänderung, 
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df{! = 1: OM01 den Winkel, den die Ebenen der beiden Quer
schnitte 1 und 11 vor der Formänderung mit einander einschließen, 
oder den Winkel, unter dem die beiden Tangenten an der Mittel
linie in den Punkten 0 und 0 1 (vgl. Fig. 1) sich schneiden, 

ds = rdcp die Länge des Bogenelementes O~ der Mittellinie im 
ursprünglichen Zustande, 

PP 1 = dSI = (r + 1]) dcp = rdf{! + 17df{! = ds + 1]dcp die Entfernung 
zweier in den Querschnitten 1 und 11 gleich gelegenen, um 1] 

von der Mittellinie abstehenden Punkte, bevor die 
äußeren Kräfte auf den Stab wirken; wobei der 
Abstand 1} als positiv gilt, wenn er von 0 aus 
in der Richtung MO zu messen ist, negativ da
gegen, wenn er in der Richtung 0 M, d. h. nach 
der Krümmungsachse hin, liegt, 

e1 den größten positiven Wert von 1], 

e2 den größten negativen Wert von 1], 

e = e1 = e2 , falls der Querschnitt so beschaffen ist, 
daß beide Abstände gleich groß sind, 

e = J rld j das Trägheitsmoment des Querschnitts 1 
in bezug auf die in 0 8ich projizierende, also 
parallel zur Krümmungsachse laufende Haupt
achse. 

Ferner 

B e.1. \ e ' ~I . . 
, I : 

• I 
, r 
, r 
I I r 
, r , . 
, I 

", 
'. 

Fig. I . 

P die Normalkraft im Punkte 0 des Querschnitts j, positiv oder 
negativ, je nachdem sie ziehend oder drückend tätig ist, 

Mb das für den Querschnitt j sich ergebende, auf Biegung wirkende 
Moment, positiv, wenn es eine Vermehrung der Krümmung, 
also eine Verkleinerung des Krümmungshalbmessers herbeiführt, 
negativ, wenn das Entgegengesetzte dtr Fall ist, 

(J=~ (§ 2) die durch P und Mb im Abstande 1} (von der in 0 sich 
a 
projizierenden Hauptachse des Querschnittes I) hervorgerufene 
Spannung, entsprechend der daselbst eingetretenen Dehnung c, 
wobei vorausgesetzt werde, daß Proportionalität zwischen Deh
nungen und Spannungen bestehtl), 

') Diese Voraussetzung schließt nicht nur in sich, daß dem Material an 
und für sich diese Proportiona.Jität eigen ist, sondern daß auch die Fasern, aus 
denen der Körper bestehend gedacht werden kann, einen Einfluß senkrecht zu
einander nicht ausüben (vgl. die Voraussetzung in § 20 unter Ziff. 2). In Wirk
lichkeit trifft das nicht zu; doch würde eine strenge Verfolgung dieser Einwir
kung - ganz abgesehen von dem Weniger an Anschaulichkeit (v gl. Vorwort zur 
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/c" /c, Icb die zulässige Anstrengung des Materials gegenüber Zug, 
bzw. Druck, bzw. Biegung, 

f O die Dehnung der Mittellinie im Punkte 0, d. i. Jd~8, sofern sich 

das Bogenelement dB unter Einwirkung der äußeren Kräfte um 
Jd8 verlängert, 

w die verhältnismäßige Änderung des Winkels dcp der beiden Quer-

schnitte, d. i. Ada;, wenn der Winkel dcp infolge der Form

änderung in dcp + A dcp übergeht, &lso um J dcp sich ändert, 
eden Krümmungshalbmesser im Punkte 0 der Mittellinie nach Ein

tritt der Formänderung. 

1. Anstrengung des Materials. 

Die Normalkraft P wirke allein. 

Hätte der Stab eine gerade Achse, so wären die beiden Quer
schnitte 1 und 11 parallel; die Normalkraft P würde bei gleich
mäßiger Verteilung über den Querschnitt sämtliche dazwischen ge
legenen Fasern wegen der Gleichheit ihrer Länge um gleichviel 
dehnen: es ändert sich nur die Entfernung der beiden Querschnitte, 
nicht aber ihre Neigung zueinander, dieselbe bleibt Null. 

Anders verhält sich das Körperelement, Fig. 2. Hier sind die 
Fasern zwischen den beiden Querschnitten ungleich groß, und zwar 
um so länger, je weiter sie von der Krümmungsachse abstehen. Bei 
gleichmäßiger Verteilung von P über den Querschnitt muß die Span
nung 0 in allen Querschnittspunkten gleich groß sein; infolgedessen 
müssen sich die längeren Fasern, absolut genommen, mehr dehnen 
als die kürzeren, uud zwar genau in dem Verhältnis, in dem sie 
größer sind, d. h. die Verlängerungen müssen sich verhalten, wie die 
Abstände der Fasern von der Krümmungsachse M. Daraus folgt, 
daß die Ebene des Querschnitts, von dem angenommen wird, daß er 
eben bleibtl), in ihrer neuen Lage 00 °0 die Krümmungsachse M 
schneidet, wie in Fig. 2 angedeutet ist. Wir erkennen: unter 

ersten Auflage) - für die verschiedenen in der Technik auftretenden Quer
schnittsformen zu einem Zeitaufwand führen, der in der Regel in keinem Ver
hältnis zu dem Wert des Ergebnisses der umständlichen Rechnung steht. Die 
bis jetzt in dieser Richtung vorliegenden Rechnungen erstrecken sich nur auf 
den rechteckigen Querschnitt, für den überdies - wenigstens zum Teil - noch 
die eine Abmessunl/: als klein vorausgesetzt wird und unter einer gewissen Ver
nachlässigung auf den trapezförmigen Querschnitt. Sie werden beurteilt von 
Th. v. Karma.n in der Enzyklopädie der mathematischen Wissenschaften, 
Bd. IV. 2. 11; Heft 3, S. 337 bis 341. 

1) In bezug auf diese Annahme vgl. § 56, Ziff. 2. 
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alleiniger Einwirkung der über den Querschnitt sich gleich
mäßig verteilenden Normalkraft P ändert sich die Neigung 
desselben derart, daß seine Ebene die bisherige Krümmungs
achse schneidet, sich also um diese dreht, daß somit der 
Krümmungshalbmesser derselbe bleibt. 
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I , , 
L ~ 

, 
I I 

I , 
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I ' 
" .... : " 

t ! I ' 

;.<l~~j " 
',' , " , " 
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Normalkraft P und biegendes Kräftepaar vom Moment Mb 
sind vorhanden. 

Wie soeben erörtert, führt die Normalkraft P den Querschnitt 11 

in die Lage 0000' Fig. 3, über. Beginnt jetzt das Moment Mb zu 
wirken, so wird der Querschnitt /1 aus der Lage 0000 in eine andere, 
etwa 0/0/0/, gelangen und die Krümmungsachse von M nach M' 
rücken, entsprechend einer Verkürzung des Krümmungshalbmessers 
von rauf e sowie einer Vergrößerung des Querschnittswinkels dcp 
auf d q; + LI d cp. Hierbei erfährt das Bogenelement 0°1 = d s der 
Mittellinie die gesamte Dehnung 

Lids 0 1°/ 
tO= -ds -=OO' 

1 

während diejenige der im Abstande 1] gelegenen Faserschicht P P1 

aus der Verlängerung P1 P/ zu bestimmen ist. Wird durch 0/ die 
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Gerade 0l'N 11 zu Cl Cl gezogen, so findet sich P1 P1' = i\ N + N P 1' 

= °1°1' + N P1' = cods + 'YJ arc N01' P1' = cordq; + 'YJJdq;; hiermit 
die Dehnung c im Abstande 'YJ 

unter Beachtung, daß 

cordq; +rJJdrp 
(r + 'YJ) drp 

Jdrp 
~-=w 

drp 

1} Jdrp 
c + ---- . 
o r drp 
-_._-----

rJ 
1 +--r 

r 
c = Co + ((J) - co) -

1 +!L 
r 

1 ) 

und die zugehörige Spannung, sofern Kräfte senkrecht zur Stabachse 
nicht einwirken, 

c 1 [ 'YJ l • 
a = - = - Co + (w - co) --+---I . . . . . . 2) 

IX IX l' 'YJ-

Die im Innern des Stabes wachgerufenen Kräfte müssen sich 
mit den äußeren im Gleichgewicht befinden, d. h. (§ 16, Gleichung 3 
und Gleichung 6) 

f . rl i . I} 1 
a d f == P =J La" l Co + (w - Co) r -+ ~J d I, 3) 

4) 

Unter Voraussetzung, daß die Dehnungszahl IX konstant ist, 
folgt 

1 ' J f l/J 
-, JYJ = - I C IJdf+(w- c) ----- df i . 

b IX~o 0 l'+'YJ J 

Mit 
Jdf=f, J IJdf=O 

und der Bezeichnung 
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woraus 

§ 54. Dehnung. Spannung. Krümmungshalbmesser. 513 

Mb 
W - Bo=a "Ir 

BO = a f + (w - BO) " = T ( p + ~b) 
W=B +aMb=~(p+ Mb +Mb). 

o "fr f r "r 

7) 

Hiermit liefert Gleichung 2 

0- P + Mb + Mb ---.-!l_ ) - I Ir "lrr+1J ....... 8 

Handelt es sich um ein Material, für das die zulässige An
strengung gegenüber Biegung, d. h. kb' erheblich abweicht von der
jenigen gegenüber Zug kz , so ist das in § 45, Ziff. 1, hierüber Be
merkte zu beachten. Die hier in Betracht kommenden Verhältnisse 
sind allerdings weniger einfach und erscheinen deshalb der weiteren 
KlarsteIlung durch Versuche dringend bedürftig. (V gl. in dieser Hin
sicht die Versuchsergebnisse in § 56.) 

Wenn 
p=o, 

so wird 

und für 1] =0 
M 

0= t:' 
Bei dem geraden Stabe ergibt sich nach Gleichung 9, § 16, 

für rJ= 0 
0=0, 

d. h. während bei dem nur durch Mb belasteten Stabe mit 
gerader Achse die Normalspann ungen i-n der zur Ebene des 
Kräftepaares senkrechten Hauptachse des Querschnittes 
Null sind, herrscht bei dem gekrümmten, auch nur durch 
Mb belasteten Stabe in dieser Linie die Spannung Mb: fr. 
Die bezeichnete Hauptachse ist demnach hier nicht Null
achse. 

C. Ba eh, Elastizität. 8. Auß. 33 
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Der Grund für dieses abweichende Verhalten liegt einfach darin, 
daß bei dem gekrümmten Stab die zwischen zwei Querschnitten 
gelegenen Fasern verschiedene Längen besitzen, während bei dem 
geraden Stab Gleichheit besteht. (V gl. das zu Anfang von Ziff. 1 
Erörterte.) 

Entsteht Mb dadurch, daß eine Last Q senkrecht zu dem in 
Betracht gezogenen Querschnitt im Abstande r von dem Schwer
punkt desselben ziehend angreift, also durch den Krümmungsmittel
punkt der Stabachse geht, dabei auf Verminderung der Krümmung 
hinwirkt, so ist wegen 

P=Q, 
nach Gleichung 8 

Q Q r Q r J] Q 1] Mb 1] a= ----- --=----=- ---- 9) 
f" fr x("rt'+rJ "f r + J7 "f"rr+rJ 

Für rJ=O ergibt sich hieraus a=O, obgleich eine 
Normalkraft vorhanden ist. 

Nach Gleichung 6 ist 

Folglich auch 

J~df"="tr. r+ 1] 

Wenn nun r sehr groß ist gegenüber rJ, d. h. gegenüber der 

Abmessung des Querschnittes in Richtung von r, infolgedessen !L 
r 

gegen 1 vernachlässigt werden darf, so geht dieser Ausdruck - streng 
genommen nur für r = 00 - über in 

"fr2 --J~ !~;jdf= ""' J172df= eP), 
j' 

woraus 

10) 1) 

') Zur Beurteilung, für welche Werte von r - im Verhältnis zu den 
Querschnittsabmessungen in Richtung von r - dieEe Annäherungsgleichung 
benutzt werden kann, sei folgendes bemerkt. 

Es ist für den rechteckigen Querschnitt (vgl. Ziff. 2. a) nach Gleichung 13, 
1 2 

§ f)4, da e = 12 b h3 = T b e3 , 
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Die Einsetzung dieses Wertes in Gleichung 8 führt zu 

0= -~+~~-+ hliL _1!_ 8a) 
f fr f) 1 +_"L 

somit 
für r 

xfr" 
T 

h 

1,18 

r 

2h Sh 4h 

1,04 1,02 1,01 . 

Im Falle kreisförmigen oder elliptischen Querschnitts (vgl. Ziff. 2, b) 
ergibt sich nach Gleichung 16, § 54, 

xfr" 1 (e)" 5 (e)4 --e- == 1 + 2- r + 16 ,: + .... , 
folglich 

für r 2e 4e 6e Se 

x fr2 

1,15 1,0~ 1,02 1,01 . e 
Hiernach liefert die Gleichung Sa gegenüber der Gleichung 8 das dritte 

Glied der rechten Seite zu groß, und zwar beispielsweise bei elliptischem 
Querschnitt nach Maßgabe der Zahlen 1,15, 1,03 usw. 
Wird in diesem Gliede noch der Quotient '7: r vernach-

Mb 
lässigt, also dasselbe e '7 gesetzt, wie es sich für 

gerade stabförmige Körper ergibt, so kann dagegen sein 
Wert erheblich zu klein ausfallen, wie die Zahlen der 
nachstehenden Betrachtung erkennen lassen. 

Für den kreisförmigen Querschni~t A des ring
förmigen Körpers Fig. 4 beträgt Mb = - Qr und somit 
der Wert des dritten Gliedes in Gleichung 8 mit '7 = - e 
(d. i. für den iunersten Punkt) 

Qr - e e Qr e e 
- -eI _ ~ -X{r2 7'9- ;-=.... _~ x f r2 ' 

r r 
welche Größe 

für r= 2e 4e 

ergibt 
Qr 2 Qr 4 
-eI,15e, -eS.l,03 e, 

Qr =129~~e =1,74 e e, , e' 
d. i. 74°/0 29% 

6e 

Qi' 6 
79 5.l,I}~ e, 

Qt· 
= 1,18 e e, 

18% 

Fig.4. 

Se 

Qr S 
-6) ?:T,OI e, 

QY 
= 1,13 e-e, 

13% 
33* 
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und ergibt mit r = 00 

P M a=,-+ e I], 

d. i. die für gerade Stäbe gültige Gleichung 1, § 45. 

Soll die Anstrengung durch die Schubkraft S, die sich nach 
dem oben unmittelbar zu I unter Ziff. 1 b, S. 508, Bemerkten ergibt, 
ermittelt werden, so kann das mit Annäherung derart geschehen, 
wie in § 39 beim geraden stabförmigen Körper; nur ist dabei zu 
berücksichtigen, daß das Gesetz, nach dem sich hier (} ändert, ein 
anderes ist. 

Grashof (Theorie der Elastizität und Festigkeit, Berlin 1878, 
S.283 u. f.) gelangt auf diesem Wege zu der Gleichung 

• 
r- S J df- SM" 

-2y.xf(r+1J)2cos q/ 1) -2Y"f(r+1J)2cos q/' 
11) 

die unter Bezugnahme auf Fig. 1, § 39, an die Stelle der Be
ziehung 2, § 39, 

tritt. 

SM" 
r-~~--

'-2yecosq/ 

2. Werte von x= - ;. J r~1'J df· 

a) Rechteckiger Quersehnitt. 

Mit b als Breit.e und h als Höhe, so daß 

f=bh, df= bd1J, 

mehr, als der Ausdruck !b 1}, gültig für gerade stabförmige Körper, mit dem 

größten Werte von 1} liefert. 

Die resultierende Spannung 0 würde unter Zugrundelegung dieser Zahlen 
betragen 

bei f'= 2e 4e 6e 8e 
für gekrümmte stab-

o=8.1,74~ 16·1,29 ~- 24.1,18 ~ 32·1,13 ~ förmige Körper 

= 13,92~, Q =20,64 7 , Q =28,32 7 , = 36,16~-
Für gerade stab-

förmige Körper 
wird sein 

Q Qr Q o=7+e e =9,07' l~ Q 
l '7' 25~, Q 33 7 , 
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ergibt sich 

r +-"-r 2 
x=-1 +"h ln--h ....... 12) 

Wird 

gesetzt, so folgt 

h 
2=e 

r- 2 

h e 
r+-i 1+;.-

ln----=ln--, 
h e 

r-- 1--
2 r 

und unter Voraussetzung, daß r > e 

e 

Ln ~~~_ = 2lr .:.. +1 (!!.)3 + 1 (!)~ + _~ (_e)' + .. .l, 
e r 3r 5r 7r I 

1- ---
r 

womit 

1 (e)2 1 (e)4 1 (e)6 
x =- - + -.- - +- - + ... 

3r 'Jr 7r 

x hängt hiernach nur von dem Verhältnis e: r ab. Über die 
Größe bei verschiedenen Werten dieses Verhältnisses gibt die Zahlen
tafel S. 519 Auskunft. 

Die Spannungen an der äußersten und an der innersten Faser
schicht werden nach .... Gleichung 8, die mit r; = ± e geschrieben 
werden kann, 

= P -J- Mb 
r I fr 

e 
1 + r-

1 + - -----~ 
y. e 

1 +-
r 

. . 14) 
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gleichf~tl1s durch das Verhältnis e bedingt, weshalb in die Zahlen
r 

. ~s -

o 

- 5 

1 
taf('1 aUf·h die Werte 

-1~ f---+--- +--i'C.-+--

-'0 ----+-----.f-l-

- !S - - --1-1--1 

-iQ I---+-' 

+ e 
. r 

aufgenommen l>ind . 

• 
~ 

.:l 
k---+----11.0 ~ 

6-
~ 

~ 

,~--+\--i 1.5 .j 
:ä 

Diese Wel'te wie auch die Größen von x können überdies aus der 
Zeichnung Fig. [) entnommen werden, so daß sich die Ermittelung 
von 0 aus Gleichung 14 sehr einfach gestaltet. 
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Um das Verhältnis der Krümmung des Stabes an der Innen
fläche, bestimmt durch 1.2 = r - e, zu der Höhe des Querschnittes für 
die in Fig. 5 angenommenen Verhältnisse erkennen zu lassen, ist 
daselbst auch die Linie (r - e): 2 e =!l: heingezeichnet: . 

. _-------- ------~-- ---
, I 

e 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7: O,i-l I 0,9 
r , I I 

0,95 

- __ :-~ ~-.:0033;4 0,0136~ 0~-3-1 ?_' ~,0591 i~,098~ 1~~52' 0'239~,~3-73~11 0,6~5~ 0,92i-l19 

e' r I I I 
x T +'e: r - 27,1 12,2 7,28 4,83 I 3,38 1 2,42 ,1,72 1,19 1°,745 

-'----I--l----~~ ---1---
18,3 13,5 11,3' 10,1 'r 9,7 " 9,8 ' 10,7 I 14,2 

I 

1 -e:r 
-;"1= e-;-r 

b) Kreisquerschnitt. Elliptischer Querschnitt. 

Zum Zweeke der Entwicklung in eine unendliche Reihe werde 
gesetzt 

1('1fo . 1S' .' 1S y. = + r'~~ Jr d t - 1':j 1)'1 d f +? 'l'}4 d r 

-- I~JI;"d(+ ... ) ......... 15) 

Für den Kreis wird infolge der Symmetrie 

(' 3 J • I) df=O 17"df=O 
usf. 

Fprner gilt, Fig.4, § 17, mit e als Halbmesser: 

I} = e sin 'I'. cl fc= zd I) =;2 e~ cos'1 ((dlt. 

0,525 
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Damit findet sich 

2 

f1]4df=4e6fsin4tpcos~tpdtp=i e6 , 

o 

2 

I1]6df=4e8fsin6tpcos~tpdtp= :4 1les, 

o 
so daß 

)e = ~ (~)2 + ~ (~)4+ ~ (~)6+ ... 
4 l' 8 r 64 r 

. .... 16) 

Derselbe Wert ergibt sich für den elliptischen Querschnitt, 
sofern e diejenige Halbachse der Ellipse ist, die in die Ebene der 
Mittellinie des Stabes fällt. 

Wird hier die gleiche Betrachtung, wie sie unter a) am Schlusse 
für das Rechteck enthalten ist, angestellt, so ergeben sich die folgende 
Zahlentafel und die Eintragungen in Fig. 5 für Kreis und Ellipse. 

e I I I I \ !. I -- = 0,1 0,2 I 0,3 0,4 0,5 0,6' 0,7 : 0,8 ! 0,9 0,90 
,. I 

----.::; O,OO2sl'" 0:0;0 ... 1 0,0236 ;,:OO~ 0,0718 0,11 lli 0,16 .. 1 O,2'00\"'''''! 0,f,241 
-- - e'" I i I i _.---=---= 36,2 16,3! 9,8 6,55 4,64 3,38 I 2,47 \ 1,78 '1,21 0,930 

" l+e:r : I ! I 

---_ e: r- - - ----- - ----:-~-I---------:--1--\,--1---
-- .---= 44,2 I 24,5' 18,2 I 15,3 13,9 13,5 i 14,0 : 16,0 i 22,9 I 36,3 
" l-e:r 

c) Trapezförmiger Querschnitt mit Symmetrielinie. 

Aus Fig. 6 folgt unmittelbar 

f = b-Hl h 
2 ' df=zd1], 

I 

"'" - ~ 
I , 
I 
j_ ~_....1...._-.\. _ ~ 

~ - - - -- ..& - - --...: 
Fig. 6_ 
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Wegen 

If( 1') "J df x=-7 1-- r+ 1] df=-1 +-1Jr+ 1] 

ist zunächst dieses Integral festzustellen. 

+-, +" 

f~-=('b + b-b:!e)f~- b-b1 f 1]dfJ . 
r+1] 1 h I r+1J h r+1] 

-1"2 -e2 

Da 

so folgt 

S-.!!L = ( bl + b - b~ el ) In r + el _ b - bl (el + e2 _ r In r + el ) 

r + 1], h r - e2 h r - e~ 

= [bi + b h b1 (el + r)Jtn ~+ :; _. (b- b1), 

x = - 1 + 2r {rb + b - bl (e + r)J In r+ el _ (h -- b)} 17) 
(b + bl ) h 1 h 1 j" - e2 1 

d) Querschnitt des gleichschenkligen Dreiecks. 

Aus Gleichung 17 folgt für 

2 
e =--·h 

1 3' 
1 

e =---h 
2 3' 

. . . . 18) 

e) Für zusammengesetzte Querschnitte 

kann die Bestimmung von x in der Weise erfolgen, daß der Quer
schnitt in eine genügende Anzahl Streifen zerlegt wird, die senk
recht zur Ebene der Mittellinie stehen, 80 wie dies z. B. Fig. 7, § 17, 
für eine Eisenbahnschiene angibt. 

Ist LI f der Flächeninhalt eines solchen Streifens, YJ sein Abstand 
von der Schwerlinie (positiv oder negativ, je nachdem er von der 
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Krümlllungsachse lVI weg oder na(·h derselben zu gelegen ist), 80 

I'ind für alle r-;treifen die Werte 

r +1) 
Ir 

zu bildelL hierauf ist deren algebraische ~umllle zu bestimmen und 
diese schließlich durch - / IIU dividieren. Das Ergebnis ist der ge
suchte 'Vert von %. 

In neuerer Zeit haben A. ßantlin lind M. Tolle zeichnerische 
Verfahren zur Ermittlung von % angegeben 1), die allgemein den 
Vorzug der Anschaulichkeit besitzen, und die namentlich gegenüber 
zusammengesetzten Querschnitten mit Vorteil benutzt werden können, 
solange das Verhältnis e: r innerhalb gewisser Grenzen bleibt. Hin
sichtlich der Verwendbarkeit der Näherungsgleichung 10. im Falle r 

groß gegen eist, vgl. S. 514 u. f. 
Nach dem von Braun 1903 gegebenen Vorgang kann % gemäß 

Gleichung 5 rechnerisch in folgender Weise ermittelt werden 2). 
Besteht die Fläche r aus den Teilflächen t~, t~) t;l U8\\,., so folgt 

unmittelbar aus der Eigenschaft des bestimmten Integrals 

x r = %d;+. %2 t~ -+- X,d1 -';- .... 
wobei hinsichtlich der 'Verte Xl' y. 2 ) %3 usw. zu beachten ist) daß 
für sie jeweils die Größe I) im Integral 

Xl t; = -J +11 d t; . r I} 

genolllmen über die :Fläche t; usw.. sieh je auf die Schwerpunkts
hauptachse der Summenfläche f bezieht. 

Die wichtigsten Teilflächen pflegen bei geradlinig begrenzten 
Querschnitten das Rechteck und das Trapez zu sein. 

Für das Rechteck Fig. 7 ergibt sich in bezug auf die Achse des 
Gesamtquerschnitts nach S. filij unter Änderung der Integmtions
konstanten 

", <, 

.11' bf(l--
\ r -I-- e 11 r ", 

%( b rll/ -1-) tI 11 -(+rbln ,.1, 
I} r -1' 11· r+eo 

". e. 
') Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure I !lUI, :::l. 164 bis 16S. S. 201 

j,i~ :!O5, bzw. 1903, S. 884 u. f. S. auch dic ~Iascl1inenelemente des Verfassers, 
10. bis 1~. Anti., S. 43 und 44. 

") Die gleiche Aufgabe hat Werner unabhängig \'on Braun (Zeitschrift 
des Vereine' deutscher Ingenieure 1905, S. ~57 u. f.), jedoch nur für wiche Quer
~chnitte gelöst, deren BegrenzungsIinicll aus Parallelen und Senkrechten zur 
Krümmullgsaebse bestehen. Braun hat sein Verfahren nicht bloß auf gerade, 
"1/1<lt'rD auch auf kreisfiirmige und parabolis('he Begrenzungslinien angewendet. 
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und für das Trapez Fig. 8 in gleicher Weise 

xf= - r+ r f(bl +bo --:- ~l(r + e1)) In ~~+L e! + (b l - bo)]. 
. h . r ~ 

Damit findet sich beispielsweise für den Querschnitt Fig. 9 nach 
Bestimmung der Schwerpunktslage 

. 39,3+31,7 . 39,3+20,7 
uf= - 20·11 + 39,3·20 In '+. -11· 34,8 + 39,3 ·l1ln 393 -14 t 39,3 20,7 , , 

- 25 ·135 + 393· 25ln ~~_3 - 142: = 320 86 
, , 39,3-27,6 ' 

320,86 
u= -940,3- = 0,341. 

Für einen gekrümmten Hohlzylinder vom äußeren Halbmesser 
r" und dem inneren Halbmesser r i findet sich 

.... - - 1, - _ . ..., 

... 
1 

1 I~' 1 

--'-+ - 1---.1_·+ 
I I 

r - J L_ .., 
I I ~ 
I I I L _ ___ ...J 

._ . _ ._ . ..L 

Fig. 7. 

I 
I t.. - ! 50-

_ i. . _ _ _ . __ 
Fig.8. F ig.9. 

1-1 (r)~ 1 (1")4 5 (1' )G l Xf == xll(r e-r.~)==nJ' ~ i - ~ +-- . i' + .' _(J + ... 
a ta L 4)' 8 l ' 64 r J 

%-- ;'~ 2 ~ -)'/ {ra 2 U (~~ r + -~ ('~(J r + :4 (~~-r + .. . J 

-- j'/[~ (;y+ ~ (!~r+:4(!;:ir+ .. .J} . . . 19) 

3. Krümmungshalbmesser. 

An Hand der Fig. 3, S. 511, erkannten wir, daß der Quer
schnittswinkel dtp und der Krümmungshalbmesser r unter der Ein
wirkung von P und Mb in dtp +.1 dtp bzw. in e übergingen. Während 
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für das Bogenelement der Mittellinie vor der Formänderung die 
Beziehung 

001 =ds =rdcp 
galt, ergibt sich für dasselbe nach Eintritt der Formänderung 

00: = ds + Llds= (} (dcp + Lldtp), 
woraus nach Division mit ds bzw. rdcp 

1+ L1d~=g(l + Lldtp) 
I ds r dtp' 

1 + Co = 2- (1 + w) 
r 

und hieraus unter Beachtung der Gleichungen 7 

't"_ = 1 + w = 1 + (J) - Co = 1 + _____ !!L __ 

(} 1 + Co 1 + EO "r (L + p + !f.!!) 
a r 

~ = _1 + __ 1I!b. ___ _ 
(} r "r2.(t+p+M~) 

,ft r 

20) 

Wird berücksichtigt, daß Co eine sehr kleine Größe ist, so kann 
mit genügender Annäherung in der Regel gesetzt werden 

l' (J)-E 
. - = 1 + - __ 0. = '" 1 + (J) - E 
(} l+Eo 0' 

woraus bei Ersatz von (J) - Co nach Maßgabe der ersten der Glei
chungen7 folgt 

1 1 J!!b 
e = -;:- + a "f r'i . 

Wenn die Querschnittsabmessungen so klein sind gegenüber r, 
daß von der Gleichung 10, nach der 

,,(r2 =e, 
Gebrauch gemacht werden darf, so ergibt sieh 

~=~+a~ } (} r e 
oder . . . , . . . . 21)1) 

Jlf =(~-~) ~ 
b (} r ~ 

') Dicse Annäherungsgleichung wird nicht. selten aus der für gerade stab
fiirmige Körper gültigen Beziehung, Gleichung 13, § 16, in der Weise abgeleitet, 
daß man die ursprüngliche Krümmung mit dem Halbmesser r auffaßt als 
herbeigeführt durch ein Moment Mo, für das nach Gleichung 13, § 16, gilt 

1 Mo r=oc EI . 
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4. Änderung der Koordinaten der l\litteIIinie. 

In Fig. 10 sei APOD die Mittellinie des gekrümmten und bei 
A eingespannten Stabes vor der Einwirkung der äußeren Kräfte. 
Dieselbe werde auf ein rechtwinkliges, in ihrer Ebene derart gelegenes 
Koordinatensystem AX und AY bezogen , daß AX die Normale 
und AY die Tangente im Punkte A ist. Unter Einwirkung der 
äußeren Kräfte, die wir uns etwa durch eine im Punkte D angrei
fende Kraft ersetzt denken wollen, ändert sich die Form der Mittel
linie und damit auch die Größe der Koordinaten Xc und Yc des 
Punktes C derselben. Diese Koordinatenändernngen seien mit Llxc 

und Llyc bezeichnet, entsprechend einem Übergange von Xc und y, 
in xc+Llxc bzw. ye+Llyc' 

Fig. 10. 

Durch Hinzufügung des Momentes Mb gehe die Krümmung in eine solche 
mit dem Halbmesser I! über, somit 

1 Mo+Mb (; = iX··· · e- . 
Wird der erstere Ausdruck von dem letzteren abgezogen , so findet sich 

~ _ ~ = iX M" oder Mb = (~ _~ ) ~ 
I! l' FI [! ", iX' 

wie oben angegeben. 
Daß diese Vorstellungsweise voraussetzt, es bleibe die Beanspruchung des 

Stabes unter der Einwirkung von Mo und lf[b innerhalb der Proportionalitäts. 
grenze, springt sofort in die Augen wie auch die Tatsache, daß diese Voraus
setzung nicht in Übereinstimmung mit der Wirklichkeit steht, die eben einen 
bereits bleibend gebogenen Stab der Biegung durch Mb darbietet. Trotz des 
hierin liegenden Fehlers gewährt diese Ableitungsweise, na c h dem der Aus
druck 21 als Annäherungsgleichung auf strengerem Wege ermittelt worden ist. 
ein bequemes Mittel, um sich die letztere rasch jederzeit aus dem Kopfe her
stellen zu können, lediglich auf Grund der für gerade stabförmige Körper 
gültigen Gleichung 13, § 16. 
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Zum Zwecke der Ermittlung von Llxc und Llyc greifen wir einen 
beliebigen Punkt P mit den Koordinaten x und y heraus; der Krüm
mungshalbmesser der Mittellinie betrage hier r. Das zugehörige Bogen
element, das in die Richtung der Tangente PT fällt, besitze die 
Länge ds = rdcp, sofern dcp den zugehörigen Zentriwinkel bezeichnet 
oder auch die § 54, S. 509, angegebene Bedeutung hat. 

Infolge Einwirkung der äußeren Kräfte wird sich das Bogen
element ds - den Punkt· P denken wir uns hierbei fest - um P 
drehen: PT gelangt in die Richtung PTI , d cp ändert sich um LI dfP 
= mdcp (nach § 54, S. 510). Außerdem wird ds eine Verlängerung 
um Bods erfahren. 

Die Drehung von ds um L1dcp hat zur Folge, daß der Punkt C 
auf dem Kreisbogen CoI = P C· L1 dcp nach Cl rückt. Hiernach ändert 
sich die Abszisse des Punktes C um 

-(PC.L1dcp)sin CEA= -PCsinCEA· Lldcp = -(y - yc)Adcp 

und die Ordinate um 

- (PC· L1dcp) cos CEA = - PCcos CEA.Lldcp = -(xc-x) L1dcp. 

Aus Anlaß der Verlängerung von ds um Bods bewegt sich 
der Punkt C um Bods in der Richtung von ds, d. h. in der Richtung 
der Tangente PT vorwärts. Dadurch erfährt die Abszisse von C 
eine Zunahme um 

Bods sincp = Bodx 
und die Ordinate eine solche im Betrage von 

Bods coscp = Body. 

Demnach die Zunahme der Koordinaten Xc und Yc' veranlaßt 
durch die Änderung der Richtung und durch die Änderung der 
Länge des Bogenelementes ds allein, 

d(LlxJ = - (y -Yc) ildcp + Bodx = ycwdcp - ymdcp + Bodx, 
cl (Llyc) = - (xc - x) LI dcp + Body = - xcmdcp + xmdcp + Body, 

und somit die gesamte Zunahme der Koordinaten Xc und Yc' herbei
geführt durch die entsprechenden Änderungen aUer zwischen A und C 
gelegenen Bogenelemente, 

lPc tf'c- Xc 

.J Xc = Y c J Q) dcp - f y m dfP + J Bo dx 
000 

. . . . 22) 
tpc qJc 1/c 

Jyc = - Xc J m dcp + f x m dfP + J Bo dy 
o 0 0 

Hierin sind wund BO durch die Gleichungen 7 bestimmt. 
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Für den Fall, daß die Querschnittsabmessungen fenkrecht zur 
Mittellinie genügend klein gegenüber r sind, ~o daß von Gleichung 10 
Gebrauch gemacht und in der letzten der 3 Gleichungen 7 (rechte 

Seite) die Summe der bei den ersten Glieder, d. h. P + j~b, gegen-. r 
über dem letzten Gliede vernachlässigt werden darf, geht der Aus
druck für (J) über in 

Hiermit ergeben sich aus den Beziehungen 22 die Annähenmgs
gleichungen 

J x == Ci (Y '[rrj\tlb l' d<p _f,r~ ~!T! nlm ~fxc~ dX) 
ce. H '(-:)" I f' 

o 0 0 1 '") 

J Y.~ " ( - xJ~rd"+] X*'d'P+ h cl") 1
1 

" 0 0 0 

sofern bei Einführung von 80 aus der 

zweiten der Gleichungen 7 noch ~ 
r 

gegenüber P vernachlässigt wird. Bei 
verhältnismäßig großem l' tritt über
haupt der durch das dritte Glied der 
Gleichungen 22 und 23 gemessene An
teil der Formänderung der Mittellinie 
zurück gegenüber dem Betrage, welchen 
die Summen der beiden ersten Glieder 
liefern. 

Um ein Urteil über die Abwei-

~J 
I 

cl. 
-+--.L-_-~-,-_-O.._x 

chungen zu gewinnen, "'elche die Ver- - - - - -t. - . - - - - - ~ 

wendung der Gleichungen 23 an Stelle Fig. 11 . 

der Gleichungen 22 zur Folge hat, werde die Formänderung für 
den Teil eines Kreisringes, Fig. 11, ermittelt. 

I. Nach der zweiten der Gleichungen 22 beträgt mit Yc = r 
:n; 

und m =--' 
'tc 2 . 

;;r ;r 

2 2 r 

Ll y c = - I' f (J) d<p + f x w d<p + f 80 dy ; 

o 0 0 
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hier ist nach Gleichung 7, S. 513, einzusetzen 

w = ~ (Q cos fP _ Qr cos J!.. _ Qr cos fP) = _. ~ Q cos fP 
f r ~1' f ~ 

a ( Qrcos fP) 
80 =/ QCOSfP---,-- =0. 

Somit 

2 2 

a QJ a QJ A y = r - - COB Cf! d fP - , - - (1 - cos fP) cos fP d fP 
c I ~ t ~ 

o 0 

2 

a Qf = , T -; cos2 fP dfP 
o 

n a Q Lly =-r---
c 4 t ~ 24) 

11. Nach der zweiten der Gleichungen 23 beträgt mit Yc = r, 
n Pc="2 und Mb = - QrcosfP: 

Ayc=a(+: Q! oos<p"" - r': t,- OOB",) '0''''''''-jQ,,;'" iJ,y) 
o 0 0 

A',~{eQ [."""'d<P-~ I"'<Pd'). 
Wird das zweite Glied, dessen Größe gegenüber der des ersten 

meist ganz zurücktritt, vernachlässigt, so ergibt sich 
'Jl rSa LlYc="4 e Q . . . . . . . . . 25) 

Die Ergebnisse der unter 11 und 1 durchgeführten Rechnungen, 
d. h. die Werte der Gleichungen 25 und 24, verhalten sich wie 

:rr r3 a Q' 'Jl a Q _ ~ I r2 • 

"4e . "4'7-;- e ' 
das Verhältnis ist somit dasselbe, wie in Fußnote 1, S. 514 für 
verschiedene Krümmungen hinsichtlich der Beanspruchung ermittelt. 
Danach beträgt z. B. bei rechteckigem Querschnitt für einen Krüm-
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mungshalbmesser r = 2 h der Unterschied 40/0' bei r = 3 h nur noch 
2 und bei r = 4 h nur 10! 0' d. s. Abweichungen, die in der Regel 
ganz unbedenklich erscheinen. 

Wäre der Ring C geschlossen, so müßte dort ein zunächst un
bekanntes Moment M von solcher Größe angebracht werden, daß 
die Tangente ihre ursprüngliche, wagrechte Richtung beibehält, also 
die Winkeländerung bei 0 gleich Null ist, oder die Summe aller 
WinkeländerungeIl auf dem Bogen AC Null beträgt. Somit 

2 2 

I. J ~( IX Q cos cp IX lli a M) 
wdcp=ü= J' -T~u-+ Tr+T ur dcp 

o 0 

= !-' (_ 2 + ),! ~ + ilf .~) ; 
f " r2 "r2 

hieraus 
2Qr 

M-----
- 71:(1 +x) . . . . . . . . 26) 

~ n 

a 2 2 

n. Jw dIp = 0 = Ja :b t'dcp = ~ rJ(M - Qr cos cp) dcp 
(> 0 0 

= a r(M~-Qr) 
f) 2 

2 
Jf=- Qr 

lT 
27) 

Die Momente nach Gleichung 27 und 26 verhalten sich wie 
2 2 Qr 
;; Qr:;- U + u) = (1 + ,,): 1. 

~. Zeichnerisches Verfahren zur Ermittlung der Formämlernng. 
(@ unveränderlich oder veränderlich.) 

Die Umformung der Gleichungen 23, S. 527, führt, wenn das 
dritte, fast immer verhältnismäßig unbedeutende Glied vernachlässigt 
wird, zu dem folgenden Verfahren 1). 

') Vgl. R. Baumann, Einfaches Verfahren zur Ermittlung der Form
änderung eben gekrümmter stabförmiger Körper. Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1910, S. 1675 u. f., sowie Anschauliche Lösungen einiger 
lltatisch unbestimmten Aufgaben, dieselbe Zeitschrift 1913, S. 1911 u. f. Für 
gerade Stäbe hat Ensslin ein gleiches Verfahren veröffentlicht: Zeitschrift für 
gewerblichen Unterricht, Bd. XXIII. 

C. Bac b, Elastizität. 8. Auft. 34 
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Behandelt werde zuerst die unter 4. am Schlusse rechnerisch 
gelöste Aufgabe (8 unveränderlich). Wird, wie bereits bemerkt, das 
letzte Glied der Gleichungen 23 vernachlässigt, so ka.nn die zweite 
derselben geschrieben werden 

'Pe 

Jyc= -; {f(Xc-X)MbTdg;} 
o 

01.. 

..- -- . .... • Cl!'. 
I 

~l : ~ I 

~ I 
; I 

~ _~ ..... ~LGlY!;t. "0'\ ".;.f _ __ _ 
K §' e 

Fig. 12. 

oder, da nach Fig. 11 fiir den betrachteten Punkt P Xc -x = z 
'md M,)=Qz 

'Ir 

Jy = - !:..{Sz.Qz.rdg; lJ c (-1 
o 

Tc 

=- ~QfZ'.l.rdg; . . . . . ... . . 28) 

o 

Der Wert des Integrals in Gleichung 28 wird erlangt, indem man 
(rc 

1. den Bogen APO abwickelt (d. h. frdfP bildet, vgl. Fig. 12); 
o 

2. den zu jedem Punkt des Bogens APO gehörigen Hebelarm z 
der Kraft Q absticht und als Ordinate über dem zugehörigen 
Punkt der Abwicklung aufträgt, wodurch die Linie der Werte 
von z in Fig. 12 erhalten wird; diese stellt die Linie des biegenden 
Momentes für die Kraft Q = 1 dar (das Verfahren besteht also 
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in der Aufzeichnung der Linie des biegenden Momentes über 
der Abwicklung der Mittellinie); 

3. die Werte von Z2 bildet (d. h. jedes biegende Moment mit dem 
für die Formänderung maßgebenden Hebelarm multipliziert) und 
über der Abwicklung des Bogens aufträgt, so daß die Linie 
der Werte von Z2 entsteht (Maßstab 1: 10, Fig. 12); denkt man 
sich die Fläche der Z2 in schmale Streüen von der Breite r d C[! 
zerlegt, so ist der Flächeninhalt eines jeden derselben gleich 
Z2 • rdcp, somit der Inhalt der ganzen Fläche gleich dem Wert 
des gesuchten Integrals; man hat also 

4. die Fläche APOA1A zu planimetrieren und das Ergebnis mit 

-~ Q zu muliplizieren, um die Verfwhiebung AYe zu erhalten 1). 

Denkt man sich die Fläche der z (Fig. 12) gleichfalls in schmale 
Streifen von der Breite rdC[! zerlegt, so erkennt man, daß der Inhalt 

'Pe 

dieser Fläche APO 00 1'1 A den Wert t =f Z· rdC[! besitzt. Folglich ist 
o 

somit, da Mb = Q·z, 

t~Q = z-J Mb·rdcp 

und, n.ach der Gleichung unmittelbar vor den Gleichungen 23, 

t ; Q = f wdC[!. 

Der Inhalt der Fläche der z, d. h. der Linie des biegenden 
Momentes, stellt also die Winkeländerung von Abis G, Fig. 11, dar. 

Soll bei G ein Moment M von solcher Größe wirken, daß die 
Tangente daselbst ihre ursprüngliche Richtung beibehält (Belastungs-

'Pe 

fall Fig. 4, § 55), so muß fwdcp = 0 sein, d. h. 1'1 allein muß in 
o 

Fig. 12 eine Fläche (Rechteck) der Werte Von z hervorrufen, die inhalts
gleich mit A PGOOMA (aber von entgegengesetztem Vorzeichen) ist. 

Man hat also zur Bestimmung von 1'1 nur die mittlere Höhe AM der 
Fläche APOOG M A zu bestimmen, wie sie in Fig. 12 strichpunktiert 
eingezeichnet wurde. Sie ist gleich der Größe 1'1: Q d. h. 1'1 für 

') Statt sie zu planimetrieren, kann die Fläche durch Zerlegen in Streifen 
usf. bestimmt werden. 

34* 
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Q = 1; wollte man M selbst erhalten, so müßte man nicht die 
Linie der z, sondern die Linie der Q. z, d. h. der biegenden Momente 
aufzeichnen, was bei anderen Belastungsfällen von Vorteil sein kann 
(s. u.). Zur Ermittlung der Formänderung im Punkte C (Fig. 11) 
ist jeder Abschnitt der Ordinaten zwiEChen M - M und der Linie 
der z mit dem jeweiligen Wert von z zu multiplizieren; die so ent-

standene Linie der z (z - ~) tritt an die Stelle der Werte von Z2. 

Die an jeder Stelle wirkenden biegenden Momente sind durch 
die erwähnten Ordinatenabschnitte bestimmt. Wie Fig. 12 zeigt, 
ist bei 0 das Moment = 0; dort erfolgt also keine Änderung der 
Krümmung. 

Wie aus der vorstehenden Entwicklung hervorgeht, ist 
es bei der Anwendung des Verfahrens gleichgültig, ob der 
Krümmungshalbmesser r gleichbleibend oder veränderlich 
~st, und ob gerade Strecken mit gekrümmten abwechseln. 
Durch das Abwickeln des Bogens und das Abstechen der 
Hebelarme z findet die tatsächliche Gestalt des Bogens 
volle Berücksichtigung. 

Die Verschiebung LI Xc kann in sinngemäß gleicher Weise ge
funden werden wie LI y c' Wie aus Gleichung 23 mit (Ye - y) = u 
und Mb=Q·z hervOJgeht, ist 

'Pe 

a f Jxc= - e Q. z·u.rdq:. 
o 

An die Stelle der Linie der Z2 hat also die Linie der z· u zu treten. 
Bisher war nur die Formänderung in dem Punkt gesucht, an 

dem die Kraft Q angreift. Die folgenden Beispiele zeigen jedoch. 
daß das Vorgehen sinngemäß ganz das gleiche ist., wenn die Form 
änderung an einem anderen Punkt und unt.er anderer Belast.ung 
ermittelt werden soll. 

Hinsichtlich weiterer Einzelheiten muß auf die in Fußbemer
kung 1, S. 529, genannten Arbeiten verwiesen werden. 

a) Formänderung am Ende einer gabelförmigen Meßfeder 

(e unveränderlich), Fig. 13. 

Da der Stab symmetrisch ist, genügt es, die Hälfte desselben 
zu betrachten und diese bei A als eingespannt anzusehen. 

1. Die Mittellinie ABDO wird in eine gerade Strecke abgewickelt, 
Fig.14. 

2. über der letzteren wird die Linie abD des biegenden Momentes 
für P = 1 kg aufgezeichnet. Sie verläuft über AB gekrümmt, 
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wie bei Fig. 12, von B bis D geradlinig. Auf der Strecke DC 
ist das biegende Moment gleich Null. 
Der Inhalt der Fläche A ab B, Fig. 14, bestimmt die Winkel· 

Fig. 13. 

änderung im Punkte B, die Fläche AabD diejenige im Punkte D 
oder C usf. 

cl. Dlt die Durchbiegung bei C in Richtung der y-Achse gesucht ist 
(Punkt C bewegt sich ungefähr auf einem Kreisbogen um den 

I 
I 
I I 
2 :; Cf, 

Fig. 14. 

l'unkt A), wird jede Ordin,lte der Biegungsmomentenlinie mit 
dem Abstand (l + z) von C (Fig. 13) multipliziert, also z. B. für 

den Punkt B das Produkt Mb (1 + z) = BHl + a) gebildet usf. 
Diese Produkte sind in Fig. 14 ebenfalls über der Abwicklung 

der Mittellinie aufgezeichnet (z. B. Strecke 131: = Bb (I + a)), 
",·omit die Linie a1 b1 D bestimmt ist. 
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Der Inhalt der Fläche Aal bl D sei F qcm. (Die Teile der Mittel
linie waren im Maßstab 1 : 1, die Ordinaten der Linie des biegenden 
Momentes MIJ im Maßstab 1: 1, die der Linie der Produkte Mb (l + z) 
im Maßstab 1: 20 aufgezeichnet. Die gesuchte Fläche fand sich zu 
106 qcm; für die Ausrechnung ist daher If' = 20· 106 = 2120 qcm 
einzusetzen. Bei der Wiedergabe fand Verkleinerung im Verhältnis 
1 : 3 statt). Dann ist die gesuchte Zusammen biegung der halben 
Feder bei 0 

a a 
Llyc = eP.F=-eP.2120 cm. 

Um zu zeigen, welche Vereinfachung dieses Vorgehen gegen
über der Rechnung bedeutet, sei diese ebenfalls durchgeführt. Dabei 
muß - um die Rechnung einfach zu gestalten - vorausgesetzt 
werden, daß die Linie AB genau nach einem Kreisbogen. gekrümmt. 
die Strecke BO gerade ist, während beim zeichnerischen Verfahren 
ein beliebiger Verlauf der Mittellinie gewählt werden kann. 

Der Rechnungsgallg ist folgender: 

1. Ermittlung der Durchbiegung im Punkte B, d. i. L1YB, 
2. 
3. 
4. 

5. 
6. 
7. 

" 
" 
" 

" 
" 
" 

" 
" 
" 

" 
" 
" 

Winkeländerung bei B, d. i. ßB, 
Durchbiegung der Strecke BD, d. i. L1YD" 

" im Punkte D, d. i. 
LlYD= AYB+LlYD, + ßB·a. 

Winkeländerung der Strecke B D, d. i. ß D, . 

" im Punkte D, d. i. ßD= ßB+ ßD,. 
Durchbiegung im Punkte G, d.i. Llyc=LlYD+ßD'l. 

1. Durchbiegullg im Pun,kte B, d. i. L1YB. 
Nach Gleichung 23 ist unter Vernachlässigung des dritten 

Gliedes und unter Bezugnahme auf Fig. 13 (M" positiv, weil es die 
Krümmung vermehrt) 

2 2 

AYB = a{-XBJ*rd9J + Ix ~brd9J} 
o 0 

2 2 

= ~ pr{-rf(a+rcos9J)d9J+fr(1-cos9J)(a+rcos9J)d9J} 
o 0 

= - ;pr2(a+r~). 
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2. Winkeländerung bei B, d. i. PB' 

2 2 2 

PB fWd'P Sa~ rd'P=-~PiJa+rcos'P)dtp=ipr(a; +r). 
000 

3. Durchbiegung der Strecke B D; d. i. Ll YDl • 

Nach § 18 ist unter Berücksiohtigung der Durchbiegungsrichtung 
a a3 

LlYDI = -g-P 3 

4. Durchbiegung im Punkte D, d. i. LlYD' 
LlYll . LlYB + LlYDl + PB·a 

=--~-Pr2(a+r~) __ ~pa: _ ~ pra(a~.+r). 
OJ. Winkeländerung der Strecke BD, d. i. PD I ' 

Nach § 18 ist 
a a2 

PD! =~fjP2' 
6. Winkeländerung im Punkte D, d. i. P IJ. 

ce a2 , a (1l \ 
PD =jJDl +PB= 7i P 2- T f) Pr ,a2"+ r)-

7. Durchbiegung im Punkte 0, d. i. Ayc' 

!1yc =AYD +ßD·l= - [~-Pr2 (a+r :) +~p~3 
+ -~-Pra(a; +r) + l{-~p~+~pr(a; +r)}] 

O~= - _~_P[r2 (a +ri) + a; + ra (a ~ +r) + l{;~+ r( a% + r)}J. 
Mit den in Fig. 13 eingeschriebenen Maßen ergibt sich 

a 
Ay =---P·2121 cm 

c e 
(das negative Vorzeichen bedeutet, daß die Feder zusammengebogen 
wird). Das zeichnerische Verfahren hatte die Zusammendrückung zu 

a 
AYc=--e-P'2120 cm 

geliefert. 

b) Geschlossener Rahmen (Fahrstuhl), Fig. 15. 

a) Das Trägheitsmoment e sei unveränderlich. 

Wegen der Symmetrie genügt es, ein Viertel des Rahmens zu 
betrachten, Fig. 16, und es bei A als eingespannt anzusehen. Bei 0 
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greift dann die Kraft Q an. :Ferner ist dort das (statisch unbe
stimmte) Moment M von solcher Größe anzubringen. dltß die Tangente 
daselbst keine Richtungsänderung erfährt. 

1. Die Mittellinie wird abgewickelt, Fig. 17, und über ihr die Linie 
des von der Kraft Q herrührenden biegenden Momentes, d. h. 

Linie abO, aufgezeichnet. Strecke A a ist also z. B. = Q·l usf. 
Der Inhalt der Fläche A abO stellt die durch die Kraft Q 
allein im Punkte C hervorgerufene Winkeländerung dar, die 
durch das Moment M zum Verschwinden gebracht werden muß. 

2. Das Moment M pflanzt sich in konstanter Größe über die 
Strecke ABO fort. Es bringt also die durch das Rechteck 

-+~g-
I . 

I I 
1St I . -t-·r · ...... .J: 

.,.1 . 

I I 
I 

Fig. I r,. 

AM MO gemessene Winkeländerung hervor. 
die aber entgegengesetzt gerichtet sein muß 
derjenigen, welche die Kraft Q bewirkt. 
Damit in 0 keine Winkeländerung entsteht, 

Fig. 16. I?ig. 17. 

muß das Rechteck AMMO flächengleich mit AabO sein, d.h.1KM 
ist die Ausgleichslinie für das trapez A abC. 

Die einzelnen Teile des Rahmens sind also durch folgende 
Momente auf Biegung beansprucht: 

bei A wirkt em Moment von der Größe .M a, Fig. 17, 
,,0 " " ., "" Nun (Wendepunkt). 

.. 0 " " " ,." " 0 .J.lf usf. 

Wird die Verbiegung des Rahmens gesucht, so ist sinngemäß 
in gleicher Weise vorzugehen, wie bei den früheren Beispielen. Soll 
z. B. die Ausbiegung bei 0 bestimmt werden, so sind die biegenden 
Momente (d. s. die in Fig. 17 eingezeichneten Ordinlttenabschnitte 
zwischen M.M und der Linie abO) mit den zugehörigen Abständen u, 
Fig. 16, zu multiplizieren. Ist die Einbiegung des Schenkels A. B zu 
finden, so sind dieselben Momente mit den Strecken z, Fig. 1 (j, zu 
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multiplizieren. Die dadurch bestimmten Flächen sind ein Maß für 
die gesuchte Formänderung. 

ß) Das Trägheitsmoment 8 ist veränderlich. 

Auf der Strecke AB sei der Wert e1 , auf der Strecke BG 
der Wert 8'2 = gB1 vorhanden. 

Wie aus der Betrachtung von Gleichung 23 hervorgeht, kann 
bei veränderlichem f) diese Größe nicht mehr vor das Integral ge
nommen, wohl aber mit dem Produkt r·drp vereinigt gedacht werden. 

Statt also die Mittellinie in Teilstrecken IJl abzustechen und 
diese aneinanderzureihen (Abwicklung), werden die Teilstrecken Jl 

Jl 
durch den zugehörigen Wert von e dividiert und die Beträge 6 

aneinandergereiht. Durch diese Umrechnung der einzelnen Teile der 
Abwicklung wird die Veränderlichkeit von 8 berücksichtigt. 

~. ~. 

·';eUTI~. 
6t" GJ3" (9' e" 

Fig. 18. l'ig. 19. 

k A" AB Demgemäß sind in Fig. 18 die Strec en B =--- und 
8 1 

B'G' ==!!O als Grundlinie abgetragen. Über dieser ist, wie bei 
8'2 

Fig. 17, die Linie des von der Kraft Q herrührenden !'liegenden 

Momentes aufgezeichnet (die Strecken A' a' , ITiJ in Fig. 18 sind gleich 

den Strecken Aa, Bb in Fig. 17). 

Die Ausgleichslinie des Trapezes A' a'b' G' bestimmt das flächen
gleiche Rechteck A' M' jt[' G'. Die bei A und G wirkenden Momente 
sind dann gleich den Strecken 

Ji' a' bei A, Null bei 0', M'(j bei C. 

Für Fig. 18 war angenommen 6 2 = 3 (11 , Wäre dagegen 8 1 = g B2 , 

so würde sich Fig.19 ergeben. Aus dem Vergleich von Fig. 17, 18 
und 1 n geht der Einfluß der verschiedenen Abmessungen auf die 
Lage des '\Vendepunktes (0, 0', 0") hervor. 
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Ist das Trägheitsmoment stetig veränderlich, so wird die Mittel
linie in angemessen kurze Stücke zerlegt und jedes derselben durch 
den zugehörigen Wert von 6;, dividiert. 

Bei der Ausführung kann es vorteilhaft sein, statt dieser Division 
mit dem Verhältnis 6: f)a: zu multiplizieren, worin e eines der Träg
heitsmomente bedeutet. 

e) Gefäß, durch inneren überdruck JJ beansprucht 
(6 unveränderlich), Fig.20. 

Betrachtet werde ein 1 cm breiter Streifen. Es genügt wieder, 
ein Viertel des rahmenförmigen Körpers zu betrachten. Bei C ist 

.I!'ig. 20. 

dann die Kraft p . b und das statisch 
unbestimmte Moment Manzubringen. 
Bei Aufzeichnung der Linie des vom 
Flüssigkeitsdruck herrührenden biegen
den Momentes ist zu beachten, daß 
dessen Größe gleich dem Moment ist, 

F ig. 21. 

das der Flüssigkeitsdruck auf die Sehne zum Punkte C äußert, also 
z. B. heträgt hei Punkt B 

. 
usf. In Fig. 21 ist über der Abwicklung ABC der MitteIinie ABC 
die Linie a10C des hiegenden Momentes, das vom Flüssigkeitsdruck 
herrührt, sowie diejenige des von der Reaktionskraft p. b geäußerten 
Momentes (Linie a2 C) und der Unterschied beider, Linie aOC 
aufgezeichnet. Die mittlere Höhe der Fläche AaOO, d. i. die Strecke 

o M = AM, ist, wie aus dem Früheren hervorgeht, das bei C wirkende 
Rtatisch unbestimmte Moment, das die Winkeländerung bei C ver
hindert. Die Größe der an den einzelnen Stellen des Rahmens auf
tretenden biegenden Momente ist, wie früher, durch die Ordinaten
abschnitte zwischen der Linie M M und der Linie aC bestimmt. Bei 
o ist das Moment gleich Null; die elastische Linie enthält dort einen 
Wendepunkt .. 
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d) Eingespannter Balken , Fig.22 (vgl. § 18, Ziff.l). 

a) 0 unveränderlich. 

1. Aufzeichnen der Linie des biegenden Momentes M über der 
abgewickelten Mittellinie; sie ist eine Gerade. Die Fläche AaO hat 
den Inhalt 

1 p·l2 
F= - - P · l·Z = -- - . 

2 2 
Somit Winkeländerung bei 0 (vgl. § 18) 

IX [2 
PC = f)P- 2-

2. Aufzeichnung der Produkte Mb ·z, 
d. i. der Linie a1 0 (Fig. 22), die im vor
liegenden Fall eine Parabel ist, also den 
Flächeninhalt 

z:{ 
F=P-

3 
Fig. 22. 

besitzt. Somit ist die gesuchte Durchbiegung bei C (vgl. § 18) 
a Z3 

Yc = 0 P 3 

Das Beispiel zeigt, daß die Verbindung von Zeichnung und 
Rechnung in derartigen Fällen sehr rasch zum Ziel führt. 

ß) 0 veränderlich. 

Es sei z. B. unter Bezugnahme 
1 

O2 = ~f)1 

Fig. 23. 

auf Fig. 23 
1 

0 3 = -3 e1 • 

Fig. 24. 

Wie bei Beispiel b) besprochen, werden in Fig. 24 als Grundlinie 

S k A" A Br;,-----, BD -D'- -----, DO 
die trec en B = - - , D D = --0-' 0 = ----- aufgetragen. e1 02 0 3 

Darüber ist der Linienzug a1 VI d1 0' aufgezeichnet (Strecke A'a: in 
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:Fig. 24 = A a in Fig. ::!::! usf.). Ist der Inhalt der Fläche A' a1 b1 d1 C' 
= F 1 qcm, so beträgt der Neigungswinkel bei C 

ßc = aP·Ji;. 
Zur Ermittlung der Formänderung bei C sind die Ordinaten 

über der Grundlinie in Fig. 24 mit den zugehörigen Werten von z 
(Fig. 23) zu multiplizieren, womit sich die Linie a2 b2 d2 C' ergibt. 
(Die in Fig. 22 vorhandene Parabel ist in Fig. 24 entsprechend der 
Streckung der Grundlinie verzerrt.) .Ist ihr Flächeninhalt F~ , so wird 

Yc =aPF~ cm 1). 

Die Ermittlung von ßc und Yc auf dem Wege der R.echnung 
wäre weit umständlicher. Dagegen würde auch bei diesem Beispiel 
die Verbindung von Zeichnung und Rechnung rasch zum Ziel führen. 

e) Beiderseits eingespannter Balken, in der Mitte belastet 
(Fig.25). e unveränderlich. 

Es genügt infolge der Symmetrie wie früher, die Hälfte des 

Balkens zu betrachten und bei C anzubringen die Last]> = -t und 

das statisch unbestimmte Moment M, das dafür zu sorgen hat, daß 
die Tangente an der elastischen Linie in C wagrecht bleibt. 

Fig. 25. Fig. 26. 

I. Aufzeichnen der Linie des biegenden Momentes Aa.C, herrührend 
von der Kmft P über der Abwicklung der Mittellinie (Fig. 26) 

::!. Bestimmung der mittleren Höhe der Fläche A a C, d. h. der 
Strecke Ä-Ki = MC, die das gesuchte Moment M. bei C darstellt . 

. i11. ist halb so groß , wie das .Moment 'A a = p./. Bei 0 tritt 
ein Wendepunkt in der elastischen Linie ein. Die Ordinaten
abschnitte zwischen Jl[J/ und ae bestimmen die an jeder Stelle 
wirkenden biegenden Momente .1//;' 

I) Findet, wie am Schlu~se des Bei~picls b, {J. S. 538 angegeben, Multiplikation 
der Teilstrecken der t:rundlinicin Fig. 24 mit dem Verhältnis e, B.,. statt, so wird 

IX F :l( F ße "(,.) p . 1 und !I(, ~="(9 p. ".. 
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3. Wird jedes der letzteren mit der Strecke z multipliziert, so 
findet sich die in Fig. 27 wiedergegebene Linie der Werte Mb·z. 
Ihr Inhalt mißt. die Formänderung bei C (der durch Strichelung 
hervorgehobene Teil ist negativ zu nehmen). 

Wäre die Mittellinie vor der Belastung nicht geradlinig, so 
würde in völlig gleicher Weise vorzugehen sein. Ist e veränderlich, 
so kann der beim Beispiel b) oder d) beschriebene Weg beschritten 

werden. 

J!jg. 27. 

Tritt an die Stelle der Einzellast 2 P z. B. 
eine gleichförmig verteilte Belastung, so 
fällt die Linie des biegenden Momentes 
(Fig. 26) nicht geradlinig, sondern parabo
lisch aus, wie in Fig. 2R gezeigt.. Das 

Fig. 21'<. 

statisch unbestimmte Moment M ist dann nicht (wie bei Fig. 26) 

gleich der Hälfte, sondern gleich einem Drittel der Strecke A Cl, bei 
A und B stellen sich doppelt so große biegende Momente ein wie 
bei C; der Wendepunkt 0 liegt näher bei A als bei C usf. 

f) Dreifach gelagerter Balken (Fig.29). 

e sei zunächst unveränderlich, die Lager sollen sich nicht 
senken. 

Auch hier geni.i.gt es, die eine Hälfte des Trägers zu betrachten; 
bei B darf, da die Tangente wagrecht bleibt, Einspannung an
genommen werden (Fig. ~O). 

Fig. 29. Fig. 50. 

Der Rechnungsgang beruht darauf, zunächst die Auflagerkraft C, 
die statisch unbestimmt ist, zu entfernen und zu ermitteln, welche 
Senkung die Kraft P im Punkte C der (bei C nicht unterstützten) 
Stabmittellinie hervorbrächte, so dann die Kraft P zu entfernen und 
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zu bestimmen, welche Hebung die Kraft C im Punkte C bewirken 
würde. Da am Auflager keine Senkung eintreten soll, müssen beide 
Formänderungen gleich groß, aber entgegengesetzt gerichtet sein, 
wodurch die Kraft C bestimmt erscheint. 
1. P wirke allein, C ist entfernt. 

Fig. 31 zeigt die Linie des biegenden Momentes aP sowie 
die der Produkte Mb ·z, d. i. alP über der Abwicklung der 

-- 1- ( I)' Mittellinie. Es ist also z. B. Ba = p' 2 ; Dd = P \z -2 ; 

Ddl=Dd·z. 

Die Fläche aldlP= F l kann entweder ausgemessen oder 
bestimmt werden aus der Gleichung 

4-·, 
~A·%I 

< I 
a. 1 

I 
I 

S) - ;-1.2 
IX--l.t - -:t - ", 
~-l;.k.-T -~ 

Jo'i g. 31. 

z = I 

P~ = f p(z- z . d" = -. ~ P13 l) . 
2 .. 48 . 

I 
Z=-

2 

Somit Formänderung bei C 

a Pl'~ ;) 
Yc= e : 48' 

2. P ist entfernt, bei C wirkt die Kraft c. 
N ach Beispiel d ist 

a l3 
Yc ~~ f) C-ij . 

:3. Aus der obigen Überlegung folgt 

a P 13 .~. = ce C [3 
(~) 48 A ~ 

, b P 
()= 16 . 

Das biegende Moment bei B heträgt dann 

I 5 3 
}[B=P, - . J'.[ - P·I 
• 2 Ui 11i' 

Der Wendepunkt der elastischen Linie (Fig. :1O) ist bestimmt 
(lurch die Gleichung 

( 1 \ 5 p. - x ) = ,P (l -- x) . 
2 ! 1 b 

i3 
x= I. 

11 
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Soll die Senkung an der Stelle ermittelt werden, an der die 
Kraft P angreift, so ist, zu verfahren, wie beim Beispiel a angegeben, 
indem, wie beim Beispiel c geschehen, die (algebraischen) Summen 
der von P und C herrührenden biegenden Momente mit dem Ab-

stand (-~ - x) des betrachteten Punktes (Fig. 30) multipliziert und 

die entstandenen Produkte über der Mittellinie von B bis P auf
gezeichnet werden. Ist der Inhalt der so gebildeten Fläche Fl', so ist 

a 
YP=-r-i Fp . 

Wäre e veränderlich, so würde gemäß Beispiel b verfahren. 

g) :Frei aufliegender Balken. 

Die bisherigen Beispiele behandeln nur Belastungsfälle, bei 
denen das eine Ende des Trägers als eingespannt anzusehen war, 
wie es der Ableitung der GI. 23, § 54 (Fig. 10 daselbst) entspricht. 
Um das Verfahren auch auf frei aufgelegte Stäbe anwenden zu können, 
läßt sich folgender Weg ein
schlagen, der an dem durch 
Fig. 32 dargestellten Beispiel 
besprochen sei. 

Die Auflagerkräfte in A 
und B werden in der üblichen 
Weise bestimmt zu A = Pb: 
(a+b) und B=Pa:(a+b). 
Der Stab werde nun in Aals 
eingespannt betra{)htet und 
durch P sowie B belastet ge
dacht. Die Durchbiegung in 
B ergebe sich dann, in der 

,e ,...,- ----------rl 

~-- ~ T~ "$1 '-/ e Zla!. 
S .c 

Fig.32. 

oben besprochenen Weise ermittelt, zu YH, und in C zu Yc,. Die ge
suchte Durchbiegung des frei aufliegenden, in A nicht eingespannten 
Stabes ist dann gleich 

a 
YC=YB, l -Yc, 

wie ohne weiteres einzusehen ist (vgl. Fig. 32), auch aus der An
schauung hervorgeht, daß die Einspannung bei A allmählich und 
solange gelöst wird, bis das freie Ende C des durchgebogenen, in A 
zunächst eingespannten Stabes eben das Auflager B berührt. Dabei 

beschreibt der Punkt C den Weg YB1t-' wenn die Einspannung 

aufhört. 
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Bei Ermittlung der Durchbiegungen YB1 und YC, kann mit Vor
teil von dem Maxwellsehen Satz der Gegenseitigkeit der Verschie
bungen Gebrauch gemacht werden: Wenn die Kraft P im Punkte C 
angreift, so bewirkt sie in B in Richtung von P eine Formänderung, 
die ebenso groß ist wie die Formänderung, die im Punkte Centsteht, 
wenn die Kraft P im Punkte Bangreift. 

Der eben besprochene Gedankengang, den Stab zunächst in A 
als eingespannt zu betrachten und ihn dort nachher freizugeben, 
kann auch bei rein rechnerischem Vorgehen vielfach von Vorteil 
sein; auch sonst kann eine solche Verbindung von rechnerischer 
Aus wertung auf der Grundlage des zeichnerischen Verfahrens oft die 
Lösung erleichtern (vgl. Beispiel f). 

6. Ermittlung der FOl'mänderung, wenn die Dehnungszahl a 
veränderlich ist. 

I. Verfahren. 

Gleichung 1, S. 512, zeigt, daß die Dehnungen e in verschiedener 
Entfernung 'fJ von der Schwerpunktsachse solche Größe besitzen, daß 
ihr Verlauf durch eine Hyperbel dargestellt werden kann (vgl. S. 562, 
Fußbemerkung). Ist die Lage derselben bestimmt, so ist dadurch 
der Wert von (J) (spezifische Winkeländerung) für jede größte Be
anspruchung oder jedes biegende Moment ermittelt, fiir das die 
Untersuchung angestellt wurde. 

Unter Verwendung von Gleichung 22, S. 526, kann sodann auf 
zeichnerischem Wege (der Wert des Integrals läßt sich ganz ähnlich 
ermitteln, wie S. 529 u. f. für die Auswertung der Gleichung 23 an
gegeben wurde, wenn beachtet wird, daß dq; der zum Halbmesser 1 

gehörige Bogen ist) die Verschiebung Axc oder L1yc bestimmt werden. 
Näheres findet sich in der Arbeit von R. Baumann in der Zeit
schrift des Yereines deutscher Ingenieure 1911, S. 140 u. f., wo auch 
weitere Anwendungen des Verfahrens beschrieben sind. 

11. Verfahren (für gerade Stäbe). 

Nach S. 274 ist 

1 e 

(! 'fJ 

und nach GI. 13, § 16 ferner für den geraden Stab 

1 a 
--=-M 
(! e b' 
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somit 

E =~-M 
1) e v 

e E a=-·---. 
Mv 1) 

Da der 'Vart _E auf Grund des in § 22 am Schluß an zwei 
'YJ 

Beispielen gezeigten Verfahrens ermittelt werden kann, läßt sich 
die Abhängigkeit der Dehnungszahl a von der Größe des biegenden 
Momentes angeben. Die Durchbiegung des Stabes kann dann in 
ganz gleicher Weise ermittelt werden, wie im vorstehenden unter 
-5, b, ß (S. 537) für den Fall der Veränderlichkeit von (9 angegeben. 
Ebenso lassen sich Fälle behandeln, in denen (l und (9 veränder
lich sind. 

Dieses Verfahren gewährt auch lehrreichen Einblick, wenn es 
sich darum handelt, den Einfluß von örtlichen Verschwächungen, 
Fehlstellen (Gußfehlern, Ästen bei Holz) usf. auf die Größe der Durch
biegung zu verfolgen. (Näheres s. in einem später erscheinenden Heft 
der Mitteilungen über Forschungsarbeiten.) 

§ 55. Fälle bestimmter Belastungen. 
1. Offener Haken trägt eine Last Q. Fig. 1. 

Die Kraft Q ergibt für den horizontalen trapezförmigen Quer
:schnitt!) BOa das größte Moment und die größte Normalkraft. 
Nach Gleichung 8, § 54, beträgt die Spannung im Abstande fJ von 
der Schwerlinie (00 im Grundriß) desselben 

Hierin ist 

a=~-+ M b+ Mb __ fJ_ 
f (I' ufn+1)' 

P=Q. M b =-Q(a+e2), 

b+b1 f=---2- h, 

und nach Gleichung 17, § 54, 

,,= - 1 + (b ~ ~l) 11 {l bl + b h-bl (el + r) J in ~+ :; - (b - bl )} 1) 

Für den Krümmungshalbmesser r der Mittellinie im Punkte 0 
wird gewählt r = a + e2 • so daß Ader Krümmungsmittelpunkt ist. 

1) In der Ausführung werden die scharfen Ecken des Trapezes abgerundet 
und die hiermit verknüpften Querschnittsverminderungen durch geringe Wölbung 
der ebenen Begrenzungsßächen des Trapezstabes ausgeglichen. 

C. Bach, Elastizität. 8. Auß. 35 
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Damit folgt dann wegen e1 + r = a + hund r - e2 = a 

x = - 1 + -- ~- - {[b + b - b1 (a + h)] Zn a * ~ - (b - b )\, 
(b + b1 ) h 1 haI 

, 
I 
I I I 

woraus für 
h=2a, 

wegen 
h b + 2 b1 h 5 b1 5 I 5 e = - - --= - .- =~ != -- a, 

2 3 b + b1 3 4 b1 12 6 

sich ergibt 

11 
r=a+e2 = ti a. 

, 11 . ) x = -l T 24 \4ln3-2 =0,0974, 

1 _. = 10,27. 
x 

2) 

I • I 

f '.c.,--!-~,'f.a. 
I I I 

:' - ~t--~ d 

Die Spannung beträgt unter Beachtung, daß 

11 
r =a+e2 =6 a , 't!1:. : "1 

"f. ! ! '1 
, Q . . 1: 

"''1'' 
b'ig. 1. 

und insbesonder~ 

., Jj ~c 

" J)=~ 

" 1) 

3 
- - - a 

6 

° 
3 + 6 a 

7 
J/ - -L e = -~ a 

" ,1 (j 

0= + 8,56~- (im Punkte B) 

I 38" Q 
0 =1" a f' 

0 = 0 

0 = -2,20 Q 
( 

(vgl. auch GI. 9, § 54) 

0 = - 3.\JU -~ (im Punkte C). 

Die Darstellung dieser Spannungen in Fig. 2 derart, daß senk
recht zur Symmetrielinie des Trapezes die in dem betreffenden Punkte 
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herrschende Spannung aufgetragen wird (beisPielsweise in B BA = 

=+8,56 ~, in CCE:---~,99~-), ergibt die Kurve AOE. 

Wird der Querschnitt B 0 C - Fig. 1 - als einem geraden 
stabförmigen Körper angehörig betrachtet, so findet sich unter Be
achtung der Spalte 11 der Zusammenstellung Ziff. 6 des § 17 wegen 

e 11 Q 11 11 ---=- b1h" =-- fh = --- af 
e2 30 60 30 

für die Spannung im Punkte B 

11 
Q---a Q 6 

0=--+-
f e 

und für diejenige im Punkte C 

11 

1 
I , 

1 I 
1 I 

I , 
I , 

/ ' , 

, , , , 
," '.: , , 

, W-
, ' 
: ,'8 

" '" " / 

____ I I 

eGr --,t~{ - -- ~ 
~I u,/; , 

Q Q (j-a 
0=----- ---

f (1 

Q Q Q 
=/-71 =-6 (. 

Die Darstellung dieser Span
nungen liefert die Gerade F DG. 
Wie ersichtlich, ergibt die 
Unterstellung: der Quer
Rchnitt gehöre einem gera
den stabförmigen Körper an, 
die maßgebende Anstren
gung im Punkte B um 

ll>~ ' " , I 
I 1 
I ' ~I I 

,p , / 
I I 

?,,' Fig. 2. 

100 8,56 =-::() = 300 
8,56 ·0 

zu klein, führt also zu einer erheblichen Unterschätzung 
der Inanspruchnahme. Außerdem würde sie im vorliegen
den Falle zu der Auffassung veranlassen, daß die Zug
anstrengung in B gleich der Druckanstrengung in C sei, 

3.5* 
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während tatsächlich die erstere (8,56 ~) um mehr als 100% 

größer ist als die letztere (3,99 -~.). 
Die Beanspruchung des Hakens im Querschnitt BUe wird sich 

um so mehr derjenigen eines geraden, exzentrisch belasteten Stabes 
nähern, d. h. die Kurve AOE, Fig. 2, wird um so weniger von der 
Geraden FDG abweichen. je größer der Krümmungshalbmesser rist. 
Es ist deshalb angezeigt, den Krümmungsmittelpunkt für den Punkt 0 
der Mittellinie nicht nach A, sondern weiter nach rechts von A zu 
verlegen, also dem Haken in dem gefährdetsten Querschnitt 
eine möglichst geringe Krümmung zu erteilen l ). 

Ferner erhellt aus dieser Sachlage, daß ein aus zähem Material 
gefertigter Haken, der sich unter Einwirkung cler Last bleibend 
streckt, hierdurch seine Anstrengung - allerdings auch unter Herab
setzung seiner Zähigkeit - vermindert. V gl. § 22 a, § 48, 1. Diese 
Verminderung kann namentlich bei Haken aus zähem Eisen sehr be
deutend werden (vgl. in § 22 Fig. 2 mit Fig. 1, welche Abbildungen 
für den geraden Stab gelten: für den gekrümmten Stab fällt der 
Unterschied noch größer aus). Bei dieser Sachlage erscheint es ganz 
berechtigt, die zulässige Anstrengung des Materials entsprechend 
höher zu wählen. Im Falle es sich um sprödes Material handelt, 
erscheint jedoch große Vorsicht geboten, ebenso bei Material, über 
dessen Güte Zuverlässiges nicht bekannt ist. 

(Vgl. auch § 56, Ziff. 2, insbesondere Schluß bemerkung.) 

2. HolIlzylinder, der als Walze dient, ist auf die Längeneinheit 
durch den Druck 2 Q belastet, Fig. 3. 

Da sich bei dieser Belastungsweise die Viertelzylinder AB, B C , 
CD und DA gleich verhalten, so genügt es, einen derselben, etwa AB, 
der Betrachtung zu unterwerfen. Wir denken uns das Viertel AB 
herausgeschnitten, wie Fig.4 darstellt, ersetzen die Wirkung der 
äußeren Kräfte auf den Q.uerschnitt bei A durch Befestigung, auf 
denjenigen bei B durch die Kraft Q und ein Kräftepaar vom Momente 
M, das positiv oder negativ genommen wird, je nachdem es auf 
Vermehrung oder Verminderung der Krümmung der Mittellinie im 
Punkte B hinwirkt. 

Für einen beliebigen, durch den Winkel cp bestimmten Q.uerschnitt 
eoe ergibt sich bei Verlegung der Kraft Q nach 0 die Normalkraft 

p=- QcoslP. 

') S. des Verfassers MasC'hillenelemellte, 189192, S. 412, Fig.252; 1908 
(10. Aufl.), S. 710. Fig. 642. 



~ 55. Fälle bestimmter Belastungen. 549 

das biegende Moment 

1111, = 111 - Qdt - cos cp). 

Die Schubkraft S = Q sin (I' werde vernachlässigt. Nach Glei
chung 8, § 54, ist 

(J= P + ~b + 111."_ 17._ 
1" 1'1' xt'rr+17' 

worin f der auf die Einheit der Zylinderlänge kommende Querschnitt. 
Folglich 

(o=-Qcosq 
JI -- Q+ Qcosq 
r 

1 (111. .. ) I) ---Q+QCOS(P ._, 
y. r 1'+17 

. jl'I I 1 (111. + . \) 1) t (J = - Q 1-- Q Q cos cP --~. 
l' Y. r r+ 17 

Fig. 3. Fig. 4. 

Zur Bestimmung des unbekannten Momentes M führt die Er
wägung, daß, wie auch die Formänderung der Mittellinie AB des 
Zylinderviertels sein möge, jedenfalls die bei den Normalen AM und 
BM derselben immer rechtwinklig zueinander bleiben werden, daß 
also der rechte Winkel AllIB, der auch gleichzeitig derjenige der 
bei den Querschnitte bei A und bei Bist, eine Änderung nicht 
erfährt. 

Es sei Cl 0 1 Cl ein dem Querschnitt eoc unendlich nahe ge
legener zweiter Querschnitt und dcp der Winkel, den beide Quer
schnitte vor Eintritt der Formänderung miteinander einschließen. 
Unter Einwirkung der äußeren Kräfte wird sich der letztere nach 
§ 54 um 

Ilelq = wd(p 

ändern. Die Summe dieser Änderungen für alle zwischen Bund A 
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gelegenen Querschnitte muß nach dem eben Erörterten gleich Null 
sein, d. h. 

2 

fWdrp=o. 
o 

Unter Beachtung, daß nach der letzten der Gleichungen 7, § 54 

W = _C: (p + Mb + Mb) , 
f r xr 

also hier 

w=~[M _Q+~(M -Q+QCOSrp)], 
f r x r 

wird n 

oder 

2 f wdrp =i [{~-Q + ~ (~- Q)}; + ~ Q] =0. 
o 

Somit 
M _ __ ~L 
r Q- (l+x)n 

M=Q(l-(i~x)Jr ....... 4)1) 

Die Einführung des für 
Jf _Q 
r 

gefundenen Wertes in die Gleichung zur Ermittlung der Spannungen 
ergibt 

af= __ 2L+ 1_( ___ 2L_+Qcosrp)~'YJ_, 
(l+x)n x (1+x)n ,r+'YJ 

QI 2 1 (2 ) 'YJ ] 
a=fl-(l+x)n +-; -(l+x)n +COSIJ? r+17 5) 

Für den rechteckigen Querschnitt ist nach Gleichung 13, § 54, 

x = ~ (~r+~-(:.r+ -~ (-~ r+··· 
') Die Näherungsgleichungen 23, § 54, sowie das oben angegebene zeich

nerische Verfahren würden den Wert von 

M=Q(l--~)r 
ergeben haben. Dies bedeutet hinsichtlich der Größe des biegenden Momentes 
für das im folgenden durchgeführte Beispiel mit" = 0,01366 einen Unterschied 
im Querschnitt bei B von 2,4% und im Querschnitt bei A von 1,3 % • 
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und bei dem Verhältnis 

das wir wählen wollen 

Damit folgt 

a=~[-0,63+73,2(-0,63+COStp)5e+tjJ ... 6) 

Grenzwerte ergeben sich für q; = ° (Querschnitt bei B) und 

q; = ~ (Querschnitt bei A) sowie für tj = + e. Sie betragen 

im Querschnitt bei B 

tp=o 

im Querschnitt bei A 
n 

tp=--
2 

innerste Faser, 

tj=-e: 

(Ji= --1 (0,63 -+- 73,2 '0,37~), (Ji= ~(- 0,63 + 73,2·0,63 ~) 

=-7,40~-, =+10,90 ~; 
äußerste Faser, 

tj=+e: 

(Ja = ~ (- 0,63 + 73,2 ·0,37 {-), 

Q =+3,88 7 , 

(Ja =-t(0,63 + 73,2 ·0,63 ~) 

--832 Q - , f' 

Hiernach findet die größte Anstrengung im Querschnitte bei A, 
und zwar an der Innenfläche des Hohlzylinders durch tangential 

gerichtete Zugspannungen = 10,90 -~ statt. An der Außenfläche 

desselben Querschnitts herrscht eine Druckspannung 8,32-~. Im 

Querschnitt bei B wirkt innen die Druckspannung 7,40 -<{ und 
f 

außen die -Zugspannung 3,88 ~. In beiden Querschnitten geht die 



552 Stabförmige Körper mit gekrümmter Mittellinie. 

Spannung durch Null hindurch. Die Stelle, an der dies stattfindet, 
ergibt sich 

für den Querschnitt B (er = 0) 
aus 

0=_ 0,63 + 73,2,0,37,,-1+,,-
i.J e 11 

durch den Wert 
1)=0,12e, 

für den Querschnitt A ( f{' = ;) 

aus 

° = - 0,63 - 73,2.0,63 _._!+L_ 
;) e I) 

durch den Abstand 

1) = - 0,067 e. 
Die Darstellung Fig. 5 mit HBJ als Linie der Spannungen im 

Querschnitte bei B und FE AG als Linie der Spannungen im Quer
schnitte bei A gibt über das Gesetz, nach dem sich die Spannung 
in den beiden Quer~chnitten ändert, ein anschauliches Bild. 

Zur Erweiterung desselben in bezug auf dazwischen gelegene. 
Querschnitte werde noch folgendes festgestellt. 

Für 1) = ° findet sich aus Gleichung 6 

G= - 063!{. , f'. 

also unabhängig von rp, d. b. in allen Punkten der mittleren 
Zy linderfläche ist die Spannung eine nega ti ve, also Pressung, 
und von gleicher Größe. 

Auch gibt es in jedem Zylinderviertel einen Querschnitt, in 
dem nur Druckspannungen, und zwar ebenfalls von gleicher 
Größe, auftreten. Setzen wir in Gleichung 5 

2 
cos er = (i-+-x)JT = 0,63, 

so entfällt das Glied, das die Veränderlichkeit und den Vorzeichen
wechsel von a bedingt, und es wird 

Q 2 . Q 
G = - ------- = - 0.6;1 . 

f' (1 +- y.)JT . r-
Dieser Querschnitt ist in Fig. [) durch die Linie Jl C wieder

gegeben l ). 

') Das zeichnerische VE'rfahren liefert diese Stelle als Punkt 0 in Fig. 12, 
S. 530 in sehr einfacher und übersichtlichrr Weise. 
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Zur Feststellung derjenigen Punkte im Innern des Hohlzylinders, 
in denen (J = ° wird, findet sich nach Gleichung 5 

2 1( 2 ) 'YJ 
0=-(1+~)~+-~ -(l+,,)n+ costp r+'YJ' 

woraus 

2( "r) e costp= - 1 +----- =0,64+0,043-, 
n\ 1+,,'YJ 1} 

oder 

'YJ = r --~-- . ---~----= 0,0675 e 
l..L un n 

I '-- üDS tp - 1 - cos tp - 1 
2 2 

1 

An der innersten Faserschicht, d. h. für 'fj = - e, wird (J = 0, 
wenn 

cos tp = 0,64 - 0,043 = 0,597, 

an der äußersten Fläche, d. h. für 1} = + e, fällt (J = ° auE', wenn 

cos tp = 0,64 + 0,043 = 0,683. 

Mit cos tp = 0,5 wird (J = ° für 

1 
'fj = 0,0675 ----- e = - 0,31 e, 

n 
--- -1 
4 
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und mit cos cp = 0,8 wird 0 = ° für 

1 
1) = 0,0675 ---- e = + 0,26e. 

0,471.-1 

Auf diesem Wege erhalten wir, wie Fig. 5 zeigt, zwei Kurven, 
welche diejenigen Flächenelemente bestimmen. in denen die Normal
spannungen gleich Null sind. 

}'erner sind daselbst auch noch in radialer Richtung eingetragen 
die Spannungen, die an den verschiedenen Punkten der Ihnen- und 
Außenfläche des Hohlzylinders in tangentialer Richtung herrschen 1). 

Was schließlich die Formänderung anbelangt, so ist ohne weiteres 
zu übersehen, daß die kreisförmige Mittellinie eine ellipsenartige Form 
annimmt, entsprechend einer Vergrößerung des Krümmungshalb
messers bei A und einer Verkleinerung desselben bei B. 

§ 56. Versuchsergebnisse. 

1. Versuche mit Hohlzylindern. (1886.) 

Zu einer teilweisen Prüfung des in § 55, Ziff. 2 gefundenen 
Hauptergebnisses Gleichung 5 bei Verwendung von Material, das für 
die Herstellung solcher Hohlzylinder vorzugsweise in Betracht kommen 
kann, führte Verfasser die nachstehend besprochenen Versuche durch. 

Aus einem gußeisernen Hohlstab mit kreisförmigem Querschnitt 
und zwar von dem Material: Gußeisen A, § 35 (Bruchstück eines der 
unter c - S. 368 - aufgeführten 3 Hohlstäbe, Zugfestigkeit 1579 kg, 
Drehungsfestigkeit 1297 kg), wurden kurze Hohlzylinder von der Länge 
l = 6,0 cm durch Drehen herausgearbeitet und nach Maßgabe der 
Fig. 3, § 55, mit 2 Ql belastet. Der äußere Zylindermantel wurde nur 
so weit abgedreht, als es erforderlich war, um den Druckplatten der 
Prüfungsmaschine gute Anlageflächen zu sichern. 

In ganz gleicher Weise wurden kurze Hohlzylinder aus dem 
Gußeisen B, § 35 (Bruchstück eines der unter b, a - S.378 -
erwähnten 2 Hohlstäbe, Zugfestigkeit 1679 kg, Drehungsfestigkeit 
1439 kg) hergestellt. 

Die Ergebnisse der Gleichung 5, § 55, in der hier 

lT 

q>= 2' 1]=-e, 
d-d f'= --2-() (Fig. 3, § 35) 

') Die in Fig. 5 gegebene Darstellung der Spannungsverteilung in einzelnen 
Querschnitten und der Spannungsänderung von Querschnitt zu Querschnitt ist 
in den S. 522, Fußbemerkung 1, erwähnten Arbeiten nuch erweitert worden. 
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zu setzen ist, wodurch wird 

. . . 1) 

finden sich, nach dieser Gleichung berechnet, in der folgenden Zu
sammenstellung unter IJma", eingetragen. 

Gußeisen 1.. 

Hohlzylinder, innen unbearbeitet. 

I Durchmesser 
I Bruch- Bruch-

Verhältnis x festigkeit 
BezeiCh-1 äußerer I belastung 

I innerer e d-do GI. 13, °max 
nung d do - - d+do 

2Ql GI. 1 

I \ 

r § 54 
cm cm kg kgjqcm 

1 10,0 7,0 0,176 0,0105\ 5410 3657 
3 10,06 7,06 0,175 0,0104 5420 3685 
5 10,02 6,92 0,183 0,0114 I 5170 

! 
3269 

Bemerkungen. 

Der Bruch erfolgt bei Nr. 1 und 3 durch gleichzeitiges Ein
reißen in den Querschnitten A und C, Fig. 3, § 55, das innen be
ginnend sich auf etwa drei Viertel der Wandstärke nach außen fort
setzt. Der äußere Zylindermantel bleibt unverletzt. 

Im Falle Nr. 5 reißt zunächst der Querschnitt innen bei A 
allein; die Fortsetzung des Zusammendrückens veranlaßt denjenigen 
bei C nachzufolgen. 

Hohlzylinder, innen bearbeitet. 

i Durchmesser 
i------~ 

Bezeich- i äußerer I 

I 
nung 

2 
4 

i 
I 

d 
cm 

10,06 
10,02 

innerer 
do 

cm 

7,28 
7,32 

Wie oben Nr. 5. 

I 
I 
I 
I 

I 

Verhältnis 

e 
-r 

d-do -
d+do 

0,160 
0,156 

x 

GI. 13, 

§ 54 
-

1

0,00867 
.0,00823 
I 

Bemerkungen. 

Bruch-
belastung 

2Ql 
kg 

4410 
4395 

~ 

Bruch-
festigkeit 

alfla.~ 
GI. 1 

kgiqcm 

3498 
3695 
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Gußeisen B. 

Hohlzylinder, innen unbearbei tet. 

Durchmesser 1 
- ___________ 1 x 

Bezeich- . äußerer i innerer 
nung! d do 

Verhältnis 

e d-do 
r d+do 

I Bruch-

'I belastung GI. 13, 

1 
3 

cm cm 

10,08 
10,06 

6,96 
6,96 

0,183 
0,182 

§ 54 2Ql 
[ kg 

: 0,0114 I 5005 
0,011271 4980 

Bemerkungen. 

Wie oben bei Gußeisen A, Nr. 5. 

Hohlzylinder, innen bearbeitet. 

Bruch
festigkeit 

°max 
GI. 1 

kgjqcm 

3135 
3156 

Durchmesser . \ Bruch-
Verhältnis x Bruch- festigkeit 

Bezeich- I äußerer innerer e cl-do GI. 13, belastung ° 
2Ql I Gm1 nung I d do t· d+do § 54 

cm cm kg kgjqcm 
I 

2 10,07 7,43 0,151 i 0,007711 3980 3508 
4 10,04 7,42 0,150 i 0,00760 i 4200 3759 

Bemerkungen. 

Wie oben bei Gußeisen A, Nr.5. 
Zu diesen Ergebnissen ist nachstehendes zu bemerken. 
a) Hohlzylinder Al und A 3 sind die beiden einzigen der Ver

suchskörper, die an den zwei diametral einander gegenüberliegenden 
Stellen gleichzeitig einreißen. Sie müssen demnach einen größeren 
Wert von 0max aufweisen als sonst gleiche Hohlzylinder, bei denen 
dieses Einreißen nacheinander stattfindet. Daraus erklärt sich die 
geringere Bruchfestigkeit von A 5 gegenüber A 1 und A 3 ohne 
weiteres. 

b) Zum Zwecke der Prüfung des Einflusses der Gußhaut kann 
nach Maßgabe des unter a) Gesagten nur A5 mit A2 und A4 ver
glichen werden. Hierbei findet sich die Festigkeit der innen von der 
Gußhaut befreiten Hohlzylinder A 2 und A 4 um durchschnittlich 

d. s. 

3498 + 3695 
. .- _ .. - 32fi9 = ß596 - 3269 = 327 kg, 

2 

ß27 0 I 

100 326!} = 10 ! 0 

größer als diejenige des unbearbeiteten Körpers A 5. 
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Für das Gußeisen B ergibt sich dieser Unterschied zu 

3508 + ;3759 ;3135 '115(; 
= ,1633 - ß145 = 4HH kg. 

d. s. 
488 

100 314:) = 15,5°/()· 

Diese Zahlen bestätigen den bereits in § 22, Ziff. 4 festgestellten 
Einfluß der Gußhaut. 

(Vgl. auch § 58, Fußbemerkung 1, S.589.) 

c) Die Zugfestigkeit des Gußeisens A war zu 157 H kg, diejenige 
des Gußeisens B zu 1679 kg ermittelt worden. Wird nach S. 2\)2 
N r. 4 die Biegungsfestigkeit für den rechteckigen Stab zu 1,75 mal 
Zugfestigkeit angenommen. so wäre für bearbeitete Stäbe auf eine 
Biegungsfestigkeit von 

157H·1.75=27ß3 kg 
bzw. 

167H·1. 7;) = 293B kg 

zu rechnen gewesen. Tatsächlich sind die Werte von 0max (trotz 
des Einreißens an zunächst einer Stelle) für das Gußeisen A (N r. 2 
und 4) um 

35H6 - 27H3 = Hil,l kg oder 

für das Gußeisen B (Nr. 2 und 4) um 

BGB3 - 293H = (i(j5 kg oder 

833 
100--= ;30°1 27G3 . 0' 

(ifJ5 0' 100- - = 24 I 
2HßH 0 

größer. Dieser Unterschied ist zum größten Teile auf Rechnung der 
dem Gußeisen eigentümlichen Veränderlichkeit der Dehnungszahl (( 
zu setzen, die den Verlauf der Spannungslinie, z. B. A E F im Quer
schnitt A, Fig. 5, § 55, dahin abändert, daß die wagrechten Ordi
naten weniger rasch wachsen, als die Rechnung, welche Unveränder
lichkeit der Dehnungszahl voraussetzt, ergibt. War diese Abweichung 
schon beim geraden stabförmigen Körper von großem Einflusse 
(vgl. § 20, namentlich Fig. 19), so muß dieser hier noch bedeutender 
ausfallen 1). 

Um zu prüfen, inwieweit etwa Gußspannungen bei der vor
liegenden Frage beteiligt seien, wurden diejenigen Hohlzylinder, die 
nur an einer Stelle gerissen waren, und bei denen der Versuch nicht 

') Zur Bestimmung des Einflusses der Veränderlichkeit von oe bei ge 
krümmten stabförmigen Körpern ist auf die in der Fußbemerkung S. 562 an· 
gegebene Arbeit von R. Baumann zu verweiHen. 
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bis zum Einreißen an der zweiten (gegenüberliegenden) Stelle fort
gesetzt worden war, an der Rißstelle aufgeschnitten und sodann 
genau gemessen, ob hierbei ein Zusammengehen oder Erweitern des 
Ringes (oder der Schnittfuge) stattfand. Eine solche Änderung ließ 
sich nicht oder nur in ganz verschwindender Größe feststellen. Das 
Ergebnis blieb auch nach vollständiger Beseitigung der äußeren Guß
haut sowie nach Ausbohren des Ringes auf die halbe Stärke das 
gleiche. Hiernach können Gußspannungen von Erheblichkeit mcht 
vorhanden gewesen sein. 

Werden diejenigen Werte von oma",' die für die ausgebohrten 
Hohlzylinder ermittelt wurden, in Vergleich mit der Zugfestigkeit 
gestellt, so findet sich für das Gußeisen A 

3596 
Oma" = 1579Kz=2,28mal Zugfestigkeit, 

für das Gußeisen B 
3633 

oma" = 1679 K. = 2,16mal Zugfestigkeit, 

also durchschnittlich 
gegen 
beim geraden Stabe. 

2,22mal Zugfestigkeit, 
1,75 mal Zugfestigkeit 

2. Versuche und Darlegungen zur Frage der Spannungsverteilung 
über die Querschnitte gekrümmter stabförmiger Körper. 

Zur raschen Gewinnung eines Einblicks in die Verhältnisse, die 
bei Beurteilung dieser vor einiger Zeit aufgeworfenen Streitfrage in 
Betracht kommen, läßt es sich nicht vermeiden, bereits aus dem 
Früheren Bekanntes zu wiederholen. 

Die Biegungslehre ist bisher sowohl für gerade als auch für ge
krümmte stabförmige Körper von den Voraussetzungen: 

1. daß die Querschnitte eben bleiben, 
2. daß zwischen Dehnungen und Spannungen Proportionalität 

besteht, 
ausgegangen. Damit gelangt sie 

für gerade stabförmige Körper, 

in bezug auf deren Belastung angenommen sei, daß die Ebene des 
biegenden Kräftepaares den symmetrischen Querschnitt in einer der 
beiden Hauptachsen schneidet, zu den Ergebnissen: 

a) daß die Gerade, in der die Dehnungen und die Spannungen 
den Wert Null besitzen, die sogenannte "neutrale Achse" oder 
"Nullachse", durch den Schwerpunkt des Querschnittes geht 
und mit der anderen Hauptachse zusammenfällt" 
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b) daß die Spannungen (j proportional mit dem Abstande 1) von 
der Nullachse wachsen, d. h. unter Bezugnahme &'uf Fig. 1, 

(j = ( 1 1) , • • • • • • • • • • • 1) 
sofern (j1 die Spannung im Abstande 1 bezeichnet, daß also 
die Verteilung der Spannungen über den Querschnitt nach dem 
Gesetze der geraden Linie erfolgt. 

Für den gekrümmten stabförmigen Körper, 
in bezug auf den vorausgesetzt werde, daß die Mittellinie eine ein
fach gekrümmte Kurve und ihre Ebene Ort der einen Hauptachse 
sämtlicher Stab querschnitte sowie Ebene des biegenden Kräftepaares 

, 

Fig. I. 

, , 

Fig.2. 

sei, kommt die Biegungslehre unter den bezeichneten Voraussetzungen, 
Ziff. 1 und 2, zu den Ergebnissen: 

a) daß die oben unter a) bezeichnete Hauptachse des Quer
schnittes nicht mehr Nullachse ist, daß diese vielmehr parallel 
dazu liegt, 

b) daß die Spannungen 0 nicht mehr proportional mit dem 
Abstande 1) von der Nullachse zunehmen , sondern auf der 
Seite, die der Krümmungsachse zugekehrt ist, rascher und auf 
der anderen Seite langsamer als 1) wachsen, wie Fig. 2 er
kennen läßt. 

Der Grund dieser abweichenden Ergebnisse, zu denen man unter 
den gleichen Voraussetzungen gelangt, liegt lediglich darin, daß bei 
dem gekrümmten Stab die zwischen zwei Querschnitten gelegenen 
Fasern verschiedene Länge besitzen (vgl. das in Fig. 2 gezeichnete 
Körperelement mit den Stabquerschnitten AD und BC), während bei 
dem geraden Stabe Gleichheit der Faserlänge vorhanden ist (vgl. das 
in Fig. 1 dargestellte Körperelement mit den Stabquerschnitten AD 
und B C). Wenn eine kürzere Faser um die gleiche Strecke gedehnt 
wird wie eine längere, so wird eben in der ersteren eine größere 
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spezifisehe Dehnung und damit auch eine größere Spannung wach
gerufen als in der letzteren '). 

Würde die durch Gleichung 1 bestimmte Spannungsverteilung 
auch beim gekrümmten stabförmigen Körper sich einstellen, so 
müßten sich die ursprünglich ebenen Querschnitte bei Festhaltung 
der Proportionalität von Dehnungen und Spannungen - lediglich 
unter Einwirkung des biegenden Kräftepaares - krümmen. Ver
suche, die hierüber angestellt worden sind, bestätigen das nicht. 

Da die Frage, ob die Anwendung der für den geraden Stab 
gültigen Gleichungen auf gekrümmte stabförmige Körper zulässig er
scheint, von großer praktischer Bedeutung ist, so hat Verfasser 
seinerzeit (1896) geglaubt, zu den früheren Versuchen in dieser Rich
tung (vgl. oben unter Ziff. 1) noch weitere hinzufügen zu sollen, über 
die im nachstehenden berichtet wird. Dabei sind die Körperformen 
so gewählt, daß vorzugsweise der Einfluß des hiegenden Momentes 
sich äußert, dagegen der einer Normalkraft oder einer Schubkraft 
zurliektritt. 

a) Versuche mit Stäben aus grauem Gußeisen, Fig.3. 

Bearbeitet. 

Stab 1. 

1= 552 mm, l' = 70 mm. 11 = 80 mm, I, = 24.2 lllln, 

(= 2,42·8 = 19,36 qcm, 

nach Gleichung 12, § 54, 
7 7 I 4 

x=-l+ Zn _-:t =0.1:17. 
8 7--4 . 

Der Bruch erfolgt bei P= 855 kg nach der m Fig. 3 einge
tragenen Linie 11. Bruchfläche gesund. 

Nach Gleichung 8, ~ 54, berechnet sich hieraus die Bruch
festigkeit 

855 855·55,2, 855 . ;)5,~ -.J. 
o :::::=-------- -:--- ---+-- _ -- - ----

max 19,3ß HJ,ßß· 7 '(J,137 ·lU,'3H· 71--l-

= 44,2 - 348,:-\ + :-\,3\)0 = "" ,WSH kg!qcl1l. 

Von den beiden Schenkelstücken, die durch den Bruch entstan
den waren, wurde das eine boi der AuflagerenHernung von 500 mm 
als gerader Stab der Biegungsprobe unterworfen. Diese lieferte bei 
gesunder Bruchfläche nach Gleichung 9, ~ 16. die Biegungsfestigkeit : 

Kr, = 2524 kg!qcm. 

1) Die Sache liegt hier ähnlich wie bei dickwandigen Hohlzylindern. Die 
Anstrengung in tangentialer Richtung ist innen am größten und nimmt nach 
außen hin ah. (VgL S. !i85 u. f., insbesondere auch Fig. 4, S. 590.) 
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Würde man den gekrümmten stabförmigen Körper als geraden 
behandeln, d. h. seine Anstrengung durch das biegende Moment 
nach Gleichung 9, § 16, beurteilen, so ergibt sich die Bruchfestig
keit zu 

( . 855. H55· 55,2 • 
ü",ax)=i9 3ß~T-···--·· = 1873 kg;qcm. 

' .. 24').82 6 ,-

Die Rechnung auf Grund der Voraussetzung, daß Vi unveränder
lich ist und die Querschnitte eben bleiben, würde mit der Biegungs
festigkeit K b = 2524 kg/qcm eine Bruchbelastung 

_ 2524 
P 1 = 85;) 3086 = 699 kg 

~----------.-----. -t: --------------- --
I 

Fig. 3. 

liefern, während die Annahme, daß die Spannungs verteilung nach 
Gleichung 1 stattfinde, d. h. genau so, als ob der Querschnitt einem 
geraden stabförmigen Körper angehöre, eine Bruchbelastung P 2 er
warten:"'Jäßt, die sich aus 

·oder 

'zu 

ergibt., 

. •. P'2 t- p 2. 55,2 2::>24 = -_ .. - - -----
:2 42·8 1 , .... ) 42 .82 G ,;,./, 

C. Bach. Elastizität. ~. Ann. 
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Hieraus folgt, daß die letztere Annahme zu einer be
deutenden Unterschätzung der Anstrengung führt; sie 
liefert eine um 

1153-855 
f{J1 = 100- -85.')- = '" 35° 0 

zu große Widerstandsfähigkeit. 

Die erste Voraussetzung dagegen beurteilt dieselbe um 

855 -699 
m = 100-- = 18°/ 
'f2 855 ,0 

zu niedrig 1). 

') Daß der Unterschied 'P2 zum größten Teilc seine Begründung in der 
Veränderlichkeit der Dehnungszahl a bei Gußeisen hat, wurde oben S. 557 
bereits hervorgehoben. 

Zur Ermittlung der tatsächlich auftretenden Spannungen unter Berück
sichtigung, daß die Dehnungszahl a veränderlich ist, kann folgendermaßen 
vorgegangen werden. 

Gleichung 1, S. 512, läßt erkennen, daß die über dem Querschnitt verzeich-

nete Linie der Dehnungen, eine Hyperbel (, = ._~--) im Maßstabe (m - "0) 
r-r'1 

darstellt, die von der Nullachse einen Betrag '0 abschneidet. Ist das Gesetz 
der Abhängigkeit zwischen Dehnungen und Spannungen bekannt, d. h. in Form 
eines durch den Versuch erlangten Linienzuges oder als Gleichung (vgl. § 22, 
Ziff. 5) gegeben, so kann über dem Querschnitt die zu der zunächst willkür
lich angenommenen Linie (Hyperbel) der Dehnungen " gehörige Linie der 
Spannungen 0 aufgezeichnet werden. Läßt man vorerst die Normalkraft P 
außer Betracht, indem man sich ihre Berücksichtigung für später vorbehält, 
so muß die Bedingung erfüllt sein 

Jo.clf= O. 

Hierdurch ist die Lage der Hyperbel, deren einer Punkt durch die will
kürlich angenommene Dehnung " bestimmt ist, festgelegt und damit die Größe 
von wund '0 gefunden. (Soll die Normalkraft Berücksichtigung finden, so 

muß der Unterschied der Werte Jocl! auf der Zug- und Druckseite gleich P 

sein.) Aus der Größe von J 0 clf" für die Zug- und Druckseite und dem Abstand 
der Resultierenden dieser Zug- oder Druckkräfte ergibt sich die Größe des 
biegenden Momentes, das die angenommene Dehnung " hervorzurufen vermag. 
Hinsichtlich weiterer Einzelheiten muß auf die folgenden Arbeiten vcrwiesen 
werden, in denen gezeigt ist, daß die tatsächlich auftretende Zugspannung 
beim Bruch fast genau gleich groß ist wie die Zugfestigkeit, die sich aus Zug
versuchen für dasselbe Material ergeben würde. \Vegen weiterer Einzelheiten 
vgl. R. Baumann. Cber eben gekrümmte stabförmige Körper aus Material 
mit veränderlicher Dehnungszahl, ihre Beanspruchung und Formänderung. Zeit
schrift des Vereines deutscher Ingenieure 1911, S. 140 u. f., sowie Lud w i k , 
Zur Frage der Spannungsverteilung in gekrümmten stabförmigen Körpern mit 
veriinderlil"her Dehnungszahl. Technische Blätter, Prag 190\ S. 1 u. f. 
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Stab 2. 
l=554,2mm, r=70mm, h=80mm, b=22,7mm. 

Bruch erfolgt bei P = 810 kg nach der in Fig. 3 eingetragenen 
Bruchlinie 2 2. Bruchfläche gesund. 

Es finden sich die Werte 

Oma x = 3128 kgfqcm, K b = 2500 kg/qcm, (oma,,) = 1899 kgfqcm, 
2500 

P 1 =810--=647 kg, 
3128 
1067-810 0 

'PI = 100 810 = 32 10' 
Stab 3. 

2500 
P =810----=1067kg 

z 1899 ' 

810-647 ° 
m =100·----- =20 I 
'r2 810 0" 

l=552 mm,. r=70mm, h=80mm, b=23,5mm. 
Bruch erfolgt bei P = 790 kg, nach der in Fig. 3 eingetragenen 

Linie 3 3. Bruchfläche gesund. 

Die Berechnung der Versuchsergebnisse führt zu: 

amax = 2936 kgfqcm, K b = 2339 kg!qcm, (amax) = 1782 kg/qcm. 
2339 2339 

PI = 790 2936 = 629 kg, P2 =790 1782 = 1037 kg, 

1037-790 0/ 
(,/' = 100 -_._-- = 31 . 
1· 790 .0' 

Sämtliche 3 Stäbe zeigen, daß die Voraussetzung, die 
Spannungsverteilung erfolge nach Gleichung 1, zu einer be
deutenden Unterschätzung der Inanspruchnahme des vor
liegenden Materiales führt, und zwar im Durchschnitt um 

35 + 32 + 31 ---3-- -- = '" 33 °/0' 
wenn. die ermittelten Werte von 'PI zugrunde gelegt werden. 

b) Versuche mit Stäben aus grauem Gußeisen, Fig.4. 
Bearbeitet. 

Die Form dieser Stäbe ist so gewählt, daß, wenn die Auffassung, 
die Spannungsverteilung in dem Querschnitte eines gekrümmten 
Stabes sei die gleiche, als gehöre derselbe einem geraden stab
förmigen Körper an, zutreffend wäre, der Bruch innerhalb der ge
raden Strecke AB erfolgen müßte; denn für alle anderen Querschnitte 
würde dann - die Richtigkeit dieser Annahme vorausgesetzt -
die Beanspruchung geringer sein. 

In der Tat ist jedoch keiner der Stäbe in der geraden Mittel
strecke AB gebrochen; selbst dann nicht, wenn der Guß in dieser 

36* 
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Mittelstrecke schlechte Stellen hatte. Sämtliche brachen in der 
Krümmung. Der Querschnitt des immer von der inneren Krüm
mung ausgehenden Bruches soll jeweils durch die Größe y, Fig. 4, 
festgelegt werden. 

Stab 1. 

l = 554 mm, r=70mm, h=80mm, b=22,4 mm , 
1=2,24·8= 17,9 qcm, 

7 11 
x=-l + ln - =0,137. 

8 3 

r------------------ .e -------------- -:-
I 

.~.- .-.- .- .- .- .- . -.-.f.. ._ . · ."(", . 
I. , ~, 

&'~..:- -:i 
~1~ 
i~i g . 
. -i- _._._. _ ._ .<~ . _ ._._._ ._ . _._ . ...J._ ._ 

· , I I : , , I 
I . 
· I eV--- -<i . 
\ 
·' ·_l!L._._ ._ ._._ ._._._ ._ . rt' ._ .L. _ 

!J 
Fig. 4. 

Der Bruch erfolgt bei P = 870 kg In der Krümmung derart, 
daß y = 1,6 cm, Bruchfläche gesund. 

Für den Bruchquerschnitt ergibt sich 
das biegende Moment 

P(l-y) = 870 (55,4 - 1,6) = 870· 53,8 = '" 46800 kg. cm, 
die Normalkraft 670 kg. 

Nach Gleichung 8, § 54, berechnet sich hieraus die Bruchfestigkeit 

670 870·53,8 , 870·53,8 4 
(jmax= 17,9" - -i f9.7 1 0,137 ·17,9·7 7 - 4 

= 37 - 374 + 3636 = 3299 kg/qcm. 
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Von den bei den , durch den Bruch entstandenen Schenkel
stücken CD wurde das eine bei 500 mm Auflagerentfernung der 
'Bruchprobe durch Biegung unterworfen. Dasselbe ergab bei gesunder 
Bruchfläche nach Gleichung 9, § 16, die Biegungsfestigkeit 

Kb = 2668 kglqcm. 

Würde das gekrümmte stabförmige Körperstück, innerhalb dessen 
der Bruch erfolgt ist, als gerader Stab behandelt, d. h. seine An
strengung durch das biegende Moment nach Gleichung 9, § 16, be
urteilt, so fände sich die Bruchfestigkeit 

870· 53.8 
. . .. " = 37 + 1961 = 1998 kgjqcm. 
1 .2 2-l. 82 

( \ 670 I 

Umax) = 17]l T 

6 ' 

Die Rechnung, die voraussetzt, daß a unveränderlich ist und 
die Querschnitte eben bleiben, würde von der Biegungsfestigkeit 
K b = 2668 kgJqcm auf eine Bruchbelastung 

2668 
P1 = H70 3299 = i04 kg 

führen, während die Annahme, daß die Spannungsverteilung so statt
fände, als gehöre der Bruchquerschnitt einem geraden stabförmigen 
Körper an, eine Bruchbelastung 

2ti68 
P 2 = 870 1998 = 1162 kg 

erwarten läßt. 

Da der Versuch die Bruchbelastung zu 8iO kg ergab, so folgt, 
daß die letztere Annahme die Widerstandsfähigkeit um 

1162 - 870' , 
4' = 100 = '" 34°, 

1 8700 

überschätzt. 

Die erste Voraussetzung beurteilt diese um 

biO - i04 , 
(I == 1 (JO ------- = '" 1 9 0, 

2 H70 10 

zu niedrig 1). 

Stab 2. 

1 = 552 mm, r = Hg mm, h = 78 mrn, b = 22,4 mm, % = 0,133, 

Bruchbelastung P = 790 kg, ~ormalkraft 645 kg, y = 13 mrn, 
Bruchfläche: fehlerhafte Stelle. 

') Vgl. Fußbemerkung S. 562, 
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Es finden sich: 

0max = 3131 kg/qcm, 
2759 

K b=2759 kg!qcm, (Omax) = 1909 kg!qcm, 

PI = 790 3131 = 696 kg, 
2759 

P'J= 790 1909 = 1142 kg, 

1142 -790 ° 
f{!1 = 100 790 = 44 /0' 

790-696 ° 
.f{!2 = 100 790 = 12 1o, 

Stab 3. 

l=554 mm, r=70 mm, lt=80,2mm, -b=19,9mm, 

,,=0,137. 

Bruchbelastung P= 780 kg, Normalkraft 685 kg, y = 9 mm, 
Bruchfläche gesund. 

Es ergeben sich die folgenden Werte: 

o"wx = 3378 kg!qcm, K b = 2633 kgjqcm, (omax) = 2043 kg!qcm, 

2633 2633 
PI = 780 3378 = 608 kg, P'J= 780 2043 = 1005 kg, 

= 100 1005-780 = 290! 
f{!1 780 0' 

) = 00780-608 =22°/ . 
If 2 1 780 ° 

Somit weisen auch hier sämtliche Stäbe nach, daß 
eine überschätzung der Widerstandsfähigkeit stattfindet, 
und zwar im Durchschnitt um 

34 + 44 + ~9 = '" 36 % 

3 

oder bei Ausschluß des Stabes mit fehlerhafter Bruch
fläche um 

34 + 29 0 
---2--- = 31,5 /0' 

wenn die Spannungsverteilung nach Gleichung 1, also an
genommen wird, der Bruchquerschnitt gehöre einem ge
raden stabförmigen Körper an. 

Schluß bemerkung. 

Aus den Versuchen ist folgendes zu schließen. 

Die Anwendung der Gleichung 1 für die Spannungsverteilung 
bei gekrümmten stabförmigen Körpern, d. i. die Behandlung der
selben als Stäbe mit geraden Mittellinien, führt bei den Körpern 
Fig. 3 und 4 zu einer ganz bedeutenden überschätzung der Wider-
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standsfähigkeit, und zwar bei den Stäben Fig. 8 um durchschnittlich 
33 % , bei den Stäben Fig. 4 um durchschnittlich mindestens 31,5°/01). 

Diese Unterschätzung der Anstrengung des Materials wird unter 
sonst gleichen Verhältnissen um so bedeutender ausfallen, je größer 
die in Richtung des Kriimmungshalbmessers r liegende Querschnitts
abmessung h im Verhältnis zu r ist. Sie tritt in dem Maße zurück, 
in dem diese Abmessung h im Vergleich zum Krümmungshalb
messer r abnimmt, wie bereits in § 54, namentlich Fußbemerkung 
daselbst S. 514 u. f., dargelegt ist. 

Die Annahme, daß a unveränderlich ist und die Querschnitte 
eben bleiben, führt zu Zahlen, die auf eine Unterschätzung der 
Widerstandsfähigkeit hindeuten, und zwar bei den Stäben l!'ig. 3 
um durchschnittlich 

18 + 20 + 20 = "" 19 % , 

3 
bei den Stäben l!'ig. 4 unter Ausschluß des zweiten Stabes um 
durchschnittlich 

19 + 22 ° ----2 - = '" 20,5 1o' 
Daß dieser Unterschied jedoch zum größten Teile auf Rechnung 

der dem Gußeisen eigentümlichen Veränderlichkeit der Dehnungs
zahl a zu setzen ist, wurde bereits hervorgehoben (vgl. S. 557 und 
S. 562, l!'ußbemerkung). 

Hiernach muß es als gegen den Sinn des Zweckes 
unserer technischen Rechnungen verstoßend und deshalb 
als unrichtig bezeichnet werden, gekrümmte Körper, für 
die r im Verhältnis zu h nicht ausreichend groß ist, auf 
Grund des Gesetzes Gleichung 1 allgemein wie Stäbe mit 
gerader Mittellinie zu berechnen 2). 

1) Wie Verfasser aus Anlaß eines Unfalles in der Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1901, S. 1567, ~nd weiterhin 1902, S. 141 und 142 (oder 
Mitteilungen über Forschungsarbeiten, Heft 4) -festgestellt hat, kann diese 
Überschätzung der Widerstandsfähigkeit in praktisch wichtigen Fällen, je nach 
der Körper- und Querschnittsform, so weit gehen, daß die tatsächliche Wider
standsfähigkeit rund nur ein Drittel von derjenigen ist, die nach der Auf
fassung, der Bruchquerschnitt gehöre einem geraden stabförmigen Körper an, 
sich ergibt. 

") Daß man zu diesem Ergebnis auch auf dem Wege der überlegung 
gelangt, folgt aUB den oben gegebenen Darlegungen von selbst. Schon die 
S. 560, Fußbemerkung 1, erwähnte Ahnlichkeit ließ dasselbe erwarten. 

Aus neuerer Zeit ist die Arbeit von Aue "Zur Berechnung der Span
nungen in gekrümmten Stäben", Dresden 1910, zu erwähnen, die zu demselben 
Ergebnis gelangt. Vgl. auch Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1911, 
S. 561 u. f. 
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Hieran ändert auch die Erwägung nichts, daß die Querschnitte 
des gekrümmten Körperteiles da, wo an ihn eine gerade Strecke 
anschließt, so z. B. im Falle der Fig. 4 bei A und B, oder auch 
bei 0 weniger stark beansprucht sind, da in diesen Grenzquerschnitten 
wegen ihrer Angehörigkeit sowohl zum gekrümmten wie zum geraden 
Stabstück nicht gleichzeitig die für ersteres und die für letzteres 
geltende Spannungsverteilung vorhanden sein kann. Vielmehr wird 
sich hier ein gewisser Ausgleich vollziehen, ähnlich wie er in § 46, 
Ziff. 3, S. 450 bis 452 besprochen worden ist 1). Die größte Zug
spannung wird in diesen Querschnitten (vgl. Fig. 4) kleiner sein, als 
sie sich für den gekrümmten Stab ergibt, und größer, als sie für 
den geraden Stab teil berechnet wird. Darin ist es auch begründet, 
daß keiner der Stäbe Fig. 4 im Querschnitt bei A und B gebrochen 
ist, obgleich hier das biegende Moment und auch die Normalkraft 
am größten ausfällt. 

Ahnlich liegt der Fall bei dem in § 55, Fig. 1, S. 546 dar
gestellten Haken. Hier muß der Umstand, daß der Krümmungs
halbmesseI' der Mittellinie oberhalb des Querschnittes B 0 C sehr bald 
bedeutend zunimmt, eine solche ausgleichende, d. h. die größte Zug
spannung in diesem Querschnitt etwas vermindernde, Wirkung äußern. 
Dagegen wird ein solcher, auf Verminderung der größten Anstrengung 
wirkender Einfluß bei dem Körper, Fig.4, § 54, S.515, nicht er
wartet werden können. 

Eine Körperform, die sich unter Einwirkung der äußeren Kräfte 
so ändert, daß l' für den in Betracht kommenden Querschnitt zu
nimmt, während sich gleichzeitig das biegende Moment infolge Ab
nahme des Hebelarmes verringert, wie dies beispielsweise bei Fig. 4, 
§ 54, S. 515, und Fig. 1, § 55, S.546, der Fall ist, wird, reichliche 
Zähigkeit des Materials, d. h. weitgehende Fähigkeit, die Gestalt zu 
ändern, vorausgesetzt, bei Bruchversuchen - sofern überhaupt Bruch 
eintritt - naturgemäß eine bedeutend größere Biegungsfestigkeit 
ergeben müssen; als die Rechnung, die noch dazu Proportionalität 
zwischen Spannungen und Dehnungen voraussetzt, erwarten läßt.. 
Von der so nach weit getriebener Formänderung ermittelten Festig
keit kann ein Schluß auf die Beanspruchung, wie sie im normalen 
Zustand des Körpers tatsächlich statthat, auch nicht mit einiger 
Annäherung gezogen werden, wie bereits für gerade stabförmige 
Körper in S 22, Ziff. 1 a, S. 2H8 u. f. dargelegt worden ist~). 

') An Stellen mit plötzlicher Anderung der Form des stabförmigen 
Körpers. also mit Stetigkeitsunterbrechungen in der Form, wird sich immer 
ein solcher Ausgleich einstellen müssen. Vgl. auch E. Daiber, Die Form-
änderung rechter \Vinkel. Mannheim 1909. . 

e) Y gl. U lieh A. 13 a n tl in. Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 
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3. Versuche zur Prüfung der Anwendbarkeit der Gleichung 8, § 54, 
auf Körper mit scharfen oder ausgerunlleten Ecken. 

Der Ingenieur kommt nicht selten in die Lage, Körper mit 
Ansätzen (Schultern), wie z. B. in Fig. 5 dargestellt, gegenüber den 
wirkenden Kräften ausreichend stark zu bemessen. Eine strenge 
Verfolgung dieser Aufgabe derart, daß die ausführende Technik von 
der Lösung Gebrauch machen könnte, liegt bis jetzt noch nicht vor!). 
Bei dieser Sachlage empfand der Verfasser die Pflicht, die von ihm 
geübte und 1901 aus Anlaß eines 
Unfalls veröffentlichte Näherungsrech
nung (vgl. Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1901, S. 1567; 
1 !J02, S. 1J1 und 142, sowie Mit
teilungen über Forschungsarbeiten, 
Heft 4) dahingehend, der Querschnitt 

Fig. 5. F ig.6. 

A - B, nach dem der Bruch erfolgt, gehöre einem gekrümmten 
stabförmigen Körper an, noch durch weitere Versuche hinsichtlich 
des Grades ihrer Zuverlässigkeit zu prüfen, was durch Bruchversuche 
mit Körpern nach Fig. (j aus gutem Maschinengußeisen (1908) ge
schehen ist. Dabei betrugen die Abmessungen in abgerundeten 
~Iaßen a = 70 tum, b = 40 mm, h = 50 und 80 mm, die Ausrundungen 
[I = 15 mm. 5 mm und 0 mm. Der Abstand x der Kraftrichtung 
wurde zu rund 1 (j mm gewählt. 

An den Seitenflächen, die sich im Aufriß Fig. 6 als Linien 
projizieren, waren die Körper bearbeitet, um den Einfluß der Guß
haut auszuschalten. 

1899, S. 261 u. f. Gegenrede und Erwiderung hierzu findet sich S. 403 und 
404 daselbst. 

,) Diese Anforderung wird auch von der Abhandlung nicht erfüllt, die in 
der Zeitschrift für ~fathematik und Physik (Organ für angewandte Mathematik) 
1907. S. 1;0 U. f. enthalten ist. 
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Körper mit h = rund 50 mm. 

e= 15 mm. 
Körper A brach nach Fig. 7, Taf. XXIII, unter 2Q=33650 kg 

2Q= 36350 kg 

2Q= 35000 kg 
" B " " 

Durchschnitt 

Die Bruchflächen erwiesen sich als gesund. 

Die Körper rissen zuerst auf der einen Seite unter etwa 45 0 

{bei Körper A links). 
e=5 mrn. 

Körper 0 brach nach Fig. 8, Taf. XXIII, unter 2Q= 26520 kg 
2Q=27470kg " D " " 

Durchschnitt 2Q= 2699f) kg 
Bruchflächen gesund. 

1,)=0. 

Körper E brach nach Fig. 9, Taf. XXIII, unter 2Q=22970kg 

" F " " 2Q=22430kg 
... _----- ----- --

Durchschnitt 2 Q = 22 700 kg 
Bruchflächen gesund. 

In allen Fällen beginnt der Anbruch unter ungefähr 45°. 

Deutlich zeigt sich Zunahme der Widerstandsfähigkeit mit 
wachsender Ausrundung. 

Trägt man zu den Werten (! als wagrechten Abszissen die 
Durchschnittswerte von 2 Q als Ordinaten auf. so ergibt sich der in 
Fig. 10 dargestellte Linienzug, der nahezu eine Gerade bildet. Der 
Umstand, daß für e = 0 noch ein sehr bedeutender \Vert für 2 Q 
sich ergibt, spricht deutlich für die alte Erkenntnis, daß sich an der 
scharfen Ecke ein Ausgleich der Spannungen einstellt, und diese 
hier nicht unendlich groß werden, wie Rechnungen ergeben, die als 
streng wissenschaftlich angesehen werden. Dementsprechend rechnet 
Verfasser bei scharfen Ecken nicht mit e = 0, sondern mit einem 
aus Versuchen abgeleiteten Wert Qo' der von der Querschnitts
höhe 2 e, Fig. 11, abhängt. Damit ergibt sich für die in Fig. 11 
skizzierte Sachlage zur Benutzung von Gleichung 8, § 54: 

P=Qsin45°, (=2be, .Mb=Q(x+y), r=(Jo+e. 

'Veitere Versuche mit ähnlich gestalteten Probekörpern führten 
zu dem in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1913, 
S. lf)\)4 veröffentlichten Rechnungsverfahren , bei dem Gleichung 8, 

~ 54 verwendet und gleichzeitig 1,)0 = 11.;- bis 1 der Quersehnitts-
iJ 20 



C. Bach. Elasti l. ität. 8. Aufl. Ta! XXIll. 

Fig.7, § 56. Fig.8, § 56. 

S. 569 u. f. 

Fig.~. § 56. Fig 12, § 56. 



~ 56. Versuchsergebnisse. 571 

höhe 2 e gesetzt wird. Zur Bestimmung von x und 1] in Gleichung 8, 
§ 54, wird also gerechnet mit 

1 . 1 I 17 
r = -_.- e + e = 1 1 e bis - e --r- e = - -e. 

10 ' 7,5' 15 

Bei Ausrundung der Ecke, nach Fig. 6, ist der Ausrundungs
halbmesser (! um denselben Betrag zu vermehren und zu setzen 

r = 11 (!2 + (!/ + e = (V (12 + 0,01 e2 + e) bis (11 (?2 + (7 ~5r + e) . 
..1$000 
1l_ 

I ~' .... ~ 
·-!i;l9~ \ 

I s,."."'61. ..... -r 
· ~!~OO I 
.d><Mf .. &d.. 

I I 
I I 
I 
I 
I 
I 
I I 
1"4" av. "'..(JIt-~ t.! ~ 

Fig. 10, l<'ig. 11, 

Die letzte Gleichung enthält die vorletzte als Sonderfall in 
sich ((! = 0). 

Um den Querschnitt mit der größten Beanspruchung zu ermitteln, 
ist (J für mehrere Richtungen zu berechnen. In vielen Fällen liegt 
der am stärksten beanspruchte Querschnitt nahe der Linie, die den 
Winkel zwischen Q und der Stabachse halbiert. Weiteres s. in der 
oben bezeichneten Arbeit. 

Ausführlicher soll an anderer Stelle über diese Versuche be
richtet und dabei auch auf Stabköpfe eingegangen werden, für die h 
bedeutend größer ist, und deren Bruchlinie anders verläuft, als oben 
angegeben (vgl. Fig. 12, Taf. XXIII). 

Um zu zeigen, daß die Widerstandsfähigkeit von Körpern nach 
Fig. 6 durch Vermehrung des Ausrundungshalbmessers selbst dann 
erhöht werden kann, wenn damit eine Verminderung der Abmes
sungen verknüpft ist - was sich in vielen Fällen nachträglich aus
führen läßt - wurde bei früheren Versuchen (HJ08) mit StUcken, 
die der Figur 6 ähnlich waren, ein Körper, dessen Ausrundungs-
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halbmesEer !! = 5 mm betragen hatte - Fig. 1~, linke Hälfte -
durc~ Abarbeiten mit der Rundung Q =- 1 i) mm versehen - Fig. 13, 
rechte Hälfte -. Es ergab sich 

bei!! 5 mm Bruchlast 40100 und 38400, im Durchschnitt39 250 kg, 
,~ Q - 15 " ., 

Fig. 13. 

47550 " . 

Obgleich also der prismatische Teil 
sehr bedeutende Verschwächung erfahren. 
hat.te, war die Bruchlast im Verhältnis 
47550:39250 = 1,21: 1, d. h. um 21 °/0 
größer als im ersteren. Der Bruch erfolgte 
bei allen drei Körpern wie bei Fig. 7, 8, 
Taf. XXIII. 

Infolge der bei den besprochenen 
Versuchen auftretenden Biegungsbean
spruchung ist die Verteilung der Span
nungen am Ende des prismatischen Teiles 
stark ungleichförmig, ganz wie bei Stäben, 
die durch eine in ihrer Achse wirkende 
Kraft beansprucht sind, deren Querschnitt 

aber sprungweise Veränderung erfährt, worauf schon in § !}, Ziff. 1 
eingegangen worden ist. Ahnlich wirken alle Stetigkeitsunterbrech
ungen, scharfe Ecken, Bohrungen usf. Wie in § 66, Ziff. 2 gezeigt, 
entsteht z. B. durch eine kleine Bohrung in der Mitte einer um
laufenden Scheibe eine Erhöhung der Beanspruchung um 180 0/0 
(vgl. Fig. ~ daseIbst). 

Über die Arbeiten, die ~ich mit der rechnerischen Verfolgung 
der infolge von Bohrungen, Kerben ud. auftretenden Spannungs
erhöhung befassen, gibt Leon in der Zeitschrift des Vereines deut
scher Ingenieure, 1915, S. 11 usf. Auskunft. Auf dem Wege des 
Versuchs hat Pr e u ß diese Fragen bearbeitet (dieselbe Zeitschrift, 
1012, S. 1349, 1780 usf., IDL3, f:i.664: >l. a. }fitteilungen über Für
schungmrbeiten, Heft 1 :2Ii, 1:34). 

II. Die Mitteilinie ist eine doppelt gekrümmte Kurve. 

In Berücksi<.:htigung der Grenzen, die diesem Buche gezogen 
sind, haben wir uns hier auf das Nachstehende zu beschränken. 

§ ä7. Die gewundenen Brehullgsfedem . 
. Eine genaue Berechnung dieser Federn ist sehr umständlich; 

der hiermit verknüpfte Zeitaufwand würde in den allermeisten Fällen 
außer Yerhältnis zur praktischen Bedeutung de::; Ergebnisses stehen. 
Infolgedesscn pflegt man bei Feststellung der Zusammendriickung 
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oder Ausdehnung sowie der Beanspruchung Annahmen zu machen. 
die zu genügend einfachen Beziehungen führcn 1). 

Die Mittellinie ABC DE, Fig. 1, des gewundenen Stabes von 
gleichem Querschnitte bestehe aus dem Kreisbogen ABC D vom 
Halbmesser e 2) und aus der Geraden D E, welche in die Richtung 
eines Halbmessers fällt. Im Punkte A sei der Stab eingespannt und 
im freien Endpunkte E, der gleichzeitig Mittelpunkt des Kreises ist, 
durch eine Kraft P senkrecht zur Bildebene (Ebene des · Kreises) 
belastet. 

Für den beliebigen Querschnitt im Punkte 
B, der durch den Winkel rp bestimmt sein 
möge, ergibt die Kraft P ein auf Drehung 
wirkendes Kräftepaar vom Moment M cl = Pe 
und eine Schubkraft P, die vernachlässigt wird. 
Die Ma terialanstrengung erscheint hiernach 
festgestellt durch Gleichung 9, § 34, natürlich 
mit derjenigen Genauigkeit, mit welcher diese 

Fig. 1. 

für den geraden Stab entwickelte Beziehung auf den gekrümmten 
Stab übertragen werden darf. 

Der Querschnitt im Punkte C der Mittellinie, der von dem
jenigen im Punkte B um ds = edrp absteht, muß sich unter Ein
wirkung von Md gegenüber dem letzteren Querschnitt verdrehen. 
Ist {} der verhältnismäßige Drehungswinkel, mit der soeben bezeich
neten Genauigkeit bestimmt: 

für den kreisförmigen Querschnitt durch Gleichung 5, § 32, 

{} = 32Peß 
;r d' , 

für den rechteckigen Querschnitt durch Gleichung 6, § 35, S. 397. 

b2 -4.- h2 
t'1=V' --_ c_-Poß o b:J hR ~, 

so beträgt diese Verdrehung {}ds = HedqJ. Dementsprechend wird 
sich der Angriffspunkt E der Kraft P um 19 d s· (! = {} e2 d qJ in Rich
tung der letzteren bewegen. Hieraus ergibt sich die Strecke y', um 

') Ausführlicher wird der Gegenstand für Federn mit kreisförmigem Quer
schnitt von Zacharias behandelt in den Mitteilungen über Forschungsarbeiten, 
Heft 106 (1911). 

") Die Entwicklungen werden deshalb mit einem um so größeren Febler 
behaftet sein, jc bedeutender die Steigung im Verhältnis zum Halbmesser ist. 
Auch die Veränderung des HalbmesEcrs beim Zusammendrücken oder Ausein
anderziehen der Feder verdient untcr Umständen Beachtung. Ferner nimmt 
Einfluß das Verhältnis der Querscbnittsabmessung in Richtung des Halbmessers 
zu der Größe des letzteren. über den Einfluß der letzten Federgänge s. S.579. 
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die der Punkt Einfolge der Verdrehung sämtlicher Querschnitte 
des Bogens ABO D fortrückt, zu 

Durch Einführung von 

wobei beträgt: 

folgt 

für den kreisförmigen Querschnitt 

A= 321 ß 
n d4P , 

für den rechteckigen Querschnitt 

b2 +h2 

A = "Po -'i'lIii - Pß, 

'" 
y' =A f r/dlf . . . . . . . . . . . 1) 

o 

Die Bewegung von E aus Anlaß der Durch biegung des Armes 
D E wird - als verhältnismäßig klein - vernachlässigt. 

1. Die zylindrischen Schraubenfedern, Fig. 2 und 3. 

Das in Gleichung 1 gewonnene Gesetz überträgt man nun auf 
diese Federn, indem bei i Windungen der Schraubenlinie 

(}) = 2ni 

geeetzt und an der Stelle von g der Halbmesser r eingeführt wird. 
Damit folgt 

2 .• i 

y' =AJr3 d9 = 27riA r 3 • 

o 

insbesondere für den kreisförmigen Querschnitt unter Beachtung 
der Gleichung 3, § 32, nach der 

., k d'l Pr=-- , :, 
1ß " 
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und für den rechteckigen Querschnitt bei Berücksichtigung der
Gleichung 5, § 34, 

«'ig. 2. Fig. 3. 

'. Y+h2
:1 4. Y+h2 

2 •• 3)1)-Y = 2tPo7rt -fiP- Pr ß = fJ !fJont-b-h2- r k<lß 

worin b die kleinere Seite des Rechtecks ist, gleichgültig, 
ob b oder h in die Richtung der Federachse fällt. 

') Nach Versuchen des Verfassers mit zylindrischen Schraubenfedern aus 
vorzüglichem Federstahl (gehärtet) erwies sich Gleichung 3 innerhalb des Ge
bietes 7/ : b = 1 bis 6 und für Werte von h (im Gegensatz zu Fig. 3 senkrecht 
zur Schraubenachse liegend) bis 0,6 r noch als ausreichend zutreffend, wenn 

h 
2 '/'0 = 8,3.5 - 0,3 l' . . . . . . . . . . . . 7) 

gesetzt wird. Dabei war ß = 84010'00 = 1,19 MilJiontel in Rechnung gesteIlt 

worden. 
Materialanstrengungen, berechnet aus 

k 4 - Pr 
d = ,.") b~h' 

ertrug das Material bis rund 14000 kg(qcm (vgl. Maschinenelemente, 12. Aufl., 
S. 63 und 64). Bei Zugrundelegung der Gleichungen 6 und 7, § 34, S. 359, 
sinkt dieser Wert für die langgestrcckten Rechtecksquerschnitte his auf rund 
11000 kg(qcm. 

Daß die hier für Schraubenfedern ermittelten Werte 'Po von denjenigen 
abweichen, die S.397 für gerade stabförmige Körper erlangt wurden, erklärt 
sich aus dem Einfluß der Schubkraft und der Krümmung der Stabachse; über
dies handelt es sich bei den Schraubenfedern um gehärteten Federstahl und 
bei den S. 397 besprochenen Versuchen um zähes Flußeisen. 

Schließlich sei noch besonders hervorgehuben, daß die Widerstandsfähig
keit der auf Drehung beampruehten Federwindungen ganz bedeutend ver
mindert wird, wenn das Material Fehlstellen enthält, die in Richtung der Draht
achse gestreckt sind (Walzfehler, Härterisse, Ziehriefen usf.), weil die senkrecht 
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Diese Gleichung läßt sich auch unmittelbar aus der Beziehung 8 a, 
§ 43, ableiten. 

Die mechanische Arbeit, welche durch die von Null bis auf P 
gewachsene Belastung bei Zurücklegung des Weges y' verrichtet wird. 

ist -t Py'. Dieselbe muß gleich sein der Arbeit, welche die Form

änderung des gewundenen Stabes, dessen Mittellinie die Länge 2 n r i 
besitzt, fordert. Mit der Genauigkeit,' mit der die zunächst für den 
geraden Stab entwickelte Gleichung 8a, § 43, auf den gekrümmten 
übertragen werden darf,' findet sich wegen Md = Pr und 1= 2 nri. 

1 p' 1 ßb2 +h2 (p)Q . 
2 Y = 2 1PO ----,;ah:l - r "2 n1'1., 

WIe oben ermittelt. 

In ganz gleicher Weise kann auch die Beziehung 2 aus der 
Arbeitsgleichung für den kreiszylindrischen Stab abgeleitet werden. 

Die mechanische Arbeit A, welche die zylindrische Schrauben
feder aufzunehmen vermag, wird unmittelbar durch die Gleichung 2. 
§ 43, worin 

y = II d~. 2 n ri . 
4 

,bzw. durch die Gleichung 7, § 43, mit 

y= bh· 211ri 

bestimmt oder kann auch mitte1st der Beziehungen 2 und 3 unter 
Berücksichtigung der Gleichungen 3, § 32, und 5, § 34, als Produkt 

~ Py' ermittelt werden. 

Beachtung verdient der Umstand, daß mit dem Zusammen
drücken oder Auseinanderziehen der Feder eine Verdrehung 
-derselben verbunden ist, die sich am äußeren Gmfange bei einer 
größeren Zahl von Windungen leicht messen läßt. Beim Zusammen
drücken dreht sich die Feder auf, entsprechend einer Verminde
rung der Gangzahl, wenn auch nur um einen sehr kleinen Bruchteil, 
·beim Auseinanderziehen tritt das Entgegengesetzte ein. So ergab 

zur Drahtachse gerichtete zweite Schubspannung geringen Widerstand vor
findet. Die Verhältnisse liegE'n dann ähnlich wie in § 35 bei Versuchen mit 
geschlitzten und durch Löcher geschwächten Rohren besprochen; vgl. auch 
.l!'ig. 49. Taf. XV. 
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sich z. B. für eine aus gehärtetem Federstahl bestehende Feder nach 
Fig. 3, für die ermittelt worden war: 

r= 55,1 rnrn, Windungszahl i= 26,5, 
die kleinere Seite b = 5,58 rnrn (in axialer Richtung liegend) 
" größere " h = 33,2 " (" radialer" ,,) 

ganze Höhe, senkrecht - also unter dem Einfluß des Eigengewichts, 
das 14,88 kg betrug, stehend - gemessen, 958,5 mm, 

auf der Belastungsstufe 
P=50/100kg 50/150kg 50/200kg 50!250kg 50!300kg 50!350kg 

die Zusammendrückung 
y' = 84,6 mm 169,2 rnrn 253,8 mm 338,5 mrn 425,1 mm 514,2 mrn, 

die Verdrehung auf dem Zylindermantel vom Durchrne8ser 
2·55,1 + 33,2 = 143,4 mm gemessen 

9,3 mm 18,7 mm 26,5 mm 34,5 mrn 40,5 mm 45,5 mrn. 

Dabei vergrößerte sich der ursprüngliche Durchmesser der Feder 
von 2 · 55,1 + 33,2 = 143,4 mm bei vollständiger Zusammendrückung 
auf rund 145,0 rnm. 

Ferner ist zu beachten, daß lange Federn, die auf Druck 
beansprucht werden, die Neigung bekunden, in der Mitte nach der 
Seite auszuweichen, d. h. auszuknicken; sie müssen deshalb geführt 
werden und ergeben alsdann einen Reibungswiderstand, der je nach 
den Verhältnissen mehr oder weniger Einfluß auf die Größen der 
Formänderungen (Zusammendrückung und Verdrehung) äußern kann. 

2. KegeIfedern, Fir. 4, 5 und 11. 

Auch auf diese Federn pflegt die 
Beziehung 1 übertragen zu werden, in
dem man (! als Veränderliche ansieht 
und bei i Windungen setzt 

r~ - ' 1'1 
110=- -- -. d(/-,_ 
~ 2 llt -

2 Tl': 
d(1' = - ---- - dl.2. 

1"~ - 1"1 

Hiermit wird dann 
1", 

Fig.4. 

.) ~ /' f ~ ; ,. 4 " 4 
I - -. A 3d' -. " 2 - '1 A 

Y = -;: -I' (! Q.= -2 - ,: - '=-:;:-
'2 1 ' ~ '1 

= JT! (r + r ) (1' 2 + r ~) A. 2 \ 1 :! 1 2 

,e Bach. Elastiz·tiit. ~ . Autl 37 



578 Stabförmige Körper mit gekrümmter Mittellinie. 

Für den kreisförmigen Querschnitt folgt 

, :n:i ( + ) ( 2 + 2) 32 1 ß y = - r r Q r r _ ... - P 
2 1 - 1 2:n: d4 

und im Falle der Fig. 6, wegen r 1 = 0, r 2 = r 

3 

. . . . . 4) 

y'= 16i~Pß . . . . . . . 5) 

Fig. 5. Fig. 6. 

Die Anstrengung kd wird bestimmt aus 

Pr =!!.- k d!l (Fig. 4) 
2 16 d 

bzw. 

Für den rechteckigen Querschnitt, Fig. 5, ergibt sich 

Die Anstrengung k d folgt aus 

2 
P,' = . k b"h 

2 9 d • 
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Die vorstehenden Entwicklungen bedürfen hinsichtlich des Grades 
der Genauigkeit noch einer gründlichen Prüfung auf dem Wege des 
Versuchs, namentlich dann, wenn die Querschnittsabmessungen der 
Federn nicht sehr klein sind gegenüber dem Krümmungshalbmesser 
der Mittellinie, und wenn die Ganghöhe der Schraubenfedern ver
hältnismäßig bedeutend ist 1). 

Die Ergebnisse von Versuchen mit 4 Federn nach Fig. 5 und 
deren Abmessungen sind' in der folgenden Zahlentafel zusammen
gestellt. Da die Federn aus unbearbeitetem Bandstahl gewickelt 
waren, der ziemlich starke Schwankungen in der Dicke aufwies, war 
die mittlere Stärke zu bestimmen. Dies erfolgte derart, daß die Stärke 

Y:n3 
an zahlreichen (n) Stellen ermittelt und sodann der Wert -~--. n 

gebildet wurde. Ebenso war in bezug auf die Größe von h zu ver
fahren, da die Windungen an beiden Enden Abschleifen erfahren 
hatten. Die Windungszahl betrug i = 4,75. Da jedoch die oberste 
und unterste Windung eben abgeschliffen worden war, um gutes 
Anliegen der Federn zu erreichen, an der Formänderung, die bei 
Ableitung von Gleiehung 6 vorausgesetzt ist, also nicht teilnahm, 
durfte in die Rechnung nur i = 2,75 eingeführt werden. 

Nr. I 2 r, 2 rz b 11 P y' 
'1'0 

cm cm cm cm kg cm 

R I 8,26 lH,Hfl 0,90 11,66 2500 3,82 2,26 
r H,22 16,47 0,93 11,64 2500 3,30 2,28 
2~ 8,50 16,70 0,90 11,78 , 2500 3,85 2,34 
2:3 H,lH 16,4:3 0,92 11,69 2500 ! 3,32 2,24 

GI. 7, S. 575 würde für 1f'o Werte zwisehen 2,21 und 2,29 er
geben, was darauf hindeutet, daß sie aueh für diese sehr breiten 
Federwindungen mit Annäherung zutrifft. 

Das Beispiel zeigt deutlich, welch großen Einfluß die Art der 
Bearbeitung der Federenden auf die Größe der Zusammendrückung 
äußert. Soll zur Berechnung der letzteren GI. 2, 3, 4 oder 6 ver
wendet werden, so sind unter i nur diejenigen Windungen zu ver
stehen, die sich an der Formänderung und Beanspruchung voll be
teiligen. Nicht selLen wird der Konstrukteur abzusehätzen haben, 
welche Windungszahl für die Formänderung der Feder in Betracht 
kommt. 

') Die in der Fußbemerkung S. 57.'5 erwähnten Versuche mit zylindrischen 
Schraubenfedern erachtet Verfasser zur vollen KlarsteIlung noch nicht für aus
reichend. 
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Sechster A.bschnitt. 

Hohlkörper. Gefäße. 

§ 58. Hohlzylinder. 

1. Innerer und äußerer Druck. 

Unter Bezugnahme auf Fig. 1 bezeichne 

r i den inneren Halbmesser des an den Stirnseiten geschlossen vor-
ausgesetzten Hohlzylinders, 

r a den äußeren Halbmesser desselben, 
Pi die Pressung der den Zylinderhohlraum erfüllenden Flüssigkeit, 
Pa die Pressung der den Zylinder umschließenden Flüssigkeit. 

j,'i ". 1. 

, 
I 

~ 
, 

-'-'tJ 

und vor Eintritt der 

Der Abschluß an den Stirnseiten des Zylin
ders sei derart, daß die Formänderung des 
abschließenden Bodens einen Einfluß auf die 
Zylinderwandung nicht äußere, oder daß dieser 
wenigstens unerheblich ausfalle. 

Der Zylinder werde auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem bezogen, in der Weise, daß 
die x-Achse mit der Zylinderachse, die yz
Ebene mit der einen, d en Hohlraum begren
zenden Stirnebene des Zylinders zusammenfällt, 
wie dies 1< ig. '2 erkennen läßt. 

Wir greifen einen beliebigen Punkt P des 
Zylinders heraus, der in der xz-Ebene liegt 

Formänderung absteht: 
von der yz-Ebene um x und von der Zylinderachse um z . 
Unter Einwirkung der den Z~!linder bE'lastenden Flüssigkeits

pressungen wird sich außer x noch z, und zwar um " vergrößern. 
Aus der xz-Ebene tritt der Punkt hierbei nicht heraus. 

Ferner werden im Punkte P folgende Spannungen entstehen: 
G:r in Richtung der x-AchsE', d. i. in axialer Richtung, 
Gy"" y-" d. i. in der Richtung des UmfangE's 

in ta.ngentialer Richtung, und 
(J in Richtung der z - Achse, d. i. in radialer Richtung. 
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Dementsprechend wirken auf das unendlich kleine Körperelement, 
Fig. 3, das wir uns durch Zylinderflächen im Abstande z und z + dz 
aus dem Zylinder herausgeschnitten denken, in der Bildebene der 
Figur die Kräfte: 

a z • 2 z dcp dx radial einwärts, 

(az + ~~z dZ) . :2 (z + dz) drp dx radial auswärts, 

(j u . dz dx senkrecht zu den bei den Flächen dz dx. 

Fig. '1.. 

Der Gleichgewichtszustand fordert nun, daß die Summe der 
Kräfte in senkrechter Richtung gleich Null ist, d. h. 

az' 2 z: dr)(lx - (az + ~:z dZ). 2 (z + dz) dtpdx + 2 (Jy. dzdx· sin (dtp) = 0,1) 

woraus sich unter Beachtung, daß sin (dtp) = '" dcp, und nach Division 
mit 2 dcpdxdz bei Vernachlässigung des unendlich kleinen Gliedes 

daz d 
dz z 

1) Liegt die Aufgabe vor, die Beanspruchung eines rotierenden Hohl. 
zylinders infolge der Fliehkraft zu bestimmen, so ist diese Gleichung noch 
durch die auswärts gerichtete Fliehkraft des Körperelementes, d. h. durch 
Hinzufügung des Gliedes 

zu ergänzen, worin 
r das Gewicht der Raumeinheit, 
(j) die Winkelgeschwindigkeit, 
9 die Beschleunigung der Schwere 

bedeutet. 
Gleichung 1 geht damit über in 

daz 1 OJe 
-iIZ=-;(oy-a,)-;' 9 ,z. 

Diese Aufgabe wird S. C4fi u. f. behandelt werden. 
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gegenüber den übrigen endlichen Größen ergibt 

da 1 a; = -; (Oy - oz) 1) 

In § 7 fanden wir unter der Voraussetzung vollkommener Gleich
artigkeit des Materials für ein beliebiges Körperelement , das in 
Richtung der drei Achsen gleichzeitig die Spannungen ax ' Oy, as 

erfährt, die hieraus sich ergebenden Dehnungen: 

in Richtung der x -Achse e =a(o _ 0.11 + ~z) 
I x m' 

" " " 
y-

" 
e =a 0 _ ",-_I __ z ( a-t- a ) 

2 Y m' 4, § 7. 

" " " 
z-

" 
e =a (0 _ axtall) . 

3 Z m 

Hieraus folgt 

e +e +e =a(a +0 +u _2 o",+ay+oz). 
I 23 x Y Z m" 

sofern 
. 2) 

Wird hierzu die aus der ersten der Gleichungen 4, § 7, abge
leitete Beziehung 

e l mo -0 --0 =m-
Z y z IX 

hinzugefügt, so ergibt sich 

m e el mo +0. =---+m-, 
x x m-2a IX 

°x= 1 fm1 (eI +;-n-! 2)· 
Das gleiche Verfahren liefert 

aY =1 ~m ~ (ei + m e i)' 
a'=i=fm ~-(ea+ m e 2)· 



§ 58. Hohlzylinder. 583 

Hieraus findet sich bei Berücksichtigung der Gleichung 3, § 31, 

0", = ~ (81 + m e 2) 
Oy= ; (82 + m e 2) ........ 3) 

oz= ; (8S + m e 2) 
Im vorliegenden Falle beträgt, da sich z um l; 

gentiale Dehnung 82 im Punkte P 
ändert, die tan· 

2:n; (z + l;) - 2 :n;z l; 
E2 == 271z . . . . . . . 4) 

z 

Für die radiale Dehnung 8 S liefert die Erwägung, daß die 
Strecke dz die Änderung dl; erfährt, den Ausdruck 

dl; 
83 = dz ......•.... 5) 

Hiermit wird aus den Gleichungen 3 

I C ac) 
2 ( 8 1 + -z+a; 

aX=ß 8 1 + m-2 

a =~(f+ cl +f+t\ 
Y ß Z m- 2 ) 

Die Einsetzung des aus der ersten dieser Gleichungen folgenden 
Wertes 

l; d C 
m-2 z+ dz 

c1 =2(m-_1)ßa",- m-=1 

in die heiden anderen führt zu 

y m-1ß z dz m-I 
a = __ ~_!_ (m f + d l;) + _~) 
0.= ~~_~ (_t + m dl;)+ _}1~ ..... 6) 
• m - 1 ß z dz m - 1 
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Hier ist unter Voraussetzung gleichmäßiger Verteilung der Axial
kraft nrlp.-nra2Pa über den Zylinderquerschnitt nra'-nrl, d.h. 

n (ra2 - r i2) G.,=n (Pir.2-Para2), 
die axiale Spannung 

Pirl- Para2 
G = 7) a; ra2-ri2 ....•.• " 

als unveränderliche Größe anzusehen. 

Die Einführung der Werte G,I und Gz aus den Gleichungen 6 in 
die Gleichung 1 ergibt 

oder 

oder 

d2 C dC C z-+---=o 
dz2 dz z 

d(l) 
d2~+_Z_=O. 
dz2 dz 

Durch Integration 

Hieraus 

dC C -+ -=konstant=cl , 
dz z 

dC z-+C=c z dz 1 

und bei nochmaliger Integration 

1 '.l+ zC=2 ClZ c2 • 

Mit den hieraus sich ergebenden Werten 

l=cl +~ z 2 Z9' 

dC Cl <il 
dz =2-zg 

liefern die beiden Gleichungen 6 

G =~_!- [~(m+l)+~-(m-l)l +-~~-J 11 m-1ß 2 Z2 'J- m-l 

J . . 8) 
G = __ 2_~_ [~l (m+1)-~-(m-1) +_~ 
• m -1 ß 2 z'.l m-1 
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Die zwei Konstanten Cl und c2 bestimmen sich aus den Be
dingungen, daß sein muß: 

d. h. 

woraus 

für z = r i O,=-Pi' 

oz=-Pa, 

_ p. = __ 2 __ !_ [Cl (m + 1) _ C~ ( m - l)J +_~ 
• m - 1 ß 2 r;" m - 1 ' 

_P = __ 2 __ ~ [Cl (m+ 1) _ C20 (m-1)J +-~, 
a m-1,'1 2 ra- m-1 

Hiermit wird unter Beachtung der Gleichung 7 

Die Dehnungen Bl , e2 und B3 in den drei Hauptrichtungen er
geben sich aus den Gleichungen 4, § 7, nach Einführung der Werte 0x 

(Gleichung 7), Oy und Oz (Gleichung 9) zu 

m-2 p.r.2 _pr 2 m+1 r 2 y.2 1 
B =---a " a a +----·a--"--'-(p.-p ).- 10) 

2 m "a 2 - r i2 m r a 2 - r i2 ' a z2 ' 

2. Innerer Überdruck Pi (p a = 0). 

Die Gleichungen 10 ergeben unter Beachtung des in § 48, Ziff. 1 
Erörterten die Materialanstrengung im Punkte P, und zwar 
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in Richtung der Zylinderachse 

B1 m- 2 ri ' rl 
IX - m r '_r.IlPi=O,4·--~---2Pi' 

". ra - r i 

in Richtung der Tangente (des Umfanges) 

BIl _m-2 r,' +m+1 rally,' 1 a----;n- r ll_ r .2 Pi - m -. r 2_ r .\I Piz' 
4-.. Q, 

in Richtung des Halbmessers 

B3 m-2 r i ' m+1 rallri ll 1 a=--m- r \I _r.2Pi ----;;- r '~r.2Piz2 
a.. a. 

. . . 11) 

f h "l 10 . d so ern noc Jewel s m = 3 gesetzt wIr . 

Die Zuganstrengung ~ in Richtung der. Achse tritt vollständig 
IX 

hinter der Zuginanspruchnahme ~, die im Sinne des Umfanges 
a 

statthat, zurück, 80 daß sie nicht weiter in Betracht gezogen zu 

werden braucht. ~ und ~ erlangen die größten Werte für 
IX a 

z = ri , d. h. an der Innenfläche des Hohlzylinders. Somit wird 
mit k. als zulässiger Zug- und k als zulässiger Druckanstrengung 

Die Zuganstrengung max (~-) in Richtung des Umfanges, d. i. 

in tangentialer Richtung, ist der größere, also der bestimmende Wert. 
Hiernach findet sich als maßgebende Beziehung 

~+ ~r 11 +~-2 r.1l 

k ~ m a m __ ' _1,3ra ll +O,4rl 
z_ r,,2_ rj2 Pi- r a2 -t.j , Pi . . 13) 
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oder 

Für 1,3Pi=kz wird r .. =oo, gleichgültig, wie klein auch der 
innere Durchmesser sein mag, sofern er nur größer als Null ist. 
Da nun der zulässigen Anstrengung kz für jedes Material eine un
überschreitbare Grenze gezogen ist, so folgt hieraus, daß nur solche 
Verhältnisse möglich sind, für die 

oder allgemein 
m 

Pi<m+1 kz . 

(Vgl. hierzu Fußbemerkung 1, S. 589.) 

Daß es durch fortgesetzte Vergrößerung der Wandstärke nicht 
möglich sein soll, die Flüssigkeitspressung über eine gewisse Höhe 
hinaus zu steigern, kann für den ersten Augenblick überraschen, 
erklärt sich jedoch durch die Ungleichmäßigkeit der Yerteilung der 
Anstrengung über den Wandungsquerschnitt. 

Denken wir uns beispielsweise einen Hohlzylinder aus Gußstahl 
mit den Durchmessern 

2ri =80 mm, 2ra =200mm, 

1) Zur Entwicklung dieser Beziehung in der Zeitschrift des Vereines 
deutscher Ingenieure 1880, 8.283 u. f., war Verfasser durch die Beobachtung 
veranlaßt worden, daß Schläuche, die zum Zwecke der Prüfung innerem über
druck ausgesetzt wurden, sich verlängern, während die Grundlage der von 
Grashof in seiner Theorie der Elastizität und Festigkeit, 1878, S.312, für 
die Berechnung von Hohlzylindern entwickelten Gleichung 

V~-=n;n-= 1) Pi 
ra=r, k' +1) , ....•.... 15) 

m z - \m . Pi 

15a) 

die dem Verfasser bis dahin als die zutreffendste erschienen war, infolge der 
Vernachlässigung der Axialkraft nr/9p/ nicht eine Verlängerung, sondern eine 
Verkürzung des HohlzyJinders ergibt, indem für die Dehnung Ex in Richtung 
der Zylinderachse ein negativer Wert gefunden wird. (8. am angegebenen Ort 
in Nr. 199 den Ausdruck für Es"" vgl. Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1880, S. 288 und 290.) 
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der Wandstärke 
r a -r;=100-40=60 mm 

hergestellt und einem inneren überdruck von 1200 kg auf das 
Quadratzentimeter ausgesetzt. Dann ergibt sich nach der zweiten 
der Gleichungen 11 die tangentiale Anstrengung (Zug)1) 

a) an der Innenfläche, d. h. für z = 4 cm, 

42 102 .42 1 
0,4 102 _ 421200 + 1,3 102 _ 42 ·1200 42 = '" 1950 kg/qcm; 

b) in der Mitte, d. h. für z = 7 cm, 
42 102 .42 1 

0,4 1011 _ 421200 + 1,3 102 _42.1200 72= '" 700 kg/qcm; 

c) an der AuBenfläche, d. h. für z= 10 cm, 
42 102 .42 1 

0,4 102 - 411 1200 + 1,3 1ull _ 42.1200 102 = '" 390 kg/qcm. 

In Fig.4 ist der Verlauf der Inanspruchnahme dargestellt. 

Die Gleichung 150. ist zutreffend, wenn eine Axialkraft nicht wirkt, wie 
z. B. im Falle eines Hohlzylinders, der beiderseits durch gleichgroße Kolben 
verschlossen, oder bei dem der Flüssigkeitsdruck auf den Boden nicht durch 
die Zylinderwa.ild übertragen wird. Ein Beispiel dieser Art s. C. Ba c h, 
Die Maschinenelemente, 10. Aufl., S. 739, Fig. 678. 

Die Beziehung 15 wurde in der Form 

( 1 /m-'c~ + (m - 1) PI) 
J=t'a-r/=rj -1+ V mk.-(m+ l)PI 

auch als Winklersche Gleichung bezeichnet (v. Reiche, Die Maschinen
fabrikation 1876, S. 37, wobei mit m = 3 gesetzt ist 

l /3~-+2p, 
~=r, V 3kz -4pl-r" 

u. 0..). Verfasser, der gelegentlich der Abfassung dieses Buches (1889) die 
Winklersche Arbeit über zylindrische Gefäße im Zivilingenieur 1860 erstmals 
durchgesehen hat, fand bei dieser Gelegenheit, daß Winkler bereits damals 
nicht bloß die Beziehung 15 aufgestellt hatte, sondern auch eine weitere Glei
chung, welche die erwähnte Axialkraft berücksichtigte (S. 348 und 349 daselbst), 
und die sich von Gleichung 14 nur durch den mit 4 etwas zu groß gewählten 
Wert von munterscheidet. 

1) Die radiale Anstrengung (Druck) beträgt an der Innenflii.che nach 
der zweiten der Gleichungen 12 

( ES) 1,3·10'-0,4·4' 
max - a = 109 _ 42 ·1200 = 1766 kgjqcm, 

und die axiale Anstrengung (Zug) nach der ersten der 3 Gleichungen 11 
E 42 
~ = 0,4 102_ 49 .1200 = 91 kgjqcm. 
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Die Anstrengung beträgt hiernach außen nur den fünften Teil 
derjenigen an der Innenfläche. Da die letztere maßgebend ist, so 
wird das nach außen gelegene Material sehr schlecht aus
ausgenützt 1). 

Vergrö13ern wir die Wandstärke fortgesetzt, bis schließlich in 
der Gleichung 

1,3+0,4(~r 
1-(~:r Pi 

k_ 1,3r/+ü,41'i 2 _ 

z- r 2_1'.2 Pj-
a , 

(~:r Null gesetzt werden darf, so ist kz = 1,3 Pi' unter welche 

Anstrengung also nicht zu gelangen ist, wie oben bereits festgestellt. 
Die erkannte Unvollständigkeit der Ausnützung der Widerstands

fähigkeit des Materials, die um so bedeutender ist, je gr~ßer die 
Wandstärke, hat zur Konstruktion von zusammengesetzten 
Hohlzylindern (Ringgeschützen usw.) geführt, deren Wesen sich 
aus folgendem ergibt. 

1) Wenn es sich um ein Material handelt mit derart veränderlicher 
Dehnungszahl, daß dieselbe bei wachsender Spannung zunimmt, so daß also 
der Stoff um so nachgiebiger ist, je stärker er angestrengt wird, wie dies 
z. B. bei Gußeisen zutrifft, so zeigt sich diese Ungleichmäßigkeit nicht in dem 
hohen Grade: an der Innenfläche fällt die Anstrengung geringer, an der Außen
fläche größer aus, als die vorstehenden Gleichungen, die Unveränderlichkeit 
der Dehnungszahl und des Wertes m zur Voraussetzung haben, erwarten lassen. 
Bei Gußeisen kommt andererseits wieder der in § 22, Ziff. 4, festgestellte Ein
fluß der Gußhaut hinzu. Ist diese, geringere Nachgiebigkeit besitzende Schicht 
an der Innenfläche vorhanden, so muß sie die Festigkeit vermindernd wirken. 
Durch Bearbeitung der Innenfläche - vorausgesetzt, daß die Rücksicht auf 
das Dichthalten gegenüber der Flüssigkeit das Ausbohren gestattet - würde 
die Widerstandsfähigkeit unter sonst gleichen Verhältnissen erhöht werden 
können. 

(Vgl. in § 56 das unter Ziff. 1 b) und c) S. 556 sowie 557 Gesagte.) 
Besteht der Zylinder aus zähem Material, z. B. aus Flußeisen, so wird 

nach überschreiten der Streckgrenze im Innern das weiter nach außen gelegene 
Material in höherem Maße herangezogen werden. 

Bei Gußeisen und ähnlichen Materialien können Gußspannungen (v gl. S.290) 
die Widerstandsfähigkeit ganz wesentlich beeinflussen. 

Der Einfluß der etwaigen Veränderlichkeit von m ist von keiner großen 
Bedeutung. 

Der Einfluß einseitiger, d. h. innerer oder äußerer Erwärmung (Abkühlung) 
ist im Auge zu behalten. 

Versuche über die Widerstandsfähigkeit dickwandiger Hohlzylinder gegen
über innerem überdruck sind in neuerer Zeit durchgeführt worden von 
Krüger (Mitteilungen über Forschungsarbeiten, Heft 87). Aus den Unter
suchungen geht hervor, daß die im vorstehenden gegebenen Gleichungen mit 
den Versuchsergebnissen recht befriedigend übereinstimmen. 
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Wir denken uns den Hohlzylinder des soeben behandelten Bei
spiels aus zwei Hohlzylindern bestehend: 

einem inneren, für den r i = 40 mm, l"a = 70 mm, 
" äußeren,,, " r i = 70" l"a = 100 " . 

Der äußere Zylinder sei auf den inneren (warm oder in anderer 
Weise) so aufgezogen, daß dieser zusammengepreßt wird; infolge

dessen tritt bei dem inneren Zylinder eine 
nach innen wachsende Druckspannung 
auf. Wenn nun jetzt die gepreßte Flüssig
keit (Arbeitsflüssigkeit) den inneren Zylin
der belastet, so fällt hier die Z uganstren
gung um den Betrag geringer aus, welcher 
der Druckanstrengung entspricht, die durch 

, ;:0 ' ' . ' , 
, I 

- 1_ . ___ ;_ _ _ 

Fil/ . 4. 

das Aufziehen des äußeren Zylinders mit 
Pressung wachgerufen worden war. Da
gegen ergibt sich die Zuganstrengung des 
äußeren Zylinders um denjenigen Betrag 
größer, der von dem Aufziehen auf den 
inneren herrührte. Zweckmäßigerweise wird 
man bei solchen, aus mehreren Hohlzylin
dem zusammengesetzten Zylindern dahin 
streben müssen, daß die Spannungen an 
den Innenflächen der einzelnen Zylinder 
unter Einwirkung der Flüssigkeitspressung 
gleich groß ausfallen. 

Bei Anwendung der entwickelten Glei
chungen auf den Fall eines solchen zusam
mengesetzten Hohlzylinders wird, wenn 
streng verfahren werden soll, zu beachten 

sein, inwieweit die zylindrischen Wandungen in axialer Richtung 
Dehnungen erfahren. 

Für im Verhältnis zum Halbmesser geringe Wandstärke 
s = ra - ri kann mit genügender Annäherung gleichmäßige Vertei
lung der Spannungen über den Wandungsquerschnitt angenommen 
werden. Dies gibt für den l langen Hohlzylinder 

21)Pi < 2slkz ' 
woraus 

}'. 
k :;;:: p.~'. 
• - • s 

oder . .. 16) 

Aus der allgemeinen Gleichung 14 läßt sich diese Beziehung 
in folgender Weise ableiten. 
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Mit m = 00 (d. h. die Zusammenziehung , die ein in Richtung 
seiner Achse gezogener Stab senkrecht zu dieser erfährt, wird ver
nachlässigt) folgt zunächst 

ra=riVE~-fP:=r. V 1+2 J~. 
kz Pi kz Pi 

Unter Beachtung, daß bei geringer Wandstärke Pi nur einen 
kleinen Bruchteil von kz bilden kann, 

ra = '" ri V~+ 2 ii = '" ri ( 1 + ~), 
z z 

wie oben unmittelbar entwickelt wurde. 

Die Spannung (J, die in dem senkrecht zur Achse gelegenen 
Querschnitt 

:Jl (ra 2 - ri 2 ) 

des Hohlzylinders eintritt, findet sich aus 

nri2 Pi =:Jl (r a2 - ri 2) (J 

zu 
r.2 r 1 r 

o=p.-----' - ==p. ~~_; ___ i._ -="-'-Pi---.i., 
lra2-ri,2 i r -rr 2 s 

_.a ___ .i (r -r.) ri a , 

d. h. halb so groß als die Anstrengung (nach Gleichung 16) 
in Richtung des Umfanges .. 

Die Brucherscheinungen bei Hohlzylindern werden, wie die
jenigen beim Zerreißen von Zugstäben, in hohem Maße von den 
Eigenschaften des Materials beeinflußt. Be
steht der Hohlzylinder aus Gußeisen, so 
erfolgt der Bruch längs einer ManteIlinie 
und die Bruchfläche verläuft ungefähr in 
einer Ebene, die durch die Zylinderachse 
geht (Axialebene), vgl. Fig. 5, links. 

Besteht der Zylinder aus zähem Ma
terial, so erfolgt der Bruch in einer schrä
gen Fläche, vgl. Fig. 5, rechts. 

Fig. 6 und 7, Taf. XXIV, zeigen durch 
Wasserdruck gesprengte Hohlzylinder aus 

Fig. 5. 

zähem Stahl. Fig. 8 gibt den Querschnitt durch eine aufgesprengte 
Flasche aus solchem Material wieder. Die Bruchränder sind schneiden
artig gestaltet (vgl. den Bruchverlauf beim Zugversuch, Fig. lf) 
und 16, Taf. I. Fig. 20 und 21, Taf.III). 



!>92 Hohlkörper. Gefäße. 

Wirkt die Drucksteigerung außerordentlich rasch, so erfolgt 
Trennung an vielen Stellen gleichzeitig. Hiermit ist die Splitter
bildung bei Geschossen zu erklären. Das in Fig. 9, Taf. XXIV, ab

Fig.8. 

gebildete Stück zeigt zahl
reiche Anrisse, die in über
einstimmung mit dem oben 
Bemerkten schräg zum Halb
messer verlaufen. Fig. 10 gibt 
das Aussehen des Querschnit
tes nahe der Mitte wieder. 

Fig. 11, Taf. XXIV, läßt 
einen Gußeisensplitter, Fig. 12 
dessen Querschnitt erkennen. 
Die Bruchflächen haben im 
großen und ganzen die Rich
tung des Halbmessers. 

Ist das Material nicht zäh 
genug, um überall schräge 
Bruchrichtung zu bewirken, 
aber nicht spröde genug, um 
wie Gußeisen zu brechen, so 

treten beide Bruchbilder gemeinsam auf, wie Fig. 13, Taf. XXIV und 
der zugehörige Querschnitt Fig. 14 zeigen (vgl. auch Fig. 7, Taf. XIV). 

-~ 
_____ 1.r~-- ___ _ --____ ~ 

" , 
Fig. 10. 

-.. 10" 
---~p 

-...:o~ --
Fig. 12. Fig. 14. 

Die Gestalt der Splitter hängt also im wesentlichen von den 
Eigenschaften des Materials, die Zahl derselben überdies von der 
Geschwindigkeit der Drucksteigerung ab ' ). 

') Bei Vornahme von Prüfungen ist, auch wenn diese durch Wasserdruck 
erfolgen, große Vorsicht geboten, insbesondere deshalb, weil nicht mit Sicher
heit vorausgesagt werden kann. in welchen Richtungen Bruchstücke usw. fort
geschleudert werden können. 
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Fig.7, § 58, S. 591. 

Fig. 15, § 58, S. 5~J;~. 

Fig. 11, § 58, S. 592 

Taf ~lXl V 
Fig. 9, § 58, S. 5V2. 

Fig. 13, § 58, S. 5!J2. 
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Bei Hohlzylindern, die aus gewalztem Material hergestellt wer
den, pflegen Materialfehler die Widerstandsfähigkeit dadurch be
deutend zu vermindern, daß sie die Zugfestigkeit in Richtung senk
recht zur Stabachse herabsetzen, insbesondere wenn sie beim Aus
walzen stark in die Länge gestreckt worden sind. Prüfung des Ma
terials in dieser Richtung kann durch Aufdornversuche erfolgen, 
welche gegenüber dem Verfahren, Zugstäbe in der Querrichtung zu 
entnehmen (wenn dies im Hinblick auf die oft geringen Abmessungen, 
die solche erhalten müßten, überhaupt möglich ist) den Vorzug bieten, 
daß alle Stellen des Umfangs gleichzeitig beansprucht werden, sämt· 
liehe vorhandenen Fehlstellen also zur Geltung gelangen können. 

Solche Aufdornversuche wunlen z. B. mit 15 mm hohen Ringen 
von 23 mm äußerem und 13 mm innerem Durchmesser ausgeführt. 
Als Dorn diente ein Kegel au~ gehärtetem Stahl, dessen Oberfläche 
poliert war. Steigung 1: HO. Einige Versuchsergebnisse sind im fol
genden zusammengestellt: 

Nr. 
Belastung des l· Aufweitung 

Dornes . 
beim Bruch . beIm Bruch Bemerkungen 

kg rn rn 

1 2400 0,3 
:2 2500 0,3 
3 1700 0,2 Anriß bei 1200 kg 

4 800 0,3 
5 11800 2,5 
6 7610 2,0 
7 2600 0,3 
8 1580 0,4 Anriß bei 840 kg 

- - -- ------- ---

9 SHOO 5,0 
10 10200 3,0 
11 7340 3,8 

Fig. 15, Taf. XXIV zeigt den Ring Nr. 1 und Nr. 9 nach dem 
Bruch. Deutlich ist die geringe Formänderung des ersteren und 
die starke Aufweitung des letzteren zu erkennen. 

Die nach geringer Formänderung aufgebrochenen Ringe ent
halten sämtlich ausgeprägte Schichtenbildung auf den Bruchflächen. 
Metallographische Untersuchung ergab, daß diese durch Schlacken
einschlüsse verursacht war, die beim Auswalzen weitgehende 
Streckung erfahren hatten. Ganz ähnlich verhielten sich auch Ringe 
mit wesentlich größerer Wandstärke (äußerer Durchmesser bis 36,5 mm, 
innerer Durchmesser 13 mm). 

C. Ba eh. Elastizität. 8. Auft. 38 
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Zur Erlangung weiteren Einblickes wurden mit kleinen, in der 
Querrichtung entnommenen Stäben sowie mit Längsstäben Zugver
suche vorgenommen, deren Durchschnittsergebnisse im folgenden zu
sammenges'teIlt sind. 

Material der Versuchskörper 1 bis 8 Material der Versuchskörper 9 bis 11 

längs quer längs i quer 
, -- - ------i----:----~ -'---~----- --, I 

Z f t · I Bruch- : Z f t' I Bruch- Z f' Bruch-! Z f t' ,Bruch-ug es Ig' d h- '[ ug es 19- d h- ug estIg- deh- 'I ugke,st 19- deh-
keit e keit e keit I, el 

, nung 1 I nung nung , nung 
kg/qcm I % I kg/qcm Dfo kg/qcm % kgjqcm 0/0 

9395 1

1 

20 I 5701 
bis 

I 8454 

2 
bis 
6 

7413 21 ! 7145 9,5 

Deutlich ist zu erkennen, daß bei gutem Material (Ringe 9 
bis 11) die Zugfestigkeit in der Querrichtung nicht viel kleiner ist 
als in der Längsrichtung, während bei einem Teil der Stäbe aus 
dem schlackenhaItigen Material ein sehr großer Unterschied besteht_ 
Ausge1>rägt ist dieser auch bei der Bruchdehnung zu beobachten. 
Selbst das gute Material (N r. 9 bis 11) liefert in der Querrichtung 
weniger als halb so viel Dehnung wie in der Längsrichtung. Bei 
dem weniger guten Stahl ist der Unterschied noch viel bedeutender. 

Näheres über diesen Einfluß der Walzrichtung s. in Festigkeits
eigenschaften und Gefügebilder Abschnitt I und IV. 

Die Versuchsergebnisse zeigen deutlich, daß für die Prüfung 
von Material, aus dem stark beanspruchte Hohlkörper, z. B. Ge
wehrläufe, hergestellt werden sollen, die meist ausgeführten Zugver
suche mit Längsstäben nicht geeignet sind, sondern daß in solchen 
Fällen nur Aufdornversuche der beschriebenen Art den erforderlichen 
Einblick gewähren. 

3. Äußerer Überdruck Pa (Pi = 0). 
Wenn Flachdrücken oder Einbeulen der 'Vandung und bei großer 

Länge außerdem die in § 23 besprochene Knickung oder die in § 13, 
Ziff. 1 h, S. 209 u. f., erörterte Formänderung (vgl. Taf. XI, Fig. 7 und 8) 
nicht zu erwarten steht, sind die Anstrengungen nach den Gleichungen 
10 mit Pi = 0 zu berechnen. Dieselben gehen dann über in 

m- 2 r 2 
f = - -,---. - a· . 2--a" -2 Pa' 

1 m ra -ri 

m '- 2 r 2 m + 1 r 2 r,2 1 
Fo' = - --~-- a .-) a ., p - - -_.- - ce -------f!--'-,-) P --i) , 

- m 1'a o -1'i- a m ra--r i - a z-
m-2 1'2 m-+-l r 2 1'.2 /1 

f 3 = - ---- ce q a > P + '- --- a r qo-a_'I .. q_ Pa-z'"o -m I-a o - r,'c a m 
a I "'_1 



§ 58. Hohlzylinder. 595 

I A _c2 d <3 Den größten Wert er angen die nstrengungen un-
Ci a 

die Inanspruchnahme kommt als wesentlich kleiner wie die 
a 
c 

gleichzeitige Anstrengung .~ nicht weiter in Betracht - auch hier 
Ci 

wieder für das kleinste z, d. h. für die Innenfläche, und zwar 
in Richtung der Tangente (des Umfanges) 

max - _. = --_ .. --;;- 0 Pa = 1,7 -0 - ., Pa' ( c2 ) 2 m -- 1 , a 2 , a '} 1 
Ci m 'a"-'i" 'a"--';" 

in Richtung des Halbmessers ~ . . 17) 

r :2 

kz > 0,9 --.-"-. ;, Pa 
- , "- '.-a , 

oder 

oder 

j 

, = ___ ~L_. 

a V~-=-~~; ~a 

'. 11; c';~,~ t: I . . 18) 

Auch hier gilt die zur Gleichung 14 gemachte Bemerkung, daß 
nur solche Verhältnisse möglich sind, für die 

P < J:... bzw. P ~ .!.z_ 
a 1,7 a ~O,9' 

(Vgl. das in Fußbemerkung 1 auf S.589 über den Einfluß der Ver" 
änderlichkeit der Dehnungszahl Bemerkte.) 

Für verhältnismäßig geringe Wandstärke 8='a-'i findet 
sich unter den oben ausgesprochenen Voraussetzungen und auf dem 
gleichen Wege, der zur Beziehung 16 führte, 

k> P r a 
= a 8 

oder 19) 

Bei den Entwicklungen dieses Paragraphen blieb der etwaige, 
die Festigkeit des Zylindermantels unterstützende Einfluß der Zy
linderböden (und zutreffendenfalls der Quernähte) unberücksichtigt. 
Je kürzer der Zylinder im Vergleiche zum Durchmesser ist, um so 
bedeutender wird unter sonst gleichen Verhältnissen dieser Einfluß 
sein; je größer die Länge, um so mehr wird er verEChwinden. In 
der Mehrzahl der Fälle tritt er in den Hintergrund; wo dies nicht 
zutrifft, kann seine Berücksichtigung schätzungsweise unter Beachtung 

38* 
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der Verhältnisse des gerade vorliegenden Sonderfalles dadurch er
folgen, daß die zulässige Anstrengung des Materials entsprechend 
höher in die Rechnung eingeführt wird. 

Wenn der Hohlzylinder nicht aus dem Ganzen hesteht, sondern 
aus einzelnen Teilen hergestellt wurde, die durch Nietung oder in 
anderer Weise verbunden sind, so wird auch die Widerstandsfähig
keit der Verbindung in Betracht zu ziehen sein. 

Die im vorst.ehenden gegebene Berechnungsweise von Zylinder
wandstärken setzt voraus, daß die Flüssigkeitspressung über den 
ganzen Umfang gleich groß ist. Die Wirklichkeit kann unter Um
ständen recht erheblich hiervon abweichen, so z. B. bei sehr weiten 
wagerechten Rohrleitungen für Wasser, in denen der Druck von der 
Sohle nach dem Scheitel hin verhältni~mäßig bedeutend abnimmt, 
und die nur an der tiefsten Stelle gelagert sind usw. Solche Fälle 
bedürfen besonderer Behandlung 1). 

Die Ermittlung der Wandstärken solcher Hohlzylinder, bei 
denen unter Einwirkung des äußeren überdruckes ein Flachdrücken 
(Einknicken, Einbeulen) der Wandung zu befürchten steht, gehört 
bei dem derzeitigen Stand dieser Aufgabe sowie in Anbetracht der 
besonderen Einflüsse, die dabei zu berücksichtigen sind, an diejenigen 
Stellen, wo die betreffenden Gegenstände, zu denen solche Hohl
zylinder gehören, behandelt werden 2). 

§ 59. Hohlkugel. 
Mit den Bezeichnungen 

r i der innere Halbmesser der Hohlkugel, 

r a "äußere " " 
kz die zulä"sige ZuganRtrengung, 
k" " Druckanstrengung 

finden sich auf demselben Wege, der in § 58 eingeschlagen worden 

ist, und für m = ~'3~ die folgenden Beziehungen. 

1) Vgl. die Arbeit von Forchhei mer in der Zeitschrift des österr. Ingenieur
und Architekten-Vereines 1904, S. 133 u. f., sowie diejenige von Schmidt in 
der Zeitschrift dCR Vereines deutscher Ingenieure 1916, S. 432 u. f., S. 987. 

2) über die Berechnung der äußerem überdrucke ausgesetzten Flammrohre 
von Dampfkesseln findet sich Näheres in des Verfassers Maschinenelementen. 
1891/92, S. 147 u. f., 1908 (10. Auf!.), S. 237 u. f., 1920 (12. Aufl.), S. 249 u. f. 

Daselbst ist auch der Einfluß der Rohrlänge auf die Widerstandsfähigkeit 
solcher Rohre erörtert. 

über die tatsächlichen zuweilen recht hedeutenden Abweichungen von 
der Kreisform, die bei derartigen Rohren im Betriebe sich einstellen können, 
und mit denen trotzdem der Betrieb weitergeführt werden kann, vgl. des Ver
fassers Mitteilungen in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1910, 
S.1018. Die Darlegungen an dieser Stelle dürften deutlich dafür sprechen, daß 
Gleichungen für die Wandstärken von Flammrohren usw. nicht lediglich vom 
Standpunkte der Elastizitäts- und Festigkeitslehre aufgestellt werden können. 
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1. Innerer Überdruck Pi' 
Die größte Anstrengung tritt auch hier an der Innenfläche ein: 

in Richtung der Tangente (des Umfanges) 

m + 1 :l + m -~~ 2 a 
~-ra-m-·ri 065r3+04r.3 

k'2 -'~~~'-"7-'~-~-'P'=' a "-Pi' 
z_ ra3-r/ ' ra3--r/ 

in Richtung des Halbmessers 

m+l H m-2 3 
-m-ra --~--~ri 13r 3 -04 r .'l 

k > ____ ~_;__---;-~_- p. =~ _' . . a .. ~~' .'._p .. 
= ra·1-r/ ' ra3 -ri 3 , 

1) 

Naturgemäß sind in denselben nur solche Verhältnisse möglich, 
für die sich endliche Werte von ra ergeben. 

Für im Verhältnis zum Halbmesser geringe Wandstärke 
8 = r a - r i ergibt die aus 

folgende Beziehung 
1 1'· 1 p. 

kz ;;;:; 2~ Pi -~' oder 8 = ~2 r i Je: . . . . . . 2) 

die Anstrengung bzlV. Wandstärke genügend genau. 

2. Äußerer Überdruck Pa(Pi= 0). 
Sofern Einknicken (Einbeulen) der Wandung nicht zu befürchten 

steht!), gilt für die Anstrengung, die auch hier wieder an der Innen
fläche den Größtwert erreicht, 

in Richtung der Tangente (des Umfanges) 

3(m-I) r 3 r H I k >~ a_~ P = 1 05 - '" .. P 
= 2m ra3-r/ a 'ra3-r/ a' 

in Richtung des Halbmesse. rs . . . . . 3) 
3 rar 3 

k > - a _ P =~= 0 9 a . P 
z= 1n r 3_ r .3 a " r 3_ r .3 a' J 

a 1. a l 

Für verhältnismäßig geringe Wand stärke wie oben 

1 r 1 P k > ~. P ~ a oder 8 = r a 4) 
=2 a 8 2 a k 

Die zwei letzten Sätze von § 58 sind auch sinngemäß auf die 
Hohlkugel zu übertragen und demgemäß zu beacht.en. 

1) über die Berechnung von kugelförmigen Wandungen, bei denen Ein~ 
beulen zu befürchten steht, s. des Verfassers Arbeit "Die Widerstandsfähigkeit 
kugelförmiger Wandungen gegenüber äußerem Überdruck" in der Zeitschrift 
des Vereines deutscher Ingenieure 1902, S. 333 u. f., oder Heft 6 der" Versuche 
über die Widerstandsfähigkeit von Kesselwandungen", oder auch "MaBchinen~ 
elemente", 10. AuB., S. 256 u. f., 12. AuB., S. 269 u. f. 

Auch hier gilt der Schlußsatz der vorhergehenden Fußbemerkung. 



Siebenter Abschnitt. 

Plattenförmige Körper. 

Die Erörterung der Widerstandsfähigkeit ebener Platten und 
Wandungen gegenüber einer gleichförmigen Belastung, insbesondere 
durch Flüssigkeitsdruck, oder gegenüber senkrecht zu ihnen wirken
den Einzelkräften führt auf eine der schwächsten Stellen der Elasti
zitäts- und Festigkeitslehre. 

Eine vom mathematischen Standpunkt aus strenge Ableitung der 
Inanspruchnahme, welche die am Umfange gestützte oder einge
spannte Platte bei der bezeichneten Belastung erfährt, war nach Wissen 
des Verfassers nur für den Fall der ebenen kreisförmigen Platte, 
der Scheibe, unter gewissen Voraussetzungen gegeben worden, die 
übrigens in den meisten Fällen zu einem erheblichen Teile mit den 
tatsächlichen Verhältnissen in Widerspruch stehen, wie später näher 
auszuführen sein wird (§ 60, Ziff.2). 

Für die elliptische Platte fehlte es trotz ihres häufigen Vor
kommens als Mannlochdeckel usw. überhaupt an einer Beziehung 
zwischen der Flüssigkeitspressung, den Abmessungen und der Material
anstrengung. 

Die zur Bestimmung der Inanspruchnahme rechteckiger 
PI a t te n vorliegenden Angaben beruhen auf Entwicklungen, die zwar 
zunächst den streng wissenschaftlichen Weg einschlagen, sich jedoch 
im Verlaufe der Rechnung zu vereinfachenden Annahmen gezwungen 
sehen, welche die Zuverlässigkeit der Ergebnisse beeinträchtigen. 
überdies muß von wesentlichen der gemachten Voraussetzungen das 
gleiche gesagt werden, was in dieser Hinsicht bei der kreisförmigen 
Platte bemerkt wurde. Der zur Lösung der Aufgabe nötige Aufwand 
an mathematischen Hilfsmitteln ist trotzdem und ganz abgesehen 
von der Umfänglichkeit der Rechnungen ein sehr bedeutendcr und 
geht recht erheblich über das Maß hinaus, das dem zwar wissen
schaftlich gebildeten, jedoch mitten in der Ausführung stehenden 
Ingenieur durchschnittlich noch geläufig ist. 

Auf andere als ebene Platten erstreckten sich diese Betrachtungen 
iiberhaupt nicht, also nicht auf Deckel von den :Formen, wie sie z. B. 
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die Figuren 1 bis 5 wiedergeben. Querschnitte dieser Art aber sind 
bei den in der Wirklichkeit vorkommenden Deckeln und dergleichen 
weit häufiger zu finden als das einfache Rechteck. 

Unter diesen Umständen erschien die Sicherheit, mit welcher 
der Konstrukteur die Inanspruchnahme von Platten und Wandungen 
der in Frage stehenden Art tatsächlich feststellen kann, durchschnitt
lich recht gering; in nicht wenigen Fällen konnte überhaupt nicht von 
einer Sicherheit, sondern es mußte vielmehr von einer Unsicherheit 
gesprochen werden, die bezüglich der Widerstandsfähigkeit solcher 
Konstruktionsteile besteht. Dieser Zustand mußte um so drückender 
empfunden werden, als auf manchen Gebieten des Maschineningenieur-

~ ~!2dl/dzm;vz/Y'(//äTd/'h 
Fig. 1. Fig. 2. 

Wff/MWZ/~&WWY//4 ~ff~ 
Pig. 3. Fig. 4. 

Fig. 5. 

wesens (Dampfkessel-, Dampfmaschinenbau usw.) Aufgaben der in 
Frage stehenden Art sich sehr häufig zu bieten und hier überdies 
eine hohe, auch auf Menschenleben sich erstreckende Verantwortlich
keit einzuschließen pflegen. 

Bei dieser Sachlage hat sich Verfasser zur Befriedigung der vor
liegenden überaus dringlichen Bedürfnisse veranlaßt gesehen, einen 
Näherungsweg einzuschlagen, wie er sich aus dem Späteren (§ 60, 
Ziff. 4, § 61, § 62, § 63) ergeben wird. Die erste dahingehende Ver
öffentlichung findet sich in der Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1890, S. 1041 u. f. 

§ 60. Ebene kreisförmige Platte (Scheibe). 
1. Ermittlung der Anstrengung auf dem Wege der Rechnung. 

Die Behandlung dieser Aufgabe ist 1860 von Winkler und 1866 
von Grashof der Öffentlichkeit übergeben worden. Der Gang der 
Entwicklungen ist bei beiden im wesentlichen derselbe. Die folgenden 
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Rechnungen geben die Lösung wieder, wie sie sich in Grashofs 
Theorie der Elastizität und Festigkeit 1878, S. 329 u. f. findet. 

Die Scheibe von der Stärke h wird aufgefaßt als am Umfange 
vom Halbmesser r frei aufliegend, wie in Fig. 6 dargestellt, oder als 

\'lj 

I~ 

.x 

Fig. 6. Fig. 7. 

daselbst eingespannt, wie Fig. 8 wiedergibt (wobei jedoch der Einfluß 
des über den Kreis vom Halbmesser r vorstehenden Scheibenrandes 
auf die Widerstandsfähigkeit unberücksichtigt bleibt), und in bezug 
auf ihre Belastung angenommen, daß diese im allgemeinen bestehe 

aus einer Einzelkraft P, die 
im Mittelpunkte angreifend senk
recht zur Oberfläche gerichtet ist, 

aus einem gleichmäßig über die 
Oberfläche nr2 verteilten Normal-

-- - er ~-- - -

I 
Fig. 8. 

~\ 
I \ 

rf \ , \ 

\ \ 
\ 

si 
Fig. 9. 

druck von der Größe p auf die Flächeneinheit und 
aus einer auf die kreiszylindrische Mantelfläche 2;r r h gleich

mäßig verteilten, radial auswärts wirkenden Kraft , deren Größe PI 
auf die Flächeneinheit beträgt 1). 

1) Wirkt diese Kraft allein, so gilt GI. 15 in § 66. 
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Die Scheibe, die zunächst noch nicht belastet sei, denkt man 
sich auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen, dessen x- und 
y-Achse in der Mittelebene liegen, während die Z' - Achse senkrecht 
dazu (positiv nach unten) gerichtet ist (Fig. 6 und 7). Der in der 
.r Z' - Ebene gelegene beliebige Punkt P der Scheibe erscheint durch die 
Abszisse x und den Abstand A von der ursprünglich ebenen Mittel
fläche bestimmt. Unter Einwirkung der Belastung geht die letztere 
in eine Rotationsfläche über (Fig. 9), deren Meridianlinie durch die 
Koordinaten x und z festgelegt wird. 

Werden nun für den in Betracht gezogenen Punkt P bezeichnet 

mit 0.", die Normalspannung und mit Ex die Dehnung in Richtung 
der x-Achse, 

mit 0y die Normalspannung und mit Ey die Dehnung in Richtung 
der y-Achse, 

mit Oz die Normalspannung und mit Cz die Dehnung in Richtung 
der z-Achse, 

so ergeben sich auf demselben Wege, auf dem die Beziehungen .'3, 
§ 58, gefunden wurden. die Werte 

° =!(c +~x_±~+~) 
.e ß x 1n~2' 

() .. 2 (E + Cx_+fy + <:) 
Y fJ Y m~2' 

0: c= ~ (cz + ~! cy t~z). 

Unter der Voraussetzung, daß die Stärke h der Scheibe gering 
ist gegenüber 2 r, kann die Spannung Oz nur klein ausfallen im Ver
gleich zu 0T und Oy' Demgemäß vernachlässigt man 0z' d. h. setzt 

woraus folgt 

und erhält hiermit 

.1- Ex + cy + Cz = 0 
In -- 2 ' 

f: z 

1) 
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Bedeuten für den Punkt P' der Mittelfläche, der um x von der 
z-Achse absteht (Fig. 6, 9), 

ex' und 13; die nach der Richtung der x- bzw. y-Achse genom
menen Dehnungen, 

eden Krümmungshalbmesser der Meridianlinie, 

(?! " " " Mittelfläche in dem dazu senk-
rechten Normalschnitt, 

welche Radien als sehr groß gegenüber den Abmessungen der 
Scheibe vorausgesetzt werden, 

80 ist mit der Annäherung, mit welcher die für gerade stabförmige 
Körper ermittelte Gleichung 1, § 16, nach hier übertragen werden darf, 

, I A. 13 =13 -r--
x X I (1 

Da nach Gleichung 14, § 16, 
1 ä2z 
-="-'--
(1 dx2 

und ferner (11 gleich der Länge der Normalen bis zum Durchschnitt mit 
der Achse der Rotationsfläche ist, d. h. unter Bezugnahme auf Fig. 9 

x x x e =--="-'~-=--~, 
1 sinlP tglP _ dz 

dx 
1 1 dz 
-~-~---

(11 - x dx' 
so ergibt sich 

ex = ex'-A. ::: 1 
, A. dz 

ey=ey --; dx 

. . . . . . . . . 2) 

und nach Einführung dieser Werte in die Gleichungen 1 

o =_m~{me '+13 '-l(m~-~-+~ dZ)}j 
x (m2-t)a x y dx2 X dx 

d2 )}' . . 3) o ___ m_~{e '+me'-l(~+ m dz 
Y-(m2 -1)a x Y dx2 xdx 

Die Spannungen 0: und 0,/ in dem Punkte P' der Mittelftäche, 
die sich aus den Gleichungen 3 für ). = 0 ergeben, rühren - unter 
den gemachten Voraussetzungen - nur von der Spannung P1 am 
Umfangsmantel der Scheibe her, somit 

0' =0 '=p :x; Y 1 
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folglich 
, , m-l 

Ex =Ey =a-m--P1· 

Hiermit liefern die Gleichungen 2 

E,,= apl'l1!-- m 1 -1 !2;1 
m-1 ). dz ...... , 2a) 

Ey= aPl ·· -;n ---;; dx 

und die Gleichungen 3 

t1 =p --m ----- 1(md2:+!..~)1 
x 1 (m2 -1)a dx" xdx 

m (d2 z m dZ) 
t1Y =Pl-(m2 -=-1)a 1 dx2 +-X dx 

Vom Punkte Pausgehend 
denkt man sich ein Körper
element, Fig.10, mit den Quer
schnittsabmessungen dx und dl 
konstruiert und herausgeschnit
ten, sodann die auf dasselbe 
wirkenden Spannungen einge
tragen, wobei zu berücksichtigen 
ist, daß Schubspannungen nur 
da auftreten können, wo Winkel
änderungen (Gleitungen) statt
finden, und die Gleichgewichts
bedingung 

Fig. 10. 

. . . . .() 

a",xdrp d1 + 2t1ysin dt d1 dx +ry (x+ d2X) drp dx 

- (ax + dd;dx) (x +dx)drpd1- (ry+ ~Idl) (x + d2x) drpdx =0 
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aufgestellt. Aus derselben folgt 
da", dry 

G -G -X--X-=O 
y .r dx d)' , 

da 
a +x-'" d,,;y _ Gy x dx _ Gy 1 d(xa",) 

dT-x-----x--x---;~· 

Nach Einführung der Gleichung 4 

~? =~ [Pt - m2 m 1 -~2 (:~ + :t :;) - PI 

m 1 (d3z d 2 z d2 z)] 
+m2 _1-a 2 mXdxs+mdx2+dx2 , 

~~y=m2m2 1 ~A(:::+-l-~;-~2:;) 
und durch Integration in bezug auf die Veränderliche ). 

m2 1 22 (dSz 1 d2 z 1 dZ) 
1V=m2_1 «2 dxS+-;dx2-x2dx +0. 

Die Konstante ° ist bestimmt dadurch, daß für 2 = + -~ die -- 2 

I 

:- ----~.. ----, 
, . I 
, - - I 

f-- --- ------! 
I • I 
r-- ----Sr -.+-.-------1 

Fig. 11. 

. . !)) 

Das Vorzeichen von r deutet an, 
daß der ursprünglich rechte Winkel, an 
dessen Kanten in Fig. 10 die Schub
spannungen eingetragen sind, in einen 
stumpfen übergeht, diese also nicht in 
den eingezeichneten, sondern in den ent
gegengesetzten Richtungen wirken. 

Um z als Funktion von x zu er
halten, denkt man sich eine Scheibe vom 
Halbmesser x, Fig. 11, herausgetrennt. 
Auf dieselbe wirkt in Richtung der 

Scheibenachse die Belastung P+JTX2p, die durch die Schubkräfte 
übertragen werden muß, somit 

-I-~ 
2 

J,,;y. 2.71Xd2= P+ .7lX2p, 

h 
-2 

wobei die Integration nach Einführung des absoluten Wertes von T y 
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aus Gleichung 5 lediglich in bezug auf }. zu erfolgen hat. Es er
gibt sich 

=P+nx2p 
und somit in 

d3z 1 d2z 1 dz m2 - 1 1 ( P ') 
dx3+-;dx2-x2dx=6~afi3Px+nx ... 6) 

die Differentialgleichung der Meridianlinie. 

Die Einsetzung des Ausdrucks auf der rechten Seite dieser Glei
chung in Gleichung 5 ergibt für die absolute Größe der Schubspannung 

_~h2_4}.2( ~) 
'fy- 4 h3 px+ nx . . . . . 7) 

Wie ersichtlich, würde t y für x = 0, d. h. für die Mitte der 
Scheibe, unendlich groß werden, sofern P> 0 ist. Dies verlangt, 
daß die Einzellast P nicht als im Mittelpunkt der Scheibe zusammen
gedrängt angreifend, sondern als auf eine mit der Scheibenoberfläche 
konzentrische Kreisfläche vom Halbmesser r 0 verteilt gedacht wird, 
wobei ro natürlich klein gegenüber r anzunehmen ist. An die Stelle 
der Kreisfläche nro2 kann auch der Kreisumfang 2 nro treten: 

Mit den abgekürzten Bezeichnungen 

m2 - 16m2 - 1 6 P 
---a--p= a, ---a- -- =b 

m2 h3 m2 h3 n 
geht Gleichung 6 über in 

d3 Z 1 d2 Z 1 dz b 
dx3 + -;;- dx2 - x2 dx = ax + -;;-, 

und da die linke Seite gleich 

d (d2 z I 1 dz) d {1 d ( dZ)}" 
dx dX21 Xdx =dx -X- dx x dx ' 

80 ist auch 

~{!~ (x~!.')}=ax+~. 
dx x dx dx x" 

woraus folgt 
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und wegen 

f x In x d x = ~2 (2 In x - 1) 

d~ = ~ x3 + ~x (2lnx _ 1) -+. Cl X +!j. H) 
dx 8 4 . 2 x···· 

Somit 

z = f!_ x4 + b x 2 1ln x _ 1) -1-- Cl x 2 + c" In x + c3 • • • 9) 
32 4' 4,. 

Hiernach finden sich für die in den Gleichungen 4 auftretenden 
Werte 

1 ~~ = a, x2 + b (2 In x _ 1) -I- Cl .+ c2 , 1 
x dx 8 4 '2 x 2 I 

( ". 10) 
. --;; = - ax· . - 2 In x 1 - ., d2 

Z 3 "+ b ( +) + Cl C2 J 
dx· 8 4 2 x· 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten ist zunächst zu be

achten, daß für x = 0 auch ~: = 0, d. h., daß die Tangente an der 

Meridianlinie im Scheitel derselben wagrecht sein muß, also nach 
Gleichung 8 

Da 

b c 
O=--(xlnx)+ 2 

2 x 

lnx 
xlnx=-~-

1 

x 

für x=O. 

und dieser Wert für x = 0 zu ~ wird, so ist für Zähler und Nenner 
oe 

der erste Differentialquotient zu bilden: 

b ld~ (lnX)J b2 r ~ -1 b - --_... - = - 2 (x)x=o= O. 

2 t; (-~-) x~o l ;r'l J x=o 

Hiermit 

0=0 + (c2 ) , 
X x _co 

"as nur durch ('2 = 0 ermöglicht wird. 

Ist die Scheibe am Rande nur gestützt, also lose auf
liegend, so muß für alle Punkte des Cmfangsmantels der Scheibe, 
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d. h. für x = r und für jeden möglichen Wert von ,{ 0x = PI sein. 
Nach der ersten der Gleichungen 4 ist das nur möglich, wenn 

d2 z 1 dz 
1n - - -.-t- - -- = 0, 

dx 2 , x dx 

woraus nach Einführung der rechten Seiten der Gleichungen 10 folgt 

C = - 1_ ~n~+ 1 ar2 _ b (ln r + ~ ~~-=--.!.) . . . 11) 
I 4 m+1 2m+1 

Ist die Scheibe 
am Rande einge
s pan nt , so daß die x
Achse an der Befesti
gungsstelle Tangente 
an der Meridianlinie ist, 
Fig. 12 (vgl. hierüber 
auch § 53), dann muß 

f . dz . ur x =r dx =0 sem, 

somit nach Gleichung 8, da c2 = 0, 

Fig. 1'2. 

0= it·:l+ !- I" (21nr-1) + ~r, 

c =- -r"-b lnr- - -a., ( 1) 
1 4 2 . . . . . . . 12) 

a) Die Scheibe ist nur durch P gleichmäßig belastet; 

P=Ü. 

Mit P = Ü wird 
m 2 - 1 6 P 

b= - -o- --a -- - - = 0. 
m- h~ n 

Die Konstante c3 der Gleichung 9 bestimmt sich dadurch, daß 
für x = r z = 0 sein muß, also, da c2 = 0 (S. 606), aus 

o = _a 1"4 + _e! 1'2 + C 
32 4 :l 

7.U 

13) 
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IX) Die Scheibe liegt am Rande lose auf, 

Gleichung 11 ergibt mit b = 0 

13m+1 0' e = - -- ------ --- ar-, 
1 4 m+ 1 

Durch Einführung dieser Größe und von 

m2 -1 6 
a =-m2--- ((h:3P 

in Gleichung 13 liefert diese 

z= 136 m'Jm'J 1 ('~ (?~=t/ r 2_x2) (r'l_x2) . , , 14-1 

Hieraus folgt die Durchbiegung in der Mitte 

d ' 10 
un mIt 1n=-

3 

'_ 3 (m-1)(5m+ 1) r4 

z -16 --~-----(XPh'l .. 

für x=O 

•. , . H») 

1'4 

z' = 0,7 IXPiI}! • , ... ' 1ßI 

Für Pl = 0 gehen die Gleichungen 2 a über in 

e =-1 d\lZ_=~!1!2 __ ~_aE_l(3m+l1'2_3X2) 
x dx2 4 m'.l h3 \ m + 1 ' 

cy = - ~ :; = ~ ~n21~t2 -~ a-~: l (~*f- r2 - x 2) , 

Diese Dehnungen erlangen ihren größten Wert für x = 0 (Mitte 

der Scheibe) und für l = :+:~- (äußerste Fasern). Diese Höchstwerte 

sind überdies gleich groß, nämlich 

max (c ) = + _~_ (m' 1 )( ~ m ± l} a ( r)2p = max (8 ) , 
x --- 8 mZ h Y 

An den bezeichneten Stellen sind die Schubspannungell nach 

Gleichung 7 gleich Null, somit ist max (;) die größte Anstrengung 

und demgemäß mit kb als zulässiger Biegungsinanspruchnahme 

k >+~ (m-1) (Bm+.22 (1'\2 17) 
b = -- H mOJ h) P , , . . , 

M' 10, d 
It m=-- WIr 

3 

kb > 0,87(~rp .... , , ° • , 1H) 
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ß) Die Scheibe ist am L'mfange eingespannt. 

Gleiehung 12 liefert mit b = 0 
q 

c =- . r~ 
J .j.' 

In ganz gleieher Weise wie unter I:) ergibt sieh hier die Gleichung 
der .Meridianlinie 

und hiemus die Dnrchbiegung in der Mitte (x = 0 ' 

10 
lind mit m= -c·· 

H 

. . . . . 19) 

J.I 

z' = O.17cp,.; . . , ...... 21) 
(/," 

Aus den Gleichungen 2 a folgt . da 

1 dz 
x rlx 

,I m~ - 1 11 ., ., 
, _. " -(( ',- "]- (I'- - x-I , 

-+ m- ( . 

d" - .2' 3 m '! - 1 

.j. m~ 
PI " 0'" ((. 'I r' - iJ ,r- ; • h' . 

f 1n - .1 :~ m'! - 1 -I }J • I" ., -" 
.~ = - _ . P1 - , ... ,/,jAlr--aX",I, 
« 'rn -J. m"- 11 

Ist. wie vorausgesetzt. P1 > O. 

I f . "ß W so er angt -- ~- zweI gro te erte: 
{~ 

den einen für x = 0 lind 

J. = + !~ (Mitte der Scheibe. 
:2 

unterste Faser, bei A. Fig, 1:l) 
und den a.nderen für x = j' und 

i. = - ~ (Einspannstelle.oberste 

Faser. bei B. Fig. 13). Der erstere beträgt 

Fig. 1:{. 

max(-:;l =~ m 1 P1 ..i..·~~2m~1_ (~rp, 
C. lla eh. };la,tizität. ~. Allft. 
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der letztere 

max (:;)2 = mm __ 1 PI + : m:lm~_ 1 (~r p. 

Dieser ist der größere!); somit, da die Schubspannungen nach 

Gleichung 7 für ,;. = + } Null werden, 

m -13m2 - 1 (r)'! 
kb > -m- p! +4-m~--· -k p. . ..... 22) 

Für Pt = 0 wird 

10 
und mit m=-·· 

3 

3 m2 - 1 (~.)'! k > - ---- - 1) 
/,= 4 m2 Tt 

........ 23) 

b) Die Scheibe liegt am Rande frei auf und ist nur durch 
die in der Mitte angreifende Kraft P belastet. 

Die Gleichung der Meridianlinie ergibt sich in gleicher Weise, 
wie unter a) ermittelt, bei Beachtung, daß 

m2 -1 6 
a=·- m2-a h3 P=O (wegen p=O), c2 =O, 

und für 
x=r z=o 

aus Gleichung 9 zu 

b ( "( ) 2 (I ) } Cl ( " ") z=- 4-tr" lnr-l -x nx-l --4- r"-x". 

I) In Wirklichkeit pflegt die Einspa.nnung nur eine unvollkommene zu 
sein. Durch Na.chgiebigkeit des· befestigten Scheibenrandes (gegenüber. dem 
Zustande vollkommener Einspa.nnung) nimmt die Anstrengung der Scheibe an 
dem Rande ab, dagegen diejenige in der Scheibenmitte zu. Hierbei steigt 

3 m2 -1 (")2 (")2 die letzere für Pl = 0 von dem Werte k ~ 71: P, d. i. 0,34 7, P bei 

tn = 1~0, gültig für vollkommene Einspa.nnung, bis zu dem durch Gleichung 17 

1.. B d . 0 8~ (r)2 b' 10 "1' f" F . 11' LestJmmten etrag, . J. , I 7, P el 111 ~= -;3-' gu tJg ur relau legen, 

während die Beanspruchung am Umfa.nge von dem 

d. i. 0,68 (-;;-r P bei 111 =~, bis auf Null sinkt. 

3m2-1 (r)2 Werte - -- --- P 4 m2 1~ , 

Für eine gewisse Nach-

giebigkeit an der Befestigungsstelle wird die Anstrengung der Scheibe am 
geringsten ausfa.lIen (vgl. S. 504 u. f.). 
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wird 

Xach 
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Einführung von 

Cl = - b (ln~' + .~- ~-+-}) 

m2 -1 6 P h = -. ------- a ---- ----
m 2 h3 :n 

3 m 2 -- 1 P f 2 X + 3 m + 1 2 2)} 
:;;= 4:n---',n2-- U h3 \2x ln-;:- -~n+l (r -x 

Somit die Durchbiegung in der Mitte der Platte (x = 0) 

611 

. 24) 

z' = ~ (m --=-~)(3m -+- 1) aP 1•2 .25) 
4;z m2 h} ..... 

und mit 

z' = 0,55 (CP ~: . . . . 26) 

Die Gleichungen 2a führen mit den Gleichungen 10 sowie unter 
Beachtung, daß Pt = 0, c2 = 0 und Cl durch Gleichung 11 bestimmt 
ist, sowie unter Beriicksichtigung der Bedeutung von b zu 

{'" = ~. m2m:l~ ((~- (ln ~- - m~-J 2, 

3 m~ - 1 P (r In) . 
f y =;- m2- ce lt3 In x + m:Fi A. 

Wird gemäß der Bemerkung zu Gleichung i (S. 605) die Kraft P 
auf der Kreislinie 2 :71'0 - in Wirklichkeit auf der dieser Linie 
entsprechenden schmalen Kreisringftäche - gleichmäßig verteilt an
genommen, wobei 1'0 klein gegen r, immerhin aber so groß voraus
gesetzt ist, daß der größte Wert der aus Gleichung 7 folgenden 
Schub spannung, d. i. wegen .4=0, p=o und X=1'O' 

3 P 
Tmax=~ 4:n-';;:- .......... 27) 

o 

das höchstens noch für zulässig erachtete Maß nicht überschreitet, 
so ergeben sich die Größtwerte von Sec und Sy für 

und 

und zwar ist 

max (~i-) = ;1n ~~1~~~/- (In -I~'-- + In: 1) -~-
• 0 I 

39* 
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die gröBere der heiden Anstrengungen 1,: ~Olllit. dct die S(·huh-
I, 

!<pannungpn nach Gleichung "i für i. . ) :\"u1l werden . 

:'l IIt 2 - 1 (1' m' l' 
k,2--~-o~!,ln· J .:!H. 

, -- 2;rr m" J'o I Ut -j - 1 ) /1--

HierLei Ü.;t allerdings vorausgesetzt. daß die der Schubspallllung 
Gleichung:n entsprechende Dehnung nicht eine größere Anstrengung 
liefert. was im Falle vollkommener Gleichartigkeit de" MaterialR 
darauf hinauskommt. daß 

_~_. p ~l-: 1 < max (t·V.') . . 
4 lT h j'o 111 =- '. 0; ; 

Diese Voraussetzung wird erfüllt sein, wenn die Seheibenstärke " 
die nach Gleichung 28 die Anstrengung mit der zweiten Potenz 
beeinflußt, verhältnismäßig klein gegenüber /' ist, welche Annahme 
der ganzen Entwicklung dieses Paragraphen zugrunde liegt (vgl. S. 6011. 
Andererseits fassen diese Entwicklungen die Scheibe als biegungssteif 
auf, setzen also voraus, daß sie sich nicht als Membrane verhält. 

Gleichung 27 bzw. 2H ermöglicht übrigen" in jedem Falle eine 
Prüfung. 

10 
Mit /11 =c· - geht Gleichung 28 über in ;; 

( i' \ l' 
kl. ;.-::: 0.3,\-1- , 1.;\ In .. 'i~ 1;\ 7" 

\ 1'0 ,-

2. Vergleichllng der Voraussetzungen, die bei den unter Zifr. t 
durchgeführten Rechnungen gemacht worden sind. mit den tat

sächlichen Verhältnissen '!). 

J n den weitaus meisten Fällen der Verwendung plattenförmiger 
Körper im Maschinenbau handelt es sich um die Widerstandsfähig
keit gegenüber Flüssigkeitsbelastung. Die Platten müssen alsdann 
in der Hegel, damit Bie abdichten. kräftig gegen die Dichtungsftäclw 

') Streug genommen, wlire noch die Formünderung und die Anstrengung 
innerhalb des mittleren Tl'i!e~ der Scheille. entsprechend dem Durchmesser 21'0' 

zu untersuchen; hierauf sei zunächst ycrziehtet. 
2) Wie S. 599 bemerkt, ent~preehcn die unter Zill. 1 gegebenen Entwick· 

IUl1l'Cll der \'on Grashof in seiner bekannten ,charfen und klaren Weise auf· 
i!cbauten - erstmals vor rund ;,0 .hllren veröffentlichten - Berechnung der 
kreisförmigcn Platt e. In der "Festigkeit sichre" von F öp p I. 1 \)00. S. '27:3 u. f· 
ist grundsätzlich in gleicher Weise vorgegangen. jedoch zu einem Teile ein etwas 
anderer Gang do~ Rcchnung - unter \Yeglassung der radialen Belastung Pt 
am Scheibenumfang - gewühlt. Dic "e'clltlichen VoraU8sctzun/len und die 
End(>rgebnisse der Hc·ehnnng ,ind die gkiehen wie bei Grashof. 

"1'1. alleh die R. 61>< genannten Arbeiten \'on Ensslin. 
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geprelJt werden. Sie liegen also keinesfalls lose auf ihrem Wider
lager auf, können auch häufig nicht als einfach eingespannt auf
gefaßt werden, sind vielmehr meist eigenartig befestigt. Betrachten 
wir beispielsweise die Scheibe, die in Fig. 1-1 ein zylindrisches Hohl
gefäß verschließt, so erkennen wir sofort, daß, noch bevor die 
Flüssigkeitspressung wirkt, schon durch das Anziehen der Flanschen
schrauben die Scheibe sich wölben muß, und zwar um so mehr, je 
größer der Abstand x der Schrauben von der Dichtungsstelle; d. h. 
von derjenigen Umfangslinie ist, in welcher der Widerlagsdruck des 
Dichtungsringes zusammengedrängt angenommen werden darf. Wo 
diese Umfangslinie tat
sächlich liegt. d. h. wie 
sieh der Widerlagsdruck 
ü bel' die Breite der 
Dichtungsßcheibe ver
teilt. ist unbestimmt. 
Die Scheibe wird also F" 14 I{!. . 

bereits auf Biegung be-
ansprucht, noch ehe eine Flüssigkeitspl'essung in Tätigkeit getreten 
ist. Diese Inanspruchnahme kann bei kräftigem Anziehen der Schrauben 
unter Umständen schon allein die zulässige Anstrengung des Materials 
ü berschreiten 1 'I, 

Aber selbst dann ist die Sachlage anders, als die Rechnung 
voraussetzt. wenn ein solcher Hebelarm x nicht vorhanden wäre, 
wie z. B. im Falle der Fig. 15, welche die vom Verfasser in seinem 
Versuchs apparat zur Priifung ebener Platten angewendete Befesti
gungsweise zeigt ~i. Die Scheibe liegt hier unten (Seite der gepreßten 
Flüssigkeit! auf einem Dichtungsring von weichem Kupfer (etwa 
H mrn stark) und stützt sich oben gegen eine etwa 2,5 mm breite 
Ringfiäche yon dem gleichen mittleren Durchmesser wie der Kupfer
ring. Durc·h Schrauben wird das Oberteil des Apparates gegen das 

" Auf die Bedeutung dieser zusätzlichen Inanspruchnahme macht H. KeIl e I' 
in !;einer neuesten Arbeit: "Beanspruchung eines Lokomotivzylinderdeckels mit 
über die Dichtliäche frei hinausragendem Schraubenflansch ", Zeitschrift des 
Vereine~ deutscher Ingenieure 1!:l17, S. 526 u. f. aufmerksam; in seiner all· 
gemeinen Veröffentlichung ., Berechnung gewölbter Platten", Mitteilungen über 
Forschungsarbeiten Heft 1~4 (1912) war da~ noch nicht geschehen. Ausführ
liche Besprechung dieser Verhältnisse hat Verfasser schon vor einem Viertel
jahrhundert gegeben (Protokoll der 21. Versammlung des internationalen Ver
bande~ der D.Lmpfkesselüberwachungsvereine, Xürnberg 1892, S. 83 u. f.; Ma
schinencIemente, VII. Abschnitt, von der zweiten Auflage, 1891,'92, an). 

"I Vgl. hierüber die in § 6~, S. 638 oben genannte Schrift oder auch 
Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure lS90, S.10'H u. f. odp\, Abhand
IUIlg'pn und B"riehte 1897. :'. 111 11. f. 
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Cnt.el'teil ~o stark gepreßt, daß die Abdichtullg gesiehert i~t. L'uter 
Einwirkung der Flüssigkeitspressung biegt sich die Scheibe durch; 
dabei sucht sie auf dem Dichtungsringe einerseits sowie auf dem 
Widerlager andererseits zu gleiten und gleitet tatsächlich ("gI. ~ 4(j. 

Zifi'. 1). Hiermit aber werden Kräfte in den Berührungsftächpl1 
zwischen Dichtungsring und Scheibe sowie zwischen dieser und dem 
Widerlager wachgerufen. die in der Regel entgegengesetzt gerichtet 
r:;ind und meist auch von sehr' verschiedener Größe sein werden. 
Diese Kräfte liefern für die Mittelfläche der Scheibe im allgemeinen 
radial wirkende Kräfte sowie Formändel'ung und Biegungsanst.rengung 
beeinflussende Momente. Diese Momente. unter rmständen. welche 
die Regel zu bilden pflegen, yon ganz ('rlwhl icher Bedeutung. sind 

I I 
I . ! . 1 '1 

~/7Ahld!;;~~ 
I' ... , ,f.tc;;,..,j,q!ui t " ,' 
I " I 
L __ --- d .z.,. L- ,- ----~ 
I . • 

I 

! i L 

~ , ""vr="z~ .. -- - - d, .!.T" -1- ------ ~ 

~4_zto-.: 

Fig. 1: •. 

bei den Entwicklungen unter Ziff. 1, a. c, um die es sieh hier handelt. 
vollständig außer acht gelassen 1). Je größer die Kraft ist, mit der 
die' Scheibe zum Zwecke der Abdiehtung angepreßt wird. um so 
bedeutender werden - unter sonst gleichen Verhältnissen -- die 
erwähnten Momente sein. Hierbei nimmt die Oberflächenbesehaffell' 
heit der Scheibe, des 'Widerlagers und des Dichtungsringes Einfluß 
(vgl. § 4(;. Ziff. 1, insbesondere das iiher den V{ ert .11 Gesagte!. 

') Die mathematische Entwicklung liefert. wip lIochmals scharf h('n·or· 
10 

gehoben werden muß. für die kreisförmige Platte, welln 1/1 :{ ge,etzt wird 

(,'gI. Fußbelllerkung S. 610). je nachdt·m dip :-;eheibe \'ollkoIllIllCll oder nicht 
eingespannt ist: 

a) für die Scheibenrnitte 
l' \ " 0,04 -, ) l' beziehung~wei~e , . 

b, fiir den Seheibenrand 

0.";7 

kb • 0,68 ( ,I' )" p beziehung~wl'i~(' O. 
\ !. 

I' 

Ir 1'. 

~Lt di€sm Ergebnif~en, die nur für dip GrelJzfälle gelt(llJ. zwi~ch('n 
der;pn dip WilkJichkeit zu liegen pflegt. überläßt die streng wi,senschaft
liehe Entwicklung den Konstrukteur seinem SchiC'kO'al und ~einer - oft sehr 
großen _. Verantwortlichkeit. 
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Auch der Umstand kann Einfluß erlangen, daß die Scheibe -
Fig. 6, S. 600 - mit ihrem Umfange über das Widerlager hinaus
reicht, einmal insofern, als durch das überstehende Material die 
Widerstandsfähigkeit der Scheibe erhöht wird, sodann bei Belastung 
der über das Widerlager hinausragenden Ringfläche dadurch, daß 
sich der Charakter der Stützung über dem Widerlager ändert, indem 
bei ausreichender Größe der überragung die Scheibe aus dem Zu
stande der einfachen Stützung in denjenigen des Eingespanntseins 
übergeführt ~ird. Bei den üblichen Verhältnissen (I" groß im Ver
gleich zu h) ist der erste Einfluß deshalb von geringer Bedeutung. 
weil die größte Beanspruchung in der Mitte der Scheibe auftritt 
Ob der zweiLe Einfluß bedeutungsvoll auftritt, ist im einzelnen Falle 
zu entscheiden. 

3. Yel'suchsl'l'gl'bnisst', 

Von den Ergebnissen der Versuche, die Verfasser über die 
\Viderstandsfähigkeit ebener Platten seit 1889 angestellt hat, und 
hinsichtlich welcher im allgemeinen auf § 64 verwiesen werden darf. 
seien hier diejenigen angeführt, die sich auf kreisförmige Scheiben 
aus Flußstahlblech erstrecken. Dieses Material besitzt konstante 
Dehnungszahl; es erscheinen deshalb die an solchen Scheiben inner
halb der Proportionalitätsgrenze gemessenen Durchbiegungen zu einer 
Prüfung der unter Zift. 1· erhaltenen Rechnungsergebnisse geeignet. 
Der Durchmesser (Fig. 15, 16) betrug hierbei 560 mm. 

a) Die Scheibe ist nach Maßgabe der Fig. 16 in der Mitte 
belastpt und am Umfange gestützt. Sie legt sich - ab
gesehen vom Einflusse des Eigengewichts - nur mit der
jenigen Pressung gegen das Widerlager, welche durch die 
den Versuchskörper in der Mitte belastende Kraft hervor-

genufen wird. 

1 
An Stelle der Dehl1l1ngszahl C( = -21-47 000 = 0.465 Milliontel. 

welchen Wert Biegul1gsversuche mit Streifen (Flach stäben) aus genau 
demselben Material lieferten, ergab sich nach Gleichung 26 (11 = 8.4 mm) 
bei einer federnden 
Durchbiegul1g von 0,20ö cm 0,3 ;);) clr. OYlOcm 1.1 rl11 

auf der Belastungs-
stufe :2 3· 4 5 

lö8!7;);) 7öß/13tH 1Hni:!2ilH 3ß88/5208 kg 

für 1 1 c 
2~OOOOO • -fJ -116000· . iW2flOOO' HH7:2000 
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Wird die Dmchbiegung auf der z\\ eiten Belat;tullg~btufe zugrunde 
gelegt, so liefert Gleichung :W 

U,205 . (lH.J,'l 1 
H = - - - ~_C -- =, O.Hi4 )Iilliulltel. 

0,55.282 .753 :Ui720ÜO ' 

Wir erkennen, daß mit \I <lohsender Durchbiegullg der Scheibe, 
d. h. mit zunehmender Abweiehung derselben von der ebenen Form, 
also mit wachfoender \Völbung, der Wert a anfangs langt;am, dann 
jedoeh rasch abnimmt. später - bei weit getriebener DUIChbiegung -
wird diese Abnahme wieder geringer. Von einer sehärferen Cnter
suchung, die namentlich mit niedrigeren Belastungen l ) und kleineren 
Belastungsstufen zu arbeiten hätte. würde zu erwarten sein: zu
nächst angenäherte Proportionalität zwischen Belastungen und Durch
biegungen bis zu einem gewiEsen Grade der Belastung hin, dann 
stärkele Zunahme der Durchbiegungen nach tberschreiten der 
Materialbeanspruchung, die auf der Höhe der ~tleckgrenze liegt. 
später wieder langsameres Wachsen (Folge der Wölbung). 

Ferner erhellt, daß die aus Gleichung 2ö berechnete Dehnungs
zahl ganz erheblich kleiner it;t als die wirkliche Dehnungszahl des 
MatCIials. Der Unterschied beträgt bei Zugrulldelegung selbst des 
größten Wertes von a 

100 ~~ö5 - -- O.H I-!- =,~ 2-!- ,}lI( . 
O,H7-!- '0 

Es mull zunächst dahingestellt bleiben, ob dl1S verwendete 
Stahlblech da,s Material genau in dem Zustande enthielt wie die 
Streifen 2). Aber selbst wenn in dieser Hinsicht ein l7nterschied be
standen hätte. der übrigens nieht bedeutend sein könnte, so würde 
letzterer eine Abweichung von ~± \l 0 nieht zu erklären vermQgen. 
Sonach mußte get-;ehlossell werden, daß die VomulSsetzungen, auf 
Grund deren die Gleichung 21; erlangt wurde. nicht - selbst bei 
lose aufliegender Scheibe --- in dem Maße zutreffen, als bei Durch
fiihrung der Rechnungen angenolllmen ist.. 

Das Unbefriedigende dieses Zustandes gab Veranlassung zu den 
Versuchen. die von Prof. Dr.-Ing. Enlislin im Laboratorium des 
Verfassers durchgeführt wurden unter Verwelldung vervollkommneter_ 
Einriehtungen; insbesondere wurde die Vorrichtung, die im Jahre 1890 
zu den Plattenversuchen mit Belastung durch eine EillzelJast getroffen 

1'1 Der Belastung P = ~::,:~ kg ellt~l'richt na .. h Ulci"hullg i:!O Illit r - 1.1 cm 
eine Anstrt'njZllug 

- 2X 
l'" .. O,;)i:!i I I,Sln 1.-1 

1 '. 75:~ 
iJ,84' 1:-;;:'1j kg,qcm. 

2) JJie S('htibe war IJereit~ ,-or]'cr starken Beanspruchungen ausge~etzt 
gt'weH'Il. 
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war. nämlieh hydraulisl'he Presse mit Kolben, der mitte1st Stulp 
abgedichtet wurde 1 1• durl'h eine Presse mit eingeschliffenem Kolben, 
wie in Fig. l"i dargestellt. und dureh Vorrichtung zum Messen des 

Fig. 17. 

Druckes mit Queck~ilbersäule (System .-\ Ill~ le r -I. <tffon) ersetzt. 
Hierdurch war eine \"on der Kolbenreibung in der Haupts<tche nnbe-

'I Zeitschrift des Vereines deut"eher Ingenieure 1890, S. 1104, Fig. 12 bzw. 
~ . 1042 , Fig. !J und 10 oder "Abhandlungen und Berichte", S. 126 bzw. 112. 
Die Knappheit dfr (;eldruittel gestatttte damals weitergehende . .\usgaben nicht. 
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einträchtigte, also genauere Bestimmung der die Platte belastenden 
Kraft möglich als früher. Die Belastung der Platte wird durch einen 
Kupferring auf eine Kreisringfläche vom mittleren Halbmesser 1'0 

übertragen; somit der KraftangrifI ein bestimmterer als bei den bis 
dahin vorgenommenen Versuchen. Zunächst wurde 1'0 = 15 mm ge
wählt. Die Messung der Durchbiegungen in der Mitte erfolgte durch 
das schon 1890 benutzte Instrument 1). J!""'ür den Durchmesser des 
Auflagerringes wurden 560 mm beibehalten. 

über die Ergebnisse ·hat Ensslin in Dinglers polyt. Journal 
1903, Bd. 318, Heft 45, 46, 50 und 51 ausführlich berichtet 2). Er 
ermittelte den größten Unterschied zu 7,45°/0 in demselben Sinne 
wie Verfasser, fand jedoch auch einen solchen in entgegengesetztem 
Sinne bis zur Höhe von 3,6°/0' Hiernach würden die Entwick
lungen, welche die Elastizitätslehre für die am Umfange frei auf
liegende Scheibe liefert, als ausreichend genau zu bezeichnen sein. 

b) Die Scheibe ist durch den Flüssigkeitsdruck p gleich~ 
mäßig belastet und am Umfange nach Maßgabe der 

Fig. 15 gestützt und abgedichtet. 

Der nach Gleichung 16 für CI. berechnete Wert ergibt sich ganz 
allgemein weit kleiner, als die Dehnungszahl des Materials, außerdem 
im einzelnen zunehmend mit wachsender Flüssigkeitspressung. Bei
spielsweise fand sich für die eine Scheibe (h = 8,5 mm) 

für die Belastungsstufe p = 0,5 bis 1 kgJqcm 3 bis 3,5 kgqcm 
bei einer Gesamtdurchbiegung z' = 0,106 cm 0,450 cm 

1 1 

a=fi25700Ö 4434000' 

Durch Nachziehen der Muttern, d. h. durch stärkeres Zu
sammenpressen von Ober- und Unterteil des Versuchsapparates, 
sinkt a 

für die Belastungsstufe 
bei einer Gesamtdurchbiegung 

auf 

p = 4 bis 4,5 kglqcm 
z' = 0,585 cm 

1 a= ----- -. 
8147000 

An dieser Abnahme ist allerdings - jedoch zum weit geringeren 
Teile - der Einfluß der zunehmenden Wölbung beteiligt. Die Haupt
ursache aber bildet die Abdichtungskraft, d. h. die Kraft, mit der 
die Scheibe durch die Schrauben zum Zweck der Abdichtung einer-

1) S. Fußbemerkullg S. 136. 
2) Vgl. auch dessen Arbeit ~Studien über die Beanspruchung und Form

änderung kreisförmiger Platten" in Dinglers polyt. Journal 1904. Bd. S19. 
Heft 30 bis 43. 
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f;eits gegen die Dichtung und andererseits gegen das Widerlager ge
preßt wird. (Vgl. das oben unter Ziff. 2 Bemerkte.) 

Eine stärkere Scheibe (h = 10,1 mm) liefert 
für die Belastungsstufe p = 0,5 bis 1 kgjqcm 3 bis 3,5 kgjqcm 
bei einer Gesamtdurchbiegung z' = 0,090 cm 0,365 cm 

1 
a= 4444000' 3664000 

also verhältnismäßig größere Werte. 

Eine andere Scheibe (h = 8,4 mm) ergibt für die Belastungs
stufe p = 0,1 bis 0,7 kg bei einer Gesamtdurchbiegung bis zu 0,14iJ cm, 
wenn die Schrauben kräftig angezogen sind: 

1 
a = 65-40000 ' 

wenn dieselben allmählich mehr und mehr gelöst werden: 

1 
CI = ----------- . 

5970000 -
1 

4920000 
und 

1 
3820000 . 

Lösen der Schrauben, d. i. Verminderung der Abdichtungskraft, ver
mehrt demnach a, ergibt also Zunahme der Durchbiegung, während 
Kachziehen der Schrauben, d. i. Vergrößerung der Abdichtungskraft, 
Yerminderung der Durchbiegung zur Folge hat. 

Ohne in die Einzelheiten der Wirksamkeit der Abdichtungskraft 
einzutreten, kann der Einfluß derselben leicht dahin festgeteIlt wer
den. daß sich die Scheibe um so mehr von dem Zustande des Lose
aufliegens entfernt und um so mehr einem anderen sich nähert, der 
demjenigen des Eingespanntseins ähnelt l ), je größer - unter sonst 
gleichen Verhältnissen - die Abdichtungskraft ist. Da nun Lösen 
der Schrauben diese Kraft vermindert, Anziehen derselben sie ver
mehrt, so kommt ersteres auf Annäherung an den Zustand .des Lose
aufliegens, letzteres auf Annäherung an denjenigen des Eingespannt
seins hinaus. 

Hiernach wird bei derselben Größe der Abdichtungskraft eine 
stärkere Platte unter sonst gleichen Verhältnissen dem Eingespannt
sein sich weniger nahe befinden als eine sch wä chere, d. h. die 
stärkere Scheibe muß unter sonst gleichen Umständen eine größere 
Dehnungszahl ergeben als die schwächere. Das ergab sich auch 
tatsächlich für die 10,1 mm starke Scheibe, verglichen mit der zuerst 
angeführten 8,5 mm dicken Scheibe. 

') Von einer vollständigen Einspannung kann natürlich bei der Sachlage 
Fig. 15 nicht die Rede sein. 
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4. ~äherung8weg zur Ermittlung der Anstrengung. 

a) Die Scheibe, im Umfange vom Halbmesser raufliegend, 
wird durch den Flüssigkeitsdruck p über die Fläche :rr~ 

belastet, Fig. 15. 

Entsprechend dem t:mstande, daß bei Gleichaltigkeit des Ma
terials die Querschnitte der größten Anstrengung durch die Mitte der 

Scheibe gehen müssen, werde die letztere als ein 
, : nach einem Durchmesser eingespannter Stab von 

,.,// I rechteckigem Querschnitt, dessen Breite d= 2 j' 
.' und dessen Höhe h ist, au fgefaßt , Fig. 11:1. Be

Fig. 18. 

lastet erscheint diese Scheibenhälfte bei Vernach
lässigung des Eigengewichts: 

Ci) durch die auf die Unterftäche 0,5 :rr~ wir
kende FlüEsigkeitspressung p, die mit Riick
sicht darauf, daß der Schwerpunkt der 

4r 
Halbkreisfläche um - von der Mitte ab-

3:r 
steht. für die Einspannstelle das Moment 

., '" r 0.5 n r-p· ---, ;-J:r 
liefert, und 

ß) durch den auf die Umfangslinie :n;r sich verteilenden Wider
lagsdruck 0,5 :rr'lp, der als im Sch,\erpunkte der Halbkreis-

2r 
linie 7f r angreifend gedacht werden kann, dessen Abstand 

von der Mitte beträgt und deshalb das Moment 
2,' 

t"Li) 71. r~ jJ' 
:r 

ergibt. 
Hieraus folgt das biegende Moment 

_ ., 2 r _" 4 r t '; 
0,onr-p:;--0,o7fr-P 3n =--=:3 ~'p 

.md somit nach Gleichung 13, § 20, S. 280, da hier 

_~_= 12r.k1:h= 1 21'112• 
e 12 2 () 

1 r:Jp < k .!-2 rlt:! 
:3 = b;3 

:r 

unter der VoraUl:setzung, daß sich das Moment gleichmäßig über den 
Querschnitt von der Breite d = 2 i' überträgt, und unter Vernach
lässigung 'des Umstandes, daß Eenkrecht zueinander stehende Normal-
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spannungen vorhanden sind. Tatsächlich treffen diese Voraussetzungen 
nicht zu; insbesondere werden die nach der Scheibenmitte hin ge
legenen Elemente des gefährdeten Querschnittes stärker beansprucht 
sein. Dem kann dadurch Rechnung getragen werden, daß nicht die 

21' 
volle Querschnittsbreite, sondern nur ein Teil. etwa in die Bie-

11 

gungsgleichung eingeführt wird, womit 

so daß 

oder 

1 9 < 1 21' 0 
'--l"'P k --- 11-. 
3 = b 6 11 ' 

( r)~ 1 (d )'! k :;::: fl -- P ==~- 11 -- ]J 
1,- h 4 11 

31) 

Hierin wird der Größe 11 ganz allgemein der Charakter eines 
durch Versuche festzustellenden Berichtigungskoeffizienten 
beizulegen sein. Derselbe trägt alsdann nicht bloß der ungleichmäßigen 
Verteilung des biegenden Momentes über den Querschnitt Rechnung 
(insofern müßte er größer als 1 sein), sondern auch sonstigen Ver
hältnissen, namentlich dem Umstande, daß senkrecht zueinander 
wirkende Normalspannungen tätig sind (insofern müßte er kleiner 
als 1 sein). Er wird sich ferner in erheblichem Maße abhängig er
weisen müssen namentlich von der Befestigungsweise der Scheibe 
sowie von der Größe der Kraft, mit der deren Anpressung erfolgt, 
von der Art der Abdichtung, von der Beschaffenheit der Oberfläche 
der Scheibe da, wo diese das Dichtungsmaterial berührt, und da, wo 
sie sich mit der anderen Seite gegen die Auflagefläche stützt usw. 
Je größer die Abdichtungskraft ist, um so kleiner -- bis zu einer 
gewissen Grenze hin - wird It ausfallen müssen. 

Je nachdem sich die Auflagerung am Umfange mehr dem Zu
stande des Eingespanntseins oder demjenigen des Freiaufliegens 
nähert, schwa,nkt ft nach dem, was aus den bis heute für Gußeisen 
erlangten Versuchsergebnissen des Verfassers geschlossen werden darf, 
zwischen 0,8 und 1,2. 

Für die Durchbiegung der Scheibe in der Mitte liefern die Glei
chungen 15 (16) und 20 (21) 

, 1'4 
Z=1.pft h3 1J, . • • .. 32) 

worm der Koeffizient 11' nach des VerfaEsers Versuchen zwischen 
1 3 
6 = 0,167 und 5' = 0,6 schwankt, je nach der Befestigungsweise 
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der Scheibe am Rande (vgl. das soeben in dieser Beziehung über ,11 
Bemerkte). 

Handelt es sich um die Ermittlung der Anstrengung von Scheiben. 
die in der aus Fig. 14 ersichtlichen Weise befestigt sind, sowie um 
diejenige von Platten, welche Querschnitte besitzen, wie solche in 
den Fig. 1 bis 5 dargestellt sind, so ist in ganz entsprechender Weise 
vorzugehen 1). Dabei kann alsdann auch auf die Biegungsanstrengung 
Rücksicht genommen werden, die bci Vorhandensein des Hebel
armes x, Fig. 14, durch das Anziehen der Flanschenschrauben über 
diejenige hinaus eintritt, die von der Flüssigkeitspressung herrührt 
(vgl. S.613 u. f.). 

b) Die Scheibe, im Umfange vom Halbmesser r lose auf
liegend, ist in der Mitte durch eine Kraft P belastet, die 
sich gleichförmig über die Kreisfläche nro'J verteilt, Fig. 16. 

Nach dem unter a) gegebenen Vorgange findet sich für die 
nach einem Durchmesser eingespannte Scheibe das Moment, her
rührend von dem über die halbe Umfangslinie nr sich gleichmäßig 
verteilenden Widerlagsdruck 0,5 P, 

2,' 
0,5 p. ----. 

Jl 

Demselben wirkt entgegen das Moment, das die über den Halb
kreis 0,5 nYo2 gleichmäßig verteilte Kraft 0,5 P lief('rt" d. i. 

41' 
0,5P- 0. 

;jJl 

Somit das resultierende biegende Moment 

1'1 =05P--05PO.=P - 1--0. 21' 41' r( 21') 
- // , n ' ;j n n 3 ,. ' 

folglich 

P 1 --- - I) < k _ - h2 1'( 2r) 121' 
;r 3r=b6,1l' 

woraus 

oder 

') Derartige Beispiele finden sich behandelt in des Verfassers Maschinen· 
elementen, 1891/92, S. 512 u. f. (vgI. auch S. 521 u. f. daaelbat), 1908 (10. Auf
lage), S. 835 u. f. (vgl. auch S. 856 u. f. daseIbat). 
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Für P =::r )'u ~p und 1"0 = I" geht diese Beziehung über in 

h> /""' / ~-p~ = V, k l, ' 

d. i. Gleichung 31, wIe verlangt werden muß. 

'Für sehr kleine Wertc yon 1"0' d. h. streng genommen für 
i'(, = 0 , ist 

V· 3 P 
" > It . . ' = '::r k l,' 

also unabhängig von I" oder d. 

Diese Unabhängigkeit der Stärke h vom Durchmesser 'der Scheibe 
besteht jedoch in Wirklichkeit nicht ganz, da fl unter sonst gleichen 
Verhältnissen mit dem Durchmesser der Scheibe wachsen wird. 

Die Durchbiegung best.immt sich nach Gleichung (25) (26) aus 
1''2 

" = ",(( - -P 
- "t h :; 34) 

Hierin ist für kleine Werte von ro' etwa bis 0,1 r hin, nach 
des Verfassers Versuchen 

,u = 1,5 und '4' = 0,4 his 0,5. 

Für größere Werte von 1"0 nehmen heide Koeffizienten ab, und 
zwar yermindert sich '4' erheblich stärker als fl. 

§ 61. Ebene elliptische Platte, Fig. 1, a> b. 

Bevor in gleicher Weise vorgegangen werden kann wie in § 60, 
Ziff. J, ist hier der zu erwartende Verlauf der Bruchlinie festzustellen, 
d . h. zu untersuchen, ob der Querschnitt der größten Anstrengung 
III die Richtung der großen oder der kleinen Achse fällt. 

Zu diesem Zwecke denken wir uns 
in Richtung der großen Achse a und so
dann auch in Richtung der kleinen Achse b 
je einen (im Vergleich zu a und b) sehr 
schmalen Streifen von der Breite 1, der 
Länge a bzw. b herausgeschnitten und zu 
einem rechtwinkligen Streifenkreuz ver
einigt, wie in Fig. 1 gestrichelt angegeben 

. - . . _- --.Q. _. 

Fig. 1. 

ist. In der Mitte des Kreuzes wirke eine Last P. Dieselbe wird 
sich alsdann auf die vier Widerlager an den Enden der Streifen 
derart verteilen , daß diese in der Mitte sich um gleichviel durch
biegen. Bezeichnet 

TVa die Widerlagskraft je an den beiden Enden des Streifens von 
der Länge (I , 
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Wb die Widerlagskraft je an den bei den Enden des Streifens von 
der Länge b, 

so entfällt von der Belastung P auf die Mitte des Streifens von der 
Länge a die Kraft 2 Wa und auf diejenige des Streifens von der 
Länge b die Kraft 2 Wb' 

Die Durchbiegung der Mitte eines an den Enden im Abstande l 
frei aufliegenden und in der Mitte durch eine Kraft S belasteten 
Stabes, dessen in Betracht kommendtls Trägheitsmoment eist, be
trägb nach Gleichung 14, ~ 18, 

, Ci ['I 

Y =Se4H' 

demnach die Durchbiegung Va' des Streifens von der Länge a 
, ~ 

'-2W~-~ Ya - , a e 4H 

und diejenige des Streifens von der Länge b 
a b:l 

Yb'=2Wb -e -. 
~ 4H 

d. h, 

1) 

Die größte Materialanstrengung 0a in der Mitte des a langen 
Streifens ergibt sich bei Vernachläss;gung des Zusammenhanges mit 
dem anderen Streifen unter Beachtung der Gleichung 7. § 18, aus 

zu 

lV a=1 0 Ii'~ 
a '2 6 a 

_ UT (( 
0.,-3"a',. h-

und in gleicher Weise diejenige des b langen Streifens zu 

b 
0/ = 3 W,. -.) . 

• U h-

Folglich mit Rücksicht auf Gleichung 1 

!~~ a:l 
IV a b~-

a 
oder 

. . . . . . . . . . 2) 
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Da a>b, so ist 

beispielsweise 

für a= 2b 

" a=3b 

Wir erkennen - für das Streifenkreuz -, daß die am 
meisten gespannten Fasern in Richtung der kleinen Achse 
eine im quadratischen Verhältnisse der Achslängen stär
kere Normalspannung erfahren als diejenigen in Richtung 
der großen Achse, und schließen hieraus, daß die Bruch
linie in der Richtung der großen Achse verlaufen muß. 

Dementsprechend ist die elliptische Platte so einzuspannen, daß 
die große Achse a die Breite des Befestigungsquerschnittes bildet!). 

a) Die elliptische Platte, die am Umfange, bestimmt durch 
die große Achse a und die kleine Achse b, aufliegt, wird 

durch den Flüssigkeitsdruck p über die Fläche ~ab be-
4 

lastet. 

Auf dem in § 60, Ziff. 4 beschrittenen Wege (vgl. .Fig. 18 daselbst) 
wird das biegende Moment Mb erhalten als Unterschied zwischen 
dem Moment M", das die von der stützenden Halbellipse (Wider
lager) auf die Platte ausgeübten Kräfte, die Umfangskräfte, liefern, 
und demjenigen Moment, das der Flüssigkeitsdruck ergibt, d. i. 

1 2 1 b2 
8-nabp3~b=12a p. 

') Wie oben bemerkt, erfolgt das Herausschneiden zweier Streifen zu dem 
Zwecke der Gewinnung eines Urteils darüber, ob in der Mitte der Platte die 
größte Anstrengung in der Richtung der großen oder der kleinen Achse der 
Ellipse auftritt. Diese Methode, die natürlich keinen Anspruch darauf erheben 
kann, genau und einwandfrei zu sein, setzt in erster Linie voraus, daß die 
Formänderung, die den herausgeschnittenen Streifen unterstellt wird, mit aus
reichender Annäherung derjenigen entspricht, welche die Streifen in der Platte 
erfahren, mindestens hinsichtlich der Form an sich. V gl. hierüber auch 3. Auf
lage dieses Buches S.541 u. f. 

Das ganze Verfahren hält Verfasser, wie er schon vor 30 Jahren ausge· 
sprochen hat, nur für zulässig, weil der Versuch nebenhergeht, und der Be
richtigungskoeffizient /.I. auf Grund von Versuchsergebnissen bestimmt wird, und 
weil man auf anderem Wege in genügend einfacher Weise nicht zum Ziele ge
langt - wenigstens ist dies dem Verfasser bisher nicht gelungen -- und an. 
dererseits das vorliegende praktische Bedürfnis dringend Befriedi
gung verlangt. Er würde es nur begrüßen können, W2nn von anderer Seite 
Vollkommeneres ausfindig gemacht wird. 

C. Ba eh, Elastizität. 8. AuO. 40 
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Die Bestimmung von M u ist hier jedoch weniger einfach als 
dort. Bei der kreisförmigen Scheibe durfte ohne weiteres gleich
mäßige Verteilung des Widerlagsdruckes über den Kreisumfang an
genommen, d. h. vorausgesetzt werden, daß jede Längeneinheit des 
Umfanges nd von dem Widerlager die gleiche Pressung erfährt. Bei 
der elliptischen Platte ist diese Annahme nicht zulässig; denn nach 
Gleichung 1 nimmt der Widerlagsdruck von den Endpunkten der 
großen Achse, woselbst er durch W" gemessen wird, nach den End
punkten dcr kleinen Achse hin zu, und zwar im umgekehrten kubi
schen Verhältnis der Achslängen 1), wenn das für das Streifenkreuz 
gefundene auf die elliptische Platte übertragen wird. Mit welcher 
Annäherung dies zulässig ist, muß zunächst dahingestellt bleiben '2). 
Da, wo der Krümmungshalbmesser der Ellipse am kleinsten ist, be
sitzt auch der Widerlagsdruck seinen geringsten Wert; da, wo jener 
seinen Größtwert erreicht, weist auch dieser denselben auf. 

Der Krümmungshalbmesser der Ellipse ist bekanntlich im Scheitel 
der großen Achse 

b2 

e" = 2a' 
im Scheitel der kleinen Achse 

demnach 
eh : e a = a3 : b8 , 

d. i. aber dasselbe Verhältnis, in dem nach Gleichung 1 die Größen 
Wb und Wo zueinander stehen. Es darf daher ausgesprochen werden 
daß sich Wb und Wawie die zugehörigen Krümmungshalb -

') Diese Veränderlichkeit, die beispielsweise bei dem Achsenverhältnis 
a : b = 3 : 2 nach Gleichung 1 durch die Zahlen 

33 : 23 = 27: 8 
gemessen wird derart, daß die Pressung, mit der die elliptische Platte im 
Scheitel der kleinen Achse gegen das Widerlager .drückt, 27: 8 mal = 3,375 mal 
größer ist als diejenige im Scheitel der großen Achse, bedingt eine uno 
gleichmäßige Belastung gleich weit voneinander abstehender 
Schrauben, durch die etwa die Platte als Verschlußdeckel befestigt ist. An 
der Erkenntnis, daß eine solche Ungleichmäßigkeit stattfindet, ändert sich 
nichts, wenn auch die für das Streifenkreuz ermittelte Gesetzmäßigkeit der 
Verteilung des Widerlagsdrucks nur mit einer mehr oder minder heschränkten 
Annäherung auf die elliptische Platte übertragen werden kann. Der Grad 
der Annäherung oder Abweiohung beeinflußt nur das Maß der Ungleich
mäßigkeit. 

11) Der S. 629 in die Rechnung eintretende, aus unmittelbaren Biegungs
versuchen mit elliptischen Platten zu ermittelnde Berichtigungskoeffizient fL 
hat der .Abweichung Rechnung zu tragen. 
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messer verhalten. Je mehr a von b abweicht, um so ungleich
förmiger verteilt sich der Flüssigkeitsdruck über das Widerlager. 

Zur Feststellung des Momentes M.., welches dieser veränderliche 
Widerlagsdruck in bezug auf den Befcstigungsquerschnitt der ellip
tiEChen Platte liefert, werde die Ellipse auf ein rechtwinkliges Ko
ordinatensystem bezogen, dessen Ursprung im Mittelpunkt der Ellipse 
liegt, dessen x-Achse in die große Achse und dessen y-Achse in 
die kleine Achse fällt. Für einen beliebigen, durch x und y be
stimmten Punkt der Ellipse sei das zugehörige Kurvenelement 
mit da bezeichnet. Der auf dasselbe wirkende Widerlagsdruck be
trage W da. Dann ist 

M,.=fyWds, 
wobei die Integration sich auf die halbe Ellipse zu erstrecken hat. 

Aus der Gleichung der Ellipse 

folgt, sofern noch gesetzt wird, 

y~=~l /(a)~-~ =~-cos m 
a V 2 2 T' 

Nach Einführung von 

ergibt sich 

und 

~9 a2-~2 = n 2 = 1 - (!y 
a ---- -----

ds == 'fl - n2 8in2 m·dm 2 T T' 

ab ----
yds='4- Vl-n'flsin2 rp.cosrpdrp. 

Hinsichtlich der Veränderlichkeit des Widerlagsdruckes W fanden 
wir oben für die zwei Grenzwerte Wa (in den Scheiteln der großen 

40* 
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Achse) und Wb (in den Scheiteln der kleinen Achse), daß sie 
sich verhalten wie die zugehörigen Krümmungshalbmesser. Mit 
Rücksicht hierauf werde angenommen, daß W in dem beliebigen 
Punkte x, y proportional dem Krümmungshalbmesser !2 an dieser 
Stelle ~ei, d. h. 

Da 

so findet sich mit 

dy 
dx 

b 
-- tg (I', 
a 

"2b 

die absolute Größe des Krümmungshalbmessers zu 

e=~ ;:V 1 + (-~r~~~~,3.cOS3 'I' ,~, :: 11 cos~; +(~r si~2 q~3 
------ ----~ 3 - - --- -:\ 

a21 / a2 -- b'.l . 0 a·) 1 / 0 • ., 

== 2 b V 1 - ----;;2~ SIll" CF ==2 b V 1 - n" SIn" (1'. 

Für 

x = 0, d. i. CF = 0, wird 
aa 

g=Q"=2b' 
b2 

!2 .. ,. Q a = 2a' a d. Jl 
X = --2-' .1. (1' == 2' 

wie oben bereits bemerkt. 

Hiermit 

2b 

und infolgedessen für die halbe Ellipse 

" 
.~1" ==J Y W ds=="2 (~~ W bf(l - n 2 sin2 Tr cos '/) der 

o 
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Der Wert W u bestimmt sich aus der Erwägung, daß die Kraft, 
welche die unter der Pressung p stehende Flüssigkeit auf die Hälfte 
der elliptischen Platte ausübt, d. i. 

nab 
H- P, 

gleich sei.n muß der Summe der Widerlagskräfte für die halbe Ellipse, 
sofern von dem Einflusse des Eigengewichts abgesehen wird, und 
andere, den Widerlagsdruck beeinflussende Kräfte nicht vorhanden 
sind, d. h. 

zu 

2 

~:b po==JWd8==~ ; WIJJ(1-n~Si.n27J)2d7J 
u 

JT / .-, 
== a W, 11-n-

~ I \ 

w.= b_ p __ _ 
,. 4. Q ,3 4 

1 - n" +--n 
H 

Die Einführung dieses Wertes in die Gleichung für JJ1 u liefert 

(/' [;2 
..., + 4 (~'ab)2 -j_ 3 (_ab_)4 

15 P - - (b \'J-- - (-b)4 
:3 :2 a) + 3 -~ 

Hiermit ergibt sich nun die Biegungsgleichung in bezug auf 
den a breiten und h hohen Querschnitt der elliptischen Platte bei 
Einführung des Berichtigungskoeffizienten ,u (vgl. § 60, Ziff. 4) 

woraus 

oder 

1 k Cl h2 

ti "/1 ' 

I b )2 ( b \1 1 34.--'--1.2(-- -06 -) 
1 " , a 'Cl ( b)2 I k" ~ 2 ,1l ~. - (b)2----,-(b .. )-1- P \ h-

J + 2 .~.~ +;3 -
a Cl I 

! , rb \ 2 -~ ( b )4 

VI :3,4,1.2 \ ) -0.6 --

h~{b '2,11 ~ ~~~(~~~~\i-~~ (b\~i 
:) ~ 2-) +ß ~-) 

Cl ,Cl, 

11 
k' 

b 

> . . . 3) 
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Für a =~ b C~= d gehen diese Ausdrücke über in 

1 (d\~ 1 V ' k/) > -4 f1 hip bzw. h >- d f1 P . - ,/ - 2 kb ' 

d. s., wie notwendig, die Gleichungen :H. § 60, für die kreisförmige 
Scheibe. 

Mit Annäherung werde geE'etzt 

infolgedessen 

oder 

( b\2 (b)< 
::1,4 + 1,2 a) -- O.H \ ~ 

( b)~ (b \ t 
3 + 2 _L'3· .) \a I a 

1 
k > Il'u= 2 

1 

lt> 1 bl,' 2,11 P-

= 2 / 1 +(!Y k b 

. . . . . . 4) 

Für den bei Mannlochverschlüssen üblichen Wert a = '" 1,5b 
liefern die Gleichungen 3 

4 16 
1 ::I,4+1,2 g -0,6 iii (b)2 (b'~ 

k ~ fl --~----_.. p =0 O,425/l ')]J 
b - 2 4 16 11 h 

:3 + 2 !) +;j 8i 

bzw. 

, bV P h'> 0.6;) 11---
= ' j lc '1 

die Gleichungen 4 

~l 
kb ~ 2 ,Il 

1 (b\'~ (b\~ 
-111 ==O,;34611! .) p 

4 h/ '. \h 
1.1-

I !l 

bzw. 

h~0,5HlJVll -(. 
11 

Demnach ergibt sich im vorliegenden Falle die Wandstilrke 
unter Benutzung der Gleichung 4 um 

1000,6fl-O,i)!1 !IO!o 
O,(i[l 

geringer. aIR Gleichung ;j liefert. 
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Der Berichtigungskoeffizient 

f . h 2 

p liegt nach Versuchen des Ver
\) 

und -- = 1 12 J' e nachdem sich assers etwa ZWISC en -3- = 0,67 
8 " 

die Auflagerung am Umfange mehr dem Zustande des Eingespannt
seins oder' demjenigen des Freiaufliegens nähert. 

b) Die elliptische Platte wie unter a), lose aufliegend, 
jedoch nur in der Mitte mit der Kraft P belastet. 

Unter a) fand sich für das Moment der am stützenden Umfange 
der Platte tätigen Widerlagskräfte 

ab r ( 2 Q + 1 4\ M =~, -ll 1-wn) 
1/ 2 b 3 5' 

worin bedeutet 

und worin Wb' die auf die Längeneinheit der elliptischen Stützlinie 
bezogene Widerlagskraft im Scheitel der kleinen Achse, hier bestimmt 
ist durch die Gleichung 

somit beträgt 

-. 
2 

~ ~'JWdSc~~ 2; WbJ(l-- nesin 2 rpt'drp 

;r 11r( > 2' a rr b ,1 -- 11 ~ 

o 

P 
Wb = ( ., \. 

o ., 4 \ 
na 1 - It" + H n J 

Die Einsetzung dieses Wertes in die Gleichung für M u , die 
unter der Vorausset,zung. daß die belastende Kraft sich nur auf eine 
sehr kleine Fläche in der Mitte der Platte verteilt 1), auch gleich
zeitig mit Annäherung das biegende Moment liefert. führt alEdann zu 

2 "+ 1 4 1-· -w --11 

_~ P Cl ;j < k ta hZ. 
2:7 "I Cl =')6,tt 

1-1l- ,- II~ , H 

1) Erscheint diese Voraufs~tzung nicht genügend erfüllt, so ist die Größe 
der Fläche, üb~r die sich P verteilt, ins Auge zu fassen und EO vorzugehen 
wie oben in § 60, Ziff. 4, b geschehen. 



632 Plattenförmige Körper. 

woraus 

oder 

Hierin ist nach den Ergebnissen der Versuche des Verfassers 
3 0 

{t = = 1 0 bis - = 1.67 . 2 ' H . 

zu setzen. Unter sonst gleichen Verhältnissen wird ,u mit b wachsen 
Mit b = a ergibt sich aus Gleichung 0 

3 P 
k" 2':. ,tt -h2 , 

;r 

übereinstimmend mit Gleichung 33, § 60, wenn r o = ° gesetzt wird. 

§ 62. Ebene quadratische Platte, Seiten länge a. 

Wie in § 61, so muß auch hier zunächst die zu erwartende Linie 
der größten Anstrengung (Bruchlinie) festgestellt werden. Diesem 
Zwecke dient die folgende Betrachtung. 

Um den Mittelpunkt M der noch unbelasteten Platte werde auf 
derjenigen Plattenfläche , deren Fasern gezogen werden, ein kleines 
Quadrat, Fig. 1, gezeichnet, dessen Seiten BA B parallel den Seiten 
der Platte laufen. Unter Einwirkung der Belastung nehmen die 
Strecken M A die Länge M Al (übertrieben und ohne genaueres Ein
gehen auf den Verlauf der Formänderung gezeichnet) an, vergrößern 
sich also um A Al' Die Strecken AB dehnen sich als außerhalb der 
Mitte gelegen, woselbst die Dehnung am größten ist, etwas weniger, 
etwa so, daß die Punkte B nach B1 rücken. Dabei geht dann das 
ursprüngliche Quadrat in die Figur Al B 1 Al B 1 Al B1 Al B1 mit ge
krümmten Seiten B 1 Al B1 über. 

Es beträgt nun die verhältnismäßige Dehnung in Richtung 
von Jll A 

AAl 

MA 

Ihr gleich erweist sich in dem kleinen (rechts unten gelegenen 
Vierseit .MA Al B 1 Al A, in welches das Quadrat MA BA übergegangen 
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ist, nur die Dehnung in der Richtung Al Al' Dieselbe wird ge
messen durch 

~~~~_=-~A 
Alt 

_2iAA~VO,5) 
MAV2 

Die Dehnungen nach allen übrigen Richtungen sind kleiner, wie 
eine einfache Betrachtung sämtlicher, im ursprünglichen Quadrate 
M A B A beim übergange in das Vierseit M Al BI Al eingetretenen 
Längenänderungen ohne weiteres erkennen läßt. Demnach tri tt 
die größte Anstrengung außerhalb des Punktes M nur in der 
Richtung AA oder AIA I ein, d. h. der Verlauf der Bruchlinie 
wird von der Mitte aus nach der Richtung der Diagonale 
zu erwarten sein. 

Fig. J. Fig. 2. 

Noch deutlicher tritt das hervor, wenn auf der bezeichneten 
Seite der Platte ein Quadratnetz gezeichnet wird, wie in Fig. 2 ge
strichelt angedeutet ist. Durch die Belastung werden diese ur
sprünglich geraden Netzlinien in Kurven übergehen, ungefähr wie in 
Fig. 2 übertrieben gezeichnet. Daß die Dehnungen senkrecht zur 
Diagonale am größten sind, somit die Bruchlinie nach dieser ver
laufen wird, dürfte die Abbildung deutlich zeigen. 

Recht anschaulich lassen sich die Stellen der größten Inanspruch
nahme bei Versuchen mit Eisenbetonplatten verfolgen. Bei diesen 
stellen sich im Beton nach Erreichen genügend hoher Beanspruchung 
auf der Zugseite Risse ein. 

Fig. 3 bis 17, Taf. XXV, lassen die in einer quadratischen, an 
16 Stellen (vgl. Fig.3) durch gleich große Kräfte belasteten Platte 
,'on 2·2 m Auflagerentfernung aufgetretenen Risse erkennen. Die 
ersten Risse (Fig. 3, 4) stellen sich in Richtung der Diagonale nahe 
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der Platten mitte ein. Bei Steigerung der Belaf'tung pflanzen sich 
die Risse in Richt.ung der Diagonale fort. Später treten solche auch 
längs der anderen Diagonale auf. Die weitere Verfolgung der Riß
bildung, auch an den Seitenflächen, gewährt lehrreichen Einblick in 
die Verteilung der Beanspruchung und hinsichtlich der Formändl'rung 
bei höherer Bela'ltung. Der Bruch erfolgt schließlich (vgl. Fig. 17) 
in der Hauptsache längs der Diagonalen. '\V citeres s. in der Schrift, 
die im Schlußabsatz der Fußbemerkung auf S. (jeHl genannt ist. 

a) Die quadratische Platte, am Umfange 4a aufliegend. 
wird durch den Flüssigkeitsdruck p über die Fläche (l'! 

belastet. 

Mit Rücksicht auf das Erörterte werde die quadratische Platte 
naC'h Maßgabe der Fig. 18 eingespannt. 

: ,~ 
, ! 

, , 
,,~ I 

Fig. 18. 

Das biegende Moment Mb ergibt sieh als-
dann aus der Erwägung. daß auf jede der v iet' 
Quadl'atseiten eine resultierende Widerlagilkraft 

: a2p wirkt, deren Angriffspunkt in der Seiten-

mitte, also im Abstande ~ a V ~ vom Ein

spannungsqucrschnitt anzunehmen ist, daß es 
sich fiir den letzteren um zwei solche Quadrat
seiten handelt, demnach um ein Moment der 
Widerlagskräfte von der Größe 

1 ) 1 VI 2· a·-p· a . 
4 2 :2 

daß der FJlissigkeitsdruck auf die von der Diagonale begrl'nzte 
1 Quadrathälfte 2 a2 p beträgt und im Schwerpunkte, d. i. im Ab-

1 1/1 stande Cl a V :2 vom Einspannungsquerschnitt angreift. 

Hiermit folgt 

1 Q 1 1/1 1., a VII j}! .c~2· -a"I)' a - a-p' 
/, 4 2 2 2 Cl 2 

und demnach die Biegllngsgleichung für den (/1';2' breiten und lt 
hohen Querschnitt 

/2 (/:1]1 11 ~ < "" ~i a~; ~ h~ ,~c 3~;; 1/ -~ k"a"~. 
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woraus 

oder 1) 

h>la"'/;~~i. 
= 2 V kb 

Hierin ist nach Versuchen des Verfassers 

!l =l3 = 0,75 bis 9 = 1,12 
4 8 

zu setzen, je nachdem sich die Auflagerung am Umfange mehr dem 
Zustande des Eingespanntseins oder demjenigen des Freiaufliegens 
nähert. 

b) Die quadratische Platte, wie unter a), lose aufliegend, 
jedoch nur in der Mitte durch eine Kraft P belastet. 

Auf dem Wege wie unter a) findet sich 

woraus 

oder 

P 1 11 1 < k 1 av'"2 2 a "-~h 
22 2="6!l' 

I 
1 ... /31l-~J 
2 V ' kb 

. . . . . . . . 2) 

Für den Berichtigungskoeffizienten ist zu setzen (Versuche des 
Verfassers) : 

7 
11= =1,75 bis 2. 

4 

§ 63. Ebene, rechteckige Platten, Fig. 1, a > b. 
a) Die rechteckige Platte, die im Umfange 2 (a + b), be
stimmt durch die lange Seite a und die kurze Seite b, 
aufliegt, ist durch den Flüssigkeitsdruck p über die 

Fläche ab belastet. 

Die in § 61 für die elliptische Platte angestellte Betrachtung, 
die zu der Erkenntnis führte, daß die größte Anstrengung für den 
Mittelpunkt derselben in Richtung der kleinen Achse stattfindet, 
kann ohne weiteres auch auf die rechteckige Platte übertragen 
werden. Sie ergibt, daß für den Mittelpunkt der letzteren die 
größere Inanspruchnahme in R.ichtung der kleinen Seite statthat, 
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und dall infolgedeuen in der Mitte die Bruohlinie in Riohtuq der 
langen Seite verlaufen wird, Nach aoBen hin wird lie jedoch, wie 
aue dem in § 62 Erörterten zu ecblieBen in (vgl auch Fig. 2, 0 62), 
die Neigung haben mÜ88en, in die Diagonale einzubiegen, etwa nach 
Fig. 1. Die Wahl unter den Diagonalen dürfte hierbei von Ungleioh
heiten im Material oder in der Stützung der Platte weeentlich be
einßußt werden. 

Recht anschaulioh laaaen eich auch hier, wie bei der quadrati
schen Plattt- (vgl. § 62), die SteUen der gröllten Inanspruchnahme 

t 8: / ~ - ~ 
-I--~~~ ~ 

'" ........ I • 

-b ... - : .$,; 
~ ------ - -C\ - - - - _ • • : 

Fig. 1. 

bei Venluchen mit Eisenbetonplatten ver
folgen. Fig. 2 bis 10, Taf. XXVI, zeigen 
die Rißbildung einer IOlohen Platte (Auf
lagerentfernung 2· 4 m). Deutlich ist zu 
erkennen, daB die ersten Ri88e im mitt
leren Teil der Platte ungefähr parallel zu 
deren langen Seiten auftreten. Unter 
höheren Belastungen geaellen eich hierzu 

RiJBe, die gegen die Ecken der Platte hin verlaufen. 
Unter dieaen Umständen begegnet die zutreffende Annahme des 

Bruchquenchnitts erheblicher Unsicherheit. In Erwi.gung des für die 
Entwioklungen diesea Paragraphen allgemein gemachten und durch 
Einführung des Berichtigungskoeffizienten J.' auch rechnerisch zum Aus
druck gebrachten Vorbehalts, die erhaltenen Gleichungen durch Ver
Buche hinsichtlich ihrer ZuverläB8igkeit zu prüfen, aowie in Anbetracht 
der Notwendigkeit, die praktiach wichtige Aufgabe mit einfachen 
Mitteln der Lösung zuzuführen, entechlieBen wir UWI für die Ein
spannung nach der Diagonale B JI B mit der Maßgabe, nur da.s für 
diesen Querschnitt sich ergebende biegende Moment in Rechnung 
zu stellen. 

Der gesamte Flüssigkeitsdruck abp verteilt eich allerdings nicht 
gleichförmig auf die Seiten a bzw. b; vielmehr wird der Auflager· 
druck in der Mitte der Seiten am größten sein und nach den Eck
punkten dea Rechtecks hin abnehmen. Jedenfalls aber darf davon 
ausgegangen werden, daß für jede Seite der reeultierende Widerlags
druck durch die Mitte dereelben geht, also um 

b a 
:2 l'aS + -6' 

von dem Einspannungequerschnitt absteht. So ergibt eich das bie
gende Moment 

1 bai 1 a 1 a'l b' 
M. = abp· -..::-:---=:=c - abp· - b -- .- ._ - - - = - ---- -P 

2 2\"'0'+b' 2 3 vä'+1ii 12Va'+b' 



§ 63. Ebene, rechteckige Platte. 637 

und hiermit die Biegungsgleichung für den v' at +iJi breiten und h 
hohen Querschnitt 

oder 

~ ~~ ~ k -~ - v'a'+b' h' 
12 Va'+ b""i P - b 6 --,,- , 

leb ~ { JI ---.!(-b)' (-!-)'1 
1+ --

a 
. . . . . . . 1) 

Wird nach Maßgabe von Fig. 11 die Länge c des Lotes auf die 
Diagonale, deren Länge d ist, eingeführt, so findet sich durch uno 
mittelbare Ableitung oder auch durch Umrechnung von Gleichung 1 

11 ~ c"l lii ......... 1a) - V 2kb ' 

woraus ersichtlich ist, daß die Höhe c allein die maßgebende Größe 
für die Plattenstärke ist. 

Mit b = a ergibt sich 

oder 
Icb ~ ! "(-1-rp 
h ~ -; 1 IflP , 

V· Icb 

\ ., 
\ 
\ 

\ ....... 
....... 

Fig. 11. 

wie in § 62 für die quadratische Platte gefunden worden ist. 

b) Die rechteckige Platte, wie unter a), am Umfange lose 
aufliegend, jedoch nur in -der Mitte durch eine Kraft P 

belastet. 

Auf dem 

woraus 

oder 

unter a) beschrittenen Weg findet sich 

_~b ~-:- a_.,,-,""", < k 1 Va' + b' h" 
2 2 v' a~ + b'J = b Ö I' ' 

3 1 P 
Icb ~ 2 l' -a--b At 

"'"- -l- ._-
b I a 

/3 . r-p 
h ~ J! _. " ----. 

- 2 a +~ kb 

b a 

. . . . . . . 2) 

Hieraus folgen die Gleichungen 2, § 62, wenn b = a gesetzt wird. 
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Mit den in Fig. 11 eingetragenen Bezeichnungen ergibt sich 

P~<k~~l':l 
22=b6,al 

h> 1 /~- ft~ P 
= V 2 d kb 

2a) 

Die Gleichungen 2 und 2 a sind unter der Voraussetzung ent
wickelt, daß die belastende Kraft P in der Mitte der Platte an
greift. In der Regel wird sie auf eine mehr oder minder große 
Fläche wirken. Wird beispielsweise angenommen, daß P sich gleiche 
mäßig über eine kleine Kreisfläche nr 0 2 verteilt, so lautet die Bie
gungsgleichung (vgl. S. 622) 

F ~_~4ro <k ~~h2 
2 2 2 3n = b 6 ft . 

§ 64. Versuchsergebnisse. 
Die in der Einleitung zu diesem Abschnitt erörterte Sachlage 

verlangte dringend die Anstellung von Versuchen über die Wider
standsfähigkeit plattenförmiger Körper. Infolgedessen unterzog sich 
Verfasser dieser Aufgabe und führte 1889/90 nach Konstruktion der 
erforderlichen Versuchseinrichtungen - solche lagen bisher nicht 
vor - eine große Anzahl von Versuchen mit Platten von Fluß
stahlblech und Gußeisen durch. über dieselben ist in dessen Schrift: 
"Versuche über die Widerstandsfähigkeit ebener Platten", Berlin 
1890, berichtetl). 

1) Ergänzungen hierzu finden sich in des V crfassers Arbeiten: "Versuche 
über die Widerstandsfähigkeit der Wasserkammerplatten von Wasserröhren
kesseln" (Versuche über die Widerstandsfähigkeit von Kesselwandungen, Heft 1, 
Berlin 1893, oder auch Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1893, 
S. 489 u. f., S.526 u. I.), "Berechnung von Schieberkastendeckeln" UBW. (Pro
tokoll der 21. Delegierten- und Ingenieur-Versammlung des Internationalen 
Verbandes der DampIkessel-Oberwachungsvereine zu Nürnberg 1892, S.84 u. f., 
oder auch Zeitschrift dieses Verbandes 1893, Berlin und Breslau, S. 1 u. f.; 
dieser Vortrag liefert gleichzeitig einen Beitrag zur Beurteilung des Grades 
der Verantwortlichkeit, die den einzelnen Ingenieur, dessen Konstruktionen 
infolge ungenügender Widerstandsfähigkeit ebener Wandungen zu einem Un
falle geführt haben, tatsächlich trifft), "Maschinenelemente" 1891/92 S.512 u. f., 
S.521 u. f., 1908 (10. Aufl.), S.835 u. f., S.856 u. f.), an letzteren beiden Stellen 
ist auch der Einfluß der in den Dichtungsflächen wirkenden Kräfte erörtert, 
"Die Berechnung flacher durch Anker- oder Stehbolzen unterstützter Kessel
wandungen und die Ergebnisse der neuesten hierauf bezüglichen Versuche" 
(Versuche über die Widerstandsfähigkeit von Kesselwandungen, Heft 2, Berlin 
1894, oder auch Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1894, S.341 u. f., 
S. 373 u. f.), "Untersuchungen über dic Formänderungen und die Anstrengung 
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Insoweit es sich bei denselben um Scheiben von Flußstahlblech 
handelt, ist das Wichtigste aus den Ergebnissen in § 60, Ziff. 3, 
hervorgehoben, so daß hier auszugsweise nur noch der ErgebniE'se 
zu gedenken sein wird, die mit gußeisernen Platten erzielt worden 
sind. Hinsichtlich der Einzelheiten darf auf die erwähnte Schrift 
sowie auf die in der Fußbemerkung S. 638, 639 bezeichneten Ar
beiten verwiesen werden. 

flacher Böden" (Versuche über die WiderEtandsfähigkeit von Kesselwandungen, 
Heft 3, Berlin 1897, oder auch Zeitschrift des Vereines deutscher 'Ingenieure 
1897, S. 1157 u. f., S. 1191 u. f., S.1218 u. f.), "Untersuchungen über die Form
änderungen und die Anstrengung gewöl bter Böden" (Versuche über die Wider
standsfähigkeit von Kesselwandungen, Heft 5, oder auch Zeitschrift des Ver
eines deutscher Ingenieure 1899, S. 1585 u. f.l, "Versuche mit gewölbten 
Flammrohrböden" (Mitteilungen über Forschungsarbeiten, Heft 51/52). Der 
größte Teil der angeführten Arbeiten findet sich auch in des Verfassers "Ab
handlungen und Berichte" 1897. 

Hiermit verwandte Aufgaben behandelt Verfasser in den Arbeiten: 
"Versuche über Flanschenverbindungen" (Zeitschrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1899, S. 321 u. f., S. 346 u. f:, oder Versuche über die Widerstands
fähigkeit von Kesselwandungen, Heft 4) und "Unfälle an DampfgefäJlen und 
die Beanspruchung der Zylinderwandungen solcher Gefäße auf Biegung durch 
die Flanschenverbindung" (Zeitschrift des Bayerischen Dampfkessel-Revisions
vereines 1901, S. 1 u. f.l. 

Die Aufstellung von Vorschriften über die Wandstärken von Dampf
kesseln für das Deutsche Reich veranlaßte Verfasser zu den Arbeiten: "Zur 
Widerstandsfähigkeit ebener Wandungen von Dampfkesseln und Dampf
gefäßen" (Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1906, S. 1940 u. f.), 
"Versuche über die Formänderung und die Widerstandsfähigkeit ebener Wan
dungen" (in derselben Zeitschrift 1908, S. 1781 u. f., S. 1876 u. f.). In ersterer 
Arbeit ist auch die "Streifenmethode" (im Gegensatz zu der "Balken
methode"; dem in diesem Buche benutzt~n Annäherungsweg) behandelt, 
deren man sich mit Annäherung nicht selten recht vorteilhaft bei Berechnung 
von ebenen Wandungen bedienen kann; in der zweiten Abhandlung ist auf 
die Formänderung der Platten näher eingegangen. Die Versuche, über die an 
letzterer Stelle berichtet ist, werden fortgesetzt; sie sind leider noch nicht E.O 

weit vorgeschritten, daß eine Behandlung an dieser Stelle mit einem gewissen, 
wenn auch beschränkten Abschluß möglich wäre. 

Nach Aufstellung der behördlichen Bestimmungen, die als Material- und 
Bauvorschriften für Land- und SchiffsdampfkesEel erschienen sind (und zwar 
je Anlage I und Il zu den "Allgemeinen polizeilichen Bestimmungen über die 
Anlegung von Land- und von Schiffsdampfkesseln vom 17. Dezember 1908) 
ist die Schrift erschienen: R. Baumann, Die Grundlagen der deutschen Ma
terial- und Bauvorschriften für Dampfkessel (1912). In ihr werden auch die 
Balken- und Stroifenmethoden behandelt. 

Reiches Versuchsmaterial enthält Heft 30 der Veröffentlichungen des deut
schen Eisenbeton-Ausschusses (309 Seiten Text, 512 Abbildungen): C. Bac h 
und O. Graf, Versuche mit allseitig aufliegenden quadratischen und recht
eckigen Eisenbetonplatten, 1915. Die VersuchskörFer hat~en Acmessungen für 
Auflagerentfernungen von 2000, 3000 und 4000 mlP. 



640 Plattenförmige Körper. 

1. Verlauf der BruchliDie. Sonstige!! VerhalteD. 

In bezug auf den zu erwartenden Verlauf der Bruchlinie wurden 
in den vorhergehenden Paragraphen (§ 60, Ziff. 4, § 61, § 62 und § 63) 
gewisse Betrachtungen angestellt, die dazu führten, anzunehmen. daß 
dieBe Linie verlaufen werde 

Zu Ziff. 1. 
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der kreisförmigen Scheibe ungefähr nach einem Durchmesser, 
" elliptischen Platte ungefähr in Richtung der großen Achse, 
" quadratischen" " " " "Diagonale, 
" rechteckigen" "nach Maßgabe der Fig.l, § 63. 

Uber den tatsächlichen Verlauf der Bruchlinie geben die Fig. 1 
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bis 9 im Text und Fig. 10 auf 
Taf. XXV und XXVI. 

Fig. 1 zeigt die Bruchlinie 
einer gußeisernen Scheibe von 
12 mm Stärke (immer auf der 
Seite der gezogenen Fasern). 
Andere Scheiben von derselben 
Stärke weisen ähnliche Bruch
linien auf. Die Scheibe ruht 
während des Versuchs auf einem 
Dichtungsring von weichem 
Kupfer (etwa 8 mm stark) und 
stützt sich oben gegen eine 
2,5 mm breite Ringflä.che von 
dem gleichen mittleren Durch
messer wie der Kupferring, näm
lich 560 mrn. Die Pressung 
zwischen der Scheibe und dem 
Kupferring muß natürlich so groß 
sein. daß die Abdichtung ge· 
.sichert ist .. 

Tal. XXVII Auskunft. Vgl. auch 
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Fig. 8. Vig. ' . 

Fig. 2 gibt die Bruchlinie einer gußeisernen Scheibe von 24 mm 
Stärke wieder: sie verläuft ungefähr nach drei Halbmessern. Weitere 
Scheiben von dieser Stärke brachen in ähnlicher Weise. 

c. Bacb, Elutlsltlt. 8. Aull. .4,J 
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Die der Prüfung unterworfenen Stahlscheiben bogen siob durch. 
ohne zu brechen. 

Wie die Fig. 3 und 4 (guBeiBeme Platten) erkennen luaen, ent
spricht der Verlauf der Bruchlinien mit befriedigender Annäherung 
der gemachten Annahme, gleichgültig, ob die Platte mehr oder w~ 
niger stark ist. 

Fig. I) (Gußeisen) zeigt für die quadratiache Platte du Zutretlen 
der gemachten VOr&U88etznng. 

Die Fig. 6 bis 9 (Gußeisen; a: b = 2 : 3 und 1": 3) entsprechen 
dem Ergebnis der stattgehabten Erwägung mehr oder minder. 

Um ein getreues Bild der Forminderungen rechteckiger Platten 
zu erhalten, wurde 1887 eine solche aus Hartblei (a= 360 mm, 
b = 240 mm, h = 20 mm) hergestellt und ihre Oberfläche durch die 
Reißnadel mit einem Netz von Quadraten (je 10 mm Seitenlänge) 
'Yersehen. 

Fig. 11. 

Fig. 10, Taf. XX VII, gibt in ungefä.hr halber Größe die obere 
Fliehe (Seite der gezogenen Fasern) mit der Bruchlinie wieder. Die 
Formänderung der ursprünglichen Quadrate zeigt volle Übereinstim
mung mit der in § 62 angestellten Betrachtung, ebenso mit dem 
ErgebniB88, zu dem wir in § 63 hineichtlich des Verlaufa der Bruch
linie gelangt waren. Oberhalb Fig. 10 ist die Seitenansicht der Platte 
dargestellt. In diesen Abbildungen bietet sich dem Auge ein außer
ordentlich lehrreiches Bild über das Verhalten des Materials einer 
rechteckigen Platte an den verschiedenen Stellen bei Beanepruchung 
durch FIÜ88igkeitsdruck. 

Wird eine rechteckige, sorgfältig bearbeitete Platte, die das 
Widerlager im ganzen Umfange 2 (a + b) berührt, in der Mitte b~ 
lastet, 80 heben sich die Ecken sichtbar vom Widerlager ab, derart 
daß in den vier Seiten nur der mittlere Teil aufliegt, wie dies 
Fig. 11 für eine quadratische Platte darstellt. Die Größe dieser in 
der Mitte jeder Umfangsseite liegenden BerühruDg8Btrecke, inner
halb der die ProB8UDg von der Mitte nach außen hin bis auf Null 
abnimmt, hängt von der Belastung ab und wird schließlich auch von 
der örtlichen Zusammendrückung beeinflußIi, die das Material erfährt. 



Co a.o., Elulidtit. & AIIII. Taf. XXVIL 
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Das Liohtdruckbild, Fig.l0, Tal. XXVII, zeigt durch das Aus
laufen der EindrücJmngen der Widerlager nach den Ecken hin deut
lich die Abnahme der Pressung auch für den Fall gleichmä.ßig über 
die Platte verteilter Belastung durch Flül!8igkeitadruck; in der einen 
Ecke verschwindet die Eindrückung ganz, obgleich scharfes Anziehen 
der Schrauben des Versuchsapparates notwendig war, um die Ab
dichtung zu sichern. Der Auflagerdruck selbst ist in den Mitten 

Fig. 12. 

der langen Seiten des Rechtecks großer als in denjenigen der kurzen 
Seiten; je mehr a von b abweicht, um 80 bedeutender fällt dieser 
Unterschied aus. Der Anschauung zugänglich wird dieses zunächst 
auffallend erscheinende Verhalten aus der Erkenntnis heraus, da.ß 
die Platte, Fig. 11, in der Mitte Neigung hat, eine Kugelschale zu 
bilden. Die Wölbung geht dann nach den Ecken hin mehr und 
mehr in eine dachförmige Gestalt über. Die Folge ist, da.ß die ur
sprünglich geraden Seiten eine Biegung erfahren, wodurch sie sich 
an den Ecken von den Auflagern abheben müssen. 

41* 
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Hinsichtlich des Einflusses, den diese Veränderlichkeit der Wider
lagspressung auf die Inanspruchnahme der etwaigen Befestigungs
schrauben usw. hat, sei auf die Fußbemerkung S. 626 verwiesen. 

Flache Böden mit Krempe sind in der Krempung am stärksten 
beansprucht. Der Bruch erfolgt dann, wenn es sich um Gußeisen 
handelt, und schlechte Stellen oder Guß spannungen nicht einfluß
nehmend auftreten, in der Krempung über den ganzen Umfang 
derart, daß der Boden herausgeschleudert wird. Fig. 12 zeigt die 
Bruchfläche sowie das herausgesprungene Mittelstück und gibt in 
anschaulicher Weise Auskunft darüber, daß der am stärksten bean
spruchte Querschnitt in der Krempung liegt 1). 

2. Gesetz der Widerstandsfähigkeit. 
Die Beziehungen 18, 23, 30, 31 und 33, § 60; 3, 4 und 5, § 61; 

1 und 2, § 62; 1 und 2, § 63, liefern übereinstimmend die Wider
standsfähigkeit ebener Platten proportional dem Quadrate 
der. Stärke h. Die Versuche des Verfassers bestätigen die 
Rich tigkeit dieses Gesetzes 2). 

Wenn sich bei Belastung von Platten durch Flüssigkeitsdruck, 
wobei diese zum Zwecke der Abdichtung stark angepreßt werden 
müssen, ergibt, daß stärkere Platten etwas weniger widerstandsfähig 
sind, als nach Maßgabe des quadratischen Verhältnisses der Wand
dicken zu erwarten ist 3), so liegt das in dem Einfluß der A bdich
tungskraft, d. h. derjenigen Kraft, mit der die Platten behufs Ab-

1) über diese Untersuchungen, die sich auoh auf Böden von Flußeisen 
beziehen, s. die S. 638 in der Fußbemerkung bezeiohnete Schrift ~Unter
suchungen über die Formänderungen und die Anstrengung flacher Böden." 

Hinsichtlich ge w ö I b t er Böden liegt in reohnerisoher Hinsicht eine wertvolle 
Arbeit von W.Sch üle vor: "Festigkeit und Elastizität gewölbter Platten", Ding
lers polyt. Journal 1900, Bd. 315, Heft 42. über dahingehende Versuche s. Fuß
bemerkung S. 638. - Ferner sind zu erwähnen: Keller, Berechnung gewölbter 
Platten in Heft 124 (1912) der Mitteilungen über Forschungsarbeiten sowie dessen 
auf S. 613, Fußbemerkung, angeführte Arbeit; Frankhauser, Die Festigkeit 
kegel· und kugelförmiger Böden und Deckel in Heft 162 und 163 (1914) der Mit
teilungen über Forschungsarbeiten; Hager, Berechnung ebener, rechteckiger 
Platten, München 1911; S t e p h an, Berechnung der homogenen, quadratischen 
Platte und deren Aufnahmeträger, Dissertation, Darmstadt 1913; Hencky, 
Der Spannungszustand in rechteckigen Platten, München 1913; N ädai, Die 
Formänderungen und die Spannungen von reohteckigen elastischen Platten, 
Mitt. über Forschungsarbeiten, Heft 170, .171. 

") Hierauf aufmerksam zu machen, erscheint angezeigt, nachdem die 
Clarksche Berechnungsweise ebener Wandungen auch in die deutsche Literatur 
(Häder, Bau und Betrieb der Dampfkessel 1893, S. 78u.f.) übergegangen ist. 
Nach derselben wäre die Widerstandsfähigkeit einer ebenen Wand proportional 
der ersten Potenz von h. Eine Besprechung der Clarkschen Berechnung 
seitens des Verfassers findet sich Zeitschrift des Vereine~ deutscher Ingenieure 
1897, S. 1225 und 1226, sowie in "Versuche über die Widerstandsfähigkeit von 
Kesselwandungen", Heft 3, Berlin 1897. 

3) V gl. z. B. das S. 98 der" Versuche über die Widerstandsfähigkeit ebener 
Platten" Gesagte im Zusammenhang mit der Feststellung auf S. 86 daselhat. 
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dichtung angepreßt werden müssen, wie dies bereits am Schlusse 
von § 60, Ziff. 3, dargelegt wurde. 

Haben eich ebene, aus genügend zähem Material bestehende 
und am Umfange aufliegende oder derart befestigte Platten, daß 
die größte Anstrengung in der Plattenmitte eintritt, bleibend durch
gebogen, sind sie also nicht mehr eben, sondern gewölbt, so be
sitzen sie in diesem gewölbten Zustande eine erheblich größere 
Widerstandsfähigkeit gegenüber ruhender Belastung als in ihrer ur
sprünglich ebenen Form. Die Zähigkeit des Materials hat jedoch 
durch diese Überanstrengung abgenommen. 

3. Scblußbemerkung. 

Ein Blick über das in den §§ 60 bis 63 angewendete Verfahren 
des Verfassers zur Lösung der Aufgaben dieses Abschnittes läßt er
kennen, daß es darauf hinausläuft, die schwierigen Aufgaben, die 
sich auf dem Gebiete der Inanspruchnahme plattenförmiger Körper 
bieten, auf einfache Biegungsaufgaben zurückzuführen unter Schaffung 
und Verwendung von Berichtigungskoeffizienten, die aus Versuchen zu 
bestimmen sind. Die Methode ist keine streng wissenschaftliche; sie 
liefert aber, da sie sich in der bezeichneten Weise auf Versuche 
stützt, ausreiehend zuverlässige Ergebnisse für die ausführende Technik 
und ermöglicht die Berechnung überdies jedem T~chniker, der auf 
der technischen Mittelschule gebildet ist. Indem VerfaEser diesen 
Weg einschlug, glaubte er den Interessen nicht bloß der Industrie, 
sondern der gesamten Technik wie auch denjenigen der Allgemein
heit, die ein Anrecht auf Sicherheit hat - auch dann, wenn es 
der Wissenschaft noch nicht gelungen ist, eine genaue Berechnungs 
der hier zur ErörtcJ,'ung stehenden Anstrengung der Materialien zu 
liefern - am meisten zu nützen, wenigstens so lange; bis es gelingt, 
Vollkommeneres ausfindig zu machen. 

Bei Berechnung einer Platte, eines Deckels u. dgl. wird in der 
großen Mehrzahl der Fälle ein gewisser, von den Verhältnissen ab
hängiger Zeitaufwand nicht überschritten werden sollen, namentlich 
dann nicht, wenn es sich um eine einmalige oder doch nicht häufige 
Ausführung handelt. Die Berechnung pflegt eben für den in der 
Industrie stehenden Konstrukteur nicht Selbstzweck, sondern nur 
Mittel zum Zweck zu sein. :Für den Mann der Wissenschaft kann 
sie allerdings Selbstzweck sein. Eine Berechnungsmethode, die sich 
in der Technik einführen soll, muß deshalb gegenüber den tat~äch
lichen Verhältnissen einfach genug sein; andererseits genügt auch 
eine ausreichende, d. h. den Verhältniesen befriedigend gerecht wer
dende Annäherung. 



A.chter !bschnitt. 

Durch die Fliehkraft beanspruchte Körper l
). 

§ 65. Ring und Arm. 

1. Der frei umlaufende Ring. 
Sofern die Abmessung des betrachteten Ringes in Richtung des 

Halbmessers im Verhältnis zur Größe des letzteren gering ist, kann 
die Verteilung der Spannungen über den Ringquerschnitt keine stark 
ungleichförmige sein (vgl. die sinngemäß gleiche überlegung bei dem 
durch inneren überdruck beanspruchten Hohlzylinder auf S. 590), 
so daß ohne wesentlichen Fehler gleichförmige Beanspruchung da
selbst angenommen werden darf. 

Von dem betrachteten Ring, der (ohne Arme) n Umdrehungen 
in der Minute ausführe, sei eine Scheibe von 1 cm Breite abgeschnitten 
gedacht und für diese die Rechnung durchgeführt. Es bedeute: 

w = 26~n die Winkelgeschwindigkeit, bezogen auf die Sekunde, 

r das spezifische Gewicht des Ringmaterials (kgjccm, für Guß-
eisen z. B. 0,0072), 

g die Beschleunigung durch die Schwere (= 981 cm), 
h die Höhe des Ringes in Richtung des Halbmessers (cm), 
Xo den Abstand des Schwerpunkts des Ringquerschnitts von der 

Achse (em), 
v = w· Xo die Umfangsgeschwindigkeit (em/sec), 
kz die Zugspannung im Ring<luerschnitt (kg/qcm). 

Die Scheibe sei nach einem Durchmesser A - B geteilt (vgl. 
Fig. 1) und der Materialzusammenhang durch die auftretende Be
anspruchung kz ersetzt. 

') Bearbeitet von R. Baumann. 
Vgl. Großmann , Verhandlungen des Vereines zur Beförderung des Ge

werbtleißes in Preußen 1883, S. 216 u. f.; Grübler, Zeitschrift des Vereines 
deut3cher Ingenieure 1897, S. 860 u. f.; Lorenz und v. Sanden, ebendort 
1910, S. 1397 u. f., 2063 u. f. (Trommeln), sowie insbesondere A. Stodola, Die 
Dampfturbinen, ßerlin 1910, 4. Autl., S.242 u. f. 
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Im Schwerpunkt S des haJben Ringes, dessen Abstand vom 

Mittelpunkt MS = 2%0: 7l beträgt, entsteht infolge der Umdrehung 

die Fliehkraft (die Masse des Ringes ist X. (Zonk.1») . 
g 

[ r ( ) ~J 2 %0 \11 2 r h ' ,_ ,) r J '.! Q = -. % 7l h . 1 -_ .. w = . - Zo (J) - M - - 11 V , 
9 0 7l 9 9 

der entgegen\\irkt die aus der Beanspruchung k, hervorgehende Kraft 

Q= 2kz ·h·1, 
so daß 

2k h =:2 L 11%0 2(J)'.! = 2 "-ltv', 
'g 9 

F'ig. I. Fijr. 2. 

woraus sich ergibt 

k, = X %02(J)'.! = r v'.! • • • • • • • . • 1) 
9 9 

Die Beanspruchung ist also von der Umfangsgeschwindigkeit 
und dem spezifischen Gewicht allein abhängig. Wird eine bestimmte 
Größe der Beanspruchung als zulässig erachtet, so ist damit die 
Umfangsgeschwindigkeit, die höchstens erreicht werden darf, gleich 
falls festgesetzt. 

Die Dehnung in Richtung des Umfangs und damit auch des 
Halbmessers beträgt 

e=ak =uLv' • 9 
und damit die halbe Auf w e i tun g des Ringes infolge der Fliehkraft 
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I. Der frei ..... fe.de Arm. 
Betrachtet werde ein Stab vom Querscbnitt f und der Linge 2 ~o' 

der eicb um die durch M gehende Achse mit der Winkelgescbwindig
keit 00 drehe (Fig. 2). 

Im Abstand ~ von M erfoJat Beanapruchung durch. die Flieb
kraft des (:':0 - z) langen Stückes, d .. en Scbwerpunkt8balbmesser 
betrigt 

Somitiet 

k.·f= [~ f'(~o-:':)] ~ (:.: + :':0)·00' 

r w' 
= - f·- (:':0' -~'); 

9 2 
woraue sich die größte. auftretende Beanspruchung zu 

r w' r ,,' 
k. =g2:':0'=g2' ......... 3) 

allO halb 10 groß wie der aua Gleichung 1 folgende Wert, und die 
Dehmmg im betrachteten Punkt ergibt zu 

., 00' 6="--(:':' -z') 9 2 0 

IOwie die Verlingerung des Armes .. ," 
Lf~o= f6'd~=" : ~J(:.:ot-~')d~ 

o 0 

., w' (2) ., WS Y v' ="g2 sZo' ="g3~:="is:':o . . 4) 

Der Arm verlängert sich also infolge der Umdrebung nur um 
ein Drittel des Betrages, um den der Halbmeuer des Ringes zuzu
nebmen bestrebt ist (vgI. Gleichungen 2 und 4). Die Folge hiervon 
ist, daß beim Vorbandensein von Armen im Ring der letztere zurüok
gehalten wird und dadurch zwillChen je zwei Armen zueätzliche Bie
gungsbeanepruchung mahrt, während die Arme, zum Tragen der 
Fliebkräfte des Ringes mit berangezogen, größere Kräfte auszuhalten 
haben. Ist der Ring im Verbältnis zq seiner Höbe breit, so erfährt 
er infolge der Wirkung der Arme Biegungabeanspruchung auob in 
der Querricbtung. 

Hinsichtlich der Gesichtspunkte, die bei der Berechnung von 
solchen Scbwungrädern im Auge zu behalten sind, muß auf O. Baoh, 
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Maeohinenelemente, 11. AuS. S. 490 u. f., 12. AuS. S. 499 u. f. ver
wiesen werden. Ober die Berechnung von Trommeln finden eich 
ausführliche Darlegungen in der Zeitacbrift des Vereines deutscher 
Ingenieure 1910, S. 1397 u. f. sowie 2061 u. f. 

§ 66. Umlaufende Scheiben. 

1. Die 8eheibe gleleher fesUgkelt. 
Die Scheibe, die ohne Bohrung l ) ausgeführt sei, soll eine Eolche 

Formgebung erfahren, daß die durch die Fliehkraft hervorgerufene 
Beanspruchung an allen Stellen gleich groß und ebenso in Richtung 
des HalbmeBBers von dentelben 
Größe wie in Richtung de8 x 
Umfangs ist. In Hin8icht auf T 
die Gestalt des durch sein -'1 

Eigengewicht beanspruchten 
Stabes gleicher Festigkeit in 
§ 6, S. 11& u. f. i8t zu er- Fig. 1. 

warten, daß die Dicke 2 z der 
Scheibe in der Mitte am größten sein muß und gegen den Rand hin 
abnimmt, wie in Fig. 1 gezeichnet. 

Aus der zur z-Achse symmetrischen Scheibe denken wir uns einen 
Sektor vom Zentriwinkel 2 ·dqJ, aus diesem ein Ringstück von der 
Breite dz herausgeschnitten, an den Schnittflächen, wie S. 681 für den 
Hohlzylinder besprC?Chen, die wirkenden Spannungen 0 und im SChwer
punkt die Masaenkraft M angebracht, wie Fig. 2 zeigt. Dann beträgt 
die nach innen gerichtete Kraft an der Zylinderßäohe vom HalbmeBBer z 

o . 2 z . z . 2 dqJ , 
die nach außen gerichtete Kraft an der ZylinderSäche vom Halb
messer z + dz und der Höhe 2 z + 2 dz 

0·(2 z + 2 dz)(z+ dz) 2 dqJ = '" 2 '0(2 zz + 2 xdz+ 2 zdz)drp, 
der nach innen gerichtete Teil der zwei Umfangskräfte 

2 '0,(2 Z + ~~) ·dz·sin (dlf) == '" 2 o· 2 x· dz·drp, 

die nach außen gerichtete Masaenkraft )1 

y .• ( + dZ) ( + dZ) ( t- 2 dX) 9 w- Z i z i' 2 x - ~-. 2 dlp . dz 

= '" 2 L co~ 2 xz·1drp.dz. 
g 

1) "Ober den Einfluß einer Bohrung vergleiche du S. 654 u. f., S. 655, 
S. öSI, Fu8bemerkuoa. rowie S.662 u. f. Ausgeführte. 
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Aus der Bedingung, daß die Summe aller Horizontalkräfte gleich 
Null sein muß, folgt sodann 

x 
I 

20·(2 zz+ 2 zdz+ 2zdx)dtp + 2 L ro' l! xz'ldtpdz 
9 

Somit 

= 2 (1 2 zz dtp + 2 0 2 z dz dtp 

d 2 z 'Y ro' ------- zdz, 
2z - g (1 

und durch Integration 

oder 

2 z 'Y roi z' 
In-=----

C g (1 l! 

7 w1 " 2z=c'e-'--;' "i 

1) 

2) 

In der Regel wird die Scheibe 
mit Rücksicht auf Herstellung oder 
aus anderen Gründen am Um
fang (z = r a) eine bestimmte ge
ringste Dicke 8 haben müssen 1), 
so daß zur Bestimmung der Illte
grationskonsta.nten c die Gleichung 
besteht 

r w· r.-
8=c·e-,-,,-a 

r ... ' (r '_.') 

2z=8.e' h • 

3) 

4) 
Die Dicke 'M der Scheibe in der (undurchbohrten) Mitte be

trägt mit z = 0 
1.. ("',t L"-
I I" • I I" 5) 8",=-=8·e =8e ....... . 

Es treten also hier, wie beim frei umlaufenden Ring, das spe
zifische Gewicht 'Y, die Umfangsgeschwindigkeit 11 und die Spannung') (1 

Einfluß nehmend auf. 

I) Dort hört die Soheibe auf, ein Körper gleioher Festigkeit zu sein, BO

fern nicht am äußeren Rande eine Kraft (z. B. herrührend von der Fliehkraft 
der Schaufeln oder übertragen durch einen Kranz) angreift. Vg!. hierzu auch 
ZifJ. 4, a, S. 658. 

t) Die Beanspruohung, über deren zuläl!sige Größe Bestimmung zu 

treffen ist, beträgt k. = : = (J (1 - ~), da die Spannung (J in zwei senkrecht 
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Ist t)2: (J in Gleichung 4 groß, 80 ergibt sich eine starke Wöl
bung der Meridianlinie. Damit ist eine Neigung der Spannungen 
gegen die z-Achse verbunden, wodurch unsere Ableitungen, die eine 
solche nicht annehmen, unzutreffend werden. (Vgl. auch § 6, S. 117, 
Ziff. 3 und 4, § 20, Ziff. 2 sowie Fußbemerkung S. 480 und 481.) Glei
chung 4 gilt nur für Scheiben, deren Meridia.nlinien nicht zu stark 
gegen die z-Achse geneigt sind und keine zu scharfe Krümmung 
aufweisen. 

2. Die Scheibe von gleicher Dicke 1). 

Wir betrachten die Scheibe als Hohlzylinder. Gemäß der Fuß
bemerkung 1 auf S.581, § 58, besteht dann die Gleichung 

da,~~ 1 (a -a)- "I_0)2 Z • 
dz z Y • g 

Da hier Kräfte in Richtung der x-Achse fehlen, wird a .. = 0 
und damit nach S. 582 (GI. 4, § 7) 

FI=a( _~'-t(Jz) 

und hieraus 
, m e 

a,,1 a. = m -=~ a' . . . . . . . . Ii) 

sofern 
EI ~ Fo] + ES = e. . . . . . . . . . . 7) 

Fügt man zu Gleichung 6 die aus der ersten der Gleichungen 4, 
§ 7 (s.o.) sich ergebende Beziehung 

80 wird 

zueinander stehenden Richtungen auftritt. k. und (J sind einander somit pro. 
portional. 

1) Weitere Scheibenformen sind an der in Fußbemerkung 1, S.646 zu
letzt genannten Stelle behandelt. 
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und in gleicher Weise 

G y= 1 ~m ~ (e2 + m-~-2)' 

wie auf S. 582. Ebenso kann man die dort als Gleichung 3, 4, 5 
und 6 bezeichneten Beziehungen unter Beachtung, daß hier G x = 0 
ist, übernehmen, während Gleichung 7 entfällt. Die Einführung der 
Gleichung 6, S. 583, in die erste Gleichung unter 2) (S. 651) für 

~; führt sodann zu der Differentialgleichung 

d2 1; dl; I; ln-i r 2 -- ---- -j-- --- - ---- = - --- ß· - OJ z 
d Z2 zdz Z2 2 m g , 

die sich von der in § 58, S. 584, abgeleiteten nur durch die rechte 
Seite unterscheidet. Die Integration kann in genau gleicher Weise 
wie dort angegeben erfolgen und führt zu 

I; z ~= C z~ + C., _ m - 1 ß r 0)2 z •. 
1 2 " 16m g 

Bestimmt man hieraus die Werte von~- und ddl; (vgl. S. 584) 
z z 

und führt diese in die Gleichung 6, § 58 (S. 583) ein, so findet sich, 
unter Beachtung, daß nun 0x = 0 iEt, 

o = --~- _1 {~l (m -+- 1) + C~ (m - 1) l_~~z~ (.i3 + 1) I 
Y ln-i ß 2 Z" J g 8 m 8) 

0.=_2_ l{~1.(m + 1)- C~ (-m-l)}- X_ OJ
2

Z
2 (.1_+ 3) 

" 111 - 1 ß 2 z" g 8 \m 

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten Cl und c2 dienen 
die Bedingungen, daß, da am äußeren und inneren Schcibenumfang 
äußere Kräfte nicht wirl,en sollen, für z = r; Oz = 0 und ebenso für 
z = "a Oz = 0 sein muß. Aus Gleichung 8 findet sich hiermit 

, 111 - 1 (1 + \ r 0)2 ( 2' 2) C -- P -- 3) .-- r T r 
1- 111+1 m g 8 a i 

und 

C2 = ß (~- + 3) i- ~~ r a2 r;2. 

Damit lassen sich aus den Gleichungen 8 die Werte von 0y und Oz 

anschreiben, wodurch auch unter Zuhilfenahme der Gleichung 4, 
§ 7 (s.o.) die Hauptdehnungen bestimmt sind. 
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Es findet sich 

und 

e 1 r w2 
{( 1) ( ~ '} 1 c;,1= -mg4 m-+ 3 (ra2 +r/)- ~;-+ 2 )Z2 

k e2 r w 2 
(( 1 + ) lr~( ., + " ( 1 ) '=a-=-g8\ m 3 ra" ri") 1- m 

-1-- ~~2 :~ (1 +~) lJ _ (1 __ -\)Z2} 
I Z" m 1ft" 

. . 10) 

-:= f ~2 {(~+ 3) [Cra2 +ri2) (1- ~-) 

- ~~i~ (1 +-~) l- (3 _2)Z2} 
Z2 m J rn2 

Hiermit sind die Gleichungen 9 und 10 § 58 (S. 585) zu ver" 
gleichen. 

Für den inneren Rand der Scheibe beträgt nach Gleichung 10 
10 

mit Z = r· und m = ---, 3 

~= -"-~{r 2 (_1_ + 3) + r.2 (1- _~_)! 
a (J 4m a m " m ) 

e r w 2 
{ ( 1 ) ( 1 \ } E k = ~=-- r 2 --+3 -+ r.2 1--) ~=_m_1 

• a (J 4 a m 'm a 

=+ 1~I'-w2{33r 2 -1--07r.2} 4 g 'a I ' , 

. . 11) 

3 r "{ } = - ~- ~- W" 3!-l r 2 -+ 0 7 r.2 
40 g 'a ") 

wonach der Wert von _E2 als maßgebend erscheint. 
a 
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Ist die Bohrung sehr klein, 80 daß 0,7 r;' gegenüber 3,3 r" t 
vernachlässigt werden kann, 80 ergibt sich die maßgebende Bean
spruchung am Lochrande für z = ri zu 

k,= :~= i~~r,,!!(: +3) =0,825 ~ru'r"t=0,825~ VS • 12) 

und die Beanspruchung am äußeren Scheibenrand mit z = r" 

E,=~W!!r,,!!(1--~)=O,175Xw'r,,!!==0,175r v!! . . 12) 
"g4 m 9 9 

Ist eine Bohrung in der Scheibe überhaup~ nicht vorhanden, 
80 sind zwei neue Bedingungen zu erfüllen, die das Endergebnis der 
Rechnung beeinflussen: 

I. Für z = 0 muß C = 0 sein, da im Mittelpunkt der Scheibe 
keine radiale Verschiebung nach der einen oder anderen Rioh
tung, von denen keine bevorzugt ist, erfolgen kann; dies be
dingt, daß in den Gleiohungen 8 sowie in der ihnen unmittel
bar vorausgehenden Beziehung e, = 0 sein muß. 

II. Für z = 0 muß 0, = o. sein, weil im Mittelpunkte der umlau
fenden Scheibe (Pol) jeder Durchmesser auch als Tangente an 
den Kreis mit z = 0 als Halbmesser ersoheint. Aus diesem Grunde 

t '.I 

muß in Gleiohung 9 das Glied ~~~.-, das für z = 0 den Unter
z 

schied von 0" und a, hervorbringt, versohwinden, d h. 

r,,'r;' =~".~=~ muß=O 
T 0 0 

werden. 

Mit diesen zwei Bedingungen ergeben sich an Stelle der Glei
ohungen 9 folgende Beziehungen 

a,=i~!! {r,,!!(~ +3)-(~-+ 1 )Z9} I 
a·=-i~!!{r"t(-~+3)-(-~+3)z9} .... 

9a) 

Für die maßgebenden Beanspruchungen findet sich damit in 
der Scheibenmitte (z = 0) 

E, r 00' ,( 1 + ) ( 1 ) r, , k =--=-- -r -- 3 1---- = 0,29-00 r 
'" g8"m m g" 

. 12a} 

für den äußeren Rand (z = r ,,) 

= 0,175 .r wir,,' . . 12b) 
9 
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Infolge Fehlens der kleinen Bohrung, die zu den Werten 
12 geführt hatte, ist also die Beanspruchung in der Scheiben· 
mitte im Verhältnis 0,29: 0,825 kleiner geworden, sie hat 

auf weniger als die Hälfte (1: %~~~ = 1: 2,8) abgenommen. 

Die Beanspruchungen am äu6eren Rand der Scheibe sind, wie zu 
erwarten war, dieselben geblieben. Es ist jedoch im Auge zu be
halten, daß die Spannungszunahme, die mit der Herstellung einer 
kleinen Bohrung verknüpft erscheint, bei Scheiben aus zähem Ma
terial geringer ausfallen wird, als die Rechnung ergibt, weil die sich 
einstellenden bleibenden Formänderungen bewirken, daß der ein· 
tretenden Dehnung (von der ein Teil bleibend wird) eine kleinere 
Spannung entspricht. Die Verteilung der Spannung wird also in der 
Tat weniger ungleichförmig, als das Ergebnis der Rechnung erwarten 
läßt (vgl. hierzu Fußbemerkung 1, S. 589). Dies ist um so mehr 
der Fa]), als die Spannungen von der kleinen Bohrung nach dem 
Rande zu sehr rasch abnehmen 1) und sich der Größe nähern, die 

1) Zur Erlangung eines überblicks sind im folgenden die Beanspruchungen 
zusammengestellt, die sich in verschiedenen Abständen vom Mittelpunkt fiir 
eine Scheibe von 50 cm äußerem Halbmesser ergeben, 

1. wenn die Scheibe voll ist (r, = 0), 
2. " eine Bohrung vom Halbmesser r,= 0,1 cm 
3. ,; " " " " r, = 0,5 " 
4. " " " " " r, = 1,0 " 
5. " " " " " r, = 2,5 " 
G. " " " " " r, = 6,0 " 
7. " " " " " rl = 10,0 ". 

vorhanden ist. 
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sie ohne Bohrung aufweisen würden. Es empfiehlt sich trotzdem, 
unnötige Bohrungen zu vermeiden und der erwähnten Spannungs
erhöhung dieselbe Aufmerksamkeit zu schenken, die auf die Ver
meidung scharfer Querschnittsänderungen und Ecken zu verwenden 
ist (vgl. hierzu § 56, Ziff. 3, S. 569 u. f.). 

3. Die Wirkung von Kräften (Spannungen), die sm Rand der Scheibe 
von gleicher Dicke angreifen. 

Durch Drücke, die in der Bohrung der Scheibe, etwa durch 
die eingezogene Welle, auftreten, sowie durch Kräfte, die am äußeren 
Umfang angreifen, wie z. B. die Fliehkraft von Schaufeln, wird die 
Scheibe in gleicher Weise beansprucht wie ein Hohlzylinder, der 
innerem und äußerem Überdruck ausgesetzt ist, ohne einer Axial
kraft unterworfen zu sein. Die Beanspruchungen ergeben sich aus 
den Ableitungen in § 58, sofern dort (J", = 0 gesetzt und bei Auf
stellung der Bedingungsgleichungen nach Gleichung 8, S. 584, be
achtet wird, daß die Spannung am äußeren Rande 0: = 1)a' bzw. 
am inneren Rande o. = - Pi beträgt (Zug am Umfang nach außen 
gerichtet, bzw. Druck in der Nabe). Man erhält dann an Stelle 
der Gleichung 10, § 58, die im folgenden angegebenen Beziehungen. 
Die aus ihnen folgenden Beanspruchungen sind zu den aus Glei
chung 10 bis 12 ermittelten algebraisch zu addieren. (V gl. Ziff. 4.) 

Werte von ~ll_. (fl-i--i ) = Fll (g-;J für Soheiben von r. = 50 cm 
a )'oor. «)'VI 

äußerem Halbmesser und Bohrungen von versohiedener Weite. 

Z= 

1. r,= 0 om 
2. r,= 0,1 " 
3. r/= 0,5 " 
4. ",= 1,0" 
5. r/= 2,5 " 
6. "/= 5,0 " 
7. r/~ 10,0 " 

o I 0,1 I 0,5: I 2 2,!i 5 i 10 I 25 1 500m 

0,2888 - I - 0,2887 0,288611 0'28761' 0,2842/ 0,2603: 0,17;;0 
- 0,8250,0,3102 0,2941 0,2899 - 0,2878 0,2842 0,26031 0,1750 
- _! 0,8250 0,4228 0,3220 - 0,2930 0,2856! 0,26061 0,1751 

0,8251 0,42281 - 0,30921°,2897\ 0,261310,1753 
- - 10,8254 0,4224 , °,3184 0,2664! 0,1771 

10,f<26fl 0,4211 0,2847~ 0,1833 
1 - ~ 0,8320 0,3577 0.2080 

Fig. 8 gibt eine zeiohnerische Darstellung des Verlaufs der Beanspruchung 

~ über einen Halbmesser in der Nähe der Bohrung wieder; dabei ist als 
a 
Nullpunkt der innere Rand der Scheibe (bei '" = 0 der Mittelpunkt) gewählt 
(als Abszissen treten somit die Werte (z - r,) auf), so daß die Breite, auf der 
die Spannungserhöhung wirkt, erkannt werden kann. 



§ 66. Umlaufende Scheiben. 657 

a) Beanspruchung durch die äußere Zugspannung P", 

.ll., =~" ~~,, __ { (1 _ .~) + r i t (1 +~) 'J 
IX "at - rj ' 111 zt m 

• 111) 

= r .. 'p" {O,7 _ 1,3 Tj'} 

ra'-ri' Z2 

Somit Beanspruchungen am inneren Rand, d. i. z = r i 

k = !'!- = 2 " .. 'Pa 
, IX ra'!-ri' 

am äußeren Rand, d. i. z = ra 

. . . 14) 

= ._/'a'lP"_{o,7 + 1,3 T/J } 

ra'-ri ' Ta'! 

Wird Ti = 0, d. h. ist die Scheibe voll lIrusgeführt, 80 

muß, wie S. 654 erläutert, der Wert r i': z' = 0 werden, womit 
~ich ergibt 

k =~=p {1-~}=07P 
• IX" m '. 

und ES E'J -=--=O.7p. 
IX IX . CI 

Da nach Gleichung 13 mit Ti = 0 und r j ': ~'J = 0 

ferner aber 

1l,=0_0, 

IX • m 
c. Bacb, ElutlsIW. 8. AllII. 

!'J. E:j 

IX U 

und ~_=~=O _ 01/ 
IX <.l Z m 

15) 
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80 wird 

'" 11 0"=o'="'_1;=P,, ....... 16') 

Die Beanspruchung und die Spumung ist also bei der Scheibe 
ohne Bohrung, 80fern an deren äußerem Umfang Zugkräfte p" an
greifen, unabhängig von der Lage des betrachteten Punktes und 
an allen Stellen gleich groß. 

b) Beanspruchung durch Pressungen in der Nabe, Pi' 

r' { r '} =-~Pi 0,7+1,3-;-
r. - r i Z 

~ = r.;i:~\,{(1- ~)- ::'(1+ !)} 
• 16) 

=_-.!i'J_ _ P {0.7 -13 r.'} 
r.'-ri ' i , z' 

Die maßgebende Beanspruchung tritt somit am inneren 
Rande (z ==, J ein. 

4. Krans 1IDd Nabe. 

a) Die Scheibe gleicher Festigkeit ohne Bohrung. 

Wie schon in Fußbemerkung 1, S. 660, erwähnt, muß am Rande 
der Scheibe gleicher Festigkeit eine Spannung angreifen, die gleich 0 

ist, Sind die wirkenden Kräfte geringer, so enahrt die Scheibe eine 

,...------+r-+ - T 

- '. 
Fi ~ . 4. 

, ... 

. , ... ' 
I 
I 
I 

Entlastuug, sind sie größer, 80 tritt eine Er
höhung der Beanspruchung ein. Im folgen
den ist angenommen, daß die Spannung 0 

am Umfang 2 nr 0 tätig sein 8OU • 
Denkt man sich zunächst den Kranz 

ohne ZU8&II1Dlenhang mit der Scheibe frei 
umlaufen, 80 erfährt er folgende Bean
spruchungen (vgl. Fig. 4 hinsichtlich der Ab

messuugen; h sei gegenüber '0 so klein, daß eine Unterscheidung 
zwischen innerem und äußerem Halbmesser unterbleiben kann): 

1. Zug infoIge der Fliehkraft etwa vorhandener Schaufeln, die 
als eine gleichförmig über den Umfang verteilte Zugkraft P. kg/qcm 
betrachtet werde, 

/c' _ 2rop.b _ p"ro 
.- 2bh - A • 



§ 66. Umlaufende Soheiben. 659 

2. Zug infolge der Fliehkraft der eigenen Masse (Gleichung 1, § 65) 

" rv' rr09(J)9 k, =---=---. 
9 g 

3. Druck infolge der Spa.nnung ° über die Breite 8 

k'" _ 2r0 08 08rO 
, =- 2bh =-f)J;' 

Somit gesamte Beanspruchung im Kranz 
~ 

k - k' +k"+ k"'- Paro + rll __ ~~o 
,--, , I - h g bh 17) 

Hieraus ergibt sich eine halbe' Aufweitung des Kranzes um 

Jr = Nk r = ur (??a!'~ + rvi _ <!8ro) 18) o ... zoo h g bh .... 

Die Scheibe erfährt an allen Stellen, also auch am Umfang 
eine Beanspruchung (Fußbemerkung 2, S.650) 

k = t! = ° (1- .!..) , 
'" m 

somit eine Vergrößerung des äußeren Halbmessers ro um 

Aro=roE=ao(1--:)ro ... " 19) 

Da nun der äußere Scheibenrand mit dem inneren Rand des 
Kranzes zusammenhängt, so müssen die rechten Seiten' der Glei
chungen 18 und 19 einander gleich sein. Man erhält 

aor (1-~) = ar (1!a ro + rv~ _ o.~,,-()) 
o m 0 h g bh 

10 
oder mit m=-: 

3 

oder 
08 
-b- -Pa 

h=r ----
o rv2 
---- k 

g ,Z 

. . . • 20) 1) 

1) Aus Gleiohung 20 folgt, da " stet,e ein poBitiver Wert sein muß, die 

Bedingung ": > k. und gleichzeitig ob' > P •• Wird h kleiner ausgeführt, als 

Gleiohung 20 angibt, 80 fällt dann ° bzw. i. kleiner aus als angenommen • 
• 2* 
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In Gleichung 20 sind k" P,., "0' r, v, 9 und 0 als gegeben an
zusehen. Von den Unbekannten b und Ja kann 0.180 eine angenommen 
und mann die andere berechnet werden. Ist z. B. eine bestimmte 
Breite b erforderlich, so findet sich Ja. 

Bei der Rechnung ist stillschweigend angenommen worden, daß 
der Kranz nicht viel breiter ist als die Scheibe am äußeren Rand, 
sowie daß der übergang zwischen Kranz und Scheibe mit sanfter 
Abrundung erfolgt. Andernfalls treten, da der Kranz von der Scheibe 
zurückgehalten wird, zusätzliche Beanspruchungen ein, die beträcht
liche Größe besitzen können. 

Der hier eingeschlagene Weg läßt sich auch auf Scheiben gleicher 
Festigkeit mit Bohrung anwenden, wenn die Nabe verhältnismäßig 
schwach ausfällt. Diese Rechnung stellt dann eine Vereinfachung 
der unter c) gegebenen dar. 

b) Die Scheibe von gleicher Dicke mit Bohrung und ver
hältnismäßig schwacher Nabe. 

Von der Nabe wird für die folgende Buchstabenrechnung der 
übersichtlichkeit halber angenommen, daß sie im Verhältnis zur 
Bohrung geringe Wandstärke besitze, daß sie wenig breiter sei als 

die Scheilie und an die 
letztere mit sanfter Aus
rundung anschließe. Aus 

J'.. demselben Grunde sind die 
Halbme88er für inneren und 
äußeren Nabenrand sowie 
inneren und äußeren Rand 

I.' i)!. :, . des Kranzes nicht unter-
schieden, sondern nur die mittleren Halbme88er Ho und r 0 (vgl. Fig. 5) 
eingeführt. Bei Durchrechnung eines bestimmten Beispiels läßt sich 
erforderlichenfalls der bestehende Unterschied leicht berücksichtigen. 

Wir betrachten Kranz, Nabe und Scheibe getrennt. 
Der Kranz erfä.hrt Beanspruchung und Aufweitung in gleicher 

Weise, wie vorstehend unter a) ermittelt. Die von der Scheibe auf 
ihn geäußerte Kraft werde durch die Spannung 0,. über die Breite s 
hervorgerufen. Somit beträgt seine Beanspruchung 

t 
k L= p.ro + rv .. _ ~C!sro ) 
I." Ja . 9 bh······· 21 

und die halbe Aufweitung 

Ar =ar k L=ar (~,.t·o +~_v.'.I._.o"s'·o) 22) 
o 0 I." 41 h 9 bh ... 

Hierin sind G,., bund h unbekannt. über die Größe von k"t 
iet unter Berücksichtigung des Materials Bestimmung zu treffen. 
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Die Nabe erfahre von der Welle, auf die sie aufgezogen ist, 
eine Pressung Pi (z. B. 50 kg/qcm), die in gleicher Weise tä.tig ist 
wie die Zugspannung 'P" am Kranze. Ebenso tritt die von der Scheibe 
geäußerte Spannung (Ji (über die Breite 8) an die Stelle von 0 .. , 

welches beim Kranze zu berücksichtigen war; von 0i sei jedoch hier 
angenommen, daß es die Nabe zusammendrücket). Somit ergibt 
sich die Bea.nspruchung der Nabe zu 

/C, ,.= PiRO + yw' Ro' _ (JjsRo_ . • . . . . 23) 
. H 9 BH 

Hierin sind (Ji" Bund H unbekannt. 
Die Scheibe erfährt Beanspruchungen, die durch die Glei

chungen 10 (Wert von Ei: a, hervorgebracht durch die Fliehkraft der 
eigenen Masse), Gleichung 13 ( Wert von e~:", herrührend von der 
Zugspannung (Ja am Halbmesser z = TO) sowie Gleichung 16 (Wert 
von eil: a, hervorgerufen durch die Druckspannung (J. am inneren 
Halbmesser z = Ro) bestimmt sind. Aus der Dehnung E" ergibt 
sich nach Multiplikation mit aro die halbe Aufweitung am äußeren 
Scheibenrand Li r O' 

Man erhä.lt hiernach für den äußeren HalbmeSBer (z = r 0) 

Aro =ctro (-~~ -: w'J{ 3,3 ROll + 0,7 ro'J} 
-+- 11 (JaR'J{o,7ro'l-t-l,3Ro2}+ __ ~Ro'lR-Il(Ji'2) .. 24) 

ro 0 ro 0 

und für den inneren Halbmesser (z = Ro) 

k=~= 1 Y W"l{33T II +07R 'l} 
• C, 4 9 , 0 , 0 

0,. ro'l ., (J. { } ~---._. ·2-+-- ._.L ·07R2+13r ll 
I Tos-Roll 'ro'l- ROll ' 0 '0' 

25) 

In Gleichung 24 und 25 treten neue Unbekannte nicht auf. 
Da für /C. in Gleichung 25 der für zuliiBsig erachtete Wert der 
Materialbeanspruchung einzuführen ist, I!O kann aus ihr (J" oder (Ji 
berechnet werden. 

Wie bei der Rechnung unter a), S. 658, erhält man ferner eine 
Bedingungsgleichung aus dem Umstand, daß die halbe Aufweitung Li To 
aus Gleichung 22 und 24 gleich sein muß. 

1) Ist die Nabe stalkwandig im Verhältnis zu ihrer Beanspruchung, 80 
erfährt Bie allein eine geringere Ausdehnung, als sie die Scheibe ohne Nabe 
erleiden würde. Infolgedessen unterstützt dann die Nabe die Scheibe und 
vermag die Spannungserhöhung, die durch die Bohrung hervorgebracht wurde 
vgl. S. 654 u. f.), ganz oder teilweise aU8zugleicbt'n (v gl. auch c). 
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Zur Ermittelung der 6 Unbekannten 

b, A, B, H, a. und 0i 

stehen Zelr Verfügung 4 Gleichungen: 21, 23, 25 und die Beziehung, 
die durch Gleichsetzen der rechten Seiten von Gleichung 22 und 24 
erhalten wird. Zwei der Unbekannten können infolgedetlB6n auf Grund 
gebotener Erwägungen angenommen werden. Streng genommen ge
hört zu den unbestimmten Größen auch die Stärke B der Scheibe. 

c) Die Scheibe von gl6icher Festigkeit mit kräftiger Nabe 
und Bohrung. 

Wird die Nabe 80 kräftig ausgeführt, daß sie, wie in der Fuß
bemerkung S. 661 angedeutet, den durch die Bohrung aufgehobenen 
Materialzusammenhang in der Scheibenmitte e1'88tzt, 80 entsteht ein 

Körper, der mit Annäherung als Scheibe 
gleicher Festigkeit betrachtet werden 
kann. Dieee Ausführung eignet sich für 
rascher laufende Räder, bei denen sich 
beiAusfiihrung mit gleichbleibender Dicke 
nach Gleichung 11 zu große Beanspruch
ungen ergeben würdE\n 1). 

Im Gegensatz zu der Annahme unter 
b wirke hier die Scheibe ziehend auf 
die Nabe. 

Unter Bezugnahme auf Fig. 6 ergibt sich an der Nahe die 
halbe Aufweitung außen (z = ri ) nach Gleichung 11, 16 und 14 unter 
Beachtung, daß die Spannung a nur auf die Breite B der &?heibe, 
nicht über die ganze Dioke B der Nabe angreift, 80 daß a zu er-

. durch OB setzen Ist B ' zu 

Llri=o:r,l! ~ co'{S,3Bt' + o,7rs'} 

+ 2 ;iB~., + BB '~-R,{1,3 Bi' + 0,7 Ti'}] . . . 2&) Ti - i Ti i 

Die halbe Aufweitung der Scheibe gleicher Festigkeit beträgt 
für Z=Ti 

. 27) 

I) Uber den Bruch ein. eolcheD Rades berichtet F. v. Pl.to iD der 
Zeitecbrift des Verein. deutlICher Ingenieure 1914, S. 817 u. f. 
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Somit ergibt sich zur Bestimmung der Unbekannten B die 
Gleichung 

oder 

• ~ S °R 2 {1,3 R/' + 0,7 ri~} ) 
, I . i ) 

B=·;-=-~L!~2f33-~~..L07r.t}_2 Pi!ii~ .. 28 
• 4 g ~' • I '. r/4 - R/ 

Schließlich beträgt die maßgebende Beanspruchung am inneren Rand 
der Nabe (z= Bi) 

., = "- _00 Q) 3 3 y. 0 7 R. E.. I r '{ 2 + 2} 
a 4g '. '. 

-+_--.1'-' -{07R2-4- 3 2}+ os·r;2 ) r.' _ B.' ' i I 1,. r i 2 B(r.2 _R.'l)· . . 29 
I I I • 



Neaater nschattt. 

Allgemeine Beziehungen über Spannungen und 
Formänderongen im Innern eines elastischen 

Körpers. 

I 87. SpRDnungen in einem beliebigen Punkte eines festt'o 
Körpel'8. 

1. Begrlfl der Normal- und Tangential- oder 8ehubspannung_ 

Wir lesen durch den in Fig. 1 dargestellten Körper, der von 
iußeren Kräften S S ergriffen ist, die sich an ihm das Gleichgewicht 
balten, eine Schnittfliehe F. Es sei nun P ein Punkt dieser 
Fläche, PN die Normale im Punkte P und p die Spannung im 
Punkte P der Fliehe F, d. h. die auf die Flii.cheneinheit be
zogene Kraft, welche der an die Fliehe F angrenzende und im 
Sinne der Normalen P N gelegene Körperteil im Punkte P, d. i. in 
dem Flächenelement, das den Punkt P enthilt, auf den jenseits der 
Fläche F gelegenen ausübt. 

Im allgemeinen wird die Richtung der Spannung p von der 
Richtung der Normalen PN abweichen. Der Winkel zwischen p 
und PN, also ~fJ P N, sei mit fP bezeichnet. 

Die Zerlegung von fJ normal und tangential zur Schnittfliehe 
liefert die heiden Komponenten 

a=p C08 qJ und 'C=p ein fP. 

Die Komponente a, in die Richtung der Normalen fallend, 
heißt die Normalspannung im Punkte P der Fläche F. Sie ist 
positiv oder negativ, je nachdem fP § 90°. Im ersteren Falle nennt 
man sie eine Zugspannung oder Spannung im engeren Sinne 
des Wortes, im letzteren eine Pressung, einem gegenseitigen Zug 
bzw. Druck der durch F getrennten Körperteile entsprechend. 

Die zweite Komponente 'C fällt in die Tangentialebene des 
Punktes P der Fliehe F und wird deshalb als Tangential- oder 
Schubspannung im Punkte P der Fläche F bezeichnet. 
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Itn allgemeinen wird die Spannung von Flächenelement zu 
Flichenelement sich ändern, also ein bestimmter Wert von P (bzw. 
a und f) jeweils nur für d88 in Betracht gezogene Flächenelement 
rlF gelten. 

t. Spannungen in drei zueinander senkrechten Ebenen. 

Wir stellen uns den betrachteten Körper auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem mit den Achsen OX, OY und OZ bezogen vor, 
Fig.2. Der beliebige Punkt P des Körpers besitze die Koordinaten 
z, 11 ,z. Durch P legen wir 
parallel zu den 3 Koordinaten
ebenen Schnitte, von denen die 
unendlich kleinen Flächenele-
mente 

Fi . I. 

1 mit der Größe dy dz, 

2 " " " dz ch, 
3 " " " dzdy 

inH Auge gefaBt werden sollen. 

r'ig . 2. 

~/ 
I / 
V 

Die Spannungen in diesen Flächenelementen seien 

p z Pli PI' 

/ 

Unter Bezugnahme auf die Figuren 3-ö heißt d88 folgendes. 
pz is.t die auf die Flächeneinheit bezogene Kraft, mit der die 

diesseits des Flächenelementes dy dz gelegenen Körperteile in 
diesem Element auf die jenseits gelegenen einwirken. Wie ersicht
lich, deutet das Fußzeichen z von P" an, daß das Flächenelement, 
in dem Pr tätig ist, senkrecht zur Richtung der x-Achse steht. 

Pli ist die auf die Flächeneinheit bezogene Kraft, mit der die 
dieBBeits des Flächenelementes dz dz gelegenen Körperteile in diesem 
Element auf die jenseits gelegenen einwirken. D88 Fußzeichen 11 
von Pli spricht aup, daß das Flächenelement, in dem p~ wirksam 
ist, senkrecht zur Richtung der y-Achse steht. 

Für PI gilt sinngemäß d88selbe wie für Pz und 'Pli' 
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Die Spannungen P"" 'P, und P, besitzen im allgemeinen eine be
liebige Neigung gegen die zugehörigen Flächenelemente; sie liefern 
demgemäß bei Zerlegung Normalspannungen nnd Schubepannungen, 
wie Fig. 6 bis 8 erkennen laasen. 

Fig.8. Fig.4. Fig.5. 

p", (Fig. 6) ergibt die Normalapannung 0", und eine Schubspan
nung, die wir nach den Richtungen der " und z nochmals zerlegen. 
Die eratere dieser Schubspannungen sei mit 'J"", die letztere mit t n 

F'ig. 6. 

~r 
::".--_---'J..,..," -,.=.Ä,--~ 

" / I 

! 
1 

i 
\ 

L,.l'--------" x-

Fig. 7. 

bezeichnet. Das FuBzeichen % bei diesen 3 Komponenten deutet an, 
daß es sich um Spannungen in demjenigen Fläohenelement handelt, 
das senkrecht zur %-Achse steht; 0", als Normalspannung läuft dann 
parallel mit der %-Achse, während 
".., und Tu senkrecht dazu ge
richtet aind Das Fußzeichen 11 in 
"z, spricht aus, daß T.., pa.rallel 
zur ,-Achse gerichtet ist, das Fuß-
zeichen z in T %I' daß 'f tU die Rich- X 
tung der .-Achse besitzt. Hiernach 
bestimmt bei den beiden Schub
spannungen das e1'llte Fußzeichen 
das Fläohenelement im Punkte P, F'ig. B 
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für welohes die Spannungen gelten, das zweite die Richtung, welche 
die betreffende Spannung besitzt. 

In gleicher Weise ergibt 
PlI (Fig. 7) die Komponenten 0" '1"6 '1""" 
P. (Fig. 8) " " 0: Tu '1.", 

Demzufo]ge erhalten wir 
im F]ächenelement dy dz p", mit den Komponenten 0", 'l:Z1l 'l":' 

" " dzdx Pli " " " 'l~ ~~, 
" " dxdll Pr ,. ,. 

" 1,:1' T,,, 0. 

nach den Richtungen der X-, y., z.Achse. 

3. Gleiehgewieht der Kräfte an einem unendlich kleinen 
Parallelepiped. 

Mit P als Eckpunkt denken wir uns in dem betrachteten Körper 
ein unendlich kleines Parallelepiped, dessen Kanten dx, dy, dz sind, 

% 

, 
, '-~ /' 
I /~ 
I / 
l/ 

Fig. 9 . 

Fig.9. Auf dasselbe werden die jenseits der Ebenen BPO, OP • .f 
und ,A PB gelegenen Körperteile einwirken, und zwar 

1. im Flächenelement dydz mit den Spannungen - 0 .. - 'l",'I- 'l:Zl' 
2. " " tkdx" " " -'1",- 0ll-'lyt' 
3. " " dxdy",. " -1r.r -'l:/I-o" 
d. h. mit den Kräften 

1. -o",dydz-'l;rydydz-'lr.dydz, 
2. - 'l"",dztlx- o"dzdx-'1",dzdx, 
3. - f,.~dxdy - '."dxdy - o,dxdy . 

Da die Flächenelemente unendlich klein sind, also die soeben 
ermittelten Kräfte a]s gleichmäßig über die Flächenelemente verteilt 
angenommen werden dürfen, so haben wir UDS die Kräfte selbst als 
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in df.n Schwerpunkten der 3 Flächen BPC, CP Ä und ÄP B an
greifend vorzustellen. In Fig. 10 sind diese 9 Kräfte an den be
zeichneten Punkten I, 2 und 3 eingetragen. In den drei übrigen 
Begrenzungsßächen des Parallelepipeds, die um dx, dy, dz von den 
bereits behandelten abstehen, und deren Schwerpunkte in Fig. 10 
mit I, 11 und III bezeichnet sind, wirken ebenfalls Kräfte, die von 
den diesseits der Flächen gelegenen Körperteilen ausgehen und 
deshalb in entgegengesetzter Richtung tätig anzunehmen sind. Hin-

Fi/!. w. 

sichtlich der absoluten Größe dieser Kräfte ist zu beachten, daß sich 
die Kräfte in I von denjenigen in 1 unterscheiden mü88en um die 
Änderungen, welche die letzteren beim Fortschreiten lediglich um eh 
in dem Körper erfahren, d. h. die absoluten Größen der Kräfte, die 
oben unter 1 angegeben wurden, werden in I betragen 

I o (ordydz) ( (0) o dy d% T ---- . d,r = (J + -" dx dy d% 
" OX Z ox 

d d + O(Trlldydz).I_ ( +tJ'rZII d )d d 
T Y % . --- . """ = 1 X Y Z 

"1/ OX ZI/ OX 

o (T ... dy dz) ( 01...) 
T .dydz + - ··--- -- ·dx= T -L --dx d.,dz. z. OX Z, I OX :I 
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In ganz gleicher Weise ergeben sich die Kräfte in 11, da es 
sieh hierbei nur um ein Fortschreiten um dy handelt, und in III 
gemäß dem Fortschreiten um dz. 

In Fig. 10 sind diese 9 Kräfte. angreifend in den Punkten I, 
n . und 111, gleichfalls eingetragen. 

Außer den 18 Flächenkräften, zu denen uns die Betrachtung 
geführt hat, sind noch Massenkräfte zu berücksichtigen: die Schwer
kraft und bei bewegten Körpern der Trägheitswiderstand, z. B. bei 
gleichförmig und rasch umlaufenden Zylindern oder Ringen die Flieh
kraft. Die Komponenten dieser MaBBenkräfte nach den 3 Achs
richtungen seien für die Volumeinheit X, Y, Z, also die Seitenkräfte 
für das Volumen dzdydz 

Xdxdydz Ydxdydz Zdxdydz. 

Dieselben sind als im Schwerpunkt des Parallelepipeds angreifend 
zu denken. 

Diese 21 Kräfte müssen sich im Gleichgewicht befinden, al80 
die bekannten 6 Gleichgewichtsbedingungen: je Summe der Kräfte 
in den 3 Achsrichtungen gleich Null, je Summe der Momente in 
bezug auf die 3 Achsen oder zu ihnen parallele Drehachsen gleich 
Null, erfüllen. 

Die drei ersten Bedingungen führen nach Division durch 
dxdydz zu 

OO.:+(hl/",+~T,Z x=o 
oz oy 0% + 

01':1/ + ~~_ + 0 1'1/ + Y = 0 ox oy oz . . . . . . . 1) 

~'1'%f + ~ll/! + 00, -+- Z = 0 ox oy 0% I 

Bei Aufstellung der Momentengleichung in bezug auf die zur 
x-Achse parallele Schwerpunktachse des Parallelepipeds erkennt 
man, daß Momente nicht liefern: 

a) sämtliche in den Punkten 1 und I angreifenden Kräfte, 
b) die in den Punkten 2 und 11 angreifenden Kräfte: 

-'t,l",dzdx-ol/dzdz (11/% + o;;!dY) dzdx (01/+ ~~ dY) dzdz, 

c) die in den Punkten 3 und III angreifenden Kräfte: 

- 't..,dzdy-o.dxdy (T..,+ ~-;~dZ)dXdY (0.+ 00:' dZ)dZdY, 
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d) die M888enkrifte. 
Es verbleiben somit nur die in Fig. 11 (Schnitt durch den 

Schwerpunkt senkrecht zur z-Achee) eingetragenen Kräfte, die alB 
Momentengleichung ergeben 

T dZdz.dY+(T +Ot"'dll)dzdz.~1t_t dzdy. dz 
", 2 ", 0 Y " :!·r 2 

_ (.,. + (}t." dZ) dz dg . dz = 0, 
'11 OZ 2 

. 

Fig. 11. 

woraus bei Vemachläeaigung der unendlich kleinen Größen vierter 
Ordnung gegenüber denjenigen dritter Ordnung folgt 

'",dz dydz-"/I (1zdg dz= 0, 

In gleicher Weise liefert die Aufstellung der Momenten
gleichungen in bezug auf die zur ,- und zur z-Ach8e parallelen 
Sohwerpunktaachsen die Beziehungen 

Wir erkennen, daß je die beiden zu einer Kante de8 
Parallelepipeds 8enkrechten Bchub8pannungen (vg). Fig.12 
bis 14) eiuander gleioh sind, daß 8ie al80 immer paarweise 
auftrete n und in Hinsicht auf die betreffende Kante über
einstimmend (nach derselben bin oder von ihr weg) gerichtet sind. 
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Wir setzen 

TII,="C,U="C'" 

entsprechend dem Umstande, daß die beiden Schub
spannungen senkrecht zur x-Kante gerichtet sind, . . . 2} 

und ebenso 

Fig. 12. 

fzr="Cr.=fll 

T"'N = "CIIS ="C. 

l<'ig. 1 :-) . Fig. 14. 

Durch Einführung der Gleichungen 2 in die Gleichungen 1 wird 

00", + O"C, + O"CII +X=O 
ox oy 0% 

~f!.. + 0011 + O"C", + Y =0 
OX oy OZ 

. . . . . . 3) 

O"CI/ + O"C", + 00,. + z = 0 
OX oy 0% 

4. Gleichgewicht der Kräfte an einem unendlich kleinen Tetraeder~ 

Durch die Punkte ABO des Parallelepipeds (Fig. 9) legen wir
eine Ebene und bilden so einen Tetraeder PABC, Fig.15, dessen 
Volumen mit dV bezeichnet werde. Die Größe der Fläche ABO sei F, 
die Stellungswinkel derselben seien mit a, fJ und " bezeichnet, d. h~ 

" ist der Winkel zwischen der Ebene ABC und der Ebene BPO, 

ß "" " " " " " " " " OPA, 

" " " 
so daß 

" 

BPO= Fcos a, 

" " " " 

CPA=Fcos/l, 

" " " 
APB, 

APB=Fcosr· 

Auf diese 3 Flächenelemente wirken die jenseits derselben ge
legenen Körperteile mit den in der Fig.15 eingetragenen Spannungen 
ein. Die Spannung, welche die diefseits des Flächenelementes ABC' 
gelegenen Körperteile auf das Tetraeder ausüben, sei p, ihre Rich
tungswinkel gegenüber den Koordinatenachsen seien Ä., 1',)/. Dann 
ergeben sich in Richtung der letzteren die Gleichgewichtsbedingungen 
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-0,,' FC08IX - I,FOO8fJ-I,FcoaT +pFOO8~ + XtlV= 0 

- I , . FoosIX-o"FcosfJ -1"FcoaT +pFOO8/l+YdV =0 
- 'C".FC08IX - IzFcoafJ-o,FOO8T+pFOO8"+ ZdV =0 
Die 4 ersten Glieder in jeder dieser Gleichungen sind unendlich 

klein zweiter Ordnung, das letzte Glied wegen dV unendlich klein 
dritter Ordnung, kann dtlshalb gegenüber den 4 ersten Gliedern 
vernachlässigt werden, somit 

pcos~ =O"OO8«+T. cosß + Il'cosr I 
pC08p=T, cOS«+O"C08P+T"COS1' .... -l) 

poosv =Tu oos« +T" oosß + 0,0081' 

61.. 

Fi~. 15. 

Außerdem besteht die bekannte Beziehung 
oos' l + C08~Jl + oos'" = 1. 

Wir haben hiernach 4 Gleichungen und sind damit in der Lage, 
bei gegebenen Werten von 0"" 0" 0., I." I", T. für das beliebige 
durch IX, {J, l' bestimmte Flächenelement die Spannung p und ihre 
Richtungswinkel l, p, v zu ermitteln. 

An diesen Verhä.ltnissen ändert sich nichts, wenn wir das 
Flächenelement immer näher an P heranrücken und schließlich mit P 
zusammenfallen lassen. Dann aber wird p die Spannung im Punkte P 
einer beliebig duroh ihn hindurchgehenden Fläche, deren Tangential
ebene im Punkte P die Stellungswinkel IX, fJ, l' besitzt, oder deren 
Normale im Punkte P die Richtungswinkel a, {J, raufweist, d. h. 
die Spannungskomponenten 0"" 0", 0" T." T", " bestimmen 
die Größe und Richtung der Spannung p, die im Punkte P 
einer beliebig durch ihn hindurchgehenden Fläche herrscht. 

An die Stelle der SpaDDungskomponenten 0", 0", 0" T." T", T, 

können auch deren Resultanten P:e' P", P, treten (vgl. oben Ziff. 2). 
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o. Geometrische Daretelbmg der SpuDuugeD. 
Denken wir uns die durch den Punkt·p des Körpe1'8 gehende 

Fläche F der vorigen Betrachtung verschiedene Lagen einnehmend, 
also ihre Stellungswinkel «, p, " geändert, 80 wird sich auch die 
Spannung p im Punkte P dieser Fläche 8Owohl der Größe als auch 
der Richtung nach ändern. Um uns das Gesetz, nach dem diese 
Änderungen vor sich gehen, zu veranschaulichen, tragen wir auf 
jeder möglichen Spannungsrichtung vom Punkte P a.us die Spannung 
p = PQ auf und bestimmen nun die Gleichung der Fläche, die den 
geometrischen Ort der Endpunkte Q bildet. 

% 
I 

I 
I 

I 
I 

I 

'iv/ .~' ____ 'f'-x 
I .,::::;--;, , 

I '\ ",'" - -:- :~.<:.. __ .- - :!€ 
v' 

l:<'ig. 16. 

P, Fig. 16, sei der Koordinatenanfang, die Richtungen der 
Spannungen P"" P~' P, seien die Koordinatenachsen für die gesuchte 
Flächengleichung. Da dieselben im allgemeinen schiefe Winkel mit
einander einschließen, 80 wird das System ein schiefwinkliges sein. 
Die Koordinaten des Punktes Q seien :1/, y', z'. In Fig. 16 sind 
überdies die Richtungen PX, PY, PZ der Achsen des früher an
genommenen rechtwinkligen Koordinatensystems striohpunktiert ein
getragen. Es sei 

1 der der Winkel zwischen PX und p, 

1", " " " " " " P"" 
1~ " " " " " " P~, 

1, " " " " " " Pz ' 

x', 1/' und z' geben die Komponenten von p = PQ naoh den 
Richtungen P"" P, und P" Die in der Richtung P X genommene 

c . B. eh, Blutultlt. 8. Aall. 48 
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Spannung p muß demnach gleich sein der Summe der nach P X 
genommenen Komponenten x', y', z', d. h. 

p cos 2 = x' cos 2", + y' cos 2y + z' cos 2z • 

Unter Beachtung der Fig. 6 bis 8 findet sich. 

folglich 

a 
cos2",=~, 

p", 
l Tz 

COSlLy=-' 
Py 

Ty c082z=--, 
1'. 

x' y' z' 
pcos2=a -+T --+T --

x Pa; Z Py !J Pz 

und mit Rücksicht auf die erste der Gleichungen 4 

also 

und wegen 

x' 
cosa=~, 

p", 

y' 
cosß=--, 

Py 

z' 
cosy=-

p. 

cos2 a + cos2 ß + cos2 y = 1 

( X' )2 ( y' )2 ( Z' ) 2 -- + - +-- =1,. 
Px Py Pz 

5) 

d. i. die Mittelpunktsgleichung eines Ellipsojdes in bezug auf die 
konjugierten Halbmesser Px' Py' pz als Achsen. Wir kommen damit 
zu dem Satz: 

Stellt man die Spannungen, die in einem Punkte P 
des betrachteten Körpers für alle durch diesen Punkt mög
lichen Schnittflächen auftreten, nach Größe und Richtung 
durch Gerade dar, die von P ausgehen, so liegen die End
punkte dieser Fahrstrahlen auf einem Ellipsoid. 

Die Spannungen in drei zueinander senkrechten Ebenen 
sind konjugierte Halbmesser des Ellipsoides. 

Dieses Ellipsoid wird als Spannungsellipsoid be
zeichnet l ). 

6. Hauptspannungen. 

Weicht die Spannung P im Punkte P der Fläche F von der 
Normalen PN in diesem Punkte um den Winkel Cf ab, so ist die 
Normalspannung a = P cos Cf, und da zwischen Cf, den Richtungs-

1) Siehe die Mohrsche Darstellung der Spannungen und Formänderungen 
in der Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 1900, S. 1524 u. f. 
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winkeln a, ß, r der Normalen und den Richtungswinkeln 2, p, Y 
von p die bekannte Beziehung 

cos T = cos a cos 1 + cos ß cos fl + cos r cos '}J 

besteht, 
0= p cos a cos 1 + p cos ß cos p + P cos Y cos '}J, 

woraus unter Berücksichtigung der Gleichungen 4 folgt 

0= Oz cos2 a + 0y cos2 ß + Oz cos'.! 7' + 2 r:% cos ß cos r 

der 

+2TyCosycosa+2Tzcosacosß ....... 6) 
Zur geometrischen Deutung dieser Gleichung tragen wir auf 

~ 1 
Normalen von P aus eine Strecke P N = -=--== ab, also gleich 

V+a 
dem reziproken Wert der Quadratwurzel aus dem Absolutwert von o. 
Dann sind die Koordinaten des Endpunktes N 

cos a cos ß cos r 
X=-=, y=-~=, Z=-~=. 

V±o V±a V+ a 
Die Einführung der hieraus folgenden Werte von cos a, cos ß 

und cos y in Gleichung 6 gibt 

-I- 1 =a",x2 + Oyy2 -+ ozz'.! + 2r:",yz+ 2Ty ZX + 2r:zxy, .. 7) 

d. i. die Mittelpunktsgleichung einer Fläche zweiten Grades. Eine 
derartige Fläche hat drei z·ueinander senkrechte Hauptachsen, für 
die, wenn sie zu Koordinatenachsen gewählt werden, die Glieder 
mit den Produkten der Koordinaten aus der Flächengleichung ver
schwinden, für die alsdann 

ist. In den drei zueinander senkrechten Ebenen, für welche die 
Schubspannungen Null werden, müssen alsdann die Spannungen P"" 
Py ' P. Normalspannungen sein und senkrecht zueinander stehen. 
Wir erkennen, daß es in jedem Punkte P des Körpers drei 
zueinander senkrechte Ebenen gibt, in denen keine Schub
spannungen, sondern nur Normalspannungen auftreten. 

Diese drei Normalspannungen werden die Hauptspannungen 
im Punkte P genannt; sie seien mit 

a1 O2 0 3 

bezeichnet. Sie fallen mit den Hauptachsen des Spannungs
ellipsoids zusammen; denn sie wirken in drei sich rechtwinklig 
schneidenden Ebenen, stehen senkrecht zueinander und sind kon
jugierte Halbmesser des Spannungsellipsoides. Hieraus folgt weiter, 
daß die Hauptspannungen die größte und die kleinste 
Spannung im Punkte P unter sich enthalten. 

43* 
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Sind für ein beliebig gewähltes rechtwinkliges Koordinaten
system die Spannungen 0"" 0v' Gz' 1a:' '1:11 ' Tz gegeben, EO lassen sich 
die drei Hauptspannungen GI' (J2 und 0a auf folgende Weise be
stimmen. 

Wenn p im Punkte P der Fläche Feine Hauptspannung ist, 
so muß sie gleichzeitig Normalspannung sein; demnach müssen ihre 
Richtungswinkel A, p" y gleich den Richtungswinkeln a, ß, r der 
Normalen im Punkte P der Fläche sein. Aus den Gleichungen 4 
folgt dann mit 

p=o A=IX !l=ß y=r 
° cosa = 0xcosa +1z cos ß + Ty cos)" 
° eos ß = 1z COS IX + (Jy cos ß + T", cos r, 
° cos r = 1y COS CI +1x COS ß + 0a cos r. 

Nach Beseitigung von cos a, cos ß und cos)' findet sich 

G3 - (G" + Oll + 0z) 0 2 + (OyGz + Oe 0a: + O",oy - T., 2 - 1/.,/) ° 
- 0a: 0y 0a + Gx T",2 + Gy 1y2 + 0z Tz2 - 21., 1 y 'l:z = 0 . . 8) 

Die 3 Wurzeln dieser kubischen Gleichung geben die Haupt
spannungen °1 , 0ll und 0a. 

Nach der Lehre von den kubischen Gleichungen ist 

0a: + Gy -+- Gz = °1 + °2 + G:l' 

d. h. die (algebraische) Summe der Normalspannungen im 
Punkte P ist nach je drei sich rechtwinklig schneidenden 
Richtungen gleich der Summe der Hauptspannungen, so
mit unveränderlich. 

Fällt in Gleichung 8 das Absolutglied gleich N uU aus, d. h. ist 

- 0a: 0y oe + 0",1",2 + Gy 1 y2 + 0z T/· - 21" T y 'l: z = 0, .. 9) 

so wird die eine Wurzel, etwa G3 , = o. Das Spannungsellipsoid 
schrumpft auf eine Ellipse, die Spannungsellipse, zusammen, 
deren Halbmesser 0l und °2 sind und als Wurzeln der Gleichung 

0 2 - (G", + GII + oz) 0+ 0y 0z + GzO", + o~ Oy - T",2 - T y2 - Tz2 = 0 10) 

erhalten werden. 

§ 68. Formänderungen in einem beliebigen Punkte eines 
festen Körpers. 

Daß im ailgemeinen zweierlei Formänderungen zu unterscheiden 
sind: Längen- und Winkeländerungen, entsprechend Deh
nungen und Schiebungen oder Gleitungen, ist bereits in § 28 
dargelegt worden. 
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1. Die Dehnnngen nach einer beliebigen Richtung als Funktion 
von den Dehnungen dreier ursprünglich zueinander senkrechten 
Richtungen und von Änderungen der Winkel dreier ursprünglich 

sich rechtwinklig schneidenden Ebenen. 

In Fig. 1 seien 

P ein beliebiger Punkt des festen Körpers, 
x, y, z dessen Koordinaten vor der Formänderung, 
P' ein dem Punkte P unendlich nahe gelegener zweiter Punkt 

desselben Körpers, 
x + d x, y + d y, z + cl z dessen Koordinaten vor der Formänderung, 

pp' = ds = V d x 2 + d y2 + dz2 die Entfernung der beiden Punkte 
vor der Formänderung , 

a, ß, ?' die Richtungewinkel der Strecke ds. 

% 
I 

P ,g ' 

ß~ 
I ~ I 
I + 1 

~ I ~ I J __ 
I ,x+«r.C -I-X I---~ 

}-----~,~~+T----~-~ 
I /( lo..o/ 
I ,.x, 1 ,,~ 
I / /' I ~/ 
.,/ 1 / 

V 

Fig_ 1_ 

Unter Einwirkung der den Körper belastenden Kräfte werden 
folgende Änderungen eintreten: 

d s geht über in d s + LI d s, ändert sich also um LI d s = e d s, sofern 
Jds 

e = -d~- die verhältnismäßige (spezifische) Längenänderung oder 

kurz Dehnung im Punkte P nach der 
Strecke gemessen wurde, bedeutet: 

die Koordinaten x 

gehen über in 

ändern sich also um 

Richtung, in der die 

z 

Die Änderungen, welche die Koordinaten des Punktes P' er
fahren, seien mit ~1' 1Jl' ~1 bezeichnet. Für eie ergeben sich die Be
ziehungen: 
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~ =~+i7idx+o$ dy+~~dz 
1 OX oy oz 

on on O~ 
n1=n+i;;·dx+ Oy dY + ifZ-dz ........ 1) 

, ='+ 0' dx+~{dy+ ~dz 
1 ox oy oz 

Die Projektionen der Strecke P P' = ds waren vor der Form
änderung 

dx dy dz. 

Sie haben sich infolge der Formänderung geändert um 

~1-; n1-n '1 -,. 
Die Strecke ds hat sich geändert um eds, so daß aus ihr 

ds+eds=(1 +e)ds 

geworden ist. Folglich muß sein 

(1 + e)2 ds2 = (dx + ~1 - ~)2 + (dy + ~1 - n)2 + (dz + '1 _')2. 
Unter der Voraussetzung, daß e ein sehr kleiner Bruch ist, darf 

e2 ds2 gegenüber 2 eds2 vernachlässigt werden. Da ferner ~1 - ~, 

n1 - n und '1 - 'als die sehr kleinen Änderungen unendlich kleiner 
Größen anzusehen sind; so können die Quadrate dieser Änderungen 
gegenüber den anderen Summanden ebenfalls vernachlässigt werden. 
Daraus folgt 

e = ~1 -_~ il.-~ + n1 - _11 dy + '1 ~f dz . 
ds ds ds ds ds ds 

N ach Einführung der Werte von ~ 1 - ~, nl - 1} und '1 - , , 

die sich aus den Gleichungen 1 ergeben, und mit 

findet sich 

dx 
ds=cosa, 

dy 
--=cosß, 
ds 

dz 
ds=cosr 

o~ 2 01} 2 ?g ~ (01) 0') 
8=--COS a+--cos ß+ -·COS"r+--+-- cosßcosr 

ox oy OZ \OZ oy 

+ (0' + q.f) cos r cos a....L (o~ + on) cos a cos ß. 
ox OZ I oy OZ 

. 2) 

Für a = 0, d. h. wenn ds parallel zur x-Achse, werde 8 mit ex be
zeichnet; dann findet sich wegen ß = 90° und r = 90° 

o~ 
e =-

x ox 
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und ebenso für ß = 0 bzw. y = 0 
i)11 o~ 

cY=fjy- bzw. cz=az-, 
d. h. die Koeffizienten der Glieder mit den Kosinusquadraten in der 
Gleichung 2, also die partiellen Differentialquotienten von ~ nach x, 
von 'YJ nach y und ~ nach z sind die Dehnungen im Punkte P 
nach den Richtungen der Koordinatenachsen. 

Zur Ermittlung der Bedeutung der Koeffizienten der Glieder mit 
den Kosinusprodukten ziehen wir in dem ursprünglichen Zustande 
des Körpers von dem beliebigen Punkte aus parallel zu den Koordi
natenachsen Gerade und tragen auf ihnen die unendlich kleinen 
Strecken dx, dy, dz ab. In Fig. 2 
(Schnitt senkrecht zur x-Achse) sei 
die ursprüngliche Lage des Punktes 
mit Po bezeichnet, seine Koordi
naten seien y und z, ferner 

Po Bo = dy und Po 00 = dz. In
folge der l!'ormänderung ändern 
sich y und z um 'YJ bzw.~. Der 
Punkt Po rückt nach P. Die Punkte 
B o und 00 würden, falls weitere 
Änderungen nicht stattfinden, nach 

B bzw. 0 gelangen (PB = Po-Bo' 

P C Po 00), Im allgemeinen wird 
jedoch auch noch eine Verschie-
bung von 0 nach 0' im Sinne der 

y-Achse um 00' = ?_'/[ dz und von oz 
Fig. 2. 

B nach B' im Sinne der z-Achse um BB' = o~ dy eintreten, somit oy 
eine Änderung des ursprünglich rechten Winkels BPC um die beiden 
sehr kleinen WinkelOPO' und BP B' statthaben. Wegen der Klein
heit der Winkel darf gesetzt werden 

CO' --I- BB' = (1) + oC = 
PO 'PB oz oy Yx' 

d. i. die Änderung des ursprünglich rechten Winkels an der x-Kante 
des Parallelepipeds, also nach § 28 die Schiebung oder Gleitung. 

Ebenso finden sich für die Änderungen der ursprünglich rechten 
Winkel an der y- und der z-Kante 

oC + o~ _ ox . oz - Yy 
o~ 0 'YJ 

oy + ox =Y.· 
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Hiernach bedeuten in Gleichung 2 die Koeffizienten der Glieder mit 
de,n Kosinusprodukten die Schiebungen an der Xe, y- bzw. z-Kante 
des unendlich kleinen durch dx, dy, dz bestimmten Parallelepipeds. 
Damit geht die Gleichung 2 über in die folgende: 

13 = er COS2 " + ey cos2 ß+ ez cos2 r + y", cos ß cosy 
+yyCosycOS"+rzCOS"Cosß ... 3) 

2. Darstellung der Formändernng. 
Wir denken uns in dem Körper - vor der Formänderung 

eine unendlich kleine Kugel mit P als Mittelpunkt und ds als Halb
messer, Fig. 3. PA, PB und PO seien die den Achsen der x, y, z 

Fig. :3. 

parallelen Halbmesser dieser Kugel 
und dx, dy, dz die Koordinaten eines 
beliebigen Punktes Q der Kugelfläche 
in Beziehung auf PA, PB und PO 
als Achsen. Dann ist 

dx2 dy2 dz2 

ds'J + ds'.! + ds'!. =1. 

DUlch die Formänderung erfahren 
die drei Halbmesser die Dehnungen 
13"" 1311' 13" und die ursprünglich 
rechten Winkel an den Kanten PA, 
PB und PO ändern sich um r"" r y , 

Y., so daß das Achsenkreuz jetzt ein schiefwinkliges geworden ist. 
Der Punkt Q, auf dieses IWhiefwinklige System bezogen, wird die 

Koordinaten 

dX1 = dx(l + 13",), 

zeigen, woraus folgt 

dx=~, 
1 +13", 

und damit 

dz= .~ 
1 +ez 

( dx )2 ( dy )2 ( dz )2 
(1 +e:)fis + (1 +e:fds + (1 + ;z)is = 1). . . 4) 

d. i. die Gleichung eines Ellipsoids in bezug auf die konjugierten 
Halbmesser (1 + 13",) ds, (1 + l3y) ds, (1 + I3z) ds als Achsen. Wir er
kennen, daß eine unendlich kleine Kugel durch die Form
änderung in ein Ellipsoid übergeht. Dasselbe wird als Form
änderungsellipsoid bezeichnet. 

Um ein möglichst klares Bild über die Bedeutung der unter 
Ziff. 1 enthaltenen partiellen Differentialquotienten zu erlangen, 
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empfiehlt es sich, die Formänderung eines unendlich kleinen Parallel
epipeds darzustellen. 

In den Fig. 4 bis 6 ist dies in stark übertriebenem Maße ge-

lY' 

~------
Fig. 4 . 

schehen; die Ableitungen sind eingetragen. So läßt z. B. Fig. 4 
deutlich erkennen, wie der ursprünglich in Po liegende Eckpunkt 

% 

Fig. 5. 

entsprechend der Änderung von y und z um rJ bzw. ~ nach P ge-

rückt ist, wie die Kanten dy und dz ihre Länge um ~ dy bzw. 
oy 
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~: dz geändert haben, und welche parallel zur YZ-Ebene gelegenen 

Größen die Änderung der Kantenwinkel bestimmen. 
Fig. 5 und 6 zeigen das Entsprechende in bezug auf die parallel 

zur ZX- bzw. XY-Ebene liegenden Größen. 
Die ursprüngliche, durch die Strecken dx, dy, dz gegebene 

Diagonale ds des Parallelepipeds ist in die Strecke PP' übergegangen 
und hat dabei die durch die Gleichung 3 bestimmte Dehnung erfahren. 
Diese Gleichung ergab die Dehnungen der angenommenen Strecke d s 

i 

Fig. 6. 

als Funktion von den Dehnungen in drei ursprünglich zueinander 
senkrechten Richtungen und von Änderungen der Winkel dreier 
ursprünglich sich rechtwinklig schneidenden Ebenen. Die Darstellung 
läßt diesen Zusammenhang zwiEchen der Längenänderung der Dia
gonale des Parallelepipeds und den Änderungen der Kantenlängen 
sowie der KanLenwinkel deutlich erkennen. 

3. Sätze über die Formänderung. 

Die Größe, welche Gleichung 3 für E liefert, hat in Hinsicht auf a, 
ß und r die gleiche Form wie die Größe a, die sich aus Gleichung 6, 
§ 67, ergibt; der eine Ausdruck geht in den andern über, wenn Ex 
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durch 0", usw. sowie 1/2 'Y x durch 7:", usw. ersetzt wird. Infolgedessen 
können hier sinngemäß die gleichen Schlüsse gezogen werden. 

In jedem Punkte des Körpers gibt es immer drei zu
einander senkrechte Ebenen, in denen keine Schiebungen 
auftreten, also 'Yx=ry=rz=O·sind, so daß also das unendlich 
kleine Parallelepiped, das von diesen Ebenen begrenzt wird, dessen 
Kanten also die Richtungen der Durchschnittslinien dieser Ebenen 
besitzen, rechtwinklig bleibt. 

Die Dehnungen nach diesen drei Richtungen heißen die Haupt
dehnungen. Unter ihnen befindet sich der größte und der 
kleinste Wert der Dehnungen, die überhaupt in dem be
treffenden Punkte auftreten. 

Sie seien mit Cl' c2 und c3 bezeichnet. 
Die Summe der Dehnungen nach je drei beliebig zu

einander senkrechten Richtungen ist konstant, und zwar 
gleich der Summe der drei Hauptdehnungen: 

cx +cy+CZ =c1 +C2+ C3· 
Diese unveränderliche Summe hat eine besondere Bedeutung. 

Das Volumen eines unendlich kleinen Parallelepipeds ist vor der 
Formänderung 

dxdydz, 
während .derselben 

(1 + Ex)dx(l + cy)dy (1 + cz) dz=,......, (1 +cx + cy + cz) dxdydz, 

sofern die sehr kleinen Größen höherer Ordnung gegenüber den
jenigen niederer Ordnung vernachlässigt werden. 

Hiermit die Volumenzunahme 

(cx + cy + cz) dx dy dz, 
demnach 

Cx + cy + Cz = Cl + c2 + c3 = e • . . . . . 5) 
die Zunahme der Volumeneinheit oder die verhältnismäßige Volumen
änderung, die als Volumenausdehnungszahl bezeichnet werde. 

§ 69. Beziehungen zwischen Spannungen 
und Formänderungen. 

Die Elastizität des festen Körpers kann in den verschiedenen 
Punkten desselben nach allen Richtungen gleich groß, oder sie kann 
in den einzelnen Punkten und nach den verschiedenen Richtungen 
hin verschieden sein. Das erstere wird dann eintreten, wenn der 
Körper isotrop, d. h. in jedem seiner Punkte nach allen Richtungen 
hin gleich beschaffen ist, wie dies z. B. von vorzüglichem Flußstahl 
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bei nicht zu großen Querschnittsabmessungen mit ziemlicher An
näherung!) erwartet werden darf. Bei Körpern von regelmäßigem 
Gefüge, die nicht isotrop sind, lassen sich bestimmte Richtungen 
erkennen, in denen die Elastizität ausgezeichnete Werte aufweist. 
So z. B. besitzt ein kreiszylindrisch.gewalzter Stab aus gutem, sehnigem 
Schweiß eisen in der Walzrichtung eine solche ausgezeichnete Richtung; 
in allen Richtungen senkrecht zu dieser darf zwar mit Annäherung 
wieder ein und dieselbe Elastizität angenommen werden, deren Größe 
wird jedoch von derjenigen in der Walzrichtung verschieden sein. Man 
spricht in solchen Fällen von einer ausgezeichneten Elastizitätsachse 
des Materials. So zeigt Holz drei ausgezeichnete Richtungen: eine im 
Sinne der Fasern, die anderen zwei tangential und radial in bezug 
auf die Jahresringe. Man spricht dann von drei Elastizitätsachsen. 

Handelt es sich um einen Stoff, der in verschiedenen Punkten 
nach verschiedenen Richtungen hin verschiedene Elastizität zeigt, so 
muß im allgemeinen die Lage der Hauptdehnungen zu den Haupt
spannungen von der Veränderlichkeit der Elastizität abhängen. Diese 
Abhängigkeit wird im allgemeinen nur für isotropes Material ver
schwinden; für Material mit ausgezeichneten Elastizitätsachsen wird 
dies nur in besonderen Fällen eintreten können 2). 

Im Falle der Isotropie des Materials werden - wie ohne weiteres 
aus der Anschauung gefolgert werden darf - die Achsen. des 
Spannungsellipsoides mit denjenigen des Formänderungs
ellipsoides, also die Richtungen der Hauptspannungen mit 
-denjenigen der Hauptdehnungen zusammenfallen. 

Die allgemeinen Untersuchungen der Elastizitätslehre verlangen, 
damit sie iiberhaupt durchgeführt werden können, in der Regel, 
daß isotropes Material vorausgesetzt wird, was auch im folgenden 
geschehen soll. Die Ergebnisse solcher Betrachtungen gelten des
halb - streng genommen - auch nur für derartige Körper. 

1) Da auch dieses Material aus Kristallkörnern zusammengesetzt ist, die 
ausgeprägte Achsen besitzen und sich bei Beanspruchung je nach der Richtung 
verschieden verhalten, so geht die Annäherung nur so weit, als diese Unter
scbiede durch das Zusammenarbeiten benachbarter Kristallkörner Ausgleich 
erfahren. Material mit gut ausgebildeten, großen Kristallen wird sich daher 
dem Zustand der Isotropie weniger vollkommen nähern, als feinkörniges. Vgl. 
hierzu Fig. 155 u. f. in "Festigkeitseigenschaften und Gefügebilder", S. 37 u. f. 

2) Es läßt sich nachweisen, daß bei Körpern mit drei zueinander senk
rechten Elastizitätsachsen die Hauptspannungen nur dann mit den Ha.upt
dehnungen zusammenfallen, wenn die Hauptspannungs- und Hauptdehnungs
richtungen mit den Elastizitätsachsen in dem betreffenden Punkte überein
stimmen, bei Körpern mit einer Elastizitätsachse nur dann, wenn mit ihr 
eine der Hauptspannungs- oder Hauptdehnungsrichtungen zusammenfällt. 



§ 69. Beziehungen zwischen Spannungen und Formänderungen. 685 

1. Die Hauptdehnungen und die Hauptspannungen. 

Auf das rechtwinklige Parallelepiped ABO D, Fig. 1, das zu 
dem Koordinatensystem so gelegen sein möge, daß die Kante AC 
pa.rallel zur x-Achse läuft, wirke je über die beiden Endfiächen AB 
und 0 D, gleichmäßig verteilt angreifend, die gleiche Kraft Pa; in 
Richtung der x-Achse. Hierdurch geht der Körper ABC D in ein 
anderes Parallelepiped Al B 1 0 1 D 1 über, und zwar in der Weise, daß 
die zur Richtung von Pa; parallelen Kanten sich verlängern, während 
die anderen senkrecht dazu stehenden Kanten sich verkürzen. Die 
durch Pa; hervorgerufene Spannung ist eine Hauptspannung 0 1 , die 
unter der Voraussetzung, daß zwischen Spannungen und Dehnungen 
Proportionalität besteht, mit der zu ihr gehörigen Dehnung Bx durch 
die Gleichung 

Ba; = IX 01 

verbunden erscheint, worin IX die in § 2 besprochene Dehnungs
zahl bedeutet. 

~ - - -- p- - - - - _.. .. -

--tlJ- ' __ ~------------- --
/ r ......... 

~ I'", 

/ ' . 
". ~ ._----- ~- - ----

Fig. I. 

Nach den beiden dazu senkrechten Richtungen der y und z 
wird die Dehnung als gleich groß betrachtet und durch 

m 

gemessen, worin m das als unveränderlich vorausgesetzte Verhältnis 
der Längsdehnu9g zur Qucrznsammenziehung bedeutet (vgl. § 7). 
Wir haben somit 

die Spannung die Dehnung 
in Richtung der x-Achse °1 Bx = IX 01 

" " " y-Achse 0 -~ 
m 

" " " z-Achse 0 -~ 
m 

Würde das Parallelepiped in Richtung der y-Achse und 
zwar nur in dieser - gezogen, so daß die Normalspannung 02 und 
die Dehnung By = IX o~ eintritt, so ergäbe sich 
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die Spannung die Dehnung 

in Richtung der x-Achse 0 - ~y-
m 

" " " y-Achse °2 f y = a02 

" " " z-Achse 0 --~ 
m 

Würde schließlich der Zug nur in Richtung der z-AchBe statt
finden, so daß die Normalspannung- 03 und die Dehnung 8. = aOa 
stattfindet, so fände sich 

die Spannung die Dehnung 

in Richtung der x-Achse o --~ 
m 

" " " y-Achse o 

" " "z-Achse 03 15. = aas. 
Wirken sämtliche Zugkräfte gleichzeitig, so bleiben 01' O2 und 03 

Hauptspannungen, die Hauptdehnungen aber sind 

woraus nach Einführung der oben angegebenen Werte für e." eil 
und 8. 

e =a (0. _~_+ 0 1) 
2 - m • 0 0 0 • 0 0 0 1) 

fS=a (03 _ 01! (2) 
Die Addition dieser Gleichungen gibt unter Beachtung von 

Gleichung 5, § 68, 
m e 

°1 + °2 + Os = m - 2 a 
Die erste der Gleichungen 1 liefert 

Cl m01- °2-oS=mo-a-

durch Addition dieser Gleichung zu Gleichung 2 

01 (1 + m)=: (m e_~+e1) 

o 2) 
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nach Einführung von 
1 m 1 1 
-----
2 1 +m a ß 

oder ß=2(1+m)" .. . .. 3) 
m 

und Ermittlung der Werte für 02 und v3 

",~~ '+", H"+m-' 2)~H',+;, • .11 
O2 = 1 +~m -~ (c 2 + m~~-2 ) = t (c'J + m!!--2) I 
03=i{m ~-(cs+ m e-2)=~(cS+m~2) 

.. 4) 

2. Spannungen und Formänderungen für drei beliebige, 
zueinander senkrecht stehende Richtungen. 

Die Gleichungen 4, § 67, gelten für das Koordinatensystem, das 
sich ergibt, wenn wir die Normalspannungen vx ' vy und Oz im 
Punkte P für drei beliebige, senkrecht zueinander stehende Ebenen 
zu Koordinatenachsen wählen. Nehmen wir statt dessen die drei 
Hauptspannungen im Punkte P zu Koordinatenachsen, also die Ebenen, 
in denen die Hauptspannungen wirken, zu Koordina.tenebenen, so 
folgt, da in diesen Ebenen die Schubspannungen Tx ' Ty und Tz gleich 
Null sind, und an Stelle von vx ' vy und 0, die Größen vll O2 und 0 3 

treten, aus den Gleichungen 4, § 67, 
PCOSA,=olcosa, PCOSj..l=v2 cosß, pcosv=vacosy. 
Die Normalspannung 0 in dem beliebigen durch den Punkt P 

gelegten Flächenelement bildet mit der resultierenden Spannung p 
einen Winkel cp, für den, da die Richtungswinkel 

von v 

" p 
sind, die Beziehung 

r 
v 

cos cp = cos a cos A, +. cos ß cos p, + C08 Y C08 v 
gilt. Somit 

0= p cos cp = vl cos2 a + 02 Cos2 ß + 03 cos2 y 
und nach Einführung der Werte, welche die Gleichungen 4, § 69, 
für die Hauptspannungen liefern, 

0= p2 (Cl cos2 a + c~ cos2 ß + ca cos2 Y + -~--) . 
1n-2 

Die Heranziehung der Gleichung 3, § 68, unter Beachtung, daß 
die Schiebungen wegfallen, wenn für cx' cy und Cz die Haupt
dehnungen Cl' c2 und Cs gesetzt werden, führt zu 

C = Cl C082 (X + c2 00S2 ß + e3 cos2 r, 
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folglich 

5) 

Da diese Gleichung für eine ganz beliebige Richtung gilt, so 
muß sie auch für drei beliebige zueinander senkrecht stehende Rich
tungen gelten, somit 

°x= ~ (fx + ;,i-~-2); 

OY=-}(Cy+m- e 2); 

az = ; (fz + m e 2); 

C =a(o _ ~yto.) 1 
x x" In 

f =a(o __ ax+ov) 
Z • m 

3. Bedeutung der Größe ß. 

6) 

Die Einführung des Wertes C aus Gleichung 3, § 68, in Glei
chung 5 ergibt 

a = ~ [cx cos2 a + fy cos2 ß + fz cos2 r + r x cos ß cos " 

+ r cos r cosa + r. cos ce cos ß + _e ___ (cos2 ce + cos2 ß + cos2 1')]' y m-2 

wobei der Faktor von __ e - am Schlusse mit Rücksicht auf das 
m-2 

Spätere an Stelle von 1 gewählt worden ist. 

Aus Gleichung 6, § 67, folgt unter Beachtung der Gleichungen 6 
dieses Paragraphen 

0=; [fxcos2a+cycOS2ß+fzCos2r+ m e 2(cos2a+cos2ß+coS2r)] 

+ 2'l" COS ß cosy + 2TyCOS r cos a + 2'l,cosa cosß. 

Da die beiden für a gefundenen Werte einander gleich sein 
müssen, so ergibt sich 

2 ß (r", cos ß cos r + I' u cos r cos a + 'Y. cos a cos ß) 

= 2 T", cosß cos 'Y + 2 'lyCOS 'Y cos a + 2 'l,COS a cosß 
(ß'l" - 1',,) cosß cos r + (ßTy - ry) cos 'Y cosa +(ß'lz-y.)cosacosß =0. 

Soll diese Gleichung für beliebige Werte von a, ß und 'Y be
stehen, so muß 

'Y.=ßTZ •• 7) 
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sein, d. h. ß ist diejenige Erfahrungszahl, mit der die Schubspannungen 
multipliziert werden müssen, damit die Schiebungen erhalten werden, 
also die Schubzahl (§ 29). Zwischen ihr und der Dehnungs
zahl a besteht die Beziehung Gleichung 3, wie bereits § 31, Ziff. 2, 
unmittelbar festgestellt worden ist. 

§ 70. Allgemeine Aufgabe der Elastizitätslehre und Weg 
zur Lösung derselben. 

Die Aufgabe der Elastizitätslehre begreift in sich: 

1. die Feststellung des Zusammenhanges zwischen den äußeren 
Kräften, die auf den in Betracht gezogenen Körper wirken, und 
den durch sie hervorgerufenen Formänderungen, 

2. die Feststellung der Abmessungen eines solchen Körpers unter 
der Bedingung, daß die Formänderung , d. i. die größte Haupt
dehnung, in keinem Punkte desselben die höchstens noch für zu
lässig erachtete Grenze. überschreitet, und unter der weiteren Forde
rung, daß die Gesamtformänderung des belasteten Körpers innerhalb 
der Grenze bleibe, die durch den besonderen Zweck desselben oder 
durch den Zusammenhang mit anderen Teilen gesteckt ist. 

Die Lösung dieser Aufgabe fordert in erster Linie die Ermitt
lung der Hauptdehnungen in einem beliebigen Punkte P des Körpers; 
denn unter ihnen befindet sich die größte und kleinste, welche über
haupt in dem Punkte auftritt. 

Allgemein würde dabei in folgender Weise vorzugehen sein. 

Für den Punkt P sind x, y und z die Koordinaten vor Eintritt 
der Formänderung, ~, 1] und , deren Änderungen infolge der letzteren 
und damit nach den Gleichungen 6 sowie 7, § 69, und den in § 68 
unter Ziff.1 für lix ' c y ' liz ' Y", Yy und Yz gefundenen Ausdrücken 

a" = J- (~! + m e_ 2)' 1 (01] 0') 
TX =7JoZ+OY 

2 (0 I) e) 
0y= ß ay- + m--2 ' 1 (0' O~) 

T y =/1 OX + OZ 1) 

a =_2 (~+ _e ____ ) 
Z ß OZ m - 2 ' Tz = ~ (~: + ~ ;) 

worin 

e=O~+Otl+o' 
ox oy OZ' 

ß= 2(1 j- ml a . 
m 

Die aus den Gleichungen 1 folgenden Werte der sechs Spannungs
komponenten sind in die Gleichungen 3, § 67, einzusetzen. Hier-

C. Ba eh. El .. tizität. 8. AuO. 44 
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durch werden drei simultane partielle Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung für die Größen ~, 1] und Cerhalten. 

89~ 89~ 89~ m 8e 
8x9 +8119 +8z9 + m-2 8x +PX=O 

891] 891] 89 1] m oe 
8x9 +8119 + ozll+;=-20y+PY=O . . . . 2) 

OiC 09C 8"C m oe 
8 x" + a 119 + 8 z" + m-2" () z + P Z = 0 

Bei der Integration werden im allgemeinen Funktionen einzuführen 
sein, die in bezug auf diejenige Veränderliche, naoh der jeweils 
integriert wird, konstant sind. Diese Funktionen sind durch die 
OberBächenbedingungen, d. h. dadurch bestimmt, 

a) daß die Spannungskomponenten 

pcosl pcosft PCOS1' 

in den Gleichungen 4, § 67, für die Punkte der Körperoberfläche 
(durch die Belastung) gegebene Werte haben, 

b) daß ~, 1], C für gewisse Punkte von vornherein bekannt sind 
oder doch ermittelt werden können (Unterstützung des Körpers). 

Sind hiernach ~, 1], C als Funktionen von x, 11, z festgestellt, 
so ergeben sich 

0"" 0ll' a., '1:"" '1: 11 ' '1:, 

aus den Gleichungen 1, sodann die Hauptspannungen aus Gleichung 8, 
§ 67, und die Hauptdehnungen mittels der Gleichungen 1, § 69. 

Oder es kann auch so verfahren werden, daß, nachdem ~, fJ,· C 
als Funktionen von x, 1/, z vorliegen, 

B"" BII , B., r"" r ll , r. 
mittels der in § 68 unter Ziffer 1 für diese Größen gefundenen 
Beziehungen und aus ihnen die Hauptdehnungen berechnet werden. 

In den weitaus meisten Fällen der technischen Anwendung er
weist sich die Integration der partiellen Differentialgleichungen als 
unausführbar, infolgedessen das angedeutete Verfahren, trotz seiner 
Einfachheit in grundsätzlicher Hinsicht, nur in Ausnahmefällen zum 
Ziel führt. Unter diesen Verhältnissen geht man zweckmäßigerweise 
derart vor, daß zunächst einfache Fälle betrachtet und von diesen 
unter Benützung der gewonnenen Ergebnisse zu zusammengesetzteren 
fortgeschritten wird. Die hierbei auftretenden Schwierigkeiten sucht 
man durch geeignete Annahmen zu überwinden. Dieser Weg, der 
nach heutigem Stand für den Ingenieur - wie bereits bemerkt, mit 
ganz seltenen Ausnahmen - allein übrig bleibt, ist in den ersten 
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8 Abschnitten dieses Buches beschritten. Daß es trotzdem für den 
Ingenieur angezeigt ist, die alJgemeinen Beziehungen dieses Ab
schnittes zu kennen, ergibt sich aus dem im Vorwort zur vierten 
Auflage Bemerkten. 

§ 71. Anwendung auf den Sonderfall der Belastung eines 
geraden stabförmigen Körpers. 

Fund F', Fig. 1, seien zwei unendlich nahe gelegene Querschnitte 
des stabförmigen Körpers. Die auf ihn wirkenden äußeren Kräfte 
lassen sich für den in Betracht gezogenen Querschnitt F ersetzen: 
durch eine im Schwerpunkte desselben angreifende Kraft R und durch 

ein Kräftepaar vom Moment M, entsprechend der Paarachse OM. 

Fig. 1. Fig. 2. 

Durch Zerlegung senkrecht zum Querschnitt und parallel zu dem
selben ergeben sich 

die Kraftkomponenten RiRi , 

die Momentkomponenten M 1M9 • 

Die Kraft R i veranlaßt, je nachdem sie ziehend oder drückend 
wirkt, eine Zu- oder Abnahme der Entfernung der beiden Quer
schnitte Fund F' voneinander, verursacht also positive oder negative 
Dehnungen, ruft demgemäß Normalspannungen wach: Fall der ein
fachen Zug- oder Druckelastizität (S. 113, bzw. 193). 

Das Kräftepaar M2 mit der Paarachse 0 M2 bewirkt eine Änderung 
der gegenseitigen Neigung von F zu F', verursacht also positive und 
negative Dehnungen und ruft damit positive und negative Normal
spannungen wach: Fall der einfachen Biegungselastizität (S. 232). 

Die Kraft R2 veranlaßt eine Verschiebung der Flächenelemente 
von F gegen diejenigen von F', d. h. Schiebungen, und ruft dem-

44* 
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entsprechend Schubspannungen wach: Fall der einfachen Schub
elastizität (S.401). 

Das Kräftepaar M1 bewirkt Verdrehungen der Flächenelemente 
in F gegen diejenigen in F', also Schiebungen, und ruft demgemäß 
Schubspannungen wach: Fall der einfachen Drehungselastizität (S. 342). 

Hiernach haben wir als Haup~wirkungen von Rund M erkannt: 
Änderung der Entfernung und der Neigung der heiden Querschnitte, 
Verschiebung und Verdrehung der heiden Querschnitte gegeneinander. 
Im allgemeinen wird noch eine Krümmung derselben eintreten, die 
von der Gesetzmäßigkeit abhängt, nach der sich die Dehnungen und 
Schiebungen im Querschnitt F von Flächenelement zu Flächen
element und von den Flächenelementen des Querschnittes F zu den 
gleichgelegenen von F' ändern. 

In dem beliebigen Punkte P qes Querschnittes F, Fig. 2, er
halten wir als Gesamtwirkung eine resultierende Normalspannung 0:r 

(in Richtung der Stabachse wirkend, die wir uns als x-Achse denken 
wollen) und eine resultierende Schubspannung 1. Letztere zerlegen 
wir nach Fig. 2 in zwei Komponenten parallel zur y- und zur z-Achse 
und erhalten somit für den Punkt P die Spannungen 

0a;' 111 , 1 •• 

Damit geht die Gleichung 8, § 67, für die Hauptspannungen 
wegen 

über in 
0 3 - 0 o~ - (1 11 + T 11) 0 = 0 x y z , 

woraus die eine Wurzel Os = 0 folgt (das Spannungsellipsoid wird 
zur Spannungsellipse ), während für die heiden anderen Hauptspan
nungen mit 

sich ergibt 
1 2 +1 2 =111 

11 • 

0 1 = ~ (Ox+V~x2+4'l11), ......... 1)' 

02=~(Ox-Vox2+412).. . . . . . 2) 

Für die -Hauptdehnungen folgt aus den Gleichungen 1, § 69, 
wegen Os =0 

1) Diese 3 Gleichungen führen zur Erfüllung der Gleichung 9, § 67, und 
damit - wie schon dort bemerkt - zum übergang des Ellipsoids in eine 
Ellipse. 
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somit 

81 = m - ~" +~~ Vo 2 + 41"2 , . . . . • 3)1 
a 2m x 2m x 

. . . . . . . . . 5) 

Ist "", positiv, einem Zug entsprechend, so wird, da' in der Regel 
die zulässige Anstrengung gegenüber Zug kleiner zu sein pflegt als 
gegenüber Druck, Gleichung 3 maßgebend. Wenn "x negativ ist, 
einem Druck entsprechend, so wird Gleichung 4 einen größeren Wert 
ergeben als Gleichung 3; dabei ist aber immerhin zu prüfen, ob die 
kleinere aus Gleichung 3 folgende Zuginanspruchnahme nicht maß
,gebend wird. 

Im übrigen ist das im zweiten Teil von § 48 Gesagte, betreffend 
die Einführung des Berichtigungskoeffizienten "0' zu beachten. 

Da die Gleichung 3 bzw. 4 häufige Benutzung erfährt, so er
scheint es angezeigt, an dieser Stelle nochmals die Voraussetzungen 
zusammenzustellen, auf denen sie beruht, und das um so mehr, als 
diese nicht selten recht ungenügend erfüllt sind, ohne daß daran 
auch nur gedacht wird. 

1. Die allgemeinen Voraussetzungen der Elastizitätslehre : 

a) Isotropie des Materials, 

b) Proportionalität zwischen Dehnungen und Spannungen so
wie Unveränderlichkeit des Verhältnisses zwischen Längs
dehnung und Querzusammenziehung, 

c) Formänderungen sind elastisch und klein, 

d) Elastizität gegenüber Druck ist die gleiche wie gegen
über Zug. 

2. Die Sondervoraussetzungen: 

a) "y=O und oz=O, 

d. h. Normalspannungen senkrecht zur Stabachse treten 
nicht auf. (Diese Voraussetzung ist z. B. bei einer Welle da, 
wo diese durch die Nabe einer Kurbel, "eines Rades usw. 
in radialer Richtung stark gepreßt wird, nicht erfüllt.) 

1) In anderer Weise wurde diese Gleichung bereits in § 48 abgeleitet. 
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b) ".,=0, 
d. h. Schubspannungen, welche in Ebenen wirken, die sich 
in Parallelen zur Stabachse rechtwinklig schneiden, sind 
nicht vorhanden. (Diese Voraussetzung ist beispielsweise 
bei einer Welle da, wo auf diese durch ein aufgekeiltes 
Rad oder eine aufgekeilte Kurbel ein bedeutendes Dreh
moment übertragen wird, nicht erfüllt.) 

Denkt man sich den geraden stabförmigen Körper aus Fasern 
bestehend, so kommen die Voraussetzungen 

ay=O a.=O ".,=0 
darauf hinaus, daß diese Fasern weder einen Zug noch einen Druck 
noch einen Querschub aufeinander ä.ußern, also auch nicht von 
außen empfangen. 



Bedeutung der in den Gleichungen auftretenden 
Buchstabengrößen. 

V Formänderungsarbeit (§ 41 u. f.), Konstante. 
A k Schlagarbeit (S. 145, Fußbemerkung). 
a bei elliptischen Querschnitten die große Halbachse, bei elliptischen Platten 

die große Achse der Ellipse; die eine Seite eines rechteckigen Quer
schnitts, einer rechteckigen Platte; Seite des quadratischen Quer
schnitts, der quadratischen Platte; Abstand (unveränderlicher). 

ao große Halbachse der inneren Begrenzung eines ·Ellipsenringes. 
«" a2 Abstände. 
B Konstante. 
b bei elliptischen Querschnitten die kleine Halbachse, bei elliptischen Platten 

die kleine Achse der Ellipse; die andere Seite eines rechteckigen 
Querschnitts, einer rechteckigen Platte; Seite eines regelmäßigen 
DJeiecks oder Sechsecks; Breitenabmessung; Abstand (unveränder
licher). 

bo kleine Halbachse der inneren Begrenzung eines Ellipsenringes; Breiten-
abmessung. 

C" G. Integrationskonstanten. 
C Strecke. 
Cl' c. Integrationskonstanten. 
d Durchmesser im allgemeinen, bei Hohlstäben der äußere Durchmesser; 

Strecke. 
do innerer Durchme~ser eines HohlzylinderR. 
dm mittlerer » » » 
e, e1' e. Abstände, für gerade Stäbe s. § 16, für gekrümmte s. § 54. 
e Kreishalbmesser; Basis der nätürlichen Logarithmen. 
e = B, + B2 + Ba (§ 58, Gleichung 2, § 68, § 70). 
F Größe einer Fläche. 
f Querschnitt, Oberfläche des Kugeleindruckes (S. 219). 
f 0' f, Sonderwerte von f· 
fbl Querschnitt an der Bruchstelle des zerrissenen Stabes, dessen ursprüng-

licher Querschnitt die Größe f besaß. 
GEigengewicht. 
9 Beschleunigung infolge der Schwere (§ 18, 6.';, 66). 
H Rorizontalkraft.. Härtezahl (S. 219). 
h Höhe eines Querschnitts, eines Prima; Stärke einer Platte. 
ho Höhenabmessung. 
i Anzahl der Windungen einer Sohraubenfeder. 
K z Zugfestigkeit (§ 3). 
K Druckfestigkeit (§ 11). 
Kb Biegungsfestigkeit (§ 22). 
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Drehungsfestigkeit (§ 35). 
Sohubfestigkeit (§ 15, § 40). 
zulässige Anstrengung gegenüber Zug. 

" " Druok. 
" Biegung. 

" Drehung. 

" " " 
Schub. 

Länge des Körpers, Abstand. 
lb die Länge, die das ursprünglioh l lange Stabstüok naoh dem Zerreißen 

besitzt. 
M Moment im allgemeinen. Massenkraft (§ 66). 
M.4, Moment im Punkt A (§ 18, Ziff. 3). 
'M~ biegendes Moment. 
max (Mb) Größtwert von Mb' 
Md drehendes Moment. 
M" Moment, herrührend von den auf den UmfanlZ einer Platte wirkenden 

Widerlagskräften (§ 61). 
e 

M'I = J 2Yl1 d l1 statisohes Moment (s. § 39). 
'I 

m Exponent, der die Veränderliohkeit der Dehnung zum Ausdruok bringt 
(§ 4 und § 5, insbesondere Ziff. 3 daselbst); Verhältnis der Längs
dehnung zur Querzusammenziehung (§ 7, § 69); Koeffizient (§ 33) 
Masse (§ 18). 

m, und m2 Sonderwerte des Exponenten m (§ 20, Ziff. 5). 
N Normalkraft. 
n Größe einer Streoke; Koeffizient; minutliohe Umdrehungszahl (§ 18, 65). 
P Zug- oder Druokkraft, Einzelkraft. 
Pmax Bruchbelastung. 
Po Knickbelastung (§ 24). 
p Belastung der Längeneinheit eines auf Biegung beanspruchten Stabes, 

Spannung im allgemeinen. 
P, Pt> P., pa, Pe Pressungen auf die Flächeneinheit (§ 60, § 53), Spannungen 

(§ 66, 67). 
p, Pressung im Innern eines Hohlgefäßes, für pa = 0 innerer überdruok. 
p. Pressung der das Hohlgefäß umschließenden Flüssigkeiten, für PI = 0 

äußerer überdruck. 
px, Py, p, Spannnungen in drei zueinander senkrechten Ebenen (§ 67). 
Q gleichmäßig über den gebogenen Stab verteilte Last, Einzellast (§ 55, Ziff. 1). 
2 Q Belastung eines Hohlzylinders auf die Längeneinheit (§ 55, Ziff. 2). 
r Kreishalbmesser, Krümmungshalbmesser insbesondere der Mittellinie eines 

gekrümmten Stabes vor der Formänderung, Trägheitshalbmesser (§ 26). 
r t , r. Sonderwerte von r (§ 57, Fig.4 bis 6). 
ro Sonderwert von r (§ 60, Fig. 17; § 66). 
r, innerer Halbmesser eines Hohlzylinders, einer Hohlkugel usw. 
r. äußerer" " " " 
(5 Sioherheitskoeffizient gegenüber Knickung (§ 25). 
S Sohubkraft. 
8 Wandstärke, Strecke. 
Sm Wandstärke in der Mitte einer Soheibe (§ 66). 
u Umfang des Querschnittes; veränderlioher Hebelarm (§ 54, Ziff. 5). 
V Volumen. 
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v Abstand (§ 16), Umfangsgeschwindigkeit (§ 65, 66). 
x beliebige Strecke, Abszisse. 
Xo Schwerpunktsabstand (§ 65). 
x' Koordinate (§ 67). 
Y Koordinate, insbesondere Ordinate der elastischen Linie, Querschnitts-

abmessung. 
YA, YB usf. Durchbiegung im Punkte A, B usf. 
y' Koordinate, Durchbiegung eines Stabes infolge des biegenden Momentes 

(§ 24, 52). Zusammendrückung oder Verlängerung einer Schrauben
feder (§ 57). 

y" Durchbiegung eines Stabes infolge der Schubkraft (§ 52, Ziff.2b). 
W; Wa und W~ Widerlagskräfte (§ 61). 
X, Y, Z Komponenten von Massenkräften (§ 67). 
Z = f xydf (§ 21, Gleichung 2). 
z Koordinate; Abstand, Querschnittsabmessung; veränderlicher Hebelarm 

(§ 54, Ziff. 5, § 66, Ziff. 1). 
e' Koordinate, Durchbiegung plattenförmiger Körper. 
zo' Sonderwert von z'. 
Zo Schwerpunktsabstand (S. 293). 
'" Dehnungszahl der Federung (§ 2, reziproker Wert des Elastizitätsmodul), 

Dehnung für die Spannung 1 (§ 4 und § 5); Winkel; Konstante. 
"'1 und 1X2 Sonderwerte der Dehnung für die Spannung 1 (§ 20, Ziff. 5). 
"'0 Anstrengungsverhältnis (§ 48). 
P Schub zahl (§ 29, reziproker Wert des 1'lchubelastizitätsmodul, § 69); Winkel, 

insbesondere der elastischen Linie mit der ursprünglichen Stabachse 
(§ 18); Konstante. 

Po = ~: (§ 45, Ziff. 1). 

Y Schiebung, Winkeländerung (§ 28), Gewicht der Volumeneinheit, Winkel. 
Yx, Yy, Yz Winkeländerung (Schiebung) an der x-, y- bzw. z-Kante (§ 68, § 69). 
Ymax Größtwert der Schiebung y. 
E verhältnismäßige Dehnung (§ 2). 
E' Sonderwerte von E. 

Eq Querdehnung (§ 7). 
EO Dehnung der Mittellinie (§ 54). 
EI' E2 , ES die Dehnungen in den drei Hauptrichtungen (§ 58, 66), die Haupt-

dehnungen (§ 68). 
Er, Ey , Ez Dehnungen in Richtung der x-Achse bzw. der y- und z-Achse. 
t; Änderung von z (§ 58, § 66, § 68) . 
., Koordinate; Abstand, insbesondere eines Flächenelementes von der einen 

Hauptachse des Querschnittes, Änderung von y (§ 68). 
8 Trägheitsmoment eines Querschnitts im allgemeinen, meist jedoch in bezug 

auf die eine Hauptachse. 
8 ' polares Trägheitsmoment eines Querschnitts. 
81> 8 2 , 8 x , {fi}y Trägheitsmomente in bezug auf besonders bezeichnete Achsen. 
{} verhältnismäßiger Drehungswinkel (§ 33, § 43). 

Koeffizient (§ 42). 
" Zerknickungskoeffizient (§ 26). 

,,= - -T f r +- tJ df (§ 54, Ziff. 2). 

l Winkel (§ 67). 
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A, ).', )." Längenänderungen eines Stabes (§ 1, § 2, § 4, § 5, § 41). 
I-' Koeffizient (§ 46), insbesondere Berichtigungkoeffizient (§ 60, Ziff. 4, § 6I.u.f.). 
Po Koeffizient (§ 22, S. 293). 
" Winkel. 
~ Koordinate, Änderung von x (§ 68). 
n = 3,14159. 
e Krümmungshalbmesser, inbesondere der elastischen Linie; Abstand eines 

beliebigen Querschnittselementes von der Drehungsachse (§ 32, Fig. 4, 
Gleichung 1), Ausrundungshalbmesser (§ 56). 

ea, eb Sonderwerte von e (§ 61). 
o Normalspannung (§ 1, § 29, erster Absatz). 
Oma., Größtwert von (J. 

(Jl' (J. Sonderwerte von (J. 

(J." (Jy, (J. Normalspannungen in Richtung der x-Achse bzw. y- und z-Achse. 
(Ja, Ob größte Normalspannung im Streifen von der Länge a bzw. b (§ 61). 
(Jd, 0. Druck- bzw. Zugspannung (§ 20, Ziff. 5). 
T Schubspannung (§ 29). 
Tmax Größtwert von '1 bei Schub (§ 38, § 39). 
Tl Sonderwert von T. 

"'a;, 'y, T. Schubspannung senkrecht zur Richtung der x-Aohse und der y- bzw. 
z-Achse (§ 67). 

",' Schubspannung an näher bestimmter Stelle. 
T/, ': die Werte 'y und " an einer solchen Stelle. 
T" 'ld Schubspannungen, unterschieden je nachdem sie von der Schubkraft oder 

vom drehenden Moment hervorgerufen werden. 
T'ma., Schubspannung in den Endpunkten der kleinen Halbachse eines ellipti

schen Querschnitts. 
Ta' Schubspannung in den Mitten der langen Seiten eines rechteckigen Quer

schnitts. 
Tb' Schubspannnng in den Mitten der kurzen Seiten eines rechteckigen Quer

schnitts. 
tp Dehnung des zerrissenen Stabes in Prozenten (§ 8); Winkel (von veränder

licher Größe), Koeffizient (§ 34). 
'ljJ Querschnittsverminderung des zerrissenen Stabes in Prozenten (§ 8); Winkel, 

Koeffizient (§ 3\ Ziff. 2, § 60, Ziff. 4). 
'Po Koeffizient f§ 57). 
co Befestigungskoeffizient (§ 24, § 25), Winkel. 

Verhältnismäßige Änderung des Querschnittswinkels (§ 54). 
Winkelgeschwindigkeit (§ 65, 66). 
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