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Vorwort. 

Die Elektronentheorie der Metalle ist gegenwärtig so weit fort
geschritten, daß sie fast alle Eigenschaften der Metalle erklärt 

und schon auf einigen Gebieten vollständige quantitative Angaben 

machen kann. 
Dieses Buch soll eine Einführung für diejenigen sein, die die 

Entwicklung der Theorie nicht im einzelnen verfolgt haben. Ich 
habe dabei insbesondere an den Experimentalphy~iker gedacht, 
der sich mit Metallphysik beschäftigt, und der sicher aus der Theorie 

manche Anregung schöpfen kann. Ich habe mich daher bemüht, 
mit möglichst einfachen mathematischen Hilfsmitteln auszu
kommen, und andererseits überall, wo es möglich ist, die Ergebnisse 

der Theorie mit den Experimenten zu vergleichen. 

Die Herren K. FUCHS und H. LONDoN haben mich beim Lesen 
der Korrekturen freundliehst unterstützt. Beiden möchte ich 

auch an dieser Stelle meinen herzlichen Dank aussprechen. 

Bristol, im September 1936. 

HERBERT FRÖHLICH. 
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VI Za.hlenwerte. - Energiebezeichnungen. 

Einige Zahlenwerte. 
c = 2,998 . 1010 crn/sec 
e = 4,77 . 10-10 abs. elektrostatische Einheiten 
h = 6,55 . 10-27 erg. sec. 
h = 1,04 . 10-27 erg. sec. 
k = 1,37,10-16 erg. grad-1 

m = 9,03 . 10-28 g 
N = 6,06.1023 = LOSCHMIDT-Zahl 

1 eh 
I' = lf me = 0,916 . 10-20 = 1 BOHRSches Magneton. 

Energiebezeichnungen. 
Wir werden die Energie häufig in e-Volt, k-Grad und p-Gauß 

ausdrücken. 1 e-Volt ist dabei die Energie e V, rnit V = 1 Volt. 
Entsprechend ist 1 k-Grad die Energie kT mit T = 1° und 11'
Gauß die Energie pB mit B = 1 Gauß. 
1 e-Volt = 1,59 .10-12 erg = 23,0 K-Calfg-Atom = 1,16 . I04 k-Grad 

= 1,73 '108p-Gauß. 
I k-Grad = 1,49 'I04p-Gauß = 0,862 ·1Q-4e-Volt. 



Bezeichnungen. VII 

Bezeichnnn gen. 

Die folgenden Bezeichnungen werden im Text nicht besonders 
erklärt: 
c = Lichtgeschwindigkeit 
e = Elektronenladung 
h = PLANcKsches Wirkungsquantum 

h h = ._-
2n 

k = BOLTzMANN-Konstante 
rn = Elektronenmasse 
a = Gitterkonstante 
f = reduzierter Ausbreitungsvektor 

In = Vektor mit den ganzzahligen Komponenten rnx ' rnll , inz 

n = Vektor mit den ganzzahligen Komponenten nx' n y, nz 
R = Volumen des Grundgebietes 

t: = Ortsvektor 
T = absolute Temperatur 

i = Zeit 

~ I = Komponenten des Ortf'vektors 

v = Frequenz 
Bei Temperaturangaben bedeutet die Bezeichnung 0, z. B. 100°, 

immer die absolute Temperatur, während ° C Celsiusgrad sind. 



Kurzer Überblick über die Entwicklung der 
Elektronentheorie der Metalle. 

Im Rahmen der modernen Physik hat als erster W. PAULI [28]1 
das Problem der Metallelektronen aufgegriffen. Er behandelte 
den temperaturunabhängigen Paramagnetismus der Alkalimetalle, 
der vom Standpunkt der klassischen Physik aus vollständig un
verständlich ist. Indem er die von FERMI [22] und DIRAC [20] 
entwickelte Quantenstatistik auf die Metallelektronen anwandte, 
konnte er eine quantitativ befriedigende Behandlung des temperatur
unabhängigen Paramagnetismus geben. Dies veranlaßte A.SOMMER
FELD [54] zu einer systematischen Untersuchung der Metall
elektronen, indem er wie in der klassischen Theorie von P. DRUDE 
und H. A. LORENTz [26] die Metallelektronen als vollkommen frei 
annahm, jedoch nicht die MAXWELL-Statistik, sondern die FERMI
DmAc-Statistik auf sie anwandte. SOMMERFELD konnte in seiner 
grundlegenden Arbeit zeigen, daß alle Schwierigkeiten der klassi
schen Theorie in der modernen Theorie wegfallen. Damit war 
der Weg für die weitere Entwicklung gezeigt. Es handelte sich 
in erster Linie darum, die Hypothese der freien Elektronen zu 
begründen bzw. ihren Gültigkeitsbereich näher zu untersuchen. 
Dies wurde von F. BLOCH [33] durchgeführt, der die Grundlagen 
der wellenmechanischen Behandlung der Metallelektronen schuf. 
Gleichzeitig gab er auch die Grundlagen zur Berechnung des 
elektrischen Widerstandes. Die wellenmechanische Theorie BLOCHS 
wurde von R. PEIERLS [86] und L. BRILLOUIN [1] erweitert und 
anschließend von vielen Autoren auf fast alle Probleme. der Metall
physik angewandt. 

Zunächst unabhängig von der BLocHschen Theorie und zeitlich 
etwas früher entwickelte sich die Theorie des Ferromagnetismus. 
Als erster hat J. FRENKEL [36] darauf hingewiesen, daß die Aus
tauschkräfte für den Ferromagnetismus verantwortlich sein könnten, 
ohne aber zu einer quantitativen Theorie zu gelangen. Unabhängig 
davon, hat W. HEISENBERG [44] quantitativ gezeigt, daß das 

1 Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literatur
verzeichnis am Ende des Buches. 
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2 _<\llgemeine Grundlagen. 

WEIsssche innere Feld [31] durch die Austauschkräfte erklärt 
wird und damit die Grundlage zur Behandlung des Ferromagnetis
mus gelegt. 

Einen wesentlichen Fortschritt verdankt man in neuerer Zeit 
W. WIGNER [154], der eine quantitative Berechnung der Kohäsions
kräfte gegeben hat. 

Das wichtigste ungelöste Problem ist die Supraleitfähigkeit. 
Zu ihrer Behandlung fehlt gegenwärtig noch jede Grundidee. 
Es ist aber zu hoffen, daß auch dieses Problem im Rahmen der 
allgemeinen Grundlagen der Metalltheorie gelöst werden kann. 

I. Allgemeine Grundlagen. 
§ 1. Einführung. 

Die charakteristischste Eigenschaft der Metalle ist ihre elek
trische Leitfähigkeit. Um diese zu erklären, wurde bald nach der 
Entdeckung des Elektrons die Annahme gemacht, daß es in jedem 
M;;t,J.ll eine gewisse Anzahl frei beweglicher Elektronen gibt, die 
im thermischen Gleichgewicht mit den Metallatomen stehen. Die 
Wechselwirkung mit den Atomen war in der Weise gedacht, daß 
die Elektronen (analog wie in der kinetischen Gastheorie) Zu
sammenstöße mit den Atomen erleiden. Diese sind charakterisiert 
durch Angabe der Wegstrecke, die ein Elektron im Mittel zwischen 
zwei Zusammenstößen zurücklegt, der mittleren freien Weglänge. 
Mit diesen Annahmen gelingt es auf sehr einfache Weise, das 
OHMsche Gesetz und das WIEDEMANN-FRANzsche Gesetz 1 ab
zuleiten 2 [26]. 

In der weiteren Entwicklung ergab sich aber bald eine Reihe 
schwerer Einwände gegen die Theorie. An deren Spitze steht der 
Widerspruch mit der Erfahrung in bezug auf die spezifische Wärme. 
Nach der klassischen statistischen Mechanik ist die mittlere Energie 

eines freien Elektrons pro Freiheitsgrad 3 : k T, also der Beitrag 

zur spezifischen Wärme : k. Für n Elektronen pro cm3 ergibt das 

einen gesamten Beitrag der Elektronen von der Größe : nk. Um 

1 Verhältnis von elektrischer Leitfähigkeit zur Wärmeleitfähigkeit ist 
unabhängig vom Material. 

2 Vgl. § 12. 
3 Alle Abkürzungen, die im Text nicht erklärt sind, werden auf S. VI 

definiert. 



Einführung. 3 

diesen Betrag müßte sich die spezifische Wärme von Leitern 
gegen diejenige von Nichtleitern erhöhen. Nun wird aber gerade 
auch bei Metallen das DULONG-PETITsche Gesetz, das besagt, 
daß die spezifische Wärme fester Körper sich durch die Freiheits
grad.e der Atome allein erklären läßt, gut bestätigt. Um mit der 
Erfahrung-in übereinstimmung zu bleiben, müßte man annehmen, 
daß die Zahl der freien Elektronen sehr klein gegen die Zahl der 
Atome ist. Das steht aber in Widerspruch mit den Ergebnissen, 
die man für die Zahl der "Leitungselektronen" aus den elektrischen 
und optischen Effekten erhält. 

Bei einer konsequenten Weiterentwicklung ergab sich unter 
anderem auch eine falsche Temperaturabhängigkeit der elektrischen 
Leitfähigkeit, nämlich Proportionalität mit 1fv'T anstatt mit 1fT 
(für nicht zu tiefe Temperaturen). 

Trotz vieler Versuche zeigte es sich, daß eine Rettung der 
Theorie auf dem Boden der klassischen Physik unmöglich war. 

Durch die Entwicklung der modernen Quantentheorie (Quanten
mechanik, Wellenmechanik) wurde eine vollständig neue Situation 
geschaffen. Vor allem müssen wir jetzt nicht wie in der klassischen 
Physik an die Spitze unserer Elektronentheorie eine Hypothese 
stellen, sondern wir werden begründen, daß in Metallen die Elek
tronen fast frei beweglich sind und so die elektrische Leitfähigkeit 
erzeugen. Daneben werden wir auch alle anderen Eigenschaften 
der Metalle (mit Ausnahme der Supraleitfähigkeit) erklären können. 
Einer vollständig exakten Lösung der sich ergebenden wellen
mechanisehen Probleme stehen allerdings große technische Schwie
rigkeiten entgegen, da wir ja immer Probleme mit sehr vielen 
Elektronen zu behandeln haben. Deshalb müssen wir uns nach 
einem geeigneten Näherungsverfahren umsehen. 

Um einen überblick über die Art, in der wellenmechanische 
Probleme gelöst werden, zu geben, besprechen wir kurz das Ein
körperproblem, auf das wir den größten Teil unserer Probleme 
zurückführen werden. Wir verzichten dabei auf eine Begründung 
und ausführlichere Besprechung und verweisen hierfür auf die 
Lehrbücher. 

Einkörperproblem. Ein Einelektronenproblem ist eindeutig 
definiert, wenn die äußeren elektrodynamischen Potentiale, in 
denen sich das Elektron bewegt, bekannt sind. Wir wollen im 
folgenden annehmen, daß nur ein elektrostatisches Potential 
existiert. V (x, y, z) sei die potentielle Energie des Elektrons. 

1* 



4 Allgemeine Grundlagen. 

Alle physikalischen Eigenschaften werden eindeutig aus einer 
komplexen Raum-Zeitfunktion, der Wellenfunktion lJI, auf deren 
Deutung wir gleich zurückkommen, abgeleitet. lJI wird als Lösung 
einer partiellen Düferentialgleichung, der SCHRÖDINGER-Gleichung, 
gewonnen. Diese lautet 1 : 

h 8 h2 

-TTtlf'+2mL1lf'-Vl[I=O. (1) 

Die einfachste aus lJI abzuleitende reelle Größe 2 e (x, y, Z, t) = lJIlJI* 
wird gedeutet als Wahrscheinlichkeit dafür, daß sich das Elektron 
zur Zeit t an dem Ort r =(x, y .. z) befindet. Man kann also e e 
als mittlere Ladungsdichte auffassen. Die Wahrscheinlichkeit, daß 
sich das Elektron zur Zeit t an irgendeinem Ort aufhält, ist Eins3• 

Infolgedessen muß lJI der folgenden "Normierungsbedingung" 
genügen: 

J lf'lf'* d!' = 1 . (2) 

Die Integration ist über den ganzen Raum auszuführen. lJI ist 
aus GI. (1) nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt, der 
aus (2) berechnet werden kann. Dazu ist allerdings nötig, daß 
das Integral (2) konvergiert. Diese Konvergenzbedingung bedeutet, 
daß wir aus allen möglichen Lösungen von (1) eine gewisse Anzahl 
als zulässige Lösungen herausgreifen müssen. (Z. B. muß lJI im 
Unendlichen verschwinden.) 

Wir können (1) lösen mit dem Ansatz: 

(3) 

Auf die allgemeinste Lösung von (1) kommen wir später zu sprechen. 
Bei dem Ansatz (3) ist E zunächst ein willkürlicher reeller Para
meter. Durch Einsetzen von (3) in (1) erhalten wir die zeit
unabhängige SCHRÖDINGER-Gleichung: 

h2 

2 m L11J1 + (E - V) 1JI = O. (4) 

Die verschiedenen Lösungen von (4) sind durch den Parameter E 
charakterisiert, der die Dimension einer Energie hat und, wie wir 
weiter unten zeigen werden, die Gesamtenergie des Elektrons 

1 h 
h = 2;t' vgl. S. V und VI. 

2 'P* ist die zu'P konjugiert komplexe Funktion; sie genügt auch der 
Gleichung (GI.) (1) wenn man dort i durch - i ersetzt. 

3 Denn irgendwo muß sich das Elektron ja aufhalten. 
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darstellt. Wie wir eben besprochen haben, sind infolge der Kon
vergenzbedingung (2) nur gewisse ausgew~hlte Lösungen von (1) 
brauchbar, also nur Lösungen von (4) mit gewissen ausgewählten 
Werten der Energie E. Diese können eine diskrete oder kontinuier
liche Mannigfaltigkeit bilden. Wir sprechen von einem diskreten 
bzw. von einem kontinuierlichen Spektrum der Energie. Die 
zulässigen Werte der Energie nennen wir Eigenwerte E"" die 
entsprechenden Lösungen "P Eigenfunktionen "Pn' Befinden wir 
uns im kontinuierlichen Spektrum, so ist es aus physikalischen 
und mathematischen Gründen nötig, die Lösungen, die zu einem 
kleinen Intervall der Energie (zwischen E und E + L1 E) gehören, 
zusammenzufassen und für diese die Normierung (2) vorzunehmen. 
Gehören zu einem Eigenwert En mehrere, z. B. ZEigenfunktionen 
"P",l (wir unterscheiden sie durch einen Index l), so nennt man 
den Eigenwert Z-fach entartet. 

Zwei verschiedene Eigenfunktionen "Pn und "Pm genügen einer 
einfachen Relation, der Orthogonalitätsbedingung. Sie lautet: 

! "P!"Pm d-r: = 0, En+Em 

oder unter Einbeziehung der Normierungsbedingung: 

!"P:"Pmd-r:={)nm1. (5) 
Zum Beweis multiplizieren wir die GI. (4) für "Pm bzw. "P,{ mit 
"P: bzw. "Pm' subtrahieren sie voneinander und integrieren über 
den ganzen Raum. Wir erhalten dann: 

2h: f("P: L1 "Pm -"Pm L1 "P:) d'/: + (Em -En) ! "P:1Jlm d-r = O. 

Nach dem GREENschen Satz, angewandt auf die Funktionen "P: 
und "Pm ist aber 

! ("P: L1 "Pm - "Pm L1 "P:) d -r = ! ( "P: 8~ "Pm - "Pm :r 1Jl:) da, 
o 

wo da Integration über die Oberfläche unseres Gebietes und or 
Differentiation senkrecht zu dieser Oberfläche bedeutet. Lassen 
wir diese ins Unendliche gehen, so sehen wir, daß wegen der Be
dingung (2) das Integral Null wird. Damit ist die Relation (5) 
bewiesen. 

Zwei sehr wichtige Eigenschaften der GI. (4) sind: 

1. Es gibt unendlich viele Eigenwerte En und Eigenfunktionen "Pn' 

1 !5nm = 1 für n=m; !5nm =O für n+m. 



6 Allgemeine Grundlagen. 

2. Jede willkürliche Funktion "P, die der Normierungsbedingung 
(2) genügt 1, läßt sich nach Eigenfunktionen entwickeln, d. h. dar
stellen in der Form l! 

(6) 

wobei die Konstanten an auf Grund der Orthogonalitäts- und 
Normierungsbedingungen berechnet werden. Man multipliziere 
dazu mit "P! und integriere über den ganzen Raum, dann wird 
wegen (5): 

am=f"P"P:dt. (6a) 
Man sieht jetzt leicht ein, daß die allgemeine Lösung von (1) 
dargestellt wird durch 

_i.Et 
1[' = .I Cn (t) "Pn e h n, (6b) 

n 

denn für jede Zeit t läßt sich nach GI. (6) die allgemeinste Lösung 1[' 
nach Eigenfunktionen "P" entwickeln. Die Koeffizienten an müssen 
jetzt aber von der Zeit abhängen und wir haben sie in zwei Teile auf-

gespalten (an (t) = cn (t) e - fEn t). Die unbekannten Koeffizienten 
cn (t) müssen durch Einsetzen in GI. (1) berechnet werden. Ist 
insbesondere das Potential V zeitunabhängig, so werden auch die 
cn zeitunabhängig. Da die "Pn für sich normiert sind, wird die 
Normierungsbedingung (2): 

.I 1 cn (t) 18 = 1. 
Nachdem wir uns mit den wichtigsten Eigenschaften der 

Eigenfunktionen vertraut gemacht haben, müssen wir ihre physi
kalische Deutung vervollständigen und auch nachweisen, daß 
E tatsächlich die Energie ist. Neben der Ladungsdichte e e inter
essieren wir· uns zunächst für die Stromdichte J. 

Wir gehen aus von der zeitabhängigen Gl. (1) für 1[' und 1['*: 
h Ci h' 

-1at'1' + 2m LJ '1'- V'1'=O 

+ ~ :t 'l'*+ 2h:.LI '1'*- V'l'*=O. 
Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 1[' *, die zweite mit 1[' 
und subtrahieren dann die zweite Gleichung von der ersten: 

1 Wenn das Gebiet, indem wir die Wellengleichung (1) lösen, endlich 
ist, muß hinzugefügt werden: ... und die den gleichen Randbedingungen 
genügt, wie die Eigenfunktionen, ... 

I Im kontinuierlichen Spektrum ist die Summe durch ein Integral 
zu ersetzen. 
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~ ~ (lJIlJI*) = ~ (lJI* J lJI - lJI J lJI*) = 
i ot 2m 

h2 
= 2 m div ('P* grad lJI-lJI grad lJI*) • 

Die letzte Umwandlung verüiziert man leicht; z. B. ist für die 
X-Komponente: 

~ (lJI* ~ lJI -lJI ~ lJI*) = lJI* ~ lJI - lJI ~ lJI* . 
OX OX OX Ox2 Ox2 

Wir erinnern jetzt an die Kontinuitätsgleichung für die Elektrizi
tätsdichte : 

- :t (ee) = divJ. 

Infolgedessen ist die Stromdichte : 

J = 2 hi ~ (lJI* grad lJI -lJI grad lJI*) • 

Durch Integration erhalten wir daraus den Gesamtstrom 

e \J = :i ~ f (lJI* grad lJI - lJI grad lJI*) d T • 

(7) 

Der Impuls des Elektron t> = m \J ist also, wenn wir jlJ' grad lJ'* d t' 
durch eine partielle Integration umformen zu - j lJ'* grad "P d t' : 

lJ = ~ J ':l'* grad ':l' d 7: • (8) 

Wir können dieses Ergebnis folgendermaßen formulif3ren: Wir 
erhalten den Impuls lJ des Elektrons, etwa seine X-Komponente 

Pz' durch eine besondere Art von Mittelung des Operators ~ oOx mit 

Hilfe der Wellenfunktion lJ'. Wir sagen, der Impuls Pz wird in 

der Wellenmechanik "dargestellt" durch den Operator ~ 08x und 

sein Wert ergibt sich durch die Mittelung (8). Tatsächlich ist 
der so berechnete Wert des Impulses Pz in gewissem Sinne ein 
Mittelwert. Wie nämlich in den Grundlagen der Quantenmechanik 
gezeigt wird, sind alle physikalischen Messungen mit einer prin
zipiellen Ungenauigkeit behaftet und nur die Mittelwerte über 
viele gleichartige Messungen, man nennt sie Erwartungswerte, 
sind berechenbar. Diese Berechnung wird immer in ähnlicher 
Weise durchgeführt, wie das in GI. (8) für den Impuls geschehen 

2 

ist. Der kinetischen Energie E kin = : m entspricht z. B. der Operator 

1 (h )2 h2 (02 02 02 ) h2 
2m Tgrad =-2m 8x2+oy2+ 0Z2 =-2m J 



8 Allgemeine Grundlagen. 

und ihr Erwartungswert ist 

Ekin = -2h:J IJI* J IJI di. 

Der Erwartungswert der potentiellen Energie ist 

V = J lJf* V lJf d i . 

Es ist jetzt leicht zu zeigen, daß der in GI. (4) eingeführte 
Parameter E tatsächlich die Gesamtenergie ist. Dazu müssen 
wir nur GI. (4) von links mit 'f/J* multiplizieren. Wir erhalten dallll" 
unter Beachtung der beiden obenstehenden Gleichungen für Ekin 

und V [und mit GI. (2) und (3)] sofort den Energiesatz 
- -

-Ekin + E- V = o. 
Gehen wir noch zur zeitabhängigen GI. (1) über, so sehen wir 

sofort, daß die Energie durch den Operator - ~ :t dargestellt wird. 

Diese Darstellungen von 1J und E durch Operatoren bilden, ge
meinsam mit dem Energiesatz, den eigentlichen Ausgangspunkt 
(oder vielmehr eine von vielen gleichwertigen Ausgangsmöglich
keiten) der Quantenmechanik. 

Um die Wechselwirkung des Elektrons mit Strahlung zu be
handeln, ist es nötig, diese mit in unser System aufzunehmen. 
Wir teilen hier nur die Ergebnisse mit. Gegeben sei (zur Zeit 
t = 0) ein Elektron im Zustand 'f/Jn- Die Amplitude des elektrischen 
Vektors des auftreffenden Lichtes sei Fx ' seine Frequenz v. Dann 
ist die Wahrscheinlichkeit, daß das Elektron sich zur Zeit t im Zu
stand 'f/Jm befindet, gegeben durch 

. 2{ ( Em-En )} 
( eF x)2 (x) 2 sm n v - h t 

Wnmt= 2mhv IPnml n2(v_Em-;:Enr' (9) 

d. h. nur dann wesentlich von Null verschieden, wenn 

Em-En + hv, 
d. h. wenn der Energiesatz erfüllt ist. Andernfalls ist Wnm praktisch 
Null. Hier ist 

(x) _ hJ * a d Pnm -?: 1J1max1J1n i. (10) 

Näheres darüber im Anhang 1.1 

1 Dieses Ergebnis ist nur dann exakt gültig, wenn die Wellenlänge des 
Lichtes groß gegen Atomdimensionen ist - also unter Vernachlässigung 
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Wir können jeder physikalischen Größe, z. B. der Koordinate x 
oder dem Impuls Pu;, ein zweidimensionales Schema, eine Matrix 
zuordnen, deren Elemente, die Matrixelemente, durch ein Bildungs
schema von der Art (10), für x nm also durch 

Xnm = f 1p! xlpn d't", 

gegeben sind. Eine solche Matrix ist die quantenmechanische 
Repräsentation der betreffenden physikalischen Größe. 

Mehrkörperproblem. In gewissem Sinne stellt ein Einkörper
problem fast immer ein vereinfachtes Mehrkörperproblem dar, 
denn jedes statische Potential wird ja durch Elektronen oder 
Atomkerne erzeugt. Das Näherungsverfahren, das wir zur Lösung 
der uns interessierenden Probleme wählen, besteht nun in folgendem. 

Wir greifen irgendein Elektron heraus. Dieses Elektron bewegt 
sich in dem durch die übrigen Elektronen und Atomkerne erzeugten 
Potential, das vorläufig allerdings unbekannt ist. Jeder Lösung 
entspricht nun eine bestimmte Dichteverteilung e und jede Dichte
verteilung erzeugt wieder einen bekannten Beitrag zum Potential V 
auf alle übrigen Elektronen. Unser Problem wird dann gelöst 
sein, wenn das Potential, das zur Berechnung der Eigenfunktionen 
benutzt wird, identisch ist mit dem Potential, das aus der (mit 
Hilfe der Eigenfunktion bekannten) Dichteverteilung [vgl. § 2, 
GI. (1)] berechnet wird. Diese Methode ist bekannt unter dem 
Namen HARTREEsche Methode des "self-consistent field" und mit 
sehr großem Erfolg auf Atome angewandt worden. Die praktische 
Ausführung kann etwa so durchgeführt werden, daß man von 
irgendeinem Potential Vo, von dem man annimmt, daß es eme 
gute Näherung darstellt (bei Atomen z. B. ein abgeschirmtes 
COULOMB-Feld), ausgeht und die zugehörigen Eigenfunktionen 11'0 
berechnet - dann mit Hilfe der 11'0 das durch sie erzeugte Potential 
VI berechnet usw. 

Im Falle der festen Körper können wir aber die empirische 
Tatsache verwerten, daß alle festen Körper Kristalle sind, daß 
also die Dichteverteilung sicher periodisch im Sinne der Kristall
periodizität ist. Diese Periodizität ist gerade die charakteristischste 
Eigenschaft aller Kristalle. Alle allgemeinen, d. h. für verschiedene 

der Retardierung. Andernfalls ist p~x~ zu ersetzen durch 

hf i (ft, r) * 0 d i e tp"ox tpn T. 

(st = Ausbreitungsvektor der Lichtwelle.) 
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Kristalle qualitativ gleichen Ergebnisse, müssen sich daraus ab
leiten lassen. 

Wir stellen uns folgendes Programm: Wir diskutieren zuerst 
möglichst allgemein das Potential (§ 2) und sodann die allgemeine 
Form der Eigenfunktionen in einem Kristall (§ 3). Hieraus be
rechnen wir die Eigenwerte und die uns sonst interessierenden 
Größen (z. B. den Impuls des Elektrons). 

Die hier beschriebene Methode liefert sicher, soweit es sich um 
Eigenschaften einzelner Elektronen handelt (z. B. deren optische 
Terme, ihre Geschwindigkeit usw.), gute Ergebnisse, denn in diesem 
Fall ist die Approximation vollständig korrekt. Daneben inter
essieren uns aber auch Größen, die sich nur auf das gesamte System 
beziehen, z. B. die gesamte Energie, der Gesamtimpuls. Wenn 
die Wechselwirkungsenergie der Elektronen sehr groß ist gegen 
ihre Eigenenergie, kann man sogar nur solche Größen korrekt 
definieren l . Wir werden also sehr vorsichtig sein müssen, wenn 
es um die Berechnung solcher, sich auf den ganzen Kristall be
ziehenden Größen handelt (vgl. z. B. Ferromagnetismus, Kapitel VI). 

Wir berechnen z. B. die· Gesamtenergie U. Die Eigenenergie 
des i-ten Elektrons sei ~, seine Wechselwirkungsenergie mit 
dem koten Elektron ~k. Die Gesamtenergie des i-ten Elektrons 
Ei ist also 

Ei = ~ + Z J'ik· 
k 

Vii ist natürlich Null zu setzen. Die Gesamtenergie ist dagegen: 

U =.'2~ + ~ 2J'ik =.'2 Ei - ~.'2J'ik' (ll) 
~k ~k 

also nicht gleich der Summe der Gesamtenergien der einzelnen 

Elektronen. (Der Faktor} in der Doppelsumme über ViA: rührt 

daher, daß dort jeder Wechselwirkungsterm doppelt gezählt wird.) 
Eine einigermaßen exakte Berechnung der Gesamtenergie kann 
unter Umständen große Schwierigkeiten machen. 

§ 2. Das Potential. 

Normierung. Unter Potential an einem Punkt versteht man 
die potentielle Energie einer bestimmten Ladungsmenge an diesem 
Punkt. Diese Definition enthält zwei willkürliche Konstanten, die 

1 Z. B. wird man nur einen Ge8amti.mpuIs definieren können. 
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wir durch Normierung festlegen: erstens die Größe dieser Ladung ; 
zweitens den Nullpunkt der Energie. Für erstere wählen wir die 
Ladung eines Elektrons, e. Seine potentielle Energie ist dann 
identisch mit dem Potential V und bestimmt sich mit Hilfe der 
PorssoNschen Gleichung aus der Ladungsdichte D 

L1 V=-4neD (1) 
D ist die Ladungsdichte sämtlicher Atomkerne und Elektronen 
mit Ausnahme des einen Elektrons, dessen potentielle Energie 
berechnet wird. Aus GI. (1) wird V nur bis auf eine additive 
Konstante bestimmt. Wir wählen diese so, daß in genügend 
großer Entfernung vom Metall V = 0 ist. 

Mittleres Potential [32, 68, 80]. Bei unserer Normierung wird, 
wie wir weiter unten zeigen werden, der Mittelwert des Potentials 

v= ~JVd"C (2) 
R 

im Metallinneren negativ, obwohl das Metall als Ganzes elektrisch 
neutral ist 1. Dies ist qualitativ leicht zu verstehen und ist eine 
allgemeine Eigenschaft elektrisch neutraler Systeme, die aus 
punktförmigen positiven und ausgedehnten negativen Ladungen 
bestehen. Denken wir z. B. an ein Atom mit kugelsymmetrischer 
Elektronenverteilung. Nach einfachen Sätzen der Potentialtheorie 
ist in einer Entfernung ro vom Kern die Kraft auf ein Elektron so 
groß, als ob die gesamte Ladung innerhalb der Kugel mit dem 
Radius ro im Kern vereinigt wäre, während die Ladung außerhalb ro 
keinen Beitrag liefert. Die Gesamtladung (Elektronen und Kern) 
innerhalb ro ist immer positiv und daher ist das Potential bei 
unserer Normierung negativ. 

- . 
Zur: Berechnung von V integrieren wir GI. (2) je zweimal 

partiell nach x, y und z. Unter Beachtung, daß V und grad V 
außerhalb des Metalls verschwinden, ist z. B. 

i V d"C = ~ i x2 ~2; d r 

und entsprechend für y und z. Ebenfalls durch partielle Integration 
zeigt man, daß 

i (y2 + Z2) ~2; d r = 0 

und Entsprechendes durch zyklisches Vertauschen von x, y und z. 

1 R ist das Volumen des Metalls. 
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Mit r2 = x2 + y2 + Z2 und unter Beachtung von (1) und (2) wird 

RV= jVd-r= !jr2/JVd-r=- 23n ejr2Dd-r. 

Aus Gründen der Kristallsymmetrie gibt die Integration über jede 
Elementarzelle (Volumen Ro) den gleichen Beitrag. Es sei 

Ti! ---.: ~j~r2d-r=~j~ r2d-r, 
Ro Ro e R e 

R. R 
dann wird 

~ 2n e2 r 2 (3) 
V=-3~ 

o 
Für Kristalle mit einem Atom pro Elementarzelle können wir 

den Nullpunkt in den Atomkern legen. m r 2 ist dann das Träg

heitsmoment der Elektronen, denn ~ D ist die Massendichte und 
e 

der Beitrag des Atomkerns zum Integral verschwindet, weil dessen 
Dichte mit r 2 = 0 multipliziert wird. Um die Größenordnung 
von V abzuschätzen, benutzen wir die in § 11 abgeleitete näherungs
weise gültige Beziehung für die diamagnetische Volumensus
zeptibiIität 

_ e2 r2 

Xdia = 6mc2 Ro (4) 

[für freie Atome gilt (4) exakt]. 
Aus (3) und (4) ergibt sich ein eigenartiger Zusammenhang 

zwischen mittlerem Potential und diamagnetischer Suszeptibilität: 

v = 4nmc2 Xdia • 

Wird V in e-Volt ausgedrückt, so lautet (5) 

V ,...., 7 . 106 Xdia e-Volt. 

(5) 

(5a) 

Xd. hat für fast alle Metalle die Größenordnung -10-6 (vgl. § 11). 
1ß 

Daher hat V die Größenordnung -lOe-Volt. 

Wir müssen hier darauf hinweisen, daß das mittlere Potential V 
durchaus nicht identisch ist mit der mittleren potentiellen Energie 
Epot eines Elektrons. Diese berechnet sich ja mit Hilfe der mitt
leren Aufenthaltswahrscheinlichkeit e zu 

E pot = Je VdT. 
R 

Nur wenn e konstant ( =~) ist, wird Epot = V [vgl. (2)]. Epothängt 
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stark von (}> also vom Quantenzustand des betreffenden Elektrons 
ab, während V eine Konstante des Metalls ist. 

Periodizität. Neben der Tatsache, daß das mittlere Potential 
im Inneren eines Metalls negativ ist, ist die einfachste Eigenschaft 
des Potentials seine Periodizität. Sie folgt unmittelbar aus der 
Kristallsymmetrie. Aus diesem Grunde hat auch die Ladungs
dichte D die gleiche Symmetrie. Wir können sowohl D als 
auch V in FOURIER - Reihen entwickeln und die FOURIER
Koeffizienten Vm von V mit Hilfe von GI. (1) durch diejenigen 
von D ausdrücken. Für ein kubisches Gitter wird so 

2ni 
D = IDme-a-<m,rl (6) 

2ni 
V = I Vm e-a- (m, rl (7) 

Durch Einsetzen von (6) und (7) in die POISsoNsche Gleichung 
(1) erhalten wir: 

e a2 

Vm = nlml2Dm , m =!= (0, 0, 0) (7 a) 

während Vo 0 0 = V ist (GI. 3). 

Die Dm berechnen sich aus der Ladungsdichte D nach der 
Theorie der FOURIER-Reihen zu 

2ni 
D --I-fD -a(m,r) d 

m- R e T, 
o 

m -+= (0,0,0). (6a) 
Ro 

Die FOURIER-Koeffizienten Dm können mit GI. (6a) rein theoretisch 
mit genügender Genauigkeit berechnet werden. Einzelheiten über 
die Berechnung der Dm und damit nach (7a) der Vm bringen wir 
im Anhang 7. Man erhält z. B. für die ersten FOURIER-Koeffi
zienten des Potentials für Ag -17 e-Volt und für Au -21 e-Volt. 

Wir können qualitativ den Potentialverlauf auch diskutieren, 
ohne auf die FOURIER-Darstellung Bezug zu nehmen. Wir gehen 
davon aus, daß nur die äußeren (Valenz-) Elektronen eine andere 
Dichteverteilung haben als in freien Atomen. Wenn wir also als 
Beitrag der einzelnen Atome zum Gesamtpotential die Potentiale 
der freien Atome benutzen, werden wir nur einen kleinen Fehler 
machen, solange wir uns in der Nähe irgendeines Kernes befinden. 
Längs einer Geraden, die durch Gitterpunkte (Atomkerne) geht, 
ist der Potentialverlauf etwa so wie in Abb. 1 a dargestellt. Dagegen 
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sind längs einer Geraden, die keine Gitterpunkte berührt, die 
Potentialschwankungen viel kleiner, etwa wie in Abb. 1 b gezeigt ist. 

Oberfläche. Man kann sich das Potential V additiv aus 2 Teilen 
entstanden denken. Zunächst nimmt man an, daß die Ladungs
dichte durch das eine Elektron, dessen potentielle Energie berechnet 
werden soll, nicht verändert wird und berechnet mit dieser Ladungs
dichte Do das Potential Vo• Tatsächlich aber polarisiert das Elektron 
seine Umgebung, so daß wir zum Potential Vo noch ein Polari
sationspotential P addieren müssen. Dieses ist immer negativ, 

n(v~nn 
~ 

Abb.l a und b. PotentIalverlauf lAngs einer 
Geraden, a die durch Atomkerne führt, 

b die nicht durch Atomkerne führt. 

z_ 

v-o----------~z~1~----= 

t 
V 

V-g,O _----" 

Abb. 2. - Verlauf des mittleren 
Potentials an der Oberf1Ache; 

- - - BIldkraftpotentIal. 

entsprechend der elektrischen Anziehung, die durch die Polari
sation verursacht wird. Eine besonders einfache Bedeutung be
kommt das Polarisationspotential in der Nähe der Metalloberfläche. 
Dort geht es nämlich über in das Potential der Bildkraft, d. h. 
in das Potential einer Punktladung e in einer Entfernung x von 
der Metalloberfläche. Das Bildkraftpotential ist bekanntlich 
(klassische Elektrostatik I). 

eS 
PB = -4X' (8) 

Dieser Ausdruck für das Polarisationspotential ist gültig, solange 
die Metalloberfläche als Ebene betrachtet werden kann, also für 
Entfernungen x, die größer als der Gitterabstand sind. In dieser 
Entfernung ist das Potential Vo praktisch Null (bei unserer Nor
mierung), denn Do ist hier praktisch Null. Für Entfernungen 
x > a ist ~lso V = PB' Ebenso verläuft hier auch das mittlere 
Potential V, während es für x< a sich dem Wert im Metallinneren, 
Vooo nähert (vgl. Abb. 2). 

§ 3. Das Elektron im periodischen Potential [33]. 

Allgemeines. Wir kommen in diesem Abschnitt zur eigentlichen 
Grundlage der Elektronentheorie. 
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Um den Unterschied zwischen der klassischen und der wellen
mechanischen Behandlung des Problems zu zeigen, überlegen wir 
uns, was für qualitative Aussagen wir über die Geschwindigkeit der 
Elektronen in beiden Theorien machen können. Wir beschränken 
uns der Einfachheit halber auf ein eindimensionales Modell, etwa 
mit einem Potentialverlauf wie in Abb.l a oder 1 b. In der klassi
schen Theorie haben wir dann zwei charakteristische Fälle zu 
unterscheiden: 

Fall 1. Die Energie des Elektrons ist kleiner als das Maximum 
des Potentials; dann wird ein Elektron immer in einer bestimmten 
Potentialmulde bleiben, das Elektron ist gebunden, die mittlere 
Geschwindigkeit ist Null. 

Fall 2. Die Energie des Elektrons ist größer als in 1; dann kann 
es sich ungehindert durch das Metall bewegen ("freies Elektron"). 

Diese Unterscheidung zwischen freien und gebundenen Elek
tronen ist in der Wellenmechanik unmöglich. Man kann das 
schon durch ganz grobe überlegungen feststellen. 

Falll. Ein Elektron hat die Möglichkeit, einen Potential
berg zu durchdringen, auch wenn das im klassischen Fall unmöglich 
wäre. Wenn das Elektron zu einer Zeit to in einer bestimmten 
Potentialmulde ist, so ist die Wahrscheinlichkeit, daß es sich später 
in einer anderen befindet, von Null verschieden. Das Elektron 
erzeugt einen Strom, der allerdings für Elektronen mit sehr kleiner 
Energie sehr klein wird. 

Fall 2. Von der dem Elektron zugeordneten DE BROGLIE-Welle1 

wird an jedem Gitterpunkt ein Teil reflektiert. Normalerweise 
zerstören sich diese reflektierten Wellen durch Interferenz, d. h. 
die Wahrscheinlichkeit, daß ein Elektron reflektiert wird, ist 
Null - die Elektronen bewegen sich wie im klassischen Fall 2 
ungehindert durchs Metall. Ist aber der Abstand zweier Gitter
punkte ein Vielfaches einer halben Wellenlänge, so werden sich 
die reflektierten Wellen durch Interferenz verstärken, so daß 
schließlich an jeder Stelle des Metalls ebensoviel reflektiert wird, 
wie einfällt. Ein Elektron mit dieser Wellenlänge kann sich also 
nicht durchs Metall bewegen - d. h. das Verhalten dieser Elek
tronen ist vollständig verschieden vom klassischen Fall. 

Wir wenden uns jetzt zu einer exakten Behandlung unseres 
Problems. Das Verhalten der Elektronen hängt natürlich stark 

1 Die Eigenfunktionen sind hier im wesentlichen ebeT!c Wellen. 
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von der Symmetrie des Gitters ab. Wir beschränken uns im 
folgenden immer, falls wir es nicht ausdrücklich vermerken, auf 
einfache Translationsgitter, meistens sogar auf einfache kubische 
Gitter. Ein einfaches Translationsgitter entsteht dadurch, daß 
wir von einem Atom ausgehend drei Vektoren a1, a2, a3, ziehen 
und in die Endpunkte dieser Vektoren je ein Atom legen. Diesen 
Vorgang setzen wir beliebig oft fort und erhalten dann das in 
Abb.3a gezeigte Gitter. Das durch die Vektoren a1, a2, a3 be
stimmte Parallelepiped heißt Elementarzelle des Gitters. Jede 
Elementarzelle enthält offenbar genau ein Atom, wie man am 
einfachsten sieht, wenn man alle Atome um einen kleinen Betrag 

-er" 
Abb. 3a. Aufbau eines Gitters aus der 

Elementarzelle. Aus [S]. 
Abb: 3 b. Flächenzentriertes kubisches Gitter. 

Aus [S]. 

in der gleichen Richtung verschiebt, so daß sie nicht mehr an 
einer Ecke, sondern im Inneren der Elementarzellen liegen. 

Die Darstellung eines Gitters als einfaches Translationsgitter 
ist nicht immer die zweckmäßigste. Betrachten wir z. B. ein 
flächenzentriertes kubisches Gitter. Wenn wir hier, wie es an
schaulich am einfachsten ist, an der kubischen Symmetrie fest
halten, so besteht die Elementarzelle aus einem Würfel, der außer 
an den Ecken auch in den Schnittpunkten der Diagonalen der 
Würfelflächen je ein Atom enthält. Das Gitter besteht also aus vier 
ineinandergestellten einfachen kubischen Gittern und die kubische 
Elementarzelle enthält vier Atome. Trotzdem läßt sich das flächen
zentrierte kubische Gitter als einfaches Translationsgitter auffassen, 
wenn man zu einem anderen Kristallsystem übergeht, wie man 
am einfachsten an Hand von Abb. 3b feststellt. Ähnlich verhält 
sich das raumzentrierte kubische Gitter. 

Eigenfunktionen [33, 5]. Die allgemeine Form der Eigen
funktionen"P läßt sich schon durch reine Symmetriebetrachtungen 
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festlegen. Nach § 1 [GI. (4)] genügt 1p der SCHRÖDINGER-Gleichung 
2m 

,11p + V (E - V (r)) 1p = 0, 

wobei das Potential V (r) periodisch im Sinne der Gittersymmetrie 

ist. Da E eine Konstante ist, folgt, daß LI 'I' ebenfalls eine periodische 
'I' 

Funktion mit der gleichen Periode wie V (r) sein muß. Das ist 
immer erfüllt, wenn 1p selbst periodisch ist, doch ist das sicher nicht 

die allgemeinste Lösung der Bedingung: LI 'I' periodisch. Man 
'I' 

sieht das z. B., wenn man als 
einfachstes Beispiel V konstant 
setzt, was dem Spezialfall freier 
Elektronen entspricht. Die 
Lösung der SCHRÖDINGER
Gleichung ist dann 

1p = ei(f,t), x_ 

wobei I ein beliebiger konstan
ter Vektor ist, der zum Impuls 
des Elektrons proportional ist Abb. 4. Reeller Tell der Eigenfunktionen, ein-
(vgI. § 4 B). Es läßt sich nun dimensional. __ VI, _ -a, __ _ eit z 

leicht zeigen (vgl. Anhang 6.), 
daß die allgemeinste Form von 1p durch eine Kombination der 
hier besprochenen beiden Grenzfälle erhalten wird. Es wird näm
lich 

1p = ei(f, t) u (r), 

wobei u periodisch ist, d. h. 

u (t) = u (t + al nl + a2 n2 + as na) . 

(1) 

(2) 

I ist ein konstanter Vektor, der sog. Ausbreitungsvektor oder 
die Wellenzahl. Die Eigenfunktionen 1p sind somit Produkte aus 
ebenen Wellen mit Funktionen u, die periodisch in der Gitter
periode sind (vgl. Abb. 4). 

Die Funktionen u können infolge dieser Periodizität in FOURIER
Reihen entwickelt werden. Im Fall eines kubischen Gitters l 

(Gitterabstand a) wird so 
2ni 

~ --(n,t) 
u=.-;;.,cne a (2a) 

1 Im allgemeinen Fall muß man zur Durchführung dieser Entwicklung 
das reziproke Gitter einführen. V gl. Anhang 6. 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 2 
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Geben wir uns eine bestimmte Eigenfunktion 
"Po = ei(f.,r)uo (3) 

vor, so ist durch (1) der zugehörige I-Wert noch nicht eindeutig 
bestimmt. Führen wir nämlich im Fall eines kubischen Kristalls 
einen zweiten Vektor 11 ein, dessen Komponenten 

2:n: 
(k1)x = (ko)x - -a-' (k1)y = (ko)y, (k1)z = (ko)z (4a) 

sind und eine Funktion 
Z"i --x 

~ = uoe a (4b) 

so wird (3) mit (4a) und (4b) 
"Po = ei(f"r)~. (3a) 

~ hat nach (4 b) die nach (2 a) geforderte Periodizität, also hat "Po 
in (3a) ebenso wie in (3) die geforderte Form (1). Offensichtlich 
können wir 10 durch alle Vektoren I ersetzen, die sich von fo um 

einen Vektor ~ m unterscheiden. Um den Vektor f eindeutig 
a 

zu machen, müssen wir jede seiner Komponenten auf einen Bereich 

von der Größe 2:n: einschränken. Die spezielle Lage dieses Wertea 
bereichs im I-Raum ist dabei ganz gleichgültig. Am praktischsten 
und einfachsten fordern wir 

- ~L.k·L.~ 
a t- a ' i = x, y, z (5) 

für ein kubisches Gitter: Im allgemeinen Fall (vgl. Anhang 6.) 
wird eine analoge Bedingung gefunden. Der durch die Forderung (5) 
eingeschränkte Vektor I heißt reduzierter A usbreitungsvektpr oder 
reduzierte Wellenzahl. Wir werden uns im folgenden, soweit wir es 
nicht ausdrücklich vermerken, auf kubische Gitter beschränken. 
Fast alle so erhaltenen Resultate lassen sich auf alle einfachen 
Translationsgitter entsprechend übertragen. Dagegen muß man 
bei Verallgemeinerungen auf komplizierte Gitter sehr vorsichtig 
sein [21OJ. 

Für die weitere Durchführung der 'Rechnungen ist es vorteil
haft, den ganzen (unendlich großen) Kristall in sehr große kubische 
Gebiete von der Länge L = aG einzuteilen, G sei eine große 
Zahl. Wir wählen für unsere Untersuchungen irgendeines dieser 
Gebiete und nennen es unser Grundgebiet, Sein Volumen ist 
R = L3 = (a G)3, 
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G3 ist die Zahl der Elementarzellen im Grundgebiet. Da sich 
alle diese großen Gebiete vollständig gleich verhalten sollen, forder!! 
wir für die Eigenfunktionen eine Periodizität mit der Periode des 
Grundgebiets, die nicht zu verwechseln ist mit der Güterperiodizität. 
Die letztere ist eine wesentliche physikalische Bedingung, während 
erstere nur zur Vereinfachung der Rechnungen eingeführt wird 
und in den Resultaten nicht mehr auftritt. Wir fordern also; 

V' (r) ="1' (r + aGe). 
e ist ein Vektor mit ganzzahligen Komponenten. Wegen (1) folgt 
hieraus, da u die Periode a, also auch die Periode a G hat; 

oder 
ei (I, r) = ei (I, r + e a G) , 

ei(f,eaG) = 1. 

Unter Berücksichtigung von (5) wird dann 
2:rr; fli 1 1 k - -- _-GLg.L_G 

i - a G' 2 t- 2 ' i = x,'Y,z_ (6) 

f kann also nur (p verschiedene Werte annehmen. Aus GI. (6) 
findet man sofort, daß die Zahl der Eigenwerte im Volumen
element d -rr = d kx d ky d kz des I-Raums 

(~~r dir = (2~)3dif (6a) 
ist. 

Die Normierung soll im Grundgebiet R durchgeführt sein. 
Mit (1) wird (Ro Volumen einer Elementarzelle) ; 

1 = J V'V'*d-r = J uu*d-r = G3 J uu*d-r. (7) 
R R ~ 

Energiespektrum. Zur Untersuchung der Eigenwerte gehen wir 
von der SCHRÖDINGER-Gleichung [§ 1, GI. (4)] aus: 

2m 
Li V' + 112- (E - V) V' = O. 

Mit dem Ansatz (1) erhalten wir: 

Li u + 2 i (t, grad) u + 2h~ ( E - 2h: k2 - V) u = O. (8) 

In dieser Gleichung ist I ein Parameter, der die in (6) festgesetzten 
G3-Werte annehmen kann. Für irgendeinen Wert von f können 
wir die (unendlich vielen) Eigenwerte Enf und Eigenfunktionen 
V'n f berechnen, die dann beide Funktionen des Parameters I sind 
und im einzelnen durch den näheren Verlauf des Potentials V 
bestimmt werden. Wir gehen jetzt von irgendeiner der Quanten
zahlen n aus und lassen f varüeren. Da f nach (6) G3-Werte 
annehmen kann, von denen zwei aufeinanderfolgende sehr nahe 

2* 
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bejsammenliegen (da G sehr groß ist), gibt es zu einer Quanten
zahl n, eine ganze Gruppe von OS beisammenliegender Eigenwerte 
bzw. Eigenfunktionen. Wird G beliebig groß, so wird der Abstand 
von zwei aufeinanderfolgenden Eigenwerten beliebig klein, Das 
Energiespektrum bes~eht also aus einzelnen Energiebändern (Quanten
zahl, n) mit je OS Eigenwerten. Innerhalb eines Bandes ist das 
Spektrum praktisch kontinuierlich. Die einzelnen Energiebänder 
kÖDnen sich auch teilweise überdecken. 

Die Tatsache, daß jedes Energieband genau OS Eigenwerte 
bzw. Eigenfunktionen enthält, ist, wie wir später sehen werden, 
von großer Bedeutung. Sie gilt nicht nur für kubische Gitter, 
sondern auch für alle einfachen Translationsgitter (Anhang 6.). 
Da jede Elementarzelle genau ein Atom enthält, gibt es in einfachen 
Translationsgittern in jedem Energieband einen Eigenwert pro Atom. 

Was für Aussagen können wir über die Abhängigkeit der Energie 
En f von f innerhalb eines Bandes (n) machen ~ Zunächst sehen 
wir, daß GI. (8) in die konjugiert komplexe Gleichung übergeht, 
falls wir f durch - f ersetzen. Da u und u* den gleichen Eigen
wert haben, ist En• f = En.-f • In kubischen Gittern bleibt, auch wenn 
nur eine Komponente von l, etwa kx' ihr Vorzeichen wechselt, En f 

konstant, denn das ist gleichwertig damit, daß x durch - x ersetzt 
wird, was wegen der Symmetrie des kubischen Gitters offenbar keinen 
Einfluß auf den Eigenwert hat. Es ist also in kubischen Gittern 

En• f = En• - t; En (kx , k ll , kz) = En (- kx' k ll , kz) USW. (9a) 
Wir wollen jetzt vorübergehend die k, etwas über die durch (5) 

festgelegten Grenzen hinaus verfolgen, ohne aber dabei das Energie
band n zu verlassen. Wie wir oben gezeigt haben [vgl. (3), (3a) 

und (4a)], gehört dann zu ki ± 2an die gleiche Eigenfunktion, 

also auch der gleiche Eigenwert, wie zu k,; d. h. es ist 

E n (kx , ky , kz) = E n (kx ± 2: ,kll , kz ) usw. (9b) 

Aus (9a) folgt, daß En als Funktion von k, eine gerade Funktion 
ist; aus (9b) folgt, daß es innerhalb eines Bandes auch eine 
periodische Funktion ist. Daher muß die Ableitung von En nach 
k i sowohl für ki = 0 als auch am Rand des durch (5) gegebenen 
Intervalls verschwinden: 

oEn 0 f" k 0 d k n. (9 ) Oki = ur i = un i = ± a' ~ = x, y, z. c 

Im einfachsten Fall hat aa~; im Wertebereich (5) keine weiteren 
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Nullstellen. En ! hat also z. B. als Funktion von kz allein betrachtet 
für kz = 0 ein Minimum (oder ein Maximum) und daher für 

kz = ± ~ ein Maximum (oder ein Minimum). Ob Er für kz = 0 bzw. 

kz = ± ~ ein Maximum oder Minimum hat, ist physikalisch gleich

gültig solange wir uns nur für ein bestimmtes Band interessiereh, 
denn wir konnten die Lage des Wertebereiches für f willkürlich 
vorschreiben, also z. B. immer erreichen, daß Enr am Rande des 
Wertebereiches ein Ma
ximum hat. Dagegen 
ist es physikalisch be
deutungsvoll, ob für 

zwei aufeinanderfol
gende Bänder beide8mal 

a 

am Rande ein Maximum ~ 
(oder Minimum) ist, I I 

oder ob in dem einen -f o 
I 

-f 
Band ein Maximum ist 
und in dem anderen 
ein Minimum. In Abb.5a 

Abb. 5 a und b. Die beiden einfachsten Möglichkeiten des 
Energieverlaufs zweier aufeinanderfolgender Bänder In 

Abhängigkeit von der Wellenzahl (eindimensional). 

und b haben wir diese 
beiden Fälle aufgezeichnet. Die Ränder des Bandes sind durch 

die Wellenzahlen t = (0,0,0) und f = ( ± ~ , ± ~, ± ~) bestimmt. 

Geschwindigkeit. Um diese zu berechnen, gehen wir am einfach
sten davon aus, daß wir uns innerhalb eines Bandes praktisch im kon
tinuierlichen Spektrum befinden. Um die Geschwindigkeit für den 
Zustand (n, fo) zu berechnen, müssen wir also eine Wellengruppe 
bilden (durch Mittelung über einen kleinen Bereich 8 Llkx Llkll Llkz) 

und die Gruppengeschwindigkeit berechnen. Nach § I, GI. (3) und 
§ 3, GI. (I) lautet die zeitabhängige Wellenfunktion: 

_ iE t 
P = ei (I, t) U n reh 

In der Nähe von fo ist: 

f = fo + LI f, Enf = Enf, + ((gradfEh, , LI f), 

wo gradf der Gradient im f-Raum ist. 

(la) 

Die Mittelung ergibt, wenn wir un 1 einen geeigneten Mittel-
wert von U n f nennen: 

i 
- . _ --Enf t 
IJ! = et (I" t) U n I, eh. • A . 
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Dabei ist die Amplitude A = Az A y Az und 
ko i +.d ki 

A.--1-f i[Z-*(~:')k t](ki -koi)d 1 •. 
t - 2 L1 ki e • o. llit , i = x, y, z. 

kOi-.dk; 

Die elementare Auswertung ergibt: 
sin~iL1ki 1 (BE) A,= ~'L1k.' ~i=Xi--h Bk. t. 

t t t kOi 

Ai ist also nur dann groß, wenn ~i = 0 ist. Daher ist die Amplitude 
Ader Wellengruppe nur dann groß, wenn 

1 
t-h' gradrEnf t = 0 

ist. Daraus folgt für die Geschwindigkeit b der Wellengruppe: 
dt 1 

b=(IT=h'gradfEnf , (10) 

oder für den Impuls (z. B. x.Komponente): 

m BEnf 
pz=mvz=h Bkz ' (lOa) 

Mit GI. (9a bis c) (oder anschaulich aus Abb.5) ergibt sich als 
wichtiges Resultat: 1. Am Rande jedes Bandes verschwindet die 
Geschwindigkeit. 2. Ersetzt man ki durch - ki , so wechselt vi sein 
Vorzeichen, d. h. in einem Bande gibt es immer zu·einem Quanten
zustand mit der Geschwindigkeit vi einen zweiten mit gleicher 
Energie und der Geschwindigkeit - Vi • 

Wir haben somit festgestellt, daß sich alle Elektronen durch 
den Kristall bewegen und daß ihre Geschwindigkeit b gew9hnlich 
nur am Rande jedes Energiebandes verschwindet. Wir wollen 
darauf aufmerksam machen, daß dieses Ergebnis ganz allgemeine 
Gültigkeit hat, denn wir haben außer der Kristallsymmetrie keine 
Voraussetzungen gemacht. Da es zu jedem Zustand mit der Ge
schwindigkeit b genau einen mit der Geschwindigkeit - b gibt, 
verschwindet der Mittelwert über ein Band. Dagegen verschwindet 
nicht der Mittelwert von v2 (gemittelt über alle Zustände eines 
Bandes). Wir können der Größe v2 durch die Formel 

E m 2 
tr= 2 V (11) 

eine Energie zuordnen, die wir Translationsenergie nennen. Diese 
Translationsenergie E tr ist für freie Elektronen natürlich äquivalent 
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mit der kinetischen Energie. Im allgemeinen trifft das aber nicht 
zu, denn tl (f) ist ja die mittlere Geschwindigkeit (quantenmechani
sches Mittel)' eines Elektrons im Zustand t Bei einem Oszillator 
ist z. B. E tr = 0, nicht aber die kinetische Energie. 

Wir wollen den Unterschied zwischen kinetischer Energie und 
Translationsenergie an einem einfachen Beispiel klarmachen. Ein 
Elektron möge auf einer Geraden zwischen zwei dazu senkrechten 
Ebenen hin und her oszillieren. Seine Eigenfunktion ist dann 
eine stehende Welle und seine Geschwindigkeit b ist daher Null. 
Infolgedessen wird auch die Translationsenergie Null, ni'Cht aber 
seine kinetische Energie, die nach den Ausführungen von S.8 
zu berechnen wäre. Die Tatsache, daß die Geschwindigkeit, also 
auch die Translationsenergie, am Rande eines Bandes verschwindet, 
bedeutet, daß dort die Eigenfunktionen eine gewisse Ähnlichkeit 
mit stehenden Wellen haben müssen. 

Beschleunigung. Wir dürfen nicht erwarten, daß unsere Elek
tronen durch äußere Kräfte in ähnlicher Weise beschleunigt werden, 
wie freie Elektronen. Das geht schon aus einer ganz einfachen 
Überlegung hervor. Es sei die äußere Kraft gleichgerichtet mit 
der Geschwindigkeit eines Elektrons, so daß seine Energie durch 
die äußere Kraft vergrößert wird. Bei einem freien Elektron 
bedeutet das, daß auch die Geschwindigkeit erhöht wird, daß 
also das Elektron beschleunigt wird. In unserem Fall wird aber 
die Geschwindigkeit am Rande eines Bandes Null. Wenn also ein 
Elektron am unteren Rande eines Energiebandes ist (b = 0), so 
wird es zunächst beschleunigt. Wird aber seine Energie schließlich 
so groß, daß es sich dem oberen Rand des Bandes nähert, so muß 
die Geschwindigkeit wieder auf Null abnehmen. Das Elektron 
wird jetzt also verzögert. 

Die vorstehende Überlegung läßt sich leicht quantitativ ver
schärfen. Die äußere Kraft sei sr. In der kurzen Zeit L1 t erhöht 
sich die Energie des Elektrons dann um 

L1 E = (sr, b L1 t) . 

Andererseits ist E eine Funktion von l, d. h. es ist 

L1 E = (gradr E, L1 f), 

falls sich f in der Zeit L1 t um L1 f ändert. Es wird also durch 
Gleichsetzen der beiden Ausdrücke für L1 E 

(sr, b L1 t) = (grad! E, L1 f), 
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oder, wenn wir GI. (10) berücksichtigen, 
(sr, oLl t) = h (0, Ll f). 

Durch Division mit Ll t ergibt sich, wenn wir vom Differenzen

quotienten ~! zum Differentialquotienten übergehen, 
df se (12) 

Die Größe h f genügt also der gleichen Differentialgleichung, wie 
bei einem freien Elektron der Impuls. 

Um die Beschleunigung eines Elektrons zu berechnen, beachten 
wir, daß 0 eine Funktion von f ist, also wird z. B. 

dv", _ 8vx dk", + 8v", dk ll + 8v", dkz 
Te - Bk", dt Bkll dt 8kz dt' 

oder unter Verwendung von GI. (10) 
. dv", 1 (BaB dk", BaB dky B2B dkz ) 
v", = dt = 11 8k 2 dt + Bk Bk dt + Bk Bk dt . 

'" XII'" z 
Denken wir uns hier noch die entsprechenden Gleichungen für 
VII und Vz angeschrieben; so sehen wir, daß man diese Gleichungen 
sehr einfach zusammenfassen kann, wenn man einen Tensor T 
einführt, dessen Komponenten 

sind. Es wird dann 

woraus wir mit (12) 

B2B 
T rs = BkrBks 

du T 
Te = 112 sr (13) 

erhalten. Vergleichen wir diese Beschleunigungsgleichung mit der 
entsprechenden für ein freies Elektron, 

du se 
Te m' 

so finden wir, daß die Masse in unserem Fall durch einen Massen
h2 

tensor T zu ersetzen ist. 

Wenn wir uns nicht für die Abhängigkeit der Beschleunigung 
von ihrem Winkel zu den Kristallachsen interessieren, können 
wir (13) noch bedeutend vereinfachen. Wir denken uns zunächst 
den Tensor T auf Hauptachsen transformiert, d. h. das Koordinaten-

system soll so gewählt werden, daß nur die Diagonalglieder ~2:' 
t 
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des Tensors T nicht verschwinden. Sodann bilden wir den Mittel~ 
wert der Beschleunigung von denjenigen drei Zuständen, die 
durch zyklische Vertauschung der Komponenten des Vektors t 
auseinander hervorgehen. Der erste Zustand hat etwa die Kompo
nenten k:x:, kll , kz' dann hat der zweite als x-Komponente kll , als 
y-Komponente kz usw. Wegen der Symmetrie unseres Kristalls 
haben alle drei Zustände die gleiche Energie l • Nennen wir noch 
zur Abkürzung 

1 m (82 En r 82 En f 82 En f ) 
Inr=3h2 ~+~+"8fC2 =. :x: 11 z 

= ~ ~ divrgradrEnf' (14) 

so folgt aus (13) und den obigen überlegungen: 
.. db ~ I .. I 
r = Te = m n f = rF n r • (13a) 

tF ist die Beschleunigung freier Elektronen. Um die Beschleunigung 
unserer Elektronen zu erhalten, müssen wir also die Beschleunigung 
freier Elektronen mit 'n! multiplizieren. Die Größe Inf ist charak
teristisch für die Beschleunigung, die einem Elektron im Zustand 
(n, f) erteilt werden kann. Wir nennen sie Freiheitszahl. 

Ehe wir mit einer Diskussion der Freiheitszahl beginnen, soll 
festgestellt werden, daß ihre Definition (14) unabhängig vom 
Koordinatensystem ist. Das folgt unmittelbar daraus, daß die 
Summe der Diagonalelemente eines Tensors invariant gegen 
Drehung des Koordinatensystems ist. 

Der Name "Freiheitszahl" für Inf soll andeuten, daß gerade 
mit Hilfe von Inf der Vergleich unserer Elektronen mit freien 
Elektronen ermöglicht wird. Insbesondere muß für freie Elek
tronen In f = 1 sein. Das ist leicht einzusehen. Die Energie freier 

Elektronen ist (vgl. § 4 B) 2h: k~, wobei fn die nichtreduzierte 

Wellenzahl ist. Deren Komponenten können sich aber im Bereich 
jedes Bandes2 nach unserer Definition der reduzierten Wellenzahl f 
von dieser nur um konstante additive Glieder unterscheiden, so 

1 Für nicht kubische Kristalle trifft das nicht zu, doch gelten alle folgenden 
Überlegungen, wenn man nicht einen Einkristall, sondern ein Gemenge von 
verschieden orientierten Kristallen nimmt. Das entspricht ganz unserer 
oben angeführten Beschränkung auf Probleme, die nicht von der Richtung 
der Beschleunigung zu den Kristallachsen abhängen. 

2 Für freie Elektronen ist die Einteilung in Bänder ganz belanglos und 
rein formal. 
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daß wir bei der zweimaligen Differentiation in (14) offenbar f 
durch fn ersetzen dürfen und die Behauptung Inl = 1 leicht veri
fizieren können. 

Wirkt die Kraft Si' die kurze Zeit LI t auf ein Elektron, so erhält 
es einen Geschwindigkeitszuwachs 

Llb=rLlt, 
also nach (13a) 

~ ~ LI b = InlLl bp = Inl-LI t =-.-LI t. m m nf 

LI bp = ~LI t 
m 

Hier ist 

der Geschwindigkeitszuwachs eines freiep. Elektrons. Der Ge· 
schwindigkeitszuwachs unseres Elektrons im Zustand (n. f) ist 
also genau so groß wie der eines freien Elektrons mit 'der Masse 

m~f = Im. Wir nennenm* die scheinbare Elektronenmasse. Der nf 
dem Geschwindigkeitszuwachs entsprechende Zusatzimpuls ist 

LI ~ = mLi b, 

wo m immer die tatsächliche Elektronenmasse (nicht die schein· 
bare m*) ist. Mit (13a) ist also 

LI tJ = Inf Li tJp. (13b) 
LI Vp ist dabei der Zusatzimpuls eines freien Elektrons. Der Zusatz· 
impuls unseres Elektrons ist also genau so groß wie der von In f 

freien Elektronen (In! ist allerdings gewöhnlich nicht ganzzahlig). 
Wir zeigen jetzt, daß der Mittelwert der Freiheitszahl über ein 

ganzes Band immer verschwindet, d. h. daß der durch ein äußeres 
elektrisches Feld erzeugte Zusatzimpuls aller Elektronen eines 
volibesetzten Bandes Null ist. Nach (13b) und (14) müssen wir, 
da LI VP unabhängig von n und f ist, nur zeigen, daß das Integral 
von In! über ein ganzes Band verschwindet. Das folgt aber sofort 
daraus, daß 

a a 

j 02 En ! dk· _ oEn ! 1- 0 
ok~ t - ok; - , 

n 
a 

n 
a 

i=x,y,z 

ist. Bei der Ausführung dieses Integrals wurde benutzt, daß 
1(, 

nach S. 18 ki = ± a den Rand des Bandes charakterisiert und 
oE 

daß nach (9c) Oki dort verschwindet. 
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Da In! über das ganze Band integriert verschwindet,. muß es 
positive und negative Werte annehmen. In Abb.6 zeigen wir, 
eindimensional, gleichzeitig den Verlauf von Energie E, Geschwindig-

keit ("" :~) und Freiheitszahl ("" ~2~). Wir sehen an Hand 

dieser Figur oder der entsprechenden Formeln (10) und (14), 
daß In 1 positiv ist, solange wachsender Geschwindigkeit auch 
wachsende Gesamtenergie entspricht 
und daß In! negativ wird, wenn die 
Geschwindigkeit mit wachsender 
Gesamtenergie fällt. In diesem letz
teren Fall hat die Beschleunigung 
also die entgegengesetzte Richtung 
wie bei freien Elektronen, genau 
wie wir zu Beginn dieses Abschnittes 
qualitativ festgestellt haben. Wir 
wollen auch hier nochmals feststellen, -f 
daß diese interessanten Ergebnisse 

E 

ganz allgemein gültig sind, da wir 
ja keinerlei Voraussetzungen außer 
der Kristallsymmetrie gemacht 
haben. 

Abb.6. Verlauf von Energie E, Ge
schwindigkeit v und Freiheitszahl fk 

innerhalb eines Bandes 
(eindimensional). 

Übergangswahr8cheinlichkeiten [64]. Nach allgemeinen wellen
mechanischen Grundlagen sind die optischen übergangswahr
scheinlichkeiten durch die Impulsmatrixelemente l'mn bestimmt, 
falls das Licht nicht zu kurzwellig ist [vgI. § 1, GI. (9)]. Wie wir 
im Anhang 1. zeigen, lautet die letztere Bedingung für uns exakt: 

Wellenzahl des Lichtes ~ Wellenzahl des Elektrons. 

Letztere hat nach GI. (5) die Größenordnung !. Die Wellenlänge 

des Lichtes muß also groß gegen den Qitterabstand a sein. Dieser 
ist von der Größenordnung 10-8 cm. Die gegenwärtigen Be
trachtungen gelten also nicht für Röntgenstrahlen. 

Wir berechnen die x-Komponente P~t nl" . 

(x) h J * 8 d Pmf, nl' = T 1fn I' 1iX1fmf 7:. 

Mit GI. (1) wird 

Ptx) =~Jei(f-I',t)(U:f'~U r-ifu:".um,)d7:. 
mf,n!' t OX m 
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Dieses Integral ist nur dann von Null verschieden, wenn 
f = f' (15) 

ist, denn der Klammerausdruck im Integral ist periodisch [vgI. 
GI. (2)]. Er hat also für kubische Gitter wegen (2a) die Form 

2 .. i 
~ -(m,t) 

..,;;;., ame a 

Andererseits ist nach GI. (6) 

Es ist aber 

2 .. , (g - g' ) 
ei(f-l',t) = ea -G-,t 

aG 

J 2 .. i(g,-gi -m.)z. 
e a G t 'dx, 

o 
nur dann nicht Null, wenn außer m, = 0 auch g, = g~ ist, denn es 

ist gi ;gi < 1, während mi ganzzahlig ist. Unser Resultat ist also 

P(z) - ~ f u* ~ u d 7: p(z) 0 f" f =!= ., m, n, f - i n r 0 X m r' m r, n f' = ur t • 

Wir haben somit eine Auswahlregel (15) abgeleitet: 
Es kombinieren optisch nur Zustände mit gleicher reduzierter 

Wellenzahl miteinander. Da jeder reduzierten Wellenzahl genau 
ein Quantenzustand in jedem Bande entspricht, heißt das also: 
Von einem Zustand (n, f) eines Bandes gibt es nur optische Ober
gänge zu einen einzigen Zustand (m, f) eines anderen Bandes . .Alle 
anderen Obergänge, insbesondere solche innerhalb eines Bandes, sind 
verboten. 

Eine Auswahlregelist gewöhnlich die Folge des Impulserhaltungs
satzes. Unsere obige Vernachlässigung der Wellenzahl des licht
quantes bedeutet, daß wir seinen Impuls in dem fraglichen Wellen
längengebiet vernachlässigen können. Der Impuls eines freien 
Elektrons müßte dann bei einem optischen Übergang konstant 
bleiben, was gleichbedeutend damit ist, daß optische Übergänge 
überhaupt unmöglich sind. Unsere Elektronen sind aber nicht 
frei, d. h. sie können mit dem Gitter .Impuls austauschen. Die 
obige Auswahlregel (15) besagt nun, daß dieser Impulsaustausch 
gerade so groß ist, daß die reduzierte Wellenzahl f konstant bleibt. 
Der Impulserhaltungssatz des ganzen Systems (Elektronen+Gitter) 
ist also gleichbedeutend mit dem Erhaltungssatz der reduzierten 
Ausbreitungsvektoren der Elektronen. Etwas ganz Ähnliches haben 
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wir oben bei der Beschleunigung gefunden. Auch hier gehorcht 
h f dem gleichen Gesetz wie der Impuls bei freien Elektronen 
[vgI. GI. (12)]. Es ist eine direkte Folge der Gittersymmetrie, 
daß der Impulsaustausch zwischen Elektronen und Gitter gerade 
so geregelt wird, daß für f einfache Gesetze gelten. 

Anstatt mit den Matrixelementen oder mit den übergangs
wahrscheinlichkeiten zu operieren, ist es häufig anschaulich, dafür 
die Oszillatorenstärken einzuführen. Diese werden definiert durch 

I(x) 21 P;:! n, f 12 

m,n.! = m (Em.r-En,!) (16) 

und sind verknüpft durch den Summensatz (den wir im Anhang 2. 
beweisen) 

.I In(i)m r = 1 i = x, y, z. , . (17) 
m 

Mit 

t 1 (/(x) t(Y) I(Z) 
n, m. f = 3 n, m, f + n, m. I + n, m, f) 

lautet er: 

.I In.m.1 = 1. (17a) 
m 

Die Oszillatorenstärken werden in der quantenmechanischen 
Dispersionstheorie eingeführt. Man zeigt dort, daß sie folgende 
anschauliche Bedeutung haben: Ein Elektron im Zustand (n, f) 
verhält sich gegen Licht genau so, wie eine Reihe klassischer 
harmonischer Oszillatoren, und zwar wie je Inmf Oszillatoren von 

Emf-En ! 
der Frequenz "'n m I = --h--' der Ladung e und der Masse m, 

wobei der Index m (nicht mit der Masse zu verwechseln!) alle 
möglichen Werte annimmt. Die Inm! sind allerdings nicht ganz
zahlig und man kann deshalb besser sagen, unser Elektron verhält 
sich wie eine Anzahl Oszillatoren mit den Frequenzen "'nmf' und 
zwar soll von jeder zulässigen Frequenz je ein Oszillator mit der 

Ladung e und der Masse m~ m r = -f m vorhanden sein. Ins-
nmf 

besondere gibt es immer einen Oszillator mit der Frequenz Null, 
d. h. ein freies Elektron mit der Masse m~nf. Nach dieser Defini
tion und, wie man auch direkt zeigen kann [5], ist Inn! identisch 
mit der früher [GI. (14)] definierten Freiheitszahl In f. 

Die große Bedeutung des Summensatzes liegt darin, daß man 
aus der Messung der Größen einzelner Inm auf die Größen anderer 
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schließen kann; insbesondere aus den optischen übergangswahr
scheinlichkeiten Schlüsse auf die "Freiheit" der Elektronen ziehen 
kann (vgl. § 8). Die Oszillatorenstärken selbst sind von größter 
Wichtigkeit für die Anschauung, weil sie für ein Elektron ein 
klassisches Ersatzsystem von freien und elastisch gebundenen 
Elektronen (Oszillatoren) definieren. 

§ 4. Spezielle Fälle. 

Die im yorigen Paragraphen abgeleiteten Ergebnisse bean
spruchen volle Allgemeinheit. Sie gelten für die" Elektronen der 
innersten Schalen ganz genau so, wie etwa für Elektronen, die 
mit großer Geschwindigkeit von außen in den Kristall geschossen 
werden. Um diese Ergebnisse aber auch praktisch verwerten zu 
können, müssen wir sie quantitativ verschärfen. 

A. Näherung für tiefe Energien [33]. Es ist empirisch be
kannt und theoretisch leicht verständlich, daß die tiefsten Energie
niveaus (Röntgenniveaus) sich in festen Körpern von denen für 
freie Atome praktisch nicht unterscheiden. Es liegt also nahe, 
ein Näherungsverfahren zu entwickeln (natürlich im Rahmen 
unseres allgemeinen Näherungsverfahrens des § 1), bei dem man 
von den Verhältnissen bei freien Atomen ausgeht und die Wechsel
wirkung der Atome untereinander als kleine Störung auffaßt. 
Diese Näherung wird Gültigkeit für diejenigen Elektronen haben, 
die sich vorzugsweise in der Nähe der Atomkerne aufhalten, also 
an denjenigen Stellen des Potentials, die im Kristall ähnlich wie 
beim entsprechenden freien Atom sind. Das wird dann der Fall 
sein, wenn die (negative) potentielle Energie der Elektronen groß 
ist gegen ihre Translationsenergie. 

Es sei W~) das Potential eines freien Atoms, dessen Kern 
am Punkt t m = am sitzt. Die Eigenfunktion des Atoms zum 
Eigenwert En sei "p: und En sei nichtentartetl. Es ist also die 
SCHRÖDINGER-Gleichung [§ 1, GI. (4)] für ein Atom: 

h2 
2m LI "p: + (En - Wm) "p: = 0 (1) 

J""': ("",:)* d. = 1. (Ja) 

Das Potential V des Metalls können wir immer in folgender Form 
schreiben 

m 
1 D. h. En ist ein 8-Term. Die Ladungsverteilung ist in diesem Fa.ll 

kugelsymmetrisch um den Kern, der Drehimpuls ist Null. 
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Hier ist U ebenso wie V und die Summe periodisch. U wäre Null, 
wenn die Ladungsverteilung im Metall dieselbe wäre, wie beim 
freien Atom. U ist daher gerade an den Stellen klein, an denen 
das Potential sich ähnlich verhält, wie das Potential Wm des 
entsprechenden freien Atoms (man vergleiche § 2, S. 13). Wir 
interessieren uns gegenwärtig aber gerade für Elektronen, die 
sich vorwiegend an diesen Stellen aufhalten. Infolgedessen können 
wir U Null setzen, ohne einen großen Fehler zu begehen. Die 
SCHRÖDINGER-Gleichung für den Kristall lautet somit: 

h2 
2-mL11f'+(E-V)1f'=O (2) 

(2a) 
m 

Zur Lösung machen wir den Ansatz 

1f' = ..E cm 1f': (3) 
m 

I cm 1= C = konstant. 
Dieser befriedigt tatsächlich unsere Forderung, daß 1f' in der Nähe 
des m·ten Gitterpunktes sich wie 1f': verhält, denn alle anderen 1f':' 
sind an dieser Stelle klein. (Nur für solche sollte ja unsere Näherung 
gelten.) Es ist also 

1f' (am) -cm 1f': (am). (4) 

Um Cm zu bestimmen, beachten wir, daß nach unserer allgemeinen 
Theorie [§ 3, GI. (1)] 

1f'n 1= ei (I, t) UnI (t) 

ist. Wegen der Periodizität von un ' ist insbesondere 

1f'n r (a m') = ei(r,am' -am) 1f'n f (a m). 

Nach GI. (4) wird deshalb 

Cm' = eia(r,m'-m) Cm 

oder 
Cm = coßia(f,m) 

und unsere Eigenfunktionen nullter Näherung (3) lauten: 

1f'n I = Co ..E ei a (f, m) 1f':' 
m 

(5) 

Nach § 3, GI. (6) kann f genau (}3 verschiedene Werte a.nnehmen. 
Daher gehören zu dem einen Eigenwert En des Atoms Ga Eigen
funktionen 1f'11 r im Kristall. 
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Um die Energie in erster Näherung, also unter Berücksichtigung 
der Wechselwirkung der Atome zu berechnen, machen wir deI). 
Ansatz 

E=En+B. 

Setzen wir dies und (3) in GI. (2) ein, so erhalten wir 
h2 

2m 2: cmLl1p~ + (En + B) 2: cm 1p~ - 2: cm V1p~ = O. 
m m m 

Unter Berücksichtigung von (1) und (2a) ergibt dies: 

B 2: cm 1p~ = 2: cm (V - wm}1p~. 
m m 

Wir multiplizieren diese Gleichung mit (cn 1p~)* und integrieren 
über den ganzen Raum. Dann erhalten wir mit GI. (la) und (5): 

B (1 + 2: e-ia(f,n -m) D~-m) = On + 2: e-ia(f, n-m) A~-m (6) 
m m 

mit den Abkürzungen 

D~-m =J(1p~}*1p~di 

On =J(1p~)*(v-wm)1p~di 

A~-m =J(1p~)*(V- wm)1p~di. 

(6a) 

(6b) 

Auf der linken Seite von GI. (6) können wir D~ - m gegen 1 ver
nachlässigen, weil sich nach den Voraussetzungen, die wir für unser 
Näherungsverfahren gemacht haben, die Eigenfunktionen wenig 
überdecken sollen. Auf der rechten Seite können wir aus dem
selben Grund die A~-m für den Fall, daß n und m nicht benach
barte Gitterpunkte sind gegen den Fall, daß sie benachbart sind, 
vernachlässigen. Dagegen dürfen wir nicht diese letzteren A~ - m 

gegen On vernachlässigen, denn es ist zwar (1p~)* 1p~ groß gegen alle 
(1p~)* 1p~; dagegen ist aber V - W m gerade an der fraglichen Stelle 
(r""" a m) klein. In einem einfachen kubischen Gitter hat ein Atom (m) 
6 Nachbarn, nämlich diejenigen, für die n = (mx ± 1, m ll , mz) usw. 
ist. Wir bezeichnen die zugehörigen A~ - m mit An' Dann wird also 
die Energie E in erster Näherung [vgl. (6)] 

E = En + e = En + On + 2An (cosakx + cosaky + cosakz). (7) 
Ehe wir diese Energieformel diskutieren, müssen wir uns die 

Bedeutung der Integrale On und An überlegen. Zunächst On (6a): 
V - Wm ist das Potential, das alle Atome, mit Ausnahme des m-ten, 
erzeugen. On ist also der mittlere Wert der potentiellen Energie 
des zum Atom m gehörigen Elektrons im Felde der anderen Atome. 
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An [GI. (6b)] ist das Austauschintegral. Um seine Bedeutung 
zu erklären, betrachten wir ein besonders einfaches Problem. 
Wir berechnen unter der Annahme, daß nur zwei Eigenfunktionen 
"'PI und "'P2 existieren, die potentielle Energie in einem Potential V 
einmal klassisch und einmal wellenmechanisch. In beiden Fällen 
ist die potentielle Energie e J (! V d 7:, wo e (! die Ladungsdichte ist. 
Der Eigenfunktion "PI entspricht eine Dichte (!l = "Pt "PI (ent
sprechend (!2 = "P; "P2)' Klassisch ist nun die Gesamtdichte 
(>kJ. = (!l + (!2' Wellenmechanisch überlagern sich aber nicht die 
Dichten, sondern die Eigenfunktionen linear; es ist 

"P = Cl "PI + C2"P2 (! Cl! = I c2 1 = 1) 
und daher 

~=~~+~~+~~~~+~~~~=~+~. 
Die wellenmechanische Dichte (!w unterscheidet sich also von der 
klassischen durch ein Interferenzglied (!int, genau so, wie sich etwa 
in der klassischen Optik die Intensität zweier Lichtwellen unter
scheidet, wenn man sie einmal inkohärent und einmal kohärent 
zusammensetzt. Dem Unterschied zwischen klassischer und wellen
mechaniseher Dichteverteilung entspricht eine Dffferenz in der 
potentiellen Energie und diese Dffferenz ist gerade die Austausch
energie l . 

Man kann dem Austauschintegral An noch eine zweite Bedeu
tung zulegen. Es läßt sich zeigen, daß I An! proportional ist mit 
der Wahrscheinlichkeit, daß ein Elektron im "Zustand" n in 
den "Zustand" m übergeht und umgekehrt, d. h. daß ein Elektron 
des Atoms n sich mit einem Elektron des Atoms maustauscht. 

Das Austauschintegral ist um so größer, je weiter sich die 
Eigenfunktionen der Atome überdecken, d. h. je größer die Energie 
des Atomzustandes En ist, denn äußere Elektronenschalen haben 
größere Energie (kleinere Bindungsenergie!) als innere. 

Wir hatten zur Ableitung der Formel (7) die AnnahI)1e gemacht, 
daß der Elektronenterm des isolierten Atoms ein s-Term ist, daß 
also zu jedem Eigenwert En genau eine Eigenfunktion gehört. Wenn 
wir diese Annahme fallenlassen, so gehört zur Energie En des Atoms 
nicht eine, sondern mehrere Eigenfunktionen (Entartung I). Denken 
wir z. B. an einen p-Term, so sind es drei. Durch die Wechsel
wirkung der verschiedenen Atome wird die Entartung aufgehoben, 

1 Eine ausführlichere Besprechung der Austauschkräfte wird in § 24 
gegeben. 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 3 
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d. h. die drei ursprünglich beisammenliegenden Niveaus spalten 
auf. Anstatt (7) erhält man dann für die Energie die folgenden 
drei Ausdrücke [llO]: 

EI = En + On + 2 An cos a kx + 2 Bn (cos a ky + cos a kz) ) 
E 2 = En + 0,. + 2 An cos a ky + 2 Bn (cos a kz + cos a kx ) 

Ea = En + On + 2An cosakz + 2 Bn (cosakx + cosaky) 

An und Bn sind AustauschintegraleI. 

(7a) 

Wir beginnen jetzt mit der Diskussion der Energieformeln (7) 
bzw. (7 a). Die Energie besteht hiernach aus einem von f un
abhängigen Teil, der die um den Betrag On verschobene Energie 
des freien Atoms darstellt und einem zweiten, von f abhängigen 
Teil, der in jedem Band,Ga Werte annehmen kann 2. Dieser zweite 
Teil bewirkt also das Aufspalten des diskreten Energieterms des 
Atoms in ein Energieband im Kristall. Ist der Energieterm des 
Atoms entartet, so entsteht eine Überlagerung mehrerer Bänder. 
Ist z. B. der Atomterm ein p-Term, also dreifach entartet, so 
entstehen drei Bänder [GI. (7 a)] und jedes Band enthält immer 
G3 Zustände. Die Breite eines Bandes ist im nichtentarteten 
Fall (7) (s-Term) 121Anl, im Fall des p-Terms (7a) ist sie für alle 
drei Bänder gleich, nämlich 41Anl + 81Bnl. Die drei durch (7a) 
beschriebenen Bänder überlagern sich also vollständig, weil ein 
p-Term in kubischen Kristallen bei Vernachlässigung der Aus
tauschenergie nicht aufspaltet. Innerhalb der Bänder verhalten 
sie sich aber verschieden, d. h. im allgemeinen gibt es zu einer 
Wellenzahl f = (kx' ky' kz) drei verschiedene Energien EI' E 2 , Ea. 
Über das Vorzeichen der An und B lI kann man nur in ganz speziellen 
Fällen bestimmte Aussagen machen. Im allgemeinen sind beide 
Fälle der Abb. 5 (a und b) möglich. Die Breite der Bänder ist für 
Röntgenterme praktisch verschwindend; für die äußeren Elektronen 
hat sie die Größenordnung einige Volt. 

Nahe den Rändern jedes Bandes (f = o und f = (±~, ±~, ± ~)) 
ist die Abhängigkeit der Energie von f besonders einfach. So 
erhält man z. B. in der Nähe von f = 0, durch Entwicklung der 
Cosinusse in (7) 

(7b) 
1 Da man 3 Eigenfunktionen hat, sollte man das Auftreten von 6 Aus

tauschintegralen erwarten. Von diesen verschwinden aber 3 und 2 sind 
einander gleich. 

2 Entsprechend den G3 Werten von f. 
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Für ganz freie Elektronen wäre dagegen 
h2 

E= 2m K2 

(K ist die nicht reduzierte Wellenzahl). 

35 

Die Abhängigkeit von der Wellenzahl ist formal in beiden 
Fällen gleich, wenn man unseren Elektronen eine scheinbare 

-h2 

Masse von der Größe m* = 2a2 An zuordnet, deren absoluter Betrag 

I m* I gewöhnlich (für nicht zu breite Bänder) größer als die Elek
tronenmasse ist. 

Im Fall (7 a) tritt für Formel (7 b) : 

EI = Eno-Ana2k~- Bnaz (k~ + k:) I 
Ez = Eno-Ana2k~-Bna2 (k! + k!) 

E3 = Eno -Ana2 k:- Bnaz (k: + k~) 
(7c) 

Auch hier hat der Energieausdruck große Ähnlichkeit mit dem 
für freie Elektronen, doch müßten wir bei diesen jetzt die Masse 
durch einen Massentensor ersetzen, der aber in dem von uns ge
wählten Koordinatensystem nur Diagonalglieder hat. Bei EI 
wird dann 

und bei Ez und Ea analog. An bzw. Bn kann sowohl positiv als 
auch negativ sein 1. Wir bemerken, daß die drei Bänder (7 a) durch 
zyklisches Vertauschen der Wellenzahlkomponenten ineinander 
übergehen. Daher hat die gesamte Energie, die zu den (drei) 
Zuständen einer gegebenen Wellenzahl gehört, natürlich kubische 
Symmetrie, und zwar wird für kleine f 

EI + E2 + E3 = 3Eno - (An + 2 Bn) kZ , 

also im Mittel 
* _ - 3h2 

m - 2ail (An + 2 Bn) 

Nach § 3, GI. (lOa) und GI. (14) berechnen wir jetzt den Impuls 
und die Freiheitszahl. 

Man erhält aus (7) 

( 0) 2mAna. k 
P;f =---h~sma i o 

2mAn~ k Inf = _o~-2 - (cosakx + cosaky + cosoa z) . 
-----

1 Bei 8-Termen [GI. (7)] ist immer An< O. 

3* 

(8) 

(9) 
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Energie, Impuls und Freiheitszahl zeigen in ihrer Abhängigkeit 
von der Wellenzahl im eindimensionalen Fall das einfache Bild 
von Abb.6, S.27. Interessant ist dabei, daß Energie und Frei
heitszahl in gleicher Weise von f abhängen. 

Um diese Abhängigkeit im Zweidimensionalen zu veranschau
lichen, zeichnen wir in Abb. 7 a die Kurven konstanter Energie 

/(, (bzw. Freiheitszahl) im f

Abb. 7 a. Näherung A: Kurven konstanter 
Energie Im f·Raum (zweidimensional, einfaches 
kubisches Gitter, ,·Term). Die energetische Mitte 
des Bandes liegt anf dem einbeschriebenen 
Quadrat. Die Figur stellt gleichzeitig die Kurven 
konstanter Freiheitszahl dar. Anf dem einbe· 
schrlebenen Quadrat Ist die Freiheitszahl Null. 

Raum. Wir begrenzen zuerst 

Abb. 7 b. Näherung A: Fläche konstanter 
Energie im dreidimensionalen f·Raum 
(energetische Mitte des Bandes, einfaches 
kubisches Gitter, ,·Term). Die Figur 
stellt gleichzeitig die Fläche mit der 

Freiheitszahl Null dar. 

den Bereich im f·Raum nach GI. (5), § 3 durch ein Quadrat 

kx = ±;, k ll = ±; (einfaches kubisches Gitter I). In der Nähe des 

Nullpunktes, sowie in der Nähe der Ecken sind die Kurven kon
stanter Energie Kreise um den Nullpunkt bzw. um die Ecken, wie 
man durch Entwickeln der Cosinusse in GI. (7) bzw. (9) leicht sieht. 
Auch die energetische Mitte des Bandes 

cosakx + cosakll = 0 (10) 

ergibt eine einfache Energiekurve, nämlich ein Quadrat mit den 
Seiten 

1/; 1/; 

k ll = ±a--kx, kll = ±a-+ kx· (lOa) 

Hierdurch wird gleichzeitig auch die Fläche eines Bandes des 
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(zweidimensionalen) f-Raumes in zwei gleiche Teile geteilt. Das be
deutet, daß die Zahl der Eigenwerte in den beiden Hälften der Bänder 
gleich groß ist, was keineswegs 
selbstverständlich ist, sondern 
eine Eigenschaft unserer spe
ziellen Energieformel (7). 

Die Kurven konstanter 
Energie sind auch Kurven 
konstanter Freiheitszahl [vgl. 
(7) und (9)]. Auf der der ener
getischen Bandmitte entspre
chenden Kurve ist die Frei
heitszahl Null [vgl. (10)] und 
in den beiden Hälften des 
Bandes hat sie verschiedene 
Vorzeichen. 

Im Dreidimensionalen ent
spricht dem quadrli,tischen 
Bereich des Zweidimensio-.· 
nalen ein Würfel mit der 

Kantenlänge 2a,'JT.. Den Kurven 

konstanter Energie entspre
chen jetzt Flächen. Diese 
Flächen schneiden die Ebe-

Abb.70. 

nen, die parallel zu einer 
Würfelebene sind, etwa die -f ~ 
Ebene kz = kzo' auf Kurven, 
die genau unserem zweidimen
sionalen Fall entsprechen. 
Der Wert der Energie auf 
diesen Kurven hängt aber 
von kz ab. Er ist der gleiche 
wie im Zweidimensionalen, Abb.7d. 

wenn cos a kz = 0, d. h. Abb.70undd. Näherung A: Knrven konstanter 
1 Energie bei einem p-Term (zweidimensionale 

kz = ± "2 ~ ist. Die Fläche, Schnitte). 

die der energetischen Mitte des Bandes entspricht 

cos a kx + cos a k y + cos a kz = ° (Wb) 

ist ziemlich kompliziert. Wir haben sie in Abb.7b dargestellt. 
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Wie ersichtlich, schneidet sie die Würfelebenen in Kreisen mit 

dem Radius ! :. Auch sie teilt, dem Zweidimensionalen ent

sprechend, das Volumen des Würfels in zwei gleiche Teile. 
Die Freiheitszahl schließlich ist auch im Dreidimensionalen 

auf der Energiefläche der Bandmitte, die ja durch (lOb) bestimmt 
ist, Null [vgI. (9)] und diese Fläche teilt auch gleichzeitig das Band 
in zwei Gebiete mit positiver und negativer Freiheitszahl. 

Im Fall eines p-Terms, d. h. falls die Energie durch (7 a) ge
geben ist, erhält man natürlich drei Flächen konstanter Energie, 
eine für jede der drei sich überlagernden Bänder. Zeichnen wir 
einen zweidimensionalen Schnitt, z. B. für kz = 0, so werden die 
Kurven konstanter Energie für Ea genau wie im Fall des 8-Terms, 
d. h. wie in Abb. 7 a. EI und E2 verhalten sich dagegen anders, 
wie in Abb. 7 c und 7 d dargestellt ist. Für kleine kz' k ll treten 
jetzt Ellipsen an Stelle der Kreise und die ganze Figur wird eine 
Verzerrung von (7 a). 

Geschwindigkeit und Freiheitszahl verhalten sich natürlich 
ganz analog. 

Mit steigender Energie werden die Abstände der Energie
niveaus des freien Atoms immer kleiner, die Bandbreite dagegen 
wird immer größer. Das führt schließlich immer zu einer "Ober
deckung der Bänder, auch wenn man von nichtentarteten Atom
niveaus ausgeht. In diesem Fall müßte man bei der Berechnung 
der Energie schon von Anfang der Rechnung an alle diese Energie
niveaus mitberücksichtigen. 

Für die Gültigkeit unserer Näherung war vorausgesetzt, daß 
die Störung der Nachbaratome klein sein soll. Wir können dafür 
jetzt auch sagen: Die Breite der Bänder soll kleiner sein als die 
Ionisierungsenergie der betreffenden Elektronen. Für die Elektronen 
innerer Schalen ist das sicher immer erfüllt. Für die äußersten 
Elektronen (Valenz-Elektronen) haben beide Energien die gleiche 
Größenordnung (einige Volt). Hier ist die Gültigkeitsgrenze unserer 
Näherung schon überschritten. 

B. Näherung für hohe Energien [86,32,1]. Wenn die kinetische 
Energie der Elektronen groß gegen die potentielle ist, können 
wir das periodische Potential als kleine Störung auffassen.. Wir 
nehmen also an, daß in nullter Näherung das Potential konstant 
= Vo sei (mittleres Potential). Die zugehörigen Eigenfunktionen 
nu!lter Ordnung genügen der SOHBÖDINGER-Gleichung 
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h2 

2 m L1 "Po + (Eo- Vo) "Po = O. (ll) 

Die normierte Lösung lautet 

(12) 

Sie stellt ebene Wellen mit dem (nichtreduzierten) Ausbreitungs
vektor ~ dar. Die Energie ist: 

h2 
Eo = Vo + 2m K2. (13) 

Die Periodizitätsforderung im Grundgebiet [§ 3, GI. (6)] ergibt 
für ~ die Bedingung 

2n 
~ = aG n. (12a) 

Der Impuls ist nach § 1, GI. (8): 

p' = ~~ J e-i(ft, r)~ei(ft,r)dr = h K· 
t R t OXi t 

R 

in Übereinstimmung mit der Berechnung aus 
m oE 

Pi=hoki=hKi • 

Die Wellenlänge ergibt sich zu 

§ 3, GI. (lOa) 

(13a) 

J.=~=~ (12b) 
K p' 

die Freiheitszahl wird unter Anwendung von GI. (14), § 3 Eins, 
unabhängig von ~, wie das für freie Elektronen sinnvoll ist. 

Wir führen jetzt das periodische Potential V als Störung ein. 
Vm sind wie in § 2, GI. (7) seine FOURIER-Komponenten. Das 
mittlere Potential Vooo = Vo müssen wir hier Null setzen, da wir 
es schon in der ungestörten Gleichung berücksichtigt haben. 
Daher ist 

2"i 
V = .I Vm e-a- (m, t) , Ym = Vri;, (14) 

m+o,O,o 
letzteres, da V reell ist. 

Da das Potential V eine kleine Störung sein soll, setzen wir 
die Energie 

und die Eigenfunktionen 

"Pft = "POft + qJft, 
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wo e$l und fP$l klein gegen BO$l bzw. tp05\ sind. Die SmmÖDINGEB-
Gleichung lautet dann . 

hB 
2m..1 (tpo$l + fPft) + (Boft + eft- Vo- V) (tpoft + fP$l) = O. 

Unter Berücksichtigung von GI. (11) erhalten wir hieraus, wenn 
wir Größen, die klein von zweiter Ordnung sind, vernachlässigen 

h2 
2 m ..1 fP$l + (Bo ft - Vo) fPft = - (eft - V) tpo ft . (15) 

Nach einem Satz der Theorie der partiellen Differentialgleichungen 
ist diese inhomogene Gleichung nur dann lösbar, wenn der inhomo
gene Teil orthogonal zur Lösung der homogenen GI. (11) ist, 
d.h. wenn 

ist. 

J (eft - V) 'PO ft tp6ft dT = 0 
R 

Daher ist die Energiestörung e$l unter Berücksichtigung von 
GI. (12) und (14) 

eft= J tp3ft VtpOft dT = ~ !VdT=O. 
R 

Zur Berechnung der Eigenfunktionen entwickeln wir die rechte 
Seite von GI. (15) nach Eigenfunktionen tpOft des ungestörten 
Problems. Nach § 1, GI. (6) und (6a) ist, da eft = 0 ist: 

V'POft = .I Vft ft' tpoj\' , Vj\j\' = ftp3j\' V tpoj\ d T. (16) 
j\' 

Ferner entwickeln wir auch fPj\ nach 11'05\ 

fPj\ = .I bj\ j\' tpo j\'. (16a) 
j\' 

Einsetzen in GI. (15) ergibt durch Koeffizientenvergleich : 

bj\j\' - Vftft' sr =1= sr' (16b) - Ej\-Ej\" 

bj\j\ = O. 

Mit (12), (14) und (16) wird 

V. -~ ""v. J i(j\'_j\+2n m,r)d..-j\j\' - R 4.; m e a •• 

m 

In dieser Summe ist nur dasjenige Integral von Null verschieden, 
für welches 

(17) 
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ist, und zwar wird 

V5U\' = Vm = Vlh I 
m = (~- ~') 2an ' ~ =l= ~' (16c) 

Die Lösung von GI. (15) lautet dann mit GI. (16a) und (16b) I: 
~ Vm 'I'OR' 

rpR = ~ ER - ER' • 
R'+R 

Sie muß nach Voraussetzung klein sein gegen die "ungestörte" 
Lösung (12). Das trifft nur dann zu, wenn der Nenner der Summe 
in (16b) nicht sehr klein wird. In diesem Fall ist also die Energie 
die gleiche wie bei freien Elektronen gleicher Wellenzahl (da SR = 0) 
und das gleiche gilt von Impuls und Freiheitszahl. 

Ist hingegen ER""" E w , d. h. nach GI. (13) und (17) 

K2 ~ K'2 ~ ~ = ~ ~' + m (18) - '2n 2:n; , 

so müssen wir die Störungsrechnung auf andere Weise durch
führen 2. In diesem Fall ist nämlich der Ausgangszustand beinahe 
entartet, d. h. die Eigenfunktionen tpOR und tpOR' gehören beinahe 
zum gleichen Energiewert. Als Lösung nullter Ordnung nehmen 
wir jetzt eine Linearkombination dieser Eigenfunktionen. Zur 
Lösung setzen wir also an: für die Eigenfunktionen 

tpR = Cl tpo R + C2 tpo W + rpR 

und für die Energie 

ER = ~ (EOR + E OR') + SR, 

wo SR und rpR klein gegen E OR bzw. tpOR sind. 

(19) 

Cl und C2 sind zunächst unbekannte Konstanten. In gleicher 
Weise wie bei GI. (15) erhalten wir aus der SCHRÖDINGER-Gleichung 
unter Berücksichtigung der ungestörten GI. (ll) und bei Vernach
lässigung der Größen, die klein von zweiter Ordnung sind 

2h~ ~ rpR + [! (Eo R + E OR') - Vo] rpR = 

=- (iJ2E + 8R- V) CltpOR-(--iJ: + SR- V) c2 tpOR', 

wobei zur Abkürzung 

gesetzt ist. 

1 St' kann nur die duroh (160) zugelassenen Werte annehmen. 
2 Die Bedeutung von GI. (18) besprechen wir auf S.42ff. 

(19a) 
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Wie bei GI. (15) ist auch jetzt die Bedingung für die Lös
barkeit dieser inhomogenen Gleichung, daß die rechte Seite ortho
gonal zu den Lösungen der homogenen GIeichllng, 1p051. und 1poj\', 

ist. Da nach (16c): 

Irp~5I. V1po5l. d r: = 0, J1p~R' V1poR dr: = V5I.5I.' = V~'R = Vm 

ist, lautet also unsere Lösungsbedingung 

- (/J2E + ER) Ct + Vm C2 = 0 

Vm C1 - (- /Jl- + E5I.) C2 = O. 

Dieses homogene Gleichungssystem für die Koeffizienten Cl und c2 

ist nur dann lösbar, wenn die Determinante verschwindet: 

( /J2E + E5I.) ( - /J2E + ER) - Pm = O. 

Daraus berechnet sich 

_ ± ,f(/JE)2 + V2 ER- V-4- m, 

d. h. nach (19) und (19a) wird die Energie jetzt: 

E _ E + /J E ± ' / (.1 E)2 + P 
R - Oft 2 V 4 m· (20) 

Genügt also die Wellenzahl ~ der Bedingung (18), so spaltet 
die Energie in zwei Terme mit dem Abstand 2 E5I. auf. Ist ins
besondere exakt EOR = Eoj\" d. h. L1E = 0, so ist die Lage dieser 
beiden Energiewerte : 

Emin = Eo5l.- Vm } 

Emax = EOR + Vm · 
(20a) 

m und ~ sind verknüpft durch die für K2 = K'2 verschärfte 
Bedingung (18) 

K2 = K'2, 2a'j(, ~ = 2: ~' + m, 

oder, nach Elimination von ~', durch 
a Iml 2 

2n (~, m)--2- = 0. (21) I 

Immer wenn ~ dieser wichtigen Bedingung angenähert genügt, 
treten Abweichungen vom einfachen Verhalten der Elektronen 

1 Im Fall eines nichtkubischen Gitters sind in (21) die Vektoren ~ 
a 

durch Gittervektoren in reziprokem Gitter zu ersetzen. 
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auf. Man kann leicht sehen, daß jeder der durch (20) bestimmten 
Energiewerte höher als E max oder tiefer als Emin (200.) liegt. Das 
kontinuierliche Energiespektrum der freien Elektronen wird somit 
durch verbotene Gebiete von der Breite 2 V m durchzogen, die 
Energie also in einzelne Bänder aufgeteilt. Ihre Lage im Sf-Raum 
ist durch (21) bestimmt. 

Auf die Berechnung der cl> c2 können wir verzichten, da wir 
alles für uns Interessante (~, Inf) aus der Energie ableiten können. 
Für den Grenzfall (200.) wird einfach I Cl! = ! c2! und die Eigen
funktionen nullter Ordnung sind stehende Wellen, denen also kein 
Strom entspricht, in Übereinstimmung mit unserer allgemeinen 
Theorie [da ja (200.) die Ränder der Bänder bestimmt]. 

Ehe wir eine eingehende Diskussion beginnen, zeigen wir, daß 
die Bedingung (21), die die Lage der starken Abweichungen vom 
Verhalten freier Elektronen angibt, eine sehr einfache Bedeutung 
hat. Sie ist nämlich identisch mit der BRAGGschen Reflexions
bedingung. Um das einzusehen, gehen wir von (18) aus, woraus 
wir mit der Bedingung K = K' (21) gewonnen haben. Sind (Xi 

und at~ die Winkel von Sf bzw. Sf' mit der Xi-Achse, so ist also 

K, = K COSati' Ki = K' cosoti = K cosoti 1- = x, y, z. 
Die DE BROGLIE-Wellenlänge der Elektronen ist nach (12b): 

Ä= ~. 
Daher wird GI. (18) in Komponenten geschrieben: 

a(cos~-Cosati)=miÄ i=x,y,z, 
und das ist tatsächlich die BRAGGsche Bedingung für selektive 
Reflexion einer Welle der Wellenlänge Ä an der Netzebene (mz , 

m", mz) eines kubischen Kristalls mit dem Gitterabstand a, d. h. 
die Bedingung dafür, daß sich die an den einzelnen Netzebenen 
reflektierten Wellen durch Interferenz verstärken. Elektronen 
mit dieser Wellenlänge Ä und Richtung (atz, at", atz) können sich also 
nicht ungehindert durch den Kristall bewegen. Wir haben somit 
eine anschauliche Deutung für das Auftreten der Anomalien 
erhalten. 

Wir beginnen jetzt mit der Diskussion für den eindimensionalen 
Fall oder im Dreidimensionalen für K" = Kz = O. Die Lage der 
Anomalien (21) ist dann: 

(21a) 
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n 
Immer wenn die Wellenzahl ein ganzzahliges Vielfaches von a 

ist, tritt eine Aufspaltung der Energie ein. Die Breite des ersten 
Bandes wird also mit (20a) und (13): 

h2 n 2 

BI = -2--2 - v;.. m a 

v;. muß, damit unsere Näherung gültig ist, klein gegen BI sein. 
Dann wird z. B. für a = 3.10-8 cm BI """ 3 e-Volt. 

Um das Verhalten der Energie in der Nähe des ma:-ten ver
botenen Gebietes zu untersuchen [oberer Rand des ma:-ten, unterer 
Rand des (ma: + l)-ten Bandes] nehmen wir an, daß (21a) nicht 
exakt erfüllt is~. Dann ist L1 E zwar nicht exakt Null, aber wir 
können es klein gegen V ma: vora.ussetzen. Wir können dann die 
Wurzel im Energieausdruck entwickeln und erhalten aus (20): 

LJE ( (LJE)2) 
E = E oSt + -2- ± Vma: + 8Vma: • (22) 

Wir führen eine Wellenzahl K* ein, die die Abweichung von der 
Erfüllung der Bedingung (21 a) mißt: 

(23) 

Nach (13) wird dann: 

EoSt = Vo + 2~ (m! :: + 2 ma: : K* + K*2) 

und da nach (18) K~ = Ka:- 2an ma: ist, wird mit (19a) und (23) 

-L1E-~(K2_K'2) =~~ K* - 2m a: a: 2m a ma: . 

Daher ist die Energie (22) als Funktion der vom Rand des Bandes 
aus gezählten Wellenzahl K* 

Hier ist 

und 

m*=± m 
U ' 

±1+2~ 
Vma: 

(22a) 

wobei das obere Vorzeichen zu wählen ist, wenn in (22a) das 
obere Vorzeichen gewählt wird (entsprechend für das untere). 
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Umz ist die mittlere Energie des mx·ten verbotenen Gebietes, das 
sich von Umx - Vmx bis Umx + Vmx erstreckt. 

Damit unser Näherungsverfahren sinnvoll ist, muß die Störungs. 
energie Vmx klein gegen Umx sein. Dann wird 

* Vmx m "'±m2U , Im*l<m. 
mx 

(24) 

Wenn wir die Ränder des Bandes als Nullpunkt der Energie fest· 
setzen, verhält sich dort die e 
Energie der Elektronen wie 
bei freien Elektronen mit der 
scheinbaren Masse m*. Ihr 
absoluter Betrag I m* listnach 
(24) kleiner als die wirkliche 
Elektronenmasse m 1. 

In Abb. 8a zeigen wir die 
Abhängigkeit der Energie von 
der Wellenzahl K x ' Um den 
Vergleich mit der allgemeinen 
Theorie § 3 zu ermöglichen, 
führen wir die reduzierte 
Wellenzahl ka; ein, die also 
.. d B d n b" n 1ll Je em an von-li IS Ii 
läuft. Das ist in dem gegen· 
wärtig betrachteten eindimen. 
sionalen Fall sehr einfach. 
Wir können nämlich immer 

die Eigenfunktionen ei Ka; a; in 

'\ (" 
I I 
I I 
I I 
I , 

\ : 
I , 
I I 
I I 
, I 

" j , ~/ I 

'\' /1," "\\ )' 

" " \ I 
\ / , / 

K---
Abb. 8a. Näherung B (eindimensional). 

-- Energie als Funktion der nichtrednzierten 
Wellenzahl. --- Energie freier Elektronen • 
• • • • • Energie als Funktion der reduzierten 

WellenzahL 

ik a; !::i nx . 
der Form e x • e a schreIben, das ist in der in § 3, GI. (1) 
geforderten Form, wobei also 

2n 
kx=Kx--n a 

ist. Insbesondere sieht man aus (21 a) und aus der Forderung 

I kx I < : ' daß für das mx·te Band gilt: 

I
K :r_2n _Imxl f" d 1 x ' a 2 ur gera e m k _ x 

x - K T 2 n I m x I - 1 für ungerade m x x a 2 

(25) 

1 Man vergleiche die Ergebnisse der Näherung tiefer Energien (S.35), 
wo I m* I > mist. 
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± soll bedeuten: - für K x > 0 und + für K x < O. Daraus ergibt 
sich an Hand von Abb.8a, daß die Abhängigkeit der Energie 
von der reduzierten Wellenzahl im Sinne von Abb. 5a entschieden 

.iE. a 

" 11 
11 

v 

K-
a a 

11 
11 
11 

Abb. 8 b. Näherung B (eindimensional). 
-- Freiheitszahl tk und Geschwindigkeit v als 

Funktion der nichtreduzierten Wellenzahl. 
- - - Dasselbe für freie Elektronen. 

wird, d. h. daß für auf
einanderfolgende Bänder 
bei kx = ü abwechselnd 
Maxima und Minima auf
treten. 

Die Geschwindigkeit 
und die Freiheitszahl ver
laufen im Inneren eines 
Bandes, wie auf S.41 ge
zeigt wurde, wie bei freien 
Elektronen. Um diese Grö
ßen am Rand eines Bandes 
zu berechnen, beachten 
wir, daß nach (23) und (25) 

a a a' t 
Bkx = aKx = aK* IS. 

Daher wird nach GI. (22a) 
min § 3, GI. (10) und (14): 

hK* 
Vx=~, IK=:::" (26) 

Die Freiheitszahl wird also, 
wie bei freien Elektronen, 
konstant und zwar so groß 
wie bei freien Elektronen 
mit der Masse m*, wie zu 
erwarten war. Da nach (24) 
Im*1 <mist, wird IIKI >1, 
also größer als bei freien 
Elektronen. Elektronen in 
diesen Zuständen werden 

also durch äußere Kräfte viel stärker beschleunigt als freie Elek
tronen, was z. B. bei der Deutung der anormal großen magnetischen 
Effekte bei Wismut von Bedeutung ist (vgl. § 31). Die Geschwin
digkeit wird am Rand jedes Bandes Null, da dort K* = 0 ist, in 
Übereinstimmung mit den Forderungen der allgemeinen Theorie (§ 3). 

In Abb.8b bringen wir Geschwindigkeit und Freiheitszahl 
unserer Elektronen im Vergleich mit vollständig freien Elektronen. 
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Interessant ist es, an Hand dieser Abbildung die Bewegung eines 
Elektrons in einem konstanten äußeren elektrischen Feld zu ver
folgen. Befindet sich das Elektron zunächst im Inneren eines 
Bandes, so erfolgt die Beschleunigung wie bei freien Elektronen, 
da ja hier die FreiheitszahlEins ist. Schließlich ist die Geschwindig
keit so stark gewachsen, daß sich das Elektron im sr-Raum in der 
Nähe eines oberen Randes eines Bandes befindet. Hier wird die 
Freiheitszahl plötzlich stark negativ, das Elektron wird also plötz
lich in der entgegengesetzten Richtung beschleunigt. Wenn es auf 
Null abgebremst ist, hat es gerade den oberen Rand des Bandes 
erreicht. Hierauf wechselt die Geschwindigkeit ihr Vorzeichen und 
das Elektron nähert sich im sr-Raum dem unteren Rand des Bandes. 
In genügender Entfernung vom oberen Rande wird die Freiheits
zahl positiv, worauf die normale Beschleunigung wieder beginnt. 
Dieser plötzliche Vorzeichenwechsel der Beschleunigung kann als 
BRAGGsche Reflexion aufgefaßt werden. Ein Elektron führt also 
periodische Bewegungen in einem konstanten äußeren Feld aus l . 

Die Frequenz dieser Bewegungen berechnet man am einfachsten aus 
GI. (12), § 3. Aus dieser Gleichung folgt mit sr = e ~ m = Feldstärke) 

e 
k~ = TFx t + (kx)t=o. 

Immer wenn kx sich um 2a" ändert, ist der Anfangszustand wieder

hergestellt (S. 18). Die Periode T ist also 2" -Fh ,oder die Frequenz 
a e x 

ist 2-,;" = eFhxa. 

Im zwei- und dreidimensionalen Fall sind die Verhältnisse 
in bezug auf Geschwindigkeit und Freiheitszahl ähnlich wie im 
eindimensionalen. Dagegen wird die Feststellung der Lage der 
Unstetigkeiten der Energie bedeutend komplizierter. Insbesondere 
werden sich die einzelnen Bänder gewöhnlich überdecken. Die 
Bedingung (21), die die Lage der Energieanomalien bestimmt, 
stellt im sr-Raum im Dreidimensionalen eine Schar von Ebenen, 
im Zweidimensionalen eine Schar von Geraden dar. Für den 
letzteren Fall, der etwa im Dreidimensionalen K z = 0 entspricht, 
geben wir an Hand von Abb. 9 eine Konstruktion der kritischen 
Geraden. Wir wählen als Koordinaten: 

1 Das ist natürlich nur dann richtig, wenn die Wechselwirkung der 
Elektronen mit den Gitterschwingungen vernachlässigt wird (§ 13). 
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und zeichnen in der durch Qz' QII bestimmten Ebene die Endpunkte 
aller Vektoren m, d. h. also alle Punkte mit ganzzahligen Koordi
naten. Bedingung (21) schreiben wir jetzt in der Form 

Q 1 m 1 cos (0, m) = 1 m 12 

oder 
Q cos (0, m) = 1 m I· 

Sie wird von allen denjenigen Vektoren erfüllt, deren Projektionen 
auf irgendeirien der Vektoren m die gleiche Länge hat wie dieser 

Abb.9. Näherung B (zweidimensionnl). Konstruktion der ersten beiden BRILLOllIlIIschen 
Zonen (einfaches kubisches Gitter). Die Kurven konstanter Energie sind eingetragen. Sie 
weichen nur an den Rändern der Zonen von konzentrischen Kreisen (freie Elektronen!) ab. 

Vektor m. Der Ort für die Endpunkte aller solcher Vektoren 0 
ist bestimmt durch sämtliche Geraden, die senkrecht zu irgendeinem 
der Vektoren m sind und durch den Endpunkt von m gehen. Die 
so konstruierten kritischen Geraden begrenzen im O-Raum Gebiete, 
von denen wir diejenigen, die dem gleichen Absolutbetrag von ~, 
d. h. von 0, entsprechen, zu Energiebändern zusammenfassen. 
Wir haben in unserer Abb.9 das erste Band (Quadrat mit den 
Ecken I ml = 1) und das zweite Band (vier aufgesetzte Dreiecke) 
gezeichnet. Jedes einzelne Band hat (man kann das geometrisch 
beweisen) im O-Raume die gleiche Fläche und enthält nach GI. (6), 
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§ 3 G2·Werte von (1 bzw. Sf. Die höheren Bänder werden aber 
in immer mehr Gebiete aufgeteilt!. 

Im Dreidimensionalen ist alles ganz entsprechend. Dem 
Quadrat entspricht ein Kubus; den Dreiecken Pyramiden usw. 
Jedes Band enthält G3·Werte von (1 bzw. Sf. 

Der Energieverlauf ist, soweit Sf nicht in der Nähe einer kritischen 
Ebene (bzw. Gerade im Zweidimensionalen) liegt wie bei freien 
Elektronen GI. (13). In der Nähe dieser Ebenen ist er durch 
GI. (20) gegeben. Der anomale Verlauf bezieht sich, wie aus unserer 
ganzen Berechnung und Konstruktion hervorgeht, nur auf die 
Komponenten von Sf, die senkrecht zu den kritischen Ebenen 
stehen. Diese Komponenten Sf.L verhalten sich bezüglich Impuls 
usw. wie wir für den linearen Fall GI. (22a), (24), (26) berechnet 
haben. 

Wie wir oben gezeigt haben, steht jede kritische Ebene senk· 

recht zu einem Vektor : m und geht durch den Endpunkt dieses 

Vektors. Genau wie in (23) können wir daher einen Vektor Sf1 
einführen, der den Abstand von der betreffenden kritischen Ebene 
mißt (Sf.L hat die gleiche Richtung wie m). 

Sfi = Sf.l - ~ m . a 

Wir führen ferner einen Vektor Sfll ein, der die Projektion von Sf 
auf die betreffende Ebene ist. Es wird dann 

K2 = Ki + Krl = Ki2 + ] m ]2 n: + 2] m ] Ki ~ + Krl . a a 

Ganz ähnlich wie in (22 a) berechnet sich dann die Energie aus 
(22) zu 

E - v. U h2 K 2 V. h2 K*2 - 0 + m + 2m II ± m + 2m* .L' (22b) 

wobei 

ist. m* ist analog zu (24) positiv, falls in (22b) + Vm , und negativ, 
falls dort - V m steht. Die Energieaufspaltung ist also immer 
> 2 Vm , denn alle vorkommenden Energien sind entweder > Emax , 

wobei 

1 Für nichtkubische Gitter läßt sich im reziproken Gitter eine ganz 
ähnliche Konstruktion angeben. 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 4 
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oder < Emin' wobei 

Emin = Vo + Um + 2h~ K~I - Vm (für m* < 0) 

ist. Der obige Ausdruck (22b) gilt nur, wenn srll nicht selbst in der 
Nähe eines verbotenen Gebietes liegt. Läßt man srll bei fest
gehaltenem sr 1. wachsen, so tritt eine weitere Aufspaltung der 
Energie auf, wenn sr ll eine kritische Ebene durchschreitet (vgl. 
hierzu § 7). 

Aus (22 b) folgt ähnlich wie in (26) für Geschwindigkeit und 
Freiheitszahl : 

h K* v1. = m 1.' 

wobei wieder vorausgesetzt ist, daß srll nicht in der Nähe einer 
kritischen Ebene liegt. 

In der Nähe der Werte St' = ~ m werden alle drei Komponenten a 
von sr anomal. Energetisch befinden sich also die stärksten Ano
malien bei einem einfachen kubischen Gitter in der Nähe der 
Energiewerte 

h2 n 2 

E = Vo + 2 m a2 (m~ + m~ + m;), mi = 0, ± 1, ± 2, ... 
m + 0,0,0. } (27) 

Das bedeutet aber nicht, daß diese Energien verboten sind, denn 
es gibt ja viele Vektoren sr mit gleichem Absolutbetrag, die nicht 
in der Nähe von kritischen Ebenen liegen. 

Die im vorstehenden beschriebene Einteilung des sr-Raumes 
in Zonen (BRILLOUINsche Zonen) ist durchaus keine Eigenart 
unserer gegenwärtigen speziellen Näherung, sondern hat ganz 
allgemeine Bedeutung. Wir erinnern uns an die allgemeine Form 
der Wellenfunktion § 3, (1) 

1p = ei (f, Tl u. 

Dort hatten wir den Wertebereich von l auf die Werte zwischen 

- ~ und ~ für jede Komponente eingeschränkt, um eine eindeutige 

Zuordnung zu erreichen. Einem bestimmten Wert von f entspricht 
dann je ein Zustand in jedem Energieband. Ein Energiezustand 
ist also eindeutig bestimmt durch die Angabe des l-Wertes und 
der Quantenzahl n des Energiebandes. Wir können aber auch 
eine eindeutige Zuordnung der Energiewerte zu den Werten des 
Ausbreitungsvektors erhalten, wenn wir diesen nicht auf den oben 
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angegebenen Bereich reduzieren, also die Eigenfunktion in der Form 
tp = ei (oll. T) u 

schreiben, wo der Vektor sr alle möglichen Werte annehmen kann. 
Um die Zuordnung von sr zur Energie eindeutig zu machen, gehen 
wir folgendermaßen vor [5]. Wir geben sr zunächst einen Wert, 
der in den Bereich von f fällt und nennen ihn fo. Diesem fo können 
wir, wie wir eben auseinandergesetzt haben, unendlich viel Energie
werte Enfo zuordnen, die alle in verschiedenen Bändern liegen. 
Andererseits gehört zu diesen Energiewerten, falls wir sr nicht 
mehr auf den Bereich von 1 beschränken, nicht nur die Wellenzahl 
sr = 10, sondern alle Wellenzahlen 

2n 
sr=fo+-m, a 

also auch unendlich viele. Um die Zuordnung eindeutig zu machen, 
ordnen wir die Enr der Größe nach an und bezüfern den niedersten 
mit 10 und die folge~den, indem wir zu fo der Reihe nach die Vektoren 

2an m addieren und die. entstehenden sr-Werte ebenfalls der Größe 

nach ordnen. Da der Wertebereich von 10 gerade einem ganzen 
Energieband entspricht, wird so der ganze Wertebereich von sr 
verbraucht. Die Zuordnung der sr-Werte zu den Energien kann 
somit eindeutig erfolgen, ohne daß man auf ein bestimmtes 
Näherungsverfahren zur Berechnung der Energien zurückgreüen 
muß. Die hier behandelte Zuordnung wird immer dann vorteil
haft sein, wenn sich die einzelnen Energiebänder sehr stark über
decken. 

Für die Gültigkeit der gegenwärtigen Näherung hoher Energie
terme war vorausgesetzt, daß das Potential V eine kleine Störung 
sei, daß also die Energie der Elektronen, falls man das mittlere 
Gitterpotential Vo als Nullpunkt rechnet, groß gegen die FOURIER
Komponenten Vm sind. Nach § 2 sind die größten dieser Vm etwa 
10-20 e-Volt, d. h. ungefähr genau so groß wie Vo. Die Näherung 
dürfte also bestenfalls für Elektronen, die schon außerhalb des 
Metalls eine Geschwindigkeit von der Größenordnung 10 e-Volt 
haben, gültig sein. Wenn wir das erste Band betrachten, ist das 
Versagen der Naherung besonders drastisch, denn ihr entspricht 
die K-Schale des Atoms (bei Ag z. B. 10 e-Volt gegen 25000 e-Volt). 
Aber auch die Elektronen der äußeren Schalen werden noch nicht 
im Gültigkeitsbereich unserer Näherung liegen, denn wir bekommen 
mit ihr keine Energiewerte, die kleiner als Vo sind. 

4* 
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Wenn das n-te Band das erste Band ist, für das wir unser 
Näherungsverfahren anwenden können, so dürfen wir nicht dieses 
Band so behandeln, wie wir das erste Band in unserer Näherung 
behandelt haben, denn nach unserer Zuordnung entspricht es auch 
jetzt dem noten Band. Man kann das auch anschaulich so verstehen, 
daß man sich das Gitterpotential sehr stark erniedrigt denkt [5]. 
Dann wird schon das erste Band durch unsere Näherung richtig 
dargestellt. Vergrößern wir jetzt allmählich das Gitterpotential 
bis zu seinem tatsächlichen Wert, so bleiben die Verhältnisse für 
große Energien, für welche die Näherung gültig bleibt, im wesent
lichen unverändert. 

G. Mittlere Energien [154, 175]. Das größte Interesse be
anspruchen für uns die Energiebänder der Valenzelektronen, denn 
diese Elektronen sind für die meisten typisch metallischen Effekte, 
wie z. B. die elektrische Leitfähigkeit, verantwortlich. Außerdem 
erhält man aus ihrer Energiedifferenz gegen die entsprechenden 
Zustände im freien Atom alles, was man im Zusammenhang mit 
der metallischen Bindung wissen muß. Wir haben oben gesehen, 
daß sowohl die Näherung A, als auch die Näherung B für eine 
exakte Beschreibung der Valenzelektronen nicht in Frage kommen 
und müssen daher eine neue Methode suchen. Diese ist bis zu 
einem gewissen Grade eine Kombination der Methoden A und B. 

Wir teilen das Potential, in dem sich ein Elektron bewegt, 
in zwei Teile: 1. In alle Teile, nahe den Atomkernen, d. h. inner
halb der Atomrümpfe und 2. alle Teile außerhalb der Atomrümpfe. 
Wenn sich das Elektron vorwiegend in den Gebieten 1 aufhält, 
gilt die 'Methode A; wenn es sich vorwiegend in den Gebieten 2 
aufhält, die Methode B. Wenn wir nun z. B. die Breite des Energie
bandes berechnen, so liefern die Teile, die nach A behandelt werden, 
einen viel kleineren Beitrag als diejenigen, die nach B behandelt 
werden, d. h. die Breite des Energiebandes bestimmt sich nach B. 
Für die Lage des Energiebandes sind aber die Teile nahe dem Atom
kern sehr wesentlich. 

Zur Berechnung der Eigenfunktionen gehen wir folgendermaßen 
vor: Wir teilen zunächst den ganzen Kristall in einzelne gleich 
große Zellen, in deren Mittelpunkt je ein Atom sitzt. Diese Zellen 
werden so konstruiert, daß man ein Atom mit seinen nächsten 
Nachbarn (bei kubisch raumzentriertem Gitter auch mit den über
nächsten Nachbarn) durch Gerade verbindet und senkrecht durch 
den Mittelpunkt dieser Geraden je eine Ebene legt. Diese Ebenen 
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sind die Grenzflächen unserer Zellen. Bei allen praktisch in Frage 
kommenden Gittertypen (z. B. kubisch-raumzentriert bei Alkali
metallen, kubisch-flächenzentriert bei Edelmetallen) können diese 
Zellen mit sehr guter Annäherung als Kugeln betrachtet werden. 
Die zu berechnenden Eigenfunktionen müssen die Form § 3 (I) 

'IjJ = ei (I, rl u 

haben. Wir wollen hier festsetzen, daß für den Zustand mit der 
tiefsten Energie f = 0 sein soll, was nach den Ausführungen über f 
in § 3 immer zulässig ist. Für f = 0 
ist P 

'IjJ=u, f= 0, 
d. h .. 'IjJ ist eine Funktion mit der 
Gitterperiode. In jeder unserer Zellen 
(Kugeln) hat also 'IjJ die gleiche Form 
und aus Symmetriegründen muß da- 0 

her am Rand jeder Kugel 

(~) - (~) -0 or 1=1, - or 1=1, - , 
f= 0 

Abb. 10. Die Eigenfunktion I = 0 des 
sein (wobei T der Abstand vom Atom- 3 - 8-Bandes von Na. Nach [1791. 

kern und Tl der Kugelradius ist), 

l' 

denn das ist die Bedingung dafür, daß sich die einzelnen funk
tionen stetig aneinander anschließen. Der Radius Tl ist so zu 
wählen, daß das Volumen der Kugel gleich dem Atomvolumen 
ist. Die Funktion u kann man ähnlich berechnen wie die Eigen
funktionen für ein freies Atom, d. h. man löst die SCHRÖDINGER
Gleichung für das Potential, das durch das Ion erzeugt wird. Der 
einzige Unterschied ist der, daß wir jetzt die Randbedmgung 

:~ = 0 am Rand der Kugel erfüllen müssen, während sich die 

Eigenfunktionen bei einem freien Atom bis ins Unendliche er
strecken. Die Ausführung der Rechnung zeigt, daß die Eigenfunk
tion innerhalb des Atomrumpfes fast genau wie beim freien Atom 
ist. Außerhalb dagegen fällt sie beim freien Atom exponentiell ab, 
während sie in unserem Fall angenähert konstant bleibt. Hier 
verhält sie sich also wie bei freien Elektronen, denn es ist ja 

ei(!,r) = I für f = O. 

Abb.lO zeigt die so berechnete Eigenfunktion für Na. Die Energie 
des betreffenden Zustandes ist niedriger als beim freien Atom, 
denn das Elektron befindet sich jetzt immer innerhalb der Kugel 



Allgemeine Grundlagen. 

mit dem Radius rl' wo das negative Potential größer ist als außer
halb. Man.erhält bei Na als Energie des Grundzustandes "'-8e-Volt 
gegen -5 e-Volt beim freien Atom 1. 

Wir gehen jetzt zu I-Werten über, die von Null verschieden sind 
und machen für die Eigenfunktion den Ansatz 

tp= Uo ei (I, t) , (28) 

wobei Uo die nach der obigen Methode für f = 0 berechnete Funk
tionu ist. Diese Funktion tp verhält sich außerhalb des Atom
rumpfes, wo Uo beinahe konstant ist, wie 

tp ...... ei(f, t), (28a) 

d.h. wie bei freien Elektronen. Innerhalb des Rumpfes ist hin
gegen t ungefähr gleich dem Radiusvektor des Atomkerns, d. h. 
für kubische Kristalle 

t ...... t m =am. 
Außerdem verhält sich Uo hier praktisch wie die Eigenfunktion 
'f'!!' des freien Atoms. Infolgedessen wird hier nach (28) 

tp ...... tp!!' eia (I, m) (28b) 

d. h. genau wie bei Näherung A (4) und (5). Unser Ansatz (28) 
entspricht also genau dem, was wir anfangs für unsere gegen
wärtige Methode gefordert haben. 

Zur Berechnung der zum Ansatz (28) gehörigen Energie bemerken 
wir zunächst, daß sich zeigen läßt, daß Uo immer reell gewählt 
werden kann. Durch Einsetzen von (28) in die SCHRÖDINGER

Gleichung erhalten wir GI. (8), § 3 mit u =.uo' Zu dieser Gleichung 
addieren wir die konjugiert komplexe. Da wir eben gesagt haben, 
d~ß Uo = uri ist, verschwindet das Glied 2 i (I, grad) Uo und wir 
erhalten 

Für f = 0 ist 
2m 

LI Uo + V (EI - V) Uo = 0, 

wo E1 die Energie für f = 0, d. h. des unteren Randes des Bandes 
ist. Durch Vergleich beider Gleichungen findet man 

(29) 

1 Wir werden in § 23 ausführlicher auf die Berechnung der Eigenfunktionen 
und der Energie zu sprechen kommen. 
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d. h. die Energie innerhalb des Bandes verläuft genau wie bei 
freien Elektronen, solange der Ansatz u = U o zulässig ist. Aus der 
eben durchgeführten Rechnung geht auch hervor, daß die An
nahme, daß u reell ist, gleichbedeutend damit ist, daß u unabhängig 
von f wird und daß die Energie durch (29) gegeben ist. 

Um die oben gemachte Annahme über 'IjJ, die zu dem Energie
ausdruck (29) führte, zu prüfen, gehen wir nochmal auf GI. (8), 
§ 3 zurück . 

.LI u + 2i (f, grad)u + 2h,: (E- 2h: k2 - V) u = O. 

Solange hier f klein ist, können wir das fragliche Glied (f, gradu) 
als Störung auffassen und erhalten dann in erster Näherung für 
die Energie den Ausdruck (29). Da hier f aber quadratisch eingeht, 
müssen wir konsequenterweise auch in unserer Störungsrechnung 
bis zur zweiten Näherung gehen, wodurch wir ein zusätzliches 
Glied in (29) erhalten, das aber auch proportional zu k2 ist, so daß 
wir immer schreiben können 

h2 
E=E1 + 2m* k2 , (29a) 

wo m* die scheinbare Masse ist, welche durch die Relation 
m 

t= m* 

die Freiheitszahl t bestimmt. Ob t wesentlich von Eins verschieden 
ist, läßt sich durch Berechnung der Breite des Bandes abschätzen, 
denn wenn diese die gleiche Größenordnung hat wie in der Näherung 
für freie Elektronen das erste Band, so ist sicher auch f""" 1. 

Wir müssen somit die Energie des oberen Randes des Energie
bandes berechnen, der bei einem einfachen kubischen Gitter die 

Wellenzahl f = (~,~,~) hat. Wir beachten, daß der Faktor ei (!, r) 
a a a 

in 'IjJ dann beim Fortschreiten um die Strecke a (z. B. in der 
X-Richtung) sein Vorzeichen wechselt. Es ist ja 

Wegen der Periodizität von u ist somit am Rand jeder Zelle 

'IjJ=-'ljJ, d.h. 'IjJ=O, 

damit 'IjJ stetig ist. (Die vorstehenden Überlegungen gelten ent
sprechend für andere Gittertypen. ) Wir müssen somit die gleiche 
SCHRÖDINGER-Gleichung lösen, wie bei der Berechnung der Energie 
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des unteren Randes, nur haben wir jetzt die Randbedingung 
tp = 0 zu erfüllen. 

Die Durchführung der Rechnung, die wir in § 23 vornehmen 
werden, zeigt, daß die Breite des Bandes immer die gleiche Größen
ordnung hat, wie die Breite des ersten Bandes in der Näherung 
für freie Elektronen. 

Verteilung und Dichte der Eigenwerte. Wir sind jetzt in der 
Lage, genauere Angaben über das Energiespektrum zu machen. 
Wir beginnen mit den kleinsten Energien. Hier haben wir sehr 
schmale Energiebänder, praktisch scharfe Linien, die im gleichen 
Abstand wie die Energieniveaus der entsprechenden freien Atome 
liegen. Jedes Band enthält G3 Eigenwerte, und die Dichte der 
Eigenwerte ist für sehr schmale Bänder demnach sehr groß. Für 
größere Energien nimmt die Bandbreite zu, die Eigenwertdichte 
innerhalb eines Bandes ab und außerdem verschiebt sich die 
mittlere Energie des Bandes gegen das zugeordnete Atomniveau. 
Bei den Energiebändern, die den Niveaus der Valenzelektronen 
entsprechen, haben die Bänder eine Breite von einigen Volt erreicht 
und beginnen sich teilweise zu überdecken. Da dies überdecken 
in immer stärkerem Maße erfolgt, beginnt die Eigenwertdichte 
zu steigen, obwohl sie in den einzelnen Bändern infolge der 
wachsenden Breite abnimmt. Schließlich ist sie so groß wie bei 
freien Elektronen, abgesehen von einzelnen Werten der Energie 
[GI. (27)], wo sie etwas kleiner wird. Die Abweichung an diesen 
Stellen vom Verlauf wie bei freien Elektronen ist um so kleiner, 
je größer die Energie wird. 

Wir wollen jetzt die Eigenwertdichte D (E) für eine beliebige 
Energiefunktion ableiten. Wir verstehen unter D (E) die Zahl 
der Eigenwerte in der Energieeinheit. Nach § 3, GI. (6a) ist die 
Zahl der Eigenwerte in einem Volumenelement d 1"f des f-Raumes 

R 
(2n)3 d1"f· 

Die Eigenwertdichte D (E) ist also 
E+4E 

1 R J D (E) = LJ E (2 n)3 d Tl· (30) 
E 

D . LI E ist die Zahl der Eigenwerte im Energieintervall LI E. Wir 
führen jetzt auf der Fläche E (l) = const. orthogonale Koordi
naten ein, deren Flächenelement da sei. Die dritte Koordinate 
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k" wählen wir senkrecht zur Fläche E = const. Dann ist 

dk = dE 
11 I gradfE I ' 

wobei gradf E der Gradient im I-Raum ist. Damit wird 
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D (E) -~! du (30 ) 
- (2 n)3 I grad! EI· a 

E = const 

Die Integration erstreckt sich über die Fläche E = const. 
Im Spezialfall freier Elektronen ist nach GI. (13) 

h2 
E = Vo + 2 m K2. (13) 

Die Flächen konstanter Energien sind hier die Kugeln K = const. 
Also ist 

h2 I gradf E I = m K 

unabhängig von den Koordinaten auf der Kugelobenläche und 

Jda = ÜCK2. 
Daher ist nach (30a) 

D (E) = (2 !)3 41& K2 h:nK ' 

oder mit (13) 

D (E) - ~ ( 2 m )3/2 (E _ V. )1/2 
- 4n2 h2 0 • (31) 

An den Rändern jedes Bandes verläuft die Energie, also auch 
die Eigenwertdichte, wie bei freien Elektronen, deren Energie so 
normiert ist, daß sie am Rand des Bandes verschwindet und die 
eine scheinbare Masse m* haben, die positiv am unteren und 
negativ am oberen Rand des Bandes ist. Ist EI bzw. E2 die 
Energie des unteren bzw. oberen Bandrandes, so ist also dort 
die Eigenwertdichte proportional (E-EI?/2 bzw. mit (E2-E)1/2• 

In Abb. 11a-c zeigen wir den Verlauf der Eigenwertdichte; 
a) für sehr tiefe Energien, z. B. K- und L-Schale von schweren 
Elementen; b) für mittlere Energien, wo sich die Bänder zu über
lagern beginnen; c) für große Energien, wo die Annäherung an den 
Verlauf für freie Elektronen beginnt. In a) und b) ist es immer 
sinnvoll einem Energieniveau des Atoms ein Energieband des 
Metalls zuzuordnen. 

Über den Absolutwert der Eigenwertdichte kann man noch 
folgende interessante Aussage machen: Es sei E' eine Energie, 



58 Allgemeihe Grundlagen. 

von der an die Eigenwertdichte D praktisch gleich der bei freien 
Elektronen ist. Die Gesamtzahl der Eigenwerte für Energien 
E ~ E' ist dann genau so groß wie bei freien Elektronen, d. h. es ist 

E' E' 

! D (E) dE = 4!2 (2h,": t2 !<E- Vo)1/2 dE = 6!2 (~h'": t2 (E' - Vo)3/2. 

-00 ~ 

Denkt man sich nämlich die Schwankungen des Gitterpotentials 
allmählich erniedrigt, so werden die Eigenwerte, deren Energie 

a b 

/ 
I 

I 
I 

I 
I , 

Abb. 11a-c. Eigenwertdichte D (E), a für sehr tiefe Energien, b mittlere Energien (Valem
elektronen). Es wird die überlagerung zweier Bänder gezeigt. -- Eigenwertdichte, 
- - - Eigenwertdichte eines eimelnen Bandes, _. - . - Grenzenergie unter der Annahme 

von zwei Valemelektronen (vgl. § 5), c für hohe Energien. -- Eigenwertdichte, 
- - - Eigenwertdichte für freie Elektronen. 

E > E' ist, im wesentlichen unverändert bleiben. Die Eigenwerte 
E< E' werden dagegen verschoben und gehen schließlich, wenn 
die Potentialschwankungen genügend klein sind, in die Eigenwerte 
für freie Elektronen über. Da bei diesem Prozeß keine neuen 
Eigenwerte entstehen können, ist die obige Behauptung bewiesen. 

§ 5. Die Gesamtheit aller Elektronen. 

Nachdem wir in den beiden letzten Paragraphen die möglichen 
Zustände für Elektronen eines Kristalls berechnet haben, müssen 
wir feststellen, wie diese bei einer bestimmten Temperatur besetzt 
sind und was für Werte wir für die wichtigsten Eigenschaften (wie 
z. B. Impuls und Freiheitszahl) erhalten, wenn wir über alle be
setzten Zustände summieren. 

PAuLI-Prinzip [27]. Dieses lautet : Jeder vollständig definierte 
Quantenzustand kann höchstens von einem einzigen Elektron besetzt 
sein. Ein Quantenzustand ist eindeutig definiert durch Angabe der 
Quantenzahlen (n, f) und der Spin quantenzahl. Letztere kann 
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bekanntlich zwei Werte (± 1/2) annehmen. Eine Eigenfunktion als 
Lösung der SCHRÖDINGER-Gleichung ist durch drei Quantenzahlen 
bestimmt (drei räumliche Freiheitsgrade). Bei unserer Bezifferung 
brauchen wir zwar vier (n, kx' ky' kz); die f haben aber nur einen 
beschränkten Wertebereich. Daß wir nur drei Zahlen brauchen, 
sehen wir am einfachsten durch Übergang zum nichtreduzierten 
Ausbreitungsvektor sr. Ein Quantenzustand ist also unter Hin
zunahme der Spinquantenzahl durch vier Quantenzahlen eindeu
tig definiert. 

Das PAuLI-Prinzip kann im Rahmen der Wellenmechanik nicht 
bewiesen werden. Dagegen läßt sich sehr leicht beweisen, daß es, 
wenn es einmal gültig ist, auch immer gültig bleibt. Ohne PAULI
Prinzip wären alle Elektronen eines Atoms in der K-Schale ver
einigt. Unter Berücksichtigung dieses Prinzips aber werden die 
Zustände sukzessive besetzt. 

Beim absoluten Nullpunkt sind in einem System von N Elek
tronen die N tiefsten Energieniveaus besetzt. Es soll das oberste 
Band nicht gerade voll besetzt sein. Die Energie des höchsten 
besetzten Niveaus nennen wir dann Grenzenergie C0 1 . Bei steigender 
Temperatur werden einzelne Elektronen Energien haben, die 
größer als Co sind. Es ist aber leicht einzusehen, daß eine wesent
liche Änderung der Besetzungszahlen der Niveaus nur in einem 
Bereich von der Größenordnung k T um die Grenzenergie stattfindet. 

Um das zu zeigen, kann man z. B. folgendermaßen vorgehen: 
Nach den Grundsätzen der Thermodynamik muß unser Elektronen
system bei der Temperatur T im Gleichgewicht mit schwarzer 
Strahlung von der gleichen Temperatur sein. Die Strahlung ruft 
Übergänge zwischen einzelnen Elektronenniveaus hervor, und zwar 
hauptsächlich solche mit einer Energiedifferenz h vmax ' wo vmax die 
Frequenz mit der größten Strahlungsintensität ist. Nach dem 
PLANcKschen Strahlungsgesetz ist h vmax = 3 k T. Da ein Elektron 
wegen des P AULI -Prinzips nur dann in höhere Energiezustände 
übergehen kann, wenn diese unbesetzt sind, ist unsere Behaup
tung plausibel. 

FERMI-Statistik [22, 20, 54]. Die Aufgabe der Statistik ist die 
Berechnung der Zahl der Elektronen, die bei einer bestimmten 
Temperatur T eine Energie E haben, wenn Gesamtteilchenzahl N 
und Gesamtenergie des Systems vorgegeben sind. 

1 Diese muß kleiner als Null sein, damit die Elektronen an das Metall 
gebunden sind. 
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Die Gesamtenergie des Systems setzt sich, wie wir in § 1, GI. (ll) 
zeigten, zusammen aus der Summe der Energieterme Enf der ein
zelnen Elektronen, etwa wie wir sie in den Paragraphen 3 und 4 
berechnet haben, vermindert um die gesamte Wechselwirkungs
energie (denn in 1: Enf werden alle Wechselwirkungen doppelt 
gerechnet). Wir machen jetzt die Annahme, daß wir die Wechsel
wirkungsenergie für unsere ganzen statistischen überlegungen als 
konstant betrachten können. Das bedeutet, daß, wenn ein Elektron 
vom Zustand Enf in den Zustand En", übergeht, sich die gesamte 
Energie auch um En'f,-Enf ändert. Nun wissen wir aus unseren 
vorstehenden qualitativen überlegungen, daß nur die Elektronen 
in einem Bereich k T um die Grenzenergie temperaturabhängig 
sind, d. h. nur Elektronen in dem obersten besetzten Band (1 Volt 
entspricht einer Temperatur von etwa 104 °0). Diese Elektronen 
haben (§ 4) nur einen kleinen Einfluß auf die Lage der Energieterme 
der Elektronen tiefer Bänder. Unsere Annahme ist daher gleich
bedeutend damit, daß die Wechselwirkung der Elektronen des 
obersten Bandes 1 unabhängig von der Temperatur ist, eine An
nahme, die bei weitem nicht so weitgehend ist wie eine vollständige 
Vernachlässigung der Wechselwirkung dieser Elektronen 2. Wir 
verstehen im folgenden unter U die Summe der Eigenenergien der 
Elektronen. U unterscheidet sich von der Gesamtenergie nach 
unserer vorstehenden Annahme für alle Temperaturen um einen 
konstanten Betrag. Bei entsprechender Normierung dürfen wir 
unter U also auch die Gesamtenergie verstehen. Die äußeren 
Bedingungen, die wir unserem System auferlegen, sind: konstante 
Teilchenzahl, konstante Gesamtenergie und konstantes Volumen 
(d. h. Vernachlässigung der thermischen Ausdehnung). 

Die Grundfragestellung der Statistik lautet dann: Wie groß 
ist bei gegebenen äußeren Bedingungen im Mittel die Zahl der 
Elektronen mit einer Energie zwischen E und E + dEo 

Um diese Fragestellung analytisch zu formulieren, teilen wir 
die Energie in kleine Intervalle von der Größe LI E ein. Die mittlere 
Energie im i-ten Intervall sei Ei' die Zahl der Elektronen in diesem 

Intervall sei Ni' die Zahl der Eigenfunktionen (n, f) sei ~ Zi' 

Unter Berücksichtigung des Spins entsprechen jeder Eigenfunktion 

1 Oder der obersten Bänder, falls sich die Bänder überdecken. 
2 Könnten wir diese Vernachlässigung nicht machen, so wären die 

Energieniveaus selbst temperaturabhängig. 
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zwei Quantenzustände (n, f, ± 1/2), Die Zahl der Quantenzustände 
im i-ten Intervall ist also Zi' Fällt das i-te Intervall in ein erlaubtes 
Energiegebiet, so ist Zi eine sehr große Zahl, nämlich nach § 3 
proportional mit der Zahl der Elementarzellen des Grundgebietes. 

Die Bedingungen, die wir dem System auferlegen, lauten jetzt: 

N 
N = .I Ni (1), U = .I Ni Ei (2), n = R' (3) 

N, U, n sind konstant (R ist das Volumen des Grundgebietes). 
Gesucht sind die mittleren Werte der Besetzungszahlen Ni' 

Zur Lösung unseres Problems müssen wir zuerst einiges zum 
wellenmechanischen Mehrkörperproblem mitteilen. Nach dem 
PAuLI-Prinzip kann ein Quantenzustand (n, f, ± 1/2) höchstens von 
einem einzigen Elektron besetzt werden. Der Zustand des Gesamt
systems ist dadurch eindeutig bestimmt, daß man angibt, welche 
Quantenzustände besetzt sind. Dabei wird aber nicht angegeben, 
daß etwa das Elektron a den Zustand A, das Elektron b den Zu
stand B besetzt usw., denn es besteht prinzipiell nicht die Mög
lichkeit, irgendein Elektron, a, von einem anderen, b, zu unter
scheiden. Die Tatsache, daß ein Quantenzustand besetzt ist, 
kann nicht dadurch näher bestimmt werden, daß man angibt, 
daß er durch ein bestimmtes Elektron besetzt ist!. 

Wir nennen einen Zustand des Gesamtsystems einen Mikro
zustand, wenn wir genau angeben können, welche Quanten
zustände (n, f, ± 1/2) besetzt sind. Einer bestimmten Zahlenfolge 
der Besetzungszahlen Ni (NI' N 2 , ••• ) entsprechen im allgemeinen 
eine große Zahl von Mikrozuständen, denn es gibt ja in jedem 
Energieintervall LI E, das in ein erlaubtes Energiegebiet fällt, 
sehr viele (Zi) Quantenzustände. Andererseits gibt es meist sehr 
viele Zahlenfolgen Ni' die den Bedingungen (1), (2), (3) genügen. 

Aus den Grundprinzipien der Quantenmechanik folgt, daß 
jeder eindeutig definierte Quantenzustand apriori mit gleicher 
Wahrscheinlichkeit von einem Elektron besetzt .. werden kann. 
Wir sagen: jeder nicht entartete Quantenzustand hat gleiches 
statistisches Gewicht. Infolgedessen wird diejenige Zahlenfolge Ni 
die wahrscheinlichste sein, die durch die größte Anzahl von Mikro
zuständen erzeugt werden kann. 

1 In der klassischen Physik dagegen bezeichnet man zwei Zustände 
des Gesamtsystems als verschieden, die durch Vertauschung zweier Elek
tronen, die in verschiedenen Zuständen sitzen, hervorgehen. 
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Um die Zahl der Mikrozustände von Ni Elektronen, die sich 
im i-ten Intervall befinden, zu berechnen, denken wir uns alle 
Quantenzustände dieses Intervalls nacheinander angeschrieben 
und von 1 bis Zi numeriert. Das ist auf Zi!-fache Weise möglich. 
Ein Mikrozustand ist dadurch definiert, daß man angibt, welche 
Ni von den Zi-Quantenzuständen besetzt sind (wegen des PAULI

Prinzips ist Ni ~ Zi)' Bei Ni! von den Zi! Anordnungsmöglichkeiten 
werden nur besetzte, bei (Zi - Ni) !-Anordnungen nur die un
besetzten Quantenzustände miteinander vertauscht. Im ganzen 
gibt es also 

Ni! (Zi - Ni)! 
Mikrozustände im i-ten Energieintervall. Einer bestimmten Zahlen
folge Ni entsprechen somit 

w-II Zi! 
- Ni! (Zi-Ni)! (4) 

i 

Mikrozustände. Das mathematische Problem, das wir zu lösen 
haben, besteht darin, diejenige Zahlenfolge Ni zu bestimmen, 
die W unter Berücksichtigung von (1), (2) und (3) zu einem Maxi
mum macht. Anstatt W können wir auch 

log W =.I [logZi!-logNi!-log (Zi-Ni)!] (4a) 
i 

zu einem Maximum machen. 
Zuerst beachten wir, daß Zi = 0 ist (also auch Ni = 0), falls 

das i-te Intervall in ein verbotenes Energiegebiet fällt. Da O! = 1 
ist, können wir diese Intervalle für die Berechnung von log W 
außer acht lassen. Alle anderen Zi und Ni sind aber große Zahlen. 
Deshalb können wir die STIRLINGsche Formel anwenden: 

logZi! = ZilogZi-Zi 
und erhalten aus (4a): 

log W =.I [Zi logZi-Ni log N i - (Zi-Ni) log (Zi-Ni)]' (4b) 
i 

Unser Variationsproblem wird dadurch gelöst, daß wir eS (log W) = 0 
setzen, wobei alle Ni zu varüeren sind. Die Zi sind dagegen Kon
stante., Die Nebenbedingungen (1), (2), (3) berücksichtigen wir 
nach dem LAGRANGEschen Verfahren, d. h. wir addieren sie mit 
zunächst willkürlichen Faktoren (den LAGRANGEschen Faktoren) 
multipliziert zu log W und bilden die Variationen der Gesamt
funktion. Da die Bedingung (3) nicht von Ni abhängt, können 
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wir sie vorläufig unberücksichtigt lassen. Sind -IX und - ß die 
LAGRANGEsehen Faktoren, so fordern wir also: 

t5 (log W - IX I Ni - ß I Ei Ni) = 0, (5) 
oder, da alle Ni unabhängig voneinander zu variieren sind: 

o 
oN. (log W -lXI Ni-ß I Ei Ni) = o . 

• 
Mit (4 b) erhalten wir nach Ausführung der Differentiation: 

-log Ni + log (Zi - Ni) = IX + ß Ei 
oder 

(6) 

Wir lassen jetzt die Größe unserer Intervalle L1 E beliebig klein 
werden. Für die Zahlenfolge Ni erhalten wir dann eine Funktion 

von E, N (E), die dadurch bestimmt ist, daß lim :~ = N (E) ist. 
LlEo+O 

Entsprechend ergibt sich die Eigenwertdichte D (E) =! lim L1Z~' 
LlE-+O 

( !' da wir wegen des Spins in Zi jeden Eigenwert (n, f) doppelt 

gezählt haben.) Somit wird (6): 

N (E) = 2D (E) (6a) 
ea. + /3E + I . 

Wir nennen die Größe 
I 

f = ea. +ß E + I (7) 

die FERMIsehe Verteilungsfunktion 1. Da 2 f D dE die mittlere 
Zahl der Elektronen im Energiegebiet E, E + dE ist, stellt f(E) 
die Wahrscheinlichkeit dafür dar, daß ein Quantenzustand (n, 
f, ± 1/2) besetzt ist. Da nach § 3 (6a) im Volumenelement des 

f-Raumes (2~)3 dTr Eigenwerte sind, und da jeder doppelt besetzt 

werden kann, ist die Zahl der Elektronen in d Tl 
2R 

(2n)3 fdkxdkydkz . (6b) 

Gesamtelektronenzahl (1) und Gesamtenergie (2) werden jetzt: 

N=2Jf(E)DdE, (la) 

U = 2 J f (E) D . E dE . (2a) 
1 Diese allgemeine Form der VertE>ilungsfunktion f ist vollständig un

abhängig davon, welches spezielle Elektronenproblem betrachtet wird. 
Dieses ist durch die Eigenwertdichte D charakterisiert. 
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Die Bedeutung von cx und ß bestimmen wir durch Anschluß 
a,n die Thermodynamik. Diesen stellen wir mit Hilfe der BOLTz
MANNsehen Beziehung zwischen Entropie S und thermodynamischer 
Wahrscheinlichkeit W her: 

S = klog W. (8) 

Unsere Forderung, daß log Wein Maximum sein soll, ist gleich
bedeutend mit der thermodynamischen Forderung der maximalen 
Entropie. GI. (5) heißt jetzt mit (I), (2) und (8) 

!5(~ -cxN-ßU)=O, 

und damit wird 1 

I (88) 
cx=T 8N u (9) , (9a) 

wobei wir auch noch die Bedingung (3), konstantes Volumen, be
achten müssen. Der zweite Hauptsatz, der den Zusammenhang 
zwischen Sund U herstellt, lautet (für konstante Teilchenzahl N) 

TdS=dU +pdR. 
Nach (3) ist dR = 0 und ß wird mit (9a) 

I 
ß= kT· (10) 

Zur thermodynamischen Deutung von cx (9) führen wir die freie 
Energie F ein. Sie ist definiert durch 

F= U-TS, 
und daher ist (Definition von C) 

T(;!)u = - (;~)u =-c, 
also nach (9) 

(10a) 

C ist identisch mit dem GIBBsschen thermodynamischen 
Potential. Die Größe - dF stellt bekanntlich die bei einem iso
thermen reversiblen Prozeß am System geleistete Arbeit dar. 
Um diesen Betrag erhöht sich dann die "gebundene Energie" 
U - F = T S, da die Gesamtenergie konstant bleiben soll. 

Die FERMI-Verteilung (7) lautet mit (10) und (lOa) 

f= E-~ (7a) 

e kT + I 
1 Die Indizes U und N bedeuten Ausführung der Differentiation bei 

konstantem U bzw. N. 



Die Gesamtheit aller Elektronen. 65 

Die Größe C kann unter Benützung von (I a), S.63, für das jeweilige 
Problem als Funktion der Teilchenzahl und der Temperatur be
rechnet werden. 

Am absoluten Nullpunkt, T = 0, hat f die einfache Form, 
die wir zu Anfang dieses Paragraphen schon qualitativ abgeleitet 
haben. f ist nämlich Eins für E< CO (Co = C für T = 0) und Null 
für E > Co. Der Wert von C am absoluten Nullpunkt ist also äqui
valent mit der von uns auf S.59 eingeführten Grenzenergie Co. 

Mit steigender Temperatur werden die Ecken der Rechtecks
kurve von f für T = 0 abgerundet (vgl. Abb. 12). Es ist aber 
immer noch f""" I für E < C - k T und f""" 0 für E > C + k T. 
Im letzteren Fall wird genauer 

E' 
f-e- kT mit E' = E-C, also 
äquivalent mit der MAxwELLschen 
Verteilungsfunktion. Wir wollen 
fragen, bei welchen Temperaturen 
sich alle Elektronen des obersten 

, 
\ 

\ 

\ , 
' ... 

besetzten Bandes nach der MAx- Abb.12. FERMlsche Verteilungsfunktion I. 
wELLschen Verteilungsfunktion -- für T = 0, --- für T > o. 
verhalten. Dazu ist nach dem 
Obigen offensichtlich nötig, daß k T:> CO - Bo wird, wobei Bo die 
Energie des unteren Bandrandes ist. Die durch 

kTe=Co-Bo 
definierte Temperatur ~ nennen wir Entartungstemperatur. 
Falls T:> ~ ist, verhalten sich die Elektronen praktisch nach 
der MAxWELLschen Verteilungsfunktion. Elektronen, deren Tem
peratur T <: ~ ist, nennt man entartet. Ihre Verteilungsfunktion 
hat den typischen Verlauf von Abb. 12. Co - Bo hat die Größen
ordnung der Bandbreite, d. h. einige e-Volt. Da 5 e-Volt einer 
Temperatur von etwa 5· 1O( oe entspricht, alle Schmelzpunkte 
aber höchstens 1-2 . 103 oe sind, ist es nur im Fall außergewöhnlich 
schmaler Bänder möglich, daß die Entartungstemperatur erreich
bar ist. 

Wir werden im folgenden gelegentlich den Wert irgend einer 
Größe P dadurch berechnen müssen, daß wir die Beiträge aller 
Elektronen zu P summieren. Der Beitrag eines Elektrons mit 
der Energie E sei Q (E). Dann ist 

P=2 JQfDdE. 
-<Xl 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 5 
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Wie wir im Anhang 3. zeigen, läßt sich dieses Integral in eine, 
für T <: ~ rasch konvergierende Reihe nach der Temperatur ent
wickeln, und zwar ist [54, 104] 

c f ;>1;2 d 
P=2 QDdE+2 T dE (DQ)E=C (kT)2+ ... = 

- <Xl (11) 

Zur Berechnung der Grenzenenergie Co verwenden wir GI. (!a). 
Mit t für T = 0 ergibt sich 

Co 

N=2f DdE. 
- <Xl 

Durch Auswerten dieses Integrals läßt sich Co für den jeweiligen 
Fall als Funktion von N berechnen, falls Co nicht gerade in ein 
verbotenes Energiegebiet fällt. Für alle in Frage kommenden 
Temperaturen wird (Anhang 3.) 

;>1;2 d 
C=CO- 6 dE (logD)E=co(kT)2+... (12) 

Wie aus den GI. (lI) und (12) zu sehen ist, kann die Temperatur
abhängigkeit aller physikalischen Größen aus ihrem Verhalten bei 
der Energie Co und aus der Eigenwertdichte bei dieser Energie, 
D(Co), berechnet werden. Wir mußten zur Ableitung von (lI) 
und (12) allerdings voraussetzen, daß für T = 0 nicht gerade ein 
Band vollbesetzt ist, weil dann Co in ein verbotenes Gebiet fällt. 
Wie man in diesem ausgeschlossenen Fall z. B. C berechnet, zeigen 
wir auf S. 80. 

Stoßansatz [120a]. Elektronen können, z.B. durch Zusammen
stoß mit anderen Teilchen, von einem Zustand in einen anderen 
übergehen. Die Wahrscheinlichkeit für einen solchen Übergang ist 
proportional zu der mittleren Zahl von Elektronen im Ausgangs
zustand. Nach dem PAuLI-Prinzip kann ein solcher Übergang 
aber nur dann stattfinden, wenn der Endzustand unbesetzt ist. 
Die übergangswahrscheinlichkeit ist also auch proportional zu 
der mittleren Zahl der freien Plätze des Endzustandes, d. h. mit 
1-te, wenn te die mittlere Besetzungszahl des Endzustandes ist. 

Wir können diesen Stoß ansatz dazu benützen, die FERMI
Verteilung auf sehr einfache Weise abzuleiten. Wir betrachten 
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zwei Quantenzustände (1) und (2) unserer Gesamtheit. Elektronen 
in diesen Zuständen sollen durch ihre Wechselwirkung (Stoß) 
in zwei andere Quantenzustände (1') und (2') übergehen. Um
gekehrt werden auch Elektronen aus (1'), (2') in (1), (2) übergehen. 
Damit Gleichgewicht herrscht, muß die Zahl der Übergänge in 
beiden Richtungen gleich groß sein. Nennen wir sie W~'t bzw. 
W~,22" so ist also zu fordern 

W1'2'- W12 
12 = 1'2" 

Es sei Ei die Energie und t (Ei) die mittlere Besetzungszahl 
des i-ten Zustandes. if>ft sei die quantenmechanische Übergangs
wahrscheinlichkeit von (1), (2) nach (1'), (2') und if>~,;, entsprechend 
in der umgekehrten Richtung. w~'t ist dann außer zu (1)~'t nach 
unseren obigen Ausführungen proportional zu den Besetzungs
zahlen der Ausgangszustände t (EI) bzw. t (E2 ) und zu der Zahl 
der freien Plätze der Endzustände 1- t (EI') bzw. 1-t (E2,). 

Entsprechendes gilt für die Übergänge in der entgegengesetzten 
Richtung. Unsere Gleichgewichtsbedingung lautet dann: 

(1)i't f (EI) (1- I (EI')) t (E2 ) (1- / (E2 ,)) = 

= (1)~,22' t (EI') (1- t (EI)) t (E2,) (1- t (E2)) • 

Nach allgemeinen Sätzen der Quantenmechanik ist cJ{t = ([)~,22" 
Damit folgt dann, wenn wir die gestrichenen Größen auf die eine 
und die ungestrichenen auf die andere Seite bringen 

f (EI) f (E2 ) f (EI') f (E2,) (a) 
l-~ fWJl~7cE~f =l-=j(EI' f T- f (E;) 

Nach dem Energiesatz muß noch die Gesamtenergie beim Stoß 
konstant bleiben: 

Ei + E 2 = EI' + E 2,· 

Setzen wir zur Abkürzung 
f (Ei) 

F (Ei) = 1 - f (ilJ ' i= 1,2, 1',2', 

(b) 

so sehen wir sofort ein, daß F (Ei) eine Exponentialfunktion sein 
muß, denn das ist die einzige Funktion, für welche die beiden 
Gleichungen (a) und (b) erfüllbar sind. Somit ist 

F(E) =Ae- ßE , 

und daraus folgt für I(E) die FERMI-Verteilung 

t (E) = 1 1 
_eßE + 1 
A 

5* 
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Die hier gezeigte Methode setzt voraus, daß man von einem Zu
sammenstoß von Elektronen sprechen kann. Sie leitet die FERMI
Verteilung deshalb unter viel spezielleren Voraussetzungen ab als 
unsere ursprüngliche Methode. 

Fall freier Elektronen [54]. Das einfachste spezielle Beispiel 
in der Statistik bezieht sich immer auf den Fall, daß die Teilchen 
vollständig frei sind, d. h. daß sich unsere Elektronen in einem 
konstanten Potential bewegen. Wie wir auf S. 77 zeigen werden, 
verhalten sich die Elektronen eines Bandes, solange dieses nicht 
vollbesetzt ist, in einer gewissen Näherung immer wie freie Elek
tronen. Dem im folgenden zu behandelnden Beispiel freier Elek
tronen kommt also immer eine, wenigstens angenäherte physi
kalische Bedeutung zu, auch wenn für die Berechnung der Eigen
werte unsere Näherung freier Elektronen (§ 4 B) nicht zulässig 
ist. Die Anzahl der freien Elektronen ist, wie wir auf S. 77 zeigen, 
von der Größenordnung der Zahl der Atome, und zwar meist etwas 
kleiner als diese. 

Wir wollen vorübergehend, 'solange wir mit freien Elektronen. 
rechnen, den Nullpunkt der Energie mit dem Nullpunkt der 
kinetischen Energie, d. h. mit dem unteren Rand des Bandes 
zusammenfallen lassen. 

Wir werden jetzt zunächst die Größen, die wir anschließend 
diskutieren werden, berechnen. Nach § 4, GI. (31) ist die Eigenwert
dichte bei unserer jetzigen Energienormierung : 

D (E) = 4 ~2 (2h,: t2 El/2 • (13) 

Die Zahl der Elektronen pro Energieintervall ist nach GI. (6a) 
und (7) 

N (E) dE = 2 D fdE = 2~2 (2h,: t2fEl/2dE, (14) 

und die Gesamtzahl der Elektronen 
CD 

N= fN(E)dE. 
o 

Da N von der Temperatur unabhängig ist, können wir in N (E) 
[GI. (14)] die Verteilungsfunktion beim absoluten Nullpunkt ein
setzen, d. h. es ist f = 1 für E < Co und f = 0 für E > Co. Dann wird 

c. 
N = ~ (2m )3/2JEl/2 dE = ~ (2m )3/2 ~/2 (14a) 

2 n 2 h2 3 n2 h2 o· 
o 
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Hieraus berechnen wir die Grenzenergie beim absoluten Null
punkt, Co, als Funktion der Zahl der Elektronen pro Volumen-
inh . N 

e elt, n = lf' 
h2 

Co = 2 m (3:n;2 n)2/3. 

Für endliche Temperaturen wird die Grenzenergie 
unter Verwendung von (13) und (15): 

C = Co (1- ~; ( kC~ t + ... ). 
Die Gesamtenergie U ist: 

<X> 

U= 2 J EfDdE, 
o 

nach GI. (11) also 
71,2 

U = Uo + 3 D (Co) (k T)2 + ... 

(15) 

C nach (12) 

(15a) 

Dabei ist Uo die Gesamtenergie für T = 0, die Nullpunktsenergie. 
Mit (13), (14a) und (15) wird sie: 

c. J 33hz 
Uo = 2 DEdE = sN Co = 10m N (3:n;2 n )2,3, (16) 

o 
1llld hiermit ist also 

U = Uo ( 1 + 51~2 ( k{ r + ... ) . (16a) 

Die Anwendung der GI. (11) und (12) zur Berechnung von C 
und U [(15a) und (16a)] ist nur korrekt, wenn die Temperatur '1' 
klein gegen die Entartungstemperatur Te' oder, was dasselbe ist, 
wenn k T<: CO ist. Wir zeigen weiter unten, daß das immer zutrifft. 

Wir werden jetzt einige Zahlenwerte berechnen. Zunächst 
rechnen wir, wie wir oben begründet haben, die Zahl der Elektronen 

pro Volumeneinheit, n = ~ , gleich der Zahl der Atome, d. h. 

Dichte 
n = Ato . ht . LOSCHMIDT-Zahl. mgewlC 

Füt Na ist z. B. 

n - 0,97 . 6 06 . 1023 - 2 56 . 1022 - 23' - , 

und für andere Metalle ist die Größenordnung natürlich die gleiche, 
Nach (15) wird dann die Grenzenergie Co ungefähr 3,2 e-Volt. 
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Sie hat also die gleiche Größenordnung wie die Bandbreite, was 
natürlich neben anderem zu fordern ist, damit unseren gegen
wärtigen Überlegungen ein physikalischer Sinn zukommt. Die 

Entartungstemperatur Te = ~o (vgl. S. 65, Bo ist bei unserer 

jetzigen Normierung-Null!) ist für Na 3,6' 10' 0, für andere Metalle 
von der gleichen Größenordnung, so daß tatsächlich praktisch 
immer T <: ~ ist. 

Hier wollen wir eine kurze Bemerkung über die Bedeutung der 
Entartungstemperatur einschalten [139]. Da die MAxwELLsehe 
Statistik, die für T:> ~ herrscht, gleichbedeutend mit klassischer 
Physik ist, können sich nur für Temperaturen T <: ~ typische 
Quanteneffekte bemerkbar machen. Die anschauliche Grundlage 
der Quantenmechanik kann bekanntlich durch die Ungenauigkeits
relation dargestellt werden. Diese sagt aus, daß bei gleichzeitiger 
Messung von Impuls und Ortskoordinaten beide nur bis auf Un
genauigkeiten L1 p und L1 q meßbar sind, die durch die Relation 

.1p.1q;::"h 

miteinander verknüpft sind. Auch im Rahmen der klassischen 
Physik müssen wir gewisse Forderungen an die Größe der Meß
genauigkeiten L1 p, L1 q stellen. Der mittlere Raum eines Teilchens 

ist !. Damit die Messung der Ortskoordinaten dieses Teilchens 

sinnvoll (rein im klassischen Sinn) ist, muß die Ungenauigkeit 

L1 q <: n~/3 sein. Entsprechend muß, wenn p der mittlere Impuls 

ist,L1 P<:1i sein. Nun ist in der klassischen Statistik p = (2mkT)1/2, 
und daher ist die rein klassische Forderung an die Meßgenauigkeit 

(2mk T)1I2 
L1 pL1 q<: n1/ll • 

Die rechte Seite dieses Ausdruckes wird mit abnehmender Tem
peratur immer kleiner. Sie darf aber nicht kleiner als h werden, 
weil sonst die Ungenauigkeitsrelation verletzt würde. Für Tem
peraturen, für die das einträfe, muß also die klassische Statistik 
ungültig werden. Ihr Gültigkeitsbereich beschränkt sich somit 
auf Temperaturen, die der Bedingung 

(2mk T)1I2 
113 :>h n 

oder 

k T:> 2 h~ n2/3 = k T~ 
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genügen. Die so definierte Temperatur T; ist bis auf Faktoren von 
der Größenordnung Eins identisch mit der oben berechneten Ent
artungstemperatur Te [vgI. (15)J. 

Nach dieser Bemerkung über die Entartungstemperatur wenden 
wir uns wieder zur Diskussion der Grenzenergie C. Sie ist, wie aus 
GI. (15a) zu ersehen ist, nur sehr schwach temperaturabhängig. 
Die Änderung zwischen 0 und 10000 ist z. B. bei Na ungefähr 1°/00' 

Auch die Gesamtenergie (16a) ist nur sehr schwach temperatur
abhängig und demnach ist die spezifische Wärme c" sehr klein. 
Sie ist (auf die Volumeneinheit bezogen) definiert durch 

1 dU 
Cv = R dT 

und wird nach (16) und (I6a) 
n 2 k2 T n 

cv = 2-'-.-.. 

Sie verschwindet für T = 0, in über~instimmung mit den For
derungen des 3. Hauptsatzes der Thermodynamik. In der klassi
schen Statistik ist bekanntlich (vgL Einleitung § I) die spezifische 

Wärme -:- k n. Das Verhältnis unseres Wertes zum klassischen 

ist also 
n2 k T T 
TYo'" Te' 

Für T = 3000 und für Na, Te = 3,6 .104 (vgI. oben) ist dieses 
Verhältnis ungefähr 1/100' Damit sind die Schwierigkeiten der 
klassischen Theorie, von denen wir in der Einleitung sprachen, 
beseitigt, denn auch bei einer exakteren Berechnung, also nicht 
nur bei freien Elektronen, ist die Größenordnung von c" die gleiche. 
Das Ergebnis ist im übrigen leicht verständlich, da ja die Ver
teilungsfunktion nur für Energien, die größer als Co - k T sind, 
temperaturabhängig ist (vgI. hierzu S.65). 

Zahl der freien Elektronen [183]. Der Begriff eines freien Elek
trons ist, wie wir zu Anfang des § 3 gezeigt haben, ein rein klassi
scher Begriff. Wir wollen jetzt für unsere Elektronen folgende 
Fragen beantworten: Wie viele freie Elektronen erhalten durch ein 
konstantes äußeres elektrisches Feld lJ den gleichen Gesamt
impuls wie unsere Elektronen 1 Diese Zahl nennen wir NF , die 
Zahl der freien Elektronen. 

Die Beantwortung unserer Frage haben wir in § 3 bei Be
handlung der Freiheitszahl vorbereitet. Wie wir dort [GI. (I3b)] 
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gezeigt haben, erhält ein Elektron'1,\' in der kurzen Zeit LJ t den 
Zusatzimpuls 

wobei LJ \JF der Zusatzimpuls eines freien Elektrons und In f die 
durch GI. (14), § 3 definierte Freiheitszahl ist. Infolgedessen ist 
durch Summierung über alle Elektronen 

.I LJ \J = LJ \JF .I In f = LJ \JF N F . 

Die Zahl der freien Elektronen ist also 

NF=.Ilnf' 
Die Summe erstreckt sich über alle besetzten Zustände. Wie wir 
auf S. 26 gezeigt haben, verschwinden dabei alle Beiträge von 
vollbesetzten Bändern, d. h. die Zahl der Ireien Elektronen in einem 
vollbesetzten Band ist Null. Beiträge zur Leitfähigkeit können also 
nur die Elektronen in nicht vollbesetzten Bändern liefern. Wir 
wollen den obigen Ausdruck für NF noch umformen. Zunächst 
ist nach § 3, GI. (14) 

In f = ! ~ divf grad! Er! f, 

wobei der Index f bedeuten soll, daß sich div und grad auf den 
f-Raum beziehen. Sodann führen wir die Summe in ein Integral 
über l unter Beachtung, daß die Zahl der Eigenwerte pro Volumen-

element des f-Raumes (2 ~)3 d TI ist [vgl. § 3, (6a)]. Die Temperatur

abhängigkeit der Besetzungszahlen dürfen wir - unseren Ergeb
nissen über FERMI-Statistik entsprechend - vernachlässigen. Somit 
wird also 

NF = 2 (2~)3 3~2 J divtgradfEdTI' 

d TI ist das Volumenelement des f-Raums. Die Integratio.n er
streckt sich über das Volumen, das durch die Oberfläche E = , 
begrenzt ist. Der Faktor 2 rührt von der doppelten Besetzung 
der Zustände (Spin!) her. Wir wandeln das Volumenintegral 
nach dem GAussschen Satz in ein Oberflächenintegral über die 
begrenzende Oberfläche um und erhalten 

NF = T2Rw ~ /1 gradlE 1 da. (17) 
E~I; 

Die Integrationsfläche ist durch die Bedingung E =, gegeben. 

1 Da das Eigenwertspektrum innerhalb eines Bandes praktisch konti
nuierlich ist und da volle Bänder keinen Beitrag zu N F liefern, ist diese 
Überführung in ein Integral korrekt. 
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Wir können den Ausdruck (17) für die Zahl der freien Elektronen 
mit Hilfe der Translationsenergie Etr § 3, (11) in einer sehr einfachen 
Form schreiben. Da nach § 3, GI. (10) die Geschwindigkeit 

1 
b = i1gradrE 

ist, wird nach § 3, (ll) 

E - m a - m 1 d E 12 tr - T v - 2 h2 gra r . 

Die mittlere Translationsenergie E tr (C) für Elektronen mit der 
Grenzenergie C erhalten wir hieraus, wenn wir über alle Zustände 
mit der Energie E = C im f-Raum mitteln. Das ergibt 

C+LlE 

2~2 JI gradrE 12 dTf 

Etr (C) = --E-=--::C-'-:C+-Ll-;-E;;---

fd7:f 
E=C 

Das Integral im Zähler wandeln wir um, indem wir auf der Fläche 
E = C orthogonale Koordinaten einführen, deren Flächenelement 
da ist. Die dritte Koordinate wählen wir wieder senkrecht dazu, 
so daß ihr Differential 

dE 
IgradlE 1 

ist. Damit wird dann 
C+LlE C+LlE 

f 1 gradlE 12dTr = f 1 gradlE 1 dadE = LI E f 1 gradrE 1 da. 
C C E=C 

Andererseits ist das Integral im Nenner nach § 4, GI. (30) 
C+LlE J d TI = (2 ~)3 LI E D (C) . , 

Somit wird unser Ausdruck für die mittlere Translationsenergie : 

R m 1 J Etr (C) = (2 n)3 2 h2 D (C) 1 gradr EI da. 
E=C 

Durch Vergleich mit (17) ergibt sich die Zahl der freien Elektronen, 
NF , zu 

(18) 

Wir werden diesen Ausdruck auf S. 77 eingehend diskutieren. 
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Für freie Elektronen ist (18) trivial, wie man leicht mit Hilfe von 
GI. (13) und (14a) feststellt 1. 

GesamtoszillatorenstÖlrke. Wenn wir uns nicht nur für konstante, 
sondern auch für zeitabhängige äußere Felder (Lichtwellen) inter
essieren, wird die Beschreibung unserer Elektronen durch Np freie 
klassische Elektronen natürlich unvollständig. Aber auch dann 
können wir mit Hilfe der in § 3, (16) eingeführten Oszillatoren
stärken das Verhalten unserer Elektronen anschaulich beschreiben 
durch ein System von klassischen harmonischen Oszillatoren. 

Die Elektronen eines Bandes, etwa des noten, verhalten sich, 
entsprechend unseren Ausführungen auf S.29, wie 

Fnm = ~ Inmf 
t 

Oszillatoren mit einer mittleren Frequenz 

Em-En 
'Vnm = h 

Dabei nimmt m alle möglichen Werte an. Ei ist ein Mittelwert 
der Energie des i-ten Bandes. Es gibt insbesondere auch Oszil
latoren mit der Frequenz Null, d. h. freie Elektronen. Ihre Zahl 
haben wir oben bestimmt. 

Die Zahl der Elektronen des n-ten Bandes sei Nn . Fn sei die 
Zahl der freien Elektronen dieses Bandes, d. h. Fn ist Null für 
alle voll besetzten Bänder und ~ Fn = Np. Aus dem Summensatz 

n 
[§3, (17a)] ergibt sich dann durch Summieren über alle Elektronen 
des n-ten Bandes 

N n =Fn + ~Fnm' 
m+n 

Das bedeutet, daß die Nn Elektronen des noten Bandes anschaulich 
ersetzt werden können durch eine Anzahl von freien Elektronen 
und Oszillatoren, deren Gesamtzahl wieder Nn ist. Dabei ist aber 
zu beachten, daß die Fnm auch negativ sein können, nämlich, wenn 
Em < En ist. Anschaulich heißt das, daß sich diese Oszillatoren 
so verhalten, als ob ihre Ladung - e wäre 2. 

Die Fnm heißen Gesamtoszillatorenstärken. Es ist oft praktisch, 
dafür von mittleren Oszillatorenstärken 

1 Wenn wir uns für die Abhängigkeit der Beschleunigung von ihrem 
Winkel zu den Kristallachsen interessieren, können wir nicht mit der Frei
heitszahl operieren, sondern müssen den entsprechenden Tensor wählen 
(vgl. S.24). In diesem Falle wird auch NF ein Tensor. 

2 + e = Elektronenladung ! 
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,- , F .. m 
nm!= nm= N n (19) 

zu sprechen, insbesondere dann, wenn man verschiedene Metalle 
miteinander vergleichen will. 

Leiter, Nichtleiter. Wie wir oben gezeigt haben, ist die Erzeugung 
eines Elektronenstromes durch ein elektrisches Feld nur dann 
möglich, wenn der Kristall Energiebänder enthält, die nicht voll
besetzt sind. Der Unterschied zwischen Metallen und Nicht
metallen besteht also darin, daß letztere nur vollbesetzte Energie
bänder haben, während bei ersteren mindestens ein Band nur teil
weise besetzt ist. 

Nach § 3 sind in jedem Band eines einfachen Translations
gitters 2 (F (2 wegen des Spins) Plätze, d. h. zwei pro Atom. Die 
abgeschlossenen Elektronenschalen enthalten immer eine gerade 
Zahl von Elektronen. Diese füllen also eine gewisse Anzahl von 
Bändern gerade vollständig. Atome mit einem Valenzelektron 
(d. h. mit einem Elektron in einer nicht abgeschlossenen Schale) 
bilden somit immer Metalle (Alkalimetalle, Cu, Ag, Au). Damit 
Atome mit zwei Valenzelektronen Metalle bilden, ist es nötig, daß 
sich das Energieband dieser Elektronen mit einem höheren Band 
teilweise überdeckt, weil es sonst gerade vollbesetzt würde. All
gemein läßt sich sagen, daß Atome mit einer geraden Zahl von 
Valenzelektronen nur dann Metalle bilden, wenn sich die zu
gehörigen Energiebänder teilweise überdecken. Dadurch entsteht 
ein charakteristischer Verlauf der Eigenwertdichten (vgl. Abb. II b, 
S. 58), der auch experimentell prüfbar ist (vgl. § 10, S. 139). 

Nehmen wir den Fall von zwei Energiebändern, die steh teil
weise überdecken! Bei einem zweiwertigen Metall müssen wir 
diese mit 2 G3 Elektronen auffüllen. Wir fragen nach der Lage der 
Grenzenergie und nach der Form der Fläche E =, im I-Raum. 
Wenn sich die beiden Bänder nicht überdecken würden, .wäre das 
untere Band genau vollbesetzt. Nun lassen wir den Abstand 
zwischen den Bändern immer kleiner werden, bis sie sich über
decken. Dann gibt es in dem Energiegebiet, das jetzt beiden 
Bändern gemeinsam ist, mehr Zustände als vor der Überdeckung, 
d. h. mehr Zustände als Elektronen zur Verfügung sind. Infolge
dessen wird die Grenzenergie , immer in dem Gebiet liegen, das 
beiden Bändern gemeinsam ist. In jedem Band gibt es eine Fläche 
konstanter Energie im f-Raum, welche die Energie E =, hat. 
Wenn man beide Bänder gemeinsam behandeln will, ist es 
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manchmal vorteilhaft, nicht in beiden mit der reduzierten Wellen
zahl zu rechnen, sondern nur im unteren Band, wie bisher, mit f
Im nächsten Band dagegen wird man die Zählung der Wellenzahl so 
fortsetzen, als ob man mit der nichtreduzierten Wellenzahl rechnen 
würde, d. h. als ob das untere Band das erste, das nächste Band 
das zweite Band der Näherung § 4B wäre. Wenn man das in den 
nächsten Bändern weiter fortsetzen würde, käme man bei hohen 

Abb. 13. Kurve der Grentenergie eines zweiwertigen Metalls (einfaches kubisches Gitter). 

Energien zu ganz falschen Zuordnungen, d. h. wenn wir mit f' 
diese Wellenzahl bezeichnen, wäre 

~k'2...J...~K2_E 
2m -r 2m -- , 

wo ~ die richtig gezählte nichtreduzierte Wellenzahl ist. Innerhalb 
von nur zwei Bändern kann dagegen die hier erwähnte Wellenzahl f' 
von Vorteil sein. In dieser Darstellung hat die Energiefläche 
E = C den in Abb. 13 für einen zweidimensionalen Fall gezeigten 
Verlauf. 

Falls sich die Bänder nicht stark überdecken, d. h. falls C sowohl 
nahe am oberen Rand des unteren Bandes als auch am unteren 
Rand des oberen Bandes liegt, läßt sich die Energie dort in jedem 
Band als quadratische Funktion der Wellenzahl darstellen. Im 
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oberen Band wird also, da hier die Freiheitszahl positiv ist [unterer 
Rand des Bandes vgI. GI. (29a), § 4] 

h2 

Eo = E2 + 2 m 10 k2, 10> 0 . (20) 

10 ist die Freiheitszahl des oberen Bandes. E2 ist die Energie des 
unteren Randes dieses Bandes 1. Am oberen Rand jedes Bandes ist 
die Freiheitszahl negativ. Nach den Ergebnissen von §§ 3 und 4 

wird hier [vgI. z. B. § 4, (22a), (22b) oder §4, (7), bei Entwicklung 

der Kosinusse um f = (:' ~, :)] 
Eu = E l + 2h: lu k*2, lu< O. (20a) 

EI ist die Energie des oberen Randes. f* ist dabei nicht die 
reduzierte Wellenzahl, sondern ähnlich wie in § 4, (23) 

f* = f- fo, 
wobei fo die Wellenzahl des oberen Randes ist. Wir können natür
lich durch die Freiheitszahlen auch scheinbare Massen definieren. 

* m 0 * m m mo =.-r; >, mu = -TTuT = --r;; < O. 

Die Eigenwertdichte Do im oberen Band wird nach § 4, (30a) 
bei Einführung des Energieausdrucks (20a), § 5, entsprechend 
wie (31), § 4 

D = ~ ( 2 m )3/2 JJfL=-!2)lf2 
o 4;n2 h2 103/2' (21) 

Ähnlich erhalten wir für das untere Band 

D = ~ ( 2 m )312 (EI - E)lI~ (2la) 
u 4 ;n2 h 2 , I f U 13/2 . 

Wir wollen jetzt die Zahl der freien Elektronen NF in einem 
einwertigen und in einem zweiwertigen Metall berechnen, unter 
Zugrundelegung einfacher Energieausdrücke. Für ein einwertiges 
Metall haben wir in § 4 C schon auseinandergesetzt, daß E durch 
(29a), § 4, d. h. durch die obige Formel (20) gut approximiert wird. 
Daher ist die Freiheitszahl 10 konstant und die Zahl der freien 
Elektronen wird definitionsgemäß 

NF = foN, 
I Allgemeiner wäre der Ansatz 

E o = E. + axk~ + ayk~ + azk;. 
Er gibt aber nur dann wesentlich Verschiedenes von unserem Ansatz, wenn es 
uns auf die Richtung der Geschwindigkeit innerhalb eines Einkristalls ankommt. 
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wo N die Zahl der Elektronen ist. ~ = ;: = 10 ist also hier immer 

von der Größenordnung ein freies Elektron pro Atom 1, da nach 
§ 4 C 10 -I ist. Bei zweiwertigen Metallen erhält man aber durch
aus nicht zwei Ireie Elektronen pro Atom, sondern viel weniger, 
obwohl pro Atom zwei Valenzelektronen vorhanden sind. np hängt 
hier stark davon ab, wie weit sich unsere beiden Bänder über
decken. Falls sie sich gar nicht überdecken, ist offensichtlich 
Np = O. Wir wollen annehmen, daß sie sich so weit überdecken, 
daß im oberen Band z Elektronen sind. Diese tragen dann zu Np 

No = loz 
freie Elektronen bei, entsprechend wie oben. Andererseits hat im 
unteren Band die Energie in der Nähe von E = C, d. h. am oberen 
Rande des Bandes im wesentlichen das gleiche Aussehen wie beim 
oberen Band [vgl. (20) und (20a)]. Nach (18) hängt Np aber nur 
vom Verhalten der Eigenwerte bei E = C ab. Daher ist der Beitrag 
des unteren Bandes zu Np 

N"=I/,,lz. 
Der absolute Betrag von lu muß hier stehen, weil er im Aus

druck für D steht und hierdurch in GI. (18) eingeht. Der andere 
Faktor in (18), Etr wird, wie man mit § 3, (10) und (11) leicht nach
rechnet, proportional zu I:, enthält also auch nur 1/ .. I. Die Zahl 
der freien Elektronen wird also 

Np = z (/0 + 1/,,1). (22) 
z läßt sich mit Hilfe der Eigenwertdichte berechnen. Mit (21) wird 

c 
z = 2 J DodE = 3~2 ( 2

h7t2 
(' ioEat 2

• 

E, 

Da andererseits die Zahl z der Elektronen des oberen Bandes im 
unteren Band gerade fehlt, wird auch [mit (2Ia)] 

E, 

= 2JD dE - ~ (2 m)3/2 (EI - ')3/2 
Z u - 3 n 2 h2 I I .. I . 

·c 
Durch Kombination beider Gleichungen folgt 

= .. R _ (2~)3/2 ( LJ E )3/2 (22a) 
z 3 n2 h2 10 + I lu I ' 

wobei 
JE=E1-Es 

das beiden Bändern gemeinsame Energiegebiet ist. 

I 'l/,p und 'I/, beziehen sich auf die Volumeneinheit. 
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Wir nehmen an, daß wir im ganzen N Atome, also 2 N Elek
tronen haben. Wenn wir annehmen, daß diese 2 N Elektronen 
sich genau wie freie Elektronen verhalten, wird nach (14a) 

R ('2 m)al2 3/2 
2 N = 3 n2 ,112 wc· 

Wc ist dabei die Grenzenergie der freien Elektronen bei der in 
(14a) gebrauchten Energienormierung, d. h. falls E = 0 ist, wenn 
die kinetische Energie Null ist. Somit erhalten wir 

2 N (,1 E)3/2 
Z = (/0 + 1 tu 1)312 WC 

und hieraus mit (22) 
nF NF 2 (,1 E)3/2 -n: = N = Uo + 1 tu 1)1/2 wc . (22b) 

An dieser Formel fällt zunächst das paradoxe Resultat auf, daß nF 

größer wird, wenn 10 + Ilu 1 kleiner wird, anstatt umgekehrt. Das 
klärt sich dadurch auf, daß in diesem Fall nach (22a) z proportional 
mit (/0 + Ilu il- a/2 geht. Lassen wir aber z konstant [also LJ E,......, 
(/0 + 1 lu 1)3/2], so ist natürlich (22) nF """" (/0 + 1 lu I) wie es sein muß. 
Wc hat die gleiche Größenordnung wie die Breite der Bänder. 

LJ Eßt·· li h . kl . . W··hl .,1 E 1 mu na ur c Immer emer sem. a en WIr Wc = 2' 
so daß sich die beiden Bänder etwa zur Hälfte überdecken, was 
in dem fraglichen Energiegebiet sehr viel ist, so erhalten wir trotz-

dem nur ? = -}' falls wir 10 und I lu I Eins setzen. Wir haben 

also weniger Ireie Elektronen als in einem einwertigen Metall, 
obwohl wir doppelt soviel Elektronen haben. 

Für höherwertige Metalle lassen sich ganz ähnliche Schlüsse 
ziehen. Da nach (18) die Zahl der freien Elektronen nur von dem 
Verhalten der Elektronen mit der Energie E =, abhängt, wird 
sicher, in Analogie zu unseren obigen Betrachtungen, die Zahl der 
freien Elektronen pro Atom nie größer als Eins sein, aueh wenn 
die Zahl der Valenzelektronen größer ist. Wir dürfen sogar ver-

muten, daß nF für einwertige Metalle am größten ist. 
n 

Halbleiter [HO]. Ein Halbleiter ist dadurch definiert, daß bei 
ihm die Zahl der freien Elektronen mit der Temperatur wächst, 
im Gegensatz zu den Metallen. 

Hat ein Kristall beim absoluten Nullpunkt nur vollbesetzte 
Bänder, ist aber der Abstand zum ersten unbesetzten Band sehr 
klein, so werden mit wachsender Temperatur eine merkliche Anzahl 
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von Elektronen in das ursprünglich unbesetzte Band kommen, 
d. h. wir haben einen Halbleiter. 

Wir hatten ursprünglich bei der Berechnung der Grenzehergie 
(S.66) den Fall vollbesetzter Bänder ausgeschlossen und wollen 
das hier nachholen. 

Damals konnten wir sofort sehen, daß für T= 0 die Grenz
energie Co mit der Energie der höchsten besetzten Elektronen
zustände zusammenfällt. Jetzt dagegen können wir nur sagen, 
daß Co in dem verbotenen Energiegebiet nach dem obersten be
setzten Band liegt, denn dann ist dieses Band für T = 0 voll
besetzt. Um C gleich für beliebige Temperaturen zu berechnen, 
gehen wir davon aus, daß die Zahl der freien Plätze des noten 
Bandes genau so groß sein muß, wie die Zahl der Elektronen des 
(n + l)-ten Bandes, falls das note Band für T = 0 gerade voll
besetzt, das (n + l)-te aber leer ist. Es muß also sein [vgl. (6a) 
und (7a)]: 

2 J (1- f) D dE = 2 J f D dE . (23) 
note. Band (n + 1)-te. Band 

Es sei EI die obere Grenze des noten, Eil die untere Grenze des 
(n + l)-ten Bandes. Dann ist sicher EI~C ~E2 und 

E-, 
,_�0---_...., e -ICT für E > EA 

E -, • f= 
elCT + 1 

1 
1-f = -~(E=---'~) 

E-~ 

~elCT für E< EI. 
(23a) 

e-~+I 

Da diese beiden Ausdrücke nur in der Nähe von Eil bzw. EI 
groß sind, können wir die Integration bis co bzw. - co erstrecken. 
Schließlich benützen wir noch, daß in der Nähe eines Bandrandes 
die Eigenwertdichte D durch (21) und (2la) gegeben ist. 

Unsere obige Bedingung (23) lautet dann, wenn wir (23a) 
beachten: 

oder, wenn wir E1-E = ~ und E-E2 = 'YJ setzen: 
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Die beiden Integrale über ~ und 17 sind genau gleich, kürzen sich 
also weg. C berechnet sich dann zu: 

C = EI + Ji]2 + k T log I k [3/2 (24) 
2 2 I/u.· 

Für T = 0 liegt also die Grenzenergie Co genau in der Mitte des 
verbotenen Gebietes. Falls sich fo und I fIt I nicht sehr stark unter
scheiden, ist die Temperaturabhängigkeit von C sehr gering und 
es ist: 

(24a) 

Wir berechnen mit Hilfe dieses Wertes von C die Zahl der 
Elektronen NH in dem für T = 0 leeren (n + l)-ten Band. Mit 
(23a) und (21) wird: 

ro ro 

f R (2m)3/2 I /. _E-C 
NH =2 DfdE=, 2n2 h2 f~i2. e kT (E-E2)1/2dE. (23b) 

E, E. 

Wir nennen LI B die Breite des verbotenen Gebietes 

LI B = E2-E1 • 

Mit E - E2 = 17 und (24) wird dann, weil 
ro 

.Je -k ~ 171/2 d1J = V; (k T)312 
o 

ist, 
1 LlB 

N - R ( m k T )312 - 2k T 
H - 2 n h2 (/0 11,,1)1/2 e. (25) 

Die Zahl der Elektronen im (n + 1)-ten Band steigt also rasch 
mit der Temperatur an. Bei T = 3000 und LI B = 0,3 e-Volt ist 
die Zahl der Elektronen NH pro Volumeneinheit ungefähr 1017, 

bei 10000 dagegen 5.1019• 

Es gibt noch eine zweite Art von Halbleitern. Bei ihnen ist 
zwar die Breite LI B groß. Der Kristall ist aber durch Fremd
atome verunreinigt. Deren höchstes besetztes Energieniveau kann 
nun nahe, etwa im Abstand LI B' vom unteren Rand E2 des 
(n + 1)-ten Bandes liegen. Die Störatome dienen dann als Elek
tronenquelle für das bei T = 0 leere Band (n + 1). Die Zahl der 
Störatome sei NA' ihre Energie E~, so daß also 

LI B' = E2-E~ 
ist. 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 6 
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Die Berechnung der Anzahl der Elektronen N'n. im (n + 1)-ten 
Band geht natürlich genau so vor sich wie im ersten Fall, denn C 
muß auch jetzt aus den gleichen Gründen zwischen E~ und E2 

liegen. Wir dürfen aber jetzt bei der Berechnung, die zu (25) 
führt, C nicht aus (24) einsetzen, sondern müssen es vorläufig 
unbekannt lassen. Dann wird 

C-E, 
u' _ R ( m k T )3/2 kT (26) 
.LVH- 2nh2 / 0 e . 

Um jetzt C zu berechnen, fordern wir wieder, daß N'n. gleich ist 
mit der Zahl der freien Plätze in den Ausgangszuständen E; 
der Störatome. Nehmen wir ein Elektron mit der Energie E; 
pro Störatom an, so ist die Zahl der freien Plätze 

E;-C 

NA (1 -I (E'» '" NA e + kT. 

Letzteres, weil, wie oben bemerkt, C ~ E~ ist. 
Unsere Forderung zur Berechnung von C heißt also 

E;-C 

N'n=NAekT 

und daraus folgt 

C = E~ + k T log ;~ . 
H 

(27) 

Setzen wir dies in (26) ein, so erhalten wir für die Zahl der 
Elektronen im (n + l)-ten Band: 

( k T J N E;-E, 
N' = R m )312 ~ -----,:p 

H 2 n h2 /0 NB. e , 

oder, wenn wir die Zahl der Störatome pro Volumeneinheit na = ~a 
nennen: 

AB' 

N ' = R ( m k T )3/4 1/2 - 2 k T 
H 2 n h2 /0 na e . (28) 

Die Temperaturabhängigkeit von N'n ist im wesentlichen die 
gleiche wie im ersten Fall für NH (25), da ja der ausschlaggebende 
Faktor die Exponentialfunktion ist. Interessant ist hier aber, daß 
NH, nicht proportional zu na , sondern zu n;2 ist. Durch Ein
setzen von (28) in (27) erhalten wir auch für C einen ähnlichen 
Ausdruck wie (24): 

r = E~ + E2 + k T [I 1/2 __ I (m k T )3/4] 
'" 2 og na og ,2 n h2 10 • (29) 
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11. Einfache Probleme. 

§ 6. Emissionsprozesse. 

Allgemeines. Wir hatten (§ 2) die Energie eines Elektrons so 
normiert, daß alle Elektronen mit einer Energie E < 0 ans Metall 
gebunden sind. Da die Grenzenergie C immer kleiner als Null ist, 
können die Elektronen im Grundzustand, d. h. für T = 0, das 
Metall nicht verlassen. übertragen wir auf einen Teil der Elektronen, 
etwa durch Stoß mit anderen Partikeln oder durch Erhöhung der 
Temperatur, Energie, so daß E> 0 wird, so kann ein Teil dieser 
Elektronen das Metall verlassen. Die Bedingung dafür, daß ein 
Elektron emittiert werden kann, hängt allerdings nicht nur von 
der Energie ab, sondern auch vom Verlauf des Potentials an der 
Oberfläche. Die einfachste Annahme, die wir dabei machen können, 
ist, daß wir uns die Metalloberfläche als vollkommen eben vor
stellen, etwa als die Ebene x=O, und daß das Potential in der Nähe 
dieser Ebene auf den Wert Null ansteigt, wie das in Abb. 2 gezeigt 
wurde. Dabei haben wir vernachlässigt, daß die Metalloberfläche 
immer eine atomare Rauhigkeit hat. Diese Behandlung der Ober
fläche als Ebene bedeutet eine Mittelung über Gebiete, deren 
Lineardimensionen größer als die Gitterkonstante sind. Wenn wir 
die Annahme einer vollständig glatten Oberfläche machen, so 
können wir in der gleichen Näherung auch die Elektronendichte 
bei x = 0 konstant, d. h. unabhängig von y und z voraussetzen. 
Für die Eigenfunktionen der Elektronen, 

1f' = u (x, y, z) ei (f, t), 

[vgI. § 3, GI. (1)] bedeutet das, daß u (0, y, z) = u (0) konstant ist. 
Die Eigenfunktionen außerhalb des Metalles, d. h. für x> 0, sind 
ebene Wellen, 

und die Energie ist 

1f' = c ei ((I, t) , 

hl 
E= 2m q2. 

Bei x = 0 müssen sich die Eigenfunktionen im Metall (x< 0) und 
im Vakuum (x> 0) stetig aneinander anschließen. D. h. 

u (0) ei (leg" + kz z) = C ei (gV" + gz z) • 

Daraus folgt unter anderem 

k"=q,,, kz=qz. 
6* 
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Ein Elektron mit der Wellenzahl f = (Tcz' Tcll , Tcz) hat also, damit 
es austreten kann, eine Energie 

E = 2h: (q~ + ~ + q:r~:: 2h~ (Tc; +~)( ~ 0). (1) 

Da die Gesamtenergie beim Austritt unverändert bleibt, genügt 
es nicht, zu verlangen, daß das Elektron eine Energie E > 0 hat, 
sondern es muß die Bedingung (1) erfüllt sein. Anschaulich heißt 
das Folgendes: Da an der Oberfläche die Funktion u (x, y, z) nicht 
von y und z abhängt, ist die kinetische Energie in der y - z-Ebene 
genau so groß wie bei einem freien Elektron mit der gleichen 
Wellenzahl. Genau wie bei freien Elektronen wird auch die y-z
Komponente der kinetischen Energie beim Austritt nicht ver
ändert, so daß die x-Komponente. der kinetischen Energie größer 
sein muß, als die Differenz der potentiellen Energie des Elektrons 
im Metall und im Vakuum. 

Die kleinste Energie, die nötig ist, um bei T = 0 ein Elektron 
aus dem Metall zu entfernen, nennt man Austrittsarbeit w. Bei 
unserer Energienormierung ist 

w=-C. (2) 

RICHARDSON-Elfelet (Glühelelctronenemi88ion) [54,40,47,49,60]. 
Nach § 5 GI. (6 b) ist die Zahl der Elektronen pro Volumenelement des 
f-Raums, wenn wir das Volumen des Grundgebietes R = 1 setzen: 

2 dkzdklldkz 
(2n)3 E-~ 

e kT + 1 

Die Zahl der Elektronen, die pro Sekunde auf die Oberfläche auf
trifft, erhalten wir hieraus durch Multiplikation mit der Geschwin
digkeit senkrecht zur Oberfläche, d. h. nach § 3, GI. (10) mit 

1 BE 
Vz = 11 Bkz • 

Von den Elektronen, die auf die Oberfläche auftreffen, werden alle, 
die der Bedingung (1) genügen, ins Vakuum emittiert!. Die Zahl 
der Elektronen, diß pro Sekunde 1 cm2 verlassen, ist also: 

11 (2 n)3 !!.-=i Bkz dlez dlell dlez · 1 2 f 1 BE 

e kT + I 
h' 

E ~ z m (k; + k!) 

1 Es wäre zunächst zu berücksichtigen, daß ein Teil der Elektronen 
an der Oberfläche reflektiert werden kann. Es läßt sich aber zeigen, daß der 
Reflexionskoeffizient sehr klein ist. 
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In diesem Integral ersetzen wir zunächst nach (2) -, durch 
die positive Größe w. Da immer E > 0 ist, ist auch 

1 E+w 
~--~e--kT 
E+u1 

e kT + 1 

Die Integrationsgrenzen sind nur durch die Bedingung (1) 
beschränkt, führen also über den ganzen Wertebereich von kund y 
kz• Die Integration über kx transformieren wir in 'eine Integration 
über E. Wir erhalten so aus dem obenstehenden Integral 

00 00 00 

~ (22~)3fdkyfdkzfe-E/Tw dEo (3) 
- co h2 2 2 

2 m (ky + k z ) 

Die Ausdehnung der Integrationsgrenzen bis ± 00 kann dadurch 
gerechtfertigt werden, daß man bei dem Bande ,der Valenzelektronen 
beginnend die Wellenzahl nicht mehr reduziert, sondern in die 
nächsten Bänder geeignet fortsetzt, wie es schon in § 5 auf S. 76 
erklärt wurde. 

Die Integration über E läßt sich elementar ausführen, ebenso 
die darauffolgende über k ll und kz' wenn man k; + k; als neue 
Variable einführt. Durch Multiplikation mit e erhalten wir schließ
lich die Stromdichte J: 

A - e m k2 
_ 120 A / 2 d2 - 2 ~2 h3 - mp cm . gra . (4) 

Diese Formel für die Glühelektronenemission wird in bezug 
auf die Temperaturabhängigkeit von der Erfahrung sehr gut be
stätigt. Dabei ist beachtenswert, daß die Exponentialfunktion in 
dem meßbaren Temperaturbereich sich so rasch mit T ändert 
(w hat die Größenordnung einige Volt), daß der Faktor T2 sehr 
schwer prüfbar ist. Interessant ist, daß der Ausdruck (3) in keiner 
Weise spezielle Annahmen über das Metallmodell enthält und daß 
das jeweilige Modell nur durch die Austrittsarbeit w charakterisiert 
ist 1, während der Faktor A eine universelle Konstante ist. Es ist 
experimentell sehr schwierig, den Wert der Konstanten A genau 
zu messen. Aber selbst wenn man das berücksichtigt, kann 
man A schwerlich als eine Konstante betrachten, wie Tabelle 1 
zeigt. 

1 Vgl. Tabelle 5, S. 120. 
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Tabelle 1. Aus [12]. 

Metall I Cs IBaI Zr ImlThlTalMol W Re I Ni Pdl Pt 

A in Ampfems . grads[162160 [330 [15[70 [60 [55[60-100 200 [1380 60 117000 

Die meisten Metalle zeigen zwar die richtige Größenordnung. 
Pt fällt aber vollständig heraus. Eine Möglichkeit, die verschle
denenA-Werte zu erklären, besteht in der Annahme, daß wschwach 
temperaturabhängig ist. Alles in allem ist aber das Problem der 
Größe A noch ungeklärt. 

Die Geschwindigkeitsverteilung der Elektronen ist eine MAx
WELL- Verteilung, wie aus (3) sofort zu sehen ist. Experimen-

~ tell wird das gut be-
v-o----------------~==~~~ 

~t 
...... -... ...... ......... 

-116---" 
Abb. 14. - - - Verlauf des mittleren Potentlals an 
der Oberfläche unter dem Einfluß eines äußeren 
elektrischen Feldes, - ohne äußeres Feld. LI w 
Ist die Erniedrigung der Austrlttsarbelt durch das Feld. 

stätigt. 
Emi88ion in äufJeren 

elektri8chen Feldern . 
a) Schwache Felder [29]. 

Ein äußeres elektrisches 
Feld bewirkt eine Ernied
rigungder Austrittsarbeit 
w. Wir nennen die äußere 
Feldstärke - F, also das 

Potential - eF x. Ist V das mittlere Potential des Metalls (vgI. 
§ 2, Abb. 2), so ist das Gesamtpotential ~ = V - eF x. In Ent
fernungen von der Metalloberfläche, die größer als der Gitter
abstand sind, ist der Potentialverlauf nach § 2, GI. (8) allein durch 
das Bildkraftpotential gegeben, d. h. unser Gesamtpotential ist hler 

eS 
~=-4x-eFx. 

In Abb.14 zeigen wir den Verlauf von~. Das maximale 
Potential ist nicht mehr Null, sondern kleiner. Um seinen Wert 
zu berechnen, bestimmen wir zuerst die Koordinate des Maximums, 

xm. Aus 88~ = 0 ergibt sich 

Xm = ~ V~ 
und daraus das Maximum des Potentials zu 

Llw=-eYeF. (5) 
Um diesen Betrag erniedrigt sich die Austrittsarbeit w. Bei einem 
Feld von 1000 Volt/cm wird xm ,..., 10-5 cm und LI w ,..., 10-2 e-Volt. 
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Diese durch (5) gegebene Erniedrigung der Austrittsarbeit; wird 
experimentell gut bestätigt (ScHoTTKY-Effekt). 

b) Starke Felder [41, 49, 55, 69]. Die oben behandelte Ernied
rigung der Austrittsarbeit ist ein rein klassisches Phänomen. 
Bei sehr starken Feldern tritt aber ein weiterer rein wellenmechani
scher Effekt auf. Bekanntlich haben Elektronen die Möglichkeit 
einen Potentialberg zu durchdringen, auch wenn ihre Energie 
kleiner als das Maximum des Potentials ist. Die Durchtritts
wahrscheinlichkeit ist allerdings nur für schmale Potentialberge, 
d. h. für starke Felder, groß. Dadurch erhält man bei starken Feldern 
eine Elektronenemission, die praktisch temperaturunabhängig ist. 
Um sie zu berechnen, vereinfachen wir den Potentialverlauf so, 
daß er den in Abb. 15 gezeigten V-IJT'" Verlauf hat, d. h. im wesentlichcn, 
daß wir die Bildkraft vernach- , ___ --L.-+_---.::~-_ 
lässigen. Die Energie der Elek-
tronen wählen wir nach § 4, (29) -fö 

h2 

E =-Eo + 2m k2 , 

d. h. wie bei freien Elektronen, die 
sich in einem konstanten Poten

Abb.lli. Verlauf des mittlerenPotent1a\s 
an der Oberfliche unter dem Einfluß 
eines äußeren Feldes bei VemachlAsslguug 

der Bildkraft. 

tia.l - Eo bewegen. (- Eo ist der untere Rand des Bandes und 
natürlich verschieden vom mittleren Potential Vooo.) Dieser 
Energieansatz ist nach § 4 C in einer für uns gegenwärtig genügenden 
Genauigkeit erfüllt. Bei dem in Abb. 15 angegebenen Potential, 
d. h. Potential-Eo für x<O, -eFx für x>O, findet man für 
die Durchtrittswahrscheinlichkeit D (f) eines Elektrons mit der 
Wellenzahl f 

2 h2 

P=3meF' (6) 

Die Zahl der pro Sekunde und pro cm2 emittierten Elektronen 
erhalten wir, wenn wir die pro Sekunde auf die Oberfläche auf
treffenden Elektronen mit D multiplizieren. Im Gegensatz zum 
RIClIARDSoN-Effekt geht die Integration jetzt über alle Elektronen, 
da jajedeB Elektron mit der Wahrscheinlichkeit D austreten kann. 
Die geringe Temperaturabhängigkeit der Elektronenverteilung spielt 
deshalb gar keine Rolle und wir können letztere wie bei T = ° 
annehmen, so daß also alle Zustände mit Energien kleiner als 
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C = -w besetzt sind, und zwar [§ 5, GI. (6b)] pro Volumenelement 
des I-Raumes mit 

2 
(2n)3/ dk:;:dk1/dkz• 

1 = I für E<C=-w 
1=0 für E>C 

Elektronen. Genau wie beim RICHARDsoN-Effekt erhalten wir 
hieraus durch Multiplikation mit 

hk:;: 
V3;=-----;;r;;-

die Anzahl der pro Sekunde an die Oberfläche auftreffenden 
Elektronen. Die Stromdichte wird also 

J = _2_ ~fffe-l'(k~-k~)1/1 k dk dk dk (7) 
(2 n)3 m 3; 3; 1/ Z • 

E<-w 

Wir setzen (Definition von kw) 

h2 h2 
-w = 2m k~-Eo = 2m (k:'-~). (8) 

Die Integration über k ll und kz ' die wir zuerst ausführen, erstreckt 
sich dann von l{ + k: = 0 bis k; + k! = k! - k: und ergibt 

J dk1/dkz = ~ (k!-k!). 

Die Integration über k3; geht von 0 bis kw• Wir führen eine neue 
Variable ein: 

e=k!-k!, 2k3;dk3;=de. 

Der Bereich von e erstreckt sich von - k! bis o. Im Exponenten 
entwickeln wir (~-k~J3/2 nach Potenzen von e: 
(~_k~)3/2 = (k~-k!- e)3/2 = (k3- k!)3/2_ : (~- k!)1/2 e + ... 

Unser Integral (7) wird dann: 
o 

_ 2 eh n -I'(k~ -k~)"'f 11'(J:3 _k:')"'~ 
J - (2n)8 m2 e e ede. 

-k! 
Die Integration läßt sich elementar ausführen. Ohne den Wert 

des Integrals wesentlich zu verändern, kann die untere Grenze 
bis - 00 ausgedehnt werden. Wir erhalten dann mit (6) und (8): 

(9) 
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oder J in Amp/cm2, Fund 10 in Volt: 
wI" F2 -6,8·10'-

J = 1,6' 10-6 - e F Amp/cm2 • 
w 

89 

Die Stromstärke verläuft also in Abhängigkeit von der äußeren 
Feldstärke genau so, wie beim RICHARDsoN-Effekt in Abhängigkeit 
von der Temperatur [vgl. (4)]. Nach (9) ist 

10gJ = log BF2- ~. 
Dieses Gesetz wird von der Erfahrung sehr gut bestätigt. 

Eine merkliche Emission des Stromes sollte bei Feldstärken von 
et",a 107 Volt/cm einsetzen. Tatsächlich beobachtet man schon 
bei 106 Volt/cm eine Emission. Das rührt daher, daß die Feld
stärke an der Metalloberfläche an einzelnen Stellen durch Un
ebenheiten erhöht wird 1. Dadurch kennt man die effektive Feld
stärke an der Metalloberfläche nicht und kann daher die Kon
stanten Bund ß nicht genau prüfen. Ihre Größenordnung ist aber 
sicher richtig, da die effektive Feldstärke an einzelnen Stellen 
leicht um eine Zehnerpotenz größer sein ~nn, als in größerer 
Entfernung, wo das Feld homogen ist. Es wird tatsächlich auch 
gefunden, daß die Emission vorzugsweise von einzelnen Stellen 
der Oberfläche ausgeht. 

Es ist schließlich noch zu zeigen, daß der in a) behandelte 
Effekt, d. h. die Erniedrigung der Austrittsarbeit (5) allein nicht 
für die Emission verantwortlich sein kann. Zwar wird dadurch, 
wie aus (9) zu sehen ist, der Emissionsstrom erhöht. Um aber ohne 
unseren Durchtrittsmechanismus, d. h. nur durch den RICHARDsoN-. 
Effekt einen merklichen Strom bei tiefen Temperaturen zu be
kommen, müßte die Austrittsarbeit praktisch verschwinden. Da 
sie von der Größenordnung 5 Volt ist, müßte nach (5) F größer 
als 108 Volt/cm sein. Außerdem wäre die Emission stark tem
peraturabhängig, was beides im Widerspruch zu den Experi
menten steht. 

Kontaktpotentialdiflerenz [34, 36]. Wenn man die Oberflächen 
zweier Metalle A und B zusammenbringt, werden sowohl von A 
nach B als auch von B nach A Elektronen strömen, im allgemeinen 
jedoch nicht gleich viele in beiden Richtungen. Es soll z. B. ein Über
schuß in der Richtung A -+ B bestehen. Dadurch erhöht sich das 

1 Diese Unebenheiten haben nichts mit der atomaren Rauhigkeit zu tun, 
sondern sind durch die Vorbehandlung der Oberfläche bedingt. 
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mittlere Potential in B etwa um .1 V. Das bedeutet, daß die Elek
tronen, die ursprünglich die Energie E hatten, jetzt die Energie 
E' = E +.1 V haben. Die Folge davon ist, daß der Elektronen
strom in der Richtung A -+ B erniedrigt wird. Dadurch wird sich 
schließlich bei einer bestimmten Potentialdifferenz VA B ein Gleich
gewicht einstellen. Die Spannung VA B heißt Kontaktpotential
differenz der Metalle A und B. 

Beim absoluten Nullpunkt läßt sich V .. u leicht berechnen. In 
jedem Metall sind ja alle Zustände, deren Energie kleiner als die 
Grenzenergie CA bzw. CB ist, besetzt, während alle Zustände mit 
größerer Energie leer sind. Der Wert der Grenzenergie CA bzw. CB 

(---'--+--+--'--
A B 

Abb.16. Kontaktpotential
dIfferenz V AB. 1.0 A, 1.0 B, Aus
trittsarbeit aus den Metallen. 

A, B. 

hängt natürlich vom Potential an der Ober
fläche des Metalls ab. Ein Elektronenstrom 
kann dann nicht auftreten, wenn 

CA = CB (10) 
ist, weil die Elektronen dann nur in schon 
besetzte Zustände fließen könnten, was 
wegen des PAULI-Prinzips offenbar unmög
lich ist. Wenn zwei Metalle (oder auch 
Halbleiter oder ein Metall und ein Halb-

leiter) bei T = 0 im Gleichgewicht sind, hat somit bei beiden 
die Grenzenergie C den gleichen Wert. Die Grenzenergie steht 
in einem einfachen Zusammenhang mit der Austrittsarbeit w. 
Diese ist ja die Energiedifferenz zwischen der Energie eines Elek
trons, das das Metall gerade verlassen kann und C. Erstere ist 
gleich dem Potential an der Metalloberfläche 1, das wir bei unserer 
Normierung (§ 2) Null gesetzt haben, so daß C = -w war [GI. (2)J. 
Da unsere beiden Metalle aber verschiedene Potentiale an der 
Oberfläche haben, ist das nicht mehr zulässig. Ist VA das Potential 
an der Oberfläche des Metalls A, so ist nach Definition 

wA = VA-CA' 
und Entsprechendes gilt für B. Aus (10) folgt dann 

WA - VA = WB- VB' 
oder, da VAB ~ VA - VB ist: 

VAB = WA -WB· 
Die Kontaktpotentialdifferenz ist also gleich der Differenz der 

Austrittsarbeiten (Abb. 16). 
1 Unter Potential verstehen wir ja nach § 2 die potentielle Energie 

eines Elektrons. 
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Bei Erhöhung der Temperatur wird an diesem Gesetz wenig 
geändert, da sich die Elektronenverteilung nur in einem Energie
bereich k T, also zwischen C - k T und C + k T, verändert, bei 300° 
also in einem Energiebereich von 1/30 e-Volt. Die Spannung VA B 

hat dagegen die Größenordnung 1 Volt, so daß keine wesentliche 
Änderung der Kontaktpotentialdifferenz bei Temperaturerhöhung 
zu erwarten ist. 

Sekundärelektronenemission [123]. Bei den bisher behandelten 
Effekten war die Elektronenemission im wesentlichen durch die 
Ähnlichkeit unserer Elektronen mit freien Elektronen bedingt. 
Bei dem jetzt zu behandelnden Effekt ist aber, wie wir sehen 
werden, gerade der Unterschied unserer Elektronen gegen freie 
Elektronen ausschlaggebend. 

Der physikalische Vorgang ist folgender: Es werden Primär
elektronen auf die Metalloberfläche x = 0 geschossen. Der Ein
fallswinkel sei 0° (senkrechter Einfall). Man beobachtet die Emis
sion von Sekundärelektronen aus der Metalloberfläche, falls die 
Energie der Primärelektronen eine untere Grenze überschreitet, 
die von der Größenordnung 10 e-Volt ist. Die mittlere Energie der 
Sekundärelektronen beträgt einige e-Volt, nahezu unabhängig von 
der Primärenergie. 

Wir zeigen zuerst, daß bei freien Elektronen keine Emission 
stattfinden kann. Das ist eine einfache Folgerung aus Energie
und Impulserhaltungssatz. Der Impuls des Primärelektrons vor 
dem Stoß sei -1,J3, der des Metallelektrons tJ. Die entsprechenden 
Größen nach dem Stoß seien -I,J3', tJ'. Die Koordinate senkrecht 
zur Metalloberfläche sei wie immer x. Sie ist positivaußerhalb des 
Metalls und negativ im Metall. Die x-Komponente des Impulssatzes 
lautet dann: 

- p + Px = - p~ + p~. 
Dabei ist [1,J3 [ = p= Px > 0, weil das Primärelektron senkrecht 
zur Metalloberfläche und von positiven zu negativen x-Werten 
einfällt. Px kann positiv und negativ sein. Damit das Metall
elektron nach dem Stoß das Metall verlassen kann, muß p~ einen, 
durch die Austrittsarbeit gegebenen, positiven Wert überschreiten, 
d. h. es ist dann sicher p~ > PX • Aus dem Impulssatz folgt dann 
- P~ < - P, d. h. P~ > P. Andererseits soll nun das Primär
elektron Energie abgeben. Da die Energie proportional mit p2 ist, 
müßte also P~ < P sein. (Wenn nach dem Stoß auch noch P~
und P; -Komponenten vorhanden sind, nehmen diese auch einen 
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Teil der Primärenergie auf, so daß erst recht P; < P sein muß.) 
Es ist also unmöglich, Energie- und Impulssatz gleichzeitig zu 
erfüllen, so daß eine Emission aus dem Metall nicht erfolgen kann. 
Dagegen ist eine Beschleunigung in die entgegengesetzte Richtung, 
d. h. ins Metall hinein, sehr wohl möglich. 

Berücksichtigen wir nun das exakte Verhalten unserer Elek
tronen, d. h. ihre Modüikation durch das periodische Potential, so 
braucht für die beiden Elektronen allein der Impulssatz nicht 
erfüllt sein, da ja auch das Metallgitter Impuls aufnehmen kann. 
Dadurch wird die Elektronenemission ermöglicht. Wir wollen uns 
von diesem Vorgang eine anschauliche Vorstellung machen. Wie 
wir auf S.47 gezeigt haben, wird ein Elektron in einem äußeren 
Feld so lange beschleunigt, bis es in der Nähe einer kritischen Zone 
im I-Raum, d. h. in ein Gebiet mit negativer Freiheitszahl kommt. 
Hier wechselt die Beschleunigung ihr Vorzeichen. In der Nähe
rung hoher Energien kann man sagen, daß das Elektron reflek
tiert wird. 

Wir können uns die Wechselwirkung zwischen Primär- und 
Sekundärelektron ähnlich vorstellen. Der Austausch von Energie 
und Impuls wird immer eine gewisse Zeit beanspruchen. In dieser 
Zeit durchläuft das Metallelektron kontinuierlich eine Reihe von 
Zuständen, bis der Endzustand erreicht ist. Es soll am Anfang 
in Gebieten mit positiver Freiheitszahl sein. Dann wird es zunächst 
sich ähnlich wie ein freies Elektron verhalten, d. h. es wird ins Metall 
hlneinbeschleunigt. Im Lauf dieser Beschleunigung erreicht seine 
Wellenzahl ein kritisches Gebiet, so daß es reflektiert wird (für 
hohe Energien: BRAGGsche Reflexion an einer Netzebene) und das 
Metall verlassen kann. Bei dieser Reflexion bleibt das Elektron 
im gleichen Energieband , in dem es zu Anfang war. Seine 
Geschwindigkeit außerhalb des Metalls ist daher sehr klein (einige 
Volt), da die obere Grenze dieses Bandes gewöhnlich nicht viel 
größer als Null ist. 

Diese anschauliche Vorstellung kann natürlich keinen Anspruch 
auf Exaktheit erheben. Um eine genauere Behandlung des Pro
blems zu geben, müssen wir die Wahrscheinlichkeit dafür berechnen, 
daß ein Metallelektron durch Stoß eines Primärelektrons vom 
Zustand (n, 1) in einen anderen Zustand (n', I') üoergeht. Da das 
Primärteilchen verhältnismäßig große Energie hat, können wir 
seine Wellenfunktion als ebene Welle mit der Wellenzahl ~ 
ansetzen. 
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Wir haben in § 3 gesehen, daß der Impulserhaltungssatz des 
Gesamtsystems Elektronen + Metallgitter immer durch den Er
haltungssatz der Wellenzahlen der Elektronen zu ersetzen ist, 
d. h. daß das Gitter immer soviel Impuls aufnimmt oder abgibt, 
daß die Summe der reduzierten Wellenzahlen konstant bleibt. 
Wenn wir die einfallenden Elektronen durch eine nichtreduzierte 
Wellenzahl beschreiben, sc haben wir zu beachten, daß sich deren 
Komponenten von den Komponenten der reduzierten Wellenzahl 

um ganzzahlige Vielfache von 2: (bei einem kubischen Gitter) 

unterscheiden. 
Es seien f' und~' die Wellenzahlen nach dem Stoß, dann können 

nur solche Übergänge stattfinden, bei denen 

~-~'+f-r=~n (ll) a 
ist. Die Übergangswahrscheinlichkeiten selbst sind nur dann von 
Null verschieden, wenn außer (ll) auch noch der Energieerhaltungs
satz erfüllt ist, also wenn 

E (~)-E (~') + En (f)-En , (f') = 0 
ist. Es ist leicht zu sehen, daß diese beiden Sätze immer erfüllt 
werden können, auch wenn die Elektronen im Endzustand (n', f') 
die nötige Energie und die richtige Impulsrichtung haben, um das 
Metall zu verlassen 1. Zwar ist für das einfallende Teilchen ~ pro
portional zum Impuls, so daß hier kein Unterschied gegen freie 
Elektronen vorliegt. Da das Teilchen Energie an das Metallelek
tron abgibt, wird auch immer I~' I < I ~ I sein. Der Unterschied 
gegen den Impulssatz besteht aber jetzt darin, daß auf der rechten 

Seite von (11) nicht Null steht, sondern ~ n. Dieses Glied enthält a 
gerade den soeben besprochenen Einfluß der Reflexionen an Netz
ebenen. 

Durch eine genauere Berechnung der Übergangswahrscheinlich
keiten kann gezeigt werden, daß hauptsächlich nur Übergänge in 
das Band des betreffenden Metallelektrons oder in benachbarte 
Bänder erfolgen und daß die Ausbeute in Abhängigkeit von der 
Primärenergie sowohl den allgemeinen Verlauf als auch die Größen
ordnung in Übereinstimmung mit den Experimenten wiedergibt. 

Es bleibt noch zu zeigen, daß die Sekundäremission erst bei 
einer bestimmten minimalen Primärenergie einsetzt. Dies hat nicht, 

1 Mit Ausnahme sehr kleiner Primärenergien, vgl. S. 94. 
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wie man glauben könnte, seine Ursache darin, daß den Elektronen 
mindestens die Austrittsarbeit w zugeführt werden muß, denn 
die Primärelektronen gewinnen, wenn sie ins Metall eintreten, 
diese Energie. Das Auftreten einer unteren Grenze der Primär
energie hat vielmehr seinen wesentlichen Grund darin, daß der 
Wellenzahlensatz (11) gleichzeitig mit dem Energiesatz erfüllt sein 
muß. GI. (11) kann immer erfüllt werden, wenn die Komponenten 

des Vektors sr - sr' alle Werte zwischen - ~ und ~ annehmen a a 
können [vgI. § 3, (5)]. Andererseits muß jedes Metallelektron eine 
bestimmte Mindestenergie L1 E + w vom Primärelektron aufnehmen, 
um das Metall zu verlassen (- L1 E ist sein energetischer Abstand 
von der Grenzenergie C). Es ist also 

2h~ (K2- K'2) ~ w + L1 E. (12) 

Hieraus folgt I sr' I < I sr I und 

Isr-sr'I~lsr'I+lsr!~2Isrl. (13) 
Sobald also (bei einem kubischen Kristall) 

21srl< 2a71: -va 
wird, können Energie- und Wellenzahlensatz im allgemeinen nicht 
mehr gleichzeitig erfüllt werden. Die Emission beginnt also bei 
Primärenergien von der Größenordnung 

h2 371:2 
~2~ --2-""" lOe-Volt. m a 

Die Energieverteilung der Sekundärelektronen ist in großen 
Zügen durch die Lage der Energiebänder bestimmt. Nehmen 
wir z. B. an, die übergangswahrscheinlichkeit eines Metallelektrons 
in einen Zustand der Energie E sei rp (E), so ist die Zahl der 
Sekundärelektronen mit der Energie E 

f/J (E) D (E) , 

wo D (E) die Eigenwertdichte ist (vgI. Abb. 11 cl. Die Energie
verteilung der Sekundärelektronen zeigt tatsächlich eine ähnliche 
Form wie D (E) in Abb. 11 c, S. 58, allerdings nur, wenn die Metall
oberfläche sehr rein ist [185 a]. 

§ 7. Elektronenbeugung [32, 85]. 

Elementare Theorie. Das Auftreten von Beugungserscheinungen 
bei der Reflexion von Elektronen an Einkristallen oder bei ihrem 
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Durchtritt durch dünne Metallfolien ist eine unmittelbare Folge 
ihrer Wellennatur. Die Wellenlänge der Elektronen ist bekanntlich 
[vgI. § 4 B, GI. (12b)] 

Bei einer kinetischen Energie von 100 e-Volt sind das "- 10-8 cm, 
bei 10000 e-Volt '" 10-9 cm. Die Wellenlänge ist von der gleichen 
Größenordnung wie bei Röntgenstrahlen, und daher ist bei einer 
elementaren, d. h. rein geometrischen Theorie genau das gleiche 
zu erwarten, wie bei Röntgenstrahlen von der gleichen Wellenlänge. 
Für selektive Reflexion n- ter Ordnung erhält man also das BRAGG
sche Reflexionsgesetz 

n;' = 2 a cos {) , (I) 
das den Zusammenhang zwischen EinfallswinkeP {) und Wellen
länge;' angibt. Das BRAGGsche Gesetz folgt unmittelbar, rein 
geometrisch, aus der Bedingung, daß sich die an parallelen N etz
ebenen reflektierten Wellen durch Interferenz verstärken sollen. 
Die Weiterführung dieser elementaren Theorie hat im Rahmen 
dieses Buches kein Interesse, obwohl sie natürlich von großer Be
deutung bei der Untersuchung von Kristallstrukturen ist. Da
gegen werden wir uns für die Abweichungen von der Beziehung (1) 
interessieren, denn diese sind nicht durch die rein geometrische 
Kristallstruktur bedingt, sondern durch die Wechselwirkung der 
Elektronen mit dem Gitter. 

Reflexion an Einkristallen. Die Metalloberfläche sei, wie immer, 
die Ebene x = O. Die Energie normieren wir wie in § 2 so, daß 
sie gleich der kinetischen Energie im Vakuum ist. Ist sr der Aus
breitungsvektor der Elektronen im Vakuum, sr' im Metall, so 
ist nach § 4 B, GI. (13) 

E h2 K 2 K2 K2 = 2 m ( x + 'V + z) . (2) 

Die Eigenfunktion einer einfallenden Welle lautet: 
-A i(Kxx+Ky'V+Kzz) 0 K 0 "Pe - e , x <, x > . 

x< 0 sei Vakuum, x> 0 Metall. A ist ein Normierungsfaktor. Im 
Metallinneren können wir mit der Näherung für große Energien 
(§ 4 B) rechnen, da E> 10 e-Volt ist. Nehmen wir an, daß K v 
und K z nicht in der Nähe eines kritischen Wertes liegen [vgl. GI. (21), 

1 {} = 0 für senkrechten Einfall. 
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§ 4], so lauten die Eigenfunktionen im Metall nach § 4 B 

I () i(K~y+K:z) >0 (3) "PS!.' = K~ xe, x . 

IK:(X) ist eine fortschreitende Welle (,,-,eiK;x), wenn K~ nicht in 
der Nähe eines kritischen Wertes liegt. Ist dagegen [vgl. §4, (21a)] 

K~~~n, n=±l, ±2, ... , (4) 

so wird I (x) eine, nach innen rasch gegen Null abfallende Funktion. 
Wir setzen als allgemeinsten Ansatz im Vakuum eine ein

fallende Welle mit dem Ausbreitungsvektor sr und eine Schar 
reflektierter Wellen mit Ausbreitungsvektoren sr" an. Die Eigen
funktion im Vakuum lautet also 

"Pv = A ei(Kxx+Kyy+K.z) + ,I B (sr") ei(-K~:x+K~' y+ K:'Z), Kx>O, K~>O. 
$\" 

Im Metallinneren ist der allgemeinste Ansatz eine Überlagerung 
von Eigenfunktionen "P$\' (3), also lautet hier die Eigenfunktion 

1Jlm =.I C (~') IR' (x) ei(K~y + K~z). 
$\' • 

An der Metalloberfläche x = 0 muß die Eigenfunktion stetig sein, 
d. h. wir fordern 

1Jlm = "Pv I 
0'Pm = 0'P,' für x = o. 
OX OX 

(5) 

Diese Bedingungen müssen für beliebige Werte von y und z 
erfüllt sein. Aus der ersten folgt sofort, daß in "Pv und "Pm nur 
diejenigen Glieder von Null verschieden sind, bei denen 

K y =K~=K~ 

K z =K;' =K~' 

ist. Die Koeffizienten Bund C, bei denen dies nicht erfüllt ist, 
sind also sämtliche Null. Da die Energie außerdem durch (2) 
festgelegt ist, sind auch K~ und K~ bestimmt, und zwar ist 

K~=Kx' 
während K~ aus dem Energieansatz im Metallinneren zu ent
nehmen ist. 

Es wird also 
"Pv = A ei (Kxx + K" y + Kz z) + Be; (- H, x + K1, Y + Kz z) I 

CI () iK"y+Kzz) (6) 
"Pm = K~ xe· 
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Das Verhältnis der Koeffizienten A, B, C kann aus den Stetig
keitsbedingungen (5) berechnet werden. Wir wollen jetzt annehmen, 
daß die Welle unter einem solchen Azimut einfällt, daß K z = 0 
ist 1. Nach (2) wird dann die Energie 

E h2 K2 K2 = 2m ( x + 11)' (7) 

Da der Einfallswinkel f} ist, wird 
h2 

E cos2 f} = - K 2 (8a) 2m x 

E sin2 f} = -2~ K~. (8b) 

Es sind jetzt zwei Fälle zu unterscheiden. 
1. K~ liegt nicht in der Nähe eines kritischen Wertes (4). Dann 

ist die Energie im Metallinneren nach § 4, GI. (13) 

E = 2h: (K~2 + K:) + Vo = 2h: (K~2 + K~)-lVol, (7a) 

da Vo negativ ist (§ 2). Durch Vergleich mit (7) folgt: 

, (' 2 2m )1/2 
K x = K X +f12I Vol . 

Ferner ist in diesem Fall nach § 4 B 
iK' x fK;(x)=e x, 

so daß die Bedingungen (5) unter Benützung von GI. (6) und dem 
Vorstehenden lauten: 

C=A+B 
K~C = Kx(A-B). 

Daraus folgt für den Reflexionskoeffizienten 

IBI2 (Kx -K;)2 
R = TAl2 = K x + K~ . 

Er ist für K z = 0 Eins, nimmt aber mit wachsendem K x sehr rasch 
ab, d. h. die Welle dringt ins Metall ein. 

2. K~ liegt in der Nähe eines kritischen Wertes (4). Jetzt 
tritt eine Abweichung von dem einfachen Energieverlauf (7a) 
ein, und zwar entsteht nach § 4 B ein verbotenes Energiegebiet. 
Da wir Reflexionen an Netzebenen, die parallel zu x = 0 sind, 
betrachten, müssen wir die Wellenzahlkomponenten ~.l und ~II 

1 Das ist offensichtlich keine wesentliche Beschränkung der All
gemeinheit. 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 7 
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(vgl. S. 49) mit X~ und X y identifizieren. Die Energie ist dann 
nach § 4, (22b), S. 49 1• 

h2 h2 

E= 8ma2 n 2 +ex + 2m X~-lVol± Vnoo , 

h2 X*2 X* X '" eX =±2Im*1 x' x= x-an 

(9) 
wobei 

ist. Die Bedeutung von m* ist in § 4 erklärt. Diese Energieformel 
ist nur gültig, wenn XII nicht in der Nähe eines kritischen Wertes 
liegt. Lassen wir XII bei festgehaltenem Xx wachsen, so treten 
Abweichungen vom Energieverlauf (9) dann auf, wenn auch X y 

Abb.17. Verlauf der Energiekorrektion 7]. 

in der Nähe eines kriti
schen Wertes (§ 4 B) 

(10) 

liegt, und zwar entsteht 
ein verbotenes Energie
gebiet von der Breite 

2 Vonyo (vgl. § 4 B). Wir können die Abweichung vom Ener
gieverlauf dadurch ausdrücken, daß wir in (9) ein Korrektur
glied 'YJ zufügen, das eine Funktion von X y ist. Immer, wenn (10) 
erfüllt ist, wird'YJ unstetig (ganz im Gegensatz zu ex ) und springt 
um den Wert 2 Vonyo' Die Energie als Funktion von X y verläuft 
also genau so wie im eindimensionalen Fall § 4 B, Abb. 8a gezeigt 
wurde, mit dem Unterschied, daß für X y = 0 die Energie nicht Null 
wird. Im übrigen ist für kleine X y die Näherung § 4 B nicht mehr 
sehr gut. Das hat auf die Korrektur'YJ den Einfluß, daß sie auch 
in größerer Entfernung von kritischen Werten (10) von Null ver
schieden ist. In Abb. 17 zeigen wir den Verlauf von 'YJ. Unter 
Berücksichtigung von 'YJ wird die Energie (9): 

h2 h2 

E = 8 m a2 n 2 + 2 m X~ - cI> ± Vn 00' (11) 

wobei 
(12) 

ist. 
Die Energie eines Elektrons im Vakuum (7) muß identisch 

mit der Energie im Metall (11) sein. Durch Vergleich von (7) 
mit (11) erhalten wir unter Berücksichtung von (8a) 

E 2 {} _ h2 2 cI> V. cos - 8ma2 n - ± nOO' 

1 Die Indizes von V no ° sind deshalb n, 0,0, weil die betreffende kritische 
Ebene senkrecht zu K~ steht. 



Elektronenbeugung. 99 

Im Metallinneren sind alle Energien verboten, bei denen E cos2 {} 

zwischen 

und 
11,2 

8ma2 n 2 _(/> + IVnool 
liegt. Elektronen, bei denen E cos2 {} zwischen diesen beiden 
Werten liegt, können daher nicht ins Metall eindringen und werden 
selektiv reflektiert. Die mittlere Lage der noten selektiven Reflexion 
ist somit bestimmt durch 

11,2 
E cos2 {} = -- n2 _ <b (13) 8ma2 , 

oder unter Einführung der Vakuumwellenlänge it [§ 4, (12b)] 
11, 

Ä= '{2mE 
durch 

n' it = 2 a cos {} , 
wobei 

'_ (2 8ma2 m)1/2 n - n -~'V 

(13a) 

ist. Das ist genau die BRAGGsche Bedingung (I), wenn man dort 
n durch n' ersetzt. Für hohe Ordnungen (große n, große Energien) 
sind praktisch n und n' gleich, für niedere Ordnungen treten da
gegen merkliche Abweichungen auf. 

Brechungsindex. Die Abweichung von der gewöhnlichen BRAGG
sehen Bedingung (I) im Sinne von (13a) bedeutet, daß der Kristall 
einen Brechungsindex von der Größe 

ß= V 1+ : (14) 

hat. Das sieht man durch Ableitung der BRAGGschen Bedingung 
für Kristalle mit Brechungsindex (vgl. Lehrbücher). Es ist zu 
beachten, daß (/> nach (12) verschieden vom mittleren Gitter
potential 1 Vo 1 ist. Nur für große Energien, wo ez und 'fJ klein sind, 
wird (/>- JVo I. Andererseits ist aber für große Energien der Bre
chungsindex sehr wenig von Eins verschieden. Eine Bestimmung 
des mittleren Gitterpotentials aus dem Brechungsindex dürfte also 
erhebliche Schwierigkeiten machen. Auf keinen Fall darf man aber, 
wie das verschiedentlich geschehen ist, aus dem bei kleinen Energien 
gemessenen Brechungsindex 1 Vo I berechnen. Dadurch erhält man 
günstigstenfalls die Größenordnung von 1 VO I· 

7* 
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Anomale Dispersion. Wie wir oben festgestellt haben, ist 'Tj 

und daher auch q, (12) keine stetige Funktion. Nach GI. (14) 
gilt das also auch für den Brechungsindex. In Analogie zur gewöhn. 
lichen Optik nennt man diese Erscheinung anomale Dispersion. 
Wir wollen die Lage der Unstetigkeiten als Funktion von Energie 
und Einfallswinkel berechnen. Setzen wir GI. (10), die die Lage 
der Anomalien bestimmt, in (8b) ein, so erhalten wir: 

E . 2-Q_~ 2 sm 'V - Sm a2 n ll • (13b) 

'Tj, das ja die Aufspaltung der Energie (Größe des verbotenen 
Gebietes) bestimmt, wird hier (vgl. oben) ± VOnyo' Mit (13), (13b) 
und (12) erhalten wir dann anomale Dispersion zwischen den 
Energien E;; und E:, wo 

E; = S!2a2 (n2 + n:) -I Vo 1 + Ex ± VO"Jo (15) 

ist, während die Einfallswinkel f); bestimmt sind durch 
± [ Sma2 ]-1/2 tg {Ja = nll n2 + -,;,z- (-I VO 1 + Ex ± Vongo) (15a) 

(± bei Eil. und f}a bezieht sich auf das Vorzeichen von Vo ny 0)' 
An allen diesen Stellen springt der Brechungsindex ß (14) von 

P __ [ I Vol- 82> - Vonyo ]1/2 
- 1+ E 

bis 

ß+ _ [ I Vol- 62> + Vonuo ]1/2 - 1+ E . 

In Abb. 18 ist der Verlauf des Brechungsindex als Funktion 
von El/2 gezeigt, für den Einfallswinkel {J = 45°, d. h. tgf) = 1. 
In diesem Fall sind nach (15) und (15a) die Energien, bei denen 
der Brechungsindex unstetig ist, bestimmt durch 

"'2 2 
Eil. = 2 Sma2 n ll , {J = 45°. 

Schließlich zeigen wir noch in Abb.19 die Abhängigkeit der 
Wellenlänge, bei welcher selektive Reflexion einer bestimmten 
Ordnung n auftritt, vom Einfallswinkel [GI. (13)]. Wir finden hier 
die entsprechenden Anomalien, wie beim Brechungsindex. 

In dem Winkelbereiche zwischen f)- und f)+, d. h. nach (15a) 
zwischen 

[ Sma2 ]-1/2 
tg{J- = n ll n2 + --v:- (-IVol + Ex - Vonyo) 
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und 

t _0.+ [ 2 I 8ma2 (IT'I V. ]-1/2 
g-v = ny n T ~ - fO + €x + onyo) 

tritt eine Aufspaltung der Energie, d. h_ der selektiv reflektierten 
Wellenlängen, in zwei Werte ein_ Hier gibt es also zu einem be
stimmten Winkel für zwei verschiedene Wellenlängen selektive 
Reflexionen der gleichen Ordnung_ Wenn man experimentell so 
vorgeht, daß man bei festgehaltenem Einfallswinkel die Wellen
länge variiert und die erste selektive Reflexion als erste Ordnung, 

J 

2 

1 

o 

\ 

\ 
~ 

~ 

1 2 

Abb.18. 

cosfß
Abb.19. 

1 

Abb. 18. -- Brechungsindex {J als Funktion von E''', - - - unter Vernachlässigung 
der PotentlaJschwankungen im Metall (Ersetzen des Potentials durch das mittlere Potential) 

ElnfalJ,;winkel {} = 45°. 
Abb.19. Abhängigkeit der Wellenlänge selektiver Reflexion von cos {} für Reflexionen 
einer bestimmten Ordnung. Bei Vernachlässigung der Potentialschwankungen im Metall 

erhält man eine Gerade. 

die zweite als zweite Ordnung usw. bezeichnet, wie das nach der 
elementaren Theorie zu fordern ist [GI. (1)], so kommt man zu 
ganz falschen Zuordnungen, falls {} zwischen {}+ und {}- liegt, 
denn hier gibt es ja zwei Reflexionen, die beide zur gleichen Ordnung 
gehören. 

Die hier beschriebenen Anomalien werden auch experimentell 
gefunden. Man erhält bei entsprechenden Experimenten ähnliche 
Kurven, wie in Abb. 19 gezeigt [59a]. 

§ 8 •. Optik [64, 102, 124, 147, 156, 171, 207]. 
(Außer Röntgenstrahlen.) 

Aus den Spektren der Atome und Moleküle kann man sehr 
weitgehende Schlüsse auf die Lage der Energieniveaus und auf 
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die Größe der Übergangswahrscheinlichkeiten, d. h. der Oszilla
torenstärken, ziehen. Die Metalle absorbieren, im Gegensatz zu 
den Atomen und Molekülen, nicht einzelne diskrete Frequenzen, 
sondern kontinuierlich das ganze Frequenzgebiet von den 
kleinsten Frequenzen bis ins kurzweiligste IDtraviolett. Dadurch 
wird natürlich die Deutung erschwert. Trotzdem ist es aber im 
Prinzip möglich, wie wir in diesem Paragraphen zeigen werden, 
aus der· zu messenden Frequenzabhängigkeit der optischen Kon
stanten sowohl die Lage der Energieniveaus als auch die Größe 
der Oszillatoren stärken zu bestimmen. Das gegenwärtig vor
liegende experimentelle Material ist allerdings noch zu wenig 
umfangreich, um die Möglichkeiten, die theoretisch vorhanden 
sind, voll auszunützen. 

Die opti8chen Konstanten. In der Elektrodynamik wird ein 
Körper durch Angabe von drei Größen bestimmt: Durch die Leit
fähigkeit G, die Dielektrizitätskonstante e und die magnetische 
Permeabilität fl. Bei Wechselwirkung mit Licht sind diese drei 
Größen nicht als Konstante zu behandeln, sondern sie hängen von 
der Frequenz 11 des Lichtes ab. Man darf deshalb z. B. unter G 

nicht die gewöhnliche elektrische Leitfähigkeit verstehen. Nur 
für sehr kleine Frequenzen geht sie in diese über und ist natürlich 
für 11 = 0, d. h. für konstantes elektrisches Feld, identisch mit ihr. 
Wir werden im folgenden immer fl = I setzen, d. h. wir vernach
lässigen eventuelle magnetische Einflüsse. Die Ausbreitung einer 
Lichtwelle in irgendeinem Medium (G, e) ist durch die Wellen
gleichung bestimmt. Diese lautet, z. B. für die elektrische Feld
stärke ~: 

..1~-~ Olg: _ 4nO' ~-O 
Cl otl Cl ot - . 

Sie wird durch gedämpfte ebene Wellen gelöst. Ist x = 0 die Ober
fläche des Metalls, so läßt sich auf Grund der Grenzbedingungen 
bei x = 0 zeigen, daß die Lösung bei senkrechtem Einfall folgende 
Form hat (y = Polarisationsrichtung) : 

_2,.~,,,,, ( 2nv ) 
~ = ~II = Foe c sin 27l1lt--c-n x + y . 

Die Phase y wäre aus den Grenzbedingungen zu berechnen. 

Durch diese Form der Lichtwelle sind die optischen Konstanten, 
der Brechungsindex n und der Absorptionskoeffizient " definiert. 
Ihren Zusammenhang mit G und e findet man durch Einsetzen 
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des obigen Ausdruckes für iJ in die Wellengleichung. Man erhält 
nwp=O' (la), nB_,,2=B. (Ib) 

Die physikalische Bedeutung von 0' und B ist folgende. Es sei A 
die pro Sekunde und pro Volumeneinheit absorbierte Energie; 
~ sei die elektrische Polarisation, d. h. das elektrische Moment 
pro Volumeneinheit; dann ist (vgl. Lehrbücher der Elektrodynamik) 

e-l 
A =O'iJ2, ~=43tiJ=lXiJ. 

IX = e ~ 1 heißt Polarisierbarkeit. iJ2 ist das Zeitmittel von iJ2. 

Aus diesen Gleichungen ergibt sich durch Einsetzen in (I a) und (I b) 

nw/!= A =0' (2a), n2_,,2=1+4n~=1+4nlX. (2b) 
~2 ~ 

Diese beiden Ausdrücke enthalten noch keinerlei spezielle Voraus
setzungen über das Metall. Unsere Aufgabe wird es sein, mit Hilfe 
des im I. Kapitel behandelten Metallmodells die Absorption A 
und die Polarisation ~ zu berechnen. 

Wir hatten auf S.74 gezeigt, daß die Elektronen in einem 
Metall sich bei der Wechselwirkung mit Licht verhalten wie eine 
bestimmte Anzahl klassischer freier Elektronen und klassischer 
harmonischer Oszillatoren. Wir werden also zunächst das Ver
halten klassischer freier Elektronen berechnen. 

Freie Elektronen. Wir beschränken uns räumlich auf ein Gebiet, 
dessen Ausdehnung klein gegen die Wellenlänge des Lichts ist. 
Da wir dann die elektrische Feldstärke als räumlich konstant 
annehmen können, lautet die klassische Bewegungsgleichung für 
die Elektronen 

.. e e 
t = - iJ = -Fosin 2n'/lt. m m 

Daraus erhalten wir durch Integration die Verschiebung des 
Elektronenortes durch das Feld: 

-e 
t-to = 4 2 2 iJ· :n;1Jm 

Der Beitrag eines Elektrons zum elektrischen Moment ist 
_e2 

e(t-to) = 4 2 2 iJ. 
:n;1Jm 

Bei nF freien Elektronen pro Volumeneinheit ist also die gesamte 
Polarisation 
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Die absorbierte Energie A verschwindet im Zeitmittel. Sie be
rechnet sich aus dem Produkt Feldstärke X Stromdichte. Letztere 
ist proportional zu r, also zu cos 2n-v t, erstere dagegen geht mit 
sin 2 n- v t, so daß also im Zeitmittel 

A=O 
ist 1. Durch Einsetzen dieser beiden Ausdrücke für A und \ß in 
(2a) und (2b) erhalten wir 

x = 0 (3a), 
2 

n2= 1- e nF 
nmv2 

_ x2 = 1- e2 nF ] . 
nmv2 

[oder n = 0, 

Wir werden hier eine charakteristische Frequenz 

(3b) 

VI definieren: 

_ (62 nF )1/2 (4) vl - nm . 

Für Frequenzen v > 'VI ist der Brechungsindex kleiner als Eins, 
d. h. freie Elektronen sind dann bis zu einem gewissen Einfalls
winkel durchsichtig für Licht, jenseits dieses Einfallswinkels tritt 
Totalreflexion auf, wie das aus der elementaren Optik bekannt ist. 
Ist dagegen v< 'VI' so wird der Brechungsindex n imaginär. Das 
bedeutet, daß für diese Frequenzen das Licht bei jedem Einfalls
winkel total reflektiert wird. 

Für sehr kleine Frequenzen müssen wir aber einen Umstand 
betrachten, den wir bis jetzt vernachlässigt haben, das sind die 
Zusammenstöße der Elektronen mit dem Metallgitter. Solange die 

Schwingungsdauer ~ kleiner als die Zeit zwischen zwei Zusammen-
v 

stößen ist, können wir diese vernachlässigen. Dagegen ist das für 
lange Schwingungsdauer, d.h.genügend kleine Frequenz, nicht mehr 
erlaubt. In diesem Fall werden wir die Zusammenstöße in Form 
einer Dämpfung der Bewegung, die proportional zur Geschwindig
keit r des Elektrons ist, berücksichtigen. Es kann gezeigt werden, 
daß das auch quantenmechanisch eine exakte Behandlung ist. 
Unsere Bewegun~sgleichung lautet jetzt also: 

.. • e e 
r +yr=--i}=-Fosin2n-vt. m m 

Den 'Proportionalitätsfaktor y bestimmen wir weiter unten. Führen 
wir die Geschwindigkeit tJ = i: ein, so erhalten wir aus obiger 
Differentialgleichung 

1 Die Tatsache, daß freie Elektronen nicht absorbieren können, wird 
auch in § 9 auf Grund von Energie- und Impuls-Erhaltungssatz nachgewiesen. 



Optik. 105 

" e. 2nv e 
U - Uo = 2 + 4 2 2 - Fo sm 2 n v t - 2 + 4 2 2 - Fo cos 2 n v t 

"nvm "nvm 

als Änderung der Geschwindigkeit eines Elektrons unter Einfluß 
des elektrischen Feldes. Wir finden hieraus die Gesamtstrom
dichte J unter Einfluß des Feldes, wenn wir die Beiträge aller 
Elektronen pro Volumeneinheit summieren und mit der Elek
tronenladung e multiplizieren. Dabei beachten wir, daß 

~ =Fosin2nvt, 

ist. Es wird dann 

~? = 2nvFocos2nvt 

J- e2 nF ( " ~_ 1 8ir) 
- m ,,2 + 4 n2 '112 ,,2 +\4 n2 '112 ot , ' 

wenn wir den Gesamtstrom ohne äußeres Feld Null setzen. Um 
hieraus a und 6 zu bestimmen, schreiben wir die allgemeine Form 
eines Stromes unter Einfluß eines elektrischen Feldes ~ an. Nach 
den Grundlagen der Elektrodynamik setzt er sich aus einem 
Leitungs- und einem Polarisationsstrom in folgender Weise zu
sammen: 

J = a ~ + !lil~ = a ~ + (X °o~ . 
Durch Vergleich erhalten wir: 

~~ " ~~ 1 
a = ----;n- ,,2 + 4 n2 '112 (5a), (X = - ----;n- ,,2 + 4 n2 '112 • (5 b) 

Um die Konstante y zu bestimmen, gehen wir zur Frequenz v = 0 
über. Dann wird a identisch mit der gewöhnlichen elektrischen 
Leitfähigkeit ao bei konstanten äußeren Feldern. Es ergibt sich 
für '11= 0 1 

e2 np 
y=-. 

m (10 

Es ist praktisch hier eine Frequenz Vo einzuführen, die bestimmt 
ist durch die Bedingung 

e2 np 
2nvo=y (6), d.h. '110 =-2-. (6a! m nao 

Sie steht in einer einfachen Beziehung zur Frequenz VI. Wie man 
durch Vergleich mit GI. (4) sieht, ist 

v~ 
'110 = -2-' (7) ao 

.Aus den GI. (2a) und (2b) erhalten wir mit (5a) und (5b) die 

1 Nach § 12, GI. (5) ist 1/" identisch mit der Relaxationszeit. 
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optischen Konstanten. Berücksichtigen wir dabei noch (6) und (4), 
so wird 

1 v~ Vo 2 2 _ V~ 
nx'JI = -2-~+ 2 (8a), n -x -1- ----z-+ 2' (8b) 

~ v ~ v 

Auf die Diskussion dieser Formeln kommen wir auf S. 111 zurück. 
Zuerst wollen wir die vollständigen Werte der optischen Konstanten 
berechnen. 

Dispersion. Wir hatten gezeigt (S. 74), daß sich die Elektronen 
durch eine gewisse Anzahl freier Elektronen und harmonischer 
Oszillatoren darstellen lassen. Wir wollen jetzt die Beiträge der 
Oszillatoren zur Polarisation berechnen. Die Bewegungsgleichung 
eines klassischen harmonischen Oszillators mit der Frequenz 'JInm , 

der sich in einem elektrischen Feld ~ = Fo sin 2 n 'JI t befindet, 
lautet: 

r + 4na'JI~m r = ~ ~ == ~Fosin2n'JIt. m m 

Daraus berechnet sich die Verschiebung unter Einfluß des Feldes zu 
e ~ 

r - ro = 4 n2 m v2 _ v2 , 
nm 

und der Beitrag zur Polarisation ist also 
e2 ~ e (r-ro) = -4 2 2 2 • n m vnm - v 

Nach § 3, S.29 können wir ein Elektron im Zustand (n, l) durch 
fnf freie Elektronen und durch fnml Oszillatoren mit der Frequenz 
'JInmf darstellen, wobei m alle Werte durchläuft und [vgl. (17a), §3] 

fnl+~fnmf=1 
m(=!-n) 

ist. Der gesamte Beitrag der einem Elektron im Zustand (n, f) 
zugeordneten Oszillatoren zur Polarisation ist also 

e2~ ~' fnml 
4n2m~ v~mf-v2' 

m 

wobei der Strich am Summationszeichen andeuten soll, daß m = n 
auszuschließen ist. Der entsprechende Beitrag aller Elektronen 
ergibt sich durch Summieren über alle besetzten Zustände (n, l) zu 

e2~ """'~' fnmf 
4n2m~~ v~mf-v2' 

n,f m 

Die Gesamtpolarisation \ß setzt sich additiv zusammen, aus diesem 
Beitrag und dem oben berechneten Beitrag der freien Elektronen. 
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Wir gehen mit Hilfe von (2 b) gleich zu den optischen Konstanten 
über und erhalten dann mit dem obenstehenden Ausdruck und mit 
GI. (8b) 

2 2 ~:2' f n2 _ x2 _ 1- _p_,_ _e_ nm! 
- p2 + p2 + :n; m p2 _ pS • 

o nm! 
n! m 

(9) 

In der Doppelsumme denken wir uns zuerst die Summe über f, 
d. h. über die Elektronen eines Bandes n ausgeführt. Wir setzen 
zur Abkürzung 

( ) ~ fnm! 
f{Jn m V = ~ ~ _ p2 • 

Die Vnmf entsprechen den 
Frequenzen aller zulässigen 
Übergänge vom n-ten in 
das m-te Band. Für diese 
hatten wir auf S. 28, § 3 
[GI. (15)] eine Auswahl
regel abgeleitet, nach der 
nur Übergänge, bei denen 

f nmf 

a 

die reduzierte Wellenzahl ll.---.L---;/. 

K___ K-
konstant bleibt, erlaubt - a 

sind. Deshalb haben wir 
ja bei den Frequenzen und 
den Oszillatorenstärken nur 

Abb. 20a und b. Erlaubte optische übergänge. 
Va untere, Vb obere Grenze des Absorptionsbandes. 

einen Index f und nicht etwa je einen für das n-te und m-te Band. 
In Abb. 20a, b sind erlaubte Übergänge durch Pfeile einge
zeichnet. Es gibt für die Frequenzen Vn m! eine untere Grenze 
'Pa' die aber, wie aus Abb.20a, b zu ersehen ist, unter Umständen 
größer sein kann als die, der kleinsten Energiedifferenz zwischen 
den beiden Bändern entsprechende Frequenz. Die obere Grenze 
der Frequenzen Vnmf nennen wir Vb' 

Wir wollen jetzt im obigen Ausdruck für f/Jnm die Summe in 
ein Integral verwandeln, was zulässig ist, weil die Energie innerhalb 
eines Bandes praktisch kontinuierlich verläuft. Wir führen eine 
Dichtefunktion bn (v) ein, die dadurch definiert ist, daß bn (v) L1 v 
die Zahl der Elektronen des n-ten Bandes pro Volumeneinheit ist, 
deren zulässige Übergangsfrequenzen Vn m f zwischen v und v + L1 v 
liegen. Dann ist 

f t5n (v) d v = nn , (10) 
Va 
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wo nn die Zahl der Elektronen im noten Band pro Volumeneinheit 
ist. Mit dieser Dichtefunktion bn (v) wird 

fr---------------~~--------------_, Um dieses Integral aus
zuwerten, müßten wir 
fnmf·b kennen. Da aber 
der Nenner im Integral 
viel stärker veränderlich 
ist als der Zähler, werden 
wir, um die Form von 
ffJnm (v) angenähert zu be
stimmen, letzteren durch 

-f 
~-

einen Mittelwert f nm bn 

ersetzen. Nur an den 
Rändern des Integrals, 
für v = Va und v = Vb ist 
das nicht zulässig, weil 

hier bn verschwinden 
f muß. Da wir nur eine 

ganz grobe Abschätzung 
der Frequenzabhängig
keit von Tnm geben, 
können wir im Nenner 

Abb.20c. Erlaubte optische übergänge, zweidimensio
nal. Elektronen mit f· Werten, die an! der voll aus· 
gezogenen Kurve liegen, können bei einer bestimmten 
Freqnenz • übergänge machen. - - - Kurven kon· 
stanter Energie im unteren Band, .. - - - - dasselbe 
für das obere Band. Die Schnittpunkte mit gleicher 
Energiedifferenz h. sind in einem Viertel der Abbildung 

v~ m - 1'2 durch 

[! (va + Vb) + v] (vnm-1') durch Pfeile markiert. 

ersetzen. Dann wird schließlich 

(1')- 2Tnm6n lnl vb - V ' 
ffJn m - Va + Vb + 2 v Va - v ' 

(11) 

und aus (9) erhalten wir 
1'2 e2 ~' n2 _ ,,2 = 1- ___ '~ + - m (v) . 

1'5+1'2 nm rnm 
(12) 

n, rn 

Den Verlauf von Tnm (v) zeigen wir in Abb.21. 
Absorption. Den Übergängen vom noten in das m-te Band ent

spricht ein Absorptionsband, das zwischen den Frequenzen va und 
Vb liegt. Um die Stärke der Absorption zu berechnen, gehen wir 
von den Übergangswahrscheinlichkeiten aus. Nach der auf S. 28 
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abgeleiteten Auswahlregel muß f bei jedem übergang konstant 
bleiben. Für solche übergänge wird, falls der Ausgangszustand 
(n, f) besetzt, der Endzustand (m, f) unbesetzt ist, die übergangs
wahrscheinlichkeit nach § 1, (9) 

w: _ (·~)21 12 sin2 [:n; (v - Vnml) t] 
nml- 2mhv Pnml :n;2(V-Vnmr)2t' 

Dieser Ausdruck ist nur dann groß, wenn 

hv""" hVnmr = Emf-Enf (13) 

ist, wenn also der Energiesatz erfüllt ist. Zu einer bestimmten 
Abflorptionsfrequenz v (va< V < vb) gibt es aber infolge der Aus
wahlregel nur wenige Zustände (n, f), 
die (13) erfüllen. Im eindimensionalen 
Fall, für den Abb. 20a, b zwei Beispiele 
gibt, sind das höchstens zwei Zustände 
(mit gleichem I f I). Im Zweidimensionalen 
kann man sich in folgender Weise ein 
Bild von der Lage und der Anzahl der 
Zustände, die eine bestimmte Frequenz v 

Abb. 21. Verlauf der Funktion 
'Pn m innerhalb eines 
Absorptionsbandes. 

absorbieren Uönnen, machen. Man denkt sich im I-Raum sowohl 
für das note als auch für das m-te Band die Kurven konstanter 
Energie aufgetragen. Diese Kurvenscharen werden sich gegenseitig 
schneiden. Immer wenn sich die Energien der sich schneidenden 
Kurven um h v unterscheiden, ist (13) erfüllt und gleichzeitig auch 
die Auswahlregel, weil im Schnittpunkt I für beide Kurven gleich ist. 
Die Gesamtheit aller dieser Schnittpunkte bildet wieder eine Kurve 
oder auch mehrere Kurven im I-Raum. Wenn die Kurven kon
stanter Energie in beiden Bändern gleich sind, also z. B. in beiden 
Bändern nach Näherung A, § 4 verlaufen [Abb. 7a bzw. GI. (7), § 4], 
so überlagern sich die beiden Kurvenscharen vollständig, d. h. zu 
jeder Kurve in Abb. 7 a, S. 36 gehört gleichzeitig ein Energie
wert aus dem noten und ein anderer aus dem m-ten Band. Wenn 
sich beide um h v unterscheiden, ist sowohl (13) als auch die Aus
wahlregel erfüllt. In diesem Fall ist also die oben erwähnte Schnitt
kurve selbst eine Kurve konstanter Energie und das heißt, daß die 
Ausgangszustände der Elektronen, welche die Frequenz v absorbieren, 
alle die gleiche Energie haben. Im allgemeinen werden die Kurven 
konstanter Energie der beiden Bänder nicht die gleiche Form haben. 
Die Schnittkurve im I-Raum ist dann keine Kurve konstanter 
Energie und die Ausgangszustände der Elektronen liegen in einem 
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gewissen Energieintervall. Dieses dürfte aber gewöhnlich be
deutend kleiner als die Bandbreite sein. Abb. 20c zeigt eine solche 
Schnittkurve unter der Annahme, daß das Band n nach Näherung A, 
das Band m aber nach Näherung B zu behandeln ist, und daß 
Band m breiter als Band n ist. Dann sind die Kurven konstanter 
Energie in n durch Abb.7a gegeben, während sie für m Kreise 
sind und außerdem dichter liegen. 

Im Dreidimensionalen wird alles entsprechend, d. h. die Kurven 
sind durch Flächen zu ersetzen. 

Die Anzahl der Elektronen pro cms, die Frequenzen zwischen 'JI 
und 'JI + L1 'JI absorbieren können, nannten wir auf S. 107 1511 ('JI) L1 'JI. 
Den Mittelwert der Quadrate der Matrixelemente IPnmrl2 über 
diese Elektronen nennen wir 1 Pnm ('JI) 12• Dann ist die Summe über 
alle Wllmr (vgI. oben) der fraglichen Elektronen, Wllm ('JI), gegeben 
durch 1 

W. ( eFo )2 1 12 A sinB [n (V-Vnmr)t] 
nm('JI) = 2-h Pnm('JI) I5n ('JI)LJ'JI 2( )2t' m v n "-Vnm! 

Von hier gehen wir durch Multiplikation mit der bei einem Ab
sorptionsakt absorbierten Energie h'JI zur gesamten absorbierten 
Energie A ('JI) über. Außerdem müssen wir noch über die Frequenz 

'JInm ! zwischen 'JI- ~v und 'JI + ~v mitteln. Da 
LI. 

'+2 
~ fSin2 [n (v -vnmf)t] d'JI _ ~ 
LI" n2 (v - Vnmr)2t nmf - LI v 

LI • . --
2 

ist 2, erhalten wir also 

A('JI)=h'JIWnm('JI)=(~~r !Pnm(~l2!5n(v). 

Schließlich führen wir noch, unter Verwendung von (13)~ nach § 3, 
GI. (16) die Oszillatorenstärken ein: 

f ('JI)= 2!Pnm(v)!2 
nm mhv 

Dann ist 
e2~2 

A ('JI) = 4m t5n ('JI)fnm('JI), (14) 

1 Überstreichen bedeutet hier Mittelung über Vn m f. 
2 Die Integrationsgrenzen können bei Ausführung des Integrals von - co 

bis co ausgedehnt werden, da. der Integrand nur in der Umgebung von 
"nm! = " groß ist. 
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denn es ist 
- ---- F2 
~2 = F~ sin 2 2 ~ v t = -t . 

Zu der hier besprochenen Absorption durch übergänge der Elek
tronen in höhere Energieniveaus addiert sich die Absorption infolge 
der Zusammenstöße der Elektronen mit dem Gitter, die wir auf 
S. 105 berechnet haben. Gehen wir mit Hilfe von GI. (2a) zu 
den optischen Konstanten über, so erhalten wir aus (14) und (8a) 

I v~ vo e2 

nxv=-2 ~+ 2 +4-~n(v)fnm(v). (15) 
Vo v m 

Diskussion. Wir haben in den GI. (12) und (15) die vollständigen 
Formeln für die optischen Konstanten abgeleitet. Wir wollen sie 
jetzt für die verschiedenen Frequenzgebiete genauer untersuchen 
und zeigen, wie man aus den experimentellen Daten Aussagen über 
die Oszillatorenstärken, die Zahl der freien Elektronen und die 
Energiebänder machen kann. 

Wir beschränken lL'lS vorläufig auf Frequenzgebiete v:> '110 , 

Da Äo =~, wie wir später zeigen werden, gröBer als 10 p, ist, 
Vo 

beschäftigen wir uns also zunächst mit den optischen Konstanten 
im ultravioletten, sichtbaren und nahen ultraroten Gebiet, bis 
zu Wellenlängen von einigen p,. Nach (12) und (15) erhalten 
wir dann 

n2 -x2 = 1- v~ + ~ ~'m (v) I 
v2 :n; m """ rnm 

n,m v>vo 
e2 

nx=O +4--~tl(v)fnm(v) mv 

(16a) 

(16b) 

Hier ist zunächst bemerkenswert, daß bei n2 - x2 der Term, der 

von den "freien" Elektronen herrührt (-~), nicht verschwindet 

und sogar meist sehr groß ist. Bei n x erhalten wir dagegen für 

freie Elektronen einen Term, der proportional zu ~ wird und daher 
v 

wegen unserer Bedingung Vo < v verschwindet. Die Form des 
Absorptionsspektrums n" ist also vollständig durch die Oszillatoren
stärken fnm (v) und die zugehörige Dichtefunktion ~n (v) bestimmt. 
fnm (v) bezieht sich auf alle Übergänge vom noten Band in das 
m-te. Diesen entspricht im Absorptionsspektrum ein Absorptions
band. Wie wir oben gezeigt haben (vgI. Abb. 20a, b), gibt es für 
diese Absorption eine kleinste Frequenz va' In Abb. 20a, b haben 



112 Einfache Probleme. 

wir das nur für den selbstverständlichen Fall gezeigt, in dem sich 
die beiden Energiebänder nicht überdecken. Aber auch, wenn sie 
sich überdecken, gibt es eine Grenzfrequenz va' Wäre nämlich 

a E b 

~ 

Abb. 22 a und b. EnergIeaufspaltung falls sich zwei Ener
giekurven schneiden, a eindimensional, b Kurven kon
stanter Energie, zweidimensional. - - - Energieverlauf 

unter Vernachlässigung der Wechselwirkung. 

va = ~ ,..., 0, so müßte 

es zunächst in beiden 
Bändern zwei Zu
stände gleicher Wel
lenzahl geben, deren 
Energien sich nur um 
den kleinen Betrag e 
unterscheiden. Von 
diesen müßte der Aus-
gangszustand besetzt 
sein, der Endzustand 
wegen des PAULI-Prin-
zips aber unbesetzt, 

d. h. der Ausgangszustand müßte mit der Grenzenergie 1; der 
FERMI-Verteilung zusammenfallen, was gewöhnlich nicht zutrifft. 

t Ag 
~1 

Aber selbst WeIm dieser außer
gewöhnliche Fall erfüllt wäre, gibt 
es für die Energie e noch eine untere 

oe 

110 

Grenze, denn beim überschneiden 
zweier Energiebänder spalten diese, 

1JO·1O'k-1 bei Berücksichtigung der Wechsel

J'~--~--~--~---, 
wirkung, wieder in zwei Bänder 
auf. Diese Aufspaltung bewirkt, 

1'" 
:c 

daß gerade die Zustände gleicher 
Energie und gleicher Wellenzahl 

oe 1'1----I----l----t---l 
auseinander rücken, wie es in 
Abb. 22a, b ein- und zweidimen
sional gezeigt ist. b 

70 110 
'11-

Abb. 23 a und b. Absorptionsbänder 
a für Ag, b für Au [16]. 

In Abb. 23a und b haben wir 
die experimentellen Werte von 
n" als Funktion von v für Ag 
und Au aufgetragen. Die untere 

Absorptionsgrenze va ist deutlich sichtbar. Sie ist z. B. bei 
Ag"'" 90.1013 sec-l, was einer Wellenlänge Ä-a "'" 3300 A entspricht. 
Leider sind aber die experimentellen Daten noch nicht soweit 
bekannt, daß das Absorptionsband vollständig ist. Wir können 
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natürlich die obere Grenze Vb des Absorptionsbandes aus der ex
perimentellen Kurve ungefähr abschätzen und erhalten damit 
vb ""'"' 160 .1013 sec-I. Diese Extrapolation kann allerdings in keiner 
Weise gerechtfertigt werden, wir benützen sie nur, um im fol
genden ein praktisches Beispiel zu geben. 

Um aus den Werten von va und vb weitere Schlüsse auf die Lage 
der Energiebänder zu ziehen, müssen wir wissen, wie die Zustände 
der beiden Energiebänder n, m kombinieren. Wir haben dabei zwi
schen den beiden Fällen, die wir in Abb. 20a und b gezeigt haben, zu 
entscheiden. Zunächst dürfen wir sicher annehmen, daß das obere 
Energieband breiter als das Ausgangsband ist. Den Übergängen der 
Elektronen mit der Grenzenergie , entspricht dann im Fall (20a) 
die 'Untere Grenze va des Absorptionsbandes, im Fall (20b) dagegen 
die obere Grenze vb. Bei Silber läßt sich zeigen, daß der Fall (20a) 
realisiert ist. Das folgt aus der Temperaturabhängigkeit von n ". Da 
die FERMI-Verteilung nur in der Nähe der Energie' temperaturab
hängig ist, muß n" ebenfalls überall temperaturunabhängig sein
mit Ausnahme der Frequenzen, die gerade den Übergängen von Elek
tronen mit der Energie E '" 'entsprechen. Bei Silber ist aber die 
einzige temperaturabhängige Stelle des ganzen Spektrums (für v >~'o) 
die Gegend um v '" va' was dem Fall (20a) entspricht. Wir werden 
später auch noch an Hand des Photoeffekts einen weiteren Nach
weis dafür geben, daß der Fall (20a) erfüllt ist. 

Es sei Bn bzw. Bm die Breite des noten bzw. m-ten Energie
bandes und Bn _ m die Breite des zwischen den heiden Bändern 
liegenden Gebiets. Nach Abb.20a ist dann 

Bn + Bm + Bn- m = hVb' (17) 
was bei unserem oben approximiertenWert von vb etwa 61/ 2 e-Volt 
ergibt. Das bedeutet, daß die Energiedifferenz zwischen unterem 
Rand des noten und oberem Rand des m-ten Bandes nur 61/ 2 e-Volt 
ist. Da wir vb in Wirklichkeit nicht kennen, kommt diesem Wert 
allerdings keine große Genauigkeit zu. Ferner gilt offensichtlich für 
die Breite des verbotenen Gebietes 

Bn-m<hva'" 3e-Volt. (17a) 
Aus der Stärke der Absorption können wir die mittlere Oszil

latorenstärke tnm berechnen. Sie ist der Mittelwert aller tnm (v), 
d. h. wegen (10): 

"/. 
tnm = _1 Jtnm (v) ~n (v)dv. nn 

"a 
Frölüich, Elektronentheorie der Metalle. 8 
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Den Integranden können wir aus (16b) entnehmen. Das ergibt: 

Hier werden wir n" durch einen Mittelwert n" ersetzen, dann wird 

t 1 2 m- ( 2 2) 
nm = --2 n" Yb-Ya . nn e 

(18) 

In dieser Formel sind sowohl n " als auch Ya und Yb aus Experimenten 
zu entnehmen. Mit n" '" 1,3 (vgl. Abb. 23a) erhalten wir 

tnm "'! für Ag, 

denn nn ist ja gleich der Zahl der Atome, d. h. es berechnet sich 
wie n auf S. 69, also für Ag 

n - 10,5 . 6 . 1023 - 6 . 1022 n-108 - . 

Da für freie Elektronen tnm = 0 für n + m ist, folgt, daß das Ver
halten der Elektronen bei Ag beträchtlich vom Verhalten freier 
Elektronen abweicht. Leider ist es aus Mangel an experimentellem 
Material gegenwärtig nicht möglich, genauere und umfangreichere 
Angaben zu machen. Im Prinzip ist es aber an Hand der Formeln 
(17), (17 a) und (18) möglich, ein ziemlich gutes Bild über Lage 
und Breite der Bänder und über die Größe der Oszillatorenstärken 
zu erhalten. Ganz allgemein besteht das Absorptionsspektrum 
immer aus einer Überlagerung einzelner Absorptionsbänder. 

Bei Silber und Gold liegt die untere Grenze Ya des ersten Ab
sorptionsbandes bei ziemlich großen Frequenzen. n" wird für 
Y< Ya zwar klein, es verschwindet aber nicht. Es gibt also Über
gänge unter Verletzung der Auswahlregel. Sie sind zwar seltener 
als diejenigen, für welche die Auswahlregel gilt, aber sie kommen 
vor. Das ist leicht verständlich, denn die Voraussetzung bei der 
Ableitung der Auswahlregel war ein ideales Gitter, während es 
in Wirklichkeit, auch bei einem Einkristall, immer Abweichungen 
von einem idealen Gitter gibt. 

Wir gehen jetzt zur Besprechung von GI. (16a) über. Diese 
Gleichung ist gerade in dem Gebiet interessant, in dem wir uns für 
(16b) nicht interessiert haben, nämlich außerhalb von Absorptions
bändern. Dort sind nämlich die fPnm> wie aus GI. (11) hervorgeht, 
klein. Wir werden sie vernachlässigen und erhalten dann aus (16a) 

Yt=Y(I-n2 +,,2)1/2, Yo<:Y<Ya' (19) 
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Außerhalb eines Absorptionsbandes muß also diese Größe unter 
Verwendung der experimentellen Werte von n und " konstant 
(= "1) sein. Abweichungen vom konstanten Wert deuten auf den 
Einfluß von naheliegenden Absorptionsbändern hin. In Abb. 24 
zeigen wir für einige Metalle den Verlauf von" (1- n2 + ,,2)1/2 

nach (19). Aus der so erhaltenen Größe von "1 können wir nach 
GI. (4) die Zahl der freien Elektronen pro Volumeneinheit, nF , 

berechnen. Das Verhältnis zur Zahl der Atome, d. h. die Zahl der 
freien Elektronen pro-Atom wird: 

'2 
(19a) 

Wir zeigen daa Ergebnis dieser wichtigen 
Größe in der nachfolgenden Tabelle: 

-'- .-- .,.;Au. 

" f''' - - ..... , - -tu Ag 
31» 

\\ 
\\ Ag 

8 

\1\ 
\ \ k\ \ 

'I 
Jt 

1(}(J 
)/ . \ 

': 
~ 2 

/.; 
\ 
\ ---

o 10 
0 
'50 70 90 \ ' 110 13O·mB 

v~ 
Abb.25. 

11_ 

Abb.24. 
Abb.24. Verlauf von ., für Cu, Ag und Au. 

Abb. 25. Dispersion von Ag. - - - - experimentelle Kurve, -- Verlauf für freie 
Elektronen (theoretisch), _. -. - Differenz, d. h. Einfluß der Bindung der Elektronen in 

der Nähe des ersten starken Absorptionsbandes. 

Tabelle 2. 

Metall Na I K Rb Cs I Cu1 Ag Au 

Vi • 10-13 sec -1 134 90 82 80 180 200 190 
np 0,9 0,8 0,8 0,9 0,5 0,8 0,7 -
n I 

np ist also durchwegs kleiner als Eins, hat aber immer die 
n . 

Größenordnung Eins, wie wir aus unseren theoretischen "Über. 
legungen von § 5 zu erwarten haben. 

Wir wollen nun zeigen, daß auch der experimentelle Wert der 
Größen fjJnm unseren Erwartungen entspricht .. Dazu tragen wir 
in Abb.25 die experimentellen Werte von n2-,,2-1 für Silber 

1 Aufgerundet! 
8* 
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2 

auf. Hierzu addieren wir nach (16a) v~ , d. h. den Beitrag der freien 
v 

Elektronen. VI entnehmen wir aus Tabelle 2. Die so entstehende 
Größe ist im wesentlichen das erste Glied der Summe 

e2 ~' 
nm.t:::J fPn m 

n,m 

[vgl. (16a)], da wir uns im Gebiet des ersten Absorptionsbandes 
befinden. Durch Vergleich mit Abb. 21 ist zu sehen, daß fPn m 

tatsächlich den zu erwartenden Verlauf hat. 
Einen interessanten Verlauf zeigen die optischen Konstanten 

der Alkalimetalle; bei ihnen ist im ganzen bekannten Frequenz
gebiet die Absorption sehr klein (n,,<: 1). Infolgedessen sind die 
Oszillatorenstärken der Frequenzen, die in dieses Gebiet fallen, 
sehr klein ('""" 1(Y-2). Daher kann man für Alkalimetalle die ein
fachen Formeln für freie Elektronen (3a), (3b) anwenden. Das 
bedeutet, wie wir auf S.I04 auseinandergesetzt haben, daß die 
Alkalimetalle für Frequenzen v > VI fast vollkommen durchsichtig, 
für v< VI aber beinahe total reflektierend sind. Das wird tat
sächlich gefunden und wir können aus den Experimenten direkt VI 

entnehmen [155]. Wie aus Tabelle 3 zu sehen ist, stimmen diese 
Werte ziemlich gut mit den VI-Werten, die wir mit (19) aus 

Metall 

VI • 10-13 86C-1 

nF 
n 

Messungen bei ganz an-
Tabelle 3. deren Frequenzen be

Li Na K 

150 140 95 

0,7 1 0,9 

Rb 

83 

0,8 

Os 

70 

0,7 

rechnet haben, überein 
(Tabelle 2). Der Abfall 
des Reflexionskoeffizien
ten bei V = VI vom Wert 
Eins (v< VI) auf Null 
(v> VI) ist natürlich nur 

dann ein richtiger Sprung, wenn die Absorption n" genau Null 
ist. Mit wachsendem n" erfolgt der Abfall immer langsamer, 
ganz in Analogie zu den Verhältnissen bei der Totalreflexion. 

Da wir n und" immer reell annehmen wollen, müssen wir (3a) 
und (3 b) in folgender Weise verstehen: 

n=(I-;!Y'2,,,=o für '11>'111 

1L= 0 , ,,= (:! -1 Y'2 für '11<'111. 

Der Absorptionskoeffizient " hat also bei der Frequenz Null den 
Wert I und sinkt dann, um bei VI den Wert Null zu erreichen. 
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Nun wollen wir annehmen, daß die untere Grenze des ersten 
starken Absorptionsbandes, va' kleiner als V1 ist, wie es mit Aus
nahme der Alkalimetalle immer zutrifft. Dann wird sich der 
Abfall des Absorptionskoeffizienten nur dann bemerkbar machen, 
wenn Va genügend nahe bei VI liegt. Aus Tabelle 2 ist zu sehen, 
daß VI immer im Ultravioletten liegt. Daher kann der Abfall des 
Absorptionskoeffizienten nur bei solchen Metallen sehr gut bemerk
bar sein, bei denen auch va im Ultravioletten liegt. Ein be!'londers 
günstiger Fall ist Silber, bei dem 2,0r--.,.-,---;--,...---, 

va = 90.1013 sec-1 ist. Die Verhält
nisse sind am besten an Hand von 
Abb.26 zu überblicken. Der Abfall 1,5r-----+--+---+----I---I 

von x wird von dem Absorptionsband 
erst unterbrochen, wenn x schon auf t 1,Ot---r--------I+--I-f-----l 

etwa 0,2 gefallen ist. Als Folge davon 11. 

sind dünne Silberschichten für Licht 
mit einer Frequenz V ~ va' d. h. mit 
einer Wellenlänge von ctwa 3300 A 
beinahe durchsichtig und können 
z. B. als Filter dienen, um ultra
violettes Licht von sichtbarem zu 
trennen. Dies Durchlässigkeitsmini
mum bedeutet natürlich kein Ab
sorptionsminimum, denn die Absorp
tion ist ja durch n x (Abb.23a) 
gegeben. 

v-
.000 5000 '1000 JOOO 

-).. 

Abb.26. Der Absorptionskoeffizient " 
von Silber. - - - - - Verlauf von " 
unter Vernachlässigung des Absorp
tionsbandes. - - - Beitrag des 

Absorptionsbandes. 

Auch andere Metalle als Silber (und die Alkalimetalle) zeigen 
dieses Minimum von x, insbesondere Kupfer und Gold. Bei ihnen 
liegt aber va viel weiter im Sichtbaren als bei Silber (weiter ent
fernt von VI!) und daher wird x nicht so klein wie bei Ag. 

Die Lage des Minimums von x bestimmt die Farbe des Metalls. 
Wird z. B. von dem Metall Licht mit einer (sichtbaren) Wellen
länge Aa durchgelassen, so wird im reflektierten Licht diese Wellen
länge fehlen und die Metallfarbe i~t die zu Aa komplementäre Farbe. 
In der Durchsicht (bei einer dünnen Schicht) sieht man dagegen 
die Farbe Aa. Bei Gold z. B. ist Aa grün - in der Aufsicht ist 
Gold daher rot. Bei Silber ist Aa im Ultravioletten - in der Auf
sicht ist es also weiß (in der Durchsicht natürlich blau-violett). 

Wir wenden uns jetzt dem Fall v<: Vo zu, d. h. dem fernen 
ultraroten Gebiet. Zunächst können wir Po aus (7) berechnet:. 
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Unter Zugrundelegung der Werte"l aus Tabelle 2 ergeben sich die 
in Tabelle 4 angegebenen Werte, wenn wir für 0'0 die gewöhnliche 
elektrische Leitfähigkeit bei Zimmertemperatur einsetzen. Im all
gemeinen ist"o um so kleiner, je besser das betreffende Metall leitet. 

Tabelle 4. 

Metall Na. K Rb es Cu Ag Au 

"0 ·IO-u . 4,2 2,8 4,4 6,4 2,8 3,3 4,1 

';'0 in I' 70 110 70 50 110 90 80 

Wegen dieser kleinen Werte für "0 dürfen wir annehmen, daß 
immer "0< "11 ist, denn für "11 gibt es ja, wie wir oben gezeigt haben, 
eine untere Grenze. Wir können deshalb in den GI. (12) und (15) 
für die optischen Konstanten diejenigen Glieder, die von den Ab
sorptionsbändern herrühren (d. h. die Glieder mit tpnm bzw. fnm) 

weglassen. Da außerdem noch "<"0 sein soll, werden wir ". 
gegen v: vernachlässigen und erhalten 

,,' 1 ,,' nl - "I = 1 - -+ (20a), n" = -2 _1 • (20b) 
"0 "0" 

Berücksichtigen wir noch (6a) und (7), so finden wir 

20: a nl-"I= 1-_0 =80, n,,=_o 
"0 " , 

wobei 0'0 und 80 unabhängig von der Frequenz sind. Insbesondere 
ist 0'0 die ~wöhnliche elektrische Leitfähigkeit, während 80 große 
negative Werte annimmt (z. B. - 6·10' für Silber). Da wir 
vorausgesetzt haben, daß "<"0 ist, wird trotzdem 

Ins-"II < n", 
d.h. 

n-"=(~Y'2. (21) 

Hieraus folgt insbesondere, daß die optischen Konstanten bei sehr 
langen Wellen von der Temperatur T abhängen müssen, da ja 
0'0'" p-l ist (vgI. § 14). Zur Prüfung dieser Temperaturabhängig
keit wird man eine Größe wählen, die· einfacher zu messen ist als 
n und ", nämlich das Reflexionsvermögen B, das mit n und" 
durch die Formel 

(n -1)1 + "I R=---
(n + 1)1+ HI 
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verknüpft ist. Durch Einsetzen von (21) ergibt sich mit v<l1o 

R = 1-2 (;}/2. 
Wenn man 110 als vorgegebene Materialkonstante auffaßt, enthäit 
diese Formel keinerlei Größen mehr, die sich auf die Elektronen
theorie beziehen, denn sie enthält ja weder Ladung e, noch Masse m 
des Elektrons. Sie kann demnach direkt aus den phänomenologi
schen MAxwELLschen Gleichungen abgeleitet werden. Im lang
weiligen Ultrarot wird sie gut bestätigt, sowohl in der Temperatur
abhängigkeit als auch im Absolutbetrag des Reflexionsvermögens. 

Wenn man zu Wellenlängen A < A~ übergeht, wird man auf 
Grund der GI. (12) und (15) geneigt sein, (20a), (20b) durch 

(22a) , 1 v~ '110 nu=-----
2 vÖ+V2 v 

(22b) 

zu ersetzen, so lange noch v < va ist. Für n2 - u2 ist das sicher 
eine sehr gute Approximation - nicht aber für n u. Der Grund 
dafür ist die auf S. 114 erwähnte Restabsorption unter Verletzung 
der Auswahlregel, die auch für v < va vorhanden ist. Diese Rest-

2 

absorption ist zwar immer verhältnismäßig klein. Da aber 2 +'111 2' '110 
'110 V v 

sehr rasch mit wachsendem v kleiner wird, ist sie in n u doch 
bedeutend. Infolgedessen kann man Po nicht aus den optischen 
Konstanten in diesem Gebiet bestimmen. 

§ 9. Photoeffekt. 

Fällt Licht mit einer Frequenz v, die größer als eine bestimmte, 
für jedes Metall charakteristische Frequenz Pg ist, auf eine Metall
oberfläche, so werden von dieser Elektronen emittiert. Die Fre
quenz Pg heißt Grenzfrequenz. Die ihr entsprechende Energie hPg 

ist, wie man leicht einsieht, identisch mit der Austrittsarbeit w, 
denn diese ist die geringste Energie, die man den Metallelektronen 
zuführen muß, damit sie das Metall verlassen können l . Die Aus
trittsarbeit kann also durch den RICHARDsoN-Effekt und durch 
den Photoeffekt auf ganz verschiedene Weisen gemessen werden. 
Die so erhaltenen experimentellen Werte zeigen gute überein
stimmung, wie aus der nachfolgenden Tabelle zu ersehen ist. 

1 Dabei haben wir die geringe Temperaturabhängigkeit der Elektronen 
vernachlässigt. Zu einer exakten Messung von vg muß diese aber in Betracht 
gezogen werden, wie wir auf S. 130 ausführen werden. 
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Tabelle 5. Aus [12]. 

Metall Ta Mo I Pd I Pt I Fe I Ni 

w in e-Volt 
Photo 4,12 4,15 4,99 6,27 4,77 5,03 

Thermo 4,11 4,15 4,97 6,30 4,77 5,01 

Die Auslösung der Photoelektronen kann auf zwei verschiedene 
Weisen erfolgen. Die erste besteht darin, daß die, bei der gewöhn
lichen Lichtabsorption (§ 8) in höhere Zustände geworfenen Elek
tronen, emittiert werden können, wenn die Energie dieser Zustände 
größer als Null ist. Neben diesem Volumenphotoettekt gibt es 
auch noch einen Obertlächenetfekt, bei dem die Elektronen durch 
einen später zu erläuternden Mechanismus nur an der Oberfläche 
ausgelöst werden. 

Volumenetfekt [107]. Durch Licht, dessen Frequenz v in ein 
Absorptionsband fällt, werden Elektronen aus Zuständen mit einer 
Energie En in solche mit der Energie En + hv geworfen. Wie wir 
in § 8 gesehen haben, können infolge der Auswahlregel bei jeder 
Frequenz nur Elektronen aus ganz bestimmten Zuständen En (v) 
absorbieren. Die Energie der Endzustände wächst daher mit der 
Frequenz, aber nicht linear (vgl. Abschnitt über Geschwindigkeits
verteilung). Bei derjenigen Frequenz, bei der die Energie des 
Endzustandes größer als Null wird, setzt die Elektronenemission 
ins Vakuum ein. Diese Grenzfrequenz Vv des Volumenphotoeffektes 
ist gewöhnlich nicht identisch mit der aus der Austrittsarbeit be-

rechneten Grenzfrequenz vg = ~, sondern meist größer. Sie ist 

es nur, wenn es Zustände mit der Grenzenergie C gibt, welche die 
gleiche Wellenzahl wie Zustände mit der Energie Null haben, 
so daß nach der Auswahlregel optische Übergänge möglich sind. 

Könnten alle Elektronen, deren Energie nach Absorption eines 
Lichtquantes größer als Null ist, das Metall verlassen, so wäre die 
Anzahl der emittierten Elektronen gleich der Anzahl der absor
bierten Lichtquanten. Tatsächlich können aber, wie wir aus 
§ 6, (1) wissen, Elektronen nur dann das Metall verlassen, wenn 
die x-Komponente ihrer Energie größer als Null ist. Außerdem 
werden die Elektronen auf ihrem Weg zur Oberfläche teils elastisch 
teils unelastisch gestreut. 

Die mittlere Wegstrecke, die ein angeregtes Elektron zwischen 
zwei Zusammenstößen durchläuft, ist sehr klein, nämlich von der 
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Größenordnung lO-7 cm 1. Infolgedessen werden maximal ebenso 
viele Elektronen emittiert, als Lichtquanten in einer Schicht von 
etwa lO-7 cm absorbiert werden. Das ist etwa 1 % der Gesamtab
sorption. Im einzelnen ist aber die genaue Abhängigkeit der Elek
tronenausbeute von der Lichtfrequenz schwer zu überblicken, weil 
die Streuung der Elektronen in dem fraglichen Geschwindigkeits
bereich theoretisch nicht gut bekannt ist. Unter anderem ist die 
Ausbeute aber sicher auch proportional zu dem Absorptions
koeffizienten " des Lichtes, denn das Verhältnis der in einer kleinen 
Schichtdicke absorbierten Lichtenergie zur gesamten Absorption 
ist proportional zu " (oder zu n ", wenn man nicht auf die absor
bierte, sondern auf die einfallende Lichtintensität bezieht). 

Oberflächeneffekt [82, 168). Neben der Lichtabsorption, die 
wir in § 8 behandelt haben, und die den Volumenphotoeffekt 
hervorruft, gibt es noch eine Art von Absorption, die nur an der 
Oberfläche erfolgt. Sie ist, wie wir sehen werden, klein gegen die 
Volumenabsorption. Da aber beim Volumenphotoeffekt nur die 
Elektronen einer dünnen Oberflächenschicht tatsächlich das Metall 
verlassen können, darf diese Oberflächenabsorption durchaus nicht 
vernachlässigt werden. Im Gegenteil in manchen Fällen ist gerade 
der Oberflächenphotoeffekt der einzig wesentliche. 

Wir gehen aus von der Wechselwirkung vollständig freier 
Elektronen mit Licht. Wie man leicht sieht, ist es nicht möglich, 
daß ein Elektron ein Lichtquant absorbiert, ohne daß der Impuls. 
erhaltungssatz verletzt wird. Sei z. B. E die Energie eines Elektrons 
vor der Absorption, so ist sie nachher E + h v. Die entsprechenden 
Impulse seien lJ bzw. lJl' so daß also 

IlJl = (2mE)I/2, IlJll = (2m (E + hV»1/2 (1) 

ist. Nun ist andererseits h: der Impuls des Lichtquantes und 

nach dem Impulssatz muß 

IlJll ~ IlJ 1 + h: = (2 m E)I/2 + h: (2) 

sein. Nach (1) und (2) wäre zu fordern 

/ hv 
(2m (E + hV»1/2~ (2mE)12 + c' 

1 Sie ist bedeutend kleiner als die mittlere freie Weglänge bei der elek
trischen Leitfähigkeit (§ 14), weil dort die Zusammenstöße mit anderen 
Elektronen bedeutungslos sind. 
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Durch eine elementare Umformung folgt hieraus 

2'::02 + (!~ t2 > 1, 

was bei den in Betracht kommenden Energien h 'V < m c2 , E< m c2 , 

für die der obige nichtrelativistische Impulsansatz auch nur gültig 
ist, unmöglich erfüllt werden kann. 

Die Tatsache, daß Licht von freien Elektronen nicht absorbiert 
werden kann, folgt natürlich auch aus der Berechnung der über
gangswahrscheinlichkeiten. Ist die Lichtwelle etwa in der xi" 
Richtung polarisiert, so ist nach § 1, GI. (9) die übergangswahr
scheinlichkeit Wn m proportional mit dem Quadrat des Integrals 

f"P~-o~i"Pmd1'. (3) 

Die Eigenfunktionen freier Elektronen sind ebene Wellen "PSI = ei (SI, T). 

Daraus folgt 

o 'K OX' "PSI = ~ i "PSI, 
t 

und daher wegen der Orthogonalitätsrelation § 1, GI. (5) 

f "P;\' 0 ~i "PSI d l' = i K i f "P;\' "PSI d l' = 0, falls sr + sr' . 
Die übergangswahrscheinlichkeiten sind bei freien Elektronen 
also immer Null. 

Wir denken uns jetzt die Elektronen durch zwei Flächen 
x = l und x = 0 begrenzt, an denen sie elastisch reflektiert werden 
sollen. In der y-z-Richtung sind die Elektronen dann immer 
noch frei beweglich, nicht mehr aber in der x-Richtung. Die 
elastische Reflexion bedeutet, daß die Elektronendichte und daher 
die Eigenfunktionen an der Oberfläche verschwinden müssen. 
Unter dieser Bedingung muß die x-Komponente der Eigenfunktion 
nicht mehr ei K x x lauten, sondern sin K x x. Die vollständige Lösung 
der SCHRÖDINGER-Gleichung [§ 1, (4)] bei konstantem Potential 
und mit den oben erwähnten Randbedingungen lautet also: 

"PSI = A sin K x x ei (Ky Y + K.z). (4) 

Damit die Randbedingung "P = 0 für x = l, 0 erfüllt ist, muß 
nn 

K x = -z- (4a) 

sein. In der y-z-Richtung fordern wir, ähnlich wie in § 3 zur Ver
einfachung der Rechnung Periodizität mit der Periode L, wo L 
sehr groß ist. Die Normierung führen wir in diesem Gebiet durch, 
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J '/jJ* '/jJ dr = A2 J dx ( J dy dz sin2 Ka; x = I, 
o 60 
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(4b) 

Zur Berechnung der für die Übergangswahrscheinlichkeiten 
wichtigen Integrale (3) unterscheiden wir zwei Fälle. 1. Der elek
trische Vektor der Lichtwelle ist parallel zur Oberfläche, d. h. er 
liegt in der y-z-Ebene. Dann ist immer noch, wie bei freien 
Elektronen 

o 'K 0 'K Fij'/jJS\. = ~ y'/jJS\., a;'/jJS\. = ~ z'/jJS\. 

und das Integral (3) ist also auch hier Null, d. h. es wird kein Licht 
absorbiert. 

2. Der elektrische Vektor ist senkrecht zur Oberfläche. Dann 
ist nach (4), (4a) und (4b), falls Ky=K~, Kz=K; und n+n' 
ungerade ist: 

I L L I 

J dxJ !dydz1p"A oOx 1pS\.'=AIL2!SinKxx'K~cosK~xdx= 
o 0 0 0 (5) 

8 nn' 
T n2_n'2 

In allen anderen Fällen ist das Integral Null. Das bedeutet, daß 
jetzt Licht absorbiert werden kann, wobei sich aber nur die x
Komponente der Wellenzahl, d. h. des Impulses des Elektrons 
ändert. Das ist ganz in Übereinstimmung mit unseren anfänglichen 
Überlegungen über die Erhaltung des Impulses. Die Oberfläche 
ändert bei einem Zusammenstoß die x-Komponente des Elektronen
impulses. Infolgedessen ist es jetzt möglich, den Impulssatz bei 
Lichtabsorption zu befriedigen, denn die Oberfläche sorgt für die 
richtige Impulsbilanz, ohne die Enetgiebilanz zu stören. Dabei 
darf allerdings nur die x-Komponente des Impulses des Elektrons 
verändert werden, während y- und z-Komponenten konstant 
bleiben müssen. 

Wir zeigen noch, daß die Gesamtabsorption unabhängig von 
der Dicke, also tatsächlich ein Oberflächeneffekt ist. Nach § 1 
[GI. (9)] ist die Übergangswahrscheinlichkeit in einen bestimmten 
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Zustand ~' proportional zum Quadrat unseres Integrals (5), d. h. 

zu l~' Um daraus die Wahrscheinlichkeit, daß das Elektron vom 

Zustand ~ in irgendeinen Endzustand übergeht, zu berechnen, 
müssen wir noch über alle zulässigen Endzustände summieren l . 

Diese unterscheiden sich nur in den K~ Komponenten, da K y 

und K z sich ja nicht ändern. Nach (4a) ist die Zahl der Zustände 
in einem Intervall L1 K x proportional zu l, so daß also die Wahr
scheinlichkeit, daß ein Elektron im Zustand ~ Licht absorbiert, 

proportional zu l~ ·l = + ist. Die Gesamtabsorption erhält man 

hieraus durch Summieren über alle Elektronen. Ihre Anzahl ist 
proportional zum Volumen l . L2, so daß die Absorption proportional 

1 
zu T·l L2 = L2 ist, also unabhängig von der Dicke, aber pro-

portional zur Oberfläche. 
Von den hier gegebenen Beispielen ist der Übergang zu den 

wirklichen Verhältnissen bei einem Metall einfach. Da wir uns für 
einen Oberflächeneffekt interessieren, können wir die Potential
schwankungen im Metallinneren vernachlässigen. Das Potential 
ist dann im Metall konstant, etwa - Eo und springt an der Ober
fläche um Eo. Um in übereinstimmung mit den Energieniveaus 
des Metalls zu kommen, wählen wir Eo nicht gleich dem mittleren 
Potential, sondern gleich dem unteren Rand des obersten be
setzten Bandes (§ 4C). Dieses Metallmodell geht in unser obiges 
Beispiel über, wenn wir den Potentialsprung unendlich hoch machen. 

Die Eigenfunktionen können dann immer, wie in unserem 
Beispiel, in der Form 

"p = A cp (x) ei(Ky y + K,z) (6) 

geschrieben werden. cp (x) ist aber jetzt nicht mehr so einfach 
wie in GI. (4). Wir wollen ohne ausführliche Rechnung gleich das 
Resultat mitteilen. Solange die Energie E des Elektrons zwischen 
- Eo und 0 ist, kann dieses das Metall nicht verlassen; die x
Komponenten der Eigenfunktionen cp (x) sind im Metallinneren 
stehende Wellen, ähnlich wie in (4), außerhalb des Metalls fällt 
q; (x) exponentiell ab. Für E> 0 ist das Elektron nicht mehr ans 
Metall gebunden. cp (x) wird in diesem Fall sowohl innerhalb als 
auch außerhalb des Metalls durch ebene Wellen dargestellt. Die 
übergangswahrscheinlichkeiten verhalten sich qualitativ genau wie 

1 Wegen des Faktors mit sin2 werden wir nur solche Endzustände be
rücksichtigen, für die der Energiesatz angenähert erfüllt ist. 
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in unserem Beispiel. Ist also der elektrische Vektor ~ parallel 
zur Oberfläche, liegt er z. B. in der y-Richtung, so sind die über
gangswahrscheinlichkeiten Null, denn es ist wie oben [vgl. (3)] 

otp 'K 
ay=~ y1p. 

Ist dagegen ~ senkrecht zur Oberfläche, so ist Absorption möglich, 

denn :: ist nicht proportional zu p. Wie die genauere Rechnung 

zeigt und wie auch schon aus GI. (9), § 1 zu sehen ist, sind die über
gangswahrscheinlichkeiten um so kleiner, je größer die Frequenz '/I 

1st. Durch Summation über alle Elektronen erhält man den ge
samten Emissionsstrom. Einen Beitrag können aber nur die
jenigen Elektronen liefern, deren Endzustände Energien, die größer 
als Null sind, haben. Für die Emission kommen daher nur Elek
tronen mit einer Energie E ~ - 11, '/I in Betracht. Solange also 
11,'/1 < Eo ist (und natürlich '/I >'/Ig), wächst die Zahl dieser Elektronen. 
Insgesamt ergibt sich so in der Nähe der Grenzfrequenz '/I{1 ein 

Steigen der Emission, für '/I > ~o = '/I' dagegen sicher ein Fallen, 

so daß zwischen '/I g und '/I' ein Maximum des Photostromes liegt. 
Die Formel für den Emissionsstrom, die man bei einer vollständigen 
Durchrechnung des Problems erhält, ist nicht sehr übersichtlich. 
Wir werden deshalb die Abhängigkeit des Stromes von der Frequenz 
in Abb. 27 zeigen. Die wichtigsten Ergebnisse, die man erhält, sind: 

1. Nur die Komponente des elektrischen Vektors des Lichts 
senkrecht zur Oberfläche erzeugt einen Photostrom. 

2. Die Frequenz seines Maximums ist gewöhnlich etwas kleiner 
als 2 '/Ig' 

a. Die Ausbeute ist von der Größenordnung 10-4 Elektronen 
pro auffallendes Lichtquant. 

4. Da im Gegensatz zum Volumeneffekt jeder Zustand Licht 
von beliebiger Frequenz absorbieren kann, ist die Grenzfrequenz 
durch die Austrittsarbeit w bestimmt. 

h'/lg=w=-C. 
Bei Ableitung von 1. ist wesentlich, daß die atomare Rauhigkeit 
der Oberfläche vernachlässigt ist. 

Gesamtemission. Diese setzt sich additiv zusammen aus den 
Beiträgen von Volumen- und Oberflächeneffekt. Wie wir oben 
gezeigt haben, ist die Grenzfrequenz '/I., des Volumeneffektes größer 
als diejenige des Oberflächeneffektes '/Ig' Infolgedessen kann man 
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in der Nähe von "/1 den Oberflächeneffekt allein beobachten. Bei 
den Alkalimetallen sind die Verhältnisse besonders günstig, denn 
wir wissen aus § 8, daß bei ihnen die Absorption und damit der 
Volumeneffekt sehr klein ist. Tatsächlich wird bei ihnen die Theorie 
des Oberf1ächeneffektes sehr gut bestätigt. In Abb. 27 ist für 
Kalium die experimentelle und die theoretische Kurve gezeigt. 
In Anbetracht des groben theoretischen Modells, das wir zur 
Berechnung dieses Effektes verwendet haben, ist die Übereinstim
mung als sehr gut zu bezeichnen, insbesondere, was die absolute 
Ausbeute anbelangt. Dabei soll ausdrücklich darauf aufmerksam 
gemacht werden, daß es sich hier um Schichtdicken handelt, die 
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!:t: ... -

so groß sind, daß man auch wirk
lich von einem Metallgitter sprechen 
kann 1. Auch die Tatsache, daß nur 
die Komponente des elektrischen Vek
tors senkrecht zur Oberfläche mol) 
für den Oberflächeneffekt verantwort-
lieh ist, wird sehr gut bestätigt. Das 

fG gemessene Verhältnis der Ausbeuten 
J mol): J OJII ) OJII = elektrischer Vek
tor parallel zur Oberfläche) ist von 
der Größenordnung 1: 20. Das be-

Abb. 27. Ausbeute beim Oberfläcben
pbotoeffekt beim Kalium. 

- - - experimentell, 
-- theoretiscb nacb [168]. deutet, daß bei Alkalimetallen die 

Annahme einer glatten Oberfläche 
erlaubt ist. Bei anderen Metallen ist dagegen die Abhängigkeit 
von der Polarisation des Lichts nicht zu finden. Auch fallen hier 
die beiden Grenzfrequenzen 'l'v und 'l'/1 viel näher zusammen als 
bei den Alkalimetallen, so daß eine Separation des Oberflächen
effektes nicht mehr möglich ist. 

Wir wollen die Ausbeuten von Oberflächeneffekt und Volumen
effekt miteinander vergleichen. Beim Oberflächeneffekt ist sie 
nach S. 125 maximal 10-4 Elektronen pro auffallendes Lichtquant, 
Wir müssen zum Vergleich die Ausbeute beim Volumeneffekt auch 
auf einfallende Lichtintensität beziehen (nicht wie auf S. 120 auf 
absorbierte Intensität!). Da beim Volumeneffekt nur Elektronen 
aus einer Schichtdicke d emittiert werden können (vgl. oben), 
haben wir die Zahl der in dieser Schichtdicke absorbierten Licht
quanten, bezogen auf die Zahl der einfallenden, zu bestimmen. 

1 Schichten von nur wenigen Atomlagen verhalten sich ganz anders, 
vgl. S.121. 
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Diese ist angenähert 
iL 

n"T' 
Dabei ist Ä die Vakuum-Wellenlänge des Lichts, n und" Brechungs
index und Absorptionskoeffizient. Bei den meisten Metallen ist n" 
etwas größer als Eins (vgL Abb. 23). dlÄ ist 10-2....-10-3, so daß 
der Volumeneffekt den Oberflächeneffekt überwiegt - natürlich nur 
bei Frequenzen 11 > lIfl' Nahe der Grenzfrequenz lIg dürfte dagegen 
immer der Oberflächeneffekt ausschlaggebend sein. Eine Aus
nahme bilden die Alkalimetalle, bei denen n" 10- bis 100mal 
kleiner als bei anderen Metallen ist. Infolgedessen überwiegt hier, 
wie wir oben schon mitgeteilt haben, immer der Oberflächeneffekt. 

Wir haben schon verschiedentlich darauf hingewiesen, daß sich 
die Valenzelektronen der Alkalimetalle sehr weitgehend wie freie 
Elektronen verhalten. Das bestätigt sich jetzt auch beim Photo
effekt, denn für freie Elektronen ist (§ 8, S. 104) n" = 0, und daher 
gibt es in diesem Fall nur den Oberflächenphotoeffekt. 

Dünne Schichten-Selektiver Photoeffekt [13J. Wenn man von 
dünnen Schichten redet, muß man von vornherein zwei Arten 
unterscheiden. Bei der einen Art sind alle wesentlichen Eigen
schaften ähnlich wie beim massiven Metall. Eine solche Schicht 
besteht aus Mikrokristallen mit etwa 105 Atomen, welche die gleiche 
Gitterkonstante haben, wie das massive Metall, das ja meist aus 
einem Gemenge solcher Mikrokristalle besteht. Bei der Herstellung 
dünner Schichten bilden sich meistens nicht Schichten gleichmäßiger 
Dicke, sondern die Atome schließen sich zu einzelnen Mikro
kristallen zusammen. Ausnahmen davon bilden die Alkalimetalle, 
wenn man sie in ganz feiner Verteilung auf gewisse Nichtleiter 
(unter Umständen aber direkt auf Metalle) niederschlägt. Es 
bildet sich dann zuerst eine Zwischenschicht, die im Fall der 
Nichtleiter aus einer chemischen Verbindung mit dem Alkali
metalle, etwa einem Oxyd oder Hydrid besteht und die licht
elektrisch und optisch verhältnism~ßig unempfindlich ist. Auf 
dieser Zwischenschicht kann .sich eine ganz dünne Alkalischicht 
von einer oder wenigen Atomlagen ausbilden (Adsorption). Diese 
können wir uns als zweidimensionales Gitter vorstellen. Sie ist in 
einem engen Spektralbereich (vgl. Abb. 28) photoelektrisch außer
ordentlich empfindlich, falls der elektrische Vektor des Lichts 
senkrecht zur Oberfläche steht, und absorbiert im Maximum unter 
Umständen mehr als 10% des einfallenden Lichts. (Die Maxima. 
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liegen im Sichtbaren, ihre genaue Lage ist aber von der Unter
lage abhängig.) Der elektrische Vektor parallel zur Oberfläche 
wird dagegen praktisch gar nicht absorbiert und erzeugt auch keinen 
Photoeffekt. Die Ähnlichkeit dieses selektiven Photoeffektes (selek
tiv sowohl in der Ausbeute als auch in der Abhängigkeit von der 
Polarisation) mit dem Oberflächenphotoeffekt an dicken Metall
schichten (S. 121) ist sehr groß, doch wäre es falsch, diese beiden 
Effekte zu identifizieren, denn wir haben ja jetzt mit einer so 
dünnen Schicht zu tun, daß man kaum mehr von einem reinen 
Metall sprechen kann. Mit der oben angedeuteten Vorstellung 
dieser Schicht als zweidimensionalem Gitter werden alle Eigenarten 
des selektiven Photoeffektes im Prinzip verständlich. Dieses zwei
dimensionale Gitter wird sich für Elektronenbewegung parallel 
zur Oberfläche ähnlich wie ein Metall, senkrecht dazu aber ähnlich 
wie isolierte Atome verhalten. Wir wollen nun annehmen, daß 
sich die Eigenfunktionen als ein Produkt einer Funktion von x 
(senkrecht zur Oberfläche) und einer Funktion von y und z dar
stellen lassen, was näherungsweise sicher zulässig ist. 

'IjJ = fPl. (x) fPJI (y, z). 

fPJI wird dann, da es ja die meta1lähnliche Komponente bedeutet 
(parallel zur Oberfläche!) angenähert durch ebene Wellen dargestellt. 

IPII = ei{Ky " + K.z) • 

Die Eigenfunktionen haben somit genau die gleiche Form wie 
beim Oberflächeneffekt [vgl. GI. (6)], nur daß fPl. (x) eine ganz 
andere Funktion wie dort ist. Die Abhängigkeit des selektiven 
Photoeffektes von der Polarisation des Lichts ist daher ebenso 
wie beim Oberflächeneffekt, denn für die Absorption von ~II ist 
ja nur die Komponente fPlI' für diejenige von ~l. die Komponente fPl. 

verantwortlich (vgI. S. 124). Die Stärke der Absorption ~l. ist 
jetzt aber ganz anders, wegen der Verschiedenheit von fPl. (x) 
vom Fall des Oberflächeneffektes am massiven Metall. Wir haben 
die absorbierte Energie pro cm3, A (v) in § 8, (14) ganz allgemein 

berechnet. Die auf die Einheit der einfallenden Intensität J = !: 
bezogene Absorption erhalten wir daraus, wenn wir mit J dividieren 
und mit der Dicke d multiplizieren. Im Mittel über das ganze 
Absorptionsband (Breite LI v) ergibt sich dann als relative Ab
sorption (bzw. Ausbeute beim Photoeffekt) 

A d _ ne2 Nd I(z) 
J - mc 11v nm' 
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Hier ist AX;n die mit Hilfe der <P-L (x) berechnete Komponente der 
Oszillatorenstärke ; Nd ist die Zahl der Atome über einem cm2 

der Oberfläche und bei unseren Dicken von nur wenigen Atom
schichten von der Größenordnung 1015. LI 'j! ergibt sich aus den 
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Abb. 28. Dickenabhängigkeit <les selektiven Photoeffektes an Kalium. Bei genügend dicken 
Schichten geht der selektive Photoeffekt in den Oberflächenphotoeffekt über. Wachsende 

tlehiehtdieke von I-V. Nach [13]. 

Experimenten zu etwa 0,2 .1015 sec-I. Damit erhalten wir 

A d,...., 01 j(x) 
J -, nm 

als mittlere Ausbeute. Die Größe der Oszillatoren stärke hängt 
natürlich in erster Linie vom betreffenden Alkaliatom, daneben 
aber auch von der Unterlage ab. Da sich der obige Ausdruck auf 
die mittlere Absorption bezieht, ist bei plausiblen Werten für die 
Oszillatorenstärke im Maximum eine Absorption von 10% und 
mehr verständlich. 

Mit wachsender Schichtdicke wird die Ausbeute zunächst an
steigen. Dagegen wird <P-L (x) sich allmählich der entsprechenden 

:Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 9 
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Funktion des metallischen Zustands (Oberflächeneffekt !) nähern, 
so daß die Ausbeute wieder fällt, und schließlich wird der selektive 
Effekt in den Oberflächeneffekt mit einer Ausbeute von etwa. 
10-4 übergehen (vgl. Abb. 28). 

Bei der Untersuchung von dünnen Schichten, die auf einem 
anderen Metall niedergeschlagen sind (entweder direkt oder durch 
eine Zwischenschicht getrennt), ist immer darauf zu achten, daß 
die Ausbeute des Photoeffektes proportional mit der Lichtintensi
tät in der empfindlichen Schicht ist. Bei sehr dünnen Schichten wird 
diese wesentlich durch das Reflexionsvermögen des Unterlagen
metalls mitbestimmt. 

Ist die Zahl der Alkaliatome so gering, daß sie die Oberfläche 
des Trägermetalls nur unzusammenhängend bedeckt, so ist ihr 
Beitrag zum Photoeffekt sehr klein. Ihre Wirkung besteht dann 
einfach in einer Erniedrigung der Austrittsarbeit des Trägermetalls 
(Abb.28, Kurve I). 

Temperaturahhängigkeit [96]. Wir wissen aus § 5, daß die 
Elektronenverteilung in einem Metall nur in einem Bereich von 
der Größenordnung k T um die Grenzenergie temperaturabhängig 
ist. In der Nähe der Grenzfrequenz Pu werden aber gerade Elek
tronen, die in diesem Teil der Verteilungsfunktion sitzen, emittiert. 
Wir können daher nur beim absoluten Nullpunkt eine wirklich 
scharfe Grenzfrequenz Pu erwarten.' Bei höheren Temperaturen 
wird die Emission schon bei kleineren Frequenzen einsetzen. Wir 
wollen die Temperaturabhängigkeit des Photoeffektes in der Nähe 
von Pu untersuchen. Da die Grenzfrequenz des Volumeneffektes 
größer als Pu ist, brauchen wir nur den Oberflächeneffekt zu be
rücksichtigen. Es sei <P die übergangswahrscheinlichkeit eines 
Elektrons in einen Energiezustand E > O. Da wir uns gegenwärtig 
nur für Frequenzen in der Nähe von Pu interessieren, können wir die 
Frequenzabhängigkeit von<P vernachlässigen. Andererseits können 
dann auch nur Elektronen aus einem kleinen Energieintervall (in der 
Nähe von C) emittiert werden, so daß wir auch die Abhängigkeit von 
der Elektronenenergie vernachlässigen dürfen und daher<P als Kon
stante betrachten werden. Aus unserer Behandlung des Oberflächen
effektes wissen wir, daß nur die x-Komponente der kinetischen Ener
gie (senkrecht zur Oberfläche) die Energie eines Lichtquants erhalten 
kann. Ist die Energie eines Elektrons vor der Absorption 

E=-Eo + 2h: (K! + K; +K~) I 



Photoeffekt. 131 

so ist sie nachher 

E - - E + ~ (K'2 + K2 -L K 2) 
- 0 2m x 11 I z' 

wo 

_~~K'2 = ~K2 + h~1 
2m x 2m x 

ist. Damit ein Elektron emittiert wird, muß unter Annahme einer 
glatten Oberfläche [vgI. §6, (1)] 

h2 

-Eo + 2m K! + hv>O 

sein. Die Gesamtzahl der emittierten Elektronen berechnet sich 
entsprechend wie in § 6 : 

CD '" 

Z = (22)1)3 (/J J dKx J dKII dKz f (K), 
K o -0) 

wo K o bestimmt ist durch 
h2 2 

- Eo + 2mKo =-hv. 

Das Integral über K II und K z kann elementar ausgewertet werden. 
Es wird mit GI. (7 a), § 5, S. 64 und GI. (2), § 6, wenn wir alle 
von v und T unabhängigen Größen zu const zusammenfassen, 

Z = constfdK f~ ____ ;dKII dKz 

x eklTl-E'+2hm(K~+K~+K!)+wl +1 

'" 
-- -E +-K +w J ( 1 [ h', 1) 

= const k T log 1 + e k T • 2 m" d K x . 
K. 

Wir führen für K x eine neue Variable ~ ein: 

~= klT (-Eo+ 2h: K!+hv) 

dKx = constk T [~k T + Eo-hvrl/2d~. 
Da nur die Werte für kleine ~ einen wesentlichen Beitrag zum 
Integral liefern (für v --- Vg)' können wir in der eckigen Klammer ~ 
vernachlässigen. Ferner kann Eo - h v als Konstante betrachtet 
werden, da wir uns nur für v-Werte, die in einem kleinen Intervall 
um Vu liegen, interessieren. Mit der Abkürzung 

hv-w h(v-vg) 
ft=--n-= kT 

wird dann 
Z = const (k T)2 F (ft), (7) 

9* 
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wo co 

F{p,} = jlog{l +e,..-e}d~ 
o 

eine Funktion von p, allein ist. Das bedeutet, daß der durch T2 
dividierte Photostrom als Funktion von ,u aufgetragen, für ver· 
schiedene Temperaturen auf einer glatten Kurve liegen muß. 
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Abb.29. Temperaturabhängigkeit des Photoeffektes. -- theoretische Kurven. Nach (96). 

Experimentell wird das ausgezeichnet bestätigt, wie aus Abb.29 

zu sehen ist, wo log :2 für verschiedene Temperaturen als Funk· 

tion von :; aufgetragen ist. (p, geht durch Verschiebung des Null· 

punktes in :; über.) Auch der genaue Verlauf der Kurve ent· 

spricht, wie Abb.29 zeigt, dem theoretischen. Zur Y.onstruktion 
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der theoretischen Kurve muß F (p) berechnet werden. Wir unter
scheiden dabei zwei Fälle: 

1. p< 0 (v < '11(,). Wir entwickeln den Logarithmus (e"'-; < I) 

und erhalten 
62 ", 63 ", 

F{p} = e"'-22" + 32-+ ... · 
2. P > 0 (v > vg). Wir zerlegen den Integrationsbereich in zwei 

Teile, die durch ; = p getrennt sind. Für; < p wird 
log (1 + e'" - ,,) = (p-;) + log (1 + e; - "'), 

wo e; - '" < 1 ist, so daß wir den Logarithmus der rechten Seite 
entwickeln können, während wir für ; > p den Logarithmus wie 
in Fall 1 entwickeln. Durch Integration ergibt sich dann 

p2 (e-"'.-2 6- 2 "'_2 6- 3 "'_2 ) 
F(p} =2- --P----2-2-+--3-2--+··· . 

Da 

ist, wird 

pa 1(,2 (6-'" 6- 2", e- 3 ", ) 
F(p} =2+6- 12----w-+~- + .... 

Für T = 0 wird der Emissionsstrom nach (7) 

Z = 0 für v < v IJ' 

Z = const (V-Vg}2 für v> vg 

wobei aber natürlich v-vg sehr klein sein muß. 
Die beim Vergleich mit dem Experiment in Abb. 29 aufgetragene 

Funktion 
z 

log 'J.i2 = const + log F (p) 

enthält zwei unbekannte Konstante (vg und "const"), die aber nicht 
die Form der Funktion log F {p} beeinflussen, sondern die Lage 
des Nullpunktes von Abszisse und Ordinate bestimmen, so daß 
ein Vergleich der experimentellen mit der theoretischen Kurve vg 

ergibt. 
Damit haben wir eine exakte Methode zur Bestimmung von Vu 

gefunden. Durch Messung der Ausbeute in Abhängigkeit von v 
in der Nähe der Grenzfrequenz kann Vu nicht exakt erhalten werden, 



134 Einfache Probleme. 

da ja die Photoelektronenemission bei vg nur für T = 0 scharf 
einsetzt. Die in Tabelle 5 benützten Werte sind nach der eben 
besprochenen Methode gewonnen. 

Energieverteilung. Die Bestimmung der maximalen Energie der 
Photoelektronen in Abhängigkeit von der Frequenz war eines der 
Grundexperimente in der Entwicklung der Quantentheorie. Die 
maximale Energie Em ist mit der Frequenz durch das EINsTEINsehe 
Gesetz 

Em =h(v-vg) 

verknüpft. Sie entspricht der Energie, die ein Elektron mit der 
Grenzenergie C = - h vg nach Absorption eines Lichtquants h '11 

besitzt. Infolge der Auswahlregel für Lichtabsorption ist die in 
Frage kommende Absorption gewöhnlich nur durch Oberflächen
effekt möglich. 

Wir wollen jetzt die Energieverteilung für Oberflächeneffekt 
und Volumeneffekt besprechen. Beim Oberflächeneffekt ist die 
Energieverteilung im wesentlichen ein Abbild der Energiever
teilung der Elektronen im Metallinneren, modifiziert durch die 
übergangswahrscheinIichkeiten. Es seien K i die Wellenzahl
komponenten im Metallinneren vor der Absorption, p,; nach der 
Absorption im Vakuum. Nach unseren früheren Ergebnissen über 
den Oberflächeneffekt ändern sich bei der Absorption nur die x-Kom
ponenten (senkrecht zur Oberfläche), und zwar ist offensichtlich 

h2 h2 

2m P! = 2m K! + hv-Eo, Py = K y, Pz = K z (8) 

Die Zahl der Elektronen im Emissionsstrom mit Wellenzahlkom
ponenten zwischen p,; und p,; + d p,; ist proportional zur Zahl der 
Elektronen im Ausgangszustand (/ dKx dKy dKz), multipliziert mit 
der Wahrscheinlichkeit, daß ein Elektron pro Sekunde von K x 

nach Px übergeht. Es läßt sich zeigen, daß diese angenähert pro
portional zu K x Px ist. Die Verteilung g (E) der Elektronen im 
Emissionsstrom ist also bestimmt durch 

g (E) dPx dPy dPz '" f (E - h '11) K x Px dKx dKy dKz. (9) 

E ist hier die kinetische Energie im Vakuum, so daß bei Mitte
lung über die Winkel 

El/2 dE '" dPx dPy dPz' 

ist. Nach (8) ist 

p2 dP dP dP '" E3/2 dE x z y z 

KxdKx = PzdPz , dKy = dPy, dKz = dPz. 
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Also wird, wenn wir diese Ausdrücke in (9) einführen, die Energie
verteilung h (E), d. h. die Wahrscheinlichkeit, daß ein Elektron mit 
einer kinetischen Energie zwischen E und E + dE emittiert wird, 

h(E)dE"'g (E)El/2dE", j(E-hv)E3/2dE. h/f) 

Diese Funktion steigt, wie in Abb. 30 ge
zeigt ist, unabhängig von v bis nahe zur 
Energie E = C + h v = h (v- Vg) wie E3/2 
und fällt dann wie E312 j in einem Gebiet, 
dessen Breite von der Temperatur ab
hängt, auf Null. Wie in Abb. 30 zu sehen 
ist, sind die experimentell gefundenen 
Kurven in sehr guter Übereinstimmung 
damit. Es zeigt sich aber auch, daß die 
Energieverteilung unabhängig von der 
Dicke des Metalls ist, wie es für einen reinen 
Oberflächeneffekt zu fordern ist. Diesesan 
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Abb.30. EnergieverteiJung h( E) 
der Photoelektronen bei Kalium. 
-- theoretisch, --- ex· 
perimentell, nach [158]. Die 
Verteilungsfnnktion ist unab· 
hängig von der Dicke der Schicht, 
wie es dem Oberflächeneffekt 

entspricht. 

Kalium erhaltene experimentelle Ergebnis ist also ein direkter Be
weis dafür, daß hier tatsächlich ein reiner Oberflächeneffekt vorliegt. 
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Abb. 31a und b. Zur Energieverteilung der Photoelektronen beim Volumeneffekt. va Grenz
frequenz, v,. Grenzfrequenz des Volumeneffektes. v eingestrahlte Frequenz, Ern. maximale 
Energie der Photoelektronen (durch Oberflächeneffekt), Eh häufigste El\ergie der Photo
elektronen (durch Volumeneffekt), LI E energetischer Abstand des absorbierenden Energie-

niveaus von der Grenzenergie C. 

Beim Volumeneffekt liegen die Verhältnisse ganz anders. Hier 
muß, und das wird auch tatsächlich gefunden, ein starker Einfluß 
der Schichtdicke auf die Energieverteilung vorhanden sein, weil 
die Elektronen, die im Inneren ausgelöst werden, auf dem Weg 
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zur Oberfläche einen Teil ihrer Energie verlieren. Wenn wir nun 
annehmen, daß die Schicht so dünn sei, daß Energieverluste bzw. 
Streuung zu vernachlässigen sind, so erhalten wir trotzdem ein vom 
Oberflächeneffekt verschiedenes Resultat. Während nämlich beim 
Oberflächeneffekt Elektronen in allen Zuständen absorbiert werden 
können, falls das nur energetisch zulässig ist, können beim Volumen
effekt infolge der hier bestehenden Auswahlregel (vgl. § 8) nur 
Elektronen aus einem engen Energiebereich, dessen Lage von der 
Frequenz abhängt, absorbiert werden (vgl. Abb. 20c, S. 108). Man 
kann sich die Verhältnisse am einfachsten an Abb. 3la, b, c, 
klarmachen. Die kinetische Energie im Vakuum kann immer in 
der Form hv-hv' geschrieben werden. h v' ist eine Austritts
arbeit, die aber selbst von der Frequenz abhängt, und zwar in 
unserem Fall mit wachsender Frequenz wächst. Sie ist natürlich 
immer größer als die eigentliche Austrittsarbeit h vg• Die Differenz 
dieser Austrittsarbeiten 

t1 E = hg-hv' (10) 

bestimmt, wie an der Figur zu sehen ist, den energetischen Abstand 
der Energie der Elektronen, die bei der Frequenz v absorbiert 
werden, von der Grenzenergie C. Eine Energieverteilung besteht 
beim Volumeneffekt, bei Vernachlässigung der Absorption über
haupt nicht. Alle Elektronen haben die gleiche kinetische Energie 
h (v-v'). 

Bei den tatsächlich vorliegenden Verhältnissen kann man 
weder die Absorption vollständig ausschalten, noch hat man reinen 
Volumeneffekt. Es wird aber, wie wir auf S.127 abgeschätzt 
haben, auch bei dünnen Schichten in Gebieten starker Absorption 
der Volumeneffekt den Oberflächeneffekt überwiegen, wenn man 
sich in Frequenzgebieten mit einigermaßen starkem Volumeneffekt 
befindet. 

Man hat dann eine Energieverteilung, bei der die häufigste 
Energie Eh angenähert durch die dem Volumeneffekt entsprechende 
Energie Eh = h v - h v' gegeben ist, während die maximale Energie 
Em durch Oberflächeneffekt erzeugt wird. Die Differenz dieser 
Energien ergibt direkt den oben (10) besprochenen energetischen 
Abstand 

t1 E = hvg-hv' = Em-E, •. 

Die Größe t1 E muß im Fall von Abb. 31 a mit wachsender 
Frequenz zunehmen, im Fall der Abb. 31 b dagegen abnehmen. 
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Dadurch haben wir experimentell die Möglichkeit, zwischen 
diesen beiden Fällen zu unterscheiden. Bei Silber ist, wie 
Tabelle 6 zeigt, der Fall a erfüllt, was wir bei der Auswertung 
der optischen Konstanten (S. 113) schon verwendet haben. 

Für Al liegen umfangrei
chere Messungen vor, deren 

Tabelle 6. 

Resultate in Abb. 31 c zusam- v. 10-13 sec-I. 
mengesteIlt sind [204]. Dort LI E in e-Volt 
ist die maximale Energie der 

.1113 I 119 I 

. 0,14 I 0,26 I 

125 

0,37 

Elektronen Em , die häufigste Energie Eh J.----,----,-----, 

und LI E = Em - Eh als Funktion von v e
aufgetragen. Das Ergebnis ist genau, wie 
es nach Abb. 31 a zu erwarten ist. 

Nennen wir die Energien, die bei der 
Frequenz v miteinander korrespondieren 
EI (v) und E 2 (v), so ist nach dem Oben
stehenden unter Beachtung der Energie-
normierung 

E 2 (v) = Eh (v) 
70 90 110 

Abb.31c. -- Verlauf von '-EI (v) = Em (v}-Eh (v). E m und Eh nach Messungen 
Die Meßergebnisse zeigen dann, daß in an Aluminium. Nach [204]. 

- - - theoretische 
d b B d dE I h dE Fortsetzung. em 0 eren an er;- a so aue d7C 

größer ist als in dem unteren, was gleichbedeutend damit ist, daß 
es breiter ist als dieset·\' 

Vollständigen Aufschluß über den Energieverlauf der beiden 
Energiebänder kann man nur erwarten, wenn man ein Absorptions
band vollständig durchmißt. 

§ 10. Röntgenstrahlen. 

Emission [99, 162, 159]. Die Emission von Röntgenstrahlen 
geht bekanntlich so vor sich, daß aus einer inneren Elektronen
schale ein Elektron entfernt wird, worauf ein äußeres Elektron, 
z. B. ein Valenz elektron , unter Emission von Strahlung auf das 
freie innere Niveau fällt. Da nach unserer allgemeinen Theorie 
die Energieniveaus der Valenzelektronen in festen Körpern eine 
Breite von einigen Volt haben, werden die zugehörigen Röntgen
emissionslinien eine entsprechende Breite haben (v.gl. Abb. 32). 
Durch Messung dieser Breite erhalten wir direkt die Größe des 



138 Einfache Probleme. 

von den Valenzelektronen eingenommenen Energiegebietes. Nach 
§ 5, GI. (6a) ist 

N (E) dE = 2 t (E) D (E) dE 

die Zahl der Elektronen mit einer Energie zwischen E und E + dEo 

Abb. 32. Breite eines 
Röntgenemissions

bandes, Äo = cl', = 
langwellige Grenze. 
Das schraffierte Ge· 
biet ist von Elek-

tronen besetzt. 

Sei Eo die Energie des unteren Randes des von 
Valenzelektronen besetzten Bandes, "0 die Fre
quenz der zugehörigen Emissionslinie (der lang
weIligsten), so sind die Emissionsfrequenzen " 
gegeben durch 

1 
" = "0 + h (E - Eo)' E ~ C. 

Ist ferner (/J (E) die übergangswahrscheinlichkeit 
eines Elektrons mit der Energie E in das be
treffende untere Niveau, so ist die Intensität 
der Emissionslinie in Abhängigkeit von der Fra. 
quenz 

( E-E) J (,,) = J "0 + h 0 = (/J (E) N (E) . 

Die Form von N (E) ist nun in charakteristischer Weise ver
schieden für Nichtleiter, einwertige Metalle und mehrwertige 

N(E) b -, 
'\ 

\ 
\ 
\ 
\ 

N(t) c 

E 
Abb. 33 a-c. Zahl der Elektronen N(E) mit der Energie E, nach [162). a Bel einem Nicht· 
leiter oder Halbleiter, b bei einem einwertigen Metall, c bei einem zweiwertigen Metall. 

Die gestrichelte Kurve zeigt den Verlauf der EIgenwertdichte im unbesetzten Gebiet. 

Metalle. Wie wir in § 5, S.75 gezeigt haben, sind bei Nichtleitern 
die Bänder der Valenzelektronen vollbesetzt. Ebenso ist das 
praktisch auch bei Halbleitern, weil nach S. 80 hier nur ein sehr 
kleiner Teil der Elektronen in nicht besetzten Bändern ist. In 
diesen beiden Fällen ist N (E) eine zur Mitte des Bandes ange
nähert symmetrische Funktion (vgI. S. 58, Abb. 11 b). Anders ist 
das bei Metallen. Nach § 5 liegt bei einwertigen Metallen die 
Grenzenergie C im Inneren eines Bandes, meist nahe der Mitte des 
Bandes. In diesem Gebiet ist die Eigenwertdichte D (E) und 
damit auch N (E) ähnlich wie bei freien Elektronen (vgI. § 5, S. 68), 
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d.h. N (E) ist proportional zu (E-Eo)1!2 

und fällt bei E = C in einem Bereich 
von der Größenordnung k T auf Null 
(§§ 4,5). Bei Metallen mit zwei Valenz
elektronen müssen sich zwei Bänder 
überdecken. Die Grenzenergie C und 
damit der rasche Abfall von N (E) liegt 
in dem beiden Bändern gemeinsamen 
Gebiet (vgl. § 5 und Abb. 11 b). Wir 
zeigen in Abb. 33 die eben besprochenen 
Möglichkeiten. Abb.34 zeigt die ent
sprechenden Experimente (Photometer
kurven dcr Röntgenemissionslinien). 
Da (f> (E) eine stetige, nicht sehr rasch 
veränderliche Funktion von E ist, muß 
J (v) nahe der Grenzenergie im wesent
lichen wie N (E) verlaufen. Das wird 
sehr gut bestätigt. Wir sehen in Abb. 34 
Li als einwertiges Metall, Mg als zwei
wertiges Metall, Si als Halbleiter. Ba 
entspricht dem Nichtleiter, weil die be
treffende Linie nicht durch Übergänge 
von Elektronen aus dem äußeren Band 
entsteht, sondern aus einem inneren, 
vollbesetzten Band. Besonders gut ist 
bei Mg das Überlagern zweier Bänder 
zu sehen. Durch diese Experimente 
wird unsere Theorie der Leiter und 
Nichtleiter (§ 5) sehr schön bestätigt. 

In der Tabelle 7 geben wir eine Zu
sammenstellung der experimentell er
mittelten Größe des von Valenzelek
tronen besetzten Gebietes W. Bei zwei
wertigen Metallen ist dieses etwa so 
groß wie die Bandbreite, bei einwertigen 
etwa halb so groß. 

Tabelle 7. Aus [159]. 

Metall I Li I Na Be I Mg I Al I C I Si 

W in e-Volt 14,213,5 13,519,0116,0 15 119,2 

139 

",,' 
l\'ii 
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Bei den einwertigen Metallen Li, Na ist die Breite genau 
so groß, wie sie sich unter Annahme freier Elektronen berechnet 
(4,6 und 3,2 e-Volt). Das war zu erwarten, weil die aus optischen 
Messungen bestimmte Zahl der freien Elektronen beinahe so groß 
ist wie die Zahl der Valenzelektronen. Auch bei mehrwertigen 
Metallen und Halbleitern ist die so berechnete Breite von der 
gleichen Größenordnung wie die gemessene. Daraus darf man 
natürlich nicht auf die Zahl der freien Elektronen schließen, die 
bei Halbleitern ja sehr klein ist. Man kann aber daraus folgern, 
daß die Freiheitszahl Inf' die ja das Verhalten der Elektronen 
im Vergleich mit freien bestimmt, in einem großen Teil des Bandes 
ungefähr Eins ist, so daß in diesem Teil des Bandes die Eigenwert
dichte etwa so groß ist wie bei freien Elektronen, wenn man deren 
Wellenzahl sr mit der reduzierten Wellenzahl f identifiziert. Im 
Mittel über ein ganzes Band ist Inf aber natürlicher immer Null (§ 3). 

Wir bemerken schließlich noch, daß bei Si gerade zwei Bänder 
vollbesetzt sind (4 Valenzelektronen). Tatsächlich scheint die 
Photometerkurve (Abb.34) aus zwei sich überlagernden Bändern 
zu bestehen. 

Absorption [101, 129]. Bei der Absorption von Röntgenstrahlen 
muß ein Elektron aus einer inneren Schale entfernt werden. Das 
ist wegen des PAuLI-Prinzipes nur möglich, wenn die Endenergie 
des Elektrons größer als die Grenzenergie ist. Von kleinen Fre
quenzen kommend steigt also hier der Absorptionskoeffizient bei 
einer Frequenz Vo sehr plötzlich an. Die Breite des Anstieges ist 
von der Größenordnung k T, weil der Übergang der FERMI
Verteilung von 1=1 zu 1=0 in einem Energiegebiet von dieser 
Größenordnung erfolgt. Für noch größere Frequenzen v > Vo ist 
eine Absorption aber nur dann möglich, wenn der Endzustand des 
Elektrons in ein erlaubtes Energiegebiet fällt. Bei einem ein
dimensionalen Modell, wo sich die einzelnen Bänder nicht über
decken, würde der Absorptionskoeffizient an einzelnen Stellen des 
Spektrums auf Null sinken. Da die Endenergie der Elektronen 
verhältnismäßig groß ist, können wir die Lage dieser Stellen ver
schwindender Absorption aus unserer Näherung B (§ 4) bestimmen. 
Danach ist im eindimensionalen Fall die Lage des noten verbotenen 
Energiegebietes durch [GI. (22a), § 4, S.44] 

h2 

Vo + -Sma2 n 2 

gegeben. Seine Breite ist Vn , d. h. gleich dem noten FOURIER-
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Koeffizienten des Potentials. Sind z. B. die ersten fünf Bänder mit 
Elektronen besetzt, so ist die erste Anomalie des Absorptions
koeffizienten durch n = 6 bestimmt. Der Verlauf des Absorptions
koeffizienten für diesen eindimensionalen Fall ist in Abb.35a 
gezeigt. 

Im dreidimensionalen Fall überdecken sich bei dem in Betracht 
kommenden Energiebereich (Näherung B, § 4) einzelne Bänder. 
Nehmen wir ein polykristallines Material an, so hat die Geschwindig
keit der Elektronen im Endzustand alle möglichen Richtungen zu 

p p 

Pq P P 
Abb.35a. Abb.35b. 

Abb.35a. Theoretischer Verlauf des Röntgenabsorptionskoeffizienten I-' für ein 
eindimensionales Modell. 

Abb. 35 b. Dasselbe für ein dreidimensionales Modell. 

den Kristallachsen. Da die Übergangswahrscheinlichkeiten langsam 
veränderliche Größen sind, können wir den Absorptionskoeffizienten 
proportional zur Eigenwertdichte bei der betreffenden Energie 
setzen. Diese hat bei einem einfachen kubischen Gitter starke 
Anomalien bei den Energiewerten [vgl. § 4 B, (27)] 

E - v: h2 1 12 (1 "m- O+Sma2lml • ) 

Sie verschwindet hier zwar nicht vollständig wie im eindimensio
nalen Fall, weil es in diesem Energiegebiet immer erlaubte Energien 
von dieser Größe gibt (vgl. Abb. 11 cl. Eine genauere Berechnung 
zeigt, daß das Verhältnis der Eigenwertdichte zur Eigenwertdichte 
bei Vernachlässigung der Anomalie von der Größenordnung 
(Em - Vm)/Em ist. Die Breite der Anomalie ist Vm. Die Größen
ordnung von Vm ist 5 Volt, diejenige von Em 100 Volt. Die 
Schwankung des Absorptionskoeffizienten müßte also einige Prozent 
betragen. Da aber meist viele Anomalien zusammenfallen (alle mit 
gleichem 1 m I), können sehr große Schwankungen des Absorptions
koeffizienten entstehen. Abb.35b zeigt den Verlauf des Absorptions
koeffizienten. Beim Vergleich mit dem Experiment ist darauf zu 
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achten, daß die Energieanomalien (verbotene Gebiete) von den 
tiefsten Energieniveaus (K-Schale) an zu zählen sind, denn nur so 

kommt man, wie wir in 
§ 4B gezeigt haben, zu r-

t e 7' ßa 

I 

I r JJ 

Abb.36a. 

einer richtigen Zuord-
nung bei hohen Ener
gien. In Abb.36azeigen 
wir für Cu die experi
mentelle Photometer
kurve der Röntgen
absorptionskante und 
in Abb. 36b die Lage 
der Anomalien in Ab
hängigkeit von Im 12 (in 
der Abbildung mit S be
zeichnet). Die Höhe der 
aufgetragenen Recht
ecke gibt an, wie viele 
Anomalien an der be
treffenden Stelle von Im I 
zusammenfallen. Da Cu 
flächenzentriertes ku
bisches Gitter hat, dür
fen nur solche I m I ge
nommen werden, deren 
Komponenten mi ent
weder alle gerade oder 
alle ungerade sind (vgl. 

e ErJ lJ~jl8 

. ~ .• J, jl,~_ ~_ .. , I., J, 
s~ ~ @ w ~ ~ w ~ ~ 

Abb.36b. 

I 
l(l 

I 
Q 

Abb. 36 a und b. Röntgenabsorptionskoeffizient von Cu. a Photometerkurve nach [94l. 
b theoretisch nach [129l. genauere Erklärung im Text. 

Anhang 7.). Die übereinstimmung zwischen Theorie und Ex
periment ist sehr gut. Es kann auch gezeigt werden, daß der 
berechnete Abstand der Anomalien von der Absorptionskante 
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gut mit den Messungen übereinstimmt. Nach Abb.35b gehört 
zu jeder Schwankung des Absorptionskoeffizienten ein Maxi
mum und ein Minimum. Diese sind in Abb.36 mit A, B, O ... 
bzw. IX, p, y ... bezeichnet. Wie wir oben auseinandergesetzt 
haben, liegen immer mehrere Anomalien nahe beisammen. Diese 
werden durch die experimentellen Photometerkurven nicht ge
trennt und sind in Abb. 36 b entsprechend zusammengefaßt. 

Aus GI. (1) folgt, daß die Lage der Anomalien des Absorptions
koeffizienten durch die Gitterkonstante a und die Indizes mi allein 
bestimmt sind. Daraus ergeben.sich folgende Schlüsse: 

if iTI 
11 111 

1 1 1 11 
E 0 CBA 

E 0 C BA 
ß b c 

Abb.37a-c. Röntgenabsorptionskoeffizient nach [198]. a IX-Messing, CuK-Kante, 
b IX-Messing, ZnK-Kante, c reines Cu, K-Kante. 

Die Struktur der Absorptionskante ist dieselbe: 
1. Für verschiedene Absorptionslinien des gleichen Kristalls. 
2. Für verschiedene Metalle gleicher Gitterstruktur, wenn man 

auf gleiche Gitterkonstante reduziert. Nach GI. (1) muß man dazu 
die Energiedifferenzen Em - Em, der Anomalien eines jeden Metalls 
mit dem Quadrat des Gitterabstands dieses Metalls multiplizieren. 

3. In Legierungen ist die Struktur der Absorptionskanten ver
schiedener Atome gleich. 

Sämtliche drei Punkte werden ausgezeichnet bestätigt [198]. 
In Abb. 37 bringen wir ein Beispiel für IX-Messing (Zn-On-Legierung) 
und für reines Kupfer. Beide bilden flächenzentrierte kubische 
Gitter_ In Tabelle 8 zeigen wir die zugehörigen Abstände (in Volt) 
der Absorptionsanomalien von der Kante. Für Kupfer sind diese 



144 Einfache Probleme. 

entsprechend 2. reduziert auf den Gitterabstand von Messing. 

A 
ex 
B 
ß 
c 
y 
D 
d 
E 
E 

Ta belle 8. Aus [198]. 

ex-Messing 

Cu Zn 

15 13 
27 30 
37 35 
52 57 
81 84 

108 108 
139 143 
168 170 
218 214 
250 248 

\ 
Reines Cu 
(reduziert) 

16 
25 
39 
55 
80 

106 
141 
167 
216 
246 

Die Übereinstimmung ist sehr 
gut. 

Schließlich läßt sich auch zei
gen, daß die Temperaturabhängig
keit der Gitterkon:;;tanten in der 
Lage der Anomalien Ern richtig 
wiedergegeben wird. Mit wach
sender Temperatur (wachsendes a) 
rücken nach (1) demnach die 
Anomalien näher an die Kante. 
Gleichzeitig werden sie auch in
folge der Wärmeschwingungen ver
waschener. 

§ 11. Para- und Diamagnetismus. 
Allgemeines. Ein äußeres Magnetfeld induziert in einem Metall 

ein magnetisches Moment M, das bei schwachen Feldern im all
gemeinen proportional zu H ist: 

M =XH. (1) 
Der Proportionalitätsfaktor X heißt magnetische Suszeptibilität 
und kann z. B. pro Volumeneinheit, pro Masseneinheit, pro Atom 
usw. angegeben werden. Ist X> 0, so ist das Metall paramagnetisch, 
im anderen Fall X< 0 ist es diamagnetisch. Daneben gibt es noch 
einen dritten Fall, den Ferromagnetismus, bei dem auch für H = 0 
ein sehr starkes Moment M bestehen kann (vgl. § 25). 

Die Suszeptibilität X läßt sich auch energetisch definieren. 
Man kann zeigen, daß die Energieerhöhung LI U des Metalls im 
Magnetfeld 

LI U- _~XH2 - 2 (2) 

ist. Paramagnetische Substanzen erniedrigen ihre Energie im 
Magnetfeld, diamagnetische erhöhen sie. 

Eine Erniedrigung der Energie der Elektronen im Magnetfeld 
ist nur dadurch möglich, daß sie ihre magnetischen Momente 
parallel zum Feld stellen. Bei den Valenzelektronen der Metalle 
ist das magnetische Moment ft eines Elektrons durch seinen Spin 
gegeben, wobei 



Para- und Diamagnetismus. 145 

ist. Bei freien Atomen kommt hierzu noch das Bahnmoment der 
Elektronen. Bei den Valenzelektronen der Metalle ist dieses aber 
Null, weil die Eigenfunktionen angenähert ebene Wellen sind_ Der 
Paramagnetismus ist daher der Magnetismus der Elektronenspins. 
Andererseits ist der Diamagnetismus bedingt durch den Einfluß 
des Magnetfeldes auf die Elektronenbahn. 

Paramagnetismus [28, 36]. Legt man an ein Metall ein äußeres 
magnetisches Feld H, so werden sich die Elektronenspins entweder 
parallel oder antiparallel zum Feld einstellen. Ist E die Energie 
eines Elektrons ohne Feld, so ist seine Energie im Feld E - '" H 
bei parallelem, E + '" H bei antiparallelem Spin. Es tritt also 
eine Umnumerierung der Energien ein_ Die Eigenwertdichte D (E) 
bleibt dagegen die ursprüngliche, weil wir annehmen dürfen, daß 
die Elektroneneigenfunktionen nicht beeinflußt werden, solange 
wir uns nur für den Einfluß des Magnetfeldes auf den Spin 
interessieren. Ohne Feld ist die Zahl der Elektronen mit einer 
Energie zwischen E und E + dE [vgl. § 5, (6a)] 

2 D (E) f (E) dE . 

Mit Feld dagegen ist die Zahl dieser Elektronen mit parallelem 
Spin, d. h. mit der Gesamtenergie E-ftH 

D (E)f (E-",H) dE 

und mit alltiparallelem Spin, d. h. mit der Gesamtenergie E + '" H 

D (E) f (E + '" H) dE . 
Beim absoluten Nullpunkt sind alle Zustände mit einer Gesamt
energie E' < Co besetzt, während aUe Zustände E' > Co leer sind. 
Nun ist für Elektronen mit parallelem Spin (Definition von E o 
und EI) CO = Eo - '" H, mit antiparallelem Spin Co = EI + '" H_ 
Die ersteren Elektronen besetzen also alle Zustände bis zur Energie 
(nichtmagnetische Energie) Eo = Co + '" H, die letzteren bis zur 
Energie EI = Co-",H. Es gibt daher mehr Elektronen mit par
allelem Spin. Ihr Überschuß Z ist 

Co+pH 

Z = J D (E)dE""'2",H D (Co), 
Co-pH 

Sie erzeugen ein magnetisches Moment von der Größe 
M =ft· 2ft D (Co) H. 

Aus (1) folgt daher die paramagnetische Suszeptibilität 

(3) 

Xpara = 2",2 D (Co), (4) 
Fröhlich, Elektronenthoerie der Metalle. 10 
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Aus der Messung der paramagnetischen Suszeptibilität ergäbe sich 
also eine Methode zur direkten Bestimmung der Eigenwertdichte. 
Leider ist aber noch keine experimentelle Methode gefunden, die 
es gestattet, den Paramagnetismus der Metalle vom Diamagnetis
mus zu trennen. Bei anderen Körpern ist dies möglich, weil dort 
der Paramagnetismus temperaturabhängig ist (CURIEsches Gesetz !), 
der Diamagnetismus aber nicht. Bei Metallen dagegen ist der 
Pa.ramagnetismus der Valenzelektronen beinahe unabhängig von 
der Temperatur. Das folgt sofort aus der geringen Temperatur
abhängigkeit der FERMI-Verteilung. Zum analytischen Nachweis 
haben wir Z für beliebige Temperaturen zu bestimmen. Aus den 
obigen Werten für die Anzahl der parallelen bzw. antiparallelen 
Spins erhalten wir für deren Differenz 

0:> 

Z = J D (E) [j (E-flH)-t (E +flH)) dEo 
-0:> 

Nun ist aber [§ 5, (7a)] 
I 

t (E ±fl H) = -E-';-;-±-'-p'O;H-'---';C--

e kT + 1 
Nach Anhang a, GI. (3) ist 

0:> Co 'f pH 

Jt(E±flH)D(E)dE= JD(E)dE+ ~2 (kT)2(:~)C.'fPH' 
-(I) 

also wird 
Co+pH C,-pH 

Z = J D (E) dE-! D (E) dE + ~2 (k T)2 ((~~)"+PH-
-CD -co 

(311.) 

wobei Zo der Wert von Z für T = 0 (3) ist. Der zweite, temperatur
abhängige Term in der Klammer ist sehr klein gegen Eins. Setzen 
wir, wie für freie Elektronen, die Eigenwertdichte D '" (E - EO)1/2, 

so wird 
",2 (k T)2 (d2D) ",2 ( k T )2 
6 D(Co) dE2 C, = - 24 Co-Eo . 

Für Co-Eo"""ae-Volt und Zimmertemperatur ist das etwa 10-'. 
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Die Suszeptibilität kann auch, wie wir oben mitgeteilt haben, 
durch die Änderung der Gesamtenergie aller Elektronen durch das 
Magnetfeld definiert werden_ Ist UH die Gesamtenergie im Magnet
feld, Uo ohne Magnetfeld, so ist nach (2) 

1 
UH=Uo-2:XH2 (2a) 

eine Definition von X, die gleichbedeutend mit unserer obigen 

durch das magnetische Moment ist_ Die Energieänderung ! X H2 
setzt sich aus zwei Teilen zusammen: 

1. Die rein magnetische Energie von Z Elektronen mit dem 
magnetischen Moment parallel zum Feld ist [vgl. (3)] 

-ZflH = -fl H -2fl H D (Co)-
z 

2. 2: Elektronen gehen in höhere Quantenzustände über. Wie 

wir gesehen haben, besteht der Einfluß des Magnetfeldes ja darin, 
daß die Gesamtenergie eines Elektrons mit parallelem Spin um 
- fl H, mit antiparallelem Spin um + fl H erhöht wird. Daher 
gehen die Elektronen mit antiparallelem Spin, die ohne Feld in 
Quantenzuständen zwischen Co-fl H und Co sind, im Feld in 
Quantenzustände zwischen Co und Co + fl H über unter gleich
zeitigem Umklappen des Spins. In den ursprünglichen Zuständen 
ist letzteres wegen des PAuLI-Prinzips nicht möglich. Da im ganzen 

Z Elektronen mit parallelem Spin vorhanden sind, haben ~ Elek

tronen ihren Spin umgeklappt, wobei jedes dieser Elektronen in 
einen um fl H höheren Quantenzustand übergeht. Insgesamt 
wird dadurch [vgl. (3)] die Energie 

; fl H = (fl H)2 D (Co) 

aufgewandt. Mit dem obigen Ausdruck ist die Gesamtänderung der 
Energie also 

Z 
LI U = -ZflH + 2:flH = - (fl H)2D (Co), 

1 
die nach (2) - 2: X H2 gesetzt werden muß, wodurch für X wieder 

(4) erhalten wird. 
Neben dem hier besprochenen temperaturunabhängigen Para

magnetismus (Diskussion auf S. 154) gibt es bei einigen Metallen 
auch einen temperaturabhängigen_ Dieser Fall tritt dann ein, 
wenn das Atom eine unabgeschlossene innere Schale hat. Beispiele 

10* 



148 Einfache Probleme. 

dafür sind die seltenen Erden, bei denen die N-Schale nicht voll
besetzt ist, während die Valenzelektronen in der P-Schale sitzen. 
Ein anderes Beispiel ist z. B. Chrom, bei dem die M-Schale nicht 
vollbesetzt ist. Die Elektronen der inneren Schalen sind im 
Mittel viel näher beim Atomkern als die Valenzelektronen. Nach 
§ 4A ist das ihnen zugehörige Energieband also bedeutend schmäler 
als das Band der Valenzelektronen, und wie wir oben gezeigt haben 
(3a), bedeutet das sowohl eine Erhöhung des Wertes der Suszepti
bilität als auch eine vergrößerte Temperaturabhängigkeit. Wir 
werden in § 27 näher auf diese Verhältnisse eingehen. 

Diamagnetismus freier Elektronen [84, 108]. Die diamagnetische 
Suszeptibilität wird man am einfachsten aus GI. (2) bestimmen, 
d. h. aus der Änderung der Gesamtenergie im Magnetfeld ohne 
Berücksichtigung des Spins. Die Bewegung freier Elektronen wird 
bekanntlich durch ein Magnetfeld stark verändert - aus einer 
geradlinigen Bewegung wird eine spiralenförmige. Das bedeutet 
aber durchaus nicht, daß freie Elektronen eine große magnetische 
Suszeptibilität haben. Im Gegenteil, im rein klassischen Fall ist 
diese Null, weil das Magnetfeld die Energie der Elektronen nicht 
verändert. Es krümmt nur die Bahn, läßt aber den absoluten 
Betrag der Geschwindigkeit unverändert, und daher auch die 

Energie, die ja im Magnetfeld ; v2 wie ohne Feld ist. Anders ist 

das im quantentheoretischen Fall. Durch die Krümmung der 
Bahn wird ja die Bewegung in der Projektion auf die Ebene senk
recht zum Magnetfeld (Projektion der Spirale auf die Ebene senk
recht zur Achse) kreisförmig, d. h. periodisch. Wie bei jeder periodi
schen Bewegung ist dann nur eine gewisse Auswahl der klassisch 
möglichen Energien zulässig. Diese Quantelung der Energie
komponente senkrecht zum Magnetfeld bewirkt, daß gewöhnlich ein 
Elektron seine Energie ändern muß, wenn das Magnetfeld ein
geschaltet wird. Daher resultiert in der Quantenmechanik ein 
Diamagnetismus freier Elektronen. Die Energie läßt sich leicht 
berechnen. Wir nehmen an, daß das Magnetfeld in der z-Rich
tung liegt (Hz = H) und beschreiben es durch ein Vektorpoten
tial ~ mit den Komponenten 

Aa;=-Hy, AI/=Az=O. 

Dann ist nach den Grundlagen der Elektrodynamik 

SJ=rot~, d:h. Ha;=HI/=O, Hz=H. 
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Der Impuls l:J eines Elektrons in einem Vektorpotential lJl ist mit 
der Geschwindigkeit b durch die Relation 

b=2~(l:J- :1Jl) 
verknüpft. ~ lJl heißt potentieller Impuls. Die Energie wird nun 

E m 2 1 ( e or)2 1 (( e H)2 2 2) ="2 V =2m l:J-cu. =2m P:/:+ c Y +PII +Pz · (5) 

Mit den Abkürzungen 
'O:/: C 2 eH 2f.'H 

Yo = - He' :n; 11 = mc = -h- (6) 

können wir diesem Ausdruck die Form 
p2 p2 m 

E - 2:n = EI = 2 ~ + 2 (2 :n; 11)2 (y - Yo)2 (5a) 

geben. EI ist formal identisch mit der Energie eines harmonischen 
Oszillators mit der Frequenz 11 (LARMoR-Frequenz), der um den 
Punkt Yo schwingt. Dieser kann bekanntlich in der Quanten
mechanik nur die Energien [vgl. (6)] 

EI = ( n + ~) h 11 = 2# H ( n + !) 
annehmen. Daher sind die zulässigen Werte der Energie 

p~ (1 ) E=2m+ 2#Hn+ 2 · 

Wir müssen dieses Resultat so deuten, daß die z-Komponente 
der Energie 

p~ 
EZ =2m 

beliebige Werte annehmen kann, während die Komponente senk
recht zu z nur die diskreten Werte EI haben kann. Jeder Eigen
wert EI ist natürlich entartet, cl.. h. es gibt viele Zustände, die den 
gleichen Eigenwert haben. Aus einer näheren Untersuchung 

findet man, daß zur Energie 2 # H ( n + ~) genau so viele Zustände 

gehören, wie ohne Magnetfeld im Energieintervall zwischen 
2 # H n und 2# H (n + 1) liegen. Der energetische Einfluß des 
Magnetfeldes besteht also darin, daß alle Eigenwerte des Intervalls 
zwischen 2 # H n und 2 # H (n + 1) in den dazwischenliegenden 

Wert 21-' H ( n + ;) hineinrücken. 
Die Berechnung der Erhöhung der Elektronenenergie im Ma

gnetfeld ergibt für I-' H -< k T 
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L1 U = (/J:)BD (C). 

Mit (2) erhält man hieraus, als diamagnetische Suszeptibilität 
2/J2 

Xdia = --3 D (C), (7) 

falls 
(7a) 

Das ist nach (4) genau -1/3 der paramagnetischen Suszeptibilität. 
Einfluß des GitterpotentialB [151]. Wir haben in §§ 3 und 4 

gefunden, daß sich die Energie eines Elektrons im Metallgitter in 
vielen Fällen durch die Energie eines freien Elektrons mit einer 
scheinbaren Masse m* darstellen läßt, die mit der tatsächlichen 
Masse vermittels der Freiheitszahl fk [§ 3, (14)] durch die Beziehung 

mUk=m 
verknüpft ist. Der Index k bedeutet, daß mZ und fk von der Wellen
zahl abhängen. fA; hat sich durch Mittelung über alle Richtungen 
ergeben, und zwar war nach § 3, (14) 

1 maiE 
Ik=3(1:e+/,,+/z), /;,=hä alc~ • , 

Ursprünglich erhielten wir in § 3 anstatt Ik einen Tensor mit dem 
Komponenten 

m fJ2E 
hä alc,.dlc, ' r, 8 = X, y, z. 

Entsprechend ist dann die scheinbare Masse durch einen Massen
tensor zu ersetzen. Dieser Tensor sei auf Hauptachsen transformiert, 
die in einem kubischen Kristall senkrecht zueinander stehen. Wir 
wollen annehmen, daß unser Koordinatensystem x, y, z mit den 
Hauptachsen des Tensors zusammenfalle. Das bedeutet, daß die 
scheinbare Masse, in der x-, y- und z-Richtung gegeben ist durch 

mtl,=m, i=x, y, z. (8) 
Die Energie eines Elektrons ohne Magnetfeld wird also (bis auf 
einen konstanten Term) 

p~ p~ 14 
E=-2 * +-2 * +-2 *. m:e m" mz 

Mit Magnetfeld erhalten wir analog zu (5) 

E __ 1_ ( + ~ H )2 + p~ + p~ 
- 2 m~ P:e c Y 2 m; 2 mt 

oder entsprechend zu (5a) 
P2 pi m* 

E - _z_ = _"_ + -1L (21t ,,')2 (y - '!J, )2. 
2m: 2m; 2 0 
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Die Frequenz v' ist verschieden von v in (6), und zwar, wie ma.n durch 
Vergleich der obigen beiden Ausdrücke für E findet, wird [vgl. (8)] 

2 n v' - eH - eH (I I )1/'1. 
- (m~m:)1{8c - mc z 1/ 

oder mit (6) 

21&v' = 21&v (/z '1/)1/'1. = 2 ~ H (/z 11/)1/'1.. 

Wir erhalten daher jetzt für die Suszeptibilität den gleichen Aus
druck wie für freie Elektronen, wenn wir dort p durch p (f z 11/)1/. 
ersetzen. Die li hängen gewöhnlich noch vom Zustand der Elek
tronen ab. Bei der Integration über alle Elektronen stellt sich aber 
heraus, daß nur die Elektronen mit der Energie E = C von Be
deutung sind. Daher tritt an Stelle von I z luder Mittelwert dieser 
Größe über alle Elektronen mit der Grenzenergie C (durch über
streichen gekennzeichnet). Aus (7) erhalten wir also X durch die 
oben mitgeteilte Substitution: 

21-'8 --
Xdla = - -3- D (C) (/z/l/) . (9) 

Bei der Ableitung dieses Ausdruckes hatten wir einen kubischen 
Kristall vorausgesetzt und die Annahme gemacht, daß das Magnet
feld parallel zu einer Hauptachse liegt. Solange wir uns für poly
kristallines Material interessieren, sind beide Voraussetzungen 
offenbar unwesentlich und (9) gilt dann allgemein, wenn wir noch 
eine Mittelung von Iz 11/ über alle möglichen Lagen der Ebene x-y 
in bezug auf die Kristallachsen ausführen, wobei wir allerdings 
beachten müssen, daß die li Komponenten eines Tensors sind. 
Der Ausdruck Iz/l/ geht also in einen etwas komplizierteren Aus
druck über, wenn z nicht mehr in eine Hauptachse fällt. Man kann 
diesen neuen Ausdruck leicht mit Hilfe der TransformatioDsformel 
für Tensoren ableiten. Auf Hauptachsen gebracht hat der Tensor, 
welcher der Freiheitszahl zugeordnet ist, die Form 

Iz 0 0 
Ih:l= 0 11/ 0 

o 0 Iz' 
während in einem allgemeinen Koordinatensystem x', y', z' 

Iz' Iz' 1/' Iz' z' 

I/kl = II/'z' 11/' II/'z' 
Iz' z' Iz' 1/' Iz' 

ist, wobei nach § 3, S. 24 



152 Einfache Probleme. 

m 82 E 
IrB = Isr = 112 8k 8k r s 

ist. Der Ausdruck I x I v ist die Unterdeterminante zu I z in der 
Determinante, die dem Tensor zugeordnet ist. Daher erhalten wir 
allgemein an statt Ix Iv 

und für (9) 

(9a) 

Eine Voraussetzung für die Gültigkeit von (7) ist die Bedingung 
(7 a). Die entsprechende Bedingung für die Gültigkeit von (9) 
bzw. (ga) ist, wie aus unserer Ableitung der Formel (9) aus (7) 
hervorgeht 

(10) 

Solange I x I v ~ I ist, wird (10) auch bei den höchsten erreichbaren 
Feldstärken (Größenordnung 105 Gauß) noch bei sehr tiefen 
Temperaturen erfüllt, denn 10 entspricht einer Feldstärke von 
etwa 104 Gauß. Es gibt aber Ausnahmefälle (vg1. § 31), bei denen 
-- --
lxIv> I wird. Dann ist, je nach der Größe von (lxiv)' (10) häufig 
nicht mehr erfüllt. Unter diesen Umständen wird die Berechnung 
v0Il- Mia sehr komp~iert, so daß wir hier darauf verzichten. 

Diamagnetismus gebundener Elektronen. Wir haben in (7) den 
Diamagnetismus vollständig freier Elektronen berechnet. GI. (9) 
erhielten wir daraus unter der Annahme, daß sich die Elektronen 
im Metallgitter wie freie Elektronen mit einer scheinbaren Masse m* 
verhalten. Dies ist für die Valenzelektronen, wie wir aus § 4 wissen, 
auch meist zutreffend. Wir wollen jetzt hier noch den Beitrag 
stark gebundener Elektronen berechnen. Bei freien Elektronen 
war der Einfluß des Magnetfeldes auf die Eigenfunktionen sehr 
groß, obwohl die Energieänderung nur klein war. Die Ursache 
dafür ist, daß die Bahn freier Elektronen, d. h. ihre Eigenfunktion, 
stark verändert werden kann, ohne daß sich dabei die Energie 
ändert. Bei gebundenen Elektronen trifft das nicht mehr zu. 
Wir können dann das Magnetfeld als kleine Störung behandeln, 
was die Berechnung der Energieänderung natürlich stark ver
einfacht. 

Da wir uns jetzt für stark gebundene Elektronen interessieren, 
dürfen wir annehmen, daß sich die Elektronen wie beim freien 
Atom verhalten. Die Zusatzenergie eines Elektrons in einem 
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Magnetfeld, das in der z-Richtung liegt, ist 

eH e2H2 
e = -2 - (Px y- Py x) + s----Z (x2 + y2) -mc mc 

Da wir jetzt das Magnetfeld als kleine Störung betrachten können, 
ist die Eigenfunktion 'Ijl des Elektrons angenähert die gleiche wie 
ohne Feld. Die Energieerhöhung des Elektrons im Magnetfeld 
ist dann 

L1 E = J 'Ijl* e 'Ijl d 7: , 

h 0 
wobei wir in e nach § 1, S. 7 Pi durch t oXi zu ersetzen haben. 

Der erste Term liefert den paramagnetischen Beitrag des Bahn
moments (Px Y - Py x ist ja der Drehimpuls), von dem wir voraus
setzen, daß er verschwindet (abgeschlossene Schalen). Dann ist 

e2H2 J L1 E = Sm c2 (x2 + y2) 'Ijl* 'Ijl d 7: • 

Die Ladungsverteilung 'Ijl*'Ijl ist bei abgeschlossenen Schalen kugel
symmetrisch. Aus Symmetriegründen ist dann 

Daher wird 

J (x2 + y2) 'Ijl* 'Ijl d 7: = ! J r 2 'Ijl* 'Ijl d 7: = ! T2. 

e2 H2 T2 
L1 E = 12mc2 ' 

Es sei N die Anzahl der Atome in dem von uns betrachteten Gebiet_ 
Dann ist nach (2) 

e2 T2N 
Xdia = - ßmC2 . (11) 

Bei der Berechnung der gesamten Suszeptibilität des Metalls 
haben wir die para- und diamagnetischen Beiträge aller Elektronen 
zu summieren. Alle Elektronen mit Ausnahme der Valenzelek
tronen verhalten sich wie beim freien Atom, d. h. ihr Beitrag ist 
durch (11) gegeben, wozu, falls nichtabgeschlossene innere Schalen 
vorhanden sind, noch ein paramagnetischer Anteil kommt. Die 
Beiträge der Valenzelektronen andererseits haben wir in '(4) und 
(9a) angegeben. Der diamagnetische Anteil der inneren Elektronen 
an der Suszeptibilität ist gleich der diamagnetischen Suszepti
bilität des betreffenden Ions, die wir Xion nennen wollen. Dann 
ist also 

X=Xion + (4) + (9a) =Xion +'2,u2D(C) (I-i), ~ = (fxfy-f~y), (12) 
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falls das Ion nicht paramagnetisch ist. Hat das Ion hingegen 
nichtabgeschlossene innere Schalen, 80 kommt zu (12) noch ein 
paramagnetischer Anteil, der meist alle anderen Beiträge zu X weit 
übertriHt und unter Umständen zu Ferromagn~tismus führt. In 
allen diesen Fällen ist die Einteilung der Elektronen in. innere 
(Ion) und äußere (Valenzelektronen) nicht mehr 80 einfach durch
führbar, wie wir hier geschildert haben. Wir werden diese Fälle 
beim Ferromagnetismus bzw. in § 27 behandeln und beschränken 
uns hier bei der Diskussion auf die einfachen Fälle, für die (12) 
gültig ist. 

Diskussion (vgl. auch § 27). Da. die Suszeptibilität Xlon des 
Ions direkt gemessen werden kann, erhalten wir mit Hilfe von 
(12) experimentelle Werte der Größe 

2",1 D (C) (1- ; ) = X- %1011. (1280) 

Wir wollen die linke Seite von (1280) unter vereinfachten Annahmen 
weiterentwickeln, um einen Vergleich mit dem Experiment zu 
erleichtern. Wir setzen voraus: 

1. Die Energie C hängt als Funktion der Wellenzahl nur von 
III ab, d.h. f:JJ=fll =fz' 

2. Die Eigenwertdichte D(C) sei die gleiche wie bei freien 

Elektronen mit einer scheinbaren MaMe 1 m*= ~. 
Aus I. folgt zunächst, daß in jedem Koordinatensystem 

I:JJI/= Illz = lu = 0 ist. Infolgedessen wird 
rx. =n. (13) 

Aus 2. ergibt sich mit GI. (31), § 4, wenn wir D auf die Volumen
einheit beziehen [vgl. auch § 5, (21) und (2Ia)] 

1 (2 m)8/1 I C - Ho 111• 
D (C) = 4n8 III I ie 13/8 • 

(14) 

Eo ist dabei entweder der untere oder der obere Rand des 
Bandes, je nachdem, ob le positiv oder negativ ist. Bei einwertigen 
Metallen ist immer das erstere der Fall. Wenn wir noch die zu
sätzliche Annahme machen, daß I,. für alle Energien zwischen 
Eo und C konstant ist, so läßt sich C - Eo aus der Anzahl n 
der Atome pro cma berechnen. Es wird dann nach § 5, (15) unter 
Beachtung der dortigen Energienormierung (Eo = 0), wenn wir 
m durch mll, = m* ersetzen 

1 h ist der Mittelwert der Freiheitszahl der Elektronen mit der EnergieC. 
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h2 h2 

C - Eo = 2m* (3n2 n)2/3 = 2m td3n2n)2/3. (14a) 

Hiermit erhalten wir aus (12a) unter Beachtung von (13) und (14) 
(X pro Volumeneinheit) 

x-X' =211.2.~~(3n~n)~_(~_k)= 1 
IOD r h2 4 n 2 k 3 

(15) 
= e2 (3 n 2 n)1{3 (~_ k) = 2 1.1O-14n1/3 (~_ k) 

4 n2 m c2 h 3' k 3 

Diese einfache Formel für einwertige Metalle gestattet uns eine 
Bestimmung der Freiheitszahl fe, da alle anderen Größen bekannt 
sind. Es ist aber zu beachten, daß die Voraussetzungen (13) und 
(14) sicher nur näherungsweise gültig sind. Daher kommt den 
sich ergebenden fe-Werten keine große Genauigkeit zu (vgl. auch 
§ 27). Die Tatsache, daß sie alle die Größenordnung Eins haben, 
bestätigt uns aber, daß unsere Vorstellungen über das magnetische 
Verhalten der Metalle richtig sind. Nachfolgende Tabelle 9 gibt 
die experimentellen Daten und die mit Hilfe von (15) berechneten 
t~-Werte für die einwertigen Metalle. 

Metall 

l' 108 •• 

lioD' 106 . 

h 

Tabelle 9 1• 

Li I Na I K I Rb i Cs I Cu Ag 

0,271 o,631 0,48 0,13 -0,19 -0,8 1-1,5 
-0,051-0,25 -0,29 -0,50 -0,54 -2,9 1-3,2 
I 1,2 ! 0,65! 0,60 0,65 I 0,90 0,40 0,50 

Au 

-3,1 
-4,7 

0,55 

Um bei zweiwertigen Metallen eine ähnliche Berechnung 
durchführen zu können, müßte der Abstand der Grenzenergie C 
von den Rändern der beiden sich überlagernden Bänder bekannt 
sein (vgl. § 5, S.77). Da wir in diesem Fall eine ähnliche Ab
schätzung wie in (14a) nicht vornehmen dürfen, können wir auch 
keine weiteren Schlüsse ziehen. Wir könnten natürlich umge
kehrt versuchen ! C - Eo I aus den Meßwerten zu bestimmen. In 
diesem Fall müßten wir aber wieder Annahmen über fe machen. 
Da die Größenordnung von i bei fast allen in Frage kommenden 
Metallen dieselbe ist, ergibt sich unter der Annahme fe = 1 natür
lich immer die Größenordnung einige Volt für C - Eo. Mehr als 
die Größenordnung kann aber ohne die Kenntnis von fc nicht er
halten werden, so daß wir auf nähere Angaben verzichten. 

1 lioD nach [5]. 
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Die Temperaturabhängigkeit von X ist bei allen Metallen der 
ersten Gruppen des periodischen Systems verschwindend k1ein, 
wie das nach unserer Theorie zu fordern ist. Für Metalle mit nicht 
abgeschlossenen inneren Schalen trifft das nicht mehr zu. 

Eine abnorm hohe diamagnetische Suszeptibilität hat Wismut, 
nämlich X ~-1O .10-6 (pro Volumeneinheit). Dieser hohe Wert 
ist fast vollständig dem Beitrag der Valenzelektronen zuzuschreiben. 
Das folgt daraus, daß bei flüssigem Wismut X auf etwa ein Zehntel 
des Wertes für festes Wismut (pro Atom!) zurückgeht. Infolge-

dessen muß [vgl. (12a)] ; > 1 sein, damit der Beitrag der Valenz

elektronen negativ wird. Das ist nur möglich, wenn die Freiheits
zahl t" größer als Eins ist (13). Um den hohen Wert von X zu er
klären, muß tk sogar bedeutend größer als Eins sein. Theoretisch 
tritt dieser Fall nach unserer Näherung § 4B für Zustände, die 
sehr nahe am Rande eines Bandes liegen, ein. Wir müssen also 
folgern, daß bei Wismut die Grenzenergie sehr nahe am Rande 
eines Energiebandes verläuft. Diese Vorstellung werden wir später 
noch durch weiteres Material stützen und theoretisch begründen 
(vgl. § 31). 

Irr. Leitfähigkeit. 

§ 12. Elementare Theorie. 

Überblick. Das einfachste und wichtigste Gesetz, das sich auf 
die elektrische Leitfähigkeit bezieht, ist das OHMsche Gesetz 

J=(1F. (1) 

J = Stromdichte, F = elektrische Feldstärke, (1 = spezifische Leit
fähigkeit. 

Der reziproke Wert von (1 

1 
(i=(! 

ist der spezifische Widerstand. (! hängt für alle Metalle in ähnlicher 
Weise von der Temperatur ab, und zwar ist für Zimmertemperatur 
(! ,'-' T, während für sehr tiefe Temperaturen (! mit einer höheren 
Potenz von T, wahrscheinlich mit To, geht. Abb. 38a zeigt für 
einige Metalle e als Funktion von T für hohe Temperaturen. Diese 
Temperaturabhängigkeit gilt aber nur für reine Metalle. Für 
Legierungen setzt sich der Widerstand additiv aus einem 
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temperaturabhängigen und einem temperaturunabhängigen Term 
zusammen (MATTHIESsENsche Regel). 

e =eo+edT ). 
Der temperaturunabhängige Teil eo heißt Restwiderstand; et hat 
die gleiche Temperaturabhängigkeit wie bei reinen Metallen 
(Abb.38b). 

Neben dem OHMschen Gesetz ist das JouLEsche Gesetz von 
grundlegender Bedeutung für die elektrische Leitfähigkeit. Es 
besagt, daß die pro Sekunde 
und pro Volumeneinheit 
durch den elektrischen Strom 

0 

0 J 
/ 

Fe/ 
/ 

V 
/ tu 

V~ ~ ~ rPt 
/ 

o~ ~ 
~ 

o foo 100 .;00 f/OO fIK) GOO'fJ 
Abb.38a. 

4015 

t 0,010 

~ 

4 

Au 

-tG7 -lot -!57 
Abb.38b. 

Abb. 38a und b. a Abhängigkeit des elektrischen Widerstandes von der Temperatur für hohe 
Temperaturen. Aus [8a]. b Elektrischer Widerstand von Au für tiefe Temperaturen bei 

verschiedenen Reinheitsgraden, d. h. verschiedenem Restwiderstand. Aus [14]. 

entwickelte Wärmemenge W durch den Ausdruck 
Pt' = J F = (j F2 = e J2 (2) 

bestimmt wird. Das JouLEsche Gesetz ist eine Folge des OHMschen 
Gesetzes und des Energieerhaltungsgesetzes. 

Auf Grund unseres in Kapitel I entwickelten Metallmodells 
wird die elektrische Leitfähigkeit unendlich groß. Nach § 3 werden 
ja die Elektronen durch ein äußeres Feld beschleunigt, so daß ihre 
Geschwindigkeit immer weiter wächst. Der Grund für eine endliche 
Leitfähigkeit besteht in der Wechselwirkung der Elektronen mit 
dem Metallgitter . Unser Metallmodell hatte als wesentliche Voraus
setzung' daß das Gitter streng periodisch ist. Nur dann ist es 
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möglich, daß sich ein Elektron ungehindert durch das Kristall
gitter bewegt. Tatsächlich führt jedes Atom des Gitters aber 
Schwingungen um seine mittlere Lage aus. Diese Schwingungen 
bedeuten Abweichungen von der strengen Periodizität des Gitters 
und sind die Ursachen für den Widerstand. Da die Amplitude der 
Gitterschwingungen mit der Temperatur wächst, gilt dasselbe auch 
vom Widerstand e. Wir stellen uns die Einstellung eines statio
nären Stromes so vor, daß ein Elektron durch das äußere Feld 
beschleunigt wird und nach Durchlaufen einer gewissen Strecke lo 
von den Gitterschwingungen gestreut wird. lo heißt freie Weglänge 
des Elektrons. Natürlich wird ein Elektron von den Gitter
schwingungen auch gestreut, wenn kein äußeres Feld angelegt ist. 
Da aber dann die Elektronen im thermischen Gleichgewicht mit 
den Gitterschwingungen stehen, wird die Verteilungsfunktion der 
Elektronen durch die Zusammenstöße nicht verändert. 

Die Elektronen machen auch untereinander Zusammenstöße. 
Da aber bei jedem Zusammenstoß der Impulssatz befriedigt werden 
muß, kann sich durch solche Prozesse der Gesamtimpuls der 
Eiektronen, also auch der Strom, nicht ändern. Sie sind daher 
belanglos und brauchen nicht weiter beachtet zu werden. 

Elektrische Leitfähigkeit. Es sei ein äußeres Feld F in der 
x-Richtung an ein Metall gelegt. Dieses beschleunigt jedes Elektron 
so lange, bis es einen Zusammenstoß mit den Gitterschwingungen 
macht. Wir nennen den Mittelwert dieser Zeit Tl' Da die Be-

schleunigung eines freien Elektrons ~ F ist, hat das Elektron nach 

Ablauf von Tl Sekunden in der x-Richtung die Geschwindigkeit 

..1 v = ~FTI m 

gewonnen. Im Mittel ist daher der Geschwindigkeitszuwachs jedes 
Elektrons 

(3) 

Die Zeit T heißt Relaxationszeit. Wie wir in § 14 sehen werden, 
ist T die Zeit, nach der, nach Abschalten des äußeren Feldes, die 
Störung der Elektronen-Verteilungsfunktion auf den e-ten Teil 
zurückgegangen ist. Als mittlere freie Weglänge definieren wir die 
Größe l = T V, wo v die mittlere Elektronengeschwindigkeit ist. 
Aus LfV erhalten wir die Stromdichte J durch Multiplikation mit 
der Elektronenladung e und mit der Zahl n der Elektronen pro cm3 : 
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- e2 ynF 
J=enLtv=---. 

m 
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(4) 

Hiermit haben wir schon das OBMsche Gesetz (1) gewonnen, nach 
dem die Stromdichte proportional zur Feldstärke ist. Der Pro
portionalitätsfaktor ist die spezifische Leitfähigkeit 

e2 yn 
0=--. 

m (5) 

Wir wollen die von den Elektronen pro Sekunde und pro cm3 

aufgenommene Energie berechIlen. Jedes Elektron wird, wie wir 
oben mitgeteilt haben, im Mittel Tl Sekunden lang beschleunigt 
und nach Ablauf dieser Zeit ist die x-Komponente seiner Ge
schwindigkeit von Vx auf Vz + Lt Vz gewachsen. Dabei hat es also 
die Energie 

LtE=; (vx +LtV)2- ~ v!=mvxLtv+; (LtV)1 

aufgenommen. Pro Sekunde erhöht somit jedes Elektron im Mittel 
seine Energie um Lt Ej't'l' Die gesamte Energieaufnahme erhalten 
wir durch Summieren über alle Elektronen: 

1 
W=-.ILtE. 

Tl 

Da es gleich viele Elektronen mit positiver und negativer Ge
schwindigkeit Vz gibtl, verschwindet der erste Term von Lt E bei 
der Summierung und es wird 

W = 2:1 ~ (Lt V)2, 

oder mit (3), (4) und (5) 

W= e2TnF2 =JF=aF2. 
m 

Hiermit ist auch das JOULEsche Gesetz abgeleitet. Es ist be
achtenswert, daß J ",Lt v, während W '" (Lt V)2 ist, so daß der Strom 
ein Effekt erster Ordnung, die JouLEsche Wärme aber ein Effekt 
zweiter Ordnung ist. Wie aus der Ableitung hervorgeht, rührt 
dies daher, daß ein Elektron durch ein äußeres Feld immer in 
der gleichen Richtung beschleunigt wird, daß es aber dadurch 
entweder Energie aufnimmt oder Energie abgibt, je nach der 
Richtung seiner Geschwindigkeit. 

Ein Elektron gibt bei einem Streuprozeß im Mittel nur sehr 
wenig Energie ab (vgl. § 14). Trotzdem wird die aus dem Feld 

1 Vx ist ja. die Geschwindigkeit ohne Feld. 
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aufgenommene Energie von den Elektronen nicht akkumuliert, 
sondern ans Gitter abgegeben. Der Grund dafür liegt in der eben 
besprochenen Tatsache, daß auch die Energieaufnahme der Elek
tronen ein Effekt zweiter Ordnung ist. 

Bei der elementaren Theorie, die wir in diesem Paragraphen 
entwickeln, haben wir in keiner Weise Rücksicht auf eine Ver
teilungsfunktion der Elektronen genommen, sondern nur mit 
mittleren Werten gerechnet. Unser Ergebnis [GI. (4)] wird aber 
auch durch eine exakte Behandlung (§ 14) bestätigt. 

Der in (4) berechnete Ausdruck für die Stromdichte stellt, 
wie wir kurz zeigen wollen, den einfachsten dimensionsmäßigen 
Zusammenhang der in Frage kommenden Größen dar [199]. Wir 
führen folgende Abkürzungen für die Dimensionen ein: ([Masse] 
bedeutet "Dimension Masse"): 

[Länge] = Cl], [Zeit] = [t], [Masse] = [g], [Ladung] = Ce]. 

Die Stromdichte genügt der Dimensionsgleichung 
[e] 

[J] = [t][l]2 . 

Auf der anderen Seite stehen uns e, m, n, F, r zur Verfügung, 
welche die Dimensionsgleichungen 

[g] Cl] 1 
Ce] = Ce], [eF] = [Kraft] = [t]2-' [m] = [g], [n] = [l]3' [r] = [t] 

erfüllen. Zur einfachsten Darstellung von J durch diese Größen 
nehmen wir e und eF in den Zähler. Um dann die richtige Dimen
sion für J zu erhalten, gibt es nur eine einzige Anordnungsmöglich
keit für die restlichen Größen. Wir erh~lten also 

[J] = Ce] [eF] [n] [r] 
[m] 

als einfachste Dimensionsgleichung, womit unsere Behauptung 
nachgewiesen ist. 

Wärmeleitfähigkeit. Besteht in einem Metall ein Temperatur
gefälle, so entsteht ein Wärmestrom Q, der von den Elektronen 
getragen wird. Die Wärmeleitfähigkeit", wird dadurch definiert, 
daß, falls das Temperaturgefälle in der x-Richtung liegt 

8T 
Q=",ex (6) 

ist. Q ist die Energie, die pro Sekunde durch die Flächeneinheit 
strömt. Wir berechnen sie etwa an der Fläche x = X o. Die Energie e, 
die ein Elektron im Mittel besitzt, ist durch die spezüische Wärme Cv 
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gegeben. Es ist 
~-~ oT- n' 

Die Temperatur T ist eine Funktion von x. In der Entfernung 
J x von Xo ist 

oe A Cv oT A 
8 = 80 + --,,- LJ X = 80 + - " LJ x, ux n ux 

wenn 80 die Energie bei Xo ist. Die Gesamtzahl aller Elektronen, 
die pro Sekunde durch 1 cm2 der Fläche x = Xo mit einer Ge
schwindigkeit va; 1 strömen, erhält man ähnlich wie beim RICHARD

sON-Effekt (S. 84), nur daß jetzt va; positiv und negativ sein kann, 
weil von beiden Seiten Elektronen durch die Fläche strömen. 
Jedes Elektron transportiert durch X o diejenige Energie, die es am 
Ort seines letzten Zusammenstoßes gehabt hat. Der gesamte 
Wärmestrom Q ist also 

Q= 2(Go+: ~~Jx)vx. 
Dabei ist J x der senkrechte Abstand des Ortes des letzten Zu
sammenstoßes von der Ebene xo. Die Summe geht über alle 
Elektronen der Volumeneinheit. Wir können dafür auch schreiben 

-- c" 8T --
Q = GO n Vx + -" n J x Va; , n uX 

(7) 

wo die Striche Mittelung über alle Elektronen bedeuten. Hier ist 

~=O, 

weil positive und negative Geschwindigkeiten gleich häufig sein 
müssen, damit kein elektrischer Strom fließt. Um den zweiten 
Term zu berechnen, führen wir den Winkel {} der Geschwindigkeits
richtung mit der x-Richtung ein, so daß 

Va; = vcos{} 

ist. Der gesamte von einem Elektron bis zur Erreichung der 
Ebene x = Xo zurückzulegende Weg sei r. Da das betreffende 
Elektron bis zur Erreichung von Xo keine Zusammenstöße erleidet, 
ist 

Jx=rcos{}. 

Daher wird 

L1 X Va; = rv C082 I}, 

1 x-Komponente der Geschwindigkeit! 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 11 



162 Leitfähigkeit. 

wobei '" ! '" COS2 {} = f COS2 {} sin {} d {} f sin {} d {} = -~-
o 0 

und l 

ist. 
Aus GI. (7) folgt dann für den Wärmestrom 

oT lv 
Q=cv ox 3' 

oder mit (6) für die Wärmeleitfähigkeit 
Cv l v " = --3- . (8) 

Für freie Elektronen haben wir die spezifische Wärme in § 5, S. 71 
berechnet zu 

Da für freie Elektronen 2 

ist, erhalten wir aus (8) 
3/:2 

"=3 

3/:2 k2 Tn 
Cv = 2 -----c;;--. 

mv 
(8a) 

WIEDEMANN -FRANzsches Gesetz. Da sowohl die elektrische Leit
fähigkeit a als auch die thermische Leitfähigkeit" durch die Elek
tronen erzeugt wird, darf man erwarten, daß man eine Kombina
tion von" und a finden kann, die von den Größen, die ein bestimmtes 
Metall charakterisieren (n, 7:) unabhängig ist. Tatsächlich findet 
man auch mit (5) und (8a) 

a"T = ~2 (~r 
(WIEDEMANN -FRANzsches Gesetz). 

Drücken wir den elektrischen Widerstand in Ohm (a entsprechend) 
d . Watt 

1m "m aus, so wird cm sec grad 

~=243·10-8 
aT ' 

1 Vgl. Fußnote 2. 
2 Dies möge als Definition von v dienen. Daß sie identisch ist mit der .. 

in den Beziehungen v T = l und r v = l v enthaltenen Definition, kann aus 
den Überlegungen dieses Paragraphen nicht entnommen werden (s. § If). 
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In § 15 werden wir sehen, daß dieses Gesetz nur für hohe Tempera
turen erfüllt ist. Was unter "hohen" Temperaturen zu verstehen 
ist, werden wir in § 13 und § 14 näher auseinandersetzen. Hier 
möge die Mitteilung genügen, daß die Zimmertemperatur als hohe 
Temperatur betrachtet werden kann. In der folgenden Tabelle 10 
bringen wir für zwei Temperaturen die experimentellen Werte von 

(J "p, die, abgesehen von Fe, alle in guter übereinstimmung mit dem 

theoretischen Wert 2,43· 10-8 sind. 

Tabelle 10. 

Metall Cu I Ag I Au I Zn Cd Pb Fe 

291 0 2,28 2,36 2,43 2,31 2,42 2,45 2,88 
--"-. 108 

(J T 3730 2,32 2,37 2,45 2,33 2,43 2,51 3,00 

Zum Schluß wollen wir noch die Größe der Relaxationszeit 
bzw. der mittleren freien Weglänge aus den experimentellen 
Werten von (] entnehmen. Dazu setzeil wir für n die Zahl der 
Atome pro cm3 ein, was, wie wir aus § 5 wissen, die richtige Größen
ordnung für die Zahl der freien Elektronen ist. Man erhält dann 
für die meisten Metalle L zwischen 10-13 und 10-14 Sekunden. Da 

die mittlere Geschwindigkeit '" 108 cm ist, wird die mittlere freie sec 
Weglänge etwa 10-5-10--6 cm. Ein Elektron durchläuft also 
etwa 100 Atomabstände, bis es einen Zusammenstoß macht. 

§ 13. Die Gitterschwingungen und ihre Wechselwirkung mit den 
Elektronen [19, 18, 33]. 

Wir haben im I. Kapitel angenommen, daß das Potential im 
Metallinneren periodisch ist, daß also auch die Atomkerne in der 
Gitterperiode angeordnet sind. Unter dieser Voraussetzung haben 
wir gezeigt, daß sich die Elektronen durch das Gitter bewegen 
können. Nun haben die Atomkerne in Wirklichkeit nicht dauernd 
die oben angegebene ideale Lage, sondern sie führen Schwin
gungen um diese Lage aus. Die Amplitude dieser Schwingungen 
wächst mit der Temperatur. Das Potential, das auf die Elektronen 
wirkt, zeigt also kleine Abweichungen vom periodischen Verlauf. 
Dadurch wird, wie wir im vorigen Paragraphen schon mitteilten, 
die freie Beweglichkeit der Elektronen gestört und diese Störung 

11* 
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wächst natürlich, ebenso wie die Abweichung des Potentials vom 
periodischen Verlauf, mit der Temperatur. 

Um die Schwingungen eines Atoms zu berechnen, gehen wir 
aus von den makroskopischen elastischen Schwingungen des ganzen 
Kristalls, d. h. von den Schallwellen, die den Kristall durchziehen. 
Jeder Kristall kann, wie aus der Theorie der festen Körper be
kannt ist, eine Folge von Schwingungen, die Eigenschwingungen, 
ausführen. Denken wir z. B. einen eindimensionalen Fall, bei dem 
die Enden des Körpers (Länge L) eingespannt sind, also nicht 
schwingen können. Die Amplituden der Schwingungen bilden eine 
Welle. Die mit den Randbedingungen (Amplitude Null am Rand) 
verträglichen Wellenlängen sind 

~ = 2L I 2 
An n' n=, ... 

Ganz Entsprechendes erhält man, wenn man nicht stehende, 
sondern fortschreitende Wellen betrachtet. Ein Kristall führt 
natürlich nicht nur eine einzelne Eigenschwingung aus. Sein 
Schwingungszustand ist vielmehr sehr kompliziert und abhängig 
von der Temperatur. Das Entscheidende in unseren gegenwärtigen 
überlegungen ist aber, daß sich jeder Schwingungszustand eines 
Körpers durch geeignete überlagerung der Eigenschwingungen 
darstellen läßt. In dem obigen eindimensionalen Fall bedeutet 
das einfach die Entwicklung einer Funktion in eine FOURIER-Reihe. 
Wir haben hier also folgendes festgestellt: Durch die Schwingungen 
der einzelnen Atome eines Kristalls entsteht ein gewisser kom
plizierter Schwingungszustand des Kristalls. Dieser läßt sich 
immer durch eine geeignete Überlagerung der Eigenschwingungen, 
d. h. der Schallwellen, darstellen. 

Bei den Eigenschwingungen (Schallwellen) im Dreidimensionalen 
müssen wir longitudinale und transversale Schwingungen unter
scheiden. Beide Arten haben im allgemeinen verschiedene Fort
pflanzungsgeschwindigkeiten Cl und ct . Die Frequenzen der Schwin
gungen werden also 

und (I) 

Die Gesamtzahl der Eigenschwingungen muß noch einge
schränkt werden. Ein aus N-Atomen bestehender Kristall kann 
ja nicht unendlich viele, sondern nur 3 N verschiedene Eigen
schwingungen ausführen. Es ist naheliegend, dazu die 3 N 
niedrigsten Frequenzen zu nehmen. Physikalisch bedeutet diese 



Gitterschwingungen und Wechselwirkung mit den Elektronen. 165 

Einschränkung, daß Wellenlängen, die kleiner als der Atomabstand 
sind, weggelassen werden. Diese können aber auch physikalisch 
nicht mehr sinnvoll sein. Die maximale auftretende Frequenz 
nennen wir '11m , Um sie zu berechnen, benötigen wir die Zahl der 
Eigenschwingungen mit einer Frequenz zwischen v und '11+ d v. 
Diese berechnet sich, wie wir nunmehr zeigen werden, zu 

3 
Z d v = 4 n R -3 ,,2 d v (2) 

(; 

312 
1=8+8' 
C cl ct 

Es läßt sich zeigen, daß Z unabhängig von der Form des Kristalles 
ist. Wir wollen (2) dadurch ableiten, daß wir den (unendlich 
großen) Kristall in einzelne Würfel mit der Seitenlänge L, Volumen 
R = L3, einteilen und dann Periodizität in den einzelnen Gebieten 
fordern. Das ist genau dasselbe, was wir bei der Berechnung der 
Elektroneneigenfunktionen in § 3 (S. 18) gemacht haben. Die 
Eigenschwingungen sind in unserm jetzigen Fall ebene Wellen 
(Schallwellen!). Ihre Wellenzahl sei tu, die Wellenlänge ist also 

A =~. (3) 
w 

Dann folgt für unsern kubischen Kristall aus der Periodizitäts
bedingung, genau wie im § 3 : 

2n 
tu = Ln, 

wo n ein Vektor mit ganzzahligen Komponenten ist. Die Zahl 
der Eigenschwingungen im tu-Raum ist pro Volumenelement 
d'l'w = dwx dwlldwz [vgI. § 3, (6a)] 

R 
(2 n)3 d'l'w· 

Wir integrieren jetzt über alle Wellenzahlen mit gleichem I tu I 
und erhalten 

Zw dw = (2~)a 4nw2 dw. 

Durch Einführung der Frequenz nach GI. (3) und (f) ergibt sich 
für longitudinale Wellen 

2:nv 
W=-

Cl 

und für die Zahl der Eigenschwingungen im Frequenzintervall v, 
v + d v unter der Annahme, daß c nicht von ;. abhängt, 

431: R 2d 
-8 v V. 

Cl 



166 Leitfähigkeit. 

Für transversale Wellen erhalten wir dasselbe mit ct für Cl' Wegen 
der Polarisation haben wir hier noch mit 2 zu multiplizieren. 
Durch Addition erhalten wir dann GI. (2). 

Die maximale Frequenz '11m berechnet sich jetzt aus der Be
dingung, daß die Gesamtzahl der Eigenschwingungen 3 N sein 
soll. Mit (2) folgt: 

Pm "m. 

3N = f Zd'JI = 47&R;' f 'JI2 d'JI. 

o 0 

Daraus finden wir 1: 

_(3"')1/3 N 
'11m = C 4:n ' n = R' (4) 

Die Verteilung der Energie bei einer bestimmten Temperatur 
auf die verschiedenen Frequenzen finden wir durch Vergleich mit 
der Theorie der Strahlung. (PLANcKsches Strahlungsgesetz !) Genau 
wie dort kann die Energie bei einer bestimmten Frequenz '11 nur ein 
ganzzahliges VieHaches von h'JI sein. Den Lichtquanten der Strah
lungstheorie entsprechen in unserer Theorie die Schallquanten. 
Die mittlere Zahl der Quanten, die eine Eigenschwingung der 
Frequenz '11 bei der Temperatur T enthält, ist dem PLANcKschen 
Strahlungsgesetz entsprechend 2 

1 
N. = -h-.--· (5) 

eJCT -1 

Die mittlere Energie ist also 
kv 

e. = -h-.-' (6) 

e1cT -1 

Die gesamte Wärmeenergie des Gitters wird dann mit (2) 

U = 4 R.!Jh"s dv (7) 7& ca h. . 

e1cT -1 
o 

Bei der Auswertung dieses Integrals werden wir zum erstenmal 
dazu veranlaßt in einem Metall "hohe" und "tiefe" Temperaturen 
zu unterscheiden. Wir definieren dazu eine Temperatur e, die 

1 Eigentlich sollten wir je eine maximale Frequenz für longitudinale 
und transversale Schwingungen einführen. 

I V gl. Anhang 4. 
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DEBYE-Temperatur, durch 

ke = h'/lm. (8) 

Hohe Temperaturen sind dann solche, für welche T:;> e, tiefe, 
für welche T<: eist. e läßt sich nach (4) und (8) aus der Schall
geSchwindigkeit berechnen. Man bestimmt meistens e entweder 
direkt aus der Schallgeschwindigkeit oder aus dem Zusammenhang 
zwischen Schallgeschwindigkeit und elastischen Eigenschaften oder 
aus der Temperaturabhängigkeit der spezifischen Wärme. Es ist 
ja der Beitrag des Gitters zur spezifischen Wärme 

1 dU 
Cv = R dT-' 

d. h. nach (7), wenn wir die Differentiation nach T vor Ausführung 
der Integration vornehmen und dann 

hl' 
~=kT 

als neue Variable einführen: 

oder mit (4) und (8) 
efT 

Cv = 3 n k ( ~ r 3 J (~~~~2 . 
o 

Für hohe Temperaturen T:;>e ist ~<: 1. Dann wird 
e; 1 

(e;-1)2 '" ~2' 
also 

Cv = 3nk, T:;>e 

wie in der klassischen Theorie (DULONG-PETITsches Gesetz). In 
diesem Fall sind auch die Ausdrücke (5), (6) für mittlere Be
setzungsza.hl und mittlere Energie pro Eigenschwingung einfach 

kT 
N·"'TP 

e."'k T 
T:;>e. 

Für tiefe Temperaturen T<: e wird 
Integrals ejT, d. h. praktisch unendlich. 

<Xl 

D=9f~'eEd~ 
(e; - 1)2 

o 

(580) 

(680) 
die obere Grenze des 
Dann ist 
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eine Konstante, die für jedes Metall den gleichen Wert hat. In 
diesem Fall wird die spezifische Wärme 

cv=nk(~rD, T<.e. 
Der Beitrag der Elektronen zur spezifischen Wärme ist nach § 5 
proportional zu T. Es läßt sich leicht zeigen, daß er klein gegen den 
Beitrag des Gitters ist, falls T nicht sehr nahe am absoluten Null
punkt liegt (vgl. hierzu S.331). Das obige Gesetz für T<. e wird 
durch die Erfahrung sehr gut bestätigt. Die aus den Messungen 
bestimmte DEBYE-Temperatur e liegt bei den meisten Metallen 
zwischen 100 und 3000 (vgl. Tabelle 38, S. 374). 

Lineares ModeU. Die oben entwickelte Theorie ist sehr einfach 
und für Wellenlängen, die groß gegen den Gitterabstand sind, 
sicher exakt richtig. Für kleine Wellen darf man dagegen nicht 
von vornherein erwarten, daß die auf Grund einer Kontinuums
theorie erhaltenen Ergebnisse exakt richtig sind. In diesem Fall 
müssen wir von den Schwingungen der einzelnen Atome ausgehen 
und nicht von den Schwingungen des ganzen Kristalls. Die Durch
führung der Rechnung ist dann nicht so einfach wie im oben 
behandelten Falle, die Ergebnisse decken sich aber in erster 
Näherung. Natürlich läßt sich aus der atomaren Methode be
deutend mehr entnehmen als aus der obigen, kontinuierlichen. 
Wir bringen hier die Theorie eines einfachen, eindimensionalen 
Modelles, das aber schon alle charakt:lristischen Züge der all
gemeinsten Theorie aufweist. Natürlich können wir bei einer 
Dimension nur von longitudinalen Schwingungen reden. 

Es sei, wie immer, ader Gitterabstand, an die mittlere Lage 
des noten Atoms (n-ter Gitterpunkt). X'I sei die Amplitude seiner 
Schwingung. Wir dürfen uns vorstellen, daß jedes Atom (oder 
besser gesagt jeder Atomrumpf, da ja die Valenzelektronen weit
gehend frei sind) durch elastische Kräfte an seine mittlere Lage an 
gebunden ist. Diese Kräfte können nur vom Abstand der ver
schiedenen Atome voneinander abhängen. Wir können deshalb 
etwa die Kraft auf das n-te Atom in eine Potenzreihe nach den 
Abständen aller andern Atome vom n~ten entwickeln. In dieser 
Entwicklung können nur ungerade Potenzen der Abstände vor
kommen, denn die Kraft, die vom m-ten auf das note Atom aus
geübt wird, ändert ihr Vorzeichen, wenn der Abstand sein Vor
zeichen ändert. Wir machen jetzt die vereinfachende Annahme, 
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daß ein Atom (n) nur in Wechselwirkung mit seinen beiden Nach
barn (n + 1, n-1) sei. Die Abstände sind 

a+xn +l- Xn 
und 

-a+ Xn-l-Xn , 

Da die Kraft Null sein muß, wenn sich alle Atome in ihren mitt
leren Lagen befinden, kÖnnen wir die Entwicklung der Kraft 
mit der ersten Potenz abbrechen, da die Amplituden der Schwin
gungen klein gegen den Abstand der Atome sein sollen. Die Kraft 
auf das note Atom ist dann 

A 2 (a + Xn + 1 - Xn - a + Xn - 1 - Xn ) = A 2 (Xn + 1 + Xn -1 - 2 Xn) • 

Dabei ist A eine Konstante, die von der speziellen Art der Wechsel
wirkung abhängt. Die Bewegungsgleichungen lauten, wenn M die 
Masse des Atoms ist 

Mxn =A2(xn +l+Xn _1-2xn), n=1,2, ... N. (9) 

Die auf das Atom wirkende Kraft läßt sich von einem Potential V 
ableiten, das dadurch bestimmt ist, daß die Bewegungsgleichungen 
(9) lauten 

M xn =-1-- V(x1, x2, ••• XN)' 
UXn 

Daraus findet man 

(10) 

n 

wie man durch Differenzieren leicht verifiziert. Man beachte dabei, 
daß in der Summe jeder Term xn + 1 xn und xn -1 xn zweimal vor
kommt. 

Die Bewegungsgleichungen (9) werden gelöst mit dem Wellen
ansatz 

(Il) 

Durch Einsetzen in (9) ergibt sich 

_4:Tt2V~M=A2(eiwa+e-iWa_2)=_4A2sin2w2a. (12) 

Die Konstanten bw sind also vollständig willkürlich. Die Fre
quenzen Vw müssen nach (12) der Bedingung 1 

"w = :M sin w2a (120.) 

1 Wir lassen auch negative Werte für v zu. 
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genügen. Die Wellenzahl kann auf das Intervall 

_!!.<w<!!. 
a a 

(13) 

eingeschränkt werden, denn wenn wir in der Lösung (11) W durch 

W + 2: ersetzen, erhalten wir keine neue Lösung. Wie oben schon 

angedeutet, greüen wir aus dem unendlich langen linearen Metall
modell ein Stück mit der Länge L = aN, das also N Atome ent
hält, heraus. Wie auf S. 19 verlangen wir Periodizität der 
Lösungen mit der Periode L. Aus (11) und (13) folgt dann, daß w 
die N verschiedenen Werte 

2n g N N 
wg = a N ' - 2Lg~2 (1380) 

annehmen kann. Wir haben also im ganzen N verschiedene 
Lösungssysteme. Durch Vergleich von GI. (1280) mit (1) und (3) 
sehen wir, daß unsere jetzige Methode nur für kleine Frequenzen, 
d. h. große Wellenlängen, das gleiche Resultat liefert wie die erste 
Methode, wenn wir die Schallgeschwindigkeit als konstant be
trachten. In diesem Fall folgt aus (1280) nämlich 

_~~ Iwla"'l 
'/1- nM 2' 2" , 

oder durch Vergleich mit (1) und (3) 
- aA 
c= M' 

Im Fall kurzer Wellen müssen wir dagegen annehmen, daß die 
Schallgeschwindigkeit von der Frequenz abhängt. 

Die allgemeine Lösung der Bewegungsgleichungen (9) erhalten 
wir durch überlagerung der N verschiedenen Lösungssysteme (11); 
vgl. (1380). Dieser Vorgang entspricht genau der Überlagerung der 
Schallwellen in unserer ersten Methode, nur, daß wir dort den 
Schwingungszustand des kontinuierlich gedachten Kristalls be
trachtet haben, während wir hier die Amplitude xn jedes einzelnen 
Atoms berechnen. Wir erhalten also aus (11) 

x =.Ix =.Ib eiwan-2nip .. t (14) n nw w . 
w w 

Die Summe über w ist durch die Bedingungen (13) und (1380) 
bestimmt. 

Wir werden jetzt die Gesamtenergie berechnen. Dazu führen 
wir Normalkoordinaten Bw ein, das sind Koordinaten, in denen 
sich die Energie als Summe von Quadraten ausdrückt. Wir wählen 

B w = bw e- 2nip .. t. (15) 
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Unsere Lösung (14) lautet dann: 

Xn =.I Bw eiwan . 
1,0 

Damit xn reell ist, muß 

(14a) 

Bw = B!..w (15a) 

sein. Die Normalkoordinaten sind zeitabhängig, und zwar ist 
nach (15) 

Bw=-2nivwBw' B:=2nivwB!. (16) 

Die kinetische Energie wird nach (14a) und (16) 

Ekin = M ~X2 =_~ ~~4n2 v v' B B .ei(w+w·)an 2 ~ n 2 ~~ 1,0 W 1,0 1,0 • 

n W,W' 

Wir führen zuerst die Summe über n aus. Diese ist nur dann von 
Null verschieden, wenn w = - w' ist. In diesem Fall wird 
ei (1,0 + w') a n = I und die Ausführung der Summe bedeutet Multi
plikation mit der Zahl der Glieder N. Da nach (12a) v- w = -vw 

ist, folgt mit (15a): 

Ekin = M2N ~(2nvw)2BwB!. 
w 

Die potentielle Energie ist nach (10) mit (14a) 

V =- ~2 ~ ~ Bw Bw.eilw+w·)an(eiwa + e- iwa _2). 
n w,w' 

Daraus ergibt sich unter Verwendung von (12) und (15a), wenn 
wir wie oben wieder zuerst über n summieren, was wieder w = -w' 
und Multiplikation mit N bedeutet: 

V = Mt ~ (2nvw)2BwB!. 
1,0 

Die Gesamtenergie ist also 
E = Ekin + V = MN .I (2nvw)2 Bw B:.· 

w 

Um den Koordinaten Bweine anschauliche Bedeutung zu geben, 
trennen wir sie in reellen und imaginären Teil, und zwar setzen wir 

V2Bw=~w+i"lw 
v'2 B: = ~w-i"lw· 

Hieraus folgt mit GL (16) 

iw = 2nvw"lw· (16a) 
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Die Gesamtenergie wird 

E= M2N ~(2;7l;'JIw)2(e;+1'J~). 
w 

Hier können wir formal ew als Koordinate und NM iw = Pw als 
Impuls auffassen. Nach (16a) ist dann 

Pw = MN 2;7l;'JIw1'Jw 
und die Energie wird damit 

E =.I Ew ' 
w 

wo 

ist. Formal ist Ew die Energie eines harmonischen Oszillators 
mit der Masse NM und der Frequenz 'JIw• Bei der quantenmecha
nischen Behandlung des Oszillators wird gezeigt, daß seine Energie 

nur die Werte (N. + !) h'JIw ' N. = 1, 2, ... annehmen kann. 
Der Mittelwert von N. bei einer Temperatur T ist durch (5) be
stimmt. Damit haben wir den Anschluß an unsere anfängliche 
Theorie, die auf Schallquanten mit der Energie h 'JIw führte, erreicht. 

Der Term {h 'JIw ist bei allen Anwendungen, die wir von der 

Theorie machen werden, ohne Belang. 
Wechselwirkung mit den Elektronen. Wir haben im vorstehenden 

gezeigt, daß die Gitterschwingungen durch Schallquanten, die mit 
der Schallgeschwindigkeit c, bzw. ct durch das Metall fliegen, 
dargestellt werden können. Sie werden durch ihre Wechselwirkung 
mit den Elektronen von diesen absorbiert oder emittiert. Wir 
wollen die Wahrscheinlichkeit eines solchen Prozesses berechnen 
und interessieren uns dabei hauptsächlich für die Änderung des 
Elektronenzustands. 

Es sei wl' die Wahrscheinlichkeit, daß ein Elektron pro Sekunde 
aus dem Zustand f unter Absorption eines Schallquants der Fre
quenz 'JI in den Zustand I' übergeht. Diese Wahrscheinlichkeit ist 
proportional zur Zahl der Schallquanten N., ferner zur Zahl der 
Elektronen I (f) im Zustand f und wegen des PAULI-Prinzips zur 
Zahl der freien Plätze I-I (f') im Endzustand f'. 

f' N. I ' ""f' W f = .1 (1)[1- (l)] 'Pr· (17) 

rpr hängt von den Eigenschaften der Zustände fund f' ab. Die 
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entsprechende übergangswahrscheinlichkeit W:, vom Zustand l' 
nach f unter Emi88ion eines Schallquants ist proportional zu N. + 1 
in Analogie zu den entsprechenden Verhältnissen bei LichtquanteIl. 
Das bedeutet, daß, selbst wenn keine Schallquanten vorhanden 
sind (N. = 0), eine spontane übergangswahrscheinlichkeit f' -->- f 
unter Emission eines Quants existiert. Nach allgemeinen quanten
mechanischen Grundlagen ist 

I' ,,;.1 
q" = 11'1', 

so daß 
W~, = (1 + N.) f (n [1- f (I)] q,r (18) 

ist. q,r ist natürlich nur dann von Null verschieden, wenn Energie
und Impulssatz erfüllt sind. Für den letzteren tritt, wenn die 
Elektronen nicht als vollständig frei angesehen werden, der Er
haltungssatz der Ausbreitungsvektoren, genau wie bei andern 
Stoßprozessen (§ 6) oder bei der Lichtabsorption (§ 3, S. 28 und 
§ 8). Im letzteren Fall hatten wir den Ausbreitungsvektor des 
Lichtes Null gesetzt, weil er (mit Ausnahme des Röntgengebietes) 
klein gegen den Ausbreitungsvektor der Elektronen ist. Bei 
Schallwellen ist er aber nach (13) genau von der gleichen Größen
ordnung wie bei den Elektronen [§ 3, GI. (5)]. Somit lautet also 
der Energiesatz 

E!,=E,+hv 
und der Erhaltungssatz der Ausbreitungsvektoren 

f'=f+tu. 

(19) 

(20) 

Durch (19) und (20) ist f' vollständig bestimmt, wenn f und tu 
gegeben sind (bzw. f, wenn f' und tu gegeben sind). Zur Berechnung 
müssen wir aber die Energie als Funktion von f kennen. Wir 
nehmen an, daß sie ähnlich wie bei freien Elektronen (vgI. § 40, 
GI. (29a)] 

h2 

Er = 2m* k2 
sei, wobei m* die scheinbare Masse ist (vgl. §§ 3 und 4). 
erhalten wir durch Quadrieren 

(21) 

Aus (20) 

k2 + k'2 - 2 k k' cos {} = w2 , (22) 

wo {} der Winkel zwischen f und f' ist. Aus (19) und (21) folgt, 
da die Energie eines Schallquants [vgI. (1) und (3)] 

ist, 
hv = h wc 

2m*cw 
k'2 = k2 + h (23) 
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Da die Energie eines Schallquants klein gegen die Elektronen
energie ist, wird 

m*cw k'=k+ hr + ... (23a) 

Aus (22) erhalten wir mit (23) und (23a) nach einfacher Umformung 

(p + m*cW)1/2 . {} _ w 
--h- sm 2 - -2-' 

oder, da wir die Klammer wegen 2 ~* k 2 :> h c w wieder entwickeln 

dürfen, 
. {} w m* cw2 

sm 2 = TI - 4 h k3 

zur Bestimmung des Streuwinkels -8 eines Elektrons im Zustand f 
bei Absorption eines Schallquants. Der entsprechende Winkel bei 
Emission ergibt sich hieraus, wenn wir nach (23a) k durch k' er
setzen und wieder wie oben entwickeln. Dann -ist 

. {} w m* cw2 
sm 2 = TI + 4hk3 ' 

wo jetzt -8 der Streuwinkel eines Elektrons im Zustand f bei Emission 
eines Schallquants ist. (Wir haben f für f' geschrieben, also auf 
den Zustand f bezogen.) Das erste Glied ist in beiden Formeln groß 
gegen das zweite. Da wund k gleiche Größenordnung haben, ist 
der Streuwinkel nicht klein. Damit er aber 1800 wird, müßte 

12wkl=1 
sein, was für die meisten Elektronen nicht erfüllt werden kann, 
da meist 2 k > w ist. Für langsame Elektronen, d. h. für kleine k, 
kann es jedoch vorkommen, daß 2 k < w ist. In diesem Fall wäre 

sin : > 1, was sinnlos ist. Die Elektronen können daher nur mit 

denjenigen Schallquanten in Wechselwirkung treten, für die 
2 k ~ w ist. Bei Metallen ist diese Bedingung fast immer für alle 
in Frage kommenden Elektronen erfüllt. Bei Halbleitern dagegen 
wird sie von großer Bedeutung (Kapitel IV). 

Wir berechnen nun noch den Winkel oc zwischen Itl und f
Aus (20) folgt 

k' 2 = k2 + w2 + 2 k w cos oc , 

und hieraus wird mit (23) 
w m*c 

cos oc = - TI + ~ (24) 
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im Fall der Ab8orption eines Schallquants durch ein Elektron 
im Zustand f. Den entsprechenden Winkel für Emi88ion eines 
Schallquants durch ein Elektron im Zustand f' erhalten wir durch 
Ersetzen von k durch k' nach (23a) und Entwicklung des Aus
drucks. Wir schreiben im Resultat wieder k für k /, d. h. wir beziehen 
auf den Elektronenzustand f: 

w m*c 
cos oc = - 2k - hk' (24a) 

Wenn die Elektronenverteilung durch äußere Felder nicht 
beeinflußt wird, herrscht natürlich thermisches Gleichgewicht, wenn 
wir für f (f) die FERMI-Verteilung (§ 5) 

1 
f (1) = -Er-C-

e ------,c;r + 1 

und für Np die PLANCKsche Verteilung (5) einsetzen. Es muß dann 
die Zahl der Elektronen, die von f nach f' übergehen, genau so 
groß sein wie für die umgekehrte Richtung, d. h. 

I' r W1 = W1,· 

Man verifiziert das leicht durch Einsetzen der entsprechenden Aus
drücke in (17) und (18). Es ist ja nach (5) 

ekT !!:.!.-1+ N. = -h-7-· = ekT N., (25) 

ekT_l 
ferner 

Er-C 
-- Er-> 

e kT --' 
I - f (f) = -Er _-~ --- = e k T f (f), (~6) 

e ------,c;r + 1 
oder mit (19) 

Er-C h7 

f (f') [1- f (1)] = e ~ f (f) f (l') = e - k T f (1) [1- f (l')]. (27) 

Wir wollen jetzt die Gesamtänderung der Teilchenzahl im 
Zustand 1 berechnen. Im Fall des thermischen Gleichgewichts muß 
diese natürlich Null sein. Wir teilen die Elektronenübergänge in 
zwei Teile: 

I. in solche in und von Zuständen, deren Energien größer als Er 
sind (Wt ), 

2. in solche in und von Zuständen, deren Energien kleiner als Er 
sind (W2). 
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Den ersten Fall haben wir bisher behandelt. Es ist 

W" Wf f -- I' 

die Düferenz zwischen der Zahl der übergänge f -+ l' und f' -+ f. 
Die Gesamtzahl der Übergänge 1. ergibt sich hieraus durch Sum
mierung über alle Endzustände f' oder nach (20) über alle tu: 

W1 =.I (W~+II> - W~ +11»' (28) 
11> 

Die Zustände, mit denen der Zustand f im zweiten Fall korre
spondiert, nennen wir f", die übergangswahrscheinlichkeit f -+ fIt 
sei Vr und diejenige in der umgekehrten Richtung V:". Die Ver
hältnisse liegen dann genau wie im ersten Fall, nur, daß Absorption 
und Emission vertauscht werden. Demnach ist [vgl. (17) und (18)] 

Vr - WI"N.+1 
f - I N. 

VI Wf N. 
1"= I"N.+1 

und entsprechend zu (19) und (20) 

Er = Er" +"'v 
f = f" + tu. 

Daher wird entsprechend wie bei w;.: 
W. - ""(V'" _ V' ) - ""(W'-II>N.+ 1_ W' ~)' 2-..r::;.; f I" -..r::;.; f N. f-II>N.+1 . 

t" tu 

(29) 
(30) 

(31) 

Die Gesamtänderung der Elektronenzahl im 
Stöße mit Schallquanten tu ist pro Sekunde 

Zustand f durch 

( 0 f (f) ) = _ (IV, + W.). ot Stoß 1 2 
(32) 

Das Vorzeichen ist so gewählt, daß in den Zustand f ein
strömende Elektronen positiv gezählt werden. 

Ehe wir diesen Ausdruck ausführlich anschreiben, müssen wir 
noch eine Aussage über die Größe der Übergangswahrscheinlichkeit 
4>f bzw. 4>r machen. Diese ist nach (20) und (30) eine Funktion 
von l und ± tu und außerdem nur dann von Null verschieden, wenn 
der Winkel oe zwischen f und ±tu nach (24) bzw. (24a) gegeben 
ist (Wellenzahlen-Erhaltungssatz) und wenn der Energiesatz (19), 
(29) erfüllt ist. Sind diese Bedingungen erfüllt, so kann 4> aus 
Symmetriegründen nur noch von I f I und I tu I abhängen. Eine 
genaue Berechnung von 4>r ist ziemlich umständlich. Das Resultat 
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ist bei Mittelung über alle Winkel (wir nennen die so gemittelte 
Funktion lPk 1) 

C 
lPk = N M c k . (33) 

Es wird nun der Ausdruck (32) mit (28), (31), (17), (18) und (33): 

(:nStoß = N Zck ~ {(l + N.) f (l +hJa) [1-f(l)]-
llJ 

-N"f (l) [1- f (f + hJa)] + N.f (l+hJe) [1- f(l)]--
(34) 

- (1 + N.) f (l) [1- f (l + hJe)]) 

In diesem Ausdruck ist schon [vgl. Definition von (33)] über alle 
Winkel, die l und ± hJ miteinander bilden können, summiert: hJa 
bzw. hJe steht für die Gesamtheit der Vektoren hJ bzw. -hJ, die 
mit f den für Absorption bzw. Emission berechneten Winkel (24) 

bzw. (24 a) bilden 2. (~) Stoß verschwindet na tür lieh , wenn wie auf 

S. 175 für f (l) die FERMI-Verteilung und für N. die PLANcKsche 
Verteilung eingesetzt wird. Bei Anwesenheit eines äußeren Feldes 
ist aber f(l) nicht mehr exakt die FERMI-Verteilung. In diesem 
Fall werden wir (34) zur Berechnung des Stromes bzw. der freien 
Weglänge benützen. 

Der Ausdruck (34) für (~n Stoß vereinfacht sich für hohe Tem

peraturen ganz bedeutend. In diesem Fall, T>e, ist für alle 
Frequenzen 'V 

hv # 1 
kT~ . 

Aus diesem Grunde finden wir mit (25) 
h. 

1 + N. = ek T N" '"'-' N" . 
Daher wird 

(:{) Stoß = N Z c k L: N,,(f (f + hJa) - f (l) + f (l+hJe) - f (l)). (34a) 
llJ 

Es fallen hiernach gerade diejenigen Glieder heraus, die durch das 

1 C ist eine Metallkonstante, die von der Wechselwirkung des Atom
rumpfes mit dem betreffenden Elektron abhängt, also eine langsam ver
änderliche Funktion der Kernladungszahl (und evtl. des Atomvolumen) ist. 

2 Demnach geht also ein Elektron im Zustand t bei Absorption in einen 
Zustand f + tua über. Hingegen geht ein Elektron im Zustand t + tua bei 
Emission in den Zustand f über. Entsprechend ist der Übergang f ~ f + tue 
mit Emission, f + tue ~ f mit Absorption verknüpft. 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 12 
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PAULI-Prinzip bedingt waren. Das bedeutet, daß bei hoher Tem
peratur das PAULI-Prinzip für die Berechnung der Änderung der 
Verteilungsfunktion durch Stöße unwesentlich ist. 

Wir wollen uns zum Schluß dieses Abschnittes noch über die 
mittlere Impulsänderung eines Elektrons durch Stöße mit Schall
quanten einer bestimmten Frequenz (gleiches ltul) orientieren. 
Wir berechnen z. B. die Änderung der x-Komponente der Wellen
zahl ('"'-' Impuls). Es sei ß der Winkel zwischen tu und der :I;-Achse, 
dann ist 

h W z = h W cos ß (35) 
die x-Komponente der Impulsaufnahme bzw. Abgabe pro Stoß. 
Da W und k vorgegeben sind, ist der Winkel oc zwischen tu und I 
nach (24) bzw. (24a) bestimmt, und zwar entspricht GI. (24) der 
Absorption eines Schallquants, wobei die resultierende Wellenza.bl 

l~ = f + tull 
und die resultierende Energie 

Ea = Ef + hv 
ist, während GI. (24a) der Emission eines Schallquants entspricht 
mit der resultierenden Wellenzahl 

r; = f + tue 
und der resultierenden Energie 

Ee=Er-h". 
Da nun die Winkel oc zwischen f und tu festgelegt sind, gilt für die 
x-Komponente 

k~.z = kz + Waz = kz + wcosßa (36) 
k~. z = k~ + Wez = kz + w cosße. (36a) 

Um über alle Stöße bei gegebenem ltu I zu mitteln, müssen wir 
noch über alle räumlichen Winkel bei konstantem oc mitteln, d. h. 
über das Azimut qJ mit I als Achse. Wir wählen qJ = 0, wenn tu 
in der von I und der x-Achse gebildeten Ebene liegt. Sei ferner e 
der Winkel zwischen I und der x-Achse, so daß 

kz = k cos e (37) 

ist. Nach einfachen Gesetzen der sphärischen Trigonometrie ist 
dann 

cos ß = cose cos oc + sine sin oc cos qJ. 

Die mittlere Änderung der x-Komponente der Wellenzahl wird 
also mit (35) 



Gitterschwingungen und Wechselwirkung mit den Elektronen. 179 

da 

2" 

W X = 21nJ wcosßdrp= wcos8cosoc, 
o 

2" 

f CoS rp drp = ° 
o 

ist. Mit (37), (24) und (24a) folgt 

(38) 

wobei in der Klammer + im Fall der Absorption, - im Fall der 
Emission eines Schallquants steht. Auch hier ist das zweite Glied 
in der Klammer klein gegen das erste, denn ihr Verhältnis ist 

w . m* c _ w . m* v c _ w . k c 
T·-h---2-·-h-v--T· v· 

kund w haben die gleiche Größenordnung. Das obige Verhältnis 
ist also"" v : C, d. h. Elektronengeschwindigkeit : Schallgeschwindig
keit (108 : 105). Aus (38) folgt, daß Wx immer entgegengesetztes 
Vorzeichen wie kx hat. Wenn wir den zweiten kleinen Term ver
nachlässigen, erhalten wir den gleichen Ausdruck für Absorption 
oder Emission, nämlich 

(38a) 

Dies ist also die mittlere Änderung der x-Komponente der Wellen
zahl des Elektrons (kx ) pro Stoß, gemittelt über alle Schallquanten 
mit gleichem Im I. Der Absolutbetrag von kx wird durch Stöße immer 
verkleinert, weil Wx entgegengesetztes Vorzeichen hat wie kx . Die 
gesamte Impulsänderung aller Elektronen wird natürlich Null, falls 
Elektronen mit positivem und negativem kx gleich häufig sind. 
Wenn wir z. B. (38a) über alle Elektronen mit gleicher Energie 
(gleiches k) mitteln, wird der Mittelwert von wx ' den wir Wx nennen, 

(38 b) 

kx ist dann der Mittelwert der k:y' gemittelt über alle Elektronen 

mit gleichem k. Fließt kein Strom, so ist kx = 0, also auch Wx = 0. 
Fließt dagegen ein Strom in der positiven x-Richtung, so wird 

kx > 0, also wx < 0, d. h. in diesem Fall wird von den Elektronen 
Impuls an die Schallquanten abgegeben. 

12* 
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§ 14. Elektrische Leitfähigkeit. 

Allgemeines [33]. Die Stromdichte J in der x-Richtung eines 
Metalls ist definiert durch die Ladung, welche pro Sekunde durch 
eine Einheitsfläche senkrecht zur x-Richtung strömt. Ist 1 (1) die 
Verteilungsfunktion der Elektronen, so ist nach § 5 

2 
(2 n)3 1 (f) dT! 

die Zahl der Elektronen im Volumenelement d TI des f-Raumes 
pro Volumeneinheit des Metalls. 

2 
va:' (2n)BI (t) dT! 

ist also die Zahl der Elektronen pro d TI' die pro Sekunde durch 
eine Einheitsfläche senkrecht zur x-Achse fließt. Da jedes Elektron 
die Ladung e mit sich führt, ist die Stromdichte 

2e J J = (2 n)3 va: 1 (t) d TI • (1) 

Dieses Integral verschwindet, wenn wir für I (f) die FERMI-Ver
teilung einsetzen, weil dann aus Symmetriegründen von beiden 
Seiten gleich viele Elektronen durch eine Fläche fließen. Unsere 
Aufgabe ist die Berechnung der Verteilungsfunktion bei An
wesenheit eines äußeren elektrischen Feldes F, das in der x-Richtung 
liegen möge. 

Zur Bestimmung der Verteilungsfunktion stehen uns zwei Be
dingungen zur Verfügung. Erstens soll der Zustand stationär sein, 
d.h. 

d! 
dT=O. (2) 

Zweitens wollen wir annehmen, daß die Änderung der Verteilungs
funktion durch das Feld sehr klein sein soll, so daß wir 1 in der Form 

f (f) = 10 (t) + g (t) (3) 

ansetzen können, wo 10 die ungestörte FERMI-Verteilung ist und 

g (t) < 10 (t) (3a) 
sein soll. Die Änderung der Verteilungsfunktion setzt sich aus zwei 
Teilen zusammen, aus einer Änderung durch das äußere Feld und 
einer Änderung durch Zusammenstöße, 

~=(o!) +(!1) =0, (2a) 
dt ot Feld ot stoß 

die sich im stationären Zustand kompensieren mÜSSJn. Der Ein-
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fluß des Feldes auf die Verteilungsfunktion besteht in einerÄnderung 
der Wellenzahl eines jeden Elektrons, die nach § 3, (12) durch 

dkx eF' dk~=O dkz=O 
Te -11' dt ' dt 

bestimmt ist. Im I-Raum wird also die Verteilungsfunktion in der 

Zeit LI t in der kx-Richtung um -~~hLl t verschoben. Somit ist 

f(kx , k!J' kz' t)=f(kx + eF'hLlt , ky, kz ' t+Llt) 

oder 

f(kx , ky , kz' t+Llt) =f(kx - eFhLlt, k", kz ' t). 

Hieraus folgt durch Differenzieren 

( ~) = !im L(~t -LLI_tL - 1 (f!!1 = _ eF !l = _ eF' !l oE 
o t Feld LI t ~ 0 LI t h 0 kx h 0 E 0 kx 

oder mit § 3, (10) 

(:It ) = - eFvx :E1 . 
Feld 

(4) 

Den zweiten Term der Stationaritätsgleichung (2a) haben wir in 
§ 13, GI. (34) bestimmt. Setzen wir diese Gleichung, sowie (4) in 
(2a) ein, so erhalten wir 

- (~DFeld = eFvx:k = (~)swß = N Zck2: 
m 

{(I + Nv) f (f + llJa) [1- f (f)]-Nvf (f) [1- f (I + llJa)] + 
+ N v f (f + llJe) [1- f (f)] - (1 + N v) f (f) [1- f (f + llJe)] I 

(5) 

Hier machen wir für f den Ansatz (3) und berücksichtigen (3a). 
Dann ist 

01 010 
oE""'" oE' 

so daß wir (~/t) durch (~l-to) ersetzen dürfen und es wird 
U Feld , U Feiet 

unter Beachtung von § 13, (21) und § 3, (10) 

_ (~) _ eFv 0/0 _ ~~~kx 0/0 - (~) (5a) 
ot Feld - x8E - m* oE - ot Swß 

Die Lösung dieser Gleichung ist im Fall hoher Temperaturen 
(T>e) einfach. 

Hohe Temperaturen T>e. Nach § 13, (34a) wird für hohe 
Temperaturen 

( ~~ ) Stoß = N Z ck 2: N. { t (f + llJa) + f (f + IUe) - 2 f (f) ). 
m 
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Für t machen wir wieder den Ansatz (3). Wie wir auf S. 175 aus
einandergesetzt haben, wird 

( 010 ) - 0 ot Stoß - , 
denn t 0 ist ja die Verteilungsfunktion im thermischen Gleichgewicht. 
Daher ist 

(:Dstoß = (~nStoß = N'; ck~ Np (g (f + wa) + g (f + wt )-2g (f)). (6} 
tD 

Aus (5a) ersehen wir, daß kz in ( :~ )Feld die einzige Größe ist, die 

nicht kugelsymmetrisch im f-Raum ist. Für g (f) wird daher der 
Ansatz 

g (f) = kzX (E) (7) 
nahegelegt. X (E) ist dabei eine Funktion, die kugelsymmetrisch 
im f-Raum ist, d. h. wegen § 13, (21) nur von E, nicht aber z. B. 
von kz allein abhängt. Dann ist unter Beachtung von § 13, (36) 
und (36a) 

g (f + ltIa) = (kz + w cospa) X (E + k1l) (7a) 
g (f + We) = (kz + w cospe) X (E - kv). (7b) 

Da hohe Temperaturen dadurch definiert werden, daß k v < k T 
ist, können wir k v immer gegen E vernachlässigen, d. h. 

X (E + kv) ,....,x (E-kv) ,....,x (E) (7c) 
setzen. Somit erhalten wir mit dem Ansatz (7) aus (6) unter 
Beachtung von (7a), (7b), (7c) und § 13, (f.a), S. 167 1 

(:Dstoß = (~nStoß = N ';c-k2 ~~ w(cospa + cospe) X (E). (6a) 
tD 

Die Summe über W verwandeln wir in ein Integral. Dieses zerfällt 
in ein Integral über die Winkel und in eines über 1 W I. Bei Aus
führung des Winkelintegrals beachten wir, daß der Winkel zwischen 
wund f durch die Winkel Pa und Pe gegeben ist, so daß nur noch 
das Integral über das Azimut qy (mit f als Achse) verbleibt. Dieses 
haben wir in § 13 bei Berechnung der Änderung von kz durch 
Stöße mit Quanten mit gleichem Iw 1 schon ausgeführt. Nach 
§ 13, (35) und (38a) wird 

2n 2n 

W fcosPadqy,....,w fcosPedqy = 2nwz =-2nkz 2w;Z. 
__ -,0_ 0 

1 Wir schreiben gelegentlich k für die BOLTZMANN-Konstante, um Ver
wechslungen mit der Wellenzahl k zu vermeiden. 
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Es ist also nach (6 a) 

(~) = (~) = - ~~~- k T (E) "'" ~. (8) 
ot Stoß ot Stoß N Me k3 X ~ hv 

Bei der Umwandlung der Summe in ein Integral beachten 
wir, daß nach § 13, (2) die Zahl der Eigenschwingungen in einem 
Frequenzintervall Y, Y + dy 

~n~y2dY 
c3 

ist. Aus (3), § 13 folgt ferner 
2nv 

W=-_-. 
C 

Es ist dann 
Pm 

"'" w2 _ 48 n3 R J 3 _ 12 n3 R 4 
~ hv-~ Y dY-~Ym' (8a) 

w 0 

Da wir den genauen Wert der Konstanten 0 nicht angegeben haben, 
werden wir alle Zahlenwerte und universellen Konstanten, die in 

( ~~ ) Stoß auftreten, zu einer neuen Konstanten 01 zusammen

fassen. Wir berücksichtigen dann noch, daß nach § 13, (4) 
v~, 3n 3N 
CS = 4n = 4nR 

ist und ferner nach § 13 (8) 
k6l = hYm . 

Dann wird schließlich [vgl. (8), (7)] 

( 8/ ) = (Og) = _ CinT k (E) =_ CinT (f) 
ot Stoß 0 t Stoß M k3 0 2 X X M k3 0 2 g . (9) 

Relaxationszeit. Die Relaxationszeit ist durch Definition die 
Zeit, die nötig ist, damit eine Störung der Verteilungsfunktion 
auf den e-ten Teil abklingt. Die Störung der Verteilungsfunktion 
ist in unserem Fall die Funktion g (f), und es ist definitionsgemäß 

( Og) 1 
8t Stoß = - "T g, 

denn hieraus folgt (nach Abschalten des elektrischen Feldes) 
t 

g (t) = g (to) e T. 

Durch Vergleich von (10) mit (9) finden wir 

k3M02 
-r=const-T • n ' 

(10) 

(ll) 
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oder, da bei unserem Energieansatz k '" v ist 
va M€)2 

r"'P-n-' 

Entsprechend wird die freie Weglänge 
v' M€)2 

l=rv"'P-n-' (Ha) 

Es ist sehr wesentlich und keineswegs selbstverständlich, daß 

in (9) ( ~~ ) Stoß = ( :; ) Stoß proportional zu g ist (bei tiefen Tempe

raturen ist das nicht mehr der Fall), denn nur dadurch ist es 
nach (10) möglich, in vernünftiger Weise eine Relaxationszeit 
zu definieren. 

Die Relaxationszeit steht in engem Zusammenhang mit dem von 
den Elektronen abgegebenen Impuls. Um das zu zeigen, ver-

gleichen wir zunächst (10) mit (6a), woraus wir mit (7) (~~ = N" 

vgl. oben) 

1 C ~ 
-T" = N Mckkx ~ N.w (cospa + cospe) 

10 

erhalten. Nach § 13, (35) ist w cos P die .Änderung der Wellenzahl 
der Elektronen pro Stoß mit einem Schallquant tu, die wir,1 kz 
nennen wollen. Daher wird 

.I N.w (cos Pa + cos Pe) = N,1 kz ' 

wobei N die gesamte Anzahl der Quanten ist und ,1 kz ein Mittel
wert aller ,1 kz . Ferner ist nach (33), § 13 

C 
fP Tt = N Mck 

die übergangswahrscheinlichkeit. N (j)k ist dann (bei hohen Tem
peraturen) die Wahrscheinlichkeit W, daß ein Stoßprozeß pro 
Elektron stattfindet. Somit wird 

1 _ W Llkz 
T - - --r;-

,1 kz ist nach § 13, (38a) immer negativ falls der Strom, d. h. kx' 

positiv ist. Da k proportional zum Impuls p ist, wird also 

__ Llkz = ILlkzl = \LlPz/ 
kz kz pz 

die mittlere relative Abnahme der x-Komponente des Impulses 
pro Stoß. 
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1 
W = to 

war die Zeit zwischen zwei Stößen. Somit ist 

~ = I~pxl. (12) 
T Px 

Ist insbesondere I LI Px I = I Px I, d. h. gibt ein Elektron pro Stoß 
seinen ganzen Impuls ab, so ist to = T, d. h. es wird dann die 
Relaxationszeit gleich der Zeit zwischen zwei Zusammenstößen. 
Im allgemeinen ist aber T nicht gleich der Zeit zwischen zwei Stößen, 
sondern unterscheidet sich davon in charakteristischer Weise 

gemäß GI. (12). Der Faktor A Px ist ziemlich selbstverständlich, 
Px 

denn wenn sich der Impuls bei einem Stoß nicht ändert (LI Px = 0), 
muß T unendlich groß werden. 

Die Relaxationszeit setzt sich nach (11) aus drei Faktoren 
zusammen: einem Temperaturfaktor (1fT), einem Faktor, der von 
der Geschwindigkeit der Elektronen abhängt (v3 ) und einem Faktor, 

der den Einfluß des Gitters kennzeichnet ( Mn€')2 ). Alle drei 

Faktoren sind einfach zu verstehen. 

Die Abhängigkeit von der Geschwindigkeit der Elektronen 
erklärt sich in folgender Weise: Die Wahrscheinlichkeit eines 

Zusammenstoßes ist nach § 13, (33) '" !. Die relative Impuls-

änderung pro Stoß, t1k: x = ~: ' ist nach (38), § 13 '" k12 ' Nach (12) 
ist also T'" k3 ", v3 • Um die Abhängigkeit von den Gitterschwin
gungen zu verstehen, machen wir die einfachste Annahme, die 
wir über die Streuwahrscheinlichkeit machen können, wir setzten 
sie nämlich proportional zur Zahl der Atome pro cm3 , n und 

zum mittleren Amplitudenquadrat x2 der Schwingung eines Atoms 
um seine Ruhelage [30]. Unter der Annahme harmonischer 
Schwingungen mit der Frequenz vm ist die mittlere kinetische 

Energie 2 n 2 v;:' M x 2 und aus thermodynamischen Gründen ist 

sie bei hohen Temperaturen + k T. Da hVm = k61 ist, folgt 

n ;2 '" ;. ~2' Die Relaxationszeit T ist umgekehrt proportional zur 

Streuwahrscheinlichkeit, d. h. T '" ~~2. Damit haben wir außer 

der Abhängigkeit von dem Gitter auch die Temperaturabhängigkeit 
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abgeleitet, ohne auf die Vorstellung der Schallquanten Bezug 
zu nehmen. 

Die Temperaturabhängigkeit folgt auch einfach daraus, daß 
die Zahl der Schallquanten N., also auch die Zahl der Zusammen
stöße, proportional zu T ist. 

Berechnung des Stromes. Zur Berechnung des Stromes brauchen 
wir noch die Funktion X (E). Aus (9) folgt mit (10) und (7) 

(01) 1 1 TI Stoß = - T" g = -T" kzX(E). 

Durch Einsetzen in (5a) erhalten wir 

eFh 010 =_~ (E) 
m* oE T X ' 

oder mit (7) 
eFhT 0/0 

g = kz X (E) = - ~ kz oE • (13) 

Aus (I) finden wir mit (3) unter Berücksichtigung, daß, wie auf 
S. 180 gezeigt wurde, die Integration über 10 verschwindet: 

J- 2 e2 Fhf 010 
- - (2 n)8 f1iii' r Vz kz oE- arf· 

Bei unserem Energieansatz (21), § 13 ist 
hkz 
m* =v,z. 

I 

Im Integral können wir aus Symmetriegründen v:: durch ~ ersetzen. 

Dann ist [vgl. § 3, (ll)] 

2 2 elF! 010 
J = - (2n)8 3m 7: Etr oE a7:r. 

Hier führen wir die Integration über die Winkel im I-Raum sofort 
aus, da alle Größen davon unabhängig sind. Nach § 4, (30) ist 
(pro cm3) 

1 J D(E) 
(2n)8 d 7:f = --r i/,E , 

Winkel 
d.h. 

J=-~ eOFf E fJto D(E) i/,E 
3 m 7: tr oE R . 

Da :~ nur in der unmittelbaren Umgebung von E = ewesentlich 

von Null verschieden ist (Abb.67, Anhang S.357), dürfen wir 

den Faktor von ~ ~ mit seinem Wert bei der Energie C. vor das 
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Integral setzen. Mit der Beziehung (18), § 5, 
4 
T (Etr D), = N F = nF R, 

sowie mit 

J~OdE--l 8E -

erhalten wir schließlich die Leitfähigkeit: 

187 

J e2 TC nF eZZC nF 
(1= F = m mv-' T>@ (14) 

c 
in formaler übereinstimmung mit der elementaren Theorie § 12, (5). 
Unsere gegenwärtige Theorie liefert aber ~ 
über die elementare Theorie hinaus Einzel
heiten der Relaxationszeit TC' insbesondere 
die Temperaturabhängigkeit, die in guter 
Übereinstimmung mit der Erfahrung ist. 
Bei einer exakten Berechnung der in T auf
tretenden Konstanten erhält man auch noch 
die richtige Größenordnung der Leitfähig
keit [33, 104]. 

Nach (14) ist die mittlere Relaxations
zeit identisch mit der Relaxationszeit der 
Elektronen mit der Grenzenergie C und 

Abb. 39. Die Verschiebung 
der ElektronenverteiJung Im 
elektrischen Feld. - Be
grenzung der VerteUungs-

funktion ohne Feld, 
- - - mit Feld. 

entsprechend ist die "mittlere" Geschwindigkeit die Geschwindig
keit dieser Elektronen. In der Leitfähigkeitstheorie bedeutete also 
Mittelung einer Größe nicht Mittelung über die ungestörte Ver-

teilung 10' sondern über ;~. Der Grund dafür ist leicht verständlich. 

Durch das Feld wird ja, unserer elementaren Theorie § 12 ent
sprechend, die x-Komponente der Geschwindigkeit aller Elek-
tronen um einen gewissen Betrag LI v erhöht. Das ist gleich
bedeutend damit, daß die Verteilungsfunktion im Impulsraum 

um den Betrag m LI v in der Richtung des Stromes verschoben 
wird (vgl. Abb.39). Dadurch wird aber die Verteilungsfunktion 

nur an den Stellen wesentlich geändert, an welchen i!; groß ist, 

d. h. am Rand C der FERMI-Verteilung. Um LI v zu berechnen, 
bemerken wir, daß nach (3) und (13) die gestörte Verteilungs
funktion 

(13a) 
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lautet. Andererseits bedeutet eine Erhöhung von va; um ,,1 v, daß 
die Verteilungsfunktion gleich der ungestörten Verteilungsfunktion 

ist, falls wir dort va; durch va; + ,,1 versetzen. Demnach ist 

- 810-1 (va;) = 10 (vx -L1 v) = 10--" -,,1 v. 
UVx 

Bei unserem Energieansatz § 13, (21) ist 

h kx und 810 _ 810 8 E _ (} 10 h k 
Vz = m* 8 Va; - 8 E 8 Va; - 0 EX' 

d.h. 
010 -1 = 10-TE- h k",,,1 v. 

Durch Vergleich mit (13a) folgt 
- 6FT 
,,1 V = ----rn*' (14a) 

genau wie in der elementaren Theorie § 12, (3) .. 
Lassen wir den einfachen Energieansatz § 13, (21) fallen, so ist 

eine einfache Durchführung der Rechnungen nicht mehr möglich. 

T wird aber in jedem Fall den Faktor ! ~9 enthalten, während ltfl 

durch eine kompliziertere Funktion der Wellenzahl l und der Ge
schwindigkeit b "" gradr E zu ersetzen sein wird. Nennen wir diesen 
Faktor rp, so ist (alle Konstanten sind in rp aufgenommen) 

M@2 
7: = nT-rp, 

oder mit (14) 

(15) 

In diesem Ausdruck enthält rpc die Konstante C aus § 13, (33). 
rpc soll also eine Größe sein, die (angenähert) monoton von der Kern
ladungszahl abhängt, vorausgesetzt, daß rp als Funktion von f nicht 
rasch veränderlich ist. Das ist aber nicht zu vermuten, denn sogar 
bei Halbleitern, bei denen k eine ganz andere Größenordnung als 
bei Metallen hat, ist die freie Weglänge von der gleichen Größen
ordnung. In (15) ist beachtenswert, daß a nicht proportional 

zu np allein, sondern zu n:, d. h. zur Zahl der freien Elektronen 

pro Atom ist. Da MT@2 bekannt ist, kann aus den Meßwerten von a 

die Größe ~~ m entnommen werden. Andererseits kennen wir np n T n 
für eine Reihe von Metallen aus optischen Messungen (Tabelle 2, 
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S.115). Damit können wir zunächst nachweisen, daß q; tatsächlich 
eine monotone Funktion der Kernladungszahl ist. Wir tragen dazu 
in Tabelle 11 alle zur Berechnung von q; nötigen Größen für di~-

jenigen Metalle, für welche wir ;: kennen, auf. Da die Genauig-

keit von nF höchstens 10-20% ist, geben wir die andern Größen n 
auch nur mit einer entsprechenden Genauigkeit an. 

In Tabelle II bedeutet Z die Kernladungszahl, A das Atom
gewicht. (J ist in elektrostatischen O-G-S-Einheiten für T = 2730 

angegeben. 

Tabelle 11. 

Metall Na K Ou Rb Ag Os Au 

Z 11 19 29 37 47 55 79 
(J .10-16 21,5 14,3 58 7,8 60 5,1 44 

A es. 10-6 5,8 6,2 63 6,1 50 6,2 60 
nF 0,9 
n 

0,8 0,5 0,8 0,8 0,9 0,7 

rp·IO-29 2,7 1,8 1,2 1,0 0,9 0,6 0,7 
35 
-.10-29 3,2 1,8 1,2 1,0 0,7 0,6 0,4 Z 

Wir sehen aus dieser Tabelle, daß q; tatsächlich monoton in Z 
ist, insbesondere, daß die Alkalimetalle und Cu, Ag, Au sich 
gut aneinander anschließen. Wir können q;, wie die Tabelle zeigt, 
durch 

35 
q;=z·1029 (16) 

recht gut darstellen. Damit gewinnen wir eine halbempirische 
Darstellung für die Leitfähigkeit. Wenn wir (J in cm-1 [)-1 

(1 Q = 1 Ohm) ausdrücken, wird aus (15) und (16): 

_ 1650 A es nF -1 rl-l 
(J- ZT n cm :.~ . (17) 

Diese halbempirische Formel gestattet uns die Bestimmung 
nF von n aus (J. Den erhaltenen Werten liegt die Hypothese zugrunde, 

daß q; durch (16) richtig dargestellt wird. 
Für Metalle mit nichtabgeschlossenen inneren Schalen, z. B. 

er, Ni, müssen die hier angegebenen Formeln, wie wir in § 30 
zeigen werden, etwas modifiziert werden [212]. (15) und (17) sind 
daher für diese Metalle nicht gültig. Für die übrigen Metalle geben 
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wir die mit Hilfe von (17) berechnete Zahl der freien Elektronen 

pro Atom, np , in Tabelle 12 (0' in cm-1 tri für T = 273°). 
n 

Tabelle 12. 

Metall Li NalK Rbl Cs Cu Ag lAu I Be IMg/Cal Sr Ba. 
I 

a·lo-' 12 24 16 8,6 5,6 65 67 49 18 25 24 3,3 1,7 
.A @1.1O-5 9 5,8 6,2 6,1 6,2 63 50 60 90 20 21 17 18 

Z 3 11 19 37 55 29 47 79 4 12 20 38 56 
np 

1 (0,07) 0,8 0,8 0,81 0,9 0,5 1 11 (0,01) 0,3 0,4 0,11 0,1 
n 

Metall Zn / Cd I Hg I Al In Tl I Sn Pb Bi 

a·lo-' 18 15 4,4 I 40 12 7,1 10 5,2 0,9 
.A@2·10-6 36 32 20 41 45 55 '80 17 25 

Z 30 48 80 13 49 81 50 82 83 
np 0,3 0,4 0,3 0,2 0,2 0,2 0,1 0,4 

I 
0,05 

11, 

Die hier berechneten np -Werte sind zwar nicht sehr genau, 
n 

sie geben aber sicher ein einigermaßen richtiges Bild von den 
tatsächlichen Werten. Nur die beiden leichten Metalle Li und Be 
liefern sicher falsche Werte. e wurde teils aus der spezifischen 
Wärme, teils aus den elastischen Konstanten entnommen. 

Das Resultat für np entspricht ganz unseren Erwartungen des 
11, 

§ 5. So haben z. B. die zweiwertigen Metalle durchwegs kleinere 

np als die einwertigen, was nach § 5 daher rührt, daß np sogar 
11, 11, 

Null wäre, wenn für die beiden Valenzelektronen nur ein Energie
band zur Verfügung stände. Es müssen sich also zwei Bänder 

teilweise überdecken, wodurch np zwar von Null verschieden wird, 
11, 

aber verhältnismäßig klein bleibt (vgl. § 5, S.79). 
Charakteristisch für Wismut ist die extrem kleine Zahl der 

freien Elektronen, die nach § 5 dadurch zu erklären ist, daß die 
Grenzenergie C sehr nahe am Rand eines Energiebandes liegt. 

Würde C mit dem Rand zusammenfallen, so wäre ;, = O. Dasselbe 

mußten wir schon in § II aus dem großen Diamagnetismus von 
Bi folgern (ygl. § 31). 
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Wir kehren nochmal zur Diskussion der halbempirischen 
Formel (17) zurück. Sie zeigt uns, von welchen Faktoren die Leit
fähigkeit eines Metalles abhängt. Zuerst wollen wir aber noch 
eine Vereinfachung vornehmen. Das Verhältnis AjZ ist für alle 
Atome etwa 2. Es ist ziemlich genau 2 bis zum Element 20 
(Ca) und ~teigt dann langsam. Bei den schweren Elementen 
ist es etwa 2,5. Die beiden einzigen Faktoren in (17), die ein Metall 

charakterisieren, sind daher (92 und ~. (92 entspricht dem Einfluß 

des Gitters auf die Leitfähigkeit, n:, demjenigen der Elektronen. 

Innerhalb einer Vertikalgruppe des periodischen Systems hat 

n: für alle Metalle angenähert gleiche Werte (vgl. Tabelle 12). 

Der Unterschied der Leitfähigkeit solcher Metalle ist dann allein 
auf den Unterschied der DEBYE-Temperaturen zurückzuführen. 
Diese Unterschiede können sehr beträchtlich sein, wie ein Vergleich 
der Alkalimetalle mit Cu, Ag und Au zeigt!. 

Tiefe Temperaturen, T <: (9 [58]. Bei tiefen Temperaturen 
gestaltet sich die Berechnung der Leitfähigkeit unvergleichlich 
komplizierter als bei hohen. Der Grund dafür ist, daß die 
Approximationen, die bei hohen Temperaturen gemacht werden 
dürfen, nicht mehr zulässig sind, weil jetzt 

h'/J 
kT > 1 

ist. Bei der Durchführung der Rechnung macht man für die 
Störung g wieder den Ansatz (7). Es ist aber jetzt [vgl. (7 c)] 

X (E + hv) =1= X (E-hv) =1= X (E). 

Als Folge davon kann man in (5) im Ausdruck für (:nStoß die 
Summe über tu (die wir in ein Integral verwandelt hatten) nicht 
mehr wie in (8), (8a) auswerten, weil sie durch die Faktoren 
X(E ± h1l) eine unbekannte Funktion von 11, d. h. von w, enthält. 
Infolgedessen ist auch 

(~) - (~) =F '" ot Stoß - ot Stoß g. 

Daher ist es nicht mehr möglich, wie in (10) eine Relaxationszeit 

zu definieren, denn dazu müßte ja (:n Stoß'" g sein. Natürlich 

1 Auch die Druckabhängigkeit der Leitfähigkeit ist in erster Linie auf 
eine Druckabhängigkeit von e zurückzuführen [170]. 
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läßt sich immer eine Zeit T definieren, welche die Eigenschaft 
hat, daß die Leitfähigkeit durch den Ausdruck (14) 

e2 .nF 
O=-~-

m 

gegeben ist. T hat aber jetzt nicht mehr die Eigenschaft, daß eine 
t 

Störung des thermischen Gleichgewichtes wie e 'abklingt. Da
gegen läßt sich zeigen, daß T immer noch durch (12) definiert 
werden kann. Dann ist also 

T=toli~J (12) 

Wir wollen hier nicht die ganze komplizierte Lösung von (5) 
wiedergeben, sondern nur aus dem obigen Ausdruck für T die 
Temperaturabhängigkeit berechnen. Nach § 13, (38a) ist die 
mittlere Änderung der x-Komponente der Wellenzahl durch 
Stöße mit Schallquanten gleicher Frequenz y 

w2 

LI kx = - kx 2 k2 . 

Im Mittel über alle w wird also 

I LI k x I = I LI Px I = W
2
2 ' 

kx Px 2k 

wo w2 der Mittelwert von w2 ist. Da w "" y ist, wird also 

I Llp: x I ~~. 
Andererseits ist die Zeit to zwischen zwei Zusammenstößen um
gekehrt proportional zur Zahl der Schallquanten N. Somit wird 
nach (12) 

er ~ T = to Il;x I "" N1
-:p2 • (18) 

Die Gesamtzahl der Schallquanten ist nach § 13, (5) und (2) 

f f v2dv 
N ~ N. y2 d y = ~ . 

ekT -1 
o 0 

Für hohe Temperaturen ist, wie wir bereits wissen, wegen ;; < 1 
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Für tiefe Temperaturen führen wir die Variable ~ = :; ein und 

finden 
Em - . (kT)3f ~2d~ 

N", h e~-l' 
o 

Da k T < . .lHm ist, wird ~m --'>- co und das 
von T unabhängigen Wert an. Dann ist 

Integral nimmt einen 

N", T3, T<'f9. 

Wir benötigen jetzt noch den Mittelwert ,,2, d. h. den Wert 
VII" 

- 1 r 1 f v'dv ,,2 = N ,,2 N.,,2 d"= N k 

. ekT_I 
o 0 

Wie oben wird für hohe Temperaturen 

"2,,,-= -"4d",,,-=-- 1 JkT T 
N hv N' 

o 
und für tiefe Temperaturen 

Om 

V2 '" ~J ~'d~ '" T5 
N eo-l N 

o 
Nach (18) ist also mit (19) und (19a) 

1 1 
G'" Np" "''1'' 

1 1 
G ,'-' N v2 '" T5 , 

(19) 

(19a) 

Diese Temperaturabhängigkeit G'" T-s ist vermutlich in guter 
übereinstimmung mit der Erfahrung. Mit Sicherheit ist das T-o. 
Gesetz jedoch noch nicht nachgewiesen (vgl. S. 196). 

Die große Verschiedenheit für hohe und für tiefe Temperaturen 
erklärt sich also dadurch, daß für hohe Temperaturen N", T, 
für tiefe aber'" T3 ist, während ,,2 für hohe Temperaturen tempe
raturunabhängig, für tiefe aber'" T2 ist. Dies letztere ist dadurch 
bedingt, daß für tiefe Temperaturen die Frequenz "0 des Maximums 
der PLANcKschen Verteilung kleiner als "m ist. Man kann dann 
11 durch "0 ersetzen. Nach dem WIENschen Verschiebungsgesetz 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 13 



194 Leitfähigkeit. 

ist vo'"'" T, also v2,"", T2. Bei tiefen Temperaturen wird also nicht 
nur die Zahl der Zusammenstöße kleiner ('"'" T3), sondern auch 
der pro Stoß abgegebene Impuls ('"'" T2). 

Umklapp-Prozesse [86,87]. Vom elektrischen Feld wird den 
Elektronen dauernd Impuls in der x-Richtung zugeführt. Dieser 
wird an die Schallquanten abgegeben, so daß sich deren Gesamt
impuls dauernd erhöht und das thermische Gleichgewicht gestört. 
wird. Wir haben bisher immer so gerechnet, als ob die Schall
quanten im thermischen Gleichgewicht wären. Um das zu recht
fertigen, muß gezeigt werden, daß die Abweichungen vom Gleich
gewicht sehr klein sind. Eine ausführliche Untersuchung, die wir 
hier nicht wiedergeben, zeigt, daß bei hohen Temperaturen die 
Wechselwirkung der Gitterwellen untereinander hinreichend groß 
ist, um das Gleichgewicht wiederherzustellen. Bei tiefen Tempe
raturen trifft das aber nicht mehr zu. Zur Herstellung des Gleich
gewichts ist hier eine neue Art von Zusammenstößen mit den 
Schallquanten nötig, die sog. Umklapp-Prozesse. Diese bestehen 
darin, daß sich die Wellenzahl eines Elektrons beim Stoß außer 

um tu noch um 2a7{, n ändern kann, d. h. daß 

f'=f+tu+~n a 

ist. Solche Prozesse haben wir schon häufig betrachtet. Mit 
tu = 0 sind sie gleichbedeutend mit den Prozessen bei Elektronen
beugung, d. h. mit der elastischen Reflexion von Elektronen an 
Netzebenen. Der Unterschied gegen dort besteht nur darin, daß 
jetzt nicht f, sondern f + tu den Bedingungen für selektive Reflexion 
genügen muß. Da tu viele Werte annehmen kann, bestehen für 
ein Elektron im Zustand f viel mehr Möglichkeiten für solche 
Reflexionen. Bei diesen Prozessen ist der Gesamtimpuls Elektron + 
Quant nicht mehr konstant, so daß die Möglichkeit besteht, den 
Impuls des Feldes zu vernichten, ohne daß er von den Schall
quanten aufgenommen wird. Er wird vielmehr zum Teil, wie 
z. B. bei der selektiven Reflexion von Elektronen an einem Metall, 
vom gesamten Gitter direkt aufgenommen. Im übrigen besteht 
aber für die Berechnung der Leitfähigkeit kein wesentlicher Unter
schied zwischen den Umklapp-Prozessen und den gewöhnlichen 
Streuprozessen, denn der Ausbreitungsvektor ist ohnehin nur bis 

auf Vektoren 2a7{, n definiert. Falls wir mit dem reduzierten Aus-
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231: 
breitungsvektor rechnen, müssen wir immer einen Vektor ---'- n 

a 
addieren, der so bestimmt ist, daß die Komponenten des Aus
breitungsvektors immer, d. h. vor und nach dem Stoß, zwischen 

-ii und ~ liegen. Unsere Berechnung der Temperaturabhängigkeit 

der Leitfähigkeit bleibt also unbeeinflußt, weil hiernach in (38), 
§ 13 der Faktor w2 nicht zu ändern ist. 

Legierungen, Verunreinigungen [104]. Nach unseren Vor
stellungen über die Bewegung von Elektronen in Metallen entsteht 
der elektrische Widerstand dadurch, daß im Metallgitter Ab
weichungen von der strengen Periodizität vorhanden sind, die 
eine Streuung der Elektronen verursachen. Bei reinen Metallen 
und perfekten Einkristallen entstehen solche Abweichungen nur 
durch die thermischen Schwingungen des Gitters. Anders ist das 
aber bei Legierungen. Wenn wir, von einem Metall a ausgehend, 
einige Atome des Metalls b in das Gitter einbauen, so wird an diesen 
Stellen eine Abweichung von der Periodizität des Gitterpotentials 
auftreten. Die Folge davon ist eine zusätzliche Streuung und 
daher ein zusätzlicher Widerstand. 

Wir wollen hier nur solche Legierungen betrachten, bei welchen 
die Gitterstrukturen der beiden Metalle a und b gleich sind. 
Wir nehmen an, daß durch den Einbau von b-Atomen keine 
wesentliche Verzerrung des a-Gitters entsteht. Die Elektronen 
können dann, wie oben erklärt wurde, durch zwei verschiedene 
Prozesse gestreut werden: 1. Streuung durch die Gitterschwin
gungen, 2. Streuung infolge des Potentialunterschiedes zwischen 
den beiden Atomen a und b. Entsprechend setzt sich [vgl. (5a), (6)] 

(~nStoß = (~nStoß 
additiv aus zwei Teilen zusammen: 

( (}g) - (~) + (~) 
a t Stoß - a t Tat L' 

Der Index T bedeutet Streuung durch die thermischen Schwin
gungen, L bedeutet Streuung durch die Fremdatome (Legierung). 
Dieser letztere Term ist also unabhängig von der Temperatur. 
Nach der Definition von r (10) ist also auch 

~ = - ~ (~~) Stoß = - ~ (-~4) T - ~ (~n L =T~ + ~. 
Dies gilt nicht nur für hohe, sondern auch für tiefe Temperaturen, 

13* 
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wie man an Hand der allgemein gültigen Relation (12) leicht 
zeigen kann. Es war ja to die Zeit zwischen zwei Zusammenstößen, 
d.h. 

1 - = (j), 
to 

wo (j) die Wahrscheinlichkeit dafür ist, daß pro Sekunde ein Stoß 
erfolgt. Da wir jetzt zweierlei Stöße haben, von denen wir an
nehmen, daß sie sich gegenseitig nicht beeinflussen, setzt sich (j) 

additiv aus den heiden Teilen 

(j) = (j)T + (j)L 

zusammen, d. h. nach (12) 

~=~+~ 
T TT TL' 

wie oben. 
Da die Leitfähigkeit a'" 'l' ist, wird der elektrische Widerstand 

(! '" i-I, 

d. h. bei einer Legierung 
(20) 

e setzt sich somit additiv aus einem temperaturabhängigen Teil (!T 

und einem temperaturunabhängigen Teil (!L' dem Restwiderstand, 
zusammen. Das ist die MATTIDEssENsche Regel, die wir schon in 
§ 12 mitgeteilt haben und die sich somit zwanglos aus unseren 
Grundanschauungen ergibt. 

Wir wollen besonders darauf hinweisen, daß in diesem einfachen 
Gesetz tatsächlich unsere Grundanschanungen bestätigt werden. 
Würde man z. B. annehmen, wie es in der klassischen Theorie 
geschah, daß sich ein Elektron nicht frei durch ein ideales Gitter 
bewegen kann, sondern durch die Gitterpunkte (nicht Gitter
schwingungen) gestreut wird, so wäre durchaus nicht einzusehen, 
daß Fremdatome eine so verschiedenartige Streuung hervorrufen. 

Der Restwiderstand (!L ist bei sehr tiefen Temperaturen natür
lich der ausschlaggebende Teil in (! (20), da ja (!T '" T5 verschwindet 
(vgl. Abb. 38b, S. 157). Dies erschwert die experimentelle Prüfung 
des T5-Gesetzes sehr wesentlich, da ja kleine Verunreinigungen 
bei tiefen Temperaturen schon große Veränderungen des Wider
standes hervorrufen. 

Da die Änderung des Potentials durch Fremdatome um so 
größer ist, je stärker sich die Kernladungszahlen Z unterscheiden, 
muß auch (!L um so größer sein, je größer die Differenz der 
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Kernladungszahlen, LlZ, ist. Das soll natürlich nicht heißen, daß 
(h eine Funktion von LI Z allein ist und nicht auch von Z abhängt. 
In Tabelle 13 zeigen wir für Cu als Grundmetall, daß unsere Be
hauptung recht gut erfüllt ist. Die Werte von f,h sind in Q cm an
gegeben und beziehen sich auf 1 Atomprozent Beimischung. 

Besonders interessant 
ist es auch, den Rest
widerstand eines Metalls b 
im Metall a mit dem um
gekehrten Fall, a in b, zu 
vergleichen [170]. In bei
den Fällen ist die Abwei
chung vom periodischen 
Potential gleich groß, so 

Tabelle 13. 

Metall b in Cu LlZ 

Mg -17 
Al -16 
Cu ° Zn +1 
Ag +18 
Au +50 

eL in 10-6 Q cm 

0,8 
0,8 

° 0,2-0,3 
0,22 
0,6-0,64 

daß auch TL in beiden Fällen gleich groß ist. Der Widerstand (h 
hängt aber auch noch von der Zahl der freien Elektronen pro Atom, 

,!!F_, ab, und zwar ist 
n 

1 
°L'"" ---. ... nF 

TL'r; 

n: ist durch das Ausgangsmetall gegeben, falls die Konzentration 

des Fremdmetalls klein ist. Wir können _n~ aus Tabelle 12 ent-
n 

nehmen. Die Größe (h .;, muß dann für beide Fälle, a in b, 

oder b in a, gleich sein, vorausgesetzt, daß unsere ;;' -Werte richtig 

sind. 

Tabelle 14. 

Metall eL in np [ nF 
Metall I eL in ;,1 nF 

lO-6Qcm n n eL i 10-6Qcm n eL 
I 

Mg in Ag 0,8-1,311 ! 0,8-1,3 Ag in Mg 3-3,5 0,3 0,9-1,1 
Mg " Cd 0,4-0,45 0,41 0,16-0,18 Cd " Mg 0,5-0,6 0,3 0,15-0,18 
Cu " Ag 0,4-0,5 1 0,4-0,5 Ag " Cu 0,22 0,5 0,11 
Ag " Au 0,36 1 I 0,36 Au " Ag i 0,3 I 1 0,3 
Cd " Au 0,64 1 0,64 Au" Cd , 1,7-1,9 : 0,4 0,68-0,76 

In Tabelle 14 ist I!L wieder für 1 Atomprozent Beimischung des 
Fremdmetalls angegeben. Bei der Beurteilung dieser Tabelle müssen 
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wir beachten, daß sowohl unsere n: -Werte, als auch die Meßwerte 

von (!L reichlich ungenau sind. In Anbetracht dessen ist die über
einstimmung so gut, wie wir erwarten können. Der einzige Wert, 
der nicht stimmt, ist Ag, Cu. Wahrscheinlich ist hier der experi
mentelle Wert 0,22 für Ag in Cu zu niedrig, eine Vermutung, die 
auch durch Tabelle 13 nahegelegt wird. 

Wir wollen schließlich auch die Abhängigkeit des Restwider
standes (h von der Konzentration berechnen. Es sei Ya die Konzen
tration des Metalls a, Yb diejenige von b, so daß 

Ya= I-Yb' 
eL muß proportional sein zur Zahl der Störstellen. Wir können 
immer die Atome aals Fremdatome in b und umgekehrt die Atome b 
als Fremdatome im Metall a betrachten. Dann ist also 

(21) 

eL ist daher als Funktion von Ya oder Yb eine Parabel mit dem 

Maximum bei I'a = I'b = -;- und natürlich (h = 0, falls entweder 

I'a oder Yb Null ist. Dieses Gesetz für (h ist in sehr guter "Über
einstimmung mit der Erfahrung, wie Tabelle 15 für Ag-Au zeigtl. 
Die theoretischen Daten geben uns keine absoluten Werte und sind 
mit den experimentellen für Ya = 0,01 in Übereinstimmung gebracht. 

Tabelle 15. Nach [104]. 

'Pa 0,01 0,0251 0,316 0,629 

theor. I 0,35 0,88 I 7,6 8,2 
(!L exp. 0,35 0,86 7,3 8,2 

Ya bedeutet Atomprozent 
Silber. 

In den überlegungen, die 
zu (21) führten, war die Vor
aussetzung enthalten, daß die 
beiden Metalle keine Verbin

dung bilden. Trifft das aber nicht mehr zu, sondern bilden sie z. B. 
eine Verbindung im Verhältnis 1: 2, so muß eL für Ya: Yb = 1 : 2, 

d.h. Ya = !, verschwinden, weil das Gitter dann wieder periodisch 

ist. Auch das wird gefunden und Abb. 40 gibt als Beispiel die 
experimentellen Daten für die Legierung Cu-Au. 

Auch von den hier abgeleiteten Gesetzmäßigkeiten müssen wir 
wieder die Metalle mit nicht abgeschlossenen inneren Schalen aus
nehmen (vgl. § 29). 

1 In (21) ist vernachlässigt, daß die Metalle a, b im allgemeinen ver

schiedene ""F -Werte ha.ben. Bei Ag und Au sind diese jedoch gleich. 

"" 
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Suprale fähigkeit. Bei vielen Metallen verschwindet der Wider
stand bei (iner tiefen Temperatur ~ plötzlich sprungartig und 
bleibtNult f ir T< Ts ' Ts hat die Größenordnung 1°. Der Sprung 
des Wide; ,;tandes ist mit einem Sprung der spezifischen Wärme 
der Elektronen (die bei so tiefen Temperaturen gemessen werden 
kann) und einer Änderung des magnetischen Verhaltens eng ver
knüpft. Es ist bisher noch nicht 

Qcm 
gelungen, diese Erscheinungen theo- 18,-----,--,-----,-....,---, 

retisch zu deuten. '106 

1'1 

Der Grund hierfür scheint darin 
12 

zu liegen, daß man bisher immer 

2 

o 
fu 

20 80 801lt.-%1OO 
1111._ 1Iu. 

versucht hat, die Supraleitung als 
Grenzfall der Leitfähigkeit zu ver
stehen. Es konnte aber kürzlich 
gezeigt werden [21Oa] , daß man 
die Supraströme so beschreiben 
kann, daß sie immer in bestimmter 
Weise mit den sie begleitenden 
Magnetfeldern verknüpft sind, ähn
lich wie bei einem diamagnetischen 

Abb. 40. Der Widerstand der Cu-Au-
Atom. Der Unterschied gegenüber Legierung. Au. [14]. 

dem Diamagnetismus besteht nur 
darin, daß sich hiernach der ganze Supraleiter wie ein einziges 
großes diamagnetisches Atom verhält, wobei jedoch die diamagne
tischen Ströme nicht notwendigerweise im Supraleiter geschlossen 
sein müssen, sondern auch von außen zugeführt sein können. 
Es dürfte sich also bei der Supraleitung eher um ein Problem des 
Diamagnetismus als um ein solches der Leitfähigkeit handeln. 

§ 15. Wärmeleitfähigkeit. 

Die Stationäritätsgleichung [54]. Wir haben bei Behandlung der 
elektrischen Leitfähigkeit die Stationäritätsbedingung nur für den 
Fall eines äußeren elektrischen Feldes aufgestellt. Wir wollen jetzt 
den allgemeinen Fall behandeln. Es möge also die Verteilungs
funktion I eine Funktion der Raum- und Impulskoordinaten sein. 
Für die letzteren führen wir zweckmäßig die Koordinaten des 
Ausbreitungsvektors t ein. Es ist dann: 

f = f (x, y, z, kx' ky, kz) • 
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Die Größe ~~ bedeutet in unserem sechsdimensionalen r, f-Raum 

die Änderung der Dichtefunktion pro Sekunde ganz in Analogie 
zu hydrodynamischen Strömungsproblemen. Das Vorzeichen ist so 

zu wählen, daß ~~ > 0, wenn die Ausströmung aus dem Volumen

element d Tr r die Einströmung überwiegt. Durch Ausführung der 
Differentiation finden wir 

dt - at + ax dt ay dt oz dt I okx dt okll dt (1) 
df _ ~ ~ dx + ~ dy + ~ dz --L- !L dkx + !L dkv + I 

+ :lz ~~z = ~~ + (grad t, i) + (gradd, f) 

Im stationären Zustand ist 

df 
dt =0, (2) 

d. h. alles, was aus dem Volumenelement dTrrausströmt, muß durch 

Stöße wieder hineingeworfen werden. ~~ bedeutet die Erhöhung 

von t pro Sekunde bei festgehaltenen t und f. Diese ist durch die 
Stöße allein gegeben. Unter Beachtung des Vorzeichens (vgl. 
S. 176) wird 

~~ = - (:nStoß' 
Ferner ist nach § 3, (10) 

i = ~ grad!E. 

Damit erhalten wir aus (1) und (2) 

~ (grad t, gradr E) + (grad! /, f) = ( :~) Stoß' (3) 

Die weitere Entwicklung dieser Gleichung hängt wesentlich von 

dem Wert von f ab, d. h. von der durch äußere Felder bedingten 
zeitlichen Änderung der Wellenzahl eines Elektrons. Wir wollen 
nicht den allgemeinsten Fall behandeln, bei dem gleichzeitig elek
trische, magnetische und thermische Felder vorhanden sind. Dieser 
Fall ist zwar ohne allzu große Schwierigkeiten lösbar, doch sind die 
allgemeinen Resultate sehr unübersichtlich. Wir werden hier viel
mehr den Fall von gleichzeitigem elektrischen und thermischen 
Feld, in § 17 denjenigen von gleichzeitigem elektrischen und 
magnetischen Feld behandeln. In einem äußeren elektrischen Feld 
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• e\J 
f=-h-' 

Das Feld soll in der x-Richtung liegen, ~z = F. Es ist dann 
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. eF .• 
kz = h' ky = kz = O. (4) 

Wir machen, wie in § 14, wieder den Ansatz 

1= 10 + g, g</o, (5) 

wobei 10 die ungestörte FERMI-Verteilung ist. 
1 

10 = E-C 

e kT + 1 

Da t = 10 dem thermischen Gleichgewicht entspricht, ist wie in 
§ 14 

( ~~o ) Stoß = 0 . 

Wir führen nach (10), § 14 die Relaxationszeit l' ein: 

1 (89) -~g= N~ß' ~ 

Auf der linken Seite von (3) können wir g gegen 10 vernachlässigen. 
Nach (4) wird mit dem Ansatz (5): 

. 8~· 8~ 8E eF 
(gradd, 1) = 8kz kz = 8E 8lez h-' (7) 

Wir nehmen an, daß das Temperaturgefälle, wie das elektrische 
Feld, in der x-Richtung liege. Dann sind' und T Funktionen von 
x und es ist 

8/0 8E 
(grad I, grad!E) = 8X 8lez ' (8) 

wobei 

810 = 81ILkT~(E-C)=~kT~(E-C)8T =1 
8x 8E 8x leT 8E 8T leT 8x 

_ a 10 [ __ E + ~ _ ~] 8 T J (Sa) 
- aE T T oT OX 

ist. Wir erhalten aus (3) und (6) mit (5) bis (Sa): 

~ oE ~{[_ E +~-~]~+eF}- _~.g (9) 
h 8kz oE T T 8T 8x - T' 

Also wird die gesuchte Funktion g: 

= _ ~ 8E ~{A _ E 8T} (10) 
g h 8lez 8E T OX ' 
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wo 

[c oC]oT CoT oC 0 (C)OT A = T - oT ax + eF = Tax - ox + eF= - T oT T ax + eF (11) 

ist. 
Die einzige unbekannte Größe in (10) ist die Relaxationszeit t'. 

Für hohe Temperaturen haben wir t' in § 14 berechnet. Wir können 
rein formal (6) auch als Definition von t' für tiefe Temperaturen 
einführen. Da aber dann nach S.191 

(ag) =1= at Stoß ,......, g 
ist, hebt sich die Funktion g in der Definitionsgleichung für t' nicht 
mehr heraus, so daß t' ganz von der speziellen Art der Störung abhängt 
und für Wärmeleitfähigkeit anders als für elektrische Leitfähigkeit 
ist. Der Grund dafür ist eben (nach S. 192), daß jetzt die Störung g 

t 
nicht mehr wie e - -; abklingt. Wir finden also nach § 14, (11) für 
hohe Temperaturen 

r,......, T-l, T>e. (12) 
Für tiefe Temperaturen dagegen wird, wie wir weiter unten be
sprechen, t',......, T-8, im Gegensatz zur elektrischen Leitfähigkeit 
(t',......, T-5). 

W ärmeleittähigkeit. Nach dieser Bemerkung über die Relaxations
zeit wenden wir uns wieder an die Berechnung der Wärmeleitfähigkeit. 
Durch die in (10) berechnete Funktion g ist sowohl der elektrische 
als auch der Wärmestrom bestimmt. Nach § 14, (1) ist die elek
trische Stromdichte 

2 f e 2 f oE J = e(2n)3- vxgdt'f = 11 (2n)3 ckz gdt'f· (13) 

Der Ausdruck für den Wärmestrom Q lautet ganz entsprechend. 
Anstatt des Transports von Ladung e berechnen wir beim Wärme
-strom den Transport von Energie E. Dann ist 

2 f 1 2 f oE Q = (2n)3 E vx'Jdt'f= 11 (b)3 E okz gdt't. (14) 

Bei der Ableitung von (13) und (14) ist Gleichung (5) benützt und 
die Tatsache, daß der ungestörten FERMI-Verteilung weder ein 
elektrischer, noch ein Wärmestrom entspricht. Wir setzen (10) in 
{13) und (14) ein und erhalten 

(13a) 

(14a) 
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Die einzige von der Richtung im I-Raum abhängige Größe ist in 

beiden Integralen (:~r Bei Mittelung über alle Winkel dürfen 

wir sie ersetzen durch -} (gradf E)2, oder bei der Einführung der 

Translationsenergie Etr [§ 3, (11)]: 

( OE)2 1 2 _ 2 h2 

ok$, -+ 3 (grad! E) - 3 m E tr · 

Da jetzt in den Integralen keine winkelabhängigen Größen mehr 
vorkommen, können wir die Integration über die Winkel bei kon
stanter Energie ausführen und erhalten nach § 4, GI. (30). 

(2~)3! d'tf=D(E)dE, 
Winkel 

wobei die Eigenwertdichte D jetzt auf die Volumeneinheit des 
Metalls zu beziehen ist. Damit wird (13a) und (14a) 

J= --- AL ---L 4 8 (' 1 oT ') 
3 m 0 T OX l' 

4 1 . 1 oT ' 
Q=-:fm(AL1 - Tax L2). 

(15) 

(16) 

Die verschiedenen Integrale haben wir durch die Größen Ln abge
kürzt, wobei 

Ln =-J't EtrEnD :~ dE (17) 

bedeutet. Diese Integrale haben die Form 
co 

- !F(E)D(E) :~ dEo 
-00 

Wir zeigen im Anhang 3., GI. (3), daß der Wert dieses Integrals 

71.2 
( d2 

) F (C) D(C) + 6 dEZ F(E) D (E) E = c (kT)2 + ... 
ist. Es wird also, wenn wir als Abkürzung 

G(E) = rEtrD (18) 
einführen l 

-Ln = G(C)cn + ~2 (d~2 GEn)c(kT)2 + ... (19) 

Wir berechnen jetzt den Wärmestrom unter der Voraussetzung, 
daß der elektrische Strom verschwindet. Letzteres gibt uns die 

1 Index r; bedeutet, daß der Wert der betreffenden Größe für E = r; 
zu wählen ist. 
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Bedingung [vgI. (15)] 

(20) 

Damit wird 

Q_!_~~~ Li-LoL 2 (20a) 
- 3 m T ox Lo • 

Setzen wir hier Ln aus (19) und (18) ein, so erhalten wir erst in 
zweiter NäheruI}g ein von Null verschiedenes Ergebnis: 

Q = ~_l_ ~ 2n2 G(J-) (kT)2 = n2 ~(DE) TC k2T ~. 
3 mT ox 6 <, 3 3 tr C m OX 

Nach § 5, GI. (18) ist 1 

4 
nF = 3 (Etr D)c 

die Zahl der freien Elektronen pro Volumeneinheit. Somit wird 

·t lc ml TC =--vc 
Q = ~~ TCk2TnF ~ = n 2 Zck2TnF oT 

3 m OX 3 mv, ox 
oder nach § 12 (6) die Wärmeleitfähigkeit 

n 2 T("k2 TnF n 2 [ck2TnF (21) 
" = 3- m = 3 m vc 

in formaler Übereinstimmung mit der elementaren Theorie § 12, (8a). 
Daß;.( in erster Näherung verschwindet, ist klar, da in dieser Näherung 
mit einer Verteilungsfunktion 10 beim absoluten Nullpunkt gerechnet 
wird, die natürlich keine thermischen Effekte aufweisen kann. 
Bemerkenswert ist, daß aus der Bedingung (20) folgt, daß das elek
trische Feld nicht verschwindet, obwohl der elektrische Strom 
Null ist. Das ist verständlich, denn die Elektronen, die die Wärme
energie transportieren, führen gleichzeitig auch elektrische Ladungen 
mit sich. Um den so entstehenden elektrischen Strom auszugleichen, 
ist ein elektrisches Feld nötig, das einen Gegenstrom erzeugt. Dieses 
Feld ist wichtig bei der Berechnung der Thermokraft (§ 16). 

Wir kommen zur Berechnung der Temperaturabhängigkeit. Für 
hohe Temperaturen ist nach (12) TC '" l~ '" T-l, d. h. die Wärme
leitfähigkeit (21) ist für hohe Temperaturen temperaturunabhängig. 

Das Ergebnis ist in guter Übereinstimmung mit der Erfahrung, 
was natürlich schon daraus folgt, daß das WIEDEMANN-FRANzsche 
Gesetz (S. 163, § 12) für hohe Temperaturen erfüllt wird. 

1 Hier steht nF' weil D auf die Volumeneinheit bezogen ist. 
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Für tiefe Temperaturen muß 7: gesondert berechnet werden. 
Dabei findet man 7: '" T-3, gegen 7: '" T-5 bei der elektrischen 
Leitfähigkeit. Der Grund dafür ist folgender. Bei der Berechnung 
des elektrischen Widerstandes hatten wir auf S. 193, § 14 gezeigt, 
daß sich das T5-Gesetz aus zwei Faktoren zusammensetzt. Einem 
Faktor, der proportional zur Zahl der Zusammenstöße ('" T3) und 
einem zweiten, der proportional zum abgegebenen Impuls ist und mit 
T2 geht. Bei der Wärmeleitfähigkeit wird, da der elektrische 
Strom Null ist, gar kein Impuls auf die Elektronen übertragen, 
was dazu führt, daß in erster Näherung die Verteilungsfunktion 
überhaupt nicht geändert wird (vgl. S. 204). Für die Wieder
herstellung des Gleichgewichts spielt also die Impulsabgabe ("'- T2) 
gar keine Rolle, so daß 1/7: proportional zur Zahl der Stöße, d. h. 

7: '" T-3, T <0 (22) 

ist. Durch Einsetzen von (22) in (21) finden wir die Wärmeleitfähig
keit für tiefe Temperaturen'" T-2, was experimentell bestätigt wird. 
Das WIEDEMANN-FRANzsche Gesetz ist hiernach für tiefe Tempe
raturen ungültig. 

Einfluß von Verunreinigungen. Wie wir in § 14 bei der Behand
lung der Legierungen gezeigt haben, setzt sich 7:, falls Fremdatome 
ins Gitter eingebaut sind, aus zwei Teilen zusammen, und zwar 
wird 

~ __ l_+_l 
T - TT TL' 

wobei 7:T die gewöhnliche temperaturabhängige Relaxationszeit ist, 
während 7:L nicht von der Temperatur abhängt. Nach (21) ist 
x ""'V T 7:, also 

1 1 1 
-;e- '" TTT + TTL . 

Der Einfluß von Verunreinigungen ist demnach um so stärker, je 
kleiner T ist. Für tiefe Temperaturen, 7:T ""' T-3, wird 

~",T2 +~-. 
" TTL 

Für sehr tiefe Temperaturen wird das erste Glied Null, das zweite 
hingegen unendlich. Während für den elektrischen Widerstand 
Verunreinigungen bewirken, daß er bei kleinen Temperaturen 
nicht gegen Null, sondern gegen einen konstanten Wert (!L konver-

1 
giert, verursachen sie, daß der Wärmewiderstand u- anstatt Null 

unendlich wird. 
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Zum Schluß sei noch hemerkt, daß auch das Gitter einen Beitrag 
zur Wärmeleitfähigkeit liefert, der aber klein gegen den Beitrag 
der Elektronen ist, denn elektrische Isolatoren hahen eine sehr 
kleine Wärmeleitfähigkeit [66]. 

§ 16. Thermoelektrische Effekte. 

Thermodynamischer Zusammenhang. Wenn in einem Metall ein 
Wärmestrom fließt, so wird, wie wir in § 15 schon angedeutet haben, 
im Metall ein elektrisches Feld F erzeugt, das wir Thermofeld nennen. 
Dieses Feld ist in der Lage, in einem geschlossenen Stromkreis, der 
aus mindestens zwei verschiedenen Metallen besteht, einen elek
trischen Strom zu erzeugen. Die heiden Metalle nennen wir a und b C> (vgl. Abb.41). Ihre beiden Lötstellen 
T+LlT . T mögen die Temperaturen T und T + LI T 

haben. T sei die niedrigste, T + LI T 
IJ die höchste Temperatvr" des Kreises. 

Abb. 41. Thermokreis. ~ Richtung Dann fließt von T + LI T sowohl durch 
des Wärmestromes. 

a als auch durch b ein Wärmestrom. 
Beide erzeugen in a bzw. b ein Thermofeld. Falls a und b ver
schiedene Metalle sind, entsteht dadurch eine Potentialdifferenz 
zwischen den heiden Lötstellen. Sind dagegen a und b gleiche 
Metalle, so heben sich die Wirkungen der beiden Thermofelder 
gerade auf, weil der Wärmestrom in a und b ja verschiedene Rich
tung hat. Schneiden wir eines der beiden Metalle a oder b auf, so 
können wir an den heiden Enden eine Potentialdifferenz messen. 
Man versteht dann unter Thermokraft f{Jab die Potentialdifferenz, 
falls LI T = 10 ist. Es sei also Va b die gemessene Spannung, dann 
ist die Thermokraft 

dVab 
f{Jab=([p' (1) 

Im Zusammenhang mit dem eben besprochenen Effekt steht der 
PELTIER-Effekt. Er sagt aus, daß an den heiden Lötstellen zweier 
Metalle eine Temperaturdifferenz erzeugt wird, falls in dem Kreis 
ein elektrischer Strom fließt. Die Temperaturdifferenz hängt natür
lich von den äußeren Bedingungen ab. Wir definieren deshalb den 
PELTIER-Koeffizient Pab durch die an der Lötstelle außer der JOULE
sehen Wärme erzeugten Wärmemenge (genaue Definition weiter 
unten). 

Wie wir in § 15 gesehen haben, besteht das Thermofeld Fth in 
einem Metall immer, wenn ein Wärmestrom fließt. Wenn gleich-
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zeitig nun auch ein elektrischer Strom durch das Metall fließt, wird 
die entwickelte Wärmemenge von der J oULEschen Wärme etwas 
verschieden sein, da ja das Thermofeld jetzt auch Wärme erzeugen 
kann. Das Vorzeichen von Fth hängt natürlich von der Richtung 
des Wärmestromes ab. Die vom Thermofeld erzeugte Wärme, die 
TaoMsoN-Wärme, wechselt also ihr Vorzeichen, wenn der Wärme
strom (oder der elektrische Strom) sein Vorzeichen wechselt, d. h. in 
einem Fall wird Wärme erzeugt, im anderen verbraucht. Der eben 
beschriebene Effekt heißt TaoMsoN-Effekt. 

Zwischen den drei Größen Thermokraft, PELTIER-Wärme und 
TaoMsoN-Wärme bestehen einfache thermodynamische Zusammen
hänge. Gegeben sei ein Stromkreis, bestehend, wie oben (Abb. 41) 
beschrieben, aus den Metallen a und b mit den Temperaturen T 
und T + LI T an den beiden Lötstellen. Eines dieser Metalle 
schneiden wir, wie oben, auf, so daß an den Endpunkten die 
Spannung Va b liegt. Mit diesem Thermoelement können wir 
Arbeit leisten. Dazu verbinden wir die Endpunkte durch einen 
sehr hohen Widerstand, so daß der (sehr kleine) Strom I durch 
den Kreis fließt. Durch den Strom wird im Thermoelement Wärme 
erzeugt: JOULEsche Wärme, PELTIER-Wärme und THoMsoN
Wärme. Wir definieren den PELTIER-Koeffizienten dadurch, daß 

~bI ~) 
die pro Sekunde an der Lötstelle fl" b erzeugte Wärmemenge ist. 
Den TaoMsoN-Koeffizienten !-la eines Metalls a definieren wir ent
sprechend dadurch, daß 

!-laI LI T (3) 
die pro Sekunde erzeugte Wärmemenge ist. An der Lötstelle (a, b) 
möge die Temperatur T +LI T, an (b, a) die Temperatur T herrschen. 
Offensichtlich ist 

Pab (T) =-Pba (T). 

Die PELTIER-Wärme des ganzen Kreises ist daher nach (2)· 

(Pab (T + LI T)-Pao (T» I = -i!{j/! LI TI. (2a) 

Aus (3) folgt, daß die TaOMSON -Wärme im Metall b 

-!-lbILI T 
ist, denn hier hat I das gleiche, LI T aber das entgegengesetzte Vor
zeichen wie im Metall a. Die gesamte THoMsoN -Wärme ist also 

(!-la-!-lo) ILI T. (3a) 
Die JOULEsche Wärme ist vernachlässigbar klein, da sie'" 12 ist_ 
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Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik (Energie
erhaltungssatz) muß die im Thermoelement erzeugte Wärmemenge 
gleich der an ihm geleisteten Arbeit 

- I Vab = - I ~V;~ L1 T (4) 

sein. Mit (4), (2a) und (3a) folgt dann 

- I a.:;~ L1 T = I dt;'b L1 T + I (fla - flb) L1 T, 

oder 
dVab dPab ( ) 

- dT = (I"T + f-la-f-lb . (5) 

Eine weitere Relation gewinnen wir mit Hilfe des zweiten Haupt
satzes. Da PELTIER- und THoMsoN-Effekt reversibel sind, muß 
die Entropie konstant bleiben 1. Es ist dann, wenn T eine mittlere 

Temperatur (T L T L T + L1 T) ist [vgl. (2) und (3)] 

0=+ Pab(T+LlT) 1- Pab(T) I+~IL1T-~IL1T. 
T+LlT T T T 

Hieraus folgt für L1 T -+ 0 

~ (Pab ) + /La- /Lb = 0 
dT T T 

als zweite Relation. Durch Kombination mit (5) ergeben sich die 
heiden folgenden Beziehungen [vgl. (1)] 

dVab Pab (6) 
€Pab = dT = - 'l." 

dtpab d 2 Vab Pa - Pb 
dT- = dT2 = --T- (7) 

Wegen dieser heiden Beziehungen genügt es den THOMSON
Koeffizient ft zu berechnen, denn wir können aus ihm dann in ein
facher Weise Vab und ~b ableiten. 

THoMsoN-El/ekt [54, 65]. Wir betrachten jetzt ein homogenes 
Metall a, in dem ein elektrischer Strom J (Stromdichte) und ein 
Wärmestrom Q fließt. Die Stromrichtung sei die x-Richtung. Wir 
wollen die in der Volumeneinheit pro Sekunde entwickelte Wärme
menge W berechnen. Diese setzt sich aus zwei Teilen zusammen. 
Der erste Teil ist von der Feldstärke F abhängig, nämlich JF. 
Der zweite Teil ist der Überschuß der in die Volumeneinheit ein
strömenden Wärmemenge über die ausströmende. Da durch die 

1 Dabei wird die Annahme gemacht, daß die Erhöhung der Entropie 
infolge des Wärmestromes vernachlässigbar ist. 
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Flächeneinheit bei x = Xo der Wärmestrom Q (xo) einfließt, während 
Q (xo + L1 x) bei x = Xo + L1 x ausfließt, verbleibt in der Volumen· 
einheit pro Sekunde die Wärmemenge 

Q(xo)-Q(xo +L1x) oQ 
L1x ox . 

Somit ist 

W=JF-~~ . (8) 

Zur Berechnung dieses Ausdruckes setzen wir J und Q aus § 15, 
(15) und (16) ein. Wir nehmen zuerst eine kleine Umformung vor. 
Berechnet man A in § 15, (15) und setzt es in § 15, (16) ein, so wird 

Q =4.1_ (3mJ L1 + ..!..~!-l_..!..~ L) 
3 m 4 e Lo T 0 x Lo T 0 X 2, 

oder, da nach (20a), § 15 die Wärmeleitfähigkeit 
4 Li - L2 Lo x = -- -_.-- ----

3mT Lo 
ist, wird 

Q =!..~ + x~.'!... 
e Lo ox 

(9) 

Aus § 15, (15) folgt mit § 15, (11) 

J =..i!.. (eF L - T~ (J) ~'!'.. L - ..!..!..'!'..L1) 3m 0 8T T 8x 0 T 8x . 

Hier ist [vgl. § 15, (19); § 5, (18), § 14, (14)] 
4e2 4e2 e2 ·CnF 
3m L o = 3m TC (EtrD)C = -m-- = G, 

so daß 

F =!.. + _!.. o'L' (T ~ (i..) + ..!..~) (10) 
a e ox oT T T Lo 

wird. Einsetzen von (9) und (10) in (8) ergibt 

W = E. .. ~'!'.. T ~ (!-1..!.. - .f.) !.. - Y.... (x ~) 
a 0 x 0 T Lo T T e 0 x 0 x 

oder 

(11) 

mit 

(12) 

In (11) bedeutet das erste Glied die gewöhnliche JOULEsche Wärme 
(~J2), das letzte Glied die durch die Wärmeleitung erzeugte 
Wärme, während das mittlere, zu J proportionale Glied definitions
gemäß [vgl. (3)] die THoMsoN-Wärme ist. 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 14 
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Aus (18) und (19), § 15 folgt 1 

L l G (C) C + ~2 (G E);' (k T)2 n2 2 [G" G' G" ] 
- =---------- =C+--(kT) -E+2---E 
LO G(C)+~~G(f)(kT)2 6 G G Ge 

= C + n 2 (k T)2 (~!EtrD)C . 
3 (r Etr D)c 

Da nach §3, (11), Etr "'v2 und da diefreieWeglänge l=Vi ist, 
wird mit (12) 

wo 

ist. 

b= -+-+-[ l' v' D'] 
l v D c 

Die Thermokraft wird nach (7) 
k2 T n 2 

f{iab = -e- 3 (ba -- bb), 

d. h. die Spannung 
k2 n 2 

Vab =6- 6 (ba - bb) ((T + LI T)2 - T2). 

(13) 

(13a) 

(14) 

Der PELTIER-Koeffizient Pab folgt aus (6) 
k2 T2 n 2 

Pab = - -e -3 (ba - bb)' (15) 

Diskussion. Die hier abgeleiteten Formeln (13) bis (15) haben 
natürlich nur für hohe Temperaturen T > g Gültigkeit, falls wir 
die für die elektrische Leitfähigkeit berechnete Relaxationszeit bzw. 
freie Weglänge verwenden (vgl. S. 202). Auf eine spezielle Diskussion 
für tiefe Temperaturen verzichten wir hier. Die Größe ba ist dann 
eine für jedes Metall charakteristische Konstante. Die von uns abge
leitete Temperaturabhängigkeit von p wird für hohe Temperaturen 
im allgemeinen gut bestätigt. In Abb. 42 geben wir einige experi
mentelle Kurven. Entsprechend ist auch die direkt gemessene 
Temperaturabhängigkeit von f{iab und Pab im allgemeinen mit 
unseren Ergebnissen in übereinstimmung. Zur Diskussion des 
Absolutwertes von p bzw. f{iab wollen wir zunächst für l, v und D 
die Werte für freie Elektronen einsetzen. Für diese ist nach § 5, 
(13) und § 14, (Ha) 

v '" El/2, D '" EI/2, l '" E2 . 

1 Die Striche bedeuten Ableitung nach E. 
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Daher ist 

(16) 

Wir zeigen zunächst an Hand der Thermokraft, daß die Größen
ordnung in (14) richtig ist. Die beobachtete Thermokraft ist 

bei Zimmertemperatur von der Größenordnung 10-5-10-6 ~;~. 
Aus (14) folgt mit (16) 

e Vab = e <J?ab L1 T = n;2 k T (L - ~J' k L1 T. (17) 

kT ist für Zimmertemperatur 1/30 e-Vclt, 10-6 

J 
'ritt 

k L1 T für L1 T = I ist ungefähr 10-4 e-Volt, 
während' etwa 5 e-Volt ist. Damit er- 1I/6l 
hält man also tatsächlich die richtige 
Größenordnung. Für Alkalimetalle sollten 
die nach (17) berechneten Thermospan
nungen auch im einzelnen mit den gemes
senen Werten übereinstimmen, weil für Al
kalimetalle das Modell freier Elektronen die 
Wirklichkeit gut wiedergibt. Es stellt sich 
heraus, daß dies besonders gut im flüssigen 
Zustand erfüllt ist [176]. Wir haben bis
her noch nichts über die flüssigen Metalle 
mitgeteilt und werden dies auch erst in 
§ 32 tun. Hier sei nur darauf hingewiesen, 
daß gerade für flüssige Metalle eine be

z 
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1I0S. Tempef'fTfur 

sonders gute übereinstimmung zu er- Abb. 42. THOItIBON-Koeffizient p 

warten ist. Tabelle 16 zeigt die Ergeb- für Cu, Ag, Au. Abhängigkeit 
von der Temperatur. Nach [17]. 

nisse für den THOMSON - Koeffizienten. 

Tabelle 16. Nach [176]. 

Metall Li Na K Rb Cs 

~ in Mikrovolt 
exp. +0,03 -0,048 -0,043 t -0,085 -0,076 

theor. -0,016 -0,023 -0,036 ! -0,041 -0,048 

Bei einer großen Anzahl von Metallen hat !5 negative Werte. 
, D' 

Betrachten wir zunächst nur die Größen ~ und D in!5 (13a). Beide 

sind nach § 3 am unteren Rand eines Energiebandes positiv, am 
oberen Rand aber negativ, denn sowohl v als auch D ist Null an 

14* 
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beiden Rändern. Anders verhält sich aber die Größe ~. Wir haben 

im § 14, (Ha) l '" v4 gefunden, unter der Annahme, daß die Energie 
wie bei freien Elektronen mit einer scheinbaren Masse m* beschrieben 
werden kann. Aber selbst dann steckt noch eine Voraussetzung 
über die Größe der Wellenzahl in der Ableitung, wie wir schon in 
§ 13 bei Berechnung des Streuwinkels angedeutet haben. Da 
nämlich bei einem Stoß mit einem Schallquant praktisch keine 
Energie übertragen wird und da für die Wellenzahlen ein Erhaltungs
satz gilt, muß 

f' = f + \t) , k' = k 

sein, wo f die Wellenzahl des Elektrons vor dem Stoß, f' nach dem 
Stoß und \t) die Wellenzahl des Schallquants ist. Daraus folgt 
sofort 

2k~w. (18) 

Ist wmax > 2 k, so können hiernach nicht alle Schallquanten, sondern 
nur der Teil, für den (18) erfüllt ist, in Wechselwirkung mit den 
Elektronen treten. Wie wir in Kap. IV bei der Behandlung der 
Halbleiter sehen werden, hat dies zur Folge, daß l für kleine k 

konstant wird. Da nach § 13, (13) Wmax = : ist, sind nach (18) Ab

weichungen vom l "" v4-Gesetz auch bei verhältnismäßig großen 
Energien zu erwarten. Nach diesen Bemerkungen ist es verständ
lich, daß schon eine kleine Änderung der Energiefunktion eine große 

Änderung von ~ hervorrufen kann, so daß auch bei Metallen, bei 

welchen ~ und .z;; noch ähnliche Werte wie bei freien Elektronen 

haben, f schon gänzlich verschieden sein kann. Das ist z. B. der 

Fall bei Cu, Ag und Au, wo wir, insbesondere aus Messungen des 

HALL-Effekts (§ 17), schließen müssen, daß!!. und daher wahr-v 

scheinIich auch .z;; positiv ist, während aus den thermoelektrischen 

Effekten folgt, daß ~. (1380) negativ ist. Aus den experimentellen 
Werten für I-' (vgl. Abb. 42) findet man ~Co -- -1, wo Co die Grenz
frequenz unter der Annahme freier Elektronen ist. 

§ 17. Galvano-magnetische Effekte. 

Elementare Beharullung des H.ALL-Eflekts. An einer Metallplatte 
(x-y-Ebene) liege in der x-Richtung ein elektrisches Feld Fz und 
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in der z-Richtung ein Magnetfeld H. Man beobachtet dann in der 
y-Richtung ein elektrisches Feld Fy ' das wir berechnen werden. 
Das Auftreten dieses Effekts ist einfach zu verstehen. Die Elek
tronen, die sich unter Einfluß des elektrischen Feldes in der x-Rich
tung bewegen, werden durch das magnetische Feld senkrecht zu 
beiden Feldern, d. h. in die y-Richtung abgelenkt. Um den dadurch 
in dieser Richtung entstehenden Strom zu kompensieren, ist ein 
elektrisches Feld Fy nötig. Wir werden sehen, daß wir aus dem 
HALL-Effekt sehr wichtige Schlüsse auf das Verhalten der Elektronen 
ziehen können. 

Wir haben die Beschleunigung eines Elektrons in einem äußeren 
Feld in §3, (13a), (14) berechnet. Die Beschleunigung eines Elektrons 
ist demnach genau so groß wie diejenige eines freien Elektrons, 
multipliziert mit der Freiheitszahl Ir. Das ist gleichbedeutend 
damit, daß man die Masse des Elektrons durch eine scheinbare 

Masse ; ersetzt, die dann auch negativ sein kann (vgl. § 3). 

Die Bewegungsgleichungen lauten somit für unseren Fall 

vz=(~Fz+~cHVy)ff' vlI=(~FII-~cHvz)lr, vl=O. (I) 

Der mittlere Geschwindigkeitszuwachs in der Zeit 2 'l' = 'l'1 ist 
[vgl. § 12, (3)] 

L1 Vz = ( ~ Fz + ~c H VY ) Ir.,; 

L1 v y = (~ Fy - ~c H Vz ) Ir.,;. 
Der Strom wird durch Summierung von e L1 Vz 
tronen pro cm3 erhalten. 

""" A e2 T:nF F Jz = ~ eLJV;c= -m z' 

Dabei ist benützt, daß nach § 5, S. 72 

.I fr = nF 

(2a) 

(2b) 

über alle Elek-

(3) 

(4) 

ist. Der Strom in der y-Richtung soll verschwinden. Es muß also 
.I L1 vy = 0 sein. Das bedeutet nach (2b) 

Fy2fr= ~~vzfr. 
vI/: setzt sich additiv zusammen aus v~, dem Wert ohne Feld und L1 vz . 

Es ist .I v~ Ir = 0, weil ohne Feld alle Geschwindigkeitsrichtungen 
gleich häufig sind. Mit (4) und (3) erhalten wir dann 

F H:2 H -~ H - Jz 
Y nF=- vzft=-/f L1vl/:=-Ir-· c c e e 
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ft soll ein geeigneter Mittelwert von Ir sein. Er ist naturgemäß über 
diejenigen Zustände zu bilden, deren Besetzungszahlen durch das 
äußere Feld beeinflußt werden, das sind die Zustände in der Nähe 
der Grenzenergie C. Wir schreiben deshalb fc für Ir (Ableitung 
auf S.218). 

Die IiALL-Konstante R ist definiert als Feldstärke FlI für H = 1, 
Jx = 1. Es ist also 

R = --.!JL = ~ (H in Gauß). (5) HJx ecnp 

Für freie Elektronen ist le = 1. Sonst kann h aber positiv und 
negativ sein. Die Diskussion wollen wir auf S. 220 nach der exakten 
Behandlung durchführen. 

Exakte Berechnung des HALL-Effekt8 [54]. Wir gehen aus von der 
allgemeinen Gleichung § 15, (3). Wir setzen voraus, daß die Tem
peratur im ganzen Metall konstant, und zwar > e ist und daß auch 
alle äußeren Felder konstant sind. Dann ist grad 1 = 0 und wir 
erhalten 

. (0/ 
(gradtl, 1) =8t ) Stoß . (6) 

Nach § 3, (12) wird i, wenn wir ein elektrisches Feld in der x- und 
y-Richtung, ~ = (Fx' FlI , 0) und ein magnetisches Feld in der 
z-Richtung .p = (0, 0, H) voraussetzen: 

kx=-~(eFx+~Hvy), ky= ~ (eFy- ~ Hvx) , kz=O, 

da ja die Kraft sr = e ~ + -~ [tJ, .p] ist. Durch Einsetzen in (6) c 
entsteht 

~ [Fx :L +Fy :Ly + ~ (vy :L - Vx :LJl = (:Dst<>ß' (6a) 

Wir machen wieder den Ansatz 

1 = 10 + g, g</o, 
wo 10 die FERMI-Verteilung ist und beachten, daß [vgl. § 15, (6)] 

(~nStoß = (~~)Stoß = - + g 

ist. Würden wir auf der linken Seite von (6a) wie bisher g ver
nachlässigen, so fielen die Glieder mit H ganz weg, denn es ist 
[§ 3, (IO)!] 

oio 010 010 (OE oE ) % h ( ) 0 vy81C-vx81C= oE vy8/C-vx8/C =8E vII VX -VX v" = . 
x 'Y .~ Y. 
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In diesen Gliedern müssen wir daher g beibehalten. Wir erhalten 
dann aus (6a) mit § 3, (10), da 

ist: 

010 010 oE 
Oki = oE Ffi 

(7) 

Diese Düferentialgleichung für die Funktion g läßt sich unter 
gewissen Bedingungen exakt lösen, nämlich immer dann, wenn die 
Energie E für E = C sich ähnlich wie bei freien Elektronen (mit 
einer scheinbaren Masse m*) verhält, deren Wellenzahl im Fall 
m* > 0 identisch mit der reduzierten Wellenzahl ist, während für 
m*<O die Wellenzahl vom oberen Rand des Energiebandes aus 
zu zählen ist [vgl. z. B. § 4, S. 35 oder § 5, S. 77]. In beiden Fällen 
ist die Energiefläche E = C im f·Raum durch Kugelflächen dar
stellbar. Im Fall m* > 0 ist sie eine Kugel mit f = 0 als Mittel
punkt; für m* < 0 wird sie bei einem einfachen kubischen Kristall 

durch Kugeln, welche die 8 Würfelecken f = (±~, ±~, ±~) als a a a 
Mittelpunkte haben, dargestellt (vgl. § 4). 

Bei den meisten Problemen, die wir bisher behandelt haben, 
waren die Abweichungen der Energieflächen von Kugelflächen 
unwesentlich und wir haben sie meist durch Kugelflächen er
setzen können. Bei der magnetischen Widerstandsänderung, die 
wir in diesem Paragraphen zu besprechen haben, stellt sich aber 
heraus, daß der ganze Effekt gerade von der Abweichung der 
Energieflächen von Kugelflächen, also von ihrer Anisotropie ab
hängt. Für freie Elektronen wird sie also Null. 

Ein einfaches Beispiel für eine anisotrope Energiefläche haben 
wir in § 4 A bei der Behandlung stark gebundener p-Elektronen 
kennengelernt. Für Energien nahe am unteren Rand des Energie
bandes sind die Energieflächen bei einem kubischen Kristall Ellip
soide (vgl. Abb. 7 c, 7 d). Zu einer Energie gehören immer drei 
gleiche aufeinander senkrecht stehende Ellipsoide, so daß die kubische 
Symmetrie trotz der Anisotropie gewahrt ist. Eine unmittelbare 
Folge der Anisotropie der Energiefläche ist die Anisotropie der 
Geschwindigkeit 

1 
v = h I grad,E I , 

d. h. v hängt nicht nur von der Energie E, sondern auch von der 
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Richtung ab. Da die Relaxationszeit l' eine Funktion der Ge
schwindigkeit ist, wird auch l' eine anisotrope Funktion, d. h. auch 
l' hängt außer von der Energie noch von der Bewegungsrichtung 
des Elektrons ab. 

Wir wollen nun (7) zunächst für den Fall verschwindender 
Anisotropie lösen. Dann wird man auf Grund der Symmetrie des 
Problems den Ansatz 

g = V'" f{Jl + vy f{J2 (8) 
versuchen, bei dem f{Jl und f{J2 nur von E abhängen. Nach §3, (10) ist 

o v", 1 o2E o v'" 1 82E 
ok", = 11 ok~ , oky = 11 ok",oky usw. 

Wegen der vorausgesetzten Isotropie ist ferner unter Einführung 
der Freiheitszahl § 3, (14) 

o2E o2E o2E h2 o2E 
-ok~ = ok~ = ok~ = m fk> ok",8ky = O. (9) 

Wir erhalten dann durch Einsetzen von (8) in (7) 

e ~- (v",F", + vyFy) + ~~ h (vyf{Jl - V",f{J2) + + (vxf{Jl + vy f{J2) = O. 

In dieser Gleichung sind va; und vy unabhängig voneinander. Daher 
müssen die Faktoren von v'" und vy einzeln verschwinden. Mit 
den Abkürzungen 

reHik 
a1 = -----;:nc , 

8/0 
a2 = TeH 

erhält man die beiden Gleichungen 

f{Jl - a1 f{J2 = - a'2 F:r. 
f{J2 + a1 f{Jl = -a2Fy . 

Die Lösungen dieser Gleichungen lauten 

_ a2 F", + a1 a2 Fy I 
f{Jl - - 1+ ai 

a2 Fy -a1 a2 F", 
f{J2 = - 1 + a~ 

(10) 

(ll) 

(12) 

Die elektrische Stromstärke wird entsprechend § 15, (13) mit (8) 

Ja; = (2 ~}3 e! (v; f{Jl + Vx vy f{J2) d Tf, 

Jy = (2:)3 e!(V;f{J2 + Vxvyf{Jl)di/. 

In diesen Integralen sind va; und vy die einzigen von den Winkeln 
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im f-Raum abhängigen Größen. Die Integration über die Winkel 
kann deshalb sofort ausgeführt werden. Wegen der Isotropie sind 

I 

v; und v~ durch ~ zu ersetzen, während die Integrale über Vz Vu 
verschwinden. Benützen wir noch die Definition der Eigenwert
dichte D (pro Volumeneinheit) nach § 4, (30), 

(2~)3 J drr = D(E)dE 
Winkel 

und der Translationsenergie E tr nach § 3, (11) 

m Z-E T V - tr, 

so erhalten wir 

Dabei ist 

(14) 

Beide Integrale lassen sich wie die Integrale Ln in § 15 (17) auswerten. 
Sie liefern 

KI = (l~ a~), (Et,rD)c I 
K z = ( 1 a~ Tai ), (EtrD), 

(14a) 

Der Strom in der y-Richtung soll verschwinden. Nach (13a) ist 
daher 

und Jz wird 
4e2 ( K~) 

Jz = 3m Fz K I + K I ' 

oder die Leitfähigkeit 
_ Jz _ 4e2 (K + K~) a - Fz -- 3 m I KI · 

(15) 

(16) 
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Unter Verwendung von (14a) erhalten wir mit (10) 
K I mc 1 
K 2 = eH-rcfc' (5a) 

K2 
K1 + K 2 = ('r EtrD)c. 

I 

Entnehmen wir (Etr D)c aus § 5, (18), so wird nach (16) die Leit
fähigkeit 

(16a) 

während die HALL-Konstante nach (5), mit (15), (15a) und (16) 

R= F1/ =~=_h_ (5) 
H Ja; H Fx 11 e c nF 

ist. Für die HALL-Konstante erhalten wir daher das gleiche Ergebnis 
wie in der elementaren Theorie. 

Die Leitfähigkeit (J (16a) hat genau den gleichen Wert wie 
ohne Magnetfeld [§ 14, (14)]. Die Widerstandsänderung ist daher 
bei Vernachlässigung der Anisotropie Null. 

Berücksichtigung der Anisotropie [65, 91, 105]. Das Verschwinden 
der magnetischen Widerstandsänderung läßt sich bei freien Elek
tronen leicht verstehen. Bekanntlich lauten die Bewegungs
gleichungen 

. e FeH Va;=- x+- v1/' m mc 
. e FeH v1/=- y-- va;. m mc 

Entsprechend den Ausführungen von § 12 sollen die va;' v1/ ge
eignete Mittelwerte über alle Elektronen darstellen. Der Strom in 
der y-Richtung soll verschwinden, d. h. 7;1/ = O. Ferner ist dann 
auch v1/ = O. Es wird dann 

-'-- e F 
va;=m a;' 

so daß der Einfluß des Magnetfeldes auf va; und damit auf den 
Strom vollständig wegfällt. 

Bei Berücksichtigung der Anistropie ist eine allgemeine Be
handlung des Problems nicht mehr durchführbar. Wir werden 
deshalb die Annahme machen, daß die Stationäritätsgleichung 
immer noch durch (8) und (12) gelöst wird, vorausgesetzt, daß man 
für i und t-/c jetzt die richtigen, anisotropen Werte einsetzt. Man 
wird dann wieder zur GI. (13) geführt, hat dabei aber bei der 
Integration über die Winkel die beiden Größen i und t" durch 
entsprechende Mittelwerte über alle Richtungen zu ersetzen. Diese 
Mittelwertbildung wollen wir durch Überstreichen kennzeichnen. 
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Man erhält dann wieder (13a), wobei die Integrale analog zu (14a) 
jetzt 

K 2 = (1 ~ :; \ (Etr D); 

lauten. GI. (16) bleibt bestehen, aber es ist jetzt 
-,-----:----c 

K K~ (E D [( T ) (al T )2 (' T ) -1] 
1 + K I = tr )e 1 + af + 1 + a; ,1 + a; ~ (17) 

und daher wird analog zu (16a) 

a (H) = e2 nF [1, 
m 

(18) 

wo die eckige Klammer den in (17) angegebenen Wert hat. Der 
wesentliche Unterschied gegen früher ist, daß z. B. at' =l= i:i . T ist, 
so daß sich jetzt [] nicht auf t' reduziert. Um (18) näher aus
werten zu können, unterscheiden wir starke und schwache Magnet
felder. Für schwache Felder sei 

d. h. nach (10) 
all, 

eH-TI,,< 1. mc 
Wir definieren eine Feldstärke Ho durch 

eH -
--orik=l. 
mc 

(19) 

Für H < Ho kann man [] nach H entwickeln und erhält, wenn 
man Glieder bis H2 bei behält [vg1. (10)] 

[ ] = T - ai T + ~~T~ = T - ( ::! r (ift' _ h;Z2] . 
Nach (18) wird also die Leitfähigkeit (0'0 = Leitfähigkeit ohne Ma-
gnetfeld) __ _2 

a = a (1- (!!i)2 (11;3 __ ~:2 ] 0 

H 0 mc T T-

Hieraus berechnet sich die relative Widerstandserhöhung zu 
__ 2 

,;jg,= (!H-(!o = ao~= (eH)2 f1.Yof-;fkTZ_>O. (20) 
(!o (!u a meT 

LI (! ist immer positiv, da nach der SCHWARzsehen Ungleichung 
(!o 

- -2 

f~ T3 '1;??, I" T2 

ist. 
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Entsprechend berechnet man für starke Felder [vgl. (10)] H> Ho 
--2---1 

[) = (:J (:i) = (fi/t ((i 1~)-1) -1. 

Wir wollen die Abkürzung 

[] = T [i,ikh 
einführen. [1', lleh ist eine dimensionslose Größe. Mit (18) finden wir 

e2 'rnp 
0= -- [1',lkh = 0 0 [i,lk]l' H>Ho· (20a) m 

Es läßt sich an Hand der SCHWARzsehen Ungleichung leicht be
weisen, daß [1', Ik ] > 1 ist. 

DiskWJsion des HALL-Effekts. Für die HALL-Konstante R haben 
wir sowohl in der elementaren als auch in der exakten Behandlung 
den Wert 

R=_le_ 
ecnp 

(5) 

erhalten. Nach § 3 kann die Freiheitszahl h sowohl positive als 
auch negative Werte annehmen (vgl. Abb. 6, S. 27). Am unteren 
Rand eines Bandes ist h immer positiv, am oberen immer negativ. 
Die gemessenen R-Werte liefern uns daher direkt Aussagen über 
die Besetzung der Energiebänder. 

Wir wollen, bevor wir die Experimente diskutieren, zeigen, daß 
Ra eine sehr einfache, anschauliche Bedeutung hat. Mit (5) und 
§ 14, (14) wird 

eRo = erele . 
m 

Nach § 14, (14a) ist eRa nichts anderes als die mittlere Geschwindig
keitserhöhung eines Elektrons im Feld F = 1, d. h. die Beweglichkeit 
des Elektrons. Aus den Meßwerten für Rund a folgt für Re a z. B. 

bei Ag'" 50, bei Na'" 40, bei Pb "- -5 und bei Bi'" 5000 Vo~::c . 
Der hohe Wert für Bi ist (vgl. unten Tabelle 17) auf den hohen 
Wert der Freiheitszahl I e zurückzuführen. Der negative Wert für 
Blei bedeutet, daß hier le< 0 ist. 

Durch Multiplikation mit der Zahl der Atome pro cm3, n, erhält 
man aus (5) 

...iL=Reen. 
np/n 

(21) 

Wenn wir ;: aus anderen Messungen, z. B. aus Tabelle 2 oder 

Tabelle 12 entnehmen, erhalten wir direkt die Freiheitszahl le der 
Elektronen mit der Grenzenergie C. Für freie Elektronen ist Re e n = 1. 
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Aber nicht nur für freie Elektronen gilt dies, sondern immer, wenn 
die Energie aller Zustände zwischen dem unteren (oder dem oberen)· 
Rand des Energiebandes und der Energie E = C durch die oft 
gebrauchte Formel [vgl. § 5, (20), (20a)] 

h2 h2 

E - Eo = 2 m* k2 = 2 m f1c k2 (22) 

mit konstantem fk dargestellt werden kann. In diesem Fall ist ja 
nach § 5, S. 72 

nF=nlt1cl· 
Dabei ist Eo im Fall positiver t der untere und im Fall negativer f 
der obere Rand des Energiebandes. Die Abweichung des Ausdrucks 

1"/1 von Eins ist daher einMaß dafür, wie stark die Abweichung vom 
""F"" . 
Energieausdruck (22) mit konstanter effektiver Masse ist. In 
Tabelle 17 bringen wir die gemessenen Werte von R, die mit 

Hilfe von (21) berechnete Größe !cl und schließlich f., wobei wir 
""Fn " 

für "": die Mittelwerte aus den Tabellen 2, S. 115, und 3, S. 116, 

bzw. die Werte aus Tabelle 12, S. 190, wählen 1. Wir drücken, wie 
häufig üblich, R in elektromagnetischen C-G-S-Einheiten aus. An 
Stelle von (21) tritt dann 

h Ren 
nF/"" =-0-

(e in elektrostatischen C-G-S-Einheiten). 

Tabelle 17. 

Metall Li Na K Cs Cu Ag Au Mg Zn Cd Al Pb Bi 

-R·10' 17 21 42 78 6,1 9,4 7,4 9,4 -10 -6 3,4 -0,9 5·10' 
h 1,3 0,85 0,9 1,0 0,82 0,89 0,70 0,64 -1 -0,4 0,3 -0,05 2300 

""F/"" 
""F 0,7 0,950,85 0,8\ 0,5 0,81 0,7 0,3 0,3 0,4 0,2 0,4 0,05 
n 
h 0,9 0,8 0,8 0,80,4 0,7 0,5 0,2 -0,3 -0,2 0,06 -0,021 120 

Wir finden für die Alkalimetalle für fc und !cl durchwegs Werte 
""Fn 

von der Größenordnung Eins, wie zu erwarten ist. Bei Cu, Ag 
und Au sind mit Ausnahme von Ag die Abweichungen schon größer, 
besonders bei Cu, das auch eine verhältnismäßig kleine Anzahl 

1 Letzteres nur für Metalle, die in Tabelle 2 oder 3 nicht vertreten sind. 
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von freien Elektronen hat (vgl. § 29). Bei den mehrwertigen Metallen 
ist I" I durchwegs bedeutend kleiner als Eins. Das ist leicht ver
ständlich, da ja hier immer die Grenzenergie C in mehreren Energie
bändern zugleich liegt, wie wir in § 5, S. 76 für zweiwertige Metalle 
besprochen haben. Bei letzteren hat" positive Werte für das 
obere und negative für das untere Energieband. Ihr Mittelwert 
ist daher klein und es sind resultierende positive und negative 
,,-Werte gleich wahrscheinlich. 

Bei Bi ist beachtenswert, daß "> 1 ist. Das gleiche Resultat 
erhielten wir qualitativ schon in § II bei Behandlung des Dia
magnetismus. Wie wir dort schon festgestellt haben, ist dies nach 
unserer Näherung § 4 B verständlich, wenn C nahe am Rand eines 
Energiebandes verläuft (vgl. Abb. Sb, S.46). Dann muß aber 
gleichzeitig auch die Anzahl der freien Elektronen sehr klein sein, 

was nach Tabelle 12, S. 190 auch tatsächlich der Fall ist (': = 0,05). 

Die theoretische Begründung für dieses Verhalten des Wismuts 
wird in § 31 gegeben werden 1. 

Di8kus8ion der W ider8tandsänderung. 

a) Schwache Felder, H -< Ho. Wir wollen zuerst die Bedeutung 
der durch (19) eingeführten kritischen Feldstärke Ho untersuchen. 
Man wird vermuten, daß starke und schwache Felder sich dadurch 
unterscheiden, daß der Krümmungsradius des Elektrons im einen 
Fall klein, im anderen Fall groß gegen die freie Weglänge ist. Tat
sächlich ist der Krümmungsradius (! eines Elektrons mit der Masse 

m* = 7 im Magnetfeld Ho bekanntlich 

d.h. 

mve 
(! = feHo ' 

Ein Vergleich mit (19) ergibt (! = v T, d. h. (! ist gleich der freien 
Weglänge, falls H = Ho ist. Die Größenordnung von Ho ist bei 
Zimmertemperatur 105-106 Gauß, falls I nicht abnormale Werte 
annimmt (wie z. B. bei Bi). 

1 In zweiter Näherung erhält man einen tempera.tura.bhängigen Anteil 
der HALL-Konstanten, der in größenordnungsmäBiger Übereinstimmung mit 
den Experimenten ist, ausgenommen Bi [113]. 
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Zur Diskussion von GI. (20) wollen wir erst eine kleine Um
formung vornehmen. Wir schreiben: 

- -2 

!tr·'t-!k T2 2/2 I ------ = T; ; [T, k]2' 
1;2 

[T, Ik ]2 ist dann ähnlich wie [r, Ik ]l eine dimensionslose Größe. 
Hiermit lautet (20) 

~ = (eH 7:d;)2 [r, Ik]2 
!io mc 

oder 
~ = B(T)H2, H<Ho• 

!io 
(23) 

Dabei ist unter Beachtung von § 14, (14) 

B (T) = ( Gok )2[T, Ik]2' 
cnFe 

Benutzen wir noch die Formel (5) für die IiALL-Konstante, so 
erhalten wir 

(24) 

Die quadratische Abhängigkeit von der Feldstärke H wird für 
genügend kleine Feldstärken durchwegs bestätigt. Ebenso ist auch 
die Temperaturabhängigkeit, B (T) '" 11~ für nicht zu tiefe Tem
peraturen in ziemlich guter übereinstimmung mit der Erfah
rung. Die absolute Größe der Widerstandsänderung ist natürlich 
durch den Wert der dimensionslosen Größe [r, Ik ]2 mitbestimmt. 
Diese Größe hängt von der Anisotropie der Energiefläche E = 1; 
ab. Sie sollte für die einwertigen Metalle, für welche die Anisotropie 
nicht groß ist, ungefähr Eins sein. Für mehrwertige Metalle dagegen 
kann dieser Wert überschritten werden. Denken wir z. B. an ein 
zweiwertiges Metall, so liegt 1; gleichzeitig auf zwei verschiedenen 
Energiebändern. Die Krümmung der Energiefläche hat in beiden 
verschiedene Vorzeichen, denn das eine Band ist nahezu gefüllt, 
das andere nahezu leer (vgI. z. B. Abb. 13, S. 76). Die Anisotropie 
einer solchen Fläche ist natürlich sehr groß. Wir bringen zum 
Vergleich mit den Experimenten in Tabelle 18 die aus den gemessenen 
Werten von B, 110 und R berechnete Größe 

Bl/2 

[T,lkW2 = Go IRI . 
Tabelle 18. 

Metall Li Cu I Ag I Au I Mg I Zn Cd Al Bi 

[T, hJ~121 1,3 1,7 I 1 I 1,8 I 7 I 4 13 3 1,3 
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Wir finden tatsächlich etwa Eins für die einwertigen Metalle 
und bedeutend höhere Werte für die mehrwertigen. Wismut hat 

'I 

G 

2 

4 'I 

fJ 

L v 
1/ 

/ 
V" 

If 
1 
v 

l 
I 

J 
J ~ 

l.Y t-:: f- I-- I.-I--

10fJ 150 20tJ 250 
re/o'mirke_ 

A 

~ 

bekanntlich eine sehr große 
Konstante B. Diese ist aber 
im wesentlichen dem großen 
Wert von R zuzuschreiben (24), 
so daß die Größe ['r, fk ]2 sich 
durchaus normal verhält. 

b) Starke Felder, H :> Ho. 
Felder von dieser Stärke (> 106 

Gauß) sind bisher ~och nicht 
erreicht worden, so daß nicht 
entschieden werden kann, ob 

sich L1 (} einem konstanten 
(}o 

Wert nähert (20a). Die experi-
mentellen Kurven (vgl. Abb. 43) 
verlaufen, wie oben schon be
merkt, zunächst quadratisch, 
woran sich dann ein ange
nähert lineares Stück anschließt. 
In manchen Fällen ist eine Anr-r deutung einer Sättigung 

iOOk1/0!Pvß zu bemerken [63, 2]. 

Abb. 43. Magnetische Widerstandsänderllng in 
Abhängigkeit von der Feldstärke für Mg. 

1. Zimmertemperatur, 2. 195°, 3. 78°. Nach [63]. 

Eine quantitative Be

rechnung von L1 (} für Feld
(}o 

stärken, bei welchen das quadratische Gesetz 
ist, wurde bis jetzt noch nicht durchgeführt. 

IV. Halbleiter 1. 

§ 18. Allgemeines. 

nicht mehr gültig 

Termschema [HO, 137]. Ein Halbleiter ist dadurch charakteri
siert, daß die Zahl seiner freien Elektronen von der Temperatur 

1 Es soll vorausgeschickt werden, daß die experimentellen Ergebnisse 
verschiedener Forscher noch nicht in allen Gebieten der Physik der Halb
leiter übereinstimmen [I3a]. Andererseits sind die Voraussetzungen bei 
der theoretischen Behandlung (insbesondere periodisches Potential) bei 
einem großen Teil der Halbleiter wahrscheinlich nicht mit der nötigen 
Exaktheit erfüllt. 
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abhängt. Sie ist Null beim absoluten Nullpunkt und steigt mit 
der Temperatur nach einem Gesetz, dessen wesentlicher Faktor die 
Form e- b/T hat. Wir haben schon in § 5 die einfachsten Grundlagen 
der Theorie der Halbleiter gegeben. Danach hat ein Halbleiter 
beim absoluten Nullpunkt nur vollbesetzte Energiebänder. Bei 
höheren Temperaturen wird das, auf das oberste besetzte Band 
folgende Band, infolge der Temperaturabhängigkeit der Elektronen
verteilungsfunktion, teilweise besetzt. Dabei hatten wir zwei Fälle 
unterschieden. Entweder stammten die Elektronen in dem für 
T= 0 leeren Band 2 aus dem vorhergehenden für T= 0 vollbesetzten 
Band 1. Die Zahl der Elektronen pro Volumeneinheit im Band 2 
ist dann nach § 5, (25) 

nH = }VH = _t.L"'''1_m21 k T e- 2k T ( 
1/T--- )3/2 LI B 

R 2 n h2 / • (1) 

Dabei ist ml die scheinbare Masse im Band 1 und m2 diejenige 
im Band 2. 

Damit nH bei normalen Temperaturen nicht sehr klein ist, darf 
die Breite des verbotenen Gebietes, L1 B, nicht zu groß sein, etwa 
< 1 e-Volt. 

Nach der zweiten Möglichkeit stammen die Elektronen des 
Bandes 2 aus Frcmdatomen, deren höchstes besetztes Energie
niveau E~ den kleinen Abstand L1 B' vom unteren Rand des 
Bandes 2 hat. In diesem Fall ist die Zahl der Elektronen in 2 
nach § 5, (28) 

LI B' 
,_ Nil _ ('/11,2 k T )3/4 112 - 2/c-'1' (2) 

nH - R -- . 2 :n; h2 na e . 

Die Grenzenergie ist sehr schwach temperaturabhängig und liegt 
nach § 5, (24) und (29) in beiden Fällen in der Mitte des verbotenen 

Energiegebietes , also im Abstand Ll2B bzw. LI:' unterhalb E 2 

(= unterer Rand des Bandes 2). 
Diese beiden Fälle sind nicht die einzigen möglichen. Es kann 

z. B. vorkommen, daß nahe über dem oberen Rand des Bandes 1, 
EI' ein Energieniveau E~ der Fremdatome liegt, das aber bei T = 0 
unbesetzt ist. Bei höheren Temperaturen wird dieses Niveau 
Elektronen aus dem Band 1 aufnehmen, das dann nicht mehr voll
besetzt ist und entsprechend der Zahl der freien Plätze einen Beitrag 
zur Zahl der freien Elektronen liefert. 

Die Grenzenergie C liegt hier sicher zwischen EI und E~ und 
daher ist, entsprechend unserer Ableitung in § 5 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 15 
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E-C 
1 - t (E) ~ e ---,;p , 

E-C 
t (E) ~ e - ---,cp E ~ E~ . 

Da bei jeder Temperatur die Zahl der freien Plätze im Band 1 gleich 
der Zahl der Elektronen in dem anfangs unbesetzten Niveau der 
Fremdatome ist, wird, wenn n'iI die Zahl der· freien Plätze pro 
cms und ntJ die Zahl der Fremdatome pro cmS ist, entsprechend 
wie (26), § 5: 

E,-C E;-C 
" _ ( I m1 I k T )8/2 ---,;p _ - kT 

nH - 2 n h2 e - ntJ e . 

Hieraus folgt mit 

(3) 

und für die Zahl der freien Plätze im Band 1, das, wie wir sehen 
werden, für die Leitfähigkeit verantwortlich ist 

AB" 
" _ ( I mIr k ~)3/4 112 - 2 k T (4) 

nH - 2 n h2 ntJ e . 

Die Formeln (1), (2) und (4) zeigen alle im wesentlichen die gleiche 
AB 

Temperaturabhängigkeit e - 2k T, die man auch nach klassischen 
Betrachtungen erwarten würde, wenn eine gewisse Energie nötig 
ist, um die Elektronen in Zustände überzuführen, in denen sie an 
der Elektrizitätsleitung teilnehmen können. Das Charakteristische 

für die FERMI-Verteilung ist aber das Auftreten von Ll2B anstatt 

von LI B, wie es im klassischen Fall zu erwarten ist. 
Die meisten Halbleiter sind "Verunreinigungshalbleiter", d. h. 

die Leitungselektronen werden durch Fremdatome geliefert [(2) 
bzw. (4)]. In reinem Zustand sind sie bei nicht zu hohen Tempera
raturen nur sehr schlecht leitende Halbleiter. Es ist also LI B' <LI B 
[vgI. (1) und (2)] und die Zahl der Elektronen im Band 2 [im Fall 
GI. (2)] ist durch GI. (2) gegeben (vgI. Abb. 44a, b); die Elektronen 
werden von den Störatomen geliefert. Andererseits muß für ge
nügend hohe Temperaturen die Zahl der vom unteren Band 1 
gelieferten Elektronen die von den Störatomen herrührende über
wiegen, denn die letztere ist natürlich immer < ntJ , während erstere 
viel größer sein kann, da die Zahl der Elektronen in dem für 
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T = 0 vollbesetzten Band immer >na ist. Die Gesamtzahl der 
Elektronen im oberen Band 2, n'H, kann in diesem allgemeinen 
Fall, wo die Elektronen sowohl von Fremdatomen als auch von 
dem ursprünglich vollen Band 1 stammen, nickt einfach durch 
Addition von GI. (1) und (2), d. h. der Elektronenzahlen, wenn 
nur der eine oder der andere Fall realisiert ist, gewonnen werden. 

Der Grund dafür ist, daß die Grenzenergie C im einen Fall- Ei ~ EI , 

im zweiten - E~ ~ Ea sein soll [§ 5, (24a), (29)]. Sie kann aber natür

lich nur einen einzigen Wert haben. Dieser läßt sich durch eine 

Abb. 44 a und b. Termschema, Verteß1!DgBfunktion f und Zahl der freien Elektronen n~,. 
a bei einem gewöbnllchen Halbleiter, b bei einem VerunreInigungshalbleiter . 

einfache Erweiterung unseres Ansatzes zur Berechnung von C 
(vgl. § 5) erhalten. Man muß nur verlangen, daß die Zahl der 
Elektronen im oberen Band 2 gleich der Summe der freien Plätze 
im unteren Band 1 und in dem Energieniveau E~ der Fremdatcme 
ist. Dabei kann man aber dieFERMI-VerteilungimNiv~uE~nicht 
mehr durch einen Näherungswert ersetzen und erhält infolgedessen 
n'H, wie eine nähere Rechnung zeigt, als Lösung einer kubischen 
Gleichung. Der so erhaltene Ausdruck für n'H ist ziemlich kompli
ziert, so daß wir ihn hier nicht wiedergeben. Für gewisse Grenzfälle 
vereinfacht er sich aber sehr. Wie man sofort direkt einsehen kann, 
muß, wenn [vgl. (1) und (2)] nH>n~ ist, n'H-nH sein, und wenn 
nH <::: nn ist, n'H - nn sein. Die beiden Fälle sind durch eine kritische 
Temperatur Tc getrennt, die aus der Bedingung nH = n~ zu be
rechnen ist. Nach (1) und (2) wird dann: 

1nt c _ n1f2 e 2k T ( I IkT )3/4 "B-" B' 

21(, hB - a • (5) 

Für Temperaturen T<::: Tc wird die Zahl der Elektronen im oberen 
15* 
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Band 2 also durch nir [GI. (2)], für T> ~ durch nH [GI. (I)] dar

gestellt. Der Gesamtverlauf als Funktion von ~ ist im logarith

mischen Maßstab in Abb. 45 aufgetragen. Wie aus (5) folgt, liegt 
die Temperatur ~ um so höher, je größer die Zahl der Fremdatome 
na ist. Ein experimentelles Beispiel für die hier besprochenen Ver
hältnisse werden wir später kennenlernen (S.243). 

Wir haben bisher stillschweigend angenommen, daß L1 B' eine 
Konstante ist, d. h. sowohl von der Temperatur als auch von der 
Konzentration na unabhängig ist. Um diese beiden Hypothesen 

c:: theoretisch zu untersuchen, muß man so-
~ wohl das Termschema des Halbleiters als 

auch die Art, in der die Fremdatome ein
gebaut werden, genau kennen. Beides ist 
gegenwärtig nicht genau bekannt. Solange 
keine Strukturänderung erfolgt, wird man 
aber annehmen dürfen, daß eine Tempera
turänderung von L1 B' höchstens in einem 

-;. Bereich von der Größenordnung k T er
folgt. Dies würde unsere allgemeine Ge-

Abb. 45. Logarithmus der Zahl 
der freien Elektronen eines 
Verunreinigungshalbleiters als 
Funktion der Temperatur bei 
verschiedener Konzentration 
der Fremdatome (na >n~ >n'). 

( LI B') 
setzmäßigkeit nH "-' e - 2 k T nur ganz 
unwesentlich beeinflussen. Dagegen ist 
eine Abhängigkeit von der Konzentration 
der Fremdatome, na , denkbar, die einfluß

reicher ist. Nehmen wir z. B. an, daß die Fremdatome eine Ten
denz zeigen, sich zusammenzuschließen, so wird L1 B' zweifellos von 
der Größe dieser "Inseln" abhängen. Da wir nH "-' n!/2 gefunden 
haben [vgl. (2), (4)] bedeutet eine geringe Änderung der im Expo
nenten stehenden Größe L1 B' (in Abhängigkeit von na) schon eine 
bedeutende Änderung des n!/2-Gesetzes. 

Zahl der freien Elektronen. Die für Leitfähigkeitsprobleme inter
essante Größe ist nicht die Zahl der Elektronen in einem Band, 
sondern die Zahl der freien Elektronen, wie wir sie in § 5 definiert 
haben. Die dort abgeleitete Formel (18) kann für Halbleiter aber 
nicht benützt werden, denn es war dort vorausgesetzt, daß die 
Eigenwertdichte D(E) bei der Grenzenergie C von Null verschieden 
ist. Bei Halbleitern liegt, aber immer in einem verbotenen Gebiet, 
für das D = 0 ist. Trotzdem ist es auch hier möglich, einfache Aus
drücke zu erhalten, wenn wir die in § 4 abgeleitete und bei der 
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Berechnung von nH benutzte Tatsache verwerten, daß die Eigen
wertdichte in der Nähe der Ränder jedes Bandes große Ähnlichkeit 
mit der für freie Elektronen hat [vgl. § 5, (21), (21a)J. Wir wollen 
alle hierher gehörenden Dinge noch einmal kurz zusammenstellen. 
Dabei bezieht sich der Index 1 auf das untere Band 1, das für 
T = 0 vollbesetzt ist; der Index 2 entsprechend auf das obere Band 2, 
das für T = 0 leer ist; l' auf das Stömiveau E~, das für T = 0 be
setzt ist; 2' auf ein Stömiveau, das für T = 0 leer ist. EI ist der 
obere Rand von Band (1), E2 der untere Rand von Band (2). Die 
Verteilungsfunktionen lauten [vgl. § 5, (23a)]. 

E-C 
kT 

E-' 
11 = 1 - e k T • (6) 

Die meisten Elektronen des Bandes (2) bzw. freien Plätze des 
Bandes (1) befinden sich in einem Abstand von der Größenordnung 
k T vom Rand. Da k T klein gegen die Breite eines Bandes ist, 
wird hier die Freiheitszahl konstant. Um Verwechslungen mit 
der Verteilungsfunktion zu vermeiden, bezeichnen wir sie mit F:;. 
Nach §§ 3 und 4 kann man den Elektronen in der Nähe des Randes 
eine scheinbare Masse zuschreiben, die definitionsgemäß mit der 
Freiheitszahl verknüpft ist durch die Beziehung 

F1 = ~ < 0, F2 = ~ > 0 . (7) 
m l mz 

Daß die Elektronen in den Stömiveaus unbeweglich sind, kann man 
formal ausdrücken durch 

(7a) 

Die Energie ist nach § 4 eine quadratische Funktion der vom Rand 
des Bandes aus gezählten Wellenzahl 1 

E E h2 k*2 
= 1 - 21 m ll 1 

h2 2 
E=E2 + -2- k2 m2 

In 1, l 
in 2 

Hier ist bei einem kubischen Gitter wie in § 4, S.44 

krx = ~ - k1X usw. für y und z. 
a 

Die Geschwindigkeit in 1 ist nach § 3, (10) 

1 oE h * 
vIX = hBk = ~Im I k1X ' 

lX 1 

1 Der allgemeine Ansatz wäre 
E = E l - (ax k~ + a y k~ + az k;J, aj = konstant. 

(8) 
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und in 2 

Halbleiter. 

h 
V2Z = -k2Z ' 

'1nt 
Daher wird die Translationsenergie § 3, (ll) 

m m 
Eu = 2" v2 = I m1 I (EI - E) = IFII (EI - E) = - ~ (EI - E) , 
in (1); I 
in (2): (9) 

Etr = ~ (E - E2) = F2 (E - E2) , J mz 
in (1') und (2'): 

Eu=O 
Schließlich ist die Eigenwertdichte pro Volumeneinheit, D (E), nach 
§ 5, (21) und (2la.) 

D = ~~ (E - E)1/2 
I n 2 V2 h3 I , 

(10) 

Um die Zahl der freien Elektronen np zu berechnen, müssen 
wir nach § 5 (S. 72) die Freiheitszahlen aller Elektronen summieren. 
Da F2 in allen besetzten Zuständen von Band 2 eine Konstante ist, 
folgt sofort 

(ll) 
oder 

,"np,=F2n'zJ, (lla) 
je nachdem, ob die Zahl der Elektronen in Band 2 aus GI. (1) oder 
GI. (2) zu bestimmen ist. Im unteren Band muß F1 über das ganze 
Band integriert werden. Wäre dieses vollbesetzt, wie bei T = 0, 
so wäre dieses Integral Null (§ 3, S. 26). Ist daE Band nicht vollbe
setzt, so ist also immer: 

Integration über alle besetzten Zustände = 

= - Integration über alle freien Plätze. 

Bei der letzteren Integration kann aber, wie oben festgestellt wurde, 
FI konstant gesetzt werden. Daher ist, je nachdem die Zahl der 
freien Plätze aus GI. (1) oder GI. (4) zu bestimmen ist, wegenFI <0: 

np, = IFllnH (12) 
bzw. 

np, = IFllnji.. (12a) 
Die Zahl der freien Elektronen in den Zuständen der Störatome ist 
wegen (7a) natürlich immer Null. Die gesamte Anzahl der freien 
Elektronen ist im Fall der GI. (1) nach (ll) und (12) 

np = nH (IFII + F2). (13) 
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Im Fall der GI. (2) und (4) (Störatome) ist dagegen 

nF=n~F2 bzw. nF=niiIFll. 
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Löcher. Wir haben oben gesehen, daß die Zahl der freien Elek
tronen des beinahe vollbesetzten Bandes proportional zu der Zahl 
der freien Plätze in diesem Band ist. Zur Berechnung der Eigen
schaften der Elektronen eines solchen fast vollen Bandes ist es 
einfacher, anstatt von den einzelnen Elektronen, von den einzelnen 
freien Plätzen, den Löchern, auszugehen. Wir nehmen an, daß 
das ganze Band, mit Ausnahme des Zustandes fo, vollbesetzt sei 
und berechnen Impuls und Beschleunigung der Gesamtheit aller 
Elektronen des Bandes. Dieses sind dann gleichzeitig Impuls und 
Beschleunigung des Loches, da diese beiden Größen für ein voll
besetztes Band verschwinden. Wir können daher ein Loch im Zu
stand 10 in mancher Hinsicht als selbständiges Teilchen auffassen. 

Wir beginnen mit dem Impuls. Da der Gesamtimpuls eines voll
besetzten Bandes Null ist, muß der Impuls eines Loches im Zustand 10 
sich mit dem Impuls eines Elektrons im Zustand fo zuNull ergänzen, 
so daß also 1 

mL bL (fo) = l'L (10) = -1' (10) = - m b (fo) (14) 

ist. Nun muß aber die Geschwindigkeit des Loches genau so groß 
sein, wie die des Elektrons im gleichen Zustand. Es müssen sich 
nämlich die Dichten des Elektrons und des Loches im gleichen Zu
stand 10 dauernd und überall zu einem konstanten Wert, dem Wert 
bei vollbesetztem Band, ergänzen. Das ist aber unmöglich, wenn 
die Geschwindigkeiten von Loch und Elektron verschieden sind. 

Somit ist 
(15) 

oder nach (14) 
mL=-m. 

Ein Loch hat also eine negative Masse. Seine Beschleunigung in 
einem äußeren Feld ist aber wegen (15) genau so groß, wie die 
Beschleunigung eines Elektrons im Zustand 10. Nehmen wir ins
besondere an, daß der Zustand fo nahe an der oberen Grenze des 
Bandes liegt, d. h. eine negative Freiheitszahl (F1 < 0) hat, so ist 
die Beschleunigung in einem elektrischen Feld ty nach § 3, (13 a), S. 25. 

ÖL (10) = ü (10) = ~ F1 ty = - ~ IF1 1 ty = ~ IF1 1 ty. m m mL 

1 Der Index L bedeutet, daß sich die betreffende Größe auf ein Loch 
bezieht. 
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Die Beschleunigung eines Loches ist also genau so groß wie die 
Beschleunigung eines freien positiven Elektrons mit der Masse 

m* = 1 ~ 1 oder eines freien negativen Elektrons mit der negativen 

Masse 1r;~1 = - 1 ~ I' Eine negative Masse ist natürlich für die An

schauung sehr ungeeignet. Man wird deshalb, solange es sich um 
die Frage der Beschleunigung eines Loches handelt, der ersten 
Darstellung den Vorzug geben, nach der sich also ein Loch nahe 
dem oberen Rand eines Bandes genau so verhält wie ein freies, 
positives Elektron mit einer scheinbaren Masse m* > 0. Für Leit
fähigkeitsfragen ist das Vorzeichen der Elektronenladungen natür
lich nur bei solchen Effekten von Bedeutung, die proportional zu 
einer ungeraden Potenz von e sind, wie z. B. beim HALL-Effekt. 
Dieser hat für angenähert volle Bänder, wie wir schon in § 17 bei 
den Metallen gezeigt haben, das umgekehrte Vorzeichen wie bei 
freien Elektronen, wie es auch nach unserer Löchervorstellung zu 
erwarten ist. 

Schlußbemerkung. Wie wir im Laufe dieses Paragraphen gesehen 
haben, hängt das Verhalten eines Halbleiters in viel stärkerem Maße 
von seinem Termschema ab, als das Verhalten eines Metalls. Daher 
trifft man häufig sehr unübersichtliche Verhältnisse an. Eine weitere 
Komplikation kann dadurch auftreten, daß eine starke Wechsel
wirkung zwischen den St,öratomen und den von ihnen gelieferten 
Elektronen existiert. In diesem Fall bedeutet ja das Störatom eine 
große Änderung des Potentials (Abweichung von der Periodizität!), 
indem sich die Elektronen bewegen und daher eine stark veränderte 
Eigenfunktion. Wir werden im folgenden immer mit einem stark 
dealisierten Halbleiter mit periodischem Potential rechnen. Das muß 
bei allen Anwendungen der abzuleitenden Formeln beachtet werden. 

§ 19. Leitfähigkeitsprobleme [BO, B7, 137, 143]. 
Grundlagen. Die allgemeinen Ansätze für Leitfähigkeitsprobleme 

können wir bei Halbleitern genau so wählen wie bei Metallen, 
denn der einzige Unterschied zwischen den Elektronenverteilungs
funktionen ist die verschiedene Eigenwertdichte D, die bei Halb
leitern dadurch charakterisiert ist, daß sie in der Nähe der Grenz
energie verschwindet. Wir gehen also wie bei den Metallen von 
§ 15 (3), aus: 

~ (grad!, gradrE) + (gradrl, f) = (:nStoß' (1) 
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Ehe wir die weitere Behandlung dieser Gleichung beginnen, müssen 
wir die Unterschiede gegenüber den Metallen näher besprechen. 

1. Die Eigenwertdichte D (E) verschwindet bei E = C, d. h. an 
der Stelle, die bei der Theorie der Metalle gerade ausschlaggebend 
für alle Leitfähigkeitsprobleme war. Formal dürfen wir hiernach 
die bei den Metallen abgeleiteten Ausdrücke solange benützen, wie 
von der genaueren Form von D (E) kein Gebrauch gemacht wird, 
d. h. bis GI. (15) und (16) in § 15 und GI. (15) und (16) in § 17. 
Die Integrale (17), § 15 und (14), § 17 haben aber jetzt andere Werte 
als dort. 

2. Die freie Weglänge der Elektronen für die Zusammenstöße 
mit den Schallquanten hat zwar bei hohen Temperaturen, wie wir 
zeigen werden, die gleiche Größenordnung wie bei Metallen, ihre 
Abhängigkeit von der Geschwindigkeit ist aber eine andere. Die 
Temperaturabhängigkeit bei tiefen Temperaturen ist, im Gegensatz 

zu den Metallen, wie bei hohen Temperaturen, d. h. l ~~. Zum 

Nachweis dieser Behauptungen werden wir den Ausdruck (8), § 14 

für (~~) Stoß für unseren Fall näher untersuchen. Der Zusammen

stoß eines Elektrons mit einem Schallquant geht natürlich in gleicher 
Weise wie bei Metallen vor sich, d. h. ein Elektron absorbiert oder 
emittiert ein Schallquant, wobei der Gesamtimpuls erhalten bleibt. 
Bei den Metallen war die Translationsenergie eines Elektrons (mit 
der Gesamtenergie Cl immer groß gegen die Energie eines Schall
quants, so daß wir die Energieübertragung vernachlässigen konnten. 
Hier müssen wir diese Frage näher untersuchen, denn die Trans
lationsenergie eines Elektrons (oder eines Loches) ist jetzt wie bei 
MAXWELL-Statistik von der Größenordnung k T. Bei dieser Be
trachtung müssen wir aber beachten, daß ein Elektron jetzt einen 
im Vergleich mit den Metallelektronen kleinen Impuls hat. Anderer
seits ist der maximale Impuls (Wellenzahl) der Schallquanten von 
der gleichen Größenordnung wie bei den Metallelektronen [vgl. 
§ 13, (13)]. Da ein Elektron bei einem Zusammenstoß immer den 
gesamten Impuls eines Schallquants aufnehmen bzw. abgeben soll, 
werden wir erwarten, daß eine Wechselwirkung mit den Schall
quanten mit großem Impuls unter Wahrung des Energiesatzes 
unmöglich ist. Am einfachsten gehen wir bei der quantitativen 
Untersuchung dieser Frage von GI. (24), § 13 aus, die ohne Ver
nachlässigungen aus Energie- und Impulssatz abgeleitet wurde. 
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Der dort berechnete Winkel zwischen den Ausbreitungsvektoren 
von Elektron und Schallquant muß immer der Bedingung 

Icos (XI < 1 
genügen. Damit folgt sofort aus (24), § 13 (mit m* = m) 

W <k + mc 
2 - h· 

Nun ist die mittlere Translationsenergie eines Elektrons oder Loches! 
(Wellenzahl ko) 

also 

ko = ( 3 :. k T t2 
• 

Für T = 1 ° ist ko - 3 . IOD. Andererseits ist die Schallgeschwindig
keit 0 von der Größenordnung 100-108• Von der gleichen Größen-

ordnung ist ~ 0, da ; -1 ist 2. Daher lautet die obige Bedin

gung für w hinab bis zu Temperaturen von etwa 1 ° näherungsweise 
W <2k. (2) 

Für die Energie eines Schallquants, das in Wechselwirkung mit 
einem Elektron (ko) stehen kann finden wir 

k,,=hcw<2hcko=2(3mc2 kT)l/2<kT, T>I°. (3) 

Die letzte Beziehung ergibt sich aus der obigen Abschätzung von ";. c. 
Bei Metallen ist hingegen h" L k 8. 

Aus (3) folgt zunächst, daß "hohe" Temperaturen bei Halb· 
leitern nicht durch T> 8 bestimmt sind, sondern durch T> 1°, 
d. h., daß praktisch a1k Temperaturen so wie "hohe" Temperaturen 
bei den Metallen zu behandeln sind. 

Unter Berücksichtigung von (2) ist jedoch die obere Grenze 
des Integrals (8a), § 14 bei Halbleitern nicht "m' sondern "0. "0 ist 
durch Wo = 2k bestimmt, d. h. mit § 13, (1) und (3) durch 

Daher ist nach § 14, (8a) 

c "0 = -k. :n 

~ w2 12:n8R 
~ T;= AC' ~, 

1 Bei den Löchern ist überall ki durch !! - k, zu ersetzen, denn 11;1 a 
soll ja proportional zur Translationsenergie sein. 

S Alles in O.G.S·Einheiten. 
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und der Ausdruck § 14, (9) für (:~)Stoß ist mit ~ zu multiplizieren, 

um (:Dstoß für unseren Fall zu erhalten. 
Da 

ist, wird 

oder [vgl. § 14, (9)] 

cWm 
'JIm =2"3t 

(!.L) _ (!.L) . 2'k' __ 2'Ol""Tk (f) _ (~) 
Bt Stoß - Bt Stoß, Metall w4m - M@2 wtn g - Bt Stoß· 

Hieraus finden wir die Relaxationszeit nach § 14, (10) (k'" v) 
1 

T"'Ti) (4) 

und die freie Weglänge 
1 

l=vT"'p. 

Die freie Weglänge ist daher unabhängig von der Geschwindigkeit, 
im. Gegensatz zu den Metallen, wo wir bei den gleichen Voraus
setzungen über die Elektronen l '" v4 fanden. Die Größenordnung 

von l wird nach dem obigen Wert von (~~)Stoß 
l ......, l Tc' Metall 
Halbleiter = Metall, T > @ • w~ 

Daher hat die freie Weglänge in Halbleitern die gleiche Größen
ordnung wie in Metallen, denn es ist ja ~etall""'" wm . Im Gegensatz zu 

den Metallen ist aber auch für tiefe Temperaturen (T < 8) l '" ~ . 
In Abhängigkeit von der Geschwindigkeit v ist l also zunächst 

für kleine v konstant, steigt dann langsam und wird schließlich 
'" v4, wenn k"""'wm ist. Dabei ist vorausgesetzt, daß die Elektronen 
wie freie Elektronen mit einer scheinbaren Masse m* behandelt 
werden können. 

3. Bei den Metallen konnten wir immer annehmen, daß bei 
einet StQrung des GleichgewichtB der ursprüngliche Zustand immer 
durch Zusammenstöße mit den Schallquanten wiederhergestellt 
wird. Bei Halbleitern ist das aber nur dann möglich, wenn die Zahl 
der Elektronen im oberen Band, d. h. die Zahl der Löcher im Band 1 
(bzw. 1') durch die Störung nicht verändert wird. Ist diese Vor
aussetzung aber nicht erfüllt, so müssen noch andere Prozesse 
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hinzutreten, um den ursprünglichen Zustand wiederherzustellen, 
etwa unelastische Zusammenstöße der Elektronen untereinander 
oder Emission bzw. Absorption von Strahlung. In solchen Fällen ist 
die oben (4) berechnete Relaxationszeit nur ein Teil der tatsäch
lichen Relaxationszeit und eine gesonderte Untersuchung wird 
nötig. In manchen Fällen kann man diese umgehen, weil bei Ab
schaltung der Störung die Zeit zur Herstellung der "richtigen" 
Elektronen- bzw. Löcherzahl meist sehr groß ist. Infolgedessen 
kann man manchmal die Herstellung des Gleichgewichtes in zwei 
Etappen aufteilen. Zuerst wird verhältnismäßig rasch bei kon
stanter Löcherzahl das Gleichgewicht mit den Schallquanten her
gestellt und dann geht diese Verteilung durch die oben erwähnten 
Prozesse in die ursprüngliche über. 

Die hier unter 3. mitgeteilten Unterschiede der Halbleiter von 
den Metallen sind im wesentlichen bei Prozessen von Bedeutung, 
die sich bei Anwesenheit von Strahlung (lichtelektrische Leitfähig
keit) abspielen oder in sehr starken Feldern, wo die Elektronen 
solche Energien bekommen, daß sie durch Stoß Elektronen aus 
dem unteren Band in das obere werfen (Abweichungen vom ÜHM

sehen Gesetz). 

Elektri8che Leitfähigkeit. Bei nicht zu starken Feldern kommt bei 
allen Leitfähigkeitsfragen der Punkt 3 der obigen Betrachtungen 
nicht zur Anwendung. Infolgedessen dürfen wir von GI. (15), § 15 

ausgehen, WQbei wir die Temperatur konstant setzen, so daß ~~ =0 

und A =eF [(11), § 15] wird und der Strom durch 

4 e2 

J = 3m FLo, 

<Xl 

Lo = - J 7: Etr D !} dE 
(5) 

gegeben ist. 
Wir werden im folgenden immer nur mit zwei Bändern, die 

durch die Indizes 1 und 2 charakterisiert sind, rechnen. Der Fall, 
daß eines dieser Bänder durch ein Niveau von Fremdatomen zu 
ersetzen ist (Verunreinigungshalbleiter), wird dann immer dadurch 
erhalten, daß man eine der beiden Freiheitszahlen F1 oder F2 null 
setzt. 

Das Integral L o zerfällt in zwei Teile über das obere und über 
das untere Band: 
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L O = L 01 + L 02 
E1 

L01 = - J Tl Etr D1 ~i1 dE 

a:> 

L02 = - J 1'2 Etr D2 ~i2 dE 
E, 
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(6) 

Hier steht 101 bzw. 102 für 11 bzw. 12 in § 18, (6). Wir führen jetzt 
Mittelwerte der Relaxationszeit ein, die wir durch 

E 1 

-nM - J nE D 0/01 dE 
Tl 1 - - Tl tr 1 oE 

a:> 

nM J nE D 0/02 dE 1'2 2 = - i 2 tr 27iE 

E, 
definieren, wobei 

E 

MI = - JEtr Dl ~Ff dE 

Cl> 

M 2 = - J EtrD2~lE dE 
E, 

ist. Unter Berücksichtigung von § 18, (9) findet man 
E 1 

MI = - IF1 ! J (E1-E) D1 °li1 dE 

a:> 

M 2 = - F2 J(E -E2)D2 °li2 dE. 
E, 

(7) 

Durch partielle Integration folgt mit § 18, (10), (ll) und § 5, (23b), 
S. 81 sofort 

(8) 
3 3 

M 2 =4, F2 n H = 4 nF, 

Mit (5) bis (8) wird nun die Leitfähigkeit 

J e2 (-' L1 I - L1) e2 (-- ) (1= F =-m nH 1'1 !1'1 +1'21'2 = m 1'1 nF 1 +1'2 nF,· (9) 

Bei einem Verunreinigungshalbleiter ist entweder FI = 0, wenn die 
Fremdatome als Elektronenquelle für Band:2 oder es ist F2 = 0, 
wenn die Störniveaus als Elektronenempfänger von Band 1 dienen. 
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Dann ist also el 

0= mnF,1:S (9a.) 

oder el 
0= m nF, 1:1 . (9b) 

Im letzteren Fall kann man von "Löcherleitung" , im ersteren von 
Elektronenleitung reden. Die Temperaturabhängigkeit ist im 
wesentlichen durch den Faktor nH (bzw. nF , nF ) gegeben. Da 

~ B 1 I 

Faktoren T" gegen e - 2k T als konstant betrachtet werden können, 

wird nach § 18, (1), (2) u:~:_ 2~kBT , l 
LI B (9c) 

log 0 = const - UT 

Schließlich beachten wir noch, daß T eine andere Temperatur
a.bhängigkeit hat als T. Nach (4) ist 

1 1 
T"-' Tv "-' TEt~2 . 

Durch Einsetzen in (7) findet man durch Einführung der dirnen

sionslosen Integrationsvariablen ~ = :T ' daß 

ist. 
:r "-' ~/a (10) 

HALL-Effekt. Wir schließen uns formal wieder an die Behandlung 
des HALL-Effektes bei den Metallen an (§ 17). Nach den dortigen 
Ergebnissen erwarten wir, daß die Elektronen von Band 2 und die 
Löcher von Band 1 Beiträge mit entgegengesetzten Vorzeichen 
liefern. Infolgedessen gestattet der HALL-Effekt zu entscheiden, ob 
die Leitung vorwiegend durch Löcher oder durch Elektronen erfolgt. 
Nach § 17, (5), (15) und (16) ist die HALL-Konstante 

R F" F" 3m K I (11) 
= HJz = HFz(J = 4el H K~+K~ , 

wobei K1 und K s die in § 17, (14) angegebenen Integrale sind. 
In unserem Fall spalten wir die Integration wieder in zwei Teile 
über die beiden Bänder auf und erhalten 

& m 

K J Tl E D 8101 dE J Ta E D 810s dE 
1 = - 1 + a~l tr 1 8E - 1 + a~2 tr s 8E ' 

-m EI 
E, IX> 

(12) 

K = - / ~lTl E D 8101 dE _/ anTI E D 8/01 dE 
2 1 + af 1 tr 1 8 E 1 + a~ 2 tr 2 a E 

-IX> E, 
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Dabei ist a,.l bzw. a,.11 die Größe a,. aus § 17 (10) mit ihrem Wert 
für das erste (an) bzw. zweite Band (au)' Wir beschränken uns 
auf schwache Felder (all <: 1, an<: 1). 

Dann wird 

1 1 B 1 1 II H<:H 
1 + a~ 1 = - fli 1 , 1 + a~ 2 = - fli 2 , 0' 

und wir erhalten, da nach § 17, (10) 
eH eH 

a,.l =_°1'1F1, a,.. = -l'IlFIl 
mIJ mIJ 

ist, mit (7) und (8) 

K1= ! (T11J;.I+T.F.)nH-! (~~r(1'18IFlI3+1'.8F:)nH I 
3 eH _ _ (1280) 

K S =-4 -(-l'lslJ;.I·+T.B~)nH 
mIJ 

Aus (11) folgt hiermit in erster Näherung 

1 -TZJFJB+TZF2 R--- 1 1 I 2 
- e IJ 'nH (T11F11 + T. F.)I 

Nach (7) und (8) ergibt sich durch Berechnung der Integrale, da 

T '" E~/2 ist, mit § 18, (9) 
tor 

und 
Til :r;1 8 
-=-=-

T 12 

Damit erhalten wir 

3;71; 
(13) 

R = ~_I- F.-IF11 (14) 
8 eIJ'nH (IFl I1l2+Fl/2)2 

oder unter Einführung der Zahl der freien Elektronen nach § 18, 
(11) und (12) 

R = ~_I- F.-IlJ.1 (14 ) 
8 e IJ (11.112 + 11.1/2)1 • 80 

p. H. 

Für die beiden Fälle eines Verunreinigungshalbleiters wird F1 = 0 
oder FII = 0, d. h. 

(1580) 

oder 
R= _~ßL= _ 3;71; _1_. (15b) 

8 e C 'nH, 8 fl IJ nH 
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Das Produkt Ra ist, wie in § 17 gezeigt wurde, proportional mit der 
mittleren Beweglichkeit der Elektronen. Aus (9) und (14) finden 
wir 

8 R e T1IF11+TaFa (F. 'F.!) 
3 " c 0 = m ( I Fl l1l2 + FP)2 2 - i 1 • 

Für Verunreinigungshalbleiter vereinfacht sich dieser Ausdruck zu 

38" cRo = : F~T2 bzw. 38" cRo = - : !.J;.!Tl' (16) 

In a.Ilen Fällen ist aber wegen (10) 

R - 1 
0'" T '" ps/a , (17) 

und zwar soll diese Temperaturabhängigkeit bis zu tiefen Tempe
raturen gültig sein. 

Magnetische Widerstandsänderung. Bei den Metallen war die 
magnetische Widerstandsänderung in erster Näherung Null, falls 
wir die Energieflächen im I-Raum als Kugelflächen (wie bei freien 
Elektronen) annehmen. Eine Widerstandserhöhung erhielten wir 
erst dadurch, daß wir die Anisotropie der Energie der Elektronen 
in Betracht zogen. Dadurch ergaben sich Relationen, wie z. B. 
T 2 9= T2 und ähnliches. Bei Halbleitern gilt dies aber auch [vgl. 
z. B. (13)] bei Vernachlässigung der Anisotropie, weil hier die 
Elektronen schon in erster Näherung auf verschiedene Energien 
verteilt sind, während bei Metallen alle Mittelwerte sich in erster 
Näherung auf die Werte der betreffenden Größen bei der Energie 
E = C reduzieren. Wir dürfen also jetzt die Anisotropie vernach
lässigen und erhalten dann nach (16) § 17 

0H = : ~ (K1 + ~:) . (18) 

Um einfachere Ausdrücke zu bekommen, beschränken wir uns 
auf einen Verunreinigungshalbleiter und setzen ~ = O. Da in (18) 
nur K: (nicht K~) auftritt, folgt aus (12a), daß das Vorzeichen der 
Freiheitszahl bedeutungslos wird. Der Fall F2 = 0 ergibt sich dann 
aus den nachfolgenden Formeln, wenn man ~ und F2 vertauscht. 

Für schwache Felder wird aus (18) mit (12a) 

0H = ~ T2 F2 nH [1- (~Hm~ Ta r ( ~: _ T~:)]. (19) 

Ohne Magnetfeld ist [vgl. (9a)] 
e2 _ e2 _ 

00 = m 'f2 nF, = m 'f2 F2 n H • (20) 
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Daher ist die Widerstandserhöhung mit (19) und (20) 

(JO-;o(JH = (!H(!~(!O = (L1/)H= B(T)H2, H<Ho, (21) 

wobei 
- -2 

B (T) = ( eF .. Ta )a(~a _ ~a) 
mc TaS Ta' 

ist. B(T) ist immer positiv. Aus (7) berechnet man ähnlich wie 
bei (13) 

so daß mit (18) und (13) 

B (T) = 4: n (3 sn r ( e! cT2 r 
wird. 

Wegen (10) ist 
I 

B(T) '" TS I 

und aus (16) findet man, daß sich B durch die HALL-Konstante und 
die Leitfähigkeit ausdrücken läßt: 

4-n 1 
B (T) = -n- (R ( 0)2 = 0,27 (R (0)2", TS' (22) 

Für starke Felder, ~1 >- 1, ~2 >- 1 wird nach (12a) mit (7) und 
(8) unter Beachtung des oben angegebenen Wertes für ~2 (mit 
~=O) 

oder mit (20) 
(Jo - ~~. = (!oo - k = LI (!oo = 1 _ 1 . 

(Jo (!oo (!oo T.-1Ta 

Aus (7) und (8) berechnet man 
----=i - 32 
Ta T2 =93t, 

80 da.ß 

~(!", = 0,117, H>Ho 
(!oo 

Fröhlich, Elektronentheorie der MetaJle. 16 
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oder 
~ e", _ ~ e", ~ - 0 117 -=1- - 0132 - --, 't'2 't'2- , eo e", eo (23) 

wird. Das Bemerkenswerte an diesem Resultat ist, daß der Sätti-

gungswert von LI e", unabhängig vom Material und von der Tempe
l! 

ratur ist. 
Bei mittleren Feldstärken läßt sich kein einfacher Ausdruck für 

LI ß 

_I!- angeben, denn die Mittelwerte von (TH2 F. )2' die bei der 
I! 1+ ~ 

mc 
allgemeinen Lösung auftreten, können nicht elementar ausgewertet 
werden. Dagegen läßt sich leicht zeigen, daß die allgemeine Lösung 
die Form 

Llel! =<p(~:) 
hat, d. h. die Widerstandsänderungen für verschiedene Feldstärken 

und Temperaturen sind gleich, wenn :.: den gleichen Wert hat 

[150]. 
Diskussion. Die Temperaturabhängigkeit der Leitfähigkeit (9) 
• 1 

bis (9c) wird gut bestätigt. Trägt man log 0' als Funktion von T 
auf, so erhält man nach (9c) die Breite des betreffenden verbotenen 

Gebietes LI B aus der Steigung der entstehenden Geraden ( -:k ~ ). 
Die Temperaturabhängigkeit der Leitfähigkeit ist im wesentlichen 
durch die Temperaturabhängigkeit der Zahl der freien Elektronen 
bestimmt, ganz im Gegensatz zu den Metallen, wo die Relaxations
zeit die einzige temperaturabhängige Größe ist. Um bei Halbleitern 
die Temperaturabhängigkeit der mittleren Relaxationszeit (10) zu 
prüfen, können wir GI. (17) verwenden, die für alle Temperaturen 
bis nahe an den absoluten Nullpunkt hin gültig ist. Beim Vergleich 
mit dem Experiment müssen wir aber darauf achten, daß ins
besondere bei tiefen Temperaturen, die Messungen infolge der 
geringen Stromstärken mit großen Fehlern behaftet sein können. 
Wenn wir das berücksichtigen, können wir (10) als bestätigt ansehen 
[13a]. 

Das Vorzeichen des HALL-Effektes richtet sich nach (14) danach, 
welche der beiden Freiheitszahlen F2 oder I F1 I größer ist. Über
wiegt F2, so ist das Vorzeichen von R das gleiche wie bei freien 
Elektronen (normaler HALL-Effekt). Überwiegt I FII, so nennt man den 
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HALL-Effekt anormal, das Vorzeichen ist so, als ob die Elektronen 
positiv geladen wären, was leicht verständlich ist, weil in diesem 
Fall die Löcher ausschlaggebend sind. Bei VerunreinigungshalbleiterI1 
kann man am Vorzeichen des HALL-Effektes feststellen, ob die Fremd
atome als Elektronenquelle [normaler Effekt (15a)] oder als Elek
tronenempfänger [anormaler Effekt (15b)] dienen. 

Die magnetische Widerstandsänderung ist für ausgesprochene 
Halbleiter wie z. B. Cu2Ü in einem großen Feldstärken- und Tempe
raturgebiet noch nicht untersucht, so daß wir die Ergebnisse dieser 
Theorie gegenwärtig nicht prüfen können. Das interessanteste 

Resultat, das wir erhielten, war, daß der Sättigungswert von d/ 

für starke Felder unabhängig vom Material ist (23). Der Begriff 
"starke Magnetfelder" ist genau wie bei den Metallen durch die 
Bedingung H'> Ho gegeben, wobei Ho aus § 17, (19) zu entnehmen 
ist, d. h. 

H -~~ T3j2 
0- €1:2 F 2 "" • 

Bei Zimmertemperatur ist Ho""" 500000 Gauß, bei 100° ist Ho """' 
100000 Gauß (unter der Annahme F2 = 1). 

Der am besten untersuchte Halbleiter ist Kupferoxydul, Cu2Ü 
[13a]. In vollständig reinem Zustand ist er ein ziemlich schlechter 
Halbleiter, d. h. LI B ist ziemlich groß ("""' 1,5 e-Volt). Enthält 
CU2Ü aber überschüssigen Sauerstoff, so wirken die Sauerstoffatome 
im Sinn von § 18 als Fremdatome und die Leitfähigkeit steigt. 
Aus dem Vorzeichen des HALL-Effektes ergibt sich, daß die Sauerstoff
atome als Elektronenempfänger dienen, so daß die Leitung von 
den Löchern des unteren Bandes 1 besorgt wird. Der energetische 
Abstand L1 B" hängt sowohl von der Konzentration als auch von 
der Vorbehandlung ab und nimmt Werte an, die meist zwischen 0,1 
und 0,6 e-Volt liegen. Die Abhängigkeit der Leitfähigkeit von der 
Konzentration ist sicher nicht wie in § 18, (4) angegeben"" n!/2. 
Die Leitfähigkeit steigt vielmehr viel rascher mit der Konzentration 
an, doch wurde bis jetzt keine allgemeine Gesetzmäßigkeit-gefunden. 
Wie wir in § 18 gezeigt haben, muß bei genügend hohen Tempera
turen die Leitfähigkeit des reinen CU2Ü (mit dem großen L1 B-Wert) 

überwiegen, so daß log (J als Funktion von -:-~ ähnlich wie log nH 

in Abb. 45, S.228 verläuft. Ein solches Verhalten wurde auch experi
mentell gefunden [127], doch ist gegenwärtig das experimentelle 
Material noch zu uneinheitlich, um genauere Angaben machen zu 

16* 
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können. Wenn man annimmt, daß das obere Band 2 eine größere 
Freiheitszahl als das untere hat (F2 > !FI !), wie es theoretisch zu 
erwarten ist, bedeutet das Überwiegen der Leitung durch Elektronen 
im oberen Band über die durch die Fremdatome bewirkte Löcher
leitung einen Wechsel des Vorzeichens der HALL-Konstanten, wobei 
die kritische Temperatur ~, bei der die HALL-Konstante gerade Null 
ist, durch § 18 (5) gegeben ist. Dieser Vorzeichenwechsel wird 
tatsächlich gefunden und ~ ergibt sich zu etwa 5000 C [13a, 186]. 

Bei tiefen Temperaturen kann man nach (16) aus der Messung 
von R a die Größe FI Tl bestimmen. Wenn wir dafür die mittlere 
freie Weglänge 

II = Tl VI 
einführen, erhalten wir wegen [vgl. § 18, (9)] 

VI = ( 2 !tr YI2 = -V~ WIll/li (EI- E)l/S = V~ WI11/2 (: k T Y'S 

aus dem Experiment die Größe II !.F;.ll/2, die für Zimmertemperatur 
ungefähr 10-7 cm wird. Da l die gleiche Größenordnung wie bei 
Metallen hat (10-5-10-6 cm) muß .F;. ..... -10-1 sein. Ein so 
kleiner Wert für !~I ist verständlich, da das untere Band 1 wahr
scheinlich bedeutend schmäler ist als die Energiebänder der Metalle. 

Thermoellekte [1l7, 143]. Im Anschluß an die Behandlung bei 
den Metallen in § 16 berechnen wir den THoMsoN-Koeffizienten "', 
aus dem man mit Hilfe der Beziehungen (6), (7), § 16 die Thermo
kraft und die PELTIER-Wärme ableiten kann. Nach GI. (12), § 16 ist 

Il- .!...._8_ (~~ _..L) (24) 
r - e 8T T Lo T· 

~~ bestimmt sich nach GI. (17), § 15. Wenn wir unter TE den 

Mittelwert von TE über die in (7) bei der Bildung von Tn benützten 
Funktionen verstehen, so wird unter Berücksichtigung von (8) und (6) 

L l Ei;. IFll + l!J"T; F. 
Lu =-= IFll Tl + F. Ta 

Im Ausdruck 

!:L - 1; 
Lu 

können wir ETI bzw. ET2 durch EITI bzw. E2Ts ersetzen, denn 

E t - E bzw. E - E2 sind von der Größenordnung k T, also klein 
gegen C - EI bzw. Es - C. Daher wird 

Ll _ C = (El - Cl TllFll + (E. - Ct!~_!,2_ 
Lo Tl IF1 1 + TzF. 



LeitfähigkeitBprobleme. 

Nach § 5, (24a) ist 

EI + E2 '" 2 C, 
LJB 

also E2 - C '" - (EI - C) = -2- , 

und daher !-_l __ C = LJ B - 'i\ IFII + 132 F2 
Lo 2 TIIFII + T2 F2 

Nach (24) wird also 
LJ B - TIIFII + T2F2 fl=---
2eT TI IFI I+T2 F2 

Für Verunreinigungshalbleiter ist 
LJB 

fl = 'f Te-T' 
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(25) 

wobei - für Elektronenleitung (normaler Effekt) und + für Löcher
leitung (anormaler Effekt) gilt. 

Beim Vergleich mit den Metallen fällt vor allem auf, daß der 
THoMsoN -Koeffizient der Halbleiter bedeutend größer ist. Aus (25) 
und § 16, (13) und (16) findet man 

,uHalbleitcr LJ B . CMetaU 
,uMetall '" -(k-T)2 

Bei Zimmertemperatur ist dieses Verhältnis ungefähr 100-1000. 
Mißt man die Thermokraft eines Halbleiters gegen ein Metall, so 
kann man daher den Beitrag des Metalls vernachlässigen. Aus 
§ 16, (7) folgt dann mit flMetall = 0 

d IPab !l 
dP=T' 

und demnach wird die Thermokraft vgl. (25) 
d Vab LJ B - TIIFII + T2 F2 

fPab=~= 2eT TI IFII+ TzF2 

Bei Zimmertemperatur erhält man mit LI B = 0,5 e-Volt Werte 

von der Größenordnung 10-3 ~~~. Thermospannungen von dieser 

Größe werden bei Halbleitern auch beobachtet. Die geforderte 

Temperaturabhängigkeit '" ~ bestätigt sich aber nur bei hohen 

Temperaturen. Bei tieferen Temperaturen erhält man mit fallender 
Temperatur keinen Anstieg, sondern meist wieder einen Abfall. Die 
Ursache für das Versagen der theoretischen Formel ist wahrschein
lich darin zu suchen, daß bei tiefen Temperaturen das Näherungs
verfahren, das zur Aufstellung von (24) führte, nicht mehr konvergiertl . 

I Am absoluten Nullpunkt muß die Thermokraft nach dem dritten 
(NERNsTschen) Hauptsatz der Thermodynamik verschwinden, so daß auch 

hieraus folgt, daß das -~-Gesetz für tiefe Temperaturen ungültig sein muß. 
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Gleichrichtung [121, 131]. Der Kontakt zwischen einem Metall 
und einem Halbleiter wirkt als Detektor, d. h. der Widerstand 
hängt von der Richtung der elektrischen Feldstärke ab, und zwar 
in der Weise, daß die Elektronen leichter vom Metall in den Halb
leiter strömen als vom Halbleiter in das Metall. Damit in einem 
geschlossenen Stromkreis, der Metalle und Halbleiter enthält, die 
Stromstärke wesentlich von der Richtung der angelegten Spannung 
abhängt, ist es nötig, daß wenigstens in einer Richtung der Haupt
teil der Spannung an einem Kontakt liegt. Das ist gleichbedeutend 

a 

Abb. 46a-c. Gleichrichtung. Termschcma (M Metall, H Halbleiter) und VerteUungsfunktion t. 
a ohne äußeres Feld, b äußeres Feld so, daß die Elektronen von M nach H strömen, 
c äußeres Feld In der umgekehrten Richtung. - - - Grenzenergie C. Der ausgeftillte Tell 
der VerteUungsfunktion zeigt, wie viele Elektronen In beiden FiI.llen überströmen. In bist t 

die Vertellungsfunktlon des Metalls, in c diejenige des Halbleiters. 

damit, daß der Widerstand eines solchen Kontaktes groß ist. Dies 
ist aber nur dann möglich, wenn zwischen Metall und Halbleiter 
eine dünne Schicht mit hohem Widerstand liegt, die sog. Sperr
schicht. Über die Natur dieser Schicht brauchen wir für die folgende 
Theorie keine näheren Angaben. Sie kann aus irgendeinem schlecht 
leitenden Material bestehen. 

Im Halbleiter sollen die Elektronen des oberen Bandes 2 die 
wesentlichen Träger der Leitfähigkeit sein. Die Sperrschicht charak
terisieren wir durch einen Potentialberg, der eine gewisse Durch
lässigkeit für Elektronen hat. Die Gleichrichtung kommt dann da
durch zustande, daß die Zahl der freien Elektronen im Metall groß 
gegen diejenige im Halbleiter ist. Liegt also die Spannung in der Rich
tung, in welcher die Elektronen vom Halbleiter zum Metall fließen, 
so wird wegen der geringen Zahl der verfügbaren Elektronen bald 
ein Sättigungsstrom erreicht, d. h. mit steigender Spannung bleibt 
die Stromstärke konstant. In der umgekehrten Richtung sind 
hingegen immer genügend viele Elektronen verfügbar. In Abb. 46 
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zeigen wir den Potentialverlauf und die Lage der Elektronen
verteilungsfunktion a) ohne äußeres Feld, b) wenn die Elektronen 
vom Metall zum Halbleiter und c) wenn sie in der entgegengesetzten 
Richtung fließen. 

Es seien C Mund C H die Grenzenergien von Metall und Halb
leiter. Ohne äußeres Feld ist, damit Gleichgewicht herrscht, immer 
CM = CH = C (§ 6). W (f) sei die Durchlässigkeit der Sperrschicht, 
d. h. die Wahrscheinlichkeit, daß ein Elektron, das auf die Sperr
schicht auftrifft, von ihr durchgelassen wird 1. JM und JH seien die 
Stromdichten der Ströme vom Metall in den Halbleiter bzw. vom 
Halbleiter in das Metall. Dann ist im Gleichgewicht (CM = CH = C) 

JM (C) = JH (C), (26) 
wobei 

JH(C) = (22:)3 !vzf(C) W(f)dl'! (26a) 

ist. f (C) ist hier die FERMI-Verteilung, (2 ~)3 Vz f (C) d l'f also die Zahl 

der Elektronen pro Volumenelement des f-Raumes, die pro Sekunde 
auf die Oberflächeneinheit auftrifft. Da Will für das untere Band 
praktisch Null ist, geht das Integral (26a) nur über das obere Band. 
Mit § 18, (6) erhalten wir 

C-E 

JH (Cl = T;:)3 ! Vz (f) e~ W (f) d 'I:!. (26b) 

Liegt eine Potentialdifferenz P zwischen Metall und Halbleiter, so 
ist die Differenz der potentiellen Energien 

eP=V=CM-CH , (27) 
Der resultierende Strom J vom Metall zum Halbleiter ist 

oder mit (26) 
J = JM (CM)-JH (CH), 

J = JH (CM)-JH (CH). 

(28) 

Nehmen wir an, daß W (f) von V unabhängig ist, so ergibt sich 
mit (26 b) und (27) 

CM-CH V 

JH (CM ) = JH (CH) e~ = JH (CH) ekT I 
oder nach (28) 

1 W(f) ist unabhängig davon, ob das Elektron vom Metall zum Ha.lb
leiter oder umgekehrt fliegt. 
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Als Gleichrichtungskoeffizien,t können wir das Verhältnis 
J (V): - J (-V) bei gleichem I V I bezeichnen, das 

v 
kT -1 v 

e _ekT 
v 

1- e- W 

ist, falls V> k T. Bei V = 0,5 Volt und Zimmertemperatur ist 
das eiD, bei 600° nur noch I e7• 

Wird die Spannun,g größer als die Breite der verbotenen Zone 
des Halbleiters, so stehen auch die Elektronen des unteren Energie
bandes für den Elektronenstrom vom Halbleiter zum Metall zur 
Verfügung. Von diesen Spannungen ab muß also der Gleichrichtungs
koeffizient wieder kleiner werden. 

§ 20. Optische Probleme. 

LicktekktriBcke Leitfähigkeit. Das AbsorptionsspektrUDl eines 
Halbleiters ist ganz entsprechend wie das eines Metalls, wenn man 
die Absorption, die den freien Elektronen zukommt (infolge der 
Zusammenstöße mit dem Gitter), wegläßt. Es gibt demnach eine 
Grenzfrequenz vg, bel der die Absorption einsetzt und die durch 
die Breite AB des verbotenen Gebietes gegeben ist durch 

kvg=AB. 
Unter dem Einfluß von Licht einer Absorptionsfrequenz v > v, 
wird die Elektronenverteilun,g verändert, und zwar wird die Zahl 
der Elektronen im oberen Band 2, also auch die Leitfähigkeit, 
erhöht. Wenn J die Intensität des einfa.llenden Lichts ist, so ist 
die Zahl der Elektronen, die pro Sekunde in das obere Band 2 
geworfen werden, clJ (CI = konstant). Andererseits ist die Zahl 
der Elektronen, die spontan von Band 2 nach Band 1 zurückgehen, 
proportional zur Zahl der Elektronen in Band 2, die wir n nennen 
und zur Zahl der freien Plätze in Band 1, die ebenfalls n ist. Wählen 
wir die Temperatur so tief, daß die Zahl der Elektronen, die 
ohne Beleuchtung in Band 2 sind (Dunkelelektronen), vernach
lässigbar klein ist, so lautet die Gleichgewichtsbedingung 

CI J = c2 n2 (c2 = konstant) 

1 Es soll hier nochmal da.rauf aufmerksam gema.cht werden, da.ß V die 
Spannung an der Sperrschicht ist. Ihr Verhältnis zur Spannung VI' die am 
ganzen Stromkreis liegt, hängt von dem Vorzeichen von V ab, und zwar 
in der Weise, daß die Gleichrichtung, bezogen auf VI' kleiner wird. 
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oder 
n '" Jl/2 . (1.) 

n kann bei der Temperatur der flüssigen Luft etwa das Tausend
fache der Zahl der Dunkelektronen betragen. Der Hauptgrund 
für diese großen Werte liegt darin, daß die relative Zahl der freien 
Plätze in Band 1 sehr klein ist, so daß ein Elektron sehr lange in 
Band 2 bleibt, ehe es rekombiniert (d. h. nach Band 1 zurückfällt). 
Daher stellt sich auch beim Abschalten des Lichts die Dunkel
leitfähigkeit erst nach einer verhältnismäßig langen Zeit ein. 

Die oben berechnete Proportionalität von n mit Jl/2 enthält 
zwei wichtige Voraussetzungen: 1. sollen nur zwei 
Niveaus an dem Prozeß beteiligt sein; 2. sollen 
die Elektronen und die Löcher räumlich gleich
mäßig verteilt sein. Besprechen wir zunächst die 
letztere Voraussetzung! Sie trifft für Verunreini-
gungshalbleiter wohl nur in Grenzfällen zu. All-
gemein werden wir aber annehmen müssen, daß 

~~~~""'n 

--+--,l'-r---n' 

ein Elektron mit größerer Wahrscheinlichkeit in ~ 
der Nähe eines ionisierten Fremdatoms ist als in Abb. 47. Zur Rekom

binatlonin Verunrei· 
der Nähe eines neutralen, denn bei ersterem ist 
das Potential tiefer. Nun hat ein Ion immer 

nigungshalbleitern. 

einen freien Platz, so daß im Grenzfall, in dem die Elektronen 
vorwiegend in der Nähe der Ionen sind, die Rekombinationswahr
scheinlichkeit (falls die Photoelektronen von den Fremdatomen 
stammen) proportional zu n wird, woraus 

cIJ=c~n, nro..;J 
folgt, im Gegensatz zu (1). 

Schließlich wollen wir annehmen, daß mehr als zwei Energie
niveaus am Rekombinationsprozeß beteiligt sind [145, 146]. Wir 
setzen einen Verunreinigungshalbleiter voraus, bei dem aber die 
Absorption nicht aus dem Niveau der Fremdatome, sondern aus 
dem unteren Band 1 erfolgt. Die Elektronen werden dann durch 
die Absorption in das obere Band 2 geworfen und sollen bei der 
Rekombination zuerst auf das Niveau der Störatome übergehen 
und von hier zurück zu Band 1 (Abb. 47). Die Zahl der Störatome 
sei na , die Zahl der Elektronen im Energieniveau der Störatome n'. 
Wir müssen jetzt die beiden Fälle für Verunreinigungshalbleiter 
unterscheiden. 

1. Das Störniveau ist für T = 0 und ohne Beleuchtung voll 
besetzt, d. h. es dient für T > 0 als Elektronenqueile. Die Absorption 
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erfolgt aber aus Band 1. Die Zahl der freien Plätze ist dann offen
sichtlich in Band 1 n-(na-n'), imSoorniveau na-n'. Die Zahl der 
Übergänge aus Band 2 in das Störniveau ist daher'" n(n" - n') 
und vom Soorniveau nach Band 1 ist sie'" n'(n- (n,,- n'» (vgl. 
Abb.47). Die Gleichgewichtsbedingung lautet dann 

~J=csn(n,,-n') für Band 2. 
c1J = can' (n- (n,,-n'» für Band 1. 

Cl' c2' Ca sind Konstante. Da die Absorption nicht aus dem Stör
niveau erfolgen soll, dürfen wir für genügend tiefe Temperaturen 
immer annehmen, daß es stark besetzt ist, d. h. n" - n' < na oder 
n'- n". Aus den obigen Gleichungen folgt dann zunächst 

, Ca n' n r_ n" n n - n = - --=-"::"'---
" csn+Can' = csn+Ca"a· 

Ist hier ca n" < Cs n, so folgt 
n",J. 

Ist hingegen c2 n< ca na, so wird wie in (1) 
n", J1!2. 

2. Die Störatome dienen als Elektronenempfänger, sind also 
für T = 0 und ohne Beleuchtung unbesetzt. Die Zahl der freien 
Plätze in Band 1 ist dann n' + n und die Gleichgewichtsbedingungen 
lauten jetzt 

cIJ=cSn(na-n') für Band 2, 
~J=can'(n+n') für Band 1. 

In unserem jetzigen Fall wird für tiefe Temperaturen immer 
n,,:> n' sein, d. h. 

n",J. 

Nehmen wir hier noch an, daß n':> n ist, so folgt 
n' ",JI/2. 

Die hier gegebenen Beispiele erschöpfen durchaus nicht alle 
möglichen Fälle. Sie sollen nur zeigen, daß theoretisch für die 
Abhängigkeit der Zahl der Lichtelektronen von der Lichtintensität 
keine allgemeine Gesetzmäßigkeit zu erwarten ist. 

Verteilungs/unktion [208]. Das Verhalten des belichteten 
Kristalls ist natürlich im wesentlichen durch die Verteilungsfunktion 
der Elektronen bestimmt. Wenn die Lichtelektronen aus dem 
unteren Band 1 stammen und von da in Band 2 geworfen werden, 
wird sowohl die Verteilung der Löcher in Band 1 als auch die 
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Verteilung der Elektronen in Band 2 verschieden von der Ver
teilungsfunktion ohne Beleuchtung sein. Stammen die Elektronen 
hingegen aus einem Störniveau, so wird nur die Elektronen
verteilung in Band 2 wesentlich verändert. Diese Verteilungs
funktion hängt außer von der Lichtintensität vom Verhältnis 
zweier Zeiten ab. Von der Zeit TB' die sich ein Elektron im Mittel 
im Band 2 aufhält, bis es wieder in sein ursprüngliches Niveau 
zurückfällt (Rekombinationszeit) und von der Zeit TG die nötig 
ist, damit ein Elektron seine Energie innerhalb von Band 2 (an 
die Gitterschwingungen) verliert, d. h. bis seine Energie etwa 
E2 + k T ist, wo E2 der untere Rand des oberen Bandes 2 ist. 
Das Verhältnis 

TG Y = -- (2) 
TB 

ist meist unabhängig von der Temperatur. Von TB ist das selbst
verständlich, wenn man annimmt, daß die Rekombination nicht 
durch die Gitterschwingungen beeinflußt wird, was meist richtig ist. 
Zur Abschätzung von TG ersetzen wir zunächst das ganze Spektrum 
der Gitterschwingungen durch die größte Frequenz '110' mit der das 
Elektron in Wechselwirkung ist, was näherungsweise zulässig ist, 
weil ja nach § 13, (2) die Zahl der Gitterschwingungen mit einer 

Frequenz v proportional zu '112 ist. Nach S. 234 ist '110 = e k , was 
:TI; 

unter der Annahme freier Elektronen (h k = m v, v = Elektronen
geschwindigkeit ) 

hvo = 2mv C (3) 
ergibt. Nach § 13, (5) ist die Wahrscheinlichkeit, daß eine Gitter
schwingung mit der Frequenz '110 angeregt ist 

No= I ~kT>1 für kT>hvo' (4) h.. - hvo 
ekT -1 

Sei E die Energie des Elektrons sofort nach der Absorption, 
so ist 

- m 
E-E2 =T v2 

Nach (3) bedeutet dann k T > h '110 : 

T 2mvc 
>-k-' 

was mit einer Schallgeschwindigkeit c = 5 . 105 cm/sec 

T> 100 YE-E2 

(5) 
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bedeutet, falls E-E2 in e-Volt ausgedrückt wird. (4) ist daher ge

wöhnlich bei Temperaturen bis herab zu etwa 100° erfüllt, da E-E2 

die Größenordnung I e-Volt hat. Nach § 13 ist die Wahrschein
lichkeit, daß ein Elektron pro Stoß die Energie h"o aufnimmt, 
proportional zu No, und daß es die Energie h"o abgibt, proportional 
zu I + No. Um im Mittel die Energie h"o abzugeben, sind also 
[vgl. (4)] 

2TcT 
No + (I + No) -2No--1 -

f·1I0 

Stöße nötig, denn dann wird die Energie h"o gerade No-mal auf

genommen und I + No-mal abgegeben. Um die Energie E-E2 

abzugeben, muß die Energie h"o im ganzen!;: EI __ mal abgegeben 
f.1I0 

werden I, so daß [vgl. (3) und (5)] 

k T Jjj - EI Tc T 
2 (11,110)1 = 4mc2 

Stöße nötig sind, damit ein Elektron den größten Teil seiner 
kinetischen Energie verliert. Bei Zimmertemperatur sind das 
(mit C - 105 cm/sec) etwa 103 Stöße. Die Zeit zwischen zwei 
Stößen ist bei unseren vereinfachten Annahmen gleich der Relaxa
tionszeit T, so daß also 

TTc T 
'1:a- 4mc2 

wird. Da T'" T-I ist, wird Ta unabhängig von der Temperatur. 

Die Verteilungsfunktion der Elektronen ist im wesentlichen, 
wie wir oben schon mitgeteilt haben, durch die Größe von y (2) 
bestimmt. Für y --+ CX), d. h. beim vollständigen Fehlen einer 
Wechselwirkung mit den Gitterschwingungen, behalten alle Elek-

tronen ihre Energie E. Für y--+ 0, d. h. sehr starker Wechselwir
kung mit den Gitterschwingungen, geht die Verteilung in eine 
FERMIsehe, d. h. praktisch in eine MAxwELLsehe über [denn die 
Dichte der Lichtelektronen ist immer so klein, daß das Elektronen
gas nicht entartet ist (vgl. § 5)]. Wahrscheinlich ist immer y < l. 
über den genauen Wert von y kann man gegenwärtig keine sicheren 
Jlngaben machen. 

Ist n die Zahl der Photoelektronen, die natürlich von der Licht
intensität abhängt, f die Verteilungsfunktion der Elektronen, 

1 Wir vernachlässigen, daß 11, 110 von der kinetischen Energie des Elektrons 
abhängt. 
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D die Eigenwertdichte, so läßt sich zeigen, daß für y< 1 

2 e1/2 - ~E~ e1/21 / E~' für e< 8 
f D =-{;n(kT)3/2(I- y)e kT+nYe3/2 _E-' 

e kT für e > 8. 

(6) 

Dabei ist 
e= E -E2 

die vom unteren Rand E2 des Bandes aus gezählte Energie und 

8= E-E2 f 
die Energie der Elektronen sofort 
nach der Absorption 1. Abb. 48 
zeigt den Verlauf der Verteilungs
funktion (6). Diese besteht aus 
zwei Termen. Der erste ist eine 
gewöhnliche MAXwELL-Verteilung, 
während der zweite von e = 0 
gegen die Energie e = e hin ansteigt 
und dann rasch abfällt. Es ist be
merkenswert, daß der zweite Term 
in seinem wesentlichen Gebiet e < 8 
nicht von der Temperatur ab-

\ 
\ 
\ 
\ 

\ , 
" ..... 

----------_""':::. .... ~ ... _-----~""' ....... -- ' -----
Abb. 48. Die Verteilungsfunktion im 
oberen Band eines belichteten Halbleiters. 
••••• temperaturnnabhängiger Anteil. 

- - - MAXWELLScher Anteil. 

hängt und daher um so bedeutungsvoller wird, je tiefer die Tem. 
peratur ist. 

Leitfähigkeit. Alle Probleme, die mit der Leitfähigkeit eines 
belichteten Halbleiters zusammenhängen, sind im Prinzip genau so 
zu lösen, wie beim unbelichteten, wenn man alle Mittelwertbildungen 
mit Hilfe unserer Verteilungsfunktion (6) ausführt. Bei der Leit
fähigkeit (] [§ 19, (9) bi.s (9c)] ist das einflußreichste Glied die Zahl 
der Elektronen, hinter das die verschiedenartige Mittelwertbildung 
von i zurücktritt. Daher hat (] beim belichteten Kristall den 
gleichen Wert wie beim unbelichteten, bei einer Temperatur, die 
zur gleichen Zahl von Elektronen führt. Nicht so trivial ist es mit 
dem HALL·Effekt und der Thermokraft. Nehmen wir z. B. einen 
Verunreinigungshalbleiter mit vorwiegender Löcherleitung. Durch 
Belichtung mögen die Elektronen vom unteren Band 1 in das obere 
Band 2 geworfen werden. Dann ist das Verhältnis - Zahl der 
Elektronen : Zahl der Löcher - bedeutend größer als beim dunklen 

1 Zu dieser Verteilungsfunktion f ist noch die Verteilungsfunktion der 
Elektronen des unbelichteten Halbleiters zu addieren. 
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Kristall, wo es praktisch Null war. Daher werden der HALL-Effekt 
und die Thermokraft (die beim unbelichteten Kristall anormales 
Vorzeichen haben) kleiner sein als bei einem unbelichteten Kristall, 
der die gleiche Leitfähigkeit, also die gleiche Gesamtzahl Elek
tronen + Löcher hat. Das folgt sofort aus § 19, (9), (14) und (25), 
wonach Elektronen und Löcher ihre Beiträge zur Leitfähigkeit 
addieren, zum HALL-Effekt R und zur Thermokraft qJab aber 
subtrahieren. Auch die Temperaturabhängigkeit der Größe R (J 
(-Beweglichkeit) wird durch die veränderte Verteilungsfunktion (6) 
beeinflußt. Nach § 19, (16) ist 

8 R eF.-an- C o=m 2.2, 

wobei entsprechend zu § 19, (7), (8) 
CD 

F2 1'2 ! e D : ~ d e = F2 ! l2 e D : ~ d e , 
o 

mit f aus (6), ist (Etr = F2 e). 
Durch Ausführung der Integration findet man, daß R(J die 

Summe von zwei Gliedern ist, von denen das erste _ T- 3/2, das 
zweite - T-l ist. Der Unterschied der Temperaturabhängigkeit ist 
zwar nicht sehr beträchtlich, sollte aber in einem genügend großen 
Temperaturintervall trotzdem merklich sein. 

DEMBER-Effekt. Unter Berücksichtigung der Lichtabsorption im 
Halbleiter nimmt die Konzentration der Photoelektronen senkrecht 
zur Oberfläche ab. Dadurch entsteht, ähnlich wie bei der Thermo
kraft, ein elektrisches Feld, das dafür sorgt, daß der elektrische 
Strom verschwindet, was natürlich zu fordern ist, falls der Halb
leiter isoliert ist. Die Richtung des Feldes muß im allgemeinen 
nicht dieselbe wie beim Thermofeld des unbelichteten Kristalls 
sein, falls man als positive Richtung kalt ~ heiß und unbelichtet ~ 
belichtet einführt. Sie wird z. B. dann verschieden sein, wenn die 
Leitung beim unbelichteten Halbleiter hauptsächlich durch Löcher, 
beim belichteten aber durch Elektronen erfolgt. 

Die Größe der Potentialdifferenz Vab zweier Stellen a, b ergibt 
sich mit Hilfe von (6) zu 

eVab =kT(l+ v: Y(lc~Y'2)ln ::' 
wobei (Ja und (Jb die Leitfähigkeiten an a und b sind, deren Ver 
hältnis natürlich um so größer ist, je größer das Verhältnis der 
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Lichtintensitäten in a und b ist. Bei tiefen Temperaturen, wo das 

Glied k8T groß wird, sollte es hiernach möglich sein, die wichtige 

Konstante y zu bestimmen. Die obige Formel gibt das Beob
achtungsmaterial in großen Zügen richtig wieder. Eine genauere 
Prüfung ist nach den vorliegenden Messungen nicht möglich. 

Grenzfrequenz. Bei einem reinen Halbleiter (ohne Fremdatome) 
kann die aus der Grenzfrequenz Yg des inneren Photoeffekts be
stimmte Energie h Yy identisch mit der aus der Temperaturabhängig
keit der Leitfähigkeit bestimmten Breite Ll B 
des verbotenen Gebietes sein. Es ist aber sehr t;i =~~=='" 
leicht möglich, daß h Yg 9= Ll B ist, wenn wir 
eine Eigenwertverteilung der beiden Energie
bänder nach Abb. 20b annehmen und die zu
gehörige Auswahlregel beachten. In diesem 
Fall wird r f1", 
wo BI die Breite von Band 1 ist, das im all- ' 
gemeinen schmäler als bei Metallen sein dürfte. Abb. 49. Zum Term

schema von Veruureini-
Die Auswahlregel kann durch Störungen im gungshalbleitern. 

Gitterbau und durch die Temperaturbewegung 
der Atome durchbrochen werden. Dann setzt der innere Photo
effekt nicht plötzlich bei der Frequenz Yg ein, sondern schon bei 

Y= .1: und steigt dann langsam an. Wegen dieses langsamen 

Anstiegs dürfte es sehr schwierig sein, den Wert von Y genau zu 
bestimmen. 

Bei den Verunreinigungshalbleitern wird im allgemeinen Ll B' 
(aus der Leitfähigkeit gemessen) von h Yy verschieden sein, selbst 
wenn man auf spezielle Annahmen über das Eigenwertspektrum 
verzichtet. Das rührt zum Teil daher, daß die Fremdatome mehrere 
Energieniveaus, die in das verbotene Gebiet des reinen Halbleiters 
fallen, haben können. Nehmen wir z. B. ein Termschema nach 
Abb.49, bei dem die Fremdatome als Elektronenquelle dienen. 
über dem höchsten besetzten Niveau der Fremdatome möge im 
Abstand Ll BI ein für T = 0 leeres Niveau der Fremdatome liegen 
und im Abstand Ll B' > Ll BI die untere Grenze des 0 bereu Bandes 2. 
Ferner sei Ll B=E2-E1 die Breite des verbotenen Gebietes beim 
reinen Halbleiter. Bei genügend tiefen Temperaturen liegt C 
immer in der Mitte zwischen dem höchsten besetzten und dem 



256 Die metallische Bindung. 

(für T = 0) tiefsten unbesetzten Niveau. Nach § 18 ist die Zahl 
der Leitfähigkeitselektronen 

E.-C 
nH '" e - ----pj' 

da ja nur die Elektronen im oberen Band 2 zur Leitfähigkeit bei
tragen. Aus der Temperaturabhängigkeit der Leitfähigkeit mißt 

b 

man also (vgl. Abb. 49) unter Annahme einer Formel a,..., e - k T 

b = E 2 - C = 11 B' _ !J :1 . 
Aus dem lichtelektrischen Effekt erhält man dagegen entweder 
11 B' oder 11 B, je nachdem, ob die Elektronen aus den Störniveaus 
oder aus dem unteren Band absorbiert werden. 

Wir sehen hieraus, daß es durchaus nicht möglich ist, allgemeine 
Beziehungen zwischen elektrischem und optischem Verhalten der 
Halbleiter aufzustellen (etwa von der Art 11 B = h 'jI g)' ohne das 
Termschema genau zu kennen. Dadurch wird ein Überblick über 
die Halbleiter bedeutend erschwert. Da das Termschema noch 
bei keinem Halbleiter eindeutig bekannt ist, müssen wir hier 
darauf verzichten, spezielle Beispiele zu geben. 

v. Die metallische Bindung. 

§ 21. Einführung. 

Die verschiedenen Bindungsarten. Man unterscheidet vier Arten 
von chemischer Bindung: 

1. Ionen- oder heteropolare Bindung. 
2. Atom- oder homöopolare Bindung. 
3. Bindung durch Polarisation (VAN DER WAALsche Bindung). 
4. Metallische Bindung. 

Die Ionenbindung entsteht durch die elektrische Anziehung 
von Ionen verschiedener Ladung. Ein einfaches Beispiel ist der 
Steinsalzkristall NaCl, der aus den positiven Na+-Ionen und den 
negativen CI--Ionen besteht. Das charakteristische Beispiel für eine 
homöopolare Bindung ist das Wasserstoffmolekül. Die beiden 
H-Atome des Moleküls verhalten sich vollständig gleich, d. h. es 
tritt keine Ionenbildung auf. Die Anziehung ist durch die Aus
tauschkräfte bedingt [25]. Diese stehen in engem Zusammenhang 
mit der Spinkonfiguration der Elektronen, durch welche die che· 
mische Valenz bestimmt ist. Die dritte Bindungsart wird, wie 
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schon der Name sagt, durch Polarisationskräfte hervorgerufen. 
Die meisten nichtmetallischen Flüssigkeiten und festen Körper, 
die nicht aus Ionen, sondern aus neutralen Molekülen aufgebaut 
sind, bilden Beispiele hierfür (Molekülgitter). Es gibt natürlich 
keine scharfe Grenze zwischen den verschiedenen Bindungsarten. 
Meist spielt aber eine davon eine bevorzugte Rolle am Zustande. 
kommen der betreffenden Bindung. 

Wir werden uns hier nur mit der metallischen 13indung näher 
befassen. Was sind die charakteristischen Eigenschaften der 
metallischen Bindung 1 Der 
wesentlichste Punkt ist hier 
die Tatsache, daß im typi
schen Metallkristall jedes 
Atom gleichwertig ist. Die 
Bausteine eines Metall· 
kristalls sind also die Me
tallatome, diejenigen eines 
Nichtleiters (eines Elements, 
z. B. fester Wasserstoff) da
gegen, mit wenigen Aus
nahmen (z. B. Diamant) 

o 
x--

Abb. 50. ~otentialverlauf eines "Atoms", des ein
fachen Metallmodells. Eigenfunktionen für 
verschiedene Werte von Xl (Xl' x~', x~"). 

Moleküle. Entsprechend bilden die Nichtleiter im gasförmigen Zu
stand Moleküle, während es von den Metallen im allgemeinen nur 
sehr wenig stabile Moleküle gibt 1. Wir werden hiernach vermuten, 
daß ein Element M immer dann ein Metall bildet, wenn seine 
Fähigkeit Moleküle (M2 ) zu bilden, sehr klein ist. Das ist allerdings, 
wie wir sehen werden, nicht ausreichend, denn sonst müßten ja 
die Edelgase Metalle sein. Wir werden finden, daß die Zahl der 
Elektronen in der äußeren Schale klein sein muß, damit das 
betreffende Atom ein Metall bildet. 

Einfaches Modell. Wir wöllen zunächst ein ganz einfaches 
lineares Modell betrachten, um das Wesen der metallisch~n Bindung 
klarzumachen. Das Metallatom soll dargestellt sein durch eine 
rechteckige Potentialmulde, von der Tiefe Vo und der Länge 2l, 
in der sich ein Elektron bewegt (vgl. Abb.50). Auf dieses AtoIll
modell wenden wir unsere Näherung §4 C au. Unser Metall besteht 
aus einer linearen Kette von Atomen. Nach dem Vorgang von 
§ 4 C umgeben wir jedes Atom mit einer Zelle, auf deren Oberfläche 

1 Z. B. ist die Dissoziationsenergie des Wasserstoffmoleküls 4,7 e-Volt, 
diejenige der Alkalimetallmoleküle kleiner als I e-Volt. 

Fröhlich, Elektronentheorie der MetalIr . 17 
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die Ableitung der tiefsten Eigenfunktion, f = 0, verschwinden muß, 

(811') -0 f=O, (I) 
8r '='. - , 

damit die Eigenfunktionen die richtige Symmetrie haben 1. In 
unserem Fall heißt das, daß (I) für x = ± Xl erfüllt sein muß 
(Koordinate X nach Abb. 50, 2 Xl = Abstand zweier "Atome"). 
Unsere Aufgabe ist die Berechnung der Energie einer Zelle als 
Funktion von Xl' 

Die Eigenfunktionen müssen aus Symmetriegründen entweder 
gerade oder ungerade Funktionen von X sein. Wir wählen für 
unser Modell eine gerade Funktion. Wir haben also die SOHRÖ
DINGER-Gleichung 

hl dl lp 
2m dzl + (E- V) 'I' = 0, 

V=O für Ixl>l, 
V :...- - Vo für I xl < l 

zu lösen, mit der Randbedingung 

dlp 0 für' (fi""= X= xt· 

(2) 

(3) 

Da die Funktion gerade sein soll, brauchen wir nur positive X zu 
betrachten, da ja 

'I' (x) = 'I' (- x) 
sein soll. Aus Stetigkeitsgründen muß dann 

~~ =0 für x=o (380) 

sein. Die Lösungen von (2), die dieser Bedingung genügen, lauten, 
für Energien E<O (gebundene Elektronen!) 

'I' = acoskx für x< l} (4) 
'I'=b1 e-u +baeu für x>l 

a, bl , ba sind Konstante. Durch Einsetzen in (2) ergibt sich für 
k und IX 

hl hl 
2m kB- Vo= E, 2m IXB=-E. 

Mit der Abkürzung 
hl 

2m qB= Vo, qB>kB wegen E<O 

wird also 

1 Dies gilt nur für gerade Funktionen. 

(5) 

(580) 
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Die Randbedingung (3a) ist durch unsere Wahl von 11' schon erfüllt. 
Zur Bestimmung der Verhältnisse der Konstanten a, bl , bs, haben 
wir noch 3 homogene Bedingungen zur Verfügung. Erstens müssen 

11' und :: in x = l stetig sein, was 2 Bedingungen 

acoskl= ble-"'+bse",} 
-a ksin kl = -Ot (bi e-"'-bae"') 

(6) 

ergibt. Als dritte Bedingung kommt noch (3) hinzu. Aus (6) 
finden wir zunächst durch Di- t; Kl 

vision der zweiten durch die 1-
erste Gleichung 

b -", b "' tg kl = ~ 1 e -. e . (6a) 
k b1e-"' +b.e"' 

Das ist eine Bedingung für k, 
welche uns die Eigenwerte 
liefert. Wir eliminieren bl und 
ba mit Hilfe von (3). Durch 
Einsetzen von (4) in (3) wird 
bl e-u. = b2 e""'l für Xl > l. (7) 
Den .Fall xl< l diskutieren wir 
weiter unten. Einsetzen von (7) 
in (6) ergibt 

I 
\ 

Abb. 51. Bestimmung des Eigenwertes. tg il 
und c ,,/1& als Funktion von 1&1. Von den drei 
Kurven fIlr c ,,/i bezieht sieh -- auf den 
Fall Xl = CI) (0 = 1), •••• auf den unteren 
Rand (0 < 1), - - - auf den oberen 11&00 

des Bandes (c > 1). 

IX eIX (x1-1) _e-"(xl-l) 
tg k l = - ------;-..-------;--= k e IX (x1-1) + e-IX (x1-1) , 

(8) 

als Bedingung zur Bestimmung von k als Funktion von Xl. Wir 
wollen noch annehmen, daß kS -< q2 ist, so daß nach (5a) Ot"'" q ist. 
Wir beginnen die Diskussion von (8) mit dem Wert Xl = CO, 

d. h. mit dem freien Atom. Hierfür wird (mit Ot = q) 

tgkl=~. (8a) 

Die Lösungen dieser Gleichung finden wir graphisch mit Hilfe 

von Abb.51. Dort sind tg k l und : als Funktion von k lauf· 

getragen. Die Schnittpunkte ergeben die zulässigen k-Werte. 
Wir wählen für unser Modell den zweiten Schnittpunkt I, der 

1 Alle anderen Eigenwerte verhalten sich ähnlich wie dieser, mit Aus
na.hme des tiefsten Eigenwertes. Wir interessieren uns aber immer nur für 
den zweiten Eigenwert. 

17· 
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nach Abb. 51 zwischen k 1 = n und k 1 = 32n liegt. Sein Wert 

sei k2• 

Wir lassen jetzt Xl' von Unendlich kommend, allmählich ab
nehmen. Dann wird die rechte Seite in (8a) nach (8) mit einem 
Faktor, der kleiner als Eins ist, multipliziert, denn es ist ja 

eOl(x,-I)_e-OI(x,-l) 

l) I) < 1 xl>l. eOl(X,- +e-OI(x,- , 

In Abb.51 ist jetzt ~ für ein bestimmtes Xl< 00 durch eine 

Kurve c· ~, c < 1 zu ersetzen, wodurch k zu kleineren Werten 

rückt. Wird schließlich Xl = 1, so wird der Faktor c = 0, d. h. es ist 
tgk:l1.=tgkl=O, xl=l 

oder 
kl=nn, n=0,l,2, .. 

Für unseren speziellen Eigenwert wird 
kl=n<k2 l, xl=l. 

Ist Xl nicht exakt gleich l, aber nur sehr wenig größer, so findet 
man durch Entwicklung aus (8) 

ql l 
kl=n+-i-(xl-l), xl>l, (xl-l)q<:l. (9) 

Wird schließlich Xl< l, so liefert die Bedingung (3) mit (4) an 
Stelle von (7) einfach 

sinkxI = 0, 
d.h. 

in unserem speziellen Fall 
k Xl = n. 

Mit Hilfe von (5a) können wir jetzt 
Sie ist (vgl. Abb. 52) für Xl = 00 

hl 
E = 2m (~_q2), Xl = 00, 

(9a) 

die Energie berechnen. 

fällt dann mit abnehmendem Xl' bis sie in der Nähe von :l1. = 1 in 
den Ausdruck 

E = ~ (nI + 2 2 Xl - t _ 2) 
2m l2 q l q, (lOa) 

übergeht. Für ~ = 1 hat E ein Minimum 
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und für Xl< l steigt die Energie wieder I : 

E = 2h~ (:; - q2), Xl <l. (lOb) 

Die Energie des tiefsten Zustandes unseres Energiebandes wird 
also mit abnehmendem Xl zunächst kleiner als beim freien Atom, 
erreicht bei Xl = l ein Minimum und steigt dann wieder an. Um 
das Zustandekommen des Minimums zu verstehen, spalten wir 
die Gesamtenergie in kinetische und potentielle Energie auf. Solange 

Xl> l ist, setzt sich die kinetische Energie ('" - f "P* ~2;) aus 

einem positiven Term im Innern der f 
Potentialmulde und einem negativen 
Term, der von den Teilen der Wellen
funktion für / X I > l herrührt, zu
sammen (vgl. Abb. 50). Der positive 
Term überwiegt natürlich immer den 
negativen. Bei abnehmendem Xl wird 
die Wellenlänge zunächst langsam 
größer, der Beitrag des "inneren" 
Terms zur kinetischen Energie also 
kleiner. Gleichzeitig wird aber auch 

:r:, 
Abb. 52. Energie der beiden Ränder 
des Bandes als Funktion von x,. 

der absolute Betrag des "äußeren" Terms kleiner, denn ~2:Z 
nähert sich für / x/ > l bei abnehmendem Xl rascher dem Werte Null. 
Die kinetische Energie wird als Differenz zweier gleichzeitig ab
nehmender Terme also nur unbedeutend verändert. Hingegen 
wird die potentielle Energie erniedrigt, weil die Wahrscheinlichkeit, 
daß sich das Elektron in dem Gebiet mit negativem Potential 
(/ X I< l) aufhält, mit abnehmendem Xl wächst. Die Gesamtenergie 
fällt daher mit abnehmendem Xl' solange Xl > l ist. Ist hingegen 
Xl< l, so ist das Elektron ständig in dem Gebiet mit negativem 
Potential und daher bleibt jetzt die potentielle Energie konstant. 
Dagegen wächst die kinetische Energie und daher auch die Ge
samtenergie sehr rasch mit abnehmendem Xl' weil die Wellen
länge proportional zu Xl abnimmt. 

Wir haben bisher nur die tiefste Eigenfunktion (1 = 0) unseres 
Energiebandes, in das ein Zustand des isolierten Atoms aufspal
tet, betrachtet. Um alle Zustände zu erhalten, haben wir die 

1 Für Xl = l hat E eine Unstetigkeit (Abb. 52), die durch die Unstetig
keit des Potentialverlaufs an dieser Stelle bedingt ist. 



262 Die metallische Bindung. 

Bedingung (8) durch eine allgemeinere zu ersetzen (vgI. § 40), 
die aussagt, daß sich jede Eigenfunktion wie 

eikzu 

verhalten muß, wo u eine periodische Funktion mit der Periode 
2xI ist. Wir wollen hier aber nur die obere Grenze des Energie
bandes berechnen, bei der nach § 40 die Randbedingung 

1p=O für x=xI (11) 
zu erfüllen ist. Das führt anstatt zu (7) nach (4) zu 

bl e- atZ, = -baeatZ" Xl> l, 
und daher wird (8) jetzt ersetzt durch 

IX eat(z, -I) + e-at(z, -I) 
tgkl=- . k eat(z,-/)_e-at(z,-/) 

Für Xl = (X) ergibt das natürlich den gleichen Wert ka für k wie 
mit (8). Für abnehmendes Xl wächst aber jetzt die rechte Seite und 
damit nach Abb. 51 auch k. Für Xt = l wird 

tgkl=oo, Xt=l, 
d.h. 

kl=(n+!)n, 

oder für unseren speziellen Eigenwert 
3n 

kl=T>kal, 

Für Xl > l, aber (Xl -l) q<: 1, erhält man ähnlich wie oben (9) 
3n 

kXI=T' xl>l, (xl-l)q<:l. (12) 

Für :/1. < l lautet (11) nach (4) 

coskxl=O, xl<l 
d.h. 

oder für unseren Fall 
kxl = (n+ !)n, 

3n 
kXI=T' (12a) 

Die Energie, die wir wieder aus GI. (5a) entnehmen, hat für 
Xl = co den gleichen Wert (10) wie für den unteren Rand des 
Bandes. Für abnehmendes Xl wächst aber jetzt die Energie dauernd, 
und zwar sowohl für :/1.<l als auch für Xl> l [und q (:/1.-l) <:1), 
wie 

E = -~ (!.~~ _ qa) 
2m 4 xi (13) 

da (12) mit (12a) identisch ist. 
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Die Differenz der Energien des oberen und unteren Randes 
liefert die Breite B des Energiebandes als Funktion von Xl' Mit 
(lOa), (lOb) und (13) wird sie 

B- 2h~ [! :; - 2(x1Z-l) (q2 + ~:) + ... ], xl>l, (xl-l)<,l 

h2 5 n2 
B=--- xl<l. 

2m 4 xl' 

Im Falle Xl< l sind die Eigenfunktionen und Eigenwerte natür
lich genau wie bei freien Elektronen, die sich in einer Potential
mulde von der Tiefe Vo und der Länge des Metalls bewegen, 
denn die Potentialmulden der einzelnen "Atome" schließen sich 
in diesem Fall aneinander an, ohne daß dazwischen ein Anstieg 
des Potentials erfolgt. Für Xl< l ist daher die Breite des Bandes 

genau wie im Grenzfall freier Elektronen ('" :i ) , für Xl > l wird 

das Band aber wegen des Terms mit (xl-l) langsam schmäler als 
für freie Elektronen. 

Wir kommen jetzt zur Berechnung der Gesamtenergie. Jede 
der Zellen (von der Länge 2 Xl) enthält bei einem einwertigen Metall 
im Mittel genau ejn Elektron, ist also elektrisch neutral. Infolge
dessen liefert die Wechselwirkung der einzelnen Zellen keinen 
Beitrag zur Energie. Die Gesamtenergie entsteht dann einfach 
durch Summierung der Eigenenergien der einzelnen Elektronen. 
Infolge des PAULI-Prinzips sitzen die Elektronen mcht alle im 
tiefsten Zustand Eo des Bandes, sondern besetzen entsprechend 
der FERMI-Verteilung auch die höheren Zustände. Die Energie 
irgendeines Zustandes Eil kann immer in der Form 

En = Eo + (En-Eo) 

geschrieben werden, wobei also Eo die Energie des tiefsten Zu
standes des Bandes, En - Eo den Abstand vom tiefsten Zustand 

bedeutet. Die mittlere Energie U pro Elektron (= ~ . Gesamt-

energie ) hat daher die Form 

U=Eo+F. 

F nennen wir FERMI-Energie. Sie ist die Energie, welche die Elek
tronen besitzen, weil sie infolge der FERMI-Verteilung mcht alle im 
tiefsten Zustande sind. Sie hat natürlich immer die Größenordnung 
der Breite des Bandes, da dieses nach § 3 immer zur Hälfte besetzt 
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ist, falls jedes Atom ein Valenzelektron hat. Eo hat bei l ein Mini

mum, F steigt dagegen dauernd", --;. [vgl. § 5, (16)]. U wird daher 
Xl 

bei xl-Werten, die etwas größer als l sind, ein Minimum besitzen. 
Die Koordinate dieses Minimums bestimmt den Gitterabstand, 
seine Tiefe die Sublimationswärme und seine Krümmung die 
Kompressibilität des Metalls. 

Die quantitative Berechnung der mittleren Energie werden wir 
in § 23 ganz analog zu den hier entwickelten Ideen durchführen. 
Wir sehen, daß von einer Größe, die der chemischen Valenz ent
spricht, bei metallischer Bindung nicht die Rede ist. Trotzdem 
ist aber die Zahl der "äußeren" Elektronen, d. h. der Elektronen 
in der äußersten, nicht abgeschlossenen Schale von Bedeutung. 
Dadurch, daß das Volumen, das einem Elektron im Mittel zur Ver
fügung steht, mit abnehmendem Tl kleiner wird, wächst natürlich, 
die Wechselwirkung der Elektronen einer Zelle untereinander. 
Hierdurch kommt ein weiterer Term zur Gesamtenergie, der mi~ 
abnehmendem Tl wächst. Solange Tl größer als der Radius der 
nächsten inneren Schale ist, wird dieser Term hauptsächlich durch 
die Wechselwirkung der äußeren Elektronen bedingt. Er ist dann 
um so größer, je größer die Zahl dieser Elektronen ist und wird 
so bewirken, daß bei genügend vielen Außenelektronen überhaupt 
kein oder nur ein sehr flaches Energieminimum zustande kommt. 

GitteTalJstand, Sublimationswärme, Kompre8sibilifiit. Im Drei
dimensionalen sei Tl der Radius einer Kugel, deren Volumen gleich 
dem Atomvolumen ist. Im Gleichgewichtszustand sei Tl = (! und 
es wird 

4 :n 3 1 Atomgewicht 1 
3 (! = n = Dichte 6,06 . 1023 • 

(14) 

n = Zahl der Atome pro cm3• 

Aus Tl läßt sich der Gitterabstand rein geometrisch aus der 
jeweiligen Kristallstruktur berechnen. 

Das Ergebnis unserer Energieberechnung ist immer die mittlere 
Energie U als Funktion von Tl' Am absoluten Nullpunkt hat Tl 
denjenigen Wert (!, für welchen die Energie ein Minimum hat, 
der sich also aus 

(15) 

bestimmt. 
Die Sublima.tionswärme S ist die Differenz zwischen der Energie 

eines isolierten Atoms und eines Atoms im Metall. Für T = 0 ist 
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also 
s= U(oo)-U(e)=-J-U(e)=\U(e)\-J, (16) 

wobei J die Ionisierungsenergie der äußeren Elektronen ist. 
Die Kompressibilität" ist im wesentlichen durch die zweite 

Ableitung von U bestimmt. "ist definiert durch 
1 LI v ,,= ---
Vo LI P , 

wo Vo das Volumen des Metalls ist, LI v seine Abnahme bei einer 
Erhöhung des äußeren Druckes um LI p. Die hiermit verknüpfte 
Energieänderung pro Atomvolumen (vo) ist 

Llv Llv 

1 f 1 f (LI V)2 LlU=- Llpdv=-2- Llvdv=-22 • 
Vo vo" vo" 

(17) 
o 0 

Andererseits können wir U (rl ) in der Umgebung der Gleichgewichts
lage nach Llr=e-rl entwickeln und erhalten wegen (15) 

( 
(}2 U) (LIr)2 

U = U(e) + 8r~ e-2- + ... 
Die Energieänderung ist daher mit (14) 

LlU= (82U) 1L1r)2 __ 3_(82U) 1L1r)2 (17a) or; e 2 - 4 n (13 or; e 2 . 

Nach (14) ist 

also 

_ 4n 3 vo-ae, 

LI v = 4:n:e2L1 r. 

(17b) 

Durch Vergleich von (17) und (17a) folgt dann 

1 1 (82 U) ~~- = 12 n (! 8rr e' (18) 

Wir können somit aus dem Verlauf der Energiekurve U(rl ) 

alle uns interessierenden Größen entnehmen. Zu beachten ist 
aber, daß sie sich alle auf den absoluten Nullpunkt beziehen. 

AUBtrittBarbeit. Die Austrittsarbeit w ist die kleinste Energie, 
die ein Elektron aufnehmen muß, damit es das Metall verlassen 
kann. Sie entspricht also der Ionisierungsenergie. Man könnte 
zunächst versucht sein -w gleich der Energie des höchsten besetzten 
Elektronenzustandes zu setzen. Das wäre aber nur dann richtig, 
wenn sich die Wechselwirkungsenergie der Elektronen nicht ändern 
würde, wenn man ihre Anzahl vermindert, ohne die Zahl der Ionen 
zu ändern. Bei unserer obigen Berechnung der Gesamtenergie 
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nahmen wir an, daß die Wechselwirkungsenergie der Elektronen 
durch diejenige der Ionen gerade kompensiert wird, da wir ja 
jede Zelle als elektrisch neutral vorausgesetzt haben. Das ist 
nicht mehr möglich, wenn (bei einwez:tigen Metallen) die Zahl 
der Elektronen verschieden von der Zahl der Ionen ist. Wir haben 
also die Gesamtenergie Wals Funktion der Zahl der Ionen Ni 
und der Elektronen Ne zu berechnen: 

W (Ne, }4) = Ne· U (Ne, }4). (19) 
U ist wie oben die mittlere Energie pro Elektron. Die Austritt
arbeit wird dann die Änderung der Energie des Metalls, wenn die 
Zahl der Elektronen um Eins abnimmt, d. h. 

oW 
w= W(Ne-I,.M)- W(Ne,}4)= - oNe . (20) 

§ 22. Das Metallmodell der freien Elektronen. 

Ehe wir mit einer exakten Berechnung der Elektronenenergie 
beginnen, wollen wir die metallische Bindung vom Standpunkt 
der freien Elektronen behandeln. Wir haben schon in § 4C gezeigt, 
daß die Valenzelektronen sich in guter Näherung wie freie Elek
tronen verhalten, die sich in einem konstanten Potential Eo be
wegen, wobei Eo die Energie des unteren Randes des Energie
bandes ist. Unsere exakte Behandlung in § 23 wird daher im 
wesentlichen eine Berechnung von Eo sein. Hier stellen wir uns 
auf den Standpunkt, daß Eo gegeben ist. Die Elektronen verhalten 
sich dann, wie wir in § 5, S.68 berechnet haben. Ihre FERMI

Energie F ist identisch mit ihrer kinetischen Energie, d. h. nach 
§ 5, (16) ist pro Elektron 

3 h2 3 
F = S 2m (3~2n)2/S = SC. (I) 

Im übrigen werden wir die Elektronen wie klassische Elektronen 
behandeln. 

Sublimationswärme [37]. Ein wesentliches Hilfsmittel zur Be
rechnung der Gesamtenergie ist der ÜLAUsIUssche Virialsatz, der 
besagt, daß im Gleichgewicht die negative kinetische Energie der 
Elektronen gleich der Gesamtenergie ist. Auf ein Elektron bezogen 
lautet er 

U = - E kin , (2) 
wo U die mittlere Energie, Ekin die mittlere kinetische Energie ist. 
Wir beweisen den Virialsatz für klassische Elektronen im Anhang 5. 
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Die Verteilungsfunktion der Elektronen spielt dabei keine Rolle, 
so daß der Virialsatz auch im Fall der FERMI-Statistik gültig 
ist. Aus (2) folgt natürlich, daß die Erniedrigung der Gesamt
energie, -LJ U, gleich der Erhöhung der kinetischen Energie ist, 
wenn wir von freien Atomen zu Atomen im Metall übergehen. 
Diese Erhöhung der kinetischen Energie ist im wesentlichen 
identisch mit der FERMI-Energie. Nach (2) ist dann 

LJ U=-F. 
-LJ U ist nach § 21, (16) die Sublimationswärme 8. Mit (I) ist 
also 

3 h2 3 
8=F=r; 2m (3n2n)2j3=r;C. (3) 

Dieses Gesetz wird, wie Tabelle 19 zeigt, für die einwertigen 
Metalle, für welche die Voraussetzung freier Elektronen am ehesten 
zutrifft, recht gut erfüllt. (8 ist in K-Cal pro g-Atom angegeben.) 

Metall 

Sexp.· . 
Stheor. . 

Li I 

46 I 
66 

Na 

30 
44 

Tabelle 19. 

K I 
26,5 I 
28 

Rb 

25 I 
24 

Cs I Cu 

24 I 76 
21 . 93 

Ag 

65 
73 

Au 

83 
73 

Bei den meisten Metallen ist der theoretische Wert zu groß, was 
darauf hinweist, daß die FERMI~Energie kleiner ist als in (I). 
Dieses Verhalten ist zu erwarten und bedeutet, daß die schein
bare Masse der Elektronen größer als die wirkliche ist. 

Austrittsarbeit [153, 182]. Die Austrittsarbeit läßt sich auf 
ganz ähnliche Weise wie die Sublimationswärme berechnen. Die 
Gesamtenergie W des Metalls ist nach dem Virialsatz, da unter 
der Annahme freier Elektronen die FERMI-Energie gleich der 
kinetischen Energie ist [vgl. (I)] 

3 h2 3 
W =-N F = --- -ir 2m (3n2n)2/3N = 5-C N, 

wobei N die gesamte Elektronenzahl ist (= nR). Nach § 21, (20) 
wird also die Austrittsarbeit 

(4) 

Tabelle 20 zeigt für die einwertigen Metalle den Vergleich mit den 
Experimenten (w in e-Volt). 
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Auch hier bewährt sich also das Modell freier Elektronen in 
den Grenzen, die wir erwarten dürfen. Beide Tabellen (19 und 20) 
zeigen, daß unsere FERMI-Energie besonders für Cu, Ag und Au 
und für die leichten Alkalimetalle Li und Na zu groß ist. Dieser 
Fehler wird teilweise kompensiert, wenn wir waus der Sublima
tionswärme berechnen. Aus (3) und (4) folgt ja 

5 
w=T S . ~ 

Diese Formel trägt der Möglichkeit einer scheinbaren Masse m* 
der Elektronen (§ 4), die von der wirklichen verschieden ist, Rech
nung, weil die Elektronenmasse ja eliminiert ist. Im übrigen beruht 
sie aber auf den gleichen Voraussetzungen wie (3) und (4). Aus 
Tabelle 20 ist zu sehen, daß (5) recht gut bestätigt wird. 

Tabelle 20. 

Metall Li Na K I Rb Cs Cu Ag Au 

wexp .•• 2,9 2,5 2,2 

I 
2,1 1,9 4,4 4,7 4,9 

(4) 4,7 3,2 2,0 1,8 1,5 6,8 5,3 5,3 
Wthcor. (5) 3,3 2,2 1,9 I 1,8 1,7 5,5 4,7 6,0 

Kompressibilität" [184]. Zur Berechnung der Kompressibilität 
dürfen wir den Virialsatz nicht in der oben (2) angegebenen Form 
benützen, denn diese bezieht sich auf den Fall, daß der äußere 
Druck verschwindet. Um" zu berechnen, müßten wir auch die 
potentielle Energie als Funktion von '1 kennen. Wir wollen die 
Annahme machen, daß die potentielle Energie keinen wesentlichen 
Beitrag zur Kompressibilität liefert. Nach § 21, (18) wird dann, 
da F der von '1 abhängige Teil der kinetischen Energie ist, 

~.= 12~e (~2rf)e· 
F ist durch (I) gegeben. Unter Beachtung, n.aß [vgl. § 21, (17b)] 

1 3 
n=- =--

Vo 4 :ne3 

ist, erhalten wir 

2 8 2m 5 6 ,,= , ./12(l . ( ) 

Auch dieses Gesetz wird für die Alkalimetalle verhältnismäßig 
gut erfüllt, während Cu, Ag und Au sehr beträchtliche Abwei
chungen aufweisen. 
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Tabelle 21. Nach [184]. 

Metall Li 
1 

Na K 
1 

Rb Cs 
1 

Cu I Ag Au 

"theor. 0,9 I 1,6 1,9 I 1,4 1,6 I 3,7 I 7,0 8,2 --
I 

"exp. I 

Tabelle 21 zeigt das Verhältnis der berechneten zur beobachteten 
Kompressibilität. Die Reduktion der letzteren auf den absoluten 
;Nullpunkt der Temperatur ist etwas willkürlich, weil für die 
meisten Metalle nur wenige Meßpunkte vorliegen. Für Rb, Os und 
Au konnte sie gar nicht durchgeführt werden. Für diese Metalle 
bezieht sich "exp. auf Zimmertemperatur. Die Größe der Tempera
tur-Korrektur bei den anderen Metallen beträgt bis zu 25 % . 

GiUerabstand. Zur Berechnung des Gitterabstandes ist natür
lich eine genaue Kenntnis der potentiellen Energie nötig. Wir 
können diese hier nicht wie bei der Berechnung der Kompressi
bilität vernachlässigen, denn sonst bekommen wir überhaupt kein 
Energieminimum. Wir werden. um die Größenordnung des Gitter
abstandes zu bestimmen, annehmen, daß die Ladung des Metallions 
im Atomkern vereinigt ist, während die Ladung der Elektronen, 
entsprechend unserer Vorstellung freier Elektronen, gleichmäßig 
verteilt ist. Nach den in § 21 auseinandergesetzten Ideen müssen 
wir also die potentielle Energie einer Kugel vom Radius r l be
rechnen, in deren Mittelpunkt die Ladung + 1 e 1 sitzt (Ion), während 
die Ladung -I e 1 (Elektron) gleichmäßig verteilt ist. Die Dichte 
der negativen Ladung ist 

31el e = - 4nrr 

uno die potentielle Energie daher 1 
11 r1 

E = lelf~dT = -~f 4nr2 dr 3 e2 

o r 4nrf r -2~' 
o 0 

Damit wird die Gesamtenergie [vgl. (1) mit n ~ 4!ri) 
U=E +F=_~~+~(~)2/3~. 

o 2 r l 10 m 4 r~ 

Das Minimum der Energie, welches den Gleichgewichtsradius 
bestimmt [§ 21, (15)] berechnet sich aus 

(7) 

1 Die Wechselwirkung der konstanten negativen Ladung mit sich 
selbst darf natürlich nicht mitgerechnet werden. 
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Aus dieser Gleichung folgt sofort wieder der Virialsatz, denn sie 
lautet ja: 

0= -E,,-2F= - U -F. 

Der Radius der Kugel ergibt sich aus (7) zu 
2 (9n )213 h2 e = 5 T me2 -0,8A, 

während die beobachteten Werte von e bei den Alkalimetallen 
zwischen 1,6 und 3 A liegen. Wir dürfen natürlich aus unseren 
groben überlegungen nicht mehr als die richtige Größenordnung 
erwarten. Wir werden in § 23 zeigen, daß man die e-Werte durch 
einfache Rechnungen auf einige Prozent genau bestimmen kann. 

DEBYE-Temperatur. Nach § 13, (8) ist die DEBYE-Temperature 
mit der raschesten Eigenschwingung des Kristalls, 'Pm' durch die 
Beziehung 

hvm = ke 
verknüpft. Zur Berechnung von 'Pm müssen wir nach § 13, (4) die 
Schallgeschwindigkeit bestimmen. 

Wir wollen uns die Berechnung von e vereinfachen, indem wir 
annehmen, daß die einzelnen Atome des Kristalls unabhängig 
voneinander schwingen. Das bedeutet, daß wir das ganze Schwin
gungsspektrum des Kristalls durch eine einzige Frequenz 'Po er
setzen. Zu ihrer Berechnung nehmen wir an, daß alle Atome 
des Kristalls in ihren Gleichgewichtslagen sind mit Ausnahme 
eines einzigen, das um die Strecke a verschoben sei. Die potentielle 
Energie dieses Atoms ist größer als in der Gleichgewichtslage. 
Die Energiedifferenz sei e. Wenn das fragliche Atom in seiner 
verschobenen Lage nicht festgehalten wird, führt es Schwingungen 
um seine Ruhelage aus. Ist a genügend klein, so sind die Schwin
gungen harmonisch, d. h. der Abstand x des Atoms von seiner 
Ruhelage ist mit der Frequenz 'Po durch die Beziehung 

x = asin2:n;vot 

verknüpft. Immer, wenn das Atom durch seine Ruhelage schwingt 
(x = 0), ist seine kinetische Energie 

M(dX)2 _M 4 II 2 II 
2 dt t = 0 - 2 :n; 'Po a . 

(M = Masse des Atoms.) 
Für x = a ist diese kinetische Energie vollkommen in poten

tielle Energie umgewandelt. Daher folgt 

e - M 4:n;2 'P2 all - 2 0 



Das Metallmodell der freien Elektronen. 271 

oder 
1 ,/2e 

'1'0= 2n V Maz· (8) 

Um '1'0 mit 'JIm und e zu verknüpfen, fordern wir, daß unser 
Modell (mit einer einzigen Frequenz 'JIo) bei hohen Temperaturen 
die gleiche spezifische Wärme Cv liefert, wie bei Berücksichtigung 
des ganzen Spektrums der Eigenschwingungen. Es läßt sich zeigen, 
daß in diesem letzteren Falle 

Cv=3nk(1- ~ (~r+···) 
ist, während man im Fall einer einzigen Frequenz 'JIo 

cv=3nk(1-1~ (:~r+ ... ) 
erhält. Durch Vergleich folgt 

e _,(20 11,"0 
-V12 k ' 

oder unter Verwendung von (8) 
h ~2~O~~2-8-

e=" 12 MaZ· (9) 

Zur Berechnung von e nehmen wir wie im vorigen Abschnitt 
an, daß die Ladung I e I des Metallions im Atomkern vereinigt ist. 
e ist dann die Energie, die nötig ist, um die Ladung I e I in einer 
Kugel (Radius Tl) mit der konstanten Ladungsdichte 

(!= --~~ 
4:n:11 

vom Mittelpunkt um die Strecke a zu verschieben. Aus den ein
fachsten Gesetzen der klassischen Elektrostatik folgt 

Mit (9) wird also 

eZal 
e=-2 8· 

Tl 

Ll he,/-OO
{7 = T V 12Mrf· 

Es sei A das Atomgewicht, d die Dichte und L die LosclIMIDT
Zahl. Dann ist die Atommasse 

M_ A 
-7: 

und das Atomvolumen 
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Daher erhalten wir schließlich für die DEBYE-Temperatur 

heL dl /2 1/ 20·4;>1; d1l2 
(-) = -k- A V l2.3"" 5,5.103 A 0 abs. 

Die nachfolgenden Zahlenwerte zeigen, daß diese Beziehung so 
gut erfüllt ist, wie wir bei unserem einfachen Modell erwarten 
dürfen l . 

Li Na K Rb Cs Cu Ag Au 

e theor. 590 235 130 78 57 270 170 120 
exp. 430 160 120 85 70 315 215 175 

Zusammenfassend zeigen die Ergebnisse dieses Paragraphen, 
daß das einfache "freie Elektronenmodell" für die einwertigen 
Metalle zu recht befriedigenden Ergebnissen führt. Für mehr
wertige Metalle erhält man hingegen viel schlechtere Resultate, 
denn hier sind die Abweichungen vom Verhalten freier Elektronen 
beträchtlich. 

§ 23. Quantitatives [208a]. 

Methode [154]. In den vorgehenden §§ 21 und 22 haben wir 
gesehen, daß die wichtigste Aufgabe bei der Berechnung der Gesamt
energie die Bestimmung der Energie Eo des unteren Randes des 
Energiebandes ist. Dazu umgeben wir nach § 4 C jedes Atom 
mit einer Kugel vom Radius rl , deren Volumen gleich dem Atom
volumen ist. Die einzelnen Kugeln sind dann im Mittel elektrisch 
neutral, so daß das Potential, in dem sich das Elektron bewegt, 
durch das Potential des Ions der betreffenden Kugel gegeben ist, 
während sich die Beiträge der anderen Ionen und Elektronen in 
dieser Näherung gerade kompensieren. Wir haben dann genau 
dieselbe SCHRÖDINGER-Gleichung zu lösen wie beim freien Atom. 
Zum Unterschied gegen dieses muß die Randbedingung § 21, (1) 

( d!jl) = 0 (1) 
dr r=r, 

erfüllt werden. Für r l -+ 00 erhalten wir natürlich die Eigenfunktion 
für das freie Atom. Wir beschränken uns auf 8-Terme. für die 

1 Bei Berücksichtigung der Störung der gleichmäßigen Elektronen
verteilung durch die Atomschwingung wird E und damit e erniedrigt [208 a]. 
Hierzu kommt bei Berücksichtigung der Ionenabstoßung noch ein weiterer 
Term, der e erhöht und insbesondere bei Cu, Ag und Au von Bedeutung 
ist [209]. 
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1p kugelsymmetrisch ist. Die Energie des freien Atoms (rl = CX») 
sei E (CX»). Die Form der Eigenfunktion ist in Abb. 53 für einen 
3-s-Term gezeigt. Wir ersehen daraus, daß die Randbedingung (1) 
beim freien Atom nicht nur für rl = CX), sondern noch für jeden 
Radius, an welchem 1p ein Maximum oder Minimum hat, erfüllt 
wird. Wir interessieren uns (außer für r l = CX») nur für das Maxi
mum mit dem größten Radius l . Lassen wir r l nun, von Unendlich 
kommend, abnehmen, so nimmt auch Eo h) ab, in der Art, wie 
es in § 21 für ein einfaches Modell gezeigt wurde. Gleichzeitig 
gibt es aber immer, wie bei r l = CX), einen zweiten Radius, der 
die Randbedingung (1) für" 
die gleiche Energie erfüllt. 1 ~. 'l' j 

--------.-------------
Es läßt sich zeigen, daß I I ..... , i Tl'" / 

dieser Radius mit abneh- " I l' ./ 
~ ...... _J_..,," 

mender Energie wächst (vgl. ol+--I------.....L.::::::::::::=="--
Abb. 53). Bei einer bestimm- ,. 
ten Energie Eo h) werden 
die beiden Radien zusam
menfallen. An dieser Stelle 
r l = ro hat die Energie Eo als 
Funktion des Kugelradius 
r l ihr Minimum. Gleichzeitig 

Abb.53. Eigenfunktion für verschiedene Werte 
des Radius'l (r;, ,;', r~" ='0' r~.II'). r; und r~'" 
gehören zur gleichen Eigenfunktion. Die Unter
schiede zwischen den Eigenfunktionen sind 

übertrieben. 

muß hier auch, wie aus Abb. 53 zu sehen ist, die zweite Ableitung 
von 1p verschwinden: 

(d21p ) =0 (dEo(r1)) =0 
,dr2 ,,=,.' dr1 ',='. . (2) 

Wir sehen, daß bei der Energie Eo(ro) die Eigenfunktion in der 
Nähe von r = r ° durch die beiden Bedingungen (1) und (2) schon 
weitgehend festgelegt ist. Wir werden zur Berechnung von Eo (rl ) 

von dem Energieminimum Eo(ro) ausgehen. Das Minimum der 
Gesamtenergie liegt nicht weit entfernt von ro' so daß wir ein 
Störungsverfahren anwenden können. 

Eigenfunktion für Eo h). Die Bedingungen (1) und (2) liefern 
uns sofort einen Zusammenhang zwischen ro und E (ro)' Die 
SCHRÖDINGER-Gleichung lautet ja, wenn wir den LAPLACESchen 
LJ-Operator in Polarkoordinaten schreiben und beachten, daß 1p 

kugelsymmetrisch ist: 

2h~ (~2r~ + ; {f) + (Eo h) - V (r))1J! = O. (3) 
----:---=-----:-

1 Die inneren Maxima und Minima haben keine Bedeutung, weil die 
Wellenfunktion dann nicht die nötige Anzahl von Knoten hat. 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 18 
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Diese Gleichung muß für alle Werte von r, insbesondere also auch 
für r=r., erfüllt sein. Hier verschwinden nach (1) und (2) die 
beiden ersten Ableitungen von '1', so daß aus (3) sofort 

E. (r.) = V (r.) 
folgt. r. ist für die Alkali- und Erdalkalimetalle immer größer als 
der Ionenradius, so daß für die Alkalimetalle hier 

eS 
V(r)=-r' r>ri (4) 

ist (ri = Ionenradius). Auf Cu, Ag, Au und die zweiwertigen 
Metalle kommen wir weiter unten zu sprechen. Somit ist also 

eS 
E.(r.) =--, (5) ro 

d. h. die Bestimmung von E.(r.) reduziert sich auf eine Berechnung 
des für jedes Atom charakteristischen Radius r •. 

Zur weiteren Durchführung der Rechnungen vereinfachen wir 
zunächst die SCHBÖDINGEB-Gleichung, indem wir vom 0-0-8-
System zu einem, den atomaren Prozessen mehr angepaßten Maß
system übergehen. Wir wählen als Längeneinheit den BOHB8Chen 
Radius 

h2 
a = -. = O,528Ä, (6) me 

als Energieeinheit die Ionisierungsenergie des Wa.sserstoffatoms 
(I Rydberg) 

eS 
R = 2a = 13,53e-Volt. (7) 

Dann lautet (3) mit (4) 

dl.!..+~ dtp + (E (r) +~) -0 r>r:t.• (8) drZ . r dr • 1 r V' - , 

Für r = r. wird dies mit (5), falls '1'. die zu E.(r.) gehörige Eigen
funktion ist, 

d1tpo + ~ dtpo + (~_~) = 0 r >rio 
drZ r dr r r: '1'. , • 0 

(8a) 

In der Nähe von r. ist '1'. wegen der beiden Bedingungen (1) und (2) 
angenähert konstant. Wir setzen daher 

'1'. = 1 + «p, «p <: 1, «p (r.) = 0 (8b) 
und erhalten durch Einsetzen in (8a) 

dill' 2 d9' 2 2 
drZ + r dr = -,:- - r' o 

wobei wir Größen, die klein von zweiter Ordnung sind [ ( ? - :.) «p] 
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vernachlässigt haben. Diese Gleichung läßt sich leicht exakt 
lösen. Nach einfacher Rechnung ergibt sich unter Beachtung von 
(1), (2) und (8b) 

11' - I + (1' - 1'0)8 r > ri , (9) 
0- 31'1'0' 

abgesehen von einem Normierungsfaktor. 
Die Näherungslösung (9) ist solange eine gute Approximation, 

solange 111'0 - 11 <:: I ist (und außerdem natürlich l' > ri)' Diese 
Bedingung ist für alle Werte von r, für die wir 11' brauchen werden, 
immer sehr gut erfüllt. Im ganzen Gebiet, in dem die Näherung (9) 
gültig ist 1, wird 11'0 also angenähert konstant. 

Berechnung von Eo (1'1)' Die Tatsache, daß 11'0 beinahe konstant 
ist, ermöglicht es uns, auf einfache Weise den Verlauf der Energie 
EO(r1) in dem Gebiet zu berechnen, in dem (9) gültig ist. Wir 
setzen die Eigenfunktion in der Form 

11' (r) = 11'0 (r) t (r) (10) 
und die Energie in der Form 

Eo (r1) = Eo (ro) + e (r1) (ll) 

an. Einsetzen von (10) und (ll) in die SCHRÖDINGER-Gleichung (8) 
liefert uns dann unter Beachtung von (8a) 

~( (~ ~ d'Po)~ er -0 dr2 + r + 'Po dr dr + (1) f - . (12) 

Da 11'0 in dem ganzen Gebiet, das uns interessiert, beinahe konstant 
ist, wird d .1. 

_T_O -0 
dr = . 

Beachten wir dies, so läßt sich (12) exakt lösen 2: 

f (r) = sin IXr 
IXr 

mit 

Daher ist nach (10) und (9) 

= (I + (r-ro)3) sinlXr . 
11' 3rro IXr 

Ist außerdem noch 
0(.2 r2 = e r2 < I , 

(13) 

1 Das ist meist fast die ganze Kugel, z. B. bei der Eigenfunktion für Na 
(Abb.lO, S.53) etwa 90% des Volumens der Kugel. 

2 Eigentlich müßten wir eine Linearkombination der beiden Partikula.r
lösungen nehmen. Es läßt sich aber zeigen, daß der Koeffizient der zweiten 
verschwinden muß. 

18* 
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so läßt sich der Sinus entwickeln und (13) wird bei Vernachlässigung 
von Größen, die klein von zweiter Ordnung sind, 

(r - ro)3 r l 
'1'=1+ 3. 8-6 , 

rro . 

Durch Einsetzen dieses Wertes von 'I' in Bedingung (I) erhalten 
wir 

d.h. 
8 (r1) = (r1 - ro)1 (2 + ~) . (13a) 

rJ ro r1 

Nach (ll) ist also die Energie, da in unserem Maßsystem [vgl. (5) 

und (7)] Eo (ro) = _.! wird, ro 

Eo(r1) = - ~ + (r1 - ro)Z (2 +~) = _.!- rf-r~ • (14) 
ro rJro r1 r 1 ry 

Somit haben wir Eo (rl ) als Funktion von ro und r l bestimmt 
und es verbleibt noch die Berechnung von "0' Diese Iä.ßt sich unter 
Verwertung der Ionisierungsenergie J = - E ( ~) des freien Atoms 
durchführen. In diesem Fall ist ja E ( (0) bekannt und (8) kann 
dann direkt gelöst werden. 

Mit 

1'''=J, 

erhält man aus (8) für l' ,. > I 

1 
m=-

" 
(15) 

'I' = rm - 1 e- yr (1- m <;',,:-1) + ... ) . (16) 

Diese Lösung muß mit (13) an derjenigen Stelle identisch sein, 
an welcher die Näherungslösung (13) am besten gültig ist, d. h. für 

r=ro' Hier sollen die Größen 'I' und ~~ der beiden Lösungen 

(13) 1 und (16) gleich sein. Nach einfacher Umrechnung erhält 
man hieraus die Gleichung 

r! 1+" (1_,,)2 (ro 1-,,) 
o-~ro+ 21" + y-~ ßrocotgßro=O, 

{Jro= V2"o-i',.~ 
zur Bestimmung von "0 als Funktion der Ionisierungsenergie 
[vgl. (15)] J =1'2. Abb.54 zeigt ro als Funktion von J. Tabelle 22 
gibt die genauen Werte für die Alkalimetalle. J und ro sind in den 
Einheiten (7) bzw. (6) angegeben. 

1 GI. (13) enthiiJt noch nicht die Voraussetzung e TZ < 1. 
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Ge8amtenergie. Nach Tabelle 22. 
§ 21, S.263 entsteht die 
Gesamtenergie U durch 
Addition der FERMI
Energie zur Energie des 

Metall 

JexP•• • 

rotheor .• 

unteren Randes des Bandes EO(r1) 

Li 

0,397 
2,97 

U = EO(r1) +F. 

Na K 

0,378 0,319 
3,24 4,15 

Rb es 
0,308 0,287 
4,36 4,80 

(17) 

Bei Metallen mit einem Valenzelektron ist die FERMI-Energie an-
I genähert so groß wie bei freien 

Elektronen. Der Grund dafür \ , 5 

1\ 

\ 
~ 

........... 
~ 1 

I 

1'-
Abb.54. Abb.55. 

Abb. 54. r. als Funktion der IonIsleruJlll8llP&lllllllfl I In atomaren Einheiten. 

Abb. 55. BlndUJlllS6nergie von Kalium als FunktIon des RadIus r" Die untere Kurve 1 Ist 
die Energie des tiefsten Zustandes, die obere (11) Ist die GesamtenergIe. I Ist die 

Ionislelllllfl8energle des freien Atoms und daher S die Subllmatlonswlrme. 

ist, wie wir schon in § 4 C auseinandergesetzt haben, daß die Eigen
funktion des tiefsten Zustandes des Bandes, die wir soeben berechnet 
haben, angenähert konstant ist, wie es für freie Elektronen zu 
erwarten ist. Daher ist F durch § 22, (1) gegeben. Auf unsere 
atomare Energieeinheit (7) umgerechnet wird 

F = 2~1 . (17a) 
r 1 

Die Gesamtenergie ist daher nach (17) und (14) 

U=_.!+ (r1-ro)1 (2+..!!.) + 2,2=_.!_rf-r~+2~, (18) 
ro "'ro r1 rf r1 rf r1 

wobei ro für das jeweilige Metall durch die Ionisierungsenergie des 
freien Atoms bestimmt ist und aus Abb. 54 oder Tabelle 22 ent
nommen werden kann. In Abb.55 zeigen wir den Verlauf von 
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U für Kalium. (18) hat nur Gültigkeit, solange das zweite Glied 
klein gegen das erste ist. 

AllcalimetaUe. Aus (18) erhalten wir den Radius e des Gleich
gewichtszustandes nach § 21, (15) aus 

(:~)Q = O. 

Das führt zu der folgenden quadratischen Gleichung für e: 
eil - ~ -1,46e = 0, 

deren Lösung 
e = 0,73 + (~+ 0,53)1/2 (19) 

ist. Die Verdampfungswärme 8 wird nach § 21, (16) mit (18) und 
der obigen Gleichung für e 

8=.!~ «(!-rO)B(2+ r o )_ 2,2 -J=.!- 0,73_ J 
r o (!Iro (! (!I (! (!I 

und die Kompressibilität" ergibt sich mit (18) und (19) aus § 21, 
(18) zu 

1 0,159 0,116 
,,=~---r' 

Tabelle 23 zeigt den Vergleich zwischen berechneten und gemessenen 

Größen. e wird in A, 8 in K-cal/Mol und "in kg. ~m:cht an

gegeben. Es ist dann 

e in A = e . 0,528 
8 in K-CalfMol = 8 . 310 

" ·lo-e " in cm1fkg = ~. 

Den experimentellen Wert von" haben wir für Zimmertemperatur 

Tabelle 23. 

Metall Li Na K 

e theor .. 1,99 2,13 2,60 
exp ... 1,69 2,10 2,in 

S theor .. 24,5 22 17 
exp ... 46 30 26,5 

theor. 11 14 30 

!()8 • " exp. ~ 9 16 40 
7 10 20 

Rb 

2,72 
2,82 

16 
25 
35 
52 

Cs 

2,94 
3,01 

15 
24 
53 
70 

(0.) und für T = 0 bei 
linearer ExtrapoIa.tion 
(b) angegeben. Derwirk
liehe Wert für T = 0 
liegt dazwischen 1. 

Die übereinstim-
mung zwischen Theorie 
und Experiment ist sehr 
gut. Bei e beträgt der 
Unterschied, abgesehen 

1 Auch die anderen elastischen Konstanten [209], sowie die Temperatur
und Druckabhingigkeit der Kompre88ibilität lassen sich mit befriedigender 
'Obereinstimmung mit den Experimenten berechnen. 
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von Li, nur wenige Prozente. Bei der Verdampfungswärme ist zu be
rücksichtigen, daß sie als Differenz zweier Größen IUI-J gewonnen 
wird 1. Bezogen auf S beträgt der Fehler ,..., 50%, bezogen auf U 
aber weniger als 10%. Auch die Kompressibilität liegt, abgesehen 
von Li, durchwegs zwischen den experimentellen Grenzwerten. 
Die größeren Abweichungen bei Li rühren daher, daß hier die 
Abweichungen der Eigenfunktion 1J'o von einer Konstanten größer 
sind als bei den anderen Metallen. Dadurch wird die FERMI
Energie F kleiner als bei freien Elektronen [196], was bewirkt, 
daß der Gitterabstand kleiner und die Verdampfungswärme 
größer wird. 

Thermische Ausdehnung. Es läßt sich zeigen, daß der thermische 
Ausdehnungskoeffizient fl in einem einfachen Zusammenhang mit 
der spezifischen Wärme co' der Kompressibität " und dem Atom
volumen v steht. Es ist nämlich [8b]: 

fl =r xc". 
v 

Unter der Annahme, daß die Dispersion der elastischen Wellen 
(vgL § 13) vernachlässigt werden kann, wird 

r = -- d In e e = DEBYE-Temperatur. 
dlnv ' 

Die einzige unbekannte Größe im obigen AUBdrnck für fl ist r. 
r kann ohne Schwierigkeit berechnet werden. Unter Verwendung 
von (14) und (19) findet man 

(! - 1,46 
r = 1,48 (!-2,16' 

Wie Tabelle 2380 zeigt, ist diese Formel in befriedigender Über
einstimmung mit den experimentellen Werten. 

ErdaJ,koJ,imetolle. Die 
oben für einwertige Me
talle gegebene Berech
nung der Energie des 
tiefsten Elektronenzu
standes läßt sich durch 

r theor. 
exp. 

I 

\ 

Tabelle 2311.. 

Li Na K Rb es 
2,1 2,0 1,8 1,8 1,8 
1,2 1,3 1,3 1,5 1,3 

eine einfache Transformation auf Metalle mit zwei Valenzelek
tronen übertragen. Wir wollen jedem Alkalimetall das im peri
odischen System ihm folgende Erdalkalimetall zuordnen, also Be 
zu Li, Mg zu Na usw. Bei diesem Übergang erhöht sich die 

1 Auch sind die experimentellen Werte [67] nicht sehr genau, und zwar 
eher zu groß gewählt. 
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Kernladungszahl um Eins, die inneren Schalen sind in gleicher 
Weise besetzt und die Zahl der Valenzelektronen wächst von Eins 
auf Zwei. Beide Valenzelektronen sind im gleichen Quantenzustand. 
Ist Jl die erste und J2 die zweite Ionisierungsenergie des Erd. 

alkalimetalls, so ist - J11J1 die Energie jedes Elektrons. Jedes 

der beiden Elektronen bewegt sich in einem Potential von ganz 
ähnlicher Form wie beim zugehörigen Alkalimetall, weil die inneren 
Schalen ja in beiden Fällen gleich gebaut sind. Die Potential· 
änderung inf.olge der Erhöhung der Kernladungszahl um Eins 
wird durch das hinzukommende äußere Elektron aber nur teil· 
weise kompensiert. Wir werden annehmen, daß das Potential 

2 

außerhalb des Ions um - c 7 höher als beim vorhergehenden 

Alkalimetall ist, wobei die Konstante c< 1 ist. Das Potential 

außerhalb des Ions ist dann - (1 + c) ~ gegen - ~I (4) für das 

Alkalimetall. Gleichung (8) gilt daher auch für zweiwertige Me· 
talle, wenn wir die Einheiten (6) und (7) 80 umändern, daß wir 
dort eB durch (1 + c) eB ersetzen. Mit 1 + c = Z sind also jetzt 

a,' = ~ (20) 

B' = BZ2 (21) 
die Einheiten für Länge und Energie. Auf Grund unserer An· 
nahmen über das Potential findet man aus GI. (21) 

ZB= J1 +J. 
2J ' 

wobei J die Ionisierungsenergie des zugeordneten Alkalimetalls ist I. 

Tabelle 24. 

Be Mg 

Man findet so die in 
Tabelle 24 angegebenen 
Werte für Z2 und Z. 

Die Werte von '0 

und Eo (rl ) sind für 
die Erdalkalimetalle die 

gleichen wie für die Alkalimetalle, mit dem Unterschied, daß die 
Einheiten jetzt durch (20) und (21) gegeben sind 2. 

zs 
Z 

2,20 
1,48 

2,19/2,00 /1,90 
1,48 1,41 1,38 

2,55 
1,60 

1 Wir nehmen also an: 1. daß die Wechselwirkung der Valenzelektronen 
und die Erhöhung der Kernladungszahl um Eins dadurch ersetzt werden 
können, daß das Ion nicht die Ladung 2 e, sondern Ze ha.t; 2. daß Z für alle 
'1 den Wert für '1 = CX) (freies Atom) hat. 

Z In gleichen Einheiten ist also z. B. (rO)Erdalkali = ~ (ro)Alkall' 
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Bei der Berechnung der Gesamtenergie ändert sich nur der 
Ausdruck für die FERMI-Energie wesentlich. Unter der Annahme, 
daß sie wieder wie bei freien Elektronen ist, muß man (17 a) durch 

2,2· 21 /8 3,5 
F= I =-.-"1 "1 

ersetzen, da ja jetzt zwei Elektronen pro Atom vorhanden sind 1. 
Dieser Ausdruck ist invariant gegen die Änderungen (20), (21) der 
Einheiten, denn er enthält ja nicht die Elektronenladung [vgI. § 22, 
(1)]. Der obige Ausdruck für die FERMI-Energie ist sicher zu groß, 
da bei zweiwertigen Metallen die scheinbare Masse m* größer 
als bei einwertigen ist. Eine Abschätzung von m* kann aus der 
Berechnung der Breite des Bandes erhalten werden. Nach § 4 C 
ist der obere Rand des Bandes durch die Randbedingung 

1p ('1) = 0 
gegeben. Nach (13) bedeutet dies 

oder 
ot'1 =:TI; 

n' 
ot8 =8 =-

1 "f' 
wo 81 der 8-Wert des oberen Randes des Bandes ist. 
des Bandes ist also 

n· 
81-8 ('1) = ,-8 ('1)' "1 

Die Breite 

wobei 8('1) durch (1380) gegeben ist. Für '1='0 ist 8('0)=0 und 
die Breite des Bandes ist die gleiche wie bei freien Elektronen, 
was natürlich daraus folgt, daß wir "Po in GI. (12) konstant, wie 
bei freien Elektronen, gesetzt haben. Um der scheinbaren Masse 
der Elektronen Rechnung zu tragen, werden wir daher die FERMI
Energie mit dem Faktor 

~ __ nl/,,! - B ("1) _ 1- ", B ("1) (22) 
m* = n l /", - n' 

multiplizieren. Dabei ist angenommen, daß m* für alle Zustände 
des Bandes den gleichen Wert hat, und daß m* = m ist, falls 
'1 = '0' Es ist dann' 

F = 3,: -0,358 ('1)' 
"1 

Die Gesamtenergie in Einheiten (21) für ein Metall mit zwei Valenz-
elektronen wird also mit (14) pro Elektron 

U = - ~ + 0,65 ("1:- "0)· (2 + ..!!.) + 3',5 . (23) 
~ ~~. ~ ~ ----

I F ist pro Elektron gereohnet, nioht pro Atom. 
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Daraus berechnen sich Gitterabstand, Sublimationswärme und 
Kompressibilität in gleicher Weise wie bei den Alkalimetallen. 
Bei der Sublimationswärme S ist zu beachten, daß jetzt jedes 
Atom zwei Elektronen besitzt, so daß wir einen Faktor 2 hinzufügen 

müssen. Dasselbe gilt von ~. Wenn wir von den Einheiten (20) 
" und (21) wieder zu den ursprünglichen Einheiten (6), (7) zurück-

gehen, finden wir aus (23) mit § 21, (15), (16) und 18). 

e = ~ [1,80 + (Z2~ + a,21)112] 

S = 2Z[~-0 65 (e - TO)2 (2 + ~)- 3,5] - (.1 +.1) (24) 
To ' e2 To e Z e2 1 2 

I 0,2 Z 0,38 
" =-'/'--7 
ZTo hat dabei, wie oben bemerkt, den gleichen Wert, wie To für 
das zugeordnete Alkalimetall. Die Ergebnisse und die experi
mentellen Werte sind in Tabelle 25 in gleichen Einheiten wie bei 

den Alkalimetallen (Tabelle 23) wiedergegeben (e in A, S in 

Tabelle 25. 

I Be Mg I Ca ! 

theor. 1,74 1,96 2,25 
e exp .. 1,26 1,77 2,18 
stheor. 70 51 35 

exp .. 41 39 39 
theor. 3,3 6,3 II 

108 ." a - 3 5,9 
exp. b - I 2,7 5,8 

I Sr 

2,44 
2,36 

32 
39 
15 
8,2 
7,9 

I Ba 

2,64 
2,45 

27 
39 
20 
10,6 
9 

cmZ ) K-Cal/Mol, "in kg . 

Die Ergebnisse sind, 
abgesehen von Be, von 
dem das für Li Gesagte 
gilt, in bezug auf e und 
S gut. Bei S zeigen aber 
die theoretischen Werte 
einen viel stärkeren 
Gang mit der Ordnungs

zahl als die experimentellen, was darauf hinweist, daß wir einen 
kleinen Term bei der Berechnung der Energie nicht berücksichtigt 
haben. Dieser Term muß aber eine sehr große zweite Ableitung 
haben, denn die Kompressibilität ist durchwegs um einen Faktor 2 
zu groß. 

Der fehlende Energieterm rührt daher, daß wir die Änderung 
der Wechselwirkung der beiden Außenelektronen (in Abhängig
keit von Tl) nicht mit berücksichtigt haben. Diese Änderung der 
Wechselwirkung bewirkt eine sehr kleine Erhöhung der Energie, 
verglichen mit der Gesamtenergie. Sie wächst aber mit abneh
mendem Tl rasch an und kann daher die Kompressibilität sehr 
beträchtlich erniedrigen, ohne die Energie wesentlich zu erhöhen. 
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Durch eine Erhöhung der Energie wird S verkleinert, so daß 
hierdurch die übereinstimmung mit der Erfahrung etwas ver
schlechtert wird. Der Unterschied zwischen theoretischen und 
experimentellen Werten rührt wahrscheinlich daher, daß wir die 
FERMI-Energie immer noch zu groß angesetzt haben. Die aus (22) 

berechneten Werte von:' sind im Mittel etwa 0,7 (für die Alkali

metalle erhält man 0,95); sie haben sicher die richtige Größen
ordnung. Eine weitere Erniedrigung der FERMI-Energie kommt 
aber dadurch zustande, daß sich nach § 5 zwei Energiebänder 
teilweise überlagern. Dies erhöht die Eigenwertdichte und bewirkt 
demnach, daß die Grenzenergie (und damit auch die FERMI-Energie) 
kleiner wird. 

Beziehung zwischen Alkali- und ETdolkalimetaJ,len. Der Radius e, 
eines Erdalkalimetalls steht in einer einfachen Beziehung zum 
Radius eG des zugeordneten Alkalimetalls. In (19) und (24) kann 
ja Tu für die zugeordneten Metalle eliminiert werden 1. Man findet 
dann 

es = ~ [1,80 + (e!-I,46 ea + 3,21)1/2]. (25) 

Wenn wir in dieser Formel für den Radius ea des Alkalimetalls 
den experimentellen Wert einsetzen und Z aus Tabelle 24 ent
nehmen, können wir den Radius es des Erdalkalimetalls berechnen, 
ohne daß wir Tu kennen müssen. Wir geben in Tabelle 26 das Ver
hältnis des auf diese Weise berechneten theoretischen Wertes zum 
experimentellen. Zuvor wollen wir in (25) die Radien e in ANG
STRÖM-Einheiten ausdrücken. Dann ist 

es = °i3 [1,80 + (3,6e!-2,78ea + 3,21)112], e in A. 
Die Beziehung (25) 

sagt natürlich vielweni
ger aus als (19) und (24), 
weil sie ja nicht die Ab
solutwerte von e liefert. 
Dafür hat sie aber den 

IBe 
es theor. 1 1,25 

exp. 

Tabelle 26. 

Mg I Co. Sr ! Ba 

1,09 1 1,03 1,05 1 1,09 

Vorteil, daß TO in ihr nicht auftritt, so daß sie uns an Hand von 
Tabelle 26 zeigt, daß die bestehenden kleinen Differenzen zwischen 
experimentellen und theoretischen Resultaten höchstens zu einem 
kleinen Teil auf einer falschen Bestimmung von TO beruhen. 

1 Vgl. Fußnote 2 auf S.280. 
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Ou, Ag, Au. Wenn wir die für die Alkalimetalle abgeleiteten 
Formeln auf Cu, Ag und Au anwenden, erhalten wir e-Werte, 
die immer noch ziemlich gut mit den experimentellen Werten 
übereinstimmen, aber bei weitem nicht so gut wie bei den Al
kalimetallen. Ähnliches gilt für die Sublimationswä.rm.en, während 
die Kompressibilitäten viel zu groß sind. Der Grund hierfür liegt 
in dem Einfluß der inneren Elektronenschalen auf die metallische 
Bindung, den wir bisher vollständig vernachlässigt haben. Das 
war natürlich berechtigt, weil der Radius ro größer als der Ionen
radius war. Cu, Ag und Au haben aber bedeutend größere Ioni
sierungsenergien als die Alkalimetalle und daher nach Abb. 54 
kleinere ro-Werte. Daher gewinnt hier der Einfluß der inneren 
Schalen an Bedeutung. Es ist leicht verständlich, daß die Kom
pressibilität, d. h. die Krümmung der Energiekurve, am stärksten 
beeinflußt wird. Denken wir uns nämlich als Grenzfall das Ion 
als starre Kugel vom Radius r" so wird die Energie bei r1 = r, 
plötzlich unendlich groß. Falls r, nur wenig größer als (19) ist, 
werden dadurch der Gitterabstand und die Sublimationswärme 
nur wenig verändert. Die Kompressibilität wird dagegen Null. 

Eine Berechnung für Kupfer, die hauptsächlich mit numerischen 
Methoden durchgeführt wurde, gab gute Übereinstimmung zwischen 
berechneter und gemessener Kompressibilität [184]. 

Metalle mit mehr al8 zwei Valenzelektronen. Für diese Metalle, 
z. B. AI, Pb, können die Rechnungen im Prinzip ganz ähnlich 
ausgeführt werd.en wie für die ein- und zweiwertigen. Dabei ist 
aber zu beachten, daß jetzt nicht mehr alle Elektronen in 8-Termen 
sind, sondern gerade die äußeren Elektronen in höheren Termen. 
Die Verhältnisse werden hierdurch und infolge des größeren 
Einflusses der Wechselwirkung der Elektronen untereinander 
komplizierter als in den oben behandelten Fällen. Es ist aber 
kaum daran zu zweifeln, daß eine Durchführung der Rechnungen 
auch hier gute Resultate liefern wird. 

Scklußbemerkung. Wir wollen noch einmal kurz die wesent
lichen Züge der metallischen Bindung zusammenstellen. Die 
Bindung ist das Resultat von Anziehungs- und Abstoßungskräften, 
die sich das Gleichgewicht halten. Die Anziehungskräfte entstehen 
dadurch, daß sich die äußeren Elektronen im Mittel länger in Ge
bieten mit großem negativen Potential befinden als beim freien 
Atom. Von einer chemischen Valenz ist dabei nirgends die Rede. 
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Es gibt also auch keinen Begriff wie Absättigung einer Valenz 
und daher kann ein Atom beliebig viele Nachbarn haben. (Die 
meisten Metalle kristallisieren in einer dichtesten Kugelpackung.) 
Die abstoßenden Kräfte sind zweierlei Art. Die erste Art entsteht 
durch die Erhöhung der kinetischen Energie (wovon die FERMI
Energie ein wesentlicher Teil ist). Die zweite Art ist durch die 
Wechselwirkung der Elektronen untereinander veranlaßt. Diese 
ist bei den Alkalimetallen verschwindend klein, wächst aber mit 
der Zahl der Valenzelektronen. Auch die Abstoßung der Ionen 
(vgl. oben Cu, Ag, Au) ist hierzu zu rechnen. 

VI. Ferromagnetismus 
(und Paramagnetismus II). 

§ 24. Austauschkräfte und Wechselwirkung freier Elektronen. 

Ein ferromagnetischer Körper ist durch die Existenz einer 
spontanen Magnetisierung charakterisiert 1. Das bedeutet, daß der 
Zustand, in dem alle Elektronenspins parallel gerichtet sind, der 
energetisch tiefste ist. Dies muß durch die Wechselwirkung der 
Elektronen untereinander, die wir bisher immer vernachlässigt 
haben, verursacht werden. Es ist eine besondere Art von Wechsel
wirkung, die Austauschwechselwirkung, welche für die Gleich
richtung der Spins verantwortlich ist. Wir wollen in diesem Para
graphen die Austauschkräfte besprechen, ohne aber dabei schon 
auf die speziellen Verhältnisse beim Ferromagnetismus einzugehen 
(§ 25 !). 

Austauschkrälte. Wir werden weiter unten und in § 25 zeigen, 
daß nicht die Valenzelektronen für den Ferromagnetismus ver
antwortlich sind, sondern die Elektronen innerer Schalen. Wie 
wir aus § 4 A wissen, sind die Eigenfunktionen dieser Elektronen 
beinahe dieselben wie bei freien Atomen. Wir werden deshalb 
auch hier von den Eigenfunktionen der freien Atome ausgehen. 
Wir besprechen einen ganz einfachen Fall, mit nur zwei Elektronen 
und zwei Kernen (Wasserstoffmolekül), der uns alles Wesentliche 
zeigt [25]. 

Es seien (Xl' YI' ZI) die Koordinaten des ersten Elektrons, die 
wir mit (1) abkürzen und entsprechend für das zweite Elektron 

1 Diese kann dadurch verdeckt sein, daß der betreffende Körper viele 
kleine Gebiete mit verschiedener Magnetisierungsrichtung enthält, deren 
Beiträge sich dann kompensieren (vgl. § 26). 
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(XI' YI' Zs) = (2). Die Eigenfunktionen der isolierten Atome seien 
'Pt und tps. Beide Elektronen sollen beim isolierten Atom im gleichen 
Quantenzustand sein. '1'1 und tps unterscheiden sich dann nur 
dadurch, daß die beiden Atomkerne an verschiedenen Orten sind. 
Ist das erste Elektron am ersten Kern, 80 ist seine Eigenfunktion 
'1'1 ( I), während die des zweiten Elektrons '1'2 (2) ist, falls es am zweiten 
Kern sitzt. Da wir jetzt, im Gegensatz zu all unseren bisherigen 
Rechnungen, ein Mehrkörperproblem behandeln, müssen wir eine 
Eigenfunktion des Gesamtsystems auffinden. Eine solche ist 

'1'1 (1)'1'2 (2). (I) 
Ihre Bedeutung ist ganz analog wie beim Einkörperproblem. Es 
wäre also 

eu (I, 2) = '1'1 (I) tpt (I) '1'1 (2) '1': (2) 

die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das erste Elektron am Ort (I) 
und gleichzeitig das zweite· Elektron am Ort (2) ist. Wir haben 
aber schon in § 5 darauf hingewiesen, daß zwei Elektronen nicht 
unterscheidbar sind, daß also die Wahrscheinlichkeit, daß das 
ers;e Elektron am Ort (I) ist, genau so groß sein muß wie die 
Wahrscheinlichkeit, daß das zweite Elektron am Ort (I) ist. Dies 
ist wegen der Verschiedenheit von '1'1 und tps bei unserem Ansatz 
noch nicht erfüllt. Offensichtlich lauten die Eigenfunktionen, 
falls das zweite Elektron beim ersten Kern ist und das erste Elektron 
beim zweiten Kern tps (I) bzw. '1'1 (2). Daher ist neben (I) auch 

'1'2(1)'1'1(2) (la) 

eine Eigenfunktion des Gesamtproblems. Die allgemeinste Eigen
funktion entsteht durch eine lineare Oberlagerung von (I) und (la) 

'I' = ~ tpdl ) V'l (2) + CI tpl! (I) '1'1 (2) . (2) 
Daraus ergibt sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit e: 
e (I, 2) = '1''1'* = 1~1l!ltpl (I) 121'1'2 (2)/1' + IclIlllltpa (1)111 Itpd2) 12 + 

+ ~ 4 '1'1 (I) tps (2) '1': (l) 1f't (2) + cr CI tpt (I) '1': (2) tps (I) 'Pt (2) • 

Nach unserer obigen Forderung der Nichtunterscheidba.rkeit der 
Elektronen muß 

e (1,2) = e (2, I) 
sein. Daraus folgt 

Icll! = lezll und ~4 = cact, 
also 

(20.) 
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Wir können die Normierung der Eigenfunktionen immer so wählen, 
daß 1t;1 = Ic2 1 = 1 ist. Nach (2) und (280) haben wir dann zwei 
Eigenfunktionen 

1pa (1,2) = 1pl (I) 1p2 (2) + 1p2 (I) 1pl (2) (380) 
1pb (I, 2) = 1pdl ) 1p2 (2) -1p2 (I) 1pl (2). (3b) 

Hieraus folgen die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten: 

wobei 

ea = ekI + eint 

eb = ekl - eint, 

ekl = l1pl (I) 1211p2 (2) 12 + 11p2 (I) 12 11pl (2) 12 

(480) 
(4b) 

der klassischen Überlagerung der mittleren Elektronendichten der 
beiden Elektronen entspricht, während 

eint = 1pl (1) 1p2 (2) 1p: (1) 1p: (2) + 1p: (1) 1p: (2) 1p2 (I) 1pl (2) 
von den Interferenzen der Elektronenwellen herrührt. Den zwei 
verschiedenen Fällen (380) und (3b) entspricht eine Überlagerung 
mit verschiedener Phase. 

Wir werden mit den Dichteverteilungen (480) und (4b) die 
potentielle Energie der Elektronen in der nächsten Näherung, 
also bei Berücksichtigung der Wechselwirkung der Elektronen 
untereinander und mit den Na.chbarkernen berechnen. Wir werden 
dann in den beiden Fällen wegen des verschiedenen Vorzeichens 
von eint verschiedene Werte erhalten. Das Wesentliche an unseren 
ganzen Betra.chtungen ist nun die Einführung des PAULI-Prinzips. 
Wir werden zeigen, daß die beiden Fälle (380) und (3b) [oder (480) 
und (4b)] nur dann mit dem PAULI-Prinzip verträglich sind, wenn 
die Elektronenspins in (380) antiparalleI, in (3 b) parallel sind. 

Nach dem PAULI-Prinzip kann jeder eindeutig definierte 
Quantenzustand nur von einem einzigen Elektron besetzt werden. 
Durch eine Eigenfunktion 1pl oder 1p2 ist ein Quantenzustand noch 
nicht eindeutig definiert. Wir müssen dazu noch die Spinrichtung 
angeben, die zwei Werte annehmen kann. Die Spins der beiden 
Elektronen können parallel oder antiparallel sein. Nehmen wir 
zuerst an, daß die Spins parallel sind. Wenn wir dann als speziellen 
Fall die beiden Eigenfunktionen einander gleichsetzen 1, 1pl = 1ps, 

so haben beide Elektronen den gleichen Quantenzustand, was 
nach dem PAULI-Prinzip unmöglich ist. Die Eigenfunktion des 

1 Wir nehmen dazu a.n, daß sich die Kerne Ia.ngsa.m nähern. Wenn sie 
a.m gleichen Ort sind, ist '1'1 = '1'1' Durch die Annäherung wird die Sym
metrie der Eigenfunktion (3a.) oder (3b) nicht verändert. 
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Gesamtsystems f/J. bzw. f/Jb muß also identisch, d. h. unabhängig 
von den Koordinaten der Elektronen, verschwinden. Das ist aber 
nur bei f/Jb (3 b) erfüllt. Im Fall paralleler Elektronenspins ist also 
nur die Eigenfunktion f/Jb mit dem PAULI-Prinzip verträglich. Sind 
die Spins hingegen antiparallel, so sind für f/Jl = f/Js die Quanten
zustände der Elektronen verschieden, weil die Spins verschieden 
sind. In diesem Fall darf die Eigenfunktion des Gesamtsystems 
nicht identisch verschwinden, was nur durch f/J. (3a) gewähr
leistet wird. Durch das PAULI-Prinzip wird also den beiden Eigen
funktionen des Gesamtsystems, f/Ja und f/Jb' ein bestimmtes Ver
halten der Elektronenspins zugeordnet, das wir in der folgenden 
Weise darstellen können. 

f/J.: Spins antiparallei, magnetisches Moment 0, (5a) 
f/Jb: Spins parallel, magnetisches Moment 2 fl . (5 b) 

Die heiden Eigenfunktionen f/Ja' f/Jb sind durch ihre Symmetrie 
charakterisiert. Es ist ja 

"P. (1, 2) = "P. (2, 1) 

f/Jb (1, 2) = -f/Jb (2, 1), 

d. h. f/J. ist symmetrisch und f/Jb antisymmetrisch in den Lage, 
koordinaten der Elektronen 1. 

Wir berechnen jetzt die Energie für die beiden Fälle. In nullter 
Näherung ist sie einfach die Summe der Energien der einzelnen 
Elektronen; in erster Näherung kommt noch die potentielle 
Energie infolge der Wechselwirkung der Elektronen untereinander 
und mit dem Nachbarkern hinzu. Sei r12 der Abstand der beiden 
Elektronen, R1,II bzw. RB,1 der Abstand des ersten bzw. zweiten 
Elektrons vom zweiten bzw. ersten Kern. Die zusätzliche Energie 
infolge der Wechselwirkung ist dann 

2( 1 1 1 ) 
e = e rt2 - RU1 - R21 • 

Diesen Ausdruok müssen wir noch über die Dichteverteilung der 
Elektronen (4a), (4b) mitteln. Sei Eo die Energie eines Elek
trons, wenn es nur mit einem (seinem) Kern in Wechselwirkung 
steht (nullte Näherung), dann wird die Gesamtenergie beider Elek
tronen 

E=2Eo+e, 
wobei e das über die Elektronendichte gemittelte e ist. Nach (4a) 

1 Zu 'Pb gibt es drei mögliche Richtungen des Gesa.mtspins. 
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und (4 b) ist dann 

E=2Eo+O+A (6a) 
bzw. 

E=2Eo+O-A, (6b) 
wobei 

und 

(7) 

ist. Danach gehören zu den beiden verschiedenen Spinstellungen 
(5a) und (5b) verschiedene Energien (6a) und (6b), die sich um 2 A 
unterscheiden. A heißt Austauschintegral. Der Name rührt daher, 
daß A proportional zur Wahrscheinlichkeit ist, daß ein Elektron 
vom Zustand 'lfJl in den Zustand 'lfJ2 übergeht und umgekehrt, ein 
Vorgang, der damit zu vergleichen ist, daß bei zwei gekoppelten 
Pendeln, von denen das eine in Schwingung ist, die Energie all
mählich auf das zweite übertragen wird und umgekehrt. Der Fall 
paralleler Spins entspricht offenbar dem magnetischen Zustand, 
während im Fall antiparalleler Spins das resultierende magnetische 
Moment Null ist. Somit ist die Bedingung dafür, daß die Energie 
des magnetischen Zustands kleiner als die des unmagnetischen ist, 
nach (5a), (5b), (6a), (6b) 

A>O. (8) 

Wenn wir von unserem einfachen Problem zur Behandlung 
eines Kristalls mit einer sehr großen Anzahl von Atomen übergehen, 
wird die allgemeine Lösung sehr viel komplizierter sein. Nach 
unseren einfachen Überlegungen ist es aber plausibel, daß der 
Zustand mit maximalem magneliischen Moment immer dann der 
tiefste ist, wenn die Bedingung (8) erfüllt ist [89]. 

Wechselwirkung freier Elektronen. Wenn wir rein klassisch die 
Wechselwirkung freier Elektronen berechnen, haben w!r einfach 
die potentielle Energie einer gleichmäßig verteilten elektrischen 
Ladung zu bestimmen. Ist n die Anzahl der Elektronen pro cm3, 

e n also die Ladungsdichte, so wird 

W - e2 3(~-=-I)'J dT1 dT2 
kl - 2 I r1 - r 2 l ' dLi=dxidYidzi, I 

ri = (xi' Yi, Zi) r 
(9) 

die fragliche Wechselwirkungsenergie der Elektronen. Das be
deutet natürlich nicht, daß sich in diesem klassischen Modell die 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 19 
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Gesamtenergie um Wkl erhöht, wenn wir die Elektronenwechsel
wirkung mit in Betracht ziehen, denn wir müssen dann konse
quenterweise auch die Wechselwirkung der Ionen untereinander 
und diejenige zwischen allen Ionen und allen Elektronen mit 
berücksichtigen. Wenn wir z.B. die positive Ladung auch gleich
mäßig verteilt denken, so verschwindet der Gesamtbeitrag aller 
Wechselwirkungsglieder, weil ja die Ladungsdichte überall Null ist, 
falls das Metall elektrisch neutral ist. 

Im wellenmechanischen Fall erwarten wir neben dem klassischen 
Wechselwirkungsglied (9) noch ein Zusatzglied, das vom Elektronen
austausch herrührt und von der Spinkonfiguration abhängt. Wir 
behandeln zunächst als einfachsten Fall ein Zweielektronenproblem, 
bei dem heide Elektronen die gleiche Wellenzahl sr haben. Wegen 
des PAULI-Prinzips müssen die Spins daher antiparallel stehen. 
Die Eigenfunktionen der einzelnen Elektronen sind ei (5\, T,) und 
ei (5\, r,) und die Eigenfunktion des Gesamtsystems ist (unter Be
achtung der Normierung) 

1p = ~ ei (5\, r,) + i (5\, r l ) • 

Diese Eigenfunktion hat schon die richtige Symmetrie (symmetrisch, 
Spins antiparallel). Sie entspricht der Funktion 1 "Pa (3a). Die 
mittlere Dichte ist 

1 
(! (tl' t 2) = 1p"P* = Jl2 . 

(! (tl' t 2) ist die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das eine Elektron 
die Koordinate t l und das andere die Koordinate t 2 hat. (! hat 

den gleichen Wert wie im klassischen Fall, denn dTR~TI ist ja bei 

freien Elektronen (gleichmäßige Verteilung) die Wahrscheinlich
keit dafür, jedes Elektron in einem bestimmten Volumenelement 
d 'l'i zu finden. In dem hier besprochenen Fall überlagern sich die 
Elektronen genau wie im klassischen Fall, d. h. es treten keine 
Interferenzeffekte auf. 

Bei der Behandlung des Mehrkörperproblems kann man die 
Elektronen in zwei Gruppen einteilen, die so gewählt sind, daß 
innerhalb jeder Gruppe die Spins der Elektronen parallel sind. 
Wenn wir als ausgezeichnete Richtung etwa die z-Achse wählen, 

1 Die Analogie ist nicht vollständig. Auf S. 287 unterschieden wir zwei 
verschiedene Eigenfunktionen durch die verschiedenen Koordinaten der 
Kerne, hier jedoch durch verschiedene sr·Werte. Ferner sind die Eigen. 
funktionen von S. 287 nicht orthogonal. 
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so ist die Spinrichtung der Elektronen der ersten Gruppe die 
positive z-Achse, diejenige der zweiten Gruppe die negative z-Achse. 
Es läßt sich nun zeigen, daß man die beiden Gruppen bei Vernach
lässigung der Wechselwirkung so behandeln kann, als würden sie 
aus verschiedenartigen Partikeln bestehen 1. Das bedeutet, daß 
zwischen zwei Elektronen aus verschiedenen Gruppen, d. h. zwischen 
zwei Elektronen mit antiparallelem Spin keine statistischen Be
ziehungen herrschen. Die Wahrscheinlichkeit, ein Elektron inner
halb eines vorgegebenen kleinen Volumenelementes zu finden, ist 
unabhängig davon, ob schon ein Elektron mit antiparallelem Spin 
in diesem Volumen element ist. 

Zwischen Elektronen mit parallelem Spin bestehen jedoch schon 
bei Vernachlässigung der Wechselwirkung statistische Beziehungen. 
Wir betrachten z. B. den Fall zweier Elektronen, die natürlich, im 
Gegensatz zum oben genannten Beispiel mit antiparallelem Spin, 
jetzt verschiedene Wellenzahlen haben müssen (PAuLI-Prinzip). 
Nach (3b) ist die Wellenfunktion antisymmetrisch, d. h. 

1p (tl' t 2) = -1p (t2, t I) . 

Wählen wir insbesondere die Koordinaten beider Elektronen gleich, 
t 1 = t 2, so ist 

1p (tl' t1) = -1p (tl' t 1) = O. 

Daraus folgt: Die Wahrscheinlichkeit, zwei Elektronen mit 
gleichem Spin am gleichen Ort zu finden, ist immer Null. 

Sind sr1 und sr2 die Wellenzahlen der beiden Zustände, so wird 
die Wellenfunktion des Gesamtzustandes (parallele Spins, anti
symmetrisches "p) unter Beachtung der Normierung 

"p = 2~2 (ei(ft" r1) + i(ft" r,) - ei(ft" r,) + i(ft" r1»). 

Hieraus ergibt sich ähnlich wie in (4 b) 

(! = "p 1p* = (!kl - (!int" 

wobei 

und 
cos (Si\- Sf2, 1:1 - 1:2) 

(!int = R2 ---

ist. Der erste Term (!kl ist genau so groß wie im Fall antiparalleler 

1 Dabei ist vorausgesetzt, daß die Quantenzustände zum Teil paarweise 
von Elektronen mit antiparallelem Spin, zum andern Teil aber von Elek· 
tronen, die alle die gleiche Spinrichtung haben, besetzt sind [68a]. 
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Spins oder wie im klassischen Fall. Der zweite Term eint rührt von 
den Interferenzen der Elektronenwellen her und führt bei der 
Energieberechnung zum Austauschintegral. 

Wenn man zum Vielelektronenproblem übergeht, gilt der Satz, 
daß zwei Elektronen mit parallelem Spin nie am gleichen Ort 
sind, natürlich unverändert. Man berechnet dann eine Wahr
scheinlichkeit ([>(r), die proportional zur Wahrscheinlichkeit ist, 
in einer bestimmten Richtung im Abstand r von einem Elektron 
ein anderes zu finden [154]. Für ([>(r) erhält man 

(10) 

wobei 

x-r ---( I )113 
- 6 :n2 np 

ist, falls np die Zahl der Elektronen pro cma ist. Dabei ist ange
nommen, daß alle Elektronen parallelen Spin haben. Für x< 1 
läßt sich der obige Ausdruck entwickeln und ergibt 

x 2 

([>=5' 

Für r=O (x=O) ist also ([> Null, für wachsendes r steigt es ",x2 

an und wird für große r schließlich Eins, also konstant, wie im 
klassischen Fall 1. 

Da die Wechselwirkungsenergie zweier Elektronen um so 
größer ist, je näher sich die beiden Elektronen sind, wird im Mittel 
die Wechselwirkungsenergie zweier Elektronen mit parallelem Spin 
kleiner sein als diejenige zweier Elektronen mit antiparallelem 
Spin. Die letztere ist genau die klassische Wechselwirkung (9), 
die erstere hingegen ist kleiner, weil ja Elektronen mit parallelem 
Spin sich nie so nahe kommen wie Elektronen mit antiparallelem 
Spin. Die Differenz der Wechselwirkungsenergien in beiden Fällen 
ist gerade die Austauschenergie. 

Die Gesamtenergie eines Elektronengases setzt sich somit aus 
drei Termen zusammen. 1. Aus der Eigenenergie der Elektronen F, 
2. aus der Wechselwirkungsenergie Wkl nach der klassischen Be
rechnung und 3. aus der Austauschenergie A der Elektronen mit 
paralIelem Spin: 

U=F+ Wk1-A. (11) 
Wir interessieren uns hier für die Abhängigkeit der Energie von 

1 Der absolute Betrag für die fragliche Wahrscheinlichkeit kann leicht 
aus der Normierungsbedingung 4:n . f ([J r2 d r = np - I gefunden werden. 
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der Spinstellung. Da die klassische Wechselwirkungsenergie unab
hängig von der Spinstellung ist, können wir den Term Wkl als 
belanglos weglassen. F ist bei entsprechender Energienormierung 
die FERMI-EIiergie. Wir nennen N+ die Zahl der Elektronen mit 
der einen Spinrichtung· und N- die Zahl der Elektronen mit der 
dazu antiparallelen Spinrichtung, ferner n+ und n- die entsprechen
den Elektronendichten. Dann ist 

N=N++N-, n=n++n-, (12) 
wobei N die Gesamtzahl der Elektronen und n die Gesamtzahl 
pro cm3 ist. 

Die FERMI-Energie setzt sich additiv aus den Beiträgen der 
beiden Elektronengruppen zusammen. Sie ist nach § 5, (16) 

3 
F =if (N+ C+ + N-C-). 

C+ und C- sind die Grenzenergien der beiden Gruppen. Die beiden 
Grenzenergien C+ und C- sind verschieden, falls n+ =+= n- ist und 
werden nach § 5, (15) berechnet. Dabei haben wir aber zu be
achten, daß dort n die Anzahl der Elektronen pro cm3 bedeutet, 
falls jeder Zustand doppelt besetzt ist. Wir müssen daher hier n 
durch 2n+ bzw. 2n- ersetzen, weil in jeder unserer beiden Gruppen 
jeder Zustand nur einfach besetzt ist, denn jede Gruppe enthält 
ja Elektronen mit nur einer Spinrichtung. Damit ist 

F = : 2h~ [N+ (6n2n+)2/3 + N- (6n2n-)213]. (13) 

Die Austauschenergie A erniedrigt immer die Gesamtenergie 
(A >0), wie wir oben qualitativ festgestellt haben. Zur Berechnung 
von A kann man zuerst das Austauschintegral für zwei Elektronen 
berechnen und dann über alle Elektronenpaare summieren. Man 
kann aber auch von der oben (10) mitgeteilten Dichteverteilung 
tP(r) ausgehen und hieraus die Wechselwirkungsenergie ausrechnen. 
Durch Subtrahieren von der klassischen Wechselwirkungsenergie 
ergibt sich dann die Austauschwechselwirkung. Wir wollen hier 
auf die Einzelheiten der Rechnung, die aus einfachen Integrationen 
besteht, nicht eingehen 1. 

Man findet die Austauschenergie [59] 

A = ; e2 [N+ ( 3t: t 3 + N- ( ~:- t 3] . (14) 

1 Mathematisch bedeuten die beiden Methoden eine verschiedene Reihen
folge der Integrationen über den t- und den f-Raum. 
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Somit wird die Gesamtenergie U(ll) pro Volumeneinheit (N+ -+ n+) 
bei Unterdrückung von Wiel (vgl. oben) mit (13), (14) und (12) 

U = 5 2m [(6n2n+)2/3n+ + (6n2 (n-n+))2/3 (n-n+)]-
3 h

B I 
_ ~ e2[ (3t: Y'3 n+ + (3 (n,;: n+) t 3 (n-n+)] (15) 

Wir wollen hier kurz feststellen, daß auch zwischen Elektronen 
mit antiparallelem Spin Beziehungen bestehen, falls man die 
Wechselwirkung der Elektronen schon von vornherein in Betracht 
zieht [178]. Da die Abstoßung zweier Elektronen groß wird, wenn 
sie sich sehr nahe kommen, wird also auch für Elektronen mit 
antiparallelem Spin die Wahrscheinlichkeit eines sehr kleinen 
Abstandes kleiner sein als bei gleichmäßiger Dichteverteilung. 
Dies gibt eine weitere Erniedrigung der Energie, proportional zu 
einer Potenz von n+ n-. Dieser Term ist aber immer kleiner als 
die Austauschenergie. Wir werden ihn deshalb vernachlässigen, 
insbesondere, da er zu sehr komplizierten Ausdrücken führt. 

Wir wollen die Gesamtenergie (15) für zwei einfache Spezial
fälle angeben: Für den Fall, daß alle Elektronen parallele Spins 
haben und für den Fall, daß es gleich viele Elektronen mit beiden 
Spinrichtungen gibt. Im ersten Fall ist n = n+, d. h. 

U -~~(6 2 )2/3 _~ 2(~)I/a n=n+. 
1- 5 2m n n n 2 e 4n n, 

Im zweiten Fall ist n+=n-, d.h. n+=;. (15) wird dann 

U - ~~ (3 .... 2 n)2/an_~e2(~)1/3 n n+ = n-. 
2- 5 2m" 2 8n ' 

Ein Gas von freien Elektronen ist dann ferromagnetisch [59], 
wenn U1<U2, d.h. U1-U2<O ist, denn dann hat der Zustand, 
in dem alle Elektronen parallelen Spin haben, die kleinste Energie. 
Nun ist 

! (Ul- U2) = 130 ~ (3n2 n)2/3 (22/3 _ 1) - ; e2 ( :: ra (21/2-1). 

Die Bedingung U1-U2 <O lautet also 

_5~ (~)1/3 meZ !~-=-~ = 21/3 + 1 
4n2 3n h2 > 21/3 _1 

oder 
8 n (me2 5 1)3 _ 0 9 1022 -3 n<T h2 4n2 -2113+1 -,. cm. 

Bei allen Metallen ist n größer als dieser Wert, z. B. n =2,6.1022 

für Na, n = 8,5.1022 für Cu, so daß die Valenzelektronen der 
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Metalle, die ja beinahe wie freie Elektronen behandelt werden 
können, nie Ferromagnetismus erzeugen. Hätten wir, wie oben 
angedeutet, auch die Energiebeiträge, die von Beziehungen zwischen 
Elektronen mit antiparallelem Spin herrühren, mitberücksichtigt, 
so wäre der Grenzwert für n noch niedriger ausgefallen. 

Wenn hiernach die Valenzelektronen auch nicht ferromagne.' 
tisch sind, so zeigen sie doch eine viel größere Tendenz, ihre Spins 
parallel zu stellen, als bei Vernachlässigung der Austauschwechsel
wirkung. Dies ist natürlich für den Paramagnetismus der Elektronen 
von Bedeutung, wie wir in § 27 näher ausführen werden. 

§ 25. Der ferromagnetische Zustand [44]. 

Die Bedingungen für Ferrom..agnetiBmU8. Wir haben am Ende 
von § 24 festgestellt, daß die Valenzelektronen sicher nicht für 
den Ferromagnetismus verantwortlich sind. Daher müssen wir die 
Elektronen innerer Schalen betrachten. Sind die Zustände einer 
inneren Schale alle besetzt, so gibt es gleich viele Elektronen mit 
beiden Spinrichtungen. Ein überschuß von Spins in einer Rich
tung ist daher nur möglich, wenn eine innere Schale des betref
fenden Atoms nicht abgeschlossen ist. 

Wenn die Atome eines Metalls nicht abgeschlossene innere 
Schalen haben, braucht das betreffende Metall natürlich noch nicht 
ferromagnetisch zu sein. Dazu ist noch nötig, daß der Zustand, in 
dem die Spins der nicht abgeschlossenen Schale parallel sind, die 
tiefste Energie besitzt. Nach § 24, (8) ist das dann erfüllt, wenn das 
Austauschintegral A positiv ist. A > 0 ist allerdings nur eine not
wendige, nicht eine hinreichende Bedingung, wie das in § 24 be
handelte Beispiel freier Elektronen zeigt 1. Das Metall wird aber 
um so wahrscheinlicher ferromagnetisch sein, je größer A ist. 

Nach § 24, (7) ist 

A = eS/ eint d Tl d Ts - eS/eint (-BI + BI ) d Tl dT2. 
TU 111 21 

Hier bezieht sich der erste Term auf die Wechselwirkung der Elek
tronen untereinander (Abstand r12), der zweite Term auf'die Wechsel
wirkung der Elektronen mit den Kernen der Nachbaratome. 
Damit A > 0 ist, muß der erste Term groß, der zweite klein sein. 

1 Dieses Beispiel kann jedoch nicht als SpeziaHall unserer gegenwärtigen 
Betrachtungen aufgefaßt werden, denn hier gehen wir ja von den Zuständen 
der freien Atome aus, dort jedoch von den Zuständen im Metall. 
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Das ist am ehesten dadurch zu erfüllen, daß flint in dem Gebiet 
zwischen den Atomkernen groß wird, denn dann ist das erste 
Integral groß, weil flint dort groß ist, wo r12 klein ist, nämlich 
zwischen den Kernen. Hingegen ist flint nahe den Kernen klein, 
so daß das zweite Integral klein wird. flint entsteht nach S.287 
durch Überlagerung der Eigenfunktionen der beiden benachbarten 
Atome. flint ist daher zwischen den Kernen um so größer, je größer 
die Ladungsdichten der fraglichen Atome im Gebiet zwischen den 
Kernen und je kleiner sie in der Nähe der Kerne ist. Dazu muß 
zunächst die azimutale Quantenzahl der Elektronen möglichst groß 
sein, denn je größer diese ist, desto größer ist der Drehimpuls der 
Elektronen und um so weiter entfernen sie sich daher vom Kern. 
Damit ein Elektron dem Nachbarkern aber nicht zu nahe kommt, 
muß der Radius der Schale möglichst klein gegen den Abstand 
der Kerne sein. Diese beiden Bedingungen sind natürlich nur 
qualitativ, wir zeigen jedoch an Hand von Tabelle 27, daß sie am 
besten für die ferromagnetischen Metalle erfüllt sind. Wir bringen 
dort die Elemente mit den Ordnungszahlen 22---28 (Ti-Ni), bei 
denen die 3-d Schale aufgefüllt wird. (Ti hat ein Elektron, 
Ni acht Elektronen in der 3-d-Schale, die maximal zehn Elek
tronen enthalten kann.) Für diese Elemente steigt das Verhältnis 
v = Gitterabstand : Radius der inneren Schale mit wachsender 
Auffüllung und erreicht bei den ferromagnetischen Metallen Fe, 
Co, Ni ihre höchsten Werte. Zum Vergleich bringen wir auch die 
Elemente Ru, Rh, Pd, welche die Endglieder bei der Auffüllung 
der 4-d-Schalen sind und entsprechend Os, Ir, Pt (5-d-Schale). 
Bei allen diesen ist v kleiner als bei Fe, Co, Ni. 

Tabelle 27. Nach [88a]. 

Metall Ti V Cr Mn I Fe Co I Ni Ru I Rh Pd lOs Ir I Pt 

v 1,1 1,2 1,3 1,5 11,6 1,812,0 1,1 11,3 1,411,0 1,1 11,2 

über die Größe des Austauschintegrals A läßt sich noch eine 
weitere qualitative Aussage machen. Wie wir oben gezeigt haben, 
wächst A mit wachsendem v. Wenn v aber sehr groß wird, muß 
A wieder abnehmen, denn bei Atomen, die sehr weit voneinander 
entfernt sind, überdecken sich die Eigenfunktionen überhaupt 
nicht. Daher wird A zunächst mit wachsendem v wachsen, nach 
überschreiten eines maximalen Wertes aber wieder abnehmen. 
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Ein Maß für die Größe von A ist die CURIE-Temperatur Tc, das 
ist die Temperatur, bei welcher das Metall vom ferromagnetischen 
in den paramagnetischen Zustand übergeht. Wir werden die 
Temperaturabhängigkeitdes Ferromagnetismus weiter unten aus
führlich behandeln. Rein qualitativ läßt sich aber immer sagen, daß 

kTc""""A 
sein muß, denn dann ist die Wärmeenergie des Metalls so groß, 
daß sie die ferromagnetische "Bindung" zerstören kann. Die 
meisten CURIE-Temperaturen liegen zwischen 100° C und 1000° C 
(Fe 770° C, Co 1075° C, Ni 360° C), d. h. A muß zwischen 1/100 
und 1/10 e -Volt liegen. Das ist gerade die Größenordnung, 
die wir für die Wechselwirkung der Elektronen der höchsten 
inneren Schale erwarten dürfen, da ja die Wechselwirkungsenergie 
der Valenzelektronen von der Größenordnung 1 e-Volt ist. Mehr 
als qualitative theoretische Angaben sind aber gegenwärtig nicht 
möglich. 

Neben den in Tabelle 27 aufgeführten Metallen haben noch 
die Metalle der seltenen Erden besonders große v-Werte, von denen 
fast alle noch größer als die v-Werte von Fe, Co und Ni sind. Hier 
werden wir annehmen, daß v so groß ist, daß A mit wachsendem 
v schon abnimmt. Daher müssen die seltenen Erden, falls sie 
überhaupt ferromagnetisch sind; sehr tiefe CURIE-Punkte haben 
(vermutlich nahe am absoluten Nullpunkt). Ein verhältnismäßig 
hoher CURIE-Punkt, nämlich T" """" 20° C, wurde bei Gadolinium 
gefunden [203]. 

Die Metalle Cr und Mn, die im periodischen System vor Fe 
stehen, sind zwar nicht ferromagnetisch, aber dafür stark para
magnetisch (§ 27). Es gibt jedoch sehr viele Legierungen dieser 
Metalle, die ferromagnetisch sind. Das bekannteste Beispiel sind 
die HEUSLERBchen Legierungen (Mn, Cu mit einem dritten Metall). 
In diesem Fall ist allerdings noch unklar, ob der Ferromagnetismus 
nur dem Mn oder auch dem Cu zuzuschreiben ist. Cu hat eine auf
gefüllte 3-d-Schale (es steht nach Ni im periodischen System) und 
ein 4 - 8-Elektron. Mn hat im atomaren Zustand hingegen fünf 
3 - d-Elektronen (also fünf freie Plätze in der 3 - d-Schale) und ein 
4-8-Elektron. Im metallischen Zustand ist das Energieband der 
4 - 8-Elektronen sicher breit gegen das Band der 3 - d-Elektronen. 
Außerdem müssen sich beide Bänder stark überdecken, so daß die 
Grenzenergie im gemeinsamen Gebiet liegt, weil sonst alle Elek
tronen im 3-d-Band wären (vgl. § 30 und Abb.60, S.332). Auch 
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bei Cu überdecken sich 3- d- und 4- s-Band, jedoch nicht so stark 
wie bei Mn, so daß hier die Grenzenergie nur im 4- s-Band liegt 
und die 3-d-Schale abgeschlossen ist. Bringen wir jetzt Cu zu 
Mn, so werden die 4-s-Elektronen und ein Teil der 3-d-Elektronen 
des Kupfers in das 3-d-Band des Mn gehen und versuchen, dieses 
aufzufüllen. Dadurch wird die 3-d-Schale von Cu zum Teil abge
baut, so daß auch bei Cu die erste Bedingung für Ferromagnetismus, 
nicht abgeschlossene innere Schale, erfüllt ist. Andererseits ist 
der Radius der 3-d-Schale bei Cu kleiner als bei Mn, so daß das 
Verhältnis v für die ins Mn-Gitter eingebauten Cu-Atome größer 
(günstiger) als für die Mn-Atome ist. 

Gesamtenergie. Wir interessieren uns hier für denjenigen Teil 
der Gesamtenergie des Metalls, der mit den ferromagnetischen 
Eigenschaften verknüpft ist. Bei einem ferromagnetischen Metall 
hat der energetisch tiefste Zustand ein magnetisches Moment. 
In diesem tiefsten Zustand ist das Metall natürlich nur am abso
luten Nullpunkt. Mit wachsender Temperatur werden energetisch 
höhere Zustände angeregt und das magnetische Moment wird 
kleiner. Wir wollen zunächst den Zusammenhang zwischen Energie 
und Moment herstellen und dann die Temperaturabhängigkeit der 
Momente berechnen. 

Die Austauschenergie ist derjenige Teil der Gesamtenergie, 
der im Zusammenhang mit dem magnetischen Moment steht. 
Wir haben schon oben mitgeteilt, daß ihre exakte Berechnung 
mit sehr großen Schwierigkeiten verknüpft ist. Wir machen daher 
folgende vereinfachende Annahme. Ein Atom soll nur mit seinen 
nächsten Nachbarn in Wechselwirkung stehen, deren Anzahl Z 
sei. Diese Annahme ist sicher gut erfüllt, weil die Austauschkräfte 
in größerer Entfernung exponentiell abnehmen. Sodann nehmen 
wir an, daß die Wechselwirkung zweier Nachbaratome in gleicher 
Weise vor sich gehe, wie bei dem in § 24, (6a), (6b) behandelten 
Zweikörperproblem, d. h., daß zwei Elektronen mit parallelem 
Spin den Beitrag A, mit antiparallelem Spin den Beitrag -A zur 
Energie liefern 1. Diese Annahme ist sicher nicht so gut erfüllt 

1 Bei dem auf S. 291 benützten Modell liefern Elektronen mit anti· 
parallelem Spin überhaupt keinen Beitrag zur Austauschenergie. Der 
Unterschied rührt daher, daß im gegenwärtigen Fall Elektronen mit anti· 
parallelem Spin in verschiedenen, einfach besetzten Quantenzuständen 
sitzen. Dies widerspricht den Voraussetzungen, die wir auf S. 291, Fuß~ 
note 1, bei dem dort benützten Modell gemacht haben. 
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wie die erste Annahme, denn ähnlich wie es bei der Berechnung 
der Energieaufspaltung eines Elektronenterms (§ 4 A) bei einem 
N-Körperproblem im ganzen N Energiewerte zwischen -A und A 
gab [vgl. GI. (7), § 4], wird es auch hier Werte zwischen -A und 
A geben. Trotzdem wird unsere Annahme am allgemeinen Ver
halten der Energie in Abhängigkeit von der Magnetisierung nicht 
viel ändern, sondern wahrscheinlich im wesentlichen nur bewirken, 
daß A durch einen etwas anderen Zahlenwert zu ersetzen ist. 

Die Spins der einzelnen Elektronen können sich bekanntlich 
nur parallel oder antiparallel zu einem äußeren Magnetfeld ein
stellen. Sei N+ die Zahl der Elektronen mit parallelem und N
die Zahl mit antiparallelem Spin. (Wir werden die SpinsteIlungen 
mit + bzw. - bezeichnen.) Dann ist 

N =N+ +N- (1) 

die Gesamtzahl der Elektronen und 
p,M =p, (N+-N-) (2) 

ihr resultierendes magnetisches Moment. Ferner hat ein Atom 

mit Z Nachbarn im Mittel z;+ Nachbarn mit +-Spin und z;
Nachbarn mit --Spin. Ein Elektron mit +-Spin hat mit jedem 
Nachbarelektron mit + -Spin die Wechselwirkungsenergie - A 
und mit jedem Nachbarn mit --Spin die Wechselwirkungsenergie 
+ A. Insgesamt ergibt das den Beitrag 

Z 
-A N (N+-N-). (3) 

Da es im ganzen N+ -Elektronen mit +-Spin gibt, ist der Gesamt
beitrag dieser Elektronen das N+ -fache von (3). Dabei wird aber 
jedes Elektron Z-fach gezählt, so daß wir noch mit Z dividieren 
müssen und als Gesamtbeitrag der N+ -Elektronen zur Energie 

N+ 
-AN(N+-N-) 

erhalten. Entsprechend wird der Beitrag der N--Elektronen 
N-

-A N (N--N+). 

Die gesamte, vom magnetischen Moment abhängige Energie Em 
ergibt sich durch Addition dieser beiden Ausdrücke. Unter Ver
wendung von (2) erhalten wir 

A AM2 
Em =- N (N+-N-)2=-li-' (4) 

Die Austauschenergie ist somit proportional zum Quadrat des 
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magnetischen Moments. Bei Anwesenheit eines äußeren Magnet
feldes H kommt hierzu noch die magnetische Energie -fJH M, so 
daß die Gesamtenergie dann 

AM2 
E(M) =--N-fJHM (4a) 

ist. Bei der Berechnung der Temperaturabhängigkeit brauchen 
wir außer der Gesamtenergie auch noch das statistische Gewicht 
g(M) eines Zustandes mit bestimmtem magnetischem Moment fJM. 
Das statistische Gewicht ist gleich der Zahl der Möglichkeiten mit 
der man die N-Elektronenspins so in zwei Teile teilen kann, daß 
N+ -ElektroneJ\ +-Spin haben [also nach (1) N- -Elektronen 

--Spin]. Bekanntlich ist dies auf (;t) verschiedene Weisen mög

lich. Das statistische Gewicht des Zustandes mit dem magnetischen 
Moment fJM wird also, weil nach (1) und (2) 2N+ = N + Mist, 

g (M) = ( N f "l[ ) . (5) 

Temperaturahhängigkeit. Die Wahrscheinlichkeit dafür, daß das 
Metall die Gesamtenergie E (M) hat, ist proportional zu 

E(M) 

g(M)e- kT (6) 

Das mittlere, magnetische Moment bei einer bestimmten Tem
peratur erhält man durch Mittelung über alle möglichen Zu-' 
stände (6). Anstatt dessen können wir unter der Annahme, daß 
(6) ein ausgeprägtes Maximum bei einem bestimmten M =Mo 
hat, das mittlere Moment fJM mit dem wahrscheinlichsten fJMo 
identifizieren. Die Bedingung, daß (6) ein Maximum hat, lautet 
unter Beachtung, daß die Zahl M =N+-N- sich jeweils um 2 
ändert: E(M.) 

g(Mo)e--~ =g(M~+2)e 
E(M.+2) 

kT 
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ist, erhält man 

wobei 
eX _ e- X 

~gx=--
eX + e- X 

ist. Die Magnetisierung J = p,Mo ist dann 

~ =~g(tT (H+H')), Jo=p,N 
mit 

H ' _ 2 A J _ J 2 A J ft H' oder -- N ft2 - Jo -,;-, Jo - 2 A . 
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(7) 

(7a) 

Eine Formel von genau dieser Art mit H' = 0 wird für paramagne
tische Gase erhalten. In unserem Fall ist die Magnetisierung genau 
so groß wie bei einem paramagnetischem Gas, wenn außer dem 
äußeren Feld H noch ein "inneres Feld" H', das zur Magnetisie
rung J proportional ist, auftritt [31] . .Tu ist die Sättigungsmagneti
sierung für T = o. 

Das Metall ist bei denjenigen Temperaturen im ferromagne
tischen Zustand, bei welchen ohne äußeres Feld eine von Null 
verschiedene Magnetisierung J herrscht. Für diese Temperaturen 
müssen also mit H = 0 die GI. (7) und (7 a) bei reellem J befrie
digt werden können. Um die Bedingungen hierfür näher zu unter
suchen, schreiben wir zur Abkürzung 

ftH' 
x =---pjl. 

Wir müssen dann die Gleichung [vgl. (7) und (7a)] 
kT 

~gx= 2A x 

für reelle Werte von x lösen. Da für alle reellen x-Werte I x I> I tg h x I 
ist und außerdem 0 < I tg h x I < I, muß k T< 2 A sein. Der CURIE
Punkt ist daher durch 

(8) 

gegeben, wie wir schon anfangs vermutet hatten. Für Tempe
raturen über dem CURIE-Punkt, T> Tc, wird das Argument des 
tg h in (7) kleiner als Eins. Wegen tg h x....., x für x< 1 wird dann 
aus (7) und mit (8): 

(9) 
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Wir müssen hier ausdrücklich darauf hinweisen, daß (9) nur gültig 
ist, wenn ein Atom höchstens ein BOHRSChes Magneton zur Magneti
sierung beiträgt (vgl. § 27, S.317). 

Tiefe Temperaturen [73]. Bei tiefen Temperaturen sind beinahe 
alle Spins zueinander parallel. In diesem Fall kann man die Ge
samtenergie und die Temperaturabhängigkeit in einer besseren 
Näherung als oben (7) berechnen. Es sei eo die Gesamtenergie 
des Metalls, wenn alle Spins parallel, etwa in der +-Richtung, 
sind. Wenn wir jetzt einen Spin in die --Richtung umklappen, 
so wird die Energie erhöht, und zwar bei dem in § 24 behandelten 
Zweikörperproblem um 2 A. Von hier aus hatten wir oben bei 
Z Nachbarn auf eine Z-fache Erhöhung der Energie approximiert, 
dabei aber darauf hingewiesen, daß dies eigentlich der Maximal
wert der Energieerhöhung sein soll. Bei einem Kristall von 
N-Atomen sollte es im ganzen N verschiedene Energiewerte geben. 
Das Problem hat eine gewisse Ähnlichkeit mit der Berechnung 
der Energiezustände eines Elektrons in einem Kristall von 
N Atomen. Wenn wir diese nach § 4 A berechnen, so ergeben 
sich im Falle eines Zweikörperproblems zwei Energiestufen, die 
sich um die Energie 2 A unterscheiden, genau wie bei unserem 
Spinproblem. Eine Berechnung, die wir hier nicht wiedergeben, 
zeigt nun, daß die Energieerhöhung e genau in der gleichen Form 
geschrieben werden kann, wie die Energieaufspaltung eines Elek
tronenniveaus in einem Metall [§ 4, (7)]. Unter Einführung einer 
Spinwellenzahl wird dann die Energiedifferenz e vom Grundzu
stand, bei einem einfachen kubischen Gitter mit der Gitterkon
stante a, durch die Formel 

e = 2A (3 + cos kza + cos k1l a + cos kza) (10) 
dargestellt. Die Wellenzahl kann wie in § 3, (6) N verschiedene 
Werte annehmen. Der maximale Wert von e ist nach (10) 2 A. 6 = 
12 A, in übereinstimmung damit, daß jedes Atom in einem 
kubischen Kristall 6 Nachbarn hat. Formel (10) ist vollkommen 
exakt gültig. Wenn nicht ein Spin, sondern r Spins in die --Rich
tung umgeklappt sind, werden sich die Beiträge der Energie
erhöhungen der einzelnen Spins so lange linear überlagern, so lange 
sich die umgeklappten Spins nicht beeinflussen. Das ist dann 
der Fall, wenn die Zahl r so klein ist, daß die Spins der Nachbar
atome eines Atoms mit umgeklapptem Spin nicht umgeklappt sind. 
So lange dies erfüllt ist, bleibt unsere gegenwärtige Näherung 
streng gültig. 
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Wir können die weiteren überlegungen mit einer Methode 
behandeln, die durch die formale übereinstimmung der Energie
erhöhung durch Umklappen eines +-Spins (das heißt durch die 
Erzeugung eines --Spins) mit der Energie eines Elektrons ver
anlaßt wird. Anstatt von der Energieerhöhung durch Umklappen 
eines Spins zu sprechen, werden wir einfach von der Energie eines 
--Spins sprechen, genau wie von der Energie eines Elektrons. 
Die Gesamtenergie aller --Spins ist bis auf eine additive Kon
stante identisch mit der Gesamtenergie des Metalls. Eine additive 
Konstante ist für uns aber belanglos. Wir haben jetzt die Gesamt
zahl aller--Spins zu untersuchen, ähnlich wie wir in § 5 die Ge
samtheit aller Elektronen studiert haben. Ein --Spin wird ähnlich 
wie ein Elektron mit einer bestimmten Geschwindigkeit durch den 
Kristall wandern. Ebenso wie von Elektronenwellen können wir 
daher von Spinwellen reden. Die Energie einer Spinwelle ist durch 
(10) bestimmt. Bei tiefen Temperaturen haben die Spinwellen 
kleine Energien, so daß wir die Cosinusse in GI. (10) entwickeln 
können. Wir erhalten dann 

8 = A a2 (k! + k; + k;) = A a2 k2 • (11) 

Zwischen Spinwellen und Elektronenwellen gibt es zwei wesent
liche Unterschiede: 

1. Die Zahl der Spinwellen (--Spins) ist nicht konstant. 
2. Die Spinwellen genügen nicht dem PAuLI-Prinzip, d. h. be

liebig viele Spinwellen können die gleiche Wellenzahl haben. 
Aus diesen beiden Punkten ergibt sich, daß die Spinwellen 

(Spins) statistisch genau so wie Lichtquanten zu behandeln sind, 
denn diese erfüllen ebenfalls die oben stehenden beiden Punkte. 
Somit ist die Wahrscheinlichkeit, daß bei der Temperatur Teine 
Spinwelle mit der Energie 8 angeregt ist, gegeben durch 1 

1 
• 

ekT -1 

Die Anzahl der Zustände im Volumenelement dTf des I-Raums 
ist nach § 3, (6a) 

R 
(2n)8 d.!. 

Dabei ist 
R=a3 N 

1 Ableitung im Anhang 4. k ist die BOLTZMANN-Konstante, im Gegen
satz zur VVellenzahl k. 
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das Volumen des Kristalls. Die Anzahl der Spinwellen im Volumen
element d Tf bei der Temperatur T ist somit 

N(2Gn Y ~dTf 
ekT -1 

Die Gesamtzahl N- der Spinwellen ergibt -sich. hieraus durch 
Integration 

N- =N( 2Gn YJ -':"Tf . 

ekT -1 

(12) 

Die Integrationsgrenzen können wir von lc=O bis lc= co 
erstrecken, da für tiefe Temperaturen der Beitrag großer Energien, 
d. h. großer lc-Werte, infolge des exponentiellen Verhaltens des 
Nenners verschwindend klein wird. Wir setzen (ll) in (12) ein 
und erhalten nach Integration über die Winkel, die dTf in 4 nlc2dk 
überführt: 

"" <XI 

N-=41tN(~)Sf k2 dk =~_(kT)S!2f x2 dx 
2n Ak'a' 2n2 A e:l:'-I' 

e kT -1 
o 0 

Der Wert des Integrals über x ist -- 1,3, so daß 

N- = 1,3 N (k T )3/2 (1280) 
2n2 A 

wird. Aus der Gesamtzahl der Spinwellen, d. h. der --Spins, 
erhalten wir sofort das gesamte magnetische Moment, das nach 
(1) und (2) 

I'M =1' (N -2N-) 
ist, also nach (1280) 

J = M = N (1- (~)3/2) I' ~ Tl" (13) 

oder 

(13a.) 

wobei 

kTl' = (~~2r'3A--4A 
ist. Wenn wir das Gesetz (13) bis zu hohen Temperaturen extra
polieren, ist Tl' der CumE-Punkt. 

Diskussion der Temperaturabkängigkeit. Wir beginnen mit 
tiefen Temperaturen, d. h. mit Formel (1380). Diese Formel gibt 
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das Verhältnis der Sättigungsmagnetisierung J bei einer Tempe
ratur T zur Sättigungsmagnetisierung Jo für T=O. (13a) ist 
für tiefe Temperaturen kein Näherungsgesetz, sondern ein exaktes 
Gesetz, weil unsere Voraussetzungen, die zu (13a) führten, bei 
tiefen TemperatUi"en exakte 
Gültigkeit haben. Eine Prü
fung an Eisen in einem Tem
peraturintervall zwischen 
200 abs. 2900 abs. ergab eine t 
ausgezeichnete Bestätigung 1 
des PS/2-Gesetzes (13a). Ab
bildung 56 zeigt die Meßer
gebnisse [177]. Dabei ist J 
als Funktion von PS/2 auf
getragen. Alle Meßpunkte 

t&7° 11, ""~!J(Jo I 

r"" "-
It%> 

o 10 &7 

I 
I 

I 
I 

I ! 
I 

" "'x 
I 

" 'mo x, 
"', 

JO 50·tot 6() 

rI-
liegen innerhalb der Meßge- Abb. 56. Die Sättigungsmagnetisierung I als 

Funktion von pa/' nach [177]. 
nauigkeit auf einer Geraden. 

Wir kommen jetzt zur Besprechung unseres Gesetzes (7), das 
im Gegensatz zu (13a) Gültigkeit im ganzen Temperaturintervall 
bis zum CURIE-Punkt hat, dafür 

1,{J(} ----x-----. 
"\ 

aber nur ein Näherungsgesetz ist. 
Aus (7) und (7a) folgt sofort, 
daß der Zusammenhang zwischen 

den beiden Größen ~o und ~c un
abhängig vom betreffenden Metall t ({SO 

sein muß. Das wird, wie wir an i 
Hand von Abb. 57 zeigen, sehr 

\ 
xre 

~ oCo 

'5 -Ni 

\ gut bestätigt. Dort ist ~ für 
o 

Fe, Co und Ni als Funktion von 
T 0 425 ({SO ({75 
Tc aufgetragen. Die Meßpunkte i-
der verschiedenen Metalle liegen Abb.57. I/I. als Funktion von T/T, .. 
auf einer vollständig glatten -- theoretisch [109]. 

Kurve. Diese ist außerdem in 
guter Übereinstimmung mit der aus (7) und (7a) folgenden theo
retischen Kurve. Die Abweichungen bei tiefen Temperaturen, 
wo das Gesetz (13a) gültig ist!, liegen außerhalb der Genauig
keit der Figur. 

1 GI. (7) geht für tiefe Temperaturen nicht in (13a) über. 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 20 
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Für Temperaturen T> 1:, gilt das CURIE-WEISSsche Gesetz (9). 
Danach ist die Magnetisierung Null für H =0, d. h. das Metall 
ist jetzt paramagnetisch. Die Temperaturabhängigkeit (9) wird 
sehr gut bestätigt. 

Sättigungsmagnetisierung. Die Sättigungsmagnetisierung Jo für 
T = 0 ist nach (7) Jo = pN, falls jedes Atom ein BOHRsches Ma
gneton zur Gesamtmagnetisierung beiträgt. Allgemeiner ist daher 

Jo= SpN, 

falls S die Zahl der BOHRschen Magnetonen pro Atom ist. Im 
atomaren Zustand fehlen in der 3-tl-Schale bei Fe vier, bei Co 
drei und bei Ni zwei Elektronen. Bei einer elementaren über
legung würde man daher als Sättigungsmagnetisierung 4 (Fe), 
3 (Co) und 2 (Ni) BOHRsche Magnetonen pro Atom erwarten. 
Tatsächlich aber findet man 2,2 (Fe), 1,8 (Co) und 0,6 (Ni) BOHR
sehe Magnetonen, also nicht eine ganze Zahl pro Atom. Man ist 
daher zur Annahme gezwungen, daß nicht alle Atome den gleichen 
Beitrag zu Jo liefern, daß also nicht alle Atome im gleichen Zustand 
sind [BI]. Diese Auffassung wird ganz selbstverständlich, wenn 
wir nicht von der Näherung von seiten freier Atome ausgehen, 
die wir nur in diesem Paragraphen gewählt haben, weil sie eine 
besonders einfache Behandlung der Elektronenwechselwirkung 
gestattet. In unserer üblichen Behandlungsweise müssen wir die 
Verteilung der Elektronen auf das 4-s-Band und auf das3-tl-Band 
betrachten. Da das 3-d-Band nicht abgeschlossen ist, muß es sich 
so stark mit dem 4-s-Band überdecken, daß die Grenzenergie in 
dem beiden Bändern gemeinsamen Gebiet liegt. In diesem Fall liegt 
aber gar keine Veranlassung dazu vor, anzunehmen, daß die Zahl 
der freien Plätze im tl-Band ganzzahlig pro Atom sein muß. Bei 
Ni bedeutet dies in der Näherung dieses Paragraphen, daß das 
Metall aus einem Gemisch von Atomen mit abgeschlossenen und 
nichtabgeschlossenen tl-Schalen besteht (vgl. § 27, S.317). 

§ 26. Die Magnetisierungskurve. 

tJberblick. In § 25 zeigten wir, wie die Austauschkräfte bewirken 
können, daß der magnetische Zustand eine kleinere Energie hat 
als der unmagnetische. Die Energiedifferenz beider Zustände hat 

pro Elektron die Größe k1:,""" l~ bis l~ e-Volt. Wir werden diese 

Energie für unsere Zwecke durch die magnetische Energie eines 
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Elektrons in einem Felde He ausdrücken: 

kTe=p,He, 
woraus 
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(1) 

folgt. Von dieser Stärke müssen äußere Felder sein, wenn die 
für irgendeine bestimmte Temperatur berechnete Sättigungs
magnetisierung J überschritten werden soll. 

Nun gibt es aber bei allen ferromagnetischen Metallen bei 
schwachen Feldern eine Reihe von Erscheinungen, die durch unsere 
bisherige Theorie noch nicht erklärt werden. Hierher gehören alle 
Fragen, die mit dem Verlauf der Magnetisierungskurve zusammen
hängen. Nach unserem Modell sollten alle ferromagnetischen Metalle 
ohne äußeres Feld schon bis zur Sättigung magnetisiert sein. Tat
sächlich ist dazu aber ein äußeres Feld von der Größenordnung 
1000 Gauß nötig. Die Energie, die diesem Feld entspricht, ist 
ungefähr lOoomal kleiner als die Austauschenergie. Wir dürfen 
daher erwarten, daß nur kleine Zusatzkräfte nötig sind, um den 
Verlauf der Magnetisierungskurve zu erklären. Es scheint zunächst 
sehr eigenartig, daß durch so kleine Kräfte so auffällige Effekte 
hervorgerufen werden können. Das rührt, wie wir zeigen werden, 
daher, daß zwei Zustände, die sich magnetisch ganz verschieden 
verhalten, eine sehr geringe Energiedifferenz haben können. Wir 
denken uns z. B. einen stabförmigen Kristall, dessen Spins alle 
parallel sind. Diesen Kristall wollen wir in der Mitte zerschneiden, 
so daß beide Teile das gleiche magnetische Moment haben und 
dann so zusammensetzen, daß die Momente entgegengesetzte Rich
tung haben. Es sind dann z. B. im ersten Teil alle Spins nach links 
gerichtet und im zweiten nach rechts. Das resultierende Moment 
ist jetzt Null. Die Austauschenergie hat sich aber nur sehr wenig 
geändert. Nur auf der Schnittfläche ändert sich die Energie pro 
Elektron um 2 A. Die Energie aller anderen Elektronen bleibt 
unverändert. 

Um uns über die Natur der Zusatzkräfte zu orientieren, über
legen wir uns zunächst wieder die Verhältnisse bei einem Zwei
elektronenproblem. Wir denken z. B. an das Heliumspektrum. 
Infolge der Austauschkräfte spaltet, wie wir gezeigt haben, jedes 
Energieniveau in zwei auf, deren Energiedifferenz 2 A ist. Beim 
einen stehen die Spins parallel, beim anderen antiparalleI. Das 
erstere besteht aus drei verschiedenen Zuständen, die dadurch 

20* 
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charakterisiert sind, daß die Projektion der Gesamtspins 1 auf 
eine bestimmte Richtung 1,0 oder-1 sein kann. Diese drei Terme 
fallen in unserer gegenwärtigen Näherung zusammen. Berück
sichtigen wir aber noch die magnetische Wechselwirkung der Spins 
untereinander und zwischen Spin und Bahn, so spaltet das frag
liche Energieniveau in drei Terme auf, wodurch die Feinstruktur 
im Spektrum erzeugt wird. Ähnlich werden wir auch die im Zu
sammenhang mit der Magnetisierungskurve stehenden Erschei
nungen als eine Art Feinstruktur zu deuten haben. 

Folgende Tatsachen haben wir zu klären: 
I. Die Magnetisierung eines Einkristalls ist ohne äußeres Feld 

immer Null. Zur Sättigungsmagnetisierung sind Felder von der 
Größenordnung 103-104 Gauß nötig. 

2. Die Magnetisierungsenergie in einem Einkristall hängt von 
der Richtung des Feldes zu den kristallographischen Achsen ab. 
Unter Magnetisierungsenergie versteht man dabei 

Js 
U=! HdJ, (2) 

o 
wobei Js die Sättigungsmagnetisierung ist, die von der Tempera
tur abhängt, nicht aber von der Richtung im Kristall. 

Daneben sind auch noch Remanenz und Koerzitivkraft zu 
deuten. Beide verschwinden aber für Einkristalle, sie können 
also nur Eigenschaften der unvollkommenen Kristalle sein. 

Die Deutung von 1. und 2. gelingt durch zwei einfache Hypo
thesen, die wir im folgenden auch theoretisch stützen werden. 

I. Der Kristall zerfällt in einzelne kleine Gebiete, die immer 
bis zur Sättigung (für die jeweilige Temperatur) magnetisiert sind. 
Ohne äußeres Feld sind diese Elememargebiete so angeordnet, daß 
das makroskopische Moment verschwindet. 

H. Zu der in § 25 berechneten Energie des Kristalls ist noch 
eine Anisotropieenergie zu addieren, die aber ungefähr 1O'3maI 
kleiner ist als die Austauschenergie. 

Die Anisotropieenergie [93]. Analog wie in unseren obigen 
Betrachtungen über die Feinstruktur müssen wir jetzt neben den 
elektrischen Kräften auch noch die magnetischen einführen. Es 
handelt sich dabei um die Wechselwirkung der Spins untereinander 
und der Spinmomente mit den Bahnmomenten. Die Symmetrie 
der Eigenfunktionen (Bahnmomente) ist wesentlich durch dip 

I 
1 Jedes Elektron hat den Spin 2' der Gesamtspin ist also 1. 
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Kristallsymmetrie bestimmt. Daraus folgt sofort, daß die magne
tische Energie ebenfalls durch die Kristallsymmetrie bestimmt ist. 
Wir müssen noch zeigen, daß die Energien die richtige Größen
ordnung haben. Die Wechselwirkungsenergie zwischen Spin und 
Bahn hat die gleiche Größenordnung wie die Feinstrukturauf
spaltung der Terme eines freien Atoms, nämlich - ± 10-14 erg 
(- 100 cm-1 Aufspaltung). Wenn man die Beiträge aller Elektronen 
eines Elementargebietes summiert, erhält man aber Null, denn die 
Spins sind alle gleichgerichtet, während die Bahnmomente auf
einanderfolgender Atome antiparallel stehen 1. Man muß daher 
zur zweiten Näherung übergehen, in der die Feinstrukturaufspaltung 
quadratisch auftritt, so daß sich die absoluten Beiträge aller Atome 
addieren. Aus der quantenmechanischen Störungsrechnung ergibt 
sich für die Wechselwirkungsenergie in zweiter Näherung 

U2 

U=N-t1 i· 
N = Zahl der Elektronen, U 0 = Feinstrukturaufspaltung '" ± 10-14 

erg, L1 E = Abstand des nächsten Terms - 10-12 erg. Damit wird 
U ,...,.,N . 10-16 erg , 

oder, in Gauß ausgedrückt, 
U"""lO" Gauß, 

wie es der, mit Hilfe von (2) aus den Meßdaten erhaltenen Größen
ordnung entspricht. Neben der Spin-Bahn-Wechselwirkungkommt 
auch noch die Spin-Spin-Wechselwirkung in Betracht. In Gauß 
ausgedrückt entspricht sie dem Feld eines Magnetons am Ort 
eines benachbarten, also im Gitterabstand a: 

': ,...,., 103 Gauß. a -

Diese Wechselwirkung ist somit etwas kleiner als die oben be
sprochene und daher nicht so wesentlich. 

Wir haben nun die Ursachen der Anisotropieenergie geklärt. 
Ihre allgemeine Form in Abhängigkeit von den Winkeln zu den 
Kristallachsen ist durch die Kristallsymmetrie vorgeschrieben [90, 
125]. Bei einem hexagonalen Kristall (Co), der e~ne ausgezeich
nete Achse hat, wird 

U = Csin2 D + C'sin4 D + ... , (3) 

1 Das folgt aus dem gyromagnetischen Effekt, der zeigt, daß nur die 
Spinmomente, nicht aber die Bahnmomente für den Ferromagnetismus 
verantwortlich sind. 
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.0 ist der Winkel zwischen der Magnetisierung und der Kristallachse. 
Ungerade Potenzen von sin .0 können nicht auftreten, weil dies 
der Kristallsymmetrie widerspricht, nach der +.0 mit -.0 gleich
berechtigt ist. Man wird annehmen, daß 10 I:> I 0' I ist, was auch in 
übereinstimmung mit der Erfahrung ist. 

Bei kubischen Metallen, wo drei gleichberechtigte Achsen vor
handen sind, ist das quadratische Glied unabhängig von der 
Richtung, denn es ist 

!X~+oci+Ot~=l, 
wo !Xi die Richtungskosinuse der Magnetisierungsrichtung sind. 
Daher liefert dieses Glied keinen Beitrag zur Anisotropieenergie 
und es wird 

u = C (Ott + Ot~ +~) + c' Ot~Ot~Ot~ +... (4) 
Das Verschwinden der quadratischen Glieder hat zur Folge, daß bei 
unserer obigen Abschätzung von U auch die zweite Näherung keinen 
Be,.;rag liefert. Bei kubischen Kristallen muß U also kleiner sein, 
als z. B. bei hexagonalen. Tatsächlich findet man das auch. So 
ist für Eisen (kubisch) U = 600 Gauß, für Kobalt (hexagonal) 
aber U = 104 Gauß. 

Die Elementargebiete [114]. Nach dem Obenstehenden ist die 
Energie jedes Elementargebietes ein Minimum, wenn seine Magne
tisierung in eine ausgezeichnete Kristallrichtung zeigt. Wenn der 
Makrozustand des Kristalls unmagnetisch ist, werden die Elementar
gebiete daher in diesen Richtungen liegen. An der Grenze zwischen 
zwei Elementargebieten springt die Magnetisierungsrichtung von 
einer ausgezeichneten Richtung in eine andere. Wir wollen die 
Struktur der Grenzschicht untersuchen. Der Einfachheit halber 
betrachten wir einen Kristall mit nur einer ausgezeichneten Achse, 
so daß die Magnetisierungsrichtungen der beiden Elementar
gebiete antiparallel zueinander sind. In der Grenzschicht dreht 
sich der Magnetisierungsvektor um 180°. Nach (3) ist in diesem 
Gebiet die Energie höher als im Innem der Elementargebiete. 
Die Energieerhöhung durch die Anisotropieenergie ist! 

-- 1 
LI El = Osin2ß·N = -2 0 N. 

o ist hier auf ein Elektron bezogen und hat die Größenordnung 
104 Gauß. N ist die Zahl der Elektronen der Grenzschicht. Sei 

1 Überstreichen bedeutet Mitteln über alle Richtungen der Magneti
sierung. 
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F die Oberfläche eines Elementargebietes und d die Dicke der Grenz. 
Pd 

schicht, so ist N = - also a3 , 

OPd 
Ll EI "'as' 

Für beliebig kleine Dicke ·d wird Ll EI beliebig klein. 

(5) 

Es gibt noch eine zweite Randenergie, die im Gegensatz zu (5) 
für sehr große Dicke d klein wird, das ist die Austauschenergie. 
Bestände eine scharfe Grenze zwischen den beiden Gebieten, so 
würde an der Oberfläche jeder +-Spin an einen --Spin grenzen. 
Die Energieerhöhung pro Atom der Oberfläche wäre 2 A, und da 

die Oberfläche ~ Atome enthält, würde die gesamte Energie der a 
Grenzschicht 

LlE2 = 2A~. 
a 

Tatsächlich hat die Grenzschicht die Dicke d> a und wir können 
die Austauschenergie nach § 25, (4) berechnen. Es sei ß IDl das 
magnetische Moment einer einatomaren Schicht (mit der Ober
fläche F) innerhalb eines Elementargebietes. Die Richtung von IDl 
dreht sich in der Grenzschicht um 180°. Unter ß IDl' verstehen 
wir die Mittel der magnetischen Momente dreier aufeinander
folgender einatomarer Schichten. Da bei der Berechnung der 
gesamten Austauschenergie nach § 25 nur die Wechselwirkung 
benachbarter Atome berücksichtigt wird, ist die Energie der 
mittleren Schicht - A M'2j N, wo bei M' < Mist. M' - M kann 
als Zahl der Spins aufgefaßt werden, die beim Fortschreiten um 
die Strecke a umklappen. Die Energie der Grenzschicht, d. h. 
die Energiedifferenz zwischen Grenzschicht und einer gleich großen 
Schicht innerhalb eines Elementargebietes ist also 

LlE -~ ~(M2_M'2) 
2- N~ , 

wo die Summe über die ganze Grenzschicht geht. Da in der ganzen 
Grenzschicht gerade so viel Spins gedreht werden sollen, wie die 

Fläche F Atome enthält, nämlich ~ (dann hat sich ja die Magne-
a 

tisierungsrichtung um 180° gedreht), ist 

Mit N = -~: wird 

~ (M2_M'2) '" (f2)2. 

a3 (P)2 AP 
LlE2 "'A pd ,U2 = ad' (6) 
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Die Energie der Grenzschicht, LI EI + LI E2, ist in Abhängigkeit von 
der Dicke d dann ein Minimum, wenn [vgl. (5) und (6)] 

d--a~ 
ist. Nach (1) ist A -- 106-107 Gauß, während die Anisotropie
energie 0, wie wir oben festgestellt haben, """" 104 Gauß beträgt. 
Die Dicke der Grenzschicht wird daher etwa 30 Atomabstände 
betragen. 

Die Energie der Grenzschicht wird nun, wenn wir den obigen 
Wert für d in (5) und (6) einsetzen: 

LI EI +LI E2 """"2 ~ VA O. 

Sie ist proportional zur Oberfläche F, aber unabhängig von 
der Form der Oberfläche. Diese ist dadurch bestimmt, daß die 
magnetische Energie der Elementargebiete möglichst klein sein 
soll. An der Grenzfläche zwischen zwei Gebieten entsteht ein 
entmagnetisierendes Feld, das die Energie erhöht. Nach der 
makroskopischen Theorie des Magnetismus ist dieses sehr klein 
für langgestreckte Magnete. Die Elementargebiete sind somit 
langgestreckte Gebiete, die in der Richtung einer ausgezeichneten 
Achse magnetisiert sind. 

Die Magnetisierung von Einkristallen [90, 112, 125]. Legt man 
an einen Einkristall in Richtung einer ausgezeichneten Achse ein 
Magnetfeld, so werden sich alle Elementargebiete parallel zum Feld 
einstellen. Diesen Vorgang darf man sich nicht so vorstellen, daß 
die Elementargebiete als Ganzes in die betreffende Richtung um
klappen, denn dazu müßten sie die ganze Anisotropieenergie über
winden. Die Ummagnetisierung kann vielmehr unter verschwindend 
kleinem Energieaufwand dadurch erfolgen, daß sich die Grenz
flächen der Elementargebiete verschieben, und zwar in der Weise, 
daß diejenigen Elementargebiete, die parallel zum äußeren Feld 
sind, sich auf Kosten der anderen vergrößern. Bei diesem Vorgang 
wird die Gesamtenergie nur ganz unwesentlich geändert. Wir 
wollen die ausgezeichneten Kristallachsen auch Achsen leichtester 
Magnetisierung nennen. Wenn ein Einkristall in Richtung einer 
solchen Achse magnetisiert wird, erreicht er schon bei ganz kleinen 
Feldern seine Sättigungsmagnetisierung Js. 

Erfolgt die Magnetisierung in einer anderen Richtung, so wird 
die Anisotropieenergie von Bedeutung. Der Magnetisierungs
vorgang geht dann so vor sich, daß sich die Elementargebiete 
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zunächst, wie oben beschrieben, in den Richtungen leichtester 
Magnetisierung zueinander parallel stellen. Bei stärkeren Feldern 
werden sie aus diesen Richtungen herausgedreht. Bei diesem 
Drehprozeß müssen die Anisotropiekräfte überwunden werden. 
Nach unserer obigen Abschätzung sind bei Feldern von 10 3 

bis 104 Gauß alle Elementargebiete parallel zum äußeren Feld 
magnetisiert. Bei diesen Feldern wird also die Sättigungsmagneti
sierung Js erreicht. Aus den Ausdrücken (3) oder (4) kann der Verlauf 
der Magnetisierungskurve 1800 

genau berechnet werden, 
wenn man die Konstanten 
aus anderen Messungen 
entnimmt. In Abb. 58 ist 
das Ergebnis für einen 
Eiseneinkristall (kubisch) 
aufgetragen (für 1 0 0 - , 
110- und 11 I-Richtung), 
das ausgezeichnet mit den 
Messungen übereinstimmt. 

Die (100) -Richtung 
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ist eine Kristallachse, in Abb. 58. Die Magnetisierungskurve eines Fe-Ein-
der, wie oben ausgeführt kristalles nach [125]. 0 X experimentell, 

-- theoretisch. 
wurde, die Sättigung bei 
schwachen Feldern erreicht wird. Bei Magnetisierung in der 
Flächendiagonale (110) stellen sich die Elementargebiete bei 
schwachen Feldern in die Richtungen leichtester Magnetisierung, 
wodurch der y2- te Teil der Sättigung Js erreicht wird; bei stär
keren Feldern setzen dann die Drehprozesse ein. In der Raum-

diagonale (1 1 1) beginnen die Drehprozesse bei ~ Js. 

Remanenz, Koerzitivkraft [70, 112, 114]. Bei Einkristallen gibt 
es keinerlei irreversiblen Vorgänge, welche Remanenz und Koerzitiv
kraft bewirken. Diese müssen daher eine Folge der Auf teilung 
des Metalls in kleine Kristallite sein. Wir hatten oben ge.sehen, 
daß die Ummagnetisierung der Elementargebiete ohne Energie
aufwand erfolgt, wenn sich deren Grenzfläche allmählich ver
schiebt. Diese Verschiebung kann aber durch die Oberfläche eines 
Kristallits sicher nicht mehr ohne Energieaufwand erfolgen. Nehmen 
wir noch an, daß ein Kristallit kleiner als ein Elementargebiet ist, 
so bildet jeder Kristallit selbst ein Elementargebiet. In diesem 
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Fall kann von einem Verschieben der Grenzschicht des Elementar
gebietes ohne Energieaufwand keine Rede sein. Vielmehr wird 
bei einer bestimmten Feldstärke der ganze Kristallit in eine andere 
Magnetisierungsrichtung umspringen (BAlUrnA.USEN-Sprünge). Bei 
höheren Feldstärken setzen dann wie beim Einkristall die Dreh
prozesse ein. Die Remanenz erklärt sich nun daraus, daß die für 
die Magnetisieru~g gleichberechtigten Richtungen des Kristallits 
auch energetisch gleichberechtigt sind. Um aber die Magnetisierung 
von einer solchen Richtung in eine andere zu drehen, muß ein 
Potentialberg übersprungen werden, weil eine allmähliche Ver
schiebung der Grenzfläche eines Elementargebietes nicht mehr 
möglich ist. Wenn wir also nach erfolgter Magnetisierung das Feld 
auf Nun abnehmen lassen, so werden die Kristallite in derjenigen 
Richtung leichtester Magnetisierung bleiben, die mit dem Feld 
den kleinsten Winkel bildet. Wird das magnetische Feld nun 
negativ, so klappen wieder einzelne Kristallite in andere Richtungen 
leichtester Magnetisierung um. Die Koerzitivkraft ist durch die
jenige Feldstärke bestimmt, bei welcher die Magnetisierung gerade 
Null ist. Da hiernach Remanenz und Koerzitivkraft stark von 
der Form, Größe und Richtung der Kristallite abhängen, ist es 
klar, daß die Vorbehandlung des Metalls von größtem Einfluß auf 
diese Effekte ist. 

§ 27. Paramagnetismus 11. 

Temperaturunabhängiger Paramagnetismus. Wir haben in § 11 
den Paramagnetismus der Valenzelektronen berechnet und nur 
eine minimale Temperaturabhängigkeit gefunden. Bei Berück
sichtigung der in § 24 besprochenen Wechselwirkung freier Elek
tronen wird das Ergebnis von § 11 in bezug auf die Temperatur
abhängigkeit nicht beeinflußt. Dagegen wird der absolute Betrag 
der Suszeptibilität unter Beachtung der Wechselwirkung, die ja 
das Parallelstellen der Spins begünstigt, größer werden. 

Nach § 11, (2) kann die paramagnetische Suszeptibilität X durch 
die Energieerniedrigung - LI Um im Feld definiert werden: 

~ XH2 =-L1 Um. (1) 

Sei Z die Zahl der überschüssigen Spins, sagen wir in der +-Rich
tung, so ist LI Um eine Funktion von Z. Da X praktisch tempe
raturunabhängig ist, genügt es LI Um für T=O zu berechnen. Ist 
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-L1 U die Energieerniedrigung für irgendeinen Wert Z, der keinem 
Gleichgewicht entsprechen muß, so ist L1 Um durch die Bedingung 

B 
]ZL1 U = ° (2) 

bestimmt. L1 U läßt sich leicht aus § 24, (15) entnehmen. Die Zahl 

der +-Spins ist ja im unmagnetischen Zustand ~. Bei Magneti

sierung ist 
Z=N+-N-, 

d. h. mit § 24, (12) 
Z N 
2=N+-T =L1N, 

wobei L1 N die Anzahl der Elektronen ist, die ihren Quantenzustand 
im Feld verändert haben. § 24, (15) lautet hiermit nach einfacher 
Umformung (L1 n = L1 N pro cma): 

U= l~h~ (3n2n)2/3; [(1+ 2~nt3 + (1- 2~nY/3]_ 

_ ; e2 ( :: rs ; [( 1 + 2 ~ n ts + ( 1 _ 2 ~ n tl 
Da immer L1 n< n ist, können wir die Klammerausdrücke entwickeln 
und erhalten, wenn wir Uo, die Energie U ohne Feld, d. h. für 
L1 n = 0, abziehen: 

U -u =~(3n2 n)2/3~~(2L1n)2_~e2 (~)1IS~~(2An)2. 
o 10 m 2 9 n 2 8 11, 2 9 n 

Mit der Abkürzung 

e = ~e2 (~)l/S 
2 811, 

und mit C aus § 5, (15) wird dieser Ausdruck 

U -- Uo = (: C - : e) n ( iJnn r· 
Da die magnetische Energie unserer Elektronen 

-ZflH =-2L1 nflH 

ist, wird die gesamte Energieerniedrigung - L1 U: 

-L1 U = 2L1 nflH - (: C - : e) n ( iJnn)2. 

(3) 

Hieraus erhalten wir mit der Bedingung (2) und mit Z = 2L1 n 

( 4 8 )iJn 
O=2flH-2 -3- C-9- e n' 
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oder als Zahl der überschüssigen +-Spins (pro cm3 ) 

Z=2Jn= 2fLHn 
4 8 a C--9- e 

Nach (1) wird also die Suszeptibilität pro cm3 : 

2 LI Um fL Z 2 fL2 n 
X=----w-=lT= 4 8 

:f C--g e 

Da nach § 5, (13) und (15) zwischen Eigenwertdichte D und Grenz· 
energie C die Beziehung 

gilt, wird 

3 n 
D(C) =---~ 

4 C 

1 
X = 2 fl2 D (C) 2 e 

I-aT 
(4) 

Für 8 = ° geht dieser Ausdruck in den in § 11, (4) abgeleiteten über. 
Durch Berücksichtigung der Wechselwirkung der Elektronen 

1 
untereinander wird somit X um den Faktor 2 e erhöht. 8 ist 

1- 3-[ 

das Austauschintegral. Umgeben wir jedes Elektron mit einer 
Kugel mit dem Radius (!, deren Volumen gleich dem Atomvolumen 
I . . d h n 1st, so wIr ,nac (3) 

3 e2 ( 9 )1/3 e2 

8 = 2-e- 32n2 = 0,46 e . 

Die Werte von ~ ~ wachsen mit steigendem Atomvolumen, da 

!; "-' ~ ist. Bei den Alkalimetallen ist ~ ~ etwa 0,5 für Li, während 

es für Cs 0,9 ist. Nun wirkt aber die Wechselwirkung zwischen 
Elektronen mit antiparallelem Spin, die wir vernachlässigt haben 
(vgl. S. 294), im entgegengesetzten Sinn wie die hier betrachtete 
Wechselwirkung der Elektronen mit parallelem Spin. Dadurch 
wird die Erhöhung von X abgeschwächt. Alles in allem müssen wir 
schließen, daß X zwar größer als nach § 11, (4) ist, aber kleiner 
als oben angegeben. Dadurch wird verständlich, daß die in Tabelle 9 
(S. 155) berechneten Werte der Freiheitszahl fc alle zu klein sind 
(man vergleiche h aus dem HALL-Effekt, Tabelle 17, S.221). 

Temperaturabhängiger Paramagnetismus. Einen Spezialfall von 
temperaturabhängigem Paramagnetismus haben wir in § 25, (9) 
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kennengelernt, wonach die ferromagnetischen Metalle für Tempe
raturen T> Tc paramagnetisch sind. GI. (9), § 25 bezog sich auf 
den Spezialfall, daß jedes Atom gerade ein BOHRsches Magneton 
beiträgt. Im Fall, daß es S Magnetonen besitzt, die nur von Spins 
herrühren (nicht vom Bahnmoment !) wird die Suszeptibilität eines 
ferromagnetischen Metalls für T > Tc 

C 8 (8 + 2) 1'2 n 
X = '1'=-1';' c = --~---- , (5) 

während die Sättigungsmagnetisierung im ferromagnetischen Zu
stand (für T = 0) 

J o = Sfln 
ist. Für S = 1 geht (5) natürlich in § 25, (9) über. Nach § 25, S.306 
müssen wir annehmen, daß nicht alle Atome im gleichen Zustand 
sind, daß also nicht alle den gleichen S-Wert haben. Dann wird 
[1111 

c = 1'2 n ~ S (S + 2) nr 
3k L.. r r . n (5a) 

r 
und 

J o =fln ~Sr ~ =fl ~Srnr. 
r 

Der Index r soll dabei die verschiedenen Zustände unterscheiden. 
Nach § 25 kommen für den Ferromagnetismus nur die Elektronen 
von inneren nicht abgeschlossenen Schalen in Frage, und dasselbe 
gilt natürlich auch für den temperaturabhängigen Paramagnetismus. 
Der Beitrag der äußeren Elektronen ist dagegen so klein, daß 
er hier vernachlässigt werden kann. 

Aus den gemessenen Werten von C und Jo erhält man die 
beiden Größen 

und 

Zp= (~Sr(Sr+2) ~Y'2. 
Zj heißt ferromagnetische, Zp paramagnetische Magnetonen
zahl. Man kann meist für die nr und Sr geeignete Werte finden, so 
daß die damit berechneten Magnetonenzahlen in guter Über
einstimmung mit den experimentellen Werten sind. Nimmt man 
z. B. für Ni 0,3 n Atome mit S = 2 und 0,7 n Atome mit S = 0 
an, so wird Zj = 0,6 und Zn. = 1,55, während die experimentellen 
Werte 0,6 und 1,6 sind. Ahnlich findet man für Co mit einem 
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Verhältnis 0,6: 0,4 für S = 3 und S = 0 theoretisch Z, = 1,8 
und Z" = 3 in guter übereinstimmung mit den experimentellen 
Werten Z, = 1,8 und Z" =3. Die Bestimmungen der Werte von 
nr und Sr sind aber durchaus nicht eindeutig und daher nicht 
ganz befriedigend. Eine rein theoretische Berechnung ist gegen
wärtig noch nicht durchgeführt (vgl. auch § 30, S.337). 

Nehmen wir im Gegensatz zu § 25 an, daß das Austauschinte
gral A negativ wird, so können wir die Ableitung; die zu § 25 (9), 
führte, in formal gleicher Weise durchführen. Da aber A<O ist, 
hat das CuRIE-WEISSsche Gesetz jetzt die Form 

C 
X= k(T+e) ' (1)0. (6) 

Die Konstante 0 ist wieder durch (580) gegeben. Diesem Gesetz 
liegen, abgesehen von A<O, die gleichen Voraussetzungen zu
grunde, wie den überlegungen von § 25. Diese sind: 1. nicht ab
geschlossene innere Schale, 2. so kleine Wechselwirkung der Elek
tronen, daß es zulässig ist, von den Zuständen der freien Atome 
auszugehen. 

Die letztere Voraussetzung ist gleichbedeutend damit, daß das 
Energieband der Elektronen der betreffenden nicht abgeschlossenen 
Schale sehr schmal sein soll. Ist diese Bedingung nicht gut erfüllt, so 
wird für X ein Gesetz gelten, das zwischen (6) und dem x-Gesetz für 
temperaturunabhängigen Paramagnetismus, (4) oder § 11, (4), liegt. 

Neben der verschiedenen Temperaturabhängigkeit besteht 
noch einen weiteren großen Unterschied zwischen diesen beiden 
Gesetzen, der sich auf den absoluten Betrag von X bezieht. Falls 
wir annehmen, daß jedes Atom ein BOHRSches Magneton zur 
Sättigungsmagnetisierung beiträgt, ist Sf' = 1, nf' = n und. (6) 
lautet: 

Xl = k(T+e) . 

Dagegen wird (4) mit D(C) = ! ; 
3 ",an 1 

Xa=2-C- 2 e' 
1---

3 C 
Bei Vernachlässigung des Austauschgliedes (@ = 0, e = 0) wird 
das Verhältnis der Suszeptibilitäten 

Xl 2 C 
XI ="3 kT' 

bei Zimmertemperaturen also 1 : 100. 
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Wir erwarten bei Metallen mit nicht abgeschlossenen inneren 
Schalen, soweit sie nicht ferromagnetisch sind, einen Wert von X, 
der zwischen Xl und X2 liegt. Das ist allerdings keine sehr weit
gehende theoretische Aussage. Exaktere Angaben dürften aber 
ziemlich komplizierte theoretische Untersuchungen erfordern. 

Experimentell findet man bei Metallen mit abgeschlossenen 
Schalen, wie wir aus § 11 wissen, das temperaturunabhängige X2-Ge
setz gut bestätigt. Auch bei Metallen mit nicht abgeschlossenen 
inneren Schalen findet man Übereinstimmung mit unseren quali
tativen Aussagen: Der absolute Betrag der Suszeptibilität ist be
deutend größer als bei den Metallen mit abgeschlossenen inneren 

Schalen, und zwar wächst das Verhältnis ~ im allgemeinen mit 
X2 

wachsender Annäherung an das Xl-Gesetz. 

VII. Systematische Diskussion der Metalle. 
§ 28. überblick. 

Die metallischen Eigenschaften. Als charakteristischste Eigen
schaft der Metalle kann man wohl ihre große elektrische Leitfähig
keit bezeichnen. Dies ist allerdings nur eine qualitative Aussage 
und es wäre unsinnig, ein Metall dadurch zu definieren, daß seine 
Leitfähigkeit bei einer bestimmten Temperatur einen gewissen 
minimalen Wert haben muß. Ein besseres Charakteristikum als 
der Betrag ist die Temperaturabhängigkeit der Leitfähigkeit. 
Bei Metallen muß die Leitfähigkeit mit abnehmender Temperatur 
steigen. Elemente, die einen entgegengesetzten Temperaturkoeffi
zienten haben, sind eher zu den Halbleitern als zu den Metallen 
zu rechnen. Es gibt allerdings einige Elemente, die in mehreren 
Modifikationen auftreten, z. B. ist C als Diamant ein Nichtleiter, 
als Graphit dagegen ein Leiter. Ferner verhalten sich manche 
Elemente, die hiernach zu den Halbleitern zu rechnen sind, vom 
Standpunkt der Halbleiter aus (Kapitel IV) schon sehr metall
ähnlich (z. B. Ti). Es ist natürlich ganz belanglos, wie man solche 
Übergangselemente klassifizieren will. 

Neben der elektrischen Leitfähigkeit gibt es noch eine ganze 
Reihe "metallischer" Eigenschaften. Hier ist vor allem die Wärme
leitfähigkeit zu nennen, die durch das WIEDEMANN-FRANzsche 
Gesetz (§ 12) direkt mit der elektrischen Leitfähigkeit verknüpft 
ist. Ferner gehören hierher das optische Verhalten (Metallglanz ), 
die magnetischen Eigenschaften, die elastischen Eigenschaften. 
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ElektroneneigeruJchajten. Ein Teil der Aufgabe der Elektronen
theorie der Metalle besteht darin, die Eigenschaften der Metalle, 
wie z. B. Leitfähigkeit a, optische Konstanten n, x usw. auf Eigen
schaften der Elektronen, wie z. B. Zahl der freien Elektronen np , 

Termschema, Oszillatorenstärken usw. zurückzuführen. Dadurch 
erhält man eine Reihe von Gesetzen (z. B. a ~ T, T> 8), ohne 
daß man z. B. bei der Leitfähigkeit die Größe von np kennen muß. 
Eine weitere Aufgabe der Theorie besteht nun darin, quantitative 
Aussagen über die Elektroneneigenschaften, z.B. übernp, zumachen. 
Dies konnten wir allerdings nur in beschränktem Maße tun. Die 
einzigen wirklich exakten quantitativen Angaben haben wir in 
Kapitel V, bei der Behandlung der metallischen Bindung gemacht. 
Es ist daher angebracht, die Werte der Größen, die sich direkt 
auf die Elektronen beziehen (Elektroneneigenschaften), mit Hilfe 
unserer allgemeinen Gesetze aus den Meßwerten zu bestimmen. 
Wir haben dies, verstreut über die einzelnen Kapitel, zum Teil 
schon getan. Hier wollen wir nicht eine Einteilung nach ver
schiedenen Effekten (Leitfähigkeit, optisches Verhalten usw.) vor
nehmen, sondern die einzelnen Metalle systematisch besprechen. 

Verteilung der Metalle im periodischen System. Die meisten 
Elemente gehören zu den Metallen. Es ist daher einfacher, die 
Verteilung der Nichtleiter auf das periodische System zu betrachten, 
die, wie Tabelle 28 zeigt, sehr systematisch ist. In dieser Tabelle 
haben die eingeklammerten Elemente auch metallische oder halb
leitende Modifikationen. Die Elemente zwischen den stark aus
gezogenen Linien bilden den Übergang von den Metallen zu den 
Nichtleitern. As, Se, Te können allerdings alle mit gleichem 
Recht entweder zu den "eingeklammerten" Nichtleitern oder zu 

Tabelle 28. 
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der übergangsgruppe gezählt werden. Die übergangsgruppe 
wiederum könnte auch noch Ge und Sb enthalten. Wir haben 
dies in unserer Tabelle nicht angedeutet und wollen damit nur 
bemerken, daß der übergang von den Nichtleitern zu den Me
tallen sich über mehrere Elemente erstrecken kann. 

Wie ist nun diese Verteilung vom Standpunkt unserer Theorie 
der metallischen Bindung (Kapitel V) zu verstehen 1 Bei der 
typisch metallischen Bindung wird jedes Atom (nach Kapitel V) 
in gleicherWeise ins Gitter eingebaut, ohne daß von einer chemischen 
Valenz die Rede ist. Die entgegengesetzte Bindungsmöglichkeit 
besteht darin, daß das betreffende Element Moleküle bildet (Valenz!). 
Diese Moleküle sind dann die Bestandteile des Kristalls und werden 
durch Polarisationskräfte zusammengehalten. Man spricht im 
ersten Fall von einem Atomgitter, im zweiten von einem Molekül
gitter. Neben den Übergängen zwischen beiden Bedingungsarten1 

gibt es unter ausgewählten Bedingungen eine dritte Möglichkeit 
(Diamant), auf die wir weiter unten zu sprechen kommen 2 [126]. 
Im Prinzip sind für jedes Element beide Bindungsmöglichkeiten 
vorhanden. Es wird aber immer nur diejenige verwirklicht, die 
thermodynamisch am günstigsten ist. Wenn sich also die Bin
dungsenergien 3 der beiden Modifikationen sehr stark unterschei
den, wird immer nur die Modifikation mit der größeren Bindungs
energie verwirklicht. Unterscheiden sie sich aber wenig, so können 
beide Modifikationen auftreten. In diesem Fall ist aber meist die 
Trennung der beiden Bindungsarten nicht scharf durchzuführen. 

Wir wollen jetzt von einem Element mit einer abgeschlossenen 
inneren Schale und einem Valenzelektron ausgehen und dann 
die Zahl der Valenzelektronen (und die Kernladungszahl) schritt
weise um Eins erhöhen. Wir gehen also im periodischen System 
(Tabelle 29) durch eine horizontale Reihe. Dabei beschränken wir 
uns vorläufig auf die drei ersten Reihen, weil in den nachfolgenden 
innere Schalen aufgefüllt werden. Durch die Erhöhung' der Zahl 
der Valenzelektronen wird die Bindung (pro Elektron) im metal
lischen Zustand immer schwächer. Das ist auf die vergrößerte 
FERMI-Energie und insbesondere auf die größere Wechselwirkung 

1 Z. B. Schichtenbildung (Graphit) oder Bi-Struktur. 
2 Ionenbindung kommt natürlich nur in Frage, wenn der betreffende 

Kristall aus mindestens zweierlei Atomen besteht. 
3 Bei Molekülgitter verstehen wir darunter die Energie um ein einzelnes 

Atom (nicht etwa ein Molekül) vom Gitter loszureißen. 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 21 
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der Elektronen unter
einander zurückzufüh
ren (Abstoßungsterme). 
Demgegenüber wächst 
der negative Energie
term (Anziehungsterm), 
der durch die poten
tielle Energie der Elek
tronen im Feld des Ions 
gegeben ist, viel lang
samer. Die metallische 
Bindung wird also um 
so schwächer, je näher 
man dem Ende des 
periodischen Systems 
kommt. Tabelle 30 zeigt 
das für die Metalle der 
zweiten und dritten 

Horizontalreihe des 
periodischen Systems. 
Dabei ist das Verhält
nis der Sublimations
wärme zur Summe der 
Ionisierungsspannun -

gen der Valenzelektro
nen (S/1) angegeben. 
Diese Größe ist ein ver
nünftiges Maß für die 
Stärke der Bindung, 
wenn man annimmt, daß 
alle Valenzelektronen 
am Zustandekommen 
der metallischen Bin
dung beteiligt sind . 

Das Anwachsen der 
abstoßenden Kräfte be
wirkt eine Abnahme der 
Kompressibilität x, die 
wir ebenfalls in Tab. 30 
angegeben haben . 
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Auf der anderen Seite ist am Ende des periodischen Systems 
die Bindungsenergie der Moleküle groß. Sie ist z. B. für C~ 
57 K-Cal, für Na2 aber nur 10 K-Cal. Somit wird verständlich, 
daß die Nichtleiter am 
Ende des periodischen 
Systems liegen, weil hier 
die energetischen Ver
hältnisse für metallische 
Bindung am ungün
stigsten sind. 

8/1 ... 

(cm2
) lQ6 l( kg 

Li 

0,4 

8,8 

Tabelle 30. 

Be B 

0,02 

0,81°,3 

Na Mg Al 

0,25 0,09 0,05 

15 12,8 11,4 

Für die Horizontalreihen des periodischen Systems, in denen 
innere Schalen aufgefüllt werden, gilt alles ganz entsprechend. 
Der einzige Unterschied ist der, daß die Auffüllung der äußersten 
Schale in einem gewissen Intervall unterbrochen wird. Die Elemente 
dieses Intervalls, in dem die innere Schale aufgefüllt wird, sind 
immer Metalle, weil die inneren Elektronenschalen eine unter
geordnete Rolle in der Bindung spielen und in der äußeren Schale 
nur wenige Elektronen sind. Einige von ihnen, wie z. B. Ti, zeigen 
allerdings Ähnlichkeit mit Halbleitern. Als Beispiel bringen wir in 
Tabelle 31 die vierte Horizontalreihe, in der die äußerste Schale 
die Hauptquantenzahl 4 hat, während zwischen Sc und Ni die 
3-d-Schale aufgefüllt wird. In der Tabelle wird die Anzahl der 
Elektronen in dem betreffenden Term angegeben. 

Tabelle 31. 

Element K Ca Sc Ti V Cr Mn Fe Co NilCu Zn Ga Ge As SelBr Kr 

Ordnungszahl 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 2!l 30 31 32 33 34 35 

3-d - - 1 2 3 5 5 6 7 8 10 10 10 10 10 10 10 
4-8 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2 
4-p ~I~I- -- - -- - -

I 
- - -,1 2 3 4 5 

Zum Verständnis der Tatsache, daß der Übergang vom metal
lischen zum nichtmetallischen Zustand sich von Reihe zu Reihe 
immer mehr nach rechts verschiebt (vgl. Tabelle 28), wollen wir 
zunächst in Tabelle 32 die Dissoziationsenergien D der Moleküle 
der ersten und der vor- Tabelle 32. 

letzten Vertikalreihe an- Molekül Hg I Li. I Na. I K. Cl. I Br.1 Jg 
geben (D in K-Cal). Wie ---+-+--+--!----4--+--!---
wir sehen, nimmt D D 100 1 26 119 113 57 1 45 I 35 

21* 

36 

10 
2 
6 
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innerhalb einer Vertikalreihe mit wachsender Ordnungszahl ab. 
Dasselbe gilt nach § 23 aber auch für den negativen Term der 
metallischen Bindungsenergie, was bewirkt, daß das Atomvolumen 
in einer Vertikalreihe von oben nach unten wächst. Andererseits 
sind die positiven Terme, FERMI· Energie und Wechselwirkung der 
Elektronen untereinander um so kleiner, je größer das Atom· 
volumen ist, so daß die Schwächung der metallischen Bindung 
innerhalb einer Horizontalreihe um so langsamer fortschreitet, 
je tiefer diese Reihe liegt. 

Unsere ganzen Überlegungen über die Verteilung der Metalle 
im periodischen System waren rein qualitativ. Bei einer quanti. 
tativen Untersuchung müßten wir die Bindungsenergie im metalli· 
schen Zustand berechnen und sie mit der Dissoziationsenergie 
der Moleküle vergleichen. Man kann dann z. B. verstehen, warum 
Wasserstoff ein Nichtleiter ist (Molekülgitter), während die Alkali· 
metalle Leiter sind. Man berechnet nämlich als Sublimationswärme 
für das metallische Wasserstoffgitter 10 K·Cal [206], während 
nach Tabelle 32 die Dissoziationsenergie 100 K·Cal beträgt. 

Wir haben in diesem Paragraphen bisher ein Atomgitter (ein 
Atom pro Elementarzelle) immer mit einem Metall identifiziert. 
Nach § 5 sind aber auch bei Nichtleitern Atomgitter möglich, näm· 
lieh wenn gerade alle Energiebänder vollkommen besetzt sind 1. 

Da jedes Energieband pro Elementarzelle, bei Atomgittern also 
pro Atom, zwei Quantenzustände enthält, sind vollbesetzte Energie. 
bänder in der zweiten, vierten, sechsten und achten Vertikalreihe 
des periodischen Systems möglich (vgl. Tabelle ~9, II, IV, VI, 
VIII). Damit in diesen Fällen tatsächlich ein Nichtleiter entsteht, 
darf keine überlagerung der Energiebänder stattfinden (vgl. § 5). 
Wegen der großen Breite der Energiebänder ist es aber von vorn· 
herein sehr wahrscheinlich, daß sie sich überdecken. Das ist z. B. 
bei den Erdalkalimetallen der Fall, wo wir für Mg aus dem Röntgen. 
emissionsspektrum einen direkten Beweis dafür erhalten haben 
(§ 10, Abb.34b, S.139). 

1 Molekülgitter haben immer vollbesetzte Energiebänder, denn ein 
Molekül hat immer eine gerade Anzahl von äußeren Elektronen, also auch 
eine gerade Anzahl von Elektronen pro Elementarzelle. Infolge der schwachen 
Bindung zwischen den Molekülen (Polarisationsbindung) sind die Energie
bänder nur sehr schmal, überdecken sich also sicher nicht. Nach § 5 haben 
wir in diesem Fall einen Nichtleiter. Dasselbe gilt für die Edelgase, die wegen 
ihrer abgeschlossenen Schalen nur Polarisationsbindung eingehen können. 
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Die vierte (IV.) Vertikal reihe (C, Si, Ge, Sn, Pb) erfordert eine 
gesonderte Betrachtung [126]. Die Elemente dieser Reihe kristalli
sieren mit Ausnahme von Pb und weißem Sn in einem Gittertyp, 
bei dem jedes Element 4 Nachbarn hat (Diamantgitter). Da diese 
Elemente vierwertig sind, ist ein Atomgitter möglich, bei dem die 
Atome unter Betätigung der Valenz eingebaut werden. Nun ist 
aber in diesem Fall eine scharfe Trennung zwischen dieser Bindung 
und der metallischen Bindung nicht möglich. Unter der Annahme, 
daß die Bindung vorwiegend eine Valenzbindung ist, werden die 
Energiebänder sehr schmal und wir haben einen Nichtleiter. 
Überwiegt hingegen der metallische Charakter der Bindung, so 
werden die Bänder breiter und wir finden zunächst einen Halbleiter 
und schließlich ein Metall. Dieses Breiterwerden der Bänder muß 
natürlich relativ zum Abstand der Energieniveaus des freien Atoms 
verstanden werden. Wir finden in der vierten Vertikalreihe zunächst 
Diamant (C) als ausgeprägten Nichtleiter, sodann Si als Halb
leiter und weitergehende Annäherung an den metallischen Zustand 
bei Ge und grauem Sn. Bei Pb schließlich überwiegt der metalli
sche Charakter so stark, daß es in einem anderen Gittertypus 
(flächenzentriert kubisch) kristallisiert, welcher der metallischen 
Bindung wegen der größeren Anzahl der Nachbarn (12) besser 
angepaßt ist. 

Eine Ausnahmestellung haben schließlich noch Bi und Sb, 
die insbesondere auch durch ihr eigenartiges magnetisches Ver
halten ausgezeichnet sind. Wir werden diese Metalle in § 31 be
sprechen. Dabei wird sich zeigen, daß sich alle ihre außergewöhn
lichen Eigenschaften zwangslos erklären lassen. 

§ 29. Elemente mit abgeschlossenen inneren Schalen. 

Alkalimetalle. Die Alkalimetalle sind vom theoretischen Stand
punkt die einfachsten Metalle und daher die typischen Vertreter 
des Metallmodells der freien Elektronen. Der wesentliche Grund 
für das einfache Verhalten der Alkalimetalle ist die kleine loni· 
sierungsspannung der Valenzelektronen im freien Atom (klein ver· 
glichen mit der zweiten Ionisierungsspannung). Das bedeutet, daß 
sich das Valenzelektron (s-Term) im Atom verhältnismäßig weit 
vom Ion entfernt. Bei der Kristallbildung entsteht ein verhältnis· 
mäßig großer Gitterabstand, den wir in § 23 mit großer Genauig
keit berechnen konnten. Das Wesentliche dabei ist, daß der Gitter
abstand größer als der Ionenradius ist, so daß die Ionen keinen 
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unmittelbaren Einfluß auf die Bindung haben. In diesem Fall 
ist aber aus den Überlegungen des § 23 zu erwarten, daß sich die 
Elektronen beinahe wie freie Elektronen verhalten. Ein Maß 
für das Abweichen vom Verhalten freier Elektronen ist das Ver
hältnis der berechneten Breite des Energiebandes zu seiner Breite 
bei vollständig freien Elektronen. Dieses Verhältnis ergibt sich 
aus (22), § 23 zu 0,95 für alle Alkalimetalle. Bei Li ist die in § 23 
verwendete Approximation nicht mehr sehr gut. Eine genauere 
Berechnung ergibt hier etwa 0,7 [196]. 

Genauere Vorstellungen über die Abweichung vom Verhalten 
freier Elektronen erhält man hauptsächlich aus den folgenden 
drei Größen: 

1. Zahl der freien Elektronen pro Atom, n:-. 
2. Freiheitszahl le der Elektronen mit der Grenzenenergie C. 
3. Verhältnis 2. : 1. 

Die genauen Definitionen dieser Größen sind in § 5 und § 3 
gegeben. Wir wollen sie hier kurz wiederholen (nF ist NF pro 

Volumeneinheit). nF ist die Zahl der, im Sinn der klassischen 
n 

Physik, freien Elektronen, die sich unter dem Einfluß konstanter 
äußerer Felder genau so verhält wie die Metallelektronen. te ist das 
Verhältnis der Beschleunigung eines Elektrons mit der Energie l; 

zur Beschleunigung eines freien Elektrons. nF ist im Grenzfall 
n 

freier Elektronen Eins, sonst meist kleiner, aber immer positiv. 
h ist bei freien Elektronen auch Eins, kann sonst aber sowohl 
positive wie negative Werte annehmen. Den freien Elektronen am 
ähnlichsten ist der Fall, in dem alle Elektronen sich wie freie 
Elektronen mit der gleichen scheinbaren Masse m* verhalten. In 

diesem Fall ist nämlich Ir = nF = n:.. Das Verhältnis ~/c kann 
• n m nFn 

also sehr wohl Eins sein, obwohl die Elektronen sich nicht genau 
wie freie verhalten. Ist dieses Verhältnis nicht Eins, so bedeutet 
das schon eine weitergehende Abweichung vom Verhalten freier 
Elektronen. Diese Abweichung kommt, wie wir eben gesehen 
haben, dadurch zustande, daß die effektive Masse für Elektronen 

verschiedener Energie verschieden ist. Nun läßt sich aber nF , das 
n 

im Gegensatz zu I, das Verhalten von Elektronen mit allen Energien 
enthält, nach § 5, (18) durch Größen, die sich auf die Grenzcnergie l; 
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allein beziehen, darstellen. Daher läßt sich aus ~I neben h noch 
nFn 

der Wert einer weiteren Größe an der FERMI-Oberfläche C be-
stimmen. Wir werden hierfür die Grenzenergie C selbst, oder 
vielmehr ihren Abstand vom unteren Rand des Bandes wählen 1. 

Im folgenden sei die Energie immer so normiert, daß dieser 
untere Rand die Energie Null hat. In einem kleinen Energieintervall, 
etwa in der Nähe der Grenzenergie, ist bei den Alkalimetallen sicher 
immer eine Darstellung der Energie mit konstanter scheinbarer 
Masse m* zulässig, die dalill durch 

m 
-m* = h (1) 

gegeben ist. Nach § 5, (18) ist 
4 

nF = 3 (EtrD)c. 

Da die Energie 

E=~k2=~f k2 
2m* 2m C 

ist, wird mit § 3, (10) und (11) 

m 2 m (8E)2 
(Etr}c = "2 Vc = 2 h2 8k C = h . C. 

Außerdem ist [§ 5, (13)] 

also 

(2) 

Verstehen wir unter C' die Grenzenergie, die man unter Annahme 
einer für alle Energien konstanten scheinbaren Masse erhält, und 

unter ~ die damit berechnete Größe '::"' so ist, wie oben bemerkt 

wurde, 

und daher mit (2) 
~_ (~)3/2 
nF/n - C • 

Nun ist andererseits nach § 5, (15) die Grenzenergie bei freien 

1 Es soll hier darauf aufmerksam gemacht werden, daß wir über alle 
Richtungen innerhalb eines Kristalls gemittelt haben und daher keinerlei 
Anisotropieeffekte berücksichtigen. Ist die AniBotropie sehr groß, so ist 
das oben angegebene Verfahren zur Bestimmung von C nicht mehr korrekt. 
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Elektronen proportional !. Daher ist 

r' I 
'" ,....., m*' 

Verstehen wir unter 'F die Grenzenergie, die unter der Annahme 
freier Elektronen berechnet wird, so ist also mit (1) 

" m ~F = m* = fe, 
und daher wird 

oder 
~ = (nF )2/3 p/3 • 
~F n e (3) 

In Tabelle 33 bringen wir nF als Mittelwert der optischen Bestim-n 
mungen aus den Tabellen 2 und 3, fe aus dem HALL-Effekt (Tabelle 17) 

und schließlich fF' das mit Hilfe von (3) berechnet wurde. 

Metall Li 

nF 
0,7 

n 

k 0,9 
~ 0,75 7F 

Tabelle 33. Die hier angegebe-
nen Werte haben höch
stens eine Genauigkeit 
von 10 % . Daher sind 
Schlüsse, die sich etwa 
auf das Verhältnis der 
in Tabelle 33 angegebe
nen Werte für verschie

Na K Rb Cs 

0,95 0,85 0,8 0,8 

0,8 0,8 0,9 

0,9 0,85 0,8 

dene Metalle beziehen, nicht zulässig. Wir sehen aber aus der 
Tabelle, daß alle Zahlenwerte nahezu Eins sind, daß also die 
Alkalimetalle tatsächlich gute Repräsentanten des "freien Elek
tronenmodells" sind. 

Edelmetalle (Cu, Ag, AujI. Auch die Edelmetalle sind vom 
theoretischen Standpunkt verhältnismäßig einfach zu behandeln, 
weil sie, wie die Alkalimetalle nur ein äußeres Elektron haben. 
Trotzdem gibt es aber einen sehr wesentlichen Unterschied. Die 
erste Ionisierungsspannung und auch das Verhältnis von erster 
zu zweiter Ionisierungsspannung ist größer als bei den Alkali
metallen. Wir zeigen dies in Tabelle 34, wo 11 und 12 erste bzw. 
zweite Ionisierungsspannung bedeuten (11.2 in Volt). 

1 Unter "Edelmetallen" verstehen wir im folgenden immer die drei 
Metalle Cu, Ag und Au. 
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Tabelle 34. 

Metall I Li Na I K Rb I Cs Cu I Ag I Au ! 
I 

11 I 5,37 5,12 4,32 4,16 3,88 7,69 7,54 9,19 
12 1 75,3 47 31,7 27,3 23,4 20,2 21,9 21 
11 

I 0,07 O,ll 0,14 0,15 0,17 0,38 0,35 0,44 I;: 

Aus der großen ersten und kleinen zweiten Ionisierungsspannung 
der Edelmetalle folgt, daß das äußere Elektron im Mittel viel 
näher beim Ion ist als bei den Alkalimetallen. Daher hat der 
Gitterabstand die gleiche Größenordnung wie der Ionenradius und 
die Abstoßung benachbarter Ionen wird wichtig bei der Berechnung 
der Bindung. Dies äußert sich insbesondere in der viel geringeren 
Kompressibilität " der Edelmetalle, verglichen mit den Alkali
metallen. Bei den ersteren sind nach § 23 die abstoßenden Kräfte 
im wesentlichen durch die FERMI-Energie gegeben. Bei den Edel
metallen kommt noch die Ionenabstoßung hinzu [184], die zwar 
nur einen kleinen Beitrag zur Energie, aber einen sehr großen zu 

ihrer zweiten Ableitung ('" ~) liefert. 

Der erhöhte Einfluß der obersten besetzten Elektronenschale 
ist der charakteristische Unterschied der Edelmetalle von den Alkali
metallen. Im Energiespektrum äußert sich dies dadurch, daß das 
innere Band schon etwas aufgespalten ist und sich wahrscheinlich 
mit dem Band der Valenzelektronen teilweise überdeckt. Da die 
Valenzelektronen in s-Termen, die Elektronen der obersten inneren 
Schale in d-Termen sind, werden wir vom s-Band und d-Band 
sprechen. Das Überlagern der Bänder wird dadurch wahrschein
lich, daß die Edelmetalle im periodischen System auf Metalle mit 
nicht abgeschlossenen Schalen folgen. Bei letzteren ist die Über
lagerung zwischen s-Band und d-Band so stark, daß die Grenz
energie im gemeinsamen Gebiet liegt (vgl. § 30). Bei den darauf
folgenden Edelmetallen ist zwar das d-Band vollbesetzt. Es ist 
jedoch sehr unwahrscheinlich, daß sich die Energieniveaus bei 
einem Schritt so weit verändern, daß sich die beiden Bänder über
haupt nicht überdecken. 

Bei Cu kann man aus dem optischen Spektrum schließen, daß 
die Überlagerung der Bänder ziemlich stark sein muß. Dazu ver
gleichen wir das Absorptionsspektrum von Cu (Abb.59) mit dem
jenigen von Ag und Au (Abb.23, S. 112). In Abb. 59 sind die 
n,,-Werte (vgl. § 8) für Cu aus zwei verschiedenen Messungen 
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aufgetragen. Wie wir sehen, schließen sich die beiden Messungen 
nicht gerade gut aneinander an. Das, worauf es ankommt, ist 
aber zu sehen, nämlich, daß bei Ou schon bei v = 50 . 1013 sec-1 

(A = 6000 A) ein starkes Absorptionsband beginnt und ein weiteres 
wahrscheinlich bei v,.." 90 . 1013 sec-I. Bei Ag hingegen beginnt 
das erste Absorptionsband bei etwa 90· 1013 sec-1 (A = 3300 A). 
Das erste Absorptionsband bei Ou rührt wahrscheinlich von Über-

Jr---.---.--~--. 
gängen vom d-Band in das 8-
Band her 1. Dabei muß der 
Endzustand des Elektrons in 
ein unbesetztes Energieniveau 
fallen. Aus der Grenzfrequenz 
v = 50 . 1013 folgt dann, daß der 
Abstand des oberen Randes des 
d-Bandes von der Grenzenergie C 

0'lO!-::---6i-;!;'O;---;;'80=---;'fl<t;'O;---:,t~D-10'~ec-' etwa 2 e-Volt ist. 
v- Aus dem optischen Verhalten 

Abb. 59. Die optische Absorption n" von müssen wir schließen, daß bei Cu 
Cu [16). 

das d-Band viel weiter ins 8-
Band hinreicht als bei Ag und Au. Damit hängt wahrscheinlich zusam-

men, daß die Zahl der freien Elektronen ;: und die Freiheitszahl fc 
bei Cu kleiner als bei Ag und Au sind. In Tabelle 35 zeigen wir 

""P, fc und -f-, die entsprechend wie in Tabelle 33 erhalten sind. 
"" ~P 

Metall 

np 
-
n 

h 
C 

Tabelle 35. Alle Werte sind kleiner als bei 

Cu Ag 

0,5 0,8 

0,4 0,7 

0,5 0,8 

Au 

0,7 

0,5 

0,6 

den Alkalimetallen, aber immer 
noch nahe an Eins. Die stärksten 
Abweichungen vom Verhalten freier 
Elektronen zeigt Ou. Wenn der 

Wert von -.f- richtig ist, hat das 
r.,p CF von Elektronen besetzte Gebiet des 

8-Bandes bei Cu nur eine Breite von ,...., 2,7 e-Volt. Es ist aber 
möglich, daß die Energieflächen im I-Raum schon so stark von 
Kugelflächen abweichen, daß die Näherung, die zu (3) führte, 
nicht mehr zulässig ist 2. 

1 Die Auswahlregeln für freie Atome (8 -+ d-Übergang verboten) haben 
im Metall keine Gültigkeit mehr, falls die Bänder nicht sehr schmal sind. 

2 Möglicherweise sind auch die optischen Messungen, aus denen np 
n 

entnommen wird, durch Oxydation der Oberfläche verfälscht. 
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Spezifische Wärme. Wir haben in § 5, S. 71 die spezüische 
Wärme freier Elektronen berechnet und gefunden, daß 

2 
_ 11: k2 n 

1'-2 T c~, = I' T, (4) 

ist. Wir haben schon in § 5 gezeigt, daß die spezifische Wärme 
der Elektronen bei hohen Temperaturen sehr klein gegen die spezi
fische Wärme des Gitters ist. Da letztere aber bei tiefen Tempe
raturen'" T3 ist, muß sie bei genügend tiefen Temperaturen ("-'5°) 
kleiner als die spezifische Wärme der Elektronen sein. Messungen 
an Ag haben dies bestätigt [190]. Dabei wurde das Gesetz (4) 
gefunden und der experimentelle Faktor y hat genau den theore
tischen Wert für den Fall freier Elektronen (m = m*). Dabei ist 
zu beachten, daß die Meßgenauigkeit nicht ausreichend ist, um 
die geringe Abweichung der Elektronen vom Verhalten freier 
Elektronen zu bestimmen (vgl. Tabelle 35). 

Übrige Metalle (außer Bi, Sb). Charakteristisch für die mehr
wertigen Metalle mit abgeschlossenen inneren Schalen ist, daß die 
Zahl der freien Elektronen durchwegs kleiner als bei den ein
wertigen ist. Aus den Abschätzungen der Tabelle 12 erhielten wir 

für die meisten dieser Metalle ;: - 0,3, was auch nach den theore

tischen Vorstellungen (§ 5) zu erwarten ist. Im übrigen stehen 
aber nur wenig experimentelle Werte zur Verfügung, so daß z. B. 

eine optische Bestimmung von nF nirgends durchführbar ist. 
n 

Bei Metallen mit einer geraden Anzahl von Elektronen müssen 
sich Energiebänder überlagern und die Grenzenergie muß im 
gemeinsamen Gebiet der Bänder liegen (vgl. § 5). fc ist daher 
jetzt ein Mittelwert aus den negativen Beiträgen des unteren und 
den positiven Beiträgen des oberen Bandes (§ 5, § 17) und kann 
daher sowohl positiv als auch negativ sein (anomaler HALL-Effekt). 
über das Verhalten der Elektronen eines einzelnen Bandes sagt 
fc aber nur sehr wenig aus. Man kann aus seinem Vorzeichen 
nur schließen, ob die Zustände des unteren oder des oberen Bandes 
eine größere Freiheitszahl haben, nicht aber wie groß ihr absoluter 

Betrag ist. Da die nF -Werte der Tabelle 12 nur aus einer halb-n 
empirischen Formel gewonnen wurden, können wir bei diesen 

Metallen vorläufig keine quantitativen Angaben über n: und h 
machen. 
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§ 30. Elemente mit nichtabgeschlossenen inneren Schalen 

(Übergangselemente) [194, 212]. 

Die Metalle mit nichtabgeschlossenen inneren Schalen sind 
durch eine hohe paramagnetische Suszeptibilität (die im Grenz
fall in Ferromagnetismus übergeht, § 25) und eine verhältnis
mäßig geringe elektrische Leitfähigkeit ausgezeichnet. Abgesehen 
von den seltenen Erden haben sie alle eine unvollständige innere 
d-Schale und im atomaren Zustand entweder ein oder zwei äußere 
s-Elektronen. Im periodischen System liegen sie in der 3., 4. und 

a b 

Abb. 60 a u. b. Die Überlagerung des (n-t) d
Bandes mit dem n .-Band. - - - Grenz
energie C. a für ein Edelmetall, z. B. Cu (n=4), 
b für ein Übergangsmetall, z. B. Ni (n = 4), 

schraffiertes Gebiet ist besetzt. 

5. Horizontalreihe, und zwar 
sind es die Elemente 21-28 
(Sc-Ni), 39--46 (Y-Pd) und 
57-78 (La-Pt) (vgl.Tabellen31 
und29). Wir werden uns haupt
sächlich auf die Besprechung 
der Endglieder Ni, Pd und Pt 
beschränken. Auf diese drei 
Elemente folgen im periodi
schen System die drei Edel
metalle Cu, Ag und Au. Da 

das Potential der Ionen aufeinanderfolgender Elemente beinahe 
dasselbe ist, müssen die Unterschiede der Elemente Ni, Pd, Pt 
von Cu, Ag, Au in erster Linie den nichtabgeschlossenen Schalen 
zugeschrieben werden. 

Termschema. Da die d-Schale der Übergangselemente auch im 
metallischen Zustand nicht abgeschlossen ist, muß sich das d-Band 
mit dem s-Band (Bezeichnung wie in § 29, S.329) so weit über
decken, daß die Grenzenergie in dem beiden Bändern gemeinsamen 
Energiegebiet liegt. Da außerdem das d-Band einer inneren Schale 
angehört, ist es viel schmäler als das s-Band. In Abb. 60 zeigen 
wir diese Überlagerung der Bänder für ein Übergangselement 
(Ni, Pd oder Pt) und das darauffolgende Edelmetall (Cu, Ag 
oder Au). Für Ni und Cu z. B. sind die Bänder ein 3-d- und ein 
4-s-Band. Es liegt keine Veranlassung vor, anzunehmen, daß bei 
einem Übergangselement die Anzahl der Elektronen im s-Band 
(ns) genau so groß sein muß wie im atomaren Zustand. Diese 
ist vielmehr im wesentlichen durch die Art der Überlagerung der 
beiden Bänder bestimmt. Daher wird auch ns gewöhnlich nicht 
ganzzahlig pro Atom sein. Man findet vielmehr für die meisten 



Elemente mit nichtabgeschlossenen inneren Schalen. 333 

Übergangselemente etwa 0,5 8-Elektronen pro Atom. Da für die 
metallische Bindung die 8-Elektronen am wichtigsten sind (das 
d-Band spaltet ja nur sehr wenig auf), steht die Zahl der 8-Elek
tronen in einem engen Zusammenhang mit der Bindungsenergie. 
Rein theoretische Berechnungen sind bisher noch nicht durch
geführt. Er läßt sich aber qualitativ sehr leicht zeigen, daß das 
Energieminimum bei einem Wert von ns liegt, der gewöhnlich 
kleiner als Eins ist. Wir nehmen dazu an, daß uns der Gitter
abstand vorgegeben ist und berechnen die Bindungsenergie als 
Funktion von ns. Diese setzt sich aus drei Termen zusammen. 
Die beiden ersten sind die gleichen, die wir in Kapitel V schon 
behandelt haben, nämlich [vgl. § 21, (16) und § 23, (17)] 1. die 
Energieerniedrigung des tiefsten Elektronenniveaus « 0) und 
2. die FERMI-Energie (> 0) 1. Hierzu kommt bei den Übergangs
elementen noch ein weiterer positiver Term, nämlich die Energie, 
die nötig ist, um z-ns Elektronen vom 8-Band in das d-Band 
zu bringen. z ist dabei die Zahl der Elektronen, die beim freien 
Atom im 8-Term sind. Mit wenigen Ausnahmen ist z = 2. Es sei 
-BI die Energieerniedrigung des tiefsten Elektronenniveaus, d. h. B1 

ist die Differenz zwischen der Ionisierungsenergie beim freien 
Atom und der Energie des tiefsten s-Elektronenniveaus im Metall. 
B2 sei die Energie, die nötig ist, um ein Elektron vom s-Term des 
freien Elektrons in das d-Band zu bringen. Die FERMI-Energie F 
ist nach § 5, (16) pro Atom 

F ~ Fo (nns t 3
, Fo = 0,3 ~ (3 n 2 n)2/3. 

Ist n die Anzahl der Atome, so ist also die Bindungsenergie pro Atom 
(= Sublimationswärme S) 

S (ns) = -- BI -- + B2-- + Fo - . ns z - ns ( ns )5/3 
n n n 

Die Bindungsenergie S hat als Funktion von ns ein Minimum, 
das aus 

o = dS = _ ~ _ ~ + ~ Fu ( nS)2/3 
dns n n 3 n n 

zu bestimmen ist und bei 

nns = (! Cl t c2 t2 (1 ) 

liegt. ~ Fo ist der Abstand der Grenzenergie , vom unteren Rand 

des Bandes unter der Annahme ns = 1. Diese Größe ist im 
n 

1 Die Ionenabstoßung wollen wir vernachlässigen. 
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Grenzfall, den wir in § 22 behandelt haben, gleich El , bei fast allen 
realen Fällen aber größer. E2 ist immer klein gegen El , so daß aus 

(1) tatsächlich "''1/,8 < 1 folgt. 

Die Sublimationswärme ist somit größer als im Fall '1/,8 = 1. 
. '" 

Daher sollten z. B. Ni und Pt größere Sublimationswärmen haben 
als die darauffolgenden Edelmetalle Cu und Au, was nach 

Tabelle 36. 

Metall 

s 101 

Au 

83 

Tabelle 36 tatsächlich der Fall 
ist (8 in K-Cal pro g-Atom). 

Halbempirische Methoden 
zur Bestimmung von n 8 werden 
wir weiter unten kennenlernen. 

Elektri8che Leitfähigkeit (vgl. § 14). Die Leitfähigkeit von Ni, 
Pd und Pt ist um einen Faktor 4-6 kleiner als bei den darauf
folgenden Edelmetallen. Da das d-Band sehr schmal ist, wird 
die Zahl seiner freien Elektronen sehr klein und dasselbe gilt dann 
von dem Beitrag der d-Elektronen zur Leitfähigkeit. Bei den 
8-Elektronen dürfen wir annehmen, daß die Freiheitszahl der Über
gangselemente ungefähr so groß ist wie bei den darauffolgenden 
Edelmetallen. Die Zahl der freien Elektronen ist dann bei den Über-

gangsmetallen ungefähr das '11,: -fache der folgenden Edelmetalle. 

Da n,: '" j ist, muß also die Relaxationszeit T bei den Übergangs

~lementen um einen Faktor 2-3 größer sein als bei den Edel
metallen. Dieser Unterschied kann nicht durch die verschiedenen 
DEBYE-Temperaturen e erklärt werden. Die Ursache ist vielmehr 
in einem Einfluß des d-Bandes auf die Streuwahrscheinlichkeit 
der 8-Elektronen zurückzuführen. Die Streuwahrscheinlichkeit 
eines Elektrons ist ja unter anderem proportional zur Dichte der 
Zustände im Endzustand. Nun kommen als Endzustände bei der 
Streuung eines 8-Elektrons sowohl Zustände im 8-Band als auch 
im d-Band in Frage. Bei den letzteren ist die Dichte der Zustände 
wegen der geringeren Breite des Bandes bedeutend größer als beim 
8-Band. Daher ist die Streuwahrscheinlichkeit und damit der Wider
stand größer als beiäquivaIentenMetallenmitvollbesetztemd-Band. 

Dieser Einfluß des d-Bandes auf die Streuwahrscheinlichkeit 
macht sich in sehr deutlicher Weise bei Legierungen von Metallen 
mit abgeschlossenen inneren Schalen, etwa Edelmetallen, mit Über
~angselementen, bemerkbar. Wir haben auf S.196 gesehen, daß bei 
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Legierungen der Widerstand e von Metallen mit abgeschlossenen 
inneren Schalen untereinander nicht eine lineare Überlagerung der 
Komponenten ist, sondern noch um einen temperaturunabhängigen 
Restwiderstand eL erhöht wird. Es ist nach § 14, (20) 

e=eT+eL· 
Bei dem temperaturabhängigen Teil ep des Widerstands macht 
sich nun der Einfluß des d-Bandes deutlich geltend. Wir gehen 
z. B. in der Legierung Pd-Au von 
Pd aus (Abb. 61 zeigt die experi
mentellen Werte von ep). Bringen 
wir nun einige Au-Atome in den 
Kristall, so wird nicht etwa jedes 
Au-Atom ein 8-Elektron behalten, 
da ja die Energie kleiner ist, wenn 

nur ns 8-Elektronen pro Atom 
n 

vorhanden sind. Ein Teil der 8-
Elektronen des Au wird daher in 
die unabgeschlossene d-Schale des 
Pd gehen, die dadurch allmählich 
aufgefüllt wird. Wie wir oben 
auseinandergesetzt haben, ist die 

Streuwahrscheinlichkeit eines 
Elektrons und damit der Wider-

t 
f!r 

o 
Pd 

25 

Abb.61. Widerstand Qr derPd·Au-Legie· 
rung (temperaturabbäugiger Anteil). 

Nach [194]. 

stand proportional zur Dichte der Zustände D (E) von d-Band 
+ 8 -Band. Da die Streuung nach § 13 ohne Energieverlust 
vor sich geht, ist immer der Wert D (E) für die maximale Elek
tronenenergie 'maßgebend. Da D (E) am Rand eines Bandes 
ziemlich rasch auf Null fällt (vgl. Abb.ll b, S.58), muß der Wider
stand in Abhängigkeit von der Konzentration der Au-Atome rasch 
abnehmen, bis die Konzentration y einen kritischen Wert Yo er
reicht, bei dem das d-Band vollständig gefüllt ist. Von hier an fällt 
die Streuung der 8-Elektronen ins d-Band weg, weil dieses voll
besetzt ist. Ein weiterer Zusatz von Gold erniedrigt den Wider
stand also viel langsamer, so daß bei y = Yo ein Knick der ep
Kurve auftreten muß, der in Abb. 61 deutlich sichtbar ist. Dabei 
wird Yo"'" 0,55 (d. h. 55% Au-At?me) gefunden. Hieraus läßt sich 

n:, , die Zahl der 8-Elektronen pro Atom bei reinem Pd, berechnen, 

wenn wir annehmen, daß n:, bis zur Au-Konzentration Yo konstant 
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bleibt. Da Pd gerade 10 Elektronen im s-Band und d-Band zu
sammen hat und da letzteres allein maximal 10 Elektronen enthält!, 

ist ns auch die Zahl der freien Plätze im d-Band. Da jedes Au-Atom 
n 

n: s-Elektronen (für y < Yo) haben soll, stehen bei der Konzen-

tration Yo gerade Yo (1 - n:) Elektronen zur Auffüllung des 

d-Bandes von Pd zur Verfügung. Da die Pd-Konzentration I-yo 
ist, muß also 

sein, d. h. 
ns 

Yo=n· 

Daraus findet man für Pd n: ,...., 0,55. 

(2) 

Widerstand der ferromagnetischen Metalle. Die Temperatur
abhängigkeit des Widerstands der ferromagnetischen Metalle ist 
unterhalb des CURIE-Punktes verschieden von der anderer Metalle. 
Während nämlich bei gewöhnlichen Metallen der Widerstand 

e = cT (T >(9), c = konstant 
ist (§ 14), findet man für ferromagnetische Metalle 

e = c T - 11 e (T) . 

Dabei ist ~ proportional zum Quadrat der spontanen Magneti
(! 

sierung, also auch temperaturabhängig. Die Widerstandserniedri-
gung 11 e läßt sich qualitativ in der folgenden Weise erklären. 

Wir gehen von Temperaturen aus, die weit unterhalb des CURIE
Punkts liegen. Nach § 25 sind hier die Spins der Löcher des d-Bandes 
beinahe alle parallel. Die s-Elektronen (Leitungselektronen), die 
durch Streuung in das d-Band geworfen werden, finden daher 
nur Zustände einer Spinrichtung vor. Da der Elektronenspin bei 
der Streuung nicht umklappt, können also nur die Hälfte der 
Elektronen Streuprozesse, deren Endzustand im d-Band liegt, aus
führen. Dies führt zu einer Erniedrigung des Widerstands. Mit 
steigender Temperatur wird die spontane Magnetisierung kleiner, 
d. h. es gibt jetzt Löcher im d-Band mit beiden Spinrichtungen 
und entsprechend wächst die Zahl der Streuprozesse. Beim CURIE
Punkt schließlich sind beide Spinrichtungen gleich häufig und der 
Widerstand verläuft daher von hier ab wie bei normalen Metallen. 

1 Ein d-Term ist fünffach entartet. 
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Zur Berechnung von ~ nehmen wir an, daß die Eigenwert-e 
dichte D nahe am oberen Rand Eo des Bandes ,....,(Eo-E)1/2 ist 
(vgl. § 4, S.57). Es seien C+ und r- die Grenzenergien der Elek
tronen mit + - bzw. -- Spin, N+ bzw. N- die Zahl der Löcher mit 
beiden Spinrichtungen. J o sei die spontane Magnetisierung für 
T = 0 und J entsprechend für eine beliebige Temperatur. Dann 
wird 

oder 

e'" T (D (C+) + D (C-)) '" T (N+1/3 + N-l/3) 

'" T [(Jo + J)1/3 + (Jo - J)1!3], 

~~"'-~-(ir· e 0 

Experimentell findet man 0,5 als Faktor von (~) statt !. Die 

Übereinstimmung ist nicht sehr gut, was wohl auf unsere zu 
großen Vereinfachungen zurückzuführen ist. 

Bestimmung von ~- aus dem magnetischen Verhalten. Bei den 

ferromagnetischen Metallen kann man n:, aus der Sättigungs

magnetisierung bestimmen. Da aber das d-Band in zwei Bänder 
aufspaltet, ist diese Bestimmung nicht immer eindeutig. Wir 
wollen zunächst von dieser Aufspaltung absehen. Ist lO-z die 
Gesamtzahl der Elektronen im s-Band und d-Band zusammen 
und ist m die Anzahl der BOHRschen Magnetonen pro Atom, so 
wird offenbar 

ns -=m-z 
n ' 

(3) 

denn im d-Band müssen m freie Plätze sein. Da das. d-Band 
maximal 10 Elektronen enthält, sind also (10 - z)-(lO - m) = 

m - z Elektronen im s-Band. Da m aus der Sättigungsmagneti-

sierung zu entnehmen ist, kann man aus (3) ns berechnen. Man 
n 

findet dann 0,2 für Fe (m = 2,2, z = 2), 0,8 für Co (m = 1,8, 
z = 1) und 0,6 für Ni (m = 0,6, z = 0). 

Nun wollen wir die Aufspaltung des d-Bandes in zwei Bänder 
berücksichtigen. Von diesen enthält das eine, das wir drBand 
nennen, maximal 6 Elektronen und das zweite, dasd2-Band, maximal 
4 Elektronen. Solange m< 2 ist, muß jedes der beiden Bänder mehr 
als halbvoll sein. In diesem Fall ist m immer durch die Anzahl 
der freien Plätze, d. h. direkt durch (3) gegeben. Für Co und Ni 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 22 
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sind daher die oben angegebenen Werte für n: sicher richtig. Bei 

Fe ist hingegen m> 2. In diesem Fall ist es möglich, daß das 
d2-Band weniger als 2 Elektronen enthält, so daß (3) nicht mehr 

gültig ist. Eine Bestimmung von n: wäre dann nur durch eine 

quantitative Berechnung der Gesamtenergie möglich. 
Bei den paramagnetischen Übergangsmetallen, z. B. Pd, erhält 

man ns aus dem magnetischen Verhalten der Legierungen mit n 

~\ 

3IJ(J 
\\ 
\ \ , 

150 

.~ 
0 

0 -15< 0 /5 50 75A1om-%1UO 

Metallen mit abgeschlossenen inne
ren Schalen. Die Verhältnisse liegen 
dann ganz ähnlich, wie oben bei der 
Leitfähigkeit besprochen wurde. Ab
bildung 62 zeigt die paramagnetische 
Suszeptibilität der Legierung von Pd 
mit Au in Abhängigkeit von der 
Konzentration y der Au-Atome. Wie 
oben besprochen wurde, wird zu
nächst mit wachsendem y die nicht
abgeschlossene d-Schale von Pd all
mählich aufgefüllt. Da diese nach 
§ 27 in erster Linie für den Para
magnetismus verantwortlich ist, sinkt 
die Suszeptibilität mit wachsender 
Auffüllung, d. h. mit wachsendem y. 
Bei y = Yo ist die d- Schale vollständig 
gefüllt. Die Legierung ist dann, wie 

Pd Au- Au 
Abb. 62. Suszeptibilität" der Pd-Au
Legierung. - - - Pd-Ho Nach [136]. 

reines Au, diagmagnetisch, weil der Diamagnetismus des Ions den 
Paramagnetismus der s-Elektronen überwiegt. Von hier an (y > Yo) 
ändert sich die Suszeptibilität nur mehr langsam, da ja die Beiträge 
der s-Elektronen und der Ionen zur Suszeptibilität klein sind 
gegen den Beitrag der nichtabgeschlossenen Schale. Yo ist wieder 
durch (2) bestimmt und ergibt sich aus Abb. 62 zu Yo = 0,55 
wie in Abb. 61. Daneben bringen wir in Abb. 62 auch die Suszepti
bilität von Pd-Ho Es ist hier allerdings nicht möglich, die Werte 
über 40% H hinaus zu verfolgen, weil hier Pd mit H gesättigt ist. 

Optisches Verhalten (vgI. § 8). Das nicht vollbesetzte d-Band 
der Übergangselemente hat einen entscheidenden Einfluß auf das 
optische Verhalten, insbesondere bei kleinen Frequenzen (Sicht
bares und Ultrarot). Schon bei Cu mußten wir annehmen, daß die 
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Übergänge vom d-Band in das s-Band ein Absorptionsband im 
Sichtbaren hervorrufen. Bei den Übergangselementen ist nun 
1. die Überlagerung von d-Band und s-Band stärker als beim Cu 
und 2. ist das d-Band nicht vollbesetzt. Durch 1. wird die lang
weIlige Grenze der Übergänge d-,>-s weiter ins langweIlige Gebiet 
verschoben. Viel entscheidender ist aber der Einfluß von 2. 
Zunächst gibt es wegen der freien Plätze im d-Band auch Über
gänge vom s-Band in das d-Band, die ein weiteres Absorptions
band hervorrufen, wahrscheinlich im gleichen Frequenzgebiet, 
wie die Übergänge d -'>- s 1. Sodann müssen wir beachten, daß ein 
d-Niveau fünffach entartet ist. Wir wollen, um die Sache nicht zu 
sehr zu komplizieren, vernachlässigen, daß das d-Band in zwei 
Bänder aufspaltet. Dann besteht das d-Band aus fünf Bändern, 
die sich genau überlagern. Innerhalb eines jeden Bandes ist die 
Energie eine andere Funktion der Wellenzahl, ähnlich wie wir es 
in § 4, S. 34 für das p-Band (drei Bänder, die sich überlagern) 
gefunden haben (vgl. Abb. 7 c, 7 d). Dies bedeutet, daß es optische 
Übergänge zwischen den einzelnen d-Bändern gibt, da ja zu einer 
Wellenzahl f [vgl. die Auswahlregel (15), § 3] fünf verschiedene 
Energien gehören. Wegen der geringen Breite des d-Bandes liegen 
diese Energien nahe zusammen, und es ist deshalb anzunehmen, 
daß die langweIlige Grenze für die Absorption, Aa , ziemlich weit 
im Ultrarot liegt. Dadurch ist uns die Möglichkeit genommen, 
die Zahl der freien Elektronen, wie z. B. bei den einwertigen Metalle 
(vgl. Abb. 24, S. 115) aus optischen Messungen in einem bequem 
zugänglichen optischen Gebiet zu entnehmen, da ja für solche 
Messungen nach § 8 A> Aa sein muß. Wir erwarten also für die 
Übergangsmetalle ein sehr starkes Absorptionsband im ultraroten 
und sichtbaren Gebiet, das aus einer Überlagerung der d-'>-d-, 
d-+s-, s-'>-d-Ahsorptionsbänder besteht. Daran schließt sieh dann 
im kurzweIligen sichtbaren oder nahen ultravioletten Gebiet das 
Absorptionsband, das den Übergängen vom s-Band in das nächst
höhere Band entspricht. Dieses letztere Absorptionsband entspricht 
dem ersten Absorptionsband bei Ag (Abb. 23, S. 112). 

In Abb. 63a, b haben wir die experimentellen Absorptions
kurven (nx) für Cr, Mn und Ni aufgetragen. Wir finden vor allem, 
wie wir zu erwarten haben, im Sichtbaren eine unvergleichlich 
stärkere Absorption als bei den Edelmetallen, die nach Obigem 
den ~ -'>- d=,_ d -)- sund s -'>- d-Übergängen zuzuschreiben ist. Bei Ni 

1 Vgl. Fußnote 1, S.330. 

22* 
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und Cr finden wir auch das kurzweIlige Absorptionsband, etwa bei 
der gleichen Frequenz wie beim Ag und auch etwa von der 
gleichen Stärke. Bei Mn haben wir dieses Absorptionsband noch 
nicht erreicht. 

Die starke Absorption der übergangsmetalle macht sich auch 
im Reflexionsvermögen R bemerkbar. Nach § 8 ist dieses, bei 
Vernachlässigung der Absorption, 1 für 1'< 1'1' wo 1'1 durch (4), § 8 

G 

\ 
\ 

s 

\Ni 

\ 
\ '--> \ 

\ I 

X 
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GO 80 
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Abb. 63 a und b. Optische Absorption n". a von Cr und Mn, b von Ni. Die überlagerung der 
beiden Asborptionsbänder ist angedeutet (- - -). 

gegeben ist und im Ultravioletten liegt. Unter Berücksichtigung 
der Absorption ist aber R auch für 1'<1'1 kleiner als 1. In Abb. 64 
zeigen wir R für Ni und Ag. Wir sehen deutlich, daß bei Ag der 
Absorptionseinfluß erst etwa bei A = 3300 A einsetzt, bei Ni jedoch 
schon bei viel größeren Wellenlängen. 

Zahl der freien Elektronen. Wie aus den überlegungen dieses 
Paragraphen hervorgeht, haben wir gegenwärtig keine Aussicht nF 

bei den übergangselementen zu bestimmen, weder aus den opti
schen Konstanten, noch aus der Leitfähigkeit. Es ist aber sehr 
wahrscheinlich, daß sich die s-Elektronen eines übergangsmetall~ 
ähnlich verhalten wie beim darauffolgenden Edelmetall. Ist njl 
die Zahl der freien Elektronen des Edelmetalls (etwa Cu), so ist 

also nF n:, die entsprechende Größe für das übergangsmetall (etwa 
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Ni), falls wir den Beitrag der d-Elektronen wegen der geringen 
Breite des d-Bandes (kleine Freiheitszahl) vernachlässigen. Das 
ist allerdings nicht immer korrekt, denn soweit aus den vorliegen
den Messungen der HALLKonstanten ersehen werden kann, haben 
nur die letzten Übergangsmetalle (Ni, Pd, Pt) normalen HALL
Effekt, während für alle anderen (bisher wurden gemessen Fe, Co, 
Ir, W, Ta, Mo) der HALL-Effekt anormal ist. Dies ist (vgl. § 17) 
nur durch den Einfluß des nichtabgeschlossenen d-Bandes möglich, 
da die Elektronen des 
s-Bandes einen Bei
trag mit normalem 

Vorzeichen liefern. 

100 
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Abb. 64. Der Reflexionskoeffizient R von Ni und Ag. 
Aus [16]. 

schon nahezu besetzt, 
infolgedessen ist hier die Dichte der Zustände mit der Grenz
energie C schon geringer und die s-Elektronen überwiegen. 

Spezifische Wärme. Wir haben auf S.331 gesehen, daß die 
spezifische Wärme der Elektronen bei tiefen Temperaturen meßbar 
wird. Bei den Metallen mit nichtabgeschlossenen inneren Schalen 
wird der Beitrag dieser Schalen zur spezifischen Wärme von Be
deutung. Man findet nämlich mit § 5, (11), daß die spezifische 
Wärme der Elektronen 

cv=y'T, 
, D(C) y =y---

Do (Co) 

ist. Y T ist die spezifische Wärme freier Elektronen [z. B. § 29, (4)], 
D (C) ist die Eigenwertdichte bei der Grenzenergie, Do (E) die 
Eigenwertdichte für freie Elektronen und Co die Grenzenergie unter 
der Annahme freier Elektronen. Da das Band einer inneren Schale 
sehr schmal ist, wird D (C) und damit y sehr groß, falls C nicht sehr 
nahe am Rand des Bandes liegt. Messungen an Ni bestätigen das 

y' T-Gesetz und ergeben L '" 15. Danach sollte der absolute 
y 
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Betrag der Freiheitszahl ungefähr 1/15 sein, was bei der geringen 
Breite des d-Bandes von Ni eine vernünftige Größenordnung ist!. 

Bei ferromagnetischen Metallen hat die spezifische Wärme 
beim CURIE-Punkt ~ einen Sprung, da ja die ferromagnetische 
Energie U ",J2 (J = Sättigungsmagnetisierung) ist und da J bei 
T = Tc einen Knick hat (vgl. Abb. 57, S. 305). 

§ 31. Wismut 2 [161]. 

Termschema. Wismut unterscheidet sich von den anderen 
Metallen durch seine großen magnetischen Effekte. So ist z. B. 
die diamagnetische Suszeptibilität etwa 10mal, der HALL-Effekt 
etwa lOlImal so groß wie bei den meisten anderen Metallen (§ 11 
und § 17). Auch die magnetische Widerstandsänderung ist bei Bi 
anormal groß. Wir haben aber in § 17 (vgl. Tabelle 18) gezeigt, daß 
dies durch den anormal großen HALL-Effekt vollständig erklärt 
wird [vgl. § 17, (24)]. 

Neben der anormalen Größe der Effekte fällt beim Bi auch 
eine Temperatur- und Feldstärkenabhängigkeit auf, die meist anders 
als bei den übrigen Metallen ist. 

Wir werden im folgenden zeigen, daß die anormale Größe der 
Effekte ohne besondere Hypothesen aus unserer Theorie folgt. 
Dabei werden wir auch finden, daß die Temperaturabhängigkeit, 
die wir für die anderen Metalle abgeleitet haben, für Bi nur eine 
sehr schlechte Näherung darstellt. 

Die Kristallstruktur des Bi unterscheidet sich von derjenigen 
der meisten anderen Metalle insbesondere dadurch, daß Bi zwei 
Atome in der Elementarzelle hat. Auf Grund unserer Vorstellungen 
über den Aufbau der Metalle ist also Bi sicher nicht zu den typischen 
Metallen zu rechnen. Wir werden weiter unten sehen, daß Bi 
tatsächlich in mancher Hinsicht schon große Ähnlichkeit mit einem 
Halbleiter hat. Da nach § 3 ein Energieband maximal ZWeI 

Elektronen pro Elementarzelle enthält, trifft auf jedes Atom ein 
Elektron pro Band. Daher wäre Bi ein Nichtleiter oder Halbleiter, 

1 Dies ist natürlich keine exakte Abschätzung, da unter anderem nicht 
berücksichtigt ist, daß die Zahl der Löcher im d·Band pro Atom nur 0,6 ist. 
Außerdem ist aber noch nicht untersucht, ob sich das y T·Gesetz für die 
spezifische Wärme mit dem TB/2·Gesetz für die Sättigungsmagnetisierung 
(S. 304) verträgt. 

2 Antimon verhält sich ganz ähnlich wie Wismut, wir behandeln daher 
nur das wichtigere Wismut. 
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wenn sich die Energiebänder der Valenzelektronen nicht mit den 
darauffolgenden überdecken würden. Wäre aber diese über
lagerung L1 E der Energiebänder beträchtlich, so würde sich Bi 
ähnlich wie ein zweiwertiges Metall verhalten. Die besondere 
Eigenart des Bi ist, daß LI E sehr klein ist. 

Wir können bei Kristallen, bei welchen die Zahl der Elek
tronen genau so groß ist wie die Zahl der Zustände in einer 
ganzen Anzahl von Bändern, vier typische Fälle unterscheiden. 
Wir zeigen diese vier Fälle in Abb.65a-c, müssen aber bemer
ken, daß es natürlich übergänge zwischen den einzelnen Fällen 
gibt. Wir gehen von 
einem Nichtleiter aus. 
Ist L1 B die Breite des 
verbotenen Gebietes, 
das auf das oberste be
setzte Band folgt, so 
muß L1 B groß sein 
(einige Volt), damit der 
Kristall ein Nichtleiter 
ist. Wird L1 B kleiner, 
so erhalten wir allmäh
lich den zweiten Fall, 
einen Halbleiter, der 

a c 
Abb. 65 a-d. Die gegenseitige Lage der Energiebänder. 
(I////, besetztes Gebiet, ~ erlaubtes, aber unbesetztes 
Gebiet, - - - Grenzenergie. a Nichtleiter, b Halb· 

leiter, c Bi·Fall, d zwelvalenziges Metall. 

sich natürlich nur qualitativ vom ersten Fall unterscheidet. Wird 
LI B nun noch kleiner, so werden sich die beiden Bänder schließlich 
überdecken, d.h. LI B ist negativ. Hier haben wir zunächst den Bi
Fall, bei dem -LI B wieder klein ist und endlich den Fall, daß -LI B 
groß ist, der etwa den zweiwertigen Metallen entspricht. Die beiden 
letzten Fälle unterscheiden sich wieder nur qualitativ. Beim Bi-Fall 
ist wesentlich, daß der Rand eines Bandes im I-Raum keine Fläche 
konstanter Energie ist (BRILLOuINsche Zone, Abb.9, S.48). Daher 
ist es leicht möglich, daß die Grenzenergie C an einzelnen Stellen 
nahe am Rand des Bandes liegt, an anderen aber weiter davon 
entfernt ist. Wenn die Zahl der Zustände, bei denen C nahe am 
Rand des Bandes liegt, überwiegt, haben wir immer noch den 
Bi-Fall, obwohl -LI B dann groß sein kann. In Abb. 65c und d 
wollen wir also unter -LI B einen geeigneten Mittelwert verstehen 
und nicht die maximale Entfernung der beiden Ränder. 

Wie wir eben besprochen haben, istLlB bei Bi< 0, d. h. die Grenz
energie C liegt gleichzeitig in zwei Bändern (Abb. 65c). Im I-Raum 
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verläuft sie ganz ähnlich, wie wir in Abb.13, S. 76 für einen kubischen 
Kristall gezeigt haben. Der Unterschied gegen Abb. 13 ist, daß wir 
es jetzt mit einer komplizierten Kristallstruktur zu tun haben, 
bei der es eine ausgezeichnete Achse gibt, die bewirkt, daß bei 
Einkristallen die Werte irgendeiner Größe, z. B. der Suszeptibilität X, 
davon abhängen, ob das Magnetfeld parallel oder senkrecht zu 
dieser Achse steht. Wir wollen hierauf nicht näher eingehen, 
d. h. wir betrachten polykristallines Material. Da' sehr nahe 
an den Rändern der Energiebänder liegt, ist die Energie E in 
beiden Bändern eine quadratische Funktion von f. Bei Vernach
lässigung der Anisotropie haben wir genau den Fall vor uns, den 
wir in § 5, S. 77 behandelt haben. Wir wollen zuerst die Größen
ordnung der Freiheitszahl I abschätzen. Nach § 4 C ist es innerhalb 
gewisser Grenzen erlaubt, die Valenzelektronen nach der Näherung 
der freien Elektronen, § 4 B, zu behandeln. Bi hat fünf Valenz
elektronen pro Atom, also zehn pro Elementarzelle. Diese besetzen 
die ersten vier Bänder vollständig, während das fünfte beinahe 
voll und das sechste, das sich mit dem fünften teilweise überdeckt, 
beinahe leer (vgl. Abb. 65 c) ist. Nach § 4 C dürfen wir das erste 
Band der Valenzelektronen wie das erste Band in der Näherung 
freier Elektronen § 4 B behandeln. Wir dürfen aber diese Art 
der Behandlung nicht beliebig weit fortsetzen, weil wir sonst 
schließlich zu falschen Energiezuordnungen kommen. Wenn wir 
also das zweite Band der Valenzelektronen wie das zweite Band 
in der Näherung § 4 B behandeln, so machen wir damit schon einen 
größeren Fehler als beim ersten Band usw. Wenn wir schließlich die 
Freiheitszahl des fünften und sechsten Bandes nach dieser Näherung 
berechnen, dürfen wir nur mehr ein größenordnungsmäßig richtiges 
Resultat erwarten. Nach § 4 B, (24), S. 45 ist die Freiheitszahl 
in der Nähe des Randes eines Bandes (eindimensional) 

I = ~ = ± 2 Un (1) m* Vn . 

Dabei ist U die mittlere Energie zwischen oberem Rand des noten 
und unterem Rand des (n + l)-ten Bandes. Die Energie ist so 
normiert, daß der untere Rand des ersten Bandes die Energie 
Null hat. Vn ist die note FOURIER-Komponente des Gitterpotentials. 
U wächst mit wachsendem n, V nimmt dagegen mit wachsendem 
n ab. Infolgedessen wächst 1I1 ziemlich rasch mit wachsendem n, 
wie es z. B. in Abb. 8 b, S.46 gezeigt wurde. /1/ ist bei Bi also 
aus zwei Gründen groß. Erstens liegt C sehr nahe am Rand eines 
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Bandes, wo I/I durch GI. (1) gegeben ist und > 1 ist. Zweitens 
wächst I/I mit wachsendem n. In (1) hat U die Größenordnung 
10 e-Volt. Wir werden weiter unten finden, daß / die Größen
ordnung 100 hat, woraus für Vn etwa 1/5 e-Volt, also eine 
durchaus vernünftige Größenordnung folgt. Eine genaue theore
tische Berechnung von I/I dürfte sehr schwierig sein. Es ist aber 
sehr wesentlich, daß die ungewohnte Größenordnung von /, wie 
wir eben gezeigt haben, sehr leicht und ohne irgendwelche be
sonderen Hypothesen verstanden werden kann. 

Größenordnung von R, X und (J. Wir wollen jetzt die Größen
ordnung der HALL-Konstanten R, der Suszeptibilität X und der 
Leitfähigkeit (J abschätzen. Wir schließen uns zunächst an § 5, 
S. 77 an. Wir nennen das fünfte Band das untere und das sechste 
Band das obere Band und entsprechend wie in § 5 die Freiheits-
zahlen /'" «0) und /0 (>0). Wir setzen zur Abkürzung . 

l/ul+/o=2/>0. (2) 
Ist z die Zahl der Elektronen im oberen Band, so ist z auch die 
Anzahl der freien Plätze im unteren Band. Nach § 5, (22a) wird 
z dann mit (2) (pro Volumeneinheit) 

= _1_ (~~)3/2 (~!)3/2 (3) 
z 3 n 2 h" 2 f ' 

wobei LJ E das beiden Bändern gemeinsame Energiegebiet ist!. 
Die Eigenwertdichte bei der Grenzenergie 1; ist nach § 5 (21) und 
(2la) (pro Volumeneinheit) 

D = _1_ ( 2 m )3/2 ( (c - E.)1I2 (E1 - C)1 /2 ) 
4 nS h2 108/2 + Ilu 13/2 • 

EI und Ea sind die Energien der Ränder der beiden Bänder 
(vgl. § 5) und 

LJ E = EI -E2 • 

Aus den beiden Gleichungen, die in § 5 zu (22a) führen, folgt: 

1; - E1 10 + Es Ilu 1 

- 10+1/",1 . 
Damit wird 

= _1 (~)8/2 LI E112 ( 1 1) 
D 4n2 h2 (/0+1/",1)1 /2 10 +m . 

Näherungsweise wird dieser Ausdruck [mit (2)] 
__ 1_ ( 2 m )8 /2 (2 LI E)1/2 

D - 4 n2 h2 jB/S' 

1 LI E ist der maximale Abstand der heiden Ränder. 
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Wir können nach (3) L1 E durch z ausdrücken: 
hl 

L1E= 2m (31/:SZ)2/32/· 

Damit wird dann D 

(4) 

2 m (3 ",I Z)1/3 

D = h2 -2;'''-'- . (5) 

Schließlich benötigen wir noch die Zahl der freien Elektronen, die 
nach § 5, (22) (pro Volumeneinheit) 

nF = 2z1 (6) 
ist. 

Wir beginnen mit der Suszeptibilität. Da I> 1 ist, überwiegt 
der Diamagnetismus der Leitungselektronen nach § 11, (12) sowohl 
den diamagnetischen Beitrag des Ions als auch den paramagne
tischen Beitrag der Leitungselektronen. Daher wird die Volumen
suszeptibilität nach § 11, (12) und (13) 

Mit (5) und 

erhalten wir 

2 
X= -ap-SDjS. 

eh 
p- = 2mc 

eU (3 ",I z)1I3 f 
X=- 6 ",Bmcl 

Wir beziehen jetzt z auf ein Atom (~). Unter Einführung der 

Zahlenfaktoren wird dann, da n = 2,8 . 1022 ist, 

X = -4 .10-7 (~ r3
/. 

Diese Formel ist noch nicht vollständig, denn bei der von uns 
angewandten Näherung sind alle Zustände des oberen Bandes 
dreüach. Man sieht dies am einfachsten an Hand von Abb.13, 
S. 76, wo einer bestimmten Energie im zweidimensionalen l-Raum 
nicht ein, sondern zwei Kreise des oberen Bandes entsprechen. 
Dreidimensional hat man analog nicht eine, sondern drei Kugeln. 
Wenn wir annehmen, daß das obere Band den größeren Beitrag 
zu X liefert, was bei hohen Temperaturen durch das Vorzeichen der 
HALL-Konstantennahegelegt wird, so haben wir den obigen Ausdruck 
für X noch mit 3 zu multiplizieren. Gleichzeitig müssen wir z 

durch ; ersetzen. Im ganzen müssen wir also mit 3~/3 = 2,1 

multiplizieren und erhalten 

X ~-IO-6 ( ~)1/3/. 
,n (7) 
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Die gemessene Volumensuszeptibilität ist ungefähr -10-5• 

Aus (7) folgt daher 

(: Y'S fcdO. 

Die HALL-Konstante R ist nach § 17, (21) 

R=_I_~ 
ecn npjn ' 

(7 a) 

oder, wenn wir R in elektromagnetischen C-G-S-Einheiten aus
drücken (vgl. S. 221) 

Ren h 
c npjn' 

h ist der Mittelwert der Freiheitszahl über alle Zustände mit der 
Energie C. In unserem Fall ist also 

h=lo-l/ul· 
Mit (6) und (2) wird daher 

Ren __ 1_ lo-Ilul _±_1_ (8) 
c - zjn 10 + Ilu 1 ~ zjn . 

Dabei gilt das positive Vorzeichen, wenn 10 überwiegt und das 
negative, wenn I/ul überwiegt. Die gemessenen Werte hängen 
stark von der Temperatur und der Feldstärke ab. Dabei bleibt 
aber die Größenordnung von IRI stets die gleiche, so daß wir auch 
die Größenordnung von z aus (8) und den Meßwerten finden. 
In Tabelle 17, S. 221 wurde als Mittelwert R - - 5 angegeben. 
Daher wird nach (8) 

(9) 

Wir zeigen weiter unten, daß diese Größenordnung für ~ auch aus 

anderen Betrachtungen folgt. Aus (7 a) ergibt sich dann die Frei
heitszahl zu 

f- 100. (10) 

Diese Werte von z und f sind natürlich nur der Größenordnung nach 
zuverlässig. 

Nach (6), (9) und (10) wird die Zahl der freien Elektronen 

.n:_ =0,1. 

Dieser Wert ist in genügend guter übereinstimmung mit dem aus 
der Leitfähigkeit mit Hilfe einer halbempirischen Formel ge
wonnenen Wert 0,05 (vgl. Tabellen 12, 17). 
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Wir haben jetzt gezeigt, daß die Größenordnungen von X, R, 
(J miteinander verträglich sind, falls z und I durch (9) bzw. (10) 
gegeben sind. Wir haben auch gefunden, daß der hohe I-Wert 
durchaus im Einklang mit der Theorie steht. Der kleine Wert 
von z bestätigt sich beim Verhalten der Legierungen mit Bi. So 
wird z. B. durch Sn in einer Konzentration von 0,1 % verursacht, 
daß der Temperaturkoeffizient des elektrischen Widerstandes 
negativ (wie bei Halbleitern!) wird. Da Sn nur vier Elektronen, 
Bi aber fünf Elektronen pro Atom bringt, ist die Zahl der Elektronen 
pro Atom bei der Legierung kleiner als beim reinen Bi. Hierdurch 
wird die Grenzenergie , erniedrigt, so daß weniger Elektronen im 
oberen Band sind als beim reinen Bi. Ist diese Zahl sehr klein 
gegen die Zahl der freien Plätze im unteren Band, so wird durch 
Temperaturerhöhung die Zahl der Elektronen im oberen Band, 
ähnlich wie bei Halbleitern, vergrößert. Dadurch wird der negative 
Temperaturkoeffizient des Widerstandes verständlich. z muß hier
nach von der Größenordnung 10-3 sein, in Übereinstimmung mit (9). 

Diese qualitative Betrachtung der Temperaturabhängigkeit der 
Leitfähigkeit zeigt uns schon, daß eine Übertragung der Formeln 
für normale Metalle auf Bi nicht korrekt ist. Daher dürfen unsere 
ganzen obigen Angaben nur als Größenordnungsbetrachtungen 
aufgefaßt werden. Alle Mittelungen über die Verteilungsfunktion 
der Elektronen (Temperaturabhängigkeit !) werden aber zu anderen 
Resultaten führen als bei gewöhnlichen Metallen, denn die Zahl 
der Elektronen im oberen und der Löcher im unteren Band ist so 
klein, daß das Elektronengas nicht vollständig entartet ist (vgl. § 5, 
S. 65). Eine befriedigende Behandlung der hierher gehörigen 
Fragen wird aber ziemlich umständlich sein, weil die Dichte der 
Elektronen auch nicht so gering ist, daß die FERMI-Verteilung wie 
bei den Halbleitern durch eine MAXWELLsche ersetzt werden kann. 

§ 32. Flüssige Metalle. 

Struktur. Unsere ganzen Überlegungen über die Bewegung 
der Elektronen in Kristallen beruhen im wesentlichen auf der 
periodischen Struktur der Kristalle. In Flüssigkeiten sind die 
Atome nicht mit der gleichen Regelmäßigkeit angeordnet wie in 
Metallen. Sie sind andererseits aber auch nicht ganz regellos 
verteilt. Greift man nämlich ein kleines Flüssigkeitsvolumen, das 
aus nur wenigen Atomen besteht, heraus, so haben die Atome 
dieses Volumens eine ziemlich regelmäßige Anordnung (etwa 
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eine dichteste Kugelpackung). Diese Tatsache allein ist noch 
nicht sehr bedeutungsvoll und eigentlich selbstverständlich, da sich 
das spezifische Volumen der flüssigen Metalle von demjenigen der 
festen Metalle nur unwesentlich unterscheidet. Wesentlich ist aber 
die Tatsache, daß sich ein Zustand der Flüssigkeit, bei dem jedes 
Atom, wie in einem Kristall, eine bestimmte mittlere Ortskoordinate 
hat, nur langsam verändert. Unter "langsam" wollen wir dabei 
verstehen, daß das Atom viele Schwingungen um seine mittlere 
Lage ausführt, bis es diese verändert. Der direkteste Beweis dafür 
ist die Messung der Selbstdiffusion in flüssigen Metallen. Solche 
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Abb. 66 R und b. Wahrscheinlichkeit W, im Abstand r von einem Atom bei vorgegebener 
Richtung ein andere. Atom zu finden; a für feste Körper, b für Flüssigkeiten 

(aus Röntgenaufnahmen an Hg nach [130]). 

Messungen wurden in Pb ausgeführt, wobei ein radioaktives 
Pb-Isotop als Indikator benutzt wurde [22a). Dabei ergab sich, 
daß ein Atom etwa 100 Schwingungen ausführt, bis es seine mittlere 
Lage um einen Atomabstand verändert. Ein weiterer Beweis 
für die Ähnlichkeit des flüssigen mit dem festen Zustand ist die 
geringe Änderung der spezifischen Wärme am Schmelzpunkt. 

Der wesentliche Unterschied zwischen der Struktur der festen 
und der flüssigen Metalle besteht darin, daß ein fester Einkristall 
makroskopische Dimensionen hat, während die regelmäßige An
ordnung in der Flüssigkeit sich nur über einige Atomabstände 
erstreckt. Bestimmt man die Wahrscheinlichkeit W dafür, in 
einem bestimmten Abstand r von einem Atom, bei vorgegebener 
Richtung, ein anderes zu finden, so erhält man im festen Körper 
immer ein steiles Maximum für W, wenn rein ganzzahliges Viel
faches des Abstandes zweier benachbarter Atome (in der betreffen
den Richtung) ist (Abb. 66a). r kann dabei beliebig groß werden. 
Bei Flüssigkeiten hingegen verhält sich W nur für sehr kleine t so, 
während es für große t konstant wird. In Abb. 66 b zeigen wir die 
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Wahrscheinlichkeitsfunktion W, die aus Röntgenmessungen an Hg 
gewonnen wurde. 

Energieschema. Wie wir in § 4 C gefunden haben, verhalten 
sich beim festen Metall die Valenzelektronen unter gewissen Ein
schränkungen ähnlich wie fteie Elektronen, und wir dürfen auch 
im flüssigen Zustand ein ähnliches Verhalten der Valenzelektronen 
erwarten. Der typische Unterschied zwischen festem und flüssigem 
Zustand wird demnach gerade in den Abweichungen vom Ver
halten freier Elektronen bemerkbar. Im festen Zustand bestehen 
diese Abweichungen in dem Auftreten gewisser verbotener Energie
gebiete. In der Näherung § 4 B sind diese durch die selektive 
Reflexion der Elektronenwellen an den Netzebenen bestimmt. Die 
Bedingung für das Auftreten einer selektiven Reflexion, d. h. für 
die Reflexion einer ganz bestimmten Wellenzahl ~, ist ein streng 
periodisches Gitterpotential. Jede Abweichung von der Periodizität 
hat eine Verminderung der Selektivität der Reflexion zur Folge. 
In einer Flüssigkeit ist das Gitterpotential nicht periodisch, d. h. 
wir können es nicht in eine FOURIER-Reihe entwickeln. Dagegen. 
können wir es immer durch ein FOURIER-Integral darstellen: 

V = J a(~, 'Yj, C) e2"i(~ x + 1/11 HZ)d~d'YjdC. 

Nun haben wir aber oben festgestellt, daß das Potential in einem 
sehr kleinen Bereich mit großer Annäherung periodisch ist. Dies 
bedeutet, daß a (~, 'Yj, C) für gewisse Werte von ~, 'Yj, C groß ist. 
Daraus folgt, daß wir zwar keine selektive Reflexion bei ganz 
bestimmten ~-Werten erwarten dürfen, daß aber die Reflexion 
auch keine monotone Funktion von ~ ist, sondern in der Nähe 
einzelner ~-Werte maximal wird. Für die Energie der Elektronen 
bedeutet dies, daß wir jetzt keine verbotenen Gebiete mehr er
halten, daß also die Eigenwertdichte D nicht Null für bestimmte 
Werte von ~ wird. Dafür wird es aber Werte von ~ geben, in deren 
Nähe D unter den Wert für freie Elektronen sinkt. 

Die obigen qualitativen überlegungen haben zur Folge, daß die 
Abweichungen des Verhaltens der Elektronen des flüssigen Metalls 
vom Verhalten freier Elektronen geringer sind als beim festen Metall. 
Dies gilt allerdings nur im Hinblick auf solche Zustände des festen 
Metalls, die in der unmittelbaren Nähe von verbotenen Energie
gebieten liegen. Von Zuständen, die weiter von solchen kritischen 
Gebieten entfernt sind, gilt eher das Umgekehrte. Wir werden 
daher unser Ergebnis am besten in folgend~r Weise ausdrücken: 
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DM Verhalten der Elektronen zeigt im festen Metall systematische, 
im flüssigen hingegen unsystematische Abweichungen vom Verhalten 
freier Elektronen. Daraus folgt, daß vor allem solche Metalle wesent
liche Änderungen der Elektroneneigenschaften am Schmelzpunkt 
zeigen, bei denen die Grenzenergie in der Nähe einer "systema
tischen Abweichung", d. h. in der Nähe eines verbotenen Energie
gebietes liegt. Das beste Beispiel hierfür ist Bi, bei dem z. B. die 
Suszeptibilität X beim Schmelzen auf 1/10 sinkt. Da bei festem 
Bi der anormal hohe Wert von X nach § 31 dadurch zustande 
kommt, daß die Grenzenergie nahe am Rand eines Energiebandes 
liegt, bedeutet das Verhalten von X beim Schmelzen eine Annäherung 
an den x-Wert für freie Elektronen. 

Elektrische Leitfähigkeit [169]. Bei den einwertigen Metallen 
lassen sich die Valenzelektronen schon beim festen Metall mit 
guter Annäherung wie freie Elektronen behandeln. Die Zahl der 
freien Elektronen pro Atom ist nahezu 1 und wird sich daher beim 
Schmelzen nicht wesentlich verändern. Nach § 14, (15) ist dann die 
DEBYE-Temperatur B die einzige Größe in dem Ausdruck für die 
elektrische Leitfähigkeit a, die sich am Schmelzpunkt verändern 
kann. Das Verhältnis der Leitfähigkeit des festen Metalls zu der
jenigen des flüssigen ist daher, da nach § 14, (15) a,-.,.., (92 ist: 

~; = (-~ r. (1) 

Dabei bedeutet der Index k, daß sich die betreffende Größe auf 
den festen Zustand (Kristall), der Index f, daß sie sich auf den 
flüssigen Zustand bezieht. 

Das Verhältnis ~ läßt sich aus der Schmelzwärme be-
f:'Jt 

rechnen. Es sei Ts der Schmelzpunkt des Metalls. Dieser ist 
thermodynamisch dadurch bestimmt, daß die freie Energie der 
festen Phase gleich der freien Energie der flüssigen Phase ist 1. 

In der statistischen Mechanik wird gezeigt, daß die freie Energie 
F pro Atom 

F =-k TlogZ + P 
ist. Dabei ist Z die Zustandssumme, auf die wir gleich näher zu 
sprechen kommen, während P die Energie des Atoms ist, wenn es 
sich in Ruhe an seiner Gleichgewichtslage befindet. Offensichtlich 
ist 

Pt-Pk=U, 
1 Die durch die Volumenänderung beim Schmelzen geleistete Arbeit 

kann vernachlässigt werden. 
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wobei U die Schmelzwärme pro Atom ist. Am Schmelzpunkt ist 
somit 

also u 
Zt -
Zk = e k Ps • (2) 

Wir berechnen die Zustandssumme unter der Annahme, daß alle 
Atome Schwingungen mit der DEBYE-Frequenz v (§ 13) ausführen. 
Diese hängt mit der DEBYE-Temperatur durch die Beziehung (8), 
§ 13 zusammen. Es ist dann also 

hVk = k8k , hVt = k8t • (3) 
Die Zustandssumme eines linearen harmonischen Oszillators ist 
definitionsgemäß 

nh. 1 
Z=~e-TT =---h~.-' 

1_e- 1T n 

Für hohe Temperaturen (kT> hv) wird 
Z _ kT 

- hv . 

Im dreidimensionalen Fall ist entsprechend 

Z=(~~r· 
Die Beziehung (2) lautet daher 

( Vk )3 ~ --;;- = e k Ps • 

Mit (1) und (3) finden wir somit als Verhältnis der Leitfähigkeiten 
2 U 

.!!.!. = e3 kPs • (4) 
GI 

Tabelle 37 zeigt, daß dieses Ergebnis für einwertige Metalle ziemlich 
gut bestätigt wird. 

Tabelle 37. Nach [169]. 

Metall Li Na I K I Rb I CS I Cu Ag Au Al I Pb Zn I Bi 

1,7 1,5
1

1,61 1,6 
I 1,9 2,3 1,6 2,1 2,1 1 0,4 GIt exp. 1,7 I 2,1 

GI theor. 1,8 1,8 I 1,8 1,8 1,8 I 2,0 , 2,0 2,2 2,0 1,9 2,3 5,0 

Wir haben in Tabelle 37 auch einige mehrwertige Metalle ange
führt. Für Al, Pb und Zn ist die Übereinstimmung zwischen 
theoretischem und experimentellem Wert recht gut. Theoretisch 
sollte man hier eigentlich größere Unterschiede erwarten. Bei Bi 
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ist hingegen das Verhältnis zwischen theoretischem und experimen
tellem Wert ungefähr 1 : 12. Zur Deutung dieses Verhältnisses 
muß man annehmen, daß die Zahl der freien Elektronen im flüssigen 
Bi etwa zwölfmal so groß ist wie im festen. Das ist in qualitativer 
übereinstimmung damit, was man nach S.347 für Bi erwarten darf. 

Auf die gute übereinstimmung der Thermokraft der flüssigen 
Alkalimetalle mit den Formeln für freie Elektronen haben wir 
schon in § 16 hingewiesen. 

Die HALL-Konstante sollte bei Metallen mit anomalem Effekt 
(z. B. Pb) im flüssigen Zustand entweder kleiner sein als im festen 
Zustand oder sogar das Vorzeichen wechseln. Messungen an solchen 
Metallen im flüssigen und festen Zustand liegen aber gegenwärtig 
nicht vor [100]. 

Optisches Verhalten. Auch beim optischen Verhalten der 
flüssigen Metalle muß sich eine Annäherung an das optische Ver
halten freier Elektronen zeigen. Hier sind nach § 8 zwei Größen 
ausschlaggebend: 

1. die Zahl der freien Elektronen, nF; 
2. die Oszillatorenstärken Inm. 

Die Zahl der freien Elektronen ist bei festen Metallen nach § 5 
immer kleiner als Eins. Bei flüssigen Metallen dürfen wir hingegen 
immer angenähert so viele freie Elektronen erwarten, wie das 
Metall Valenzelektronen hat. Bei Berechnung der Oszillatoren
stärken Inm war vor allem die Auswahlregel für optische über
gänge von Bedeutung. Diese Auswahlregel [§ 3, (15)] war unter 
der Voraussetzung eines streng periodischen Gitters abgeleitet. 
Sie ist also für flüssige Metalle nicht gültig. Die bemerkenswerteste 
Folge der Auswahlregel war die Entstehung von Absorptions
bändern. Da die Auswahlregel im flüssigen Zustand nicht mehr 
gültig ist, werden die Absorptionsbänder stark verbreitert. Dies 
hat zur Folge, daß sie. auch stark erniedrigt werden. Für eine 
bestimmte Frequenz, etwa im Sichtbaren, sind also die Oszillatoren
stärken kleiner als beim festen Metall. 

Tatsächlich wird auch gefunden, daß die Formeln für freie 
Elektronen § 8, (8a), (8b) für flüssige Metalle noch bis ins ultra
violette Gebiet gültig sind [171]. Sie wurden z. B. für Hg zwischen 
3200 A und 6200 A bestätigt. Dabei ergab sich als Zahl der freien 
Elektronen pro Atom 2,1, während der Widerstand, der durch 
Formel (7), § 8 in die optischen Konstanten eingeht, nur um 5% 
von dem elektrisch gemessenen abweicht. 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 23 
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Anhang. 
t. SCHRÖDlNGER-Gleichung mit Vektorpotential. 

WeUe1l{lleicku1I{I. Nach der klassischen Elektrodynamik ist die 
Energie eines Elektrons, das sich in einem elektromagnetischen 
Feld mit dem Vektorpotential ~ und dem skalaren Potential V 
befindet: 

1 ( e)2 E= 2m 1:>-c~ + V. 

Wenn wir hier wieder, wie in § I, 1:> durch ~ grad und E durch 

- : :t ersetzen, erhalten wir die zeitabhängige Wellengleichung 

h a'P h2 ieh e2 
---;--=-J!P-VP"--(~ gradP")-~-A2!P. • at 2m mc' 2mc2 

(I) 

Wechselwirku1l{l mit Licht. Das Vektorpotential einer ebenen 
Lichtwelle, die sich in der y-Richtung fortpflanzt und in der 
x-Richtung polarisiert ist, lautet: 

~:I: = Aosin(K y-2nvt) = :~ (ei(KII-Z".t)_e- i (KII-2,..t»), 1 (2) 

~II=~Z=O J 
K=~~ Ä=~. 

Ä ' 11 

Die elektrische Feldstärke ist durch die Beziehung 

ff=_~·a~ 
c at 

mit dem Vektorpotential verknüpft. 

ff:e = Focos (K y-2nvt), 

ffll = ffz = 0 

Es ist also 

o=-c A o, F. 2,,11 I 
(3) 

Die Lichtwelle falle zur Zeit t=O auf das Elektron. Für t<O 
ist ~=O und die Lösungen von (I) seien dann: 

i 
-"Eßt 

'l'n = "Pn e 
Für t> to können wir immer die allgemeinste Lösung von 
der Form 

(4) 

(I) in 

(5) 

schreiben [vgl. § I, (6b)). In (I) werden wir das Glied mit A2 
vernachlässigen, da es klein gegen das lineare Glied ist. Wir 
setzen (5) in (I) ein und erhalten mit (2) unter Berücksichtigung, 
daß P" m eine Lösung von (I) mit ~ = 0 ist 
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h ~dCm ihe ~ ( 8Y'm) i ~ (ff27m = - me ~ cm ~a;, ---a-x . 
Wir multiplizieren mit 27: und integrieren. Unter Beachtung der 
Orthogonalitätsrelation § 1, (5) finden wir 

~e; = ~ cm ((J)~, - Cb;,), 
wobei [vgl. (4)) m 

m+ _ isAo -f<Em-Er+b)t! * ·K 8'1'm d 
""m,- - 2me e "Pr e' II~ 't, 

m- ieAo -f<Bm-Er-h.>t! * -·K 8'1'm d 
""m, = - 2 m e e "Pr e ' II--ax- '( 

ist. Im Fall der Metallelektronen sind die "Pm räumlich periodische 

Funktionen mit der Periode i; in der y-Richtung. Immer wenn 

K<:kll 

ist, können in den obenstehenden Integralen die Exponentia.l
funktionen e±iKII durch 1 ersetzt werden. In diesem Fa.ll wird 

de, = ~ ~ (-f<E,.-Er+h.)t _ -f<Em-E,o-h.)t) (6) 
dt 2meh ~ Pmr e e Cm , 

m 

wobei Pm, die Impulsm.a.trixelemente § 1, (10) sind. Für t<O sei 
das Elektron im Zustand 27n . Dann ist für t = 0 

cn =l, cm=O, m+n. 
Wir erhalten eine Näherungslösung, wenn wir auf der rechten 
Seite von (6) diese Werte von Cn bzw. Cm einsetzen. Durch Inte-

gration ergibt SiCh(d~~E:::~+h.)t -f<En-Er-h.)t) 
eAo e -1 e -1 

c, (t) = -2 -h Pnr· -. , me ~ ~ 
-i1(En-E,+hv) - h(En-E,-hv) 

n+r. 
Von den beiden Gliedern der Klammer ist (für E,>En) nur das 
erste groß, falls 

E,=En+hv 
ist. Wir können das zweite Glied daher vernachlässigen. !C,(t)!2 
ist die Wahrscheinlichkeit, daß zur Zeit t das Elektron im Zustand 
27,. ist. Wir finden nach einfacher Umformung unter Verwen-

dung von (3): ( E -En ) } 
Bin2{:n; v -' t 

ICr(t)12=(2~vYIPn,12 ( E-~r . 
, :n;2 v-' n 

h , 
23~ 



356 .Anhang. 

2. Beweis des Summensatzes. 

Es seien P und q Matrizen mit den Elementen Pnm und qnm: 

Pnm = ~ f!P:!8~i !Pnd-r = P!n, qnm = f!P!xi!Pnd'l = q!n· (1) 

Die !Pn sind die zeitabhängigen WeIlenfunktionen. Da entsprechend 
wie in der klassischen Physik 

dq 
p=mTt 

i 
ist, wird hier, da e-t;-CElI-E.,)t der zeitabhängige Faktor von qnm 
und Pnm ist, 

i 
Pnm=-l1m(En-Em)qnm. (2) 

Die Matrizen P und q sind nach den Grundlagen der Quanten
mechanik durch die Vertauschungsrelation miteinander verknüpft: 

h pq-qp=---.--l. • 
I ist hier die Einheitsmatrix, deren Elemente ~nm sind. Für die 
Diagonalelemente lautet die Vertauschungsrelation 

h 
(pq-qP)nn = (pq)nn - (qP)nn = i ° (3) 

Nach den Multiplikationsregeln für Matrizen ist unter Verwendung 
von (1) 

(pq)nn =.I pn,qrn =.I Pn,q:" , , 
(q P)nn = .I qnr Prn = .I P:r qnr ° 

l' r 

Eliminieren wir hieraus qnr mit Hilfe von (2) und setzen wir die 
so erhaltenen Ausdrücke in (3) ein, so finden wir 

~ h P#r ~ • ( h ) Pnr h 
~ Pn'i m(E--;;=E,) -~ PM - i m(En-Er) = i o 

, , 
Unter Verwendung des- Ausdruckes für die Oszillatorenstärke § 3, 
(16) ergibt sich der Summensatz 

.I 1111' = 1. 

3. Integrale zur FERMI-Statistik [54, 104]. 

Wir berechnen Integrale von der Form 
co 

J == J F (E) :k dE, (1) 
-co 
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wobei F (E) eine beliebige stetige /-----1 
Funktion und 

1 
/ = E > 0/'> 

, \ I 

eJCT +1 \ 'il/ \ (ur 
die FERMI -Verteilungsfunktion ist. \J 

Wir wählen als Variable 

357 

Abb.67. Die FERMI-Verteilung I als 
E - C FunktIon von a; = ElkT. 

x=lCT' 01 --- aa;' 
dann wird (1) 

co 

J = J F (C + k T x) :~ d x. (Ja) 
-co 

Die allgemeine Auswertung dieses Integrals ist dadurch ermög

licht, daß I: ~ I bei x = 0 ein sehr steiles Maximum hat (vgl. Abb.67). 

Wir entwickeln deshalb F in der Umgebung von x = 0: 

F (C + k T x) = F (C) + a~~c) x k T + a~~c) (x k2 T)2 + ... 
In (la) eingesetzt ergibt dies 

J = F (C) XO + a~~c) k T Xl + a2:E~C) (k ;)2 X2 + ... 
Dabei ist: co 

Ja/ 
X o = a;dx = / (00)-/ (- 00) =-1, 

-co 
co 

J 01 
Xl = x 8X d x = 0, 

-co 

denn :~ ist (Abb. 67) eine symmetrische, x :~ also eine antisymme

trische Funktion. 
Ferner ist 

-00 -co -co 

co 
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Somit wird 

-J =F (C) + -~~ (kT)2 (:~ )E=C + ... (2) 

Ein Integral von der Form [§ 5, (11)] 
CX> 

P = 2 r Q (E) f (E) D (E) d E 
-CD 

läßt sich durch partielle Integration auf (1) zurückführen, wenn wir 
E 

F (E) = - 2 f Q (E) D (E) d E 
-CX> 

setzen. Es ist dann naeh (2) 

C 

P=2/Q(E)D(E)dE+2~2 (kT)2 o~ (QD)c+ ... (3) 
-CX> 

Zur Berechnung der Teilchenzahl N ist Q = 1 zu setzen [vgl. § 5, 
GI. (la), S.63]. Es wird dann aus (3) 

(4) 
-CX> 

N ist unabhängig von der Temperatur. Beim absoluten Nullpunkt 
ist 

und daher 

f = 1 für E<Co 

f = 0 für E > Co' 

c. 
N = 2fD(E)dE. (480) 

Da C nur sehr schwach von der Temperatur abhängt, wird (4) 
c. , 

N = 2 /D(E)dE + 2/ D(E)dE + 2 ~2 (kT)2 (:~)c. (4b) 
-CX> c, 

Hier ist , 
f D (E) d E ,..., D (Co) (C - Co) . 

c. 
Nach (480) und (4b) ist somit 

C = Co-; (kT)'Lrf-- (~~) = Co- ~2 (kT)2 oOE (log D)c •. 
(C.> C, 
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Der Ausdruck P (3) läßt sich hiermit noch umformen: 
C ~ 

P = 2 J Q D dE + ~2 (k T)2 o~ (Q D)c = 2 J Q D dE + 2 (Q D)co (C - Co) + 
-co 

C 

--l- 7&2 (k T)2 (Q!Y , D~) = 2JQ DdE +!!~ (k T)2(D~)' 
'3 . oE I oE Co 3 oE ,," 

4. BOSE-ElNSTEIN-Statistik. 

Hierunter versteht man die quantenmechanische Statistik für 
Teilchen, die dem PAuLI-Prinzip nicht unterwürfen sind. Zur 
Ableitung der Verteilungsfunktion gehen wir wie in § 5 bei der 
Berechnung der FERMI-Verteilung vor, beachten aber, daß ein Zu
stand jetzt von beliebig vielen Teilchen besetzt werden kann. 
Nach der in § 5 eingeführten Bezeichnungsweise nennen wir wieder 
Zi die Zahl der Quantenzustände des i-ten Intervalls. N ir sei 
die Zahl der r-fach besetzten Zustände des i-ten Intervalls. Die 
Zahl der Mikrozustände des i-ten Intervalls ist dann 

Offensichtlich ist 

Z ·, t· 

2:rNir = Ni 
r 

die Zahl der Teilchen im i-ten Intervall, während 
.I N ir = Zi 
r 

(1) 

(la) 

ist. Lassen wir für r nur die Werte r=O und r= 1 zu, so erhalten 
wir die entsprechenden Ausdrücke für die FERMI-Statistik. 

Die Gesamtzahl der Mikrozustände bei einer bestimmten Zahlen
folge Ni ist, ähnlich wie in § 5, (4) 

w= rr n~!r!' 
i r 

Mit Hilfe der STIRLINGschen Formel (§ 5) erhalten wir hieraus 
unter Beachtung von (la) [vgl. § 5, (4b)] 

log W = .I Zi log Zi-.I ~r log Nu. (2) 
i, r 

Die Gesamtenergie ist [vgl. (1)] 
U = .I Ni Ei = .I r Nir Ei' 

i i, r 

die gesamte Teilchenzahl 
N=.I~=.Ir~r· 

i i, r 

(3) 

(4) 
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Wir könnten jetzt wie in § 5 vorgehen und (2) unter Beachtung 
der Nebenbedingungen zu einem Maximum machen. Wir wollen 
aber hier einen etwas anderen Weg einschlagen. Nach dem zweiten 
Hauptsatz besteht bei konstantem Volumen folgende Beziehung 
zwischen Energie U und Entropie 8 

68= ö~. (5) 

Mit Hilfe der BOLTzMANNschen Beziehung 
8=klogW 

erhalten wir aus (2), unter Beachtung, daß die Zi Konstanten sind, 

ökS = 6 log W = - 6 ~ N;"log N;" = - ~ (1 + log N;,,) 6 N;". 
i, r i, r 

Aus (3) folgt 
6 U = .I r Ei 6 Ni" 

i, r 
Mit (5) erhalten wir dann 

2{1+logN;,,+ ~~} lJNi,_=ü. (6) 
i,r 

Falls die Gesamtteilchenzahl N nicht vorgeschrieben ist (Licht
und Schallquanten, Spinwellen), besteht zwischen den einzelnen 
Ni. nur die Beziehung (1 a). 

Da Zi konstant ist, wird 

Ü = 6Zi = .I 6 N;,. = .I 6 Ni" 
r i,r 

Wir addieren diese Nebenbedingungen, mit einem LAGRANGEschen 
Faktor -log c - 1 multipliziert, zu (6) und erhalten 

~{log N;" + ~~ -log c} 6 N;" = Ü. 
i, r 

Da die Ni. jetzt unabhängig voneinander variiert werden können, 
muß ( ) = 0 sein, d. h. 

.E; 

N·-ce- kT ,,- . (7) 

Ist hingegen N konstant, so haben wir als zweite Nebenbedingung 
[vgl. (4)] 

0= 6N = .Ir6N;, •. 
i,r 

Wir multiplizieren sie mit einem LAGRANGEsehen Faktor IX, addieren 
zu (6) und erhalten in gleicher Weise wie oben: 

_ rEi -Cl' 
Ni. = ce kT (7a) 
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Die beiden Ausdrücke (7) und (7a) gelten noch in gleicher Weise 
für FERMI- und für BasE-Statistik. Für erstere ist r auf die Werte 0 
und 1 beschränkt. Nir ist bis auf einen konstanten Faktor- die 
Wahrscheinlichkeit, daß ein Quantenzustand mit der Energie Ei· 
mit r Elektronen besetzt ist. Aus (la) finden wir für c: 

(7b) 

wobei im Fall (7) 

(8) 

und im Fall (7a) 

(8a) 

ist l • Nach (1) und (7) bzw. (7a) wird die mittlere Teilchenzahl 
mit einer Energie Ei: 

rEj 

Ni = IrN", = eIre-/iT 
f r 

bzw. 
-f (rEj + IX) 

N,,=eIre kT . 
r 

Mit (7b) und (8) bzw. (8a) ergibt das 
1 011 0 

N,,=-Zi kT F: oE. =-Zi kT "E·lnlii. 
\, " , (9) 

Dieser Ausdruck ist noch gleich für beide Statistiken. Der Unter
schied tritt erst bei der Bestimmung von lii auf. Bei BaSE-Statistik 
nimmt r alle Werte zwischen 0 und Unendlich an. (8) bzw. (8a} 
wird dann eine unendliche geometrische Reihe, deren Wert 

1 
lii = -----;;E;-j 

l-e-/iT 
bzw. 

1 Fi = -----;;E:-i -

l-e- kT- 1X 

ist. Aus (9) erhalten wir dann 

1 F i heißt Zustandssumme. 
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Anhang. 

Ni 1 
Zi = Ei 

ekP+at_1 

In der gleichen Weise findet man die FERMI-Statistik, wenn man 
Fi nach (8a) berechnet, wobei r nur die Werte 0 und 1 annimmt: 

Ei 

Fi=I+e- ff - at • 

Aus (9) ergibt sich dann 
Ni 1 
zi- = Ei ;:---

ekP + 1 

5. Virialsatz. 

Gegeben sei ein System von elektrischen geladenen Teilchen, 
die der klassischen Mechanik gehorchen. Die Masse des i-ten 
Teilchens sei mi' seine Ladung ei' seine Ortskoordinate rio 

Die gesamte kinetische Energie des Systems ist 

"" mi (dri )2 EkiD=~T Te ' 
i 

(1) 

und seine potentielle Energie, wenn es als Ganzes elektrisch neutral 
ist, 

Epot= i2 Vik' (2) 
U 

wobei 
e.;ek 

fik= "ik' i+k,fii=O (3) 

das Wechselwirkungspotential zwischen dem i-ten und dem koten 
Teilchen ist. 

Die Bewegungsgleichung des i-ten Teilchens lautet 

mi :t: ri = gra.dt~ fik = 2 gradi fik' 
k k 

( ° 00· 
gradi = OXi' 0Yi' OZi)· 

Wir bilden das skalare Produkt mit -} r; : 

.!i~ :~2 (ri)2- i- (~i r = -t~' (gradi fik' ri)· 
. k 
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Wir summieren jetzt über alle Teilchen und erhalten dann mit (1) 

(4) 
i,1: 

Hier ist .I mirf = e das Trägheitsmoment unseres Systems. Im 
stationären Zustand ist e konstant, seine zeitliche Ableitung ist 
daher Null. Somit verschwindet der erste Term in (4) und wir 
erhalten 

-Ekin = -!-~ (gradi Pi 1: , Ti)' 

i,k 

(4a) 

Zur Berechnung der rechten Seite greifen wir zunächst die heiden 
Glieder mit i=p" k=v und i=v, k=p, heraus. Es ist 

grad" V"v = - gradv v"" = - grad. V"v, 
denn nach (3) ist V"v = v"w Daher wird 

(grad" V"v, t,,) + (gradv v"", r.) = (gradll VIIV , t,,-r.). 
Unter Verwendung von (3) findet man nach einfacher Umrechnung 

(grad" V"v, tll-r.) = Vllv ' 
Wenn wir die Glieder der Summe der rechten Seite von (4a) in 
der hier gezeigten Weise paarweise zusammenfassen, erhalten wir 
für je zwei Glieder mit i={t, k=v und i=v, k={t das eine Glied 
V"v' Es ist daher 

J;(grad; Pik' Ti) = ~ ~Vi1'" 
ö,1: 

Setzen wir dies in (4a) ein, so erhalten wir schließlich mit (2) 
1 

- Ekin = "2 Epot· 

Unter Einführung der Gesamtenergie 

E = Ekin + Epot 
wird dies 

-Ekin=E. 

6. Elektronen in nichtkubischen Kristallen [1, 5, 210]. 

Es seien wie auf S. 16 al, a2 und a3 die drei Vektoren, welche 
die Elementarzelle bestimmen. Aus der Gitterperiodizität folgt 
dann für das Potential V (t): 

V (t) = V (t + all = V (t + a2l = V (t + aal 
oder 
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Um V (r) in eine FOURIER-Reihe entwickeln zu können, müssen 
wir das reziproke Gitter einführen. Von den Achsen des reziproken 
Gitters, 01, 02' 03, steht jede auf zwei Achsen des gewöhnlichen 
Gitters senkrecht. Ihre Länge wird so gewählt, daß ihr Vektor
produkt mit der jeweiligen dritten Achse des gewöhnlichen Gitters 1 
ist. Es ist also 

(1) 
Hiermit wird die FOURIER-Entwicklung von V: 

V =,I Vm e2"i(m,b,+m,b.+m. b" r). (2) 

Die Eigenfunktionen werden aus der SCHRÖDINGER-Gleichung 
bestimmt. Wegen der Formel (2) für V wird für 1jJ der Ansatz 

1jJ = ei (f, r) u (r), (3) 
u(r) =,IameZ"i(m,b,+m,b.+m.b"r) (3a) 

nahegelegt. Durch Einsetzen in die SCHRÖDINGER-Gleichung findet 
man, wenn man die Faktoren vonebi(m,b,+m,b.+m.b .. r) einzeln Null 
setzt, unendlich viele homogene Gleichungen für die unendlich 
vielen Unbekannten am. Diese können für bestimmte Werte von E 
(Eigenwerte) gelöst werden. Man kann auch zeigen, daß man auf 
diese Weise alle Lösungen erhält. 

Schreiben wir 1jJ in der Form (3), (3a), so ist der Wert der 
Wellenzahl f noch nicht eindeutig festgelegt. Ganz entsprechend, 
wie in (4a) und (4b), § 3, kann f durch einen der Vektoren 

f + 211: (mI 01 + m2 O2 + ma 03) (4) 
ersetzt werden, ohne daß sich dabei die Form der Eigenfunktion (3), 
(3a) ändert. Wir werden daher analog zu § 8, (5) den reduzierten 
Ausbreitungsvektor durch die Forderung 

-11: < (ai> fi ) < 11: 
definieren. 

Die Ränder eines Bandes sind somit durch 

(ai' fi ) = ±11: 
bestimmt. Durch Vergleich mit (1) folgt, daß das reziproke Gitter 
im f-RauQ1 die Ränder der Energiebänder bestimmt. 

Die Symmetrieeigenschaften der Energie ergeben sich natür
lich ganz analog zu § 3, (9b), d. h. es ist 

E (f) = E (f+ 211: (mi b1 + m 2 O2 + m3 03)). 

Daneben ist, wie in § 3, (9a) 
E (f) = E (- f) . 

1 Bei einem kubischen Gitter ist also das reziproke Gitter ebenfalls ein 
kubisches Gitter. 
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7. Gitterpotential [5]. 

Wir wollen hier zeigen, wie man die FOURIER-Komponenten 
des Gitterpotentials berechnet, und zwar an Hand eines kubischen, 
flächenzentrierten Gitters (vgl Abb 3b, S. 16), in dem z. B. die 
Edelmetalle kristallisieren. Dieses Gitter 
ist zwar ein einfaches Translationsgitter, 
als kubisches Gitter aufgefaßt enthält es 
aber vier Atome pro Elementarzelle. Am 
anschaulichsten ist die Vorstellung des ku
bisch flächenzentrierten Gitters als vier 

ineinandergestellte einfache kubische 
Gitter. Legen wir den Ursprung des Ko
ordinatensystems in ein Atom, so erhalten 
wir folgende Koordination t p für die vier 
Atome. (Siehe Tabelle.) 

i x- I y- I z-
I Komponente 

o o I 0 
a a 
2 "2 
a o 

o I a "2 

o 
a 
2 
a 

Das Gitterpotential V eines kubischen Gitters läßt sich immer 
durch eine FOURIER-Reihe von der Form 

2"i 
V =.I Vme-a-(m, r) 

darstellen Dabei ist 
2.1'ti 

V, - ~ J V - -a- (m, r) d 
m - a3 e T. 

R, 

Das Integral erstreckt sich über die kubische ElemeIi.tarzelle. 
V setzt sich additiv aus den Beiträgen der vier Atome zusammen. 
Daraus folgt, ähnlich wie wir auf S. 371 für einen zweidimensionalen 
Fall zeigen werden, daß Vm die Form. 

hat, wobei 

2"i 
TT _ A ~ -a- (tl" m) 
f m - m.;.e 

p 

2"i 
A - 1 Jv. -a-(m, r) d 

m - a3 u e T 

R, 

ist. Vo ist der Beitrag eines einzelnen Atoms zum Potential. 

(1) 

Aus (1) folgt, daß Vm nur dann von Null verschieden ist, wenn 
die drei Komponenten von m (mx' m y, mz) eIltweder alle gerade 
oder alle ungerade sind. 

Die FOURIER-Komponenten Vm lassen sich nach § 2, (7a) durch 
die FOURIER-Komponenten Dm der Ladungsdichte ausdrücken. 
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Dasselbe gilt für die Am. Diese können durch die FOURIER-Kompo
nenten Bm der Ladungsdichte D eines einzelnen Atoms aus
gedrückt werden, wobei nach § 2, (6a) 

und nach (1) 

2,.i B -~JD --a-rm,t)d 
m - aB e T , 

R. 

2,., 
D - B ~ -a- (tp, m) 
m- m .... e 

p 
(la.) 

ist. D setzt sich aus dem Beitrag des Kernes und dem Beitrag der 
Elektronen, e (}. zusammen. Da die Kernladung punktförmig ist, 
wird ihr Beitrag zum Integral -Ze=Zje/, wobei Z die Kern
ladungszahl ist. Dann wird 

(2) 

wobei 

J -2"i (m r) 
Fm = (je a . dT 

identisch mit dem Atomformfaktor ist, der in der Theorie der 
Streuung von Röntgenstrahlen eine wesentliche Rolle spielt. Bei 
der Auswertung des Integrals können wir in guter Näherung die 
Dichteverteilung (j der Elektronen des betreffenden freien Atoms 
wählen, wie wir in § 2 auseinandergesetzt haben. (j ist dann kugel
symmetrisch, infolgedessen kann die Integration über den Winkel 
ausgeführt werden. Ist ß der Winkel zwischen mund t, so ergibt 
sich 

<Xl ,. 2,., J J -lmlrcos6 
Fm=F(lmJ) =2n dr sinßdß(j(r)r2 e a = 

o 0 
<Xl 

_ 4 J () sin 2 n I m I rJa 2 d 
- n e r 2 n I m I r/a r r. 

o 
Die Elektronendichte e (r) kann theoretisch mit ziemlicher 

Genauigkeit berechnet werden. Sie läßt sich allerdings nicht 
durch bekannte Funktionen ausdrücken, sondern muß numerisch 
angegeben werden. Bei der Berechnung von (j mit der THoMAS
FERMIschen Methode, auf die wir hier nicht näher eingehen 
können, kann man aus einer einzigen tabellierten Funktion durch 
einfache algebraische Operationen die Dichteverteilung e für 
beliebige Atome erhalten. Dadurch wird es ermöglicht, mit Rille 
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einer einzigen Funktion F(lml), die durch numerische Integration 
bei allen möglichen Werten I m I erhalten wird, alle beliebigen 
Atomformfaktoren abzuleiten. 

Als Resultat erhält man 

F(lmi) =ZG(x), (3) 
wobei 

(4) 

ist (Z = Kernladungszahl). Die Funktion G(x), die durch nume
rische Integrationen erhalten wird, 
ist in Abb. 68 dargestellt. Die For
mem (2), (3l, (4) gemeinsam mit Ab
bildung 68 genügen, um Dm bei be- t 4'; 
liebigem Gitterabstand a und belie- fi 

biger Kernladungszahl Z zu berech
nen. Daraus erhält man dann mit o 

x_ (1 a) und § 2, (7 a) die FOURIER-
Koeffizienten des Potentials Abb. 68, Zur Berechnung des Gitter-

potentials. Aus [5]. 

2ni 
V. -~B ~ /t(Tp,m) 

m - )'t Im 12 m ~ e . (5) 

" Als Beispiel wählen wir Ag. Nach dem oben Gesagten müssen für 
Ag, da es ein flächenzentriert kubisches Gitter hat, die mQ;' mll , mz 
entweder alle gerade oder alle ungerade sein. Wir berechnen V m 

für m = 1, 1, 1 und m = 0, 0, 2. 
Für Ag ist 

a = 4,1 .10-8 cm, Z = 47. 
Nach (4) wird 

x = ! i: I Z-1I3 = 3,4 . 106 1 m 1 ern-I. 

Für m = 1, 1, 1 ist I mJ = Va, 
für m = 0, 0, 2 ist I m I = 2. 
Damit ist 

_ 5,9 . !()8 -1 
x - 6,8 ' !()8 cm 

Aus Abb, 68 folgt für diese beiden Werte von x 

Nach (2) und (3) ist 

G - 0,76 
- 0,73' 

B m = --;Z (1-G). 
a 
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Mit (5) folgt schließlich 
eal 4e 

Vm=--I-Is a-Z(l-G), n m a 

da die Summe in (5) immer 4 ist. 

Um Vmin Volt auszudrücken, müssen wirmit300/emultiplizieren. 
Dann ergibt sich 

4e·300 I-G 
Vm = - nl m ISa Z (I-G) e-Volt = 21 [iiti2 e-Volt. 

Mit den obigen Werten für G ergibt dies 

lill = -17 e-Volt, V002 = V020 = V200 = -14 e-Volt. 

8. Legierungen mit y-Struktur [161]. 

Die ,,-Phase. Bei den Legierungen von Cu mit Zn muß man je 
nach dem Zn-Gehalt verschiedene Phasen unterscheiden. Reines 
Cu hat ein flächenzentrisches kubisches Gitter. Zunächst werden 
die Zn-Atome einfach in dieses Gitter eingebaut, d. h. ein Zn-Atom 
tritt an die Stelle eines Cu-Atoms (oc-Phase). An diese oc-Phase 
schließt sich mit wachsendem Zn-Gehalt die {I-Phase mit einem 
raumzentrierten kubischen Gitter. Hieran schließt sich die ,,-Phase 
mit einer komplizierten kubischen Struktur. Die Elementarzelle 
enthält 52 Atome. Die Zusammensetzung der Legierung (,,-Messing) 
kann angenähert durch die Formel CuSZng beschrieben werden. Das 
darf aber nicht so aufgefaßt werden, daß ,,-Messing aus Cu5Zng-

Molekülen besteht. Auch verhalten sich die beiden Atomarten 
nicht exakt wie 5 : 8, da die ,,-Phase sich über ein gewisses Inter
vall erstreckt. Auf die y-Phase folgt die e-Phase mit einer hexa
gonalen dichtesten Kugelpackung. Die Zusammensetzung ist 
hier ungefähr durch CuZna darstellbar. Auf die e-Phase folgt 
schließlich noch die 1J-Phase, die bis zum reinen Zn reicht. 

Ähnlich wie das System Cu-Zn verhalten sich eine ganze Reihe 
anderer Legierungen der Elemente Cu, Ag und Au 1. Dabei zeigt 
sich, daß die jeweiligen Phasen immer durch ein ganz bestimmtes 
Verhältnis der Anzahl der Valenzelektronen zur Zahl der Atome 
charakterisiert sind. Als Zahl der Valenzelektronen gilt die Zahl 
der Elektronen in einer nichtabgeschlossenen Schale, also für Cu, 
Ag, Au je 1, Zn, Cd, ... je 2, Al 3, Sn 4 Elektronen. Für die 

1 Z. B. Ag5ZnS' AusZns• CnsA1 •• CUmSns usw. 
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,,-Phase ist das oben erwähnte Verhältnis 21: 13 1 (HUME-ROTHERY
sche Regel). Wir werden zeigen, daß dieses eigenartige Verhältnis 
eine einfache theoretische Deutung findet. Dazu müssen wir 
aber zunächst unsere Regeln für die Auffüllung der Energiebänder 
(§ 3) auf den Fall erweitern, in dem die Elementarzelle nicht genau 
ein Atom enthält. 

Auftüllung der BRILLOUIN8Chen Zonen. Nach § 3 enthält jedes 
Energieband bei einem einfachen Translationsgitter zwei Zustände 
pro Atom. Als speziellen Fall wollen wir ein zweidimensionales 
einfaches kubisches Gitter be- A.V 

trachten. Für diesen Fall 9"--I!--"'I 0 
I I 

hatten wir in Abb. 9, S.48 die i J< ! x 
beiden ersten Zonen im f- !/'\.O I 

Raumkonstruiert. Wir wollen a----~ 
x x 

jetzt in die Elementarzelle "a' / 
unseres zweidimensionalen 0 V 0 

Gitters ein weiteres Atom ein- a b 

bauen und untersuchen, wie Abb. 69a und b. Erklärung im Text. 

groß die Zahl der Elektronen pro Zone ist. Wir bringen zunächst 
in Abb. 69a das einfache Gitter, wobei die Kreise die Gitterpunkte 
bedeuten. In Abb. 69 b sind die Ränder der beiden ersten Zonen 
im f-Raum dargestellt. Wir gehen jetzt zum flächenzentrierten 
Gitter über, indem wir pro Elementarzelle je ein Atom einbauen, 

das die Koordinaten x = ~, y = -i- hat, falls wir dem ursprüng

lichen Atom die Koordinaten x = 0, y = 0 geben. Die eingebauten 
Atome sind in Abb. 69a durch Kreuze bezeichnet. Dieses flächen
zentrierte kubische Gitter kann wieder als einfaches kubisches 
Translationsgitter aufgefaßt werden, wie man leicht an Hand von 
Abb. 69 a sieht. Der Gitterabstand a' dieses Gitters ist 

a'=~. 
V2 

Die erste Zone im f-Raum enthält dann wieder zwei Zustände 
pro Atom. 

Wir haben jetzt zwei Möglichkeiten das Gitter zu betrachten. 
a) Wir betrachten es als flächenzentriertes Gitter. Die Elemen

tarzelle enthält dann zwei Atome. In der ersten Zone im f-Raum 
sind zwei Zustände pro Elementarzelle, also nur ein Zustand pro 

1 Beispiele: Cu,Zns: (5xl+8x2):(5+8) = 21:13. 
CuAl,: (9xl+4x3):(9+4) = 21:13. 

Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle. 24 
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Atom. In den beiden ersten Zonen zusammen sind hingegen zwei 
Zustände pro Atom. 

b) Wir betrachten das Gitter als einfaches Gitter. Die erste 
Zone im f-Raum enthält dann zwei Zustände pro Atom. Man sieht 
leicht, daß sie identisch mit den beiden ersten Zonen des Falles 0.) 

ist, denn sie wird durch ein Quadrat mit der Seitenlänge 2a~ 
begrenzt, genau wie die zweite Zone des Falles 0.) (vgl. Abb.69b). 

Da die beiden Betrachtungsweisen 0.) und b) identisch sein 
müssen, folgt, daß am Rand der ersten Zone des Falles 0.) keiner
lei Unstetigkeiten der Energie auftreten dürfen. 

Wir wollen dies noch einmal für den Fall unserer Näherung 
§ 4 B beweisen. Hiernach werden die Zonen des l-Raumes im Zwei
dimensionalen durch diejenigen Geraden begrenzt, die senkrecht 

zu den Vektoren :r m stehen und durch den Endpunkt dieser Vek-a 
toren gehen. Die erste Zone ist also durch die m-Werte (0, ± 1), 
(± 1, 0) bestimmt usw. An einer kritischen Geraden, die wir 
durch den jeweiligen Wert von m charakterisieren können, hat die 
Energie eine Unstetigkeit. Nach §4, (22b), S.49 ist der Energie
sprung 2 Vm, wobei Vm der m-te FOURIER-Koeffizient des Potentials 
ist. Wir haben also zu zeigen, daß bei unserem flächenzentrierten 
Gitter (Fall 0.) die Koeffizienten V ± I, 0 und Vo, ± 1> verschwinden. 
Ist V das Gitterpotential, so wird 

2ni 
V - vv. -a-(m,r) 

-,.. m e , 
wobei 2ni 

V. - 1 JV --a-(m, r) d (1) m-/ii e • 
R. 

ist. Die Integration erstreckt sich über eine Elementarzelle. Das 
Potential V setzt sich additiv aus den Beiträgen der beiden Atome 
der Elementarzelle zusammen. Da heide Atome gleich sind, ist 

V (t) = f; (t) + f; (t + t o) . (2) 
Ji ist hier der Beitrag eines Atoms und t o ist der Vektor vom einen 
Atom der Elementarzelle zum zweiten. Nach Abb. 69 a ist 

a a 
(ro):I: = -2- , (to)1/ = "2' (3) 

Setzen wir (2) in (1) ein, so wird 

1 f -~ni (m r) 1 J -2ni (m, r) 
Vm=(iä ~e a 'd'+/ii ~(t+to)e a d •. 
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Auf Grund der Kristallsymmetrie folgt 

- 2ni (m r) f 2ni (m r - r) f Vdt + t o) e a 'd r = Vdt) e a '. d r . 

Daher ist 

Vm=(I+e2:i(m,ro»)Am I 
1 f _2ni (m r) 

Am = a2 ~ (t) e a 'd T 

(4) 

Unter Verwendung von (3) erhalten wir also 
Vm = (1 + e"i (mx+~g») Am. 

Dieser Ausdruck verschwindet immer, wenn e"i(m,,+my) = -1, 
also insbesondere für die erste 
Zone, für die mir + mll = ± 1 ist. 0 

Wir haben diesen etwas um-
ständlicheren Beweis als Vor- ,.x 

",'t1 
bereitung für die nachfolgen-
den Betrachtungen gebracht. 

x 
Wir wollen nämlich jetzt in das 0 

o 

o 

a 

o 

x 

x 
o 

b ursprüngliche einfache Gitter 
(Gitterkonstante a) wieder ein 
Atom pro Elementarzelle ein

Abb. 70a und b. ErklArung Im Text. 

bauen. Der Vektor zwischen den beiden Atomen der Elementar-
zelle soll aber jetzt nicht to sein, sondern t l , wobei 

(tl)", = ; , (tl)" = y a, I 
y < 1, irrational 

(5) 

ist. Dabei soll y eine irrationale Zahl, die kleiner als 1 ist, sein. 
Abb.70a zeigt dieses Gitter. Entsprechend wie in (4) wird 

( 2ni ) 
Vm = l+e~(m.rl) Am, 

woraus mit (5) 
Vm = (1 + e"imx +2ni y mu) Am 

folgt. Auch jetzt verschwindet Vm für gewisse m, aber für weniger 
Werte als im oben besprochenen Fall. Da y irrational sein soll, 
ist ymlf nie ganz oder halbzahlig, außer für mll = O. Daher wird 
jetzt V m = 0, falls m ll = 0 und gleichzeitig mir ungerade ist. In 
der ersten Zone verschwinden daher jetzt Vm nur lä.ngs der beiden 
Geraden parallel zur kif-Achse. 

24* 
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Wir wollen jetzt unter den Zonen im f-Raum nur diejenigen 
betrachten, auf deren Ränder tatsächlich Energieunstetigkeiten 
herrschen, denn nur diese haben eine physikalische Bedeutung. 
Die erste solche Zone für unser Gitter ist in Abb. 70b stark ein
gerahmt. Die Zahl der Zustände in einer Zone ist proportional zu 
ihrer Fläche im f-Raum. Da die erste Zone des ursprünglichen, 
einfachen Gitters zwei Zustände pro Elementarzelle enthält, sind in 
der ersten Zone unseres Gitters nach Abb. 70b drei Zustände pro 
Elementarzelle, also 1,5 pro Atom. Im flächenzentrierten Gitter 
hingegen sind vier Zustände pro Elementarzelle (Gitterabstand a), 
also zwei pro Atom, wie bei einem einfachen Gitter. 

Wir bauen schließlich das zweite Atom so in die Elementar
zelle ein, daß der Vektor zwischen den beiden Atomen t 2 ist, wobei 

(t2):I; = 15:1; a, (t2)" = 15" a 
ist und 15:1; und 15" beide irrational und kleiner als 1 sind. In diesem 
Fall verschwindet Vm offenbar für gar kein m. Wir haben dann, 
wie beim einfachen Translationsgitter, zwei Zustände pro Elemen
tarzelle und damit einen pro Atom. 

Wir haben damit drei verschiedene Fälle besprochen, bei 
denen die Zahl der Zustände pro Atom 1, 1,5 und 2 war. Wir wollen 
damit zeigen, daß die Zahl der Zustände einer Zone durchaus 
nicht ganzzahlig pro Atom sein muß, falls die Elementarzelle mehr 
als ein Atom enthält. Offenbar muß sie aber immer zwischen 1 
und 2 liegen. UnSere ganzen Überlegungen können auf den drei
dimensionalen Fall und auf den Fall nichtkubischer Gitter aus
gedehnt werden [210]. 

Die erste Zone der y-Phase. Wir werden jetzt zeigen, daß das 
eigenartige Verhältnis zwischen der Zahl der Valenzelektronen und 
der Zahl der Atome (21: 13) bei dery-Phase beinahe gleichbedeutend 
mit der Zahl der Zustände pro Atom in der ersten Zone des f-Raumes 
ist. Zweifellos hat die Energie des Metalls ein Minimum, falls die 
Gitterstruktur so gewählt wird, daß eine Zone angenähert voll
besetzt ist, denn am Rand einer Zone wird ja die Energie um den 
Betrag Vm gesenkt. Dieses Energieminimum muß aber durchaus 
nicht das tiefste Energieminimum sein. Bei einem einwertigen 
Metall z. B. ist die erste Zone immer nur halb besetzt. Um sie 
voll zu besetzen, müßten wir zwei Atome in die Elementarzelle 
bringen, d. h. wir müßten ein Molekülgitter bilden. Dieses hat 
jedoch eine viel höhere Energie als das typische Metailgitter und 
wird deshalb nicht realisiert. 
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Bei einer Gitterstruktur, die zu angenähert vollbesetzten Zonen 
führt, hat nach dem Obenstehenden die FERMI-Energie einMinimum. 
Eine theoretische Untersuchung über die Frage, wann eine solche 
Gitterstruktur und wann eine andere angenommen wird, würde 
auf einen Vergleich der FERMI-Energie mit den anderen Energie. 
termen hinauslaufen. Da wir diesen nicht bringen, sind unsere 
nachfolgenden theoretischen Betrachtungen zwar unvollständig, 
sie machen es aber plausibel, daß tu Zn- Zn 
gerade 21/13 Valenzelektronen pro 0 25 so 75 f(J(JfJ6 

Atom vorhanden sind. r---
~ J~ I 

Zur Bestimmung der ersten 
Zone der y-Struktur müssen wir 
wissen, welches die ersten von Null 
verschiedenen FOURIER -Kompo
nenten Vm sind. Nun wird in 
der Theorie der Reflexion von 
Röntgenstrahlen an Kristallen ge
zeigt, daß ein enger Zusammen
hang zwischen V m und der Inten
sität der Reflexion m-ter Ordnung 
besteht. Auf diese Weise findet 

-1. 'S 

t -3 '0 

...... 

1\ ( 
X \ 

-61 '0 
V 

'S man, daß die ersten von Null -7; 

verschiedenen FOURIER-Kompo- Abb.71. Suszeptibilität der Cu-Zn-
Legierung (pro g-Atom). Nach [21]. 

nenten Vm die Indizes m1 = (4,1,1) 
und m2 = (3, 3, 0) haben. Die hiermit gebildete Zone im f-Raum 
ist nahezu kugelförmig, denn es ist ja Iml l 2 = I m2 12• Aus dem 
Volumen der Zone erhält man die Zahl der Zustände pro Elementar
zelle, und zwar findet man durch einfache geometrische Betrach
tungen 90 Zustände. Die einbeschriebene Kugel enthält hingegen 
etwa 80 Zustände. Da der Energiesprung am Rand der Zone 
wahrscheinlich ziemlich klein ist, wird die Fläche konstanter 
Energie für die Grenzenergie im Fall von 90 Elektronen schon 
zum Teil in der zweiten Zone liegen. Damit die FERMI-Energie 
ein Minimum hat, sollte also die Zahl der Elektronen zwischen 
80 und 90 liegen. Tatsächlich findet man 84, da die Elementar
zelle 52 Atome mit je 21/13 Elektronen enthält (52.21/13 = 84). 

Suszeptibilität und HALL-Effekt. Da die erste Zone der y-Phase 
90 Zustände enthält, während sie von 84 Elektronen besetzt ist 
und da sie außerdem nahezu kugelförmig ist, wird die Grenzenergie 6 
überall sehr nahe am inneren Rand der Zone verlaufen. 
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Genau wie bei unseren überlegungen über den Diamagnetis
mus von Bi (§ 31) müssen wir erwarten, daß die diamagnetische 
Suszeptibilität in der y-Phase sehr groß ist. Dies ist in Überein
stimmung mit dem experimentellen Befund, wie an Hand von 
Abb. 71 für die Cu-Zn-Legierung zu sehen ist. 

Auch der HALL-Effekt soll hiernach in der y-Phase besonders"groß 
und positiv (anormal) sein. Es genügt aber eine geringfügige 
Änderung der Zusammensetzung der Legierung, um die Zahl der 
Elektronen pro Elementarzelle so groß zu machen, daß die Grenz
energie außerhalb der ersten Zone liegt und daß der HALL-Effekt 
also negativ (normal) wird. Auch diese Folgerung ist in über
einstimmung mit den Experimenten. 

Tabelle 38 1• 

Z Ordnungszahl, A Atomgewicht, cl Dichte, n Zahl der Atome pro cm3, 

J1 erste Ionisierungsspannung in Volt, e DEBYE-Temperatur in 0 abs. 

Z A 
I 

d 
I 

n J1 e 10-22 

Li 3 6,94 0,53 4,63 5,37 430 
Na 11 23,0 0,97 2,56 5,12 159 
K 19 39,1 0,86 1,33 4,32 126 
Rb 37 85,5 1,52 1,08 4,16 85 
Cs 55 133 1,87 0,87 3,88 68 

Cu 29 6n,6 8,93 8,50 7,69 315 
Ag 47 lOS 10,5 5,90 7,54 215 
Au 79 197 19,3 5,93 9,19 175 

Be 4 9,02 1,86 12,5 9,28 100 
Mg 12 24,3 1,74 4,34 7,61 290 
Ca. 20 40,1 1,54 2,33 6,09 230 
Sr. 38 87,6 2,6 1,80 5,67 140 
Ba 56 137 3,6 1,59 5,19 115 

Zn 30 65,4 7,12 6,60 9,36 235 
Cd 48 112 8,64 4,66 8,96 168 
Hg 80 201 14,6 4,42 10,4 97 

Al 13 27,0 2,69 6,06 5,96 390 
Ga 31 

I 
69,7 5,9 

I 
5,13 5,97 

In . 49 115 7,30 3,86 5,76 198 
Tl 81 204 11,9 3,52 6,08 164 

1 Größtenteils nach [16]. 
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Ta belle 38. (Fortsetzung.) 

I 
z I A d 

I 
n J1 e 

I 
10-22 

Ge I 32 72,6 5,40 4,51 8,09 
Sn 50 119 7,28 3,74 7,30 260 
Pb 82 207 11,34 3,32 7,38 88 

Sb 51 122 6,69 3,33 8,35 240 
Bi 83 209 9,80 2,84 7,25 110 

Ti 22 47,9 4,5 5,7 6,81 
V 23 50,9 5,8 6,9 6,76 
Cr 24 52,0 7,1 8,3 6,74 485 
Mn 25 54,9 7,3 8,1 7,39 
Fe 26 55,8 7,86 8,56 7,83 420 
Co 27 58,9 8,8 9,1 8,5 385 
Ni 28 58,7 8,8 9,1 7,64 375 

Y. 39 88,9 4,57 3,12 6,5 
Zr 40 91,2 6,53 4,33 6,92 
Nb 41 93,5 12,7 8,3 
Mo 42 96,0 10,2 6,45 7,06 380 
Ru 44 102 12,3 7,34 7,7 
Rh 45 103 12,4 7,31 7,7 
Pd 46 107 11,9 6,78 8,3 

La 57 139 6,15 2,67 5,59 
Hf 72 179 13,3 4,50 
Ta 73 182 16,6 5,52 245 
W 74 184 19,1 6,29 8,1 310 
Re 75 189 20,5 6,57 
Os 76 191 22,5 7,12 8,7 
Ir. 77 193 22,5 7,05 285 

Pt 
I 

78 195 21,4 6,32 8,9 225 
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