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Yorwort.

Schritt fiir Schritt werden immer weitere Gebiete der Bio-
logie durch Vervollkommnung der messenden Methoden den
exakten Wissenschaften angereiht und damit einer mathe-
matischen Behandlung erschlossen. Dadurch wird die Not-
wendigkeit eines mathematischen Vorstudiums fiir alle Bio-
logen ganz allméhlich immer dringender. Noch pflegt dieses
tiber Gebiihr vernachlissigt zu werden. Aus eigener Erfahrung
konnte ich beobachten, dafl die exakten messenden Methoden
zwar mechanisch von allen Schiilern erlernt werden koénnen,
aber in fruchtbarer Weise nur von denjenigen ausgenutzt wer-
den, die eine mathematische Vorbildung haben, fur die die
Zahl etwas Lebendes ist. So ist dieses Biichlein ganz all-
maéhlich aus praktischen Bediirfnissen beim Unterricht ent-
standen.

Obwohl ndmlich ein Mangel an guten Einfiihrungen in die
Mathematik fiir Naturwissenschaftler nicht besteht, so hat mich
doch die Erfahrung gelehrt, dafl diese gerade den Bediirf-
nissen der Biologen nicht vollig entsprechen. Erstens ist die
iberwiegende Erlduterung der mathematischen Sitze an Bei-
spielen der theoretischen Physik nicht die dem Biologen am
meisten addquate, und dann ist in den bestehenden Lehr-
biichern in der Regel ein gewisser Schatz von Kenntnissen
der elementaren Mathematik vorausgesetzt, iiber den nun ein-
mal die Mehrzahl der heutigen Biologen wenigstens in leben-
diger, gebrauchsfihiger Form nicht verfiigt.

Wenn diese ,,Einfiihrung® dazu beitragen solite, das mathe-
matische Niveau der Jiinger der biologischen Wissenschaften
zu heben oder gar das Verlangen bei ihnen zu erwecken, nach
ausfiihrlicheren Lehrbiichern der Mathematik zu greifen, so
wiirde ich den Zweck dieses anspruchlosen Biichleins fiir er-
fiillt halten.

Berlin, im August 1912.
Der Verfasser.
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Erster Abschnitt.

Rekapitulation der elementaren
Mathematik.

I. Geometrie.

1. Zwei Korper schneiden sich in einer Ebene, zwei
Ebenen in einer Linie, zwei Linien in einem Punkte.
~ Zwischen zwei Punkten ist die gerade Linie die kiirzeste
Verbindung.

2. Lehre von den Winkeln.

Ein Winkel entsteht durch die Drehung einer geraden
Linie um einen festen Punkt derselben, den Scheitel des
Winkels. Die Grofle des Winkels wird nach Mafigabe dieser
Drehung gemessen und ist unabhiingig von der Linge der
Schenkel. Eine volle Umdrehung teilt man in 360 Grade, eine
halbe Drehung oder ein gestreckter Winkel betrigt demnach
1809, eine Vierteldrehung oder ein rechter Winkel betrigt
90°% Die Schenkel eines rechten Winkels stehen senkrecht
aufeinander, oder der eine Schenkel bildet ein Lot auf den
anderen. Ein Winkel, welcher kleiner als 1R ist, heilt spitz,
ein Winkel, der > R aber < 2R ist, stumpf. Ein Winkel, der
< 2R ist, heiBt konkav, ein Winkel, der > 2R ist, konvex.

Nebenwinkel sind zwei Winkel, welche einen Schenkel
gemeinsam haben, wihrend die anderen Schenkel die gerad-
linigen Verlingerungen voneinander sind. Ihre Summe ist
stets = 2 R oder = 1 gestrecktem Winkel. Das folgt aus dem
Begriff des gestreckten Winkels, dessen beide Schenkel eine
einzige Gerade bilden. Zwei Winkel, die zusammen 2R be-
tragen, nennt man Supplementwinkel; zwei Winkel, die zu-
sammen 1R betragen, Komplementwinkel.

Scheitelwinkel sind zwei Winkel von solcher Lage,
daB der Scheitel beiden gemeinsam ist und die Verlinge-

Michaelis, Mathematik. 1



2 Geometrie.

rungen der Schenkel des einen Winkels die Schenkel des
anderen sind. Scheitelwinkel sind einander gleich. <C & =<y,
weil beide = 2R — f§ sind (Fig. 1).

Zwei gerade Linien schneiden sich, hinreichend ver-
lingert, im allgemeinen unter einem bestimmten Winkel.

Wenn sie sich, soweit

P JJ man sie auch nach bei-

a A den Richtungen verlan-

o X0 / gert, im Endlichen nie-

¥ c - 0 mals schneiden, nennt
‘7‘; man sie parallel.

Fig. 1. Fig. 2. Wenn zwei gerade

Linienvoneinerdritten
unter gleichem Winkel geschnitten werden, sind sie parallel.
o/ und y sind Gegenwinkel, ebenso § und J (Fig. 2).
o« und 6 sind entgegengesetzte Winkel, ebenso § und y.
o« und ¢ sind Wechselwinkel, ebenso & und y.

Ist AB parallel CD, so sind Gegenwinkel einander gleich,
entgegengesetzte Winkel betragen zusammen 2E. Wechsel-
winkel sind einander gleich.

Umgekehrt: wenn zwei Gegenwinkel einander gleich sind,
so sind die Linien, an denen sie liegen, parallel usw.

3. Das Dreieck.

Die Summe der drei Winkel eines jeden Dreiecks be-
trigt 2R.

Beweis: Man ziehe in Fig.3 AD || BC. Dannist 3y’ =
und ¥ B’ = Ly als Wechselwinkel. Also

x+pf+y=a+p+y =2R.
Ein AuBenwinkel ist gleich der Summe der beiden von
ihm getrennt liegenden Winkel, denn (Fig.4) 6 =2R — y,
andererseits auch « + f=2R —y.

Fig. 3. Fig. 4.
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In einem rechtwinkligen Dreieck nennt man die Schenkel
des rechten Winkels die Katheten, die dem rechten Winkel
gegeniiberliegende Seite die Hypotenuse.

Ein Dreieck, in welchem alle drei Winkel spitz sind,
heifit ein spitzwinkliges Dreieck; ein solches, in welchem ein
Winkel stumpf ist, ein stumpfwinkliges. Es kann hé&chstens
ein Winkel im Dreieck stumpf sein, weil die Summe schon
zweier stumpfer Winkel auf jeden Fall >2R ist.

Ein Dreieck, in dem 2 Seiten einander gleich sind, heiBt
ein gleichschenkliges, ein solches, in dem alle 3 Seiten ein-
ander gleich sind, ein gleichseitiges Dreieck. In einem gleich-
schenkligen Dreieck sind die Basiswinkel einander gleich,
in einem gleichseitigen Dreieck daher alle 3 Winkel einander
gleich, und daher jeder = 60°.

" In jedem Dreieck liegt der grofle-
ren Seite der grofere Winkel gegen-
iiber.

Beweis: AC sei > AB. (Fig.5.)
Halbiert man <<BAC durch AD und Fig. 5.
klappt das Dreieck 4BD um AD als
Achse nach rechts um, so fillt B auf E, und <<ABD =< AED.

Da nun <CAED AuBenwinkel an ADEC ist, muB}

KLAED > xACD, folglich auch <<4ABC > < ACB
sein.

Da im rechtwinkligen Dreieck der rechte Winkel gréBer
als jeder der beiden anderen ist, so ist jede Kathete stets
kiirzer als die Hypotenuse.

Als Umkehrung obigen Satzes folgt ferner, daB auch dem
groBeren Winkel die groBere Seite 8
gegeniiberliegt, und ferner die schon
erwahnte Tatsache, dall im gleich-
schenkligen Dreieck die Basiswinkel
einander gleich sind. Denn gleichen
Seiten miissen auch gleiche Winkel
gegeniiberliegen.

In der Schar von rechtwinkligen
Dreiecken 4BC,, ABC,, ABC(,
usw. ist also die Hypotenuse BC,, BC, usw. stets groBer als
die Kathete BA. Folglich ist von allen Geraden, die man vom

1*

A R
Fig. 6.



4 Geometrie.

Punkte B nach einer Geraden C;C; ziehen kann, das Lot die
kiirzeste. Das Lot von einem Punkte auf eine Gerade nennt
man die Entfernung des Punktes von der Geraden.

4. Kongruenz.

Zwei Figuren nennt man kongruent, wenn man sie durch
Verschiebung und Drehung so aufeinander legen kann, da8
sie sich vollkommen decken.

Erster Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen
Winkel iibereinstimmen.

5' [/

A4

A ¢
Fig. 7.

Voraussetzung:

AB=A'B’, BC=DB'C’, «CABC = 3 A'B'C".

Behauptung: AABC~/A'B'C.

Beweis: Verschiebt und dreht man (Fig. 7) AABC so,
daBl AB auf A’B’, BC auf B’C’ und <« ABC auf A’B’(C’ fallen,
so muB auch AC auf A’C’ fallen, weil zwischen zwei Punk-
ten 4’ und ¢’ nur eine Gerade gezogen werden kann. Somit
decken sich alle 3 Seiten und Winkel.

Zweiter Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in einer Seite und zwei Winkeln von gleicher Lage,
d. h. entweder den beiden anliegenden oder in einem an-
liegenden und dem gegeniiberliegenden Winkel iibereinstimmen.

Voraussetzung: AB= A'B’ (Fig. 7),

XBAC =X B'A'C,
XABC =< A'B'C’.

Beweis: Verschiebt und dreht man AABC so, dal 4B

auf A’B’ fillt, so muB auch C auf C’ fallen, da die beiden

Schenkel der zusammenfallenden Winkel sich nur in einem
Punkte, ndmlich ¢, schneiden kénnen.
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Ware die Voraussetzung:
AB = A'F’,
XBAC = xB'A'C,
XBCA=<xBC'4,
so folgert man zundchst, daB, wenn zwei Winkel zweier Drei-
ecke iibereinstimmen, dies auch die dritten tun miissen, also
X ABC = £ A’B’C’, und fahrt wie oben im Beweis fort.
Dritter Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kongruent,

wenn sie in den drei Seiten iiberein- c

stimmen. \

Man verschiebe und drehe die bei- ;

den Dreiecke (Fig. 8) so zueinander, |
4 : 8

i

|

dafl eine Seite 4B zusammenfillt, so
daBl, wenn das feststehende Dreieck \/
ACB ist, das verschobene die Lage
AC’B hat. Zieht man nun CC’, so ist ¢
in dem gleichschenkligen Fig. 8.
NACC'xACC = £ AC'C,

und ebenso < BCOC’ = < BC’C, also auch durch Addition
X ACB=<AC’B. Dann sind die beiden Dreiecke nach dem
ersten Kongruenzsatz kongruent.

Vierter Kongruenzsatz. Zwei Dreiecke sind kongruent,
wenn sie in zwei Seiten und dem der gréBeren gegeniiber-
liegenden Winkel iibereinstimmen.

Voraussetzung: (Fig.9) ¢
AC = A'C, -
AB = AP,
AC > AB,
XABC =< A'B’'C". )
Man verschiebe und g g

drehe die Dreiecke so, daf
XABC auf sxA’B’C’ fallt. A
Dann muB nach der Voraus-

setzung auch 4 auf A’ fallen.
Angenommen nun, C fiele Fig. 9.

nicht auf C’, sondern etwa

auf C”, so miiBte AB’A’C” ~ BAC sein, weil diese Dreiecke
in zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel
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tibereinstimmten. Dann miiBte auch 4’C” = AC sein, also
auch 4’C” = A4’C’, d. h. das AA4’C”C’ miilite gleichschenklig
sein und 1 A4'C”C" = A’C’C”. Da nun 4’C”(C’ als Aufjen-
winkel > << A’B’ (0" ist, mul auch 24’C’C”> A’ B’C” sein,
was der Voraussetzung wider-
spricht. Es muf also ¢’ und C”
zusammenfallen, womit die Kon-
gruenz der Dreiecke bewiesen ist.
Wenn dagegen zwei Dreiecke
in zwei Seiten und dem der klei-
A v » mneren gegeniiberliegenden Win-
Fig. 10. kel iibereinstimmen, so brauchen
sie nicht kongruentzusein: (Fig. 10)
NABC und /. DBC stimmen iiberein in zwei Seiten: BC=BC(C ,
AC = CD, und dem der kleineren gegeniiberliegenden Winkel
XCBD = 3 CBA, und sind doch nicht kongruent.

¢

5. Das Viereck.

Ein Viereck, dessen Gegenseiten parallel sind, heilt ein
Parallelogramm. Sind die Winkel Rechte, ist es ein Recht-
eck. Ein Parallelogramm, dessen Seiten einander gleich sind,
ist ein gleichseitiges Parallelogramm, und, zwar wenn die
Winkel Rechte sind, ein Quadrat, andernfalls ein Rhombus.

In jedem Parallelogramm sind die Gegenseiten einander
gleich, halbieren die Diagonalen einander, sind die gegen-
iiberliegenden Winkel gleich (mit Hilfe der Kongruenzsitze
leicht zu beweisen).

Ein Trapez ist ein Viereck, bei dem zwei Seiten ein-
ander parallel sind. Sind die beiden nicht parallelen Seiten
einander gleich, so ist es ein gleichschenkliges Trapez.

Die Summe der 4 Winkel eines Vierecks betriigt stets 4 R.

Zwei Parallelogramme sind kongruent, wenn sie in zwei
benachbarten Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen
Winkel iibereinstimmen.

6. Der Kreis.
Der geometrische Ort ist eine Figur, deren einzelne
Punkte jeder einer gemeinsam gegebenen Bedingung ge-
niigen.
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Der Kreis ist der geometrische Ort derjenigen Punkte,
welche von einem gegebenen Punkt eine gegebene Entfernung
haben.

Der gegebene Punkt heifit der Mittelpunkt, die gegebene
Entfernung der Halbmesser oder Radius, r.

Eine Sehne ist die geradlinige Verbindung zweier Punkte
des Kreises. Die beiden Endpunkte der Sehne und der
Mittelpunkt des Kreises bestimmen ein gleichschenkliges
Dreieck. Die Halbierungslinie des Zentriwinkels, d. h. des-
jenigen Winkels dieses Dreiecks, der dem Mittelpunkt des
Kreises entspricht, halbiert auch die Sehne und den Kreis-
bogen, der von der Sehne abgeschnitten wird, und steht
senkrecht auf der Sehne.

4 £
o
A
g 0 7
7
Y (A
V/ A B
Fig. 11. Fig. 12.

Eine Tangente ist eine Gerade, welche den Kreis nur in
einem Punkte beriihrt. Die Tangente des Kreises steht
senkrecht auf dem zu dem Berithrungspunkt gezogenen Radius.

Der Winkel, den zwei in der Peripherie sich schneidende
Sehnen miteinander bilden, heiflt der Peripheriewinkel. Er
ist halb so grof wie der zugehorige Zentriwinkel.

Denn zieht man in Fig. 11 40, so ist 3xBOD = 2. 3L BAO und
x DOC = 2.5 0A4C, als AuBenwinkel an gleichschenkligen
Dreiecken, daher 92BOC = 2 -3 BAC. Alle Peripheriewinkel
iiber der Sehne BC (alle Peripheriewinkel, deren Schenkel durch
B und C gehen) sind daher einander gleich, weil sie einen
gemeinschaftlichen Zentriwinkel, BOC, haben. Jeder Peri-
pheriewinkel iiber dem Halbmesser ist daher ein
rechter.
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Der Winkel, den die Tangente mit einer Sehne im Be-
rithrungspunkt der Tangente bildet, heiBlt ein Tangentenwinkel.
Er ist ebenso grol wie der Peripheriewinkel tiber dieser Sehne.
In Fig. 12 ist 3CCAB der Tangentenwinkel, 3CADC der Peri-
pheriewinkel. Zieht man AE durch den Mittelpunkt des
Kreises, so ist FA | AB. Ferner ist auch <CECA = 1R
als Peripheriewinkel iiber dem Halbmesser, also ist JCEA
= 1R — <« EAC, und ebenso ¥<<CAB = 1R — L EAC, daher
< CAB = AEC. Da alle Peripheriewinkel iiber AC einander
gleich sind, ist auch <CCAB = CDA.

Jedes regulire Polygon hat einen umgeschriebenen Kreis,
welcher durch alle Ecken des Polygons geht und einen ein-
geschriebenen Kreis, welcher alle Seiten des Polygons zu
Tangenten hat.

7. Der Flicheninhalt ebener Figuren.

F_ 6 £ Die Einheit des Flacheninhalts ist
der Inhalt eines Quadrates, dessen
Seite gleich der Langeneinheit ist. Ist
AB = 1cm, so ist [JABCD =1 gem.
Durch Betrachtung der Fig. 13 ergibt-
sich folgendes:

DerlInhalt einesRechtecksistgleich
dem Produkt der Langen seiner beiden
verschiedenen Seiten, der eines beliebi-
gen Quadrates gleich dem Quadrat sei-
ner Seite. Ferner ergibtsich aus Fig.13:

Fig. 13.

(AB + BJ)* = ABCD + GCHE + FDCG + BCHJ
— AB*+ BJ® +2A4B-BJ.
D.h. das Quadrat iiber der Summe zweier Seiten ist gleich der
Summe der Quadrate iiber jeder einzelnen Seite, vermehrt
um das doppelte Rechteck aus den beiden Seiten.

Parallelogramme von gleicher Grundlinie und gleicher
Hohe haben gleichen Flacheninhalt.

(Unter der Hohe eines Rechtecks versteht man die
Linge des auf die Grundlinie gefillten Lotes. Parallelo-
gramme von gleicher Hohe liegen daher zwischen Parallelen
(DE |t AB) (Fig. 14.)
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Beweis __|ABCD = AFCB 4 ADF,
|__|AFEB = AFCB 4 BCE.

Da AADF ~ BCE, so ist ABCD = ABEF. Daraus folgt, daB
der Inhalt eines jeden Parallelogramms gleich dem Produkt
aus einer Grundlinie und der zugehérigen Hohe ist.

0 FC £
I/ 4
K————"7
/
/
/
/
A V-4 A 8
Fig. 14. Fig. 15.

Jedes Dreieck ist die Halfte eines Parallelogrammes von
gleicher Grundlinie und Héhe. Gegeben sei das /. ABC (Fig. 15).
Zieht man CD | AB und BD Il AC, so ist ABDC ein Parallelo-
gramm, welches durch die Diagonale BC halbiert wird. Daher ist
der Inhalt eines Dreiecks gleich dem halben Produkt
aus der Grundlinie und der zugehérigen Héhe. Jede
Seite des Dreiecks kann S

als Grundlinie betrachtet
werden. /\
V4 A

8. Der pythagoriische ,
Lehrsatz.

Im  rechtwinkligen
Dreieck ist das Quadrat "
iiber der Hypotenuse
gleich der Summe der s Y% C
Quadrate iiber den Ka-
theten.

Einer derzahlreichen
Beweise ist folgender: L

Man ziehe AN | EB,
HKI|BC und ELI AB.
Dann ist Parallelogramm £ N0

BALE>HKOB, Fig. 16.
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weil beide Seiten und der eingeschlossene Winkel iiberein-
stimmen (vgl. S. 6).
Als Parallelogramme zwischen Parallelen ist ferner

Parallelogramm BALE = BMNE
und HKCB = HJAB
also HJAB= BMNE.

Durch entsprechende Hilfslinie auf der anderen Seite der
Figur 188t sich beweisen, dall

AFGC = MCDN .

Durch Summation ergibt sich

BA*+ AC® = BC*.

9. Hohensatz.

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat tiber der
Hoéhe gleich dem Rechteck aus den Abschnitten der Hypo-
tenuse.

Denn nach dem pythagordischen Lehrsatz ist

B2 = a? — ¢2

und h? = b2 — d2

AP 4 2h2=a?4 02— (24 d%.
Da
c "4
a?+ 2= (c+d2=ct+2cd-+ d?,
Fig. 17.
. so folgt
2 =(c2+2cd+d?) — (2 + d?),
hE=c-d.

10. Der erweiterte pythagoriische Lehrsatz.

Fir jedes beliebige Dreieck gilt der Satz:

Das Quadrat iiber einer (der ,ersten“) Dreieckseite, die
einem spitzen (bzw. stumpfen) Winkel gegeniiberliegt, ist
gleich der Summe der Quadrate iiber der zweiten und der
dritten Seite, vermindert (bzw. vermehrt) um das doppelte
Rechteck aus der zweiten und der Projektion der dritten
auf die zweite Seite.
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(Unter der Projektion einer Seite auf eine zweite ver-
steht man die Strecke zwischen den FuBpunkten der beiden
Lote, die man von den Endpunkten der ersten Seite auf
die zweite oder deren Verlingerung fallt. Liegt der An-
fangspunkt der zu projizierenden Seite in der anderen Seite,
so ist dementsprechend die Projektion der ersten Seite auf
die zweite die Strecke von diesem Anfangspunkte bis zu dem
FuBpunkte des vom Endpunkte der ersten auf die zweite
Seite gefillten Lotes.)

Beweis. a) Fiir das spitzwinklige Dreieck (Fig. 18).

L ACB sei spitz. Fallt man die Héhe %, so ist

¢ =h 4 (a— p)?
=k +a+p?—2ap.

Da
B2 4 p2? = b2,
so ist
c2=5b>+a>—2ap.
A
c 14

_

8 = A
a
Fig. 18. Fig. 19.

b) Fiir das stumpfwinklige Dreieck (Fig. 19).
< ACB sei stumpf. Dann ist

* =R+ (a + p)?
=h+a*+p*+ 2ap
=02+ a’+ 2ap.

11. Inhalt und Umfang des Kreises.

Gegeben sei ein reguldres, in einen Kreis vom Radius r
eingeschriebenes Polygon von der Seitenzahl n. Seine Seite
sei =s. Man berechne nun die Seite s’ des reguldren, in
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denselben Kreis eingeschriebenen Polygons von der Seiten-

zahl 2n .
Nach dem erweiterten pythagordischen Lehrsatz ist (Fig. 20)

CD*= AD>+ AC® — 24D . AE
=272 —2r.-AE.
AE 138t sich aus /\ AEC berechnen:
¢ AE* = AC* — EC?

7 _ 2 s)\?

Fig. 20. Also

OD> =272 — 27‘2]/1 —(—i>~,
2r
s2
—rlf2—2l/1 — .
s rV 2V 1,

Die Seite des reguldren eingeschriebenen Sechsecks ist
=7, also folgt fiir die Seite des Zwdlfecks s,,.

s, =r)2—2Y1—1
= rl/ 2 —73.

Hieraus kann man fortschreitend die Seite des 24-Ecks,
48-Ecks usw. berechnen und aus dieser durch Multiplikation
mit der Seitenzahl » den Umfang des Polygons.

Bei fortgesetzter Verdoppelung von = nahert man sich
immer mehr dem Wert fiir den Umfang des Kreises, den
man jedoch, solange » endlich ist, niemals vollkommen
erreicht.

Ganz analog liBt sich ein Verfahren ausarbeiten, um aus
dem Umfang des reguliren, umgeschriebenen Polygons bei
fortgesetzter Vermehrung der Seitenzahl den Wert des Kreis-
umfanges von oben her zu erreichen. So hat man zwei Grenzen,
innerhalb deren der wahre Umfang des Kreises liegt. Der Um-
fang u, des eingeschriebenen, und U, des umschriebenen
Polygons von der Seitenzahl = ist
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ug = 600000 U, = 692820
w, =621163 U, = 643078

u,, = 626526 U, = 631932
U = 627870 U, = 6,292 18
uyy = 6,28206 U,y = 6,285 42

Uy = 6,282 91 192 = 6,283 57
Uzg, = 6,283 11 Usey = 6,283 33 .
Der Grenzwert, dem sich # und U schlieflich nahern, ist
6,28318 ... Dieses bezeichnet man als 2 7, so daB
= 3,14159 ...
und der Umfang des Kreises wird 2x.r.
Der Inhalt des reguliren Polygons mit der Seite s ist

o

= n-s—.;ﬁ, wo h die Hohe des Teildreiecks bezeichnet.

Je groBer n wird, um so mehr
nadhern sich die Werte von 2 und
r einander, so daB fiir ein sehr

grofes n» der Inhalt =un-.s. r

. 2
wird.

Da 7 -:s nach dem soeben Ge-
sagten sich dem Wert 27z-r ndhert
so ist der Inhalt des Kreises
=7

Folgende Briiche stellen der
Reihe nach immer bessere Nahe-

rungswerte fiir = dar: Fig. 21
3, 22 33 35 103993
1’ 7 106 ° 113’ 33102

12. Proportionalitit und Ahnlichkeit.

Zwei Strecken p und ¢ konnen in folgendem GroBen-
verhiltnis zueinander stehen

a) Die Strecke ¢ ist ein Vielfaches der Strecke p (z. B.
g=2, p=1)

b) Die Strecke ¢ ist zwar nicht ein einfaches Vielfaches
von p, aber ein Vielfaches eines aliquoten Teiles von p (z. B.

g=3, p=2).
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In diesen beiden Fillen spricht man von kommen-
surablen Strecken.
¢) p und ¢ haben kein gemeinsames Vielfaches (z. B.

p=1,q¢=72).

Dieses nennt man inkommensurable Strecken. Statt ]/E
k6énnen wir aber mit einer je nach dem Bediirfnis abgestuften
Naherung an die Wahrheit die kommensurable Gréfie 1,4 oder
1,41 oder 1,414 oder 1,4142 ... usw. schreiben und so die
inkommensurablen Strecken genau so wie die kommen-
surablen behandeln. P

Wenn das Verhéltnis zweier Strecken p und ¢, also rk

gleich dem Verhdltnis zweier anderer Strecken p’ und ¢’,

’

also = 7’% ist, so sagt man, die 4 Strecken sind proportional
7 und schreibt

pig=p":q,
daraus folgt, dafi auch
pip=q:q
und
p/
P=q-—,
q
q/
§g=P7-—;
p

ferner ist dann auch
pt+a:9=p"+9q:¢,
wie sich aus Betrachtung von Fig. 22 ergibt.
Wenn die Scheitel eines Winkels 4 von 2 Parallelen

geschnitten werden, DE und F@G, so sind die dadurch ab-
geschnittenen Strecken proportional, d. h.

AD: DF = AE : EG .

Beweis: Angenommen, AD enthalte die Streckeneinheit
siebenmal, DF fiinfmal, so lege man die entsprechenden 12 Par-
allelen. Diese schneiden AG und teilen AE ebenfalls in 7,

.. . . ., AE AD
EG in 5 gleiche Teile, folglich %6 = DF-

Ist AD und DF inkommensurabel, so 148t sich der Beweis
wenigstens fiir eine von DF &dullerst wenig verschiedene

Fig. 22.
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Strecke erbringen, welche kommensurabel ist. Den Grad der
Anndherung kann man durch Verkleinerung des gemein-
schaftlichen Mafles beliebig weit treiben, so daf bei der Wahl
eines unendlich kleinen gemeinschaftlichen MafBles die An-
ndherung beliebig grol gemacht werden kann und der Beweis
auch fiir inkommensurable Strecken gilt.

Ferner verhalten sich dann auch die abgeschnittenen Stiicke
der Parallelen, DE : FG, zu einander wie AD: AF. Der Be-
wels ist ahnlich wie soeben, indem man zu 4G zahlreiche
Parallelen zieht.

Wenn eine Strecke in zwei Teile geteilt ist, so daB die
kleinere zur groBeren sich wie die groBere zur ganzen ver-
hélt, so nennt man das eine stetige Proportion oder den
goldenen Schnitt:

a:b=b:a+b und b =ale+1b). “ ?
Fig. 23.
Zwei Polygone heilendhnlich, wenn
simtliche entsprechenden Winkel des einen denen des anderen
gleich und dié Seiten einander proportional sind.
Kongruente Polygone sind gleichzeitig einander &hnlich
und flichengleich.
Zwei Dreiecke sind einander &hnlich,
1. wenn zwei Seiten des einen zwei Seiten des anderen
proportional und die eingeschlossenen
Winkel gleich sind, c
2. wenn zwei Winkel des einen zwei
Winkeln des andern gleich sind,
3. wenn die drei , /
Seiten des einen \
denen des anderen /\ \
proportional sind, 2 £ A 4 4
4. wennzweiSei- Fig. 24.

ten des einen zwei
Seiten des anderen proportional und die der gréferen gegen-
iiberliegenden Winkel gleich sind.
Der Beweis dieser Siatze wird beispielsweise fiir den
ersten Ahnlichkeitssatz folgendermalien gefiihrt:
Voraussetzung: AC: AB= DF: DE, < CAB = X FDE.
Behauptung: AABC o~ ADEF.
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Beweis: Man trage auf AB die Strecke AK = DE, und
auf AC die Strecke AL = DF ab. Dann ist NALK~ /. DFE,
nach dem ersten Kongruenzsatz. Nun ist A ALK c~ AN ACB,
denn es stimmen alle drei Winkel iiberein, und von den ent-
sprechenden Seiten ist auf Grund der Voraussetzung AL: AC
= AK: AB, folglich muB auch KL:BC=AK:AB sein.
Folglich ist auch £ DEF ~ ABC.

13. Einiges von den Korpern.

Die von Ebenen begrenzten Korper teilt man in Trieder,
Tetraeder usw. ein, deren allgemeiner Name Polyeder ist.

Das regulare Hexaeder ist der Wiirfel. Hat seine Kante
die Linge a, so ist seine Oberfliche = 6 a?, sein Inhalt = a3.

Ein Hexaeder, dessen gegeniiberliegende Flachen je ein-
ander parallel sind, nennt man ein Parallelepipedon. Der
Inhalt eines Parallelepipedons, dessen Grundfiiche den Inhalt
a - b hat, und dessen Hohe % ist, betrigt a-b- 4. Ein Parallel-
epipedon mit lauter rechten Winkeln heiit ein Prisma.

Ein reguldres Polyeder von unendlich grofler Flichen-
zahl ist die Kugel. Thre Oberfliche ist, wenn r der Radius
ist, =4m-r?, und ihr Inhalt {=.#3. Zur Ableitung dieser
Formeln bedarf es eines dhnlichen Verfahrens, wie es in der
ebenen Geometrie fir den Kreis entwickelt wurde.

Der Inhalt eines Zylinders ist gleich dem Produkt aus
Grundfliche und der Hohe 2. Ist die Grundfliche ein Kreis,
80 ist sie = mr?, der Inhalt des Zylinders also = nr2h.

Der Inhalt eines Kegels ist ein Drittel des Produktes aus

Grundfliche und Hohe, g—ﬂ- h.
Die Entwicklung dieser Formeln s. spater S. 195 ff.

II. Arithmetik und Algebra.

14. Man teilt die Zahlen ein in:

1. Natiirliche Zahlen, positive und negative:
1,2,3,4,...; —1, =2, —3, —4, ...

2. Gebrochene Zahlen, positive und negative:

1 2 2 . 1 —2 —2
9 B0 H e 9 3 ]
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Man kann sie auch als Dezimalbriiche schreiben, und als
solche sind sie entweder endliche Dezimalbriiche

+=05; +=0,125
oder unendliche, aber periodische Dezimalbriiche:
1=0,333...; {5 =0083333...; 32%—0,6969 ...

3. Irrationale') Zahlen, positive und negative:

V2,98 —y2, =85 a;  e?).

Sie sind dadurch charakterisiert, daf sie mit vollkommener
Genauigkeit durch keine natiirliche oder gebrochene Zahl,
sei es in Form eines Bruches oder eines Dezimalbruches,
ausgedriickt werden konnen. Sie lassen sich durch gebrochene
Zahlen oder aperiodische Dezimalbriiche nur mit einer
allerdings beliebig weitgehenden Anndherung darstellen, z. B.

V2 = 14142 ...

Wenn zwei geometrische GroBen, z. B. die Liingen zweier
geraden Linien, in einem irrationalen Verhiltnis stehen, so
nennt man sie inkommensurabel. In einem rechtwinkligen,
gleichseitigen Dreieck, dessen Hypothenuse gleich der Lingen-
einheit ist, betrigt die Lénge einer Kathete — J4, sie ist
irrational. Trotzdem ist die Linge der Kathete etwas durch-
aus Bestimmtes, Reelles. DaB wir sie durch keine natiirliche
oder gebrochene Zahl ausdriicken koénnen, ist nur in der
willkiirlichen Wahl der Langeneinheit begrindet. Wir kénnen
ebensogut die Liange einer Kathete als die Léingeneinheit
festsetzen, und dann ist die Linge der Hypotenuse
irrational, namlich — /2. Die Kathete und die Hypotenuse
haben nur kein gemeinschaftliches MaBl, es gibt keine noch
so kleine MafBeinheit, von der sowohl die Hypotenuse wie
die Kathete ein ganzes Vielfaches wire.

4. Imaginédre Zahlen, positive und negative:

}/jl oder 1 ; —-—}/——1 = —1; V:?) oder 5¢ usw.

!) ratio bedeutet das ,,Verhiltnis", irrational sind Zahlen, die in keinem
durch natiirliche Zahlen genau angebbaren Verhiltnis zu einer natiirlichen
Zahl stehen.

%) Vgl. S. 98.

Michaelis, Mathematik. 2
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Sie lassen sich auf keine Weise durch reelle Zahlen wieder-
geben. Die Summe einer imagindren und einer rationalen
Zahl nennt man eine komplexe Zahl, z. B. ¢ + b¢. Wenn
zwei komplexe Zahlen einander gleich sind, so ist das nur
moglich, wenn die reellen und die imagindren Anteile jede
fiir sich einander gleich ist. Wenn

a+bi=c+di,

so muB @ =c¢, und b7 =di oder b = d sein.

Die imagindren Zahlen treten bei der Losung quadra-
tischer Gleichungen in Erscheinung. Sie haben keine reelle
Bedeutung, d. h. wenn die Losung einer Gleichung zu einer
imagindren GroBe fithrt, so heifit das, dall diese Losung ob-
jektiv nicht existiert. Rein mathematisch hat die Gleichung

2¥—ax2tax=1
drei Losungen:
z=1; X, =1; Ty = —1.

Sollte aber irgendein naturwissenschaftliches Problem auf
obige Gleichung fiir  fithren, so ist ihre einzige Losung

r=1.

An einer einzigen Stelle (S. 236) werden wir durch die Ein-
fiihrung imagindrer GroBen eine rechnerische Vereinfachung
gewisser mathematischer Aufgaben erfahren und an dieser
Stelle die Eigenschaften der imagindren Zahlen niher be-
trachten.

15. Die Regeln der Rechnungsarten.
Rechnungsarten erster Stufe: Addition und Subtraktion.

at+b=b+a
a+0bG+c)=at+btec
a+(—b=a—50

a—0b+ce)=a—b—c
a—b—c)=a—b-+c.
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Rechnungsarten zweiter Stufe: Multiplikation und Division.
a-b="b-a
a-bt+a-c=a(b-+o
a-b—a-c=a—c

a-b-c)=a-b-c
+a) - (+b) = +ab
( a):(—b) = —ab
(—a):(+b) = —abd
(—a)- (=) = +ab
a 1
b b
a
+a a
I
+a a
—b b
—a  a
+b b
—a a
5T
b a
Qs —— ——
¢ ¢

@+b)-(c+d)—alc+d+bl+d

oder
=(a+bc+ (a+bd
=act+ad-+bc+bd
@+b__a b
(c+d c+d c+d

9 *
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Rechnungsarten dritter Stufe: Potenzieren und Radizieren.

al . gh = ghtm

an

am

(an)m = ghm

a’®=1
w1
@ ar
1 o
a7=]/a
r 1
a~-m=

Yar
Die Definition

a® =1 und a "=

L
aﬂ
hat ihre Begriindung in folgender Uberlegung.

Ausgehend von der Potenz ", finden wir den Wert der
Potenz a*~ !, indem wir a® durch a dividieren. Gehen wir

z. B. von a?® aus, so ist

a?)
2
a _ —
a
2
a2
al=—=aq
a
1
a
= — =1
a
a® 1
0 l=— ="
a a
1
e @1
a a?

usw. Man prige sich demgemiB folgende Schreibweise ein,
welche an Stelle der uniibersichtlichen Zahlen mit vielen
Nullen gebréuchlich ist:
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10-1=0,1
1075 = 0,00001
2.10-4=0,0002

0,2 -10~¢= 0,00002

0,35-10°4 = 0,000035

0,35-10*%¢* = 3500.
Die Rechnungsarten erster und zweiter Stufe haben je nur
eine Umkehrung:

Addieren — Subtrahieren, Multiplizieren — Dividieren.

Die Rechnungsarten dritter Stufe haben zwei Umkehrungen:

Potenzieren — Radizieren — Logarithmieren,
z. B. A
102 =100; 100 =10; log!0100 =2 .

16. Logarithmen.
Wenn 102 = 100, so ist
log!0100 = 2 (sprich: Logarithmus von 100 fiir die Basis 10).
Wo keine besondere Aufgabe iiber die Basis gemacht ist,
wird stets die Basis 10 angenommen.

log1 =0 | log0,1 =logl0 l= —1
log10 =1 | log0,0001 =logl0 4= —1
log100 =2 | log0,00001 =logl10~%= —5
log100 000 =5 | log(l, davor n Nullen,
log(l mit » Nullen) = n einschlieflich der

NullvordemKomma) = log10 "= —mn.

Wenn log!°20 = 1,30103 ist, so ist 20 der Numerus,
1 die Kennziffer, 30103 die Mantisse.

Der Numerus zu

0,30103 = 2

1,30103 = 20

2,30103 = 200

0,30103 — 1 = 02

0,30103 — 3 = 0,002
~0,30103 (= +0,69897 — 1) = 0, =5.10"1
—2,30103 (= +0,69897 — 8) = 0,006 =5.10"3

—4,30103 (=+0,69897 — 5) =  0,00005 =5-10"5.
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Der Numerus eines Logarithmus ist aus den Logarithmen-
tafeln nur dann zu ersehen, wenn der Logarithmus eine po-
sitive Mantisse hat. Negative Logarithmen miissen daher
erst in positiven Mantissen mit negativer Kennziffer ver-
wandelt werden. Z.B. —2,54123 wird erst verwandelt in
+0,45877 — 3. Ist die Kennziffer -+n, so enthalt der
Numerus n 4+ 1 Stellen vor dem Komma. Ist die Kenn-
ziffer —n, so enthilt der Numerus » Nullen vor der ersten
Ziffer, und hinter der ersten Null steht das Komma.

log(a - b) = loga + logh
log(a : ) = loga — logd
log(a®) = mn-loga

. 1

logja = . loga
1

log— =-1 .

g oga

17. Das Interpolieren.
Gesucht sei log2,0614.
In den 5stelligen Logarithmentafeln findet sich:
log2,061 = 0,31408
log2,062 = 0,31419 .
Der gesuchte Logarithmus liegt zwischen diesen beiden. Wir
kénnen nun ohne merklichen Fehler annehmen, daB das
Anwachsen des Logarithmus in einem so kleinen Inter-
vall wie von 0,31408 bis 0,31429 gleichformig mit dem
Numerus erfolgt. Wenn der Numerus von 2,061 bis 2,062
wiichst, also um 1 Einheit der 4. Stelle (d. h. hier der
3. Dezimalen) oder um 10 Einheiten der 5. Stelle (d. h. hier
der 4. Dezimalen), so wichst der Logarithmus im ganzen um
0,00021. Also wichst er fiir 1 Einheit der 5. Stelle (der
4. Dezimalstelle) um 0,000021, daher fiir 4 Einheiten dieser
Stelle um 4-0,000021 = 0,000084 oder abgekiirzt um 0,000 08.

Daher ist log2,061 4 — 0,31416 .

Gesucht sei der Numerus zu 1,73040.
Man findet aus der Tafel

num - log1,730 38 = 53,75
num - log1,730 46 = 53,76 .
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Die ganze Differenz der Logarithmen ist 0,00008, also ent-
spricht einem Zuwachs des Logarithmus um 8 Einheiten der
5. Mantissenstelle ein Zuwachs von einer Einheit der 4. Nu-
merusstelle, daher ein Zuwachs des Logarithmus um je 1 Ein-
heit der 5. Mantissenstelle einem Zuwachs von } Einheit
der 4. Numerusstelle, ein Zuwachs von 2 Einheiten der
5. Mantissenstelle daher einem Zuwachs von % = 0,25 Ein-
heiten der 4. Numerusstelle oder 2,5 Einheiten der 5. Numerus-
stelle. Es ist also
num - log1,730 40 = 53,7525 .

Beispiele zur Anwendung der Logarithmen.

I. Addition und Subtraktion zweier Zahlen kann durch
Rechnen mit Logarithmen nicht vereinfacht werden.

II. Multiplikation und Division zweier Zahlen wird
durch Logarithmen dadurch vereinfacht, dal diese Rechnungs-
arten auf die Addition bzw. Subtraktion der Logarithmen
zuriickgefithrt werden konnen.

Beispiele.
1. r=2-3
logx = log2 4 log3
= 0,30103
+ 0,47712
loge = 0,77815
r==6.
2. x = 142,3.0,00041

loge =log142,3 = 2,15320
+ 1og0,00041 = 0,61278 — 4

2,76598 — 4
oder 0,76598 — 2
x = 0,05833.
1,2
3 %= 500244
logz = log1,2 = 0,07918 = 1,07918 — 1
— log0,00244 = == —(0,38739 — 3
logz = = 0,69179 + 2
= 2,69179

r = 491,8.
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, 2,40 .10~ 5
S Y YRS T
logx = log(2,40 - 10~ 9)
= log 2,40 = 0,38021
+logl0-® = —5
= 0,38021 — 5

—log(0,84 - 10714
= —[ log 0,84} = [0,92428 — 1}

+log10-4| = | —14

= 0,92428 — 15
logx = 0,38021 — 5 1,38021 — 6
—0,92428 — 15} © —(0,92428 — 15)
0,45593 + 9

x=2,8571.10%% = 285710000.

Hierbei ist zu beriicksichtigen, dall der erhaltene Wert auf 4
Stellen genau, die fiinfte Stelle schon durch Interpolation ge-
wonnen ist und die angehdngten Nullen zwar einen Stellenwert,
nichtabereinen Ziffernwerthaben. Der genaue Wert wire namlich

285714285,714285. .. ..

_ 14-23-26
2 T T 143126100
logx = logl,4 =40,14613
+log2,3 =-40,36173
+1og?2,6 —40,41497
1
%—log14 3= [—log 14,3=—1,15534] = +0,844651!) — 2
1
—{—logﬂ: —log 12,6 =—1,10087] =+0,89963 —2
1
+logm=[~10g100 =-—2 ]=+40 —2
logr= 2,66711 —6
= 0,66711 —4

z = 0,00046453 .

III.Potenzierenund Radizieren wird durch Logarithmen
dadurch vereinfacht, daB diese Rechnungsarten auf eine Multi-
plikation bzw. Division zuriickgefithrt werden.

) 84465 entsteht aus 12534, indem man jede einzelne Ziffer zu 9 er-
ginzt, die letzte zu 10.
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Beispiele:
3
1. xr =182
logz = 1 -log8,2 = 1-0,91381 = 0,30460
xz = 2,0165.
2. r =28
logz = 8 -log2 = 8.0,30103 = 2,40824
x = 2H6.

3. x = §0,0041

logz = }-10g0,0041 = 1 .(0,61278 — 3)
Jetzt wird die Kennziffer durch
2 teilbar gemacht: = 1.(1,61278 — 4)
= 0,80139 — 2
x = 0,063298 oder 0,063299.

[

4. = 70,62 = 0,67
logx = 3 -1og0,6 = 3.(0,77815 — 1),
Gang der Rechnung:

a) Multiplikation mit 2 = 1(1,65630 — 2)
b) Kennziffer wird durch 3 teilbar gemacht = }(2,55630 — 3)
c¢) Division durch 3 = 0,85210 —1
x=0,71138 oder 0,71139.
5) x = i/ﬁ
loger = }-logl0 = 1 -1 = 0,20000
x = 1,849.

18. Beziehung der verschiedenen Logarithmensysteme
zueinander.

Neben dem dekadischen Logarithmensystem, welches im
praktischen Rechnen allein angewendet wird, spielt in der
Mathematik das sog. natiirliche Logarithmensystem die
wichtigste Rolle. Wihrend die Basis der dekadischen Log-
arithmen 10 ist, ist die Basis. der natiirlichen Logarithmen
die Zahl e =2,71828. Warum gerade diese Zahl gewihlt
worden ist, werden wir erst spiter verstehen (S. 99). Wenn
der dekadische Logarithmus der Zahl x bekannt ist (logz),
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kann man den natiirlichen Logarithmus von z, lnz, daraus
berechnen und umgekehrt. Ist logx = a, so folgt daraus,
daB 10°= 2. Nun konnen wir eine gewisse Zahl p be-
stimmen, welche derartig beschaffen ist, daBl ¢ = 10. Diese
Zahl p ist = 2,302585. Dann ist (¢?)" =z oder & % =g.
Daraus folgt: Inx =p-a oder In x =p-:logz. Der natiir-
liche Logarithmus jeder Zahl kann also aus dem dekadischen
durch Multiplikation mit 2,3026 berechnet werden. Umge-
kehrt wird der dekadische Logarithmus jeder Zahl aus dem
natiirlichen durch Division mit 2,3026 bzw. durch Multipli-
kation mit 0,43429 erhalten. Die Zahl 2,3026 heiit der Mo-
dulus des natiirlichen Logarithmensystems.

19. Kombinationslehre.

Eine Anzahl Elemente permutieren heift, sie in alle
mogliche Reihenfolgen bringen. So sind die Permutationen
der drei Elemente a, b, c:

abc, achb, bac, bca, cadb, cba.

Die mogliche Anzahl der Permutationen von « Elementen

ist =n! (Sprich: » Fakultdt.)

1t
21 =1.2 -

31=1.2.3 = 6
41=1.2. = 24
Bl=1-2.3.4.5=120

usw.

Sind unter den zu permutierenden Elementen zwei oder
mehrere gleich, so verringert sich die Zahl der Permutationen,
z. B. aus den 3 Elementen a, a, b lassen sich nur folgende
Permutationen herstellen:

aab, aba, baa.

Im allgemeinen ist die Zahl der méglichen Permutationen
aus n Elementen, wobei &« gleiche Elemente der einen Sorte,
f gleiche Elemente einer zweiten Sorte, y einer dritten. .. vor-

handen sind, gleich n!

alflyt..
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Eine Anzahl von Elementen kombinieren, heit von
diesen Elementen, insgesamt » an der Zahl, eine bestimmte

Anzahl p ohne Riicksicht auf die Reihenfolge zusammen-
zustellen.

Wenn von n Elementen p zusammengestellt werden, so
nennt man das eine Kombination der pten Klasse: C%,. So
sind fiir die 4 Elemente a, b, ¢, d Kombinationen

1. Klasse: a, b, ¢, d,

2. ’ ab, ac, ad, bc, bd, cd,
3. ’ abe, abd, acd, bed,

4. ' abced.

Im allgemeinen ist die Anzahl der Kombinationen von
n Elementen der pten Klasse:

cn, — n-n—1)(n—2)...n—p41)

1.2.3...p ’
also z. B.
Ch=13=5,
Man schreibt den Bruch izg auch (;) (sprich: ,4

iiber 3%).
So bedeutet also z. B.

Demnach schreibt man auch Cf, = (:) (sprich: = iiber p).

Der binomische Lehrsatz. Diese Kombinationszahlen
haben eine hohe Bedeutung, weil die Binomialkoeffi-
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zienten durch sie ausgedriickt werden konnen. Es ist
némlich

(a+b)n=an+(;L)an—l.bl_i.(g).aﬂ~2.b2+(g)a”‘3b3...—l—b”.
Also z. B.
(@+0b)2 =a%2+2ab+ 02,
(@452 =a®*+3a%b+ 3abd?4 b3,
(a4 bt =at+4a%b+4 6a2d2 4 4ab3+ bt,
(@+0)® =a’+ 5atdb-+10a%b24 10a2b% + 5a bt 4 b3,
(@ 4 b)10 = a10 4 10a®b + 45a8b2 + 120703 4 210 a b4,
+ 252 a5b5 4 210a%b% + 120a3b" + 45 a2 b8
+ 10 a b9 + b10.

Von der Richtigkeit dieser Gleichungen kann man sich
durch schrittweises Ausmultiplizieren der Potenzen von
(@ 4 b) iberzeugen.

20. Gleichungen mit einer Unbekannten.

z sei die Unbekannte, a, b, ¢ ... bekannte GroBen.

l. ax+b=c Gang der Rechnung:

b ¢ (Division der ganzen Gleichung durch

z + @ a den Koeffizienten, mit dem =z be-
haftet ist.)

b ¢ (Dienebenzstehengebliebenen Glieder?)

*="73 + a werden unter Wechsel des Vorzeichens

auf die andere Seite gebracht.)
2. Quadratische Gleichungen.
a) Vollstéindige:

I 22=aqa.

Resultat: z=+Va.

1) Unter den ,,Gliedern versteht man diejenigen einzelnen Ausdriicke,
welche durch ein 4 oder — Zeichen miteinander verbunden sind. Z. B.
sind die Glieder der Formel

a+b-c—d-e
erstens @, zweitens b - ¢, drittens d-¢.
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1II. 22+ 2ax+a2=0,
*+a2=0b,
z+a=+1b,

rT=—a+ ]/3 .
b) Unvollstandige:
22+ax+b=0.

(Auf diese Form laBt sich jede quadratische Gleichung
bringen, indem man sie nétigenfalls durch den Koeffizienten,
mit dem 2? behaftet ist, dividiert.)

Losung: Man schreibe

224+ ax= —0.
Man vervollstindige die linke Seite zu einem Quadrat,

0 .
indem man (g) dazu addiert. Dasselbe mufl man natiirlich

—
—
x+§=+]/—b+(§)2,

<=y o)

Es empfiehlt sich, diese Formel dem Gedéichtnis ein-

auch rechts addieren:

~——
[

x2—{—ax+(‘

to| S

o R
—_——
no

=

zupragen.

Entsprechend ergibt

2?2—ax+ b=
die Losung
a a\?
e=+5E) - b+ 7
Beispiele:
1. 22—4x+3=0,
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2. 224+ 3x+45=0,
2= —4+7—1
oder —3 4+ 14,

Diese Wurzeln sind imagindr, d. h. es gibt keinen reellen
Wert von x, welcher dieser Gleichung geniigt.
Die quadratische Gleichung selbst 148t sich stets in zwei

Faktoren zerlegen von der Form (x — z,){x — ;).
Z. B. Gleichung 1:

(@ —42+3)=@—1)@x—3)=0.

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn entweder =1 oder = 3 ist.
Gleichung 2:

2480+ §—@+i—t)@+E+0=0.

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn # = —3% + f1 ist.

21. Gleichungen mit mehreren Unbekannten.

Wenn » Unbekannte gegeben sind, so bedarf es zu ihrer
eindeutigen Definition 7z voneinander unabhingiger Glei-
chungen, also fiir zwei Unbekannte x und y bedarf es zweier
Gleichungen:

ax+by=c, 1)
doe4ey=*=. @)
Losung: a) durch Elimination:
Aus (1) folgt:
axr=c—by,
c—by
= —,

a

Setzt man diesen Wert in die zweite Gleichung ein,

—b
a®= ) ey,

so hat man eine einfache Gleichung fiir y, dessen Wert sich
jetzt ermitteln 1aft:
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dc dby
o "o Tev=l
db de
O
de
F =
y——‘idﬁb 3)
e__'—
a

Setzt man diesen Wert in die Gleichung (1) ein, so
erhélt man x.

Z.B. 2x+5b5y=19, a=2, ¢=19, e= 2,
3z +2y=12, b=5, d= 3, f=12.
Nach (3) ist

12_3-219
= =3
Y , 3.5 s
2
r=2.

b) In geeigneten Fillen kann man die eine oder beide
Gleichungen mit je einem geeigneten Faktor multiplizieren,
so daBl nach Addition oder Subtraktion beider Gleichungen
x oder y fortfillt, z. B.

2z4+b5y=19, (1)
3o+ 2y —12. @)
Multipliziert man (1) mit 3, (2) mit_2, so ist
6z + 15y = 57
6zt dy—=24
Durch Subtraktion: 11y =33
y=3.

Dieses in (1) eingesetzt gibt x = 2.

22. Transzendente Gleichungen.

Die Gleichung
logz = 0,30103
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148t sich mit den Mitteln der elementaren Mathematik nicht
auf irgendeine allgemein giiltige Methode nach x aufl6sen.
Wir wissen mit Hilfe der Logarithmentafeln, dafi z =2
ist, haben aber kein rechnerisches Mittel, sie zu ldsen.
Noch weniger haben wir ein Mittel, die Gleichung zu

16sen: 2+ logs — 2 .

Wir konnen diese Gleichung nur durch Probieren an-
nahernd l6sen. Versuchen wir z. B. x =1 zu setzen, ist
x + logxe =1, die Gleichung entspricht also nicht der Be-
dingung. Setzen wir x = 10, so ist

x+loge =10+ 1=11.

Im ersten Fall war der willkiirlich eingesetzte Wert zu
klein, im zweiten Fall zu gro. Er muB also zwischen 1 und 10
liegen.

Probieren wir die dazwischenliegenden Werte aus, so ist

fir = x + logx

1 1
2 2,30103
3 3,47712.

Wir sehen also, dal x zwischen 1 und 2 liegen mul,
damit x 4 logaxr= 2 werde. Probieren wir weiter, so ist

fir =« x + logx

1,6 1,80412

1,7 1,93045

1,8 2,05527 .

Probieren wir zwischen 1,7 und 1,8 weiter:

fir = x + logx

1,72 1,95553

1,74 1,98055

1,75 1,99304

1,76 2,00551 .

Und so konnen wir zwischen 1,75 und 1,76 weiter pro-
bieren, bis der gewiinschte Grad von Genauigkeit erreicht ist.
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Wenn in einer Gleichung die Unbekannte als log, sin,
eos, tg, ctg oder als Exponent vorkommt, so befinden wir
uns stets in dieser Lage. Wir nennen diese Gleichungen
transzendente Gleichungen.

Befindet sich in der Gleichung das = nur hinter dem
Logarithmuszeichen, so haben wir in den Logarithmentafeln
ein einfaches Mittel zur Losung. Befindet sich aber ein
Multiplum von z als besonderes Glied neben dem Logarith-
mus von x, so bleibt nur Probieren iibrig, wozu wir die
Logarithmentafeln natiirlich auch bendtigen.

III. Trigonometrie.

23. In dem rechtwinkligen Dreieck ABC sei &« der rechte
Winkel, a die Hypotenuse, b und ¢ die Katheten. Da alle
rechtwinkligen Dreiecke, welche in je einem ihrer spitzen
Winkel iibereinstimmen, einander dhnlich sind, so mufl das
Verhiltnis je zweier entsprechender Seiten in solchen Drei-
ecken gleich sein. Man definiert nun

b
sinﬁ=;, cosﬂ=%,
tangﬂ———%, ctgﬂz%.

Fig. 25.

Der Sinus und Kosinus kann nurzwischen
0 und 1 liegen, tg und ctg koénnen jeden Wert annehmen.
Aus dem Pythagoras folgt:

(sing)? 4 (cosp)? =1,
oder auch geschrieben:
sin?f 4 cos?f =1,

sin cos
cos/; = teh. sing = ctgh,
sinff = cosy, tgf = ctgy,
sin0% =0, cos00 =1,
8in90% =1, c0s90° =0,
tg00 =10, ctg0% = oo,
tg 900 = oo, ctg90° = 0.

Michaelis, Mathematik. 3
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Bei der Darstellungsweise der Fig. 26 ist sinx = j—g usw.
AC = r = Radius des Kreises.

Wihlen wir r so groB, dal es
gleich der Lingeneinheit wird, so
ist einfach

sinoo = 4B,
4, 51 C s B |0 CosSx = BC.

In der hoheren Mathematik mifit
man die Winkel nicht nach Graden,
sondern nach der Linge des Bogens,
den sie von dem Kreise mit Radius
Fig. 26. r = 1 abschneiden.

F00=0, £2700=§an,
<900=12”—, 43600 = 277,

F

4, 4

smn

41800 =7, L7200 =47,
XA4,CD = 90°4- A, CF
= 1809 — £ 4,CD, ,
singCA4,CD = 4B, = AB,
cosA,CD =0CB;,=CB
letzteres aber mit umgekehrtem Vorzeichen.

Also (vgl.dazu Fig. 27):
sin(2R — &) = sina
cos(2R — o) = —cos«a ,

tg2R — &) = —tgx,

cos(2R + &) = —cosa,
tg(2R + &) = +tgo
ctg(2R + o) = +otga
sin(4 R — &) = —sinew,
cos(4 R — ) = coso
tg(4R — &) = —tgo ,
Fig. 27. ctg(4 R — o) = —ctgo.

E . ctg(2R — o) = —ctgnx .
3

N § Ferner:

> _cos(2R-a) % cosa . )

? cas(2R+ &) cosf4R-a) s (2-R + 06) = —8in« ,

N

S

N

3

S [4R—x,
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In dem rechtwinkligen Dreieck ABC ist (Fig. 25)

b=a-sing,

c=a-cosf,

b=c-tgp,

c="b-ctgf,

o b

"~ sing’

¢

= Gosp "

24,

sinoc+sinﬂ=2sin‘x—2+_'8-cos(x;ﬂ, 1)
sin(x—sinﬂ=2sin(x;ﬂ-cos“jﬂ, (2)
cosoc+cosﬂ=2cos(x_2‘—’8-cos(x;ﬂ, (3)
coszx~—cos,8=—2sin“;ﬁ-sin(x;ﬂ. (4)

Als Beispiel fiir die Art der Beweisfilhrung dieser Sitze
werde sinx + sinf geometrisch entwickelt (Fig. 28).

X AOB sei &, <XBOC sei .
Man halbiere <CAOC = (& + f),

dann ist 4
vdoe=>FF
- 2
und
<G03=<a—“jﬂ) .
. X — /3 - -
2 ) e AANE
Nun ist, wenn der Radius 5 by 77 %_g
0A =1 gesetzt wird, . X
sino = AD, sinf=CH. Fig. 28.
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Nun ist
AD = AF-.-cos<cDAF,

CH=FC-cosx<HCF.
Da

4 DAF — HCF — GOB — "‘;’3,

(weil <« DAF ebenso wie <GOB=1R — < GFO ist und SLHCF
ebenso wie <<GOB =1R — XGFD bzw. HFC ist), so ist

AD—I—C’H=sin(x—l—sinﬂ=(AF+FC’)cos(x;ﬂ .

Nun ist

AF+F0=A0=2-AG=2sin"“;’3,

also

(x+ﬂ-COS0‘—ﬂ.

sinx - sinf = 2sin 3 5

Auf dhnliche Weise werden die Werte fiir cosx + cosf
usw. entwickelt.
Setzen wir in Gleichung (1) und (2)

x+p8 x—pf
5 =u und 5 =v,
so wird
o=u+v und fB=u—v
und

sin(u 4 v) 4 sin(u — v) = 2 sinu . cosv,
sin(u + v} — sin(u — v) = 2 sinv . cosu .
Hieraus erfolgt durch Addition:
sin(u + v) = sinu - cosv + cosu - sinv ,
sin(u — v) = sinu - cosv — cos% - sinv,
und &hnlich 148t sich aus Gleichung (3) und (4) erweisen;

daf
cos(u + v) = cosu . cosv — sinu - sinv,

cos{u — v) = cosu - cosv - sinu - sinv .
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25. Einige Beispiele fiir die Anwendung der elementaren Mathematik.
1. Wieviel Gramm Zucker sind in 14 ccm einer 4,2proz.
Zuckerlosung enthalten?
Der Ansatz ist
42:100=x:14,
_ 42.14
~ 100
2. Ein Quadrat enthélt soviel qem, wie sein Umfang cm

mift. Wie grofl ist die Seite dieses Quadrates?
Ist « diese Seite, so ist

—0,588g.

»2»=4x,
=0, 2,=4%.
3. Ein Quadrat enthilt 12 qem mehr, als sein Umfang cm
betragt. Wie grofl ist die Seite des Quadrates?
»2—12 =4z,
=6
(ry = —2 hat keine geometrische Bedeutung).
4. Wie groB ist die Kathete eines

gleichschenkligen, rechtwinkligen Drei-
ecks, dessen Hypotenuse =1 ist.

Lésung: 5 4
Nach dem pythagordischen Lehrsatzist
222 =1,
also x
=71 =0,70694 . Fig. 29.

5. Wie grofl ist die Hypotenuse eines rechtwinkligen,
gleichschenkligen Dreiecks, dessen Kathete =1 ist?

Losung: _

=72 =1,4142.

6. Ein MeBzylinder hat eine Héhe von 10 cm und einen
Inhalt von 20 ccm. Wie groB ist der Durchmesser des Zy-
linders?

7. Die Wasserstoffionenkonzentration, [H'], einer Essig-
saurelésung von der Konzentration ¢ zu berechnen, wo ¢,
wie immer in der physikalischen Chemie, in Gramm-Mol pro
Liter ausgedriickt ist.
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Die Essigsdure dissoziiert nach dem Massenwirkungsgesetz
unter Hinzuziehung der Theorie der elektrolytischen Disso-
ziation von Arrhenius in folgender Weise:

CH,COOH = CH,C00’ +H’ (1)
oder kiirzer: EH =K 4 H
Essigsdure Acetation Wasserstoffion

Daraus folgt nach dem Massenwirkungsgesetz

k-[EH] = [E]-[HT], (2)
oder da in einer reinen Essigsdurelésung
[E] = [H]
ist,
k[EH] = [H']2. (2a)

Hier bedeuten die Klammern[]die Konzentration derein-
geklammerten Molekiilgattung, immer in Gramm-Mol. pro Liter
ausgedriicktl). Wenn wir eine bestimmte Menge Essigsiure,
E, in Wasser losen, so zerfillt diese zum Teil in die Ionen,
zum anderen Teil bleibt sie undissoziiert. Es muB natiirlich

[EH] + [E'] = [E] (3)
sein, oder _

[EH] = [E] — [E]
oder ebensogut -

[EH] = [E] — [HT], (4)

denn [H'] muf = [E’] sein.
Setzen wir das in (2a) ein, so ist
k-(E] —[H]) = [H]?
ke [E] —k-[H]=[H]?
[H']2 4 k[H'] — k[E] = 0.
Durch Losung dieser quadratischen Gleichung ergibt sich
[H']——£+ B kB
— 5} + k1L
Von den beiden mathematisch moglichen Lésungen hat

physikalisch nur die mit dem --Zeichen einen Sinn, da [H']
niemals negativ werden kann.

1) Bin Ausdruck wie (H'] u. dgl. bedeutet also nur eine Zahl, nicht
eine Sache! Er entspricht den Zahlensymbolen der Algebra. Dagegen be-
deutet in Gleichung (1) ein Ausdruck wie H" das Wasserstoffion selbst.
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k ist fir Essigsdure (bei 18°C) 1,86-1075 Setzen wir
[E] =1, d. h. haben wir eine !/ n-Essigsiure vor uns, so ist
[H]=—0,93.10-5+17(0,93-10-%2+ 1,86 .10-5
oder
[H]=—0,93-10-547}0,86-10-1°1,86.10-5
= —0,93+10-5 4 ¥(0,0000086 + 1,86) - 10-5

=—0,93.10-547%1,8600.10-5

(wenn wir ndmlich nur mit 5ziffrigen Zahlen rechnen wollen.)

= 0,93.10-54 718,600 -}10-6
=0,93-10-54 4,1940.10-3
= (0,0093 + 4,3128).10-3
[H]=4,3221.10-3
d. h. in 1 Liter norm. Essigsdure sind 0,0043221 g H'-Ionen,
Zu diesem Resultat koénnen wir nun noch einfacher
kommen, wenn wir einen kleinen absichtlichen Fehler be-
gehen; einen so kleinen, dal er erst in den spiteren Dezi-
malen zur Geltung kommt. Diese Art der Ndherungsrechnung
kommt sehr hdufig vor, und es kann dieses Beispiel als ein
typisches betrachtet werden.
Gehen wir zuriick zur Gleichung (2a):

k-[EH] = [H']? (2a)
und beachten wieder, daf} B
[EH] = [E] — [H] (4)

ist. Wie wir nun aus dem definitiven Resultat der fertigen
Rechnung sehen, und wie wir schon an sich vermuten konnten,
ist in einer 1/;n-Essigsdurelosung [H'] ganz auBerordentlich
klein gegeniiber [E]; wihrend nimlich

. [E] =1,
st
[H] = 0,0043 .
Wir begehen also nur einen minimalen Fehler, wenn wir
(4) in verkiirzter Form schreiben:

[EH] — [E]. (5)
Setzen wir dieses angendherte Resultat in (2a) ein, so ist
k[E] = [H']? (6)

oder

[H]=Vk-[E]. @
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Fiir unseren Fall, wo

[E] =1,
ist also

[H]=71,86-10-5=718,6 -J10-¢
[H] = 4,3128-10-3.
Vorher hatten wir bei der genaueren Rechnung gefunden
[H'] =4,3221.10-3.
Die beiden Resultate unterscheiden sich also nur um
etwa 1/,9/, des Gesamtwertes, was fiir die allermeisten Unter-
suchungen schon kaum mehr in Frage kommt.

Es ist also allgemein fiir schwache Sduren, d. h. fir Sduren
mit einer Dissoziationskonstante etwa von 10-3 abwirts, an-

ahert _
gonaner [H} =7k - [Saure]

und fiir schwache Basen
[OH’] = |k - [Base] .

8. Ein in Pbefindlicher Kérper, welcher die Masse 1 besitzt,

sei in der Hohe % iiber dem Punkt 4. Es sei nun PAB ein
solider Korper, welcher das

P direkte Herabfallen von P
nach A verhindert, so daB

der Koérper nur auf der schie-

@ fen Linie PB herabgleiten
"~ kann. Er hat dann beim Ein-
treffen in B die Hohe des
L Punktes A erreicht, wenn
A >4 AR eine Horizontale darstellt.
Fig. 30. Nach dem Gesetz von der
Erhaltung der Energie muB

nun die Arbeit die gleiche sein, ob der Korper P auf dem
Wege PA oder PB die Horizontale 4B erreicht. Denn da
die (reibungslose) horizontale Bewegung des Korpers von
A nach B keine Arbeit erfordert, so ist die Arbeit bei der
Zuriicklegung der Strecke PB die gleiche wie die bei der
Zuriticklegung der Strecke PAB. Wire nimlich z. B. die
Arbeit, die der Korper auf der Strecke PB leistet, groBer als
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die andere, so brauchte man den Kérper nur auf- dem Wege PB
fallen zu lassen und auf dem anderen Wege PAB zu heben,
und man wiirde so einen Arbeitsgewinn nach Abschlufl dieses
Kreisprozesses haben, den man bei beliebiger Wiederholung
des ganzen Vorgangs ins Ungemessene steigern konnte, d. h.
man hétte ein Perpetuum mobile, dessen Moglichkeit aller
Erfahrung widerspricht.

Es ist also die Arbeit, den der Massenpunkt P beim
Fallen nach 4 oder beim Gleiten nach B leistet, dieselbe.
Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Kraft zu berechnen,
mit welcher der Koérper von P nach B gleitet.

Die Arbeit, die die Masse 1 leistet, wird gemessen als das
Produkt der Kraft und des Weges. Die Kraft beim senk-
rechten Fall nach 4 ist die Schwerkraft ¢, und der Weg ist 4,
also ist die Arbeit A4, beim senkrechten Fall

Ai=g-h.
Die gesuchte Kraft auf dem Weg PB sei x; der Weg PB
selbst sei = a. Dann ist die Arbeit 4, auf dem Gleitwege

Ay =zx-a.
Da nun
A, = A,,
8o 1st
g-h=z-a
oder

x=g-%=g-sin<p.

Wenn also ein Korper unter dem Neigungswinkel ¢ gleitet,
so wirkt auf ihn eine ,Komponente der Schwerkraft“ ein,
welche sich zur gesamten Schwerkraft wie sing:1 verhilt.

ist.

h
Man beweise ferner, dall der Weg PB = sin

9. Eine Fliissigkeit habe in einer senkrecht stehenden
Kapillare die Steighohe % (Fig. 30). Welche Strecke steigt
sie in eine unter dem Neigungswinkel ¢ stehende Kapillare?

Die Physik lehrt, dafl die senkrecht gerechnete Steighche
bei gleicher Kapillarweite unabhingig von der Neigung der
Kapillare ist.
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Ist (in Fig. 30) AP = h die senkrechte Steighthe, so ist
die Steigweite in der unter Winkel ¢ schrigen Kapillare
=PB=a.

Da nun

p4 = gin
pB ~ ¥
80 ist
h
a = — .
sing

IV. Reihen.

26. Unter einer Reihe versteht man die Aufeinanderfolge
von Zahlen, welche einem bestimmten Bildungsgesetze ge-
horchen. Vorldufig werden wir vor allem die arithmetische
und die geometrische Reihe kennen lernen, und werden erst
in einem viel spéiteren Kapitel die Mac Laurinsche und die
Taylorsche Reihe als neue Typen von Reihen kennen lernen.

Eine arithmetische Reihe ist eine Folge von Zahlen,
von denen jede folgende um einen bestimmten Betrag
grofer ist als die vorangehende. Die Differenz zweier be-
nachbarter Zahlen sei d, das Anfangsglied a, dann lautet die
Reihe

Glied Nr. 1 2 3 4 n
a, a+d, a+2d, a+3d, a+@n—1)d.
Die Summe einer arithmetischen Reihe von #n Gliedern
findet man, indem man die Reihe zweimal untereinander

schreibt, einmal von vorn, einmal von hinten. Das letzte
Glied heifle z:

s=a+a+d+a+2d+...a+@n—1)d,

s=z+z—d+2z—-2d+ ...2—(n—1)d.

Durch Addition der beiden Reihen findet man:
2s=mn(a+2)

oder
s=—g—-(a~{—z).

27. Eine geometrische Reihe ist eine Folge von
Zahlen, von denen jede folgende aus der vorangehenden
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durch Multiplikation mit einem bestimmten Faktor ent-
steht. Diesen Faktor nennt man den Quotienten der Reihe,
p. Ist das Anfangsglied a, so lautet also die Reihe:

a, a-p, a-p*, a-p*..., a-p"l.
Die Summe der geometrischen Reihe findet man, indem

man unter diese Reihe nochmals die mit p multiplizierte
Reihe schreibt:

s=at+aptap’t+ap’+ ... +a-p" !,
sep= ap+ap+ap®+ ... +ap"t+ap".
Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen folgt:
s{p—1)=ap"—a,

(" —1)
p—1 ~

Statt dessen kann man auch, indem man Zihler und
Nenner mit — 1 multipliziert, schreiben:
=7

1—0p

Die erste Form wird man mit Vorteil anwenden, wenn
p> 1, die zweite, wenn p <1.

Eine geometrische Reihe ist steigend, wenn ihr Quotient
> 1, fallend, wenn er <1 ist:

2, 4, 8, 16, 32 ... steigend,
2, 1, 05, 025, 0,125... fallend.

Die Summe einer fallenden geometrischen Reihe kon-
vergiert zu einem Grenzwert, d. h. wenn eine solche Reihe
aus unendlich vielen Gliedern besteht, so ist ihre Gesamt-
summe doch ein endlicher Wert, und auch, wenn man nur
eine endliche, geniigende Anzahl von Gliedern summiert,
erhilt man einen Wert, der sich dem wirklichen Wert stark
nihert. Durch Vermehrung der addierten Glieder kann man
die Niherung auf jeden gewlinschten Grad der Genauigkeit
bringen. Z. B. ist die Summe der Reihe

1 1 1
10 100’ 1000 """

also

§=0a-

1, ad infinitum
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auf 4 Dezimalen berechnet bei Summierung von
1 Glied = 1,0000,
2 Gliedern = 1,1000,
3 Gliedern = 1,1100,
4 Gliedern = 1,1110,
5 Gliedern = 1,1111 .
Vom 6. Glied an &dndert sich, auf 4 Dezimalen berechnet,
die Summe durch Hinzufiigen neuer Glieder nicht mehr.
Die Summe einer unendlichen konvergierenden geometri-

schen Reihe erhidlt man, wenn man in der soeben ent-
wickelten Summenformel n = oo setzt.

="
1—p
Nun war die Voraussetzung, daB p <1 ist. Dann ist
aber p*= 0, also

Umgekehrt, wenn - ein Bruch in der Form IL dar-

gestellt werden kann, wo p <1, so ist er gleich der Summe
der unendlichen geometrischen Reihe

a, a-p, a-p>... ad infinitum.

Beispiel: Zu summieren die unendlichen geometrischen
Reihen:

3 3 3
a) 3, 9 1’ g s
3
§ = =6.
1L
2
b) T S S
10 100 1000
1 1
s=———=—~0=1,111...,
1L 9
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0 1 9 81 729
107 1007 1000 "7
1
§ =——=10.
19
10
In geometrische Reihen zu verwandeln:
4
a) § .

Wir bemiihen uns, den Bruch auf die Form %

zu bringen, wobei @ jeden beliebigen Wert haben kann,
p aber <1 sein mufl. Nun ist

404 04

3 03 1-—07’
gesetzt werden kann. Daher ist

4
3 =044 04:07404-07 ...

wo 04=a und 0,7=1p

=04+ 028+ 0,176 + ...
101 0,1

b) T 0s =T oq= 01+ 004t 0,0016 + 0,000064 . . .,
oder

1 0,15 0,15

R b ! = 1 15...

5 0.9 o1 0,15 -+ 0,015 + 0,0015

1 0,1 0,1

= ” = 0,1 07 0,0049 ...

C) 3 0,3 1 — 0,7 ’ +0’ + ’00 9 )

oder

1 0,3 0,3

S ’ = 0,3 4 0,03 4+ 0,003 e

3 09 1—01 + + e
oder

1033 033
3 0,99 1—0,01

= (0,33 + 0,0033 4 0,000033 + . ..
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28. Anwendung von Reihen.

Es sei in irgendeiner tierischen Fliissigkeit die Konzentra-
tion eines Ferments zu bestimmen, z.B. die Diastase im Darm-
saft, der hamolytische Ambozeptor in einem Kaninchenserum
oder dgl. Zu diesem Zweck wird man, um bei dem ersten
Beispiel zu bleiben, in eine Reihe von Glédsern die gleiche
Menge Stéirke, abfallende Menge des Darmsaftes und Wasser
bis zur Herstellung eines iiberall gleichen Volumens einfiillen
und z. B. nach einer Stunde durch Zusatz von Jodlésung den
Gang der Stirkeumwandlung feststellen. Es sei beispiels-
weise die Konvention getroffen, diejenige Fermentmenge als
die Einheit zu bezeichnen, welche nach 1 Stunde eben gerade
das Verschwinden der Jodstdrkereaktion hervorruft. Man
findet durch einen rohen Vorversuch, daB von dem zu unter-
suchenden Darmsaft eine der Fermenteinheit gleiche Leistung
vollbracht wird, wenn man nahezu 1 ccm anwendet und zwar
mit der vorlidufigen Maigabe, daBl 1 cem sicher zuviel, 0,1 cem
sicher zuwenig sind. Die genauere Zahl soll nunmehr durch
den Versuch festgestellt werden. Wir werden also eine Reihe
von Versuchen ansetzen, welche von den Saftmengen 0,1
bis zu 1 cem mit einer Anzahl von Zwischenwerten reicht.
Es fragt sich nun, in welcher Weise die einzelnen Réhrchen
abgestuft werden sollen. Eine Anordnung wire eine arith-
metische Reihe, etwa:

01 03 05 07 09 1,1...

Wenn nun in einem Fall 0,3 experimentell als der zu-
treffendste Wert gefunden wird, so heifit das: Von einem Werte,
welcher um 679/, gréBer (ndmlich 0,5) oder kleiner (nimlich 0,1)
ist als der experimentell gefundene, konnen wir aussagen, daf
er zu grol bzw. zu klein ist. Finden wir in einem anderen Falle,
daB 0,9 der beste Wert ist, so ist 0,7 sicher zu klein und 1,1
sicher zu groB. In diesem Falle kénnen wir daher schon von
einem Werte, der von dem wirklich gefundenen sich nur um
rund 22°/, unterscheidet, mit Bestimmtheit aussagen, daB er
falsch sei. Wir verlangen aber, daB die Genauigkeit einer
Messung mdglichst um einen bestimmten, der erreichbaren
Genauigkeit entsprechenden Wert unsicher sei. Nehmen wir
z. B. an, daf eine solche Bestimmung an sich um 4 509/,
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unsicher sei. Dann wiirden wir nicht irgendeine arithmetische
Reihe wihlen diirfen, sondern eine geometrische Reihe, und

. . 150 3
zwar mit dem Quotienten 100 oder 5 also:

0,1; 0,15; 0,225; 0,3375; 0,60625; 0,759375; 1,1390625;
oder gekiirzt:
0,10; 0,15; 0.23; 0,34; 0,561; 0,76; 1,14.

Hier ist jedes Glied um die Hilfte groBer als das voran-
gehende, die relative Genauigkeit der Reihe ist also in jedem
Punkt dieselbe.

Wenn wir geometrische Reihen konstruieren wollen,
welche das Interwall 0,1 bis 1,0 umfassen, so werden wir
das in folgender Weise machen):

Quotient 10 | 0,10 0,32 1,00
3
Quotient J10 | 0,10 0,12 0,46 1,00
4
Quotient /10 | 0,10 0,18 0,32 0,56 1,00

. Quotient?/lio 0,10 0,16 0,25 0,40 0,63 1,00

. Quotient%/ﬁ 0,10 0,15 0,21 0,32 0,46 0,68 1,00

. Quotient%/ﬁ 0,10 0,14 0,19 0,27 0,37 0,62 0,72 1,00

. Quotienti/ﬁ 0,10 0,13 0,18 0,24 0,32 0,42 0,56 0,75 1,00
. Quotient%/ﬁ 0,10 0,13 0,17 0,21 0,28 0,36 0,46 0,60 0,77 1,00.

Je nach dem Genauigkeitsgrade, den die jeweilige Be-
stimmungsmethode zuldft, wird man eine feinere oder grébere
Reihe wihlen, oder man beginnt mit einer gréberen und
versucht dann immer feinere Reihen, so lange, bis ein
Unterschied zwischen 2—3 benachbarten Gliedern im Ergebnis
nicht mehr zu erkennen ist.

29. Einiges iiber die Konvergenz der Reihen.

Die arithmetische und die geometrische Reihe bilden
nur besonders einfache Fille von Reihen. Wir werden z. B.
spater noch genauer die Reihe

1 1 1 1 . .
1+ﬁ+ﬁ+a+z...ad.mﬁmtum

1) Diese Reihen wurden von E. Fuld in Vorschlag gebracht.
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kennen lernen, welche weder eine arithmetische, noch eine
geometrische ist. Fiir alle unendlichen Reihen ist es nun
von groBer Wichtigkeit, festzustellen, ob sie konvergieren,
d. h. ob die Summe ihrer Glieder einem bestimmten, end-
lichen Grenzwert zustrebt, der auch bei der Summierung
unendlich vieler Glieder nicht iiberschritten wird, oder ob
sie divergiert, d. h. ob die Summe unendlich vieler
Glieder der Reihe einem Grenzwert nicht zustrebt, sondern
= oo, bzw. — oo wird.

DaB eine Reihe mit unendlich vielen Gliedern nicht
= o0 zu werden braucht, sahen wir schon an denjenigen
unendlichen geometrischen Reihen, bei denen der Quotient
<1 ist.

Im allgemeinen ist die Bedingung fiir die Konvergenz
einer Reihe, daB die einzelnen Glieder immer mehr dem
Wert 0 zustreben. Dies ist bei fallenden geometrischen
Reihen stets der Fall. In der Reihe

1 1 1
Thotoatas
1
ist das 1000 ste Glied = 51000 * also schon fast = 0 im Ver-

gleich zum Anfangsglied, und die ferneren Glieder streben der
0 immer mehr zu.

Aber diese Bedingung ist nicht hinreichend fiir die
Konvergenz einer Reihe. In der Reihe

1 1 1
1+ 5+g+p+--

1
streben die Glieder dem Wert <= 0 zu, und doch diver-

giert diese Reihe. Das erkennt man, wenn man ihre Glieder
folgendermaBen zusammenfalt:

1 11 1 1 1 1 1 1
1+§+(§+Zj+(g+g+7—w@+(§+.~+13+.~
Die eingeklammerten Ausdriicke sind nun einzeln gréBer als
1 1 1 1
2'1, 4.§, 8'1—6, 16'3—2,

1
d. h. sie sind jedes einzelne >§.
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Also ist auch die Summe der ganzen Reihe groBer als
1 1 1 1 . .
1 —|——2——|-§—|—§—|——2—...ad infinitum.

Aber schon die Summe dieser Reihe ist unendlich, um
so mehr also obige Reihe.

Die blofle Abnahme der Glieder geniigt also zur Kon-
vergenz nicht, was man auch z. B. an folgender Reihe sieht:

1,2 + 1,02 + 1,002 + 1,0002 + ...

deren Summe natiirlich = oo ist, obwohl die Glieder stetig an
Gr6Be abnehmen.

Es gibt ganz bestimmte Kriterien, an denen man die
Konvergenz einer Reihe erkennen kann, von denen wir nur
zwel erwiahnen wollen.

1. Die Glieder der Reihe seien abwechselnd positiv und
negativ. Dann konvergiert die Reihe, wenn die Glieder
mehr und mehr abnehmen und dem Grenzwert Null zu-
streben. Z. B. konvergiert die Reihe

unter allen Umstinden. Denn wie groB z auch sein mag,
irgend wann muBl es ein Glied geben, bei dem der Zihler
kleiner als der Nenner wird, und von diesem Gliede an
werden die folgenden kleiner und kleiner und auch der
Unterschied zweier aufeinanderfolgenden Glieder wird stets
kleiner. Da diese abwechselnd addiert und subtrahiert werden,
so mull die Summe der Reihe, wenn man sie immer weiter
um ein Glied verlingert, um einen endlichen Wert herum-
pendeln, und die Grenzen, zwischen denen die Summe pendelt,
werden mit zunehmender Gliederzahl immer enger.

2. Die Glieder der Reihe haben alle gleiches Vorzeichen.
Hier wollen wir nur ein Beispiel geben.

Betrachten wir die Reihe

1 1 1 1
B TR TIU TR YRS

Michaelis, Mathematik. 4
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und vergleichen sie mit der um 1 vermehrten geometrischen
Reihe

[ 1 1 1 1
1+ (1t 5+mtata)

so wissen wir von der eingeklammerten geometrischen Reihe,
daBl sie konvergiert, weil ihr Quotient < 1 ist. Da nun jedes
Glied der gegebenen Reihe, vom vierten an bis zu jedem be-
liebigen hoheren Glied kleiner als das entsprechende Glied
dieser (eingeklammerten) geometrischen Reihe ist, so muf
unsere Reihe erst recht konvergieren.



Zweiter Abschnitt.
Die Lehre von den Funktionen.

30. Ein iiberwiegender Teil aller Naturwissenschaften be-
schiftigt sich damit, den Einflul eines wirksamen Agens auf
den Zustand irgendeines Systems nicht nur qualitativ, sondern
auch quantitativ zu erkennen. Z.B. kann die Aufgabe ge-
stellt werden, den EinfluB der Temperatur auf die Lénge
eines Metallstabes festzustellen. Wir beobachten, daBl bei
einer ganz bestimmten Temperatur der Stab eine ganz be-
stimmte Lénge hat, daB er sich bei Erwidrmung ausdehnt, bei
Abkiihlung wieder zusammenzieht. Bei diesem Experiment
haben wir es mit zwei verdnderlichen Gr6B8en zu tun,
der Linge des Stabes !, und der Temperatur {. Die eine
verindern wir im Experiment willkiirlich, die Temperatur,
Sie heifit die unabhidngige Veréinderliche. Die andere &ndert
sich gezwungermafien mit der Temperatur: sie ist die abhéngige
Verénderliche.

Man sagt dann: ,die Lénge des Stabes ist eine Funktion
der Temperatur und schreibt

=710,
(sprich: ! gleich f von #).

Welcher Art diese Funktion ist, das zu erforschen, ist
eine Aufgabe der Naturwissenschaften.

Aber auch viel abstrakter begegnet uns die ,,Funktion“.
Gegeben sei die Gleichung y =3x 42, wo x eine unab-
hingige Variable darstellt. Dann ist y die abhingige
Variable. Denn welche Bedeutung wir auch x erteilen mogen,
immer ist die Bedeutung von y an die von x gebunden.
Ist z. B. =1, so ist y=05; ist x =1, so ist y = 3 usw.
Es ist also stets y=f).

Im allgemeinen wird im folgenden das Symbol z fiir die
unabhiingige, y fiir die abhingige Variable beibehalten. Na-

4*
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tiirlich ist es stets Sache der Darstellung oder Auffassung,
welche von beiden Variablen die unabhéngige ist. Wir konnen
auch einen Metallstab als Thermometer benutzen und aus
seiner Ldnge seine Temperatur erschlieBen.
Dann ist
t=q(0),

wo @ wieder ein Funktionssymbol bedeutet; es ist also dann
die Linge die unabhingige, die Temperatur die abhingige
Variable.

31. Man teilt die Funktionen in algebraische und
transzendente ein. Algebraische Funktionen sind solche,
bei denen zur Berechnung der Variablen die vier Grund-
operationen der Arithmetik, Addieren, Subtrahieren, Multi-
plizieren und Dividieren, ferner Potenzieren und Radizieren,
wenn der Exponent eine konstante Zahl ist, geniigen. Z. B.

y=ax+b,
y=a®+ 5at + 323 + 222+ x +x.
Das sind also alles Funktionen, in denen nur (ganze, ge-
brochene, positive, negative) Potenzen von x vorkommen.
Algebraische Funktionen, in denen die Verdnderlichen unter
einem Wurzelzeichen auftreten, nennt man irrationale Funk-
tionen, die anderen algebraischen Funktionen heiflen rational.
Alle anderen Funktionen nennt man transzendente.
Dahin gehoren
1. die exponentiellen Funktionen. Es sind solche, bei
denen z im Exponenten vorkommt, z. B.

y=a
und die sich daraus ergebende Umkehrung, die logarith-

mische Funktion
logty =«

2. die goniometrischen Funktionen und die daraus
durch Umkehrung entstehenden zyklometrischen Funk-
tionen.

y = sinz und die Umkehrung dazu, « = arcsiny
y =cosx , » » X = arccosy
y = tgz »oo» 1 5 x = arctgy

y=ctgx ~, ’ " r = arcctgy
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Die Definition der hier zum erstenmal erwdhnten zyklo-
metrischen Funktionen ist also: eine zyklometrische Funktion
ist die Umkehrung der dazugehérigen goniometrischen (trigo-
nometrischen) Funktion.

Bisher schrieben wir die Funktionen immer so, daf auf der
linken Seite nur die unabhingige Variable y stand. Es kann
aber auch eine Gleichung bestehen zwischen y und z, welche
noch nicht nach y aufgelost ist, z. B.

y—22=x—y oderz B. zy=a.

Solches nennt man unentwickelte Funktionen. Lost man

sie nach y auf, so gehen sie in entwickelte Funktionen iiber,
also

24z a
= und  y=—.
2 xz
3
2
7
-4 -5 2| -7 o 7 z g «
—

>

-2

=J

Fig. 31

32. Graphische Darstellung der Funktionen. Die hier
beschriebene Abhéngigkeit einer Variablen von einer anderen
konnen wir auf folgende Weise nach Descartes graphisch
darstellen. Man zieht eine beliebige Gerade und in irgend-
einem Punkte senkrecht zu ihr eine zweite. Man teile nun
diese beiden Linien oder Achsen nach einem willkiirlichen,
fiir beide Linien aber gleichen Mafstab in gleiche Abschnitte,
indem man den Kreuzungspunkt der beiden Linien fiir beide
als Nullpunkt ansetzt, und zerlege die von den beiden Linien
bestimmte Ebene durch Ziehen von Parallelen in lauter gleich
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grofe Quadrate. Man betrachte nun die horizontale Achse als
Mafistab fiir die unabhiingige Variable x und die vertikale
Achse als Mafistab fiir die abhingige Variable y. Man setzt
nun graphisch jeden Wert von y mit dem zugehorigen Wert
von z auf folgende Weise in Verbindung. Man zieht durch
den Punkt der horizontalen Achse, welcher irgendeinen in
Betracht gezogenen Wert von x darstellt, eine Vertikale, und
durch denjenigen Punkt der vertikalen Achse, welcher den zu-
gehorigen Wert von y darstellt, eine Horizontale. Diese bei-
den Linien schneiden sich in einem bestimmten Punkte. Dieses
macht man mit moglichst vielen korrespondierenden Werten
von y und z. Samtliche Schnittpunkte, miteinander verbunden,
ergeben so eine fir die betreffende Funktion charakteristische
Kurve. Die horizontale Achse nennt man die Abszisse, die
einzelnen Vertikalen die Ordinaten. Jeder Kurvenpunkt ist
somit durch zwei Koordinaten in seiner Lage bestimmt.

Diese Methode nennt man das rechtwinklige Koordi-
natensystem. Es ist nicht die einzige mdogliche, aber die ver-
breitetste Methode der graphischen Darstellung einer Funktion.

Die Kurven einiger wichtiger Funktionen.

33. Funktionen ersten Grades: die gerade Linie.
Betrachten wir nunmehr das Kurvenbild einiger Funktionen.
Es sei zundchst die Funktion gegeben
y=azx-+5b.
Fiir die Konstanten ¢ und b seien fiir unseren vorliegenden
Fall die Werte 2 und 3 gegeben, so dal also die Gleichung
die Form annimmt

y=2x+3.
Setzen wir nun zunichst x =0, so ergibt sich y= 3
Setzen wir z=1, y= b
x=2, y= 1
x =3, y= 9
r=+4%, y =11
rx=2>5, y=13.

Tragen wir nun diese Werte in ein rechtwinkliges Koordinaten-
system ein, so sehen wir, da die Werte fiir y auf einer



Funktionen ersten Grades: die gerade Linie. [s%5)

geraden Linie liegen (Fig. 32). Dasselbe ist stets der Fall,
welchen Wert wir ¢« und b auch zuerteilen.

73 73
4
72 72 /
77 77
/
70, 70 /
9 9 /
/
) P /
N / /
7| 7
/
2 / I3 /
S 51 /
y
y ¢ //
J, 3 ,
2 2 /
7 7
4
A /
2 -7 0 7 2 3 ¥ 5 6 J 71 2 3 ¥ & &
—_—
Fig. 32. Fig. 33.
Die gerade Linie y = 2z + 3. Die gerade Linie y =2 - 0,5.

Geben wir ein zweites Mal der Konstanten a¢ denselben
Wert wie eben, 2, der Konstanten & aber einen anderen,
sagen wir 4, so ergibt sich folgende Berechnung fiir die kor-
respondierenden Werte von x und y:

xr=0 y= 05
r=1 y= 25
xr=2 y= 45
x=5 y=105.

Zeichnet man diese Werte in ein Koordinatensystem ein, so
sient man (Fig. 33), daB die daraus entstehende gerade Linie
der anderen parallel ist, dafl sie aber die Abszisse an einer
anderen Stelle schneidet. Eine Anderung der Konstanten b
verdndert somit nur den Schnittpunkt der Geraden mit der
Abszisse, nicht aber den Winkel, den die Gerade mit der
Abszisse bildet.
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Wenn wir aber den urspriinglichen Wert von & lassen
und a verdndern, so bleibt zwar der Schnittpunkt der Ge-
raden mit der Abszisse unverindert, aber der Neigungs-
winkel der Geraden zu der Abszisse dndert sich. Wir kénnen
nun den Neigungswinkel in folgender Weise mit der ihn
bestimmenden Konstanten in Beziehung bringen. Nehmen
wir zunéchst den einfachsten Fall an, b sei gleich 0, so fallt
der Schnittpunkt unserer Linie mit dem Nullpunkt des Koor-

Fig. 34. Die gerade Linie y =z -tgx (x < 1R).

dinatensystems zusammen, und es ist in dem rechtwinkligen
- Dreieck (Fig. 34) tgx = % , welchen Wert von y und z wir

auch in Betracht ziehen moégen. Es ist daher

Yy=uxtgo
und

tga = a .
Aus der Gleichung

y=azw

folgt also, daB die Gerade, die den Verlauf von y angibt,
die z-Achse unter demjenigen Winkel schneidet, dessen
Tangente = a ist.

Ist a negativ, so folgt daraus, daB der Winkel & gréBer
als ein Rechter ist (Fig. 35), denn fiir den stumpfen Winkel « ist

tgo = —tg(180° — «),
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und daraus folgt weiterhin, dafl die
Gerade (von links nach rechts ge-
rechnet) ansteigt, wenn a positiv,
und abfillt, wenn a negativ ist (Fig.
35), und drittens parallel zur x-Achse
verlauft, wenn a = 0 ist.

Nehmen wir ferner an, dal der
Schnittpunkt unserer Geraden und
der Nullpunkt des Achsensystems
nicht zusammenfallen, daB also b
verschieden von 0 ist, so ergibt
sich aus der Fig. 36, daf}

tgx = tgr BOD = y%b .

57

A
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7 0 7 2 3 ¥ S

Fig. 35. Die gerade Linie
y=u2x-tgx (¢« >1R).

5,%
8,/IN
)
c 2|
/f
e
e
Ve | o
d |
/{ | 4z
0 —> A A,
x
Fig. 36.

Es ist also in diesem allgemeinen Falle

y=axtgx + 0,
welches somit die allgemeinste Form der ,Gleichung der
geraden Linie“ darstellt und sich von der oben gegebenen
Gleichung derselben Bedeutung nur dadurch unterscheidet,

dall @ durch tgx ersetzt ist.

&

Wir legen uns nun folgende Frage vor, welche uns auf

ein spiteres Kapitel vorbereiten soll.

gegeben y=az+b

Es sei die Gleichung
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und es habe z. B. y und x die in der Fig. 36 dargestellen
Werte. Ich frage jetzt: wenn ich von einem beliebigen Punkt
der Geraden ausgehend, x um ein kleines Stiick wachsen
lasse, wie verhilt sich dann die Zunahme von y zur Zunahme

von x?

In Fig. 36 ist
OA=x, BA=y,

also
CO=DA=b
und
ED——t x=a
cp ~ YT

Denke ich mir jetzt x um das kleine Stiick 44, = Ax ge-
wachsen, so wichst ¥y um das Stiick B,E = Ady. Das ge-
suchte Verhéltnis ist also ﬂ .
. Az
Nun ist
<BBE=« und BE=AA4 =Ax.

In dem Dreieck BB,E ist also

B E
oder
Ay
tgo = rh

Es ist also

A4

A—Z =tga =a,
und somit ganz unabhéngig von b, esist aber 4‘% auch von dem

Az
jeweiligen Betrage von y und x unabbingig und eine Kon-
stante. Dieses ist ein singuldres Ergebnis fiir die gerade

A4

Linie. Da TZ = tga, so bedeutet das weiter nichts, als dafi

der Neigungswinkel, den eine gerade Linie mit der x-Achse

bildet, immer derselbe bleibt.

Eine durch eine Gleichung der allgemeinen Form

y=azx-+0b

oder
y—ax=>
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bestimmte Kurve nennt man eine Kurve erster Ordnung.
Sie ist also stets eine gerade Linie.

Beispiel: Das Volumen v einer abgeschlossenen Gasmenge
betrage bei 00 C 150 ccm bei Atmosphirendruck. Messungen
unter gleichem Druck und bei verschiedenen Temperaturen ¢
ergeben nun folgende zusammengehorige Werte fiir v und ¢,

t v

00 150,00
100 155,49
200 160,99
300 166,48

400 171,78 .

Wir zeichnen nun v graphisch als Funktion von ¢ auf
Millimeterpapier auf, erkennen die Funktion als geradlinig und
bestimmen durch graphische Ausmessung die Konstanten a
und b der Gleichung

v=a-t+b.

150
Man iiberzeuge sich, dafl u=§% ist und b = 150, so
daB die Gleichung lautet:

t

oder allgemein

t
'Ut = 'UO (1 + T’?S) )
wo v, bzw. v, das Volumen bei ¢ bzw. 0° C bedeutet. Man

nennt 1 den Ausdehnungskoeffizienten.

34. Funktionen zweiten Grades: Parabel, Ellipse
und Hyperbel.

Eine Funktion zweiten Grades ist eine solche, bei der
die Variablen oder eine der Variablen auch in der zweiten
Potenz auftritt.

Die allgemeinste Form einer unentwickelten Funktion
zweiten Grades ist daher

Ay + By +Cax?+Dx+ Exy+ F=0,
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wo A, B, C, D, E, F Konstanten darstellen, die jeden be-
liebigen, positiven oder negativen Wert haben konnen. Wir
betrachten nur die einfacheren Fille:

1. Den Fall, daB}

A=1
B=C=E=F=0
D= —a,
d. h. also den Fall, da}
y2P—ax=0;
2. den Fall, daB
A=1
B=D=E=0
C = entweder a oder = —a
F=-—-b;
d. h. daBl entweder Yt ag®—b—0
oder ¥ —azt—b—0

ist.
35. Die Parabel..
Es sei zunichst die Gleichung gegeben
yY=ax.
Aus ihr folgt zunichst
y=+yaz,
d. h. fiir jeden Wert von x existieren 2 Werte von y, die
dem absoluten Betrage nach einander gleich, dem Vorzeichen

nach entgegengesetzt sind. Setzen wir z. B. ¢ = 1, und be-
rechnen die zugehoérigen Werte von y und z, so ist bei

x=—1 y :]/:T, imagindr (es existiert kein y)
x= 0 y= 0

= 1 y=-+1

= 2 y—+1414. ..

= 3 y=-41732...

= 4 y=+2
x= 9 y= 43

z= 16 y=-+4.
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Fig. 37. Die Parabel y = —+}x.

Man bezeichnet diese Kurve als

eine Parabel. Charak-

teristisch ist fiir sie zundchst ihr symmetrischer Verlauf
ober- und unterhalb der x-Achse; die Werte von y werden

immer grofer, je weiter man sie
nach rechts verfolgt, aber ihr
relativer Zuwachs wird immer klei-
ner; der Neigungswinkel, den die
Tangente mit der xz-Achse bildet,
wird immer kleiner, aber erst im
Unendlichen wird die Tangente 22
vollkommen parallel der Abszisse.
Wenn nun

y=r@, s
so muBl auch umgekehrt z eine
Funktion von y sein.

Wenn wir in obiger Gleichung »
y und z vertauschen, so erhalten
wir eine neue Funktion

|
|

T

——

—t—

»2=ay s
oder
y =ba?,
wenn - 1 ’
a
ist.

-5 4 2

&L=

Fig. 38. Die Parabel y = 2.
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Berechnen wir hier die zueinandergehdrigen Werte, so
ergibt sich fir b=1

x=—10 y = -+100
r=—2 y=-44
z= 0 y=+40
x= 1 y=-+1
z= 2 y=-+4
z= 10 y =+100.

Wir erhalten so ebenfalls das Bild einer Parabel (Fig.38),
aber .mit anderer Lage zur z-Achse.

0 z
0

4 F——8

£

Fig. 39. Die Parabel als geometrischer Ort.

Nun kann man die Parabel auch noch anders, in geo-
metrischer Weise definieren. Sie ist ndmlich der ,,geometrische
Ort* aller Punkte, die von einem festen Punkt und einer ge-
gebenen geraden Linie die gleiche Entfernung haben. Der
feste Punkt (Fig. 39), auch Brennpunkt genannt, sei F', die ge-
rade Linie DE, dann hat der beliebig gewédhlte Parabelpunkt ¢
eine derartige Lage, daB

CD=CF.
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Betrachten wir 4B als z-Achse, O als den Anfangspunkt
derselben, DE als y-Achse, A als den Anfangspunkt derselben,
so ist zunédchst A0 — OF,

weil O als ein Punkt der Parabel diese Bedingung erfiillen
mull. Bezeichnen wir 4 F mit p (Parameter der Parabel) so ist

p
OF = g
Nun ist
y=0CB
und
= OB.

Aus dem rechtwinkligen Dreieck FBC folgt
CF?= (CB?2+ BF?,
CB ist aber =y, und
BF—BO—0F—x— 2.
Also ist
p\2
CF? =y% + (x<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>