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Vorwort. 
Die in den letzten Jahren erfolgte äußerst rasche Entwicklung 

des Hochdruck-Rohrleitungsbaues und die starke Inanspruchnahme 

aller, besonders der technischen Fachkräfte, machte das Fehlen eines 
zusammenfassenden Werkes über die statische Berechnung von Rohr
leitungen und ihrer Einzelteile besonders unangenehm bemerkbar. Die 

genaue Kenntnis der Elastizität der Rohrleitung gewinnt mit steigenden 
Betriebsdrücken und Temperaturen an Bedeutung. So vielseitig und 
umfangreich zum Teil die in dieser Beziehung auftauchenden Probleme 
sind, so wenig Zeit hat gewöhnlich der in der Praxis stehende Ingenieur, 

sich die erforderlichen Berechnungsgrundlagen selbst zu schaffen. 

"Aus der Praxis für die Praxis" war der Leitfaden für die Ent
wicklung dieser Arbeit. Das Buch ist daher auch in erster Linie für den 
mit dem Entwurf oder der Bauleitung einer Rohrleitungsanlage beauf

tragten Ingenieur bestimmt. Deswegen sind bei der Behandlung des Stoffes 
nur die notwendigsten theoretischen Entwicklungen berücksichtigt. Es 

wurde der größte Wert darauf gelegt, solche Berechnungsverfahren 

auszuwählen bzw. zu entwickeln, die ein Mindestmaß an Zeit und Mühe 
erfordern und eine hohe Genauigkeit besitzen. Gleichzeitig war es wichtig, 
die Rechenarbeit selbst in eine Norm einzufügen, die an die Überlegung 
und Aufmerksamkeit des Rechnenden die geringsten Anforderungen stellt. 

Soweit wie möglich wurden dafür auch Linientafeln ausgearbeitet. 
Zahlreiche Rechenbeispiele erläutern die praktische Anwendung der 
gegebenen Richtlinien. 

Es erschien nicht angebracht, den theoretischen Aufbau der Berech

nungsverfahren ganz fallen zu lassen, da sonst das Verständnis der inneren 

Zusammenhänge beeinträchtigt und die Beurteilung der Grenzen der 

Gültigkeit und Genauigkeit erschwert wäre. Besonders bei einem ein

gehenderen Studium dieses Gebietes würde man das Fehlen der theore

tischen Grundlagen als Mangel empfinden. 

Es muß zugegeben werden, daß ungeachtet der weit fortgeschrittenen 

technischen Entwicklung doch noch einige Fragen offen bleiben, die 
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einer gründlichen Erforschung wert sind. Als Beispiel sei nur die einwand
freie, auf wirklichkeitsgetreuen Annahmen aufgebaute Berechnung fester 
Flansche, oder die genaue Spannungsermittlung in Faltenrohrbogen 
genannt, wofür bisher fast keine theoretisch nachprüfbaren Versuchs
werte vorliegen. Das sind Aufgaben, die einer späteren ruhigeren Ent
wicklungszeit vorbehalten bleiben. 

Für das mir bei der Durchführung dieser Arbeit gezeigte verständnis
volle Entgegenkommen möchte ich an erster Stelle Herrn Direktor 
F. SCHWEDLER meinen Dank aussprechen. Desgleichen bin ich auch 
meinem Mitarbeiter, Herrn Dipl.-Ing. U. HIEMESCH, für seine Unter
stützung bei der Untersuchung einiger theoretischer Fragen und bei der 
Sichtung und Auswertung ausländischen Schrifttums zu Dank ver
pflichtet. 

Berlin, im Oktober 1940. 
H. v. Jürgensonn. 
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Einf'übrung. 
Die Verwendung höchster Drücke und Temperaturen im Rohrleitungs

bau bedingt eine genaue Kenntnis aller auftretenden Kräfte und Span
nungen. Nicht erst für den Bau, sondern schon beim Entwerfen der 
Rohrleitungsanlage, soll der Konstrukteur jeden Teil der Anlage nach 
wirtschaftlichen Gesichtspunkten genau prüfen, um ein Höchstmaß an 
Erfolg mit einem Mindestmaß an Aufwand zu erreichen. 

Die im folgenden behandelten Fragen verdanken ihre ausführliche 
Klärung in erster Linie der Höchstdrucktechnik Hier besteht in beson
derem Maße die Notwendigkeit, die zu erwartenden Kräfte und Be
anspruchungen rechnerisch so genau wie möglich zu erfassen, um dem
entsprechend die Werkstoffauswahl zu treffen. Selbstverständlich können 
die gleichen Berechnungsverfahren sinngemäß auch für Rohrleitungen 
niederer und mittlerer Drücke und Temperaturen angewandt werden. 
Allerdings haben sich auf diesem Gebiet die Konstrukteure im Laufe 
der Jahre ein gewisses Fingerspitzengefühl angeeignet. Dadurch ver
mögen sie bei· solchen Leitungen die Kräfte und Spannungen in gewissen 
Grenzen sicher zu beurteilen und den Entwurf diesen Verhältnissen 
instinktiv richtig anzupassen. 

Der Höchstdruck-Rohrleitungsbau hat sich den Forderungen der 
Industrie entsprechend äußerst rasch, beinahe sprunghaft, entwickelt. 
Diesem Fortschritt der Technik ging natürlich auch eine theoretische 
Erforschung voraus, nur blieb sie auf einzelnen Gebieten in den An
fängen stecken, weil man unter Zuhilfenahme von vereinfachenden 
Annahmen und der sehr bequemen "Sicherheitszuschläge" auch ohne 
genaue Rechnung zu bauen wagte. Auch blieben die wissenschaftlichen 
Erkenntnisse auf einige wenige Spezialfirmen beschränkt, die ihre Be
rechnungsverfahren als ein großes Geheimnis streng hüteten. 

Ganz abgesehen davon, daß dadurch jeglicher Erfahrungsaustausch 
unterbunden war, blieben auch die Verbraucherkreise in bezug auf die 
besonderen im Höchstdruck-Rohrleitungsbau herrschenden Verhältnisse im 
Unklaren, so daß häufig auch heute noch widersprechende Forderungen 
an die ausführenden Firmen gestellt werden. 

Die besonderen Bedingungen des deutschen Rohstoffmarktes fordern 
mehr denn je ein sparsames und wirtschaftliches Bauen. Unter Zuhilfe
nahme der theoretischen Erkenntnisse müssen die zur Verfügung stehen
den Werkstoffe sorgsam ausgewählt und ihren Eigenschaften ent
sprechend so weit wie möglich ausgenutzt werden. Trotzdem muß höchste 

v. Jiirgensonn, Elastizität nnd Festigkeit. l 



2 Einführung. 

Betriebssicherheit als oberster Grundsatz gewährleistet sein, was eben 
nur durch genaue Berechnung jedes Teiles der Anlage möglich ist. 

Im folgenden sind die für den Konstrukteur wichtigen Grundlagen 
und Berechnungsverfahren gezeigt. Größter Wert wurde auf die Er
fordernisse der Praxis gelegt, indem der einfachste Rechnungsgang unter 
Angabe der Genauigkeit und der Anwendungsgrenzen erläutert wird. 
Bei der Entwicklung einzelner Formeln, die zum Verständnis notwendig 
sind, mußten allerdings die Grundbegriffe der technischen Mechanik 
und der höheren Mathematik als bekannt vorausgesetzt werden. Für 
die Anwendung ist aber eine durchaus einfache, allgemein verständliche 
Form gewählt, die durch zahlreiche Linientafeln noch anschaulicher und 
für den Praktiker bequemer gemacht ist. An durchgerechneten Beispielen 
kann die Anwendung leicht verfolgt werden. 

Zum besseren Verständnis mußten außer den genauen Berechnungs
verfahren auch die ganz einfachen, in der Praxis kaum zur Anwendung 
kommenden Rechnungssätze entwickelt werden. Dadurch bekommt man 
erst einen Überblick über die zweckmäßigste Wahl der Rechnungsweise 
und erkennt die Grenzen der Genauigkeit und die jeweils geltenden 
Voraussetzungen. Nur dann ist der Ingenieur in der Lage, das Ergebnis 
seiner Rechnung richtig auszuwerten und die Folgerungen zu beurteilen. 

In dem in- und ausländischen Schrifttum finden sich verstreut in 
Zeitschriften und Abhandlungen mehr oder weniger zweckmäßige Be
rechnungsverfahren für die Ermittlung der Wärmespannungen in Rohren, 
Beanspruchungen in Flanschen usw. Diese sind vielfach sehr umständlich 
und eignen sich daher wenig für die praktische Anwendung. Aufgabe 
dieses Buches ist es, in erster Linie solche Rechnungsarten zu entwickeln, 
die möglichst bequem und einfach im Gebrauch sind und trotzdem eine 
genügende Genauigkeit besitzen. Neben eigenen werden auch die im 
Schrifttum behandelten Berechnungsarten besprochen und die Gründe 
für etwaige Abweichungen in den Ergebnissen aufgezeigt. Die Beispiele 
wurden nach Möglichkeit so gewählt, daß an Hand der zahlenmäßigen 
Ergebnisse die Gleichartigkeit oder Verschiedenheit der Verfahren deut
lich wird. Auch läßt sich auf Grund der zahlenmäßigen Durchrechnung 
am besten beurteilen, welche Rechnungsweise in bezug auf Einfachheit 
und Genauigkeit den jeweiligen Erfordernissen am besten entspricht. 
Außerdem sind besonders interessante und lehrreiche Fälle aus der 
Praxis des Verfassers zahlenmäßig durchgerechnet. Es soll besonders 
betont werden, daß sämtliche Zahlenbeispiele den praktisch am häufigsten 
vorkommenden Fällen entnommen sind. 



A. Festigkeitsberechnung der Rohre, 

I. Allgemeine Grundlagen. 
1. Grundbegriffe der Festigkeitslehrt:-. 

Dieser Titel enthält eine kurz zusammengefaßte Wiederholung der 
im Buch von H. WINKEL1 eingehend erläuterten Grundbegriffe der 
Festigkeitslehre. Auf die Wiederholung konnte nicht verzichtet werden, 
damit der organische Aufbau des vorliegenden Buches keine Lücke auf
weist und auch um die späteren Entwicklungen richtig zu verstehen. 
Zum eingehenden Studium aller Zusammenhänge kann das vorgenannte 
Buch sehr empfohlen werden. 

Die Aufgabe der Festigkeitslehre besteht in der Untersuchung des 
Verhaltens von festen Körpern unter dem Einfluß von Kräften. Man 
unterscheidet äußere und innere Kräfte. 

Die an einem Körper angreifenden Kräfte, zu denen auch die Auf
lagerkräfte zählen, heißen äußere Kräfte. Mit Rücksicht auf die 
Forderung des Gleichgewichtes müssen alle äußeren Kräfte den Gleich
gewichtsbedingungen genügen. Diese lauten für Kräfte in der Ebene: 

1. Die algebraische Summe sämtlicher Seitenkräfte nach zwei - meistens 
aufeinander senkrecht stehenden - Richtungen muß gleich Null sein; 

2. Die algebraische Summe der statischen Momente sämtlicher Kräfte, 
bezogen auf einen beliebigen Punkt bzw. auf eine beliebige Achse, muß 
gleich Null sein. 

Den angreifenden äußeren Kräfte leistet der Körper Widerstand. Es 
entstehen in ihm unter der Wirkung der äußer~n Kräfte Spannungen, 
die sich auf den ganzen Körper mehr oder weniger gleichmäßig verteilen. 
Diese Spannungen sind innere Kräfte; sie wirken den äußeren Kräften 
entgegen und halten ihnen das Gleichgewicht. Zu ihrer Ermittlung 
denkt man sich stets den zu untersuchenden Körper durchgeschnitten 
oder einen Teil desselben herausgeschnitten, bringt an den Schnittflächen 
die Spannungen als äußere Kräfte an und sieht nunmehr den Körperteil 
genau so wie zuvor den ganzen Körper als einen Körper an, der unter 
dem Einfluß aller an ihm angreifenden Kräfte im Gleichgewicht sein muß. 

Die Kräfte rufen bei jedem Körper eine Formänderung hervor. Hier
bei unterscheidet man zwei Arten: 

a) elastische Formänderung, die nach Beendigung der Kraftwirkung 
wieder verschwindet, und 

1 WINKEL, H.: Festigkeitslehre für Ingenieure. Berlin: Julius Springer 1927. 

l* 



4 Festigkeitsberechnung der Rohre. 

b) plastische oder bildsame Formänderung, die also auch nach 
Aufhören der Kraftwirkung bestehen bleibt. 

Letztere soll hier nicht in Betracht gezogen werden. 

Die zweite Grundaufgabe der Festigkeitslehre besteht also darin, 
die Größe der Formänderung zu berechnen, die ein elastischer Körper 
unter dem Einfluß von Kräften erfährt. Diese Formänderung darf 
- genau wie bei der Spannungsermittlung- einen jeweils für zulässig 
erachteten Wert nicht überschreiten. 

Die Formänderung eines Körpers gibt Aufschluß über die Verteilung 
der Spannungen. 

Der Zugversuch vermittelt in einfachster Weise ein Bild über das 
Verhalten eines Werkstoffes. Als Maß für die Formänderungsfähigkeit 
emes Werkstoffes wird die Dehnung s angesehen: 

L1l l1 - l0 Verlängerung 
8 = Zo = -l-0 - = ursprüngliche Länge · (l) 

Die Querzusammenziehung des Versuchsstabes beim Zugversuch 
beträgt 

do-dl 
Bq= -d~- .. 

Die Beziehung zwischen der Dehnung 
ziehung ist für Metalle nach C. v. BACH 

e 10 -i; = m = -3- = 3,333 

(2) 

und der Querzusammen-

(PorssoNsche Zahl) (3) 

Der reziproke Wert von m wird im nachstehenden mit fJ bezeichnet, 
also 

l 
fJ=--;n=0,3. (4) 

Betrachtet man einen in der Zerreißmaschine eingespannten, auf 
Zug beanspruchten Versuchsstab mit dem Durchmesser d0 und der 
eingespannten Länge l0 , so kann man über die Größe und Verteilung 
der in ihm wirkenden Spannungen zunächst nichts aussagen. Wir denken 
uns den Stab durchgeschnitten und fügen die an der Schnittfläche vor
handenen Spannungen als äußere Kräfte an. Wir nehmen ferner an, daß 
diese Spannungen sich vollkommen gleichmäßig verteilen. Diese An
nahme ist überall dann zulässig, wenn die Wirkungslinie der angreifenden 
Kraft mit der Stabachse zusammenfällt. 

Der Anteil der Kraft, der auf die Flächeneinheit des Querschnittes 
entfällt, heißt bezogene oder spezifische Spannung, kurz Spannung. 
Sie fällt mit der Richtung der Stabachse zusammen, steht also senkrecht 
oder normal zum Querschnitt. Daher nennt man solche Spannungen 
Normalspannungen und bezeichnet sie mit a. Die durch sie her
vorgerufenen Formänderungen sind Längenänderungen. 
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In der Festigkeitslehre ist l kg die Einheit der Kraft und l cm2 

die Einheit der Fläche. Heutzutage wird sehr häufig auch l mm2 als 
Einheit der Fläche gewählt. Dieses ist im folgenden stets besonders 
angegeben. 

Beträgt die an der Zerreißmaschine abgelesene Kraft P kg und hat 
der Stab eine Querschnittsfläche von F cm2, so ist seine Spannung 

p 
a = -F- kgjcm2 • (5) 

Da nach den Gleich-
gewichtsbedingungen 

der Kraft P eine ent
gegengesetzt gerichtete 
Gegenkraft - P ent
sprechen muß, treten 
auch die Spannungen 
im durchgeschnittenen 

Abb. 1. Geschnittener Zugstab. 

Stab paarweise auf. Beim nichtgeschnittenen Stab erscheinen die 
inneren Kräfte nicht, da sie sich wechselseitig aufheben (Abb. 1). 

Das aus einem Zugversuch gewonnene Schaubild sieht ähnlich Abb. 2 
aus. Die zu jeder Belastung P zugehörige Dehnung e wird als Abszisse 

0 Dehnung c: o Dehnung c: 
Abb. 2 a und b. Belastungs· (Spannungs·) Dehnungsbild (a) .mit ausgeprägter und (b) mit nicht

ausgeprägter Streckgrenze. (Ans Werkstoff-Handbuch Stahl und Eisen, JI. Auf!.) 

und darüber die entsprechende aus dem ursprünglichen Stabquer
schnitt.F ermittelte Spannung a = PjF als Ordinate aufgetragen. Die 
Kurvea = f(s) heißt Spannungs-Dehnungsschaubild; sie zeigt zunächst ein 
langsames Anwachsen der Dehnung mit steigender Belastung, und zwar 
sind die Dehnungen den Spannungen proportional. Das drückt man 
mathematisch aus: 

s=rx·a. (6) 

Darin ist rx eine für den betreffenden Werkstoff gültige Kennzahl. 

Diese einfache Beziehung, genannt das HooKEsche Gesetz, besteht 
jedoch nur bis zu einer bestimmten Belastungsgrenze, die man Pro
portionalitätsgrenze nennt. Darüber hinaus wachsen die Dehnungen 
schneller als die Spannungen, wie das Schaubild Abb. 2 deutlich zeigt. 
Bei einer noch größeren Belastung tritt. eine bedeutende Verlängerung 
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bei nur geringer Steigerung von a ein; der Stab beginnt zu fließen. Die 
Spannung a1, bei der das Fließen auftritt, heißt Fließ- oder Streck
grenze. Sie wird ebenso wie die Proportionalitätsgrenze als Spannung, 
d. h. in kgfcm2 bzw. kgfmm2 angegeben. 

Mit weiter steigender Belastung zeigt sich an einer Stelle des Stabes 
eine deutlich erkennbare Einschnürung. Der Querschnitt wird sichtbar 
kleiner, und infolgedessen fällt der Waagehebel der Maschine ab; d. h. 
der Stab ·hat seine größte Tragfähigkeit erreicht. Die in diesem Augen
blick wirksame ·Spannung wird Zugfe.stigkeit genannt; sie wird auf 
den ursprünglichen Querschnitt bezogen und mit aB oder Kz bezeichnet. 

Entlastet man einen auf Zug beanspruchten Stab, so stellt man fest, 
daß bis zu einer bestimmten Belastungsgrenze die erfolgte Formänderung 
(Verlängerung) vollständig verschwindet. Bis zu dieser Grenze zeigt also 
der Werkstoff eine vollkommene Elastizität. Wird die Belastung über 
diese Grenze hinaus gesteigert, so wird man auch nach erfolgter Ent
lastung eine gewisse Formänderung feststellen. Diese Belastungsgrenze, 
bei der sich eine bleibende Formänderung zeigt, nennt man Elasti
zitätsgrenze1. Die wieder verschwindende, auf die Längeneinheit be
zogene Längenänderung heißt elastische Dehnung im Gegensatz zur 
bleibenden Dehnung, die sich nach dem Überschreiten der Elastizi
tätsgrenze einstellt. 

Als Maß für die Güte des Baustoffes wird die bleibende Dehnung 
nach dem Bruch in Hundertteilen der ursprünglichen Länge angegeben. 
Man nennt sie Bruchdehnung. 

Beim Druckversuch stellen sich in gewissen Grenzen und unter be
stimmten Bedingungen die gleichen Beziehungen zwischen der Spannung 
und der Dehnung heraus. In diesem Falle werden jedoch die Spannungen 
zum Unterschied von den als positiv betrachteten Zugspannungen 
negativ angegeben. Entsprechend der .Art der Druckbelastung ist hier 
auch die Formänderung negativ, d. h. es tritt eine Längenverkürzung 
ein, die mathematisch einer negativen Dehnung gleichkommt. 

Auch beim Druckversuch besteht das sog. Geradliniengesetz, bei dem 
e = ot • a Gültigkeit hat, solange die Proportionalitätsgrenze nicht über
schritten wird. 

Aus der Gleichung (6) folgt 

ot= 
(] 

Setzt man a = 1 kgfcm2, so bekommt man 

ot = e cm2jkg. 

1 Als Elastizitätsgrenze wird entsprechend den Normen die Spannung be. 
zeichnet, bis zu der nur sehr kleine bleibende Verformungen gemessen werden; 
diese dürfen je nach Vereinbarung 0,003 bis 0,01% betragen und müssen zur Kenn· 
zeichnung der Grenze angegeben werden (z. B. u0,003). · 
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Diese Proportionalitätszahl cx heißt Dehnungszahl und stellt die 
Dehnung eines Stabes bei der Einheit der Spannung dar. 

Für Flußstahl ist cx aus zahlreichen Versuchen ermittelt worden und 
beträgt 

cx = 1 : 2150000 = 0,000000465 cm2fkg. 

In der Festigkeitslehre rechnet man mit dem bequemeren reziproken 
Wert von cx, den man Elastizitätsmodul nennt. 

1 
E = -;x kg/cm2 • (7) 

Dieser beträgt für normalen Flußstahl bei Raumtemperatur 2150000 
bis 2200000 kgfcm2• 

Nachstehend sollen die in der Festigkeitslehre so wichtigen Begriffe 
für die Zugfestigkeit und die Streckgrenze nochmals genau festgelegt 
werden: 

Die Zugfestigkeit ist die auf den 
Anfangsquerschnitt bezogene Höchstbe
lastung des Probestabes, d. h. der Quo
tient aus der von der Maschine ange
zeigten höchsten Last und dem - im 
Augenblick der Einwirkung der Last oder 
gar nach dem Bruch natürlich nicht 
mehr vorhandenen-Anfangsquerschnitt 
der Probe F0 

,.. _ Pmax 
VB- -F;;-· 

Abb. 3. Schubquader 
mit Schubbelastung. (Aus H. WINKEL: 

Festigkeitslehre für Ingenieure. 
Berlin: Julius Springer 1927.) 

Die Fließ- oder Streckgrenze ist bei scharfer Ausprägung die 
Spannung, bei der trotz zunehmender Formänderung die Kraftanzeige 
der Prüfmaschine erstmalig unverändert bleibt oder zurückgeht (natür
liche Streckgrenze). Man unterscheidet dann die "obere" Streckgrenze 
von der "unteren" Streckgrenze, auf welche die Spannung von der 
oberen Streckgrenze absinkt. Ist die Streckgrenze nicht scharf aus
geprägt (z. B. bei Warmzugversuchen), so bestimmt man anstatt der 
Streckgrenze die Spannung, die 0,2% bleibende Dehnung erzeugt, als 
die 0,2-Grenze G0,2 (Dehngrenze). Hierzu s. Abb. 2. 

Die Belastung durch Schubkräfte ist in Abb. 3 veranschaulicht. 
Denkt man sich das Quader parallel zur Kraftrichtung durchgeschnitten, 
so muß man sich in der Schnittfläche eine entgegengesetzt wirkende 
Kraft P vorstellen, die der Schubkraft P das Gleichgewicht hält. Der 
auf die Einheit der Schnittfläche F entfallende Anteil der Kraft P wird 
die Schubspannung T genannt 

p 
T=F kgfcm2. (8) 
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Es sei das durch eine Schubkraft P belastete Quader (Abb. 3) aus der 
Form ABCDEF in die Form eines Prismas ABC' D' E'F' übergegangen, 
so daß der ursprünglich rechte Winkel CA B in einen spitzen Winkel C' AB 
übergeht. Für den Fall, daß die Verschiebungen der einzelnen Schichten 
des Quaders verhältnisgleich den Entfernungen von der Grundfläche 
wachsen, kann die Änderung y des rechten Winkels als Maß für die 
Größe der Verschiebung angesehen werden. Da man in der Festigkeits
lehre nur kleine Formänderungen in Betracht zieht, kann man schreiben 

CO' 0 1 Ca 
tg Y 1'::::: Y = CA = -~-. 

Die Winkeländerung y mißt man in Bogenmaß und nennt sie die 
Schiebung, worunter die Strecke verstanden wird, um die sich zwei 

p l cm voneinander entfernte Querschnitte unter 
.--,...----===1:..- dem Einfluß der Schubspannung r gegenein. 

fg 
I 
I 
I 
I 

Abb. 4. Behubspannungen am 
Schubquader. (Aus H. WINKEL: 
Festigkeitslehre für Ingenieure. 
Berlin: Julius Springer 1927.) 

ander verschieben. 
Auch hier wird die Gültigkeit des HooKE

schen Gesetzes vorausgesetzt, bei welchem 
die Formänderungen den Spannungen ver
hältnisgleich sind, d. h. 

y =ß·r, (9) 

wobei ß innerhalb eines gewissen Spannungs
gebietes als unveränderlich angesehen" werden 
darf. 

Die Proportionalitätszahl ß bei der Schubbelastung ist identisch mit 
der Dehnungszahl IX beim Zugversuch. Auch in diesem Fall wird in der 
Festigkeitslehre mit dem reziproken Wert von ß gerechnet, und zwar 

1 
G = ~ß kgjcm2 • (lO) 

G wird der Gleichmodul genannt. 
Zwischen dem ElastizitätsmodulE und dem Gleitmodul G besteht die 

Beziehung 

G = 2 (m~l) ·E = 0,385 ·E. (ll) 

Die Entwicklung dieser Abhängigkeit siehe bei H. WINKFL1 • 

Betrachtet man einen Schubquader nach Abb. 4, so kann man 
folgendes feststellen: aus Gründen des Gleichgewichtes muß der an 
einer Fläche angreifenden Schubkraft P eine an der entgegengesetzten 
Fläche wirkende gleich große Gegenkraft - P wirken. Beide Kräfte P 
bilden ein Kräftepaar mit dem rechtsdrehenden Moment P · c, dem 

1 WINKEL, H.: Festigkeitslehre für Ingenieure, S. 53. Berlin: Julius Springer 
1927. 
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ein gleich großes linksdrehendes Kräftepaar entgegenwirken muß, wenn 
das freigedachte Quader im Gleichgewicht sein soll. Daraus folgt 

P·c=Q·a 
oder mit 

und 

r 1 • a · b · c = r 2 • b · c · a, 

llit anderen Worten: Schubspannungen treten stets paarweise in zwei 
aufeinander senkrecht stehenden Ebenen auf und sind von gleicher Größe. 

2. Einfluß der Temperatur. Dauerstandfestigkeit. 
Die Versuche an den zur Verwendung gelangenden Stählen haben 

gezeigt, daß die Temperatur in sehr hohem Maße die Festigkeitseigen
schaften des Werkstoffes be- lf(J,----,----r--..---,---, 
einflußt. Mit steigender Tem- 'Kgfm.nl-~_-J..."~~t---t-
peratur sinken nicht nur die ~ 1---+----+------1----~----1 ;;; 30 Festigkeit und die Streckgrenze 1;, 1 

des Werkstoffes, sondern auch ~ __ !Streckgrenze 
der Elastizitäts- und Gleit- ~ zol------+----=---,~---+----+----'<--i 
modul desselben ab. Im Schau
bild Abb. 5 sind diese Ver-
hältnisse veranschaulicht. Man 
sieht, daß bei höheren Tem
peraturen mit wesentlich ge
ringeren Festigkeitseigenschaf
ten des Baustoffes gerechnet 
werden muß. 

§ ! ~~-- ....... 
~ l tto ,1--
~ 

0 lfOO °C 500 
Temperatur 

Abb. 5. Allgemeine Abhängigkeit der Festigkeit 
und Streckgrenze von der Temperatur. 

Man muß also bei der Berechnung der Spannungen auf die Tempera
tur des zu untersuchenden Bauteiles Rücksicht nehmen. Im Abschnitt II/1 
sind die auf dem Versuchswege ermittelten Festigkeitseigenschaften für 
die am häufigsten vorkommenden Stähle für verschiedene Temperaturen 
angegeben. 

Die Temperatur des Werkstoffes hat aber noch eine weitergehende 
Bedeutung. 

Bei Raumtemperatur lassen sich die Festigkeitseigenschaften der 
Stähle in einfachster Weise durch den Zugversuch ermitteln. Dagegen 
stößt im warmen Zustande diese einfache Begriffsbestimmung auf 
Schwierigkeiten, weil in diesem Fall auch die Belastungszeit einen starken 
Einfluß auf das Versuchsergebnis ausübt. Bei höherer Temperatur stellt 
sich im Gegensatz zum Versuch bei Raumtemperatur zu einer gegebenen 
Belastung nicht mehr sofort eine bestimmte bleibende Formänderung 
ein, sondern diese wächst mit der Zeitdauer der Belastung. Es stellt 
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sich das sog. "Kriechen" ein, so daß der Versuchsstab auch bei ver
hältnismäßig kleinen Belastungen nach einer genügend langen Zeit 
brechen kann. 

Trotzdem einige Forscher es bestreiten, darf nach Versuchen von 
SIEBEL und ULRICH1 angenommen werden, daß bei genügend kleiner 
Belastung die Dehnung auch im Warmversuch noch zum Stillstand 
kommt. Die Zeitdauer, bis sich der endültige Verformungszustand ein
stellt, ist auf jeden Fall bedeutend größer als bei Raumtemperatur und 
kann sich nach Ansicht der Forscher auf Monate erstrecken. 

qo~~~--~~~~~~--~ 

% 

Sfa/J9 

8 

7 

s 

9 

Wird nun die Zugbeanspru
chung ·so gesteigert, daß sie 
einen bestimmten, bei gegebener 
Temperatur, für jeden Werkstoff 
eigentümlichen Wert überschrei-
tet, so kommt die Dehnung 
überhaupt nicht zum Stillstand. 
Der Stab geht vielmehr unter 
dauerndem Weiterdehnen zu 
Bruch. Man nennt diejenige, 
auf den Ausgangsquerschnitt 
bezogene Belastung, bei· der die 
Dehnung gerade noch ohne 
Bruch zum Stillstand kommt, 
oder bei der die Probe erst nach 
unendlich langer Zeit bricht, 
die Dauerstandfestigkeit 

5011. des Werkstoffes bei der be-0 10 20 .30 'II) 

Dauer tler Versuchs!Jelaslung 
Abb. 6. Linien der bleibenden Dehnung 

für einen Cr·Mo-Stahl bei 450° C. (Aus 111:. ULRICH 1). 

treffenden Temperatur. 
In Abb. 6 sind über der 

Zeit als Abszisse die Linien der 
bleibenden Dehnung für einen legierten Stahl bei 450° C eingetragen. Die 
Neigung der Tangente in irgendeinem beliebigen Punkt der Kurven gibt 
die Dehngeschwindigkeit bei der betreffenden Belastung und zu der ent
sprechenden Versuchszeit an. Die mittleren Dehngeschwindigkeiten sind 
in der Abbildung für die Zeit zwischen der 5. und 10. sowie zwischen der 
25. und 30. Versuchsstunde für jede Kurve angegeben. Man sieht daraus, 
daß mit sinkender Belastung auch die Dehngeschwindigkeit naturgemäß 
kleiner wird. 

Es ist klar, daß die genaue Ermittlung der Dauerstandfestigkeit auf 
dem Versuchswege außerordentlich langwierig und kostspielig ist. Eine 

1 SIEBEL, E. u. M. ULRICH: Die Bestimmung von Zeit-Dehngrenzen im Dauer
standversuch. Z. VDI Bd. 76 (1932) S. 659; s. a. M. ULRICH: Das Verhalten der 
Werkstoffe bei hoher Temperatur. Arch. Wärmew. Bd. 18 (1937) S. 169. 
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Anzahl Forscher hat sich daher bemüht, ein Abkürzungsverfahren zu 
entwickeln, welches folgende Merkmale aufweist: 

a) kurze Dauer des Versuches bis höchstens 100 h; 
b) sichere Ermittlung der Belastung, bei der die anfängliche Dehnung 

mit Bestimmtheit im Laufe der Zeit noch zum Stillstand kommt; 
c) Feststellung der Belastung, die zu tragbaren bleibenden Dehnungen 

führt. 
PoMP und DAHMEN1 stellten an Hand zahlreicher Versuche schon 

im Jahre 1927 fest, daß die Dehnung im allgemeinen sicher zum 
Stillstand kommt, wenn die Dehngeschwindigkeit in der 25. bis 
35. Versuchsstunde den Betrag von 10 · 10-4 % je Stunde (=0,001 %/h) 
nicht überschreitet: Dieses Abkürzungsverfahren genügte nur den Be
dingungen unter a) und b), sagte aber nichts über -die bleibende Form
änderung aus. 

Diese Begriffsbestimmung wurde von POMP und ENDERS 2 im Jahre 
1930 dahingehend abgeändert, daß unter der Dauerstandfestigkeit 
diejenige Belastung zu verstehen ist, bei welcher in der 3. bis 
6. Stunde die Dehngeschwindigkeit 50· 10-4%/h, in der 5. bis 10. Stunde 
30 · 10-4 %/h und in der 25. bis 35. Stunde 15 · 10-4 %/h beträgt. 

Diese Festlegung der Dauerstandfestigkeit führt jedoch nach Ver
suchen von M. ULRICH 3 zu untragbaren bleibenden Dehnungen, erfüllt 
also nicht die Bedingungen unter c). Letztgenannter Forscher setzte 
sich daher stark für die Festlegung des Begriffes Dauerstandstreck
grenze ein. Er schlug vor, für die Dauerstandstreckgrenze diejenige 
Belastung festzulegen, bei der die Dehngeschwindigkeit nach Erreichen 
einer bleibenden Formänderung von 0,2% einen Wert von 10 · 10-4 %/h 
nicht überschreitet. 

Die Analogie mit der Dehn- und Streckgrenze im Kurzzeitversuch 
ist deutlich erkennbar. SIEBEL und ULRICH weisen nach, daß diese 
Begriffsbestimmung allen vorhin genannten Bedingungen genügt. Aus 
den Versuchen von H. EcKARDT 4 geht nämlich deutlich hervor, daß die 
Zeit-Dehnungslinien weitgehend Parabeln entsprechen. Der Zusammen
hang zwischen der bleibenden Dehnung e1 und der Dehnungszeit t wird 
dann bestimmt durch die Beziehung 

Bt = B1c:r • 
1 PoMP, A. u. A. DAHMEN: Entwicklung eines abgekürzten Verfahrens zur 

Ermittlung der Dauerstandfestigkeit 'von Stahl bei erhöhten Temperaturen. Mitt. 
K.-Wilh.-Inst. Eisenforschg. Bd. 9 (1927) S. 33. 

2 PoMP, A. u. W. ENDERs: Mitt. K.-Wilh.-Inst. Eisenforschg. Bd. 12 (1930) 
S.127. 

3 ULRICH, M.: Das Verhalten der Werkstoffe bei hohen Temperaturen. Arch. 
Wärmew. Bd. 18 (1937) H. 6 S. 169. 

4 EcKARDT, K.: Dauerzugbeanspruchung von Stahl bei erhöhter Temperatur. 
Diss. Aachen 1929. 
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Hierin ist s1 die Dehnung zu einer bestimmten Zeit t1 zu Beginn des 
Versuches. Der Exponent m wird auf dem Versuchswege bestimmt, 
indem die erhaltenen Werte für die bleibende Dehnung in ein doppel
logarithmisches Achsenkreuz eingetragen werden. Die vorhin genannte 
Gleichung der Parabel ergibt im logarithmischen System für die Zeit
Dehnungslinien eine Gerade von der Form 

( 
t . 

logst= logs1 + mlog T)· 
• 1 

Die Neigung dieser Geraden zur Abszissenachse ist durch den Wert m 
gegeben. Auf Grund des geradlinigen Verlaufes der Zeit-Dehnungslinien 
im doppellogarithmischen Achsenkreuz kann durch. Verlängerung der 

0,3 .I -~ % 0,2-G'renz~ ! 0,2 1--- - -1-+-

q~,~---2~-3~~~~5~ß~8~,~~--~t~~--~~~--~s,~~--~m~~~-.zo~o~~~ooo-<$~O~~t.~~ooß 
Zeif 

Abb. 7. Linien der bleibenden Dehnung im doppellogarithmischen Netz für einen Cr-Ni-Wo-Stahl 
bei 600° C. [Aus SIEBEL u. ULRICH: Z. VDI Bd. 76 (1932) Nr. 27, S. 662.] 

Geraden bis zur 0,2%-Grenze die Zeit, wann diese Grenze erreicht wird, 
auf einfachste Art bestimmt werden (s. Abb. 7). Hieraus kann die 
Dehngeschwindigkeit bei 0,2% bleibender Dehnung nach der Beziehung 

ds s·m 0,2·m 
V=dt=-t-=-t-

berechnet werden. 
Der Begriff der praktischen Dauerstandfestigkeit wurde in 

Deutschland vom DVM 1 genormt, und zwar als diejenige Beanspruchung, 
die in der 25. bis 35. Versuchsstunde eine Dehngeschwindigkeit von 
10 · 10-4 %/h hervorruft und bei der die bleibende Dehnung nach 50stündiger 
Belastungsdauer hOchstens 0,2% betragek darf. 

Es soll nicht unerwähnt bleiben, daß nur die im Langzeitversuch 
bestimmte wahre Dauerstandfestigkeit einen Anhaltspunkt für die zu
lässige Beanspruchung des Werkstoffes geben kann. Voraussetzung ist, 
daß in dem zu untersuchenden Belastungsfall ähnliche Spannungsver-

1 Deutscher Verband für die Materialprüfung der Technik. 
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teilung wie beim Versuch vorliegt. Die im Abkürzungsverfahren be
stimmten Näherungswerte für die Dauerstandfestigkeit können nur eine 
Unterlage für die vergleichende Wertung verschiedener Werkstoffe nach 
deren voraussichtlichem Verhalten bei hoher Temperatur bieten. 

Der tatsächliche in der Praxis vorliegende, meistens zweiachsige 
Spannungszustand weicht wesentlich von der Spannungsverteil!l.ng im 
Dauerzugversuch ab. Daher können erst die in ähnlich gelagerten Fällen 
gewonnenen Erfahrungen bestimmte Hinweise in bezug auf die zulässige 
Beanspruchung gegenüber der Dauerstandfestigkeit geben. Die Betriebs
erfahrungen müssen sich jedoch auf eine genügend lange Beobachtungs
dauer stützen, da man sonst leicht zu Fehlschlüssen gelangt. 

Die Dauerstandfestigkeit eines Werkstoffes ist ebenso wie die übrigen 
Werkstoffeigenschaften temperaturabhängig. Bei den unlegierten Stählen 
liegt die Dauerstandfestigkeit bis 300 und 350° C weit oberhalb der 
0,2-Grenze, womit sie ihren Sinn als Berechnungsgrundlage verliert. 
Bis zu diesen Temperaturen wird also die 0,2-Grenze als Bezugswert 
dienen. Das gleiche gilt für eine Anzahl legierter Stähle auch noch bis 
zu Temperaturen von 400° C und etwas darüber. Über 400° C legt man 
jetzt gewöhnlich die Dauerstandfestigkeit zugrunde. Mit steigender 
Temperatur nimmt die Dauerstandfestigkeit immer mehr ab. Sie sinkt 
dann immer mehr unter die 0,2-Grenze. Im Bereich von 550 bis 650° C 
gilt das erwähnte Abkürzungsverfahren zur sicheren Beurteilung des 
Verhaltens des Werkstoffes nicht mehr und es müssen zumindest stich
probenweise Belastungsversuche von längerer Dauer vorgenommen 
werden. 

3. Kerbschlagzähigkeit. 
Ein weiteres wesentliches Merkmal des Werkstoffes ist die sog. 

Kerbschlagzähigkeit desselben. Sie wird im Kerbschlagversuch 
ermittelt, indem ein gekerbter Probestab, der mit den Enden auf zwei 
Widerlagern ruht, oder einseitig eingespannt ist, durch einen einzigen 
Schlag durchgebrochen wird. Die hierzu erforderliche Schlagarbeit in 
mkg wird auf l cm2 des gefährdeten Probenquerschnittes im Kerbgrund 
bezogen und als spezifische Schlagarbeit oder Kerbschlagzähigkeit 
häufig auch kurz Kerbzähigkeit in mkgfcm2 bezeichnet. 

Die Kerbschlagzähigkeit ist sehr stark von der Probenform und den 
Versuchsbedingungen abhängig. Bei Angabe von Kerbschlagwerten 
müssen daher Form der Probe und Versuchsbedingungen mit angegeben 
werden, um einen zutreffenden Vergleich mit Werten anderer Werkstoffe 
zu ermöglichen. 

Für einige der gebräuchlichen Rohrstähle sei nachstehend eine Zu
sammenstellung von Werten für die Kerbschlagzähigkeit gegeben. Die 
Versuchswerte wurden sämtlich an der DVMR-Probe 10 X 10 X 55 mm 
mit Rundkerb gewonnen; sie gelten nur für Raumtemperatur. 
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Werkstoff 

St 35.29 .. . 
St 45.29 .. . 
(Cu)-Mo-Stahl . 
(Cu)-Mo-Stahl . 
Cu-Mo-Stahl 
Cu-Mo-Stahl 
Cr-Mo-Stahl 
Cr-Mo-Stahl 
Mo-Stahl .. 
Deutro C S 65 

Festigkeitsberechnung der Rohre. 

I Kerbschiag
zähigkeit 

in rnkg/crn' 

12 
9 

12 
9 
9 
7 
9 
7 

10 
15 

Bemerkung 

} im Anlieferungszustand gealtert 

} im Anlieferungszustand gealtert 

} im Anlieferungszustand gealtert 

II. Rohrwerkstoffe und deren Eigenschaften. 
1. liniegierte und legierte Rohrstähle. 

Im Abschnitt I/2 wurde gezeigt, daß die Temperatur des Werkstoffes 
einen maßgebenden Einfluß auf seine Festigkeitseigenschaften ausübt. 
Man muß also bei der Festlegung der Rohrabmessungen darauf Rück
sicht nehmen, indem der bei der Betriebstemperatur geltende Festigkeits
wert in die Rechnung eingesetzt wird. Soweit es sich nur um die Be
rücksichtigung des Innendruckes handelt, läßt sich theoretisch die durch 
die Temperatur bedingte Verminderung der Werkstoffestigkeit durch 
eine entsprechend große Wandstärke ausgleichen. Die durch die Wärme
dehnung ausgelösten Spannungen lassen sich aber auf diese Weise, wie 
später gezeigt wird, nicht meistern. Außerdem würde diese Maßnahme 
zu sehr Unelastischen Rohrleitungen führen, deren Kräfte auf die Fest
punktkonstruktionen, auf Maschinen, Apparate usw. sehr hohe Werte 
annehmen könnten, ganz abgesehen von dem Gewicht der Rohrleitung, 
welches entsprechend steigen und sowohl die Frachtkosten als auch den 
Preis der Anlage unnötig steigern würde. 

Man hat daher die Warmfestigkeitseigenschaften der Werkstoffe durch 
geeignete Legierungszusätze zu verbessern gesucht, und es wurde von der 
deutschen Stahlindustrie eine große Anzahl von Sonderstählen ent
wickelt, die allen in den verschiedenen Verwendungsgebieten an sie zu 
stellenden Anforderungen gerecht werden. 

Die im Rohrleitungsbau bisher verwandten Stähle lassen sich in 
folgende Gruppe einteilen: 

a) unlegierte C-Stähle für normale Betriebsverhältnisse, die gewöhn
lich bis zu einer Temperatur von 400° C vorgesehen werden und an die 
keine hohen Anforderungen in bezug auf mechanische, thermische oder 
chemische Einflüsse gestellt werden; 

b) legierte Stähle für hohe Beanspruchungen durch den Innendruck, 
insbesondere im Zusammenhang mit Temperaturen über 400° C; 
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c) legierte Stähle für Sonderfälle, wo neben der mechanischen und 
Wärmebeanspruchung auch die chemische Beeinflußung des Werk
stoffes durch das Strömungsmittel eine Rolle spielt. 

Über die Entwicklung der verschiedenen Stahlsorten und die maß
gebenden Gesichtspunkte für ihre Zusammensetzung sind im Fach
schrifttum 1 inzwischen sehr ausführliche Arbeiten veröffentlicht. 

Es soll daher im folgenden lediglich eine Zusammenstellung der im 
Rohrleitungsbau gebräuchlichsten Stähle für normale und Sonderzwecke 
gegeben werden. Die für die Berechnung der Rohrleitungen maß
gebenden Eigenschaften der Werkstoffe sollen gleichfalls .angegeben 
werden. Die stahlerzeugende Industrie hat die für verschiedene Zwecke 
entwickelten Sonderstähle im wesentlichen vereinheitlicht, so daß für 
bestimmte Stahlgruppen unabhängig von ihrer Markenbezeichnung an
nähernd die gleichen Festigkeitsmerkmale Geltung haben. 

In der Rohr-Werkstoffübersicht Tabelle 1 sind daher nur die verschie
denen Werkstoffgruppen berücksichtigt, wobei auf einzelne häufig ver
wendete Markenbezeichnungen hingewiesen ist. ULRICH 2 veröffentlichte 
eine sehr ausführliche Werkstoffübersicht, die an Hand von Gewähr
und Abnahmewerten zusammengestellt wurde. 

Die normalen, am häufigsten verwendeten Stähle sind in der Gruppe 
der Kohlenstoff-(C)-Stähle zusammengefaßt. Der Kohlenstoffgehalt 
dieser Stähle schwankt je nach der geforderten Festigkeit zwischen 0,1 
und 0,34%. Außerdem enthält diese Stahlgruppe 0,1 bis 0,3% Si und 
0,5 bis 0,8% Mn. Man wird sie überall dort verwenden, wo keine hohen 
Anforderungen an die Warmfestigkeitseigenschaften gestellt werden, d. h. 
vorwiegend für mittlere Drücke bis 25 atü und bis 400° C Betriebs
temperatur. 

Die 'gebräuchlichsten unlegierten Rohrstähle im Rohrleitungsbau sind: 
Stahl St 35.29 nach DIN 1629 mit 35 bis 45 kgjmm2 Festigkeit und 

20% Dehnung und der mittelharte Stahl St 45.29 nach DIN 1629 mit 
45 bis 55 kgjmm2 Festigkeit und 17% Dehnung. 

Der Stahl St 55.29 mit 55 bis 65 kgjmm2 Festigkeit wird für Rohre 
wegen seiner Härte und schweren Bearbeitbarkeit fast gar nicht verwendet. 

Die Gruppe der legierten Stähle umfaßt eine ganze Anzahl von Arten 
mit verschiedenen Legierungsbestandteilen und in verschiedener Zu
sammensetzung derselben. Die früher häufig verwendeten warmfesten 
Nickelstähle wurden in neuererZeitvon den hochwertigeren Molybdän
und Chrom-Molybdän-Stählen verdrängt. Diese beiden letztge
nannten Legierungsbestandteile eignen sich in ganz hervorragendem 
Maße dazu, die Warmfestigkeitseigenschaften des Stahls zu verbessern. 
Der Mo-Zusatz schwankt zwischen 0,3 bis 0,5% und derCr-Zusatz zwischen 

1 Siehe Schrifttumübersicht am Schluß. 
2 ULRICII, M.: Werkstoffe von Höchstdruckkesseln. Sonderdruck 25(37 des 

Hauses der Technik, aus "Technische Mitteilungen" 1937 Heft 15. 
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0,7 und 0,85% je nach Stahlsorte. Auch Kupferzusatz wird bei manchen 
Markemtählen in Höhe von 0,15 bis 3% verwandt. 

Die dritte Gruppe umfaßt die für Sonderzwecke vorgesehenen Rohr
werkstoffe; z. B. gewinnt bei sehr hohen Temperaturen von 550° C und 
darüber die Zunderbeständigkeit der Rohrstähle an Bedeutung. 
Hierfür eignen sich beispielsweise die Sicromalstähle oder Stähle 
ähnlicher Zusammensetzung. Auch besonders hohe Korrosionsbeständig
keit und Alterungsbeständigkeit spielen hier eine große Rolle. 

In der Tabelle 1 wurden nur die für Rohre verwendeten Stahlarten 
aufgeführt. Werkstoffe für Flanschen, Schrauben und Muttern sowie 
Dichtungen werden im Abschnitt C I 4 besonders behandelt. 

Für die Auswahl der geeigneten Stahlart sind nach dem oben Gesagten 
die gegebenen Betriebsverhältnisse, vor allen Dingen die Temperatur 
maßgebend. Jedoch dürfen nicht nur festigkeitstechnische Gesichts
punkte berücksichtigt werden, sondern es muß auch die Wirtschaftlich
keit in Betracht gezogen werden. Man wird z. B. häufig feststellen, daß 
bei bestimmten Betriebsverhältnissen rein rechnerisch noch ein normaler 
unlegierter Stahl ausreichen würde. Vergleicht man aber die Abmessungen 
bei Verwendung eines warmfesten Sonderstahls, so ergibt sich unter 
Umständen ein so großer Unterschied in der Wandstärke zugunsten des 
letzteren, daß der Mehrpreis des an sich teuereren Sonderstahls durch 
die kleineren Abmessungen mehr als ausgeglichen wird. Außerdem kann 
gegebenenfalls infolge der geringeren Wandstärke auch dernächst kleinere 
Außendurchmesser gewählt werden, wodurch sich eine weitere Ersparnis 
ergibt. Dadurch wird auch noch der Vorteil größerer Elastizität des schwä
cheren Rohres erreicht, die wiederum die Festpunkte einfacher und daher 
billiger gestalten läßt. Auch die Frachtkosten fallen dadurch niedriger aus. 

Das wird an einem Beispiel am besten klar: Für 40 atü 425° C könnte 
man bei NW 150 noch den Stahl St 45.29 wählen, der ein Rohr von 
165mm ä. Dmr. und 7 mm Wand bedingt. Bei Verwendung eines Cu
Mo-Stahls würde ein Rohr von 159 mm ä. Dmr. und 5 mm Wandstärke 
genügen. In dem ersten Fall hat das Rohr 151 mm, im zweiten 149 mm 
lichte Weite; die Rohre sind also strömungstechnisch einander praktisch 
gleichwertig. Das zweite Rohr ist aber ungeachtet des an sich teuereren 
Werkstoffes etwa 5% billiger als das erste und außerdem noch um rd. 33% 
elastischer. Die Gewichtsersparnis beträgt hierbei etwa 26%. 

Allgemein gültige Regeln für die Werkstoffauswahl gibt es nicht. 
Langjährige Erfahrungen, unter Beachtung der theoretischen und prak
tischen Erfordernisse, ermöglichen dem planenden Ingenieur das jeweils 
Richtige zu wählen. Dieses Buch soll ihm ebenfalls helfen, indem die 
weiteren Abschnitte ihm Wege weisen, um mit einfachsten Mitteln die 
festigkeitstechnischen Bedingungen einer Rohrleitungsanlage zu er
forschen und sich dadurch leichter über die erforderlichen Werkstoff
eigenschaften klar zu werden. 

v. Jürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 2 
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2. Elastizitätsmodul. 
Für die Bestimmung der Elastizität einer Rohrleitung und der durch 

sie bedingten Kräfte und Spannungen ist ferner noch der Elastizitäts

modul des Werkstoffes maßgebend. Dieser ist ebenfalls temperatur

abhängig und muß für die jeweils geltende Betriebstemperatur in 
Rechnung gesetzt werden. 

Die amerikanischen Forscher A. McCUTCHAN und S. CROCKER1 geben 

eine einfache Beziehung für den Elastizitätsmodul E als Funktion der 
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Temperufvr 
Abb. 8. Elastizitätsmodul einiger Stähle in Abhängigkeit von der Temperatur. 

Temperatur an, die mit den Versuchsergebnissen verhältnismäßig gut 
übereinstimmt. 

Et = E 0 [ 1-( 9!5 n in kgfcmz *. 

E 0 =Elastizitätsmodul bei Raumtemperatur kgfcm2, 

Et = Elastizitätsmodul bei der Temperatur t° C. 

(12) 

Für Überschlagsrechnungen genügt diese Formel vollkommen, aller

dings muß der Elastizitätsmodul bei Raumtemperatur bekannt sein. 

Er beträgt für normalen Stahl 

E0 = rd. 2150000 kgfcm2 • 

In der Abb. 8 ist der aus Versuchen ermittelte Elastizitätsmodul 

für verschiedene Werkstoffe in Abhängigkeit von der Temperatur an

gegeben. Die Linie nach Gleichung (12) ist zum Vergleich ebenfalls 

eingetragen. 

1 McCUTCHAN, A. u. S. CROCKER: Piping Handbook. 
* Die Formel wurde vom Verfasser von englischen auf deutsche Maßeinheiten 

umgerechnet. 
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3. Begriff der Sicherheit. 
Wenn es möglich wäre, die in Wirklichkeit auftretenden Kräfte und 

Spannungen nicht nur ihrer Größe nach, sondern auch in bezug auf ihre 
Verteilung absolut genau zu ermitteln, könnte man die Abmessungen so 
knapp halten, daß die höchsten Beanspruchungen bis an die äußerste 
Grenze der zulässigen Spannung heranreichen. Die Festigkeitslehre, 
deren Aufgabe es ist, die durch die Betriebsbedingungen hervorgerufenen 
Kräfte und Beanspruchungen zu ermitteln, ist jedoch auf bestimmten 
vereinfachenden Annahmen aufgebaut, so daß die Ergebnisse der 
Rechnung von dem tatsächlichen Spannungszustand abweichen. Auch 
die Betriebsbedingungen lassen sich nicht immer so genau voraussehen, 
weshalb mit zusätzlichen Beanspruchungen gerechnet werden muß, deren 
Größe und Richtung von zahlreichen, nicht genau erlaßbaren Umständen 
abhängen. Zuletzt ist auch die Beschaffenheit des Werkstoffes nicht 
immer die gleiche. Kleine, auch bei der sorgfältigsten Prüfung unent
deckt gebliebene Werkstoffehier beeinflussen die Festigkeitseigenschaften 
mehr oder weniger ungünstig. 

Es ist daher üblich, die Abmessungen des beanspruchten Teils so 
festzulegen, daß die unter obengenannten Gesichtspunkten ermittelte 
Höchstspannung noch um einen gewissen Betrag unterhalb der Festigkeit 
des Werkstoffes verbleibt. Das Verhältnis der auftretenden Höchst
beanspruchung zur entsprechenden Werkstoffestigkeit nennt man die 
Sicherheit und bezeichnet sie gewöhnlich mit S. 

Die Sicherheit wird nur selten und dann höchstens bei der Bean
spruchung im kalten Zustande auf die Bruchfestigkeit des Werkstoffes 
bezogen. Normalerweise wird im Rohrleitungsbau die Warmstreckgrenze 
(bis 400° C) oder die Dauerstandfestigkeit des Werkstoffes als Bezugs
grenze für die Sicherheit gewählt. Es muß also 

S = O"max > l 
1 11o,s 

oder s2 = 11max > l 
11Dauer 

sein. Für die tatsächliche Größe der erforderlichen Sicherheit gibt es 
keine allgemein gültigen Normen. Nur die Erfahrung kann dem aufmerk
sam beobachtenden Ingenieur gewisse Richtlinien für die zweckmäßige 
Wahl der Sicherheitszahl vermitteln. Sie richtet sich in gleicher Weise 
nach der Bedeutung des zu untersuchenden Anlageteils, wie nach 
den Betriebsverhältnissen und dem Genauigkeitsgrad der Spannungs
ermittlung. 

Es ist aber häufig nicht nur die Größe der auftretenden Bean
spruchungen für die erforderliche Sicherheit ausschlaggebend. In vielen 
Fällen, z. B. bei der Bemessung der Schrauben für Höchstdruck-Flansch
verbindungen, spielt die infolge der Beanspruchung auftretende Form
änderung eine bedeutsame Rolle. In diesem Falle könnte die Sicherheit 

2* 



20 Festigkeitsberechnung der Rohre. 

gegenBruchmehr als ausreichend sein, und trotzdem wäre die Bemessung 
der Schrauben zu knapp, da durch die Verlängerung der Schrauben ein 
Nachlassen der Dichtpressung und somit ein Undichtwerden der Flansch
verbindung die Folge wäre. 

Aus dem oben Gesagten geht hervor, daß nur ein durch langjährige, 
praktische Erfahrung geschulter Ingenieur in der Lage ist, den Wert der 
erforderlichen und zweckmäßigen Sicherheit unter Berücksichtigung 
der jeweiligen Erfordernisse richtig einzuschätzen. 

Es ist nicht angebracht, aus Unkenntnis der maßgebenden Umstände 
"auf alle Fälle" eine zu hohe Sicherheit in Rechnung zu setzen, da man 
hierdurch eine dem volkswirtschaftlichen Interesse entgegenstehende 
Werkstoffvergeudung treibt; noch weniger zulässig ist die zu knappe 
Bemessung der wichtigen Anlageteile, da hierdurch die Betriebssicherheit 
der Anlage zu gering wird und nicht nur Anlaß zu kostspieligen Betriebs
störungen gibt, sondern auch zu Unfällen führen kann, die Gesundheit 
und Leben der Bedienungsmannschaft gefährden. 

In den weiteren Abschnitten, die sich mit der Berechnung der einzelnen 
Rohrleitungsteile befassen, wird an Hand von Berechnungsbeispielen auf 
die jeweilige Größe der Sicherheit eingegangen. 

Es ist bei der Berechnung von Rohrleitungsanlagen nicht immer 
möglich, von vornherein die gewünschte Sicherheit in Rechnung zu 
setzen. In den meisten Fällen wird man zuerst einen Entwurf machen 
müssen, um aus den hiermit gegebenen Abmessungen die durch die 
Betriebsverhältnisse bedingten Kräfte und Spannungen zu berechnen. 
Erst am Schluß der Festigkeitsberechnung ersieht man, welche Sicherheit 
durch die im vorläufigen Entwurf gemachten Annahmen noch vorhanden 
ist. Dann ist man in der Lage, den Entwurf nach dem Ergebnis der 
Rechnung entsprechend zu verbessern. Notfalls wird es sich nicht um
gehen lassen, in besonders wichtigen Fällen die Rechnung zu wiederholen, 
um die tatsächliche Sicherheit festzustellen. 

111. Einfluß von Druck und Temperatur 
auf die Rohrwand. 

Im Rohrleitungsbau wird die Beanspruchung eines Rohres in erster 
Linie durch den Innendruck bedingt: Nachdem bei der ersten Planung 
die Rohrdurchmesser auf Grund der durchfließenden Mengen bestimmt 
sind, ist es die erste Aufgabe des Ingenieurs, die Wandstärken der Rohre 
auf Grund der zu erwartenden Spannungen zu bestimmen. Diese 
Spannungen werden in erster Linie unmittelbar durch den Innendruck 
(Betriebsdruck) und mittelbar durch die Temperatur hervorgerufen. 

Zuerst betrachten wir die Wirkung des Innendruckes. 
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1. Ermittlung der Wandstärke für einfache Fälle. 
Der Innendruck ruft in der Rohrwand drei Arten von Beanspru-

chungen hervor: 
a) tangentiale, d. h. in Umfangsrichtung wirkende Spannungen; 
b) axiale, d. h. in Längsrichtung des Rohres wirkende Spannungen; 
c) radiale, d. h. in Richtung des Halbmessers wirkende Spannungen. 
Setzt man der Einfachheit P,alber zunächst eine ganz gleichmäßige 

Spannungsverteilung in der Rohrwand voraus, so lassen sich folgende 
Beanspruchungen ermitteln: 

a) Wir schneiden ein Rohrstück von der Länge L und den Abmessungen 
d und D, welches durch den Innendruck p beansprucht ist, der Länge 
nach entlang der Rohrachse 
durch. Mit Rücksicht auf das 
Gleichgewicht müssen an der 
Schnittfläche die Tangential
spannungen at wirkend ge
dacht werden. 

Auf das Flächenteilchen 

~dtp · L wirkt die Kraft 

d 
dP = p· 2 dtp·L, 

wie aus Abb. 9 hervorgeht. 

Die senkrecht zur Schnitt-
fläche wirkende Komponente 

Abb. 9. Tangentialspannungen in der Rohrwand. 

von dP ist dP · sintp, so daß man daraus die auf die untere Rohr
hälfte wirkende resultierende Gesamtkraft P ermitteln kann 

n ~ n 

P= J dP·sintp= J p·-~-dtp·L·sintp=p: L· J sintp·dtp 
0 0 0 

=p: L[-costp]~=p·d·L. 

Dieser Kraft steht ein tragender Querschnitt von (D-d)L gegenüber, 
so daß die in Umfangsrichtung wirkende Spannung 

p·d·L p·d 
at = (D-d) · L .2 ·s . (13) 

beträgt. 
Im Rohrleitungsbau werden die Abmessungen in mm, der Druck in 

atü (kgfcm2) und die Spannungen in kgfmm2 eingesetzt. Die Gleichung (13) 
müßte also für diese Abmessungen lauten 

p·d 
at = 2oo. 8 in kgfmm2 • (13a) 
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Darin bedeuten 
p = Betriebsdruck in atü, 
d =innerer Rohrdurchmesser in mm, 
8 = Rohrwandstärke in mm. 

Die Spannung at darf je nach Rohrwerkstoff und Betriebstemperatur 
einen bestir~mten Betrag nicht überschreiten, d. h. 

k Streckgrenze b Dauerstandfestigkeit 
at:;;;;, z = Sicherheit zw. Sicherheit 

Außerdem wird mit Rücksicht auf Herstellungsungenauigkeiten und zum 
Ausgleich etwaigen Abrostens ein gewisser Zuschlag c zu der rechnerisch 
ermittelten Mindestwandstärke gemacht. 

Damit ergibt sich aus der Gleichung (13a) unter Berücksichtigung 
der vorhin erwähnten Abmessungen folgende umgewandelte Form für 
nahtlose Rohre ("Kesselformel"): 

p ·d ·S1 
8 = 200 . ao,2 + c in mm (bis 400° C) (14) 

bzw. 

8 = 2ci:,·d. 82 + c in mm (über 400° C). 
·anauer 

(15) 

Dieses ist die Hauptgleichung für die Berechnung der Rohrwand
stärke bzw. zur Prüfung, ob eine irgendwie festgelegte Wandstärke für 
die vorliegenden Betriebsverhältnisse ausreicht. 

Die Sicherheitszahl S richtet sich ebenfalls nach den Betriebsver
hältnissen. Außerdem spielt es eine Rolle, ob größere zusätzliche Be
anspruchungen durch Biegungs- oder Verdrehungsmomente zu erwarten 
sind, was wieder von der Form und Lage der Rohrleitung abhängt. 

Die Erfahrung hat gezeigt, daß folgende Werte für die Sicherheits
zahl S zweckmäßig sind: 

bis 400° C: 81 ~ 2,3 bis 2,4 in bezugauf die Warmstreckgrenze (0,2-
Dehngrenze) des Werkstoffes; 

über 400° C: 82 ~ 1,8 bis 2,0 in bezugauf die Dauerstandfestigkeit 
des Werkstoffes. 

Der Zuschlag c wird gewöhnlich mit 1 mm eingesetzt. 

Es ist bei der Berechnung der Wandstärke häufig bequemer, den 
Außendurchmesser des Rohres einzusetzen. Die Außendurchmesser 
liegen nämlich entsprechend dem Walzprogramm der Rohrherstellerwerke 
fest und sind im Normblatt DIN 2448 verankert. Der genaue Innen
durchmesser ist also zunächst unbekannt, da er aus dem festliegenden 
Außendurchmesser erst nach Berechnung der Wandstärke ermittelt 
werden kann. 
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Für diesen Zweck ist nachstehend die Gleichung (14) in eine andere 
Form umgewandelt angegeben, so daß dort nur der Außendurchmesser D 
des Rohres erscheint 

p·D·S s - - - - - - - + c m mm. ( 16) - 200 · a0,2 + 2. p. S 

Analog kann die Gleichung (16) auch für Temperaturen über 400° C 
umgewandelt werden, indem man a0,2 durch O"Dauer ersetzt. 

Beispiel 1. Es sind die Abmessungen für ein Rohr von 200 NW bei 
30 atü und 400° C zu bestimmen. Entsprechend der Betriebstemperatur 
kann ein Kohlenstoffstahl, z. B. St 45.29, gewählt werden. Die Streck
grenze des Werkstoffes beträgt bei 400° C nach Tabelle 1 a0,2 = 13 kg/mm2, 

Sicherheit S = 2,35. Der genormte Außendurchmesser für 200 NW 
beträgt nach DIN 2448 D = 216 mm, somit ist nach Gleichung (16) 

30 ° 216 ° 2,35 15250 . 
S = 2()().13+2 · 30.2,35 + 1 = 2741-- -r- 1 = 5,6 + 1 = rd. 6,5 mm. 

Denselben Wert erhält man auch nach Gleichung (14), nachdem jetzt 
der Innendurchmesser d = D- 2 · s = 203 mm bekannt ist, und zwar 

30 ° 203 ° 2,35 
s =- -200-:--1:r- + 1 = 5,5 + 1 = 6,5 mm. 

Übrigens schreibt auch das Normblatt DIN2451 für ein Rohr 200 NW 
und ND 40 bzw. ND 50 entsprechend den angegebenen Betriebsverhält
nissen eine Wandstärke s = 6,5 mm vor. 

Beispiel 2. Man bestimme für ein Rohr 150 NW bei 80 atü 500° C 
die Mindestabmessungen. Für diese Betriebsverhältnisse wählt man mit 
Rücksicht auf die hohe Betriebstemperatur einen legierten Sonderstahl, 
z. B. einen Chrom-Molybdän-Stahl, der bei 500° C eine Dauerstandfestig
keit O"Dauer = 15 kgjmm2 aufweist. Die Sicherheit setzt man hier, wenn 
keine besonders ungünstigen Zusatzbeanspruchungen durch Wärme
dehnung zu erwarten sind, mit S = 1,8 ein. Somit ist nach Gleichung (16), 
wenn für den Außendurchmesser D = 171 mm eingesetzt wird, 

- 80 ·171 ·1,8 - 24600 - ~ - h 
s- 200 . 15 + 2 . 80 . !78 + 1 - -3288- + 1 - 7 ,o + 1 - 8,o mm. 

Der Vollständigkeit halber sei darauf hingewiesen, daß für längs
geschweißte Rohre noch ein Faktor, der die Sicherheitszahl der 
Schweißung darstellt, berücksichtigt werden muß. Die Gleichung (14) 
lautet dann für geschweißte Rohre 

p·d·S . s = -20·-0--- + c m mm. 
• Go,2. V 

(17) 

Hierbei setzt man: 
v = 0,8 für autogengeschweißte Rohre, 
v = 0,9 für mittels Wassergas überlappt geschweißte Rohre. 

Diese Angaben findet man auch im DIN 2413. 
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Auf Grund dieser Überlegungen sind vom Normenausschuß die Wand
stärken für Rohre bis ND 100, d. h. bis 64 atü 400° C berechnet und 
in den Normblättern DIN 2450 für Stahl St 35.29 und DIN 2451 für 
Stahl St 45.29 festgelegt worden. 

Bei normalen Betriebsverhältnissen wird man sich also die Mühe der 
Wandstärkenberechnungen ersparen können und die erforderlichen Ab
messungen aus den genannten Normblättern unmittelbar entnehmen. 
In allen übrigen Fällen, insbesondere wenn die Betriebstemperatur über 
400° C beträgt, ist es unerläßlich, für jeden einzelnen Fall die Wand
stärke des Rohres nach den oben gegebenen Gesichtspunkten zu berechnen. 

Für autogengeschweißte Rohre findet man für normale Betriebsver
hältnisse bis ND 6 die Rohrabmessungen im Normblatt DIN 2454 und 
für wassergasüberlapptgeschweißte Rohre im Normblatt DIN 2453 
bis ND 50. 

Es muß gleich an dieser Stelle besonders betont werden, daß die vorhin 
abgeleitete Hauptgleichung (14) für die Wandstärke des Rohres auf der 
Annahme aufgebaut ist, daß die Verteilung der Spannungen innerhalb 
der Wand gleichmäßig .ist. Diese Voraussetzung trifft für at nicht 
zu, wie im Abschnitt III/2 nachgewiesen wird. Man darf also die 
Gleichung (14), die als sog. "Kesselformel" bekannt ist, nur bei genügend 
kleinem Verhältnis von Wandstärke zum Innendurchmesser sjd<rf:.0,1, 
d. h. wenn die Wandstärke bedeutend weniger als 1/ 10 des Innendurch
messers ausmacht, anwenden. Bei einem Verhältnis s:d =0,1 ergibt die 
Gleichung (14) rd. 12% zu kleine Wandstärken, was verhängnisvoll wer
den kann, weil dieses Verhältnis bei starkwandigen Hochdruckrohren, 
also bei entsprechend hohen Betriebsverhältnissen, Bedeutung erlangt. 

Auf diesen Umstand wurde erstmalig vom Verfasser in einer an die 
Vereinigung der Großkesselbesitzer e. V. (VGB) gerichteten Mitteilung 
im April 1938 hingewiesen. Im Abschnitt III/2 soll darauf näher ein
gegangen werden. 

b) Die axiale oder längsgerichtete Beanspruchung in der Rohrwand, 
hervorgerufen durch den Innendruck, ist folgende. 

Man muß sich die Rohrleitung als einen sehr langen, geschlossenen 
Behälter vorstellen. Schneidet man ein Rohr quer zur Achse durch, 
so muß man an der Schnittfläche Kräfte anbringen, die den durch
schnittenen Zusammenhang des Werkstoffes ersetzen und den durch 
den Innendruck hervorgerufenen längsgerichteten Kräften das Gleich
gewicht halten. Diese durch den Innendruck p bedingte Kraft P ist 

n p = --,f" d2 . p. 

Dieser Kraft steht ein Querschnitt des Rohres von 

F = --~ · (D2 -d2) 
gegenüber. 
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Die axiale Beanspruchung im Rohrquerschnitt beträgt folglich 

n·d2 ·p·4 p·d2 

a a = -,,r ·n-{D2-=-. dZJ = nz- d2 . 

Da fl2- d2 = (D + d) (D- d) = (2 d + 2 s) · 2 s ist, geht vorstehende 
Gleichung in 

p ·d2 
aa = 4(d+s)s (18) 

über. Wenn die Abmessungen in mm, p in atü und die Spannung in 
kgjmm2 ausgedrückt werden soll, lautet diese Gleichung 

p ·d2 
aa = 4QO~.(Ci+8)8 in kgjmm2 . (18a) 

Bei kleiner Wandstärke gegenüber dem Innendurchmesser kann man 
Gleichung (18) näherungsweise auch schreiben 

p·d2 p·d 
aa R:! 4:T8 =~· 

Daraus sieht man, daß die axialgerichteten Beanspruchungen in der 
Rohrwand nur ungefähr halb so groß sind, wie die Tangentialspannungen 
nach Gleichung (13). Für die Berechnung der Rohrwandstärke haben 
also die Axialspannungen keine Bedeutung. Sie spielen aber eine Rolle 
bei der Betrachtung der im Rohr herrschenden Gesamtspannungen ein
schließlich der Biegungsspannung durch die Wärmedehnung. Daher 
ist es wichtig, daß man diese Axialspannung für einen zu unter
suchenden Fall ebenfalls berechnet. 

c) In radialer Richtung entspricht die Beanspruchung dem Innen
druck p, der ja in der gleichen Richtung wirkt. Diese Spannung ist aber 
nur an der Innenwand dem Werte nach so groß wie p. Nach der Mitte 
der Wandstärke zu nimmt die Radialspannung mehr und mehr ab und 
sinkt an der Außenfaser des Rohres auf Null herab. 

Diese Beanspruchung stellt eine Druckspannung dar und wird daher 
negativ ausgedrückt 

a,=---p in kgjcm2 

oder 

(19) 

Auf der Außenseite des Rohres ist nach dem oben Gesagten ar = 0. Wie 
die Spannungsverteilung zwischen ri und ra verläuft, soll im nächsten 
Abschnitt behandelt werden. 

Es seien nachstehend die vorhin ermittelten Spannungen nochmals 
zusammengefaßt, da sie bei der weiteren Behandlung des Stoffes von 
Wichtigkeit sind. 
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Die durch den Innendruck hervorgerufenen Beanspruchungen in der 
Rohrwand sind also folgende: 

In tangentialer Richtung (mittlere Spanimng) 
p·d 

at = 200--;s in kgfmm2. 

In axialer Richtung 
p· d2 

aa = 400 (d + s) 8 in kg/mm2 • 

In radialer Richtung (nur an der Innenfaserl) 

a, = --1~0 in kg/mm2. 

2. Wandstärkenberechnung für Sonderfälle 
und bei starkwandigen Rohren. 

(13a) 

(18a) 

(19) 

Bei der Berechnung der Wandstärke von Behältern mit Stutzen
ausschnitten ist nach den Bestimmungen des Zentralverbandes der 
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Abb. 10. Verschwächungszahl für Rohre 
mit Stutzenausschnitten. 

Abb. 11. Spannungsermittlung 
am Stutzenübergang. 

Dampfkessel-Überwachungsvereine die Verschwächungszahl q; in 
Abhängigkeit vom Verhältnis des Stutzendurchmessers zum Mantel
durchmesser zu berücksichtigen. 

Die Gleichung (17) nimmt dann die Form an 

p·d·S s - ----··· ~~--~- _j__ c mm, 
- 200 · a0, 2 • v · rp ' (17 a) 

wobei die Verschwächungszahl q; aus Abb. lO zu entnehmen ist. 
In ähnlicher Weise muß auch die Wandstärke solcher Rohre nach

geprüft werden, die durch Ausschnitte für Abzweigstutzen geschwächt 
sind. 
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Die Untersuc.hung der an den Rändern der Stutzenausschnitte auf
tretenden Spannungserhöhung fällt mehr in das Gebiet des Behälterbaues. 
Es genügt daher der Hinweis auf das Schrifttum 1 . 

Hier soll lediglich ein einfaches Näheru~gsverfahren zur Berechnung 
von Spannungen am Übergang des Mantels zum Stutzen gezeigt werden. 

Ist D der innere Manteldurchmesser und d der innere Stutzendurch
messer in cm nach Abb. ll und p der innere Überdruck in atü, so ist 
die Spannung im Übergang mit denHalbmessernRund r von dem Ver
hältnis der Flächen F und f ab
hängig, und zwar 

F 
a = p · f in kgfcm2• 

Die Flächen sind 

wobei a = R -r ist. 

Abb. 12. Spannungen im Rohrquerschnitt. 

Die Beanspruchung ist also um so höher, je kleiner der Übergangs
querschnitt f, d. h. je schärfer der Stutzen auf dem Mantel aufgesetzt ist. 

Jetzt sollen die Spannungsverhältnisse in starkwandigen Rohren 
untersucht werden. 

Im Abschnitt III/1 wurde schon darauf hingewiesen, daß die dort 
angegebene Spannungsermittlung auf der Annahme aufgebaut ist, daß 
die Spannungen sich vollkommen gleichmäßig auf den tragenden Quer
schnitt verteilen. 

Das ist jedoch, wie man sehen wird, nicht der Fall. Bei kleinem 
Verhältnis s:d ist der durch diese Annahme gemachte Fehler unwesent
lich. Er gewinnt jedoch an Bedeutung, je größer die Wandstärke s 
gegenüber dem Innendurchmesser d wird. 

Nachstehend soll die ausführliche Entwicklung der genauen Be-
ziehungen für die Spannungsgröße und Verteilung gegeben werden. 

Nach Abb. 12 ist 
2 · ri = Innendurchmesser des Rohres, 
2 · r a = Außendurchmesser des Rohres, p = Innendruck. 

Man denke sich aus der Wandstärke des Rohres ein Wandteilchen mit 
dem beliebigen Halbmesser r, der Stärke dr und der Länge dl heraus
geschnitten, welches von zwei Radialebenen mit dem Öffnungswinkel dq; 
begrenzt wird. An diesem Teilchen wirken folgende Spannungen (Abb. 12): 

at in tangentialer Richtung, ar in radialer Richtung. 

In axialer Richtung mögen zunächst keine Spannungen vorliegen. 

1 SIEBEL, E. u. S. ScHWAIGERER: Keuere Untersuchungen an Dampfkesseln 
und Behältern. Berlin: VDI-Verlag 1940. 



28 Festigkeitsberechnung der Rohre. 

Nach den Gleichgewichtsbedingungen muß die Summe aller Kräfte 
in radialer Richtung gleich Null sein, d. h. 

ar · r · dcp · dl- (ar +dar) (r + dr) · dcp · dl + 2 · at · dr · dl· sin ~rp = 0. 

Da der Winkel dcp sehr klein ist, kann man setzen 

2sin d: ~ dcp 

und bekommt 

Der unendlich kleine Wert dar kann ebenfalls vernachlässigt werden, 
daher 

dar 
--(ir. r + ar-at = 0. (I) 

Auch die Betrachtung der Formänderung e_rgibt eine Beziehung zwischen 
at und ar. Eine Verschiebung des Teilchens kann aus Symmetriegründen 
nur radial erfolgen und diese Verschiebung in radialer Richtung sei y. 
Dann ist die tangentiale Dehnung 

(r+ y)·drp-r·drp y s- --t- r·drp - r (II) 

Nach der Verschiebung geht der Abstand der inneren Faser r in r + y 
über. Der Abstand der äußeren Faser vergrößert sich von r+dr auf 
r+dr+y+dy, so daß die radiale Stärke des Teilchens nach der Form
änderung 

(r + dr + y + dy)- (r + y) = dr + dy 

wird. Somit ergibt sich als radiale Dehnung 

dr+dy-rlr dy 
s,=~d-;:---=a:r· (III) 

Mit Rücksicht darauf, daß es sich hier um einen zweiachsigen Spannungs
zustand handelt, gilt: 

(IV) 

(V) 

Diese beiden Beziehungen nach at bzw. ar aufgelöst 

m2 [ Et] a =--·E B +--r m2-l r m 
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und die Ausdrücke (IV) und (V) eingesetzt, erhält man 

a -~·E[JL +_!__· dy] 
t- mB-1 r m dr ' 

a -~·E[dy +_!__,_~'!/_] 
r- m2-l dr m dr · 

Man bildet jetzt den Differentialquotient 
dy 

dar·--~ ·E[d2 y_+_!__· dr ·r-!!__] 
dr - m 2 - l dr2 m r 2 • 

Die Beziehungen (VI), (VII) und (VIII) in (I) eingesetzt 

(VI) 

(VII) 

(Vlli) 

~ [ d2 Y r + _!__ dy - _!__ )J__ + dy + _!__ )J__- '}!_- _!__ dy ] = 0 
m2-l drB m dr m r dr m r r m dr 

und gekürzt 

(IX) 

Die Lösung dieser homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist 
nach Hütte (26. Aufl., S. 101) 

l 
y = C1 • r + C2 • r. 

Diese Lösung in den Ausdruck (VII) eingesetzt 

m2 r 02 l l l l 
Gr= m2-l ·ELCl-~-+mCl+mC2--;:'f 

= _!'!:____ ·E [c m+ l _.!_!2_, m-1]· 
m2-l 1 m r2 m 

(X) 

(XI) 

Die Festwerte C1 und C2 lassen sich durch die bekannten Randbedin
gungen ermitteln, und zwar muß 

für 

und für 

sein, also 

daraus ergeben sich 

Gr=-p 

ar=O 

m+l r~·ri 
Cl= m · E- · P · r 2 - r~ ' 

a t 

m-1 r~ 
C2= m·E ·p·-;;2~~· 

a • 
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Diese Werte in Gleichung (XI) eingesetzt, bekommt man 

(20) 

und ebenso aus Gleichung (I) 

(21} 

Die Radialspannung a, bewegt sich, wie es schon durch die Rand
bedingungen festgelegt wurde, in den Grenzen zwischen -p und 0, ist 

1,3 

1,2 

1,1 

4.9 

48 
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Abb. 13. Verhältnis 

der wirklichen tangentialen 
Randspannung zur mittleren 

U mfangsspannung. 

also relativ klein. Wo liegt aber der Höchstwert 
der Umfangsspannung at? 

Setzen wir zunächst T = Ti 

r~ +ri 
aei=p·r2 ::__rf 

a ' 
und dann r = ra 

kgjcm2 

kgjcm2 • 

(22) 

Es ist also sowohl at. als auch at positiv, d. h. 
' a 

es handelt sich bei at um eine Zugspannung. 
Zieht man at von at· ab, so wird a t 

[ r~ + ry- 2r~] 
(Jt.- (Jt = p --., ~--.,- = p. 

'" a rä -ri 

ata ist also der Höchstwert der Umfangsspannung, wobei der Unterschied 
zwischen ati und a,a genau gleich p ist. 

Daraus erkennt man, daß die Umfangsspannung, die wir im Ab
schnitt III/1 als gleichmäßig verteilt angenommen haben, in Wirklichkeit 
auf der Innenseite des Rohres ihren Höchstwert besitzt und nach der 
Außenfaser zu abfällt. 

Wie groß der Fehler ist, den man bei der Annahme gleichmäßig ver
teilter Spannung macht, zeigt Abb. 13. Darin stellt die Linie 1 das 
Verhältnis der Umfangsspannung at· an der Innenfaser und die Linie 2 

' das Verhältnis der Umfangsspannung ae an der Außenfaser zu der mitt-
a 

leren Tangentialspannung ae [nach Gleichung (13)] in Abhängigkeit m 
vom Verhältnis s:d dar. Je größer danach die Wandstärke im Vergleich 
zum Innendurchmesser ist, was bei starkwandigen Hochdruckrohren 
besonders in Erscheinung tritt, um so größer ist die Ungenauigkeit der 
Gleichung (13) für die Beurteilung der tatsächlichen Spannungsverteilung. 
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Auf Grund dieser Tatsache wurde vom Verfasser im Jahre 1938 
bei der Vereinigung der Großkesselbesitzer e.V. (VGB) angeregt, bei der 
Berechnung starkwandiger Rohre - insbesondere solcher für Höchst
druckdampfleitungen - die bisher übliche, auf der mittleren Umfangs
spannung aufgebaute sog. "Kesselformel" fallen zu lassen. Statt dessen 
sollte von einem Verhältnis 8:d :::;;0,08 ab die BACHsehe Formel 

1,3 · r~ + 0,4 · ri 
av2= p. (24) 

für die Berechnung der Rohre zugrunde gelegt werden. 

Diese Formel von BACH ist allerdings auf der Dehnungshypo
these1 aufgebaut, die nach denneueren Forschungen nicht mehr haltbar 
erscheint. 

Auf Grund der vom Verfasser gegebenen Anregung wurde von Prof. 
E. SIEBEL, MP A Stuttgart, in der Erkenntnis, daß die Kesselformel bei 
starkwandigen Rohren tatsächlich zu geringe Werte ergibt, ein anderer 
Vorschlag gemacht. 

Die mittlere Umfangsspannung ist nach der Kesselformel [Glei
chung (13)] 

Die Radialspannung ist, wie gezeigt wurde, an der Innenseite des Rohres 
gleich -p und an der Außenseite gleich Null. Als mittlere Radialspannung 
erhält man also 

Unter Zugrundelegung der Schubspannungshypothese1, die den 
Einfluß der Querspannungen in genügender Weise berücksichtigt, wird 
die maßgebende Spannung 

_ _ p·(d+s) 2 
a"Siebcl - Gtm- a,m -- 2--s- kgjcm 

- p (d + s) . k / 2 
- 200·s- m gmm · 

(25) 

}Ian sieht, daß im Zähler an Stelle des Innendurchmessers d dermittlere 
Rohrdurchmesser d + 8 eingesetzt wird. 

Diese Formel lautet nach 8 aufgelöst 

p·d 
8 = ---"------

1 Siehe Abschnitt B IV 2. 

200 anauer _ p 
s 

in mm, (26) 
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bzw. unter Benutzung des Außendurchmessers D 

p·D 
8 = ~------- in mm, (27) 

200 ana~- + p s 

darin bedeutet S die Sicherheit gegenüber der Dauerstandfestigkeit 
(s. Abschnitt II/3). 

Um sich ein besseres Bild von den Unterschieden in der Berechnungs
weise machen zu können, wurden in Abb. 14 die Linien für das Ver-

1,8 
/I/ 

tr 1 -.P!!_ vr ur ~m= 2s =t OVJ 

/ 
~ v 

/ ov~ v / 
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/ 
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_.,..I--OVt 

/ ~ ~~ '7r.sie6e! 
/ ::::;;.- t:;?' ~~---

~ ~ ~ 
P" 
~ 

7 __!'!._ (-ßgcli) 

~ 
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/ ........... 
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48o 0;02 0,011- qoo o,oa o,to o,r2 o,t!f. qt6' 0;10 0,20 

z-J 
Abb. 14. Vergleich der Bezugsspannungen mit der mittleren Umfangsspannung atm· 

hältnis der einzelnen Bezugsspannungen zur mittleren Umfangsspannung 
als Funktion von 8 : d aufgetragen. 

Darin bedeuten: 

die Linie a,, ja1 1 m 

die Linie a v / a1 2 m 

die Linie a,. ja1 3 m 

=Verhältnis der Bezugsspannung nach der Größt
s pann ungshypothese1; 

=Verhältnis der Bezugsspannung nach der Größt
dehnungshypothese1 (von BAcH). 

= Verhältnis der Bezugsspannung nach der Schub
spannungshypothese; 

= das Verhältnis der Bezugsspannung nach der 
Gestaltsänderungs- Energiehypothese1; 

die Linie a . fa1 =das Verhältnis der Bezugsspannung nach dem 
v Siebel m 

die Linie av /a1 4 m 

Vorschlag von SIEBEL. 

1 Siehe Abschnitt B IV 2. 
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Sämtliche Linien sind auf die mittlere Umfangsspannung 

p·d 
O"t =-2-=1 m ·s 

bezogen. 
Die nähere Erläuterung der verschiedenen Hypothesen erfolgt im 

Abschnitt B IV 2. 
Aus der Abb. 14 sieht man, daß die nach dem Vorschlag von SIEBEL 

errechnete Bezugsspa1mung sich kaum merklich von der Bezugsspannung 
nach der GräBtspannungshypothese unterscheidet. Letztere besagt 
aber, daß die größte auftretende Spannung als Bezugswert dient. 
Die größte durch den Innendruck im Rohr hervorgerufene Spannung 
ist aber die Tangentialspannung O"t· am Innenrand. 

' Neben der von SIEBEL vorgeschlagenen Gleichung (25) kann also 
mit demselben Erfolg auch die Gleichung (22) 

kgjcm2 

für die Berechnung starkwandiger Rohre benutzt werden. 

Diese Gleichung (22) lautet nach 8 aufgelöst 

d [ 1 / 100 · kzu! + p ] . 
8 = 2 V 100. kzui- p -1 + c m mm' (28) 

b . k aDauer 1"" . B h . k / 2 . t wo e1 zu! = --8- = zu ass1ge eanspruc ung m g mm IS . 

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daß bei der Berechnung 
der Rohrwandstärke auf die Wandstärkentoleranz, die durch die Ab
weichungen bei der Herstellung bedingt ist, Rücksicht genommen werden 
muß. Während im Bereich der normalen und mittleren Wandstärken 
der in Gleichung (15) angegebene Zuschlag c diese Toleranzen in ge
nügender Weise berücksichtigt, ist bei starkwandigen Rohren für Höchst
druckdampfleitungen der· Zuschlag c nicht mehr ausreichend. Die zu
lässigen Herstellungsabweichungen sind im Normblatt DIN 1629 fest
gelegt und betragen: 

für Rohrwandungen über 50% größer als Normalwand 

bis 133 mm Außendurchmesser± 13% Toleranz, 
über 133 bis 318 mm Außendurchmesser ± 15% Toleranz, 

über 318 mm Außendurchmesser± 18% Toleranz. 

Um diesen Abweichungen Rechnung zu tragen, muß also - je nach 
den ermittelten Abmessungen - zu der nach den Gleichungen (26), 
(27) oder (28) berechneten Mindestwandstärke em entsprechender 
Zuschlag gemacht werden. 

v. Jürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 3 
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Dieser Zuschlag beträgt im Hinblick auf die Toleranz: 

bis 133 mm Außendurchmesser + mindestens 15%, 
über 133 bis 318 mm Außendurchmesser + mindestens 18%, 

über 318 mm Außendurchmesser + mindestens 22%. 

Ein weiterer Zuschlag c für Abrosten usw. braucht dann nicht mehr zu 
erfolgen. 

Auf diese Weise erhält man die sog. Mittelwandstärke, die auch 
bei Inanspruchnahme der größten nach DIN 1629 zulässigen Minus
toleranz nicht unter den Wert der Mindestwandstärke absinken kann. 

Die Abb. 15 ermöglicht das unmittelbare Ablesen der erforder· 
liehen Rohrwandstärke für verschiedene Durchmesser, Drücke und 
Temperaturen unter Zugrundelegung der gebräuchlichsten Rohrwerk
stoffe. Die Abb. 15 ist aus der Gleichung (27) für Temperaturen 
von 400° C und mehr entwickelt. Als Sicherheitszahl wurde S = 1,8 
gegenüber der Dauerstandfestigkeit eingesetzt. Der Zuschlag für die 
Herstellungstoleranzen ist ebenfalls berücksichtigt, so daß unmittelbar 
die Mittelwandstärke abgelesen wird. 

Beispiel 3. Es ist die Wandstärke für ein Rohr 150 NW für 80 atü 
450° C zu bestimmen. 

Als Werkstoff käme ein Cu-Mo-Stahl in Frage, dessen Dauerstaucl
festigkeit 15 kgjmm2 bei 450° C beträgt. Für die Sicherheit sei S = 1,9 
zugrunde gelegt. 

k _aDauer_~- kj 2 
zu!-- S - 1,9 -7,9 g mm . 

Nach der Gleichung (28) ist dann 

_ 150 [ 1 /100·7,9+80 _ 1] +c 
8 - 2 V 100. 7,9- 8o 

= 75 . [ y'1,226 -1] + c = 75. 0,107 + c = 8 + c. 

Der Zuschlag ist hierfür c = 18% also 

8 = 8 + 18% = rd. 9,5 mm. 

Nach Abb. 15 ergibt sich für die gleichen Betriebsverhältnisse genau 
dieselbe Wandstärke, wenn man D = 171 mm verwendet. 

Vergleicht man die in Beispiel 2 für die gleichen Betriebsverhältnisse 
ermittelte Wandstärke. mit dem vorhin berechneten Wert für 8, so wird 
man feststellen, daß schon bei einem Verhältnis 8: d = 9,5: 150 = 0,0635 
ein Unterschied von 1 mm in der Wandstärke auftritt. Das beweist 
die Richtigkeit der Behauptung, daß bei starkwandigen Rohren die 
Anwendung der normalen "Kesselformel" zu geringe Wandstärken er
gibt und daher die genauere Berechnungsweise nach Gleichung (27) oder 
(28) unbedingt ratsam erscheint. 
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Abb. 15. Linientafel zum Ablesen der Mittelwandstärke. 
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Zur Prüfung einer durch Rechnung ermittelten oder sonst irgendwie 
gegebenen Rohrwandstärke ist es zweckmäßig, die durch den Innendruck 
hervorgerufenen Beanspruchungen nach den Gleichungen (18a), (19), 
(22) und (23) zu ermitteln. Hierzu kann auch die Abb. 16 benutzt 
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werden, indem man zu dem 
gegebenen Verhältnis z =s:d 
die Faktoren für die einzelnen 
Spannungen Cfti• Cfta und Cfa aus 
der Abb. 16 abliest und sie 
mit dem Innendruck p in atü 
multipliziert. 

3. Ein:ftuß der Wärme
spannungen im Rohr. 
Der Wärmefluß durch die 

Rohrwand bed,ingt einen zusätz
lichen Spannungszustand in der
selben. Bei normalen und mitt
leren Wandstärken dürfte dieser 

o 402 4011 qoo qoa 410s o,t3 4111 4f6 419 420 Umstand kaum eine merkliche 
z-it: Rolle spielen, da der Tempe-

Abb. 16; Spannungen durch den Innendruck in der raturunterschied zwischen der 
Rohrwand ati nach Gleichung (22), ata nach Glei-
chung (23), aa nach Gleichung (18a) in kg/mm'. inneren und äußeren Wandfaser 

nur gering sein wird. Dagegen 
kann der Temperaturunterschied bei starkwandigen Rohren schon 5 bis 10° 
betragen, so daß es sich immerhin lohnt, die dadurch bedingten Span
nungsverhältnisse genauer zu untersuchen. 

Die Entwicklung der Beziehungen für die auftretenden Spannungen 
wird erst im Abschnitt C III 3 ausführlich behandelt. Hier seien nur die 
endgültigen Formeln für die Spannungen angegeben und die Wirkung 
derselben erläutert. 

Wie im späteren Abschnitt C III 3 bewiesen wird, treten auf Grund des 
Temperaturunterschiedes (t.i- ta) zwischen innen und außen in der 
Rohrwand sog. Schrumpfspannungen auf. 

Die Spannungsverteilung ist folgende: 
a) Die Tangential- oder Umfangsspannung ist innen negativ (Druck

spannung) und außen positiv (Zugspannung). Etwa in der Mitte der 
Rohrwand ist die Spannung Null. Der Höchstwert der Tangential
spannung ist an der Innenfaser. 

b) Die Radialspannung ist durchweg negativ (Druckspannung) und 
ist sowohl an der Innen- als auch an der Außenfaser gleich Null. 
Der absolute Wert der Radialspannung ist gegenüber demjenigen der 
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Umfangspannung sehr gering und kann daher im vorliegenden Falle 
vernachlässigt werden. 

Für die Tangentialspannung gelten folgende Beziehungen: 
an der Innenfaser (Druckspannung): 

E·e·(ti-ta) 1,5+2z 
O'twi = - 300 · -1~+ z kgjmm2 ' (29) 

an der Außenfaser (Zugspannung): 

300 

E · e · (ti - ta) 
300 

1,5+ z 
1 + z kg/mm2. 

.JSO '100 'ISO 
Belriebsfemperalvr t 

Abb. 17. Linientafel zur Ermittlung der Temperaturspannung in der Rohrwaud. 

Darin bedeuten: 

E =Elastizitätsmodul in kgjcm2 bei Betriebstemperatur, 

(30) 

c = Wärmedehnungszahl in cmjcm0 0 bei Betriebstemperatur aus 
Abb. 31, 

t;- ta = Temperaturunterschied in o 0 zwischen Innen- und Außenfaser, 
s ·u h"lt . Wandstärke 

z = d = ver a ms Innendurchmesser 

Beispiel 4. Für ein Rohr 200 NW und s = 20 mm sollen bei 500 o 0 
Betriebstemperatur die Wärmespannungen berechnet werden. Der 
Temperaturunterschied innerhalb der Rohrwand sei ti- ta = 10° 0. 
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E = 1,76 ·106 kgfcm2 für einen Cr-Mo-Stahl, 

e = 15,65 · 10-6 cmfcm ° C für einen Cr-Mo-Stahl, 
20 

Z= 200 =0,1. 

Eingesetzt in die Gleichungen (29) und (30) 

__ 1, 76 · w . 15,65 · 10 . 1,5 + o,2 __ 1 42 k I 2 
Gtwi- 106 ·300 1+0,1 - ' gmm' 

_ 1,76·106 ·15,65·1o.1,5+o,1 _ 133 k I 2 
C1twa - 106 • 300 1 + 0,1 - ' g mm . 

Wie man sieht, sind die Spannungen nicht unbedeutend und müssen 
in kritischen Fällen mitberücksichtigt werden. 

Um für solche Fälle die Ermittlung der Wärmespannungen zu er
leichtern, wurde die Abb. 17 entworfen. Diese ermöglicht die durch den 
Temperaturunterschied in der Rohrwand hervorgerufene Beansp~chung 
für verschiedene Verhältnisse unmittelbar abzulesen. Diese Abbildung 
ist auf der Annahme aufgebaut, daß der Temperaturunterschied zwischen 
Innen- und Außenfaser bei 500° C Dampftemperatur und einem Ver· 
hältnis z=s:d=0,1 Llt=ti-ta=l0°C beträgt. Für andere Betriebs
temperaturen ist. Llt in einer wahrscheinlich verhältnisgleichen Abhängig
keit von z und der Dampftemperatur zugrunde gelegt worden. 

IV. Die Wärmedehnung und ihr Ausgleich. 
1. Allgemeine Grundlagen. 

Während der Innendruck eine unmittelbare Beanspruchung des Rohres 
h<;rvorruft, wird durch die Wärme des durchströmenden Dampfes eine 
mittelbar auftretende Spannung erzeugt. 

Bekanntlich dehnen sich die Metalle bei der Erwärmung aus. Die 
Ausdehnung ist verhältnisgleich der Länge und nahezu verhältnisgleich 
der Temperatur. Für die Wärmeausdehnung gilt allgemein folgende 
Beziehung 

cx = a · t + b • t2*, 

wobei a und b die dem Werkstoff eigenen Festwerte sind. Für normalen 
unlegierten Kohlenstoffstahl gilt 

cx = 11,18 · 10-6 • t + 0,0053 · I0-6 • t2 cmfcm. 

Die Wärmeausdehnung erfolgt natürlich räumlich,,. jedoch interessiert 
uns zunächst nur die lineare Ausdehnung. 

* Die Wärmeausdehnung IX steht zur Wärmeausdehnungszahl e (aus Abb. 31) 
in der Beziehung IX= e · t. 
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Ein gerades Rohr wird sich in der Verlängerung seiner Achse aus
dehnen. In welcher Richtung dehnt sich aber unter dem: Einfluß der 
Erwärmung ein irgendwie gebogenes System aus? 

Der Bogen AB (Abb. 18) stellt die Achse eines gebogenen Rohres 
mit dem Halbmesser r und dem Winkel ß dar. Das Bogenelement ds 
kann bei unendlicher Kleinheit des Winkels dcp als gerade angesehen 
werden. Es dehnt sich infolgedessen in seiner Richtung um den Betrag 

rx·ds =rx·r·dcp. 

aus. Zerlegt man das Bogenelement ds in zwei Komponenten (Abb. 18 
rechts), so ergeben sich auch zwei zugehörige Komponenten der Wärme. 
ausdehnung, und zwar 

rx • ds • sin cp = rx • r • sin cp • dcp in der x-Richtung, 

rx·ds·coscp=rx·r·coscp·dcp in der y-Richtung. 

Abb. 18. Richtung und Größe der Wärmeausdehnung. 

Die Summe der Wärmedehnungen der Komponenten ergibt auch die 
Gesamtdehnung des Bogens AB. 

ß J rx · r • sin cp · d cp = rx · r [- cos cp ]: = rx · r ( 1 - cos ß) , 
0 

ß 

j rx • r · cos cp • d cp = rx · r [ sin cp ]~ = rx · r sin ß . 
0 

Beim Vergleich mit der Abb. 18 stellt man fest, daß diese Werte 
die Wärmedehnungen der Komponenten der Bogensehne b darstellen. 
Das heißt also, daß das Bogenende B bei der Erwärmung (falls A fest 
eingespannt gedacht ist) in der Richtung der Bogensehne um den Betrag 
rx · b wandern würde, denn 

~r (l-cosß)]2 + [rx • r · sinß]2 = rx · b. 
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Das heißt weiter, daß jedes System, ganz gleich wie es geformt ist, sich. 
in. der Richtung der Verbindungslinie seiner Endpunkte ausdehnt (siehe 
Abb. 19) und daß die Größe der Wärmedehnung durch das Produkt aus 
Wärmedehnungszahl und geradem Abstand der Endpunkte des Systems 
bestimmt wird. 

Im folgenden sind vorwiegend die sog. "verhinderten" Wärme
dehnungen zu berücksichtigen. Die einzelnen Teile eines Rohrleitungs

systems (gerade Schenkel und Bogen) 
dehnen sich unter dem Einfluß der 
Wärme tatsächlich aus. Die End
punkte des Systems müssen aber 

Abb. 19. Beliebiges Rohrsystem. auf ihrem Platz verharren, denn sie 
sind entweder als Festpunkte durch 

entsprechende Eisenkonstruktionen an Gebäudemauern usw. gebunden 
oder durch den Anschluß an Maschinen, Kessel bzw. Apparate in ihrer 
Lage festgehaJten. 

Verbindet m~p. zwei an sich festliegende Punkte, z. B. Kesselaustritt
stutzen und Turbineneintrittstutzen mittels einer ganz geraden Leitung, 
so würden "9eim · Erwärmen der Leitung - falls diese am Ausknicken 
gehindert ist - außerordentlich hohe Kräfte und Beanspruchungen 
auftreten. 

So würde bei einer Erwärmung auf 100° C schon eine Spannung im 
Werkstoff von 

Lll 1,2 
a = -l- · E = 1000 · 2000000 = 2400 kgfcmll 

"''irken. Ein Rohr von 200 NW = 216 · 8 mm würde eine Kraft von 

p =53. 2400 = 127000 kg 

auf die Festpunkte ausüben. 
Da weder solche Beanspruchungen noch viel weniger solche Kräfte 

zugelassen werden können, weil sie die angeschlossenen Maschinen und 
Apparate gefährden würden, muß der zwischen zwei festen Punkten 
befindlichen Rohrleitung die Möglichkeit gegeben werden, sich ent
sprechend auszudehnen. 

Man unterscheidet zwei Arten des Dehnungsausgleiches: 
a) künstlicher Dehnungsausgleich, 
b) natürlicher Dehnungsausgleich. 

Diese beiden Arten werden in den nächsten Abschnitten besprochen. 

2. Künstlicher Dehnnngsansgleich. 
Unter künstlichem Dehnungsausgleich versteht man die Einschaltung 

von besonderen dafür geschaffenen Vorrichtungen - sog. Dehnungs
kompensatoren oder Dehnungsausgleichern- in die der Wärme-
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dehnung unterworfene Rohrleitung. Man kennt sehr viele Arten von 
Dehnungsausgleichern, und zwar: 

a) Stopfbüchsausgleicher entlasteter und nichtentlasteter Art, 
b) Linsenausgleicher, 
c) Metallschlauchausgleicher, 
d) Kugelgelenkausgleicher, 
e) Lyrabogenausgleicher. 
Von diesen Ausgleichern interessieren im Rahmen dieses Buches nur 

die Lyrabogen, weil sie auf der elastischen Verformung von entsprechend 
ausgebildeten Rohrbogen aufgebaut sind. Diese Lyraausgleicher werden 
später genauer behandelt. 

Die Bauart und Wirkungsweise der meisten übrigen Arten wird als 
bekannt vorausgesetzt1• Es sollen aber · die maßgebenden Gesichtspunkte 
beim Einbau dieser Ausgleicher bespro
chen und die durch_ sie hervorgerufenen 
Kräfte kurz erläutert werden. 

a) Stopfbüchsenausgleicher. 

Diese werden bei hohen Betriebs
drücken nicht verwendet, erst recht nicht, 
wenn es sich um die unentlastete 

Abb. 20. Stopfbüchsausgleicher 
ohne Entlastung. 

Bauart handelt (s. Abb. 20). Der Rückdruck durch die Stopfbüchse 
ist bei unentlasteten Ausgleichern größerer Abmessungen recht be-

Abb. 22. Entlasteter Stopfbüchsausgleicher, Bauart Vereinigter Rohrleitungsbau. 

trächtlich. Seine Größe wird durch die lichte Weite d des Stopfbüchs
rohres und durch den Innendruck p bestimmt, und zwar: 

Rückdruck P = p · : d2 in kg, 

1 Siehe auch ScHWEDLER-v. JÜRGENSONN: Handbuch der Rohrleitungen, 2. Aufl. 
Berlin: Julius Springer 1939. 
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wenn d in cm eingesetzt wird. Bei 15 atü und 350 NW ergibt sich schon 
die sehr beachtliche Kraft von 14400 kg. 

Die Stopfbüchsausgleicher bedingen daher sehr kräftige Festpunkte. 
Die entlastete Bauart vermeidet diesen Nachteil durch 

eine besondere Ausführung (Abb. 21 und 22). 

b) Linsenausgleich er. 
Diese Art wird nur in Niederdruckleitungen verwendet 

(Abb. 23). Für sie gilt in bezug auf den Rückdruck das 
gleiche wie für den Stopfbüchsausgleicher. Nur muß hier für 

Abb. 23. die Berechnung der rückwirkenden Kraft nicht der Rohr-
Linsen· 

ausgleicher. durchmesser, sondern der größte innere Linsendurchmesser 
eingesetzt werden. Die Aufnahmefähigkeit beträgt je Linse 

etwa 10 bis 12 mm. Mehrere hintereinandergeschaltete Linsen vergrößern 
die Aufnahmefähigkeit des Ausgleichersystems. Die Anzahl der Linsen 
spielt für die Größe des Rückdruckes keine Rolle. 

c) Metallschlauchausgleicher 1• 

Die Metallschlauchausgleicher arbeiten quer zu ihrer Achse und haben 
infolge ihrer Längenbegrenzer keine axiale Aufnahmefähigkeit (Abb. 24), 

a b 
Abb. 24a und b. Metallschlauchausgleicher, Bauart Pforzheim. 

a Type A in einer Ebene beweglich; b Type B in zwei Ebenen beweglich. 

was häufig übersehen wird. Sie werden daher unter Zwischenschaltung 
von Krümmern quer zur Achse der sich dehnenden Rohrleitung 

1 Metallschlauchfabrik Pforzheim G. m. b. H. 
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eingebaut. Ihre Aufnahmefähigkeit richtet sich nach der Baulänge des 
Metallschlauches und kann aus der Linientafel (Abb. 25) für verschiedene 
Nennweiten abgelesen werden. 

m.m. 

Abb. 25. Baulänge und Aufnahmefähigkeit von Metallschläuchen (bei über:45 at ist:nur:der halbe 
Ausschlag zulässig). --

Die der Querbewegung des Ausgleichers entgegenwirkende Kraft 
kann rechnerisch nicht erlaßt werden und ist versuchsmäßig zu wenig 
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erforscht. Die Herstellerfirma gibt an Hand von Erfahrungswerten die 
Faustformel 

P =etwa 1,5 bis 3mal NW in kg 

an bzw. P =etwa 3 bis 5mal NW in kg (bei über 45 atü Betriebsdruck). 
Es sei noch erwähnt, daß die Metallschlauchausgleicher auch für Be

wegungen in zwei Ebenen ausgeführt werden (Type B). Die Aufnahme
fähigkeit in der zweiten Ebene beträgt aber nur 1/ 3 derjenigen in der 
Hauptebene. 

Diese Art von Ausgleichern sind schon bis zu Drücken von 68 atü 
und Temperaturen von 500° C ausgeführt worden. 

d) Kugelgelenkkompensatoren. 
Diese haben zur Zeit nur geringe Bedeutung und 

werden kaum noch verwendet, dl!l. das Dichthalten der 
Kugelgelenke schwierig ist. 

e) Lyrabogenausgleich er. 
Abb. 26. Lyra- A 

bogenausgleicher. Diese aus bb. 26 ersichtliche Ausgleicherform hat 
auch für hohe Betriebsverhältnisse Bedeutung und 

i~t auch in elastischer und festigkeitstechnischer Hinsicht hier von 
Interesse. Die rechnerische Behandlung des Lyrabogens erfolgt in 
Abschnitt B IIJ3a. 

3. Natürlicher Dehnungsausgleich. 
Der natürliche Dehnungsausgleich und dessen theoretische Erforschung 

stellt den eigentlichen Hauptinhalt dieses Buches dar. Die Bezeichnung 
natürlicher Ausgleich wurde deswegen gewählt, weil hierbei keine 
künstlichen, für den Dehnungsausgleich besonders gebauten Ausgleichs
vorrichtungen verwendet werden; es soll vielmehr durch geschickte 
Ausnützung der natürlichen durch die örtlichen Verhältnisse bedingten 
Krümmungen, Schenkel und Rohrformen eines Rohrsystems der Aus
gleich der auftretenden Wärmedehnungen sichergestellt werden. Die 
zwischen zwei festen Anschlußpunkten liegende Rohrleitung muß also 
so geführt werden, daß durch Verbiegen bzw. Verdrehen ihrer natürlichen 
Schenkel die durch die Wärme bedingten Längenänderungen elastisch 
aufgenommen werden. Der Hinweis, daß diese Formänderungen des 
Rohrsystems elastisch erfolgen müssen, d. h. ohne bleibende Dehnungen 
zu hinterlassen, ist besonders wichtig. 

Der erfahrene Ingenieur, der diese Zusammenhänge beherrscht, wird 
bei gegebenen örtlichen Verhältnissen durch zweckmäßige Führung und 
Anordnung von Festpunkten, durch geschickte Ausnutzung der erforder
lichen Richtungswechsel in der Rohrleitung mit einem Mindestmaß an 
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Rohrlänge ein Höchstmaß an Elastizität· erzielen. Diese Art des Deh
nungsausgleiches stellt bei Höchstdruckdampfleitungen bisher die einzige 
Möglichkeit dar, die Kräfte und Beanspruchungen, die durch die Wärme
dehnung bedingt sind, zu heberssehen und in zulässigen Grenzen zu 
halten. 

Es ist die Aufgabe der nächsten Abschnitte, die Grundlagen für die 
Ermittlung der Elastizität eines Rohrsystems zu schaffen und die ver
schiedenen Möglichkeiten für die rechnerische Prüfung derselben zu 
untersuchen. 

Die Elastizität eines Rohrsystems ist die Fähigkeit desselben, unter 
der Einwirkung einer Kraft seine Form zu verändern und nach Auf
hören der Kraftwirkung in die alte Form zurückzukehren. Je kleiner 
die für eine bestimmte Formänderung benötigte Kraft ist, um so größer 
ist folglich die Elastizität des Systems .. r--L., 

Die EllfStizität ist also der-rezrproke Wert der Steif- ER---~<-, 

heit und wird von folgenden Faktoren entscheidend 
beeinflußt: 

a) durch die Form des Rohrsystems; 
b) durch die gestreckte Länge desselben; 
c) durch die Abmessungen des Rohres, d.h. Außen

durchmesser und Wandstärke; 
J 

EP. 
Abb. 27. Normaler 

d) durch den Elastizitätsmodul des Rohrwerkstoffes, Winkelbogen. 

der seinerseits temperaturabhängig ist. 
Unter Rohrsystem ist hier und im folgenden eine (in einer oder 

"mehreren Ebenen) beliebig gebogene Rohrleitung verstanden, die an den 
beiden Endpunkten durch Festpunkte (kurz F.P.) in ihrer Lage fest
gehalten wird. Der zwischen den Festpunkten befindliche Teil wird für 
gewöhnlich gewichtslcs und in allen Richtungen frei beweglich ange
nommen. Für die rechnerische Untersuchung wird im folgenden der 
Einfachheit halber stets nur die Mittellinie des Rohrsystems dargestellt. 

Die Form des Rohrsystems ist, wie man später sehen wird, für die 
Elastizität desselben von ausschlaggebender Bedeutung. Es gibt elastische 
und weniger elastische Rohrsysteme. Bei der Beurteilung der Form muß 
aber stets auch-die gestreckte Länge des Rohrsystems in Betracht 
gezogen werden. Je größer die gestreckte Länge desselben ist, um so 
elastischer ist das System. Es ist also auch bei an sich ungünstigen 
Formen der Rohrsysteme ausreichende Elastizität denkbar, wenn die 
gestreckte Länge genügend groß istl. 

Nehmen wir als Beispiel den einfachen Winkelbogen nach Abb. 27. 
Es herrscht vielfach die irrige Auffassung, daß in jedem Falle aus
reichende Elastizität gegeben ist, wenn die beiden Schenkel L1 und L2 

1 Siehe H. v. JüRGENSONN: Elastizität von Heißdampfleitungen. Wärme 
Nr. 50 (1933) S. 809. 
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einander ungefähr gleich sind oder in ihrer Länge nicht allzusehr von
einander abweichen. In Abb. 28 ist die durch die Wärmedehnung auf 
die Festpunkte F.P. hervorgerufene Kraft, die ja einen Wertmesser für 
die Elastizität darstellt, für einen Winkelbogen mit einem Schenkelver• 
hältnis L2 : L1 = 1 in Abhängigkeit von der gestreckten Länge L = L1 + L~ 
aufgetragen. Man sieht, daßtrotzdes an und für sich günstigen Schenkel· 
verhältnisses die Festpunktkraft bei zu geringer gestreckter Länge sehr 
hohe Werte annehmen kann. Es ist folglich nicht nur das Schenkel
verhältnis, d. h. die Form des Systems, sondern auch seine Länge maß-

eooo gebend. Das Gesagte gilt selbstverständlich I ~9 nicht allein für den Winkelbogen. 
7000 

6'000 

Rohr 216'/200(> 

\ 
\ 
\ 

2000 

............ r---
1000 

0 8 12 16 
L.-L.,-rLl 

Abb. 28. Festpunktkraft für einen 
Winkelbogen L, = L, 
und 216/200 mm Dmr. 

Endlich haben noch die Abmessungen 
des Rohres, und zwar Außendurchmesser und 
Wandstärke, einen wesentlichen Einfluß auf 
die Elastizität des Rohrsystems. Es ist ohne 
weiteres einleuchtend, daß ein Rohr mit 
großem Durchmesser und Wandstärke steifer, 
d. h. weniger elastisch ist, als ein Rohr mit 
kleineren Abmessungen. Dieser Einfluß wird 
durch das äquatoriale Trägheitsmo
ment J des Rohres, vielmehr des Rohrquer
schnittes,rechnerisch zumAusdruck gebracht. 
Das Trägheitsmoment eines Ringquerschnittes 
berechnet sich aus 

(31) 

wobei D = Außendurchmesser des Rohres in cm 
und d = Innendurchmesser des Rohres in cm ist. 
Aus den Tabellen 14 bis 16 können für die üblichen genormten Außen

durchmesser und für verschiedeneWandstärken die bereits ausgerechneten 
Rohrträgheitsmomente entnommen werden. 

Der ElastizitätsmodulE des Werkstoffes beeinflußt ebenfalls die 
Elastizität des Rohrsystems. Da E bei Raumtemperatur für die üblichen 
Rohrstähle fast den gleichen Wert hat, ist also die Temperatur maß
gebend, bei der das Rohrsystem arbeitet, weil der Elastizitätsmodul 
wie bereits gezeigt wurde, temperaturabhängig ist. Bei höherer Tem
peratur, d. h. geringerem E -Modul ist die Elastizität größer und 
umgekehrt. 

Man könnte also zusammenfassend folgende allgemeine Beziehung für 
die Elastizität eines beliebigen Rohrsystems aufstellen: 

EI t . "t··t C f(L) as IZI a = E . J . 
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Darin bedeuten: 

C =ein durch die Form des Systems gegebener Festwert, 
j(L) =eine zunächst noch unbekannte bestimmte Funktion der Rohr

länge, 
E =Elastizitätsmodul des Rohrwerkstoffes, 
J = Rohrträgheitsmoment. 

Die Wirkung der einzelnen Größen ist durch die Beziehung klar 
zum Ausdruck gebracht. 

4. Rechnerische Grundlagen für die Wärmedehnung. 
Die Wärmedehnung, deren Wirkung auf die Rohrleitung in den 

folgenden Abschnitten untersucht werden soll, wird als eine Verlängerung, 
d. h. als Länge in die Berechnung eingesetzt. Es wurde im Abschnitt IV/1 
gezeigt, daß die Wärmedehnung in die Richtung der Endpunktverbin
dungslinie fällt und dem geraden Ab
stand der Endpunkte verhältnisgleich ist. 

Ist der Abstand der Festpunkte (End
punkte des Systems) gleich l 0 und die 
Wärmedehnungszahl rx gegeben, so ist 
die Größe der wirksamen Wärmedehnung 
durch das Produkt rx • l0 bestimmt, und 
zwar in Richtung der Verlängerung der 
Endpunktverbindungslinie. 

Es wird in den meisten Fällen zweck
mäßiger sein, nicht mit dieser Wärme
dehnung, sondern mit ihren Komponenten 

Abb. 29. 
Wärmedehnung eines Rohrsystems. 

zu rechnen, indem man sie in ein durch den Endpunkt als Ursprung 
gelegtes Zweiachsenkreuz zerlegt. Aus Abb. 29 folgt 

lo= va2 + b2 
und folglich ist auch 

rx • zo = rx • va2 + b2 = v rz2 . a2 + rz2 . b2 . 

Man wird also mit den Komponenten der Wärmedehnung rx • a und rx • b 
rechnen. Es geht aus der Abbildung deutlich hervor, wie die Kom
ponenten a und b der geraden Festpunktentfernung l0 zu bestimmen sind. 

Für die Durchführung der Berechnung wendet man folgende Über
legung an. 

Das eine Festpunktende des zu untersuchenden Rohrsystems wird 
als festgespannt angesehen. Das andere Ende des Systems denkt man 
sich zunächst als vom Festpunkt befreit, so daß es sich unter der Wirkung 
der Wärmedehnung frei bewegen kann. Es wird sich also um den Betrag 
rx • l0 in der Richtung der Verbindungslinie AB verschieben und befindet 
sich nach erfolgter Erwärmung im Punkt B' (Abb. 29). Jetzt läßt man 
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auf das Ende B' solche Kräfte und Momente einwirken, daß es in die 
alte Lage, d. h. nach B verschoben wird. Das sind dann die durch die 
Wärmedehnung hervorgerufenen Kräfte, welche die Rohrleitung zusätz
lich beanspruchen und deren Größe man bestimmen will. 

Einige Sonderfälle seien noch erwähnt. Es kann z. B. vorkommen, 
daß ein (oder auch das andere) Ende des Systems einen sog. beweg
lichen Festpunkt darstellt. Dieses Rohrende ist beispielsweise an 
irgendeinen Apparat oder eine Maschine angeschlossen, bei welchen der 
Anschlußstutzen eine besondere Verschiebung erfährt. Das ist häufig 
beim Anschluß an Turbinen und auch an Kesseln der Fall. Die Turbine 
hat ihren Festpunkt gewöhnlich an dem zwischen Turbine und Generator 
befindlichen Lager, so daß der Dampfeintrittsstutzen infolge·der Wärme

ausdehnung der Turbine .eine Verschie
bung erfährt, die im Rahmen der Ela
stizitätsberechnung berücksichtigt wer
den muß. Beim Kessel, dessen Dampf
stutzen normalerweise oben liegt, tritt 
ebenfalls eine Verschiebung des Stut

Abb. so. Zusammensetzung der Wärme- zens ein, und zwar durch das "Wach-
dehnung mit anderen Verschiebungen sen" des Kesselstahlgerüstes infolge der 

des freien Systemendes. 
Feuerungswärme. 

Es sei L1e die durch die Temperatur des Rohrsystems bedingte eigene 
Wärmeausdehnung (Abb. 30); L11 und L1 2 seien Verschiebungen des frei 
gedachten Festpunktendes durch andere äußere Einflüsse. Um diese 
Verschiebungen zu einer resultierenden Verschiebung L1res zusammen
zusetzen, werden ihre Größen in negativer Richtung zu der Wärme
dehnung L1e des Rohrsystems geometrisch addiert, wie aus Abb. 30 
hervorgeht. Umgekehrt, wenn die Verschiebungen L11 und L1 2 an dem fest 
gedachten Systemende auftreten, müssen sie in ihrer tatsächlichen 
Richtung zu der am anderen, frei gedachten Rohrende wirkenden Wärme
dehnung- ebenfalls geometrisch- addiert werden. Die resultierende 
Verschiebung L1res bzw. ihre Komponenten Lt;es und Lt;~s müssen dann für 
die Berechnung des Rohrsys~ems zugrunde gelegt werden. 

Die Wärmeausdehnungszahl e ist abhängig von der Werkstoffart und 
von der Temperatur. Für einige am häufigsten vorkommende Rohr
undFlanschenstähle sind inAbb. 31 die Wärmeausdehnungszahlenein Ab
hängigkeit von der Temperatur aufgetragen. Die Abb. 32 zeigt die Wärme
ausdehnungsza~en e für verschiedene Schrauben- und Mutterstähle. 

Um die Wärmeausdehnung oc zu ermitteln, müssen die aus Abb. 31 
bzw. 32 entnommenen Wertee mit der Temperatur t multipliziert werden. 
Zum Beispiel ist die Wärmedehnung für den Cr-Mo-Stahl TH 32 
bei 500° C 

oc = e · t = 15,66 ·10-6 • 500 = 0,00784 cmfcm = 0,784 cmfm. (32) 
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5. Begriff der Vorspannung. 
Die Beanspruchung eines Systems ist verhältnisgleich der Wärme

dehnung. Betrachten wir z. B. einen Lyrabogen nach Ahb. 26 und 
drücken ihn um den Betrag L1 zusammen. Dazu ist die Druckkraft - P 
erforderlich und es entsteht an einer bestimmten Stelle des Lyrabogens 
die größte Beanspruchung a (s. Abb. 33). Der Punkt A stellt die Lage 
des freien Bogenendes im unbelasteten und der Punkt B die Lage des
selben im belasteten Zustand dar. Man sieht, daß sowohl die Kraft P 
als auch die Spannung a vom Nullwert im unbelasteten Zustand bis zu 
ihrem Größtwert im belasteten Zustand nach einer geraden Linie ansteigen. 

Jetzt werden wir das freie Ende des Lyrabogens aus seiner unbe
lasteten Lage A zunächst um den Betrag Ll/2 auseinanderziehen. Hierzu 
ist eine Zugkraft + P/2 erforderlich und es entsteht im Lyrabogen eine 

.r--------cLI entgegengesetzt gerichtete Spannung 

Abb. 33. Wirkung der Vorspannung. 

-af2. Aus dieser· Lage - durch 
den Punkt 0 gekennzeichnet -
drücken wir den Lyrabogen um den 
BetragLl/2 zusammen. Zuerst werden 
sich die Kraft Pf2 und Spannung af2 
verringern bis der Punkt A erreicht 
ist, wo der Bogen vollkommen 
entlastet ist und folglich weder 
Kräfte noch Spannungen auf ihn 
einwirken. Drücken wir den Bogen 
dann um den weiteren Betrag Ll/2 

zusammen, so steigen die Kraft und die Spannung geradlinig an, bis sie 
im Punkt B' die Größen -P/2 bzw. af2 erreicht haben. Auch jetzt 

hat das freie Ende des Lyrabogens eine Verschiebung von ~ + ~ =LI 

erfahren. Die Kraft und die Beanspruchung erreichten jedoch nur halb 
so hohe Werte wie im ersten Fall. Man sieht also, daß durch das zuerst 
erfolgte Auseinanderziehen - Vorspannen - des Lyrabogens eine 
Herabsetzung der Kräfte und Spannungen erreicht wurde. Man nennt 
dieses Verfahren das Vorspannen und den Betrag, um den vorgespannt 
wird, die Vorspannung. Die Vorspannung wird gewöhnlich in Hundert
teilen der Wärmedehnung angegeben, z. B. 50% Vorspannung. Der 
verbleibende Rest bislOO% stellt die den Rohrbogen im Betriebszustand 
tatsächlich belastende Wärmedehnung dar. Bei 60% Vorspannung sind 
also 100-60=40% der gesamten Wärmedehnung im Betriebszustand 
wirksam und müssen der Berechnung zugrunde gelegt werden. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daß etwaige zusätzliche Verschie
bungen des Rohrendes, wie im vorigen Abschnitt erläutert (s. Abb. 30), 
von der Vorspannung unberührt bleiben und mit ihrer vollen Größe in 
die Rechnung einzusetzen sind. 



B. Elastizitätsberechnung der Rohrleitungen. 
I. Berechnnngsgrundlagen. 

Wenn von Festigkeitsberechnung im Rohrleitungsbau gesprochen 
wird, so ist in den weitaus meisten Fällen die Nachprüfung der Elastizität 
oder Nachgiebigkeit einer Rohrleitung gemeint. In dem Abschnitt A IV/3 
wurde bereits angedeutet, was unter dem Begriff der Elastizität eines 
Rohrsystems zu verstehen ist und welche Größen hierauf Einfluß haben. 

Wenn ein zwischen zwei Festpunkten festgelegtes Rohrsystem sich 
unter dem Einfluß der Erwärmung ausdehnt, so müssen sich seine 
Schenkel so verformen, daß sie trotz ihrer um die Wärmedehnung ver
größerten Länge die gleiche Gesamtentfernung von Festpunkt bis Fest
punkt bewahren. Das Rohrsystem will diese Festpunktentfernung ent
sprechend seiner Wärmedehnung vergrößern und drückt auf die Fest
punkte. Mit der gleichen Kraft drücken die Festpunkte auf das Rohr
system zurück. 

Diese Kräfte sind also die Urheber der im Rohrsystem entstandenen 
Verformungen, die sich als Biegungsmomente auf die einzelnen Schenkel 
des Systems auswirken. Die Untersuchung dieser Biegungsmomente und 
ihre rechnerische Ermittlung ist die Hauptaufgabe der Elastizitäts
berechnung der Rohrleitungen. 

In räumlichen Rohrsystemen treten außer den Biegungsmomenten 
aqch noch Torsions- und Drehmomente auf. 

Es soll daher im nachstehenden die Entstehung und Auswirkung von 
Biegungs- und Drehmomenten näher untersucht werden. Die Erläute
rungen sind - entsprechend dem Gegenstand dieser Arbeit - auf 
Kreisringquerschnitte beschränkt. 

1. Biegungsmoment und Biegungsspannnng im Rohr. 
Ein Biegungsmoment entsteht, wenn die Richtung der angreifenden 

Kraft nicht mit der Rohrachse zusammenfällt und wenn andererseits 
die Rohrachse und die Kraft in der gleichen Ebene liegen. Ist diese 
letzte Bedingung nicht erfüllt, so treten nicht nur Biegungsmomente, 
sondern auch noch Drehmomente auf; von denen im nächsten Abschnitt 
die Rede sein wird. 

Aus Abb. 34 erkennt man, daß je nach Größe des Winkels cx, der die 
Richtung der Kraftachse zur Rohrachse bestimmt, der biegende Einfluß 
der Kraft P größer oder kleiner sein kann. Die irgendwie gerichtete 

4* 
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Kraft P läßt sich nämlich in zwei zueinander senkrechte Komponenten 
zerlegen. Die eine in die Rohrachse fallende Komponente P cos oc er
zeugt im Rohr eine Druck- bzw. Zugspannung. Die andere, senkrecht 

I ' 

~· 
Cl;. 

Abb. 34. Biegung 
am eingespannten Rohr. 

zur Rohrachse gerichtete Komponente er
gibt das eigentliche Biegungsmoment. 

Ein Biegungsmoment wird stets durch 
das Produkt Kraft X Hebelarm dargestellt 
und hat folglich die Größe cmkg oder mkg, 
je nach dem in welcher Abmessung der 
Hebelarm eingesetzt wird. Der Momenten
hebelarm steht immer senkrecht auf der 
Kraft. Das erkennt man aus folgendem: 

Das Biegungsmoment im Punkt B ist 
Kraftkomponente P · sin oc mal Hebelarm x, 
d.h. 

Mb = P · sin oc · x. 

Setzt man dagegen nicht die Komponente, sondern die Hauptkraft P 
ein, so muß man als Hebelarm die Länge h einführen, d. h. 

•:· ' Q 
: I f 

lllllllllllllllllll~lllllllllllllllllljl~ 
Abb. 35. Biegung P · a = konst. 

am eingespannten Rohr. 

Mb = P·h. 
Es ist aber 

h=x·sinoc, 
d.h. 

Mb = P · x · sinoc, 

also das gleiche wie vorhin entwickelt. 
Wie man leicht einsehen wird, er

zeugt die Kraft P in jedem Querschnitt 
des Rohres auch noch Querkräfte von 
der Größe P · sin oc. Diese Querkräfte 

treten in den meisten Fällen der Biegebelastung auf und rufen in den 
Rohrquerschnitten Schubspannungen hervor. Diese sind jedoch im Ver
gleich zur Biegungsspannung sa klein, daß sie ohne nennenswerten Fehler 
vernachlässigt werden können. 

Der in Abb. 34 dargestellte Belastungsfall ergibt, wie leicht einzusehen 
ist, in jedem Rohrquerschnitt ein anderes Biegungsmoment. Im Punkt A 
ist das Moment Null, weil der Hebelarm Null ist. Von dort aus steigt 
das Biegungsmoment linear an und erreicht im Punkt 0 ( Einspannpunkt) 
seinen Höchstwert M max = P · L · sin oc. 

Das Momentenschaubild würde also für diesen Fall ein Dreieck 
(Abb. 34 unten) sein, dessen eine Kathete die Rohrlänge L und die 
andere Kathete das größte Biegungsmoment P · L · sin oc darstellt. 

Der andere Belastungsfall (Abb. 35) stellt die Erzeugung eines gleich
bleibenden Biegungsmomentes M = P · a =konst. dar. Hier ist der 
Hebelarm der Kraft für alle Rohrquerschnitte gleich und ergibt daher 
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auch ein gleiches Biegungsmoment, für welches das Schaubild (Abb. 35 
unten) ein Rechteck von der Höhe P · a und der Länge L zeigt. Greift die 
Kraft P am Ende des Rohres an einem Hebelarm b an, ist aber nicht 
parallel zur Rohrachse gerichtet, sondern unter dem Winkel r:x zur Rohr
achse geneigt (Abb. 36), so tritt eine Überlagerung der beiden vorhin 
untersuchten Belastungsfälle ein. Die parallel zur Rohrachse gerichtete 
Kraftkomponente P · cos r:x erzeugt ein gleich bleibendes Biegungsmoment 
P · b · cos r:x, während die senkrechte Komponente P · sin r:x ein ver
änderliches Moment P · x · sin r:x hervorruft. 

Diese Überlegungen werden im weiteren eine große Rolle spielen, 
weshalb es wichtig schien, diese Begriffe klarzulegen. 

Durch das Biegungsmoment wird die Rohrachse gekrümmt, d. h. es 
tritt eine Verbiegung der ursprünglich geraden Rohrachse em. Das 
bedingt im Rohrquerschnitt einerseits 
eine Längung und andererseits eine 
Verkürzung der Fasern. Dort, wo die 
Längung in die Verkürzung übergeht, 
behalten die Fasern ihre ursprüngliche 
Länge. Diese Faser nennt man die 
neutrale Faser. 

Die Versuche haben gezeigt, daß 
die Annahme vom Ebenbleiben der 
einzelnen Querschnitte einesgebogenen 
Stabes zutrifft. Das heißt, daß die 
Längung bzw. Verkürzung der ein
zelnen Faser ihrem Abstand von der 
neutralen Faser verhältnisgleich ist. 

Abb. 36. Ebene Biegung in beliebiger 
Richtung am eingespannten Rohr. 

Bei symmetrischen Querschnitten, wie es z. B. der Rohrquerschnitt 
ist, soll im allgemeinen angenommen werden, daß die neutrale Faser 
mit der Rohrachse zusammenfällt. Wie weit diese Annahme zutrifft, 
soll später grundsätzlich untersucht werden. 

Die Längung bzw. Verkürzung der Faser erzeugt im Rohrquerschnitt 
einen Spannungszustand, und zwar werden in den der Längung unter
worfenen Fasern Zugspannungen, in den verkürzten Fasern Druck
spannungen hervorgerufen. Die Biegung ist also dadurch gekennzeichnet, 
daß Zug- und Druckspannungen in ein und demselben Querschnitt gleich
zeitig auftreten. Dort, wo die Fasern ihre ursprüngliche Länge behalten, 
also in der neutralen Faser, ist die Spannung Null. Diese Faser ist also 
unbelastet. 

Aus der Tatsache, daß die Biegungsspannungen Längenänderungen 
hervorrufen, geht hervor, daß es sich um Normalspannungen handelt. 
Die Biegungsspannungen stehen also senkrecht auf dem beanspruchten 
Querschnitt. Da ferner die Längenänderung der einzelnen Fasern ihrem 
Abstand von der neutralen Faser verhältnisgleich ist, folgt unter Zu-
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grundelegung des HooKEschen Gesetzes, daß auch die Größe der Bie
gungsspannungen in dem untersuchten Querschnitt dem jeweiligen 

Oroclrspunnung 
Abb. 37. Biegungsspannungen 

im Rohrquerschnitt. 

Abb. 38. Räumliches Bild 
det Biegungsspannungen 

im Rohrquerschnitt. 

Abstand von der neutralen Faser verhältnis
gleich ist. Die Verteilung der Spannungen im 
Rohrquerschnitt ist in Abb. 37 als Schaubild 
gezeigt. Die räumliche Darstellung' ergibt 
ein Paar einander entgegengesetzt gerichtete 
"Zylinderringhufe" (Abb. 38). 

Die Biegungsspannungen sind dem Bie
gungsmoment verhältnisgleich, und es soll 
nachstehend ihre Größe in Abhängigkeit vom 
Biegungsmoment untersucht werden. 

Wir schneiden ein mit einem Biegungs
moment M belastetes Rohr durch. Dadurch 
wird das Gleichgewicht, welches vor dem 
Schnitt bestanden hat, gestört. Dieses Gleich
gewicht muß also wiedergewonnen werden, 
indem man in der Schnittfläche die Span
nungen als äußere Kräfte anbringt. 

In Abb. 39 ist ein Rohrquerschnitt dar
gestellt. Das Biegungsmoment Mb wirke in 
der durch die Rohrachse und y-Achse gehen 
den Ebene. Dann fällt 9-ie neutrale Ebene 
des Rohres mit der x-Achse und der Rohr

achse zusammen. In der Rohrfaser A wirke die größte positive Biegungs
spannung (Zugspannung), in der Rohrfaser 0 die größte negative (Druck-) 

Yt Spannung. Nach dem oben 
· Gesagten sind beide bis 

Abb. 39. Biegungsspannungen im Rohrquerschnitt. 

auf die Vorzeichen gleich 
groß. In der neutralen 
Ebene BD sind die Span
nungen Null. 

Diese Biegungsspan
nungen, die wir uns als 
äußere Kräfte auf den 
Querschnitt wirkend den
ken, bilden ein Moment, 
da sie in der oberen Rohr
hälfte als Zugspannungen 
(d. h. aus der Bildebene 
nach vorne) und in der 

unteren Rohrhälfte als Druckspannungen (also aus der Bildebene 
nach hinten) wirken. Man kann sich diese Zug- bzw. Druckkräfte 
zu je einer resultierenden Kraft P zusammengesetzt denken, deren 
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Angriffspunkt F im Abstand aj2 von der neutralen Ebene liegt. Dann 
bilden diese beiden resultierenden Kräfte P mit dem gegenseitigen 
Abstand a ein Moment P · a, welches dem äußeren Biegungsmoment M6 
das Gleichgewicht halten muß. 

Die Gesamtwirkung der als äußere Kräfte gedachten Biegungs
spannungen auf jede Rohrhälfte berechnet sich wie folgt. 

Es sei d I ein unendlich kleines Flächenelement des Rohrquerschnittes, 
welches durch den Winkel dq; und durch den Halbmesserteil dr ge
bildet wird 

d I = r · dq; · dr. 

Die Kraft, welche auf dieses Flächenelement wirkt, soll mit dP bezeichnet 
werden und ist natürlich von der an dieser Stelle wirkenden Spannung a 
abhängig 

d P = a · d f = a · r · dq; · dr. 

Die Größe der Spannung a geht aus dem rechten Teil der Abb. 39 
hervor, und zwar 

y r·sinrp 
a=a ·-=---·a. a ra ra a 

Der Abstand y stellt gleichzeitig den Hebelarm der Kraft d P in bezug 
auf die neutrale Ebene dar. 

Es ist also das Moment von d P 

dM=dP·y. 

Die Summe dieser Momente in bezug auf die neutrale Ebene x- x und 
zwar für beide Rohrhälften muß dem äußeren Biegungsmoment M6 
gleich sein, d. h. 

Mb = 2 · .};dM. 
Eingesetzt folgt 

dM = dP · y = a · r · dq; · dr · r · sinq; 
r • sinrp . 

= ra · aa · r · dq; · dr · r · sm q; 

=Ga ·r3 ·dr·sin2 q;·dq;. 
ra 

Integriert man von 0 bis n und von r i bis r a 

ra " 

M 6 = 2 j dM = 2 ~= j r3 • dr · j sin2 q; · dq; 
ri o 

2 Ga [ r4lr a . " = ra 4 ri · [-0,25 · sm (2q;) + 0,5 ·q;]0 

Ga r~- rt :n; :n; r~- rt 
=2-·---·-=-·---·a ra 4 2 4 ra a· 
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Daraus 

k.gfcma. (33) 

Den im Nenner stehenden Ausdruck bezeichnet man als das Wider
standsmoment des Rohrquerschnittes. 

oder 
:n; D'-d' 

W=32· D cms, 

wenn D =äußerer Rohrdurchmesser in cm 
und d =innerer Rohrdurchmesser in cm ist. 

(34) 

Da das äquatoriale Trägheitsmoment für den Rohrquerschnitt lautet 
:n; 

J = 64 (.D4-d4) cm4, 

kann man das Widerstandmoment W auch durch das Trägheitsmoment J 
ausdrücken, und zwar 

daraus folgt: 

2·J W--- cm3 - D , (35) 

Die größte an der Außenfaser des Rohres auftretende Biegungs
spannung ist 

(36) 

Will man die Biegungsspannung a in einer beliebigen anderen Rohr
wandfaser ermitteln, so muß man anstatt des äußerenRohrdurchmessersD 
den Durchmesser für die betreffende Faser einsetzen. An der Rohrinnen
wand mit dem Durchmesser d ist also die Biegungsspannung 

(37) 

Die Biegungsspannung wird entweder in k.gfcm2 oder meistens in 
kgfmm2 angegeben. Dann muß man die Gleichungen (36) und (37) 
noch durch 100 dividieren. 

2. Drehmoment und Drehspannung im Rohr. 
Wirkt ein Moment in einer zur Rohrachse senkrechpen Ebene, so 

entsteht ein Torsions- oder Drehmoment im Rohr (Abb. 40). 
Würde man an der Außenhaut des Rohres eine zur Rohrachse parallele 

gerade Linie ziehen, so wird diese Gerade beim Einwirken eines Dreh
moments auf das Rohr in eine Schraubenlinie übergehen. Die einzelnen 
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Querschnitte des Rohres werden also durch ein Drehmoment um einen 
bestimmten Winkel gegeneinander verdreht. Dieser Verdrehungswinkel 
ist dem Abstand der Querschnitte verhältnisgleich. 

Auch hier besteht eine neutrale Faser, und zwar fällt diese bei einem 
kreisrunden Rohrquerschnitt mit der Rohrachse zusammen. Da das 
Rohr einen Hohlzylinder darstellt, hat in diesem Fall die neutrale Faser 
nur eine theoretische Bedeutung, weil ja in der Rohrachse gar keine 
Materialfasern vorhanden sind. 

Ein Drehmoment ruft im Rohrquerschnitt 
Torsions- oder Drehspannungen hervor. 
Entsprechend den anfangs erläuterten Grund-
begriffen der Festigkeitslehre handelt es sich 
hier um Schubspannungen. Die Größe 
dieser Spannungen ist dem Verdrehungs
winkel und folglich dem Drehmoment verhält
nisgleich. 

,o 

I 

Abb. 40. 
Drehmoment am Rohr. 

Ein Drehmoment wird ebenso wie das Biegungsmoment durch das 
Produkt Kraft X Hebelarm dargestellt. Wirkt ein Kräftepaar, wie in 
Abb. 40 dargestellt, symmetrisch zur Rohrachse, so liegt der Fall reiner 
Drehbeanspruchung vor, und es treten also auch nur Drehspannungen 
im Rohr auf. 

Handelt es sich dagegen um eine Kraft P, die in der zur Rohrachse. 
senkrechten Ebene wirkt, jedoch die Rohrachse nicht schneidet, sondern 
einen Abstand a von ihr besitzt, so liegt der Fall 
einer gleichzeitigen Dreh- und Biegungsbeanspru
chung vor (Abb. 41). Man denke sich durch die 
Rohrachse, parallel zu P, zwei gleichgroße, einander 
entgegengesetzt wirkende Kräfte P' und P" ange
bracht. Das Gleichgewicht wird dadurch nicht ge
stört, wenn 

P=P' =P" 

Abb. 41. Gleichzeitige 
Dreh- und Biegungs
belastung am Rohr. 

ist. Dann bildet das Kräftepaar P und P' mit dem Hebelarm a ein 
Drehmoment 

Ma=P·a=P'·a 

und die zweite Kraft P" belastet das Rohr auf Biegung. 
Die durch die Verdrehung der einzelnen Rohrquerschnitte gegenein

ander hervorgerufenen Drehspannungen sind dem Abstand von der 
Rohrachse (neutrale Achse) verhältnisgleich. Das Spannungsbild sieht 
also so aus, wie in Abb. 42 oben dargestellt. Die größte Drehspannung 
(Schubspannung) wirkt am Außenrand des Rohrquerschnittes. 

Wir denken uns wieder ein durch ein Drehmoment Ma belastetes 
Rohr zerschnitten. Dann müssen die im Rohrquerschnitt wirkenden 
Behubspannungen dem äußeren Drehmoment das Gleichgewicht halten. 
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Auf das unendlich kleine Flächenelement d f = r · dcp · dr wirkt 
die Schubkraft 

dS = 7: • df = 7: • r · dcp · dr. 

Diese Schubkraft d S wirkt am Hebelarm r und erzeugt em Moment 

d M = d S · r = 7: • r 2 d cp · d r. 

Aus dem oberen Teil der Abb. 42 erkennt man, daß für die Schub
spannung 1: folgende Beziehung gilt: 

Diese eingesetzt 

r 
7: = 7:a. -. 

ra 

dM= Ta ·r3 ·dr·dcp. 
ra 

Die Summe aller Momente dM bezogen auf den gesamten Rohrquerschnitt 
muß also dem äußeren Drehmoment Md das Gleichgewicht halten, d. h. 

Abb. 42. Torsionsspannungen 
im Rohrqnerschnitt: 

ra 2n 

Md= j dM = ;:J r 3 • dr · j dcp 
ri o 

Ta r! - rt ~- rt :n; =-·---·2n=--·-·-r: ra 4 ra 2 a' 
·daraus 

Md 
7:a = -" -" . :n: ·ra -·ri 

2. ---;:;;-
(38) 

Der im Nenner stehende Ausdruck stellt 
nach Gleichung (34) das doppelte Wider
standsmoment des Rohrquerschnittes dar 

:n; ~-rt 4·J 
2 . ----r;;- = 2 . w = ---y)' 

d.h. 
Md Md·D 

7:a = 2 . W = ~ kgjcm2 • (39) 

Beim Vergleich der Gleichungen (36) und (39) erkennt man, daß bei 
gleich großen Momenten Mb =Md die Biegungsspannung doppelt so groß 
ausfällt, wie die Drehspannung. 

Bei ebenen Rohrsystemen treten allgemein nur Biegungsspannungen 
auf, während bei räumlichen Systemen in jedem Querschnitt sowohl 
Biegungs- als auch Drehspannungen wirken. Auf diesen Umstand 
wird bei der Behandlung räumlicher Rohrsysteme noch besonders ein
gegangen. 
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. 1. GrundbegrUfe der Berechnung. 
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Die Festigkeitsberechnung eines Rohrleitungssystems setzt sich 
zusammen: 

a) aus der Bestimmung der wirksamen Wärmedehnung (Zusammen
setzung der gedachten Wärmedehnung mit etwaigen tatsächlichen Ver
schiebungen der Festpunktenden); 

b) aus der Ermittlung der wirkenden inneren Kräfte des Systems 
auf die Festpunkte; 

c) aus der Berechnung der durch die Kräfte verursachten Biegungs
momente und Biegungsspannungen im Rohrquerschnitt; 

d) aus der Ermittlung der durch den Innendruck und durch den 
Temperaturunterschied in der Rohrwand bedingten Spannungen; 

e) aus der Berechnung der resultierenden Gesamtspannung. 
Als Grundlage für die weiteren Betrachtungen werden wir Unver

schieblichkeit der Auflager- in unserem Falle der Festpunkte
voraussetzen, was der Wirklichkeit tatsächlich sehr genau entspricht. 
(Die im Abschnitt A IV/4 erwähnten Verschiebungen berühren diese 
Annahme nicht, da diese Voraussetzung lediglich für die Entwicklung 
der Beziehungen für ein durch Wärmedehnung beanspruchtes Rohr
system gemacht werden soll.) 

Eine geringe elastische Formänderung der Festpunktbauarten ist 
unter der Wirkung der auftretenden Kräfte natürlich immer vorhanden. 
Die rechnerische Berücksichtigung dieses Umstandes würde aber die 
Ableitung· der Beziehungen außerordentlich verwickeln .. Wenn man 
dagegen die Unverschieblichkeit und vollkommene Starrheit der Auf
lager zugrunde legt, so begeht man einen sehr geringen Fehler, der zudem 
noch das Ergebnis nach der sicheren Seite hin beeinflußt. 

Ferner muß man zwei Arten des Auflagers oder Festpunktes unter
scheiden: 

a) Festpunkt, der zwar keine Verschiebung in irgendeiner Rich
tung, wohl aber eine Drehung bzw. Winkeländerung des Rohrendes 
zuläßt, im folgenden Gelenkfestpunkt genannt; 

b) Festpunkt, der weder eine Verschiebung, noch eine Drehung oder 
Winkeländerung des Rohrendes gestattet, im folgenden Einspannfest
punkt genannt. 

In Wirklichkeit entsprechen die im Rohrleitungsbau vorkommenden 
Festpunkte keiner der beiden genannten Arten vollkommen genau, denn 
es ist hier stets eine, wenn auch sehr kleine, elastische Formänderung 
des Festpunktes selbst zu erwarten. Streng genommen liegt also der 
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statische Wert eines wirklichen Festpunktes zwischen den beiden 
obengenannten Bedingungen. Man wird aber stets auf der sicheren 
Seite sein, wenn man diese geringe Formänderung vernachlässigt und 
die Bedingung unter b), d. h. den Einspannfestpunkt als gegeben ansieht. 

Der Festpunkt nach Bedingung a) ist zwar ausführbar (Kugelgelenk), 
hat aber nur geringe praktische Bedeutung und soll hier nur der Voll
ständigkeit halber und nicht zuletzt zum leichteren Verständnis der 
Ableitungen berücksichtigt werden. 

a) Ebene Bohrsysteme mit Gelenkfestpunkten. 

Die Grundgleichung, auf der alle Festigkeits- oder richtiger Elastizi
ätsberechnungen beruhen, ist die Gleichung der elastischen Linie: 

-----IV d2 y Mb 
dx2 = E ·J · (40) 

!I 
.Abb. 43. Rohrsystem mit Gelenkfestpunkten. 

Darin bedeuten 
Mb = Biegungsmoment, 
E = Elastizitätsmodul des 

Werkstoffes, 
J = äquatoriales Trägheits

moment. 
Auf diese Beziehung wird 

im folgenden noch Bezug ge
nommen. 

Es sollen zunächst die 
Zusammenhänge zwischen der 

Kraft und der zugehörigen Verschiebung für ein beliebig geformtes 
Rohrsystem gemäß Abb. 43 untersucht werden. Die Enden I und II 
steilen Gelenkfestpunkte dar. 

Da ein Gelenk kein Biegungsmoment übertragen kann, muß folglich 
die Kraft P in Richtung der beiden Gelenkfestpunkte wirken. 

Von den 4 Auflagergrößen . 
2 Kräfte P, 
2 Kraftrichtungen (Winkel cx) 

sind also die beiden letzten durch diese Überlegung bekannt, d. h. der 
Winkel cx läßt sich aus den äußeren Maßen des Systems sofort bestimmen 

tgcx = Yo. 
Xo 

Zerlegt man die Kraft P in zwei zueinander senkrecht stehende Kom
ponenten 

2 waagerechte Komponenten H, 

2 senkrechte Komponenten V, 
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so ist zwar deren gegenseitiges Verhältnis durch die gleiche Beziehung 

V Yo 
-H =tgoc=

Xo 

bekannt, nicht jedoch ihre absolute Größe. 
Im folgenden soll mit LI allgemein eine Verschiebung bezeichnet werden. 
In der nachstehenden Entwicklung werden unterschieden: 
LIHH =Verschiebung als Wirkung vonHin Richtung von H, 
LI HV = Verschiebung als Wirkung von H in Richtung von V 

und genau so für die Komponente V bzw. für die Hauptkraft P mit dem 
entsprechenden Index, 

LlpH= Verschiebung als Wirkung der Temperatur in Richtung von H 
usw. 

Es ist also z. B. 

LI TV = e · t · Yo 
und ebenso 

Wir denken uns also das System an einem Ende frei und lassen es sich 
infolge der Wärmedehnung ausdehnen. Das freie Ende 11 würde sich 
also in der Richtung der Verbindungslinie der Endpunkte um den 
Betrag Llpp verschieben. 

Jetzt wird-die Kraft P zur Wirkung gebracht und so groß gemacht, 
daß der Endpunkt 11 unter ihrem Einfluß seine ursprüngliche Lage 
wieder einnimmt, d. h. es muß (abgesehen vom Vorzeichen) 

Llpp =Lipp 
werden. 

Die Größe der Kraft P, die dieser Bedingung entspricht, ist zu 
ermitteln. 

In einem beliebigen Punkt des Systems mit den Koordinaten x und y 
(Abb. 43) herrscht das Moment 

M=P·a. 

Der Satz von CASTIGLIANO besagt: 
Die Verschiebung des Angriffspunktes einer Kraft ist der partiellen 

Ableitung der Formänderungsarbeit nach dieser Kraft gleich. 
Die Formänderungsarbeit der Längs- und Querkräfte ist im Verhält

nis zu derjenigen der Momente so gering, daß sie vernachlässigt werden 
kann. 

Die Formänderungsarbeit des Momentes ist 
l 

A = J 2 .~2.J ds, 
0 
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worin M ein Moment darstellt. Die partielle Ableitung der Formände
rungsarbeit nach der Kraft P ist 

l 
oA f 1 aMz 
oP = 2·E·J · aP ds 

0 
l 

1 /. aM = 2·E·J 2·M oP ds. 
0 

Die partielle Ableitung des Moments nach der Kraft P ist in diesem Fall 
aM 
aP =a, 

wobei E und J konstant sein sollen. 

l 
0 

Das Integral j a2 • ds stellt das auf die Kraftachse 
0 

Linienträgheitsmoment 

und daraus 

des Systems dar, d. h. 
p 

Llpp= E·J ·Jpp 

E·J·LJpp 
P= Jpp . 

P-P bezogene 

Setzt man jetzt nach der festgelegten Bedingung Llpp=LITP ein, so 
bekommt man endgültig 

E·J·LJTP E·J·s·t·lfxö+YÖ P= = . Jpp Jpp 
(41) 

Diese Beziehung führt zu folgender wichtigen Erkenntnis. 
Die Reaktionskraft eines beliebig geformten Systems beiderseits mit 

Gelenkfestpunkten wird durch das Produkt aus Elastizitätsmodul E, iiqua
toriales Trägheitsmoment J des Rohrquerschnittes und Wärmedehnung LITP 
in der Kraftrichtung, dividiert durch das auf die Kraftachse P-P be
zogene Linienträgheitsmoment Jpp, des Systems dargestellt. 

Für die Komponenten H und V gilt 

H=P·cosrx= E·J·~Tp·coscx 
PP 

und mit LI TP · cos rx =LI TH 

und ebenso 

H = E·J·LJTH = E·J·s·t·x0 
Jpp Jpp 

E · J · s·t· y0 

Jpp 

(42) 

(42a) 
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Für die praktische Anwendung soll an dieser Stelle eine gewisse 
Vereinfachung eingeführt werden, die die weitere Entwicklung wesent
lich erleichtert. 

Die einzelnen geraden Schenkel des Rohrsystems sollen nicht mittels 
gekrümmter Teile (Bogen), sondern mittels biegungssteifer Ecken 
miteinander verbunden sein. Auf diese Weise soll die Wärmedehnung 
allein durch die Biegung der geraden Rohrleitungsschenkel aufgenommen 
werden, und es können die einfachen Biegungsgleichungen gerader 
Träger angewandt werden. 

B 
Das Ergebnis wird durch diese Verein

fachung allerdings im ungünstigen Sinne be
einflußt, d. h. die Rechnung ergibt bei dieser A 
Annahme größere Werte für die Kräfte, als 
dieses in Wirklichkeit der Fall ist. -·--· 

In einem späteren Abschnitt wird gezeigt 
werden, auf welche Weise auch die Rohrbogen 
rechnungsmäßig berücksichtigt werden, und 

!X X 

Abb. 44. Linienträgheits· 
moment eines beliebigen 

Systems. 

welchen Einfluß sie auf die Größe der Kräfte und Spannungen ausüben. 
Nachstehend soll der Begriff des Linienträgheitsmoments erläutert 

werden. 

Das Linienträgheitsmoment stellt die Summe der Produkte 
aus den einzelnen Linienelementen mit dem Quadrat ihres jeweiligen 
Abstandes von einer irgendwie gewählten Bezugsachse dar. Nach Abb. 44 
ist also das auf die Achse x-x bezogene 
Linienträgheitsmoment eines Systems AB 
- im folgenden kurz Systemträgheits
moment genannt -

oder anders geschrieben 

B 
Jx = j y2·ds. (43) 

B 

i------ :r·---
Abb. 45. Linienträgheitsmoment 

einer Geraden. 

Für das statische Moment gilt- nebenbei bemerkt- die Beziehung 
(s. Abb. 44) 

B 

Mst= J y·ds. 
A 

(44) 

Betrachten wir jetzt eine Gerade AB von der Länge L (Abb. 45) und 
ermitteln für diese Gerade das Linienträgheitsmoment in bezug auf die 
Achse x-x. 
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B 

Jx = J dl· y2, 
A 

y = a + l· sinß, y2 = a2 + 2 al · sin ß + Z2 • sin2 ß 

eingesetzt 

L [ . [2 [3 ]L 
Jx= J (a2 + 2al· sinß + Z2 sin2 ß) ·dl = a2 ·l + 2a 2 · sinß+ 3 sin2 ß 

0 0 

Jx=a2L+a·L2.sinß+ ~3 ·sin2 ß. (45) 

In entsprechender Weise ergibt sich das Linienträgheitsmoment in bezug 
auf die Achse y-y. 

La 
Jv = b2 • L + b · L 2 • cos ß + -3- cos2 ß. (46) 

Hierzu einige Sonderfälle : 
a) ß =90°, d. h. die Gerade AB steht senkrecht zur Achse x- x. 

Dann ist 
· La l Jx = a2 . L + a . L2 + 3. 

Jil = b2·L. 
(47) 

b) ß=0°, d. h. die Gerade AB liegt parallel 
Abstand a von ihr. 

zur Achse x-x 1m 

(48) 

Im Gegensatz zum Linienträgheitsmoment, welches nur aui eine 
Achse (oder auf eine Ebene) bezogen wird, muß das Linienzentrifugal
moment auf zwei zueinander senkrechte Achsen bezogen werden. Es 
stellt die Summe der Produkte aus den einzelnen Linienelementen mit 
den beiden Abständen von einem irgendwie gewählten Achsenkreuz dar. 
Nach Abb. 45 ist also das Linienzentrifugalmoment der Geraden AB, 
bezogen auf die Achsen x-x und y-y 

B 

Jxv=jxy·dl, 

eingesetzt 
x=b+l·cosß, y=a+l·sinß, 

L 

Jxv = J (b + l · cos ß) (a + l · sin ß) · dl 
0 
L 

= J (ab+ b ·l· sinß + a ·l·cosß + l2 · sinß · cosß) · dl 
0 

[ l2 12 za ]L 
= a · b · l + b 2 sin ß + a 2 cos ß + 3 · sin ß cos ß 0 • 

L2 L2 La 
Jx y = a · b · L + b 2 sin ß + a 2 cos ß + 3 sin ß · cos ß. ( 49) 
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Wie man sieht, hat sowohl das Linienträgheitsmoment als auch das 
Linienzentrifugalmoment die Größe Länge hoch 3, d. h. z. B. cm3 oder m3 • 

Im Gegensatz hierzu hat das Trägheitsmoment einer Fläche stets die Größe 
Länge hoch 4, wie z. B. das Trägheitsmoment des Rohrquerschnittes. 

Diese Erkenntnisse sollen auf das in Abb. 46 dargestellte Rohrsystem 
angewandt werden. ____ V 

r- lr-----1 
Das Linienträgheitsmoment 

des Systems bezogen auf die 
Verbindungslinie der Endpunkte, 
d. h. bezogen auf die Kraftachse, 
ist unter Berücksichtigung der 
Gleichungen (45) und (46) 

Abb. 46. Winkelbogen mit Gelenkfestpunkten. 

Dann kann man für die gedachte Verschiebung L1 der Endpunkte in 
Richtung der P-Achse gemäß Gleichung (41) schreiben 

E. J. L1 = p . Jp_p 

P( Lf . 2 L~ 2 ) = - 3- sm q; + T cos q; • 

Die Verschiebung L1 ist identisch mit der Wärmedehnung des Systems 
in Richtung der Kraftachse, d. h. 

Mit 

daraus 

L1 =L1t=oc·yL~+Li. 

tg2tp 
sin2q; = 1 + tg2tp und 

p _ 3·E·J·r:x.. (I+tg2tp)· v'I+tg2tp 
- L~ tg2tp·(I+tgtp) 

und mit tg q; = L 2 : L 1 = n 
3·E·fr:x. (I+n2)·vi+n2 

P= L~ · n2.(l+n) kg, (50) 

Man kann auf dieselbe Art für die verschiedensten Rohrsysteme 
ähnliche Beziehungen ableiten. Wenn auch die Bedeutung der Rohr
systeme mit Gelenkfestpunkten vom praktischen Standpunkt aus gering 
ist, sollen nachstehend doch die Beziehungen für einige häufig vor
kommende Rohrformen unter Berücksichtigung von biegungssteifen 
Ecken angegeben werden. 

v. Jürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 5 
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Die allgemeine Beziehung für die Festpunktkraft lautet 
3·E·J·rx 

P = L2 · a kg (51) 
1 

und für ihre beiden 

Darin bedeuten: 

Komponenten 

3·E·J·rx 
H= L• 

1 

3·E·J·rx 
V= L2 

1 

. b kg (52) 

·C kg. (53) 

E =Elastizitätsmodul des Rohrwerkstoffes bei Betriebstemperatur aus 
Abb. 8 in kgjcm2; 

J = äquatoriales Trägheitsmoment des Rohrquerschnittes in cm4 aus 
Tabellen 14, 15 und 16; 

~ = s · t =Wärmeausdehnung des Rohrwerkstoffes bei Betriebstem
peratur t in ernfern (s aus Abb. 31); 

L 1, L 2, L 3 usw. = Schenkellängen in cm; 
a, b und c = veränderliche, vom Schenkelverhältnis n abhängige Fak

toren, die in der Tabelle 2 für verschiedene Rohrformen gegeben sind. 
In der Tabelle 2 ist noch ein Faktor q angegeben. Er dient zur 

Bestimmung der größten auftretenden Biegungsspll,nnung. 
Maßgebend für diese Biegungsspannung ist das größte Biegungs

moment, welches durch die Festpunktkraft P im Rohrsystem hervor
gerufen wird. Je größer der senkrechte Abstand der Kraft P von irgend
einem Punkt des Rohrsystems ist, um so größer ist dort das Biegungs
moment und folglich auch die Biegungsspannung. 

Bekanntlich ist außerdem 

worin W das Widerstandsmoment des Rohrquerschnittes und O'bmax die 
größte Biegungsspannung ist. 

Für das Widerstandsmoment des Rohrquerschnittes gilt nach 
Gleichung (34) die Beziehung 

:n:. (D4- d4) 2. J 
W = 32 · D = --rJ' 

daraus folgt 
Mbmax P·hmax·D 

O'b max = ------w-- = ~-2-.y- · 

Setzt man hier für P die Gleichung (51) ein, so erhält man 

3·E·D·r:t. hmax 
O'bmax= l00·L1 • 2·100·L1 ·a kgjmm2, 

worin der Ausdruck 
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Tabelle 2. Reaktionskräfte und Biegungsspannungen für ebene Rohr
systeme mit biegungssteifen Ecken und Gelenkfestpunkten. 

Form des Rohrsystems Faktoren a, b nnd c, sowie q 

a=(1+n2)~ 
n2(1+n) 

b = 1+nz 
n2(1+n) 

0 = _!j-_!IC_ 
n(l+n) 

1 + n2 

q= 200n(l+n) 

a = [na (1 + na)2] vn~ + (1 + ns)2 
· n~ (1 + n2-n2 n3 + n2 n~ + ni) 

b = n~ (1 + ns) + (1 + ns)3 

~(1 + n2-n2ns+ n2 n~+ ni) 
_ n~+ (1 +ns)z 

c- (1 2 3) ns +ns-nanz+nzna+na 
~+ (1 + ns)z 

[n~ + (1-nz)2] vn~+ (1-na)2 
a= n~(1+n2 +n2 n3 +n2 n~+nif 
b = n~ + (1- ns)z 

n2 (1 + n2 + n2 ns + n2 n~+ ni) 

ni (1- ns) + (1- ns)3 

0 = nH1 + n2 + n2 n3 + n2 n~+ni) 
n~ + (1- ns)a 

a=b= na+n,+n• 
2+3·n2 

c=O 

n2 +n4 +n5 

q = 200 (2 + 3 · n2) 

gesetzt wurde, so daß für die größte Biegungsspannung in der äußeren 
Faser des Rohrquerschnittes die Beziehung 

3·E·D·cx. 
O'bmax = 100. Ll . q kgfmm2 (54) 

5* 
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gilt. D ist der äußere Rohrdurchmesser in cm und q ein Faktor, der aus 
der Tabelle 2 zu entnehmen ist. 

Soll die Biegungsspannung an der inneren Rohrwandfaser ermittelt 
werden, so ist in die Gleichung (54) statt des äußeren Durchmessers D 
der innere Durchmesser d einzusetzen. 

Die im Rohrsystem infolge der Wärmedehnung auftretenden Biegungs
momente sind dem senkrechten Abstand der Kraft von dem jeweiligen 
Punkt des Systems verhältnisgleich. Aus Abb. 47 kann man entnehmen, 
daß dieser Abstand h in den Endpunkten des Systems Null ist, da die 
Kraft P infolge der Annahme von Gelenkfestpunkten durch diese hin
durchgehen muß. In den Gelenkpunkten ist also das Biegungsmoment 
M = 0 und folglich auch die Biegungsspannung ab = 0. 

Abb. 47. Biegungsmomente im Rohrsystem 
mit Gelenkfestpunkten. 

Von den Gelenkpunkten 
ausgehend steigt der senkrechte 
Abstand der Kraft linear bis 
zu seinem Höchstwert hmax 

an. Folglich steigen auch die 
Biegungsmomente und die die
sen verhältnisgleichen Bie
gungsspannungen linear bis 
zum Höchstwert an. 

Aus Abb. 47 kann man 
weiter erkennen, daß dort, wo 

die Kraft P das Rohrsystem schneidet, das Biegungsmoment wieder Null 
wird. Dort treten also auch kein!:l, Biegungsspannungen auf. Io. Abb. 47 
ist die Verteilung der Biegungsmomente für einen Z-Bogen dargestellt. 
Sinngemäß gilt diese Verteilung auch für die Biegungsspannungen. 

Im weiteren soll zwischen positiven und negativen Biegungsmomenten 
unterschieden werden, wobei allgemein folgende Regel gilt: ein Biegungs
moment ist positiv ( + ), wenn es die Achse des Systems nach unten 
wölbt, dagegen netativ (-), wenn es die Achse des Systems nach oben 
wölbt. 

Die Annahme von Gelenkfestpunkten hat an sich nur geringe Be
deutung, denn es gibt im Rohrleitungsbau keine Ausführungsbeispiele 
von Rohranschlüssen, die den Bedingungen eines Gelenkes in voll

kommener Weise genügen. Es wurde allerdings an früherer Stelle be
reits betont, daß auch die absolute Einspannung praktisch nie erreicht 

wird, weil eine ge"'isse Nachgiebigkeit auch bei scheinbar ganz starren 
Anschlüssen bzw. Festpunktbauarten besteht. 

Würde man die verhältnismäßig sehr einfache Berechnung unter 
Zugrundelegung von Gelenkfestpunkten anwenden, so käme man zu 
Ergebnissen, die nicht nur zu geringe Kräfte und Spannungen zeigen, 
sondern - und das ist das Wichtigere - diese Annahme ergibt eine 

falsche Spannungsverteilung im Rohrsystem. Die Erfahrung lehrt, daß 
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die Endpunkte des Rohrsystems (meistens Flanschanschlüsse) keineswegs 
frei von Biegungsspannungen sind. Im Gegenteil, viele Erscheinungen 
und eine große Anzahl praktischer Beobachtungen deuten darauf hin, 
daß die größten Biegungsspannungen gerade in den Endpunkten des 
Systems auftreten. Undichtigkeiten an einzelnen in der Nähe der Fest
punkte gelegenen Flanschverbindungen zeigen, daß dort zusätzliche 
Kräfte bzw. Momente auftreten, die- bei zu starren Rohrsystemen -, 
die Flanschenschrauben unzulässig hoch beanspruchen. 

Der Rohrleitungsverband (RV), Berlin, erwarb sich das Verdienst, 
die bei der Belastung von Rohrbogen auftretenden Kräfte an Hand von 
Versuchen näher zu prüfen1 . Diese Arbeiten werden als Vorversuche 
bezeichnet, denen weitere Versuche folgen sollten. Leider ist die Fort
setzung der Versuche bisher unterblieben. Aus den gewonnenen Er
kenntnissen geht jedoch eindeutig hervor, daß der statische Wert eines 
in der Praxis vorkommenden Festpunktes zwischen dem eines festen 
Gelenkes und einer festen Einspannung liegt. Die künstlich geschaffenen 
Versuchsbedingungen werden aber niemals die Verhältnisse in der Praxis 
so genau berücksichtigen können, wie es notwendig ist, um ein zahlen
mäßig auswertbares Urteil zu fällen. 

Die vom Verfasser gemachten Erfahrungen beweisen, daß die im 
Rohrleitungsbau vorkommenden Festpunkte der festen Einspannung 
wesentlich näher liegen, als dem festen Gelenk. Es ist daher auf jeden 
Fall richtiger, nicht mit dem festen Gelenk zu rechnen, sondern die- viel
leicht etwas zu sichere - feste Einspannung zugrunde zu legen. In der 
Praxis treten immer zusätzliche Umstände ein, z. B. Reibungswider
stände in den Auflagern, Rollenlagern usw., welche die idealen Annahmen 
der statischen Berechnung stören und somit zu weniger günstiger Be
triebsbedingungen führen, als sie der Rechnung zugrunde iagen. Die 
geringe überschüssige Sicherheit, die in der Annahme der festen Ein
spannung liegen mag, ist dadurch gerechtfertigt. 

Bevor wir zu der Untersuchung der Rohrsysteme mit fester Ein
spannung übergehen, soll noch ein Zahlenbeispiel durchgerechnet werden, 
welches später zum zahlenmäßigen Vergleich der Ergebnisse beider 
Rechnungsarten herangezogen werden kann. 

Beispiel 5. Das in Abb. 48 dargestellte Rohrsystem (Z-Bogen) 
arbeitet bei 40 atü 450° C. Rohr 216 X 7,5 mm aus einem (Cu)-Mo-Stahl. 
Die Festpunkte seien als feste Gelenke angenommen. 

Aus Abb. 8 E = 1,83 · 106 kgjcm2 bei 450° C und aus Abb. 31 
c; = 14,76 · 10-6 cmjcm° C bei 450° C daraus 

ct. =s · t = 1~,76 · 10-6 • 450 · 100 =0,664 cmjm. 

1 Temperaturänderung und Rohrleitungsbeanspruchung. Arch. Wärmew. Bd. 15 
(1934) s. 295. 
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Die Schenkelverhältnisse sind nach Abb. 48 

L 2 6 
n2= Ll =w=0,6, 

L3 4 
n3 = L; = 10 = 0,4. 

Aus der Tabelle 2 folgt dann für den z.Bogen 

(0,36 + 1,42). yo;36+1,42 2,32. 1,524 
a = 0,36 · (1 + 0,6-0,24 + 0,096 + 0,064) = 0,36 · 1,52 = 6,45' 
b = 0,36. 1,4 + 2,746 3,25 

0,36. 1,52 0,547 = 5,94' 
0,36 + 1,96 2;32 

c = 0,6. 1,52 = 0,912 = 2•55 ' 
c 2,55 

q = 200 = 200 = 0,01275, 

3 · E · J · a. 3 · 1,83 · 106. 2660 · 0,664 
100. LT = 100. 100. 104 = 97. 

Bei 50% Vorspannung 
darf also nur die Hälfte 
eingesetzt werden, d. h. 
48,5 daher 

p = 48,5 . 6,45 = 313 kg 
H = 48,5 · 5,94 = 288 kg 
V = 48,5 · 2,55 = 124 kg 

Abb. 48. Rohrsystem in Z-Form mit Gelenkfestpunkten. undfürdiegrößteBiegungs-
spannung im Punkt II 

3. E · D · a. 3 · 1,83 · 106 • 21,6 · 0,664 _ 787 
100 · L 1 100 · 1000 - ' 

oder bei 50% Vorspannung 393,5, daher 

ab= 393,5 · 0,01275 = 5,15 kgjmm2. 

Durch den Innendruck werden in der Rohrwand die folgenden Span
nungen erzeugt, die man aus Abb. 16 für ein Verhältnis z=7,5:201 = 
0,0373 ablesen kann 

at. = 0,1395 · 40 = 5,58 kgjmm2, 
t 

a1 = 0,1295 · 40 = 5,18 kgjmm2, a 
aa = 0,0645 · 40 = 2,58 kgjmm2. 

Die axiale Langsbeanspruchung aa ist gedau so gerichtet wie die 
Biegungsspannung ab. Folglich müssen sich diese Spannungen algebraisch 
summieren. 
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Die größte Längsspannung ist also 

O"m.ax =ab+ O"a = 5,15 + 2,58 = 7,73 kgjmm2 • 

Demgegenüber ist die tangentiale Beanspruchung ati ohne Bedeutung, 
da sie wesentlicher kleiner ist. 

Bei 12 kgfmm2 Dauerstandfestigkeit ist die verbleibende Sicherheit 
nach dieser Rechnungsart 

s = 12:7,73 = 1,55. 

In einem späteren Abschnitt wird zum Vergleich das gleiche Rohr
system unter der Annahme von Einspannfestpunkten durchgerechnet. 

b) Ebene Rohrsysteme 
mit Einspannfestpunkten. 

Es sei ein beliebig geformtes Rohr
system nach Abb. 49 gegeben, dessen 
beide Enden fest eingespannt sind. 
Durch Temperaturänderung sucht das 
System sich auszudehnen. Die Wärme
dehnung sei LI T = rx · V x~ + y~ und somit 
die Komponenten der Wärmedehnung 

horizontal LI T H = rx · X0 , 

vertikal LI TV = rx · Yo · 

Abb. 49. Rohrsystem mit Einspannfest
pnnkten. 

Für die Untersuchung wird ein auf der ganzen Länge gleichbleibendes 
äquatoriales Trägheitsmoment J zugrunde gelegt. 

Die eine der beiden Einspannungen wird ersetzt durch eine horizontale 
Kraft H, eine vertikale Kraft V und ein Moment M 0 (Einspannungs
moment). 

Dann ist das Biegungsmoment in einem beliebigen Punkt des Systems 
mit den Koordinaten x und y gegeben durch 

M= V·x-H·y+M0 • 

Die partielle Ableitung des Moments nach der Kraft ist 

oM 
oV = x; 

oM 
oH =-y; 

oM 
oM = 1. 

0 

Nach dem Satz von ÜASTIGLIANO ist: 
Die Verschiebung des Angriffspunktes einer Kraft ist der partiellen 

Ableitung der Formänderungsarbeit nach dieser Kraft gleich. 
Die Formänderungsarbeit der Längs- und Querkräfte ist im Ver

hältnis zu derjenigen der Momente so gering, daß sie vernachlässigt 
werden kann. 
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Die Formänderungsarbeit ist 
L 

A = J _ __!!:__ · ds 2·E·J 
0 

und, wenn E und J Festwerte sind 

L 

L 

1 1M2 A = E·J · 2 ·ds. 
0 

Die Verschiebung in der horizontalen Richtung ist also 
L 

oA 1 J oM Llii = oH =]J--:y· M oH ds 
0 

L 

= E~J·J(V·x-H·y+M0)(-y)·ds 
0 

L L L 

= E~J [v· j(-x·y)ds-H· j(-y2)ds+M0 j(-y)ds] 
0 0 0 

L L L 

= E~J[H·j y2 ds-V·jxy·ds-M0 }y·ds]. 
0 0 0 

Es bedeuten: 

J y 2 • ds = J x = Trägheitsmoment des Systems bezogen auf die x-Achse, 
0 

L 

/ xy·ds = Jxy= Zentrifugalmoment des Systems bezogen auf die x-und 
0 y-Achse, 

L 

j y · ds = M 8 x= statisches Moment des Systems bezogen auf die x-Achse. 
0 

In gleicher Weise folgt: 
L L 

oA 1 J aM 1 J Llv=av= E·J· M oV ds= E·J· (V·x-H·y+M0)·x·ds 
0 0 

L L L 

= E~J [v· jx2 ds-H· jxy·ds+M0 • Jx·ds]. 
0 0 0 

Darin bedeuten: 
L 

Jx 2 ds- .1 - y 
0 

L 

Trägheitsmoment des Systems bezogen auf die 
y-Achse, 

j x ds = M"y = statisches Moment des Systems bezogen auf die 
o x-Achse. 
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Die Verschiebung durch das Einspannmoment ist Null, daher 
L L 

1 J BM 1 J 0= E·J M BMo ·ds= E·J · (V·x-H·y+M0 )ds 
0 0 

L L L 

= E~J- [v · J x·ds-H· J y·ds + M 0 ·Jas]. 
0 0 0 

Daraus folgen die drei allgemeinen Elastizitätsbedingungen: 

E. J ·LlH = H. Jx- V. Jxy-Mo ·Msx· 

E · J Ll v = V · Jv- H · Jx y + M0 • .ßf. y. 
0 = V·M8 y-H·Msx+M0 ·L. 
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(I) 

(II) 

(III) 

Der Wichtigste Satz der statischen Berechnung geht aus der Glei
chung (III) hervor, nämlich 

Mo =H~x- VM2-· 

Das statische Moment, dividiert durch die Länge des Systems, stellt den 
Schwerpunktsabstand von der betreffenden Achse dar, d. h. 

M 0 = H · 'YJ- V·~. 

Diese Beziehung besagt, daß bei beiderseitiger Einspannung die Kräfte H 
und V durch den Schwerpunkt des Systems gehen müssen. 

Das ist die Grundlage aller weiteren Berechnungen. 
Setzt man in den Ausdrücken M 0 • M8 x und M0 • M8 y diese Be

ziehung für M 0 ein, so bekommt man: 

Mo·M.x =H ·Msx''YJ- V ·Msx'~ 
und 

Andererseits ist 

Msx 
-L-='YJ, daher Msx''YJ =rJ2.L, 

Msy -I: L - ~, daher M8 Y • ~ = ~2 • L, 

Aus obigem folgt ferner 

und 

Setzt man diese Ausdrücke m die Elastizitätsgleichungen (I) und 
(II) ein: 

E · J · Ll H = H · Jx- V · Jx y- H · rJ2 • L + V · 'YJ · ~ · L, 

E ·J ·Llv =V ·Jv-H ·Jxv- V ·~2 ·L + H ·n ·~ ·L; 
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andererseits ist: 

H·Jx-H ·'YJ2 ·L =H· (Jx-'YJ2 ·L) =H·Jxs• 
V·Jx 11 - V·'YJ·e·L= V·(Jx 11 -'YJ·e·L) = V·Jxvs• 
V· J11 - V ·e2 ·L =V· (J11 -e2 ·L) =V ·Jvs· 

Die Werte Jx 8 , J118 und Jx 118 stellen nichts anderes dar, als Trägheits
bzw. Zentrifugalmomente des Rohrsystems bezogen auf die durch den 
Systemschwerpunkt gehenden Achsen X 8 und Ys· 

Damit lauten die Elastizitätsgleichungen für ein beiderseits einge
spanntes Rohrsystem: 

(I) 
(II) 

E·J·LJH =H·Jxs- V·Jxvs• 

E · J·L1v =V· Jvs-H · Jzvs· 

Diese Beziehungen ergeben den wichtigen Satz: 

(55) 

(56) 

Für die Ermittlung der Festpunktkräfte bei beiderseits eingespannten 
Rohrsystemen müssen die Systemträgheitsmomente bzw. Zentrifugalmomente 
auf die Schwerpunktsachsen bezogen werden. 

Aus diesen Gleichungenfolgt mit.LJH=e · t · x0 und.Ltv =e · t · y0, wenn 
man die Schenkellängen in m und somit die Trägheits- bzw. Zentri
fugalmomente in m3 einsetzt 

(57) 

(58) 

Die Vorzeichen gelten, wenn die Wärmedehnungen L1 H und L1 v entgegen 
den Kraftrichtungen wirkend eingesetzt werden. 

Berechnungsbeispiele sind im Abschnitt II/3 gegeben. 

c) Ebene Rohrsysteme einerseits eingespannt, 
andererseits mit Gelenldestpunkt. 

Der Vollständigkeit halber seien auch solche Systeme untersucht, 
die einerseits einen Einspannfestpunkt und andererseits einen Gelenk
festpunkt haben, wenn sie auch praktisch nicht vorkommen dürften. 

Denkt man sich in Abb. 49 das Rohrende II als Gelenkfestpunkt 
ausgebildet, so ist M0 = 0. 

Die Elastizitätsgleichungen erhalten somit folgende Form: 

E·J·LIH=H·Jx- V ·Jx 11 

E·J·L1v= V·J11 -H·Jx 11 

0 = V·M, 11 -H·Msx. 

(I) 

(II) 

(III) 
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Dividiert man die Gleichung (III) durch die Länge L des Systems, 
so wird 

oder 

Das beweist, daß die Kräfte durch den Gelenkfestpunkt gehen müssen, 
da dort nur dann kein Moment auftritt .und obige Bedingung erfüllt ist. 

Aus den Gleichungen (I) und (II) folgt 

H- .!!_:_:!__ • L1n · Jy + L1v · Jzy in kg 
- lOB Jz.Jy-J~y 

(59) 

V _ E·J. L1v·Jz+L1n·Jzy 
- lOB Jz·Jy-J'iy 

in kg, (60) 

wobei die Schenkellängen in m und somit die Trägheits- bzw. Zentri
fugalmomente in m3, alles andere in cm bzw. kg eingesetzt werden. 

In diesem Falle, d. h. bei einem einerseits eingespannten andererseits 
mit Gelenkfestpunkt versehenen System, werden die Linienträgheits
momente Jz und JY und das Zentrifugalmoment Jzy des Systems auf 
die durch den Gelenkpunkt gehenden Kraftachsen bezogen. 

Die Gesamtkraft P ist nach Größe und Richtung gegeben durch 

P=VH2+ V2. 

Sie geht also nicht durch den Schwerpunkt des Systems. 
Zum Vergleich lösen wir die Gleichungen (I) und (II) für das beider

seits eingespannte System nach Hund V auf. Man erhält nach einigen 
Umformungen 

H _ E· J· (L1n·Jy+ Llv·Jzy) + L· (rrJy-~·Jzy) ·Mo 
- IOB(Ja;·Jy-J'iy) 

V= E·J· (L1v· Jz+ L1n·Ja:y) + L ·(rrJa:y-~·Ja:) ·M0 • 

I06(Ja;· Jy -Jiy) 

Vergleicht man diese Beziehung für ein beiderseits eingespanntes 
Rohrsystem mit den Gleichungen (59) und (60) eines nur einerseits 
eingespannten und andererseits mit Gelenkfestpunkten versehenen Rohr
systems, so stellt man fest, daß sie bis auf einen im Zähler stehenden 
Summanden miteinander übereinstimmen. Dieses zusätzliche Glied kann 
nun bei bestimmten Systemformen negativ werden, und zwar wenn 

'YJ"Ju <~·Ja:y 
bzw. 

'YJ"Jxy<~·Jz 

ist. In diesem Falle werden die Kräfte bei einem beiderseits eingespannten 
System kleiner sein, als bei dem nur einerseits eingespannten. 
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Es sei nachstehend das Beispiel gemäß Abb. 50 durchgerechnet. 

Beispiel 6. Für einen einerseits eingespannten Z-Bogen, wie schon 
im letzten Beispiel 5 durchgerechnet, sollen die gleichen Abmessungen 
und Betriebsverhältnisse zugrunde gelegt werden. 

Rohr 216 X 7,5 mm aus (Cu)-M-Stahl für 40 atü 450° C 

E = 1,83 · 106 kgjcm2 bei 450° C 

8 = 14,76 · 10-6 ernfern o C bei 450° C 

daraus IX= 8 • t = 14,76 · 10-6 • 450 · 100 = 0,664 cmjm. 

Abb. 50. Z·Bogen einerseits mit Gelenkfestpunkt. 

Das Trägheitsmoment des Systems bezogen auf die x-Achse ist 

1 1 
Jx = -3 L~ +La· L~ = 3 216 + 4 · 36 = 216 ma 

und dasselbe auf die y-Achse bezogen 

1 1 
JY = 3 L~ + L 2 ·Li + 3 L= + Li · L1 + La ·Li 

1 1 
= -3 · 1000 + 6 · 100 + 3 · 64 + 16 · 10 + 4 · 100 = 1514,67 ma. 

Das Zentrifugalmoment ist 

1 1 
Jx y = 2 Li · L1 + L 2 • L1 • 0 + 2 L~ · L 2 + La· L 2 • L1 

1 I 
= 2 · 36 · 10 + 0 + 2 · 16 · 6 + 4 · 6 · 10 = 468 ma. 

Bei 50% Vorspannung sind die Dehnungskomponenten 

I 
L1H = 2 'IX (L1 +La)= 0,5 · 0,664 ·14 = 4,65 cm, 

L1v = ! 'IX· L 2 = 0,5 · 0,664 · 6 = 1,99 cm. 

Mit einem Rohrträgheitsmoment J =2660 cm4 werden diese Werte in 
die Gleichungen (59) und (60) eingesetzt. 
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H _ 1,83 · 106 · 2660. 4,65 · 1514,67 + 1,99 · 468 = 359 k 
- 106 216 · 1514,67-4682 g 

V - 1,83. lQS. 2660. 1,99. 216 + 4,65. 468 - 117 k 
- lQS 216' 1514,67-4682 - g 

p = V H 2 + V2 = 378 kg. 

Der Vergleich mit' dem für einen beiderseits mit Gelenken ausgeführten 
Z-Bogen gemäß dem vorigen Beispiel (Abb. 48) zeigt, daß die Kräfte P und 
H größer sind, V dagegen in diesem Falle um ein geringes kleiner ausfällt. 

Jetzt müssen die Kräfte am Gelenkfestpunkt maßstäblich auf
getragen werden, um die Richtung von P zu ermitteln. 

Die Abstände der einzelnen Punkte des Systems von der Kraftlinie P 
geben die Größe des dort herrschenden Biegungsmoments an: 

im Punkt I: Mb, = P·O =0, 
im Punkt II: Mb, = P ·h2 = 378 · 312 = 118000 cmkg, 
im Punkt III: Mb, = P · h3 = 378 · 264 = 99800 cmkg, 
im Punkt IV: Mb, = P · h4 = 378 · 140 = 52900 cmkg. 

Das größte Moment ist also im Punkt II. Dort herrscht eine Biege-
spannung 

_ Mb · D _ 118000 · 21,6 _ 2 
ab max - 200 . J -- 200. 2660 - 4, 79 kgfmm . 

Die Biegungsspannung ist hier also, trotz der größeren Kraft P, kleiner 
als bei dem gleichen Z-Bogen mit beiderseitigen Gelenkfestpunkten. 
Das kommt daher, daß der Abstand hmax irrfolge der verlagerten Kraft
richtung kleiner geworden ist. Es kann aber ebensogut auch der um
gekehrte Fall eintreten, da die Form des Systems einen wesentlichen 
Einfluß auf diese Verhältnisse ausübt. 

d) Zusammenfassender Vergleich der bisherigen Annahmen. 

Wie schon betont wurde, trifft die Annahme von Gelenkfestpunkten 
im Rohrleitungsbau praktisch nicht zu. Sie führt daher auch zu grund
legend falschen Ergebnissen. Der Fehler in der Größenordnung der 
Kräfte und Spannungen ist nicht so sehr ausschlaggebend, wie die 
unbedingt irreführende Verteilung der Momente und Spannungen. Gerade 
letzteres spielt häufig eine wesentliche Rolle bei der Festlegung der 
Lage der Schweißnähte, die möglichst keinen oder nur geringen Biegungs
spannungen ausgesetzt werden sollten. Daher ist die Kenntnis der 
Spannungsverteilung für den entwerfenden und ausführenden Ingenieur 
von größter Bedeutung. Man sollte sich also nicht durch die etwas 
bequemere Rechnungsweise dazu verleiten lassen, die Annahme von 
Gelenkfestpunkten zugrunde zu legen, es sei denn für ganz grobe Über
sr hlags berechnungen. 
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Die andere Annahme und zwar für die beiderseitige feste Einspannung 
der Enden des Rohrsystems (Einspannfestpunkte) liegt nach den Er
fahrungen des Verfassers den tatsächlichen Verhältnissen sehr nahe. 
Der geringe - wenn überhaupt vorhandene - Fehler beeinflußt das 
Ergebnis der Berechnung nach der sicheren Seite. Der wichtigste Vorzug 
dieser Annahme liegt aber in der wirklichkeitsgetreuen Wiedergabe der 
Spannungsverteilung. 

Bei genauen Berechnungen soll man also grundsätzlich nur Einspann
festpunkte zugrunde legen. Der Mehraufwand an Rechenarbeit wird 
durch die Genauigkeit derselben mehr als wettgemacht, so daß man mit 
den geringstmöglichen Sicherheitszahlen auskommen kann. 

Die dritte Annahme - einerseits Einspannung, andererseits festes 
Gelenk - hat nur theoretische Bedeutung. Ihr haften die gleichen 
Mängel an, wie der ersten Annahme, wenn auch nicht überall in 
gleichem Maße. Eine Rechnungserleichterung bringt sie nicht. 

Die grundlegenden Auswirkungen der drei Annahmen seien hier 
nochmals zusammengefaßt. 

I. Beiderseitige Gelenkfestpunkte : 
Die Reaktionskraft geht durch beide Gelenkfestpunkte; dadurch ist 

ihre Lage und Richtung gegeben. Ihre Größe ist aus den Gleichungen (41) 
und (42) zu ermitteln. 

Das Linienträgheitsmoment des Systems wird auf die Hauptkraft
achse (Gelenkverbindungslinie) bezogen. 

2. Einerseits festes Gelenk, andererseits feste Einspannung: 
Die Reaktionskraft geht durch den Gelenkfestpunkt; ihre Größe und 

Richtung ist durch die beiden aus Gleichungen (59) und (60) zu er
mittelnden Kraftkomponenten gegeben. 

Die Linienträgheits- und Zentrifugalmomente des Systems sind auf 
die mit den Kraftkomponenten zusammenfallenden Achsen zu beziehen. 

3. Beiderseits Einspannfestpunkte: 
Die Reaktionskraft geht durch den S eh Werpunkt des Systems; 

ihre Größe und Richtung ist durch die beiden aus den Gleichungen (57) 
und (58) zu ermittelnden Kraftkomponenten gegeben. 

Die Linienträgheits- und Zentrifugalmomente des Systems sind auf 
ein den Kraftkomponenten paralleles Achsenkreuz mit dem Ursprung 
im Systemschwerpunkt zu beziehen. 

Die im vorausgegangenen Teil der Erläuterungen zugrunde gelegte 
Annahme von biegungssteifen Ecken bringt tatsächlich eine große Ver
einfachung der Berechnung mit sich. Der dadurch begangene Fehler ist 
um so kleiner, je kleiner das Verhältnis der gebogenen Rohrteile zu der 
Länge der geraden Schenkel eines Systems ist. Bei normalen Netz
leitungen ist dieses Verhältnis zumeist nicht sehr groß, so daß diese 
Vereinfachung dort ohne große Fehler zulässig ist. 
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Bei den verhältnismäßig kurzen Verbindungsbogen, z. B. zwischen 
Wasserabscheider und Turbine führt diese Annahme aber schon zu sehr 
erheblichen Fehlern. Dort müßte also der Einfluß der Bogen berück
sichtigt werden. 

Vollkommen unzulässig ist die Annahme biegungssteifer Ecken bei 
reinen Dehnungselementen, wie z. B. bei Lyrabogen, die fast nur aus 
gebogenen Rohrteilen bestehen. Der hier begangene Fehler wird im 
nächsten Abschnitt an Hand eines auf Versuchsergebnissen aufgebauten 
Beispiels näher erläutert. 

2. Biegungsverhältnisse im gekrümmten Rohr. 
a) Theorie der gekrümmten Träger. 

In den vorhergehenden Abschnitten wurde bei der Untersuchung der 
Spannungsverhältnisse in einem durch ein Biegungsmoment belasteten 
Rohr stets angenommen, daß die neutrale Achse mit der Symmetrie
achse des Rohres zusammenfällt. Diese Voraussetzung trifft jedoch nur 
für gerade Rohre, nicht aber für gebogene Rohre zu. 

Infolge der Krümmung des Rohres findet eine Verschiebung der 
neutralen Achse in Richtung des Krümmungsmittelpunktes statt. Je 
kleiner der Krümmungshalbmesser R im Vergleich zu den übrigen Ab
messungen des Rohres ist, um so größer ist die Verschiebung der neutralen 
Achse. 

Die allgemeine Gleichung für die Biegungsspannung in einem ge
krümmten Rohr (kurz Bogenrohr) lautet 

Mb r Mb 
a= F·R± R+r. x·F·R' 

wenn nur reine Biegung berücksichtigt wird. 

Darin bedeuten 

Mb = Biegungsmoment, 

F = :rr; (r~- rl) = Querschnittsfläche des Rohres, 

R = Biegungshalbmesser des Bogenrohres, 

r =beliebiger Rohrhalbmesser zwischen ri und ra, 

x =- ~ · j R ~ y dF. 

Für ein Bogenrohr gilt für x die Beziehung 
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In Abb. 51 ist " für die i:p1 Rohrlei,tungsbau normalerweise vor
kommenden Abmessungen in Abhängigkeit vom Querschnittsverhältnis 
z = df8 für verschiedene Krümmungsverhältnisse (! = Rjd aufgetragen, 

4010 

f.l018 

I\ 

\ 
0,016 

k'-!--9 
t---

wobei d = 2 · r i = Innendurchmesser 
des Rohres und 8 = Wandstärke ist. 

t I.J012 1\.. 

Die größte Biegungsspannung 
tritt bei r =ra auf, und zwar auf 
der Außenseite der Krümmung als 
Zugspannung ( + ), auf der Innen
seite der Krümmung als Druck
spannung (-). 

;e 
4010 

qOQII. 

r--...._ q. . 

"'" '1'--... 

10 

S' 

l.c> 

15 20 25 30 35 
z--f,--

Abb. 51. Wert " für gebogene Rohre. 

Die Spannungskurve a = f (r) 
ist in diesem Falle keine Gerade 
mehr, wie bei einem geraden Rohr, 
sondern eine Hyperbel. Aus Abb. 52 
ersieht man, daß die Spannungs
kurve die Nullinie erst unterhalb 

1/() der Rohrachse schneidet. Außer
dem erkennt man, daß die größte 
Zugspannung kleiner ist als die 
größte Druckspannung. 

Die vorhin angegebene Beziehung für a=f(r) kann für die äußersten 
Rohrfasern (r = r a) wie folgt umgeformt werden, wobei wieder z = d: 8 und 
(! =R: d sind 

Mb [ z2 z (z + 2) ] 
ab = (i3 n (z + I)· n ± [ ( 2 )] · " e 2e± 1+-z n(z+l)·x 

----='+...., Die +-Zeichen gelten für die größte Zug-
spannung auf der Außenseite, die --Zeichen 
für die größte Druckspannung auf der Innen
seite des Bogenrohres. In Abb. 53 wurde der 
Wert in der eckigen Klammer in Linienform 
als Funktion von z und (! aufgetragen. Die 
gestrichelten Linien gelten für die. (negative) 
Druckspannung, die ausgezogenen Linien für die 
(positive) Zugspannung. Dazwischen liegt die 
für ein gerades Rohr ((! = oo) geltende größte 

Abb.52. Spannungsverteilung BiegungsspannungszahlB. Mit Abb. 53 ist also 
im Querschnitt eines gebogenen 

Rohres. 
(61) 

Rechnet man also nach den Beziehungen für gerade Träger (Linie 
(! = oo), so macht man z. B.. bei einem normalerweise vorliegenden 
Krümmungsverhältnis (! = 4,5 einen Fehler von rd. 7%. Hierbei erhält 
man zu hohe Zugspannungen auf der Außenseite und zu geringe Druck-
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spannungen auf der Innenseite der Krümmung. 
diesen Umstand nicht berücksichtigen, indem 

Gewöhnlich wird man 
man die bequemeren 

Beziehungen für gerade 55 

/v~'/; r; Rohre benutzt und den be-
gangenen geringen Fehler in 
der Bestimmung der maß
geblichen Zugspannung als 
zusätzliche Sicherheit bucht. 

b) Querschnittsabplattung 
und KARMANsche Zahl. 

Die übliche Eiegongs
theorie setzt voraus, daß der 
Querschnitt des gebogenen 
Körpers unverändert bleibt. 
Diese Voraussetzung trifft 
bei Bogenrohren um so 
weniger zu, je dünner die 
Wand im Verhältnis zum 
Durchmesser ist, und je 
kleiner der Eiegongshalb
messer ist. Auf diese Ver
hältnisse hat als erster 

~-9. ~/1 ~ I I, 
50 

// ~ -oo 
// 

/ 
I? ~ 

/~~ 
~ I?' , 

~~~ I. r 
I. ~ ~ 

)f" , 
~ 

15 

10 

5 

0 5 10 15 20 25 .JO .JS '10 '15 
z-f 

Abb. 53. Wert B für Berechnung der Biegungsspannung 
in den Außenfasern eines gebogenen Rohres 

nach Gleichung (61). 

TH. v. KA.RMAN1 hingewiesen und durch seine Untersuchungen die außer
ordentlich großen Unterschiede zwischen den gemessenen und berech
neten Federungen von Lyra
ausgleichern erklärt. 

Zum besseren Verständ
nis der Zusammenhänge ist 
es zweckmäßig, die KARMAN
sehen Überlegungen in et
was abgeänderter Form ab
zuleiten. 

Aus Abb. 54 erkennt 
man, daß die parallel zur 
Achse des Bogenrohres ge
richteten Biegungsspannun
gen radial gerichtete Span
nungskomponenten hervor
rufen, die bei einem Bie

Abb. 54. Formänderung des Querschnittes 
eines auf Biegung beanspruchten Bogenrohres. 

gungsmoment, welches die Krümmung zu vergrößern sucht, die äußere 

1 KARMAN, TH. v.: Über die Formänderung dünnwandiger Rohre, insbesondere 
federnder Ausgleichrohre. Z. VDI Nr. 45 (1911) S. 1889. 

v. Jürgensoun, Elastizität und Festigkeit. 6 
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und innere Rohrwand gegen die neutrale Achse zusammendrücken, und 
umgekehrt. Es tritt also unter der Einwirkung der Biegungsspannungen 
eine Abplattung des Rohrquerschnittes ein (s. Abb. 54 rechts). Dieses 
hat zur Folge, daß dem Verbiegen des Rohres um ein gewisses Maß 
weit geringere Spannungen und ein kleineres Biegungsmoment ent
sprechen, als man in der normalen Biegungstheorie voraussetzt. 

Bei der Ableitung seiner Beziehungen wendet KARMAN nicht die 
Theorie der dünnen Schalen an, da diese zu sehr verwickelten und für die 
Praxis wenig brauchbaren Ergebnissen führen würde, sondern er leitet 
die wahrscheinliche Verzerrung des Rohrquerschnittes aus dem Satz vom 
Minimum der Formänderungsarbeit ab. 

Es sei ein Bogenrohr mit dem ursprünglichen. Winkel IX gegeben. 
Unter der Wirkung eines Biegungsmomentes Mb wird sich der 

Winkel IX und .diX vergrößern, so daß der Endwinkel IX+.diX entsteht. 

Abb. 55. Quer
schnittsabplattung eines 

beanspruchten Bogenrohres. 

Die Winkeländerung .diX umfaßt also sowohl 
diejenige, die der Längsdehnung der Fasern ent
spricht, als auch die zusätzliche Winkeländerung 
LI ß, die durch das Verzerren des Rohrquerschnittes 
infolge der Abplattung bedingt ist. 

Dieser Gesamtwinkeländerung .diX entspricht 
eine scheinbare Längsdehnung 

Z2-Z1 [(y+R)cx.+y·Licx.]-(y+R)cx. 
el=-z~l.-= (y+R)cx. 

y LI cx. 
= y + R ---r;:- . 

Im VerhältniszuR ist y sehr klein und kann daher im Nenner ohne 
wesentlichen Fehler vernachlässigt werden, daher 

y LI cx. 
el = R ---r;:-. 

Die scheinbare Gesamtdehnung besteht aus zwei Teilen: 
l. Aus der wirkÜchen Längsdehnung e~ der Fasern, hervorgerufen 

durch die Längsspannung 

2. Aus der scheinbaren Dehnung e~', die durch die Querschnitts
abplattung bedingt ist. Diese ist nach Abb. 55 

" Z3 -Z2 (y + R) · ß- (y + R + Wy) • ß 
Cl = -z~2 ~ = (y + R + wy) • ß 

-Wy 

= y+R+wv · 

Auch hier können y und wy infolge ihrer Kleinheit gegenüber R ver
nachlässigt werden, daher 
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Da e~ + ei' = e1 ist, folgt 
(] Wy y LI oc 
E-1f=R7' 

daraus 

Gemäß Abb. 56 ist 

und 
y = r · sintp. 

Die Querdehnung 

82 = ! · ( ~~ + Wr) 
setzt KARMAN gleich Null, da er die Bedingung aufstellt, daß die Ab
plattung des Rohrquerschnittes durch dehnungslose Verzerrung der 
Rohrwandmittelfaser vor sich geht. Mit e2 = 0 wird 

dwt Wr =- drp. 

Mit diesen Werten folgt für a 

E(. Lloc+ dwt.) a=R r·smtp7 wt·costp- drp ·smtp. 

Für die Querbiegung der Rohrwand infolgt 
der Abplattung des Querschnittes gilt mit Abb. 56 

Mq 1 1 1 ( d2 wr ·) 
E•Jq =7-r=-Ti ~(iq;+wr ' 

Abb. 56. Faserverschiebung 
infolge der Querschnittsab

plattung. 

worin r' den Krümmungshalbmesser der Rohrwand nach der Verzerrung 
darstellt. Mit wr =- dwtfdtp ist 

Mq 1 (d3Wt dwt) 
E·J;=Ti drp3 + drp ·. 

Betrachtet man jetzt die Gesamtformänderungsarbeit, die zum Biegen 
des Rohrbogens um den Winkel Lloc. notwendig ist, so stellt man fest, 
daß diese ebenfalls aus zwei Teilen besteht. 

A =A1 +A2 • 

Der erste Teil stellt den zur Längsdehnung der Fasern aufgewendeten 
Betrag dar. Dieser Anteil ist für ein Raumteilchen d V= r · dtp • 1 · 8 mit 
der Stärke 8 und der Breite 1 entsprechend der Längsspannung a 

a2 
dA1 = 2 .E dV 

oder 

6* 
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Der zweite Teil der Formänderungsarbeit ist durch die Querbiegung 
der Rohrwand gegeben, und zwar 

worin d x = r · dq; ist. 

M~ 
dA2 = 2 ·E·.!. dx, q 

Um den ersten Teil der Arbeit zu ermitteln, setzt man für a die 
ermittelte Beziehung ein 

Die Lösung dieses Integrals erreicht KARMAN mit Hilfe eines Nähe
rungsverfahrens, indem er 

We = c1 • sin (2q;) + c2 • sin (4 q;) + · · · + cn · sin (2 n q;) 

setzt. Er weist nach, daß schon das erste Glied dieser endlichen trigo
nometrischen Reihe zu einem in der Praxis ausreichend gerrauen Ergebnis 
führt. Setzt man also in die Gleichung für a in erster Näherung den Wert 

We = c • sin (2 q;) 
ein, so erhält man 

a = ! [r · sinq; ~IX + c · sin (2 q;) · cos q;- 2 · c · cos (2 q;) sinq;J 

oder entsprechend umgeformt und vereinfacht 

E [ . AIX 2 . s l a=R r·smq;a-+ ·c·sm q; · 

Diesen Ausdruck in die Gleichung für A1 eingesetzt 
2n 

Al= ~ ·. ~28 J (r . sin q; AIXIX + 2 . c . sin3 q; r . dq; 
o· 

= E · r · 8 n [r2 (~)2 + 3 · r · c · ~ + !_ · c2] 
2·R2 IX IX 2 

=Arbeit der Längsdehnung. 

In gleicher Weise wird der zweite Anteil der Formänderungsarbeit mit 

Mit 

M~ r E2 • J~ ( dawt dwt,)2 
dA2=2·E·J/·dq;=2·E·Jq r4 drp3 +dq} dq;, 

Wt = c • sin (2 q;) 
dWt dqJ = 2. c. cos (2 q;) 

d2Wt 
drp2 =-4·c·sin(2q;) 

d3 Wt 
drp3 =-8·c·cos(2q;) 
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und dem Trägheitsmoment für die Rohrwand 

wird 
E· s3 1 

dA - --·- · 36 ·c2· cos2 (2m)· dm 2-24 r3 r '~'' 

somit 

Damit erhält man für die Gesamtformänderungsar beit A = A1 + A 2 den 

Ausdruck 

oder umgeformt 

A= ~·.1;/ n[r2·(LIOGOGr +3·r·cLIOGOG + ~ ·c2(5+6· s2:2)]. 

Aus dem Satz vom Minimum der Formänderungsarbeit kann jetzt der 

bisher unbekannt gebliebeneFestwerte bestimmt werden, indem man setzt 

dA LIOG ( s2·R2) 
dc=0=3·r~+c· 5+6·-r-4 -. 

s·R 
-- = A. so wird 

r2 ' Setzt man 

LIOG 3 
C=-r·~· 5+6·J.2. 

Dieses in den Ausdruck für A eingeführt 

Da die innere Arbeit und die Arbeit des äußeren Moments gleich sein 

müssen, folgt 
A- Mb -~- E·r3 ·sn(LlOG)2· 1+12·).2 

- 2·R OG - 2·R2 OG ' 10+ 12·).2 
daraus 

E · r3. s LI OG 1 + 12 · ).2 

Mb = R n·~· 10+ 12·J.2 

und mit r3 • s · n = J =Trägheitsmoment des Rohrquerschnittes endlich 

E. J LI OG l + 12. }.2 

Mb = ----x-. ~. 10+ 12. J.2 (62) 

= E~J. LIOGOG ·K. {62a) 
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worin 

(63) 

die sog. KARMAN-Zahl darstellt. 
Unter Ber:ücksichtigung der Querschnittsabplattung erhält man also 

gegenüber der normalen Biegungstheorie ein im Verhältnis der KARMAN
Zahl kleineres Biegungsmoment. 

Die KARMAN-Zahl spielt in der genauen Berechnung von Rohr
systemen eine sehr große Rolle. 

1, 0 

~ ~ 

8 :\ ~ \. 
\ \\ ~ r--.l-6' 

{/.9 

6' 
'\ 1\ 1\."t\. 
1\ 1\ 1\.'\ s"'-. 
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............ r-

........_ 
k. r-- t---t-

t---r-- -t--:-1-
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(/2 

Wo s 10 15 20 25 30 35 1/(} 115 
z-.f. 

Abb. 57. KARMAN-Zahl. 

Sie hängt von der Verhältniszahl 

s·R s·R 
A = """""f2 = (.p _ s)2 

2 .. 

ab, worin r den mittleren Halbmesser des Rohrquerschnittes darstellt. 
Die für die Berechnung der Rohrleitungen erforderliche KARMAN

Zahl K kann in bequemer Weise aus Abb. 57 entnommen werden. 
Darin ist 

z = djs =Verhältnis des tatsächlichen Innendurchmessers zur Wand
stärke, 

(! =RJd =Verhältnis des Biegungshalbmessers zum Innendurchmesser 
(NW). 

In welcher Art diese Erkenntnisse in der Berechnung der Rohr
systeme zu berücksichtigen sind, soll in einem späteren Abschnitt gezeigt 
werden. 



Berechnung der Elastizität ebener Rohrsysteme. 

c) Einfluß der KARMAN--Theorie auf die Spannungsverhältnisse 
in Bogenrohren. 

87 

Setzt man in die entwickelte Beziehung für die Längsspannung 
(Biegungsspannung) 

E [ . Llor. 2 • a ] (h = 7I r · sm<p · -;x + ·c ·sm <p 

den gefundenen Ausdruck 
Llor. 3 

c =-r. ---oc-· 5+ 6·J.2 

!I 

11 
Abb. 58. Biegelängsspannung in Bogenrohren nach K!Iw!N. 

ein, so wird 
E [ . Llor. 2 Llor. 3 • 3 l 

CTL = -R- r • Slll<p • oc- • roc 5 + 6 .;.2 Sill <p 

=! Llor.or. y[l- 5+~·).2 (~)l 
Diese Beziehung besagt, Wie Abb. 58 zeigt, daß der Größtwert der 

Biegungsspannung in gebogenen Rohren nicht immer in der am weitesten 
von der neutralen Achse liegenden Faser auftritt, sondern bei bestimmten 
Werten von A. näher zur Rohrachse liegt. 

Da gleichzeitig 
E Llor. Mb 
JI·----oc= J·K 

ist, wird die Biegungsspannung 

CTL = ~~ i [ 1- 5 + ~. ).2 ' (; n • (64) 
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Um den Größtwert dieser Spannung zu ermitteln, setzt man das 
Differential dthfd y = 0, d. h. 

~a: = :.k [1- 5/!.A2 (~t] =Ü, 

daraus 

(JL)2 = 5 + 6 · A 2 
r 18 

oder 
1 I 5+ 6·A2 

y = r V 18 (65) 

Bei diesem Wert von y ist also die Längsspannung aL im Bogen am 
größten. 

Diese Bedingung gilt aber nur bis zu einem bestimmten Wert von A.. 
Abb. 58 zeigt, daß mit größer werdendem A. der Größtwert der Längs
spannung immer näher an die Außenfaser des Rohrquerschnittes heran. 
rückt. Wenn schließlich aL an der Außenfaser am größten wird, ist in 
der Gleichung (65) y = r, d. h. 

_ 1 j5+ 6·A2 _ 

Y- r V 18 - r, 
daraus A. = 1,472. 

Für A. > 1,472 ist also der Größtwert der Längsspannung an der 
Außenfaser des Bogenquerschnittes. 

Setzt man den Wert für y aus Gleichung (65) in Gleichung (64) 
für die Längsspannung ein, so erhält man den Größtwert für aL 

< Mb. D 2 1 I 5 + 6. A2 l 
(JLmax = 200·J 3·K V 18 

- Mb·D. 2 .. I - 200 .J ß kgjmm fur A< 1,472. 
(66) 

Setzt man dagegen y = r ein, so wird 

Mb·D 12·A2-2 l 
GLmax= 200·J 'I+I2~A2 

= ~:~ ·ß' kgjmm2 für A->1,472. 
(67) 

Die Werte sind: D in cm, J in cm4 und Mb in cmkg einzusetzen. 
Das sind nach HowGAARD1 die größten und für die Beurteilung der 

Spannungsverhältnisse in den Bogen eines Rohrsystems maßgebenden 
Beanspruchungen. 

D. B . h. hl ß 2 ,/5+ 6·A2 b ß' I2·A2-2 't 1e enc t1gungsza en = 3 . K V 18 zw. = 12 .A2+ 1 , m1 

denen der nach der normalen Biegungstheorie ermittelte Wert ab=~~·.~ 
1 HowGAARD, W.: The Elastic Deformation of Pipe Bends. J. Math. Phys., 

M.I.T. Bd. 6 (1926) Nr. 2; Bd. 8 (1929) Nr. 4. 
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zu multiplizieren ist, um die tatsächliche Längsspannung im Bogen 

zu erhalten, sind in Abb. 59 zusammengefaßt. 

Man sieht aus dieser Abbildung, daß die größte Längsspannung unter 

Umständen ganz wesentlich über dem für gerade Rohre ermittelten 

Wert der Biegespannung liegen kann. 

Für das Zahlenbeispiel 5 wurde die größte Biegungsbeanspruchung 

mit ab= 5,15 kgjmm2 ermittelt. Das System wurde allerdings unter 

Zugrundelegung biegungssteifer Ecken berechnet. Nimmt man aber einen 

- ZrJh!enwerf ß 
go t.e •5 t.tl u to ae 

10 15 1!0 1!5 30 35 

z-f-
Abb. 59 Berichtungszahl ß für die größte Biegelängsspannung in Bogenrohren nach KAR~IAN. 

Biegungshalbmesser R = 800 mm an, d. h. e = R: d = 4, so wird mit 

z = d: s = 201: 7,5 = 26,8 aus Abb. 59 ß = 1,20. 

Somit würde sich im Bogen 11 des Systems eine größte Längs

beanspruchung 

ergeben. 
a L max = 5,15 · 1,2 = 6,18 kgjmm2 

Will man unabhängig von dem Größtwert die Längsspannung an 

der äußersten Faser ermitteln, so muß in die Gleichung (64) y = r gesetzt 

werden. Damit wird 

Mb·D 10+ 12·Jc2 6·Jc2 -1 
(]La= 200·J' 1+ 120.2' 6·Jc2 +5 

Mb·D 12·).2 -2 Mb·D 
= 200. J. 12. }c2 + 1 = 200. J . b 

l 
in kgjmm2 j 

(68) 
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Der Zahlenwert 6 wird in bequemer Weise aus Abb. 60 abgelesen. 
Die Rohrwand im Bogen wird aber noch durch einen weiteren Um

stand nicht unerheblich beansprucht, und zwar durch dieAbplattung des 
Rohrquerschnittes. Es leuchtet ohne weiteres ein, daß eine solche Ver
zerrung des Querschnittes Spannungen in der Rohrwand hervorrufen 
muß. 

Die Querbiegung wurde bereits vorhin ermittelt und zwar 

Mq 1 1 1 
E-J;; = -;;:,---;: =- r2 6 ·c · cos (2gJ). 

Setzt man darin 
.1oc 3 

c = - r . ~. 5 + 6. ).2 

ein, wobei Jq das Trägheits
moment eines Streifens der 
Rohrwand von der Breite l 
und der Dicke s 

8a 

.lq= 12 

darstellt, so wird 

M = E·Jq _L1oc X 
q r oc 

18 
-q~~~5~~t~O--~~~-ß~0~~~~~~~5--~~ 

X 5 + 6 . ;.2 • cos (2gJ) · 

z-.f. 
Abb. 60. Berichtungszahl6 für die Biegelängsspannung 

an der Außenfaser des Bogenrohres. 

Aus dem äußeren Bie
gungsmoment erhält man 

E·L1oc Mb·R 
-oc-= J·K 

daher 
Jq M·R 18 , 

Mq=---;;-· J·K 5 + 6 .;.2 ·cos(2gJ)-

Für die Querbiegungsspannung in der Rohrwand gilt an der äußeren 
Faser 

Somit 
M·R 8 18 

aq = -J. K-. 2. r. 5 + 6. ).2 • cos (2gJ) 

und mit 
R · 8 • 1 + 12 · Ä2 

~ = Ä. soWie K = IO+ 12 .;.2 

M·r 18·Ä 
aq = 2 .J·K· 5 + 6 .;.2 ·cos (2gJ) 

M·r 18·Ä 
= ---:r- 1 + 12. ).2. cos (2gJ). 
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Der absolute Größtwert von Gq tritt also bei cos(2tp) = 1, d. h. bei 
tp = 0, 90, 180 und 270° ein; andererseits ist Gq = 0 bei tp = 45, 135, 
225 und 315°. 

An der Außenfaser der Rohrwand ist 

und somit der Größtwert 

D 
r=T 

Mb·D 18·Ä 
Gq max = ± 2(jQ.J 1 + 12. ,as kgfmm2. (69) 

Die Verteilung der Querbiegungsspannungen Gq über den Rohrquer
schnitt ist in ·Abb. 61 dargestellt. Diese stellen Tangentialspannungen 
in der Rohrwand dar und liegen in der Ebene senkrecht zur Rohrachse. 
Es leuchtet ohne weiteres ein, daß diese 
Spannungen sowohl positive (Zug) als auch 
negative (Druck) Werte annehmen. In 
der neutralen Achse sind die Spannungen 
am größten, und zwar auf der Außenhaut 
des Rohres positiv (Zugspannungen) und 
auf der Innenhaut negativ (Druckspan
nungen). 

In dem am weitesten von der neu
tralen Achse befindlichen Punkt liegen 
die Verhältnisse umgekehrt. Ungefähr in 
der Mitte der Rohrwand wechselt diese 
Beanspruchung das Vorzeichen, ist also 
dort gleich Null. 

In den auf der Abb. 61 mit 0 bezeichneten Stellen des Rohrumfanges 
bleibt die Krümmung der Rohrwand unverändert, da dort die Biegungs
spannung Gq = 0 ist. 

Um die größte Querbiegungsspannungen Gqmax zu berechnen, wird 
die aus der üblichen Biegungstheorie ermittelte Biegungsspannung 

Mb·D 
Gb = 200·J kgfmm2 

in dem betreffenden Rohrquerschnitt des Bogenrohres mit der Berich
tigungszahl 

IS·.Ä. 
I'= I+ 12·Ä2 (70) 

multipliziert. Es ist also 

(69) 

Für y kann der Zahlenwert in Abhängigkeit vom W andstärkenver
hältnis z = d: s und dem Krümmungsverhältnis (! = R: d aus der Abb. 62 
entnommen werden. 
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Die Gleichung (69) gibt den Wert von aq für die Außenhaut des 
Rohres an, da der Außendurchmesser D eingesetzt ist. Für die Innenhaut 
muß an Stelle von D der Innendurchmesser d eingeführt werden. 

Die Abb. 62 zeigt, daß die Querbiegungsspannung aq recht erhebliche 
Werte annehmen kann. Sie muß also unter allen Umständen berück
sichtigt werden. Hierbei ist folgendes zu beachten. 

Die Spannung aq ist eine Tangentialspannung und kann, wie man 
aus Abb. 61 sieht, sowohl positive wie negative Größtwerte annehmen, 

~-1--7 / >< X 
2,6' 

I / / / 

1/ o/ / / / 

I / / /V 

I I y / / 
I I vs: V/ 

II ~ V 

II I V 
I /, v; 

_I, ~ 
,I) V 

'l 

'<:: 
1,'1 ~ 

~ 
~ 1,2 
~ 

1,0 

qe 

0,6' 

0,'10 • 10 1S 20 23 30 35 1/0 

z-# 
Abb. 62. Berichtigungszahl y 

für die Querbiegespannung in Bogenrohren. 

je nachdem welcher Punkt des Rohr
querschnittes betrachtet wird. An der 
gleichen Stelle des Bogenquerschnittes 
wirkt die durch den Innendruck p 
hervorgerufene Tangentialspannung at, 
die sowohl auf der Innen- als auch 
auf der Außenhaut des Rohres stets 
positiv ist. An bestimmten Stellen des 
Bogenquerschnittes sind also sowohl a q 

als auch at gleichgerichtet und müssen 
addiert werden, um die Gesamt
spannung zu erhalten. 

Es gelten die Gleichung (22) für 
at. auf der Innenhaut und die Glei-• 
chung (23) für at auf der Außenhaut a 
des Rohres (s. auch Abb. 16). 

Mithin ist die größte Gesamt· 
spannung: 

An dem von der neutralen Achse am weitesten entfernten Punkt 
des Rohrquerschnittes : 

außen: aa = ata- a'la ; 

innen: ai = a1i + a'li" 

In der neutralen Ebene des Bogens dagegen: 

außen: aa = a1a + a'la; 

Innen: ai = ati- a'li . 

Beispiel 7. Die im Beispiel 5 gewonnenen Ergebnisse sollen hier 
entsprechend dem oben Gesagten weiter ausgewertet werden. Die größte 
Biegungsspannung im Punkt II des Systems wurde zu ab= 5,15 kgfmm2 

und die durch den Innendruck p = 40 atü hervorgerufenen Tangentialspan
nungen im Rohr aus den Gleichungen (22) und (23) zu a1• = 5,58 kgjmm2 

• 
sowie a1 = 5,18 kgfmm2 ermittelt. Die Rohrabmessungen sind D = a 
216 mm, s=7,5 mm. Aus Abb. 62liest man für z =d:s=201 :7,5 =26,8 
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und für einen angenommenen Biegungshalbmesser R = 1000 mm, also 
(! = R : d = 5 den Zahlenwert y = 1,84 ab. 

Es ist demnach die Querbiegespannung 

außen: aga = 5,15 ·1,84 = 9,47 kgfmm2 

und 

innen: 
201 

aqi = 5,15 ·1,84 216 = 8,81 kgfmm2 • 

Mit den vorher angegebenen Werten der Umfangsspannung infolge 
des Innendruckes ergeben sich folgende Gesamtspannungen im Bogen
scheitel: 

an der Außenhaut: 

aa = 5,18-9,47 = rd. ---:-4,3 kgfmm2 (Druck), 

an der Innenhaut: 
ai = 5,58 + 8,81 = + 14,39 kgfmm2 (Zug). 

In der Ebene der neutralen Achse dagegen sind folgende Gesamt
spannungen maßgebend: 

an der Außenhaut: 
a~ = 5,18 + 9,47 = 14,65 kgfmm2 (Zug), 

an der Innenhaut: 
ai = 5,58- 8,81 = - 3,23 kgfmm2 (Druck). 

Diese Beanspruchung an der Außenhaut erscheint in diesem Falle 
tatsächlich als zu hoch. Allerdings muß berücksichtigt werden, daß die 
Querbiegungsspannung ag eine ausgesprochene Spannungsspitze dar
stellt, da sie innerhalb der Wandstärke vom positiven Größtwert auf 
den negativen Größtwert abfällt. Es findet also ein schneller Abbau 
der Spannungen nach der Wandmitte zu statt. 

In gleicher Weise kann auch die durch die Biegungsspannungen 
hervorgerufene Abplattung des Bogenquerschnittes berechnet werden. 
Der Wert der Abplattung ergibt sich, wenn man die Gleichung 

Wy = Wt • cos cp + wr • sin cp 

durch Einsetzen von w, =- ~~ sowie Wt = c • sin (2cp) und 

3 LIOG 
c =- 5+ 6·J.2 rr;:-, 

ferner y=r · sincp entsprechend umformt. Die endgültige Beziehung 
lautet dann für den am weitesten von der neutralen Achse entfernten 
Punkt, also für y = r 
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Die weitere Ausrechnung dieses Wertes für die Abplattung hat keinen 
Sinn, denn die Größe derselben ist verschwindend gering. Sie spielt, 
wie gesagt, nur durch ihren Einfluß auf die Biegungsmomente eine wichtige 
Rolle. Für die im Beispiel 5 gewählten Verhältnisse würde die Ab
plattung nur 0,5 mm betragen. 

Welch große Bedeutung die KARMAN -Zahl für die Berechnung der 
Elastizität von Rohrsystemen hat, kann man aus Abb. 63 ersehen. 
Darin sind die an einem Lyrabogen von 399/4I9 mm Dmr. mit einer 
Ausladung A = 7945 mm und einem Biegungshalbmesser R = I600 mm 

1000 vom Verfasser gemessenen Reak-
llg tionskräfte P in Abhängigkeit 
ooo von der Dehnungsaufnahme des 

'I() 80 120 1~ 200 2'10 280 920 
Aufhq/tme L1 mm 

Abb. 63. Reaktionskraft P für einen Lyrabogen
ausgleicher laut Rechnung und Versuch. 

Lyrabogens aufgetragen. Der 
Versuch wurde unter Benutzung 
eines Kraftmessers (Dynamo
meter) auf der Baustelle durch
geführt, wobei der Lyrabogen 
weder an dem einen noch an dem 
anderen· Ende eingespannt, son
dern nur beweglich abgestützt 
war. Außer der Linie für die 
gemessene Kraft wurden in der 
Abb. 63 die Linien für die be
rechnete Kraft aufgetragen, und 
zwar einmal ohne Berücksichti
gung der KARMA.N-Zahl (d. h. 
K = I} und das andereMal mit Be
rücksichtigung derselben. K =I 

ergibt 4mal größere Werte für P als sie der Messung entsprechen. Da
gegen liegt die zweite Linie (unter Berücksichtigung der entsprechenden 
KARMAN-Zahl) den Versuchswerten schon wesentlich näher. 

Die verbleibende Abweichung dürfte durch folgende Umstände 
erklärt sein: 

a) Abweichungen in der Wandstärke des Rohres, bedingt durch die 
Herstellungstoleranzen. 

b)' Schwächung der Wand in der Außenfaser des Bogens, bedingt 
durch die Reckung derselben während der Biegearbeit. 

c) Gewisse Abflachung des Rohrquerschnittes während der Biege
arbeit. 

d) Geringe Wellen- oder Faltenbildung an der Innenfaser des 
Bogens, bedingt durch die Zusammendrückung derselben während der 
Biegear beit. 

e) Abweichungen im Wert des Elastizitätsmoduls. 
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Für den Einfluß der Wellen oder Falten an der Innenseite des Bogens 
gibt !URM.A.N folgende Beziehung an: 

Der scheinbare Elastizitätsmodul erhält die Form 

worin e =halbe Wellentiefe in mm, 8 = Wandstärke des Rohres in mm 
bedeuten. 

Würde man beim untersuchten Lyrabogen die halbe Wellentiefe 
e =I mm annehmen, so bekommt man bei 8 = 10 mm 

E' = E ( 1 r = E · 0,943, 
1+6 10 

d. h. eine weitere Angleichung der Rechnungs- und Versuchsergebnisse 
um rd. 6%. 

Die beim Herstellen der Bogen entstehende natürliche Abflachung 
kann zuweilen einen großen EinflJ.Iß haben. Dann muß für die gebogenen 
Teile des Rohres an Stelle des Trägheitsmomentes 

eines Kreisringquerschnittes, dasjenige für einen elliptisch abgeflachten 
Querschnitt 

eingesetzt werden. 
Darin ist 

D1 = große Achse der Ellipse außen in cm, 
d1 = große Achse der Ellipse innen in cm, 

D2 = kleine Achse der Ellipse außen in cm, 
d2 = kleine Achse der Ellipse innen in cm. 

(71) 

Der untersuchte Lyrabogen hatte in den Bogenteilen eine Abflachung 
von 10 bis 15 mm. Rechnet. man lnit Rücksicht auf die unabgeflachten 
geraden Teile mit einem lnittleren Wert von 9 mm, so werden 

D1 = 41,9 cm, d1 = 39,9 cm, D2 = 41 cm, d2 = 39 cm 

und somit 
JEllipse = 25700 cm4 

gegenüber J =26900 cm4 für einen kreisrunden Querschnitt, womit die 
theoretische Kurve in Abb. 63 um weitere 4,5% näher an die Versuchs
kurve heranrückt. 
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d) LoRENzsche Zahl. 

Während die von KARMAN entwickelte Berichtigungszahl auf dem 
Satz vom Minimum der Formänderungsarbeit beruht, ist die Theorie 
von LoRENZ1 auf dem Gleichgewicht der Kräfte an dem beanspruchten 
Rohrteilchen aufgebaut. 

LoRENZ stellte für die Berichtigungszahl auf Grund seiner Theorie 
die Beziehung 

0,8 

~ 

~ 
~ 

lß 
~/ ~ ·",~'" <:> 

~~ 'v~ 
/lj 

/; 
0,2 

/ 

V ~ 
4,1.2 

KL = 3 + 4,1_2 

auf, worin 

ist. 

Ä= s·R 
r~ 

(72) 

s = Rohrwandstärke in cm, 
R = Biegungshalbmesser in 

cm, 
r m =mittlerer Rohr halb-

messer in cm. 

I 

In Abb. 64 sind die Be
richtigungszahlen von KAR
MAN und von LoRENZ in Ab-

~2 0,!1 0,6' 48 ;,}.~-R t,z 1,!1 1,6' 1,8 hängigkeit von Ä aufgetragen. 
7'2 Man sieht, daß die Anschau-

Abb. 64. Vergleich der KARMAN-Zahl 
und der LoRENz-Zahl. ung von LORENZ zu kleineren 

Berichtigungszahlenführt. Es 
ist also anzunehmen, daß diese Werte den verschiedenen zusätzlichen 
Einflüssen besser Rechnung tragen. In Abb. 63 wurde die Linie für 
die berechnete Kraft P unter Berücksichtigung der LoRENZ-Zahl eben
falls eingetragen. Diese liegt noch näher an der Versuchslinie und führt 
daher zu einer noch besseren Übereinstimmung. 

Die Anwendung der LORENZ- bzw. KARMAN-Zahl bei der Berechnung 
ganzer Rohrsysteme soll in einem späteren Abschnitt gezeigt werden. 

e) Berechnungsgrundlagen für Bogenrohre. 

Die statische Berechnung von Rohrsystemen beruht, wie gezeigt 
wurde, auf der Ermittlung ihrer Linienträgheits- und Zentrifugalmomente. 
Die gleichen Überlegungen gelten selbstverständlich auch für ein ge
krümmtes Rohr, im folgenden kurz. Bogenrohr genannt. 

Um das zu beweisen, soll die Wirkung einer Kraft P auf den einer
seits eingespannten Bogen (Abb. 65) untersucht werden. P soll in der 
Ebene des Bogens wirken. 

1 LoRENZ, H.: Die Biegung krummer Rohre. Dinglers polytechn. J Bd. 327 
(1912) S. 577; Technische Elastizitätslehre, S. 310. 1913. 
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Die Winkeldrehung dß des kleinen Bogenteilchens ds unter dem Ein
fluß des Biegungsmomentes Mb = P · y ist 

Mb 
dß = E·J ds. 

Daraus folgt die Du'rchbiegung des freien Bogenendes in der Rich
tung der Kraft P, also in der Richtung der x-Achse 

Mb 
dx=y·dß= E·J"y·ds. 

Mit Mb = P · y folgt für den ganzen Bogen 
l 

L1x=]~:~y·ds 

0 
l 

Abb. 65. Bogen mit 
radialer Kraftbelastung. 

Das Integral j y 2 ds stellt aber nichts anderes dar, als das Linien
o 

trägheitsmoment des Bogens, bezogen auf die x-Achse, d. h. auf die 
Kraftachse. 

Der Bogen weicht aber unter der 
Wirkung der Kraft P auch senkrecht zur 
Kraftrichtung aus. Diese Durchbiegung 
ist nach dem Vorhergehenden 

Mb dy = (R-x) · dß = E·J (R-x) ·ds 

und mit Mb = P · y 
l 

L1 =JP·y(R-x)·ds v E·J 
0 

l 

= E~J j y·(R-x)·ds. 
0 

Abb. 66. Beliebiger Bogen. 

Das Integral stellt das Linienzentrifugalmoment des Bogens bezogen 
auf die x- und y-Achse, d. h. auf die Kraftachse und die senkrecht zu 
ihr gerichtete Achse mit den{ Ursprung im Angriffspunkt dar. 

Daraus geht hervor, daß es wichtig ist, die Trägheits- und Zentri
fugalmomente eines Bogens, bezogen auf beliebige Achsen, zu kennen. 
Diese sollen nachstehend entwickelt werden. 

Für einen beliebigen Bogen (Abb. 66) gelten folgende Beziehungen 

ds =R·drp; y = R · sinrp; x = R · cosrp. 
v. Jürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 7 
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Trägheitsmoment bezogen auf die Achse x-x. 
B B 

Jz = J (y + b)2 ds = J (y2 + 2 · by + b2) • ds 
.d. .d. 

oder 
"' 

Ja; = J (RZ sin2 9' + 2 · b · R · sin 9' + ba) • R · dq; 
0 

"' (X. "' 

= jRssin2q;dq; + j2 · bR9 sinq; · dq; + Jb2R · dq;. 
0 0 0 

Daraus für einen beliebigen Bogen mit dem Öffnungswinkel oc. (Abb. 66) 

Ja;= RB [0,5oc.-0,25sin (2oc.)] + 2 · R 2 • b · (1-cosoc.) + R · b2 · oc.. 

Für einen 90°-Bogenist oc.=7&/2 und sin7&=0, cos7&f2 =0 und somit 

(73) 

Trägheitsmoment bezogen auf die Achse y'-y' (s. Abb. 66). 
B B 

] 11 , = J (R-x + a)2 ds = J (R2 -2 ·Rx + 2 ·Ra-2 · xa + x2 + a:&)ds . 
.d. .d. 

"' "' "' 
= J RB dq;- J 2 · R3 cos 9' • dq; + J 2 · R2. a · dq;-

0 0 0 

"' "' "' 
-J2·R2·a·cosg;·dg;+ jRacos:&g;·dg;+ J Ra2·dq; 

0 0 0 

und von 0 bis oc. integriert : 

J11, = R3 · oc. - 2 · R3 sin oc. + 2 · R2a · oc.- 2 · R9a · sin oc. + 
+ R3[0,25 · sin (2oc.) + 0,5 · oc.] + R ·aa · oc.. 

Für einen 90° -Bogen ist wieder oc. = 7&/2 und somit 

:rt: • :rt: :rt: ) J.,<OO•> = -RB-2 ·Ra +7& ·Ra·a-2 ·R2 ·a +-Ra+ -R · a2 
11 2 4 4 (74) 

= 0,355 · R3 + 1,14 · R 2 • a + 1,57 ·Raa. 

Zentrifugalmoment bezogen auf die Achsen x-x und y-y (s. Abb. 66). 
B B 

Jx 11 = J (y + b) (x + c) ds = J (xy + bx + c y + cb) ds 
.d. .d. 

"' "' 
= J R3 sin q; · cos q; · dq; + J R 2 • b · cos q; · dq; + 

0 0 
"' "' + J R 2 c · sin q; · dq; + J R · c · b · dq; 

0 0 
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und von 0 bis ot integriert 

Jz 11 = R3 · 0,5 · sin2 ot + R 2b · sin ot + R 2c · (1- cos ot) + R · c · b · ot. 

Für einen 90° -Bogen ist ot = ~12 und daher 

Jz 11 <90o> = 0,5 · R3 + R2b + R2c + 1,57 · R · b · c. (75) 

Zentrifugalmoment bezogen auf die Achsen x-x und y'-y' (s. Abb. 66). 
B B 

Jzy' = j (y + b)(R-x+ a)ds = j (Ry + Rb-xy-bx +ay + ab)ds 

"' "' "' 
= J R3sin<p·d<p+ J R2bd<p-J R3sin<p·cos<p·d<p-

o 0 0 

"' "' "' - J R2 · b · cos <p · d<p + J R2 a · sin <p · d<p + J R · a · b · d<p 
0 0 0 

und von 0 bis ot integriert 

Jzu' = R3 (1-cosot) + R2 • b · ot-R3 • 0,5 · sinaot-
-Ra. b ·sinot + R2·a (1-cosot) + R·a · b ·ot. 

Für einen 90°-Bogen ist ot=~/2 somit 

n n l J '< 0o> =Ra+-R2·b-O 5·R3 -R2b +R2a + -·R·a·b = 
zy 9 2 ' 2 (76) 

= 0,5 · R3 + 0,57 ·Ra· b + R2 · a + 1,57 R · a · b. 

Zentrifugalmoment bezogen auf die Achsen x'-x' und y'-y' (Abb. 66). 
B 

Jz'y' = j(R-y+d) (R-x+a)ds 

und in der gleichen Art von 0 bis ot integriert : · 

Jz'y' = R3 • ot-R3 • (1- cosot) + R2 • d · ot-R3 • sinot + 
+ R3 • 0,5 · sin2 ot- R2 • d · sin ot + R2 • a · ot -
-R=a. a (1- cosot) + R · a ·d · ot. 

Für einen 90°-Bogen ist ot =~/2 

n n 
Jz'u'(90°) = 2R3-R3 + 2R2 · d-R3 + 0,5 · R3 -R2d + 

+ ; R2 · a- R2 · a + ; R · a · d (77) 

= 0,07 · R3 + 0,57 · R2 · d + 0,57 ·Ra· a + 1,57 · R · a · d. 

Damit sind alle in ebenen Rohrsystemen vorkommenden Fälle erlaßt. 
Berechnungsbeispiele folgen im nächsten Abschnitt. 

7* 
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Jetzt muß die Wirkung der Abflachung des Rohrquerschnittes h:n 
Bogenrohr auf das Linienträgheitsmoment untersucht werden. 

Es wurde gezeigt, daß durch die Abflachung des Rohrquerschnittes 
das Biegungsmoment in einem bestimmten von den Rohrabmessungen 
und vom Krümmungsverhältnis abhängigen Maße vermindert wurde. 
Die folgenden Betrachtungen seien auf die Theorie von KARM:.A.N abge
stellt; grundsätzlich gilt das gleiche auch für die LoRENz-Zahl. 

Nach K.A.RM.A.N ist [Gleichung (62a)] 

Mb= E·J .L1« ·K 
R ot ' 

wobei 

ist. 
Man sieht daraus, daß das Biegungsmoment der KARM.A.N-Zahl 

unmittelbar verhältnisgleich ist. 
Andererseits ist das Biegungsmoment gleich Kraft X Hebelarm. 

Es muß also bei gleichbleibendem Hebelarm die Größe der Kraft der 
KARMAN -Zahl verhältnisgleich sein. 

Ferner wurde nachgewiesen, daß die Durchbiegung eines Systems 
dem Linienträgheitsmoment verhältnisgleich ist, d. h. 

daraus 
Llp = E~J J y2ds, 

Llp·E·J 
P= Jy2ds . 

Für ein gekrümmtes Rohr müßte es also nach obigem heißen 
Llp·E·J 

Pnogen = fy2d 8 • K' 

um damit die Wirkung der Querschnittsabflachung zu berücksichtigen. 
Handelt es sich um ein aus geraden Schenkeln und Bogen zusammen

gesetztes System, wie es im Rohrleitungsbau zumeist der Fall ist, so muß 
obige Beziehung offenbar folgendermaßen lauten 

Llp·E·J 
p = ---:1;----'------

7[ J y2ds+ jz2ds 

Das Integral J y2 ds stellt das Linienträgheitsmoment aller Bogen 
im Rohrsystem und das Integral J z2 ds dasjenige aller geraden Schenkel 
des Rohrsystems dar. 

Der die Abflachung des Rohrquerschnittes berücksichtigende Zahlen
wert K ist stets kleiner als I. Das bedeutet, daß die Abflachung des Rohr
querschnittes sich so auswirkt, als ob man mit einer theoretisch größeren Bogen
länge rechnet. Hiermit ist der Begriff der elastischen Länge gegeben. 
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Durch die Abflachung des Rohrquerschnittes im Rohrbogen infolge 
der Biegungsspannungen verhält sich der Bogen so, als ob er ein im 
Verhältnis K: 1 kleineres Querschnittsträgheitsmoment oder eine im 
Verhältnis 1 : K größere elastische Länge besitzt. 

Setzt man in die vorhin entwickelten Beziehungen für das Linien
trägheitsmoment des Bogens die Bogenlänge des kleinen Bogenteilchens 
nicht ds = R · dq;, sondern 

ein, so wird eine gedachte im Verhältnis 1/K größere Bogenlänge für die 
Ermittlung des Linienträgheitsmomentes eingeführt, die folgende Be
ziehung ergibt (s. Abb. 66) .. 

Bezogen auf die Achse x-x: 

Jx = j(R2sin2q; + 2 · bR · sinq; + b2); dq; 
0 

und, wie gezeigt wurde, von 0 bis cx integriert 

W j W R Jx =-x.~ [0,5 ·cx-0,25 · sin (2cx) + 2 ·x · b (1-coscx) + K b2 ·cx 

1 { . 
= K R3 [0,5 ·cx-0,25sin (2cx)] + 2R2b (1-cos cx) +Rb2 ·cx}. 

Man erhält also tatsächlich ein im Verhältnis 1/K vergrößertes Linien
trägheitsmoment. Das gleiche gilt natürlich auch in bezug auf die Linien
Zentrifugalmomente. 

Es ist besonders zu beachten, daß der Wert K stets in der ersten 
Potenz bleibt. Es darf also nicht bei der Berechnung von R3JK der Wert 
RJK ermittelt und dann in die dritte Potenz erhoben werden, sondern 
es muß nur R potenziert und dann jeweils durch K dividiert werden. 

Es soll in diesem Zusammenhang noch darauf hingewiesen werden, 
daß nur die elastische Länge des gebogenen Rohres durch den Zahlen
wert K beeinflußt wird. Es darf also bei der Ermittlung von Linien
trägheits- oder Zentrifugalmomenten eines ganzen Rohrsystems nicht 
wahllos jeder Wert R durch K dividiert werden. Dort, wo R als ein 
Abstandsmaß gewertet werden muß, bleibt seine Größe erhalten und 
darf also nicht durch den Zahlenwert K dividiert werden. 

Im folgenden Abschnitt wird an Hand von Beispielen die Berück
sichtigung der KA.RMAN-Zahl K in ganzen Rohrsystemen gezeigt. 

3. Verschiedene Berechnungsverfahren ebener Rohrsysteme. 
In den bisherigen Abschnitten wurden die für die Berechnung vqn 

ebenen Rohrsystemen maßgebenden Gesichtspunkte dargelegt und die 
wichtigen Beziehungen zwischen der Wärmedehnung und den durch sie 
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hervorgerufenen Kräfte mehr oder weniger allgemein entwickelt. Es 
soll nun im nachstehenden gezeigt werden, wie in praktisch vorkommenden 
Fällen vorgegangen werden muß. 

a) Berechnungsvorschlag des Verfassers. 

Die vorgeschlagene Berechnungsart beruht unmittelbar auf dem im 
Ab~chnitt B IT/1 abgeleiteten Hauptsatz: 

Das Produkt Llp · E · J ist dem Produkt aus der Kraft P und dem 
auf die Kraftachse bezogenen Linienträgheitsmoment des Rohrsystems 
gleich, wobeiLip die mit der Richtung der Kraft P zusammenfallende 
Wärmedehnung darstellt. 

Es handelt sich also darum, auf möglichst einfache und sichere Art 
das Linienträgheitsmoment des Rohrsystems in bezug auf die Kraftachse 
zu ermitteln. 

Für solche Systeme, die beiderseits Gelenkfestpunkte besitzen, ist 
die Lage und Richtung der Kraft P von vornherein bekannt. Dort 
besteht also keine Schwierigkeit. Bei. einerseits oder beiderseits einge
spannten Systemen ist jedoch die Lage und Richtung der Reaktions
kraft P zunächst unbekannt. Bei den ersteren, also einerseits einge
spannten andererseits mit Gelenkfestpunkt versehenen Systemen weiß 
man lediglich, daß die Kraft P durch den Gelenkfestpunkt gehen muß,· 
jedoch liegt die Kraftrichtung zunächst noch nicht fest. Desgleichen 
muß bei beiderseits eingespannten Systemen die Kraft P durch den 
Schwerpunkt gehen, jedoch auch hier ist ihre Richtung nicht bekannt. 

Es ist daher zweckmäßig, die Kraft P in zwei zueinander senkrechte 
Komponenten zu zerlegen, und deren Größe einzeln zu bestimmen. 

Hierzu muß die stets in der Richtung der Festpunktverbindungslinie 
wirkende Gesamtwärmedehnung ebenfalls in zwei zu den Kraftkompo
nenten parallele Dehnungskomponenten zerlegt werden. 

Die folgenden Erläuterungen sind auf beiderseits mit Einspann
festpunkten versehene Systeme bezogen, da diese die überwiegende 
Mehrzahl aller in der Praxis vorkommenden Fälle umfassen. 

Da die Kraft durch den Schwerpunkt des Systems gehen muß, ist 
also zunächst der Schwerpunkt desselben zu ermitteln. Dann wird durch 
den Schwerpunkt ein Achsenkreuz gelegt, dessen Achsen den beiden 
Kraftkomponenten parallel sind. Auf diese Achsen müssen nun die 
Trägheits- bzw. Zentrifugalmomente des Rohrsystems bezogen werden. 
Wenn diese berechnet sind, können die Kraftkomponenten H und V 
nach den Gleichungen (57) und (58) ermittelt werden. Mit ihnen ist auch 
die Richtung der Kraft P bekannt und somit ihre Lage in bezug auf das 
Rohrsystem eindeutig festgelegt. Jetzt können für jeden Punkt des 
Rohrsystems auch das Biegungsmoment und die Biegungsbeanspruchung 
berechnet werden. 
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Es wird in den meisten Fällen unbequem sein, die Trägheitsmomente 
unmittelbar auf die Schwerpunktsachsen zu beziehen. In den allermeisten 
Fällen dürfte es günstiger sein, zunächst ein anderes, zweckmäßig ge
wähltes Bezugsachsenkreuz zu wählen, dessen Achsen parallel zu den 
Schwerpunktsachsen gelegt werden. 

Hierfür gilt dann folgender Satz: 
Das Trägheitsmoment, bezogen auf eine beliebige Achse, ist dem 

Trägheitsmoment für die parallele Schwerpunktsachse plus dem Produkt 
aus Länge des Systems und dem Quadrat des Abstandes der beiden 
Achsen gleich, also, nach Abb. 67 

Jx = Jxs + L. a2, 

daraus folgt für das auf die Schwerpunkts
achse bezogene Trägheitsmoment · 

Jxs = J",-L. a2. 

Das gleiche gilt natürlich auch für das Zen
trifugalmoment Jx y 8 , und zwar 

Jxvs = Jxv-L. a. b. 

Yst +Y 

.Jr--1 
~q-PI 
---·-·+_j·----+--~ . ~ 

Ys~ ~U 
Abb. 67. Bezugsachsen zur Ermitt
lung der Linienträgheitsmomente. 

Darin bedeuten a und b die Abstände der Bezugsachsen von den Schwer
punktsachsen (s. Abb. 67) und L die gestreckte Länge des Systems AB. 

Bezieht man für die Ermittlung der Schwerpunktslage auch die 
statischen Momente auf die Achsen x-x bzw. y-y, so stellen die 
Werte a und b die Schwerpunktsabstände von den Achsen x und y dar. 

Bei der Berechnung der statischen Momente und der Zentrifugal
momente muß stets auch die Richtung der Abstände von den gewählten 
Bezugsachsen berücksichtigt werden. Legt man willkürlich die eine 
Richtung als positiv fest, so ist die andere dann negativ, so daß die 
Abstände jeweils mit den entsprechenden Vorzeichen ( + oder -) ein
gesetzt werden. Bei den Trägheitsmomenten ist das gleichgültig, weil 
die Abstände dort stets im Quadrat enthalten sind. 

Um das lästige Suchen der entsprechenden Formeln zu vermeiden, 
sind diese in der Tabelle 3 übersichtlich zusammengestellt. Oben in der 
Tabelle sind die Bilder für die Lage der Bogen und der Geraden zu den 
Bezugsachsen angegeben. Die Geraden L sind im Bild l und 5 enthalten, 
die alle vorkommenden Fälle umfassen. 

Im mittleren Teil der Tabelle ist zu den Trägheitsmomenten für jedes 
Bild die Nr. der entsprechenden Formel angegeben, die im unteren Teil 
zusammengestellt sind. Links sind die Trägheits- bzw. Zentrifugal
momente, rechts die statischen Momente angegeben. 

Es soll nachstehend für einen Z-Bogen gemäß Abb. 68 der Ent
wicklungsgang allgemein, ohne Zahlenwerte gezeigt werden. 
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Tabelle 3. Formeln der Trägheits- und Zentrifugalmomente für ebene Systeme. 

-·-·--·+ 

~ • ~ t 
r·-.--·--r :.r: • 

·~ y_ I ~ I ~I @ j-h ~~ ! 1 I l!__ y~ .v+ I y~ .v+ 

~w 
ut ut 

•t ~ la r~ ~o--j ® I i ~--I 
+--·...:1.·-·-; +-·-· +-·-_j·----x +-----_j_ ____ 

:.r: 

I 
In Richtung Trägheits- bzw. Bild 

Kraft Zentrifugal-der Achse moment 1 12 3 14 51617 8 

Für Bogen (Nr. der Formel) 

Fre in X Jre 1 1 212 2 2 1 1 
Fy in y Jy 2 1 

112 1 2 2 1 
Fz oder F11 in XY Jzy 4 3 4 5 4 5 4 3 

Für Gerade (Nr. der Formel) 

Fre in X Jre 7 6 
Fy in y Jy 6 7 

Fre oder F11 in XY Jrey 8 8 

Nr. der Für Bogen 
Formel Trägheitsmomente Statische Momente 

1 
R3 R2 R 

0,785y+ 2ya+ 1,57 K a2 
R 2 R 
y+1,57 K a 

2 
Ra R2 R 

0,355y+ 1,14yb+1,57 K b2 
R2 R 

0,57 K + 1,57 K b 

Zentrifugalmoment 

3 
Ra Rs R2 R 

0,5y+ya+ K b+I,57 Ka·b 

4 
Ra R2 Rs R 

0,5y+0,57ya+ yb+ 1,57 K a·b 

5 
R3 R2 R2 R 

O,o7 K + 0,57 K a + 0,57 K b + 1,57 K ab 

Für Gerade 
Trägheitsmomente Statische Momente 

6 ~La+Lt·b+L-b2 0,5L2 + L·b 
7 L·a2 L·a 

I 
Zentrifugalmoment 

s 0,5 L2 • a + L · a · b 
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Als Bezugsachsen wählt man hier zweckmäßigerweise die mit den 
Schenkeln L1 und L 2 zusammenfallenden Achsen, wobei nach links bzw. 
unten vom Ursprung die positiven Richtungen seien. 

Es muß nun zunächst die Lage der Schwerpunktsachsen x8 und y. 
ermittelt werden, wofür die Schwerpunktsabstände 'YJ und ~ zu berechnen 
sind. 

Die einzelnen Geraden und Bogen des Z-Bogens bezeichnen wir mit 
den Nummern entsprechend den Bildern der Tabelle 3. 

Die gestreckte Länge des Rohr
systems beträgt 

R +~i.t(.Rf~~~~~ 
L=L1 +L2 +L3 + 3,14 K in m. 

Wirkung der Kraftkomponente xs 

H ( =Frx) in der x-Achse. Für den 
Schenkel L1 gilt Bild 1, d. h. für 
das Trägheitsmoment Jz Formel 7 

Abb. 68. Z-Bogen mit Einspannfestpunkten. 

da nach Abb. 68 a = 0 ist. Dementsprechend ist auch das statische 
Moment 

Mz=L1 ·a=0. 

Für den folgenden Bogen gilt Bild 4, d. h. für das Trägheitsmoment Jz 
Formel 2 

RS 
Jz= 0,355]{- + 0 + 0 in m3 , 

da nach Abb. 68 b = 0 ist. 
Für das statische Moment Mz 

RZ 
Mx=0,57·x+O in m2. 

Für den Schenkel L2 gilt Bild 5, d. h. für das Trägheitsmoment Jz Formel6. 

J -I_· L8 + L 2 • R + L · R2 in m3 z-a 2 2 2 ' 

da nach Abb. 68 in diesem Falle b = R ist; und das statische Moment Mz 

Mz = 0,5 ·L: + L2 ·R in m2. 

Für den folgenden Bogen gilt Bild 7, d. h. für das Trägheitsmoment Jx 
Formel 1 

R3 R2 R 
Jz=0,785·x+2x(R+L2)+1,57 K (R+L2) 2 , 

da nach Abb. 68 a=R+L2 ist; das statische Moment Mz 

Mz= ~ + 1,57; (R + L2) in m2. 
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Für den Schenkel La gilt Bild 1, d. h. für das Trägheitsmoment Jx 
Formel 7 

Jx = La (L2 + 2R)2 in ma, 

da nach Abb. 68 a =L2 +2R ist; und das statische Moment Mx 

Mx= La (L2 + 2R) in m 2 • 

Die Summe dieser Momente stellt das Gesamtmoment für das ganze 
Rohrsystem dar 

R3 1 R3 

Jx = 0,355 · 7(+ 3 ·L~ +L;·R +L2 R 2 + 0,785 · x+ 
R2 R + 2 · K · (R + L 2) + 1,57 · K · (R + L2) 2 +La (L2 + 2R)2 in ma, 

oder entsprechend umgeformt 
R3 R2 R 1 

Jx = 4,71 · K + 5,14; -K · L 2 + 1,57 · K · L~ + 3 · L~ + 
+ L~R + L 2 R 2 + L~La + 4 ·RL2 La + 4 ·R2 La in ma 

und für das statische Moment 
W W R 

Mx= 0,57 K + 0,5 · L~ + L2 • R + -K + 1,57 · K · (R + L 2) + 
+La (L2 + 2R) in m2 

oder entsprechend umgeformt 

R2 R 
Mx= 3,14 · K + 1,57 ·x ·L2 + 0,5 ·L~ + L2 R + L 2 La + 2·RLa in m 2 • 

In gleicher Weise wird die Wirkung der Kraftkomponente V ( =F11 ) 

in der y-Achse ermittelt. 
Für den Schenkel L1 gilt Bild 1, d. h. Formel 6 

1 
J11 = ~3 · Li + Li · R + L1 • R 2 ma 

M11 = 0,5 ·Li + L1 · R m2, 

da b =Rist. 
Für den Bogen gilt Bild 4, d. h. Formel 2 

Ra 
J11 = 0,355 · K + 0 + 0 ma 

da a = 0 ist. 

R2 
M11 =0,57x+O m2, 

Für den Schenkel L 2 gilt Bild 5, d. h. Formel 7 

da a = 0 ist. 

Jll =L2·a2 =0 

M11 =L2 ·a =0, 
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Für den Bogen gilt Bild 7, d. h. Formel 2 
Ra 

Jy=0,355y+O+O ms 

Rz 
My=-0,57-x-0 m 2 

da b =0 ist, und zwar in negativer Richtung. 
Für den Schenkel L3 gilt Bild l, d. h. Formel 6 

1 
JY = 3 · L~ + L~ · R + La· R2 ma 

My =-0,5·L~-La·R m2, 

da b = R ist, und zwar in negativer Richtung. 
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Für das gesamte System gilt wieder die Summe der Momente, d. h. 

1 R3 R3 

JY = 3 · L~ + L~ · R + L1 R2 + 0,355 · K + 0,355 · K + 

+ i · Lg+ L~R+L3R2 
1 1 R3 

= 3 · Lf + 3 · L~ + R · (L~ + Lä) + R2 • (L1 + L3) + 0,71 · K in ms 

R2 R2 
My = 0,5 ·Li+ L1 R + 0,57 · K- 0,57 · K- 0,5 · Lä -L3 R 

= 0,5Li-0,5Li + R (L1 -La) in m 2 • 

Die Schwerpunktsabstände ermitteln sich hiernach zu 

in m. 

Somit werden die auf die Schwerpunktsachsen bezogenen Trägheits-
momente 

und 
Jys = Jy-L • ;2. 

Jetzt wird noch das auf die Achsen x und y bezogene Zentrifugalmoment 
benötigt. 

Für den Schenkel L1 gilt Bild I, d. h. Formel 8 

Jxy = 0,5 ·Lf ·a + L1 ·a ·R =0, 
da a = 0 ist. 

Für den Bogen gilt Bild 4, d. h. Formel 5 

Ra 
Jxy = 0,07 ·y + 0 + 0 + 0 

da a = 0 und b = 0 ist. 
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Für den Schenkel L2 gilt Bild 5, d. h. Formel 8 

Jzy = 0,5 ·L~ ·a + L2 ·a ·R =0, 
da a = 0 ist. 

Für den Bogen gilt Bild 7, d. h. Formel 4 

R3 RZ 
Jz_y =-0,5y-0,57 ·y· (L2 + R)-0-0 ma, 

da a = L2 + R und b = 0 ist, wobei die negative Richtung zu beachten ist. 

Für den Schenkel La gilt Bild 1, d. h. Formel 8 

Jzy =-0,5 ·Li· (L2 + 2 ·R)-La · (L2 + 2R) ·R ma, 

da a = L 2 + 2R und b = R ist. Auch hier ist die negative Richtung zu 
beachten. 

Die Summe der Zentrifugalmomente gilt für das ganze System, d. h. 

R3 R3 RZ 
Jzv = 0,07 · y-0,5 · y-0,57 · K · (L2 +R)-

- 0,5 · L§ (L2 + 2 · R)- La· (L2 + 2 · R) · R in ma 

oder entsprechend umgeformt 

Ra R2 
Jzv =- y-0,57· y·L2 -(L2 + 2 ·R) (0,5 ·L§ + LaR) in ma 

und bezogen auf die Schwerpunktsachsen 

JzsYs =Jzy-L·rr~ in ma. 

Hier müssen die Vorzeichen genauestens beachtet werden, da. Jzy in 
diesem Falle negativ ist, dagegen ~ sowohl positiv (L1 >La) als auch 
negativ (L1 <La) sein kann. 

Mit diesen Werten ermittelt man die Kraftkomponenten H und V 
nach folgenden Beziehungen, wobei die Dehnungskomponenten 

Lln =IX (L1 + 2 R +La)± On 

Llv =IX (L2 + 2R) ± Ov 

in cm einzusetzen sind. 
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Darin bedeuten 

E =Elastizitätsmodul des Rohrwerkstoffes bei der Betriebstem
peratur in kgjcm2 (Abb. 8), 

J =äquatoriales Rohrträgheitsmoment nach den Tabellen 14 bis 16 
in cm4, 

LI H = Wärmedehnung in horizontaler Richtung in cm, 
LI v = Wärmedehnung in vertikaler Richtung in cm. 

Die Abweichung in diesen beiden Gleichungen für H und V gegen
über den Gleichungen (57) und (58) ist durch die Wahl der Achsen in 
Abb. 68 bedingt. Sieht man das linke Ende des Systems als fest an, 
so erfolgt die Wärmedehnung LIH nach rechts, d. h. entgegen der x-Achse 
und LI v nach unten, d. h. in Richtung der y-Achse. Legt man die Richtung 
der Wärmedehnung entgegen der Achsenrichtung als positiv fest, so sind 
LIH positiv und Llv negativ in die Gleichungen (57) und (58) einzuführen. 
Dadurch ergibt sich die Kraftkomponente H positiv und die Kom
ponente V negativ. Das stimmt auch gemäß Abb. 68 mit den Achsen
richtungen überein, da die Kraftwirkung in Richtung der Achse positiv 
sein muß und umgekehrt. 

Dieses Beispiel wurde absichtlich so gewählt, um die Bedeutung der 
Achsenrichtungen zu zeigen. 

Mit P =V H 2 + V2 liegt die Reaktionskraft nach Lage, Richtung und 
Größe fest, indem man sie durch den Schwerpunkt S des Systems legt. 

Die vorstehenden Erläuterungen werden vielleicht den Eindruck 
erwecken, daß dieses Verfahren sehr umständlich und langwierig ist. 
Das ist jedoch nicht der Fall, da man die Trägheits-, Zentrifugal- und 
statischen Momente normalerweise nicht für jeden Schenkel und Bogen 
einzeln ausrechnen wird, sondern unter Zuhilfenahme der Tabelle 3 die 
Werte gleich nach den dort angegebenen Formeln hintereinander schreibt 
und du~ch entsprechende Umformung vereinfacht. Es empfiehlt sich 
in jedem Falle, die nach Tabelle 3 ermittelten Bildnummern - wie in 
Abb. 68 gezeigt - an die einzelnen Schenkel und Bogen des Systems 
anzuschreiben, um Versehen auszuschließen. 

Außerdem wurden vom Verfasser für verschiedene häufig vorkom
mende Rohrsysteme nach diesem Verfahren die Beziehungen für die 
S.chwerpunktsabstände und die Trägheits- bzw. Zentrifugalmomente 
bereits ermittelt, so daß gleich die Zahlenwerte für die Schenkel und 
Biegungshalbmesser eingesetzt werden können. 

Diese Beziehungen sind nachstehend für einen L-Bogen, Z-Bogen, 
unsymmetrische Umbogen, symmetrischen (gleichschenkligen) Umbogen, 
Schwanenhalsbogen und U-Bogen-Ausgleicher aufgeführt. 

Es war jedoch nötig, den ausführlichen Gang aer Entwicklung an 
Hand des Z-Bogens zu zeigen, um dem Leser die Möglichkeit zu geben, 
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für ein anderes etwa in Frage kommendes System sich die Beziehungen 
selbst zu entwickeln. 

L-Bogen (Abb. 69). 
R 

Gestreckte Rohrlänge ist L=L1 +L2 +I,57 ·x in m. 

Schwerpunktsabstände: 

R2 
0,57 · K + 0,5 · L~ + L 2 • R 

'YJ= L in m, 
. R2 

0,5·Li+ L1 ·R+ 0,57·y 
~ = L in m. 

Abb. 69. L·Bogen 
mit Einspannfestpunkten. 

Abb. 70. Z-Bogen 
mit Einspannfestpunkten. 

Trägheits- und Zentrifugalmomente, bezogen auf die Schwerpunktsachsen: 

R3 I 
Jzs = 0,355·y+a·L~ +L:R+L2 R2 -L·'YJ2 in m 3 , 

I Ra 
J118 = 3 -L~ +L~ ·R + L1 R2 + 0,355 - 1r-L·~2 in m3 , 

Jx 118 =0,07·; -L·'Y}·~ in m3 • 

Komponenten der Wärmedehnung: 

LIH = oc. (Ll + R)± eH in cm, 

Llv=oc·(L2 +R)±,0v in cm. 

Die Werte eH bzw. ev stellen etwaige zusätzliche Verschiebungen 
des Festpunktes in der entsprechenden Richtung dar. 

Kraftkomponenten: 

in kg, 

in kg. 
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Z-Bogen (Abb. 70). 
R 

Gestreckte Rohrlänge L =L1 + L2 +La+ 3,14 · K in m. 
Schwerpunktsabstände: 

R2 R 
3,14· ~K+ 1,57· ][" L2 + 0,5·L~+ L2 R + L2 L3 + 2· RL3 

1]= L 

r:' 0,5·Li-0,5·L~+R·(L1-L3) • ±o;= L mm. 
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in m 

(In Abb. 70 ist die Lage des Schwerpunktes für einen positiven ~-Wert 
gezeigt.) 
Trägheits- und Zentrifugalmomente bezogen auf die Schwerpunktsachsen: 

RB R2 R 1 
Jx 8 =4,7l·y+5,14· x-·L2 +1,57· x·L:+3·L~+ 

+ Li R + L 2 R2 + Li La + 4 · R L2 La + 4 · R 2 La- L ·172 in ma, 

Jv s = ! · Li + ! · L~ + R Li + R L~ + R2 (L1 + La) 
Ra 

+ 0,7l·y-L·~2 in ma, 
RS R2 

Jxys = -y-0,57 · K ·L2-(L2 + 2 ·R) (0,5 ·L; + LaR)-L ·17 ·~. 

Die Komponenten der Wärmedehnung: 

LIH = 0(. • (L1 +La+ 2 · R) ± OH in cm, 
Llv=O(.·(L2 +2·R)±Ov in cm. 

Die Werte OH und Ov stellen- wie für den L-Bogen bereits erklärt
etwaige zusätzliche Verschiebungen der Festpunkte in der entsprechenden 
Richtung dar. 
Kraftkomponenten: 

H - E·J. L1H·Jys-L1v·Jxys 
- 10s J ·J -J2 in kg, xs ys xys 

V- E·J. L1v·Jxs-L1H·Jxys in kg. 
- 106 Jxs · Jys- Jivs 

Unsymmetrischer Umbogen (Abb. 71). 

(Ll >La.) 

Gestreckte Rohrlänge L=L1 +L2 +La+3,14 · ; in m. 
Schwerpunktsabstände: 

R2 R 
3,14·y+ 1,57· K ·L2 + 0,5·L~+ L2 • R+ L2 L8 + 2RL3 

rJ= L inm, 
R2 

1,14· K + 0,5· Li+ 0,5· L~ + R· (L1 + L3) 

~= L m m. 
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Trägheits- und Zentrifugalmomente, bezogen auf die Schwerpunktsachsen: 

R3 R2 R 1 
Jx,= 4,71·x +5,15·x ·L2 + 1,57 · yL~ + 3 -L~ + 

+ L~R + L2 R2 + L~L3 + 4RL2 L3 + 4R2 L3-L ·rl in m3 , 

1 1 
Jvs = -3- · L~ + -3- · L~ + L~ R + R2 • (L1 + L3) + L~ · R + 

Ra 
+0,71·x-L·~2 in ms, 

Ra R2 
Jxvs= 1,14 K +0,57 ·x ·L2 + (L2 + 2 ·R) (0,5 ·L~ + L3 R)-

- L · rr ~ in ma. 

Komponenten der Wärmedehnung: 

L1H = cx. • (Ll-La)± OH cm, 

L1v = cx. • (L2 + 2R)± Ov cm. 

Kraftkomponenten: 

H- E·J. L1H·Jvs-L1v·Jxvs 
- wa JxsJv,-Jivs inkg, 

Abb. 71. Unsymmetrischer Um
bogen mit Einspannfestpunkten. V _ E· J. Llv · Jxs -LlH· Jxvs 

- lOS JXB • J'UB- Jivs 
in kg. 

Ist dagegen L1 <La, so wird L1H negativ, da L1-L3 negativ ist. Da
durch erhält man für die Kraftkomponente Hebenfalls einen negativen 
Wert, der in Abb. 71 in umgekehrter Richtung aufzutragen ist. 

IfT"-L.a-L.t 

Es können also die gleichen Beziehungen 
auch für den Fall L1 < L3 verwendet werden. 

Abb. 72. Symmetrischer Um
bogen mit Elnspannfestpunkten. 

Wenn L 1 =La ist, so handelt es sich um 
einen symmetrischen Umbogen, bei dem die Be
ziehungen sich wesentlich vereinfachen lassen. 
Das Zentrifugalmoment Jxv 8 wird wegen der 
Symmetrie Null. Hierfür folgen die ent
sprechenden Beziehungen. 

Symmetrischer Umbogen ~Abb. 72). 
(L1 =La.) 

Gestreckte Rohrlänge L=2L1 +L2 +3,14 · ; in m. 

Schwerpunktsabstände: 

1J=0,5·L2 +R in m, 
R2 

1,14· K+ L~+ 2·L1 R 
~ = L in m. 
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Trägheits- und Zentrifugalmomente, bezogen auf die Schwerpunktsachsen: 

Jxs hat hier keine Bedeutung, 
2 R3 

Jv s = 3 · L~ + 2 · L~ · R + 2 · L1 R 2 + 0, 7l · K- L · ~2 in ma, 

Jxys = 0. 

Komponenten der Wärmedehnung: 

L1v = rt. • (L2 + 2R)± Cv in cm, 

LJH = 0. 

Kraftkomponenten: 

H=O, 

V- E·J. Llv =P in kg. 
- 106 Jys 

Schwanenhalsbogen (Abb. 73). 

Gestreckte Rohrlänge: 
R 

L=L1 +L2 +L3 +L4 +4,71· K in m. 

Schwerpunktsabstände: 

Abb. 73. Schwanenhalsbogen 
mit Einspannfestpunkten. 

R2 R 
5,71K + 3,14KL2 + 0,5L~+ L2R+ L2 L3 + 2L3R+ L2L4 +L4 R-0,5L! 

±n= L 
R2 R 

0,5Li+ L1 R- 0,5Li- L3 R- 2,57 K -1,57 ](L3 - L3 L4 - 2L4 R 

In m 

± ~ = ~~~~~~~~~-L"-----~~~--~~- In m. 

Trägheits- und Zentrifugalmomente, bezogen auf die Schwerpunktsachsen: 

R 3 R 2 R 1 3 2 
Jx 8=9,065·x+ 10,28· K · L2 + 3,14 ·x ·L~ + 3· L2 + L2 • R+L2 R 2 + 

+ L3 (L2 + 2 · R)2 +! L:+ (L2 +R-L4 )(L2 +R)·L4-L·'YJ2 in ma. 

1 R3 R2 R 
Jvs=3· Li+ Li· R + L1 R2 + 5,065 · x+5,14·x· La+ 1,57 ·x · L~ + 

+ ! · L~ + L~ R + La R2 + L4 (La + 2 · R)2- L · ~2 in ma. 

R3 R2 R2 R 
Jxvs =-5,07·}{~-3,14· K ·L2-2,57·x·La-l,57· K ·L2 La-

-(L2 + 2·R) (0,5·Li +L3R)-(L3 + 2·R){L2 L4 +L4R-0,5·L~)-

-L·'YJ·~ in m3• 

Komponenten der Wärmedehnung: 

L1 H = rt. • (L1 + L 3 + 3 · R) ± C H in cm, 

±L1v = rt. • (L2 + R-L4)± Cv in cm. 
·v. Jürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 8 
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Kraftkomponenten: 

H - E·J .L1H·Ju,-L1v·Ja:ys 
- IQ6 J<I:B • Jy,--,'- J;!IB 

in kg, 

V - E·J .L1v·Jz,-L1H·Jzu• 
- 1Q6 Jz,·JIIB-_J;IIB 

in kg. 

Bei diesem Rohrsystem ist ganz besonders auf die Vorzeichen von ~ 
und Llv zu achten. Wenn L1 gegenüber den anderen Schenkeln sehr 
groß ist, so wird ~ positiv und muß dann links von L 2 aufgetragen werden. 
Die in Abb. 73 dargestellte Richtung der Kraftkomponenten ist positiv. 
Wenn L4 größer wird als L2 +R, so wird Llv negativ. Dabei bleibt aber 
die Richtung der Kraftkomponenten noch bis zu einer bestimmten 
Größe von L 4 positiv. Wenn L 4 noch größer wird, dann dreht sich die 
Richtung von V um (V wird negativ) und muß in der anderen Richtung 
aufgetragen werden. 

Auch der Schwerpunktsabstand 'YJ kann bei genügend großem L4 

negativ werden, so daß der Schwerpunkt dann oberhalb der Linie von L 1 

zu liegen kommt. 

U-Bogen-Ausgleicher 
(Abb. 74). 

Gestreckte Rohrlänge: 

Abb. 74. U-Bogenausgleicher mit Einspannfestpunkten. 

L=2·L1 +2·L2 +La+ 
R + 6,28 · K in m. 

Schwerpunktsabstand: 
RB R 

6,28· x+ 3,14· K ·L2 + L~ + 2·L2 R+ L2 L3 + 2·L3 R 

'YJ= L in m. 

Trägheitsmoment, bezogen auf die Schwerpunktsachse: 

Ra RB RL2 2La 
Ja:,-:- 9,42 ·x + I0,2s_- 7 ·L2 + 3,14·y· ~+ 3 2 + 

+ 2 · L~ R + 2 · L 2 R2 + L~ La + 4 · L2 La R + 4 · L3 R2 - L · 'YJ2 in m3 • 

Wärmedehnung: 

LIH=1X·(2·L1 +La+4·R)±OH in cm. 
Kraft: 

E·J L1H 
P =H = ----ws· Ja:s in kg. 

Wenn die Schenkel L1 sehr lang sind, wie es normalerweise der Fall 
ist, darf man sie nicht mit der ganzen Länge in die Rechnung einsetzen. 
Die statische Berechnung von Rohrsystemen setzt voraus, daß die . ein
zelnen Schenkel und Bogen eines Systems sich zwischen den Festpunkten 
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vollkommen ungehindert bewegen können, und zwar nach allen Rich
tungen. Bei langer Rohrleitung (großes LI) wird man schon mit Rück
sicht auf die Ausknickgefahr die geraden Schenkel LI in gewissen Ab
ständen mit Führungen versehen. Dadurch ist ihnen die freie Bewegungs
möglichkeit quer zu ihrer Richtung nicht mehr in dem Maße möglich, 
wie es den Voraussetzungen der Berechnung entspricht. Aus diesem 
Grunde wird man für die Berechnung von 'YJ und Jxs die gestreckte Rohr
länge kürzer einsetzen, und zwar so, als ob LI etwa der doppelten Aus
ladung des U-Bogen-Ausglei
chers (Ausladung A = L2 + 2R) 
entspricht. Für die Berechnung 
der Wärmedehnung muß natür
lich die tatsächliche ungekürzte 
Entfernung der Festpunkte ein- ·~ z~'-"'k-'""'---"'--l------""k--l--t--+--+-t-! 
gesetzt werden. 1: 

Auf dieser Grundlage ist die ~ ~S""--""--l"'-.""'""-'1'-c---"',..+--""'-d-+""-.t--+-+-l 
"' Linientafel Abb. 75 entworfen. ~ 

Nach dem oben Gesagten wurde 
L A ~ 

I =2 · in Rechnung gesetzt, o,gt--+---+--iir-..t:-"-...:-l""""';::r-...~:"1'--;±---~ 
wobei A die Ausladung des ·o,ol----+---+--+-_...."__...,.,___~a--.;~ 
Ausgleichers darstellt, d. h. A = q;'I----+---+--+--+-+-"'1'-.P.-kl 

L 2 +2R. 
Zur Verringerung der Anzahl 

derVeränderlichen ist ferner La= 
I ,5 · R zugrunde gelegt worden. 

Abb. 75. Berechnung der Reaktionskraft für 
U-Bogenausgleicher nach Abb. 74. 

Der aus Abb. 75 in Abhängigkeit vom KARMAN-Faktor Kund dem 
Verhältnis A :R abgelesenen Wert 0 2 ist in die Gleichung 

E·J Lln 
H = 106" Aa·o in kg 

2 
einzusetzen. 

Lln = Wärmedehnung in cm, 
A = Ausladung des Ausgleichers in m, 
J = Rohrträgheitsmoment in cm4, 

E = Elastizitätsmodul in kgjcm2• 

Es darf nicht übersehen werden, daß für Lln die Wärmedehnung 
unter Berücksichtigung der Vorspannung einzusetzen ist. Die KARMAN
Zahl K ermittelt man aus Abb. 57. 

Desgleichen kann aus Abb. 76 unter den gleichen Voraussetzungen 
die größte Biegungsspannung im Scheitel (La) des U-Ausgleichers leicht 
berechnet werden. Der in der gleichen Art abgelesene Wert 01 wird in 
die Gleichung 

E·D L1n . k I 2 
ab=106·A2·0~ m gmm 

8* 
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eingesetzt, wobei D den äußeren Rohrdurchmesser in cm darstellt. Die 
übrigen Werte sind wie oben einzusetzen. 

Aus diesen beiden Abbildungen kann der sehr häufig vorkommende 
U-Bogen-Ausgleicher mit äußerster Genauigkeit ohne große Mühe leicht 
berechnet werden. Dabei ist es besonders wichtig, daß in den Abb. 75 
und 76 der Einfluß der Bogenabflachung ebenfalls berücksichtigt ist. 
Diese Linientafeln gelten jedoch nicht für Faltenrohrbogen. 

In dem "Handbuch der Rohrleitungen" 1 wurden vom Verfasser 
ähnliche Linientafeln für einen Lyrabogen aufgestellt, aus denen mit 

Abb. 76. Berechnung der größten Biegungsspannung 
im U·Bogenausgleicher nach Abb. 74. 

Hilfe der gleichen Formeln, 
wie vorhin für den U-Bogen
A usgleicher, die Reaktionskraft 
und die größte Biegungsspan
nung im Scheitelpunkt berech 
net werden kann. Der Ver
gleich dieser Linientafeln mit 
den Abb. 75 und 76 zeigt deut
lich, daß kein großer Unter
schied in den elastischen Eigen
schaften beider Ausgleicher
arten besteht. Der Lyrabogen 
ist etwa 10% elastischer und 
ergibt im gleichen Verhältnis 
kleinere Reaktionskräfte und 
Spannungen. 

Beispiel 8. Für eine ge
rade Hochdruckfernleitung von 
140 m Länge und 300 NW ist 
die Anzahl der erforderlichen 

Ausgleicher zu ermitteln. Die Ausladung der Ausgleicher soll nicht 
größer als 4,5 m sein. Betriebsverhältnisse sind 40 atü 450° C. Rohr
werkstoff Cu-Mo-Stahl. 

Aus Abb. 15 

aus Abb. 8 

ermittelt man D = 318 mm, s = 9 mm, 

E = 1,84 · 106 kgfcm2, 

aus Abb. 31 8 = 15,6 · 10;-6 cmfcm° C, 
d. h. Wärmedehnung Cl= 15,6 ·I0-6 • 450 ·100 = 0,7 cmfm. 

Die Gesamtwärmedehnung der Fernstrecke beträgt Cl • L = 98 cm = 
980mm. 

Bei einer Dauerstandfestigkeit von 15 kgfmm2 kann die zulässige 
Beanspruchung mit kzul = lO kgfmm2 eingesetzt werden. 

1 ScHWEDLER, F.-v. JüRGENSONN: Handbuch der Rohrleitungen, 2. Aufl. 
Berlin: Julius Springer 1939. 



Berechnung der Elastizität ebener Rohrsysteme. 117 

Axiale Beanspruchung durch den Innendruck nach Gleichung (18a) 

p·d2 40·3002 

Ga = 400 (d + 8) • 8 400 · 309 · 9 = 3,24 kgjmm2 • 

Für die Biegungsspannungen verbleibt also der Betrag von 

ab= kzul-(Ja = 10-3,24 = 6,76 kgjmm2 • 

Für A =4,5m und R=5mal·NW =1,5m istA:R=3. Aus Abb.57 für 
z = dfs = 300/9 = 33,3 ist K = 0,35. Hierfür folgt aus Abb. 76 01 = 5,25. 
Mit diesen Werten ist 

6, 76 . 4,52 • 5,25. 106 
1,84 . 106 . 31,8 = 12,3 cm = 123 mm. 

Bei 50% Vorspannung nimmt also jeder Ausgleicher 2 X 123 = 246 mm 
Wärmedehnung auf. 

Für die Gesamtwärmedehnung der Fernstrecke werden also 980:246 = 
4 U-Bogen-Ausgleicher benötigt. 

Die vom Ausgleicher ausgeübte Festpunktkraft beträgt bei 0 2 = 1,77 
(aus Abb. 75) 

H _ 1,84 ·1Q6 • 10450. ~- _ 1470 k 
- 106 4,53 • 1, 77 - g. 

Das gleiche Ergebnis hätte man auch bei unmittelbarer Berechnung 
ohne Benutzung der Abb. 75 und 76 nach den Formeln erhalten, wenn 
man L 1 =2 · A =9 meingesetzt hätte. Nur wäre dann die Berechnung 
wesentlich umständlicher. 

In vielen Fällen ist es beim Entwurf von Rohrleitungsanlagen wichtig, 
ein kritisch erscheinendes Bogensystem schnell und ohne mühselige 
Rechenarbeit nachzuprüfen. In solchen Fällen genügt es zunächst, wenn 
die Wirkung der Bogenabflachung unberücksichtigt gelassen wird, da 
man ja nur die ungefähre Größenordnung der auftretenden Biegungs
beanspruchungen wissen will. Die Berechnung nach Tabelle 2 wäre 
nicht zweckmäßig, da die Zugrundelegung von Gelenkfestpunkten zu 
einem falschen Bild über die Spannungsverteilung führt und auch durch 
die zahlenmäßige Höhe der Beanspruchung leicht täuscht. 

Zu diesem Zweck dienen nachstehende Linientafeln, die es erlauben, 
die Reaktionskräfte und maßgebenden Biegungsspannungen für einige 
häufig vorkommende Rohrsysteme unter der vereinfachenden Voraus
setzung von biegungssteifen Ecken leicht zu ermitteln. 

Die Linientafeln Abb. 77, 79, 80 und 86 sind dem "Handbuch der 
Rohrleitungen ''1 entnommen. 

1 ScHWEDLER, F.-v. JüRGENSONN: Handbuch der Rohrleitungen, 2. Aufl. 
Berlin: Julius Springer 1939. 
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Abb. 77. Berechnung des L·Bogens. 

Die Abb. 77 gilt für einen L-Bogen (Winkelbogen) nach Abb. 78. 
Die Berechnung erfolgt nach folgenden Gleichungen: 

11 Jlv" - ß I 

t, 

Biegungsspannung: 

im Punkt I 

im Punkt II 

Reaktionskräfte: 

L 
ab =a -15 -c kgfmm3 , 

D 
ab = b • y · c kgfmma. 

lU in Richtung von L1 
J 

H=Ho·v·c in kg, 
Abb. 78. L-Bogen 

(Winkelbogen). 
in Richtung von La 

Hierin bedeuten: 

D = Rohraußendurchmesser in m, 

J 
V=V0 ·L2 ·c inkg. 

L = L1 +La= gestreckte Rohrlänge in m, 
a bzw. b = Einheitsspannung in kgjmma aus Abb. 77 (linke Ordinate), 
J =äquatoriales Rohrträgheitsmoment in cm4 aus Tabellen 14 bis 16, 
H0 bzw. V0 = Einheitskräfte aus Abb. 77 (rechte Ordinate!), 
c = Hilfszahl aus Abb. 79. 
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Diese Hilfszahl hat folgende 
Bedeutung. Die Linientafeln 
Abb. 77, 80 und 86 sind für 
einen Rohrwerkstoff St 35.29 
und eine Betriebstemperatur 
von 400° C, sowie für 50% Vor- ::. 
spannung entworfen. Die Um- § 
rechnung auf andere Betriebs- :r: 
Verhältnisse erfolgt einfach, in- ~ 
dem man für die entsprechende ~ 

6 

5 

II 

2 

1 

0 
u 

Betriebstemperatur und für den :c 4 
gewählten Rohrwerkstoff die ] 
Umrechnungszahl c aus Abb. 79 i 4 

.9 
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entnimmt. 4 
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Beispiel 9. Winkelbogen L1 = 
6m, L2 =12 m, D=267 mm, 
s=7mm, J =4830cm4 soll für 
eine Temperatur von 350° C ge
prüft werden. 
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Abb. 79. Umrechnungszahlen für verschiedene 
Werkstoffe und Temperaturen . 
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Abb. 80. Berechnung des symmetrischen Z·Bogens, gültig für: Rohrmaterial St 35.29, 

Temperatur 400° C, Vorspannung 50%. 



120 Elastizitätsberechnung der Rohrleitungen. 

Es ist L2:L1 =12:6=2 und L1 +L2=18m und somit aus Abb.77 

a = 555 kgjmm2 b = 325 kgjmm2 

H0 = 16,0 V0 = 52,5 

und aus Abb. 79 c = 0,9 (für St 35.29 bei 350° C). 

Daraus berechnen sich 

0,267 .. 
ab = 555 · 18 · 0,9 = 7,4 kgfmm2 (fur Punkt I), 

2 . 0,267 2 
a6 = 3 5 ··18 · 0,9 = 4,34 kgfmm (für Punkt II), 

4830 
H = 16,0 · ---r32 · 0,9 = 215 kg, 

- 4830 
V = 52 o · -- · 0 9 = 705 kg 

' 182 ' 

bei einer Vorspannung von 50%. 

Will man statt dessen z. B. eine Vorspannung von 60% berück
sichtigen, so rechnet man sämtliche Werte im Verhältnis 

V = 1005~ 60 = {~- = 0,8 vJ 
...!... lt---1-,_,___1 um. 

J Wie man sieht, ist die Rechnung 
!.; 

lV äußerst einfach und trotzdem sehr 
-.,..--,--.=.tl 

/.9 =t, genau. Die größte Beanspruchung tritt 
Abb. 81. Symmetrischer Z-Bogen. stets an der Einspannstelle des kür

zeren Schenkels auf. 
Für einen gleichschenkligen Z-Bogen L 1 =La, ähnlich Abb. 81 

gilt die Linientafel Abb. 80. Die Gleichungen sind dieselben, wie vor
hin angegeben. Auch hier hat die Hilfszahl c die gleiche Bedeutung. 

Biegungsspannungen im Punkt I und IV 

D 
a6 =a·-L·c in kgfmm2 , 

im Punkt II und III 
D 

ab= b · L · c in kgfmm2 • 

Reaktionskräfte : 

in Richtung von L1 

in Richtung von L2 

J 
H = H0 • If · c in kg, 

J 
V=V0 ·v·c inkg, 

wobei L = L1 + L2 +La in m ist. Die übrigen Werte haben die gleiche 
Bedeutung. 

Bei ungleichlangen Schenkeln L 1 und La ist die Umrechnung mit 
Hilfe der Abb. 82 bis 84 möglich. Diese wurden jedoch nur für die 
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Bestimmung der Eiegongsspannungen in den am meisten beanspruchten 
Punkten II, III und IV aufgestellt, wobei L3 >L1 zu setzen ist. Die 
Berechnung soll an einem Zahlenbeispiel erläutert werden. 

Beispiel 10. UnsymmetrischerZ-Bogen L3 >Lv und zwar D = 159 mm 

L1 =3m, L2 =3,6m, L3 =9m, 

L = 3 + 3,6 + 9 = 15,6 m. 
Vorspannung = 60%, d. h. Umrechnungszahl v = 0,8, 

Werkstoff Mo-Stahl für 450° C, daher 
Umrechnungszahl c = 1,29 aus Abb. 79. 

Die Einheitsspannungen aus Abb. 80 für einen symmetrischen 
Z-Bogen sind bei p 2 = 3,6: 3 = 1,2 

ntz .DI a = 320 für Punkt I (und IV), 
b = 395 für Punkt II (und III). 

t1 LJ-t1 Die Umrechnungszahlen für den unsym
metrischen Z-Bogen aus Abb. 82 bis 84 für 
112 = 1,2 und u 3 = 9:3 = 3 sind: 

II ·II r r 
- I fiT- im Punkt II 

Abb. 85. 
Symmetrischer Umbogen. im Punkt III 

im Punkt IV 

"P2 = 1,125, 
"P3 = 1,31, 
"P4 = 1,09. 

Dann sind die entsprechenden Eiegongsspannungen aus der Gleichung 

D 
ab=b· L-·c·v·"P 

zu ermitteln, d. h. 
0,159 

in II ab= 395 · 15,6 ·1,29 · 0,8 ·1,125 = 4,67 kgfmm2 , 

0,159 
in III ab = 395 · 15,6 · 1,29 · 0,8 · 1,31 = 5,44 kgfmm2 , 

0,159 
in IV ab = 395 · 15,6 · 1,29 · 0,8 · 1,09 = 4,53 kgfmm2 • 

Die Spannung im Punkt I ist stets am kleinsten, wenn L 3 > L 1 ist. Die 
größte Spannung ist also im Punkt III. 

Für einen symmetrischen Umbogen nach Abb. 85 gilt die 
Linientafel Abb. 86, die ebenfalls eine mühelose Nachprüfung dieses 
Systems ermöglicht. Die größte Beanspruchung tritt an den Einspann
stellen der Schenkel L1 und L 3 auf. 

Die Gleichungen lauten für die Eiegongsspannung im Punkt I und IV 

ab= a · f- · c in kgjmm2 (für a siehe linke Ordinate), 

im Punkt II und III 
D 

ab= b • y · c in kgfmm2 (für b siehe linke Ordinate) 
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und für die Reaktionskraft 
J 

H = P = H0 ·V· c (für H 0 siehe rechte Ordinate), 

wobei L = L1 + L 2 + L3 in m ist. 

123 

Die Linientafeln Abb. 77 bis 86 sind hauptsächlich für die schnelle Prü
fung des Entwurfes gedacht. Die genaue Ermittlung der Kräfte und 
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Abb. 86. Berechnung des symmetrischen Umbogens. 

Biegungsspannungen erfolgt zweckmäßigerweise unter Benutzung des am 
Anfang dieses Abschnittes angegebenen Berechnungsverfahrens oder der 
ausgewerteten Formeln für das entsprechende Rohrsystem. Dann gewinnt 
man auch die genaue Lage der Kraft und kann diejenigen Punkte er
mitteln, die die größten und kleinsten Beanspruchungen aufweisen. 

Es soll nun an Hand von Zahlenbeispielen die Berechnungsart 
erläutert werden. Hierbei wird auch ein Vergleich mit der vereinfachten 
Rechnung mittels der vorhin erwähnten Linientafeln gezogen werden 
können. Außerdem sollen bei dieser Gelegenheit auch einige Sonderfälle 
Berücksichtigung finden. 
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Beispiel 11. Der im Beispiel 5 durchgerechnete Z-Bogen soll nunmehr 
unter Berücksichtigung der Bogenteile und für beiderseitige Einspannung 
(Einspannfestpunkte) geprüft werden (Abb. 87). 

Bei einem Biegungshalbmesser R = 5d = 5 · 200 = IOOO mm sind die 
einzelnen geraden Schenkel 

Abb. 87. Z-Bogen mit Einspann
festpunkten für Beispiel 11. 

L 1 =9m, 
L 2 =4m, 
L 3=3m. 

Für das Rohr 2I6 X 7,5 folgt 
aus Abb. 57 die KARMAN-Zahl 
entsprechend z = d : s = 26,8, 
]{ = 0,425. 

Für die gewählten Be
triebsverhältnisse p = 40 atü 
und t = 450° C ist 

E = I,83 ·106 kgfcm2, 
e = I4,76 ·I0-6 cmfcm° C, 

daraus oc = I4, 76 · I0-6 • 450 · IOO = 0,664 cmfm. 

Nun können die Schwerpunktsabstände sowie die Trägheits- und 
Zentrifugalmomente nach den für den Z-Bogen angegebenen Formeln 
berechnet werden. Zur Vereinfachung ermittelt man 

L 1 =9 L~ =8I L~ = 729 

L 2 =4 L:= 16 L~= 64 

L3=3 L2-3- 9 Ls-3- 27 

R=I R2= I R3= I 

RfK=2,35 R2fK= 2,35 RafK= 2,35 

L = 9 + 4 + 3 + 3,I4 · 2,35 = 23,38 m, 

- 3,14. 2,35 + 1,57. 2,35. 4 + 0,5. 16 + 4 + 4. 3 + 2. 3 - 2 23 
rJ - 23,38 - ' m' 

t: _ 0,5 · 81-0,5 · 9 + 9-3 _ + I 8 
5" - 23,38 - ' m · 

JXB = 4,71 "2,35 + 5,I4" 2,35 "4 + I,57 "2,35" I6 + t" 64 + I6 + 4 + 
+ I6 · 3 +4 · 4 · 3+4 · 3-23,38 ·4,97 =267,72-ll6,22 = I51,5m3, 

Jys = k · 729 + t · 27 + 8I + 9 + I2 + 0,71 • 2,35-23,38 • 3,24 = 
= 355,67-75,67 = 280,0 m3 , 

Jxys = -2,35-0,57 · 2,35 · 4- (4 + 2) {0,5 · 9 + 3)
-23,38 · 2,23 · I,8 = -I46,5 m3 , 

Jxs · Jy.-J;ys = I5I,5 · 280-I46,52 = 20930 m6 • 
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Die Komponenten der Wärmedehnung sind bei 50% Vorspannung 

LIH = 0,332 · (9 + 3 + 2) = 4,65 cm, 

Llv = 0,332 · (4 + 2) = 1,98 cm. 

Kraftkomponenten: 

H _ 1,83 · 1os. 2660. 4,65 · 280 + 1,98 · 146,5 _ 371 k 
- 106 20930 - g, 

V - 1,83. lQ6. 2660. 1,98. 151,5 + 4,65. 146,5 - 288 k 
- 106 20930 - g, 

p = Jf37I2 + 2282 = 435 kg. 

125 

Nach Abb. 87 i~t der größte Abstand der Rohrachse (Punkt I) von 
der Kraftachse hmax = 245 cm (Bogen maßstäblich aufzeichnen!). 

Dort ist die größte Biegungsspannung 

P·hmax·D 
(Jb = 200·J 

435 . 245 . 21,6 
200· 2660 4,33 kgjmm2 • 

Fast die gleiche Biegungsspannung herrscht auch im Punkt II, da dort 
der Abstand von der Kraftachse ebenfalls ungefähr so groß ist, d. h. 
hu = 240 cm. 

Diese Berechnung zeigt, daß gegenüber dem Beispiel 5 die Kräfte 
wesentlich höher, die Biegungsspannungen jedoch kleiner sind. Vor 
allen Dingen ersieht man, welchen Irrtum man begeht, wenn Gelenkfest
punkte angenommen werden, weil dann an den Festpunkten gar keine 
Biegungsmomente auftreten dürften, während in Wirklichkeit mit sehr 
erheblichen Spannungen an den Festpunktenden zu rechnen ist. 

Die übrigen Beanspruchungen und deren Zusammensetzung mit der 
Biegungsspannung sind die gleichen wie im Beispiel 5. 

Nimmt man an, daß der Z-Bogen im Punkt I an einT-Stückunter 
Zwischenschaltung eines Absperrschiebers und andererseits im Punkt IV 
an einen Verteiler anschließt, wobei das T-Stück und der Verteiler in 
diesem Falle Festpunkte darstellen wie in der Abb. 87 gestrichelt ange
deutet, so ändern sich die Komponenten der Wärmedehnung wie folgt: 

LIH = 0,332 · (9 + 3 + 2) + 0,664 · (1,2 + 0,45) = 5,746 cm, 

Llv = 0,332 · (4 + 2) + 0,664 · 2 = 3,317 cm. 

Dann treten folgende Kraftkomponenten auf: 

H 
1,83. lQ6. 2660. 5,746. 280 + 3,317. 146,5 -487 k 

106 20930 - g' 
V_ 1,83 · 106 • 2660. 3,317 · 151,5 + 5,746 · 146,5 _ k 

- lQ6 20930 - 313 g' 

p = v'4872 + 3132 = 579 kg. 
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Die größte Biegungsspannung tritt in Punkt I auf und beträgt bei 
kf1JJI.X=255cm. 

579 • 255. 21,6 2 
ab = 200. 2660 = 6,0 kgfmm . 

Man sieht daraus, daß es wesentlich ist, die Wärmedehnung der 
anschließenden Armaturen, Formstücke usw. zu berücksichtigen, da 

L---r-·--1--T-r-·-
:;} ~ ~ 

~ 'f 
'OS' 1::-

-:e6i 
~~~~--~----~~ ... 

Abb. 88. Rohrsystem mit verschiedenen Nennweiten zu Belspiel 12. 

diese den entsprechenden Dehnungsbetrag vergrößern, ohne selbst an 
der elastischen Verformung des Rohrsystems infolge ihrer Steifheit 
teilnehmen zu können. 

Darin liegt auch die Erklärung, warum die vereinfachte Berechnung 
mit Hilfe der Abb. 77 bis 86 nur für überschlägige Prüfungen angewendet 
werden soll. Diese Abbildungen berücksichtigen nur die Wärmedehnung 
des Rohrsystems selbst und nicht die fast immer noch zusätzlich wirkende 
Wärmedehnung der Anschlußteile, die als Festpunkt dienen. 

Beispiel 12. Das in Abb. 88 dargestellte Rohrsystem besteht zu 
einem Teil aus Rohr 229 X 13 mm und zu einem anderen Teil aus Rohr 
171 x 9,5 mm. Betriebsverhältnisse 90 atü 480° 0; Rohrwerkstoff Cr
Mo-Stahl. 

Aus Abb. 8 

aus Abb. 31 

E = 1,79 ·106 kgfcm2 , 

e = 15,5 ·10-6 cmfcm0 0, 

d. h. a = e · t = 15,5 ·10-6 • 480 ·100 = 0,745 cmfm. 

Biegungaradien: 

für Rohr 200 NW 

für Rohr 150 NW 

R1 = 1000mm, 

R2 = 750mm. 
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Dementsprechend folgt aus Abb. 57 die KARMiN-Zahl: 

für Rohr 200 NW (z1 = 15,6) K1 = 0,65, 

für Rohr 150 NW (z2 = 16) K 2 = 0,64. 

Wie gesagt, besteht das Rohrsystem nach Abb. 88 aus zwei Teilen 
verschiedener Rohrdurchmesser und dementsprechend verschiedener 
Elastizität. Das zwischen den beiden Teilen befindliche Stahlguß-T
Stück ist infolge seiner gegenüber dem Rohr sehr großen Gußwandstärke 
so steif, daß man vollkommene Starrheit des Formstückes mit Sicherheit 
annehmen kann. Es hat also an der elastischen Verformung des Systems 
keinen Anteil. Demzufolge muß seine Länge bei der Berechnung der· 
Trägheits- und Zentrifugalmomente des Systems unberücksichtigt bleiben. 

Wohlverstanden, nur seine elastische Länge ist Null, nicht aber 
seine Länge, soweit diese ein Abstandsmaß darstellt. 

Diesen Begriff der elastischen Länge haben wir schon bei der 
Erläuterung der Anwendung der KARMAN-Zahl kennengelernt. Man muß 
also für die elastische Länge des T-Stückes setzen 

Leiast = 0. 

Jetzt müssen noch die beiden Teile des Systems verschiedener Durch
messer aufeinander abgestimmt werden. Grundsätzlich wäre es möglich, 
beide Teile getrennt für sich zu behandeln und die· elastischen Ver
formungen beider Teile, die in ihrer Summe durch die Wärmedehnung 
des ganzen Systems gegeben sind, so aufeinander abzustimmen, daß die 
gegeneinander wirkenden Kraftkomponenten beider Teile in horizontaler 
und vertikaler Richtung gleich sind und auch die Einspannmomente der 
am T-Stück anschließenden Rohrenden einander gleich sind. Das würde 
zu einer sehr umständlichen und mühseligen Rechnung führen, da zu
nächst sehr viele Unbekannte vorliegen. 

Es gibt aber noch einen anderen Weg, um dieses System zu berechnen. 
Im Abschnitt A IV /3 wurde gezeigt, daß für die Elastizität eines Systems 
folgende allgemeine Beziehung gilt 

EI t . "t··t 0 f(L) as1z1a = ·E·J· 

Daraus geht hervor, daß, je größer das Querschnittsträgheitsmoment J 
des Rohres ist, um so geringer die Elastizität des Systems wird, mit 
anderen Worten, um so größere Kräfte sind nötig, um eine elastische 
Verformung herbeizuführen. Die linke Hälfte des Systems mit 200 NW 
hat ein Trägheitsmoment J1 = 5165 cm4, für die rechte Hälfte mit 150 NW 
ist J 2 = 1580 cm4• 

Nimmt man nun für das ganze System ein und dieselbe Nennweite 
z. B. 200 NW an, so wird es sich theoretisch steifer erweisen, als es in 
Wirklichkeit ist. Um die gleiche Elastizität des ganzen Systems mit der 
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NW 200 wie vorher zu erhalten, müssen offenbar die elastischen Längen 
derjenigen Teile, die an sich 150 NW besitzen, im Verhältnis der Quer
schnittsträgheitsmomente ~ :J2 = 5165:1580 = 3,27 vergrößert werden. 
Man führt also in die Rechnung die elastischen Längen der Teile 150 NW 
3,27 = 1/0,306-mal größer ein und kann dann so verfahren, als ob das 
ganze System die NW 200 besitzt. Die Schenkel L 4 = 1,75 m und 
L5 = 9,25 m müssen also in die Rechnung mit einer elastischen Länge 

1 
L4 e = 1,75 · 0,306 = 5,72 m, 

1 
L5 e = 9,25 · 0,306 = 30,25 m 

eingeführt werden. 
Der Biegungshalbmesser R2 erhält die elastische Länge 

1 
R2 e =0,75 · 0,306 = 2,45 m. 

Es ist also 

L1 = 6 m Li = 36 m2 L~ = 216 m3 

L2 =3m L~=9 L~=27 

L3 = 1m L: = 1 L: = 1 
R1 =1m Ri=1 R~=1 

R1JK1 = 1,54 m R~JK1 = 1,54 R~jK1 = 1,54 
L 4 = 1,75 m L: = 3,06 L; = 5,36 

L4 L~ L: 
0,306 = 5•72 m 0,306 = 10 0,306 = 17•53 

L 5 = 9,25 m L: = 85,5 L: = 791 
L5 Lg L~ 

0,306 = 30,25 m 0,306 = 279,5 0,306 = 2585 

R2 = 0,75 m R; = 0,563 R~ = 0,422 
R2 R~ R~ 

. 0,306 .x-; = 3•83 m 0,306 · K 2 = 2•87 0,306 .x-; = 2•15 

Unter Zuhilfenahme der Tabelle 3 sollen jetzt die statischen Momente, 
die Schwerpunktsabstände und die Linien-Trägheits- bzw. Zentrifugal
momente für das ganze System ermittelt werden. 

Die gestreckte elastische Länge : 

L = 6 + 3 + 3,14 ·1,54 + 1 + 5,72 + 30,25 + 1,57 · 3,83 = 56,76 m. 

Das statische Moment, bezogen auf die x-Achse: 

Mx= 6 • 5 + 0,57 ·1,54 + 1,57 ·1,54 • 5 + 0,5 • 9 + 3 • 6 + 1,54 + 
+ 1,57. 1,54. 9 + 1 . 10 + 5,72. 10 + 2,87 + 1,57. 3,83. 9,25 + 
+ 0,5 · 279,5 + 0 = 354,188 mll, 

354,188 
17 = 56,76 = 6,24 m. 
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Das statische Moment, bezogen auf die y-Achse: 

J.fy = 0,5 . 36 + 6. 6,5 + 0,57. 1,54 + 1,57. 1,54. 5,5 + 3. 5,5 + 1,54 + 
+ 1,57. 1,54. 4,5 + 0,5. 1 + 1. 3,5 + 0,5. 10 + 5,72. 0,75 + 

+ 0,57 · 2,87 + 1,57 · 3,83 · 0 + 0 = ll5,023 m 2 • 

115,023 
~ = 56,76 = 2,03 m. 

Trägheitsmoment, bezogen auf die Schwerachse x': 

Jxs = 6 • 25 + 0,355 • 1,54 + 1,14 · 1,54 · 5 + 1,57 · 1,54 · 25 + !J- • 27 + 
+ 9. 6 + 3. 36 + 0,785. 1,54 + 2. 1,54. 9 + 1,57. 1,54. 81 + 

+ 1. 100 + 5,72 ~ 100 + 0,785. 2,15 + 2. 2,87. 9,25 + 

+ 1,57. 3,83. 85,5 + i . 2585 + 0-56,76. 6,242 = 2718,52-2210 = 

Jxs = 508,52 m3 • 

Trägheitsmoment, bezogen auf die Schwerachse y' 

Jy 8 = 1J • 216 + 36 · 6,5 + 6 · 42,25 + 0,355 • 1,54 + 1,14 · 1,54 • 5,5 + 
+ 1,57. 1,54. 30,25 + 3. 30,25 + 0,785. 1,54 + 2. 1,54. 4,5 + 

+ 1,57 ·1,54. 20,25 + i. 1 + 1. 3,5 + 1. 12,25 + t. 17,53 + 

+ lO. 0,75 + 5,72. 0,5625 + 0,355. 2,15 + 1,14. 2,87. 0-

- 56,76 . 2,032 = 830,94- 234 = 

Jus = 596,94 m3 • 

Zentrifugalmoment, bezogen auf beide Schwerachsen 

Jxys = 0,5 · 36 · 5 + 6 • 5 · 6,5 + 0,07 · 1,54 + 0,57 · 1,54 · 5 + 
+ 0,57. 1,54. 5,5 + 1,57. 1,54. 5. 5,5 + 0,5. 9. 5,5 + 3. 5,5. 6 + 

+ 0,5. 1,54 + 1,54. 9 + 1,54. 4,5 + 1,57. 1,54. 9. 4,5 +0,5. 1 . lO + 
+ 1. 10. 3,5 + 0,5. lO. lO + 5,72. lO. 0,75 + 0,5. 2,15 + 

+ 0,57. 2,87. 9,25+0+0 +0-56,76. 6,24. 2,03 =753,233-719 = 

Jxus= 34,23 m3 , 

Jx 8 ·Jus- J;Y 8 = 508,52 · 596,94-34,232 = 302330 m 6 • 

Komponenten der Wärmedehnung: 

LlH = 0'~45 · 12,5 + 0,745 · 0,5 = 5,033 cm l 
o 745 bei 50% 

Llv = -22- · 5 = 1,86 cm 
Vorspannung. 

Kraftkomponenten nach Gleichung (57) und (58): 

H = 1,79. 106. 5165 5,033. 596,94 + 1,86. 34,23 3 k 
106 • 302330 = 9 ,8 g, 

V = 1,79 ·WS· 5165 . 1,86 · 5!)8,52 + 5,033 · 34,23 _ 34 2 k 
103 302330 - ' g. 

v. Jürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 9 
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Die Richtung der Kraftkomponenten ist ·entgegen der Richtung der 
Wärmedehnungskomponenten: 

p = y93,82 + 34,22 = 100 kg. 

Die größten Biegungsmomente treten. an beiden Festpunktenden auf, 
und zwar sind die Hebelarme: 

h1 = 480 cm und h2 = 523 cm. 

Biegungsspannungen: 

_ P · h1 • D1 _ 100 · 480 · 22,9 _ 2 
C1b1- 200 . J 1 - 200 . 5165 -1,063 kgfmm , 

P·h9 ·D2 100·523·17,1 _ 284 k / 2 
C1bs = 200· J 2 200·1580 - ' g mm · 

Die größte Biegungsspannung herrscht also am rechten Festpunktende. 
Das war auch zu erwarten, da die Wärmeausdehnung des viel steiferen 
linken Teils des Systems 200 NW im wesentlichen von dem Schenkel Lr; 
aufgenommen werden muß. 

Die Spannungen infolge des Innendruckes sind nach Abb. 16 bei 
150 .NW für z = 8 : d = 0,0625 

Gt. = 90 · 0,0855 = 7,7 kgfmms, • 
Ga = 90 · 0,0377 = 3,4 kgjmmll, 

Ga+ C1bs = 3,4 + 2,84 = 6,24 kgjmm2 • 

Man sieht, daß dieses System so elastisch ist, daß die Biegungs
spannung für die Beurteilung der Sicherheit keine Bedeutung hat, denn 
die zusammengesetzte Längsspannung Ga +ab2 ist immer noch kleiner 
als die Tangentialspannung Ge. im Rohr infolge des Innendruckes. Es • 
ist also C1t.= 7,7 kgjmm2 die maßgebende Beanspruchung im System . • 

Mit diesem Beispiel soll die Behandlung dieses so vielseitig verwend
baren Berechnungsverfahrens abgeschlossen werden. Es wird in einem 
späteren Abschnitt gezeigt, daß die gleiche Berechnungsart sich auch 
auf räumliche Rohrsysteme mit großem Erfolg anwenden läßt, und daß 
es sich hierbei sogar um eines der kürzesten und einfachsten Berech
nungsverfahren räumlicher Bogen handelt. 

Der Vollständigkeit halber muß noch auf folgende wichtigen Be
ziehungen hingewiesen werden: 

Wenn ein an einem Ende eingespanntes System durch ein Moment .M 
am freien Ende belastet ist, dann ist die Verschiebung des freien Endes 
in einer beliebigen Achse dem auf diese Achse bezogenen statischen 
Moment des Systems verhältnisgleich. 
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Für das in Abb. 89 dargestellte System gelten also für die beiden 
Verschiebungen in der x- und y-Achse folgende Beziehungen: 

M·Mx 
.d., = E:-:1 (78) 

und 
M·M11 

L1y = E:-:1' (79) 

worin M., =statisches Moment, bezogen auf x-Achse und M11 =statisches 
Moment, bezogen auf y~Achse, darstellen. 

In einem beliebigen Teil ds des Systems herrscht nämlich das Bie
gungsmoment 

Mb = M = konst. 

Aus der Gleichung der elastischen Linie 

d2 y Mb 
dx2 = E·J 

folgt 
:rJ 

!1f__JM·dx 
dx- E·J 

Abb. 89. Belastung durch ein 
Moment am freien Ende. 

und weiter 
L 

M J M·M11 
E·J x·dx= E·J . 

0 

In gleicher Weise kann auch die Beziehung für .d., abgeleitet werden. 
Übrigens folgt aus dem Ausdruck 

L 
dy ;M·ds M J 1 
dx= E·J=E·J ds=E·J·M·L, 

0 

daß die Winkeländerung am freien Ende des durch ein Moment M 
belasteten Systems (Abb. 89) dem Produkt ausMomentM und gestreckter 
elastischer Länge L des Systems verhältnisgleich 
ist, d. h. 

(80) 

Das statische Moment eines Systems kann sehr 
leicht mit Hilfe der Tabelle 3 berechnet werden. 

Ist ein einerseits eingespanntes System durch eine 
Abb.90. Belastungdurch 

beliebige Kraft P im Abstand a vom freien Ende eine beliebige Kraft. 

belastet (s. Abb. 90), so gelten folgende Beziehungen: 
Die Winkeländerung ß am freien Ende des Systems ist dem Produkt 

aus gestreckter elastischer Länge und dem Moment der Kraft P in bezug 
auf den Schwerpunkt S des Systems verhältnisgleich, d. h. 

1 
tgß>:::::>ß= E·J ·M0 ·L. (81) 

9* 
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Darin ist M0 = P · h0 =Moment der Kraft, bezogen auf den Schwerpunkt 
des Systems. 

Um die Verschiebung des freien Endes zu ermitteln, verlegen wir die 
Kraft P parallel zu sich selbst an das freie Ende des Systems und zerlegen 
sie in die Komponenten H = P· cosoc und V= P · sinoc (siehe Abb. 91). 

A!Jb. 91. Belastung durch eine 
beliebige Kraft. 

Darin bedeuten: 

Zweifellos muß zur Erhaltung des gleichen 
Belastungszustandes am freien Ende noch ein 
Moment M = P · a angebracht werden. 

Dann sind die Verschiebungen von B nach 
dem oben Gesagten 

I 
Llx= E·J [H·Jx-V·Jxv-M·Mx], (82) 

I 
Llv= E·J [V·Jv-H·Jxv+M·My]· (83) 

Jx = Trägheitsmoment des Systems, bezogen auf die x-Achse, 
Jv = Trägheitsmoment des Systems, bezogen auf die y-Achse, 

Jxy = Zentrifugalmoment, bezogen auf beide Achsen, 
Mx und My= statische Momente, bezogen auf die x- bzw. y-Achse. 

Dabei müssen die Achsen durch den Angriffspunkt der Kraftkompo
nenten, also mit dem Ursprung im freien Ende des Systems gelegt werden. 

Unter Zuhilfenahme dieser Erkenntnisse soll die im Beispiel12 durch
gefÜhrte Berechnung nachgeprüft werden. 

Zu diesem Zweck wird das System am rechten Flansch des mittleren 
T-Stückes durchgeschnitten und beide Hälften unter Berücksichtigung 
der gegebenen Lage und Größe der Reaktionskraft P = 100 kg für sich 
betrachtet. 

Offenbar müssen an dem Schnittpunkt B (s. Abb. 92) folgende 
Bedingungen erfüllt sein: 

a) Die Winkeländerungen im Punkt B beider Systemhälften müssen 
einander gleich sein; 

b) die gegebene Kraft P = 100 kg muß im Punkt B jeder System
hälfte solche Verschiebungen hervorrufen, daß ihre Summe gleich der 
Wärmedehnung des ganzen Systems ist. 

Zunächst soll die Bedingung unter a) nachgeprüft werden. 
In bekannter Weise wird aus Abb. 88 für jede Systemhälfte getrennt 

die Lage des Schwerpunktes durch Berechnung der statischen Momente 
ermittelt. 

Für den linken Teil (200 NW) ist: 
M., 1 98,758 

'YJI = ---y;;- = 14,84 = 6,655 m' 

Mv 1 104,098 
~~ = --y;;= 14,84 = 7,02 m. 
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Trägt man die Lage des Schwerpunktes 81 in die Zeichnung genau ein, 
so kann der Hebelarm der Kraft P, bezogen auf den Schwerpunkt 8 1 , 

abgelesen werden, und zwar h~ = 1,365 m = 136,5 cm (Abb. 92). 
Das Moment der Kraft P in bezug auf den Schwerpunkt ist also 

M~ = P·h~ 
= 100 ·136,5 = 13650 cmkg. 

Aus Gl. (81) folgt für die Winkel
änderung am Punkt B 

M ·L 
tgß= Eo·J 

13650. 1484 
= 1)9. lQ3. 5165 = 0,00219. 

In gleicher Weise findet man für 
den rechten Teil (150 NW): 

r-·---~---·-·-

~ 

.,. 

~ 
~-
~ 

J.+-----+-1+-... 

rJ _ Mx 2 _ 78,431 _ 6 1 m 
2 - L2 - 12,84 - ' ' Abb. 92. Rohrsystem mit verschiedenen 

My 2 3,5095 Nennweiten gemäß Beispiel 12. 
~2 = ---y;;-= 12~84- = 0,2735 m. 

Damit liegt der Schwerpunkt 8 2 fest, und es folgt (aus Abb. 92) 

h~' = 0,48 m = 48 cm 

M~' = P·h~' = 100·48 =4800cmkg. 

,__-----l1-6"m 

zooHW 

Abb. 93. Linker Teil des Systems nach Abb. 88. 

Daraus 
4800. 1284 

tg ß = 1,79. lQ5. 1580 = 0,00218. 

Wie man sieht, stimmen die Winkel ß sehr gut überein. 
Für die Ermittlung der Verschiebungen am Punkt B des linken 

Teils (200 NW) werden die Komponenten der Kraft P, und zwar 
H = 93,8 kg und V= 34,2 kg am PunktBangreifend gedacht' (s. Abb. 93). 



134 Elastizitätsberechnung der Rohrleitungen. 

Außerdem muß dort das Moment M der resultierenden Kraft P wirken, 
und zwar M =- P · a = - 100 · 3,36 = - 336 mkg (a = 3,36 m aus 
Abb. 93 oder 88). 

Die Trägheits- bzw. Zentrifugalmomente, bezogen auf die neuen 
x- und y-Achsen, sind nach der Tabelle 3: 

Jx = 223,767 m3 

JY = 381,13 m3 

Jxy = -272,925 m3 

und die statischen Momente: 
Mx= -49,698 m 2 und My= 67,008 m2 • 

Mit den Gleichungen (82) und (83) ist für den linken Teil 
, 106 

Llx = 1,79 . IQ6· 5165 [93,8 · 223,77-34,2 • (-272,93)- (- 336) (- 49,698)] 
21000 + 9330- 16700 . = 9250 = 1,475 cm (nach lmks), 

, 106 
Lly = 1,79·106· 5165 [381,13. 34,2-93,8. (-272,93) + (-336). 67,008] 

13030 + 25600- 22520 = 9250 = 1,74 cm (nach unten). 

·--x 

Abb. 94. Rechter Teil des Systems 
nach Abb. 88. 

In ähnlicher Weise werden an Hand 
der Abb. 94 auch die Verschiebungen des 
Punktes B des rechten Teils (150 NW) 
ermittelt, indem die Kraftkomponenten 
H = -93,8 kg und V= -34,2 kg, sowie 
ein durch die Resultierende P bedingtes 
Moment M = P · a = 336mkg am Ende B 
- wie dargestellt - angreifend gedacht 
werden. 

Die Trägheits- und Zentrifugal
momente sind, bezogen auf die neuen 
Achsen x und y der Abb. 94: 

Jx = 332,9 m3 

JY = 67,59 m3 

Jxy = 125,6 m3 

und die statischen Momente: 

Mx= -50,22 m2 My= -28,733 m 2 • 

Daraus für den rechten Teil nach Gleichung (82) und (83) 
106 

LI~ = 1, 79 • 1w .1580 [(- 93,8) · 332,9- (- 34,2) · 125,6- 336 (- 50,22)] 

= - 312ö0 +2!!~0 + 16880 =- 3,56 cm (nach rechts, da negativ), 



Berechnung der Elastizität ebener Rohrsysteme. 135 

106 

LI~= 1,79 . 106 • 1580 [(-34,2) · 67,59- (-93,8) ·125,6 + 336 (-28,733)] 

- 2310 + 11675- 9655 . 
= 2830 =- 0,1025 cm (nach oben, da negativ). 

In waagerechter Richtung entsteht also durch die Wirkung der 
Kraft P eine Verschiebung 

im linken Teil: LI~ = 1,475 cm (nach links), 

im rechten Teil: LI~= 3,56 cm (nach rechts). 

Die beiden Enden B klaffen also um den Betrag 

LI."= LI~+ LI~= 5,035 cm. 

Und in senkrechter Richtung 

im linken Teil: LI~= 1,74 cm (nach unten), 

im rechten Teil: LI~ = 0,103 cm (nach oben). 

Die beiden Enden klaffen also um den Betrag 

Ll 11 =LI~+ LI~= 1,843 cm. 

Diese Werte stimmen sehr gut mit den im Beispiel 12 eingesetzten 
Wärmdedehnungen LIH = 5,033 cm und Llv = 1,86 cm überein. 

Damit ist die Richtigkeit der Überlegungen bewiesen. 
Mit Hilfe des vorgeschlagenen Verfahrens lassen sich also die viel

seitigsten Aufgaben der statischen Berechnungen einfach und ohne 
umständliche Entwicklungen lösen. 

b) Berechnungsverfahren von MARBEc. 

Ein sehr brauchbares Verfahren wurde von M. MARBEC1 vorgeschlagen, 
welches im wesentlichen auf ähnlichen Grundlagen aufgebaut ist. MARBEC 

führt jedoch einige neue Sonderbegriffe ein, 
die der ausführlichen Behandlung wert sind. 
Es sollen nachstehend die Grundlagen dieser 
Berechnungsart erläutert werden. B 

MARBEC legt den Begriff der Trägheits- A 
ellipse seinen Berechnungen zugrunde. 

Es ist z. B. S der Schwerpunkt des beliebi-
gen Bogens AB nach Abb. 95. Bestimmt man Abb. 95. Trägheitshalbmesser 

für ein beliebiges System. 
nun das Trägheitsmoment Jxs des Bogens AB 
in bezug auf die Achse SX, die durch den Schwerpunkt geht, so ist 
dieses Trägheitsmoment kleiner als jedes Trägheitsmoment, bezogen auf 
eine andere der Geraden SX parallele Achse. 

Schreibt man für Jx 8 die Beziehung 

Jxs = L ·a2, 

1 MARBEC, M.: Flexibilite des Tubes, Bull. Ass. techn. Maritime (1911) S. 441. 
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worin L die Länge des Bogens AB darstellt, so nennt man a den Träg
heitshal bmesser. 

Jetzt zieht man im Abstand a von SX zwei parallele Gerade M 
und N; dann ist die Trägheit des Systems in bezug auf die Achse SX 
die gleiche, wie di~jenige einer Masse L, welche in irgendeinem Punkt 
der Geraden M oder N konzentriert ist. 

Gibt man der Geraden SX verschiedene Richtungen, jedoch stets so, 
daß sie durch den Schwerpunkt S des Systems geht, und bestimmt für 
jede neue Richtung den Trägheitshalbmesser a, so umhüllen die beiden 
Geraden M und N im Abstand a von der jeweiligen Achse SX eine 
Ellipse. Diese heißt dann Trägheitsellipse des Bogens AB. Der Mittel
punkt der Ellipse ist der Schwerpunkt S de3 Bogens. Die Hauptachsen 
dieser Ellip~e heißen die Hauptträgheitsachsen (Abb. 96). 

I 
I 

Abb. 96·. TrägheitsellirEe nach MARBJ:C. Abb. 97. Pol und Polare der Trägheitsellipse. 

Die Gleichung der Trägheitsellipse, bezogen auf ein rechtwinkliges 
Achsenkreuz mit dem Ursprung S im Schwerpunkt des Bogens, lautet 

J . J -J2 
J . 2 2. J . . + J . 2 _ XS YS xys 

xs X - xys X Y ys Y - L ' (84) 

worin x und y die Koordinaten eines beliebigen Punktes der Ellipse 
sind und 

Jxs = J y2 ds =Trägheitsmoment des Bogens AB, bezogen auf die 
Achse SX, 

Jys = J x 2 ds =Trägheitsmoment des Bogens AB, bezogen auf die 
Achse SY, 

Jxys = J xy ds = Zentrifugalmoment des Bogens AB, bezogen auf beide 
Achsen SX und SY. 

Fällt das Achsenkreuz SX und SY mit den Hauptachsen der Ellipm 
zusammen, so ist Jxys=O und die Gleichung lautet dann 

J . x2 + J . y2 = !_x_s_"_!_ys 
xs ys L 

In diesem Zusammenhang sind noch folgende Begriffe zu erläutern: 
Gegeben sei irgendein Punkt p auf einem beliebigen Durchmesser pp' 

der Trägheitsellipse gemäß Abb. 97. Diesem Punktpisteine Polare P 
zugeordnet; zwischen ihnen be:otehen folgende Beziehungen: 
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1. Die Polare P hat eine zum Durchmesser pp' konjugierte 
Richtung. 

2. Die Entfernung der Polaren P vom Mittelpunkt der Ellipse ist 
so, daß folgende Gleichung erfüllt ist (s. Abb. 97) 

op · oq = (oA)2 • 

3. Jede Gerade, die durch p geht, hat ihren Pol auf der Polaren P. 
4. Jeder Punkt von P besitzt seine Polare, die durch p geht. 

Der in Abb. 97 in bezug auf den Ellipsen- !I 

mittelpunkt 0 symmetrisch zu p gelegene C' 

Punkt p' soll der falsche Pol der Geraden P 
sein. Dementsprechend ist die Gerade P' die 
falsche Polare des Punktes p und die wahre 
Polare des Punktes p'. Die gleichen Beziehungen 
wie oben bestehen auch zwischen dem falschen 
Pol p' und der falschen Polaren P'. 

Die konjugierten (zugeordneten) Durchmesser 
einer Trägheitsellipse sind solche Durchmesser, 
von denen der eine alle Sehnen halbiert, die zu 
dem anderen parallel sind. 

Abb. 98. Trägheitskreis 
von MOHR-LAND. 

Die allgemeine Beziehung für die Winkel cp und 1p von zwei konju
gierten Durchmessern zu einem gegebenen Achsenkreuz 0 x und 0 y lautet 

Jx- Jx y · (tg 1p + tg cp) + JY · tg 1p • tg cp = 0, 

worin Jx, JY und Jx u die entsprechenden Trägheits- bzw. Zentrifugal
momente, bezogen auf das Achsenkreuz Ox und Oy, darstellen. 

Hieraus folgt 
t Jx-Jxy·tglp 
gcp = Jxy-Ju·tglp. (85) 

In Anlehnung an den Trägheitskreis von MoHR-LAND l::taut sich die 
zeichnerische Bestimmung der konjugierten oder zugeordneten Durch
messer wie folgt auf. 

Sind für zwei rechtwinklige Achsen Ox und Oy (Abb. 98) die Träg
heitsmomente Jx und JY sowie das Zentrifugalmoment Jxy des Systems 
gegeben, so wird über der Strecke Jx +JY als Durchmesser ein Kreis, 
der sog. Trägheitskreis, geschlagen. Am Ende der Strecke Jx und senk
recht dazu wird die Strecke Jxy aufgetragen. Der Punkt T ist der 
Trägheitshauptpunkt. Der durch T gehende Durchmesser DE liefert 
die Länge der beiden Trägheitshauptachsen, und zwar die Strecken OD 
und OE; die beiden Strecken TD und TE ergeben die Trägheitsmomente 
J..nax und Jmin' bezogen auf die Trägheitshauptachsen. 

Es sei der eine der konjugierten Durchmesser in seiner Richtung 
mit der Linie OA gegeben. Man verbindet den Schnittpunkt A des kon
jugierten Durchmessers und des Kreises mit dem Trägheitshauptpunkt T, 



138 Elastizitätsberechnung der Rohrleitungen. 

verlängert die Linie AT weiter bis zum Schnittpunkt B mit dem Kreis 

und verbindet B mit 0. Es läßt sich leicht nachweisen, daß OB die kon
jugierte Richtung zu OA darstellt. 

Y Fällt die Linie OA mit der Achse 0 x zusammen 

a; 
Abb. 99. Trägheits· 
kreis mit konjugler· 
ten Durchmessern. 

(Abb. 98), so gibt es keinen Schnittpunkt, sondern nur 
einen Tangentenpunkt der Linie 0 x an den Kreis. In 
diesem Falle ist OT die zu Ox konjugierte Richtung. 

Beweis: Irt der Gleichung (85) für tg q; wird "P = 0 
und also auch tg 1p = 0 und somit 

Jz 
tgq;=y-, 

Zl/ 

was auch durch die Abb. 99 gegeben ist. 
MARBEO beweist die Gültigkeit folgender zwei Grundregeln: 

1. Die Biegung, d. h. die Winkeldrehung des Systemendpunktes ist 

darin bedeuten 

L·M0 

tgß= E·J' (86) 

L = gestreckte Länge des Systems; 
M0 = Moment der Kraft in bezug auf den Schwerpunkt des Systems; 

J = Querschnittsträgheitsmoment; 
E = Elastizitätsmodul. 

2. Der Biegungsmittelpunkt ist der falsche Pol der Kraft, bezogen auf 

die Trägheitsellipse des Systems. 
Aus dem ersten Satz geht unmittelbar hervor, daß bei beiderseits 

eingespannten Systemen die Kraft durch den Schwerpunkt des Systems 

gehen muß, da nur dann M0 = 0 und folglich auch tg ß = 0 ist, d. h. 

Abb.lOO. Kraftwirkung 
mit Trägheitsellipse. 

keine Winkeldrehung des Endpunktes eintreten 
kann (Einspannung !). 

Gemäß Abb. 100 besteht also zwischen der 
Größe der Kraft P und der Winkeldrehung ß 
des Endpunktes folgende Beziehung 

L • M0 L · P · f · sin rx. 
tg ß = Jjf':J' = E · J ' 

worin f · sin ot den Abstand der Kraft P vom Schwerpunkt S des 

Systems darstellt. Dieser ist gleichzeitig auch der Mittelpunkt der 

Trägheitsellipse. 
Entsprechend dem zweiten Satz besteht zwischen den Richtungen 

der Kraft P und der durch sie erzeugten Verschiebung LI des System

endes folgende Abhängigkeit: 
Die Senkrechte zur VerBchiebung untt die Kraftrichtung bilden zwei 

konjugierte (zugeordnete) Richtungen, bezogen auf die TrägheitBellipBe deB 

Sy8temB. · 
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Nimmt man jetzt ein beiderseits eingespanntes System AB an, so 
muß das eine freigedachte Ende infolge der Wirkung der Kraft P sich 
ohne Winkeldrehung verschieben, da die Einspannung eine Winkel
drehung nicht zuläßt. 

Für die Kraft P gelten dann folgende Bedingungen: 
a) Die Kraft geht durch den Schwerpunkt des Systems. 
b) Ihre Richtung und die Senkrechte zur Verschiebung stellen zwei 

konjugierte Richtungen dar. 
c) Die Projektion der Kraft auf 

die Richtung der Verschiebung .d hat 
den Wert 

L· e2 • 

Dieses beweist MARBEC an Hand 
der Abb. 101 wie folgt: 

Die Verschiebung .d des Punktes B 
ist offenbar 

.d =tgß· BI, 
Abb. 101. System .AB mit Trägheitsellipse • 

wobei I den Biegungsmittelpunkt und die Strecke BI den Halbmesser 
der Biegung darstellen. 

Gleichzeitig ist nach dem vorher Gesagten 

L · M0 L · P · SN· cos oc 
tgß = E·J = E·J--. 

Außerdem gilt der Biegungsmittelpunkt I als der falsche Pol der Kraft P. 
Folgl.ich ist _ _ 

(SN) (SI) = (SM) 2 = rl· 
In dem betrachteten Grenzfall ist der Biegungsmittelpunkt un

endlich weit entfernt, da es sich um eine reine Verschiebung ohne 
- -

Winkeldrehung handelt, so daß SI und BI gleich und einander parallel 
sind. Eliminiert man tg ß und SN aus diesen Gleichungen, so folgt 
im Grenzfall 

ferner 

daher 

und somit 

- - L1 
SI= BI= tgß, 

- (!2 (!2.tgß 
SN= ~SI= .d ' 

- tgß·E·J 
SN = L · P · cos oc ' 

tgß·E·J 
L·P·cosoc 
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d. h. das, was zu beweisen war, denn P · cos a stellt die Projektion der 
Kraft auf die Richtung der Verschiebung LI dar. 

Legt man das Achsenkreuz Ox und Oy durch den Schwerpunkt so, 
daß die Achse Ox mit der Senkrechten zur Verschiebung LI zusammen
fällt, so fällt (! in die Ox-Richtung. Somit stellt e die Koordinate X 

der Trägheitsellipse für y = 0 dar. Aus der Gleichung für die Trägheits
ellipse folgt dann J ·J -J2 

2 2 xs ys xys 
X = (! = Jxs·L 

Damit erhält man die Beziehung für die Größe der Kraftprojektion 

P · cos a = E · J ·LI · J.,. . (87) 
Jxs · Jys- J~ys 

Die tatsächliche Richtung von P geht aus folgendem hervor. Die 
Richtung der Kraft und die Senkrechte zur Verschiebung sind einander 

Abb. 102. Zusammensetzung 
der Verschiebungen. 

zugeordnet. Da die Senkrechte zur Ver
schiebung aber mit der Ox-Achse zusammen
fällt, so folgt gemäß Abb. 99 

(88) 

wobei rp den Winkel der Kraftrichtung zur 
positiven Ox-Achse darstellt. 

Will man nicht die in Richtung der Verschiebung LI fallende Kraft
komponente, sondern die Kraft selbst ermitteln, so gilt die Beziehung 

,/p + J2 
p = E. J. LI V XB X~B • 

Jxs ·Jys -Jxys 
(89) 

Bei der Bestimmung von LI müssen außer der unmittelbaren Wärme
dehnung des Systems auch die zusätzlichen Verschiebungen der Fest
punktenden des Systems infolge äußerer Einflüsse nach Größe und 
Richtung berücksichtigt werden. Die Zusammensetzung erfolgt also 
geometrisch. In die Berechnung wird die endgültig zusammengesetzte 
Verschiebung LI na0h Größe und Richtung eingeführt. 

Das System AB sei am Ende A einer Verschiebung LIA und am 
Ende B einer Verschiebung LIB unterworfen, wie in Abb. 102 gezeigt. 
Die Wärmedehnung des Systems sei Llt· Dann müssen diese drei Ver
schiebungen geometrisch summiert werden, wo bei LI A entgegengesetzt 
gerichtet einzuführen ist, d. h. LI~ =-LIA- Man erhält auf diese Weise 
die zusammengesetzte Verschiebung LI R, die nach Größe und Richtung 
bestimmt ist. 

Für die Bestimmung der Linienträgheitsmomente und Zentrifugal
momente macht MA.RBEC ebenfalls einen neuartigen Vorschlag. Statt 
diese Momente nach den früher abgeleiteten Formeln zu berechnen, 
konzentriert er die Länge jeder Geraden und Bogenstrecke in bestimmten 
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Punkten und weist nach, daß für die Gerade dieses Verfahren vollkommen 
richtig ist. Für den 90° -Bogen ist der Fehler so gering, daß er noch inner
halb der Rechenschiebergenauigkeit bleibt. 

Dieses Verfahren beruht darauf, daß die Länge einer Geraden L in 
3 Punkten konzentriert wird und zwar je t, L an jedem Ende von L 
und fo L in der Mitte - also im Schwerpunkt - von L. 

In gleicher Weise wird für einen Bogen mit einem Halbmesser R 
und einem Winkel IX (in Bogenmaß!}, d. h. mit einer gestreckten Länge 
R · IX diese Länge in 3 Punkten konzentriert: an jedem Bogenende je 
-}R ·IX und in der Bogenmitte ! R · oc. Bei fL1 f-L1 f-L1+0,tötl? 
einem 90°-Bogen ist IX=n/2= 1,57, d.h. 

I 1,57 -R•N --·R -0262·R 6 v..- 6 - ' 

und 
4 4 -. R. N --. l 57. R = l 047. R 6 v..- 6 ' ' . 

Die Abb. 103 veranschaulicht dieses 
Verfahren. 

Abb. 103. Punkte mit konzentrierten 
Längen nach MAI\BEC. 

Die Wirkung der Bogenabflachung wird in gleicher Weise durch 
die KARMAN- oder LüRENz-Zahl berücksichtigt, indem man die elastische 
Länge des Bogens im Verhältnis lfK vergrößert. Es ist also dann an 
Stelle von R der Wert RfK in Rechnung zu setzen. 

Für die Bestimmung des Schwerpunktes des Systems werden die 
gleichen in den einzelnen Punkten konzentrierten Längen benutzt. Es 
wird der Abstand jedes dieser Punkte von der gewählten Bezugsachse 
gemessen upd mit dem Wert der konzentrierten Länge multipliziert. 
Die Summe aller dieser Produkte stellt das statische Moment des Systems, 
bezogen auf die betreffende Achse, dar. Dieses statische Moment, dividiert 
durch die gestreckte Gesamtlänge des Systems, ergibt den Schwer
punktsabstand. 

Für die Trägheitsmomente werden die ins Quadrat erhobenen Ab
stände jedes Punktes mit der konzentrierten Länge mit dem Längenwert 
des betreffenden Punktes multipliziert. Man wird aber zweckmäßiger
weise diese Abstände gleich von den Schwerpunktsachsen aus messen, 
um die Trägheitsmomente, bezogen auf die Schwerachsen, zu erhalten. 

Der Gang der Berechnung nach MARBEC ist also folgender: 
l. Man zeichnet das zu untersuchende Rohrsystem maßstäblich auf. 
2. Die Längen der geraden Teile und der Bogen werden nach der 

vorhin gezeigten Regel in je 3 Punkten konzentriert, indem man die 
Lage dieser Punkte maßstäblich angibt und die entsprechenden kon
zentrierten Längen jeweils dazuschreibt. 

3. Man wählt ein beliebiges rechtwinkliges Achsenkreuz und be
stimmt die statischen Momente aller Massenpunkte in bezug auf diese 
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Achsen. Daraus berechnen sich die Schwerpunktsabstände des Systems 
durch Division mit der gestreckten Länge. Den Schwerpunkt trägt man 
maßstäblich ein. 

4. Jetzt muß die zusammengesetzte Verschiebung aus der Wärme
dehnung des Systems und etwaigen zusätzlichen Verschiebungen der 
Endpunkte infolge äußerer Einflüsse ermittelt und nach Lage und 
Richtung in die Zeichnung eingetragen werden. 

5. Durch den Schwerpunkt des Systems als Ursprung wird ein neues 
rechtwinkliges Achsenkreuz gelegt, und zwar so, daß die positive Y-Achse 
parallel zur zusammengesetzten Verschiebung liegt. Mit einer Drehung 
um 90° in Richtung des Uhrzeigers liegt dann die positive X-Achse. 
Auf die Vorzeichen dieser Achsen ist besonders zu achten, da sie für die 
Ermittlung des Zentrifugalmomentes eine wesentliche Rolle spielen. 

6. In bezugauf diese Achsen werden nun die Trägheits- bzw. Zentri
fugalmomente berechnet, indem man den Längenwert jedes Punktes 
mit dem Quadrat seines Abstandes multipliziert. 

Man erhält dann als Summe 

Ja;s = };l· y2 

Jys =}; l· x2 

J - "Z·x·y a;ys- .:::_. 

in m3 , 

in m3 , 

in m3 . 

Darin bedeutet l den jeweiligen im Punkt konzentrierten Längenwert 
und x und y die Abstände von den entsprechenden Achsen. 

Für die Berechnung der Trägheitsmomente kann unter Umständen 
ein entsprechend unterteilter Maßstab verwendet werden, dessen Teilung 
das Quadrat des Abstandes angibt. 

7. Mit diesen Werten kann die Größe und Richtung der wirkenden 
Kraft ermittelt werden. Die Neigung der Kraftrichtung zur positiven 
X-Achse ergibt sich aus 

Ja;s 
tgcp=-J . 

a;ys 
(88) 

Für die Größe der Kraft gilt die bereits angegebene Beziehung 

E·J·IJ yJis+ Jiys 
p = 106 .J ·J -J2 in kg. 

XB YB xys 
(89) 

Die Werte sind wie folgt einzusetzen: 

E = Elastizitätsmodul in kgfcm2 (aus Abb. 8); 
J = Querschnittsträgheitsmoment in cm4 aus Tabelle 14 bis 16; 
LI =zusammengesetzte Verschiebung in cm unter Berücksichtigung der 

Vorspannung für die Wärmedehnung. 
J"'"' Jv• und Jxvs in m3 ; dazu müssen sowohl die Längen als auch die 

Abstände in m gemessen werden. 
Beispiel 13. Das in Beispiel 11 durchgerechnete System soll jetzt 

zum Vergleich auch nach dem Verfahren von MARBEC berechnet werden. 
Damit wird diese Rechnungsweise am deutlichsten erläutert. 



Berechnung der Elastizität ebener Rohrsysteme. 143 

Die Abmessungen sowie die Betriebsverhältnisse sind die gleichen. 
InAbb.l04 ist dieses System (Z-Bogen) nochmals maßstäblich dargestellt. 

Die Länge der einzelnen Schenkel und Bogen ist: L1 = 9 m, La = 4 m, 
L3 = 3 m. Biegungshalbmesser R = I m, IURMA.N -Zahl K = 0,425. Die 
e I a s t i s c h e Länge eines Bogens ist also 

1,57·R _ 3 69 
K -' m. 

Jetzt soll die Länge jedes Teiles, wie es schon gezeigt wurde, in. 
einzelnen Punkten konzentriert werden. Man erhält dann folgende 
Längen für die einzelnen Punkte des Systems, die auch in der Abbildung 
angedeutet sind. 

Punkt 
Punkt 
Punkt 
Punkt 
Punkt 
Punkt 
Punkt 
Punkt 

I =t ·9 
2=·!·9 
3 = t. 9 + t . 3,69 = 

4 = t·3,69 
5 = t. 3,69 + i . 4 = 
6=!·4 
7 = k. 4 + t . 3,69 = 

8 =!·3,69 
Punkt 9 = t. 3,69 + t . 3 = 

Punkt IO = t . 3 

Punkt 11 =t·3 

I,5 m 

6,0 m 

2,115m 
2,46 m 

I,282 m 

2,67 m 

I,282 m 

2,46 m 

I,115 m 

2,0 m 

0,5m 

elastische Gesamtlänge L = 23,383 m. 
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Für die Ermittlung der Schwerpunktsabstände werden zunächst zwei 
beliebige rechtwinklige Achsen~ und 1} angenommen. Dann erhält man 
folgende Werte. 

Statisches Moment, bezogen auf ~-Achse: 

Mo= 0,32. 2,46 + 1,282 ·1 + 2,67. 3 + 1,282. 5 + 2,46. 5,74 + 
+ (1,115 + 2 + 0,5) · 6 = 52,249 m2 • 

Schwerpunktsabstand von der ~-Achse: 

Mr; 52,249 
1J = L = 23,383 = 2•235 m · 

Statisches Moment, bezogen auf die 1)-Achse: 

M~ = 1,5 · 10 + 6 · 5,5 + 2,115 · 1 + 2,46 · 0,32-

-2,46 · 0,32-1,115 ·1-2 · 2,5 + 0,5 · 4 = + 42 m~. 

In diesem Falle muß auf die Vorzeichen geachtet werden! Schwerpunkts
abstand von der 1}-Achse: 

t= Mn 42 
"= -y;-= 23,383 = + 1•8 m. 

Der Schwerpunkt S wird maßstäblich eingetragen. Jetzt muß die Größe 
und Richtung der zusammengesetzten Verschiebung L1 R ermittelt werden. 

Die Wärmedehnung L1 0 des Systems erfolgt in der Richtung der 
Endpunktverbindungslinie L0 und ihre Größe ist bei 50% Vorspannung: 

L1 0 = 0,5 · L0 • rx = 0,5 · 15,24 · 0,664 = 5,06 cm. 

Die zusätzliche Wärmedehnung der anschließenden Armaturen und 
Formstücke ist: 

waagerecht 

senkrecht 

eH= (1,2 + 0,45) · 0,664 = 1,095 cm, 

ev = 2,0 · 0,664 = 1,33 cm. 

Diese Verschiebungen werden, wie in Abb. l04links gezeigt, geometrisch 
addiert, und zwar L1 0 parallel L 0 , eH parallel L1 und ev parallel L2. Daraus 
erhält man die zusammengesetzte Verschiebung L1 R nach Größe und 
Richtung, und zwar 

L1R = 6,65 cm. 

Jetzt wird ein neues Achsenkreuz, und zwar mit dem Ursprung im 
Schwerpunkt S, gelegt. Die positive Y-Achse wird parallel zu L1R ge
zogen, die positive X-Achse um 90° im Uhrzeigersinn dazu gedreht 
angeordnet. Auf dieses Achsenkreuz bezogen werden nunmehr die 
Abstände der einzelnen Systempunkte gemessen und daraus die Träg
heits- sowie das Zentrifugalmoment errechnet. Bei letzterem sind wieder 
die Vorzeichen der Achsen zu beachten. 



Berechnung der Elastizität ebener Rohrsysteme. 

Jxs = 1,5 • 8,242 + 6 · 4,342 + 2,115 · 0,442 + 2,46 · 0,352 + 
+ 1,282 . 0,942 + 2,67 . 1,952 + 1,282 . 2,952 + 2,46 . 3,552 + 
+ 1,115 · 4,32 + 2,0 · 5,62 + 0,5 · 6,912 = 376,084 m3 , 
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J118 = 1,5 "2,192 + 6 • 0,062 + 2,115 • 2,312 + 2,46 • 2,42 + 1,282 •1,952 + 
+ 2,67 . 0,22 + 1,282. 1,522 + 2,46. 1,982 + 1,115. 1,882 + 
+ 2,0 · 1,132 + 0,5 · 0,392 = 56,7994 m3 , 

JX1JB = 1,5" 8,24 (- 2,19) + 6 "4,34 "0,06 + 2,115 "0,44" 2,31 + 
+ 2,46 (- 0,35). 2,4 + 1,282 (- 0,94) . 1,95 + 2,67 (-1,95). 0,2 + 
+ 1,282 (- 2,95) (-1,52) + 2,46 (- 3,55) (-1,98) + 
+ 1,115 (- 4,3) (-1,88) + 2,0 (- 5,6) (-1,13) + 
+ 0,5 (-6,91) (-0,39) = + 17,204m3 • 

Daraus läßt sich schon die Richtung der wirkenden Kraft berechnen, 
und zwar 

t _ Jxs = 376,084 _ 21 9 g q; - J. 17 204 - ' . 
X1J8 ' 

Das entspricht einem Winkel q; = 87° 22'. Die Kraft P wird also mit 
einer Neigung q; zur positiven X-Achse aufgetragen, wie in der Abbildung 
gezeigt ist. (Man beachte, daß, wenn das Zentrifugalmoment Jxvs negativ 
wird, auch tg q; negativ ist, d. h. q; größer als 90° ist.) 

Die Größe der Kraft P ermittelt sich aus 

E. J. LJR l/J;B + J;1JB 
P= 106 . J J J2 

X8 1J8 X1J8 

1,83 ·WS· 2660 · 6,65 v'376,0842 + 17,2042 = 32400. 376,1 = 579 k 
106 376,084·56,799-17,2042 21054 g. 

Man sieht aus diesem Zahlenbeispiel, daß die vom Verfasser vor
geschlagene Rechnungsweise wesentlich einfacher ist und trotzdem genau 
das gleiche Ergebnis liefert, wie das ebenso genaue und wirklichkeits
getreue Verfahren von M.ARBEC. 

Der größte Abstand eines Punktes des Systems von der Kraftlinie 
ist hmax = 2,55 m; somit wird dort die größte Biegungsbeanspruchung 
auftreten, und zwar 

P · hmax · D 579 • 255 • 21,6 2 
ab = 200 · J 200 · 2660 = 6,0 kgfmm · 

Also auch in bezug auf die Beanspruchung liefert das Verfahren von 
MA.RBEC die gleichen Werte. 

Es muß jedoch darauf hingewiesen werden, daß der zu berechnende 
Rohrbogen genau maßstäblich aufgezeichnet und sowohl die Schwer
punktsabstände als auch die Abstände für die Berechnung der 

v. J"ürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 10 
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Trägheitsmomente sehr genau abgemessen werden müssen, was etwas 
lästig und umständlich ist. 

Zuletzt seien noch einige Folgerungen aus den vorher abgeleiteten 
Sätzen erwähnt. 

Wirkt aui das freie Ende Beines einerseits eingespannten Systems AB 
ein Moment M (s. Abb. 105), so liegt die Reaktionskraft im Unendlichen 

und hat ihren Biegungsmittelpunkt (falschen Pol) 
8 im Schwerpunkt S des Systems. Die Biegung 

\.:1 erfolgt also um den Schwerpunkt und hat den 
N Wert 

Abb.l05. Moment am freien 
Ende des eingespannten 

Systems. 
M·L 

tgß= E·J . 

Das Kräftepaar, welches das Moment M bedingt, ergibt also nicht 
nur eine Drehung des freien Endes B, sondern gleichzeitig und not
wendigerweise eine Verschiebung von B. 

Wirkt auf das freie Ende Beines einerseits eingespannten Systems AB 
eine Kraft P (s. Abb. 106), so ist P die resultierende Reaktionskraft. Die 
Biegung erfolgt um den falschen Pol von Pund ist wiederum gegeben durch 

M0 ·L 
tgß= E·J · 

In diesem Falle ist aber M0 das Moment der Kraft P in bezug aui den 
Schwerpunkt S des Systems. Es wird also stets, solange die Kraft P 

B s 
A 
' Abb. 106. Kraft am freien Ende 

des eingespannten Systems. 

nicht durch den Schwerpunkt geht, eine 
Winkeländerung am freien Ende B erfolgen. 
Diese Winkeländerung verschwindet nur, 
wenn M0 = 0 ist, d. h. wenn P durch den 
Schwerpunkt geht. Die Verschiebung erfolgt 

aber auch dann nicht in Richtung der Kraft, sondern entsprechend der 
Normalen zur konjugierten Richtung der Kraft P, d. h. schräg zu ihr. 
Die Verschiebung würde nur dann in Richtung von P erfolgen, wenn die 
Kraftrichtung außerdem noch mit einer Hauptträgheitsachse der Ellipse 
zusammenfiele. 

Wirkt auf ein solches System am freien Ende eine Kraft P und 
gleichzeitig ein Moment M, so ist die resultierende Kraft R gleich und 
parallel P und in einem derartigen Abstand h von B gelegen, daß 
R · h = M ist. Geht in diesem Falle R durch den Schwerpunkt S des 
Systems, so erfolgt am freien Ende B keine Winkeländerung, sondern 
nur eine Verschiebung und zwar ebenfalls gemäß der Normalen zur 
konjugierten Richtung der Kraft R. Der Biegungsmittelpunkt liegt im 
falschen Pol von R. 

Fällt an einem einerseits eingespannten System der Biegungsmittel
punkt mit dem freien Ende B zusammen, so führt das freie Ende keine 
Verschiebung, sondern lediglich eine einfache Winkeldrehung an 
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seinem Platze aus. Es wäre ein Irrtum, anzunehmen, daß hierzu ein 
Kräftepaar am freien Ende erforderlich ist. Diese Art der Beanspruchung 
wird nur durch eine Kraft erzeugt, die gemäß der falschen Polaren von B 
wirkt. Nur wenn B gleichzeitig im Schwerpunkt S des Systems liegt, 
wandelt sich die Kraft in ein Kräftepaar um. 

Diese Betrachtungen sind wichtig, um in einzelnen Sonderfällen die 
richtigen Bedingungen besser überblicken zu können. 

c) Berechnungsart nach M. CuTCHAN und S. ÜROCKER 1• 

Das nachstehende Berechnungsverfahren ist sehr umständlich und 
erfordert nicht nur sehr viele und zeitraubende Rechnungen, sondern 
auch ein erhebliches Maß an Zeichenarbeit. Trotzdem ist die Erläuterung 
dieser Berechnungsart wichtig, weil es das erste Verfahren war, welches 

t_ lr''~r-·lr;' ,,, 741 ~~ ~ -r -,? -L n n..J I r1 
d a b -L. 

Abb. 107 a und b. Wirkung der Kraft auf die Einzelteile. 

auch die statische Berechnung von räumlichen Rohrsystemen ermög
lichte. Letztere werden in einem späteren Abschnitt behandelt und es 
sollen zunächst die Grundlagen für ebene Systeme entwickelt werden. 

Das Verfahren beruht auf der Überlagerung von elastischen Durch
biegungen und Winkeländerung der einzelnen Teile eines Rohrsystems, 
wie gerade Rohre, 90°-Bogen usw. Hierzu werden die einzelnen Teile 
als selbständige Träger behandelt, d. h. das eine Ende wird als einge
spannt angesehen, während an dem anderen Ende gewisse Kräfte und 
Momente angreifen. Durch dieses Hilfsmittel werden die elastischen 
Eigenschaften eines ganzen Systems bestimmt, indem man einen der 
beiden Festpunkte des Systems durch entsprechende Kräfte und Ein
spannmomente ersetzt denkt und diese auf jeden einzelnen Teil des 
Systems einwirken läßt. Die algebraische Summe dieser Wirkungen 
ergibt dann das elastische Verhalten des ganzen Systems. 

Es werden also die Durchbiegungen jedes einzelnen Teils bestimmt, 
und zwar: 

a) infolge unmittelbarer Einwirkung der Kräfte und Momente; 
b) infolge der Winkeländerung der zwischen dem betrachteten Teil 

und dem Festpunkt liegenden Teile. 
Ein Beispiel soll diesen Vorgang erläutern. InAbb.l07 ist einZ-Bogen 

durch eine Kraft F am freien Ende belastet. Man zerlegt den Z-Bogen 
1 CurCHAN, M. u. S. CROOKER: Piping Handbook, Expansion and Flexibility, 

2 . .Ausg., S. 498. New York u. London: McGraw-Hill Book Company, Inc 1931. 

10* 
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in seine Bestandteile, und zwar zwei vertikale und einen horizontalen 
Schenkel und betrachtet die Wirkung der Kraft F auf jeden Teil getrennt. 

Der Schenkel L1 ist' ein einerseits eingespannter Träger mit einer 
Kraft F und einem Moment F · La an seinem freien Ende. Durch deren 
Wirkung biegt sich der Schenkel L1 nach links durch. Die Abbiegung 
des freien Endes sei +LI1 H. Das +-Zeichen bedeutet, daß die Durch
biegung in Richtung der Kraftwirkung erfolgt, während das Zeichen H 
darauf deutet, daß die Verschiebung horizontal erfolgt. Da sämtliche 
Verschiebungen im Verhältnis zu der Schenkellänge sehr klein sind, kann 
die Durchbiegung stets senkrecht zur Schenkelachse angenommen werden, 
wobei die Abweichung in der vertikalen Richtung vernachlässigt wird. 

Der Winkel, um den sich die Tangente des freien Endes von L1 gegen
über dem unbelasteten Zustand gedreht hat, sei 1Jlb· 

Jetzt betrachtet man die Verschiebungen an dem Ende c des Schenkels 
L2• Irrfolge der Winkeldrehung 1Jlb des freien Endes von L1 wird der 

Schenkel L2 um den gleichen Winkel 1Jlb ge-
-..J dreht. Das ergibt am freien Ende c dieses Sehen-
...._ kels offensichtlich eine vertikale Verschiebung 

+ Ll1 v = L 2 '1fb· Außerdem wird der Schenkel L 2 an 
Abb~lOS. Ei;gespannter seinem Ende c durch eine axial wirkende Kraft F 

durch eine Kraft und ein Moment F ·La belastet. Die axiale Kraft F 
belasteter Träger. 

ruft keine Verschiebungen hervor, wohl aber das 
Moment FLa, welches eine Verschiebung +LI2 v am Ende c von L 2 nach 
unten erzeugt. Die Winkeldrehung am freien Ende c des Schenkels L 2 

zusammen mit der bereits erwähnten Winkeldrehung 1Jlb sei 1fc· Durch 
diese Winkeldrehung wird am freien Ende d des Schenkels La eine hori
zontale Verschiebung + Ll 2 H =La · 1fc hervorgerufen. Die Kraft F am 
freien Ende d des Schenkels La erzeugt eine weitere Verschiebung + LlaH· 

Somit sind sämtliche Wirkungen der Kraft F auf die einzelnen Teile des 
Z-Bogens berücksichtigt. Die Summe der Einzelverschiebungen ergibt 
die Gesamtverschiebung, und zwar: 

in horizontaler Richtung LI H = + Ll1 H + Ll 2 H + Lla H, 

in vertikaler Richtung LI v = + Ll 1 v + Ll 2 v. 

Mit Hilfe der Momentenflächen lassen sich die einzelnen Verschie
bungen errechnen. Hierzu seien die Momentenflächen für verschiedene 
Belastungsfälle erläutert. 

Für einen einerseits eingespannten und am freien Ende durch eine 
KraftF belasteten Träger L (Abb.l08) gilt die Beziehung für das Biegungs-
moment 

Die Momentenfläche ist dann 
L 1 L 

jM0 ·dx = JF· x·dx =F· 2 ·L2 =F ·L· 2 . 
() 



Berechnung der Elastizität ebener Rohrsysteme. 149 

Das ist aber nichts anderes als die Fläche eines rechtwinkligen Drei
ecks mit der Grundlänge L und der Höhe F · L, wie es in Abb. 108 
dargestellt ist. 

Bei einem Träger L mit einem am freien Ende wirkenden Moment M 
ist das Biegungsmoment über die ganze Länge gleichbleibend (Abb.l09). 
Die Momentenfläche ist also 

L 

j Mb·dx = j M·dx =M·L. 
0 

Das ist die Fläche eines Rechtecks mit der Grundlänge L und der 
Höhe M. 

Überträgt man diese Erkenntnisse auf den in Abb. 107 dargestellten 
Z-Bogen, so kann man folgendes Momentenflächenbild aufbauen. 

Am Schenkel L1 wirken eine Kraft F und ein .--,-------, 
Moment F ·La· Man wird also über der Schenkel- ~J 11L d ) ._, 
länge L1 erst ein Rechteck mit der Höhe F ·La 1 _ n 

und darüber ein Dreieck mit der Höhe F · L1 :;;1-•---.L-
aufzeichnen (s. Abb. llO). Der Schenkel L2 wird Abb.I09. Eingespannterdurch 

nur durch ein Moment F ·La beansprucht, da die 
ein Moment belasteter Träger. 

axiale Kraft F keine Verschiebungen des freien Endes c hervorruft. 
Über der Schenkellänge L 2 muß also ein Rec:p.teck mit der Höhe F · La 
aufgezeichnet werden. Am Schenkel L1 wirkt nur eine Kraft F. Das 
Momentenflächenbild wird also durch ein 
Dreieck über der Länge L1 und mit einer 
Höhe F ·La dargestellt. Die Gesamtlänge 
des Z-Bogens ist auf einer Grundlinie 
abgewickelt worden, indem die Schenkel 
L 11 L 2 und La aneinandergereiht sind. 

Der Aufbau des Momentenflächenbil
des ist aus der Abb. llO klar zu erkennen. 

...:? 
1:_ .1(LJ 

a b c ä 
1-----L1--------i---L2- -+--Lr--' 

Abb. 110. Momentenbild. 

Jetzt soll der Zusammenhang zwischen Momentenfläche und der 
Durchbiegung LI des Trägers bzw. der Winkeländerung 1p seines freien 
Endes untersucht werden. 

Die Differentialgleichung der elastischen Linie lautet allgemein 

Durch Integration erhält man die Winkeländerung 

t _ dy ___ !Mb·d~ 
g1p--dx- E·J 

und da E und J normalerweise unveränderlich sind 
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Wie oben gezeigt wurde, ist aber das jMb · dx nichts anderes als 
Momentenfläche; somit ist also 

die 

t Momentenfläche 
g1p= E·J (90) 

Da 1fJ gewöhnlich nur sehr klein ist, kann der Tangens des Winkels durch 
den Winkel selbst ersetzt werden, also 

Momentenfläche 
VJ= E·J (90a) 

Das bedeutet, daß die Winkeländerung am freien Ende durch die Mo
mentenfläche, dividiert durch E · J, ausgedrückt werden kann. 

Die Durchbiegung des belasteten Trägers stellt 
die Summe der Produkte der Verdrehungen jedes 
einzelnen Längenteilchens mit dessen Abstand von 
dem freien Ende dar. 

"' JMb·dx y = L., 'ljJIJ) • X = E. J X. 

Das ist aber nichts anderes als das Produkt der Abb.lll. Momentenfläche 
für eine Belastung durch 

eine Kraft. Momentenfläche und des Schwerpunktsabstandes 
dieser Fläche von dem freien Ende (Abb. 111). 

In Abb. 111 ist ein Träger L durch eine Kraft F am freien Ende be
lastet. Aus der Differentialgleichung der elastischen Linie wurde bereits 
ermittelt: 

dy JMb·dx 
tg"P = ax= E·J . 

Mb=F·x eingesetzt und zwischen x=O und x=L integriert, bekommt 
man 

L 
t _ d.y =JF·x·dx = F·L2 • 
g1p- dx E·J 2·E·J 

0 

Da F : 2 wie man aus der Abbildung erkennt, die Momentenfläche 

darstellt, bekommt man 
t Momentenfläche 
g1p= E·J ' 

was schon früher bewiesen wurde. 
Integriert man die Beziehung allgemein, d. h. ohne Grenzen, so 

bekommt man 
dy -JF·x·dx _ F·x2 

([X- ~-- 2·E·J. 

Für die Durchbiegung y irgendeines Punktes muß man nochmals 
integrieren 
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und für den ganzen Träger, d. h. von x = 0 bis x = L 
F·2·L3 

Ll=y= 2·3·E·J· 

Schreibt man diese Beziehung wie folgt 
F·Y 2 

LI= 2·E·J ·a·L, 
so erkennt man ohne weiteres, daß der erste Ausdruck 

F · L2 Momentenfläche 
2·E·J E·J =1p 
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ist und der zweite i · L den Schwerpunktsab
stand der Momentenfläche vom Angriffspunkt 
der Kraft darstellt. Somit ist der vorhin aus
gesprochene Satz bewiesen. Es gilt also all
gemein für die Durchbiegung 

LI =1p·~Mb 

Abb. 112. Momentenfläche 
für eine Belastung durch ein 

Moment. 

oder 
Momentenfläche " 

LI= E·J · Schwerpunktsabstand der Flache. (91) 

Für einen am freien Ende durch ein Moment M belasteten Träger 
gilt genau dasselbe (Abb. ll2). 

L 

dy !M·dx [M·x]L M'L 
tg1p = h= Jt"T= E·J o = E·J 

0 

und für die Durchbiegung 

Für die Grenzen x1 = 0 bis x2 = L wird 
M•Y 

Ll=y=2·E·J 
oder 

M·L L 
= E·J ·2· 

Der erste Ausdruck stellt die durch E · J dividierte Momentenfläche 
und der zweite den Schwerpunktsabstand von dem Angriffspunkt des 
Moments dar. Also auch für diesen Fall ist die Gültigkeit des Satzes 
bewiesen. 

Man muß sich also folgenden allgemeinen Grundsatz merken: 
a) Die W inkelij,nderung "P eines einerseits eingespannten, am anderen 

Ende durch eine Kraft F oder ein Mcment M belasteten Trägers wirddurch 

das Produkt aus Momentenfläche und E ~ J bestimmt. 
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b) Die Durchbiegung LI des freien Trägerendes, das - wie oben an
gegeben - belastet ist, wird durch das Produkt aus der Winkeländerung 1p 
und dem Schwerpunktsabstand der Momentenfläche vom Angriffspunkt der 
Belastung bestimmt. 

Man kann also folgende vier Belastungsfälle festlegen. 

Fall I. Verdrehung des eingespannten Trägers durch eine Winkeländerung 
am Einspannende (Abb. 172). 

Winkeländerung am freien Ende b 

"Po= "Pa· 

Durchbiegung des freien Endes b 

Llo =1fla ·L. 

Fall· Il. Belastung eines eingespannten Trägers durch eine Kraft F 
am freien Ende (Abb. 108). 

Winkeländerung am freien Ende 

1 F · L2 Momentenfläche 
"PF = 2" E·J = E·J 

Durchbiegung des freien Endes 

Llp = 1pp · -~- ·L. 

Fall III. Belastung eines eingespannten Trägers durch ein Moment M 
am freien Ende (Abb. 109). 

Winkeländerung am freien Ende 

M · L Momentenfläche 
"PM= E·J = E·J 

Durchbiegung am freien Ende 

LIM=1fJM•t•L. 

Fall IV. Belastung eines eingespannten Trägers durch ein Drehmoment Md 
am freien Ende (Abb. 175). 

Verdrehungswinkel am freien Ende 

Md·L 
"PMd= G·Jo. 

Das polare Querschnittsträgheitsmoment. J0 ist für ein Rohr .fo = 2 · J. 

Der Gleitmodul ist G = 2 . (: + 1) · E [nach Gleichung (ll)], in der 

m = ~!/ die PorssoNsche Zahl darstellt, also G = 0,385 · E. 
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Mit diesen Werten ist der Verdrehungswinkel 
_ Ma · L _ l 3 Ma · L = Momentenfläche 

'tflMa- 0,385· E· 2· J - ' E·J E ·J 

Eine Durchbiegung des Trägers findet nicht statt, also 

Ll =Ü. 
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Zurückkommend auf den anfangs betrachteten Z-Bogen, der in 
Abb. 113 nochmals dargestellt ist, sollen diese Erkenntnisse unter Zu
hilfenahme der für diese Be
lastungsfälle entwickelten Be
ziehungen nachstehend an
gewandt werden. 

Aus dem Momentenflä
chenbild in Abb. 113 werden 
die Verformungen für jeden 
Schenkel einzeln berechnet. 

Abb. 113. Belasteter Z·Bogen mit Momentenbild. 

Die einzelnen Momentenflächen haben folgende Größe: 

Fläche f 1 = t · F · Li, 
Fläche f2t=F · L1 ·La, 
Fläche f a = F · L 2 • La , 
Fläche f 4 = t · F · L;. 

Die Durchbiegungen werden wie folgt ermittelt. 

Wirkung von F auf den Schenkel L1 : 

Fall II: E·J·Llxb='tfJF·!·L1=/1·'f,;·L (nach links). 

Wirkung des Moments F · La auf den Schenkel L1 : 

Fall III: E · J · Llxb = 'tfJM · t · L1 = / 2 • t · L1 (nach links). 
Wirkung der Winkeländerung in b auf den Schenkel L 2 : 

(Fall II) 

(Fall III) 

(Fall III) 

(Fall II) 

Fall I: E · J · Llyc =.}; 'tflb · L2 = (/1 + /2) • L2 (nach unten). 

Wirkung des Moments F ·La auf den Schenkel L 2 : 

Fall III: E · J · Llyc = 'tfJM · t · L 2 = fa · t · L2 (nach unten). 

Wirkung der Winkeländerung in b und c auf den Schenkel La : 
Fall I: E·J·Llxa=};'tflc·La=U1+f2 +fa)·La (nach links). 

Wirkung der Kraft F auf den Schenkel La: 
Fall II: E·J·Llxa='tfJF·'f·La=f4 ·'f·La (nach links). 

Bildet man die algebraische Summe aller Verschiebungsanteile, so 
bekommt man 

E · J ·Llx= /1 't · L1 + /2 · t · L1 + U1 + /2+ /a) ·La+ /4 · 5 ·La (nach links), 
E · J · Lly = (/1 + /2) • L2 + fa{L2 (nach unten). 
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Setzt man hier die Werte für die Momentenflächen /1, / 2, / 3 usw. ein, 
so können die Verschiebungen L1 x und L1 y des Endpunktes d in horizontaler 
und vertikaler Richtung genau berechnet werden. 1 . Übrigens zeigt dieses Beispiel, daß außer einer 

f horizontalen Verschiebung von d nach links auch 
~ noch eine vertikale Verschiebung nach unten auf-
~ tritt, obwohl nur eine horizontale Kraft wirkt. 

Es sei ein beiderseits eingespanntes System, 

1 z. B. ein Winkelbogen nach Abb. 114 betrachtet, 
c ..Ji_ der infolge der Erwärmung einer Wärmedehnung 
vt )Mo unterworfen ist. Die horizontale Wärmedehnung 

Abb. 114. ist L1 H = L1 • ()( und die vertikale L1 v = L2 • ()(, wobei()( 
Winkelbogen mit die Wärmedehnungszahl darstellt. 

Einspannfestpupkten. 

fl J. [Ä, 
I--L1--++----L2'---~ 

Abb. 115. Momentenbild 
der Kraft H. 

Eine der Einspannungen soll durch entspre-
chende Kraftkomponenten H und V und durch 
ein Einspannmoment M 0 ersetzt werden. 

Das Momentenbild der Komponente H ist in 
Abb. 115 und dasjenige der Komponente V in 
Abb. 116 gezeigt. Die Momentenflächen stellen 
nichts anderes ~ar, als die Winkeländerungen der 
einzelnen Schenkel. Die Summe der Momenten
flächen /1 + /2 ist also gleichwertig mit der Winkel
änderung des frei gedachten Endes c. Infolge der 
Einspannung darf aber keine Winkeländerung ein
treten. Man muß also am Ende c jeweils ein Moment 
angreifen lassen, dessen Wirkung die durch die 

Abb. 116. Momentenbild 
der Kraft v. Kraft hervorgerufene Winkeländerung wieder auf-

hebt. Dieses Moment wird auch durch eine Fläche, 
und zwar durch ein Rechteck (Fall III) dargestellt und unterhalb der 
Nullinie gezeichnet (Abb. 117). Es ist offensichtlich, daß die Summe 

Abb.117. Momentenbild für Hund M,. Abb. 118. Momentenbild für V und M 0 • 

der Momentenflächen oberhalb der Nullinie mit derjenigen unterhalb 
derselben flächengleich sein muß, damit deren Wirkung, d'. h. die 
Winkeländerung des Endes c gleich Null wird. 

In gleicher Weise zeichnet man auch für die Wirkung der vertikalen 
Komponente V das entsprechende Momentenbild, wobei ebenfalls die 
Flächen ober- und unterhalb der Nullinie einander gleich sein müssen 
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(Abb. 118). Diese unterhalb der Nullinie befindlichen Momentenflächen 
stellen also in ihrer algebraischen Summe die Wirkung des Einspann
momentes M 0 dar. 

Die Höhe der unterhalb der Nullinie befindlichen 
Momentenflächen ermittelt sich aus der Flächen
gleichheit. 

~ Bei Abb. 117 • 

- L 1 + L 2 - L 1 + L---;:--
H .'fJ _ _/1 + /2 __ H·L1Ls+ t·H·L~ 'll"' 

c II 
bei Abb. 118 f -

V . ~ _ Ia _ t · V· Li V _j/10 

- L1 +La- L1 + Ls . Abb. 119. Winkel-

An Hand eines Zahlenbeispiels soll die Rechnungsart bogenmitEinspann
festpunkten. 

erläutert werden. 
Beispiel 14. Der im Beispiel 9 durchgerechnete Winkelbogen (L

Bogen) mit L 1 = 6 m und L 2 = 12 m sowie D = 267 mm, s = 7 mm, 
J =4830cm4 soll für eine Temperatur von 350°Cgeprüft werden(Abb.119). 

Man zeichnet die Biegungsmomentenbilder gemäß Abb. 120 und 
Abb. 121 auf der gestreckten Länge L1 + L2 des Winkelbogens. 

Es sei zunächst die Wirkung der Komponente H betrachtet. Die 
Größe des Einspannmomentes wird dargestellt durch 

H H · L1 • L 2 + t · H · L~ H 6 · 12 + 0,5 · 122 
·rJ= L1+La = 6+12 

=H·8mkg. 

Die in Abb. 120 weiß gelassenen Momentenflächen heben sich gegen
seitig auf. Es bleibt die schraffierteFläche 

H (L2 -rJ) L1 = H · (12-8) · 6 
=H·24m2kg 

übrig. Die Dreiecksfläche ist 

{-· H · L~ = 0,5 · H · 122 = H · 72 m2kg 

und die Gegenmomentenfläche 

H · 1J • L2 = H · 8 · 12 = H · 96 m2kg. 

Zur Kontrolle: H · 24 + H · 72 = H · 96. 
Man ermittelt jetzt, wie bereits ge

zeigt, die Wirkung der Komponente H 
auf die einzelnen SchenkeL 

Lt L2 
Abb. 120. Momentenbild der Kraft H 

(Beispiel 14). 

Fall III: E ·J ·t1vb ="PM· t· L1 = H · 24 · 0,5 · 6 =72 · H (nach unten), 
Fall I: E · J ·t1Hc =};"Pb· L2 = H · 24 ·12 = 288 · H (nach links), 
Fall li: E·J·t1Hc=1Jlp·i·L2 =H·12·-'ff·12=516·H (nach links), 

Fall III: E ·J ·t1Hc= "PM· -2- ·L2 =H ·96·0,5 ·12 =576 ·H (nach rechts). 

Damit ist die Wirkung der Komponente H erschöpft. 
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Die Größe des Einspannmoments nach Abb. 121 für die Wirkung 
der Kraft V ist 

~ · V · L~ 0,5 · 62 
V.~ = Ll + L-;- = V 6 + 12 = I . V mkg. 

Die schraffierten Flächen sind : 

~ . V ~ L~ = 0,5 · V · 62 = V· 18 m2kg. 

Abb. 121. Momentenbild der Kraft V 
(Beispiel 14). 

V·~· L1 =V· 6 m2kg, 
V·~ L2 =V ·12 mskg. 

Kontrolle: V · 18 = V · 6 + V · 12. 

Daraus werden in gleicher Weise die Wirkungen der Komponente V 
auf die Schenkel berechnet. 

Fall II: E · J · iJ v b = "PF • fs · L1 = V · 18 · i · 6 = 72 · V (nach oben), 

Fall III: E · J ·iJvb =1JlM·t ·L1 =V· 6 · 0,5 · 6 = 18 ·V (nach unten), 

Fall I: E·J·iJHc=,21Jlb"L2 =(V·18-V·6)·12 
=144·V (nachrechts), 

Fall III: E·J·iJHc=1JlM·t·L2 = V·l2·0,5·12=72· V (nach links). 

Damit ist die Wirkung der Komponente V erschöpft. 

Die Summe der einzelnen Verschiebungen in horizontaler und vertikaler 
Richtung entspricht den wirksamen Komponenten der Wärmedehnung. 

E · J · iJ H = 288 · H + 576 · H- 576 · H -144 · V + 72 · V 
=288·H-72· V. 

E·J ·iJv =-72·H + 72· V -18· V 
=-72·H +54· V, 

Für den Stahl St 35.29 ist bei 350° C 

E = 1,8 ·106 kgjcm2 , 

oc = 12,37 ·I0-6 • 350 ·100 = 0,433 cmjm. 

Die Komponenten der Wärmedehnung sind also bei 50% Vorspannung 

daher 

LJH = 0,5 · 6 · 0,433 = 1,3 cm, 

iJv = 0,5 · 12 · 0,433 = 2,6 cm, 

E . J . jj H = 1,8 · 1Q6 ~:30 · 1,3 = ll 300, 

E .J ·iJv = 1,8·106~~830·2,6 = 22600 _ 
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Man bekommt also folgende zwei Gleichungen 

11300 = 288 · H- 72 · V, 

22600 = -72 ·H +54· V. 

Daraus ermitteln sich die Kraftkomponenten 

H = 216kg, 

V= 705kg. 
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Diese Berechnungsart führt also genau zum gleichen Ergebnis, wie 
die einfache Ermittlung der Kraftkomponenten mit Hilfe der Linientafel 
Abb. 77 im Beispiel 9. 

Das größte Biegungsmoment wirkt, wie man sich leicht überzeugen 
kann, im Punkt a. 

Aus den Momentenbildern kann man die Momente leicht bestimmen, 
und zwar 

Im Punkt a: 

Mba = H (L2 -rJ)- V (L1 -$) 

= 216 (12-8)-705 (6-1) = -2661 mkg. 

Das negative Vorzeichen hat keine Bedeutung. 

Daraus die größte Biegungsspannung 

- 2661 . 100 . 26,7 - 2 
ab - 200 . 4830 - 7,35 kgfmm . 

Also auch die Biegungsspannung stimmt mit derjenigen aus Beispiel 9 
sehr gut überein. 

Jetzt soll diese Berechnungsart auch auf gekrümmte Rohre (Rohr
bogen) angewandt werden. 

Belastungsfall V. 

In Abb. 122 ist ein Bogen AB dargestellt, 
der durch eine Kraft F parallel zu der x-Achse 
belastet ist. 

Das Biegungsmoment im Bogenteilchen ds 
ist 

Mb =F · R (cosq;-cosoc). 

8 
F 

Abb. 122. Bogen mit seitlicher 
Kraft. 

Aus der Differentialgleichung der elastischen Linie findet man für die 
dem Biegungsmoment entsprechende Winkeländerung 

ot J Mb·ds 
1p= K·E·J' 

0 
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wobei ds = R · drp ist. Eingesetzt und von 0 bis IX integriert 
<X 

F·R2 J 1p = K. E. J · (cos rp- cos IX)· drp 
0 

F·R2 

= K-E---:J (siniX-IX"COSIX). 

Die Durchbiegung des Bogens in der x-Richtung ergibt sich durch die 
Summe der Produkte aus der Winkeländerung des Teilchens ds und seines 

senkrechten Abstandes von der Kraftachse. 
Yt Dieser Abstand ist R (cos rp- cos IX), daher 

L1x = .};1p · R · (cos rp- cos IX) 
<X 

F·R3 J = K·E·J (cosrp--cos1X)2 ·drp 
0 

F·R3 • 
= K. E. J [IX (0,5 + COS2 1X) -1,5 ·Sill IX· COSIX]. 

X 
Der Wert K im Nenner berücksichtigt die Ab-

Abb. 123. Bogen flachung des Bogenquerschnittes durch die 
mit tangentialer Kraft. Biegungsspannungen. Hierüber siehe Abschnitt 

B IIJ2b (KARMAN-Zahl). 
Die Durchbiegung des Bogens in der y-Richtung ergibt sich durch 

die Summe der Produkte aus der Winkeländerung des Teilchens ds und 
des jeweiligen horizontalen Abstandes vom freien Ende. 

Dieser horizontale Abstand ist R (sin IX- sin rp), daher 

L1y = 2.,' 1p · R · (siniX- sinrp) 
<X 

F·R3 J = K. E. J (cos rp- cos IX) (sin IX-sinrp) · drp 
0 

F·R3 
= K. E~J [0,5 · sin2 1X -IX· sin IX· COS IX+ COS IX- COS2 1X]. 

Für den 90°-Bogen ist IX=n/2 und damit COSIX=O und. siniX=l. 
Die vorstehenden Gleichungen erhalten daher folgende Form (s. Abb.176) 

F·R2 

1pp= K·E·J' 
F·R3 

L1x = L1p = 0,7854 · K ·E·J = 0,7854 ""PF · R (in Kraftrichtung), 

F·R3 

L1v = L1l.F = 0,5 · K. E .J = 0,5 ""PF • R (senkrecht zur Kraft). 

Belastungsfall V I. 

In ähnlicher Weise werden die Beziehungen für einen in der an
deren Richtung belasteten Bogen entwickelt (Abb. 123). 
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Im Bogenteilchen ds wirkt das Biegungsmoment: 

Mb =F · R · (sinoc-sincp), ds = R · dcp, 
"' ! Mb·ds F·R2 f . . 

1fJF = K·E·J = K·E·J (smoc-smcp)·dcp 
0 

F·R2 • 
= K·E·J (oc·smoc+cosoc-1), 

Lly = .l' 1p • R (sinoc- sincp) 

"' F·Ra f = K·E·J (sinoc-sincp)2 ·dcp 
0 

= J.~~3J [oc · (0,5 + sin2 oc) + 1,5 · sinoc · cosoc-2 · sinoc], 

Llz = ,l' 1jJ • R · (cos cp- cos oc) 

"' F·Ra f = K·E·J (sinoc-sincp) (coscp-cosoc) ·dcp 
0 

F·R3 

= K ·E·J [1,5 · sin2 oc-oc · sinoc · cosoc + cos oc-1]. 

Bei einem 90°-Bogen ist oc=n/2. Damit ergeben sich folgende 
Beziehungen (s. Abb. 177). 

F·R2 

1fJF=0,57 K·E·J, 
F·W 

Lly=LIF=0;3554 K·E·J =0,624·1fJF'R (in Kraftrichtung), 

F·R3 

Llx=Lll.F=0,5· K·E·J =0,876·1fJF'R (senkrecht zur Kraft). 

Belastungsfall VII. 
Für einen durch ein Moment M belasteten Bogen (Abb. 124) ergeben 

sich folgende Beziehungen: Yf 
Im Bogenteilchen ds wirkt das Biegungs

moment: 

Mb = M = konst., 

! Mb·ds 
1fJF = K·E·J 

M·R 
= K·E·J ·oc, 

"' 
M·R J 

K·E·J dcp 
0 

Llv = .l' 1p • R (sin oc- sin cp) 

"' 

Abb. 124. Bogen mit Momenten· 
belastung. 

M·WJ M·W = K·E·J (sinoc-sincp)·dcp= K·E·J [oc•sinoc+cosoc-1], 
0 
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Llx = J: 1p • R (cos cp- cos cx) 

"' M·R2 J M·R2 
= K·E·J (coscp-coscx)·dcp = K·E·J [sincx-cx·coscx]. 

0 

Bei einem 90° -Bogen ist cx = n/2 (s. Abb. 178}, daher: 
M·R 

1JlM=1,57 K·E·J' 
M·R2 

Llx =LIAM= K·E·J = 0,637 '1JlM ·R (in Richtung des Momentenarmes), 

M·R2 

Lly =Lil.AM = 0,57 · K·E·J = 0,363 '1JlM ·R 
(senkrecht zum Momentenarm). 

Damit sind sämtliche für ebene Rohrsysteme in Frage kommenden 
Belastungsfälle erlaßt. Es ist im Abschnitt B III/3 c für räumliche Systeme 

-Abb. 125. Turbinen-Anschlußbogen 
(zu Beispiell5). 

t 
Abb. 126. Momentenbild für die Kraft H. 

zur besseren Übersicht eine Gesamtzusammenstellung aller BelastungE
fälle mit den dazugehörigen Formeln gegeben, um bei der praktischen 
Berechnung nicht lange suchen zu müssen. 

Zum besseren Verständnis soll noch ein Beispiel aus der Praxis durch
gerechnet werden: 

Beispiel 15. Ein Turbinenanschlußbogen nach Abb. 125 mit 400 NW 
=419 mm ä. Dmr. und 10 mm Wand ist in bezugauf die durch Wärme
dehnung hervorgerufenen Kräfte und Spannungen zu untersuchen. 

Betriebsverhältnisse 18 atü, 350° C. Rohrwerkstoff St. 35.29 und hierfür 

E = 1,8 ·106 kgfcm2 , cx = 12,37 ·10-6 • 350 ·100 = 0,433 cmfm. 
KARMAN-Zahl für d: s = 399: 10 = 40 und e = R: d = 4 aus Abb. 57 

K=0,24. 
Die gestreckte elastische Länge eines Bogens 90° ist also 

1,57 · R 1,57 · 1,6 _ 10 5 
K 0,24 - ' m. 

Der Aufbau der Momentenflächenbilder erfolgt in nachstehender Weise. 
Die'Wirkung der Kraftkomponente H (s. Abb. 126) auf den Schenkel 

L1 ist Null. Es wirkt aber am Schenkel L1 ein Einspannmoment, dessen 
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Größe zu bestimmen ist. Man zeichne also nach Belastungsfall III ein 
Rechteck von der Länge L1 = 3 m und der zunächst noch unbekannten 
Höhe 'YJ • H unterhalb der Nullinie. Dieses Einspannmoment wirkt über 
die ganze Länge des Systems. Es ist also die gestreckte Länge auf 
der Nullinie aufzutragen, was nicht maßstäblich zu erfolgen braucht. 
Für die gestreckte Länge des Bogens ist dessen elastische Länge, 
also nach Division mit der KARM.A.N-Zahl K, wie oben bereits aus
gerechnet, aufzutragen. Das Rechteck des unbekannten Einspann
momentes ist mit der Höhe 'YJ • H bis zum Endpunkt f des Systems zu 
verlängern. 

Die Wirkung von H auf den Bogen A entspricht dem Belastungs
fall VI. Man zeichnet also zwischen den Punkten b und c das ent
sprechende Momentenflächenbild oberhalb der Nullinie. Das im Punkte c 
durch H erzeugte Biegungsmoment entspricht dem Produkt R · H = 
1,6 · H mkg. Auch dieses Moment setzt sich bis zum Endpunkt f fort, 
muß also als Rechteck über der entsprechenden Länge der Grundlinie 
(Nullinie) gezeichnet werden. 

Die Wirkung von H auf den Schenkel L2 entspricht dem Belastungs
fall II. Die Momentenfläche ist also ein Dreieck mit der einen Kathete = 
L2 = 1 m und der anderen Kathete= Moment H · L2 = H mkg. Auch 
dieses Moment setzt sich weiter fort bis f und es wird durch das ent
sprechende Rechteck bis f dargestellt. 

Die Wirkung von H auf den Bogen B entspricht dem Belastungsfall V. 
Die entsprechende Momentenfläche wird zwischen den Punkten d und e 
aufgetragen, und zwar wieder mit der Höhe R · H = 1,6 · H mkg ent
sprechend dem wirkenden Biegungsmoment. Dieses Moment überlagert 
sich ebenfalls bis zum Punkt f. 

Die Wirkung von H auf den BogenCentspricht dem Belastungsfall VI 
Im Punkt e kehrt sich die Richtung des Bogens gegenüber der Kraft
richtung H um. Die Momentenfläche muß also unterhalb der Nullinie, 
wie in Abb. 126 gezeigt, aufgetragen werden. 

Die Größe der Flächen ermittelt man aus den Angaben für die ent
sprechenden Belastungsfälle. Bei den Rechtecken ergeben sich die 
Flächen durch Multiplikation der Länge mit der Höhe. Da die Höhen 
Momente darstellen, erscheint also die zu berechnende Kraftkomponente H 
auch jedesmal in dem Wert der Momentenfläche. 

Nachdem sämtliche Momentenflächen bestimmt sind, bildet man deren 
Summe und zieht die unterhalb der Nullinie liegende Momentenfläche /10 

von dieser Summe ab. 

2 (fi bis /9) = 90,23 · H, 

2 (/1 bis /9)- / 10 = 90,23 · H- 6,08 · H = 84,15 · H. 
v. Jürgensonn, Elastizität und. Festigkeit. 11 
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Dieser Wert ergibt nach Division durch die gestreckte elastische 
Länge des Systems die Größe des Einspannmomentes 'YJ • H 

,2; L = 10,5 + 10,5 + 1 + 10,5 + 3 = 35,5 m, 
84,15·H 

'YJ • H = 35,5 = 2,37 · H mkg, 

Das ergibt die Höhe der dem Einspannmoment entsprechenden 
Momentenfläche. 

In der Bezeichnung 'YJ • H ist absichtlich der Buchstabe 'YJ gewählt 
worden, mit dem bisher der Schwerpunktsabstand bezeichnet wurde. 

Auch in diesem Fall stellt 
der Wert 'YJ nichts anderes 
dar als den Schwerpunkts
abstand des Systems, be
zogen auf die Kraftlinie H. 

O-++--t=----F--f:...._--F-----.:~-.o Die Komponente H der wir-
kenden Gesamtkraft muß, 
wie schon früher bewiesen 
wurde, durch den Schwer
punkt des Systems gehen, 
weil es sich um ein beider
seits eingespanntes System 
handelt. 

Abb.l27. Momentenbildung für die Kraft V. Mit Hilfe der nunmehr 
bekannten Größe des Ein

spannmoments 'YJ • H = 2,37 · H mkg können auch die entsprechenden 
Momentenflächen /11 bis /15 bestimmt werden. 

Zur Sicherheit prüfe man nochmals, ob die Summen aller Flächen 
ober- und unterhalb der Nullinie einander gleich sind. 

In entsprechender Wejse werden die Momentenbilder für die Wirkung 
der Kraftkomponente V entwickelt (s. Abb. 127) und ihre Größe be
rechnet. Auch hier findet im Punkt d eine Umkehrung der Richtung 
der Systemform in bezugauf die Kraftlinie V statt. Es sind daher die 
den Bogen B und 0 entsprechenden Momentenflächen unterhalb der 
Nullinie aufzutragen. 

Die Größe des Einspannmoments ~ · V ergibt sich aus 

~.V_ .E(/1 bis /e)- J:(fto bis/12) _147,85-33,53 . V 
- .EL - 35,5 

= 3,22 ·V mkg. 

Aus diesen Momentenbildern sollen mit Hilfe der vorhin entwickelten 
Belastungsfälle die einzelnen Wirkungen auf die Schenkel und Bogen 
des Systems berechnet werden. 
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Zunächst sei die Wirkungen der Komponente H gemäß Momenten
bild Abb. 126 betrachtet. 

Die Summen der Winkeländerungen am Ende eines jeden Teiles des 
Systems werden durch die algebraische Summen der Momentenflächen 
bestimmt: 

2 "Pe = 2 fe = /1 + /2 + /a- /10- /n = 13,12 · H, 

2"Pd= 2 fe + /4 + /s + /6-/12 = 26,17 ·H, 

2 "Pc = 2 fd + /7 + fs- /13 = 25,9 · H, 

2'!fJb=2fc+f9-f14 = 7,08·H, 

2'!fJa=2tb-f15 ="-'0. 

Fall VII: E · J · L1ve = 'f/JM · 0,637 · R = (/1 + /2 + /3-/11) 0,637 · R 

= 19,2 · H · 0,637 · 1,6 = 19,55 · H (nach oben), 

E ·J ·L1He ='f/JM · 0,363 ·R = 19,2 ·H · 0,363 ·1,6 = 11,15 · H 
(nach rechts). 

Fall VI: E ·J·L1He ='f/JF·0,624·R =f10 ·0,624·R 

= 6,08 · H · 0,624 · 1,6 ='= 6,07 · H (nach links), 

E · J · L1 v e = 'f/JF · 0,876 · R = /10 • 0,876 · R 

= 6,08 · H · 0,876 · 1,6 = 8,52 · H (nach unten). 

Fall I: E · J · L1Hd = 2 "Pe · R=2 fe · R=(fl +/2+ /a-/Io- /n) · R 

= 13,12 · H · 1,6 = 21,0 · H (nach links), 

E ·J ·.dvd = 2"Pe·R = 2/e·R 

= 13, 12 · fl· 1,6 = 21,0 · H (nach oben). 

Fall V: E · J ·L1Hd = 'f/JF · 0,7854 · R = /4 • 0,7854 · R 

= 10,65 · H · 0,7854 · 1,6 = 13,38 · H (nach links). 

E · J · L1vd = 'f/JF · 0,5 · R = /4 • 0,5 · R 

= 10,65 · H · 0,5 · 1,6 = 8,55 · H (nach oben). 

Fall VII: E ·J ·L1Hd = 'f/JM · 0,637 · R = {/5 + /6 - / 12) • 0,637 ·R 

= 2,4 · H · 0,637 · 1,6 = 2,445 · H (nach links), 

E ·J ·L1vd = 'f/JM · 0,363 ·R = (/5 + /6 -/12) ·0,363 ·R 

= 2,4 · H · 0,363 · 1,6 = 1,393 · H (nach oben). 

Fall I: E·J·L1Hc=2'f/Jd·L2=2fd·L2 

= 26,17 · H ·1,0 = 26,17 · H (nach links). 

Fall II: E ·J ·L1Hc = 'f/JF ·l·L2 =0,5 · H · t ·1 =0,333 ·H (nach links). 

ll* 
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Fall III: E · J · .d H c = "PM · i · L2 = (f s - f ta) · ! · L2 
= (-) 0,77 · H · 0,5 · 1 = 0,385 · H (nach rechts). 

Fall I: E·J·.dnb=2VJc·R=2fc·R 
= 25,9 · H ·1,6 = 41,4 · H (nach links), 

E · J · .dvb = 2 "Pc · R = 2.' fc · R 
= 25,9 · H · 1,6 = 41,4 · H (nach unten). 

Fall VI: E · J · .dnb = "PF · 0,624 · R = / 9 • 0,624 · R 
= 6,08 · H · 0,624 · 1,6 = 6,07 · H (nach links), 

E · J · .d v b = "PF · 0,876 · R = /9 • 0,876 · R 
= 6,08 · H · 0,876 · 1,6 = 8,52 · H (nach unten). 

Fall VII: E · J · .dv b ="PM· 0;637 · R = /14 • 0,637 · R 
= 24,9 · H · 0,637 · 1,6 = 25,4 · H (nach oben), 

E · J · .dnb ="PM· 0,363 · R = /14 • 0,363 · R 
= 24,9 · H · 0,363 · 1,6 = 14,44 · H (nach rechts). 

Fall I: E·J·.dva=2VJb·L~=2fb·Lt 
= 7,08 · H · 3 = 21,24 · H (nach unten). 

Fall III: E·J·.dva =VJM·t·L1 =/15 ·0,5·L1 

= 7,11 · H · 0,5 · 3 = 10,66 · H (nach oben). 

Damit ist die Wirkung der Komponente H erschöpft. Es muß jetzt die 
algebraische Summe aller dieser Verschiebungen gebildet werden. Dabei 
werden die in Richtung der Komponenten H und V erfolgenden Ver
schiebungen (also nach links und nach oben) als positiv und die in ent
gegengesetzter Richtung als negativ betrachtet. 

E · J ·.dn = H · (-11,15 + 6,07 + 21,0 + 13,38 + 2,445 + 26,17 + 
+ 0,333-0,385 + 41,4 + 6,07 -14,44), 

E·J·.dn =H·90,893 m3 kg, 

E · J ·.dv = H · (19,55-8,52 + 21 + 8,525 + 1,393-41,4-8,52 + 
+ 25,4- 21,24 + 10,66)' 

E ·.J · .tJ v = H · 6,848 m3 kg. 

In gleicher Weise soll die Wirkung der Kraftkomponente V auf die 
einzelnen Teile des Systems untersucht werden (s. Abb. 127). 

2"Pe = 2 fe = /1 + /2-fto-fn-/13 = -12,95 ·V, 
2"Pd = 2 t. + Ia + 14-/12-/14 4,53 ·V, 
J:VJc = J: /d+ fs + /6-fts =- 3,15 ·V, 
2"Pb = 2 fc + /7 + fs-ft6 = + 5,20 ·V, 
X "Pa =X tb + 19- t17 = r-.J o. 
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Fall VII: E · J · L1He ="PM· 0,363 · R = (/1 + /2 -/11 -113) • 0,363 · R 
= (-) 2,3 · V· 0,363 · 1,6 = 1,335 · V (nach rechts), 

E · J · L1ve ="PM· 0,637 · R = (-} 2,3 ·V· 0,637 ·1,6 
= 2,345 · V (nach oben). 

Fall V: E · J · L1ve = 'lfJF · 0,7854 · R = 110 • 0,7854 · R 
= 10,65 ·V· 0,7854 · 1,6 = 13,38 ·V (nach oben). 

E · J · L1He = 'lfJF · 0,5 · R = 110 • 0,5 · R 
= 10,65 · V· 0,5 · 1,6 = 8,55 · V (nach rechts). 

Fall I: E·J·L1ud=J:'IfJ,·R=(-)12,95·V·R 
= (-) 12,95 · V· 1,6 = 20,73 · V (nach links), 

E · J ·L1vd = ,2; "Pe · R = (-) 12,95 ·V· R 
= (-) 12,95 · V· 1,6 = 20,73 · V (nach oben). 

Fall VII: E · J · L1 H d ="PM· 0,637 · R = (/3 + f 4 - / 14} • 0,637 R 
= 14,5 · V· 0,637 · 1,6 = 14,78 · V (nach rechts), 

E ·J ·L1vd ='lfJM ·0,363 ·R = 14,5 ·V ·0,363 ·1,6 
= 8,42 · V (nach unten). 

Fall VI: E · J · L1 v d = 'lfJF · 0,624 · R = 112 • 0,624 · R 
= 6,08 · V· 0,624 · 1,6 = 6,07 · V (nach oben}, 

E. J. L1H d = "PF. 0,876. R 

= 6,08 · V· 0,876 · 1,6 = 8,52 · V (nach links). 

Fall I: E · J · L1 H c = ,2; "Pd · L2 = ,2; I d · L2 
= (-) 4,53 · V· 1 = 4,53 · V (nach links). 

Fall III: E ·J ·L1Hc ='!jJM · 0,5 ·L2 = (/5 + 16 ~115 ) • 0,5 ·L2 

= 1,38 · V· 0,5 · 1 = 0,69 · V (nach rechts). 

Fall I: E·J·L1Hb=J:'IfJc·R=J:Ic·R 
= (-) 3,15 · V· 1,6 = 5,04 · V (nach links), 

E · J · L1 v b = J; "Pc · R 
= (-) 3,15 · V· 1,6 = 5,04 · V (nach unten). 

Fall V: E · J · L1vb = 'lfJF · 0,7854 · R = 17 • 0,7854 · R 
= 10,65 ·V· 0,7854 · 1,6 = 13,38 ·V (nach oben), 

E. J. L1Hb = "PF. 0,5. R 

= 10,65 · V· 0,5 · 1,6 = 8,55 · V (nach rechts). 

Fall I: E · J · L1 v a = J; "Pb · LI = 2.,,' I b · LI 
= 5,2 · V · 3,0 = 15,6 · V (nach oben). 



166 Elastizitätsberechnung der Rohrleitungen. 

Fall II: E · J · L1 v a = "PF • 'fs · LI = f 9 • 'fs • Ll 
= 4,5 · V· 0,666 · 3 = 9 · V (nach oben). 

Fall III: E·J·L1va='!flM'i·L1 =/9 ·0,5·L1 

= (-) 9,66 · V· 0,5 · 3 = 14,49 · V (nach unten). 

Damit ist die Wirkung der Komponente V erschöpft. Die algebraische 
Summe der Verschiebungen aller Teile gibt die Endverschiebung des 
frei gedachten Endes a. Die positiven und negativen Richtungen werden 
wie vorher bestimmt. 

E · J · L1n = V· (-1,335- 8,55 + 20,73-14,78 + 8,52 + 4,53-0,69 + 
+ 5,04- 8,55)' 

E·J·L1n=V·4,915 m3 kg, 

E . J . L1 V = V . (2,345 + 13,38 + 20,73- 8,42 + 6,07- 5,04 + 13,38 + 
+ 15,6 + 9 -14,49)' 

E·J·L1v = V·52,555 m 3 kg. 

Die umständliche und umfangreiche Rechenarbeit bedingt gewisse 
Ungenauigkeiten. Es muß an sich der Faktor der Komponente V bei 
der horizontalen Verschiebung L1n mit dem vorher ausgerechneten 
Faktor der Komponente H bei der vertikalen Verschiebung L1v genau 
übereinstimmen. Der durch diese Ungenauigkeit bedingte Fehler dürfte 
aber in diesem Falle. ohne große Bedeutung sein und stellt mehr oder 
weniger einen Schönheitsfehler dar, da durch die Übereinstimmung dieser 
Werte die Richtigkeit der Berechnung am besten zu überprüfen ist. 

Die Komponenten der Wärmedehnung ermitteln sich aus der 
Abbildung des Systems, und zwar 

L1n = 1,4 · 0,433 · 0,5 = 0,303 cm } 
L1v = (1,5. 0,5 + 1,1) 0,433 = 0,8 cm bei 50 % Vorspannung, 

Das Rohrträgheitsmoment ist J = 26900 cm4. Somit 

E · J · L1n = 1,8 ·106 • 26900 · 0,303 = 14650 ·106 cm3 kg, 

E · J · L1v = 1,8 · 106 • 26900 · 0,8 = 38700 · 106 cm3 kg. 

Man erhält also folgende zwei Gleichungen 

14650 · 106 = (H · 90,893 + V· 4,915) · 106 cm3 kg, 

38 700 · 106 = (H · 6,848 + V· 52,555) · 106 cm3 kg, 

daraus in bekannter Weise die beiden Kraftkomponenten: 

H = 112kg, 

V= 723kg. 
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Die wesentlich einfachere und daher genauere Rechnung nach dem 
Vorschlag des Verfassers. (Abschnitt B IIJ3a) ergibt für den gleichen 
Bogen die Kräfte H = 105 ~g und V= 755 kg. An sich müßten genau 
die gleichen Werte errechnet werden, was jedoch auf die sehr umständ
liche und daher viele Ungenauigkeiten enthaltende Rechnungsweise 
nach CuTCHAN zurückzuführen ist. 

Bevor auf die weitere Ermittlung der Biegungamomente und Span
nungen eingegangen wird, soll die Bedeutung der Zahlenwerte in den 
obengenannten Gleichungen für die Kräfte gezeigt werden. Diese stellen 
nämlich nichts anderes dar als die Linienträgheits- und Zentrifugal
momente des untersuchten Systems. 

In der oberen Gleichung ist der Zahlenwert der Kraftkomponente H 
das Trägheitsmoment des Systems, bezogen auf die x-Achse, d. h. 

Jx = 90,893 m3 • 

Der Zahlenwert der Komponente V ist das Zentrifugalmoment des 
Systems, bezogen auf die beiden Achsen x und y, und zwarist es in diesem 
Falle negativ 

Jxy =- 4,915 m3 • 

In der zweiten Gleichung ist der Zahlenwert der Komponente H eben
falls das Zentrifugalmoment. Aus diesem Grunde wurde vorhin betont, 
daß diese beiden Werte miteinander übereinstimmen müßten, weil das 
Zentrifugalmoment des Systems nur einen vollkommen eindeutigen Wert 
haben kann. Der richtige Wert ist 

Jxy =- 6,848 m3 , 

während der andere· Wert ungenau ermittelt war. 
Der Zahlenwert der Komponente V stellt das Trägheitsmoment des 

Systems, bezogen auf die y-Achse dar und zwar 

JY = 52,555 m3. 

Die auftretenden Biegungamomente können jetzt auf verschiedene 
Art ermittelt werden. 

Am einfachsten ist es, das System maßstäblich aufzuzeichnen, den 
Schwerpunkt desselben einzutragen (die Schwerpunktsabstände 'YJ und~ 
waren schon berechnet) und die beiden Kraftkomponenten H und V 
durch den Schwerpunkt gehend miteinander geometrisch zu addieren. 
Die sich dann ergebende Gesamtkraft P= yH2+ V2 zeigt dann auch 
ohne weiteres den größten Abstand irgendeines Punktes des Systems 
von der Kraftlinie, womit das größte Biegungsmoment bestimmt ist . 

. Die Berechnungsweise von CuTCHAN ermöglicht aber noch einen 
anderen Weg zur Bestimmung der Momente. Dieser ist zwar wesentlich 
umständlicher, soll aber hier der Vollständigkeit halber erläutert werden. 
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Man setzt in den Ordinaten der Momentenbilder Abb. 126 und 127 
die errechneten Werte für H und V ein und erhält : 

Nach Abb. 126 mit H = 112 kg 

für Punkt f: H (1,6 + 1 + 1,6-2,37 -1,6) = 
für Punkt e: H (1,6 + 1 + 1,6- 2,37) 

25,8mkg, 
205,0 mkg, 
25,8mkg, für Punkt d: H (1 + 1,6-2,37) 

für Punkt c: H (1,6-2,37) 
für Punkt b: H (-2,37) 
für Punkt a: H (-2,37) 

Nach Abb. 127 mit V = 723 kg 

86,3 mkg, 

= -265,5 mkg, 
= --265,5 mkg. 

für Punkt f: V (1,6 + 3-3,22 -1,6 -1,6) = -1315 mkg, 
für Punkt e: V (1,6 + 3-3,22 -1,6) =- 159 mkg, 
für Punkt d: V (1,6 + 3-3,22) 997,5 mkg, 
für Punkt c: V (1,6 + 3-3,22) 997,5 mkg, 
für Punkt b: V (3-3,22) =- 159 mkg, 
für Punkt a: V(-3,22) =-2330mkg. 

Diese Momente, hervorgerufen durch die Komponenten H und V, 
wirken teilweise im gleichen Sinne und teilweise einander entgegen. 
Wir haben bei der Ermittlung der Momente diejenigen über der Null
linie als positiv und diejenigen unter der Nullinie als negativ angenommen. 
Andererseits wirken die Einspannmomente (unter der Nullinie) in den 
beiden Momentenbildern, wie man aus Abb. 125 ersehen kann, einander 
entgegen. Es muß also bei der Zusammensetzung der Momente wie folgt 
vorgegangen werden. 

Wenn das Moment durch H und dasjenige durch V gleiche Vorzeichen 
haben, so wirken sie also einander entgegen und müssen voneinander 
abgezogen werden. Bei ungleichem Vorzeichen wirken sie in diesem Falle 
im gleichen Sinne und summieren sich folglich 

für Punkt f: M, = 1315 + 25,8 = 1340,8 mkg, 

für Punkt e: M. = 205 + 159 = 364,0 mkg, 
für Punkt d: Ma = 997,5-25,8 = 971,7 mkg, 

für Punkt c: M_ = 997,5 + 86,3 = 1083,8 mkg, 
für Punkt b: Mb = 265,5 - 159 = 106,5 mkg, 
für Punkt a: Ma = 2330- 265,5 = 2064,5 mkg. 

Wie man sieht, herrscht das größte Biegungsmoment im Punkt a, 
und zwar 

Ma = Mmax = 2064,5 mkg = 206 450 cmkg. 
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Daraus die größte Biegungsspannung im Punkt a 

Mmax • D 206450 · 41,9 
<Tbmax = 200 · J 200 · 26900 

= 1,61 kgjmm2 • 

Diese Beanspruchung ist niedrig und liegt daher in zulässigen Grenzen. 
Der Wert für die größte Biegungsspannung nach dem Verfahren des 

Verfassers würde 1,71 kgjmm2 betragen. 
Es soll besonders betont werden, daß sowohl die Kräfte als auch die 

Biegungsmomente und Spannungen nach beiden Verfahren einander 
genau gleich sein müssen, wenn die zahlenmäßige Ausrechnung ohne 
jede Ungenauigkeit durchgeführt wird. Das ist aber bei derri von CuT
CHAN vorgeschlagenen Verfahren äußerst schwierig. Dieses erfordert, 
wie man sieht, eine sehr umfangreiche und mühselige Rechenarbeit und 
ein hohes Maß an Aufmerksamkeit und Überlegung, besonders in bezug 
auf die Bestimmung der Richtung der Verschiebungen. Dort liegt auch 
meist die Fehlerquelle, da man sich die Wirkung der einzelnen Momente 
und Kräfte auf jeden Schenkel genau im Geiste vorstellen muß, um die 
Verschiebungen und Verdrehungswinkel richtig zu bewerten. 

d) Verfahren nach C. T. MITCHELL 1• 

Es soll hier gleich vorweggenommen werden, daß es sich um ein 
Näherungsverfahren handelt, welches weder die Größe noch die Lage 
der wirkenden Kräfte streng richtig angibt. Die Größe des Fehlers 
hängt von der Form des Systems ab und soll weiter unten näher behandelt 
werden. 

Diese Rechnungsweise stellt ein zeichnerisches Verfahren dar, für 
welches nur wenige und einfache Formeln notwendig sind. Es läßt sich 
sowohl auf ebene als auch auf räumliche Systeme anwenden. Außerdem 
wird bei diesem Verfahren der Einfluß der Bogenabflachung vernach
lässigt, was, wie gezeigt wurde, zu erheblichen Abweichungen führen kann. 

Nachstehend sollen die Voraussetzungen dieser Rechnungsweise 
behandelt werden. 

MITCHELL geht von der Annahme aus, daß die Richtung der wirkenden 
Gesamtkraft parallel zur Festpunktverbindungslinie ist. Diese Voraus
setzung trifft nur in wenigen Einzelfällen zu, z. B. bei Lyra- und U-Bogen
ausgleichern. In fast allen anderen Fällen führt das zu mehr oder weniger 
erheblichen Fehlern. Beispielsweise würde diese Annahme bei einem 
symmetrischen Z-Bogen (L1 =L3) zu dem Ergebnis führen, daß die 
Gesamtkraft durch die Endpunkte des Z-Bogens geht, was, wie wir 

1 MrTCHELL, C. T.: A Graphical Method for Determining Expansion Stresses in 
Pipe Lines, Fuels & Steam Power 1930. Trans. Amer. Soc. mech. Engrs. Bd. 52 
S. 167 FSP 25. 
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wissen, nicht zutrifft. In anderen Fällen ergeben sich dort, wo gerade 
die größten Beanspruchungen vorliegen, nach diesem Verfahren wesent
lich kleinere Biegungsmomente. Dadurch verschiebt sich das Bild der 
Spannungsverteilung, und das kann leicht zu Fehlschlüssen führen. 

Im übrigen hat das Verfahren von 
MITCHELL eine gewisse Ähnlichkeit mit dem 
vorhin behandelten Verfahren von CUTCHAN, 

da es auch die Momentenflächen einführt. 
Nur ist die Auswertung der Momenten
bilder wesentlich einfacher und anschau
licher. 

An Hand der Abb. 128 eoll der Berech
nungsvorgang erläutert werden. 

Abb. 128. Rechnungsverfahren 
nach MITCHELL. 

Man zeichnet das System maßstäblich 
auf und ersetzt die Bogen durch biegungs
steife Ecken. Dann wird für jeden Schenkel 

sein Schwerpunkt, der auf halber Länge desselben liegt, angedeutet. 
Nun können die Abstände d1, d2, d3 usw. der Schwerpunkte jedes Schen
kels von der Verbindungslinie der Festpunkte gemessen werden. Mit 
diesen Abständen wird der Abstand n der neutralen Achse von der 

Festpunktverbindungslinie nach der 
Formel 

L1 ·d1 + L2 ·d2 +La ·da+··· 
n= L1+L2+La+··· 

errechnet, und die neutrale Achse 
parallel zur Festpunktverbindungs
linie gezeichnet. 

Diese neutrale Achse stellt nach der 
Annahme von M.rTCHELL gleichzeitig 
die Lage der wirkenden Gesamtkraft 
dar. Der Abstand irgendeines Punktes 
des Systems von der neutralen Achse 
ist also danach gleichzeitig auch der 

Abb.129. Momentenflächen nach MITCHELL. Hebelarm des dort wirkenden Bie-
gungsmomentes. 

Jetzt müssen die Momentenflächen dargestellt werden. Diese werden 
unmittelbar auf dem betreffenden Schenkel gezeichnet, und zwar so, daß 
der Schenkel die Momentenfläche halbiert (s. Abb. 129). Die Höhe der 
Momentenfläche entspricht dem Abstand des betreffenden Punktes von 
der neutralen Achse, die Länge der Fläche ist gleich der Schenkellänge. 
Dort, wo die neutrale Achse das System schneidet, muß das Moment 
natürlich gleich Null sein, und somit ergeben sich als Momentenflächen 
zum Teil Trapeze (oder Rechtecke) und zum Teil Dreiecke. 
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Nachdem die Momentenflächen gezeichnet sind, werden ihre Flächen 
nach folgenden Grundformeln berechnet: 

Fläche eines Dreiecks 
F =0,5·h·b, 

d. h. Produkt aus halber Höhe und Grundfläche 

Fläche eines Trapezes 

F = 0,5 ·h (b1 + b2), 

d. h. Produkt aus halber Höhe und der Summe der beiden parallelen Seiten. 

DieFlächen werdeninm2 bestimmtundmitA, B, O,Dusw. bezeichnet. 
Ferner müssen die Schwerpunkte jeder Momentenfläche ermittelt 

werden. Da die Flächen symmetrisch zu den n' 
jeweiligen Schenkeln liegen, wird der Flächen- I \ 
schwerpunkt auf der Schenkelachse sein. Bei ...,. I \ 
einem Dreieck befindet sich der Flächenschwer- I \. 

\ ""I"' punkt im Abstand von einem Drittel der Drei
eckhöhe von der Grundlinie oder zwei Drittel 
von seiner Spitze. Für die Bestimmung des 
Schwerpunktes eines Trapezes dient die Abb.l30 
als Erläuterung. 

Nachher werden die Abstände a, b, c, d usw. 
der Flächenschwerpunkte von der neutralen Achs.e 
in m gemessen. 

----':#.---
' ' ' \ I 

\ I 
\ I t:l 

'U \I 

Abb. 130. Schwerpunkt 
eines Trapezes. 

Um die Richtigkeit des bisherigen Rechnungsganges zu prillen, bildet 
man die Summe aller Momentenflächen über und unter der neutralen 
Achse. Diese beiden Summen müssen einander gleich sein. 

Aus den Flächen A, .B, 0, D usw. sowie deren Schwerpunktsabständen 
a, b, c, d usw. bildet man den Wert 

M =A ·a + B·b + O·c +D·d usw. in m3 • 

Mit diesem Wert kann nun die wirkende Gesamtkraft P ermittelt werden, 
und zwar nach der Gleichung 

E·J·A 
P = M·WS in kg. (92) 

Darin bedeuten: 

E =Elastizitätsmodul in kgfcm2 ; 

J = Querschnittsträgheitsmoment des Rohres in cm4 ; 

LI = Wärmedehnung in cm unter Berücksichtigung der Vorspannung. 
Hierfür wird als wirksame Länge der unmittelbare Abstand zwischen 
den beiden Festpunktenden des Systems eingesetzt. 

Damit ist die Größe und Lage der Kraft P bestimmt, und es kann 
aus dem größten Abstand eines Rohrleitungspunktes von der neutralen 



172 Elastizitätsberechnung der Rohrleitungen. 

Achse das größte Biegungsmoment und aus diesem die größte dort 
wirkende Biegungsspannung berechnet werden. 

Der Wert M stellt nichts anderes dar, als das Linienträgheitsmoment 
des Systems, bezogen auf die neutrale Achse. 

Diese Berechnungsweise soll an 
Hand eines Rechnungsbeispiels kurz 
erläutert werden. Es wird hierfür 
das in Beispiel ll durchgerechnete 
System gewählt, um einen Ver
gleich zwischen dieser und der ge
nauen Rechnungsweise zu ermög
lichen. 

Abb. 131. Z-Bogen für Beispiel 16. Beispiell6. Das System (Z-Bogen 
nach Abb. 131) sei mit biegungs

steifen Ecken angenommen. Die Schenkel sind L 1 = lO m, L 2 = 6 m, 
L3 =4 m; Rohr 200NW =216 mm ä. Dmr., 7,5 mm Wand, J =2660 cm4• 

Die Betriebsverhältnisse sind gemäß Beispiel11: p = 40 atü, t = 450° C; 
hierfür 

IX = 0,664 cmfm } 
E = 1,83. 106 kgfcm2 bei 450o C. 

Aus den Schwerpunkten der einzelnen Schenkel wird gemäß Abb. 131 
der Abstand n der neutralen Achse ermittelt. 

10. 1,97 + 6. 1,18-4. 0,788 23,63 
2() n = 10+ 6+ 4 

= 1,182m 

und diese parallel zur Verbindungslinie der Systemendpunkte gezeichnet. 
Die Abstände der Schenkelendpunkte von der neutralen Achse werden 

abgemessen und als Ordinaten der Momentenflächen für jeden Schenkel so 
aufgetragen, daß die Schenkel ihre Momentenflächen halbieren (Abb.132). 

Es ergeben sich dann als Momentenflächen 4 Dreiecke A, B, C und D, 
sowie ein TrapezE. In bekannter Art werden zuerst die Flächen berechnet. 

A = 0,5 · 3 · 1,182 

B = 0,5 · 7 · 2,76 
c = 0,5. 3. 2,76 

= 1,772 m2, 

= 9,656 m2, 

= 4,14 m2, 

D = 0,5 · 3 · 2,76 = 4,14 m2, 

E = 0,5 · 4 (2,76 + 1,182) = 7,884 m2. 

Die Summe der Flächen A, D und E unter der neutralen Achse und 
diejenige der Flächen B und C über der neutralen Achse muß gleich sein 

1,772 + 4,14 + 7,884 = 13,796 m2, 
9,656 + 4,14 = 13,796 m2. 

Also ist die Rechnung bisher richtig. 
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Jetzt werden die Schwerpunkte der Flächen festgelegt und deren 
Abstände von der neutralen Achse gemessen. 

a=0,788m; b=1,84m; c=1,84m; d=1,84m; e=2,075m. 

Daraus folgt das Linienträgheitsmoment M, bezogen auf die neutrale 
Achse 

M = 1,772 · 0,788 + 9,656 · 1,84 + 4,14 · 1,84 + 
+ 4,14 · 1,84 + 7,884 · 2,075 = 50,777 m3 . 

Abb. 132. Momentenflächen nach MITCHELL. 

Die Wärmedehnung der Rohrleitung (ohne Berücksichtigung der 
Wärmedehnung der angeschlossenen Formstücke) beträgt 

LI= L 0 • oc: = 15,23 · 0,664 · 0,5 = 5,06 cm bei 50% Vorspannung. 

Somit 
p = 1,83. 106 • 2660. 5,06 = 485 k 

50,777. 106 g. 

Im Beispiel ll wurde die Kraft für die gleichen Verhältnisse mit 
P = 435 kg, also um 10% geringer ermittelt. Teilweise wird der Unter
schied durch die biegungssteifen Ecken, zum größten Teil aber durch die 
der Wirklichkeit nicht entsprechende Annahme der neutralen Achse 
parallel zur Festpunktverbindungslinie bedingt. 

Die größte Biegungsspannung tritt in den Eckpunkten II und III 
auf, und zwar 

- 485. 245 . 21,6 - 2 
abma.,.- 200 . 2660 - 4,83 kgjmm . 

Für den Abstand von der Kraftlinie wurde hier wieder ein Bogen 
R = 1 m statt der biegungssteifen Ecken angenommen, um keine zu 
ungünstige Beanspruchung zu erhalten. 
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Bei dem gewählten Beispiel sind, wie man sieht, die Unterschiede in 
den Ergebnissen nicht besonders groß und auch die Verteilung der 
Biegungamomente stimmt mit der Wirklichkeit verhältnismäßig gut 
überein. 

Anders ist es dagegen, wenn man beispielsweise einen symmetrischen 
Z-Bogen annimmt. Dann ergeben sich nach dem Verfahren von M!TCHELL 

an den Endpunkten des Z-Bogens gar keine Beanspruchungen, da infolge 
der Symmetrie die Kraftachse (neutrale Achse) mit der Festpunkt
verbindungslinie zusammenfällt. 

In Wirklichkeit treten gerade an den Endpunkten die größten Bie
gungsspannungen auf, und zwar beispielsweise für einen symmetrischen 

Abb.133. Vergleich der genauen Rechnung mit dem Verfahren von Ml!FCHIILL. 

Z-Bogen mit L1 =L3 =5m und L2 =9m und die gleichen übrigen Ver
hältnisse wie im Beispiel 16 angegeben: 

im Punkt I und IV, also an den Endpunkten, 

Gbmax=6,01 kgfmm2 

und in den Punkten II und 111 

ab= 5,42 kgfmm2 • 

Bei symmetrischenZ-Bogen darf also dieses Verfahren nicht angewandt 
werden. 

Ganz besonders kraß ist der Fehler bei dem recht häufig vorkommen
den System gemäß Abb. 133. Schon die Richtung der Kraft P ist nach 
MITcHELL eine ganz andere, als sie nach einem der anderen beschriebenen 
Verfahren ermittelt wird. Die Abbildung zeigt deutlich, welch großer 
Unterschied in der Richtung der Kraft bei dem angegebenen System 
auftritt. Die Unstimmigkeit täuscht natürlich auch über die Stelle der 
höchsten Biegungsbeanspruchung, die unbedingt im Punkt V vorliegt, 
während im Punkt I fast kein Moment vorhanden ist. Dagegen wären 
nach MITcHELL die Biegungsspannungen in I und V gleich groß, am 
größten jedoch in IV. 
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Zahlenmäßig ergibt sich nach MrrcHELL in den Punkten I und V 
die gleich große Biegungsspannung ab= 5,1 kgfmm2• In Wirklichkeit 
beträgt aber die Beanspruchung im Punkt V ab= 12,2 kgfmm2, also 
weit mehr als zulässig wäre. 

Es erscheint unter diesen Umständen sehr bedenklich, ein Verfahren 
anzuwenden, das zu solchen fehlerhaften Ergebnissen führen kann. 

Auch der Unterschied von 55% in der Größe der Reaktionskraft ist 
sehr bedeutend; die Kraft ergibt sich nach dem Verfahren von M:rTCHELL 

zu 805 kg, während der richtige Wert unter Zugrundelegung biegungs
steifer Ecken P = 1250 kg beträgt. 

Im übrigen hat es noch den Nachteil, daß für einigermaßen zuver
lässige Rechnungsergebnisse ein hohes Maß an Zeichengenauigkeit beim 
Entwurf der Momentenflächen und der 
Bestimmung ihrer Schwerpunktsabstände 
erforderlich ist. 

Dieses Verfahren dürfte daher, abge
sehen von der nicht zutreffenden Annahme 
der Kraftrichtung, schon allein infolge 
des erforderlichen Arbeitsaufwandes für Abb.134. GeradeLmitBezugsachsex. 

die Praxis nur geringe Bedeutung haben. 
Es läßt sich aber eine sehr wesentliche Vereinfachung auf der gleichen 

Grundlage vornehmen, so daß die Zeichenarbeit sich auf die Festlegung 
der neutralen Achse beschränkt. 

Es ist nämlich, wie nachstehend bewiesen wird, weder das Aufzeichnen 
der Momentenflächen noch die Bestimmung ihrer Fläche, ihres Schwer
punktes und seines Abstandes von der neutralen Achse erforderlich. 
Vorausgesetzt, daß die gleiche Annahme der Kraftrichtung parallel zur 
Festpunktverbindungslinie zugrunde gelegt werden soll, genügt es, den 
Schwerpunkt des ganzen Systems zu bestimmen und die neutrale Achse 
zu zeichnen. Alle übrigen Werte können dann unmittelbar aus der 
Zeichnung abgelesen werden. 

Es wurde bereits erwähnt, daß der Wert M das auf die neutrale Achse 
bezogene Linienträgheitsmoment des Systems darstellt. M setzt sich also 
aus der Summe der Trägheitsmomente der einzelnen Schenkel bzw. 
ihrer Teile zusammen. 

Für eine unter dem Winkel oc zur Achse geneigte GeradeL (s. Abb. 134) 
gilt die Beziehung für das Trägheitsmoment, wie bereits früher gezeigt 
wurde 

J., = i L3 • sin2 oc + L2 · a · sin oc + L · a2. 

Gemäß der Abbildung ist 
. b h-a 
smoc=-y;=~ 

und 
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Eingesetzt 

Dasselbe Ergebnis erhält man auch, wenn man nach dem Vorschlag 
von M.ITCHELL die Momentenfläche eines Trapezes mit den Seiten h 
und a und der Höhe L einsetzt und mit dem Schwerpunktsabstand c 
der Trapezfläche von der neutralen Achse multipliziert, was leicht zu 
beweisen ist. 

Ist a = 0, d. h. die Gerade L liegt mit einem ihrer Enden an der 
x-Achse an (Abb. 135), so vereinfacht sich die Gleichung 

Abb. 135. Gerade L 
mit Bezugsachse x. 

Jx = i L ·h2 • {94) 

Es genügt also, die Abstände der Schenkelend
punkte oder ihrer Teile (falls der Schenkel von 
der neutralen Achse geschnitten wird) zu messen 
und in die vorstehenden Gleichungen (93) und (94) 
für Jx einzusetzen. Die Summe dieser Einzelträg-
heitsmomente ergibt dann den Wert M. 

Die mühselige und umständliche Ermittlung der Momentenflächen, 
die Bestimmung ihrer Flächengröße und ihrer Schwerpunkte ist also gar 
nicht nötig, was den Arbeitsaufwand ganz bedeutend herabsetzt. 

Damit kommt man aber von selbst auf das im nächsten Abschnitt 
behandelte Verfahren von F. PEITER und M. J. Fisn. 

e) Verfahren nach F. PEITER und M. J. F1sn1• 

Über dieses Verfahren berichtet E. SCHWENK 2 ohne allerdings eine 
kritische Betrachtung anzuschließen. Es ist nämlich im Grunde ge
nommen genau dasselbe Verfahren, wie das von M.ITCHELL, und es weist 
daher auch die gleichen Mängel auf wie dieses. 

Die Verfasser gehen ebenfalls von der Annahme aus, daß die Richtung 
der Hauptkraft und somit die neutrale Achse parallel zur Festpunkt
verbindungslinie des Systems liegt. Daß diese Voraussetzung nicht zu
trifft, wurde im vorigen Abschnitt bereits gezeigt. 

Der einzige Unterschied zwischen diesem und dem von M.ITCHELL 
vorgeschlagenen Weg liegt also ri.ur in der Rechnungsweise selbst. Es 
werden nicht die Momentenflächen entworfen, sondern das Linienträg
heitsmoment des Systems wird aus den Abständen der Enden der einzelnen 

1 PEITER, F. u. M. J. F!sH: A Method for Determination of Reactions and 
Stresses in Expansion Pipe Bends. Combustion, Bd.lO (1938/39) Nr. 6, S. 26-31. 

2 ScHWENK, E.: Ermittlung von Spannungen in Rohrbogen-Ausgleichern. 
Arch. Wärmew. Bd. 20 (1939) Heft 6 S. 159. 
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Schenkel bzw. ihrer Teile von der neutralen Achse mit Hilfe der im letzten 
Abschnitt zum Schluß angegebenen Gleichungen (93) und (94) errechnet. 

Der Wert M stellt die Summe der Einzelträgheitsmomente dar 

M = Jlx + J2x +.lax+ J4x + · · · in m3 , 

und mit diesem wird nach der Gleichung (92) die Hauptkraft P errechnet. 
Die neutrale Achse wird, genau wie bei dem MlTCHELLschen Verfahren, 

durch den Schwerpunkt des Systems und parallel zur Festpunktver
bindungsstelle gezeichnet. 

Beispiell7. Der im vorigen Beispiel nach dem Verfahren von Ml:TCHELL 
berechnete Z-Bogen (Abb. 131) soll nach dem Vorschlag von PEITER 
und FlsH geprüft werden. 

Die Lage des Schwerpunktes, d. h. der Abstand n der neutralen Achse 
von der Festpunktverbindungslinie, war schon bestimmt, und zwar 

n=1,182m. 

Es werden jetzt aus der maßstäblichen Zeichnung (Abb. 132) des 
Bogens die Abständen, m und p gemessen; n=1,182m; m=2,76m; 
p = 2,76 m. Die einzelnen von der neutralen Achse abgetrennten 
Schenkelteile sind 

L~=3m; L'/=7m; L;=3m; L2'=3m; L3 =4m. 

Mit der Gleichung (94) erhält man: 

J1 x = t L~ · n2 = -} · 3 · 1,1822 

J2x = tL~' · m2 = t · 7 · 2,762 

Jax = tL; · m2 = t · 3 · 2,762 

J4x=tL;'·p2 =t·3·2,762 

und nach Gleichung (93) 

Js x = t L4 (p2 + p . n + n2) 

= 1,397 m3 

= 17,77 m3 

7,62 m3 

= 7,62m3 

= t · 4 · (2,762 + 2,76 · 1,182 + 1,1822) = 16,37 m3 

L: Jx = M = 50,777 m3 

daraus gemäß Gleichung (92) 

p _ E · J · ,1 1,83 · 10s. 2660 · 5,06 _ 485 k 
- M · 106 50,777 · 106 -- g. 

Auch aus der zahlenmäßigen Übereinstimmung der Rechnungsergeb
nisse der Beispiele 16 und 17 erkennt man, daß dieses Verfahren dem
jenigen von Ml:TCHELL vollkommen gleichwer1lig ist. 

Es müssen also auch die gleichen Vorbehalte in bezug auf seine An
wendungsmöglichkeit für die Praxis beachtet werden. In jedemFalle 
ist dieses Verfahren bedeutend einfacher als dasjenige von MITCHELL, 

v. J"ürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 12 
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und es dürfte sich daher - mit entsprechender Einschränkung - bei 
rohen Überschlagsrechnungen eher in der Praxis bewähren. 

Übrigens führen die Verfasser an Stelle der biegungssteifen Ecken 
eine unter 45° zu den Anschlußschenkeln liegende Tangente an den 
Bogen ein. 

Wenn maiYdie Länge dieser Tangente bei der Berechnung der Schwer
punktsabstände und Trägheitsmomente durch die KARMAN-Zahl K divi
dieren würde, so wäre damit eine weitere Annäherung an die tatsächlichen 
Verhältnisse gegeben. Die Verfasser verzichten jedoch bewußt auf die 
Berücksichtigung der Querschnittsabflachung in den gebogenen Rohr
teilen mit dem Hinweis, daß hierdurch eine zusätzliche Sicherheit ge
geben ist. 

f) Berechnung von Sonderfällen. 

Es soll nachstehend die Berechnung eines Sonderfalles gezeigt werden, 
die zwar in der Praxis nur selten angewandt werden dürfte, jedoch das 

B 

A 

Verständnis für die erläuterten Berechnungen ver
tiefen wird. 

Die zusammengesetzten Systeme, wie z. B. in 
Abb. 136 gezeigt, sind im Rohrleitungsbau recht 
häufig. Es wird aber gewöhnlich der Verbindungs
punkt F für die Berechnung der Einfachheit halber 

(! als Festpunkt (evtl. als verschiebbarer Festpunkt) an
Abb. 136. ZUl!ammen· 

gesetztes System. gesehen, und die Bogen AF, BF und CF als drei 
getrennte statisch unbestimmte Systeme behandelt. 

Das trifft jedoch nicht zu, denn der PunktFist unter der Wirkung der 
Kräfte sowohl gewissen Verschiebungen, als auch einer bestimmten 
Winkeldrehung ausgesetzt. 

Würde man diese kennen, so könnte man die drei genannten Einzel
bogen für sich berechnen. Man weiß aber, daß diese drei Bogen auf den 
Verbindungspunkt F bestimmte, ihrer Elastizität entsprechende Kräfte 
ausüben. Diese Kräfte müssen unter sich im Gleichgewicht sein. Außer
dem muß auch Momentengleichgewicht bestehen, so daß die Aufgabe auf 
Grund dieser Bedingungen gelöst- werden kann. 

Man geht also so vor, als ob die Verschiebungen und die Winkel
drehung des Verbindungspunktes F bekannt wär-en, indem man ihre 
Richtung zunächst annimmt. Das Ergebnis zeigt nachher durch das 
Vorzeichen von selbst, ob die angenommene Richtung richtig war. 

An Hand folgenden Zahlenbeispiels wird der Rechnungsgang ver
ständlich. 

Beispiell8. Das in Abb. 137 dargestellte zusammengesetzte Rohr
system hat D = 216 mm, s = 8 mm, J = 2825 cm4 und soll für eine 
Temperatur von 400° C berechnet werden. 

E = 1,7 ·I06kgfcm2, IX = 0,51 cmfm. 
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Der Einfachheit halber sind biegungssteife Ecken angenommen, was 
jedoch die grundsätzlichen Überlegungen nicht beeinflußt. 

Der Verbindungspunkt C mache auf Grund der Krafteinwirkungen 
eine zunächst unbekannte Verschiebung und eine Winkeldrehung. Diese 
nehmen wir wie folgt an: 

Verschiebung dx horizontal nach rechts, 
Verschiebung dy vertikal nach unten, 
Winkeldrehung dcp im Uhrzeigersinn. 

Wenn die angenommenen Richtungen stimmen, werden die Ver
schiebungen positiv herauskommen. Ergeben sie sich mit negativem 
Vorzeichen, so ist die Richtung entgegengesetzt. Ntv 

Die in unbekannter Rich- .Yf ~I )11/ 
tung wirkenden Hauptkräfte f _ )t~~tH 
der 3 Bogen müssen einander J ~L1-~m.--1 lf1 

'<> das Gleichgewicht halten. Sie "{ 
werden je in eine horizontale r--L"-5m.-~ {] 
und vertikale Komponente zer- !_ ~ t~~~--·-·a; 
legt und an den Enden I, II tf ~ jli_ ) 

I -..J' -;;- /1;1/ 
und III wirkend angenommen. "' f ''2 
Außerdem wirken dort noch t_ /1, ] ~ :J11." 

11"11 \ ....1.... .Hf '-!./ 0 

die Einspannmomente M 1, M2 l1//\..., h l'ftv 
und M3 , die aus den elastischen -
Eigenschaften der drei Einzel-
systeme, ebenso wie die Kraft
komponenten, ermittelt werden. 

l'l;v 
Abb.137. 

Zusammengesetztes Rohrsystem für Beispiel18. 

Nachdem der Punkt C unter der Wirkung der inneren Kräfte und 
Momente die vorhin angegebenen, zunächst angenommenen Verschie
bungen dx und dy, sowie die Winkeldrehung drp ausgeführt hat, halten 
wir ihn in dieser Lage fest und denken uns die 3 Endpunkte des Systems 
vollkommen frei. Zweifellos werden dann die Verschiebungen d x und d y 
des Punktes C sowie die Winkeldrehung desselben sich in gleicher 
Größe auch auf die Endpunkte I, II und III des Systems auswirken. 
Gleichzeitig verschieben sich die Endpunkte unter der Wirkung der 
Wärmedehnung um die entsprechenden Dehnungskomponenten L1 WH 

bzw. L1 wv in horizontaler und vertikaler Richtung. 
Unter dem Einfluß dieser Bedingungen ergeben sich folgende Ver

schiebungen der Endpunkte. 

Punkt I: 
horizontale Verschiebung .1~ = + L2 • dcp + dx + L1~H 

= + 350 · dcp + dx + 1,02 cm, 

vertikale Verschiebung .1~ =-L1 ·dcp-dy+L1~v 
= -400 · dcp-dy + 0,8925 cm, 

eine Winkeldrehung dcp. 
12* 
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Punkt II: 

horizontale Verschiebung LI~ =-La· dcp + d x +LI WH 
= -200 · dcp + dx + 0,51 cm, 

vertikale Verschiebung LI'V = + L 4 ·dcp + dy + Llwv 
= + 200 · dcp + dy + 0,51 cm, 

eine Winkeldrehung dcp. 

Punkt III: 

horizontale Verschiebung LI~'=+ L 6 ·dcp-dx + LIW'H 
= + 400 · dcp-dx + 1,275 cm, 

vertikale Verschiebung LI~~ = - L5 • dcp + d y +LI W'v 
= -500 · dcp + dy + 1,02 cm, 

eine Winkeldrehung dcp. 

Die Wärmedehnungen wurden hierbei aus den entsprechenden Schen
kellängen und der Wärmedehnungszahl !X= 0,51 cmfm unter Berück
sichtigung von 50% Vorspannung errechnet. 

Die Vorzeichen wurden in Abhängigkeit von der Richtung der Wärme
dehnung mit dem Ausgangspunkt C gewählt. Verschiebungen gleicher 
Richtung mit der Wärmedehnung des entsprechenden Bogens wurden 
also mit positivem Vorzeichen versehen. Die Winkeldrehung dcp des 
Punktes C wirkt sich in gleicher Größe auch auf die Endpunkte I, II 
und III des Systems aus. Diese Winkeldrehung muß durch ein ent
sprechendes zusätzliches Moment M0 ausgeglichen werden. Man wird also 
an den Endpunkten die Momente M~, M~' und M~" entgegen dem 
Uhrzeigersinn wirkend annehmen. 

Für diese Momente gilt die Beziehung entsprechend Gl. (81) 

E ·~o~drp = M~· (L1 + L 2) = M~'· (La+ L 4) = M6"· (L5 + L 6 ) m 2 kg 

oder 
M~ · (4 + 3,5) = M~' · (2 + 2) = M~"· (5 + 4) m2 kg, 

daraus 

M" - M' · ].1!_ - l 875 · M' m kg o-o4-, o ' 

M"' - M' · ].I!_ - 0 8333 · M' k o - o 9 - ' o m g. 

Es soll jetzt der Bogen I berechnet werden. Hierzu wird das Ver
fahren von CuTCHAN angewandt. 

Es ist offensichtlich, daß die Summe der Momentenflächen über und 
unter der Nullinie nicht mehr gleich sein kann (Abb. 138), da noch eine 
Winkeldrehung dcp des Punktes I durch das zusätzliche Moment M~ 
ausgeglichen werden muß. Sieht man aber von der dem Moment M~ 
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zugehörigen Fläche L2M~ +L1M~ ab, so muß wieder die Summe der 
restlichen Momentenflächen über und unter der Nullinie gleich sein, 
woraus sich die Größe des Einspannmomentes ergibt 

M _ 0,5 · L~ · H1 0,5 · 12,25 H O 816 H k 
1H - L1 + L 2 7,5 . 1 = ' . 1 m g · 

Die Lage der Momentenfläche für M~ ergibt sich daraus, daß M~ im 
gleichen Sinne wirkt wie die Kraftkomponente Hl" Die Fläche wird also 
über der Nullinie liegen. 

Lt-llm.
Abb. 138. Momentenbild für H1• Abb. 139. Momentenbild für V1• 

Aus der Abb. 138 werden die Verschiebungen, wie im Abschnitt 
B II/3 c gezeigt, ermittelt. 

daraus 

Fall II: E · J · LJH = 6,125 · H1 • i- · 3,5 = 14,3 · H1 links, 

Fall III: E · J · LJH = 3,5 · M~ · 0,5 · 3,5 = 6,125 · M~ links, 

Fall III: = 2,86 · H1 • 0,5 · 3,5 = 5,0 · H1 rechts, 

Fall I: E·J·L1v=3,265·H1 ·4 =13,05·H1 oben, 

Fall I: = 3,5 · M~ · 4 

Fall III: E·J·L1v=3,265·H1 ·0,5·4 

Fall III: = 4 · M~ · 0,5 · 4 

= 14,0 · M~ oben, 

6,53 · H1 unten, 

= 8,0 · M~ oben, 

E·J·~H , 
106 = 14,3 · H1 + 6,125 · M0 - 5,0 · H1 

= 9,3 · H1 + 6,125 · M~ kg ms, 

E·J·~v 
lOS =- 13,05 · H1 -14 · M~ + 6,53 · H1 - 8 · M~ 

=-6,52 ·H1 -22 ·M~ kgms. 

Aus dem Momentenflächenbild (Abb.139) für die Kraftkomponente V1 

werden in gleicher Weise die Verschiebungen ermittelt. Hier ist das 
zusätzliche Moment M~ nicht berücksichtigt, da seine Wirkung bereits 
im Momentenbild der Kraft H1 in Rechnung gesetzt wurde. Man kann 
natürlich das Moment M~ auch bei beiden Kraftkomponenten H1 und V1 

berücksichtigen, indem man in jedem der entsprechenden Momenten
bilder t M~ einsetzt. 
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Aus Abb. 139 folgt 

M - LI L2 + 0,5. L~ V, 14 + 8 V: k 
1v- L1 +L2 • 1=~ 1 =2,935·V1 m g. 

Fall III: E · J · L1H = 3,73 · Ji · 0,5 · 3,5 = 6,52 · Ji rechts, 

Fall I: E·J·L1v=3,73·fi·4 =14,92 ·Ji unten, 

Fall Il: E · J · L1 v = 8 · Ji ·l· 4 

Fall III: E·J·L1v=ll,73·Ji·2 

= 21,333 · Ji unten, 

= 23,46 · Ji oben, 

daraus 

E .J ·L1H 
106 = - 6,52 · Ji kg m 3 , 

E·J·L1v 
106 = 14,92 · Ji + 21,333 · Ji- 23,46 · Ji = 12,793 · f; kg m3 , 

daraus folgen die gesamten Verschiebungen für den Punkt I 

E .J ·L1!J 
WS = 9,3 · H1- 6,52 · Ji + 6,125 · M~ kg ma, 

E·J·L1v 
WS = 12,793 · Ji -6,52 · H1 -22 · M~ kgm~. 

Mit den vorher ausgerechneten Werten für J_ir und L1~ ist 

und 

E. J. L1!J = 1,7. lOS. 2825 (350. d + d + 1 02) 
106 lOS cp X ' 

= M~ · (L1 + L2) • 350 + 4800dx + 4895 
= 2625 · M~ + 4800 · dx + 4895 kg m3, 

E·J·L1'v = 1,7·106·2825 (-400·d -d +08925) 
106 106 cp y ' 

= -M~ · (L1 + L2) • 400-4800dy + 4280 

= -3000 · M~-4800dy + 4280 kg m3 • 

Damit lauten die Gleichungen 

2625 · M~ + 4800 · dx + 4895 = 9,3 · H1- 6,52 · Ji + 6,125 · M~ 

-3000 · M~-4800 · dy + 4280 = 12,793 · Ji -6,52 · H1-22 · M~ 

und somit 

[1] 4800 · dx + 4895 = 9,3 · H1-6,52 · Ji -2619 · M~, 

[2] -4800 · dy + 4280 = 12,793 · Ji -6,52 · H1 + 2978 · M~. 

Man kann leicht feststellen, daß die Zahlenwerte vor den Kompo
nenten H1 und Ji die Linienträgheits- bzw. Zentrifugalmomente des 
Bogens I bezogen auf die entsprechenden Schwerpunktsachsen darstellen. 
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Die Zahlenwerte 6,125 und 22 des Moments M0 stellen die statischen 
Momente des Bogens, bezogen auf die Achsen der Komponenten H1 

und Ji, dar. Das Vorzeichen ergibt sich aus der Drehrichtung des Mo
ments M~ in bezug auf die Drehrichtung des entsprechenden Kraft
moments. Das Kraftmoment von H1 ist linksdrehend, d. h. mit M 0 
gleichgerichtet, daher das Pluszeichen. Das Kraftmoment von Ji ist 
rechtsdrehend, d. h. entgegengesetzt von M~ gerichtet, daher das Minus
zeichen. 

Unter den gleichen Gesichtspunkten ergeben sich für den Bogen II 
folgende Gleichungen (s. Abb. 140 
und 141) 

mit 

wird 

LtJ-z lv-z-
Abb. 140. Momentenbild für H,. Abb. 141. Momentenbild für V,. 

E ·J ·A'H 
1()6 = 1,667 ·H2 - V2 -2 · M~ kgma, 

E·J·Av 
1()6 = 1,667 · V2-H2 + 6 · M 0 kgm3, 

E. J. drp M" (L + L ) 4 M" k 3 
10s = 0 a 4 = · 0 gm 

1,7·1()6·2825 (-200·d +d +051) 
106 qJ X ' 

=- M~' (L3 + L4) • 200 + 4800 · dx + 2450 
=- 800 · M~' + 4800 · d x + 2450 kg m3, 

1,7 ·1~; 2825 (200. dq; + dy + 0,51) 

= M~' (L3 + L4) • 200 + 4800 · dy + 2450 
= 800 · M~' + 4800 · dy + 2450 kg m3 • 

Damit lauten die Gleichungen 

oder 

[3] 

[4] 

-800 ·M~' + 4800 ·dx + 2450 = 1,667 ·H2 - V2 -2 ·M~', 

800 ·M~' + 4800·dy + 2450 = 1,667 · V2 -H2 + 6 ·M~' 

4800 · dx + 2450 = 1,667 · H 2 - V2 + 798 · M~', 

4800 · dy + 2450 = 1,667 · V2-H2 -794 · M~'. 



184 Elastizitätsberechnung der Rohrleitungen. 

In gleicher Weise ergeben sich die Elastizitätsgleichungen für den 
Bogen III (s. Abb. 142 und 143) 

mit 

wird 

E·J·Ll"' 
lQ6 H = 14,233 ·H3 -ll,I2 · Va + 28 · ~:" kgm3 , 

E .J ·LI"' 
WS v = 24,316 · f; -ll,l2 · H3 -12,5 · M~" kg m3, 

E·J·dcp 
ws = M~" · (L5 + L 6 ) = 9 ·M~" kg m2 

---'---Ls-'1 
Abb. 142. Momentenbild für H,. Abb. 143. Momentenbild für V,. 

1'7 . IQ6. 2825 (400 · d - d + I 275) IQ6 (/J X , 

= M~" (L5 + L6 ) • 400- 4800 · d x + 6120 

= 3600 · M~"-4800dx + 6120 kg m 3 , 

JJ]·~~Ll'[/ = 1,7·1()6·2825 (-500·d +d +102) 
106 106 (/J y ' 

= -M~" (L5 + L 6 ) • 500 + 4800 dy + 4895 

= -4500 · M~" + 4800 · dy + 4895 kgm3 . 

Damit lauten die Gleichungen 

3600 · M~" -4800 · dx + 6120 = 14,233 · H3 -ll,I2 · Va + 28 · M~" 

-4500 ·M~" + 4800 ·dy+ 4895 = 24,316 · Va -II,l2 ·H3 -12,5 ·M~" 

oder 

[5] -4800 · dx + 6120 = 14,233 · H3 -II,I2 · Va- 3572 · M~" kg m3 , 

[6] + 4800 · dy + 4895 = 24,316 · Va -II,I2 · H3 + 4487 · M~" kg m3 . 

Damit sind die elastischen Eigenschaften des Systems erschöpft. Es sind 
in den erhaltenen 6 Gleichungen 3 unbekannte Horizontalkomponenten, 
3 unbekannte Vertikalkomponenten, 2 unbekannte Verschiebungen dx 
und d y und 3 unbekannte Momente M0 , also insgesamt ll Unbekannte. 

Zur Lösung der Aufgabe müssen also auch ll Gleichungen zur Ver
fügung stehen. 
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[8] 
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Weitere Gleichungen sind wie bereits gezeigt: 

M~' = 1,875 · M~, 

M~'' = 0,8333 · M~. 

185 

Ferner die beiden Gleichgewichtsbedingungen für die Kraftkomponenten: 

[9] 

[10] 

H1 + H2 -H3 = 0, 

V2 +~-V1 =0, 

sowie die Gleichgewichtsbedingung für die Momente bezogen auf Punkt III. 

[11] M 1y-M1v-M2H + M2v + M3y-M3v-M~ -M~' -M~"

-7,5·H1 + 9 · V1 -2 ·H2 -7 ·V2 = 0. 

Die Einspannmomente ergeben sich aus den Schwerpunktsabständen 
der 3 Systeme, und zwar 

M 1y = 0,816 · H 1 und M 1v = 2,935 · V1 m kg, 

wie bereits angegeben war. 

M 0,5 · Lä H 2 H. H 
2H =La+ L4 2 = 4. 2 = 0,5. 2 mkg, 

M2v= LaLLs~Ot·L! V2= 4~2 ·V2=1,5·V2 mkg, 

M _ L5 L 6 + 0,5 · L~ H _ !!J_±_! . H. _ 3 11 . H. k 
aH - Ls + L6 3 - 9 3- , 3 m g' 

0 5 · L 2 12 5 
Mav= L:+L6 ·~=-g'-·~=1,39·J's mkg. 

Aus den Gleichungen [1] bis [6] ermittelt man in bekannter Weise 
unter Beachtung der Gleichung [7] und [8] 

H1 = 803 · dx-410 · dy + 1184 + 184,5 · M~ kg, 

V1 = 410 ·dx-585 ·dy + 940 + 139 ·M~ kg, 

H2 = 4500 ·dx + 2700 · dy + 3675-564 · M~ kg, 

V2 = 2700 · dx + 4500 · dy + 3675 + 556 · M~ kg, 

H3 = -525 · dx + 240,5 · dy + 914-138,2 · M~ kg, 

Va = - 240 . d X + 307,5 . d y + 620- 90,6 . M~ kg. 

Diese Beziehungen werden ebenfalls in die Gleichung [11] eingesetzt 
und es können dann, wenn auch recht umständlich, die 11 Unbekannten 
aus den genannten Gleichungen errechnet werden. Hier soll lediglich 
das Ergebnis angegeben werden, da die Lösung solcher Aufgaben an sich 
als bekannt vorausgesetzt werden muß. 
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Man erhält die Kraftkomponenten: 

H1 = 902kg 

H2 = 187 kg 

H3 = l089kg 

Ti= 966 kg 
V2 = 336kg 

v; = 630kg 

die Verschiebungen: 
dx = -0,539 cm 
dy = -0,408 cm 

und die zusätzlichen Momente 

M~ = - 0,0765 mkg, 

M~' = -0,1433 mkg, 

M~" = --0,0637 mkg. 

Sowohl die Richtung der Verschiebungend x und d y als auch diejenige 
der Winkeldrehung dcp wurde also falsch angenommen, da alle diese 

I Werte negativ erscheinen. 
-r----1r.l? Die Verschiebung dx er

folgt also nach links, d y 
~1 nach oben und die Winkel

Abb. 144. Kraftwirkung im Rohrsystem nach Beispiel 18. 

änderung dcp entgegen dem 
Uhrzeigersinn. 

Die Momente an den 
Endpunkten I, II und III 
ergeben sich aus den 

Schwerpunktsabständen 
unter Berücksichtigungder 
Zusatzmomente M0• Dar
aus kann man die Ko
ordinaten des Punktes be
stimmen, durch den die 

Bogens 
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Diese Koordinaten gelten von der entsprechenden Kraftachse aus 
gerechnet. 

Zeichnet man das System maßstäblich auf und bestimmt an Hand 
vorgenannter Werte die genaue Lage und Richtung aller Kräfte, so wird 
man feststellen, daß die Hauptkräfte P1, P2 und P3 sich alle in einem 
Punkt schneiden. Das stellt eine weitere Prüfung für die Richtigkeit 
der Rechnung dar (s. Abb. 144). 

Mit diesem Beispiel soll die Behandlung der bei ebenen Systemen vor
kommenden Sonderfälle abgeschlossen werden. 

Man kann mit Hilfe dieser Hinweise auch andere ähnliche Aufgaben 
lösen. 

g) Kritischer Vergleich der behandelten Berechnungsverfahren. 

Es liegen .im Schrifttum noch einige ·weitere Versuche vor, die Be
rechnung von.sta.tisch'unbestinimten Rohrsystemen in eine einfache und 
möglichst mühesparende Form zu bringen. Die besondere Behandlung 
dieser Verfahren lohnt sich hier nicht, da sie entweder auf ähnlichen 
Grundlagen aufgebaut wurden, wie in den vorigen Abschnitten gezeigt, 
oder es wurden bei ihrer Entwicklung derartige Vereinfachungen und sogar 
falsche Voraussetzungen zugrunde gelegt, daß der praktische Wert solcher 
Verfahren natürlich mehr oder weniger in Frage gestellt ist. 

In diesem Zusammenhang müssen solche Verfahren wie beispielsweise 
das von G. BERTLING1 vorgeschlagene mit größter Vorsicht angewandt, 
wenn nicht ganz abgelehnt werden. Der Vorschlag wurde auf so primi
tiver Grundlage aufgebaut, daß eine Gewähr für die Richtigkeit nicht 
einmal für rohe Überschlagsrechnungen gegeben ist. 

Es muß überhaupt vor verdächtig einfachen Formeln, sei es zur 
Bestimmung der Festpunktkräfte oder Biegungsspannungen, sei es zur 
Festlegung der erforderlichen Abmessungen der Längenausgleicher 
dringend gewarnt werden. Die Aufgabe ist nun einmal nicht so einfach, 
als daß sie mit einigen wenigen Rechenschieberzügen auf Grund primi
tiver Formeln gelöst werden könnte. 

Bei Anwendung jedes vereinfachten Verfahrens muß man sich über 
die Grundlagen·desselben und die Grenzen seiner Gültigkeit und Genauig
keit stets im Klaren sein. Anderenfalls kann man 'in der Praxis sehr 
unangenehme Überraschungen erleben. 

Es soll daher nachstehend der praktische Wert der erläuterten Be
rechnungsverfahren nicht nur in bezug auf den erforderlichen Arbeits
aufwand, sondern vor allen Dingen im Hinblick auf die zu erwartende 
Genauigkeit kurz zusammenfassend beleuchtet werden. 

1 BERTLING, G.: Auslegung von Schenkelrohr-Längenausgleichern für Heiß
dampfleitungen. Arch. Wärmew. Bd. 18 (1937) Heft 9, S. 251; s. auch Wärme 
Nr. 39 (1938) S. 709. 
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Die vom Verfasser vorgeschlagene Rechnungsweise (Abschnitt B Ilf3a) 
und die Verfahren von MARBEC (3b) sowie M. CuTCHAN (3c) sind in 

Abb. 145. Ansicht der Modellwaage 
mit eingespanntem RohrmodelL 

a Grundplatte; b Ständer; c verstellbarer 
Meßtisch; d Säule; e Ausleger; t Rohrmodell; 
g Einspannteller; h Mikrometerschraube zum 
Verstellen des Meßtisches in senkrechter Rich
tung; i Meßfedern zum Messen der Ver
formungskräfteXm, Y 1 m und Y2m in waage
rechter Richtung; k Meßfedern zum Messen 
der Verformungskräfte Z1m, Z2m und Zsm in 
senkrechter Richtung (das dritte Meßrohr ist 
durch den Ständer des Meßtisches verdeckt); 
l Lampe zur Anzeige des Abhebvorganges beim 

Einregeln der Meßvorrichtung. 

der Genauigkeit ihrer Rechnungs
ergebnisse und mit Bezug auf die 
Exaktheit ihrer Grundlagen einander 
vollkommen gleichwertig. Die Not
wendigkeit, dieAbflachung des Rohr
querschnittes in den gebogenen Rohr
teilen zu berücksichtigen, wurde an 
Hand einer praktischen Versuchs
messung an einem Lyrabogen nach
gewiesen. Je geringer der Anteil 
der Bogen an der Gesamtlänge des 
Systems ist, um so weniger wird das 
Ergebnis durch die Bogenabflachung 
beeinflußt. Für Überschlagsrech
nungen braucht sie gar nicht berück
sichtigt zu werden, soweit es sich 
nicht um ausgesprochene Längenaus
gleicher, wie Lyrabogen u. ä . handelt, 
die fast nur aus Bogenrohren be
stehen. Für diese können zweck
mäßig die angegebenen Linientafeln 
zur Verringerung der Rechenarbeit 
angewandt werden. 

Die durchgerechneten Zahlenbei
spiele dürften ohne weiteres zeigen, 
daß das erstgenannte Verfahren in 
bezug auf Einfachheit der Rechnung 
den beiden anderen überlegen ist. 
Der Vorschlag von MARBEC ist außer
dem sehr stark von der Zeichen
genauigkeit abhängig, da die Maße 
aus der Zeichnung abgegriffen wer
den müssen. Das Höchstmaß an 
Arbeitsaufwand erfordert das Ver
fahren von CuTCHAN, wodurch es 
für die Praxis wohl kaum in Be
tracht kommt. 

Die Anwendung der etwas ein
facheren Berechnungsformeln für 

Systeme mit Gelenkfestpunkten ist· im Hinblick auf das sich ergebende 
falsche Bild der Spannungsverteilung nicht empfehlenswert, zumal der 
Unterschied im Arbeitsaufwand nicht erheblich ist. 
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Die beiden weiteren Verfahren von M!TCHELL sowie PEITER und 
F'IsH bedingen ebenfalls einen Fehler in der Spannuqgsverteilung, der 
bei einigen Formen der Systeme (z . B. bei symmetrischen Z-Bogen) 
sehr groß werden kann. Im allgemeinen sind aber diese Verfahren nicht 
schlecht und jedenfalls der Rechnungsweise mit Gelenkfestpunkten vor
zuziehen. Man muß sich nur stets darüber klar sein, ob die zugrunde 
liegende Annahme nicht zu übermäßiger Verzerrung der Ergebnisse führt. 

a b 
Abb. 1!6a und b. Meßtisch der l\lodellwaage. 

a Ansicht von oben; b Ansicht von unten. Erklärung der Einzelteile s. Abb. 145. 

Zum Schluß verdient noch ein Verfahren besonderer Erwähnung. 
BERG, BERNHARD und SIPPEL1 machen den originellen Vorschlag, die 
rechnerische Ermittlung der auftretenden Kräfte durch ein besonders 
entwickeltes Modellverfahren zu ersetzen, um den Aufwand an Zeit 
und Mühe für die statische Berechnung auf ein Mindestmaß herab
zusetzen. Hierfür wird eine sinnreich entworfene Modellwaage gemäß 
Abb. 145 2 angewandt, mit Hilfe deren die wirkenden Kräfte und Momente 

1 BERG, S., H. BERNHARD u. K . TH. SIPPEL: Ermittlung der Auflagerreak
tionen warmbetriebener Rohrleitungen durch Modellversuche. Z. VDI Bd. 83 
(1939) Nr. 9, S. 281. 

2 Die Abb. 145 bis 147 sind dem vorerwähnten Aufsatz in der Z. VDI Bd. 83 
(1939) Nr. 9, S. 281, entnommen. 



190 Elastizitätsberechnung der Rohrleitungen. 

gemessen werden können. Das Modell wird aus nahtlosem dünnwandigen 
Messingrohr in entsprechend verkleinertem Maßstab angefertigt und 
in die Meßwaage eingespannt. 

Die Beanspruchung des Modells soll nicht durch Erwärmung erfolgen, 
sondern dadurch, daß das eine der eingespannten Rohrmodellenden um 
den der Wärmedehnung entsprechenden Betrag dem festen Ende genähert 
wird. Die dadurch bedingten Kraft- und Momentreaktionen werden 

Modell 

Pm 
1lfm 
Jm 
Em 
Lm 

dm 
rm 
Sm 

Llxm 
Km 

c Meßtischplatte; 
g Einspannteller; 
l Anzeigelampe; 
m Zugfeder; 
n Gehäuse; 
o Schiebehülse; 
p und q Anschläge; 
r Zugglied; 
s Drahtöse; 
t IsoHerbuchse; 
u Kontaktscheibe; 
v Leitungsdraht; 
w Batterie. 

mit Hilfe von sorgfältig 
geeichten Meßfedern mit 
Mikrometerteilung gemes
sen. Die Anordnung der 
Federn am Meßtisch zeigen 
die Abb.l46a und b, wäh
rend die Abb. 147 einen 
Schnitt• durch eine Meß
feder darstellt. 

Wenn es möglich wäre, 
ein der Hauptausführung 
des Rohrsystems geome
trisch vollständig ähnliches 
Modell herzustellen, so 
würden die durch elasti
sche Verformungenhervor
gerufenen Momente Mund 
Mm sich wie 

M E·J·rm IPEIPL 
Mm = Em·Jm·r = IJ!L 

= 'j)E ·q/i 
und die Kräfte wie 

P M·Lm 2 
Pm =-r:M-;;; =q;E·q;L 

Abb. 147. Schuitt durch eine Meßfeder. 
verhalten. Hierin bedeu
ten: 

Hauptausführung 

P = rpp · IJ!x · Pm 
M = IJ!M · IJ!x • Mm 
J = IJ!J•Jm 
E = IJ!E·Em 
L= IJ!L·Lm 

d=rpa·dm 
r = IJ!r·rm 
8=1J!s·Bm 

Llx = IJ!x · LIXrn 
K 

Bedeutung der Größe 

Reaktionskraft 
Reaktionsmoment 
Trägheitsmoment 
Elastizitätsmodul 
Irgendeine Länge, ausgenommen Durch-

messer und Wanddicke 
Rohraußendurchmesser 
Mittlerer Rohrhalbmesser 
Wanddicke 
Verformungsweg durch Wärmedehnung 
KARMANsche Zahl 
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Mit cp ist also ganz allgemein der Ähnlichkeitsmaßstab bezeichnet, 
wobei der Zeigerbuchstabe auf die Bedeutung desselben hinweist. 

Um nun in der Wahl des Modellrohres möglichst unabhängig zu sein1 

und, soweit es geht, handelsübliche Abmessungen verwerten zu können, 
entwickeln die Verfasser eine gewisse Abhängigkeit zwischen den Ab
messungen der Hauptausführung und des Modells. Sie weisen nach, 
daß der Längenmaßstab CfJL durch die KARMAN-Zahlen für die Haupt
ausführung und das Modell gegeben ist, und zwar müssen die KARMAN
Zahlen in beiden Fällen einander gleich sein, d. h. 

und somit 

wobei 

K=Krn 

R·s 
), =-2-

r 

ist. Dadurch ist der Längenmaßstab bestimmt zu 

- _!!____ - r2. 8rn - !p; 
CfJL - Rrn - r;;" • s - IPs • 

Unter dieser Voraussetzung gelten folgende Ähnlichkeitsmaßstäbe: 
Für die Reaktionskraft 

IPE "IP! 
qJp =- !p: -

und für das Reaktionsmoment 
rpE ·rp: 

qJ M = ---q;;:-- • 
Mit Hilfe dieser Beziehungen können aus den mit der Modellwaage 

gemessenen Kräften und Momenten die tatsächlichen Größen derselben 
für die Hauptausführung in einfachster Weise errechnet werden. 

Wird das mit dem obengenannten Längenmaßstab hergestellte Modell 
um den Betrag 

Llxrn=CfJx·Lix 

verformt, dann stehen die Spannungen 1m Modell zu denjenigen der 
Hauptausführung im Verhältnis 

Grn fPt 
a IPx · fPE · IPd 

Durch geeignete Wahl von CfJx muß ein übermäßiges Anwachsen der 
Modellbeanspruchung arn vermieden werden, da sonst eine Fälschung 
des Vergleichs durch Überstrecken des Modells eintreten kann. 

1 Die Wandstärke des Modellrohres muß so klein wie möglich sein, da die 
KARMAN-Zahlen nur für kleine Verhältnisse sjr Gültigkeit haben. 
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An einem Zahlenbeispiel erläutern die Verfasser den Rechnungsgang 
und weisen tatsächlich eine gute Übereinstimmung zwischen statischer 
Berechnung und Versuchsauswertung nach. 

Der Gedanke der Modellprüfung ist zweifellos originell. Es muß 
jedoch berücksichtigt werden, daß die Ersparnis an Rechenarbeit durch 
die erforderliche Anfertigung des Modells mehr als wettgemacht werden 
dürfte. Die Modellherstellung muß äußerst genau und sorgfältig unter 
Beachtung verschiedener Vorsichtsmaßnahmen erfolgen und erfordert 
daher ebenfalls besonders geschulte Fachkräfte; andernfalls ist die Über
einstimmung der Versuchsergebnisse mit den tatsächlich zu erwartenden 
Kräften in Frage gestellt. 

Die in diesem Buch gegebenen Richtlinien für die statische Berechnung 
von Rohrsystemen dürften die Arbeit bereits wesentlich erleichtern, so daß 
der hierfür erforderliche Aufwand an Zeit und Mühe höchstens bei sehr 
schwierigen räumlichen Rohrsystemen eine Modellanwendung recht
fertigen würde. 

lU. Berechnung der Elastizität 
von räumlichen Rohrsystemen. 

Die Grundsätze und Bedingungen für die Berechnung räumlicher 
Systeme sind an sich die gleichen, wie sie in mehreren Abwandlungen für 

zt 

A 

i 
! 

Abb. 148. Kraftwirkung 
im räumlichen System. 

ebene Rohrsysteme abgeleitet wurden. Nur 
ist die Lösung der Aufgabe nicht mehr so ein
fach, weil die Anzahl der Unbekannten größer 
wird. 

Während bei ebenen Rohrsystemen auch 
sämtliche Kräfte in der gleichen Ebene wirken, 
tritt bei räumlichen Systemen eine irgendwie 
im Raum liegende Kraft P auf. Diese ist also 
zu allen Schenkeln des Systems windschief ge
richtet (Abb. 148). An keiner Stelle schneidet 
diese Kraft irgendeinen Schenkel. 

Wählt man einen beliebigen Punkt 0 des Systems und legt durch 
diesen Punkt senkrecht zu dem betreffenden Schenkel BD eine Ebene, 
so wird diese in einem bestimmten Punkt F die Kraftlinie schneiden. 
Die Verbindungslinie OF liegt also in dieser Ebene. Jetzt wird die 
Kraft P in drei Komponenten X, Y und Z zerlegt, die jeweils parallel 
zu dem gewählten Achsenkreuz A x, A y und A z sind und ihren Ursprung 
im Punkt F haben. Es leuchtet ohne weiteres ein, daß die Kompo
nenten Y und Z mit der Hilfsebene zusammenfallen, während die Kom
ponente X senkrecht zu ihr steht. 

Das Produkt X mit der Verbindungslinie OF bildet ein Biegungs
moment Mb in bezug auf den Punkt 0. 
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Zerlegt man die Verbindungslinie CF ebenfalls in ihre Komponenten, 
und zwar CN parallel zur z-Achse und NF parallel zur y-Achse, so ist 
CN senkrecht zur Kraftkomponente Y und NF senkrecht zur Kom
ponente Z. 

Dadurch erhält man in bezugauf den Punkt C noch zwei Drehmomente 

M~= Y·CN und M:J=Z·NF. 

Die Größe des Biegungsmoments wechselt für jeden Punkt des 
Systems, diejenige der Drehmomente bleibt über die Länge des jeweiligen 
Schenkels gleich. Es treten aber - und das ist für die weiteren Be
trachtungen sehr wichtig- in jedem Punkt des räumlichen Systems stets 
sowohl Biegungs- wie Drehmomente gleichzeitig auf. 

Die Darstellung der räumlichen Systeme erfolgt, um sie plastisch 
erscheinen zu lassen, zweckmäßig in Parallelperspektive. Es sollen im 
folgenden nur solche Systeme betrachtet werden, deren Schenkel jeweils 
aufeinander senkrecht stehen. 

1. Berechnnngsgrnndlagen. 
Die Grundlagen der Berechnung sind für räum

liche Systeme, wie schon gesagt war, die gleichen 
wie bei ebenen Systemen. Man muß sich aber 
stets den räumlichen Charakter des Systems ver-

Abb. 149. Kraft 
gegenwärtigen und dementsprechend die räum- senkrecht zur Systemebene. 

liehen Wirkungen der Kräfte berücksichtigen. 
In Abb. 149 ist ein ebener Winkelbogen AB dargestellt, der durch 

eine senkrecht zu der Bogenebene stehende Kraft Z beansprucht ist. 
Im Angriffspunkt B der Kraft denken wir uns ein Dreiachsenkreuz x, 
y und z gelegt und betrachten die Wirkung der Kraft Z in den ver
schiedenen Richtungen. 

Die Kraft Z bildet den Schnittpunkt der beiden Ebenen xz und yz 
und wirkt folglich auch in diesen beiden Ebenen. 

Zuerst soll die Wirkung der Kraft Z in der xz-Ebene betrachtet 
werden. Der Schenkel L1 steht senkrecht zu dieser Ebene und wird 
auf Verdrehung beansprucht. Das Drehmoment ist 

Md=Z·L2 • 

Die hierdurch im Schenkel L1 hervorgerufene Verdrehung ist 

Lt _ f Md·dl * 
tp- G ·Jo ' 

0 

* Der Einfachheit halber ist der Tangens durch den Winkel ersetzt. 

v. Jürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 13 
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wobei 

dl = Längenteilchen von L1 , 

G = Gleitmodul = 2 (m m+ 1) . E = 0,385 · E, 

J0 =Polares Querschnitts-Trägheitsmoment des Rohres= 2 · J 
ist. 

Die Ausdrücke für G und J0 eingesetzt und integriert von 0 bis L1 

Ma·L1 Ma·L1 

"P = 0,385 · E · 2 · J 0,77 · E · J 

Ma·Ll 
=1,3ET. 

Man sieht daraus, daß es nötig ist, die Länge des auf Verdrehung 
beanspruchten Schenkels mit dem Zahlenwert 1,3 zu multiplizieren, 

um die Wirkung von Biegungs- und 
Drehmomenten unmittelbar miteinander 
vergleichen zu können. 

Ma = Z · L2 eingesetzt 

Z · L2 ·1,3 · L1 
tp= E·J--

Abb.150. Kraftwirkung in der xz-Ebene. Der Verdrehungswinkel tp am Ende des 
Schenkels L1 wirkt sich auf den an

schließenden Schenkel L 2 in Form einer Winkelverdrehung nach unten 
aus. In der Abb. 150 ist es übertrieben groß dargestellt. 

Die entsprechende Verschiebung des Punktes B nach unten ist 

A - ·L - 1,3·Ll·L§ .z 
LJ1 - "P 2 - E . J · 

Der Wert über dem Bruchstrich stellt nichts anderes dar, als das Träg" 
heitsmoment des um 30% verlängerten Schenkels L 1 bezogen auf die 
yz-Ebene. 

J~z = 1,3 ·L1 ·L~. 

Die Wirkung von Z auf den Schenkel L2 (immer noch in der xz-Ebene 
betrachtet) stellt eine gewöhnliche Biegung dar. Die Durchbiegung 
beträgt bekanntlich z 1 

Ll2 = E·J ·3L~. 

Der Wert t L~ stellt das Trägheitsmoment des Schenkels L2, bezogen 
auf die yx-Ebene dar. Die Gesamtwirkung von Z in der xz-Ebene ist 
also 

Llxz=Lil+LI2= E~J (1,3Lt·L:+! ·L;)= E~J (J~z+J;~). 
Jetzt soll die Wirkung von Z in der anderen, der yz-Ebene untersucht 

werden. 
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Der Schenkel L1 ist parallel zur yz-Ebene, wird also auf Biegung 
beansprucht. Die Durchbiegung ist (Abb. 151) 

Ll Z 1 La Z .1' 
yz=E·J''.f' l=E·J' xz· 

Das Ende von L1 zeigt infolge der Durchbiegung eine Neigung 

Z·Li 
1p2 = 2·E·J. 

Um denselben Winkel wird auch der anschließende Schenkel L2 um seine 
Längsachse gedreht (nicht verdreht), was aber 
keine weiteren Wirkungen verursacht. 

Dalnit ist erwiesen, daß auch bei räum
licher Kraftwirkung die elastischen Eigenschaf
ten des Systems sich durch Linienträgheits
momente ausdrücken lassen. 

Das Linienträgheitsmoment wird stets auf die
jenige der beiden der Kraft gemeinsamen Ebenen Kraftwir~:~~1~~~ yz-Ebene. 

bezogen, die senkrecht zur jeweils untersuchten 
Wirkungsebene steht. Dabei müssen diejenigen Schenkel, die senkrecht 
zur Wirkungsebene gerichtet sind, mit 1,3 multipliziert werden. 

Den Zusammenhang zwischen den Linienträgheitsmomenten bzw. 
Zentrifugalmomenten und dem elastischen Verhalten räumlicher Systeme 
hat TH. ABELl nachgewiesen. 

Da die Berechnung räumlicher Systeme in'folge der erforderlichen 
räumlichen Vorstellung noch mehr Aufmerksamkeit und Mühe als bei 
ebenen Systemen erfordert, ist hier erst recht die Aufstellung einfachster, 
leicht einprägsamer Regeln, die in gewissem Sinne ein mechanisches 
Rechnen ohne umständliche Überlegungen gestatten, erforderlich. Diese 
sollen im Abschnitt B III/b gebracht werden. 

Im übrigen gelten für die räumlichen Systeme die gleichen Erkennt
nisse. Beiderseits mit Gelenkfestpunkten ausgerüstete Systeme besitzen 
eine durch die Gelenke führende Reaktionskraft. 

Bei beiderseitiger Einspannung (Einspannfestpunkte) geht die Haupt
kraft durch den Schwerpunkt des Systems. Hier muß aber auf einen 
besonderen Umstand hingewiesen werden. 

Der Schwerpunkt hat bei räumlichen Systemen nur theoretische 
Bedeutung und ist nur durch die Form der entsprechenden Beziehungen 
mit dem Begriff des Schwerpunktes verwandt. 

Für die statischen Moment!'l gelten nämlich infolge des Zusammen
wirkens von Biegung und Verdrehung genau dieselben Regeln, wie für 
die vorhin erläuterte Bestimmung der Linien-Trägheitsmomente, indem 

1 ABEL, TH.: Beitrag zur statischen Untersuchung von räumlichen Hochdruck
rohrleitungen bei Temperaturänderungen. Diss. T. H. Aachen 1933. 

13* 
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diejenigen Schenkel, die senkrecht zur jeweiligen Wirkungsebene stehen, 
mit 1,3 zu multiplizieren sind. Auch für die gestreckte Rohrlänge gilt 
das gleiche. 

Da für jede Richtung zwei Wirkungsebenen vorhanden sind, ergeben 
sich entsprechend den 3 Richtungen auch 3 Paar Schwerpunktsabstände, 
die untereinander auch paarweise nicht gleich sind. 

Diese Verhältnisse werden später bei der praktischen Durchrechnung 
klar. 

2. Berücksichtigung der Bogen in räumlichen Systemen. 
Ein Bogenrohr wird in räumlichen Systemen ebenfalls gleichzeitig 

auf Biegung und Verdrehung beansprucht. 
In Abb. 152 ist ein einerseits eingespannter Bogen AB perspektivisch 

dargestellt, der am Ende B durch eine senkrecht zur Bogenebene stehende, 
also parallel zur y-Achse gerichtete Kraft P beansprucht ist. 

Abb.152. Abb.153. 
Kraftwirkung senkrecht zur Bogenebene. Momente im Bogen durch die Kraft P. 

Aus dem Grundriß des Bogens nach Abb. 153 folgt für das Bogen-
teilchen ds · 

Biegungsmoment Mb = P · b = P · R · sin cp 
Drehmoment Md= P·a = P ·R (1-cosrp). 

Bezieht man die wirkenden Momente auf eine der xy-Ebene parallele 
Ebene, so folgt ohne weiteres aus der Abb. 153 

Mb(zy) = P · b · cos (ot-rp) = P · R · sinrp · cos (ot-rp), 
Md(zy) = P · a · sin (ot-rp) = P · R · (1- cos rp) · sin (ot -rp). 

Der Verdrehungswinkel im Punkt Binbezug auf die xy-Ebene ist also 
danach B B _ J Mb(zy)·ds -! Md(zy)·ds 

1J!zy- E·J G·Jo · 
A A 

Entsprechend l 1,3· 
G·J0 = E·J-, 

l B B 

'lj!;ey= E·J [fMb(zy)·ds-jMd(xy)"1,3ds]. 
A A 

wird 
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Nach Einsetzen der Ausdrücke für Mb und Ma und ds =R · drp, sowie 
nach Umformung mit 

erhält man 

"' 

cos ( oc - rp) = cos oc · cos rp + sin oc · sin rp, 

sin ( oc - rp) = sin oc · cos rp - cos oc · sin rp 

P·R2 J (. . 2 • 
"Pxy=~ smoc·sm rp-0,3·cosoc·smrp·cosrp-

o 
-1,3 · sin oc · cos rp + 1,3 · sin oc · cos2 rp + 1,3 · cos oc · sin rp) drp 

und nach Integration in den Grenzen rp = 0 bis rp = oc 

P·R2 • 
"Pxy = E•J [1,15 · oc ·smoc-1,3 · (1-cos oc)]. 

Für emen 90°-Bogen ist oc=n/2 und daher mit sinoc=1; cosoc=O 

(95) 

Die Gesamtdurchbiegung des Bogens in Kraftrichtung errechnet sich 
in ähnlicher Weise aus der Abb. 153: 

L1y = J 1fJxy · [b · cos (oc-rp) -a · sin (oc-rp)] 

"' 
P·Raj(· "2 03 . = -i!J:J- sm oc · sm rp- , · cos oc · sm rp cos.rp-

0 

-1,3 · sin oc · cos rp + 1,3 · sin oc · cos2 rp + 1,3 · cos oc · sinrp)2 drp. 

Nach Quadrieren des Klammerausdruckes und Integration in den 
Grenzen von rp = 0 bis rp = oc wird 

P·R3 

L1y = E. J (2,45 · oc + 0,15 · sin oc · cos oc- 2,6 · sin oc). 

Für einen 90°.-Bogen ist wieder oc = n/2 und somit 

P·R3 

L1y= 1,249~. (96) 

In entsprechender Weise wird der Verdrehungswinkel im Punkt B 
in bezug auf die yz-Ebene ermittelt. 

Für die Momente gelten die Beziehungen aus Abb. 153 

daraus 

Mb(yz) = P • b · sin {oc-rp) = P · R · sinrp · sin (oc-<p), 

Ma(yz) = P · a · cos (oc-rp) = P · R · (1- cos <p) • cos (oc-rp), 

l B B 

'lj)yz = E. J [fMb(yz) · ds + J Md(yz) · 1,3 ·ds] 
A A 
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und somit 
ot 

P·R2!( 0 3 . . . 2 1flv z = E . J - , · sm Q(. · sm q; · cos q;- cos Q(. · sm q; + 
0 

+ 1,3 · cos Q(. · cos q; -1,3 · cos Q(. · cos2 q; + 1,3 · sin Q(. · sin q;) dq;. 

Integriert erhält man 
P·R2 • 

1flvz= E·J {1,15·smQ(.-1,15Q(.·cosQ(.). 

Für ~inen 90°-Bogen ist Q(.=n/2 und daher 

P·R2 

1flvz = 1,15 E. J . (97) 

Es ist in manchen Fällen für die Berechnung vorteilhaft, die Gesamt
durchbiegung LI des Bogens zu unterteilen, und zwar 

zt _ . . _ P·R3 
;{ Llxv- 1flxv 0,754 R- 0,382 E. J {98) 

·-·-·-·-·--.; 
Abb. 154. Bogen mit einem 
in der y z-Ebene wirkenden 

llfoment. 

als Anteil entsprechend der Verdrehung des Bogens 
senkrecht zur Ebene des freien Bogenendes, und 

P·R3 
Llyz = 1flvz • 0,754 · R = 0,867 E. J {99) 

als Anteil entsprechend der Verdrehung des Bogens 
in der Ebene tangential zum freien Bogenende. 

Dann ist wieder die Gesamtdurchbiegung 
P·R3 

LI = Llxy + Llyz = 1,249 E. J 

Wie bereits entwickelt war. 
Für die weiteren vorkommenden räumlichen 

Belastungsfälle von Bogen seien nur die end
gültigen Beziehungen angegeben, da deren Ent

Abb.l55.llfomentenwirkung 
im Bogen. wicklung an sich in genau der gleichen Weise 

erfolgt. 
In Abb. 154 ist der Bogen AB durch ein in B angreifendes in 

der yz-Ebene wirkendes Moment M belastet. Dieses ruft im Bogen
teilchen ds ebenfalls ein Biegungsmoment 

Mb = M · sin (0(.-q;) 
und ein Drehmoment 

Ma = M · cos (0(.-q;) 

hervor, wie aus Abb. 155 leicht zu erkennen ist. 

Diese Momente rufen im Endpunkt B des Bogens folgende Ver
drehungen hervor. 
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In der yz-Ebene 
M·R . 

'f/Jyz = E. J (1,15 ·IX+ 0,15 · sm IX· cos IX) 

und in der xy-Ebene 
M·R 015 . 2 

'f/Jxy = E·J , ·s1n IX. 

Die Gesamtdurchbiegung des Bogens im PunktBin y-Richtung ist 

M·R2 • 
Lly= ·E·J {1,15·sma.:-1,15•1X•COS1X). 

Für den 90°-Bogen ist a.:=n/2, sina.:=1, cosa.:=O und somit 

M·R 4 
'f/Jyz = 1,806 E. J , (100) A 

M·R 
'f/Jxy = 0,15 E. J · {101) 

Ferner sind die Teildurchbiegungen 

M·R2 
Llyz = 'f/Jyz • 0,695 • R = 1,254 E. J (102) 

als Anteil entsprechend der Verdrehung in der zt 
Ebene tangential zum freien Bogenende, und A. 

M·R2 

Llxy = 'f/Jxy • 0,695 · R = 0,104 · E. J {103) 

als Anteil entsprechend der Verdrehung in der 
Ebene senkrecht zum freien Bogenende. 

Die Gesamtdurchbiegung ist hiernach --·-·------x 
M·R2 

.L1 11 = Llyz -Llxy = 1,15 E. J · (104) 
Abb.157. Momentenwirkung 

im Bogen. 

·Ein weiterer in Frage kommender Belastungsfall ist in Abb. 156 dar
gestellt. Der Bogen AB ist am freien Ende B durch ein in der xy-Ebene 
wirkendes Moment M belastet. 

Durch dieses werden im Bogenteilchen ds folgende Momente erzeugt 
(Abb. 157). 

Ein Biegungsmoment 
M" = M · cos (a.:-q?) 

und ein Drehoment 
Ma = M · sin (a.:-q?). 

Diese Momente verursachen im Endpunkt B des Bogens folgende 
Verdrehungen: 

In der yz-Ebene 
M·R 015 . 2 

'f/Jvz= E·J · , Sln IX 
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und in der xy-Ebene 
M·R 

'Pzv = E·J · (I,I5 ·oc-0,15 · sinoc · cosoc). 

Die Gesamtdurchbiegung des Bogens im Punkt Bin y-Richtung ist 

M·R2 
L1 11 = ~ [I,I5oc · sinoc-I,3 (I- cos oc)]. 

Für den 90°-Bogen ist mit oc = n/2 
M·R 

'Puz= O,I5 E·J ' 

M·R 
'Pxv = I,806 E·J · 

Ferner sind die Teildurchbiegungen 

M·R2 

L1yz = 'Pvz · 0,306 · R = 0,0459 ~ 

(I05) 

(106) 

(107) 

als Anteil entsprechend der Verdrehung in der Ebene tangential zum freien 
Bogenende und 

M·R2 
L1zy = 'lfJzy · 0,306 • R = 0,5523~ (108) 

als Anteil entsprechend der Verdrehung in der Ebene senkrecht zum freien 
Bogenende. 

Die Gesamtdurchbiegung ist also 
M·R2 

L1 11 =L1x 11 -L1yz = 0,5064~. {109) 

· Damit sind alle in räumlichen Systemen vorkommenden Belastungs
fälle von Bogen, unter Berücksichtigung derjenigen, die schon im Ab
schnitt B II/3 c entwickelt wurden, behandelt. 

Mit Hilfe dieser Beziehungen ist es möglich, jedes räumliche Syste.m 
zu berechnen und die wirkenden Kräfte zu ermitteln. Wie es im Einzel
fall am zweckmäßigsten zu erfolgen hat, wird im nächsten Abschnitt 
gezeigt werden. 

Zunächst soll noch auf den Einfluß der Querschnittsabplattung 
in den Bogen eingegangen werden. 

Zweifellos erfolgt auch bei gleichzeitigem Zusammenwirken von 
Biegungs- und Drehmomenten im Bogen eine, allerdings nur durch die 
Biegungsspannungen hervorgerufene, Querschnittsabplattung. Es müßte 
also auch hier ein der K.A.RMAN-Zahl ähnlicher Wert K' berücksichtigt 
werden. Die Zahl K' ist jedenfalls kleiner als I, was durch Versuche 
mehrfach bestätigt wurde. Jedoch war es bisher nicht möglich, eine 
ähnliche Abhängigkeit für K' von den Abmessungen des Rohres (rund s) 
und dem Biegungshalbmesser R zu entwickeln, wie es von KARMAN 
für ebene Bogenbelastungen erfolgt ist. 
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Es genügt aber nach meiner Ansicht bei den an sich viel elastischeren 
räumlichen Systemen, wenn die X-Zahl nach KARMAN nur bei den 
Belastungsfällen angewandt wird, welche ein in der Bogenebene liegendes 
Biegungsmoment ergeben. Die gleichzeitig von den anderen Kraft
komponenten herrührende Verdrehung des Bogens wird entsprechend den 
vorhin entwickelten Beziehungen ohne Berücksichtigung der X-Zahl 
berechnet. Auf diese Weise dürfte der durch Biegungsspannungen 
bedingten Querschnittsabflachung in genügender Art Rechnung ge
tragen sein. 

Dieser Umstand wird in den folgenden Berechnungsverfahren berück
sichtigt. 

3. Verschiedene Berechnungsverfahren 
für räumliche Rohrsysteme. 

Es liegt auch für räumliche Rohrsysteme eine Anzahl mehr oder 
weniger geeigneter Berechnungsvorschläge vor. Diese lassen sich auch 
wieder in solche unterteilen, die mit großer Genauigkeit das tatsächliche 
elastische Verhalten des Systems berücksichtigen, und in andere, die 
gewisse Vereinfachungen anwenden und dadurch an Exaktheit des Auf
baues einbüßen. 

Andererseits ist gerade bei der Berechnung räumlicher Systeme jede 
irgendwie vertretbare Erleichterung der ungeheuren Rechenarbeit unbe
dingt zu begrüßen. Es wird auch mit Rücksicht auf die an sich wesentlich 
größere Elastizität der räumlichen Systeme eine brauchbare Verein
fachung der Berechnung nicht so streng zu verurteilen sein, wenq sie nicht 
zu grundsätzlich falschen Ergebnissen führt. Erst recht sind solche 
Lösungen zu bevorzugen, die bei gleicher Genauigkeit ein Mindestmaß 
an Mühe erfordern und an die Aufmerksamkeit des berechnenden 
Ingenieurs möglichst geringe Anforderungen stellen, indem der Rech
nungsgang in einen gewissen Rahmen eingefügt wird, der die einzelnEm 
Rechnungshandlungen selbsttätig festlegt. 

Ein solches Berechnungsverfahren wurde vom Verfasser entwickelt 
und hat sich in der Praxis sehr gut bewährt (siehe Abschnitt B III/3b). 
Zunächst soll jedoch eiri von ABEL1 entwickeltes Verfahren besprochen 
werden, da es gewissermaßen die Grundlage für die statische Berech
nung von räumlichen Rohrleitungssystemen darstellt. 

a) BerechJ:!.ungsverfahren nach ABEL1• 

Bei beiderseitiger Einspannung hat ein räumliches System 12 un
bekannte Auflagergrößen, und zwar 

6 Auflagerkräfte, 
6 Einspannungsmomente, 

1 ABEL, TH.: Beitrag zur statischen Untersuchung von räumlichen Hochdruck
rohrleitungen bei Temperaturänderungen. Diss. T. H. A.achen 1933. 
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denen nur 6 Gleichgewichtshedingungen gegenüberstehen. Es ist folglich 
sechsfach statisch unbestimmt. 

In seiner Arbeit weist .ABEL nach, daß der Angriffspunkt der Reak
tionskräfte auch bei räumlichen Systemen mit beiderseitiger Einspannung 
im Schwerpunkt des Systems liegt. Dadurch und durch die Anwendung 
der in der Baustatik eingeführten Theorie der starren Ergänzungsstäbe 
gelingt es ABEL, die Aufgabe erfolgreich zu lösen, indem der Ansatz auf 
ein System von 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten zurückgeführt wird. 

Zu diesem Zweck wird eine der beiden Einspannungen entfernt und 
durch 3 Kräfte und 3 Einspannmomente ersetzt gedacht, in ähnlicher 
Weise, wie es schon für ebene Systeme angewandt worden ist. 

1111:J1 Durch Verlegung des Kräfteangriffs 
~ in den · Schwerpunkt des Systems 
Z. .~= werden die drei Einspannmomente 

'{ ausgeschaltet, und man erhält, wie 
~---.;;F~-·~z gesagt, drei Gleichungen mit den drei 

j unbekannten Kräften. 
j .ABEL führt seine Betrachtungen 
j nur für Systeme mit senkrecht auf-
j einanderstehenden Schenkeln durch, 
j ohne die verbindenden Bogen zu be-

+.zy 
rücksichtigen. Er führt also zur Ver-
einfachung der Lösung biegungs

Abb.15S. Räumliches System mit 3 Schenkeln. steife Ecken ein. Diese Einschrän-
kung ist nach seiner Meinung zulässig, 

da es sich zumeist um die Untersuchung von Netzleitungen handelt, bei 
denen das Verhältnis der geraden Längen zu den Bogenlängen groß ist. 

Diese Begründung ist nach meiner Auffassung nicht richtig, da man 
räumliche Netzleitungen äußerst selten berechnen wird. Sie besitzen 
infolge ihrer Länge schon gefühlsmäßig eine ausreichende Elastizität und 
dürften daher selten unzulässige Beanspruchungen ergeben. Dagegen 
sind die Fälle sehr häufig, daß ziemlich kurze räumlich gestaltete Ver
bindungsbogen, z. B. zwischen Wasserabscheider und Kraftmaschine, 
einer Prüfung unterzogen werden müssen, weil sie wegen ihrer geringen 
gestreckten Länge verhältnismäßig steif sind. In solchen Fällen ist aber 
auch das Verhältnis der geraden zu den gebogenen Längen klein, und man 
begeht dadurch einen nicht unwesentlichen Fehler, wenn man biegungs
steüe Ecken zugrunde legt und den die Elastizität vergrößernden Einfluß 
der Bogen und damit auch der Bogenabflachung vernachlässigt. 

Eines der von ABEL untersuchten Rohrsysteme ist in Abb. 158 dar
gestellt. Die rechte Einspannung ist durch die Kräfte X, Y und Z und 
durch die Einspannmomente M11 z, Mxz und Mx 11 ersetzt. Das gewählte 
Achsenkreuz x, y und z ist jeweils den Schenkeln L1, L2 und L3 parallel 
gerichtet mit dem Ursprung im freigemachten Ende. 
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Mit Rücksicht auf die bereits behandelten Beziehungen zwischen dem 
polaren und äquatorialen Rohrträgheitsmoment sowie zwischen dem 
Gleit- und dem Elastizitätsmodul ist der bei Torsionsbeanspruchung 
maßgebende Quotient 

1 1,3 
G·Jo = E·J' 

ABEL führt infolgedessen für seine Betrachtungen drei sog. Ersatzsysteme 
ein, und zwar 

Ersatzsystem I: 

Ersatzsystem II: 

Ersatzsystem III: 

ohne allerdings näher zu erläutern, wie und wann diese Systeme bei 
der praktischen Anwendung jeweils einzusetzen sind. Hierauf wird im 
nächsten Abschnitt näher eingegangen. Es ist also jeweils derjenige 
Schenkel, der auf Verdrehung durch die betreffende Kraftkomponente 
beansprucht wird, mit 1,3 zu multiplizieren. 

Die Entwicklung führt zu einem System von 3 Gleichungen von 
der Form 

[1] 

[2] 

[3] 

E·J·Az=A·X +B· Y + C ·Z, 

E·J·Au=D·X +E · Y +F·Z, 

E·J·Az = G·X +H· Y +K·Z. 

(110) 

(111) 

(112) 

Die Werte Az, Ay und Az stellen die Komponenten der Wärme-
dehnung in Richtung der jeweiligen Achsen dar, und zwar: 

worin 

bedeuten. 

L1x = OC • Ll · q' 

Au= a.·L2 ·q, 

L1z = OC • Ls • q' 

a. = Wärmedehnung in cmjcm 

= e ·At bei t° C, 

L = Schenkellänge in cm, 

q = Vorspannung 

Die Zahlenwerte A, B, C, D usw. sind Funktionen der Form des 
Rohrsystems und seiner Schenkellängen und sind aus nachstehender 
Tabelle 4 für ein räumliches System, bestehend aus drei zueinander 
senkrechten Schenkeln L1, L 2 und L3 gemäß Abb. 158, zu ersehen. 
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Die am frei gedachten Ende wirkenden Einspannmomente sind 

Myz = l,3. L, ~ L2 +La [- Y · 0,5 · L5 + Z (0,5 · L~ + L 2 L3)], 

Mxz= L +I 3~L +L [-X·0,5·L§+Z·(0,5·Li+L1 La+L1 .1,3·L2)], 
1 ' 2 3 

1 
Mxu = L _j_ L + 1 3 . L [-X (0,5 · L~ + L2 • 1,3 ·La)+ 

1 I 2 ' 3 

+ Y (0,5 · Lf + L 1 L2 + L 1 • 1,3 ·La)]. 

Der Index des Einspannmoments zeigt an, in welcher Ebene das
selbe wirkt. 

Es ist häufig zweckmäßiger, nicht mit den Schenkellängen selbst, 
sondern mit ihren Verhältnissen zu einer bestimmten Schenkellänge 
zu arbeiten, d. h. dimensionslos zu rechnen. Das bietet den praktischen 
Vorteil, daß man für eine Reihe häufig vorkommender Schenkelver
hältnisse die Kraftkomponenten und Einspannmomente für das System 
nach Abb. 158 in einfachster Weise aus folgenden Gleichungen berech
nen kann. 

Kraftkomponenten: 

E · J · e • iJt E · J · t: • iJt X=--]}'---·a, Y=--- L 2 ·b, 
E · J · t: ·iJt 

Z = ------v-- · c in kg. 
1 1 1 

Resultierende Hauptkraft: 

E · J · t: • iJt - - ---
P= L2 ya2+b2+c2 = lfX2+ P+Z2 kg. 

1 

Einspannmomente im Punkt a: 

E. J. E .iJt 
Myz = L ·u, 

1 

Darin bedeuten: 

E. J. E ·iJt 
Mxy =--L--·w 

1 
in cmjkg. 

Lv L 2 und L 3 = Schenkellängen in cm; 
E =Elastizitätsmodul in kgjcm2 bei t 0 0; 
c = Wärmedehnungszahl in ernfern °0 bei t 0 0; 

Llt = Temperaturunterschied der Rohrerwärmung; 
= t-to in °0; 

J = Rohrträgheitsmoment in cm4 ; 

a, b, c, u, v, w =Zahlenwerte aus nachfolgenden Linientafeln Abb.159 
bis 1641. 

1 Diese Linientafeln wurden unter Auswertung und Erweiterung der von 
ABEL errechneten Tabellen entworfen. 
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Hierfür sind die Schenkelverhältnisse n2 und na wie folgt gewählt 

L2 
n2= Ll' 

wobei L1 kleiner als La ist. 
Diese Linientafeln ermöglichen ein sehr schnelles und bequemes 

Berechnen des einfachsten vorkommenden räumlichen Rohrsystems 
gemäß Abb. 158. Sie berücksichtigen allerdings, wie schon gesagt wurde, 
den Einfluß der Biegungen nicht, sondern sind unter Zugrundelegung 
von biegungssteifen Ecken entworfen. 

Will man die Biegungs- und Drehmomente für alle anderen Punkte 
des Systems nach Abb. 158 ermitteln, um daraus das größte Moment 
und somit die größte Beanspruchung zu errechnen, so können hierfür 
folgende Beziehungen dienen. 

Schenkel L1. Punkt a. 

aus den vorhin genannten Gleichungen 
für die Einspannmomente. 

Schenkel L1• Punkt b. 

Mb<xv> = Y · Lt-Mxv• 
Mb(xz) =Z·Ll-Mxz• 
Md(yz) = Myz • 

Schenkel L2• 

Punkt c. 
Mb(xy) = Y ·~-Mxy• 
Mb(yz) = Myz• 
Md(xz) = Z · Ll- Mxz• 

Punkt d. 

Mb<xv> =X ·L2 - Y ·L1 + Mxv• 
Mb<vz> =Z ·L2-Mvz• 
Md(xz) =Z ·Ll-Mxz· 

Schenkel La. 
Punkte. 

Mb(xz) = Z · Ll-Mxz• 

Mb<vz> = Z ·L2-Mvz• 
Md<xv> =X. L2- y. Lt + Mxv• 

Punkt f. 
Mb(xz) = Z ·LI-X ·La-Mxz• 

Mb<vz> = z. L2- y. La-Mvz• 

Md<xv> =X ·L2- y ·LI +Mxv· 

Der Vollständigkeit halber sei auch das vierschenklige von ÄBEL 

untersuchte System gemäß Abb. 165 erwähnt, da es in ähnlichen Fällen 
eine vereinfachte Nachprüfung der auftretenden Kräfte und Momente 
gestattet. 

v. Jürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 14 
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Dieses System mit den Schenkeln L1, L 2, L3 und L 4 ist ebenfalls beider
seits mit Einspannfestpunkten versehen, von denen einer durch die 
Kraftkomponenten X, Y und Z und die Einspannmomente Myz, Mxz 
und Mx v ersetzt gedacht wird. 

Für die drei Kraftkomponenten gelten wieder die Gleichungen (llO), 
(111) und (112). 

Für die Zahlenwerte A, B, C, D usw. gelten nachstehende Beziehungen, 
die für die Schenkelverhältnisse 

angegeben sind. 

A = + L~ {! (1 + n4) 3 + n2 + 1,3 · n3 + -} · n; + 1,3 · ni n4 -

_ [0,5 (I+ n4)2 + n2 + I,3 · n3] 2 _ [0,5 · n~ + I,3 · n3 n4 ] 2 } 
I+ n2 + I,3 · n3 + n4 I,3 + n2 + n3 + I,3 · n4 ' 

B _ _ La (0,5 · n§ + I,3 · n2) · n3 (0,5 · n3 + I~:~)_ 
- 1 I,3 + n2 + n3 + I,3 · n4 ' 

C = _ Lf . n2 [0,5 (I + n4) 2 + 0,5 · n2 + 0,65 · rz,3=-0,f)(~ j--_~4ll_ _ 
I +n2 + I,3 ·n3 +n4 

-Lr· 0,5 · n~ [0,5 (I+ n4)2-(I + n4)] _ 

I + n2 + I,3 · n3 + n4 ' 

D=B, 

E=+M{! (1+n4) 3 +1,3·n2 +na+ ~ ·n~+n~n3 +1,3·n~n4 -
- [0,5 (I + n4) 2 + I,3 n2 + n3] 2 _ [0,5 · n~ + n2 n3 + I,3 · n2 n4 ] 2) 

I+ I,3 · n2 + n3 + n4 I,3 + n2 + n3 + I,3 · n4 r' 

G=C, 

H=F, 

K La{I 3 13 2 2 I a+ 2 = + i 3 . n2 + ' . nz na + nz n4 + -3 . na na n4-

[0,5 · n~ + n3 n4)2 _ [0,5 · n§ + I ,3 ·n2 n3 + n2 nJ2_l 
- -i + I,3 · n2 + n3 + n4 I+ n2 + I,3 · n3 + n4 J • 

Die Lösung der drei Gleichungen für die drei Kraftkomponenten 
kann entweder durch aufeinanderfolgendes Ausschalten der Unbekannten 
erfolgen oder unter Zuhilfenahme von Determinanten. Die erstgenannte 
Art jst einfacher und führt schneller zum Ziel. 
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Die Beziehungen für die Einspannmomente dieses Rohrsystems lauten 

M _ L Z [0,5 ·n~ + n3 n4]- Y [0,5 (1 + n4) 2 + 1,3 · n2 + n3] 

vz - 1 1 + 1,3 · n2 + n3 + n4 ' 

_}I/. _ L : Z [0,5 · n~ + 1,3 · n2 n3 + n2 n4]- X [0,5 (1 + n4) 2 + n2 + 1,3 · na] 
xz - 1 1 + n2 + 1,3 · n3 + n4 ' 

M -L. Y[0,5n~+n2 n3 +1,3n2 n4]-X[0,5·n~+1,3n3 n4] 
xv- 1 1,3+n2 +n3 +1,3n4 

Die Biegungs- und Drehmomente in. den übrigen Punkten des vier
schenkligenräumlichen Rohrsystems nach Abb. 165 werden sinngemäß 
in gleicher Weise ermittelt, wie 
das für die dreischenklige Form 
des Systems nach Abb. 158 ge
zeigt war. 

Es muß besonders betont 
werden, daß bei der Berech
nung ähnlicher Systeme nach 
den vorstehenden Gleichungen 
die Lage der Achsen und der 
Kraftkomponenten zu den 
Schenkeln des Systems genau 
deninAbb.158 bzw.165festge
legten Richtungen entsprechen 
muß, da man andernfalls zu 
vollkommen falschen Erge b
nissen kommt. 

Das nachstehende Zahlen
beispiel zeigt die Anwendung 
der genannten Berechnungsart. 

Beispiell9. Gegeben ist das 

Abb. 165. Räumliches System mit 4 Schenkeln. 

in Abb. 166 dargestellte drei- ~.__---'---.LrG,oll\,----.1 
schenklige räumliche System 
mit L1 = 200 cm, L2 = 300 cm 

Abb. 166. Räumliches System mit 3 Schenkeln. 

und La= 600cm. RohrabmessungenD = 191mm, s = 6mm, J = 1493cm4 • 

Rohrtemperatur 400° C. Das entspricht einer Wärmedehnungszahl 

e = 12,75 ·10-6 cmfcm° C (aus Abb. 31) 
und 

E = 1,7.106 kgfcm2 (aus Abb. 8). 

Entsprechend der Form des Systems und der Lage der Schenkel 
wird das Achsenkreuz mit Bezug auf Abb. 158 festgelegt, und zwar die 
x-Achse parallel L1, die y-Achse parallel L2 und die z-Achse parallel La. 

Die rechte Einspannung wird durch drei Kraftkomponenten X, Y 
und Z und drei Einspannmomente M11 z, Mxz und Mx 11 ersetzt. 

14* 
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Zwecks bequemerer Rechnung werden die Schenkelverhältnisse ein
geführt 

L 2 300 
n2 = y= 200 = 1,5, 

1 

L3 600 
na = y-=~200 = 3 · 

1 

Um die in der Tabelle 4 angegebenen Gleichungen für die Zahlenwerte 
der unbekannten Kraftkomponenten so umzuformen, daß darin nicht 
die Schenkellängen, sondern die· Schenkelverhältnisse erscheinen, dividiert 
man alle Gleichungen durch Li. Man erhält dann für diese Zahlenwerte 
folgende Beziehungen: 

A L 3 {1 3 2 1 3 0,25n~ 
= 1 3 · n2 + 1,3 · n2 na + 3 · na- 1 + 1,3 · n 2 + n 3 -

(0,5 · n~ + 1,3 · n2 n 3) 2 ) 

1 + n2 + 1,3 · n 3 J 
= 8 ·106 {o,333 · 3,375 + 1,3. 2,25. 3 + 9- 0'~~;581 

= 8 · 106 · 7,895 = 63,2 · 106 cm3, 

B _ L 3 {- 0,5 · n2 (0,5 · n 2 + 1,3 · n3) } 

- 1 1 + n2 + 1,3 · n3 

(0,5. 2,25 + 1,3. 1,5. 3)2 ) --- --~---· 6,4----1 

= 8. 106 {- 0,5. 1,5 (0,5~,!,5 + 1,3. 3)} = 8. 106 (- 0,545) =- 4,36. 106 cma, 

C = P{- 0,25 · n~ } = 8 . 106 {- 0,25 · 9) 
1 1 + 1,3 · n2 + n 3 5,95 J 

= 8 · 106 (- 0,378) =- 3,027 · 106 cm3 , 

D = B = -4,36 ·106 cm3, 

E _ L3 {-1- + + 1 3 . + _.!_ • 3 _ (0,5 + n2 + 1,3 · n3) 2 _ 0,25 · n~ } 
- 1 3 n2 ' na 3 n3 1 + n2 + 1,3 · n 3 1,3 + n2 + n3 

= 8. 106 {o,3333 + 1,5 + 3,9 + 9- _(o,5 :+- ~~± 3'9)2 
- 0'~~~ 81 } 

= 8 · 106 · 5,9033 = 47,24 · 106 cm3, 

F = L 3 {- 0,25 n§ • n~ + 0,65 · n 2 • n~ } 
1 1,3 + n2 + n3 

= 8 ·106 {- 0,25 ·2,25 -~~0,65 ·1,5 ·9} 

= 8 ·106 (-2,48) = -19,83 ·106 em3, 

G = C =-3,027 ·106 cm3, 

H =F = -19,83 ·106 cm3, 
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K L 3 { 1 1 3 2 (0,5 + 1,3 · n2 + n3) 2 

= 1 3+1,3·n2+n3+-3n2+n2n3- 1+1,3·n2 +n3 -

_ (0,5 · n~ + n2 n3) 2 } 

1,3 + n2 + n3 

= 8'·106 {o,333 + 1,3 ·1,5 + 3 + 1,125 + 2,25 · 3-
(0,5 + 1,3. 1,5 + 3)2 (0,5. 2,25 + 1,5. 3)2) 

- 5,95 - 5,8 f 
= 8 · 106 • 2,7183 = 21,75 · 106 cm3. 

Diese Werte setzt man in die Gleichungen (llO) bis (112) ein. Die 
Komponenten der Wärmedehnung sind mit 

oc = e • t = 12,75 · 10-6 • 400 = 0,0051 ernfern, 

Llx = oc • L1 · 0,5 = 0,0051 · 200 · 0,5 = 0,51 cm, 

Lly = oc • L2 · 0,5 = 0,0051 · 300 · 0,5 = 0,765 cm, 

Llz = oc • L3 • 0,5 = 0,0051 · 600 · 0,5 = 1,53 cm, 

und zwar bei 50% Vorspannung. 

Damit wird 

E · J · Llx = 1,7 · 106 • 1493 · 0,51 = 1295 · 106 cm3, 

E · J · Lly = 1,7 · 106 • 1493 · 0,765 = 1943 · 106 cm3, 

E · J · Llz = 1,7 · 106 • 1493 · 1,53 = 3886 · 106 cm3. 

Die Zahlenwerte 106 kürzen sich auf beiden Seiten der Gleichungen fort 
und man erhält: 

[1] 

[2] 

[3] 

1295 = 63,2 · X- 4,36 · Y- 3,027 · Z, 
1943 =-4,36 ·X+ 47,24 · Y -19,83 ·Z, 
3886 =- 3,027 ·X -19,83 · Y + 21,75 · Z. 

Da die Lösung der drei Gleichungen mittels Determinanten lang
wierig ist, sollen die Kraftkomponenten durch aufeinanderfolgendes 
Ausschalten der Unbekannten bestimmt werden. 

Hierzu wird die Gleichung [1] mit (- 6,55) multipliziert und mit der 
Gleichung [2] addiert: 

-8480 = -414,0 ·X+ 28,55 · Y + 19,83 ·Z 
+ 1943 =- 4,36 ·X+ 47,24· Y -19,83 ·Z 

(A) -6537 = -418,36 ·X+ 75,79 · Y + 0 

Die Gleichung [2] wird mit ( + 1 ,097) multipliziert und mit der 
Gleichung [3] addiert: 

+2130=-4,78 ·X+51,8 ·Y-21,75·Z 
+ 3886 = -3,027 ·X -19,83· Y +21,75 ·Z 

(B) + 6016 = -7,807 ·X+ 31,97 · Y +O 
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Gleichung (B) wird mit (- 2,37) multipliziert und mit Gleichung (A) 
addiert 

- 6537 =- 418,36 ·X+ 75,79 · Y 
-14263 = + 18,50 ·X- 75,79 · Y 
-20800 =- 399,86 ·X+ 0 

Daraus 
-20800 

X= -399,86 = + 52 kg 

in Gleichung (B) eingesetzt: 

6016 = -406 + 31,97 · Y, 
daraus 

Y - 6016+ 406- 201 k 
- 31,97 - g. 

In Gleichung [3] eingesetzt: 

3886 = -157,5-3980 + 21,75 ·Z, 
daraus 

z- 3886 + 157,5 + 3980 - 369 k 
- 21,75 - g. 

Mit diesen Werten lassen sich die Einspannmomente berechnen, und 
zwar: 

Myz= 13 +L1 + [-Y·0,5·n~+Z(0,5·ni+n2 n3 )] ' n2 na 
200 [ J = 5,8 -201.0,5. 9 + 369 (0,5. 2,25 + 1,5. 3) 

= 34,5 ·.1170 = 40350 cmkg. 

Mxz = 1 + 1 ,3~1n2 + na [-X· 0,5 · n~ + Z (0,5 + n3 + 1,3 · n2)] 

200 [ J = 5,95 -52. 0,5. 9 + 369 (0,5 + 3 + 1,3. 1,5) 

= 33,6 ·1776 = 59650 cmkg. 

Mxy = 1 + n2 ~ 1,3 . na [-X (0,5 · n~ + 1,3 · n2 • n3) + Y (0,5 + n2 + 1,3n3)j 
200 [ J = 6,4 -52 (0,5. 2,25 + 1,3. 1,5. 3) + 201 (0,5 + 1,5 + 1,3. 3) 

= 31,25 · 822 = 25700 cmkg. 

Zum Vergleich sollen die Kraftkomponenten und Einspannmomente 
auch unter Benutzung der Linientafeln Abb.159 bis 164 berechnet werden. 

Für n2 = 1,5 und n3 = 3 werden aus diesen Abbildungen die Beiwerte 

a = 0,34, b = 1,18, c = 2,25, 

u=1,21, v=1,8, w=0,75 
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abgelesen und in die Gleichungen für die Kraftkomponenten bzw. Ein
spannmomente eingesetzt. 

X = 1,7·106 ·1493·0,0051·0,5 ·034-162·034=55k 
4·104 ' - ' g, 

y = 162 ·1,18 = 191 kg, 

z = 162.2,25 = 364 kg; 

desgleichen die Einspannmomente 

Jlyz = 1•7 ·l06 • 14~~0,0051 ·0,5 ·1,21 = 32400 ·1,21 = 39200cmkg, 

Mxz = 32400 · 1,8 = 58300 cmkg, 

Mx 11 = 32400 · 0,75 = 24300 cmkg. 

Wie man sieht, erhält man mit Hilfe der Linientafeln diese Werte 
sehr schnell und mühelos, wobei die Übereinstimmung als gut bezeichnet 
werden kann. Die Abweichungen sind auf die Linientafeln zurückzu
führen, deren Ablesegenauigkeit naturgemäß nur eine beschränkte ist. 

Trotzdem sind für solche Zwecke Linientafeln vorteilhafter als 
Tabellen, da erstere eine sicherere Interpolation gestatten. 

Die Arbeit von ABEL ist zweifellos für die Entwicklung der Berechnung 
räumlicher Systeme richtungweisend gewesen. Sie gibt aber kein ab
schließendes Bild über die Anwendung der entwickelten Grundlagen auf 
räumliche Systeme beliebiger Form. Es sind gewisse zusammenfassende 
Beziehungen für zwei ganz bestimmte Systemformen angegeben, die 
jedoch für den Praktiker keinen Hinweis enthalten, wie er diese Be
ziehungen in allgemeingültiger Weise auswerten soU. 

Außerdem wurde bereits darauf hingewiesen, daß die Vernach
lässigung der Biegungen (Anwendung biegungssteifer Ecken) nur für 
solche Systeme zulässig ist, bei denen das Verhältnis der geraden Längen 
zu den Längen der Bogen groß ist. 

Im allgemeinen wird man aber die kurzschenkligen Systeme mit 
großem Anteil der Bogen an der Gesamtlänge viel häufiger genau 
nachrechnen müssen, weil gerade bei solchen Systemen die Kräfte 
und Beanspruchungen meistens die kritische Grenze erreichen. 

Im nächsten Abschnitt wird daher ein vom Verfasser ausgearbeitetes 
Verfahren ausführlich behandelt, das sich auf Systeme beliebiger Form 
anwenden läßt und welches die Bogen und deren Einfluß auf die Kräfte 
und Spannungen genau berücksichtigt und trotzdem ein erträgliches 
Maß an Rechenarbeit erfordert. 

b) Berechnungsvorschlag des Verfassers. 

Die im vorangegangenen Abschnitt angegebenen drei Gleichungen 
für die drei Kraftkomponenten eines beliebig geformten, an beiden Enden 
eingespannten (Einspannfestpunkte) räumlichen Systems lauten: 
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[I] E·J·fJx= +A ·X +B· Y + C ·Z, (IIO) 

[2] E·J·fJ 11 = +D·X +E · Y +F ·Z, (lll) 

(3] E·J·LJ. = + G·X +H· Y +K·Z. (ll2) 

Die Faktoren A, B, C usw. sind Funktionen de:r Schenkellängen und 
der Form des Systems. Die Entwicklung ihrer Abhängigkeit von den 
Schenkellängen zeigt deutlich, daß man diesen Werten eine ganz be
stimmte und für alle mit biegungssteifen Ecken versehenen Systeme 
beiiebiger Form gültige Deutung geben kann. 

Legt man durch den Schwerpunkt S des Systems ein Dreiachsenkre.uz, 
dessen Achsen jeweils parallel zu den einzelnen Schenkeln des Systems 
sind, und bezeichnet man die den Achsen Sx, Sy und Sz jeweils parallelen 
Kraftkomponenten mit X, Y und Z, so ist die Bedeutung der Faktoren 
folgende: 

A = + (.fc.xy) + .fc.xz))' 

d. h. gleich der Summe der beiden Systemträgheitsmomente, einmal auf 
die xy-Ebene, das andere Mal auf die xz-Ebene bezogen; 

B =- .fc.xz) (yz)• 

d. h. gleich dem negativen System-Zentrifugalmoment, bezogen auf die 
xz- und yz-Ebenen; 

C =- .fc.xy)(yz)• 

d. h. gleich dem negativen System-Zentrifugalmoment, bezogen auf die 
xy- und yz-Ebenen; 

D =- .fc.xz)(yz) = B; 

E = + (.fc.:~:y) + .fc.vz)) • 

d. h. gleich der Summe der beiden Systemträgheitsmomente, einmal auf 
die xy-Ebene, das andere Mal auf die yz-Ebene bezogen; 

F = -.fc.xy)(:tz)• 

d. h. gleich dem negativen System-Zentrifugalmoment, bezogen auf die 
xy- und xz-Ebenen; 

G =- .fc.:~: 11> <vz> = C; 
H = -.fc.:~:yH:tz> =F; 
K = + (.fc.:~:z) + .fc.yz))' 

d. h. gleich der Summe der Systemträgheitsmomente, einmal auf die 
xz-Ebene, das andere Mal auf die yz-Ebene bezogen. 

Damit erhalten die drei Gleichungen (IIO) bis (ll2) folgende allgemein-
gültige Form: 

E • J · fJx = + (.fc.:~:y) + .fc.:~:z}) • X- .fc.a:z) (yz) • Y- .fc.a:y) (yz) • Z, (ll3) 

E · J · fJ 11 =- .fc.xz) (yz) ·X+ (.fc.:~:y) + .fc.yz)) • Y- .fc.:~:y) (u) • Z, (ll4) 

E • J · Llz =- .fc.:~:y)(yz) • X- .fc.:~:y) (xz) • Y + (.fc.:~:z) + .fc.yz)) • Z. (ll5) 
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Es muß dabei betont werden, daß die Lage des Schwerpunktes nicht 
etwa einheitlich für alle diese Trägheits- und Zentrifugalmomente ist. 
Die Schwerpunktsabstände sind vielmehr von der jeweiligen Kraft
komponente und deren Wirkungsebene abhängig. 

Jede Kraftrichtung stellt die Schnittlinie von zwei Ebenen dar, 
und es muß folglich die Wirkung der Kraft sowohl in der einen als auch 
in der anderen Ebene betrachtet werden. Zum Beispiel hat die Kraft
komponente X die Wirkungsebenen xz und xy, die Kraftkomponente Y 
die Wirkungsebenen yz und xy und die Kraftkomponente Z die Wir
kungsebenen yz und xz. 

Die Wirkungsebene bei den Trägheitsmomenten des Systems steht 
(unter Beachtung der jeweiligen Kraftkomponente) senkrecht zur Index
ebene des jeweiligen 'J,'rägheitsmoments. 

Die Wirkungsebene bei den Zentrifugalmomenten steht senkrecht zu 
beiden Indexebenen des betreffenden Zentrifugalmoments. 

Aus nachstehender Tabelle sind die jeweils zugehörigen Wirkungs
ebenen ersichtlich. 

Tabelle 5. Zuordnung der Momente und Wirkungsebenen. 

Gleichung für Kraft X Kraft Y Kraft Z 

E·J·LJx J(xy) J(xz) J(xz)(yz) J(a;y) \YZ) 
--

Wirkungsebene xz xy xy xz 

E·J·LJy J(a;z)(yz) J(a;y) I J(yz) J(xy) (xz) 

Wirkungsebene xy yz xy yz 

E ·J ·LJz J(xy) (yz) J(a;y)(xz) J(xz) I J(yz) 

Wirkungsebene xz yz [ yz xz 

Die äußerst wichtige Bedeutung der Wirkungsebene besteht darin, 
daß alle Schenkel, die senkrecht zu ihr stehen, durch die zugehörige 
Kraftkomponente auf Verdrehung beansprucht werden. Infolge des 
Zusammenhanges zwischen polarem und äquatorialem Trägheitsmoment 

Jo=2·J 

und zwischen Gleitmodul und Elastizitätsmodul 

m 
G = 2 . (m + 1) · E = 0,385 · E 

folgt 
1 1,3 

G·J0 = E·J. 

Daher müssen also sämtliche geraden Schenkel, die senkrecht zur Wir
kungsebene stehen, mit 1,3 multipliziert werden. 
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Die gleichen Vorschriften gelten auch für die Bestimmung der ge
streckten Länge des ganzen Systems und für die Berechnung der stati
schen Momente. 

Wohlgemerkt, diese Beeinflussung durch die Wirkungsebene gilt nur 
für die Längen der Schenkel, nicht aber für irgendwelche zur Be
rechnung der statischen Momente, Trägheitsmomente usw. einzusetzen
den Abstände. 

Dadurch wird das vorhin von der Lage des Systemschwerpunktes 
Gesagte verständlich. Dieser hat an sich nur eine bedingte Ähnlichkeit 
mit dem physikalischen Schwerpunkt des wirklichen Systems; der 
Schwerpunkt bezieht sich auf das sog. Ersatzsystem. 

Betrachtet man das in Abb. 167 dargestellte räumliche System mit 
den fünf Schenkeln L1, L2, La, L4 und L 5 so ergeben sich in bezug auf die 

drei Wirkungsebenen xy, yz und xz 
folgende drei Ersatzsysteme. 

Für die Wirkungsebene x y: 

Ersatzsystem Lv L2, La, 1,3 · L4, L 5 • 

Für die Wirkungsebene yz: 

Ersatzsystem 1,3 · L1, L2, 1,3 · L3, L4 , L5 • 

Für die Wirkungsebene xz: Abb. 167. Räumliches System 
mit 5 Schenkeln. Ersatzsystem L1, 1,3·L2, L8 , L4 , 1,3·L5 • 

Man merke sich also, daß alle Schenkel, die auf der Wirkungsebene 
senkrecht stehen, im entsprechenden Ersatzsystem mit 1,3 multipl~
ziert werden müssen. 

Die Bestimmung der gestreckten Länge des Systems, die Berechnung 
der statischen Momente, der Trägheits- und Zentrifugalmomente erfolgt 
also für jede Wirkungsebene so, als ob man jeweils nur das dazugehörige 
Ersatzsystem betrachtet. 

Die vorstehenden Erläuterungen werden vielleicht den Eindruck eines 
äußerst schwierigen und viele Fehlerquellen einschließenden Berechnungs
verfahrens erwecken. Das ist jedoch, wie die weiteren Hinweise zeigen 
werden, nicht der Fall. Es wird im folgenden ein Verfahren angegeben 
werden, bei dem die einzelnen Handlungen in einen festen Rahmen zu
sammengefaßt sind, so daß die Berücksichtigung der entsprechenden 
Wirkungsebene selbsttätig erfolgt und hierdurch gleich die richtigen 
Gleichungen für die Trägheits-, Zentrifugal- und statischen Momente 
angewandt werden. 

An Hand eines Beispiels soll zunächst die Übereinstimmung vor
stehender Überlegungen mit den von ABEL entwickelten Beziehungen 
gezeigt werden. 
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Für das in Abb. 158 dargestellte räumliche System werden auf Grund 
der vorstehenden Erläuterungen die Trägheitsmomente bestimmt. Dieses 
System entspricht genau dem von ABEL behandelten dreischenkligen 
System. 

Die Kraft X besitzt die zwei Wirkungsebenen xz und xy. Aus der 
Tabelle 5 ·ersieht man, daß zu der Wirkungsebene xz das Trägheits
moment J:cy gehört. 

Der Wirkungsebene xz entsprechend kommt hier das Ersatzsystem II 
= (L1, 1l3 · L2, La) in Frage, da L2 senkrecht zu xz steht. 

Das auf die xy-Ebene bezogene Trägheitsmoment ist 

J;y=~-·L~. 

Das auf die xy-Ebene bezogene statische Moment ist 

Mxy =0,5·L~ 

und die gestreckte Länge des Ersatzsystems II 

Lxy = L1 + 1,3 ·L2 +La. 

Folglich beträgt das auf die parallele xy-Schwerpunktsebene bezogene 
Trägheitsmoment des Systems 

-'<.xy) = J;y-Lxy · 'l}~y· 

Der Schwerpunktsabstand ist 

und somit der Ausdruck 

Mxy 
'l}xy= Lxy 

Also ist das Trägheitsmoment in bezug auf die Schwerpunktsebene 

-'<.xy) = ! L~ 0,25·L~ 

L1 + 1,3 · L 2 + L3 • 

In gleicher Weise berechnet man das Trägheitsmoment Jxz· 
Für dieses ist die Wirkungsebene xy und folglich muß das Ersatz

system III = (Lv L2, 1,3 ·La) in Betracht gezogen werden. 
Das auf die xz-Ebene bezogene Trägheitsmoment ist 

J~z= 1,3 ·La ·L~ + t ·L~. 
Das auf die xz-Ebene bezogene statische Moment ist 

Mxz = 1,3 · L3 • L2 + 0,5 · L~ 

und die gestreckte Länge des Ersatzsystems III 

Lxz = L1 + L2 + 1,3 ·La. 
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Damit erhält man das Trägheitsmoment des Systems, bezogen auf die 
parallele xz-Schwerpunktsebene 

J, _ J' _ M;z _ 1 3 . L . L2 + _!_.La_ (I,3 ·La· L 2 + 0,5 · L~)2 
(.vz) - zz L~u - ' 3 2 3 . 2 Ll +La+ I,3. La 

Die Summe der beiden Trägheitsmomente ist also 

I I 
.fcxz) + .fcxv) = -f · L~ + L~ ·1,3 ·La+ 3 · L~-

0,25·L~ (0,5 · L~ + I,3 ·La L3) 2 

L 1 +La+ I,3 · L 3 

Der Vergleich dieses Ausdruckes mit dem in der Tabelle 4 oben zweite 
Spalte von links stehenden zeigt die vollkommene Übereinstimmung 
derselben. 

Der Vollständigkeit halber sei noch für die Komponente Y das 
Zentrifugalmoment .fcxk) <vz> ermittelt. 

Die Wirkungsebene muß zu den beiden Indexebenen xz und yz des 
Zentrifugalmoments senkrecht stehen. Es ist also x y in diesem Falle 
die Wirkungsebene. Danach folgt hierfür das Ersatzsystem III = 
(L1, L2, 1,3 ·La)· 

Das Zentrifugalmoment, bezogen auf die xz- und yz-Ebene, ist: 

.fc~z><vz> = 1,3 ·La· L1 · L2 + 0,5 · L: · L1. 

Das statische Momente, bezogen auf die xz-Ebene ist 

~Wxz = 1,3 ·La·L2 + 0,5 ·L: 

und das statische Moment, bezogen auf die yz-Ebene 

M 11 z = 0,5 ·L~ + L1·L2 + L 1 ·1,3 ·La. 

Das Zentrifugalmoment, bezogen auf die durch den Schwerpunkt des 
Ersatzsystems III gehenden Ebenen xz und yz, ist 

T T' Mxz·Myz 
"(zz) (yz) = "(zz) (yz)- Lzz 

Es ist hier gleichgültig, ob man Lxz oder L11 z einsetzt, weil beide 
Längen sich auf das Ersatzsystem III beziehen. Folglich ist 

.fczz) <vz> = 1,3 · L1 L2 La+ 0,5 · L1 L~-
(I,3 ·LzLa+ 0,5·Ln (0,5·L~ +L1 L2 + I,3 ·L1 L3) 

L1 +L2 + 1,3·L3 

Die Klammern ausmultipliziert und auf einen Nenner gebracht ergibt 

J, _ 0,5·L~L2 (0,5·L2 +1,3·L3) 
(zz)(yz)- L1 + L 2 + 1,3L3 

Auch dieser Ausdruck entspricht genau dem von ABEL entwickelten 
Wert, und zwar in der ·Tabelle 4 oben zweite Spalte von rechts. 
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In der gleichen Weise könnte man auch die genaue Übereinstimmung 
der übrigen Werte nachweisen. 

Bevor auf das eigentliche Berechnungsverfahren eingegangen wird, 
muß noch auf folgenden Umstand hingewiesen werden. 

Bei der Berechnung der Längen, der statischen Momente, sowie der 
Trägheits- und Zentrifugalmomente dergebogenen Teile eines Systems 
ist es notwendig, das gleichzeitige Auftreten von Biegung und Verdrehung 
in jedem Bogenteilchen zu berücksichtigen. Diese Tatsache bedingt 
gewisse Unterschiede in dem Wert des statischen Moments bzw. Träg
heitsmoments, je nachdem welches Ende des Bogens eingespannt und 
welches durch die die zweite Einspannung ersetzenden Kraftkomponenten 
und Momente belastet ist. Auf diesen Umstand wird im weiteren näher 
eingegangen. 

Der Begriff des Träg
heits- bzw. Zentrifugal
moments verliert hier 
gewissermaßen seine 
Bedeutung, denn für 

z 

diesen ist die Lage der ~.x,---::F'--.L.....---"' 

Bogeneinspannung an 
sich gleichgültig und Abb. 168. Bogen mit räum· 
nur die Lage des Bogens llcher Kraftwirkung in A. 

zur Kraftangriffsebene 

z 

Abb. 169. Bogen mit räum· 
licher Kraftwirkung in B. 

allein maßgebend. Demgegenüber ist zu beachten, daß das gleichzeitige 
Auftreten von Biegungs- und Drehmomenten in einem räumlich be
lasteten Bogen eine unterschiedliche Wirkung hervorruft, je nachdem 
an welchem Bogenende die Kraft oder der Momentenhebelarm angreift, 
und welches Ende als eingespannt betrachtet wird. 

In Abb. 168 und 169 ist ein Bogen AB dargestellt, der durch eine 
Kraft Z senkrecht zu seiner Ebene belastet ist. In Abb. 168 ist der 
Bogen in Beingespannt; am Ende A greift ein starrer Hebel AG= R + a. 
an, an dessen Ende G die Kraft Z wirkt. Dagegen ist der Bogen in 
Abb. 169 in A eingespannt, während in B ebenfalls ein starrer Hebel 
OB a befestigt ist, an dessen Ende 0 die gleiche Kraft Z wirkt. In 
beiden Abbildungen ist die Lage des Bogens zur xz-Ebene vollkommen 
gleich und es soll die Verschiebung des Angriffspunktes 0 in Kraftrichtung 
ermittelt werden, wobei als Wirkungsebene der Kraft die yz-Ebene 
gelten soll. 

Man erkennt, daß in Abb. 168 das eingespannte Ende B des Bogens 
mit Bezug auf die gewählte Wirkungsebene auf Biegung und das freie 
Ende A auf Drehung beansprucht wird. Der Bogen nach Abb. 169 
wird dagegen umgekehrt belastet: Biegung am freien Ende B und Ver
drehung am eingespannten Ende A. 
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Abb. 168 zeigt ohne weiteres, daß hier eine Überlagerung von zwei 
Wirkungen stattfindet. Einmal wird der Bogen durch die Kraft Z be
ansprucht, als ob sie unmittelbar in A wirken würde. Ferner greüt inA 
ein Moment von der Größe Z · (R + a) an. Beide Wirkungen über
lagern sich. 

Aus dem Abschnitt B III/2 können die Verschiebungen ermittelt werden, 
und zwar: 

Durch die seitliche Kraft Z erfolgt eine Verschiebung von A um 

Z·R3 

Ll1 = 0,382 E . J nach oben. 

Die gleiche Verschiebung Ll1 erfolgt also auch in 0. Die Verdrehung 
von A ist 

I Z·R2 

'1pyz = 0,5064 E·J • 

Dadurch wird der Punkt C um den Betrag Ll 2 nach unten verschoben 

Z·R3 Z·R2 ·a 
Ll 2 = (R + a) · "P~z = 0,5064 · E. J + 0,5064 E. J- nach unten. 

Das Moment Z(R+a) bewirkt eine Verdrehung des Endes A um 

11 -I 806 . Z(R+a) ·R 
"Pxz- ' E·J · 

Dadurch erfolgt ebenfalls eine Verschiebung des Punktes C nach oben um 

LI - (R + ) . " - 1 806 . z (R + a)B. R 
3- a "Pyz - ' E. J nach oben. 

Die unmittelbare Wirkung dieses Moments auf das Ende A bewirkt 
eine Verschiebung desselben um 

LI -0 5064 · Z · (R+a) ·R2 nach unten. 
4- ' E·J 

Die Zusammenfassung aller dieser Verschiebungen für den PunktCergibt 

LI = ~ [I 176 · R3 + 2 6 · R2 • a + I 806 · R · a 2] 
1/Z E·J ' ' ' . 

Führt man die gleiche Untersuchung auch für den Punkt C des Bogens 
nach Abb. 169 durch, so erhält man 

durch die Kraft Z 
Z·R3 

Ll1 = 0,867 E·J nach oben 

und den Biegungswinkel in B 
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daher eine weitere Verschiebung von C um 
Z·R2 ·a 

L1 2 =a·1J'~z=l,l5 E·J nachoben; 

durch das Moment Z · a 
Z·R·a2 

L1 3 = a "1J'~z = 1,806 E. J nach oben 

und 
Z·R2.a 

L1 4 =1,15 E·J nach oben, 
d. h. insgesamt 

z . 
L1 11 z= E·J [0,867·R3 +2,3·R2 ·a+I,806·R·a9]. 

Man erkennt also, daß die Ausdrücke in der eckigen Klammer einander 
nicht gleich sind, während man aus der Berechnung der Trägheits
momenteinbezug auf die xz-Ebene infolge derselben Lage des Bogens 
zu dieser Ebene gleiche Werte erhalten würde . 

.Ähnlich liegen die Verhältnisse auch für die statischen und Zentri
fugalmomente. 

Streng genommen dürfte man also bei der Untersuchung räumlicher 
Systeme unter Berücksichtigung von Bogen (an Stelle biegungssteifer 
Ecken) nicht mehr von Trägheits-, Zentrifugal- oder statischen Momenten 
sprechen. Trotzdem wurde mit Rücksicht auf bessere Anschaulichkeit 
diese Begriffsbezeichnung beibe:!J.alten, wenn auch die darunter zu ver
stehenden Werte zahlenmäßig mit den Trägheits- bzw. Zentrifugal
momenten nicht mehr genau übereinstimmen. 

Die weiter angegebenen für den praktischen Fall zu benutzenden 
Formeln wurden auf dieser Grundlage ermittelt und in der Tabelle 6 
zusammengestellt. 

Jetzt soll das eigentliche Berechnungsverfahren erläutert werden. 
Die in den früheren Abschnitten entwickelten Beziehungen für die 

Trägheits- und Zentrifugalmomente von Geraden und Bogen wurden 
in der folgenden Tabelle 6 sinnvoll zusammengefaßt. Auf der rechten 
Seite der Tabelle sieht man oben eine Gerade L und darunter einen 
Bogen mit dem Biegungshalbmesser R in allen normal vorkommenden 
Stellungen zum gewählten Achsenkreuz x, y und z. Die entsprechenden 
Abstände sind einheitlich festgelegt; a ist stets der Abstand der offenen 
Seite der Geraden oder des Bogens von der gegenüberstehenden Ebene, 
während b den Abstand der geschlossenen Bogenseite oder des Endes der 
Geraden von der entsprechenden Ebene darstellt. Der Wert c stellt den 
Abstand der Bogenebene von der betreffenden Achsenebene dar. 

In der Tabelle 6 wird man ferner feststellen, daß die Bilder der Bogen 
nicht nur eine Nummer aufweisen, sondern daß außerdem das eine 
Bogenende mit A und das andere mit B bezeichnet ist. Diese Unter
scheidung soll dazu dienen, dasjenige Bogenende zu kennzeichnen, welches 
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Tabelle 6. Formelzusammenstellung 

" 
Bild der Blld <I Geraden 

" ,Q 

1 /2 I 3 " Trägheits· bzw. 4 I 5 I I Kraft !§, Zentrifugal- f! 
<I 

~ 
momente 

Bogenende, das an den 
~ I I A 1 B A 1 B AlB I 

X Jl.zz) 2 I I I I 
xy I 3 6 12 __!2_ I_!!__ ! --x-- xz J(zy) 3 2 1 12 6 8 I 9 

! y xy Jcvz> 2 -1- 3 6 11 110 12 

I 
y yz Jczv> 2 3 1 12 9 8 6 
z yz J(zz) 13 2 ~,9 12 7 

I z I xz J(yz) 31-1 2 9 8 7 I 12 
X oder Y xy Jczz)(vz> ·4 4 5 13 191181~1~ 
X oder Z xz J(zy)(yz) 5 4 4 _!2_116 14 16 17 
Y oder Z yz Jczy)(zz> 4 5 4 16 17 17 1161 14 

Nr. der Formel Trägheits· bzw. Zentrifugalmomente 

Formeln 
1 !L3 +L2 b+L·b2 I 

----~2-------------------~~~~L~·a~2~~-----------------l 

3 1~·L·~ 

Formeln 

Jl8 R2 R 
6 0 785- + 2 ·- · a + 1 57·-- a2 

' K K ' K 

7 
RS R2 R 

0,3557(+ 1,14y b+ 1,57 K ·b2 
-- -- ~----- ---

8 1,176 · R3 + 2,6 · R 2 · a + 1,805 · R · a2 

9 0,867 ·R3 + 2,3 ·R2 ·a + 1,805 ·R ·a2 I 

10 0,372 · R3 + 1,31· R2 · b + 1,805 · R · b2 
11 0,381 ·Ra+ 1,01 · R 2 · b + 1,805 · R · b2 
12 1,805 · R· c2 

------- ----· Ra R2 R2 -----R- -- -----

13 o,5x+x·a+x·b+1,57 K ·a·b ___ .._ _____ 
Ra R2 R2 R 

14 0 5- + 0 57 -·a+--· ·b+ 1,57 --·a·b 'K ' K K K 
- -.--- -·Ra R2 R 2 R -- ~--- ----

15 0 07- + 0 57- · a + 0 57- · b + 1 57 -- · a · b 
' K ' K ' K ' K 

16 1,3 ·R2·c+ 1,805·R·a·c 
17 1,15·R2.c+ 1,805·R·a·c 
18 0,655 · R2 · c + 1,805 · R · b · c 
19 0,506 · R 2 • c + 1,805 · R · b · c 



Berechnung der Elastizität von räumlichen Rohrsystemen. 225 

für räumliche Systeme. 

des Rogens 

7 8 9 10 11 12 13 

festen Teil des Systems anschließt 

A\B A\B A\B A\B ' A [B A B A B 

6 12 8 9 7 12 8 9 7 
-

12 7 9 8 12 7 10 11 12 
7 11110 12 7 9 I 8 12 6 
12 10 11 6 12 11l0 7 12 

9 I 8 · 12 6 10111 12 6 11110 uwl 7 12 11 10 6 I 12 9 8 

14 19 1 18 16117 15 17116 16117 14 

19118 
_1_5_ 

1716 19118 14 18 19 17116 
17 16 18 119 13 18 19 19 118 14 19 18 

Statische Momente Längen 

für Gerade 
L 

L·a L 
1,3·L·a 1,3·L 

Die statischen Momente und Längen wie bei den 
Trägheitsmomenten mit gleichem Index 

---'-------

für Bogen 

RB R 
x+1,57 K a 

R 
1,57· K 

RB R 
0,57K + 1,57 K b 

R 
1,57· K 

1,3 ·R2 + 1,805·R ·a 1,805·R 
1,15 ·RB+ 1,805 · R · a 1,805·R 
0,655 ·RB+ 1,805·R·b 1,805·R 
0,506 ·RB+ 1,805 · R· b 1,8os:-R 

1,805·R·c 1,805·R 

14 15 

A\ B A B 

12 10 11 
6 11 10 

91_8 
--12-

8 9 -7--

12 7 
6 12 

17 116 181~ 
13 19 18 

16 1 17 15 

I Nr. der Formel 

1 
2 
3 

1-i-----

6 

7 

8 
9 
10 
11 
12 

13 

14 

Hier werden die gleichen statischen Momente und Längen 
15 eingesetzt, wie für die Trägheitsmomente mit gleichem Index 
16 
17 
18 
19 

v. Jürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 15 
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Tabelle 6. (Fortsetzung.) 

Bilder der Geraden und Bogen. 

® z z 

(I) E · J • Llz = + (J(zy) + J(zz)) ·X- J(:oz) (yz) · Y- J(a:y) (yz) · Z, 

(II) E · J · Lly = - J(zz) (y~) ·X+ (J(zy) + Jcuz)) · Y- J(zy) (zz) · Z, 

(III) E · J · Llz = - .Jczy) (yz) • X- J(zy) (zz) · Y + (J(zz) + J{yz)) · Z. 
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näher zu der festen Einspannstelle des ganzen Systems liegt. Aus Abb. 170 
erkennt man den Unterschied für den Bogen 15. An sich ist die Lage 
dieses Bogen in bezug auf das Achsenkreuz in beiden Systemen der 
Abb. 170 vollkommen gleich; auch die Abstände von allen Achsenebenen 
sind die gleichen. Trotzdem besteht der Unterschied darin, daß im 
linken System das Ende A des Bogen 15 und im rechten System das Ende 
B desselben Bogens näher zur festen Einspannung des Systems liegt. 
Dementsprechend greifen die Kraftkomponenten und Momente an ver
schiedenen Enden dieses Bogens an und ergeben dadurch auch unter
Rchiedliche Wirkungen. 

Würde man aber ohne_Berücksichtigung dieses Umstandes die Träg
heits- und Zentrifugalmomente nur aus den Abständen dieses Bogens 
von den entsprechenden Achsenebenen berechnen, so bekäme man natür
lich auch die gleichen Werte, 
da die Abstände in beiden 
Fällen gleich sind. 

Die bei räumlichen Syste
men gleichzeitig auftretende 
Biegungs- und Verdrehungs
wirkung in jedem Bogenteil
chen verursacht aber - je 
nach dem Angriffspunkt der 
Kräfte - verschieden große 
Wirkungen, da in dem einen 

Abb. 170. Vergleich zweierräumlicher Systeme. 

Fall das feste Bogenende z. B. einer Verdrehung und in dem anderen 
Fall einer Biegung durch ein und dieselbe Kraftkomponente ausgesetzt 
ist. Die schon erwähnte Umrechnung der elastischen Längen der auf 
Verdrehung beanspruchten Teile bedingt hier also den erläuterten Unter
schied in den Werten der Trägheits- bzw. Zentrifugalmomente. 

Das zu untersuchende räumliche System wird nun in Parallelper
spektive so gezeichnet (braucht nicht maßstäblich zu sein), daß das von 
der Einspannung befreit gedachte Systemende rechts vorne entsprechend 
dem Ursprung des Achsenkreuzes in der Tabelle 6 liegt. Dort, wo die 
wirkenden Kräfte X, Y und Z angreifen, wird der Ursprung des Achsen
kreuzes angeordnet und die Achsen in ihren Richtungen genau ent
sprechend den Bildern in der TabE_Jlle 6 festgelegt, d. h. die x-Achse 
nach links, die y-Achse schräg nach rechts hinten und die z-Achse nach 
oben. 

Die Kraftkomponenten X, Y und Z werden parallel zu den ent
sprechenden Achsen angeordnet. 

Hat man das räumliche System, so wie oben gesagt, gezeichnet, so 
wird man beim Vergleich mit den Bildern der Tabelle 6 (beachte Fort
setzung!) feststellen, daß jeder Geraden und jedem Bogen des Systems 
ein ganz bestimmtes Bild der Tabelle 6 entspricht. Die entsprechenden 

15* 
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Bildnummern werden an die einzelnen Geraden und Bogen jeweils an
geschrieben, unter Angabe des bei den Bogen als fest zu bezeichnen
den Endes A oder B. 

Außerdem sollten zum bequemeren Rechnen alle Abstände der einzel
nen Bogen und Geraden, so wie es in den Bildern der Tabelle gezeigt 
ist, in der Zeichnung zahlenmäßig eingetragen werden. 

Daraufhin kann mit der Berechnung der Trägheits- und Zentrifugal
momente, sowie der entsprechenden statischen Momente und gestreckten 
Längen begonnen werden. . 

Die Reihenfolge ist in der Tabelle links oben angegeben. Man beginnt 
also mit der Wirkung der Kraft X in der xy-Ebene (Wirkungsebene), 
wofür das Trägheitsmoment J(~z), das statische Moment Mxz und die 
Länge Lxz für jeden einzelnen Bogen und jeden geraden Schenkel zu 
ermitteln sind. Man liest entsprechend der auf der Zeichnung einge
tragenen Bildnummer aus der Tabelle in der zugehörigen Zeile die Nummer 
der Gleichung ab. Die Gleichungen für die Trägheits- und statischen 
Momente sowie die Längen sind unten links auf der Tabelle mit den 
zugehörigen Nummern angegeben. Die Rechnung erfolgt gleich durch 
Einsetzen der entsprechenden Zahlenwerte. Die einzelnen ausgerechneten 
Werte für jeden Teil des räumlichen Systems werden untereinander 
geschrieben und, wenn alle Teile des Systems erfaßt sind, addiert. 

Man erhält damit das Trägheitsmoment bezogen auf die entsprechende 
Ebene, die durch den Angriffspunkt der Kräfte geht. Da aber das Träg
heitsmoment auf die Schwerpunktsebene benötigt wird, muß noch eine 
Umrechnung erfolgen. 

Hat man also auf diese Weise die für die erste Spalte der Tabelle 
geltenden Werte J(~z)' Mxz und Lxz ermittelt, so folgt das auf die 
Schwerpunktsebene bezogene Trägheitsmoment bekanntlich aus 

J, _ J,' Miz . 3 (xz)- (xz)--f;;; m m 

Die Längen werden zweckmäßig in m eingesetzt, so daß sich die 
Trägheits- und Zentrifugalmomente in m3 ergeben. 

In der gleichen Weise verfährt man für die in der nächsten Spalte 
der Tabelle angegebene Wirkung der Kraft X in der xz-Ebene, wofür 
J(~Y)' Mxv und Lxv in der beschriebenen Weise zu berechnen sind. 

Nachdem alle sechs Trägheitsmomente berechnet sind, kann man 
feststellen, · daß die gestreckten Längen des ganzen Systems sich für 
gleiche Wirkungsebenen in gleicher Größe ergeben. 

Jetzt müssen noch die drei Zentrifugalmomente berechnet werden. 
Hierfür sind in der Tabelle nur die Formeln der Zentrifugalmomente 
angegeben und keine solchen für die statischen Momente. Die besondere 
Berechnung derselben, ebenso wie der Längen, ist hierfür nicht notwendig. 
Es können die gleichen, bereits im Zusammenhang mit der Ermittlung 
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der Trägheitsmomente berechneten statischen Momente und Längen 
für die gleiche Wirkungsebene eingesetzt werden. Dabei muß 
aber beachtet werden, daß bei gleichen Wirkungsebenen die Längen 
gleich sind, nicht aber die statischen Momente. 

In der siebenten Spalte der Tabelle ist z. B. für die Wirkung der 
Kräfte X oder Y in der xy-Ebene (Wirkungsebene) das Zentrifugal
moment .Tr.xz) (yz) angegeben. Dieses, auf die beiden Schwerpunktsebenen 
bezogen, muß also heißen 

J,' Jlxz•Jfyz 
.Tr.xz) (yz) = (zz) (yz)- Lxz 

Man sieht also, daß außerdem auch der Index der beiden statischen 
Momente mit demjenigen des Zentrifugalmomentes übereinstimmen muß. 
Übrigens stammen diese statischen Momente auch aus der Wirkung der 
gleichen Kräfte, also in diesem Falle X und Y. Um ein Versehen aus
zuschließen, achte man am besten auf die Übereinstimmung der Wir
kungsebenen. 

Hat man auf diese Weise alle sechs Trägheits- und drei Zentrifugal
momente berechnet, so setzt man sie in die drei Gleichungen (ll3), 
(ll4) und (ll5) ein. 

Für den ElastizitätsmodulE wird der Wert für den betriebswarmen 
Rohrwerkstoff aus der Linientafel Abb. 8 eingesetzt. Es war vorher 
angegeben worden, daß für die Berechnung der Trägheits- und Zentri
fugalmomente alle Längen in m einzusetzen sind. Wird also der Elasti
zitätsmodulE in kgfcm2 angegeben, so müssen alle Summanden auf der 
rechte:q. Seite der drei Gleichungen mit 106 multipliziert werden. Es ist 
jedoch zweckmäßiger, um nicht mit zu großen Zahlen rechnen zu müssen, 
die Trägheitsmomente auf der rechten Seite in m beizubehalten und 
die linke Seite der Gleichungen durch 106 zu dividieren, d. h. 

E·J·!Jz 
Ioa = usw. 

J stellt das Rohrträgheitsmoment in cm4 dar. Für L1x, L1 11 und L1., 
als Komponenten der Wärmedehnung sind die Werte in cm, und zwar 
nach Abzug der gewählten Vorspannung einzusetzen. Etwaige zusätz
liche, von außen bedingte Verschiebungen der Systemfestpunkte sind 
in gleicher Weise zu berücksichtigen, wie es für ebene Systeme bereits 
angegeben war. Die zusätzlichen Verschiebungen in den entsprechenden 
Achsenrichtigungen sind also algebraisch zu den jeweiligen Wärme
dehnungen L1x, L1y oder L1z hinzuzählen. Damit können die drei Kraft
komponenten X, Y und Z aus den Gleichungen (ll3) bis (ll5) be
rechnet werden. 

Die Einspannmomente an dem freigedachten Ende werden ent
sprechend dem gewählten Achsenkreuz durch das Produkt aus Kraft mal 
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Schwerpunktsabstand in der jeweiligen Wirkungsebene bestimmt. Es 
ergeben sich ·infolgedessen sechs Einspannmomente, die sich paarweise 
zu je einem Moment zusammensetzen lassen und so die drei resultierenden 
Einspannmomente Myz• Mxz und Mx 11 bilden. Das erstgenannte Moment 
M11 z ist an dem freien Ende gemäß Abb.158 ein Drehmoment, während die 
beiden anderen Biegungamomente darstellen. 

Die sechs Biegungs- bzw. Drehmomente lauten wie folgt: 
in der x y-Ebene: 

in der xz-Ebene: 

in der yz-Ebene: 

M;z=Z·'YJxz und M;~= Y·'YJxy· 

Beim aufmerksamen Vergleich dieser Momentenzusammenstellung mit 
der in Tabelle 6 gezeigten Zusammengehörigkeit der Kräfte und Wir
kungsebenen wird man leicht den Zusammenhang für die Ermittlung der 
sechs Momente feststellen. 

Aus diesen ergeben sich dann durch algebraische Zusammensetzung 
die endgültigen drei Einspannmomente 

Mx 11 =M;11 --M;~= Y·'YJ11 z-X"'YJw 

Mxz = M;z-M;~ = Z "1'/yz-X "'YJxy• 

Myz =M;z-M;~ = Z "'YJxz- Y·'YJxy· 

Die Einspannmomente sowie die durch die Kräfte hervorgerufenen 
Momente setzen sich in ihrer Wirkung- jedoch immer in der gleichen 
Ebene - über das ganze Rohrsystem bis zum Festpunktende fort. Aus 
der Überlagerurig dieser Momentenwirkungen läßt sich für jeden Punkt 
des Systems der dort herrschende Spannungszustand ermitteln. 

Ein richtiges Urteil über die Einfachheit dieses Berechnungsver
fahrens im Vergleich zu anderen läßt sich am besten an Hand eines 
Zahlenbeispiels gewinnen. 

Beispiel 20. Das in Abb. 171 dargestellte räumliche System stellt 
einen äußerst kurzen Verbindungsbogen zwischen Wasserabscheider 
und Turbine für eine Höchstdruckanlage dar. 

Betriebsverhältnisse p = 120 atü, t = 510° C. 

Rohrmaterial: Cr-Mo-Stahl: 

Wärmedehnungszahl E = 15,74 ·10-6 cmjcm°C, daher 

cx = e · t · 100 = 0,803 cmjm. 
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Elastizitätsmodul E = 1,74 ·106 kgfcm2• 

Rohrabmessungen aus Abb. 15 für Rohr 150 NW: 

D = 178 mm, 8 = 15 mm, d = 148 mm, J = 2575 cm4 • 

KARM.AN -Zahl bei R = 5d und d : 8 = 10 aus Abb. 57: K = 0, 79. 

Das System wird zunächst vorschriftsgemäß so gezeichnet, daß das 
Achsenkreuz x, y, z die in Tabelle 6 dargestellten Richtungen hat, wobei 
L1 in die Richtung der y-Achse fällt. 

Die Kraftkomponenten X,. Y und Z können jetzt mit Hilfe dieser 
Tabelle berechnet werden. Dafür werden die einzelnen Schenkel und 

.Abb. 171. Räumliches System für Beispiel20. 

Bogen des Systems, wie in Abb. 171 gezeigt, mit den jeweiligen Bild
nummern gemäß Tabelle 6 versehen. Die Nummern sind mit Kreisen 
eingerahmt. 

In der folgenden Ausrechnung werden in der ersten Spalte die Formel
nummern, die an Hand der Tabelle festgelegt sind, in der zweiten Spalte 
die Trägheitsmomente, in der dritten Spalte die statischen Momente und 
in der vierten Spalte die Längen eingetragen. Zur leichteren Ausrechnung 
dient: 

L' L' l,S·L 

L1 =2 4 8 2,6 
L2 = 1 1 1 1,3 
L3 =0,2 0,04 0,008 0,26 
L4 = 1,4 1,96 2,744 1,82 
R=0,75 0,5625 0,422 

RfK=0,95 0,712 0,535 

R 
1,57 K = 1,493, 1,805 R = 1,355. 
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Nr.f 
1 
6 

6 

1 

7 

2 
12 
3 

Nr.l 
3 I 

12 
12 
3 

12 
2 
7 
1 

Elastizitätsberechnung der Rohrleitungen. 

Wirkung der Kraft X in der xy-Ebene. 

1·8 
0,785. 0,535 
2 ·0,712 ·2 
1,57 . 0,95 . 4 
0, 785 . 0,535 
2 ·0,712 ·2 
1,57 . 0,95 . 4 
t·1 
1· 1 
1 ·1 
0,355 . 0,535 
1,14. 0,712. 0,25 
1,57 . 0,95 . 0,0625 
0,2. 0,0625 
1,805. 0,75. 0,0625 = 
1,82. 0,0625 

2,667 
0,42 
2,85 
5,97 
0,42 
2,85 
5,97 
0,333 
1,0 
1,0 
0,19 
0,203 
0,093 
0,0125 
0,0847 
0,1137 

J(xz) = 24,1769 

0,5·4 2,0 
0,712 0,712 
1,57 . 0,95 . 2 2,985 

0,712 0,712 
1,57 . 0,95 . 2 2,985 

~5·1 ~5 
1·1 1~ 

0,57. 0,712 0,406 
1,57 . 0,95 . 0,25 0,373 

0,2 . 0,25 0,05 
1,805. 0,75. 0,25 = 0,338 
1,82 . 0;25 0,455 

Mxz = 12,516 

, Miz 12,5162 

~xz) = .fr.xz) --Lxz = 24,177- 10,854 

= 9,736 m 3, 

Mxz 12,516 
'YJxz = Lxz = 10,854 = 1,154 m. 

Wirkung der Kraft X in der xz-Ebene. 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

0,355. 0,535 = 0,19 
t. 2,744 = 0,915 
1,96. 0,75 = 1,47 
1,4. 0,5625 = 0, 788 

J(x y) = 3,363 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

0,57. 0,712 = 0.406 
0,5. 1,96 = 0,98 
1,4. 0,75 = 1,05 

Mxy = 2,436 

J - 3 2,4362 - 2 827 3 xy -3, 63-11,058- ' m' 

2,436 
'fJ.cv= ll,058=0,22m. 

2,0 
1,493 

1,493 

1,0 

1,493 

0,2 
1,355 
1,82 

10.854 

2,6 
1,355 
1,355 
1,3 
1,355 
0,2 
1,493 
1,4 

ll,058 



Kr. 

2 
7 
6 

2 
7 

9 

3 

2 
12 
12 

2 
12 
3 

11 
1 
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Wirkung der Kraft Y in der xy-Ebene. 

0,355 . 0,535 
0,785. 0,535 
2. 0,712. 0,75 
1,57 . 0,95. 0,5625 = 
1· 2,25 
0,355 . 0,535 
1,14. 0,712 ·1,5 
1,57 . 0,95. 2,25 
~ ·0,008 
0,04. 2,25 
0,2. 5,06 
0,867 . 0,422 

0 
0,19 
0,42 
1,068 
0,840 
2,25 
0,19 
1,218 
3,355 
0,003 
0,09 
1,012 
0,366 
3,17 
8,125 

2,3 . 0,5625 . 2,45 
1,805. 0,75. 6 
1,3. 1,4. 10,24 = 18,65 

J(yz) = 40,947 

0 
0,57 . 0, 712 0,406 
0,712 0,712 
1,57·0,95·0,75 1,120 

1. 1,5 1,5 
0,57. 0,712 0,406 
1,57 . 0,95. 1,5 2,240 

0,5 . 0,04 0,02 
0,2 . 2,25 0,45 

1,15. 0,5625 0,647 
1,805. 0,75. 2,45 = 3,315 

1,3. 1,4. 3,2 5,82 

Myz = 16,636 

.fc.vz) = 40,947- 11~6::; = 15,447 m3 , 

' 
16,636 

'Y}yz= 10,854 =1,532m. 

Wirkung der Kraft Y in der yz-Ebene. 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

0,381 . 0,422 = 0,161 
t·2,744 =0,915 
1,96·0,75 =1,47 
1,4. 0,5625 = 0,788 

J(x y) = 3,334 

0 
0 
0 
0 
0 
0 

0,506 . 0,5625 = 0,285 
0,5. 1,96' = 0,98 
1,4. 0,75 = 1,05 

Mxy = 2,315 

T - 3 334- 2,3152 - 2 3 .J(xy)- , 10,08 - ,8025 m , 

2,315 
'Y}xy= 10,08 =0,2295m. 

2,0 
1,493 
1,493 

1,0 
1,493 

0,2 

1,355 

1,82 

10,854 

2,0 
1,355 
1,355 
1,0 
1,355 
0,26 
1,355 
1,4 

10,080 
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Wirkung der Kraft Z in der yz-Ebene. 

Nr. J(zz) Mzz Lzz 

1 A • 8 2,667 0,5·4 2,0 2,0 
9 0,867 . 0,422 0,366 l,I5 . 0,5625 0,647 1,355 

2,3 . 0,5625 . 2 2,59 1,805. 0,75. 2 2,71 
1,805. 0,75. 4 5,420 

8 1,I76·0,422 0,496 1,3. 0,5625 0,732 1,355 
2,6 . 0,5625 . 2 2,925 I,805. 0,75. 2 2,71 
1,805. 0,75. 4 5,420 

1 ]-·1 0,333 0,5 ·1 0,5 1,0 
1 ·I 1,0 I ·1 1,0 
1 ·I I,O 

IO 0,372 . 0,422 O,I57 0,655 . 0,5625 0,368 1,355 
I,31 . 0,5625. 0,25 0,184 1,805. 0,75. 0,25 = 0,339 
I,805 ·0,75 ·0,0625 = 0,085 

3 1,3. 0,2. 0,0625 O,OI6 1,3 . 0,2 . 0,25 0,065 0,26 
I2 1,805. 0, 75. 0,0625 = 0,085 1,805 ·0,75 ·0,25 = 0,339 1,355 
2 I,4. 0,0625 0,088 1,4. 0,25 0,35 I,4 

J(z z) = 22,832 M."z = 11,780 10,080 

.], -22 832- 11'782 - 9 062 3 (zz) - ' 10,08 - ' m ' 
11,78 

1Jzz = 10,08 = 1,168 m. 

Wirkung der Kraft Z in der xz-Ebene. 

Nr. I J(yz) Myz Lyz 

3 0 0 2,6 
11 0,38I . 0,422 O,I61 0,506 . 0,5625 0,285 1,355 
9 0,867 . 0,422 0,366 I,I5. 0,5625 0,646 1,355 

2,3. 0,5625.0,75 0,97 I,805·0,75 ·0,75 = I,016 
1,805. 0,75. 0,5625 = 0,762 

3 I,3 ·1· 2,25 2,925 1,3 ·I ·I,5 I,95 I,3 
11 0,38I . 0,422 O,I6I 0,506 . 0,5625 0,285 I,355 

1,01 . 0,5625 . 1,5 0,853 I,805. 0,75 ·I,5 2,03 
I,805. 0,75. 2,25 3,050 

1 i ·0,008 0,003 0,5·0,04 0,02 0,2 
0,04 ·2,25 0,09 0,2. 2,25 0,45 
0,2 ·5,06 =. I,OI2 

6 0, 785 . 0,535 = 0,42 0,712 0,712 I,493 
2. 0,712. 2,45 = 3,49 I,57 . 0,95 . 2,45 3,65 
1,57 . 0,95 . 6 = 8,95 

2 I,4 ·10,24 = I4,34 I,4. 3,2 4,48 I,4 

J(11 z) = 37,553 M 11 z= I5,524 11,058 

.fcyz) = 37,553- II5{~~; = 15,753 m3 , 

' 15,524 
'l}yz = -11,058 = 1,404m. 
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Jetzt sollen die drei Zentrifugalmomente ermittelt werden, wofür 
jedoch die Bestimmung der statischen Momente und Längen nicht not
wendig ist, da diese gleich denjenigen sind, die für die Trägheitsmomente 
mit gleicher Wirkungsebene berechnet wurden. 

Wirkung der Kräfte X oder Y in der x y-Ebene. 

Nr. J J(xz) (yz) 

4 
14 

13 

4 

15 

4 

17 

5 

I 

1 0,5. 0,535 
1 0,57 · 0,712 · 2 

0,5. 0,535 
0,712. 2 
0,712. 0,75 
1,57 . 0,95. 2 . 0,75 
0,5 ·1·1,5 
1 ·1,5 ·1 
0,07. 0,535 
0,57 . 0,712. 1,5 
0,57. 0,712. 0,25 
1,57 . 0,95. 1,5. 0,25 
0,5 . 0,04 . 0,25 
0,2 . 0,25 . 2,25 
1,15. 0,5625. 0,25 
1,805. 0,75. 2,45. 0,25 = 
1,3. 1,4. 3,2. 0,25 

0 
0,268 
0,812 
0,268 
1,424 
0,534 
2,240 
0,75 
1,5 
0,037 
0,609 
0,110 
0,559 
0,005 
0,113 
0,162 
0,829 
1,456 

J(xz)(yz)= 11.676 

Wirkung der Kräfte X oder Z 
in der xz-Ebene. 

Nr. J(xy) (yz) 

5 0 
19 0 
17 0 
5 0 

19 0 
4 0 

14 0,5. 0,535 = 0,268 
0,57. 0,712. 2,45 = 0,995 

4 0,5. 1,96. 3,2 = 3,135 
1,4. 3,2. 0,75 =;= 3,36 

J(xy) (yz) = 7,758 

L<xv)(uz) = 11,058 m, 
1'/xy = 0,22 m, 
1'/yz = 1,404m, 

Die gestreckte Länge und die 
Schwerpunksabstände der gleichen 
Wirkungsebene (xy) sind: 

L<xzJ<vzl = 10,854 m, 

1'/xz = 1,154 m, 

1'/yz = 1,532 m, 

.fcxz) (yz) = {xz) (y z)- L(xz) (y z) • 1'/xz • 1'/y z' 

= 11,676-10,854 ·1,154 ·1,532 

.=-7,524m3 • 

Wirkung der Kräfte Y oder Z 
in der yz-Ebene. 

Nr. J(xy) (xz) 

4 0 
17 0 
16 0 
4 0 

18 0 
5 0 

19 0,506 . 0,5625 . 0,25 = 0,071 
4 0,5. 1,96. 0,25 = 0,245 

1,4. 0,25. 0,75 = 0,262 

J(xy) (xz) = 0,578 

L<xvJ<xz) = 10,08 m, 
1'/xy = 0,2295 m, 
1'/xz = 1,168 m, 

.fcxy)(yz) = 7,758-11,058 · 0,22 · 1,404 
= 4,303 m3 • 

.fcxy) (.cz) = 0,578-10,08 · 0,2295 · 1,168 
= -2,127 m3 • 
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Der Festpunkt i führe infolge Wä1·medehnung des Turbinengehäuses 
in der negativen x-Achsenrichtung eine Verschiebung von 6 mm aus. 
Diese Bewegung muß also zu der Wärmedehnung des Systems hinzu
gezählt werden. 

Bei 50% Vorspannung ist: 

LI~.= 3,2 · 0,803 · 0,5 + 0,6 = 1,885 cm, 
Lly = 0,25 · 0,803 · 0,5 = 0,101 cm, 
Ll 2 = 2,15 · 0,803 · 0,5 = 0,864 cm, 

E · J · Llx = 1,74 · 106 • 2575 · 1,885 = 8440 · 106 kg cm3, 

E · J · Lly = 1, 74 · 106 • 2575 · 0,101 = 452 · 106 kg cm3, 

E · J · Ll 2 = 1,74 · 106 • 2575 · 0,864 = 3870 · 106 kg cm3• 

Der Faktor 106 wird beim Einsetzen dieser Werte in die Glei
chungen (113), (114) und (115) gestrichen, da die Trägheitsmomente 
auf der rechten Seite in m3 eingeführt sind. 

Somit erhält man 

oder 

8440 = (2,827 + 9,736) ·X- (-7,524) · Y -4,303 ·Z, 
452 =- (-7,524) ·X+ (2,8025 + 15,447) · Y- (-2,127) ·Z, 

3870 = -4,303 ·X- (-2,127) · Y + (9,062+ 15,753) ·Z 

8440 = + 12,563 ·X+ 7,524 · Y- 4,303 · Z, 
452 = + 7,524 ·X+ 18,25 · Y + 2,127 ·Z, 

3870 = - 4,303 ·X + 2,127 · Y + 24,815 · Z. 

In bekannter Weise werden durch aufeinanderfolgendes Ausschalten 
die drei Unbekannten X, Y und Z ermittelt, und zwar 

X= 1083 kg, 

Y=-467kg, 

z = 384kg. 

Zur Prüfung in die erste Gleichung eingesetzt 

8440 = 12,563 . 1083 + 7,524. (- 467)- 4,303 . 384 
= 13600-3510-1650 = 8440. 

Also stimmt die Ausrechnung der Kraftkomponenten. 
Bei dem gewählten Raumsystem liegt übrigens der Fall vor, daß für 

die y-Achse die Wärmedehnung und die entsprechende Kraftkomponente 
gleichgerichtet sind. In dieser Richtung wird also auf den Festpunkt 
keine Druckkraft, sondern eine Zugkraft ausgeübt. 
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Würde man den Schenkel L1 länger machen, so würde der absolute 
Betrag der negativen Komponente Y kleiner werden, bis er - bei 
genügend großem L1 - auf 0 herabsinkt. Macht man dann L1 noch größer, 
so dreht sich die Kraftrichtung um und Y wird von da ab positiv. 

Jetzt müssen die Einspannmomente in a und daraus die Biegungs
momente für die übrigen Punkte des Systems berechnet werden. 

Hierzu müssen die Momente der in gleichen Wirkungsebenen wirken
den Komponenten zusammengeiaßt werden. 

Wirkungsebene xz. 

Komponente X = 1083 kg. 
Schwerpunktsabstand 'YJxv = 0,22 m. 
Einspannmoment Mxz = 1083 · 0,22 = 238,5 mkg. 

Für die übrigen Punkte des Systems ermitteln sich die Momente 
als Produkt der Komponente X und des Abstandes von der entsprechen
den Schwerpunktsebene (xy), d. h. für die Punktea-g beträgt dieser Ab
stand immer 'YJxy = 0,22 m, für Punkt h ist gh = R- 'YJxy = 0,75-0,22 = 
0,53m und für Punkt i ist gi=R+L4-'Y}xy=2,15-0,22=1,93m. 

Die Momente sind also 

Punkt 

+2090 

Die Vorzeichen werden folgendermaßen festgelegt: 
Sieht man in der Richtung der zur Wirkungsebene senkrechten Achse, 

also in diesem Falle der positiven y-Achse, so sind die im Uhrzeigersinne 
drehenden Momente positiv und umgekehrt negativ. Hierbei muß die 
betreffende Kraftkomponente in der jeweiligen Schwerpunktsebene 
wirkend gedacht werden. 

Wirkungsebene xz. 

Komponente Z = 384 kg. , 

Schwerpunktsabstand 'YJvz = 1,404 m. 

Daraus werden in gleicher Weise die Abstände von der yz-Schwer
punktsebene für die einzelnen Punkte des Systems berechnet und die 
Momente durch Multiplikation mit der Kraft ermittelt. 

Punkt. 

Abstand 
Mz 

a I b 

1,40411,404 
+539 +539 

0,6541 0,0961 0,0961 0,84611,04611,79611,796 
+ 251 -36,8 -36,8 -325 -402 - 689 - 689 
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Die algebraische Summe dieser beiden Momente in jedem Punkt stellt 
das in der xz-Ebene wirkende Moment dar, also 

Punkt a b I c I d I e I I g h ' 
Mx -238,5 -238,51-238,5 1-238,5!-238,51-238,5 -238,5 +574 +2090 
Mz +539 +539 +251 1- 36,8;- 36,8-325 -402 -689 - 689 
Mxz ,+300,5,+300,5,+ 12,5,-275,3,-275,3,-563,5,-640,5 -115 +1401 

Im weiteren sollen die entsprechenden Abstände ~ und die Momente für 
die gleiche Wirkungsebene in einer Tabelle für beide Kraftkomponenten 
zusammengeiaßt werden. 

Wirkungsebene yz. 

Für die Kraft Y = - 467 kg ist 

17xu = 0,23 m. 

Für die Kraft Z = 384 kg ist 

17xz = 1,168 m. 

Punkt a b c d e g h 

~XI/ 0,23 0,23 0,23 0,23 0,23 0,23 0,23 0,52 1,92 
~xz 1,168 0,832 1,582 0,832 0,168 0,918 0,918 0,918 0,918 
Mv -107 -107 -107 -107 -107 -107 -107 +243 +897 
Mz -448 +319 +608 +319 - 64,5 -352 -352 -352 -352 
Myz -555 +212 +501 +212 ,-171,5 -459 -459 -109 +545 

Wirkungsebene xy. 

Für die Kraft X = 1083 kg ist 

17xz = 1,154 m. 

Für die Kraft Y = - 467 kg ist 

1Juz = 1,532 m. 

Punkt a b c d I e I g I h ' 
~xz 1,154 0,846 1,596 0,846 0,154 0,904 0,904 0,904 0,904 
~1/Z 1,532 1,532 0,782 0,032 0,032 0,718 0,918 1,668 1,668 
Mx +1250 -916 -1728 -916 +167 +978 +978 +978 +978 
Mu + 716 +716 + 365 + 15 + 15 -335 -428 -779 -779 
Mxu +1966 -200 -1363 -901 +182 +643 +550 +199 +199 

In jedem Punkt des Systems treten also drei Momente, und zwar zwei 
Biegungsmomente und ein Drehmoment auf. Das Drehmoment wirkt 
jeweils in der zum betreffenden Rohrschenkel senkrechten Ebene. Die 
beiden anderen Momente liegen in der Ebene des Schenkels. Ihre Zu
sammensetzung erfolgt geometrisch. . 
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Im Punkt a sind folgende Momente: 

Drehmoment Ma (xz> = + 300,5 mkg, 
Biegungsmoment Mb <vz> =- 555 mkg, 
Biegungsmoment Mb (xy) = + 1966 mkg. 

Das resultierende Biegungsmoment ist folglich 

Mbtes = yM:z + M; 11 - y308000 + 3860000 
= y4168000 = 2040 mkg. 

In nachstehender Tabelle sind in gleicher Weise für die übrigen Punkte 
des Systems die Momente ausgerechnet. Die Vorzeichen bei den Dreh
momenten haben keine Bedeutung und sind daher fortgelassen. 

Punkt a I b c I d e I I g I h I i 

Ma 300,51 300,5 SOl I 275,3 275,31 459 459 
\ 

199 I 199 
Mbres 2040 282 1364 925 250 855 845 158 1505 

Das größte Biegungsmoment tritt im Punkt a auf. Wenn auch dort das 
Drehmoment kleiner als im Punkt c ist, so wird die größte Gesamt
beanspruchung zweifellos doch im Punkt a vorliegen. 

In den meisten Fällen kann man, wie auch in diesem Beispiel, schon 
aus den einzelnen Momenten die Stelle der größten Beanspruchung 
beurteilen. Dann genügt die Ausrechnung des resultierenden Biegungs
moments für den am meisten beanspruchten Punkt des Systems. 

Im Punkt a wirken also folgende Beanspruchungen: 
Biegungsspannung nach Gleichung (36) 

204000·17,8 70 k I 2 ab= 200·2575 = ' 5 gmm; 

Verdrehungsspannung nach Gleichung (39) 

_ 3ooso-17,8 _ 0 2 k I 2 
T- 400·2575 - •5 g mm · 

Man sieht hieraus, daß die Verdrehungsspannung gegenüber der 
Biegungsbeanspruchung vollkommen ohne Bedeutung ist. 

Die mittleren Beanspruchungen durch den Innendruck sind: 

in tangentialer Richtung nach Gleichung (13a) 

120·148 2 
Gtm = 200 . 15 = 5,92 kgjmm , 

in axialer Richtung nach Gleichung (18a) 

120. 1482 

Ga = 400. (148 + 15) . 15 = 2,69 kgjmm2. 
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Die Biegungsspannung setzt sich mit der axialen, durch den Innen
druck verursachten Spannung algebraisch zusammen, d. h. es· ist die 
resultierende axiale Spannung im Punkt a 

aa res =ab + aa = 7,05 + 2,69 = 9, 74 kgfmm2. 

Diese Beanspruchung wirkt in einem geraden Stück des Systems. 
Man ·müßte also prüfen, ob die durch die Abflachung der gebogenen Rohr
teile in anderen Punkten des Systems hinzukommenden Spannungen 
etwa das Ergebnis wesentlich verschieben. 

Zum Beispiel ist im Bogenpunkt c das Biegungsmoment ziemlich 
groß. Die dort wirkende Biegungslängsspannung ist mit dem Zahlen
wert ß=0,91 (aus Abb. 59 bei z=148:15=9,9 und (!=750:148~5) 
nach Gleichung (66) 

136400·17,8 2 
a = 200 . 2575 · 0,91 = 4,29 kgfmm 

und die durch die Abflachung verursachte tangentiale Querbiegespannung 
mit y = 0,88 (aus Abb. 62) 

136400 ·17,8 2 
aq = 200 . 2575 • 0,88 = 4,15 kgfmm . 

Diese Spannung summiert sich in der Ebene der neutralen Achse mit 
der durch den Innendruck verursachten Tangentialspannung. [nach 
Gleichung (23)] 

2·ri 2·7,42 
ata = P~ = 120 8 92 _ 7 42 = 537,5kgfcm2 

"a r." ' ' 

= 5,38 kgfmm2. 

Also ist die resultierende tangentiale Spannung im Punkt c 

(Jtres = aq + ata = 4,15 + 5,38 = 9,53 kgfmm2 • 

Man sieht also, daß die größte Spannung im Punkt a doch überwiegt. 
Die weitere Zusammensetzung der Beanspruchungen unter Berück

sichtigung der Verdrehungsspannung soll in einem späteren Abschnitt 
behandelt werden. 

An Hand dieses Beispiels ist der vom Verfasser vorgeschlagene Rech
nungsgang in ausreichender Weise erläutert. Absichtlich wurde ein nicht 
ganz einfacher Fall gewählt, um die Vorteile des Verfahrens recht deutlich 
zum Ausdruck zu bringen. Von allen dem Verlasser bekannten Be
rechnungsarten für statisch unbestimmte räumliche Rohrsysteme dürlte 
dieser Weg den geringsten Arbeitsaufwand erfordern, wobei eine hohe 
Genauigkeit des Ergebnisses gewährleistet ist. Vor allen Dingen stellt 
dieses Verfahren die geringsten Anforderungen an die Konzentrations
fähigkeit des Rechnenden, da alle Rechnungsgänge für die Ermittlung 
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der elastischen Eigenschaften des Systems durch die Tabelle 6 in eine 
feste Norm gebracht sind. Der Rechnungsgang wird also dadurch ohne 
weitere Überlegungen in gewissem Sinne selbsttätig vorgeschrieben. 

c) Berechnungsverfahren nach A. M. CuTcHAN und S. CROCKED1• 

Auf der gleichen Grundlage, wie es bereits für ebene Systeme im 
Abschnitt B II/3 c entwickelt wurde, sind nachstehend auch die Be
ziehungen für räumliche Systeme zusammengestellt. 

Die Entwicklung der für räumliche Systeme erforderlichen Belastungs
fälle von Bogen ist bereits in Abschnitt B III/2 gegeben. 

Diese und die im Abschnitt B II/3 c entwickelten Beziehungen lassen 
sich für die Berechnung von räumlichen Systemen in 10 normale Be
lastungsfälle zusammenfassen. Obwohl ein Teil dieser Belastungsfälle 
schon für die Berechnung von ebenen Systemen angegeben war, sollen 
der besseren Übersicht wegen auch die früher schon genannten nochmals 
übersichtlich geordnet hier zusammengestellt werden. 

Zusammenstellung aller Belastungsfälle für ebene und räumliche Systeme. 

Fall I . Verdrehung des eingespannten Trägers durch eine Winkel
änderung am Einspannende (Abb. 172). 

Winkeländerung am freien Ende b: 

"Pb ='lfa; 

Verschiebung des freien Endes b: 

iJb='!fb·L. 
Abb. 172. 

Einfache Winkeländernng. 

Fall II. Belastung eines eingespannten Trägers durch eine Kraft F 
am freien Ende (Abb. 173). 

Winkeländerung am freien 
Ende: 

1 F · L 2 Momentenfläche 
"PF = 2 E · J = E · J 

Verschiebung des 
Endes: 

freien 

Fall III. Belastung eines 

r 

~--L--

Abb. 173. Träger mit einer Kraft am freien Ende. 

Abb. 174. Träger mit einem Biegnngsmoment. 

eingespannten Trägers durch ein Moment M am freien Ende (Abb. 174): 

1 Piping Handbook, New York and London: McGraw-Hill Book Company, 
Inc. 1931. 

v. Jürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 16 
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· Winkeländerung am freien Ende: 

M · L Momentenfläche 
VJM= E·J:::: E·J 

V ~rschiebung des freien Endes: 

I 
LJM =VJM'2'L. 

Fall IV. Belastung eines eingespannten Trägers durch ein · Dreh
moment Ma am freien Ende (Abb. 175). 

Verdrehung des freien Endes: 

_ 1 3 Ma · L _ Momentenfläche 
V'Ma- ' E·J - E·J 

Abb. 175. Träger mit einem Drehmoment. 

Eine Verschiebung des freien Endes findet nicht statt, daher 

L1 =0. 

Fall V. Belastung eines eingespannten 90°-Bogens durch eine radial 
wirkende Kraft F,. in der Bogenebene (Abb. 176). 

Abb. 176. Bogen mit einer radialen Kraft. 

Winkeldrehung am freien Ende: 

F·R2 

V'F = K·E·J 

Verschiebung des freien Endes: 

Momentenfläche 
E·J 

a) L1F = V'F · 0,7854 · R in Kraftrichtung, 

b) L1.L F = V'F • 0,5 · R senkrecht zur Kraftrichtung. 

Fall VI. Belastung eines eingespannten 90°-Bogens durch eine 
tangential wirkende Kraft .Ft in der Bogenebene (Abb. 177). 
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Winkeldrehung am freien Ende: 
0,5708 · F · R2 Momentenfläche 

"PF = K · E·J E · J 

Verschiebung des freien Endes: 

a) LfF=tpF · 0,624·R in Kraftrichtung, 

b)Lf..LF=tpF·0,876·R senkrecht zur 
Kraftrichtung. 

Fall VII. Belastung eines eingespann
ten 90°-Bogens durch ein in der Bogen
ebene wirkendes Moment M (Abb. 178). 

Winkeldrehung am freien Ende: 
1,5708 · M · R Momentenfläche 

'PM= K · E·J E·J 

Verschiebung des freien Endes: 

Abb. 177. Bogen mit einer 
tangentialen Kraft. 

Abb. 178. Bogen mit einem 
Biegungsmoment. 

a) LfAM = 'PM· 0,637 · R in Richtung des Momentenarmes, 

b) Lf..LAM ='PM· 0,363 · R senkrecht zum Momentenarm. 

Fall VIII. Belastung eines eingespannten 90°-Bogens 
senkrecht zur Bogenebene wirkende Kraft F (Abb. 179). 

Zt0t !/t " / -y 
• • 2 

~~ - ~I l / ;/ it 'i6. 
~--· ___ .., ' . . _.,.. 

X f,B(l~/1 X 
F 

durch eine 

Abb. 179. Bogen mit einer senkrecht zur Bogenebene wirkenden Kraft. 

Winkeldrehung am freien Ende: 

) _ 0,5064 · F · R 2 _ Momentenfläche 
a "Pxv- E·J - E·J ' 

1,15 · F · R2 Momentenfläche 
b) "Pv z = E·J E·J 

Verschiebung des freien Endes: 

a) Lfx 11 = "Px v · 0,754 · R in Richtung der Kraft (proportional der Ver
drehung senkrecht zur Ebene des freien Bogenendes), 

b) Lf 11 • = "Pvz · 0,754 · R in Richtung der Kraft (proportional der Ver
drehung in der Ebene tangential zum freien Bogenende), 

c) L1F = Lfx 11 +Lfv z = 1 '24~.'J·R3 gesamte Verschiebung in Kraft
richtung. 
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Fall IX. Belastung eines eingespannten 90° -Bogens durch ein Moment 
in der Ebene tangential zum freien Bogenende (Abb. 180). 

Winkelverdrehung am freien Ende: 

) _ 0,15 · M · R _ Momentenfläche 
a "Pxy- E. J - E. J ' 

b) _ 1,806·M·R 
"Pvz- E·J 

Momentenfläche 
E·J 

Abb. 180. Bogen mit einem tangential zum Bogenende wirkenden Moment. 

Verschiebung des freien Endes: 

a) Llx 11 = "Pxv · 0,695 · R in Richtung der negativen y-Achse (propor
tional der Verdrehung in der Ebene senkrecht zum freien Bogenende), 

b) Ll 11 z = "Pvz · 0,695 · R in Richtung der positiven y-Achse (propor
tional der Verdrehung in der Ebene tangential zum freien Bogenende), 

1,15·M·R2 

c) LIM =LI 11 z-Lix 11 =--rJ-- = "Pvz · 0,637 · R resultierende Ver-

schiebung proportional der großen Verdrehung. 

Fall X. Belastung eines eingespannten 90°-Bogens durch ein am freien 
Bogenende wirkendes Drehmoment Md (Abb. 181). 

Winkeldrehung am frejen Ende: 

) 1,806 ·Md· R Momentenfläche 
a "Pxu=~-;r--= E·J ' 

b) _ 0,15 ·Md· R _ Momentenfläche 
"Pvz- E·J - E·J · 
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Verschiebung des freien Endes: 

a) Llx 11 = 1Jixu' 0,306 · R in Richtung der positiven y-Achse (pro
portional der Verdrehung in der Ebene senkrecht zum freien Bogen
ende), 

b) Ll 11 • = 1Jiuz · 0,306 · R in Richtung der negativen y-Achse (pro
portional der Verdrehung in der Ebene tangential zum freien Bogen
ende), 

0,5064 · Mrt · R2 

c) LIMrt =Lix 11 -LI11 z = E. J = 1Jixu • 0,280 · R resultierende 
Verschiebung proportional der großen Verdrehung. 

Die zehn Belastungsfälle reichen aus, um alle vorkommenden ebenen 
und räumlichen Systeme mit senkrecht zueinander stehenden Schenkeln 
zu berechnen. 

Es soll nicht unerwähnt bleiben, daß in den Belastungsfällen IX und X 
von den Verfassern dieses Verfahrens gewisse Vereinfachungen vorge
nommen werden. 

Im Fall IX wird nur die Biegung und Verdrehung des Bogens in der 
yz-Ebene berücksichtigt. Dagegen bleibt die durch die kleine Fläche 
0,15 · M · R dargestellte Verdrehung des freien Bogenendes in der 
xy-Ebene unberücksichtigt. 

Ähnlich wird im Fall X nur die Biegung und Verdrehung des Bogens 
in der xy-Ebene in Betracht gezogen. Der andere Anteil, dargestellt 
durch die kleine Fläche 0,15 · Ma · R als Verdrehung in der yz-Ebene, 
bleibt unberücksichtigt. 

Ferner entsteht durch die Belastungen der Fälle VIII, IX und X 
auch eine geringe radiale Verschiebung des freien Bogenendes, welche 
ebenfalls vernachlässigt wird, da sie im Vergleich zu den Verschiebungen 
senkrecht zur Bogenebene nur sehr klein ist. 

Der Gang der Berechnung ist ähnlich, wie für ebene Systeme ange
geben. Es muß aber, wie es im letzten Abschnitt gezeigt war, die räum
liche Lage der Kräfte entsprechend berücksic-b.tigt werden, indem man 
die Wirkung jeder der drei Kraftkomponenten in je zwei Ebenen be
trachtet. Es ergeben sich also sechs Momentenschaubilder, aus denen die 
Verschiebungen der einzelnen Punkte des Systems unter Zuhilfenahme 
der angegebenen Belastungsfälle errechnet werden. 

Der Rechnungsgang wird am besten klar an Hand eines Zahlenbei
spiels. Hierbei soll absichtlich das gleiche Beispiel gewählt werden, wie 
es im letzten Abschnitt nach dem Rechenverfahren des Verfassers unter
sucht worden war. Dadurch ist es am einfachsten, sich ein Bild über die 
erforderliche Rechenarbeit zu machen; gleichzeitig ist auch ein unmittel
barer Vergleich der Rechnungsergebnisse möglich. 
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Beispiel 21. Der gleiche räumliche Bogen, wie in Beispiel 20 be
rechnet, ist in nachstehender Abb.l82 dargestellt. Auch die Abmessungen 
sollen die gleichen bleiben. 

Nach dem Verfahren von CUTCHAN müssen für jede Kraft in je zwei 
Wirkungsebenen die Momentenschaubilder gezeichnet werden. 

--------~~ ~~z 
Abb. 182. Räumliches Rohrsystem für Beispiel 21. 

Wirkung der Komponente X in der xy-Ebene. 
Mit Ausnahme des Bogens gh und des Schenkels L4 liegen alle übrigen 

Teile des Systems in der Wirkungsebene. Die elastische Bogenlänge gh 
ist also nach Fall IX l,l5mal größer als die tatsächliche gestreckte Länge 
dieses Bogens, d. h. 1,15 · 1,57 · R = 1,805 · R. Für die elastische Länge 
des Schenkels L 4 ist 1,3 · L 4 einzusetzen. 

Daraus ergibt sich die gestreckte elastische Länge des für diese 
Wirkungsebene geltenden Ersatzsystems zu 

R R R 
Lxz=L1 +1,57 K +1,57· K +L2 +1,57· x+L3 +1,805·R+I,3·L4 

= 2 + 1,493 + 1,493 + I + 1,493 + 0,2 + 1,355 + 1,82 
= 10,854m. 

Diese Länge dient als Grundlinie für das Momentenschaubild Abb. 183. 
Im übrigen gelten für das Aufzeichnen dieses Schaubildes und für das 

Ausrechnen der Flächen die gleichen Gesichtspunkte, wie bei der Be
rechnung von ebenen Systemen. Es müssen aber die entsprechenden 
Belastungsfälle für räumliche Systeme berücksichtigt werden. 

Um die Höhe der dem Einspannmoment "'xz X entsprechenden 
Momentenfläche zu bestimmen, muß zunächst die Summe aller bisher 
bestimmten positiven Flächen über der Linie 0-0 berechnet werden. 
Von dieser Summe ist dann die Summe der durch die Kraft X bedingten 
negativen Momentenflächen in Abzug zu bringen. Die Differenz stellt 
das.statische Moment Mxz des Systems multipliziert mit der Kraft X 
in der xy-Ebene dar: 
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X • Mxz =}; / = (1,364 + 3,64 + 1,016 + 2,71 + 0,15 + 0,4 + 1,12 

+ 2,99 + 0,75 + 2 + 1,12 + 2,99 + 0,712 + 2,99 
+ 2) ·X- (1,364 + 1,82 + 1,364 + 1,016 + 1,355 + 1,016 

+ 0,15 + 0,2 + 0,15 + 1,12 + 1,493 + 0,712 + 0,75 + 0,5 

+ 0,406) · X = 12,536 · X. 

Die Höhe der Einspann-Momentenfläche beträgt also 

. X= X· Mxz = 12,536 ·_!_ _ 1 154 . X 
'Yfxz Lxz 10,854 - ' ' 

~ 1,9fPIX 1,01GX I~ 1,12X 0,7SX t,t2X ~ 

0 

~ 3,GIIX 2,7tX ':;:: 2,99X l!,OX 2,99X 2,99X ~ 1i "' h _q .f e d c a 

4. "" " t,tX t,SGIIX I;> F23X 1,151/X 1,72.JX t,72.JX t,.J08X 

"' 
~ t,.Jolf.X t,OtGX ~ 1,12X 0,75X "O,IIOGX 'r--t,sr/~'-----L.r~ 

"" t,BtX t,.JJSX ~ t,«99X o;Y' 1--wß~ ~ "' 
"" T,JG'IX T,O!GX I~W7fo/ 1--lz ~ "" '--t.JL..~l-t.aosR~ 1-t.or!!.-

L.J ' K 

Abb. 183. Momentenbild für die Wirkung von X in der xy-Ebene. 

J 
~ 
1-

0 

Jetzt können auch die Einzelflächen des Einspannmoments berechnet 
werden, indem die elastische Länge jedes Teiles des Systems mit dem 
Wert 'YJxz ·X multipliziert wird. 

Zur Prüfung der Richtigkeit müssen nachher die Summen der positiven 
und negativen Momentenflächen einander genau gleich sein, was nach
stehend bewiesen wird. 

Die Summen der Momentenflächen bis zu den einzelnen Punlden 
des Systems sind dann folgende: 

I; 1fJi = 0, 
L 1fJh = (1,364 + 3,64-2,1-1,364-1,82 -1,364) . X = -1,644. X' 

I; 'ljJg = (-1,644 + 1,016 + 2,71-1,564-1,016-
-1,355 -1,016) ·X =-2,869 ·X, 

X 1fJt = (- 2,869 + o,15 + o,4- o,231- o,15- o,2 -

-0,15) ·X =-3,05 ·X, 

L1fJe = (-3,05 + 1,12 + 2,99-1,723-1,12-
-1,493- 0,712) ·X =-3,988 ·X, 

~1fJa= (-3,988 + 0,75 + 2-1,154-0,75-0,5) ·X = -3,642 ·X, 

.2;1fJc = (-3,642 + 1,12 + 2,99-1,723-0,406} • X 

.2;1fJb = (-1,661 + 0,712 + 2,99-1,723) ·X 

.2;1fJa = (+ 0,318 + 2-2,308} ·X 

=-1,661·X, 

=+0,318·X, 
=,.._,0, 
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Diese Prüfung zeigt also ebenfalls die Richtigkeit der Ausrechnung 
der ~onrrentenflächen. 

Die Wirkung der Konrrponente X in der xy-Ebene ist nun folgende. 
Die ~onrrentenflächen für die Teile des Systenrrs von i bis c verursachen 

eine Verschiebung des jeweils frei gedachten Endes nach rechts bzw. 
nach vorne (d. h. aus der Zeichenebene heraus) soweit sie über der 
Linie 0---0 liegen und nach links bzw. nach hinten, soweit sie unter der 
Linie 0-0 liegen. Für den Teil des Systems vonrr Punkt c bis a wirken 
die ~onrrentenflächen etwas anders. Das jeweils frei gedachte Ende wird 
nach links bzw. nach vorne verschoben, soweit die ~onrrentenfläcnen 
über der Linie 0-0 liegen und unrrgekehrt, nach rechts bzw. nach hinten, 
soweit sie unterhalb der Linie 0---0 liegen. 

Diese Überlegung nrruß also jedesnrral genau durchgeführt werden, 
bevor an die weitere Rechnung herangegangen wird. Die Überlegung 
wird in der Weise vorgenonrrnrren, daß die entsprechende Kraftkonrr
ponente nacheinander in jedenrr einzelnen Punkt des Systems angreifend 
gedacht wird. Dann läßt sich die Richtung der Verschiebung leicht vor
stellen. Das Einspannnrronrrent wirkt in entgegengesetzter Richtung. 

Diese Richtung der Verschiebungen schreibt nrran der besseren Über
sicht wegen zwecknrräßig in folgender Fornrr 

von Punkt i bis c 
O rechts bzw. vorne O 

links bzw. hinten 

von Punkt c bis a 
O links bzw. vorne O 

rechts bzw. hinten 

Jetzt folgt die 4-usrechnung der einzelnen Verschiebungen für jeden 
Punkt des Systenrrs angefangen vonrr eingespannten Ende i. Hierbei ist 
jeweils "der entsprechende Belastungsfall zu berücksichtigen, der nach
folgend in der ersten Spalte angegeben wird. 

I: E ·J ·L1 11 u = .};tph ·R = (-) 1,644 ·X· 0,75 = 1,233 ·X hinten, 
!Xe: ="PM· 0,637 · R = (-) 1,225 ·X· 0,637 · 0,75 = 0,585 ·X hinten, 

I: E · J · L1 11 t =.};"Pu· La=(-) 2,869 ·X· 0,2 = 0,5738 ·X hinten, 
III: ="PM· 0,5 ·La= (-) 0,181 ·X· 0,5 · 0,2 = 0,0181 ·X hinten, 

1: E · J · L1 11 e =.};"Pt" R = (-) 3,05 ·X· 0,75 = 2,287 ·X hinten, 
Vb: = "PF · 0,5 · R = 0,712 ·X· 0,5 · 0,75 = 0,267 ·X hinten, 
Vllb: ="PM· 0,363 · R = (-) 0,226 ·X· 0,363 · 0,75 = 0,0615 ·X hinten, 

I: E · J · L1xe =.};"Pt" R = (-) 3,05 ·X· 0,75 = 2,287 ·X links, 
Va: = "PF · 0,7854 · R = 0,712 ·X· 0,7854 · 0,75 = 0,4195 ·X linke, 
Vlla: ="PM· 0,637 · R = (-) 0,226·· X· 0,637 · 0,75 = 0,108 ·X links, 

I: E · J ·L1xa = .J.'tpe ·L2 = (-) 3,988 ·X ·1,0 = 3,988 ·X links, 
II: = "PF · tL2 = 0,5 ·X· 0,6667 ·1,0 = 0,3333 ·X links, 
III: ="PM· 0,5 · L2 = ( +) 0,846 ·X· 0,5 · 1,0 = 0,423 ·X rechts, 
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I: E·J·L1xc=2''1J'a·R=(-)3,642·X·0,75 =2,73·X links, 
VIa: = '1/'F · 0,624 · R = 0,406 ·X· 0,624 · 0,75 = 0,19 ·X links, 
VIIb: ="PM· 0,363 · R = ( +) 2,387 ·X· 0,363 · 0,75 = 0,65 ·X rechts, 
I: E · J ·L1yc = 2"1'a ·R = ( -) 3,642 ·X ·0,75 = 2,73 ·X hinten, 
VIb: = '1/'F · 0,876 · R = 0,406 ·X· 0,876 · 0,75 = 0,2665 ·X hinten, 
VIIa: ='IJ'M · 0,637 · R = (+) 2,387 ·X· 0,637 · 0,75 = 1,14 ·X vorne, 

I: E·J·L1xb=2'1J'c·R=(-)1,661·X·0,75 =1,245·X rechts, 
Va: ='IJ'F·0,7854·R=0,712·X·0,7854·0,75 =0,4195·X links, 
VIIa: ="PM· 0,637 · R = ( +) 1,267 ·X· 0,637 · 0,75 = 0,605 ·X links, 

I: E · J · L1vb = 2 "''c · R = (-) 1,661 ·X· 0,75 = 1,245 ·X hinten, 
Vb: = '1/'F · 0,5 · R = 0,712 ·X· 0,5 · 0,75 = 0,267 ·X vorne, 
VIIb: ="PM· 0,363 · R = ( +) 1,267 ·X· 0,363 · 0,75 = 0,345 ·X vorne, 

I: E · J · L1xa = 2 '1/'b · L1 = ( +) 0,318 ·X· 2,0 = 0,636 ·X links, 
II: = '1/'F ·~ L1 = 2 · X · 0,6667 · 2,0 = 2,667 · X links, 
III: = '1/'M · 0,5 · L1 = 2,308 ·X· 0,5 · 2 = 2,308 ·X rechts. 

Die Differenz aller nach rechts und links, also in der x-Richtung 
wirkenden Verschiebungen ist daraus 

E · J · L1x = 9,7573 ·X nach links, 

und ebenso für die y-Richtung 

E · J · L1y = 7,5149 ·X nach hinten. 

Wirkung der Komponente X in der xz-Ebene. 
Mit Ausnahme des Schenkels L 4 und des Bogens gh stehen alle übrigen 

Teile des Systems senkrecht zur Wirkungsebene. 

Abb. 184. Momentenbild für die Wirkung von X in der xz-Ebene. 

Daraus ergibt sich die elastische Länge des für diese Ebene geltenden 
Ersatzsystems zu 

Lxy = 1,4 + 1,493 + 0,2 + 1,355 + 1,3 + 1,355 + 1,355 + 2,6 
= ll,058m. 

Diese Länge dient als Grundlinie für das Momentenschapbild Abb .184. 
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Die Größe des Einspannmoments ist nach dem Vorhergehenden 

Mxy·X 
'YJxv·X=-L-' xy 

Mxv ·X= (0,98 + 1,05 + 0,406) ·X= 2,436 ·X, 
2,436·X 

'YJxv ·X = ll,058 = 0,22 ·X. 

Hiermit wird die Größe der Momentenflächen für das Einspann
moment bestimmt. 

Die Summen der Momentenflächen bis zu den einzelnen Punkten 
des Systems sind dann folgende: 

2:1Jl, = 0, 
}; 1Jlh = (0,98 + 1,05- 0,3085) ·X = 1,7215 ·X, 
}; 1flu = (1,7215 + 0,406- 0,328) ·X= 1,7995 ·X, 
2:1Jlt = (1,7995-0,0441) ·X = 1,7554 ·X, 
.J:1fle = (1,7554-0,2985) ·X = 1,4569 ·X, 
21fld = (1,4569-0,2865) ·X = 1,1704 ·X, 
}; 1Jlc = (1,1704- 0,2985) ·X = 0,8719 ·X, 
}; 1Jlb = (0,8719- 0,2985) ·X = 0,5734 ·X, 
}; 1fla = (0,5734- 0,573) ·X = 0. 

Die Richtung der Verschiebungen ist für das ganze System 

O links bzw. unten O 
rechts bzw. oben 

II: E ·J ·L1xh = 1JlF~·L4 = 0,98 ·X· 0,667 ·1,4 = 0,914 ·X links, 
III: = 1fJM • 0,5 · L 4 = 0,7415 ·X· 0,5 · 1,4 = 0,519 ·X links, 
I: E · J · L1x 11 =}; 1Jlh · R = 1,7215 ·X· 0,75 = 1,291 ·X links, 
VIa: = 1fJF • 0,624 · R = 0,406 ·X· 0,624 · 0,75 = 0,19 ·X links, 
VIIb: = 1fJM • 0,363 · R = 0,3285 ·X· 0,363 · 0,75 = 0,0895 ·X rechts, 
I· E · J · L1 = 'I.' 111h • R- 1 7215 ·X· 0 75 = 1 291 ·X unten · zu ,.:::::... ; - ' ' ' ' 
VIb: = 1JlF · 0,876 · R = 0,406 ·X· 0,876 · 0,75 = 0,2665 ·X unten, 
VIIa: = 1fJM • 0,637· · R = 0,3285 ·X· 0,637 · 0,75 = 0,157 ·X oben, 
I: E ·J ·L1zt = };1p11 ·L3 = 1,7995 ·X· 0,2 = 0,36 ·X unten, 
III: = 1fJM • 0,5 · L3· = 0,0441 · X · 0,5 · 0,2 = 0,0044 ·X oben, 
I: E · J · L1ze = 2' 1Jlt · R = 1,7554 ·X· 0,75 = 1,315 ·X unten, 
Xe: = 1fJM • 0,28 · R = 0,2985 ·X· 0,28 · 0,75 = 0,0627 ·X oben, 
I: E · J · L1zc =}; 1Jld · R = 1,1704 ·X· 0,75 = 0,878 ·X unten, 
IXc: = 'lfJM • 0,637 · R = 0,2985 ·X· 0,637 · 0,75 = 0,1427 ·X oben, 
I: E ·J ·L1zb = 21flc ·R = 0,8719 ·X· 0,75 = 0,653 ·X unten, 
Xe: = 1fJM • 0,28 · R = 0,2985 ·X· 0,28 · 0,75 = 0,0627 ·X oben, 
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Die algebraischen Summen der Verschiebungen in beiden Richtungen 
sind 

E · J ·LI., = 2,8245 ·X nach links, 
E · J · Llz = 4,334 ·X nach unten. 

Wirkung der Komponente Y in der xy-Ebene. 

Auf Grund der gleichen Überlegungen ist hier die elastische Gesamt
länge des Systems 

Lyz = 1,82 + 1,355 + 0,2 + 1,493 + 1,0 + 1,493 + 1,493 + 2 
= l0,854m. 

Die Größe des Einspannmoments ist 

Myz' Y 
'Y/vz' Y=-L--. 

yz 

~ 
:>.. 
.." 

~ 
:>.. 
Cl::: 
:... 

o-<>:::~F-----~--~+4L---~--~~--~~~~------~~o 

Ls 
Abb. 185. Momentenbild für die Wirkung von Y in der xy-Ebene. 

Das statische Moment wird als Summe der positiven Momentenflächen 
aus dem Schaubild Abb. 185 ermittelt. 

Myz · Y = (5,825 + 0,647 + 3,32 + 0,02 + 0,45 + 0,406 + 2,24 + 1,5 + 
+ 0,712 + 1,12 + 0,406). y 

= 16,646 · Y, 
16,646 y 

'Y}yz. Y = 10,854 = 1,534. Y. 

Hiermit wird die Größe der Momentenflächen für das Einspann-
moment bestimmt. 

Die Summe der Momentenflächen bis zu den einzelnen Punkten des 
Systems ist hiermit 

21fi = 0, 
21fh = (5,827 -2,79) · Y = 3,035 · Y, 
21fu = (3,035 + 0,647 + 3,32-2,08) · Y = 4,922 · Y, 
21ft = ( 4,922 + 0,02 + 0,45- 0,307) . y = 5,085 . y' 
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}; "Pe = (5,085 + 0,406 + 2,24- 2,29) • Y = 5,441 • Y, 
.2: "Pd= (5,441 + 1,5 -1,534). y = 5,407. y' 
};tp0 = (5,407 + 0,712 + 1,12-2,29) · Y = 4,949 · Y, 
.2: "Pb = (4,949 + 0,406- 2,29) . y = 3,065. y' 
.2: "Pa = (3,065- 3,07) . y = 0. 

Die Richtung der Verschiebungen ist 

für Punkt i bis c für Punkt c bis a 
O links bzw. hinten O O rechts bzw. hinten O 

rechts bzw. vorne links bzw. vorne 

I: E · J · iJyg = .2; "Ph · R = 3,035 · Y · 0,75 = 2,275 · Y hinten, 
VIIIb: =tp.F·0,754·R=0,647· Y·0,754·0,75 =0,366· Y hinten, 
IXc: ="PM· 0,637 · R = 1,24 · Y · 0,637 · 0,75 = 0,5925 · Y hinten, 
I: E · J · iJY 1 =}; tpg ·La = 4,922 · Y · 0,2 = 0,9844 · Y hinten, 
II: = "PF! La = 0,02 · Y · 0,667 · 0,2 = 0,0027 · Y hinten, 
III: ="PM· 0,5 ·La= 0,143 · 0,5 · 0,2 = 0,0143 · Y hinten, 
I: E · J · iJye =};"Pt· R = 5,085 · Y · 0,75 = 3,81 · Y hinten, 
VIa: = "PF · 0,624 · R = 0,406 · Y · 0,624 · 0,75 = 0,19 · Y hinten, 
VIIb: ="PM· 0,363 · R = (-) 0,05 · Y · 0,363 · 0, 75 = 0,0136 · Y vorne, 
I: E · J · iJxe =};"Pt" R = 5,085 · Y · 0,75 = 3,81 · Y links, 
Vlb: = "PF · 0,876 · R = 0,406 · Y · 0,876 · 0, 75 = 0,2665 · Y links, 
VIIa: ="PM· 0,637 · R = (-) 0,05 · Y · 0,637 · 0,75 = 0,0239 · Y rechts, 
I: E · J · iJxd = 2; "Pe · L2 = 5,441 · Y · 1 = 5,441 · Y links, 
III: ="PM· 0,5 · L2 = (-) 0,034 · Y · 0,5 · 1 = 0,017 · Y rechts, 
I: E · J · iJxc = .2; "Pd· R = 5,407 · Y · 0,75 = 4,055 · Y links, 
Vb: =1fJF·0,5·R=0,712· Y·0,5·0,15 =0,267· Y links, 
VIIb: ="PM· 0,363 · R = (-) 1,17 · Y · 0,363 · 0,75 = 0,3185 · Y rechts, 
I: E · J · iJyc =};"Pd· R = 5,407 · Y · 0,75 = 4,055 · Y hinten, 
Va: = "PF · 0,785 · R = 0,712 · Y · 0,785 · 0,75 = 0,419 · Y hinten, 
VIIa: ="PM· 0,637 · R = (-) 1,17 · Y · 0,637 · 0,75 = 0,559 · Y vorne, 
I: E ·J ·iJyb = };tpc·R = 4,949 · Y · 0,75 = 3,71· Y hinten, 
VIa: = "PF · 0,624 · R = 0,406 · Y · 0,624 · 0,75 = 0,19 · Y hinten, 
VIIb: ="PM· 0,363 · R = (-) 2,29 · Y · 0,363 · 0,75 = 0,623 · Y vorne, 
I: E·J·iJxb=};tpc·R=4,949· Y·0,15 =3j71· Y rechts, 
Vlb: = "PF · 0,876 · R = 0,406 · Y · 0,876 · 0,75 = 0,2665 · Y rechts, 
VIIa: = '/jJM • 0,637 · R = (-) 2,29 · Y · 0,637 · 0,75 = 1,094 · Y links, 
I: E · J · iJxa =};"Pb· L 1 = 3,065 · Y · 2 = 6,13 · Y rechts, 
III: ="PM. 0,5. LI= 3,07. 0,5. 2 = 3,07. y links. 
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Die algebraische Summe der Verschiebungen in beiden Richtungen 
ist daraus 

E · J · Lly = 15,4133 · Y nach hinten, 

E · J · Llx = 7,5376 · Y nach links. 

Wirkung der Komponente Y in der yz-Ebene. 

Unter Beachtung des Vorgesagten ermittelt man die elastische 
Gesamtlänge des Systems 

Lxy = 1,4 + 1,355 + 0,26 + 1,355 + 1,0 + 1,355 + 1,355 + 2,0 

= 10,08m. 

Abb. 186. Momentenbild für die Wirkung von Y in der yz-Ebene. 

Diese Länge bildet die Grundlinie des Momentenschaubildes nach 
Abb. 186. 

Die Größe des Einspannmoments ist 

daraus 

Mxy·Y 
'fJxv·Y=-L-' 

X 'I/ 

Mxy · Y = (0,98 + 1,05 + 0,285} · Y = 2,315 • Y, 

2,315. y 
'f}xy. y = w])S = 0,2295 y. 

Hiermit wird die Größe der Momentenflächen für das Einspann
moment bestimmt. Danach ist 

.I: '/j)i = 0, 
.I: '/j)h = (0,98 + 1,05 -0,321). y = 1,709. y' 
_I;1pu = (1,709 + 0,285-0,311) · Y = 1,683 · Y, 
_I;1p1 = (1,683-0,0597) · Y = 1,6233 · Y, 
.l;1pe = (1,6233-0,311} · Y = 1,3123 · Y, 
,J;1pd = (1,3123-0,2295) · Y = 1,0828 · Y, 
.J:'/j)c = (1,0828-0,311} · Y = 0,7718 · Y, 
,J;1pb = (0,7718-0,311) · Y = 0,4608 · Y, 
,2; '/j)a = (0,4608- 0,459} · Y = 0. 
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Die Richtung der Verschiebungen ist für das ganze System 

O hinten bzw. oben O. 
vorne bzw. unten 

Il: E · J · Ll 11 h = "PF t L 4 = 0,98 · Y · 0,667 · 1,4 = 0,915 · Y hinten, 
III: =1fJMtL4 =0,729· Y·0,5·1,4 =0,51· Y hinten, 

1: E · J · Lf 11 u = 2"Ph • R = 1,70~ · Y · 0,75 = 1,28 · Y. hinten, 
VIlla: = "PF • 0,754 · R = 0,285 · Y · 0,754 · 0,75 = 0,161 · Y hinten, 
Xe: ="PM· 0,28 · R = 0,3ll · Y · 0,28 · 0,75 = 0,0653 · Y vorne, 
1: E · J · Lfze = ,2; "Pt" R = 1,6233 · Y · 0,75 = 1,216 · Y oben, 
IXc: ="PM· 0,637 · R = 0,3ll · Y · 0,637 · 0,75 = 0,1487 · Y unten, 
1: E · J · Lfzd = ,2; "Pe • L2 = 1,3123 · Y ·1,0 = 1,3123 · Y oben, 
III: ="PM· 0,5L2 = 0,2295 · Y · 0,5 ·1,0 = O,ll48 · Y unten, 
1: E · J · Lfzc = ,2; "Pd· R = 1,0828 · Y · 0,75 = 0,8125 · Y oben, 
Xe: ="PM· 0,28 · R = 0,3ll · Y · 0,28 · 0,75 = 0,0653 · Y unten, 
1: E · J · Lfzb = ,2; "Pc • R = 0,7718 · Y · 0,75 = 0,579 · Y unten, 
IXc: ="PM· 0,637 · R = 0,3ll · Y · 0,637 · 0, 75 = 0,1487 · Y oben, 
1: E · J · Lfza = 2.,, "Pb· L1 = 0,1608 · Y · 2 = 0,9216 · Y unten, 
III: ="PM • 0,5 · L1 = 0,459 · Y · 0,5 · 2,0 = 0,459 · Y oben. 

Die algebraische Summe der Verschiebungen in beiden Richtungen 
ist danach 

E · J · Ll 11 = 2,8007 · Y nach hinten, 
E · J · Llz = 2,ll91 · Y nach oben. 

Wirkung der Komponente Z in der yz-Ebene. 
Elastische Gesamtlänge des Systems ist 

Lzz = 1,4 + 1,355 + 0,26 + 1,355 + 1,0 + 1,355 + 1,355 + 2,0 
= 10,08m. 

Die Größe des Einspannmoments ist 
Mzz•Z 

'Y/zz·Z = L • zz 

Das statische Moment wird als algebraische Summe der Momenten
flächen aus dem Momentenschaubild Abb. 187 ermittelt. 

Mzz • Z = (3,85+ 3,725 + 0,715 + 3,725 + 2,75 + 3,725 + 0,647 + 
+ 2,71 + 2,0). z- (3,5 + 3,385 + 0,65 + 0,647 + 
+ 2,37 + 0,5 + 0,75 + 0,285) .z 

= 23,847. z -12,087. z = ll,76. z' 
11,76 .z 

'Y/zz ·Z = lO,OS = 1,166 ·Z. 
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Hiermit ist die Größe der Momentenflächen für das Einspannmoment 
bestimmt. Danach ist 

~'Pi =0 
2: 'Ph = (3,85 -1,633- 3,5). z = -1,283. z' 
2: 'Pu = (-1,283 + 3,725-1,581- 3,385) · Z =- 2,524 · Z, 
2: 'Pt= (- 2,524 + 0,715-0,303- 0,65). z =-2,762. z' 
J:'Pe = (-2,762 + 3,725-1,581-2,37 -0,647) ·Z = -3,635 ·Z, 
J:tp4= (-3,635 + 2,75-1,166-0,75-0,5) ·Z = -3,301·Z, 
.}; 'Pc = (- 3,301 + 3,725-1,581- 0,285) • Z = -1,442 · Z, 
.};tpb = (-1,442 + 0,647 + 2,71-1,581) ·Z = +0,334 ·Z, 
.};tpa = (+0,334 + 2,0-2,335) ·Z = 0. 

Abb.187. Momentenbild für die Wirkung von Z in der uz-Ebene. 

Die Richtung der Verschiebungen ergibt sich nach der gleichen 
Überlegung wie bei der Komponente X in der x y-Ebene: 

für Punkt i bis e 
O unten bzw. vorne O 

oben bzw. hinten 

für Punkt e bis a 

O oben O 
unten 

Ill: E · J · Ll 11 h ='PM· 0,5 · L 4 = (-) 1,283 · Z · 0,5 ·1,4 = 0,898 ·Z hinten, 

I: E · J · Ll 11 u =.}; 'Ph · R = (-) 1,283 · Z · 0,75 = 0,963 · Z hinten, 
Xe: =tpM·0,280·R=(-)1,241·Z·0,28·0,75 =0,261·Z hinten, 

I: E · J ·Lize = l:V't' R = (-) 2,762 ·Z · 0,75 = 2,07 ·Z oben, 
VIIIb: = 1/'F • 0,754 · R = 0,647 · Z · 0,754 · 0,75 = 0,366 · Z oben, 
IXc: =tpM" 0,637 · R = (-)0,226 ·Z · 0,637 · 0,75 = 0,1080 ·Z oben, 

I: E·J·Liza=l:tpe·L2 =(-)3,635·Z·1,0 =3,635·Z oben, 
II: = V'F! L 2 = 0,5 · Z · 0,6667 · 1 = 0,3333 · Z oben, 
III: = 1/'M • 0,5 L2 = + 0,834 · Z · 0,5 · 1 = 0,417 · Z unten, 
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1: E ·J ·Llzc = .L:'Ifld ·R = (-) 3,301·Z · 0,75 
VIlla: = 1f1F • 0,754 · R = 0,285 · Z · 0,754 · 0,75 
Xe: = 'lfJM • 0,280 ·R = (+) 2,144 ·Z · 0,28 · 0,75 
1: E · J ·Llzb = .L:'Iflc ·R = (-) 1,442 ·Z · 0,75 
VIlla: = 'lfJF • 0,754 · R = 0,647 · Z · 0,754 · 0,75 
IXc: = 1f1M • 0,637 · R = 1,129 · Z · 0,637 · 0,75 
1: E •J ·Llza = .L:'Iflb · Ll = 0,334 ·Z • 2,0 
II: = 'lfJF t L1 = 2 · Z · 0,6667 · 2,0 
111: = 'lfJM. 0,5. Li= 2,335 .z. 0,5. 2,0 

= 2,475 ·Z oben, 
= 0,1610 · Z oben, 
= 0,45 · Z unten, 
=1,082·Z unten, 
= 0,366 · Z oben, 
= 0,54 · Z oben, 
= 0,668 · Z oben, 
= 2,6667 · Z oben, 
= 2,335 · Z unten. 

Die algebraischen Summen der Verschiebungen in beiden Richtungen 
sind 

E · J · Ll 11 = 2,122 · Z nach hinten, 

E • J · Llz = 9,105 · Z nach oben. 

Wirkung der Komponente Z in der xz-Ebene. 
Die elastische Gesamtlänge des Systems ist 

L 11 z = 1,4 + 1,493 + 0,2 + 1,355 + 1,3 + 1,355 + 1,355 + 2,6 
= ll,058m. 

1.3 
Abb. 188. Momentenbild für die Wirkung von Z in der a:z-Ebene. 

Die Größe des Einspannmoments ist 

Myz·Y 
'1/yz·Z=-L--. yz 

Aus dem Momentenschaubild Abb. 188 ermittelt man 

M11 z • Y = (4,48 + 0,712 + 3,66 + 0,02 + 0,45 + 0,285 + 2,032 + 
+ 1,95 + 0,647 + 1,016 + 0,285) .z 

= 15,537 ·Z, 
15,537 -z 

'1/yz ·Z = 11,058 = 1,405 ·Z. 
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Damit wird die Größe der einzelnen Flächen für das Einspannmoment 
bestimmt. Aus der Abb. 188 folgt 

X"Pi =o, 
X"Ph = (4,48-1,967) .z = 2,513 ·Z, 
l'"Pu = (2,513 + 0,712 + 3,66-2,096) ·Z = 4,789 ·Z, 
X "Pt= (4,789 + o,o2 + o,45- o,281). z = 4,978. z, 
X "Pe = (4,978 + 0,285 + 2,032 -1,904) • Z = 5,391 · Z, 

X "Pd = (5,391 + 1,95 -1,826) · z = 5,515. z, 
X "Pc = (5,515 + 0,647 + 1,016 -1,904) · Z = 5,274 • Z, 
X "Pb= (5,274 + 0,285-1,904) .z = 3,655 ·Z, 
2"Pa = (3,655- 3,655) · Z = 0, 

Die Richtung der Verschiebungen ist für das ganze System 

O oben bzw. rechts O 
unten bzw. links · 

1ll: E · J · L1xh ="PM· 0,5 · L4 = 2,513 · Z · 0,5 · 1,4 
1: E · J ·L1xu = 2"Ph ·R = 2,513 ·Z · 0,75 
Vb: =tpp · 0,5 ·R = 0,712 ·Z · 0,5 · 0,75 
VI1b: =1jJM · 0,363 ·R = 1,564 ·Z · 0,363 · 0,75 
1: E · J ·L1zu = 2"Ph ·R = 2,513 ·Z · 0,75 
Va: =tpp · 0,785 ·R = 0,712 ·Z · 0,785 · 0,75 
VI1a: ="PM· 0,637 · R = 1,564 · Z · 0,637 · 0,75 
1: E · J ·L1zt = 2"Pu·L8 = 4,789 ·Z ·0,2 
ll:. = "PF!La = 0,02 ·Z · 0,6667 · 0,2 

= 1,76 ·Z rechts, 
. = 1,885 · Z rechts, 

= 0,267 · Z rechts, 
= 0,426 · Z rechts, 
= 1,885 ·Z oben, 
= 0,419 · Z oben, 
= 0,747 ·Z oben, 
= 0,9578 · Z oben, 
= 0,0027 · Z oben, 

III: ="PM· 0,5 · L3 = 0,169 · 0,5 · 0,2 = 0,0169 · Z oben, 
1: E · J ·L1ze =X "Pt ·R = 4,978 ·Z · 0,75 = 3,735 ·Z oben, 
VIlla: =tpp·0,754·R=0,285·Z·0,754·0,75 =0,161·Z oben, 
Xe: =tpM·0,28·R =0,128·Z·0,28·0,75 =0,0278·Z oben, 
1: E · J ·L1a = 2"Pd · R = 5,515 ·Z · 0,75 = 4,135 ·Z oben, 
VIllb: = "PF · 0,754 · R = 0,647 ·Z · 0,754 · 0,75 = 0,366 ·Z oben, 
1Xc: ="PM· 0,637 · R = (-) 0,888 · Z · 0,637 · 0,75 = 0,424 · Z unten, 

1: E · J ·L1zb = 2"Pc · R = 5,274 ·Z · 0;75 = 3,955 ·Z oben, 
VIlla: = "PF · 0,754 ·R = 0,285 ·Z · 0,754 · 0,75 = 0,161·Z oben, 
Xe: ="PM· 0,28 · R = (-) 1,904 ·Z · 0,28 · 0,75 = 0,40 ·Z unten. 

Die algebraische Summe der Verschiebungen in beiden Richtungen 
ist hiernach 

E · J · L1z = 4,338 · Z nach rechts, 
E · J · L1z = 15,7952 · Z nach oben. 

v. Jürgensonn, EI ... tizität und Festigkeit. 17 
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Jetzt können in gleicher Achsenrichtung wirkende Verschiebungen 
zusammengesetzt werden. Hierbei ist folgendes zu beachten. 

Positiv ist der Wert der Verschiebung, wenn diese in gleicher Richtung 
mit der entsprechenden Kraftkomponente erfolgt. Erfolgt dagegen die 
Verschiebung entgegen der Kraftrichtung, so ist ihr Wert negativ ein
zusetzen. 

Damit ergeben sich folgende drei Beziehungen: 

E · J ·Lix = + 9,7573 ·X+ 2,8245 ·X+ 7,5376 · Y + (-4,338) ·Z, 
E · J ·Llu = + 7,5149 ·X+ 15,4133 · Y + 2,8007 · Y + 2,122 ·Z, 

E · J · Llz = + (-4,334) ·X+ 2,1191· Y + 9,105 ·Z + 15,7952 ·Z, 

oder vereinfacht 

E · J ·LI.,= 12,582 ·X+ 7,5376 · Y -4,338 ·Z, 
E · J · Lly = 7,515 ·X+ 18,2144 · Y + 2,122 · Z, 

E · J · Llz =- 4,334 ·X+ 2,119 · Y + 24,9 · Z. 

Mit den gleichen Werten für die Komponenten der Wärmedehnung, 
wie sie im Beispiel 20 ermittelt wurden, ergeben sich endgültig die drei 
Beziehungen 

8440 = 12,582 · X + 7,5376 · Y- 4,338 · Z, 

452 = 7,515 ·X+ 18,2144 · Y + 2,122 ·Z, 
3870 = -4,334 ·X+ 2,119 · Y + 24,9 ·Z. 

Aus diesen drei Gleichungen werden in bekannter Weise die Kraft
komponenten ermittelt und es ergeben sich folgende Werte 

X= 1081 kg, 

Y=-466kg, 

z = 383kg. 

Vergleicht mah diese Werte mit den im Beispiel 20 ermittelten, so 
wird man eine ausgezeichnete Übereinstimmung feststellen. Damit 
sollte der Beweis erbracht werden, daß die Rechnungsweise von CuTCHAN 

und CROCKER, allerdings mit sehr viel mehr Zeitaufwand und Mühe, 
die gleichen Werte liefert, wie die wesentlich einfachere und daher 
sicherere, vom Verfasser entwickelte Berechnungsart. Tatsächlich schließt 
der sehr umständliche Rechnungsgang von CuTCHAN und CROCKER und 
die Notwendigkeit, die vielen Momentenschaubilder zu entwerfen, sehr 
viele Fehlermöglichkeiten in sich. Schon die Überlegung der Richtung 
der Verschiebungen ist bei verwickelten Systemen ähnlicher Art recht 
schwierig und setzt eine außerordentliche Konzentrationsfähigkeit des 
Rechnenden voraus. 
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Die Berechnung der in jedem Punkt des Systems wirkenden Momente 
ist - nachdem die Kräfte bestimmt sind - nach diesem Rechnungs
verfahren verhältnismäßig einfach. Man setzt den Wert der entsprechen
den Kraft in die Ordinaten der Momentenschaubilder ein und erhält 
damit unmittelbar die Momente. 

Durch Vergleich mit dem perspektivischen Bild des Systems muß 
durch entsprechende Überlegung für jedes Momentenschaubild festgestellt 
werden, ob die über oder unter der Nullinie liegenden Momentenordinaten 
ein positives Moment darstellen. Als positiv sollen wiederum diejenigen 
Momente bezeichnet werden, die - in der Richtung der senkrecht dazu 
stehenden Achse blickend - im Uhrzeigersinn drehen. Aus den sechs 
auf diese Weise für jeden Punkt ermittelten Momenten werden paarweise 
die in gleicher Ebene wirkenden zusammengefaßt und unter Beachtung 
des Vorzeichens, d. h. des Drehsinnes algebraisch summiert. 

Für jeden Punkt werden auf diese Weise drei Momente, und zwar ein 
Drehmoment und zwei Biegungsmomente ermittelt. Die Zusammensetzung 
erfolgt in genau der gleichen Weise, wie es im Beispiel 20 gezeigt war. 

Es soll in diesem Falle von einer zahlenmäßigen Ausrechnung der 
einzelnen Momente Abstand genommen werden, da diese - infolge 
der Gleichheit der Kräfte - mit denjenigen aus Beispiel 20 genau 
übereinstimmen müssen. 

d) Berechnungsverfahren nach MrTcHELL 1• 

Im Abschnitt B IIJ3d wurden bereits die Grundzüge dieses Berech
nungsverfahrens für ebene Systeme ausführlich besprochen. Auch für 
räumliche Systeme legt MrTCHELL die nicht zutreffende Annahme zu
grunde, daß die resultierende Kraft parallel zur Verbindungslinie der 
Endpunkte (Festpunkte) des Systems wirkt. 

Außerdem betrachtet MrTCHELL auch ein räumliches System so, als 
ob es nur durch Biegungsmomente beansprucht wäre. Er vernachlässigt 
also die 30% größere Formänderung der auf Drehung beanspruchten 
Teile des Systems ·und rechnet nur mit den tatsächlichen Schenkel
längen. Dieser Umstand müßte allerdings zu einer zusätzlichen Sicher
heit führen, indem eine kleinere Gesamtelastizität des räumlichen Systems 
in Rechnung gesetzt wird. Demgegenüber hat der Verfasser bei allen 
von ihm durchgeführten Vergleichsrechnungen feststellen müssen, daß 
die Kräfte und Beanspruchungen nach der Rechnung von MrTCHELL 
durchweg zu klein ausfallen, wobei der Unterschied, je nach der Form des 
Systems, zwischen 50 und 70% schwankt. 

Es zeigt sich eben hier mit besonderer Deutlichkeit, daß die Annahme 
der Kraftrichtung parallel zur Festpunktverbindungslinie nicht nur 

1 MrTOHELL: A graphical Method for Determining Expansion Stress in Pipe 
Lines,Fuels& Steam Power1930. Trans.Amer. Soc.mech.Engr.Bd. 52. (1930) 8.167. 

17* 
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grundsätzlich falsch, sondern auch sogar für Näherungsrechnungen voll
kommen ungeeignet ist, um als Grundlage für ein vereinfachtes Rechen
verfahren zu dienen. 

Es hat daher keinen Zweck, Zeit und Mühe darauf zu verwenden, 
dieses Verfahren auch in seiner Anwendung bei räumlichen Systemen 
zu erläutern. Nachstehend angegebene Vergleichszahlen beweisen deut
lich die Unzulänglichkeit dieses Verfahrens. 

Für das in Beispiel 20 durchgerechnete räumliche System nach 
Abb. 171 wurden die Kraftkomponenten X= 1083 kg, Y = -467 kg, 
Z = 384 kg ermittelt. Das ergibt eine Gesamtkraft 

P = -y xa + P + za = 1240 kg. 

Nach dem Verfahren von MITCHELL erhält man dagegen eine Kraft 
P = 670 kg, d. h. etwas mehr als die Hälfte. Auch die Beanspruchung 

1J 1f . !. 

ßf'Umff'iß 
Abb. 189. Windschiefe Gerade 

im Grund· und Aufriß. 

ergibt sich nachM!TCHELL bedeutend kleiner, und 
zwar a = 4,15 kgfmm2 gegenüber 7,05 kgfmm2 
nach der richtigen Rechnung. 

Dieser Vergleich stellt nicht etwa einen Aus
nahmefall dar, sondern es zeigen sich durchweg 
ähnliche Unterschiede in den Ergebnissen, so 
daß die Anwendung des Verfahrens infolgedessen 
höchst bedenklich ist. 

Im übrigen besteht die Möglichkeit, dieses 
Verfahren in bezug auf den Arbeitsaufwand noch 
bedeutend zu vereinfachen. Allerdings muß man 
sich stets der Ungenauigkeit bewußt bleiben, 
die durch die falsche Annahme der Kraftrich-
tung bedingt ist. 

Anstatt, wie es MlTCHELL vorschlägt, in umständlicher und zeit
raubender Weise aus dem Grund- und Aufriß des Systems das Momenten
flächenbild zu entwerfen, die Flächen auszurechnen, ihre Schwerpunkte 
zu bestimmen, um dann schließlich daraus den Elastizitätswert des 
Systems zu ermitteln, läßt sich rein rechnerisch das Trägheitsmoment 
des Systems, bezogen auf die Kraftachse, bestimmen. 

Sämtliche Schenkel eines räumlichen Systems liegen zur Kraftachse 
windschief. Für das Trägheitsmoment einer zur Achse windschiefen 
Geraden gelten folgende Beziehungen. 

In Abb. 189 ist eine Gerade L im Aufriß und Grundriß dargestellt. 
Die entsprechenden Abstände der Endpunkte A und B von der Bezugs
achse x-x sind a1 und a2 im Aufriß, sowie b1 und b2 im Grundriß. Da 
die Achse jeweils in der betreffenden Ebene liegt, sind die Abstände a1 , 

a2 und b1, b2 senkrecht zu ihr. 
Das auf die x-Achse bezogene Trägheitsmoment der Geraden L lautet 

dann: L 
Jz = 3 (a~ + a1 • a2 + a~ + b~ + b1 • b2 + b:). 
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Wird die Gerade L in einem der Risse von der Bezugsachse geschnitten 
(Abb. 190), so muß zwischen positiven und negativen Abständen unter
schieden werden. Irgendeine beliebige Richtung von der Achse legt 
man als positiv fest, die entgegengesetzte Richtung ist dann negativ. 

Beim Einsetzen der Werte· in obige Gleichung sind die Vorzeichen 
zu beachten. Die Längen sind stets positiv. Für die GeradeL in Abb.190 
würde also die Beziehung lauten: 

L 
Jz = 3 [(-a1) 2 + (-a1) • a2 + 

+ a: + b~ + b1 • b2 + b~] . 
Es ist stets die tatsächliche Länge L einzusetzen 
und nicht die im Auf- und Grundriß projiziert 
dargestellten Längen. 

Die Berechnung eines Rohrsystems nach 
dieser Art wird an nachstehendem Zahlenbei
spiel klar. 

Beispiel 22. Das in Abb. 191 dargestellte 
System hat 300NW, d.h. D= 318mm, s=9mm, 
J = 10450 cm4 und soll bei t = 425° einer 

B 

-::r: 

Wärmedehung oc = 14,5 · I0-6 • 425 · 100 = 0,616 cmfm unterworfen sein. 
E =1,86 · 106 kgfcm2• Man zeichnet eine Draufsicht des Systems so, daß 
die Verbindungslinie der Endpunkte waagerecht liegt und der mittlere 
Schenkel L2 in der Projektion als Punkt er
scheint. Die Schenkel L1 und L3 sind also in 
ihrer wahren Länge zu sehen (s. Abb. 192a). 

Die nächste Projektion (Aufriß) wird so ge
zeichnet, daß die Verbindungslinie der End
punkte in ihrer wahren Länge erscheint. Dann 
ist auch L 2 in seiner wahren Länge zu sehen 
(Abb. 192b). 

Die dritte Projektion (Grundriß) ist wieder
um so darzustellen, daß die Verbindungslinie der Abb. 191. Räumliches System 

Endpunkte in ihrer wahren Länge erscheint für Beispiel22. 

(Abb. 192c). 
Jetzt wird für Aufriß und Grundriß getrennt nach MlTOHELL die 

Lage der neutralen Achse bestimmt, wobei diese parallel zur Endpunkt
verbindungslinie angenommen wird. Dazu muß die Schwerpunktslage 
für Aufriß und Grundriß berechnet werden. 

Mit den Abmessungen der Abb. 192b und c wird der Abstand der 
neutralen Achse in bekannter Weise: 

- 10·2,05-20·2,6-15·4,6 --223 
nl- 45 - ' m, 

10 . 4,15 + 20. 8,35 + 15. 4,15 - 6 02 
na= 45 - ' m. 
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Die neutrale Achse wird genau im Auf- und Grundriß eingezeichnet 
und die Abstände aller Endpunkte von dieser abgemessen. Die will
kürlich gewählten Vorzeichen der Richtungen haben n1 negativ und n2 
positiv ergeben. Die entgegengesetzte Richtung von der neutralen Achse 
erhält jeweils das andere Vorzeichen. Mit diesen in der Abb. l92b und c 

c 

' "---..JJ",, ., /'' ~ 
·y'f4 ., 

Abb. 192. Projektionen des räumlichen Systems nach MITCHELL. 

eingetragenen Maßen erhält man für das auf die neutrale AchsQ (Kraft
achse) bezogene Trägheitsmoment des Systems mit Hilfe der vor
genannten Gleichung folgende Werte für jeden der Schenkel: 

JXI = ~O [(- 2,23)2 + (- 2,23) (- 6,33) -j- (- 6,33)2 + 
+ 6,022 + 6,02 (- 2,33) + (- 2,33)2] 290,0 m3 

20 
JX2 = -3 [(- 6,33)2 + (- 6,33) • 6,97 + 6,972 + 

+ (- 2,33)2 + (- 2,33) (- 2,33) + (-2,33)2] 405,5 m3 

15 
J"3 = 3 [6,972 + 6,97. (-2,23) + (-2,23)2 + 

+ (- 2,33)2 + (- 2,33) · 6,02 + 6,022] = 328,5 m3 

Jp = 1024,0 m3 
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Der Elastizitätswert des Systems ist also Jp = 1024 m3 • Die gerade 
Entfernung. der Festpunkte ist 

L 0 = y L~ + L: + L: = 26,93 m. 

Die Gesamtwärmedehnung daher 

L1 = L 0 ·<X= 26,93 · 0,616 = 16,6 cm. 

Mit diesen Werten ist die Gesamtkraft ohne Vorspannung 

LI · E · J · 16,6 · 1,86 • 108 ·10450 
p = Jp . 108 1024. 108 315 kg. 

Der richtige Wert der Gesamtkraft beträgt 

P=472kg 

für ein System mit biegungssteifen Ecken. 
Auch hier ist also der Unterschied 50% und es soll daher nochmals 

vor der gedankenlosen Anwendung dieses Verfahrens gewarnt werden. 
Diese kurzen Erläuterungen dürften für die Kennzeichnung dieses 

Verfahrens genügen. 

e) Kritischer Vergleich der Berechnungsverfahren für räumliche Systeme. 

Für die Ermittlung der Elastizität von räumlichen Systemen wurden 
in den Abschnitten a) bis d) verschiedene Berechnungsverfahren ange
geben. Die im Abschnitt B II/3 g gegebene kritische Betrachtung der 
Anwendbarkeit und Genauigkeit der Verfahren gilt sinngemäß auch hier. 
Dieser Hinweis dürfte genügen, um Wiederholungen zu vermeiden. 

Bei der Untersuchung räumlicher Systeme läßt sich die genaue 
Rechnungsweise nicht umgehen. Jede Vereinfachung, insbesondere in 
bezug auf die Lage der Hauptkraft, führt unweigerlich zu wesentlichen 
Abweichungen in den Ergebnissen. Deswegen verliert das auf der 
MrTCHELLschen Annahme aufgebaute Verfahren seine Bedeutung, da 
der Fehler in der Größe der Kraft überraschend groß werden kann. 

Die einzige Vereinfachung, die ohne wesentlichen Einfluß auf das 
Endergebnis bleibt, besteht in dem Ersatz der Rohrbiegungen durch 
biegungssteife Ecken. Der Arbeitsaufwand wird dadurch ganz bedeutend 
herabgesetzt. 

Diese Vereinfachung ist aber nur dann statthaft, wenn der Anteil 
der gebogenen Längen im Verhältnis zur Gesamtlänge des Systems klein 
ist. Ist der Anteil der Bogen groß, so darf man diese nicht vernach
lässigen, wenn eine befriedigende Genauigkeit verlangt wird. 

Im übrigen ist besonders bei der Berechnung räumlicher Systeme jede 
Rechnungserleichterung unbedingt zu begrüßen. Jenes Verfahren, welches 
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ohne Einbuße an Genauigkeit die geringsten Anforderungen an die Auf
merksamkeit des Ingenieurs stellt, verdient hier zweifellos den Vorzug. 

Der Verfasser hofft, mit seinem Vorschlag ein Berechnungsverfahren 
räumlicher Systeme geschaffen zu haben, welches allen Anforderungen 
gerecht wird und den Arbeitsaufwand auf ein Mindestmaß herabsetzt. 

IV. Zusammenfassende Beurteilung 
der Elastizitätsberechnung. 

Während in den vorangegangenen Abschnitten gezeigt wurde, auf 
welche Art die Elastizität eines ebenen oder räumlichen Systems er
mittelt wird, um daraus die durch die Wärmedehnung in ihm hervor
gerufenen Kräfte und Spannungen zu berechnen, sollen nachstehend 
einige Anhaltspunkte für die Auswertung und Beurteilung der ermittelten 
Spannungsgrößen gegeben werden. 

Die Größe der Spannung läßt nur bei einachsigem Spannungszustand 
eine unmittelbare Bezugnahme auf die zulässige Werkstoffanstrengung 
zu. Im Rohrleitungsbau hat man es aber durchweg mit einem mindestens 
zweiachsigen (ebenen), meistens jedoch mit einem dreiachsigen Span
nungszustand zu tun und es heißt also, die ermittelten Beanspruchungen 
in ihrer Gesamtwirkung zu erfassen. 

Hier beginnt bereits die Schwierigkeit der richtigen Beurteilung des 
gegebenen mehrachsigen Spannungszustandes. Die meisten zu technischen 
Zwecken durchgeführten Werkstoffprüfungen geben uns nur ein Bild 
über das Verhalten des Werkstoffes unter einachsiger Belastung. Man 
hat wenigstens stets das Bestreben, den Prüfstab so einzuspannen und 
so zu belasten, daß sich ein möglichst gleichmäßiger Spannungszustand 
ausbilden kann, bei dem zwei Rauptspannungen gleich Null sind, während 
die dritte Hauptspannung entweder eine Zugspannung oder eine Druck
spannung ist. In dieser Weise wird, wie eingangs erläutert wurde, die 
Zugfestigkeit, Streckgrenze bzw. Dauerstandfestigkeit des Werkstoffes 
ermittelt. 

In welchem Verhältnis darf nun der durch die Betriebsbedingungen 
gegebene mehrachsige Spannungszustand zu der in der Prüfanstalt fest
gelegten einachsigen Werkstoffestigkeit höchstens stehen, ohne daß die 
Gefahr einer bleibenden Formänderung oder gar die eines Bruches 
gegeben ist 1 

Das ist eine bis heute noch stark umstrittene Frage, deren Beant
wortung nur durch zahlreiche Versuche und genaue Beobachtungen in 
der Praxis möglich ist. 

Bevor auf die verschiedenen in dieser Beziehung aufgestellten Theorien 
näher eingegangen wird, soll der Einfluß der Hauptursachen der auf
tretenden Beanspruchungen kritisch betrachtet werden. 
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1. Einfluß von Druck und Temperatur. 
Zweifellos wird ein ursprünglich spannungsfreies Rohrsystem bei der 

Erwärmung durch den durchströmenden Dampf in zweifacher Hinsicht 
beansprucht: erstens durch den Druck des Dampfes und zweitens durch 
die infolge der Erwärmung hervorgerufene Wärmedehnung. Solange der 
Dampfdruck im Rohr besteht, wird auch der Rohrquerschnitt in ganz 
bestimmter Art beansprucht. Die Beanspruchung verschwindet, sobald 
der Druck im Rohr auf Null herabgesunken ist. 

Nicht ganz so einfach liegen die Verhältnisse in bezug auf die Wärme
dehnung. Bekanntlich wird jedes Rohrsystem bei der Montage mit einer 
Vorspannung eingebaut, die einen Teil - meistens 50% - der Gesamt
wärmedehnung ausmacht. Dadurch ist ein auf diese Art vorgespanntes 
Rohrsystem schon im kalten Zustand nicht spannungslos. Bei der Er
wärmung wird die Vorspannung in umgekehrter Richtung durchlaufen, 
der Spannungszustand sinkt zuerst, bis der neutrale Zustand - ent
sprechend dem Grade der Vorspannung- erreicht ist. In diesem Augen
blick ist das System, abgesehen von den durch den Innendruck bedingten 
Beanspruchungen, spannungslos. Mit fortschreitender Erwärmung steigt 
der Spannungszustand mit umgekehrtem Vorzeichen an, bis die Betriebs
temperatur erreicht ist. 

Sind nun die durch die Wärmedehnung bedingten Biegungsspannungen 
im Rohrsystem im Betriebszustand so hoch, daß sie örtlich über der 
Elastizitätsgrenze liegen, so findet eine plastische Verformung statt, 
wodurch ein Abbau der zu hohen Spannungen bis auf die Elastizitäts
grenze erfolgt. Diese bleibende Verformung kommt einer selbsttätigen 
Erhöhung der Vorspannung gleich. Man hätte nämlich den gleichen 
Zustand erreichen können, wenn man von vornherein die Vorspannung 
um so viel höher gewählt hätte als es dem Maß des Spannungsabbaues 
entspricht. 

Nachdem sich der Werkstoff durch Abbau der zu hohen Spannungen 
selbsttätig geholfen hat, stellt sich ein stabiler Zustand ein; eine weitere 
Veranlassung liegt nicht vor, um die Möglichkeit eines fortschreitenden 
Spannungsabbaues zu erklären. 

In Wirklichkeit dürfte dieser Zustand kaum jemals erreicht werden, 
da, abgesehen von den Werkstoffeigenschaften, noch ganz andere wich
tigen Umstände . dazu zwingen, nur äußerst elastische Rohrsysteme 
anzuwenden. Für die Beurteilung der Elastizität eines Rohrsystems 
sind nämlich nicht nur die auftretenden Biegungsspannungen und ihr 
Verhältnis zur zulässigen Werkstoffanstrengung maßgebend; einen nicht 
minder beachtenswerten Maßstab bilden die Biegungsmomente an 
den Enden des Systems, wo zumeist Flanschverbindungen angeordnet 
sind. Diese würden infolge der zusätzlichen Beanspruchung durch die 
Biegungsmomente in den meisten Fällen bei zu starren Systemen Anlaß 
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zu Undichtigkeit geben. Schon aus dies.em Grunde wird man die zu
lässigen Biegungsmomente und damit auch die zulässige Werkstoff
anstrengung sehr vorsichtig wählen. Dadurch ist die Forderung einer 
ausreichenden Mindestelastizität des Systems gegeben, so daß dann 
natürlich kaum an irgendeiner Stelle eine bleibende Formänderung zu 
erwarten ist~ 

Die in letzter Zeit von Prof. E. SIEBEL gelegentlich ausgesprochene 
Ansicht, daß für die Beurteilung des Spannungszustandes in einem Rohr
system nur die durch den Innendruck hervorgerufenen Beanspruchungen 
maßgebend sind, während die der Wärmedehnung zuzuschreibenden 
Spannungen durch Abbau ihre Bedeutung verlieren, darf nach Ansicht 
des Verfassers nicht wörtlich aufgeiaßt werden. Zweifellos werden die 
an einzelnen Stellen des Rohrsystems - z. B. in Rohrbogen - auf
tretenden besonders hohen Spannungen, die aber eindeutig den Charakter 
von örtlichen Spannungsspitzen aufweisen, durch ebenfalls örtlich er
folgende plastische Verformung der angrenzenden Werkstoffteile ab
gebaut. Sie brauchen daher auch nicht bei der Beurteilung des übrigen 
Spannungszustandes in Betracht gezogen werden, soweit es sich eindeutig 
um örtliche Spannungsspitzen handelt. Die Vermutung eines weiteren 
Abklingans der durch die Wärmedehnung bedingten Beanspruchungen 
kann weder entsprechend begründet werden, noch entspricht sie den 
Beobachtungen der Praxis. Es müßte nämlich dann bei der Demontage 
von längere Zeit in Betrieb gewesenen Rohrsystemen eine Vergrößerung 
der Vorspannung bis nahe an 100% festgestellt werden, was jedoch bisher 
vom Verfasser nirgends beobachtet wurde. 

Zur Zeit ist vom Rohrleitungs-Verband (RV) die Durchführung einer 
Versuchsreihe in Aussicht genommen, die unter anderem auch diese 
Frage klarstellen soll. 

Die Bedeutung der Wärmespannungen müßte richtiger von folgendem 
Gesichtspunkt aus betrachtet werden. Beim Entwurf des Rohrleitungs
netzes, insbesondere für eine Hochdruckanlage mit hoher Betriebs
temperatur,·muß für jedes Rohrsystem ein Höchstmaß an Elastizität, 
welches sich unter Berücksichtigung der räumlichen Verhältnisse ver
einbaren läßt, angestrebt werden. Dann werden die durch die Wärme
dehnung bedingten Spannungen von selbst so niedrig ausfallen, daß ihre 
Bedeutung neben den Beanspruchungen durch den Innendruck nicht mehr 
überwiegt. 

2. Zusammensetzung der Beanspruchungen. 
Die in der Festigkeitslehre am häufigsten auftretenden Fälle des 

Spannungszustandes sind: 
I. die einachsige Normalspannung; 

II. die reine Schubspannung; 
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III. einachsige Normalspannung mit gleichzeitig auftretender Schub
spannung; 

IV. der dreiachsige Spannungszustand mit bekannten Hauptspan
nungen <11 > <12 > <13 • 

Im Rohrleitungsbau hat man es fast immer mit dem letzten Fall 
zu tun, d. h. es liegt der dreiachsige Spannungszustand vor. 

Bei der Zusammensetzung der im Körper wirkenden Beanspruchungen 
taucht die Frage auf: welches sind die Bedingungen, die zu einem Bruch 
oder zu einer bleibenden Formänderung des Körpers führen 1 

Es kann entweder ein bestimmter Spannungszustand oder eine Form
änderung dafür entscheidend sein. Die Lösung dieser Frage kann nur 
auf Grund von Erfahrungen, d. h. mit Hilfe von eingehenden Versuchen 
mehr oder weniger eindeutig herbeigeführt werden. Hierin liegt aber 
auch die Schwierigkeit der Untersuchung, da die Schaffung eines ganz 
bestimmten mehrachsigen Spannungszustandes und seine klare Um
grenzung auf dem Versuchswege bisher nicht gelungen ist. 

Dieses ist aber notwendig, um zu entscheiden, welche von den dazu
gehörigen Größen für die Bruchgefahr oder für eine plastische Ver
formung unmittelbar entscheidend sind. 

Schon sehr früh trat diese Frage an den Ingenieur heran. Die älteste, 
aus England stammende Auffassung besagte, daß die größte an irgend
einer Stelle des Körpers auftretende Spannung einen Maßstab für die 
Anstrengung des Körpers darstellt. Diese Theorie wurde daher als 
"Größtspannungshypothese" bezeichnet. So sinnfällig diese Auffassung 
auch sein mag, so wenig konnte sie den bisherigen ·Forschungsergebnissen 
entsprechen. 

Um die Mitte des vorigen Jahrhunderts wurde von den Franzosen 
die Annahme eingeführt, daß emax• d. h. die größte Dehnung ein Maß 
für die gefährlichste Anstrengung des Werkstoffes darstellt. Diese sog. 
"Größtdehnungshypothese" fand auch in Deutschland zahlreiche promi
nente Anhänger, wie z. B. GRASHOF und BACH, und hat bis in die heutige 
Zeit ihre Bedeutung nur wenig eingebüßt. 

Große Beachtung fand die auf Versuchen von GUEST gestützte Auf
fassung, daß nicht eine der Normalspannungen, sondern die größte 
Schubspannung ein Maß für die Bruchgefahr bildet. Sie wurde daher 
als "Größt~Schubspannungshypothese" bezeichnet und erhielt in Deutsch
land durch MoHR1 eine wesentliche Erweiterung. Die von MoHR ver
tretene Ansicht stimmt für die schmiedbaren Metalle mit der von GuEST 
im wesentlichen überein. Gestützt auf das von MoHR entworfene Span
nungsschaubild Abb. 193 sagt er aus, daß bei einem gegebenen Span
nungszustand <1x, <1y und <Tz die günstigsten Bedingungen für das Auf
treten eines Bruches oder auch nur einer bleibenden Formänderung dort 

1 MoHR, 0.: Technische Mechanik. Berlin: W. Ernst & Sohn 1928. 
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vorliegen, wo a und -,; oder beide zusammen in irgendeiner Verbindung 
den größten vorkommenden Wert erreichen. Aus dem Spannungs
schaubild Abb. 193 ist aber sofort ersichtlich, daß durch den größten 
der drei Kreise zu jedem a gleichzeitig der zugehörige Wert von -,; be
stimmt ist. Nach MoHR kommt es also bei der Beurteilung der Werkstoff
anstrengung nur auf diesen größten Kreis des Spannungsschaubildes an; 
zwei verschiedene ·Spannungszustände sind also gleichwertig, wenn sie 
in diesem größten Kreise, den MoHR den Hauptkreis nennt, miteinander 
übereinstimmen. Hiernach kommt es auf die mittlere der drei Haupt
spannungen überhaupt nicht an, sondern ·algebraisch genommen nur auf 
die größte und die kleinste Hauptspannung. 

Neuere Versuche haben ergeben, daß für metallische Werkstoffe, 
die eine gut ausgeprägte Fließgrenze besitzen, der plastische Zustand 
eintritt, wenn die Summe der Quadrate der Hauptspannungsunterschiede 

r (ax-:-ay)2 + (ay-az) 2 + (a.-ax)2 

= 2 · a~ = konst. 

einen bestimmten Wert annimmt. Hier 
bedeutet a0 die Fließgrenze für reine 

u Zugbeanspruchung, denn wenn man 
ay=a.=O setzt, wird 

~----~--·~---------~ 
Abb. 193. Spannungskreis nach MOHR. 

Diese Auffassung ist mit der von dem polnischen Forscher M. T. HuBERT 
(Lemberg) aufgestellten Theorie der Gestaltänderung in gewissem 
Sinne verwandt. 

HuBERT faßt seine Ansicht in folgendem Satz zusammen: "Die 
Anstrengung des Werkstoffes wird bestimmt durch die Summe jener Teile 
der bezogenen Formänderungsarbeit, welche durch reine Gestaltänderung 
und durch reine Volumenvergrößerung bedingt sind." 

Nach HENKY1 wird, unabhängig von der durch HUBERT gegebenen 
Einschränkung, der Anteil der Volumenvergrößerung außer Acht gelassen 
und die reine Gestaltänderungsarbeit in Ansatz gebracht. Nach dieser 
Auffassung muß unmittelbar vor dem Überschreiten der Elastizitäts
grenze, also vor Beginn der plastischen Verformung, die Formänderungs
arbeit einen Größtwert aufweisen. Diese Theorie führt den Namen "Ge
staltänderungsenergiehypothese" und dürfte nach dem heutigen Stande 
der Forschung am besten den tatsächlichen Verhältnissen entsprechen. 

Im neuzeitlichen Rohrleitungsbau wird daher vorwiegend auf dieser 
Grundlage gerechnet. 

Die vorstehend gegebenen allgemeinen Ausführungen sollen nach
stehend noch kurz erläutert und ergänzt werden. 

1 HENKY: Zur Theorie plastischer Deformationen. Z. angew. Math. Mech. Bd. 4 
(1924) H. 4, S. 323. 
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a) Größtspannungshypothese. 

Sie ist durch ihre Bezeichnung bereits klargestellt. Bei den eingangs 
erwähnten Spannungszuständen II bis IV werden die größte Zugspannung 
Gmax > 0 und die größte Druckspannung Gmin < 0 gefunden. Die gleich
wertigen einachsigen Normalspannungen sind dann 

Gv = Gmax für Zug 
und 

Gav = Gmin für Druck. 

Diese Vergleichspannungen müssen kleiner sein, als die dem Werkstoff 
entsprechende zulässige Beanspruchung kzuh d. h. 

Gv = Gmax ;:;:;;; kzul für Zug 

und sinngemäß für Druck. 
Diese einfachste Theorie hat insofern eine praktische Bedeutung, als 

sie dem behördlichen Dampfkesselgesetz zugrunde gelegt ist. 

b) Größtdehnungshypothese. 

Bei einem zweiachsigen Spannungszustand ax und a11 gilt für die 
Dehnung in der x-Richtung bekanntlich 

1 
e1=ex-r;e11 

und in der y-Richtung 

Der Dehnung ex entspricht die wirkliche Hauptspannung ax, wobei 
nach dem HooKEschen Gesetz ez = cx. • ax ist. Das gleiche gilt auch für 
e11 = cx. • a11. Daraus folgt 

und 

oder umgeformt 

el 1 d r;=ax-r;a11 un 
e2 1 --a--a ot - 11 m x· 

Auf der rechten Seite haben wir wirkliche Spannungen, während auf 
der linken Seite eine durch cx. dividierte Dehnung steht. Diese Dehnung 
ist wirklich, aber der Quotient e1fcx. bzw. e2fcx. ist keine wirkliche Spannung, 
sondern kann unter Zugrundelegung des HooKEschen Gesetzes als eine 
gedachte Spannung gewertet werden, die den durch die beiden wirklichen 
Spannungen ax und a11 hervorgerufenen Formänderungszustand für sich 
allein hervorrufen würde. 
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Man nennt e/a. die reduzierte Spannung und schreibt 

1 
O"red = O"x-rn;O"y· 

Für den dreiachsigen Spannungszustand Fall IV: ax > O"y > O"z gilt 
diese Gleichung in ähnlicher Form, und zwar 

1 
O"red = O"x- m (ay + O"z) (falls positiv) 

bzw. 
' 1 ll O"red =O"z-r;(crx+ay) (fa snegativ). 

Im Fall III, d. h. bei einachsiger Normalspannung er und gleichzeitiger 
Schubspannung 7: wird 

m-1 m+ 1 --~- +wenn positiv, 
O"red=-2·m a±-2·m ycr2+4·-r2 -wenn negativ. 

Nimmt man den Fall II der reinen Schubbeanspruchung an, so wird 
mit er= 0 m+1 

O"red = --;;:;;- 7: • 

Hierin erreicht 7: den zulässigen Wert, wenn man O"red durch O"zul ersetzt 

m 
7:zul = m+ 1 O"zul = 0,77 · O"zul> 

wenn m = ~Q eingesetzt wird. 
Dieses Verhältnis 7:zul : O"zul stimmt mit den neuerenVersuchen nicht 

überein. Man hat daher die Annahme, die größte Dehnung sei für den 
Bruch maßgebend, fallen gelassen. 

c) Größtschubspannungshypothese. 

Die von MoHR aufgestellte Theorie der größten Schubspannung führt 
unter Berücksichtigung seines Spannungsschaubildes Abb. 193 bei einem 
dreiachsigen Spannungszustand (Fall IV) zwangsläufig zu der Schluß
folgerung, daß die Differenz der algebraisch größten und kleinsten 
Spannung ein Maß für die Anstrengung des Werkstoffes darstellt. 

Die Vergleichspannung ist also bei O"x > O"y > O"z 

Nach WINKEL1 ist für den ebenen, d. h. zweiachsigen Spannungs-
zustand 

_ _ au-av +_!_,;( )2 4 . 2 
O"x - O"max - 2 2 V O"u- O"v + T ' 

_ . _ au+av _ _!_,;( _ )2 4 . 2 
O"z - O"mm - 2 2 V O"u O"v + 'r · 

1 WINKEL, H.: Festigkeitslehre für Ingenieure, S. 57. Berlin: Julius Springer 1927. 
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Die Bedeutung von au und av geht aus Abb. 194 hervor. Setzt man 
die Werte für ax und a. ein, so erhält man 

(Jv = y(au- ay)2 + 4. 7:2. 

Diese Gleichung ergibt für den Fall der reinen Schubbeanspruchung, 
d. h. bei au = av = 0 

av = 2. 7: 

und somit 
"Czul = 0,5 · azul· 

Dieses Verhältnis von 7: zu a ent-
spricht viel besser den neueren Versuchs
ergebnissen, als der aus der Dehnungs
theorie errechnete Wert. 

d) Gestaltänderungsenergiehypothese. 

Nach HuBER bildete die Summe der 
Arbeitsanteile für die reine Gestalt-

Px 

Abb. 194. Ebener Spannungszustand. 
(Aus H. WINKEL: Festigkeitslehre für 

Ingenieure). 

änderung und für die reine Volumenvergrößerung ein Maß für die An
strengung des Werkstoffes. 

FöPPLl entwickelt für den ersten Anteil der Formänderungsarbeit 
die Beziehung 

Ag= 12
1. 0 [(ax-ay)2 +(ay-az)2 +(az-ax)2]+ 2 ~ 0 (-c~y+-c;z+-cix) (116) 

und für den Anteil der Volumenvergrößerung 

m-2 
A a2 

P = 12 (m + l) · G 

Darin ist G = 2 ~·:1) der Gleitmodul des Werkstoffes, ax, ay und az die 
drei Normalspannungen und "Cxy, "Cyz und "Czx die drei Schubspannungen. 

Nach HENKY wird der die Volumenvergrößerung betreffende Arbeits
anteil AP außer Acht gelassen; es bleibt somit nur die reine Gestalt
änderungsarbeit Ag als Maß für die Werkstoffanstrengung bestehen. 

Um eine Bezugssl,lannung zu erhalten, setzen wir in Gleichung (116) 
alle Normalspannungen mit Ausnahme von einer (der Bezugsspannung) 
und alle Behubspannungen gleich Null und erhalten 

1]2 

Ag= 6·~. (117) 

Die Beziehungen (116) und (117) gleichgesetzt, wird 

I]~ - _1_ [( )2 ( )2 ( )2] _ 1_ ( 2 2 2 ) 6·G- 12·G ax-ay + ay-az + az-ax + 2·G "Cxy+-cuz+-czx · 

1 FöPPL: Drang und Zwang, Bd. I S. 40. 
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Gewöhnlich hat man es nur mit einer Schubspannung zu tun; daraus 
folgt also 

f1v = y'0,5 [(ax- a11)3 + (a11 -a.)3 + (a.- f1,~:)2] + 3 · T2 • (118) 

Das ist die allgemeine, für einen dreiachsigen Spannungszustand 
gültige Vergleichspannung, wobei wieder f1v ~kzu1 sein muß. 

Bei einem ebenen, also zweiachsigen Spannungszustand, wie er im 
Rohrleitungsbau z. B. an der Außenhaut eines räumlichen Rohrsystems 
herrscht (a. = 0) vereinfacht sich Gleichung (118) in 

(] - ,/(]2 + (]2 -(] • (] + 3 .... 2 
V- y :t: II :t: II • • (119) 

Im Falle einer reinen Schubbeanspruchung, d. h. f1x=a11 =a.=0 ist 

(]V= T. v'3 
und daraus findet man 

Tzul = 0,577 • f1zul 

gegenüber 0,5 · f1zuJ nach MoHR. Die gute Übereinstimmung des MoHR
sehen Wertes mit den Versuchsergebnissen ist erwiesen und, da der 
Unterschied gegenüber demjenigen nach der Theorie von HENKY nur 
klein ist, kann diese Annahme ebenfalls als befriedigend angesehen werden. 

e) Anwendung. 
Jetzt soll die Anwendung des vorhin Gesagten im einzelnen erläutert 

werden. Zu diesem Zweck werden alle in Frage kommenden Bean
spruchungen in bezugauf ihre Richtung und Lage zu untersuchen sein. 

Spannungen parallel zur Rohrachse. 
Es soll die Richtung parallel zur Rohrachse mit x bezeichnet werden; 

dann stehen die y- und die z-Achse senkrecht zur Rohrachse. 
In erster Linie ist die dem Innendruck p zuzuschreibende Axial

spannung nach Gleichung (18a) zu berücksichtigen: 
'P. d2 

f1a = 400(d+s)·s in kgfmm2. 

Diese Beanspruchung ist über den ganzen Rohrquerschnitt konstant. 
In der gleichen Richtung, also axial, wirkt auch die Biegungsspannung 

ab als Folge der Wärmedehnung. 
Hier muß die Stelle der in Betracht kommenden Biegungsspannung 

berücksichtigt werden. 
Im geraden Rohrstück beträgt die Biegungsspannung nach Glei

chung (36) bzw. (37) 
Mb·D 

aba = 200 . J in kgfmm2 an der Außenhaut 
bzw. Mb·d 

abi = 200 . J in kgfmm2 an der Innenhaut 
des Rohres. 
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In den Rohrbogen kommt die Wirkung der Querschnittsabflachung 
zur Geltung, so daß dort nach dem Abschnitt B II/2 c ein zusätzlicher 
Faktor ß (aus Abb. 59) zu berücksichtigen ist. Die Gleichung (66) lautet 

Mb·D 
dann aL = 200 . J ß in kgfmm2 an der Außenhaut des Rohres. An der 

Innenhaut muß D durch d ersetzt werden. 
Mb ist das an der betrachteten Stelle des Rohrsystems herrschende 

Biegungsmoment in cmkg, welches aus der Elastizitätsberechnung 
ermittelt wurde.· 

Bei räumlichen Systemen muß das resultierende Biegungsmoment 

Mres = VM;y + M;z 
eingesetzt werden. 

Infolge der in Richtung der Rohrachse 
fallenden Komponente X der Reaktions
kraft entsteht im Rohrquerschnitt noch eine 
Druckspannung 

Diese Beanspruchung ist, wie man sich 
leicht überzeugen kann, sehr klein und kann 
daher vernachlässigt werden. 

Abb. 195. Überlagerung der axial 
gerichteten Spannungen im Rohr
querschnitt für ein in der xy·Ebene 

wirkendes Biegungsmoment. 

Damit erhält man für die Gesamtspannung in Richtung der Rohrachse 
an der Außenhaut des geraden Rohres: 

p·d2 Mb·D • 
<1x = <1a + aba = 400 (d + 8) • 8 + 200 7 kgjmm· 

und an der Außenhaut des Bogenrohres: 

, p· d2 Mb ·D 2 
<1x =<Ja 1 (JL = ~400 (tr+ 8) • 8 + 2007 ß kgjmm . 

In Abb. 195 ist die Verteilung der genannten Beanspruchungen über 
dem Rohrquerschnitt und ihre gegenseitige Überlagerung zu einer 
Gesamtaxialspannung <1xmax und <1xrnin gezeigt. 

Spannungen tangential zum Rohrumfang. 
Durch den Innendruck p wird in der Rohrwand entsprechend den 

Gleichungen (23) und (22) eine Tangentialspannung erzeugt, und zwar 
an der Außenhaut: 

p·2·r~ ___ p_·'E__ 
<1ta = --ol~OO-;:-c-(r~~-----'r-co~c-) -- 200 (d + 8) • s kgjmm2 

und an der Innenhaut 

p· (r~ + rV ' p 
<Jei = IOO(r~-rf) = <1ta 1 100 kgjmm2 . 

v. Jürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 18 
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Diese Spannungen können auch aus Abb. 16 in bequemer Weise 
abgelesen werden. 

Im geraden Rohr wird durch die Wärmedehnung keine Tangential
spannung hervorgerufen, weder bei ebenen, noch bei räumlichen Systemen. 

Dagegen wird durch die Abflachung im Rohr bogen infolge der 
Biegungsspannungen als Folge der Wärmedehnung gemäß Abschnitt B 
Ilf2c eine Querbiegespannung erzeugt, die ebenfalls tangential zum 
Rohrumfang gerichtet ist. Diese Beanspruchung ist nach Gleichung (69) 

d-!r;, 
'-------,IJ-2ra-----.l 

Abb. 196. "Überlagerung der tangential gerichteten 
Spannungen im Bogenquerschnitt in der Ebene der 

neutralen Achse (xy = Biegungsebene). 

Mb·D 
Gq = 200 ·J y kgfmm2, 

wobei y aus Abb. 62 entnommen 
werden kann. 

Für räumliche Systeme ist 
wieder statt Mb das resultierende 
Moment 

Mres = yM;y + M1z 
einzusetzen. 

Zu beachten ist, daß im 
Scheitel des Bogens die Quer

biegespannung Gq an der Innenhaut des Rohres mit der Tangentialspan
nung Gti gleichgerichtet" und an der Außenhaut entgegengesetzt zu Gta 

wirkt. Die Überlagerung der Beanspruchungen tangential zum Bogen
umfang in der Ebene der neutralen Achse erkennt man aus Abb. 196. 

Die größte Gesamtspannung ist also nach Abb. 196 

a 11 = Gta + Gqa kgfmm2 

außen in der Ebene der neutralen Achse bzw. 

Gz =Gei+ aqi kgfmm2 

an der Innenhaut des Rohres im BogenscheiteL 

Spannungen in radialer Richtung. 

In Richtung des Rohrhalbmessers wirkt nur eine durch den Innen
druck erzeugte Druckspannung, und zwar 

p 
aTi =- 100 an der Innenhaut, 

a = 0 an der Außenhaut. Ta 

Schubspannungen. 
In räumlichen Systemen treten als Folge der Wärmedehnung Dreh

momente in der yz-Ebene auf, die Behubspannungen erzeugen 

Md·D 
-r = 400 .J in kgfmm2 • 
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Durch die quer zur Achse gerichtete Komponente Y oder Z der Reak
tionskraft wird im Rohrquerschnitt ebenfalls eine Schubspannung her
vorgerufen 

y 
-r:'=-----

~·(D2-d2) 
4 

bzw. 
z 

Jedoch ist diese Spannung äußerst klein und kann daher vernachlässigt 
werden. 

Hiernach können die so erniittelten Normal- und Schubspannungen 
entsprechend den vorhin entwickelten Spannungshypothesen in die be
treffenden Gleichungen eingesetzt werden. Die daraus berechnete Ver
gleichsspannung Cfv muß je nach den Betriebsverhältnissen und je nach 
der Genauigkeit der erfolgten Spannungsbestimmung einen angemessenen 
Abstand von dermaßgebenden Werkstoffestigkeit (Warmstreckgrenzectstr 
bzw. Dauerstandfestigkeit ctnauer) haben. 

Dieses wird durch die Beziehung 

bzw. anauer ----s;-
ausgedrückt, worin 81 und 8 2 die verlangte Sicherheit gegenüber der 
Warmstreckgrenze bzw. Dauerstandfestigkeit darstellen. 

Die auszuführende Rechnung soll an Hand eines Zahlenbeispiels 
erläutert werden. 

Beispiel 23. Im Beispiel 20 wurden für den Punkt a des Systems 
nach Abb. 171 (gerades Rohrende) folgende Beanspruchungen berechnet: 

c; = 2 69 kgjmm2 · 
a ' ' 

ab = 7,05 kgjmm2 außen, a 

ab. = 5,86 kgjmm2 innen. 
l 

Die Gesamtspannung in axialer Richtung beträgt danach an der 
Außenhaut 

Cfxa = 2,69 + 7,05 = 9,74 kgjmm2 

bzw. an der Innenhaut 

llx· = 2,69 + 5,86 = 8,55 kgfmm2 • 
l 

Ferner in tangentialer Richtung 

120 ·1482 

Cfta = 200. (148 + 15) ·15 = 5,38 kgfmm2 außen, 

120 
Cfti = 5,38 + 100 = 6,58 kgjmma innen. 

18* 
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Da der Punkt a im geraden Rohrteil liegt, treten keine weiteren 
Tangentialspannungen auf, d. h. 

a11a = Gta = 5,38 kgfmm2 außen, 

a11 • = ae. = 6,58 kgfmm2 innen. 
t t 

In radialer Richtung wirkt nur der Innendruck, und zwar 

ara = 0 außen, 
p 

a1i =- 100 = -1,2 kgfmm2 innen. 

Zuletzt wirkt noch die Schubspannung 

"ta = 0,52 kgjmm2 bzw. "ti = 0,432 kgfmm2. 

Daraus ergibt sich entsprechend der Theorie von HENKY-HUBER nach 
Gleichung (ll9) für die Vergleichsspannung an der Außenhaut des 
Rohres in Punkt a (ebener Spannungszustand) 

Gva = y'9,742 + 5,382-9,74 • 5,38 + 3 · 0,522 = y72,21 . 

= 8,5kgfmm2 

und an der Innenhaut nach Gleichung (ll8) für den dreiachsigen 
Spannungszustand 

av; = y'Ö,5 [{8,55- 6,58)2 + {6,58 + 1,2)2 + {-1,2- 8,55)2] + 3 · 0,4322 

= vo,5 ·194,3 + 0,56 = 9,89 kgjmm2. 

Man sieht also, daß die Vergleichspannung an der Innenhaut be
deutend höher ist als außen, wo nur ein ebener Spannungszustand (a1 = 0) 
herrscht. Daher soll diese Vergleichsspannung als Maß für die Werk
stoffanstrengung gewertet werden. 

Der Chrom-Molybdän-Stahl, z. B. Marke TH 32, besitzt nach Tabelle 1 
bei 510°0 eine Dauerstandfestigkeit anauer = 14 kgfmm2. Die verbleibende 
Sicherheit beträgt also 

S = anauer = ___!!__ = 1,42 _ 
av; 9,89 __ 

Diese Sicherheit ist in Anbetracht der sehr genauen Spannungsbe
stimmung mehr als ausreichend. 

Zum Vergleich soll das Maß der Werkstoffanstrengung auch nach den 
anderen vorher erläuterten Spannungstheorien für den gleichen Fall 
berechnet werden. 
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Nach der Größtspannungshypothese: 

O"~a = O"maxa = O"xa = 9,74 kgfmm2 außen, 

<1~. = O"max· = O"z. = 8,55 kgfmm2 innen. 
• t ' 

Nach der Größtdehnungshypothese: 

" 3 
O"va = O"red = 9,74-10 · (5,38 + 0) 

= 8,13 kgfmm2 außen, 

0"~~ = 8,55- 130 . (6,58 + (-1,2)] 

= 8,13 kgfmm2 innen (d. h. = a~' ). a 

Nach der Schubspannungshypothese: 

a~" = O"max-O"min = 8,55- (-1,2) 

= 9,75 kgfmm2. 

Aus diesen Werten erkennt man, daß die Theorie von HENKY-HUBER 

die sicherste Grundlage für die Beurteilung der Werkstoffanstrengung 
bietet. 



C. Berechnung der Flansche 
und Flanschverbindungen. 

Im Rochdruck-Rohrleitungsbau stellt die Flanschverbindung einen am 
höchsten und meistens am ungünstigsten beanspruchten Bauteil dar. 
Schon die Tatsache, daß die Flanschverbindung am häufigsten als 
Anschlußteil an Formstücke, Wasserabscheider oder Maschinen in 
unmittelbarer Nähe der Festpunkte des Systems angeordnet wird, läßt 
erkennen, daß auch noch verhältnismäßig hohe zusätzliche Beanspru
chungen durch Biegungsmomente von der Rohrleitung hinzukommen, 
die - wie bereits nachgewiesen wurde - am Festpunkt zumeist ihren 
Höchstwert erreichen. 

Es ist daher sehr wichtig, die Art der Beanspruchungen und ihre 
Größe in den einzelnen Teilen der Flanschverbindung genau zu kennen. 
Nur dann ist die Gewähr gegeben, daß die Bemessung aller Teile zweck
mäßig erfolgt, da die Wechselwirkung einzelner Maßnahmen beim Ent
wurf erst durch den rechnerischen Zusammenhang erkannt werden kann. 

I. Allgemeine Grundlagen. 
1. Grundsätzliche Bauarten. 

Aus der Vielzahl der Ausführungen muß man grundsätzlich zwei 
Gruppen der Flanschenbauarten unterscheiden: 

a) lose Flanschen, 
b) feste Flanschen. 
Die erste Gruppe umfaßt alle Ausführungen der losen Hinterleg

flanschen hinter Bördeln, Stauchbunden, Aufschweiß- oder Vorschweiß
bunden, ähnlich Abb. 197. Die losen Flanschen werden meistens als 
ebene runde Scheiben ausgebildet und lassen sich als solche auf ver
hältnismäßig einfache Art berechnen; die Theorie der ebenen Platten 
gibt hie:~;für ausreichend genaue Hinweise. Im einzelnen soll später 
darauf noch näher eingegangen werden. 

Das grundsätzliche Merkmal dieser Gruppe ist das Fehlen eines 
Werkstoffzusammenhanges zwischen Flansch und Rohr. Der Flansch 
liegt lose hinter dem Bund und kann sich ungehindert verformen. Um
gekehrt kann sich auch das Rohr bzw. der Bund unabhängig vom Flansch 
ausdehnen. Das ist eine für Höchstdruck-Dampfleitungen besonders 
wichtige Eigenschaft dieser Bauart. Erfahrungsgemäß wird das Rohr 
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und auch der Bund infolge der unmittelbaren Berührung mit dem Heiß
dampf schneller heiß als der Flansch. Sie bleiben auch im Betriebs
zustand etwas heißer. Durch diesen Temperaturunterschied dehnt sich 
der Bund gegenüber dem Flansch in radialer Richtung mehr aus, ohne 
daß unzulässige Schrumpfspannungen auftreten können. Diese Tatsache 
wird noch immer häufig überseh,en, indem für Hochdruckleitungen mit 
hoher Betriebstemperatur feste Flansche gewählt werden, die in dieser 
Hinsicht ungünstig beansprucht werden. 

Ein zweiter V orteil des losen Flansches ist seine größere Elastizität, 
die beim Anwärmen der Leitung einen Teil der auftretenden Dehnungs
unterschiede aufnimmt und dadurch die Schrauben vor übermäßig hohen 
Beanspruchungen schützt. 

Der Gewindeflansch und in gewissem Sinne auch der Aufwalzflansch 
gehören ebenfalls zur Gruppe der losen Flansche, da auch ihnen der 

I 

Abb. 197. Stauchbund mit losem Hinterlegflansch. Abb. 198. Fester Flansch. 

feste Werkstoffzusammenhang mit dem Rohr fehlt. Allerdings liegt in 
diesen Fällen das Rohr mehr oder weniger fest am Flansch an, und es 
besteht somit nicht mehr in dem Maße die Möglichkeit der unabhängigen 
radialen Ausdehnung. Das trifft in besonderem Maße für den Walzflansch 
zu. Dieser wird allerdings im Hochdruckrohrleitungsbau nicht ange
wendet, da die wirkenden Dehnungsunterschiede zwischen Rohr und 
Flansch den durch das Aufwalzen gegebenen Zusammenhang gefährden 
und mit der Zeit lockern würden. 

Auch der Gewindeflansch hat sich aus ähnlichen Gründen im Höchst
druck-Rohrleitungsbau nicht durchsetzen können und kommt höchstens 
bei ganz kleinen Abmessungen in Frage. 

Zu der Gruppe der festen Flansche gehören in erster Linie angegos
sene Flansche der Gußformstücke und Armaturen, sowie Vorschweiß
flansche an Rohrleitungen gemäß Abb. 198. 

Die Berechnung der festen Flansche ist wesentlich schwieriger, weil 
durch den Zusammenhang zwischen Flansch und Rohr eine Form
änderung des ersteren zwangläufig auch eine Gestaltänderung des 
Flanschansatzes bzw. des damit verbundenen Rohres bedingt. Die 
rechnerische Erfassung dieses Zusammenhanges führt zu äußerst lang
wierigen und umständlichen Entwicklungen. 
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Wie bereits angedeutet, ist der feste Flansch steifer als der lose und 
wird daher auch meistens bei nicht zu hohen Betriebstemperaturen 
angewendet. Auch das Auftreten von erheblichen Schrumpfspannungen 
infolge des Wärmeflusses nach außen macht ihn für Dampfleitungen mit 
hoher Temperatur weniger zweckmäßig als den losen Flansch. 

Für normale Betriebsverhältnisse bis 400° C sind die Abmessungen 
der Flansche in den Dinormen festgelegt, und zwar bis ND 100. 
Normentwürfe liegen für Vorschweiß- und Stahlgußflansche bis ND 320 
vor. Hier handelt es sich aber meistens um Betriebstemperaturen über 
400° C, so daß eine rechnerische Nachprüfung der Abmessung notwendig 
ist. Lose Hinterlegflansche für höhere Betriebsdrucke sind bisher nicht 
genormt. Die Anschlußabmessungen wird man selbstverständlich den
jenigen fester Flansche anpassen, während die Blattstärke rechnerisch 
bestimmt werden muß. 

Die Grundlage für die genormten Flansche bildeten die auf der 
BACHsehen Theorie beruhenden Näherungsverfahren für die Berechnung 
von 

losen Flanschen entsprechend DIN 2506 und 
festen Flanschen entsprechend DIN 2505. 

Eine ausführliche Bewertung des den Normen zugrunde liegenden Be
rechnungsverfahrens ist von E. SoHULZ und A. SoHILLER1 gegeben worden. 
Darauf wird noch ausführlicher eingegangen. Eine Übersicht der wich
tigsten Flanschennormen ist im Handbuch der Rohrleitungen 2 gegeben. 

2. Vorspannung und Betriebsbelastnng. 
:Bei der Berechnung muß die Flanschverbindung zunächst stets als 

Ganzes betrachtet werden. Erst dann lassen sich die auftretenden 
Kräfte und ihre Wirkung auf die einzelnen Teile ermitteln. 

Wird eine Flanschverbindung durch Anziehen der Muttern an den 
Schrauben zusammengespannt, so entsteht in allen Teilen der Ver
bindung ein Spannungszustand, den man kurz mit Vorspannung be
zeichnet. Hierbei sei vorausgesetzt, daß der Spannungszustand im 
elastischen Gebiet bleibt, da man unter betriebsmäßigen Verhältnissen 
die Überschreitung der St.reckgrenze mit Rücksicht auf die Erhaltung 
der Vorspannung vermeidet. 

Bei den nachfolgenden Betrachtungen sollen in erster Linie die auf
tretendenKräfte, nicht dieNennspannungen, untersucht werden. Letztere 
werden in einem späteren Abschnitt behandelt. 

1 Sem, E. u. A. ScHILLER: Wie berechnet man Flanschverbindungen. Wärme 
1935 Nr. 31 u. 32. 

2 ScHWEDLER, F. u. H. v. JÜRGENSONN: Handbuch der Rohrleitungen. Berlin: 
Julius Springer 1939. 
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Die Wirkung der Vorspannung wird durch das Verspannungsschau
bild Abb. 199 verdeutlicht. Im rechten Teil des Schaubildes (rechts 
von der Ordinate) ist das elastische Verhalten der spannenden Teile 
dargestellt. Die Längenänderung Av dieser Teile setzt sich zusammen 
aus der elastischen Längung der Schraube, der federnden Nachgiebigkeit 
der Muttern, des Kopfes, des Gewindes, etwaiger Unterlegscheiben und 
der verbindenden Flansche einschließlich ihrer Durchbiegung unter der 
Wirkung der Vorspannkraft. Links von der Ordinate ist das elastische 
Verhalten der gespannten Teile dargestellt. Die Längenänderung öt. 
der verspannten Teile setzt sich aus der federnden Nachgiebigkeit der 
Dichtung und der anliegenden gedrück
ten Flanschdichtfläche zusammen. Die 
Gesamtlängenänderung der spannenden 
und verspannten Teile beträgt also 

Av + Öv· 
Die Neigung der Geraden OA zur 

Abszisse (Dehnungsachse) wird durch die 
Tangente des Winkels oc 

V 
längung der 

spannenden !eile 
tg oc = ;:;;- = es Abb. 199. Verspannungsschaubild. 

ausgedrückt und stellt den Federwert der spannenden Teile dar. Dieser 
Federwert setzt sich aus den Federwerten jedes einzelnen der spannenden 
Teile zusammen, indem 

(120) 

Man muß also den Federwert der Schrauben, der Mutter, der Flanschen 
usw. einzeln bestimmen und sie zum Gesamtfederwert der spannenden 
Teile nach der Gleichung (120) zusammensetzen. 

In gleicher Weise ist 

V 
tgß = 6;;- =Cd 

der Federwert der verspannten Teile, wobei 
ebenfalls 

(121) 

ist. 
Das Schaubild Abb.199 wird zweckmäßiger

weise so gezeichnet, daß durch den Schnitt

c 
tdngung 

Verspannungsschaubild. 

punkt A der Geraden 0 A mit der Ordinate der Vorspannung V die 
Gerade CA mit dem Winkel ß zur Abszissenachse gelegt wird. Es 
entsteht das Schaubild gemäß Abb. 200. 

Danach ist die Gesamtlängenänderung der beanspruchten Teile, wie 
bereits angegeben war, }; Av = Av + Öv. 
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Der Federwert der einzelnen Teile wird bestimmt, indem man die 
elastische Formänderung Äv des betreffenden Teiles in cm unter der 
Wirkung der Vorspannkraft V in kg berechnet oder durch Versuch 
bestimmt. Für die Schraube ist z. B. der Federwert 

I ·E 0 - - 1--1 in kgfcm 
1- l1 ' 

worin 

l1 = wirksame Schraubenlij.nge in cm, 
/ 1 ='Querschnitt der Schraube in cm2, 

E1 =Elastizitätsmodul des Schraubenwerkstoffes in kgfcm2 

darstellen. 

(122) 

Die rechnerische Bestimmung der elastischen Formänderung der 
Flansche ist äußerst schwierig und konnte bisher nur näherungsweise 
gelöst werden. Die zahlenmäßige Berechnung der Federwerte aller Teile 
wird im Abschnitt II behandelt. 

Wird eine auf die beschriebene Art vorgespannte Flanschverbindung 
durch eine hinzukommende Betriebslast- z. B. durch den Innendruck
belastet, so entsteht eine Spannungsüberlagerung in den Teilen der 
Flanschverbindung. 

Entgegen der vielfach verbreiteten Ansicht, daß die Schrauben nun
mehr außer der durch die Vorspannung gegebenen Beanspruchung zusätz
lich auch noch die volle durch den Dampfdruck bedingte Last zu über
nehmen hätten, entfällt auf die Schrauben nur ein gewisser Teil der 
Betriebslast. 

Hier müssen nach P. KAEHLER1 zwei voneinander verschiedene Be
lastungsfälle unterschieden werden : 

a) Gleiche Federwerte beim Vorspannen und bei der Betriebsbelastung. 
b) Ungleich große Federwerte beim Vorspannen und bei der Betriebs

belastung. 
Im Rohrleitungsbau kommen eng nebeneinander, meistens sogar inein

ander verflochten, beide Belastungsfälle vor. 
Eine Flanschverbindung mit Bunden und losen Flanschen gehört 

zur Gruppe a); dagegen sind Flanschverbindungen mit festen Flanschen 
(Vorschweißflanschen oder Stahlgußflanschen) grundsätzlich zur Gruppe 
b) zu zählen. Ein weiterer Fall von ungleich großen Federwerten beim 
Vorspannen und bei der Betriebsbelastung (Fall b) liegt bei mittels 
Blindflansch verschlossenen Flanschverbindungen vor. Hier entsteht 
durch die unmittelbare Einwirkung des Dampfdruckes auf den Blind
flansch eine Durchbiegung desselben, der im allgemeinen ein anderer 
Federwert zugrunde liegen wird als derjenige bei der Vorspannung. 

1 KAEHLER, P.: Belastung der Schrauben in verspannten Schraubenverbin
dungen. Wärme Bd. 63 (1940) Heft I u. 2. 
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Der grundsätzliche Unterschied zwischen den beiden Belastungsfällen 
ist nach KAEHLER folgender: 

Treten nur Zusammendrücke und keine Durchbiegungen der span
nenden Teile auf, so hat man es mit dem Belastungsfall a) zu tun. Dieser 
Fallliegt aber auch dann noch vor, wenn Durchbiegungen der spannenden 
Teile auftreten; diese müssen aber beim Vorspannen und bei Betriebs
belastung bei gleicher Kraftgröße gleich groß sein. Die Durchbiegung ist 
dann im Federwert der Vorspannung zu berücksichtigen. Bei Flansch
verbindungen mit Bunden und losen Flanschen ist das der Fall, da 
infolge des gleichen Angriffspunktes der Kräfte die Durchbiegung der 
losen Flansche beim Vorspannen und bei Betriebsbelastung bei gleicher 
Kraftgröße gleich groß ausfällt. 

Ist aber die Durchbiegung der Flansche bei der Betriebslast von 
derjenigen bei der Vorspannung verschieden groß, wie es auf Grund der 
abweichenden Angriffspunkte der Kräfte bei den festen Flanschen der 
Fall ist, so liegt der Belastungsfall b) vor. Die federnde Durchbiegung 
beim Vorspannen erscheint im Federwert 0 8 , die zusätzliche Durch
biegung bei der Betriebslast im Federwert Ob. 

Bei kombinierten Flanschverbindungen - Bundflansch mit festem 
Flansch - müssen beide Fälle jeweils beachtet werden. 

Diese grundsätzliche Unterscheidung ist an sich richtig, hat aber nur 
theoretische Bedeutung. Bei der Unsicherheit und den großen Ab
weichungen in der Berechnung der Durchbiegung fester Flansche spielen 
die geringen Unterschiede in den Federwerten der Vorspannung und 
der Betriebsbelastung gar keine Rolle. 

In den meisten Fällen wird man also l 
ohne nenennswerten Fehler mit dem Be
lastungsfall a), d. h. mit gleichen Feder
werten rechnen können. 

a) Belastungsfall mit gleichen Federwerten 
beim Vorspannen und bei Betriebslast. 

Eine durch den Betrieb bedingte Zug
kraft P ruft sowohl in den spannenden 
Teilen als auch in den verspannten Teilen 
eine Längenänderung Az hervor, Abb. 201. 
Die durch die Vorspannung bedingte Längen

Öv~z 

Abb. 201. Verspannungsschaubild 
mit Betriebslast. 

änderung A." erhöht sich demnach auf A.v + Az· Die verspannten Teile 
waren durch die Vorspannung um <5" gestaucht; durch die Längung Äz 
infolge der Betriebskraft P erfahren sie eine Verminderung dieser 
Stauchung auf <5t,- Az· 

Der Verlängerung der spannenden Teile um A." + Äz entspricht eine 
Schraubenkraft f>y; der Stauchung <5v- Äz der verspannten Teile ent
spricht nur noch eine Dichtungskraft Pa. 
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Die Vorspannung V muß also so groß gewählt werden, daß bei der 
im Betrieb zu erwartenden Belastung P der restliche Teil der Dichtungs
kraft Pd ausreicht, um ein Dichthalten der Verbindung zu gewährleisten. 

I 

ttingung 
Abb.202. 

A. TRUM und F. DEBUS1 beweisen an Hand 
dieses Verspannungsschaubildes, daß bei gleicher 
Vorspannung V der Anteil~ der auf die Schrau
ben entfallenden Betriebskraft um so kleiner wird, 
je geringer der Federwert der spannenden Teile 
ist. Das ·wird durch Abb. 202 verdeutlicht. Die 
Linie 11 entspricht einem kleineren Federwert der 
spannenden Teile, wodurch bei gleich großer Vor
spannung V und Betriebslast P der Anteil ~ be
deutend kleiner ist als bei der Linie I. 

Die Verringerung des Federwertes 0 8 der span
nenden Teile wird z. B. durch Verwendung einer 
Schraube mit unter Kerndurchmesser abgedrehtem 

Schaft (sog. Dehnschraube), ferner durch Vergrößerung der Flanschelasti
zität begünstigt. Wie später gezeigt wird, sind lose Hinterlegflansche 
bei gleicher und sogar größerer Blattstärke wesentlich elastischer als 

Einfluß des Federwertes 
der spannenden Teile anf 
die Betriebsbeanspruchung 

der Schrauben. 

Abb. 203. Einfluß des Federwertes 
der verspannten Teile auf die 

Betriebsbeanspruchung 
der Schrauben. 

feste Flansche (Vorschweißflansche) und er
geben daher günstigere Schraubenbeanspru
chung. 

Auch die von der Schraube aufzunehmende 
Schlagkraft ist bei Verwendung der Dehn
schraube bei gleicher Schlagarbeit kleiner 
als bei normalen Schrauben. 

Eine ähnliche Wirkung, jedoCh mit um
gekehrtem Vorzeichen, übt auch der Feder
wert der verspannten Teile aus. In Abb. 203 
ist gezeigt, daß mit steiler werdender Linie 
der verspannten Teile - entsprechend einer 
Vergrößerung von 0 d - der Anteil ~ der 
Schraubenkraft ebenfalls verringert wird 

(s. Linie Il). Daraus folgt, daß es günstig ist, den Federwert der Dichtung 
möglichst groß zu machen. Die dichtungslosen Flanschverbindungen 
(mit tuschierten Flanschdichtflächen) stellen in dieser Beziehung ein 
Musterbeispiel dar. 

Allerdings muß in diesem Fall mit größerer Vorspannung gearbeitet 
werden, da schon eine geringe Vergrößerung von P zu einer sehr starken 
Beeinflussung der Dichtungskraft Pd 2 führt. 

Das geht aus den Gleichungen 
c, 

~= C,+Cd .p (123) 

1 THUM, A. u. F. DEBUS: Vorspannung und Dauerhaltbarkeit von Schrauben
verbindungen. Mitt. MPA. Darmstadt. VDI-Verlag 1936. 
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und für die Verminderung des Dichtungsdruckes 

Ga 
V-Pa=P-P.= Os+Oa .p 

deutlich hervor. 

285 

(124) 

b) Belastungsfall mit ungleich großen Federwerten beim Vorspannen 
und bei Betriebslast. 

Dieser Fall gilt - wie bereits gesagt - für feste Flanschen und 
blindgeflanschte Flanschverbindungen. Die durch die Betriebslast P 
entsprechend dem Innendruck hervorgerufene Durchbiegung ()b (Abb. 204) 
gehorcht dem Federwert 

p . 
ob= lfb = tgy (125) 

p 

Abb. 204. Betriebsbeanspruchung 
eines Blindflansches. 

Abb. 205. Verspannungsschaubild für ungleiche 
Federwerte bei Vorspannung und Betriebslast. 

im Gegensatz zur Formänderung infolge der Vorspannung. Diese Durch
biegung ()h bewirkt, daß die Linie der Betriebsbelastung nicht mehr parallel 
zur Kraftachse verläuft, sondern unter einem Winkel y zur Abszisse geneigt 
ist (s. Linie DE in Abb. 205). Trägt man in diese Abbildung die einer 
gleich großen Betriebsbelastung P entsprechende Linie ohne Berück
sichtigung von bb, d. h. parallel zur Kraftachse ein (s. Linie FG), so stellt 
man fest, daß ()b einerseits eine Verringerung der Gesamtschraubenkraft 
P; auf Pu und andererseits auch eine Minderung des Dichtungsdruckes P~ 
auf Pa bedingt. Auch der auf die Schrauben entfallende Anteil P. der 
Betriebslast P wird dadurch kleiner. 

Im übrigen sind hier die gleichen Überlegungen maßgebend, wie für 
den Belastungsfall unter a). 

Aus Abb. 205 geht hervor 

P -C·P·(-1 --1 ) (126) z- Ga ob ' 

worin C = ~8~ ~a der Gesamtfederwert der Verbindung ist . 

. 1 1 ) 
P-J>.= C · P·(o;+c;. (127) 
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Ferner 
(128) 

wobei Fe die Betriebsbelastung ist, bei der die Dichtungskraft Pd= 0 wird. 
Die Gesamtkraft der Schrauben ist 

(129) 

KAEHLER1 untersucht ferner sog. Flanschverbindungen mehrfachen 
Vorbelastungsgrades. Ein Beispiel hierfür ist die mit Stiftschrauben ver
sehene Verbindung gemäß Abb. 206. Hier sind zwei Verspannbereiche 
zu unterscheiden. Der erste Verspannbereich ist durch die Vorspannung 
der Flanschdichtfläche, also die durch die Mutter der Stiftschraube 
bedingte Vorspannung gegeben. Der zweite Verspannbereich ist durch 

Abb. 206. Verbindung mit Stiftschrauben. Abb. 207. Lastverteilung im Verspannbereich 
zweiten Grades. 

die Abstützung des Stiftschraubenendes im Grund der Gewindebohrung 
(oder durch die jetzt verlassene Ausführung der Stiftschraube mit Bund 
in Abb. 206 rechts) gegeben. 

Bei solchen Verbindungen ist jeder nachfolgende Verspannbereich 
durch die Vorspannkraft des vorgeschalteten Verspannbereiches vor
belastet. 

In Abb. 207 ist die Lastverteilung im Verspannbereich zweiten Grades 
dargestellt. 

Das im Mutterflansch eingeschraubte Stiftschraubenende ist mit 
V.t kg verspannt, während der Dichtungsdruck zwischen den Flanschen 
durch die Vorspannung V erzielt wird. V belastet die Stiftverschraubung 
(im Mutterflansch sitzender Gewindeteil) wie eine Betriebslast. 

Cz stellt den Federwert der Stiftschraube außerhalb des Mutter-
st 

flansches dar, während Cast den Federwert der Stiftverschraubung 

innerhalb des Mutterflansches bestimmt. Der Gesamtfederwert der 
Stiftverschraubung ist C8t, wobei 

(130) 

1 Siehe S. 282. 
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Die Suinme (O•st + Gast) ist ein Teilfederwert des Federwertes 0 8 des 
Verspannbereiches ersten Grades, d. h. 

1 1 1 1 
0 8 = (Oz8t + Oa,t) + 0 8 ~ + 0 8 2 + · · · · (131) 

Die Belastungszunahme der Schrauben im Verspannbereich zweiten 
Grades infolge der Vorspannkraft V ist 

0 V: - V. •st (132) 
z - Ozst + Gast • 

Durch eine Betriebsbelastung P wird die Schraube innerhalb des 
Verspannbereiches ersten Grades belastet mit 

p' =O·P·(-1 __ I) 
• od ob 

oder, wenn ob= 0 ist, gemäß Gleichung (123) 

P o, 0 
z = O,+Od ·P= Gd ·P, 

wobei 

ist. 
Daraus ergibt sich für den Verspannbereich zweiten Grades eine 

Belastung (durch Betriebslast P) von 

Pst =V+~- (133) 

Der auf das eingeschraubte Stiftschraubenende entfallende Anteil 
der Betriebslast ist also 

(134) 

Daraus kann man erkennen, daß der auf das eingeschraubte Stiftende 
(zweiter Verspannbereich) entfallende Anteil der Betriebslast P nur sehr 
gering ist. KAEHLE:R ermittelt für ein bestimmtes Beispiel mit 

o, 1 o.,t 1 · 
Gd =5 und Gast = 2; Ob= 0 

den Anteil der Betriebslast gemäß Gleichung (134) zu 

P 0,5 p 1 p 
•st = 0,5 + 1 · z = 3 · z 

1 0,2 1 
=a· 0,2+1 ·P=TS·P. 

Allerdings muß berücksichtigt werden, daß die Stiftschraube im Ver
spannhereich zweiten Grades wesentlich höher vorgespannt ist, als es bei 
normalen Durchsteckschrauben gewöhnlich der Fall ist (siehe Abb. 207). 
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Außerordentlich wichtig ist der von KAEHLER1 behandelte kraft
schlüssige Zusammenhang bei Flanschverbindungen unter Betriebs
temperatur und bei Erwärmung bzw. Abkühlung. 

Es ist klar, daß die Änderung der Temperatur auch eine Änderung 
des Elastizitätsmoduls E hervorruft. Die durch die Wärmedehnung 
bedingte Änderung der Querschnitte und Längen übt bei Annahme 
gleicher Temperaturverteilung für die ganze Verbindung praktisch keinen 
Einfluß auf die Kraftverhältnisse aus. Man wird also genügend genau 

mit einem entsprechend verminderten 
Federwert 

C' = ;t_ · C (135) 
0 

rechnen. Auch der Federwert Cb der 
zusätzlichen Durchbiegung durch den 
Innendruck ändert sich in 

C' Et C 
b = Eo. b· 

Abb. 208. Einfluß der Temperatur auf das 
verspannungsbild. Dieser tritt erst bei der Betriebslast 

in Erscheinung. 
Infolge des Temperatureinflusses werden die Linien der Lastverteilung 

im Verspannungsschaubild flacher, die Vorspannung sinkt von V auf V' 
(s. Abb. 208), wubei 

V'= V·~=!: 
wird. 

Auch der auf die Schrauben entfallende Anteil~ der Betriebslast P 
sinkt auf P; ebenso wie auch die Gesamtschraubenbelastung Pu auf P~ 
herabgesetzt wird. Gleichzeitig vermindert sich auch der Dichtungs
druck Pd. 

Die Berechnung der einzelnen Lastanteile erfolgt genau wie im kalten 
Zustand, jedoch unter Berücksichtigung der verminderten Federwerte C'. 

Es sei nochmals betont, daß hier eine gleichmäßige Temperatur
verteilung angenommen wurde. 

In Wirklichkeit stellen sich aber nicht nur im Betriebszustand, sondern 
vor allen Dingen während des Anwärmens der Leitung mehr oder weniger 
große Temperaturunterschiede innerhalb der einzelnen Teile der 
Flanschverbindung ein. Dadurch wird eine verschieden starke Wärme
dehnung der Flansche und der Schrauben bedingt. Der am häufigsten vor
kommende Fall ist der eines Temperaturgefälles von den Flanschen zu 
den Schrauben, d. h. die Flanschen besitzen eine höhere Temperatur 
als die Schrauben. 

1 Siehe Fußnote S. 282. 
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Der Unterschied der Wärmedehnung Lllt ergibt eine entsprechende 
Steigerung der Vorspannkraft V. Es ist 

Lllt = e1 • t1 ·l1 + e2 • t2 ·l2 + e3 • t8 ·l3 + e4 • t4 ·l4 -e5 • t5 ·l5 , (136) 

worin 
t = Betriebstemperatur des jeweiligen Teils in o C, 
e = Wärmedehnungszahl entsprechend t° C aus Abb. 31 bzw. 32, 
l = wirksame Wärmedehnlänge in cm 

bedeuten. 
Der Index 1 bezieht sich auf beide Flanschen, 2 auf einen etwaigen 

Bund (bei losen Flanschen}, 3 auf die Dichtung, 4 auf die Unterlege
scheiben, 5 auf die Schrauben. 

Es ist also 11 +l2 + Z3 + Z4 =l5• l 
Die infolge des Temperatur

einflusses verminderte Vorspann
kraft V' steigt nun durch den 
wirksamen Wärmedehnungsunter
schied Lllt auf den Wert 

vt = V'+ Pe, (137) 

worin der Zuwachs Pe aus 

Pe = o; ·Lilt = tgoc' ·Lilt (138) 
/,üfljUflj 

Abb. 209. Einfluß ungleicher Erwärmung 
auf das Verspannungsbild. 

ermittelt wird. 
Aus Abb. 209 erkennt man, daß der auf die Schrauben entfallende 

Anteil P; der Betriebslast P von den Unterschieden in der Wärme
dehnung unbeeinflußt bleibt. 

Dagegen steigt die Gesamtbelastung der Schrauben von P; auf Pgt 

(139) 

Um den gleichen Betrag Pe steigt auch die Dichtungskraft P;, und 
zwar 

pdt = p~ + Pe. 
Die Anwendung auf den Belastungsfall unter b) ist genau die gleiche, 
jedoch muß hier der Federwert 

0 , Et 0 , b=r· b=tgy 
0 

zusätzlich berücksichtigt werden. 
Aus Abb. 210 erkennt man die maßgebenden Zusammenhänge. Die 

Vorspannung V im kalten Zustand wird durch die Erwärmung auf V' 
herabgesetzt. Infolge der außerdem noch auftretenden Temperaturunter
schiede und der dadurch bedingten Wärmedehnungsdifferenz Lllt steigt 

v. Jürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 19 
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die Vorspannung V' auf Jt um den Betrag Fe = c; · L1lt· In gleichem 
Maße werden auch die Gesamtschraubenkraft P; auf Pflt und die Dich-

tungskraft P~ auf Pat gesteigert, während der auf die Schrauben ent

fallende Anteil P; der Betriebslast P unverändert bleibt. 
Entsteht durch eine Abküh

lung der Flansche ein Temperatur
gefälle von den Schrauben zu den 
Flanschen, so findet der umge
kehrte Vorgang statt. Der durch 
das Temperaturgefälle zwischen 
Schraube und Flansch bedingte 

~ , Wärmedehnungsunterschied L1ll' 
~.....1.-=-....J.....L....L_ __ L..:!.....lol--'-...u..-", .~. -:-:- wird nunmehr nach Gleichung 

otmgung (136 · d b · k · 
Abb. 210. Verspannungsschaubild für Belastungs- ) negativ un eWir t eine 

fall b bei ungleichmäßiger Erwärmung. Entspannung der Flanschverbin-

Abb. 211. Einfluß ungleicher Abkühlung 
auf das Verspannungsbild. 

dung um Pe" = c;'. L1l!' (Abb.2ll). 

Die Vorspannkraft sinkt auf 

0" 
vt" =V· 0 -P/' 

und um den gleichen Betrag Pe" 
verringert sich die Gesamtschrau
benkraft und die Dichtungskraft. 
Dabei kann es vorkommen, daß 
die Dichtungskraft 

P,l; = P,l- Pe" 

so klein wird, daß sie nicht mehr zum Dichthalten ausreicht - die 
Verbindung wird bis zum Eintritt des Temperaturausgleichs undicht. 

3. Der Dichtungsdruck. 
Es wurde gezeigt, daß die in einer verspannten Flanschverbindung 

vorliegende Dichtungskraft von der Höhe der Vorspannung und der 
Betriebsbelastung beeinflußt wird. Wenn also die zum Dichthalten 
erforderliche Dichtungskraft bekannt ist, kann man aus dem Verspan
nungsschaubild des vorigen Abschnittes die zu einer gegebenen Betriebs
belastung erforderliche Vorspannung ermitteln. 

E. SIEBEL, W. G. HERING und A. RAIBLE1 haben das Verhalten 
von Dichtungen verschiedenster Form und Ausführung unter Verhält
nissen untersucht, die den betriebsmäßigen Belastungen möglichst nahe 
kommen. Es fanden an Dichtungen aus verschiedenen Werkstoffen 

1 SIEBEL, E., W. G. HERING u. A. RAIBLE: Versuche über das Verhalten von 
Dichtungen. Forschungen Bd. 5 (1934) Heft 6 S. 298. 
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nichtmetallischer und metallischer Art auch Versuche unter höherer 
Betriebstemperatur statt. 

Die Versuche wurden in der Weise durchgeführt, daß bei einer be
stimmten spezifischen Dichtpressung Pd der Innendruck Pi gemessen 
wurde, bei dem ein erstmaliges Undichtwerden beobachtet werden konnte. 

Unter den nichtmetallischen Dichtungen wurden von den genannten 
Forschern neben anderen Asbest, Gummi, Fiber und Klingerit untersucht. 
Bei Gummi wurde festgestellt, daß die erforderliche Dichtpressung kaum 
den Innendruck übersteigt und daß die Abmessungen der Dichtung fast 
keinen Einfluß haben. Auch Asbest verhält sich ähnlich, wie der Ver
gleich der Abb. 212 und 213 zeigt 1 • 

120 

100 

t 80 
Pi 

V 

1/(} 

20 

0 

. of,cc 
/Pd-Pi 

f" 
/c 

) •... 
•/cc 

jec 
!/; 

ßummi c 1'10/120/2mm. 
•1'1V/tUV/2mm 
•1'10/80/2mm 

2 
Pa- "kg/mmz 

0 16, 

alü 
11/0 

120 

10V 

t 80 
Pi 

60 

1/(} 

20 

0 

. c":/ 
. o ~Pd=Pi 

. .I 
··"I . . 
J 

·.; 
~I 
~0 

Asbest 
0 1'10/120/2 m;m. 
•1'10/100/2mm. 
•11/0/60/Zmm 

2 
l<g/mm2 

Abb. 212. Kaltversuche mit Gummidichtungen '· Abb. 213. Kaltversuche mit Asbestf. 

Die Auswertung der weiteren Versuche erfolgte im übrigen auf etwas 
abgeänderter Grundlage, und zwar wurde das Verhältnis Pk:~ in Ab
hängigkeit vom Innendruck Pi aufgetragen. Hierbei ist Pk die zum 
Erzielen einer Abdichtung von der Flanschverbindung aufzunehmende 
Kraft, während :;r; 

~=Pi. ~rd2 

die durch den Innendruck ~ bedingte Betriebsbelastung P darstellt. In 
dem Wert von Pk ist demnach auch die Dichtungskraft Pd enthalten, 
was nach der Darstellung im vorigen Abschnitt 

bedeutet. 
Pk=Pu=P+Pd 

Die Auswertung dieser von den genannten Forschern dur.chgeführten 
Versuche mit Dichtungen aus Kupfer und Aluminium bei verschiedenen 
Temperaturen zeigen die Abb. 214, 215 und 216. 

1 Die Abb. 212 bis 216 sind vorgenannter Arbeit entnommen. 

19* 
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Man erkennt daraus, daß metallische Flachdichtungen in kaltem 
Zustande sehr hohe Dichtkräfte erfordern. Das Verhältnis Pk: P; wird 
mit steigendem Innendruck günstiger. 

Darauf ist es zurückzuführen, daß metallische Dichtungen (und auch 
dichtungslose Verbindungen) nach erfolgter Montage beim Kaltwasser
druckversuch häufig versagen, während sie im späteren Betrieb nach 
erfolgter Erwärmung ausgezeichnet dicht halten. 

Metallprofildichtungen (z. B. Linsen-, Spießkant-, Rillendichtungen 
sowie wellenförmige V2A-Ringe) bieten den Vorteil, daß die zum Dicht-

6f) 
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Abb.214. Abb. 215. Abb. 216. 
Abb. 214 bis 216. Versuche mit Metalldichtungen von rechteckigem Querschnitt 

bei verschiedenen Temperaturen (s. Fußnote 1, S. 291 ). 

Pd 
10fjt 
8 

s 
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3 

~ 

halten erforderliche Kraft Pk> besonders bei kleinen Innendrücken 
wesentlich niedriger ist. Dagegen gleicht sich der Einfluß der Temperatur 
bei den Metallprofildichtungen in starkem Maße aus. 

Aus den bisher veröffentlichten Versuchsergebnissen kann zusammen
fassend gefolgert werden, daß die Versuchswerte in Abhängigkeit vom 
Innendruck Pi innerhalb eines bestimmten nach oben und unten be
grenzten Gebietes liegen (Abb. 217 und 218). Der kreuzschraffierte Teil 
umfaßt die Metallprofildichtungen in Spießkant-, Linsen- und Rundform, 
ferner gewellte V2A-Blechringe, sowie äußerst schmale Flachdichtungen. 
Die niedrigsten Werte gelten für die Spießkantform. 

Der einfach schraffierte Teil berücksichtigt Flachdichtungen mit 
rechteckigem Querschnitt mit glatter sowie mit gerillter Oberfläche 
von etwa 20 mm Breite. 
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Es ist deutlich erkennbar, daß Metall-Profildichtungen bei niedrigen 
Betriebsdrücken sehr hohe Anpreßkräfte zum Dichthalten erfordern. 
Man sollte sie also erst von dem Betriebsdruck an anwenden, wo der 
Wert Pk: P,; < 3 wird. 

SIEBEL gibt als Faustregel an, daß für die Berechnung der Flansch
verbindung ein Verhältnis 

eingesetzt werden kann. 
Dieser Wert dürfte jedoch im allgemeinen zu nahe an der Grenze 

liegen. Die obengenannten Versuchswerte berücksichtigen die stets noch 
zusätzlich auftretenden Beanspruchungen durch Biegungsmomente nicht. 
Diese Momente setzen auf der einen Seite der Flanschverbindung die 

InnendPuck Pi a!ü lnnend!'uck Pi a!ü 
Abb. 217. Verhalten verschiedener Dichtungen Abb. 218. Verhalten verschiedener Dichtungen 

bei 400" C. bei 500" C. 

Dichtungskraft herab. Es ist daher notwendig, je nach der gewählten 
Dichtungsart und dem Betriebsdruck einen Zuschlag zum Verhältnis 
Pk: P,; zu machen, um ganz sicher zu sein, daß die Dichtkraft nicht unter 
den kritischen Wert Pk sinken kann. 

Dieser Sicherheitszuschlag c hängt außerdem von der Montagesorg
falt, sowie von der Elastizität des Leitungssystems ab und wird zumeist 
zwischen c = l bis 2 liegen. 

Leider liegen für dichtungslose Flanschverbindungen, die im Höchst
druck Rohrleitungsbau steigende Verbreitung finden, ähnliche Versuchs
ergebnisse bisher nicht vor. Die Erfahrungen des Verfassers mit solchen 
Verbindungen haben aber gezeigt, daß obenstehende Überlegungen 
richtig sind und auf dieser Grundlage eine dichte Verbindung erreicht 
werden kann. 

4. 'V erkstoffauswahl und Werkstoffeigenschaften 
füt• Flanschverbindungen. 

Während für mittlere Drücke und bis zu einer Temperatur von etwa 
350° C die Werkstoffauswahl in den Normen verankert ist, muß bei 
höheren Temperaturen und insbesondere bei solchen über 400° C der 
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Werkstoff unter Berücksichtigung der zu erwartenden Beanspruchungen 
gewählt werden. Über 400° 0 kommen grundsätzlich legierte Werkstoffe 
für die Flanschen und Schrauben in Frage. 

Für die Flanschen wird gewöhnlich der dem Rohr entsprechende 
Werkstoff, also ein Mo- oder Cr-Mo-Stahl gewählt. Die Warmfestigkeits
eigenschaften, insbesondere die Dauerstandfestigkeit dieser Stähle reicht 
bei vernünftig gestalteten und bemessenen Flanschverbindungen in allen 
Fällen aus. Im Temperaturgebiet von 500° 0 und darüber genügt aber 
die Wahl eines legierten Stahls unter Beibehaltung der in den Vornormen 
bereits vorgeschlagenen Flanschabmessungen nicht immer. Es muß 
unter allen Umständen durch eine Festigkeitsberechnung nachgeprüft 
werden, ob nicht etwa außerdem noch einige Abmessungen, wie z. B. 
die Blattstärke, vergrößert werden müssen. 

Die Schrauben, deren Ausbildung insbesondere für Höchstdruck
Dampfleitungen zweckmäßig nach DIN 2507 bzw. 2510 erfolgen soll, 
sind das am höchsten beanspruchte Glied einer Flanschverbindung. 
Außer den von ihnen zu tragenden, an sich sehr hohen Belastungen müssen 
sie auch noch den Ausgleich eines großen Teils der durch Temperatur
unterschiede bedingten Wärmedehnungen übernehmen. Neben hoher 
Dauerstandfestigkeit soll der Schraubenwerkstoff also noch ausreichende 
Dehnung besitzen. 

Ferner ist bekanntlich ein mit Kerben versehener Bauteil besonders 
stark gefährdet. Das Gewinde stellt ab13r eine ganze Reihe von sehr 
spitzen Kerben dar, weshalb von einem geeigneten Schraubenwerkstoff 
möglichst hohe Kerbschlagzähigkeit zu verlangen ist. 

Früher bevorzugte man in erster Linie die Cr-Ni-Mo-Stähle für die 
höchstbeanspruchten Bolzenschrauben. Die bisher gemachten Er
fahrungen scheinen aber darauf hinzudeuten, daß der Nickelzusatz die 
Neigung zu verformungslosen Brüchen unter dem gleichzeitigen• Einfluß 
der hohen Temperatur und Beanspruchung begünstigt. Man hat daher 
in letzter Zeit bei Temperaturen von 500° 0 und darüber den Cr-Mo
Va-Stählen ohne Nickelzusatz den Vorzug gegeben. Bis 500° 0 reichen im 
allgemeinen auch die nur mit Chrom und Molybdän legierten Stähle aus. 

Die Muttern werden gewöhnlich aus einem weniger hoch legierten 
Werkstoff ausgeführt. Erstens sind sie nicht so hoch beansprucht wie 
die Bolzenschrauben; zweitens muß schon zum Vermeiden des Fressens 
im Gewinde ein gewisser Abstand in der Oberflächenhärte zwischen 
Bolzen und Mutter gewahrt bleiben. Im allgemeinen dürfte hierfür ein 
Unterschied von 15 bis 20 kgfmm2 in der Kaltfestigkeit zwischen Bolzen
und Mutternwerkstoff ausreichen. Vielfach werden auch unlegierte 
0-Stähle oder mit Mangan bzw. Mn-Si legierte Vergütungsstähle mit 
Erfolg für Muttern vorgesehen. 

Für die Wahl des Dichtungswerkstoffes wurden im vorigen Abschnitt 
bereits einige maßgebende Gesichtspunkte angegeben. 
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Zu verwerfen sind solche Dichtungen, deren Form auf Grund der 
Dichtpressung zu hohen Spannungen am Außenrand führt. Ein Beispiel 
einer solchen Dichtungsart ist diejenige mit trapezförmigem Querschnitt!. 

Nachstehende Ta- Kg/cmz 
bellen 7 und 8, in denen 2, 

ro6 
die wesentlichsten Fe-

1 
,;:..:-

2,0 

----- 1------ -- ...--._! ---
---.....: ~ ~ ,_ 

stigkeitseigenschaften 
von Flanschen-, Bolzen
und Mutternstählen zu
sammengestellt sind, 
wurden teilweise dem 
Handbuch der Rohr
leitungen 2 entnommen 
und entsprechend er
gänzt und erweitert. 

2> ,:: ~ 
-..... 

1f 

t C-Sfiih/e 
I-- 2 { Mn-Stiible 6'0 70kg(m.m2 

2 
Cr-Mo-Siiihle so-- eokg/mm 

I-- 3 { Mn-Siiih!e 70 -80 kg/m.mz 
Cr-Mo-Siiih/e 80---90kg/m.m2 

1--q Cr-Mo-SI11hl 80 9Skg/m.m2(0520) 
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<~ --
~ ---- ---
~ 
''\' 

' 
·Die so wichtigen 

Werte der Kerbschlag
zähigkeitfür Schrauben
und Mutternstähle sind 
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ebenfalls angegeben. 

TiJmperlllvf' oc 
Ahb. 219. Elastizitätsmodul E für einige Bolzen- und Mutter

stähle in Abhängigkeit von der Temperatur. 

Für die Berechnung der Flanschverbindungen ist ferner die Kenntnis 
des Elastizitätsmoduls erforderlich. Hierüber liegen nur sehr unvoll
ständige und sich teilweise widersprechende 
Versuchswerte vor. Für die Flanschen
stähle können die E-Werte größtenteils aus 
Abb. 8 entnommen werden. Für die Bolzen
und Mutternstähle wurde das Schaubild 
Abb.219 als Ergebnis von Mittelwerten aus 
verschiedenen Werksangaben entworfen. 
Für Stahlguß wurden von einer namhaften 
Stahlgießerei 3 die in Abb. 220 aufgetrage
nen Werte angegeben; sie liegen auffallend 
hoch und zeigen bei 300° einen nicht zu 
erklärenden Höchstwert mit sehr starkem 
Abfall nach der Seite der höheren Tempe
raturen. Eingehende V ersuche wären hier 
zur Nachprüfung am Platze. 

"' ~~0~~~~---+--~.--r~ 
~ 
~ 1,5~~---+---+---r~~~ 

~ 
~1,01-----_,---+---+---r--~~ 

a 100 

Abb. 220. Elastizitätsmodul E 
für Stahlguß. 

Für die Ermittlung der durch ungleichmäßige Temperaturverteilung 
entstehenden Wärmedehnungsunterschiede ist eine möglichst genaue 

1 Siehe E. MAYER: Die Höchstdruck-Flanschverbindung. Forschung Bd. 3 
( 1932) Heft 5. 

2 ScHWEDLER, F.-Y. JüRGENSONN: Handbuch der Rohrleitungen. Berlin: Julius 
Springer 1939. 

3 Schäffer & Budenberg G. m. b. H., Magdeburg-Buckau. 
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Kenntnis der Temperaturen aller einzelnen Teile der Flanschverbindung 
und der zugehörigen Wärmedehnungszahlen notwendig. Letztere können 
aus den Abb. 31 und 32 für verschiedene Werkstoffe entnommen werden. 

5. Temperaturverteilung innerhalb der Flanschverbindung. 
Es ist bekannt, daß während der Inbetriebsetzung wesentlich andere 

Arbeitsbedingungen vorliegen als im Beharrungszustand. Während des 
Anwärmens der Leitung ist das Temperaturgefälle. von innen nach außen 
besonders groß. Die äußeren Teile bleiben länger kühl als die inneren. 

Es treten also zwischen Rohr und Flansch bzw. zwischen Flansch 
und Bolzenschraube größere Temperaturunterschiede auf. Zu einem be
stimmten Zeitpunkt nimmt dieser Temperaturunterschied einen Höchst
wert an. Im weiteren Verlauf der Durchwärmung gleichen sich die 
Temperaturen immer mehr und mehr einander an, bis im Beharrungs
zustand nur geringe Unterschiede bestehen bleiben. 

Messungen der Temperaturverteilung in Flanschverbindungen während 
des Anfahrens sind schon vielfach ausgeführt worden. Es fehlt jedoch 
eine systematische Erforschung in bezug auf den Einfluß der verschie
denen in der Praxis möglichen Umstände. Trotzdem lassen sich aus den 
vorliegenden Meßergebnissen - wenn auch nicht quantitativ, so doch 
qualitativ - gewisse Schlüsse ziehen, die sowohl für die Berechnung 
wichtig sind als auch dem Betriebsmann gewisse Richtlinien geben. 

So steht z. B. eindeutig fest, daß die Größe der während der An
wärmung auftretenden Temperaturunterschiede in hohem Maße von der 
Zeit abhängt, in welcher die Leitung aus dem kalten in den betriebs
mäßigen Zustand gebracht wird. Je schneller die Anwärmung erfolgt, 
um so höher fallen die Temperaturunterschiede aus. Ebenso ist es nicht 
gleichgültig, ob die Leitung nur kurze Zeit, z. B. während der Nacht, 
stilistand und noch relativ warm ist, oder ob es sich um ein erstmaliges 
Hochfahren handelt. 

Sehr wesentlich ist die Wärmeisolierung. Eine unisolierte Flansch
verbindung zeigt beim Anfahren ein bedeutend größeres Temperatur· 
gefälle als eine gut isolierte. Deswegen sollte man vermeiden, die Leitung 
mit nackten Flanschen anzufahren, um angeblich die Dichtheit derselben 
besser beobachten zu können. 

Auch die Ausführung der Flanschverbindung hat hier eine gewisse 
Bedeutung, wie der Vergleich der folgenden Abbildungen zeigt. 

In Abb. 221 sind die Meßergebnisse einer Verbindung Rohr mit Rohr 
mittels zweier Stauchbunde und losen Hinterlegflanschen dargestellt. 
Man erkennt, daß der Wärmeüb~rgang vom Bund auf den losen Flansch 
ziemlich schlecht ist, und letzterer daher in der Durchwärmung stärker 
zurückbleibt. Dadurch wird natürlich auch die Bolzenschraube lang
samer erwärmt. Der Vorteil des ersten Umstandes wird also durch den 
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Nachteil des zweiten ungefähr ausgeglichen. Der größte Temperatur
unterschied tritt hier nach etwa 80 min auf. Zwischen Bund und Bolzen 
beträgt L1 t1 = 130° und zwischen losem Flansch und Bolzen L1 t2 = 40°. 

Zeif min 
Abb. 221. Temperaturverteilung in einer Flanschverbindung mit zwei Bundflanschen. 

Zeif 
Abb. 222. Temperatilrverteilung in einer Flanschverbindung zwischen Bundflansch 

und Stahlgußflansch für 450° C Dampftemperatur. 

Einen wesentlichen· Unterschied in der Temperaturverteilung zeigt 
Abb. 222. Hier hat der Bolzen eine höhere Temperatur als der lose 
Flansch. Das kommt von der guten Wärmeleitfähigkeit des Stahlguß
flansches, durch welchen die Schraube schneller aufgeheizt wird, als es 
der infolge des schlechten Wärmeüberganges in der Temperatur zurück
gebliebene lose Flansch vermag. Diese Verbindung, die als Anschluß 
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an Armaturen und Formstücke in Frage kommt, zeigt also während des 
Anwärmens in bezug auf die Temperaturverteilung ein sehr günstiges 
Bild. Dieser Umstand dürfte bei Verbindungen von zwei Stahlguß
flanschen noch stärker in Erscheinung treten. Der Nachteil der 
größeren Steifigkeit von festen Flanschen wird dadurch teilweise 
wieder aufgehoben. Allerdings muß in Betracht gezogen werden, daß 
die Betriebstemperatur des Bolzens dadurch im ganzen höher liegen 
wird, was auf die Dauerstandfestigkeit von Einfluß ist. 

Die Meßpunkte sind in den Flanschskizzen der Abb. 221 und 222 
angegeben. Die Linien wurden zur besseren Übersicht als Mittelwerte 
der jeweiligen Messungen entworfen. 

In Abb. 222 ist der Beharrungszustand noch lange nicht erreicht, 
da die Dampftemperatur wesentlich höher liegt. Nach genügend langer 
Betriebszeit gleichen sich die Temperaturunterschiede sehr stark aus. 
Aus verschiedenen Messungen konnte im Mittel folgende Temperatur
verteilung im Betriebszustand festgelegt werden. 

Dichtung (Linse) 
Stauchbund 
Loser Flansch 
Stahlgußflansch 
Bolzenschraube 
Mutter 

95 
96 
90 
95,5 
90,5 
89 

in % der Dampftemperatur. 

Man sieht also, daß im Beharrungszustand die Temperatur des losen 
Flansches sich derjenigen der Bolzenschrauben fast angeglichen hat, 
jedoch noch bedeutend tiefer liegt als diejenige des Stahlgußflansches. 

Von Bedeutung sind noch die Unterschiede der Temperatur inner
halb der Flansche, da diese, wie später gezeigt wird, zu Schrumpfspan
nungen führen. Aus den Messungen konnte folgende Abhängigkeit im 
Betriebszustand ermittelt werden (s. Skizze in Abb, 222). 

Loser Flansch innen 92 l 
Loser Flansch außen 88,5 . 0 

S hl ßfl h . 97 m Yo der Dampftemperatur. 
ta gu ansc mnen 

Stahlgußflansch außen 94,5 

Bei 500° 0 würde also beim losen Flansch zwischen innen und außen 
ein Temperaturunterschied von 

L1t- 500(92- 88,5) -17 50 
- 100 - ' 

bestehen, während beim Stahlgußflansch dieser nur 12,5° beträgt. 
Im Abschnitt 0 I/2 wurde gezeigt, daß die Temperaturunterschiede 

zwischen Bolzen und Bund bzw. Flansch bei der Belastung eine große 
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Rolle spielen. Legt man die bei Höchstdruckflanschverbindungen üblichen 
Werkstoffe zugrunde, und zwar 

Dichtung (Linse) Cr-Mo-Stahl 
Stauchbund Cr-MoStahl 
Loser Flansch Cr-Mo-Stahl 
Stahlgußflansch Mo-Stahl 
Bolzenschrauben Cr-Mo-Va-Stahl 
Unterlegscheiben Mo-Stahl 

(z. B. FK 335) 
(z. B. TH 32) 
(z. B. TH 32) 
(z. B. Pyknos-Mo-St) 
(z. B. D 520) 
(z. B. K 35) 

so können mit Hilfe der Wärmedehnungszahlen aus den Abb. 31 und 32 
die folgenden Beziehungen für den Wärmedehnungsunterschied auf
gestellt werden [aus Gleichung (136) entwickelt]. Diese gelten für den 
Betriebszustand, also nicht für den Zeitraum der Anwärmung. 

Bei 450° C Dampftemperatur: 

L1lt = o,oo6 · Z1 + 0,0062 · Z2 + 0,0065 ·Z3 + 0,0059 ·l4 + 
+ 0,006 · 2 ·l5 -0,0057 ·l6 m cm. 

Bei 500° C Dampftemperatur: 

L1lt = 0,0068 ·l1 + 0,0069 ·12 + 0,0074 ·Z3 + 0,0066 ·14 + 
+ 0,0067 · 2 ·Z5 - 0,0064 ·l6 in cm. 

Darin bedeuten in cm 

l1 = wirksame Wärmedehnlänge des losen Flansches, 

l 2 = wirksame Wärmedehnlänge des Stahlgußflansches, 

l3 =wirksame Wärmedehnlänge des Stauchbundes, 

l 4 =wirksame Wärmedehnlänge der Dichtung, 

l5 = wirksame Wärmedehnlänge der Unterlegscheiben, 

l6 =wirksame Wärmedehnlänge der Bolzenschraube. 

Es ist also 

Durch entsprechende Kombination der Glieder kann die Ausrechnung 
für beliebige Arten der Flanschverbindungen erfolgen. Bei einer Ver
bindung von zwei Stahlgußflanschen fallen die Glieder mit Z1 und l3 

fort und das Glied mit Z2 muß doppelt genommen werden. 
Für die Anwärmung muß die Ausrechnung jeweils unter Berück

sichtigung der entsprechenden Bauart vorgenommen werden, da hier 
auch nur annähernd allgemeingültige Beziehungen nicht aufgestellt 
werden können. 

Im weiteren sind Zahlenbeispiele gegeben. 
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II. Elastizität innerhalb der Flanschverbindung. 
Die federnde Nachgiebigkeit der einzelnen Teile einer Flanschver

bindung übt - wie im Abschnitt I/2 gezeigt wurde - auf die Größe 
der Schraubengesamtlast einen bedeutenden Einfluß aus. Es ist daher 
für die richtige Beurteilung des vorliegenden Spannungszustandes grund
sätzlich die Elastizität aller Teile in Betracht zu ziehen und nicht, wie 
es vielfach der Einfachheit halber getan wird, der Schraube allein die 
ganze Federungsarbeit zuzuschreiben. 

Dieses Näherungsverfahren könnte höchstens dort genügen, wo es 
sich um die rohe Prüfung einer in den Abmessungen an sich festliegenden 
Flanschverbindung handelt (z. B. bei DIN-Flanschen mittlerer Nenn
drucke). Dagegen muß beim Entwurf von Höchstdruck-Flanschver
bindungen die federnde Nachgiebigkeit aller Teile möglichst genau 
berücksichtigt werden, um keine unnötige Überbemessung zu erhalten. 

Den Hauptanteil der Gesamtelastizität der Flanschverbindung 
stellt neben der Dehnung der Schrauben die Durchbiegung der Flansche 
dar. Einen nicht unbedeutenden Anteil hat auch die Nachgiebigkeit im 
Gewinde zwischen Bolzen und Mutter, während die reinen Zusammen
drückungen der unter Druckspannung stehenden Teile nur eine unter
geordnete Rolle spielen. 

Es sollen nachstehend die elastischen Eigenschaften der einzelnen 
Teile untersucht werden. 

1. Federwert der Schrauben. 
Der Federwert eines geraden zylindrischen Stabes vom Durch

messer d cm und der wirksamen Länge Z cm ist unter einer Belastung P 
in kg im Bereich der Proportionalitätsgrenze des Werkstoffes nach dem 
HooKEschen Gesetz allgemein 

f·E n·d2.E P 
0=-z-= 4 .z =LiT kgfcm. (140) 

Daraus die federnde Verlängerung 
P·l 4·P·l 

Ltl = E· f = E·n·da (141) 

Ist der Stab aus mehreren Teilen mit verschiedenen Querschnitten /1, 

/ 2, / 3 usw. und mit den entsprechenden Längen l1, l2, l3 zusammen
gesetzt, so beträgt die Gesamtfederung 

Ltl _ !___:_!!._+ P·la + P·l3 + ... 
- E·~ E·~ E·~ 

p p p 
--+-+-+··· -Cl Ca Ca 

oder umgeformt 
Lll 1 1 1 1 -----+-+-+··· P - C - C1 Ca Ca . (142) 
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Aus Gleichung (142) erkennt man, in welcher Weise der Gesamtfeder
wert 0 aus den Einzelfederwerten 01, 0 2, 0 3 usw. berechnet wird. 

Hieraus kann also der Federwert einer Bolzenschraube mit einem 
Gewindedurchmesser dk und einem Schaftdurchmesser d. leicht ermittelt 
werden. Wird der Schaftdill-ehmesser so abgedreht, daß - wie es zumeist 
geschieht - der Schaftquerschnitt f, etwa 10% kleiner als der Kern
querschnitt fk ist, so wird der Federwert der Schraube 

1 l, lk 1 
0 = fs. E + /k. E = /k. E (1,11 ·l, + l k) 

da /. = 0,9 · fk ist. 
Mit l, ist die Schaftlänge und mit lk die an der Federung teilnehmende 

Gewindeläng(l bezeichnet. 
Daraus 

2. F,ederwert des Gewindes. 
Die federnde Nachgiebigkeit des Gewindes wird ausführlich in einer 

Arbeit von MAnusCHK.A1 behandelt. Das im Rohrleitungsbau fast aus
schließlich interessierende scharfgängige Gewinde, z. B. von der Art des 
Whitworthgewindes DIN 11, wird von ihm genau untersucht. 

Die Erfahrungen haben gezeigt, und die rechnerischen Ableitungen 
von MAnuscHKA beweisen es, daß die ersten beiden Gewindegänge am 
stärksten belastet sind und die ersten vier Gänge fast die ganze Last 
übertragen, soweit es sich um eine ungleichartige Beanspruchung von 
Bolzen und Mutter handelt. 

MAnuscHK.A unterscheidet im wesentlichen zwei Belastungsarten: 
a) Ungleichartige Beanspruchung, d. h. Bolzen gezogen, Mutter 

gedrückt, wie es bei normal ausgeführten Schrauben mit Mutter der 
Fall ist. 

b) Gleichartige Beanspruchung, d. h. Bolzen und Mutter gezogen, 
wie sie z. B. bei dem im Mutterflansch sitzenden Gewinde von Stift
schrauben zutrifft. 

Im einzelnen ist darauf im Abschnitt C III/1 genauer eingegangen. 
Hier sollen lediglich die maßgebenden Beziehungen für die elastische 
Nachgiebigkeit im Gewinde angegeben werden, die auf Grund der Arbeit 
von MAnuscHKA abgeleitet sind. 

Sind bei der am häufigsten vorkommenden ungleichartigen Belastung 
vom Bolzen und Mutter (Fall a) mit P1, P 2, ••• , Pn die Kraftwirkungen 
der Gewindegänge 1 bis n bezeichnet und sei 

P,=P1 +P2 +P3 +···+Pn 
1 MAnuscmu, L.: Beanspruchung von Schraubenverbindungen und zweck

mäßige Gestaltung der Gewindeträger. Forschung Bd. 7 (1936) Heft 6, S. 299. 
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die Gesamtlast der Schraube in kg, so wird der Bolzenteil zwischen 
dem n-1-ten und n-ten Gang durch die Kraft 

~-(PI+ P2 + · · · + Pn-x) 
um den Betrag 

ßn-x,n= EB~FB [~-(Px+P2+···+Pn- 1)] in cm (143) 

verlängert und der entsprechende Mutterteil durch dieselbe Kraft um 
den Betrag 

fln-I, n = EM~ FM [ ~- (P1 + P2 + · · · + Pn-1)] in cm (144) 

verkürzt. Darin bedeuten 

h = Ganghöhe (Steigung) in cm, 
E B bzw. E M = Elastizitätsmodul des Bolzen- bzw. Mutternwerk

stoffes in kgfcm2, 

FB = : d~ = Kernquerschnitt des Bolzens in cm2, 

FM = : (s2- d:) = Querschnitt der Mutter in cm2, wobei 8 Schlüssel

weite und da äußerer Gewindedurchmesser ist. 

Abb. 223. Gewindequerschnitt. 

Die Gesamtlängenänderung beträgt für eine 
Ganghöhe 

ßn-1, n + fln-1, n in cm. 

Aus Abb. 223 erkennt man, daß die hori
zontale Kraftkomponente Hn = Pn · tg y eine 
Aufweitung der Mutter und eine Zusammen
drückung des Bolzens bewirkt. 

Die Änderung des radialen Gewindespiels 
durch diese Durchmesseränderung beträgt im 
n-ten Gang 

und die dadurch bedingte Änderung der Ganghöhe zwischen dem n-1-ten 
und n-ten Gang 

L1hn-x,n=(en-1-en)·tgy in cm. 

Hierin ist für den Bolzen 

0,112 H k H . 
l?n B = h . E B . n = B . n In cm 

und für die Mutter 
0,048 · r;, [ ( r )9] 

l?nM= h·EM(r~-r;,) 2,33+4,33 r;.- ·H" 

=k111 ·Hnin cm. 
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Die Bedeutung der Zeichen geht aus Abb. 223 hervor. 
Der Gesamtwert der Ganghöhenänderung beträgt also zwischen dem 

n- 1-ten und n-ten Gang 

"L1 hn-1 n = (ßn-1 n + 11n-1 n) + L:J hn-1 n-.::,.. J ' ~V ' ) 

Die Summe dieser Änderungen der Ganghöhe für die n tragenden 
Gewindegänge ergibt die federnde Nachgiebigkeit des Gewindes, woraus 
dann der Federwert ermittelt wird. 

Zu diesem Zweck müßten die Belastungen P1, P2 , P3 , ••• , Pn der 
Gewindegänge berechnet werden, was in einem späteren Abschnitt 
geschehen soll. Hier wird lediglich das Ergebnis für Whitworthgewinde 
nach DIN ll angegeben. 

Nimmt man an, daß bei einer Mutterhöhe = Gewindedurchmesser 
nur höchstens 80% aller Gewindegänge tragen, so sind bei allen Gewinde
größen von 3/ 4" bis P/4" übereinstimmend sechs tragende Gewindegänge 
vorhanden. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich für eine Schrauben
belastung P8 die federnde Nachgiebigkeit des Gewindes als Summe der 
Ganghöhenänderungen der 6 Gänge zu 

2:'L1hl bis 6 = [2,6295 · (cn + cM) + 0,0692 · (kn +kM)]· P. in cm. (145) 

Diese Beziehung gilt für den Fall a). Für das Stiftgewinde (Fall b) 
werden cM = 0 und kM= 0. 

Der Wert in der eckigen Klammer stellt den reziproken Wert des 
Federwertes des Gewindes dar. 

In nachstehender Ta belle 9 sind die Werte 

sowie die früher schon erläuterten Werte kn · En und kM· EM für 
3/ 4" bis P/4" des Whitworthgewindes DIN ll ausgerechnet. 

Tabelle 9. Federwerte für Gewinde DIN 11. 

Gewinde '/," '/e" 1" I 1'/8' 11/," P/a" 11/2" P/s" 1'/," 

cn·En 0,1295 0,10371 0,08891 0,0807 0,06291 0,062 0,05051 0,0535 0,045 
--. ----------

CM"EM 0,0488 0,0447 0,0391 0,0357 0,031 0,0298 0,0251 0,0257 0,0221 ------------- -------
kn·En 0,441 0,397 0,353 0,309 0,309 0,265 0,265 0,221 0,221 

------
kM·EM 1,35 1,277 1,14 1,0 1,038 0,887 0,875 0,735 0,743 
---~E~ ~E~ ~E~. ~E~ ---------~E~ ~E~ 
Oaewinde E E E 
fürFalla 0,593 0,5061 0,440 0,3961 0,34 0,321 I 0,278 0,2751 0,243 ----~E~ E E ~E~~E- E E E E 

Ostirt 0,371 0,30 0,259 0,233 0,187 0,181 0,151 0,156 0,134 

In den beiden letzten Spalten dieser Tabelle ist auch der Federwert C 
des Gewindes angegeben unter der Annahme, daß E B = E M = E ist. 

v. Jürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 20 



306 Berechnung der Flansche und Flanschverbindungen. 

Dabei bezieht sich Oaewinde auf einen Bolzen mit normaler Mutter h =d 
(d. h. Fall a) und Ostift auf das Stiftgewinde einer Stiftschraube im Mutter
flansch (cM = 0 und kM= 0). 

Nach liAAs1 genügt auch im Höchstdruckbau eine Mutterhöhe 
H = 0,8 d, weil die letzten Gewindegänge sowieso nicht mehr als tragend 
angesehen werden können. Das bestätigen auch die Untersuchungen von 
MAnuscHKA 2• HAAs empfiehlt auch noch die Verringerung der Schlüssel
weite auf den nächst kleineren Wert, wodurch ohne Beeinträchtigung der 
Dauerhaltbarkeit der Verbindung eine bedeutende Gewichts- und Werk
stoffersparnis erzielt wird. Wählt man bei verringerter Schlüsselweite 
die Mutterhöhe H nach der Beziehung 

H ( d )o,aa 
a;=O,l65 h , 

wobeidden Gewindedurchmesser bedeutet, so erhält man eine Schrauben
verbindung mit gleicher Tragfähigkeit des Bolzenkerns und des Gewindes. 
Diese Beziehung ergibt z. B. für l" Whitwort~gewinde H =0,68 d. 
Daraus folgt auch, daß der normale Wert von 0,8 d ausreichend sein 
dürfte. 

3. Federwert der Flansche. 
Über die Durchbiegung von losen und festen Flanschen liegt eine 

große Anzahl von Forschungsarbeiten vor. Die Verfasser "gehen aber 
zum Teil von verschiedenen Voraussetzungen aus, so daß mehr oder 
weniger voneinander abweichende Beziehungen für die Federung von 
Flanschen angegeben werden. Das Versuchsmaterial ist leider nur äußerst 
unvollständig, so daß bis heute noch kein abschließendes Urteil darüber 
gefällt werden kann. 

Bei losen Flanschen (ebene Ringe ohne Ansatz) sind die Berechnungs
unterschiede nicht groß, da hier verhältnismäßig einfache Formänderungs
verhältnisse vorliegen. Weit schwieriger gestaltet sich die theoretische 
Untersuchung von festen Flanschen, deren Ansatz eine versteifende 
Wirkung ausübt und die Beziehungen dadurch sehr verwickelt macht. 

Die nachstehenden Beziehungen für die Nachgiebigkeit der Flansche 
sind dem Schrifttum entnommen. Eine Ableitung derselben soll nicht 
gebracht werden, da diese den Umfang des Buches zu sehr belasten 
würden. In dieser Hinsicht sei auf die angegebenen Quellen verwiesen. 

Es muß besonders darauf hingewiesen werden, daß die den Flansch 
belastende Kraft P' von vielen Forschern am Außenrand wirkend ange
nommen wurde (s. z. B. Abb. 228 und 230). In den nachstehenden 
Beziehungen wurde der Einheitlichkeit halber durchweg die Umrechnung 

1 HAAS, B.: Einfluß der Muttergröße auf die Festigkeit der Schraubenverbindung. 
Z VDI, Bd. 82 (1938) Nr. 44, S. 1269. 

2 Vgl. Fußnote S. 303. 
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auf den Lochkreis entsprechend 

und 

vorgenommen. 

P-P' Da-Di für lose Flanschen 
- Dz-Di 

P - P' Da - Dm für feste Flanschen - Dz-Dm 

a) Lose Flansche. 

307 

Nachstehend sind die aus Abb. 224 ersichtlichen Bezeichnungen in cm 
eingeführt; weiter bedeuten: 

q; = Neigungswinkel der Flanschmittelebene, 
Yz = Durchbiegung des Flansches in cm am Lochkreisdurchmesser, 
P = Gesamtkraft aller Schrauben in kg, die im Lochkreis verteilt 

angreift, 
E =Elastizitätsmodul des Flanschwerkstoffes in kgjcm2• 

Es ist angenommen, daß die Neigung q; des 
Flansches über die ganze Breite gleichbleibend ist. 

TIMOSHENK01 und WESTPHAL 2 geben überein
stimmend für die Flanschdurchbiegung folgende 
Beziehung an: 

Dz-Di 
Yz = q; · 2 

0,478·P·(Dz-Di)2 
1.n 

cm. (146) 
E · h3 ·In Da 

Di Loser Flansch. 

Diese ist auf der Annahme aufgebaut, daß die Wirkung der Kraft P 
durch ein gleich großes Moment ersetzt wird, bei welchem am Außenrand 
des Flansches gleichmäßig verteilt eine entsprechend verminderte Kraft 

angreift. 
Die Flanschmittelebene biegt sich zu emer Kegelfläche um den 

Winkel q; um. 
Diese äußerst einfache Beziehung stimmt gut mit den aus Versuchen 

ermittelten Werten überein (s. Abb. 226). Die geringen Abweichungen 
erklären sich dadurch, daß der Biegungshebelarm in Wirklichkeit kleiner 
ist als mit 0,5 · (D1 - Di) angenommen ist. Andererseits ist in dieser 
Gleichung der Einfluß der Schraubenlöcher nicht berücksichtigt. Ver
suche von SIEBEL haben jedoQh gezeigt, daß die Erhöhung der Flansch
elastizität durch die Schraubenlöcher lange nicht so groß ist, wie es der 
Querschnittsverschwächung entspricht. 

1 T!MOSHENKO: Methods of determining the strength of pipe Hanges. Mech. 
Engng Bd. 49 (1927) S. 1340. 

2 WESTPHAL, M.: Berechnung der Festigkeit loser und fester Flansche. Z. VDI 
Bd. 41 (1897) Nr. 36, S. 1036. 

20* 



308 Berechnung der Flansche und Flanschverbindungen. 

Infolge der Flanschdurchbiegung findet außerdem noch eine Ver
lagerung des Angriffspunktes der Schraubenkräfte in Richtung zur Rohr
achse hin statt, so daß dadurch eine Verringerung des Biegungshebel
armes be~rkt ~rd. 

MAYER1 gibt ebenfalls eine Beziehung für die Durchbiegung der losen 
Flansche arl. Diese stimmt mit der vorhin angegebenen Gleichung (146) 
ebenfalls gut überein, ist aber so umständlich, daß sie sich für den 
praktischen Gebrauch kaum eignet. 

Auch die von W ATERS und TAYLOR 2 aus der Plattentheorie abgeleitete 
Berechnungsweise für die Federung der losen Flansche stimmt, ~e 
Abb. 226 zeigt, mit den Versuchsergebnissen sehr gut überein. 

0,68 

0,1!0 

2 t 0,5. 

...... O,if 
1:: 
-~ 0,36' 
~ 

0,28 

1l 

I 

il \ 

\ 
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Beiwert Ti 
.I I 

J 1'-l... 
l'i-...1 .............. 
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1,36 
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1; 
0,72.~ 
~ 

56 
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Abb. 225. Beiwerte für Berechnung loser Flansche nach WATERS und TAYLOR. 

Die Durchbiegung im Lochkreis ist nach W ATERS und TAYLOR 

2,138. P (D D )2 T . Yz = ----g-:~ z- i • m cm, (147) 
darin bedeuten: 

1 [K2 (lgK) 2 ] T= (K- 1)2 K 2 _ 1 +0,0644·(K2 -1), 

Da 
K= D~. 

Der Beiwert T kann aus Abb. 225 entnommen werden. 
Legt man die Gleichung (146) von TIMOSHENKO zugrunde, so ist aus 

dieser der Federwert des losen Ringflansches 

E ·h3 ·ln Da 
Di 

Czp = 0,478 (Dz-Di)2 in kgjcm. (148) 

1 MAYER, E.: Die Hochdruck-Flanschverbindung. Forschung Bd. 3 (1932) 
Heft 5 S. 221. 

2 WATERS u. TAYLOR: The Strengthof Pipe Flanges. Mech. Engineering Bd. 49 
( 1927) s. 531. 
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Ein Vergleich der Berechnungsergebnisse unter Zugrundelegung der 
von den genannten Forschern angegebenen Beziehungen für die Durch
biegung ebener loser Flansche ist aus der Abb. 226 ersichtlich. Hier ist 
ein Flanschring mit Da=300, D1=254, Di=l64 und h=24mm 
(ungebohrt) berechnet. 

In der Abbildung ist auch noch die Linie der aus einem Versuch 
gewonnenen Werte der Durchbiegung enthalten. 

In der Praxis genügt für lose Flanschen die Anwendung der einfachen 
Beziehung von TIMOSHENKO und WESTPHAL, da diese die Größe der 
Durchbiegung genau genug berechnen lassen. 

m.---,---,---.---,---.---T-.~.---. 
t 
$~--+---4----~--~---+--. 

5~--+-----t..~~-----+---t-loser flansch 
Oa ~ 300 m.m.l 

1/f-----+--cH~---I-----t----+ Oz - 25'1 m.m. 
/1_ -16llm.m 

2~~Y---+---~--~---+h ~ 2'1m.m. 
ungebohrf 

0 o,ot qoz qos 
flonsc/Jdurchbiegung Yl cm. 

Abb. 226. Vergleich verschiedener Rechnungsergebnisse mit Versuchswerten !ür lose Flansche. 

b) Feste Flansche. 
Die Auswertung und der Vergleich der im Schrifttum bisher ver

öffentlichten Arbeiten über feste Flanschen ist sehr viel schwieriger. 
Die einzelnen Forscher gehen von zum Teil sehr stark voneinander ab
weichenden Voraussetzungen aus. Die Schwierigkeit liegt hauptsächlich 
in der rechnerischen Erfassung des zwischen Flanschteller und Flansch
kragen vorliegenden Spannungszustandes. Eine sehr eingehende Gegen
überstellung der verschiedenen Annahmen und der sich daraus ergebenden 
Berechnungsgrundlagen findet man bei E. ScHULZ und A. ScmLLER1. 

Hier soll ebenfalls die durchweg sehr umständliche und mühevolle 
Entwicklung der Formeln weggelassen werden und lediglich die end
gültigen Formeln für die Durchbiegung fester Flansche gebracht werden. 
Der Vergleich mit Versuchswerten ermöglicht eine kritische Beurteilung. 

1 ScHULZ, E. u. A. ScmLLER: Wie berechnet man Flanschverbindungen? 
Wärme Bd. 58 (1935) Heft 31 u. 32. 
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Die benutzten Bezeichnungen sind aus Abb. 227 ersichtlich; im übrigen 
gelten die Werte, wie sie für lose Flanschen angegeben wurden. 

Um eine möglichst genaue Bestimmung des · Spannungszustandes im 
festen Flansch zu erhalten, muß die Formänderung des Flanschüberganges 
mit anschließendem Rohr neben derjenigen des Flansches selbst berück
sichtigt werden. Durch die Flanschneigung tp wird auch der Ansatz 

am Übergang zum Flanschteller um denselben 
Winkel tp verformt. Der Übergang wird also an 
dieser Stelle aufgeweitet, wobei diese Formänderung 
mit zunehmendem Abstand vom Flanschteller sehr 
schnell abklingt. Es wird ferner angenommen, daß 
die Mittelebene des Flansches sich nicht aufweitet, 
sondern nur zu einer Kegelfläche verbogen wird. 

-Llz---~ 

TIMOSHENK0 1 gibt unter Vernachlässigung der 
Aufweitung des Ansatzes aus der . Theorie der 
Biegung eines unendlich langen Rohres für die 

Abb. 227. Fester Flansch. im Lochkreis geltende Durchbiegung des festen 
--4----

Abb.228. 
Rechnerische Annahmen 

nach TIMOSHENKO. 

Flansches folgende Beziehung an: 

Dz-Dm 
Yt = 'P 2 

6·M0 Dz-Dm 
ß-E-8{" 2 cm. 

Darin bedeuten 

D -D·+ 81 +8 cm, m- ' 2 

ß -_ 1,818 1 cm-, 
V8m·Dm 

Die Werte 
Da 

ß·h ( h )3 lnfl. 
m =1 +-2 und n= . 8m · ß·D: 

(149) 

(150) 

(151) 

können den Abb. 239 und 240 entnommen werden. 

Den Flanschübergang ersetzt TIMOSHENKO durch ein zylindrisches 

Rohrstück von der Stärke 81 : 8 (Abb. 228) und beweist, daß der Ansatz 

hinreichend genau als unendlich langes Rohr angesehen werden kann, 
wenn das Produkt ß · H ~2 ist. Die Abb. 229 zeigt eine gute Über
einstimmung mit Versuchsergebnissen. 

Das Berechnungsverfahren von WATERS und TAYLOR 2 ist aus der 
strengen Theorie der auf Biegung beanspruchten Platte entwickelt. Im 
Gegensatz zu TIMOSHENKO nehmen diese Forscher als Verbindung 

1 Vgl. Fußnote 1, S. 307. 2 Vgl. Fußnote 2, S. 308. 



Elastizität innerhalb der Flanschverbindung. 311 

zwischen Flanschteller und Übergang die Mittelebene des Flansches an 
(s. Abb. 230). Der meist kegelig ausgeführte Ansatz wird auch hier der 
Einfachheit halber als zylindrisches 'Rohrstück, jedoch mit endlicher 
Länge angesehen. Die Höhe H des Ansatzes gilt also einschließlich d~r 
halben Blattstärke h. Die mittlere Stärke des Ansatzes ist auch hier 

·. s1 +s 
Wieder Sm= - 2-. Die lichte Weite des Fla.nschtellers wird nicht mit Di 

sondern mit Di + Sm ein-
t / geführt. 
T~r---r---r---r--rr--.r---r--,r---1 

4002 4003 4fKJ'I 4005 400G 4007 4008 
Flonsr:/Jrlurchbieounu !Jf cm. 

Abb. 229. Vergleich verschiedener Rechnungsergebnisse mit Ver
suchswerten für feste Flansche. D"'",;368, D/=324, Dü=267, 

Di=203, h=50,8, 8=19, 81=32 mm, ungebohrt. 

Abb. 230. Rechnerische 
Annahmen nach W ATEBB 

und TAYLOR. 

Aus der Plattentheorie ergibt sich dann für die im Lochkreis geltende 
Durchbiegung 

2,138·P (D D )2 N 
Yt = E·ka 1-. m · cm, (152) 

Darin bedeuten: 

N- 1 [K~(lgK1)2 +0,0644(K21-1)-
- (K1 -1)2 K~-1 

2 2 K Kf (lg Kl)a 
0,0911· (K1 -1) + 1,56 ·K1 ·lg 1 + 6,67 · K~-l 

4,33·K~+2,33+A·(K~-l) l• 
K _Da_ Da 

1 - Dm - Di +Sm ' 

9,75 ·k3 
A= . 

v's:n · Dm 

Diese sehr umständliche Beziehung wird ganz wesentlich durch die 
Benutzung der Linientafeln Abb. 231 für den Hilfswert A und Abb. 232 
für den Wert N erleichtert. 
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Eigene Versuche von W ATERS und TAYLOR ergaben eine scheinbar sehr 
gute Übereinstimmung mit den Rechnungsergebnissen. Dagegen zeigte 
der Vergleich mit Versuchen anderer Forscher 1 größere Unterschiede, 
wie es übrigens auch aus Abb. 229 hervorgeht. 

Die Berechnung der Flanschdurchbiegung nach WESTPHAL 2 hat für 
die Praxis wenig Bedeutung, da die von ihm entwickelten Beziehungen 
sehr viel Rechenarbeit erfordern. 

Nach WESTPHAL ist die Durchbiegung des Flansches im Lochkreis: 

Dz-Dm 0,478·P1 ·(Dz-Dm)9 

Yt = fP 2 Da in cm' 
E·hß·ln-D, 

darin bedeuten: 

I+M-N 
~=P· I+L+K inkg, 

h 1 j 81 +8 
M - 1,306 Dz- Dm V -----n;;;- ' 

N = 81 + 8 ( 81 + 8 - 0,51)' 
Dz-Dm 12·Dm 

1 /( 81 + 8 )3. [h + VDm (81 + 8) V Dm 2,556 
L = 1,176 ·Dm D 

h2 ·ln~ 
Di 

(81+8)2[h+ VDm(8l+8) l 
K = 1,835 1'278 

ha ·In Da 
Di 

In Abb. 229 ist auch die der WESTPHALschen Berechnung ent
sprechende Linie zum Vergleich .eingezeichnet. WESTPHAL geht von der 
Annahme aus, daß die Gesamtbelastung P sich aus drei Teilkräften 
zusammensetzt, und zwar ist 

n ·E·h3 ·In Da 
P, _ Di 

1 - 3 · (Dz-Dm) rp 

die Teilkraft, die der Verbiegung des Flansches um den Winkel rp 
das Gleichgewicht hält. 

P2 Dz--;,Dm ist das Moment, welches der durch die Aufweitung des 

Flanschansatzes um rp ; bedingten Schubkraft 8 mit dem Moment 

8; das Gleichgewicht hält. 

1 First Report of the Pipe Flanges Research Committee, S. 331. H. J. Gough 1936. 
2 Vgl. Fußnote 2, S. 307. 
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Das Bruchmoment im Übergang zum Flanschteller wird durch die 
dritte Teilkraft Pa ausgeglichen. Grundsätzlich betrachtet WESTPHAL 
den Flansch nur als durch eine vom Innendruck herrührende. Kraft 
belastet. 

MAYERl macht für seine Berechnung fester Flansche die Annahme, 
daß der Flanschteller an seiner Innenfläche durch die versteifende 
Wirkung des Flanschansatzes fest eingespannt ist. Die Nachgiebigkeit 

mm 

Abb. 231. Hilfswert A nach WATERS und TAYLOR 
[Reihenfolge der Ablesung (s+s1)-Di-h-A]. 

des Ansatzes und des anschließen-

0,2'1 
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l5 

lO 

lf.5 

I-1---
1,6' 7,8 3,0 2,2 4'1 

Kr=%;,.-
Abb. 232. Hilfswert N nach W ATERS 

und TAYLOR. 

einen Grenzfall dar, der den wirklichen Verhältnissen keineswegs ent
spricht und daher auch eine viel zu große Steifheit des festen Flan
sches vortäuscht (vgl. Abb. 229). Die außerdem s,ehr umständlichen 
Beziehungen von MAYER brauchen daher hier nicht weiter berücksichtigt 
zu werden. 

Endlich wäre noch die von dem Engländer BAILEY 2 vorgeschlagene 
Berechnungsweise zu erwähnen, die ebenfalls ganz gut mit den Versuchs
ergebnissen übereinstimmt (Abb. 229). 

1 Vgl. Fußnote 1, S. 308. 
2 BAILEY, R. W.: Flanged Pipe Joints for High Pressures and Temperatures. 

Engineering Bd. 142 (1937) S. 364ff. 

r--.. 
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BAILEY gibt für die im Lochkreis geltende Durchbiegung des festen 
Flansches die folgende nicht ganz einfache Beziehung an: 

1+b(1+c·g) . 
Yt = c. R 1 + c. g • p m cm, 

darin bedeuten: 
9 
~-Oi=2,25 

c = 1 für ungebohrten Flansch, 
2·d8 

7 I -~..:;_{, 
1,8 c =aus Abb. 233 für gebohrten 

Flansch, 
- - ' -~50 

0 ' ', R _ 0,0717 · (Dt- Dm) 2 K0,3 + 1 
- E. hs K0,3 - 1 cmjkg, 

~ [', - -$..~ ", \ - -...3,50 '\ 1-- -- -~ ', 
t-........ ', r-- ..... 

.... , 
~ 

1,3 

1,2 

1 

i'..' 

" ' ~' 
~ .......... ~-

"-· - -::...- :::::'"' 
~-= 

K _Da 
- Di 

h2 K0,3 -1 Dz 
b = 6,92 (Dz-Dm)2. K0,3 +-fln Dm' 

D . 8 3 • n2. (__!!:__. h2 + h + 1,415 ) 
m · m 2,83 n 

I,Oo 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 '1,0 '1,5 s,o 
Verhältnis lochabsloml 

lochdurchm. d8 

g= 
h3 • 3,33 [ 1 - ( ~ t] 

Abb. 233. Verhältniswert nach BAILEY 
für Schraubenlöcher im Flansch. 

n = 2,63 cm-1. 
VDm. Sm 

Die Betrachtungen über die Flanschelastizität sollen mit einem 
Rechnungsbeispiel abgeschlossen werden. 

Beispiel 24. Loser Flansch nach Abb. 224 mit Da= 425 mm, 
D1=350.mm, Di=193mm, h=95mm, gebohrt 12x38mm Dmr. Der 
Einfluß der Bohrungen für die Schraubenlöcher soll vernachlässigt 
werden. 

Nach der Gleichung (146) von TrnosHENKO-WESTPHAL ist 
0,478 ° p 0 (35 -19,3)2 

Yz = 2 15 · 106 • 9 53 ·1 ~·5 
' ' n 19,3 

In ~:·: = 2,303 ·lg 2,2 = 2,303 · 0,3425 = 0, 788. 
' 

Daraus nach Gleichung (146) 
0,478 ·15,72 p 0,0812. p 

Yz'- 2,15 · 106 · 9,53 · 0, 788 = 106 cm · 

Daraus ergibt sich der Federwert zu 
p 106 

Ozp = Yi = 0,0812 kgfcm. 

Nach BAILEY ergibt sich die Durchbiegung für die gleichen Ab-
messungen zu 

0,0961·P 
Yz=----roa- cm 
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und nach WATERS und TAYLOR gemäß Gleichung (147) 

0,0785·P 

Beispiel 25. 
D1=350mm, 
81 =61 mm. 

Yz = --ros- cm. 

Fester Flansch nach Abb. 227 mit Da= 425 mm, 
Di = 150 mm, Dü = 272 mm, h = 86 ·mm, 8 = 33 mm, 

Am einfachsten ist die Berechnung nach W ATERS und TAYLOR mit 
Hilfe der Abb. 231 und 232. 

Der Hilfswert A ist daraus mit 8 + 81 = 94 mm, A = 5,2. 

s1 +s Dr.n =Di + -~- = 150 + 47 = 197 mm, 

somit 
425 

K 1 = 197 = 2,155 

und aus Abb. 232 
N =0,152. 

Hiermit wird nach Gleichung (152) 

Yt = 2, 1~~~~ ·. :,63 • (35 -19,7)2 • 0,152 

0,0556·P 
106 cm. 

Zum Vergleich sind nachstehend auch die Ergebnisse gemäß den 
anderen Berechnungsverfahren angegeben. 

Durchbiegung Yt = 

WESTPHAL 

0,0222. p 
106 

Berechnungsart nach 

TIM.OSHENKO 

0,0275. p 
106 

BAILEY 

ungebohrt j gebohrt 

0,034 . p I 0,038 . p 
-------w-6 - ---ros-

Der Wert nach der Formel von WATERS und TAYLOR scheint ent
schieden zu hoch zu sein, wie es auch schon früher bereits festgestellt 
wurde. Nimmt man den nach TIMOSHENKO ermittelten Wert als maß
gebend an, so erkennt man durch Vergleich mit der vorhin berechneten 
Durchbiegung eines losen Flansches, daß letzterer trotz der um 10% 
größeren Blattstärke rd. 3mal elastischer ist als der feste Flansch. Darin 
liegt der V orteil des losen Flansches. 

Im allgemeinen erkennt man, daß die Berechnung der Durchbiegung 
fester Flansche nach den verschiedenen Vorschlägen wesentlich größere 
Unterschiede in den Ergebnissen zeigt, als es bei losen Flanschen der 
Fall ist. Diese Abweichungen verlieren aber mit Rücksicht auf die 
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Unsicherheit in der Bestimmung der Gesamtkraft P zum größten Teil 
ihre Bedeutung. 

Immerhin wäre die Durchführung weiterer Versuche in dieser Richtung 
sehr erwünscht. 

4. Federwert der Dichtung und der sonstigen 'feile. 
Über die federnde Nachgiebigkeit der verschiedenen Dichtungsarten 

liegen gar keine Erfahrungswerte vor, so daß Versuche in dieser Be
ziehung erwünscht sind. Flachdichtungen mit rechteckigem Querschnitt 
werden im Höchstdruckbau praktisch nicht verwendet. Für profilierte 

Abb. 234. Einflußkegel 
nach RÖTSCHER. 

Dichtungen müssen also auf rein theoreti
scher Grum\J.age einige Anhaltspunkte ge
geben werden. 

Nach RöTSOHER1 setzt sich die Druck
wirkung in einem Körper in einem sog. Ein
flußkegel fort, dessen Mantellinien unter 45° 
verlaufen (s . Abb. 234). Nur das Material 
innerhalb des Einflußkegels nimmt an 
der elastischen Formänderung infolge der 

Druckwirkung teil. Die rechnerische Erfassung des Federwertes dieses 
kegelstumpfförmigen Einflußkegels ist schwierig. Dieser Einflußkegel 
kann aber nach RöTSCHER genügend genau durch einen Zylinder ersetzt 
werden, dessen Außendurchmesser da durch Halbieren der Mantellinien 
erhalten wird. Aus Abb. 234 folgt also 

da =h +a. 
Bezeichnet man die elastische Formänderung dieses Zylinders unter 

der Kraft P mit L1 h, so ist 

somit 

()" 

L1h =h · ]iJ und 
p 

a=-- , 
!!_. d2 
4 a 

L1h= 4·h·P = 1,275·h .p 
n·E·d~ E · (h+a)2 cm. 

Alle Maße sind in cm, P in kg undEin kgfcm2 einzusetzen. Der Feder
wert des Einflußkegels ist also näherungsweise 

P E·(h+a)2 
CE = Lih = 1,275 · h kgfcm. (153) 

Will man also die im Flansch durch die Muttern erzeugte federnde 
Nachgiebigkeit berechnen, so ist für h die Blattstärke des Flansches 
und für a die Schlüsselweite s der Muttern einzusetzen. Mit d8 = Schrau-

1 RöTSCHER, F.: Die Maschinen-Elemente. Berlin: Julius Springer 1927. 
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benlochdurchmesser und z = Lochanzahl wird der Federwert für den 
durch die Mutter gedrückten Flansch 

E · [(h + 8)2- d~] ·z 
CF M = 1,275 . h kgjcm. (154) 

Sinngemäß sind alle unter einer bestimmten Flächenpressung stehen
den Teile, wie z. B. Bund und Flansch, zu behandeln. 

Ist Db der Bunddurchmesser, Di der innere Flanschdurchmesser und h 
die Flanschstärke, so ist der mittlere Durchmesser des Einflußkegels 
vom gedrückten Flanschvolumen da= h + Db und der entsprechende 
Federwert 

E · [(h + Db)2 -D{] 
CF B = 1,275 . h kgjcm (155) 

Abb. 235. 

und für den Bund bei einer Bundhöhe b 

E [Dg- (Di - b)2] 
CBF = ------r,275-=-b-- kgjcm. (156) Gerillte Hartdichtung. 

Der Federwert einer gerillten Hartdichtung gemäß Abb. 235 kann 
wie folgt angenähert abgeleitet werden. 

Mit dem mittleren Durchmesser der Dichtung .dm = g ~ di ist der 

reduzierte Querschnitt des Einflußkegels einer Rille 

g+di g+di 8 f = -2-n. a = -2-. n. -2. 

Die Anzahl der Rillen ist 
g-di 

Z=2-:z 

"'t - t . - jl__+ di .!_ . g- di = (g2 - dl) . 8 

L... - z - 2 n 2 2 · l 2,55 · l · 

Die ·federnde Nachgiebigkeit für die Dichtung wird 

a P 2,55·l· P 
Lls=s· E =8· E·};f= E(g2-dl) cm. 

Daraus folgt der Federwert der gerillten Dichtung angenähert: 

. p (g2-dV ·E (g 2 -dV ·E 
0 n=·L18 = 2,55·l = 2,55·(8-c) kgjcm. (157) 

Bei der Linsendichtung muß die durch die schräge Auflage bedingte 
Horizontalkomponente H = P · tg y der Kraft berücksichtigt werden, 
die ein Schrumpfen der Linse verursacht. Die durch dieses Schrumpfen 
hervorgerufene axiale Federung ist 

0 048. d2 ' d~ 

Llel= em .~. (d~ _.::. av. (2,33 + 4,33 ai). 2. p. tg2y*. 
-~---

* Abgeleitet aus der Beziehung für eine durch Außendruck belastete Gefäß
wandung, 
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Die Bedeutung der Zeichen geht aus Abb. 236 hervor. Der Winkel y 
wird normalerweise mit 20° ausgeführt. Dann kann diese Gleichung 
vereinfacht werden 

2·P Lle = --·z in cm. 
1 em·E 

Für. · d d Mittel rt 2 · e + i · führt' em wrr er we 3 emge . 

Außerdem wird die Linsendichtung durch die Kraft P axial ver-
formt um 

4·P 
LI ez = -=E=-·-c-( d"""a-+,--d-=-i.,--) •· n 

1,275· p 
---c-o~-=-,---,=- in cm 
(da+ di) ·E 

Gesamtfederung der Linse ist also 

p ( 2 1,275 ) 
LI e =LI e1 +LI e2 = E em · z + da + di cm, (158) 

worin 
0 048·d2 d~ ' a( 3 ') ll z = d2 -d~ 2,33 + 4,3 d2 tg 'Y 

a ' a 

aus Abb. 237 entnommen werden kann. 
Der Federwert der Linsendichtung ist also 

Abb. 236. Kraftwirkung 
an einer Llnsendlchtung. 

OL =Je= 2 . E 1,275 kgfcm. (159) 
-·z+---
em da+di 

Ausgehend von diesen für alle Teile einer Flanschverbindung abge
leiteten Beziehungen wird nachstehend das Verspannungsschaubild für 
eine solche entworfen. 

Beispiel 26. Als Beispiel soll eine Flanschverbindung einerseits mit 
Stauchbund und losem Flansch nach Abb. 224 und andererseits. mit 
festem Stahlgußflansch nach Abb. 227 mit den Abmessungen der Zahlen
beispiele 24 und 25 gewählt werden. Als Dichtung ist eine Linse mit den 
Abmessungen da= 195, di = 150, e = 20, i = 5 mm nach Abb. 236 
angenommen. 

Der Federwert des losen und festen Flansches wurde bereits berechnet, 
und zwar für den kalten Zustand 

aus Beispiel 24: 
nach TIMOSHENKO. 

aus Beispiel 25: 

Die Berechnung soll unter .der Arinahme eines gleich großen E-Wertes 
für alle Teile der Verbindung durchgeführt werden, und zwar für 
E = 2,15 · 106 kgfcm2 im kalten Zustand. 
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Der Federwert der 12 Bolzenschrauben P/13" mit abgedrehtem Schaft 
von 28mm Dmr., glatte Schaftlänge l = 240 mm ist nach Gleichung (140) 

n·d:·E·z 
Osch= 4·l 

106 
= (H51 kgjcm. 

' 

n · 2,82 · 2,15 · 106 • 12 
4· 24 

Der Federwert des Gewindes 13/ 8" ist gemäß Tabelle 9 für z = 12 
Schrauben E · z 2,15 · 106 • 12 

OGew = 0,321 = 0,321 
I06 

0,0124 kgfcm. 

Dieser Wert ist für den ganzen 
Bolzen, also für beiderseitiges Gewinde 
2mal einzusetzen [jedoch nicht doppelt 
so groß zu nehmen, wie Gleichung (142) 
zeigt!]. 

Federwert des durch die Mutter ge
drückten Flanschvolumens nach Glei
chung (154) mit h = 95 bzw. 86 mm, 
s = Schlüsselweite der Mutter =55 mm 
und Schraubenloch d8 =38 mm 

0 - 2,15. 106 [(9,5 + 5,5)2- 3,82] 12 
lFM- 1,275 · 9,5 

= o,~g;23 kgfcm für den losen 
Flansch, 

0,1'1 

o,t8 

0,12 

0,11 

0,10 

t 0,08 
t-.;, 
1; 0,08 
·~ 0,07 

"" 0,08 

0,05 

0,0'1 

0,03 

\ 
\ 
I 

\ 
\ 

1\ 
\ 

""" "" """" r-
O _ 2,15 · WS [(8,6 + 5,5)2- 3,82] 12 
!FM- 1,275· 8,6 

o,o"l,o 1,1 1,2 1,8 t,lf 1,5 1,8 1,7 7,0 
da_ 
Tt 

= 0 ~~~3 kgfcm für den festen 
' Flansch. 

Abb. 237. Beiwert z für die Berechnung 
der Linsenfederung. 

Federwert des durch den Bund gedrückten Flanschvolumens nach 
Gleichung (155) mit einem Bunddurchmesser Db =235 mm und einem 
Flanschinnendurchmesser Di = 193 mm 

O _ 2,15 · WS [(9,5 + 23,5)2 -19,32] 
FB- . 1275·95 

106 , , 

= 0,00786 kgjcm. 

Der Federwert des durch den Flansch gedrückten Bundvolumens ist 
nach Gleichung (156) mit einer Bundhöhe b =50 mm und einem Bund
innendurchmesser D; = 150 mm 

2,15. 106 [23,52- (15- 5)2] 
0 BF = 1,275·5 --'---"---

106 
= 0,00656 kgfcm. 
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Federwert der Linsendichtung nach Gleichung (158) mit z = 0,077 für 
da: di = 1,3 aus Abb. 237 und 

2·20+5 
em= 3 = 15mm, 

2,I5. IQ6 IQ6 

CL= 2 · 0,077 + I,275 = 0,065 kgfcm. 
I,5 I9,5+ I5 

Der Federwert des durch die Linse gedrückten Flansch- bzw. Bund
volumens ist bei einem Druckkreis der Linse von da= 165 mm 

C F:::3 n ·da· E = n · 16,5 · 2,15 · 106 

IQ6 

= 0 009 kgfcm. 
' 

Damit ergibt sich der Gesamtfederwert der spannenden Teile nach 
Gleichung (120) zu 

I I c; = w (0,0812 + 0,0275 + 0,151 + 0,0124 + 0,0124 + 
+ 0,00223 + 0,0023 + 0,00786 + 0,00656) 

- 0,30345 /k 
- Ios cm g 

oder 
IQ6 

c. = 0,30345 = 3300000 kgfcm 

der Federwert der verspannten Teile 

I I 0,083 
Ca = 106 (0,065 + 0,009 + 0,009) = ------uJ6, 

daraus 
IQ6 

Ca = 0,083 = 12050000 kgfcm. 

Das Dreieck OAB in Abb. 238 stellt das maßstäbliche Verspannungs
schaubild für die berechnete Flanschverbindung bei einer Vorspannung 
V= 83000 kg dar. Setzt man den unter dem Einfluß der Temperatur 
herabgeminderten Elastizitätsmodul im betriebswarmen Zustand für 
alle Teile gleich hoch mit Et = 1, 75 · 106 kgfcm2 ein, so müssen alle 
Federwerte im Verhältnis Et:E=1,75:2,15=0,813 verkleinert werden. 
Es ergibt sich dann für das Verspannungsschaubild das Dreieck OA'B 
(Abb. 238). Die Vorspannung V sinkt auf V'= 67 500 kg. 

Unter der Annahme eines nach Gleichung (136) berechneten Wärme
dehnungsunterschiedes bei 500° C Dampftemperatur 

Lllt = 0,0068. 9,5 + 0,0069. 8,6 + 0,0074.5 + 0,0066. 0,9-0,0064. 24 = 
= 0,16689-0,1535 

= 0,0134 cm 
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ergibt sich das Verspannungsbild ohne Betriebsbelastung gemäß Dreieck 
OCD (Abb. 238)." Die Vorspannung ist also auf Vt' = 102500 kg gestiegen 
[s. Gleichung (137) und (138)]. 

Eine angenommene Betriebsbelastung P = 21000 kg ergibt danach 
gemäß Abb. 238 eine Gesamtlast für die Schrauben von 

p;t = V' + ~I + p;' 
worin 

Pe' = c; · Lllt = o,813 · 3,3o · 106 • o,0134 = 359oo kg 

und gemäß Gleichung (123) 

c~ 2 68 ·106 

p; = c;+Ca. p = (2,68,+9,8) ·106 . 21000 = 4500 kg, 

somit 
p;t = 67 500 + 35900 + 4500 = 107900 kg. 

Das ergibt eine Betriebsbeanspruchung im Schaft der Schrauben von 

_ Pgt _ 107900 _ 2 O'schaft - n - 6,15 . 12 . 100 - 14,6 kgfmm . 
-·d2 ·z 4 8 

Bei einer Dampftemperatur von 500° C hat der Bolzen im Betriebs
zustand nach Abschnitt C I/5 etwa 450° C. Ein Cr-Mo-Stahl (z. B. 
MC 120) weist bei 450° C eine Dauerstandfestigkeit von 28 kgfmma. Die 
Sicherheit beträgt daher S = ~ 
28:14,6 = 1,92, ist also voll- ~ 
kommen ausreichend. Be
trachtet man dagegen die 
gleicheFlanschverbindung, je
doch ohne Dichtung, d.h. mit 
tuschierten Flächen, so muß 
man die Vorspannung höher 
ansetzen, um eine Dichtheit 
zu gewährleisten. Es sei V= 01 
105000kg im kalten und V'= i---Äv-O.OZ58cm.--t-'"""-~ 

0,813 • 105000 = rd. 85000 kg Abb. 238. Verspannungsschaubild für das Beispiel 26. 
im warmen Zustande. 

Der Federwert der gespannten Teile kann dann als unendlich groß 
angesehen werden, d. h. Cd R:1 oo. Die Linie AB bzw. A' Bin Abb. 238 
würde also vertikal verlaufen. Der Wärmedehnungsunterschied im 
Betriebszustand bei 500° C Dampftemperatur ist dann 

Lllt = 0,0068. 9,5 + 0,0069. 8,6 + 0,0074.5-

-0,0064 · 23,1 = 0,16095-0,14 775 = 0,0132 cm. 
v. Jürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 21 
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Daraus ergeben sich, wie vorhin erläutert, folgende Werte: 

Pf = c; · L1le = 0,813 · 3,3 ·106 • 0,0132 = 35400 kg 
und 

(da Ca= oo ist). Somit 

p~t = 85000 + 35400 + 0 = 120400 kg 

und 120400 2 
O'schaft = 6,15 . 12 . 100 = 16,3 kg/mm 

Sicherheit S = 1!~3 = 1,72. 

Die Bolzenschrauben werden bei einer dichtungslosen Flansch
verbindung folglich etwas höher belastet, bleiben aber dafür von einer 
etwaigen Steigerung der Betriebslast P, z. B. infolge eines zeitweiligen 
Druckanstiegs, vollkommen unberührt, da P; = 0 ist. Ein Wasserschlag 
würde die Schrauben also nicht gefährden. 

Betrachtet man die Temperaturverteilung in der Flanschverbindung 
während des Anfahrzustandes, so muß man die Bauart der Verbindung 
berücksichtigen. Wie die Abb. 222 zeigt, werden bei einer Verbindung 
Bundflansch mit Stahlgußflansch die Bolzenschrauben während des 
Anfahrens durch den sehr schnell heiß werdenden Stahlgußflansch 
stärker aufgeheizt und sind daher heißer als der lose Flansch. Dadurch 
wird bei dieser Bauart der Wärmedehnungsunterschied L1l;' gering 
ausfallen (im vorliegenden Fall wäre L1lf' =0,0132 cm). 

Anders ist es bei einer Verbindung von zwei Bundflanschen. Unter 
Zugrundelegung der Temperaturverteilung gemäß Abb. 221 ergibt sich 
für den Anfahrzustand ein Wärmedehnungsunterschied L1ll' = 0,0317 cm. 
Für eine Verbindung von zwei Bundflanschen wäre der Federwert der 
spannenden Teile mit den vorhin berechneten Zahlen 

C8 = 2,45 · 106 kgfcm. 

Der Federwert der gespannten Teile bleibt 

Ca= 12,05 ·106 kgfcm. 

Durch die Einwirkung der Temperatur sinken die Federwerte ab, und 
zwar auf etwa 

c;' = 2,25. 106 und c;; = 11,05. 106 kgfcm. 

Die Kräfte ergeben sich dann zu 

V"= 76300 kg, 

~" = c;' · L1lf' = 713oo kg, 
P" 2,25 . I06 2 3 k 

z = (2,25 + 11,05) ·106 . 1000 = 570 g, 

p;; = 76 300 + 71300 + 3570 = 151170 kg 
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und daraus die Beanspruchung im Schaft 

" 151170 20 5 kgf 2 O'schaft = 6,15 ·12. 100 = ' mm . 

Da der Bolzenwerkstoff bei einer Temperatur von 165° C noch eine 
sehr hohe Streckgrenze besitzt (etwa 50 kgjmm2), besteht somit keine 
Gefahr der Überlastung. 

Welchen Einfluß die genaue Erfassung der Federwerte aller Teile 
der Flanschverbindung hat, soll hier ebenfalls gezeigt werden. 

Würde man nur die elastische Dehnung der Bolzenschrauben und die 
Durchbiegung der Flansche berücksichtigen, so ergibt sich im Betriebs
zustand eine Bolzenbeanspruchung für die vorhin genau durchgerechnete 
Flanschverbindung (Bundflansch mit Stahlgußflansch) von 

O'schaft = 16 kgfmm2. 

Hier ist der Unterschied noch relativ gering. Ganz unzulässig ist 
es aber, auch die Flanschdurchbiegung zu vernachlässigen und die 
gesamte Federungsarbeit als von den Bolzen aufgenommen zu betrachten. 
Dann würde man eine Betriebsbeanspruchung im Schaft von 19,2 kgjmm2 
erhalten, was eine Überbeanspruchung des Bolzenwerkstoffes vortäuscht, 
die gar nicht vorliegt. 

lll. Beanspruchung innerhalb der Flanschverbindung. 
Im letzten Abschnitt wurde gezeigt, daß zur Ermittlung der auf

tretenden Kräfte die Elastizität einer Flanschverbindung bestimmt 
werden muß. Die Wahl der Vorspannung richtet sich nach denBetriebs
verhältnissen und hängt weiter von der Art der verwendeten Dichtung ab. 

Nachdem auf diese Art die Gesamtkraft Pgt bestimmt ist, können 
die in den einzelnen Teilen einer Flanschverbindung durch sie hervor
gerufenen Beanspruchungen berechnet werden. 

Der Einfachheit halber soll im weiteren die in der Verbindung wirkende 
Gesamtkraft mit P bezeichnet werden. 

1. Bf'anspruchung der Schrauben. 
Die Ermittlung der im glatten Schaft der Schrauben wirkenden Zug

spannung O'z macht keinerlei Schwierigkeiten. Sie wurde im Beispiel 26 
bereits ausgerechnet. Es gilt 

p 
O'z = n kgfmm2, 

4d'. z ·100 

worin d8 = Schaftdurchmesser in cm und z = Schraubenanzahl bedeutet. 
21* 
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Es wurde bereits angedeutet, daß im Gewinde der Schrauben ganz 
andere Verhältnisse vorliegen. Der erste tragende Gewindegang über
nimmt den größten Teil der Last. Die Verteilung der Kraft auf die 
einzelnen Gewindegänge wurde vop. L. MA.nusCHKA 1 eingehend untersucht. 

Unter Hinweis auf die im Abschnitt C II/2 für die Berechnung des 
Federwertes des Gewindes gezeigten Zusammenhänge sind weiterhin 
folgende Überlegungen maßgebend. 

Die Summe der Längenänderungen ßn-I,n zwischen dem n-1-ten 
und n-ten Gang des Bolzens und ftn-I, n zwischen den entsprechenden 
Gängen der Mutter muß durch den Unterschied der Durchbiegung Yn--'I 
und Yn der gleichen Gewindegänge ausgeglichen werden. Die auf die 
Mutter noch wirkenden Momente der Gewindebelastungen können nach 
MA.nuscHKA infolge der Gegenwirkung der Ringspannungen als uner
heblich außer acht gelassen werden. 

Mit den Bezeichnungen der Abb. 223 ist die Durchbiegung des n-ten 
Gewindeganges nach MADUSCHKA 

3 {[ h2 1 (h2 )'2 ~] I Yn = E·-1 ·n -1,5 + 2h--2 h +(I+ tg9 y)ln-,;- ctg3y-
""m 1 1 2 (160) 

- 4 . UJ . tg r} Pn =Ca. Pn. J 

Die im Abschnitt C II/2 ebenfalls schon berechnete Aufweitung der 
Mutter enM =kM . Hn und Querzusammenpressung des Gewindebolzens 

f!nn = kn · Hn infolge der Horizontalkomponente Hn =Pn · tg y ergibt 
eine weitere axiale Federung des Gewindes 

Llhn-I,n = (en-I-en) ·tgy, 

die für den Ausgleich der Dehnungsunterschiede ebenfalls maßgebend ist. 
Daraus ergeben sich die Beziehungen für den Fall a) der ungleich

artigen Belastung des Bolzens der Mutter 

Yn = Yn-I- (ßn-I, n + ftn-I. n) + Llhn-I, n (161) 

bzw. bei gleichartiger Belastung (Fall b) : 

(162) 

Daraus entwickelt MA.nuscHKA für den Belastungsfall a) das Gleichungs
system 

p2 =PI-oe. [Pa-~] 

Pa= Pa-oc.[Pa- (PI+ P2)] 

1 MAnuscBKA, L.: Beanspruchung von Schraubenverbindungen und zweck
mäßige Gestaltung der Gewindeträger. Forschung Bd. 7 (1936) Heft 6, S. 299. 
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wobei außerdem 

ist. 
Für den Beiwert oc gilt : 

Cß+CM 
OC= CG+(kB+k.M}-tg2 y • 

Die Werte cB, cM, kB und kM sind in der Tabelle 9 für Whitworth
gewinde 3h" bis J3f .s" ausgerechnet. Unter der Annahme, daß E B=E M =E 
ist, folgen die Werte für cG und oc. 

Tabelle 10. Beiwerte CG, IX und e. 

Gewinde 

a/," 7/a" I· 1" llfa" 1'/.'' I 1'/," I 1'/," 1'/," I la/," 

CG·E 0,4915 0,419 0,366 0,326 0,291 0,2655 0,2415 0,225 0,2075 
IX 0,183 0,17 0,166 0,171 0,143 0,159 0,137 0,162 0,143 
e 0,1328 0,119 0,1153 0,1185 0,096 0,1074 0,0919 0,1105 0,0962 

cxl = el 0,212 0,197 0,193 0,197 0,168 0,184 0,161 0,188 0,168 

Die Erläuterung der Beiwerte e, oc1 und e1 folgt weiter S. 327. 

Damit können die Einzelkräfte ~. P2 usw. für jede Gewindegröße 
berechnet werden. Der gleichartige Aufbau des Whitworthgewindes 
nach DIN ll ergibt, wie der Verfasser festgestellt hat, eine fast voll
kommene Unabhängigkeit der Kraftverteilung von der Gewindegröße. 
Unter der Annahme, daß bei einer Mutterhöhe = Gewindedurchmesser 
höchstens 80% aller Gewindegänge tragen, kommt für alle Gewinde
größen von 3/ 4 bis Ph" als maßgebende Gangzahl6 in Frage. Man kann 
also für alle diese Gewindegrößen mit größter Genauigkeit folgende Kraft
verteilung zugrunde legen. 

Tabelle 11. Kraftverteilungfür Whitworthgewinde 3/ 4" bis IB/4 nachDIN11. 

Gewindegang 

1 2 3 4 6 

Teilkraft .... 

Verhältnis der Teilkraft zur Schraubenkraft P8 

Verhältnis . . . . o,332 I o,229 I o,159 1 o,115 1 o,o89 I o,0'76 

Daraus erkennt man, daß der erste Gewindegang schon ein Drittel 
der Gesamtlast aufzunehmen hat. Im Beispiel 26 wurde die Schrauben-

kraft Ps = ! · Put = 1
12 · 107 900 = 9000 kg ermittelt. Auf den ersten Ge

windegang würden also danach ~ = 0,332 · 9000 = 2990 kg entfallen. 



326 Berechnung der Flansche und Flanschverbindungen. 

Nach M.A.DuscHKA wird der n-te Gewindegang gemäß Abb. 223 durch 
das Moment 

Mbn=Pn·l-Hn· ~a 

=Pn·(l-~2 tgy) cmfkg 

belastet. Das Widerstandsmoment des gefährlichen Querschnittes vom 
Gewindegang ist 

Somit die Biegungsspannung im Gewindegrund des n-ten Ganges 

.Mbn 6 · (l-0,5 ·h2 ·tgr) P. k / 2 
abn = ---w- = dk . n . M . 100 n g mm . (163) 

Für Whitworthgewinde nach DIN 11 vereinfacht sich diese Beziehung zu 

abn=un,i.nh·dk kgfmm2. 

Ferner wirkt im Gewinde noch die Scherspannung 

Pn Pn 
T = ~,-------;__:_:____ = --- kgfmm2 

8n 100 · dk · n · h1 262 · dk · h ' 

dk = Kerndurchmesser des Gewindes in cm, h = Ganghöhe in cm. 

In der Tabelle 12 sind die Werte für Whitworthgewinde DIN 11 aus
gerechnet .. 

T~tbelle 12. Biegungs- und Scherspannungen im n-ten Gewindegang 
für Gewinde nach DIN 11. 

Gewinde 

.,," I '/," 1" 11/," llj," 1'/a" 

O'bn in Pn Pn Pn Pn Pn Pn 
kgjmm2 7f 100,5 -130- 166,5 188,5 240 
--- ------------------

7:8n in Pn Pn Pn Pn Pn Pn 
kgfmm2 105 137,5 178 227 258 327 

Aus Beispiel 26 folgt für 12 Schrauben P/8" 

I Ps = 12. 107900 = 9000 kg, 

~ = 0,332 . Ps = 2990 kg, 

11/s" 1'/•" l•J .. " 

Pn Pn Pn 
265 338 370-

---------

Pn Pn Pn 
362 462 505 

daraus die Biegungsspannung im ersten Gewindegang nach Tabelle 12 

2990 2 
ab = 240 = 12,45 kgfmm . 
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Man erkennt daraus, wie sehr gerade der erste Gewindegang ge
fährdet ist. 

Für die im Rohrleitungsbau selten vorkommende gleichartige Be
anspruchung von Bolzen und Mutter (Fall b) gelten nach MAnusCHKA 
folgende Beziehungen: 

p2 = pl -8" P,. +IX" pl 

P3 = P2 -e · P. +IX· (P1 + P2) 

außerdem 

Der Beiwert IX ist der gleiche wie vor ; für e gilt 

e = CG + (kB +kM)· tg2 y • 

Siehe auch Tabelle 10. 
Für das eingeschraubte Stiftgewinde von Stiftschrauben gilt der 

Belastungsfall b), d. h. gleichartige Beanspruchung von Bolzen- und 
Mutterflanschgewinde. In diesem Fall können jedoch cM und kM gieich 
Null gesetzt werden, da die Längung und Aufweitung des Mutterflansches 
vernachlässigbar klein werden. Die Beiwerte 1X1 und e1 werden damit 
gleich groß, und zwar 

IXl = el = CG+kB·tg2' 

wofür in der Tabelle 10 ebenfalls die Zahlenwerte ausgerechnet sind. 

Die größte Teilkraft wirkt auch im Belastungsfall b) im ersten Ge
windegang und kann aus 

1 + 15 · E + 35 • IX. • E + 28oc2. E + 9oc3 • E + OC4 "E ( 164) 
P1= 6+35oc+56oc2 +36oc3 +10oc4 +oc5 ·P,. 

berechnet werden, wenn wieder sechs tragende Gewindegänge angenom
men werden. 

Bei einer Stiftschraube P/8" ist mit Gleichung (164) die Teilkraft im 
ersten Gewindegang P 1 = 0,352 · P8 und im zweiten Gang P 2 = 0,233 · P8 

(unter Berücksichtigung von 1X1 = e1 = 0,184 aus Tabelle 10). 
Verdrehungsspannung. Beim Anziehen einer Schraubenver

bindung treten durch das an der Mutter wirkende Drehmoment infolge 
der Reibung im GeWinde Verdrehungsspannungen in der Schraube auf. 
Maßgebend ist für diese Spannung das innere Drehmoment 

Mi = V · r m • tg (IX + e') cmkg. (165) 
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Daraus die Verdrehungsspannung 

Mi 16. V. rm. tg (IX+ e') 
T = ~ = n. di . 100 kgfmm2, (166) 

lifdk 

worin 

bedeuten. 

V = Vorspannung in kg, 

r m = mittlerer (}ewindehalbmesser in cm, 

dk = Kerndurchmesser der Schraube, 

h G . d . tgoc = --d- = ewm esteigung, n· m 

tg e' = t-t = Reibungsziffer 

In Wirklichkeit ist aber die Verdrehungsspannung durch die Rück
federung der Mutter kleiner, als sie sich nach obiger Gleichung ergibt. 
THUM und DEBUS1 haben auf Grund von Versuchen einwandfrei fest
gestellt, daß die unter der Wirkung des Drehmoments beim Anziehen 
der Schraube sich einstellende Gesamtspannung 30% höher liegt als 
die durch die Vorspannung allein erzeugte Zugspannung az, also 

(j = 1,3 · (jz· 

Biegungsbeanspruchung. KAEHLER 2 macht besonders auf die 
zusätzlichen Biegungsspannungen in den Schrauben aufmerksam. Diese 
Biegung der Schrauben entsteht infolge der Flanschdurchbiegung und 
die hierdurch bedingte schiefe Auflage der Muttern. 

Diese Schräglage der Schraubenachse tg fPs verringert sich durch 
einseitiges federndes Nachgeben der Muttern und etwaiger Unterleg
scheiben oder Hülsen um tg fPm· 

Ist die Neigung der Mutterauflagefläche infolge der Durchbiegung 
eines Flansches gleich tg q; (s. Abschnitt C II/3), so wird angenähert 

tg<p8 ~ tgq;-tgq;m. 

Diese Neigung tg <p8 der Schraubenachse ergibt ein Biegungsmoment 

n·E·di·tgtp8 

Mb= 32 .L cmkg (167) 

und eine Biegungsspannung 

_ Mb _ E·d,·tgtp8 2 
ab - W8 - 100 · L kgfmm (168) 

1 1'HuM, A. u. F. DEBUS: Vorspannung und Dauerhaltbarkeit von Schrauben
verbindungen. Mitt. MPA. Darmstadt. :Berlin: VDI-Verlag 1936. 

9 KAEHLER, P.: Die :Belastung der Schrauben in verspannten Schrauben
verbindungen. Wärme :Bd. 63 (1940) Heft 2. 
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darin bedeuten: 

d8 = Schaftdurchmesser der Schraube in cm, 

L = Biegelänge (Einspannlänge) der Schrauben in cm. 

Im Beispiel 26 wurde für den losen Flansch der Federwert zu 

106 p 
0 zF = 0 0812 =- kgfcm , Yz 

ermittelt. Daraus die Flanschneigung 

t ~ - 2 . p = 2. p. 0,0812 = 0,01034 . p 
g rp """rp - (Dz- D;) · Czp (35 -19,3) · 106 106 • 

Setzt man die Kraft, wie schon ermittelt wurde, mit P = 107 900 kg 
ein, so folgt 

tg rp = 0,001115. 

Nimmt man ferner an, daß die einseitige federnde Nachgiebigkeit 
tg 'Pm der Muttern und des Gewindes etwa halb so groß ist, so folgt 

tgrp8 = 0,001115-0,000555 = 0,00056. 

Daraus die Biegungsspannung im Betriebszustand nach Gleichung (168) 

_ 1,75·106 ·2,8·o,ooo56 _ 114 k I 2 
ab - 100 · 24 - ' g mm · 

Diese Biegungsspannung ist relativ niedrig, weil es sich erstens um 
sehr lange Schrauben handelt, und ferner weil der Schaft unter Kern
durchmesser abgedreht ist. Aus der Gleichung (168) erkennt man sofort, 
welchen Einfluß diese Abmessungen auf die Biegungsspannung ausüben. 

Bei kurzen Schrauben ist es daher doppelt wichtig, das entstehende 
Biegungsmoment möglichst klein zu halten. Das ist z. B. dadurch 
möglich, daß entweder Unterlegscheiben mit Kugelfläche verwendet 
werden, oder die Mutter selbst einerseits mit Kugelfläche ausgebildet 
wird. Wenn auch ein Gleiten der Kugelflächen aufeinander in gespannter 
Ruhelage des Betriebszustandes nicht stattfinden wird, so können sich 
die Muttern wenigstens während des Anziehens der Verbindung auf die 
entstehende Schräglage der Flanschen selbsttätig einstellen. Dadurch 
wird die Schraube nur durch die wesentlich kleinere zusätzliche auf die 
Betriebsspannung zurückzuführende Flanschdurchbiegung gebogen und 
es fällt ab entsprechend kleiner aus. 

Im vorstehenden Zahlenbeispiel würde nach obigem die Biegungs
spannung bei 

p = P"' + p; = 35900 + 4500 = 40400 kg 

auf ab = 0,425 kgfmm2 sinken. 
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2. Beanspruchung der Flanschen 
durch die Schraubenspannung. 

Bei der Untersuchung der im Flansch wirkenden Spannungen sind 
die zugrunde gelegten Annahmen noch wesentlicher als für die im Ab
schnitt 0 II/3 bereits gezeigte Ermittlung der Durchbiegung. Das trifft 
in ganz besonderem Maße auf die festen Flansche zu; bei den losen 
Ringflanschen liegen die Verhältnisse wesentlich einfacher, sofern es sich 
um ebene Ringe handelt. 

Eine Übersicht über die verschiedenen Berechnungsverfahren loser 
und fester Flansche geben ScHULZ und SCHILLER1 an. Hier sollen nur 
einige der wesentlichsten Berechnungsvorschläge erläutert werden. 

Abweichend von der bisherigen Einteilung ist es in diesem Falle zweck
mäßiger, nicht die losen und festen Flansche getrennt zu behandeln, 
sondern die Aufteilung nach den Berechnungsverfahren vorzunehmen, 
um Wiederholungen zu vermeiden. 

a) Berechnung nach DIN 2506 bzw. 2505. 

Für lose Flansche gilt das DIN-Blatt 2506. Es ist auf den Arbeiten 
von BAcH aufgebaut und behandelt den Flansch als ringförmige Platte. 

Unter Hinweis auf die Abb. 224 sind folgende Annahmen gemacht. 
Die Kraft P ist gleichmäßig auf dem Lochkreisumfang, die Gegen

kraft -P ebenso auf dem Bundaußenumfang verteilt. Das Biegungs-
momentist 

P·(Dz-DB) 
Mb=--2~- cmkg. 

Der DIN-Vorschlag berücksichtigt nur die Umfangsspannungen und 
di~se werden als unabhängig vom Mittelpunktsabstand angesehen. Das 
trifft in Wirklichkeit nicht zu, denn die Umfangsspannungen haben ihren 
größten Wert am Innenrand und fallen nach außen hin ab. Es wird also 
nur ein Mittelwert berechnet. 

Die stets vorhandenen Radialspannungen werden vernachlässigt. 
Ferner ist der Einfluß der Schraubenlöcher nach Versuchen von 

SIEBEL kleiner, als es der Abnahme des Widerstandsmoments des 
Flanschquerschnittes entspricht. 

Nach DIN 2506 ist die mittlere Umfangsspannung mit den hier 
eingeführten Bezeichnungen: 

Mb P·(Dz-DB)·6 
<Ttm=w= 2·n(Da-Di-2·ds)·h2 kgfcm2. (169) 

Infolge der Durchbiegung des Flansches liegen die Muttern nur mit 
ihrer dem Rohr zugekehrten Kante auf. Dadurch verringert sich der 

1 ScHULz, E. u. A. ScHILLER: Wie berechnet man Flanschverbindungen? 
Wärme Bd. 58 (1935) Heft 31 u. 32. 
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Hebelarm des Moments auf den Wert f{! • x. Wie groß der Beiwert f{! 

ist, gibt DIN 2506 nicht an, sondern er wird im Zusammenhang mit 
anderen Festwerten aus im Betrieb bewährten Bauarten entnommen. 

Diese Voraussetzung ist auch nur bedingt richtig, denn die Schräg
lage der Flanschen ergibt ein einseitiges Nachgeben der Muttern und eine 
Verbiegung der Schrauben und dürfte den Biegungshebelarm des 
Flansches nur wenig beeinflussen. 

Interessant ist, daß die zulässige Beanspruchung vom Produkt 
Nennweite mal Nenndruck abhängig gemacht wird. Was für die 
Festlegung der genormten Abmessungen notwendig und zweckmäßig ist, 
führt dagegen im Höchstdruckbau bei hohen Nenndrücken zu verhältnis
mäßig schwachen Blattstärken. 

Für feste Flanschen legt DIN 2505, ebenfalls auf BACHSehen 
Arbeiten fußend, folgende Annahmen zugrunde. Der Flansch wird als 
eine Reihe nebeneinander angeordneter Balken betrachtet, die an der 
Innenkante eingespannt sind. Die Schraubenlast P ist auf dem Loch
kreisumfang verteilt und die Gegenkraft -P auf dem Umfang mit einem 
Durchmesser d1 = Di + sl' 

' Daraus das Biegungsmoment 

u _ P·(Dz-Di-81) 
J.Ub- 2 • 

Der gefährliche Querschnitt wird als eine Kegelfläche angesehen, 
deren Erzeugende unter dem Winkel oc zur Rohrachse geneigt ist und die 
Hohlkehle zwischen Flanschteller und Übergang mit der inneren Kante 
des Flansches verbindet. 

Nach DIN 2505 werden nur die Radialspannungen 

Mb P·(Dz-Di-81)·6 l 
ar = w= 2·n· (Di+ 81) • (h2 +8n 

P· (Dz-Di-s1) k n (l70) 
- gfcmA 
- 1,03 · (Di + 81) • (h2 + sV 

berücksichtigt, während die Umfangsspannungen vernachlässigt werden. 

SCHULZ und SCHILLER weisen darauf hin, daß diese Annahme 
nicht zutrifft. Spätere Ermittlungen werden das beweisen. 

Ferner ist die Beanspruchung in der Hohlkehle zwischen Flansch
teller und Übergang meistens höher als diejenige in der Kegelfläche, 
die nach DIN 2505 als gefährlicher Querschnitt angesehen wird. 

Die verlockende Einfachheit der DIN -Berechnung darf also nicht 
dazu verleiten, die Formeln ohne Überlegung anzuwenden. Man muß 
sich vielmehr stets die zugrunde gelegten vereinfachenden Annahmen 
vor Augen halten. 
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b) Vorschlag von TIMOSHENKo 1• 

Nach TmosHENKO wird der lose Flansch zu einer Kegelfläche mit 
dem Winkel cp umgebogen, wobei der Flansch eben bleibt. Dieser Forscher 
berücksichtigt die Abhängigkeit der Umfangsspannung vom Mittel
punktsabstand. Für die Radialspannungen werden von ihm keine Be
ziehungen angegeben. Diese sind allerdings am Innenrand, wo die Um
fangsspannung ihren Größtwert besitzt, gleich Null (auch am Außen
rand ist a, = 0). 

Nach diesen Annahmen ergibt sich die größte Umfangsspannung am 
Innenrand 

kgfcm2. (171) 

Die am Außenrand des Flansches wirkend angenommene Kraft P' 
ist in dieser Gleichung bereits auf den Lochkreis entsprechend 

umgerechnet. 
TIMOSHENKO zeigt, daß diese anschauliche und zu sehr einfachen 

Beziehungen führende Annahme kaum von den Ergebnissen der genauen 
Plattentheorie abweicht. 

Die Umfangsspannung sinkt vom Innenrand linear nach dem Außen
rand hin ab. 

Für feste Flansche macht TIMOSHENKO die in Abb. 228 gezeigten 
Annahmen. Hierbei wird der Ansatz als unendlich langes Rohr mit der 
Wandstärke Sm angesehen, und die Aufweitung des Ansatzes infolge 
der Flanschverbiegung vernachlässigt. 

Die Beziehung zwischen der an der Verbindungsstelle zwischen 
Flanschteller und Ansatz wirkenden Schubkraft Q und dem Einspann-
moment M 0 lautet 

Q=ß·Mo. 

Für ß und M 0 gelten die Gleichungen (150) und (151). 
Durch die Belastung des Flansches durch die Kraft P (auf den Loch

kreis bezogen) wird der Ansatz auf Biegung beansprucht. Das dem 
Widerstand des Ansatzes entsprechende Moment ist 

h 
Mt=Mo+ Q·2· 

Im Zusammenwirken mit dem durch P bedingten Moment entsteht 
an der Flanschinnenkante eine Umfangsspannung 

ae. = 3. p. (Dl- Dm) [1- _"!!.__] kgfcm2. 
~ :n·D··h2·ln Da m+n 

~ Di 

(172) 

1 TIMOSHENKO, S.: Siehe Abschnitt C II/3. 
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Die Werte 

und 

ß·h m=l+--2 · 

können aus den Abb. 239 und 240 entnommen werden. 
Nach den Annahmen von TIMOSHENKO gelten vorstehende Beziehungen 

nur dann, wenn das Produkt ß · H ;;;;;; 2 ist. 
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Abb. 239. Beiwert m für Flanschberechnung 
uach TIMOSHENKO. 

Abb. 240. Beiwert n für Flanschberechnung 
nach TI:MOSHENKO. 

Das trifft bei festen Flanschen in den meisten Fällen zu. Nötigen
falls kann eine Berichtigung vorgenommen werden, indem statt m und n 
die Werte 

und 

ß·h m' =1 +u-2-

Da 
h 3 lnD-

n' = v(sJ . ß·D: 

eingesetzt werden. Für u und v gilt 

ß·H = 0,5 0,8 

u = 3 1,89 
V= 12,2 3,3 

1,0 

1,54 
1,97 

1,2 

1,32 
1,43 

1,4 

1,17 
1,19 

1,6 

1,09 
1,09 

1,8 

1,04 
1,04 
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Die gleiche Berichtigung muß auch für M 0 nach Gleichung (151) vor
genommen werden; für die Schubkraft gilt dann Q' = u · ß · M0 und 
f .. di Fl h . ' 6 . Mo ur e ansc nmgung rp = v E. ß . 8f . 

Nach den von T:rMOSHENKO zugrunde gelegten Annahmen ist die 
Biegungsspannung am Übergang vom Flanschtellei zum Ansatz 

a = 6· M0 = 3 · P· (Dz-Dm). _I_ k Jcm2 
b 8~ :rc • 8~ • Di m + n g (173) 

und die Radialspannung am Innenrand des Flanschtellers 

(174) 

ScHULZ und ScmLLER stellen fest, daß TIMOSHENKO in einigen Punkten 
zutreffendere Annahmen macht, als andere Forscher z. B. dadurch, daß 
er die tatsächliche lichte Weite des Flanschtellers in die Rechnung 
einführt. Auch die Ermittlung der Biegungsspannung ab dürfte den 
wirklichen Verhältnissen gut entsprechen, weil der tatsächliche Übergang 
zwischen Flansch und Ansatz in Betracht gezogen wird. 

c) Vorschlag von WATERS und TAYLOR 1• 

Diese beiden Forscher stützen sich bei ihrer Entwicklung auf die 
strenge Theorie auf Biegung beanspruchter Platten. Die Anwendung ihrer 
Beziehungen auf lose Flanschen zeigt, wie bereits erwähnt wurde, eine 
gute Übereinstimmung mit den· Versuchsergebnissen. 

Aus der Biegungsgleichung der ebenen Platte geben sie für die Um
fangsspannung am Innenrand ( Größtwert) folgende Formel an: 

a = 2,86·P·(Dz-Di) [K2 ·logK + O II7]l 
ti h2 ·Di·(K-1) K 2 -l ' 

_ 2,86 · P · (Dz- Di) Q k / 2 j. 
- h2. Di · g cm ' 

(175) 

wobei Q aus Abb. 225 (rechte Ordinate!) in Abhängigkeit von K =DafDi 
entnommen werden kann. 

Die Kraftwirkung wurde von W ATERS und TAYLOR am Außen- und 
Innenrand des Flansches angenommen. In Gleichung (175) ist die 
Umrechnung auf den Lochkreis bereits berücksichtigt. 

Da die Radialspannung am Außen- und Innenrand gleich Null ist, 
wird diese Spannung von den Forschern nicht besonders berücksichtigt. 

Der feste Flansch (mit Ansatz) wird von WATERS und TAYLOR 
als ein ebener Ring mit den Durchmessern Da und Dm betrachtet, der 
durch ein angesetztes zylindrisches Rohrstück endlicher Länge verstärkt 

1 WATERs, E. u. H. TAYLOR: The Strength of Pipe Flanges. Mech. Engng. 
Bd. 49 (1927) S. 531. 
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ist. Diese Annahmen gehen auch aus Abb. 230 hervor. Die Kraft 
P' =P ~~- ~m ist einerseits auf dem Außenrand, andererseits auf dem 

a- nt 

Innenrand (Dm) verteilt angenommen. 
Für die im Flanschteller infolge des Biegungsmoments 

M = P'·(D;-Dm) = P·(Dz2-Dm) 

entstehenden Umfangs- und Radialspannungen geben die Forscher recht 
umständliche Beziehungen an. Der Ansatz wird um den gleichen Winkel 
nach innen verwölbt, um den sich die Innenkante des Flanschtellers 
verbiegt. Dadurch entstehen an der Verbindungsstelle Biegespannungen. 

Es gilt für die Umfangsspannung am Innenrand: 

2,86 · P · (Dz- Dm) [l<J .log K1 + 0 117 _ 
at; = h2. Dm · (K1 - 1) Ki- 1 ' 

_ (Ki + 1) · 3,33 ·Ki·lgK1 +0,389(Ki-1) l (176) 
(Ki-1) ·4,33 · Ki + 2,33 + A · (Ki-1) 

_ 2,86 · P · (Dz- Dm) . B k / 2 
- h2·Dm g cm 

und für die Radialspannung am Innenrand: 

_ 2,86 · P· (Dz-Dm) [3,33 ·Ki ·lgK1 +0,389 · (Ki-1) l 
a,i - h2 • Dm · (K1 -1) 4,33 · Ki + 2,33 + A · (Ki- 1) 

= 2,86·P·(Dz-Dm) ·G 
h2. Dm kgfcm2. 

(177) 

Der Hilfswert A wird aus Abb. 231 entnommen, während für die Bei
werte B und G die Linientafeln Abb. 241 und 242 gelten. Hierdurch 
vereinfacht sich die Anwendung dieser Gleichungen ganz bedeutend. Es 
ist hier K1 =DafDm-

Für die Biegungsspannung wird angegeben 

ab= (_!!___)2 
• a.. kgfcm2 . 

. Bm • 
(178) 

Die von W ATERS und TAYLOR zugrunde gelegten Annahmen ergeben 
eine zu hohe Biegungsbeanspruchung ab. Das kommt daher, daß die 
Biegungsspannung für die gedachte Verbindungsstelle zwischen Flanschen
teller und Ansatz (s. Abb. 230) und nicht für den wirklichen Übergang 
(Hohlkehle) berechnet wird. 

Um eine Vereinfachung der Rechnung unter Zuhilfenahme von 
Linientafeln zu ermöglichen wurde für die Höhe des Ansatzes die Be
ziehung H = 1,1 ysm · Dm zugrunde gelegt. Das dürfte in den meisten 
Fällen den tatsächlichen Verhältnissen sehr nahe kommen. Außerdem 
haben etwaige geringe Abweichungen von diesem Wert keine nennens-
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werte Bedeutung. WATERS und TAYLOR weisen nach, daß die Ver
größerung der Ansatzhöhe H über das angegebene Maß keine wesentliche 
Abnahme der Beanspruchung ergibt. 

Die Umfangsspannung erscheint im Vergleich zu den Ergebnissen 
anderer Berechnungsverfahren ebenfalls etwas zu hoch. Sie hat ihren 
Größtwert am Innenrand und fällt nahezu linear nach dem Außenrand 
hin ab. Auch die Radialspannung ist am Innenrand am größten, während 
sie außen gleich Null wird. 

qo1~q-L~1,~8_L_l~18~-2.~10~~02~~0~q_L_2.~~8~~08 
Al=-t,;-

Abb. 241. Beiwert B für Flanschberechnung 
nach W ATERS und TAYLOR. 

O,Mt.L'I~-1~~~-1~8~~~--~L-L-~~~~ 
1 ,U 1 2,0 {). 2,2 z,q 2,0 2,8 

A/= D~-
Abb. 242. Beiwert G für Flanschberechnung 

nach W ATERS und TAYLOR. 

Setzt man in der Gleichung (176) für ati die Ansatzhöhe gleich Null, 
so wird A unendlich groß und die Gleichung der Umfangsspannung 
erhält die gleiche Form wie für den losen Ringflansch. Desgleichen ver
schwindet die Radialspannung. Die Formeln für lose und feste Flansche 
haben also einen gesetzmäßigen und der Wirklichkeit augepaßten 
Zusammenhang. 

d) Vorschlag von HoLMBERG und AxELSoN 1• 

Auch diese Forscher legen für die Entwicklung ihrer Formeln die 
Plattentheorie zugrunde. Außerdem machen sie, worauf schon ScHULZ 
und ScHILLER hingewiesen haben, als einzige folgende wirklichkeits
getreue Annahmen: 

1 HoLMBERG, E. 0. u. K. AxELSON: Analysis of Stress in Circular Plates and 
Rings. Trans. Amer. Soc. mech. Engrs. Applied Mechanies Bd. 54 (1932) Nr. 2. 
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Das Biegungsmoment wird einerseits durch eine auf dem Lochkreis
umfang verteilte Kraft P und andererseits durch eine auf dem Dm-Kreis 
verteilte Gegenkraft -P erzeugt. Ferner wird die Wirkung des Innen
druckespinradialer Richtung sowohl auf den Ansatz, als auch auf den 
Flanschteller selbst berücksichtigt. 

Der Flansch wird als eine am unendlich langen Rohr starr befestigte 
ringförmige Platte aufgefaßt. 

Leider sind die Beziehungen so umfangreich und umständlich, daß 
sie für den praktischen Gebrauch kaum in Frage kommen. Auch lassen 
sie sich nicht wesentlich durch Verwendung von Linientafeln vereinfachen. 

Es dürfte sich jedoch im Hinblick auf die bedeutungsvollen An
nahmen trotzdem lohnen, die Beziehungen kurz anzugeben, da zum 
Schluß auch die Rechnungsergebnisse nach diesem Vorschlag zum 
Vergleich angegeben sind. 

Für den festen Flansch leiten HoLMBERG und AxELSON folgende 
Beziehungen ab. 

Schubkraft im Übergang vom Flansch zum Ansatz: 

(z2 - __!!__ T) · (sm + 0,2325 · z · T) · p- 2 · U (k + 0,5377 · z) · P 
Q= 2sm 

1,86 · z ·Sm+ T [n2 (2 + 0,116 L · T) + 1,61· z · k + 0,866 · z2] 

in kg auf I cm Umfang bezogen (erscheint negativ!) und das Moment 
an der gleichen Stelle 

. 11,3 
(k2 • T + 1,86 ·z ·Sm)· Q +k · U · P- 0,5 ·sm·p(z2 - 2'8 ·T) 

M.- m 
o- 1,5·k·T-3,464·sm 

in cmkg auf 1 cm Umfang bezogen. 
Hierin bedeuten: 

z=vfsm·Dm,. 

_ (sm)s (5 ·D! + 3 ·D:n) 
T- k . D2-D2 , 

a m 

U ( sm)s 3,58 [D! 1 Dz 2 2] 
= T . n:-n:n 3 n Dm + 0,1 (Dz -Dm) , 

P = Gesamtlast in kg, 

p = Innendruck in atü. 

Die übrigen Bezeichnungen gehen aus Abb. 227 hervor. Daraus 
ermitteln sich folgende Spannungen: 

Im Übergang vom Flansch zum Ansatz: 
Eine Biegungsspannung infolge M 0 

6·Mo 
ab = --2 - in kgfcm2• 

sl 
v. Jürgensonn, Elastizität und Festigkeit. 22 



338 Berechnung der Flansche und Flanschverbindungen. 

Eine Längsspannung infolge p 

p·Di 
Gz = 2 ·sm in kg/cm2. 

Im Flanschteller: 
Eine Radialspannung am Innenrand des Flansches infolge des 

Moments seitens der Schubkraft Q 

Eine weitere Radialspannung infolge der Schubkraft Q und des 
Innendruckes p 

a~' = ~ + p in kgjcm2• 

Diese beiden Spannungen überlagern sich zu emer Gesamtradial-
spannung 

a,. = a;. + a;'. ' . 
Die Umfangsspannung in den Eckfasern der Innenkante beträgt 

a;i=a;i+ h2 ·(D~~-D':m) [n~·(6·h·Q-12M0 +1,195·P·ln ~~)+ 
+ 0,358 · P · (D[- D;,)] kgjcm2• 

Dieser Spannung überlagert sich ein von der Schubkraft und dem 
Innendruck herrührender Anteil der Umfangsspannung 

a;' = 4~: · T · (Q + h · p) kgjcm2. 
m 

Die Gesamtumfangsspannung ist 

ae. = a;. + a;'. • • 
Bei der Ausrechnung von a~i' a/, a;i .und a;' achte man auf das 

Vorzeichen von Q! 
Die vorstehenden Gleichungen gelten nur dann, wenn der Ansatz ge

nügend genau als unendlich angesehen werden kann. Dazu muß die Höhe 
des Ansatzes H:;;;;;; vDm. Sm sein, also ähnlich wie bei den Formeln 
von WATERS und TAYLOR. 

Nach DIN ist die Höhe H des Überganges 

H = 5 (s1 -s) bei Stahlgußflanschen 
und 

H = 2,5 (s1 -s} bei Vorschweißflanschen. 

Die normenmäßige Ausführung der Stahlgußflansche genügt vor
stehender Bedingung, während bei den Vorschweißflanschen der Über-
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gang kürzer ist. Für diese wird man also in bezug auf die Beanspruchungen 
nur annähernd richtige Werte erhalten. 

Zum Schluß werden für die in Beispiel 24 und 25 erwähnten losen 
und festen Flansche die Beanspruchungen nach den verschiedenen 
Rechnungsverfahren in einer Tabelle zusammengestellt, um einen Ver
gleich der Ergebnisse zu ermöglichen. Die zugrunde gelegten Abmes
sungen sind folgende: 

Tabelle 13. Vergleich der Ergebnisse vers chiedencr 
Flanschberechnungen. 

Bezeichnung 

Außendurchmesser Da .. 
Lochkreisdurchmesser Dl 
Innendurchmesser Di . . 
Blattstärke h . . . . . . 
Größte Übergangsstärke 81 • 

Mittlere Übergangsstärke 8m 

Wandstärke 8 • • • • • • o • • 

Mittlerer Übergangsdurchmesser Dm 
Gesamtschraubenkraft P 
Innendruck in atü p . . o • • o 0 

Loser Flansch 

Berechnungsart "tm "ti 

kg/cm• kg/cm' 

DIN 2506 bzw. 2505. 842 -
TlM:OSHENKO . - 1182 
W ATERS u. TAYLOR . - 1271 
HOLMBERG u. AXELSON - -

Q 

kg/cm 

-

935 
-

-1176 

Loser Flansch 

425mm 
350mm 
193mm 

95mm 

107900 kg 
120 atü 

Fester Flansch 

425mm 
350mm 
150mm 
86mm 
61mm 
47mm 
33mm 

197mm 
107900kg 

120atü 

Fester Flansch 

M, 
I 

"ti "ri "b 
cmkg 

cm I 
kg/cm' kg/cm' kg/cm' 

- - 650 -
4950 665 402 798 
- 826 447 1495 

4920 305 791 793 

Für den losen Flansch stimmen die Ergebnisse von TmosHENKO und 
WATERS und. TAYLOR sehr gut miteinander überein, während DIN 2506, 
wie zu erwarten war, einen zu geringen Wert ergibt. 

Für den festen Flansch ist die nach HOLMBERG und AXELSON be
rechnete Umfangsspannung f1to offensichtlich zu klein und die Radial-• 
spannung aro zu groß, während die Biegungsspannung in der Hohlkehle • 
zwischen Flansch und Übergang gut mit derjenigen nach TrnOSHENKO 
übereinstimmt. Die Werte von WATERS und TAYLOR dürften alle etwas 
zu hoch sein, worauf schon früher hingewiesen wurde. 

Es scheint, daß die Rechnungsweise von TrnosHENKO für die Praxis 
am zweckmäßigsten ist, denn die ermittelten Werte dürften den tatsäch
lichen Verhältnissen recht nahe kommen, und es ist der Arbeitsaufwand 
bei der Anwendung seiner Formeln nicht groß. 

22* 
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Zahlreiche vom Verfasser unter Zugrundelegung der Formeln von 
TIMOSHENKO ausgeführte und im Betrieb sich bestens bewährende 
Hochdruckflanschen bestätigen diese Auffassung. 

Wenn auch im Schrifttum noch mehr Berechnungsvorschläge fester 
und loser Flansche zu finden sind, so sind diese entweder zu umständlich 
und für den ausführenden Ingenieur daher ungeeignet, oder sie sind 
auf Annahmen aufgebaut, die den tatsächlichen Verhältnissen nicht 
entsprechen (s. z. B. E. MAYERl). 

Auch die von BAILEY 2 angegebenen Formeln für die Beanspruchung 
erfordern sehr viel mühselige Rechenarbeit. 

3. Wärmespannungen in einem Flansch. 
Bekanntlich ist die Temperatur am Außenrand des Flansches niedriger 

als am Innenrand. Der Temperaturunterschied kann je nach Größe 

Abb. 243. Lineare Temperaturverteilung 
im Flansch. 

und Bauart im Betriebszustand bis 
zu 15° C betragen; beim Anwärmen 
kann dieser bis auf 30° C ansteigen. 

Dadurch werden ziemlich beacht
liche Schrumpfspannungen im Flansch 
hervorgerufen, deren Ermittlung hier 
angegeben werden soll. 

Mit Rücksicht auf eine möglichst 
einfache Rechnung sind folgende Vor
aussetzungen gemacht. 

a) Lineare Temperaturänderung in radialer Richtung. 
b) Keine Temperaturänderung in axialer und tangentialer Richtung. 
Die Voraussetzung unter a) trifft nicht genau zu, denn die Tempera-

tur ändert sich in radialer Richtung nicht linear 

t; · ra- ta · ri t;- ta t = ------ -r 
ra- ri ra-r; ' 

sondern nach emem logarithmischen Gesetz 

t __ t; ·In ra- ta ·Zn ri 
- lnra- lnr; 

-,---t,:....· -~to=-a- • In r. 
lnra- lnri 

(I) 

(Ia) 

Der Unterschied ist, wie gezeigt werden soll, sehr gering und spielt im 
Hinblick auf die nicht genaue Kenntnis von t; und ta praktisch keine Rolle. 

Die Voraussetzung unter b) stimmt nur in bezug auf die Umfangs
richtung, während in axialer Richtung die Temperatur nach den Seiten 
hin etwas abfällt, was jedoch ebenfalls vernachlässigt werden soll. 

Der Abb. 243 ist die Gleichung (I) für die lineare Temperaturänderung 
zugrunde gelegt. 

1 MAYER, E.: Die Hochdruckflanschverbindung, s. Abschnitt C IIJ3. 
2 BAILEY, R. W.: Flanged Pipe Joints for High Pressures and Temperatures. 

Engineering Bd. 142 (1937) S. 364. 
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Denkt man sich ein unendlich kleines Ringteil mit dem Innen
winkel dq;, dem Halbmesserrund der Breitedrunter der Wirkung der 
Wärmedehnung aus der nicht schraffierten in die schraffierte Lage 
gerückt (s. Abb. 244), so gilt für die Dehnungen 

und 

(r + y) · dcp- r · dcp 
tangential: ft = r . dcp 

dr+ dy- dr 
radial: Sr = --'-----;-=---dr 

dy 
a;;:· 

y 
r 

Die wirkenden Spannungen, ae in Umfangsrichtung und ar in radialer 
Richtung, bedingen im Zusammenhang mit der Wärmedehnung s · t 
eine Dehnung der Fasern 

tangential: se=s·t+ ~ ·(ae- ~ ar), 

radial: e - e · t + ___!___ • (a _ ___!___ a ) r- E r m t' 

worin s die Wärmedehnungszahl gemäß 
Abb. 31 und 32 bedeutet. Daraus durch 
Umformung 

a =-- --+-·--e·t· 1 +-m2·E [dy 1 y (. l ).] 
' m 2 - l dr m r m ' (II) 

m 2 • E [ y 1 d y ( 1 )] a =-- -+-·--e·t· 1+- . 
t m2-1 r m dr m (III) 

Abb. 244. Spannungen 
am Ringsegment im Flansch. 

Die Gleichgewichtsbedingung der Spannungen am Ringteil ergibt nach 
Abb. 244 

Setzt man die Gleichung (I) für t, und zwar 

t = k1-k2 ·r 
in Gleichung (II) ein, wobei 

so erhält man 

m2·E[dy 1 y ( 1) ] a =-- ~-+-·--e· 1 +- (k -k ·r) r m 2 - l dr m r m 1 2 

und differentiert nach dr 
dy 

dar_ m2·E [d2y 1 a;;:r-y + "'(1 + m1 )k2]· dr- m2-l dr2 +rn; r2 ., 

(IV) 

Diese Beziehungen in Gleichung (IV) eingesetzt und umgeformt 
ergibt folgende Differentialgleichung 2. Ordnung 

r2 · !!!__y_ = r d Y - y = - e · ( 1 + ___!___) • r2 · k dr2 dr m 2· 
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Die Lösung lautet 

y = 01 • r + ~2 - ; ( 1 + ~ ) · r 2 • k2 • 

Setzt man diese Gleichung für y, sowie das Differential derselben 

dy 02 2·e( 1) dr = 01- ---;::2- -3- 1 + m . r . k2 

in die Gleichung (II) ein, so erhält man für a, 

a = m2 ·E {o . (1 + __!_)- 02 (1-_!_)-m + 1 e [3 · k -k ·r ·(I-_!_)]}· r m2 - 1 1 . m r2 m 3 · m 1 2 m 

Die Festwerte 01 und 0 2 bestimmen sich aus den Randbedingungen, 
indem 

a, = 0 für r = ri und r = ra, 

weil am Rande keine radialen Spannungen auftreten. Daraus erhält 
man endgültig 

E ) r3 (ra+ri)-r2 (r~+ra·ri+rl)+r~·ri . k / 2 
Gr = · e · (ti-ta 3 . (r~-rj) ·r2 m g cm (179) 

und 

E ) 2·r3(ra+ri)-r2(r~+ra·ri+rV-r~:r[ . k / 2 (180) 
Gt= ·e·(ti-ta 3 ·(r~-rl)·r2 m gcm 

Die Radialspannungen sind durchweg negativ, stellen also Druck
spannungen dar. Sie sind am Innen- und Außenrand Null. Der Größt
wert der Radialspannung wirkt bei 

und ist 
ls9 ,1r2 ·r~·(r +r.)2 -r2 -r ·r.-r~ E ·( ) • V a • a • a a • t 

Grmax = • e. ti-ta 3 · (r~ -rl) • 

Die Radialspannung ist unbedeutend im Vergleich zu der Umfangs
spannung, die am Innen- und Außenrand ihre größten Werte besitzt. 
Gt allein ist für den Spannungszustand maßgebend. 

Am Innenrand, also für r =ri, ist 

r{+ra·ri-2·r~ 
Gti = E · e · (ti-ta) 3 . (r~-rl) kgfcm2 (181) 

und für r = r a• also am Außenrand, ist 

r~ + r a · r i - 2 · r{ 
Gta = E · e · (ti-ta) • 3 ·(r~- rl) kgfcm2• (182) 

Am Innenrand ist die Umfangsspannung negativ (Druck), am Außen
rand positiv (Zug). Bei r~0,522·ri+0,4615·ra wird Ge=O, wechselt 
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also dort das Vorzeichen. In Abb. 245 ist der Verlauf und die Größe 
der Spannungen a1 und ar für den losen Flansch gemäß nachstehendem 
Beispiel aufgetragen. In dieser ist auch die Spannung a; bei logarith
mischer Temperaturverteilung (s. gestrichelte Linie) angegeben, um den 
geringen Unterschied gegenüber der 
einfacheren Annahme einer linearen 
Temperaturänderung zu zeigen. Die 
entspreche~de Radialspannung a; 
weist praktisch keinen Unterschied 
gegenüber ar auf. 

Beispiel27. Für die im Beispiel26 
zugrunde gelegten Abmessungen 
eines losen und festen Flansches sei 
der Wert für den losen Flansch 

E · e · (ti-ta) 
= 1,75 ·106 • 15,2 ·10-6 • (460- 445) 
=399 

und für den festen Flansch 

E · e · (ti-ta) 
= 1,75. 106 • 14,5. 10-6 • (480- 475) 
= 127. 

Abb. 245. Verlauf der Wärmespannungen 
im Flansch. 

Dann folgt mit den gegebenen Abmessungen für den losen Flansch 

372 + 820-2 ·1805 
Cftilose = 399 -3 · (1805-37~ =- 225 kgjcm2,. 

- 1805 + 820- 2 . 372 - 2 
Cfta!ose- 399 3 · (1805- 372) - + 175 kgjcm ' 

und für den festen Flansch 

- . 225 + 637- 2 . 1805 - - 2 
Cftifest - 127 3 · (1805- 225) - ll1 kgjcm ' 

1805 + 637- 2 . 225 2 
Cftafest = 127 · 3 · (1805- 225) = + 80 kgjcm · 

Bei gleichem Temperaturgefälle wären also in den festen Flanschen 
die Spannungen wesentlich höher als im losen Flansch. Jedoch ist der 
Temperaturausgleich im festen Flansch besser. 

4. Lebensdauer der Flanschverbindung. 
Die Beanspruchungen, denen die Teile einer Flanschverbindung, wie 

Flansche, Bolzen, Muttern usw. unterworfen sind, liegen in einem Gebiet, 
bei welchem nach Ansicht vieler Forscher gewisse, wenn auch kleine 
Kriecherscheinungen des Werkstoffes nicht zu vermeiden sind. Kennt 
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man den Kriechwert des Werkstoffes bei der betreffenden Spannung, 
so läßt sich theoretisch die Zeit ausrechnen, nach welcher die Dicht
pressung infolge der fortschreitenden Dehnungen aller Teile von ihrem 
bekannten Anfangswert auf einen bestimmten Mindestwert abgesunken 
ist, der die Grenze der Dichtheit darstellt. 

BAILEY1 hat beispielsweise die Beziehungen hierfür aufgestellt. Er 
ging hierbei von der Annahme aus, daß bei den in Frage kommenden 
Belastungen ein Kriechen unbedingt stattfindet. Die ursprünglich bei 
Betriebsbeginn-also zur Zeit t = 0- bestehende Anfangsspannung der 
Bolzen a0 nach einerZeittauf einen ganz bestimmten, von der Bauart, 
den Abmessungen und dem Werkstoff der Flanschverbindung abhängigen 
Wert a absinken wird. Entsprach a0 der festgelegten Anfangs-Dicht
kraft P0 und ist P die der Spannung a zugeordnete zum Dichthalten 
mindestens notwendige Dichtkraft, so stellt t die Lebensdauer der Flansch
verbindung dar. 

Ausgehend von der Annahme, daß der Kriechweg je Zeiteinheit durch 

die Beziehung c =A ·an gegeben ist, daß er also -abweichend von der 
deutschen Auffassung - unabhängig von der Zeit ist, leitet BAILEY2 
für die Lebensdauer t der Flanschverbindung folgende Formel ab 

Darin bedeuten: 

1: Yo a~-l [ 1 1 ] 
t = l:co. n-1 an-1- an-1 . 

0 

(183) 

,2 y0 = y~ + y~' + y~" + · · · = Summe der ursprünglichen elastischen 
Verformungen der einzelnen Teile, wie Bolzen, Muttern, Flansche, 
Dichtung usw. in cm bei einer Bolzenspannung a0 ; 

,2 c0 = c~ + c~' + c~" + · · · = Summe der ursprünglichen Kriechwege 
der gleichen Teile in der Zeiteinheit; 

n = Spannungsexponent in der dem Werkstoff charakteristischen 

Beziehung für den Kriechweg je Zeiteinheit c = A ·an. 

Für den Spannungsexponenten gibt BAILEY auf Grund von Daner
standsversuchen allgemein den Wert n = 6 für Stahl an. 

Der Verhältniswert A muß für den jeweiligen Werkstoff aus Ver
suchen bestimmt werden. Die Gleichung (183) gilt unter der Voraus
setzung, daß die für Bolzen, Flansche, Muttern usw. zugrunde gelegten 
Werkstoffe alle den gleichen Spannungsexponenten n besitzen, was 
näherungsweise angenommen werden dürfte. 

1 BAILEY, R. W.: Flanged Pipe Joints for High Pressuresand Temperatures. 
Engineering Bd. 142 (1937) S. 364. 

2 BAILEY, R. W.: Utilisation of Crepp Test Data in Engineering Design. Proc. 
I. Mech. Engrs. Bd. 132 (1936) S. 233. 
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Ist nun a die Bolzenspannung, bei der die Verbindung undicht wird 
oder-die nicht unterschritten werden soll, da sonst nachgezogen werden 
müßte, und nimmt man ferner die Dicke des Flansches so groß an, daß 
dessen Anteil an der elastischen und plastischen Verformung gegenüber 
derjenigen der Bolzen vernachlässigbar klein wird, so ist dieLebensdauert 
mit L = Bolzenlänge gegeben durch 

a0 ·L 
- -E- an-1 [ l l ] 
t = A ·a~·L. no l an-1- a~-1 

l [ l l l 
= (n-l)·E·A an-1 - a~-1 

l l 
oder sehr angenähert, wenn man n-1 gegenüber 1 vernachlässigt 

Go an-

l l 
t= ·--

(n-l)·E·A an-1 • 
(184) 

BAILEY empfiehlt, dieLebensdauert der Verbindung durch die Lebens
dauer t des vorhin geschilderten Sonderfalles auszudrücken, indem 

t =-r·t (185) 
ist, wobei 

den Lebensfaktor bedeutet und t aus Gleichung (184) ermittelt wird. 
BAILEY führt ferner den Begriff des Kriechwiderstandes ein, indem 

er annimmt, daß der Bolzenwerkstoff einen q-mal so großen Kriechwider
stand gegenüber dem Flansehenwerkstoff besitzt. Dann ist der Kriech
weg qn-mal kleiner, d. h. 

Kriechweg des Bolzenwerkstoffes = A · an, 

Kriechweg des Flanschenwerkstoffes = A · qn · an. 

Die Berechnung der elastischen Verformungen 2:_y0 wurde im Ab
schnitt C II für Bolzen, Flansche und Muttern gezeigt. Für die Ermitt
lung der ursprünglichen Kriechwege 2:, c0 gibt BAILEY folgende Be
ziehungen an: 

Für den Bolzen mit Mutter und etwaigen Unterlegscheiben 

worin 
c~ = (L + Lc) · A · a~, 

L = Bolzenlänge zwischen den Mutterauflageflächen in cm; 

Lc =etwa 5facher Bolzendurchmesser als Zuschlag zur Bolzenlänge, 
womit der Kriechweg der Muttern und Unterlegscheiben be
rücksichtigt werden soll. 
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Und für den Kriechweg eines Flansches (Bezeichnungen s. Abb. 227) 

" (Dz-Dm)·Di - [(Dz-Dm)·z·d~·qa0 ] 
Co = e ' ka 2 · r"-- ' A ' 2 · k2 (Da - Di) · h2 

Darin bedeuten 

e =Verhältnis der Kriechwege eines gebohrten zu einem ungebohrten 
Flansch (s. Abb. 246). Die Werte e wurden von B.AILEY aus 
Versuchen bei 500° C und einer Spannung von 95 kgfcm2 gewonnen. 

4·n2 

k2 = =(2-n---:3=)-· =(2-· -n--:-+---,;1~) 

4·n2 

ka = (2n+l)(n-3) 

Diese Beziehungen für k2 und k3 lassen sich wesentlich vereinfachen 
und in Linienform darstellen, wenn man Dt durch Da ersetzt, was nach 

1,0 .... ~ ::-, 
~~ 

r----~~ 
J 

I 

P;i!=7 
~ 
~~ .... ........ _ .... _ ----

B.AILEY ohne weiteres zulässig ist. In 
Abb. 247 und 248 sind diese Werte 
fÜr n = 6 aufgetragen. 

Mit z ist die Bolzenanzahl, mit d8 

der Schraubenlochdurchmesser und 
mit db der Bolzendurchmesser bezeich
net. liie übrigen Bezeichnungen sind 

0 2 J 'I s 6 
Yerhülfnis tochobslond 

tOdJilurchm. ds 
7 aus der Flanschberechnung bekannt. 

Abb. 246. Umrechnungszahl e 
für die Schraubenlöcher nach BAILEY. 

(Aus R. W. BAILEY: Flanged Pipe Joints for 
High Pressures and Temperatures. 

Engineering 1937 .) 

Alle Werte müssen in cm eingesetzt 
werden. 

Für sehr starke Flanschen (h groß) 
wird der Lebensfaktor -r ~ 1. Bei 
kleinem h wird -r kleiner als 1 und 

bei einem ganz bestimmten Wert von h erreicht -r seinen Größtwert. 
Dieser Wert von h ist also anzustreben, um die größte Lebensdauer 
zu gewährleisten. Hierbei dürfen aber die wirtschaftlichen Gesichts
punkte nicht außer acht gelassen werden. 

Das Kriechverhalten der Werkstoffe bei gleichbleibender Belastung 
ist recht gut erforscht. Dagegen fehlen fast gänzlich Angaben über das 
Kriechverhalten bei spannungsabbauenden Bedingungen. Es ist daher 
nicht möglich, die Beziehungen für c~, c~ usw. zahlenmäßig ~ür eine 
gegebene Verbindung auszurechnen, solange nicht die Werte A durch 
V ersuche ermittelt sind. 
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BAILEY gibt auf Grund von Vergleichsversuchen an einem legierten 
Stahl mit 0,5% Mo bei 500° C den Wert A · a~ =0,01 · 10-6 cmfcm h an, 
ohne allerdings die Höhe der Anfangsspannung a0 zu nennen. Nimmt 
man an, daß dieser Wert auch für eine Bolzenspannung a0 = 1460 kgfcm2 

-entsprechend dem im Beispiel 26 errechneten Wert für die Betriebs
spannung- gültig ist, so kann die Lebensdauer der in diesem Beispiel 
geprüften Verbindung wie folgt ermittelt werden. 

0,71 
11
1"---._1--- Da~Ot -5'2~ 

:5- ~ --r--:.-r-- 0.150 -r-----1--- J--1---1---r-E!:L -1--- 0.200 - t 0,90 

0,50 -- 0.225 ~O,Mr--+--+-_,---r~~~~~~ 

0,'15 0.250 

I 
0,"f,oo 1,25 1,50 1,75 2,00 2,25 2,50 2,1s ~oo 

t-
47f,oo 1,25 1,50 FS 2,170 2,25 2,50 2,75 .JOO 

Da 
Dt-

Abb. 247. Beiwert k, nach BAlLEY. Abb. 248. Beiwert k, nach BAJLEY. 
(Aus R. W. BAJLEY: Flanged Pipe Joints for High 
Pressuresand Temperatures. Engineering 1937.) 

(Aus R. W. B.ULEY: Flanged Pipe Joints for High 
Pressuresand Temperatures. Engineering 1937.) 

Beispiel 28. Zu ermitteln ist die Lebensdauer der Flanschverbindung 
aus Beispiel -26. 

Gemäß der obengenannt~n Annahme ist mit 0'0 = 1460 

()'~ = 14606 = 9,65. 1018. 

Daraus 
Ä 0,01 1,036 

= 9 65 . 1018 • 106 = 1027 ' 
' 

E = 1,75 · 106 kgfcm2• 

Die zum Dichthalten mindestens erforderliche Endbolzenspannung sei 
mit a = 0,7 · a0 angenommen, d. h. 

a = 0,7 ·1460 = 1020 kgfcm2, 

a"-1 = 10205 = 1,104 · 1015 • 

Damit aus Gleichung (184) 
- 1027 

t = 105 • = (6- 1) ·1,75 ·106 ·1,036 ·1,104 ·1016 

Die elastischen Verformungen der Einzelteile sind mit Pgt = 107900 kg 
gemäß Beispiel 24, 25 und 26 unter Betriebstemperatur folgende (Um
rechnung im Verhältnis von E 0/Et=2,15/1,75): 
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für den losen Flansch : 
2,15 0,0812 

Yz = 1,75 · ---ws---107900 = 0,01077 cm, 

für den festen Flansch: 
2,15 0,0275 

Yt = 1, 75 · ~ · 107 900 = 0,00365 cm, 

für die Bolzenschrauben: 

2,15 0,151 10790 20 Yb = 1,75 · ---ws · 0 = 0,0 cm, 

für die beiden Muttern einschließlich Gewinde: 

2,15 0,0124 
YM=2· 1,75 ·~·107900=0,00329cm, 

für die Linse : 
2,15 0,0325 

YL = 1,75 · ~ ·107900 = 0,00431 cm. 
Daher 

.2 y 0 = 0,01077 + 0,00365 + 0,02 + 0,00329 + 0,00431 = 0,04502 cm. 

Kriechweg der Bolzen je Stunde: 

c~ = (L + Lc) · A · a~ = (24 + 5 · 2,8) · 0,01 · 10-6 = 0,38 · 10-6 cmjh. 

Kriechweg der Flansche je Stunde: 

Mit d8 3,8 38 d Da 425 2 Da- Di = 42,5-15 = 0•1 un ·Di = 150 = •83 folgt aus 

Abb. 246, 247 und 248 e = 0,67, k2 = 0,6, k3 = 0,81. 

Für den festen Flansch ist mit q = 2 

II = 0 67 • 0 81 • (35- 19,7) •15 1,036 [ (35- 19,7) 12 • 2,82 • 2 •1460 ]6 
Co ' ' 2 · 8,6 1027 2 · 0,6 (42,5- 15) · 8,62 

= 0,194 · 10-6 cmjh, 

für den losen Flansch 

II/ = 0 67. 0 81 (35-19,3) ·19,3 1,036 [ (35- 19,3) ·12. 2,82. 2. 1460 ]6 
Co ' ' 2 · 9,5 1027 2 · 0,6 (42,5- 19,3) · 9,52 

= 0,23 . 10-6 cmfh. 

Daraus 
_2 Co = (0,38 + 0,194 + 0,23) · 10-6 = 0,804 · 10-6 cmjh. 

Mit diesen Werten wird 

= 0,04502. 106 • 1,036 . 1 75. 106 . 14605 
7: 0,804 1027 ' 

= 0,672. 
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Daraus die Lebensdauer 

t = T • t = 0,672 · 105 = 67 200 Stunden, 

also entsprechend 7,7 Jahre ununterbrochener Betrieb. 
Diese Zahl erscheint sehr hoch, was vermutlich darauf zurückzu

führen ist, daß der zugrunde gelegte Kriechwert bei der bestehenden 
Spannung zu niedrig angesetzt wurde. Hierüber fehlen Versuchsunter
lagen leider ganz. 

Von Interesse ist zum Schluß eine von B.AILEY angegebene, sehr ein
fache Formel für die Ermittlung der günstigsten Blattstärke des Flansches, 
um annähernd die größtmögliche Lebensdauer der Verbindung zu erzielen. 
Die günstigste Blattstärke ist 

in cm. 

Darin bedeuten 

db = Schaftdurchmesser des Bolzens in cm, 
x = Biegungshebelarm des Flansches in cm, 
z = Bolzenanzahl, 

k2 = Beiwert aus Abb. 247, 

(186) 

q =Verhältnis des Kriechwiderstandes des Bolzenwerkstoffes gegenüber 
dem Flanschwerkstoff. 

B.AILEY weist in diesem Zusammenhang nach, daß der Unterschied 
in den Kriechwerten eines losen Flansches gegenüber. einem festen 
Flansch sehr gering ist. Der Übergang und das anschließende Rohr des 
festen Flansches versteifen ihn wohl in bezug auf die elastischen Form
änderungen; dagegen wird das plastische Nachgeben infolge der größeren 
Kriechwerte des Rohres und des Ansatzes durch diese begünstigt. 

Daher kann die genannte Gleichung (186) für die günstigste Blatt
stärke nach BAILEY mit guter Annäherung auf beide Flanschen ange
wendet werden. 

Die Erfahrungen des Verfassers haben dagegen gezeigt, daß die 
Gleichung (186) für feste Flanschen zu hohe Werte der Blättstärke ergibt. 

Für den in Beispiel 24 gewählten losen Flansch ergibt sich unter 
der Annahme q=2 eine günstigste Blattstärke nach Gleichung (186). 

l/ 7,85 . 12 . 2 
h = 2,8 0,6 . (42,5 _ 19,3) = 10,3 cm = 103 mm. 

Der Flansch besitzt dagegen eine Blattstärke von 95 mm, kommt also 
an die günstigste Stärke sehr nahe heran. 

Man muß, wie schon gesagt war, auch hier die wirtschaftlichen 
Gesichtspunkte in Betracht ziehen. 
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Tabelle 14. Trägheitsmoment J = ~ (D'- d~) cm~ . 

Wand- .Äußerer Rohrdurchmesser D in mm 
stärke 
inmm 57 I 70 I 76 I 89 95 I 102 108 (114) 1 121 (127) 1 133 

2,5 15,9 
3 18,7 35,4 
3,5 21,1 40,5 52,5 86,2 105,6 112 156 
4 23,5 45,4 59,4 96,9 119 148 177 211 253 290 339 
4,5 25,7 49,9 64,8 107 132 165 197 233 283 325 376 
5 27,8 54,2 70,5 117 144 180 215 256 307 359 413 
5,5 29,8 58,3 76,1 127 156 195 233 278 334 388 447 
6 31,7 62,3 81,3 136 167 209 251 300 361 418 484 
6,5 33,4 66 86,5 144 178 223 268 319 386 448 518 
7 35 69,5 91,3 153 189 237 285 339 410 477 553 
7,5 36,5 72,9 95,9 161 199 250 301 359 433 506 585 
8 37,9 76,1 100 169 209 262 316 377 457 534 618 
8,5 39,3 79,1 104,3 176 219 275 331 396 479 558 648 
9 40,5 82 108,3 184 227 287 345 413 510 584 677 
9,5 41,6 84,6 112 190 236 298 360 430 523 609 708 

10 42,6 87,2 115,3 197 244 310 373 447 543 633 737 
10,5 89,6 119 204 253 320 387 463 563 658 766 
11 91,7 122 209 261 330 399 478 582 680 794 
11,5 125 215 268 341 412 493 600 703 818 
12 128 221 275 350 423 508 618 725 845 
12,5 130,5 226 282 359 435 522 636 744 870 
13 133 231 289 367 446 535 653 767 895 
13,5 236 295 376 457 548 670 787 918 
14 240 301 384 466 560 686 805 940 
14,5 307 392 477 573 702 825 963 
15 399 486 585 717 842 988 
16 504 608 746 877 1026 
17 i 910 1067 

Rohre mit eingeklammerten Außendurchmessern werden nicht mehr gewalzt. 

Tabelle 15. Trägheitsmoment J= ~ (D4 -d4)cm~. 

Wand- Äußerer Rohrdurchmesser D in mm 
stärke 
inmm 146 I 152 I 159 165 Im 1 (178) 1 191 I (203) 1 216 1 (229) 

4 449 
4,5 499 567 658 
5 548 623 720 805 902 1016 
5,5 599 675 786 874 982 1105 1375 
6 645 734 850 948 1055 1198 1493 1804 
6,5 693 788 912 1020 1133 1290 1602 1925 2325 2820 
7 742 838 974 1085 1210 1375 1710 2073 2495 3020 
7,5 786 889 1030 1150 1289 1464 1820 2197 2660 3240 
8 825 938 1090 1218 1355 1548 1930 2345 2825 3390 
8,5 869 990 1147 1280 1430 1635 2035 2465 2970 3585 
9 914 1037 1198 1345 1500 1715 2135 2590 3130 3780 
9,5 952 1083 1257 1410 1572 1788 2235 2707 3286 3950 

10 993 1133 1310 1468 1645 1866 2335 2835 3440 4125 
10,5 1031 1177 1360 1527 1715 1945 2430 2950 3600 4320 

Rohre mit eingeklammerten Außendurchmessern werden nicht mehr gewalzt. 
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Tabelle 15. (Fortsetzung.) 

Wand- Äußerer Rohrdurchmesser D in mm 
stärke 
inmm 146 1 152 159 165 171 (178) 191 I (203) 216 1 (229> 

11 1069 1216 1415 1585 1784 2020 2520 3065 3730 4490 
11,5 1108 1260 1461 1643 1847 2100 2615 3180 3880 4670 
12 1139 1305 1515 1694 1910 2165 2710 3293 4015 4830 
12,5 1177 1344 1560 1753 1970 2240 2800 3405 4165 5005 
13 1210 1383 1610 1807 2030 2310 2895 3513 4280 5165 
13,5 1242 1422 1655 1856 2092 2380 2980 3620 4430 5325 
14 1276 1460 1695 1907 2150 2445 3070 3722 4555 5475 
14,5 1310 1498 1739 1957 2208 2510 3150 3835 4700 5650 
15 1340 1530 1785 2010 2263 2575 3230 3935 4820 5800 
16 1400 1602 1865 2100 2370 2700 3390 4133 5070 6115 
17 1460 1668 1950 2195 2470 2820 3550 4325 5315 6410 
18 2020 2280 2565 2935 3700 4510 5535 6690 
19 3840 4700 5760 6975 
20 4870 5980 7245 

Rohre mit eingeklammerten Außendurchmessern werden nicht mehr gewalzt. 

Tabelle 16. Trägheitsmoment J = 6~ (D'-d') cm'. 

Wand- Äußerer Rohrdurchmesser D in mm 
stärke 
lnmm 241 267 I 292 318 (330) 343 368 394 419 

7 3540 4830 
7,5 3770 5165 
8 3995 5450 7225 9390 10500 11890 14780 
8,5 4225 5750 7620 9925 11110 12520 15570 
9 4440 6070 8060 10450 11650 13370 16500 20100 
9,5 4650 6390 8450 11050 12210 13950 17300 21200 

10 4850 6690 8870 11540 12810 14550 18180 22250 26900 
10,5 5075 6950 9200 12000 13450 15210 19000 23330 28300 
ll 5260 7270 9630 12580 14010 15850 19800 24300 29400 
11,5 5450 7530 10000 13040 14550 16450 20600 25350 30730 
12 5650 7850 10400 13530 15160 17150 21400 26300 31800 
12,5 5850 8100 10720 14100 15660 17720 22200 27200 33300 
13 6060 8400 11110 14660 16250 18400 22900 28200 34250 
13,5 6280 8630 11470 15000 16800 19050 23800 29270 35900 
14 6440 8950 11860 15500 17350 19640 24500 30200 36500 
14,5 6625 9200 12150 15960 17900 20300 25350 31200 38100 
15 6830 9450 12570 16460 18370 20900 26100 32200 38800 
16 7175 9980 13260 17400 19450 22100 27650 34000 41350 
17 7540 10460 13950 18300 20500 23200 29100 35850 43500 
18 7890 10940 14600 19200 21480 24400 30500 37600 45730 
19 8200 11430 15280 20100 22500 25550 31900 39400 48000 
20 8530 11900 15900 20900 23460 26600 33300 41250 50100 
21 16550 21720 24400 27700 34600 42900 52600 
22 17150 22600 25350 28850 36000 44700 54250 
23 29750 37400 46300 56600 
24 38700 48000 58500 
25 

I 60500 

Rohre mit eingeklammerten Außendurchmessern werden nicht mehr gewalzt. 
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